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Avant-propos

Les minéraux argileux, principaux constituants des argiles, sont issus de l’altération des
minéraux formés dans les profondeurs de la croûte terrestre. Ils sont riches en aluminium et en
silicium, et constituent l’essentiel de l’écorce terrestre (90% en masse). Ils sont caractérisés par
une structure en feuillets et des dimensions inférieures au micromètre, ce qui leur confère une
grande surface par unité de masse, et pour certains d’entre eux des propriétés de gonflement
en présence d’eau et d’échange ionique. Dispersés dans l’eau, les minéraux argileux ont des
propriétés colloïdales, puisqu’ils sont sensibles à l’agitation thermique du fait de leur petite
taille.

Ces différentes propriétés ont conduit (avant même leur compréhension) à l’utilisation des
minéraux argileux par l’Homme pour des applications très variées : formation de briques, tuiles,
terre cuite, faïence, porcelaine, utilisation comme agent de texture dans les peintures, agent de
blanchiment du papier, ou agent de renforcement des matériaux plastiques à base de polymères.
On trouve également les argiles comme catalyseurs, notamment dans l’industrie pharmaceu-
tique, ou comme membranes pour des procédés de filtration dans l’industrie agro-alimentaire.
Les smectites (argiles gonflantes) sont par ailleurs utilisées pour les boues de forage dans l’in-
dustrie pétrolière.

Par leur abondance dans le sol et le sous-sol et leurs propriétés (de gonflement et d’échange
ionique), les argiles sont également impliquées dans de nombreux processus environnementaux.
Elles servent par exemple de "réservoir" d’eau, qu’elles peuvent capter en cas d’abondance
(pluie, irrigation) puis relâcher en période de sécheresse. Leur capacité à sorber les traces d’élé-
ments polluants minéraux ou organiques en fait également un facteur important dans la limita-
tion de la pollution du sous-sol. Ce sont entre autres ces propriétés qui ont conduit l’ANDRA
(Agence Nationale pour la Gestion de Déchets Radioactifs) à envisager les argiles comme bar-
rière (naturelle et ouvragée) de confinement pour le stockage des déchets radioactifs en couche
géologique profonde.

Pour cette dernière application, il est crucial de comprendre comment les éléments traces
sont transportés à travers l’argile, et comment ils sont retenus par elle. Cette thèse s’inscrit dans
un vaste programme de recherche sur ces questions (structuré par une première loi en 1991,
puis une seconde en 2006), et porte plus particulièrement sur la modélisation du transport de
l’eau et des ions par une approche multi-échelles, c’est-à-dire faisant le lien entre les différentes
échelles d’observation et les différents niveaux de description.
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Introduction
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Chapitre 1

Les argiles
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1.1 Contexte

1.1.1 La gestion des déchets radioactifs
La gestion des déchets nucléaires en France est assurée, depuis la loi n◦ 91-1381 du 30 dé-

cembre 1991 [1], par l’Agence Nationale pour la Gestion des Déchets Radioactifs (ANDRA).
Celle-ci est en charge de l’inventaire et de la gestion des différents types de déchets, classés en
fonction de leur activité (nombre de désintégrations par unité de temps) et leur période radioac-
tive (temps au bout duquel un élément perd la moitié de son activité). Les quantités et modes de
gestion utilisés ou envisagés sont indiqués dans le tableau 1.1.
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Durée de vie

Activité Courte Longue
(période < 30 ans) (période > 30 ans)

TFA Cumul en 2020 : 500000 m3

Très Faible Activité Stockage dans le centre de Morvilliers (Aube)
(< 100 Bq/g) (capacité : 650000 m3)

FA Déchets A Cumul en 2020 : 90000 m3

Faible Activité Cumul en 2020 : 1,2 106 m3 Stockage en subsurface à l’étude
(quelques 105 Bq/g) Stockage dans le centre (déchets graphite et radifères)

MA de l’Aube (capacité : 106 m3 Déchets B
Moyenne Activité + 500000 m3 du centre Cumul en 2020 : 60000 m3

(plusieurs 106 Bq/g) de la Manche déjà remplis) Recherches en cours
HA Déchets C

Haute Activité Cumul à l’horizon 2020 : 4000 m3

(plusieurs 109 Bq/g) Recherches en cours

T. 1.1: Classification des déchets radioactifs, volumes cumulés à l’horizon 2020, et mode de gestion
retenu ou envisagé [2]

Les déchets C (les plus radioactifs, provenant de la production d’électricité dans les cen-
trales nucléaires) ne représentent que 1% du volume des déchets, mais ils concentrent l’essentiel
(96%) de la radioactivité [2]. La loi de 1991 prévoyait trois axes d’étude pour la gestion de ces
déchets :

– la séparation poussée des éléments présentant les périodes radioactives les plus longues,
en particulier les actinides mineurs1 et la transmutation, permettant de les transformer
en éléments stables ou à durée de vie plus courte pour diminuer le volume de déchets
vitrifiés,

– le stockage en couche géologique profonde,

– l’entreposage de longue durée en surface ou en subsurface.

Ces trois axes ont été suivis pendant les quinze années prévues par la loi de 1991 qui fixait un
nouveau rendez-vous en 2006.

1.1.2 Le stockage géologique
Concept de stockage

Depuis la loi de programme n◦ 2006-739 du 28 juin 2006 relative à la gestion durable des
matières et déchets radioactifs [3], le mode de gestion de référence pour les déchets B et C
(voir le tableau 1.1) est le stockage réversible en formation géologique profonde2. Dans ce
cadre, les colis de déchets à Haute Activité et Vie Longue (HAVL), conditionnés dans du ciment
ou du bitume pour les déchets B, dans une matrice vitreuse pour les déchets C, sont placés

1Neptunium, Américium, Curium. Ils ne sont actuellement pas séparés des produits de fission dans les colis de
déchets.

2La loi prévoit néanmoins la poursuite des trois axes de recherches.
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après refroidissement en surface dans des galeries creusées dans le sous-sol. La loi prévoit
que le stockage devra être réversible. Le concept général retenu pour le stockage en formation
géologique profonde est celui de barrières multiples. A titre d’illustration, le concept actuel
prévoit dans le cas des déchets C :

– la matrice vitreuse dans laquelle sont fondus les déchets,

– le fût en acier contenant la matrice vitreuse,

– le sur-conteneur contenant les fûts en acier,

– la barrière naturelle constituée par le milieu géologique lui-même.

Chacune de ces barrières contribue à éviter le relâchement des matières radioactives dans la bio-
sphère, pour une durée en principe suffisante à la décroissance de la radioactivité. En particulier,
le milieu géologique doit garantir le confinement à long terme (> 105 ans).

Le laboratoire souterrain de Meuse/Haute-Marne

Parmi les différentes options considérées par la loi de 1991 (argile, granite ou sel), l’ANDRA
a identifié à l’est du bassin parisien une formation argileuse susceptible d’accueillir à terme
un site de stockage. Cette formation appelée Callovo-Oxfordien (COX) est située entre 420
et 550 m de profondeur3 (voir la figure 1.1). Elle est vieille de 155 millions d’années, et est
homogène sur une zone d’environ 200 km2. Pour en étudier les propriétés in-situ, un laboratoire
souterrain y a été construit, à la limite entre la Meuse et la Haute-Marne.

F. 1.1: Laboratoire souterrain de Meuse/Haute-Marne ( c© ANDRA).

Le Callovo-Oxfordien est constitué d’argilite, roche argileuse cimentée par des cristaux de
carbonate (calcite), de quartz et de feldspaths. On y trouve également de la pyrite et de la matière
organique. Sa fraction argileuse contient surtout de l’illite et des interstratifiés illite/smectite
(voir la partie 1.2).

3Ces valeurs correspondent à l’endroit où se trouve le laboratoire souterrain ; la profondeur et l’épaisseur du
Callovo-Oxfordien varient à l’échelle de la formation.
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1.1.3 Les argiles dans le concept de stockage

Les argiles tiennent une place importante dans le concept de stockage en formation géo-
logique profonde. En effet, la couche d’argilite du Callovo-Oxfordien permet, par sa faible
perméabilité et ses capacités de rétention, de participer au confinement. Les argiles gonflantes
sont également envisagées dans les barrières ouvragées comme bouchons d’alvéole ou pour le
scellement des galeries après la phase d’exploitation initiale du site de stockage. La figure 1.2
représente à titre d’illustration une alvéole de stockage de déchets C scellée.

F. 1.2: Schéma d’une alvéole de stockage de déchets C scellée ( c© ANDRA).

1.1.4 Sûreté et transport dans l’argile

Puisque les argiles participent au confinement déchets, il est important de bien comprendre
les phénomènes de transport et de rétention des radionucléides dans l’argile, afin de faire des
prévisions fiables concernant la date à laquelle ils atteindront la biosphère et les doses radioac-
tives correspondantes. On doit alors identifier les éléments les plus problématiques, c’est-à-dire
ceux qui contribuent le plus à la radioactivité dans la biosphère après avoir traversé toutes les
barrières. On peut en particulier citer les isotopes suivants : 135Cs, 129I, 36Cl, 79Se. Toutes ces élé-
ments se trouvent sous forme ionique en solution (Cs+, I−, Cl−), et leur spéciation peut dépendre
du pH et du potentiel rédox du milieu (dans le cas du sélénium par exemple).

Les propriétés de transport de ces espèces chargées sont fortement influencées par la pré-
sence d’eau et par la force ionique de la solution saturant la porosité du milieu, définie par :

I =
1
2

∑
i

z2
i ci (1.1)

où la somme porte sur tous les ions i en solution, de charge zie (avec e la charge élémentaire) et
de concentration ci. Celle-ci est de l’ordre de 0,1 mol.dm−3 pour l’argilite du COX.
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1.2 Les argiles

1.2.1 Argiles et minéraux argileux

Le mot argile peut avoir plusieurs significations, mais désigne en principe les matériaux
naturels qui sont composés essentiellement de minéraux finement divisés, plastiques après hy-
dratation avec une quantité d’eau appropriée, et qui durcissent au séchage ou à la cuisson [4].
Cette définition correspond en pratique à des sols4 ou des roches5 d’origine sédimentaire conte-
nant essentiellement des minéraux tels que des phyllosilicates (ou silicates en feuillets6), des
silices (silice colloïdale, quartz) et des oxy-hydroxydes de fer et d’aluminium.

Un critère souvent évoqué pour définir les minéraux argileux est celui de la taille : ils corres-
pondent aux minéraux de taille inférieure à 2 µm. Cependant ce critère est assez ambigu. Une
définition proposée par Bailey [5] propose d’identifier les minéraux argileux et la famille des
phyllosilicates. Par souci de cohérence avec la définition des argiles, Guggenheim et Martin [4]
ont étendu la définition des minéraux argileux à tous ceux qui confèrent aux argiles leurs pro-
priétés de plasticité et de durcissement au séchage ou à la cuisson. Les minéraux argileux sont
l’un des principaux composants de la croûte terrestre.

1.2.2 Structures

Les phyllosilicates sont pour la plupart des aluminosilicates (oxydes de silicium et d’alu-
minium), comme le sont également les zéolithes, et sont classés en fonction de leur structure
microscopique, obtenue par diffraction de rayons X [6]. Nous présentons d’abord cette classifi-
cation pour situer en particulier la famille des smectites, dont fait partie la montmorillonite que
nous avons étudiée. Cette dernière est le principal constituant de la bentonite naturelle du Wyo-
ming (MX80) qui sert de référence pour l’étude des bentonites comme barrières ouvragées dans
un stockage de déchets nucléaires en formation géologique profonde7. Les smectites constituent
également une part importante de la fraction argileuse de l’argilite du Callovo-Oxfordien.

La structure en feuillets des smectites, ainsi que les propriétés des cations compensateurs
(voir ci-dessous), sont à l’origine d’une structure multi-échelles complexe issue de l’assemblage
des feuillets, que nous décrivons ensuite, avant de présenter les propriétés physico-chimiques
des smectites.

Structure microscopique et classification

Les phyllosilicates sont formés de couches d’oxyde de silicium tétracoordonnés (couches T)
et d’aluminium hexacoordonnés (couche O). On les classe principalement selon trois critères :

– l’empilement des couches O et T,

– la quantité de sites octaédriques occupés par des Al3+,

4Le sol désigne la couche superficielle, meuble, de la croûte terrestre résultant de l’altération de la roche-mère.
5Une roche est un matériau formé par un agrégat naturel de minéraux, de fossiles et/ou d’autres éléments.
6Les silicates (oxydes de silicium tétracoordonnés) peuvent également se trouver sous forme isolée (nésosili-

cates, comme le zircon, les olivines, les grenats), de couronnes (cyclosilicates, comme la tourmaline ou le béryl),
de chaînes (inosilicates, comme les pyroxènes) ou de structures tridimensionelles (tectosilicates, comme le quartz
ou les zéolithes).

7La MX80 a été choisie comme référence par l’ANDRA, mais aussi par le SKB, son homologue suédoise [7].



10 CHAPITRE 1. LES ARGILES

F. 1.3: Structure d’un phyllosilicate dioctaédrique. On a représenté quatre cavités hexagonales, en ne
reportant qu’une des deux couches tétraédriques (voir figure 1.4). Les atomes de silicium sont en jaune,
les Al en vert, les O en rouge et les H en blanc. Sur la figure de droite, les tétraèdres de coordination des
Si, comprenant un oxygène non-visible car sous le Si, sont indiqués en bleu (voir aussi la figure 1.4).

– la quantité de substitutions d’Al3+ par des ions bivalents (souvent Mg2+) dans la couche
octaédrique ou de Si4+ par des ions trivalents (Al3+) dans les couches tétraédriques.

Les couches T sont constituées de tétraèdres SiO4−
4 reliés par les sommets, comme indiqué

sur la figure 1.3, dont l’assemblage forme des cavités hexagonales dites "siloxanes". Le centre
de ces cavités est occupé par des groupes hydroxyles OH. Les couches T s’empilent avec des
couches d’octaèdres d’Al hexacoordonnés. La figure 1.4 illustre le cas d’un phyllosillicate 2/1,
formé d’une couche O comprise entre deux couches T. On distingue par ailleurs les phyllosi-
licates trioctaédriques, dont tous les sites octaédriques de la couche O sont occupés par des
cations, et les dioctaédriques, dont seulement deux sites sur trois sont occupés par des cations,
le dernier étant vacant. Les figures 1.3 et 1.4 correspondent à un phyllosilicate 2/1 dioctaédrique,
famille dont fait partie la montmorillonite. La liaison OH est dans ce cas presque dans le plan
des feuillets, tandis qu’elle est perpendiculaire à ce dernier dans les phyllosilicates 2/1 triocta-
édriques.

Le tableau 1.2 présente une classification simplifiée des phyllosilicates, faisant apparaître
l’empilement des couches, selon les types TO (dont la kaolinite), TOT (dont les smectites) ou
TOTO (chlorites), et la nature di- ou trioctaédrique. Cette classification distingue également les
phyllosilicates 2/1 selon la densité de charge du feuillet. Si la structure idéale des pyrophyllites,
de "formule unité" Si4O10Al2(OH)2, est électriquement neutre, des substitutions d’ions Al3+

par des ions bivalents (Mg2+ ou Fe2+) dans la couche octaédrique ou d’ions Si4+ par des ions
trivalents (Al3+) dans la couche tétraédrique conduisent à une charge négative des feuillets. Cette
charge structurale est compensée par la présence de contre-ions, souvent alcalins (sodium Na+

ou potassium K+) ou alcalino-terreux (calcium Ca2+), dont la nature varie selon le type d’argile
et pour certaines d’entre elles selon les conditions physico-chimiques du milieu environnant
(voir ci-dessous les propriétés d’échange ionique).
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F. 1.4: Structure d’un phyllosilicate 2/1. Chaque feuillet est constitué d’une couche octaédrique
(la coordination octaédrique des Al est illustrée en vert) comprise entre deux couches tétraédriques (la
coordination tétraédrique des Si est illustrée en bleu). On a représenté ici un phyllosilicate dioctaédrique.
Les substitutions peuvent être soit dans les couches tétraédriques (Si4+ → Al3+), soit dans la couche
octaédrique (Al3+ →Mg2+ ou Fe2+), et confèrent une charge négative au feuillet. Le code de couleur est
le même que pour la figure 1.3.

La formule générale pour les phyllosilicates 2/1 dioctaédriques est donc :

Xx+y[Si8−xAlx][Al4−yMgy]O20(OH)4 (1.2)

où X désigne le contre-ion (supposé monovalent). Les smectites sont modérément chargées,
avec x + y de l’ordre de 0, 4 à 1, 2 par unité O20(OH)4 (voir le tableau 1.2). Dans le cas de
la montmorillonite, les substitutions sont surtout octaédriques (contrairement à la beidellite,
phyllosilicate 2/1 dioctaédrique substitué majoritairement dans la couche tétraédrique).

La forme des feuillets cristaux est fixée par l’énergie de surface lorsque l’on coupe la struc-
ture selon des faces données. Trois d’entre elles sont significativement plus stables que les autres
(après dissociation éventuelle de molécules d’eau pour saturer les liaisons Si-O ou Al-O rom-
pues), ce qui conduit souvent à une forme hexagonale plus ou moins prononcée.

Une structure multi-échelles

L’épaisseur d’un feuillet de phyllosilicate 2/1 est d’environ 1 nm, et ses dimensions latérales
peuvent atteindre 100 nm voire quelques µm. Cette très forte anisotropie, ainsi que la présence
éventuelle de contre-ions, conduit à la formation de particules d’argile, aussi appelés tactoïdes,
empilements quasi-cristallins de quelques feuillets à quelques dizaines de feuillets dont la pério-
dicité est visible par diffraction des rayons X. La stabilité de ces structures vient des interactions
de van der Waals, favorisées par la très grande surface de contact entre feuillets, et surtout le
cas échéant par les interactions coulombiennes avec les cations situés dans l’espace interfoliaire
émergeant de l’empilement des feuillets. Ce dernier est schématisé sur la figure 1.5. Les micas
et les kaolinites forment les tactoïdes les plus épais, les smectites forment en suspension dans
l’eau des particules d’une dizaine de feuillets environ [8].
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Caractéristiques cristallines Minéraux dioctaédriques Minéraux trioctaédriques

Minéraux 1/1
TO, Q = 0 K S

Minéraux 2/1
TOT, Q ∼ 0 P T

TOT, Q = 0, 4 − 1, 2
S S

Al : montmorillonite, beidellite Mg : saponite, hectorite
Fe : nontronite

TOT, Q = 1, 2 − 1, 8 V V
TOT, Q = 1, 8 − 2, 0 I
TOT, Q = 2, 0 − 4, 0 M M

Minéraux 2/1/1
TOTO, Q variable C C

T. 1.2: Classification simplifiée des phyllosilicates, d’après Meunier [8]. Q désigne la charge élec-
trique par unité O20(OH)4 (en charges élémentaires e), T une couche tétraédrique et O une couche octa-
édrique.

F. 1.5: Empilement de feuillets : l’espace interfoliaire contient des contre-ions (en bleu) et éven-
tuellement des molécules d’eau (selon le type et le nombre de substitutions, la nature du contre-ion et
l’humidité relative).

Lorsque l’on sèche une suspension d’argile, les particules s’agrègent en grains. A la porosité
interfoliaire s’ajoute une porosité associée à l’espace entre les particules au sein d’un grain (voir
figure 1.6a). Ces grains s’agrègent à leur tour pour former des structures plus larges, avec une
porosité intergranulaire correspondante (figure 1.6b).
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(a) (b)

F. 1.6: Schéma de la structure multi-échelles des argiles. Les empilements de feuillets forment des
particules ou tactoïdes (a), qui s’agrègent en des structures plus larges (b). A chaque échelle correspond
une nouvelle porosité : interfoliaire, interparticulaire et intergranulaire.

Dans un matériau naturel comme l’argilite du Callovo-Oxfordien s’ajoute à cette complexité
structurale celle de composition chimique. On note en effet la présence d’importantes quantités
d’autres minéraux, notamment la calcite (CaCO3) et la pyrite (FeS).

Les différentes porosités

Les différentes porosités8 sont classées en fonction de leur taille. On distingue ainsi pour
une argile compactée [9] :

– l’espace interfoliaire, ou nanoporosité (dint ∼ 1 nm)
– la microporosité (� ∼ 2 − 10 nm), associée à la porosité interparticulaire,
– la mésoporosité (� ∼ 10− 50 nm), associée aux porosités interparticulaires et intergranu-

laires,
– la macroporosité (� > 50 nm, typiquement quelques µm), associée à la porosité intergra-

nulaire.
Les deux derniers types sont quantifiables par porosimétrie au mercure ou adsorption d’eau
ou d’azote. Seule l’adsorption d’eau (ou d’azote) permet de quantifier la porosité interfoliaire
et la microporosité. Ces techniques permettent également de mesurer la surface spécifique des
argiles (surface par masse de solide, en m2/g), qui dépend de la nature des feuillets : la kaolinite,
qui forme de grands feuillets, a une surface spécifique de l’ordre de 20 m2/g, tandis que la
montmorillonite, plus finement divisée, a une surface spécifique de l’ordre de 800 m2/g [10].

Les proportions de chaque type de porosité varient selon le mode de séchage et le taux de
compaction. La compaction d’une argile est quantifiée par sa densité sèche ρs, c’est-à-dire la
masse de solide par unité de volume. Son influence sur les proportions de chaque type de pore
pour la bentonite MX80 est illustrée sur la figure 1.7, reproduite de [11]. La diminution de
la porosité totale est majoritairement due à une réduction de la macroporosité, et conduit à une
augmentation des proportions de méso- et micropores. Dans le cas d’échantillons saturés en eau,
la compaction peut également modifier l’état d’hydratation interfoliaire (voir ci-dessous) [12].

8La porosité est le volume qui n’est pas occupé par les feuillets.
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F. 1.7: Influence de la compaction (quantifiée par la densité apparente de l’argile sèche) sur les
proportions de chaque type de porosité. Figure reproduite de [11] (chapitre 4, page 161/248).

1.2.3 Propriétés
La structure des argiles est donc par nature multi-échelles, et la compréhension du transport

au sein d’un tel matériau nécessite de prendre en compte cette caractéristique. Un des aspects
fondamentaux dans cet objectif, sur lequel nous reviendrons, est celui de la connectivité entre
les différents types de porosité. Avant de présenter les phénomènes de transport dans les argiles
compactées saturées en eau, nous introduisons trois propriétés fondamentales des argiles gon-
flantes que sont les smectites : le gonflement, l’échange ionique, et la présence de sites réactifs
en bordure de feuillet. Ces trois caractéristiques sont à l’origine de l’utilisation des smectites
pour diverses applications, que nous mentionnerons plus loin.

Gonflement

Certaines argiles, dont les smectites, on la particularité de gonfler lorsqu’on les met en équi-
libre avec un réservoir d’eau liquide, ou atmosphère d’humidité relative contrôlée

RH = 100 ×
P
P◦

(1.3)

avec P la pression partielle en eau, P◦ la pression de vapeur saturante de l’eau9, et l’humidité
relative en %. Le gonflement d’une argile est défini comme l’écartement des feuillets par entrée
d’eau dans l’espace interfoliaire. Les propriétés de gonflement d’une argile de nature et de
densité de charge données dépendent fortement de la nature du contre-ion.

On distingue trois régimes de gonflement. Partant de l’état sec, on a d’abord une augmenta-
tion discrète de la distance interfoliaire, correspondant à l’entrée d’une couche d’eau entre les
feuillets (état monocouche, ou monohydraté), puis d’une seconde (état bicouche, ou bihydraté),
voire pour certains cations comme le sodium d’une troisième (tricouche). Puis l’écartement des

9P◦ = 31, 7 bar à 25◦C.
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feuillets se poursuit de façon continue, pour atteindre enfin un régime dispersé sous forme de
suspension colloïdale [13–17].

La stabilité relative des différents états d’hydratation, pour une humidité relative donnée,
est contrôlée par deux facteurs : d’une part la nature de la surface de l’argile ("hydrophile" ou
"hydrophobe"), d’autre part celle du contre-ion. Les kaolinites et pyrophyllites ne gonflent pas
car leur surface est hydrophobe et qu’elles n’ont pas de contre-ion susceptible de s’hydrater ; les
illites et micas, dont le contre-ion est le plus souvent le K+, ne gonflent pas non plus, ou pas au-
delà de la monocouche. Avec les smectites à contre-ion Li+ ou Na+ on observe des états mono-,
bi- voire tricouche, tandis que pour les contre-ions K+ ou Cs+ seule la monocouche (éventuelle-
ment la bicouche pour K+) est observée. Ces résultats indiquent que l’hydratation des cations est
l’un des principaux moteurs du gonflement, puisque ce dernier est favorisé par une plus grande
énergie libre d’hydratation des cations (nous reviendrons sur ce point ultérieurement).

Le gonflement cristallin et les propriétés structurales et dynamiques des espèces interfo-
liaires ont été très largement étudiés expérimentalement, par diffraction des rayons X (la me-
sure de la réflexion principale d001 donne accès à la distance interfoliaire) combinée à des
mesures d’adsorption d’eau (voir la figure 1.8) [14–18], la Résonance Magnétique Nucléaire
(RMN) [19–21], ou encore la spectroscopie infrarouge [22,23]. La dynamique de l’eau interfo-
liaire a également été étudiée par diffusion quasi-élastique des neutrons (Quasi-Elastic Neutron
Scattering, ou QENS) [24–33]. Ces études expérimentales ont par ailleurs été complétées par
des simulations microscopiques, sur lesquelles nous reviendrons plus longuement à la fin de ce
chapitre. Ces études, à la fois expérimentales et théoriques, ont mis en évidence la modification
des propriétés dynamiques de l’eau et des cations (par rapport à une solution d’électrolyte) par
le confinement entre les surfaces. Ces mêmes propriétés dépendent pas ailleurs du contenu en
eau interfoliaire.

F. 1.8: Isotherme d’adsorption d’eau et distance interfoliaire correspondante en fonction de l’humidité
relative pour la montmorillonite sodique (figure reproduite de [17]).

L’interprétation des données expérimentales, en particulier d’adsorption d’eau est délicate,
principalement parce qu’il n’est pas évident de préciser la localisation de l’eau dans les diffé-
rents types de porosités (surfaces internes ou externes des particules, méso- ou macropores). De
plus, on a souvent coexistence de différents états d’hydratation [14,15] et l’on observe une hys-
térèse dans les cycles adsorption/désorption. Ceci conduit à des difficultés dans la préparation
d’échantillons de contenu en eau bien défini et de répartition entre états donnée [15, 34].
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Échange ionique

Une autre propriété des argiles est la possibilité de substituer un cation interfoliaire par un
autre de nature différente. L’échange cationique peut avoir lieu entre ions de même valence
(par exemple Cs+ pour Na+) ou de valences différentes (par exemple un Ca2+ pour deux Na+).
La quantité d’ions échangeables pour une argile donnée est appelée capacité d’échange ca-
tionique (CEC) et se mesure en milli-équivalents (mmol de charge) par 100 grammes d’argile
(meq/100 g). Une montmorillonite sodique a une CEC de l’ordre de 100 meq/100 g, soit environ
1 mole de Na+ par kg d’argile. La MX80 a une CEC d’environ 85 meq/100 g.

Au cours de la réaction d’échange, les cations initialement présents dans l’espace interfo-
liaires sont remplacés par des cations en solution, et sont relâchés dans la phase aqueuse. On
peut symboliser l’échange total (dans le cas Na+ → Cs+) par la réaction :

Na+ + Cs+aq = Cs+ + Na+aq (1.4)

où Na+ (resp. Cs+) désigne l’ion Na+ (resp. Cs+) dans une argile homoionique, c’est-à-dire
avec uniquement des contre-ions Na+ (resp. Cs+), et Cs+aq (resp. Na+aq) l’ion Cs+ (resp. Na+) en
solution. Les proportions à l’équilibre pour chaque cation entre l’argile et la phase aqueuse sont
fixées par une constante de sélectivité Ks spécifique à chaque couple d’ions. Nous reviendrons
en détail sur l’échange ionique et l’influence de la température sur l’échange au chapitre 3.

Dans la mesure où les ions Cs+ peuvent s’échanger avec les contre-ions naturels de la mont-
morillonite, l’échange doit être pris en compte pour la compréhension du transport et de la
rétention du Cs+ par l’argile. Outre les alcalins et les alcalino-terreux [34–36], l’échange des
contre-ions naturels avec des métaux de transition [36–38], des lanthanides [39] et des acti-
nides [40] a également été rapporté dans la littérature.

Les propriétés de gonflement et d’échange ionique des différents types de phyllosilicates
dioctaédriques sont résumées dans le tableau 1.3.

Type Charge Substitutions Contre-ion naturel
Gonflement,

échange ionique
Pyrophyllite 0 - - -

Smectites 0,4-1,2 Td,Oh Ca2+, Mg2+, Na+ X
Vermiculites 1,2-1,8 Td,Oh Mg2+ X

Micas 2,0-4,0 Td K+ (Ca2+) -

T. 1.3: Propriétés des phyllosilicates dioctaédriques : charge par unité O20(OH)4 (en charges élé-
mentaires e), type de substitution (tétraédrique Td ou octaédrique Oh), contre-ion naturel et aptitude au
gonflement et à l’échange ionique.

Réactivité

Une dernière propriété importante pour la rétention des radionucléides est la présence de
groupes silanols SiOH et aluminols AlOH et AlOH2 en bordure de feuillets provenant de la
coupure des feuillets et de la saturation des liaisons rompues par dissociation de molécules
d’eau. Selon le pH de la solution au contact de l’argile, ces sites sont susceptibles de perdre ou
accepter des protons, ce qui confère une charge positive ou négative aux bords des feuillets. En
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milieu acide, la plupart des argiles ne sont pas stables et se dissolvent. Par ailleurs, une argile en
contact avec de l’eau pure conduit à un pH légèrement basique. Dans le Callovo-Oxfordien, le
fluide en équilibre avec l’argile a un pH presque neutre. Les argiles ont également des propriétés
de catalyse acide, après activation thermique.

Les sites de bordures peuvent complexer les cations tels que les éléments de transition [41–
43] ou les actinides [44], ce qui participe a leur rétention par les argiles. Contrairement à
l’échange ionique, la complexation des cations par les sites de bordures dépend de l’état de
protonation des surfaces latérales des particules, donc du pH.

Tous les cations sont par ailleurs susceptibles d’être complexés par les surfaces basales des
particules d’argile, très semblables aux surfaces internes. Cette fixation en surface est analogue
à l’échange ionique avec les contre-ions interfoliaire, car elle s’accompagne généralement du
départ d’un contre-ion complexé sur les surfaces basales. Deux modes de complexation sont
possibles : dans les complexes de sphère externe (CSE), la première sphère de coordination
du cation est entièrement constituée de molécules d’eau ; dans les complexes de sphère interne
(CSI), une partie de celles-ci est remplacée par des atomes d’oxygène de surface. La forma-
tion d’un type de complexe pour un ion donné dépend de son énergie libre d’hydratation et de
ses interactions avec la surface. On observe ainsi majoritairement des CSE pour l’ion Na+, et
majoritairement CSI pour l’ion Cs+ [45].

1.2.4 Conséquences et applications

Le gonflement des argiles peut avoir des conséquences dramatiques : en cas d’inondation
en surface, il peut causer des glissements de terrain ; dans l’industrie pétrolière, le gonflement
de l’argile au contact d’eau salée présente dans les fluides de forage [46] peut conduire à la
formation de bouchons ce qui rend la récupération du pétrole plus difficile.

Outre leur utilisation pour le stockage des déchets nucléaires en formation géologique pro-
fonde, les argiles sont utilisées dans des domaines industriels variés, en particulier comme agent
de texture dans les peintures, le papier ou les matières plastiques, ou après cuisson pour la
formation de porcelaine, de céramique, de briques ou de tuiles. On peut également noter des
applications dans le domaine cosmétique. Enfin, des applications plus récentes sont liées à la
formation de nano-composites polymére/argile qui présentent en particulier de bonnes proprié-
tés mécaniques et thermiques [47].

D’un point de vue plus fondamental, il semblerait que les argiles aient également pu être
impliquées dans la formation des premières molécules d’Acide Ribonucléique (ARN) en cata-
lysant l’oligomérisation des nucléotides [48], ainsi que dans l’apparition des premières cellules
en catalysant la formation de vésicules [49].

1.3 Transport et rétention

Dans la perspective du stockage géologique des déchets nucléaires, il est important d’avoir
une bonne compréhension des phénomènes de transport et de rétention dans une argile com-
pactée. Nous faisons ici une revue des concepts et modèles utilisés couramment pour en rendre
compte. Nous emploierons parfois le terme de traceur pour désigner une particule traversant le
milieu, d’une part car les radionucléides traversant les barrières ouvragées et naturelles sont en
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quantités faibles par rapport aux autres espèces présentes dans le milieu10, d’autre part car la
mesure des coefficients de transport est souvent faite avec des traceurs radioactifs, même pour
l’eau ou les ions qui sont présents en grandes quantités dans le milieu (eau tritiée HTO, 22Na+,
36Cl−).

Le transfert d’eau et d’ions à travers le milieu poreux et chargé qu’est l’argile se fait a priori
dans tout le volume que n’occupent pas les feuillets, c’est-à-dire la porosité interfoliaire comme
les porosités plus larges (micro-, méso- et macroporosité). Les modèles de transport se placent :

– soit à l’échelle macroscopique, en introduisant des paramètres de transport empiriques,
en particulier le coefficient de diffusion effectif De,

– soit à l’échelle "microscopique", ce terme désignant à la fois la nanoporosité interfoliaire
et les pores plus larges.

Les méthodes permettant de faire le lien entre le comportement microscopique et les propriétés
macroscopiques observées sont appelées méthodes d’homogénéisation. Dans cette partie, nous
introduisons les grandeurs utilisées de façon empirique pour décrire le transport et la rétention
dans l’argile, tandis que la partie 1.4 sera consacrée aux modèles mécanistiques (c’est-à-dire
reposant sur une base microscopique) de ces phénomènes.

1.3.1 Paramètres de transport empiriques
Les phénomènes de transport sont caractérisés à l’échelle macroscopique par des paramètres

effectifs correspondant à des lois phénoménologiques issues de la thermodynamique des phé-
nomènes irréversibles [50, 51]. On peut citer en particulier :

– la perméabilité, reliant la vitesse du fluide saturant la porosité au gradient de pression par
la loi de Darcy,

– la conductivité, reliant le flux de charge au gradient de potentiel électrostatique par la loi
d’Ohm,

– la conductivité thermique, reliant le flux de chaleur au gradient de température par la loi
de Fourier,

– le coefficient de diffusion, reliant le flux d’une espèce au gradient de concentration cor-
respondant par la loi de Fick,

– les coefficients de couplage électro-osmotique, reliant la réponse électrique à un gradient
de pression et la réponse hydraulique à un gradient de potentiel électrostatique.

Il a été montré que pour les argilites du Callovo-Oxfordien la perméabilité est extrêmement
faible (de l’ordre de 10−13 m.s−1) et que le transport d’eau et de solutés est essentiellement
diffusif [2]. Ceci souligne l’importance du coefficient de diffusion pour quantifier le transport
des différentes espèces, qui conditionne dans le cas des déchets radioactifs la dose radioactive
relâchée dans le milieu géologique puis la biosphère.

Coefficient de diffusion effectif

Le coefficient de diffusion D0 d’une espèce en solution est défini par la première loi de Fick :

j = −D0∇C (1.5)
10Les concentrations atteintes seront inférieures à celle des ions présents dans le milieu initial. L’eau présente

dans les pores du Callovo-Oxfordien a par exemple une force ionique d’environ 0,1 mol.dm−3.
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avec j le flux de l’espèce et ∇C le gradient local de concentration. Pour un milieu poreux comme
l’argile compactée, on observe également la proportionnalité du flux macroscopique et du gra-
dient de concentration, ce qui permet de définir le coefficient de diffusion effectif De :

j = −De∇C (1.6)

les concentrations correspondant cette fois à des grandeurs macroscopiques aux extrémités de
l’échantillon. Le coefficient de diffusion effectif De est toujours plus faible que le coefficient de
diffusion microscopique D0, car les traceurs doivent contourner les obstacles que constitue la
matrice poreuse. La relation empirique suivante associe De et D0 :

De = D0 ×

(
ωδ

τ2

)
. (1.7)

On a introduit ici la porosité ω, c’est-à-dire la fraction du volume qui n’est pas occupé par le
solide, la constrictivité δ, paramètre empirique traduisant l’ouverture et la fermeture des chemins
diffusionnels, et la tortuosité τ, rapport entre la distance effectivement parcourue par l’espèce à
travers le milieu poreux et la distance qu’elle aurait parcourue en suivant une ligne droite. Seul
le rapport δ/τ2 est accessible expérimentalement.

L’équation de conservation (en supposant que l’espèce n’est pas impliquée dans des réac-
tions chimiques) :

∂(ωC)
∂t

+ ∇ · j = 0 (1.8)

avec ω la porosité accessible à l’espèce dans le milieu poreux, permet d’obtenir la seconde loi
de Fick vérifiée par la concentration :

∂C
∂t
=

De

ω
∆C (1.9)

où ∆ désigne le Laplacien.
Le coefficient de diffusion effectif est mesuré expérimentalement pour chaque espèce par

des expériences de diffusion en régime permanent. On impose un gradient de concentration
constant aux extrémités d’un échantillon et on mesure le flux à l’état stationnaire. On en déduit
De par la définition (1.6).

Coefficient de diffusion apparent

Les interactions des traceurs avec les surfaces minérales, que ce soit par échange ionique
avec les contre-ions interfoliaires ou à la surface externe des particules d’argile, ou par réaction
avec les sites de bordure, sont regroupées sous le terme de sorption. Ce terme exclut la possible
précipitation des espèces dissoutes pour les concentrations supérieures à leur limite de solubilité.
Lorsque l’on fait une expérience de diffusion de traceur, on observe à la sortie de l’échantillon
un retard des espèces sorbées qui s’accumulent dans le milieu. L’évolution de la concentration
C en espèce libre est couplée à celle Q en espèce sorbée (en moles par kg de solide) :

∂(ωC)
∂t

+ ρS
∂Q
∂t
= De∆C (1.10)

Nous reviendrons plus en détail sur les modèles de rétention au paragraphe 1.3.2. Nous nous
contentons ici d’introduire le plus utilisé, celui d’isotherme de sorption linéaire, qui suppose
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une relation de proportionnalité entre la quantité Q d’espèce sorbée et la concentration C en
espèce libre. Le facteur de proportionnalité est appelé coefficient de distribution, ou coefficient
de partage Kd. On a ainsi Q = KdC, avec Kd en m3 par kg de solide. Dans ce cas on peut
récrire (1.10) comme :

∂C
∂t
= Da∆C (1.11)

où l’on a introduit le coefficient de diffusion apparent Da :

Da =
De

ω + ρS Kd
(1.12)

On peut donc en principe prévoir pour chaque espèce (De) dans des conditions données de force
ionique et de pH (Kd dépend de l’espèce considérée, de la force ionique, du pH, voire de la
concentration de l’espèce), l’évolution du coefficient de diffusion apparent avec la porosité ω et
la densité sèche ρs.

Le coefficient de diffusion apparent est mesuré expérimentalement par des expériences de
diffusion de traceurs en régime transitoire. L’échantillon est mis à t = 0 en contact avec une
source de traceur. Après évolution pendant un temps donné, le profil de concentration en traceur
est mesuré (par exemple en découpant l’échantillon en tranches), et on peut déduire Da de ce
dernier.

De ou Da ?

Le coefficient de diffusion pertinent pour les calculs de sûreté dans le cadre d’un stockage de
radioéléments est le coefficient de diffusion apparent. C’est en effet lui qui contrôle la quantité
d’espèces radioactives qui se trouveront à une distance donnée du colis de déchets en fonction
du temps. Cependant les coefficients de diffusion apparents sont plus difficiles à mesurer que les
De ou les coefficients de partage Kd (lorsque ces derniers sont mesurés en solution). L’approche
la plus simple consiste donc à mesurer les De et les Kd des différentes espèces, et à vérifier
la validité de la relation (1.12) sur un certain nombre de cas, pour ensuite l’utiliser dans les
modèles de transport11.

1.3.2 Rétention et coefficient de partage Kd

Nous revenons à présent sur les différentes façons de prendre en compte de manière empi-
rique la rétention des ions par les surfaces minérales. La notion de sorption fait référence à la
réaction :

Caq + S = Q (1.13)

où l’on a noté Caq l’espèce libre en solution, S les sites de sorption vacants et Q l’espèce sorbée
(c’est-à-dire les sites occupés)12 .

11Les équations couplées de transport et de rétention (par sorption ou précipitation, en incluant même la cinétique
des réactions) peuvent être résolues numériquement par des programmes géochimiques tels que PHREEQC [52].

12La barre horizontale (Q) indique que l’on est dans la phase solide.
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Le coefficient de partage Kd

L’approche la plus simple pour décrire la répartition d’une espèce (traceur) entre la phase
liquide et la phase solide consiste à supposer une relation de proportionnalité entre les deux, le
facteur de proportionnalité étant appelé coefficient de distribution, ou coefficient de partage Kd

(en m3 par kg de solide) :

Kd =
Quantité de traceur fixé (par kg d’argile)

Concentration de traceur dans la phase aqueuse (par m3 de solution)
(1.14)

D’un point de vue pratique, il s’agit d’une grandeur facile à mesurer en solution : une quan-
tité donnée de traceur est mise en contact avec une suspension d’argile, et après équilibration
on sépare les phases solides et liquides pour quantifier la quantité de traceur dans chacune des
phases. Il ne faut cependant pas oublier :

– qu’une telle définition rend le coefficient de partage dépendant non seulement de la concen-
tration en autres ions et de la force ionique, mais aussi de la concentration en traceur,
puisque la relation de proportionnalité n’est pas forcément valide sur un grand domaine
de concentration,

– que la mesure de Kd sur des suspensions d’argile n’est pas forcément représentative de la
fixation dans une argile compactée.

On doit ainsi d’une part mesurer le coefficient de partage pour de très nombreuses conditions,
et d’autre part comparer les prédictions de la relation (1.12) pour la valeur de Kd mesurée en
suspension et la valeur du coefficient de diffusion apparent mesurée sur une argile compactée,
afin de s’assurer de la cohérence de cette approche. C’est cette approche qui a été retenue pour
la description opérationnelle du transport dans l’argile compactée, et des bases de données pour
le coefficient de partage des radionucléides en fonction des conditions physico-chimiques ont
été établies. La figure 1.9, issue du dossier Argile 2005 de l’ANDRA [53] (Tome 1, Chapitre 4,
page 119/248), reporte à titre d’illustration les variations de log Kd pour le césium sur la bento-
nite MX80, en fonction de la force ionique et du pH.

Autres isothermes de sorption

Le coefficient de partage est un modèle d’adsorption linéaire, qui ne tient pas compte de
la possible saturation des sites d’adsorption. Des modèles plus complexes peuvent également
être utilisés, comme les isothermes de sorption de Langmuir ou de Freundlich. Cependant ces
derniers sont moins utilisés. Le premier repose sur l’application de la loi d’action de masse pour
la réaction (1.13). La constante de réaction K vérifie, sous l’hypothèse d’idéalité :

K =
[Q]

[C][S]
(1.15)

Si l’on note Γm la quantité totale de sites de sorption par kg d’argile, et Γ la quantité de sites
occupés (c’est-à-dire de traceur sorbé), on a la relation :

Γ = Γm ×
K[C]

1 + K[C]
. (1.16)

Pour l’isotherme de Freundlich, on suppose une relation du type :

[Q] = K′[C]n (1.17)
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F. 1.9: Logarithme décimal du Kd (m3kg−1) expérimental du césium en fonction de la force ionique
(sel support NaCl) et du pH. L’argile est la bentonite MX80, et la concentration totale en césium est
2 10−5 mol.dm−3. Source : N. Marmier pour le dossier Argile 2005 de l’ANDRA [53].

avec K′ et n deux paramètres empiriques sans signification microscopique évidente. L’intro-
duction de paramètres supplémentaires (par rapport au modèle de Kd qui n’en a qu’un) permet
en principe une meilleure reproduction des données de sorption. En particulier, l’isotherme de
Langmuir permet un ajustement des données expérimentales sur un domaine de concentration
plus large que le seul isotherme linéaire (modèle de Kd).

Modèles de complexation de surface

Il est possible d’aller plus loin dans l’application des concepts thermodynamiques (loi d’ac-
tion de masse) pour décrire la réactivité des surfaces en introduisant les effets électrostatiques
de façon ad-hoc. Ces modèles considèrent que la charge de surface vient de la dissociation de
liaisons OH des surfaces latérales, ce qui permet de prendre en compte l’influence du pH. L’ad-
sorption de cations est alors considérée comme un échange entre le cation et un proton. On peut
ainsi constituer des bases de données de constantes associées aux équilibres du type :

C+ + SOH = H+ + SOC (1.18)

en tenant compte de la différence de potentiel électrostatique entre la solution et la surface
minérale. La charge de surface et la différence de potentiel entre la solution et la surface sont
évaluées sur la base de modèles d’interfaces à solvant continu (type "double-couche diffuse"),
sur lesquels nous reviendrons dans la partie 1.4, et d’approches semi-empiriques telles que le
modèle MUSIC (MUltiSIte Complexation model) introduit par Hiemstra et al. [54–56]. A ce
titre, les modèles de complexation de surface ne sont pas des modèles purement empiriques.
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1.3.3 Influence de la charge

Le coefficient de diffusion effectif des traceurs dépend fortement de leur charge. Plus préci-
sément, si on rapporte pour chaque espèce le coefficient de diffusion effectif De au coefficient
de diffusion en solution, et que l’on compare le comportement des ions (+/−) et de l’eau (w),
on a :

D+e
Dw

e
>

D+0
Dw

0
et

D−e
Dw

e
<

D−0
Dw

0
(1.19)

Ces tendances sont moins marquées lorsque la force ionique augmente (les trois rapports tendent
vers la même valeur). Ceci est une indication de ce que les chemins diffusionnels à travers
l’argile ne sont pas les mêmes selon la charge des espèces.

Ce résultat n’est pas surprenant, puisque les champs électriques locaux au voisinage des
feuillets négativement chargés doivent conduire à une répulsion des anions. On aura donc un dé-
faut d’anions en surface des particules d’argile, ce qui réduit la porosité accessible aux anions :
on parle d’exclusion anionique. On aura à l’inverse un excès de cations en surface. On considère
ainsi que les molécules d’eau se répartissent dans toute la porosité (interfoliaire, micro- méso
et macropores), que les cations peuvent également tout explorer en étant concentrés à la surface
des porosités plus larges (c’est-à-dire en surface des particules et des grains d’argile), et que les
anions sont exclus à la fois de la porosité interfoliaire et des surfaces externes des particules
d’argile. Cependant les preuves de ces phénomènes sont indirectes puisqu’elles viennent des
coefficients de diffusion effectifs. La compréhension de l’influence de la charge des feuillets sur
la diffusion des traceurs dans le milieu nécessite la description du transport à l’échelle micro-
scopique (∼ nm), ou au moins mésoscopique (∼ 10 − 100 nm c’est-à-dire l’échelle des micro-
et mésopores). Ceci fait l’objet de la partie suivante.

1.4 Modèles mécanistiques du transport dans l’argile

Après avoir introduit les modèles empiriques utilisés pour décrire le transport à l’échelle ma-
croscopique, nous présentons maintenant les modèles de transport reposant sur des processus à
l’échelle "microscopique". On aura ainsi, pour des échelles spatiales et temporelles croissantes :

– une description atomique, par simulations moléculaires quantiques et classiques, de la
structure et la dynamique interfoliaire et des premiers nanomètres au voisinage des sur-
faces basales des particules d’argile,

– une description continue des interfaces, reposant sur des équations continues (Poisson-
Boltzmann, Navier-Stokes), et conduisant à des modèles de type "double-couche diffuse",
valides pour les pores de plusieurs nanomètres.

– Ces derniers modèles peuvent servir de base à des méthodes d’homogénéisation à l’échelle
du Volume Élémentaire Représentatif, pour faire le lien avec les paramètres macrosco-
piques.

Cette partie est consacrée à la présentation et aux résultats (de la littérature) de ces diverses
approches.
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1.4.1 Simulations microscopiques des argiles
Principe

Un système peut être décrit à l’échelle microscopique en détaillant la position et la quantité
de mouvement de tous ses constituants (noyaux et électrons décrits par une fonction d’onde pour
une description quantique, atomes pour une description classique), ainsi que les interactions
entre ces derniers. Nous présenterons en détail les descriptions microscopiques et les méthodes
de simulations moléculaires classiques au chapitre 3 (partie 3.2.1), et rappelons seulement ici les
principaux résultats obtenus jusqu’à présent par simulation moléculaire classique et quantique
sur la structure et la dynamique dans les argiles.

Simulations des espaces interfoliaires

Les simulations microscopiques ont permis d’étudier les propriétés structurales [18,57–67],
thermodynamiques [46,68–79] et dynamiques [32,33,80–85] des espaces interfoliaires d’argile.
C’est sur cette partie des argiles que se concentre l’essentiel des simulations microscopiques.

Les simulations ont ainsi précisé la structure de l’eau et des ions dans les états monocouche
et bicouche. Elles ont en particulier montré la formation de liaisons hydrogènes entre les mo-
lécules d’eau interfoliaire et les groupes hydroxyles des cavités siloxanes ou la différence de
comportement des ions dans l’interfoliaire : les cations Na+ n’ont que des molécules d’eau dans
leur première sphère de coordination et se situent au centre des espaces interfoliaires, tandis que
les Cs+ (même dans une argile sodique bihydratée) forment des complexes de sphère interne
avec les surfaces. Les simulations ont en outre servi à l’interprétation des données de diffraction
des rayons X [18].

Par ailleurs, certaines études ont porté sur le calcul des enthalpies d’hydratation, ou même
la stabilité des différents états d’hydratation, par des simulations de type Monte-Carlo grand-
canonique [86] au cours desquelles le système peut échanger des molécules d’eau avec un
réservoir. Une origine microscopique de l’hystérèse observée lors des cycles d’hydratation /
déshydratation a pu être proposée, et liée à l’existence d’états métastables associés à des confi-
gurations particulières des liaisons hydrogène dans l’espace interfoliaire [77–79]. Il a également
été montré grâce aux simulations que les oscillations observées pour la pression de gonflement
en fonction de la distance interfoliaire pour les faibles états d’hydratation étaient liées à la for-
mation des couches d’eau discrètes [72, 73].

Du point de vue dynamique, la simulation a permis d’estimer les coefficients de diffusion
interfoliaires de l’eau et des cations [80–83,87], ainsi que leur évolution avec la température [84,
85]. Des quantités plus complexes, telles que la fonction intermédiaire de diffusion I(q, t) ont
également été calculées, ce qui a permis de valider les modèles microscopiques utilisés par
comparaison avec les mesures de diffusion quasi-élastique des neutrons [32, 33, 88].

La simulations est donc un outil idéal pour compléter les informations expérimentales sur
les espaces interfoliaires des particules d’argile.

Autres simulations d’argile

La simulation microscopique de l’interface minéral / eau [89–92] sur les surfaces externes
de particules d’argile a également mis en évidence une structuration de l’eau par formation de
liaisons hydrogène, et confirmé les différents modes de coordination des cations (sphère interne
ou externe). Il a même été proposé, pour la simulation de systèmes contenant beaucoup d’eau,
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d’utiliser les simulations moléculaires pour quantifier la répartition des espèces entre phases
liquide et solide, c’est-à-dire pour le calcul du Kd, dans le cas de l’ion uranyle UO2+

2 en présence
d’ions carbonates CO2−

3 [93, 94].
La thermodynamique de l’échange ionique a récemment été discutée par Teppen et Mil-

ler [95] à la lumière de résultats expérimentaux et de simulations. Ils ont ainsi avancé l’idée que
la sélectivité des argiles est dominée non pas par le changement d’énergie libre dans l’argile
lors du remplacement d’un ion par un autre, mais par la variation correspondante dans la phase
aqueuse. Nous reviendrons sur ce point au chapitre 3.

Enfin, la simulation au niveau quantique a été utilisée pour la simulation des bords de
feuillets, sur de courts fragments de pyrophyllite dans le vide [96, 97], afin de déterminer la
structure et l’acidité des sites de bordure. Plus récemment, Churakov a effectué des simulations
ab-initio d’un film d’eau confiné entre deux faces latérales de pyrophyllite et a pu observer des
transferts de proton entre les sites de surface et les molécules d’eau adsorbées [98].

1.4.2 Modèles continus d’interfaces
Les simulations microscopiques permettent d’obtenir des informations très précises sur les

propriétés thermodynamiques, la structure et la dynamique. Cependant, une telle description est
limitée à la fois par la taille des systèmes (quelques centaines d’atomes pour les simulations
quantiques, quelques milliers pour les simulations classiques13) et par les durées que l’on peut
simuler. Elles se placent donc à l’échelle du nanomètre et de la nanoseconde (jusqu’à la centaine
de nanomètres et la centaine de nanosecondes pour les simulations classiques). Pour décrire la
structure et le transport sur des distances plus grandes et des temps plus longs, comme il est
nécessaire dans la porosité extraparticulaire (micro-, mais surtout méso- et macroporosités), on
doit donc aborder le problème de façon simplifiée.

Principe et équations constitutives

Le solvant est traité comme un milieu continu et incompressible de constante diélectrique
εr et de viscosité η. La surface d’argile est décrite par un plan uniformément chargé, et les ions
sont traités en première approximation comme ponctuels14. L’état du système est défini par les
profils de concentrations ioniques, et pour la dynamique par les champs de vitesse du solvant
et des ions. Pour le calculs de ces grandeurs, ont utilise les équations classiques des milieux
continus :

– équation de Navier-Stokes pour la dynamique du solvant,

– équation de Poisson pour le calcul du potentiel électrostatique à partir des concentrations
ioniques,

– équation de Nernst-Planck pour le calcul des flux ioniques à partir des gradients de
concentrations ioniques et de potentiel électrostatique.

Dans la littérature de la science des matériaux, ce système d’équations est souvent appelé
Poisson-Nernst-Planck (PNP). Il se réduit à l’équilibre à l’équation de Poisson-Boltzmann. Ce
type de modélisation n’est bien sûr pas limité au cas des argiles, et est couramment utilisé par
exemple pour la description des solutions d’électrolytes au voisinage d’une électrode ou d’une

13Certaines simulations récentes comprennent jusqu’à quelques millions d’atomes.
14Des améliorations prenant en compte la taille des ions existent pour la description de la structure de l’interface.
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particule colloïdale chargée. Une telle représentation n’est pas valable pour les distances au
feuillet de l’ordre du nanomètre, mais est suffisante pour les distances plus grandes (supérieures
à quelques nanomètres).

Le modèle de double-couche diffuse

Ces équations sont résolues analytiquement ou numériquement pour des conditions aux li-
mites hydrodynamiques (glissement ou non-glissement) et électrostatiques (densité de charge
fixé ou potentiel fixé) données aux interfaces liquide / solide. La résolution de l’équation non-
linéaire de Poisson-Boltzmann, proposée par Gouy et Chapman, permet de calculer le potentiel
électrostatique et les profils ioniques au voisinage d’un plan chargé de potentiel constant. Dans
la limite des faibles potentiels (eψ/kBT � 1), cette équation peut être linéarisée, ce qui fournit
la théorie de Debye-Hückel. Dans ce cas, on montre que le potentiel décroît au voisinage du
plan chargé de façon exponentielle ψ ∝ exp(−κx), avec x la distance par rapport au plan, et où
la longueur de Debye,

κ−1 =

( ∑
i z2

i c0
i

4πε0εrkBT

)− 1
2

(1.20)

avec c0
i la concentration en ion loin de la paroi, caractérise la distance sur laquelle le potentiel

varie. Les concentrations ioniques varient également de façon exponentielle, avec pour une
surface chargée négativement une sur-concentration de cations et une exclusion des anions au
voisinage de la surface.

Dans le cas où on suppose qu’une partie des contre-ions est fixée à la surface et constitue
une couche immobile (couche de Stern), ce qui modifie les conditions aux limites (valeur de la
charge ou du potentiel de surface), le profil pour le reste des ions est toujours exponentiel15, et
l’on parle de double-couche diffuse. Des généralisations de ce concept permettent de distinguer
deux types d’espèces adsorbées (modèles de triple-couche), ou d’inclure la cinétique d’échange
entre couche de Stern et couche diffuse lorsque l’on n’est pas à l’équilibre.

Les modèles de double ou triple couche sont couramment utilisés dans le cas des argiles, à
la fois pour les calculs de complexation de surface présentés plus haut, ou pour le calcul des
propriétés électrocinétiques [99–104].

1.4.3 Homogénéisation

Principe et Volume Élémentaire Représentatif

Partant d’une description continue à l’échelle du pore, on peut finalement remonter aux
propriétés de transport à l’échelle de l’échantillon par des méthodes de prise de moyenne volu-
mique ou d’homogénéisation. Le milieu est décrit à l’échelle du volume élémentaire représen-
tatif (VER) du milieu poreux. Cette notion, classique dans le domaine de la modélisation des
milieux continus, désigne une fraction du matériau (hétérogène à l’échelle du pore) suffisam-
ment petite pour prendre en compte la microstructure, mais suffisamment grande pour décrire
le comportement global du milieu [105]. En particulier, il doit contenir une fraction de pores
égale à la porosité macroscopique, la même distribution de taille de pores, etc. Des modèles de
VER pour les roches poreuses sont disponibles dans la littérature [103]. Il peut également être

15Dans le cas linéarisé.
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utile, pour étudier l’influence de paramètres particuliers comme la porosité, d’utiliser des VER
simplifiés (par exemple des empilements réguliers).

L’échelle du VER est supérieure au micromètre. Par définition, les propriétés de l’échan-
tillon macroscopique d’argile peuvent être déduites des propriétés du VER, et il n’est donc pas
nécessaire de considérer les échelles supérieures. Cependant pour des matériaux plus complexes
comme l’argilite du Callovo-Oxfordien, il faut en plus intégrer les propriétés de l’argile dans
des modèles d’assemblages minéralogiques. La description du transport à cette échelle doit alors
être encore simplifiée.

Prise de moyenne

Même en négligeant les interactions entre les surfaces et les molécules ou ions traversant
l’argile, la description du transport diffusif est difficile à cause de la structure complexe du
milieu, notamment l’agencement des différentes porosités. La méthode de prise de moyenne
volumique [105] permet de relier le coefficient de diffusion microscopique D0 au coefficient
de diffusion effectif De (ou même au tenseur de diffusion effectif dans le cas d’un milieu ani-
sotrope). Nous ne préciserons pas ici la forme de cette relation, mais mentionnerons juste le
fait qu’il fait intervenir un champ solution de l’équation de Laplace (dans le cas de la diffusion
pure) au sein du volume poreux, vérifiant certaines conditions aux limites à l’interface fluide /
solide [105]. Sous certaines conditions, on peut alors faire apparaître les paramètres introduits
dans (1.7).

L’homogénéisation suppose la connaissance des équations constitutives à l’échelle du pore.
Bourg et Sposito ont tenté d’introduire également la contribution de l’espace interfoliaire au
transport d’eau macroscopique [12]. Pour traiter ce problème complexe, ils ont considéré une
simple moyenne entre le coefficient de diffusion de l’eau libre et celui de l’eau interfoliaire,
pondérée par les teneurs expérimentales en chaque type d’eau. Les résultats sont en bon accord
avec les résultats expérimentaux sur la diffusion d’eau tritiée dans la bentonite compactée. Ce-
pendant un tel modèle ne précise pas comment se fait la transition entre espace interfoliaire et
porosité extraparticulaire, ni pourquoi une simple moyenne permet de rendre compte des che-
mins de diffusion à travers le milieu. Il s’agit néanmoins de la première tentative d’inclure toutes
les voies de transport possibles dans l’argile compactée.

Méthodes de résolution à l’échelle du VER

Dans le cas plus complexes où l’on prend en compte les interactions électrostatiques, on
doit résoudre les équations de l’électrocinétique à l’échelle du pore. Ceci a été fait de façon
numérique dans le cas des milieux poreux chargés, en particulier par Coelho, Adler, et Gupta,
en appliquant un gradient (de pression, de potentiel, ou de concentration) aux extrémités du
VER et en analysant la moyenne du flux correspondant au coefficient de transport recherché. Il
a été ainsi possible de mettre en évidence des relations entre coefficients de transport, par une
renormalisation en fonction du paramètre κΛ, avec Λ une longueur caractéristique du milieu
poreux introduite par Johnson et al. [106] :

Λ = 2

#
pore

E2(r) dV!
surf

E2(r) dS
(1.21)

avec E le champ électrique.
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Une autre approche consiste à trouver les relations d’homogénéisation (du type de celle
mentionnée plus haut) pour les coefficients de transport quand les équations constitutives sont
celles de l’électrocinétique et non celle de la seule diffusion. C’est par exemple la méthode
développée par Moyne et Murad [107, 108]. Une fois les relations démontrées, on doit pour
pouvoir les exploiter se contenter d’une résolution numérique ou bien de géométries simples,
comme un empilement de plans parallèles. Cependant cette voie permet d’expliciter le lien entre
transport à l’échelle microscopique et propriétés de transport macroscopiques.

1.5 Objectifs et plan de la thèse
Cette introduction à la structure et aux propriétés de l’argile fait donc apparaître qu’il s’agit

d’un milieu complexe, tant par sa composition (résultant notamment en une charge permanente
négative) que sa structure multi-échelles. Le transport d’eau et d’ions à travers un échantillon
d’argile est décrit de manière empirique par des paramètres caractérisant leur mobilité (coef-
ficient de diffusion effectif De) et leur rétention (coefficient de partage ou de distribution Kd).
La compréhension du transport à travers ce milieu poreux et chargé nécessite d’aborder le pro-
blème à différents niveaux : les différentes porosités, rappelées sur la figure 1.10, ne peuvent être
décrites avec le même niveau de détail. Or on doit les considérer toutes si l’on veut proposer une
description cohérente impliquant tous les mécanismes susceptibles de participer au transport ou
la rétention de l’eau et des ions dans l’argile.

F. 1.10: La structure multi-échelles de l’argile : bilan des voies de transport possibles pour l’eau et
les ions.

Plus l’échelle d’observation est grande, plus les modèles utilisés pour la description du trans-
port sont approchés, et plus les paramètres utilisés sont difficiles à définir ou à évaluer à partir
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des processus microscopiques. C’est notamment le cas pour le coefficient de partage Kd entre
espèces "mobiles" et espèces "fixes". C’est pourtant sur ces paramètres empiriques que repose
la modélisation du transport macroscopique, en particulier pour les calculs de sûreté pour un
stockage de déchets nucléaires en formation géologique profonde.
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Objectifs et plan de la thèse

Cette thèse propose plusieurs approches pour mettre en cohérence les différents niveaux de
représentation du transport dans l’argile, et porte en particulier sur la définition du coeffi-
cient de partage Kd. Elle s’inscrit donc dans une démarche multi-échelles.

Dans un premier temps, nous avons utilisé sans le discuter le concept de Kd :

• Le modèle de diffusion-réaction qui le sous-tend a permis de prédire la contribution
ionique aux propriétés diélectriques des argiles compactées. Ce travail est présenté
dans le chapitre 2, et comparé à des résultats expérimentaux.

• Les simulations moléculaires ont ensuite permis de calculer les propriétés thermody-
namiques de l’échange ionique, qui contrôle dans certains cas (notamment le césium)
la valeur de Kd et ses variations avec la température. Ce travail, comparé à des expé-
riences de microcalorimétrie, fait l’objet du chapitre 3.

Dans un second temps, une réflexion a été menée sur la notion de coefficient de partage et
sa définition sur des bases microscopiques :

• Un travail méthodologique préalable, permettant la résolution numérique de l’équa-
tion de Fokker-Planck par un algorithme sur réseau, est présenté au chapitre 4.

• L’algorithme est ensuite utilisé dans le cadre d’une procédure de "gros-grainisation"
(coarse-graining) présentée au chapitre 5, permettant de faire le lien entre la dy-
namique microscopique des ions et la définition d’un modèle de diffusion-réaction
(comprenant entre autres le coefficient de partage Kd).

Enfin, le problème de l’échange d’eau et d’ions entre la nanoporosité interfoliaire et la
porosité extraparticulaire, et celui de l’exclusion des anions des espaces interfoliaires, sont
abordés au chapitre 6. On y présente en particulier la définition et le calcul des paramètres
cinétiques associés à partir de simulations moléculaires de bords de particules d’argile.

Ces chapitres sont complétés par des annexes, comprenant une liste des notations utilisées
qui pourra aider le lecteur. On trouvera également un résumé à la fin de chaque chapitre.
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Deuxième partie

Applications simples du concept
de coefficient de partage Kd
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Chapitre 2

Dynamique microscopique et coefficient de
partage : vers une détermination de Kd par
spectroscopie diélectrique
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La dynamique microscopique des ions au sein des espaces interfoliaires de l’argile n’est pas
aisément accessible aux expériences. La première raison est liée à la dynamique elle-même :
l’échelle de temps pertinente pour la diffusion d’un ion dans une argile compactée sur la dis-
tance qui le sépare de l’ion le plus proche (L ≈ 1 nm) se fait à l’échelle de la nanoseconde (pour
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un coefficient de diffusion typique de D ≈ 10−10 m2.s−1), tandis que l’échelle de temps carac-
téristique d’adsorption/désorption à la surface de l’argile (processus supposés par les modèles
de diffusion/réaction introduisant un coefficient de partage Kd) est en principe plus longue (ces
événements sont rapides mais rares).

La diffusion de traceurs à travers un échantillon ne peut renseigner que sur la dynamique
aux temps longs, moyennée sur toutes les porosités accessibles aux ions, de sorte que toute
information microscopique est perdue [12, 109, 110]. De plus, de telles expériences nécessitent
de mettre les échantillons en équilibre avec des réservoirs de solution contenant le traceur, de
sorte qu’elles ne sont bien définies que pour des échantillons saturés en eau, pour lesquels la
diffusion au sein des pores méso- et macroscopiques peut être dominante.

La diffusion quasi-élastique des neutrons (Quasi-Elastic Neutron Scattering, ou QENS) qui
s’est révélée très efficace pour l’étude de l’eau dans ce milieu [33], est en effet surtout sensible
au mouvement des protons (de l’eau), car leur section efficace de diffusion incohérente est bien
supérieure à celle de tous les autres atomes dans l’argile [111]. Elle ne peut donc pas être utilisée
pour sonder la dynamique interfoliaire des cations.

Seules la Résonance Magnétique Nucléaire (RMN) et la Spectroscopie Diélectrique à large
bande de fréquence permettent d’avoir accès aux échelles de temps pertinentes. Ces deux tech-
niques présentent des avantages et des inconvénients. La Relaxométrie Quadrupolaire a permis
d’obtenir des information sur la diffusion d’ions (7Li+, 23Na+, 133Cs+) dans des suspensions
ou des gels d’argiles [112, 113] mais la présence d’impuretés paramagnétiques (FeIII) dans les
feuillets d’argiles perturbe les champs magnétiques locaux [114]. Ainsi, les séquences d’impul-
sions utilisées habituellement en Relaxométrie, qui impliquent des gradients de champ magné-
tique, ne peuvent pas être utilisées lorsque les ions se trouvent majoritairement à proximité des
surfaces (comme c’est le cas pour des argiles peu poreuses). Cette technique a cependant été
utilisée avec succès pour des argiles synthétiques ne contenant pas de fer pour l’étude de l’eau
(RMN du proton) [21].

La spectroscopie diélectrique est quant à elle sensible à toutes les fluctuations de charges
(nous y reviendrons), de sorte qu’elle peut fournir des renseignements sur la dynamique des
ions. Cependant, cela suppose une interprétation précise des données expérimentales, puisque
le signal brut est également dû, dans certaines gammes de fréquences, à la dynamique de l’eau :
la réorientation d’une molécule polaire contribue en effet aux fluctuations de la polarisation
macroscopique de l’échantillon, qui est la grandeur mesurée lors d’une expérience de spectro-
scopie diélectrique. Une fois isolée la contribution des ions, il faut encore pouvoir remonter aux
propriétés microscopiques qui en sont à l’origine.

Dans un premier temps, notre travail a consisté à modéliser la contribution ionique aux pro-
priétés diélectriques, dans une certaine gamme de fréquence (MHz-GHz, ce qui correspond à
des temps caractéristiques de l’ordre de la nanoseconde à la microseconde), en nous appuyant
sur le modèle opérationnel de diffusion/réaction. Dans un deuxième temps, la comparaison avec
des données expérimentales obtenues au laboratoire lors d’une thèse précédente (Anthony Ca-
dène [115]) nous a permis, moyennant des hypothèses sur l’attribution du signal dû aux ions, de
remonter aux paramètres régissant leur dynamique : proportion d’ions fixés (analogue au coef-
ficient de partage Kd), coefficient de diffusion, et constantes cinétiques d’adsorption/désorption.
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2.1 Spectroscopie diélectrique

2.1.1 Principe et mesure
La spectroscopie diélectrique consiste à mesurer la conductivité d’un matériau en fonction

de la fréquence. La conductivité complexe σ(ω) relie la densité de courant induite par l’appli-
cation d’un champ électrique de fréquence donnée par la relation entre grandeurs complexes
j(ω) = σ(ω)E(ω). La permittivité complexe relie quant à elle la polarisation de l’échantillon au
champ électrique par la relation P(ω) = ε(ω)E(ω).

Généralement, seule la partie réelle de la conductivité est analysée lors d’une expérience de
spectroscopie diélectrique, tandis que l’on utilisera à la fois la partie réelle et la partie imaginaire
de la permittivité ε(ω) = ε′(ω) − iε′′(ω), à travers un diagramme d’Argand (ε′′ en fonction de
ε′) ou des diagrammes de Bode (ε′ et ε′′ en fonction de ω). La puissance absorbée par un
échantillon soumis à un champ électrique de fréquence ω est proportionnelle à ε′′. Conductivité
et permittivité sont liées par la relation de Maxwell-Faraday :

σ(ω) = σdc + iωε0ε(ω) (2.1)

où σdc désigne la conductivité statique du milieu. Pour une argile très peu hydratée, qui ne
comporte pas d’autres ions que ceux compensant la charge des feuillets (les contre-ions), σdc

est négligeable devant les autres mécanismes de conduction. Ce n’est évidemment pas le cas
pour une argile saturée par une solution d’électrolyte, que nous n’avons pas considéré.

La mesure de la conductivité se fait en plaçant un échantillon d’argile dans une pastille
présentant deux faces métalliques au bout d’un câble coaxial. Ce dispositif permet l’application
d’un champ électrique oscillant de fréquence donnée, et la mesure de l’amplitude et la phase du
champ après propagation au sein de l’échantillon. On a ainsi accès à l’impédance complexe de
la cellule de mesure. Enfin, la connaissance de sa géométrie permet d’en déduire la permittivité
complexe de l’échantillon.

2.1.2 Déconvolution du signal
La permittivité expérimentale est ensuite décomposée en plusieurs termes ou relaxations,

d’amplitudes et de temps caractéristiques différents. Différents modèles sont couramment uti-
lisés. Le plus simple consiste à écrire ε(ω) comme une somme de contributions identifiables à
des modes de Debye [116] :

ε(ω) = ε∞ +
∑

i

∆εi

1 + iωτi
(2.2)

avec ∆εi et τi l’amplitude et le temps caractéristique de la i-ème relaxation. La terme ε∞, indé-
pendant de la fréquence, correspond à tous les phénomènes de fréquence plus élevés (polarisa-
tion électronique et ionique des molécules). Les parties réelles et imaginaires s’écrivent alors :

ε′(ω) = ε∞ +
∑

i

∆εi

1 + (ωτi)2 (2.3a)

ε′′(ω) =
∑

i

∆εiωτi

1 + (ωτi)2 (2.3b)
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F. 2.1: Diagrammes de Bode (a) et d’Argand (b) pour un mode de relaxation de Debye, avec ε∞ = 1
et ∆ε = 14.

Les diagrammes de Bode et d’Argand pour une simple relaxation de Debye sont illustrés sur la
figure 2.1

Des modèles plus complexes sont également utilisés, qui introduisent des paramètres sup-
plémentaires. On peut citer notamment [117, 118] :

ε(ω) = ε∞ +
∑

i

∆εi

1 + (iωτi)1−αi
"Cole-Cole" (2.4a)

ε(ω) = ε∞ +
∑

i

∆εi

(1 + iωτi)βi
"Cole-Davidson" (2.4b)

ε(ω) = ε∞ +
∑

i

∆εi(
1 + (iωτi)1−αi

)βi
"Havriliak-Negami" (2.4c)

Ces derniers permettent en général un meilleur paramétrage des données brutes (de même que
l’utilisation d’un grand nombre de relaxations) ; cependant leur utilisation ne permet pas une
meilleure interprétation, puisqu’il n’est pas évident de relier ces paramètres supplémentaires à
des propriétés microscopiques. Les exposants αi et βi sont en général associés à des distributions
de temps de relaxation [118].

2.1.3 Lien avec la dynamique des charges et attribution des relaxations
Une fois les données brutes exprimées sous la forme de relaxations, il reste à en interpré-

ter l’origine microscopique. La conductivité est reliée aux fluctuations de charge au sein de
l’échantillon. En effet, la théorie de la réponse linéaire [119] permet de relier la conductivité
aux fluctuations d’équilibre de la densité de courant par la formule de Kubo [120] :

Re[σ(ω)] = lim
k→0

1
VkBT

1
2

∫ ∞

−∞

〈jc,k(t) · jc,−k(0)〉eiωtdt (2.5)

où 〈. . .〉 désigne une moyenne d’ensemble, et

jc,k(t) =
∑

i

zivi(t) × e−ik·ri(t) (2.6)



2.1. SPECTROSCOPIE DIÉLECTRIQUE 37

est la transformée de Fourier spatiale du courant (ri(t) et vi(t) sont la position et la vitesse de la
charge i à l’instant t). Avec la relation (2.5), nous obtenons la partie réelle de la conductivité.
La partie imaginaire peut s’en déduire par les relations de Kramers-Kronig, valable pour toute
fonction complexe f (ω) = f ′(ω) + i f ′′(ω) décrivant un processus linéaire et causal (comme la
conductivité ou la permittivité) :

f ′(ω) =
1
π

∫ ∞

−∞

f ′′(ω′)dω′

ω′ − ω
(2.7a)

f ′′(ω) = −
1
π

∫ ∞

−∞

f ′(ω′)dω′

ω′ − ω
. (2.7b)

Les intégrales doivent être comprises comme des parties principales pour la divergence en ω′ =
ω. On peut donc calculer la conductivité si l’on sait décrire les fluctuations de charge au sein
de l’argile. Nous verrons également que l’on peut calculer directement la permittivité si l’on est
capable de calculer la polarisation de l’échantillon en présence d’un champ électrique oscillant.

Les fluctuations de charges au sein de l’argile peuvent être de nature très variable, et conduisent
à des relaxations d’amplitudes et de temps caractéristiques s’étalant sur plusieurs ordres de gran-
deurs. Les différents mécanismes incluent :

– la réorientation de molécules polaires comme l’eau, qui conduit à très haute fréquence
(ωi ≈ 3 GHz) à des relaxations de faible amplitude,

– la polarisation des particule d’argile sous l’effet de mouvements collectifs de contre-ions
conduisant à des déséquilibres de charges sur des distances allant jusqu’au µm, ce qui
se traduit par des relaxations de très grande amplitude (∆ε ≈ 103 à 104) à très basse
fréquence (ωi ≈ 1 kHz), puisque de telles fluctuations sont rares,

– les mouvements locaux de cations par rapport aux feuillets d’argile, qui correspondent en
principe à des fréquences intermédiaires entre les deux précédentes.

Nous avons cherché à modéliser ce dernier type de mécanisme, de sorte que lors de la
comparaison avec les résultats expérimentaux ce sont sur les fréquences intermédiaires (MHz-
GHz) que nous nous sommes concentrés.

2.1.4 Anisotropie de l’argile

La structure en feuillets de l’argile conduit à des mouvements d’ions localement très aniso-
tropes. On aura ainsi des fluctuations de charges très différentes selon les directions parallèles
aux feuillets de celle selon la direction normale. Dans un échantillon parfaitement ordonné, on
aurait ainsi une permittivité tensorielle dont les composantes principales seraient ε⊥ (compo-
sante normale) et ε‖ (composantes le long des feuillets). Ces deux composantes seront modéli-
sées successivement dans la suite de ce chapitre. Pour la comparaison avec les expériences, il
faut tenir compte de l’orientation des feuillets au sein de l’échantillon. Lorsque celui-ci est ma-
croscopiquement isotrope, on a seulement accès à la partie isotrope du tenseur de permittivité :

εiso =
2ε‖ + ε⊥

3
. (2.8)
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2.2 Contribution normale aux feuillets

La modélisation des propriétés diélectriques de matériaux inhomogènes composés d’inclu-
sions conductrices dans un matériau isolant est ancienne. Depuis les théories dites de Maxwell-
Wagner [121] puis Maxwell-Wagner-Sillars [122] reposant uniquement sur l’électrodynamique
macroscopique, de nombreux efforts ont été consacrés au développement de théories fondées
sur les mouvements microscopiques de charges. En particulier, la dépendance en fréquence de
la permittivité a pu être calculée à partir de la relaxation des charges, soit directement au sein du
milieu conducteur lui-même, généralement un électrolyte [123,124], soit par accumulation aux
interfaces [125–134]. La relaxation de l’atmosphère ionique dans un électrolyte a été décrite
pour la première fois par Debye, et sa dépendance en fréquence particulière est connue sous le
nom d’effet Debye-Falkenhagen [123]. Dans les conducteurs ioniques, le concept de relaxation
d’atmosphère ionique semble également pertinent [135]. L’accumulation de charges aux inter-
faces en présence d’un champ électrique alternatif a été décrite dans des contextes variés tels
que les matériaux entre électrodes bloquantes ou partiellement non-bloquantes [125–127], les
inclusions salines dans les roches [128] ou les systèmes lamellaires [129–131], en particulier
les membranes biologiques.

Bien que fréquemment décrites en termes de circuits électriques équivalents, la conduc-
tivité en fonction de la fréquence d’électrolytes, de suspensions colloïdales ou d’émulsions
peut être efficacement interprétée sur des bases plus physiques au niveau de description Smo-
luchowski en admettant que le transport des espèces chargées est gouverné par l’équation de
Nernst-Planck [132, 133], qui se réduit à l’équilibre à celle de Poisson-Boltzmann. C’est éga-
lement dans ce cadre que nous plaçons notre étude. Deux difficultés se présentent dans notre
cas. D’une part nous avons considéré des argiles sans sel ajouté, c’est-à-dire que les seuls ions
présents sont les contre-ions ; or dans la littérature les équations sont souvent résolues en exploi-
tant l’électroneutralité locale, garantie par la présence d’un électrolyte support. Les distributions
ioniques entre deux plans chargés sans sel ajouté ont bien été déterminée [136,137], mais le cou-
plage de cette distribution avec un champ électrique alternatif n’a jamais été envisagé. D’autre
part nous avons inclus la cinétique d’échange à la surface dans notre description, afin de savoir
s’il est possible d’obtenir des informations la concernant par spectroscopie diélectrique. En ef-
fet, même dans le cas où les ions fixés à la surface des feuillets sont immobiles, chaque ion est
susceptible de se libérer de la surface et de devenir mobile, de sorte que l’échange à la surface
influence la dynamique globale des charges.

2.2.1 Modèle microscopique

Pour l’étude de la contribution normale au feuillet, nous n’avons considéré que les déplace-
ment perpendiculaires au feuillets. Nous avons adopté une description de type champ moyen, de
sorte qu’il n’y a pas de gradient de concentration parallèlement aux feuillets, et par conséquent
pas de flux diffusif ou de champ électrique interne selon ces directions (E‖ = 0). Les feuillets
sont considérés comme des plans uniformément chargés, de charge nominale −σ0 (σ0 > 0).
Nous nous sommes restreints au cas des argiles homoioniques, les contre-ions étant caractérisés
par leur charge z et leur coefficient de diffusion D, et au cas des argiles sans sel ajouté : l’élec-
troneutralité n’est donc pas satisfaite dans les pores, mais seulement à l’échelle macroscopique
par compensation avec les charges négatives des feuillets.

La distribution ionique est décrite par un modèle à deux états : les ions peuvent être soit
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F. 2.2: Modèle microscopique pour la composante normale aux feuillets de la permittivité. Les ions
peuvent soit diffuser entre les feuillets, soit être fixés à leur surface, ce qui conduit à une charge effective.
L’équilibre chimique entre ces deux formes est régi par des constantes cinétiques k′1 et k2.

adsorbés à la surface des feuillets (couche de Stern), soit mobiles dans l’espace interfoliaire.
Cette situation est représentée sur la figure 2.2. Une telle distribution est caractérisée par le
profil de concentration c(x, t) (en m−3), et l’adsorption sur les surfaces Γ±(t) (en m−2). Γ+ (resp.
Γ−) se réfère à la surface en x = +L/2 (resp. x = −L/2), où l’origine de l’axe x perpendiculaire
aux feuillets est prise à mi-distance entre les surfaces (séparées d’une distance L).

Un ion situé à proximité d’une surface (à x = ±L/2) peut changer d’état (fixe ou mobile)
en suivant des cinétiques du premier ordre, c’est-à-dire que le nombre d’ions mobiles qui s’ad-
sorbent par unité de surface et de temps est k′1c(±L/2, t) (k′1 en m.s−1), tandis que le nombre
d’ions adsorbés qui quittent le feuillet par unités de surface et de temps est k2Γ±(t) (k2 en s−1).
L’utilisation du "prime" souligne le fait que k′1 et k2 n’ont pas la même dimension. A l’équilibre,
on a simplement k′1c0(±L/2) = k2Γ0. La relaxation vers l’équilibre chimique a une constante de
temps :

τχ =
1

k′1/L + k2
(2.9)

Nous définissons ici le coefficient de partage Kd de manière adimensionnelle, comme le
rapport entre le nombre d’ions fixés par unité de volume et le nombre d’ions mobiles par unité
de volume. Avec cette définition, Kd n’est pas la constante d’équilibre de la réaction d’échange ;
nous verrons plus loin le rapport entre Kd ainsi défini et les constantes cinétiques. La charge
effective des argiles est −σ = −σ0 + zΓ0 = −σ0/(1 + Kd). Nous verrons que Kd a une grande
influence sur la dynamique de la distribution de charge en présence d’un champ électrique
oscillant, et donc sur la permittivité.

Le solvant est traité comme un milieu continu de constante diélectrique εS , et tous les phé-
nomènes de relaxation associés à l’eau sont négligés. Nous avons montré plus haut qu’il fallait
ajouter ces phénomènes à ceux que nous calculons ici. Puisque la contribution ionique est en
principe à plus basse fréquence que le retournement des molécules d’eau, on peut supposer que
ces deux phénomènes sont découplés1, et tester cette hypothèse a posteriori lors des mesures
expérimentales. Le choix de la valeur de εS est discutable, puisque pour l’eau confinée (petits

1On néglige alors, dans ce domaine de fréquence, les variations de la permittivité du solvant avec la fréquence
et l’on utilise la valeur constante εS .
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L) les propriétés dynamiques de l’eau peuvent être différentes celles de l’eau libre. Cependant,
il a été montré que des modèles mésoscopiques tels que celui de Poisson-Boltzmann utilisant
la valeur de l’eau bulk pour εS fournissaient des résultats raisonnables (par comparaison avec
des simulations moléculaires), au moins du point de vue des distributions d’équilibre, pour des
distances aussi faibles que 15 Å [137], ce qui correspond à seulement quatre couches d’eau
entre les surfaces. Nous reviendrons sur la pertinence des modèles continus "classiques" tels
que celui utilisé ici au chapitre 5.

2.2.2 Profils d’équilibre
La charge de surface des feuillets attire les contre-ions, ce qui augmente leur concentration

locale. Cette inhomogénéité de densité génère un champ électrique interne et un flux diffusif.
A l’équilibre, les flux de diffusion et de migration (sous l’effet du champ électrique) se com-
pensent. Le flux total est donc identiquement nul :

j(x) = −D
dc
dx
+

zD
kBT

c(x)E(x) = 0 (2.10)

où E est le champ électrique dérivant du potentiel V (E = −dV/dx), kB est la constante de
Boltzmann et T la température. De plus, le théorème local de Gauss indique que :

dE
dx
= −

d2V
dx2 =

zc(x)
ε0εs

. (2.11)

Si l’on insère l’équation (2.11) dans (2.10), en utilisant la condition d’électroneutralité (le
nombre total d’ions compense la charge totale des feuillets), on trouve pour le profil de concen-
tration la solution de Poisson-Boltzmann [137, 138] :

c0(x) =
1

2πLB

α2

cos2(αx)
(2.12)

avec
2πLB

σ

z
= α tan

αL
2

(2.13)

où LB = z2/4πε0εskBT est la longueur de Bjerrum. Le champ électrique interne vaut quant à lui :

E0(x) =
z
ε0εs

α

2πLB
tan(αx) (2.14)

La concentration et le champ électrique sont symétriques par rapport au plan de symétrie x = 0,
ce qui implique que la fonction scalaire c0(x) est paire, tandis que la composante du vecteur
champ électrique E0(x) est impaire. La quantité α peut être interprétée comme l’inverse de
la distance d’écrantage, qui généralise l’inverse de la longueur de Debye κ dans le cas des
électrolytes. Le paramètre adimensionné αL détermine ainsi la "mollesse" du profil ionique,
comme l’indique l’équation (2.12). L’équation (2.13) implique que pour une charge nominale
σ0 donnée, αL dépend implicitement de Kd via la charge effective σ. En effet, on peut la réécrire
comme :

αL
2

tan
αL
2
=

L
4λ
=

L
4

(
σ0z

ε0εS kBT
×

1
1 + Kd

)
(2.15)
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F. 2.3: (a) Paramètre d’écrantage réduit αL en fonction du rapport L/λ entre la distance entre les
feuillets et la longueur de Gouy, qui caractérise la force des interactions électrostatiques. L/λ et donc αL
diminuent lorsque l’adsorption (Kd) augmente. Dans la limite des forts champs électriques, la distance
d’écrantage tend vers une valeur limite (αL = π). (b) Profils de concentrations correspondant à αL = 0, 63
(4), 1,38 (◦) et 1,74 (+).

Kd L/λ αL
0,1 4,14 1,74
1,0 2,28 1,38
10 0,41 0,63

T. 2.1: Rapport entre la distance entre feuillets L et d’une part la longueur de Gouy λ, d’autre part
la distance d’écrantage α−1, correspondant aux valeurs numériques utilisées pour la discussion (voir le
texte et la figure 2.3).

en introduisant la longueur de Gouy λ (qui dépend de Kd), définie comme la distance par rap-
port aux feuillets à laquelle l’énergie électrostatique d’un ion est égale à l’énergie thermique (en
négligeant l’influence des autres ions). Le rapport L/λ contrôle ainsi le paramètre αL, et donc
le profil d’équilibre. L’évolution de αL avec L/λ est représentée figure 2.3a. Pour les faibles
densités de charge (L/λ → 0) on a αL ∼ (L/λ)1/2, tandis que αL → π pour les grandes va-
leurs de L/λ. Les profils de concentration correspondant à trois valeurs de la densité de charge
effective sont représentés sur la figure 2.3b. Les valeurs choisies sont typiques d’une argile fai-
blement hydratée (σ0 = 0.131 Cm−2, L = 6 Å, εS = 78 ; nous ne reviendrons pas ici sur la
validité de notre description pour ces valeurs particulières), pour trois valeurs du coefficient de
partage Kd (0,1, 1,0 et 10), et une température de 298 K. Les valeurs correspondantes de L/λ
et αL sont synthétisées dans le tableau 2.1. La figure 2.3b indique clairement que lorsque L/λ
est faible, le profil de concentration est plat, alors que pour les grandes valeurs la concentration
augmente très rapidement à proximité des surfaces chargées. Ces distributions de charge diffé-
rentes vont répondre de manière différente à l’application d’un champ électrique, comme nous
le montrerons plus loin.

Pour un système donné (σ0 et L fixés), les interactions spécifiques des cations avec la sur-
face (différentes selon le type de cation, par exemple Na+ ou Cs+), introduites ici à travers la
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constante de partage Kd, déterminent la charge effective, et donc l’intensité des interactions
électrostatiques (non spécifiques), et par conséquent la totalité du profil ionique. La concen-
tration à la surface c0(L/2) peut s’exprimer en fonction du nombre total d’ions par intégration
de l’équation (2.12). Puisqu’à l’équilibre on a de plus k′1c0(L/2) = k2Γ0, on peut relier Kd aux
constantes cinétiques. On a ainsi :

2k′1
Lk2
= Kd

sinαL
αL

= Kd
2πLBL2c̃0

(αL)2 + (πLBL2c̃0)2 (2.16)

en n’oubliant pas que αL dépend implicitement de Kd. c̃0 désigne la concentration moyenne
entre les feuillets. En utilisant (2.13), on a :

c̃0 =
α tan(αL/2)

πLBL
=

2σ
Lz

(2.17)

Dans la limite des faibles interactions électrostatiques, (αL → 0), soit parce que la densité de
charge est faible, soit parce que l’adsorption est forte (Kd � 1), ce qui conduit à un écrantage
important -voir l’équation (2.15)-, le profil de concentration devient très plat, avec une valeur
presque partout égale à la valeur moyenne c̃0. Dans ce cas on a simplement α2 = 2πLBc̃0, en
accord avec la limite de Debye-Hückel. De plus, dans cette limite l’équation (2.16) se simplifie
en Kd = 2k′1/k2L.

Les limitations de la théorie de Poisson-Boltzmann [139] viennent de ce qu’elle néglige les
corrélations entre ions au-delà du traitement des interactions électrostatiques au niveau champ
moyen. En particulier, elle néglige la taille des ions, qui joue un rôle fondamental pour la
description du transport ionique dans les électrolytes. Pour des systèmes modérément chargés
comme l’argile [140], la répulsion de coeur dur entre ions introduit des oscillations dans le pro-
fil ionique, comme l’ont montré des simulations de Monte-Carlo à solvant continu. Cependant
celles-ci ne correspondent pas aux oscillations observées dans les simulations atomiques [137].
Dans ce cas, le profil ionique oscille toujours autour de la solution de Poisson-Boltzmann, mais
les oscillations sont dues à la nature discrète du solvant. Néanmoins l’amplitude de ces oscil-
lations est relativement faible, de sorte que le traitement au niveau Poisson-Boltzmann n’est
sans doute pas une mauvaise approximation pour des densités de charges pas trop élevées et des
distances entre feuillets pas trop faibles.

2.2.3 Polarisation à l’état stationnaire
.

Réponse linéaire

Lors d’une expérience de spectroscopie diélectrique, un champ électrique oscillant de fré-
quence ω et de faible amplitude est appliqué à l’échantillon. Sous l’effet de ce champ, les ions se
déplacent, mais sont arrêtés par les feuillets chargés. Cette situation est analogue à une solution
d’électrolyte entre deux électrodes bloquantes, mais dans notre cas les seuls ions présents sont
les contre-ions compensant la charge des feuillets. Ce déplacement de charge induit un excès de
charge à l’une des surfaces, et un défaut à l’autre, de sorte que l’équilibre chimique local n’est
plus satisfait.

Après un certain temps, un état stationnaire est atteint, et toutes les quantités physiques
évoluent à la fréquence ω, éventuellement déphasées par rapport au champ appliqué Eapp. La
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présence d’un champ électrique perpendiculaire aux surfaces (nous cherchons la composante
normale du tenseur de permittivité) rompt la symétrie par rapport au plan x = 0, de sorte qu’une
polarisation électrique se manifeste. C’est précisément cette polarisation, qui évolue également
à la fréquence ω, qui est mesurée. Dans la limite des faibles champs appliqués, P(ω) est propor-
tionnelle à Eapp, et la permittivité relative εr(ω) s’écrit :

P(ω) = ε0εr(ω)Eapp(ω) (2.18)

Pour calculer la polarisation en fonction de la fréquence, nous nous plaçons donc dans le régime
linéaire. Les quantités d’excès (par rapport à c0, E0 et Γ0), sont notées c1, E1 et δΓ. En notation
complexe, pour une quantité f (x, t) on a :

f (ω) = f0(x) + f1(x)eiωt (2.19)

Les valeurs de référence f0 sont nulles pour P, Eapp, δΓ et j, tandis qu’elles sont données par
(2.12) et (2.14) pour c et E ; pour Γ± il s’agit de Γ0. Une fois le régime permanent atteint, c1

est une fonction impaire de x, tandis que E1 et j sont paires, et l’on a de plus δΓ+ = −δΓ−. Par
ailleurs c1, E1, δΓ, j et P sont tous proportionnels à Eapp (termes du premier ordre). Les termes
d’ordre supérieur doivent être écartés pour le calcul de la permittivité (réponse linéaire).

Polarisation

La polarisation est le premier moment de la distribution de charge. Pour la calculer, il ne
faut pas oublier la contribution des excès de charges surfaciques :

P = z
δΓ+ − δΓ−

2
+

z
L

∫ L/2

−L/2
xc1(x)dx (2.20)

En utilisant (2.11) et l’expression du champ électrique interne à la surface des feuillets, E1(±L/2) =
∓zδΓ±/ε0εs, on trouve après intégration par parties :

P = −
ε0εs

L

∫ L/2

−L/2
E1(x)dx (2.21)

Le flux de contre-ions, au premier ordre en Eapp (il est nul à l’ordre zéro) est :

j(x) = −D
dc1

dx
+

zD
kBT

[
c0(x)E1(x) + c1(x)E0(x) + c0(x)Eapp

]
(2.22)

La conservation de la matière entre les feuillets s’écrit en notation complexe :

iωc1(x) = −
d j
dx

(2.23)

En combinant (2.22) et (2.23) on obtient l’équation différentielle satisfaite par E1 (c1 est
sa dérivée, à une constante de proportionnalité z/ε0εs près, par l’équation (2.11)). On remplace
ensuite c0 et E0 par leurs expressions (2.12) et (2.14), pour obtenir finalement :

1
α2

d2E1

dx2 −
2
α

tan(αx)
dE1

dx
−

[
iω

Dα2 +
2

cos2(αx)

]
E1(x) =

2
cos2(αx)

Eapp (2.24)
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Le temps caractéristique apparaissant dans (2.24), τD = 1/Dα2, est analogue au temps de Debye
pour les solutions d’électrolytes et dépend de Kd (par l’intermédiaire de α). Il est pratique de
l’exprimer en fonction du temps de diffusion τdiff = L2/D nécessaire à un ion pour diffuser sur
une distance égale à la séparation entre les feuillets :

τD =
τdiff

(αL)2 (2.25)

La résolution de l’équation différentielle (2.24) utilise la parité de E1, ainsi que la condition
aux limites satisfaite par l’évolution de l’adsorption :

iωδΓ+ = k′1c1(L/2) − k2δΓ+ (2.26)

ou en introduisant le paramètre adimensionné µ = τχ/τdiff :

1
Kd

[
1 + iωτdiff

µ

(αL)2

(
1 +

Kd

2
sinαL
αL

)]
δΓ+ =

sinαL
2αL

× L c1(L/2) (2.27)

où l’on a également utilisé (2.9) et (2.16). µ caractérise les vitesses relatives de la relaxation
de l’échange chimique et de la diffusion : quand µ � 1 la chimie est "rapide" et la relaxation
du profil ionique est dominée par la diffusion (sur la distance la plus courte entre la distance
d’écrantage α−1 et la distance entre feuillets L), tandis que pour µ � 1 la relaxation du profil
ionique est dominée par la réaction chimique aux surfaces.

Permittivité

Nous cherchons donc une solution paire de l’équation différentielle (2.24) soumise à la
condition aux limites (2.27). Pour cela nous introduisons les variables adimensionnées u = αx
et γ =

√
1 − iω/Dα2 dans (2.24) :

f ′′(u) − 2(tan u) f ′(u) −
[
1 − γ2 +

2
cos2 u

]
f (u) =

2
cos2 u

Eapp (2.28)

avec f (u) = E1(x). Une solution particulière est :

f0(u) =
1

γ2 − 1
Eapp

cos2 u
= −

Dα2

iω
Eapp

cos2 u
(2.29)

qui est une fonction paire. La solution générale peut être obtenue grâce au changement de va-
riable v = sin u (0 ≤ |v| ≤ 1), en annulant le membre de droite dans (2.28) :

(1 − v2)h′′(v) − 3vh′(v) −
[
1 − γ2 +

2
1 − v2

]
h(v) = 0 (2.30)

avec h(v) = f (u). Deux solutions linéairement indépendantes pour −1 ≤ v ≤ 1 sont :

f1(u) = i
√

2π
P3/2
γ−1/2(u)
√

cos u

=
(γ − 1) cos[(γ + 1)(π/2 − u)] + (γ + 1) cos[(γ − 1)(π/2 − u)]

cos2 u
(2.31a)

f2(u) = −i
√

2π
Q3/2
γ−1/2(u)
√

cos u

=
(γ − 1) sin[(γ + 1)(π/2 − u)] − (γ + 1) sin[(γ − 1)(π/2 − u)]

cos2 u
(2.31b)



2.2. CONTRIBUTION NORMALE AUX FEUILLETS 45

avec P et Q des fonctions associées de Legendre [141]. A partir de ces deux solutions, on peut
former une solution paire par la combinaison linéaire :

g(u) = cos(πγ/2) f2(u) − sin(πγ/2) f1(u)

=
(γ − 1) cos[(γ + 1)u] + (γ + 1) cos[(γ − 1)u]

cos2 u
(2.32)

L’excès de champ électrique interne E1 est alors, en introduisant la solution particulière (2.29) :

E1(x) = −
Dα2

iω
Eapp

[
1

cos2(αx)
− ξ(ω)g(αx)

]
(2.33)

La constante d’intégration ξ(ω) est déterminée à partir de la condition aux limites. L’équa-
tion (2.27) s’exprime en effet en fonction de E1 en utilisant les relations E1(L/2) = −δΓ+z/ε0εs

et E′1(L/2) = c1(L/2)z/ε0εs (le "prime" désigne ici la dérivation par rapport à x, voir (2.11)).
Dans la forme analytique (2.33) de E1(x), ξ(ω) est donné par :

ξ(ω) =
χ(ω)

cos2(αL/2)
[
χ(ω)g(αL/2) + iωτD sin(γαL/2) sin(αL/2)

] (2.34a)

χ(ω) = sin2(αL/2) +
1

Kd

[
1 + iωτχ

1
(αL)2

(
1 +

Kd

2
sinαL
αL

)]
(2.34b)

Connaissant l’excès de champ électrique E1, on peut calculer l’excès de concentration c1

par l’équation (2.11), mais ce n’est pas nécessaire pour le calcul de la polarisation. Par insertion
de (2.33) dans (2.21) on a directement :

P(ω) = ε0εsEapp
1

iωτD

[
tan(αL/2)
αL/2

− ξ(ω)
1
αL

∫ 1

−1
g(u)du

]
(2.35)

La dernière intégrale peut être calculée analytiquement, ce qui nous donne le résultat final pour
la constante diélectrique εr :

εr(ω) = εs
1

iωτD

tan(αL/2)
αL/2

[
1 − 2 ξ(ω)sin γαL/2

sinαL/2

]
(2.36)

où l’on rappelle que ξ(ω) est donné par (2.34a) et :

γ =

√
1 −

iω
Dα2 =

√
1 − iωτD =

√
1 −

iωτdiff

(αL)2 (2.37)

Le résultat (2.36) est tout à fait remarquable, dans la mesure où une solution analytique
(de surcroît relativement simple) à un problème non-linéaire complexe n’est absolument pas
garantie. La dépendance en fréquence de la permittivité est non triviale : elle résulte des effets
réciproques du champ électrique interne et de la réaction aux interfaces. La réaction d’adsorp-
tion/désorption n’apparaît dans (2.36) qu’à travers ξ(ω) donné par (2.34a), qui dépend égale-
ment des effets électrostatiques via le paramètre αL. La dépendance en fréquence de ξ(ω) est
ensuite incorporée dans (2.36), qui ne dépend par ailleurs que de l’électrostatique. Il est donc
difficile de comprendre le contenu physique de la dépendance en fréquence de la permittivité.
On devra donc faire l’étude numérique de εr(ω) pour comprendre l’influence de la thermody-
namique de l’échange (Kd) et de la dynamique (cinétique d’échange par rapport à la diffusion,
c’est-à-dire la valeur de µ). Ceci nous permettra en principe d’extraire ces informations de la
permittivité expérimentale. Nous allons maintenant discuter la signification physique de ce ré-
sultat, en commençant par l’étude de cas limites simples.
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2.2.4 Permittivité : cas limites
Limite des basses fréquence

La première des limites considérées est celle des basses fréquences, qui donne la contribu-
tion ionique à la permittivité statique. Il s’agit de la limite ω → 0 de l’expression (2.36). Cette
limite est réelle et finie, ce qui n’est pas évident dans (2.36) :

εr(ω→ 0) =
εs

2

[
1 −

tan(αL/2)
αL/2

×
cos2(αL/2)

1 + Kd sin2(αL/2)

]
(2.38)

Il est facile de vérifier que cette expression est positive quelles que soient les valeurs de Kd et
αL. Deux remarques peuvent être faites sur cette limite.

D’une part, le résultat ne dépend pas du temps de relaxation τχ mais seulement du coeffi-
cient de partage Kd. Il ne dépend pas non plus du temps de relaxation électrique τD = 1/Dα2,
mais seulement du paramètre structural adimensionné αL. En effet, lorsque le champ appliqué
varie infiniment lentement, tous les phénomènes de relaxation (chimique et électrique) ont lieu
comparativement beaucoup plus vite, et toute information sur leur dynamique devient non per-
tinente. Ce résultat était attendu : les propriétés d’équilibre (ω = 0) ne doivent pas dépendre des
propriétés de transport.

D’autre part, (2.38) implique que la contribution du mouvement des ions perpendiculaire-
ment aux feuillets est systématiquement inférieure à (la moitié de) celle du solvant. Ce point
très important sera repris lors de la comparaison avec les expériences. Notons que le résul-
tat ci-dessus ne concerne que la contribution ionique à la permittivité statique, et que l’on
doit ajouter celle du solvant pour obtenir la permittivité statique totale du système. On a donc
εs ≤ εtotal ≤ 1, 5 εs.

Limite de l’échange infiniment lent

La deuxième limite importante est celle de l’échange infiniment lent aux interfaces. Ceci
correspond à un temps de relaxation chimique très long, et pour un Kd donné (une charge ef-
fective fixée), cela implique qu’à la fois l’adsorption et la désorption sont très lentes. Le cas de
l’absence de réaction aux interfaces est donc compris dans cette limite (µ → ∞). Le paramètre
ξ(ω) de l’équation (2.34a) se simplifie dans cette limite en :

1
ξ(ω)

= cos2 αL
2
× g

(
αL
2

)
= 2γ cos

γαL
2

cos
αL
2
+ 2 sin

γαL
2

sin
αL
2

(2.39)

Pour la deuxième ligne, on a utilisé l’expression analytique de g donnée par l’équation (2.32).
La permittivité est alors :

εr(ω) =
2
αL

1
iωτD

×
γ tan(αL/2) − tan(γαL/2)
γ + tan(αL/2) tan(γαL/2)

(2.40)

où γ est toujours donnée par (2.37). La polarisabilité du milieu, décrite par sa permittivité
εr = ε′r − iε′′r dépend fortement de αL, ou de manière équivalente de L/λ, comme en atteste
la figure 2.4 qui représente ε′′r /εS en fonction de la fréquence (ωτdiff) et de L/λ (tous deux en
échelle logarithmique). La partie imaginaire contient toute l’information, puisque la partie réelle
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ε′r (ω) peut se déduire de ε′′r (ω) via les relations de Kramers-Kronig (2.7). Sur le diagramme de
Bode pour la partie imaginaire de la permittivité, chaque relaxation apparaît comme un pic à la
fréquence correspondante.

F. 2.4: Partie imaginaire de la permittivité complexe réduite ε′′r /εS en fonction de la fréquence
(normalisée par le temps de diffusion τdiff = L2/D) et du rapport L/λ entre la distance entre surfaces et
la longueur de Gouy, dans le cas de l’échange infiniment lent (pas d’échange). Pour L/λ � 1, le profil
de concentration est très plat, et peu sensible à un champ électrique appliqué, tandis que pour L/λ � 1,
le profil est très "piqué" au voisinage des surfaces et est facilement déformé par un champ électrique. Le
temps caractéristique de relaxation correspond dans le premier cas à la diffusion sur la distance séparant
les deux surfaces (τ ' τdiff/π

2 - courbe rouge), tandis que dans le second la longueur pertinente est
la distance d’écrantage α−1 (τ ' τD/π - courbe bleue), qui tend vers la valeur limite de L/π lorsque
L/λ � 1 (τ ' τdiff/π

3 - courbe verte).

Pour les petits αL, le profil d’équilibre est plat et peu sensible à un champ appliqué. En effet,
dans cette limite on a :

εr(ω) αL→0
∼

(αL)2

iωτdiff

[
1 −

tan(
√
−iωτdiff/2)

√
−iωτdiff/2

]
(2.41)

qui décroît comme (αL)2. Le pic d’absorption (maximum de ε′′r (ω)) est situé dans cette limite
pour ωτdiff ≈ π

2 (courbe rouge sur la figure 2.4), indépendamment de αL, car pour les faibles
densités de charge, la distance pertinente n’est pas la distance d’écrantage mais la distance entre
feuillets : le temps caractéristique est donc τdiff et non τD.

Dans la limite inverse (saturation de charge), le profil ionique est très "piqué" au voisinage
des surfaces, et se déforme plus facilement sous l’effet d’un champ électrique. La permittivité
vaut dans cette limite :

εr(ω) αL→π
∼

2
iωτdiff

√
π2 − iωτdiff

tan(
√
π2 − iωτdiff/2)

(2.42)

et reste finie. Le pic d’absorption est situé à ωτdiff ≈ π3, et l’on voit sur la figure 2.4 (courbe
verte) que cela coïncide pour les grands αL avec ωτD ≈ π (courbe bleue). Le temps caractéris-
tique est alors celui de la diffusion sur une distance égale à la distance d’écrantage α−1.
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Ainsi, dans le cas de l’échange infiniment lent, la dynamique de la distribution de charges est
entièrement déterminée par sa structure (L/λ), et correspond à la diffusion sur la distance perti-
nente, qui est soit la distance entre surfaces L, soit la distance d’écrantage α−1 selon l’intensité
des interactions électrostatiques.

Limite de l’échange infiniment rapide

La dernière limite remarquable est celle de l’échange infiniment rapide (µ → 0). L’équa-
tion (2.34a) se simplifie alors en :

1
ξ(ω)

= cos2 αL
2
× g

(
αL
2

)
+ iωτD sin

γαL
2

sin
αL
2
×

Kd cos2 αL/2
1 + Kd sin2 αL/2

(2.43)

où g est donné par l’équation (2.32). Dans cette limite, le temps de relaxation chimique a éga-
lement disparu, et le seul temps pertinent correspond au transport des ions mobiles. Des sim-
plifications supplémentaires apparaissent dans les cas limites de faibles et fortes interactions
électrostatiques. Dans le premier cas, εr(ω) décroît également comme (αL)2 :

εr(ω) αL→0
∼

(αL)2

iωτdiff

1 − tan(
√
−iωτdiff/2)

√
−iωτdiff/2

×
1

1 +
Kd
√
−iωτdiff

4
tan(

√
−iωτdiff/2)

 (2.44)

La position du maximum d’absorption dépend maintenant de Kd mais pour les faibles adsorp-
tions (Kd � 1), on retrouve le même résultat (2.41) que pour l’échange infiniment lent. Ceci
n’est pas surprenant, puisque pour les faibles adsorptions, ce qui se passe en surface est moins
important que le transport des ions mobiles (plus nombreux). En particulier, le temps caracté-
ristique de l’échange n’affecte pas significativement la dynamique globale. Dans la limite de
l’échange rapide et des fortes interactions (αL→ π), on trouve le même résultat (2.42) que pour
l’échange lent dans la limite des fortes interactions.

2.2.5 Permittivité : cas général
Considérons à présent le cas plus complexe où la réaction chimique a lieu avec un temps ca-

ractéristique fini. La dynamique de relaxation des charges fait maintenant intervenir le couplage
entre l’échange aux interfaces et le transport entre les feuillets. Pour étudier simultanément
l’influence de la cinétique d’échange (µ = τχ/τdiff) et de l’abondance relative des ions fixes
et mobiles (Kd), nous avons calculé numériquement à partir de la formule analytique (2.36) le
spectre d’absorption (diagramme de Bode pour ε′′r ), pour une densité de charge de surface et une
distance interfoliaire fixés (σ0 = 0.131 Cm−2, L = 6 Å), avec des contre-ions monovalents et
une constante diélectrique du solvant εS = 78. Ce sont les valeurs que nous avions déjà utilisées
pour illustrer les profils ioniques d’équilibre (figure 2.3). Quand l’affinité pour les surfaces (Kd)
augmente, la charge effective diminue, ce qui conduit à des interactions électrostatiques plus
faibles subies par les ions entre les feuillets (αL diminue).

Diagrammes de Bode

Les résultats sont rassemblés sur la figure 2.5 pour Kd = 0, 1 (a), 1, 0 (b) et 10 (c), où ε′′r /εS

est représenté en fonction de log(ωτdiff) et log µ. Pour chaque vitesse d’échange, le diagramme
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de Bode se lit horizontalement. L’échange rapide se trouve au bas de chaque figure, et l’échange
lent en haut. Pour toutes les adsorptions (Kd) on observe deux mécanismes (dont le poids re-
latif varie) lorsque l’échange est lent, tandis qu’un seul n’est visible lorsque l’échange est très
rapide. Cette observation est courante en spectroscopie : bien que les mécanismes de relaxation
soient très différents de ceux présentés ici, cet effet est utilisé depuis longtemps en Résonance
Magnétique Nucléaire pour évaluer des constantes cinétiques [142–144].

F. 2.5: Partie imaginaire de la permittivité complexe réduite ε′′r /εS en fonction de la fréquence
(normalisée par le temps de diffusion τdiff = L2/D) et de µ = τχ/τdiff . Pour un échange lent (µ � 1),
le mécanisme dominant la relaxation des charges est la diffusion dans le cas de la faible adsorption
(a) et l’échange dans le cas de la forte adsorption (c) ; pour les valeurs intermédiaires du coefficient de
partage, les deux mécanismes contribuent de manière significative (b). Pour l’échange rapide (µ � 1), la
relaxation est due uniquement au transport, et la position du maximum dépend de Kd.

Lorsque l’échange est lent (µ � 1), le mécanisme dominant la relaxation des charges est la
diffusion lorsque l’adsorption est faible (figure 2.5a), et l’échange lorsque l’adsorption et forte
(figure 2.5c) ; pour les valeurs intermédiaires du coefficient de partage Kd, les deux mécanismes
contribuent de manière significative à la permittivité (figure 2.5b). En effet, le maximum de
ε′′r ne dépend pas de µ dans cette limite pour les faibles adsorptions. Le maximum secondaire,
qui dépend de µ et correspond à l’échange en surface, contribue pour moins de la moitié du
maximum principal. C’est la situation opposée qui est observée pour les fortes adsorptions
(figure 2.5c), la fréquence caractéristique du pic principal étant 1/τχ.

Pour l’échange rapide (µ � 1), la réaction d’échange à la surface est limitée par l’apport
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d’ions par diffusion, de sorte que la relaxation globale est gouvernée par le seul transport. La
position du maximum dans cette limite dépend de Kd, comme nous l’avons expliqué plus haut,
et se trouve à des fréquences plus élevées pour les petites valeurs de Kd. Pour Kd = 0, 1 (fi-
gure 2.5a), la fréquence de relaxation ne dépend pas de µ, et coïncide par conséquent avec celle
de la limite de l’échange lent. Ceci est dû au fait que notre choix de paramètres conduit à se
trouver dans la limite des faibles interactions électrostatiques, même pour les petits Kd. Ainsi,
dans la limite de l’échange rapide, la permittivité est donnée par l’équation (2.44), qui se réduit
à l’expression (2.41) pour les faibles adsorptions (petits Kd). Ces résultats numériques illustrent
les expressions limites présentées plus haut.

2.2.6 Cas des argiles très peu hydratées et compactées

Il ressort de la discussion qu’à la fois la thermodynamique (Kd) et la dynamique (τχ) de
l’échange ont une influence significative sur la permittivité du système. On pourrait donc en
principe extraire ces paramètres de la permittivité expérimentale. En effet, les informations
structurales (charge structurale, distance interfoliaire et valence des ions) sont généralement
connues par d’autres techniques expérimentales (titration, diffraction des rayons X), et l’on
pourrait déduire les paramètres inconnus restants (Kd, τdiff, τχ) par ajustement des données ex-
périmentales à l’équation (2.36). Cette méthode prometteuse souffre cependant de quelques
limitations, à la fois d’ordre théorique et expérimental, que nous discutons maintenant.

Limitations du modèle

Commençons par discuter les limites de la théorie exposée ici. Le traitement de l’espace
interfoliaire utilisé, en particulier du solvant comme un milieu continu, est valide uniquement
pour des distances interfoliaires pas trop petites. On s’attend à ce qu’il devienne inadéquat pour
des distances comparables à la taille des molécules d’eau, mais il a été montré qu’il fournissait
des résultats raisonnables sur les propriétés statiques jusqu’à des distances aussi petites que
15 Å [137]. Pour des distances plus petites, le caractère moléculaire de l’eau et des ions doit être
introduit pour rendre compte des profils de densité oscillants dans l’espace interfoliaire [145].
Une description complète de la réponse dynamique à un champ appliqué serait dans ce cas très
délicate.

A cet égard, les valeurs numériques choisies pour illustrer notre discussion sont à la limite
de validité de la théorie. Cependant, les résultats obtenus pour un système ayant une distance
entre surfaces plus grande et une densité de charge plus faible (laissant le produit L/λ inchangé)
seraient identiques, et parfaitement dans le domaine de validité du modèle. Une telle situation
correspondrait à une argile moins chargée et un contenu en eau plus élevé. Si la situation expéri-
mentale qui nous a guidés pour développer ce modèle ne tombe pas tout à fait dans son domaine
de validité, cela ne remet pas en cause les résultats et la discussion présentés ici. Dans le même
ordre d’idées, le choix de la valeur de la constante diélectrique du solvant n’est pas évident,
puisque quelques couches d’eau se comportent différemment de l’eau non confinée, et la valeur
de la constante diélectrique est différente de celle de l’eau massique (à supposer même que le
comportement soit bien décrit par une simple constante diélectrique). Pour un confinement de
quelques Å, cette valeur est en général plus faible que dans le bulk [146]. Ainsi, la comparaison
avec les expériences sera plus aisée pour des distances entre surfaces suffisamment importantes,
pour lesquelles ces difficultés ne se posent pas.
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Par ailleurs, la comparaison expérimentale nécessite la prise en compte de la contribution
des feuillets, décrits ici comme des plans chargés. Cette simplification nous a permis de trai-
ter de manière indépendante les espaces interfoliaires (qui s’empilent dans le cas des argiles).
Cependant, dans le système réel la taille finie des feuillets et leur possible réponse diélectrique
pourraient contribuer aux propriétés de l’ensemble. En particulier, une différence de permitti-
vité entre le solvant et les feuillets nécessiterait la prise en compte de charges images [147]. Ces
limitations ne sont sans doute pas trop graves. Tout d’abord, l’hypothèse d’indépendance de
chaque espace interfoliaire est valide dès que les feuillets sont suffisamment chargés, puisque
cela contribue à écranter les interactions électrostatiques à travers les feuillets. De plus, les
propriétés diélectriques du feuillet peuvent être considérées, au moins pour des feuillets inor-
ganiques comme les argiles, comme indépendants de la fréquence dans la plage de fréquence
qui nous intéresse (kHZ à GHz), car les effets de polarisation électronique correspondent à des
fréquences plus élevées (THz). Ainsi, la contribution du feuillet se réduit à une simple constante
diélectrique εL qui peut être introduite dans le calcul de la permittivité totale du système lamel-
laire. Une distribution de distances interfoliaires au sein de l’échantillon, correspondant notam-
ment à la coexistence d’états d’hydratation différents, peut néanmoins rendre délicate la prise
en compte des feuillets.

Limitations prévues par le modèle

Deux difficultés supplémentaires pour la détermination expérimentale viennent non pas du
modèle mais de ses prédictions. La première est que dans certains cas (heureusement seulement
dans ces cas) la permittivité n’est pas très sensible aux paramètres qui nous intéressent. Par
exemple, lorsque l’on s’approche de la saturation de charge à la surface (αL → π), la valeur de
αL dépend peu de la valeur exacte de L/λ. On peut donc difficilement remonter à cette valeur
avec précision. De même, lorsque l’échange est très rapide ou très lent, la permittivité dépend
peu de la valeur précise de µ = τχ/τdiff. Ainsi on ne peut espérer extraire des informations
microscopiques des données expérimentales seulement si le système est tel que les interactions
électrostatiques ne sont pas trop fortes (L/λ pas trop grand), et si l’échange aux interfaces n’est
ni trop rapide ni trop lent (µ ni trop petit ni trop grand).

La deuxième limitation prévue par le modèle a déjà été mentionnée lors de la discussion de
l’équation (2.38) pour la limite des basses fréquences : la contribution ionique aux propriétés
diélectriques est nécessairement inférieure (en amplitude) à la moitié de celle du solvant, ce
qui peut conduire à des difficultés pour la séparer de celle du solvant. Nous verrons que lors
de la procédure de déconvolution du signal expérimental, on trouve des amplitudes de plus en
plus faibles à mesure que la fréquence augmente ; or la contribution du solvant se manifeste à
des fréquences plus élevées que celle des ions. Nous ne pouvons donc pas observer de contri-
bution du mouvement ionique perpendiculairement aux feuillets et en déduire les paramètres
microscopiques espèrés.

Conclusion sur la contribution normale aux feuillets

L’étude de la contribution du mouvement ionique perpendiculairement aux feuillets aux pro-
priétés diélectriques s’achève donc sur un double constat. D’une part, nous avons proposé un
modèle permettant de relier la dynamique de diffusion/réaction dans un système lamellaire sans
sel ajouté à ses propriétés diélectriques. L’obtention d’un résultat analytique laisse entrevoir la
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possibilité de déterminer les paramètres importants (Kd, τD, τχ) à partir des données expérimen-
tales. D’autre part, l’application de ce modèle au cas des argiles compactées et peu hydratées
prévoit que la contribution du mouvement ionique perpendiculairement aux feuillets est faible,
et sera difficile à observer expérimentalement. C’est pourquoi la prise en compte du mouvement
le long des feuillets est nécessaire. C’est cette contribution que nous allons maintenant évaluer,
dans le cas des très faibles distances interfoliaires, qui est celui des argiles peu hydratées .

2.3 Contribution le long des feuillets

2.3.1 Modèle microscopique

Nous ne considérons maintenant que des argiles très peu hydratées (monocouches ou bi-
couches d’eau), de sorte que les mouvements d’ions sont quasi-bidimensionnels, le long de la
surface des feuillets. En particulier, comme nous l’avons vu dans l’étude précédente dans le cas
des faibles interactions électrostatiques (la limite L → 0 en fait partie), on peut négliger les ef-
fets électrostatiques perpendiculairement au feuillet. Il n’y a ainsi de gradient de concentration
ionique que dans les directions parallèles aux feuillets.

Un ion est cependant toujours susceptible de changer sa sphère de solvatation, passant d’un
complexe de sphère externe (tous les atomes plus proches voisins sont des oxygènes de mo-
lécules d’eau) à un complexe de sphère interne (une partie des plus proches voisins sont des
atomes d’oxygène de la surface des feuillets). Ces deux types de solvatation ont été observés
dans le cas du contre-ion sodium. D’autres cations, comme le césium, ne forment que des com-
plexes de sphère interne. Les deux types de solvatation conduisent à des mobilités différentes, ce
qui influe sur les propriétés diélectriques, qui sont liées aux fluctuations de la densité de charge.
Ce comportement est similaire à celui observé dans les solutions micellaires, dans lesquelles
une partie des cations diffuse librement autour des micelles tandis qu’une autre partie est fixée
à leur surface : les mobilités différentes qui en résultent conduisent à une réponse diélectrique
complexe [148, 149].

Comme précédemment, nous adoptons un modèle à deux états : un ion peut soit être mobile
à la surface, soit diffuser avec un coefficient de diffusion D. Cette situation (encore plus simple
que le modèle utilisé dans la section précédente, qui devait prendre en compte les effets électro-
statiques), est illustrée sur la figure 2.6. Un ion peut changer d’état (fixe ou mobile) selon des
cinétiques du premier ordre, avec des constantes cinétiques k+ (adsorption) et k− (désorption)
en s−1. Ceci peut être schématisé par l’équilibre chimique2 :

Caq
k+ // Q
k−

oo (2.45)

Dans la limite quasi-bidimensionnelle considérée, le mouvement des ions perpendiculairement
aux feuillets est supposé être décrit entièrement par cet échange. La fraction d’ions adsorbés
est décrite comme précédemment par la constante de partage Kd, qui s’exprime en fonction des
constantes cinétiques par :

Kd =
fixe
libre

=
k+
k−

(2.46)

2L’ion en solution Caq est libre de diffuser, contrairement à l’ion fixé en surface Q.
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Feuillet

Feuillet

C

Q

k+ k-

Mobile

Fixe

F. 2.6: Schéma du modèle à deux états : dans l’espace interfoliaire, un cation est soit fixe à la surface
(Q), soit libre de diffuser (C). Il peut également passer d’un état à l’autre avec des constantes cinétiques
k+ (adsorption) et k− (désorption). Le coefficient de partage entre ions fixes et mobiles est simplement
Kd = k+/k−.

tandis que le temps de relaxation vers l’équilibre chimique (2.45) est simplement :

τχ =
1
kχ
=

1
k+ + k−

(2.47)

Comme dans la partie précédente, la définition de Kd dans le cadre de notre modèle en fait une
grandeur sans dimension. Cette fois cependant il s’agit réellement de la constante d’équilibre
de la réaction, et le lien avec les constantes cinétiques est plus simple. De même, le temps de
relaxation chimique est plus simple que dans l’équation (2.9). La modélisation de la cinétique
d’échange par une cinétique du premier ordre n’est peut-être pas la plus pertinente [150], mais
elle a l’avantage d’être la plus simple possible.

Dans le cadre de ce modèle à deux états, le premier niveau d’approximation consiste à
moyenner sur les degrés de libertés de l’eau (dont la dynamique est supposée rapide par rapport
à celle des cations, avec une contribution aux propriétés diélectriques au-delà du GHz). Nous
reviendrons en détail sur ce processus au chapitre 5. Seuls les ions sont donc décrits explicite-
ment dans ce modèle. Le second niveau d’approximation consiste à adopter une description de
champ moyen, dans laquelle un ion évolue dans le potentiel moyen généré par son environne-
ment, qui comprend à la fois les feuillets, les molécules d’eau et les autres ions. Cet aspect sera
également discuté en détail au chapitre 5. Les substitutions au sein des feuillets sont supposées
être distribuées de manière homogène, et distants d’une distance moyenne L fixée par la densité
de charge (σSL2 = z, avec z la charge du contre-ion ; z = e pour Na+). Insistons sur le fait que L
ne désigne plus la distance entre feuillets comme précédemment.

Pour rendre compte des corrélations induites par les interactions entre ions, il faut en évaluer
les caractéristiques. La principale est que la répulsion électrostatique entre ions les empêche de
s’approcher trop les uns des autres. La façon la plus simple de décrire cet effet consiste à intro-
duire une distance de moindre approche δ en négligeant les corrélations à longue portée. Cette
distance est bien entendu inférieure à la distance moyenne entre charge L. Si les corrélations
entre ions sont faibles, on a δ � L. Un ion ne ressent alors la présence d’un autre ion que lors-
qu’ils arrivent en contact (donc après avoir parcouru une distance moyenne L), après quoi ils
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repartent chacun de leur côté. La forme exacte du potentiel pourrait être extraite de simulations
moléculaires. Notons que ce modèle d’interactions revient à un confinement des ions par une
cage bidimensionnelle de largeur L. De manière surprenante, du point de vue de la distribu-
tion totale de charge, il n’y a aucune différence entre cette situation et celle où chacun des ions
poursuivrait sa route sans aucune collision, puisque les ions sont indiscernables.

2.3.2 Réponse linéaire
La dynamique des ions dans l’espace interfoliaire est une fois encore déterminée par le

couplage entre diffusion le long des surfaces et réaction à la surface. Avant d’aller plus loin
dans la description de la dynamique, nous revenons sur le lien entre la dynamique des ions et
les propriétés diélectriques introduit à la section 2.1.3.

Facteur de structure dynamique

La formule de Kubo (2.5) relie la conductivité aux fluctuations du courant électrique (2.6).
La limite k → 0 correspond au fait que la conductivité est une grandeur associée à la limite
hydrodynamique. La signification de cette limite sera discutée à la section suivante. A l’échelle
de temps considérée, le mécanisme dominant les fluctuations de charge est la translation des ions
dans l’espace interfoliaire. Nous avons déjà mentionné le fait que le retournement des molécules
(polaires) d’eau se faisait sur des temps plus courts et pouvait être moyenné à l’échelle de
la nanoseconde. A l’autre extrême, la translation des feuillets est beaucoup plus lente, et les
fluctuations de charges associées doivent se manifester à des fréquences plus basses, sans doute
encore plus basses que la plus basse fréquence observée vers les kHz, attribuée à la polarisation
des grains d’argile sous l’effet des mouvements collectifs de cations (voir sections 2.1.3 et 2.4).
Ainsi, pour les temps de 1 à 1000 ns, le courant électrique est simplement dû au flux de cations.
Pour une argile homoionique, on a donc dans cette gamme de fréquence :

σ(ω) = lim
k→0

z2

VkBT
1
2

∫ ∞

−∞

〈jk(t) · j−k(0)〉eiωt dt (2.48)

Nous rappelons maintenant la démonstration classique du lien entre courant et fluctuations de
densité (voir par exemple [120]). La densité ionique totale ρ(r, t) (à la fois ions fixes et mobiles)
est liée au flux ionique j(r, t) par la relation de continuité :

∂ρ(r, t)
∂t

+ ∇ · j(r, t) = 0 (2.49)

soit dans l’espace de Fourier :
∂ρk(t)
∂t
− ik · jk(t) = 0 (2.50)

Ainsi, (l désigne la composante longitudinale) :

k2〈jkl(t) · j−kl(0)〉 = 〈ρ̇kl(t)ρ̇−kl(0)〉 (2.51)

Le membre de droite dans l’équation (2.51) est la dérivée seconde par rapport au temps de la
fonction intermédiaire de diffusion :

〈ρ̇k(t)ρ̇−k(0)〉 = −
d2

dt2 〈ρk(t)ρ−k(0)〉 = −N
d2

dt2 F(k, t) (2.52)
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F est la fonction intermédiaire de diffusion totale, qui comprend à la fois les ions fixes et les
ions mobiles. On peut la séparer en parties individuelle (self ) et collective (distinct) :

Fs(k, t) =
1
N

〈∑
i

e−ik·(ri(t)−ri(0))
〉

(2.53a)

Fd(k, t) =
1
N

〈∑
i

∑
j,i

e−ik·(ri(t)−rj(0))
〉

(2.53b)

Dans le domaine 1 MHz-1 GHz, nous faisons l’hypothèse selon laquelle les fluctuations de den-
sité sont liées aux mouvements individuels des ions. Ceci est justifié par le fait que les effets
collectifs se manifestent sur des échelles de temps plus longues, exactement comme les pho-
nons de grande longueur d’onde dans les solides par rapport aux vibrations atomiques locales.
C’est pourquoi nous négligeons la partie collective dans le calcul de F(k, t) dans ce domaine
de fréquence. On pourrait obtenir des informations sur la dynamique collective par l’étude des
fréquences plus basses (ω < MHz), mais nous ne la considérons pas ici. Au temps t = 0 on a
simplement F(k, 0) = 1. En combinant (2.51) et (2.52) on obtient dans l’espace de Fourier :

〈jk · j−k〉(ω) = ω2 NS (k, ω)
k2 (2.54)

avec S (k, ω) le facteur de structure dynamique, transformée de Fourier temporelle de F(k, t).
La conductivité réelle (σ = σ′ + iσ′′) est donc finalement :

σ′(ω) =
z2N

VkBT
lim
k→0

ω2 S (k, ω)
k2 (2.55)

Séparation d’échelles de temps et limite hydrodynamique

Avant de procéder au calcul du facteur de structure dynamique dans le cadre de notre modèle
microscopique, nous discutons ici la notion de limite hydrodynamique. Il n’y a en effet pas de
contradiction à effectuer le passage à la limite (k, ω → 0) pour un mouvement que nous avons
décrit comme "rapide" (mouvement locaux par rapport aux mouvements collectifs).

D’une part, la limite aux basses fréquences définissant la limite hydrodynamique considère
des temps qui sont longs par rapport :

1. au temps caractéristique des collisions entre ion et solvant, c’est-à-dire le temps inertiel
de la relaxation de la vitesse des ions par transfert de quantité de mouvement entre ion et
solvant. Ceci permet de traiter le mouvement des ions comme purement diffusif. Nous re-
viendrons sur cet aspect au chapitre 5. La réorientation des molécules d’eau est également
moyennée puisqu’elle est trop rapide pour être observée à cette échelle.

2. au temps caractéristique de l’acte élémentaire de la réaction d’échange à la surface, c’est-
à-dire le mouvement d’un ion perpendiculairement aux feuillets, du centre de l’espace
interfoliaire vers la surface ou inversement. Ceci permet de décrire la réaction chimique
comme un processus stochastique décrit par des constantes cinétiques bien définies.

Le premier est de l’ordre de la picoseconde (de même que la réorientation des molécules d’eau).
Le second est plus difficile à évaluer, mais est plus court que la nanoseconde (sans doute encore
plus court), puisque la distance à parcourir est très faible. Ceci ne signifie pas pour autant que
l’échange est rapide (kχ grand), puisqu’un acte élémentaire rapide peut être rare. C’est ce qui
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fait qu’un tel échange n’est pas forcément facile à observer lors de simulations moléculaires,
dont la durée et de l’ordre de la nanoseconde, voire plus courte.

D’autre part, ces mouvements sont considérés comme "rapides" par rapport aux autres pro-
cessus conduisant à des fluctuations de charges : les mouvements collectifs évoqués plus haut ne
se manifestent que sur des échelles d’espace bien supérieures à la distance moyenne entre ions
et sur des échelles de temps plus longues que les mouvement locaux considérés ici. Ces derniers
sont donc comparativement plus rapides et correspondent à des fréquences plus élevées.

Il n’y a donc pas de contradiction à utiliser une approche hydrodynamique pour des proces-
sus rapides par rapport à d’autres, à partir du moment où ils sont suffisamment lents pour être
dans le cadre définissant cette approche. Il conviendra de vérifier que les temps caractéristiques
extraits de cette approche satisfont bien les critères ci-dessus. Par anticipation sur les résultats,
signalons que le temps caractéristique de diffusion est de l’ordre de la nanoseconde (bien supé-
rieur à la picoseconde), et le temps de relaxation chimique est encore plus long, ce qui justifie a
posteriori ce traitement.

2.3.3 Calcul du facteur de structure S (k, ω)

Dans cette partie, nous calculons explicitement le facteur de structure S (k, ω) pour le modèle
de diffusion/réaction dans le domaine de fréquence considéré. Ceci nous permettra de calculer
la conductivité par l’équation (2.55) ainsi que la permittivité correspondante. Dans le cadre de
notre traitement au niveau champ moyen, l’évolution du système est décrite par les équations
couplées :

∂tC = D∇2C − k+C + k−Q (2.56a)
∂tQ = k+C − k−Q (2.56b)

Ces équations sont simplement les équations de conservation pour les ions mobiles (C) et fixes
(Q), prenant en compte la diffusion (pour C seulement) et l’échange chimique. Ce système
doit être résolu pour les conditions aux limites appropriées, grâce à l’analogie déjà mentionnée
avec un système évoluant selon les mêmes équations mais pour une particule confinée dans
une boîte de largeur L [151, 152]. Sans perte de généralité, nous considérons d’abord le cas
unidimensionnel : la généralisation (triviale) à deux dimensions sera présentée ensuite. La calcul
est plus simple que celui effectué à la section 2.2 car les équations aux dérivées partielles sont
maintenant linéaires.

Calcul à une dimension

Les conditions aux limites suggèrent un développement des fonctions C(x, t) et Q(x, t) entre
x = 0 et x = L sur une base de fonctions périodiques de dérivée nulle en x = 0, L (absence de
gradient de concentration).

C(x, t) = C0 +

∞∑
n=1

Cn cos
nπx
L

(2.57a)

avec


C0 =

1
L

∫ L

0
C(x, t)dx

Cn =
2
L

∫ L

0
C(x, t) cos

nπx
L

dx
(2.57b)
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Pour obtenir F(k, t), on calcule Cn(t) et Qn(t) grâce aux équations (2.56), et aux conditions
initiales :

C(x, t = 0) =
Ctot

1 + Kd
δ(x − x0) (2.58a)

Q(x, t = 0) =
CtotKd

1 + Kd
δ(x − x0) (2.58b)

On moyenne ensuite sur les conditions initiales, c’est-à-dire tous les x0 ∈ [0, L]. Chaque harmo-
nique (n > 1) vérifie :

dCn

dt
= −

[
kdiff, n + k+

]
Cn + k−Qn (2.59a)

dQn

dt
= k+Cn − k−Qn (2.59b)

où l’on a introduit la vitesse de diffusion suivante (en s−1) :

kdiff, n =
1

τdiff, n
= D

(nπ
L

)2
(2.60)

La solution du système linéaire (2.59) s’écrit :

F(k, t) = A0(kL) +
∞∑

n=1

(αn,1eλn,1t + αn,2eλn,2t)An(kL) (2.61)

avec 

αn,1 =
(kdiff, n − kχ +

√
∆)(kdiff, n + kχ −

√
∆)

4kχ
√
∆

αn,2 =
(kdiff, n + kχ +

√
∆)(−kdiff, n + kχ +

√
∆)

4kχ
√
∆

λn,1 = −
1
τn,1
= −

1
2

(kdiff, n + kχ +
√
∆)

λn,2 = −
1
τn,2
= −

1
2

(kdiff, n + kχ −
√
∆)

∆ = k2
diff, n + k2

χ + 2
(

Kd − 1
Kd + 1

)
kχkdiff, n

(2.62)

et pour les amplitudes : 
A0(kL) = 2

1 − cos kL
(kL)2

An(kL) =
(2kL)2

[(kL)2 − (nπ)2]2 [1 − (−1)n cos kL]
(2.63)

On peut vérifier (ce n’est pas évident) que la condition de normalisation F(k, t = 0) = 1 est
bien satisfaite. Cela repose entre autres sur le fait que αn,1 +αn,2 = 1 pour tout n. Nous obtenons
finalement par transformée de Fourier temporelle le facteur de structure dynamique :

S (k, ω) = A0(kL)πδ(ω) +
∞∑

n=1

An(kL)
[

αn,1τn,1

1 + (ωτn,1)2 +
αn,2τn,2

1 + (ωτn,2)2

]
(2.64)



58 CHAPITRE 2. DYNAMIQUE MICROSCOPIQUE ET KD ...

Le premier terme est la contribution élastique au facteur de structure, et ne correspond à
aucun transport de charge : il ne doit pas être pris en compte pour le calcul de la conductivité en
fonction de la fréquence. A chaque terme de la série correspondent deux temps caractéristiques
qui sont des combinaisons relativement complexes des vitesses de diffusion et de réaction, ainsi
que de la constante de partage Kd. Le poids relatif de chaque terme est fonction de seulement
deux paramètres : le rapport entre vitesses de réaction et de diffusion µ = kχ/kdiff (attention,
il s’agit de l’inverse de celui introduit dans l’étude de la contribution normale aux feuillets)
et la constante de partage Kd. Nous discuterons plus loin l’influence de ces deux paramètres.
Les termes de la série décroissent très rapidement avec n à cause du n4 au dénominateur dans
l’amplitude (2.63). Nous garderons donc seulement le terme n = 1, et il est facile de voir
numériquement que la contribution des autres termes est négligeable, tout au moins dans la
limite k → 0.

Calcul complet

La généralisation au confinement à deux dimensions selon x et y est immédiate : la somme
porte maintenant sur deux indices m et n, chaque terme étant pondéré par Am(kxL)An(kyL), et des
combinaisons des constantes αm,n,1 (αm,n,2) et τm,n,1 (τm,n,2) obtenues par remplacement de kdiff, n

par km,n = kdiff, m + kdiff, n = D(m2 + n2)π2/L2. Pour les raisons mentionnées ci-dessus, seuls les
termes (m, n) = (0, 1) et (1, 0) sont gardés. Enfin, la contribution de la troisième dimension (per-
pendiculaire aux feuillets) est négligée, puisque nous avons supposé que tous les mouvements
selon cette dimension sont traduits par le processus d’adsorption/désorption. Ceci est justifié par
la faible amplitude : plus les déplacements sont faibles, plus la contribution aux fluctuations des
charges est faible. Si la distance entre feuillets devient importante, il faut reprendre la contribu-
tion normale aux feuillets calculée dans la section 2.2. Nous nous sommes placés dans le cas où
cette contribution est négligeable.

2.3.4 Conductivité et permittivité
Résultat analytique

Nous disposons maintenant d’une expression pour le facteur de structure dynamique dans
le cadre de notre modèle microscopique. La conductivité peut être obtenue par passage à la
limite k → 0 et l’insertion dans l’équation (2.55). Les seuls termes considérés sont comme on
l’a expliqué plus haut les termes (0, 1) et (1, 0) qui sont identiques. De plus on a dans cette
limite A1(kL) ' 8/π4(kL)2. Enfin, la moyenne sur toutes les orientations possibles des feuillets
introduit un facteur 2/3, ce qui conduit à :

σ′(ω) =
2
3

8
π4

Nz2

VkBT
L2

[
α1,1τ1,1ω

2

1 + (ωτ1,1)2 +
α1,2τ1,2ω

2

1 + (ωτ1,2)2

]
(2.65)

Si l’on introduit le temps caractéristique de la diffusion τdiff = L2/π2D, on peut mettre ceci sous
la forme :

σ′(ω) =
2
3

8
π2

Nz2D
VkBT

τdiff

[
α1,1τ1,1ω

2

1 + (ωτ1,1)2 +
α1,2τ1,2ω

2

1 + (ωτ1,2)2

]
(2.66)

On reconnaît alors l’expression de Nernst-Einstein pour la conductivité, σNE = Nz2D/VkBT ,
qui n’est cependant pas tout à fait pertinente ici. En effet, cette expression est valable pour
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les solutions d’électrolytes infiniment dilués. Le facteur 8/π2, proche de l’unité, vient de la
troncature de la série ; si l’on reportait les amplitudes des termes de la série au premier, comme
cela est fait pour les expériences de neutrons dites de temps de vol (TOF, pour time of flight)
qui ne considèrent que la contribution élastique et un seul terme quasi-élastique, on trouverait
exactement 1 au lieu de 8/π2 [111].

Comme nous l’avons déjà mentionné, seule la partie réelle de la conductivité est en général
exploitée, tandis que les parties réelles et imaginaires de la permittivité sont étudiées. C’est
pourquoi nous ne calculons pas ici la partie imaginaire de la conductivité, et passons directement
à la permittivité complexe. La contribution ionique à la permittivité est obtenue par la partie
réelle de l’équation (2.1) :

σ′(ω) = σdc + ωε0ε
′′(ω) ' ωε0ε

′′(ω) (2.67)

dans le domaine de fréquence considéré. Ainsi,

ε′′(ω) =
2
3

8
π2

σNEτdiff

ε0

[
α1,1τ1,1ω

1 + (ωτ1,1)2 +
α1,2τ1,2ω

1 + (ωτ1,2)2

]
(2.68)

Enfin, la partie imaginaire s’obtient à partir de la partie réelle grâce aux relations de Kramers-
Kronig (2.7), et le résultat final pour la permittivité complexe est :

ε(ω) =
16
3π2

σNEτdiff

ε0

[
α1,1

1 + iωτ1,1
+

α1,2

1 + iωτ1,2

]
(2.69)

avec les paramètres donnés par (2.62) pour n = 1. Ceci constitue le résultat principal de cette
étude de la contribution des mouvements ioniques le long des feuillets aux propriétés diélec-
triques. Les conséquences de cette expression sont analysées dans la suite de cette partie.

2.3.5 Discussion
Amplitude totale ∆ε

L’amplitude totale vérifie ∆ε = 16σNEτdiff/3π2ε0 car α1,1 + α1,2 = 1. En remplaçant σNE

et τdiff par leurs expressions, et en utilisant la relation NL2/V = 1/l (inverse de la distance
interfoliaire), on a simplement :

∆ε =
16
3π4

z2

ε0kBT
×

1
l
'

40 nm
l

(2.70)

Notre modèle prévoit donc que l’amplitude totale ∆ε est de l’ordre de quelques dizaines à cen-
taines (l est de l’ordre de quelques Å), ce que nous aurons l’occasion de vérifier expérimen-
talement. De plus, il prévoit que ∆ε doit diminuer lorsque la distance interfoliaire augmente
(donc lorsque le contenu en eau augmente), ce qui sera également vérifié expérimentalement à
la section 2.4.

Fréquences caractéristiques et amplitudes relatives

En pratique, on peut extraire du spectre expérimental les temps caractéristiques (τ1,1 et τ1,2)
et les amplitudes relatives correspondantes (α1,1 et α1,2). Ceci fournit 3 paramètres indépendants
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(car α1,1 + α1,2 = 1), que l’on insère dans les équations (2.62) qui sont ensuite résolues pour les
inconnues Kd, kχ et kdiff, ou de façon équivalente Kd, τχ et τdiff. Ceci sera fait à partir des données
expérimentales à la section 2.4. Nous discutons maintenant la forme générale attendue pour la
permittivité dans le cadre de notre modèle, ainsi que l’influence des deux paramètres principaux
(coefficient de partage Kd et le rapport µ = kχ/kdiff) sur les deux types de diagrammes utilisés
couramment pour analyser les données expérimentales, à savoir les diagrammes d’Argand et de
Bode.

La permittivité est entièrement déterminée par les temps caractéristiques τ1,1 = 1/ωHF et
τ1,2 = 1/ωLF ainsi que leurs amplitudes relatives α1,1 = αHF (α1,2 = αLF vaut 1−αHF), les indices
HF et LF se reportant aux hautes et basses fréquences. Ces trois paramètres sont donnés par le
résultat analytique (2.62), et nous discutons leur dépendance par rapport à Kd et µ. Les propriétés
d’équilibre sont fixées par la constante de partage Kd : lorsque l’adsorption à la surface est faible,
Kd � 1 tandis que pour les fortes adsorptions on a Kd � 1. Pour une valeur donnée de Kd, la
dynamique ionique est contrôlée par le rapport µ = kχ/kdiff = τdiff/τχ. Soulignons une fois
encore que cette définition diffère de celle adoptée pour la contribution normale aux feuillets.
Les grandes valeurs de µ correspondent à l’échange rapide, c’est-à-dire qu’un ion donné peut
s’adsorber et se désorber plusieurs fois avant de parcourir la distance qui le sépare en moyenne
d’un ion voisin, tandis que les faibles valeurs de µ correspondent à un échange lent, c’est-à-dire
qu’un ion peut parcourir plusieurs fois cette distance avant de s’adsorber à la surface. Ces deux
comportements opposés donnent lieu à des réponses diélectriques très différentes.

Lorsque l’échange est lent (µ � 1), les deux relaxations sont caractérisés par ωHF ' kdiff,
d’amplitude αHF ' 1/(1 + Kd), et ωLF ' kχ/(1 + Kd), d’amplitude αLF ' Kd/(1 + Kd). Ainsi, la
fréquence la plus basse (échange dans ce cas) dépend de Kd tandis que la plus haute n’en dépend
pas. De plus, la contribution relative de chaque mécanisme de relaxation dépend des proportions
relatives d’ions fixes et mobiles. Pour les faibles adsorptions (Kd � 1), seule la relaxation à
haute fréquence (diffusion dans ce cas) est observée. Pour les fortes adsorptions (Kd � 1), seul
le mécanisme à basse fréquence (adsorption/désorption) contribue de manière significative aux
propriétés diélectriques. Entre ces deux situations extrêmes, toutes les amplitudes relatives sont
possibles.

Lorsque l’échange est rapide (µ � 1), les relaxations sont caractérisées par ωHF ' kχ,
d’amplitude αHF ' 0, et ωLF ' kdiff/(1 + Kd), d’amplitude αLF ' 1. La seule contribution
observable correspond donc à la diffusion, mais avec un coefficient de diffusion pondéré par
la fraction d’ions mobiles. Dans cette limite de l’échange rapide, on peut considérer les ions
fixes et mobiles comme deux aspects d’une même entité de coefficient de diffusion moyen
Deff = D/(1 + Kd).

Ces résultats sont maintenant illustrés en terme de diagramme d’Argand et de Bode.

Diagrammes d’Argand

Un diagramme d’Argand consiste en un tracé paramétrique en fonction de la fréquence dans
le plan (ε′,ε′′). Il est très pratique à analyser, puisqu’un processus de relaxation de Debye (2.2)
y apparaît comme un demi-cercle de diamètre ∆ε, et la fréquence correspondant au point ayant
la partie imaginaire la plus grande est 1/τ. Il est donc aisé de déduire ces deux paramètres de
tels diagrammes. Une distribution de temps de relaxation peut également être facilement ex-
traite de ce type de représentation, à condition qu’elles ne soient pas trop proches les unes des
autres [153]. Nous ne discutons ici que de la possibilité d’extraire plusieurs temps caractéris-
tiques bien séparés.
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Les diagrammes d’Argand pour la permittivité prédits par notre modèle en fonction de µ sont
représentés sur la figure 2.7 pour Kd = 0, 1, 1 et 10. ∆ε est indépendant de Kd et µ et nous l’avons
fixé à l’unité, sans aucune perte de généralité. Les fréquences les plus basses correspondent à la
partie droite des figures (proche de Re ε = 1), tandis que les plus hautes fréquences sont situées
sur la partie gauche. Les lignes le long de l’axe log µ correspondent à une même fréquence. La
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F. 2.7: Diagrammes d’Argand pour la permittivité le long des feuillets, en fonction du paramètre µ
décrivant la cinétique d’échange, pour Kd = 0, 1 (a), 1 (b) et 10 (c). Lorsque l’échange est lent (µ � 1,
au premier plan) on observe deux relaxations dont le poids relatif dépend de Kd. Lorsque l’échange est
rapide (µ � 1, à l’arrière-plan), on n’observe qu’une seule relaxation. Les lignes le long de l’axe log µ
correspondent à une même fréquence.

discussion des résultats analytiques présentée plus haut y est clairement illustrée. Pour l’échange
lent (au premier plan), on observe deux relaxations dont l’amplitude relative dépend de Kd :
pour les faibles adsorptions, le mode de haute fréquence domine, tandis que pour les fortes
adsorptions c’est le mode de basse fréquence qui a la plus grosse contribution ; lorsqu’il y a
autant de contre-ions fixes que mobiles (Kd = 1), les deux modes contribuent de manière égale.
Pour l’échange rapide (à l’arrière-plan), seul un mode de relaxation est observé. Même pour
l’échange lent, si le coefficient de partage est trop grand (Kd → ∞) ou trop petit (Kd → 0),
seul le mécanisme dominant est visible, à cause de la forme (2.62) de la dépendance des poids
relatifs par rapport à Kd.

Pour comprendre plus en détail la dépendance en fréquence des relaxations, il nous faut
passer à l’analyse des diagrammes de Bode.
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Diagrammes de Bode

Un diagramme de Bode reporte ε′′ (ou ε′) en fonction de la fréquence (logω), et permet
de caractériser les fréquences correspondant à chaque relaxation. La figure 2.8 reporte les dia-
grammes de Bode, en fonction de µ, pour Kd = 0, 1, 1 et 10. Les remarques précédentes sur les
échanges rapide et lent y sont aussi visibles.
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F. 2.8: Diagrammes de Bode pour la permittivité le long des feuillets, en fonction du paramètre µ
décrivant la cinétique d’échange, pour Kd = 0, 1 (a), 1 (b) et 10 (c). Lorsque l’échange est lent (µ � 1,
au premier plan) le mécanisme dominant est la diffusion pour les faibles adsorptions (a) et l’échange
pour les fortes adsorptions (c) ; pour les valeurs intermédiaires de la constante de partage, les deux méca-
nismes contribuent significativement (b). Lorsque l’échange est rapide (µ � 1, à l’arrière-plan), le seul
mécanisme est la diffusion, avec un coefficient de diffusion pondéré par la fraction d’ions mobiles.

Le mécanisme de relaxation dominant dépend de la constante de partage Kd. Pour un échange
de plus en plus rapide, la fréquence caractéristique tend vers une valeur limite qui vérifie
ωlimτdiff ' 1, 0, 5 et 0, 1 pour Kd = 0, 1, 1 et 10, ce qui correspond exactement au résultat
annoncé 1/(1 + Kd). La relaxation est dans ce cas uniquement due à la diffusion avec un co-
efficient de diffusion pondéré par la fraction d’ions mobiles. Lorsque l’échange est très lent, la
fréquence caractéristique du mode le plus rapide est ωHF ' 1/τdiff, indépendamment des valeurs
de Kd et µ, tandis que ωLF est proportionnel à µ (donc à 1/τχ) comme en témoigne la pente de 1
pour la position du maximum à basse fréquence dans le plan (logω,log µ) ; la constante de pro-
portionnalité est 1/(1 + Kd), comme on peut le déduire des valeurs pour µ = 10−2, c’est-à-dire
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respectivement ωLFτdiff ' 10−2, 5.10−3 et 10−3 pour Kd = 0, 1, 1 et 10. Le mécanisme de relaxa-
tion dominant est la diffusion lorsque l’adsorption est faible (Kd � 1), l’échange lorsqu’elle est
forte (Kd � 1) ; pour les valeurs intermédiaires de la constante de partage, les deux mécanismes
contribuent de manière significative.

2.4 Comparaison avec les résultats expérimentaux
Après avoir montré que la contribution du mouvement ionique perpendiculairement aux

feuillets était négligeable pour les argiles compactées et peu hydratées, puis présenté les résul-
tats attendus pour la contribution du mouvement ionique le long des feuillets dans le domaine de
fréquence allant du MHz au GHz, nous confrontons les prédictions de notre modèle aux données
expérimentales obtenues au laboratoire par Anthony Cadène en collaboration avec Jean-Claude
Badot, du Laboratoire de Chimie de la Matière Condensée de Paris à l’Ecole Nationale Supé-
rieure de Chimie de Paris (ENSCP). Les mesures de conductivité et de permittivité en fonction
de la fréquence (40 Hz à 5 GHz) ont été faites au Laboratoire de Génie Electrique de Paris à
l’Ecole Supérieure d’Electricité (Supélec).

2.4.1 Conditions expérimentales
La montmorillonite homoionique a été obtenue par purification de la bentonite commerciale

MX80 selon une procédure détaillée dans la référence [154]. Après séchage les échantillons
d’argile sont mis en équilibre avec des atmosphères d’humidités relatives contrôlées obtenues
par équilibration au-dessus de solutions sursaturées de K2CO3 (pour RH=43%) et KCl (pour
85%) pendant deux semaines. Il est essentiel de partir d’un état sec pour que les étapes d’hydra-
tation soient reproductibles, car les états finaux dépendent non seulement des humidités rela-
tives, mais aussi des états initiaux. Bérend [14,155] a montré que partant d’un état sec (environ
une molécule d’eau par cation Na+), les humidités de 43 et 85% conduisent à des états d’hy-
dratation correspondant majoritairement à une monocouche et à une bicouche d’eau [15]. Les
teneurs en eau ont été contrôlées par suivi de la masse des échantillons, et leur structure par dif-
fraction des rayons X. La difficulté d’obtenir des états d’hydratation bien définis sera également
discutée au chapitre 3.

Les échantillons sont ensuite compactés dans des pastilles de 3 mm de diamètre et 1 mm
d’épaisseur en exerçant une contrainte de 700 MPa. Le contact électrique avec la cellule de me-
sure est assuré par des feuilles d’or (1 µm d’épaisseur) sur chaque face de la pastille. La même
cellule est utilisée pour les mesures à basses et hautes fréquences. L’étude de la permittivité
complexe entre 40 Hz et 5 GHz est effectuée avec deux appareils :

– 40 Hz à 110 MHz : LF impedance analyzer Hewlett Packard HP4294A

– 45 MHz à 5 GHz : RF impedance analyzer Hewlett Packard HP8510

2.4.2 Attribution des relaxations
Les données brutes sont ensuite analysées en terme de modes de relaxation de Debye par

la procédure de déconvolution introduite à la partie 2.1.2. Cette procédure est illustrée sur les
figures 2.9 et 2.10, qui montrent les diagrammes d’Argand expérimentaux pour des montmo-
rillonites sodiques équilibrées à 43% et 85% d’humidité relative. Sur la figure 2.9a (resp. 2.10a),
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RH ωi (rd.s−1) ∆εi

43%

2, 3 103 2, 9 105

2, 6 107 74
7, 0 108 19
3, 5 109 3

RH ωi (rd.s−1) ∆εi

85%

2, 8 104 5, 0 105

1, 6 108 49
1, 5 109 17
1, 8 1010 6

T. 2.2: Fréquences et amplitudes des relaxations expérimentales pour la montmorillonite sodique
équilibrée à 43% et 85% d’humidité relative.

on a tracé le diagramme entier, mais seule la relaxation la plus lente (R1) est visible, car son
amplitude est bien supérieure aux autres (voir le tableau 2.2). Pour pouvoir distinguer les autres
relaxations, il faut soustraire la contribution de R1. Les trois autres relaxations, plus rapides,
sont reportées sur la figure 2.9b (resp. 2.10b). Bien que cela ne soit pas évident sur la figure 2.9a
(resp. 2.10a) à cause de l’échelle utilisée, la courbe est bien une portion de cercle. Le fait que
certains signaux déconvolués se superposent (R2 et R3 sur la figure 2.9b, R3 et R4 sur la fi-
gure 2.10b) est lié à la qualité de la déconvolution ; les incertitudes associées au traitement du
signal seront discutées à la section 2.4.3.

F. 2.9: Diagramme d’Argand expérimental (×) obtenu pour une montmorillonite sodique à 43% d’hu-
midité relative, et signal déconvolué pour les 4 relaxations (lignes). Le diagramme complet est présenté
en (a), mais seule la première relaxation R1 correspondant à la fréquence caractéristique la plus basse
y est visible. (b) Signal expérimental après soustraction de la contribution de R1 (noter la différence
d’échelle) ; les contributions des trois relaxations restantes sont reportées avec les fréquences angulaires
correspondantes (en rd.s−1). Les paramètres issus de la déconvolution sont résumés dans le tableau 2.2.

Pour chaque échantillon (humidités relatives 43% et 85% on observe quatre relaxations dans
le domaine de fréquence étudié, dont les caractéristiques (ωi et ∆εi) sont rassemblées dans le
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F. 2.10: Comme la figure 2.9 pour la montmorillonite sodique à 85% d’humidité relative. Les para-
mètres issus de la déconvolution sont résumés dans le tableau 2.2.

tableau 2.2. La relaxation la plus lente est attribuée à la polarisation des grains [156], tandis
que la plus rapide est associée à la réorientation des molécules d’eau, comme expliqué aux
sections 2.3.2 et 2.1.3. Nous faisons donc l’hypothèse selon laquelle les deux relaxations in-
termédiaires peuvent être associées aux mouvements locaux de cations présentés dans le cadre
de notre modèle. La validité de cette hypothèse sera discutée ci-dessous. Remarquons d’ores
et déjà que l’amplitude totale ∆ε2 + ∆ε3 satisfait deux prédictions de notre modèle : l’ordre de
grandeur (quelques dizaines) et la diminution lorsque la distance interfoliaire (donc le contenu
en eau) augmente.

2.4.3 Paramètres obtenus
Résultats

Nous avons donc utilisé notre modèle pour déterminer à partir des relaxations R2 et R3 le
coefficient de partage Kd (et la fraction de cations adsorbés Kd/(1+Kd)), le temps de relaxation
de diffusion τdiff (et le coefficient de diffusion D), et le temps de relaxation de l’échange τχ.
Le coefficient de diffusion est calculé a partir de τdiff et de la valeur moyenne de L pour ces
échantillons d’argile, qui vaut L ≈ 8 Å pour une densité de charge structuraleσS ≈ 0, 262 C.m−2.
Les résultats sont résumés dans le tableau 2.3.

Les résultats indiquent que la fraction d’ions d’ions adsorbés est relativement élevée (75%)
pour l’humidité relative la plus basse, et qu’elle diminue lorsque la teneur en eau augmente,
comme cela avait été observé sur les profils de densités obtenus par simulations microsco-
piques [82, 83]. De plus, diffusion et réaction sont accélérées par l’hydratation, ce qui paraît
raisonnable puisque cette dernière facilite les mouvements ioniques. Un bon test des résul-
tats est la comparaison des coefficients de diffusion obtenus avec ceux issus de la dynamique
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RH Kd % adsorbé τdiff (ns) τχ (ns) D (m2s−1) Dsim (m2s−1)
43% 2,8 75 1,6 8,8 4.10−11 7.10−11

85% 1,4 60 0,8 2,1 8.10−11 6.10−10

T. 2.3: Paramètres déduits du modèle à partir des résultats expérimentaux de Cadène [115] pour
la montmorillonite sodique équilibrée à 43% et 85% d’humidité. D est calculé à partir de τdiff et de
la distance moyenne entre ions L. Les coefficients de diffusions obtenus par simulation de dynamique
moléculaire sont ceux des références [82, 137].

moléculaire. La durée typique d’une simulation est de quelques centaines de picosecondes,
ce qui permet une comparaison sur des échelles de temps comparables. Les valeurs des réfé-
rences [82,83] sont reportées sur le tableau 2.3 (Dsim). L’accord avec la dynamique moléculaire
est relativement bon : si les deux valeurs déduites du modèle sont plus faibles que les valeurs
simulées, l’ordre de grandeur est correct, et les variations avec le contenu en eau est similaire.
Ceci indique que notre modèle est au moins raisonnable. De plus, les expériences de diffusion
quasi-élastique des neutrons ont montré que les simulations de [82, 137] surestimaient légère-
ment le coefficient de diffusion de l’eau [33] ; ceci indique peut-être que trouver une valeur plus
faible que les simulations n’est pas entièrement dû à une sous-estimation par notre méthode.

Une des difficultés pour la comparaison des résultats avec les simulations microscopiques
est la détermination des états libres et adsorbés dans ce dernier cas : du fait du caractère continu
des profils de densité, la partition entre espèce libres et liées est dans une certaine mesure arbi-
traire. Ce problème est rencontré également dans le contexte de l’association des électrolytes en
solution [157]. Ainsi, il est délicat de déduire des simulations microscopiques un coefficient de
partage Kd et des constantes cinétiques (donc τχ). Nous reviendrons longuement sur ces points
dans le chapitre 5. Nous nous contentons ici d’une comparaison qualitative du comportement
lors de l’augmentation du contenu en eau, que nous avons déjà dit en accord avec la simulation.

Il est par ailleurs difficile de fournir une estimation quantitative de l’incertitude sur les para-
mètres du tableau 2.3. Celle-ci est la combinaison de trois facteurs :

– incertitude expérimentale, directement associée aux mesures,

– incertitude liée au traitement du signal (déconvolution), c’est-à-dire la détermination de
α1,1, τ1,1 et τ1,2,

– transfert de ces incertitudes aux valeurs de Kd, D et τχ.

L’incertitude expérimentale est négligée devant l’incertitude associée au traitement du signal,
que nous estimons de l’ordre de 10 à 20% sur τ1,1 et τ1,2, et bien supérieure pour les poids
relatifs (estimation de l’ordre de 50% sur α1,1). Le fait que certaines composantes après décon-
volution se chevauchent sur les figures 2.9b et 2.10b illustre cette incertitude. Il est intéressant
de constater que le transfert des incertitudes vers Kd, D et τχ nous est favorable, car ces derniers
sont moins affectés par l’erreur sur α1,1 que par celles sur τ1,1 et τ1,2. Ceci vient de la forme ana-
lytique particulière des équations (2.62). Une estimation quantitative est délicate, 50% pouvant
être considéré comme une limite haute, de sorte que l’ordre de grandeur des paramètres est sans
doute correct. A titre de comparaison, l’incertitude sur les coefficients de diffusion obtenus par
dynamique moléculaire est de l’ordre de 10 à 15% [84].
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Discussion

Les valeurs obtenues pour Kd, D et τχ par notre modèle ainsi que leur évolution avec la te-
neur en eau semblent raisonnables. Ainsi, on peut espérer qu’elles fournissent des informations
pertinentes sur la dynamique microscopique des ions dans l’espace interfoliaire. Cependant, un
certain nombre de limitations à la confiance que l’on peut accorder à ces résultats existent, et
nous les discutons maintenant.

Tout d’abord, nous avons déjà évoqué le fait que notre modèle est limité au cas des argiles
homoioniques, puisqu’un mélange d’ions introduirait des incertitudes supplémentaires pour
l’attribution des relaxations. De plus, tous les résultats ci-dessus ne concernent que la contri-
bution interfoliaire. Pour la comparaison avec les expériences, il faudrait inclure la contribution
des feuillets, déjà discutée à la section 2.2.6, qui se trouve dans cette gamme de fréquence être
indépendante de la fréquence et de faible amplitude : elle vient des vibrations atomiques et de la
polarisation électronique du feuillet à des fréquences beaucoup plus élevées (infrarouge et ultra-
violet), et la valeur correspondante de ε∞ est inférieure à quelques unités, comme en témoigne
la limite de la permittivité à 5 GHz (plus haute accessible aux expériences de spectroscopie
diélectrique large bande présentées ici). Ainsi, on a négligé la contribution des feuillets, ce qui
peut constituer une source d’erreur.

Plus problématique est la contribution des cations situés dans les mésopores, en particulier
parce que certaines fréquences associées au mouvement des ions dans les pores doivent être
proches de celles étudiées ici. Si les mésopores sont vides (c’est-à-dire s’ils ne contiennent pas
d’eau), leur contribution à la permittivité du matériau est proche de celle du vide et peut donc
être négligée. S’ils contiennent de l’eau (et il y en a au moins à la surface des feuillets), la si-
tuation est moins évidente : cette eau solvate les cations faisant face aux pores, qui peuvent par-
ticiper de manière significative aux fluctuations globales des charges. Une condition suffisante
pour que cette contribution soit négligeable est que le nombre de ces cations soit très faible de-
vant le nombre de cations interfoliaires, ce qui revient à faire l’hypothèse que les empilements de
feuillets impliquent de nombreux feuillets, c’est-à-dire un degré de cristallinité élevé. Dans cette
perspective, des mesures sur des argiles mieux définies, telles que des fluorohectorites synthé-
tiques, devraient permettre de fournir des renseignements pour éclaircir ce point. Des premières
expériences sur ces argiles, qui sont mieux définies que les montmorillonites naturelles en terme
de densité de charge, de taille de particules et d’état d’hydratation [158] suggèrent que la prédic-
tion selon laquelle ∆ε diminue lorsque le contenu en eau augmente semble vérifiée également
dans ce cas. Une étude sur d’autres états d’hydratation serait également à même de tester plus
avant notre modèle : pour des états d’hydratation très élevés, le gonflement n’est plus discret
mais continu (gonflement osmotique), et on devrait observer une différence qualitative sur les
propriétés diélectriques.

Un autre aspect à souligner sur notre approche est qu’elle néglige toute distribution de temps
caractéristiques. L’utilisation pour déconvoluer le signal de simples modes de Debye (voir la
section 2.1.2) suppose des temps de relaxation bien définis. Une distribution autour de ces
temps, par exemple à cause des inhomogénéités de charge dans les feuillets ou de l’interstratifi-
cation (présence simultanée de mono et bicouches, sur laquelle nous reviendrons au chapitre 3),
pourrait être prise en compte par des modèles tels que le modèle dit "Cole-Cole" (2.4a). Si
introduire des paramètres supplémentaires permet de mieux ajuster le signal brut, cela rend
cependant l’interprétation plus délicate.

Enfin, nous avons interprété les données expérimentales en faisant l’hypothèse selon laquelle
les deux relaxations intermédiaires étaient associées au mouvement des cations ; cependant nous
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avons montré que dans lorsque l’échange est trop rapide, ou lorsque le coefficient de partage Kd

prend des valeurs extrêmes (Kd → 0 ou Kd → ∞), seule une relaxation était observable. Ainsi,
notre traitement suppose a priori que l’échange à la surface n’est pas trop rapide et qu’il n’est pas
trop déplacé (dans aucun sens). Si l’on n’attribue qu’une seule de ces relaxations intermédiaires
aux cations, la question de l’attribution de cette relaxation se pose. On peut par exemple penser à
la réorientation de molécules d’eau ralentie par des interactions avec les surfaces ou les cations.

Malgré toutes ces mises en garde, il convient de souligner l’originalité de notre travail. A
notre connaissance, il s’agit de la première tentative de détermination d’informations sur la dy-
namique interfoliaire des ions dans une argile compactée par spectroscopie diélectrique à large
bande dans le domaine des MHz-GHz. En dépit de sa simplicité, le modèle microscopique (dif-
fusion/réaction) prend en compte une caractéristique de la dynamique telle qu’elle est décrite de
manière opérationnelle par la notion de Kd, et permet une détermination expérimentale simple
de toutes les propriétés de l’échange : les paramètres thermodynamiques (Kd) et dynamiques
(τχ et D) peuvent être déterminés de façon indépendante au cours d’une seule mesure. Peu de
techniques expérimentales peuvent prétendre à une telle efficacité, soit parce que les échelles de
temps accessibles ne sont pas pertinentes pour les cations (UV, IR, QENS), ou parce que des
limitations spécifiques à la technique ne permettent pas leur utilisation pour des argiles com-
pactées et peu hydratées (relaxométrie RMN). L’interprétation des données de spectroscopie
diélectrique nécessitait cependant de faire le lien entre dynamique microscopique des cations et
permittivité, ce que nous avons fait au cours de ce travail.

Résumé du chapitre

Nous avons proposé un lien entre la dynamique microscopique des cations dans les ar-
giles et les propriétés diélectriques du matériau, décrites par la permittivité en fonction
de la fréquence ε(ω). Dans un premier temps, l’étude de la contribution du mouvement
des ions perpendiculairement aux feuillets nous a permis de montrer qu’elle était né-
gligeable pour des argiles compactées et peu hydratées. Dans un deuxième temps,
nous avons évalué la contribution du mouvement des ions le long des feuillets.

Les prédictions du modèle ont d’abord été détaillées puis confrontées à des résul-
tats expérimentaux sur des montmorillonites sodiques pour deux états d’hydratation
différents. Les paramètres microscopiques (Kd, τχ et D) extraits des données expéri-
mentales en utilisant notre modèle sont raisonnables, même si leur obtention suppose
des hypothèses fortes sur l’attribution des relaxations expérimentales.
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Chapitre 3

Variations de Kd avec la température par
simulations moléculaires
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Le coefficient de partage Kd caractérise de manière opérationnelle la fixation des ions au
sein de l’argile. L’un des facteurs importants pour l’évaluation de la sûreté d’un stockage est
l’évolution de ce coefficient de partage avec la température. En effet, la présence des colis de
déchets plus chauds (T ∼ 90◦C pour les colis de déchets C et de combustibles usés) que le
milieu argileux initial (T ∼ 20◦C) entraînera une perturbation allant de la simple élévation de
température à des phénomènes plus complexes : modification du taux d’hydratation, retrait de
l’argile (c’est-à-dire dégonflement lié à la diminution du contenu en eau) avec des conséquences
sur la porosité globale du milieu. La température maximale de l’argilite en contact avec le
chemisage des alvéoles de stockage devrait être atteinte en quelques années ou dizaines d’années
selon le type de colis, et ne pas dépasser les 90◦C. La température finale du milieu, de l’ordre
de 40-50◦C, devrait être atteinte en quelques milliers d’années. Nous ne rentrerons pas dans la
description des phénomènes ci-dessus, et nous intéresserons dans ce chapitre à l’influence d’une
variation de température sur le coefficient de partage, dans le cas où le processus dominant la
rétention des ions est celui de l’échange cationique avec les contre-ions interfoliaires.
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Dans un premier temps (partie 3.1), nous rappellerons les données expérimentales concer-
nant l’échange ionique, à la fois l’échange total (remplacement de tous les contre-ions naturels
par des ions différents) et l’échange à l’état de trace (domaine pertinent pour le stockage des
déchets). Ces données sont de deux types : soit liées à l’enthalpie libre de la réaction d’échange
(donc à la constante de réaction), soit à l’enthalpie de la réaction, qui contrôle les variations de
la constante de réaction avec la température.

Dans un deuxième temps, nous montrerons comment nous avons pu évaluer certaines de ces
grandeurs par des simulations moléculaires, dont le principe et les détails seront présentés dans
ce chapitre (partie 3.2). La comparaison entre simulations et résultats expérimentaux (parties 3.3
et 3.4) permet de compléter et renforcer l’interprétation des données expérimentales.

De nombreuses notations sont introduites dans ce chapitre, et le lecteur pourra trouver utile
de se référer à la liste des notations fournie en annexe.

3.1 Définitions et données expérimentales

3.1.1 Fixation et échange ionique
Définition

Nous avons rappelé dans l’introduction que la fixation des ions par l’argile pouvait avoir plu-
sieurs origines microscopiques, dont l’importance varie selon l’ion considéré et les conditions
expérimentales : sorption sur la surface externe des particules, échange ionique avec les contre-
ions naturels, ou réaction chimique avec des sites de bordure de feuillets. Ce dernier phénomène
est dominant pour des traces d’ions facilement hydrolysables tels que Ni2+, Al3+ ou Eu3+ [9],
en particulier dans des conditions de pH élevé qui conduisent à la déprotonation des sites de
bordures. Pour des ions tels que les alcalins (Li+, Na+, K+, Rb+, Cs+) et pour la plupart des
ions dans des conditions de pH neutre, le mécanisme principal est celui de l’échange d’ions1,
que l’on peut résumer par la réaction "chimique" suivante (illustrée dans le cas de l’échange
Na+ → Cs+) :

Na+ + Cs+aq = Cs+ + Na+aq (3.1)

où Na+ (resp. Cs+) désigne l’ion Na+ (resp. Cs+) dans une argile homoionique, c’est-à-dire
avec uniquement des contre-ions Na+ (resp. Cs+), et Cs+aq (resp. Na+aq) l’ion Cs+ (resp. Na+) en
solution.

Échange et état d’hydratation

L’échange ionique (3.1) peut avoir lieu pour différents états d’hydratation de l’argile, ca-
ractérisé par le nombre n de molécules d’eau par cation. Cette affirmation est déjà une sim-
plification de la réalité : expérimentalement on ne contrôle pas directement la quantité d’eau
mais son potentiel chimique µH2O (en imposant l’humidité relative, c’est-à-dire la pression par-
tielle en eau dans l’atmosphère en équilibre avec l’argile), de sorte que l’on a souvent coexis-
tence de différents états d’hydratation interfoliaire (par exemple des monocouches et des bi-
couches) [15, 65, 78, 79], ainsi que de l’eau située sur les surfaces externes des particules d’ar-
gile. Ainsi le contenu en eau interfoliaire n’est pas connu avec précision. Nous reviendrons plus

1Lorsque l’on sort du régime des traces, l’échange ionique est toujours le mécanisme principal, car la proportion
de sites de bordure est faible par rapport aux sites échangeables.
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longuement sur ce point à la section 3.1.2. Comme les grandeurs caractérisant l’échange (en-
thalpie libre, enthalpie) dépendent en principe de l’état d’hydratation, et que cela pourra avoir
des conséquences sur la rétention des ions en condition de stockage, il convient de préciser
l’écriture de la réaction d’échange :

Na+
nH2O

+ Cs+(aq) = Cs+
nH2O

+ Na+(aq) (3.2)

Notons dès à présent que cette réaction, pour laquelle le nombre de molécules d’eau est
constant, est équilibrée du point de vue stœchiométrique, ce qui permet de définir des grandeurs
de réaction : enthalpie libre ∆rG(n) et enthalpie ∆rH(n). L’état standard de référence pour l’ar-
gile est le solide homoionique (comprenant n molécules d’eau par cation), celui pour les ions en
solution est la dilution infinie. On peut alors définir des grandeurs standard de réaction ∆rG0(n)
et ∆rH0(n). Nous reviendrons sur le moteur de l’échange et sur les grandeurs de réaction asso-
ciées tout au long de ce chapitre.

Si les grandeurs de réaction sont bien définies seulement lorsque le nombre de molécules
d’eau par cation est fixé, expérimentalement de tels états sont difficiles à obtenir, et de plus
l’échange peut éventuellement s’accompagner d’un changement d’hydratation de l’argile. Dès
lors, les simulations sont un outil de choix pour guider les conclusions obtenues expérimen-
talement, puisqu’il est possible de simuler des états d’hydratation bien définis (y compris des
états qui ne sont pas stables, ce qui nécessite des précautions lors de la comparaison aux ex-
périences). Par souci de simplicité, les grandeurs mesurées expérimentalement seront notées
sans référence au nombre de molécules d’eau par cations, puisque celui-ci n’est pas forcément
connu. On précisera le cas échéant le potentiel chimique de l’eau µH2O en contact avec l’ar-
gile (fixant l’humidité relative). De plus, on ne peut pas rigoureusement parler de grandeur de
réaction dans ce cas, puisque la stœchiométrie pour les molécules d’eau n’est pas forcément res-
pectée, de sorte que l’on considérera des grandeurs molaires relatives aux cations (c’est-à-dire
par mole de cation), la stœchiométrie étant bien sûr respectée pour ces derniers.

Échange, enthalpies et enthalpies libres relatives

La simulation présente un autre avantage : elle permet de comparer directement les enthal-
pies et enthalpies libres des différentes phases de manière indépendante. On pourra ainsi évaluer
séparément la différence d’enthalpie des argiles sodique et césique, qui ne peut être obtenue
expérimentalement que de manière indirecte par un cycle thermodynamique. Cette différence
d’enthalpie correspond à la réaction d’échange lorsque les ions sont en phase gazeuse et non
pas en phase aqueuse :

Na+
nH2O

+ Cs+(g) = Cs+
nH2O

+ Na+(g) (3.3)

Nous noterons les grandeurs de réaction associés à cette référence ∆rG0
g(n) et ∆rH0

g(n). La dif-
férence d’enthalpie des ions dans la phase aqueuse est quant à elle donnée par la différence
d’enthalpie d’hydratation des ions ∆∆hHNa→Cs = ∆hHCs − ∆hHNa. On peut alors construire le
cycle thermodynamique suivant :

Na+
nH2O + Cs+(g)

∆hHCs

��

∆rH0
g(n)

//
Cs+

nH2O + Na+(g)

∆hHNa

��

Na+
nH2O + Cs+(aq)

∆rH0(n)//
Cs+

nH2O + Na+(aq)

(3.4)
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qui fournit la relation entre enthalpies :

∆rH0(n) = ∆rH0
g(n) − ∆∆hHNa→Cs (3.5)

et une relation analogue pour les enthalpies libres. L’intérêt de cette relation est qu’elle permet
de séparer les contributions de chaque phase (argile et aqueuse) à l’échange. Jusqu’au récent
travail de Teppen et Miller [95], toutes les interprétations de l’échange ne considéraient que la
phase argile pour discuter des propriétés de l’échange : nous verrons que cette démarche conduit
à des conclusions erronées. La simulation moléculaire permet de clarifier certains points.

Échange total, échange à l’état de trace

Quel que soit l’état d’hydratation de l’argile, il convient de distinguer les deux situations
distinctes suivantes :

– l’échange total, pour lequel la totalité des contre-ions initiaux est remplacée par des
contre-ions différents. Cet échange peut être accompagné d’un changement du contenu en
eau et de la distance interfoliaire puisque ces derniers dépendent de la nature du contre-
ion.

– l’échange à l’état de trace, pour lequel seuls quelques ions Cs+ sont insérés dans une
argile dont les contre-ions restent majoritairement Na+. Dans ce cas le contenu en eau et
la distance interfoliaire restent identiques à ceux d’une argile sodique.

Si le domaine pertinent pour l’évolution de traceurs radioactifs au sein d’une argile naturelle
correspond au deuxième cas, de nombreuses informations sur l’échange ionique proviennent de
l’étude de l’échange total. Nous présentons donc d’abord les données expérimentales corres-
pondant à cette situation, avant de revenir sur le cas des traces.

3.1.2 Échange total : Ks et microcalorimétrie
Sélectivité

La constante thermodynamique associée à la réaction d’échange (3.1) s’exprime comme :

Ke =
aaq

Na

aaq
Cs

aCs

aNa
=

[Na+]γNa

[Cs+]γCs
×

xCs fCs

xNa fNa
(3.6)

où les activités en solution ont été exprimées en fonction des concentrations et des coefficients
d’activité γi, tandis que les activités des ions dans l’argile aNa et aCs ont été exprimées en fonc-
tion des fractions molaires xCs = 1 − xNa et des coefficients d’activité dans l’argile fi. Alors que
les coefficients d’activité en solution varient peu avec l’avancement de la réaction, ceux dans
l’argile peuvent varier significativement. La constante expérimentale de réaction, qui correspond
à :

Ks(Na→ Cs) =
[Na+]
[Cs+]

×
xCs

xNa
(3.7)

dépend en principe de l’avancement de la réaction, que l’on peut suivre par le taux d’échange
α = xCs. Cependant, pour de faibles avancements il existe un domaine d’idéalité pour lequel
ce quotient varie peu, et où Ks est constant. Ks s’appelle constante de sélectivité et traduit la
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"préférence" de l’argile pour l’un ou l’autre des cations. Nous reviendrons sur cette interpréta-
tion traditionnelle mais imprécise puisqu’elle néglige la contribution des espèces en solution au
caractère favorable (Ks > 1) ou non (Ks < 1) de cette réaction.

Expérimentalement, les constantes de sélectivité sont mesurées en mettant en contact de
l’argile (par exemple sodique) avec une solution de composition connue en Na+ et Cs+, puis
en analysant les quantités de césium dans l’argile et dans la solution après équilibration. La
sélectivité est alors déduite de ces quantités par l’équation (3.7).

Enthalpie libre d’échange

A partir des valeurs expérimentales de la sélectivité, on peut calculer l’enthalpie libre d’échange
(par mole de cation) :

∆Gs = −RT ln Ks (3.8)

avec R = 8, 314 J.mol−1.K−1 la constante des gaz parfaits et T la température en Kelvin. Cette
quantité est en général fonction du taux d’échange α ∈ [0, 1]. On peut remonter à l’enthalpie
libre standard (toujours par mole de cation) de la réaction d’échange entre états homoioniques
par l’intégrale :

∆G0 = −RT ln K0
e = −RT

∫ 1

0
ln Ks dα (3.9)

Cette relation, introduite par Gaines et Thomas [159] se démontre aisément dans le cas d’un
échange entre argiles avec des contre-ions monovalents, pour le choix d’états standards de réfé-
rence suivant, pertinent pour l’échange ionique sur des argiles dispersées :

– pour le solvant, le liquide pur,

– pour les ions en solution, la dilution infinie,

– pour les argiles, le solide homoionique en équilibre avec une solution infiniment diluée
du contre-ion correspondant.

Le résultat repose sur l’hypothèse selon laquelle le contenu en eau des argiles homoioniques ne
dépend pas du contre-ion. Dans le cas contraire, la différence entre ln K0

e et
∫ 1

0
ln Ks dα vaut ap-

proximativement ∆n ln(P/P0), avec ∆n la différence de nombre de molécules d’eau par cation,
P la pression, et P0 la pression de vapeur saturante du solvant pur. La relation (3.8) a été uti-
lisée pour l’étude de l’échange ionique sur les argiles [160–162] mais également pour d’autres
systèmes, comme les résines échangeuses d’ions ou les hydroxydes doubles lamellaires [163].
Dans ce dernier cas les espèces échangeables sont des anions.

Pour la série des alcalins, la sélectivité augmente avec la taille des cations, c’est-à-dire dans
l’ordre Cs+> Rb+> K+> Na+> Li+. Pour l’échange entre sodium et césium, l’enthalpie libre
d’échange est de l’ordre de ∆G0 ∼ −7 kJ.mol−1 (K0

e ∼ 15 d’après Delisée [164]), avec des
valeurs reportées dans la littérature allant de 0 à −15 kJ.mol−1 [95].

Enthalpie d’échange : microcalorimétrie et cycle thermodynamique

La détermination de ∆G0 par la méthode décrite ci-dessus étant assez fastidieuse (il faut faire
les mesures pour chaque valeur du taux d’échange), les variations de ∆G0 avec la température ne
sont en général pas mesurées directement. Elles peuvent être déduites de l’enthalpie de réaction
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∆H0, puisque l’on a la relation de Van’t Hoff :

∂

∂T

(
∆G0

T

)
= −
∆H0

T 2 (3.10)

L’enthalpie de réaction peut être obtenue par microcalorimétrie. La méthode et les résultats
présentés ici ont été élaborés et obtenus par Jean-Pierre Morel et Nicole Morel-Desrosiers du
Laboratoire de Thermodynamique des Solutions et des Polymères à l’Université Blaise Pascal
(Clermont-Ferrand). On obtient d’abord l’enthalpie d’échange ionique pour une argile dispersée
dans l’eau (dont l’état d’hydratation interfoliaire n’est pas connu) puis par un cycle thermody-
namique on peut remonter à l’enthalpie d’échange pour une argile correspondant à une humidité
relative, c’est-à-dire un potentiel chimique de l’eau µH2O, et donc (en principe) à un état d’hy-
dratation interfoliaire donné. On peut en effet considérer le cycle thermodynamique suivant :

Na+
µH2O

∆iHNa
��

+ Cs+(g)

∆hHCs

��

∆H0
g(µH2O)

// Cs+
µH2O

∆iHCs
��

+ Na+(g)

∆hHNa

��

Na+
∞H2O + Cs+(aq)

∆H0
∞ //

Cs+
∞H2O + Na+(aq)

(3.11)

Insistons encore un fois sur le fait qu’expérimentalement, il est difficile de connaître l’état
d’hydratation exact tant de l’état dispersé (noté∞H2O) que de l’état initial correspondant à l’hu-
midité relative imposée par µH2O. C’est pourtant ce qu’il sera nécessaire de préciser pour faire
le lien entre le ∆H0

g(µH2O) expérimental et le ∆rH0
g(n) simulé. Le cycle met en jeu les enthal-

pies d’immersion ∆iHNa et ∆iHCs des deux argiles, c’est-à-dire la différence entre l’enthalpie de
l’argile équilibrée à une humidité relative donnée et la même argile en solution, ainsi que les en-
thalpies d’hydratation des cations. L’enthalpie d’échange pour une argile dispersée est obtenue,
comme l’enthalpie libre (3.9), par intégration par rapport au taux d’échange :

∆H0
∞ =

∫ 1

0
∆H∞ dα (3.12)

L’intérêt de ce cycle est qu’il permet de calculer la différence d’enthalpie entre des argiles
sodique et césique à un état d’hydratation donné. Le lien entre toutes les enthalpies est donné
par la relation :

∆H0
g(µH2O) = ∆iHNa + ∆hHCs + ∆H0

∞ − ∆iHCs − ∆hHNa

= −
(
∆iHCs − ∆iHNa

)
+ ∆H0

∞ +
(
∆hHCs − ∆hHNa

)
= −∆∆iHNa→Cs + ∆H0

∞ + ∆∆hHNa→Cs (3.13)

Enthalpies expérimentales d’hydratation, d’immersion et d’échange

La différence expérimentale d’enthalpie d’hydratation des cations est [165–167] :

∆∆hHNa→Cs = +133 kJ.mol−1 (3.14)

L’enthalpie d’échange à l’état dispersé dans l’eau a été obtenue par Morel et al. [162] pour
la bentonite MX80 purifiée qui sert de référence à l’ANDRA, par intégration selon (3.12) de
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valeurs allant de −15, 0 ± 0, 5 kJ.mol−1 (pour α→ 0) à −4, 1 ± 0, 2 kJ.mol−1 (pour α→ 1) avec
comme résultat :

∆H0
∞ ≈ −7, 5 ± 1, 0 kJ.mol−1 (3.15)

La situation est plus délicate pour les enthalpies d’immersion, car il est difficile de connaître
exactement l’état d’hydratation de l’argile avant immersion. En effet, celui-ci est contrôlé par
l’humidité relative de l’atmosphère en équilibre avec l’argile, mais dépend également de l’état
d’hydratation initial, qui est très sensible aux conditions de séchage [34]. Ceci constitue la
principale source d’incertitude expérimentale quant à la valeur finale de l’enthalpie d’échange
∆H0

g(µH2O). On peut résumer les enthalpies d’immersion dans le tableau 3.1. Les résultats de Bé-
rend portent sur la Wyoming montmorillonite Clay Spur 26 fournie par Ward’s Natural Science,
ceux de Morel sur la bentonite MX80.

HR (%) ∆iHNa (kJ.mol−1) ∆iHCs (kJ.mol−1)
0 -70±4 -38±2
43 -35±3 -10±2
85 -12±4 -5±2

(a) Bérend [15]

HR (%) ∆iHNa (kJ.mol−1) ∆iHCs (kJ.mol−1)
0 -37±2 -21±2
43 -25±2 -5±2
85 -8±2 -4±2

(b) Morel [168]

T. 3.1: Enthalpies d’immersion pour des argiles sodiques et césiques en équilibre avec une atmosphère
d’humidité relative RH, reportées par (a) Bérend (les incertitudes indiquées sont estimées à partir de la
dispersion des données de [15]) et (b) Morel [168]. Le contenu en eau dans le deuxième cas est sans
doute plus élevé suite à des conditions de séchage différentes.

Pour chaque couple d’enthalpies d’immersion (argiles sodique et césique) dans des condi-
tions expérimentales données, on peut calculer la différence ∆∆iHNa→Cs puis par (3.13) une
enthalpie d’échange standard avec pour référence les ions en phase gazeuse ∆H0

g(µH2O), c’est-à-
dire comme on l’a déjà mentionné la différence d’enthalpie entre les argiles sodique et césique.
On trouve par exemple avec (3.15) et le tableau 3.1b, pour une humidité relative de 0%, la
valeur : ∆H0

g(RH = 0%) = −[−21 − (−37)] + (−7) + 133 = +110 ± 5 kJ.mol−1.

État d’hydratation expérimental et ∆rH0
g(n)

Finalement, le lien avec l’enthalpie standard de réaction ∆rH0
g(n) est obtenu à partir de

∆H0
g(µH2O) par des hypothèses sur l’état d’hydratation (nombre n de molécules d’eau par ca-

tion) pour chacune des conditions expérimentales. L’incertitude la plus grande sur ∆rH0
g(n) ne

porte pas sur la valeur de l’enthalpie ∆H0
g(µH2O) mais sur le nombre de molécules d’eau.

Il a été montré, à la fois expérimentalement [15] et par simulation [72,78] que seuls quelques
états d’hydratation sont thermodynamiquement stables pour des argiles en équilibre avec un ré-
servoir d’eau à µH2O fixé. De plus, une hystérèse peut être observée (selon que l’on suit un
processus d’adsorption ou de désorption d’eau) suite à l’existence d’états métastables. Les états
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stables sont selon les conditions : l’état sec (environ 1-2 molécules d’eau par cation), la mo-
nocouche (6-7 molécules d’eau par cation) et pour les cations sodium et lithium la bicouche
(12-14 molécules d’eau par cation), voire un état tricouche. Les contenus en eau intermédiaires
correspondent alors à une coexistence entre ces états, ou à de l’eau sur les surfaces externes
des particules d’argile, dans des proportions variables selon µH2O. L’étude la plus détaillée à ce
sujet est celle de Cases et Bérend [14, 15]. A partir des mesures des quantités d’eau adsorbée,
des surfaces spécifiques et des distances interfoliaires observées sur leurs échantillons, obte-
nus par équilibration sous atmosphère contrôlée d’échantillon préalablement déshydraté à 100◦

sous vide (1-2 Pa), ils ont proposé des estimations du pourcentage de chaque état en fonction
de l’humidité relative. Les proportions de chaque état selon ces auteurs sont indiquées dans le
tableau 3.2.

RH (%)
Na Cs

sec (%) mono (%) bi (%) sec (%) mono (%) bi (%)
0 100 0 0 100 0 0
43 50 50 0 40 60 0
85 0 20 80 20 80 0

T. 3.2: Proportions approximatives d’états sec (1-2 molécules d’eau par cation), monocouche (6-7
molécules d’eau par cation) et bicouche (12-14 molécules d’eau par cation) en fonction de l’humidité
relative de l’atmosphère en équilibre avec l’argile d’après Bérend [15].

D’après ces estimations, l’immersion des argiles équilibrées à RH=0% correspond à l’im-
mersion d’argiles à environ une molécule d’eau par cation (pour le sodium comme pour le
césium). On peut en déduire la valeur de l’enthalpie d’échange pour une argile à une molécule
d’eau par cation :

∆rH0
g(1) = − [−38 − (−70)] + (−7) + 133

= +94 ± 8 kJ.mol−1 (3.16)

Toujours d’après ces estimations, combinées aux résultats pour les enthalpies d’immersion du
tableau 3.1a, on peut fournir une estimation pour l’immersion d’une argile purement mono-
couche. Pour le sodium, on aurait en effet :

∆iHNa(RH = 43%) = 0, 5 × ∆iHNa(n = 1) + 0, 5 × ∆iHNa(n = 6) (3.17)

ce qui fournit ∆iHNa(n = 6) = 0 ± 8 kJ.mol−1. L’incertitude est estimée sans tenir compte de
l’incertitude des estimations des proportions, et est donc une sous-estimation de l’incertitude
réelle. Le même raisonnement fournit aussi pour la monocouche de l’argile césique ∆iHCs(n =
6) = +9 ± 4 kJ.mol−1. On peut donc écrire pour un échange à six molécules d’eau par cation :

∆rH0
g(6) = − [+9 − 0] + (−7) + 133

= +117 ± 10 kJ.mol−1 (3.18)

Les incertitudes sont délicates à estimer. Cependant on observe clairement une augmentation
de ∆rH0

g lorsque le nombre de molécules d’eau par cation augmente. Ceci n’est pas surprenant,
puisque l’on se rapproche ainsi de la valeur correspondant aux états "n → ∞" pour lesquels
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nH2O ∆rH0
g (kJ.mol−1)

1 +94 ± 8
6 +117 ± 10
∞ +126 ± 1

T. 3.3: Enthalpie standard pour la réaction d’échange (3.2) entre une argile sodique avec n molécules
d’eau par cation et une argile césique à n molécules d’eau par cation. Les résultats sont obtenus à par-
tir des valeurs expérimentales des enthalpies d’immersion, de l’enthalpie d’échange en solution, et des
pourcentages de chaque état d’hydratation (voir le texte).

les enthalpies d’immersion deviennent quasi-nulles. On doit alors avoir ∆rH0
g(n = ∞) = (−7) +

133 = 126 ± 1 kJ.mol−1. Les résultats sont résumés dans le tableau 3.3.
Les états d’hydratation précis dans le cas des autres expériences (tableau 3.1b) ne sont pas

connus, il est donc difficile de remonter aux immersions des états sec et monocouche. En utili-
sant les valeurs déterminées plus haut, on peut suggérer les proportions suivantes d’état d’hy-
dratation. A RH=0% on aurait 55% de sec et 45% de monocouches pour le sodium, 65% de sec
et 35% de monocouches pour le césium ; à RH=43%, 20% de sec et 80% de monocouches pour
le césium (comme il y a trois états possibles pour le sodium, on n’a pas assez d’information).
A RH=85%, on aurait des proportions proches de celles proposées par Bérend. Cependant ces
estimations sont à prendre avec précaution, notamment parce que l’argile n’est pas la même, et
que les conditions de préparation sont différentes.

Les seuls états d’hydratation communs au sodium et au césium sont les états sec et mono-
couche, de sorte que l’on ne peut calculer les ∆rHg(n) que pour ces deux états. Malgré des hy-
pothèses très fortes pour parvenir à ces résultats, et des incertitudes assez larges sur les valeurs
obtenues, la conclusion est certaine : la différence d’enthalpie entre argile sodique et césique
est très défavorable au césium puisque la valeur de ∆rHg correspondant à la réaction de réfé-
rence (3.3) est très largement positive. Ceci va tout à fait dans le sens des conclusions de Teppen
et Miller [95] portant sur les enthalpies libres d’échange, et à l’encontre des interprétations tra-
ditionnelles de l’échange. Par ailleurs, la différence d’enthalpie semble plus prononcée à l’état
monocouche qu’à l’état sec.

La valeur très largement positive obtenue signifie que c’est la différence d’enthalpie des
ions dans la phase aqueuse (+133 kJ.mol−1) qui contrôle l’enthalpie ∆rH0(n) de la réaction
d’échange (3.2) entre l’argile d’une part et la solution d’autre part. On trouve en effet par (3.5)
une enthalpie négative : ∆rH0(1) = +94 − 133 = −39 ± 8 kJ.mol−1 et ∆rH0(6) = +117 − 133 =
−16±10 kJ.mol−1. Cette conclusion sera confrontée aux résultats de simulations qui permettent
de calculer de manière indépendante plusieurs parties du cycle. Notons pour finir que la valeur
trouvée pour l’enthalpie de réaction est plus négative que l’enthalpie libre. On peut en conclure
que la contribution entropique est défavorable (−T∆rS 0 > 0) et que c’est donc l’enthalpie qui
est le moteur de la réaction d’échange.

3.1.3 Échange de traces : Kd et variations avec la température
Coefficient de partage

S’il est plus facile de définir des états de référence thermodynamique ainsi que des grandeurs
standard de réaction (∆rG0 et ∆rH0) pour un échange ionique total, c’est-à-dire d’une argile
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sodique à une argile césique, ce n’est pas ce régime correspondant à la rétention de traces par
l’argile qui est celui pertinent dans le contexte du stockage géologique des déchets radioactifs.
Ce domaine correspond à la réaction (3.1) pour de faibles avancement (α→ 0).

Du point de vue opérationnel, on n’utilise pas la constante de sélectivité mais le coefficient
de partage Kd du traceur radioactif entre solution aqueuse et phase solide (argile). Ce dernier est
plus précisément défini par :

Kd =
Quantité de traceur fixé (par kg d’argile)

Concentration de traceur dans la phase aqueuse (par m3 de solution)

=
[Cs+]
[Cs+]

(en kg.m−3) (3.19)

Insistons une fois encore sur le fait que l’échange n’est pas le seul mécanisme de fixation pos-
sible, et que nous nous limitons au cas où celui-ci est dominant.

Lien entre Kd et Ks

Le lien entre Kd et la sélectivité Ks est obtenu en introduisant la quantité Qe de sites échan-
geables par unité de masse d’argile. Si l’on suppose que tous les cations Na+ sont susceptibles
d’être échangés, la quantité de sites échangeables est égale à la capacité d’échange cationique
(CEC), c’est à dire le nombre de charges par masse d’argile, égal au nombre de contre-ions dans
le cas de contre-ions monovalents. Dans le cas de la montmorillonite, celle-ci est d’environ 1
mole de contre-ions par kilogramme d’argile. Partant de la définition (3.19), on introduit le taux
d’échange α :

Kd =
[Cs+]
[Cs+]

=
CEC × α

[Cs+]
(3.20)

Par ailleurs, le rapport α/[Cs+] s’exprime en fonction de la sélectivité Ks en utilisant (3.7), dans
la limite des faibles taux d’échange (xNa = 1 − α ≈ 1) :

Ks(α→ 0) ≈
[Na+] × α

[Cs+]
(3.21)

On a donc la relation recherchée :

Kd = Ks(α→ 0) ×
CEC
[Na+]

(3.22)

On voit ainsi que Kd dépend non seulement de la CEC, mais aussi de la quantité d’ions
Na+ dans la phase aqueuse. Plus précisément l’équation (3.22) prévoit que la rétention diminue
lorsque [Na+] augmente, ce qui est effectivement observé expérimentalement.

Revenons sur la figure 1.9 du chapitre 1, qui reporte les variations de log Kd pour le cé-
sium sur la bentonite MX80, en fonction de [Na+] (la force ionique I est fixée dans ces ex-
périences par le sel NaCl, on a donc I = [Na+]) et du pH. On y observe d’abord une faible
dépendance par rapport au pH, sauf pour les pH élevés. Par ailleurs, Kd est bien inversement
proportionnel à la concentration en sodium (pente de -1 en échelle doublement logarithmique).
Enfin, la valeur pour une concentration de 10−3 mol.dm−3 (soit 1 mol.m−3) est cohérente avec
la relation 3.22. En effet, la capacité d’échange cationique de la montmorillonite MX80 est
de l’ordre de 0,85 mol.kg−1, et la constante de sélectivité est de l’ordre de 15 : on a donc
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log Kd ≈ log(15 × 0, 85) ≈ 1, 1. Puisque la relation 3.22 a été établie en supposant que la ré-
tention du césium est exclusivement due à l’échange ionique, au moins pour les pH pas trop
élevés, on peut conclure que cette hypothèse est validée par les expériences, et que l’étude de
la thermodynamique de l’échange ionique présentée dans ce chapitre est bien pertinente pour la
rétention de ces ions.

Insistons pour finir sur le fait que les résultats sont généralement présentés comme l’évo-
lution avec la force ionique, alors que l’équation 3.22 montre que c’est bien la concentration
en Na+ dans la phase aqueuse qui intervient, et non la force ionique. L’utilisation d’un autre
cation monovalent ou de cations multivalents pour fixer la force ionique pourrait conduire à une
évolution différente. Par ailleurs, la proportionnalité entre Kd et Ks montre que le coefficient
de partage est lié à l’enthalpie libre de la réaction d’échange pour une argile dispersée, dans la
limite des faibles avancements ∆G∞(α→ 0).

Variations de Kd avec la température

L’équation (3.22) met également en évidence le fait que la variation en température du co-
efficient de partage Kd est liée à celle de la constante de sélectivité Ks. Puisque la CEC et la
concentration en ions sodium dans la phase aqueuse sont indépendantes de la température, on a
en effet :

∂ ln Kd

∂T
=

(
∂ ln Ks

∂T

)
α→0

(3.23)

Dans les équations (3.22) et (3.23) la sélectivité Ks doit être comprise dans la limite des
faibles taux d’échange. Ainsi, les valeurs expérimentales d’enthalpie apparente de fixation∆Happ

obtenues par mesure de Kd à différentes températures et les courbes de Van’t Hoff (ln Kd vs. T ),
doivent être comparées à l’enthalpie d’échange mesurée en dispersion dans l’eau pour du cé-
sium à l’état de trace, c’est-à-dire ∆H∞(α → 0) ≈ −15, 0 ± 0, 5 kJ.mol−1 [162]. Les valeurs
reportées récemment par Liu et al. (−18 ± 2 kJ.mol−1) et Tertre et al. (−19 ± 5 kJ.mol−1 pour
la MX80) révèlent la cohérence des deux approches (mesure de ∆H par microcalorimétrie et
mesure de Kd en fonction de la température).

L’objectif de notre étude a consisté à confronter les résultats expérimentaux à des résultats
de simulation microscopique, à la fois sur les grandeurs du second principe (enthalpie libre,
reliée aux constantes thermodynamiques) et du premier principe (enthalpie, reliée à la variation
des constantes thermodynamiques avec la température). Avant de présenter ces résultats, nous
rappelons maintenant le principe et les détails des simulations moléculaires et introduisons les
systèmes simulés. Les résultats seront présentés dans les parties 3.3 et 3.4.

3.2 Simulations microscopiques

3.2.1 Modélisation microscopique
Principe

Un système peut être décrit à l’échelle microscopique en détaillant la position de tous les
atomes qui le composent, ainsi que les interactions entre ces derniers. Chaque configuration mi-
croscopique du système, définie par les positions et moments (rN ,pN) des N atomes le consti-
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tuant, correspond à un point dans son espace des phases (multidimensionnel). Un état thermo-
dynamique correspond à des conditions macroscopiques données (par exemple une température
T et une pression P) qui définissent des contraintes sur les parties de l’espace des phases ac-
cessibles au système, au sein d’un ensemble statistique (par exemple NPT correspondant à un
nombre de particules, une pression et une température constants).

La mécanique statistique nous permet de relier les configurations microscopiques aux ob-
servables macroscopiques par des prises de moyenne appropriées. Ces grandeurs peuvent être
de nature :

– thermodynamique : à la fois celles obtenues directement à partir des positions et moments
des atomes (température, pression, énergie interne, enthalpie), pour simplifier les gran-
deurs "du premier principe" de la thermodynamique, mais aussi et celles liées au volume
accessible de l’espace des phases (entropie, énergie libre, enthalpie libre, c’est-à-dire les
grandeurs "du second principe"), qui sont plus difficiles à obtenir (nous y reviendrons),

– structurale : elles peuvent être obtenues à partir des positions des atomes (densités, fonc-
tions de distribution radiale),

– dynamique : elles sont obtenues par l’évolution temporelle des positions et moments des
atomes, par des corrélations temporelles (coefficients de diffusion, temps de résidence,
viscosité, conductivité).

De manière générale, une observable A est obtenue en prenant la moyenne d’ensemble
(c’est-à-dire sur les configurations de l’espace des phases correspondant à un ensemble statis-
tique donné) de la variable microscopique qui lui est associée. Dans le cas d’une observable
A(rN) dépendant pour simplifier des seules positions, la moyenne correspondant à l’ensemble
NVT est définie par :

〈A(rN)〉NVT =

∫
A(rN)e−β[U(rN )+K(pN )] drNdpN∫

e−β[U(rN )+K(pN )] drNdpN

=

∫
A(rN)e−βU(rN ) drN∫

e−βU(rN )] drN
(3.24)

avec U et K les énergies potentielle et cinétique totales et β = 1/kBT (kB est la constante
de Boltzmann). L’intégration sur les moments peut être évaluée analytiquement et se simplifie
pour conduire à une moyenne sur les seules positions (espace des configurations).

Pour obtenir ces moyennes, il faut pouvoir échantillonner l’espace des phases correspondant
à un ensemble statistique donné. C’est ce que permettent les simulations de Dynamique Molé-
culaire, qui repose sur l’intégration numérique des équations du mouvement pour obtenir les
trajectoires des particules, et les simulations de type Monte-Carlo, qui reposent sur une explo-
ration stochastique de l’espace des configurations. Parmi les grandeurs mentionnées ci-dessus,
seule la dynamique moléculaire permet d’obtenir les informations dynamiques. Par ailleurs,
l’obtention des grandeurs du second principe nécessite une approche spécifique, comme l’inté-
gration thermodynamique.

Nous verrons dans les sections suivantes les spécificités de chacune de ces méthodes, et
commençons par décrire le système d’argile étudié au cours de la thèse.
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Système

Les montmorillonites font partie des phyllosilicates dioctaédriques. La formule idéale de
ce type de phyllosilicate est donc Si8Al4O20(OH)4 et les paramètres de la maille élémentaire
du feuillet sont a = 5, 18 Å, b = 8, 97 Å, c = 9, 97 Å, α = γ = 90o et β = 99, 9o [169]. Les
coordonnées dans l’espace d’une maille élémentaire de feuillet sont données dans le tableau 3.4.
Elles découlent directement des données de diffraction de rayons X [6, 170].

X Y Z X Y Z

Al

1,727 8,97 0,0

O (tétraédrique)

1,295 2,2425 3,27
1,727 2,99 0,0 3,885 2,2425 3,27
4,317 4,485 0,0 3,885 6,7275 3,27
4,317 7,475 0,0 1,295 6,7275 3,27

Si

0,0 2,99 2,68 0,0 4,485 3,27
0,0 5,98 2,68 2,59 8,97 3,27
2,59 1,495 2,68 2,158 0,7475 -3,27
2,59 7,475 2,68 2,158 5,2325 -3,27
0,863 1,495 -2,68 4,748 0,7475 -3,27
0,863 4,485 -2,68 4,748 5,2325 -3,27
3,453 0,0 -2,68 3,453 7,475 -3,27
3,453 5,98 -2,68 0,863 2,99 -3,27

O (apical)

0,0 2,99 1,09

O (octaédrique)

2,59 4,485 1,09
2,59 1,495 1,09 0,0 8,97 1,09
2,59 7,475 1,09 0,863 7,475 -1,09
0,0 5,98 1,09 3,453 2,99 -1,09

0,863 1,495 -1,09

H

2,127 5,285 1,0
0,863 4,485 -1,09 -0,463 9,77 1,0
3,453 5,98 -1,09 1,326 6,675 -1,0
3,453 8,97 -1,09 3,916 2,19 -1,0

T. 3.4: Coordonnées des atomes de la maille élémentaire de la montmorillonite. Les atomes d’oxy-
gène tétraédriques sont les atomes d’oxygène en surface du feuillet. Les atomes d’oxygène apicaux
sont les atomes d’oxygène appartenant à la fois à la couche tétraédrique et la couche octaédrique. Les
atomes d’oxygène octaédriques sont les atomes d’oxygène des groupements hydroxyles de la couche
octaédrique.

La maille élémentaire est reproduite périodiquement dans les trois dimensions de l’espace
pour simuler une argile infinie, représentative des propriétés de l’argile "bulk". La charge des
feuillets vient de la substitution soit des Si4+ par des Al3+ dans la couche tétraédrique, soit des
Al3+ par des Mg2+ dans la couche octaédrique. L’argile que nous avons simulée ne contient que
des substitutions dans la couche octaédrique, ce qui est proche de l’argile MX80.

La boîte de simulation contient (sauf indication contraire) 8 mailles élémentaires (soit 320
atomes), ainsi que 6 contre-ions par feuillet. Les dimensions surfaciques du feuillet sont alors
20,72×17,94 Å2. Son épaisseur est de 6,54 Å. Lors des simulations, il sera traité comme une
molécule rigide. On considérera la plupart du temps une boîte contenant deux feuillets (donc
12 contre-ions), l’un des feuillets étant situé au centre de la boîte (c’est-à-dire que les atomes
d’aluminium de ce feuillets sont situés dans le plan défini par z = 0), l’autre étant divisé en deux
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demi-feuillets, comme l’illustre la figure 3.1. Entre les feuillets sont introduits molécules d’eau
et contre-ions.

La boîte est parallélépipédique, ses dimensions étant définies par les normes de ses trois vec-
teurs de base, a0, b0 et c0, et les angles que font ces vecteurs entre eux, γ, α et β. a0 et b0 étant les
deux vecteurs selon lesquels la maille élémentaire du feuillet a été reproduite horizontalement,
l’angle qu’ils forment, γ, est constant et égal au γ de la maille élémentaire, c’est à dire 90o. En
revanche, si les feuillets peuvent bouger les uns par rapport aux autres lors de l’hydratation de
l’argile, α et β peuvent varier.

F. 3.1: Boîte de simulation contenant deux feuillets, l’un au centre de la boîte, l’autre en bords de
boîte, divisé en deux demi-feuillets. Dans les espaces interfoliaires se trouvent les contre-ions (en bleu)
et les molécules d’eau. Les atomes d’aluminium sont en vert, les silicium en jaune, les oxygènes en rouge
et les hydrogènes en blanc.

Champ de force

La description atomique d’un système est incomplète si elle ne précise pas les interactions
entre particules. En effet, ce sont elles qui déterminent toutes les propriétés dynamiques et ther-
modynamiques, à commencer par l’énergie potentielle du système. Dans le cas où elles sont
traitées de manière classique (par opposition à quantique), l’ensemble des interactions constitue
ce que l’on appelle un champ de force.

Nous avons utilisé pour l’argile le champ de force introduit par Smith [65], qui s’est montré
pertinent pour la description de nombreuses propriétés structurales, thermodynamiques et dyna-
miques des argiles faiblement hydratées. Il présente de plus l’avantage d’être particulièrement
simple. En particulier, les feuillets sont traités de manière rigide, ce qui constitue une simplifi-
cation que certains autres champs de force, comme CLAYFF [171] ne font pas, mais au prix de
l’introduction de nombreux paramètres supplémentaires.

L’eau est décrite par le modèle SPC/E [172] rigide, qui rend compte de façon satisfaisante
à la fois de propriétés structurelles et énergétiques, mais aussi dynamiques, ce qui constitue
un avantage certain par rapport à d’autres modèles tels que MCY, TIP3P ou TIP4P [173]. Les
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caractéristiques géométriques et les charges partielles portées par les atomes d’oxygène et d’hy-
drogène sont résumées sur la figure 3.2.

F. 3.2: Caractéristiques géométriques et charges partielles dans le modèle SPC/E.

Dans le cadre du champ de force que nous utilisons, le potentiel d’interaction totale V({ri}),
qui dépend des positions {ri} de tous les atomes, est décomposé en une somme d’interactions de
paires :

V({ri}) =
∑
i< j

Vi j =
∑
i< j

Vel
i j + VLJ

i j (3.25)

Chaque terme comporte une partie électrostatique directe Vel
i j et un terme rendant compte de la

forte répulsion entre noyaux à courte portée, ainsi que des forces de dispersion à longue portée
(interactions de van der Waals), modélisé par un potentiel de Lennard-Jones [86, 174]. On a
ainsi

Vel
i j =

qiq j

4πε0ri j
(3.26a)

VLJ
i j = 4εi j

(σi j

ri j

)12

−

(
σi j

ri j

)6 (3.26b)

avec ε0 la permittivité du vide et ri j la distance entre les atomes i et j. Les paramètres de Lennard-
Jones εi j et σi j sont calculés à partir des paramètres individuels εi et σi via les règles de Lorentz-
Berthelot [86, 174] :

σi j =
σi + σ j

2
(3.27a)

εi j =
√
εiε j (3.27b)

Les paramètres atomiques (charges partielles et Lennard-Jones) pour les atomes de la montmo-
rillonite et de l’eau SPC/E sont résumés dans le tableau 3.5. On notera que dans le modèle SPC/E
seul l’oxygène interagit à travers un potentiel de Lennard-Jones, la contribution des hydrogènes
étant purement électrostatique. De plus les paramètres de Lennard-Jones des atomes d’oxygène
de l’argile sont identiques à ceux de l’eau SPC/E. C’est d’ailleurs ce qui fait la spécificité du
champ de force de Smith.

Pour les cations, deux jeux de paramètres ont été utilisés. Le premier est tiré d’Åqvist [175],
et a été calibré pour reproduire les enthalpies libre d’hydratation des cations. Le second vient de
Koneshan, et reproduit à la fois les propriétés dynamiques des cations dans l’eau lorsqu’ils sont
utilisés en combinaison avec le modèle SPC/E [176], ainsi que les propriétés dynamiques des
cations dans l’argile lorsqu’ils sont utilisés avec le champ de force de Smith et le modèle d’eau
SPC/E [83]. Les valeurs des paramètres sont résumés dans le tableau 3.6.
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Molécule Élément qi (e) σi (Å) εi (kJ.mol−1)

Argile

Al 3,0 0,0 0,0
Mg (substituant Al) 2,0 0,0 0,0

Si 1,2 1,84 13,18
Al (substituant Si) 0,2 1,84 13,18

O (apical) -1,0 3,166 0,650
O (octaédrique) -1,424 3,166 0,650
O (tétraédrique) -0,8 3,166 0,650

H 0,424 0,0 0,0

Eau
O -0,848 3,166 0,650
H 0,424 0,0 0,0

T. 3.5: Charges qi et paramètres de Lennard-Jones σi et εi des atomes de la montmorillonite et de
l’eau SPC/E.

Champ de force Élément qi (e) σi (Å) εi (kJ.mol−1)

Åqvist
Na 1,0 3,328 1,161 10−2

K 1,0 4,736 1,366 10−3

Cs 1,0 6,049 3,372 10−4

Koneshan
Na 1,0 2,587 0,418
K 1,0 3,331 0,418
Cs 1,0 3,883 0,418

T. 3.6: Charges qi et paramètres de Lennard-Jones σi et εi des cations.

Les conditions aux limites périodiques

Pour rendre compte des propriétés d’un système condensé macroscopique (tel qu’une ar-
gile), il est impossible de simuler un système décrit à l’échelle microscopique contenant un
nombre "macroscopique" d’atomes : un µg d’argile contient de l’ordre de 1016 atomes, ce qui
exclut toute possibilité ne serait-ce que de stocker les positions de tous les atomes. Il est cepen-
dant possible de contourner cette difficulté en utilisant une boîte de simulation de taille modeste
(de quelques centaines à quelques milliers d’atomes). Il convient de prendre les précautions
nécessaires, car plus le nombre d’atomes est petit, plus la proportion d’atomes "en surface" est
importante : dans un cristal cubique contenant 103 atomes, 488 atomes sont à la surface, de
sorte que la simulation d’un tel système ne serait pas représentative d’un cristal macroscopique
à cause des effets de surface.

Pour contourner cette difficulté, on introduit des conditions aux limites périodiques, qui
consistent à reproduire la boîte de simulation dans les trois directions de l’espace, comme illus-
tré sur la figure 3.3. Tout atome quittant la boîte de simulation est alors remplacé par son image
qui rentre par l’autre côté de la boîte. Sur cette même figure, un atome quittant la cellule E pour
la cellule F est remplacé par un atome venant de la cellule D. Cette périodisation introduit un
biais, en particulier pour le calcul des interactions, puisque le système réel n’est en général pas
périodique. Les interactions entre particules ne sont calculées qu’entre les plus proches images
pour limiter cet effet.
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A B C

D E F

G H I

F. 3.3: Illustration des conditions aux limites périodiques. La boîte de simulation est reproduite dans
toutes les directions. Un atome quittant la cellule E pour la cellule F est remplacé par un atome venant
de la cellule D.

Rayon de coupure

Les interactions de type Lennard-Jones sont dites à courte portée car elles décroissent "très
vite" (en r−n avec n ≥ 3) avec la distance entre particules. Pour diminuer le temps de calcul, on
peut se limiter aux interactions d’une particule avec celles situées à une distance limite appelée
rayon de coupure rcut. Cette distance est choisie supérieure à 2, 5 fois le plus grand rayon de Van
der Waals : dans notre cas il s’agit de celui de l’oxygène, soit rcut = 2, 5 × 3, 166 = 7, 925 Å.
Il doit de plus être inférieur à la moitié de la plus petite dimension de la boîte de simulation
pour être sûr que seules les interactions entre plus proches images sont prises en compte, et
éviter ainsi un biais lié aux conditions limites périodiques. Ceci implique donc une dimension
minimale pour le système simulé.

Pour le calcul de l’énergie et de la pression, il est nécessaire de corriger cette troncature en
introduisant un terme évalué analytiquement en faisant l’hypothèse que les corrélations entre
atomes ont disparu au-delà du rayon de coupure (g(r) = 1 pour r ≥ rcut). On a par exemple pour
l’énergie [86] :

ULJ
tail =

∑
i< j

NiN j

V

∫ ∞

rcut

VLJ
i j (r) × 4πr2dr

=
16π
3V
×

∑
i< j

NiN jεi jσ
3
i j

1
3

(
σi j

rcut

)9

−

(
σi j

rcut

)3 (3.28)

où Ni (resp. N j) désigne le nombre d’atomes de type i (resp. de type j), et V le volume de la
boîte de simulation.

Sommation d’Ewald

La situation est différente pour les interactions électrostatiques : elles décroissent en 1/r,
et sont donc à longue portée. Si l’on ne peut pas se contenter de les tronquer, on peut par
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contre exploiter la périodicité du système grâce à la méthode de sommation d’Ewald [86], en
calculant une partie des interactions dans l’espace réciproque par transformation de Fourier. Du
point de vue mathématique, c’est le fait que les charges soient ponctuelles (ce qui conduit à
une interaction en 1/r) qui pose problème. Pour contourner cette difficulté, Ewald a proposé de
superposer à chaque charge ponctuelle qi une distribution gaussienne de charge totale opposée
(centrée sur la position ri de la charge) :

ρi(r) = −qi(α2/π)
3
2 exp(−α2r2) (3.29)

où
√

2/α est la largeur de la distribution et r est la distance par rapport à ri. L’idée derrière
cette opération est que l’interaction électrostatique résultant de la superposition de la charge
ponctuelle et de la distribution gaussienne décroît rapidement avec r (d’une façon qui dépend
du paramètre α), et peut donc être calculé facilement dans l’espace direct. Le potentiel électro-
statique total est en effet :

φqi+ρi(r) =
qi

4πε0

erfc(αr)
r

(3.30)

où erfc(x) = 1 − erf(x) = (2/
√
π)

∫ ∞
x

exp(−t2) dt désigne la fonction erreur complémentaire.
Ainsi, l’énergie coulombienne correspondant à cette distribution totale est :

Vel
q+ρ =

∑
i< j

qiq j

4πε0

erfc(αri j)
ri j

(3.31)

Introduire une distribution de charge modifie le système : il faut donc se ramener au système
initial en considérant une distribution de charges gaussiennes opposées à celles introduites. La
décomposition d’Ewald est illustrée sur la figure 3.4. Pourquoi avoir apparemment compliqué
le problème ? Parce qu’il est facile de calculer la contribution d’un ensemble de distributions
gaussiennes dans l’espace réciproque par transformation de Fourier, ainsi que la contribution
dans l’espace direct (3.31) des distributions de charges ponctuelles écrantées par les gaussiennes
de charges opposées. Cependant, en faisant la somme des deux contributions, on introduit un
terme dans l’énergie totale qui n’est pas présent dans le système initial : il s’agit de l’interaction
entre chaque charge ponctuelle qi et la distribution gaussienne compensatrice. Le résultat pour
la contribution dans l’espace de Fourier est :

Vel
−ρ =

1
4πε0

∑
k,0

∑
i< j

4πqiq j

Vk2 exp[ik · (ri − rj)] exp(−k2/4α2)

=
1

4πε0V

∑
k,0

4π
k2 |ρ(k)|2 exp(−k2/4α2) (3.32)

où la somme porte sur tous les vecteurs du réseau réciproque associé à la symétrie de la boîte :
dans le cas le plus fréquent d’un parallélépipède de dimensions (Lx, Ly, Lz), il s’agit des vecteurs
de la forme (2π/Lx) × nxex + (2π/Ly) × nyey + (2π/Lz) × nzez, avec nx, ny et nz des nombres
entiers. Dans l’équation (3.32) on a également introduit la transformée de Fourier de la densité
de charges :

ρ(k) =
∑

i

qi exp[ik · ri] (3.33)

La correction à apporter à l’énergie électrostatique est :

Vel
sel f =

1
4πε0

√
2
π

∑
i

q2
i (3.34)
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= +

F. 3.4: Illustration de la méthode d’Ewald. Chaque charge ponctuelle est remplacée par deux dis-
tributions : l’une comprend la charge ponctuelle ainsi qu’une distribution gaussienne de charge totale
opposée, la seconde comprend uniquement une gaussienne de même charge. La contribution aux inter-
actions de la première distribution est calculée dans l’espace direct, celle de la seconde dans l’espace de
Fourier. Il faut également retrancher l’interaction qui n’a pas lieu d’être entre la charge ponctuelle et le
nuage compensateur.

Finalement, l’énergie électrostatique totale est :

Vel = Vel
q+ρ + Vel

−ρ − Vel
sel f

=
∑
i< j

qiq j

4πε0

erfc(αri j)
ri j

+
1

4πε0V

∑
k,0

4π
k2 |ρ(k)|2 exp(−k2/4α2)

−
1

4πε0

√
2
π

∑
i

q2
i (3.35)

La force subie par chaque atome peut être calculée par différentiation de cette expression.
En pratique, on doit choisir judicieusement le paramètre α pour que le terme dans l’espace

direct puisse être tronqué au-delà du rayon de coupure rcut, sans que l’évaluation du terme
dans l’espace réciproque ne nécessite un trop grand nombre de vecteurs k. Une valeur de α =
3, 2/rcut permet de limiter l’erreur sur le terme direct à environ 0,004%, tandis qu’un nombre de
vecteurs plus grand que (2Nx + 1)× (2Ny + 1)× (2Nz + 1) (c’est-à-dire nx ∈ [−Nx,Nx], etc) avec
Nx ≥ (3, 2Lx/rcut) (idem pour Ny et Nz) garantit une erreur du même ordre sur le terme dans
l’espace réciproque [177]. Des valeurs typiques pour notre boîte d’argile sont α = 0, 3 Å−1 et
(Nx,Ny,Nz) = (7, 7, 10).

Nous disposons maintenant d’une description microscopique de l’argile et d’un moyen de
calculer les interactions entre particules. Nous présentons maintenant deux techniques de simu-
lations permettant d’obtenir les propriétés d’un système à partir de cette représentation. Toutes
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deux reposent sur la physique statistique, qui permet de relier l’exploration par le système de
l’espace des phases qui lui est accessible et les propriétés observables. La dynamique molécu-
laire est introduite dans la section 3.2.2 tandis que la méthode Monte-Carlo sera présentée dans
la section 3.2.3.

3.2.2 Dynamique moléculaire
La dynamique moléculaire permet une exploration déterministe d’une partie de l’espace des

phases correspondant à un ensemble statistique donné. L’évolution dans l’espace des phases
correspond à la dynamique réelle du système. Sous l’hypothèse d’ergodicité, la moyenne d’en-
semble (3.24) et la moyenne temporelle :

lim
T→∞

1
T

∫ T

0
A

(
rN(t)

)
dt (3.36)

sont égales, ce qui permet la détermination d’observables macroscopiques.

Algorithme de Verlet

La dynamique moléculaire permet de calculer les trajectoires de particules en interaction
par résolution numérique des équations du mouvement de Newton (principe fondamental de la
dynamique) :

ṗi =
∑
j,i

Fj→i = −∇riV({ri}) (3.37)

où pi = mivi = miṙi désigne la quantité de mouvement de la particule i qui subit une force
totale égale à l’opposée du gradient du potentiel d’interaction (3.25). Pour résoudre ce système
d’équations couplées, l’algorithme le plus couramment utilisé est celui de Verlet (plus exacte-
ment "Leapfrog Verlet") [86, 174]. Le temps est discrétisé et les positions sont évaluées aux
temps t = n × δt, tandis que les vitesses sont évaluées aux temps t′ = t + δt

2 . Les positions et
vitesses sont propagées à partir des conditions initiales selon l’algorithme :

vi(t +
δt
2

) = vi(t −
δt
2

) + δt ×
Fi

mi
(3.38a)

ri(t + δt) = ri(t) + δt × vi(t +
δt
2

) (3.38b)

Cet algorithme présente de nombreux avantages : il est réversible, il conserve le volume dans
l’espace des phases, l’erreur commise à chaque pas est seulement d’ordre δt3, et son application
ne nécessite qu’une seule évaluation des forces, ce qui constitue l’étape la plus longue.

Lors de l’évolution selon l’algorithme de Verlet, l’Hamiltonien du système, somme de son
énergie cinétique et de son énergie potentielle, est conservé :

H = K + U =
∑

i

p2
i

2mi
+ V({ri}) (3.39)

Ainsi l’évolution se fait à nombre de particules, volume et énergie totale constants, de sorte
que le système échantillonne l’ensemble micro-canonique (NVE) (on fait bien sûr l’hypothèse
d’ergodicité).
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Algorithme de Nosé-Hoover

Pour simuler un système en équilibre avec un thermostat à une température T donnée, c’est-
à-dire l’ensemble canonique (NVT), il convient d’utiliser un autre algorithme, par exemple celui
proposé par Nosé [178, 179] et repris par Hoover [180], qui couple le système à un thermostat.
Les équations du mouvement sont maintenant :

ṙi =
pi

mi
(3.40a)

ṗi = −∇riV({ri}) − χpi (3.40b)

χ̇ =
1
Q

∑
i

p2
i

mi
− 3NkBT

 (3.40c)

L’effet de ce système est de contraindre, par un terme de friction dans (3.40b), une énergie ci-
nétique égale à 3

2 NkBT , imposée par l’équation (3.40c). C’est la masse fictive Q = 3NkBTτ2
T

qui contrôle le temps de caractéristique τT du retour à l’équilibre thermique. On utilise en gé-
néral τT entre 0,5 et 2 ps. Des versions plus complexes de cet algorithme impliquant une chaîne
de thermostats, et non un seul comme présenté ici, ont été développées [181], pour éviter des
problèmes d’ergodicité rencontrés avec la version présentée ci-dessus.

Traitement des molécules rigides : SHAKE

Les molécules rigides comme l’eau SPC/E nécessitent un traitement particulier, car l’évolu-
tion des atomes les constituants, sous l’effet des forces qu’ils subissent, n’auraient aucune raison
de rester à des distances fixes les uns des autres. Le programme de simulation DLPOLY [177]
que nous avons utilisé (et modifié le cas échéant) pour toutes nos simulations de dynamique
moléculaire utilise pour ce faire une version modifiée de l’algorithme SHAKE [182, 183]. Le
principe de cette méthode consiste à calculer dans un premier temps la position qu’auraient les
atomes à t+δt sans contrainte de distance. On en déduit ensuite la force nécessaire pour mainte-
nir la distance entre les atomes, qui dépend de la distance initiale d et de la distance d′ après un
déplacement (fictif) sans contrainte. Dans le cas d’une molécule diatomique, on a simplement :

Fi = −Fj ≈
mim j

mi + m j

d2 − d′2

2δt2d · d′
d (3.41)

Enfin, le déplacement est effectivement fait en ajoutant ce terme aux forces subies par les
atomes.

3.2.3 Monte-Carlo
Contrairement à la dynamique moléculaire, l’exploration de l’espace des configurations au

sein d’un ensemble statistique par la méthode de Monte-Carlo ne se fait pas de manière dé-
terministe mais stochastique, c’est à dire aléatoirement. La conséquence directe de ce prin-
cipe est qu’aucune information dynamique ne pourra être obtenue. Cependant, la méthode de
Monte-Carlo permet, précisément parce qu’elle permet des changements de configuration "non-
physiques", un échantillonnage parfois plus efficace de l’espace des phases [86]. C’est notam-
ment le cas pour des simulations dans l’ensemble µVT (à potentiel chimique, volume et tempé-
rature constants) dans lequel le nombre de particules dans le système n’est pas constant.

Les déplacements aléatoires peuvent être de plusieurs types :
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– déplacement d’une particule libre (comme un ion) ou d’une molécule rigide, ou déplace-
ment concerté de plusieurs particules ou molécules ("cluster moves"),

– changement du volume de la boîte de simulation, dans le cas de simulations à pression
constante, ou déformation à volume constant,

– changement du nombre de particules dans la boîte par échange avec un réservoir pour des
simulations à potentiel chimique constant.

Algorithme de Metropolis

Pour une exploration efficace de l’espace des phases, garantissant que les moyennes obte-
nues sont représentatives de l’ensemble statistique considéré, on utilise une méthode appelée
importance sampling (échantillonnage préférentiel) qui permet de favoriser les configurations
qui contribuent de manière significative aux moyennes. Dans le cas de l’ensemble NVT , en
vertu de l’équation (3.24), il s’agit simplement des configurations de faible énergie potentielle
puisqu’elles correspondent à un facteur de Boltzmann exp(−βU) élevé. Considérons la probabi-
lité P(i), dans l’ensemble NVT , d’être dans un état i, qui indique la contribution de cet état (son
poids) à la moyenne d’ensemble :

P(i) =
e−βU(i)∑
∀ j e−βU( j) =

e−βU(i)

QNVT
(3.42)

Son évaluation nécessite en principe la connaissance de toutes les configurations pour évaluer le
dénominateur appelé fonction de partition. La fonction de partition est ainsi associée au volume
accessible de l’espace des phases, c’est-à-dire au second principe de la thermodynamique. Plus
précisément, l’énergie libre du système est F = −kBT ln QNVT . En pratique, il n’est pourtant pas
nécessaire d’avoir autant d’information, et un algorithme a été proposé par Metropolis [184]
pour parvenir à un échantillonnage préférentiel "de proche en proche", c’est-à-dire en générant
des configurations avec le bon poids relatif par rapport à la configuration précédente. On génère
ainsi une chaîne de Markov, qui doit pour respecter la normalisation

∑
i P(i) = 1 en passant d’un

ancien état o à un nouvel état n satisfaire la condition de bilan détaillé :

P(o) ×Wo→n = P(n) ×Wn→o (3.43)

avec Wo→n la probabilité de transition de l’état o à l’état n. L’algorithme de Metropolis, que nous
présentons maintenant, respecte cette condition.

1. Partir d’une configuration initiale (aléatoire ou non)
2. Effectuer un déplacement aléatoire (d’une particule libre ou d’une molécule rigide) et

calculer la variation d’énergie ∆U(o→ n) correspondante,
3. Si ∆U(o→ n) < 0, accepter la configuration n (la compter dans la moyenne d’ensemble)

et recommencer l’étape 2 avec la configuration n comme configuration initiale
4. Si ∆U(o→ n)0 >, générer un nombre aléatoire p ∈ [0, 1]

– Si p > exp[−β∆U(o→ n)], rejeter la configuration n (recompter o dans la moyenne
d’ensemble) et recommencer l’étape 2 avec la configuration o comme configuration
initiale

– Si p < exp[−β∆U(o→ n)], accepter la configuration n (la compter dans la moyenne
d’ensemble) et recommencer l’étape 2 avec la configuration n comme configuration
initiale
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L’algorithme ci-dessus peut être modifié pour échantillonner d’autres ensembles thermodyna-
miques, comme l’ensemble NPT . Avec une fréquence de 1/N, on effectue un changement de
volume de la boîte au lieu de déplacer une molécule. Le déplacement est accepté ou rejeté se-
lon le même processus, à ceci près que l’on doit remplacer la seule différence d’énergie par
∆U(o→ n) + P(Vn − Vo) − NkBT ln(Vn/Vo) [86].

Dans le cas de l’argile, lorsque l’on ne travaille pas à volume constant, l’ensemble à consi-
dérer n’est pas exactement NPT mais NσzzT , puisque c’est la contrainte normale aux feuillets
qui est fixée et non la pression. Les déplacements possibles sont donc ceux des ions et des mo-
lécules d’eau, la translation horizontale (laissant le volume inchangé) des feuillets l’un par à
l’autre, et les déplacements verticaux des feuillets (qui peuvent conduire à un changement de
volume).

Au cours de ce travail, nous avons été amenés à utiliser et modifier un programme écrit au
laboratoire par Virginie Marry puis Natalie Malikova.

3.2.4 Intégration thermodynamique
Nous avons déjà mentionné à la section 3.2.1 qu’il était délicat d’obtenir par simulation les

grandeurs du second principe comme l’énergie libre, car elles correspondent au volume acces-
sible dans l’espace des phases. Il est cependant possible d’avoir accès à des différences d’énergie
libre entre deux états. L’une des méthodes pour y parvenir est l’intégration thermodynamique
introduite par Kirkwood [185]. Nous en présenterons une autre au chapitre 6.

Pour évaluer l’énergie libre de la réaction d’échange (3.1), on peut procéder en deux temps,
et évaluer séparément la différence d’énergie libre correspondant à la "transmutation" des ions
sodium en ions césium dans l’argile d’une part, et à la "transmutation" des ions césium en ions
sodium en phase aqueuse d’autre part. Ces deux différences inaccessibles à l’expérience le sont
en revanche à la simulation.

Méthode de Kirkwood

Pour obtenir la différence d’énergie libre entre deux états dans lequel les interactions entre
particules sont différentes, comme on cherche à le faire pour déterminer la stabilité relative
d’une argile sodique et une argile césique, on introduit un chemin thermodynamique permettant
de passer continûment d’un potentiel d’interaction VI(rN) correspondant au premier état (dans
notre exemple une argile sodique) au second (dans notre cas une argile césique), noté VII(rN).
Le cas le plus simple est celui d’une interpolation linéaire :

V(λ) = (1 − λ)VI + λVII (3.44)

qui permet de passer du premier état (λ = 0) au second (λ =1). Cependant cette forme n’est pas
la seule possible. On peut alors montrer que la différence d’énergie libre ∆FI→II s’obtient par
l’intégrale suivante :

∆FI→II =

∫ 1

0

〈
∂V
∂λ

〉
λ

dλ (3.45)

où 〈. . .〉λ désigne la moyenne sur une simulation au cours de laquelle les particules interagissent
à travers le potentiel V(λ). Il faut donc entreprendre autant de simulations (chacune corres-
pondant à une valeur de λ) que nécessaire pour obtenir une évaluation numérique raisonnable
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de l’intégrale (3.45). Au cours de notre étude, nous avons en général effectué 21 simulations
réparties uniformément entre 0 et 1, soit un pas de ∆λ = 0.05.

Remarquons qu’en réalité la différence d’énergie libre contient également un terme venant
de la partie moments de l’espace des phases, si les atomes initiaux et finaux n’ont pas la même
masse. Cette contribution peut être évaluée analytiquement, avec pour résultat :

∆Fcinétique
I→II = −

3
2

NkBT ln
(
mII

mI

)
(3.46)

avec mI (resp. mII) la masse de l’atome dans l’état I (resp l’état II). Cependant il n’est pas néces-
saire de l’évaluer, car la contribution opposée intervient lors de la transformation inverse dans
l’autre phase, de sorte qu’il y a une compensation de ces termes sur le cycle thermodynamique
complet.

Chemin thermodynamique

Pour transmuter un ion en un autre, il suffit de passer continûment du champ de force dé-
crivant le sodium à celui décrivant le césium. Pour chaque simulation, on a donc un "λ-ion"
intermédiaire entre Na+ (λ = 0) et Cs+ (λ = 1). Nous avons fait varier, de façon linéaire entre
les paramètres correspondant au sodium à ceux correspondant au césium, tous les paramètres
de Lennard-Jones de paire (et non les paramètres individuels de l’ion), c’est-à-dire que pour
chaque atome j on a :

ελ, j = (1 − λ)εNa, j + λεCs, j = εNa, j + λ(εCs, j − εNa, j) (3.47a)
σλ, j = (1 − λ)σNa, j + λσCs, j = σNa, j + λ(σCs, j − σNa, j) (3.47b)

Les termes εNa, j, εCs, j, σNa, j, σCs, j sont calculés par les règles de Lorentz-Berthelot (3.27). Nous
avons privilégié ce choix de chemin thermodynamique car la dérivée intervenant dans l’inté-
grale (3.45) est alors très facile à calculer :

∂V
∂λ
=

∑
i< j

∂

∂λ

4εi j

(σi j

ri j

)12

−

(
σi j

ri j

)6


=
∑
j,λ

∂

∂λ

4ελ j

(σλ j

rλ j

)12

−

(
σλ j

rλ j

)6


=
∑
j,λ

4(εCs, j − εNa, j)

(σλ j

rλ j

)12

−

(
σλ j

rλ j

)6
+ 4

(
σCs, j − σNa, j

σλ j

)
ελ j

12
(
σλ j

rλ j

)12

− 6
(
σλ j

rλ j

)6
 (3.48)

où l’on a utilisé le fait que seules les interactions impliquant le λ-ion dépendent de λ, et que
seule la partie Lennard-Jones du potentiel en dépend, puisque les ions Na+ et Cs+ ont la même
charge. C’est la moyenne de cette quantité que l’on évalue au cours de simulations à λ fixé,
avant de procéder à l’intégration numérique entre 0 et 1.

En pratique, on ne fait le calcul que pour des distances inférieures au rayon de coupure rcut

(voir la section 3.2.1), et on ajoute la correction longue portée correspondante. Celle-ci peut être
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calculée analytiquement pour chaque valeur de λ, puis l’intégrale sur λ ∈ [0, 1] peut également
être évaluée analytiquement en fonction de εNa, j, εCs, j, σNa, j, σCs, j, de la densité ρ j en atomes de
type j et du rayon de coupure rcut. Cependant cette contribution est toujours négligeable devant
la partie courte portée (r ≤ rcut).

Pour utiliser la méthode de Kirkwood, nous avons modifié le code DLPOLY pour l’échan-
tillonnage de (3.48) et l’ajout de la correction à longue portée.

Nous avons présenté les méthodes de simulations microscopiques ainsi que le système uti-
lisé pour décrire l’argile, l’eau et les ions. Nous pouvons maintenant passer aux résultats concer-
nant les grandeurs de réaction d’échange (énergie libre, enthalpie) concernant l’échange total et
l’échange à l’état de trace.

3.3 Énergie libre et sélectivité

3.3.1 Échange total
L’origine de la sélectivité des argiles pour les cations alcalins selon la série Cs+> Rb+>

K+> Na+> Li+ a fait l’objet de nombreuses propositions. Les plus courantes sont liées à la
taille des ions hydratés [186–188], leur capacité à perdre une molécule d’eau à la surface de
l’argile et former ainsi un complexe plus favorable [189, 190], leur état d’hydratation dans l’in-
terfoliaire [191], ou leur polarisabilité [188, 192, 193] qui influe sur la formation de complexes
de surface. Dans un article récent, Teppen et Miller [95] ont montré qu’en réalité aucune de
ses explications n’était complète, puisqu’elles ne considèrent les stabilités relatives que dans la
phase argile. En introduisant un cycle thermodynamique utilisant des valeurs expérimentales de
sélectivité et d’enthalpies libre d’hydratation, appuyées en partie par des simulations molécu-
laires, ils ont montré que la sélectivité résultait en réalité d’une "sélection négative" par la phase
aqueuse : c’est l’ion le moins stable en phase aqueuse que l’on retrouve préférentiellement dans
l’argile. L’échange (3.2) est décomposé en deux transmutations :

Na+
nH2O

−→ Cs+
nH2O

+∆rGNa→Cs
argile (3.49a)

Cs+aq −→ Na+aq −∆rGNa→Cs
eau (3.49b)

On peut bien parler d’enthalpies libres de réaction, puisque ces équations sont équilibrées du
point de vue stœchiométrique. Nous avons déjà indiqué que les enthalpies libres correspondaient
pour la partie argile à la réaction d’échange (3.3) lorsque les ions sont en phase gazeuse, soit
avec les notations introduites à la section 3.1 :

∆rGNa→Cs
argile = ∆rG0

g(n) (3.50)

et pour la partie aqueuse à la différence d’enthalpie libre d’hydratation :

∆rGNa→Cs
eau = ∆∆hGNa→Cs (3.51)

L’analyse des valeurs expérimentales de la sélectivité (∆GNa→Cs
échange ≈ −10 kJ.mol−1, soit Ks ≈

50) et de la différence expérimentale d’enthalpie libre d’hydratation des cations (∆GNa→Cs
eau ≈

+127 kJ.mol−1 d’après la référence citée par Teppen [165], +117 kJ.mol−1 d’après la revue
plus récente de Marcus [166, 167]), conduit à une différence d’enthalpie libre dans l’argile très
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défavorable au césium (∆GNa→Cs
argile ≈ +117 kJ.mol−1). Les enthalpies libres expérimentales sont

encore données par mole de cation (ce ne sont plus des grandeurs de réaction).
Cette conclusion originale a également été vérifiée pour l’échange entre K+ et Cs+. Les va-

leurs expérimentales sont dans ce cas : ∆GK→Cs
échange ≈ −7 à 0 kJ.mol−1 et ∆GK→Cs

eau ≈ +54 kJ.mol−1,
conduisant à une estimation de l’ordre de ∆GK→Cs

argile ≈ +47 à +54 kJ.mol−1. Pour cet échange, Tep-
pen et Miller ont appuyé leur analyse par des simulations moléculaires en évaluant ∆GK→Cs

argile par
transmutation du K+ en Cs+ dans l’argile. En utilisant un champ de force différent de celui pré-
senté ici, ainsi qu’une autre méthode d’évaluation de la différence d’énergie libre (Free Energy
Perturbation), l’enthalpie libre de la transmutation dans l’argile a été évaluée pour l’échange to-
tal, avec un résultat proche de +54 kJ.mol−1. L’accord avec les résultat expérimentaux est donc
tout à fait remarquable, compte tenu notamment de la disparité des valeurs expérimentales de
sélectivité et d’enthalpies libres d’hydratation, et de la simplicité du modèle d’argile.

Ces résultats encourageants nous ont conduit à reprendre la même approche (en réalité en-
visagée avant la parution de [95]) dans le cas de l’échange à l’état de trace, en évaluant toutes
les contributions au cycle thermodynamique par simulation moléculaire.

3.3.2 Échange à l’état de trace
Nous avons repris le même cycle thermodynamique que Teppen et Miller, mais en considé-

rant la limite des faibles taux d’échange, qui correspond au cas des traces. De plus, nous avons
obtenu les deux parties du cycle par simulations moléculaires, afin de comparer des grandeurs
correspondant au même modèle microscopique au lieu de compléter le cycle par des résultats
expérimentaux.

Détail des simulations

L’intégration thermodynamique entre l’argile sodique et césique a été effectuée pour l’argile
montmorillonite modèle décrite à la section 3.2.1 pour un état d’hydratation de 6 molécules
d’eau par cation, qui est commun aux argiles sodique et césique. Pour simuler un échange à
l’état de trace, l’un des 12 contre-ions de la boîte de simulation est progressivement transmuté
selon la procédure décrite ci-dessus. Pour la phase aqueuse, le système comprend un ion et
252 molécules d’eau, dans une boîte cubique de côté 19, 74 Å. Cette distance a été fixée après
équilibration du système dans l’ensemble NPT à une température de 298 K et une pression
de 1 bar. Ces conditions correspondent à une concentration molaire de 0.2 mol.L−1 environ.
Ainsi, l’ion dans la boîte n’interagit avec son image qu’à travers l’interaction électrostatique,
contribution qui est identique pour les ions Na+ et Cs+, de sorte que la différence d’énergie libre
calculée correspond bien à la différence d’hydratation des cations dans des conditions proches
de la dilution infinie. Les paramètres utilisés pour les cations sont ceux d’Åqvist, qui ont été
développés précisément pour reproduire les enthalpies libres d’hydratation.

Le fait que la boîte de simulation pour la phase aqueuse soit chargée, puisqu’elle ne contient
qu’un cation et des molécules d’eau, ne pose pas de problème particulier. En effet, il a été montré
que cela revient à compenser la charge de la boîte par une densité de charge uniforme : cela n’a
pas d’influence dans le calcul des forces, et l’énergie est simplement modifiée par une constante
dépendant de la charge totale Q, la symétrie et la taille de la boîte. Pour une boîte cubique de
côté L on a [194] :

∆E = −
αQ2

8πε0L
(3.52)
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avec α = 2, 837297 la constante de Madelung pour un cristal cubique. Pour la différence d’éner-
gie d’hydratation entre deux ions monovalents, ce terme est identique pour toutes les simula-
tions, de sorte qu’il n’intervient pas et on peut donc l’écarter. Pour comparer des systèmes de
charges différentes, il faut le prendre en compte [194].

Pour chacune des transmutations, on effectue des simulations pour des valeurs de λ ré-
gulièrement espacées entre 0 et 1, en nombre suffisant2 pour permettre une bonne estimation
numérique de l’intégrale (3.45). L’échantillonnage de la moyenne 〈∂V/∂λ〉 évaluée par l’équa-
tion (3.48) est fait au cours de simulations de dynamique moléculaire dans l’ensemble NVT ,
en utilisant une version modifiée par nous du programme DLPOLY. Pour des raisons pratiques,
lors de simulations de feuillets rigides avec DLPOLY, il est seulement possible de faire des
simulations à volume constant (NVT ), de sorte que les grandeurs que nous calculons sont des
différences d’énergie libre ∆rF et non des différences d’enthalpie libre ∆rG. L’intégration (3.45)
est effectuée numériquement par la méthode des trapèzes. Pour chaque simulation, la configu-
ration initiale est identique, et le système est équilibré à une température T = 298 K pendant
50 ps, puis la dérivée ∂V/∂λ est échantillonnée pendant 250 ps.

Phase aqueuse

L’intégration thermodynamique en phase aqueuse a été effectuée pour les transformations
de Na+ à Cs+, de Na+ à K+ et de K+ à Cs+, en utilisant les paramètres d’Åqvist pour les cations
(tableau 3.6). On a pu ainsi tester la cohérence thermodynamique des résultats : on a en principe
∆rFNa→Cs = ∆rFNa→K + ∆rFK →Cs car l’énergie libre est une fonction d’état. De plus, en phase
aqueuse il est possible de faire des simulations à pression constante (NPT ) avec DLPOLY (le
problème des feuillets fixes pour l’argile ne se pose pas), de sorte qu’on peut également évaluer
les différences d’enthalpie libre, pour comparer avec les énergies libres. Numériquement, la
différence entre les ∆rF et les ∆rG pour les cations simulés en phase aqueuse est inférieure à
2 − 3 kJ.mol−1, soit l’ordre de grandeur des incertitudes portant sur l’intégrale (3.45).

La figure 3.5a montre l’évolution au cours des simulations de la dérivée ∂V/∂λ pour les
différentes valeurs du paramètre λ = i × 0, 1 (i ∈ [0, 10], de haut en bas). Les valeurs moyennes
〈∂V/∂λ〉 en fonction de λ sont reportées figure 3.5b.

Les résultats pour les différences d’énergie libre d’hydratation sont reportés dans le ta-
bleau 3.7. Les résultats montrent tout d’abord un très bon accord avec les différences d’en-
thalpies libres d’hydratation expérimentales ∆∆hG (on a déjà signalé que ∆rG ≈ ∆rF), res-
pectivement 127, 74 et 53 kJ.mol−1 d’après Burgess [165] et 117, 73 et 45 kJ.mol−1 d’après
Marcus [166, 167]. Ceci n’est pas surprenant puisque le champ de force d’Åqvist a préci-
sément été développé pour reproduire les valeurs expérimentales de Burgess [175] (avec le
modèle d’eau SPC, proche de SPC/E), ce qui a motivé son choix pour notre étude. On re-
marque également la bonne cohérence thermodynamique entre les résultats, c’est-à-dire que
∆rFNa→Cs = ∆rFNa→K + ∆rFK→Cs.

Phase argile

Pour la phase argile contenant 6 molécules d’eau par cation, les résultats pour la diffé-
rence d’énergie libre ∆rF0

g(6) sont reportés dans le tableau 3.8. La cohérence thermodynamique
(∆rFNa→Cs = ∆rFNa→K+∆rFK→Cs) est également respectée. Par ailleurs le résultat pour l’échange

2Un nombre typique de 11 simulations correspond à un pas de ∆λ = 0, 1.
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F. 3.5: (a) Évolution de la dérivée ∂V/∂λ pour les différentes valeurs du paramètre λ = i × 0, 1 (i ∈
[0, 10], de haut en bas), pour la transmutation en phase aqueuse d’un ion Na+ en ion Cs+. (b) Moyenne
〈∂V/∂λ〉 en fonction de λ ; l’intégrale donne la différence d’énergie libre d’hydratation entre les deux
cations. Les cations sont simulés en utilisant les paramètres d’Åqvist (tableau 3.6).

Transformation ∆∆hF (kJ.mol−1)
Na+ → Cs+ +124±2
Na+ → K+ +72±2
K+ → Cs+ +53±2

T. 3.7: Différences d’énergie libre d’hydratation des cations obtenues par intégration thermodyna-
mique. Les cations sont simulés avec les paramètres d’Åqvist (tableau 3.6).

Na+ →Cs+ est en très bon accord avec les conclusions de Teppen pour l’échange complet éta-
blies sur la base des résultats expérimentaux. Le résultat pour l’échange K+ →Cs+ est quant à
lui en bon accord à la fois avec les résultats de simulation de Teppen et ses conclusions établies
sur la base des résultats expérimentaux.

Transformation ∆rF0
g(6) (kJ.mol−1)

Na+ → Cs+ +120±2
Na+ → K+ +68±2
K+ → Cs+ +51±2

T. 3.8: Différences d’énergie libre des cations dans l’argile obtenues par intégration thermodyna-
mique. Les cations sont simulés avec les paramètres d’Åqvist (tableau 3.6), et l’argile contient six molé-
cules d’eau par cation.

Nous avons donc établi par simulation que l’échange de cation à l’état de trace a la même
origine thermodynamique que l’échange complet (ce qui n’est bien entendu pas surprenant !).
Le remplacement dans l’argile d’un alcalin par un autre plus lourd (Na+ → K+ → Cs+) est très
défavorable puisque l’énergie libre correspondante est très largement positive.
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Bilan et énergie libre d’échange

L’énergie libre d’échange, pour un état à six molécules d’eau par cation, est obtenue sim-
plement par différence entre les contributions de la phase aqueuse et de la phase argile :

∆rF0(6) = ∆rF0
g(6) − ∆∆hF (3.53)

Les résultats des simulations sont reportés dans le tableau 3.9.

Transformation ∆rF0(6) (kJ.mol−1)
Na+ → Cs+ -4±4
Na+ → K+ -4±4
K+ → Cs+ -2±4

T. 3.9: Énergies libres d’échange ionique à l’état de trace obtenues par intégration thermodynamique.
Les cations sont simulés avec les paramètres d’Åqvist (tableau 3.6), et l’argile contient six molécules
d’eau par cation.

L’incertitude sur la différence est relativement importante, puisque les deux termes sont
connus à quelques kJ.mol−1 près, ce qui est également l’ordre de grandeur de la différence.
Compte tenu de la précision du résultat, il n’est pas surprenant que la cohérence thermodyna-
mique ne soit plus respectée. De plus, les simulations sont effectuées pour une argile modèle,
à un contenu en eau bien déterminé (supposé commun à tous les contre-ions) tandis que les ar-
giles expérimentales ont un état d’hydratation qui n’est pas forcément bien défini comme nous
l’avons déjà mentionné. Malgré cela, les valeurs obtenues sont relativement proches des valeurs
expérimentales, pour lesquelles l’incertitude est également importante.

S’il est difficile de déduire la valeur exacte de l’énergie libre d’échange par simulation
moléculaire, la conclusion principale de cette étude de l’énergie libre est que la sélectivité
par l’argile des alcalins les plus lourds (Na+ → K+ → Cs+) n’est pas positive mais néga-
tive : les simulations montrent clairement que l’argile et l’eau "préfèrent" les ions plus légers
(∆rF0

g > 0 et ∆∆hF > 0 pour le remplacement de Na+ par K+ ou Cs+). C’est parce que la
contribution de la phase aqueuse domine que le bilan d’énergie libre est en faveur de l’échange
(∆rF0 = ∆rF0

g − ∆∆hF < 0).

3.4 Enthalpie et variations avec la température

Nous avons montré que les simulations microscopiques permettaient sinon de prédire exac-
tement la valeur de l’énergie libre d’échange, au moins d’en proposer des interprétations. Or
cette énergie libre est liée directement à la sélectivité et donc dans le régime des faibles taux
d’échange au coefficient de partage Kd, par l’équation (3.22). Nous allons montrer maintenant
que les simulations microscopiques sont également à même de compléter les informations ex-
périmentales sur l’enthalpie d’échange qui est liée comme on l’a vu aux variations de Kd avec
la température. Nous n’avons considéré que l’échange complet (3.1), c’est-à-dire entre argiles
homoioniques, pour les comparer avec les résultats expérimentaux présentés à la section 3.1.
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3.4.1 Enthalpie d’immersion
Puisque le cycle thermodynamique proposé pour déterminer l’enthalpie d’échange de ré-

férence (3.2) repose à la fois sur l’enthalpie d’échange en solution et sur les enthalpies d’im-
mersion des argiles, nous avons dans un premier temps cherché à reproduire les enthalpies
d’immersion ∆iHNa et ∆iHCs. L’enthalpie d’échange en solution ∆H0

∞ peut être estimée par la
simulation d’états très hydratés comme nous le verrons ci-dessous.

Principe

Pour obtenir l’enthalpie d’immersion d’une argile par simulation, il faut simuler des états
d’hydratation différents, incluant des états très hydratés qui correspondent à l’argile immergée,
et calculer la différence d’enthalpie entre un état d’hydratation donné à n molécules d’eau par
cations et un état de référence très hydraté à nre f molécules d’eau par cation. Il convient égale-
ment de soustraire à cette différence l’enthalpie correspondant à n−nre f molécules d’eau "bulk"
(c’est-à-dire d’eau liquide pure), qui sont incorporées de la phase liquide où elles se trouvent
avant immersion de l’argile, à l’argile après hydratation. Le principe de cette simulation de
l’immersion est illustré sur la figure 3.6.

n   H
2
O

n
ref

   H
2
O

n - n
ref

   H
2
O

F. 3.6: Principe de la simulation des enthalpies d’immersion. L’état de référence après immersion
contient nre f molécules d’eau par cation. Chacun des états initiaux comprend n molécules d’eau par
cation dans l’argile, et n − nre f molécules d’eau bulk par cation.

On a donc pour l’enthalpie d’immersion :

−∆iH = H(n) − H(nre f ) − (n − nre f ) × Hbulk (3.54)

Le signe "moins" vient de ce que l’état très hydraté servant de référence est l’état final lors de
l’immersion. En pratique, les enthalpies de chacun des systèmes (l’eau liquide et l’argile dans
les différents états d’hydratation) sont proches des énergies correspondantes, ce qui est toujours
le cas pour les phases condensées.

Enthalpie de l’eau liquide

L’enthalpie de l’eau SPC/E bulk a été calculée à partir de simulations de Monte-Carlo dans
l’ensemble NPT (1 bar et 298 K) d’une boîte cubique contenant 256 molécules d’eau. La den-
sité est d’environ ρ ≈ 1, 003 kg.L−1, légèrement supérieure à la valeur expérimentale. On trouve
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Hbulk ≈ US PC/E
bulk = −46, 4 ± 0, 4 kJ.mol−1, ce qui est différent de la valeur expérimentale (en-

viron −41, 5 kJ.mol−1). La différence vient d’un "terme de polarisation" mis en évidence par
Berendsen en introduisant le modèle SPC/E [172], qui confère à la molécule d’eau un dipôle
permanent plus important que celui mesuré expérimentalement en phase gazeuse. La correction
de polarisation :

∆Epol =
(µS PC/E − µgaz)2

2α
(3.55)

où µS PC/E désigne le dipôle de la molécule d’eau SPC/E, µgaz le dipôle expérimental de l’eau
en phase gazeuse, et α sa polarisabilité, vaut +5.2 kJ.mol−1, de sorte que l’on retrouve la valeur
expérimentale pour Ubulk. Dans notre cas, nous n’introduisons cette correction ni dans la phase
argile ni dans le bulk, puisqu’elles se compensent, de sorte que c’est la valeur de −46, 4 ±
0, 4 kJ.mol−1 qu’il faut utiliser dans l’équation (3.54).

Enthalpie de l’argile hydratée

Pour chaque état d’hydratation de l’argile, une simulation de Monte-Carlo dans l’ensemble
NσzzT est effectuée. Les molécules d’eau et les ions sont introduits de manière aléatoire entre
les feuillets, puis le système est équilibré pendant 105 pas à 1000 K, et la température est pro-
gressivement ramenée à 298 K. Après une période d’équilibration à 298 K (107 pas), 5.107 à 108

pas d’échantillonnage sont effectués. Les simulations ont été faites en utilisant pour les cations
les paramètres de Koneshan (tableau 3.6).

Pour l’argile la plus hydratée (N = 40 molécules d’eau par cation), la boîte contenant deux
espaces interfoliaires et 12 cations représentée sur la figure 3.1 est très anisotrope, et le calcul
des interactions électrostatiques nécessiterait, pour le rayon de coupure habituel de 8 Å, un
nombre de vecteurs dans l’espace réciproque trop élevé (voir la section 3.2.1). On a donc utilisé
une boîte contenant un seul espace interfoliaire, tout en étant plus grande dans les dimensions
parallèles aux feuillets. On a donc 32 mailles unitaires (41, 44 × 35, 88 Å) et 24 contre-ions. Le
rayon de coupure utilisé est de 14 Å, et le nombre de vecteurs dans l’espace réciproque égal à
celui utilisé habituellement : (Nx,Ny,Nz) = (7, 7, 10).

Les états d’hydratation intermédiaires sont les plus faciles à équilibrer. En effet, pour les
états très faiblement hydratés (1-2 molécules d’eau par cation) il arrive que l’on explore seule-
ment une partie de l’espace des phases car un réarrangement nécessiterait de trop grosses va-
riations d’énergie (notamment pour les déplacement de feuillets), tandis que les états très hy-
dratés comportent de très nombreux degrés de liberté, de sorte qu’il est difficile de tous bien les
échantillonner (cela nécessite beaucoup plus de pas). Ces difficultés peuvent être surmontées
par l’utilisation de "recuits" à 1000 K avant de rééquilibrer à 298 K. Nous estimons cependant
que l’énergie des états les plus hydratés est connue avec une moins bonne précision. Or les en-
thalpies d’immersion dépendent de l’énergie Ure f de l’état référence le plus hydraté (nre f = 40
H2O par cation). Les différences d’enthalpie d’immersion (pour les états pas trop hydratés) sont
donc plus précises que les valeurs absolues, puisque les différences ne dépendent pas de Ure f .

Bilan : enthalpie d’immersion

A partir des enthalpies de l’eau libre et de l’argile aux différents états d’hydratation, on
calcule les enthalpies d’immersion par l’équation (3.54). Les résultats obtenus par simulation
pour l’enthalpie d’immersion (en kJ.mol−1 de cation) des argiles sodique et césique à différents
états d’hydratation sont reportés sur la figure 3.7. Les résultats pour le sodium sont compa-
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F. 3.7: Opposée de l’enthalpie d’immersion −∆iH(n) pour les argiles sodique (a) et césique (b) en
fonction du nombre de molécules d’eau par cation.

rables à ceux obtenus par exemple par Liu et Lu [74] en utilisant le champ de force CLAYFF,
notamment la valeur de 70 kJ.mol−1 pour une molécule d’eau par cation et la présence de mi-
nima relatifs pour environ 6 et 12 molécules (monocouche et bicouche), ainsi qu’un troisième
moins clair pour 20 molécules d’eau (tricouche). Ces auteurs trouvaient cependant une enthalpie
d’immersion plus négative pour la monocouche. La comparaison exacte est délicate, en parti-
culier car ils ne précisent pas leur barres d’erreur, ni la valeur correspondant à l’eau bulk pour
leurs simulations. Dans notre cas l’incertitude sur cette dernière fournit la plus grande contri-
bution à l’incertitude sur le résultat final. Les valeurs trouvées pour 1 et 6 molécules d’eau
sont en bon accord avec les estimations proposées à la section 3.1 à partir des enthalpies d’im-
mersion expérimentales et pourcentages de chacun des états (∆iHNa(1) = −70 ± 4 kJ.mol−1 et
∆iHNa(6) = 0 ± 7 kJ.mol−1).

Pour le césium, l’allure de la courbe est similaire à celle obtenue par Smith pour le même
champ de force [65], avec un minium local pour la bicouche et un minimum global pour la
monocouche, mais la valeur que nous trouvons pour une molécule d’eau par cation est plus
proche de la valeur déduite des enthalpies d’immersions expérimentales (∆iHCs(1) = −38 ±
2 kJ.mol−1). Le signe trouvé pour 6 molécules d’eau par cation est également cohérent avec
celui déduit des valeurs expérimentales (∆iHCs(6) = +9 ± 4 kJ.mol−1). Un tel comportement a
également été reporté par Liu et Lu pour le contre-ion K+.

Avant de discuter plus précisément l’allure des courbes, nous pouvons donc conclure que nos
résultats de simulations sont en bon accord à la fois avec des résultats de simulations antérieurs,
mais aussi et surtout avec les valeurs pour les états sec et monocouche estimées à partir des
enthalpies d’immersion expérimentales et des pourcentages d’états proposés par Bérend. Ceci
permet donc de renforcer la crédibilité des résultats sur les enthalpies d’échanges présentés
ci-dessous (section 3.4.2).

Stabilité relative des différents états d’hydratation

Pour finir avec les enthalpies d’immersion obtenues par simulations, nous discutons ici le
lien avec la stabilité relative des différents états d’hydratation. La simulation moléculaire per-
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met en effet d’envisager tous les états d’hydratation, y compris ceux qui ne sont pas stables
expérimentalement, c’est pourquoi la comparaison avec les résultats expérimentaux nécessite
une discussion de l’état d’hydratation expérimental. Pour connaître la stabilité relative des états
d’une argile en équilibre avec un réservoir d’eau de potentiel chimique µH2O fixé, et soumise à
une contrainte normale σzz donnée, l’ensemble thermodynamique naturel pour la simulation est
(Nargile, µH2O, σzz,T ) ; c’est parce que l’on a un nombre d’atomes d’argile et de contre-ions fixés
qu’il s’agit bien d’un ensemble thermodynamique (toutes les autres variables étant intensives).
Les études les plus détaillées sont cependant effectuées dans l’ensemble (Nargile, µH2O,V,T ) :
la contrainte normale au feuillet est alors évaluée en fonction du volume, et l’énergie libre de
gonflement est calculée par intégration par rapport au volume [72, 78]. L’une des conclusions
de Whitley et Smith [72] est que l’énergie libre de gonflement est dominée par la contribu-
tion énergétique, la contribution entropique jouant un rôle secondaire. Ces études ont permis
de confirmer l’existence de minima relatifs de l’énergie libre pour les états monocouche et bi-
couche (pour le sodium) en accord avec les observations expérimentales. Les proportions des
différents états dépendent du potentiel chimique de l’eau, c’est-à-dire de l’humidité relative. Par
ailleurs l’existence d’états métastables a permis d’interpréter l’hystérésis observée expérimen-
talement.

On peut également envisager une approche différente qui consiste à effectuer un ensemble de
simulations dans l’ensemble (NσzzT ) pour des valeurs de N différentes. Dans ce cas l’enthalpie
d’immersion (−∆iH) peut servir en première approximation d’échelle de stabilité relative, si
l’on néglige la contribution entropique à l’enthalpie libre. C’est l’approche de Liu et Lu [74],
que l’on peut adopter avec nos résultats de simulations. Notons que cette approche n’est valable
que pour une argile en équilibre avec un réservoir d’eau liquide (ce qui correspond à une argile
saturée d’eau), pour laquelle le potentiel chimique de l’eau est proche de son enthalpie molaire.
En faisant cette hypothèse, on conclut des résultats présentés figure 3.7 que l’argile sodique peut
rester à l’état monocouche, bicouche ou tricouche, ou gonfler jusqu’à conduire à des feuillets
complètement séparés, tandis que l’argile césique a tendance à rester à l’état monocouche. Ces
conclusions sont en relativement bon accord avec les observations expérimentales, même si dans
le cas du sodium l’état monocouche est sans doute moins stable, comme le suggèrent d’ailleurs
les résultats de simulations de Liu et Lu [74]. Dans le cas du césium, il semblerait que les
feuillets soient tout de même complètement séparés.

3.4.2 Enthalpie d’échange

Échange total

Les résultats de simulation des enthalpies d’immersion expérimentales et leur comparaison
favorable (dans la majorité des cas) avec les expériences nous assurent une certaine confiance
dans les valeurs obtenues pour les enthalpies des différents état d’hydratation. Nous sommes
donc maintenant en mesure d’utiliser ces valeurs pour calculer les enthalpies d’échange et com-
parer ces dernières aux données expérimentales établies en utilisant des cycles thermodyna-
miques à la section 3.1.

L’enthalpie standard de l’échange (3.2) entre argiles homoioniques sodique et césique (l’état
de référence pour les ions étant la phase gaz) est simplement obtenue par la différence :

∆rH0
g(n) = HCs(n) − HNa(n) (3.56)
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chacune pouvant être évaluée par simulation, pour chaque valeur de n. Les résultats sont donnés
dans le tableau 3.10, pour des valeurs de n = 1, 6 et 12 , ce qui correspond aux états sec,
monocouche et bicouche, même si ce dernier n’est pas observé expérimentalement pour l’argile
césique.

nH2O ∆rH0
g (kJ.mol−1)

1 +88±5
6 +101±3
12 +113±4

T. 3.10: Enthalpie standard pour la réaction d’échange (3.2) entre une argile sodique avec n molé-
cules d’eau par cation et une argile césique à n molécules d’eau par cation. Les valeurs de n = 1, 6 et 12
correspondent aux états sec, monocouche et bicouche, même si ce dernier n’est pas observé expérimen-
talement pour l’argile césique. Ces résultats de simulation sont à comparer à ceux (expérimentaux) du
tableau 3.3.

Les valeurs obtenues sont très largement positives, et l’ordre de grandeur est en très bon
accord avec les résultats des équations (3.16) et (3.18) qui donnaient ∆rH0

g(1) = +94 ± 7 et
∆rH0

g(6) = +117 ± 10 kJ.mol−1. De plus, les valeurs de ∆rH0
g augmentent avec n, en accord

avec les conclusions expérimentales. Les simulations confirment ainsi l’interprétation proposée
par Jean-Pierre Morel selon laquelle l’enthalpie de l’argile césique est plus élevée que celle
de l’argile sodique, la différence étant de l’ordre de 100 kJ.mol−1 [168]. La contribution de la
phase argile à l’enthalpie d’échange ionique est très défavorable et c’est la contribution de la
phase aqueuse (∆∆hH ≈ +133 kJ.mol−1), encore plus défavorable au Cs+ qui conduit à un bilan
∆rH0(n) négatif (réaction exothermique), donc en faveur de l’échange. La valeur des ∆rH0(n)
correspondants, de l’ordre de -30 kJ.mol−1, est plus négative que les enthalpies libres d’échange
∆rG0(n) (de l’ordre de -10 kJ.mol−1) ce qui indique que la contribution entropique −T∆rS 0 est
positive (donc défavorable à l’échange) : le moteur de la réaction est bien enthalpique.

Notons pour finir que si les états les plus hydratés (20 et 40 molécules d’eau par cation) sont
représentatifs des argiles dispersées, on peut obtenir une valeur approximative de l’échange en
solution ∆H0

∞ par ∆rH0(20) ou ∆rH0(40). Les résultats de simulation conduisent à ∆rH0
g(20) =

+130±4 kJ.mol−1, ce qui donne ∆rH0(20) = 130−133 = −3±4 kJ.mol−1, et ∆rH0
g(40) = +119±

9 kJ.mol−1, soit ∆rH0(40) = 119− 133 = −14± 9 kJ.mol−1. Les résultats sont donc compatibles
avec la valeur expérimentale (3.15), ∆H0

∞ = −7, 5 ± 1, 0 kJ.mol−1, mais la marge d’erreur est
trop importante pour tirer des conclusions plus précises. En particulier, il est possible que la
simulation pour 40 molécules d’eau par cation n’ait pas complètement atteint l’équilibre, ce
qui expliquerait à la fois la valeur relativement faibles des enthalpies d’immersion des argiles
sodiques monocouche et bicouche et la valeur plus faible de ∆rH0

g(40) par rapport à ∆rH0
g(20).

Échange de traces

Nous n’avons pas pu estimer l’enthalpie d’échange à l’état de traces, qui nécessite la si-
mulation d’argiles contenant de nombreux contre-ions Na+ et très peu de contre-ions Cs+. La
raison est que les différences d’enthalpie entre états dans ce cas sont au mieux du même ordre
que les incertitudes sur les enthalpies de chacun des états. Ainsi les valeurs obtenues le sont
avec une incertitude du même ordre que la valeur fournie, ce qui présente peu d’intérêt. Le
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problème ne se posait pas dans ces termes pour l’estimation de l’enthalpie libre d’échange à
l’état de traces, puisque celle-ci reposait sur l’évaluation de la moyenne d’une fonction dépen-
dant seulement des interactions impliquant l’ion échangé (voir l’équation (3.48)). Dans le cas
de l’enthalpie, toutes les interactions de paires interviennent, et celles impliquant un ion mino-
ritaire contribuent peu à l’ensemble. C’est également pour cette raison que nous n’avons pas
évalué la différence d’enthalpie d’hydratation ∆∆hHNa→Cs par simulation.

Néanmoins, on peut tenter une estimation de l’enthalpie d’échange de traces avec la valeur
obtenue pour l’enthalpie d’échange total ∆rH0(12) à l’état bicouche. En effet, nous avons déjà
mentionné le fait que les états les plus stables étaient pour une argile sodique dispersée dans
l’eau la bicouche et les états plus hydratés. Par ailleurs, si la bicouche n’est pas observée pour
le césium, Marry et Turq ont montré par simulation d’argile hétéroionique sodium/césium à
l’état bihydraté que les ions césium adoptaient le même type de solvatation que dans une argile
césique monocouche en incluant environ trois oxygènes de surface dans leur première sphère
de coordination [83]. C’est ce que nous observons également pour une argile césique avec 12
molécules d’eau par cation. On peut donc supposer que cette simulation reflète le comportement
d’ions césium dans une argile sodique bihydratée et calculer l’enthalpie d’échange associée. La
valeur ∆rH0(12) = ∆rHg(12) − ∆∆hH = 113 − 133 = −20 ± 4 kJ.mol−1 est en excellent accord
avec celles obtenues pour l’enthalpie d’échange de traces, d’une part par mesure directe par
microcalorimétrie par Morel et al. [162] (−15, 0 ± 0, 5 kJ.mol−1), d’autre part par étude du
coefficient de partage Kd à différentes températures, et l’application de la loi de Van’t Hoff. En
effet, les valeurs reportées par Liu et al. [195] et Tertre et al. [196] sont respectivement de −18±
2 kJ.mol−1 et −19±5 kJ.mol−1. Notre hypothèse selon laquelle l’argile césique bihydratée serait
représentative de traces de césium dans une argile sodique bihydratée semble donc raisonnable.

Notons pour conclure que l’échange ionique à l’état de traces, comme l’échange total, est a
priori défavorisé par une élévation de température puisqu’il s’agit d’une réaction exothermique.
La fixation du césium doit diminuer lorsque la température augmente (donc lors d’un stockage
au voisinage des colis) et à l’inverse augmenter lorsque la température diminue (donc loin des
colis, ce qui constitue l’essentiel de la barrière géologique). Cependant, Morel et al. ont montré
qu’en pratique la rétention de traces de césium était peu affectée par une élévation de tempéra-
ture lorsque la concentration en sodium est faible dans la solution initiale, comme c’est le cas
dans les conditions de stockage [162]. Ces dernières conclusions ne concernent bien entendu
que le cas du césium. L’échange ionique d’autres cations, ainsi que leur fixation sur les sites de
bordure de feuillet peuvent se comporter de manière différente.
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Résumé du chapitre

Après avoir rappelé les définitions et données expérimentales (Kd, Ks, ∆rG0, ∆rH0)
associées à l’échange ionique, qui domine la fixation de certains cations comme le
césium, nous avons montré que les simulations microscopiques permettaient de fournir
des estimations de certaines de ces grandeurs en bon accord avec les expériences.

Nous avons d’abord calculé les variations d’énergie libre associée à l’échange de traces
de K+ et de Cs+ dans une argile sodique faiblement hydratée, qui est liée au coefficient
de sélectivité Ks et donc au coefficient de partage Kd. La simulation permet de calculer
séparément les contributions de la phase argile et de la phase aqueuse à l’énergie libre
d’échange. La contribution de l’argile est très défavorable au césium, contrairement à
ce qui était avancé jusqu’aux travaux de Teppen et Miller [95] ; la contribution de la
phase aqueuse lui est encore plus défavorable, de sorte que l’échange est finalement
en faveur du césium, le sodium passant dans la phase aqueuse.

Nous avons également évalué les enthalpies d’immersion d’argiles sodique et césique
en fonction du nombre de molécules d’eau par cation dans l’espace interfoliaire, dont
nous avons interprété les variations en termes de stabilité relative des différents états
lorsque l’argile est mise en solution. Les résultats obtenus sont en bon accord avec
les résultats expérimentaux (estimations à partir des enthalpies d’immersion et des
proportions des différents états d’hydratation).

Pour étudier les variations du coefficient de partage Kd avec la température, nous avons
calculé les enthalpies d’échange (pour des états d’hydratation bien définis). Les ré-
sultats sont en bon accord avec les mesures de microcalorimétrie pour l’échange to-
tal. Nous avons confirmé par le calcul que la contribution de l’argile à l’enthalpie
d’échange est très largement positive, et que la réaction est exothermique parce que
la contribution de la phase aqueuse domine. En supposant que l’enthalpie d’échange
pour 12 molécules d’eau par cation est représentative de l’échange de traces de cé-
sium dans une argile sodique (l’état bicouche n’est pas observé pour le césium), on
trouve une enthalpie d’échange d’environ -20 kJ.mol−1, en remarquable accord avec
la mesure directe par microcalorimétrie [162] ainsi qu’avec l’estimation obtenue par
la mesure de Kd à différentes températures.
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Troisième partie

Au-delà du microscopique
et de l’interfoliaire
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Chapitre 4

Une nouvelle méthode de simulation sur
réseau : Lattice Fokker-Planck
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Dans ce chapitre, nous introduisons une nouvelle méthode de simulation que nous applique-
rons au chapitre suivant à la dynamique interfoliaire des ions. La méthode introduite ici permet
la résolution numérique de l’équation de Fokker-Planck dans des cas complexes. Nous présen-
tons d’abord l’intérêt de la description de la dynamique d’un système par une telle équation.
Nous introduisons ensuite le cadre général des méthodes sur réseau, utilisées couramment pour
les simulations hydrodynamiques par la méthode de Lattice-Boltzmann (Boltzmann sur réseau).
Nous présentons enfin l’application de cette approche au cas de l’équation de Fokker-Planck.
L’algorithme Lattice Fokker-Planck (LFP), a été introduit par Simone Melchionna (département
de physique, Université de Rome "La Sapienza"), Sauro Succi (Institut pour les applications du
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calcul "M. Picone" à Rome) et Jean-Pierre Hansen (département de chimie, Université de Cam-
bridge, Royaume-Uni) dans le cas unidimensionnel pour l’étude du transport dans les canaux
ioniques [197, 198].

La généralisation aux cas à deux et trois dimensions a été effectuée dans le cadre d’une
collaboration avec ces auteurs ainsi qu’avec Daniele Moroni, alors post-doctorant auprès de
Jean-Pierre Hansen. Ma contribution a été notamment le développement des algorithmes du
second ordre : le premier, heuristique, a été introduit à partir du développement de Chapman-
Enskog de l’algorithme initial dans [199] ; le second, à partir de la méthode des trapèzes pour
l’intégration temporelle, a été exposé dans [200]. Ce chapitre reprend une partie des résultats
établis dans ces deux articles, et dépasse le cadre de l’étude de la dynamique ionique dans les
argiles, application qui sera présentée au chapitre suivant.

4.1 Équations de Langevin et de Fokker-Planck

4.1.1 Introduction : le mouvement brownien

Lorsqu’un "gros" soluté dispersé dans un solvant est observé à intervalles réguliers, son
mouvement semble aléatoire. La première observation de ce phénomène remonte à 1827 par
le botaniste Robert Brown. La description de ce mouvement, appelé depuis mouvement brow-
nien, invoque les collisions entre le soluté et le solvant, supposées aléatoires, et une séparation
d’échelles de temps entre la dynamique du solvant et celle du soluté. Le solvant est alors traité
de façon implicite, comme un milieu continu, et son influence sur le soluté intervient en termes
de paramètres effectifs tels que la friction γ. Deux types de descriptions peuvent être adoptées
pour la dynamique d’une particule de soluté dans ce cas :

– une première approche consiste à décrire les vitesses et/ou positions des particules par
des équations différentielles stochastiques. On est alors amené à résoudre une équation de
Langevin pour déterminer les trajectoires des particules [201] ;

– une seconde approche consiste à déterminer l’évolution de la densité de probabilité asso-
ciée, régie par une équation de Fokker-Planck [202].

Cette distinction est identique à celle existant au niveau microscopique entre l’équation de New-
ton pour l’évolution des trajectoires des particules, et l’équation de Liouville qui décrit l’évolu-
tion de la densité de probabilité associée dans l’espace des phases du système. Nous présentons
ici brièvement la dynamique de Langevin, avant de passer à l’équation de Fokker-Planck. Ce
chapitre est consacré à la résolution numérique de cette dernière par une méthode sur réseau.

4.1.2 Dynamique de Langevin

Équation de Langevin

La dynamique microscopique du système soluté/solvant est décrite par les équations du
mouvement de Newton. Lorsque le soluté évolue lentement par rapport aux molécules de sol-
vant, et que l’on ne s’intéresse qu’à la dynamique du soluté, on introduit généralement l’effet du
solvant par l’effet conjoint d’une force de friction F = −mγv, avec m la masse du soluté, v sa vi-
tesse, et γ le coefficient de friction (ou la friction, en s−1) et d’une force aléatoire (stochastique)
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Fs(t). L’évolution de la vitesse d’une particule est ainsi régie par l’équation de Langevin :

dv
dt
= −γv +

1
m

Fext +
1
m

Fs(t) (4.1)

où l’on a également introduit une force extérieure pouvant comprendre à la fois l’action d’un
champ extérieur (gravité, champ électrique appliqué) et les interactions avec d’autres particules
browniennes, par exemples électrostatiques ou hydrodynamiques. Le temps caractéristique γ−1

de relaxation des vitesses est appelé temps inertiel.
L’équation de Langevin peut être établie à partir de l’équation de Liouville en utilisant la

méthode des projecteurs de Mori [203, 204]. Elle peut également être généralisée pour prendre
en compte des effets de mémoire dans la force stochastique Fs [205].

Séparation des échelles de temps

D’après le théorème de fluctuation-dissipation [119], la force de friction qui dissipe l’énergie
cinétique du soluté et la force aléatoire qui introduit des fluctuations de sa vitesse sont indisso-
ciables. Cette dernière est supposée avoir une moyenne nulle. et varier très vite à l’échelle de
temps considérée. Ce dernier point se traduit mathématiquement par sa variance :

〈Fs(t) · Fs(0)〉 = 6mγkBTδ(t) (4.2)

Pour les grosses particules sphériques de rayon R, la friction est bien décrite par la relation de
Stokes :

γ = 6π
ηR
m

(4.3)

avec η la viscosité du solvant. Le facteur 6π correspond à des conditions de non-glissement du
solvant à la surface de la particule. En cas de glissement, il doit être remplacé par un facteur 4π.

En l’absence de force extérieure Fext dans l’équation de Langevin, il est possible de montrer
qu’aux temps longs (t � γ−1), le mouvement de la particule est diffusif, c’est-à-dire que son
déplacement quadratique moyen vérifie :〈

||r(t) − r(0)||2
〉
∼ 6D0t (4.4)

avec D0 son coefficient de diffusion. Celui-ci est lié à la friction par la relation d’Einstein :

D0 =
kBT
mγ

(4.5)

qui est une forme particulière du théorème de fluctuation-dissipation [119] précisant le lien entre
la dissipation d’énergie par le solvant et les fluctuations de la force aléatoire associée.

Résolution numérique

Il existe des algorithmes permettant de résoudre numériquement l’équation de Langevin,
en l’intégrant explicitement en fonction du temps par l’introduction d’une force aléatoire [206,
207]. Plusieurs méthodes ont également été développées pour la résolution de l’équation de
Langevin généralisée (avec mémoire) [208, 209].
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4.1.3 Équation de Fokker-Planck

Densité de probabilité

La dynamique de Langevin permet de calculer les trajectoires de particules de soluté inter-
agissant entre elles et/ou avec un champ extérieur, et effectuant un mouvement brownien sous
l’effet de la friction et des fluctuations du solvant. L’étude statistique des trajectoires permet
comme avec la dynamique moléculaire de remonter aux propriétés observables du système :
la densité locale, le flux de soluté, son coefficient de diffusion, ou des propriétés impliquant
les corrélations entre particules, comme les facteurs de structure. Certaines de ces observables
peuvent être obtenues à partir d’un niveau de description intermédiaire, ou l’on a déjà procédé
à une prise de moyenne, et la définition de la densité de probabilité f (x, v, t) de trouver une
particule de soluté à la position x avec une vitesse v à l’instant t.

Équation de Fokker-Planck

Lorsque le système évolue selon une dynamique de Langevin, on peut montrer que la densité
de probabilité évolue selon l’équation de Fokker-Planck [202] :

(∂t + vα∂α + aE
α∂vα) f = ĈFP[ f ] � γ∂vα(vα + v2

T∂vα) f (4.6)

où xα et vα sont les coordonnées cartésiennes des positions x et vitesses v (dans l’espace à
D = 1, 2 ou 3 dimensions), ∂α et ∂vα sont les opérateurs gradients correspondants, et aE

α sont les
composantes de l’accélération due à la force extérieure maE agissant sur les particules de soluté
de masse m. Les indices grecs vont de 1 à D (ou peuvent être désignés par x, y et z), et l’on
adopte la convention d’Einstein sur les indices répétés, c’est-à-dire par exemple pour D = 3 :

vα∂α = vx∂x + vy∂y + vz∂z (4.7)

Le membre de gauche de (4.6) est l’opérateur de transport, et membre de droite l’opérateur de
Fokker-Planck, avec une friction γ et une vitesse thermique vT =

√
kBT/m, avec kB la constante

de Boltzmann et T la température.
Plus précisément, le terme d’équation de Fokker-Planck désigne une classe plus large d’équa-

tions décrivant des processus stochastiques, et la forme (4.6) est aussi appelée équation de Klein-
Kramers [201,202]. Elle émerge d’une expansion formelle (en puissances de l’opérateur ∇v) de
la dérivée temporelle de la fonction de distribution f , appelée expansion de Kramers-Moyal,
qui se limite aux deux premiers termes si la vitesse satisfait l’équation de Langevin (4.6). On
peut la récrire en introduisant l’opérateur de force extérieure :

ĈEXT [ f ] = −aE
α∂vα f . (4.8)

On a alors
(∂t + vα∂α) f = Ĉ[ f ] (4.9)

avec Ĉ[ f ] = ĈFP[ f ] + ĈEXT [ f ]. On reconnaît à gauche l’opérateur de transport "libre", ap-
pelé aussi dérivée totale ou particulaire dans le contexte de la dynamique des fluides. Ce type
d’équation est appelé équation cinétique [210].
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Observables

A partir de la densité de probabilité, on peut calculer la densité et le flux de soluté. Ce sont
respectivement les moments d’ordre zéro et d’ordre un de f (x, v; t) par rapport aux vitesses :

ρ =

∫
dv f (x, v; t) (4.10a)

Jα =
∫

dv f (x, v; t)vα = ρuα (4.10b)

Les moments d’ordres suivants sont :

Pαβ =

∫
dv f (x, v; t)vαvβ (4.10c)

Qαβγ =

∫
dv f (x, v; t)vαvβvγ (4.10d)

Pαβ est noté ainsi car il correspond à la pression (plus exactement au tenseur des contraintes)
lorsque f décrit la densité de probabilité pour un gaz pur, dont l’évolution est décrite par
exemple par l’équation de Boltzmann [210]. Dans ce cas, Qαβγ est lié au flux d’énergie ci-
nétique.

Les équations d’évolution de la densité et du flux sont obtenues par intégration de (4.6) par
rapport aux vitesses pour la première, par intégration après avoir multiplié (4.6) par vβ pour la
seconde. Les résultats finaux sont :

∂tρ + ∂αJα = 0 (4.11a)

∂tJα + ∂βPαβ = −γ(Jα − ρuE
α ) (4.11b)

Pour parvenir à ces résultats, on a utilisé le fait que la densité de probabilité décroît en général
beaucoup plus vite que n’importe quelle fonction polynomiale de la vitesse (nous préciserons ce
point plus loin), et procédé à des intégrations par parties. Pour l’évolution du flux, on a introduit
la vitesse limite uE

α = aE
α/γ atteinte sous les effets concurrents de la force extérieure et de la

friction du solvant. Les équations (4.11) sont les deux premières d’une hiérarchie d’équations
reliant les moments d’ordres successifs de la distribution de probabilité f (x, v; t). Cet ensemble
ouvert de relations n’est pas soluble en général, car nous ne disposons pas d’une expression
pour le second moment Pαβ. L’objectif consiste donc à obtenir une solution de l’équation de
Fokker-Planck (4.6) permettant de reproduire les équations d’évolution des observables (4.11).

Résolution numérique

La résolution numérique de l’équation de Fokker-Planck (4.6) n’est pas aisée, dès que l’on
considère des systèmes à 2 ou 3 dimensions. La résolution de cette équation aux dérivées par-
tielles n’est en général pas envisageable par une approche par éléments finis, qui convient pour
le cas à une dimension [202]. En effet, la discrétisation sur une grille à 2 × D dimensions pour
le calcul des dérivées rend les calculs prohibitifs. Par exemple, à trois dimensions, si l’on utilise
100 points pour chaque coordonnée spatiale et de vitesse, il faut stocker 1006 = 1012 nombres
réels pour représenter la densité de probabilité f (x, v; t) à chaque instant, ce qui pose des pro-
blèmes de mémoire avant même de devoir considérer les dérivées par rapport à chacune des
variables ou les intégrales multiples pour le calcul des moments (4.10).
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Dans le cas bidimensionnel, des méthodes approchées, notamment spectrales, sont encore
utilisables : on étudie les valeurs propres de l’opérateur (linéaire) de Fokker-Planck pour en
déduire les propriétés d’évolution. On peut également citer la Matrix Continued Fraction Me-
thod [202], utilisée notamment par Caratti pour la diffusion de particules dans un potentiel "en
boîte à œufs" [211, 212]. Le cas d’une particule dans un potentiel à 3D est plus délicat.

La méthode de Fokker-Planck sur réseau (Lattice Fokker-Planck, ou LFP) permet de simuler
la dynamique d’un système vérifiant l’équation de Fokker-Planck, en reproduisant les équations
d’évolution (4.11). Il s’agit d’une méthode sur réseau, analogue à la méthode Lattice Boltzmann
utilisée couramment pour les simulations hydrodynamiques. L’utilisation d’un petit nombre de
vitesses bien choisies pour décrire tout l’espace des vitesses permet d’effectuer les calculs y
compris à deux et trois dimensions. Nous présentons dans la partie suivante les aspects communs
aux méthodes sur réseau, puis nous établirons l’algorithme de Fokker-Planck sur réseau à partir
de l’équation continue (4.6).

4.2 Modèles sur Réseau

4.2.1 Historique
Lattice Gas Automata

L’idée d’utiliser des automates cellulaires (modèles sur réseau) pour simuler l’hydrodyna-
mique a été introduite par Frisch, Hasslacher et Pomeau en 1986 [213], avec le Lattice Gas
Automata. L’espace est discrétisé sur un réseau périodique dont les nœuds peuvent être vides
ou occupés par un atome de gaz. Chaque nœud est connecté à ses voisins par des liens que les
atomes peuvent suivre, selon leur vitesse, entre deux pas de temps. A chaque instant, l’état du
système est décrit par l’occupation, pour chaque nœud du réseau, des états correspondant à une
vitesse donnée : ni(x, t) = 1 si on a un atome à la position x avec une vitesse discrète vi telle
que le vecteur vi∆t relie deux nœuds voisins, ni(x, t) = 0 sinon. L’évolution du système au cours
d’un pas de temps se décompose alors en deux étapes :

– translation des atomes le long du lien correspondant à leur vitesse vi,

– collision entre les atomes arrivant sur un même nœud, qui redistribue leurs vitesses.

Ce principe est illustré sur la figure 4.1. Si le réseau et les règles de collisions vérifient un
certain nombre de propriétés, comme la conservation de la masse et de la quantité de mouvement
totale, alors les densités et vitesses locales (nous reviendrons sur leur définition pour les modèles
sur réseau) évoluent selon l’équation de Navier-Stokes pour un fluide incompressible :

ρm (∂t + v · ∇) v = −∇P + η∇2v + f (4.12)

avec ρm la densité massique du fluide, η sa viscosité, et f une force par unité de volume (par
exemple la gravité).

Conditions aux limites

Un point important pour l’implémentation des méthodes sur réseau est l’application des
conditions aux limites, que ce soit aux extrémités du système simulé (par exemple des condi-
tions aux limites périodiques), ou au sein du système à une interface entre fluide et solide.
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(a) Initial (t = n∆t) (b) Translation (t = n∆t)

(c) Collision (initial pour t = (n + 1)∆t) (d) Translation (t = (n + 1)∆t)

F. 4.1: Principe des modèles sur réseau. Les seules vitesses permises connectent les nœuds voisins.
Chaque pas de temps comprend une étape de translation des particules entre les nœuds et une étape de
collision sur les nœuds qui redistribue les vitesses.

Les conditions aux limites sont introduites dans les modèles sur réseau par des règles de col-
lision particulières, qui dépendent du type de conditions (glissement ou non) et de la position
de l’interface par rapport aux nœuds du réseau. Nous ne rentrerons pas ici dans une discussion
complète des conditions aux limites, que l’on peut trouver par exemple dans [214], et présentons
seulement deux types de conditions aux limites dans le cas du réseau ci-dessus.

D’une manière générale, les conditions aux limites sont facilement implémentées en intro-
duisant une couche de nœuds supplémentaires aux bords du système, symbolisés par des points
blancs sur la figure 4.2. Ces nœuds sont utilisés pour stocker les populations correspondant à
des vitesses discrètes vi qui feraient sortir les particules du système au cours de l’étape de trans-
port. Dans le cas des conditions aux limites périodiques, celles-ci sont simplement copiées à
l’autre extrémité du système avant l’étape de transport, et y seront donc réinjectées lors de cette
dernière.

Pour une interface entre fluide et solide, les conditions de non-glissement peuvent être im-
plémentées par des règles de réflexion sans glissement (no-slip bounce-back). Cependant celles-
ci peuvent varier selon la position de l’interface par rapport aux nœuds du réseau, comme indi-
qué sur la figure 4.3.
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0 1 N N+1...          …

F. 4.2: Implémentation des conditions aux limites périodiques. Les nœuds du réseau représentant
le système (points noirs, k = 1 . . .N) sont complétés par une couche de nœuds supplémentaires (points
blancs k = 0 et N + 1). Les populations ni(N, t) correspondant à des vitesses vi qui feraient sortir les
particules en k = N + 1 sont copiées en k = 0 avant l’étape de transport. Elles sont ainsi réinjectées en
k = 1 lors de cette dernière.

(a) Interface sur les nœuds du réseau (b) Interface entre les nœuds du réseau

F. 4.3: Conditions aux limites sans glissement à une interface (tirets) entre fluide (points noirs) et
solide (points blancs). Les populations ni(x, t) sont indiquées avant (haut) et après (bas) application des
conditions aux limites. L’implémentation diffère selon que l’interface passe (a) ou non (b) par les nœuds
du réseau. Dans le premier cas, on se contente d’inverser les vitesses, dans le second il faut utiliser des
nœuds supplémentaires situés dans la partie solide.

Finalement, chaque pas de temps comporte trois étapes :

1. transport entre nœuds du réseau

2. collision sur les nœuds

3. application des conditions aux limites

En pratique, l’implémentation des conditions aux limites est souvent la plus longue lors
de l’écriture d’un code, puisqu’elle est spécifique à chaque système (position des interfaces),
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en particulier pour les systèmes complexes (milieu poreux, ou applications industrielles spéci-
fiques [215]).

Lattice Boltzmann

Plus tard, il est apparu qu’il était plus efficace d’utiliser des nombres réels pour décrire la
population des états (correspondant à une vitesse discrète vi à une position donnée x), plutôt que
les nombres d’occupation ni(x, t). Les règles de collisions portant sur les densités de probabilité
discrètes fi(x, t) ont été affinées et simplifiées. Plus précisément, celles-ci ont pu être établies à
partir des opérateurs de collision des équations cinétiques (continues) correspondantes [216].

Les équations cinétiques décrivent l’évolution de la densité de probabilité sous la forme de
l’équation (4.9). Chaque équation est caractérisé par l’opérateur de collision Ĉ[ f ]. L’équation
de Boltzmann, introduite pour décrire les collisions entre particules dans un gaz, fait interve-
nir la densité de probabilité à deux corps, et constitue une approximation du premier terme
d’une hiérarchie d’équations impliquant les distributions d’ordres supérieurs appelée BBGKY
(Bugoliubov-Born-Green-Kirkwood-Yvon [120]). Pour la description hydrodynamique des fluides,
il est suffisant d’utiliser un opérateur de collision phénoménologique plus simple, appelé BGK
(Bhatnagar, Gross, Krook) [217]. Ce dernier fait intervenir un temps de relaxation τ vers la
densité de probabilité d’équilibre f eq de Maxwell-Boltzmann :

ĈBGK[ f ] = −
f (x, v; t) − f eq(x, t)

τ
(4.13a)

f eq(x, v; t) = ρ(x, t) ×
1

(2πv2
T )D/2

e−||v−u(x,t)||2/2v2
T (4.13b)

avec ρ(x, t) la densité locale et u(x, t) la vitesse locale données par (4.10), vT =
√

kBT/m la
vitesse thermique et D la dimension de l’espace. Par un développement multi-échelles de type
Chapman-Enskog, il est possible de montrer que cet opérateur de collision conduit à l’équation
de Navier-Stokes pour les fluides incompressibles, avec une viscosité déterminée par le temps
de relaxation τ.

La discrétisation de l’opérateur BGK permet d’établir des règles de collision discrètes adap-
tées à la description des populations sur un réseau. C’est à cet algorithme que fait référence l’ap-
pellation Lattice Boltzmann [214, 218, 219] . Au cours de la dernière décennie, cette méthode
a connu un intense développement, pour des applications très variées : écoulements hydrody-
namiques laminaires ou turbulents, y compris à grande échelle [215], fluides complexes sous
cisaillement et dans les milieux poreux [220], auto-assemblage en phases mésoscopiques [221],
transport des ions dans des solutions massiques [222] ou dans des canaux ioniques [223], rhéo-
logie des cristaux liquides [224], et suspensions colloïdales [225, 226].

4.2.2 Discrétisation de l’espace des phases

Nous présentons maintenant comment obtenir l’algorithme de Lattice Fokker-Planck à partir
de l’équation continue correspondante, en suivant pas à pas les différentes étapes développées
pour la discrétisation de l’opérateur BGK.
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Développement en polynômes de Hermite

La première étape consiste à développer la densité de probabilité continue sur une base
de polynômes de Hermite tensoriels sur un espace de dimension D. La définition et quelques
propriétés de ces polynômes sont rappelées dans l’annexe B. Le développement s’écrit :

f (x, v; t) = ω(v)
∞∑

l=0

1
v2l

T l!
F(l)
α (x, t)H (l)

α (v) (4.14)

où l’indice α est une notation abrégée pour l’ensemble d’indices α1 . . . αl, le produit symbolise
la contraction sur tous les l indices, et

ω(v) =
e−v2/(2v2

T )

(2πv2
T )D/2

(4.15)

est une distribution gaussienne (un poids gaussien) avec v2 = v · v. Les coefficients du dévelop-
pement sont donnés par :

F(l)
α (x, t) =

∫
dv f (x, v; t)H (l)

α (v) (4.16)

où les intégrales portent sur l’espace D-dimensionnel des vitesses. Puisque les H (l)
α (v) im-

pliquent des polynômes d’ordre l, les F(l)
α sont des combinaisons linéaires des moments de f :

M(m)
α (x, t) =

∫
dv f (x, v; t)vα1 . . . vαm (4.17)

pour m ≤ l. Explicitement, on a pour les premiers F(l)
α en fonction des moments (4.10) :

F(0) = ρ (4.18a)

F(1)
α = Jα (4.18b)

F(2)
αβ = Pαβ − v2

Tρδαβ (4.18c)

F(3)
αβγ = Qαβγ − v2

T [δαβJγ + δαγJβ + δβγJα] (4.18d)

On pourrait insérer le développement (4.14) dans l’équation cinétique (4.9), pour projeter
cette dernière sur chacune des composantes. On obtiendrait ainsi une hiérarchie d’équations
d’évolution. Cependant la complexité du problème resterait inchangée. Nous adoptons ici une
démarche différente : grâce au développement en polynômes de Hermite, on peut exprimer le
membre de droite de (4.9), c’est-à-dire l’opérateur de collision, en fonction des moments de
f . Ces moments peuvent être évalués numériquement grâce à une quadrature en utilisant un
nombre fini de vitesses bien choisies (les vitesses définissant le réseau). Puisque le développe-
ment contient une infinité de termes, on doit tronquer cette série à partir d’un ordre K donné.
On doit donc supposer que l’on a

F(l)
α (x, t) = 0 pour l > K, (4.19)

et l’on récrit f comme une somme limitée au sous-espace des polynômes d’ordre K :

f (x, v; t) = ω(v)
K∑

l=0

1
v2l

T l!
F(l)
α (x, t)H (l)

α (v) (4.20)
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Cette hypothèse est tout à fait justifiée pour les situations "proches de l’équilibre". Plus préci-
sément, le critère de validité revient en pratique à avoir une vitesse locale telle que ||u||2 � v2

T .
Dans le cas de l’algorithme de Lattice Boltzmann, cela correspond à l’approximation des faibles
nombres de Mach1. Dans le cas de l’algorithme de Lattice Fokker-Planck, cela correspond à de
faibles vitesses limites uE

α = aE
α/γ. Nous reviendrons plus loin sur les limites de validité de

l’algorithme. Il est possible de montrer, en utilisant deux des propriétés des polynômes de Her-
mite rappelées dans l’annexe B, que l’opérateur de collision Ĉ[ f ] = ĈFP[ f ] + ĈEXT [ f ], laisse
la distribution f dans le même sous-espace des polynômes d’ordre K (voir l’appendice B de la
référence [199]).

Quadrature de Gauss-Hermite et discrétisation des vitesses

L’idée fondamentale de la méthode Lattice Boltzmann est que pour calculer les moments de
f par les intégrales (4.17), on a seulement besoin d’un nombre fini de vitesses bien choisies.
Plus précisément, on peut calculer les intégrales à D-dimensions sur les vitesses par une somme
sur un ensemble de vitesses prédéfinies. On a pour cela recours à une quadrature [141], c’est-à-
dire que l’on choisit un ensemble de vitesses vi et de nombres réels wi (avec i = 1 . . . b) tels que
pour tout polynôme p(v) de degré inférieur ou égal à 2K on ait :∫

dvω(v)p(v) =
b∑

i=1

wi p(vi) (4.21)

Cette relation est appelée quadrature de degré 2K, et les vi et wi sont les nœuds et poids de la
quadrature.

Puisque le développement (4.20) est tronqué, f /ω est un polynôme de degré au plus K. Avec
une quadrature d’ordre 2K, on peut donc calculer exactement tous les moments de f jusqu’à
l’ordre K, par : ∫

dv f (x, v; t)vα1 . . . vαm =

∫
dv
ω(v)
ω(v)

f (x, v; t)vα1 . . . vαm

=

b∑
i=1

wi
f (x, vi; t)
ω(vi)

viα1 . . . viαm

�
b∑

i=1

giviα1 . . . viαm (4.22)

où l’on a défini :
gi(x; t) = wi

f (x, vi; t)
ω(vi)

(4.23)

Il est important de souligner que la formule (4.22) est exacte pour tous les moments m ≤ K,
puisque la troncature (4.20) implique que f /ω × viα1 . . . viαm est un polynôme de degré au plus
K + m ≤ 2K.

Observables

Le choix de K est dicté par les observables que l’on souhaite évaluer, puisque la distribution
f elle-même ne présente pas d’intérêt. L’équation d’évolution du flux (de solvant pour LB, de

1vT est dans ce cas la vitesse du son.
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soluté pour LFP) implique les moments jusqu’à l’ordre 2, celle de l’énergie jusqu’à l’ordre 3.
Les premiers moments sont évalués grâce aux quadratures :

ρ =

∫
dv f (x, v; t) =

b∑
i=1

gi (4.24a)

Jα =
∫

dv f (x, v; t)vα =

b∑
i=1

giviα (4.24b)

Pαβ =

∫
dv f (x, v; t)vαvβ =

b∑
i=1

giviαviβ (4.24c)

et si K ≥ 3 on peut aussi calculer exactement :

Qαβγ =

∫
dv f (x, v; t)vαvβvγ =

b∑
i=1

giviαviβviγ. (4.24d)

Exemple de réseau : D2Q9

Déterminer les {vi, wi} optimaux, c’est-à-dire le plus petit nombre de nœuds pour un ordre
d’expansion donné est un problème non résolu en général [227]. Pour utiliser ces quadratures
afin de résoudre une équation cinétique, il faut de plus que les vi soient sur un réseau régulier
dans l’espace des positions x. Pour les cas d’intérêt physique (D = 1, 2, 3 et K = 2, 3), il existe
plusieurs choix possibles de b (nombre de vitesses pour la quadrature). La plupart des réseaux
utilisés en pratique peuvent être trouvés dans [214].

V
0

V
1

V
2

V
3

V
4

V
5

V
6

V
8

V
7

F. 4.4: Le réseau D2Q9 comprend 9 vitesses dans un plan. Les normes de ces vitesses et les poids
correspondants pour la quadrature sont indiqués dans le tableau 4.1

Un réseau très souvent utilisé pour les simulations dans un plan, que nous utiliserons au
chapitre 5 est représenté figure 4.4. Il s’appelle D2Q9, par référence aux 9 vitesses dans un plan
(2 dimensions). Les vitesses connectent les nœuds d’un réseau carré de côté ∆x. Les normes des
vitesses et les poids correspondants pour la quadrature (4.21) sont indiqués dans le tableau 4.4.
On a pour ce réseau la relation entre unité de longueur, unité de temps et vitesse thermique :

v2
T =

1
3

(
∆x
∆t

)2

(4.25)
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Pour les simulations à trois dimensions, on utilise souvent un réseau analogue appelé D3Q27,
qui comprend des vitesses de normes 0, 1,

√
2 et
√

3. L’analogue à une dimension constitue le
réseau le plus simple, D1Q3, avec des vitesses de normes 0 et 1.

i ||vi|| wi

0 0 4/9
1,2,3,4 1 1/9
5,6,7,8

√
2 1/36

T. 4.1: Normes des vitesses du réseau D2Q9 (voir figure 4.4) et poids correspondants pour la qua-
drature (4.21). Les normes sont données en unités du réseau ∆x/∆t =

√
3vT .

4.2.3 Discrétisation temporelle et algorithme
Évolution continue des populations

Nous disposons à présent des éléments nécessaires à l’élaboration de l’algorithme de réso-
lution de l’équation cinétique (4.9). La fonction f est évaluée aux nœuds x d’un réseau et un
ensemble fini de b vitesses vi qui sont également du réseau. En multipliant les deux membres de
l’équation (4.9) pour v = vi par wi/ω(vi), puis en utilisant un développement analogue à (4.20),
non de f mais de l’opérateur de collision Ĉ[ f ], on peut écrire les équations d’évolution des
populations (une par gi) :

∂tgi(x; t) + viα∂αgi(x; t) = wi

K∑
l=0

1
v2l

T l!
C(l)
α (x; t)H (l)

α (vi) (4.26)

avec les projections de l’opérateur de collision sur les polynômes de Hermite (4.23) :

C(l)
α =

∫
dvĈ[ f ]H (l)

α (v). (4.27)

Chaque composante est un tenseur de rang l et chaque terme de la somme est une contraction
sur les indices α. Il y a donc deux décompositions à ne pas confondre :

– d’une part la décomposition (4.20) de la fonction de distribution f , impliquant les coeffi-
cients F(l)

α calculés par l’équation (4.16),
– d’autre part la décomposition de l’opérateur de collision, dans le membre de droite de (4.26),

dont les coefficients C(l)
α sont calculés par (4.27).

L’expression des C(l)
α dépend bien entendu de l’opérateur considéré (BGK ou Fokker-Planck).

Pour achever la construction d’un algorithme opérationnel, il reste encore deux étapes.
La première consiste à exprimer les C(l)

α en fonction des populations gi, dénotées collective-
ment par le vecteur g(x; t), pour aboutir à un opérateur de collision agissant directement sur les
gi et non sur f . Plus précisément, il faut expliciter les composantes L̂i (pour i = 1 . . . b) d’un
opérateur de collision du réseau L̂. Chacun des L̂i agit spécifiquement sur gi, mais est a priori
fonction de l’ensemble g(x; t) des populations. Nous préciserons ci-dessous cette étape cruciale,
spécifique à chaque équation cinétique. La relation (4.26) devient :

∂tgi(x; t) + viα∂αgi(x; t) = L̂i[g(x; t)] (4.28)
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La seconde consiste à effectuer une discrétisation temporelle de cette dernière équation,
par intégration entre deux pas de temps t et t + ∆t. Si l’on note g(s) les populations au temps
intermédiaire gi(x + vis; t + s), on a :

g′ − g =
∫ ∆t

0
L̂[g(s)]ds (4.29)

avec g′ = g(∆t) les populations gi(x + vi∆t; t + ∆t). Pour le membre de gauche, l’intégration de
la dérivée totale (∂t + viα∂α) conduit à la différence entre gi en x à l’instant t et gi en x + vi∆t (et
non en x) à l’instant t + ∆t.

Intégration temporelle par la méthode des trapèzes

L’algorithme final dépend du choix de la méthode d’intégration. L’utilisation de la méthode
des rectangles, bien que plus simple, conduit à un algorithme précis au premier ordre en ∆t
seulement, et n’est pas utilisé en pratique dans le cas de Lattice Boltzmann (avec l’opérateur
BGK). Au cours du développement de Lattice Fokker-Planck, nous avons d’abord utilisé cette
méthode, qui conduit également à une précision au premier ordre seulement [199]. Cependant,
par un développement de Chapman-Enskog, nous avons calculé analytiquement le terme correc-
tif d’ordre O(∆t2), et avons pu ainsi proposer un algorithme corrigé. Cette méthode est détaillée
dans [199], et nous présentons ici une approche différente, plus directe, pour obtenir une préci-
sion d’ordre ∆t2. L’approximation de l’intégrale (4.29) par la méthode des trapèzes a été intro-
duite par plusieurs auteurs dans le cas de l’opérateur BGK pour Lattice Boltzmann [228–231].
Nous l’avons appliquée au cas de l’opérateur de Fokker-Planck.

La méthode des trapèzes consiste à faire une moyenne entre les valeurs de la fonction aux
deux extrémités de l’intervalle d’intégration :∫ ∆t

0
L̂[g(s)]ds =

∆t
2

(
L̂[g′] + L̂[g]

)
+ O(∆t3) (4.30)

Cette approche est similaire à la méthode de Crank-Nicholson pour les équations différentielles
ordinaires, et a une précision du second ordre [141]. La présence de l’opérateur de collision
au temps t + ∆t rend la combinaison de (4.29) et (4.30) inutilisable telle quelle. Cependant, en
suivant l’idée de [228–231], on peut introduire la correspondance suivante :

g̃ = g −
∆t
2

L̂[g] (4.31)

et récrire (4.30) comme :
g̃′ − g̃ = ∆t L̂[g] + O(∆t3) (4.32)

où le membre de droite ne dépend plus que des populations gi au temps t. L’équation (4.32)
peut maintenant être mise sous une forme opérationnelle en exprimant l’opérateur de collision
en fonction des populations décalées (4.31).

Lattice BGK

Il est instructif de rappeler le résultat de toute cette démarche dans le cas de l’opérateur
BGK. L’opérateur de collision du réseau est dans ce cas :

L̂BGK[g] = −
g − geq

τ
� −

1
τ

LBGK[g] (4.33)
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où τ−1 est la fréquence de collision, et où l’on a introduit l’opérateur LBGK[g] = g − geq. Ce
dernier implique la distribution de Maxwell-Boltzmann discrétisée geq qui ne dépend que des
moments ρ et J = ρu [214] :

geq
i = ρwi

1 + H (1)
i,α uiα

v2
T

+
H

(2)
i,αβuiαuiβ

2v4
T


= ρwi

(
1 +

viαuiα

v2
T

+
(viαviβ − v2

Tδαβ)uiαuiβ

2v4
T

)
(4.34)

avec comme d’habitude une sommation implicite sur les indices α et β. En utilisant la défini-
tion (4.31), on peut récrire (4.32) comme :

g̃′ − g̃ = −
τ−1∆t

1 + τ−1∆t/2
LBGK[g̃] (4.35)

En particulier, il est possible d’évaluer g̃eq (nécessaire pour le calcul de LBGK[g̃]) car les mo-
ments d’ordre 0 et 1 de g et g̃ coïncident dans le cas de l’opérateur BGK. Ce n’est pas le cas
pour le tenseur des second moments P, et si l’on veut l’évaluer on doit le faire en remontant ex-
plicitement aux g par l’équation (4.31). Ce sont en effet ces dernières, et non les g̃, qui évoluent
avec une précision d’ordre O(∆t2). En pratique, il n’est pas trivial d’inverser (4.31) dans ce cas,
et on se contente d’utiliser les relations entre moments.

4.3 Algorithme Lattice Fokker-Planck

4.3.1 Opérateur de collision
Il nous reste donc à expliciter l’opérateur de collision du réseau dans le cas de l’équation

de Fokker-Planck. Cette détermination avait été faite dans le cas unidimensionnel par Mel-
chionna, Succi et Hansen [197, 198], et nous l’avons généralisée au cas multidimensionnel (2D
et 3D) [199]. La décomposition (4.26) de l’opérateur de collision continu implique les coeffi-
cients de Hermite C(l)

α donnés par (4.27). Pour les évaluer, on exploite la décomposition de f en
polynômes de Hermite, en précisant l’action de l’opérateur Ĉ[ f ] = ĈFP[ f ]+ĈEXT [ f ] sur chacun
des termes ω(v)H (l)

α (v) de la décomposition (4.20), en fonction des coefficients de Hermite F(l)
α

de f .

Action de ĈFP

Pour une fonction gaussienne, on a la relation :

∂vαω(v) = −
vα
v2

T

ω(v) (4.36)

On peut en déduire l’action de ĈFP sur ω(v)H (l)
α (v) :

ĈFP[ω(v)H (l)
α (v)] = γ∂vβ(vβ + v2

T∂vβ)[ω(v)H (l)
α (v)]

= γ∂vβ[vβω(v)H (l)
α (v)] + γv2

T∂vβ∂vβ[ω(v)H (l)
α (v)]

= γ∂vβ[vβω(v)H (l)
α (v)] − γ∂vβ[vβω(v)H (l)

α (v)] + γv2
T∂vβ[ω(v)∂vβH

(l)
α (v)]

= γω(v)(−vβ∂vβ + v2
T∂vβ∂vβ)H

(l)
α (v) (4.37)
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Le deuxième terme peut être précisé en utilisant la relation (B.9) de l’appendice B :

v2
T∂vβ∂vβH

(l)
α (v) = DH (l)

α (v) + vβ∂vβH
(l)
α (v) − ∂vβH

(l+1)
βα (v) (4.38)

En utilisant maintenant la propriété (B.8), toujours dans l’annexe B, on peut montrer (il s’agit
d’une somme répétée sur l’indice β) que :

∂vβH
(l+1)
βα (v) = −(l + D)H (l)

α (v) (4.39)

En regroupant les trois dernières équations, on a donc finalement :

ĈFP[ω(v)H (l)
α (v)] = −γlω(v)H (l)

α (v) (4.40)

Ceci signifie que les fonctions ω(v)H (l)
α (v) sont des vecteurs propres de l’opérateur ĈFP associés

aux valeurs propres −γl. En particulier, chaque composante F(l)
α de f reste selon le même vecteur

propre par application de ĈFP. Plus précisément, on a :

C(l),FP
β =

∫
dvH (l)

β (v)ĈFP[ f ]

=

∞∑
m=0

F(m)
α

v2m
T m!

∫
dvH (l)

β (v)ĈFP[ω(v)H (m)
α (v)]

=

∞∑
m=0

F(m)
α

v2m
T m!

(−γm)
∫

dvH (l)
β (v)ω(v)H (m)

α (v)

=
F(l)
α

v2l
T l!

(−γl)v2l
T δ

(l)
αβ

= −γlF(l)
β (4.41)

Pour parvenir au résultat, on a utilisé la définition (4.27), le développement (4.14), puis le
résultat (4.40), la relation d’orthonormalisation (B.2), et enfin le fait que F(l)

α est invariant par
permutation des indices de l’ensemble α, de sorte que la contraction F(l)

α δ
(l)
αβ est une somme de l!

termes identiques et vaut l!F(l)
β . En utilisant l’ensemble d’indices muets α plutôt que β, on peut

récrire la dernière équation comme :

C(l),FP
α = −γlF(l)

α (4.42)

Action de ĈEXT

L’action de l’autre partie ĈEXT de l’opérateur de collision est obtenue grâce aux équa-
tions (4.36) et (B.9) :

ĈEXT [ω(v)H (l)
α (v)] = −aE

β ∂vβ[ω(v)H (l)
α (v)]

= +aE
β

vβ
v2

T

ω(v)H (l)
α (v) − aE

βω(v)∂vβH
(l)
α (v)

= +aE
β

vβ
v2

T

ω(v)H (l)
α (v) − aE

β

vβ
v2

T

ω(v)H (l)
α (v) +

ω(v)
v2

T

aE
βH

(l+1)
βα (v)

=
ω(v)
v2

T

aE
βH

(l+1)
βα (v) (4.43)
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Enfin, on utilise le développement (4.14) pour obtenir :∫
dvH (m)

γ (v)ĈEXT [ f ] =
∞∑

l=0

F(l)
α

v2l
T l!

∫
dvH (m)

γ (v)ĈEXT [ω(v)H (l)
α (v)]

=

∞∑
l=0

F(l)
α

v2l
T l!

aE
β

v2
T

∫
dvH (m)

γ (v)ω(v)H (l+1)
βα (v)

=
1

(m − 1)!
F(m−1)
α aE

β δ
(m)
γ,βα

= aE
γ1

F(m−1)
γ2...γm

+ . . . + aE
γm

F(m−1)
γ1...γm−1

(4.44)

où l’on a utilisé l’orthonormalisation (B.2) et le fait que F(m−1) est invariant par permutation
de ses m − 1 indices. En utilisant l’ensemble d’indices muets α plutôt que γ, on peut récrire la
dernière équation comme :

C(l),EXT
α = aE

α1
F(l−1)
α2...αl

+ . . . + aE
αl

F(l−1)
α1...αl−1

(4.45)

Cette relation est valable pour l > 0, et il est aisé de vérifier que l’on a :

C(0),EXT
α = 0. (4.46)

Opérateur de collision L̂[g]

Nous disposons maintenant de tous les éléments nécessaires au calcul de l’opérateur de
collision L̂[g], dont les composantes L̂i[g] agissent sur les populations gi. Par définition de cet
opérateur (comparer les équations (4.26) et (4.28)), on a :

L̂i[g(x; t)] = wi

K∑
l=0

1
v2l

T l!
C(l)
α (x; t)H (l)

α (vi) (4.47)

En combinant les relations (4.42) et (4.45) entre les C(l)
α et les F(l)

α avec les expressions (4.18) de
ces derniers, on a pour K = 2 le résultat final pour l’opérateur de collision du réseau :

L̂i[g] =wi

{[
−γJα + aE

αρ
]
×

viα

v2
T

+
[
−2γ(Pαβ − v2

Tρδαβ) + aE
α Jβ + aE

β Jα
]
×

viαviβ − v2
Tδαβ

2v4
T

}
(4.48)

Il est commode d’introduire les définitions :

Jeq
α � uE

αρ (4.49)

Peq
αβ � v2

Tρδαβ +
uE
α Jβ + uE

β Jα
2

(4.50)

Ces quantités vérifient les équations (4.11) à l’état stationnaire. Rappelons que uE = aE/γ. On
peut alors récrire l’opérateur de collision sous la forme condensée :

L̂i[g]/wi = −γ[Jα − Jeq
α ]

viα

v2
T

− 2γ[Pαβ − Peq
αβ]

viαviβ − v2
Tδαβ

2v4
T

(4.51)
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4.3.2 Algorithme
Opérateur de collision en fonction de g̃

La combinaison de la relation (4.32) issue de l’intégration temporelle par la méthode des
trapèzes avec l’expression (4.51) de l’opérateur de collision permet de définir l’algorithme de
Lattice Fokker-Planck. Il peut être mis sous une forme plus opérationnelle en exprimant l’opéra-
teur de collision non pas en fonction des populations g mais des populations décalées g̃ définies
par (4.31) qui sont celles propagées en pratique par (4.32).

Il suffit pour cela de relier les moments de g à ceux de g̃ qui sont ceux échantillonnés par
les relations (4.24) où l’on a remplacé gi par g̃i. En utilisant la définition (4.31) et l’opérateur de
collision (4.51), on trouve les relations entre moments :

ρ̃ = ρ (4.52a)

J̃α =
(
1 +

γ∆t
2

)
Jα −

γ∆t
2

Jeq
α (4.52b)

P̃αβ = (1 + γ∆t)Pαβ − γ∆tPeq
αβ (4.52c)

où l’on a également exploité les règles de somme données dans l’annexe B issues de l’orthonor-
malisation des polynômes de Hermite. On voit alors que seuls les moments d’ordre zéro de g et
g̃ coïncident. Pour obtenir les moments suivants, on peut cependant inverser (4.52b) et (4.52c)
par une procédure itérative. Puisque ρ = ρ̃, on peut évaluer Jeq

α , et en déduire :

Jα =
J̃α + (γ∆t/2)Jeq

α

1 + γ∆t/2
(4.53a)

On dispose alors des quantités nécessaires à l’évaluation de Peq
αβ, ce qui permet d’en déduire le

second moment :

Pαβ =
P̃αβ + γ∆tPeq

αβ

1 + γ∆t
(4.53b)

Par substitution des relations (4.53) dans (4.51), on obtient finalement l’expression de l’opé-
rateur de collision en fonction des moments des populations décalées g̃.

Forme opérationnelle de l’algorithme

Finalement, la forme opérationnelle de l’algorithme Lattice Fokker-Planck (à partir de la
méthode des trapèzes) est :

g̃′ − g̃ = −γ∆t L̃[g̃] (4.54)

avec les composantes de l’opérateur L̃[g̃] spécifiées par :

L̃i[g̃]/wi =
J̃α − Jeq

α

1 + γ∆t/2
viα

v2
T

+ 2
P̃αβ − Peq

αβ

1 + γ∆t
viαviβ − v2

Tδαβ

2v4
T

(4.55)

On peut résumer l’algorithme de la manière suivante. Choisir d’abord une friction γ. L’évo-
lution est appliquée aux populations g̃, tandis que les conditions initiales et l’échantillonnage
concernent les moments ρ, J, et P, qui sont les vraies observables et sont évalués par (4.52a)
et (4.53). Etant données les populations g̃ à l’instant t, effectuer les opérations suivantes :
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1. évaluer les moments ρ̃, J̃α, P̃αβ de g̃ et en déduire Jeq
α , P

eq
αβ par la procédure itérative expli-

quée ci-dessus ;

2. calculer les populations post-collisionnelles (c’est-à-dire après application de l’opérateur
de collision L̃[g̃]) par l’équation (4.55) ;

3. appliquer les conditions aux limites ;

4. propager de g̃ à g̃′ à l’instant t + ∆t, en n’oubliant pas que l’on propage de x à x + vi∆t,
donc vers des nœuds différents pour chaque vitesse du réseau.

4.3.3 Stabilité numérique
La stabilité numérique des algorithmes de type Lattice Boltzmann requiert que les valeurs

propres λ de la matrice de collision définissant l’algorithme vérifient −2 < λ < 0 [214]. Nous ne
présentons pas ici le détail des calculs, effectués par Daniele Moroni, et qui sont présentés dans
les articles correspondant à ce chapitre [199, 200]. Nous présentons seulement le résultat final.
Si la stabilité numérique de l’algorithme corrigé imposait γ∆t < 1, celle de l’algorithme "trapé-
zoïdal" présenté ici est assurée quelle que soit la valeur de la friction. En effet les valeurs propres
de la matrice de collision correspondante sont 0, −γ∆t/(1+γ∆t/2), et −2γ∆t/(1+γ∆t), qui sont
comprises entre -2 et 0 indépendamment de γ∆t. Ce résultat a été confirmé numériquement par
la simulation pour des frictions élevées.

Cependant, si l’on veut que l’algorithme reproduise correctement l’évolution des obser-
vables macroscopiques régie par (4.11), il faut toujours satisfaire les critères numériques des
faibles champs appliqués2 pour le développement en polynômes de Hermite et des faibles fric-
tions (γ∆t < 1) pour l’intégration temporelle par la méthode des trapèzes (ou toute autre mé-
thode numérique). En particulier, les simulations pour γ∆t > 1 sont stables numériquement
mais s’écartent des prédictions de (4.11).

4.3.4 Développement de Chapman-Enskog
Pour vérifier que l’algorithme reproduit bien l’évolution (4.11) des observables, il faut pro-

céder à une analyse aux temps longs. En effet, si la propagation des populations de t à t + ∆t
a une précision du second ordre en ∆t, l’erreur après de nombreux pas de temps pourrait s’ag-
graver. Dans cette section, nous montrons par une analyse de Chapman-Enskog [232] que cette
précision est bien préservée pour l’évolution aux temps longs.

Principe

Les phénomènes macroscopiques émergeant de la dynamique microscopique peuvent se
produire sur des échelles de temps et d’espace variables. L’équation de Boltzmann, peut conduire
à des effets élastiques, comme la propagation du son, aux temps courts, et des effets visqueux,
comme l’atténuation des ondes sonores, sur des temps plus longs. L’idée du développement de
Chapman-Enskog consiste à supposer une séparation d’échelles entre ces phénomènes, pour les
analyser avec les méthodes d’analyse asymptotique multi-échelles. On développe alors les po-
pulations et les dérivées (spatiales et temporelle) en puissances d’un paramètre ε caractérisant
la séparation d’échelles.

2Soit (aE/γ)2 < v2
T , analogue du critère des "petits nombres de Mach" pour la méthode Lattice-Boltzmann.
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Dans le cas de l’hydrodynamique d’un fluide pur, le paramètre pertinent est le nombre de
Knudsen, défini comme le rapport entre le libre parcours moyen des molécules et une distance
physique d caractéristique du système (par exemple le diamètre d’un pore). La limite hydrody-
namique correspond alors à ε � 1, c’est-à-dire un grand nombre de collisions lorsque l’on par-
court une distance d. Dans cette limite les variations spatiales macroscopiques se font à l’échelle
ε−1, et il est naturel d’introduire une variable de position macroscopique x1 = εx. Puisque l’on
attend à la fois des phénomènes de propagation et de diffusion, il faut développer les variations
temporelles au second ordre en ε, car les inhomogénéités à l’échelle spatiale ε−1 relaxent par
diffusion à l’échelle de temps ε−2. Ainsi il faut introduire deux variables temporelles t1 = εt et
t2 = ε

2t. En suivant les méthodes classiques d’analyse multi-échelles, on écrit alors :

gi = g(0)
i + εg

(1)
i + ε

2g(2)
i (4.56a)

∂t = ε∂
(1)
t + ε

2∂(2)
t (4.56b)

∂α = ε∂
(1)
α (4.56c)

Dans le cas de Fokker-Planck, on adopte le même traitement, mais le paramètre d’expansion
pertinent est plutôt défini par

ε =
(vT/R)
γ

(4.57)

avec R le rayon du soluté. Le développement en puissances de ε correspond alors à une limite
des grandes frictions, c’est-à-dire un grand nombre de collisions soluté-solvant lorsque le soluté
se déplace sur une distance égale à sa taille. C’est exactement ce paramètre d’expansion qui a
été utilisé par Bocquet pour retrouver l’équation de Smoluchowski à partir de celle de Fokker-
Planck [233].

Développement de l’opérateur de transport

Toutes les observables sont des combinaisons linéaires des populations g, et sont dévelop-
pées comme dans (4.56a). Pour parvenir à l’évolution macroscopique induite par l’algorithme
LFP, il faut exprimer les populations g̃′i ≡ g̃i(x+vi∆t; t+∆t) par une expansion de Taylor autour
de g̃i ≡ g̃i(x; t). On a en effet g̃′i − g̃i = ∆t ĈS [g̃i], avec au second ordre en ∆t pour l’opérateur de
transport (streaming) :

ĈS [g̃i] =
[
∂t + viα∂α +

∆t
2

(∂t + viα∂α)2
]

g̃i (4.58)

En utilisant les développements (4.56), puis en regroupant par puissance de ε, on obtient jusqu’à
l’ordre ε2 :

ĈS [g̃i] = ε ×
{
∂(1)

t g̃(0)
i + ∂

(1)
α viαg̃(0)

i

}
+ ε2 ×

{
∂(1)

t g̃(1)
i + ∂

(1)
α viαg̃(1)

i + ∂
(2)
t g̃(0)

i

+
∆t
2

[
∂(1)

t (∂(1)
t g̃(0)

i + ∂
(1)
β viβg̃

(0)
i ) + ∂(1)

α (∂(1)
t viαg̃(0)

i + ∂
(1)
β viαviβg̃

(0)
i )

]}
(4.59)
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Développement de l’opérateur de collision

La forme particulière de l’opérateur de collision (4.51), fait que le développement en puis-
sances de ε agit ordre par ordre sur les moments de g et l’on peut écrire :

L̂i[g] = L̂(0)
i + ε L̂(1)

i + ε
2L̂(2)

i (4.60a)

L̂(µ)
i /wi = −γ[J(µ)

α − Jeq,(µ)
α ]

viα

v2
T

− 2γ[P(µ)
αβ − Peq,(µ)

αβ ]
viαviβ − v2

Tδαβ

2v4
T

(4.60b)

pour µ ∈ {0, 1, 2}.

Relations entre moments aux ordres ε0, ε1 et ε2

Après égalisation des termes de même ordre en ε dans les équations (4.59) et (4.60), on
peut calculer les relations entre moments à chaque ordre. Pour le moment d’ordre zéro, il suffit
de sommer sur i les deux membres des équations. Pour les moments suivants, il faut avant
de sommer multiplier les deux membres des équations par viγ, viγviδ, etc. On peut donc, pour
chaque ordre en ε, calculer plusieurs relations entre moments.

A l’ordre ε0, l’égalité entre (4.59) et (4.60) conduit à :

0 = −γ
[
J(0)
α − Jeq,(0)

α

] viα

v2
T

wi − 2γ
[
P(0)
αβ − Peq,(0)

αβ

] viαviβ − v2
Tδαβ

2v4
T

wi (4.61)

En faisant la somme sur les populations i, on n’obtient aucune information, car d’après les règles
de somme rappelées dans l’annexe B, la somme sur les termes du membre de droite est nulle. Si
on fait la somme après avoir multiplié les deux membres par viγ, les mêmes règles fournissent :

0 = −γ
[
J(0)
γ − Jeq,(0)

γ

]
(4.62a)

tandis que la somme après multiplication par viγviδ donne :

0 = −2γ
[
P(0)
γδ − Peq,(0)

γδ

]
(4.62b)

A ce stade, il est important de souligner qu’en utilisant (4.62) et (4.52) on a également :

ρ̃(µ) = ρ(µ) ,∀µ (4.63a)

J̃(0)
γ = J(0)

γ (4.63b)

P̃(0)
γδ = P(0)

γδ (4.63c)

A l’ordre ε1, on a :

∂(1)
t g̃(0)

i + ∂
(1)
α viαg̃(0)

i = −γ
[
J(1)
α − Jeq,(1)

α

] viα

v2
T

wi

− 2γ
[
P(1)
αβ − Peq,(1)

αβ

] viαviβ − v2
Tδαβ

2v4
T

wi (4.64)

et les relations entre moments qui en découlent sont :

∂(1)
t ρ̃(0) + ∂(1)

α J̃(0)
α = 0 (4.65a)

∂(1)
t J̃(0)

γ + ∂
(1)
α P̃(0)

αγ = −γ
[
J(1)
γ − Jeq,(1)

γ

]
(4.65b)

∂(1)
t P̃(0)

γδ + ∂
(1)
α Q̃(0)

αγδ = −2γ
[
P(1)
γδ − Peq,(1)

γδ

]
(4.65c)
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Enfin, à l’ordre ε2, on a :

∂(1)
t g̃(1)

i + ∂
(1)
α viαg̃(1)

i + ∂
(2)
t g̃(0)

i +
∆t
2

[
∂(1)

t (∂(1)
t g̃(0)

i + ∂
(1)
β viβg̃

(0)
i )

+∂(1)
α (∂(1)

t viαg̃(0)
i + ∂

(1)
β viαviβg̃

(0)
i )

]
= −γ

[
J(2)
α − Jeq,(2)

α

] viα

v2
T

wi − 2γ
[
P(2)
αβ − Peq,(2)

αβ

] viαviβ − v2
Tδαβ

2v4
T

wi (4.66)

et les relations entre moments qui en découlent sont :

∂(2)
t ρ(0) + ∂(1)

t ρ(1) + ∂(1)
α J(1)

α = 0 (4.67a)

∂(2)
t J(0)

γ + ∂
(1)
t J(1)

γ + ∂
(1)
α P(1)

αγ = −γ[J(2)
γ − Jeq,(2)

γ ] (4.67b)

Pour parvenir à ces résultats, on a également utilisé les relations (4.52), (4.63) et (4.65).

Évolution aux temps longs

Nous reconstruisons maintenant les dérivées (spatiales et temporelle) en formant les com-
binaisons ε1(4.65a)+ε2(4.67a) pour le moment d’ordre zéro, et ε0(4.62a)+ε1(4.65b) +ε2(4.67b)
pour celui d’ordre un. Dans (4.65a) et (4.65b), on peut de plus remplacer les moments des popu-
lations décalées g̃ par les vraies observables en vertu de (4.63a). En remarquant que les dérivées
d’une grandeur X quelconque se développent au second ordre en ε comme :

∂αX = ε∂(1)
α (X(0) + εX(1)) = ε∂(1)

α X(0) + ε2∂(1)
α X(1) (4.68a)

∂tX = ε∂
(1)
t X(0) + ε2∂(2)

t X(0) + ε2∂(1)
t X(1) (4.68b)

les combinaisons ci-dessus se mettent finalement sous la forme :

∂tρ + ∂αJα = 0 (4.69a)
∂tJγ + ∂αPαγ = −γ

(
Jγ − Jeq

γ

)
(4.69b)

qui coïncident exactement avec les équations (4.11) issues de l’équation continue de Fokker-
Planck.

4.4 Validation de Lattice Fokker-Planck
L’analyse multi-échelles de Chapman-Enskog confirme donc que la précision de l’algo-

rithme trapézoïdal proposé est bien du second ordre, y compris aux temps longs. Dans cette
section, nous présentons une validation numérique de la méthode sur deux exemples (à une di-
mension) solubles analytiquement. Une troisième étude de cas, combinant les opérateurs LFP
et BGK, a également été publiée dans [199]. L’opérateur BGK rend compte dans ce cas des
collisions entre particules de soluté.

4.4.1 Première étude de cas
Système et résultat analytique

Dans le premier exemple, on considère un système unidimensionnel infini (grâce à l’utili-
sation de conditions aux limites périodiques), initialement homogène de densité ρ0 et au repos
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(J = 0). Une force constante et uniforme maE = mγuE est appliquée. Dans ce cas la densité
reste constante et homogène ρ(x, t) = ρ0, et la solution analytique de (4.11) pour le courant,
indépendant de la position, est :

J(t) = ρuE [
1 − exp(−γt)

]
. (4.70)

La pression, également indépendante de la position, vérifie alors ∂tP = −2γ(P − ρv2
T − uE J),

avec comme solution analytique :

P(t) = ρ
[
(uE)2 + v2

T

]
− 2ρ(uE)2e−γt +

{
P(0) + ρ[(uE)2 − v2

T ]
}

e−2γt (4.71)

Résultats de LFP

Le système est simulé sur le réseau D1Q3, analogue unidimensionnel du réseau D2Q9 pré-
senté à la section 4.2.2. Il comporte trois vitesses, correspondant aux déplacements vers le nœud
voisin de gauche, celui de droite, ou l’absence de déplacement. Les populations sont initialisées
avec une distribution de Maxwell-Boltzmann correspondant à ρ = ρ0 et J/ρ ≡ u = 0. Les
moments des populations effectivement simulées, ρ̃ et ũ = J̃/ρ̃ sont initiés en conséquence,
c’est-à-dire en fixant ρ̃ = ρ0 et ũ = −uEγ∆t/2. La quantité P̃(0) est alors complètement déter-
minée, ce qui fournit la pression initiale P(0) = ρv2

T + ρũ2/(1 + γ∆t). Remarquons que dans le
cas continu on a simplement P(0) = ρv2

T .
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F. 4.5: Evolution de la vitesse u = J/ρ en fonction du temps, pour la première étude de cas avec un
champ appliqué aE = 0, 1 × ∆x/∆t2. Les résultats de simulation pour γ∆t = 0, 3 (�), 0, 6 (×), 0, 9 (◦) et
1, 5 (+) sont comparés aux solutions analytiques correspondantes (lignes continues) données par (4.70).

Le système est soumis à un champ aE = 0, 1 × ∆x/∆t2 pour des frictions :

γ∆t ∈ {0, 3; 0, 6; 0, 9; 1, 5}.

Les résultats de simulation pour la vitesse u = J/ρ sont comparés sur la figure 4.5 avec les
résultats analytiques correspondants (4.70). Les simulations reproduisent parfaitement la solu-
tion attendue, avec pour seule exception le premier pas de temps pour la friction la plus élevée
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γ∆t = 1, 5 (en insert sur la figure). On vérifie ainsi sur ce cas simple que l’évolution du flux est
correctement reproduite. Notons que le résultat pour γ∆t = 1, 5 est satisfaisant, puisque dans ce
cas l’algorithme corrigé (non présenté ici, mais dans [199]) n’est même pas stable numérique-
ment. De plus, l’algorithme trapézoïdal est sensé avoir une précision du second ordre en ∆t, il
n’est donc pas surprenant que le régime transitoire ne soit pas parfaitement reproduit lorsqu’il
se produit sur un ou deux pas de temps (γ∆t ∼ 1).

La pression P est également correctement prédite, comme le montre la figure 4.6, où l’erreur
relative sur la pression P en fonction du temps est indiquée pour une friction élevée γ∆t = 0, 9.
Dans ce cas simple, l’erreur reste inférieure à quelques 10−5. L’algorithme trapézoïdal est par
ailleurs en meilleur accord avec les résultats analytiques que l’algorithme corrigé [200].
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F. 4.6: Erreur relative sur la pression P en fonction du temps, pour la première étude de cas avec un
champ appliqué aE = 0, 1×∆x/∆t2 et une friction γ∆t = 0, 9. Le résultat de simulation Psim est comparé
au résultat (4.71). L’erreur relative a été multipliée par un facteur 104.

4.4.2 Deuxième étude de cas

Système et résultat analytique

Le deuxième système test étudié est illustré sur la figure 4.7. Un fluide initialement homo-
gène entre deux murs réfléchissants (imposant un flux nul aux surfaces) est soumis à un champ
aE perpendiculaire aux surfaces. L’accumulation aux surfaces sous l’effet de la migration résulte
en un gradient de concentration opposé au champ appliqué. A l’état stationnaire, l’équilibre des
flux impose pour la densité la loi barométrique :

ρeq(x) ∝ exp(ax/v2
T ) ≡ exp(uE x/D0) (4.72)

où l’on a défini le coefficient de diffusion D0 = v2
T/γ selon la loi d’Einstein (4.5).
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aE

J = 0

F. 4.7: Pour la deuxième étude de cas, un fluide initialement homogène entre deux murs (imposant
un flux nul aux surfaces) est soumis à un champ aE perpendiculaire aux surfaces.

Résultats de LFP

Les simulations ont été effectuées avec le réseau D1Q3, avec Nx = 128 nœuds entre les
deux surfaces. Pour imposer la nullité des flux aux surfaces, on utilise les conditions aux limites
réfléchissantes sans glissement (no-slip bounce-back), présentées à la section 4.2.1. Une fois
l’état stationnaire atteint, le coefficient de diffusion Dsim est déterminé, suivant (4.72), à partir
d’un ajustement linéaire de ln ρ(x).

!0.8

!0.6

!0.4

!0.2

0

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

10
0 

× 
( D

sim
 - 

D 0
 ) 

/ D
0

aE   /  ( "x/"t2 )

#"t = 0.1

#"t = 0.3

#"t = 0.6

#"t = 0.9

-( aE"t / 2vT )2

F. 4.8: Erreur relative sur le coefficient de diffusion obtenu par ajustement du profil de densité
stationnaire à l’équation (4.72), en fonction du champ appliqué (voir la figure 4.7). Les simulations sont
faites pour le réseau D1Q3, avec Nx = 128 nœuds entre les surfaces, et pour des frictions γ∆t = 0, 1 (+),
0, 3 (�), 0, 6 (×) et 0, 9 (◦). L’erreur relative est inférieure à 1%, même pour les forts champ appliqués.
De plus, elle ne dépend pas de la friction, et est bien représentée par −(aE∆t/2vT )2.

Le résultat de simulation pour le coefficient de diffusion est en bon accord avec D0, et l’erreur
relative est reportée sur la figure 4.8, en fonction du champ appliqué aE. L’erreur relative est
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inférieure à 1%, même pour les forts champs appliqués. Pour le cas extrême aE = 0, 1×∆x/∆t2

et γ∆t = 0, 1 on n’est pourtant déjà plus dans la limite des faibles champs appliqués. En effet,
on a dans ce cas :

aE

γvT
=

0, 1
∆x
∆t2

0, 1
1
∆t
×

1
√

3

∆x
∆t

=
√

3 > 1 (4.73)

ce qui prouve que l’on est hors du domaine des "petits nombres de Mach" introduit lors de l’ex-
pansion de la fonction de distribution en polynômes de Hermite. Ceci indique que le domaine
de validité est en pratique plus large que ce qu’impose ce critère.

Par ailleurs, l’erreur relative est indépendante de la friction, et est bien approximée par
l’expression :

Dsim − D0

D0
∼ −

(
aE∆t
2vT

)2

= −
3
4

aE

(∆x/∆t2)
(4.74)

qui est du second ordre en aE∆t/vT . Ces deux éléments laissent penser qu’il s’agit d’un effet des
conditions aux limites. Nous avons en effet appliqué les règles bounce-back dans leur version
la plus simple, qui n’ont une précision qu’au premier ordre en ∆t [214]. Des améliorations
sont donc à attendre de l’utilisation de règles de collision aux limites plus élaborées [234].
Quoi qu’il en soit, cette deuxième étude de cas montre que l’algorithme LFP reproduit bien le
comportement diffusif attendu aux temps longs.

4.5 Discussion

4.5.1 Limitations de la méthode
Nous avons donc obtenu un algorithme sur réseau permettant la résolution de l’équation nu-

mérique de Fokker-Planck. Cette méthode exploite des quadratures pour l’évaluation exacte des
moments de la fonction de distribution dont les premiers sont la densité, le flux et le tenseur des
contraintes. L’évolution de ces observables suit celle prévue par l’équation de Fokker-Planck
continue, avec une précision d’ordre ∆t2, comme le montrent l’analyse multi-échelles par le
développement de Chapman-Enskog et la validation numérique sur des exemples solubles ana-
lytiquement. Nous discutons ici certains aspects liés d’une part à l’utilisation de l’équation de
Fokker-Planck pour la description d’un système, d’autre part à l’algorithme sur réseau déve-
loppé ici.

Limitations d’une description par l’équation de FP

La description de la dynamique d’un système par une équation de Fokker-Planck constitue
en soi une approximation. Nous avons déjà insisté sur le fait qu’elle repose sur une séparation
d’échelles de temps entre la dynamique du solvant et celle du soluté, et celle-ci n’est jamais com-
plète. On doit alors prendre en compte des termes correctifs (effets de mémoire). Par ailleurs,
les corrélations entre particules de soluté doivent être traitées de façon approchée. Une première
possibilité consiste à utiliser, en plus de l’opérateur de Fokker-Planck, un opérateur BGK pour
rendre compte des collisions entre solutés. Cette approche a été présentée dans [199]. Une se-
conde possibilité pour introduire les interactions à longue portée, en particulier électrostatiques,
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est de les traiter au niveau champ moyen dans le terme de force maE. Cependant il serait impos-
sible de traiter par l’une ou l’autre méthode les interactions hydrodynamiques induites par les
flux de solvant générés par le mouvement des solutés.

Une autre limitation intrinsèque à l’utilisation de l’équation de Fokker-Planck (4.6) est que la
fonction de distribution à une particule ne permet pas d’obtenir certaines observables comme le
facteur de structure cohérent, qui implique les distributions à deux corps (il s’agit de la transfor-
mée de Fourier par rapport au temps de la fonction intermédiaire de diffusion collective (2.53b)
mentionnée au chapitre 2). Néanmoins de nombreuses observables sont accessibles par la seule
distribution à une particule. C’est bien entendu le cas de ses moments ρ, J et P. Nous en verrons
un autre exemple au chapitre 5.

Limitations de l’algorithme LFP

D’autres limitations apparaissent lorsque l’on considère la résolution numérique par l’algo-
rithme Lattice Fokker-Planck. Si l’algorithme trapézoïdal présenté dans ce chapitre est stable
quelle que soit la valeur de la friction, ce qui constitue un progrès par rapport à l’algorithme
proposé initialement [199], il ne reproduit en principe l’évolution (4.11) des observables qu’à
la condition des faibles champs appliqués aE/(γvT ) < 1. Cette restriction, imposée par le déve-
loppement de la fonction de distribution en polynômes de Hermite, est analogue à la limite des
faibles nombres de Mach imposée à la méthode Lattice-Boltzmann. Cependant, nous avons pu
mettre en évidence sur les situations utilisées pour la validation que ce critère est trop restrictif :
les résultats numériques sont en bon accord avec les prédictions analytiques y compris lorsque
l’on s’en éloigne modérément.

Par ailleurs, la friction du solvant conditionne le choix du pas de temps ∆t. En effet, toujours
pour assurer une bonne reproduction de l’évolution des observables, il faut choisir γ∆t < 1. Si
l’on ne veut pas utiliser des pas de temps trop petits (pour éviter des simulations trop longues),
on devra développer des algorithmes de précision supérieure à ∆t2. Remarquons cependant que
si γ∆t > 1, la relaxation des vitesses a lieu sur seulement quelques pas de temps. Si l’étude
du régime transitoire nous importe, il vaut mieux qu’il s’établisse sur plusieurs pas de temps,
pour échantillonner suffisamment souvent les observables lors du régime transitoire. Si l’on ne
s’intéresse pas au régime transitoire, on peut envisager de résoudre directement l’équation de
Smoluchowski, qui ne dépend que de la position. L’analogue de la dynamique de Langevin dans
ce régime est alors la dynamique brownienne reposant sur l’algorithme d’Ermak [235, 236].

4.5.2 Perspectives
Analogies avec d’autres méthodes sur réseau

Malgré ces limitations, il convient de souligner que l’algorithme proposé constitue une mé-
thode numérique efficace de résolution de l’équation de Fokker-Planck, quand celle-ci est per-
tinente pour le système considéré. Elle permet d’envisager des problèmes complexes, en parti-
culier à deux ou trois dimensions. La méthode LFP pourra notamment profiter des nombreux
développements de celle de Lattice Boltzmann. Par sa structure locale (collision sur les nœuds
et transport uniquement vers les nœuds voisins), elle se prête facilement à la parallélisation. De
plus, la généralisation de la méthode à des systèmes a plusieurs composants ne pose pas de pro-
blème particulier, comme cela a été fait pour LB [221, 237–239]. Une application intéressante
serait un système à deux composants explicites (cations et anions) avec un solvant implicite,
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et d’introduire les interactions coulombiennes par le calcul du champ électrique. Une approche
similaire a été proposée, avec un solvant explicite (donc un système à trois composants) pour la
résolution des équations électrocinétiques par Capuani, Pagonabarraga et Frenkel [222].

Force dépendant de la position et du temps

La stabilité et le comportement aux temps longs de l’algorithme présenté dans ce chapitre
ne faisaient pas d’hypothèse sur l’éventuelle dépendance du champ appliqué aE par rapport
au temps ou à la position. Cependant, si ce dernier est évalué de manière numérique sur le
réseau, par exemple comme dérivée d’un potentiel, ou s’il contient un terme champ moyen
impliquant une intégrale sur les nœuds du réseau, des effets dûs à la discrétisation spatiale pour
l’évaluation de la force pourraient faire perdre le bénéfice d’un algorithme précis à l’ordre ∆t2.
Il conviendra donc soit d’utiliser si possible une expression analytique de la force, évaluée aux
nœuds du réseau, soit d’utiliser un pas de réseau ∆x suffisamment petit pour rendre ces effets
négligeables. Dans le même ordre d’idée, la stabilité de l’algorithme et sa bonne reproduction
des équations continues n’est pas garantie a priori si la force maE varie au cours du temps.
L’analyse multi-échelles implique alors deux paramètres de changement d’échelles dont l’un
implique la fréquence caractéristique des variations de aE(t). Des travaux préliminaires semblent
indiquer que le comportement des équations continues est bien reproduit dans un cas simple
(généralisation de la première étude de cas de ce chapitre à un champ aE(t) = aE

0 + aE
1 sinωt).

LFP et autres équations cinétiques

Si dans l’équation de Fokker-Planck la force correspond à la force électrostatique calculée
à partir de la distribution des ions, on obtient l’équation de Vlasov utilisée pour décrire les
plasmas dilués. En couplant l’algorithme LFP à une méthode de calcul du champ électrostatique
à partir des densités ioniques, on obtient immédiatement une méthode de résolution numérique
de l’équation de Vlasov.

Par ailleurs, il est connu que l’équation cinétique obtenue en remplaçant dans l’équation
de Fokker-Planck la vitesse uE = aE/γ par la vitesse locale u du fluide conduit aux temps
longs à l’équation de Navier-Stokes (comme avec l’opérateur BGK) [240]. L’application de
LFP avec la même modification a été effectuée par Moroni et al. [241]. Les résultats obtenus
reproduisent parfaitement ceux des simulations de Lattice Boltzmann sur le test de référence
du cavity flow (cellules de convection dans un fluide confiné sous cisaillement). Ceci indique
que les limitations potentielles évoquées ci-dessus pour un champ dépendant du temps et de la
position ne sont pas forcément importantes en pratique.

Enfin, il y a aussi une correspondance entre l’équation de Fokker-Planck et l’équation de
Schrödinger avec un temps imaginaire [202]. On pourrait donc envisager d’utiliser l’algorithme
de Lattice Fokker-Planck pour la détermination de l’état fondamental de problèmes quantiques.
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Résumé du chapitre

Après avoir introduit le mouvement brownien et sa description en termes de fonc-
tion de distribution évoluant selon l’équation de Fokker-Planck, nous avons présenté
comment obtenir une nouvelle méthode de résolution numérique de cette dernière : la
méthode Lattice Fokker-Planck. Cette méthode sur réseau est analogue à la méthode
Lattice Boltzmann utilisée pour les simulations hydrodynamiques.

La démonstration repose sur une expansion de la fonction de distribution et de l’opéra-
teur de collision en polynômes de Hermite, l’utilisation de quadratures pour le calcul
des moments (ρ, J et P) avec un nombre réduit de vitesses, et une discrétisation tem-
porelle. L’algorithme final comprend trois étapes : transport entre nœuds du réseau,
collision sur les nœuds, et application des conditions aux limites.

L’algorithme trapézoïdal proposé est stable numériquement, et l’analyse multi-
échelles par un développement de Chapman-Enskog confirme que l’évolution des ob-
servables est reproduite avec une précision d’ordre ∆t2.

Enfin, la méthode a été testée sur deux cas simples, pour lesquels une solution analy-
tique existe.
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Chapitre 5

Modèles à gros grains pour la dynamique
et la fixation des ions
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Le concept de coefficient de partage Kd fait référence à un modèle de diffusion/réaction
impliquant deux états pour les ions : soit libres de diffuser, soit immobilisés par l’argile. Gé-
néralement, on considère une partition entre les ions mobiles dans la porosité extraparticulaire
d’une part, et les ions fixés dans l’interfoliaire ou sur les surfaces externes des particules d’autres
part. C’est ce que nous avons fait au chapitre 3 lors de l’étude de l’échange ionique. Nous avons
par ailleurs utilisé ce modèle de diffusion/réaction dans l’interfoliaire au chapitre 2 pour faire
le lien avec les propriétés diélectriques. Cependant à l’échelle microscopique, une telle parti-
tion entre états fixes et mobiles n’est pas claire, car la probabilité f (x, v, t) d’avoir un ion à
la position x avec une vitesse v à l’instant t est une fonction continue. Dans ce chapitre, nous
montrons d’abord qu’il est possible de définir un modèle de diffusion/réaction compatible avec
la notion de mobilité apparente (c’est-à-dire de diffusion ralentie par les interactions avec les
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surfaces), et ce de façon systématique à partir des interactions à l’échelle microscopique entre
ions et surfaces. Nous montrons ensuite comment les paramètres définissant le processus de
diffusion/réaction (coefficient de partage et constantes cinétiques) sont influencés par les inter-
actions avec la surfaces en traitant ces dernières de façon simplifiée. Enfin, nous étudions plus
en détail la validité de la représentation par un solvant continu dans le cas des argiles très peu
hydratées.

5.1 Stratégie de "coarse-graining"

Un modèle à gros grains (coarse-grained) représente un système par des interactions effec-
tives entre groupes d’atomes ou de particules (les gros grains). D’une certaine façon, il s’agit
du prolongement de l’approche consistant à passer d’une description quantique (en termes de
noyaux et de densité électronique) à une description classique (en terme de champ de force
décrivant les interactions entre atomes). La procédure permettant de passer d’une description
microscopique à une autre à gros grains s’appelle "gros-grainisation" (coarse-graining) ou "ni-
vellement", même si aucun terme ne s’est encore imposé en français. L’intérêt d’une telle ap-
proche est de simplifier la description d’un système en ne retenant que les caractéristiques per-
tinentes pour l’étude d’un phénomène donné. Elle s’accompagne nécessairement d’une perte
d’information sur le système, et il convient de sélectionner les bonnes informations à garder
dans le modèle à gros grains. Nous en avons déjà présenté un exemple au chapitre précédent
avec la dynamique de Langevin, qui simplifie la description du solvant en ne gardant, dans sa
forme la plus simple, qu’un terme de friction pour son action sur le soluté. Nous suivons ici
cette démarche dans le cas de la dynamique interfoliaire des ions dans l’argile.

5.1.1 Résultats des simulations microscopiques

La simulation moléculaire a permis d’obtenir des données précises sur la diffusion de l’eau et
des ions dans les espaces interfoliaires d’argiles peu hydratées. En plus du calcul des coefficients
de diffusion de chacune des espèces, il a même été possible de calculer pour l’eau les fonctions
de diffusion I(q, t) et S (q, ω), introduites au chapitre 2 dans le cas des ions, pour les comparer
aux données de diffusion quasi-élastique des neutrons et valider ainsi le modèle microscopique
utilisé dans les simulations [33].

Trajectoires

Nous rappelons ici certains résultats obtenus au laboratoire par Virginie Marry et Natalie
Malikova durant leurs thèses. L’étude des trajectoires des ions révèle tout d’abord que leur
mouvement dans une argile peu hydratée (voir le cas d’argiles sodiques et césiques monohydra-
tées sur la figure 5.1) est quasi-bidimensionnel, puisque leur coordonnée z normale aux feuillets
reste pratiquement constante. De plus, le comportement diffusif le long des feuillets dépend
de la nature du contre-ion : le sodium, qui reste hydraté dans l’espace interfoliaire, a un com-
portement "brownien" proche de la diffusion dans de l’eau bulk, tandis que le césium, qui se
déshydrate partiellement pour faire entrer des oxygènes de surface dans sa première sphère de
coordination, diffuse plutôt par sauts de site en site. Cette différence de comportement persiste
à haute température.
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F. 5.1: Trajectoires d’ions Na+ (à gauche) et Cs+ (à droite) dans une argile monohydratée, d’après la
thèse de Natalie Malikova [88]. Les couleurs indiquent les trajectoires d’ions différents. La coordonnée
z perpendiculaire aux feuillets (en haut) est presque constante, ce qui traduit le fait que le mouvement
est quasi-bidimensionnel le long des feuillets. Le mouvement des ions le long des feuillets à basse et
haute températures (270 K au milieu, 400 K en bas) illustre les différents comportements selon les ions :
diffusion "brownienne" pour Na+, diffusion par sauts de site en site pour Cs+.

Distributions ioniques

Cette différence de comportement peut également être discutée au niveau de la densité
d’équilibre des cations. Les profils de densité pour les ions Li+, Na+, K+ et Cs+ ont été cal-
culés par Virginie Marry pour une argile monohydratée. Les feuillets sont contraints dans une
position où les cavités formées par les atomes de silicium et d’oxygène de feuillets différents
se font face, afin de faciliter la comparaison. Les distances interfoliaires sont préalablement
équilibrées par une simulation Monte-Carlo dans l’ensemble (N, σzz=1 bar, T=298 K), et les
distances d’équilibre sont respectivement 12.25 Å, 12.3 Å, 12.4 Å et 12.7 Å pour Li+, Na+, K+ et
Cs+. Ces résultats sont en accord avec les mesures de diffraction des rayons X [15,34,242,243]
et d’autres résultats de simulations de montmorillonites [62–65]. Pour chaque cation, deux à
quatre simulations de dynamique moléculaire d’une durée de 720 ps ont été effectuées dans
l’ensemble NVT .

Les distributions ioniques le long des feuillets pour les quatre cations sont données sur la fi-
gure 5.2. Les gros cations (K+ et Cs+) sont en moyenne principalement au-dessus des atomes de
silicium, et passent peu de temps hors de ces "sites". Ils complètent leur sphère de coordination
en y incluant trois atomes d’oxygène de surface. Les cations plus petits (Li+ et Na+) préfèrent
les oxygènes de surface plutôt que d’être à l’aplomb des atomes de silicium ou dans les cavités
hexagonales. Lorsque les feuillets ne sont pas contraints latéralement, les cavités hexagonales
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(a) Lithium (b) Sodium (c) Potassium (d) Césium

F. 5.2: Distributions ioniques le long des feuillets pour des argiles monohydratées avec contre-
ions Li+, Na+, K+ et Cs+. Les distributions sont données pour une maille cristallographique. La densité
augmente avec la luminosité. Les disques sombres et clairs indiquent respectivement la position des
atomes de silicium et d’oxygène de surface de l’argile.

se font effectivement face pour le contre-ion Cs+, mais pas pour l’ion Na+, de sorte que dans
ce dernier cas la localisation des contre-ions est en réalité moins prononcée. On peut également
remarquer que lorsque l’on passe de Na+ à K+, puis à Cs+, le profil de densité est de plus en
plus localisé.

Coefficients de diffusion

Les coefficients de diffusion de l’eau et des ions, ainsi que leur évolution avec la tempé-
rature, ont pu être évalués par dynamique moléculaire [82–85, 244]. Les valeurs déterminées
indiquent une diffusion ralentie d’un facteur deux à trois par rapport à la diffusion dans l’eau
bulk pour les argiles bihydratées, d’un facteur dix pour les argiles monohydratées. L’énergie
d’activation déterminée pour la diffusion de l’eau interfoliaire a été estimée par ajustement à
une loi d’Arrhenius D ∝ exp(−Ea/kBT ) avec Ea ∼ 12 − 15 kJ.mol−1 pour les états monohy-
dratés et 14 − 19 kJ.mol−1 pour les états bihydratés. Ces énergies d’activation sont du même
ordre de grandeur que dans l’eau bulk (18 kJ.mol−1) même si les mécanismes déterminant cette
énergie d’activation diffèrent peut-être pour l’eau confinée.

Les simulations moléculaires nous renseignent donc très précisément sur la structure et
la diffusion interfoliaire. Cependant, le rapport entre cette dynamique et le modèle de diffu-
sion/réaction utilisé pour rendre compte de façon simplifié de la dynamique n’est pas évident.
Nous proposons donc maintenant un lien entre dynamique microscopique et modèle à deux
états.

5.1.2 Lien avec le modèle de diffusion/réaction
Rappelons que le modèle de diffusion/réaction fait intervenir l’échange :

Caq
k+ // Q
k−

oo (5.1)
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avec k+ et k− les constantes cinétiques d’adsorption et désorption. La fraction fm d’ions mobiles
est liée au coefficient de partage Kd par la relation1 :

fm = 1 − fa =
1

1 + Kd
(5.2)

avec fa la fraction d’ions adsorbés. Ces derniers sont immobiles, de sorte que le coefficient de
diffusion apparent pour un ion qui subit un échange entre les deux formes est :

Dapp = fa × 0 + fm × D0 = fmD0 (5.3)

avec D0 le coefficient de diffusion des ions mobiles, c’est-à-dire qui ne sont pas influencés
par la surface. Dans l’interfeuillet, le coefficient de diffusion des ions peut être évalué par les
simulations microscopiques. Nous pouvons donc calculer la proportion d’ions mobiles, sans
pour l’instant chercher à préciser ce qu’ils sont en formant le rapport Dapp/D0.

Calcul de la mobilité apparente

Le raisonnement ci-dessus repose sur l’évaluation du coefficient de diffusion apparent dans
l’interfeuillet. Si l’on veut pouvoir étudier l’influence des interactions ion/surface sur le coeffi-
cient de partage et les constantes cinétiques, il est délicat de procéder à cette évaluation par la
dynamique moléculaire. Il faudrait en effet effectuer une simulation par contre-ion, état d’hydra-
tation, et température, ce qui peut devenir très coûteux en temps de calcul. La seconde difficulté
est la définition d’un état de référence sans interactions avec les surfaces associé au coefficient
de diffusion D0, puisque le système microscopique est défini comme un tout et ne peut être
séparé entre un état de référence et un état comprenant toutes les interactions.

5.1.3 Niveau de description intermédiaire : le solvant continu
On pourrait contourner cette dernière difficulté, par la simulation d’un système dans lequel

les interactions ion/solvant sont "éteintes". Nous avons procédé différemment pour simplifier le
problème. En effet, une façon usuelle bien qu’approchée d’étudier la diffusion consiste à intro-
duire un niveau de description intermédiaire (mésoscopique), dans lequel le solvant est traité
comme un milieu continu et les collisions entre l’ion et les molécules de solvant sont caractéri-
sées par un simple coefficient de friction γ. Par ailleurs, les interactions entre un ion donné d’une
part, les surfaces et les autres ions d’autre part, sont traitées au niveau champ moyen comme un
potentiel extérieur V(x, y). L’utilisation d’un potentiel2 fonction de x et y seulement (coordon-
nées le long des feuillets) constitue une approximation, justifiée par les résultats de dynamique
moléculaire qui montrent que le mouvement des ions est quasi-bidimensionnel. Enfin, le mou-
vement des ions n’est plus décrit en terme de trajectoires, que l’on peut obtenir à ce niveau de
description par des simulations de dynamique de Langevin [202], mais en terme de la densité de
probabilité f (x, v, t). Ce traitement mésoscopique, présenté en détail au chapitre 4, simplifie la
description du système en réduisant de manière significative le nombre de degrés de libertés, et il
s’est révélé très efficace pour traiter les phénomènes de diffusion de surface [211,212,245,246].
La densité de probabilité évolue alors selon l’équation de Fokker-Planck [202] :

∂t f + v · ∇ f = ∇v ·

(
γv +

∇V
m
+
γkBT

m
∇v

)
f (5.4)

1Voir l’équation (2.46).
2Il s’agit en fait d’une énergie libre.
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avec m la masse de l’ion. Cette équation, introduite avec des notations différentes sous la
forme (4.6), traite les ions de façon indépendante, ou inclut leurs interactions au niveau champ
moyen dans le potentiel V(x, y). Notons que les interactions auto-cohérentes au niveau champ
moyen, c’est-à-dire due au champ moyen généré par les autres ions, s’annulent dans le liquide
par symétrie (invariance par translation), mais ce n’est pas le cas en présence d’interfaces (ou de
potentiels extérieurs dépendant de la position) qui conduisent à des inhomogénéités de densité.

L’évolution de la densité de probabilité f (x, v, t) permet d’obtenir celle de la densité ionique
ρ et la vitesse locale u. La densité et le flux à une position donnée sont en effet les moments de
f dans l’espace des vitesses :

ρ(x, t) =
∫

f (x, v, t) dv (5.5a)

ρ(x, t)u(x, t) =
∫

f (x, v, t)v dv (5.5b)

Les deux étapes de coarse-graining

Le schéma général choisi pour faire le lien entre la dynamique microscopique et le proces-
sus de diffusion/réaction est résumé sur la figure 5.3. A partir d’une description atomique, on
construit un modèle mésoscopique à solvant continu, qui sert de base pour la définition d’un
modèle de diffusion/réaction. Nous détaillons dans les sections suivantes chacune de ces deux
étapes.

Atomique

DM

Diffusion / Réaction

Analytique

V(x,y)

Mésoscopique

Fokker-Planck

F. 5.3: Principe de la procédure de coarse-graining : à partir d’une description atomique, on construit
un modèle mésoscopique à solvant continu, qui sert de base pour la définition d’un modèle de dif-
fusion/réaction. La dynamique est décrite pour chacun de ces niveaux par la dynamique moléculaire,
l’équation de Fokker-Planck (résolue numériquement par l’algorithme Lattice Fokker-Planck) et l’équa-
tion de diffusion/réaction (en général soluble analytiquement).

5.1.4 Calibration du modèle mésoscopique
Friction

La friction est telle qu’en l’absence de potentiel externe et d’interactions entre les ions (c’est-
à-dire à dilution infinie), le coefficient de diffusion des ions est [233] :

D0 =
kBT
mγ
= µ0

kBT
m

(5.6)
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Le problème de l’état de référence discuté ci-dessus se trouve ici simplifié par le traitement
des interactions comme un potentiel externe : l’état de référence (ions mobiles) correspond à
l’absence de potentiel externe dans la surface bidimensionnelle (2D) où les ions sont confinés.
La tâche se réduit donc à la détermination de la valeur de la friction à partir des simulations
de dynamique moléculaire. Nous verrons cependant que cette étape n’est pas cruciale pour la
construction du modèle de diffusion/réaction, car dans le domaine de friction pertinent (frictions
élevées), le coefficient de diffusion réduit (Dapp/D0) ou la mobilité réduite (µapp/µ0), identifiés
à la fraction d’ions mobiles fm ne dépendent pas de γ. C’est pourquoi dans un premier temps
nous avons choisi de résoudre l’équation de Fokker-Planck (5.4) pour un choix raisonnable de
la friction et non pour la valeur extraite des simulations. Nous reviendrons à la section 5.3.3 sur
la façon d’extraire la friction des simulations de dynamique moléculaire. Un choix raisonnable
serait la friction de Stokes (4.3) qui fait intervenir le rayon ionique et la viscosité du solvant.
En plus de la force −∇V(x, y) générée par les interactions avec les surfaces, on peut également
appliquer une force (par exemple un champ électrique) dans l’équation (5.4), comme nous le
verrons à la section 5.2.

Potentiel effectif

Outre la friction, nous avons besoin de connaître le potentiel effectif pour compléter notre
description mésoscopique. A cause de la structure cristalline de l’argile, la symétrie du poten-
tiel est hexagonale (en première approximation). En particulier, cela a pour conséquence une
diffusion isotrope le long des feuillets [33]. Comme pour la friction, nous avons choisi dans
un premier temps de ne pas extraire directement le potentiel effectif des simulations microsco-
piques, ce que nous présenterons à la section 5.3.1, mais de choisir un potentiel modèle plus
simple, qui nous permette d’étudier rapidement l’influence de l’interaction ion/surface sur les
paramètres définissant le modèle de diffusion/réaction. La forme la plus simple pour un potentiel
analytique respectant la symétrie hexagonale est [247] :

V(x, y) = Vmax × v(x, y) (5.7a)

où v(x, y) prend des valeurs entre 0 et 1 selon :

v(x, y) =
1
3
+

2
9
×

[
cos

2π
a

(
x +

y
√

3

)
+ cos

2π
a

(
x −

y
√

3

)
+ cos

2π
a

(
2y
√

3

)]
(5.7b)

La distance a entre deux maxima est le seul paramètre géométrique, et il fixe la longueur carac-
téristique du problème, tandis que Vmax spécifie complètement l’intensité des interactions avec
les surfaces. Ce potentiel à des minima (avec Vmin = 0) connectés par des points selles corres-
pondant à une barrière d’énergie Vs = Vmax/9. Pour la montmorillonite, on a a ≈ 5.2 Å. Par
ailleurs, nous verrons dans la section 5.2 que l’ordre de grandeur pour la diffusion du césium
à l’état monocouche est d’environ Vs ≈ 12 − 15 kJ.mol−1. Une maille cristallographique est
définie par :

(x, y) ∈ [na, (n + 1)a] × [ma
√

3, (m + 1)a
√

3] (5.8)

avec n et m entiers. Chaque maille a une aire de a2
√

3 et contient deux maxima, 4 minima et 6
points selles. A titre d’illustration, la densité d’équilibre correspondant à ce potentiel, propor-
tionnelle à exp(−βV(x, y)), est donnée sur la figure 5.4 pour trois valeurs de βVmax = Vmax/kBT ,
correspondant à βVs = 0, 1, 1 et 2. Quatre mailles sont représentées (2 × 2). Pour une barrière
Vs entre deux minima supérieure à l’énergie thermique kBT , la définition de "sites" distincts est
assez naturelle, mais elle l’est moins lorsque les interactions avec la surface sont plus faibles.
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(a) βVs = 0, 1 (b) βVs = 1 (c) βVs = 2

F. 5.4: Densité d’équilibre dans le potentiel effectif (5.7) pour βVs = 0, 1 (a), 1 (b) et 2 (c). Les
densités les plus faibles correspondent au noir, les plus élevées au jaune. Des couleurs identiques sur
deux figures différentes ne correspondent pas à la même densité. Le potentiel modèle rend qualitativement
compte de l’évolution observée avec la série des alcalins (figure 5.2).

Limite des hautes frictions

Dans la limite des hautes frictions (γ → +∞), la relaxation de la vitesse des ions est très
rapide par rapport à l’évolution de leur position. On peut alors réduire par une analyse multi-
échelles en temps [233] l’équation de Fokker-Planck (5.4) à celle de Smoluchowski qui ne
dépend plus que des positions :

∂t f̃ (x, t) = D0∇ ·
(
∇ f̃ (x, t) + β f̃ (x, t)∇V(x)

)
(5.9)

avec D0 donné par (5.6). La densité f̃ (x, t) est la partie dépendant de la position dans f (x, v, t) =
f̃ (x, t) f MB(v), la partie dépendant des vitesses f MB(v) étant égale à la distribution de Maxwell
pour tous les temps. Dans ce régime, le coefficient de diffusion Dapp des ions confinés peut être
calculé par [236, 248] :

Dapp = D0 −
D2

0

2k2
BT 2

∫ +∞

0
〈F(t) · F(0)〉 dt (5.10)

avec F(t) = −∇V(x) = −∇V(x, y) la force instantanée s’exerçant sur l’ion. L’intégrale est pro-
portionnelle à 1/D0, car le temps de relaxation est a2/D0, avec a la distance caractéristique
des variations du potentiel effectif. Ainsi, Dapp/D0 ne dépend pas de D0. La limite de Smolu-
chowski est le niveau de modélisation usuel pour le transport des électrolytes en solution [138].
Elle permet de retrouver l’approche classique de Debye, Hückel et Onsager.
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5.2 Du solvant continu au modèle de diffusion/réaction

5.2.1 Principe
Nous disposons à présent d’un modèle mésoscopique pour décrire la dynamique des ions

dans l’interfoliaire. Nous présentons maintenant comment faire le lien avec un modèle de diffu-
sion/réaction. Ceci implique trois étapes :

– la détermination du coefficient de partage Kd à partir de la mobilité apparente,

– la définition des états libre et lié à partir de Kd et des distributions ioniques,

– la détermination des constantes cinétiques d’échange entre ces deux états.

Nous détaillons ici ces trois étapes, avant de présenter les résultats obtenus en suivant cette
procédure.

Coefficient de partage Kd

Nous avons déjà mentionné le fait que dans le cadre d’un modèle à deux états, la mobilité
apparente est attribuée au fait que seule une partie des ions diffuse. On peut donc déterminer Kd

à partir de la mobilité apparente des ions dans le potentiel V(x, y), que l’on calcule pour chaque
valeur de βVmax. D’après (5.2) et (5.3), on a en effet :

Kd =
1
fm
− 1 =

D0

Dapp
− 1 =

µ0

µapp
− 1 (5.11)

Définition des états

Connaissant la fraction fa (ou Kd), on peut proposer une définition des états libres et liés.
Bien qu’une telle définition soit toujours d’une certaine façon arbitraire, on s’attend intuitive-
ment à ce que les ions fixes soient localisés à proximités des régions attractives de la surface,
c’est-à-dire près des minima de V(x, y), qui correspondent à des maxima de la densité d’équi-
libre. Nous proposons donc de définir la frontière F entre ions "adsorbés" et "mobiles" de telle
sorte que la fraction d’ions situés dans la région où la densité d’équilibre est supérieure à celle
à la frontière (ρF ) soit égale à fa. La fraction d’ions situés dans une région où la densité est plus
faible que sur la frontière est automatiquement fm.

fa =

∫
ρeq(x,y)≥ρF

ρeq(x, y) dxdy∫
ρeq(x,y)≥ρF

ρeq(x, y) dxdy +
∫
ρeq(x,y)≤ρF

ρeq(x, y) dxdy

=
Na

Na + Nm
(5.12)

avec Na (resp. Nm) le nombre d’ions adsorbés (resp. mobiles) par unité de surface. Avec une telle
définition, la frontière est une ligne d’isodensité, et par conséquent équipotentielle, puisque
ρeq ∝ exp(−βV), où le potentiel V peut éventuellement dépendre de la densité si l’on tient
compte des interactions auto-cohérentes. La frontière est donc la réunion de courbes équipo-
tentielles, centrées sur les minima de V(x, y) où l’on s’attend à trouver les sites de fixation. Il
n’y a pas de raison d’exclure a priori la possibilité que ces courbes soient connectées, mais par
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anticipation nous pouvons déjà dire qu’elle ne le sont pas, quelle que soit la valeur de βVmax,
bien que la position de la frontière en dépende (au moins dans une certaine gamme de valeurs).

Notons que cette définition entre ions fixes et mobiles n’est pas sans analogies avec la défini-
tion de la surface de Fermi d’un solide (dans l’espace des quantités de mouvement). Dans notre
cas, décrit de manière classique, le potentiel effectif est défini comme une fonction des coor-
données dans l’espace réel (et non des quantités de mouvement), ce qui permet une localisation
des états dans l’espace réel.

Cinétique d’échange

Après avoir défini la frontière entre états, nous pouvons calculer le flux sortant à travers
cette frontière, que nous interprétons dans le cadre du modèle à deux états comme le nombre de
particules (par maille) passant de l’état fixe à l’état mobile par unité de temps :

jout =

∫
F

∫
v·dn>0

f (x, v, t)v · dn dv (5.13)

où dn = dl n, avec dl l’élément de longueur le long de la frontière, et n un vecteur unitaire sortant
normal à la frontière. A l’équilibre, ce flux est compensé par le flux entrant jin, c’est-à-dire dans
le cadre du modèle à deux états par la réaction inverse.

Le calcul de cette intégrale peut être fait analytiquement. En effet, la densité de probabilité
à l’équilibre est le produit de la densité d’équilibre par la distribution de Maxwell des vitesses :

f eq(x, v) = ρeq(x) ×
m

2πkBT
e−mv2/2kBT (5.14)

Le facteur de normalisation correspond à un espace des vitesses à deux dimensions. Le long de
la frontière, la densité est constante et égale à ρF , et peut être factorisée. Par ailleurs, l’intégrale
sur le demi-plan dans l’espace des vitesses (v · dn > 0) ne dépend pas de la position et peut être
calculée analytiquement avec pour résultat

√
kBT/2πm. Enfin, l’intégrale le long de la frontière

de l’élément de longueur est simplement la longueur du contour lF (toujours par maille, c’est-
à-dire autour des quatre minima). Le résultat final pour le flux est donc :

jout = ρF lF

√
kBT
2πm

= ρF lF
vT
√

2π
(5.15)

où l’on a introduit la vitesse thermique vT =
√

kBT/m. Le flux est donc calculé par (5.15) en
utilisant les valeurs de ρF et lF déterminées numériquement par la méthode décrite ci-dessus à
partir de la mobilité apparente.

En termes de modèle à deux états, l’échange d’adsorption/désorption est décrit par (5.1), et
l’évolution des populations est régie par l’équation :

∂Na

∂t
= −

∂Nm

∂t
= k+Nm − k−Na (5.16)

Le temps de relaxation chimique est τχ = 1/(k++k−), et bien sûr Kd = k+/k−. Le lien entre repré-
sentation continue et le modèle à deux états est établi par l’identification entre jout et k−NaAcell

avec Acell = a2
√

3 l’aire de la maille. De même, jin = k+NmAcell et à l’équilibre ces deux flux
sont égaux.

k+ = Kd k− =
ρF lF vT
√

2πAcellNm

(5.17)

Après avoir exposé le principe permettant de faire le lien entre le niveau mésoscopique et le
modèle à deux états, nous passons maintenant aux résultats.
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5.2.2 Mobilité apparente avec Lattice Fokker-Planck

La mobilité apparente est calculée de la façon suivante. Pour chaque valeur du maximum
de potentiel βVmax, la solution d’équilibre à l’équation (5.4) est calculée numériquement, et les
moments (5.5) ρ et j sont comparés aux résultats analytiques donnés par les moments de (5.14).
Partant de la situation d’équilibre, une force max est ensuite appliquée dans la direction x, et le
flux moyen à l’état stationnaire jx,st est échantillonné. Pour les faibles valeurs de ax, on a une
relation de proportionnalité entre jx,st et ρax. La constante de proportionnalité définit la mobilité
apparente µx,app. La même procédure avec une force appliquée dans la direction y permet de
définir µy,app. Aucun flux n’est observé dans la direction perpendiculaire à la force appliquée
(voir ci-dessous).

En l’absence d’interactions avec la surface (βVmax = 0), la mobilité est isotrope et sa valeur
est simplement µ0 = 1/γ. Pour le potentiel hexagonal, le tenseur des mobilités est toujours
isotrope (voir ci-dessous), et la valeur µapp = µx,app = µy,app est plus faible que µ0 par suite des
interactions avec les surfaces.

Détail des simulations

L’équation de Fokker-Planck est résolue en utilisant l’algorithme Lattice Fokker-Planck
pour le réseau D2Q9 (2 dimensions et 9 vitesses, voir le chapitre 4). La grille définissant le
système comporte 256 × 443 nœuds pour satisfaire Ly/Lx =

√
3 comme l’impose la forme de

la maille cristallographique. Sur cette grille, nous avons simulé 4 mailles (2 × 2), comme repré-
sentées sur la figure 5.4. Le pas du réseau est donc ∆x = a/128. L’unité de temps du réseau est
ensuite fixée par la relation (4.25) : v2

T = 1/3 × (∆x/∆t)2 = kBT/m, où le facteur 1/3 est une
caractéristique du réseau D2Q9. Pour l’ion césium (m = 0.133 kg.mol−1), on a à température
ambiante une vitesse thermique vT ∼ 136 m.s−1.

Le potentiel externe est introduit sous la forme de la force correspondante F/m = −∇V/m,
calculée analytiquement par dérivation de (5.7b). Les conditions aux limites utilisées sont pério-
diques selon les deux directions, pour rendre compte de la diffusion le long d’une surface infinie.
Enfin, les simulations sont effectuées pour une friction correspondant au coefficient de diffusion
des ions mobiles D0 = v2

T/γ, c’est-à-dire γ∆t = Dlatt/D0, avec Dlatt = 1/3 × (∆x2/∆t) l’unité
de coefficient de diffusion du réseau. Sauf mention contraire, les simulations ont été effectuées
pour γ∆t = 0, 1 c’est-à-dire une mobilité en l’absence d’interactions avec la surface µ0 = 10∆t.
Ce choix correspond pour le césium dans la montmorillonite (a ≈ 5.2 Å) à un coefficient de
diffusion à température ambiante D0 ≈ 3 10−9 m2s−1.

L’algorithme utilisé a une précision au second ordre en ∆t pour des forces appliquées uni-
formes (voir chapitre 4), et nous avons admis qu’il en était de même pour le cas des forces va-
riant lentement dans l’espace. C’est pour cela que nous avons choisi un grand nombre de nœuds
pour décrire le potentiel dans chaque maille. Les simulations pour atteindre l’état d’équilibre
avant application de la force max partent d’un état initial homogène avec une densité d’ions
ρ0 × ∆x2 = 1, 0. La valeur exacte de la densité importe peu puisque nous traitons les ions
comme indépendants (gaz idéal dans un potentiel extérieur). Cette valeur commode du point de
vue numérique est en réalité beaucoup plus élevée que la densité réelle dans la montmorillonite
(environ 0,75 ion par maille, soit ρ0 × ∆x2 ≈ 2, 6 10−5).

La durée des simulations est de 3 103 pas, ce qui nécessite une vingtaine de secondes sur une
station de travail (les phases de lecture de l’état initial et d’écriture de l’état final contribuant de
façon significative à la durée totale). Par comparaison, une simulation de dynamique moléculaire
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typique pour le calcul du coefficient de diffusion prend quelques heures sur la même station de
travail. On comprend ainsi l’intérêt pratique d’un modèle mésoscopique si l’on veut étudier le
coefficient de diffusion pour un grand nombre de situations.

La densité à l’équilibre coïncide avec la distribution de Boltzmann, mais la vitesse moyenne
dans la cellule est non nulle. Même pour les faibles potentiels (βVmax � 1), on observe une
vitesse résiduelle qui augmente lorsque le potentiel externe augmente : en unités réduites, elle
est de l’ordre de 10−9 pour βVmax ≈ 0, 1 et 10−4 pour βVmax ≈ 20, bien que l’état stationnaire soit
atteint. Ces valeurs sont bien plus faibles que les vitesses à l’état stationnaire en présence d’une
force appliquée (voir ci-dessous et la figure 5.5), de sorte que l’on peut considérer que l’on a
bien atteint la solution (5.14) de l’équation de Fokker-Planck. Cette valeur résiduelle peut venir
de la discrétisation du potentiel sur le réseau, ou bien de la moindre précision de l’algorithme
LFP pour une force appliquée non-uniformément.

Pour chaque valeur βVmax, la frontière entre ions fixes et mobiles décrite ci-dessus est dé-
terminée à partir de la valeur numérique de la fraction d’ion mobiles fm par une intégration
numérique "à la Lebesgue", c’est-à-dire par "tranches" de densité, partant des plus faibles den-
sités jusqu’à ce que l’on atteigne la valeur fm × ρ. Pour que le contour soit bien défini, il faut
avoir suffisamment de nœuds du réseau dans chaque tranche, et le nombre de tranches Ns doit
être choisi en conséquence. On doit donc trouver un compromis entre la précision de l’inté-
grale et la définition de la frontière. Cette dernière a en effet une influence sur le calcul des
taux d’échange k+ et k−. La valeur de Ns = 50 s’est révélée être un bon compromis, sauf pour
les plus faibles valeurs de βVmax. Pour améliorer la résolution du contour, la courbe déterminée
numériquement est ensuite ajustée à une courbe équipotentielle -pour le potentiel (5.7a)- grâce
au logiciel GNUPLOT [249]. La densité le long de la frontière ainsi que la longueur lF de cette
dernière sont ensuite évaluées numériquement pour calculer les flux et les taux d’échange.

Résultat "exact"

Pour la "mesure" de la mobilité apparente, nous avons appliqué des accélérations allant de
10−4 à 10−2 (en unités du réseau). La vitesse moyenne est évaluée après 3 103 pas, ce qui est
suffisant pour atteindre l’état stationnaire, par la relation :

〈ux,st〉 =

∫
cell
ρ(x, y)ux(x, y) dxdy∫
cell
ρ(x, y) dxdy

(5.18)

et une relation similaire pour 〈uy,st〉. La proportionnalité entre 〈ux,st〉 et ax est illustrée sur la
figure 5.5, pour une interaction ion/surface caractérisée par βVmax = 12. La pente de la droite
définit la mobilité apparente. Il apparaît également sur cette figure que la vitesse moyenne dans
la direction perpendiculaire au champ appliqué est négligeable, c’est-à-dire du même ordre que
la vitesse résiduelle en l’absence de champ appliqué. Le tenseur de mobilité est donc isotrope
et ceci justifie la définition d’une seule mobilité apparente µapp. La comparaison des valeurs
obtenues pour µx,app et µy,app donne une estimation de l’erreur sur µapp.

La mobilité a été évaluée pour des valeurs de βVmax allant de 0 à 27 (βVs entre 0 et 3). Les
résultats sont indiqués sur la figure 5.6. Comme attendu, la mobilité diminue lorsque l’affinité
pour la surface augmente (βVmax augmente). Ceci est cohérent avec le modèle à deux états,
dans lequel µapp/µ0 est simplement la fraction d’ions mobiles fm. On distingue deux régimes,
correspondant approximativement à βVs < 1 et βVs > 1. Leur signification sera plus évidente
une fois interprétée en termes de Kd. Notons que la fraction d’ions mobiles ne dépend pas de
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champ appliqué est négligeable. Les unités sont ∆x/∆t2 pour a, ∆x/∆t pour vst et ∆t pour µapp.

la friction du solvant, c’est-à-dire de leur mobilité "libre" µ0, tout au moins dans le régime des
grandes frictions considéré ici. Ce résultat est illustré dans l’insert de la figure 5.6 où les valeurs
sont reportées pour γ∆t = 0, 1 et 0, 2. Ceci justifie a posteriori le fait que la valeur exacte de
la friction n’a pas besoin d’être déterminée à partir des simulations de dynamique moléculaire,
car seule la mobilité réduite importe pour la définition de fm.

5.2.3 Comparaison à diverses approximations

Avant de poursuivre la construction du modèle à deux états, nous comparons les résultats
obtenus pour la mobilité apparente grâce à l’algorithme Lattice Fokker-Planck avec les résul-
tats approchés obtenus par trois approximations proposées dans la littérature pour résoudre le
problème :

– une approximation dans la limite des faibles potentiels introduite par Bagchi [250],

– l’approximation "quasi-bidimensionnelle" [212],

– et la "diffusion path approximation" [212], ou approximation du chemin de diffusion.

Ces trois approximations sont applicables dans le domaine des grandes frictions. Elles sont
toutes plus simples que la méthode Lattice Fokker-Planck, mais donnent toutes des résultats
inexacts dans au moins un domaine de température (généralement les basses températures, ou
les fortes affinités pour la surface). Ceci justifie l’utilisation de la méthode LFP, plus complexe
mais qui peut être considérée comme exacte pour le modèle à solvant implicite avec des ions
indépendants.
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de Smoluchowski). Comme attendu, la mobilité diminue lorsque l’affinité pour la surface augmente. Ceci
est cohérent avec le modèle à deux états, dans lequel µapp/µ0 est simplement la fraction d’ions mobiles.

Traitement perturbatif (Approximation des faibles potentiels)

Dans le contexte des cristaux liquides, Bagchi a introduit un traitement perturbatif de la
diffusion d’une particule dans un potentiel extérieur, dans la limite des hautes frictions (régime
de Smoluchowski) [250]. Le calcul repose sur l’expression exacte suivante du coefficient de
diffusion apparent (c’est-à-dire dépendant du potentiel) :

DP =
1
2

Tr [∇k∇kλ(k)]k=0 (5.19)

avec dans la limite k→ 0 :

λ(k) = D0k2 − iD0k ·

∫
dx exp(−βV)∇ξk(x)∫

dx exp(−βV)
(5.20)

où i2 = −1 et ξk est solution de l’équation aux dérivées partielles :

− ∇ ·
(
exp(−βV)∇ξk

)
= ik · ∇ exp(−βV). (5.21)

Du fait de la périodicité du système, il est pratique de travailler dans l’espace réciproque.
Les composantes de Fourier sont définies par :

E(q) =
1
∆

∫
dx exp(−βV)e−iq·x (5.22a)

Fk(q) =
1
∆

∫
dx ξke−iq·x (5.22b)
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avec q un vecteur du réseau réciproque3 et ∆ le volume de la maille cristallographique. Un
traitement perturbatif pour trouver une solution pour Fk(q) peut alors être appliqué [250]. A
haute température (ou faible potentiel), le premier terme est :

Fk(q) =
k · qβV(q)

q2 (5.23)

où V(q) désigne une composante de Fourier de V(x) dans l’espace réciproque définie de manière
analogue à (5.22). Par substitution de (5.23) dans (5.19) et (5.20) on obtient :

DP1

D0
= 1 +

∑
q

βV(q)E(−q)
2E(0)

. (5.24)

Une expression alternative pour le coefficient de diffusion apparent peut être obtenue plus di-
rectement en écrivant :

Fk(q) = −
k · qE(q)
q2E(0)

(5.25)

qui conduit à :
DP2

D0
= 1 −

∑
q

E(q)E(−q)
2E2(0)

(5.26)

Les équations (5.24) et (5.26) sont équivalentes aux solutions proposées dans [250] dans
le contexte des cristaux liquides. Les variations de DP1 et DP2 avec βVs sont reportées sur la
figure 5.7 (tirets longs et courts respectivement). A haute température (βVs � 1), le traitement
perturbatif est en bon accord avec le résultat de LFP. Ceci est attendu, puisque le traitement
perturbatif est exact dans la limite βVs → 0. Par contre, à basse température, les coefficients
de diffusion prédits par les équations (5.24) et (5.26) sont trop faibles, et prennent même des
valeurs négatives. Le domaine de validité de l’approximation (5.26) est plus étendu que celui
de (5.24).

Approximation quasi-bidimensionnelle

Un second type d’approximation a été introduit par Ala-Nissila et Ying [245, 246] pour
l’étude de la diffusion de surface. Appelée ensuite approximation quasi-bidimensionnelle par
Caratti [212], elle revient à faire une moyenne de la mobilité dans la direction de x (resp. y),
selon la direction des y (resp. x), c’est-à-dire :

µQ2,x = 〈µx〉y. (5.27)

La mobilité selon x correspond dans ce cas à des particules diffusant le long de trajectoires
unidimensionnelles (dans la direction des x), et la moyenne s’effectue sur des trajectoires pa-
rallèles, contrairement à l’approche décrite précédemment pour Lattice Fokker-Planck où la
moyenne était faite sur une maille sans aucune hypothèse sur les trajectoires effectivement sui-
vies par les particules. Dans le cas d’une maille de dimensions Lx×Ly, le résultat est [211,251] :

DQ2,x

D0
= L2

x ×

∫ Ly

0
dy

[∫ Lx

0
dx exp[βV(x, y)]

]−1

∫ Ly

0
dy

∫ Lx

0
dx exp[−βV(x, y)]

(5.28)

3Noter la différence entre k, vecteur quelconque de l’espace de Fourier (donc variant continûment), et q, vecteur
du réseau réciproque associé à la symétrie de la maille cristallographique (donc prenant des valeurs discrètes).
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avec un résultat analogue pour la mobilité selon y.

Les résultats sont indiqués figure 5.7. On observe tout d’abord que l’approximation quasi-
bidimensionnelle prédit une forte anisotropie (DQ2,y � DQ2,x), en contradiction à la fois avec
les résultats de dynamique moléculaire et le comportement général pour la diffusion dans un
potentiel en nid d’abeille [247]. L’échec de cette approximation dans ce cas particulier était en
fait attendu dans la référence [212], qui indiquait que "l’approximation quasi-bidimensionnelle
doit donner de bons résultats lorsque les minima et les points selles sont situés sur des lignes
droites (...) ; dans un potentiel en nid d’abeille, ce n’est pas le cas et l’on doit s’attendre à un
moins bon accord entre ses prédictions et les résultats exacts". En effet, les trajectoires suivies
par les particules (approximativement le long des lignes connectant les minima en passant par
les points selles) sont dans ce cas des lignes brisées.

Le deuxième aspect de cette approximation est qu’elle sous-estime le coefficient de dif-
fusion. Ceci vient du fait qu’elle suppose que les trajectoires sont des lignes droites, et par
conséquent elles doivent passer par des régions de fort potentiel (ce qui diminue la mobilité). Or
celles-ci ne sont en fait jamais explorée par les particules, qui peuvent les contourner. Aux basses
températures (forts potentiels), on observe un comportement de type Arrhenius D ∝ exp(−βEa),
mais avec une énergie d’activation Ea qui dépend de la direction et qui est plus grande que la
différence Vs entre minima et points selles (résultat non reporté sur la figure). Ces observations
sont également des conséquences directes des limitations de cette approximation évoquées plus
haut.
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Approximation du chemin de diffusion

La dernière approximation que nous avons testée est la "Diffusion Path Approximation"
(DPA, ou approximation du chemin de diffusion). Celle-ci réduit le problème bidimensionnel à
un problème unidimensionnel en supposant que les trajectoires suivies par les particules dans
le plan sont restreintes aux chemins d’énergie minimale (connectant les minima en passant par
les points selles). Cette approximation n’est en général acceptable que pour les basses tem-
pératures (forts potentiels) où les trajectoires effectivement suivies sont proches des chemins
d’énergie minimale. Dans le cas d’un potentiel périodique dans lequel les trajectoires sont des
lignes droites, le potentiel unidimensionnel correspondant est également périodique, et l’on a le
résultat classique [211, 212] :

DDPA

D0
=

L2∫ L

0
ds exp[βV(s)]

∫ L

0
ds exp[−βV(s)]

(5.29)

avec L la distance entre deux minima, et V(s) la restriction de V(x, y) au chemin (unidimen-
sionnel) d’énergie minimale. Dans notre cas, les chemins d’énergie minimale ne sont pas des
lignes droites. Cependant, la démonstration de (5.29) repose sur le temps moyen de saut d’un
minimum à l’autre [252], et l’on retrouve dans ce cas le même résultat pour le coefficient de
diffusion réduit DDPA/D0, sans facteur de correction géométrique (qui lie le temps de saut au
coefficient de diffusion).

Les résultats sont indiqués sur la figure 5.7. L’approximation du chemin de diffusion sures-
time le coefficient de diffusion sur tout le domaine de température. On peut comprendre ce ré-
sultat de la façon suivante. Dans le cas d’une diffusion vraiment bidimensionnelle, les particules
explorent l’ensemble de la surface avec une probabilité non nulle, ce qui conduit à une diffusion
"moins efficace" que dans la situation supposée par la DPA. En effet, dans ce cas les parti-
cules sont restreintes à des trajectoires unidimensionnelles (qui sont pertinentes pour les forts
potentiels). Or il est connu que la réduction de la dimensionnalité augmente l’efficacité de la
diffusion, et les exemples de telles situations, en particulier pour les systèmes biologiques, sont
nombreux [253]. On peut citer notamment la mobilisation de réactifs sur les surfaces (2D) des
cellules (3D), ou les molécules qui localisent un gène sur un brin d’ADN en se fixant d’abord
sur le brin, puis en diffusant le long de celui-ci (à 1D au lieu de 3D). Bien que ces systèmes
soient infiniment plus complexes que celui étudié ici, ils illustrent la notion d’augmentation de
l’efficacité de la diffusion par réduction de la dimension. Un aspect positif de la DPA est qu’elle
prédit pour les faibles températures (forts potentiels, βVmax � 1) un comportement d’Arrhenius
avec un énergie d’activation Ea = Vs comme attendu (résultat non reporté sur la figure). Le
préfacteur est cependant surestimé, ce qui conduit à des coefficients de diffusion trop grands.

Bilan

Aucune de ces trois approximations n’est capable de reproduire correctement le coefficient
de diffusion apparent dans le potentiel en nid d’abeille sur tout le domaine de température, soit
parce que ce sont des limites (DP1 et DP2), soit à cause de la topologie complexe de la surface
de potentiel (DQ2 et DDPA). Ceci justifie l’utilisation pour la suite des résultats obtenus par la
méthode Lattice Fokker-Planck, qui est purement numérique. A partir de la mobilité apparente,
nous sommes en mesure de construire explicitement le modèle à deux états selon le principe
décrit à la section 5.2.1.
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5.2.4 Coefficient de partage
Résultats

Nous commençons par traduire la mobilité apparente déterminée à la section 5.2.2 en termes
de coefficient de partage Kd grâce à l’équation (5.11). Les résultats sont indiqués sur la figure 5.8
avec une échelle semi-logarithmique.
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F. 5.8: Coefficient de partage Kd en fonction de βVs sur une échelle semi-logarithmique. Pour les
fortes interactions avec la surfaces (basses températures), ln Kd est une fonction linéaire de βVs.

Discussion

On observe tout d’abord que l’équilibre d’adsorption/désorption se déplace dans le sens de
l’adsorption lorsque l’affinité de l’ion pour la surface augmente, comme l’indique l’augmen-
tation de Kd avec βVs. De plus, on peut distinguer deux régimes : pour les grands βVs, ln Kd

varie linéairement avec βVs, tandis que cette linéarité n’est pas observée pour les faibles inter-
action avec la surface (ou les hautes températures). Plus précisément, on a ln Kd = βVs + B,
avec B ≈ −1, 35. Rappelons que Vs est la différence d’énergie entre les minima et les points
selles. La transition entre ces deux régimes correspond au passage d’une diffusion brownienne,
similaire à la diffusion dans un liquide, pour les hautes températures (ou faibles interactions,
kBT � Vs) à une diffusion activée par sauts pour les basses températures (ou fortes interactions,
kBT � Vs). Ceci est cohérent avec l’apparition de sites localisés dans ce cas (voir la figure 5.4).
L’énergie d’activation est Ea = Vs. Notons que certaines des approximations présentées à la
section 5.2.3 sont capables de prédire une transition entre diffusion brownienne et diffusion par
sauts, mais avec une mauvaise énergie d’activation, sauf la "Diffusion Path Approximation" qui
par construction donne la bonne énergie d’activation, mais surestime le préfacteur.

La définition de Vs comme une énergie gagnée par un ion par son interaction avec la surface
(sa fixation, dans le modèle à deux états) semble assez naturelle, bien que l’approche par la
mobilité apparente suggère plutôt une interprétation en termes d’énergie d’activation. La signi-
fication de la constante B est moins évidente. Une interprétation possible serait la suivante. Si
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l’on considère que la réaction d’échange implique également les sites de fixation, on doit écrire
(comme précédemment, on note Caq les ions libres, S les sites de surface et Q les ions fixés en
surface) :

Caq + S // Qoo (5.30)

et la constante de réaction est alors :

Kfixation =
aQ

aaq
C aS

=

[
Q
][

Caq

] [
S
] (5.31)

avec ai l’activité de l’espèce i, [i] sa concentration surfacique, et où l’on a supposé l’idéalité. La
dernière équation peut se récrire :

Kfixation =
Kd[
S
] (5.32)

ou en termes d’énergie libre de fixation :

− β∆Ffixation = ln Kfixation = ln Kd − ln
[
S
]
. (5.33)

Par identification, cela suggère :

β∆Ffixation = −βVs (5.34a)

B = − ln
[
S
]
. (5.34b)

La densité surfacique de sites déterminerait alors la valeur de B. Cette valeur est cohérente
avec la proportion de la surface correspondant à une énergie inférieure à Vs. On peut en effet
facilement montrer que celle-ci vaut :

α =

∫
V(x,y)≤Vs

dxdy∫
cell

dxdy
=

1
4

(5.35)

de sorte que lnα ≈ −1, 39. Il est donc tentant de définir la concentration en sites par α. Cepen-
dant il nous faut maintenant revenir sur la notion de site et des états libre et lié.

5.2.5 États libre et lié
Définition des états

La définition des sites de fixation que nous venons d’évoquer semble naturelle, parce qu’elle
ne fait pas référence aux ions qui viennent s’y fixer. Cependant, elle est d’une certaine façon
arbitraire. Par ailleurs, la proportion d’ions situés à l’équilibre sur ces sites définis de manière
géométrique ne coïncide pas en général avec la fraction d’ions adsorbés fa définis par (5.12).
Comme cette dernière est celle correspondant à l’approche par la mobilité apparente, c’est elle
qui est pertinente pour notre objectif de départ, à savoir définir un modèle à deux états pour
rendre compte de la mobilité apparente. Nous présentons ici les résultats obtenus en suivant la
procédure expliquée à la section 5.2.1. La frontière définie par (5.12) est représentée en fonction
de βVmax sur la figure 5.9a. Seule la portion de frontière correspondant à un minimum de V(x, y)
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V = Vs est aussi indiquée (pointillés). Pour les fortes interactions, la position de la frontière ne dépend
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long de la frontière en fonction de βVs. Pour les fortes interactions avec la surface (ou faibles tempéra-
tures), VF ∼ λVs avec λ ≈ 1/

√
3, tandis que pour les faibles interactions (températures élevées), on a

βVF ∼ (βVs)2.

est indiquée. Les courbes correspondent à l’ajustement des frontières déterminées numérique-
ment (sur le réseau) par des équipotentielles (voir la section 5.2.2). Les valeurs correspondantes
du potentiel VF sont indiquées sur la figure 5.9b.

Notons tout d’abord que la région correspondant aux ions "adsorbés" est toujours plus petite
que celle définie par V ≤ Vs, et qu’elle dépend de βVs, c’est-à-dire de l’intensité des interactions
avec la surface (ou de la température). Ainsi, la définition "naturelle" d’un site n’est peut-être
pas la plus pertinente pour décrire le changement de mobilité par suite des interactions avec la
surface. Nous remarquons ensuite que la frontière s’élargit lorsque les interactions augmentent
ou la température diminue, jusqu’à une courbe limite caractérisée par VF = λVs, avec λ ≈ 1/

√
3.

Comme on peut le voir sur la figure 5.9b, le potentiel correspondant croît environ comme βVF ∼
(βVs)2, jusqu’à une valeur de transition βVs ∼ λ. Il n’est pas surprenant de trouver une transition
impliquant le rapport entre Vs et l’énergie thermique kBT , cependant la valeur exacte dépend
très vraisemblablement de la forme analytique particulière du potentiel. Une valeur inférieure
à 1 indique que l’on surestime Kd en définissant les ions adsorbés par V ≤ Vs. Enfin, pour les
fortes interactions avec la surface (ou les basses températures), la position de la frontière ne
dépend plus de la valeur de βVs, bien que Kd, VF , et ρF en dépendent. Ceci justifie un peu
plus la notion de site de fixation dans cette limite. Une conséquence pour le calcul des vitesses
d’échange est que la longueur du contour lF ne dépend plus de βVs dans cette limite, de sorte
que les variations de jout sont gouvernées par celles de ρF , d’après l’équation (5.15).



5.2. DU SOLVANT CONTINU AU MODÈLE DE DIFFUSION/RÉACTION 157

Cinétique d’échange

Le flux jout à travers la frontière est maintenant calculé par (5.15) avec les valeurs nu-
mériques de la densité ρF et de la longueur du contour lF . ρF est déterminée en faisant une
moyenne le long de la frontière, et l’erreur estimée par la différence entre les valeurs extrêmes
obtenues dans la "tranche" correspondant à la frontière (voir la section 5.2.1). Les résultats sont
donnés dans l’insert de la figure 5.10. Puisque le flux est proportionnel à la vitesse thermique
vT =

√
kBT/m, il faut comprendre les résultats en fonction de βVs comme étant à température

fixe et affinité pour la surface variable. Les variations du flux jout (figure 5.10) sont dominées
par celles de la densité sur la frontière ρF .
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F. 5.10: Flux d’ions à travers la frontière en fonction de βVs. Le résultat est donné par maille, divisé
par la friction γ = 0, 1∆t−1. Les variations de jout sont dominées par celles de ρF , indiquées en insert.
La densité y est rapportée à la densité moyenne ρ0. La densité présente un maximum en fonction de βVs.
Pour les fortes interactions avec la surface, ρF diminue car le profil de densité est très "piqué" autour du
minimum de V , et la frontière se trouve déjà dans la queue du pic de densité, et s’en éloigne lorsque βVs

augmente.

L’évolution des constantes cinétiques d’adsorption/désorption avec βVs sont données sur
la figure 5.11a, ainsi que celle du temps de relaxation de l’échange d’adsorption/désorption
τχ = 1/(k+ + k−) (figure 5.11b). L’adsorption devient plus rapide à mesure que l’affinité pour les
surfaces augmente, en même temps que la désorption devient plus lente.

Le temps de relaxation τχ est toujours supérieur à l’inverse de la friction γ−1, et présente un
maximum pour une valeur intermédiaire de βVs. On peut comparer τχ au temps caractéristique
de diffusion τdiff défini, comme nous l’avons fait au chapitre 2, par le temps nécessaire à un ion
pour diffuser sur la distance qui le sépare en moyenne des ions voisins :

τdiff =
L2

D
=

L2

v2
T

× γ (5.36)

Dans la montmorillonite on a L ≈ 8 Å, ce qui conduit à un rapport τχ/τdiff ∼ 10−4. Pour re-
prendre les termes introduits lors de l’étude des propriétés diélectriques, nous nous trouvons
donc dans la limite de l’échange rapide, caractérisé par un grand nombre de processus d’ad-
sorption et désorption pendant le temps τdiff. C’est parce que selon l’approche développée au
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F. 5.11: (a) Constantes cinétiques d’adsorption (+) et désorption (◦) en fonction de βVs. Les résultats
sont rapportés à la friction γ = 0, 1∆t−1. Le rapport entre les deux est simplement Kd. (b) Temps de
relaxation de l’échange chimique en fonction de βVs. Les résultats sont rapportés à l’inverse de la friction
γ−1 = 10∆t.

cours du présent chapitre, la réaction d’échange correspond à des oscillations dans le minimum
de potentiel (ou plus exactement au franchissement de la frontière définie par V = VF ), tandis
que la diffusion d’un site à l’autre nécessite le franchissement des points selles, ce qui arrive
moins souvent (en tout cas à basse température). Puisque ces oscillations sont forcées par les
fluctuations (la friction) du solvant, il n’est par surprenant de trouver un rapport γτχ ∼ 1. Au
chapitre 2, nous avions montré que dans la limite de l’échange rapide, une seule relaxation était
observable, tandis que deux pouvaient l’être si l’échange était lent. Cependant la comparaison
ne doit pas être poussée trop loin, car le temps de relaxation était alors défini de manière dif-
férente : la surface était alors considérée comme homogène, et l’adsorption et la désorption
pouvaient avoir lieu n’importe où sur la surface.

5.2.6 Bilan
Nous avons montré qu’il était possible de faire le lien entre la dynamique microscopique

des ions (soit au niveau atomique avec la dynamique moléculaire, soit au niveau mésoscopique
à solvant continu) et un modèle simplifié de diffusion/réaction semblable à celui introduit de
manière opérationnelle pour traduire la réduction de la mobilité des ions par leurs interactions
avec les surfaces. Toutes les caractéristiques de ce modèle, à la fois thermodynamiques (Kd)
et dynamiques (constantes cinétiques d’adsorption et désorption) ont été étudiées en fonction
des interactions des ions avec les surfaces (ou de façon équivalente de la température). Cette
approche fournit une base microscopique pour une définition d’ions fixes et mobiles cohérente
avec le concept de mobilité apparente. En particulier, nous avons montré que la notion de site de
fixation était pertinente dans ce contexte pourvu que les interactions avec la surface soient suf-
fisamment fortes (ou la température suffisamment basse). De plus, dans ce régime, la diffusion
est activée, ce qui est cohérent avec la représentation de diffusion par sauts.

La comparaison des résultats de Lattice Fokker-Planck pour la mobilité apparente avec ceux
de trois approximations (traitement perturbatif, approximation quasi-bidimensionnelle et ap-
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proximation du chemin de diffusion) nous a permis de justifier la nécessité d’utiliser cette mé-
thode plus complexe pour obtenir des résultats satisfaisants. La procédure présentée ici repose
sur un potentiel modèle, qui reproduit tous les effets observés avec les simulations moléculaires
(mécanisme de diffusion, influence de la température). Nous présentons maintenant comment
calibrer plus précisément le modèle mésoscopique sur les simulations de dynamique molécu-
laire.

5.3 Retour sur le lien micro/méso

5.3.1 Potentiel issu de la dynamique moléculaire
Le potentiel effectif (5.7) que nous avons utilisé jusqu’à présent nous a permis d’étudier

simplement l’influence des surfaces sur la dynamique des ions. Le vrai potentiel effectif (à
un corps) peut être obtenu par inversion des distributions ioniques (figure 5.2) en utilisant la
définition :

V(x, y) = −kBT ln ρ(x, y) + V0. (5.37)

En effet, la densité d’équilibre est donnée par la distribution de Boltzmann pour le potentiel
effectif4. Le potentiel pour l’ion Cs+ dans une argile monohydratée est donné sur la figure 5.12a.
Pour les simulations mésoscopiques, on a ajusté ce potentiel en utilisant une décomposition en
série de Fourier sous la forme :

βV(x, y) =
∑
nx,ny

a(nx, ny) × cos
(
2πnx

a
x
)

cos
(
2πny

a
√

3
y
)

(5.38)

qui généralise l’expression (5.7). L’ajustement obtenu avec les entiers (nx, ny) ∈ [−7; 7]×[−7; 7]
est représenté sur la figure 5.12b. Cet ajustement permet d’introduire comme précédemment le
gradient −∇V sous une forme analytique, et non comme dérivée numérique d’un potentiel, ce
qui limite les effets de la discrétisation sur le réseau.

5.3.2 Autocorrélation des vitesses
Réponse linéaire

A partir de l’équilibre dans le potentiel V(x, y), on applique à t = 0 un champ constant aE
0 et

on mesure la vitesse moyenne 〈ur(t)〉 (dans la direction du champ), où l’indice r indique qu’il
s’agit de la réponse au champ appliqué. D’après la théorie de la réponse linéaire, il existe un
lien entre la réponse 〈ur(t)〉 et la fonction d’autocorrélation des vitesses en l’absence de champ
appliqué :

Z(t) = 〈u(t)u(0)〉

=
1
2

〈
ux(t)ux(0) + uy(t)uy(0)

〉
(5.39)

Plus précisément, on a dans la limite des faibles champs aE
0 la relation [120] :

Z(t) =
kBT
maE

0

d
dt
〈ur(t)〉 =

v2
T

aE
0

d
dt
〈ur(t)〉 (5.40)

4Il s’agit d’une énergie libre. Nous reviendrons sur cette relation, que nous réutiliserons au chapitre 6.
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F. 5.12: (a) Potentiel effectif issu de la dynamique moléculaire pour l’ion Cs+ dans une argile mo-
nohydratée. (b) Ajustement par l’équation (5.38). Les énergies sont normalisées par l’énergie thermique
kBT .

Il est intéressant de remarquer que Z(t) corrèle la vitesse des particules à deux instants différents,
alors que la description au niveau de la fonction de distribution (Fokker-Planck) ne contient pas
les trajectoires, puisque l’on procède à une moyenne, à un instant donné, sur les trajectoires des
différentes particules. C’est la théorie de la réponse linéaire qui permet de relier la moyenne
〈u(t)u(0)〉 à la réponse à un faible champ appliqué.

Comparaison avec la dynamique de Langevin

Dans un premier temps, nous avons souhaité valider l’approche combinant Lattice Fokker-
Planck et la théorie de la réponse linéaire pour obtenir Z(t) en comparant les résultats à ceux
obtenus par des simulations de dynamique de Langevin effectuées par Jean-François Dufrêche.
Les deux méthodes se placent au même niveau de description du système, mais la dynamique
de Langevin donne accès aux trajectoires, ce qui permet d’évaluer directement la fonction d’au-
tocorrélation des vitesses.

Les résultats pour une friction γ = 5 ps−1, dans le potentiel modèle (5.7) avec βVs = 0, 5; 1; 2
et 3 sont reportés sur la figure 5.13. On peut remarquer un excellent accord entre les résultats
obtenus par les deux méthodes. Pour les temps très courts, toutes les courbes se comportent
comme :

Z(t) t→0
∼

kBT
m

e−γt = v2
T e−γt (5.41)

c’est-à-dire le résultat en l’absence de potentiel extérieur pour des particules browniennes in-
dépendantes. C’est d’ailleurs à partir de cette limite que l’on peut calibrer la friction γ à partir
du Z(t) obtenue par dynamique moléculaire. L’effet des interactions avec la surface sur Z(t) est
double. D’une part le temps au bout duquel on s’écarte de cette limite est d’autant plus court que
les interactions sont fortes. D’autre part le minimum de Z(t) est plus négatif et est atteint plus
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F. 5.13: Fonction d’autocorrélation des vitesses Z(t) obtenues par Lattice Fokker-Planck (lignes) et
dynamique de Langevin (◦), pour une friction γ = 5 ps−1, dans le potentiel modèle (5.7) avec βVs = 0, 5
(ligne continue), 1 (pointillés), 2 (tirets) et 3 (pointillés-tirets).

vite lorsque βVs augmente. Ces résultats, ainsi que la limite (5.41) peuvent s’interpréter par un
modèle d’oscillateur harmonique, et nous présentons cette étude dans l’annexe C. La présence
de ce minimum, qui indique qu’en moyenne les vitesses sont opposées au champ appliqué à cet
instant, est due au potentiel effectif qui tend à ramener les ions à leur position initiale.

La figure 5.14 illustre quant à elle l’influence de la friction, pour le potentiel (5.7) avec
βVs = 1. Notons que l’accord entre LFP et dynamique de Langevin est bon pour les frictions
γ = 10 et 5 ps−1, mais pas pour la plus faible friction (1 ps−1). Le désaccord dans ce dernier
cas, vient de ce que le critère des faibles vitesses limites aE/γ < vT exposé au chapitre 4 n’est
plus vérifié. L’algorithme LFP ne reproduit donc pas dans ce cas l’évolution des observables
correspondant à la solution de l’équation continue de Fokker-Planck.

L’influence de la friction est complexe : lorsque la friction augmente, le minimum est atteint
plus vite, celui-ci est moins marqué, et le retour vers zéro plus long (ce dernier point n’est pas
visible sur la figure). Ces observations peuvent également être interprétées par analogie avec le
cas de l’oscillateur harmonique présenté dans l’annexe C.

5.3.3 Choix de la friction
Nous pouvons donc maintenant déterminer la fonction d’autocorrélation des vitesses d’ions

dans le potentiel effectif issu des simulations de dynamique moléculaire. Le seul paramètre
libre est la friction γ. Celle-ci correspond en principe à la limite aux temps courts de la fonction
d’autocorrélation des vitesses par la relation (5.41). Le meilleur choix de la friction est alors γ =
5 ps−1, comme on peut le voir sur la figure 5.15. Cependant, pour cette friction Z(t) relaxe trop
vite vers 0, et l’on n’observe pas le minimum prononcé (Z(t) ∼ −0, 6 Å2/ps) pour t ∼ 0, 45 ps de
la dynamique moléculaire. Une friction plus faible (γ = 1 ps−1) permet d’atteindre cette valeur,
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F. 5.14: Fonction d’autocorrélation des vitesses Z(t) obtenues par Lattice Fokker-Planck (lignes) et
dynamique de Langevin (◦), dans le potentiel modèle (5.7) avec βVs = 1, pour une friction γ = 10 (ligne
continue), 5 (pointillés) et 1 ps−1 (tirets).

mais seulement après t ∼ 0, 8 ps (voir la figure 5.15). Les valeurs intermédiaires de la friction
permettent de réaliser un compromis, mais l’on ne peut complètement reproduire le résultat de
dynamique moléculaire avec le potentiel effectif, quelle que soit la valeur de la friction.

5.3.4 Discussion
Le fait qu’aucune friction ne permette de reproduire exactement le Z(t) de la dynamique mo-

léculaire, lorsque l’on fait des simulations mésoscopiques dans le potentiel effectif issue de ces
dernières peut paraître décevant. Cependant il ne remet pas en cause l’approche adoptée au cours
de ce chapitre pour faire le lien avec un modèle de diffusion-réaction (et la constante de partage
Kd). On peut d’ailleurs remarquer que l’accord entre niveau moléculaire et mésoscopique, s’il
n’est pas quantitatif, est au moins qualitatif : on a le bon comportement aux temps courts (5.41)
et passage par un minimum négatif. Il n’est pas surprenant qu’un modèle si simple ne permette
pas de reproduire toutes les propriétés du système réel. On peut par contre se demander quelles
voies d’amélioration s’offrent à nous pour décrire le système au niveau mésoscopique de façon
plus réaliste.

Une première limitation possible consiste à avoir supposé une séparation complète d’échelles
de temps entre le solvant et les ions. Si cette hypothèse est justifiée dans le cas des colloïdes,
elle ne l’est peut-être pas parfaitement dans le cas des ions. Cependant le Cs+ est bien plus
lourd que l’eau, et nous avons pu vérifier que la fonction d’autocorrélation des vitesses de l’eau
décroît de l’ordre de 5 fois plus vite que celle du Cs+. On peut donc conclure qu’à l’échelle
de la relaxation des vitesses de l’ion, celles des molécules d’eau est très rapide, comme nous
l’avions supposé. Par ailleurs, le même problème persiste pour la simulation (à la fois par dy-
namique moléculaire et simulations mésoscopiques) d’un ion avec les mêmes paramètres de
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F. 5.15: Fonction d’autocorrélation des vitesses Z(t) obtenue par dynamique moléculaire (ligne conti-
nue), et et par Lattice Fokker-Planck dans le potentiel effectif issu des simulations de dynamique molé-
culaire (figure 5.12), pour des frictions γ = 5 (pointillés), 2 (tirets) et 1 ps−1 (pointillés-tirets).

Lennard-Jones que le césium, mais une masse dix fois plus grande, ce qui assure une séparation
d’échelles de temps d’un facteur 50 environ (résultat non illustrés ici). On peut donc exclure le
problème de la séparation d’échelle de temps (en tout cas pour l’ion césium).

On pourrait par ailleurs complexifier la description en utilisant une friction dépendant de la
position (donc du potentiel), éventuellement anisotrope. Cependant nous ne disposerions pas de
moyen de calibrer ces paramètres supplémentaires, ce qui limite l’intérêt d’une telle approche.

Une autre hypothèse que nous avons faite ici est de négliger toutes les interactions entre
ions. Il serait possible de revenir sur cette hypothèse, en calculant le potentiel d’interaction de
paires v(r) à partir de la fonction de distribution radiales :

v(r) = −kBT ln gCsCs(r) + v0. (5.42)

On pourrait alors les inclure directement dans une dynamique de Langevin, ou dans le champ
moyen au niveau Fokker-Planck. C’est sans doute la piste principale à explorer pour améliorer
le résultat sur la fonction d’autocorrélation des vitesses. Cependant, si les corrélations entre
ions sont fortes, elles peuvent influer sur la distribution d’équilibre, et il faudra déterminer
simultanément le potentiel effectif à un corps et le potentiel de paires pour obtenir la bonne
densité d’équilibre.
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Résumé du chapitre

Nous avons montré qu’il était possible de faire le lien entre la dynamique microsco-
pique des ions (soit au niveau atomique avec la dynamique moléculaire, soit au ni-
veau mésoscopique à solvant continu) et un modèle simplifié de diffusion/réaction
semblable à celui introduit de manière opérationnelle pour traduire la réduction de la
mobilité des ions par leurs interactions avec les surfaces. Toutes les caractéristiques
de ce modèle, à la fois thermodynamiques (Kd) et dynamiques (constantes cinétiques
d’adsorption et désorption) ont été étudiées en fonction des interactions des ions avec
les surfaces (ou de façon équivalente de la température).

La comparaison des résultats de Lattice Fokker-Planck pour la mobilité apparente
avec ceux de trois approximations (traitement perturbatif, approximation quasi-
bidimensionnelle et approximation du chemin de diffusion) nous a permis de justifier
la nécessité d’utiliser cette méthode numérique pour obtenir des résultats exacts.

L’influence des interactions avec la surface dans le cadre du modèle mésoscopique a
été établie en utilisant un potentiel effectif simplifié et une valeur raisonnable de la fric-
tion. Dans la dernière partie de ce chapitre, nous sommes revenus sur cette description
en incluant le potentiel effectif issu des simulations de dynamique moléculaire (DM),
et en essayant de calibrer la friction pour reproduire la fonction d’autocorrélation des
vitesses obtenue par DM.
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Chapitre 6

Échange et exclusion en bordure de
feuillet : simulations moléculaires et
implications pour le transport
macroscopique
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La diffusion de l’eau et des ions à travers une argile compactée implique, selon la charge
des espèces, la porosité interfoliaire et les porosités extraparticulaires. Une description globale
nécessite donc la mise en cohérence du transport à travers ces différentes porosités : pour l’eau
et les cations, il est admis que toute la porosité est accessible, tandis que les anions sont exclus
à la fois de la surface externe des particules, mais aussi de la porosité interfoliaire, du fait de
la charge négative des feuillets. Cependant les informations expérimentales conduisant à ces
conclusions (de bon sens) sont en général indirectes, et les modèles de transport actuels traitent
la transition entre interfoliaire et porosité extraparticuliaire de manière très simplifiée, quand ils
ne la négligent pas complètement. Dans ce chapitre, nous montrons que les simulations molécu-
laires permettent d’obtenir une description précise de cette transition à l’interface particule/pore,
qui se traduit par l’échange pour l’eau et les cations, et par l’exclusion pour les anions.

6.1 Introduction

6.1.1 Porosités multiples et transport macroscopique

Le transport de traceurs à travers l’argile est moyenné sur toute la porosité accessible :
interfoliaire, micropores (≥ 2 − 10 nm), mésopores (≥ 10 nm) et macropores (≥ 50 nm). Pour
une argile compactée, les macropores contribuent peu à la porosité totale, et les proportions
d’interfoliaire, micropores et mésopores dépendent du taux de compaction1 [2, 12]. Cependant
une simple prise de moyenne pour calculer les propriétés de transport comme le coefficient de
diffusion effectif suppose un échange entre les diverses porosités. Pour interpréter les variations
de De avec la charge des traceurs, il est maintenant admis que la porosité accessible à chaque
espèce dépend de sa charge et de sa taille [2, 254] : à cause de la charge négative des feuillets,
les anions doivent être exclus des surfaces externes des particules d’argile, ainsi que des espaces
interfoliaires ; à l’inverse les cations sont attirés par les surfaces et peuvent s’échanger avec les
contre-ions interfoliaires. Ils peuvent également être fixés sur des sites de bordure de feuillet [2].
Les preuves expérimentales de l’exclusion anionique et de l’échange cationique (comme voie de
transport supplémentaire) sont en général indirectes : elles sont déduites soit des expériences de
diffusion de traceurs, soit de la mesure de constante de sélectivité en "batch" (pour l’échange) [2,
254, 255].

Nous avons déjà présenté au chapitre 3 l’intérêt des simulations microscopiques pour la
compréhension de la thermodynamique de l’échange ionique. Du point de vue thermodyna-
mique, l’étude de l’échange ne nécessite que la connaissance des états initiaux et finaux. Ce-
pendant, on ne peut rien apprendre sur le processus d’échange et sa cinétique sans considérer
explicitement la zone de transition entre les deux états (dans l’interfoliaire ou dans la porosité
extraparticulaire), qui se trouve sur les surfaces latérales des particules. En effet, un ion ou une
molécule d’eau quittant l’interfoliaire (où il diffuse à deux dimensions le long des feuillets, voir
le chapitre 5) pour l’espace poral (où il diffuse à trois dimensions) subit l’influence de l’inter-
face, qu’il franchit avec une certaine probabilité. Cette situation est représentée sur la figure 6.1.
L’échange global entre Na+ et Cs+ se décompose donc en deux étapes : (1) sortie de Na+ vers le
pore et (2) entrée de Cs+ dans l’interfoliaire. Les deux processus peuvent se produire simultané-
ment ou non, et peuvent s’accompagner d’un changement d’état d’hydratation à mesure que le

1Voir le chapitre 1, figure 1.7.
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rapport Cs/Na évolue. Nous avons en effet mentionné le fait que le contenu en eau interfoliaire
pouvait être fonction de la nature du contre-ion.

Pore PoreParticule d’argile

Dext Din Dext

( 3D ) ( 3D )( 2D )

F. 6.1: Schéma conceptuel pour la dynamique d’échange entre interfoliaire et micropore. La diffu-
sion est bidimensionnelle dans l’interfoliaire, tridimensionnelle dans le pore. Un ion ou une molécule
atteignant l’interface la franchit avec une probabilité contrôlée par le profil d’énergie libre le long de
l’interface (voir le texte). Les doubles flèches symbolisent les réactions de franchissement de l’interface.

Nous avons étudié par dynamique moléculaire l’interface entre particule argileuse et porosité
extraparticulaire, afin de préciser les mécanismes gouvernant l’échange ionique et l’exclusion
anionique. Nous avons considéré séparément le transfert de chacune des espèces, et nous nous
sommes limités aux faibles taux d’échange2, qui est le régime correspondant à la diffusion de
traceurs radioactifs au sein d’une argile naturelle. En particulier, le contenu en eau dans l’argile
est déterminé par le contre-ion initialement présent (Na+).

6.1.2 Description de l’échange et de l’exclusion

Système d’étude

Pour comprendre le transport global à travers l’argile, il faut pouvoir préciser la contribution
de chaque porosité, et donc bien comprendre les mécanismes et la cinétique de transfert entre
porosités. Comme les données expérimentales directes à ce sujet sont très peu nombreuses,
les simulations moléculaires constituent une voie intéressante pour obtenir des informations.
Cependant une telle étude est délicate parce qu’elle requiert d’une part d’inclure explicitement,
dans une même boîte de simulation, une particule d’argile (comprenant porosité interfoliaire et
contre-ions) et un pore (rempli d’une solution saline), et d’autre part d’adopter une description
raisonnable des bords de feuillets.

Les premières études des bords de feuillets se sont intéressées à la structure et l’acidité des
sites de bordure, par la simulation ab-initio [96, 97]. En effet, l’interprétation des données ex-
périmentales telles que les courbes de titration reposent sur un grand nombre de paramètres
ajustables [256], dont la valeur est en partie guidée par des approches semi-empiriques telles

2Voir le chapitre 3.
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que MUSIC [56]. L’évaluation de certaines constantes d’acidité à partir des "premiers prin-
cipes" vise à renforcer l’interprétation de ces données, qui sont très importantes d’un point de
vue pratique puisqu’elles influencent significativement la rétention des ions par l’argile3. Ces
études ont été initiées dans le vide sur de courts fragments de pyrophyllite, analogue non chargé
de la montmorillonite, et ont permis de faire des prédictions sur l’acidité relative de sites de bor-
dure [97]. Plus récemment, Churakov a prolongé ce travail par l’étude d’un film d’eau confiné
entre deux bords de feuillets, ce qui a permis d’observer pour la première fois un échange de
proton entre un site de bordure acide et une molécule d’eau adsorbée à la surface [98].

Le système requis pour l’étude du transfert particule/pore est actuellement hors de portée
des simulations ab-initio, pour deux raisons : le système est trop gros (il contient trop d’atomes,
voir plus loin), et l’échelle de temps pertinente est trop longue (plusieurs nanosecondes). C’est
pourquoi une description plus simple doit être adoptée. A cette fin, nous avons dans le cadre d’un
collaboration avec Rodolphe Vuilleumier, du Laboratoire de Physique Théorique de la Matière
Condensée (Université Pierre et Marie Curie-Paris6), développé un champ de force (classique)
pour décrire les sites de bordure, à partir de calculs de DFT (théorie de la fonctionnelle de la
densité) sur un système plus petit. Dans un deuxième temps, ce champ de force a été utilisé pour
simuler un système plus gros, comprenant à la fois porosité interfoliaire et micropore, pendant
plusieurs nanosecondes.

Cadre théorique

La description microscopique du système n’est pas le seul défi. En effet, il convient de
définir avec précision le cadre théorique pertinent pour la description de la cinétique de transfert.
L’approche traditionnelle pour décrire une transition entre deux états consiste à évaluer le profil
d’énergie libre en fonction d’une coordonnée de réaction décrivant l’avancement du processus.
Pour une réaction chimique, une situation typique est illustrée sur la figure 6.2 : elle a lieu si
le système franchit une barrière ∆F #

1→2. La réaction inverse se produit si le système franchit la
barrière ∆F #

2→1, et la variation globale d’énergie libre est ∆F1→2 = ∆F
#

1→2 − ∆F
#

2→1.

F. 6.2: Profil d’énergie libre selon une coordonnée de réaction : pour passer d’un état 1 (par exemple
correspondant à une molécule donnée dans l’interfoliaire), à un état 2 (correspondant à la même molécule
dans le pore), le système doit en principe franchir une barrière ∆F #

1→2. La réaction inverse se produit si
le système franchit la barrière ∆F #

2→1. La variation globale d’énergie libre est ∆F1→2.

3Voir le chapitre 1, partie 1.2.3.



6.2. SYSTÈME D’ÉTUDE 169

Lorsque l’on considère la transition particule/pore, plusieurs questions doivent être résolues :

– Quelle est la coordonnée de réaction pertinente pour décrire le transfert, et quelle est la
forme du profil d’énergie libre, selon l’espèce considérée (eau/cation/anion) ? En particu-
lier, la présence de barrières d’activation (∆F #

1→2 ou ∆F #
2→1) n’est pas a priori évidente.

– Comment décrire la dynamique du système le long de ce profil d’énergie libre ? Ceci im-
plique la détermination du coefficient de diffusion dans les différentes régions du système
(interfoliaire et micropore). Nous verrons que ceci constitue également un point délicat,
car le tenseur de diffusion est anisotrope (2D dans l’interfoliaire, 3D dans le pore) et
dépend de plus de la position.

Dans ce chapitre, nous présentons la détermination par des simulations de dynamique mo-
léculaire du profil d’énergie libre et du tenseur de diffusion, selon une coordonnée de réaction
préalablement sélectionnée pour décrire le transfert d’eau et d’ions entre particule d’argile et
pore. La partie 6.2 présente le système étudié et le détail des simulations. La partie 6.3 est
consacrée au choix de la coordonnée de réaction. Les résultats pour les profils d’énergie libre
et les tenseurs de diffusion sont présentés respectivement dans les parties 6.4 et 6.5. Enfin, les
implications de ces résultats pour le transport macroscopique sont discutées dans la partie 6.6.

6.2 Système d’étude

6.2.1 Système et champ de force
Système

F. 6.3: Système simulé pour l’étude des transferts particule/pore. Les ions Na+ sont en bleu, les Cs+

en orange et les Cl− en rose. Les atomes d’Al sont en vert, les Si en jaune, les O en rouges et H en blanc.
Les molécules d’eau sont en gris.

Le système simulé est représenté sur la figure 6.3 : il contient une courte particule d’ar-
gile faisant face a un pore rempli d’une solution saline. La structure de la montmorillonite est
la même que celle présentée aux chapitres 3 et 5 pour l’étude des propriétés interfoliaires :
chaque maille a pour composition Na0.75 Si8 (Al3.25 Mg0.75) O20 (OH)4, avec des dimensions
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8.97 × 5.18 Å2. Chaque feuillet est constitué de 2 × 4 mailles "bulk", la plus grande dimension
étant selon l’axe des x, et de 4 "demi-mailles" à chaque extrémité (4 répétitions selon y), qui
correspondent à des faces [010], et dont la structure illustrée sur la figure 6.4 a été obtenue
en coupant la maille élémentaire selon la direction [010], puis en saturant toutes les liaisons
rompues par des atomes d’hydrogène ou des groupes hydroxyles.

F. 6.4: Structure du bord de feuillet (face [010]). Les Si tétracoordonnés (bleu) conduisent à des
groupes silanols (haut et bas), tandis que les Al octacoordonnés (vert) conduisent à la fois à des groupes
AlOH (haut) et des AlOH2 (bas).

La distance interfoliaire a été fixée à d = 15.4 Å ce qui correspond à une bicouche d’eau [83].
Le micropore a une épaisseur de 30 Å, répartis en 15 Å de part et d’autre de la particule4. Les
dimensions de la boîte sont donc de 63.0 × 20.72 × 30.8 Å3, et les conditions aux limites pé-
riodiques dans les trois directions sont appliquées. Le système simulé correspond ainsi à un
empilement infini (selon z) de feuillets infinis selon y, mais finis selon x. La boîte de simulation
contient en tout 898 molécules d’eau (voir la section 6.2.2). En plus des cations interfoliaires, 6
ions Na+ et 6 ions Cl− sont introduits dans le micropore, ce qui correspond à une concentration
en électrolyte de 0,52 mol.dm−3, ce qui est supérieur à la force ionique typique dans les pores du
Callovo-Oxfordien (plus proche de 0,1 mol.dm−3). Cette concentration relativement élevée pré-
sente plusieurs avantages : meilleure statistique pour les ions avec moins de molécules d’eau5 ce
qui diminue le temps de calcul, plus grande probabilité d’observer des événements de transfert
particule/pore, et meilleur écrantage des interactions électrostatiques entre les deux faces de la
particule à travers le pore.

Champ de force : argile bulk, eau et ions

Le champ de force utilisé est celui présenté pour l’étude des propriétés interfoliaires, défini
par les équations (3.25) et (3.26). Pour les atomes de l’argile "bulk", l’eau et les ions, les va-
leurs des paramètres de paires εi j et σi j pour le calcul des interactions de Lennard-Jones sont

4Avec les conditions aux limites périodiques, il s’agit bien du même pore.
5Si l’on se contentait d’augmenter le nombre d’ions à concentration constante, il faudrait également augmenter

le nombre de molécules d’eau.
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obtenues par les règles de Lorentz-Berthelot (3.27) à partir des paramètres individuels εi et σi.
Ces derniers sont résumés dans les tableaux 3.5 et 3.6 (paramètres de Koneshan uniquement
pour les cations) avec les charges partielles qi pour le calcul des interactions coulombiennes.
Nous décrivons plus loin les paramètres correspondant aux atomes de bords de feuillets. No-
tons que le champ de force utilisé traite les feuillets comme rigides, limitation dont ne souffrent
pas d’autres champs de force comme CLAYFF [171]. Cependant nous avons déjà mentionné
le fait qu’il décrit de manière satisfaisante un certain nombre de propriétés des argiles infinies,
en particulier pour la dynamique interfoliaire (voir les chapitres 1 et 3). Notre premier objectif
étant de développer le cadre théorique pour comprendre le transfert entre particule et pore, et en
l’absence (à ce jour) de données expérimentales directes pour établir la supériorité de l’un des
champs de force en présence de bords de feuillets, nous avons préféré utiliser le plus simple. Ce-
pendant l’analyse que nous allons développer pourra être reprise en utilisant d’autres champs de
force. En particulier, ne pas permettre la rotation des liaisons OH dans nos simulations constitue
seulement une première approximation, qu’il conviendra plus tard de dépasser.

Champ de force : bords de feuillet

Les paramètres de Lennard-Jones pour les oxygènes en bords de feuillets ont été choisis
identiques à ceux des autres atomes d’oxygène de l’argile (qui sont les mêmes que pour l’eau
SPC/E dans le champ de force de Smith). Les charges partielles ont été obtenues à partir d’un
ajustement du potentiel électrostatique autour du fragment d’argile. A cette fin, des calculs de
DFT ont été entrepris par Rodolphe Vuilleumier sur un court fragment de pyrophyllite, coupé
à deux extrémités selon la direction [010] et dont les liaisons rompues sont saturées par des
atomes d’hydrogène ou des groupes hydroxyles. Ces derniers proviennent de la dissociation de
molécules d’eau pour compléter la coordination des atomes d’Al et Si en bordure de feuillet,
comme expliqué par Churakov [97].

Les détails des simulations effectuées par Rodolphe Vuilleumier sont résumés ici6. La fonc-
tionnelle employée est BLYP, qui tient compte des corrections de gradient de densité dans la
partie d’échange-corrélation [257, 258], et une base d’ondes planes est utilisée avec une éner-
gie de coupure de 70 Ry (Rydberg). Des pseudo-potentiels conservant la norme sont utilisés
pour décrire les électrons de cœur, et seuls les électrons de valence sont traités explicitement.
Les pseudo-potentiels de Trouiller-Martins [259] pour H, O et Si et de Bachelet-Hamann-
Schlutter [260] pour Al, dans la représentation de Kleinman-Bylander [261], décrivent les élec-
trons de cœur de chacun de ces atomes. La boîte de simulation a une largeur de 5,18 Å, ce qui
correspond à la périodicité de l’argile dans la direction y, et des dimensions de 25 Å dans les
deux autres directions (non-périodiques pour le fragment d’argile). Deux types de conditions
aux limites ont été testés pour cette boîte : périodique dans toutes les directions, ou seulement
dans une direction en utilisant la méthode de Martyna et al. pour écranter le potentiel électrosta-
tique [262]. Les deux méthodes fournissent des résultats identiques pour la densité électronique.
Tous les calculs ont été effectués avec le logiciel de simulation CPMD [263].

Les charges partielles des atomes de bordure sont ensuite estimées par la méthode dite "Re-
strained Electrostatic Potential" [264–266]. Celle-ci consiste à déterminer quelles charges par-
tielles permettent de reproduire au mieux le potentiel électrostatique à l’extérieur du feuillet

6N’ayant pas d’expérience avec les calculs ab-initio, nous n’aurions pas été en mesure de choisir seuls la
fonctionnelle, les pseudo-potentiels et l’énergie de coupure (donc le nombre de fonctions d’ondes planes utilisées
comme base pour la description de la fonction d’onde).
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généré par la distribution de charge exacte (noyaux et densité électronique). Les charges des
atomes n’appartenant pas aux bords (c’est-à-dire ceux de l’argile bulk) ont été fixées à leur
valeur dans le champ de force de Smith (puisqu’au terme de cette procédure les atomes de
bordure seront "collés" à des mailles d’argile non perturbées pour décrire le feuillet complet),
tandis que celles des atomes de bordure sont ajustées en introduisant une contrainte (restrain) les
maintenant au voisinage de valeurs "cibles" raisonnables. On a choisi pour ces dernières celles
correspondant pour chaque type d’atome à la valeur dans l’argile bulk, afin que les charges par-
tielles finales soient représentatives du réarrangement de la densité de charge après coupure du
feuillet et dissociation de molécules d’eau en surface (voir plus haut).

En pratique, le potentiel électrostatique est évalué à partir de la distribution de charge exacte
(noyaux et densité électronique) sur les noeuds i d’une grille, fournissant un ensemble de valeurs
{V(ri)}i=nœud, et les charges partielles {qI}I=atome sont obtenues par minimisation de la quantité :

min
{qI }

 ∑
i=nœud

V(ri) −
∑

I=atome

qI

4πε0

1
||ri − rI||

2

+ λ
∑

I=atome

(
qI − q∗I

)2

 (6.1)

où les q∗I désignent les charges cibles évoquées plus haut, et λ est un paramètre caractérisant
la force de la contrainte au voisinage de ces charges. L’introduction de cette contrainte est
nécessaire car la méthode ESP (Electrostatic Potential) converge mal pour les gros systèmes.
La valeur de λ a été choisie pour s’assurer que tous les atomes d’oxygène portent une charge
partielle négative et que tous les autres atomes ont des charges partielles positives, comme
attendu du point de vue chimique. Une valeur trop faible ne garantit pas ce dernier point, tandis
qu’une valeur trop élevée augmente l’erreur commise sur le potentiel électrostatique (premier
terme de (6.1)). Enfin, dans une gamme de valeurs relativement large, les charges partielles
finales dépendent peu de λ (variations de l’ordre de 1%), et nous avons choisi pour nos calculs
la valeur λ = 2.

Ce choix de charges cibles et de λ, tout en permettant une bonne convergence de la mé-
thode RESP, n’influe pas beaucoup sur le résultat de la procédure. En effet, les différences entre
charges cibles et charges finales peuvent être assez importantes, jusqu’à 20% pour les atomes
d’aluminium et 35% pour les atomes de silicium. Les charges obtenues sur les deux faces du
fragment sont similaires bien que celles-ci ne soient pas parfaitement symétriques (différence
de l’ordre de 1 à 5%), et une valeur moyenne a été utilisée pour les simulations classiques.
Nous avons également vérifié que les charges obtenues pour une boîte deux fois plus grande
étaient identiques. Churakov a montré récemment que la structure prédite dans le vide pour la
face [010] considérée ici était en bon accord avec celle obtenue en présence d’un film d’eau
à la surface [98]. Ceci nous conforte dans l’utilisation de la structure et des charges partielles
déterminées dans le vide pour les simulations classiques en présence d’eau. Nous poursuivons
actuellement nos travaux pour déterminer si les charges partielles déterminées par cette méthode
à partir de la densité électronique en présence d’eau diffèrent ou non de celles déterminées dans
le vide.

6.2.2 Détail des simulations
Les ions et les molécules d’eau ont d’abord été introduits aléatoirement dans la boîte de

simulation, et le système a été équilibré par des simulations Monte-Carlo dans l’ensemble NVT
(déplacements d’ions et de molécules d’eau uniquement), pour 5 106 pas à 1000 K, puis 5 106

pas à 500 K et enfin 1,5 107 pas à 298 K. Les 6 ions Na+ dans le micropore après équilibration



6.2. SYSTÈME D’ÉTUDE 173

ont ensuite été remplacés par 6 ions Cs+ pour étudier l’échange entre cations. Après 106 autres
pas de Monte-Carlo à 298 K, des simulations de dynamique moléculaires dans l’ensemble NVT
ont été effectuées avec le logiciel DLPOLY. Des simulations ont par ailleurs été conduites sans
remplacer les ions Na+ par des Cs+, et les résultats obtenus pour l’eau, les ions Na+ et Cl− sont
identiques à ceux présentés dans cette section (le calcul des potentiels de force moyenne et du
tenseur de diffusion n’a pas été repris dans ce cas).

Le choix de simulations à volume constant est le plus simple pour prendre en compte la
coexistence entre une solution bulk (micropore) et une argile bihydratée observée dans les
conditions souterraines. Au cours de l’équilibration, les molécules d’eau se répartissent entre
micropore et interfeuillet, et la situation finale correspond à la fois à la densité de l’eau mas-
sique dans le pore et à un contenu interfoliaire de 12-13 molécules d’eau par contre-ion. Ceci
indique que le nombre de molécules d’eau choisi est cohérent avec la coexistence entre argile
bihydratée et micropore, puisque la distance interfoliaire expérimentale de 15, 4 Å [242, 243] a
été obtenue par simulations Monte-Carlo avec le champ de force de Smith pour un contenu en
eau similaire [83].

La température est maintenue à 298 K en utilisant un thermostat de Nosé-Hoover, et les
équations du mouvement pour l’eau sont intégrées en utilisant l’algorithme SHAKE (voir la
section 3.2.2 page 88). Les interactions électrostatiques sont calculées par la méthode d’Ewald.
Le pas de temps utilisé est ∆t = 1 fs. Après l’équilibration par Monte-Carlo, le système est à
nouveau équilibré pendant 500 ps, avant une simulation de 20 ns.

6.2.3 Observation des trajectoires

L’observation des trajectoires au cours de la simulation fournit déjà une première approche
de la dynamique de transfert en bordure de feuillet.

Eau

La figure 6.5 illustre trois configurations des molécules d’eau : à l’instant initial, après 500 ps
et après 10 ns. Les molécules initialement dans le pore sont indiquées en rouge, celles initiale-
ment dans l’interfoliaire en vert. On observe qu’en quelques nanosecondes les molécules d’eau
se sont complètement homogénéisées. Même si la dynamique complète fait également interve-
nir la géométrie de la boîte, cela indique clairement que les molécules d’eau sont susceptibles
de passer rapidement d’un type de porosité à l’autre, sous l’effet de l’agitation thermique.

Cations et anions

La figure 6.6 illustre deux configurations des ions, à l’état initial et après quelques nano-
secondes. On observe que les cations sont susceptibles de passer d’une porosité à l’autre sous
l’effet de l’agitation thermique, ce qui n’est pas le cas des anions. Ceci est cohérent avec les
notions d’échange cationique et d’exclusion anionique.
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(a) t = 0 ns (b) t = 0, 5 ns

(c) t = 10 ns

F. 6.5: Configurations des molécules d’eau à l’instant initial (a), après 500 ps (b) et après 10 ns (c).
Les molécules d’eau initialement dans le pore sont en rouge, celles initialement dans l’interfoliaire en
vert.

(a) t = 0 ns (b) t = 8, 5 ns

F. 6.6: Configurations des ions à l’instant initial (a) et après 8, 5 ns (b). Les molécules d’eau sont
grisées pour mieux voir les ions Na+ (bleu), Cs+ (orange) et Cl− (rose).

6.3 Coordonnée de réaction

6.3.1 Potentiel de force moyenne et coordonnée de réaction

Paramètre d’ordre

Nous avons mentionné à la section 6.1.2 que pour étudier le transfert d’un ion ou d’une
molécule à travers l’interface particule/pore, il faut d’abord définir ce que sont les états initiaux
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et finaux, et déterminer la coordonnée de réaction pertinente. La position x est un paramètre
d’ordre naturel pour distinguer l’intérieur de la particule (état initial, caractérisé par une abscisse
|x| ≤ x1, avec x = 0 au centre de la boîte) et le pore (état final, |x| ≥ x2), la frontière entre
les deux restant à définir précisément. Un paramètre d’ordre pertinent pour distinguer réactifs
et produits n’est pas a priori une bonne coordonnée de réaction, qui doit rendre compte de
la dynamique de la transition entre réactifs et produits. En effet, lorsque plusieurs paramètres
d’ordre sont nécessaires pour décrire les états (par exemple une distance entre atomes et un
angle), il se peut que seul l’un d’entre eux, ou une combinaison de plusieurs, soit nécessaire
pour la description de la cinétique. Une coordonnée de réaction idéale, du moins en principe,
est le "committeur"7 [267], c’est-à-dire la probabilité pour une configuration donnée du système
de conduire à l’état final (produits) plutôt que de retourner à l’état initial (réactifs), mais le
committeur n’est pas une grandeur calculable simplement. L’évaluation de la distribution de
committeurs pour des états supposés correspondre à l’état de transition permet de valider ou
infirmer le choix d’une coordonnée de réaction [268].

Potentiel de force moyenne

Dans la suite de cette partie, nous tenterons de montrer que x peut en fait être choisie comme
coordonnée de réaction. Avant de discuter plus en détail ce choix, nous précisons ici la significa-
tion du profil d’énergie libre introduit à la section 6.1.2 et illustré sur la figure 6.2. Cette courbe
représente l’énergie libre en fonction de la coordonnée de réaction ξ. L’énergie libre d’un sys-
tème dépend de tous ses degrés de liberté, et mesure la probabilité P avec laquelle chaque partie
de l’espace des phases est explorée. On a en effet la relation :

F = −kBT ln P + F0 (6.2)

avec F0 une constante assurant la normalisation de la probabilité P. Le potentiel de force
moyenne F (ξ) est donc relié à la probabilité de trouver le système à une valeur ξ de la co-
ordonnée de réaction, moyennée sur tous les autres degrés de liberté du système. Une telle
moyenne peut être effectuée pour n’importe quelle variable, et pas seulement la coordonnée de
réaction.

Coordonnée de réaction

La définition d’une coordonnée de réaction n’est pas aisée. Cette dernière doit permettre
de suivre dans l’espace des phases les chemins correspondant aux trajectoires réactives (nous
reviendrons sur ce concept) suivies le plus souvent pour aller de la région correspondant aux
réactifs vers celle correspondant aux produits. Le formalisme pertinent pour décrire ces notions
est celui de la théorie des chemins de transitions (transition path theory, ou TPT) [267,269,270].
Les chemins en question correspondent au flux maximal de trajectoires réactives, et la coordon-
née de réaction, lorsque les lignes de courant concentrant l’essentiel du flux sont suffisamment
localisées dans des tubes de courant, peut être vue comme une coordonnée curviligne le long de
ces tubes. Cette définition est délibérément vague pour être suffisamment générale, et le lecteur
intéressé est invité à consulter les références ci-dessus, en particulier celle de Metzner [270] qui
illustre la TPT sur des cas simples.

7Committor en anglais, introduit par simplification de "commitment probability".
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Dans le cas d’événement rares, les trajectoires les plus empruntées pour passer des réactifs
aux produits, correspondant à deux bassins d’énergie libre, suivent le chemin d’énergie libre mi-
nimale (CELM, ou Minimum Free Energy Path). C’est d’ailleurs dans ce cas que les premières
théories pour le calcul des cinétiques de réaction, comme la théorie de l’état de transition [271],
sont les plus justifiées. Il existe des méthodes permettant de calculer le CELM sans reposer sur
un choix a priori de la coordonnée de réaction : c’est par exemple le cas de la méthode des
cordes [272] et de la métadynamique [273]. Même dans ces cas, on suppose qu’il s’agit d’une
fonction d’un certain nombre de variables prédéfinies (distances ou angles). En faisant l’hypo-
thèse selon laquelle le CELM peut être exprimé en fonction de seulement quelques variables, on
peut calculer complètement la surface d’énergie libre en fonction de ces variables et déterminer
le CELM a posteriori. Le calcul n’est alors possible que si le nombre de variables n’est pas
trop élevé. L’hypothèse la plus forte réside dans le choix des variables considérées. Lorsque les
chemins réactifs ne sont pas tous au voisinage d’un même tube de courant, il est plus délicat
de définir une coordonnée de réaction. C’est notamment le cas pour les processus purement
diffusifs [270].

Le Potentiel de Force Moyenne (PFM, ou Potential of Mean Force, PMF) est appelé ainsi
car son gradient est la force thermodynamique conduisant le système vers son état final. Pour
un système aussi complexe que celui étudié ici, il est difficile d’établir rigoureusement que le
choix de la seule coordonnée x de l’espèce transférée est suffisante pour décrire la transition
particule/pore. Nous présentons ici des arguments pour ne pas retenir les coordonnées y et z,
puis discutons la possible influence de la solvatation sur le transfert. Nous passerons ensuite à
l’étude de l’énergie libre en fonction de x seulement (partie 6.4).

6.3.2 Coordonnées géométriques

Il est facile de comprendre pourquoi la coordonnée y n’est pas pertinente pour décrire le
transfert. Le système étant presque invariant par translation selon y, la probabilité P pour un
ion ou une molécule d’être à une position définie par ses trois coordonnées (x, y, z) ne dépend
pas de y : on a P(x, y, z) = P(x, y′, z), ∀(y, y′). Aucune propriété ne doit donc dépendre de y, en
particulier celles liées au transfert entre la particule d’argile et le pore (dont le committeur).

La discussion est un peu plus complexe pour la coordonnée z. Le paysage d’énergie libre en
fonction de la position dans le plan (x, z) peut être évalué directement à partir de l’équation (6.2),
puisque la probabilité P est simplement proportionnelle à la densité ρ(x, z) =

∫
ρ(x, y, z) dy.

On a ainsi F (x, z) = −kBT ln ρ(x, z) + F ′0 , avec F ′0 une constante arbitraire. Cette formule n’est
utilisable en pratique que si la densité est connue avec suffisamment de précision, et nous verrons
à la section 6.4.2 comment traiter le problème lorsque cela n’est pas le cas.

La figure 6.7 indique la densité à deux dimensions ρOW(x, z) =
∫
ρOW(x, y, z) dy en oxygène

de l’eau, avec ρOW(x, y, z) la densité tridimensionnelle habituelle. Il apparaît clairement sur cette
figure que la densité ne dépend pratiquement pas de z dans le pore, ce qui veut dire que l’énergie
libre varie très peu avec z dans cette région, tandis que dans la particule d’argile (correspondant
à |x| < x1), illustrée sur la figure 6.1, elle n’est non nulle que dans l’espace interfoliaire, de sorte
que l’énergie libre dépend fortement de z. Le paysage d’énergie libre est donc constitué de deux
montagnes (les feuillets) séparées par deux profonds canyons (les espaces interfoliaires), ces
derniers étant connectés à une plaine (le pore). Si l’on force une molécule selon la direction x
vers l’intérieur de la particule (vers les faibles |x|), elle trouvera spontanément son chemin vers
l’interfoliaire, même si elle ne lui faisait pas face initialement (voir les flèches sur la figure 6.7),
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F. 6.7: Densité à deux dimensions ρOW(x, z) en atomes d’oxygène de l’eau. Les zones sombres
correspondent à des densités plus faibles. Les flèches symbolisent les trajectoires de molécules d’eau,
initialement dans le pore, tirées dans la direction x vers l’intérieur de la particule : quelle que soit leur
coordonnée z initiale, elles trouvent spontanément leur chemin vers l’interfoliaire.

car elle ne peut rentrer dans le feuillet. Ainsi, cela suggère que l’on peut négliger l’influence de
z sur la coordonnée de réaction.

Notons que l’échange défini en fonction de x seul correspond à un échange entre particule
d’argile et micropore, même si en pratique il a bien lieu entre l’espace interfoliaire (défini non
seulement en fonction de x, mais aussi de z) et le pore.

6.3.3 Coordonnée de solvatation

La description de processus en solution, comme la formation de paires ioniques, les trans-
ferts d’électron ou de proton ou encore la dissociation de liaisons, fait souvent intervenir une
quantité liée à la structure ou la dynamique du solvant autour du soluté [274–276]. La na-
ture exacte de cette quantité est délicate à expliciter en fonction des configurations du solvant,
car il s’agit d’une grandeur collective. Pour les réactions d’ionisation de HCl dans l’eau ou
d’auto-ionisation de l’eau, il a par exemple été proposé d’utiliser comme descripteur la dif-
férence d’énergie entre deux configurations du solvant pour une configuration donnée du so-
luté [275, 277–279]. L’influence des molécules de solvant ne se limite pas forcément à la pre-
mière sphère de solvatation et peut être déterminante, comme pour le transfert d’électron dans
le cadre de la théorie de Marcus [280]. Cette influence collective des molécules de solvant est
parfois décrite en termes de champ électrique, ou de champ de polarisation.

Nombre de coordination

Une grandeur plus simple à appréhender et à relier à la structure du solvant est parfois in-
voquée pour décrire le rôle du solvant : il s’agit du nombre de coordination du soluté. Il a
notamment été proposé pour l’étude de l’auto-ionisation de l’eau [274, 276]. Il existe plusieurs
définitions du nombre de coordination. On peut par exemple le calculer à partir des fonctions de
distributions radiales giO(r), en intégrant la fonction f (r) = 4πr2giO(r) × ρO entre 0 et un rayon
maximal, choisi au point d’inflexion de f (r). Une autre définition, introduite notamment pour
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pouvoir effectuer des simulations microscopiques à nombre de coordination constant [274], at-
tribue à tous les atomes d’oxygène du système une contribution valant 1 lorsque l’atome est
dans la première sphère de solvatation, puis décroissant rapidement vers 0. Le nombre de coor-
dination de l’atome i (Na+ ou Cs+) par des atomes d’oxygène est alors :

niO =

NO∑
j=1

S (||rOj − ri||) (6.3a)

S (r) =
1

1 + eκ(r−rc) (6.3b)

Les paramètres κ et rc définissant la fonction de Fermi (6.3b) sont choisis tels que rc corres-
ponde au premier minimum de giO(r) situé après le premier maximum, et κrc � 1 pour que les
atomes d’oxygène situés au-delà de rc ne contribuent pas significativement à la somme (6.3a)
définissant niO. Pour l’ion Na+, nous avons utilisé rc = 3, 25 Å et pour Cs+ rc = 4, 15 Å. Dans
les deux cas nous avons pris κ = 10 Å−1. La valeur de niO est peu sensible au choix exact de κ
pourvu que ce dernier soit assez grand, c’est-à-dire que κ−1 soit plus petit que la distance entre
les deux maxima de giO(r) définissant rc (voir figure 6.8).

F. 6.8: Fonction de distribution radiale gNaO(r) pour un cation Na+ en solution avec les mêmes
paramètres de simulations que ceux utilisés ici. La fonction de coupure S (r) définie par (6.3b), avec
rc = 3, 25 Å et κ = 10 Å−1 permet de calculer le nombre de coordination instantané de l’ion par (6.3a).

Pertinence de nOW comme coordonnée de réaction

Avec cette définition, on peut essayer de déterminer si le nombre de coordination de l’es-
pèce en train de transiter entre interfeuillet et pore est ou non une coordonnée pertinente pour
décrire la réaction de transfert. En effet, si la première sphère de coordination des ions Na+ dans
l’interfoliaire est inchangée (par rapport à l’eau bulk), ce n’est pas le cas pour celle du Cs+, qui
perd une partie de ses molécules d’eau (OW) pour y faire entrer des oxygènes de l’argile.
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F. 6.9: Nombre de coordination nOW des ions Na+ (a) et Cs+ (b) en fonction de la position x. nOW est
calculé par (6.3a) et ne concerne que les oxygènes de l’eau. Plus la probabilité conditionnelle p(nOW |x)
est faible plus la région correspondante est sombre. L’ion Na+ reste entouré de six molécules d’eau
quand il se trouve dans l’interfoliaire (état bicouche), tandis que le Cs+ perd une partie de ses molécules
d’eau. Dans ce dernier cas, des oxygènes de surface complètent la sphère d’hydratation, et le Cs+ est plus
coordonné dans l’interfoliaire que dans le pore (résultat non montré sur la figure).

La figure 6.9 illustre les variations du nombre de coordination nOW des ions Na+ et Cs+ en
fonction de la position. La carte indique la probabilité conditionnelle

p(nOW |x) =
p(x, nOW)

p(x)
=

p(x, nOW)∫
dnOW p(x, nOW)

(6.4)

c’est-à-dire les proportions, pour chaque position, d’ions avec un nombre de coordination donné.
L’ion Na+ reste entouré de six molécules d’eau quand il se trouve dans l’interfoliaire (état bi-
couche). Ceci indique que le nombre de coordination n’est très vraisemblablement pas un pa-
ramètre important pour la description de l’échange. L’ion Cs+ perd une partie de ses molécules
d’eau en rentrant dans l’interfoliaire, puisqu’il passe d’une distribution (plus large que pour le
sodium) centrée sur 9-10 molécules d’eau dans le pore à environ 8 dans l’interfoliaire. Dans ce
cas, la perte de molécules d’eau est compensée par des atomes d’oxygène de surface (environ
3), de sorte que le césium est plus coordonné dans l’interfoliaire que dans le pore (résultat non
montré sur la figure).

On peut donc penser que la coordination de l’ion joue un rôle dans le cas du césium. Cepen-
dant, on peut remarquer que les simulations d’équilibre permettent d’observer un changement
de coordination au cours du transfert particule/pore, ce qui veut dire que les fluctuations ther-
miques sont suffisantes pour franchir une éventuelle barrière d’énergie libre liée aux variations
de nOW . En la négligeant, on commet donc au plus une erreur de l’ordre de 1-2 kBT sur la bar-
rière globale. Ceci est relativement peu, mais nous verrons (partie 6.4) que cette dernière est
également de cet ordre. Il se peut cependant que le changement de coordination soit une consé-
quence de l’entrée dans l’interfoliaire, et non une étape limitante (qui serait caractérisée par une
grande variation d’énergie libre en fonction de nOW).



180 CHAPITRE 6. ÉCHANGE ET EXCLUSION EN BORDURE DE FEUILLET ...

6.3.4 Choix de la coordonnée de réaction

Un moyen de tester la qualité d’un paramètre d’ordre (x dans notre cas) comme coordonnée
de réaction consiste à étudier directement les trajectoires réactives, c’est-à-dire qui viennent de
l’état initial 1 et atteignent l’état final 2 sans repasser par l’état 1. Une analyse complète dépasse
le cadre de notre étude, et doit être effectué dans le cadre de la théorie des chemins de transitions
(transition path theory, ou TPT) [267,269]. Ces trajectoires peuvent être en particulier obtenues,
dans le cas des événements rares, par la méthode de Transition Path Sampling [268]. Dans
notre cas, il ne s’agit pas d’événements trop rares, puisque l’on peut en observer un nombre
raisonnable au cours d’une simulation d’équilibre (dans le cas de l’eau et des cations, mais pas
des anions). Nous avons donc pu obtenir des trajectoires réactives sans recourir à la méthode de
Transition Path Sampling.

Pour analyser ces chemins de transition et les relier à la coordonnée de réaction (que l’on
cherche) ou au committeur, nous utilisons ici sans le justifier un critère proposé par Eric Vanden-
Eijnden [269], qui consiste à étudier, en fonction du paramètre d’ordre choisi (x), le rapport entre
la probabilité d’être sur une trajectoire réactive pr(x) et la probabilité d’équilibre peq(x) d’être
en x, la trajectoire correspondante étant réactive ou non. S’il s’agit d’une bonne coordonnée
de réaction, alors le rapport pr/peq doit augmenter à mesure que l’on s’éloigne de l’état 1,
passer par un maximum (correspondant à l’ensemble de transition), puis diminuer à mesure que
l’on se rapproche de l’état 2. En effet, lorsque l’on est proche de 1 on a une forte probabilité
d’y retourner avant de passer par l’état 2, tandis que lorsque l’on est proche de 2 on a une faible
probabilité de venir de 1 (on vient plus probablement de 2). L’ensemble de transition correspond
à une partie de l’espace des phases où la plupart des trajectoires sont réactives. Si pr/peq n’a pas
ce type de variations avec x, alors ce n’est pas une bonne coordonnée de réaction.

Définition des trajectoires réactives

La méthode présentée ci-dessus est particulièrement bien adaptée à l’étude des événements
rares, lorsque les deux états occupent une petite partie de l’espace des phases mais concentrent
l’essentiel de la probabilité d’occurrence. Dans notre cas, il n’est pas évident de définir a priori
de tels états. Par anticipation sur la partie suivante, on peut définir approximativement l’état 1
"à l’intérieur de la particule" par |x| < 14 Å et l’état 2 "dans le pore" par |x| > 22 Å, avec une
zone de transition entre les deux. Nous laissons de côté les difficultés associées à la définition
des états, et appliquons maintenant le critère proposé par Vanden-Eijnden.

Choix de la coordonnée de réaction

Nous avons déterminé les trajectoires réactives au sens défini ci-dessus à partir des simula-
tions d’équilibre, à la fois pour la réaction dans le sens 1 → 2 (sortie vers le pore) et le sens
2 → 1 (vers la particule). La figure 6.10 indique le rapport pr/peq en fonction de la position x.
On a reporté la moyenne entre les deux faces de la particule, dans le cas de l’eau et des ions
Na+ et Cs+. La position x vérifie donc le critère évoqué plus haut, même si pour les cations cela
est plus probant dans le cas de l’entrée dans la particule que celui de la sortie vers le pore. Ceci
signifie, comme attendu, qu’il s’agit d’une coordonnée de réaction raisonnable.

On peut également faire la même étude en fonction des variables (x, z) d’une part, et (x, nOW)
d’autre part. La figure 6.11 indique les résultats pour le transfert d’eau en fonction de x et z, et
pour le transfert de Cs+ en fonction de x et nOW . Dans le premier cas, on voit que la zone de
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(a) Eau

(b) Cations

F. 6.10: Rapport pr/peq (en unités arbitraires), entre la probabilité d’avoir une trajectoire réactive
passant en x, et la probabilité d’avoir une trajectoire quelconque passant par x. La position x vérifie le
critère que doit satisfaire une bonne coordonnée de réaction (voir texte).

transition, correspondant aux grandes valeurs de pr/peq, dépend de z, puisqu’elle est localisée à
l’embouchure entre l’espace interfoliaire et le pore. Ceci est bien sûr attendu, puisque l’entrée
d’eau dans la particule ne peut pas avoir lieu par les feuillets. On remarque cependant qu’à
l’abscisse correspondant à la zone de transition (x ∼ ±18 Å), on trouve très peu de molécules en
face des feuillets (voir la figure 6.7). Ainsi, si l’on néglige la dépendance en z de la coordonnée
de réaction, ce qui revient à faire une moyenne selon cette variable, on ne commet pas une
grosse erreur, puisque la zone de transition concentre l’essentiel des molécules d’eau à l’abscisse
correspondante. Ceci confirme l’hypothèse avancée à la section 6.3.2.

Dans le cas du transfert de Cs+, on voit que la zone de transition (plus colorée sur la fi-
gure 6.11b, également située à x ∼ ±18 Å) dépend peu du nombre de coordination, ce qui
signifie que ce dernier n’est pas un paramètre indispensable à la description de la cinétique
d’échange. Cette conclusion pourrait être différente dans le cas d’ions multivalents ou d’une
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F. 6.11: Rapport pr/peq (en unités arbitraire), entre la probabilité d’avoir une trajectoire réactive et la
probabilité d’avoir une trajectoire quelconque (réactive ou non), en fonction des positions x et z pour le
transfert d’une molécule d’eau (a) et en fonction de x et du nombre de coordination nOW pour le transfert
de l’ion césium (b). Les zones sombres correspondent aux plus faibles valeurs de pr/peq. Pour (b), on a
symétrisé par rapport à l’axe x = 0.

argile monohydratée.
Nous disposons donc d’éléments pour exclure certains paramètres qui auraient pu interve-

nir dans la coordonnée de réaction associée à l’échange particule/pore, et d’un argument pour
justifier le choix de la seule position x de l’espèce transférée. Il s’agit cependant d’une hypo-
thèse. Il faut garder à l’esprit qu’il n’est pas impossible qu’une autre variable collective, comme
par exemple un champ électrique local, soit à prendre en compte. Nous faisons cependant cette
hypothèse pour la suite du chapitre.

6.4 Potentiel de force moyenne

6.4.1 Profils de densité
Nous avons évoqué plus haut la position de la frontière entre l’état initial (dans la particule

d’argile, |x| ≤ x1) et l’état final (dans le pore, |x| ≥ x2). On peut la préciser par l’étude des
profils de densité de chaque espèce. Nous verrons à la section 6.4.2 que ces derniers fournissent
également une première estimation du potentiel de force moyenne. Tous les profils de densités
indiquent clairement trois régions :

– la particule (approximativement pour |x| < 14 Å), l’eau et les ions se trouvant plus préci-
sément dans l’espace interfoliaire,

– le pore (|x| > 22 Å),

– et une zone de transition étroite correspondant à l’interface particule/pore.

La densité en atomes d’oxygène des molécules d’eau ρOW(x) =
!
ρOW(x, y, z) dydz est reportée

sur la figure 6.12, avec la densité en hydrogène ρHW(x). Cette figure confirme que la particule
et le pore simulés sont suffisamment grands pour atteindre le comportement "bulk" (massique)
à la fois pour la particule et le pore, du moins pour les aspects statiques. Dans l’interfoliaire,
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les petites oscillations de la densités sont dues à la présence des substitutions dans le feuillet.
Ceci sera encore plus évident sur les profils de cations ; comme la plupart des molécules d’eau
interfoliaires font partie de la première ou deuxième sphère d’hydratation des contre-ions, il
n’est pas surprenant d’observer de telles oscillations pour l’eau.

F. 6.12: Profils de densité en oxygène (trait plein) et hydrogène (pointillés) des molécules d’eau en
fonction de x. La densité en hydrogène a été divisée par deux. Les densités sont presque constantes dans
la particule et le pore. Au voisinage de l’interface, on a une forte structuration par couches (approxima-
tivement pour 14 Å≤ |x| ≤ 22 Å).

Dans le pore, les maxima alternés des distributions d’oxygène et d’hydrogène indiquent une
forte structuration en couches du solvant à la surface de la particule. Cette structuration est
due à la formation de liaisons hydrogène entre l’eau et les groupes SiOH, AlOH et AlOH2 de
surface. Le même comportement a déjà été mis en évidence par simulations moléculaires d’eau
sur des surfaces [001] d’autres minéraux tels que brucite, gibbsite, hydrotalcite, muscovite et
talc [92]. La structuration de l’eau sous l’effet des liaisons hydrogène a également été observée
pour un film d’eau confiné entre deux surfaces latérales de pyrophyllite [98], la portée de cet
effet n’ayant pas pu être évaluée dans ce cas car le film étudié ne comprenait que deux couches
d’eau ; cependant cette étude a permis de décrire l’échange de protons entre l’eau et les sites de
surface, ce qui est exclu dans notre description classique.

Les profils de densités ioniques sont représentés sur la figure 6.13. Les barres d’erreur repré-
sentent les intervalles de confiance de 95% obtenus par la méthode des moyennes par blocs [174]
présentée dans l’annexe D. Dans l’interfoliaire, la densité de cations est modulée par la présence
des substitutions dans le feuillet (également indiquées sur la figure 6.13), tandis qu’aucun anion
n’est présent. Ce dernier point indique que les fluctuations thermiques ne permettent pas aux
anions de franchir la barrière d’énergie libre correspondant à leur entrée dans l’interfoliaire
(∆F #

2→1 � kBT pour un anion sur la figure 6.2). Dans le micropore, les densités d’anions et
de cations tendent vers des valeurs constantes au centre du pore, c’est-à-dire aux bords de la
boîte de simulation, ce qui confirme que cette dernière est suffisamment grande pour reproduire
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le comportement d’une solution d’électrolyte. La densité de cations présente un maximum au
voisinage de la surface (x ∼ ±18 Å), que l’on peut expliquer par la présence de substitutions
au voisinage du bord de feuillet (qui est globalement neutre), les plus proches étant situées à
environ 5, 3 Å du maximum de densité. La densité d’anions présente également un maximum
(pour x ∼ ±20 Å), vraisemblablement corrélé à la présence du maximum de densité de cations.
Il serait intéressant de voir si ces observations persistent à faible force ionique dans le pore, ou
lorsque les sites de bordure sont déprotonés.

F. 6.13: Profils de densité de Na+ (trait plein), Cs+ (tirets) et Cl− (pointillés) en fonction de x. La
position et le nombre des substitutions des AlIII par des MgII au sein des feuillets sont également indiqués
(◦).

6.4.2 Méthodes de calcul
A partir des profils d’équilibre

Nous avons déjà mentionné le fait que la densité pouvait fournir une estimation du potentiel
de force moyenne, puisque la relation (6.2) donne immédiatement :

F (x) = −kBT ln ρ(x) + F ′′0 . (6.5)

En pratique, l’utilisation de (6.5) est limitée aux régions de l’espace des phases qui sont correcte-
ment échantillonnées par des simulations d’équilibre, c’est-à-dire celles accessibles au système
sous l’effet des fluctuations thermiques. Ceci exclut donc les régions où l’énergie libre est éle-
vée. Pour évaluer le potentiel de force moyenne dans ces régions, plusieurs approches peuvent
être adoptées. La première consiste à effectuer des simulations de systèmes contraints à une
valeur donnée de la coordonnée de réaction x, et à échantillonner directement la force moyenne
le long de la coordonnée de réaction. On remonte ensuite au potentiel de force moyenne par
intégration par rapport à x. C’est notamment le cas de la méthode Blue Moon [281–283]. Une
autre approche procède en deux étapes :
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– On force d’abord le système à explorer des régions d’énergie libre élevée, par exemple en
utilisant la méthode d’Umbrella Sampling [86].

– On débiaise ensuite la quantité échantillonnée (par exemple la coordonnée de réaction
elle-même) pour reconstruire le potentiel de force moyenne.

Nous avons utilisé la combinaison de l’Umbrella Sampling avec deux méthodes pour recons-
truire le potentiel de force moyenne : d’une part la Weighted Histogram Analysis Method
(WHAM) introduite par Kumar [284], d’autre part l’Umbrella Integration (UI) introduite par
Kästner [285]. Nous présentons maintenant ces trois méthodes.

Umbrella Sampling, WHAM et UI

Pour forcer le système à rester au voisinage d’une valeur xi
0 de la coordonnée de réaction

(ici la coordonnée x de l’espèce en train de passer de la particule au pore) on utilise une force
de rappel, qui correspond au potentiel harmonique :

V i
bias(x) =

1
2

kbias(x − xi
0)2, (6.6)

et on échantillonne la coordonnée de réaction au cours de ces simulations biaisées. Les positions
de rappel {xi

0} définissent un ensemble de fenêtres, et pour chacune des simulations biaisées on
construit un histogramme de la probabilité (biaisée) Pi

b(x) de trouver l’ion ou la molécule à la
position x. WHAM et UI utilisent ensuite de manière différente le même ensemble {Pi

b(x)} pour
reconstruire le potentiel de force moyenne. Dans chacune des fenêtres, la probabilité biaisée
obtenue par échantillonnage de la coordonnée de réaction vérifie :

Pi
b(x) ∝ e−[F (x)+V i

bias(x)]/kBT (6.7)

et doit être corrigée d’un facteur exp(+V i
bias(x)/kBT ). Enfin, le potentiel de force moyenne F

est reconstruit de manière à assurer la cohérence entre les différentes fenêtres. Ces deux étapes
sont effectuées de manière itérative par la méthode WHAM, qui exploite le recouvrement entre
histogrammes correspondant à des fenêtres voisines [284, 286], et dont le principe est détaillé
dans l’annexe E. Pour la méthode UI, expliquée dans l’annexe F, la force thermodynamique
(−∇F ) est évaluée indépendamment dans chaque fenêtre, et le potentiel de force moyenne est
ensuite obtenu par intégration numérique [285]. Comme l’incertitude associée à chacune des
deux méthodes est délicate à évaluer (dans le cas de l’Umbrella Integration, une méthode a été
proposée dans [287]), la comparaison des potentiels de force moyenne obtenus par les deux
approches donne une indication de l’incertitude sur le résultat.

Pour l’Umbrella Sampling, 70 à 85 valeurs (selon l’ion) réparties de manière inhomogène
entre x0 = 3, 0 Å et x0 = 30, 0 Å ont été utilisées. Elles ont été choisies plus resserrées autour
dans la région 14-25 Å pour augmenter la précision là où les variations d’énergie libre sont
plus importantes. Nous avons utilisé une constante de rappel kbias = 20 kJ.mol−1 Å−2. afin
d’assurer à la fois une contrainte forte autour des positions xi

0, et un recouvrement entre les
trajectoires biaisées correspondant à xi

0 et xi+1
0 . Pour chaque simulation, le système est équilibré

pendant 50 ps (partant d’une configuration équilibrée en l’absence de force de rappel), avant un
échantillonnage de 300 ps. Le coût en temps de calcul de l’Umbrella Sampling est très élevé,
puisqu’une simulation relativement longue doit être effectuée pour chaque valeur de xi

0, afin de
bien échantillonner la probabilité biaisée Pi

b(x). Cependant une telle approche est nécessaire, au
moins dans le cas des anions, comme nous allons à présent le montrer.
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On peut estimer l’erreur sur le potentiel de force moyenne obtenu par l’équation (6.5) par
σ[ρ(x)]/ρ(x), avec σ la largeur de l’intervalle de confiance de 95% pour ρ(x). Elle est né-
gligeable dans le cas de l’eau, mais pas pour les ions. L’erreur sur le résultat de l’Umbrella
Integration peut-être évaluée par la méthode de Kästner et Thiel [287]. Le résultat est cepen-
dant petit (de l’ordre de 0,2 kJ.mol−1 c’est-à-dire 0,1 kBT ) comparé aux variations de F (voir
ci-dessous)8. Nous n’avons pas pu estimer directement l’erreur associée au résultat de la mé-
thode WHAM. La comparaison entre les résultats de WHAM et UI nous donne une indication
de l’erreur globale associée aux résultats des méthodes biaisées.

6.4.3 Résultats et discussion

Le potentiel de force moyenne obtenu par l’équation (6.5) est représenté sur la figure 6.14
pour l’eau, Na+, Cs+ et Cl−, pour l’échange particule/pore à l’extrémité droite de la particule
d’argile (x > 0). Pour les ions, les résultats obtenus par WHAM et UI sont également indiqués.
Puisque les potentiels de force moyenne sont déterminés à une constante près (voir (6.5)), nous
avons arbitrairement fixé à zéro sa valeur au centre du micropore pour chacune des espèces. Le
grand nombre de molécules d’eau dans le système et les faibles variations de F (x) permettent
d’obtenir une précision statistique suffisante sur la densité, de sorte qu’il n’est pas nécessaire
d’entreprendre la méthode biaisage/débiaisage pour l’eau. En effet, l’absence de barrière pour
l’échange particule/pore et la très faible valeur de l’énergie d’activation ∆F #

2→1 < kBT indique
que les fluctuations thermiques permettent d’échantillonner correctement l’espace des phases
par des simulations d’équilibre.

L’accord entre le résultat de (6.5) avec WHAM et avec UI est relativement bon pour les
cations Na+ et Cs+, car la différence d’énergie libre n’est que d’environ deux fois l’énergie ther-
mique : les fluctuations d’équilibre permettent de franchir cette barrière. On peut donc observer
des transitions lors de simulations d’équilibre, et la densité de cations est correctement échan-
tillonnée. Le moins bon accord observé dans le cas du Cs+ entre WHAM et UI d’une part et le
résultat de (6.5) d’autre part est dû au faible nombre d’ions Cs+ dans le système (6 seulement),
ce qui diminue la précision sur ρCs(x). Par ailleurs, le résultat obtenu en ne moyennant que sur
les 5 dernières nanosecondes de simulation est plus proche du résultat de WHAM et UI (voir la
figure 6.14c). Ceci indique que la densité de Cs+ n’est peut-être pas encore complètement équi-
librée (avant l’équilibration tous les ions Cs+ étaient dans le micropore). La nécessité d’utiliser
les méthodes biaisées est encore plus évidente dans le cas de Cl− : le résultat de (6.5) diverge
vers x = 13 Å, car on ne trouve aucun anion à des abscisses plus faibles lors des simulations
d’équilibre.

Une borne supérieure de l’incertitude sur ∆F #
1→2 est donnée par l’amplitude des variations

de F dans chaque région (interfoliaire et micropore), qui sont plus grandes que les erreurs asso-
ciées à chaque valeur de F (x), ou que les différences entre les résultats des diverses méthodes
(Eq. (6.5), WHAM et UI). Les résultats finaux pour les cations sont ∆F #

1→2(Na) = 2.0± 1.0 kBT
et ∆F #

1→2(Cs) = 2.5 ± 1.0 kBT . Cette borne supérieure n’est donc pas négligeable par rapport
aux différences de potentiel de force moyenne. Ceci est dû en partie à la faible valeur de ces
dernières pour le processus considéré (sortie des cations dans le micropore) : pour les anions,

8Notons que cette méthode ne fournit qu’une sous-estimation de l’erreur, car elle néglige d’une part les cor-
rélations entre les valeurs échantillonnées de la coordonnée de réaction, d’autre part l’incertitude associée à la
modélisation des données pour chaque fenêtre par une loi normale, c’est-à-dire l’erreur sur les valeurs moyennes
ξi

b et les variances (σi
b)2 (voir l’annexe F).
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(a) Eau (b) Sodium

(c) Césium (d) Chlorure

F. 6.14: Potentiel de force moyenne pour l’échange particule/pore à l’extrémité droite de la particule
d’argile (x > 0), divisé par l’énergie thermique. Pour l’eau (a), seul le résultat de l’équation (6.5) est
reporté (pointillés). Pour Na+ (b), Cs+ (c) et Cl− (d), les résultats d’Umbrella Integration (trait plein) et
de Weighted Histogram Analysis Method (tirets) sont également indiqués. Noter la différence d’échelle
entre les différentes espèces.

on a ∆F #
2→1(Cl) = 9.0 ± 1.0 kBT , de sorte que l’erreur relative est plus faible.

Discussion

Pour l’eau et les anions, l’énergie libre est plus élevée dans la particule que dans le pore.
Cet effet est beaucoup moins prononcé dans le cas de l’eau, pour laquelle la variation est due
essentiellement à la diminution d’entropie par un effet de volume exclu (celui des feuillets, voir
la figure 6.7), que dans le cas des anions pour lesquels la contribution énergétique (répulsion
électrostatique) domine. La tendance inverse est observée pour les cations : l’énergie libre est
plus basse dans la particule, ce qui signifie que la contribution énergétique favorable domine
le terme entropique défavorable. Ce bilan simplifié doit être pris avec précaution, car des effets
plus subtils peuvent être mis en jeu, notamment la solvatation des cations.
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La différence d’énergie libre est de 2-3 kBT pour les cations, de sorte que la transition peut
avoir lieu sous l’effet de l’agitation thermique. La différence est beaucoup plus grande dans
le cas des anions (8-10 kBT ), ce qui signifie que les anions sont exclus de l’interfoliaire. Pour
simplifier, la probabilité pour qu’un anion atteignant la surface de la particule finisse par y
rentrer est très faible, de l’ordre de e−9 ∼ 10−4. Par ailleurs, un anion finalement entré dans
l’interfoliaire a une forte probabilité d’en ressortir. Notons qu’à la précision de nos estimations
(incertitude inférieure à kBT ), la transition d’eau ou d’anions de la particule vers le micropore
n’est pas activée (∆F #

1→2 ∼ 0 sur la figure 6.2). Ceci indique que la probabilité de transition
pour une molécule d’eau ou un anion atteignant la surface depuis l’interfoliaire est voisine de
l’unité. La même observation peut être faite pour la transition de cations du pore vers l’intérieur
de la particule d’argile. Ces raisonnements simplifiés devront toutefois dans le futur être validés
par l’étude du committeur évoqué plus haut. Il sera également intéressant d’étudier l’évolution
de ces potentiels de force moyenne avec la force ionique dans le pore et l’état de protonation de
la surface.

L’étude du potentiel de force moyenne nous permet d’évaluer les barrières d’activation
∆F #

1→2 associées à la sortie de cations interfoliaires vers les pores d’un échantillon d’argile.
Cependant seules les différences ∆F1→2 sont susceptibles d’être comparées aux grandeurs ther-
modynamiques (obtenues expérimentalement ou par simulation) présentées au chapitre 3. Nous
présentons maintenant comment faire le lien entre les différences de potentiel de force moyenne
calculées dans ce chapitre et l’énergie libre d’échange ionique, avant de discuter l’influence de
la concentration en Na+ (majoritaire) sur la barrière d’activation ∆F #

1→2 pour la sortie des cations
vers le micropore.

D’après la définition (6.5), la différence de potentiel de force moyenne est :

∆F1→2(i) = −kBT ln
ρext(i)
ρint(i)

= −kBT ln
Cext(i)
Cint(i)

(6.8)

La première égalité concerne des nombres d’ions par unité de coordonnée de réaction (c’est-à-
dire une densité linéique) ; la seconde implique la concentration en chaque espèce Cext(i) dans
le micropore ainsi que sa concentration volumique dans l’argile Cint(i), et découle de la relation
Cext/Cint = ρext/ρint. Si l’on prend comme états de référence la dilution infinie pour les espèces
en phase aqueuse, et l’argile homoionique bicouche (avec seulement le contre-ion i =Cs+ ou
Na+) pour la phase argile, on peut écrire les potentiels chimiques dans chaque phase :

µext(i) = µ◦ext(i) + kBT ln Cext(i) (6.9a)
µint(i) = µ◦int(i) + kBT lnαint(i) (6.9b)

avec µ◦(i) les potentiels chimiques standards correspondants, et αint(i) = Cint(i)/Ctot
int la frac-

tion ionique de l’ion i dans l’argile. La concentration totale en contre-ions Ctot
int est fixée par

la densité de substitutions dans l’argile9. L’hypothèse d’idéalité dans (6.9a) est valide pour les
faibles concentrations dans le micropore, tandis que (6.9b) suppose l’idéalité de l’argile hété-
roionique10, c’est-à-dire que chaque ion se comporte dans l’interfoliaire comme dans l’argile
homoionique correspondante. Il a été montré par simulation moléculaire qu’il s’agissait d’une
approximation raisonnable pour Cs+ dans une argile sodique bicouche [83]. Notons que l’état
de référence pour Cs+ n’est pas stable expérimentalement.

9Si tous les cations sont échangeables, elle est proportionnelle à la capacité d’échange cationique (qui est
donnée par unité de masse et non de volume).

10Contenant à la fois les ions Cs+ et Na+.
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A l’équilibre, la variation d’énergie libre accompagnant l’échange d’un ion Cs+ dans le
micropore avec un ion Na+ interfoliaire est nulle, de sorte que :

µint(Na) + µext(Cs) = µint(Cs) + µext(Na) (6.10)

En utilisant la définition (6.8) de ∆F1→2(i) et les relations (6.9), on a :

∆F1→2(Na) − ∆F1→2(Cs) =
[
µ◦ext(Cs) + µ◦int(Na)

]
−

[
µ◦int(Cs) + µ◦ext(Na)

]
= ∆rF◦ (6.11)

D’après les résultats obtenus pour les différences de potentiel de force moyenne, nous arrivons
à la conclusion que l’échange complet entre une argile sodique bicouche et une argile césique
bicouche a une énergie libre ∆rF◦ ∼ −0.5 ± 2.0 kBT (−1, 3 ± 5 kJ.mol−1). Nous avions indi-
qué au chapitre 3 que la réaction d’échange total (d’une argile sodique à une argile césique) en
dispersion avait une enthalpie libre légèrement négative (∆G0 ∼ −7 kJ.mol−1, avec des valeurs
reportées dans la littérature allant de 0 à −15 kJ.mol−1 [95]), mais nous avions également souli-
gné le possible changement d’état d’hydratation lors de ce processus. Nous avions par ailleurs
évalué par simulation l’énergie libre d’échange de traces de Cs+ dans une argile sodique mono-
couche et conclu à une valeur d’environ −4 ± 4 kJ.mol−1 (chapitre 3, tableau 3.9). Le résultat
obtenu ici pour une argile sodique bicouche est du même ordre de grandeur, mais on ne peut
s’avancer plus précisément dans la comparaison compte tenu des incertitudes associées à chaque
résultat. En outre, nous nous intéressons plus particulièrement dans ce chapitre à la cinétique de
franchissement de l’interface particule/pore et non à la thermodynamique de l’échange.

L’analyse précédente nous permet de discuter l’influence de la concentration en ions majo-
ritaires Na+ sur la cinétique de sortie des cations vers le micropore. Si l’on ne considère que la
limite des faibles taux d’échange (traces de Cs+ dans une argile sodique avec un sel NaCl dans
le pore), on peut approcher Cint(Na) par Ctot

int et Cext(Na) par la concentration totale en cations11

dans le pore Ctot
ext. L’équation (6.8) donne alors :

∆F1→2(Na) ≈ −kBT ln
Ctot

ext

Ctot
int

(6.12)

L’étude des potentiels de force moyenne nous a permis de montrer que ∆F #
2→1 ∼ 0 pour le

transfert de cations du micropore vers l’interfoliaire, de sorte que l’énergie d’activation ∆F #
1→2

est égale à ∆F1→2. Pour un bord globalement neutre, les interactions des ions avec la surface
latérale doivent peu dépendre de la concentration en ions dans le micropore (ceci serait faux
pour un bord chargé) et l’absence de barrière ∆F #

2→1 est sans doute préservée pour d’autres
concentrations en ions dans le micropore. On peut donc s’attendre à ce que la transition de
cations de l’interfoliaire vers le pore soit de moins en moins activée à mesure que Ctot

ext augmente.
D’après (6.11) et (6.12) la barrière doit varier comme :

∆F #
1→2(Cs) ≈ ∆F1→2(Cs)

≈ −∆rF◦ − kBT ln
Ctot

ext

Ctot
int

(6.13)

11Pour le sel NaCl dont les ions sont monovalents, la concentration en cations Ctot
ext coïncide avec la force io-

nique (1.1). Voir aussi la discussion page 78.
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Notons que la deuxième égalité n’est qu’une autre forme de l’équation (3.22) démontrée au
chapitre 3, qui décrivait bien la variation expérimentale du coefficient de partage Kd avec la
concentration en sodium dans la phase aqueuse. En pratique la concentration en cations dans
le micropore Ctot

ext est toujours (très) inférieure à celle dans l’argile Ctot
int de sorte que l’équa-

tion (6.13) correspond bien à une barrière d’activation (∆F #
1→2 > 0). Cette relation prévoit que

la probabilité pour un cation interfoliaire arrivant en bord de particule d’être relâché dans le
pore augmente à mesure que la concentration en sodium dans ce dernier augmente.

Le potentiel de force moyenne nous permet d’estimer les probabilités de transition pour des
ions ou molécules arrivant à l’interface particule/pore. Les résultats obtenus sont en accord avec
ce que l’on attend pour l’échange ionique et l’exclusion anionique. Des études supplémentaires
seront néanmoins nécessaires d’une part pour quantifier les diverses contributions (stérique,
électrostatique, solvatation, ...) au potentiel de force moyenne pour chacune des espèces, d’autre
part pour préciser le lien entre ce dernier et les constantes cinétiques d’échange. Nous passons
à présent à l’autre aspect de la dynamique évoqué à la section 6.1.2 : l’évaluation du tenseur de
diffusion.

6.5 Tenseur de diffusion

6.5.1 Méthode

Principe

Pour compléter le modèle simplifié schématisé sur la figure 6.1 (diffusion bidimensionnelle
avec un coefficient de diffusion Din dans l’interfoliaire, diffusion tridimensionnelle avec un co-
efficient de diffusion Dext dans le pore), il nous faut évaluer les composantes du tenseur de
diffusion :

D =

 Dxx 0 0
0 Dyy 0
0 0 Dzz

 (6.14)

qui sont toutes fonction de la position x. Nous avons pour cela utilisé la méthode décrite par Liu,
Harder et Berne dans la référence [288] qui introduit des frontières fictives. Nous en rappelons
ici les éléments principaux. Le système est d’abord divisé en fenêtres centrées sur des positions
xi. On calcule ensuite de manière différente les composantes Dαα(xi) selon que la diffusion a
lieu le long de x ou dans le plan (y, z), à partir des trajectoires des ions ou molécules qui restent
dans la fenêtre (fictive) autour de xi.

Composantes selon y et z

La composante Dyy (resp. Dzz) est calculée à partir du déplacement quadratique moyen
〈∆y2

i (t)〉 selon y (resp. z) pour les ions ou molécules qui restent dans une fenêtre donnée i et
de leur probabilité de survie dans cette fenêtre Pi(t) :

Dyy(xi) = lim
t→∞

〈∆y2
i (t)〉

2tPi(t)
(6.15)
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Il s’agit de la méthode utilisée habituellement pour déterminer les coefficients de diffusion, où
l’on a juste tenu compte du fait que certains ions ou molécules pouvaient quitter la tranche
considérée.

Composante selon x

Dans les régions où le potentiel de force moyenne ne varie pas, on peut obtenir la com-
posante Dxx par l’autocorrélation des fonctions propres de l’opérateur de diffusion libre (avec
comme conditions aux limites des parois absorbantes) :

Ψi
n(t) = sin

(
nπ

x(t) − xi
min

xi
max − xi

min

)
(6.16)

où xi
min et xi

max définissent la fenêtre i de largeur L = xi
max − xi

min (nous avons utilisé L = 4 Å
pour toutes les fenêtres) et avec n entier. Lorsque le potentiel de force moyenne est constant, on
peut montrer que l’autocorrélation 〈Ψi

n(t)Ψi
n(0)〉 décroît comme exp(−(nπ/L)2Dxxt). On obtient

ainsi Dxx par :

Dxx(xi) = −
( L
nπ

)2

lim
t→0

ln 〈Ψi
n(t)Ψi

n(0)〉
t

(6.17)

Nous avons limité notre étude du tenseur de diffusion aux régions ou le potentiel de force
moyenne est constant (espace interfoliaire et pore, mais pas l’interface), car lorsqu’il varie les
composantes doivent être évaluées à partir de l’autocorrélation de fonctions faisant intervenir le
potentiel de force moyenne F (x) [202], et celui-ci doit donc être connu avec une grande pré-
cision. De plus dans la zone interfaciale entre particule et pore F (x) varie brutalement sur une
distance de l’ordre de la largeur des fenêtres nécessaires à l’évaluation des différentes compo-
santes, ce qui accentue la première difficulté. La comparaison des résultats obtenus pour Dxx

avec des fonctions propres Ψn (n = 1, 2, 3) confirme que le mouvement est bien diffusif dans les
régions considérées. Plus n est grand, plus 〈Ψn(t)Ψn(0)〉 décroît rapidement avec t, et plus vite
les valeurs correspondantes deviennent proches de zéro (donc sont plus bruitées). Les meilleures
estimations de Dxx sont donc obtenues pour n = 1, et ce sont celles reportées ci-dessous.

6.5.2 Résultats et discussion
Eau

Les composantes du tenseur de diffusion de l’eau sont représentées sur la figure 6.15 en
fonction de la position x dans l’interfoliaire et dans le pore, où le potentiel de force moyenne
F (x) reste constant. Pour les raisons indiquées ci-dessus, nous n’avons pas fait le calcul dans
la zone de transition. Dans l’espace interfoliaire, la diffusion est bidimensionnelle (Dzz ∼ 0,
non indiqué sur la figure) et presque isotrope dans le plan xy (Dxx ∼ Dyy). De plus, Dxx et Dyy

dépendent peu de la position et valent 0, 9±0, 1 10−9m2s−1. Ces observations sont en accord avec
les résultats de simulations de dynamique moléculaire d’argile massique [83,84] et les résultats
expérimentaux de diffusion quasi-élastique des neutrons [32, 33]. Bien que plus petite que des
particules d’argiles réelles, la particule simulée est donc suffisamment grande pour retrouver le
comportement bulk de l’argile dès que l’on s’éloigne de l’interface.

Dans le micropore, la diffusion le long de la surface de la particule (Dyy ∼ Dzz) est similaire
à la diffusion de l’eau massique : la valeur de 2, 5 ± 0, 2 10−9m2s−1 est en accord à la fois
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F. 6.15: Composantes du tenseur de diffusion de l’eau en fonction de la position dans l’espace
interfoliaire et dans le pore. Dans l’interfoliaire on a Dxx ∼ Dyy (et Dzz ∼ 0) tandis que dans le pore
Dxx , Dyy ∼ Dzz. Le coefficient de diffusion le long de la surface de la particule d’argile (Dyy ∼ Dzz) est
plus grand que la composante perpendiculaire à la surface. Le potentiel de force moyenne pour l’eau est
également indiqué (pointillés).

avec les résultats expérimentaux (2, 3 ± 0, 1 10−9m2s−1) [289] et les simulations de dynamique
moléculaire d’eau SPC/E massique (DSPC/E = 2, 4±0, 1 10−9m2s−1) [173,290]. Il est intéressant
de constater que la composante perpendiculaire à la surface est plus petite que les deux autres :
Dxx ∼ 1, 5 ± 0, 1 10−9m2s−1. Il semble donc que l’influence des surfaces sur la diffusion soit à
plus longue portée que sur la densité (qui a déjà atteint la valeur du bulk). Cependant on s’attend
à ce que Dxx tende également vers la valeur bulk DSPC/E avec un pore plus grand. Il pourrait par
ailleurs être intéressant de voir s’il existe une différence pour Dxx entre les molécules d’eau
faisant face à l’espace interfoliaire et celles faisant face aux feuillets. Ceci nécessiterait donc
une étude plus précise de Dxx(x, z).

Ions

Pour Na+, Dxx ∼ Dyy dépend peu de x dans l’interfoliaire, avec DNa
in ∼ 0, 6 ± 0, 2 10−9m2s−1,

en accord avec les résultats obtenus par simulation pour une argile sodique bihydratée [83].
Dans le pore, on a Dxx ∼ Dyy ∼ Dzz avec DNa

ext ∼ 1, 2 ± 0, 2 10−9m2s−1, en accord avec la
valeur expérimentale [291] et de précédents résultats de simulation [176] pour des solutions
diluées d’électrolyte. Il n’y a donc apparemment pas d’anisotropie de la diffusion dans le pore,
contrairement au comportement observé pour l’eau. Pour les ions Cs+ et Cl−, il y a trop peu
d’ions dans la boîte de simulation pour obtenir une estimation raisonnable des coefficients de
diffusion.
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6.6 Implications pour le transport macroscopique

6.6.1 Discussion

Nous avons utilisé les simulations moléculaires pour étudier l’échange d’eau et d’ions entre
particule d’argile et porosité extraparticulaire. Après avoir identifié une coordonnée de réaction
plausible pour décrire la cinétique d’échange, nous avons évalué le potentiel de force moyenne
correspondant au transfert d’eau, de cations et d’anions, ainsi que les composantes du tenseur
de diffusion de ces espèces dans l’interfoliaire et dans le pore. Les résultats confirment les
idées généralement admises d’échange cationique et d’exclusion anionique, et permettent une
description plus quantitative de ces phénomènes.

D’un point de vue plus général, la conclusion principale de ce chapitre est que les modèles
simples tels que celui illustré par la figure 6.1 sont pertinents, à condition que les probabilités de
transition à l’interface et le tenseur de diffusion pertinents soient utilisés. Ces derniers peuvent
être évalués par simulation moléculaire par la méthode développée dans ce chapitre. Le fait
que l’échange d’eau entre particule et pore se fasse sans barrière d’activation justifie la prise
de moyenne implicite dans le modèle de Bourg et Sposito [12], qui s’est révélée très utile pour
interpréter les expériences macroscopiques de diffusion de traceurs, notamment l’influence de
la densité sèche de l’argile sur le coefficient de diffusion effectif. La généralisation de leur étude
au cas des cations est actuellement en cours par ces auteurs.

6.6.2 Perspectives

Champ de force

Le travail présenté ici ouvre de nombreuses perspectives. Tout d’abord, nous comptons pour-
suivre les efforts dans la définition du champ de force à partir des calculs de DFT. En particulier,
nous étudions l’influence de la présence de molécules d’eau au voisinage de la surface sur la
définition des charges partielles. En effet, le calcul des charges présenté ici est effectué dans le
vide, et la relaxation de la structure ainsi que la polarisation des liaisons de surface, notamment
des liaisons OH, pourraient être modifiées par la présence de molécules d’eau. L’utilisation de
fragments plus gros pour effectuer cette détermination serait souhaitable, de même que le dé-
veloppement d’un champ de force plus élaboré, permettant notamment la rotation des liaisons
OH. Nous avons été informés par Randall T. Cygan, développeur de CLAYFF, et par Jeffery
A. Greathouse, chercheurs au Sandia National Laboratory (Albuquerque, Nouveau-Mexique,
Etats-Unis), qu’ils cherchent actuellement à adapter ce champ de force pour la description des
bords. Enfin, la face [010] étudiée ici n’est pas la seule stable, et la même étude devra être
reprise pour les autres faces.

Paramètres physiques

Il serait également utile de reprendre cette étude pour d’autres forces ioniques dans le pore.
En effet, la différence d’énergie libre entre interfoliaire et pore dépend de la quantité d’ions dans
le pore : plus la force ionique est faible, plus la barrière d’énergie libre correspondant à l’entrée
de sel (dominée bien sûr par la contribution défavorable de l’entrée de l’anion) est importante.
Un tel effet dans les milieux poreux chargés est connu sous le nom d’effet Donnan [292]. Ce-
pendant sa description pour un milieu dont la plus petite porosité est sub-nanométrique (ici
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interfoliaire) ne peut reposer sur les modèles continus utilisés pour les milieux à plus large po-
rosité. La validité de la description de l’effet Donnan en termes de potentiel chimique local
n’est même pas garantie [136, 293]. La relation (6.13) démontrée dans ce cadre devra donc être
confrontée à des simulations à d’autres concentrations.

Un autre paramètre intéressant est la nature du sel en solution : des ions multivalents pour-
raient modifier le profil d’énergie libre associé à l’entrée des anions. Il a en effet été suggéré
que l’ion Ca2+ pourrait favoriser l’entrée de paires ioniques CaCl+ [294]. De même, le contenu
en eau interfoliaire a sans doute une influence sur la cinétique d’échange. Dans les conditions
de stockage envisagées, l’état bicouche coexiste avec un état tricouche, pour lequel la cinétique
d’échange d’eau et d’ions doit également être peu ou pas activée. Inversement, une diminution
du contenu en eau (monocouche) devrait accentuer les variations de F (x), et l’on s’attend dans
ce cas à observer une différence entre les cations Na+ et Cs+.

Enfin, un paramètre important pour les propriétés de diffusion dans l’argile est le pH. Son
influence sur la cinétique de transfert particule/pore pourrait être envisagée par la simulation de
bords déprotonés, avec un champ de force déterminé par la méthode employée ici pour un bord
neutre. Cependant des phénomènes plus complexes sont susceptibles de rendre cette description
moins pertinente dans ce cas. En particulier, des sites déprotonés échangent facilement des
protons avec les molécules d’eau avoisinantes, phénomène que nous avons négligé dans le cas
de bords non chargés. Par ailleurs, selon les cations considérés, il pourrait devenir nécessaire
de prendre en compte la formation de liaisons chimiques avec les oxygènes de surface. On
pourrait alors éventuellement envisager de recourir à une approche mixte classique/quantique
(QM/MM) [295–297].

Description de la cinétique

Pour conclure, notons qu’il reste des possibilités d’amélioration du cadre théorique pro-
posé pour étudier la cinétique de transfert particule/pore. Si l’évaluation du potentiel de force
moyenne fournit bien des informations pertinentes sur la cinétique, le calcul des constantes ci-
nétiques associées à partir du potentiel de force moyenne n’est pas une chose aisée lorsque les
barrières d’activation sont faibles. En effet, les théories bien établies pour effectuer ce passage,
telles que la théorie de l’état de transition [271] ou la procédure de Bennett-Chandler [298], sont
surtout adaptées aux événements rares.

Nous mentionnons également ici le fait, sur lequel nous avons déjà insisté, que notre ap-
proche repose sur le choix raisonnable de la seule position x comme coordonnée de réaction.
Il conviendrait de poursuivre la justification de ce choix, ou d’identifier d’autres paramètres
importants. Nous avons exclu les autres coordonnées (y et z) de l’espèce transférée, ainsi que
son nombre de coordination. D’autres variables collectives sont envisageables, par exemple le
champ électrique local.

Remarquons enfin qu’à ce jour aucune information expérimentale n’est disponible sur la
cinétique d’échange entre particule et pore à l’échelle atomique, bien que l’on puisse espérer
des avancées grâce aux développements de la spectroscopie d’absorption des rayons X [98]. La
simulation de systèmes comme celui présenté ici est une approche pertinente pour répondre en
partie aux questions fondamentales liées à l’échange, afin de tester les hypothèses généralement
admises pour le calcul des propriétés de transport aux plus grandes échelles. Les paramètres
utilisés pour les simulations doivent être soit validés par la confrontation aux résultats expéri-
mentaux (pour l’argile massique et le pore), soit issus "des principes premiers", c’est-à-dire des
simulations ab-initio (pour les bords).
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Résumé du chapitre

Nous avons étudié par des simulations de dynamique moléculaire l’échange d’eau et
d’ions entre l’espace interfoliaire des particules d’argile et la microporosité extrapar-
ticulaire. Un champ de force a d’abord été développé à partir de calculs de DFT pour
la description des bords de feuillets.

Des simulations de dynamique moléculaire classique ont ensuite permis d’obtenir
plusieurs éléments importants pour la description de la dynamique du transfert par-
ticule/pore : (1) la définition d’une coordonnée de réaction pertinente, (2) l’évaluation
du profil d’énergie libre le long de cette coordonnée de réaction, et (3) le calcul des
composantes du tenseur de diffusion de l’eau et des ions, à la fois dans la particule et
dans le pore au voisinage de la surface de la particule.

Les résultats confirment les idées généralement admises d’un échange facile pour l’eau
et les cations et de l’exclusion des anions. D’un point de vue plus général, ils justifient
l’utilisation de modèles simplifiés (tels que celui décrit au début de ce chapitre), à
condition que les paramètres utilisés (probabilités de transition à l’interface et tenseur
de diffusion) soient calibrés sur les échelles inférieures.





197

Conclusion et Annexes





199

Conclusion Générale

L’objectif de cette thèse consistait à proposer des éléments de réflexion sur la modélisation
du transport et de la rétention de l’eau et des ions dans l’argile compactée, milieu chargé à
porosités multiples.

• A l’échelle macroscopique le transport et la rétention sont décrits par des paramètres
empiriques, comme le coefficient de diffusion effectif De ou le coefficient de partage Kd

entre espèces fixes et mobiles. Ils permettent de rendre compte des phénomènes observés,
mais ne permettent pas de comprendre l’origine microscopique de ces phénomènes.

• A l’échelle microscopique, les descriptions reposant sur la simulation moléculaire, ne
permettent d’étudier que des systèmes nanométriques, sur de courtes durées (de l’ordre
de la nanoseconde). A cette échelle les études antérieures portaient essentiellement sur
la structure et la dynamique des espaces interfoliaires, ce qui ne permet d’appréhender
qu’une partie du problème.

• Les échelles intermédiaires doivent être traitées dans le cadre de modèles à solvant continu :
c’est ainsi qu’est décrit le transport dans les mésopores et macropores. Ils permettent de
faire le lien avec certaines propriétés macroscopiques comme la conductivité ou la per-
méabilité par des méthodes d’homogénéisation, mais reposent sur des paramètres (coef-
ficients de diffusion, constantes cinétiques de fixation en surface ou d’échange avec la
porosité interfoliaire), qui ne sont pas forcément mesurables ou déductibles de descrip-
tions microscopiques.

Des méthodes expérimentales permettent de sonder chacune de ces échelles séparément (par
exemple la diffusion des neutrons à l’échelle microscopique, la résonance magnétique nucléaire
à l’échelle mésoscopique, et la diffusion de traceurs à l’échelle macroscopique). Cependant il
n’y a pas pour l’instant de continuité entre les descriptions aux différentes échelles.

Les recherches menées au cours de cette thèse ont permis de proposer des idées nou-
velles pour parvenir à une description véritablement multi-échelles, dans laquelle les paramètres
propres à chaque niveau peuvent être déduits des échelles inférieures.

Nous avons notamment montré qu’il était possible d’évaluer la contribution ionique aux
propriétés diélectriques (macroscopiques) des argiles à partir de la dynamique des ions. Les
simulations moléculaires, qui se sont déjà révélées utiles pour la compréhension de la structure
et la dynamique interfoliaires, ainsi que pour la thermodynamique de l’hydratation des argiles,
ont été utilisées pour aborder des problèmes nouveaux :

• la thermodynamique de l’échange ionique,

• le passage de paramètres pour des modèles à solvant continu de la dynamique ionique
(potentiel effectif pour l’interaction des ions avec les surfaces et friction du solvant),



200

• le transfert entre nanoporosité interfoliaire et porosité extraparticulaire, avec la définition
et l’évaluation des grandeurs physiques pertinentes pour sa description (notamment la
coordonnée de réaction, le potentiel de force moyenne, et les composantes du tenseur de
diffusion).

Nous avons ainsi élargi la portée des études à l’échelle microscopique en "sortant" de l’espace
interfoliaire, et en faisant le lien avec les autres porosités, tant du point de vue thermodynamique
(échange ionique) que dynamique (transfert d’eau et d’ions à l’interface particule/pore).

Le caractère multi-échelles de notre travail ne se réduit pas à l’utilisation des simulations
moléculaires classiques pour le passage de paramètres aux échelles supérieures. En effet, les
calculs ab-initio (théorie de la fonctionnelle de la densité) permettent de calibrer ces modèles
moléculaires classiques, ce que nous avons fait pour la description des bords de feuillets. Par
ailleurs, le modèle à solvant continu dérivé des simulations pour la dynamique ionique a servi
de base pour la définition d’un modèle de diffusion-réaction et l’évaluation des paramètres phy-
siques correspondants. On voit ainsi que l’on peut réellement établir une continuité entre les
différents niveaux de représentation.

Au cours de ce travail, nous avons également contribué au développement d’une nouvelle
méthode (sur réseau) de résolution de l’équation de Fokker-Planck, sans laquelle nous n’aurions
pu mener à bien la procédure de "gros-grainisation" définissant le modèle de diffusion-réaction.
Elle pourra bien entendu trouver des applications dans d’autres contextes où cette équation est
pertinente pour la description des phénomènes.

Cette thèse s’inscrit dans un contexte plus large, et ne règle bien sûr pas à elle seule les ques-
tions posées dans le cadre d’un stockage de déchets radioactifs en couche géologique profonde.
Cependant nous espérons qu’elle participera à une meilleure compréhension des phénomènes
physico-chimiques mis en jeu. Pour y parvenir, il sera nécessaire de poursuivre les travaux
théoriques (à toutes les échelles et sur les liens entre ces dernières), ainsi que la détermination
expérimentale des données physico-chimiques, seule garante de la validité des prédictions des
modèles.
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Annexe B

Polynômes de Hermite

Une base orthonormale de l’espace des polynômes à D variables peut être obtenue à partir
de produits des polynômes de Hermite à une variable [299]. Nous donnons ici la définitions
des polynômes utilisés dans l’algorithme de Lattice Fokker-Planck et quelques-unes de leur
propriétés. Considérons l’espace des fonctions réelles f (v) de D variables telles que l’intégrale∫

dvω(v) f (v)2 converge, avec ω(v) la distribution gaussienne :

ω(v) =
e−v2/(2v2

T )

(2πv2
T )D/2

. (B.1)

Un polynôme de Hermite à D variables d’ordre l est un tenseurH (l)
α (x) de rang l. Chaque com-

posante de ce tenseur est une fonction polynomiale de D variables. Ces polynômes forment une
base orthogonale dans le sens :∫

dvω(v)
1

vl+m
T

H (l)
α (v)H (m)

β (v) = δlmδ
(l)
αβ (B.2)

où δ(l)
αβ vaut zéro sauf si l’ensemble d’indices α = α1 . . . αl est une permutation de β = β1 . . . βl.

Il s’agit d’une somme de l! termes, chacun étant un produit de fonctions δ de Kronecker cor-
respondant à toutes les permutations possibles des deux ensembles α et β. Deux polynômes
d’ordres l , m sont orthogonaux. Les premiers termes sont :

H (0)(v) = 1 (B.3)

H (1)
α (v) = vα (B.4)

H
(2)
αβ (v) = vαvβ − v2

Tδαβ (B.5)

H
(3)
αβγ(v) = vαvβvγ − v2

T (vαδβγ + vβδαγ + vγδαβ) (B.6)

H
(4)
αβγδ(v) = vαvβvγvδ − v2

T (vαvβδγδ + vαvγδβδ
+ vαvδδβγ + vβvγδαδ + vβvδδαγ + vγvδδαβ)

+ v4
T (δαβδγδ + δαγδβδ + δαδδβγ) (B.7)

Dans le cas d’une seule variable, ils se réduisent aux polynômes de Hermite-Tchebyschev, qui
ne diffèrent des polynômes de Hermite que par la normalisation [141]. Les dérivées de ces
polynômes vérifient deux propriétés importantes pour la détermination de l’algorithme Lattice
Fokker-Planck. La première relie les polynômes de degré l à ceux de degré l − 1 :

∂vβH
(l)
α (v) = δβα1H

(l−1)
α2...αl

(v) + . . . + δβαlH
(l−1)
α1...αl−1

(v). (B.8)
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La seconde est la relation de récurrence :

∂vβH
(l)
α (v) =

1
v2

T

[vβH (l)
α (v) −H (l+1)

βα (v)] (B.9)

avec βα les l + 1 indices βα1 . . . αl.

Quadratures et règles de somme

En utilisant les quadratures présentées au chapitre 4, les intégrales de produits de poly-
nômes de Hermite avec une gaussienne peuvent être exprimées comme sommes discrètes sur
les vitesses définissant le réseau. L’ordre maximal des polynômes impliqués dépend de l’ordre
des quadratures (donc du nombre de vitesses utilisées). Dans le cas présenté au chapitre 4, une
quadrature d’ordre 4 est utilisée dans l’algorithme utilisant l’opérateur de collision (4.48) avec
K = 2. Les relations d’orthonormalité (B.2) donnent les règles de somme suivantes :∑

i

wi = 1 (B.10)∑
i

wiviαviβ = v2
Tδαβ (B.11)∑

i

wi(viαviβ − v2
Tδαβ)(viγviδ − v2

Tδγδ) = v4
T (δαγδβδ + δαδδβγ) (B.12)

et les autres combinaisons telles que
∑

i wiviα sont nulles. De la dernière de ces relations, on peut
également déduire la formule d’ordre 4 :∑

i

wiviαviβviγviδ = v4
T (δαβδγδ + δαγδβδ + δαδδβγ) (B.13)
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Annexe C

Dynamique de Langevin et potentiel
harmonique

Dans cette annexe, nous résolvons l’équation de Langevin pour une particule de masse m
soumise à une friction γ élevée, dans un potentiel harmonique unidimensionnel :

V(x) =
1
2

mω2
0x2, (C.1)

avec mω2
0 = k la courbure (V ′′(x) = k,∀x) du potentiel. Ce cas simple nous permet de préciser

l’effet du potentiel et de la friction sur la fonction d’autocorrélation des vitesses

Z(t) = 〈ẋ(t)ẋ(0)〉 = 〈ẋẋ0〉 (C.2)

étudiée au chapitre 5. La notation ẋ désigne la dérivée temporelle de la fonction x(t), c’est-à-
dire la vitesse. En effet, le potentiel harmonique constitue souvent une bonne approximation
d’un potentiel au voisinage de son minimum. Or ce dernier correspond au maximum de den-
sité à l’équilibre, et contribue significativement aux propriétés moyennées sur la distribution.
Il convient de noter dès à présent que les résultats représentés ici ne peuvent bien entendu pas
rendre compte de tous les effets correspondant au vrai potentiel (voir le chapitre 5), d’une part
parce que celui-ci a une topologie complexe, d’autre part parce que le potentiel harmonique
exclut tout transport d’un minimum à un autre.

L’équation de Langevin (4.1) pour le potentiel harmonique s’écrit :

ẍ + γẋ + ω2
0x =

1
m

fs(t) (C.3)

avec fs(t) une force aléatoire de moyenne nulle, indépendante de la position x et de la vitesse ẋ.
La solution générale de cette équation, dans le cas des fortes frictions, s’écrit sous la forme :

x(t) = αeλt + βeµt + xp1(t) + xp2(t) (C.4a)

λ =
−γ +

√
γ2 − 4ω2

0

2
γ � ω0
∼ −

ω2
0

γ
(C.4b)

µ =
−γ −

√
γ2 − 4ω2

0

2
γ � ω0
∼ −γ (C.4c)
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avec, xp1(t) et xp2(t) deux solutions particulières linéairement indépendantes, qui dépendent de
la force aléatoire fs(t), et α et β deux constantes fixées par les conditions initiales x0 et ẋ0. On a
donc deux modes de relaxation, l’un rapide (temps caractéristique γ−1), l’autre plus lent (temps
caractéristique γ/ω2

0). Il est aisé de vérifier que la force aléatoire n’a pas d’effet sur la fonction
d’autocorrélation des vitesses Z(t). Celle-ci correspond à une moyenne d’ensemble, donc en
particulier sur les différentes réalisations de la force aléatoire, qui s’annule en moyenne, et qui
est décorrélée de la position et de la vitesse par hypothèse. On peut donc négliger les termes
xp1(t) et xp2(t) pour le calcul de Z(t).

Les constantes α et β s’expriment facilement en fonction des conditions initiales, et le résul-
tat pour la vitesse ẋ est :

ẋ(t) =
λ(ẋ0 − µx0)eλt − µ(ẋ0 − λx0)eµt

λ − µ
(C.5)

Pour obtenir Z(t), il faut multiplier ce résultat par ẋ0 et faire la moyenne sur toutes les condi-
tions initiales possibles, avec un poids correspondant à la distribution d’équilibre de Maxwell-
Boltzmann :

f eq(x0, ẋ0) ∝ e−β[V(x0)+ 1
2 mẋ2

0] (C.6)

On a en particulier 〈ẋ0 ẋ0〉 = v2
T = kBT/m. En utilisant la propriété 〈ẋ0x0〉 = 0, c’est-à-dire le fait

que vitesse et position sont décorrélées, on trouve à partir de (C.5) le résultat :

Zharm(t) = v2
T ×

λeλt − µeµt

λ − µ
(C.7)

avec λ et µ donnés par (C.4).

Discussion

Une première propriété de Zharm(t) est que son intégrale est nulle. Ceci est un résultat attendu,
puisque l’intégrale

D =
∫ ∞

0
Z(t) dt (C.8)

n’est autre que le coefficient de diffusion, qui est nul parce que la particule est piégée dans
le potentiel harmonique. Ceci constitue une différence importante avec le cas du potentiel de
surface correspondant à l’argile étudié au chapitre 5. Dans ce cas, un ion pouvait passer de site
en site, c’est-à-dire d’un minimum de potentiel à un autre.

Les deux exponentielles correspondent à deux régimes. D’une part le comportement aux
temps courts est :

Zharm(t) t → 0
∼ v2

T e−γt (C.9)

indépendamment du potentiel, ce qui était aussi le cas pour le potentiel modélisant l’argile
(figure 5.13). D’autre part on a aux temps longs :

Zharm(t)
t � γ−1

∼ −v2
T

(
ω0

γ

)2

e
−

ω2
0

γ
t

(C.10)

c’est-à-dire une partie négative, retournant d’autant plus vite vers 0 que le potentiel est fort ou
que la friction est faible. Le temps caractéristique correspond dans la limite des hautes frictions
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à l’exploration du potentiel avec un coefficient de diffusion D0 = v2
T/γ, comme nous l’avions

évoqué pour l’équation (5.10). Dans le cas du potentiel de surface pour l’argile, le comportement
au temps longs de Z(t) dépend aussi du franchissement de la barrière de potentiel Vs, on ne peut
donc conclure sur les variations avec le potentiel et la friction par la seule analogie avec le
potentiel harmonique.

La fonction Zharm(t) présente un minimum pour tm solution de l’équation Żharm(tm) = 0,
c’est-à-dire :

tm =
1

λ − µ
ln

(
µ

λ

)2

γ � ω0
∼

4
γ

ln
(
γ

ω0

)
. (C.11)

Dans la limite des hautes frictions, on atteint donc le minimum d’autant plus vite que la friction
est forte ou que le potentiel est fort (mω2

0 est la courbure au minimum, proportionnelle à Vs dans
le cas du potentiel modèle du chapitre 5). C’est bien ce que nous observons sur les figures 5.13
et 5.14.

Enfin, on peut obtenir une estimation de Z(tm) au minimum dans la limite des hautes frictions
γ � ω0 et le résultat à l’ordre dominant en (ω0/γ) est :

Zharm(tm) ∼ −v2
T

(
ω0

γ

)2

(C.12)

On voit donc que le minimum est d’autant plus prononcé que le potentiel est fort et que la
friction est faible. C’est effectivement le comportement observé sur les figures 5.13 et 5.14.
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Annexe D

Erreurs statistiques

D.1 Observables, mesures et intervalles de confiance
Supposons que l’on cherche à déterminer la valeur moyenne 〈A〉 d’une observable au sein

d’un ensemble statistique1. Dans l’ensemble statistique considéré, la grandeur microscopiqueA
est généralement distribuée selon une loi normale (gaussienne) de moyenne 〈A〉 et de variance :

σ2(A) = 〈A2〉 − 〈A〉2 (D.1)

Cette dernière est une propriété intrinsèque du système. Par exemple, les fluctuations du volume
dans l’ensemble NPT sont liées à la compressibilité isotherme par σ2(V) = VkBTχT .

Lorsque l’on explore l’espace des phases ou des configurations par dynamique moléculaire
ou par Monte-Carlo, on collecte un ensemble de valeurs {A(τ)}τ=1...τrun

supposées pour l’instant
statistiquement indépendantes. Chaque observation A(τ) est une variable aléatoire qui suit la
distribution de A. D’après le théorème de la limite centrale, lorsque le nombre d’observations
indépendantes est grand, la moyenne

〈A〉run =
1
τrun

τrun∑
τ=1

A(τ) (D.2)

est également une variable aléatoire distribuée normalement, avec une moyenne 〈A〉 et une
variance :

σ2(〈A〉run) =
σ2(A)
τrun

(D.3)

Cela veut dire que si l’on répétait un grand nombre de simulations de durée τrun, on trouverait
des valeurs distribuées selon une loi normale centrée en 〈A〉 et de variance σ2(A). En pratique,
on souhaite pourtant pouvoir dire, à partir d’une seule simulation de durée τrun, que 〈A〉run est
proche de la valeur recherchée 〈A〉. Plus précisément, on définit un intervalle de confiance de
x% tel que la probabilité que l’intervalle [〈A〉run − δ, 〈A〉run + δ] contienne 〈A〉 de l’observable
soit égale à x%. Pour x = 95 on montre que la demi-largeur δ de l’intervalle de confiance est :

δ = 1, 96 × σ(〈A〉run) = 1, 96 ×
σ(A)
√
τrun

(D.4)

1Par exemple le volume d’un système dans l’ensemble NPT .
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Cette formule n’est pas utilisable telle que car la variance σ2(A) nous est inconnue. Pour un
nombre de "mesures" τrun suffisant, on peut cependant l’estimer par :

σ2(A) ≈ σ2
run(A) =

1
τrun

τrun∑
τ=1

[A(τ) − 〈A〉run]2 (D.5)

ce qui donne finalement pour intervalle de confiance de 95% :

I =
[
〈A〉run − 1, 96

σrun(A)
√
τrun

, 〈A〉run + 1, 96
σrun(A)
√
τrun

]
(D.6)

En multipliant par 4 le nombre d’observations, on affine ainsi l’intervalle de confiance d’un
facteur 2.

D.2 Corrélations entre mesures et moyennes par blocs
En pratique, les valeurs successives de A(τ) sont souvent corrélées : deux points proches

dans l’espace des phases (ou des configurations), comme le sont deux configurations succes-
sives lors d’une simulation de dynamique moléculaire ou de Monte-Carlo, correspondent géné-
ralement à des valeurs proches des observables.

Pour estimer l’erreur statistique, on divise l’ensemble des données en nb blocs (nbτb = τrun)
sur lesquels on effectue les moyennes par blocs :

〈A〉b =
1
τb

τb∑
τ=1

A(ib × τb + τ) pour ib = 0 . . . nb − 1 , (D.7)

ce qui permet de calculer :

σ2(〈A〉b) =
1
nb

nb∑
b=1

[〈A〉b − 〈A〉run]2 (D.8)

On reproduit cette opération en augmentant le nombre de blocs et l’on définit un "temps" de
corrélation (ou inefficacité statistique) par [86, 174] :

srun = lim
τb→∞

τbσ
2(〈A〉b)
σ2(A)

(D.9)

Cette méthode permet d’obtenir un intervalle de confiance de 95% par 〈A〉run ± δ, avec

δ = 1, 96 ×
√

srun

τrun
σ2(A) = 1, 96 ×

√
1
τrun

lim
τb→∞

τbσ2(〈A〉b) (D.10)

car le nombre de données statistiquement indépendantes n’est que τrun/srun.
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Annexe E

Weighted Histogram Analysis Method

La méthode WHAM permet de reconstruire le potentiel de force moyenne (PFM) F (ξ) en
fonction d’une coordonnée de réaction ξ[rN] dépendant des coordonnées des atomes du système,
à partir d’une série de simulations biaisées par Umbrella Sampling présentées au chapitre 6.
Cette méthode a été introduite par Kumar et al. [284] et cette annexe est largement inspirée de
l’article de Roux [286]. Rappelons que le PFM est défini à partir de la distribution d’équilibre
P(ξ) par :

F (ξ) = F (ξ0) − kBT ln
[

P(ξ)
P(ξ0)

]
(E.1)

avec ξ0 une valeur arbitraire de la coordonnée de réaction et F (ξ0) une constante arbitraire. La
probabilité P(ξ) est obtenue par la moyenne :

P(ξ) = 〈ρ(ξ)〉 =

∫
drN δ

(
ξ′[rN] − ξ

)
e−βU(rN )∫

drN e−βU(rN )
(E.2)

avec β = 1/kBT et U(rN) l’énergie du système.
Par ailleurs la méthode d’Umbrella Sampling consiste à effectuer un ensemble de simula-

tions contraintes à une valeur donnée ξi
0 de la coordonnée de réaction par un potentiel harmo-

nique

V i
bias(ξ) =

1
2

kbias

(
ξ − ξi

0

)2
. (E.3)

La méthode WHAM permet de débiaiser les simulations d’Umbrella Sampling pour remonter
au potentiel de force moyenne. La distribution Pi

b(ξ) de la coordonnée de réaction pour la i-ème
simulation biaisée est donnée par :

Pi
b(ξ) =

∫
drN δ

(
ξ′[rN] − ξ

)
e−β[U(rN )+V i

bias(ξ
′)]∫

drN e−β[U(rN )+V i
bias(ξ

′)]

= e−βV i
bias(ξ) ×

∫
drN δ

(
ξ′[rN] − ξ

)
e−βU(rN )∫

drN e−βU(rN )
×

∫
drN e−βU(rN )∫

drN e−βV i
bias(ξ

′)e−βU(rN )

= e−βV i
bias(ξ) × P(ξ) × 〈e−βV i

bias(ξ)〉−1 = e−βV i
bias(ξ) × P(ξ) × e+βFi (E.4)

où l’on a introduit la définition :
e−βFi = 〈e−βV i

bias(ξ)〉. (E.5)
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Les constantes Fi correspondent à l’énergie libre associée à l’introduction du potentiel V i
bias(ξ)

et devront être déterminées par la suite.
On peut calculer grâce à (E.1) et (E.4) le potentiel de force moyenne sans biais à partir de

la distribution Pi
b(ξ) de la i-ème simulation biaisée :

Fi(ξ) = F0 − kBT ln
[
Pi

b(ξ)
P(ξ0)

]
− V i

bias(ξ) + Fi (E.6)

Puisque le potentiel sans biais ne doit pas dépendre de la fenêtre i considérée, on doit déterminer
les constantes Fi pour assurer la cohérence entre les différentes fenêtres. Ceci nécessite un
recouvrement entre ces dernières. Le principe de cet ajustement est illustré sur la figure E.1.
Lorsque le nombre de fenêtre est limité, on peut effectuer cette opération manuellement. Dans
le cas contraire, on peut utiliser la procédure itérative suivante.

0 1 2 3 4 5 6
!

!!"#$$%&$'(
)$$!$$*(

)

+(!)

F. E.1: Principe de la méthode WHAM. Chaque simulation biaisée permet d’obtenir le potentiel de
force moyenne F (ξ) à une constante Fi près pour une certaine gamme de la coordonnée de réaction ξ
(tirets). Le recouvrement entre ces courbes permet l’ajustement des constantes Fi pour reconstruire F (ξ)
sur l’ensemble du domaine (trait plein).

Notons Nw le nombre de simulations biaisées effectuées par Umbrella Sampling, et ni le
nombre de données statistiquement indépendantes utilisées pour construire la distribution biai-
sée Pi

b(ξ). La relation entre distribution sans biais P(ξ) et les distributions débiaisées Pi
u(ξ)

s’écrit :

P(ξ) =
Nw∑
i=1

Pi
u(ξ) ×

nie−β[V i
bias(ξ)−Fi]∑Nw

j=1 n je−β[V j
bias(ξ)−F j]

(E.7)

Les Pi
u(ξ) sont obtenues par (E.4), c’est-à-dire :

Pi
u(ξ) = e+βV i

bias(ξ) × Pi
b(ξ) × e−βFi (E.8)
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de sorte que (E.7) peut se mettre sous la forme :

P(ξ) =
Nw∑
i=1

niPi
b(ξ)∑Nw

j=1 n je−β[V j
bias(ξ)−F j]

. (E.9)

Les F j peuvent être estimées à partir de la distribution sans biais :

e−βF j =

∫
dξ e−βV j

bias(ξ)P(ξ) (E.10)

Puisque la distribution P(ξ) dépend des constantes F j, on doit résoudre simultanément (E.9)
et (E.10), ce qui est fait en pratique par une procédure itérative.

La méthode WHAM se généralise aisément au cas d’un potentiel de force moyenne dépen-
dant de plusieurs variables. Pour les calculs du chapitre 6, nous avons utilisé le code d’Alan
Grossfield [300].





215

Annexe F

Umbrella Integration

La méthode d’Umbrella Integration (UI) introduite par Kästner et Thiel [285] permet comme
la méthode WHAM présentée à l’annexe E de reconstruire le potentiel de force moyenne F (ξ)
à partir d’un ensemble de simulations biaisées par Umbrella Sampling, mais par une approche
différente. Nous reprenons ici les notations de l’annexe E pour le potentiel de force moyenne
F (ξ), le potentiel de biais V i

bias(ξ) (E.3) et les distributions de la coordonnée de réaction sans
biais P(ξ), biaisées Pi

b(ξ) et débiaisées Pi
u(ξ) (E.8).

La méthode UI repose sur une estimation directe de la force moyenne :

−
∂Fi(ξ)
∂ξ

= +kBT
∂ ln Pi

b(ξ)
∂ξ

+
dV i

bias(ξ)
dξ

(F.1)

qui ne dépend en principe pas de la simulation biaisée i considérée et constitue une relation
exacte. Cette relation est ensuite complétée par une expression approchée de la distribution
biaisée Pi

b(ξ) supposée suivre une loi normale :

Pi
b(ξ) =

1

σi
b

√
2π

exp

−1
2

(
ξ − ξi

b

σi
b

)2 , (F.2)

où la moyenne ξi
b et la variance (σi

b)2 sont calculées dans chaque fenêtre i à partir des simulations
biaisées. En insérant (F.2) dans (F.1), on peut estimer la dérivée du potentiel de force moyenne
à partir de la simulation i :

∂Fi(ξ)
∂ξ

= kBT
ξ − ξi

b

(σi
b)2
− kbias

(
ξ − ξi

0

)
(F.3)

où l’on a également utilisé la définition du potentiel de biais (E.3).
Les estimations des différentes fenêtres sont combinées de manière analogue à (E.7), en

pondérant par la contribution statistique de la fenêtre i à l’échantillonnage de la coordonnée de
réaction autour d’une valeur ξ donnée :

∂F (ξ)
∂ξ

=

Nw∑
i=1

(
∂Fi(ξ)
∂ξ

)
×

niPi
b(ξ)∑Nw

j=1 n jP
j
b(ξ)

. (F.4)

Les équations (F.3) et (F.4) permettent de calculer localement la dérivée du potentiel de force
moyenne sans nécessiter en principe de recouvrement entre les différentes fenêtres, contraire-
ment à WHAM. Cependant pour remonter au potentiel de force moyenne il faut procéder à une
intégration numérique, ce qui nécessite d’avoir un échantillonnage assez fin de ∂ξF .
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Pour les calculs numériques du chapitre 6, nous avons procédé à un ajustement des histo-
grammes de Pi

b(ξ) par la méthode des moindres carrés pour évaluer les paramètres ξi
b et (σi

b)2,
puis utilisé un code spécialement écrit par nous pour les combiner par l’équation (F.4) et procé-
der à l’intégration numérique.
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Notations utilisées

Chapitre 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

I Force ionique
� Diamètre de pore
ρS Densité sèche
RH Humidité relative
P Pression partielle en eau
P0 Pression de vapeur saturante de l’eau
CEC Capacité d’échange cationique

CSE Complexe de Sphère Externe
CSI Complexe de Sphère Interne

j Flux de particules
D0 Coefficient de diffusion microscopique
De Coefficient de diffusion effectif
Da Coefficient de diffusion apparent
ω Porosité
δ Constrictivité
τ Tortuosité

C Concentration en espèce mobile
Q Concentration en espèce fixe
Kd Coefficient de partage
K Constante de la réaction de fixation
Γm Quantité de sites de sorption par kg d’argile
Γ Quantité de sites de sorption occupés
K′, n Paramètres de l’isotherme de Freundlich

ψ Potentiel électrostatique
κ−1 Longueur de Debye
Λ Longueur de Johnson (rapport volume sur surface pondéré par l’énergie

électrostatique)
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Chapitre 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

jc Densité de courant
E Champ électrique
P Polarisation électrique
ω Fréquence (en rad/s)
σ Conductivité
σdc Conductivité à fréquence nulle
σNE Expression de Nernst-Einstein de la conductivité

ε0 Permittivité du vide
ε, εr Permittivité relative
ε′ Partie réelle de la permittivité relative
ε′′ Partie imaginaire de la permittivité relative
εS Permittivité relative du solvant
ε∞ Limite à haute fréquence de la permittivité
∆εi Amplitude de la i-ème relaxation
τi Temps caractéristique de la i-ème relaxation

z Charge
D Coefficient de diffusion
c, ρ Concentration en ions
Γ Quantité d’ions adsorbés
j Flux d’ions
σ0, σS Densité de charge de surface
k′1, k+ Constantes cinétiques d’adsorption
k2, k− Constantes cinétiques de désorption
L Distance entre surfaces, distance moyenne entre ions
α−1 Distance d’écrantage électrostatique
LB Longueur de Bjerrum
λ Longueur de Gouy
τχ = k−1

χ Temps de relaxation de l’échange chimique
τD Temps de relaxation électrique
τdi f f = k−1

di f f Temps caractéristique de diffusion
µ Rapport de temps caractéristiques
C(Q) Concentration en ions mobiles (fixes)

r Position
v Vitesse
k Vecteur d’onde
F(k, t) Fonction intermédiaire de diffusion
S (k, ω) Facteur de structure dynamique
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Chapitre 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

U Energie
H Enthalpie
F Energie libre
G Enthalpie libre
∆hX Grandeur d’hydratation
∆iX Grandeur d’immersion
∆rX0 Grandeur standard de réaction
∆X Grandeur par mole de cation
∆H∞ Enthalpie d’échange pour l’argile dispersée
∆rX(n) Grandeur de réaction d’échange d’ions entre l’argile avec n H2O par cation

et la phase aqueuse
∆rXg(n) Grandeur de réaction d’échange d’ions entre l’argile avec n H2O par cation

et la phase gazeuse
∆rX(µH2O) Grandeur de réaction d’échange d’ions entre l’argile en équilibre avec une

atmosphère d’humidité relative donnée et la phase aqueuse
∆rXg(µH2O) Grandeur de réaction d’échange d’ions entre l’argile en équilibre avec une

atmosphère d’humidité relative donnée et la phase gazeuse

Ks Constante de sélectivité expérimentale
K0

e Constante thermodynamique d’échange
Kd Coefficient de partage
α Taux d’échange
aaq

Na Activité de l’ion Na+ en solution
[Na] Concentration de l’ion Na+ en solution
γNa Coefficient d’activité de l’ion Na+ en solution
aNa Activité de l’ion Na+ dans l’argile
xNa Fraction d’ion Na+ dans l’argile
fNa Coefficient d’activité de l’ion Na+ dans l’argile

R Constante des gaz parfaits
µ Potentiel chimique
RH Humidité relative

〈. . .〉 Valeur moyenne
kB Constante de Boltzmann
T Température
β 1/kBT
N Nombre de particules
V Volume
P Pression
rN (pN) Vecteur à 3 × N dimensions des positions (moments) des N atomes
U Energie potentielle du système
K Energie cinétique du système
A Une observable
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qi Charge partielle de l’atome i
σi, εi Paramètres de Lennard-Jones individuels
rcut Rayon de coupure

Chapitre 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

γ Coefficient de friction
m Masse
Fext Force extérieure
Fs Force aléatoire
η Viscosité
D0 Coefficient de diffusion libre

t Temps
x Position
v Vitesse
D Dimension de l’espace
α, β, γ, δ Coordonnées cartésiennes ∈ {x, y, z}
δαβ Symbole de Kronecker (1 si α = β, 0 sinon)
xα Composantes de la position
vα Composantes de la vitesse
aE
α Composantes de l’accélération
∂t Dérivée par rapport au temps
∂α Dérivée par rapport à la coordonnée α
∂vα Dérivée par rapport à la coordonnée vα

f (x, v; t) Fonction de distribution
ρ Moment d’ordre 0 de f : densité
J Moment d’ordre 1 de f : flux
u Vitesse
uEF Vitesse limite sous l’effet de aE

P Moment d’ordre 2 de f
Q Moment d’ordre 3 de f

Ĉ Opérateur de collision
ĈEXT , ĈS Opérateurs de collision extérieur et de transport (streaming)
ĈFP, ĈBGK Opérateurs de collision de Fokker-Planck et BGK
f eq Fonction de distribution d’équilibre de Maxwell-Boltzmann
vT Vitesse thermique

ω(v) Distribution de Maxwell
α Ensemble d’indices α1 . . . αl

H l
α(v) Composante α du polynôme de Hermite à D variables d’ordre l (voir l’an-

nexe B)
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F l
α(x, t) Coefficient du développement de f en polynômes de Hermite
Cl
α(x, t) Coefficient du développement de Ĉ[ f ] en polynômes de Hermite

K Ordre du développement en polynômes de Hermite
l,m Indices dans le développement polynômes de Hermite ∈ 0 . . .K

∆x Pas du réseau
∆t Pas de temps
D2Q9 Réseau à deux dimensions et neuf vitesses

b Nombre de vecteurs pour la quadrature
i, j Indices des vecteurs pour la quadrature ∈ 1 . . . b
vi Nœud pour la quadrature
viα Composante de la vitesse vi

wi Poids pour la quadrature
gi(x; t) Population du réseau wi f (x, vi; t)/ω(vi)
g(x; t) Vecteur des populations gi

g′ Vecteur des populations gi à l’instant t + ∆t
L̂[g] Opérateur de collision du réseau (discret), fonction de l’ensemble des po-

pulations g
L̂i[g] Composante de l’opérateur de collision du réseau, fonction de l’ensemble

des populations g, agissant seulement sur gi

g̃ Population décalée g − L̂[g] × ∆t/2

L̂BGK Opérateur de collision BGK discret
τ−1 Fréquence de collision BGK
geq Distribution de Maxwell-Boltzmann discrète

Jeq Voir l’équation (4.49)
Peq Voir l’équation (4.50)
ρ̃ Voir l’équation (4.52a)
J̃ Voir l’équation (4.52b)
P̃ Voir l’équation (4.52c)

ε Paramètre de séparation d’échelles pour le développement de Chapman-
Enskog

X(0), X(1), X(2) Partie de X variant à l’échelle ε0, ε1, ε2

∂(1)
t , ∂(2)

t Dérivée temporelle à l’échelle t1 = εt, t2 = εt2

∂(1)
α Dérivée spatiale à l’échelle x1 = εx

Chapitre 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

fm Fraction d’ions mobiles
fa Fraction d’ions adsorbés
D0 Coefficient de diffusion "libre"
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Dapp Coefficient de diffusion apparent
µ0 Mobilité "libre"
µapp Mobilité apparente
V(x, y) Potentiel effectif
∇V Gradient de V
Vmax Valeur maximale de V (valeur minimale nulle)
Vs Valeur de V au point selle (Vs = Vmax/9)

a Paramètre de maille
Acell Aire d’une maille

F Frontière entre ions mobiles et adsorbés
ρF Densité sur la frontière
VF Potentiel sur la frontière
lF Longueur de la frontière
Na (Nm) Nombre d’ions adsorbés (mobiles) par unité de surface
jout Flux d’ions à travers la frontière
ust Vitesse à l’état stationnaire

DP D : résultat du traitement perturbatif
DQ2 D : résultat de l’approximation quasi-bidimensionnelle
DDPA D : résultat de l’approximation du chemin de diffusion

Z(t) Fonction d’autocorrélation des vitesses
g(r) Fonction de distribution radiale

Chapitre 6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∆F #
1→2 (∆F #

2→1) Barrière d’activation de la réaction 1→ 2 (2→ 1)
∆F1→2 Energie libre de la réaction 1→ 2
CPMD Car-Parrinello Molecular Dynamics
ri Position où le potentiel électrostatique est évalué pour l’ajustement des

charges
rI Position des atomes dont les charges sont ajustées
qI Charges partielles des atomes
q∗I Charges "cibles" pour l’ajustement par la méthode RESP
λ Paramètre de contrainte pour la méthode RESP
RESP Restrained Electrostatic Potential

P, p Probabilité d’occurrence d’un état
F Energie libre d’un état
TPT Transition Path Theory
CELM Chemin d’énergie libre minimale
PFM (PMF) Potentiel de force moyenne (Potential of mean force)
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niO Nombre de coordination de l’atome i par des oxygènes O
S (r) Fonction de Fermi pour la définition (6.3a) de niO

κ, rc Paramètres pour la fonction de Fermi (6.3b)
nOW Nombre de coordination de l’atome par des oxygènes de l’eau OW

pr Probabilité d’être sur une trajectoire réactive
peq Probabilité d’équilibre
x1, x2 Abscisses limites pour la définition des états

V i
bias(x) Potentiel de rappel autour de xi

0 pour l’Umbrella Sampling
xi

0 Centre de rappel pour l’Umbrella Sampling
kbias Constante de rappel pour l’Umbrella Sampling
Pi

b(x) Probabilité biaisée par V i
bias(x)

WHAM Weighted Histogram Analysis Method
UI Umbrella Integration

µ◦ext(i), µ
◦
int(i) Potentiel chimique standard de i dans le micropore, dans l’interfoliaire

Cext(i),Cint(i) Concentration volumique en i dans le micropore, dans l’interfoliaire
Ctot

ext,C
tot
int Concentration volumique totale dans le micropore, dans l’interfoliaire

Dxx,Dyy,Dzz Composantes du tenseur de diffusion
〈∆y2

i (t)〉 Déplacement quadratique moyen selon y dans la fenêtre i
Pi(t) Probabilité de survie dans la fenêtre d’observation i
xi

min, x
i
max Abscisses définissant la fenêtre d’observation i

L Largeur de la fenêtre d’observation
Ψi

n Fonction propre (6.16) de l’opérateur de diffusion libre, pour le calcul de
Dxx

QM/MM Quantum Mechanics/Molecular Mechanics

Annexes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ω0 Fréquence propre de l’oscillateur harmonique
λ−1, µ−1 Temps caractéristiques de l’oscillateur amorti
tm Temps correspondant au minimum de Z(t)

P(ξ) Distribution sans biais de la coordonnée de réaction
ξi

0 Position du centre de rappel pour la i-ème simulation biaisée
Fi Energie libre associée à l’introduction du biais V i

bias(ξ)
Pi

b(ξ) Distribution biaisée de ξ pour la i-ème simulation biaisée
Pi

u(ξ) Distribution débiaisée de ξ pour la i-ème simulation biaisée
Fi(ξ) Estimation du potentiel de force moyenne à partir de Pi

u(ξ)
Nw Nombre de simulations biaisées
ni Nombre de données pour la i-ème simulation biaisée
ξi

b, (σ
i
b)2 Moyenne et variance de Pi

b(ξ) supposée suivre une loi normale
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Résumé

La prévision de l’évolution des déchets radioactifs lors d’un stockage en couche géologique
argileuse profonde nécessite une bonne compréhension du transport de l’eau et des ions dans
l’argile. Leur diffusion dans ce milieu poreux et chargé est décrite par des paramètres empi-
riques, comme le coefficient de distribution Kd qui rend compte des interactions avec les sur-
faces minérales. Notre travail a porté sur la pertinence de ce concept et sa définition à partir de
processus microscopiques. Nous avons d’abord modélisé la contribution ionique aux proprié-
tés diélectriques des argiles, et proposé une méthode de détermination de Kd par spectroscopie
diélectrique. Nous avons ensuite calculé par simulations microscopiques (Monte-Carlo et dyna-
mique moléculaire) les enthalpies libres et enthalpies d’échange ionique pour les ions alcalins,
qui contrôlent Kd et ses variations avec la température. Les résultats pour le césium sont en
bon accord avec des mesures de microcalorimétrie et de Kd à différentes températures. Après
avoir contribué au développement d’une nouvelle méthode de simulation sur réseau (Lattice
Fokker-Planck), nous l’avons utilisée pour établir un lien explicite entre la dynamique micro-
scopique des ions et le modèle de diffusion-réaction qui sous-tend la notion de Kd. Enfin, nous
avons étudié par simulation de dynamique moléculaire la cinétique d’échange d’eau et d’ions
entre les particules d’argile (porosité interfoliaire) et la porosité extraparticulaire. Les résultats
confirment les hypothèses généralement admises selon lesquelles l’eau et les cations peuvent
explorer toute la porosité, tandis que les anions sont exclus des espaces interfoliaires.

Abstract

Predicting the fate of radioactive waste stored in a clay formation requires a good understan-
ding of the transport properties of water and ions in clays. Their diffusion in this charged porous
medium is described by empirical parameters such as their partioning coefficient Kd which ac-
counts for the interactions with the mineral surfaces. The present work deals with the relevance
of this concept and its definition based on microscopic grounds. We have first modeled the ionic
contribution to the dielectric properties of clays and suggested an experimental determination
of Kd from dielectric spectroscopy measurements. Using microscopic simulations (Monte-Carlo
and Molecular Dynamics), we then have computed the Gibbs free energy and enthalpy for io-
nic exchange in the case of alkaline cations. They control the value of Kd and its evolution
with the temperature. The results for cesium are in good agreement with both microcalorimetric
measurements and the determination of Kd at different temperatures. We have participated in
the development of a new lattice simulation method (Lattice Fokker-Planck), which we have
then used to link explicitely the microscopic dynamics of ions to the diffusion-reaction model
underlying the definition of Kd. Finally, we have used Molecular Dynamics to investigate the
kinetics of exchange of water and ions between clay particles (interlayer) and the extra-particle
porosity. The results confirm the generally admitted idea that water and ions can explore the
whole porosity, whereas anions are excluded from the interlayers.
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