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2.2.1 Système et Hamiltonien effectif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
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4.3.1 Système et Hamiltonien effectif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
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5 Dynamique des systèmes quantiques ouverts 79
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Introduction

L
a théorie de l’information classique a connu un développement important depuis sa

création au milieu du siècle dernier, et les outils de calcul classiques n’ont cessés de se

perfectionner, permettant des calculs de plus en plus rapides et complexes. Le perfectionne-

ment des ordinateurs, principalement dû à la miniaturisation qui permet depuis les années

1960 de doubler la puissance des processeurs environs tous les deux ans, fût prédit par Moore

en 1965 [1], et est connu sous le nom de loi de Moore.

La miniaturisation des composants à semi-conducteurs est cependant limitée par l’appari-

tion d’effets quantiques indésirables pour leur fonctionnement classique, et l’augmentation de

la puissance de calcul classique deviendra de plus en plus difficile dans les années à venir. En

conséquence, le temps de calcul requis pour la résolution de problèmes complexes ne pourra

plus être réduit de façon simple par les outils de calcul classiques.

Une alternative serait l’utilisation d’outils de calcul basés sur la mécanique quantique : les

ordinateurs quantiques. Feynman souligna en 1982 [2] que les ordinateurs classiques rencon-

treraient des difficultés essentielles pour simuler certaines propriétés quantiques. En revanche,

ces mêmes propriétés seraient parfaitement prises en compte par des ordinateurs basés sur

les lois de la mécanique quantique.

La très nette supériorité des ordinateurs quantiques sur les ordinateurs classiques a été

montrée pour la première fois par Shor en 1994 [3]. Il proposa un algorithme quantique per-

mettant la décomposition d’un entier en facteurs premiers en un temps dépendant de façon

polynômiale de la taille de l’entier, alors que les meilleurs algorithmes classiques requièrent

une dépendance exponentielle. D’autres algorithmes quantiques, plus rapides que leurs ho-

mologues classiques, ont été depuis proposés, comme l’algorithme de Grover [4], effectuant

une recherche dans une base de données.

La première partie de cette thèse est consacrée à l’élaboration théorique de processus

adiabatiques permettant l’implémentation de portes logiques quantiques. Le premier chapitre

introduira les notions essentielles de l’information quantique, comme les qubits, les portes

quantiques, et les ensembles universels. Le second chapitre introduira le passage adiabatique,

et détaillera les processus adiabatiques de base qui seront utilisés pour l’implémentation de

portes logiques quantiques.

Les portes logiques quantiques sont les composants élémentaires des ordinateurs quan-

tiques, et doivent pouvoir être implémentés avec l’erreur la plus petite possible. Les proces-

sus d’implémentation doivent donc être très peu sensibles aux fluctuations des paramètres

expérimentaux.

Le calcul quantique requiert la réalisation d’un ensemble minimum de portes quantiques,

appelé ensemble universel, à partir duquel toutes les autres portes quantiques peuvent être

obtenues par combinaisons.

Nous considérerons l’implémentation de portes quantiques constituant un ensemble uni-
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versel par l’interaction de champs laser impulsionnels avec des atomes, dont deux états

métastables seront utilisés comme états de base du qubit. L’implémentation des portes quan-

tiques se formule alors par le contrôle des transitions effectuées dans le système par les champs

laser.

Plusieurs techniques permettent l’implémentation de portes quantiques [5, 6]. Certaines

méthodes, de type impulsion-π, sont basées sur le contrôle de phases dynamiques, et re-

quièrent un contrôle très précis de l’aire des impulsions laser. Ces méthodes ne sont pas

robustes, car elles supposent entre autres que l’on puisse fixer arbitrairement l’amplitude

des champs laser perçus par l’atome à tout instant. Or, le profil temporel des impulsions

perçu par l’atome peut varier fortement si on modifie sa position spatiale transverse, puisque

la section transverse d’un champ laser n’est pas d’amplitude constante. De plus, il est très

difficile d’imposer à l’atome une position précise par rapport aux lasers.

D’autre méthodes sont basées sur le contrôle de phases géométriques [7,8], i.e. des phases

dont la valeur dépend uniquement de la forme de la trajectoire parcourue dans l’espace des

paramètres. Ces phases ne dépendent pas de la vitesse à laquelle sont parcourues les trajec-

toires, et sont donc plus robustes que les techniques de type impulsion-π. Elles dépendent

cependant de la forme des trajectoires, et nécessitent donc elles aussi le contrôle du profil

temporel des impulsions laser perçu par l’atome.

Il existe enfin des méthodes très robustes [9,10], basées sur le passage adiabatique. Nous

nous intéresserons à ce dernier type de processus, où seul le contrôle des phases relatives

des lasers et de leur polarisation est requis de façon précise, ce qui est expérimentalement

réalisable. Nous proposerons de plus des processus adiabatiques ne peuplant pas les états

excités des atomes. Cette particularité les rend insensibles aux pertes par émission spontanée.

Les chapitres trois et quatre traiteront respectivement des processus adiabatiques permettant

l’implémentation des portes quantiques à un qubit et à deux qubits.

L’avantage des processus adiabatiques que nous utiliserons est leur robustesse : les portes

quantiques implémentées seront insensibles aux fluctuations des paramètres et à l’émission

spontanée des états excités des atomes. Cependant, le passage adiabatique consiste à faire

évoluer le système de façon relativement lente, et plus le processus sera long, plus les effets

décohérents dus aux interactions avec l’environnement extérieur seront importants, condui-

sant à des erreurs lors du calcul quantique. Nous proposerons pour réduire ces erreurs des

implémentations directes de certaines portes quantiques, i.e. plus rapides que leur obtention

à partir d’un ensemble universel.

La seconde partie de cette thèse est consacrée à l’étude de la décohérence par déphasage

lors du passage adiabatique. Un calcul quantique nécessite l’utilisation et l’enchâınement de

plusieurs portes quantiques. Il est donc nécessaire de connâıtre les effets des phénomènes

décohérents lors de l’évolution adiabatique, pour estimer par exemple la durée maximale à

partir de laquelle il sera nécessaire de corriger les éventuelles erreurs produites.

Cette seconde partie est une étude préliminaire effectuée sur un système simple, montrant

que les effets néfastes du déphasage peuvent être diminués. Son extension aux processus

d’implémentation montrés dans les chapitres précédents est en perspective à la suite de ce

travail. Le chapitre cinq introduira le formalisme utilisé pour la prise en compte des effets

décohérents. Le dernier chapitre étudiera la probabilité de transition dans un système à deux

niveaux soumis à la décohérence par déphasage. Le résultat principal de cette seconde partie

est l’établissement de la formule de probabilité de transition à partir de la probabilité de

transition du système non-décohérent, valable dans le régime adiabatique ainsi que dans le
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régime diabatique. Nous montrerons ensuite comment cette probabilité de transition peut

être optimisée par le choix des trajectoires suivies dans l’espace des paramètres.
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Chapitre 1

Information quantique et calcul

quantique : notions de base

C
e chapitre dresse un bref résumé des notions essentielles à la compréhension de l’in-

formation quantique et du calcul quantique [5, 6]. La première section décrira pour

comparaison le fonctionnement de la théorie classique de l’information. Nous définirons en-

suite l’unité élémentaire de l’information quantique : le qubit, et exposerons les propriétés

surprenantes que les lois de la mécanique quantique autorisent. La seconde section décrira les

briques élémentaires du calcul quantique : les portes logiques quantiques. Nous introduirons

alors la notion essentielle d’ensemble universel de portes, puis nous terminerons en citant

quelques algorithmes quantiques, témoins de la puissance de calcul potentielle offerte par les

ordinateurs quantiques par rapport à leurs homologues classiques.

1.1 Concepts fondamentaux : le bit et le qubit

1.1.1 Information classique : le bit

La théorie de l’information classique développée au cours du siècle dernier repose sur le

concept fondamental du bit, contraction du terme anglophone binairy digit. Le bit est une

unité élémentaire d’information, pouvant prendre deux valeurs possibles : le 0 ou le 1.

Tout nombre entier N ∈ N peut être représenté comme un ensemble de bits qui corres-

pondent à son écriture sous forme binaire. Ainsi, le nombre 2 est représenté par les deux bits

10. De façon générale, il faut au minimum log2 N bits pour représenter l’entier N , où log2

est le logarithme à base 2.

La théorie de l’information classique définit aussi des encodages, i.e. des lois spécifiques de

codage, permettant de représenter tout autre élément d’information, comme l’alphabet et les

différents caractères d’écriture, sous forme de bits. Le traitement de l’information correspond

alors au traitement d’un ensemble de bits, et peut être effectué de façon automatisée par des

machines.

Le traitement classique de l’information s’effectue par l’intermédiaire de portes logiques.

Les portes logiques classiques sont des opérations qui produisent un ou plusieurs bits de sortie

dont la valeur dépend des bits d’entrée. Par exemple, la porte logique nand agit sur deux

bits a,b en entrée et produit en sortie un unique bit c de valeur 0 si et seulement si les deux

bits a et b ont la valeur 1, comme indiqué dans la table 1.1, appelée table de vérité de la

porte nand.
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a b c

0 0 1

0 1 1

1 0 1

1 1 0

Tab. 1.1 – Table de vérité de la porte nand. Les bits a et b correspondent aux bits d’entrée,

le bit c au bit de sortie.

La porte nand est une porte logique universelle : elle permet par diverses combinaisons

possibles de construire n’importe quelle autre porte logique.

Le traitement classique de l’information n’est en général pas réversible. En effet, il est

impossible de déterminer les bits d’entrée a et b de la porte nand par la seule connaissance

du bit de sortie c. Le principe de Landauer [11] stipule que cette irréversibilité est à l’ori-

gine d’une dissipation d’énergie, 1 et qu’au contraire un calcul réversible pourrait s’effectuer

théoriquement sans perte d’énergie.

Un calcul réversible peut être obtenu par l’utilisation de portes logiques universelles

réversibles, comme les portes de Fredkin et de Toffoli [12]. Ces portes logiques classiques,

dont les tables de vérité sont représentées dans la table 1.2, utilisent trois bits d’entrée a,b,c

et fournissent trois bits de sortie a′,b′,c′. Les bits d’entrée s’obtiennent à partir des bits de sor-

a b c a′ b′ c′

0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 1

0 1 0 0 1 0

0 1 1 1 0 1

1 0 0 1 0 0

1 0 1 0 1 1

1 1 0 1 1 0

1 1 1 1 1 1

(a) Porte de Fredkin

a b c a′ b′ c′

0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 1

0 1 0 0 1 0

0 1 1 0 1 1

1 0 0 1 0 0

1 0 1 1 0 1

1 1 0 1 1 1

1 1 1 1 1 0

(b) Porte de Toffoli

Tab. 1.2 – Tables de vérité des portes logiques universelles réversibles (a) de Fredkin et (b)

de Toffoli.

tie en appliquant à nouveau la porte logique, prouvant ainsi la réversibilité de l’opération. La

référence [5] montre comment la porte logique de Fredkin peut être implémentée macroscopi-

quement en utilisant des boules de billard, permettant ainsi la construction d’un ordinateur

réversible, certes très instable, basé sur les lois de la mécanique classique.

1. Le principe de Landauer fixe une limite minimale à la dissipation d’énergie due à l’irréversibilité des

calculs. La dissipation d’énergie des ordinateurs actuels est 500 fois plus importante que cette limite [5], la

majeure partie étant dissipée par effet Joule.
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1.1.2 Information quantique : le qubit

Définition

La théorie de l’information quantique utilise une entité quantique, par exemple un atome,

pour coder l’unité élémentaire d’information : le bit quantique, appelé plus couramment qu-

bit [13]. Les valeurs 0 et 1 de la base de calcul sont alors représentées par des états quantiques

|0〉 et |1〉 de l’entité quantique.

Tandis que le bit classique ne peut prendre que les valeurs 0 ou 1, les lois de la mécanique

quantique autorisent le qubit à être dans une superposition cohérente des états de la base de

calcul :

|Ψ〉 = eiξ(cos
θ

2
|0〉 + eiφ sin

θ

2
|1〉). (1.1)

La phase globale ξ est ici inessentielle, et l’état du qubit est donc caractérisé par deux angles :

la phase relative φ et l’angle θ définissant les poids de la superposition d’états. Le qubit peut

alors être représenté géométriquement par une sphère, appelée sphère de Bloch, où l’état |Ψ〉
du qubit correspond à un point à la surface de la sphère, comme indiqué sur la figure 1.1.

z

y

x

|0〉

|1〉

|ψ〉

θ

φ

Fig. 1.1 – Représentation géométrique d’un qubit par une sphère de Bloch. L’état du qubit

|Ψ〉 = cos θ
2 |0〉 + eiφ sin θ

2 |1〉 correspond à un point à la surface de la sphère.

Il est important de noter que tous les points de la surface de la sphère de Bloch corres-

pondent à un état possible d’un qubit, alors que les valeurs possibles d’un bit classique se

restreignent à deux valeurs qu’on peut identifier aux deux pôles de la sphère. Cette différence

essentielle fournit au calcul quantique une partie de sa puissance.

À la fin d’un calcul quantique, l’information correspondant au résultat du calcul est

obtenue en mesurant l’état de chaque qubit. Une mesure est un processus irréversible qui

brise la superposition cohérente d’états |Ψ〉 du qubit et le projette dans l’un des états de la

base de calcul |0〉 ou |1〉. Le résultat de la mesure correspond à l’état dans lequel le qubit a

été projeté, i.e. l’état |0〉 avec la probabilité cos2 θ
2 , ou l’état |1〉 avec la probabilité sin2 θ

2 .
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Ensemble de qubits

L’ensemble des qubits utilisés pour le codage et le traitement d’une information s’appelle

un registre. Nous considérerons ici un registre constitué de deux qubits. L’état quantique

du registre, |ΨR〉, peut dans certains cas s’écrire comme le produit des états individuels des

qubits

|ΨR〉 = |q1〉|q2〉. (1.2)

Ce cas de figure est appelé cas séparable : chaque qubit peut être décrit indépendemment des

autres.

Les lois de la mécanique quantique autorisent le registre à être dans un état n’ayant

pas d’équivalent classique, décrivant le système comme un tout indivisible. On parle alors

d’intrication, et l’état intriqué du registre ne peut pas être factorisé en un produit d’états

individuels des qubits :

|ΨR〉 = α |00〉 + β |01〉 + γ |10〉 + δ |11〉
6= |q1〉|q2〉, (1.3)

où les coefficients sont des nombres complexes avec la condition de normalisation

|α|2 + |β|2 + |γ|2 + |δ|2 = 1. (1.4)

Un exemple d’état intriqué est l’état EPR 2

|ΨEPR〉 =
1√
2
(|00〉 + |11〉). (1.5)

L’état EPR (1.5) ne peut pas s’écrire comme le produit de deux états à un qubit. La

conséquence directe est qu’une mesure effectuée sur l’un des deux qubits projette l’ensemble

du système dans l’un des états |00〉 ou |11〉 avec la probabilité 1/2 (cf. Annexe A).

Cette particularité due à l’intrication, i.e. la modification de l’état du registre entier en

agissant sur un seul qubit, est à la base des processus de téléportation quantique et de la

cryptographie quantique [15–17].

Les qubits peuvent être utilisés pour la transmission de bits classiques. L’état EPR permet

alors le codage superdense, i.e. la transmission de deux bits classiques par l’envoi d’un seul

qubit [18,19].

Théorème de non-clonage

À la différence des bits classiques qui peuvent être copiés et multipliés autant de fois que

l’on veut, un qubit ne peut pas être dupliqué. Ce résultat essentiel est connu sous le nom de

théorème de non-clonage [20,21]. Il est à la base de la sécurité des processus de cryptographie

quantique [5, 15].

Le théorème de non-clonage se démontre de la façon suivante. Supposons que l’on veuille

cloner un qubit dans un état |ψ〉 quelconque sur un second qubit initialement dans un état

|q〉 arbitraire. Supposons qu’il existe une machine à cloner agissant sur les qubits par un

opérateur unitaire U tel que pour tout |Ψ〉

U |ψ〉|q〉 = |ψ〉|ψ〉. (1.6)

2. Pour Einstein, Podolsky, Rosen, qui utilisèrent cet état pour formuler des questions fondamentales sur

la possibilité d’une interprêtation réaliste et locale de la mécanique quantique [14].
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Par exemple, si |ψ〉 = 1√
2
(|0〉 + |1〉), alors par linéarité

U |ψ〉|q〉 =
1√
2
(U |0〉|q〉 + U |1〉|q〉)

=
1√
2
(|0〉|0〉 + |1〉|1〉). (1.7)

L’état (1.7) correspond à l’état EPR, qui est un état intriqué et ne peut donc pas s’écrire

sous la forme d’états séparables |ψ〉|ψ〉 comme défini à l’équation (1.6). Cette incohérence

démontre que la supposition de départ, i.e. l’existence d’une machine à cloner les qubits, est

fausse.

1.2 Portes logiques quantiques

Le traitement de l’information quantique s’effectue par l’action de portes quantiques sur le

registre. Une porte quantique est une opération unitaire agissant sur un ou plusieurs qubits.

Le calcul quantique est donc réversible par construction. Il existe un nombre infini de portes

quantiques, qui peuvent toutes s’obtenir par combinaisons de quelques portes élémentaires,

constituant un ensemble universel de portes quantiques.

Décrivons tout d’abord quelques portes quantiques élémentaires fréquemment rencontrées

en information quantique [22,23].

1.2.1 Portes quantiques élémentaires à un qubit

Les portes quantiques à un qubit peuvent être représentées sur la sphère de Bloch par des

rotations autour d’un vecteur de la sphère. Elles peuvent donc toutes être obtenues par la

combinaison de deux familles de portes quantiques : les portes phase effectuant des rotations

autour de l’axe z, et les portes rotation effectuant des rotations autour de l’axe y.

Les portes phase modifient la phase relative du qubit. Elles s’écrivent dans la base

{|0〉,|1〉}

phase(φ) =

[

1 0

0 eiφ

]

= ei φ
2 e−i φ

2
σz , (1.8)

avec la matrice de Pauli

σz =

[

1 0

0 −1

]

. (1.9)

Les portes phase ajoutent donc une phase φ à l’état |1〉 du qubit, sans modifier l’état |0〉.
Les portes rotation changent les poids de la superposition d’états du qubit. Elles

s’écrivent dans la base {|0〉,|1〉}

rotation(α) =

[

cosα − sinα

sinα cos α

]

= e−iασy , (1.10)

avec la matrice de Pauli

σy =

[

0 −i

i 0

]

. (1.11)
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Ces deux familles de portes quantiques, phase et rotation, permettent en les combinant

d’obtenir toutes les autres portes à un qubit.

Parmi les autres portes à un qubit usuelles, citons la porte hadamard, correspondant à

la combinaison rotation(π/4) ◦ phase(π), et s’écrivant dans la base {|0〉,|1〉}

hadamard =
1√
2

[

1 1

1 −1

]

, (1.12)

et la porte not basculant l’état du qubit, correspondant à la combinaison rotation(π/2) ◦
phase(π)

not =

[

0 1

1 0

]

. (1.13)

La porte hadamard est utilisée pour effectuer la transformation Hadamard, appelée aussi

transformation Walsh-Hadamard. Cette transformation permet la création d’un état dit maxi-

malement intriqué, correspondant à la somme de tous les états de la base de calcul

|Ψ〉 =
1

2N/2

2N−1∑

n=0

|n〉, (1.14)

où le nombre n correspond à la représentation décimale de l’état de la base de calcul. La

transformation Hadamard s’obtient en appliquant à tous les qubits du registre, initialement

préparés dans l’état |0〉, une porte hadamard :

|0〉|0〉 · · · |0〉
︸ ︷︷ ︸

N qubits

−→
( |0〉 + |1〉√

2

)

⊗
( |0〉 + |1〉√

2

)

⊗ · · · ⊗
( |0〉 + |1〉√

2

)

︸ ︷︷ ︸

N qubits

=
1

2N/2

2N−1∑

n=0

|n〉.

(1.15)

1.2.2 Portes quantiques élémentaires à deux qubits

Les portes quantiques à deux qubits peuvent être classées en deux catégories : celles qui

permettent d’intriquer les qubits, et celles qui ne le permettent pas.

Commençons par décrire les portes quantiques élémentaires permettant d’intriquer les

qubits et utilisant un qubit de contrôle. Le qubit de contrôle détermine l’action de la porte

quantique sur l’autre qubit, appelé qubit cible. Si le qubit de contrôle est dans l’état |0〉, alors

le qubit cible est inchangé ; si le qubit de contrôle est dans l’état |1〉, alors la porte quantique

agit sur le qubit cible.

Citons en premier la porte contrôle-phase, notée cphase. Cette porte quantique applique

une porte phase sur le qubit cible lorsque le qubit de contrôle est dans l’état |1〉. La parti-

cularité de cette porte est que le qubit de contrôle peut être ici n’importe lequel des deux

qubits. La porte cphase s’écrit dans la base de calcul {|00〉,|01〉,|10〉,|11〉}

cphase(φ) =








1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 eiφ








, (1.16)

et ajoute donc une phase φ à l’état |11〉.
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La porte quantique cphase est l’une des portes quantiques à deux qubits les plus utilisées

avec la porte contrôle-not, notée cnot. Cette porte bascule l’état du qubit cible lorsque le

qubit de contrôle est dans l’état |1〉. Elle s’écrit dans la base de calcul {|00〉,|01〉,|10〉,|11〉}
lorsque le qubit de contrôle est le premier qubit

cnot =








1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0








. (1.17)

Les portes quantiques cphase et cnot sont des cas particuliers d’une porte quantique

plus générale : la porte contrôle-unitaire, notée cu. La porte cu effectue l’opération unitaire

U sur le qubit cible lorsque le qubit de contrôle est dans l’état |1〉. Elle s’écrit dans la base

de calcul {|00〉,|01〉,|10〉,|11〉} lorsque le qubit de contrôle est le premier qubit sous la forme

de blocs

cu =

[

1 0

0 U

]

, (1.18)

où l’opérateur identité agit sur les états |00〉,|01〉, et l’opérateur U sur les états |10〉,|11〉.
Terminons en citant une porte quantique ne permettant pas l’intrication, mais pouvant se

révéler très utile dans un calcul quantique : la porte d’échange, notée swap. La porte swap

permute les états des qubits, donc dans le cas d’un état séparable :

|q1〉|q2〉 → |q2〉|q1〉. (1.19)

De façon générale, la porte swap s’écrit dans la base de calcul {|00〉,|01〉,|10〉,|11〉}

swap =








1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1








. (1.20)

Elle échange donc les coefficients des états |01〉 et |10〉, les deux autres états étant invariants.

La porte swap s’utilise parfois élevée à l’exposant α ∈ [0,2]. Elle est alors notée swapα,

et s’écrit dans la base de calcul {|00〉,|01〉,|10〉,|11〉}

swapα=








1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1








α

. (1.21)

La figure 1.2 représente les portes à deux qubits cphase, cnot, cu et swap sous la

forme schématique d’un circuit quantique. Le temps s’écoule de la gauche vers la droite,

et les lignes horizontales représentent les qubits. L’état initial des qubits est indiqué sur la

gauche du schéma. Le point noir indique le qubit de contrôle.

1.2.3 Ensemble universel de portes quantiques

Un ensemble universel de portes quantiques est constitué d’un nombre minimum de portes

nécessaires pour effectuer un calcul quantique quelconque. En effet, toute autre porte quan-

tique peut se construire par combinaison des portes quantiques de l’ensemble universel.
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|q0〉 •

|q1〉 φ

(a) cphase(φ)

|q0〉 •

|q1〉 ⊕

(b) cnot

|q0〉 •

|q1〉 U

(c) cu

|q0〉 ×

|q1〉 ×

(d) swap

Fig. 1.2 – Représentation des portes quantiques à deux qubits (a) cphase, (b) cnot, (c) cu

et (d) swap sous la forme de circuits quantiques.

Il existe plusieurs ensembles universels de portes possibles. Citons par exemple les en-

sembles {phase,rotation,cphase} et {phase,rotation,cnot} [24].

De façon générale, un ensemble universel de portes quantiques doit être composé des

portes permettant la construction générale des opérations à un qubit, et d’une porte à deux

qubits permettant l’intrication [25,26].

Ainsi, la porte cu est une porte universelle à elle seule : elle permet l’intrication et les

opérations à un qubit, en utilisant pour celles-ci un qubit de contrôle auxiliaire dans l’état

|1〉.
Nous nous intéresserons dans les chapitres suivants à des processus permettant l’implé-

mentation par passage adiabatique des portes quantiques constituant un ensemble universel :

les portes à un qubit phase et rotation, et les portes à deux qubits cnot et cu.

La figure 1.3 montre comment la porte cnot peut s’obtenir à partir de l’ensemble uni-

versel {phase,rotation,cphase} par la combinaison de deux portes hadamard et d’une

porte cphase(π), et comment la porte swap peut s’obtenir par la combinaison de trois portes

cnot.

|q0〉 • |q0〉 •

≡

|q1〉 ⊕ |q1〉 H π H

(a) Décomposition de la porte cnot.

|q0〉 × |q0〉 • ⊕ •

≡

|q1〉 × |q1〉 ⊕ • ⊕

(b) Décomposition de la porte swap.

Fig. 1.3 – Décomposition (a) de la porte quantique cnot en portes hadamard et cphase,

et (b) de la porte quantique swap en portes cnot.

1.3 Algorithmes quantiques

Les propriétés de superposition d’états et d’intrication de la mécanique quantique per-

mettent le développement d’algorithmes n’ayant pas d’équivalents classiques en terme de

rapidité. L’exemple le plus frappant est l’algorithme de Shor [3,27], qui permet de factoriser

un entier N en un temps dépendant de façon polynomiale de la taille de l’entier N , tandis

que les meilleurs algorithmes classiques requièrent un temps exponentiel. 3

3. Cette propriété assure la sécurité du code de cryptographie RSA, utilisé notamment pour les cartes

bancaires.
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Les algorithmes quantiques ne permettent pas toujours ce gain de temps exponentiel par

rapport à leurs homologues classiques, mais plus couramment un gain de temps polynômial,

comme par exemple l’algorithme de Grover [4,28] qui permet la recherche d’un élément dans

une base de données de taille N en un temps de l’ordre de
√

N , au lieu d’un temps de l’ordre

de N pour les algorithmes classiques.

À titre d’exemple, détaillons à présent l’algorithme de Deutsch-Jozsa [29]. Cet algorithme

permet de déterminer la nature d’une fonction booléenne f agissant sur un nombre x compris

entre 0 et 2N − 1. La fonction f doit correspondre à l’un des cas suivant, les autres cas de

figure n’étant pas pris en compte par l’algorithme :

(i) soit f est constante, auquel cas elle retourne toujours la valeur 0 ou la valeur 1 ;

(ii) soit f est équilibrée, auquel cas elle retourne la valeur 0 pour une moitié des nombres

x et la valeur 1 pour l’autre moité.

Les nombres x sont codés par N qubits.

Classiquement, il est nécessaire d’évaluer la fonction 2N−1 +1 fois pour être certain de sa

nature, étant donné que les 2N/2 premières évaluations peuvent donner le même résultat. En

utilisant l’algorithme quantique de Deutsch-Jozsa, la fonction f n’est évaluée qu’une seule

fois. Le mécanisme est le suivant.

1. On prépare un registre de N + 1 qubits, initialisé dans l’état

|Ψ1〉 = |0〉⊗N |1〉, (1.22)

où les N premier qubits sont utilisés pour coder les nombres x, et le dernier qubit pour

contenir la réponse de la fonction f .

2. On applique une transformation Hadamard à l’ensemble des qubits du registre, ce qui

crée une superposition de tous les états de la base de calcul.

3. On applique la fonction f , qui effectue la transformation

|x〉|y〉 → |x〉|y ⊕ f(x)〉 (1.23)

où ⊕ correspond à l’addition modulo 2. Les 2N états de la base de calcul sont alors

transformés simultanément par une seule application de la fonction f , ce qui est im-

possible à réaliser classiquement.

4. On applique une transformation Hadamard sur les N premiers qubits.

5. On mesure les N premiers qubits : s’ils sont tous dans l’état |0〉, alors la fonction f est

constante.

Appliquons cet algorithme sur un exemple à deux qubits :

(a) pour une fonction constante f telle que f(00) = f(01) = f(10) = f(11) = 1. L’état du
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registre, initialement |Ψ1〉 = |00〉|1〉, suit l’évolution

|Ψ1〉 = |00〉|1〉 (1.24a)

↓

|Ψ2〉 =
1

2
(|00〉 + |01〉 + |10〉 + |11〉) |0〉 − |1〉√

2
(1.24b)

↓

|Ψ3〉 =
1

2
(|00〉 + |01〉 + |10〉 + |11〉) |1〉 − |0〉√

2

= −
( |0〉 + |1〉√

2

) ( |0〉 + |1〉√
2

)( |0〉 − |1〉√
2

)

(1.24c)

↓

|Ψ4〉 = −|00〉 |0〉 − |1〉√
2

(1.24d)

Les deux premiers qubits sont mesurés dans l’état |0〉, indiquant que la fonction f est

constante. 4

(b) pour une fonction équilibrée f telle que f(00) = f(01) = 0 et f(10) = f(11) = 1. L’état

du registre, initialement |Ψ1〉 = |00〉|1〉, suit l’évolution

|Ψ1〉 = |00〉|1〉 (1.25a)

↓

|Ψ2〉 =
1

2
(|00〉 + |01〉 + |10〉 + |11〉) |0〉 − |1〉√

2
(1.25b)

↓

|Ψ3〉 =
1

2
(|00〉 + |01〉 − |10〉 − |11〉) |0〉 − |1〉√

2

=

( |0〉 − |1〉√
2

) ( |0〉 + |1〉√
2

)( |0〉 − |1〉√
2

)

(1.25c)

↓

|Ψ4〉 = |10〉 |0〉 − |1〉√
2

(1.25d)

Les deux premiers qubits sont mesurés dans un état différent, indiquant que la fonction

f est équilibrée.

4. Dans le cas où la fonction f est constante et retourne la valeur 0, l’état final |Ψ4〉 est obtenu avec le

signe opposé, et les deux premiers qubits sont donc aussi mesurés dans l’état |0〉.
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✬

✫

✩

✪

{ R�esum�e du chapitre 1 {

Objectif : Ce chapitre définit les notions de base liées au calcul quantique

et à l’information quantique.

D�efinitions :

1© L’unité élémentaire d’information quantique est un système à deux ni-

veaux |0〉 et |1〉 appelé qubit.

2© L’ensemble des qubits utilisés constitue un registre.

3© Un calcul quantique s’effectue par l’action de portes logiques quantiques

sur le registre.

4© Les portes logiques quantiques sont des opérations unitaires agissant sur

les qubits du registre.

5© Les portes quantiques constituant un ensemble universel de portes suf-

fisent à construire toutes les autres portes quantiques.

6© L’ensemble constitué des portes à un qubit et d’une porte à deux qubits

produisant l’intrication est universel.
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Annexe A

Mesure quantique

Le résultat d’une mesure quantique est décrit par l’application d’un ensemble de pro-

jecteurs. Prenons par exemple le cas d’un système à deux qubits initialement dans l’état

EPR

|ΨEPR〉 =
1√
2

(|00〉 + |11〉) . (A.1)

Après une mesure effectuée sur le premier qubit, l’état du système s’obtient en appliquant le

projecteur :

– P0 si le résultat de la mesure indique que le premier qubit est dans l’état |0〉 ;

– P1 si le résultat de la mesure indique que le premier qubit est dans l’état |1〉.
Les opérateurs P0 et P1 sont les projecteurs sur les sous-espaces propres du premier qubit,

définis par les relations

P0 =

1∑

j=0

|0j〉〈0j|, (A.2a)

P1 =
1∑

j=0

|1j〉〈1j|. (A.2b)

L’état du système après la mesure effectuée sur le premier qubit s’écrit alors

|Ψ〉 =
P0|ΨEPR〉

√

〈ΨEPR|P †
0P0|ΨEPR〉

= |00〉 (A.3)

si la mesure indique que le premier qubit est dans l’état |0〉, et

|Ψ〉 =
P1|ΨEPR〉

√

〈ΨEPR|P †
1P1|ΨEPR〉

= |11〉 (A.4)

si la mesure indique que le premier qubit est dans l’état |1〉. Après la mesure du premier

qubit, les deux qubits se retrouvent donc dans le même état quantique.
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Chapitre 2

Évolution adiabatique d’un système

quantique

L
’évolution temporelle d’un système quantique non-dissipatif est déterminée de façon

générale par l’équation de Schrödinger. La solution de cette équation dépend d’un temps

τ caractéristique du système, et permet une analyse simplifiée dans les cas limites où τ tend

vers zéro ou l’infini.

Le second cas, correspondant à l’évolution lente du système, de son état initial à son

état final, est décrit dans le cadre du théorème adiabatique. Nous rappellerons l’énoncé de

ce théorème et ses implications dans la première section. Différents processus de transfert de

population atomique basés sur ce théorème seront rappelés dans les sections suivantes.

2.1 Théorème adiabatique

Considérons un système quantique dont l’Hamiltonien H(t) = Ĥ(t/τ) évolue lentement

et de façon continue dans le temps. La durée τ caractérise cette évolution, une évolution

adiabatique ayant lieu lorsque τ tend vers l’infini.

Désignons par E1(t), E2(t), . . . , En(t), . . . les valeurs propres instantanées de l’Hamil-

tonien, de dégénérescence respective d1, d2, . . . , dn, . . ., par {|Ψα
n(t)〉}α=0,...,dn les vecteurs

propres instantanés associés, et par P1(t), P2(t), . . . , Pn(t) . . . les projecteurs sur les sous-

espaces propres associés :

H|Ψα
n(t)〉 = En(t)|Ψα

n(t)〉, (2.1a)

〈Ψα
n(t)|Ψβ

m(t)〉 = δnmδαβ , (2.1b)

Pn(t) =

dn∑

α=0

|Ψα
n(t)〉〈Ψα

n(t)|. (2.1c)

L’opérateur d’évolution du système U(t,ti), appelé propagateur, relie l’état du système |Ψ(t)〉
au temps t à l’état initial |Ψ(ti)〉 par la relation

|Ψ(t)〉 = U(t,ti) |Ψ(ti)〉. (2.2)
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Le théorème adiabatique peut alors s’énoncer de la façon suivante [30] :

Théorème adiabatique – Si les valeurs propres instantanées ne se croisent pas,

i.e. |En(t) − Em(t)| > δ0 ∀ t, alors dans la limite où τ → ∞, les sous-espaces propres

instantanés du système évoluent indépendemment les uns des autres :

lim
τ→∞

Pn(t)U(t,ti) = lim
τ→∞

U(t,ti)Pn(ti). (2.3)

Ainsi, si la fonction d’onde Ψ(t) décrivant l’état du système appartient au sous-espace propre

instantané d’énergie En(t) au temps initial, alors cette fonction d’onde restera dans ce sous-

espace propre au cours de l’évolution, dans la limite adiabatique τ → ∞.

Dans le cas le plus simple où les valeurs propres ne sont pas dégénérées, le système évolue

suivant les états propres auxquels il s’est connecté initialement :

|Ψ(t)〉 ≃
∑

n

〈Ψn(ti)|Ψ(ti)〉 e−i(φd
n+φb

n) |Ψn(t)〉. (2.4)

Les corrections non-adiabatiques à l’état |Ψ(t)〉 du système sont d’ordre O(1/τ). Chaque état

propre accumule une phase φd
n + φb

n lors de l’évolution, somme de la phase dynamique

φd
n =

1

~

∫ t

ti

En(t) dt, (2.5)

et de la phase de Berry [31]

φb
n = −i

∫ t

ti

〈Ψn(t)| d

dt
|Ψn(t)〉 dt (2.6a)

= −i

∫
R(t)

R(ti)
〈n(R)|∇R|n(R)〉 · dR, (2.6b)

où le vecteur R est formé par l’ensemble des paramètres dont dépend le système, et avec la

notation |n(R)〉 = |Ψn(t)〉.
L’écriture (2.6b) montre la nature géométrique de la phase de Berry : elle dépend essentielle-

ment du chemin parcouru dans l’espace des paramètres, et non du temps mis pour parcourir

ce chemin. Nous verrons ce cas plus en détail dans les exemples des sections suivantes.

Dans la pratique, il suffit que le temps caractéristique τ soit suffisamment grand devant les

autres grandeurs caractéristiques du système pour que l’application du théorème adiabatique

décrive la dynamique de façon appropriée. Les relations que doit alors satisfaire τ s’appellent

les conditions d’adiabaticités.

Nous allons à présent esquisser une démonstration de ce théorème dans le cas d’un espace

de Hilbert de dimension finie sans croisement des valeurs propres instantanées [32–35], et

préciser quelles sont les conditions d’adiabaticité. Le cas plus général d’un espace de Hilbert

de dimension infinie avec un croisement possible des valeurs propres instantanées est traité

dans les références [32,36–40].

Le propagateur (2.2) du système est défini par l’équation de Schrödinger

i~
dU(t,ti)

dt
= H(t)U(t,ti), (2.7a)

U(ti,ti) = 1. (2.7b)
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Les équations (2.7) s’écrivent de façon équivalente en fonction du temps normalisé s = t/τ

i~

τ

dÛ(s,si)

ds
= Ĥ(s) Û(s,si), (2.8a)

Û(si,si) = 1, (2.8b)

avec les opérateurs Ĥ(s) = H(t) et Û(s,si) = U(t,ti).

On suppose que les vecteurs propres instantanés |Ψ̂α
n(s)〉 = |Ψα

n(t)〉 de Ĥ sont suffisam-

ment dérivables par rapport au temps. On définit la famille d’opérateurs unitaires

T̂ (s) =
∑

n

∑

α

|Ψ̂α
n(s)〉〈Ψ̂α

n(si)|. (2.9)

Au temps initial, T̂ (si) = 1. La représentation matricielle de l’opérateur T̂ (s) dans la base

{|Ψ̂α
n(si)〉} a une interprétation simple : les vecteurs colonnes sont les vecteurs propres ins-

tantanés |Ψ̂α
n(s)〉 exprimés dans la même base {|Ψ̂α

n(si)〉}. L’opérateur T̂ (s) transforme l’Ha-

miltonien Ĥ(s) en un opérateur diagonal D̂(s) dans la base des vecteurs propres instantanés

initiale {|Ψ̂α
n(si)〉} :

D̂(s) = T̂ †(s)Ĥ(s)T̂ (s)

=
∑

n

Ên(s) P̂n(si), (2.10)

avec les notations des valeurs propres instantanées Ên(s) = En(t) et des projecteurs spectraux

P̂n(s) = Pn(t). Le propagateur transformé

Û ′(s,si) = T̂ †(s)Û(s,si)T̂ (si) (2.11)

vérifie alors l’équation de Schrödinger

i~

τ

dÛ ′(s,si)

ds
= Ĥ ′(s) Û ′(s,si), (2.12)

avec l’Hamiltonien

Ĥ ′(s) = D̂(s) − i~

τ
T̂ †(s)

dT̂ (s)

ds
. (2.13)

Dans la base des vecteurs propres instantanés initiale, l’Hamiltonien (2.13) est composé

principalement de deux parties :

– les éléments internes à un sous-espace propre de valeur propre Ên(s)

〈Ψ̂α
n(si)|Ĥ ′|Ψ̂β

n(si)〉 = Ên(s) δαβ − i~

τ
〈Ψ̂α

n(s)| d

ds
|Ψ̂β

n(s)〉; (2.14)

– les éléments couplant les sous-espaces propres entre eux 1

〈Ψ̂α
n(si)|Ĥ ′|Ψ̂β

m(si)〉 = − i~

τ
〈Ψ̂α

n(s)| d

ds
|Ψ̂β

m(s)〉, (2.15a)

=
i~

τ

〈Ψ̂α
n(s)|dĤ(s)

ds |Ψ̂β
m(s)〉

Ên(s) − Êm(s)
. (2.15b)

1. Le passage de l’équation (2.15a) à l’équation (2.15b) se fait en introduisant la dérivée temporelle de

l’équation aux valeurs propres (2.1a).
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Dans la limite adiabatique τ → ∞, le terme de couplage (2.15) entre les sous-espaces propres,

d’ordre O(1/τ), peut être négligé devant leur écart en énergie
∣
∣
∣Ên(s) − Êm(s)

∣
∣
∣. Il doit cepen-

dant être pris en compte si cet écart en énergie est du même ordre de grandeur. Ceci mène

à la condition d’adiabaticité 2

∣
∣
∣Ên(s) − Êm(s)

∣
∣
∣ À

∣
∣
∣
∣
∣
∣

i~

τ

〈Ψ̂α
n(s)|dĤ(s)

ds |Ψ̂β
m(s)〉

Ên(s) − Êm(s)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

, (2.16)

d’où la condition sur le temps caractéristique

τ À

∣
∣
∣
∣
∣
∣

~
〈Ψ̂α

n(s)|dĤ(s)
ds |Ψ̂β

m(s)〉
(Ên(s) − Êm(s))2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∀ α, β, n,m 6= n, ∀ s. (2.17)

Dès lors que la condition d’adiabaticité (2.17) est vérifiée, l’évolution de chaque sous-

espace propre peut être traitée séparément dans la base des vecteurs propres instantanés

initiale, et conduit aux propagateurs Û
′(n)
ad (s,si) restreints aux sous-espace propres et définis

par les équations de Schrödinger

i~

τ

dÛ
′(n)
ad (s,si)

ds
= Pn(si) Ĥ ′(s)Pn(si) Û

′(n)
ad (s,si) ∀ n. (2.18)

Le propagateur adiabatique du système Û ′
ad(s,si) s’écrit alors comme la somme directe des

propagateurs Û
′(n)
ad (s,si) associés à chaque sous-espace propre

Û ′
ad(s,si) =

⊕

n

Û
′(n)
ad (s,si). (2.19)

Le propagateur adiabatique initial est obtenu en inversant la transformation (2.11)

Uad(t,ti) = Ûad(s,si)

= T̂ (s)Û ′
ad(s,si)T̂

†(si)

= T̂ (s)Û ′
ad(s,si). (2.20)

On a alors l’identité

Pn(t)Uad(t,ti) = Uad(t,ti)Pn(ti), (2.21)

valable dans la limite adiabatique τ → ∞. ¤

Dans le cas le plus simple où les valeurs propres ne sont pas dégénérées, les propagateurs

adiabatiques restreints aux sous-espaces propres s’écrivent

U
′(n)
ad (t,ti) = e−i(φd

n+φb
n)Pn(ti) ∀ n. (2.22)

L’état du système au temps t est alors dans la limite adiabatique

|Ψ(t)〉 =
∑

n

〈Ψn(ti)|Ψ(ti)〉 e−i(φd
n+φb

n) |Ψn(t)〉, (2.23)

2. L’approximation adiabatique consiste à négliger les termes de couplage lors de l’évolution. Ils peuvent

cependant être incorporés au premier ordre en répétant la procédure adiabatique sur l’Hamiltonien Ĥ ′(s),

ce qui s’appelle une procédure superadiabatique [41–45]. Le calcul des valeurs propres et des états propres

instantanés par perturbation montre alors que les corrections à l’approximation adiabatique font intervenir

le rapport des termes de couplage et des différences de valeurs propres, et sont donc négligeables sous la

condition (2.16).
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avec la phase dynamique

φd
n =

1

~

∫ t

ti

En(t) dt, (2.24)

et de la phase géométrique de Berry [31]

φb
n = −i

∫ t

ti

〈Ψn(t)| d

dt
|Ψn(t)〉 dt. (2.25a)

2.2 Passage adiabatique par effet Raman stimulé (STIRAP)

Cette technique (cf. [46–50]) permet le transfert de population entre deux états métasta-

bles, 3 en s’affranchissant des pertes par émission spontanée dues à l’état excité utilisé lors du

couplage. Un autre avantage de cette technique est qu’elle ne requiert pas un contrôle précis

des différents paramètres mis en jeu. Ces deux caractéristiques en font une méthode robuste

pour le transfert de population.

2.2.1 Système et Hamiltonien effectif

On considère le système à trois niveaux composé de deux états métastables |0〉, |1〉 et d’un

état excité |e〉, dont le taux de pertes par émission spontanée est noté γ (Figure 2.1).

|0〉

|1〉

|e〉

ΩP ΩS

∆

γ

Fig. 2.1 – Système à trois niveaux et couplages utilisés pour le STIRAP. L’état |0〉 est

initialement peuplé.

Les états métastables |0〉,|1〉 sont respectivement couplés à l’état excité |e〉 par les lasers

pompe et Stokes, de champ électrique ~Ei(t) = ~Ei(t) cos(ωit − φi) (i = P,S). L’Hamiltonien

du système s’écrit alors, dans la base {|0〉,|e〉,|1〉}, en représentation d’interaction et dans

3. Un état métastable est un état dont la durée de vie est longue par rapport au temps d’évolution du

système, ce qui permet de le considéré comme un état stable lors de la dynamique.
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l’approximation résonante [30]

H =
~

2






0 ΩP e−iφP 0

ΩP eiφP 2∆ ΩS eiφS

0 ΩS e−iφS 0




 , (2.26)

où interviennent les pulsations de Rabi Ωi ≥ 0, reliées aux amplitudes ~Ei(t) et aux moments

dipolaires ~µi par la relation

Ωi(t) =
~µi · ~Ei(t)

~
. (2.27)

L’Hamiltonien (2.26) admet les valeurs propres instantanées

E0 = 0, (2.28a)

E+ =
~

2
(∆ +

√

∆2 + Ω2) =
~Ω

2
tanψ, (2.28b)

E− =
~

2
(∆ −

√

∆2 + Ω2) =
~Ω

2
cot ψ, (2.28c)

associées aux vecteurs propres instantanés

|Ψ0〉 =






cos θ

0

−eiφ sin θ




 , |Ψ+〉 =






sin θ cos ψ

sinψ

eiφ cos θ cos ψ




 , |Ψ−〉 =






sin θ sinψ

− cos ψ

eiφ cos θ sinψ




 , (2.29)

où les angles dynamiques θ,ψ, la pulsation Ω et la phase relative φ sont définis par les relations

tan θ =
ΩP

ΩS
, (2.30a)

tanψ =
∆ +

√
∆2 + Ω2

Ω
, (2.30b)

Ω =
√

Ω2
P + Ω2

S , (2.30c)

φ = φP − φS . (2.30d)

2.2.2 Évolution adiabatique du système

Dans la limite adiabatique où les pulsations de Rabi varient suffisamment lentement au

cours du temps, l’analyse des vecteurs propres instantanés (2.29) suffit à décrire l’évolution

du système.

En particulier, le vecteur |Ψ0〉 permet le transfert de population de l’état |0〉 vers l’état

|1〉 lorsque l’angle θ varie de 0 à π/2. Ce vecteur n’a pas de composante sur l’état excité et

n’est donc pas affecté par ses pertes par émission spontanée, d’où son appellation vecteur

sombre. Sa valeur propre associée étant nulle à tout instant, aucune phase dynamique n’est

accumulée lors de son suivi adiabatique.

La définition (2.30a) de l’angle θ implique que le transfert de population s’effectue suivant

l’état sombre par une séquence dite contre-intuitive des impulsions laser, i.e. le laser Stokes

est enclenché avant la pompe. Cette séquence conduit aux connections suivantes des états
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initial |Ψ(ti)〉 et final |Ψ(tf )〉

|Ψ(ti)〉 = |0〉 = |Ψ0(ti)〉 (2.31a)

↓
|Ψ(t)〉 = |Ψ0(t)〉 (2.31b)

↓
|Ψ(tf )〉 = |Ψ0(tf )〉 = −eiφ |1〉. (2.31c)

Le transfert de population de l’état |0〉 vers l’état |1〉 s’accompagne donc d’un gain de phase

φ + π, où la phase relative φ peut être contrôlée très précisément expérimentalement .
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Fig. 2.2 – Évolution des populations (a) lors du processus STIRAP. Les pulsations de Rabi

(b) sont de forme gaussienne de largeur à mi-hauteur T . Le délai entre les impulsions Stokes

et pompe est 0.6T .

L’évolution numérique du système est représentée sur la figure 2.2, pour des pulsations

de Rabi de forme gaussienne de largeur à mi-hauteur T et d’amplitude normalisée 20. Le

délai entre les impulsions pompe et Stokes correspond à 0.6T [Figure 2.2(b)]. Le transfert

adiabatique de population est visible sur la figure 2.2(a). Il commence dès que l’impulsion

pompe est enclenchée, et s’achève lorsque l’impulsion Stokes s’éteint.

2.2.3 Conditions d’adiabaticité et robustesse

L’évolution (2.31) s’effectue dans la limite adiabatique à condition que les pulsations de

Rabi varient suffisamment lentement au cours du temps, de sorte que la condition d’adiaba-

ticité (2.17) soit respectée, pour le temps caractéristique d’évolution τ = T .

Les deux relations à vérifier pour le processus STIRAP sont
∣
∣
∣
∣

dθ

ds

∣
∣
∣
∣
¿

∣
∣
∣
∣
ΩT

sinψ

cos2 ψ

∣
∣
∣
∣
, (2.32a)

∣
∣
∣
∣

dθ

ds

∣
∣
∣
∣
¿

∣
∣
∣
∣
ΩT

cos ψ

sin2 ψ

∣
∣
∣
∣
. (2.32b)
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La condition la plus forte, étant donnée la variation de l’angle ψ, proche de π/2, est la

relation (2.32b), qui s’exprime par l’inégalité

ΩT À ΩP ΩS(∆ +
√

∆2 + Ω2)3/2

Ω3(∆2 + Ω2)1/4
, (2.33)

en effectuant les approximations

dΩi

dt
≈ Ωi

T
. (2.34)

Pendant les transferts de population, la pulsation de Rabi Ω est de l’ordre de l’amplitude

maximale Ω0 des pulsations pompe et Stokes. Si l’écart à la résonance reste faible de sorte

que

∆ ¿ Ω0, (2.35)

alors le second membre de l’inégalité (2.33) est de l’ordre de 1, d’où la condition d’adiabaticité

du processus STIRAP

Ω0T À 1. (2.36)

Dans le cas inverse où ∆ À Ω0, un raisonnement analogue conduit à la condition [51]

TΩ2
0 À ∆. (2.37)

Le principal avantage du processus STIRAP, à l’instar des processus adiabatiques, est

sa robustesse, i.e. son insensibilité aux fluctuations des paramètres. En effet, seule compte

la variation globale de l’angle θ de 0 à π/2, et la forme des impulsions utilisées est donc

inessentielle. La figure 2.3 montre cette robustesse pour le délai τ entre les impulsions Stokes

et pompe, en fonction de l’écart à la résonance ∆, dont l’influence est négligeable sur le

transfert de population. La figure 2.3(b) montre que cette robustesse est indépendante des

pertes par émission spontanée dues à l’état excité, étant donné que la dynamique évolue

suivant l’état sombre. Les probabilités de transition ont été obtenues dans ce cas en ajoutant

à l’écart ∆ un terme imaginaire −iγ tel que γT = 1, ce qui correspond à des pertes signifi-

catives de l’état excite |e〉.
Lorsque la dynamique n’est pas parfaitement adiabatique, les pertes par émission spon-

tanée dues à l’état excité sont négligeables dans la limite où le taux de perte γ est faible [52,53],

i.e.

Ω2
0T À γ. (2.38)
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Fig. 2.3 – Probabilité de transition de l’état |0〉 vers l’état |1〉 en fonction de l’écart à la

résonance ∆ et du délai entre les impulsions τ , pour un système non-dissipatif (a), et pour

un état excité à pertes γ = −i/T (b). Les pulsations de Rabi des lasers sont d’amplitude

maximale Ω0T = 20.

2.2.4 STIRAP fractionnaire (f-STIRAP)

Cette technique, basée sur le STIRAP, permet la création d’une superposition des états

|0〉 et |1〉 en effectuant un transfert partiel de population [54]. Il suffit pour cela que les

impulsions pompe et Stokes s’éteignent dans un rapport constant

ΩP

ΩS

t→tf−−−→ tan θ0. (2.39)

La dynamique évolue alors, dans la limite adiabatique, en suivant les connections

|Ψ(ti)〉 = |0〉 = |Ψ0(ti)〉 (2.40a)

↓
|Ψ(t)〉 = |Ψ0(t)〉 (2.40b)

↓
|Ψ(tf )〉 = |Ψ0(tf )〉 = cos θ0 |0〉 − eiφ sin θ0 |1〉. (2.40c)

Les conditions d’adiabaticité sont celles du STIRAP, associées à la limite (2.39) qui doit

s’appliquer lorsque ΩT est encore grand devant 1 pour éviter les couplages non-adiabatiques.

L’évolution numérique des populations est représentée sur figure 2.4(a), pour une superposi-

tion d’états à poids égal. Les pulsations de Rabi utilisées, de la forme

ΩS(t) = Ω0(t + τ/2) + cos θ0 Ω0(t − τ/2), (2.41a)

ΩP (t) = sin θ0 Ω0(t − τ/2) (2.41b)

où Ω0 est une gaussienne de largeur à mi-hauteur T , sont portées sur la figure 2.4(b). Le

décalage τ correspond à 0.8T , l’angle θ0 à π/4.

La robustesse du processus f-STIRAP est globalement équivalente à celle du processus

STIRAP, exception faite de la relation (2.39) qui doit être vérifiée de façon précise. Une façon

robuste de satisfaire cette relation est d’utiliser un système de sous-niveaux magnétiques

Zeeman, comme représenté sur la figure 2.5. Les transitions sont alors pilotées par les polari-

sations des impulsions, et la séquence (2.41) s’obtient avec deux impulsions laser décalées de
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Fig. 2.4 – Évolution des populations (a) lors du processus f-STIRAP. Les pulsations de Rabi

(b) sont définies par les équations (2.41).

τ : l’une de polarisation circulaire σ−, l’autre de polarisation elliptique cos θ0 σ− + sin θ0 σ+.

La relation (2.39) est alors naturellement satisfaite en fin de séquence.

|0〉 ≡ |1,−1〉 |1〉 ≡ |1, 1〉

|e〉 ≡ |0, 0〉

∆

ΩP (σ+) ΩS (σ−)

Fig. 2.5 – Système de sous-niveaux magnétiques Zeeman utilisable pour le processus f-

STIRAP. Les transitions sont pilotées par les polarisations des lasers. Les impulsions Stokes

et pompe ont respectivement les polarisations circulaires σ− et σ+.

2.3 Tripode STIRAP

Cette technique (cf. [55]) est une extension du STIRAP fractionnaire qui utilise un trois-

ième état métastable, d’où le terme tripode. La principale conséquence est l’apparition de

deux états sombres dégénérés, qui peuvent donc évoluer de façon couplée au cours du temps,

dans la limite adiabatique.



2.3. TRIPODE STIRAP 29

2.3.1 Système et Hamiltonien effectif

On considère un système formé de trois états métastables |0〉, |1〉, |2〉 couplés à un état

excité |e〉. On supposera par simplification les couplages résonants, de pulsations de Rabi

respectives Ω0, Ω1, Ω2 ≥ 0. Un exemple de système utilisable est celui représenté sur la

figure 2.6, composé de sous-niveaux magnétiques Zeeman.

|0〉 ≡ |1,−1〉 |2〉 ≡ |1, 0〉 |1〉 ≡ |1, 1〉

|e〉 ≡ |0, 0〉

Ω0 (σ+) Ω2 (π) Ω1 (σ−)

Fig. 2.6 – Système de sous-niveaux magnétiques Zeeman utilisable pour le processus tripode-

STIRAP. Les transitions sont pilotées par les polarisations des lasers : σ+, π ou σ−.

Ce système a pour Hamiltonien, écrit dans la base {|0〉, |e〉, |1〉, |2〉}, en représentation

d’interaction et dans l’approximation résonante

H =
~

2








0 Ω0 e−iφ0 0 0

Ω0 eiφ0 0 Ω1 eiφ1 Ω2 eiφ2

0 Ω1 e−iφ1 0 0

0 Ω2 e−iφ2 0 0








. (2.42)

Cet Hamiltonien admet les valeurs propres instantanées

E0 = E′
0 = 0, (2.43a)

E± = ±~Ω

2
, (2.43b)

associées aux vecteurs propres instantanés

|Ψ0〉 =








− sin θ

0

eiφ cos θ

0








, |Ψ′
0〉 =








cos θ sinψ

0

eiφ sin θ sinψ

−eiφ′

cos ψ








, (2.44a)

|Ψ+〉 =
1√
2








cos θ cos ψ

1

eiφ sin θ cos ψ

eiφ′

sinψ








, |Ψ−〉 =
1√
2








cos θ cos ψ

−1

eiφ sin θ cos ψ

eiφ′

sinψ








, (2.44b)

où les angles dynamiques θ, ψ, les phases relatives φ, φ′ et la pulsation de Rabi Ω sont définis
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par les relations

tan θ =
Ω1

Ω0
, (2.45a)

tanψ =
Ω2

√

Ω2
0 + Ω2

1

, (2.45b)

Ω =
√

Ω2
0 + Ω2

1 + Ω2
2, (2.45c)

φ = φ0 − φ1, (2.45d)

φ′ = φ0 − φ2. (2.45e)

2.3.2 Évolution adiabatique du système

Dans la limite adiabatique, les sous-espaces propres du système évoluent indépendem-

ment les uns des autres. Le couplage entre les deux états sombres, interne au sous-espace

propre d’énergie nulle, doit donc être pris en considération.

Si la fonction d’onde est initialement connectée à ce sous-espace, i.e.

|Ψ(ti)〉 = α |Ψ0(ti)〉 + β |Ψ′
0(ti)〉, |α|2 + |β|2 = 1, (2.46)

alors les coefficients α,β évolueront au cours du temps suivant l’équation de Schrödinger

i~
d

dt

[

α

β

]

=

[

0 −i~ θ̇ sinψ

i~ θ̇ sinψ 0

][

α

β

]

, (2.47)

conduisant à l’état du système au temps t

|Ψ(t)〉 = α(t) |Ψ0(t)〉 + β(t) |Ψ′
0(t)〉. (2.48)

Découplage des vecteurs sombres

Le terme de couplage des états sombres, proportionnel à θ̇, s’annule dans le cas particulier

où le rapport (2.45a) des pulsations de Rabi est constant à tout instant :

Ω1

Ω0
= tan θ0 = cste ∀ t. (2.49)

Cette condition peut être réalisée expérimentalement de façon robuste en utilisant le système

Zeeman décrit sur la figure 2.6, et un laser de polarisation elliptique sin θ0 σ− + cos θ0 σ+, à

l’instar du processus f-STIRAP.

Les vecteurs sombres évoluent alors indépendemment et permettent la création d’une

superposition cohérente des états |0〉 et |1〉 à partir de l’état |2〉, dans le cas où le laser de

pulsation de Rabi Ω2 (pompe) est enclenché après celui de polarisation elliptique (Stokes).

La dynamique du système suit alors les connections

|Ψ(ti)〉 = |2〉 = −e−iφ′ |Ψ′
0(ti)〉 (2.50a)

↓
|Ψ(t)〉 = −e−iφ′ |Ψ′

0(t)〉 (2.50b)

↓

|Ψ(tf )〉 = −e−iφ′ |Ψ0(tf )〉 = −e−iφ′
(

cos θ0 |0〉 + eiφ sin θ0 |1〉
)

, (2.50c)
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la phase globale φ′ étant ici inessentielle.

L’évolution numérique des populations est représentée sur la figure 2.7, pour une super-

position d’états à poids égal. Les pulsations de Rabi sont de forme gaussienne de largeur à

mi-hauteur T . L’impulsion pompe est décalée de 0.6T par rapport aux impulsions Stokes.
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Fig. 2.7 – Évolution des population (a) lors du processus Tripode-STIRAP pour la création

d’une superposition d’états à poids égal. Les populations des états |0〉 et |1〉 suivent alors

la même évolution. Les pulsations de Rabi (b) sont de forme gaussienne de largeur à mi-

hauteur T . La pulsation de Rabi Ω2 est décalée de 0.6T par rapport à Ω0, Ω1.

Rotations des vecteurs sombres

Dans le cas général où le terme de couplage des vecteurs sombres est non nul, l’équation

de Schrödinger (2.47) s’écrit

i
d

dt

[

α

β

]

= θ̇ sinψ σ̂y

[

α

β

]

, (2.51)

avec la matrice de Pauli

σ̂y =

[

0 −i

i 0

]

. (2.52)

L’équation (2.51) s’intègre sans difficulté, et conduit à la rotation des vecteurs sombres définie

par la relation

[

α(t)

β(t)

]

=

[

cosΘ(t) − sinΘ(t)

sinΘ(t) cos Θ(t)

][

α(ti)

β(ti)

]

, (2.53a)

Θ(t) =

∫ θ(t)

θ(ti)
sinψ dθ. (2.53b)
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L’angle de cette rotation, défini par l’intégrale (2.53b), ne dépend que de la forme de la

trajectoire sinψ(θ) dans l’espace des paramètres. La phase obtenue, dite phase géométrique

de Berry [31], est donc robuste par rapport au temps mis à parcourir cette trajectoire.

La rotation (2.53a) permet la création de superpositions d’états. Nous verrons plus loin

son application directe à la réalisation de portes logiques quantiques.

2.3.3 Conditions d’adiabaticité

Les conditions d’adiabaticité (2.17) s’écrivent dans le cas du tripode-STIRAP, pour s =

t/T

ΩT À
∣
∣
∣
∣

dψ

ds

∣
∣
∣
∣
, (2.54a)

ΩT À
∣
∣
∣
∣

dθ

ds
cos ψ

∣
∣
∣
∣
. (2.54b)

La condition (2.54b) équivaut à celle du STIRAP pour un écart à la résonance ∆ nul, et

implique donc

ΩmaxT À 1, (2.55)

avec Ωmax l’amplitude maximale des pulsations de Rabi. La condition (2.54a) peut quant-à

elle se ramener à une inégalité de la forme

ΩT À Ω2

√

Ω2
1 + Ω2

2

Ω2
. (2.56)

Le second membre étant de l’ordre de 1, la condition d’adiabaticité à satisfaire est alors ici

aussi la condition (2.55).
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✬

✫

✩

✪

{ R�esum�e du chapitre 2 {

Objectif : Ce chapitre introduit le passage adiabatique et décrit différents

processus de transfert de population l’utilisant.

D�efinitions :

1© Le passage adiabatique correspond à une évolution lente du système, ef-

fectuée en suivant les états propres instantanés du système.

2© Les états sombres sont des états propres instantanés n’ayant aucune

composante sur les états excités du système, et une énergie nulle en

représentation d’interaction.

R�esultats connus : Processus de transfert de population :

1© le STIRAP, effectuant un transfert total de population de l’état |0〉 vers

l’état |1〉 ;

2© le f-STIRAP, effectuant un transfert partiel de population de l’état |0〉
vers l’état |1〉 ;

3© le tripod-STIRAP, effectuant le transfert de la population d’une super-

position cohérente de deux états vers un état tiers, ou réciproquement.

Ces processus sont robustes :

1© insensibles à l’émission spontanée (suivi adiabatique des états sombres) ;

2© insensibles aux fluctuations des paramètres du système ;

3© ne requièrent que le contrôle précis des polarisations des lasers et de leurs

phases relatives, ce qui est expérimentalement réalisable.
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Chapitre 3

Portes quantiques à un qubit

N
ous verrons dans ce chapitre différents processus adiabatiques permettant l’implé-

mentation de portes quantiques à un qubit dans un système à quatre niveaux. On

considérera un système de sous-niveaux magnétiques Zeeman |j, m〉, possédant un état excité

|e〉 ≡ |0,0〉 et trois états métastables |0〉 ≡ |1, − 1〉, |a〉 ≡ |1,0〉, |1〉 ≡ |1,1〉 (Figure 3.1).

Les sous-niveaux magnétiques |j,m〉 sont vecteurs propres des opérateurs ~L2 et Lz, où Lz

est la composante du moment cinétique ~L dans une direction arbitraire ~ez, appelée axe de

quantification. Nous agirons sur ce système avec trois lasers de polarisations orthogonales :

l’un de polarisation linéaire, les deux autres de polarisations circulaires droite et gauche.

L’axe de quantification ~ez est alors choisi dans la direction de la polarisation linéaire, qui

correspond aussi à la direction de propagation des lasers de polarisations circulaires.

Dans un tel système, les règles de sélection induites par le moment dipolaire électrique

font que les transitions, dans l’approximation résonante, sont pilotées par les polarisations

des lasers : le laser de polarisation linéaire π dirigée suivant l’axe quantique couple l’état

excité à l’état auxiliaire |a〉 ; les lasers de polarisations circulaires σ+, σ− définies dans le plan

orthogonal à l’axe quantique couplent respectivement l’état excité aux états |0〉, |1〉.
La polarisation et la direction de propagation d’un laser peuvent donc être choisies pour

obtenir de façon robuste des couplages en rapport constant, comme c’est le cas pour le

STIRAP fractionnaire, où le rapport constant Ω0/Ω1 = tan θ0 s’obtient avec un laser de

|0〉 ≡ |1,−1〉 |a〉 ≡ |1, 0〉 |1〉 ≡ |1, 1〉

|e〉 ≡ |0, 0〉

Ω0 (σ+) Ωa (π) Ω1 (σ−)

Fig. 3.1 – Système de sous-niveaux magnétiques Zeeman pouvant être utilisé pour l’implé-

mentation des portes quantiques à un qubit. Les transitions sont pilotées par les polarisations

des lasers.
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polarisation elliptique de la forme cos θ0 σ− + sin θ0 σ+.

Nous verrons dans ce chapitre que ce système permet l’implémentation de portes quan-

tiques à un qubit. Ces portes permettent la création de superpositions d’états dont les poids

et la phase relative doivent être parfaitement définis, afin de ne pas induire d’erreurs lors de

leur utilisation en calcul quantique.

Les techniques par passage adiabatique offrent plusieurs solutions dans cette optique.

Nous verrons dans une première section l’utilisation des phases géométriques de Berry dans

l’implémentation des portes quantiques dites holonomiques [8,55]. Nous verrons ensuite l’uti-

lisation des paramètres des lasers, tels que leur polarisation ou leur déphasage, dans des

processus basés sur les techniques STIRAP. Nous rappellerons alors en premier lieu le pro-

cessus permettant l’implémentation d’une porte quantique générale à un qubit [9], avant de

proposer une alternative mettant en jeu une compensation de phases dynamiques [56].

3.1 Processus holonomiques

L’application des phases géométriques de Berry – appelées holonomies – au calcul quan-

tique a conduit à l’idée d’ordinateur quantique holonomique [57,58], bénéficiant des avantages

liés à la nature géométrique des phases de Berry. En effet, les paramètres des portes quan-

tiques associées ne dépendent que de la forme des trajectoires décrites dans l’espace des

paramètres, et pas du temps mis à les parcourir, ce qui assure une certaine robustesse aux

calculs quantiques à effectuer.

Plusieurs processus ont été proposés pour l’implémentation de portes quantiques holono-

miques, en particulier la porte cphase [59, 60]. Nous rappellerons ici les premiers processus

holonomiques faisant partie d’un ensemble universel expérimentalement réalisable, proposés

par Unanyan et al. et Duan et al. [8, 55].

3.1.1 Porte phase

Système et Hamiltonien effectif

On considère deux lasers de pulsation de Rabi Ω1,Ωa ≥ 0 couplant respectivement de

façon résonante les états métastables |1〉 et |a〉 à l’état excité |e〉. La phase φ(t) du premier

laser dépendra du temps. L’état |0〉, non-couplé, est un état stationnaire du système : l’étude

peut se restreindre au sous-système formé par les états |1〉,|a〉,|e〉, dont l’Hamiltonien s’écrit

en représentation d’interaction et dans l’approximation résonante

H(t) =
~

2






0 Ωa(t) 0

Ωa(t) 0 Ω1(t) eiφ(t)

0 Ω1(t) e−iφ(t) 0




 . (3.1)

Cet Hamiltonien est semblable à celui du processus STIRAP (2.26) dans le cas résonant

∆ = 0. Il admet les mêmes valeurs et vecteurs propres instantanés (2.28–2.29), avec ψ = π/4

et tan θ = Ωa/Ω1.

Évolution adiabatique

La principale différence avec le processus STIRAP provient du glissement de phase du

laser couplant l’état |1〉. Ce glissement de phase, représenté par la dépendance temporelle de
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la phase φ(t), a pour conséquence l’apparition d’une phase géométrique lors de l’évolution

adiabatique de l’état sombre du système. En particulier, une évolution adiabatique cyclique,

assurant les connections de l’état sombre à l’état |1〉 aux instants initial et final, se traduit

par un gain de phase pour cet état :

|Ψ(ti)〉 = |1〉 = −|Ψ0(ti)〉 (3.2a)

↓

|Ψ(t)〉 = −e
−

R t
ti
〈Ψ0(t)| d

dt
|Ψ0(t)〉 dt |Ψ0(t)〉 (3.2b)

↓
|Ψ(tf )〉 = −eiϕ |Ψ0(tf )〉 = eiϕ |1〉, (3.2c)

où l’état |1〉 acquiert la phase géométrique de Berry

ϕ = i

∫ tf

ti

〈Ψ0(t)|
d

dt
|Ψ0(t)〉 dt (3.3a)

= −
∮

sin2 θ dφ. (3.3b)

La valeur de cette phase ne dépend que de la forme de la courbe θ(φ) dans l’espace des

paramètres, et est robuste par rapport au temps mis à la parcourir. L’état |0〉 étant invariant,

ce processus effectue bien une porte quantique phase.
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Fig. 3.2 – Simulation numérique de la porte phase holonomique. L’évolution cyclique est

caractérisée à la fin du processus par un retour des populations (b) et du déphasage φ (a) à

leur valeur initiale. Les pulsations de Rabi Ω1,Ωa utilisées (c) sont de forme gaussienne de

largeurs à mi-hauteur respectives T et 2T . Le déphasage φ est une gaussienne de largeur à

mi-hauteur T , multipliée par le temps normalisé s = t/T . La phase géométrique ϕ (a) est à

la fin du processus 0.244 rad.

L’évolution numérique du système est représentée sur la figure 3.2, pour des pulsations

de Rabi Ω1,Ωa de forme gaussienne de largeurs à mi-hauteur respectives T et 2T . L’évolution
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cyclique est obtenue lorsque le laser couplant l’état |a〉 est enclenché en premier et éteint en

dernier, et lorsque la phase relative φ revient à sa valeur initiale à la fin du processus. La

phase géométrique de Berry est alors 0.244 rad. Cette valeur est en accord avec l’intégration

numérique de la formule (3.3b), donnant 0.243 rad.

Conditions d’adiabaticité

Les conditions d’adiabaticité de ce processus holonomique sont celles du STIRAP, aux-

quelles s’ajoute une condition sur le taux de variation de la phase relative :

∣
∣
∣
∣

dφ

ds

ΩaΩ1

(Ω2
a + Ω2

1)
3

∣
∣
∣
∣
¿ T. (3.4)

3.1.2 Porte rotation

Les trois états métastables |0〉, |a〉, |1〉 sont respectivement couplés à l’état excité |e〉 par

des lasers de pulsation de Rabi Ω0, Ωa, Ω1, comme représenté sur la figure 3.1. Les lasers de

pulsation de Rabi Ω0,Ω1 sont choisis en phase.

Ce système permet l’application du processus tripode-STIRAP (cf. section 2.3), faisant

intervenir deux vecteurs sombres couplés lors de l’évolution adiabatique. Une évolution adia-

batique cyclique, connectant respectivement ces vecteurs sombres aux états |0〉,|1〉, aux ins-

tants initial et final, permet d’identifier la rotation (2.53) effectuée par les vecteurs sombres

à la porte quantique rotation s’appliquant sur le qubit. Cette évolution cyclique est obte-

nue en enclenchant les lasers dans l’ordre Ωa,Ω1,Ω0, et en les éteignant dans l’ordre inverse

Ω0,Ω1,Ωa, donnant lieu aux connections :

|Ψ(ti)〉 = α |1〉 + β |0〉 = α |Ψ0(ti)〉 + β |Ψ′
0(ti)〉, |α|2 + |β|2 = 1 (3.5a)

↓
|Ψ(t)〉 = α

[
cosΘ(t) |Ψ0(t)〉 + sin Θ(t) |Ψ′

0(t)〉
]

+ β
[
− sinΘ(t) |Ψ0(t)〉 + cos Θ(t) |Ψ′

0(t)〉
]

(3.5b)

↓
|Ψ(tf )〉 = α

[
cosΘ(tf ) |Ψ0(tf )〉 + sinΘ(tf ) |Ψ′

0(tf )〉
]

+ β
[
− sinΘ(tf ) |Ψ0(tf )〉 + cos Θ(tf ) |Ψ′

0(tf )〉
]

= R̂ |Ψ(ti)〉, (3.5c)

avec la matrice de rotation R̂ définie par

R̂ =

[

cos Θ − sinΘ

sinΘ cosΘ

]

, (3.6a)

Θ =

∮

sinψ dθ, (3.6b)

où les angles dynamiques θ,ψ correspondent à ceux définis par les relations (2.45), en rem-

plaçant l’indice 2 par l’indice a.

L’angle Θ de la porte rotation obtenue ne dépend que de la forme de la courbe ψ(θ)

dans l’espace des paramètres, et est robuste par rapport au temps mis à la parcourir.
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Fig. 3.3 – Simulation numérique de la porte rotation holonomique. L’évolution des po-

pulations est représentée pour un système initialement dans l’état |0〉 (b) et dans l’état |1〉
(c). Les pulsations de Rabi Ω0,Ω1,Ωa utilisées (d) sont de forme gaussienne de largeurs à

mi-hauteur respectives T , 3T et 8T . La seconde impulsion est décalée de 1.5T par rapport à

l’origine des temps. L’angle Θ (a) de la rotation effectuée a pour valeur finale −0.555 rad.

L’évolution numérique du système est représentée sur la figure 3.3, pour des pulsations

de Rabi Ω0,Ω1,Ωa de forme gaussienne de largeurs à mi-hauteur respectives T , 3T et 8T . La

seconde impulsion est décalée de 1.5T par rapport à l’origine des temps, ce qui conduit à une

rotation d’angle Θ = −0.555 rad. Cette valeur concorde avec l’intégration numérique de la

formule (3.6b), donnant −0.558 rad.

3.1.3 Discussion

Le système à quatre niveaux utilisé permet l’implémentation des portes quantiques phase

et rotation, qui permettent par combinaisons l’implémentation d’une porte quantique

générale à un qubit. Les processus considérés sont basés sur le suivi adiabatique d’états

sombres, et sont donc insensibles aux pertes par émission spontanée dues à l’état excité. Les

arguments des portes correspondent à des phases géométriques de Berry, ce qui rend les pro-

cessus insensibles au temps mis pour parcourir les trajectoires dans l’espace des paramètres.

Ces arguments dépendent en revanche de la forme de ces trajectoires, et une déformation, si

elle n’est pas compensée, induit une erreur sur l’opération quantique effectuée.

Le contrôle de la forme de ces trajectoires nécessite un contrôle relativement précis des

enveloppes des impulsions, dont la forme n’est pas forcément simple si l’on souhaite atteindre
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une valeur déterminée de l’argument de la porte quantique.

Cette précision nécessaire pour la forme des impulsions laser fait que les processus holo-

nomiques, bien que plus robustes que les processus de type impulsion-π, qui nécessitent le

contrôle de l’aire de l’impulsion, sont loin d’être aussi robustes que des processus basés sur

le STIRAP, que nous allons décrire dans les sections suivantes.

3.2 Processus basés sur le STIRAP

Les processus STIRAP permettent un transfert total ou fractionnaire de population, tout

en étant peu sensibles aux fluctuations des champs laser. Les superpositions d’états créées

sont entièrement définies par les phases relatives des lasers et leur polarisation. L’utilisation

de ces processus permet donc l’implémentation de portes quantiques robustes.

3.2.1 Porte générale à un qubit

Définition

Une porte quantique générale à un qubit permet de changer l’état du qubit en une quel-

conque superposition d’états donnée. Cette opération générale du groupe SU(2) 1 peut être

représentée sur la sphère de Bloch comme une rotation d’angle δ autour d’un vecteur n choisi,

définissant l’opérateur de rotation dans la base {|0〉,|1〉}

U(δ,n) = exp(−i
δ

2
n · σ) (3.7a)

= cos
δ

2
− in · σ sin

δ

2
, (3.7b)

où n = (sin 2θ cos φ, sin 2θ sinφ, cos 2θ), φ ∈ [0,2π], θ ∈ [0,π2 ] 2 est un vecteur de la sphère de

Bloch, σ = (σx, σy, σz) représentant les matrices de Pauli

σx =

[

0 1

1 0

]

, σy =

[

0 −i

i 0

]

, σz =

[

1 0

0 −1

]

. (3.8)

L’opérateur de rotation (3.7) introduit un déphasage entre les superpositions d’états |+〉
et |−〉, représentées respectivement sur la sphère de Bloch par le vecteur n et le vecteur

diamétralement opposé :

U(δ,n) = ei δ
2 |−〉〈−| + e−i δ

2 |+〉〈+|, (3.9a)

|−〉 = − sin θ |0〉 + eiφ cos θ |1〉, (3.9b)

|+〉 = cos θ |0〉 + eiφ sin θ |1〉. (3.9c)

C’est l’implémentation de ce déphasage qui permet l’implémentation d’une porte quantique

générale à un qubit par passage adiabatique, comme proposé par Kis et Renzoni dans la

référence [9].

1. Le groupe SU(n) contient les matrices unitaires n×n de déterminant égal à 1. Il s’agit d’un sous-groupe

de U(n), contenant l’ensemble les matrices unitaires n×n. Contrairement aux matrices de U(n), les matrices

de SU(n) ne contiennent pas de phase globale.

2. On peut en fait se limiter aux vecteurs n de l’hémisphère nord de la sphère, i.e. θ ∈ [0,π
4
]. En effet, une

rotation d’angle δ autour d’un vecteur m de l’hémisphère sud équivaut à une rotation d’angle −δ autour du

vecteur n diamétralement opposé.
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Système et évolution adiabatique

Les trois états métastables |0〉, |a〉, |1〉 du système sont respectivement couplés à l’état

excité |e〉 par des lasers de pulsation de Rabi Ω0, Ωa,Ω1, comme représenté sur la figure 3.1.

Ce système permet l’application du processus tripode-STIRAP défini section 2.3, en rem-

plaçant l’indice 2 par l’indice a.

L’opérateur de rotation (3.7) peut s’obtenir en effectuant deux processus tripode-

STIRAP, où les vecteurs sombres (2.44) évoluent de façon découplée. 3 Le premier tripode-

STIRAP transporte la population de l’état |+〉, défini par les relations (3.9), sur l’état auxi-

liaire |a〉 ; le second ramène cette population sur l’état |+〉 en lui conférant un phase −δ.

La dynamique se déroule avec les connections suivantes :

– le premier tripode-STIRAP est effectué de ti à tm. Le laser de pulsation de Rabi Ωa

(Stokes), de phase φa, est enclenché en premier.

|Ψ(ti)〉 = 〈−|Ψ(ti)〉 |−〉 + 〈+|Ψ(ti)〉 |+〉
= 〈−|Ψ(ti)〉 |Ψ0(ti)〉 + 〈+|Ψ(ti)〉 |Ψ′

0(ti)〉 (3.10a)

↓
|Ψ(t)〉 = 〈−|Ψ(ti)〉 |Ψ0(t)〉 + 〈+|Ψ(ti)〉 |Ψ′

0(t)〉 (3.10b)

↓
|Ψ(tm)〉 = 〈−|Ψ(ti)〉 |Ψ0(tm)〉 + 〈+|Ψ(ti)〉 |Ψ′

0(tm)〉
= 〈−|Ψ(ti)〉 |−〉 − eiφ′ 〈+|Ψ(ti)〉 |a〉 (3.10c)

– le second tripode-STIRAP est effectué de tn à tf . Le laser de pulsation de Rabi Ωa

(pompe), de phase φa − δ, est enclenché en dernier.

|Ψ(tn)〉 = 〈−|Ψ(ti)〉 |−〉 − eiφ′ 〈+|Ψ(ti)〉 |a〉
= 〈−|Ψ(ti)〉 |Ψ0(tn)〉 + e−iδ 〈+|Ψ(ti)〉 |Ψ′

0(tn)〉 (3.11a)

↓
|Ψ(t)〉 = 〈−|Ψ(ti)〉 |Ψ0(t)〉 + e−iδ 〈+|Ψ(ti)〉 |Ψ′

0(t)〉 (3.11b)

↓
|Ψ(tf )〉 = 〈−|Ψ(ti)〉 |Ψ0(tf )〉 + e−iδ 〈+|Ψ(ti)〉 |Ψ′

0(tf )〉
= 〈−|Ψ(ti)〉 |−〉 + e−iδ 〈+|Ψ(ti)〉 |+〉
= e−i δ

2 U(δ,n) |Ψ(ti)〉. (3.11c)

Discussion et résultats numériques

Ce processus de double tripode-STIRAP proposé par Kis et Renzoni [9] permet d’obtenir

l’opérateur de rotation (3.7) à une phase globale −δ/2 près. Cette phase globale est cependant

facteur de tous les états de la base de calcul et est donc inessentielle.

Il est à noter que cette phase globale permet l’implémentation, en particulier, de la porte

quantique phase, et de la porte quantique not basculant l’état du qubit, étant donné que

ces opérations appartiennent au groupe U(2). Dans le cas de la porte phase, l’état |0〉 est

un état stationnaire, et le processus correspond à un double STIRAP.

3. Ce découplage est assuré en gardant constant le rapport des fréquences de Rabi Ω0/Ω1, ce qui peut

s’obtenir de façon robuste en utilisant un laser de polarisation elliptique et un système formé de sous-niveaux

magnétiques Zeeman (cf. section 2.3 et figure 2.6).
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Le second tripode-STIRAP peut commencer dès que le premier laser de pulsation de

Rabi Ωa est éteint, alors que le second laser est encore enclenché. En effet, les impulsions

de pulsations de Rabi Ω0,Ω1, ayant la même phase relative dans les deux tripode-STIRAP,

peuvent se chevaucher, voire ne former qu’une seule impulsion.
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Fig. 3.4 – Simulation numérique de la porte not. L’évolution des populations est représentée

pour un système initialement dans l’état |0〉 (a) et dans l’état |1〉 (b). Les pulsations de Rabi

Ω0,Ω1 (c) sont identiques, de forme gaussienne de largeur à mi-hauteur T , de phase relative

φ = π. Les pulsations de Rabi Ωa (c), sont de forme gaussienne de largeur à mi-hauteur T ,

décalées de 0.6T par rapport à Ω0,Ω1, et déphasées de δ = π.

La simulation numérique de la porte quantique not est représentée sur la figure 3.4. Cette

porte est obtenue avec les paramètres θ = π/4, φ = δ = π, sans accumulation d’une phase

globale à la fin du processus. Les pulsation de Rabi Ω0,Ω1 et Ωa de chaque tripode-STIRAP

sont décalées de 0.6T .

3.2.2 Alternative : porte rotation généralisée

Nous proposons ici une alternative [56], nécessitant un couplage de moins, à la porte

générale à un qubit.

Définition et système

La porte quantique rotation généralisée est définie par l’opérateur

R(α,φ) =

[

cos α eiφ sinα

−e−iφ sinα cos α

]

. (3.12)

L’opérateur (3.12) généralise la porte rotation par le paramètre additionnel φ, correspon-

dant à l’ajout de deux portes phase. Il peut être obtenu en combinant deux processus

f-STIRAP (cf. section 2.2.4) dans un système à trois niveaux |0〉,|1〉,|e〉 (Figure 3.5).
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|0〉 ≡ |1,−1〉 |1〉 ≡ |1, 1〉

|e〉 ≡ |0, 0〉

∆

Ω0 (σ+) Ω1 (σ−)

Fig. 3.5 – Schéma du système de sous-niveaux magnétiques Zeeman pouvant être utilisé pour

l’implémentation de la porte rotation généralisée. Les lasers de pulsations de Rabi Ω0,Ω1

ont respectivement les polarisations circulaires σ+, σ−.

Nous utiliserons ici des lasers non-résonants, de sorte que l’état excité puisse être adia-

batiquement éliminé. Cet état peut dès lors être considéré découplé du qubit, ce qui permet

de négliger ses pertes par émission spontanée. Il faut alors tenir compte de la condition

d’adiabaticité (2.37)

(ΩmaxT )2 À ∆T À ΩmaxT À 1, (3.13)

où Ωmax correspond à l’amplitude maximale des pulsations de Rabi.

L’opérateur d’évolution du STIRAP fractionnaire s’écrit alors dans la base {|0〉,|1〉}

U(tf ,ti) =

[

cos θ0 e−iφdeiφ sin θ0

−e−iφ sin θ0 e−iφd cos θ0

]

, (3.14)

avec la phase dynamique accumulée lors de l’évolution

φd =

∫ tf

ti

dt

2

(

∆ −
√

∆2 + Ω2
0 + Ω2

1

)

. (3.15)

Le propagateur (3.14) indique, comme cela a été démontré dans la section 2.2.4, que l’état

initial |0〉 peut évoluer en la superposition cos θ0 |0〉 − e−iφ sin θ0 |1〉, si les impulsions lasers

s’éteignent dans un rapport constant Ω0
Ω1

→ tan θ0. Ce rapport constant peut être assuré par

un laser de polarisation elliptique, comme indiqué section 2.2.4. Le processus f-STIRAP ne

requiert alors que deux lasers, l’un de polarisation elliptique, l’autre de polarisation circulaire.

Évolution adiabatique

Le propagateur (3.14) correspond à l’opérateur de rotation généralisée (3.12) à condition

de contrôler la phase dynamique pour qu’elle corresponde à un multiple de 2π. Un tel contrôle

n’est évidemment pas robuste.

Nous proposons ici un processus permettant de compenser cette phase dynamique, sans

avoir besoin d’en connâıtre la valeur. Ce processus consiste à combiner deux STIRAP frac-

tionnaires :

– le premier est un STIRAP fractionnaire inversé, ayant lieu entre les instants ti et tm. Le

laser de polarisation elliptique est enclenché en premier, assurant un rapport constant
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des pulsations de Rabi

Ω0

Ω1
→

t→ti
cot θ0 = cste. (3.16)

Le propagateur associé s’écrit dans la base {|0〉,|1〉}

U1(tm,ti) =

[

e−iφd 0

0 1

]

R(θ0,φ). (3.17)

– le second est un STIRAP fractionnaire classique, ayant lieu entre les instants tn et tf ,

de propagateur

U2(tf ,tn) = R(θ0,φ)

[

1 0

0 e−iφ′

d

]

. (3.18)

L’opération résultant de ces processus s’écrit donc

U(tf ,ti) = U2U1 = R(θ0,φ)

[

e−iφd 0

0 e−iφ′

d

]

R(θ0,φ). (3.19)

Le propagateur (3.19) correspond à l’opérateur rotation généralisée R(2θ0,φ), définie a une

phase globale près, à condition que les phases dynamiques φd,φ
′
d soient identiques. Cette

condition est satisfaite si les impulsions des STIRAP fractionnaires normal et inversé ont les

mêmes caractéristiques : forme d’impulsion, délai entre les impulsions, amplitudes. Ceci peut

être réalisé dans une expérience de jet atomique, comme celle décrite en référence [61], avec

des lasers réfléchis par des miroirs (Figure 3.6).
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Fig. 3.6 – Schéma des champs lasers de polarisation circulaire (en clair) et elliptique (ha-

chures) utilisable dans une expérience de jet atomique pour la réalisation de la porte quantique

rotation généralisée.

Cette expérience nécessite que les amplitudes des champs lasers et que la vitesse des

atomes restent constantes entre les deux STIRAP fractionnaires. L’angle α = 2 θ0 de la

rotation est alors défini par la polarisation du laser elliptique.

Résultats numériques

La simulation numérique de la porte quantique rotation généralisée R(π/4,0) est repré-

sentée sur la figure 3.7. Les pulsations de Rabi utilisées sont de la forme
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Fig. 3.7 – Simulation numérique de la porte rotation généralisée R(π/4,0)). L’évolution

des populations est représentée pour un système initialement dans l’état |0〉 (a) et dans l’état

|1〉 (b). Les pulsations de Rabi Ω0,Ω1 (c) sont de forme gaussienne de largeur à mi-hauteur

T . Le délai entre les impulsions de polarisations elliptique et circulaire de chaque STIRAP

fractionnaire est 0.5T . Les impulsions ont une amplitude maximale ΩmT = 50. L’écart à la

résonance ∆T = 330 satisfait la condition d’adiabaticité (3.13).

Ω0(t) = Ω(t + 2T − τ) + cos θ0 Ω(t + 2T ), (3.20a)

Ω1(t) = sin θ0 Ω(t + 2T ), (3.20b)

pour le premier STIRAP fractionnaire, et

Ω0(t) = Ω(t − 2T + τ) + sin θ0 Ω(t − 2T ), (3.21a)

Ω1(t) = cos θ0 Ω(t − 2T ), (3.21b)

pour le second STIRAP fractionnaire, où Ω(t) est une gaussienne de largeur à mi-hauteur

T , d’amplitude ΩmT = 50. Le rapport des pulsations de Rabi est tel que θ0 = π/8. L’écart

à la résonance ∆T = 330 satisfait la condition d’adiabaticité (3.13). L’état excité n’est pas

peuplé lors de l’évolution, en accord avec son élimination adiabatique. La phase dynamique

globale à la fin du processus est φd = −1.615 rad, en accord avec l’intégration numérique de

la formule (3.15), donnant φd = 4.662 rad, soit -1.621 rad modulo 2π.

3.2.3 Discussion

Le système à quatre niveaux utilisé permet l’implémentation, en particulier, de la porte

quantique phase, et d’un opérateur général du groupe SU(2), défini à une phase globale près.

Ces processus basés sur le suivi adiabatique d’états sombres sont insensibles aux pertes par

émission spontanée de l’état excité. Ce sont de plus des processus robustes, i.e. peu sensibles

à de légères fluctuations des champs lasers.
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Nous avons proposé un processus permettant l’implémentation de la porte quantique

rotation généralisée, définie à une phase globale près, dans ce même système restreint à

seulement trois niveaux. L’élimination adiabatique de l’état excité rend ce processus peu sen-

sible à ses pertes par émission spontanée. L’écart à la résonance nécessaire à cette élimination

implique des pulsations de Rabi d’amplitude plus importante que le processus précédent.

Les paramètres des portes quantiques obtenues par ces processus basés sur les techniques

STIRAP sont tous contrôlables de façon expérimentale. Ils correspondent en effet à des phases

relatives entre lasers, ou bien sont donnés par les polarisations des lasers. Ces différents

processus permettent donc l’implémentation de portes quantiques robustes.

3.3 Porte phase : phase géométrique et transport parallèle

Les deux processus évoqués pour l’implémentation de la porte phase peuvent être ana-

lysés de façon identique. En effet, le processus étudié en section 3.2.1, impliquant deux

STIRAP déphasés l’un par rapport à l’autre, peut être vu comme constitué de deux im-

pulsions laser de phase relative variable, à l’instar du processus holonomique décrit dans la

section 3.1.1.

L’évolution générale de ce système s’effectue suivant l’état sombre |Ψ0〉 défini dans l’équa-

tion (2.29), et confère à l’état |1〉 la phase

ϕ = φ(tf ) − φ(ti) −
∫ tf

ti

dφ

dt
sin2 θ dt. (3.22)

Une évolution cyclique des paramètres, correspondant au cas où φ(tf ) = φ(ti), conduit à la

porte phase holonomique. Le processus de double STIRAP, quant à lui, équivaut à effectuer

le changement de phase lorsque le laser de pulsation de Rabi Ωa est éteint (θ = 0), ce qui rend

identiquement nul l’intégrand de la relation (3.22). La phase finalement obtenue correspond

alors à la phase relative des lasers de pulsation de Rabi Ωa. Ce dernier cas correspond à la

condition de transport parallèle, définie par la relation

〈Ψ(t)| d

dt
|Ψ(t)〉 = 0 ∀ t. (3.23)

La différence entre ces deux processus apparâıt visuellement en considérant les trajectoires

parcourues sur la sphère de Bloch par l’état du système |Ψ(t)〉 au cours de son évolution (Fi-

gure 3.8). Les états |a〉,|1〉 correspondent respectivement aux pôles nord et sud de la sphère.

Le processus holonomique implique une évolution cyclique, représentée par un départ et un

retour au pôle Sud de la sphère effectués sur des trajectoires tangentes à un même méridien.

Le processus par double STIRAP remplit la condition de transport parallèle, qui se traduit

ici par le déplacement le long d’un méridien. Le changement de phase s’effectue au pôle nord

de la sphère, définissant le méridien utilisé pour le trajet retour.
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(a) Porte phase holonomique. (b) Porte phase par double STIRAP

Fig. 3.8 – Trajectoires parcourues sur la sphère de Bloch par l’état du système |Ψ(t)〉 au

cours de son évolution pour l’implémentation des portes phase holonomique (a), par double

STIRAP (b).
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✬

✫

✩

✪

{ R�esum�e du chapitre 3 {

Objectif : Ce chapitre décrit les processus adiabatiques permettant

l’implémentation des portes quantiques à un qubit.

Outils : passage adiabatique, suivi d’états sombres du système et phases

géométriques.

R�esultats connus :

1© Processus holonomiques permettant :

– l’implémentation de la porte phase ;

– l’implémentation de la porte rotation.

L’utilisation de phases géométriques rend ces processus non robustes ;

2© Processus de type STIRAP permettant :

– l’implémentation de la porte phase (STIRAP) ;

– l’implémentation d’une porte générale à un qubit (tripod-STIRAP).

R�esultat nouveau :
– Processus de type STIRAP-fractionnaire permettant l’implémentation

d’une porte rotation généralisée.

Contrairement aux processus holonomiques, les processus basés sur le STIRAP

ne requièrent que le contrôle des polarisations et phases relatives des lasers.
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Chapitre 4

Portes quantiques à deux qubits

L
’implémentation de portes quantiques à deux qubits requiert un système permettant

un couplage contrôlé des qubits lors du processus. Les qubits doivent aussi pouvoir être

localisés et contrôlés individuellement afin d’effectuer une succession d’opérations lors d’un

calcul quantique. Ces deux conditions sont remplies par l’utilisation de systèmes d’ions et

d’atomes piégés.

Dans les systèmes d’ions piégés, les qubits sont couplés par le mode commun de vibration.

Plusieurs processus d’implémentation ont été proposés [62–65] et la porte cnot en particulier

a été testée expérimentalement [66]. Cependant, ces processus sont basés sur des techniques

impulsion-π non robustes, nécessitant le contrôle précis de l’aire des impulsions laser utilisées.

Nous utiliserons dans ce chapitre un système d’atomes piégés dans une cavité optique.

Les qubits sont alors couplés à un même mode résonant de la cavité. Des expériences récentes

montrent que les atomes piégés peuvent être déplacés sur des distances macroscopiques sans

pertes de cohérence par l’utilisation de pièges dipolaires optiques à onde stationnaire 1 [67–73]

et placés dans une cavité optique avec une précision inférieure aux longueurs d’ondes utilisées.

Ces expériences montrent aussi que le contrôle individuel des atomes par laser, nécessaire à

l’implémentation de portes quantiques, est possible [73].

Un autre système envisageable correspond à des impuretés piégées dans des cristaux,

comme l’orthosilicate d’yttrium dopé par des ions terre-rare praséodyme, Pr3+:Y2SiO5. Des

expériences récentes montrent que les processus STIRAP et tripod-STIRAP sont applicables

dans ces systèmes [74–76].

Nous verrons dans ce chapitre différents processus permettant l’implémentation de portes

quantiques à deux qubits dans le système à quatre niveaux utilisé précédemment, auquel un

second état excité |e′〉 pourra être ajouté.

Les qubits sont représentés par des atomes fixes dans une cavité optique, chacun d’entre

eux étant couplé à un même mode résonant de la cavité. Le mode de la cavité produit alors

un couplage effectif entre les qubits, permettant les opérations conduisant à l’intrication des

qubits, telles que la porte quantique cnot.

Le processus adiabatique permettant le transfert de superpositions cohérentes d’états

d’un atome à un autre [77] sera rappelé dans une première section. Nous proposerons ensuite

une utilisation directe de ce processus pour l’implémentation des portes quantiques swap et

cnot [78, 79], avant de rappeler comment la porte quantique cu peut-être obtenue, à une

porte quantique phase près, à partir de ce processus [10].

1. standing wave optical dipole trap.
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|N〉 |L〉 |1〉

|e〉

Ω g

Fig. 4.1 – Schéma du système utilisé pour le transfert adiabatique de population dans la cavité

optique. L’état |1〉 est couplé au mode de la cavité ; l’état métastable couplé par le laser est

noté de façon générique |L〉, et l’état non-couplé |N〉.

Nous proposerons dans une dernière section une généralisation de ce processus, permet-

tant l’implémentation de la porte quantique swapα et d’une généralisation de la porte quan-

tique cu autorisant le choix de l’état du qubit de contrôle [80]. Cette porte quantique sera

désignée par le sigle ascu, signifiant arbitrary-state controlled-unitary gate.

4.1 Passage adiabatique dans une cavité optique

Nous rappelons dans cette section un processus analogue au processus STIRAP, qui per-

met le transfert adiabatique de population entre deux états du système formé par les deux

qubits, proposé par Pellizzari et al. [77]. Les processus d’implémentation de portes quan-

tiques à deux qubits détaillés dans ce chapitre seront basés sur ce transfert adiabatique de

population.

4.1.1 Hamiltonien effectif et états sombres

Le schéma du système est représenté sur la figure 4.1. Le mode de la cavité assure le

couplage résonant de l’état |1〉 de chaque qubit à l’état excité |e〉. Un champ laser couple

l’état excité |e〉 à l’un des deux autres états métastables, noté de façon générique |L〉. Le

troisième état métastable, noté |N〉, ne subit aucun couplage. L’état |L〉, couplé par le laser,

pourra être alternativement l’état |0〉 ou l’état |a〉.
L’Hamiltonien du système s’écrit dans l’approximation résonante et en représentation

d’interaction 2

H(t) = ~

(

Ω(1)(t)|e(1)〉〈L(1)| + g(1)a|e(1)〉〈1(1)|

+ Ω(2)(t)|e(2)〉〈L(2)| + g(2)a|e(2)〉〈1(2)| + h.c.
)

, (4.1)

avec les opérateurs a,a† d’annihilation et de création du mode de cavité, et Ω(i), g(i) ≥ 0 les

pulsations de Rabi respectives des laser et mode de cavité associées au qubit i. Les atomes

2. Pour alléger l’écriture des états sombres à venir, les phases à l’origine des temps des lasers sont prises

égales à zéro. Elles peuvent être ajoutées ultérieurement en effectuant la substitution Ω → Ωe−iφ dans l’Ha-

miltonien (4.1) et dans l’écriture des vecteurs sombres (4.4–4.6). La phase φ est définie en considérant les

champs laser en cos(ωt + φ).
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sont situés sur les ventres de l’onde stationnaire de la cavité. Les pulsations de Rabi g(i) sont

du même ordre de grandeur.

L’Hamiltonien (4.1) est défini dans l’espace de Hilbert H = H(1) ⊗H(2) ⊗F , où H(i) est

l’espace de Hilbert associé au qubit i, et F l’espace de Fock associé aux photons du mode

de la cavité. Nous restreindrons l’étude au sous-espace de Hilbert impliqué dans l’évolution

des états initiaux n’ayant aucun photon dans la cavité. Ces états sont en effet les seuls

états pertinents pour l’implémentation de portes quantiques, la cavité n’étant pas peuplée

initialement, mais seulement brièvement lors de la dynamique.

L’Hamiltonien restreint à ce sous-espace est diagonal par blocs :

H(t) =






H1 = 0 0 0

0 H7(t) 0

0 0 H16(t)




 , (4.2)

où chaque bloc Hd(t) agit sur le sous-espace de Hilbert Hd de dimension d, engendré par les

états

H1 = {|11〉|0〉}, (4.3a)

H7 = {|L1〉|0〉,|1L〉|0〉,|1N〉|0〉,|N1〉|0〉,|1e〉|0〉,|e1〉|0〉,|11〉|1〉}, (4.3b)

H16 = {|LL〉|0〉,|NN〉|0〉,|LN〉|0〉,|NL〉|0〉,|Le〉|0〉,|eL〉|0〉,|Ne〉|0〉,|eN〉|0〉,
|ee〉|0〉,|L1〉|1〉,|1L〉|1〉,|N1〉|1〉,|1N〉|1〉,|1e〉|1〉,|e1〉|1〉,|11〉|2〉}, (4.3c)

où la notation |s1 s2〉|n〉 représente les états du premier et second qubit (s1 et s2), ainsi que le

nombre de photons présent dans la cavité (n). Les états |1N〉|0〉 et |N1〉|0〉, bien que n’étant

pas impliqués dans la dynamique, ont été inclus dans le sous-espace H7 dans l’optique d’une

généralisation à venir du processus, impliquant le couplage de l’un des états |N〉.

États sombres

L’Hamiltonien (4.2) admet huit états sombres, i.e. des états propres instantanés de valeurs

propres associées nulles et n’ayant aucune composante sur les états excités des qubits. Le

premier est l’état stationnaire définissant le sous-espace H1,

|Ψ1〉 = |11〉|0〉; (4.4)

les trois suivants, dont deux sont stationnaires, sont définis dans le sous-espace H7,

|Ψ(a)
7 〉 = |N1〉|0〉, (4.5a)

|Ψ(b)
7 〉 = |1N〉|0〉, (4.5b)

|Ψ(c)
7 〉 ∝ g(1)Ω(2)|L1〉|0〉 + g(2)Ω(1)|1L〉|0〉 − Ω(1)Ω(2)|11〉|1〉; (4.5c)

les quatre derniers, dont un seul est stationnaire, sont définis dans le sous-espace H16,

|Ψ(a)
16 〉 ∝ Ω(2)|N1〉|1〉 − g(2)|NL〉|0〉, (4.6a)

|Ψ(b)
16 〉 ∝ Ω(1)|1N〉|1〉 − g(1)|LN〉|0〉, (4.6b)

|Ψ(c)
16 〉 = |NN〉|0〉, (4.6c)

|Ψ(d)
16 〉 ∝ g(1)g(2)

√
2|LL〉|0〉 − g(2)Ω(1)

√
2|1L〉|1〉 − g(1)Ω(2)

√
2|L1〉|1〉

+ Ω(1)Ω(2)|11〉|2〉. (4.6d)
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4.1.2 Évolution adiabatique et transfert de cohérence atomique

Chaque état sombre de l’Hamiltonien (4.2) appartient à un sous-espace orthogonal aux

autres et indépendant du temps. Cette propriété remarquable conduit en particulier à l’iden-

tité

〈Ψ(k)
d | d

dt
|Ψ(k′)

d 〉 = 0 ∀ k′ 6= k. (4.7)

Le calcul montre de plus que cette relation reste valable pour k′ = k si les phases des lasers

sont statiques, ce qui sera supposé vrai par la suite. L’évolution adiabatique du système le

long des états sombres s’effectue alors sans apparition de phases géométriques ni de phases

dynamiques, les valeurs propres instantanées associées étant nulles.

D’après le théorème adiabatique, la dynamique du système suit les états sombres connec-

tés à l’état initial :

|Ψ(t)〉 ≃
∑

d,k

c
(k)
d |Ψ(k)

d (t)〉, (4.8)

avec les coefficients déterminés au temps initial

c
(k)
d = 〈Ψ(k)

d (ti)|Ψ(ti)〉. (4.9)

Nous ne considérons ici que les états initiaux n’ayant aucune composante en dehors des états

sombres. Les conditions d’adiabaticité associées à cette évolution sont similaires à celles du

STIRAP,

gT,ΩmaxT À 1, (4.10)

avec Ωmax l’amplitude maximale des pulsations de Rabi associées aux lasers. On considérera

de plus que l’évolution s’effectue dans le régime de couplage fort de la cavité [81]

g À κ, (4.11)

où κ correspond au taux de pertes de la cavité. Ce régime assure que l’interaction des qubits

avec les photons de la cavité est dominant par rapport aux pertes.

Les photons n’apparaissent dans la cavité qu’au cours de l’évolution adiabatique du

système. L’écriture des états sombres (4.5),(4.6) montre que la probabilité d’avoir un photon

dans la cavité durant le processus devient très faible dans la limite

g À Ω. (4.12)

Sous les conditions (4.11),(4.12), le couplage des qubits est effectué par le mode de la cavité

sans que celui-ci ne soit peuplé. Ce phénomène remarquable de nature purement quantique

minimise la probabilité de décohérence due aux pertes de la cavité.

Le transfert de cohérence atomique est rendu possible par une évolution adiabatique sui-

vant l’état sombre (4.5c). Il permet en effet, à la manière du processus STIRAP, de transférer

la population de l’état initial |L1〉|0〉 vers l’état final |1L〉|0〉, en enclenchant les lasers dans

l’ordre contre-intuitif Ω(2), Ω(1), comme l’indique son schéma de couplage représenté sur la

figure 4.2.

Ce transfert adiabatique constitue une extension du STIRAP de trois à cinq niveaux. Au

cours de la dynamique, seuls les états |L1〉|0〉 et |1L〉|0〉 sont peuplés, et pas les états excités

|e1〉|0〉 et |1e〉|0〉, ni l’état à un photon |11〉|1〉, sous la condition (4.12).
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|L1〉|0〉 |11〉|1〉 |1L〉|0〉

|e1〉|0〉 |1e〉|0〉

g(1) g(2)
Ω(1) Ω(2)

Fig. 4.2 – Schéma de couplage associé à l’état sombre (4.5c). Le transfert adiabatique de

population de l’état |L1〉|0〉 vers l’état |1L〉|0〉 est obtenu en enclenchant les lasers dans l’ordre

contre-intuitif Ω(2),Ω(1), et inversement.

Une superposition cohérente d’états du premier qubit α |L〉 + β |1〉, |α|2 + |β|2 = 1, peut

alors être transférée sur le second qubit suivant les connections [77]

|Ψ(ti)〉 = (α |L〉 + β |1〉)|1〉|0〉 = α |Ψ(c)
7 (ti)〉 + β |Ψ1(ti)〉 (4.13a)

↓
|Ψ(t)〉 = α |Ψ(c)

7 (t)〉 + β |Ψ1(t)〉 (4.13b)

↓
|Ψ(tf )〉 = α |Ψ(c)

7 (tf )〉 + β |Ψ1(tf )〉 = |1〉(α |L〉 + β |1〉)|0〉. (4.13c)

C’est l’utilisation du transfert de population suivant l’état sombre (4.5c) qui est à l’ori-

gine de plusieurs processus d’implémentation de portes quantiques à deux qubits, tels ceux

concernant les portes quantiques swap et cnot que nous proposons [78,79], ou encore celui

concernant la porte quantique cu [10].

Résultats numériques

La simulation numérique du transfert de cohérence atomique (4.13) est représentée sur

la figure 4.3, pour une superposition d’états à poids égaux. Le cas g À Ω est représenté

sur la figure 4.3(a) : la cavité n’est alors pas peuplée de façon significative. Le cas g < Ω

est considéré sur la figure 4.3(b) : la cavité est alors peuplée de façon significative lors de la

dynamique, rendant la décohérence par perte du photon non négligeable.

La pulsation de Rabi associée à la cavité est constante, les qubits étant fixes dans la

cavité. Les pulsations de Rabi des lasers sont de forme gaussienne de largeur à mi-hauteur

T , séparées d’un délai égal à 0.6T . Les valeurs numériques utilisées sont issues d’expériences

récentes [82, 83], soit g/2π = 34 MHz, T = 100 ns, et Ωmax/2π = 14MHz dans le cas (a),

Ωmax/2π = 100 MHz dans le cas (b).

4.2 Applications à l’implémentation de portes quantiques

Le processus de transfert adiabatique de population entre atomes décrit dans la section

précédente peut être appliqué directement pour l’implémentation de portes quantiques à deux

qubits. Nous proposons dans les sections suivantes son utilisation pour l’implémentation des

portes swap et cnot [78, 79], puis celle de la porte cu [10].
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(a) Cas g À Ω : la cavité n’est jamais peuplée de

façon significative.
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(b) Cas g < Ω : la cavité est peuplée de façon

significative lors du processus.

Fig. 4.3 – Évolution des populations lors du transfert de cohérence atomique par passage

adiabatique, dans les cas (a) g À Ω et (b) g < Ω. Les pulsations de Rabi des lasers sont de

forme gaussienne de largeur à mi-hauteur T , séparées d’un délai 0.6T . La pulsation de Rabi

associée à la cavité est constante.

4.2.1 Porte swap

La porte quantique swap permet d’échanger les états des deux qubits auxquels elle s’ap-

plique. Elle peut être obtenue à partir d’un ensemble universel de portes quantiques, par

la composition de trois portes cnot, i.e. de trois portes cphase et six portes hadamard

(Figure 4.4).

|q0〉 × |q0〉 • H π H •

≡

|q1〉 × |q1〉 H π H • H π H

Fig. 4.4 – Décomposition de la porte swap en portes élémentaires hadamard et cphase(π).

Afin de réduire les pertes lors d’une implémentation expérimentale de cette porte, il est

préférable d’utiliser un processus direct plutôt qu’une combinaison de portes élémentaires.

Le processus que nous proposons ici permet cette implémentation directe par l’intermédiaire

de sept impulsions laser, tandis que la combinaison de portes élémentaires en requiert au

minimum vingt-et-une 3 [78].

3. Ce nombre d’impulsions correspond à l’implémentation de trois portes cnot dans le même système par

l’utilisation des portes cu décrites dans les sections suivantes.
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Mécanisme global

L’implémentation de la porte swap s’effectue en utilisant l’état auxiliaire de chaque qubit

pour permuter en quatre étapes les états |01〉 et |10〉 du système.

|01〉|0〉 |a1〉|0〉 |11〉|1〉 |1a〉|0〉 |10〉|0〉

|e1〉|0〉 |1e〉|0〉

g
(1)

g
(2) Ω

(2)
0Ω

(1)
a

(1)

|01〉|0〉 |a1〉|0〉 |11〉|1〉 |1a〉|0〉 |10〉|0〉

|e1〉|0〉 |1e〉|0〉

g
(1)

g
(2)Ω

(1)
0 Ω

(2)
0

(2)

|01〉|0〉 |a1〉|0〉 |11〉|1〉 |1a〉|0〉 |10〉|0〉

|e1〉|0〉 |1e〉|0〉

g
(1)

g
(2)Ω

(1)
a Ω

(2)
a

(3)

|01〉|0〉 |a1〉|0〉 |11〉|1〉 |1a〉|0〉 |10〉|0〉

|e1〉|0〉 |1e〉|0〉

g
(1)

g
(2) Ω

(2)
a

Ω
(1)
0

(4)

Fig. 4.5 – Représentation schématique des étapes permettant l’implémentation de la porte

swap. Pour chaque étape, le disque blanc correspond à l’état initial évoluant suivant l’état

sombre (4.5c) pour atteindre l’état final symbolisé par un disque noir. Le disque pointillé

indique un état initialement peuplé, évoluant suivant un autre état sombre du système.

On considère un état initial de la forme

|Ψ(ti)〉 = α |00〉|0〉 + β |01〉|0〉 + γ |10〉|0〉 + δ |11〉|0〉, (4.14a)

|α|2 + |β|2 + |γ|2 + |δ|2 = 1. (4.14b)

Les quatre étapes permettant l’implémentation de la porte swap, représentées sur la fi-

gure 4.5, sont définies comme suit :

(1) La population de l’état |10〉|0〉 est transférée sur l’état |a1〉|0〉 par deux impulsions laser

de pulsations de Rabi Ω
(1)
a ,Ω

(2)
0 , conduisant à l’état intermédiaire

|Ψ(t1)〉 = α |00〉|0〉 + β |01〉|0〉 + γ |a1〉|0〉 + δ |11〉|0〉; (4.15)

(2) La population de l’état |01〉|0〉 est transférée sur l’état |10〉|0〉 par deux impulsions laser

de pulsations de Rabi Ω
(2)
0 ,Ω

(1)
0 , conduisant à l’état intermédiaire

|Ψ(t2)〉 = α |00〉|0〉 + γ |a1〉|0〉 + β |10〉|0〉 + δ |11〉|0〉; (4.16)
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(3) La population de l’état |a1〉|0〉 est transférée sur l’état |1a〉|0〉 par deux impulsions laser

de pulsations de Rabi Ω
(2)
a ,Ω

(1)
a , conduisant à l’état intermédiaire

|Ψ(t3)〉 = α |00〉|0〉 + γ |1a〉|0〉 + β |10〉|0〉 + δ |11〉|0〉; (4.17)

(4) La population de l’état |1a〉|0〉 est transférée sur l’état |01〉|0〉 par deux impulsions laser

de pulsations de Rabi Ω
(1)
0 ,Ω

(2)
a , conduisant à l’état final

|Ψ(tf )〉 = α |00〉|0〉 + γ |01〉|0〉 + β |10〉|0〉 + δ |11〉|0〉. (4.18)

L’état du système évolue lors de chaque étape suivant les états sombres du système, sans gain

de phases géométriques ou dynamiques. L’état final (4.18) correspond donc bien à l’action

de la porte swap sur l’état initial (4.14a).

Connections aux états sombres

L’évolution du système, donnée par l’équation (4.8), s’effectue suivant les états sombres

(4.4–4.6), où les états génériques |N〉,|L〉 correspondent aux états |0〉 ou |a〉 des qubits suivant

le couplage utilisé, définissant les connections à chaque étape :

|00〉|0〉 |Ψ(a)
16 〉−−−−→ |00〉|0〉 |Ψ(d)

16 〉−−−→ |00〉|0〉 |Ψ(c)
16 〉−−−→ |00〉|0〉 |Ψ(b)

16 〉−−−→ |00〉|0〉,

|01〉|0〉 |Ψ(a)
7 〉−−−−→ |01〉|0〉 |Ψ(c)

7 〉−−−→ |10〉|0〉 |Ψ(b)
7 〉−−−→ |10〉|0〉 |Ψ(b)

7 〉−−−→ |10〉|0〉,

|10〉|0〉 |Ψ(c)
7 〉−−−→ |a1〉|0〉 |Ψ(a)

7 〉−−−−→ |a1〉|0〉 |Ψ(c)
7 〉−−−→ |1a〉|0〉 |Ψ(c)

7 〉−−−→ |01〉|0〉,
|11〉|0〉 |Ψ1〉−−−→ |11〉|0〉 |Ψ1〉−−−→ |11〉|0〉 |Ψ1〉−−−→ |11〉|0〉 |Ψ1〉−−−→ |11〉|0〉.

(4.19)

Résultats numériques

La simulation numérique de la porte swap est représentée sur la figure 4.6 pour des

valeurs expérimentalement réalisables des pulsations de Rabi. Les pulsations de Rabi associées

aux lasers sont de forme gaussienne de largeur à mi-hauteur T = 100 ns et d’amplitude

maximale Ωmax/2π = 14 MHz. La pulsation de Rabi associée à la cavité est constante de

valeur g/2π = 34 MHz. Les impulsions d’une même étape sont séparées d’un délai 0.6T .

L’évolution du système, effectuée suivant des états sombres, est insensible aux pertes

par émission spontanée des états excités des qubits. Les pertes dues à la cavité deviennent

négligeables sous la condition g À Ω, permettant une implémentation robuste de la porte

swap.

Ce processus permet de plus l’implémentation directe de la combinaison de portes quan-

tiques

phase(1)(α) ◦ swap ◦ phase(1)(β) ◦ cphase(−α − β), (4.20)

en ajoutant respectivement aux phases relatives des lasers des étapes (1) et (2) les phases

α,β. Des phases ajoutées aux phases relatives des lasers des autres étapes s’additionnent aux

phases α,β et n’apportent aucune nouveauté.
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Fig. 4.6 – Simulation numérique de la porte swap. L’évolution des populations est repré-

sentée pour un état initial |00〉|0〉 (a), |01〉|0〉 (b), |10〉|0〉 (c), et |11〉|0〉 (d), ce dernier état

étant stationnaire. Les pulsations de Rabi associées aux lasers sont de forme gaussienne de

largeur à mi-hauteur T , séparées d’un délai 0.6T lors d’une même étape.

4.2.2 Porte cnot

La porte quantique cnot permute l’état du second qubit si le premier est dans l’état |1〉,
ce qui revient cette fois à permuter les coefficients des états |10〉 et |11〉 du système. L’état

|11〉|0〉 étant stationnaire, cette permutation ne peut être effectuée directement comme pour

la porte swap, et nécessite une étape préliminaire.

L’implémentation de la porte cnot que nous proposons est constituée de six étapes [79].

La première est une étape préliminaire sur le second qubit, transférant la population de l’état

|1〉 sur son état auxiliaire |a〉 par STIRAP. Ce transfert, qui nécessite le couplage de l’état

|1〉 du second qubit, ne doit pas perturber le mode de cavité. Les lasers doivent donc être

couplés à un second état excité |e′〉, ou bien être non-résonants avec l’état excité |e〉. Nous

considérerons ici la première solution, les couplages résonants étant de meilleure efficacité.

La dernière étape du processus est l’inverse de la première, i.e. le retour de la population de

l’état |a〉 du second qubit sur son état |1〉..
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Mécanisme global

On considère un état initial

|Ψ(ti)〉 = α |00〉|0〉 + β |01〉|0〉 + γ |10〉|0〉 + δ |11〉|0〉, (4.21a)

|α|2 + |β|2 + |γ|2 + |δ|2 = 1. (4.21b)

Les six étapes permettant l’implémentation de la porte cnot par passage adiabatique sont

les suivantes :

(1) La population de l’état |1〉 du second qubit est transférée sur son état auxiliaire |a〉 par

STIRAP. Les pulsations de Rabi, Ω
(2)
a(sti) et Ω

(2)
1(sti), sont choisies avec une phase relative

π pour compenser la phase π acquise par la population lors du processus. L’état du

système devient à la fin de cette étape préliminaire

|Ψ(t1)〉 = α |00〉|0〉 + β |0a〉|0〉 + γ |10〉|0〉 + δ |1a〉|0〉. (4.22)

(2) La population de l’état |10〉|0〉 est transférée sur l’état |a1〉|0〉 par deux impulsions laser

de pulsations de Rabi Ω
(1)
a ,Ω

(2)
0 , conduisant à l’état intermédiaire

|Ψ(t2)〉 = α |00〉|0〉 + β |0a〉|0〉 + γ |a1〉|0〉 + δ |1a〉|0〉. (4.23)

(3) La population de l’état |1a〉|0〉 est transférée sur l’état |01〉|0〉 par deux impulsions laser

de pulsations de Rabi Ω
(1)
0 ,Ω

(2)
a , conduisant à l’état intermédiaire

|Ψ(t3)〉 = α |00〉|0〉 + β |0a〉|0〉 + γ |a1〉|0〉 + δ |01〉|0〉. (4.24)

(4) La population de l’état |a1〉|0〉 est transférée sur l’état |1a〉|0〉 par deux impulsions laser

de pulsations de Rabi Ω
(2)
a ,Ω

(1)
a , conduisant à l’état intermédiaire

|Ψ(t4)〉 = α |00〉|0〉 + β |0a〉|0〉 + γ |1a〉|0〉 + δ |01〉|0〉. (4.25)

(5) La population de l’état |01〉|0〉 est transférée sur l’état |10〉|0〉 par deux impulsions laser

de pulsations de Rabi Ω
(2)
0 ,Ω

(1)
0 , conduisant à l’état intermédiaire

|Ψ(t5)〉 = α |00〉|0〉 + β |0a〉|0〉 + δ |10〉|0〉 + γ |1a〉|0〉. (4.26)

(6) La population de l’état |a〉 du second qubit est ramenée sur son état |1〉 par STIRAP.

Les lasers de pulsations de Rabi Ω
(2)
1(sti),Ω

(2)
a(sti) sont choisies avec une phase relative π,

conduisant à l’état final

|Ψ(tf )〉 = α |00〉|0〉 + β |01〉|0〉 + δ |10〉|0〉 + γ |11〉|0〉. (4.27)

Les étapes (1) et (6) utilisent l’état |e′〉 du second qubit. Les étapes (2–5), qui permutent les

populations des états |10〉|0〉 et |1a〉|0〉, sont schématisées sur la figure 4.7. L’état final (4.27)

correspond à l’action de la porte cnot sur l’état initial (4.21a).

Connections aux états sombres

L’évolution du système est donnée entre les étapes (2) et (5) par l’équation (4.8). La

dynamique s’y effectue suivant les états sombres (4.4–4.6), où les états génériques |N〉,|L〉



4.2. APPLICATIONS À L’IMPLÉMENTATION DE PORTES QUANTIQUES 59

|01〉|0〉 |a1〉|0〉 |11〉|1〉 |1a〉|0〉 |10〉|0〉

|e1〉|0〉 |1e〉|0〉

g
(1)

g
(2) Ω

(2)
0Ω

(1)
a

(2)

|01〉|0〉 |a1〉|0〉 |11〉|1〉 |1a〉|0〉 |10〉|0〉

|e1〉|0〉 |1e〉|0〉

g
(1)

g
(2) Ω

(2)
a

Ω
(1)
0

(3)

|01〉|0〉 |a1〉|0〉 |11〉|1〉 |1a〉|0〉 |10〉|0〉

|e1〉|0〉 |1e〉|0〉

g
(1)

g
(2)Ω

(1)
a Ω

(2)
a

(4)

|01〉|0〉 |a1〉|0〉 |11〉|1〉 |1a〉|0〉 |10〉|0〉

|e1〉|0〉 |1e〉|0〉

g
(1)

g
(2)Ω

(1)
0 Ω

(2)
0

(5)

Fig. 4.7 – Représentation schématique des étapes (2) à (5) permettant l’implémentation de

la porte cnot. Pour chaque étape, le disque blanc correspond à l’état initial évoluant suivant

l’état sombre (4.5c) pour atteindre l’état final symbolisé par un disque noir. Le disque pointillé

indique un état initialement peuplé, évoluant suivant un autre état sombre du système.

correspondent aux états |0〉 ou |a〉 des qubits suivant le couplage utilisé, définissant les connec-

tions

|00〉|0〉 |Ψ(a)
16 〉−−−−→ |00〉|0〉 |Ψ(b)

16 〉−−−→ |00〉|0〉 |Ψ(c)
16 〉−−−→ |00〉|0〉 |Ψ(d)

16 〉−−−→ |00〉|0〉,

|0a〉|0〉 |Ψ(c)
16 〉−−−→ |0a〉|0〉 |Ψ(d)

16 〉−−−→ |0a〉|0〉 |Ψ(a)
16 〉−−−−→ |0a〉|0〉 |Ψ(b)

16 〉−−−→ |0a〉|0〉,

|10〉|0〉 |Ψ(c)
7 〉−−−→ |a1〉|0〉 |Ψ(a)

7 〉−−−−→ |a1〉|0〉 |Ψ(c)
7 〉−−−→ |1a〉|0〉 |Ψ(b)

7 〉−−−→ |1a〉|0〉,

|1a〉|0〉 |Ψ(b)
7 〉−−−→ |1a〉|0〉 |Ψ(c)

7 〉−−−→ |01〉|0〉 |Ψ(a)
7 〉−−−−→ |01〉|0〉 |Ψ(c)

7 〉−−−→ |10〉|0〉.

(4.28)

Résultats numériques

La simulation numérique de la porte cnot est représentée sur la figure 4.8 pour des valeurs

expérimentalement réalisables des pulsations de Rabi. Les pulsations de Rabi associées aux

lasers sont de forme gaussienne de largeur à mi-hauteur T = 100 ns et d’amplitude maximale

Ωmax/2π = 14MHz pour les étapes (2–5). La pulsation de Rabi associée à la cavité est

constante de valeur g/2π = 34 MHz. Les impulsions d’une même étape sont séparées d’un

délai 0.6T .
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Fig. 4.8 – Simulation numérique de la porte cnot. L’évolution des populations est représen-

tée pour un état initial |00〉|0〉 (a), |01〉|0〉 (b), |10〉|0〉 (c), et |11〉|0〉 (d). Les pulsations de

Rabi associées aux lasers sont de forme gaussienne de largeur à mi-hauteur T , séparées d’un

délai 0.6T lors d’une même étape.

L’évolution du système, effectuée suivant des états sombres, est insensible aux pertes

par émission spontanée des états excités des qubits. Les pertes dues à la cavité deviennent

négligeables sous la condition g À Ω, permettant une implémentation robuste de la porte

cnot.

Ce processus permet de plus l’implémentation directe de la combinaison de portes quan-

tiques

phase(1)(φ6) ◦ cphase(φ2 + φ4) ◦ cnot ◦ cphase(φ3 + φ5) ◦ phase(2)(φ1), (4.29)

en ajoutant aux phases relatives des lasers des étapes (i) les phases φi.

4.2.3 Porte cu

Le processus de transfert adiabatique de cohérence atomique décrit à la section 4.1 per-

met l’implémentation de deux façons différentes de la porte quantique cu, qui effectue une

opération unitaire U sur le second qubit seulement si le premier est dans l’état |1〉.
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La première méthode consiste à transférer les états |10〉 et |11〉 sur le second atome, afin

de lui appliquer l’opération U [77]. Ce processus nécessite une double structure Λ pour le

second atome, et l’utilisation de qubits non-identiques,4 présentant ainsi une asymétrie de

construction, ce qui peut être un handicap dans l’implémentation d’un algorithme quantique.

Nous décrivons dans cette section un autre procédé proposé par Goto et Ichimura [10], qui

permet l’implémentation de la porte cu à une porte phase près. L’opérateur U agissant sur

le second qubit sera écrit sous la forme

U = ei ϕ
2 |c〉〈c| + e−i ϕ

2 |d〉〈d|, (4.30)

avec les superpositions cohérentes

|c〉 = − sin θ |0〉 + eiφ cos θ |1〉, (4.31a)

|d〉 = cos θ |0〉 + eiφ sin θ |1〉. (4.31b)

Système et mécanisme global

Le mode de la cavité est ici couplé à l’état auxiliaire |a〉 des qubits. Ce changement rend

l’implémentation de cette porte incompatible avec celles des portes évoquées précédemment

(cf. section 4.5).

La porte cu requiert quatre étapes. Les étapes (1) et (4) correspondent à des processus

tripod-STIRAP avec découplage des vecteurs sombres, décrits dans la section 2.3. Les états

métastables sont alors couplés à un second état excité |e′〉 pour ne pas interférer avec le mode

de la cavité. Les étapes (2) et (3) correspondent à l’extension du STIRAP défini par l’état

sombre (4.5c).

On considère un état initial

|Ψ(ti)〉 = α |00〉|0〉 + β |01〉|0〉 + γ |10〉|0〉 + δ |11〉|0〉, (4.32a)

|α|2 + |β|2 + |γ|2 + |δ|2 = 1. (4.32b)

Cet état initial peut s’écrire en utilisant l’identité |c〉〈c|+ |d〉〈d| = 1 sur le second qubit sous

la forme

|Ψ(ti)〉 = α (〈d|0〉|0d〉|0〉 + 〈c|0〉|0c〉|0〉) + β (〈d|1〉|0d〉|0〉 + 〈c|1〉|0c〉|0〉) (4.33)

+ γ (〈d|0〉|1d〉|0〉 + 〈c|0〉|1c〉|0〉) + δ (〈d|1〉|1d〉|0〉 + 〈c|1〉|1c〉|0〉) . (4.34)

Les quatre étapes permettant l’implémentation de la porte cu par passage adiabatique

sont les suivantes :

(1) Un processus tripod-STIRAP transfert la population de la superposition cohérente

d’états |c〉 (4.31a) du second qubit sur son état auxiliaire |a〉. 5 La superposition d’états

orthogonale |d〉 est inchangée. Les impulsions sont enclenchées dans l’ordre contre-

intuitif Ω
(2)
a(tri),Ω

(2)
0,1(tri), où les pulsations de Rabi Ω

(2)
0(tri),Ω

(2)
1,(tri) sont de rapport constant.

L’état du système devient

|Ψ(t1)〉 = α (〈d|0〉|0d〉|0〉 + 〈c|0〉|0a〉|0〉) + β (〈d|1〉|0d〉|0〉 + 〈c|1〉|0a〉|0〉)
+ γ (〈d|0〉|1d〉|0〉 + 〈c|0〉|1a〉|0〉) + δ (〈d|1〉|1d〉|0〉 + 〈c|1〉|1a〉|0〉) , (4.35)

où les produits scalaires 〈·|·〉 concernent le second qubit.

4. Les états |0〉 et |1〉 des qubits ne sont pas codés sur les mêmes états atomiques d’un qubit à l’autre.

5. Il s’agit du processus inverse à celui étudié dans la section 2.3.
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(2) La population de l’état |0a〉|0〉 est transférée sur l’état |a1〉|0〉 par deux impulsions laser

de pulsations de Rabi Ω
(2)
1 ,Ω

(1)
a , conduisant à l’état

|Ψ(t2)〉 = α (〈d|0〉|0d〉|0〉 + 〈c|0〉|a1〉|0〉) + β (〈d|1〉|0d〉|0〉 + 〈c|1〉|a1〉|0〉)
+ γ (〈d|0〉|1d〉|0〉 + 〈c|0〉|1a〉|0〉) + δ (〈d|1〉|1d〉|0〉 + 〈c|1〉|1a〉|0〉) . (4.36)

(3) La population de l’état |a1〉|0〉 est ramenée sur l’état |0a〉|0〉 par deux impulsions laser

de pulsations de Rabi Ω
(1)
a ,Ω

(2)
1 . Le laser de pulsation de Rabi Ω

(2)
1 est déphasé de ϕ

par rapport à celui de l’étape (2). Cette phase est acquise par la population transférée,

conduisant à l’état

|Ψ(t3)〉 = α
(
〈d|0〉|0d〉|0〉 + e−iϕ〈c|0〉|0a〉|0〉

)
+ β

(
〈d|1〉|0d〉|0〉 + e−iϕ〈c|1〉|0a〉|0〉

)

+ γ (〈d|0〉|1d〉|0〉 + 〈c|0〉|1a〉|0〉) + δ (〈d|1〉|1d〉|0〉 + 〈c|1〉|1a〉|0〉) . (4.37)

(4) Un processus tripod-STIRAP ramène la population de l’état |a〉 du second qubit sur

la superposition cohérente d’états |c〉, par des lasers de pulsation de Rabi Ω
(2)
0,1(tri),Ω

(2)
a .

Le laser de pulsation de Rabi Ω
(2)
a est déphasé de −ϕ par rapport à celui de l’étape (1).

Cette phase est acquise par la population transférée, conduisant à l’état

|Ψ(tf )〉 = α (〈d|0〉|0d〉|0〉 + 〈c|0〉|0c〉|0〉) + β (〈d|1〉|0d〉|0〉 + 〈c|1〉|0c〉|0〉)
+ γ

(
〈d|0〉|1d〉|0〉 + eiϕ〈c|0〉|1c〉|0〉

)
+ δ

(
〈d|1〉|1d〉|0〉 + eiϕ〈c|1〉|1c〉|0〉

)

= α |00〉|0〉 + β |01〉|0〉 + ei ϕ
2 |1〉U(γ |0〉 + δ |1〉)|0〉, (4.38)

où l’opérateur unitaire

U = ei ϕ
2 |c〉〈c| + e−i ϕ

2 |d〉〈d| (4.39)

correspond à une rotation d’angle ϕ sur la sphère de Bloch, autour du vecteur défini

par l’état |c〉.
L’état (4.38) correspond à l’action d’une porte cu sur l’état initial (4.32a), combinée à une

porte phase d’angle ϕ
2 effectuée sur le premier qubit. Cette porte phase doit être compensée

si seule la porte cu est considérée, sauf pour l’implémentation des portes quantiques parti-

culières cphase et cnot, qui correspondent à des portes cu dont l’opérateur U appartient

à U(2), et non seulement à SU(2).

Connections aux états sombres

L’évolution du système est donnée entre les étapes (2) et (3) par l’équation (4.8). La

dynamique s’y effectue suivant les états sombres (4.4–4.6), où l’état |1〉 doit être remplacé

par l’état |a〉, et où les états génériques |N〉,|L〉 correspondent aux états |0〉 ou |1〉 des qubits

suivant le couplage utilisé, définissant les connections

|00〉|0〉 |Ψ(b)
16 〉−−−→ |00〉|0〉 |Ψ(b)

16 〉−−−→ |00〉|0〉,

|01〉|0〉 |Ψ(d)
16 〉−−−→ |01〉|0〉 |Ψ(d)

16 〉−−−→ |01〉|0〉,

|0a〉|0〉 |Ψ(c)
7 〉−−−→ |a1〉|0〉 |Ψ(c)

7 〉−−−→ e−iϕ |0a〉|0〉,

|10〉|0〉 |Ψ(c)
16 〉−−−→ |10〉|0〉 |Ψ(c)

16 〉−−−→ |10〉|0〉,

|11〉|0〉 |Ψ(a)
16 〉−−−−→ |11〉|0〉 |Ψ(a)

16 〉−−−−→ |11〉|0〉,

|1a〉|0〉 |Ψ(a)
7 〉−−−−→ |1a〉|0〉 |Ψ(a)

7 〉−−−−→ |1a〉|0〉.

(4.40)



4.2. APPLICATIONS À L’IMPLÉMENTATION DE PORTES QUANTIQUES 63

Résultats numériques et discussion

La simulation numérique du processus cu est représentée sur la figure 4.9 pour l’implé-

mentation d’une porte cnot avec des valeurs expérimentalement réalisables des pulsations

de Rabi. Les pulsations de Rabi associées aux lasers sont de forme gaussienne de largeur

à mi-hauteur T = 100 ns et d’amplitude maximale Ωmax/2π = 14MHz pour les étapes (2–

3). La pulsation de Rabi associée à la cavité est constante de valeur g/2π = 34 MHz. Les

impulsions d’une même étape sont séparées d’un délai 0.6T .
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Fig. 4.9 – Simulation numérique du processus cu pour l’implémentation d’une porte quan-

tique cnot. L’évolution des populations est représentée pour un état initial |00〉|0〉 (a), |01〉|0〉
(b), |10〉|0〉 (c), et |11〉|0〉 (d). Les pulsations de Rabi associées aux lasers sont de forme gaus-

sienne de largeur à mi-hauteur T , séparées d’un délai 0.6T lors d’une même étape.

L’évolution du système, effectuée suivant des états sombres, est insensible aux pertes

par émission spontanée des états excités des qubits. Les pertes dues à la cavité deviennent

négligeables sous la condition g À Ω, permettant une implémentation robuste de la porte

cu. Cette porte quantique est toutefois obtenue ici à une porte phase près, comme expliqué

précédemment.

La porte cnot ainsi implémentée requiert au mieux sept impulsions lasers, contre onze
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pour le processus proposé dans la sous-section précédente 4.2.2. 6 Le processus exposé ici

requiert l’utilisation de deux tripod-STIRAP, qui nécessitent le recours à des pulsations

de Rabi en rapport constant. Ce rapport constant peut être obtenu de façon robuste dans

des système de sous-niveaux magnétiques Zeeman comme expliqué dans la section 2.2.4.

Le processus que nous avons proposé dans la sous-section 4.2.2 n’est pas soumis à cette

contrainte, et peut donc être utilisé lorsque le rapport constant des impulsions laser n’est pas

envisageable.

4.3 Généralisation : rotation des états de la base à deux qubits

Les processus à deux qubits décrits précédemment sont tous basés sur la transfert adia-

batique de population dans la cavité, effectué suivant l’état sombre (4.5c). Nous proposons

ici une généralisation de ce processus à un transfert adiabatique fractionnaire de population,

tout comme le STIRAP se généralise au STIRAP-fractionnaire et au tripod-STIRAP.

Cette généralisation permet l’implémentation d’une porte cu dont l’état de contrôle peut

être choisi de façon arbitraire. Cette porte que nous appellerons ascu 7 est obtenue par le suivi

d’états sombres adaptés au processus contrôle-rotation. Nous verrons que ces états sombres

permettent de plus l’implémentation de la porte quantique swapα.

Il est important de noter que les implémentations de ces deux portes, ascu et swapα, ne

sont pas compatibles. En effet, la porte ascu requiert que le mode de cavité couple l’état |a〉
des qubits, et la porte swapα l’état |1〉. Ces différences seront discutées dans la section 4.5.

4.3.1 Système et Hamiltonien effectif

Le mode de la cavité est couplé à l’état auxiliaire |a〉 des qubits. L’état |1〉 du premier qubit

est couplé à l’état excité |e〉 par un laser de pulsation de Rabi Ω
(1)
1 ; les états |0〉 et |1〉 du second

qubit sont couplés à l’état excité par des lasers de pulsations de Rabi Ω
(2)
0 ,Ω

(2)
1 (Figure 4.10).

C’est l’utilisation d’un second laser sur ce qubit qui permet le transfert fractionnaire de

population.

|0〉 |a〉 |1〉

|e〉

g
(1)

Ω
(1)
1

|0〉 |a〉 |1〉

|e〉

g
(2)

Ω
(2)
0 Ω

(2)
1

Fig. 4.10 – Schéma des couplages effectués sur les qubits pour l’implémentation de la porte

quantique ascu.

On suppose les couplages résonants, et les champs lasers oscillant en cos(ωt+φ
(j)
i ) (i = 0,1,

6. On considère dans ce compte que les deux impulsions de pulsation de Rabi Ω
(2)
0 pour le premier processus,

Ω
(2)
a pour le second, intervenant consécutivement au milieu des processus, peuvent être remplacée par une

seule impulsion élargie.

7. Il s’agit du sigle anglophone pour arbitrary-state controlled-unitary gate.
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j = 1,2). L’Hamiltonien correspondant à ce système s’écrit en représentation d’interaction et

dans l’approximation résonante

H = Ω
(1)
1 e−iφ

(1)
1 |e(1)〉〈1(1)| + g(1) â |e(1)〉〈a(1)|

+ Ω
(2)
0 e−iφ

(2)
0 |e(2)〉〈0(2)| + Ω

(2)
1 e−iφ

(2)
1 |e(2)〉〈1(2)| + g(2) â |e(2)〉〈a(2)| + h.c., (4.41)

avec â l’opérateur d’annihilation du mode de cavité.

Les pulsations de Rabi associées aux lasers couplant le second qubit seront choisies en

rapport constant

Ω
(2)
0

Ω
(2)
1

= tan θ. (4.42)

Elles peuvent donc être paramétrées par l’angle θ et une pulsation Ω(2) :

Ω
(2)
0 (t) = Ω(2)(t) sin θ, (4.43a)

Ω
(2)
1 (t) = Ω(2)(t) cos θ. (4.43b)

Lors de l’évolution adiabatique du système, quatre états particuliers peuvent être identifiés

pour le second qubit. Le premier est découplé de la dynamique et sera un état stationnaire,

les trois autres participeront à la dynamique en permettant le transfert de population :

|d〉 = cos θ eiφ(2) |1〉 − sin θ |0〉, (4.44a)

|c〉 = sin θ eiφ(2) |1〉 + cos θ |0〉, (4.44b)

|c2〉 = sin θ eiφ(2) |1〉 − cos θ |0〉, (4.44c)

|c3〉 = cos θ eiφ(2) |1〉 + sin θ |0〉, (4.44d)

avec la phase relative des lasers

φ(2) = φ
(2)
1 − φ

(2)
0 . (4.45)

La restriction de l’Hamiltonien (4.41) au sous-espace impliquant les états ne peuplant pas

la cavité au temps initial a la forme diagonale par blocs (4.2), où chaque bloc Hd(t) agit sur

le sous-espace de Hilbert H′
d de dimension d, engendré par les états

H′
1 = {|aa〉|0〉}, (4.46a)

H′
7 = {|1a〉|0〉,|a1〉|0〉,|a0〉|0〉,|0a〉|0〉,|ae〉|0〉,|ea〉|0〉,|aa〉|1〉}, (4.46b)

H′
16 = {|11〉|0〉,|00〉|0〉,|10〉|0〉,|01〉|0〉,|1e〉|0〉,|e1〉|0〉,|0e〉|0〉,|e0〉|0〉,

|ee〉|0〉,|1a〉|1〉,|a1〉|1〉,|0a〉|1〉,|a0〉|1〉,|ae〉|1〉,|ea〉|1〉,|aa〉|2〉}. (4.46c)

Dans l’évolution que nous considérons ici, le bloc H16(t) est aussi diagonal par blocs, chacun

d’entre eux étant défini dans les sous-espaces de H′
16

H′
4 = {|00〉|0〉,|01〉|0〉,|0e〉|0〉,|0a〉|1〉}, (4.47a)

H′
12 = {|11〉|0〉,|10〉|0〉,|1e〉|0〉,|e1〉|0〉,|e0〉|0〉,|ee〉|0〉,

|1a〉|1〉,|a1〉|1〉,|a0〉|1〉,|ae〉|1〉,|ea〉|1〉,|aa〉|2〉}. (4.47b)
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États sombres

L’évolution adiabatique s’effectuera suivant six états sombres de l’Hamiltonien (4.41),

appartenant deux à deux à trois sous-espaces orthogonaux. Les deux premiers sont définis

dans le sous-espace H′
4 :

|Ψ1〉 = |0d〉|0〉, (4.48a)

|Ψ2〉 = cos η |0c〉|0〉 − sin η e−iφ
(2)
0 |0a〉|1〉; (4.48b)

les deux suivants sont définis dans le sous-espace H′
7 :

|Ψ3〉 = |ad〉|0〉, (4.49a)

|Ψ4〉 = sinϕ |ac〉|0〉 + cos ψ cos ϕ ei(φ
(1)
1 −φ

(2)
0 ) |1a〉|0〉 − sinψ cosϕ e−iφ

(2)
0 |aa〉|1〉; (4.49b)

les deux derniers sont définis dans le sous-espace H′
12 :

|Ψ5〉 = cos ψ eiφ
(1)
1 |1c2〉|0〉 − sinψ |ac2〉|1〉, (4.50a)

|Ψ6〉 =
[√

2 cos η
(

cos ψ eiφ
(1)
1 |1c3〉|0〉 − sinψ |ac3〉|1〉

)

− sin η e−iφ
(2)
0

(√
2 cos ψ eiφ

(1)
1 |1a〉|1〉 + sinψ |aa〉|2〉

)]

/

√

1 + cos2 ψ + sin2 ψ cos2 η, (4.50b)

avec les angles dynamiques η,ψ,ϕ définis par les relations

tan η =
Ω(2)

g(2)
, (4.51a)

tanψ =
Ω

(1)
1

g(1)
, (4.51b)

tanϕ =
sinψ

tan η
. (4.51c)

Les états sombres |Ψ1,2〉, |Ψ3,4〉 et |Ψ5,6〉 sont couplés dans la limite adiabatique par des

termes proportionnels à θ̇,

〈Ψ2|
d

dt
|Ψ1〉 = −θ̇ cos η, (4.52a)

〈Ψ4|
d

dt
|Ψ3〉 = −θ̇ sinϕ, (4.52b)

〈Ψ6|
d

dt
|Ψ5〉 = −θ̇

√
2 cos η. (4.52c)

Dans le cas considéré ici où l’angle θ est constant, les couplages (4.52) sont identiquement

nuls, et les états sombres (4.48–4.50) évoluent librement dans la limite adiabatique, sans

accumulation de phases géométriques ou dynamiques.

L’évolution des populations des états |00〉|0〉,|01〉|0〉 et |10〉|0〉,|11〉|0〉 s’effectue respecti-

vement suivant les états sombres |Ψ1,2〉 et |Ψ5,6〉. Étant donné que les couplages g(j) au mode

de la cavité sont constants, ces populations restent inchangées par toute séquence d’impul-

sions laser. Ce sont les états sombres |Ψ3,4〉 qui vont permettre d’effectuer une rotation de

la base à deux qubits {|a0〉|0〉,|a1〉|0〉}, mécanisme à la base des processus d’implémentation

des portes quantiques cu et swapα que nous proposons.
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4.3.2 Rotation d’états de la base à deux qubits

Cette opération est très similaire à la rotation du qubit obtenue par double processus

tripod-STIRAP, et consiste à effectuer une opération unitaire

U(δ,n) = exp(−i
δ

2
n · σ) (4.53)

= ei δ
2 |d〉〈d| + e−i δ

2 |c〉〈c|

sur le second qubit, le premier se trouvant dans l’état auxiliaire |a〉. Cette opération corres-

pond à une rotation d’angle δ sur la sphère de Bloch, autour du vecteur n représentant l’état

|c〉.
L’état |ad〉|0〉 correspond à l’état sombre |Ψ3〉, stationnaire. L’opérateur (4.53) est ob-

tenu en déphasant l’état |ac〉|0〉 par l’intermédiaire de l’état sombre |Ψ4〉, dont le schéma de

couplage est représenté sur la figure 4.11. Il montre que la population d’une superposition

|1a〉|0〉 |aa〉|1〉 |a1〉|0〉 |a0〉|0〉

|ea〉|0〉 |ae〉|0〉

g
(1)

g
(2)

Ω
(1)
1 Ω

(2)
1 Ω

(2)
0

Fig. 4.11 – Représentation schématique des couplages associés à l’état sombre |Ψ4〉.

cohérente des états |a0〉|0〉,|a1〉|0〉 peut être transportée sur l’état |1a〉|0〉, et réciproquement.

Mécanisme

Le processus permettant la rotation des états |a0〉|0〉,|a1〉|0〉 est défini comme suit, en

deux étapes. On considère un état initial de la forme

|Ψ(ti)〉 = α |a0〉|0〉 + β |a1〉|0〉
= |a〉 |φi〉 |0〉, (4.54)

avec l’état du second qubit |φi〉 = α |0〉 + β |1〉.
(1) La population de l’état |ac〉|0〉 est transférée sur l’état |1a〉|0〉 par deux impulsions laser

de pulsations de Rabi Ω
(1)
1 ,Ω(2), conduisant à l’état intermédiaire

|Ψ(t1)〉 = 〈d|φi〉|ad〉|0〉 + 〈c|φi〉|1a〉|0〉, (4.55)

où les produits scalaires 〈·|·〉 s’appliquent au second qubit.

(2) La population de l’état |1a〉|0〉 est ramenée sur l’état |ac〉|0〉 par deux impulsions laser

de pulsations de Rabi Ω(2),Ω
(1)
1 . Le laser de pulsation de Rabi Ω

(1)
1 est déphasé de δ par

rapport à la première étape, conduisant à l’état final

|Ψ(tf )〉 = 〈d|φi〉|ad〉|0〉 + e−iδ〈c|φi〉|ac〉|0〉,
= e−i δ

2 |a〉U(δ,n)|φi〉 |0〉. (4.56)
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L’état final (4.56) correspond à l’application de l’opérateur U , défini à une phase globale près,

sur l’état initial du second qubit uniquement lorsque le premier qubit se trouve dans l’état

auxiliaire |a〉, les populations des autres états du système |00〉|0〉,|01〉|0〉,|10〉|0〉,|11〉|0〉 étant

inchangée lors du processus, comme expliqué précédemment. Les états sombres (4.48–4.50)

permettent donc une implémentation directe d’un processus contrôle-unitaire.

Connections aux états sombres

La dynamique du système s’effectue suivant les états sombres (4.48–4.50), définissant les

connections

|0d〉|0〉 |Ψ1〉−−−−−−−→ |0d〉|0〉 |Ψ1〉−−−−−−−→ |0d〉|0〉,
|0c〉|0〉 |Ψ2〉−−−−−−−→ |0c〉|0〉 |Ψ2〉−−−−−−−→ |0c〉|0〉,

|1c2〉|0〉
e−iφ

(1)
1 |Ψ5〉−−−−−−−→ |1c2〉|0〉

|e−iφ
(1)
1 Ψ5〉−−−−−−−→ |1c2〉|0〉,

|1c3〉|0〉
e−iφ

(1)
1 |Ψ6〉−−−−−−−→ |0c3〉|0〉

e−iφ
(1)
1 |Ψ6〉−−−−−−−→ |1c3〉|0〉,

(4.57)

décrivant l’évolution des états |00〉|0〉,|01〉|0〉 et |10〉|0〉,|11〉|0〉 par combinaisons linéaires, et

|ad〉|0〉 |Ψ3〉−−→ |ad〉|0〉 |Ψ3〉−−→ |ad〉|0〉,
|ac〉|0〉 |Ψ4〉−−→ |1a〉|0〉 |Ψ4〉−−→ e−iδ|ac〉|0〉,

(4.58)

pour la rotation des états |a0〉|0〉,|a1〉|0〉.

4.4 Applications à l’implémentation de portes quantiques

Le processus de rotation d’états de la base à deux qubits est adapté à l’opération contrôle-

unitaire où le qubit de contrôle se trouve dans l’état auxiliaire |a〉. Nous proposons dans cette

section des applications de ce processus pour l’implémentation des portes quantiques ascu

et swapα.

4.4.1 Porte ascu

Cette porte permet l’application d’un opérateur unitaire U sur le second qubit lorsque

le premier est dans un état arbitrairement choisi |c′〉, et peut donc s’écrire sous la forme de

blocs
[

1 0

0 U

]

(4.59)

dans la base {|d′0〉,|d′1〉,|c′0〉,|c′1〉}, où |d′〉 est l’état orthogonal à |c′〉. Cette porte est

équivalente au circuit quantique représenté sur la figure 4.12, composé de deux portes à

un qubit et d’une porte cu.

L’implémentation de la porte ascu s’effectue en trois étapes. On considère un état initial

écrit dans la base {|d′〉,|c′〉} ⊗ {|0〉,|1〉} ⊗ |0〉 :

|Ψ(ti)〉 = α1 |d′0〉|0〉 + α2|d′1〉|0〉 + α3 |c′0〉|0〉 + α4 |c′1〉|0〉, (4.60a)

|α1|2 + |α2|2 + |α3|2 + |α4|2 = 1. (4.60b)
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|q0〉 V • V †

|q1〉 U

Fig. 4.12 – Décomposition de la porte quantique ascu en portes élémentaires.

(1) Un processus tripod-STIRAP transporte la population du premier qubit de l’état |c′〉
sur son état auxiliaire |a〉, par des lasers de pulsation de Rabi Ω

(1)
a(tri),Ω

(1)
0,1(tri), conduisant

à l’état intermédiaire

|Ψ(t1)〉 = α1 |d′0〉|0〉 + α2|d′1〉|0〉 − α3 |a0〉|0〉 − α4 |a1〉|0〉; (4.61)

(2) Le processus de rotation des états |a0〉|0〉,|a1〉|0〉 exposé à la section 4.3.2 est appliqué,

conduisant à l’état intermédiaire

|Ψ(t2)〉 = α1 |d′0〉|0〉 + α2|d′1〉|0〉 − e−i δ
2 |a〉U(δ,n)(α3 |0〉 + α4 |1〉) |0〉; (4.62)

(3) Un processus tripod-STIRAP ramène la population du premier qubit de l’état auxi-

liaire |a〉 sur l’état |c′〉, par des lasers de pulsation de Rabi Ω
(1)
0,1(tri),Ω

(1)
a(tri). Le laser de

pulsation de Rabi Ω
(1)
a(tri) est déphasé de ξ par rapport à l’étape (1). Cette phase est

acquise par la population transportée, conduisant à l’état final

|Ψ(tf )〉 = α1 |d′0〉|0〉 + α2|d′1〉|0〉 + |c′〉 ei(ξ− δ
2
) U(δ,n)(α3 |0〉 + α4 |1〉) |0〉. (4.63)

L’état final (4.63) correspond à l’application de la porte ascu sur l’état initial (4.60), i.e.

l’application de l’opérateur U ′ = ei(ξ− δ
2
) U(δ,n) sur le second qubit seulement si le premier

se trouve dans l’état |c′〉. Comme la phase ξ peut être choisie de façon arbitraire, l’opération

unitaire U ′ effectuée par cette porte ascu sur le second qubit est définie dans le groupe U(2)

tout entier.

Résultats numériques et discussion

La simulation numérique du processus ascu est représentée sur la figure 4.14 pour l’im-

plémentation d’une porte hadamard lorsque le premier qubit se trouve dans l’état |+〉, où

l’état |+〉 et son état orthogonal |−〉 sont définis par les relations

|+〉 =
1√
2
(|0〉 + |1〉), (4.64a)

|−〉 =
1√
2
(|0〉 − |1〉). (4.64b)

Les pulsations de Rabi utilisées sont choisies expérimentalement réalisables. Les pulsations

de Rabi associées aux lasers sont de forme gaussienne de largeur à mi-hauteur T = 100 ns

et d’amplitude maximale Ωmax/2π = 14 MHz. La pulsation de Rabi associée à la cavité est

constante de valeur g/2π = 34 MHz. Les impulsions d’une même étape sont séparées d’un

délai 0.6T .

L’évolution du système, effectuée suivant des états sombres, est insensible aux pertes

par émission spontanée des états excités des qubits. Les pertes dues à la cavité deviennent

négligeables sous la condition g À Ω, permettant une implémentation robuste de la porte

ascu.
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La porte ascu ainsi implémentée requiert au mieux sept impulsions lasers, et permet

l’application d’un opérateur du groupe U(2) au second qubit lorsque le premier est dans un

état de contrôle arbitrairement choisi.

Cette porte quantique permet l’implémentation rapide d’algorithmes quantiques nécessi-

tant certaines combinaisons de portes. Par exemple, la partie principale du circuit de mesure

projective (cf. Annexe B) peut s’implémenter par la porte ascu, comme représenté sur la

figure 4.13, où les portes H correspondent à des portes hadamard, M à un opérateur unitaire

de valeurs propres ±1. La mesure effectuée sur le premier qubit à la sortie de ce circuit

projette l’état du second qubit sur l’un des états propres de l’opérateur M , déterminé par

l’état mesuré. Un tel circuit est utilisé pour certains processus de correction d’erreurs [5,84].

4.4.2 Porte swapα

La porte quantique swapα permet de former, avec les portes à un qubit, un ensemble

universel de portes quantiques. Elle s’écrit dans la base {|00〉,|01〉,|10〉,|11〉} sous la forme






1 0 0

0 σα
x 0

0 0 1




 , (4.65)

où α ∈ [0,2], et avec la matrice de Pauli σx.

L’implémentation de la porte swapα nécessite d’inverser les couplages des états |1〉 et

|a〉 des qubits. Le mode de la cavité couple donc ici l’état |1〉 des qubits, comme pour les

processus décrits section 4.1, et les états sombres correspondants s’obtiennent à partir des

états sombres (4.48–4.50) par la permutation 1 ↔ a des indices des pulsations de Rabi et des

états atomiques. Le schéma de couplage associé à l’état sombre (4.49b) est alors représenté

sur la figure 4.15.

Le schéma de couplage 4.15 montre que le processus décrit dans la section 4.3.2 permet

d’effectuer l’opération unitaire e−i δ
2 U(δ,n) dans la base {|1a〉|0〉,|10〉|0〉}.

L’implémentation de la porte swapα s’effectue en trois étapes. On considère un état initial

|Ψ(ti)〉 = α1 |00〉|0〉 + α2 |01〉|0〉 + α3 |10〉|0〉 + α4 |11〉|0〉, (4.66a)

|α1|2 + |α2|2 + |α3|2 + |α4|2 = 1. (4.66b)

(1) La population de l’état |01〉|0〉 est transférée sur l’état |1a〉|0〉 par le processus de

transfert décrit à la section 4.1. Les pulsations de Rabi des lasers sont enclenchées

suivant la séquence contre-intuitive Ω
(2)
a ,Ω

(1)
0 , conduisant à l’état intermédiaire

|Ψ(t1)〉 = α1 |00〉|0〉 + α2 |1a〉|0〉 + α3 |10〉|0〉 + α4 |11〉|0〉; (4.67)

|0〉 H • H

|q〉 M

≡

|0〉
ASCU

|q〉

Fig. 4.13 – Circuit quantique réalisant une mesure projective et son équivalent utilisant la

porte ascu. Les portes H correspondent à des portes hadamard, M à un opérateur unitaire

de valeurs propres ±1.
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Fig. 4.14 – Simulation numérique du processus ascu pour l’implémentation d’une porte

hadamard lorsque le premier qubit se trouve dans l’état |+〉 ≡ 1√
2
(|0〉+ |1〉). L’évolution des

populations est représentée pour un état initial | − 0〉|0〉 (a), | − 1〉|0〉 (b), | + 0〉|0〉 (c), et

|+1〉|0〉 (d). Les pulsations de Rabi associées aux lasers sont de forme gaussienne de largeur

à mi-hauteur T , séparées d’un délai 0.6T lors d’une même étape.

(2) L’opération unitaire e−i δ
2 U(δ,n) est appliquée aux états |1a〉|0〉,|10〉|0〉 par le processus

décrit à la section 4.3. Les pulsations de Rabi associées sont Ω
(1)
a ,Ω

(2)
a,0 pour la première

partie du processus, et Ω
(2)
a,0,Ω

(1)
a pour la seconde partie, le laser de pulsation de Rabi

Ω
(1)
a étant déphasé de δ. L’état du système s’écrit alors

|Ψ(t2)〉 = α1 |00〉|0〉 + e−i δ
2 U(δ,n) (α2 |1a〉|0〉 + α3 |10〉|0〉) + α4 |11〉|0〉. (4.68)

(3) La population de l’état |1a〉|0〉 est retransférée sur l’état |01〉|0〉 par des lasers de pul-

sations de Rabi Ω
(1)
0 ,Ω

(2)
a , conduisant à l’état final

|Ψ(tf )〉 = α1 |00〉|0〉 + e−i δ
2 U(δ,n) (α2 |01〉|0〉 + α3 |10〉|0〉) + α4 |11〉|0〉. (4.69)

L’état final (4.69) correspond à l’application de l’opération unitaire e−i δ
2 U(δ,n) sur les états

|01〉|0〉,|10〉|0〉 de l’état initial (4.66). Ce processus correspond à l’implémentation de la porte

quantique swapα en choisissant les lasers couplant le second qubit à l’étape (2) déphasés de
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|a1〉|0〉 |11〉|1〉 |1a〉|0〉 |10〉|0〉

|e1〉|0〉 |1e〉|0〉

g
(1)

g
(2)

Ω
(1)
a Ω

(2)
a

Ω
(2)
0

Fig. 4.15 – Schéma de couplage associé à l’état sombre (4.49b) utilisé pour l’implémentation

de la porte quantique swapα. Le mode de la cavité ici couple l’état |1〉 des qubits.

π et de pulsations de Rabi identiques, soit

θ =
π

4
, (4.70a)

φ = π. (4.70b)

L’exposant α est relié au déphasage δ par un facteur π

δ = απ. (4.71)

Connections aux états sombres

La dynamique du système s’effectue suivant les états sombres (4.4–4.6) pour les étapes

(1) et (3), et suivant les états sombres (4.48–4.50) pour l’étape (2), suivant les connections

|00〉|0〉 |Ψ(b)
16 〉−−−→ |00〉|0〉 |Ψ1〉,|Ψ2〉−−−−−−→ |00〉|0〉 |Ψ(b)

16 〉−−−→ |00〉|0〉,

|01〉|0〉 |Ψ(c)
7 〉−−−→ |1a〉|0〉 |Ψ3〉,|Ψ4〉−−−−−−→ e−i δ

2 U |1a〉|0〉 |Ψ(c)
7 〉−−−→ e−i δ

2 U |01〉|0〉,

|10〉|0〉 |Ψ(b)
7 〉−−−→ |10〉|0〉 |Ψ3〉,|Ψ4〉−−−−−−→ e−i δ

2 U |10〉|0〉 |Ψ(b)
7 〉−−−→ e−i δ

2 U |10〉|0〉,

(4.72)

pour les états |00〉|0〉,|01〉|0〉,|10〉|0〉 ; l’état |11〉|0〉 est à tout instant un état stationnaire du

système.

Résultats numériques et discussion

La simulation numérique du processus swapα est représentée sur la figure 4.16 pour

l’implémentation d’une porte

√
swap ≡








1 0 0 0

0 1+i
2

1−i
2 0

0 1−i
2

1+i
2 0

0 0 0 1








, (4.73)

correspondant à α = 1/2. Les pulsations de Rabi utilisées sont choisies expérimentalement

réalisables. Les pulsations de Rabi associées aux lasers sont de forme gaussienne de largeur à

mi-hauteur T = 100 ns et d’amplitude maximale Ωmax/2π = 14 MHz. La pulsation de Rabi

associée à la cavité est constante de valeur g/2π = 34MHz. Les impulsions d’une même étape

sont séparées d’un délai 0.6T .
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Fig. 4.16 – Simulation numérique du processus swapα pour l’implémentation d’une porte√
swap. L’évolution des populations est représentée pour un état initial |00〉|0〉 (a), |01〉|0〉

(b), |10〉|0〉 (c), et |11〉|0〉 (d), qui est un état stationnaire. Les phases des amplitudes de

probabilité des évolutions (b) et (c) correspondent bien à ±π
4 au temps final. Les pulsations

de Rabi associées aux lasers sont de forme gaussienne de largeur à mi-hauteur T , séparées

d’un délai 0.6T lors d’une même étape.

L’évolution du système, effectuée suivant des états sombres, est insensible aux pertes

par émission spontanée des états excités des qubits. Les pertes dues à la cavité deviennent

négligeables sous la condition g À Ω.

4.5 Discussion : polarisation de la cavité et robustesse

4.5.1 Polarisation et robustesse

L’implémentation d’un circuit quantique nécessite l’utilisation successive de portes quan-

tiques à un et deux qubits. Il est donc nécessaire que les systèmes physiques auxquels corres-

pondent les qubits soient identiques pour les deux types d’opération, comme par exemple le

système Zeeman que nous avons considéré.

Dans le cas du système Zeeman, les transitions sont sélectionnées par les polarisations

circulaires droite et gauche définies dans le plan orthogonal à l’axe quantique, et par la
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polarisation linéaire le long de l’axe quantique.

L’implémentation robuste des portes quantiques à un qubit nécessite que les états |0〉 et

|1〉 correspondent aux états sélectionnés par les polarisations circulaires, et par conséquent

l’état auxiliaire |a〉 à l’état sélectionné par la polarisation linéaire.

Le choix du couplage du qubit au mode de la cavité revient à choisir la polarisation de la

cavité. Nous avons vu des processus utilisant deux choix différents :

– le couplage à l’état |1〉 pour les portes swap, cnot et swapα. La cavité est de polari-

sation circulaire gauche σ−. Le laser de polarisation circulaire droite σ+ doit donc se

propager suivant l’axe de la cavité, ce qui nécessite un dispositif expérimental spécifique

(miroirs percés, etc...), augmentant les pertes de la cavité. Une autre difficulté de ce

système est la sélection individuelle des atomes par le laser de polarisation circulaire,

si le registre est formé de qubits alignés le long de l’axe de la cavité ;

– le couplage à l’état auxiliaire |a〉 pour les portes cu et ascu. La cavité est de polarisation

linéaire, et les lasers de polarisations circulaires se propagent suivant une direction

orthogonale à l’axe de la cavité.

Il est important, pour minimiser les pertes, que le facteur de qualité de la cavité soit le plus

élevé possible. Le choix le plus robuste consiste donc à utiliser une cavité de polarisation

linéaire, et privilégie l’utilisation des processus cu et ascu. Cependant, deux solutions sont

possibles pour appliquer les autres processus, i.e. swap, cnot et swapα, dans ce système.

La première consiste à redéfinir les qubits, en permutant les étiquettes |a〉 et |1〉, mais les

portes à un qubit nécessitant des lasers en rapport constant ne pourraient alors plus être

appliquées de façon robuste. La seconde solution consiste à utiliser une étape préliminaire

transférant par STIRAP la population des état |1〉 de chaque qubit sur leur état auxiliaire

|a〉, et à effectuer l’opération inverse à la fin du processus.

4.5.2 Fidélité des processus

Les simulations numériques des différents processus décrits dans ce chapitre ont été ef-

fectuées en négligeant le taux de perte de la cavité. Cette approximation se justifie lorsque

le couplage au mode de la cavité est plus important que le couplage aux champs laser, i.e.

g À Ω, auquel cas la cavité n’est pas peuplée de façon significative.

Les simulations numériques, effectuées pour des pulsations de Rabi expérimentalement

réalisables, montrent cependant que certains états ayant un photon dans la cavité ont une

population non nulle lors de la dynamique, et les pertes de la cavité ne peuvent donc plus

être négligées. Il est alors nécessaire de déterminer la fidélité du processus, i.e. la probabilité

d’atteindre l’état final recherché.

Nous considérons ici le calcul de la fidélité pour la porte ascu, les conclusions pouvant

se généraliser aux autres portes. Les calculs sont effectués dans le cas où l’état de contrôle

de la porte ascu et son état orthogonal sont respectivement

|+〉 =
1√
2
(|0〉 + |1〉), (4.74a)

|−〉 =
1√
2
(|0〉 − |1〉). (4.74b)

On note respectivement |±id〉,|±num〉 les vecteurs correspondant à l’état final atteint dans

le cas idéal non-dissipatif et dans la simulation numérique comportant un terme de perte,

lorsque le qubit de contrôle est dans l’état |±〉 et le qubit cible dans l’état |0〉 ou |1〉.
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Les états initiaux | − 0〉|0〉, | − 1〉|0〉 évoluent en conduisant à la même fidélité définie par

F− = |〈−id|−num〉|2 ; (4.75)

les états initiaux | + 0〉|0〉, | + 1〉|0〉 évoluent en conduisant à la même fidélité définie par

F+ = |〈+id|+num〉|2 . (4.76)

Les fidélité F± sont représentées sur la figure 4.17 en fonction du taux de perte de la

cavité κ et de la pulsation de Rabi de la cavité g, pour une pulsation de Rabi des lasers

d’amplitude maximale Ωmax/2π = 14MHz. Les valeurs expérimentales de la référence [82],

g/2π = 34 MHz et κ/2π = 4.1MHz, indiquées par des croix sur la figure, conduisent aux

fidélités F− = 0.281 et F+ = 0.854. Il est donc nécessaire d’utiliser des cavités de meilleure

qualité pour pouvoir utiliser ces processus dans un calcul quantique.
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Fig. 4.17 – Fidélités de la porte ascu en fonction du taux de perte de la cavité κ et de la

pulsation de Rabi de la cavité g, pour une évolution (a) d’un état initial | − 0〉|0〉 et (b) d’un

état initial | + 0〉|0〉. Les croix correspondent aux valeurs expérimentales g/2π = 34MHz et

κ/2π = 4.1MHz. La pulsation de Rabi des lasers a une amplitude maximale Ωmax/2π =

14MHz.
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✬

✫

✩

✪

{ R�esum�e du chapitre 4 {

Objectif : Ce chapitre décrit des processus adiabatiques permettant

l’implémentation de portes quantiques à deux qubits dans le même système

que celui utilisé pour les portes quantiques à un qubit.

Outils : Passage adiabatique dans une cavité optique et suivi d’états sombres

du système.

R�esultats nouveaux :

1© Processus d’implémentation de la porte quantique cnot.

2© Processus d’implémentation de la porte quantique cu.

3© Processus d’implémentation directe de la porte quantique swap, i.e. sans

la décomposer en portes élémentaires.

4© Processus d’implémentation directe de la porte ascu, i.e. une porte cu

avec un état de contrôle arbitrairement choisi.

5© Processus d’implémentation directe de la porte swapα.



77

Annexe B

Circuit quantique de mesure

projective

Lors d’un calcul quantique, les perturbations du système par l’environnement extérieur

peuvent induire une modification involontaire de l’état |Ψ〉 du système et provoquer ainsi des

erreurs sur le calcul effectué.

Des processus de correction d’erreurs ont été imaginés afin de détecter et de corriger

au mieux ces perturbations. Certains d’entre eux utilisent le circuit de mesure projective,

représenté sur la figure B.1. Ce circuit quantique utilise deux qubits : le qubit cible, initiale-

|0〉 H • H

|q〉 M

Fig. B.1 – Circuit quantique réalisant une mesure projective. Les portes H correspondent à

des portes hadamard, M à un opérateur unitaire de valeurs propres ±1.

ment dans l’état |q〉 et un qubit auxiliaire initialement dans l’état |0〉. Le circuit quantique

de mesure projective est composé de trois portes quantiques :

1. une porte hadamard, qui transforme l’état initial |0〉|q〉 en l’état intermédiaire

|ψ1〉 =
1√
2
(|0〉 + |1〉) |q〉; (B.1)

2. une porte contrôle-unitaire, dont l’opérateur unitaire M a pour valeurs propres ±1 et

pour vecteurs propres associés |±〉 :

M = |+〉〈+| − |−〉〈−|. (B.2)

L’état |ψ1〉 devient alors

|ψ2〉 =
1√
2
(|0〉|q〉 + |1〉M |q〉); (B.3)

3. une porte hadamard, qui conduit à l’état final

|ψ3〉 =
1

2

(
(|0〉 + |1〉)|q〉 + (|0〉 − |1〉)M |q〉

)

=
1

2

(
|0〉(1 + M)|q〉 + |1〉(1− M)|q〉

)

= 〈+|q〉|0〉|+〉 + 〈−|q〉|1〉|−〉. (B.4)
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L’état (B.4) montre qu’une mesure effectuée sur le qubit auxiliaire projette le qubit cible

dans l’état |±〉 avec la probabilité |〈±|q〉|2. Le point important est que le résultat de la mesure

indique dans quel état à été projeté le qubit cible : l’état |+〉 si la mesure indique 0, et l’état

|−〉 si la mesure indique 1.

Le circuit de mesure projective permet ainsi de vérifier l’état du qubit cible, et de

déterminer si des corrections sont à apportées.
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Chapitre 5

Dynamique des systèmes

quantiques ouverts

L
es chapitres précédents ont été consacrés à l’étude de systèmes quantiques fermés, i.e.

l’influence de l’environnement extérieur sur ces systèmes n’a pas été prise en compte.

Cela s’est justifié en ne peuplant que des états métastables, i.e. des états de longue durée de

vie, et en effectuant un suivi adiabatique le long d’états sombres qui permettent de s’affranchir

de l’émission spontanée des états excités des atomes.

Toutefois, le suivi adiabatique peut requérir un temps relativement long pour s’effectuer,

et permettre ainsi à des effets décohérents de perturber les processus. Il se peut de plus que

des effets décohérents se produisent, comme ceux dus aux collisions, suite à une isolation

imparfaite du système. L’étude de l’influence de l’environnement sur le passage adiabatique

est donc une étape importante. Elle doit permettre de fixer, par exemple, la durée limite d’un

processus pour qu’il puisse aboutir, et donc le nombre d’opérations quantiques qui peuvent

être effectuée consécutivement avant d’utiliser des processus de correction d’erreurs.

L’étude des systèmes ouverts permet la prise en compte des différents effets néfastes

dus à l’environnement. Les effets décohérents sont décrits par une approche statistique, ce

qui requiert le formalisme de l’opérateur densité. Ce formalisme sera décrit dans les deux

premières sections. La première section sera consacrée à la définition de l’opérateur densité ;

la seconde section détaillera le formalisme des opérations quantiques [85], permettant de

décrire les effets de l’environnement sur l’opérateur densité. Une troisième section établira

l’équation pilote de Lindblad [86], qui décrit la dynamique des systèmes quantiques ouverts.

Le formalisme établi dans ce chapitre sera appliqué dans le chapitre suivant à la détermi-

nation de la probabilité de transition d’un système à deux niveaux soumis à la décohérence

par déphasage.

5.1 Opérateur densité

5.1.1 Définition

Les effets décohérents intervenant dans les systèmes quantiques ouverts engendrent une

perte d’information sur la description du système. Son état ne peut plus être décrit par un

état pur |Ψ〉 unique, mais par un ensemble d’états purs |Ψi〉 pondérés par des probabilités
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pi. L’étude du système se fait alors par l’intermédiaire de l’opérateur densité

ρ =
∑

pi |Ψi〉〈Ψi|. (5.1)

Les composantes de l’opérateur densité (5.1), aussi appelé matrice densité, s’interprètent de

la façon suivante :

– la valeur moyenne 〈ψ|ρ|ψ〉 représente la probabilité du système d’être dans l’état |ψ〉,
et sera appelée population de l’état |ψ〉 ;

– les termes croisés 〈ψ|ρ|ψ′〉 sont appelés cohérences du système. Ils donnent une informa-

tion sur la nature de l’état du système, à savoir s’il correspond à un mélange statistique

complètement incohérent des états |ψ〉,|ψ′〉, auquel cas le terme de cohérence est nul,

ou bien s’il peut en partie être décrit par une superposition cohérente, dans le cas

contraire.

L’opérateur densité permet aussi la description des systèmes fermés. Dans ce cas particulier,

l’opérateur densité du système évolue suivant l’équation de Von Neumann

dρ

dt
= − i

~
[H,ρ], (5.2)

avec H l’Hamiltonien du système, et conduit à la solution au temps t

ρ(t) = U(t,ti)ρ(ti)U
†(t,ti), (5.3)

où U(t,ti) est l’opérateur d’évolution du système défini par l’équation de Schrödinger

i~
dU

dt
= H U. (5.4)

5.1.2 Propriétés

L’opérateur densité est un opérateur hermitien, et ses valeurs propres, qui correspondent

à des probabilités, sont comprises entre 0 et 1. Il possède les propriétés suivantes :

〈ψ|ρ|ψ〉 ≥ 0 ∀ |ψ〉, (5.5a)

Tr (ρ) = 1, (5.5b)

ρ† = ρ. (5.5c)

La propriété (5.5a) est la propriété de positivité de l’opérateur. Elle vient du fait que la

valeur moyenne de l’opérateur densité dans un état quelconque représente une population.

La propriété (5.5b) correspond à une somme des probabilités traduisant la conservation de la

population du système. L’opérateur densité associé à un état pur possède en plus la propriété

d’idempotence

ρ2 = ρ ⇔ ρ = |Ψ〉〈Ψ|. (5.6)

L’opérateur densité permet aussi d’obtenir la valeur moyenne d’une observable Ô du

système

〈Ô〉 =
∑

pi 〈ψi|Ô|ψi〉

= Tr
(

ρÔ
)

. (5.7)
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Dans le cas particulier d’un système à deux niveaux |0〉 et |1〉, l’opérateur densité

ρ =

[

ρ11 ρ10

ρ01 ρ00

]

(5.8)

peut s’écrire comme un développement sur les matrices de Pauli

σx =

[

0 1

1 0

]

, σy =

[

0 −i

i 0

]

, σz =

[

1 0

0 −1

]

, (5.9)

sous la forme

ρ =
1

2
(1 + ~̺ · ~σ), (5.10)

où le vecteur ~̺ = (ρx,ρy,ρz) représente l’opérateur densité sur la sphère de Bloch. Ce vecteur

est de norme unité si l’opérateur représente un état pur, et de norme inférieure à un dans le

cas d’un mélange statistique. Le centre de la sphère de Bloch, correspondant au vecteur nul,

indique une perte totale d’information sur le système, i.e. une équiprobabilité d’être dans

chacun des états. Les composantes du vecteur ~ρ s’obtiennent en utilisant le produit scalaire

de l’espace des matrices 2 × 2, soit

ρi = Tr (ρσi) , (5.11)

d’où

ρx = ρ10 + ρ01, (5.12a)

ρy = i(ρ10 − ρ01), (5.12b)

ρz = ρ11 − ρ00. (5.12c)

Les composantes ρx et ρy correspondent respectivement aux parties réelle et imaginaire des

cohérences, et ρz à l’inversion de population du système.

5.2 Opérations quantiques et représentation de Kraus

5.2.1 Définition

Une opération quantique E est une application qui transforme un opérateur densité ρ en

un autre opérateur densité

ρ′ = E(ρ). (5.13)

Par exemple, l’évolution temporelle de l’opérateur densité d’un système fermé, donnée par

l’équation (5.3), définit l’opération quantique

E(ρ) = U ρU †. (5.14)

Une opération quantique doit obéir aux trois axiomes suivants :

1. conservation de la trace,

Tr (E(ρ)) = 1 si Tr (ρ) = 1; (5.15)



82 CHAPITRE 5. DYNAMIQUE DES SYSTÈMES QUANTIQUES OUVERTS

2. linéarité,

E(
∑

pi ρi) =
∑

pi E(ρi); (5.16)

3. positivité complète. Cela signifie que si l’on étend le système à un environnement quel-

conque E, et que l’on considère l’opérateur densité ρ du système global, alors l’opérateur

densité ρ′ = (1E ⊗ E)(ρ) est un opérateur positif. Cette troisième propriété, de nature

plus technique, est nécessaire pour la mise en place d’une structure mathématique

complète. Elle assure en particulier l’invariance de la dynamique du système lorsqu’on

lui adjoint un environnement avec lequel il n’interagit pas.

Ces trois axiomes permettent l’écriture de l’opération quantique E sous la forme

E(ρ) =
∑

i

Ei ρE†
i , (5.17)

où les opérateurs Ei, nommés opérateurs de Kraus, vérifient la condition de normalisation
∑

i

E†
i Ei = 1. (5.18)

L’écriture (5.17) est appelée représentation de Kraus de l’opération quantique [85]. La dé-

monstration de cette relation est indiquée en Annexe C.

La décomposition (5.17) de l’opération quantique n’est cependant pas unique, ce qui peut

être montré par l’exemple suivant [5]. On considère deux opérations quantiques E et F de

représentations de Kraus respectives

E(ρ) =
∑

Ei ρE†
i , (5.19a)

F(ρ) =
∑

Fi ρF †
i , (5.19b)

avec les opérateurs de Kraus

E1 =
1√
2

σx, E2 =
1√
2

σz, (5.20a)

F1 =
1

2
(σx + σz), E2 =

1

2
(σx − σz). (5.20b)

Le calcul montre alors que les deux représentations de Kraus E et F correspondent à la même

opération quantique,

F(ρ) =
1

4
((σx + σz)ρ(σx + σz) + (σx − σz)ρ(σx − σz))

=
1

2
(σxρσx + σzρσz)

= E(ρ). (5.21)

5.2.2 Exemples : canaux quantiques

On considère dans cette section les différents types de modifications que peut subir un

qubit lors de sa transmission de A vers B. Le qubit est transmis à travers un canal couplé à

l’environnement, et sera donc soumis à un bruit lors de la traversée du canal. Ce bruit peut

être classé en quatre catégories différentes suivant les effets provoqués sur le qubit. Nous

allons considérer quatre canaux différents, chacun introduisant un type de bruit particulier.

Les opérations correspondantes sont appelées canaux quantiques.
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Le canal dépolarisant

Un qubit qui traverse un canal dépolarisant ressort avec la probabilité p d’avoir subi une

perte totale d’information, son état correspondant alors au centre de la sphère de Bloch, et

avec la probabilité (1 − p) dans son état initial. L’opération quantique associée s’écrit1

E(ρ) = (1 − p) ρ +
p

2
1

= (1 − p′) ρ +
p′

3
(σxρ σx + σyρ σy + σzρ σz), (5.22)

avec p′ = 3p/4. Le canal dépolarisant a pour effet de réduire le rayon de la sphère de Bloch,

tout en préservant sa forme sphérique (Figure 5.1). Les opérateurs de Kraus associés peuvent

s’écrire

E0 =
√

1 − p′ 1, E1 =

√

p′

3
σx, E2 =

√

p′

3
σy, E3 =

√

p′

3
σz. (5.23)

=⇒

Fig. 5.1 – Effet du canal dépolarisant sur la sphère de Bloch pour une probabilité p = 0.5.

Le canal de basculement du bit

Un qubit qui traverse un canal de basculement du bit ressort avec la probabilité p d’avoir

subi une permutation des états |0〉 et |1〉, et avec la probabilité (1 − p) dans son état initial.

L’opération quantique associée s’écrit

E(ρ) = (1 − p) ρ + p σxρ σx. (5.24)

Le canal de basculement du bit laisse inchangé l’axe x de la sphère de Bloch, et comprime

les axes y et z par un facteur 1 − 2p (Figure 5.2). Les opérateurs de Kraus associés peuvent

s’écrire

E0 =
√

1 − p 1, E1 =
√

p σx. (5.25)

1. Le passage à la seconde ligne de l’équation (5.22) s’obtient en utilisant l’identité

1 =
1

2
(ρ + σxρ σx + σyρ σy + σzρ σz),

valable pour tout opérateur densité ρ du qubit.
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=⇒

Fig. 5.2 – Effet du canal de basculement du bit sur la sphère de Bloch pour une probabilité

p = 0.25.

Le canal de basculement de phase

Un qubit qui traverse un canal de basculement de phase ressort avec la probabilité p

d’avoir une phase relative changée de π, et avec la probabilité (1 − p) dans son état initial.

L’opération quantique associée s’écrit

E(ρ) = (1 − p) ρ + p σzρ σz. (5.26)

Le canal de basculement de phase laisse inchangé l’axe z de la sphère de Bloch, et comprime

les axes x et y par un facteur 1 − 2p (Figure 5.3). Les opérateurs de Kraus associés peuvent

s’écrire

E0 =
√

1 − p 1, E1 =
√

p σz. (5.27)

=⇒

Fig. 5.3 – Effet du canal de basculement de phase sur la sphère de Bloch pour une probabilité

p = 0.25.

Le canal de perte d’amplitude

Un qubit qui traverse un canal de perte d’amplitude ressort avec la probabilité p d’avoir

perdu la composante de l’état |1〉, et avec la probabilité (1 − p) dans son état initial. Si les

états du qubit correspondent aux états stable et excité d’un atome, alors ce canal traduit la
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transition spontanée de l’état excité vers l’état stable, pouvant être accompagnée de l’émission

d’un photon vers l’environnement. Les opérateurs de Kraus associés à ce canal peuvent s’écrire

E0 =

[

1 0

0
√

1 − p

]

, E1 =
√

p

[

0 1

0 0

]

. (5.28)

L’opérateur E1 traduit la perte de l’état |1〉 ; l’opérateur E0 permet de satisfaire la rela-

tion (5.18).

Le canal de perte d’amplitude comprime la sphère de Bloch en direction du pôle Nord,

correspondant à l’état |0〉, en un ellipsöıde de révolution de hauteur 1− p et de rayon
√

1 − p

dans le plan xy (Figure 5.4).

=⇒

Fig. 5.4 – Effet du canal de perte d’amplitude sur la sphère de Bloch pour une probabilité

p = 0.5.

5.3 Équation pilote de Lindblad

Le formalisme des opérations quantiques permet d’appliquer divers effets décohérents au

système et d’obtenir l’opérateur densité qui en résulte, mais ne décrit pas la dynamique

du système. La description de la dynamique du système s’effectue à l’aide d’une équation

pilote, i.e. une équation reliant l’opérateur densité à son taux de variation, sans dépendances

aux instants antérieurs. Nous établirons dans cette section l’équation pilote de Lindblad [86]

en considérant une évolution infinitésimale de l’opérateur densité d’un système couplé à

l’environnement dans la limite de Markov [87].

5.3.1 Définition

Définissons en premier lieu les trois échelles de temps intervenant dans le problème. On

appelle τs le temps caractéristique d’évolution du système, qui correspond par exemple au

temps mis à traverser un canal quantique ; τe le temps caractéristique durant lequel l’envi-

ronnement évolue et ✭✭ oublie ✮✮ toute information sur les instants antérieurs ; τr le temps de

relaxation du système suite à son interaction avec l’environnement.

On considère à présent l’évolution du système pendant une durée δt petite par rapport

au temps caractéristique d’évolution du système, i.e. δt ¿ τs, pendant laquelle le système

évoluera très peu. Cette durée doit cependant être plus grande que le temps de mémoire
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de l’environnement, i.e. δt À τe, afin de supprimer toute corrélation entre le système et

l’environnement après cette courte évolution (condition de Markov).

Ainsi, l’opérateur densité du système à un instant t + δt tel que

τe ¿ δt ¿ τs (5.29)

peut s’exprimer comme une opération quantique

ρ(t + δt) = E(ρ(t))

=
∑

Ei ρ(t)E†
i (5.30)

ne prenant en compte que les opérateurs au temps présent. L’équation pilote s’obtient alors

en considérant un développement au premier ordre

ρ(t + δt) = ρ(t) + O(δt), (5.31)

ce qui n’est possible que si l’un des opérateurs de Kraus de l’équation (5.30), par exemple

E0, s’écrit sous la forme

E0 = 1 + Aδt, (5.32)

les autres opérateurs de Kraus étant de la forme

Ei =
√

δt Li, i ≥ 1. (5.33)

L’opérateur A peut s’écrire comme la somme d’un opérateur hermitien K et d’un opérateur

anti-hermitien − i
~
H. La condition de normalisation des opérateurs de Kraus (5.18) s’écrit

alors
∑

E†
i Ei = 1 + (2K +

∑

L†
iLi) δt (5.34)

et requiert que le terme facteur de δt soit identiquement nul, d’où

K = −1

2

∑

L†
iLi. (5.35)

L’équation (5.30) s’écrit alors sous la forme

ρ(t + δt) = ρ(t) +

(

− i

~
[H, ρ(t)] +

1

2

∑(

[Li, ρ(t)L†
i ] + [Li ρ(t), L†

i ]
))

δt, (5.36)

qui conduit à l’équation pilote – dans la limite où δt est suffisamment petit – appelée équation

de Lindblad

dρ

dt
= L(ρ), (5.37)

avec le générateur infinitésimal de l’opération quantique de Lindblad, appelé Lindbladien

L(ρ) = − i

~
[H, ρ] +

1

2

∑(

[Li, ρ L†
i ] + [Li ρ, L†

i ]
)

. (5.38)

Les opérateurs Li sont appelés opérateurs de Lindblad. Le cas d’un système fermé, où les

différents opérateurs Li sont nuls, permet d’identifier l’opérateur H de l’équation de Lindblad

à l’Hamiltonien du système fermé. Cette définition n’est cependant pas unique, l’équation de

Lindblad étant invariante par les transformations

Li → Li + ci 1 (5.39a)

H → H +
1

2i

∑

(c∗i Li − ciL
†
i ) + c 1, (5.39b)

où c, ci sont des scalaires.
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5.3.2 Exemple : évolution libre

Considérons un système à deux niveaux comportant un état stable |0〉 et un état excité

|1〉, dont l’Hamiltonien s’écrit

H =
~ω0

2
σz. (5.40)

Nous allons dans cette section appliquer l’équation de Lindblad afin de décrire la dynamique

de ce système, lorsqu’il évolue librement en subissant des effets décohérents, tels que l’émission

spontanée. L’opérateur de Lindblad associé à l’émission spontanée s’écrit sous la forme

Γ̂s =

√
γ

2

[

0 0

1 0

]

, (5.41)

où γ correspond au taux d’émission spontanée de l’état excité. Introduisons un second terme

de décohérence pouvant agir sur le système : le déphasage, qui détruit la phase relative des

deux états du système. L’opérateur de Lindblad associé s’écrit sous la forme

Γ̂d =

√

Γ

2

[

1 0

0 −1

]

, (5.42)

où Γ correspond au taux de déphasage. Introduisons un dernier terme correspondant à une

excitation du système due, par exemple, à des collisions. L’opérateur de Lindblad associé

s’écrit sous la forme

Γ̂c =

√
κ

2

[

0 1

0 0

]

, (5.43)

où κ correspond au taux de pompage dû, par exemple, aux collisions. L’équation de Lindblad

combinant ces trois effets s’écrit alors

d

dt

[

ρ11 ρ10

ρ01 ρ00

]

= i ω0

[

0 −ρ10

ρ01 0

]

− γ

2

[

ρ11
ρ10

2
ρ01

2 −ρ11

]

−Γ

[

0 ρ10

ρ01 0

]

− κ

2

[

−ρ00
ρ10

2
ρ01

2 ρ00

]

. (5.44)

La solution de l’équation (5.44) peut s’écrire explicitement sous la forme

ρ(t) =






ρeq
11 + (ρ0

11 − ρeq
11) e−

γ+κ
2

t ρ0
10 e−i ω0te−( γ+κ

4
+Γ)t

ρ0
01 ei ω0te−( γ+κ

4
+Γ)t ρeq

0 + (ρ0
00 − ρeq

00) e−
γ+κ

2
t




 , (5.45)

avec ρ0
ij les composantes de l’opérateur densité à l’instant initial t = 0, et les populations à

l’équilibre

ρeq
00 =

γ

κ + γ
(5.46a)

ρeq
11 =

κ

κ + γ
. (5.46b)

La solution (5.45) montre que le terme de déphasage ne modifie pas la population du système,

mais détruit le terme de cohérence.

Le terme d’émission spontanée détruit la cohérence du système et la population de l’état

excité. On remarque toutefois qu’il détruit la cohérence à un taux deux fois plus petit que
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le taux de perte de la population de l’état excité. Cette différence s’observe sur la figure 5.4,

où la sphère de Bloch est réduite de façon plus forte suivant l’axe z.

Le terme de pompage agit en apparence de la même façon que l’émission spontanée, en

détruisant les cohérences et les populations. Il permet cependant le peuplement de l’état

excité : quand le temps tend vers l’infini, les populations du système sont définies par le

rapport du taux de pompage et du taux d’émission spontanée. Dans le cas d’un équilibre

thermique, ce rapport devient

ρeq
11

ρeq
00

=
κ

γ
= e

−~ω0
kBT , (5.47)

avec kB la constante de Boltzmann.
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✬

✫

✩

✪

{ R�esum�e du chapitre 5 {

Objectif : Ce chapitre décrit le formalisme utilisé pour le traitement des

systèmes quantiques dissipatifs.

�Equation pilote : L’opérateur densité du système couplé à un environne-

ment évolue dans la limite de Markov suivant l’équation pilote de Lindblad

dρ

dt
− i

~
[H, ρ] +

1

2

∑(

[Li, ρ L†
i ] + [Li ρ, L†

i ]
)

, (5.48)

où les opérateurs Li décrivent les effets dissipatifs.
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Annexe C

Représentation de Kraus

Nous démontrons ici qu’une opération quantique peut s’écrire sous la forme de la représen-

tation de Kraus

E(ρ) =
∑

Ei ρ E†
i , (C.1)

avec la condition

∑

E†
i Ei = 1. (C.2)

Cette démonstration reprend celle de la référence [5].

Commençons par démontrer qu’une opération quantique définie sous la forme d’une

représentation de Kraus vérifie trois les axiomes des opération quantiques.

On suppose l’égalité (C.1). L’opération quantique satisfait alors de toute évidence les

axiomes de trace et de linéarité. Il reste à démontrer la positivité complète de l’opération

quantique. On note S le système correspondant à l’opérateur densité ρ, et E un environnement

extérieur. Soit ρ un opérateur densité du système S, et |ψ〉 un état du système global S + E.

On définit à partir de l’état |ψ〉 et des opérateurs de Kraus Ei l’état

|φi〉 = (1E ⊗ E†
i )|ψ〉. (C.3)

On a alors la relation pour tout i

〈ψ|(1E ⊗ Ei)ρ(1E ⊗ E†
i )|ψ〉 = 〈φi|ρ|φi〉 ≥ 0 (C.4)

du fait de la positivité de l’opérateur densité. La somme des différent termes implique la

relation

〈ψ|(1E ⊗ E)(ρ)|ψ〉 =
∑

〈φi|ρ|φi〉 ≥ 0. (C.5)

L’inégalité (C.5) est valable pour tout opérateur densité, ce qui démontre la positivité

complète de l’opération quantique.

Réciproquement, montrons que toute opération quantique vérifiant les trois axiomes des

opérations quantiques peut s’écrire sous la forme d’une représentation de Kraus. On suppose

l’environnement E de même dimension que le système S. On considère les bases orthonormées

{|iS〉},{|iE〉} associées respectivement au système et à son environnement. Soit |α〉 un état

d’intrication maximale du système global défini par la relation

|α〉 =
∑

|iS〉|iE〉, (C.6)
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et σ un opérateur de ce même système

σ = (1E ⊗ E)(|α〉〈α|). (C.7)

Cet opérateur σ, construit à partir d’un état d’intrication maximale, permet une description

complète de l’opération quantique E . On considère un état pur du système S

|ψ〉 =
∑

cj |jS〉, (C.8)

où {|jS〉} est une base de l’espace de Hilbert du système, et un état correspondant dans

l’environnement E

|ψ̃〉 =
∑

c∗i |jE〉, (C.9)

où {|jE〉} est une base de l’espace de Hilbert de l’environnement. L’opérateur σ vérifie alors

la relation

〈ψ̃|σ|ψ̃〉 = 〈ψ̃|(1E ⊗ E)(|α〉〈α|)|ψ̃〉

= 〈ψ̃|




∑

i,j

|iE〉〈jE | ⊗ E(|iS〉〈jS |)



 |ψ̃〉

=
∑

i,j

ci c
∗
j E(|iS〉〈jS |

= E(|ψ〉〈ψ|). (C.10)

On définit les vecteurs |si〉 diagonalisant l’opérateur σ :

σ =
∑

|si〉〈si|, (C.11)

et enfin les opérateurs de Kraus Ei tels que

Ei |ψ〉 = 〈ψ̃|si〉, (C.12)

où la notation 〈·|·〉 correspond à un produit scalaire effectué dans l’espace de Hilbert de

l’environnement. Les opérateurs de Kraus Ei sont ainsi définis dans l’espace de Hilbert du

système. On a alors la relation pour tout état pur ψ et pour tout i

∑

Ei |ψ〉〈ψ|E†
i =

∑

〈ψ̃|si〉〈si|ψ̃〉
= 〈ψ̃|σ|ψ̃〉
= E(|ψ〉〈ψ|). (C.13)

La relation (C.13) est valable pour tout état pur du système S. On en déduit par linéarité

l’écriture de l’opération quantique E en représentation de Kraus :

E(ρ) =
∑

Ei ρE†
i , (C.14)

avec la relation

∑

E†
i Ei = 1. (C.15)

¤
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Annexe D

Équation de Lindblad et

Hamiltonien effectif

Il est souvent commode de décrire un système complexe par un Hamiltonien effectif ne

tenant compte que des effets dominants de la dynamique. La dynamique du système donnée

par l’équation de Schrödinger associée à l’Hamiltonien effectif est alors beaucoup plus simple

à analyser.

Les effets de la dissipation sur le système peuvent parfois s’exprimer par un Hamilto-

nien effectif. Le taux de perte de population d’un état du système est ainsi fréquemment

traité comme une partie imaginaire de l’énergie associée à cet état, i.e. E → E − iγ [88].

L’Hamiltonien effectif est alors un opérateur non-hermitien

H†
eff 6= Heff, (D.1)

et la résolution de l’équation de Schrödinger associée

i~
dUeff

dt
= Heff Ueff (D.2)

conduit à un opérateur d’évolution Ueff non-unitaire, traduisant la perte de population du

système. L’opérateur densité de ce système évolue alors suivant l’équation

dρ

dt
=

d|Ψ〉〈Ψ|
dt

= − i

~

(

Heff ρ − ρ H†
eff

)

. (D.3)

L’Hamiltonien effectif Heff peut se déduire de l’équation pilote de Lindblad. En effet, l’équa-

tion pilote de Lindblad peut s’écrire en faisant apparâıtre un anti-commutateur {·,·} défini

par

{A,B} = AB + BA (D.4)

sous la forme

dρ

dt
= − i

~
[H,ρ] − 1

2

∑

i

{L†
iLi, ρ} +

∑

i

LiρL†
i

= − i

~

(

Heff ρ − ρ H†
eff

)

+
∑

i

LiρL†
i , (D.5)
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avec l’Hamiltonien effectif

Heff = H − i~

2

∑

i

L†
iLi. (D.6)

Par exemple, l’opérateur de Lindblad correspondant aux pertes κ d’une cavité optique s’écrit

Lcav =
√

κ â, (D.7)

où â est l’opérateur d’annihilation du mode de la cavité considéré. Cet opérateur de Lindblad

conduit à l’Hamiltonien effectif

Heff = H − iκ â†â. (D.8)

C’est cet Hamiltonien effectif qui a été utilisé à la section 4.5.2 pour le calcul de la fidélité

des processus à deux qubits.

La conservation de population dans le système est prise en compte par le terme

∑

i

LiρL†
i (D.9)

de l’équation pilote de Lindblad (D.5) . Ce terme ne peut pas être introduit dans l’Hamiltonien

effectif à cause de sa structure différente des autres termes. Il décrit le retour de la population

perdue dans un état moins excité, comme par exemple dans le cas de la cavité optique le

peuplement de l’état |11〉|0〉 suite à la perte du photon de l’état |11〉|1〉. 1

Dans certaines situations, la dynamique d’une partie des états du système peut être décrite

à partir de l’Hamiltonien effectif uniquement, quand l’effet du terme (D.9) n’agit pas sur cette

partie du système. Illustrons ceci par un exemple simple avec deux effets décohérents.

On considère un système à deux niveaux soumis à la décohérence par déphasage, et dont

l’état excité |1〉 émet spontanément vers l’état stable |0〉. Les opérateurs de Lindblad associés

à l’émission spontanée de l’état excité et au déphasage s’écrivent respectivement

Γ̂s =

√
γ

2

[

0 0

1 0

]

, Γ̂d =

√

Γ

2

[

1 0

0 −1

]

. (D.10)

L’anti-commutateur de l’équation pilote de Lindblad s’écrit alors

−1

2

∑

i

{Γ̂†
i Γ̂i, ρ} = −1

2

[

(γ + Γ)ρ11 (γ/2 + Γ)ρ10

(γ/2 + Γ)ρ01 Γρ00

]

, (D.11)

et le terme assurant la conservation de la population

∑

i

Γ̂iρΓ̂†
i =

1

2

[

Γρ11 −Γρ10

−Γρ01 γρ11 + Γρ00

]

. (D.12)

Considérons d’abord la dissipation par perte spontanée de population seule. L’anti-commuta-

teur (D.11) montre que la dissipation par perte de population détruit la population de l’état

|1〉 et la cohérence entre les états |0〉 et |1〉. Le terme (D.12) montre uniquement le gain de

population de l’état |0〉 correspondant à la population perdue par l’état |1〉. L’Hamiltonien

1. Rappel : dans la notation |s1s2〉|n〉, s1 et s2 indiquent les états de deux atomes 1 et 2, n représente le

nombre de photons dans la cavité.
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effectif (D.6) peut donc être utilisé pour décrire la dynamique des pertes de l’état |1〉, mais

pas pour décrire l’évolution de l’état |0〉.
Ce raisonnement ne peut pas s’appliquer à la dissipation par déphasage. En effet, l’anti-

commutateur montre une perte de population sur chaque état, mais cette même population

est regagnée par le terme (D.12). De plus, le terme (D.12) effectue la même perte de cohérence

que l’anti-commutateur. Pour ces deux raisons, le terme (D.12) doit être pris en compte pour

le traitement de la dissipation par déphasage, qui ne peut donc pas être traitée par un

Hamiltonien effectif.

En résumé, l’Hamiltonien effectif (D.6) ne permet que la prise en compte des pertes

spontanées de population des états excités, lorsqu’il n’y a pas d’effets de décohérence par

déphasage. Il décrit alors de façon exacte la dynamique du sous-système composé du système

initial séparé des états recevant la population, qui sont à inclure dans l’environnement

extérieur. Ainsi, dans l’exemple précédent, l’Hamiltonien effectif permet donc de décrire

l’évolution de l’état |1〉 soumis à l’émission spontanée, et l’état |0〉 est à inclure dans l’envi-

ronnement.
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Chapitre 6

Déphasage dans les transitions à

deux niveaux

L
es systèmes à deux niveaux sont les systèmes les plus simples pouvant être utilisés

comme qubit. Les transferts de population dans ces systèmes en absence de dissipation

sont fréquemment rencontrés dans la littérature, et plusieurs modèles ayant une solution

analytique existent [89–93].

L’effet de la décohérence par émission spontanée de l’état excité vers l’environnement

extérieur lors de ces transferts de population a été étudiée dans la référence [94] à l’aide d’un

Hamiltonien effectif non-hermitien. Le résultat surprenant provient des transitions Landau-

Zener, qui sont indépendantes du taux de pertes de l’état excité [95].

Nous nous intéresserons dans ce chapitre à l’influence de la décohérence par déphasage

sur des processus permettant le transfert de population de l’état |0〉 vers l’état |1〉 du qubit.

Certains effets du déphasage dans le régime adiabatique ont été traités dans la référence [96],

en considérant l’évolution adiabatique effectuée suivant les états propres du système non-

dissipatif. Nous étendrons cette étude à une description allant du régime diabatique au

régime adiabatique, ce qui permettra de déterminer le régime optimal minimisant les ef-

fets du déphasage [97]. Le principal résultat que nous obtenons dans ce chapitre est l’écriture

approchée (6.62) de la probabilité de transition du système dissipatif en fonction de la proba-

bilité du système sans déphasage. Nous étudierons ensuite l’évolution adiabatique du système

dissipatif complet, et déterminerons des trajectoires spécifiques dans l’espace des paramètres,

permettant un transfert de population optimisé.

6.1 Modèles à deux niveaux sans dissipation

Cette section établit une brève description des différents modèles utilisés pour effectuer des

transitions dans les systèmes à deux niveaux en absence de dissipation [89–93]. On considère

un système fermé, où un laser de pulsation de Rabi Ω ≥ 0 couple l’état métastable |0〉 à l’état

excité |1〉 avec un écart à la résonance ∆ (Figure 6.1). L’Hamiltonien du système s’écrit en

représentation d’interaction et dans l’approximation résonante dans la base {|1〉,|0〉}

H(t) =
1

2

[

∆(t) Ω(t)

Ω(t) −∆(t)

]

. (6.1)
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|0〉

|1〉

Ω

∆

Fig. 6.1 – Schéma du système à deux niveaux utilisé. L’état métastable |0〉 est couplé à l’état

excité |1〉 par un laser de pulsation de Rabi Ω avec un écart à la résonance ∆.

L’Hamiltonien (6.1) admet les valeurs propres

E± = ±1

2

√

∆2 + Ω2, (6.2)

associées aux vecteurs propres

|Ψ−〉 =

[

− sin θ
2

cos θ
2

]

, |Ψ+〉 =

[

cos θ
2

sin θ
2

]

, (6.3)

avec l’angle dynamique θ tel que

tan θ =
Ω

∆
, 0 ≤ θ ≤ π. (6.4)

L’évolution adiabatique du système s’effectue sous la condition
∣
∣
∣θ̇

∣
∣
∣ ¿ E+. Les vecteurs

propres (6.3) montrent alors que le transfert de population de l’état |0〉 vers l’état |1〉 est

possible lorsque l’évolution des paramètres Ω et ∆ fait varier adiabatiquement l’angle θ de 0

à π. Cette évolution requiert un changement de signe de l’écart à la résonance ∆ lors de la

dynamique.

La probabilité de transition p0 de l’état |0〉 vers l’état |1〉, tenant compte des effets non-

adiabatiques, est connue analytiquement pour plusieurs modèles à deux niveaux. Citons par

exemple :

– le modèle Landau-Zener, qui utilise un couplage constant et un écart à la résonance

linéaire :

Ω(t) = Ω0, (6.5a)

∆(t) = t/T 2, (6.5b)

et conduit à la probabilité de transition

p0 = 1 − exp
(
−πΩ2

0T
2/2

)
; (6.6)

– le modèle Allen-Eberly, qui utilise un couplage impulsionnel et un écart à la résonance

antisymétrique :

Ω(t) = Ω0 sech(t/T ), (6.7a)

∆(t) = B tanh(t/T ), (6.7b)
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et conduit à la probabilité de transition

p0 = 1 −
cos2

(
1
2πT

√

Ω2
0 − B2

)

cosh2
(

1
2πBT

) ; (6.8)

– le modèle Demkov-Kunike, qui utilise un couplage impulsionnel et un écart à la réso-

nance asymétrique :

Ω(t) = Ω0 sech(t/T ), (6.9a)

∆(t) = ∆0 + B tanh(t/T ), (6.9b)

et conduit à la probabilité de transition

p0 =
cosh (πBT ) − cos

(

πT
√

Ω2
0 − B2

)

cosh(π∆0T ) + cosh (πBT )
; (6.10)

– le modèle Rosen-Zener, qui utilise un couplage impulsionnel et un écart à la résonance

constant :

Ω(t) = Ω0 sech(t/T ), (6.11a)

∆(t) = ∆0, (6.11b)

et conduit à la probabilité de transition

p0 =
sin2

(
1
2πΩ0T

)

cosh2
(

1
2π∆0T

) . (6.12)

À la différence des trois autres modèles, le modèle Rosen-Zener utilise un écart à la

résonance constant. La probabilité de transition est alors entièrement due aux effets non-

adiabatiques.

Le modèle Demkov-Kunike contient les modèles Allen-Eberly et Rosen-Zener comme cas

particulier lorsque les paramètres ∆0 et B sont respectivement nuls.

Lors de la dynamique, l’état du système correspond temporairement à une superposition

cohérente des états |0〉 et |1〉. Les effets décohérents perturbent cette superposition d’états,

et la probabilité de transition résultante s’en trouve modifiée. Nous allons dans les sections

suivantes déterminer cette nouvelle probabilité de transition dans le cas particulier de la

décohérence par déphasage.

6.2 Effets du déphasage sur une superposition d’états

La décohérence par déphasage détruit la phase relative φ d’une la superposition cohérente

des états |0〉 et |1〉, pouvant s’écrire sous la forme générique

|Ψ〉 = cos θ |0〉 + eiφ sin θ |1〉. (6.13)

Ce type de décohérence est produit lors de la dynamique par les fluctuations de phase du

laser couplant les états du système, et par les collisions entre atomes en général. L’opérateur

densité associé à la superposition cohérente (6.13) s’écrit

ρ = |Ψ〉〈Ψ| (6.14)

=

[

sin2 θ e−iφ cos θ sin θ

eiφ cos θ sin θ cos2 θ

]

. (6.15)
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Son évolution temporelle libre, i.e. en absence de tout couplage, due aux effets décohérents

du déphasage a été calculée dans la section précédente, et est donnée par l’opérateur den-

sité (5.45), soit

ρ(t) =

[

sin2 θ e−iφ cos θ sin θ e−Γt

eiφ cos θ sin θ e−Γt cos2 θ

]

, (6.16)

avec Γ le taux de déphasage. L’opérateur densité (6.16) montre la destruction du terme de

cohérence par le déphasage, ainsi que la préservation des population de chacun des deux

états.

L’opérateur densité obtenu lorsque les termes de cohérence s’annulent est identique à celui

d’un ensemble statistique, composé d’atomes dans les états |0〉 et |1〉 au choix, avec des poids

respectifs cos2 θ et sin2 θ. Il correspond ici cependant à celui d’un ensemble d’atomes, chacun

étant dans une superposition cohérente définie par un même angle θ, mais avec une phase

relative différente (Figure 6.2). Les phases relatives sont aléatoires et le terme de cohérence

ne peut donc pas être défini.

|0〉

|1〉

|0〉

|1〉

|ψ1〉 =
|0〉 + eiφ1 |1〉√

2
· · ·

|0〉

|1〉

|ψj〉 =
|0〉 + eiφj |1〉√

2
· · ·

|0〉

|1〉

|ψn〉 =
|0〉 + eiφn |1〉√

2

Fig. 6.2 – Représentation schématique d’un ensemble d’atomes préparés dans un même état

|Ψ〉 = (|0〉 + eiφ|1〉)/
√

2, et soumis aux effets de la décohérence par déphasage. Lorsque le

temps augmente, la phase relative de l’état de chaque atome devient aléatoire et n’est plus

définie.

Cet exemple illustre une propriété générale des mélanges statistiques quantiques : une

même matrice densité peut décrire deux types de mélanges statistiques ayant une interpré-

tation physique distincte. Néanmoins, le formalisme des mélanges statistiques postule qu’au-

cune mesure physique ne permet de distinguer ces deux types de mélange. Les prédictions

statistiques sur les mesures sont complètement données par la matrice densité.

Ainsi, la probabilité au temps t de trouver le système dans son état initial |Ψ〉 est

P (|Ψ〉,t) = Tr (|Ψ〉〈Ψ| ρ(t))

= 1 − sin2 2θ

2

(
1 − e−Γt

) t→∞−−−→ 1 − sin2 2θ

2
. (6.17)

6.3 Équation pilote du système dissipatif

La dynamique du système à deux niveaux soumis à la décohérence par déphasage est

décrite par l’équation pilote de Lindblad

dρ

dt
= L(ρ), (6.18)

avec le Lindbladien

L(ρ) = − i

~
[H, ρ] +

1

2

(

[Γ̂d, ρ Γ̂†
d] + [Γ̂d ρ, Γ̂†

d]
)

, (6.19)
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où l’opérateur de Lindblad associé au déphasage s’écrit

Γ̂d =

√

Γ

2
σz

=

√

Γ

2

[

1 0

0 −1

]

, (6.20)

avec le taux de déphasage Γ. Pour résoudre l’équation de Lindblad (6.18) associée au système,

nous utiliserons l’écriture de l’opérateur densité dans la base des matrices de Pauli

ρ =
1

2
(1 + ρx σx + ρy σy + ρz σz), (6.21)

avec le vecteur de la sphère de Bloch

̺ =






ρx

ρy

ρz




 . (6.22)

Les composantes du vecteur (6.22) représentant l’opérateur densité sur la sphère de Bloch

sont définies par les relations (5.12). Elles correspondent aux parties réelles et imaginaires

des cohérences, et à l’inversion de population du système :

ρx = ρ10 + ρ01, (6.23a)

ρy = i(ρ10 − ρ01), (6.23b)

ρz = ρ11 − ρ00, (6.23c)

avec les éléments matriciels de l’opérateur densité ρij = 〈i|ρ|j〉. La conservation de la popu-

lation lors du processus se traduit par l’équation

ρ00 + ρ11 = 1. (6.24)

L’équation de Lindblad (6.18) peut alors s’écrire en fonction du vecteur de la sphère de

Bloch ̺ sous la forme d’une équation de Bloch dissipative

d̺(t)

dt
= L(t) ̺(t), (6.25)

avec l’opérateur

L(t) =






−Γ −∆(t) 0

∆(t) −Γ −Ω(t)

0 Ω(t) 0




 . (6.26)

6.4 Dynamique du système en résonance

L’équation de Bloch dissipative (6.25) s’écrit dans le cas résonant où ∆ = 0

d̺(t)

dt
=






−Γ 0 0

0 −Γ −Ω(t)

0 Ω(t) 0




 ̺(t). (6.27)

L’évolution de la partie réelle des cohérences ρx est alors découplée, et il reste à résoudre un

système d’équations différentielles d’ordre un couplant ρy et l’inversion de population ρz.
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6.4.1 Couplage constant

Dans le cas simple où les états du système sont couplés par un champ constant de pulsation

de Rabi Ω = Ω0 allumé à t = 0, l’équation (6.27) s’intègre directement et conduit à la solution

ρz(t) = −e−
Γ
2
t(cos ωt +

Γ

2ω
sinωt), (6.28)

avec la pulsation de Rabi réelle dans le cas d’une dissipation faible Γ/2 < Ω0

ω =

√

Ω2
0 −

Γ2

4
(6.29)

et où le système se trouve initialement dans l’état |0〉. Dans le cas non dissipatif Γ = 0, la

solution (6.28) correspond aux oscillations de Rabi

ρz(t) = − cosΩ0t, (6.30)

permettant un transfert complet aux instants Tn tels que Ω0Tn = nπ, avec n entier impair.

Le déphasage a ici pour effet d’atténuer l’amplitude des oscillations, conduisant au mé-

lange ρ00 = ρ11 = 1
2 lorsque t → ∞. Dans le cas d’une dissipation faible, i.e. Γ/2 < Ω0, le

déphasage diminue la valeur de la pulsation de Rabi par rapport au cas non-dissipatif. Lorsque

le taux de déphasage est trop important, i.e. Γ
2 ≥ Ω, alors les oscillations disparaissent et les

populations évoluent de façon monotone vers l’équilibre ρ00 = ρ11 = 1
2 .

L’inversion de population est tracée sur la figure 6.3. La figure 6.3(a) indique l’inversion de

population après un temps de couplage T constant, en fonction de l’amplitude normalisée du

couplage Ω0T pour différentes valeurs du taux de déphasage normalisé ΓT . La figure 6.3(b)

indique l’inversion de population pour un couplage d’amplitude constante Ω0, en fonction

du temps normalisé Ω0t pour différentes valeurs du taux de déphasage normalisé Γ/2Ω0. Les

oscillations disparaissent lorsque Γ/2 ≥ Ω0.

0 1 2 3 4 5 6
−1

−0.5

0

0.5

1

Ω0T/π

ρ z

0

0.5
1

2

5

10

(a)

0 1 2 3 4 5 6
−1

−0.5

0

0.5

1

Ω0t/π

ρ z

0

0.2

0.4

0.7
1

1.5

(b)

Fig. 6.3 – Inversion de population du système (a) après un temps de couplage T constant,

en fonction de l’amplitude normalisée du couplage Ω0T pour différentes valeurs du taux de

déphasage normalisé ΓT ; (b) pour un couplage d’amplitude constante Ω0, en fonction du

temps normalisé Ω0t pour différentes valeurs du taux de déphasage normalisé Γ/2Ω0.

Pour un taux de déphasage Γ et une pulsation Ω0 > Γ/2 donnés, le transfert maximum

de population est obtenu aux instants Tn tels que

ωTn = nπ, (6.31)
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avec n entier impair. L’inversion de population est alors

ρz(Tn) = e−
nπΓ
2ω

Ω0ÀΓ−−−−→ e
−nπΓ

2Ω0 . (6.32)

Les effets du déphasage peuvent donc être réduits en utilisant un champs fort de pulsation

de Rabi Ω0 À Γ et de durée courte T telle que ωT = π.

Remarque : l’ajout d’un écart à la résonance constant ∆ a toujours pour effet de diminuer le

transfert de population.

6.4.2 Couplage impulsionnel

L’équation de Bloch dissipative résonante (6.27) ne peut pas en général être intégrée

directement lorsque le couplage dépend du temps. Elle conduit à l’équation d’évolution pour

l’inversion de population

ρ̈z +

(

Γ − Ω̇

Ω

)

ρ̇z + Ω2ρz = 0, (6.33)

où les points indiquent la dérivée temporelle. L’équation (6.33) peut être résolue analytique-

ment dans le cas particulier où le couplage est de forme sécante hyperbolique [98]

Ω(t) = Ω0 sech(t/T ). (6.34)

L’inversion de population est alors donnée au cours du temps par des fonctions hypergéo-

métriques, et devient au temps final

ρz(tf ) = −Γ2
(

1
2 + γ

)
Γ

(
1
2 − γ + α

)

π Γ
(

1
2 + γ + α

) cos[π(α − γ)], (6.35)

avec les fonctions gamma Γ(z) et les paramètres

α = Ω0T, (6.36)

γ =
ΓT

2
. (6.37)

Dans le cas non-dissipatif Γ = 0, la solution (6.35) correspond aux oscillations de Rabi

ρz(tf ) = − cos(πΩ0T ), (6.38)

permettant un transfert complet lorsque l’aire de l’impulsion πΩ0T est égale à π + 2kπ, avec

k entier. Comme pour le couplage constant, le déphasage diminue la pulsation de Rabi des

oscillations et atténue leur amplitude. Les effets du déphasage sont d’autant plus forts que la

durée T de l’impulsion est grande. En effet, le déphasage n’agit que lorsque le couplage est

effectif.

L’inversion de population est tracée sur la figure 6.4 au temps final en fonction l’amplitude

maximale normalisée Ω0T de l’impulsion, pour différentes valeurs du taux de déphasage

normalisé ΓT .
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Fig. 6.4 – Inversion de population du système au temps final en fonction de l’amplitude maxi-

male normalisée Ω0T de l’impulsion, pour différentes valeurs du taux de déphasage normalisé

ΓT .

Dans la limite Ω0 À Γ, la position des maxima est donnée par la condition α − γ = n,

avec n un entier impair [98], et est donc décalée de γ par rapport au cas non-dissipatif. Les

effets du déphasage peuvent ici aussi être réduits avec un champ fort de pulsation de Rabi

Ω0 À Γ, et de largeur T telle que (Ω0 − Γ/2)T = 1.

6.5 Dynamique avec écart à la résonance variable

Les couplages résonants ne permettent pas d’effectuer de transfert de population autre-

ment qu’en contrôlant la durée du couplage, au contraire des modèles utilisant un écart à la

résonance variable. Il n’existe cependant pas dans ce cas de solutions analytiques connues.

Nous proposons ici une résolution perturbative du problème, qui va permettre d’établir une

formule de l’inversion de population valable aussi bien dans le régime diabatique que dans le

régime adiabatique.

L’équation de Bloch (6.25) présente la même structure mathématique qu’une équation de

Schrödinger associée à un Hamiltonien non-hermitien

H(t) = iL(t), (6.39)

défini dans l’espace tridimensionnel C3. Nous appliquerons donc les méthodes de résolution

usuelles au Lindbladien H afin de déterminer la dynamique du système. L’opérateur H (6.39)

est composé de deux termes distincts :

– le terme hermitien, non-dissipatif, décrivant la dynamique du système en l’absence de

décohérence,

H0(t) = i






0 −∆(t) 0

∆(t) 0 −Ω(t)

0 Ω(t) 0




 ; (6.40)

– le terme non-hermitien contenant la dissipation

Hd = −iΓ






1 0 0

0 1 0

0 0 0




 . (6.41)
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Nous déterminerons la dynamique en considérant la partie dissipative (6.41) comme une

perturbation du Lindbladien non-décohérent (6.40).

La description du transfert de population dans les modèles à deux niveaux, en absence

de décohérence, est décrite de façon particulièrement simple dans la limite adiabatique où le

système évolue lentement. La population est alors transportée en suivant les états propres

instantanés du système (6.3), et les effets non-adiabatiques peuvent être pris en considération

par le couplage θ̇.

Suivant cette idée, nous étudierons la dynamique du système soumis à la dissipation dans

la base adiabatique du Lindbladien non-dissipatif H0. Ce Lindbladien admet les deux valeurs

propres instantanées E± = ±1
2

√
∆2 + Ω2, ainsi qu’une troisième valeur propre instantanée

identiquement nulle E0 = 0. Les vecteurs propres instantanés associés s’écrivent

̺0 =






sin θ

0

cos θ




 , ̺± =

1√
2






− cos θ

∓i

sin θ




 , (6.42)

avec l’angle dynamique θ défini par la relation (6.4).

Dans les modèles que nous considérons ici, le couplage entre les états |0〉 et |1〉 s’annule

aux instants initial et final, l’angle θ prenant alors les valeurs 0 ou π. L’état initial du système,

correspondant à une inversion de population ±1 suivant que l’on commence dans l’état |0〉
ou dans l’état |1〉, est donc connecté à l’état propre ̺0 par la relation 1

̺(ti) =






0

0

±1




 (6.43)

= ± cos θ(ti) ̺0(ti). (6.44)

De la même manière, l’inversion de population du système à l’instant final sera donné par

la composante z de l’état propre ̺0. C’est donc l’évolution de l’état propre instantané ̺0,

et plus particulièrement son état final, qui déterminera la probabilité de transition entre les

états |0〉 et |1〉.
On appelle T la matrice dont les colonnes correspondent aux vecteurs propres instan-

tanés (6.42),

T (t) =
1√
2






− cos θ(t)
√

2 sin θ(t) − cos θ(t)

−i 0 i

sin θ(t)
√

2 cos θ(t) sin θ(t)




 . (6.45)

L’équation (6.25) s’écrit alors dans la base adiabatique du Lindbladien non-dissipatif H0

d ˜̺(t)

dt
= (H̃′

0(t) + H̃d) ˜̺(t), (6.46)

avec le vecteur de la sphère de Bloch transformé

˜̺(t) = T †(t) ̺(t), (6.47)

1. Le terme cos θ(ti) provient du fait que l’angle θ peut avoir au temps initial la valeur 0 ou π, et compense

le signe − apparaissant dans le vecteur ̺0 dans le second cas.
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le Lindbladien non-décohérent transformé

H̃′
0(t) = T †(t)H0(t) T (t) − iT †(t)

T (t)

dt

=






λ(t) iθ̇(t)/
√

2 0

−iθ̇(t)/
√

2 0 −iθ̇(t)/
√

2

0 iθ̇(t)/
√

2 −λ(t)




 , (6.48)

et avec le terme de dissipation transformé

H̃d(t) = T †(t)Hd T (t)

= −i
Γ

2











1 + cos2 θ(t) −sin 2θ(t)√
2

− sin2 θ(t)

−sin 2θ(t)√
2

2 sin2 θ(t) −sin 2θ(t)√
2

− sin2 θ(t) −sin 2θ(t)√
2

1 + cos2 θ(t)











. (6.49)

6.5.1 Traitement perturbatif de la dissipation

Le changement de base qui vient d’être effectué va permettre la détermination de la

probabilité de transition du système par un traitement perturbatif. On suppose connue la

solution du problème en absence de décohérence, et en particulier le propagateur U0(t,ti)

associé à H0, solution de l’équation de Schrödinger

i
dU0(t,ti)

dt
= H0(t)U0(t,ti), (6.50)

devenant dans la nouvelle base

Ũ0(t,ti) = T †(t,ti)U0(t,ti) T (ti). (6.51)

Nous avons vu précédemment que la probabilité de transition du système était donnée par

l’évolution du vecteur propre ̺0. L’élément de couplage du Lindbladien dissipatif (6.49) entre

les deux autres états propres ̺±, proportionnel à sin2 θ, peut donc être négligé en première

approximation. L’élément de couplage entre le vecteur ̺0 et les états ̺±, proportionnel à

sin 2θ, peut lui aussi être négligé dans les deux limites suivantes :

(i) dans la limite adiabatique, où il devient petit par rapport aux élément diagonaux ;

(ii) dans la limite diabatique, où il est petit par rapport au couplage non-adiabatique donné

par θ̇.

Illustrons ceci avec le cas d’un modèle Landau-Zener. Au voisinage de l’anti-croisement (|t| →
0) où s’effectue la transition, les couplages prennent les valeurs approchées

Γ sin 2θ ∼ 2Γt

Ω0T 2
, (6.52a)

θ̇ ∼ −1

Ω0T 2
. (6.52b)

Dans la limite adiabatique où Ω0T À 1, les deux termes (6.52a) sont petits devant un. Dans

la limite diabatique où Ω0T ¿ 1, la transition s’effectue de façon soudaine au passage de

l’anti-croisement [99], ce qui implique
∣
∣
∣θ̇

∣
∣
∣ À Γ sin 2θ.



6.5. DYNAMIQUE AVEC ÉCART À LA RÉSONANCE VARIABLE 107

Nous testerons numériquement cette approximation dans le régime intermédiaire aux

régimes diabatique et adiabatique et montrerons sa validité, qui s’explique par le fait que la

transition d’un régime à l’autre s’effectue sur un intervalle relativement court.

Ces approximations conduisent à ne considérer que la partie diagonale du Lindbladien

dissipatif,

H̃d(t) ≈ −i
Γ

2






1 + cos2 θ(t) 0 0

0 2 sin2 θ(t) 0

0 0 1 + cos2 θ(t)




 . (6.53)

L’équation (6.46) prend la forme simplifiée, en introduisant le propagateur de l’Hamilto-

nien non-dissipatif H0 défini à l’équation (6.50),

i
d ˜̺′

dt
= H̃′

d ˜̺′, (6.54)

avec l’Hamiltonien transformé

H̃′
d = Ũ†

0 H̃d Ũ0, (6.55)

et le nouveau vecteur de la sphère de Bloch

˜̺′ = Ũ†
0 ˜̺. (6.56)

L’équation (6.54) s’intègre directement sous la condition

[

Ũ0,H̃d

]

= 0 (6.57)

correspondant à un découplage des effets décohérents et du propagateur non-dissipatif. Cette

approximation (6.57) se justifie dans les deux limites suivantes :

(i) dans la limite adiabatique, le couplage θ̇ entre les états propres instantanés est négli-

geable et le propagateur Ũ0 est diagonal. La condition (6.57) est alors parfaitement

vérifiée ;

(ii) dans la limite diabatique, le transfert de population s’effectue rapidement, et les effets

décohérents n’ont pas le temps d’être ressentis. La condition (6.57) est alors vérifiée

à tout instant, excepté pour un court intervalle de temps négligeable au voisinage de

l’anti-croisement.

Nous montrerons numériquement que la condition (6.57) est aussi valable dans le régime in-

termédiaire aux régimes diabatique et adiabatique. L’intégration de l’équation (6.54) conduit

alors au vecteur de la sphère de Bloch au temps t

̺(t) = U0(t,ti) T (ti) e
−i

R t
ti
H̃d(s)ds T †(ti) ̺(ti). (6.58)

Au temps final, la solution (6.58) s’écrit sous la forme

̺(tf ) = U0(tf ,ti)






e−ξ 0 0

0 e−ξ 0

0 0 e−η




 ̺(ti), (6.59)
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avec les termes dissipatifs

ξ =
Γ

2

∫ tf

ti

[1 + cos2 θ(t)] dt, (6.60a)

η = Γ

∫ tf

ti

sin2 θ(t) dt. (6.60b)

L’inversion de population au temps final correspond à la composante z du vecteur (6.59),

d’où

ρz(tf ) = e−η Uzz
0 ρz(ti)

= e−η ρ0
z(ti), (6.61)

où ρ0
z(ti) correspond à l’inversion de population finale du système non-dissipatif. La proba-

bilité de transition de l’état |0〉 vers l’état |1〉 s’écrit alors

p = ρ11(tf )

=
1 − e−η

2
+ e−η p0, (6.62)

avec p0 la probabilité de transition du système non-dissipatif. Dans le cas non-dissipatif où

Γ = 0, on retrouve la probabilité p = p0.

La formule (6.61) montre que la décohérence par déphasage agit comme comme un facteur

atténuant l’inversion de population. Cet effet est moindre dans la limite diabatique, où la

transition s’effectue de façon très localisée dans le temps, conduisant à une intégrale η ≈ 0.

Les formules (6.61) et (6.62) constituent le résultat principal de ce chapitre. Nous allons

à présent les appliquer à plusieurs type de modèles couramment utilisés dans la littérature.

6.5.2 Application à des modèles type

La probabilité de transition (6.62) peut s’écrire analytiquement dans le cas des modèles

à deux niveaux usuels décrits dans la section 6.1. Les termes dissipatifs s’écrivent alors

– pour le modèle Landau-Zener,

η = πΓΩ0T ; (6.63)

– pour le modèle Allen-Eberly,

η =
2ΓΩ0T tan−1

√

B2/Ω2
0 − 1

√

B2 − Ω2
0

; (6.64)

– pour le modèle Demkov-Kunike,

η =
ΓΩ0T

√

Ω2
0 + ∆2

0 − B2

[

tanh−1 B∆0 − B2 + Ω2
0

Ω0

√

Ω2
0 + ∆2

0 − B2
− tanh−1 B∆ + B2 − Ω2

0

Ω0

√

Ω2
0 + ∆2

0 − B2

]

;

(6.65)

– pour le modèle Rosen-Zener,

η =
2ΓΩ0T

√

Ω2
0 + ∆2

0

ln

√

Ω2
0 + ∆2

0 + Ω0

∆0
. (6.66)
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La formule de probabilité de transition (6.62) requiert que la population à transférer évolue

suivant l’état propre instantané ̺0. Excepté le modèle Landau-Zener, les modèles à deux

niveaux usuels présentent une levée de quasi-dégénérescence au temps initial conduisant à

des interférences quantiques entre les différents états propres instantanés [100]. Cet effet qui

n’a pas été pris en compte ici est négligeable lorsque l’écart à la résonance ∆ est grand au

temps initial, ce qui correspond à la condition

∆0T,BT À 0. (6.67)
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Fig. 6.5 – Comparaison des probabilités de transition de l’état |0〉 vers l’état |1〉 données

par la formule (6.62) (pointillés) et la simulation numérique (trait plein). Les courbes sont

tracées pour un déphasage relatif Ω0/Γ constant et une largeur d’impulsion T constante. Les

paramètres utilisés satisfont la condition (6.67), soit BT = 2.5 pour le modèle Allen-Eberly,

∆0T = 1,BT = 3 pour le modèle Demkov-Kunike, et ∆0T = 3 pour le modèle Rosen-Zener.

Les probabilités de transition de l’état |0〉 vers l’état |1〉 sont représentées sur la figure 6.5.

La simulation numérique du système correspond aux courbes en trait plein et la formule (6.62)
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aux courbes pointillées. Chaque courbe est tracée pour un déphasage relatif Ω0/Γ constant

et une largeur d’impulsion T constante, dans le cas d’un déphasage fort (Ω0/Γ=2), dans le

cas d’un déphasage modéré (Ω0/Γ=10), et dans le cas d’un déphasage faible (Ω0/Γ=30). Les

paramètres utilisés satisfont la condition (6.67), soit BT = 2.5 pour le modèle Allen-Eberly,

∆0T = 1,BT = 3 pour le modèle Demkov-Kunike, et ∆0T = 3 pour le modèle Rosen-Zener.

La figure 6.5 montre un excellent accord entre la formule de probabilité de transition (6.62)

et la simulation numérique dans le régime adiabatique (Ω0T À 1), étant donné que la rela-

tion (6.57) est alors parfaitement vérifiée.

La formule (6.62) s’accorde aussi à la simulation numérique dans les autres régimes, i.e.

le régime diabatique (Ω0T ¿ 1) et le régime intermédiaire, dans le cas où la dissipation n’est

pas trop forte, ce qui correspond aux cas intéressants pour les applications.

Dans le régime adiabatique, la probabilité de transition du modèle Rosen-Zener, nulle en

absence de décohérence (p0 = 0), est entièrement due aux effets de la dissipation.

Lorsque l’évolution du système devient trop longue, la décohérence détruit complètement

l’inversion de population, et la probabilité de transition tend vers 1/2.
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Fig. 6.6 – Comparaison des probabilités de transitions de l’état |0〉 vers l’état |1〉 données

par la formule (6.62) (pointillés) et la simulation numérique (trait plein). Les courbes sont

tracées pour un déphasage relatif Ω0/Γ constant et une largeur d’impulsion T constante.

Les paramètres utilisés, BT = 1 pour le modèle Allen-Eberly, et ∆0T = 1 pour le modèle

Rosen-Zener, ne satisfont pas la condition (6.67).

La figure 6.6 montre les probabilités de transitions dans le cas où la condition (6.67) n’est

pas assurée, ce qui conduit à une levée de quasi-dégénérescence au temps initial. On constate

que la formule (6.62) correspond toutefois à une bonne approximation de la probabilité de

transition.

6.5.3 Généralisation à un modèle Landau-Zener impulsionnel

Le modèle Landau-Zener permet l’obtention d’une formule analytique pour la probabilité

de transition. Le couplage utilisé dans ce modèle, constant de t → −∞ à t → +∞, n’est
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cependant pas réaliste en pratique, où l’on utilise des couplages de durée finie, souvent sous

forme d’impulsions.

En général, la probabilité de transition de ce type de modèles, définis par un écart à la

résonance linéaire ∆(t) = t/T 2 et un couplage impulsionnel Ω(t), n’est pas connue en absence

de dissipation. Cependant, si l’impulsion a une largeur suffisamment grande, typiquement

Tp À T , alors la transition au voisinage de l’anti-croisement peut être considérée comme un

processus Landau-Zener, et la probabilité de transition peut être approchée par la formule

Landau-Zener (6.6).

La probabilité de transition en présence de dissipation est alors obtenue par la for-

mule (6.62), où p0 correspond à la probabilité de transition Landau-Zener (6.6), et où

l’intégrale η donnant les pertes doit être calculée par la formule (6.60b).
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Fig. 6.7 – Comparaison des probabilités de transition de l’état |0〉 vers l’état |1〉 données par

la formule (6.62) (pointillés) et la simulation numérique (trait plein), dans le cas de modèles

Landau-Zener avec couplage impulsionnel. Les courbes sont tracées pour un déphasage relatif

Ω0/Γ constant et une largeur d’impulsion T constante. Les couplages utilisés sont de forme

gaussienne (a), sécante hyperbolique (b), sinus carré (c) et impulsion porte (d).

Les probabilités de transition de l’état |0〉 vers l’état |1〉 sont représentées sur la figure 6.7.

La simulation numérique du système correspond aux courbes en trait plein et la formule (6.62)

aux courbes pointillées. Chaque courbe est tracée pour un déphasage relatif Ω0/Γ constant

et une largeur d’impulsion T constante, dans le cas d’un déphasage fort (Ω0/Γ=2), et dans
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le cas d’un déphasage modéré (Ω0/Γ=10). Les couplages utilisés ont la forme suivante :

(a) Ω(t) = Ω0 exp(−(t/Tp)
2), (6.68a)

(b) Ω(t) = Ω0 sech(t/Tp), (6.68b)

(c) Ω(t) =

{

Ω0 cos(t/Tp)
2 si − π/2 ≤ t/Tp ≤ π/2

0 sinon
, (6.68c)

(d) Ω(t) =

{

Ω0 si − 1/2 ≤ t/Tp ≤ 1/2

0 sinon
. (6.68d)

On observe un excellent accord entre la formule (6.62) et la simulation numérique lorsque le

déphasage relatif n’est pas trop fort.

6.6 Optimisation de la dynamique adiabatique

Le passage adiabatique permet, dans le cas d’un système non-dissipatif, d’effectuer un

transfert complet de population lorsque l’écart à la résonance ∆ change de signe au cours

de l’évolution. Dans le cas d’un système dissipatif, nous avons montré par la formule (6.61)

que cette inversion de population est atténuée par un facteur exponentiel. Cette atténuation

dépend du temps d’évolution du système, et est donc nuisible aux processus adiabatiques,

qui requièrent une évolution lente. D’un autre côté, réduire le temps d’évolution diminue

certes les pertes dues au déphasage, mais augmente les pertes dues à la non-adiabaticité.

Le maximum de transfert s’effectue alors dans une zone intermédiaire, comme le montre les

figures 6.5 et 6.7 .

Il est toutefois possible de réduire le temps d’évolution tout en minimisant les pertes non-

adiabatiques. La stratégie consiste alors à suivre des trajectoires spécifiques dans l’espace

des paramètres, qui correspondent dans le cas non-dissipatif à des lignes de niveaux, i.e. des

trajectoires telles que la différence entres les valeurs propres est constante. [101]

Nous ne considérerons dans cette section que la dynamique adiabatique du système. Nous

montrerons dans un premier temps que le suivi adiabatique des états propres instantanés du

Lindbladien (6.39)

H = i






−Γ −∆ 0

∆ −Γ −Ω

0 Ω 0




 (6.69)

conduit à une inversion de population au temps final équivalente à la formule (6.61), avant

de rechercher des trajectoires optimisant cette inversion de population.

6.6.1 Évolution adiabatique du système dissipatif

Le Lindbladien (6.69) du système dissipatif est un opérateur non hermitien, pour lequel

peuvent être définis des vecteurs propres instantanés droits |ΨR
n 〉 et gauches 〈ΨL

n | par les

relations

H|ΨR
n 〉 = λn|ΨR

n 〉, (6.70a)

〈ΨL
n |H = λn〈ΨL

n | ⇔ H†|ΨL
n〉 = λ∗

n|ΨL
n〉, (6.70b)
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où les symboles † et ∗ dénotent respectivement l’adjoint et le complexe conjugué. Les rela-

tions (6.70) impliquent l’identité

〈ΨL
m|H|ΨR

n 〉 = λn〈ΨL
m|ΨR

n 〉 = λm〈ΨL
m|ΨR

n 〉, (6.71)

d’où l’égalité

(λn − λm)〈ΨL
m|ΨR

n 〉 = 0 (6.72)

qui permet de définir le produit scalaire

〈ΨL
m|ΨR

n 〉 = δm,n (6.73)

en choisissant les normes des vecteurs droits et gauches de façon appropriée.

La représentation matricielle de l’opérateur T diagonalisant l’Hamiltonien

T−1HT = diag(λ1,λ2,λ3) (6.74)

a alors pour vecteurs colonnes les vecteurs droits |ΨR
n 〉, et son inverse T−1 a pour vecteurs

lignes les vecteurs gauches 〈ΨL
n |.

Lorsque le Lindbladien du système est hermitien, les vecteurs propres instantanés droits

et gauches sont liés par l’identité |ΨL
n〉 = |ΨR

n 〉. Dans le cas présent, le Lindbladien vérifie la

relation

H = −H∗, (6.75)

ce qui implique pour les équations aux valeurs propres

H|ΨR
n 〉∗ = −λ∗

n|ΨR
n 〉∗, (6.76a)

〈ΨL
n |∗H = −λ∗

n〈ΨL
n |∗. (6.76b)

L’un des trois vecteurs propres instantanés du système, disons |ΨR
2 〉, peut être choisi réel de

valeur propre imaginaire

|ΨR
2 〉 = |ΨR

2 〉∗, (6.77a)

λ2 = −λ∗
2. (6.77b)

Les deux autres valeurs propres sont supposées avoir une partie réelle non nulle : les vecteurs

propres instantanés |ΨR
1 〉 et |ΨR

3 〉 sont alors liés par les relations

|ΨR
1 〉 = |ΨR

3 〉∗, (6.78a)

λ1 = −λ∗
3. (6.78b)

Le relations entre les vecteurs gauches sont formellement identiques, en remplaçant les indices

R par des indices L.

Les valeurs propres instantanées sont complexes, la partie imaginaire traduisant les pertes

dues à la dissipation. Elles s’écrivent sous la forme

λ1 = −2iΓ

3
− i

2
(C − D) +

√
3

2
(C + D), (6.79a)

λ3 = −2iΓ

3
− i

2
(C − D) −

√
3

2
(C + D), (6.79b)

λ2 = −2iΓ

3
+ i(C − D), (6.79c)
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avec les coefficients réels

C =
1

3
3

√

β − α

2
∈ R, (6.80a)

D =
1

3
3

√

β + α

2
∈ R, (6.80b)

α = −2Γ3 − 18Γ∆2 + 9ΓΩ2 ∈ R, (6.80c)

β =
√

4(3∆2 + 3Ω2 − Γ2)3 + (−2Γ3 − 18Γ∆2 + 9ΓΩ2)2 ∈ R. (6.80d)

Les vecteurs propres instantanés associés à la valeur propres imaginaire λ2 s’écrivent

|ΨR
2 〉 =

1√
N






Ω

−Ω
∆

(
Γ
3 + C − D

)

∆
(

1 + (Γ/3+C−D)2

∆2

)




 , 〈ΨL

2 | =
1√
N






Ω
Ω
∆

(
Γ
3 + C − D

)

∆
(

1 + (Γ/3+C−D)2

∆2

)






T

, (6.81)

où le coefficient réel N assure la normalisation 〈ΨL
2 |ΨR

2 〉 = 1. Le calcul montre que la

définition (6.81) des états propres instantanés assure la condition de transport parallèle

〈ΨL
2 |

d

dt
|ΨR

2 〉 = 0. (6.82)

La seule phase accumulée lors du suivi adiabatique du vecteur |ΨR
2 〉 correspond alors à

l’intégrale de la valeur propre λ2(t).

On remarque qu’aux instants initial et final où Ω = 0, l’inversion de population est portée

par le vecteur propre instantané |ΨR
2 〉 :

|ΨR
2 (ti)〉 =






0

0

sgn[∆(ti)]




 , |ΨR

2 (tf )〉 =






0

0

sgn[∆(tf )]




 , (6.83)

où sgn(x) est la fonction signe. L’état initial s’écrit donc sous la forme

|̺R(ti)〉 =






0

0

±1






= ±sgn[∆(ti)]|ΨR
2 (ti)〉. (6.84)

Le suivi adiabatique correspond ici à négliger en première approximation les couplages entre

les sous-espaces propres
∣
∣〈ΨL

2 | d
dt |ΨR

1,3〉
∣
∣ devant leur écart en énergie |λ1 − λ2,3|. Dans la limite

adiabatique, l’état du système évolue donc suivant l’état propre instantané |ΨR
2 〉 :

|̺R(t)〉 ≃ 〈ΨL
2 (ti)|̺R(ti)〉 e

−i
R t

ti
λ2(s) ds|ΨR

2 (t)〉

≃ ±sgn[∆(ti)] e
−i

R t
ti

λ2(s) ds|ΨR
2 (t)〉. (6.85)

La ✭✭ phase ✮✮ dynamique accumulée lors du suivi du vecteur propre est ici complexe, et peut

être considérée comme une phase généralisée. Elle conduit ici à une atténuation exponentielle,

due à la dynamique non-unitaire du système.



6.6. OPTIMISATION DE LA DYNAMIQUE ADIABATIQUE 115

Au temps final, l’inversion de population du système correspond à la composante z du

vecteur

ρz(tf ) = 〈z|̺R(tf )〉

= ±sgn[∆(ti)] e
−i

R tf
ti

λ2(s) ds〈z|ΨR
2 (tf )〉

= ±sgn[∆(ti)∆(tf )] e−i
R tf

ti
λ2(s) ds. (6.86)

En remarquant que le terme ±sgn[∆(ti)∆(tf )] correspond à l’inversion de population ρ0,ad
z

du système non dissipatif dans la limite adiabatique, on obtient finalement

ρz(tf ) = ρ0,ad
z e−η, (6.87)

avec le terme d’atténuation

η = i

∫ tf

ti

λ2(s) ds (6.88)

=

∫ tf

ti

(
2Γ

3
− C(s) + D(s)

)

ds. (6.89)

Dans le cas d’une dissipation faible par rapport au couplage, i.e. Ω0/Γ À 1, le développement

de la valeur propre λ2

λ2 ≃ iΩ0

(

− Ω2

Ω2 + ∆2

Γ

Ω0
+

∆4Ω2Ω2
0

(Ω2 + ∆2)4

(
Γ

Ω0

)3

+ O
(

(Γ/Ω0)
5
)
)

(6.90)

redonne au premier ordre la formule d’inversion de population (6.61) obtenue par traitement

perturbatif de la dissipation.

6.6.2 Suivi adiabatique optimisé

Le problème de l’optimisation du passage adiabatique revient à chercher les trajectoires

dans l’espace des paramètres minimisant les pertes non-adiabatiques. Notons |εR(t)〉 l’erreur

effectuée lors du suivi adiabatique, définie par la différence entre l’état réel du système et

l’état adiabatique (6.85) :

|εR(t)〉 = |̺R(t)〉 ∓ sgn[∆(ti)] e
−i

R t
ti

λ2(s) ds|ΨR
2 (t)〉. (6.91)

L’erreur non-adiabatique sur l’inversion de population au temps final est alors

ε = 〈z|εR(tf )〉
= ρz(tf ) − ρ0,ad

z e−η. (6.92)

Dans le cas non dissipatif, l’erreur non-adiabatique ε peut être déterminée par la formule

Dykhne-Davis-Pechukas [102–105], appelée plus simplement formule DDP, donnant la pro-

babilité de transition non-adiabatique entre les deux états du système

p = e−2ℑ[D(tc)], (6.93)

où ℑ désigne la partie imaginaire, et

D(tc) = 2

∫ tc

0
E(t)dt, (6.94)
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où E(t) correspond à la différence des valeurs propres instantanées du système, i.e.

E =
√

∆2 + Ω2, (6.95)

et où tc, appelé point de transition, est la valeur de t dans le plan complexe où les valeurs

propres sont égales, i.e.

E(tc) = 0. (6.96)

Dans le cas dissipatif, aucune formule connue ne permet de calculer l’erreur ε. Nous

pouvons cependant l’approcher dans la limite où la dissipation est faible devant le couplage,

i.e. Ω0/Γ À 1, en utilisant pour ρz(tf ) la formule (6.61) qui tient compte des pertes non-

adiabatiques du système non-dissipatif par l’intermédiaire de ρ0
z(tf ), i.e.

ρ0
z(tf ) = 1 − 2 e−2ℑ[D(tc)] (6.97)

dans le cas où ρ0,ad
z = 1. L’erreur non-adiabatique (6.92) s’écrit alors

ε = −2 e−2ℑ[D(tc)]−η, (6.98)

avec l’atténuation η définie au premier ordre en Γ par l’intégrale (6.60b), i.e.

η ≃ Γ

∫ tf

ti

Ω2

Ω2 + ∆2
dt. (6.99)

Le signe moins indique que l’erreur enlève de la population à l’état |1〉 au temps final.

Dans le cas d’un système non-dissipatif, l’erreur non-adiabatique ε devient nulle lorsque

la dynamique suit les lignes de niveaux du système dans l’espace des paramètres, i.e. les

trajectoires définies par l’équation

E =
√

∆2 + Ω2 = cste, (6.100)

qui correspondent à des cercles. Le système que nous considérons ici est faiblement dissipatif.

Au premier ordre, les trajectoires minimisant l’erreur non-adiabatique doivent donc corres-

pondre à des cercles déformés. Nous considérerons ici les déformations du cercle en ellipses,

définies par l’équation

∆2(t)

∆2
0

+
Ω2(t)

Ω2
0

= 1. (6.101)

La figure 6.8 représente la valeur absolue du logarithme de l’erreur non-adiabatique ε obtenue

par simulation pour des trajectoires elliptiques avec un taux de déphasage ΓT = 0.5. Le

paramétrage des ellipses est défini par les relations

Ω(t) = Ω0 e−4 log 2( t
T )

2

, (6.102a)

∆(t) = sgn(t)∆0

√

1 − Ω(t)2/Ω2
0. (6.102b)

Les trajectoires circulaires sont représentées sur la figure 6.8 par la ligne en tirets. Les lignes

noires indiquent une erreur non-adiabatique nulle. On remarque que l’erreur non-adiabatique

est nulle pour des trajectoires elliptiques proches du cercle, comme supposé plus haut. On

remarque aussi un phénomène inattendu : l’erreur non-adiabatique devient positive dans une



6.6. OPTIMISATION DE LA DYNAMIQUE ADIABATIQUE 117

Fig. 6.8 – Logarithme de la valeur absolue de l’erreur non-adiabatique ε obtenue par simula-

tion en fonction des demi-axes Ω0T et ∆0T de l’ellipse suivie lors de la dynamique pour un

taux de déphasage ΓT = 0.5. Les lignes noires correspondent à une erreur nulle, et séparent

les zones d’erreur positive et négative, indiquées sur la figure par des signes + et −. La ligne

en tirets représente les trajectoires circulaires.

zone assez large au-dessus des trajectoires circulaires, avant de redevenir négative lorsque Ω0T

approche de zéro. La formule approchée (6.98), basée sur la formule DDP ne contenant pas

la dissipation, n’autorise pas un tel comportement et montre donc sa limitation. Toutefois,

les valeurs positives de l’erreur ε sont relativement faibles, comme le montre la figure 6.9,

représentant l’erreur non-adiabatique ε pour Ω0T = 12 et un taux de déphasage ΓT = 0.5.

On voit alors que l’erreur non-adiabatique obtenue par simulation (tirets) est relativement

bien décrite par la formule approchée (6.98) dans la région au-delà du cercle ∆0T ≥ Ω0T .

La région en-deçà du cercle, i.e. ∆0T < Ω0T correspond au régime de levée de dégéné-

rescence, conduisant à des oscillations dues à des interférences au temps final [100]. Cette

région n’est pas concernée dans cette section.

La figure 6.10 montre le logarithme de la population restée sur l’état |0〉, obtenue par

simulation, en fonction des demi-axes Ω0T et ∆0T de l’ellipse suivie lors de la dynamique,

pour un taux de déphasage ΓT = 0.5. On remarque que cette population est minimale sur

une zone étendue des paramètres Ω0T,∆0T , ce qui signifie que le transfert est robuste par

rapport aux variations des amplitudes des champs laser.

Cette zone de maximum de population transférée provient de la combinaison des effets

dissipatifs et non-adiabatiques. En effet, lorsque ∆0T augmente par rapport à Ω0T , le temps

d’évolution du système diminue, et donc les pertes dues à la dissipation aussi. Cependant,

la non-adiabaticité augmente et provoque une perte de population de l’état |1〉. Néanmoins,
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Fig. 6.9 – Erreur non-adiabatique ε en fonction du demi-axe ∆0T pour Ω0T = 12 et un taux

de déphasage ΓT = 0.5. La courbe en tirets correspond à la simulation, la courbe en trait

plein à la formule approchée (6.98)

.

cette perte de population est dans un premier temps inférieure à la diminution des pertes par

dissipation, et l’effet global est donc une augmentation de la population transférée. Lorsque

∆0T devient trop grand par rapport à Ω0T , la perte non adiabatique de population est

supérieure à la diminution des pertes par dissipation, et l’effet global est alors une diminution

de la population transférée.

On remarque que la zone de maximum de transfert de population est proche de la région

où les pertes non-adiabatiques sont faibles.

Le problème est à présent la détermination du demi-axe ∆0T permettant un trans-

fert maximal de population pour une valeur donnée de Ω0T . Nous pouvons utiliser la for-

mule (6.62) issue du traitement perturbatif pour rechercher le demi-axe de l’ellipse minimisant

la population restée sur l’état |0〉

ρ00(tf ) = 1 −
(

1 − e−η

2
+ e−ηp0

)

= −1 + e−η

2
+ e−ηe−2ℑ[D(tc)], (6.103)

où la probabilité de transition du système non-dissipatif est écrite avec la formule DDP

p0 = 1 − e−2ℑ[D(tc)]. (6.104)

L’évolution des populations restées sur l’état |0〉 est représentée sur la figure 6.11 en fonction

du demi-axe ∆0T , pour la valeur Ω0T = 12, à un taux de déphasage ΓT = 0.5. On remarque
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Fig. 6.10 – Logarithme de la population restée sur l’état |0〉 obtenue par simulation en fonction

des demi-axes Ω0T et ∆0T de l’ellipse suivie lors de la dynamique. Le taux de déphasage est

ΓT = 0.5.

que la formule (6.103) (trait plein) permet de situer le minimum de perte avec un bon accord

par rapport à la simulation (tirets).

La comparaison des données numériques entre la simulation et la formule est portée dans

la tableau 6.1 pour différentes valeurs des paramètres Ω0T et ΓT . On remarque un bon

accord sur les déterminations du demi-axe ∆0T optimal et de la population transférée. Le

gain relatif de population obtenu en effectuant la dynamique sur l’ellipse optimale par rapport

aux trajectoires circulaires est d’autant plus important que le taux de déphasage ΓT et le

couplage Ω0T augmentent.

6.7 Discussion

Nous avons étudié dans ce chapitre les effets du déphasage sur les transferts de population

dans les systèmes à deux niveaux. La formule de probabilité de transition obtenue, valable

aussi bien dans le régime diabatique que dans le régime adiabatique, permet la recherche de

trajectoires dans l’espace des paramètres optimisant le transfert de population, en réduisant

ainsi les effets néfastes dues au déphasage.

Cette optimisation est obtenue en s’écartant du régime adiabatique et en trouvant alors

un compromis entre la diminution des pertes par déphasage et l’augmentation des pertes

non-adiabatiques. Il est important de remarquer que c’est uniquement grâce à la validité de

la formule (6.62) dans les différents régimes, diabatique et adiabatique, que son utilisation

est possible pour l’optimisation.
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Fig. 6.11 – Populations de l’état |0〉 obtenues par simulation (tirets) et par application de

la formule approchée (trait plein) en fonction du demi-axe ∆0T de l’ellipse suivie lors de la

dynamique. Le taux de déphasage est ΓT = 0.5, l’autre demi-axe Ω0T = 12.

Cependant, le système à deux niveaux n’est pas utilisable pratiquement comme qubit,

étant donné que son état excité est en général un état soumis à l’émission spontanée, rendant

le qubit instable. On préférera un système de type lambda, où les deux états métastables

sont utilisés pour représenter les états |0〉 et |1〉 du qubit, ou bien un système Zeeman tel

celui utilisé dans ce travail.

Les effets du déphasage ont été étudiés dans le système lambda dans le cadre de transitions

effectuées par STIRAP, de façon numérique et analytique, dans les références [106–109]. Ces

études montrent des pertes exponentielles dues au déphasage intervenant entre les deux

états métastables. L’influence du déphasage entre l’état excité et les états métastables est

négligeable dans le régime adiabatique, étant donné que celui-ci n’est pas peuplé durant

la dynamique. Cependant, les résultats analytiques obtenus ne concernent que le régime

adiabatique, et ne peuvent donc pas être utilisés pour la recherche de trajectoires s’écartant

de ce régime pour optimiser le transfert. La principale difficulté est que les pertes non-

adiabatiques ne sont pas connues analytiquement dans le cas du STIRAP, même en absence

de dissipation.

Afin d’avoir une vision plus précise des effets du déphasage et des moyens de les réduire

dans les processus d’implémentation de portes quantiques que nous avons montrés, il est donc

nécessaire d’élargir les études effectuées sur le STIRAP à l’ensemble des régimes possibles,

diabatique et adiabatique. Cet élargissement doit aussi se faire pour les systèmes de deux

qubits couplés qui sont utilisés pour les portes à deux qubits,
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(Ω0T ; ΓT ) Simulation Formule

(12; 0.5) ∆0T optimal 25.90 25.45

ρ11 (cercle) 0.843 —

ρ11 (ellipse) 0.891 0.884 +5.7%

(20; 0.5) ∆0T optimal 69 65

ρ11 (cercle) 0.843 —

ρ11 (ellipse) 0.916 0.912 +8.7%

(12; 1) ∆0T optimal 30.96 31.07

ρ11 (cercle) 0.735 —

ρ11 (ellipse) 0.824 0.811 +11.2%

(20; 1) ∆0T optimal 76 78

ρ11 (cercle) 0.735 —

ρ11 (ellipse) 0.852 0.854 +16%

Tab. 6.1 – Comparaison des données numériques issues de la simulation numérique et de

l’application de la formule (6.103) pour différentes valeurs des paramètres Ω0T et ΓT . La

dernière colonne indique le gain relatif de population, obtenu en effectuant la dynamique sur

l’ellipse optimale par rapport aux trajectoires circulaires
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✬

✫

✩

✪

{ R�esum�e du chapitre 6 {

Objectif : Ce chapitre décrit les effets de la dissipation par déphasage lors

des transitions dans un système à deux niveaux dans différents régimes, en

allant du régime diabatique au régime adiabatique.

R�esultats nouveaux :

1© Nous avons établi une formule de probabilité de transition reliant la pro-

babilité sans dissipation p0 à la probabilité avec dissipation p à travers

un terme η contenant la dissipation :

p =
1 − e−η

2
+ e−η p0. (6.105)

2© Cette formule a été testée numériquement pour différents modèles cou-

ramment rencontrés dans la littérature et pour des modèles Landau-Zener

impulsionnels.

3© Cette formule permet d’obtenir un transfert de population optimal

comme un compromis entre une durée suffisamment longue pour mini-

miser les pertes non-adiabatiques et une durée suffisamment courte pour

minimiser les pertes par déphasage.
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Conclusion et perspectives

N
ous avons montré que les techniques de passage adiabatique permettent l’implémen-

tation des portes quantiques à un qubit dans un système atomique interagissant avec

des champs laser impulsionnels. Nous avons vu que cette implémentation est robuste dans

le cas d’un système Zeeman, où les transitions sont sélectionnées par les polarisations des

champs laser : les portes quantiques obtenues ne requièrent pas le contrôle du profil temporel

des impulsions lasers, contrairement aux propositions existantes basées sur les techniques

de type impulsion-π ou sur l’utilisation de phases géométriques. Les processus adiabatiques

que nous avons montrés requièrent seulement l’ordre dans lequel les impulsions laser sont

enclenchées, et le contrôle précis des phases relatives des lasers ainsi que leur polarisation, ce

qui est expérimentalement réalisable.

Les processus adiabatiques que nous avons montrés sont de plus basés sur le suivi adia-

batique des états sombres du système, qui sont des états propres instantanés ne peuplant pas

les états excités des atomes : ces processus sont donc par construction insensibles à l’émission

spontanée des états excités.

Les portes quantiques à un qubit forment, avec une porte quantique à deux qubits per-

mettant l’intrication, un ensemble universel de portes quantiques, i.e. un ensemble minimum

de portes quantiques nécessaire à la réalisation d’un ordinateur quantique.

Nous avons montré que les techniques de passage adiabatique permettent l’implémen-

tation de portes quantiques à deux qubits dans le même système atomique que celui utilisé

pour les portes à un qubit. Les atomes sont fixés dans une cavité optique, et le mode résonant

de la cavité effectue le couplage entre les atomes nécessaire à l’implémentation des portes à

deux qubits.

Comme pour les portes à un qubit, les processus à deux qubits que nous avons montrés

sont robustes par rapport aux amplitudes des champs lasers, et insensibles à l’émission spon-

tanée des états excités des atomes grâce au suivi adiabatique des états sombres du système.

Ces processus sont de plus insensibles aux pertes de la cavité dans la limite où la fréquence

de Rabi associée au mode de la cavité est beaucoup plus importante que les fréquences de

Rabi associées aux impulsions laser : l’amplitude des états à un photon est alors négligeable.

Ainsi, un ensemble universel de portes quantiques peut être implémenté par passage adia-

batique dans un système atomique de façon robuste. Nous avons aussi montré que certaines

portes quantiques particulières peuvent être implémentées par les techniques de passage adia-

batique directement, i.e. sans les construire par compositions de portes quantiques apparte-

nant à un ensemble universel. Cette implémentation directe permet un processus plus rapide,

donc une optimisation du temps de calcul et une erreur moindre.

Puisque le passage adiabatique requiert par définition un temps relativement long pour

être appliqué, des effets décohérents indésirables dus au couplage à l’environnement extérieur

peuvent se manifester. Il est donc important d’étudier ces effets décohérents sur le passage
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adiabatique. Les processus que nous avons considérés, faisant appel à des états sombres, sont

insensibles à la décohérence par émission spontanée, mais sont sensibles à la décohérence

par déphasage, étant donné que des superpositions cohérentes d’états se forment durant la

dynamique.

Nous avons étudié les effets de la décohérence par déphasage lors de transitions effectuées

dans un système à deux niveaux. Nous avons montré que le déphasage intervient, au pre-

mier ordre, comme une atténuation exponentielle de l’inversion de population du système

non-décohérent. La formule obtenue permet une optimisation de la probabilité de transfert

de population en recherchant des trajectoires spécifiques dans l’espace des paramètres où

le transfert s’effectue de façon suffisamment rapide pour diminuer l’effet du déphasage, et

suffisamment lentement pour éviter de trop grandes pertes non-adiabatiques.

Suite au travail effectué durant cette thèse, les perspectives suivantes sont envisagées :

(i) utiliser les techniques de passage adiabatique pour optimiser des circuits quantiques

simples tel que l’additionneur quantique, en les implémentant de façon directe et ro-

buste au lieu de les obtenir par combinaisons de portes quantiques élémentaires. Cette

optimisation a pour but de réduire le temps du calcul quantique et donc le risque

d’erreur ;

(ii) étudier les effets de la décohérence et plus particulièrement du déphasage lors du passage

adiabatique effectué dans des systèmes lambda et Zeeman couplés, tels ceux étudiés

dans ce travail. En effet, l’état excité du système à deux niveaux considéré dans ce

travail est en général instable, et ce système ne peut donc pas être utilisé pratiquement

comme qubit. De plus, nous avons vu que le déphasage pouvait modifier fortement

la probabilité de transfert dans le système à deux niveaux. Il est donc important de

connâıtre ses effets dans le système Zeeman utilisé ici, afin de déterminer leur impact

sur les processus adiabatiques que nous avons montrés ;

(iii) de façon plus générale, étudier les effets décohérents dus au déphasage et à l’émission

spontanée lors du passage adiabatique.
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[78] N. Sangouard, X. Lacour, S. Guérin & H.R. Jauslin, ✭✭Fast SWAP gate by

adiabatique passage ✮✮, Phys. Rev. A 72, 062309 (2005).
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Information Quantique par Passage Adiabatique :

Portes Quantiques et Décohérence

Résumé : La première partie de cette thèse est consacrée à l’élaboration théorique de

processus adiabatiques permettant l’implémentation de portes logiques quantiques,

les constituants élémentaires des ordinateurs quantiques, par l’interaction de champs

laser impulsionnels avec des atomes. L’utilisation de techniques adiabatiques per-

met des implémentations robustes, i.e. insensibles aux fluctuations des paramètres

expérimentaux. Les processus décrits dans cette thèse ne nécessitent que le contrôle

précis des polarisations et des phases relatives des champs lasers. Ces processus per-

mettent l’implémentation d’un ensemble universel de portes quantiques, autorisant

l’implémentation de toute autre porte quantique par combinaisons.

La seconde partie de cette thèse concerne les effets de la décohérence par déphasage

sur le passage adiabatique. La formule de probabilité de transition d’un système à

deux niveaux tenant compte de ces effets décohérents est établie. Cette formule est

valable dans les différents régimes, diabatique et adiabatique, et permet d’établir les

paramètres de trajectoires elliptiques optimisant le transfert de population.

Mots clefs : passage adiabatique, information quantique, calcul quantique, portes

logiques quantiques, décohérence.

Quantum Information by Adiabatic Passage :

Quantum Gates and Decoherence

Abstract : The first part of this thesis is about adiabatic quantum processes desi-

gned for the implementation of quantum logic gates, the elementary components of

quantum computers, by the interaction of pulsed laser fields with atoms. The adia-

batic methods allow robust processes, i.e. which are not sensitive to the fluctuations

of experimental parameters. The processes described in this thesis only require ac-

curate control of the polarisations and the relative static phases of the laser fields.

These processes allow the implementation of a universal set of quantum gates, which

make possible the implementation of all the other quantum gates by combinations.

The second part of this thesis concerns the effects of dephasing decoherence in adiaba-

tic passage. The transition probability formula of a two level system with dephasing

is established. This formula is valid in all regimes, from diabatic to adiabatic, and can

be used to derive the parameters of elliptic trajectories that optimise the population

transfer.

Key words : adiabatic passage, quantum information, quantum computation, quan-

tum logic gates, decoherence.


