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Chapitre 1

Introduction

A Tere du tout numérique, la multiplication des systémes d’information est
la cause d'un accroissement constant de la masse de données a traiter. Cette
inflation toujours plus importante révele les limites des techniques d’exploitation
et d’analyse actuelles, et impose le développement puis la mise en ceuvre d’outils
nouveaux, adaptés a cette profusion de données.

L’Analyse de Données Fonctionnelles (ADF) est un domaine de la statis-
tique qui apporte entre autres plusieurs éléments de réponse au probleme sou-
levé ci-dessus. Comme le soulignent Ramsey et Silverman dans leur livre [63],
qui constitue une excellente introduction au domaine, ce champ de recherche a
trouvé un réel écho aupres de la communauté des statisticiens, et a donc fait
'objet de nombreux travaux, tant théoriques que pratiques (les auteurs donnent
une liste importante d’exemples qui montrent le large potentiel applicatif des
différentes méthodes liées a I’Analyse de Données Fonctionnelles).

L’hypothese sur laquelle repose I’Analyse de Données Fonctionnelles est que
les données a traiter possedent une structure sous-jacente plus ou moins appa-
rente, et que l'identification et la prise en compte explicite de cette structure
peut étre utilisée afin d’étendre efficacement les techniques de ’analyse de don-
nées traditionnelles. Plus précisément, et comme son nom l'indique, I’Analyse de
Données Fonctionnelles s’applique aux données dont la structure est représentée
correctement par une ou plusieurs fonctions. Cette modélisation est particulie-
rement fructueuse dans le cas ou les données présentent par exemple une varia-
bilité temporelle : Ramsay et Silverman [63] illustrent ce cas en s’intéressant a
la croissance d’un groupe d’enfants au cours du temps. Ils montrent que la des-
cription de chaque individu par une fonction réguliere (la taille de chaque enfant
en fonction de 1’age) est particulierement bien adaptée a la nature du probleme.
De plus, dans ce cas précis, cette approche fonctionnelle permet de mettre en
évidence des caractéristiques non décelables par des techniques traditionnelles :
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par exemple l'identification des phases de croissance grace a I’étude de la dérivée
de la fonction. A la lumiere de cet exemple, on constate que le traitement de
données volumineuses n’est qu'une des possibilités offertes par la modélisation
fonctionnelle. Comme on le verra dans le chapitre 2, la prise en compte de la
structure des données a en effet de nombreux avantages comme la possibilité
de tenir compte d’informations a priori sur les données (périodicité, régularité,
etc), d’éviter les conséquences néfastes de la redondance des informations (dans
le cas du modele linéaire par exemple), etc.

Bien que de nombreuses méthodes classiques aient été adaptées avec succes
a 1’Analyse de Données Fonctionnelles (par exemple, les modeles a noyaux ou
le modele linéaire), on note cependant que les méthodes neuronales semblent
absentes du panorama fonctionnel. Or comme nous le rappellerons dans les cha-
pitres suivants, le Perceptron Multi-Couches est un modele semi-paramétrique
treés intéressant, car il permet une modélisation parcimonieuse d’un ensemble de
données (c’est-a-dire que le modele a besoin de peu de parametres pour réaliser
une modélisation fine des données). 1l offre donc en ce sens une alternative in-
téressante aux modeles non paramétriques et aux modeles semi-paramétriques
pseudo-linéaires.

Le but de cette these est donc d’effectuer la jonction entre le domaine de
I’Analyse de Données Fonctionnelles et celui des techniques neuronales clas-
siques. On s’attachera notamment au cours des chapitres suivants a montrer
que le perceptron multi-couches peut étre aisément étendu au cadre fonction-
nel, ce qui permet d’appliquer une transformation non-linéaire a des données
fonctionnelles. On montre de plus que cette extension est réalisée en conservant
les propriétés théoriques importantes de ce modele (approximation universelle
et estimation consistante des parametres).

Le plan de la these s’organise de la maniere suivante :

— le chapitre deux est consacrée a la présentation de I’Analyse de Données
Fonctionnelles. Nous avons cherché a une modeste échelle a compléter le
livre de Ramsay et Silverman [63], en rappelant les résultats théoriques
existants et en dressant un panorama partiel des avancées les plus récentes.

— le troisieme chapitre est consacrée a l’extension du perceptron multi-
couches au cadre fonctionnel. Le modele proposé s’appuie sur les travaux
antérieurs menés par Sandberg [69], Sandberg et Xu [70], Chen [19] et
Stinchcombe [75]. 11 est important de noter que ces différentes études ont
été menées d’un point de vue purement théorique, et que donc la mise en
ceuvre pratique de ce modele n’a pas été abordée par ces auteurs. Dans
cette these, une attention particuliere a été accordée a la mise en ceuvre
pratique ainsi qu’aux problemes théoriques soulevés par ce nouveau mo-

déle ;




— dans le chapitre 4, on démontre un résultat théorique important, qui s’ap-
puie sur le travail de Stinchcombe [75] : le perceptron multi-couches fonc-
tionnel est un approximateur universel. Ce résultat est la justification
théorique de l'utilisation du perceptron multi-couches fonctionnel pour
tout probleme d’approximation de fonctions (par exemple, dans le cas
d’un probleme de régression ou 'on cherche a approcher la fonction de
régression E(Y|X));

— le chapitre 5 montre comment on peut adapter en pratique le perceptron
multi-couches fonctionnel afin de prendre en compte la discrétisation des
fonctions d’entrée (approche par traitement direct des fonctions d’entrée).
Dans la suite du chapitre, on énonce deux résultats de consistance diffé-
rents : dans le premier, on fait I’hypothese que les fonctions d’entrée sont
connues de maniere parfaite, alors que dans le second, ’échantillonnage
des fonctions d’entrée est pris en compte ;

— dans le chapitre 6, on propose une approche alternative a celle étudiée
dans le chapitre 5. Cette méthode est basée sur une étape de projection
préalable des fonctions d’entrée, qui est une technique classique en Ana-
lyse de Données Fonctionnelles. Cette phase de projection présente deux
avantages par rapport a l'approche directe (chapitre 5) : premiérement,
elle permet un débruitage des fonctions d’entrée, ce qui facilite la phase
d’estimation du modele. De plus, on verra que dans certains cas, I'étape
de projection permet aussi une réduction du temps d’apprentissage. Les
deux propriétés théoriques fondamentales (approximation universelle et
consistance) sont démontrées dans ce nouveau cadre ;

— dans le chapitre 7, on montre que le perceptron multi-couches fonctionnel
peut étre adapté afin d’obtenir une réponse fonctionnelle. Cette adaptation
est dans la pratique tres intéressante, car elle permet par exemple de
modéliser des processus fonctionnels a temps discret. On démontre pour
ce nouveau modele la propriété d’approximation universelle, ainsi que celle
de consistance (sous 'hypothese d’indépendance des individus);

— dans le dernier chapitre, on propose I’adaptation d’une technique d’initia-
lisation issue de I’approche classique au cadre du perceptron multi-couches
fonctionnel. Cette technique permet une réduction du temps de calcul né-
cessaire a I'optimisation du modele, ainsi qu'une meilleure utilisation des
ressources du réseau. On termine ce chapitre en comparant les différentes
approches fonctionnelles grace a deux expériences distinctes.
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Chapitre 2

Analyse de Données
Fonctionnelles

2.1 Introduction

L’informatisation d’un nombre croissant d’activités humaines produit un
volume tres important de données dont 'analyse et I'exploitation posent des
problemes complexes, comme par exemple :

le volume des données : il est fréquent en météorologie par exemple d’avoir
a traiter des tera-octets de données tous les jours. Dans ces conditions,
une approche naive (traiter directement les données) est tres difficilement
envisageable car méme des algorithmes de complexité linéaire peuvent
demander trop de temps calcul pour étre utilisables;

la redondance dans les observations : comme ['acquisition et le stockage
de I'information sont devenus beaucoup plus faciles, il n’est pas rare de
multiplier les mesures. Au lieu d’avoir par exemple une image satellite
comportant 6 canaux, on peut obtenir aisément 50 canaux. Les informa-
tions contenues dans les différents canaux peuvent étre fortement corrélées,
ce qui n’est pas toujours compatible avec les méthodes statistiques clas-
siques (par exemple pour les méthodes de régression linéaire, cf la section
2.3.3);

la structure des données : pour prolonger le point précédent, on constate
que la redondance des observations est un cas particulier de structure dans
celles-ci. On sait par exemple que le climat est grossierement périodique.
Quand on mesure des grandeurs physiques liées au climat, on s’attend
donc a observer une forme de périodicité.
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De nombreux autres problemes se posent, comme tout simplement celui d’un
stockage intelligent (dans des entrepots de données), d'une visualisation simple,
etc.

L’Analyse de Données Fonctionnelles (ADF), que nous présentons dans les
sections suivantes, apporte des éléments de réponse a certains des problemes
présentés.

2.2 Analyse de Données Fonctionnelles

Le principe de base de I’Analyse de Données Fonctionnelles (ADF), Ramsay
et Silverman [63], est de considérer que les individus étudiés sont décrits par
des fonctions plutot que par des vecteurs de R™. En d’autres termes, chaque
variable observée est a valeurs fonctionnelles plutot que réelles.

Ce principe est naturel dans de nombreux cas, comme lillustrent les
exemples suivants :

— I’étude du climat est un domaine dans lequel la modélisation fonctionnelle
est particulierement adaptée. En effet, les “individus” observés présentent
systématiquement une variabilité temporelle et/ou spatiale.

L’exemple le plus simple est celui de I’étude du climat dans un pays donné,
par I'intermédiaire des variations de la température mensuelle moyenne au
cours de I'année en différents points du pays. Chaque station météo est
alors un individu qui est décrit par une fonction qui au mois associe la
température moyenne observée (cf Ramsay et Silverman [63]).

On peut aussi observer une zone géographique avec deux échelles tempo-
relles. On peut par exemple étudier I’évolution de diverses mesures géophy-
siques sur une zone donnée pendant un an. Chaque année d’observations
correspond a un individu et on étudie la série temporelle des individus,
comme dans la modélisation auto-régressive fonctionnelle du phénomene
El nino proposée dans Besse et al. [6];

— a partir des exemples climatiques, on constate que ’ADF est bien adaptée
aux problemes dans lesquels les individus étudiés présentent une variabilité
temporelle. En dehors de la météo, on peut citer un des exemples de
Ramsay et Silverman [63], a savoir I’étude de la croissance d’enfants :
chaque enfant est représenté par une fonction qui a I’age associe la taille.
Un autre exemple est donné dans Abraham et al. [1] qui étudie I’évolution
du pH lors du processus d’acidification des fromages (chaque fromage est
décrit par I’évolution de son pH au cours du temps). On peut aussi citer
Rice et Wu [66] (entre autres), article qui présente I'exemple de ’évolution
du nombre de lymphocytes T4 dans le sang de malades atteints du SIDA.
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En fait, la variabilité temporelle est extrémement fréquente dans les don-
nées réelles (en particulier quand on possede des observations a haute ré-
solution d’un phénomene quelconque), et 'approche fonctionnelle permet
d’éviter d’avoir a simplifier radicalement les observations en les rempla-
¢ant par une moyenne par exemple. Elle permet aussi de traiter des don-
nées pour lesquelles les instants d’observation sont différents pour chaque
individu, ce qui est tres difficile dans I'approche classique (probleme de
données non directement comparables et de données manquantes) ;

— I’ADF permet aussi de prendre en compte la variabilité géographique,
par exemple lors de I’étude de 1’évolution au cours du temps d’une ou
plusieurs grandeurs observées en plusieurs emplacements. On pense bien
entendu a des applications climatiques, comme 1’étude de I’évolution de la
pluviométrie sur une zone donnée : un individu est décrit par la fonction
qui & des coordonnées géographiques (latitude et longitude par exemple)
associe la hauteur de pluie recue sur une période de temps donnée. Chaque
individu correspond donc a une période de temps différente.

— I’ADF est bien entendu tres naturelle dans tous les domaines ot on sait
représenter une variabilité dans les observations qui caractérisent un in-
dividu sous la forme dune ou plusieurs fonctions. On peut songer par
exemple a des mesures spectroscopiques (par exemple des sources lumi-
neuses caractérisées par leur spectre d’émission), a des courbes de réponse
(allongement d’un ressort en fonction de l'effort exercé), etc.

Un exemple important est celui des images : on peut considérer une image
comme une fonction qui & des coordonnées dans R? associe une couleur. Ce

type de représentation a été tres fructueux en traitement d’images (e.g.,
Morel et Solimini [57]).

De facon générale, 'ADF offre une réponse aux problemes évoqués dans la
section précédente. L’ADF permet souvent de résumer les données en rempla-
cant les observations réelles par une modélisation fonctionnelle simple. Comme
lillustrent Ramsay et Silverman [63], il est effet tres classique d’approcher les
fonctions qui décrivent chaque individu par une représentation réguliere, par
exemple en projetant sur une base de splines ou d’ondelettes. Cette technique
permet a la fois de réduire le volume des données (puisqu’on peut travailler sur
les coordonnées du projeté a la place des données brutes) mais aussi de prendre
en compte la structure des données. Si on sait par exemple que les données sont
périodiques, il est intéressant d’utiliser une représentation périodique sous forme
de séries de Fourier. De facon générale, on peut tenir compte d’informations a
priori sur les individus pendant la phase de modélisation. La redondance dans
les données, et plus généralement les liens entre les observations peuvent sou-
vent étre pris en compte sous forme de contraintes de régularité sur les fonctions
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manipulées. La phase de modélisation permet justement d’introduire ce type de
contrainte : on peut par exemple représenter les individus par des fonctions C?
(des splines par exemple).

3 T T T
L) Alent
N D

A rapide -------

05

-05 F

Fi1G. 2.1 — Graffiti pour la lettre A’

De plus, 'ADF permet de traiter des données difficiles a soumettre a des
méthode classiques, méme en négligeant les problemes de volume ou de prise
en compte de la structure. En effet, il n’est pas rare d’observer des individus
par I'intermédiaire de mesures impossibles a comparer directement. Considérons
I'exemple simple de I'écriture Graffiti des assistants personnels de type Palm
Pilot. L'utilisateur dessine d’un seul trait (le levé du stylet n’est pas autorisé)
une courbe qui est ensuite reconnue et associée a une des 26 lettres de ’alphabet.
L’écran tactile possede une certaine résolution temporelle, c¢’est-a-dire qu’il note
la position du stylet toute les 7 microsecondes. Cependant, on peut difficilement
imposer a l'utilisateur de tracer les caracteres toujours a la méme vitesse. De
ce fait, la courbe correspondant a la lettre A (par exemple) peut tres bien étre
définie par 24 positions du stylet comme par 62 positions (voir la figure 2.1). Le
systeme de reconnaissance procede donc a un recalage temporel du tracé réalisé
par un utilisateur. Si on recale toutes les courbes sur I'intervalle temporel [0, 1],
un tracé a 24 positions correspond a 24 mesures avec un pas de 2i3 entre deux
mesures. Par contre, un tracé a 62 positions correspond a 62 mesures avec un
pas de 6—11. Non seulement le nombre d’observations dépend de l'individu, mais

de plus, les observations ne sont pas directement comparables. Par exemple, la
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deuxieme mesure de la courbe a 24 positions correspond a l'instant 2—13 (apres
recalage), alors qu’elle correspond a l'instant 6% pour la courbe a 62 positions
(voir les figures 2.2 et 2.3). Il est tres difficile de faire une analyse classique de ce
genre de données, car le nombre de variables qui décrit chaque individu dépend
de l'individu, et, pire encore, le sens a accorder a chaque variable dépend aussi
de l'individu. Au contraire, en ADF, on compare deux courbes, ce qui ne pose
pas vraiment de probleme, en particulier apres représentation réguliere (ce qui
induit une interpolation).

T
Alent (x)

A rapide (x) --—------

F1c. 2.2 — Graffiti pour la lettre A’ : évolution de I’abscisse du stylet

2.3 Quelques méthodes de ’ADF

Le livre de Ramsay et Silverman [63] présente de fagon assez synthétique et
complete les méthodes les plus classiques en ADF. Cependant, cet ouvrage est
avant tout orienté vers la mise en ceuvre pratique des algorithmes et contient
tres peu de résultats théoriques. De plus, il ne contient bien entendu pas les
développements les plus récents de 'ADF. En complément de Ramsay et Sil-
verman [63], nous proposons donc dans les sections suivantes un panorama des
méthodes de ’ADF, en mentionnant les résultats théoriques importants. Bien
entendu, ’ADF forme un domaine trop large et trop actif pour prétendre a une
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quelconque exhaustivité!.

2.3.1 La représentation des fonctions

Une des principales difficultés de ’ADF est bien entendu la manipulation des
fonctions. Quand on traite des données classiques numériques, on se contente
de manipuler des vecteur de R", sans que cela ne pose de probleme. Des qu’on
quitte ce cadre simple, on rencontre des difficultés. On sait par exemple qu’il
ne faut pas recoder trop naivement les données nominales pour éviter d’intro-
duire une distorsion dans les analyses effectuées Lebart et al. [50]. En ADF, le
probleme devient particulierement délicat car il est tres difficile de manipuler
informatiquement des fonctions arbitraires.

La situation la plus favorable est celle ou les fonctions sont toutes évaluées
aux meémes points. Si on dispose par exemple de m évaluations pour n fonc-
tions, on étudie en fait un tableau de données a m lignes et n colonnes, les
filzj) (1 < i< netl<j < m). Cette situation simplifie énormément les
problemes car les “fonctions” sont directement comparables. On pourrait méme
faire une analyse classique en “oubliant” I'aspect fonctionnel et en considérant
qu’on observe des données dans R™. Bien entendu, cette derniere solution n’est

1On trouvera des informations complémentaires dans les recueils de résumés des exposés
donnés dans le cadre du groupe STAPH, STAPH [73] et STAPH [74]
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pas tres satisfaisante (et pose des problemes dus aux données fonctionnelles, cf
par exemple la section 2.3.3), mais elle montre que du point de vue pratique, le
cas des données directement comparables reste relativement simple. En gardant
I’aspect fonctionnel, tout se passe comme si on travaillait avec comme espace de
départ pour les fonctions 'ensemble fini D = {x1,...,z,,}. On peut définir sur
'ensemble des fonctions de D dans R différentes normes classiques (comme la
norme uniforme et la norme quadratique), la notion de produit scalaire, et, plus
généralement, toutes opérations numériques utiles pour les méthodes de I’ADF.
On peut aussi effectuer un traitement plus élaboré, par exemple en introdui-
sant de la régularisation, par l'intermédiaire d'une représentation par splines
d’interpolation (ou de lissage). Comme les fonctions sont évaluées aux mémes
points, on utilise les mémes noeuds pour les splines de toutes les fonctions. On
peut calculer exactement différentes opérations fonctionnelles sur les splines qui
représentent les fonctions étudiées.

Malheureusement, il est fréquent d’obtenir des fonctions qui ne sont pas
régulierement échantillonnées, comme l'illustre 'exemple du Graffiti présenté
dans la section précédente. Dans ce cas, la situation se complique radicalement.
Dans toutes les méthodes de 'ADF, on est amené a comparer des fonctions
entre elles. On peut distinguer deux grandes catégories de comparaisons :

1. Les comparaisons entre une fonction observée (une donnée) et une fonc-
tion controlée par la méthode : cette situation est la plus simple. En effet,
les fonctions qui sont produites par les méthodes de ’ADF peuvent parfai-
tement étre représentées par une des tres nombreuses méthodes classiques
d’approximation de fonctions (représentation polynomiale, par splines, par
séries de Fourier, par réseaux de neurones, etc.). Avec une telle représen-
tation, il est possible d’évaluer les fonctions produites par la méthode en
n’importe quel point et donc de les comparer avec les fonctions observées.
Si on souhaite calculer par exemple une distance quadratique entre une
fonction observée (i.e., les (z;, f(x;))) et une fonction controlée par la
méthode, i.e., g, on calcule simplement

17 = 9l = — 3" 1) — eI

En fait, on contourne le probleme de I'hétérogénéité des fonctions obser-
vées en les comparant a des fonctions parfaitement connues. Pour chaque
fonction observée, on est dans la situation du cas simple.

2. Les comparaisons entre fonctions observées : cette situation est la plus
délicate car les fonctions observées sont, par hypothese, impossible a com-
parer directement. Il faut donc réaliser une forme d’interpolation pour

p- 17
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pouvoir comparer ces fonctions.

Dans les deux cas, on voit que certaines fonctions seront représentées par une
méthode classique d’approximation de fonctions. Méme si la représentation des
fonctions observées n’est pas toujours indispensable pour certaines méthodes,
elle peut étre tres utile. Il est par exemple classique de supposer que les fonctions
observées sont en fait éléments d'un ensemble F de fonctions régulieres exacte-
ment représentables (par exemple l'espace vectoriel engendré par les premiers
éléments d’une base topologique dénombrable de ’espace fonctionnel considéré,
ie., vect(¢i,...,¢4)). On suppose alors que les observations de la fonction f
sont bruitées, i.e., qu’on connait des couples (x;, f(z;) + €;), puis on estime f
par une méthode d’approximation adaptée a I’ensemble F. Par exemple dans le
cas Hilbertien, on cherche les coefficients v; qui minimisent

2

flw) +e5 =Y woe(;)

k=1

D(1,--,7) = Z
j=1

On peut ajouter a cette distorsion une pénalité sur les v, qui impose une plus
forte régularité sur la représentation obtenue pour f. Cette approche permet de
gagner sur différents points :

— la régularisation permet de s’affranchir en partie du bruit sur chaque fonc-
tion observée ;

— la manipulation des fonctions représentées ne pose plus de probleme;

— la représentation permet dans certains cas de réduire considérablement la
taille des données, en particulier quand on dispose au départ d’observa-
tions a haute résolution de fonctions tres régulieres, ou encore quand des
informations a priori permettent de proposer un modele (paramétrique)
adapté aux fonctions observées ;

— de plus, les opérations sur les fonctions représentées peuvent souvent étre
implantées de fagon tres efficace. Si on travaille par exemple par projection
sur une base Hilbertienne, les produits scalaires et les calculs de normes
sont de simples opérations linéaires ou quadratiques.

En résumé, les techniques d’approximation de fonctions sont au centre des mé-
thodes d’ADF (les chapitres 3 et 4 de Ramsay et Silverman [63] sont consacrés
a ce probleme). En général, elles permettent la représentation des fonctions
produites par 'ADF (par exemple les fonctions propres de I’analyse en compo-
santes principales fonctionnelle). De plus, elles sont tres utiles (et dans certains
cas indispensables) pour représenter les fonctions observées. Notons que 1'utili-
sation de fonctions régulieres est dans certains cas indispensable pour donner un
sens au résultat : pour le modele linéaire a variables fonctionnelles par exemple
(cf section 2.3.3), on obtient un probléme mal posé si on n’introduit pas des
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contraintes de régularisation. C’est le cas aussi pour ’analyse canonique fonc-
tionnelle pour laquelle on obtient des résultats de consistance seulement en
présence de régularisation (cf section 2.3.2).

Nous n’avons pas abordé un dernier point important dans la représentation
des fonctions : le recalage. Dans certaines situations en effet, on peut ne pas
avoir une confiance absolue en la localisation des points de discrétisation des
fonctions observées. On peut aussi avoir de bonnes raisons pour transformer
I'espace de départ des fonctions. L’exemple du Graffiti donné a la section 2.2
illustre parfaitement cette derniere motivation : il est illusoire de vouloir compa-
rer directement deux dessins car la vitesse de tracé d’un caractere peut dépendre
des conditions du tracé, sans pour autant que le dessin ne soit pas reconnais-
sable. On est donc amené dans certains circonstances a traiter des fonctions
recalées, c’est-a-dire ff(t) = fi(7:(t)). Nous renvoyons le lecteur au chapitre
5 de Ramsay et Silverman [63] pour la description de quelques techniques de
recalage.

2.3.2 Les analyses factorielles
L’Analyse en Composantes Principales

Comme en analyse de données classique, un des premiers problemes qu’on
rencontre en ADF est celui de la visualisation des données. L’Analyse en Com-
posantes Principales (ACP) qui permet une réduction de la dimension d'un
ensemble de données (i.e., la réduction du nombre de variables) a de ce fait
été une des premieres méthodes classiques adaptée aux données fonctionnelles.
Comme dans le cas classique, ’ACP fonctionnelle correspond a une représen-
tation linéaire optimale (au sens des moindres carrés, i.e., de la variance) d'un
ensemble de données fonctionnelles dans un espace de dimension finie. Si on
dispose de n observations fonctionnelles dans L2, fi,..., f., on cherche ainsi ¢
fonctions de L?, 9y, ..., 1,, orthogonales, et telles que la projection des f; sur
'espace vectoriel engendré par les ¢; engendre le moins de perte possible (au
sens des moindres carrés), i.e., que la distorsion donnée par I’équation suivante
soit minimale :

n q 2
EWr, o tg) = Y (i =D (i) (2.1)
i=1 j=1 )
Dans cette équation, ||.]|s désigne la norme de L? et a;(f;) = (fi, ;) est le

produit scalaire dans L? de f; et 1;, c’est-a-dire la coordonnée selon v; de la
projection orthogonale de f; sur 'espace engendré par les ;-
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Comme pour ’ACP classique, ’ACP fonctionnelle s’effectue en recherchant
le spectre d’un opérateur compact. Cet opérateur est défini a partir de la fonction
de covariance donnée par :

1 n
v(s,t) =~ D (fils) = () (filt) — (1)), (2.2)

i=1

ou i désigne la fonction moyenne des f;. Réaliser ’ACP des f; revient a chercher
les valeurs propres de 'opérateur défini par :

[(g) = (v(s,.),9)

Les fonctions propres associées aux valeurs propres sont alors les ¢;. On peut
montrer que la fonction propre associée a la plus grand valeur propre, ¥, est
solution du probleme d’optimisation sous contrainte suivant :

[max (T(¥),9) (2:3)

On trouvera aux chapitres 6 et 7 de Ramsay et Silverman [63] une présentation
de techniques permettant la mise en ceuvre pratique de 'ACP fonctionnelle.
Les difficultés rencontrées sont celles évoquées dans la section 2.3.1, a savoir
la représentation des fonctions observées et celle des fonctions propres. Deux
stratégies sont utilisées en pratique :

1. Par discrétisation de toutes les fonctions : on approche alors les intégrales
(les produits scalaires) par des techniques classiques de quadrature. Si les
fonctions ne sont pas échantillonnées aux mémes points, on commence par
les interpoler.

2. Par représentation réguliere : on cherche une représentation des fonctions
propres sur les premiers éléments d’une base topologique. Pour simplifier
les calculs, on commence en général par représenter les fonctions observées
sur la méme base.

Résultats théoriques

Du point de vue théorique, on suppose que les f; (les fonctions observées)
sont des réalisations d’une suite de variables aléatoires fonctionnelles (v.a.f.)
i.i.d. (F})en, et on remplace les moyennes empiriques par des espérances. Le
principe reste cependant le méme et conduit toujours a un probleme de calcul
du spectre d'un opérateur linéaire. La principale question théorique a résoudre
est celle de la consistance : peut-on estimer les fonctions propres a partir d’un en-
semble fini d’exemples fonctionnels sans commettre d’erreur systématique, i.e.,
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de sorte que les fonctions obtenues convergent vers les fonctions théoriques?
Cette question est étudiée par exemple dans Deville [26], Dauxois et Pousse [23]
et Dauxois et al. [24]. Notons que ces travaux généralisent le probleme au cas des
espaces de Hilbert séparables et non plus simplement & un de ces espaces, L.
Deville [26] établit la consistance de 'estimation de l'opérateur de covariance
dans le cas de fonctions parfaitement connues. Il en déduit la consistance (en
moyenne quadratique) de I'estimation des valeurs et des fonctions propres de cet
opérateur. Dauxois et Pousse [23] démontrent un résultat de consistance plus
fort (convergence presque stre uniforme) pour I’estimation de 1'opérateur de co-
variance (et donc pour les valeurs propres et fonctions propres). Dauxois et al.
[24] donnent les lois asymptotiques des éléments propres, alors que Bosq [11]
donne des vitesses de convergence en se détachant de plus de I’hypothese d’in-
dépendance des observations fonctionnelles (ce qui permet de la modélisation
auto-régressive fonctionnelle, par exemple, cf la section 2.3.3).

Le cadre fonctionnel complique la question de la consistance car il faut
prendre en compte 'approximation des fonctions manipulées, a la fois pour
les fonctions propres, mais aussi pour les fonctions observées (ces fonctions sont
échantillonnées). Deville [26] montre qu’on peut approcher les fonctions obser-
vées et les fonctions propres par projection sur un sous-espace de dimension finie
(l’article propose une représentation par fonctions polynomiales ou constante
par morceaux). Si l'espace de projection est bien choisi, n’avoir que des fonc-
tions échantillonnées ne pose pas de probleme (on peut quand méme calculer
exactement les projetés). Dauxois et Pousse [23] proposent aussi des résultats
de convergence dans le cas ou les fonctions sont discrétisées (toutes au méme
endroit). Dans les deux cas, les deux parties de ’approximation sont séparées :
soit on suppose que les fonctions sont en nombre fini mais parfaitement connues,
soit on suppose que les fonctions sont échantillonnées, mais qu’on peut calculer
exactement 1'opérateur de covariance (i.e., qu’on connait “toutes” les fonctions).
On trouve dans Besse [4] un résultat de consistance en présence d’observations
discrétisées, avec approximation par splines des fonctions observées et des fonc-
tions propres (I’échantillonnage est uniforme). En fait, les résultats proposés
sont tres généraux car ils correspondent a de I'approximation spline dans des
espaces de Hilbert généraux au lieu de se limiter & L?. Plus récemment, Cardot
[15] donne des vitesses de convergence pour les estimations quand les fonctions
observées et les fonctions propres sont représentées sur une base de B-splines
(ce qui permet d’avoir un échantillonnage différent pour chaque courbe). Les
vitesses sont données pour le cas d’un échantillonnage identique pour chaque
courbe, mais la consistance reste acquise dans le cas d’échantillonnages distincts.
Notons que la discrétisation est supposée déterministe.
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Extensions

Quand on réalise une ACP en optimisant la distortion donnée par ’équation
2.1, les fonctions propres obtenues n’ont aucun raison d’étre particulierement
régulieres. L ’optimisation étant conduite dans L2, on peut obtenir des fonctions
propres tres irrégulieres, ce qui ne facilite pas l'interprétation des résultats.
C’est pourquoi certains auteurs ont proposé de rechercher des fonctions propres
régulieres. Par exemple, Besse et Ramsay [7] représentent les fonctions propres
par des splines. D’autres approches sont possibles, comme l'intégration d'un
terme de pénalisation dans le probleme d’optimisation (2.3) (ou dans le critere
2.1). Si J est un critere de pénalisation, comme par exemple J(1) = [|[v"||3 (ce
qui impose de chercher des fonctions propres de classe C?), Rice et Silverman
[65] proposent de remplacer 2.3 par le probleme :

jmax (T(v),v) = pJ(¥), (24)

Pezzulli et Silverman [59] démontrent la consistance des estimateurs obtenus
par cette méthode (en cas de connaissance parfaite des fonctions). Silverman
[72] remplace 2.3 par :

Il 400 (5)=1 (C(), ) (2.5)

et démontre la convergence des estimateurs lissés en cas de connaissance parfaite
des fonctions. On peut montrer (cf Pezzulli et Silverman [59], Silverman [72] et
Cardot [15]) que le lissage améliore l'estimation des fonctions propres (en cas
de connaissance parfaite des fonctions).

Dans le cas de fonctions échantillonnées de fagon irréguliere, Besse et al.
[5] proposent une estimation lisse basée sur des splines hybrides, qu’'on peut
voir comme une régularisation de la représentation des fonctions observées et
des fonctions propres sur une base de B-spline. Cette technique est assez subtile
puisqu’elle consiste a d’abord représenter les fonctions observées sur une base de
B-spline, puis a remplacer chaque fonction par une version plus lisse de sorte que
'ensemble de ces nouvelles fonctions vérifie une contrainte de rang (c’est-a-dire
de dimension de I'espace vectoriel auquel ces fonctions appartiennent). Cardot
[15] montre la consistance de cette méthode, donne des vitesses de convergence
et montre que le lissage améliore I'estimation des fonctions propres.

D’autres variantes et extensions de I’ACP fonctionnelle ont été présentées et
étudiées, comme par exemple Silverman [71] qui propose de traiter conjointe-
ment le probleme du recalage des courbes étudiées et de I’ACP, ou encore Rice
et Wu [66] et James et al. [48] qui proposent un modele linéaire mixte dont
les éléments sont estimés par un algorithme de type EM. Ces modeles mixtes
permettent de traiter des fonctions discrétisées de facon différente pour chaque
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fonction sans pour autant passer par une étape de représentation réguliere, ce
qui améliore le traitement des données dont les observations sont tres irrégulie-
rement réparties, au prix d’un algorithme d’estimation plus lourd que dans les
autres méthodes.

Autres méthodes factorielles

D’autres méthodes liées a I’ACP ont été étendues au cas fonctionnel. On peut
citer par exemple ’analyse canonique, proposée dans le cadre hilbertien dans
Dauxois et Pousse [23] et plus spécifiquement dans le cadre fonctionnel dans
Leurgans et al. [52]. L’analyse canonique d’un couple de variables aléatoires
fonctionnelles consiste a trouver une transformation linéaire de ces variables qui
maximise la corrélation des fonctions transformées. Il est intéressant de noter
que pour obtenir la consistance des estimateurs, on doit introduire une forme de
régularisation qui n’a donc plus seulement un roéle d’amélioration des résultats
(cf Leurgans et al. [52]). En fait, en I'absence de régularisation, Leurgans et al.
[52] montrent qu’il existe toujours une transformation linéaire de deux variables
fonctionnelles telle que les transformées ont une corrélation de 1, ce qui signifie
clairement que la transformation en question n’a pas beaucoup d’intérét. C’est
pourquoi d’ailleurs Dauxois et Pousse [23] font des hypotheses restrictives sur
les variables aléatoires hilbertiennes pour lesquelles ils proposent une extension
de I'analyse canonique.

L’analyse factorielle discriminante étant un cas particulier de I’analyse cano-
nique, elle s’applique naturellement (et avec le méme besoin de régularisation)
aux données fonctionnelles. On trouve un exemple de mise en ceuvre dans Has-
tie et al. [38]. Dans le cas de fonctions tres irrégulicrement discrétisées, James
et Hastie [47] adaptent leurs travaux sur 'ACP (James et al. [48]) a I'analyse
discriminante en proposant de nouveau un modele linéaire mixte estimé par
I’algorithme EM.

2.3.3 Les modeles linéaires fonctionnels
Introduction

Les méthodes factorielles sont tres utiles pour visualiser, et plus générale-
ment pour explorer, des données. Cependant, dans certaines applications, 1'ex-
ploration n’est pas l’aspect le plus important : on cherche plutot a modéliser
une relation entre certains groupes de variables utilisées pour décrire les indivi-
dus étudiés. Plus précisément, on cherche a expliquer une variable ou plusieurs
variables grace aux valeurs d’autres variables. Cette formulation générale re-
couvre des techniques de type régression ot on cherche a prédire les valeurs des
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variables a expliquer grace aux variables explicatives et des techniques de type
analyse de la variance ou on cherche a décomposer les variables a expliquer sous
forme d’une combinaison d’effets, chaque effet étant caractéristique d’un groupe
d’individus (I’appartenance d’un individu a un groupe est une variable expli-
cative nominale). La facon la plus simple d’introduire un lien entre différentes
variables est de faire une hypothese de linéarité. Dans la régression linéaire, les
variables a expliquer sont obtenues comme combinaisons linéaires des variables
explicatives, alors qu’en analyse de la variance, la combinaison des effets est une
superposition, c¢’est-a-dire une somme.

L’extension des modeles linéaires au cadre fonctionnel peut se faire dans
différentes directions, selon qu’on considere des variables explicatives fonction-
nelles, une réponse fonctionnelle ou encore les deux. Nous allons présenter brie-
vement dans la suite de cette section différents modeles linéaires utilisables dans
le cadre fonctionnel.

Analyse de la variance fonctionnelle

Il s’agit de généraliser 'analyse de la variance au cas d’une variable fonction-
nelle. Dans Ramsay et Silverman [63] (chapitre 9), les auteurs donnent 1'exemple
de la décomposition de la courbe de température annuelle observée dans une
station météo sous la forme suivante :

Tempy, (t) = p(t) + ag(t) + exy(?)

Dans cette formule, g désigne le groupe de la station météo et k le numéro
d’ordre de cette station dans le groupe. La fonction p(t) est la courbe moyenne
de température sur I'ensemble des stations, a,(t) est I'effet du groupe g et ey,(%)
est le résidu non expliqué par I'appartenance de la station k au groupe g.

Quelques résultats théoriques ont été obtenus. Par exemple Fan et Lin [27]
établissent les propriétés théoriques d’un test de différence entre des groupes de
fonctions, quand les fonctions sont toutes observées aux mémes points. Fan et
Zhang [28] proposent une méthode d’estimation des effets dans l'analyse de la
variance fonctionnelle basée sur un calcul direct suivi d’un lissage des fonctions
obtenues, et donnent des résultats sur le biais asymptotique des estimateurs dans
certains cas particuliers. Comme dans Brumback et Rice [12], 'analyse proposée
est basée sur le modele linéaire a coefficients variables, présenté a la section 2.3.3.
Notons de plus que, comme on peut voir I'analyse de la variance fonctionnelle
comme un cas particulier du modele linéaire fonctionnel, les résultats obtenus
pour le cas général s’appliquent au cas particulier.
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Modéle linéaire avec réponse scalaire

L’extension la plus naturelle du modele linéaire au cas fonctionnel est celle
qui consiste a considérer une variable réelle a expliquer grace a une variable
fonctionnelle. En effet, le modele linéaire dans R"™ se traduit naturellement en
modele linéaire sur un espace fonctionnel. Plus formellement, on écrit I’espérance
conditionnelle de Y (la variable & prédire, supposée centrée) sachant X (la

fonction observée) sous la forme suivante (Ramsay et Silverman [63], chapitre
10) :

E(Y|X) = / a(t) X (t)dt (2.6)

On peut généraliser au cas de X a valeurs dans un espace hilbertien séparable
(Cardot et al. [17]) :
E(Y]X) = A(X), (2.7)

ou A désigne un opérateur linéaire continu sur 'espace hilbertien considéré.
Dans les deux cas, le probleme est donc d’estimer 'opérateur linéaire. Du point
de vue pratique, cela pose des problemes, méme quand les fonctions sont toutes
observées aux mémes points. Comme le rappellent Frank et Friedman [36], es-
timer un modele linéaire demande 'inversion de 'opérateur de covariance. Or,
dans le cadre fonctionnel discrétisé, cet opérateur est souvent tres mal condi-
tionné car la régularité des fonctions observées induit une quasi-colinéarité des
observations. De ce fait, on est amené a utiliser diverses techniques pour amélio-
rer le conditionnement de 'opérateur de covariance, par exemple en travaillant
dans le sous-espace vectoriel engendré par les plus grandes valeurs propres de
I'opérateur ou encore en introduisant un terme de régularisation. Dans cette
derniere approche, on cherche o qui minimise

E ((Y _ / a(t)X(t)dt)2> +pJ(a),

ou J est un critere de pénalisation qui favorise les fonctions régulieres. Pour
mettre en ceuvre cette technique, on peut utiliser des splines d’interpolation (si
les fonctions sont discrétisées toutes aux mémes points), comme dans Hastie
et Mallows [39]. On peut aussi chercher une représentation de a sur une base
de B-splines (Ramsay et Silverman [63], chapitre 10) ou combiner la recherche
sur une base de B-splines avec 'utilisation d’un terme de régularisation (splines
hybrides, ou P-splines, Marx et Eilers [55] et Cardot et al. [18]).

Dans le cas ou les fonctions sont parfaitement connues, le probleme reste le
méme. Comme l'expliquent Cardot et al. [17], 'opérateur de covariance n’est pas
inversible en général, et quand 'inverse existe, il n’est pas continu. La technique
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proposée dans Cardot et al. [17] consiste a estimer l'opérateur A grace a une
suite d’opérateurs obtenus en restreignant 'opérateur de covariance a l’espace
engendré par ses premiers vecteurs propres. La subtilité est que le nombre de vec-
teurs propres pris en compte croit avec le nombre de réalisations fonctionnelles
considérées. Sous certaines hypotheses sur les valeurs propres de I'opérateur de
covariance et sur la vitesse de croissance de la dimension de I'espace de projec-
tion, Cardot et al. [17] donnent des résultats de convergence en probabilité et
presque stre.

Comme nous ’avons dit plus haut, une autre solution pour estimer le modele
linéaire consiste a représenter o sur une base de B-splines, en incluant un terme
de pénalisation. Cardot et al. [18] proposent une analyse théorique de cette tech-
nique, en donnant en particulier des vitesses de convergence pour la méthode, a
la fois dans le cas ou les fonctions sont parfaitement connues et dans celui d’'une
discrétisation (supposée non aléatoire). Comme dans la méthode précédente, la
convergence de 'estimateur de a demande une augmentation progressive de la
précision de la représentation, c¢’est-a-dire du nombre de B-splines considérés.

Pour conclure sur le modele linéaire a réponse scalaire, on peut noter que
Cardot et al. [16] proposent un test d’hypotheses (de la forme ® = @, contre
¢ # P() pour le modele linéaire fonctionnel et établissent sa consistance. D’autre
part, James [46] propose une généralisation au cas fonctionnel du modele linéaire
généralisé, en utilisant une représentation régularisée des fonctions observées et
en estimant les parametres du modele par un algorithme de type EM.

Modele linéaire avec réponse fonctionnelle

On peut aller plus loin dans la généralisation du modele linéaire en supposant
que la variable a expliquer est elle aussi une fonction. Si les variables explicatives
sont classiques, on se retrouve avec un modele de type analyse de la variance
fonctionnelle, présenté a la section 2.3.3. Le cas le plus général est celui ou les
variables explicatives sont elles aussi fonctionnelles. Il s’agit donc dans le cas
général de trouver un modele de E(Y|X) ou Y est une fonction a valeurs réelles
et X une fonction a valeurs réelles ou vectorielles.

Modele linéaire a coefficients variables
Hoover et al. [41] proposent une généralisation fonctionnelle des modeles
linéaires a coefficients variables introduits dans Hastie et Tibshirani [40]. L’idée
est modéliser Y par :
Y(t) = X1 ()B(t) + (1), (2.8)

ot XT(t) est le vecteur ligne obtenu par transposition de la valeur vectorielle
de la fonction X au point ¢. On cherche alors a estimer la fonction vectorielle
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(. En tout t, 3 est donnée théoriquement par la formule suivante (si on utilise
un critere de moindres carrés) :

B(t) = (BE(X(H)X" (1))
Différentes méthodes sont proposées et étudiées dans Hoover et al. [41]. Une pre-
miere méthode consiste a représenter 5 dans une base de B-splines en intégrant
une pénalité pour obtenir une solution réguliere. Une autre méthode consiste a
interpoler X et Y grace a une méthode d’estimateur a noyaux. Hoover et al.
[41] donnent des résultats de vitesse de convergence des estimateurs dans le cas
de cette deuxieme méthode.
Fan et Zhang [28] proposent une méthode d’estimation de [ (déja évoquée
a la section 2.3.3) basée sur un mécanisme a deux étapes : dans un premier
temps, on obtient une estimation discrétisée de [ (les points de discrétisation
sont ceux pour lesquels on connait les courbes étudiées). Ensuite, I'estimation
est lissée, par exemple grace a un lissage localement polynomial. L’avantage de
cette technique sur celles proposées dans Hoover et al. [41] est son temps de
calcul en général tres inférieur. Fan et Zhang [28] réalisent une étude du biais
et de la variance des estimateurs proposés.

-1

E(X(1)Y (1))

Modéele intégral

Ramsay et Silverman [63] proposent (chapitre 11) une autre approche du
modele de régression avec réponse fonctionnelle, en écrivant E(Y|X) sous la
forme suivante (dans le cas centré) :

B(Y|X)(s / B(s, )X (2.9)

Dans cette équation, X désigne une variable aléatoire fonctionnelle dont les
valeurs sont des fonctions a valeurs réelles. La généralisation au cas de plusieurs
variables fonctionnelles ne pose pas de probleme. Pour estimer 3, Ramsay et
Silverman [63] représentent X (¢) grace a une base (les ¢;) et Y(s) grace a une
autre base (les 1;). On représente alors § sur la base des produits v;(s)¢;(t).
Comme souvent en ADF| il est possible (et méme recommandé) d’ajouter un
terme de pénalisation.

Modele auto-régressif

Dans I’étude des séries temporelles, il est assez naturel de considérer le mo-
dele fonctionnel auto-régressif et méme le modele auto-régressif hilbertien. On
suppose ainsi qu’on observe une suite (h;) d’éléments d’un espace hilbertien
séparable qu’on modélise par (dans le cas d’'un processus d’ordre 1 centré) :

p- 27
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On cherche alors a estimer l'opérateur linéaire continu A. Bosq [11] propose
une stratégie d’estimation basée sur une projection des fonctions observées sur
I’espace vectoriel engendré par les plus grandes valeurs propres de l'opérateur
de covariance (on retient un nombre fini de valeurs propres). On procede ensuite
par inversion de la restriction de 'opérateur a l’espace considéré, comme dans
le cas du modele linéaire a réponse scalaire (cf la section 2.3.3). Bosq [11] donne
des résultats de convergence des estimateurs proposés.

Pumo [62] propose une interpolation linéaire des observations discrétisées et
montre la convergence des estimateurs obtenus. Besse et Cardot [8] proposent
une amélioration de la méthode basée sur une représentation par splines de lis-
sage des fonctions observées a laquelle on ajoute une contrainte de rang. La
méthode combine deux avantages : elle permet une meilleure représentation des
fonctions observées, tout en choisissant les représentants dans un sous-espace
fonctionnel de dimension finie, ce qui permet d’anticiper la restriction de I'opé-
rateur de covariance nécessaire a son inversion. L utilisation de splines hybrides
a la place des splines de lissage (comme dans Besse et al. [5]) permet de plus de
prendre en compte une discrétisation différente pour chaque courbe. D’autres
techniques sont évoquées par Besse et Cardot [8], comme par exemple un re-
présentation des fonctions observées par des splines de lissage sans introduction
de contrainte de rang, ou encore une recherche de fonctions propres lisses de
I'opérateur de covariance. Les expériences conduites dans Besse et Cardot [§]
semblent montrer que I'approche proposée par ’article donne des résultats plus
satisfaisant que les autres. Cardot [14] étudie d'un point de vue théorique la
technique qui consiste a représenter les fonctions par des splines de lissage (sans
contrainte de rang et en considérant une méme discrétisation pour toute les
fonctions observées) et donne des vitesses de convergence pour les estimateurs
ainsi obtenus.

2.3.4 Autres méthodes

Les méthodes présentées jusqu’a présent sont essentiellement des méthodes
linéaires, ce qui est relativement restrictif. Certaines méthodes non linéaires ont
cependant été adaptées au cas fonctionnel, comme nous l'indiquons dans les
sections suivantes.

Régression inverse par tranche

Ferré et Yao [29][22] proposent une généralisation du modele de régression
inverse par tranche qui est un modele semi-paramétrique non linéaire. Le prin-
cipe du SIR (Sliced Inverse Regression, Li [53]) est de chercher Y (la variable a

p. 28
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expliquer) comme une fonction de X (la variable explicative a valeurs dans R?)
sous la forme :

Y = f(BTX,.... 83X, ¢) (2.11)

Dans cette équation, les 3; sont k vecteurs linéairement indépendants de RP, ¢
est un bruit centré (a valeurs réelles) indépendant de X et f une fonction de
R¥*+! dans R. La généralisation au cas hilbertien est trés naturelle et consiste &
chercher Y sous la forme

Y = f(<617)(>7“‘7<6k7)(>75) (2‘12)

Dans cette nouvelle équation, (.,.) désigne le produit scalaire d'un espace hil-
bertien séparable et X est une variable aléatoire a valeurs dans cet espace.

La principale difficulté du SIR est 'estimation de k£ et des ;, car f est
obtenue par une méthode de régression non paramétrique classique. Quand k
est fixé, on obtient les 3; en effectuant I’analyse spectrale de 'opérateur I'"'T,
ou I' désigne comme toujours 'opérateur de covariance de X, alors que I', est
l'opérateur de covariance de E(X|Y'). Le probleme est que, comme nous 1'avons
déja indiqué, I'~! n’est pas un opérateur borné, ce qui complique singulierement
I'estimation. La technique proposée dans ? | est celle dont nous avons déja
régulierement parlé, a savoir 'inversion de la restriction de I' a ’espace vectoriel
engendré par les vecteurs propres associés a ses plus grandes valeurs propres. 7 |
montrent la consistance des estimateurs obtenus par cette méthode, en présence
de fonctions parfaitement connues.

Régression non paramétrique

Ferraty et Vieu [33] proposent une généralisation du modele de régression
non paramétrique par noyau au cas des espaces vectoriels semi-normés. Si on
observe n réalisations du couple de variables aléatoires (Y, X) (a valeur dans
R x H, les (Y;, X;), on définit I'estimateur E(Y|X = x) = &(z) par

Bu(w) = 3 wila)Yi, (2.13)

|1 —||
R
o |1 —=||
Sk ()

Dans cette équation, ||.|| désigne la semi-norme de 1’espace vectoriel H, K est
un noyau, c¢’est-a-dire une fonction de R™ dans R™, Lipschitzienne de rapport 1,

avec

(2.14)

w;()
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a support compact et d'intégrale 1 sur son support. Enfin, A, est la largeur de
la fenétre de I'estimateur. On constate que 'estimateur proposé est I'extension
tres naturelle de I'estimateur de Nadaraya-Watson au cas ou la distance entre
une observation et un x quelconque est calculée a partir d’une semi-norme.

Ferraty et Vieu [33] établissent la consistance de l'estimateur ®,, sous des
hypotheses assez classiques (continuité de ®, hypotheses techniques sur A, ob-
servations i.i.d., Y bornée), excepté une hypothese sur la variable aléatoire X
qui peut s’interpréter comme une condition sur la dimension fractale de Px.
Avec des hypotheses un peu plus fortes (® Holderienne ainsi qu'une hypothese
plus forte sur Pyx), Ferraty et Vieu [33] obtiennent la vitesse de convergence de
®, vers ®. On trouve dans Ferraty et Vieu [34] (chapitre 5) et dans Ferraty
et al. [32] des résultats plus complets, en particulier la convergence uniforme
sur un compact ainsi que le cas ou la suite de réalisations (Y;, X;);eny n’est plus
i.i.d. mais a-mélangeante. Dans tous les cas, les résultats sont obtenus en suppo-
sant les fonctions observées parfaitement connues. On trouve dans Ferraty [31]
une application de la méthode proposée au cas de la discrimination de courbes.
L’article s’intéresse en particulier au choix pratique de la semi-norme sur H
et propose d’utiliser la norme de la projection de X; — x sur 'espace vectoriel
engendré par les g premiers facteurs fonctionnels de ’ACP des X;.

Besse et al. [6] adaptent le modele déerit dans cette section pour réaliser une
estimation non paramétrique d’un processus auto-régressif fonctionnel. L adap-
tation ne pose pas de probleme conceptuel car I’estimateur ®,, donné par I’équa-
tion 2.13 est parfaitement bien défini si Y est a valeurs dans un espace vectoriel
quelconque et donc en particulier dans L2. Du point de vue pratique, la discré-
tisation des fonctions introduit une difficulté contournée par I'utilisation d’une
représentation réguliere des fonctions considérées.

Segmentation

Dans les méthodes non paramétriques on peut citer la segmentation par
arbre de décision qui consiste a construire un arbre dont les décisions sont ef-
fectuées sur des variables explicatives, avec comme but d’obtenir des feuilles
homogenes pour la variable a expliquer. Michel-Briand et Escouffier [56] pro-
posent une adaptation des algorithmes classiques de segmentation au cas ou
la variable & expliquer est fonctionnelle (les variables explicatives restent nu-
mériques). Le principe de I'adaptation consiste a utiliser une semi-norme sur
I’espace fonctionnel considéré afin de juger de 'homogénéité d’une feuille. Yu et
Lambert [77] travaillent sur le méme type de modele en choisissant de comparer
les fonctions par I'intermédiaire de leurs coordonnées dans une base de splines
ou leurs cordonnées factorielles.
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Classification

Une des méthodes les plus classiques pour la classification non supervisée
est celle des k-moyennes. Abraham et al. [1] proposent une adaptation de cet
algorithme au cas des données fonctionnelles, plus précisément des fonctions de
L?[a,b]. La solution proposée consiste & représenter chaque fonction observée
sur une base de B-splines, puis d’effectuer une classification de type k-moyennes
sur les coordonnées des courbes dans la base. Abraham et al. [1] montrent la
consistance des estimateurs ainsi construit, en tenant compte d’une discrétisa-
tion différente pour chaque fonction. De plus, la discrétisation est aléatoire, ce
qui complique singulierement le probleme.

Une autre approche est proposée dans James et Sugar [49]. L’article propose
une généralisation du modele de mélange (gaussien) au cas fonctionnel. En fait,
James et Sugar [49] modélisent la fonction aléatoire observée comme un vecteur
aléatoire de dimension finie par I'intermédiaire d’'une base de B-splines. Le vec-
teur aléatoire est supposé engendré par un mélange gaussien. Les parametres
du modele sont estimés par maximum de vraisemblance avec un algorithme de
type EM. Un aspect original du travail est que les fonctions observées ne sont
pas projetées sur la base de B-spline. En fait, on modélise les observations sous
la forme y;; = f;(t;) + ;5 (ou f; désigne une réalisation de la variable aléatoire
fonctionnelle étudiée), ce qui permet de calculer directement la vraisemblance
des observations d’origine et pas celle des coordonnées dans la base de B-splines.

2.4 Conclusion

Comme nous venons de le voir, I’Analyse de Données Fonctionnelles propose
un cadre général permettant le traitement d'une classe tres large de données
pour lesquelles les méthodes classiques ne sont pas adaptées. De nombreuses
méthodes de 1’Analyse de Données ont été adaptées avec succes aux données
fonctionnelles, tant du point de vue théorique que pratique. On note cependant,
et c’est toute la motivation de cette these, que les méthodes neuronales semblent
absentes du panorama fonctionnel. Or, comme nous le rappellerons dans les cha-
pitres suivants, le Perceptron Multi-Couches est un modele semi-paramétrique
tres intéressant dans la pratique, essentiellement grace a son aspect parcimo-
nieux : il peut fournir un modele fidele d'un ensemble de données en utilisant
peu de parametres. Il offre en ce sens un alternative intéressante aux modeles
non paramétrique et aux modeles semi-paramétriques pseudo-linéaires. Nous al-
lons nous attacher dans les chapitres suivant a montrer qu’on peut étendre le
Perceptron Multi-Couches de maniere a lui permettre de traiter des données
fonctionnelles, en nous intéressant aux propriétés théoriques du modele proposé
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et en illustrant son fonctionnement sur des données simulées.




Chapitre 3

Le perceptron multi-couches
fonctionnel

3.1 Introduction

3.1.1 Les différents modeles

L’approximation de fonctions joue un role fondamental dans les problemes
de modélisation statistique tels que les problemes de régression ou de discri-
mination. Dans le premier cas, on cherche en effet a approcher la fonction de
régression afin d’obtenir une relation déterministe entre les variables explica-
tives et les variables a prédire. Dans le cas de la discrimination, le calcul des
probabilités a posteriori peut s’exprimer sous la forme d’un probleme de régres-
sion classique, et peut donc étre ramené au probleme de ’approximation de la
fonction de régression.

Dans les deux cas, le choix du modele (paramétrique, semi-paramétrique, non
paramétrique) dépend entierement de la nature du probleme a traiter. L utili-
sation de modeles paramétriques suppose une bonne compréhension du phéno-
mene a modéliser, ce qui restreint leurs champs d’application a des problemes
spécifiques. A contrario, I'utilisation de modeles non-paramétriques, tels que les
K plus proches voisins ou les méthodes a noyaux, ne nécessite pas de connais-
sance a priori. Cependant, ce type d’approches présente dans la pratique un in-
convénient majeur : ces méthodes sont peu adaptées aux problemes nécessitant
un important volume de données, car elles imposent le stockage et le traitement
de I'ensemble des données lors de chaque évaluation du modele. Finalement,
les modeles semi-paramétriques présentent les avantages des deux précédentes
approches sans leurs inconvénients : la classe de fonctions réalisables par ces mo-
deles est tres large, ce qui autorise leur utilisation dans de nombreux problémes,
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de plus contrairement aux méthodes non-paramétriques, seule la phase d’esti-
mation (apprentissage) nécessite la disponibilité de I’ensemble des données. Par
la suite, I’évaluation du modele est indépendante des données initiales!.

Dans le cas semi-paramétrique, on pourrait étre tenté d’utiliser toute famille
assez "large” de fonctions paramétrées pour résoudre un probleme de régression
(ou de discrimination). Cependant, sans connaissance a priori sur le phénomene
a modéliser, on ne peut pas faire d’hypotheses trop restrictives sur la nature de
la fonction a approcher. Ceci conduit alors a ne considérer que des modeles ayant
la capacité d’approcher une classe relativement importante de fonctions?. Cette
propriété d’approximation universelle est fondamentale et justifie d'un point de
vue théorique le choix de certains modeles de préférence a d’autres.

De nombreuses familles de fonctions paramétrées possedent la propriété d’ap-
proximation universelle (dont le perceptron multi-couches comme on pourra le
voir dans le chapitre suivant). Le choix d'un modele plutét quun autre semble
donc étre de peu d’importance, et pourrait étre motivé par des considérations
purement pragmatiques : la réduction des ressources informatiques nécessaires
a l'obtention et a la manipulation du modele. En suivant ce raisonnement, il
semble 1égitime de s’interroger sur 1'utilité des modeles non-linéaires, tels que
les perceptrons multi-couches en regard des modeles linéaires généralisés. En
effet, dans la pratique, ’étape d’estimation des parametres d’un modele non-
linéaire est une tache difficile et cotteuse : 'optimisation non-linéaire implique
I'utilisation d’algorithmes nécessitant des ressources importantes.

En fait, la seule propriété d’approximation universelle n’est pas suffisante
pour justifier le choix d’une classe de régresseurs paramétriques : le probleme de
la complexité du modele doit aussi étre pris en considération. On sait en effet
que le nombre de parametres ajustables d’'un modele doit toujours étre petit
devant la taille de I’ensemble d’apprentissage. Dans le cas contraire, le modele
aura tendance a sur-apprendre la base d’exemples (overfitting), et n’aura donc
pas la capacité de généraliser lors de la présentation de nouveaux individus.
C’est la raison pour laquelle le choix de modeles parcimonieux (i.e. réalisant
une méme qualité d’approximation avec un nombre réduit de parametres) est
dans la pratique préféré.

Un résultat important, démontré par Barron [3], montre que les perceptrons
multi-couches sont des approximateurs parcimonieux. Plus précisément, ce ré-
sultat montre que pour des problemes dont la dimension d’entrée est supérieure
ou égale a 3, les perceptrons multi-couches réalisent une approximation plus fine

es parametres du modeles sont une sorte de “"résumé statistique” de ’ensemble des don-
nées.
2par exemple, un ensemble des fonctions régulieres ou un ensemble de fonctions intégrables

(L2 ().,

p. 34
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que les modeles linéaires généralisés a nombre de parametres égal. Ce résultat
est la justification théorique de I'utilisation des perceptrons multi-couches pour
des problemes en dimension élevée.

3.1.2 Le cadre fonctionnel

Comme on a pu le voir dans le chapitre précédent, I’Analyse de Données
Fonctionnelles est un domaine récent de la statistique qui a fait I'objet de nom-
breux travaux, tant pratiques que théoriques. En effet, comme le souligne [30],
I’extension au cadre fonctionnel des techniques classiques d’estimation, tels que
les modeles a noyaux, ou le modele linéaire, a permis de développer des outils
théoriques performants qui offrent un potentiel important en terme d’applica-
tions (voir le chapitre 2 pour quelques exemples). Le travail présenté ici s’inscrit
pleinement dans ce courant, et tente de faire la jonction entre le domaine de
la statistique sur données fonctionnelles, et celui des techniques "neuronales”
classiques.

La nécessité d’utiliser des modeles parcimonieux dans tout probleme d’es-
timation suggere naturellement 'adaptation du perceptron multi-couches au
cadre fonctionnel. En effet, comme on a pu le voir précédemment, le perceptron
multi-couches réalise une approximation d’autant plus parcimonieuse par rap-
port aux modeles linéaires généralisés que la dimension d’entrée est élevée. Le
postulat sur lequel s’appuie I’ensemble de ce travail est que cette propriété reste
valable dans le cas d’espaces de dimension infinie, et plus particulierement dans
le cas des espaces fonctionnels.

L’extension du perceptron multi-couches numérique a des espaces topolo-
giques arbitraires, présentée dans la premiere partie de ce chapitre, s’appuie sur
les travaux successifs de Sandberg [69], Sandberg et Xu [70], Chen [19], Stinch-
combe [75]. L’idée commune a tous ces travaux consiste a modifier la définition
du neurone numérique classique, en remplagant la partie linéaire du neurone (le
produit scalaire entre le vecteur d’entrée et le vecteur de poids) par une fonction
arbitraire. Cette fonction, définie sur I'espace d’entrée du neurone et a valeurs
réelles, est appelée "la fonction de poids’.

Cette définition générale peut aisément étre adaptée au cas particulier des
espaces LP ('espace des fonctions mesurables de puissance p intégrable), qui
offrent un cadre naturel permettant le traitement de données fonctionnelles.
L’avantage majeur des espaces LP par rapport a des espaces plus généraux
est qu’ils permettent une caractérisation simple du neurone fonctionnel. Cette
caractérisation impose cependant des hypotheses supplémentaires sur la nature
des fonctions de poids : ces fonctions doivent étre linéaires et continues.

Grace a cette définition du neurone fonctionnel, I'extension du percep-
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tron multi-couches au cadre fonctionnel s’effectue naturellement. En effet, la
construction d’un perceptron multi-couches fonctionnel est réalisée de maniere
similaire a celle d’un perceptron numérique classique. On combine pour cela des
neurones fonctionnels et des neurones numériques selon une organisation par
couches.

Pour permettre la mise en ceuvre pratique des perceptrons multi-couches
fonctionnels, on remplace les fonctions de poids arbitraires par une représen-
tation paramétrique. On obtient ainsi un perceptron multi-couches fonctionnel
paramétré par un nombre fini de parametres réels. On montre alors que 1'on
peut appliquer les algorithmes classiques d’optimisation (basés sur le calcul du
gradient de l'erreur commise par le réseau) grace a une adaptation de I’algo-
rithme de rétro-propagation. On montre de plus qu'une extension de ce dernier
algorithme permet d’accélérer certains calculs intermédiaires.

3.2 Neurone Fonctionnel

3.2.1 Neurone général

L’extension du neurone numérique a des espaces arbitraires a été proposée
dans les travaux de Sandberg [69], Sandberg et Xu [70], Chen [19], [75]. Cette
extension s’effectue de maniere naturelle comme on va le voir dans la suite du
texte.

Le neurone numérique, dont les entrées appartiennent a R", est caractérisé
par une fonction d’activation 7' (une fonction de R dans R), un vecteur de poids
w € R™, et par un biais b € R. Si 'on considere le vecteur d’entrée x € R", le
neurone numérique calcule alors la fonction suivante :

N(z) =T(w.x +b)

De maniere similaire a Sandberg [69], Sandberg et Xu [70], Chen [19], Stin-
chcombe [75], on remplace dans la définition du neurone numérique le produit
scalaire w.z par une fonction arbitraire. Plus précisément, on propose la défini-
tion suivante :

Définition 1. Soit E est un espace arbitraire, et M un ensemble de fonctions
de E dans R.

Un neurone général défini sur E est caractérisé par une fonction d’activation
T (de R dans R), une fonction w € M (la fonction de poids) et par un biais
b € R. Etant donnée une entrée x € £, le neurone général calcule alors la
fonction suivante :

N(z) =T(w(x)+b) (3.1)
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3.2.2 Neurone dans un espace de Banach

La manipulation des éléments de M (les fonctions de poids) n’étant pas aisée,
une premiere restriction dans la définition du neurone général est nécessaire afin
de permettre sa mise en ceuvre pratique : comme pour un neurone numeérique,
on impose a la fonction de poids d’étre linéaire et continue. Plus précisément,
comme Sandberg et Xu [70], on impose dans la définition 1 & E' d’étre un espace
de Banach (espace vectoriel normé complet) et a M d’étre un sous-ensemble du
dual topologique de E, E* (I'espace des formes linéaires continues de E dans
R).

On voit que cette nouvelle définition (comme la premiere) englobe parfaite-
ment la définition du neurone numérique classique. En effet, si I'on considere
le cas particulier ou £ = R", alors tout élément w du dual topologique de R"
s’écrit sous la forme suivante : w(z) = w.z, on w € R et z € R™.

3.2.3 Neurone dans les espaces L”

On a vu dans la section précédente que la définition du neurone numérique
pouvait étre étendue a des espaces de Banach arbitraires. Parmi ceux-ci, les
espaces LP (I'ensemble des fonctions® mesurables de puissance p intégrable)
offrent un cadre naturel permettant le traitement de données fonctionnelles.
De plus, I'avantage majeur des espaces LP sur des espaces de Banach arbitraires
est qu’ils permettent une caractérisation aisée des formes linéaires continues.
En effet, pour 1 < p < oo, le dual topologique de LP(u), ou p est une mesure
o-finie définie sur un espace X, peut étre identifié avec L7(u) (ou p et g sont
des exposants conjugués, i.e. 110 + % =1).

Plus précisément, on a le théoréme de représentation de Riesz (voir [68]) :

Théoreme 1. Soit 1 une mesure o-finie sur un espace mesurable X. Soit p un
réel tel que 1 < p < 00, et soit ¢ son exposant conjugué (}D + % = 1), alors pour
tout élément w € (LP(p))*, il existe un unique élément f € Li(u) tel que pour
chaque g € LP(u), on ait :

w(g) = /fgdu

L’identification des éléments de (LP(u))* grace au théoreme de représenta-
tion, permet une caractérisation plus simple des neurones fonctionnels définis sur
LP(p) - soit la fonction d’activation T' (de R dans R), et soit b € R, I'expression

3plus précisément des classes de fonctions.
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du neurone fonctionnel se simplifie alors de la maniere suivante :

N(g) =T (b+ / fgdu)

Par identification du dual de LP(u) avec L?(u), on appelle encore la fonction f
"la fonction de poids”.

Plus généralement, si le produit fg est p-intégrable pour chaque élément g
appartenant & E, alors le neurone fonctionnel N(g) =T (b+ [ fgdu) peut en-
core étre défini. Sil'on considére le cas particulier ou £ = Cy(R™, R) (Cy(R"™,R)
désignant ’ensemble des fonctions continues de R™ dans R a support com-
pact), la fonction de poids f peut étre choisie dans I'ensemble des fonctions
p-essentiellement bornées : f € L°°(u). I faut noter qu’en utilisant une re-
présentation plus simple du neurone fonctionnel (i.e., une forme intégrale), on
introduit une restriction sur I’ensemble des fonctions de poids, qui est a pré-
sent strictement inclus dans E* (pour 'exemple présent, le dual topologique de
Co(R™,R) n’est pas en effet identifiable a L>(u)).

( )

M/ fonction de Intégration
poids
\/ ,
|

o Valeurs fonctionnelles

- Valeurs numériques

Fi1G. 3.1 — Le neurone fonctionnel

Définition 2. Soient (X, ;) un espace mesurable, ot u est une mesure o-finie.
On considere E et V' deux ensembles de fonctions mesurables de X dans R
(muni de la tribu borélienne) tels que pour chaque g € E et chaque f € V| le
produit fg soit p-intégrable.

Un neurone fonctionnel défini sur F est caractérisé par une fonction d’ac-
tivation T (de R dans R), une fonction de poids f € V et un biais b € R. Le
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neurone calcule la fonection suivante :
N(g)=T (b + / fgdu) (32)

La figure 3.1 représente graphiquement le fonctionnement d’un neurone fonc-
tionnel.

3.3 Perceptron multi-couches fonctionnel

On souhaite a présent étendre le perceptron multi-couches numérique aux es-
paces fonctionnels LP(u), en s’appuyant sur la définition du neurone fonctionnel
donnée dans la section précédente.

La sortie du neurone fonctionnel, a I'instar de celle du neurone numérique,
est une valeur réelle. La construction du perceptron multi-couches fonctionnel
peut donc étre réalisée en combinant les neurones fonctionnels et les neurones
numériques selon une organisation par couches a la maniere d'un perceptron
multi-couches classique : la premiere couche du réseau est composée exclusive-
ment de neurones fonctionnels tandis que les couches suivantes ne sont consti-
tuées que de neurones numériques.

Dans le cas d’un perceptron fonctionnel a une couche cachée et a valeurs
réelles (voir 3.2), le réseau calcule la fonction suivante :

H(g) = gakT (bk + /fkgdu)

ou g € LP(u) et ou les fi sont les fonctions de poids, éléments de L7(u).

3.4 Entrées multiples

Jusqu’a présent, on a supposé dans les définitions précédentes que chaque
individu était décrit par une unique fonction de R™ dans R. L’extension de ce
modele a des individus décrits par plusieurs fonctions s’effectue aisément : on
considere pour cela ’espace produit des espaces d’entrée des fonctions, ainsi que
les formes linéaires continues définies sur cet espace.

La définition suivante étend le neurone fonctionnel au cas ou chaque individu
est décrit par p fonctions réelles.
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F1G. 3.2 — Le perceptron multi-couches fonctionnel

Définition 3. Soient (X7i,1),...,(Xp, itp) p espaces mesurables, ou chaque
1; est une mesure o-finie. On considere F; et V;, deux ensembles de fonctions
mesurables de X; vers R tels que pour chaque g € E;, et pour chaque f € V;, le
produit fg soit u;-intégrable.

Un neurone fonctionnel défini sur 'espace produit Ey X ... x E, et dont les
fonctions de poids appartiennent a 'ensemble V; x ... x V,, est une fonction
de Ey x ... x E, dans R, caractérisée par une fonction d’activation 7' (de R
dans R), par p fonctions de poids f; € V; et par un biais b € R. Le neurone
fonctionnel calcule la fonction suivante :

N(g1,--r9p) =T (b + Z / figid,ui> (3.3)

Dans le cas particulier ou chaque individu est décrit par une (ou plusieurs)
fonction a valeurs vectorielles, la définition ci-dessus peut encore étre appliquée
en considérant les fonctions coordonnées de la fonction associée a chaque indi-
vidu. La figure 3.3 représente un neurone fonctionnel avec entrées multiples.

L’extension du perceptron multi-couches fonctionnel a des individus décrits
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Fi1G. 3.3 — Le neurone fonctionnel avec entrées multiples

par plusieurs fonctions s’effectue naturellement en considérant cette nouvelle
définition du neurone fonctionnel.

3.5 Approche paramétrique

Bien que la définition du neurone fonctionnel ait été simplifiée grace a I'utili-
sation du théoreme de représentation, sa mise en ceuvre pratique reste cependant
peu aisée. En effet, manipuler un neurone fonctionnel nécessite la manipulation
de sa fonction de poids, qui est un élément arbitraire de L9(u). Cette difficulté
est un probleme classique de 1’Analyse de Données Fonctionnelles (voir section
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2.3.1). Afin de résoudre ce probleme, on représente les fonctions de poids par
des régresseurs paramétriques.
Plus précisément, on a la définition suivante :

Définition 4. Soit (X, ) un espace mesurable, ot p est une mesure o-finie.
On considere F un ensemble de fonctions mesurables de X dans R et soient W
un ensemble et F' une fonction de W x X dans R tels que pour chaque w € W
et chaque g € F, le produit F'(w,.)g soit p-intégrable.

Un neurone fonctionnel défini sur E est la fonction de £ dans R caractérisée
par une fonction d’activation 7' (de R dans R), un parametre w € W et un biais
b € R. Le neurone calcule la fonction suivante :

N(g)=T (b + /F(w, .)g) (3.4)

La figure 3.4 représente un neurone fonctionnel paramétrique dont la fonction
de poids est calculée par un perceptron multi-couches numérique.

A \

o Valeurs fonctionnelles

- -->  Valeurs numériques
F1G. 3.4 — Le neurone fonctionnel paramétrique

La construction d’un perceptron fonctionnel paramétrique s’effectue alors
naturellement en considérant cette définition du neurone paramétrique. Dans
la pratique, il est bien stur possible d’utiliser des régresseurs paramétriques de
natures différentes pour chaque neurone fonctionnel du perceptron.

Dans l'exemple du perceptron fonctionnel a une couche cachée, le réseau
calcule la fonction suivante :

H(g) = XK:akT <bk + / Fi(us, .)gd,u) , (3.5)

k=1
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ot (ay,by,...,a5,bx) € R wp € Wyet W =W, x...x Wg.

Comme on le verra dans le chapitre 5, dans la pratique, X = R", u est une
mesure de probabilité, W est un sous-ensemble compact de R! et E = LP(u).
Chaque Fj peut alors étre n’importe quel régresseur paramétrique (perceptron
multi-couches, B-spline, séries de Fourier, etc).

3.6 Apprentissage

Si 'on considere un perceptron fonctionnel dont les fonctions de poids sont
représentées par des régresseurs paramétriques, le modele fonctionnel obtenu
est entierement paramétré par un nombre fini de valeurs réelles. Le probleme de
I’apprentissage d'un tel réseau est donc similaire a celui d’'un perceptron multi-
couches numérique : il nécessite de pouvoir effectuer des calculs de gradient afin
d’appliquer les algorithmes classiques d’optimisation (voir par exemple [60], [35]
et [61]). Dans la section suivante, on montre comment la dérivée du neurone en
fonction de ses différents parametres peut étre calculée.

3.6.1 Calcul du gradient

Si I’on considere le cas particulier du neurone fonctionnel ou chaque individu
est décrit par une unique fonction. Le neurone calcule alors la fonction suivante :

N(g)=T (b+ /F(w,.)g)

Le gradient de N en fonction du vecteur parametre w peut alors étre calculé
comme indiqué dans la proposition suivante :

Proposition 1. On suppose que g—i existe p-presque partout, est mesurable et

est dominée (i.e. il existe une fonction mesurable positive f tel que |95 (w, z))| <
f () pour p-presque tout x et [ fgdu < o0o). Alorsw — [ F(w,x)g(x)du(x) est
dérivable en fonction de w et le gradient est donné par :

OF

3 (W 2)9(w)dp(z) (3.6)

Démonstration. Cette proposition est une conséquence directe du théoreme de
convergence dominée. O

Si de plus la fonction T est elle-méme dérivable, on a :

ot =1 (b4 [ Fuag@du) [ 5 wagoiutn) 61
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3.6.2 Rétro-propagation

L’architecture du perceptron multi-couches fonctionnel étant tres proche de
celle du perceptron numérique classique (seule la premiere couche differe), I’algo-
rithme de rétro-propagation du gradient peut facilement étre adapté au modele
fonctionnel.

Si de plus, la fonction de poids F' est calculée grace a un perceptron multi-
couches numérique, 'algorithme de rétro-propagation généralisée, présenté dans
[37], peut étre utilisé afin de calculer efficacement 1’expression g—i g. On montre
en effet, dans le cas ou F' est a valeurs vectorielles, que 'algorithme de rétro-
propagation standard dissocie le calcul de g—i, et ’évaluation du produit scalaire
avec ¢g. Dans 'algorithme de rétro-propagation généralisée en revanche, I’expres-
sion g—g g est évaluée directement, ce qui réduit le cout du calcul (cf [37]).

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, on a pu voir que 'extension du perceptron multi-couches
aux espaces fonctionnels s’effectuait naturellement en considérant une définition
adaptée du neurone numérique classique. De plus, on a montré que grace a
la représentation des fonctions de poids par des régresseurs paramétriques, le
perceptron multi-couches fonctionnel se trouvait paramétré par un nombre fini
de paramétres numériques. Ceci permet 'utilisation des algorithmes standards
d’optimisation, ainsi que 'adaptation de I’algorithme de rétro-propagation du
gradient.

Dans le chapitre suivant, on énonce un résultat d’approximation universelle
qui est la justification théorique de I'utilisation de ce modele dans les problemes
de régression ou de discrimination. Puis dans le chapitre 5, on s’intéressera a la
mise en ceuvre pratique de ce modele et au probleme de I’estimation consistante
de ses parametres.




Chapitre 4

Approximation universelle

4.1 Introduction

L’approximation de fonctions joue un role fondamental dans les problemes
de modélisation statistique tels que les problemes de régression ou de discrimina-
tion. Comme expliqué dans le chapitre précédent, la résolution de tels problemes
nécessite 'utilisation de modéles suffisamment généraux : on dit de tels modeles
qu’ils sont des approximateurs universels.

De nombreuses familles de fonctions paramétrées possedent la propriété d’ap-
proximation universelle. Parmi les modeles linéaires généralisés, on peut citer
par exemple les polynomes, les séries de Fourier, ou les B-spline. Dans le cas
des modeles non-linéaires, on s’intéresse tout particulierement au perceptron
multi-couches numérique, dont 1’étude théorique (récente en regard des autres
modeles) a permis d’énoncer divers résultats d’approximation universel. On peut
citer par exemple Hornik et al. [44], Cybenko [21], Hornik [42] et Hornik [43]
(la liste n’est bien str pas exhaustive). Ces différents travaux poursuivent en
majorité deux buts distincts :

— obtention du résultat d’approximation universelle pour diverses classes de
fonctions. Dans la pratique, cependant, on s’intéresse essentiellement a
I’ensemble des fonctions continues ou a l’ensemble des fonctions mesu-
rables de puissance p intégrable.

— D'utilisation d’hypotheses moins restrictives sur la nature de la fonction
d’activation du perceptron multi-couches numérique.

[l semble important de noter que ces divers résultats d’approximation univer-

sel sont des résultats d’existence qui ne fournissent pas de méthodes pour choisir
une topologie de réseaux (choix optimal du nombre de couches’, choix du nombre

1Une seule couche cachée est suffisante pour obtenir la propriété d’approximation univer-
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de neurones, choix des parametres numériques (voir [10])). Ce choix nécessite
donc de la part du praticien la mise en place d’'une méthodologie rigoureuse afin
de déterminer la topologie du réseau réalisant efficacement ’approximation.

Lors du chapitre précédent, on a montré que ’extension du perceptron multi-
couches a des espaces fonctionnels s’effectuait naturellement en considérant une
définition adaptée du neurone numérique classique. On s’intéresse a présent a
la justification théorique de l'utilisation d’un tel modele : le perceptron multi-
couches fonctionnel a-t-il la capacité d’approcher arbitrairement pres toute fonc-
tion donnée suffisamment réguliere ?

Dans un cadre tres général, Stinchcombe [75] apporte des éléments de ré-
ponse a cette question. En effet, dans ce travail, I’auteur propose une extension
du perceptron multi-couches a des espaces topologiques arbitraires (voir défini-
tion 1), et montre sous certaines conditions générales, que ce modele est un ap-
proximateur universel. L’adaptation de ce résultat au perceptron multi-couches
fonctionnel n’est pas immédiate, car les hypotheses nécessaires a son applica-
tion sont quelques peu techniques. C’est la raison pour laquelle on énonce dans
ce chapitre deux corollaires au travail de [75], qui montrent que le perceptron
multi-couches fonctionnel est un approximateur universel.

4.2 Définitions

On introduit les notations et les définitions suivantes (issues de Stinchcombe
[75]) :

4.2.1 Espaces fonctionnels et distances associées

On note C(X,Y) 'ensemble des fonctions continues de X dans Y, ou X et
Y sont deux espaces topologiques. En particulier, on note C" l’ensemble des
fonctions continues de R™ dans R. On note enfin M™ ’ensemble des fonctions
(Borel) mesurables de R"™ dans R.

Soit d¢ la distance sur M"™ qui donne la convergence uniforme sur les sous-
ensembles compacts :

delf.9) = 3 5 min{sup [£(2) — g(2)], 1)

neN* |z]<n

Pour K un sous-ensemble compact de X, on considere pg, la distance sur

selle.
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I’ensemble des fonctions bornées de K dans R, définie par :
pi(f.9) =sup |f(x) — g(z)]
zeK

Dans les énoncés suivants, on rappelle les définitions de densité dans X et
dans X* (voir [13]) :

Définition 5. Soit X un espace métrique et d sa distance associée. Soit .S et C
deux sous-ensembles de X.
— S est d-extérieurement dense dans C si la d-fermeture de S contient I’en-
semble C.
— S est d-intérieurement dense dans C, si la d-fermeture de S N C' contient
I’ensemble C'.

Définition 6. Soit X un espace topologique, et soit L un sous-ensemble de X*.
L est dense pour la topologie *-faible si pour tout élément [* € X* il existe une
suite [, d’éléments de L qui converge vers [* au sens de la topologie *-faible, i.e.
l,(z) converge vers [*(x) pour tout z € X.

4.2.2 Perceptron a une couche cachée

Définition 7. Soit 7" une fonction de R dans R, et n un entier positif. S7. est
I’ensemble de fonctions exactement calculées par un perceptron a une couche
cachée défini sur R”, a valeurs réelles, et utilisant 7' comme fonction d’activation,
i.e. 'ensemble des fonctions de R™ dans R de la forme :

H(z) =Y BT (wy.x + by)

ou K € N*, B, € R et (wy, b,) € R*™L

On a de méme la définition suivante pour un perceptron multi-couches défini
sur un espace vectoriel topologique :

Définition 8. Soit X un un espace vectoriel topologique, A un sous-ensemble
de X*, et T une fonction de R dans R. S¥(A) est 'ensemble des fonctions
exactement calculées par un perceptron généralisé a une couche cachée défini sur
X, a valeurs réelles, et utilisant 7' comme fonction d’activation, i.e. ’ensemble
des fonctions de X dans R de la forme :
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OﬁKEN*,ﬁkER,kaRetwkeA.
Dans le cas plus général ou A est un ensemble arbitraire de fonctions de X
dans R, le biais by peut étre supprimé de la définition.

4.3 Résultats existants

Comme expliqué dans 'introduction, I’étude théorique du perceptron multi-
couches numérique a permis d’énoncer divers résultats d’approximation univer-
sel. Parmi ces résultats deux travaux précurseurs méritent d’etre cités : Hornik
et al. [44] et Cybenko [21].

Parmi les résultats les plus récents et les plus généraux, on peut rappeler
les deux résultats suivants qui montrent que S7 est un approximateur universel
pour C™ et pour LP(u).

Théoréme 2 (Hornik 93). Si T est une fonction mesurable de R dans R non
polynomiale et Riemann intégrable sur un intervalle compact (non réduit a un
point) de R, alors S} est do-extérieurement dense pour C™.

Théoréeme 3 (Hornik 91). Si T est une fonction mesurable de R dans R,
bornée et non constante, et si p est une mesure finie sur R", alors S} est dense
dans LP(u) pour 1 < p < oc.

Afin d’énoncer le résultat d’approximation pour les espaces de dimension
infinie, on a besoin de la définition suivante :

Définition 9. Soit X un ensemble arbitraire, et A un ensemble de fonctions de
X dans R. A sépare les points dans X, si pour tout z,y € X tel que x # vy, il
existe un élément de a € A tel que a(x) # a(y).

Dans le cadre des espaces de dimension infinie, on a le résultat suivant :

Théoréme 4 (Stinchcombe 99). Soit X un espace topologique, et KC un sous-

ensemble compact de X. Soit A un espace vectoriel de fonctions mesurables de
X dans R.

1. Si S} est do-intérieurement dense dans C*, et si la pi-fermeture de
C(K,R) N A contient les fonctions constantes et sépare les points dans
K, alors SX(A) est px-intérieurement dense pour C(K,R).

2. Si Sk est dg-extérieurement dense dans C', et si l'intersection de C(K,R)
et de la pic-fermeture de A contient les fonctions constantes et sépare les
points dans K, alors S (A) est pi-extérieurement dense pour C'(K,R).
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Dans le cas, ou I'on restreint ’ensemble A & un sous-ensemble dense pour la
topologie x-faible dans X*, on a le corollaire suivant :

Corollaire 1 (Stinchcombe 99). Soit X un espace topologique, et IC un sous-
ensemble compact de X . Soit A un sous-ensemble dense pour la topologie *-faible
dans X*.

1. Si Sk est dg-intérieurement dense dans C', alors SxX(A) est px-
intérieurement dense pour C'(IC,R).

2. Si Sk est dc-extérieurement dense dans C*', alors SF(A) est pi-
extérieurement dense pour C(IC,R).

4.4 Corollaires pour le perceptron multi-
couches fonctionnel

On a vu dans la section précédente que S3 (A) était intérieurement ou ex-
térieurement dense dans différents espaces fonctionnels. En effet, le théoreme 4
et le corollaire 1 (ainsi que ceux de Sandberg [69]) montrent que les résultats
d’approximation de Si¥(A) sont valables pour presque tout espace arbitraire
X. Dans la pratique cependant, ces résultats sont assez complexes a appliquer,
car les hypotheses & vérifier sur I’ensemble A ne sont pas triviales (densité et
séparation).

Dans cette section, on montre que ces hypotheses sont satisfaites par les
perceptrons fonctionnels a une couche cachée.

Corollaire 2. Soit 1 une mesure de Borel finie sur R™. Soit 1 < p < oo un
réel et q sont exposant conjugué. Soit V un sous-ensemble dense de Li(p). Soit
Ay Uensemble des formes linéaires continues sur LP(u) de la forme I(f) =
[ fgdp, ot g € V. Soit T une fonction mesurable de R dans R telle que St est

do-intérieurement (resp. dgo-extérieurement) dense dans C'. Alors S}:p(“) (Ay)
est pic-intérieurement (resp. pi-extérieurement) dense dans C(K,R), ou K est
sous-ensemble compact de LP(u)

Démonstration. Si 1 < p < oo, on sait que L%(u) (avec ¢ < 00) peut étre
identifié avec (LP(u))* (voir par exemple [68]). Plus précisément, pour chaque
[ € (LP(u))*, il existe une unique fonction f € Li(u) telle que I(g) = [ fgdpu.
Par hypothese, V' est dense dans L9(u). Ceci implique que Ay est dense dans
(LP(u))* pour la topologie *-faible. La conclusion est alors obtenue par le corol-
laire 1.
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Si p = 00, on ne peut pas appliquer directement le corollaire 1 car le dual
de L°°(u) ne s’identifie pas avec L!(u). Considérons malgré tout A, 'ensemble
des fonctions affines de L () définies par I(f) = o+ [ fgdu, ol a est un réel
arbitraire et g une fonction arbitraire de V' (un sous-ensemble de L'(u)). A est
un espace vectoriel qui contient les fonctions constantes de C(K, R). On cherche
donc a montrer que A sépare les points dans K. Soient u et v deux fonctions
distinctes de K. La fonction f = u — v est une fonction non nulle appartenant
a L>®(p). On peut supposer que ’ensemble mesurable H = {z € R"|f(x) > 0}
a une mesure (finie) non nulle (dans le cas contraire on remplace f par —f).
Alors [ fxudp > 0, ie. [uxpdu # [vxgdu. Comme p est une mesure finie,
xm appartient & L'(u). Comme V est dense dans L'(u), il existe une suite hy,
de fonctions dans V' qui converge vers yg. On a bien str

‘/f(hk - XH)du)' <1/l ‘/hk _ deu‘

Il existe donc un indice k tel que [ fhydp > 0, i.e. il existe une fonction
hi € V telle que [uhpdp # [ vhidp. A sépare donc les points dans K. La
conclusion est obtenue en appliquant le théoreme 4. O

Corollaire 3. Soit 1 une mesure de Borel finie a support compact sur R™.
Soit T une fonction mesurable de R dans R, telle que S} est dg-intérieurement
(resp do-extérieurement) dense dans C'. Soit V' un sous-ensemble de L ()

do-extérieurement dense pour C™. Alors Sﬁl(”) (Av) est pic-intérieurement (resp
prc-extérieurement) dense dans C(IC,R), ou K est un sous-ensemble compact de

Li(p).

Démonstration. Grace au théoreme de Lusin (voir [68]), on sait que pour toute
fonction f dans L°(u), il existe une suite de fonctions continues g a sup-
port compact, qui converge ponctuellement vers f et telle que |gleo < |f|oo-
Une simple application du théoreme de convergence dominée montre que pour
chaque fonction h dans L' (u), [ grhdi —j—oo [ fhdp. Comme p est & support
compact, il existe un compact K tel que [ gphduy = | x gxhdp. Grace aux hy-

potheses, chaque g peut étre approchée par une fonction ¢, dans V telle que

SUp,ex lgk(x) — dr(x)| < % Dans ce cas ]ngkhd,u — fK orhdu| < % INCHIEE

Comme p est & support compact, on conclut que [ ¢phdp — oo [ fhdp. L'en-
semble des formes linéaires continues Ay est donc dense pour la topologie *-
faible dans (L!'(x))*. La conclusion du corollaire est enfin obtenue en appliquant
le corollaire 1. O
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4.5 Discussion

Le corollaire 2 montre que tant que l'on peut approcher les fonctions de
LP(u) et de C, alors un perceptron fonctionnel & une couche cachée peut étre
utilisé pour approcher les fonctions de C'(K,R), ou K est un sous-ensemble
compact de LP(u). Les résultats antérieurs imposent de treés faibles hypotheses
sur T afin que S7 soit dc-intérieurement ou dg-extérieurement dense dans C!
(voir par exemple le théoreme 2 ou [51]). Pour résumer, 7" doit étre une fonction
non polynomiale et Riemann intégrable sur un intervalle compact non dégénéré
de R. Cette condition est bien str remplie par les fonctions d’activation usuelles
telles que la tangente hyperbolique ou la fonction logistique.

Dans le corollaire 2, le perceptron multi-couches fonctionnel utilise des fonc-
tions de poids appartenant & un sous-ensemble V' dense dans L%(pu). Dans la
pratique, les fonctions de poids sont représentées grace a des fonctions para-
métriques. Cette contrainte n’introduit aucune difficulté tant que l'on choisit
une classe de régresseurs dense dans L7(u). Grace au théoreme 3, on peut par
exemple utiliser un perceptron a une couche cachée avec comme fonction d’ac-
tivation U (i.e., V = S}) tant que U est une fonction mesurable bornée et non
constante (comme p > 1 et ¢ < 00, le théoreme 3 s’applique). D’autres mo-
deles peuvent étre utilisés (B-splines, ondelettes, séries de Fourier, etc.) mais ils
impliquent en général des restrictions supplémentaires sur 1’espace fonctionnel
considéré.

La démonstration du corollaire 2 peut étre étendue au cas ot p = 1, le corol-
laire 3 peut donc sembler redondant. Comme le souligne dans son introduction
Stinchcombe [75], S} n’est pas dense dans L*(u). L’hypothese principale du
corollaire 2 (V' doit étre dense dans L?(u)) ne peut étre satisfaite par une ap-
proximation utilisant des perceptrons multi-couches. Le corollaire 2 présente
donc un intérét limité dans le cas ot p = 1. C’est la raison pour laquelle le
corollaire 3 est nécessaire : comme le montre le théoreme 2, S7; peut étre utilisé
pour approcher les fonctions continues sur un ensemble compact. Le cas p = 1
est donc similaire aux cas p > 1 hormis le fait que la mesure doit étre a support
compact.

Les corollaires 2 et 3 montrent que si 'on considere un sous-ensemble com-
pact K de LP(u), toute fonction de C (K, R) peut étre approchée a une précision
donnée par un perceptron fonctionnel a une couche cachée utilisant un nombre
fini de parametres. Malgré le changement important dans la nature de ’espace
d’entrée (de R™ & un sous-ensemble compact d’un espace fonctionnel), approxi-
mation des fonctions continues reste donc toujours valable.

En analyse de données fonctionnelles, il est habituel de supposer que les fonc-
tions étudiées sont régulieres, i.e. au moins continues. Si 'on considere que ces
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fonctions sont définies sur un sous-ensemble compact, le corollaire 2 peut alors
étre appliqué. En effet, les fonctions continues définies sur un sous-ensemble
compact W de R" sont clairement des éléments de L>(\), ou A est la restric-
tion de la mesure de Lebesgue a W (en fait, toute mesure de Borel définie sur
W peut étre utilisée). De plus, un sous-ensemble compact K d’un espace de
fonctions régulieres (muni de la norme uniforme) est un sous-ensemble compact
de L*(A). On voit donc que toute fonction continue de K vers R peut étre
approchée par un perceptron multi-couches fonctionnel, a condition de pouvoir
approcher les éléments de L'(\) (comme le montre le théoreme 3, Sp réalise
cette approximation).

4.6 Entrées multiples

Les corollaires de la section précédente sont basés sur le théoreme 4 et sur le
corollaire 1. Ces deux résultats font peu d’hypotheses sur I'espace d’entrée des
perceptrons fonctionnels. Dans le cas particulier ot les individus sont décrits par
plusieurs fonctions, on voit que ces hypotheses sont satisfaites par des produits
d’espaces LP tels que X = LP*(pq) X ... x LP7(p,.). Afin d’appliquer le corollaire
1, il est nécessaire de pouvoir approcher les éléments de X*. Comme un élément
de X* est une combinaison linéaire d’éléments de (LPi(u;))*, 'approximation
est bien sur valable pour 1 < p; < oo. Dans ce cas, il est facile d’appliquer
le corollaire 1 et d’étendre donc le corollaire 2 a un perceptron multi-couches
fonctionnel a r entrées.

Le cas de p; = oo est traité de maniere similaire, mais s’appuie sur le théo-
reme 4. Pour p; = 1, il est nécessaire d’ajouter I’hypothese que la mesure cor-
respondante p; soit a support compact. Dans tous les cas, les conditions des
corollaires 2 et 3 sont bien remplies, on peut donc appliquer le théoreme 4 pour
conclure que 'approximation universelle reste valable.

4.7 Conclusion

On a vu dans ce chapitre que malgré le changement important qui s’est
opéré sur 'espace d’entrée du perceptron multi-couches (d’'un espace de dimen-
sion finie & un espace fonctionnel), les résultats d’approximation universelle,
démontrés dans le cadre classique, se transposent au cadre fonctionnel. On s’in-
téresse a présent a la mise en oeuvre pratique d'un tel modele. Jusqu’a présent,
on a supposé que les fonctions d’entrée étaient connues de maniere parfaite et
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que l'intégrale du neurone fonctionnel pouvait étre calculée de maniere exacte.
Dans la pratique, une telle hypothese n’est pas valide, car chaque fonction d’en-
trée est donnée sous la forme d’'un échantillonnage (connaissance discrétisée de
la fonction) : ’évaluation exacte des intégrales n’est donc pas possible. Comme
on va le voir dans le chapitre suivant, une premiere solution consiste a remplacer
chaque intégrale par une moyenne empirique.
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Chapitre 5
Cadre Probabiliste

5.1 Introduction

Le chapitre précédent a permis d’énoncer un résultat théorique important
prouvant que le perceptron multi-couches fonctionnel est un approximateur uni-
versel. Dans la pratique, ce résultat d’approximation ne permet pas de garantir
que I'on peut approcher la fonction a modéliser, car cette fonction n’est connue
qu’en un nombre fini de points. On a donc besoin d’un résultat de consistance.

Pour le Perceptron multi-couches numérique, ce probleme de consistance
a été traité par White (voir [76]) : l'estimation des parametres du modele est
consistante, i.e., les parametres du modele estimés sur un nombre fini d’exemples
convergent vers les parametres optimaux théoriques quand le nombre d’exemples
croit vers l'infini.

On souhaite obtenir un résultat de consistance similaire adapté aux percep-
trons multi-couches fonctionnels. Malheureusement, le résultat de White n’est
valable qu’en dimension finie, et ne peut donc pas étre appliqué au cadre fonc-
tionnel. C’est la raison pour laquelle on énonce dans la premiere partie de ce
chapitre, un premier résultat (basé sur les travaux d’Andrews [2]), qui étend
la loi forte des grands nombres uniforme a des espaces de dimension infinie.
Ce résultat général sera par la suite utilisé afin de prouver la consistance des
différents modeles fonctionnels.

Le probleme de consistance en modélisation fonctionnelle peut souvent étre
scindé en deux étapes distinctes. Ces deux étapes sont une conséquence directe
du fait que I'on possede une connaissance doublement limitée de la fonctionnelle
non-linéaire a modéliser. En effet, comme toujours en analyse de données, la
fonctionnelle non-linéaire n’est connue que grace a un nombre fini de couples
entrée/sortie (la fonction d’entrée et sa valeur de sortie associée). De plus, et
ceci est spécifique a I'analyse de données fonctionnelles, chaque fonction d’entrée
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n’est elle méme connue qu’en un nombre fini de points d’évaluation.

On énonce donc dans la section 5.3 un premier résultat de consistance. Ce
résultat s’appuie sur une connaissance exacte des fonctions d’entrée, et ne prend
donc pas en compte les problemes liés a ’échantillonnage des fonctions. Puis
dans la section 5.4, on énonce un second résultat de consistance tenant compte
de la discrétisation des fonctions observées.

5.2 Loi forte des grands nombres uniforme

Dans cette section, on présente une extension de la loi forte des grands
nombres uniforme aux espaces de dimension infinie. Ce résultat, nécessaire pour
prouver la consistance des différents modeles fonctionnels, est en fait une consé-
quence d’un énoncé plus général formulé par Andrews [2].

Corollaire 4. Soit X un espace métrigue muni de sa tribu borélienne. Soit
(Q, A, P) un espace probabilisé sur lequel est définie une suite de variables aléa-
toires Zy. On suppose que les Z; sont indépendantes identiquement distribuées
et a valeurs dans X . Soit W un espace métrique compact, et soit | une fonction
de W x X dans R. On suppose que les hypothéses suivantes sont vérifiées :

1. Pour chaque w € W, l(w,.) est une fonction mesurable de X dans R.
2. Pour chaque x € X, I(.,x) est une fonction continue de W dans R.

3. Il existe une fonction mesurable d (de X dans R ) telle que pour tout x € X
et pour tout w € W, [l[(w, z)| < d(x).

4. E(d(Z})) < o0.
On a alors :

> Uw, Z) = E(l(w, 2))| =%, 0

t=1

1
sup |—
wew |1

Afin de démontrer ce corollaire, on a tout d’abord besoin du résultat suivant :

Lemme 1. Soit [ une fonction de W x X dans R, ou W est un espace métrique
séparable et X est un espace métrique muni de sa tribu borélienne. Si | est
continue sur W pour chaque x € X et mesurable sur X pour chaque w € W,
alors la fonction f(x) = supyecw l(w,x) est mesurable.

Démonstration. Comme W est séparable, il existe un ensemble dénombrable
W' = {w;|i € N*} dense dans W. On va chercher a montrer que f(z) =
SUP e ((w, ). On considere un = € X fixé. Soit € un nombre réel positif
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arbitraire. Par définition de f, il existe w € W tel que l(w,z) > f(x) — 5.
Comme [(., z) est une fonction continue en w, il existe 7 tel que |[w' —w| < n
implique |I(w', z) —l(w, z)| < §, ce qui implique que [(w’, ) > f(x)—e. Comme
W’ est dense dans W, il existe w’ € W' tel que |w' — w| < n. Ceci implique
que f(z) > sup,ew l(w,x) > f(x) —e. Ceci étant vrai pour tout €, on a
f(z) = sup,ep l(w, z). Donc f(x) = sup,ey {(w;, ). Comme chaque fonction
l(w;, x) est mesurable, le sup est aussi mesurable. O

On montre a présent le corollaire :

Démonstration. Le corollaire est une conséquence du théoreme d’Andrews [2].
La démonstration revient a vérifier 3 hypotheses.

1. L’hypothese A1 est vérifiée car W est un ensemble compact (W correspond
a © dans 'article d’Andrews).

2. L’hypothese A2 se décompose en deux sous-hypotheses :

(a) L’hypothese A2 (a) se traduit avec nos notations en ’hypothese
suivante : pour chaque wy € W (et pour tout ¢t € N), l(wyg, Z}),
SUD et (wo,m) LW, Zt) €t Infuew (o) L(w, Z;) sont des variables aléa-
toires (avec W (wg,n) = B(wg, ) "W, et B(wy, €) est la boule fermée
de centre wy et de rayon ¢).

l(wo, Z) est une variable aléatoire grace a I'hypothese 1 du corollaire
4. Grace aux hypotheses 1 et 2 du corollaire 4 et au fait qu'un com-
pact est séparable, le lemme 1 peut étre appliqué a [ et a W (wy,n), ce
qui permet de conclure que Sup,, ey (wo ) ! (w, Z) est une variable aléa-
toire. Le cas de inf,ecw (wo,z) [(w, Z) est traité de maniere identique
en appliquant le lemme & la fonction —I.

L’hypothese A2 (a) est donc vérifiée.

(b) L’hypothese A2 (b) se traduit dans notre cas en I’hypothése suivante :
on peut appliquer la loi forte des grands nombres aux variables aléa-
toires suivante : Supwew (won (W, Z), infyew (won [(w, Z). On cherche
donc a montrer que :

n

1
lim —Z sup l(w,Z;) =FE ( sup l(w,Zt)) P —p.s.
)

noeen t—1 WEW (wo,n) weW (wo,n
Comme montré au point précédent, (supwew(wm) l(w, Zt))teN* et de
méme (infwew(wm)l(w,Zt)) e Sont des suites de variables aléa-

toires indépendantes et identiquement distribuées. De plus, grace aux
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hypotheses 3 et 4 du corollaire 4, ces variables aléatoires sont inté-
grables. On peut donc leur appliquer la loi forte des grands nombres.

L’hypothese A2 (b) est donc vérifiée.

3. L’hypothese A3 se traduit dans notre cas en 'hypothese suivante :

15 (e(Lgm ) - etz

—1 weW (wo,n

lim sup
n—=0 p>1

On doit montrer la propriété équivalente pour £ (infwew(wm) l(w, Zt))
Comme [ est continue en w pour un x fixé, on a la convergence simple
suivante :

lim sup (w,.)=1I(wo,.)

770 weW (wo,n)
Grace aux hypotheses 3 et 4 du corollaire 4, on peut appliquer la conver-
gence dominée, qui implique :

lim £ sup  lw, Zy) | = E(l(wo, Z4))
n—0 weW (wo,n)

Finalement, comme les Z; sont indépendantes et identiquement distri-
buées, 'hypothese A3 peut étre simplifiée en :

lim =0

n—0

E( sup )l(w,Zt)> — E(l(w, Z}))

weW (wo,n

Ce qui est justement le résultat prouvé ci-dessus. On procede de maniere
similaire pour E (infwew(wo,n) l(w, Zt)).
L’hypothese A3 est donc vérifiée.

Comme les trois hypotheses sont vérifiées, on peut appliquer le théoreme
d’Andrews qui donne exactement la conclusion du corollaire 4. O

5.3 Connaissance parfaite des fonctions

5.3.1 Cadre probabiliste

Comme expliqué dans 'introduction, la fonction que I'on cherche a approcher
n’est connue que grace a n couples entrée/sortie (g°,t"). Les g* sont les fonctions
d’entrée, et chaque t* est I’élément associé a la fonction g°.
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Dans la pratique, on cherche a faire apprendre au perceptron multi-couches
fonctionnel H (de vecteur poids w) la relation existant entre les fonctions d’en-
trée g et les valeurs a prédire ¢*. On consideére pour cela une fonction d’erreur c
(par exemple une distance) et on cherche & minimiser la quantité ¢(H(w, g*), t%)
en moyenne.

Dans le théoréme qui va suivre chaque fonction ¢° va étre modélisée par la
variable aléatoire fonctionnelle G* et de méme chaque élément ¢* va étre modé-
lisé par la variable aléatoire T%. On suppose les couples (G*, T") indépendants
identiquement distribués (G = G' et T =T"'). On veut alors trouver le vecteur
poids optimal qui minimise 'erreur théorique E(c(H (w, G),T)). Cette minimi-
sation étant dans la pratique irréalisable, on remplace donc 'erreur théorique
par une moyenne empirique :

n

1

E=- > c(H(w,g'), 1)
i=1
5.3.2 Consistance
On a le théoreme suivant :
Théoreme 5. Soient K un entier, et Fy, ..., Fx, K régesseurs paramétriques

tels que pour chaque k :

1. F}, est une fonction de W) x X dans R.
W} est un ensemble compact.
pour chaque x € X, Fy(.,x) est une fonction continue de W* vers R.

pour chaque w € W[, Fy(w,.) est une fonction mesurable de X vers R.

il existe une fonction mesurable dy, de X dans R qui appartient a L9(u) et
telle que pour chaque w € W} et pour tout x € X, |Fj,(w, z)| < di(x).

On note Wy, = Wl x ... x WkK.

Soit G* une suite de variables aléatoires fonctionnelles définies sur (Q, A, P)
et a valeurs dans LP (1) (ot p est une mesure o-finie). Soit T un espace métrique
muni de sa tribu borélienne, et soit T une suite de variables aléatoires définis
sur (2, A, P) et a valeurs dans T. On suppose que les couples de variables
aléatoires (G*,T") sont indépendants et identiquement distribués. On note G =
GletT=T"

Soit I une fonction de RE xT x W, dans R, ot W, est un ensemble compact.
On suppose que :

1. pour chaque t € T, 1(.,t,.) est une fonction continue de RX x W, vers R.
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2. pour chaque w, € W, I(.,.,w,) est une fonction mesurable de RX x T
vers R.

3. il existe une fonction mesurable d' de T vers R telle que |l(z,t,w,)| < d'(t)
pour tout z et w,

4. E(d(T)) < o0.
Pour chaque w € ), on définit :

N (an w,) (@) = %3( [ B (o) G @)@dnto).....

/FK (wi,z) G'(w)(z)du(z), T (w), wo>

et

Awn, w,) :E<l( / F (wl, 7) G(@)dpa), ... / Fie (wf, ) G(as)du(m),T,wo)>

Alors pour chaque w € Q et pour chaque n, il existe une solution w"(w) au
probleme

3 n
welfity, X))

Si W* est l'ensemble des minimiseurs de N wp,w,), alors pour presque tout
w e N
lim d(w"(w), W*) =0

Démonstration. On applique la loi forte des grands nombres uniforme (corollaire
4) a la fonction :

blunn9.0) = ([ Ftubodg(oauto)..... [ Fetwlf olg(a)duto). .0,

Ceci est possible pour les raisons suivantes :

1. la fonction A'((wp,w,),(g,t)) = h(wk,w,, g,t) est continue en w =
(wp,w,) pour chaque = = (g,t), grace aux hypotheses sur [ et sur
Fi,..., Fk, et sachant que g appartient a LP(u). En effet, la fonction
wi — [ Fp(wf,z)g(z)du(x) est continue pour chaque g : comme Fj, est
continue en w pour chaque z, la fonction Fj(w’,.)g(.) converge simplement
vers Fi(w,.)g(.) quand w’ converge vers w. De plus, |F(w,.)g(.)| est domi-
née sur WF par di(.)|g(.)|, laquelle est intégrable (par hypothese). Grace
au théoreme de convergence dominée, ceci implique la continuité de la
fonction wf — [ Fy(wf,z)g(z)du(x).
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2. I/ est mesurable en (g,t) pour chaque (wp,w,). C’est une conséquence
directe des hypothéses sur [ et du fait que g — [ Fj(wf, z)g(x)du(z) est

continue pour chaque w.

3. grace au lemme 1 appliqué a |A/|, la fonction

c(g;t) = sup |1 ((wn, w,), (9,1))]
(wp,wo)EWp X W,

est mesurable.
4. E(c¢(G,T)) < oo par hypothese sur [.
Grace au corollaire 4, on a donc

1
sup -
(wh,wo)EWR X W, n —

n
> h(wp,w,, G, TY) — E(h(wp, w,, G, T))| =050 (5.1)
=1

La conclusion finale est obtenue de maniere similaire & White [76] :

On pose w = (wp,w,), W = W), x W,, et h(w,g,t) = h(wp, w,, g,t). On

procede alors selon étapes suivantes :

1. M(w) est continue. Par continuité de h’, h'(w, g,t) converge simplement
vers h(w, g,t) quand w’ converge vers w. De plus, h' est dominée par d'.
Dong, le théoreme de convergence dominée implique que E(h'(w',G,T))
converge vers F(h'(w,G,T)) quand w’ converge vers w.

2. chaque A" est continue sur ’ensemble compact W. Il existe donc un mi-
nimiseur w".

3. on considere un w € €2 pour lequel la convergence uniforme de A" vers
A a lieu. Comme W est un ensemble compact, la suite w™ a au moins
un point d’accumulation wy, et une sous-suite w”™ qui converge vers lui.
Soit € un réel strictement positif. A est uniformément continue sur W et
donc il existe 7 tel que |w' — w| < n implique [A(w) — A(w')| < €. Par
convergence uniforme, pour n’ suffisamment grand, ||\ — \||o, < €. Pour
n' suffisamment grand, on a aussi |w"™ —wy| < 7. Ceci implique |\ (w™) —
Awp)| < 2e. Ceci implique que pour tout w, A(wy) — A(w) < 3¢, car
optimalité de w™ implique A" (w™) — A" (w) < 0, X" (w) — AM(w) < € par
convergence uniforme et on vient juste de prouver que A(wg) — A" (w™) <
2e. Comme ceci est vrai pout tout €, on a pour tout w, A(wg) < A(w), ce
qui montre que wy € W*.

4. finalement, on suppose que d(w", W*) ne converge pas vers 0. Alors il
existe un réel positif € et une sous-suite, w™ tel que d(w™, W*) > ¢ pour
chaque n’. Mais w™ est encore une suite de minimiseurs dans un ensemble
compact et a donc un point d’accumulation dans W* ce qui est impossible
car d(w™ , W*) > e.
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5.3.3 Discussion

Ce théoreme apporte une réponse directe au probleme de consistance. Il
montre en effet que 'estimation des parametres optimaux est statistiquement
valide. La formulation du théoreme est quelque peu technique, car la fonction [
modélise a la fois le perceptron fonctionnel (excepté les intégrales des neurones
fonctionnels) et la fonction d’erreur. Si on note ¢ la fonction d’erreur, on peut
définir dans le cas d’un perceptron fonctionnel a une couche cachée et a valeurs
réelles, la fonction [ comme suit :

l(z,t,w,) =c (Z ap T (b + z1), t)

k=1

ot w, = (ay, by,...,ax,bx) € R¥ . Grace a cette définition, on a donc :

(H (w, g), ) = ( [ Ptk og@iduto)..... [ Pl x)g(x)du(a:mwo)

A" (wp, w,) est donc erreur empirique du perceptron multi-couches fonc-
tionnel sur les données restreintes, et A\(wy, w,) est l'erreur théorique que 1'on
cherche a minimiser. La signification de ce théoreme est que si le nombre de
fonctions croit vers I'infini, les parametres estimés convergent presque surement
vers les vrais parametres optimaux.

Si on étudie a présent les différentes hypotheses utilisées dans le théoreme
5, on voit que son application au perceptron multi-couches fonctionnel ne pose
pas de probleme.

— Dans le cas ou chaque F), est un perceptron multi-couches numérique, la
continuité de la fonction d’activation implique la continuité en w et la
mesurabilité en x. Dans le cas de modeles linéaires généralisés, les fonc-
tions de base doivent étre mesurable en x (ce qui est toujours vérifié par
définition).

— Dans le cas des modeles linéaires généralisés, la majoration |Fj(w,x)| <
di(z) est vérifiée si on suppose que les fonctions de base appartiennent a
L9(p) (ce qui est toujours vérifié par définition). Dans le cas du percep-
tron multi-couches, on peut supposer que la mesure p est finie (hypothese
nécessaire au théoreme 3 d’approximation universelle), et que de plus la
fonction d’activation est continue et bornée (condition vérifiée par les fonc-
tions d’activation habituelles comme la tangente hyperbolique). Sous ces
hypotheses, il existe une constante M telle que pour tout w et pour tout
x, |Fp(w,x)] < M. La fonction constante M appartient a L9(pu).
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— Si I'on suppose que la fonction d’activation du perceptron multi-couches
fonctionnel est continue, la fonction [ est alors continue en (z,w,) et me-
surable en (z,t).

— La majoration de la fonction [, i.e. |l(z,t,w,)| < d'(t) est obtenue en
supposant que la fonction d’activation du perceptron multi-couches fonc-
tionnel est continue et bornée (la sortie du réseau est alors bornée), et
en imposant une condition plus forte sur la variable aléatoire T'. Si 'on
suppose que la fonction d’erreur est quadratique, on peut par exemple
imposer a T" d’avoir un moment d’ordre 2.

5.4 Connaisance limitée des fonctions

5.4.1 Cadre probabiliste

Comme rappelé dans I'introduction, dans presque toute application d’ana-
lyse de données fonctionnelles, les fonctions ne sont connues qu’en un nombre fini
de points d’évaluation, i.e. pour une fonction g donnée, on a a notre disposition
un nombre fini de couples entrée/sortie (z;,y;), ou y; = g(z;). Une maniere
naturelle de modéliser cette connaissance consiste a supposer que la suite de
ces points d’évaluation (z;),en+ est la réalisation d’une suite de variables aléa-
toires (X;);en+. Les X sont indépendantes identiquement distribuées, définies
sur (2,4, P) et a valeurs dans X'. On note Py la mesure de probabilité induite
par X = Xj. Si I'évaluation de la fonction g au point z; est entachée d'un
bruit de mesure, on aura y; = g(z;) + ;. Les ¢; sont les réalisations des va-
riables aléatoires &;. Les &; sont indépendantes identiquement distribuées avec
E(&;)=0. On suppose que les (X;);en et les (£;),en sont des variables aléatoires
indépendantes.

Sous ces hypotheses on a :

/ fgdPx = E(f(X)g(X))

Quand E(f(X)g(X)) < oo et E(f(X)E) < o0, la loi forte des grands nombres
implique que :

m

D AN (9(X)) + &) = E(f(X)g(X)) P = p.s.

j=1

1
m

Dans ce cas, la sortie exacte du neurone fonctionnel N(g) peut étre remplacée
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par une réalisation N(g),, de la variable aléatoire suivante :
~ 1 <&
N(g)m =T <b +— > FX)(9(X5) + 5j)>
j=1

Si T est continue, N (9)m converge (presque surement) vers la sortie exacte N(g)
du neurone fonctionnel. Cette approximation reste bien sur valable pour des
perceptrons multi-couches arbitraires (entrées multiples et/ou neurones fonc-
tionnels paramétriques).

( N\

I L~ Moyenne

- Valeurs fonctionnelles

- Valeurs numériques

F1G. 5.1 — Approximation du neurone fonctionnel

On a par exemple dans le cas d’un perceptron fonctionnel a une couche
cachée et une sortie réelle, la variable aléatoire suivante :

H(g)m =Y axT <bk + % Z Jiu(X5)(9(X;) + 5j)> (5.2)

5.4.2 Conséquences pour ’approximation universelle

Comme on a pu le voir dans le chapitre 4 (corollaires 2 et 3), toute fonction
continue définie sur I, un sous-ensemble compact de LP (), et & valeurs réelles
peut étre approchée a une précision donnée par un perceptron fonctionnel H a
une couche cachée utilisant un nombre fini de parametres. Cette approximation
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a lieu au sens de la norme infinie, i.e. si F' € C(K,R) et € > 0 sont fixés, il
existe H tel que pour tout g € K, |F(g9) — H(g)| < e.

Dans la section précédente, on a vu que dans la pratique la sortie exacte du
perceptron multi-couches fonctionnel H(g) est remplacée par une réalisation de
la variable aléatoire H (g)m- Si toutes les fonctions d’activation du réseau sont
continues, H(g),, converge presque stirement vers H(g) pour un g fixé.

En combinant ces deux résultats, il existe donc pour une fonction g donnée,
un entier M (qui dépend de g) tel que pour tout m > M, on ait |F(g) —
H(g)m| < 2¢ presque siirement. Ce résultat montre donc qu’en tout point (en
toute fonction g), la fonction F' peut étre approchée arbitrairement pres par un
perceptron multi-couches fonctionnel basé sur une connaissance empirique des
fonctions d’entrée : il suffit pour cela que chaque fonction d’entrée g soit connue
avec suffisamment de précision. On peut noter que ce résultat de convergence,
contrairement a celui de I'approximation universelle, n’est pas uniforme : la
vitesse de convergence dépend de la fonction g, i.e. du point d’évaluation de la
fonction F' (convergence simple).

5.4.3 Consistance

Dans le cas ou les fonctions ne sont pas connues de maniere parfaite, le pre-
mier résultat de consistance (théoreme 5) ne peut plus étre appliqué. Afin de
prouver que 'estimation des parametres optimaux reste cependant statistique-
ment valide, on énonce ici un second résultat de consistance plus spécifique. Ce
résultat, adapté a cette connaissance empirique a deux niveaux (nombre fini de
fonctions, nombre fini de points d’évaluation), impose cependant des hypotheses
plus fortes sur la nature des fonctions d’entrée (fonctions continues définies sur
un ensemble compact).

Afin d’assurer que 1’échantillonnage puisse étre distinct d’une fonction d’en-
trée a une autre, i.e. que la position des points d’évaluation et leur nombre
puissent varier d’'une fonction a une autre, on considere une suite de suites de
variables aléatoires (X ;)meN* a valeurs dans X (un espace métrique compact
muni de sa tribu borélienne). Ces variables aléatoires sont indépendantes iden-
tiquement distribuées (on note X = X| et Px la mesure induite sur X’). Pour
un i fixé, la suite (X})jen- est associée a la fonction aléatoire G°.

Selon le méme principe, on considere la suite de suites de variables aléatoires
(Ej)id»gN*. Ces variables aléatoires sont indépendantes identiquement distribuées
(on note & = &}). On suppose que E(E) = 0 et que E(|E|F) < co. On considere
de plus que les &7 et les X7 sont indépendantes.

On a alors le théoreme suivant :
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Théoreme 6. Soit X un espace métrique compact muni de sa tribu borélienne.
Soit (Q, A, P) un espace probabilisé sur lequel est définie une suite de variables
aléatoires X; indépendantes identiquement distribuées et a valeurs dans X. On
note Px la mesure induite sur X et X = X|[. Soient p et q des exposants
conjugués avec p > 1. Soit 5} une suite de variables aléatoires indépendantes
identiquement distribuées a valeurs dans R. On suppose que E (8;) =0 et
E (‘E;‘p) < 0o (on note & =&} ). On suppose que les X; et les 8} sont indépen-
dantes.

Soient K un entier, et Iy, ..., Fg, K régesseurs paramétriques tels que pour
chaque k :

~

Fy. est une fonction de W* x X vers R.
WF est un ensemble compact.
pour chaque x € X, Fy(.,x) est une fonction continue de W* vers R.

pour chaque wf € W, Fy(wr,.) est une fonction mesurable de X vers R.

il existe une fonction mesurable dy, de X vers R qui appartient ¢ LI(Px)
et telle que pour chaque w € WF et pour tout x € X, ‘Fk(w,x)‘ < d(z).

On note Wy, = Wl x ... x WkK.

Soit KC un sous-ensemble compact de C(X,R). Soit G* une suite de variables
aléatoires fonctionnelles définies sur (2, A, P) et a valeurs dans K. Soit T un
espace métrique muni de sa tribu borélienne, et soit T une suite de variables
aléatoires définies sur (2, A, P) et a valeurs dans T . On suppose que les couples
de variables aléatoires (G*,T") sont indépendants et identiquement distribués.
On note G =G et T =T".

Soit | une fonction de RE x T x W, dans R, ot W, est un ensemble compact.
On suppose que :

1. pour chaque t € T, 1(.,t,.) est une fonction uniformément continue de
RE x W, vers R.

2. pour chaque w, € W,, I(.,.,w,) est une fonction mesurable de RE x T
vers R.

3. il eziste une fonction mesurable d' de T vers R telle que |I(z,t,w,)| < d'(y)
pour tout z et w,

4. B(d(T)) < o
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Pour chaque w € ), on définit :

o 0,) () = %Zl(m% $° R (uh Xi) (6°0) (K1) + £1)),

mi ZFK (wh, Xi(w)) (G'(w) (Xi(w)) + Ei(w)) ,Ti(@,wo)

avec m = infy<;<, m;. On définit

Muwn, w,) = E <z ( / Fy (wh,2) G(2)dPx (2),. ., / Fye (wl, ) G(e)dPy (2), T, w))

Alors pour chaque n et m et w, il existe une solution w” (w) au probléme

o )
pe D A (wn, wo) (W)
Si W* est l'ensemble des minimiseurs de N wp,w,), alors pour presque tout
we:
lim lim d(w),(w), W*) =0
Démonstration. Premitrement, on consideére la fonction h définie sur (W} x
K) x X par :
On applique a h la loi forte des grands nombres uniforme (corollaire 4). On
vérifie donc les hypotheses suivantes :
1. h((w, g),.) est mesurable pour tout (w, g), grace aux hypotheses sur Fj, et
sur .
2. h(.,z) est continue pour tout z, grace aux hypotheses sur Fj et sur K. En
effet, pour tout z, la fonction g — g(z) est continue sur K.

3. la fonction g — sup,cy |g(x)| est continue de K to R*, et donc il existe
M € R tel que pour tout g € K, sup,cy |g(x)] < M. On a donc
| Fi.(w, z)g(z)| < Mdg(x). Par hypothese, Mdj, est mesurable.

4. E(dy(X)M) < ([ didPy)a([ MPdPy)» < M([d%)s < oo (car Py(X) =
1 et dy € L9(Py)).
Grace au corollaire 4, on a donc

m;

sp |3 Fulw, XDg(X)) — E(Fe(w, X)g(X))| —25. 0 (53)

X J m;—00
(w,g)EW]]fXIC m; j=1
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Pour prendre en compte le bruit, on applique une seconde fois la loi forte
des grands nombres uniforme a la fonction ¢ de W} x (X x R) définie par :

o(w, (z,t)) = Fi(w, x)t

Le corollaire 4 s’applique car :
1. ¢(w,.) est mesurable pour tout w grace aux hypotheses sur F.
2. ¢(., (z,1)) est continue pour tout (z,t) grace aux hypotheses sur F.

3. |Fr(w,z)t| < di(x)|t| pour chaque w (et tout (z,t)) et d(x)|t| est mesu-

rable.
4. B (du(X)|E]) < E(dp(X)) 1 E(|EP)7 < o0
On a donc :
1 & o
sup | — Y Fr(w, X))E — E(Fy(w, X)E)| =02 0 (5.4)
(w,g)GW}LXIC m; j=1

De plus, par indépendance, E(Fy(w,X)E) = E(Fy(w,X))E(E) = 0. Donc
en combinant ’équation 5.3 et I’équation 5.4, on a :

LS B, X)) (60 + £) - (R, X>g<x>>' o

sup
(w,9)eW} xK

(5.5)
Dans un deuxieme temps, on applique la loi forte des grands nombres uni-
forme a la fonction :

h(wp, w,, g,t) = l(/ Fy(w;, 2)g(z)dPx(x), ..., / Fr(wi, 2)g(x)dPx(x),t, wo)

On utilise pour cela des arguments similaires au théoreme 5. On voit que
la fonction h est continue en (wp,w,), et est majorée par la fonction mesu-
rable ¢, qui est d’espérance finie. Pour prouver la mesurabilité de h, on montre
que la fonction qui & ¢ élément de C'(X,R) (muni de la norme infinie) as-
socie [ Fi(wf,x)g(x)dPx est continue. On a en effet | [ Fy(wf,z)g(z)dPyx —
| Bk, )¢ (2)dPx| <l Fuwh, ) loll 9 — o' <l Filwks ) Ll 9 — 9’ .

On a donc :

1
sup -
(wh,wo ) EWR X W, n e

n—~o0

> " h(wp,w,, G, T%) — E(h(wp, w,, G, T))| =0%, 0 (5.6)
=1
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A présent, on considere un w pour lequel la convergence uniforme des équa-
tions 5.6 et 5.5 a lieu. Un tel w existe presque stirement. On pose ¢' = G*(w) et
t = T%(w). Soit & un réel strictement positif. Selon I'équation 5.6, il existe N
tel que pour chaque n > N,

sup < (5.7)

(wp,wo) EWR X W,

DO ™M

1 & o
- Z h(wp, w,, g*,t*) — E(h(wp, w,, G, T))
i=1

On fixe n supérieur a N. Comme [ est uniformément continue en z et w, pour
chaque t* il existe 1’ > 0 tel que pour chaque w, |l'(z,w,‘ti) — (7, w,t")| < 5
tant que ||z — 2'[| < n'. On appelle 2 = X}(w) et €} = £(w). Selon 'équation

5.5, il existe M? tel que, m; > M implique

1 o . .
sumg . Z Fr(w, 2%)(g"(25) +€5) — /Fk(w,x)gl(x)dPX(x) <,
weWy, 7 j=1

pour chaque k. On pose M" = sup;<,M;. Pour m > M", on a pour chaque
i < n et pour tout (wy,w,) :

1 X o , 1 & o .
z <a > Fiuwh, )9/ () +£0). o — D7 Filwfl ad) (g' () + e;->>
j=1 j=1

- h(wha Wo, gia tl) <

N ™

Ce qui implique pour tout (wp,w,) :

n

1 o
)\Z’L(wfh wo) (CU) - Z h(wh7 Wo, gla tl)

n -
=1

<

DO ™

En combinant cette inégalité avec ’équation 5.7, on obtient la conclusion sui-
vante : Pour presque tout w € €2, et pour chaque £ > 0, il existe N tel que pour
chaque n > N, il existe M™ tel que pour chaque m > M"

sup AR (wh, W) (W) — Awp, w,)| < €
(wp,wo) EWRL X W,

Pour presque tout w, on a donc

lim lim sup AR (wh, wo) (W) — Awp, w,)| = 0 (5.8)

OO0 (W we) EWR X Wo

La conclusion finale est obtenue grace aux étapes suivantes :
On pose ' ((wp, w,), (g,t)) = h(wp, w,, g,t).
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1.

AMwp, w,) est continue. On a en effet montré que A’ est continue sur
(wp, w,) pour chaque (g,t). Pour toute suite (wp,w,); qui converge vers
(wp, we), B ((wh,w,):, (g,t)) converge vers h'((wp,w,), (g,t)). De plus, b’
est dominée par c. Finalement , grace au théoréeme de convergence domi-
née, E (' ((wp,w,)i, (G,T))) converge vers E (h'((wp, w,), (G,T))). On a
donc la continuité de A.

. on considere A’ (wp, w,)(w). Cette fonction est continue sur ’ensemble

compact W = W, x W, et donc atteind son minimum en w/,(w). On peut
donc définir de cette fagon une fonction de €2 vers W.

On considere des réalisations ¢°, ¢ et :17; pour lesquelles la convergence
uniforme a lieu (equation 5.8). Pour chaque n, (wy,(w)),,cn+ @ all moins un
point d’accumulation (car W est un ensemble compact), w{(w), et il existe

L : P, n -~
une sous-suite wy ., qui converge vers ce point (i.e., limp, oo wg (W) =
. a au moins un point d’accumulation, wi(w)

wg(w)). La suite (wy(w)), ey

et il existe une sous-suite w; ) (w) qui converge vers ce point. On a :

Jim i ) () = )
Soit € un nombre réel positif arbitraire. A est uniformément continue sur
W et donc il existe 1 tel que |w" — w| < n implique [A(w) — A(w')] < e.

Par convergence uniforme, il existe N tel que pour chaque n > N,
il existe M™ tel que m > M"™ implique pour tout w € W, on a
|AZ (w)(w) — A(w)| < e. De plus, on peut choisir N et M™ tel que n > N
et m > M" implique |w?™ (w) — wl| < 5. Donc, n > N et m > M"

implique ’)‘ii?i)(m) (w) <w$§2)(m) (w)) — )\(wo)’ < 2e.

Comme w’™ est un minimiseur de \Y™ , on a alors l'inégalité
Sy (n) (M) By (n) (M)

suivante )\iiri)(m) (w)(wii?i) (m (@) — /\ig(i) (m(@)(w) < 0. Par convergence

uniforme, on a A\*™ (Ww)(w) — A(w) < e. Donc, A(wd) — A(w) < 3e.

Comme ceci est vrai pour tout €, on a pour tout w, A(w)) < A(w), ce qui

montre que w) € W*.

supposons que d(w] (w), W*) ne converge pas vers 0. Alors il existe un
Y’ (n)

nombre réel positif € et une sous-suite, w &
W (n)

(m) (w) tel que pour chaque m

et n, on ait d(wjﬁ,,(") (my (@), W) > e. Comme wi,l(n) (m)
W' (n) ¥ (n)

suite de minimiseurs dans un ensemble compact, il existe donc un point

(w) est encore une

d’accumulation dans W*. Ce qui est impossible car d(wz,l(n) (my (W), W) >
¥ (n)
€.

O
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5.4.4 Discussion

Par rapport au premier résultat de consistance (théoreme 5), trois modifica-
tions majeures ont été apportées :

1. Premierement, les fonctions d’entrée sont a présent des fonctions continues
a support compact, de plus ces fonctions appartiennent a un compact de
C(X,R). Dans le premier théoreme au contraire, la seule hypothese faite

sur la nature des fonctions était leur appartenance a l’espace fonctionnel
LP(Px).

2. La seconde modification apportée par rapport au premier théoreme est
la modification de lerreur empirique A" (wp,w,) afin qu’elle prenne en
compte les deux niveaux d’approximation. Si I’on reprend les notations de
la section 5.3.3, ou ¢ est la fonction d’erreur, on a donc a présent :

C(H (1w, ¢, 1) = % DY (i S Fu(wh, ) (') + ), .,

1 & AV i i
— > Frclwy,25)(g'(25) +€5), 1 ,wo>
j=1

3. On peut remarquer que par rapport au théoreme 5, la fonction [ doit
a présent vérifier une hypothese plus forte : elle doit étre uniformément
continue en z et en w,. Cette hypothese ne pose pas de probleme pratique
dans le cas du perceptron multi-couches fonctionnel. En effet, la fonction
d’activation du réseau peut étre choisie uniformément continue et bornée
sur R tout entier. Les hypotheses restantes sont identiques a celles du
théoreme 5 (voir la discussion de la section 5.3.3).

La signification du théoreme 6 peut se résumer ainsi : si le nombre de fonc-
tions et le nombre de points d’évaluation pour chaque fonction croissent vers
I'infini, les parametres estimés convergent alors presque surement vers les vrais
parametres optimaux. La seule réelle limitation de ce résultat est que la conver-
gence a lieu séquentiellement en m puis en n. En effet, si ’'on cherche a atteindre
un niveau de précision donné, alors le nombre minimum M de points d’évalua-
tion nécessaire pour atteindre cette précision dépend du nombre n de fonctions.
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5.5 Mise en oeuvre pratique

5.5.1 Introduction

Dans cette section, on s’intéresse au cott algorithmique qu’implique 1’éva-
luation du perceptron multi-couches fonctionnel, ainsi qu’a la complexité de ce
modele (nombre de parametres ajustables). On cherche notamment a effectuer
une comparaison avec ’approche classique dans le cas ou le perceptron multi-
couches numérique peut étre utilisé pour traiter les fonctions d’entrée (cas d’une
discrétisation identique pour chaque fonction).

Cette étude montre qu’une distinction importante doit étre faite selon la
nature des régresseurs paramétriques utilisés pour représenter les fonctions de
poids. En effet, comme on pourra le voir par la suite, 1'utilisation de modeles
pseudo-linéaires permet une réduction considérable du temps de calcul néces-
saire a 1’évaluation du réseau. De plus, on verra que dans ce cas, le perceptron
multi-couches fonctionnel est en tout point semblable a un perceptron multi-
couches numérique.

5.5.2 Cas général
Cotit algorithmique

Comme on a pu le voir dans le chapitre 3, a ’exception de la premiere couche
du réseau (la couche fonctionnelle), le perceptron multi-couches fonctionnel est
en tout point semblable a un perceptron multi-couches numérique. On peut donc
restreindre notre étude a la comparaison du neurone fonctionnel et du neurone
numérique.

Dans le cas de 'approche standard, le neurone numérique nécessite I'évalua-
tion d’un simple produit scalaire dans R" (I’espace des individus d’entrée) :

N(z) =T+ w.x)

Dans le cas de I'approche fonctionnelle, on remplace I’évaluation d’une intégrale
par le calcul d'une moyenne empirique :

N(g)=T (b + % Z F(w, wﬂw)

ol y; est I'évaluation (avec ou sans bruit) de la fonction g au point x;.

On voit donc que le cout de ce calcul est proportionnel au nombre, m, de
points d’évaluation nécessaire pour décrire la fonction d’entrée ¢, ainsi qu’au
cott d’évaluation du régresseur paramétrique F'.
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Dans le cas ou chaque fonction d’entrée est décrite par un nombre impor-
tant de points d’évaluation, on voit que la phase d’estimation des parametres
optimaux du réseau peut nécessiter d’importantes ressources. En effet, les algo-
rithmes d’optimisation non-linéaire imposent 1’évaluation de la fonction & mini-
miser (et de son gradient) en un tres grand nombre de points.

Dans la section suivante, on montre que contrairement a ’approche numé-
rique classique, dans ’approche fonctionnelle, le nombre de parametres ajus-
tables du modele ne dépend pas du nombre de points d’évaluation, m.

Complexité

Le modele proposé peut étre comparé avec un perceptron numérique tradi-
tionnel, si 'on fait une hypothese restrictive sur le mode d’échantillonnage des
fonctions d’entrée. On suppose en effet que toutes les fonctions d’entrée sont
échantillonnées en des points d’évaluation identiques x; : chaque fonction g est
alors décrite par un vecteur (gi, ..., ga) de dimension M.

Sous ces hypotheses, la sortie du perceptron fonctionnel H peut étre réécrite
sous la forme suivante :

K M
1
H(CI,, bvw7g)M = E apT (bk + M E wk’(x])g]>

k=1 j=1

Si 'on considere a présent un perceptron U a une couche cachée avec la
méme fonction d’activation. Etant donné un vecteur d’entrée g € RM, la sortie
du réseau est donnée par la formule suivante :

o, 3,p, 9 Z T (ﬂk + Zpk]g])

Les deux modeles sont en fait tres proches. La principale différence est que
dans Iapproche traditionnelle, les poids (py;) sont choisis librement, alors que
dans 'approche fonctionnelle, ils sont remplacés par la sortie d'un régresseur
parametrique (57wk(.)). Cette différence a d’importantes conséquences sur la
complexité de ces deux modeles.

Dans 'approche traditionnelle, le seul meta-parametre qui peut étre modifié
est le nombre de neurones cachés K. Le nombre total de parametres numériques
correspond a K (2 + M). Ce nombre est directement proportionnel au nombre
d’entrées. Dans I'approche fonctionnelle, on peut choisir librement le nombre de
neurones cachées ainsi que la complexité des régresseurs paramétriques internes.
Si I'on suppose que chaque régresseur paramétrique est en fait un perceptron a
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une couche cachée, le nombre total de parametres numériques est K (24 3m), ou
m est le nombre de neurone cachée dans les perceptrons internes. Le principal
avantage dans cette approche est que le nombre de parametres n’est pas lié a la
dimension du vecteur d’entrée.

On peut interpréter le modele fonctionnel comme une sorte de technique
de régularisation. Plutot que de permettre aux poids de prendre des valeurs
arbitraires, on les contraint a appartenir a un ensemble de valeurs calculables
par une fonction.

Cette contrainte sur les poids du réseau peut d’un certain point de vue étre
comparée a la technique de "partage faible des poids” ("soft weight sharing”
voir [58]). Cette méthode a pour but d’améliorer les capacités de généralisation
du perceptron multi-couches en imposant a l’ensemble des parametres ajus-
tables du réseau de prendre des valeurs voisines. Plus précisément, 1'auteur
considere une loi de probabilité dont la densité est donnée par un mélange de
gaussiennes. Les parametres de ce modele (centre et variance des gaussiennes,
ainsi que les coefficients du mélange) sont variables, et sont optimisées lors de
la phase d’apprentissage du modele. L’auteur impose alors aux parametres du
réseau d’étre vraisemblables pour cette loi de probabilité en ajoutant un terme
de pénalité a la fonction de cott. On voit donc que dans les deux approches
(fonctionnelles/partage faible des poids), la contrainte sur les parametres du
réseau est donnée par un modele paramétrique. Cependant, alors que dans I'ap-
proche fonctionnelle, les différents poids du réseau sont liés par une contrainte
fonctionnelle, dans la technique de partage faible des poids, la contrainte est de
type probabiliste. De plus, dans ’approche fonctionnelle, la contrainte s’excerce
sur ’ensemble des poids d'un méme neurone, alors que dans la technique de
partage faible des poids, la contrainte est globale sur ’ensemble des poids du
réseaul.

5.5.3 Reégresseurs paramétriques pseudo-linéaires
Simplification

On a vu dans la section précédente que le cout d’évaluation du perceptron
multi-couches fonctionnel était proportionnel au nombre, m, de points d’évalua-
tion utilisés pour décrire les fonctions d’entrée. Dans cette section, on montre
que l'utilisation de modeles pseudo-linéaires pour représenter les fonctions de
poids permet de s’affranchir de cette dépendance : I’évaluation du perceptron
multi-couches fonctionnel peut alors étre réalisée efficacement.
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Le neurone paramétrique calcule la fonction suivante :

N(g)=T (b + / F(w, .)gdu)

dans le cas ou le régresseur F' s’exprime sous la forme d’une combinaison linéaire

de fonctions F(w,.) = ZqQ:l Wy, le calcul de I'intégrale peut étre rééerit sous
la forme suivante :

Q
/F(w, Jgdp = qu/g%du =w'f
g=1

avec le vecteur 3 = ([ g dp)i<4<q et w € RY.

Le point important & noter est qu’a présent chaque intégrale [ g¢,du peut
étre calculée une fois pour toute et indépendamment du perceptron multi-
couches fonctionnel. Le pré-calcul du vecteur [, associé a la fonction g, permet
alors de simplifier le calcul réalisé par le neurone fonctionnel : I’évaluation du
neurone fonctionnel nécessite seulement le calcul d’un produit scalaire dans R?.

Dans le cas pratique ou ’on remplace I'intégrale par une moyenne empirique,
le pré-calcul de 3 s’effectue de maniere similaire :

p= (% Z%’%(%’))

1<¢<@Q

ou y; est 'évaluation (avec ou sans bruit) de la fonction g au point z;.

Coiit algorithmique

Grace au pré-calcul du vecteur [, le temps de calcul qu'implique ’évaluation
du neurone fonctionnel est a présent proportionnel au nombre, ), de fonctions
de base du régresseur paramétrique F', et est completement dissocié du nombre
de points d’évaluation, m.

Dans la pratique, l'ordre de grandeur de m est généralement nettement su-
périeur a celui de @). En effet, il arrive fréquemment que ’échantillonnage des
fonctions d’entrée soit réalisé a haute résolution (m grand), alors que le probleme
a résoudre ne nécessite I'extraction de caractéristisques qu’a basse résolution (Q
petit). Dans ce cas, le cout d’évaluation d’un neurone fonctionnel utilisant un
modele pseudo-linéaire est nettement plus faible que celui d’un neurone fonc-
tionnel utilisant un modele non-linéaire (la non-linéarité de la fonction de poids
interdisant tout pré-calcul, le cotit algorithmique reste proportionnel a m).
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Lien avec le perceptron multi-couches numérique

Comme on a pu le voir dans la section précédente, on associe a chaque
fonction d’entrée le vecteur 3 de R?. Le neurone fonctionnel calcule alors la
fonction suivante :

N(g) =T(b+ w.p)

ou w est le vecteur parametre du modele linéaire F', et ou b est un nombre réel.

Grace a I’étape de pré-calcul, le neurone fonctionnel calcule de maniere si-
milaire au neurone numérique classique, le produit scalaire entre son vecteur
d’entrée [ et son vecteur de poids w. On voit donc que le perceptron multi-
couches fonctionnel est en tout point identique a un perceptron multi-couches
classique.

Dans le cas ou les fonctions de poids sont représentées par des modeles
pseudo-linéaires, le perceptron multi-couches fonctionnel ne nécessite donc pas le
développement de logiciels spécifiques : les bibliotheques de réseaux de neurones
existantes peuvent étre utilisées pour traiter des données fonctionnelles.

Remarque sur les théoremes de consistance

Comme on vient de le voir, le pré-calcul du vecteur 3 a des conséquences im-
portantes sur la maniere dont la sortie du réseau fonctionnel peut étre calculée
(utilisation d’un simple perceptron multi-couches numérique). On peut remar-
quer que ce pré-calcul a de méme des conséquences théoriques importantes dans
la démonstration des théoremes de consistance (5 et 6).

En effet, on a vu dans le début de ce chapitre la nécessité d’utiliser une
loi des grands nombres uniforme adaptée a la nature fonctionnelle des variables
aléatoires traitées. Le corollaire 4 apporte une réponse a ce probleme en adaptant
la loi forte des grands nombres uniforme aux espaces de dimension infinie.

Dans le cas ou les fonctions de poids sont représentées par des modeles
pseudo-linéaires, ce résultat n’est plus nécessaire : la démonstration des théo-
remes de consistance (5 et 6) peut utiliser le résultat standard de White [76].
En effet, on peut associer a la variable aléatoire fonctionnelle G, la variable
aléatoire vectorielle 3 de la maniere suivante :

5= ( / qudu)l<q<Q

L’erreur théorique devient alors :
Mwp,w,) = F <l(w}L.B, e wfﬁ, T, wo)>

ot les wk sont des vecteurs de R?.

p. 76



5.6. CONCLUSION

5.5.4 Liens avec des travaux antérieurs

Dans leur article, Chen et Chen [20] propose un modele qui est tres similaire
a 'approche par perceptron numérique standard. En effet, toutes les fonctions
sont évaluées en des points identiques choisis grace au théoreme 4 de [20]. Plus
précisément, le théoreme 4 est un résulat d’approximation universel, qui prouve
juste 'existence de ces points d’évaluation, et n’indique rien quant a leur valeur.
De plus, ce modele, a I'instar de I’approche par perceptron numérique, ne permet
pas de fixer la complexité du réseau de maniere indépendante du nombre de
points d’évaluation. On voit donc que le modele fonctionnel proposé ici est
beaucoup plus général.

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, on a pu voir comment la définition du perceptron multi-
couches fonctionnel pouvait étre étendue afin de prendre en compte la nature
échantillonnée des fonctions d’entrée. Dans un deuxieme temps, on s’est inté-
ressé au probleme de l'estimation des parametres optimaux du modele. Deux
résultats théoriques ont été démontrés : le premier prouve la consistance du
modele dans le cas d’une connaissance parfaite des fonctions d’entrée, le second
montre que cette consistance reste valide dans le cas d'une connaissance discrete
de ces fonctions (échantillonnage). Dans la fin de ce chapitre, on a montré que
le cotit d’évaluation de ce modele fonctionnel pouvait étre pénalisant dans le
cas ou les fonctions de poids sont représentées par des modeles non-linéaires.
Dans le chapitre suivant, on propose une nouvelle approche basée sur une pré-
projection des fonctions d’entrée (technique habituelle en Analyse de Données
Fonctionnelles). Comme on pourra le voir, cette méthode présente 'avantage
de réduire de maniere importante le temps nécessaire a I’apprentissage du per-
ceptron multi-couches fonctionnel dans le cas ou les fonctions de poids sont
représentées par des modeles non-linéaires.
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Chapitre 6

Approche par projection

6.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, on a vu que la définition du perceptron multi-
couches fonctionnel pouvait aisément étre adaptée afin de prendre en compte
le probleme de I’échantillonnage des fonctions d’entrée. Pour cela, le calcul de
I'intégrale du neurone a été remplacé par ’évaluation d’une moyenne empirique.
Dans ce chapitre, on présente une seconde méthode basée sur la projection
des fonctions d’entrée sur une base de fonctions choisie au préalable (B-spline,
séries de Fourier, etc). La représentation régularisée! ainsi obtenue est alors
présentée au perceptron multi-couches fonctionnel afin qu’il calcule la sortie
correspondante (la fonction d’entrée initiale n'intervenant plus lors de ce calcul).

La projection des fonctions d’entrée est une technique habituellement utilisée
en Analyse de Données Fonctionnelles. Son intérét par rapport a un traitement
direct (voir chapitre précédent) est de permettre un filtrage des entrées du per-
ceptron multi-couches fonctionnel. Ce filtrage permet généralement d’améliorer
la qualité d’estimation des parametres optimaux du réseau. En effet, lors de la
phase d’apprentissage, le modele fonctionnel cherche a approcher la relation dé-
terministe existante entre les fonctions d’entrée et les variables a prédire. Dans
le cas d'une connaissance bruitée des fonctions d’entrée, cette phase d’estima-
tion se révele plus difficile : le modele doit s’affranchir du caractere bruité des
fonctions d’entrée, afin d’obtenir une modélisation correcte du phénomene ob-
servé. Dans le cas de I’'approche par projection, I’étape de régularisation permet
de présenter au modele fonctionnel une entrée partiellement débruitée.

Un parallele peut étre fait entre cette étape de régularisation et les tech-

e terme "régularisé” est ici considéré au sens large, car certaines bases de projection n’ont
pas la propriété d’étre réguliere (ondelettes).
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niques de pré-traitement communément utilisées en analyse de données. Comme
expliqué dans Bishop [10] (et comme on a pu le voir dans le chapitre 2), le pré-
traitement des données et I’extraction de caractéristiques poursuivent trois buts
distincts : la réduction de la dimension de l’espace des données, I’amélioration
des performances grace a 'introduction d’une connaissance a priori, et enfin le
traitement de données corrompues (données manquantes).

On retrouve dans I'étape de projection ces trois caractéristiques :

— lopérateur de projection effectue une réduction de la dimension de I'espace
d’entrée : les éléments de I'espace fonctionnel, espace de dimension infinie,
sont projetés afin d’obtenir une représentation régularisée appartenant a
un espace de dimension finie;

— le choix de la base de projection permet d’introduire une connaissance a
priori sur les fonctions d’entrée : si les fonctions d’entrée présentent une
structure périodique, le choix des séries de Fourier permet de modéliser
efficacement cette caractéristique. Dans le cas ou toutes les fonctions d’en-
trée partagent une méme forme? (par exemple des variations importantes
localisées identiquement pour toutes les fonctions d’entrée), le choix d'une
base adaptée de B-spline permet de modéliser plus finement ce comporte-
ment (on augmente le nombre de fonctions de base aux endroits de forte
variation) ;

— dans le cadre de I’Analyse de Données Fonctionnelles, la connaissance des
fonctions d’entrée sous la forme d’un échantillonnage peut étre interprétée
comme une forme particuliere de données manquantes : chaque fonction
n’est connue qu’en un nombre fini de points d’évaluation, en tout autre
point la valeur de la fonction n’est pas accessible. Comme on pourra le voir
dans la section traitant de la projection empirique (section 6.4.2), I’étape
de projection apporte une solution a ce probleme, en estimant la valeur
de chaque fonction en tout point.

Dans la premiere partie de ce chapitre, on présente 1’étape de projection,
ainsi que le perceptron multi-couches fonctionnel basé sur cette approche. On
montre dans la section 6.3 que le résultat d’approximation universelle, énoncé
dans le chapitre 4, reste valide malgré 1’étape de projection. La derniere partie
de ce chapitre est consacrée aux problemes de consistance.

2le terme "forme” est considéré ici au sens large, et peut désigner la fonction f ainsi que

ses f/,f"...
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6.2 Approche par projection

6.2.1 Etape de projection

Le but de I'étape de projection est d’obtenir une représentation régularisée
des fonctions d’entrée en projetant chacune d’elles sur ’espace vectoriel engendré
par un ensemble de fonctions choisi au préalable.

On introduit la définition suivante :

Définition 10. Soit X un espace Hilbertien séparable, une base topologique de
X est une famille dénombrable totale et libre d’éléments de X.

On suppose que les fonctions d’entrée appartiennent a ’espace fonctionnel®
L?(u), ol p est une mesure o-finie définie sur R, et on munit cet espace d'une
base topologique ® = (¢,,)pen-.

On considere alors I1p 'opérateur de projection sur I’espace vectoriel engen-

dré par les P premiers éléments de la base topologique (vect(¢q,. .., ¢p)). Pour
toute fonction g € L?(p), la projection de g sur vect(¢y, ..., ¢p) est donnée par
la relation suivante : .
p(g) =) ( / g¢pdu) p
p=1

On rappelle que l'opérateur de projection IIp est Lipschitzien de rapport 1, et
donc continu de L?(u) dans L*(p) (voir [68]).

6.2.2 Perceptron Multi-couches Fonctionnel basé sur une
étape de projection

Comme expliqué dans la section précédente, dans I'approche par projection,
chaque fonction d’entrée est tout d’abord projetée sur un espace de dimension
finie, afin d’en obtenir une représentation régularisée. Cette représentation est
alors soumise au perceptron multi-couches fonctionnel, afin qu’il calcule la sor-
tie correspondante. Plus précisément, si I'on considere H un perceptron multi-
couches fonctionnel défini sur L?(1), on évalue H(I1p(g)), au lieu de H(g).

Dans le cas d'un perceptron fonctionnel a une couche cachée et a valeurs
réelles, la sortie du modele fonctionnel est calculée de la maniere suivante :

Hollp(g) = gakT (bk + / kaP(g)dM)

3L2(u) est un espace Hilbertien séparable.
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ol fr € L*(u), et olt ay et by, sont des nombres réels.

On voit donc que contrairement & ’approche directe (voir chapitre 5), I'ap-
proche par projection est composée de deux étapes distinctes : premierement,
I’étape de projection des fonctions d’entrée, qui est effectuée préalablement et
de maniere indépendante de 'évaluation du modele fonctionnel, puis le calcul
de la sortie du réseau, qui ne dépend plus des fonctions d’entrée initiales.

6.2.3 Approche paramétrique

L’utilisation de régresseurs paramétriques pour représenter les fonctions de
poids permet d’obtenir un perceptron multi-couches fonctionnel paramétré par
un nombre fini de parametres numériques. Dans cette section, on va voir que
de maniere identique a 'approche directe (voir chapitre précédent), une distinc-
tion importante doit étre faite selon la nature de ces régresseurs paramétriques
(modeles pseudo-linéaires/modeles non-linéaires).

Cas général

Dans le cas ou I'on ne fait pas d’hypotheses particulieres sur la nature des
régresseurs paramétriques, le neurone fonctionnel calcule la fonction suivante :

N(g)=T (b+/F(w7 -)Hp(g)du)

ou F est un régresseur paramétrique de vecteur poids w.

Grace a I'étape préalable de projection, la fonction IT1p(g) est connue sous
une forme analytique : cette fonction est donc évaluable en tout point. On voit
donc que contrairement a I’approche directe, il n’est plus nécessaire d’approcher
'intégrale interne au neurone par une moyenne empirique (la précision de cette
approximation dépendait du nombre de points d’évaluation de la fonction g, et
n’était donc pas sous le controle de I'utilisateur). Dans 1’approche par projec-
tion, l'intégrale [ F(w,.)IIp(g)dp peut étre calculée de maniere approchée* &
une précision fixée préalablement. Ce calcul peut étre réalisé par les techniques
classiques de quadrature, ou par une approche de type Monte-Carlo. Dans le
cas d’'une méthode par quadrature, on réalise le calcul suivant :

[ P n()dn = 3 (w2 (9) )

Jj=1

46t dans certains cas de maniere exacte
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ot M est le nombre de points de discrétisation (notés x;) nécessaire au calcul
de l'intégrale (; sont des coefficients qui dépendent du mode de quadrature).

Il est important de noter que le nombre M peut étre choisi indépendamment
du nombre, m, de points d’évaluation de la fonction g : la précision d’évaluation
de l'intégrale est & présent un parametre ajustable du modele®.

Régresseurs paramétriques pseudo-linéaires

Comme dans I'approche directe (voir chapitre précédent), la représentation
des fonctions de poids par des modeles pseudo-linéaires permet une simplifica-
tion du calcul réalisé par le perceptron multi-couches fonctionnel.

On considére une seconde base topologique ¥ = (b, ),en+ de L?(u), et on
impose aux fonctions de poids d’appartenir a ’espace vectoriel engendré par
les @ premiers éléments de cette base (vect(y,...,1q)). Si on considere une
fonction de poids de la forme F(w,.) = > -, wyt,, chaque intégrale s’exprime
alors de la maniere suivante :

Q P B
[ Femnydn =33 w, [ 6y [ godn =25 = w75

q=1 p=1

ou A = (f Gpbadit) gp B = (f gopdp)p et B = ApS.

Dans cette expression, chaque intégrale [ g¢,du est calculée pendant I'étape
de projection (plus précisément, on calcule une valeur approchée de [ go,du
comme expliqué dans la section 6.4.2). Les intégrales [ ¢,1,dp sont indépen-
dantes du vecteur de poids w, ainsi que des fonctions d’entrée, on peut donc les
calculer préalablement a toute évaluation du perceptron multi-couches fonction-
nel. Selon les bases utilisées pour représenter les fonctions de poids et les fonc-
tions d’entrée, le calcul de [ ¢,1,du peut étre effectué soit de maniere exacte,
soit de maniere approchée® en utilisant une méthode de quadrature ou une mé-
thode de type Monte Carlo.

Finalement, comme A et § sont des constantes, le résultat du produit matri-
ciel § = A est lui aussi une constante, et peut donc étre évalué préalablement a
toute évaluation du perceptron multi-couches fonctionnel. Grace aux pré-calcul
de 3, I"évaluation de chaque intégrale est donc réduite a I’évaluation d’un simple
produit scalaire dans R% : w’ 3.

5M peut étre choisi petit afin de réduire le coiit d’évaluation du modele. Ceci s’effectue
bien sur au détriment de la précision.
Savec une précision fixée au préalable
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6.2.4 Liens avec le perceptron multi-couches numériques

Comme on a pu le voir dans la section précédente, la représentation linéaire
des fonctions de poids permet d’associer a chaque fonction d’entrée g le vecteur
3 de R?. Le neurone fonctionnel calcule alors la fonction suivante :

N(g) =T(b+ w.5)

Ce calcul correspond a celui réalisé par un neurone numérique classique. On
voit donc que de maniere identique a ’approche directe, le perceptron multi-
couches fonctionnel basé sur une étape de projection est en fait un perceptron
multi-couches numérique.

Si I'on examine le calcul réalisé par le neurone fonctionnel, on peut s’inter-
roger sur la nécessité de calculer le vecteur (3. La phase de projection ayant
extrait un nombre réduit de caractéristiques pour chaque fonction d’entrée (le
vecteur [3), on cherche a savoir en quoi la présentation directe du vecteur 3 a
un perceptron multi-couches numérique differe de ’approche proposée ci-dessus
(présentation du vecteur [3).

Il est tout d’abord intéressant de noter que 'approche fonctionnelle (pré-
sentation de 5), permet de dissocier la complexité du modele (le nombre de
parametres ajustables) de la dimension de ’espace vectoriel sur lequel on pro-
jette les fonctions d’entrée. En effet, le nombre @) (la complexité des modeles
pseudo-linéaires) peut étre choisi indépendamment de P (la dimension de 1'es-
pace de projection), ce qui permet de réduire le nombre de parametres ajustables
du modele : le modele est plus souple.

Si Pon rééerit a présent le calcul réalisé par le neurone fonctionnel, on a
wlB = wlAp = w'3, on w = ATw. On voit donc que soumettre le vecteur (3
a un perceptron multi-couches numérique revient a soumettre le vecteur 3 en
imposant une contrainte sur le vecteur de poids @ du neurone (w = ATw i.e. le
vecteur de poids doit appartenir & I'image de I'application AT). Cette contrainte
est une conséquence de la nature fonctionnelle des individus d’entrée et des
fonctions de poids. Si 'on travaille directement sur [ sans restreindre les poids
du perceptron multi-couches numérique, le modele obtenu est plus général qu'un
perceptron multi-couches fonctionnel, et peut réaliser un plus grand nombre de
fonctions. On voit donc que I'estimation des parametres optimaux associés aux
[ donne une solution différente de 'estimation réalisée grace aux 3. Si l'on fait
’hypothese supplémentaire que AT est surjective (i.e. A injective), alors les deux
approches sont totalement équivalentes, car pour un vecteur w donné, on peut
retrouver un vecteur w tel que le neurone numérique et le neurone fonctionnel
calculent la méme fonction.
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6.2.5 Coit algorithmique

On a vu dans le chapitre précédent que la représentation des fonctions de
poids par des modeles non-linéaires impliquait un temps de calcul important
dans le cas de 'approche directe. Dans cette section, on montre que ce coft
peut étre réduit dans le cas de 'approche par projection.

Dans cette partie, on suppose que 1’on cherche a évaluer la sortie du percep-
tron multi-couches fonctionnel pour un nombre, N, de fonctions d’entrée (avec
le méme vecteur poids), ce qui permet par exemple de calculer I'erreur commise
par le réseau, ou encore le gradient de cette erreur. Ce calcul doit étre le plus
rapide possible car il apparait un tres grand nombre de fois lors de la phase d’ap-
prentissage. L’optimisation qui va étre proposée permettra donc une réduction
importante du temps d’apprentissage (le temps d’évaluation du modele pour
une seule fonction restant quant & lui inchangé).

On suppose pour simplifier I'explication que le nombre de points d’évaluation
est identique pour toutes les fonctions d’entrée g*. On note m ce nombre. Dans
le cas de I'approche directe, on est donc amené a calculer I’expression suivante
pour 1 << N :

N(g)=T (b + % Z F(w, x?)yé)

ou y; est 'évaluation (avec ou sans bruit) de la fonction g* au point d’évaluation
Le cout algorithmique de ce calcul est proportionnel au nombre de fonctions
d’entrée, N, au nombre de points d’évaluation, m, ainsi qu’au cout d’évaluation
du régresseur paramétrique non-linéaire F'. Ce cofit est donc donné par” Cyirect =
Nsxmx* (C(F)+2)
Dans le cas de 'approche par projection, I'intégrale du neurone fonctionnel
peut étre réécrite sous la forme suivante :

[ Pt tie()an - Xi:ﬁ; [ Ftw, o

ol le vecteur ' correspond aux composantes de I1p(g") sur la base tronquée
¢ = (¢p)1SpSP'

Dans ce calcul, les intégrales [ F'(w,.)¢,du peuvent étre calculées préalable-
ment a I’évaluation du réseau pour les N fonctions d’entrée. Si I'on suppose que

Ton suppose que I’addition ainsi que la multiplication de deux nombres correspond & une

unité de temps.
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chacune de ces intégrales est calculée au moyen d’une méthode de quadrature,
on a alors :

/ (w,.)ppdp =~ Z% w, 5)dp(z5)

ou M est le nombre de points de discrétisation (notés x;) nécessaire au calcul
de l'intégrale (; sont des coefficients qui dépendent du mode de quadrature).

Le cout algorithmique de ce pré-calcul est proportionnel a P, le nombre de
fonctions de base, a M, la précision de la méthode de quadrature, ainsi qu’au
colit d’évaluation de F' et de ¢,. Le calcul final nécessite de plus le calcul d'un
produit scalaire dans RP. Le cofit algorithmique de 'approche par projection
est donc donné par Cprojection = P M * (C(F) +C(¢) +3)+ N« P %2

Comme l'intégrale est calculée au moyen d’une méthode de quadrature, les
points de discrétisation sont fixés. Le calcul de ¢,(z;) peut donc étre réalisé
une fois pour toute (pour tout p). On s’affranchit donc du cotut C(¢). De plus,
le cout d’évaluation du modele F' est généralement nettement supérieur a 3
opérations (addition/multiplication), on peut donc s’affranchir des constantes.
Si ’on suppose 'ordre de grandeur de M égale a celui de m, on a alors Clgjecr =
N xm* C(F) et Cprojection = (2N +m x C(F)) = P.

On voit donc que dans le cas de 'approche par projection, le cout total
n’est plus proportionnel au produit de N et de m * C'(F'), mais & leur somme.
Comme l'ordre de grandeur de P est généralement nettement inférieur a celui
de m x C(F), si le nombre, N, de fonctions d’entrée est suffisamment grand,
I’approche par projection est plus efficace que ’approche directe.

Dans le cas de 'expérience des cercles décrite dans le chapitre 8, on a les
valeurs suivantes pour les différentes variables : N = 100, m = 200 et P = 10.
On a donc Cyjreee = 20000 C(F) et Cprojection = 2000 C(F) (on rappelle que
C(F) est grand devant 1). On gagne donc dans ce cas un facteur 10.

6.2.6 Reégression des fonctions d’entrée

On peut remarquer que rien n’empéche d’utiliser des modeles non-linéaires
pour représenter les fonctions d’entrée. Comme précédemment, la phase de ré-
gression des fonctions d’entrée peut étre effectuée préalablement a I'utilisation
du perceptron multi-couches fonctionnel. Si on note RY, la régression de la fonc-
tion d’entrée® g, le neurone fonctionnel calcule la fonction suivante :

N(g)=T <b+ /F(w, .)Rgdu)

8par exemple en utilisant un perceptron multi-couches numérique
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Dans le ou les fonctions de poids sont représentées par des modeles pseudo-
linéaires, le pré-calcul des intégrales [ ¢,R?dp permet de se ramener & un per-
ceptron multi-couches numérique. En revanche, dans le cas ou F’ est non-linéaire,
le caractere non-linéaire de la régression interdit I'optimisation décrite dans la
section précédente.

6.3 Approximation universelle

6.3.1 Définitions

Définition 11. Soit x une mesure o-finie, et soit A un sous-ensemble de L?(1).
On considere ® = (¢,)pen~ une base topologique de L?(u), et IIp Popérateur
de projection sur le sous-espace vect(¢y,...,¢p). Si T est une fonction de R
dans R, on note Sp®(A) 'ensemble des fonctions de la forme g — Hollp(g), ot

H e Sg(“) (A), et P € N* ie. l'ensemble des fonctions de la forme :

Holtp(s) = Y- (v [ ulte(o)dn

k=1
ou K € N*, g€ L*(n), fr € A, P € N* et a;, et by sont des nombres réels.

Remarque. Dans la définition ci-dessus, on a volontairement identifié A sous-
ensemble de L?(u)*, avec le sous-ensemble correspondant dans L?(j) (identifi-
cation du dual dans un espace Hilbertien).

6.3.2 Approximation universelle

Le but de cette section est d’adapter le résultat d’approximation du per-
ceptron multi-couches fonctionnel a 'approche régularisée. On montre dans le
théoreme suivant que malgré I’étape de projection, le perceptron multi-couches
fonctionnel est toujours capable d’approcher les fonctions de C(KC,R), ou K est
un sous-ensemble compact de L?(p).

Théoreme 7. Soient  une mesure Borélienne sur R", et ® une base topologique
de L*(u). Soit A un sous-ensemble dense de L*(p). Soit T une fonction continue
non polynomiale de R vers R. Alors qu’ (A) est pi-intérieurement dense dans
C(K,R), ot K est un sous-ensemble compact de L(j).

Afin de démontrer ce théoreme, on a besoin du résultat d’approximation
uniforme suivant :
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Lemme 2. Soit € un nombre réel strictement positif, alors il existe un entier
P tel que pour tout p > P, on a || I1,(g) — g ||2< € pour tout g € K.

Démonstration. On considere gy € K, et K(go,7) = B(go,r) N K un voisinage
compact de go. Comme (¢,),en+ est une base topologique, il existe P tel que
pour chaque py > Py, on a || II,,(g0) — go ||2< €/2. Pour chaque g € K(go, o),
on a I'inégalité || I, (g) — g l2<|| T, (9) — Ipo(90) [l2 + || Wpo(90) — g0 [|2 + |
go — g |l2. Le terme du milieu est majoré par £/2. Comme l'opérateur IL,, est
Lipschitzien de rapport 1, on a || IL,,(g) — I, (g0) [12<|| ¢ — go ||2- On choisit
ro afin d’avoir || ¢ — go ||2< /4. On a donc ||II,,(g9) — g|l2 < e pout tout
g € B(go,m0) N K. Comme K est un sous-ensemble compact, il est recouvert
par un nombre fini de K(g;,r;). On considere P = max P;, ce qui permet de
conclure. O

On démontre a présent le théoreme d’approximation universel :

Démonstration. On applique tout d’abord le corollaire 2 pour trouver un per-
ceptron fonctionnel H, avec T' comme fonction d’activation, qui approche uni-
formément F' sur K avec la précision de €/2. Comme H est une fonction continue
sur L?(u), pour chaque g € K, il existe n (dépendant de g) tel que pour chaque
g € B(g,n), on a |H(g) — H(¢")| < ¢/4. K est recouvert par un nombre fini
de B(gi,mi/2). On pose n = minn;. En utilisant le lemme 2, il existe P tel
que pour chaque g € K, on a || IIp(g) — g [[2< 1/2. On a donc pour chaque
9 € B(gi;mi/2), || Tlp(g) — gi l2<[| Tlp(g) —g ll2 + || 9 = gi [|2< m:. On
conclut que pour chaque g € K, il existe g; tel que |H (Ilp(g)) — H(g:)| < e/4 et
|H(g;)—H(g)| < e/4. Finalement pour chaque g € K, on a |F(g)—H(Ilp(g))| <
|F(9) — H(g)|+ |H(g) — H(g:)| + [H(g:) — H(Ilp(g))| < € O

Dans le cas de fonctions de poids pseudo-linéaires, on considere U = (1) gen
une base topologique de L?(u), et A l'ensemble des fonctions de poids dont
la forme est donnée par F(w,.) = 222:1 wqtp, pour tout Q € N*. Dans ce
cas, le théoreme montre que toute fonction de C'(IC,R) peut étre approchée
arbitrairement pres par un perceptron multi-couches fonctionnel basé sur une
étape de projection et utilisant un nombre fini de parametres numériques.

6.4 Cadre probabiliste

Le but de cette section est d’adapter les deux résultats de consistance, énon-
cés dans le chapitre 5, a 'approche par projection. Le premier théoréeme montre
que l'estimation des parametres est statistiquement valide dans le cas ou l'on
possede une connaissance parfaite des fonctions. Puis dans le cas ou les fonctions
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ne sont connues que de maniere limitée (échantillonnage), on introduit la notion
de projection empirique, et on démontre un second résultat de consistance qui
prend en compte cette connaissance discrete.

6.4.1 Connaissance parfaite des fonctions

Consistance

Théoréeme 8. Soit (X, B, 1) un espace métriqgue muni de sa tribu borélienne.
Soit U = (1,)qen= une base topologique de L*(u), et F un régresseur linéaire
de la forme F(w,.) = Zqul wytpy défini sur W x X, ou W est un ensemble
compact. On note W), = W¥.

Soit G* une suite de variables aléatoires fonctionnelles définies sur (2, A, P)
et a valeurs dans L*(u). Soit T un espace métrique muni de sa tribu borélienne,
et soit T" une suite de variables aléatoires définis sur (Q, A, P) et d valeurs dans

7.

On suppose que les couples de variables aléatoires (G*,T") sont indépendants
et identiquement distribués. On note G = G et T = T".

Soit | une fonction de RE x T x W, dans R, o W, est un ensemble compact.
On suppose que :

1. pour chaque t € T, 1(.,t,.) est continue sur RX x W,
2. pour chaque w, € W,, (., ., w,) est mesurable sur RE x T

3. il existe une fonction mesurable d' de T dans R telle que |I(z,t,w,)| < d'(t)
pour tout z et w,

4. E(d(T)) < o0
Pour chaque w € ), on définit :

N (o, w,) (@) = % Zl(/F (w}, ) p(G (@) (@)du(2), . .

/ F (w0, 2) (G (@) (2)dp, Ti(w), wo>

et
Mwp, w,) = E <l (/ F (wy,, z) Up(G)(z)dp(z), . . .,

[ECEICEEE)
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Alors pour chaque w € Q et pour chaque n, il existe une solution w"(w) au
probleme
welfity, X))

Si W* est l'ensemble des minimiseurs de A(wp, w,), alors

lim d(w"™(w), W*) =0 P — p.s.

Démonstration. On montre dans un premier temps que sup,,.y |F'(w,.)| ap-
partient & L*(p). On voit tout d’abord que cette fonction est mesurable en
appliquant le lemme 1. Par majoration, on a l'inégalité sup,cy |F(w,x)| <
SUD ey Zqul |wg|[1q(2)|. Comme W est compact, il existe w* € W tel que pour
chaque z, sup, ey Zqul |wg 1y ()] = Zqul wi|hg(2)| qui appartient & L*(u).

On applique la loi forte des grands nombres uniforme (corollaire 4) a la
fonction :

h(wp, w,, g, t) = l(/ F(wy, 2)p(g)(z)du(z), . .., / F(wf, 2)Ip(g)(x)du(x),t, wo>

Ceci est possible pour les raisons suivantes :

1. la fonction A'((wp,w,),(g,t)) = h(wk,w,, g,t) est continue en w =
(wp,w,) pour chaque = = (g,t), grace aux hypotheses sur [ et sur
F, et sachant que Ilp(g) appartient & L?*(u). En effet, la fonction
w — [ F(w,2)IIp(g)(z)dp(z) est continue pour chaque g : comme F
est continue en w pour chaque z, la fonction F(w’, . )IIp(g)(.) converge
simplement vers F(w,.)IIp(g)(.) quand w’ converge vers w. De plus,
|F(w, )IIp(g)(.)| est dominée sur W par sup,cp |F(w,.)||IIp(g)(.)], la-
quelle est intégrable comme le produit de deux fonctions de L?(u). Grace
au théoreme de convergence dominée, ceci implique la continuité de
w e [ F(w, 2)lp(g)(z)du(z).

2. h' est mesurable en (g,t) pour chaque (wy,w,). c’est une conséquence
directe des hypotheses sur [ et du fait que g — [ F(w,2)IIp(g)(x)du(x)
est continue pour chaque w € W (Ilp est un opérateur continu).

3. grace au lemme 1 appliqué a |A/|, la fonction

c(g,t) = sup A ((wh, w,), (g, 1))]
(’wh,wo)EWhXWo

est mesurable.
4. E(c(G,T)) < oo par hypothese sur [.
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Grace au corollaire 4, on a donc

1 <& o
sup = Z h(wp, w,, G*, T*) — E(h(wp, w,, G, T))| =2 0 (6.1)
(wh,wo)EWR X W, n i1
La conclusion finale est obtenue de manieére similaire au théoreme 5. O

Remarque. Dans ce résultat de consistance, on s’est volontairement restreint au
cas ol les fonctions de poids sont représentées par des modeles pseudo-linéaires.
Les hypotheses du théoreme ont ainsi pu étre adaptées a ce type de modeles.
Cependant, on voit que la démonstration peut facilement étre étendue au cas
non-linéaire en adaptant au cadre L?(u1) les hypotheses du théoreme 5 sur les
fonctions de poids.

6.4.2 Connaissance limitée des fonctions
La projection empirique

Comme expliqué dans la section 6.2.2, dans ’approche par projection, le cal-
cul de H(g) est remplacé par celui de H(IIp(g)). Dans la pratique, la connais-
sance limitée des fonctions d’entrée (échantillonnage) interdit malheureusement
le calcul exact de la projection I1p(g). C’est la raison pour laquelle on remplace
la fonction I1p(g) par une fonction approchée : le projeté empirique.

Comme dans la section 5.4, on considere deux suites de variables aléa-
toires indépendantes identiquement distribuées (X;);jen et (&;) en+, définies sur
(Q,A, P). On note X = X; et £ = &;. On suppose que X et £ sont indépen-
dantes, et que F(E) =0 et E((£)?) = o2

Pour w € Q, on pose z; = X;(w), ¢; = &(w) et y; = g(x;) + 5. On
définit alors pour chaque fonction g € L?(Py), le projeté empirique ITp(g)%
correspondant : I1p(g)“ est I'unique élément de L?*(Px), solution du probleme
suivant (au sens de Moore-Penrose [64], voir théoreme 9) :

Ip(g)s = AT MIN cpert(hr .. op) Z(yj —7(x;))?
j=1

On a le théoreme de consistance suivant :

Théoréeme 9. Soit & = (¢,)pen+ une base topologique de L?(Px). On note
B(g) et B(g)~, les coordonnées respectives de Ilp(g) et de lp(g)s, sur lespace
vectoriel vect(¢y,...,¢p). On a alors pour tout g € L*(Px) :

B(9)s, —=m—oo B(g) P —p.s.
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Démonstration. Soient [ et k deux fonctions, on définit < [, k >= E(I(X)k(X))
et < Ik >¥= %Z;nzll(Xj(w))k(Xj(w)) avec w € Q. De méme, on définit
< &k >=FEEk(X)) et < &k >¥= %Z;;Ej(w)k(Xj(w)). La matrice (<
&1, O >)1k Ctant inversible, on a G(g) = (< ¢y, ¢ >)l_kl(< g, Or >)y et de méme
B(g)e = (< ¢, dx >;‘q’1)lT,k(< g+ & ¢ >%), (ot MT est I'inverse de Moore-

m
Penrose de la matrice M ). Par la loi forte des grands nombres et par intersection
finie, on a pour presque tout w € Q, < ¢y, P, >, < g, P, > et < E, ¢ > qui
convergent respectivement vers < ¢, ¢ >, < g, ¢ > et < &, ¢ > pour tout
couple (I, k). Par indépendance entre X et £, ona < g+&, ¢, >=< g, ¢ > + <
E, o >=< g, ¢ >. On en déduit que < g+ &, ¢ >% converge vers < g, ¢y >.

Finalement, pour presque tout w € €Q, il existe mq tel que pour tout m >
mo, la matrice (< ¢, op >% )1k est non singulicre. En effet, le déterminant
est une fonction continue de ses parametres, et (< ¢, Pr >;‘j1)l,k converge vers
(< @1, or >)ix qui est inversible (det((< ¢, ¢ >)ix) # 0). On a donc pour

m > mg, (< ¢, Ok >‘;’n)lTk = (< &1, x >‘;’n)l_k1 Et par continuité de l'inverse, on

a pour presque tout w € Q, (< ¢y, P >,“j1)lTk qui converge vers (< ¢, O >)1Tk =
(< ¢1, 0 >); 4 Ce qui permet de conclure.

O

Si I'on considere une fonction g fixée, élément de L?(Px ), ce théoréme montre
que pour presque tout w € €2, la projection empirique I1p(g)“ converge en norme
L? vers la projection réelle TIp(g) quand m croit vers I'infini.

Pour un perceptron multi-couches fonctionnel H, le calcul de H(I1p(g)) est
remplacé par celui de H(I1p(g)%,). Si la fonction d’activation de H est continue,
on voit que la sortie réelle du réseau H(Ilp(g)) est approchée par la sortie
calculée sur les données empiriques :

H(Ip(9);) —m—oe H(Ilp(g)) P — ps

Consistance

On énonce ici le second résultat de consistance, qui prend en compte la
connaissance limitée des fonctions d’entrée.

Théoreme 10. Soit X un espace métrique compact muni de sa tribu borélienne.
Soit (€2, A, P) un espace probabilisé sur lequel est défini une suite de variables
aléatoires X; indépendantes identiquement distribuées et a valeurs dans X. On
note Px la mesure induite sur X et X = X|. Soit £ une suite de variables
aléatoires indépendantes identiquement distribuées a valeurs dans R. On note
E =& On suppose que E(£) =0 et E (\5\2) < 00. On suppose que les X} et
les &} sont indépendantes.
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Soit U = (1,)qen+ une base topologique de L*(Px), et F un régresseur li-
néaire de la forme F(w,.) = 222:1 Wy, défini sur Wx X, ou W est un ensemble
compact. On note W), = W¥.

Soit K un sous-ensemble compact de C(X,R). Soit G* une suite de variables
aléatoires fonctionnelles définies sur (2, A, P) et d valeurs dans K. Soit T un
espace métrique muni de sa tribu borélienne, et soit T une suite de variables
aléatoires définis sur (2, A, P) et a valeurs dans T .

On suppose que les couples de variables aléatoires (G*, T") sont indépendants
et identiquement distribués. On note G = G et T = T*.

Soit | une fonction de RE xT x W, dans R, ot W, est un ensemble compact.
On suppose que :

1. pour chaque t € T, 1(.,t,.) est uniformément continue sur RX x W,
2. pour chaque w, € W,, (., ., w,) est mesurable sur RE x T

3. il existe une fonction mesurable d' de T dans R telle que |I(z,t,w,)| < d'(t)
pour tout z et w,

4. E(d(T)) < >
Pour chaque w € ), on définit :

A" (wp, w,) (w) = % Z l (/ F (wp, ) Tp(G'(w))2 (2)dPx, . . .,

/ F (w}, 2) Tp(G (@), (2)dPy, T (w), w0>

et

wn, w,) = E <z (/ F (w}, 2) Tp(G)(2)dPx. . . /F (wh, 2) TLp(G)(2)dPx, T, w)>

Alors pour chaque w € Q) et pour chaque n et m, il existe une solution w!" (w)
au probleme

: n
pcin A (W, o) (w)

Si W* est l'ensemble des minimiseurs de A(wp, w,), alors

lim lim d(w,,(w), W*) =0 P — p.s.

n—0o0 Mm—00

Afin de prouver ce théoreme, on a besoin du résultat de convergence uniforme
suivant :
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Théoreme 11. Sous les hypotheses du théoréme 10, pour presque tout w € €,
on a pour tout g € K :

M (g)5 = Tp(g)ll2 —m—o0 0

Démonstration. On utilise les notations du théoreme 9. Pour presque tout w €
Q, (< &, O >;‘q’1);k converge vers (< ¢, ¢ >); . (toujours selon le théoréme 9).
On considere les fonctions hy, définie sur K x (X x R) par :

hi(g, (x, 1)) = (9(2) + 1) Pr ()

On applique a Ay, la loi forte des grands nombres uniforme (corollaire 4). On
vérifie donc les hypotheses suivantes :

1. hi(g,.) est mesurable pour tout g, grace aux hypotheses sur ¢y et sur g.

2. hi(.,(x,t)) est continue pour tout (z,t), car la fonction g — g(z) est
continue.

3. supyex |hi(g, (z,1))| est mesurable, grace au lemme 1.

4. la fonction g — sup,cy |g(z)| est continue sur le compact . Il existe
donc M € R*, tel que pour tout g € K, sup,cx|g(z)] < M. Donc
suDgex [hi(g, (z,0))] < supgex |9(2)l|ok ()] + [t|on(2)| < Mly(2)] +
[tllgw()]. Comme E(M|op(X)|) < (B(M)?)2(E(¢(X))?)2 < oo, et
que E(|E||on(X)]) < (B(E)Y)2(E(¢r(X))?)2 < oo. On conclut que
E(supex [hi(g, (X, ))]) < oo.

Grace au corollaire 4, on a donc :

m

sup|— " hilg, (X5, ) = Blhulg, (X,€))| =5t 0

m
geK =1

Par indépendance entre X et &£, on a E(hi(g,(X,E))) = E(g(X)or(X)). Par
intersection finie, pour presque tout w € €2, on a (< ¢y, P >°;L)ZT,f qui converge
vers (< ¢, O >)l_,k17 et pour tout g € K, (< g + &, ¢ >% ),k qui converge vers
(< g, & >)k. On conclut que pour presque tout w € €2, on a pour toute fonction

g €K, B(9)m —m—oco B(9)- [

Remarque. Dans le cas unidimensionnel, on peut énoncer un théoreme de conver-
gence similaire (voir Abraham et al. [1]), ou 'hypothese de compacité de 'en-
semble des fonctions est remplacée par 'hypothese plus faible suivante :

Théoréeme 12. Soit G ’ensemble des fonctions continues a variations bornées
définies sur lintervalle |a,b] et a valeurs dans R. Pour presque tout w € 0, on

a sup,eg [Ip(g9)5 — p(g)ll2 —m—oo 0-
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Le point important a noter dans ces deux résultats est que I'on cherche a
avoir pour presque tout w € ) une propriété de convergence simple pour tout
g. Dans les deux théoremes, on a un résultat plus fort, car presque surement la
convergence a lieu uniformément en g. Les points d’évaluation sont cependant
identiques pour toutes les fonctions g.

On démontre a présent le théoreme :

Démonstration. Premierement, on démontre que pout presque tout w € 2, on
a pour chaque g € K, l'intégrale [ F(w,z)IIp(g)% (z)dPx qui converge unifor-
mément sur W vers f F(w,z)Ip(g)(xz)dPx. C'est une simple conséquence du
théoreme 11, et du fait que sup,ep || F(w,.) ||2 est fini. En effet, on a 'inéga-
lité suivante : sup,ep || F(w,.) [|2<]| supyew |F(w,.)| |l2- Or sup,cp [F(w, )]
appartient a Pespace L?(Px) (voir théoreme 8). On conclut que pour presque
tout w € €2, on a pour chaque g € K :

sup — oo 0 (6.2)

weW

Flw, 2)TIp(g)*.dPy — / Flw, 2)T1p(g)dPx

Dans un second temps, on applique la loi forte des grands nombres uniforme
a la fonction :

h(wy, wo, g, 1) :z(/F(w;,x)np(g)(x)dpx(x),...,/F(wh, 2p(g )(m)dPX(x),t,wo)

On utilise pour cela des arguments similaires au théoreme 8. On constate
que la fonction A est continue en (wp,w,), et est majorée par la fonction mesu-
rable ¢, qui est d’espérance finie. Pour prouver la mesurabilité de h, on montre
que la fonction qui a g élément de C'(X,R) (muni de la norme infinie) associe
[ F( wﬁ,x p(9)(z)dPx est continue. On a en effet | [ F(wf,)[p(g)(z)dPx —
i H e (g") (#)dPx| <|| F(wh,.) o]l Tp(g) — Tp(g) o<]| Fluf, ) [l

On a donc

s 0 (6.3)

n—oo

sup _Zh’(whawoaGiaTi) - E(h(wh7wO7G7T))

(wh,wo)EWR X W, n i1

A présent, on considere un w pour lequel la convergence uniforme des équa-
tions 6.3 et 6.2 a lieu. Un tel w existe presque sirement. On appelle ¢° = G*(w)
et t' = T"(w). Soit € un réel strictement positif. Selon I'équation 6.3, il existe N
tel que pour chaque n > N,

Zh W, We, g, 1) — E(h(wy, w,, G, T))| < (6.4)

DO ™

sup
(wp,wo ) EWR X W,
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On fixe n supérieur a N. Comme [ est uniformément continue en z et w, pour
chaque ¢ il existe n® > 0 tel que pour chaque w, (2, w, t) =12, w, tl)\ < £ tant
que ||z — Z/|| < n". Selon 'équation 6.2, il existe M"* tel que, m; > M"* implique

sup
weWy,

< i,

/ F(w, )TIp(g")2, (2)dPy (x) — / F(w, )TIp(g")(x)dPy (x)

pour chaque k. On appelle M" = sup;<,M;. Pour m > M", on a pour chaque
i < n et pour tout (wp,w,) :

([ Pk ote@s@ars(a. ... [ Pl ote@)s@ars). o,

<

DN ™M

- h(wha Wo, gia tl)

Ce qui implique pour tout (wp,w,) :

n

1 o
)\Z’L(wfh wo) (CU) - Z h(wh7 Wo, gla tl)

n <
=1

<

| ™

En combinant cette inégalité avec ’équation 6.4, on obtient la conclusion sui-
vante : Pour presque tout w € €0, et pour chaque € > 0 , il existe N tel que pour
chaque n > N, il existe M™ tel que pour chaque m > M"

sup IAn (wh, wo) (W) — Awp, w,)| < €
(wh,wo ) EWR X W,

Pour presque tout w, on a donc

lim lim sup AR (wh, W) (w) — A(wp, w,)| = 0 (6.5)

n—00 M—00 (wh,wo)EWh xWo

La conclusion finale est obtenue de maniére similaire au théoréme 6. O

Remarque. De maniere identique au théoreme 8, on s’est volontairement limité
dans ce résultat au cas ou les fonctions de poids sont représentées par des mo-
deles pseudo-linéaires. L’extension de ce théoreme a des modeles non-linéaires
s'effectue aisément en adaptant au cadre L?(Px) les hypotheses du théoreme 6
sur les fonctions de poids.
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6.5 Conclusion

La projection préalable des fonctions d’entrée est une technique communé-
ment utilisée en Analyse de Données Fonctionnelles. Comme on a pu le voir
au cours de ce chapitre, elle présente deux avantages importants par rapport a
un traitement direct des fonctions d’entrée (voir chapitre prédécent) : premie-
rement, elle permet de s’affranchir en partie du caractere bruité des fonctions
d’entrée, ce qui facilite la phase d’estimation et autorise une meilleure modélisa-
tion du phénomene observé. De plus, on a vu que son coiit algorithmique® était
moindre dans le cas d'une représentation non-linéaire des fonctions de poids.
Ceci permet donc d’accelérer la phase d’apprentissage.

Dans la seconde partie de ce chapitre, on a montré que les deux propriétés
théoriques importantes, démontrées dans le cas direct, se transposaient a l'ap-
proche par projection. On a en effet vu dans la section 6.3, que le perceptron
multi-couches fonctionnel, basé sur une étape de projection était un approxima-
teur universel. De plus, on a montré dans les sections 6.4.1 et 6.4.2 que 'estima-
tion de ses parametres était consistante dans le cas d'une connaissance parfaite
des fonctions d’entrée, comme dans le cas d’une connaissance empirique. On
voit donc que d’un point de vue théorique, I'approche directe et I’approche par
projection sont identiques quand les fonctions d’entrée appartiennent a ’espace

L*(p).

9pour une évaluation multiple du modele
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Chapitre 7

Perceptron multi-couches
fonctionnel a valeurs
fonctionnelles

7.1 Introduction

On a pu voir lors des chapitres précédents que le perceptron multi-couches
fonctionnel était un outil souple et performant, bien adapté aux problemes de
régression fonctionnelle. En effet, dans le cas ou la variable explicative X est
a valeurs dans un espace de fonctions, et la variable a prédire Y est a valeurs
vectorielles, ce modele permet d’approcher arbitrairement pres la fonction de
régression F(Y|X) (propriété de 'approximation universelle).

On s’intéresse a présent au cas ou la variable a prédire Y est elle aussi a
valeurs dans un espace de fonctions (par exemple L?(p)). Ramsay et Silverman
utilisent une telle modélisation dans leur livre ([63]), afin de prédire les courbes
de précipitation annuelles de différentes villes canadiennes en fonction de leur
courbe de température annuelle. Ils utilisent & cet effet le modele intégral (voir
chapitre 2.3.3). Une autre application naturelle d'une telle modélisation est la
prévision d’un processus (X;);er & temps continu sur un intervalle de temps
J. Comme expliqué dans Besse et Cardot [8], on définit a partir de (X;) un
processus a temps discret (Y),),ez & valeurs dans un espace fonctionnel (par
exemple L?(1)), en découpant chaque trajectoire sur des trongons de longueur
0. La prévision a un pas de temps nécessite alors l'estimation de l'espérance
conditionnelle E(Y;1]Y;).

L’utilité de modeles régressifs a réponse fonctionnelle (et en particulier de
modeles auto-régressifs fonctionnels) suggere naturellement 1’adaptation du per-
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ceptron multi-couches fonctionnel. Comme on pourra le voir dans la premiere
partie de ce chapitre, 'adaptation présentée dans ce travail présente certaines
similitudes avec un modele proposé par Bishop et Legleye [9] dans un cadre
completement différent.

La premiere partie de ce chapitre est consacrée a la présentation de ce nou-
veau modele. Par la suite, on s’intéresse a I’étude de ses propriétés théoriques : la
propriété d’approximation universelle est démontrée dans la section 7.3. Dans la
section 7.4, I'estimation consistante des parametres est prouvée sous 'hypothese
d’indépendance des fonctions d’entrée!.

7.2 Perceptron fonctionnel a valeurs fonction-
nelles

7.2.1 Présentation du modele

La construction d’'un modele a réponse fonctionnelle peut aisément étre réa-
lisée en utilisant tout modele classique a valeurs vectorielles. Dans ce travail,
nous nous limiterons volontairement a des modeles dont la sortie fonctionnelle
est a valeurs dans un espace vectoriel de dimension () finie. On sait alors que
tout vecteur de R? s’identifie de maniere unique avec un élément de cet es-
pace (on considere pour cela I'isomorphisme défini grace a une base choisie au
préalable). Afin d’obtenir une réponse fonctionnelle, il suffit donc d’identifier le
vecteur de sortie du modele avec I'élément correspondant dans ’espace vecto-
riel. De maniere plus prosaique, on voit que 'on utilise le vecteur de sortie du
modele comme vecteur parametre d’'un modele linéaire généralisé.

On considere p et v deux mesures o-finies, et ¥ = (1), )4en+ une base topolo-
gique de L?(v). Le perceptron fonctionnel & valeurs fonctionnelles est construit
en utilisant la sortie vectorielle d’'un perceptron multi-couches fonctionnel afin
de calculer les coefficients d’'un modele linéaire généralisé. Ce modele utilise
les () premiers éléments de la base ¥ comme fonctions de base. On voit donc
que le perceptron fonctionnel a réponse fonctionnelle est a valeurs dans ’espace
vectoriel vect(n, ..., 1q).

Si on prend le cas particulier d'un perceptron fonctionnel a valeurs fonction-
nels avec une couche cachée, on a :

'La consistance du modele dans le cas de processus fonctionnels auto-régressifs nécessite
une preuve adaptée.
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Hn(g) = ZQ: (;l agr T (bk +/fk9dﬂ)) Uq

g=1

ou T est une fonction d’activation, a,, et by sont des nombres réels, g € LP(u)
et fr € Lq(,u).

I Valeurs fonctionnelles

—— Valeurs numériques
F1G. 7.1 — Perceptron multi-couches fonctionnel a réponse fonctionnelle

Comme on peut le voir dans le paragraphe suivant, il est tout a fait possible
de remplacer dans la pratique le modele linéaire généralisé par un modele non-
linéaire (par un perceptron multi-couches numérique par exemple). De maniere
identique, les parametres de ce modele sont donnés par la sortie d’un perceptron
multi-couches fonctionnel.

7.2.2 Liens avec un modele existant

Dans Bishop et Legleye [9], les auteurs s’intéressent au probleme de la mo-
délisation du lien existant entre deux variables aléatoires réelles X et Y. Si on se
place dans le cadre usuel de la régression, on va supposer que ces deux variables
sont liées par une dépendance fonctionnelle entachée d’un bruit gaussien. On a
donc un modele de la forme : Y = f(X) + &, et on s’intéresse naturellement a
I'estimation de la fonction f (i.e. a l'espérance conditionnelle F(Y|X)).

Dans le cas le plus général, et sans connaissance a prior: sur le phénomene
a modéliser, I'’hypothese d’une dépendance fonctionnelle peut étre restrictive.
On peut par exemple supposer que pour une réalisation de X donnée, plusieurs
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valeurs distinctes de Y sont vraisemblables. On voit donc que dans ce cas, la
fonction E(Y'|X) donne une représentation treés pauvre de la réelle structure des
données.

Afin de modéliser correctement ce type de problemes, Bishop et Legleye [9]
tentent de modéliser la densité conditionnelle p(y|z) pour tout z en utilisant
simultanément deux modeles paramétriques. Le premier modele (par exemple
un mélange de gaussiennes) sert a modéliser la densité conditionnelle p(y|z) :

plyle) = Z% )5 (yl)

ol ¢; est une gaussienne de centre uj(x) et d’écart-type o;(x), et ou les ()
sont les coefficients du mélange.

Chaque parametre ajustable de ce modele (i.e. (), pj(z), oj(x)) peut alors
étre donné par I'une des sorties d’un perceptron multi-couches numérique?. Ce
réseau calcule donc pour une entrée x donnée I’ensemble des parametres du mé-
lange de lois. En choisissant suffisamment de fonctions noyaux dans le modele de
mélange, et suffisamment de neurones cachés pour le perceptron multi-couches,
les auteurs montrent que ce modele peut approcher arbitrairement pres la den-
sité conditionnelle p(y|z) pour tout x.

7.3 Approximation universelle

7.3.1 Définitions

Dans cette section, on introduit diverses notations.

Définition 12. Soit v une mesure borelienne sur R™, et ¥ = (1);)4en+ une
base topologique de L?(v). On note Isog l'isomorphisme de vect(iy, ..., 10q)
vers R?, défini grace aux @ premiers éléments de la base ¥. On a la relation

suivante :
Isog(g) = (/gwldu,...,/w@du)

avec g € vect(y,...,1¥q).
La fonction inverse [ soél est alors définie de R? vers vect(y, ..., %) par :

Q
Isog' (B) =) Byl
q=1

2par des changements de variables adéquates, la sortie du réseau reste dans le domaine de
définition des parametres.
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avec 3 € RY.

Les deux définitions suivantes introduisent le perceptron fonctionnel a va-
leurs dans R?, et & valeurs dans L?(v).

Définition 13. Soit ;1 une mesure de Borel sur R™. Soit p un nombre réel tel que
P(,)—-RQ

1 < p < 0. Soit T une fonction de R dans R, et soit () un entier. S; () —R (A)

est 'ensemble des perceptrons fonctionnels a une couche caché définis sur LP ()

et a valeurs dans R¥.

Définition 14. Soit p une mesure de Borel sur R". Soit p un nombre réel tel
que 1 < p < oo. Soit T une fonction de R dans R. Soit v une mesure de Borel
sur R™, et W une base topologique de L?(r). On note Isog I'isomorphisme de

vect(y, ... ,1¥g) vers R?, défini grace a la base . S#p(“)qnq' (A) est 'ensemble

des fonctions de la forme g — T soéloH (9), ou H € Sﬁp(“ )RS (A) avec @ un
entier arbitraire.

Les deux définitions suivantes introduisent le perceptron fonctionnel basé
sur une étape de projection & valeurs dans R?, et & valeurs dans L?(v).

Définition 15. Soit p une mesure de Borel sur R™. Soit ¢ une base topologique
de L?(p). Soit T une fonction de R dans R, et soient P et Q deux entiers.

S:rp[:’_’RQ (54) est 'ensemble des fonctions de la forme g — Hollp(g), ou H €
L —R
S (1) (A).

Définition 16. Soit 1 une mesure de Borel sur R™. Soit ¢ une base topolo-
gique de L?(p). Soit T une fonction de R dans R. Soit v une mesure de Borel
sur R™, et U une base topologique de L?(r). On note Isog l'isomorphisme de
vect(y, . .., Yg) vers R9 vers R?, défini grace & la base W. Sp* "7 (A) est I'en-

semble des fonctions de la forme g — IsoéloHOHp(g), ou H € Sﬁz(“)_)RQ(A),
avec P et () des entiers arbitraires.

7.3.2 Approximation universelle
Perceptron multi-couches fonctionnel a valeurs vectorielles

Dans les deux corollaires suivants, on montre que les perceptrons multi-
couches fonctionnels a valeurs vectorielles sont des approximateurs universels.

Corollaire 5. Si Sﬁp(”)(.A) est pic-intérieurement (resp. pi-extérieurement)

dense dans C(IC,R), alors Sﬁp(”)_)RQ(.A) est pic-intérieurement (resp. pic-
extérieurement) dense dans C(K, R?).
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Démonstration. Soit F un élément de C(K,R?), et soient F; ses fonctions
composantes. Soit € un réel strictement positif, alors il existe H; élément de
Sﬁp(”)(fl) (resp. S;P(”)(A) NC(K,R)) tel que | F; — H; ||oo< €/n. Soit H le
perceptron fonctionnel & une couche cachée a valeurs dans R?, tel que cha-
cune de ses fonctions composantes soit donnée par H; (voir figure 7.2). On a
| F—H ||oo< . SE"W=R%(A) est donc pr-extérieurement dense dans C'(K, R?).
Si de plus, chaque H; appartient & C(KC,R), alors H appartient & C(K, R%), et
SEm )—RE (A) est pr-intérieurement dense dans C(K, R%). O

Approximation
de la premiére
composante

Approximation
de la seconde
composante

I Valeurs fonctionnelles

> Valeurs numériques

F1G. 7.2 — Perceptron multi-couches fonctionnel

De la méme facon, on a le résultat suivant :

Corollaire 6. Si Sp*(A) est pg-intérieurement dense dans C(K,R), alors
S?‘P_’RQ (A) est pic-intérieurement dense dans C(KC, R?).

Perceptron multi-couches fonctionnel a valeurs fonctionelles

Dans les deux corollaires suivants, on montre que les perceptrons multi-
couches fonctionnels a valeurs fonctionnelles sont des approximateurs universels.
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Théoreme 13. Si S}:p(”)(A) est p-intérieurement (resp. pi-extérieurement)

dense dans C(K,R), alors S}:p(”)énq’(/l) est pi-intérieurement (resp. pi-
extérieurement) dense dans C(KC, L*(v)).

Démonstration. Soit F un élément de C(K, L?(v)). La continuité de la fonction
F implique que F(K) est un sous-ensemble compact de L?(v). Il existe donc un
entier @ tel que || F' — [IgoF || < /2 (voir lemme 2). On considére & présent
la fonction IsogollgoF'. C’est une fonction continue, définie sur le compact
K et a valeurs dans R?. Comme Sﬁp(” )—RY (A) est pr-intérieurement (resp.
pre-extérieurement) dense dans C/(K,R?), il existe H € Si * )—RE (A) tel que
| IsogollgoF — H ||o< £/2. Par I'isomorphisme [sog, on a || IsogollgoF —
H ||o=|l HgoF — Isoéloﬂ lloo- On conclut grace a 'inégalité suivante : ||
F —1505'0H ||oo<|| F = TIqOF || + || IgoF — I'so,'0H ||o< €. O

De la méme facon, on a le résultat suivant :

Théoreme 14. Si S;'*(A) est pic-intérieurement dense dans C(KC,R), alors
Spe—v (A est p-intérieurement dense dans C(K, L*(v)).

7.4 Cadre probabiliste

7.4.1 Connaissance parfaite des fonctions
Consistance

Afin d’obtenir un résultat de consistance unifié pour ’approche directe et
I’approche par projection, on introduit dans le théoréeme suivant la fonction
I(w, g). Cette fonction correspond dans le cas des deux approches au calcul des
intégrales des neurones fonctionnels.

— dans le cas de 'approche directe, on pose :

I(wy, g) = (/Fl(w}”.)gdu,---,/FK(wi{,.)gdu)
— dans le cas de 'approche par projection, on pose :
I(uwn,g) = ( [ twh e )dn..... [ Pl .)Hp(g)du)

On démontre a présent la propriété de consistance dans le cas ou les fonctions
d’entrée et les fonctions a prédire sont connues parfaitement :
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Théoréme 15. Soit Wy, un ensemble compact. Soit I(w, g) une fonction définie
sur Wy, x LP(p) et @ valeurs dans R¥. On suppose que :

1. pour chaque w € Wy, I(w,.) est une fonction mesurable de LP(u) vers

RE.

2. pour chaque g € LP(p), I1(.,g) est une fonction continue de W), vers RX.

Soit G une suite de variables aléatoires fonctionnelles définies sur (Q, A, P)
et a valeurs dans LP(p). Soit T* une suite de variables aléatoires définis sur
(92, A, P) et a valeurs dans L*(v).

On suppose que les couples de variables aléatoires (G*,T") sont indépendants
et identiquement distribués. On note G = G et T = T*.

Soit ¥ une base topologique de L*(v), et Ilg lopérateur de projection sur
Uespace vectoriel vect(yn, ..., Pq).

Soit I une fonction de RE x L?(v) x W, vers R, ot W, est un ensemble
compact. On suppose que :

1. pour chaque t € L?(v), I(.,t,.) est une fonction continue de RE x W, vers
R.

2. pour chaque w, € W, (., .,w,) est une fonction mesurable de R® x L*(v)
vers R.

3. il existe une fonction mesurable d' de L*(v) vers R telle que |I(z,t,w,)| <
d'(t) pour tout z et w,.

J. B(y(D))) < o0
Pour chaque w € ), on définit :

A" (wp, wo) (w) =

On définit de plus
AMwn, wo) = E (1 (I(wn, G), g(T), wo))

Alors pour chaque w € Q et pour chaque n, il existe une solution w"(w) au
probleme
. \n )
ey, X (s o) ()

Si W* est l'ensemble des minimiseurs de A(wp, w,), alors

lim d(w"(w), W*) =0 P — p.s.

n—~o0
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Démonstration. On applique la loi forte des grands nombres uniforme (corollaire
4) a la fonction :

h(wha Wy, g, t) =1 (I(wha g)? HQ@)? wo)

Ceci est possible pour les raisons suivantes :

1. la fonction A'((wp,w,),(g,t)) = h(wp,w,,g,t) est continue en w =
(wp, w,) pour chaque x = (g,t), grace aux hypotheses sur [ et sur I.

2. h' est mesurable en (g,t) pour chaque (wy,w,). c’est une conséquence
directe des hypotheses sur [ et sur I, et du fait que I'opérateur Ilg est
continu de L?(v) dans L?(v).

3. grace au lemme 1 appliqué a |h’|, la fonction

c(g.t)= sup |W((wn,wo), (g,1))]
(wh,wo)EWhXWo

est mesurable.
4. E(c(G,T)) < oo par hypothese sur .

Grace au corollaire 4, on a donc
1 & o
sup = Z h(wp, w,, G*, T*) — E(h(wp, w,, G, T))| =2 0 (7.1)
(wh,wo ) EWR X W, n i1

La conclusion finale est obtenue de manieére similaire au théoréeme 5. O

Discussion

Le théoreme de consistance ci-dessus s’applique grace a la fonction I aux
deux approches présentées dans les chapitres précédents : 'approche directe
(chapitre 5), et I'approche par projection (chapitre 6).

En effet, dans le cas de I'approche directe, on rappelle que :

tun) = ( [ Filwb0@dnto)... [ Ftulf oga)dnto)

Les hypotheses sur la fonctions I dans le théoreme 15 se transposent en des hy-

potheses sur les régresseurs paramétriques Fj, (voir les hypotheses du théoreme
5).
Dans le cas de 'approche par projection, et on rappelle que :

I(wn, g) = (/ Fl(wi,x)ﬂp(g)(ﬂf)du(ﬂ?)a---,/FK(wf,x)Hp(g)(ﬂf)du(ﬂ?))
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Comme ci-dessus, les hypotheses sur la fonctions I se traduisent en des hypo-
theses sur les régresseurs paramétriques Fj, (voir les hypotheses du théoreme 8
dans le cas pseudo-linéaire, et théoreme 5 dans le cas non-linéaire).

De maniere similaire au chapitre 5 section 5.3.3, la fonction [ modélise a
la fois le perceptron multi-couches fonctionnel & valeurs fonctionnelles (excepté
les intégrales internes aux neurones fonctionnels) ainsi que la fonction d’erreur.
Dans le cas d’un perceptron & une couche cachée et & valeurs dans R%, on a :

Q K
t— Z <Z aqkT(bk + Zk)> ¢q

q=1 k=1

2
l(z,t,w,) =

2

avee Wo = ((agr)1<q<Q.1<h<is (b)1<hex) € RE@TVE

7.4.2 Connaissance limitée des fonctions
Consistance

De maniere identique au théoreme précédent, on introduit la fonction
I(w, g),, afin d’obtenir un résultat unifié pour I’approche directe et I'approche
par projection. Cette fonction correspond pour les deux approches au calcul des
intégrales des neurones fonctionnels dans le cas d’une connaissance discrete des
fonction d’entrée :

— pour 'approche directe, on pose :

I(wn, ') = (Z Fi(wy, Xj(w)(g'(Xj(w)) + &), .-,

> Fr(wy, Xi(w))(g' (X)) + 55(@))
j=1
— pour l'approche par projection, on pose :

](wmgi)zm = (/ Fl(w}lm ‘)HP(gi);j@dPX, . ,/FK(U};}L{, ‘)HP(gi):jn,dPX)

On démontre a présent le résultat de consistance dans le cas ou les fonctions
d’entrée et les fonctions a prédire sont connues de maniere discrete.

Théoréme 16. Soient X et X deux espaces métriques compacts munis de_leur
tribu borélienne. Soit KK un sous-ensemble compact de C(X,R), et soit K un
sous-ensemble compact de C(X,R).
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Soit Wy, un ensemble compact. Soit I(w, g)¢,, une suite de fonctions définies
sur Wy, x K et a valeurs dans RX. Soit I(w, g) une fonction définie sur W, x K
et a valeurs dans R¥. On suppose que :

1. pour chaque w € Wy, I(w,.) est une fonction mesurable de K vers RE.

2. pour chaque g € K, I(., g) est une fonction continue de W), vers RE.

w

3. pour presque tout w € §, on a pour tout g € K et pour tout i, I(w, g)Lm qui
converge uniformément sur Wy, vers I(w, g) quand m croit vers l'infini.

Soit une suite de variables aléatoires )N(J’ indépendantes identiquement distri-
buées et a valeurs dans X. On note Py la mesure induite sur X et X = X{. Soit
& une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuces a
valeurs dans R. On note € = E}. On suppose que E(E) = 0 et E(|E]*) < oo.

On suppose que les )?; et les EN'; sont indépendantes.

Soit G* une suite de variables aléatoires fonctionnelles définies sur (€2, A, P)
et a valeurs dans K. Soit T* une suite de variables aléatoires définis sur (2, A, P)
et a valeurs dans K.

On suppose que les couples de variables aléatoires (G*,T") sont indépendants
et identiquement distribués. On note G = G et T = T*.

Soit U une base topologique de L*(Py), et Ilg Uopérateur de projection sur

Uespace vectoriel vect(iy, ...,¢q). On note V un voisinage compact de I1g(KC)

dans vect(yn, ..., Pq).
Soit I une fonction de R x L*(Pg) x W, vers R, ot W, est un ensemble

compact. On suppose que :
1. 1(.,.,.) est une fonction uniformément continue de RE x V x W, vers R.

2. il existe une fonction mesurable d’ de L?(Pg) vers R telle que |I(z, t,w,)| <
d'(t) pour tout z et w,.

3. E(d'(llg(T))) < oo
Pour chaque w € ), on définit :

N (0, 100) () = S (01, G () T (T3

On définit de plus
Mwn, w,) = E (L (I(wn, G), Hg(T), w,))

Alors pour chaque w € Q et pour chaque n, m et m/, il existe une solution
wy, (W) au probleme

e A e (Whs o) (w)
o
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Si W* est l'ensemble des minimiseurs de A(wp, w,), alors

lim lim d(w), . (w),W*)=0P — p.s.
n—00 (m,m’)—o0 ’
Démonstration. On applique la loi forte des grands nombres uniforme a la fonc-
tion :
h(wh> Wy, g, t) =1 (I(wha 9)7 HQ(t)> wo)

On utilise pour cela des arguments similaires au théoreme 15. On voit que
la fonction h est continue en (wp, w,), et est majorée par la fonction mesurable
¢, qui est d’espérance finie. Pour prouver la mesurabilité de h en (g,t), on voit
que la fonction qui & g élément de K associe I(wy, g) est mesurable.

On a donc
1 . 7 7 s
sup _Zh’(whawoaG 7T ) - E(h(wh7wO7G7T)) _)Z;L—m)o 0 (72>
(wh,wo)EWR X W, n i1

A présent, on considere un w pour lequel la convergence uniforme ci-dessus
a lieu, et tel que pour chaque g € K, I(wy, )5, converge uniformément vers
K w, converge vers Ilg(t) (voir
théoreme 11). Par intersection finie, un tel w existe presque sirement.
On appelle ¢ = G'(w) et t' = T%w). Soit € un réel strictement positif.
D’apres 7.2, il existe N tel que pour chaque n > N,

I(wp, g), et de plus pour chaque t € K, IIg(t)¥

sup < (7.3)

(wh,wo ) EWR X W,

DO ™

% Z h(wp, w,, g, t") — E(h(wy, w,, G, T))
i=1

On fixe n supérieur & N. Comme [ est uniformément continue sur R¥ x V x W,
il existe 7° > 0 tel que pour chaque w, € Wy, |I(z, m,w,) — (2,7, w,)| < §
tant que ||z — 2| < ' et |7 — 7'||2 < n;, avec z et 2’ éléments de R¥, et m
et 7 éléments de V. Selon les hypotheses sur I, il existe M* tel que, m; > M?*
implique supy,ew, [|1(wh, §'){, — I(wn, g")|| < m; De plus, pour chaque ', il
existe M/ tel que m} > M/ implique ||IIg(t")2, — g(t")|]2 < n; avec g (t),
élément de V. Z l
On appelle M" = sup;<,M; et M'™ = sup,,, M]. Pour m > M™ et pour

m’ > M™, on a pour chaque i < n et pour tout (wy,w,) :
(I (wh, §")5 s T ()2, wo) — h(wh, wo, g*, )| <

i,m) m'»

DN ™

Ce qui implique pour tout (wp,w,) :

" 1

m,m’(wh7w0)(w) - ﬁ Z h(wh>wo7gi7ti) <
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En combinant cette inégalité avec ’équation 7.3, on obtient la conclusion sui-
vante : Pour presque tout w € €2, et pour chaque ¢ > 0 , il existe N tel que
pour chaque n > N, il existe M™ et M'™ tel que pour chaque m > M", et pour
chaque m’ > M"™, SUD(y, wo)ew;, xw, [ Amms (Why Wo) (W) — Awp, w,)| < e. Pour
presque tout w, on a donc

lim  lim sup A (W, w,) (w) — A(wp, w,)| =0 (7.4)
n—oo (m,m’)—>oo ('Ll)h,'LUO)GWhXWg '
La conclusion finale est obtenue de maniére similaire au théoréme 6. O

Discussion

De maniere similaire au théoreme 15, les fonctions I(.,.) et I(.,.)¥ per-
mettent de traiter simultanément 1’approche directe, présentée au chapitre 5, et
I’approche par projection, présentée au chapitre 6.

Pour I’approche directe, on rappelle que :

I(wn, g")im = (Z Fy(wy, Xj(w)(g'(Xj(w)) + (W), .-,

Z Fye(wy , Xj(w)(g'(Xj(w)) + 55(@))

On considere les variables aléatoires X j’ et 5]’-', et les régresseurs paramétriques
Fy(wr, x). Alors les hypotheses sur les fonctions I(.,.) et I(.,.)“ se transposent
en des hypotheses sur les fonctions Fj, (voir théoreme 6).

Pour I'approche par projection, on rappelle que :

Haneg o = ( [l le(azaPs(o). ... [ Bl ool )

On considére les variables aléatoires X ; et 5;, et les régresseurs paramétriques
Fy.(wf, x). Alors comme ci-dessus les hypotheses sur les fonctions I(.,.) et I(.,.)%,
se traduisent en des hypotheses sur les fonctions F (voir théoreme 10 dans le
cas pseudo-linéaire, et théoreme 6 dans le cas non-linéaire).

L’existence du voisinage compact V de HQ(IE) dans vect(11, ..., g) ne pose
pas de probleme pratique car Il (IE) est un ensemble compact dans un espace de
dimension finie. L’ensemble V' doit étre un voisinage compact pour cet espace.

L’uniforme continuité de la fonction [ peut aisément étre vérifiée si 'on im-
pose a la fonction d’activation du perceptron multi-couches fonctionnel d’étre
uniformément continue et bornée (hypothese vérifiée pour les fonctions d’acti-

vation habituellement utilisées).
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7.5 Conclusion

Dans ce chapitre, on a montré que le perceptron multi-couches fonction-
nel pouvait aisément étre adapté afin d’obtenir une réponse fonctionnelle. Ce
nouveau modele offre un potentiel d’applications important, car il permet de
modéliser entre autre des processus fonctionnels auto-régressifs.

La seconde partie de ce chapitre a été consacrée a ’étude des propriétés théo-
riques de ce modele : la propriété d’approximation universelle a été démontrée
dans la section 7.3. Dans la section 7.4, I'estimation consistante des parametres
a été prouvées sous 1’hypothese d’indépendance des fonctions d’entrée?.

3La consistance du modele dans le cas de processus fonctionnels auto-régressifs nécessite
une preuve adaptée.
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Chapitre 8

Simulations

8.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de comparer sur des données simulées ’approche
classique (le perceptron numérique) et les deux approches fonctionnelles (I’ap-
proche directe et 'approche par projection). Deux expériences différentes sont
présentées :

— Dans la premiere expérience, on utilise les différents modeles (numériques
et fonctionnels) afin de discriminer deux classes distinctes de fonctions.
Ces fonctions, engendrées a partir de formes sinusoidales, sont définies de
R dans R. A travers cette premiere expérience, on montre les limites de
I’approche classique naive face a I'approche fonctionnelle dans le cas ou la
résolution d’échantillonnage devient trop faible pour décrire correctement
les fonctions d’entrée (peu de points d’évaluation).

— Dans la seconde expérience, on considere des fonctions définies de R? dans
R, et on cherche a prédire un vecteur binaire associé a chaque fonction
d’entrée. On montre alors que la représentation non-linéaire des fonctions
de poids permet d’obtenir de meilleurs résultats qu'une approche pseudo-
linéaire. En effet, dans cette expérience, la représentation des fonctions de
poids par des perceptrons multi-couches numériques se révele plus efficace
que celle réalisée grace a des RBF (les fonctions de base sont fixes).

Dans la premiere partie de ce chapitre, on montre comment la technique
d’initialisation géométrique, proposée dans [67], peut étre adaptée a I’approche
fonctionnelle. Dans les sections 8.3 et 8.4, la comparaison des différents modeles
(numériques et fonctionnels) est réalisée grace aux deux expériences présentées
ci-dessus.
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8.2 Initialisation

La phase d’apprentissage des perceptrons multi-couches (numériques ou
fonctionnels) est réalisée grace a des techniques classiques d’optimisation (par
exemple, les algorithmes de descente de gradient). Dans la pratique, cette phase
d’optimisation est une tache difficile, car la fonction a minimiser présente gé-
néralement de nombreux minima locaux. La présence de tels minima peut étre
expliquée par le fait que certains neurones produisent une sortie identique sur
I’ensemble d’apprentissage : de tels neurones sont donc redondants.

Le but des méthodes d’initialisation est de fournir un point de départ "ac-
ceptable” a 'algorithme d’optimisation, afin d’assurer une convergence rapide
de Talgorithme, ainsi qu'une utilisation optimale des neurones du réseau. Plu-
sieurs techniques d’initialisation ont déja été proposées pour le perceptron multi-
couches numérique (initialisation par prototypes [25], initialisation par arbres de
décision [45]). On présente ici une technique d’initialisation géométrique (voir
Rossi et Gegout [67]), qui présente 'avantage d’étre facilement adaptable au
perceptron multi-couches fonctionnel.

8.2.1 Initialisation géométrique

Un perceptron a une couche cachée et a valeurs réelles calcule la fonction

suivante :
K

f@) =" axT(w.a + b) (8.1)
k=1
ou ay et by sont des réels, et ou wy, et x sont des vecteurs de R”.

Dans 'expression 8.1, chaque équation wy.x + by, = 0 définit un hyperplan
de R". Comme expliqué dans [54], la position relative de ces hyperplans dans
I'espace des données joue un role fondamental dans le bon déroulement de la
phase d’apprentissage : une configuration mal adaptée peut ralentir ’algorithme
d’optimisation, et méme mener a des résultats sous-optimaux. Afin d’identifier et
d’éviter ce type de configurations, il est intéressant d’analyser le fonctionnement
du neurone numérique d’un point de vue géométrique.

Dans la pratique, le choix de la fonction d’activation T s’effectue dans une
classe restreinte de fonctions (les "squashing functions”, voir [44]). Toutes ces
fonctions partagent la propriété d’étre quasi-constante (saturée) en dehors d’un
intervalle localisé en 'origine. Cette propriété a d’importantes répercussions sur
la fonction réalisée par le neurone. En effet, si I’hyperplan wg.x + b, = 0 est
tres éloigné de 'ensemble des données, la sortie du neurone sera constante sur
I’ensemble des individus d’entrée. On voit donc qu’'un tel neurone ne participe
pas utilement au calcul de la fonction réalisée par le perceptron multi-couches.
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Lors de la phase d’apprentissage, on souhaite que ces neurones inutiles
prennent une part active dans le calcul de la sortie du réseau. Pour cela, ’algo-
rithme d’optimisation va progressivement déplacer chaque hyperplan vers 1’en-
semble des individus composant la base d’apprentissage. La progression de ces
hyperplans s’effectue d’autant plus rapidement que la dérivée du neurone en
fonction de ses parametres est importante. Malheureusement, dans le cas d'un
hyperplan tres éloigné, cette dérivée est quasiment nulle, car la sortie du neu-
rone est entierement déterminée par la zone saturée (constante) de la fonction
d’activation. La progression des hyperplans nécessite donc un nombre tres im-
portant d’itérations (la modification de la position d’un hyperplan peut méme
dans certains cas se révéler impossible).

L’initialisation aléatoire, habituellement utilisée pour les perceptrons multi-
couches numériques, n’apporte pas une réponse satisfaisante a ce probleme.
En effet, le choix aléatoire des parametres wy et b, dans 'expression 8.1 ne
permet pas de controler précisément la position de I'hyperplan dans ’espace des
données : cette position dépend entierement du rapport ﬁ, qui peut prendre
des valeurs arbitraires.

Le but de l'initialisation géométrique, proposée dans [67], est de controler
efficacement la position de chaque hyperplan afin que chaque neurone soit "sen-
sible” a une partie des données. Pour ce faire, on modifie I’équation 8.1, afin
d’en obtenir une version plus géométrique et plus intuitive :

fl@) =" aT(dp.(x — ty)) (8.2)

k=1

ou les a; sont des réels, et ou d et tx sont des vecteurs de R".

Le passage de la forme géométrique a la forme standard s’effectue aisément,
en développant le produit scalaire dj.(x — t;). Les parametres de ’équation 8.1
sont alors donnés par wy = dy et by, = —dj.1%.

Comme précédemment, 1’équation dy.(z —t;) = 0 définit un hyperplan dans
I’espace des données. Grace a cette nouvelle expression, l'initialisation de chaque
neurone peut étre réalisée aisément. En effet, la position de I’hyperplan dépend
uniquement du parametre de translation, ¢, de méme sa direction est unique-
ment fonction du parametre de direction dy/||dg||. Enfin, la selectivité de la
fonction d’activation dépend uniquement de la norme ||dy||.

Une maniere simple de choisir ces trois parametres est réalisée en imposant
a chacun d’eux d’appartenir aux trois ensembles distincts suivants :

1. t est choisi aléatoirement dans "I’ensemble de translation”, par exemple
le sous-ensemble sur lequel est définie la fonction a modéliser.
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2. di/||dg|| est choisi aléatoirement dans "I’ensemble de direction” (par
exemple, la boule unité).

3. finalement, ||di|| est choisi aléatoirement dans "l’ensemble de sélectivité”.
Dans la pratique, cet ensemble est fonction de la nature de la fonction
d’activation utilisée, ainsi que de I’ensemble de données. Si ’on considere
par exemple la fonction d’activation tanh(3), son domaine de saturation
est caractérisé approximativement par l'ensemble des x vérifiant |x| > 5.
De plus, dans le cas ou |z| < 1, sa sortie est quasi-linéaire, et peut étre
approchée par 5. Le choix de I'ensemble de sélectivité doit donc éviter la
partie saturée de la fonction d’activation, tout en garantissant une bonne
répartition des données sur la zone restante. On réalise pratiquement ce
choix, en calculant 'expression M = maxeap, |dk.(x — tx)|. On renor-
malise alors le parametre dy trouvé a l’étape précédente, en choisissant
aléatoirement le coefficient multiplicateur dans l'intervalle [+, 2].
L’initialisation des parametres a; de la couche de sortie du perceptron multi-

couches ne pose pas de probleme. En effet, comme la fonction d’erreur est qua-

dratique en ces parametres, les algorithmes d’optimisation classiques (gradient
conjugué, BFGS) trouvent la solution optimale en un nombre limité d’itérations.

8.2.2 Adaptation aux modeles fonctionnels

Dans le cas ou les fonctions de poids sont représentées par des modeles
pseudo-linéaires, on a vu que le perceptron multi-couches fonctionnel était en fait
un perceptron multi-couches numérique. L’initialisation géométrique (ainsi que
tout autre méthode d’initialisation des perceptrons multi-couches numériques)
peut donc lui étre appliquée sans modification.

Dans le cas d’une représentation non-linéaire, I'initialisation géométrique
nécessite une adaptation au cadre fonctionnel.

Le perceptron fonctionnel & une couche cachée calcule la fonction suivante :

Hig) = > aT(be+ [ figdn)

ou g € LP(n), fr € LU (p).
Comme dans la section précédente, on reformule I'expression du perceptron
multi-couches fonctionnel d'un point de vue plus géométrique :

H(g) = éakT </ di(g —tk)du)
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oug e LP(u), dp € L) et t, € LP(p).

Le passage de la forme géométrique a la forme standard, s’effectue naturel-
lement, en posant fr = dj, et by, = — [ dytpdp.

Comme précédemment, U'expression [ di(g — tx)dp = 0 définit un hyperplan
dans l'espace des fonctions d’entrée. Le neurone fonctionnel dépend donc des
trois parametres suivants : la fonction ¢, la fonction dy./||dk|| et le scalaire ||dg]|.

Le choix de ces trois parametres peut dans la pratique étre réalisé ainsi :

1. on choisit aléatoirement une fonction d’entrée g, dans ’ensemble d’ap-
prentissage, et on impose a I’hyperplan de passer par ce point. On pose
donc t; = g,.

2. on choisit alors aléatoirement la fonction de direction dj, afin d’orienter
I’hyperplan dans une direction aléatoire. Dans la pratique, la fonction
dj est représentée a l'aide d'un régresseur paramétrique. Choisir aléa-
toirement d; revient donc a choisir aléatoirement les parametres de ce
régresseur paramétrique. Dans le cas particulier ou dj est représentée a
I’aide d’un perceptron multi-couches numérique, le choix des parametres
numériques doit étre réalisé avec soin, afin d’éviter un nouveau probleme
d’initialisation. On peut par exemple réappliquer a dj, la technique de 'ini-
tialisation géométrique en considérant I’ensemble sur lequel sont définies
les fonctions d’entrées.

3. finalement, on calcule Uexpression [ di(g — tx)du = [ drgdp — [ drgodp
pour chaque fonction d’entrée g appartenant a I’ensemble d’apprentissage.
On choisit ainsi une valeur de ||dx|| qui évite une saturation excessive de la
fonction d’activation (on applique pour cela le méme procédé que dans la
section précédente). La modification de la norme de dj, s’effectue aisément
en normalisant les poids de la sortie linéaire du régresseur paramétrique.

Dans le cas de 'approche directe, le calcul des intégrales [ drgdp et [ dygodp
est remplacé par 'évaluation d’'une moyenne empirique (car les fonctions g et
go ne sont connues qu’en un nombre fini de points d’évaluation). Le principe de
I'initialisation géométrique n’est pas modifié par ce calcul approché. De méme
dans le cas de I'approche par projection, la fonction ¢ est remplacée par sa
projection ITp(g), ce qui ne modifie pas non plus la méthode proposée ici.

8.3 Les fonctions sinus

8.3.1 Les fonctions d’entrée

Le but de cette premiere expérience est de discriminer deux classes de fonc-
tions. Ces deux classes sont engendrées selon le procédé suivant.
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Pour la premiere classe, on considere la fonction génératrice fy(x) =
sin(27(x — d)), paramétrée par la variable d (le parametre de translation). Afin
de générer les fonctions composant la classe, on choisit aléatoirement selon une
loi uniforme la valeur de d dans l'intervalle [0, 1]. Le schéma d’échantillonnage
est alors identique pour toutes les fonctions : on choisit aléatoirement selon une
loi uniforme 25 points d’évaluation répartis sur l'intervalle [0, 1]. Pour chacun
de ces points d’évaluation, on calcule la valeur correspondante de la fonction.
Enfin, on ajoute un bruit gaussien d’écart-type 0.7 a chacune de ces mesures.

On engendre la seconde classe de maniere identique, en considérant la fonc-
tion génératrice gq(x) = sin(4n(z — d)).

class one: d20.331904

class two: d=-0.155141 -------

I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(a) Fonctions non bruitées

class one: d‘:0.331904
class two: d=-0.155141 -------

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
(b) Fonctions bruitées

Fi1G. 8.1 — Fonctions d’entrée

Dans la figure 8.1(a), un exemple de fonction de chacune des deux classes
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est représenté, tandis que dans la figure 8.1(b), ces deux méme fonctions sont
représentées apres échantillonnage, ajout du bruit gaussien et interpolation li-
néaire.

On a généré selon ce procédé 500 fonctions différentes : 250 pour chaque
classe. Lors de la phase d’apprentissage, ces 500 fonctions sont réparties en trois
sous-ensembles distincts : 100 fonctions sont affectées a ’ensemble d’apprentis-
sage, 100 autres fonctions sont affectées a I’ensemble de validation. Finalement,
I’ensemble de test est constitué de 300 fonctions. Chaque optimisation a été
effectuée grace a un algorithme de gradient conjugué en utilisant la technique
de l'arrét prématuré (early stopping).

8.3.2 Les différents modeles

Afin de différencier 'approche directe de I’approche par projection, on in-
troduit la notation suivante : on note PMCF!Y, le perceptron multi-couches
fonctionnel basé sur une étape préalable de projection, et PMCF, le percep-
tron multi-couches fonctionnel de 'approche directe.

Afin de faciliter la comparaison des deux modeles fonctionnels, le PMCF
et le PMCF" utilisent des architectures similaires. Les perceptrons sont tous
deux constitués d’une unique couche cachée fonctionnelle, et utilisent tous deux
19 parametres numériques. Pour I'approche directe, on a donc le perceptron
fonctionnel suivant :

3
H(g) :c+ZakT(bk+/fkgd,u)
k=1

Chaque fonction de poids f; est représentée au moyen d’une B-spline, com-
posée de 4 fonctions de base cubiques. Dans le cas de ’approche par projection,
chaque fonction d’entrée est de méme représentée au moyen d’une B-spline, com-
posée de 6 fonctions de base cubiques. La figure 8.2 montre les deux fonctions
d’entrée de la figure 8.1(a) apres 1'étape de projection.

Le but de ces expériences est de comparer les deux modeles fonctionnels
(PMCFY et PMCF) au perceptron numérique classique. Il n’est bien stir pas
possible de soumettre dans la pratique une fonction d’entrée a un perceptron
multi-couches numérique. En effet, bien que le nombre de points d’évaluation
soit identique pour toutes les fonctions d’entrée, leurs positions varient d’une
fonction a une autre. Les description ne sont donc pas directement comparables.

La maniere la plus simple de transformer les fonctions d’entrée en des vec-
teurs est d’utiliser une technique de moyennage. Pour ces expériences, on a
divisé I'intervalle [0, 1] en un nombre fini de sous-intervalles. On calcule alors
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15 I I I I

F1G. 8.2 — Projection des fonctions d’entrée

la moyenne de la fonction sur chacun de ces sous-intervalles afin d’obtenir un
nouveau vecteur d’entrée.

Comme pour les approches fonctionnelles, le perceptron multi-couches numé-
rique utilise une seule couche cachée et une sortie réelle. La phase d’optimisation
est réalisée grace un algorithme de gradient conjugué en utilisant la technique
de l'arrét prématuré (early stopping).

On peut remarquer que cette approche multivariée est tres similaire a un cas
particulier de 'approche par projection. En effet, si I'on choisit de représenter
les fonctions d’entrée et les fonctions de poids grace au modele linéaire suivant :
Z;j:l Bpxr1,(x) o X (x) est la fonction caractéristique du sous-intervalle I,
I’approche multivariée et I’approche par projection sont totalement équivalentes
([26] utilise une approche similaire).

8.3.3 Résultats

Les résultats de cette premiere expérience sont résumés dans le tableau
suivant :

Modeles | projection/ neurone caché | nombre | erreur taux de
moyennage numérique/ de quadra- | réussite
fonctionnel poids tique
PMCF 3 (4 B-splines) | 19 0.046 94.4 %
PMCF" | 6 B-splines 3 (4 B-splines) | 19 0.029 97.0 %
PMC 4 intervalles | 3 19 0.051 94.7 %
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Les résultats de cette premiere expérience ne sont pas facilement interpré-
table, car le PMCF et le perceptron numérique ont des résultats similaires,
quant au PMCF", ses performances sont & peine meilleures. La principale ex-
plication des bonnes performances du perceptron numérique s’explique par le
fait que la stratégie de moyennage utilisée cette premiere expérience est relative-
ment bien adaptée a la structure des données. Les modeles fonctionnels ne sont
donc pas plus performants dans ce cas précis. Comme on pourra le voir dans la
prochaine expérience, ces résultats sont modifiés si le nombre de points d’éva-
luation est trop faible pour donner une représentation correcte des fonctions
d’entrée.

La figure 8.3 représente les fonctions de poids du PMC'F' dans le cas ou des
B-splines a 4 fonctions de base cubiques sont utilisées.

fet ‘de poids 1
fct de poids 2 -------

/ ,,,,, . fct de poids 3 --------

210

-15

F1a. 8.3 — Les fonctions de poids du PMCF' (B-spline)

Bien que cette premiere expérience ne soit pas totalement concluante, il
est intéressant néanmoins d’étudier le comportement des deux modeles fonc-
tionnels quand les fonctions de poids sont représentées par différentes familles
de régresseurs paramétriques. Deux résultats supplémentaires méritent une at-
tention particuliere : celui utilisant des séries de Fourier et celui utilisant des
perceptrons multi-couches numériques.

Comme on pouvait s’y attendre, les modeles fonctionnels utilisant les sé-
ries de Fourier donnent de meilleurs résultats que ceux basés sur les B-splines :
dans le cas du PMCF"™, on obtient par exemple un taux de succes de 97.7%
avec seulement 16 parametres. Ce résultat montre que le modele fonctionnel
utilisant les séries de Fourier est pleinement avantagé par la structure sinusoi-
dale des fonctions d’entrée. Le second résultat intéressant est celui du PMCF
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utilisant des perceptrons multi-couches numériques comme fonctions de poids.
Chacun de ces perceptrons utilise un seul neurone caché, et une sortie réelle. Ce
modele obtient le plus mauvais résultat, avec 87.4% de taux de réussite pour
19 parametres. Cette contre-performance peut étre expliquée par le fait que les
modeles linéaires généralisés sont plus efficaces que les modeles non linéaires de
type perceptron multi-couches pour représenter des fonctions définies sur des
espaces de petite dimension (voir [3]) : dans le cas unidimensionnel, les per-
ceptrons multi-couches numériques ont besoin de plus de parametres que les
B-splines pour représenter correctement les fonctions de poids (il faudrait donc
rajouter des parametres).

Si on s’intéresse au cout algorithmique nécessaire a I'apprentissage des diffé-
rents modeles fonctionnels, on voit que durant la phase d’optimisation, chaque
itération prend environ 20 fois plus de temps dans le cas d’une représenta-
tion non-linéaire des fonctions de poids (PMCF et perceptron multi-couches
numérique) que dans le cas pseudo-linéaire (B-spline, série de Fourier). Cette
différence est bien sir étroitement liée au nombre de points d’évaluation utilisé
pour décrire chaque fonction d’entrée (25 points d’évaluation).

Afin de montrer les différences qui existent entre les modeles fonctionnels
et l'approche standard, on présente les résultats d’une expérience similaire.
Dans cette nouvelle expérience, on accroit la vitesse de variation des fonctions
d’entrée, tandis que le nombre de points d’évaluation reste identique (25 points
d’évaluation). On considere cette fois les deux fonctions génératrices suivantes :
fa(z) = sin(4dn(x — d)) et gq(x) = sin(67(z — d)) :

Modeles | projection/ neurone caché | nombre | erreur taux de
moyennage numérique/ de quadra- | réussite
fonctionnel poids tique
PMCF 3 (5 B-splines) | 22 0.139 84.0 %
PMCF" | 8 B-splines 3 (5 B-splines) | 22 0.178 78.4 %
PMC 4 intervalles | 3 19 0.173 76.0 %
PMC 6 intervalles | 3 25 0.214 74.0 %

Cette fois les résultats sont plus faciles a interpréter. Il est clair que le PMCF
est plus performant que les autres modeles dans cette expérience : le nombre
peu élevé de points d’évaluation ne le pénalise pas autant que les autres ap-
proches. Bien que I'approche par projection soit légerement plus performante
que 'approche standard (78.4% contre 76%), le résultat n’est cependant pas
comparable a celui du PMCF'. Cette différence peut étre expliquée par le fait
que I'étape de projection est sans doute trop sensible au bruit gaussien appli-
qué aux fonctions d’entrée. Une voie possible pour accroitre les performances du
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PMC F" serait d’utiliser une méthode plus robuste de projection (B-spline avec
validation croisée). Cela permettrait sans doute de représenter chaque fonction
d’entrée de maniere plus précise. Ce procédé est bien sir plus cotiteux en temps
de calcul.

La figure 8.4 représente les fonctions de poids du PMC'F' dans le cas ou des
B-splines a 5 fonctions de base cubiques sont utilisées.

5 L 1 1 I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

F1a. 8.4 — Les fonctions de poids du PMCF' (B-spline)

8.4 Les cercles

Le but de cette seconde expérience est d’étudier le comportement des mo-
deles fonctionnels dans le cas ou la dimension de ’espace d’entrée des fonctions
augmente : les fonctions d’entrée sont & présent définies de R? dans R.

8.4.1 Les fonctions d’entrée

Dans cette expérience, I'ensemble des fonctions d’entrée est engendré selon
le procédé suivant :

On considere cing cercles du plan de rayon 0.1. Les centres sont uniformé-
ment espacés sur un cercle de rayon plus important (de rayon 0.3). Les cing
cercles sont représentés sur la figure 8.5. On génere alors chaque fonction d’en-
trée de la maniere suivante :

1. On choisit aléatoirement selon une loi uniforme un entier compris entre 0
et 31 inclus. La représentation binaire de ce nombre, bybib2b3bs, est alors
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utilisée comme vecteur a prédire pour la fonction d’entrée. Chaque modele
(fonctionnel ou numérique) aura donc 5 sorties, chacune correspondant a
une coordonnée de ce vecteur binaire. De plus, chaque chiffre dans la
représentation binaire correspond a un cercle.

2. On choisit aléatoirement selon une loi uniforme 200 points d’évaluation
dans le carré [0, 1] x [0, 1]. La valeur de la fonction a un point d’évaluation
donné vaut 0 si le point est extérieur aux cinq cercles. Si le point est
intérieur au cercle 7, la valeur de la fonction vaut b;. Par exemple, la figure
8.5(a) correspond a la fonction d’entrée 11111 = 31, et la figure 8.5(b)
correspond a 11010 = 26.

On a généré selon ce procédé 500 fonctions différentes. Lors de la phase
d’apprentissage, ces 500 fonctions sont réparties en trois sous-ensembles dis-
tincts : 100 fonctions sont affectées a l’ensemble d’apprentissage, 100 autres
fonctions sont affectées a ’ensemble de validation. Finalement, ’ensemble de
test est constitué de 300 fonctions. Toutes les optimisations ont été effectuées
grace a un algorithme de gradient conjugué en utilisant la technique de 'arrét
prématuré (early-stopping).

8.4.2 Modeles

Dans cette expérience, le PMCF' utilise des perceptrons numériques pour
représenter ses fonctions de poids. Ceux-ci sont donc composés de deux entrées,
d'une couche cachée et d'une sortie réelle. De facon similaire, le PMC F™ utilise
des fonctions de base radiale (RBF) pour représenter ses fonctions de poids. Les
gaussiennes du RBF sont organisées uniformément sur le carré unité. Finale-
ment, chaque RBF calcule la fonction suivante :

Q
R(z) = ap+ Y agthy(z)

Comme dans 'expérience précédente, on cherche a comparer les modeles
fonctionnels & lapproche standard (perceptron multi-couches numérique).
Afin de transformer chaque fonction d’entrée sous la forme d’un vecteur, on
utilise une seconde fois une technique de moyennage. Le carré unité est divisé
régulierement en r X r sous-carrés. Pour chaque fonction, on calcule la moyenne
de la fonction sur chaque sous-carré. On obtient finalement un vecteur de r?
valeurs réelles. Dans le cas de la fonction d’entrée représentée dans la figure
8.5(b), on obtient le vecteur suivant (pour r = 4) :
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(a) 11111
(b) 11010
Fia. 8.5 — Les cercles
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yel0,2[ |0 0 0.37 0.14
yelisl |0 0 0 0
yelz 3 [045 0.24 0.056 0
yel2,1] |0 0.077 0.36 0

On peut faire le rapprochement entre cette technique de moyennage et une
approche naive de projection des fonctions d’entrée sur une base de fonctions

constantes par morceaux (voir la remarque dans la section 8.3.2).
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Le perceptron numérique a r2 entrées, une couche cachée et 5 sorties. La
phase d’apprentissage est réalisée de maniere identique aux approches fonction-
nelles (gradient conjugué et arrét prématuré).

8.4.3 Résultats

Tous les résultats sont résumés dans le tableau suivant :

Modeles | projection/ | neurone caché | nombre | erreur taux de
moyennage | numérique/ de quadra- | réussite

fonctionnel poids tique

PMCF 5 (PMC avec 1| 60 0.071 92.0 %
neurone caché)

PMCF 6 (PMC avec 1|71 0.059 97.0 %
neurone caché)

PMCF 5 (PMC avec 3 | 100 0.016 100.0 %
neurone caché)

PMCF™ |16 RBF +1 | 5 (9 RBF +1) 85 0.040 97.0 %

PMC 9 carrés 5 80 0.053 94.0 %

PMC 16 carrés 5 115 0.013 99.0 %

Ces expériences montrent clairement que le perceptron multi-couches numé-
rique, ainsi que le PMCF™ ont besoin de plus de parametres que le PMCF
afin d’atteindre des performances comparables.

Si 'on compare les deux approches fonctionnelles, la différence de perfor-
mance peut étre expliquée par la nature des régresseurs paramétriques utilisés
pour représenter les fonctions de poids. Dans cette expérience, il est clair que
I'utilisation de modeles non linéaires tels que les perceptrons multi-couches nu-
mériques est plus efficace que les approches basées sur des modeles linéaires. En
effet, comme on peut le voir dans [3], les perceptrons multi-couches sont plus
parcimonieux (i.e. ils nécessitent moins de parametres) que les modeles linéaires
généralisés pour représenter des fonctions définies sur des espaces de dimension
importante.

Dans le cas du PMCF défini par 5 neurones fonctionnels (ot chaque neu-
rone fonctionnel utilise un perceptron numérique composé d’un seul neurone
caché), la figure 8.6 montre comment le PMC'F effectue pratiquement son cal-
cul. L’unique neurone caché de chaque perceptron numérique définit une droite
dans le plan, qui indique la zone de transition entre les deux parties saturées de
sa fonction d’activation. On voit qu’apres la phase d’apprentissage, I’ensemble de
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ces droites forme une partition en régions du carré unité, qui respecte la disposi-
tion des cinq cercles : en effet, chaque région de la partition contient entierement
un unique cercle. On voit donc que le perceptron multi-couches fonctionnel s’est
adapté a la structure du probleme lors de la phase d’apprentissage.

1.2 T T T T T T

1_ 4
08 | .

0.6 .
04 ¢ .

02| O

0 L i

0.2 ! ! ! ! ! !
02 0 02 04 06 08 1 12

F1G. 8.6 — Les droites définies par les neurones fonctionnels du PMCF

Si 'on compare a présent le PMCF et le perceptron multi-couches nu-
mérique, on peut expliquer les différents résultats par le fait que le PMCF
peut adapter sa méthode de moyennage aux données (stratégie dynamique de
moyennage comme on peut le voir sur la figure 8.6), tandis que la méthode de
moyennage dans le cas du perceptron multi-couches numérique est fixée avant
I’apprentissage. Cette contrainte est I'une des raisons qui explique les perfor-
mances moyennes de I’approche standard comparée a 'approche fonctionnelle.
Bien str, il eut été possible d'utiliser une stratégie de moyennage plus adaptée
aux données, afin d’obtenir une amélioration des performances du perceptron
multi-couches numérique. Cette approche nécessite cependant une tres bonne
compréhension des données utilisées (dans notre cas, la position des cercles).
Pour le PMCF en revanche aucune connaissance a priori n’a été nécessaire.

Enfin, comme dans ’expérience précédente, on cherche a comparer le temps
nécessaire a I'apprentissage des différents modeles fonctionnels : chaque itéra-
tion de l'algorithme d’optimisation prend environ 100 fois plus de temps dans
le cas d’une représentation non-linéaire des fonctions de poids (PMCF et per-
ceptron multi-couches numérique) que dans le cas pseudo-linéaire (RBF). Cette
différence est bien sur étroitement liée au nombre de points d’évaluation utilisé
afin de décrire les fonctions d’entrée (200 points d’évaluation).
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8.5 Conclusion

Dans la premiere partie de ce chapitre, on a pu voir que la technique de
I'initialisation géométrique pouvait aisément étre transposée au cadre fonction-
nel. Cette technique permet une réduction du nombre d’itérations nécessaires
a la phase d’apprentissage, ainsi qu’une meilleure utilisation des ressources du
perceptron multi-couches fonctionnel.

Dans la seconde partie, on a montré que I'approche fonctionnelle était supé-
rieure a l'approche classique dans le cas ot la résolution d’échantillonnage n’était
pas suffisante pour décrire correctement les fonctions d’entrée. Dans la seconde
expérience, on a pu voir que la représentation non-linéaire des fonctions de poids
se révélait plus efficace que celle réalisée par une approche pseudo-linéaire dans
le cas ou 'espace de définition des fonctions d’entrée était de dimension élevée.
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Chapitre 9

Conclusions et Perspectives

Le but de cette these est d’effectuer la jonction entre le domaine de I’Analyse
de Données Fonctionnelles et celui des techniques neuronales classiques. Comme
on a pu le voir au cours de ce travail, I’extension du perceptron multi-couches
numérique au cadre fonctionnel s’est révélée prolifique tant du point de vue
pratique que du point de vue théorique :

— du point de vue pratique, on a tout d’abord montré que le perceptron
multi-couches fonctionnel pouvait aisément étre adapté afin de prendre
en compte la discrétisation des fonctions d’entrée. Deux approches dis-
tinctes ont pour cela été proposées : 'approche directe et 'approche par
projection. Dans les deux cas, la nature des fonctions de poids (non-
linéaires/pseudo-linéaires) joue un role fondamental dans le cotit d’éva-
luation du réseau : en effet, la représentation par des modeles pseudo-
linéaires est nettement moins cotuteuse que celle réalisée par des modeles
non-linéaires.

Toujours d'un point de vue pratique, on a vu que la représentation des
fonctions de poids par des modeles paramétriques permettait au percep-
tron multi-couches fonctionnel d’étre paramétré par un nombre fini de
parametres ajustables. On voit donc que la phase d’apprentissage de ce
modele est en tout point semblable a celle du perceptron multi-couches nu-
mérique, et nécessite 1'utilisation d’algorithmes classiques d’optimisation
(algorithmes de descente de gradient).

Dans le chapitre 8, on a finalement montré que ’étape d’apprentissage du
perceptron multi-couches fonctionnel pouvait bénéficier d’une technique
d’initialisation issue de I’approche classique : l'initialisation géométrique.

— d’un point de vue théorique, on a montré que l'extension du perceptron
multi-couches numérique au cadre fonctionnel était réalisée en conservant
les propriétés théoriques importantes du modele. En effet, on a vu que
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dans les deux approches proposées (directe et par projection), le modele
était un approximateur universel, et que de plus, dans chacun des deux
cas, I'estimation consistante des parametres était possible : une premiere
fois dans le cas d’une connaissance parfaite des fonctions d’entrée, puis
une deuxieme fois dans le cas d’une discrétisation de ces mémes fonctions.

Dans le chapitre 7, on a montré que le perceptron multi-couches fonction-
nel pouvait encore étre adapté afin d’obtenir une réponse fonctionnelle. Cette
extension est tres intéressante, car elle permet d’obtenir par exemple un mo-
dele auto-régressif fonctionnel adapté a la prévision de processus fonctionnel a
temps discret. La propriété d’approximation universelle ainsi que les propriétés
de consistance ont été prouvées (la consistance n’a cependant pas été étendue
au cas de dépendance).

Les perspectives a l'issue de ce travail sont nombreuses et diverses. Par
exemple, dans le chapitre 8, on s’est intéressé a deux expériences sur données
simulées qui ont permis la comparaison des différents modeles fonctionnels. On
souhaite compléter ces simulations par des expériences sur données réelles (ou
simulées) afin d’obtenir une meilleure compréhension des différentes techniques.
D’autre part, les techniques classiques de I’Analyse de Données Fonctionnelles
proposent une solution alternative aux problemes qui nous intéressent. On peut
citer par exemple les modeles non paramétriques, le modele linéaire fonction-
nel, ou le modele de régression inverse par tranche (? ]). Il nous faudrait donc
comparer sur des données réelles ces différents modeles et la solution proposée
ici.

Un autre point important qui nécessite de plus amples développements est
le probleme de la modélisation du design des fonctions d’entrée. Bien que la
modélisation proposée ici se soit révélée fructueuse, d’autres solutions peuvent
étre envisagées. On peut considérer par exemple un design asymptotiquement
identique. Dans ce cas les points d’évaluation ne sont pas identiquement distri-
bués, mais on impose en revanche a la loi limite d’étre la méme pour toutes les
fonctions observées. Dans le méme genre d’idée, on peut s’intéresser a un de-
sign déterministe, ol ’'on impose donc des contraintes sur I’espacement entre les
points d’évaluation. Enfin, le design conditionné a la fonction d’entrée permet-
trait d’obtenir une souplesse accrue, car on pourrait par exemple tenir compte
d’une adaptation de la discrétisation a la complexité de la fonction.

On peut noter que tous les résultats de consistance énoncés dans ce travail
font 'hypothese d’indépendance sur les individus d’entrée. Il est donc légitime
de s’intéresser au cas de dépendance. L'une des applications possibles est bien
sur la prévision de processus fonctionnels a temps discret (voir par exemple

Besse et Cardot [8]).
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Enfin plus généralement, on peut s’intéresser a ’extension des diverses tech-
niques neuronales au cadre fonctionnel. On a vu par exemple dans le chapitre
8 que la technique d’initialisation géométrique, issue des approches classiques
avait été transposé avec succes au cas du perceptron multi-couches fonctionnel.
D’autres techniques d’initialisation peuvent étre adaptées de fagon identique
afin de pouvoir étre appliquées au perceptron multi-couches fonctionnel. En-
fin, toujours dans I'optique d’effectuer une jonction entre I’ADF et les méthodes
neuronales, d’autres modeles neuronaux semblent se préter au cadre fonctionnel,
et pourraient donc faire partie de I'arsenal fonctionnel.
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