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INTRODUCTION GENERALE




La notion d'optimalit® se retrouve au centre des pré-
occupations des mathfmaticiens et des ingénieurs depuis fort
longtemps et si 1'€énoncé des principes mathématiquesde la théo-
rie de l'optimisation s'échelonne sur un laps de temps relati-
vement long (Euler et Lagrange au 18&me si&cle), les recherches
modernes n'ont vraiment démarré gu'avec 1'apparition de la
thtorie des systémes (1960) et surtout le développement des
moyens de calculs digitaux.

Ayant considéré des processus de plus en plus grands
et complexes, et des moyens de calculs nouveaux, tant analogi-
ques que digitaux ayant &té développés, le probléme du contrdle
optimal de ces systémes se pose avec une nouvelle acuité. Le
travail présenté dans ce mémoire fait partie d'un ensemble beau-
coup plus vaste de recherches sur la commande optimale des pro-
cessus.

L'application directe des méthodes '"classiques" d'op-
timisation aux systémes de grande dimension, pose des problémes
nouveaux : problémes de calcul 1iés directement 3 la taille de
ces systémes et problémes de mise en place de la structure de
commande, les grands systémes é&tant généralement constitués par

un ensemble de sous-nrocessus interconnectés.

L'approche hiérarchisée, telle qu'énoncée par Mesarovic
[1] répond directement i ces obstacles. L'idée directrice con-
siste 8 d&composer un systéme en plusieurs sous-systeémes plus
ais€s 3 manipuler, tandis que les interconnexions sont traitées

par un coordonnateur gérant 1'ensemble de la structure.

Notre é&tude traite d'une fagon plus précise, 1'applica-
tion des méthodes de décomposition-coordination aux problémes

de commande optimale des systémes dvnamigues.

Dans le premier chapitre nous rappellerons les princi-
paux concepts de la commande hiérarchisée. Les différentes mé-
thodes possibles de décomposition selon une structure i deux ni-
veaux serant examinées et nous &tudierons plus particulidrement
les problémes engendrés par 1'introduction de variables d'état

dans 1'équation de couplage.
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Le deuxi¢me chapitre est consacré & 1'étude des systé-
mes linfaires @ critére quadratique. Dans le cas du probléme de
régulation, il est possible, selon une approche glob ale classi-
que, de calculer une loi de commande en boucle fermée. Nous pPré-
senterons deux algorithmes multiniveaux permettant de calculer
cette méme loi d'une fagon enti&rement décentralisée. Ces deux
méthodes sont appliquées comparativement sur un exemple compor-
tant 52 variables d'état.

De plus, les problémes de stabilité et de sous-optima-
liteé relatifs & 1'implantation d'une structure de commande hié-

rarchisée sont examinés.

Le chapitre III traite de la commande optimale des Sys-
témes dynamiques non-linéaires. Nous présentons deux méthodes per-
mettant de calculer une loi de commande en boucle fermée partiel~

le, soit selon une approche globale, soit par décomposition.

L'application de ces méthodes au probléme de la commande
optimale de 1l'excitation d'une machine synchrone, nous permettra

d'évaluer les performances de ces algorithmes.

Enfin, au chapitre IV nous examinons la possibilité
d'améliorer en ligne la loi de commande obtenue ; un nouveau pro-
bléme d'optimisation est alors défini et la commande du systéme
est réalis€e selon une structure 3 deux niveaux. La résolution
de ce probléme sur systéme hybride nous permettra d'évaluer les

performances de cette structure de commande.
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Dans ce premier chapitre, nous rappellerons, en nous référant
aux travaux de A. TITLI [T] sur la commande multi-niveaux, les prin-
cipes de la commande hiérarchisée et les différentes méthodes de dé-
composition-coordination applicables aux problémes d'optimisation dy-

namique.

I-1 - PRINCIPE DE DECOMPOSITICON-COORDINATION

L'approche globale d'un probléme de commande optimale peut se
représenter selon le schéma fonctionnel figure I-1

Unité de commande

AN

commandes mesures

Sorties

Processus —

Entrées

Figure T-1 - Structure "simple niveau-
simple objectif"

Cette structure, dite "simple niveau-simple objectif'", repré-
sente les relations entre le systéme de commande unique et le proces-
sus consid&ré comme un tout ; la loi de commande minimise un crité-
re arbitraire, dans une certaine mesure, sous des contraintes égali-
tés et/ou inégalités selon le cas. La résolution de ce type de pro-
bléme d'optimisation est basfe sur les résultats classicues

de la programmation dynamique et du Princine du Maximum.

Cependant, attaquer la résolution d'un probléme de grande di-
mension suivant de telles méthodes fera apparaltre deux types de dif-
ficultés. D'une part, le temps calcul et I'emplacement mémoire néces-
saires aux différents algorithmes de résolution, croissent d'une facon



prohibitive avec la dimension du systéme considéré. D'autre part,
1'implantation directe de la commande s'avére peu adaptée au sou-

ci de 1'ingénieur de disposer de commandes ayant une réalité physi-
que 1immédiate.

En effet, la plupart des syst&mes de grande dimension peuvent
8tre représentés comme un ensemble de systémes interconnectés et d'une
facon semblable, un probléme d'optimisation se présente souvent com-
me un ensemble de sous-problémes couplés.

Dans cette optique, la commande hiérarchisée envisage diffé-
rentes méthodes pour découver le probléme d'optimisation en sous-pro-
blémes solubles indépendamment ; ces sous-problémes devant &tre coor-
donnés d'une mani&re ou d'une autre pour que la juxtaposition de leurs
solutions conduise 4 la solution du probleme initial global.

Au cours de notre étude nous nous intéresserons uniquement aux
structures a 2 niveaux,telle que celle représentée dans la figure I-2.

Coordonnateur

C—— S S 3 N X
ERPRE

Figure I-2 - Structure » deux niveaux



Suivant ce schéma le processus est divisé en sous-systémes
qui sont commandés localement suivant des objectifs partiels.
L'existence d'intéractions implique 1'intervention d'un coordonna-
teur au niveau supérieur qui recoit 1'information de chaque sous-

systéme et synthétise une commande tenant compte du critére global.

Cette structure n'est sensée que si les sous problémes sont
notablement plus facilesd résoudre que le probléme global et que si
le travail de coordination est suffisamment simple pour assurer une
convergence rapide vers la solution. Dans ce cas il devrait &tre
rossible de résoudre des problémes d'optimisation plus importants que
selon des méthodes globales, pour des moyens en calcul donnés (a

noter l'utilisation possible de moyens de calcul paralleéle).

L'existence d'une commande locale donne une grande flexibili-
té a la structure de commande, aussi il est possible d'imaginer 1'ad-
jonction de sous-systémes nouveaux, ou de commandes locales redondan-
tes pour des raisons de fiabilité.

Comme question préalable & 1'exposé des méthodes de résolution
hiérarchisées, se pose le probléme du choix de la meilleure décomposi-
tion d'un systéme. Ce probl®me important est encore largement ouvert
citons cependant les travaux de RICHETIN EKﬂ sur l’analyse structu-
rale des systémes complexes.

Par la suite nous supposerons que la décomposition est sug-
gérée par la réalité physique des sous-systimes.

I-2 - PROBLEME D'OPTIMISATION DYNAMIQUE : APPROCHE HIERARCHISEE

I-2-1 - Formulation du probléme. Conditions d'optimalité

Considérons un processus P décomposable en un ensemble de N
Sous-processus interconnectés Pi
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X. état
i

7 sous-systéme
i ——
entrée de Py —— ——> Y; sortie de

couplage couplage

Ui commande

FIGURE I-3 - Schéma du sous-systéme n° i

avec pour le sous-systéme n° i

X; @ vecteur d'Atat de dimension m, .

Ui vecteur de commande de dfmension m.,

gi ! variables de couplage fournies par dtautres sous-systémes
Xi : sorties du systéme i jouant le rdle d'entrée pour d'autres

sous-systémes. Elles sont fonctions de 1'é&tat X;, des en -
trées de couplages Z; et des commandes U;-

Chaque sous-systéme est décrit pér une équation dynamique
X; = £,,05,2) (I-1)

une équation de modale
Z.) (1-2)

et une relation d'interconnexion entre les sous~-systémes
y

= 1—3
Zl Hi(I*l,"':Ij:""XN) ( )

Le probléme d'optimisation & résoudre pour ce systéme dyna-
mique s'écrit de la facon suivante:
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soit & minimiser le critére J(u) par rapport a u

N_ -t

f f (I-4)
J(u) = Z1Lft (XU 02 At e g (X ()]

avec r; et g, fonctions scalaires continues et continuement dériva-
bles.

L'expression de critére est supposée séparable additivement.
La fonctionnelle J(u) doit &tre minimis&e sous les contraintes (I-1),
(I-2) et(I-3) et sous les

- contraintes inégalités instantannées
= (I-5)
Ql(x_lsglsél) --<., 0 1 1,...,N

- contraintes inégalités intégrales

t
£ - .
< =1,... -
_L) Pi()—(i’gi’ﬁi) dt £ 0 1 1’ ’N (I 6)
avec X(to) donnée et to,tf fixés.
les fonctions fi’ Ti’ Hi’ Qi et Pi sont supposées continues

et continuement dérivables.

Nous limiterons notre &tude au cas ou le temps final est

fixé. Des méthodes trés particuliéres sont employées pour un horizon
libre [23] .

Parmi les méthodes possibles pour résoudre un tel probléme

nous retiendrons pour le cas continu, le calcul des varjations et le
Principe du Maximum.

Soit p.4 l'hamiltonien de ce probléme

g& 2 H Z VT X.,U.,Z
=§1 PUCE) £ (X040 - oy (XU 20 -Y (0.0 (X, UL 2

T T ;
_A1'p1()—(1’U Z.) - il(t)‘[Tl(Xl,lezl)‘Xl]

= =i*=1i

T
'.@i(t)'[z.i" Hi(i'l""’Ij"'.’XN)]} (I-7)
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oﬁi&(t), 4. (1), Ei(t) sont des paramdtres de Lagrange relatifs aux
contraintes &galité

et ﬂi yj(t) les param@tres de Kuhn-Tucker associés aux contrain-
tes d'écart.

~

Les conditions nécessaires d'optimalité conduisant & une solu-
tion relative locale (si on fait 1'hypothése qu'il en existe au moins
une)} s'écrivent

~
o ¥ o (1-8)
}62 =0 r Equations d'Euler (I-9)
T (I-10)

U
Vi) =0 et Y. ()20 (1-12)
i=1,...,N

T, - (I-13)

ai Pi = 0 et hi 20
Ef(t)]_ =[iTt)]+ (conditions de WeijerstrassErdmann) (I-14)
0 =q§(tf) * 8y (t.) (conditions de transversalité) (I-15)

7 =i+7f -

Cet ensemble de conditions doit &tre résolu avec en plus (I-1)},
(I-2), (I-3). Soit

X -3€Y= 0 (I1-16)
%, = o (1-17)
jﬁfz 0 (I-18)

I-2-2 - Méthode de décomposition-coordination

Pour obtenir une répartition des calculs entre les deux niveaux
de sorte que 1'on ait a4 résoudre au niveau inférieur N sous-problémes

d'optimisation indépendants associés i chaque sous-systéme, il con-
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Vlent de rendre 1'Hamiltonien 46 séparable additivement i.e. quegﬁ
zzﬂ

Ceci est réalisé en agissant sur la relation d'interconnexion
qui relie tous les sous-systémes, c'est-i-dire sur la séparation

du terme

N
T
iz=1 Ei(t)'[.z_i_ Hi(\;{_]""azj:"'s.Y_N)] (1—19)
Sommairement, le choix des variables de coordination se réduit
SO0it aux variables physiques de couplages Y. i? soit aux variables dua-
les P; , soit aux deux 3 la fois. Le type de décomposition dépendra

de la nature de ces variables.

Le tableau en page 14 définit en détail les trois méthodes
de décomposition-coordination. En nous référant 4 ce tableau nous
rappellerons les caractéristiques de chacune des méthodes.

Méthode admissible : (coordination par le modéle)

Dans la méthode admissible le vecteur de coordination est com-
posé du vecteur d'interconnexion Y - L'expression de 1'Hamiltonien
(I-7) s'écrit alors

3 - Z}{’, B (t)[Z H(Y1,..., . _N)] zj@ (I-20)

(les 2 astérisques désignent une variable fix€ée par le niveau supé-
Tieur).

L3
Le niveau supérieur a pour tiche de déterminer les Y en reé-

solvant 1'équation ¥ - 0 ,par une méthode du gradient (par exemple).
Le niveau inférieur se~ charge de résoudre N problémes de minimisation
indépendants pour Y (t), i=1,...,N donné.

Remarque : 1) L'intérét de cette méthode réside dans le fait qu's
_____ qu q

chaque pas du coordonnateur, la solution trouvée satisfait toutes les

contraintes et est donc admissible.

2) Au niveau inférieur 1les Z1 sont directement déterminés

par la relaticn d'interconnexion Z.= H, (Y1,...,X;ﬂ...,fg);
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Méthode adi ssihile M thode pon-adminsible Mithode mixte
coordinatron par conrdination par cnordination mixte
o le modele e ¢ritice v
Répartitien des Niveau Niveau
¢yuations cntre inféricur Superieur
les niveaux No I NS, N. 1. N. S. N. 1. N. S,
L]
g H -0 X X x
#E = {) X ¥ X
7?2 =0 X X X
}f! -0 y X X
= 2
Yl (tiq,=0, ¥, %0 X X X
T
AT b - 0, 230 X X X
bl -yl X X X
1T BN (1)) X X X
M f
X - y =0 X X X
=0
-R-L X X X
£ .0
A X X X
variables
Y, (1) 23]
de Y (1) = 1 B (1) - 1 (t)
koordination Yy () E(r)
J;f 1 ter T
Mi - X , Z. ’ i -
U:‘m T3 {11{ gl —1) de M["]“Y J -4 Z ]1 —1 M Mm ,( [ +/'gwi Ei Hi@r"}.{?wl)] Y
s0us =i t, Fiiif ey Y
probléme B () * g e +85 (%5 (£L))
ne. i SOus: )‘E =f.(X., U, 2.) SOUS X = s : )0( = f.
£ iy vohy f (X 1, El) ous: *; ()( 1, 51)
Yl b Ti(-;i’ Y ~Z-i] LT (X i’ -Z-j_) Xi = Ti[ii- Ui 290
Zl x Hiq1"""!N)
. (o o 13
Qi)u,j:pidt)o QY0 ] Pidt)y 0 Qi)ﬂ;jfl’idt}
£ . s
pour ¥{t ) donn¢ pour £ {t ) donné pour Y(t ) etf_(t } donnés
Algorithme de
e d ¥, (r) 4B *f dy,tn  #
coordination +'}f’¥ (t) ! LA N (3 — . )
(gradient) d 0 =i 4 a 1 d a xi
= temps de ou ol o '
coordination :
K = constante *1 P Tt g
o Yoo (o = yoit) « K[H g .
d'itération ! Lt —'1“4 A A S -ﬂfj :] dﬁ_i(t) -&P
i — - (t)
d T é]
bonditions m“i» m"i mooam, by m
applicahilire . . i 1 i
ipplicabiling Exietence dhan point col pour 1o Lniangien associé au problime ]
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** N ; -
les Yi étant connus comme solution de la relation du modéle

Y?=T.(X.,H. Z.) . Nous avons donc 3 résoudre un systéme de
—1 1 _] _1’—1 - . - -
m,, équations 4 ™ ;  inconnues. D'oll la condition nécessaire
. i
d'abplicabilité:
m > m
u. Y.
i i

qui constitue une restriction importante sur la structure de la dé-
composition.

Méthode non-admissible

Dans cette méthode, la séparation de 1'hamiltonien est réali-
s€e en traitant 1'équation de couplage, représentée pam'ﬁ%foau niveau

supérieur.

Considérons une forme non-linéaire séparable de 1'&quation
de couplage

N I-21
Z.= > h .(Y.) ( )
ol p. . sont des fonctions d'interconnexion.
1]
Le terme de 1'Hamiltonien (I-19) qui nous intéresse s'écrit
alors
N A N pex N L3 N N L3
T i _ o N T (1-22)
=B L 1%1 3%1 Bihiy () = g9B 25~ Z9P5hy; (Y))

Sous cette forme et pour}qgﬁ'donné, Ce terme est caractéristique du
N . J
sous-probléme n°i et}@=25126
1= 1

Au niveau supérieur (tableau page 14 )} nous avons donc N sous-
problémes d'optimisation 3 résoudre dont le critére est modifié
(coordination par le critére). Le niveau supérieur résout l'équation
de couplage et toutes les contraintes ne seront satisfaites qu'a la

convergence de la structure. C'est donc une méthode non-admissible.



16

Méthode mixte :

Les E (t) et lesY,(fjouent dans cette méthode, simultanément
le rdle de parametres de coordination. Les équations }Q; etgﬁ

sont résolues au niveaux supérieur et .le niveau inférieur traltera
les autres conditions.

De la m@me facon que pour la méthode admissible,une condition
nécessaire d'applicabilité est imposée sur la structure de la dé-
composition soit :

Mg * My; > My,
1

I-2-3 - Couplage par variable d'état

L'application des méthodes de décomposition aux systémes dyna-
miques imposent de considérer le cas trés fréquent ol les variables
d'état peuvent faire partie des variables d'interconnexions entre

les sous-systémes (jusqu'a maintenant les variables Y. &taient dif-
férentes des variables X, )

L'€quation de modé&le (I-2) n'est plus utile et les sous-syst&-
mes sont alors représentés par la figure I-4.

Z; > Sous Systéme — Xi
entrée de Py gtat
ccuplage

g%Commande
Figure I-4 - Sous-systéme n°® i

L'équation d'interconnexion (I-3) devient

Zi = Hi(x.l,...,z(.j,o-o,X_N)
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Et le probléme de minimisation s'dcrit

[(If (1-23)
Mﬁ;(t)J = =1t ri(Xi,Hi,zi)dt+gi(zi(tf)ﬂ
sous X.= f.(X.,U.,Z2.) (I-24)
-1 1 —~1"~1"—1
= 1-25
..Z_l Hi(,).(_']:""z(_j""’z(.N) ( :)
. I-26
t
Jﬁ % Z.)dt < 0 (£=27)
to T3 (Xy5U5,2;)dt <

pour gi(to) donné i = 1...N
et ty, te fixés
Nous allons examiner maintenant les difficultés engendrées

par 1l'application des procédures décrites dans la section précédente.

Méthode admissible

Dans la méthode admissible, nous serions amené 3 choisir comme
variables de coordinationles Ki(t). Les &quations dynamiques %i‘_3&?=0
€tant résolues au niveau inférieur, tandis que les conditions&h = 0¥X =0
sont utilis€es au niveau supérieur. D'oli conflit et les méthodes ad-
missibles et mixtes classiques ne seront donc pas applicables au cou-
plage par variable d'état.

Méthode non admissible

La séparation des tiches n'est pas remise en cause dans 1a mé-
thode non-admissible. Au niveau inférieur 1'hamiltonien du probléme
d'optimisation n°i s'écrit

%i= _flﬂ(t)fl(?ﬁl,gl,él] - Ti@i,y_i,_z_i) _E'{(t)Qngl’gl’-Z—i)

N
T xx xx (I-28)
'ai Pi(.Xi,Qi,Zi) - Ei Z’i +j§| EJ hjl()-s])
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La condition nécessaire d'optimalité g&Zi=0 ne permettra pas
de déterminer directement les Zi si ces variables ap paraissent liné-
-airement dans 1'expression de 1'hamiltonien (4 fortiori dans le cas
d'un systéne Iinéaire,donc a couplage linéaire, et 3 critére quadrati-
que). Nous aurons donc, le plus souvent, un probléme singulier au ni-
veau inférieur.

Pour contourner cette difficulté Bauman dans [13] propose d'éle-
ver 1'&quation de couplage au carré

2

i)

5 N
gi= (2. hi-(i'
| j=1 M
Cette méthode peut rendre le probléme '"non-séparable" et présen-
te l'inciégénient de générer des solutions parasites du type

Z; = hij(gj) ; les algorithmes de résolution peuvent con-

verger aussi bien vers la vraie solution que vers la fausse.

Dans le m@me ordre d'idée Titli et al (el propose une méthode
non-admissible possédant les mémes restrictions d'applicabilité que
celle de Bauman mais qui améliore 1'efficacité de la structure 3 deux
niveaux [6] . Elle Suppose que les contraintes d'interconnexion
Z = H(X) puissent se mettre sous la forme X = H_1(Z) et que la subs-
titution du terme en X dans le critére par H_T(g) conserve la sépara-
bilité du probléme. Le critére est alors non-linéaire en X et non-
linéaire en Z.

Dans le cas d'un systéme linéaire 3 critére quadratique, Pearson
[3 ajoute simplement au critére un terme en Z (%Hgé ).
Cela présente comme inconvénient d'avoir a pondérer dans le critére
les termes de couplage qui n'ont pas forcément de sens physique pré-
cis.

Méthode mixte modifiée

Pour contourner la difficulté mentionnée au début pour les mé-
thodes mixtes, Titli et at [6] propose de choisir comme variable de
coordination les vecteurs Z(t) et P(t). Le nivean supérieur traite
alors les équations k%= 0 et .= 0
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Remarquons cependant que la ré&solution de QGZ= 0 cui s'dcrit

T -30
LIS RS ALRR SINC LT YRS LY A AU
t i=1 3 N
implique un transfert d'information tré&s immortant vers le niveau
supérieur.

Dans le cas des systémes linfaires & critére cuadratique, cette
méthode telle qu'elle fut introduite par Takahara b3l , Se simplifie
et permet la mise en oeuvre d'une procfdure 3 itération directe

(comme nous le verrons au chapitre II).

I-3 - ASPECT DUAL DE LA DECOMPOSITION

Nous avons présenté jusqu'd maintenant les méthodes de décom-
position en manipulant les conditions nécessaires d'optimalité de fa-
gon 3 obtenir une séparation des calculs. Dans cette section, nous
verrons comment la décomposition et la coordination peuvent &tre con-

sidérées comme des opérations primales et duales.

D'une fagon générale, le probléme d'optimisation considé&ré dans
la section I-2-3, s'€crit en abandonnant les contraintes inégalités
instantannées (I-26) et intégrales (I-27)

T
Min J(U) = f%[f fri(zi,ui,z_inwi@i(tf))]

to
sous ZJ: {-1()_\. :L_j.‘:‘-‘l)
N T 1 =1,...,N
ST Mot
avec : (I-31)
X.(te) = x. et t. fixés
-1 ~lo t

et constitue le probléme primal.

On peut définir la fonction &3 bia]:

N
ég(z:u;z:f) = Z r. (‘( y L. )+f3 (¢

1=1

Mz

by (X))

L ALCX L, U, zi)) (1-32)
1

S
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La fonction duale

d(p) = Mindb(x,u,z,6) (I-33)

et le probléme dual

Max B(p) = Max Min &(x,U,2,p) (1-34)
I - PoXuz
L'intérét de formuler ce probléme dual est aue sous certaines
conditions (cf.-ci—dessous), si 3* . g* . g*, @* sont une solution
de (I-34), alors U* est une sclution do probléme primal (I-31) ; le

probléme (I-31) est alors équivalent au probleme (I-34).

La structure de résolution nossible 3 deux niveaux est alors
évidente. Au niveau inférieur pour @#donné, N problémes de minimisa-
tion sont résolus par rapport a X,U, Z. Le niveau supérieur traitera
le probléme dual M%x P(p) et on en déduit 1a méthode non-admissible.

Les conditions pour lesquelles le probléme primal et dual ont
la m&me solution sont résumées dans le théoréme de forte dualité de
Lagrange [1§] soit

Si le critére est tonvexe ainsi que le domaine admissible
c'est-a-dire
- contraintes &galités linéaires

- contraintes inégalités positives et concaves

Ces conditions sont 4 relier 3 1"¢tude de 1'existence d'un

noint col pour la fonction é@(g, U, z,p) (cf. tableau P.14).

En effet, si nous reéprenons explicitement 1'écriture du probléme
primal et dual

primal : min maxng(g,y,g,ﬁ)
U Xzp

dual ! max min %(g,g,;,g)
p Xuz

L'¢quivalence entre ces relations dé&finit un probléme de minimax

et elle ne sera atteinte que s'il existe un noint col (ou point
selle) pour la foncthm1£(§,g,§,f] [34]
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Ces conditions sont des conditions suffisantes mais non
nécessaires. Donc les méthodes de décomposition-coordination
par le critére, basé€es sur le théoréme de forte dualité de Lagran-
ge, ne seront applicables, en général, qu'aux systémes dynamiques
lin€aires comme le fait remarquer Javdan dans [23] .

Dans le cas de systémes non-linéaires, les conditions
nécessaires d'optimalité du premier ordre sont satisfaites, mais
non les conditions suffisantes du théoréme de forte dualité, il
est alors possible qu'il existe une marge de dualité entre le pro-
bléme primal et dual et que les méthodes de décomposition-coordina-
tion ne permettent d'atteindre la solution globale.

II-4 - CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons vu comment les méthodes de
décomposition-coordination, directement issues du cas statique

(] , peuvent &tre appliquées a des systémes dynamiques inter-
connectés,

La présence de variables d'état parmi les variables d'in-
terconnexion réduit considérablement le champ d'app lication de
Ces mé€thodes. Il existe comme nous l'avons souligné, différentes
possibilités de contourner ces difficultés. Par la suite nous re-
tiendrons principalement la mé&thode non-admissible et 1a méthode
de prédiction des intéractions (méthode mixte) qui présentent
l'avantage de définir une tiche de coordination extrémement sim-
ple.

Nous avons également souligné, les restrictions d'appli-
cabilité dues a 1'aspect dual de la répartition des calculs.

De plus, ces méthodes présentent comme inconvénient ma-
jeur de ne satisfaire les constraintes du syst&me global qu'a la

fin des itérations du coordonnateur. La rapidité de convergence
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sera donc un facteur déterminant, si 1'on veut envisager 1'im-

plantation "en ligne" de ces méthodes.

Ce probléme de disposer d'algorithmes de résolution
"en ligne" fera 1'objet des chapitres suivants.
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IT-1 - INTRODUCTION

D'une fagon générale, les méthodes de décomposition-
coordination conduisent 3 traiter au niveau inférieur des sous-
problémes d'optimisation de méme nature que le probléme globhal ;
ces sous problémes sont évidemment de dimension réduite et peu-
vent €tre résolus simultanément,

~

Au niveau calcul, cela revient a4 transformer un probléme
demandant un emplacement mémoire trés grand, en un probléme de-
mandant peu de place mémoire mais plus de temps de calcul en gé-
néral (dans le cas oll 1'on ne dispose pas d'unité de calcul pa-
ralléle).

En pratique, peu de systémes auront une dynamique suf-
fisamment lente pour envisager le calcul d'une loi de commande
en ligne et la possibilité de résoudre le problé&me hors-ligne
est peu attrayante puisqu'elle doit €tre répétée pour chaque
condition initiale.

En effet, au niveau inférieur, les conditions nécessai-
res d'optimalité définissent un probléme de type "avec condition
aux deux bouts" et généralement, les méthodes itératives de ré-
solution fournissent une loi de commande en boucle ouverte, sauf
pour le cas des systémes linéaires & critére quadratique.

Dans ce chapitre nous nous intéresserons précisément
au probléme de régulation d'un ensemble de systémes linéaires
interconnectés ; il s'agit de conduire un systéme de grande dimen-
sion d'un €tat initial quelconque, & son régime permanent, et ce
d'une fagon optimale par rapport 3 un critére.

Selon une approche globale classique, la résolution de
ce probléme permet de définir une structure de commande en boucle
fermée.

Les premiers travaux effectués pour développer des mé-
thodes qui fournissent une loi de commande en boucle fermée pour
des systémes interconnectés, ont &té réalisés par Chenevecaux.

Il propose dans [34] un algorithme de résolution hors ligne en
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deux temps. Premi&rement les N sous problémes locaux sont Téso-
lus indépendamment des intéractions qui les lient. Les régula-
tions locales ainsi Calculées sont en boucle fermée. Au niveau
supérieur le coordonnateur doit déterminer une loi de commande
qui tient compte des interactions. Cheneveaux propose de trouver
cette loi en résolvant le probléme global, donc en calculant la
matrice de gain globale. Ay niveau coordonnateur la matrice de
gain recherchée est alors €gale a la différence entre la matri-
Ce de gain globale et 1a matrice de gain bloc-diagonale des sous-
processus. Evidemment cette méthode présente 1'inconvénient ma-
jeur d'avoir 3 résoudre le probléme global.

Plus r&cemment et dans une optique différente, Cohen et
al [Zﬂ ont examiné ce probléme et sont arrivés 3 la conclusion
qu'il est seulement possible d'obtenir une commande en boucle fer-
mée partielle. Leur méthode de décomposition est applicable en
ligne et chaque itération améliore la commande pour un systéme
pPériodique.

Dans ce chapitre nous &tudierons comparativement deux
algorithmes développés par Singh et al [i1g] et par Hassan et al
29 . Ces algorithmes, basés sur le principe de prédiction des
intéractions de Takahara, permettent de calculer hors-ligne et
d'une facon décentralisée, une structure de commande hiérarchisée
en boucle fermée.

Le principe de cette approche est 1'existence d'une re-
lation linéaire entre la partie de commande en boucle ouverte
et les états de tous les Sous-systémes. Pour le régulateur 3 ho-
rizon de temps infini, cette relation est constante et peut 8&tre
déterminée hors lTigne en résolvant d'abord le probléme d'optimisa-
tion & 1'aide d'une méthode de décomposition-coordination.

Par la suite, nous examinerons le probléme de la stabi-
lité et de 1la sous-optimalité d'une structure de commande hiérar-

chisée dans le cas de fonctionnement dégradé.
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IT-2 - APPLICATION DU PRINCIPE DE PREDICTION

Le probléme d'optimisation dynamique pour un systéme

interconnecté linfaire s'écrit de la fagon suivante

t
N f
niniser 7= SO(d o8 + L fe il 2 )
Minimiser J (2 [|_)_t_1 }—tl”Q * 3 "_1}_1 Eljl R. )dt (I1-1)
ug i=T", i 1

otl Qi est une matrice semi-définie positive

R, est une matrice définie positive
sous les contraintes : &quation dynamique du modéle

X; = Aiﬁi + Bigi + Cizi + Qi , i=1,2,...... N (I1-2)

€aquation d'interconnexion

N .
%Lij X5 i=1,eu.... N (1I-3)

Z.
—1

Ei(toj - Xig , t ,t. fixés
o’ f

(I1-4)
ou x, est le vecteur de consigne du régulateur du systéme n° i
Di vecteur de perturbation connu et constant,
Nous rappelons rapidement le principe de prédiction des
interactions- tel que présentd par Singh et al. dans [16]
Définissons la fonction duale
& (3) = Min. {L(Ei’ Ei:a’ El)} (IT-5)
X. ,U.
—1"—1
L 1 #| 2 1 x| 2
ot L (x;,uy,3,2;) = %{7"5{51” 0, * 7 N -u? I R,

N

). T T, ° '
*8 (2, - %Lij ,}Ej) +p; bx; ¢+ AgXy + Bjug + Cozo + D¢ (11-6)
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N
o A multiplicateur de Lagranse de dimension_Ezﬂhi
i=t
j + variables adjointes de dimension Mx;

Le thé&oréme de forte dualité de Lagrange permet d'écrire

Max @ (1) = Min J , i=1,...,N (I1-7)
A u.
= —i

Donc pour résoudre (II-1) sous (IT-2), (II-3) et (II-4), il suffit
de maximiser @(&) €t ceci peut 8tre réalisé par une structure de
calcul 3 deux niveaux.

En effet pour une trajectoire B ot Z. donnée, la lagran-
gien L est séparable additivement

N
N 2 2
L = 21 { JZ""Ei"Ei“ Qi + %“Eihgi“ Ri - Z AJT Lji Ej_

= J=1’

T T °
PRz ep (v A v B 2 D) } (11-8)
Alors pour.;ifﬂzé donnés, le minimum de L. par rabport i X, et
gi,(i = 1 ... N) peut &tre obtenu en résolvant les N problémes de

minimisation décrits par les Li en (II-8). Il reste dans ce cas,

a améliorer les trajectoires

et A_ de telle sorte que le
Max § (A) soit atteint.

£
Ce dernier travail sera exécuté au niveau supérieur par

le coordonnateur. Les conditions nécessaires pour maximiser @(ﬂ)
s'écrivent

DL . T
== = - -9
33 0 soit Ai Ci By (1T-9)
et oL _ 0 soit z. = E% L.. x
R Z; =i ij =3
j=1!

La régle de coordination tirde du principe de prédiction

s'écrit
k+1 k
T
A "Gy
- N i=1,..... N (11-10)
< I
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La structure de calcul est représentée dans la figure

II-1.
k+1 k
As AT
—1 i By
z .
Z1
F
Aj z .
=5
U,
2i} K
-
RRARARS
..... . prohléme
1 -
I
Figure II-1

Les X;5 Uys Dy obtenus au niveau inférieur par la solu-
tion des problémes de minimisation définie en (II-8) sont utilisés

dans 1'équation (II-10) pour calculer les prédictions de Bi et Zi-

Cet algorithme fut d'abord proposé par Takahara [a

qui a €tudié sa convergence,

IT-3 - RESOLUTION DES N PROBLEMES D'OPTIMISATION INDEPENDANTS

Au niveau inférieur nous avons donc # résoudre N sous-
problémes de minimisation indépendants qui correspondent 4 la for-

me séparée du Lagrangien (II-8),.

L'hamiltonien du iéme probléme est défini tel que
)3(7— 1 * 2 1 * 2 T _ T
A sl o Tzl Ikt Az -2 AT x

T
TR (AyXy  Byuy v Cyzy Dy ) (T1-11)
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Les conditions nécessaires d'optimalité permettent
d'écrire

- - p 1T * I1-12
2 = W =R Bip (11-12)
dus
—1
Y= x. = A.x. + Bu. + C.z. +D. (I1-13)
- —1 1—1 1—1 1—1 —1
3P
o N T
% = . = x* T, - T 11-14
BB—;C Py Qi (—)Si X5 )+ Ai By 2 [Aj 31:| ( )
21 j =1 ,
avec P; (tf ) =0
I1-3-1 - Résolution par 1'équation de Riccati
Si 1'on pose
p; = K; x5+ 55 (II-15)
] [»] [+] [e]
alors p: = K. x. +X. x., +s. (I1-16)
1 1 —1 1 -1 —1

En substituant (II-12) et (II-16) and (II-13) on obtient

o

X. =A.x. -B. R._"B." K. x. -B.R."B. s. (I1-17)
=5 it i i M3 i 123

+ B, W + C. Z. + D.
1 =1 i -1 -1

L'Zquation (II.14) s'écrit & 1'aide de la relation (1T.10) et
(I1.17) '

[&. + ALK, + KA, - K.B.RIBY K. + Q.) X,
L1 171 11 1711 71 i 1] =1
+ 5. + AT S. - K.B.RT1BT s. + K.C., z. + K. D. - Q. <
-1 1 -1 1 1 1 1 -1 1 1 -1 1 =1 1 -1
N



Vérifier (II-18) indépendamment de X; impose de satis-

faire simultanément les 2 systémes d'équations suivantes

- 1'€équation matricielle de Riccati

K. + AJK. + K.A, - K.B.RT/BL K. + Q. = 0 (I11-19)
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
avec Ki(tf) =0

- une €quation vectorielle de compensation

s, + Al s. - K.B.R.'BY 5. + K,c.Z.+ X, D. - 0. xi
21 i 24 ititi TioZi ivi=i i oci i =i
+ KB, ut - jg:(AT L. =0 (11-20)
i1 94 =t i
avec §i(tf) =0
Et la commande locale u; est alors é&gale 3
u. = -R7BTK. x, - RIBL 5. + uf (II-21)
-1 1 1 1 =1 1 1 -1 -1

Remarques

1) La solution K(t) de 1'équation matricielle de Riccati
€tant symétrique, nous avons N systémes de My e (mx'+1)/2
équations différentielles non linéaires 3 résohbdre a'partir de 1la
condition finale Ki(tf) = 0. Ces solutions sont indépendantes des
conditions initiales et constituent une contre-réaction partielle

au niveau de chaque sous-systéme.

Les N équations de Riccati ne sont résolues qu'une seule
fois, en l'occurence a la 1&re itération du coordonnateur, soit
lorsque a(t):ﬂet Z(t)=0 . Les sous-systémes sont alors consi-

dérés découplés.

2) Le vecteur de compensation S5 n'est pas indépendant des
conditions initiales gi(to). En effet, les termes gi et ai qui
sont fixés par le coordonnateur, dépendent de gi(to) par les
relations (II-10) comme ie montre 1'écriture de l1'équation
(I1-20) 3 1'optimum
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° T “1,T >
=(-A; + K.B.R. 'B.) s. - K.C. 2 L..x.-K. D.
i 1101 Ti7 =21 171 J=1 7ij=j "i ~i
N
* * S T T T
+ Qizi KiBi uy o+ = Lji ( —Cj Kj ij - Cj ij } (I1-22)

Le second terme dans (II-21) est donc en boucle ouverte et il est

reli€ aux interconnexions entre les sous-systémes,

II-3-2 - Par prédiction du vecteur adjoint

Une autre fagon possible de résoudre les sous-problémes
d'optimisation est d'utiliser une méthode prédictive du vecteur
adjoint [19 . Le probléme initial est alors résolu selon l'algo-
rithme de calcul 3 trois niveaux suivant

Etape n® 1 : 1'index d'itération k du coordonnateur est position-
k

-

né égale a 1 (k=1) et les trajectoires Ak et Zs
sont prédites (par exemple A 5 (£)=0 Z i (t)= 0 ).

Etape n” 2 : 1'index d'itération 1 du 2&me niveau est positionné
€gal 3 1 (1 = 1) et les trajectoires p?l(tpont
prédites .

Etape n” 3 : Pour chacun des N sous-systeémes, la commande Ekl(t)
est calculée en utilisant la relation (I1-12). i'in—
tégration de 1'équation (II-13) & partir des condi-
tions initiales X, (to) = X;p €t en utilisant ukl(t)
permettent d! obtenlr les trajectoires des etats X. (t)_

Etape n® 4 : Au second niveau l'intégration & rebours de 1'équa-
tion (II-14) avec comme condition finalep.(tf):o
donne les nouvelles prédictions de Q§(1+? (t).

Etape n° 5 : Calcul de 1'erreur de prédiction du vecteur adjoint

pour chaque sous systéme

t
2\/ft*’ (_Elic(lﬂ) _};1)2 gt




Si € > g ol g est une constante choisie arbi-
Pi Pi Fi trairement, retourner en 3. Sinon
Etape n® 6 : Calculer Bk+1 et 2X¥*13 partir de 1a relation

(IT-10)

Etape n® 7 : Calcul de 1'erreur de coordination

t
e, - \/f kT K2 g,
to
LE 3K+l 2k, 2
f (A1 49° at
to

Si EZ> EZ et eH > Ej ol EZ s B sont aussi des constantes
choisies arhitrairement petites, retourner 2 l'étape n° 2 et po-
sitionner pk1=Pk(1+1).

€)

Si ng EZ et € g Ealestrajectoirgs optimales de la commande
et des états sont atteintes.

k+1 T
3 ‘CiPi
= N
Zi 2 L. .x.
4 g,y LTT171)7]
N
: 2l p
Z; i fi
Py= .- Prédiction de D;

4 partir de (II.14)

i=1 a4 N
EE i ] Txw py [Tt
_ 1,T * _
ET R 437RBipityy UNT
X -~

1
15 .- .. X.=A.X.+B.u.+C.Z.+D#. - AN
-1 1-1 1-1 1-1 -

Xi(ted= X5,

Figure II-2 - Structure de calcul 3 trois niveaux



Le principal intérét de cet algorithme réside dans le
fait que seulement des fguations vectorielles de 1'ordre des sous
systémes sont manipulées aux niveaux inférieurs et 1l'on évite de
résoudre 1'équation de Riccati. Compar& & 1'algorithme précédent
on a une approche globale, l'emplacement mémoire nécessaire sera
minimal.

De plus, comme 1'on ne manipule que des équations vec-
torielles d'ordre peu élevé, les intégrations numériques seront
stables méme pour des syst@mes de commande de grande dimension.

Cependant, aux niveaux inférieurs, la procédure d'itéra-
tion sur le vecteur adjoint peut poser certains problémes d'ini-
tialisation.Il est difficile de prévoir méme trds approximative-
ment les trajectoires optimales du systéme adjoint et dans les

cas concrets, 1'initialisation des vecteurs {t) ne pour-

Fio
ra s'appuyer sur des consid&rations physiques. En fait, cette mé-
thode apparait comme une variante de.la méthode d'itération sur
les trajectoires de commande, dans laquelle 1'ordre des calculs
est permuté (les p.(t) sont prédits au lieu des gi(t)).
k(1+1)

Le calcul des nouvelles trajectoires Eioft) par
substitution directe présente l'avantage de ne pas imposer de
calcul supplémentaire mais la convergence n'est pas garantiedans

tous les cas E1ﬂ .

Finalement les trajectoires de commande obtenues sont en
boucle ouverte, donc fonction des conditions initiales. Cependant
nous verrons dans la prochaine section, gque dans le cas d'un sys-
téme stationnaire et pour un horizon d'optimisation suffisamment
long, il est possible de calculer une matrice de contre-réaction

au niveau coordonnateur ainsi que les matrices de gains locales.



IT-4 - LOI DE COMMANDE EN BOUCLE FERMEE

La résolution du probléme de commande optimale 3 1l'aide
des deux algorithmes que nous avons exposds en [I-3, définit
une loi de commande en boucle ouverte. Dans le cas oll 1'équation
de Riccati est solutionnde au niveau des sous-systémes, la com-

mande s'écrit

- -1

u;= -RI'BIK, x; - R Bl s o+ uf i=1an (T1-23)
( 24 étant le vecteur de compensation en boucle ouverte, solution
de 1'€quation différentielle I1-20).

Dans [1Q] Singh et al démontre, dans le cas du régula-
teur ( g; = 0, §;=0) et sans perturbation (Di:O) que le vecteur
de compensation s et les é&tats x de tout le systéme sont reliés

par une relation lin€aire du type

s(t) = T(tg,t) x(t) (11-24)
o T(tg,t) est une matrice M, . m, définie par:
te T,.T
T{tg,t) =f @1 (t,?) (KCL+L C K} @(?,t) de (II-25)
to

avec <P1(tst°) 4 matrice de transition associée au systéme
composé 'décrit par 1'équation (I11-22)

o
s = [—AT + xer™ g7 - LTCT] s - [KCL - LTCTK] x

@2(t,to) 4

composé en boucle fermée g = (A-BR™

matrice de transition associée au systéme
’ T
Ty x

ott K est la matrice de Riccati bloc-diagonale

La détermination de T (tf,t) nécessite donc théorique-
ment la connaissance des matrices de transition de ces deux sys-

témes.
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Cependant, dans le cas stationnaire, i.e. si A, B, C,
Q, R sont des matrices constantes, et pour un horizon d'optimi-
sation infini (t ——> 0) 1a matrice T (t t) est invariante
dans le temps. Prat1quement quand 1° horlzon d'optimisation est
suffisamment grand, i.e. 3 a 4 fois 1la plus grande constante de

temps du systéme, on peut aussi considérer la matrice T constante.,

Durant le régime transitoire, pré&s de t = 0, la matrice
T est constante alors que x et § varient dans le temps, il est
alors possible de calculer T en utilisant les m, . premiers points

d partir de t = tye
Soient les matrices

X =[§(tg),§(t1),...,§{t Xﬂ

- alors : § = T X oi T = § X_1
I1 suffit donc d'inverser hors ligne la matrice X pour obtenir
T. L'extension aux cas du servoméchanisme i.e. de régulation
autour d'une consigne x* et u’¥ est immédiate. Il est possible
de démontrer que les vecteurs de compensation s; de la relation

(I1-23) sont donnés par
S = T1 X +IZ

avec T1 une matrice constante de dimension mx)(mX

TZ un vecteur constant de dimension m,

Dans le cas invariant et pour tF — ™

La commande s'écrit alors pour 1'ensemble du systéme
u = (-R 'B'K - Rr
T, +u (II-26)

ol K est une matrice bloc-diagonale.

Sl gt
- BTk - r7'BT!

[op}
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F]
Nous retrouvons donc la matrice de gain globale G et

nous avons une commande indépendante des conditions initiales.

Dans le cas de l'algorithme A trois niveaux présenté
en [I-3-2, il est possible d'appliquer la méme procédure pour
calculer les matrices de gain locales et la matrice globale de
coordination.

Etape N° 1 : A la premiére itération du coordonnateur i.e. quand
Z(t) = 0 et a(t) = 0 (cas ol les interconnexions entre les sous-
systémes sont considérés comme nulles) il suffit de résoudre les

o

N sous-problémes et de former i partir des m ; premiéres valeurs

des vecteurs d'état et de commande les matrices
Xi = I:)_(i (toj’::-(i (t]) s s Xy (tmxi_1)]

Us '_'[:l-li(to)gi(tT)"“’l-li(trr}xi—ﬂ]
Les gains de contre-réaction locaux sont alors obtenus en faisant
-1
= 1T
Gi UL Xy

Etape N° 2 : Pour trouver la matrice de gain de coordination, il

faut former d'une manidre semblable, 3 la fin de la convergence

de 1'ensemble de la structure, les vecteurs Y et F:
- I I
v =[xyt ey, xt ey, )

X
F =[g%t0).El(t1),---a91(tmx_1ﬂ

1
~
~
t

=
—
1
=
—
(s
—

) -G SI(tk)

j
—
+
=~
-
I
[
Fama
+
P
—
1
o
~
+

ol G est la matrice bloc-diagonale formée par les Gi’ i=1,...,N

La matrice de coordination Tq est alors donnée par:

T, = F Y™

et la loi de commande s'écrit
u=-6x-T,x-T,

avec To= - Cultydr 6 x(t )+ T x(t, ))



_Eemargues

1 - Cette méthode permet donc de résoudre le probléme de régu-
lation optimale d'un grand systéme & l'aide d'une structure de
calcul hiérarchisée. Dans le cas stationnaire et si 1'horizon de
temps est suffisamment long i1 est possible de calculer par une
procédure hors ligne les matrices de gain,; les gains de contre-

réaction peuvent 8tre implantés d'une facon, soit globale, soit
hiérarchisée.

2 - Dans le cas ol la matrice de coordination T] est fonction
du temps (i.e. si l'horizon d'optimisation est fini) la méme mé-
thode peut 8tre appliquée en résolvant le probléme m, fois et
pour m  conditions initiales différentes. Alors pour chaque point
d'intégration, définissons

s =[§](t),§2(t),...,§mx(t):|
X =[>_<1(t),>_<2(t),...,)_<mx(t)]
Et T =35 x| ‘
Dans ce cas la quantité de calcul devient trés importante et
cette méthode perd beaucoup de son intérét.

3 - En pratique, le cas ol l'horizon de temps est infini cons-
titue le probléme peut &tre le plus fréquent. La seule difficulté
importante qui peut se présenter dans la procédure de calcul,
viendrait du fait que les enregistrements retenus pour former la
matrice X ou S ne soient pas linfairement indépendants. Théorique-
ment il suffit de choisir des conditions initiales qui soient suf-
fisamment loin de I'optimum ; ce qui est souvent pessible &tant
donné que ce travail est exécuté hors-ligne.

Une alternative possible serait de résoudre le prohlame
(mx+1) fois pour les conditions initiales

17 ro- ro7 0" o

) : ! : 0

LS I B : :
o) L) L Ll

Les matrices de gains locales sont obtenues, si nécessaire, selon
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la méthode exposée précédemment en formant

D P S P CO T, 1)

alors
G= - U
La matrice de coordination T1 et le vecteur T2 sont calculés 3
partir des matrices Y et F
ﬂ—d - L. —d-
- 1-p “B e, -p
Y =40 0 1 0...... 0
0 0 0 ..., 0
0 0 0 ]_J
I I ]
F=fulcrg. . ulee, )
al = ule )y - o™ e
- =*%0 0
Alors -1
T1= - FY
et T, = - ('t k6 x'(t) + T, x' (t,)
2 = 0 = 0 1 = 0

L'existence de Y™ dépend alors du choix de « etp.
De nouveau la quantité de calcul nécessaire est considérablement

augmentée.

II-5 - APPLICATION AU CONTROLE DE LA POLLUTION D'UNE RIVIERE

Pour illustrer les deux algorithmes présentés dans la
section II-3 nous les appliquons au probléme du contrdle optimal
de la pollution d'une rividre. Le modéle retenu a €té antérieurement
€tudié en détail par Beck {21 , Tamura [22] et Singh [17.

Il s'agit de maintenir a4 un niveau pré-spécifié, 1la qua-
1ité de 1'eau d'une rividre. La mesure du degré de pollution de
1'eau est donnée par deux facteurs

1) la concentration en oxygéne dissout (0.D.)
2) la concentration de la demande biochimique en oxygéne
(D.B.0.). La D.B.0. est une mesure du taux d'absorption

d'oxygéne nécessaire a la décbmposition de matidre organique.



40

En utilisant les m&mwes données que Singh et al [16] mais en

considérant un systéme ayant 6 sections, les €quations dynamiques
pour chacune de ces sections s'dcrivent

Zy =-132Z,+ 0.1 Q,+0.92, +0.1 yy

(’i/\ =-0.%27Z, - '1.2q,1+ 0-3qo-'r’1-3
. 3
L=

3
Qp = 0.9 Za"'qq (t:-'Z‘;_)_. o.SZZZ._ 4.2q2+ 1.9
(=

. 3
£320.9 ) a;Z,(F-T) - 1322, +0.1ug
i=1

3
q?): 0.9 Za;qz (E..Z’L)_ o.3%2 Z3+4.2q3~+4.3

L=4
. 2
Zp=09 5 a,Z3 (b2 )-43272Z,
L=A '
. 3
=09 3 Otiqs(t_Z‘-L),_ 0.-32Z, +4.2q, +1.9
-

Mo

Zg=093 3 a;Z, (t-F) - 1.322Z4

[

1]
KN

. 3
Cts':: 0.9 Zalqtf(t“z"i_)—"o‘3225""4'2515*'4'9

L=A4

L=

3
46:0.3 D _aiqs (L’_'@';)_ﬁ 0.32Z, -—\~’1.2q5+’l.‘3
R
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Ces équations décrivent la dynamique du D.B.O. (2;) et du D.O.
(qi) dans chaque section ; les interconnexions entre les sections
sont prises en compte par les retards distribués représentant la

dispersion des polluants.

La concentration en D.B.0. des effluents qui se jettent dans
chaque section constitue les variables de commande. Cette concen-
tration en D.B.0. est inversement proportionnelle au niveau de
traitement dans la station d'épuration, avant le rejet de 1'ef-
fluent dans la riviére.

Alors pour contrdler la pollution de la rividre, il suffit de
contrdler les rejets des stations d'épuration de facon & mainte-
nir les concentration de D.B.0. et de D.0. & des niveaux accepta-
bles.

Les retards purs sont approximés par une expansion en série
de Taylor du 2&me ordre
Soit Z(t) = Z,(t-%))
st

alors Z;7(t)= Z,(s) e 7™ ol s est une variable de Laplace

L'expension en série de Taylor s'écrit :
Zy(s) e""'@'i = Z,(s) (1+sZ“i v s? @5/2)‘1
En ne conservant que les trois premiew termes
- 5 2 i
Z,(t) = Z,(t) +%£ Z,(t) +%i/2 2o (1)

Introduisant deux variables d'état supplémentaires Z., et Z

7 8
o

Ly(t) = Zg(t)
Il est alors possible de modéliser la variable de délais 21(t“23)
Etant donné que Tij= 0, il y aura deux retards dans chacune des
équations. Alors en appliquant 1'approximation précédente, nous
obtenons un syst&me de 52 variables d'état ; le premier SOUS-SYyS-
téme contient 2 variables et les sous-systémes 2 2 6 contiennent
10 variables d'état chacun.

Le probléme de commande consiste i conduire les systémes au

régime permanent désiré:
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concentration en mg/litre

77 - 2.10 at = 9.5
ZE = 2,97 q% = 7.3
zg = 2.47 qg = 6.4
% = 2.56 Q¥ = 5.7
Z¥ = 2.47 a¥ = 5.2
2§ = 2.94 qf = 4.7

et 1a commande s'&tablira autour du régime permanent

+ 28.90
+ 12.90
+ 10,40
+ 11.60
+ 9.50

+ 10.50

j
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=
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le critére retenu :

6 T
_ 2 2 2
S = ((Zi"zi3qj+(qi‘qi%j du) dt

avec T = 8 jours ; Qi = 2.0 ; Si = 1.0
R&sultats :

Ce probléme de commande optimale a &té résolu suivant les deux algorith-
mes que nous avons présentés, sur le calculateur IBM 370/168 du CIRCE et les
résultats sont domnés dans le tableau suivant :

‘ . Taille mémoire en Temps calul
algorithme K octets secondes
Solution eq.Riccati 452 X 150 sec.

globale uniquement

Principe de prédic-
tion 186 K 80 sec.
Eq. Riccati locale

Prédiction du vec-
teur adjoint 136 K 35 sec.

Il est & remarquer que les méthodes de décomposition-coordination sont
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comparées avec la résolution glohale de 1'&quation de Riccati uniquement.

La convergence du niveau coordomnateur basée sur le principe de prédic-

tion, s'effectue dans cet exemple en 12 itérations pour une erreur < 0.C00 71

Malgré les restrictions que nous avons faites sur la convergence de
1'algorithme utilisant au niveau inférieur la prédiction du vecteur adjoint,
son emploi dans cet exemple, réduit considérablement 1'occupation des movens

de calcul.

Les matrices T1 et T2 ont &té calculées selon la méthode exposde en
II-4 (remarque n° 3) en prenant o = 1.5, B= 0.5 et le systéme fut similé.

Les figures I1-3 et II-4 représentent respectivement les trajectoires
des &tats Z; (0.B.0.) et q; (D.0.) pour les 6 sous-systémes, la figure II-5

les variables de commande.

M- AL \

R0 4
+ + +
4 1 | 1 1 i 1 1 3
0 1 2 3 4 5 6 7 8

temps (jrs.)

Figure 11-3 : Trajectoire du D.B.O.
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3 ! i ] ] | i 1 ]
0 1 2 3 4 5 6 7 8
temps {jrs)
Figure II-4 : Trajectoire du 0.D.
terps (jrs)
0 1 2 3 4 5 6 7 8
0.0 T T T T 7 1 T ‘11
+ ot + + + -+ T 2
// x’-—___x X x> X z J:‘ 03
X/a/&,"o’#_—: . >
/ v v

-4

r

Figure IT-5 : Trajectoire de la commande
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Les conditions initiales correspondent au cas ol une grande
quantité de polluants est jetée dans les sections 1 et 4 de la riviére,
les autres sections étant en régime permanent. On constate que les effets
de la pollution sontatténuésde facon satisfaisante.

[1-6 - STRUCTURE DE COMMANDE HIERARCHISEE : STABILITE ET SOUS-OPTIMALITE

Les méthodes que nous avons présentées en (II-3-1) et (I11-3-2)
peuvent €tre envisagées de deux facons; soit comme des algorithmes de cal-
cul hiérarchisé c'est—é-éire permettant de trouver la matrice des gains de
contre réaction globale G du systéme en décomposant la tiche de calcul et
en évitant ainsi d'avoir a résoudre le probléme globalement. Nous avons
alors:

G = diagonale (G, Gy, + + ., G ) + T (1I-27)

ol Gi est la matrice de gain local du sous-systéme no. i
T est la matrice de gain telle que définie en (II.24)

La loi de commande obtenue peut &tre aussi interprétée comme définissant une
structure de commande hiérarchisée ; les matrices de gain_gi forment des ré-
gulateurs locaux au niveau de chaque sous-systéme et la matrice de gain T
joue dans ce cas le rdle de coordomnateur. Cette structure est représentée

d la figure II-5 .

L'implantation sur un processus de cette structure de commande
souléve certains problémes. En effet 1'adjonction d'un coordonnateur au se-
cond niveau implique la transmission entre les sous-systémes et le niveau
supérieur des trajectoires de tous les états et, en retour, des trajectoires
des N vecteurs de commande.

Pratiquement, on doit prévoir des cas de fonctionnement dégra-
dés de cette structure, les perturbations &tant de deux natures :
1° : des perturbations causées par la rupture des lignes de transmis-
sions entre le second niveau et le premier. I1 s'agit alors de coupure
des commandes.
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V+ + + )
G ] G é 1 G
e G et é)g 2 (e PN e

- » — Lyl — Ly i

Figure II-5

2° : des pertubations causées par la rupture des lignes de transmis-
sions entre le premier et le second niveau. Les observations sont alors
manquantes.
Ces perturbations affectent 3 la fois la stabilité et 1'optimalité du sys-
téme de commande et il convient d'en &tudier les conséquences. Ce probléme
peut &tre vu comme un cas particulier de 1'étude des systémes soumis 3 des
perturbations de structure telle que définie par Siljak (45) .Dans cette sec-
tion nous examinerons trois approches différentes a ce probléme.

IT-6~1 - Stabilité des syst@mes soumis & des perturbations de structure

1I-6-1-1 - Formulation du probléme

Considérons le systéme (I1.2) écrit sous une forme composée (D=0):

n
=g
>

+
=
-

+
@]
S}

-]
X (11.28)
z=1Lx (11.29)

o A, B, C sont des matrices bloc-diagonales et L une matrice pleine.
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La commande optimale obtenue en résolvant leprobléme par les métho-
des décomposition-coordination (II-2) s'écrit sous la forme

u=-R 'B'Kx -BT x (I11-30)

ol K est la matrice biloc diagonale des solutions Ki de 1'équation
de Riccati, Ki > 0

Sachant que si Q = D DT on g = diag(Qy,Q,....,Q] de (II-1)
tel que la paire (&,D)est complétement observable (A" = A+CL)
et que Q 2 0 et R > 0, on peut conclure que le systéme global en
boucle fermée est asymptotiquement stable pour une implantation glo-
bale ou hiérarchisée de la commande.

De la méme facon si pour les systémes découplés (C=0) et com-
mandés localement (T=0) nous sSupposons que chaque paire (Ai’Di)
oll Qi=DiDiT est complétement observable, ces sous-systémes sont
alors eux aussi asymptotiquement stables,

—__-..._-.-.—___-.—___-..__-.-_—_—_-._...——-._.__..

Sous 1'hypothése [4§] que, physiquement , le cas le plus défa-
vorable au point de vue de 1a stabilité, est caractérisé par la
Ccoupure de toutes les liaisons entre le coordonnateur et les niveaux
inférieurs 1'étude de 1la stabilité du systéme soumis aux perturba-

tions de structure se raméne 4 1'étude de 1a stabilité du systéme
en présence d'une commande décentralisée,

Cette hypothése s'interpréte d'un point de vue physique en
considérant que la matrice de gain globale (G + T) tout en assu-
rant le retour du systéme 3 son régime permanent, positionne les
pdles du systéme en boucle fermée dans la partie grande du plan
complexe. De la méme fagon, les matrices de gains locales G,

positionnent les pdles des sous-systémes découplésdans la par-
tie gauche du plan complexe. Dés lors la présence des intérac-
tions peut provoquer un déplacement des pdles vers le clté

droit du plan et le rdle de 1la matrice de gain T est en quelque
sorte de les recaler dgauche. Selon ce raisonnement le cas le
plus défavorable serait quand toutes les liaisons sont coupées
i.e. avec T = 0.
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Le systéme composée (II-28) soumis & une commande décentralisée,
s'écrit

1 o

= (A - BG) x + CL x (IT-31)

En considérant la fonction de Lyapunov suivante
v(t) = gTK X {(IT-32)
Une condition suffisante pour conclure & la stabilité du systéme

est que la dérivée v(t) soit semi-définie négative i.e.

] o [a]
v(t) = §T K x + ETK X

(I11-33)
telle que v(t) £ 0

En remplagant K et X par {II-19) et(II—ZS)respectivement

b (aTk-cTB koL TcTk+KA-KBG+KCL) x € 0 (II-34)
Sachant que : RG = BTK
ATk+xa-xBR™'BTK+q = 0

On peut écrire

x1 (1L cTk+keL-q-cTRG) xg 0 (11-35)

Ce qui sous une autre forme devient

x'wTeTkekery x ¢ xT(q+6TRG) x (II-36)

Une condition suffisante que la relation (I1-38) soit satisfaite
est donnée par

2l L cTklg %in(Q+GTRG) (T1-37)
De plus,“LTCTFm < ”LT”' ICT K”et la matrice L peut toujours &tre
choisie telle que ||[L]] = 1 nous avons alors
T I11-
2Tkl A, (o+6"ra) (I11-38)

La condition (II-38) si elle est remplie nous permet donc de con-
clure d& la stabilité du syst&me soumis i une commande décentra-
lis€ée et sous 1'hypothdse faite précédemment, a4 la stabilité dans

tous les cas de fonctionnement dégradé.
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I1 sera d'autant plus facile de satisfaire (I11-38) que

/HCHI sera petite, i.e. que les couplages seront faibles.

Remarquons que cette condition revient en réalité a imposer
une borne sur les couplages. Si la condition n'est pas remplie,
il suffit d'augmenter le degré de stabilité du systéme jusqu'a
la satisfaction de (II-38),.

L'inconvénient de cette méthode vient du fait qu'il est diffi-
cile de caractériser la classe de systéme satisfaisant 1'hypothése
préliminaire. Remarquons cependant que dans le cas ou seules quel-
ques liaisons sont coupées i.e.

T* = T -T" =T -DT (11—39)

ol T" est la partie coupde de la matrice T
D est une matrice dont les é&léments sur la diagonale sont

soit O ou 1, les O correspondant aux liaisons perturbées.

Et suivant un développement similaire h@fﬂ la condition suffisante
de stabilité s'édcrit

24/ AT+ 2 e sl + 2T . 18T sl< }min(GTBTS+SBG+TTBTS+SBT) (I1-40)
et sachant que : < UpliTl 5 b= 1

donc : Tl < Il

Le cas le plus restrictif est donc quand toutes les liaisons sont
coupées et (II-40) s'écrit

T T

20 ATd 20T sh w2l ThHIRTS) ¢ Amin(GTB S+SBG+T Bis+sB )  (II-471)

La satisfaction de cette condition permet de conclure directement
4 la stabilité du syst&me soumis aux perturbations de structure que
nous avons définies.
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1I-6-1-3 - Cas général

Plus récemment et selon une approche plus générale, Géromel
et Bernussou [ﬁﬂ ont déterminé une condition suffisante de sta-
bilité pour chaque sous-systdme de fagcon que la structure globale
demeure stable quelles que soient les perturbations entre les deux
niveaux.

~

Cette €tude est basée sur la définition 4 1'aide des fonctions
vectorielles de Lyapunov, d'un sytéme de comparaison majorant
1'ensemble des systémes de comparaison correspondant i chaque per-
turbation de structure et A toutes leurs combinaisons possibles.
On peut alors déterminer, connaissant la matrice T et les inter-
connexions, le degré de stabilité 4; nécessaire 3 chaque sous-sys-

téme pour que l'ensemble de la structure demeure stable.

En modifiant pour chaque sous-systéme, le critére de la facon

suivante o0 )
_ 2
I —Jg exP(zqit)(HEi"Q.+“Ei"R% dt
il est possible de trouver une loi de contre-réaction locale im-

posant un degré de stabilité « & chaque sous-systéme [35] .
i

L'avantage de cette méthode est que la construction du systé-
me de comparaisonpermet de travailler avec des mod&les de dimen-
sion moindre que le systéme global. Cependant il n'est pas certain
qu'il existe une solution & ce probléme [56] et il semble diffici-
le de définir la catégorie de systéme pour laquelle cette méthode
est applicable. Comme précédemment il est préférable d'avoir des
interconnexions faibles et on peut envisager avant d 'appliquer
cette technique de modifier le r6le du second niveau en déterminant
la matrice de gain T de fagon 3 réduire les effets des intercon-
nexions soit

T = 0¢

ou BO est la pseudo inverse de Moore-Penrose qui minimise
ic-BTl [44] ,
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II1-6-1-4 - Applications des méthodes fréquentielles

Dans les mé&thodes que nous avons présentées, la commande est
calculée en utilisant les techniques de commande optimale et de
ce fait le systéme en boucle fermée aura,pour revenir & des notions
plus classiques de 1'automatique, une marge de gain et une marge
de phase plus grande qu'il ne serait nécessaire pour conclure & la
stabilité [de] .

Pratiquement, pour des syst&mes de dimensions ré&duites, 1'ap-
plication des méthodes fréquentielles, telles qu'étendues aux sys-
témes multivariables par MacFarlane 16l » et plus particuliérement
du théoréme d'indéfectibilité, permettent de déterminer d'une fa-
¢on plus précise les conditions de stabilité en présence de pertur-
bations de structure.

En appliquant cette approche Courdeuil dans Gad fait remarquer
qu'en l'absence de coordination, méme si le systéme est stable,
les interactions jouent le rdle de perturbations inconnues et des
erreurs de régime apparaissent au niveau des sous-systémes. La so-
lution proposée consiste 3 imposer au niveau local, la présence d'in-
tégrateur sur les sorties des systémes fortement couplés, si les
conditions de stabilité le permettent.

II-6-2 - Sous-optimalité d'un systéme soumis 3 des perturbations

de structure

Dans le cas oll le systéme est asymptotiquement stable quelles
que soient les perturbations pouvant se produire dans la structure
de commande, 1'étude de la détérioration du critére permet d'évaluer
les performances d'une fagon plus fine qu'un simple critére de sta-
bilité.

Il est possible de démontrer [48 qu'il existe une limite in-
férieure de sous-optimalité qui peut &tre calculée a priori.
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Le systéme aura un index de sous-optimalité € tel que

g (F, ()

0<E
A ()
ol NM(Fm {(t)) = norme de la matrice F, (t)
mm(Q + W) = valeur propre minimum de la matrice
W = (G + T)T R (G +T)

F(t) = [-1 +A(t,toﬂ T o+ [-1 +A(t,toﬂ + 2(Q+W)[}I+A(t,toﬂ

+A0t,t) TR TACt,t ) - 24 (¢,t) (6+T) TR TA(t,t )

Att,t) = [1+Pee,e) et )] = Bree,e) fee 0
T

Mie, ) =“£’ ety BT §rce,e) de

i(t,to) = (A - BG + CL - BT) @(t,to)

é%t,to) = (A - BG + CL) §'(t,to)

Remarquons que le cas le plus défavorable est quand toutes les
liaisons sont coupées entre les niveaux inférieurs et le coordonna-
teur.

IT-6-3 ~ Apvlication a4 la commande d'un systéme multi-machines

La méthode exposée en 11-6-1-2 est appliquée dans cette section
d un systéme composé de 11 machines connectées ensemble.
Le modéle mathématique de ce systéme est formé d'un ensemble

d'équations différentielles non-lindaires [}1]
n

M., §.. =P, - 2_ bys sin § . =1

i 1 i =1 j#i ij j ’
oll Sij est la différence d'angle entre les machines i et j

. 1

p. est la puissance d'entrée
1

M. est l'inertie
i
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Le syst&me est rendu complé&tement commandable et complétement
observable, en prenant la nidme machine comme référence et en sous-
trayant laniéme équation de 1'équation de chaque machine. En 1li-
néarisant autour du point d'équilibre, le mod2le du systéme, va-
labe dans ce cas pour de faibles perturbations, s'écrit sous la
forme i = AXx oli x est le vecteur d'état de dimension 2{n-1). Les
composantes des vecteurs d'état étant la déviation de 1'angle et
de la fréquence autour des valeurs nominales. La matrice A du mo-

dele tel que considéré par Darwish [51] est donnée dans le tableau
IT.1.

Le critére retenu s'écrit ©
Min I = %_6_ (x'ox + u'Ru) dt

Ce probléme a €té d'abord résolu par Hassan et Titli [52) . Les
matrices de gain locales et la matrice de gain globale furent
calculées. .

La condition suffisante de stabilité ( II-40) est vérifide dans
le cas ol toutes les liaisons de coordination sont coupées (i.e.
T=0).

1.88 < 2.321

Le systéme fut simulé dans les trois cas suivants

1) quand le systéme est complétement coordonné

2} quand quelques liaisons sont coup€es de sorte que le systéme

est partiellement coordonné

3) quand le systéme est en commande décentralisée

Les figures II-6 , II-7 donnent les trajectoires des deux premiers
€tats, et les figures II-8 et II-9 celles des deux premiéres com-
mandes.
Le critére a été célculé : cas 1) 1.79266

cas 2) 1.850366

cas 3) 1.898409

On constate d'apr&s les courbes que la configuration n°3 est moins

stable que celle des cas no. 1 et 2
Sur cet exemple, la condition suffisante (II-40) compte tenu des
hypothéses faites en (IT-6-2)nous permet d'&tudier la robustesse du

systéme commandé soumis i des perturbations de structure .
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-9.4617
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0
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0

0

0

0
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1.2125

1.6449

-9%.694

1.9443

-0.833

-8.1423
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0

0

0
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7.5948

5.5155

-166.755

5.63471
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0

0

0

0
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-0.397

0.4133

-0.689

-89.399
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[

0

0

0

e |

e

5.6047

4.0148

6.0777

7.286

141,137

-0.465

Y

0

o

0

0

0.8061

1.8019

1.577

0.5298

=1.011

-110.C87

TABLEAU II
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11-7 -~ CONCLUSION

Dans ce chapitre nous avons étudié le probléme de commande opti-
male des systémes linéairesd critdre quadratique et nous avons montré
que les méthodes de décomposition-coordination, plus particulidre-
ment celles basées sur le principe de prédiction de Takahara, per-
mettent de calculer hors-ligne une structure de commande hidrarchi-

s€e en boucle fermée.

L'application des deux algorithmes que nous avons exposés i
un systéme de dimension 52 nous a permis d'évaluer ces méthodes.
I1 ressort de cette étude un gain important tant au niveau de 1'em-
placement mémoire nécessaire que du temps calcul utilisé.

De plus nous avons montré qu'il est toujours possible de déter-
miner la matrice de coordination T par une méthode de calcul hors-
ligne, sans avoir 3 résoudre le systdme global.

L'implantation d'une structure hiérarchisée de commande i.e.
comprenant N régulations locales et une matrice de gain globale
jouant le rdle de coordonnateur, pose de nouveaux problémes au ni-
veau de la fiabilité. Nous avons exposé différentes méthodes d&fi-
nissant des conditions suffisantes de stabilité et permettant d'éva-
luer la sous-optimalité du systdme dans le cas de fonctionnement
dégradé de cette structure. I1 semble possible, dans la majorité
des cas, d'imposer aux sous-systémes isolds un degré de stabilité
tel que la structure globale demeure stable quelles que soient les
perturbations se produisant entre les deux niveaux de commande.

En fait il est connu que le probléme de la stabilisation d'un Sys-
téme par l'application d'une commande décentralisée n'admet pas
toujours une solution [56] .
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IIT-1 - INTROMUCTION

L'extension des méthodes de décomposition-ceordination
que nous avons examinée dans les chapitres précédents, aux Sys~

témes dynamiques non linéaires pose de nombreux probl&mes.

En effet, la méthode de décomposition par le critére
(méthode non admissible) ainsi que celle utilisant le nrincipe
de prédiction des intéractions, sont basfes, comme nous 1'avons
vu, sur le theéoréme de forte dualité de Lagrange. Dans le cas
des systémes non linéaires, le domaine admissible défini par
1'€quation dynamique du systé&me,n'est pas convexe et il peut
alors exister une marge de dualité entre la solution du problé-
me dual et celle du probldme primal.

Cependant, 1'expérience montre que dans certains cas
particuliers (Bauman {(13), Smith et Sage (36), Calvet (8)) , 11
est possible d'obtenir, malgré ces cbnsidérations, une solution
cxactej en fait les conditions d'optimalité globale par décompo-
sition-coordination sont des conditions suffisantes mais non
nécessaires.

Parallélement, le probléme de 1'obtention d'une loi de
commande totalement en boucle fermée pour les systémes non linéai-
res, n'a pas regu jusqu'a présent de solution exacte méme dans

une approche globale.

Dans ce chapitre, nous étudierons différentes méthodes
permettant de calculer une 1loi de commande en boucle fermée
partielle pour les systémes non linéajires interconnectés ; cette
commande pouvant &tre implantée d'une facon hiérarchisée dans

certains cas.

Nous présenterons un pnremier algorithme basé sur la
méthode de décomposition par le critére de Pearson [3] . Au ni-
veau inférieur le probléme avec conditions aux deux bouts défi-
ni par l'application des conditions nécessaires d'optimalité,

est résolu en employant la procédure de quasilinéarisation.



En utilisant la derniere approximationr linfaire du nrohléme, il
cst possible, comme lc démontre Singh et Titli Eﬂﬂ de calculer

une loi de commande en houcle ferrmée partielle.

Dans le cas ol le critére est de type cuadratique, lHassan
et Singh [30] ont dévelormé une techniocue utilisant le principe
de prédiction des intéractions modifié. En se basant sur la nos-
sibilité de procéder 3 1'expansion en série de Taylor de 1'équa-
tion dynamique du modéle autour du point d'équilibre du systéme,
On peut »en prédisant Z la fois les interconnexions et les
non-linéarités de 1'Eéquation de mod?le,décomposer le systéme.
La formulation du probléme est modifiée de fagon # faire cecincider
les valeurs prédites pour les interconnexions et les non-linda-

rités avec celles obtenues par le calcul de la solution optimale.

Au niveau inférieur nous aurons i résoudre N sous-problé-
mes d'optimisation linéaire & critére quadratique et comme nous
1'avons vu au chapitre II, il est alors simple de calculer une
loi de commande en boucle fermée.

Nous é€tudierons comparativement ces deux méthodes en les
appliquant au probléme de la commande optimale de 1'excitation
d'une machine synchrone.

ITT-2 - COMMANDE HIERARCHISEE LN BRNUCLE FERMEE PAR
QUASILINEARTISATION

ITT-2-1 - Structure de commande hiérarchisége

Considérons le probléme de commande optimale suivant

pour un systéme interconnecté

C. N t
Minimiser I < :E:v(-frj(g.(t),u.(t)’z_(t))dt (IT1-1)
par raprport d Uy 1=17t, i Zi Z3 )
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avec, comme pricédemment X le vecteur d'état de dimension L
du sous-probléne i, 4 le vecteur de commande correspondart de
dimension mooet oz, le vecteur d'interconnexion formé par

la sortie des autres sous-systdmes de dimension m, s

La fonctionnelle I doit &tre minimisée sous les con-

traintes définies par la dynamique des sous-systémes soit

o

X, = [ (x. (0),u; (t),z. (t)) tog£t &t
=i 1= i =51 f (T11-2)
)_(_i(to) = X5, i=14N
et la relation d'interconnexion
N
= h. . (x. ITI-3
j% 13(—3) ( )

oll hij sont des fonctions d'interconnexion,

L'application de la méthode de coordination par le cri-
tére de Pearson [3] (méthode non admissible), telle que nous
l'avons exposée en I-2-2-2 nous permet d'ervisager la solution

de ce probléme selon une structure 3 deux niveaux.

Rappelons briévement que cette méthode est basée sur
la formulation de la fonctionnelle duale ﬂo(f_a) qui doit &tre
maximisce par rapport & f té[to,tf] ot

ﬂa(l‘) Min @( u,z,8) : &quation (III.Z))

avec T

N
,&f;.(x u,z,) = z( . (X: Ei’zi) +E’£ Zi- 1.,1 ﬁ J) ) (I1T-4)

et selon le théoréme de forte dualité de Lagrange

o (I11-5)
Min T = Max ©(¢) i=13aN

-1 .
S0US les restrictions faites en I-2-3,
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L'examen de 1'Acuation I1I1T-4 nous netmet de définir

une structure de calcul 4 deux niveaux.

Pour une trajectoire g?;) donnée, téﬁm,t; ,
la fonction &b est séparable en N problémes d'ortimisation indé-
pendants
t N (IT1-6)
T
Min 1. = ro(x;,us,z.)dt + EEZ - > @J hji(xl)
o 1=1
Xio%y25 t ]
sous = 7
Xy = £ 0,44024) (111-7)
Xi(to) Xio

Le niveau supérieur a alors pour tAche d'améliorer la
trajectoire de B(t) , tog tet, » selon une procédure itérati-
ve, par exemple suivant 1'algorithme du gradient. De 1'itération
k a k+ |

I11-8
G(t)k+1= g(t)k . dk. dk ({ )
avec

K N

=V = - L (x. (I1I-9

d ‘@@(t) @) =z % hyij ) )

OGV(:][) (# est le gradient de q){g}.
Plo ™ | o
et ol">0 le pas d'itération
L'optimum est atteint quand c_1k —_ 0
ITI-2-2 - Résclution des sous-problémes d'optimisation

Au niveau inférieur, les conditions nécessaires d'opti-
malité définissent un probléme avec conditions aux deux bouts.

En effet, pour 8(t) donné sur 1'intervalle teg T T,

1"hamiltonien is’écrit
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1

.
- T T T _
3&- = rj(§i’gi’§i)+ By ij(Ei,BisEi) + Ei Z; - E%;Ej hji(Ei) (ITI-10)

Les conditions nécessaires d'optimalité nous permettent d'écrire

§ (1T1-11
X7 L (x5,u4,2:) )
N oy, T 1y
: 3% dr. . (11T-12)
I s A T i MRS L
2, 2%, ) (111-13)
w0 0oz °

En faisant 1'hypothése supplémentaire qu'il est possible
a partir des relations (III-13)} d'écrire la commande u. et la
variable z; comme des fonctions explicites de X; et py i.e.
u. = Ci(Zi,Di)

=1

(ITI-14)

cas
x.= a;(x;,p3)
o tog t gty (IIT-15)
p;= by (x;,p5) '

avec comme condition aux frontiéres
X, (to] = X5, (ITI-16)

(I11-17)

Ei[tf) =0

Lesproblémes avec conditions aux deux bouts définis par
les relations (II1-15) et (III-16), (I11-17) meuvent &tre réso-
lus  en employant la procédure de quasilinfarisation. Nous en

rappelons briévement les principales &tapes
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Soit pour le sous-probléme n° i, le vecteur y; formé

par le vecteur d'état x; et le vecteur adjeoint L

X
¥i* (111-18)
I

L'équation (IT1~13} s'écrit alors
y = F(Yi(tj) {I111-19)

Et les conditions aux limites (ITI-16) et (II1I-17) peuvent

s'écrire d'une facon plus générale ;

X(to]TA() T

1]
10

<

I-20
T (11 M)
f

Hi
1T

Y(tf)Tﬁf

ol AO, Af sont des matrices ZmX‘X M ot b . b, des vecteurs
1 i -0 —f
de dimension m_ |
X1
L'équation différentielle non-linéaire (I11-19) est
résolue en procédant d sa lin€arisation autour d'une trajec-

toire XD(t), satisfaisant les conditions aux frontiéres (I11[-20).

En effet, l'expansion de 111.19 e¢n série de Taylor autour

XD(t) s'écrit en négligeant les termes d'orvrdre deux et d'or-

dre supérieur

Ry Jt) (y - ox®)

P — -

< ©

oi J (y°) est le Jacobien de la fonction F( y(t)) ,t s tgt

P - - -
évalué au poeint y (t).

S1 la trajectoire Xo(t), tout on satisfaisant (IT11-20)

et (I11-21), ne résout pas avec unc précision acceptable la

de
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relation originale (III-19),il est possible de calculer une
nouvelle trajectoire de linfarisation en résolvant le systé-
me différentiel linéaire (III-21).

De 1'itération k & 1'itération k+1, la solution de
(ITI-21) s'écrit:

k+1 k+1 ?k+1 k+1
c

y =M + C (I11-22)
sk+1 . . ' 2 .
avec Y : matrice me X me » soclution de 1'&quation
homogéne: 1 1
dk+1 R
a (v %y o (I11-23)
dt
avec ?k+1(t0) =1
k+1 . . 5 .
M : vecteur de dimension 2mx » des solutions
particuliéres de .
k+1
§~ (M) oM M s k™ - 08 ¥X arr-an
t

avec Mk+1(ta) =0

Ck+1

vecteur de dimension me des constantes d'inté-

~

gration, obtenues i partir des relations (I11-20)
et (ITI-24) soit

0 -0
1. (II1-25)

k+1
A be - A M

L e L -1

La nouvelle trajectoire Xk+1(t) est alors utilisée pour linéa-
riser (III-17). Le test de convergence porte sur l'erreur entre
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les trajectoires de linfarisation

) = Koy o R Ty

McGill et Kenneth [2@ ont montré que la séquence
des solutions des €quations différentielles linéarisées (111-21)
converge (4 un taux au moins quadratique) vers la solution de

1'&quation différentielle non-linéaire s5i
1) les fonctions a; et bi de (III-15) sont continues

2) les dérivées partielles Qa/3x,2a/d p, bR DOb/oxD D
existent et sont continues. De plus elle doivent satis-

-

faire la condition de Lipschitz par rapport i
T
[x(t)} p()]
3) la norme de 1a déviation de 1la trajectoire  v°(t)

par rapport 2 la solution est suffisamment petite.

Remarquons qu'il n'est pas nécessaire que la trajectoire
y ° (t) satisfasse les conditions aux frontiéres. Elle doit
Cependant &tre suffisamment proche de la solution pour favoriser
la convergence : ce qui suppose une bonne connaissance physique du
systéme ol que 1'on se soit approché de 1a solution par une autre
méthode.

Au niveau calcul, 3 chaque itération, nous devons intégrer
zmx(mx + 1) é€quations différentielles non 1inéairesket inverser
une matrice ZmX X me . De plus les trajectoiresz"(t) sclutions
de 1'itération précédente doivent &tre gardées en mémoire,

Pour une étude plus détailiée nous nous référons 3
Bellman et Kanapa [38 et Galy [9] .
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I1-2-3 - Ohtention d'une loi de commande en bhoucle

fermée

La procédure de quasilinéarisation telle que nous venons

de 1'exposer fournit une loi de commande en boucle ouverte. Géné-
. U {4 ; .. e,

ralement une telle loi se révéle sensible aux conditions initiales

pour pouvoir envisager son implantation sur un processus.

Dans [29] » Singh et Titli démontrent qu'il est possible
d partir de 1'équation linéariséde (111-22), d'obtenir une relation
explicite entre les états x; et les vecteurs adjoints p;- En sub-
stituant pour D; dans 1'équation (III-14)}, nous obtenons une com-
mande us fonction de 1'état X5

En effet la solution (III-21) s'écrit
t
(e = Qe oy P, For-ely e @

ot fﬁ(tf’t) est la matrice de transition d'état du systéme
(III-21).

En partitionnant la matrice ép(tf’t] nous pouvons
écrire: '
1 )_('(t)
By (tg) =[¢E1(tf’t):QE2(tf’tﬂ ’ () (=27
' p; (t)
ou w12(t) représente la partie intégrale correspondant 3 pi(t)

La condition p.(ty) €¢tant nulle selon (III-17) alors:
i-°f
-1 \
p;(t) = -@Zz(tf,t)§b1(tf,t) §j(tz}§§2(tf,t)@§§)(111-28)

L'existence de (@251(tf,t} est assurée parce que ¢'est le mi-

neur Principal d'une matrice de transition d'état [37)]
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En posant
G.(t) =-@‘1(t t)@ (to,t) (111-29)
1 22 £ 2172

et .
gl(t) = _®22(tf7t) (_‘;)‘]2(t)

la relation (III-28) s'écrit
p;(t) = G, (1) x, (1) + g; () (T11-30)

La substitution de (III-30) and (ITI-14) permet d'écrire 1a com-
mande comme une fonction explicite de x. (t) -, i.e.

t 1
v () = € [xg (0,65 (0x; ()+g; ()] (111-31)
et si (III-31) est lindaire, nous obtenons

u; () = 6,(t) x; () + g, (¢) (111-32)

Obtention de G'(t) et q'(t)
$k+1

La matrice (t) solution de 1'équation différen-

tielle (III-23) peut s'écrire en appliquant les propriétés des ma-
trices de transition d'état [2@ !

Pl bt ey = Qoce,te) (11o33)
puisque Q?+1(t0) =1

Il est alors possible de calculertﬁ(tf t) en faisant
(P(tf’t) @(t;to) =(b(tf;t°) (III—34)
-1 _ ok+ ak+1 -1
Pleet) =Qlegte) Dreo, 07! = Ty 151 (1]
o - . . . k+1 e

De la m&me maniére la solution particuliére M (t) s'écrit,
k+1 k+1 g k
M (tf)=4>(tf,t) M (t)i Pl e, e WF (v (2)) (T11-35)

SO yk('tJ}d’C"



L K+t 1T
et en partitionnant M = nous obtenons

Sk+1
En résumé, la connaissance de @(tf,t);Y (t)

et Mk+1(t) permet de déterminer G'(t), g (t) a la dernidre
it€ration de la procédure de quasilinéarisation et ce, sans aug-
menter trop le volume de calcul. Evidemment la commande n'est cal-
culée qu'id la convergence du niveau supérieur, i.e. pour des tra~
jectoires de B(t) optimales.

La structure de calcul résultante est donnée en figure

IT11-1.
niveau
amélioration de PB(t) superieur
niveau
inférieur
| J i
197 (1) 1q; (t) g (t)
| i
v & '
G1(t) Gi(t) GN(t) régulateur
processus

Figure III1.3
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Remarques

17 La loi de commande obtenue (IT1-32) n'est pas ricou-
reusement en houcle fermée [§] puisque les matrices de vain C (t)
et les vecteurs de perturbations _ g (t) sont fonctions par 1'1n—
termédiaire de Xk+1(t) et de EK (t) des trajectoires de 1i-
néarisation (t) , qui dépendent des conditions intiales.
Cependant comme 1'ont montré les travaux de Calvet [8] , 1'implan-
tation d'une telle loi de commande ré&duit considérablement la sen-
sibilité aux conditions initiales.

Z2) Cette méthode que nous avons exposée dans le cas décom-
posé est &videmment applicable selon une approche globale. Cepen-
dant 1'hyp dhése (ITI-14), i.e. que la commande u puisse &tre expri-
mée comme une fonction explicite de 1'état x et du vecteur adjoint
p(t) est toujours nécessaire, 3 la synth&se d'une commande en bou-
cle férmée partielle. Cette hypothdse, outre 1a convergence de 1la
procédure de quasilinéarisation, est la principale restriction d'ap-

plicabilité de cette méthode.

3} La décomposition de ce probléme permet de définir une
structure de commande décentralisée, les matrices G et les vecteurs
q; de TII-32 sont calculés a la convergence du comrdonnateur et
tiennent compte des couplages entre les sous-systémes (par la modi-

fication du critére des sous-problémes (I1I-6)).

4) La méme procédure peut &tre appliquée aux systemes dy-
namiques linéaires. Dans ce cas, la solution est obtenue au niveau
inférieur dés la premiére itération de la procédure de quasilinéa-
risation.

IIT-3 - METHODE BASEE SUR LE PRINCIPE DE PREDICTION MODIFIE

Cette méthode, développGe par Hassan ot Singh [3G] cons-
titue une extension du principe de prédiction de Takahara aux Sys-

témes non-linéaires.

Considérons le probléme de régulation optimale autour d'un

oint d'équilibre ue nous supposerons 3 l'origine. Soit i
q » 4 s
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minimiser le critére

N T
" 1 2 1 2
111__ Efﬂ ( —2.”)-(1“Q] * ;Z"l—li(‘t)”Ri ) dt (I11-37)
=i
ou Q; - R, 1 = 1....N sont des matrices supposées symétri-

ques, semi définies et définies positives respectivement. Le temps
final est fixé.

Sous les contraintes représentées par 1'équation d'état du sys-
téme

zc(t) = f(x,u) (I11-38)

ol X : vecteur d'état de dimension m

u : vecteur de commande de dimension m,
Ayant supposé que le systéme posséde au moins un point
d'équilibre stable et que ce point est 4 1l'origine i.e. £(0,0)=0
1'équation (III-38) s'écrit en considérant le dévelop-

pement en série de Taylor du premier ordre autour de l'origine:

>_°<(t) = A*gc(t) + B*g(t)+ f(z,g)—ﬁg(t)-B*g(t)(III-39)

N * df * _ 3f
ou A = == et B = ==
3X(t) 328 3u(t) |x=§
La paire { Aféﬁ*) est supposée représenter un systéme commanda-

ble.

L'équation (III-39) s'écrit de fagon &quivalente
[«]

X = A x(t)+ B u(t) + D(x,u)

(TII-407
oll A et B sont constituées des N parties bloc-diagonales
de A" et B* respectivement,
+ * IT1-41
D(x,u)=Cy x(t) + C, u(t) + f(x,u) -A x(t) - B u(t) ( :
avec C et ( parties hors-diagonales de A* et Bf

2
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La méthode utilisée consiste A fixer les non-linéarités
€t les interconnexions dans I'équation (III-40) en utilisant une
prédiction des trajectoires X2 (t),u’(t) fournies par un ni-
veau supérieur. Le terme en D(x°,g;) est alors connu et com-
me les matrices A et B sont blocs diagonales, le prehléme
peut &tre décomposé en N sous-problémes de minimisation indépen-~
dants.

Le niveau supérieur aura 3 faire coincider 1'optimum,
les valeurs prédites pour les intéractions et les non-linéarités
avec celles provenant de la résolution des sous-problémes d'opti-
misation.

Ceci est obtenu en mo difiant la formulation du probl&me
de la mani&re suivante

N T
Min I = Z_[ (1 X. 2 + 1 u-(t) 2 ) dt (111_42)
)_(:P;vlc.oallc 1_1 2”_1”Q1 2"‘1 ”Rl

sous les conditions

[=]

X(t) = A x(t) + B u(t) + D(xu®) (111-43)
(1) -~ x%y =0 x(t) = xo —_—
8lt) = w¥gy = 0

L'hamiltonien du probléme (I1T-42) s'écrit

=

P77 RO UG ol e Ao [ax(e) +Bu ) +p x30™)]

o P fe(e)-x° (6] + B () fact)-u (1)) (111-45)

okl

avec Q = diag(Qi,i=1 N}
R = diag(Ri,i=T a N)
A(t) vecteur de variables duales associfes a3 1'équation dyna-
mique du modéle (1I1T-43)

T(t), @(t)paramétresde Lagrange associésauXx contraintes 8galiteé
(I11-44)

Les conditions nécessaires d'optimalité permettent Jd'écrire:

3% =0 u(t) = R™1 [-BT A(t)- @(t)] (IIT-46)

du
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g(t) = A x(t) + BR'1[—BTB(t)—E(t)]+C1§°(t)+C29°(t)+ (111-47)

s E(x°(1),u’(t)) - & x°(t)- B u®(t)

- Q x(t) - AT Q) - T(t) (111-48)

o
Famn
+
p—
I

avec B(tf) =0

On a aussi les conditions

?% =0 ou x°(t) = x(t) (I11-49)
X _ 0 ou u(r) = u(t) = R [—BT(t)A_(t)] (I11-50)
o8 -A(D
YA I Y AT )
$5° (1)=0 ou T(D) -[_c1 + Sﬂz(t)lﬁzﬁg £13n (ITI-51)
Y4 1T AT )
$2°(1)=0 ou Bty =[c, S0 | =i B ] (11I-52)

Pour des trajectoires x°(t),u°(t) , @(t) et Mm(t)
données, les équations (II-46), EIII—4;) et (III-48) avec leurs
conditions aux fronti&res constituent N sous problémes d'optimisa-
tion indépendants et peuvent donc &tre traités simultandment au
niveau inférieur.

Le niveau supérieur calcule, & partir des trajectoires

X, u, A résultantes, une nouvelle prédiction pour les variables &
x°(t) » u®(t) » #(t) » w(t)utilisant les relations (IE1-49)
(I1I-52).

On obtient alors un algorithme itératif & deux niveaux

KT _ ok ok gk ok

représenté en figure IIF2 , avec }
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l1<+1(______ J_k
IIT.44,.50,.51,.52
Xk
lk I_Jk
Ak

k k

Calcul de x ,u ,Lk a partir

de 111.40,.47,.48

Figure III-2

L'initialisation de 1'algorithme peut &tre faite en posant les
vecteurs de prédiction égale a X°(t)=u°(t)=g(t)=ﬂ(t]=0

La convergenceest assurée lorsqu
max”li - 1k+1” £ €
t

ol € est un nombre réel arbitrairement petit.

I1I-3-1- Loi de commande en houcle fermée

Au niveau inférieur, pour des trajectoires Eoﬁj’lf(t)aﬁft)
et (t)données, nous avons donc résoudre N sous-problémes indépen-
dants avec conditions aux deux bouts (ITI-47)-(I11-48). Ces pPro-
blémes sont parfaitement semblables 3 ceux traités en II-3-1 et
leur résolution est obtenue en suivant un développement identique.
Supposons que la solution soit de forme

ﬁ(t) = K(t) + s(t) (III-53)

o0 K est une matrice bloc-diagonale

Alors (1) = K(1) x{t) + K(£) x(6) + o(t) (TI1-54)
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En substituant dans (I11-46) nous obtenons

K x(t) + K x(t) + s(t) = -Q x(t) A [K x(t)+s()] - W(t) (IT1-55)

i o

Q
En replacant x(t) par la relation (III-47)}, on peut &crire

° _ ° -
[K+ATK+KA-KBR 1BTK+é]5(t) + s(t)-KBR 1BT§(t)+AT§(t) (I11-56)

- %
-KBR 1E(t)+KC15°(t)+KCZE°(t)+K f(g°,g°j—Kﬁ3(t)—KBE°(t)+£(t):0

Cette relation (III-56) doit &tre vraie quel que soit x(t), ce
qui s'écrit alors

T 1

L]
K+ AK+ KA - KBR'K+ Q=0 (I11=57)
avec K(T)=0

o

E(t)+AT§(t)—KBR_1

Bls(t)-KBR™'{(t)
+KC1§°(t)+KC23°(t)+K f(5°,2°,t)—K;§°tt)—KB§°(t)+E(t)=0 (ITT-58)
avec s(I) = 0

La résolution de ce systéme d'équations (II11-57),(I1I-58)
est obtenue en intégrant a rebours chacune des €quations i partir
des conditions finales K(T) =0 et s(r) = 0 pour des trajectoires

de x°(t), u®{t), B(t) et w(t) données.

A l'optimum, les trajectoires résultantes de K{t), x(t),
s(t) et B(t) permettent de calculer une loi de contre-réaction

u(t) = -R_1[:BTK(t) x(t) + B s(t) + g(tg] (I11-59)

Cette loi comprend une partie en boucle fermée, fonction unique-
ment de 1'é€tat x & l'instant t et une partie en boucle ouverte
qui dépend des conditions initiales Ei(o) par l'intermédiaire des
trajectoires de lin€arisation x°(t),u’(t) et mar les vecteurs

s (t) et B (t).
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Remargues

1) L'équation matricielle de Riccat] (ITT-57) n'est réso-
lue qu'une seule fois, en 1'occurence A la premiére itération du
» B, K(t) et Q étant blocs-dia-
gonales, les gains de contre réactions obtenus _RJBTK(Q

coordonnateur. Les matrice A

correspondent aux gains des sous-systémes 1inéarisés (autour du

point d'équilibre) et découplés (initialisation de x°(t)=u®(t)=0)
2) Cette méthode que nous avons exposée suivant une

approche décomposée est aussi applicable dans une approche globale.
3) De plus, comme nous résolvons au niveau inférieur des

problémes d'optimisation 1indaire 3 criteére quadratique, la métho-

de de résolution par prédiction du vecteur adjoint exposée en

(II-3-2) peut &tre utilisée [29] .

II1-3-2 - Considérations sur la convergence

Différentes &tudes sur la convergence de cet algorithme
ont été ftaites dans [30] st , et pour la version employant au ni-
veau inférieur la méthode de résolution par prédiction du vecteur
adjoint [19) . Nous rappellerons bridévement dans cette section
leurs conclusions essentielles.

L'€tude de la convergence d'un algorithme tel que celui
présenté en I1I1-3-1, se raméne indirectement 3 1'étude des proprié-
tés des swuites de vecteurs engendrées par 1'application de G de

g2 (m X m ) dans  pZ(m X m ) soit
lk - Gk(1°) 1°¢ RZ(mx X mu)

Si la suite 1 est convergente, 1l sera possible de

conclure 3 la stabilité de l'algorithme i.e. 3 1la convergence vers

des points fixes atteignables (localement et globalement).

Pour cela on peut utiliser la condition suffisante de con-
vergence des suites numériques issues du théordme de Cauchy qui
s'énonce de la facon suivante

t F. MORA CAMINO, M. DE COLIGNY "Programmation non-linéaire: consi-
dération sur la stabilité et 1a convergence de certains algorith-
mes'. Communiqué Privé, Juillet 1977.
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. k ; . .
La suite 1 est convergente si et seulement si il existe
o fixé, o € [O,ﬂ et 11 existe K{at) € N o0t N est 1'ensemhle des

entiers tel que

L 1k| SRS l X 1k'11 pour tout k2 K(«)

Cette condition présente 1'intéré&t Je ne supposer ni

l'existence d'une limite pour la suite, ni d'en connaitre la valeur.

L'étude des suites de vecteurs engendrés par 1'algorithme
permet de démontrer la stabilité de 1'algorithme sous certaines
conditions suffisantes ; cependant dans le cas général, ces condi-
tions sont d'une part trop restrictives et se révélent extrémement
difficiles & vérifier dans le cas général, d'autant plus que les
majorants employés sont des fonctions implicites de T, l'horizon

d' optimisation.

Dans le but d'obtenir des conditions moins restrictives,
il est intéressant d'étudier certains cas particuliers de I1'al-

gorithme.

Dans le cas linéaire, cette méthode est identique i 1l'al-
gorithme de Takahara, présentée par Pearson dans [3] . Une condi-
tion suffisante de stabilité globale est que "R_”] <1 SuTr un

horizon d'optimisation [0, ™ avee 1 suffisamment petit.

Un autre cas particulier intéressant est quand la fonc-
tion de modéle f de (ITI-38)est quadratique. On peut montrer t
alors qu'il est toujours possible de satisfaire la condition suffi-
sante de stabilité en employant une technique de relaxation telle
que
) = w6 (15) + 0 -y 1K

ol of € E), ﬂ

Cependant ce gen re de procédé peut entrainer (si le «
est trés faible) une forte augmentation du nombre d'itérations né-
cessaires pour atteindre un point suffisamment proche du point fixe
de 1'algorithme ; les erreurs de calcul peuvent alors devenir pré-

pondérantes et conduire a4 des instabilités numériques.
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Ayant démontré la stabilité de 1'algorithme, il reste 3
€tudier la nature des points fixes stables de © (optimum local,
global ou point selle). Ceci est réalisé en appliquant les condi-
tions du 2&me ordre ; il sera donc nécessaire de vérifier que le
Hessien du Lagrangien est semi-défini positif en ce point

pour assurer que nous sommes en présence d'un optimum local.

ITI-4 - APPLICATION A LA COMMANDE D'UNE MACHINE SYNCHRONE

Dans cette section nous appliquerons comparativement les
deux algorithmes présentés au probléme de la commande optimale de
I'excitation d'une génératrice synchrone telle que décrite par
Mukhopadhayay dans [37)

La machine synchrone est supposée reliée par une ligne
de transmission 4 un réseau infini. Pour les besoins de notre dé-
monstration (i.e. de disposer de deux sous-systémes commandables)
nous allons supposer qu'il existe deux bobinages différents sur
le rotor, commandable séparément et comme dans [32] Nous sSupposons
que les voltages appliqués au bobinage de la machine synchrone est
directement accessible et constitue la commande. Les équations

d'état s'écrivent alors

o

1 %2 1
ﬁz = B, - AT Xy =~ Ay x. sin Xy- 3B, sin 2x,
. _AZZ X, sin Xy - (BZZ/Z) sin 2x]
X3 T U = Cyp Xz o+ €y cos x,
Xy = u2 - CTZ x4 + C22 cos XT
ol X, est l'angle du rotor (en radians)
X, est la vitesse angulaire

X3 X, sont les flux du champ magnétique

Uy u,voltage appliqué au bobinage

Le probiéme est de calculer les commandes u{t) et uz(t)

~

d appliquer au systéme 3 la suite de perturbations, de facon i

minimiser un critére de performance quadratique

2 2
X - x

1 T
I=7f Ol
0 Q

g - u
- —~Co

R

=
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~

ol X.. et Uu_, sont respectivement les valeurs des états et

des commandesen régime permanent
Q et R, les matrices des coefficients de pondération du critére

Le systéme est supposé initialement en régime permanent.
La perturbation considérée est produite par un échelon dans la
puissance d'entrée Pe, qui descend de 0.725 p.u. a 0.68 p-u. et

-

revient & sa valeur originale aprés de 0.1 sec.

Nous supposons que la commande est disponible aprés

0.1 secondes. Les valeurs en régime permanent sont les suivantes
(Pe = 0.725)

Xep1 = 0.7461 Xco3 = 7.7438
Xeo2 = 0. Xeod = 7.7438
Ui = 1.1
Usreo = 1.1

Les paramétres du moddéle sont pris égaux 3

Aq = 0.5406 A21= 12.012 AZZ = 12.012
B1 = 78.3784 B21 =-48.048 B22 = -48.048
CH = 0.3222 C]2 = 0.3222

C21 = 1.9 C22 = 1.9

Les conditions initiales pour la perturbation considérée (Pi:O.GS)
s'écrivent :

x,(0) = 0.7347
x,(0) = -0.2151
X5 (0) = 7.7443
X, (0) = 7.7443

Suivant les valeurs proposées dans [32] 1'horizon d'optimisation T
estchoisi égal &4 2 secondes. Les termes diagonaux des matrices Q
€t R sont choisis respectivement égaux a [20, 20, 2, 2] et [1,1]
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Résultats

Nous avons testé deux types de décomposition. Dans le pre-
mier cas, le systéme est divisé en 2 sous-systémes définis par
[X1 X, Xg § Xy
Dans le deuxiéme cas, il est divisé en 3 sous-systémes i.e.
[x1 X, i X i x4]
L'application des algorithmes présentés en III-2 et
ITI-3 4 soulevé de nombreux problémes.

Dans le cas de la méthode de décomposition par le cri-
tére, les deux types de décomposition envisagés font apparaitre
les variables de couplage z5
gien des sous-problemes 1, ce qui introduit une commande singuliére

d'une fagon linédaire dans le lagran-

au niveau inférieur. En effet, le systéme décomposé s'écrit sous

la forme
Sous systéme n° 1: Xy = X,
> = B1 - A1x2 - A21x351n x1—(B21/2)51n Zx1
) - AZZ zy sin x, -(B22/2)51n 2x1
Xz = Uy - C11x3+ C21cos X,
Sous sytéme n° 2: Xg = uy - CoX,+ C,,c0s Z5

I1 faut pour retrouver le probléme initial ajouter les contraintes
de couplage suivantes .

Zy = Xy,

2, = X4
Par la suite Z4 apparaitra linéairement dans le lagrangien du sous-

probléme n°® 1.

La modification proposée par Bauman, telle qu'exposée
en I-2-2-2 i.e. de rendre les €quations de couplage non-linéaires
en les €levant au carré soit’

révéle 1'existence d'instabilité dans les trajectoires du para-
métre de Lagrange G, associé i cette contrainte égalité pour le

sous-systéme n° 1 commel'a constaté Galy dans 9] .



83

Donc, dans le cas particulier, nous n'avons pu résoudre
le systéme cuc globalement en employant la procédure de quasili-

néarisation modifife de facon A& obtenir uvne lci de commande en

boucle fermée.

La méthode basée sur le principe de prédiction, si elle
ne pose pas de probléme au niveau de la décomposition des sous-

systémes, connait par contre de graves problémes de convergence,

Comme il est expliqué dans [30] , cette méthode converge
d'autant plus rapidement que 1'écart entre les valeurs de la ma-
trice de pondération R et Q sont grands ; ce qui revient & péna-

liser fortement la commande
Cependant il est possible, en ajoutant dans le critére un

2
Jr

N T 1 2
I = ;;;_é"( 2 |5-5c0||Q ¥ % IEfEcollé * %'”E_EOI

d'étendre le domaine de convergence de l'algorithme.

terme de pénalisation supplémentaire égal 3 “E - u®

i.e.

2
2 )de

Nous sommes parvenu, apre&s de multiples essais, 3 résou-
dre le probléme pour Q= [20, 20, 2, 2] , R=[20, 20] et

H= (1, 1.

Ce probléme de commande optimale, a €té résolu selon les
deux approches présentés, sur le calculateur IBM 370/168 du CIRCE
et les résultats sont donnés dans le tableau III-1

Emplacement Nombre

Temps calcul mémoire d'itérations
Quasilinéarisation
approche globale 19 sec 184 K 5
R = Diag %1,1]
Principe prédiction
modifié
approche décomposée 84 sec 158 K 34
R = diag [20, 20]

Tableau III-1
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Ces résultats numériques sont difficilement comparables
€tant donné que les matrices de pondération de la commande sont
différentes. D'aprds les essais que nous avons fait 1le nombre
d'itération nécessaire 3 la résolution du probléme ne varie pas
selon le choix de la matrice R pour la procédure de quasilinéari-
sation. Dans le cas de la méthode utilisant le principe de pré-
diction modifié, pour R = diag [100, 100] la solution est obtenue
aprés 6 itérations. Cependant les trajectoires obtenues sont in-

acceptables du point de vue physique (cf. ci-dessous)

Les figures III-3, 11T1-4, III-5 et III-6 représentent
respectivement les trajectoires des états Xys Xy, Xz €1 X, du sys-
téme. Les figures III-7 et III-8 donnent les trajectoires des com-
mandes 4, et u, : la numérotation des courbes correspond aux trois
cas suivants

courbe n® 1 : solution obtenue par le principe de prédiction modifié
Q = diag [20, 20, 2, 2] R = diag (20, 2]
H = diag [, 1}

courbe n°® 2 solution par procédure de quasilinérisation (anproche

globale) Q = diag [20, 20, 2, 2] R = diag [1 , 1]

courbe n° 3 évolution du systéme libre, i.e. quand les commandes
u; et u, sont gardéesconstantes

D'un point de vue physique, le choix des pondérations de
la matrice R pour solutionner le probléme est assez restreint

comme le montre les trajectoires.

Compte tenu que l'exnression du critére III-37 ne contient
pas de terme particulier pondérant 1'état du systéme a 1'instant
final T de 1'horizon d'optimisation , cela suppose que le régime
permanent du systéme est atteint 4 cet instant. La solution obtenue
par la méthode du principe de prédiction modifié& ne respecte pas
cette hypothése. Il faudrait alors soit introduire un terme dans
le critére pénalisant 1'état du systéme au temps T, soit augmenter
1'horizon d'optimisation avec les risques que cela comporte au

niveau de la convergence.
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ITI-5 - CONCLUSION

Dans ce chapitre nous avons montré comment les méthodes
de décomposition-coordination peuvent €tre utilisées pour résoudre
le probléme de commande optimale des systémes dynamiques non linéai-

res.

Les conditions d'applicabilité de 1a méthode de coordination
par le critére sontconnues théoriquement. Mais il est également
connu que Ces mémes conditions sont trop restrictives. D'un point
de vue pratique, il est peut €tre plus simple pour le moment de
faire 1'essai sur un systéme donné que de chercher des conditions
moins restrictives ; notons cependant, certains développements ré-
cents dans ce domaine [44] .

La méthode basée sur le principe de prédiction modifié semble
d'aprés nos essais applicable a un type tras particulier de proble-
me . En fait il est difficile de conclure quant aux propriétés d'un
algorithme 3 partir de 1'étude d'un seul cas. Dans cette optique il
serait intéressant d'étudier des cas particuliers, par exemple quand

la fonction du modéle f est quadratique.

Pour chacune des deux méthodes examinées, nous avons montré
comment il est possible, de déterminer une loi de commande en bou-
cle fermée partielle, qui peut 8tre implantée d'une fagon hiérarchi-
sée ou globale. Une telle loj présente 1'avantage de réduire consi-
dérablement la sensibilité de 1a commande aux conditions initiales.

Ce sera 1'objet du chapitre suivant.
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IV-1 - INTRODUCTION

Nous avons présenté au chapitre précédent, des méthodes de ré-
solution du probléme de commande optimale des systémes dynamiques
non linéaires, qui permettent de calculer une loi de commande en
boucle fermée partielle, soit

u(ty = G(t) x(t) + q(t) (Iv-1)

Le matrice de gain G(t) pouvant €tre bloc diagonale dans le cas
ol le probléme est résolu selon une approche décomposée. La loi de
commande est alors décentralisée.

Cependant la trajectoire q(t) demeure fonction des conditions
intiales et 11 convient d'étudier la sensibilité du critére pour
différentes variations des conditions initiales. Il ressort d'une
étude réalisée par Calvet [ﬂ que 1'implantation d'une loi de com-
mande telle que définie en{(IV-1)réduit. considérablement la sensibi-
1ité du critére vis 3 vis des conditions initiales. Il est méme
possible de déterminer a priori le degré de sensibilité du critdre

aux variations des conditicns initiales.

Malgré ces avantages, dans un cas pratique, la plage de varia-
tions des conditions initiales peut &tre trés large et les pertur-
bations altérant 1'é€tat du systéme peuvent se présenter d'une fa-
¢on aléatoire. Il est alors intéressant de pouvoir améliorer la loi
de commande en ligne, en agissant sur le terme en boucle ouverte
g(t).

Dans ce chapitre nous étudierons la possibilité de modifier
en ligne la commande en définissant un nouveau probléme d'optimi-
sation, chaque sous-systéme étant régulé localement par une boucle
de contre-réaction.

Une premié€re méthode possible pour résoudre ce probléme est
d'utiliser le principe de prédiction modifié tel qu'exposé en
ITI-3 . Nous appliquerons cette méthode au probléme traité en
ITI-4 pour illustrer une approche décentralisée.
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De plus, nous présenterons une méthode admissible qui améliore
a chaque itération la trajectoire q(t). Cet algorithme sera appli-
qué au probl&me de la commande de I'excitation d'une machine syn-
chrone. Nous présenterons dans une approche globale, la mise en

oeuvre sur un systéme hybride de cette structure de commande.

IV-2 - PRESENTATION DU PROBLEME

A partir de la loi de commande (IV-1) obtenue par les méthodes
décrites en chapitre III, il est possible de reformuler le nouveau

probléme d'optimisation suivant

Soit 3 minimiser la fonctionnelle I

t
Min T = f v, ex+ g, v dt - (1V-2)
9 -t
sous les contraintes ‘
x = f(x, Gx +. g, t) | (IV-3)
= (IV-!
avec x(ty) = x (IV-4)

Les &quations (IV-2) et (IV-3) sont écrites pour le systéme global
les variables de couplage Z &tant intégrées au systéme.

L'hamiltonien s'écrit
?YF = r(x, Gx + g, 1) + ) f(x, Gx + g, t) (IV-5)
Les conditions nécessaires d'optimalité définissent comme précé-

demment un systéme d'équations différentielles i résoudre avec
conditions aux deux bouts. Soit (IV=-3) avec (IV-4) et

A- 2 /2 x (1V-6)
avec  A(tp) =0 (Iv-7)
et BBP/BQ = 0 = q(t) = v(x, A, ©) (IV-8)

La résolution en ligne de ce probléme permettrait de modifier
la commande u(t) par 1'intermédiaire du vecteur q(t).Au niveau
inférieur, N régulations locales (dans le cas d'une approche dé-

compos€e) définies par les boucles de contre-réaction Gi réalisent
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une commande locale des sous-systdmes. Ces matrices ont €té calcu-
lées pour les sous-systémes couplés et pour des conditions initia-

les de référence (III-2-3, remarque n°® 1).

Le niveau supérieur aura pour rdle de corriger les commandes
locales en agissant sur les vecteurs de perturbations qi(t) lorsque
la sous-optimalité du syst@me devient trop forte i.e. pour des
conditions initiales &loignées de la condition de référence.

Remarquons que la sensibilité du critére par rapport
aux variations de 1'é€tat initial peut &tre évaluée a priori
en utilisant la relation développée par Calvet @:]soit:

1 T .
J = 5 AX(t)) SIDX(t)) (IV-9)
f f{ S ' rXX rxu 5
gl : SJ = tg GS r r s dt (Iv-10)
ux Suu : =

La matrice S est obtenue en utilisant la matrice de transition
d'état du systéme définie précédemment en (III-26) et utilisée
pour calculer les gains Gi(t)

= -1
S = p () 9y, tt) §yy ()T Gy tiey) (Iv-11)
Cette matrice peut &tre vue comme une matrice de sensibilité

et sa détermination ne demande pas beaucoup de calcul supplé-

‘méntaire si les matrices Gi(t) ont été calculées.

IV-3 - APPROCHE SELON LE PRINCIPE DE PREDICTION MODIFTE

La méthode basée sur le principe de prédiction modifié que nous
avons exposée en 111-3 peut &tre utilisée pour améliorer la tra-

jectoire q(t).

En effet, ayant résolu le probléme d'optimisation pour une
premi&re condition initiale, il suffit par la suite de ré-initiali-
ser 1'algorithme avec les trajectoires x(t), u(t),Z(t)7(t) obtenues.
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Dans cette seconde résolution la quantité de calcul est sensi-
blement réduite Puisque nous n'avons pas i résoudre une deuxiéme
fois 1'équation de Riccati pour le systéme linéarisé.

Nous avons appliqué cette méthode au probléme de la commande
optimale d'une machine synchrone tel que défini en III-4. Les ma-
trices de pondération du critére quadratique retenue ont &té choi-
sies de fagon 3 demeurer dans le domaine ol 1la convergence de 1'al-
gorithme est rapide soit

Q = diag [0, 10, 1, 1] et R = diag [100, 100]
Les résultats sont donnés dans le table Iv-1.
conditions nombre
initiales d'itérations
Référence 1 P =0.68 6
2 P®=0,677 2
3 P®=0.67 4
4 p§=0.65 6
5 P7=0,615 6
¢ )

Tableau IV-1

Le nombre d'itérations indiqué correspond au passage de la condi-
tion initiale de référence 3 a chacune des conditions initiales,
successives, soit de 1 a , de t 4 3 , de 1 a4 et de
ia 5
Cette procédure réduit sensiblement le nombre d'itérations
nécessaire au calcul de la nouvelle commande optimale pour des
conditions suffisamment rapprochées de la condition de ré&férence.

Les figures V-1, IV-2,1IV-3 et IV-4 donnent les trajectoires
des états X1» X, et x; et de la commande u, Tespectivement.

En conclusion, 1'application de cette méthode dans ce cas par-
ticulier permet de définir une structure de commande hiérarchisée.
Chaque sous-systéme &tant commandé localement

U107 X () Gox, () 4 Gaxg(t) + qq ()
u, = G21x4(t) + qz(tJ
le niveau supérieur assure alors la coordination de 1'ensemble en

modifiant le vecteur gi(t).
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temps sec.

0. N 10 ‘ .5 A

Figure IV.1 Etat xi

Figuré Iv.2 Etat Xy
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Figure IV.3 Etat x

tomps sec.
l_ 1 4 =
0. 0.5 1.0 1.5 2.0

Figure IV.4 Commande u

1



Cependant, comme toutes les contraintes ne sont satisfaites
qu'a la convergence de l'algorithme, 1'application en ligne de
cette méthode suppose que l'on dispose de suffisamment de temps
pour obtenir la -convergence ; ce qui limite 1'application a des
processus relativement lents , compte tenu de la quantité de cal-

cul 3 exécuter au niveau supérieur.

IV-4 - METHODE DE MINIMISATION DE L'HAMILTONIEN

Pour le probléme particulier que nous étudions, Calvet [8]
a suggéré 1'emploi d'une méthode itérative satisfaisant le con-
trainte définie par la dynamique du systéme & chaque itération.
I1 est alors possible d'appliquer la nouvelle trajectoire q(t)

aprés chaque itération et la commande est améliorée en ligne.

Les conditions nécessaires d'optimalité définissent essen-
tiellement un probléme avec conditions aux deux bouts. Parmi les
méthodes itératives possibles pour solutionner ce type de probléme,
il en existe deux types principaux.

Iv-4-1 Méthode d'itération sur le vecteur adjoint

Cette méthode consiste 3 itérer sur les conditions ini-
tiales du vecteur adjoint A(to) de facon 3 annuler les conditions
finales‘A(tf) = 0. Apartir d'une condition initiale prédite du
vecteur adjoint A(to), les équations d'états et du systéme adjoint

sont intégrées simultanéiment. La valeur finaleﬂ&tf) est alors uti-

lisée pour calculer une nouvelle condition A(to) suivant 1l'algo-
rithme .

(A T8 = [Ace )] X e k[€cep ] K (1v-12)

L
ot € (tg) = Artg) - Acep)
,A(tf) est la valeur optimale de i(tf) en occurence = (
K est une matrice diagonale dont les coefficients sont

constants ou adaptés 3 chaque itération en prenant
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l'inverse de la matrice de sensibilité locale
du vecteur g(tf) par rapport a l(to) soit

S€ . (ty)

, {sij3= ﬂlL(ﬁ (1V-13)

o]

Sur un systéme hybride, la répartition des tdches telle
que donnée & la figure IV.5 est la suivante:

le calculateur analogique intégre les équations d'état
et du systéme adjoint.

- le calculateur numérique affiche les conditions ini-
tiales, détecte l'erreur sur A(tf), calcule la matrice

K en inversant la matrice de sensibilité et détermine
les nouvelles conditions initiales.

-y

€(te)= Alt)-Arey)
calcul de'K (IV-13)

numérique A(Qj)k+1=ﬂ(to)+K(§(tf)k
Alts) Altg)
nalogique X = fix,6x+q,t)
a 0giq A _ —b?? /3_35_
C_!t = V(E;l' ’t)

Figure IV.5

Remarquons que si l1a matrice K est choisie constante, la résolu-

tion de ce probléme peut &tre entilrement effectuée sur un calcu-
‘lateur analogique.

Pour des syst&mes non linéaires, on peut montrer que la
convergence de cette algorithme est quadratique. Cependant, comme
le fait remarquer Mezencev[41], les deux systémes différentielles
considérés, le mod&le d'état et le systéme adjoint,
intégre dans une méme direction,

sont si on les
respectivement stables ou insta-
bles et inversement. Cette instabilité se traduit dans le cas ol
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on intégre les deux systémes dans le sens direct, par une trés
grande sensibilité des conditions finales l(tf] du systéme ad-
joint par rapport aux conditions initiales ﬂgo). L'intégration
par des méthodes numériques et plus encore sur un calculateur
analogique se heurte i des problémes de précisions importants

qui rendent cette méthode difficile 3 appliquer.

IV-4-2 Méthodesd'itération sur la commande

Pour contourner les difficultés que nous venons de men-
tionner, la méthode d'itération sur la commande permet d'intégrer
chaque itération dans le sens oil elle est stable. A partir d'une
trajectoire initiale de la commande qo(t), les équations d'état
sont intégrées dans le sens direct, puis les é&quations du syste—
me ad301nt dans le sens rétrograde. Les trajectoires de x (t) et
A_(t) obtenues permettent de calculer une nouvelle commande

q(t) de facon & minimiser 1'hamiltonien.

Parmi les techniques disponibles pour calculer la nou-
velle trajectoire g{t), nous avons retenu la méthode de minimisa-
tion de 1'hamiltonien, telle aue modifi€e par Gibson et Low inger

[42] - Dans cette méthode la valeur extrémale de 1'hamiltonien
est utilisée directement pour déterminer la commande (dars une tech-
nique du gradient classique, le déplacement s'effectue selon la
ente}, soit
' N a1 = g%+ X [q)k - g0 (IV-14)
ou q(t) la commande obtenue par la recherche de 1'optimum de
l'hamiltonien en résolvant la relation (1v-8)

Ik facteur d'atténuation, constante positive & 1

L'inconvénient de cette méthode réside dans le fait que le choix
. . k ,. - N

du facteur d’'atténuation I° dépend des parametres du systéme et

peut demander une expérimentation assecz longue.
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Pour pallier & cet inconvénient, il est possible d'utili-
ser un algorithme d'interpolation linéaire permettant d'adapter le
facteur d'atténuation Ik. Dans le cas d'une commande mono-variable,

Ik est évalué selon

¥ = P sg(®) + 17 sg(-p) (IV-15)

avec P =157 [gq(t)]*T /lsa)® ! - Sqcty¥] (IV-16)
i pg
s <[} 335

6q(t)k = ()X - a(t) ¥ ' (IV-17)

Le facteur d'atténuation Ik devient alors variable dans le temps
Les nouvelles trajectoires q(t)k+1et I(t)k ~sont prédites en uti-
lisant les valeurs précédentes q(t)k,éq(t)k ,¢Sq(t)k-1 de telle

fagon que Bq(t)k+1 tende vers zéro.

Numérique
*k k -1 k-1
,8a5, 8¢8I

(t)

Tableau

—

k [ Calcul :

x .
q x(t) a¥ < o ¥ o gk
N ok x(t)

[I% =

X évalué selon IV.15, IV.16 a(t)

Analogique

et
I= o
Il
Hh
—
5
[op]
B
+
flal
+
—

..__.-...____.___._—._.____-..

Figure IV.6
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En nous référant a la figure 1V-6, les principales

étapes de 1'algorithme de résolution sont les sujvantes

1) 1'index d'itération du niveau supérieur est positi-

tionné €gal 4 1 (k=1) et la trajectoire qk(t) est initialisée.

2) le calculateur analogique intégre 1'é&quation d'état

. . x .
(IV-3-), la trajectoire q” (t) de la commande esl transmise par le
calculateur numérique;simultanément les trajectoires résultantes

x(t) sont mémorisées.

3) 1'équation adjointe est intégrée & rebours jles tra-
jectoires x{t) sont transmises au systéme adjoint et la nouvelle
. *k . ~ .
commande optimale q est calculée et mémorisée par le calculateur

numérique

4) la nouvelle trajectoire qk+][t) est calculée en uti-
lisant 1'algorithme d'interpolation linéaire (relations IV-14, IV-15,
IV-16 et IV-17)

5) calcul de 1'erreur de prédiction de la commande

t
€q =tf £ e - qor¥? ae
51 Qq é Eq ol Eq est ung constante choisie arbitrairement petite,
retourner en 2
Sinon les trajectoires optimales de la commande q(t)} et des &tats

sont atteintes.

Notons que cette approche que nous présentons pour une
seule variable de commande, a &té E€tendue au cas multivariable

par Sewhoy et Gibson [}3] .

Cette approche permet donc de définir un second niveau
pour améliorer la commande. Au niveau inférieur, chaque sous-sys-
téme est régulé par des contre-réactions sur les états. Suite &
une perturbation & 1'instant? affectant 1'é€tat du systeéme, la
technique que nous venons d'exposer peut &tre appliquée pour op-
timaliser d'une facgon itérative sur 1'intervalle de temps Et.T}

1la valeur du critére.
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Ce niveau supérieur définit ainsi une contre réaction
globale sur 1'ensemble du systéme. Compte temu du fait que les
trajectoires qi(t) connues sont voisines de la solution optimale,

nous pouvons espérer une vitesse de convergence rapide.

Toutefois, méme si le niveau supérieur ne dispose pas
du temps nécessaire pour converger entre chaque échantillonnage
des variables d'é€tat, on peut appliquer la commande calculée et
espérer obtenir une amélioration de 1a commande en cours de
fonctionnement [8] » telle que représentée dans la figure IV-7

)
trajectoire de référence

RN trajectoire optimale calculée
. par le niveau supérieur

I
>t
T Figsure IV-7

IV-5 - APPLICATION A LA COMMANDE DE L'EXCITATION D'UNE MACHINE
SYNCHRONE

Cette méthode a €té appliquée au probléme de la com-
mande d'une machine synchrone. Nous avons considéré le modéle
original tel que proposé par Mukhopadhyay [32] et l'algorithme
de calcul a &té& mis en oeuvre sur un systéme hybride.

Les &quations d'état, telles que définies dans 1la
section III-4 s'écrivent

§1 = x, (IV-18)

L ] . . ’
X, B1 - A1 X, —A21x351n X, -(B21/2) sin 2x1 (IV-19)

It

o
X3 = GyXq * GpXy * GgXxg + q - Cpyxg + Cy cosx, (IV-20)
Le critére 3 minimiser

¢ 2
RN A N R [T g, [ [ae (v-2n)
S 0 :
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-~

Les &quations du systéme adjoint obtenues & partir de IV -6

sont les suivantes

Q
- - 2

A - Q (X gq ) TRGyw )E(A21X35§5 XyrBycos o (1V-22)
° 3(G1—C2151n X

‘hz ) Qz(xz‘xcoz)+RG2W+Aﬁ N A2A1 +A362 (IV-23)
o

AS = Q3(XS—XCOS)+RG3w—}gA21sin X; *+ AE(GS-C12) (IV-24)
w = G1x1 + szz + G3x3 + q (IV-25)

De plus, & partir de --3'3’?/b 9 nous pouvons alors écrire

3
q = —‘Aﬁ - GyXy - Gyx, - GgXg (1V-26)

Le probléme a &t& d'abord résolu d'une fagon globale en
appliquant la procé&dure de quasilinéarisation. En choisissant com-
me précédemment les termes de pondération suivants pour le critére

Q = diag [20, 20, 2] et R=[1] , la loi de commande s'écrit

u(t) = -29.69 Xy *+ 1.73 x5, =5.03 Xz + q(t) (IV-27)

Les gains de contre-réaction et le vecteur q(t) étant calculés
pour une condition initiale correspondant 3 une perturbation d'en-

trée Pe = 0.68 soit

X, (ty) = 0.7347
X,(ty) = -0.2151
Xg(tg) = 7.7443

L'herizon de temps considéré est de 2 secondes.



104

Par la suvite le probléme a &té implanté sur le systéme
hybride (Mitra 15 AAI 680) du LAAS.Les détajls du cdblage analo-
gique ainsi que du programme de commande sont donnés dans 1'Annexe

I.

Choisissant des conditions initiales €loignées des con-
ditions de références nous avons simulé la commande en ligne de
Ce processus. Les conditions retenues correspondent 3 une pertur-

bation trés importante »

xT = 0.25
Xy = -1.5
x3 = 7.8

Les figures IV-8&, IV-9 et IV-10 donnent les trajecteires

des Etats Xys X, et Xz réspectivement, obtenues en simulant le
systéme. La commande est formée d'une boucle de contre-réaction a
laquelle est ajouté selon le cas

courbes n° 1 : trajectoire q(t) correspondant aux conditions ini-

tiales de référence

courbes n® 2 : trajectoire q{t) optimale, telle que calculée par
le niveau supérieur.

On constate une amélioration faible, mais quand méme
appréciable, des trajectoires des vecteurs d'état, les diffirentes
valeurs du critére obtenues dans chacun des cas sont les suivan-

tes

cas n° 1 : 38.20
cas n® 2 : 34.10

solt une amélioration de 12,1 %,
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La nouvelle trajectoire optimale q(t) a été calculée
par le niveau supérieur cn 5 itérations, pour une erreur infé-

-3

rieure 3 10 ; le facteur d'atténuation de 1'algorithme d'in-

-~

terpolation étant initialisé a 1| = 0,5.

" Les figures IV-12et IV- -13 représentent les trajectoires
de q(t) (n° 1) et celle de q{t) (n°2) aprés la premiére et la
troisi€me itération respectivement.

Finalement la trajectoire de 1a commande u{t) appliquée
au systéme est donnée en figure IV-11, pour les deux cas considé-
res -

Dans cet exemple particulier, le vecteur q(t) intervient
pour une part relativement faible dans le calcul de la commande
(environ 15 %). Etant donné qu'il est possible d'exprimer q(t)
comme une fonction explicite de x(t) et de A~(t) comme le montre
(IV-26), une procedure d substitution directe telle que

a(t)¥*7 - AS(tJ - Gyxq (0 - G,x, ()% - Gox (1)K (1V-28)

permettrait une convergence plus rapide du niveau supérieur sans
imposer de calculs supplémentaires,tout au plus des transferts
d'information.

Au point de vue temps calcul, nous avons a distinguer
a chaque itération, 3 phases de résolutions différentes; au niveau
analogique 1'intégration du modale d'état suivie de 1'intégraticn
du systéme adjoint, puis au niveau numérique, le calcul de la nou-
velle trajectoire q(t).

Les intégrations analogiques peuvent &tre effectudes i
de trés grandes vitesses. En fait nous sommes limités par la ra-
pidité des chaines d°' acquisition de données. Dans l'exemple traité,
nous avons 50 points de discrétisation pour un horizon d'optimisa-
tion de 2 secondes ; soit une période d'échantillonnage &gale i
0.040 sec. Les différents temps de calcul sont donnés dans le
tableau suivant
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temps en temps disponible!
milliéme période d'échan-
de secon- tillonnage
des
intégration du modéle d'état 5 |
1
intégration du systéme [
adjoint 5 1'
I
calcul de q(t)k+1 12 |
i
TOTAL 22 mi.sec 40 mi. sec.

La durée de 1'intégration est estimée pour un temps
de transfert maximum de la chaine d'acquisition de 100 m sec.
par point de discrétisation (50 points x 100 sec. = 5 mi. Sec.)
Le temps de calcul nécessaire pour obtenir une nouvelle trajec-
toire q(t) a été mesuré exPérimentalehent ; nous avons obtenu
60 mi. sec. par itération. Considérant que le rapport entre la
vitesse d'exécution d'un programme &crit en assembleur et un
programme écrit en Fortran, se situe entre 5 et 20, le choix de

12 m/sec. constitue une limite maximunm,

Dans cet exemple d'application il serait donc possible
d'envisager 1'implantation d'une structure de commande d deux
niveaux, la nouvelle trajectoire de la commande &tant appliquée

au systéme aprés chaque itération (figure IV-7).
IV-6 - CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons examiné la possibilité
d'améliorer en ligne la commande d'un systéme non lindéaire. La
méthode que nous proposons se divise en deux parties distinctes.
Dans un premier temps, le probléme est résolu hors-ligne pour la
condition initiale la plus courante, en utilisant lorsque une ap-
proche décomposée est possible, soit la méthode de coordination
par le critére, soit celle utilisant le principe de prédiction
modifié.
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La structure de commande obtenue est alors composée de
N sous-systémes régulés localement par une boucle de copntre-
réaction sur les é&tats auxquels s ajoutent N vecteurs de compen-
sation, fonctions des conditions initiales du systéme. Cette struc-
ture, bien que comportant un terme en bBoucle ouverte, se révéle
dans beaucoup de cas peu sensible aux conditions initiales.

Cependant, pour des conditions €loignées des conditions
initiales de référence, la sous-optimalité de la loi de commande
peut devenir prépondérante. Nous avons montré, qu'il est possible
dans ce cas, de formuler un nouveau probléme d'optimisation per-
mettant de corriger la loi de commande en ligne,

La mise en oeuvre de cette structure de commande sur un
systéme hybride nous a permis de démontrer qu'elle est réalisable.
L'exemple considéré comprend seulement 3 variables d'état et une
seule commande mais présente déjad 3 cause des non-linéarités, une
certaine complexité & la réalisation.

L'algorithme utilisé, &tant initialisé dans le voisinage
de la solution, se révéle trés stable et sa convergence rapide.
Au niveau temps calcul, &tant donné que le systéme considéré a une
dynamique rapide, il est seulement possible d'effectuer une itéra-
tion au niveau supérieur par pfriode d'échantillonnage ; la nouvelle

trajectoire de q(t) est alors utilisée aprés chaque itération.

En conclusion, si le systéme é€tudié le justifie, 1'intro-
duction d'un second niveau d'optimisation se révéle efficace et
fournit une commande optimale robuste pour le systéme. Cependant
cette méthode présente 1'inconvénient d'avoir & résoudre au niveau
sup€rieur un probléme d'optimisation du méme ordre que le probléme
initial, le systéme étaht traité globalement,
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Ainsi que nous venons de le voir, la mise en oeuvre
des methodes de décomposition-coordination pour résoudre le
probléme de la commande optimale des systémes dynamiques de
grande dimension se révele un outil intéressant et m&me dans

certains cas trés efficace.

Dans la premiére partie de notre travail, nous avons
examin& 1'ensemble des méthodes de décomposition-coordination
disponibles; compte tenu de notre objectif, c'est & dire 1'ap-
plication de ces méthodes a4 des systémes dynamiques pouvant
présenter des variables d'état dans la relation de couplage,
rnous avons retenu par la suite les méthodes de décomposition

par le critére (méthode non-admissible) et mixte.

L'implantation "en ligne" de ces mé&thodes étant diffi-
cilement réalisable yy leur caractére noen-admissible, nous avons
examiné au chapitre II la possibilité de calculer "hors ligne"
une loi de commande en boucle fermée pour des systémes linéaires
interconnectés 3 critére quadratique. L'application & un systéme
de grande dimension (52 variables d'&tat) nous a permis de mon-
trer 1'efficacité des algorithmes de résolution utilisant le
principe de prédiction des intéractions. De plus, il est possi-
ble de trouver la matrice de gain de coordination par une métho-~
de de calcul hors ligne.

L'implantation hiérarchisée de la loi de commande obte-
nue nécessite 1'existence de liaisons entre les différents ni-
veaux de commande et souléve le probléme de la stabilité de ces
structures dans les cas de fonctionnement dégradé, provenant soit
de coupure de la commande, soit de 1la perte d'information sur 1le
systéme. Les résultats dans ce domaine sont pour le moment assez
fragmentaires. Cela semble cependant une voie de recherche inté-
ressante et ce probléme peut &tre reli¢ 3 la notion plus générale
de commande robuste.



Au chapitre III, ncus avons examiné le probléme de la
commande optimale des syst@mes non linéaires interconnectés.
Malgré les incertitudes théoriques dans ce domaine, 1l'applica-
tion de la méthode de décomposition par le critdre nous a per-
mis de dé&finir une structure de résolution par calcul hiérar-
chisé. L'extension du principe de prédiction des intéractions
a ce probléme fournit &galement un algorithme de résolution in-
téressant. L'application de ces méthodes a révélé des difficul-
tés au niveau de 1la convergence des algorithmes proposés. I1
semble cependant qu'il serait intéressant d'étudier le compor-
tement de ces algorithmes sur des types de non-linéarité pré-
cises, par exemple quand la fonction de 1'équation du modéle
est quadratique. On peut espérer alors obtenir des conditions
d'applicabilité plus précises.

Chacune de ces méthodes permet comme nous 1'avons vu
de déterminer une loi de commande en boucle fermée partielle
qui peut &tre implantée d'une fagon globale ou décentralisée.
Cette structure de commande se révéle dans la pluspart des cas
peu sensible & des variations normales desconditions initiales.
Cependant pour des systmes pouvant &tre soumis 3 des perturba-
tions importantes, nous avons montré au chapitre 1V, comment
il est possible d'améliorer en ligne la loi de commande. La
mise en oeuvre de cette structure sur un systéme hybride a
permis de constater 1'efficacité de cette approche, méme pour
des systémes ayant une dynamique rapide.
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En conclusion, les méthodes de décomposition que nous
avons &tudiées présentent 1'avantage de définir une tiche
de coordination tré&s simple dans la majorité des cas. Géné-
ralement, dans les applications, les sous-systémes ont une
réalité physique et la décomposition est le plus souvent
utilisée dans le but d'obtenir une décentralisation de la
commande. La nécessité de disposer dans ce cas de commandes
locales assurant un fonctionnement adéquat de 1'ensemble de
la structure constitue un aspect intéressant des recherches
sur les structures de commande hiérarchisée et demeure un
probléme qui n'a pas recu de solution satisfaisante.
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ANNEXE I

MISE EN OEUVRE SUR SYSTEME HYBRIDE

1-1 Présentation du systéme hybride

Le systéme hybride du Service Informatique et Simulation

du L.A.A.S. est composé d'un calculateur numérique MITRA 15

couplé & un calculateur analogique EAI-680. Les principales

caractéristiques des composantes sont, les suivantes [5&],[5@

- calculateur numérique MITRA 15 de 1la C.I.I. disposant d' une

mémoire de 64Koctets (mots de 16 bits).

- calculateur analogique EAI-680 3 logique paralléle synchrone

comportant les &léments suivants

90 amplificateurs dont 30 intégrateurs
générateur de fonction SIN, COS et LOG
80 potentiomé&tres asservis et 12 potentiométres manuels
16 interrupteurs €lectroniques, 16 relais, 16 compara-

teurs etc...

- interface analogique formée d'une chajine d'acquisition et de
q

restitution Preston

chaine d'acquisition (conversion analogigue/numérique)
16 échantillonneurs-bloqueurs pour 16 voies d'acquisi-
tions fonctionnant & une cadence masximum de 80 Khz.

chaine de restitution (conversion numérique/analogique)
5 voies de sorties équipées de double registre pouvant

fonctionner 3 une cadence de 250 Khz.



-
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- 24 potentiométres numériques 3 doubles registres ayant
une temps de positionnement de 4 secondes
- logiciel hybride permettant de programmer les différentes
phases de commande en FORTRAN .

I-2 Schéma logique

Description du fonctionnement : chaque top d'horloge déclenthe
- le monostable des track & store .
- 1'interruption (IT) 10 qui commande les potentiom&tres

numériques |

La control line 2 déclenche 1'intégration des deux systéme
- &tat 1 : intégration du modéle d'état ’
- €tat 0 : intégration du systéme adjoint _

La control Iine 1 provoque le passage IC - OP des intégrateurs:
- &tat 1 : IC
- au ler top d'horloge - état 0 - OP

To1:Tss,T

* 71'
To12Ty09

track & store

oF

¢ intégrateurs

w1
” pso,oo,ros,zo-
101__1‘“ EH1 (entr&e horloge)
*._T“' o SH1 (sortie horlege)
T intégrateurs
—D—u o—>hA (synchyracquisi- CQ‘: 45,40,105,
tion) oF 50,70,90,100
;24' o §R (synchro -resti-
) tution)
i B
Ter

0 o—

@

—-a
+—-—

N v
metres numé- L.

contrdle

des potentio-

[
i
1
-
|
I
I

Tigues
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