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Publications

�
10 publications dans des revues internationales ou nationales
avec comité de lecture

�
7 publications dans des actes de colloques à large diffusion

�
3 rapports de recherche

�
2 pré-publications

Domaines d’intérêt :

�
couplage fluide-structure dans le cas où la déformation du
domaine fluide est négligeable (6)

�
interaction fluide-structure avec prise en compte de la
déformation du domaine fluide (10)

�
écoulements aux frontières libres (2)

�
milieu poreux (2), optimisation d’une antenne satellite (1),
hélices élastiques (1)



Problèmes stationnaires d’interaction fluide-structure

Chapitre 1. C.M. Murea, Y. Maday, Existence of an optimal
control for a nonlinear fluid-cable interaction
problem, Rapport de recherche CEMRACS 96,
Interaction fluide-structure, Luminy

Chapitre 2. C.M. Murea, C. Vazquez, Sensitivity and
approximation of coupled fluid-structure equations by
virtual control method, Appl. Math. Optim., 52
(2005), no. 2, 183–218

Chapitre 3. C.M. Murea, The BFGS algorithm for a nonlinear
least squares problem arising from blood flow in
arteries, Comput. Math. Appl., 49 (2005), pp.
171–186

Chapitre 4. C.M. Murea, Optimal control approach for the
fluid-structure interaction problems, Proceedings of

the Fourth European Conference on Elliptic and

Parabolic Problems, Rolduc and Gaeta, 2001, J.
Bemelmans et al (eds.), World Scientific Publishing
Co. Pte. Ltd., pp. 442–450, 2002



Problèmes d’évolution

Chapitre 5. C.M. Murea, Numerical simulation of a pulsatile flow
through a flexible channel, accepté dans ESAIM:

Mathematical Modelling and Numerical Analysis

Chapitre 6. C.M. Murea, Dynamic meshes generation using the
relaxation method with applications to fluid-structure
interaction problems, An. Univ. Bucureşti Mat., 47
(1998), No. 2, pp. 177–186

Chapitre 7. C.M. Murea, G. Hentschel, Finite element methods
for investigating the moving boundary problem in
biological development, Progress in Nonlinear

Differential Equations and Their Applications, Vol.
64, pp. 357–371, Birkhauser Verlag, Basel, 2005

Chapitre 8. C.M. Murea, G. Hentschel, A Finite Element Method
for Growth in Biological Development, Math. Biosci.

Eng. 4 (2007) 2, 339–353



Exemple d’interaction fluide-structure
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Problème stationnaire d’interaction fluide-structure

�
trouver u le déplacement de la structure qui vérifie un système
des équations aux dérivées partielles dans ΩS

0 avec des
conditions aux limites sur ∂ΩS

0 \Γ0,
�

trouver v la vitesse et p la pression du fluide qui vérifient un
système des équations aux dérivées partielles dans ΩF

u avec
des conditions aux limites sur ∂ΩF

u \Γu ,
�

σFnF = −σSnS à l’interface,
�

v = 0 à l’interface.



Approche contrôle optimal. I
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Existence d’un contrôle optimal

Théorème (1996)

L’application λ̂ → 1
2 ‖v̂‖

2
0,Γ0

est semi-continue inférieurement pour

la topologie faible. Si K̂ est compact, alors il existe au moins un

contrôle optimal. Le résultat reste valable pour K̂ borné.

Dificulté : pour λ̂
k

et v̂k faiblement convergeants, il faut prouver
la convergence de

∫

ΩF
0

a
(
uk
) ∂v̂k

∂x̂j

∂ŵ

∂x̂p
dx̂ .

Problème ouvert : la valeur optimale de la fonction coût est-elle
nulle ?



Existence d’un point fixe

u|Γ0

F
−→ (v, p)

� F nF

−→ λ
S

−→ u|Γ0

Resultats d’existence d’un point fixe
�

dans le cas stationnaire : Grandmont C. (1998, 2002),
Bayada G., Chambat M., Cid B., Vazquez C. (2004),
Flori, F.; Giudicelli, B.; Orenga, P (2006),

�
dans le cas d’evolution : Grandmont C., Maday Y. (2000),
Desjardins B., Esteban M. , Grandmont C., Le Tallec P.
(2001), Beirao da Veiga H. (2004).

Problèmes pratiques : l’application n’est pas forcement
contractante pour des structures avec une rigidité faible,
initialisation, domaine fluide avec des coins, espaces de travail
compliqués.



Un deuxième exemple d’interaction fluide-structure
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Approche contrôle optimal. II
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Formule analytique du gradient

Théorème
La fonction coût est Fréchet diferentiable et on a :

j ′
(
λ̂
)

µ̂ =(
∂âF

∂u
(u, v̂ , ẑ) +

∂b̂F

∂u
(u, ẑ , p̂) +

∂b̂F

∂u
(u, v̂ , r̂)

)
A−1

S CS µ̂

−

∫

ΩF
0

(
A−1

S CS µ̂
)
(x̂1)

H
f F · ẑ d x̂ +

∫

Γ0

v̂2
∂v̂2

∂λ̂

(
u, λ̂

)
µ̂ d σ̂

où
�

u est la solution du problème structure en imposant les forces

verticales λ̂2 = λ̂ à l’interface,
�

(v̂ , p̂) est la solution d’un problème de Stokes avec les C.L. à

l’interface
(
σF n

)
· e2 = λ et v1 = 0,

�
(ẑ , r̂) l’état adjoint est la solution d’un problème de Stokes

avec les C.L. à l’interface
(
σF n

)
· e2 = v2 et z1 = 0.



Avantages de la formule analytique

�
Précision par rapport au gradient calculé par des différences
finies,

�
Efficacité. Pour obtenir le gradient dans un point λ̂, on doit

calculer j ′
(
λ̂
)

êi , où ei , i = 1, . . . ,m est la base canonique.

Les systèmes linéaires à résoudre ont la même matrice !
Seulement le second membre dépend de ei .

Fernández M.A., Moubachir M. (2005) propose une formule
analytique en utilisant la dérivée matérielle.



Approximation

Les forces à l’interface sont approchées par c +
∑m

i=1 αiφi .
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Les déplacements de la structure peuvent être calculés d’une
manière analytique, si φi sont des polynômes.
Pour le fluide, on utilise des élements finis.
Pour minimiser la fonction coût, on emploie la méthode BFGS.
Apres 5 itérations, on obtient J = 0.144683623 et

∇J = (0.000255, 0.004768, −0.020800, 0.009256)T .

10 iterations sont necessaires pour attendre ‖∇J ‖∞ ≤ 10−6.



Résultats numériques

déplacement de la structure et vitesse du fluide

90

95

100

105

110

115

120

125

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

les forces à l’interface



Le même approche dans le cas d’une interface courbe
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les maillages les déplacements de l’interface



Vitesse et pression du fluide pour Pin = 400

Vec Value
0
16.1046
32.2092
48.3139
64.4185
80.5231
96.6277
112.732
128.837
144.942
161.046
177.151
193.255
209.36
225.465
241.569
257.674
273.779
289.883
305.988

IsoValue
9.70817
29.7947
49.8812
69.9678
90.0543
110.141
130.227
150.314
170.4
190.487
210.574
230.66
250.747
270.833
290.92
311.006
331.093
351.179
371.266
391.352



Approche contrôle optimal. III

- S - F - σFn -u v, pα β

inf�

1

2
‖α − β‖2

Proposition

Si v ∈
(
H2
(
ΩF

u

))2
, p ∈ H1

(
ΩF

u

)
, v est constante sur Γu,

div v = 0 dans ΩF
u , alors − (σn) · n = p sur Γu .



Sensibilité de l’interface

Proposition

Pour α = (α1, . . . , αm) ∈ R
m, u : [0, L] → R et c(α) ∈ R vérifient

u′′′′(x1) = 1
D

(
f S(x1) +

∑m
i=1 αiφi (x1) + c(α)

)
, ∀x1 ∈ (0, L)

u (0) = u (L) = u′ (0) = u′ (L) = 0,∫ L

0 u(x1) dx1 = 0,

alors les applications α → u and α → c(α) sont affines. On a

u = u0 +
∑m

i=1 αiui

c(α) = c0 +
∑m

i=1 αici

où
u′′′′
0 (x1) = 1

D

(
f S(x1) + c0

)
,

u′′′′
i (x1) = 1

D
(φi (x1) + ci ) ,

satisfaisant les conditions aux limites et la condition de la

conservation du volume.



Sensibilité par rapport au mouvement du domaine

Proposition

Les applications α ∈ R
m 7→ v̂ ∈

(
H1
(
ΩF

0

))2
et α ∈ R

m 7→ p̂ ∈ Q̂

sont différentiables et les dérivées partielles ∂
�
v

∂αk
∈ Ŵ et ∂

�
p

∂αk
∈ Q̂

vérifient

âF

(
α, ∂

�
v

∂αk
, ŵ
)

+ b̂F

(
α, ŵ, ∂

�
p

∂αk

)
= ∂

∂αk

〈
f̂F (α) , ŵ

〉

− ∂
�
aF

∂αk
(α, v̂, ŵ) − ∂

�

bF

∂αk
(α, ŵ, p̂)

b̂F

(
α, ∂

�
v

∂αk
, q̂
)

= − ∂
�

bF

∂αk
(α, v̂, q̂)

Exemple de dérivée calculée dans le domaine de référence

∂b̂F

∂αk

(α, ŵ, q̂) = −

∫

ΩF
0

(
uk (x̂1)

H

∂ŵ1

∂x̂1
−

u′
k (x̂1) x̂2

H

∂ŵ1

∂x̂2

)
q̂ d x̂



Résultats numériques

Le point de départ pour l’algorithme BFGS est α = 0.
Le critère d’arrêt est ‖∇J ‖∞ ≤ 10−6.
Après 5 itérations on obtient J = 0.165653 et ‖∇J ‖∞ = 2.5e − 7.
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p0(x,H+u(x))

le contrôle optimal
∑m

i=1 αi

(
φi (x1) −

1
L

∫ L

0 φi(x1)dx1

)
et

l’observation optimale p0(x1,H + u(x1))



Un troisième exemple d’interaction fluide-structure
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Approche contrôle optimal. IV
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u

λ · n

v · τ |Γu

Pour résoudre le problème fluide on impose sur l’interface les
conditions aux limites suivantes :

v · n = 0, p = λ · n.

Il faut utiliser une formulation vitesse-pression-tourbillon.



Formulation variationnelle du type moindres carrés

Proposition

Le problème : trouver v − v0 ∈ W, p − p0 ∈ Q, ω ∈ M, tels que

(
∂p

∂x1
+ µ

∂ω

∂x2
,

∂q

∂x1
+ µ

∂ρ

∂x2

)
+

(
∂p

∂x2
− µ

∂ω

∂x1
,

∂q

∂x2
− µ

∂ρ

∂x1

)

+

(
ω −

∂v2

∂x1
+

∂v1

∂x2
, ρ −

∂w2

∂x1
+

∂w1

∂x2

)
+ (div v ,div w)

=

(
f F
1 ,

∂q

∂x1
+ µ

∂ρ

∂x2

)
+

(
f F
2 ,

∂q

∂x2
− µ

∂ρ

∂x1

)
,∀w ,∀q,∀ρ

a une solution unique.



Résultats numériques

p0 (x1, x2) =





(
α1 + β1x1 + γ1x

2
1

)
, si (x1, x2) ∈ ]A,B ′](

α2 + β2x1 + γ2x
2
1

)
, si (x1, x2) ∈ ]D,C ′](

1
2 − x2

2r

)
p0 (B ′) +

(
1
2 + x2

2r

)
p0 (C ′) , si (x1, x2) ∈ ]B ′,C ′[

Le terme div a été pénalise par 105. On obtient J = 2.360e − 04.



Problèmes évolutifs d’interaction fluide-structure
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Les équations du fluide et celles de la structure sont couplées par
deux types de conditions aux limites à l’interface

�
continuité de vitesses : le fluide adhère aux parois ou d’une
manière équivalente, les vitesses du fluide et de la structure
sont égales à l’interface,

�
continuité de forces de surface : les forces agissant à
l’interface sur la structure sont égales et de sens contraire aux
celles qui agissent sur le fluide.



Modèle de type plaque pour la structure

Trouver u le déplacement transversal, tel que

ρShS ∂2u

∂t2
(x1, t) +

E (hS)3

12(1 − ν2)

∂4u

∂x4
1

(x1, t) = η(x1, t),

u(0, t) = 0,
∂u

∂x1
(0, t) = 0, t ∈ (0,T )

u(L, t) = 0,
∂u

∂x1
(L, t) = 0, t ∈ (0,T )

u(x1, 0) = u0(x1), x1 ∈ (0, L)

∂u

∂t
(x1, 0) = u̇0(x1), x1 ∈ (0, L)



Équations de Navier-Stokes

Trouver la vitesse v et la pression p du fluide, tels que

ρF

(
∂v

∂t
+ (v · ∇)v

)
− µ∆v + ∇p = fF , ∀t ∈ (0,T ),∀x ∈ ΩF

t

∇ · v = 0, ∀t ∈ (0,T ),∀x ∈ ΩF
t

v × n = 0, sur Σ1 × (0,T )

p = Pin, sur Σ1 × (0,T )

v = g, sur Σ2 × (0,T )

v × n = 0, sur Σ3 × (0,T )

p = Pout , sur Σ3 × (0,T )

v (x1,H + u(x1, t), t) =

(
0,

∂u

∂t
(x1, t)

)T

,

∀(x1, t) ∈ (0, L) × (0,T )

v(x, 0) = v0(x), ∀x ∈ ΩF
0



Couplage fluide-structure

Trouver u le déplacement de la structure, la vitesse v et la pression
p du fluide, tels que

η(x1, t) = −
(
σFn · e2

)
(x1,H+u(x1,t))

√
1 +

(
∂u

∂x1
(x1, t)

)2

où σF = −p I + µ
(
∇v + ∇vT

)
et e2 = (0, 1)T est le vecteur

unitaire dans la direction x2.



Approximation

Structure. Décomposition modale u(x1, t) =
∑

i qi(t)φi (x1).
�

Dans notre cas (plaque 1d), les modes propres φi (x1) sont
calculées analytiquement. Pour des géométries compliquées
(coque, 3d), on détermine numériquement les valeurs propres
généralisées des matrices de masse et de raideur.

�
On utilise le schéma de Newmark pour approcher qi(t) qui est
la solution d’une équation différentielle ordinaire du deuxième
ordre.

Fluide.
�

La méthode ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian)

x = At (x̂) , v̂(x̂, t) = v (At(x̂), t) ,
DAv

Dt
(x, t)

def
=

∂v̂

∂t
(x̂, t)

�
Éléments finis. Schéma d’Euler implicite pour la dérivée en t



Stabilité et traitement de la dérivée en temps

Dérivée à l’extérieur de l’intégrale

d

dt

∫

ΩF
t

v (x, t) · w (x, t) dx −

∫

ΩF
t

v (x, t) · w (x, t)∇ · ϑ (x, t) dx,

Grandmont C., Maday Y., Guimet V. (1998),
Formaggia L., Nobile F. (1999),
Le Tallec P., Mouro J. (2001), Nobile F. (2001),
Quarteroni A., Formaggia L. (2003),
Formaggia L., Nobile F. (2004)

Dérivée à l’intérieur de l’intégrale

∫

ΩF
t

DAv

Dt
(x, t) · w (x, t) dx, ∀w (·, t) ∈

(
H1
(
ΩF

t

))2

Baffico L. (2005), Swim E.W., Seshaiyer P.(2006)



D’autres approches

�
algorithme dite “staggered” (titubant),
Piperno S., Farhat C., Larrouturou B. (1995),
Farhat C., Lesoinne M. (2000)

�
frontière immergée,
Peskin C.S. (1977, 2002)

�
level set (fonction de niveau),
Cottet G.-H., Mâıtre E. (2006)

�
méthode de la particule,
Cottet G.-H. (2002),
Idelsohn, Onate, Del Pin, Calvo (2006)



Validation du schéma de résolution des équations

Navier-Stokes dans un domaine en mouvement

Benchmark proposé dans F. Nobile, PhD, 2001, pp. 92-94.
Le domain de reference est : (X ,Y ) ∈ [0, 1]x [0, 6].
L’application ALE : x = X et y = (1− 0.4 sin( 2πt

10 ))(Y − 0.5)+0.5.
La solution exacte : p = −(2V (x − 6)/(1 + 2Vt))2,
v1 = −2V (x − 6)/(1 + 2Vt),
v2 = 2V (y − 0.5)/(1 + 2Vt) où V = 0.2.

Pour dt = 1/32, à l’instant t = 2, l’erreur L2 est :
5.97431e − 06 pour la vitesse,
0.00978646 pour la pression,
0.000142107 pour les forces exercées à la frontière droite.
Pour dt = 1/32, à l’instant t = 7, l’erreur L2 est :
4.38349e − 06 pour la vitesse,
0.00157697 pour la pression,
0.000180705 pour les forces exercées à la frontière droite.



Stratégies de couplage

Point fixe : F ◦ S(α) = α

Nobile (2001),
Formaggia L., Gerbeau J. F., Nobile F., Quarteroni A. (2001),
Deparis S., Fernandez M.A., Formaggia L. (2003) accélération

Newton : F ◦ S(α) − α = 0
Steindorf J., Matthies H.G. (2002) différences finies,
Gerbeau J. F., Vidrascu M. (2003) forme simplifiée de l’opérateur
tangent,
Fernández M.A., Moubachir M. (2003, 2005), jacobien exact

BFGS : inf 1
2 ‖α −F ◦ S(α)‖2

2

Murea C. (2004) différences finies,
Mbaye I. (2006) gradient analytique

Décomposition du domaine :
Deparis S., Discacciati M., Quarteroni A. (2004)



Point fixe, Newton et BFGS

G : R
m → R

m, G (α)
def
= F ◦ S(α)

�
Point fixe

G (α) = α, αk+1 = G (αk)

�
Newton

F (α)
def
= α−G (α) = 0, αk+1 = αk−

(
∇F (αk)T

)−1
F (αk)

�
BFGS

inf�

∈
�

m
J(α) =

1

2
‖F (α)‖2 , ∇J(α) = (∇F (α)) F (α)

dk = −Hk∇J(αk), αk+1 = αk + θkdk

Hk+1 = Hk +

(
1 +

γT
k Hkγk

δT
k γk

)
δkδT

k

δT
k γk

−
δkγT

k Hk + HkγkδT
k

δT
k γk



Pression à l’entrée
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1) Module de Young E = 0.75 · 106 g
cm·s2 , temps final T = 0.25 s

2) Module de Young E = 3 · 106 g
cm·s2 , temps final T = 0.1 s



Valeurs initiales (à gauche) et après l’optimisation
(à droite) de la fonction coût pour ∆t = 0.0005
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Valeurs initiales (à gauche) et après l’optimisation
(à droite) de la fonction coût pour ∆t = 0.0010
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Valeurs initiales (à gauche) et après l’optimisation
(à droite) de la fonction coût pour ∆t = 0.0025
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Déplacement de la structure et la vitesse du fluide

t= 0.0150

t= 0.0300

t= 0.0450



Valeurs finales de la fonction coût obtenues avec

BFGS (à gauche) et Newton modifié (à droite) pour
∆t = 0.0005

 5e-05

 0.0001

 0.00015

 0.0002

 0.00025

 0.0003

 0.00035

 0.0004

 0.00045

 0.0005

 0.00055

 0.0006

 0  0.02  0.04  0.06  0.08  0.1

fin
al

 J

time (s)

 0

 5

 10

 15

 20

 25

 0  0.02  0.04  0.06  0.08  0.1

fin
al

 J

time (s)



Valeurs finales de la fonction coût obtenues avec

BFGS (à gauche) et Newton modifié (à droite) pour
∆t = 10−5
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Maillages dynamiques

Problème : On a un maillage du domaine à l’instant t et on
connâıt les déplacements des points qui se trouve sur la frontière à
l’instant t + ∆t. On veut trouver un maillage pour le domaine à
l’instant t + ∆t qui garde les mêmes connexions et qui a le même
nombre de points internes que le maillage précédent.

�
les arêtes sont remplacées par des ressorts. Batina (1990)

�
le déplacement d’un point interne est la moyenne des
déplacements des points qui se trouve sur la frontière.
George (1991)

�
on minimise la déformation d’un corps élastique,
extension harmonique. Le Tallec, Gallice, Martin (1993)

�
application explicite. Luo, Pedley (1996), Cai, Luo (2003)

At (x̂1, x̂2) =

(
x̂1,

H + u (x̂1, t)

H
x̂2

)T



Minimisation de l’énergie de déformations des ressorts

Ji = l’ensemble des points voisins du point i

Int = l’ensemble des points internes du maillage
Fr = l’ensemble des points frontière

J (xi , yi , zi) =
1

2

∑

1≤i<j≤NBV
(i∈Int)∨(j∈Int)

[
(xi − xj)

2 + (yi − yj)
2 + (zi − zj)

2
]

Proposition (1998)

Le problème d’optimisation a la solution :

x i =
1

card (Ji )

∑

j∈Ji

x j , ∀i ∈ Int.

Relations similaires pour y i , z i .



Algorithme

(
x0
i , y0

i , z0
i

)
1≤i≤NBV

les coordonnées initiales des points

(x i , y i , z i)i∈Fr les coordonnées des points frontière

xk+1
i = (1 − ω) xk

i +
ω

card (Ji )


 ∑

j∈Ji∩Int

xk
j +

∑

j∈Ji∩Fr

x j




Théorème (1998)

Si ω ∈ (0, 1], alors l’algorithme converge vers la solution unique du

problème d’optimisation inf J.



Résultats numériques

nombre de Reynolds =  1.875E+03 ; viscosite =  4.000E-06 ; temps =     .050     

l’equation du plan est : +.000 X +1.000 Y   +.000 Z =     +.000 eps = +4.000E-03

nom du fichier : "resu.file"                                                    

nombre de Reynolds =  1.875E+03 ; viscosite =  4.000E-06 ; temps =     .050     

l’equation du plan est : +.000 X +1.000 Y   +.000 Z =     +.000 eps = +4.000E-03

nom du fichier : "result10d.file"                                               

3-4 itérations



Simulation de la croissance biologique

(t) Ω

Γ

(t)

(t)

x

y

Γ2

1

τ

ν



Problème à frontière libre

Trouver la vitesse v(x , y , t) = (v1(x , y , t), v2(x , y , t)) : Ω(t) → R
2

et la pression du fluide p(x , y , t) : Ω(t) → R, tels que

−µ∆v + ∇p = f +
µ

3
∇S , dans Ω(t)

∇ · v = S , dans Ω(t)

v · τ = 0, sur Γ1(t)

p = γκ, sur Γ1(t)

v · ν = 0, sur Γ2(t)

∂v2

∂x
−

∂v1

∂y
= 0, sur Γ2(t)

La vitesse de la frontière Γ1(t) vérifie

Vν = v · ν



Approximation

�
spline cubiques pour la frontière

�
la courbure et la normale dans un poins sur la frontière sont
calculées analytiquement

�
éléments finis pour le fluides

�
traitement de la condition “vitesse normale” par un
multiplicateur de Lagrange

�
algorithme explicite en temps

D’autres approches :
�

θ − L, Hou T.Y., Lowengrub J.S., Shelley M.J. (1994)
�

la frontière immergée, Peskin C.S.
�

level set, Sethian J. A. (1996)
�

méthode de la particule, Cottet G.-H. (2002, 2003)



Évolution de la frontière
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Vitesse du fluide
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Perspectives

Fernández, Gerbeau, Grandmont (2006), Nobile, Vergara (2007)
Méthodes semi-implicites :

�
calculer la position de l’interface d’une manière explicite;

�
utiliser le même maillage pour le fluide pendant toutes les
sous-itérations à l’instant de temps courant;



Conclusions

�
Quatre stratégies de type contrôle optimale pour l’interaction
fluide-structure; contrôle et observation sur l’interface
fluide-structure

�
Différentiabilité et calcul analytique du gradient

�
Nombre réduit de paramètres pour l’approximation du contrôle

�
L’algorithme BFGS est moins sensible à l’initialisation; pas de
temps moyen

�
Maillage dynamique

�
Écoulement à frontière libre avec des conditions aux limites
dépendant de la courbure


