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Introduction

ENCONTRES fréquemment dans de nombreux domaines de recherche
(physique, biologie, sociologie, économie, etc), les grands réseaux
d’entités en interaction que 'on peut regrouper sous l’appellation

« systemes complexes » constituent aujourd’hui un enjeu scientifique ma-
jeur. Ils posent en effet un certain nombre de questions fondamentales qui
dépassent largement les spécificités des domaines ou ils sont rencontrés et
demandent un effort de recherche propre. La complexité™ de tels systémes
tient & ce que la connaissance des entités qui les composent ne suffit en
général pas a comprendre le comportement du systeme dans son ensemble.

Les automates cellulaires sont un modele particulier de systemes dyna-
miques discrets. Ce sont des réseaux réguliers de cellules toutes identiques,
possédant chacune et a chaque instant un état parmi un ensemble fini, et qui
évoluent par application synchrone et uniforme d’une regle de mise a jour
définie localement. Ils sont utilisés pour la modélisation de phénomenes na-
turels variés (jusqu’aux « lois de I'univers » [94]), mais ils constituent avant
tout un modele en soi, remarquable par sa simplicité formelle et néanmoins
capable de produire des comportements d’une grande richesse et souvent
difficiles & prévoir. A ce titre, ils se présentent comme un cadre idéal pour
étudier les problématiques transversales issues des « systemes complexes ».

Au dela des constats empiriques de complexité, aujourd’hui abondants,
la, compréhension du modele des automates cellulaires nécessite le dévelop-
pement d’outils théoriques adaptés, qu’il s’agisse de confirmer ou d’infirmer
I'intuition qui nait des observations (nécessairement partielles), ou encore
de délimiter ce qui est hors d’atteinte du calcul et donc de toute prédiction
exacte, ou enfin, et surtout, de saisir de maniére unifiée et explicite, par
des objets mathématiques, ce qui apparait de maniere diffuse a travers une
somme d’expériences hétérogenes.

Notre these s’inscrit avant tout dans cette démarche théorique, ou la
recherche de définitions formelles pertinentes au vu des phénomenes observés
et ’établissement de liens entre celles-ci par la preuve sont deux activités
étroitement liées.

“Du latin complexus : « ce qui est tissé ensemble, ce qui est intriqué ».
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Sources et problématiques de nos travaux On situe généralement
la naissance du modele des automates cellulaires dans les années 50 a la
suite des travaux de J. von Neumann sur I’auto-reproduction et de sa colla-
boration avec S. Ulam (qui étudiait la croissance des cristaux). Le modele
développé par J. von Neumann [71] répondait par sa simplicité & un double
critére : il était suffisamment simple pour permettre la construction effective
(bien que théorique) d’'un systéme exhibant le phénomeéne étudié, et suffi-
samment simple pour faire ressortir « ’essence » de ce phénomene et ainsi
en permettre une meilleure compréhension. Par la suite, de nombreux tra-
vaux ont utilisé ce modele pour étudier d’autres phénomenes naturels (ava-
lanches, percolation du café, pigmentation de coquilles de mollusques, trafic
urbain,...), mais surtout, une série d’études systématiques des automates
cellulaires ont été menées donnant naissance a un domaine de recherche a
part entiere.

D’une part, les automates cellulaires ont été étudiés comme un modele
de calcul massivement parallele (i.e. comme des réseaux d’unités de calcul
qui cooperent) et de nombreuses constructions algorithmiques [25, 64, 61]
ainsi que des résultats sur la puissance et les propriétés de ce modele de cal-
cul [83, 60, 85] ont été produits. D’autre part, ils ont été étudiés a travers les
propriétés globales de leur action sur I’ensemble des cellules. Ce second point
de vue est par exemple adopté dans des travaux autour de la surjectivité et
de la réversibilité [63, 69, 55, 41], mais il rejoint surtout la théorie classique
des systemes dynamiques et, notamment, une branche de celle-ci née dans
la premiére moitié du 20°™¢ siecle, appelée aujourd’hui « dynamique symbo-
lique ». En 1969, G. A. Hedlund (avec M. L. Curtis et R. C. Lyndon) fournit
dans [31] une caractérisation topologique fondamentale des automates cel-
lulaires et les étudie comme des endomorphismes sur des espaces compacts
particuliers appelés « sous-shifts ». Ce point de vue a suscité de nombreux
travaux ou les automates cellulaires, vus comme des systemes dynamiques
discrets, sont étudiés soit avec des outils topologiques autour de la notion
de chaos [43, 26, 11, 12], soit avec des outils de la théorie de la mesure et
de la théorie ergodique autour de la problématique de 'attraction et de la
convergence [45, 77], ou de la propagation de I'information et de ’entropie
(88, 53].

Dans les années 1980, le physicien S. Wolfram a entrepris une étude
expérimentale exhaustive de certaines familles d’automates cellulaires, d’ou
il a tiré une classification qualitative des comportements observés [92]. Si
ses travaux ne contiennent pas de résultats formels nouveaux, ils ont sans
aucun doute stimulé la recherche théorique sur les automates cellulaires,
et ce notamment a travers deux problématiques : celle de la classification
d’une part, et celle de la prévision et la décidabilité des comportements
d’autre part. Pour cette derniere, des résultats importants ont été obtenus
ultérieurement par J. Kari, comme l'indécidabilité de la réversibilité et de
la surjectivité en dimension 2 et au dela [39] ou le théoreme de Rice sur les
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ensembles limites [40]. Par ailleurs, certaines classes d’automates cellulaires
définies par des critéres syntaxiques locaux ont été étudiées, soit dans le
but de contourner I'indécidabilité omniprésente et garantir plus facilement
certaines propriétés [30], soit pour offrir une structure facilitant ’analyse
dynamique globale [54].

Plus récemment, une série de travaux (notamment [81, 79, 73]) a donné
naissance a un formalisme mathématique rigoureux pour capturer deux no-
tions utilisées fréquemment dans la littérature mais de fagon informelle : la
simulation et I'universalité. Développées depuis longtemps dans le cadre du
calcul Turing et de ’équivalence entre différents modeles de machines de cal-
cul, ces deux notions prennent avec ces travaux un sens plus fort, intrinseque
au modele des automates cellulaires, et elles ne caractérisent plus seulement
la capacité a calculer. Mais surtout, en résolvant par des choix simples et
naturels les délicats problemes de codage du monde Turing, simulation et
universalité deviennent pour les automates cellulaires des notions parfaite-
ment formalisées et qui se prétent a un traitement mathématique complet.

Etudier les automates cellulaires, ¢’est selon nous chercher & comprendre
comment la répétition dans ’espace d’une méme cellule selon un agencement
tres simple peut produire avec le temps des comportements dans lesquels
les mécanismes macroscopiques dépassent largement les capacités que laisse
apparaitre la description de la cellule individuelle. Nous distinguons dans ce
questionnement général deux problématiques qui structurent nos travaux :

(i). la mise au point d’outils permettant d’appréhender le ou les objets
« macroscopiques » sous-jacents a chaque automate cellulaire, objets
qui sont au centre de notre étude et sur lesquels nous souhaitons fonder
classifications et analyses de complexité des automates cellulaires;

(ii). ’étude de la représentation syntaxique des automates cellulaires (la
description du fonctionnement d’une cellule) et de son influence sur
les objets « macroscopiques » associés, que ce soit en termes de cal-
culabilité, ou a travers des propriétés combinatoires ou probabilistes
(savoir quelles propriétés macroscopiques possedent les automates ty-
piques de la représentation étudiée).

Systémes dynamiques et comportements macroscopiques Les ou-
tils éprouvés de la théorie classique des systéemes dynamiques, développés
dans un cadre général, s’appliquent aux automates cellulaires lorsque ’'on
voit ces derniers comme des fonctions continues agissant sur un espace com-
pact (caractérisation de G. A. Hedlund et métrique de Cantor). Un tel trans-
fert ne tire cependant pas parti de la structure bien particuliere de ’espace
des configurations des automates cellulaires. D’une part, si la métrique de
Cantor permet de capturer certaines caractéristiques importantes du modele
(compacité et continuité), elle est peu adaptée pour prendre en compte 'uni-
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formité du réseau de cellules (le choix d’une cellule privilégiée pour mesurer
les distances entre configurations brise cette uniformité). D’autre part, le ca-
ractere discret du réseau de cellules fait apparaitre une notion d’échelle tres
naturelle et qui permet de mieux décrire certaines dynamiques : en formant
des groupes de cellules identiques, on obtient un réseau de macro-cellules
sur lequel on peut faire agir tout automate cellulaire par la regle d’inter-
action locale qu’il induit entre macro-cellules. Notre choix pour étudier les
automates cellulaires d’un point de vue « macroscopique » consiste alors a
tirer parti des fortes propriétés de la métrique de Cantor mais en la com-
plétant avec d’autres outils pour retrouver 'uniformité du modele et pour
permettre les changements d’échelle. A cette fin, nous nous appuyons sur les
sous-shifts, ensembles de configurations fermés et invariants par décalages,
et nous définissons une famille particuliere de tels ensembles que 'on ap-
pelle les sous-shifts par blocs. Nous montrons que si un sous-shift par bloc
est invariant sous l'action itérée d’un automate cellulaire donné, on peut lui
associer canoniquement un nouvel automate cellulaire qui capture le com-
portement particulier de ’automate initial sur cette région de 'espace : c’est
la notion de sous-automate enfoui. Chaque sous-automate enfoui d’un auto-
mate cellulaire révele un aspect de sa dynamique globale. Notre approche,
équivalente a celle des transformations de regles par groupage de N. Ollin-
ger, souligne la dualité du comportement global de tout automate cellulaire :
il est controlé aussi bien par la structure des configurations sur lesquelles il
agit que par les regles de transition locales.

Pour compléter cette approche, nous nous concentrons également sur la
circulation d’information dans les dynamiques globales a travers deux forma-
lismes tres différents. D’une part, nous adaptons la classification de P. Kurka
qui s’appuie sur des critéres qualitatifs de circulation de I'information (équi-
continuité, sensibilité et expansivité dans la métrique de Cantor [43]). Notre
adaptation consiste a ignorer les déplacements absolus d’information pour ne
s’'intéresser qu’aux mouvements relatifs. On ne fait ainsi pas de distinction
entre l'identité et un décalage global des états du réseau. D’autre part nous
nous appuyons sur la notion de coloriage pour mettre en valeur, dans un dia-
gramme espace-temps, les trajectoires de certaines structures localisées en
faisant abstraction de leur contenu ou de leur forme exacte. Combinée avec
les changements d’échelles, cette notion permet de définir, par des familles
de diagrammes spatio-temporels, des schémas de circulation et de transfor-
mation de 'information (appelés dynamiques) ainsi que la fagon dont ils
peuvent étre capturés par automate cellulaire. La notion de dynamique est
utilisée dans toute la suite pour analyser le comportement global des au-
tomates cellulaires ; elle nous permet aussi de définir formellement, mais de
fagon tres générale, la capacité d’un automate a effectuer des calculs Turing.
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Structures locales La complexité des automates cellulaires apparait dans
les dynamiques globales qui peuvent étre produites individuellement. Mais
une autre forme de complexité réside dans le lien entre représentations syn-
taxiques locale et dynamiques globales. Ainsi, du point de vue de la calcu-
labilité, on est confronté a deux types de problemes (en général difficiles) :
ceux portant sur certains aspects de la dynamique d’un automate cellulaire
fixé (typiquement, déterminer si tel ensemble de configurations peut étre
atteint a partir de tel autre) et ceux consistant & décider pour chaque au-
tomate s’il posséde une certaine propriété®. Si Iindécidabilité d’un certain
nombre de problemes du premier type semble inévitable, car « intrinseque »
a lautomate étudié, la difficulté de ceux du second type dépend de fagon
cruciale des représentations syntaxiques que ’on se donne (la réversibilité en
dimension 2 devient par exemple décidable si 'on représente les automates
cellulaires sous forme partitionnée [30]). Ceci pose la question du choix de
cette représentation.

Dans cette optique nous cherchons des sous-classes d’automates cellu-
laires définies par des contraintes supplémentaires sur les regles de transition
locales, mais qui préservent en un certain sens la richesse des dynamiques
globales de ’ensemble des automates cellulaires.

L’indécidabilité d’un probleme sur une classe d’automates exprime qu’il
existe une famille d’instances du probléme impossibles a traiter uniformé-
ment, mais cela ne fournit pas nécessairement d’information sur la majorité
des automates cellulaires de la classe considérée, c’est-a-dire sur ’automate
cellulaire typique de la représentation syntaxique choisie. En plus de ’étude
de la décidabilité, nous cherchons donc a dénombrer les automates cellu-
laires ayant une propriété donnée. En suivant cette approche, nous nous
intéressons tout d’abord a deux relations de comparaison des regles locales
de transition. L’une, relation de sous-automate, exprime qu’'une regle est la
restriction d’une autre a un sous-ensemble d’états. L’autre, relation d’auto-
mate quotient, exprime qu’une regle est obtenue a partir d'une autre par
identification de certains états (ou « coloriage »). Ces deux relations simples
peuvent étre combinées et la relation la plus générale obtenue correspond
au coloriage partiel. Nous montrons alors que presque aucun automate cel-
lulaire ne possede de sous-automate non trivial, ni de quotient de certaines
tailles. Ainsi presque tous les automates cellulaires se présentent, par leur
regle de transition locale, comme « premiers », c’est a dire sans structure
interne ou indécomposables en sous-systemes plus simples.

Nous introduisons ensuite une classe d’automates, que nous appelons les
automates cellulaires captifs, définis par une contrainte élémentaire sur la

“On peut parfois transférer des problémes du second type dans des problemes du pre-
mier type a travers des automates cellulaires universels, notion sur laquelle nous revenons
ultérieurement.
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regle locale : chaque transition doit sélectionner un état parmi ceux apparais-
sant dans le voisinage. Le fonctionnement des automates cellulaires captifs
releve d'un paradigme dont on peut donner une interprétation simple : ce
sont les automates qui n’effectuent aucun calcul sur place, dans la cellule,
mais se contentent de déplacer, dupliquer ou effacer les états comme des
informations atomiques. Cette définition naturelle est renforcée par deux ca-
ractérisations de la classe qui, chacune, offrent un point de vue différent per-
mettant d’obtenir de nouvelles propriétés. Tout d’abord, les automates cel-
lulaires captifs sont exactement les automates tels que chaque sous-ensemble
d’états induit un sous-automate. D’autre part, nous montrons que ce sont
aussi exactement les automates qui font décroitre ’alphabet (1’alphabet de
toute configuration initiale contient I’alphabet de la configuration image).
Nous montrons également que les automates cellulaires captifs réversibles
ont toujours un inverse captif : ce sont donc des automates qui conservent
I’alphabet. En s’appuyant sur ces caractérisations, nous montrons alors que
cette classe répond de fagon intéressante & plusieurs aspects de notre ques-
tionnement sur les structures locales.

Tout d’abord, bien que sous-ensemble strict, elle est représentative des
automates cellulaires en général dans le sens ot on peut associer a tout auto-
mate cellulaire un automate cellulaire captif qui capture essentiellement les
mémes dynamiques. Ensuite, elle rend plus facile ’analyse de certaines pro-
priétés et notamment concernant les ensembles limites ol certains problemes
deviennent décidables lorsque I'on se restreint aux automates cellulaires cap-
tifs. Par ailleurs, parce qu’ils possédent une structure locale tres forte (a
I'inverse de automate cellulaire typique), on montre que les automates cel-
lulaires captifs suivent une loi zéro-un pour un certain type de propriétés
tres « naturelles » : soit presque tous ont la propriété, soit presque aucun.
On montre en particulier que presque tous les automates cellulaires cap-
tifs sont intrinsequement universels (au sens de [73]) alors que I'universalité
intrinseque est une propriété indécidable, méme lorsque l'on se restreint a
cette classe d’automates. Avec un point de vue nouveau, ce résultat renforce
la these selon laquelle I'universalité est une propriété trés facile a obtenir,
ou « commune », bien que tres difficile & décider.

Simulations, complexités, hiérarchies et universalités La littéra-
ture, depuis la naissance du domaine, est particulierement abondante sur
deux aspects des automates cellulaires : la notion d’universalité d’une part
(universalité pour le calcul ou universalité intrinseque), et les problemes
de classification d’autre part (classifications typologiques comme celles de
S. Wolfram et de P. Kurka, ou fondées sur des parametres qui permettent de
hiérarchiser les automates cellulaires). Bien qu’a priori tres différentes, ces
deux problématiques s’articulent selon nous fondamentalement autour d’une
notion commune : celle de « simulation ». En effet, un automate est univer-
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sel s’il peut « simuler » tous les autres et, inversement, si un automate en
« simule » un autre il partage certaines de ses propriétés et peut reproduire
toute sa complexité (le simulateur et le simulé sont donc hiérarchiquement
liés).

Intuitivement, une « simulation » est une relation exprimant que le com-
portement d’un automate est, d’une certaine fagon, entierement reproduc-
tible par un autre. Formellement, il s’agit de relations de pré-ordres sur les
automates cellulaires. Il n’y a pas une notion absolue de simulation : nous en
considérons plusieurs dont la pertinence dépend du type de propriétés étu-
diées. Nous suivons deux approches pour les définir. D’une part, nous combi-
nons des relations purement locales avec les transformations syntaxiques de
groupage (& la facon de N. Ollinger). D’autre part, nous formulons une no-
tion de simulation de nature dynamique, en termes de loi d’évolution globale
et d’espace des phases, puis nous la caractérisons et ’affinons en tirant par-
tie des propriétés fortes du modele des automates cellulaires. Dans les deux
approches, les relations de simulation obtenues reposent essentiellement sur
trois notions : les transformations syntaxiques de groupage (évoquées ci-
dessus), la restriction & des sous-espaces de configurations, puis la notion
générale de facteur (semi-conjugaison topologique) et celle d’automate quo-
tient qui en est un cas particulier.

Lorsque la relation de simulation est fixée, on peut alors étudier les
notions de complexité compatibles, c’est a dire telles que tout automate cel-
lulaire est toujours plus complexe que les automates cellulaires qu’il simule.
Ces notions de complexité découlent du choix de la simulation, mais in-
versement elles fournissent des conditions nécessaires pour qu’un automate
cellulaire puisse en simuler un autre. Nous montrons notamment la compati-
bilité d’une notion de complexité qui s’appuie sur la théorie de la complexité
de communication avec les relations de simulation introduites. Cette notion
apporte un point de vue original sur la capacité d’'un automate cellulaire a
faire circuler de I'information a travers chaque cellule du réseau.

En plus du cadre formel pour définir et étudier différentes notions de
complexité, chaque relation de simulation induit une structure de pré-ordre
sur I'ensemble des automates cellulaires, intéressante en soi. Nous étudions
cette structure avec des outils élémentaires de la théorie des ordres (chaines,
idéaux, filtres) et montrons que de nombreuses propriétés classiques (réver-
sibilité, surjectivité, et les notions dérivées de celle d’équicontinuité, d’ex-
pansivité et de sensibilité aux conditions initiales évoquées plus haut) cor-
respondent a des idéaux ou des filtres dans certains pré-ordres de simula-
tion, parfois dans tous. Un autre aspect fondamental de ces structures de
pré-ordre est l'existence d’une classe formant un maximum global. Le cas
échéant, une telle classe constitue ’ensemble des automates universels : ceux
qui peuvent simuler tout automate. Alors que ’étude de 'universalité est
classiquement limitée a la recherche de conditions suffisantes, nous dédui-
sons de notre étude des notions de complexité compatibles et des structures
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d’idéal ou de filtre, des conditions nécessaires pour les différentes notions
d’universalité associées aux relations de simulation étudiées.

Une large partie de nos travaux est également consacrée a la probléma-
tique plus générale suivante : comment construire un automate cellulaire
capable de simuler tous les automates d’une famille donnée, mais en mi-
nimisant ’ensemble des automates qu’il simule en dehors de cette famille
(typiquement en assurant qu’il n’est pas universel si aucun automate de la
famille ne ’est). Cette approche nouvelle de I'algorithmique sur automates
cellulaires, dans laquelle nous ne cherchons pas seulement & obtenir un com-
portement spécifié a partir de certaines conditions initiales bien choisies
mais également a garantir des propriétés pour toutes les conditions initiales,
nécessite le développement de nouvelles constructions « controlées ».

Ainsi, en nous intéressant au produit cartésien et a son action sur les pré-
ordres de simulation, nous établissons une construction originale, fondée sur
des automates cellulaires de synchronisation (firing squad), qui associe a tout
automate cellulaire 4 un automate qui simule tous les produits cartésiens
de A avec lui-méme, mais de facon « minimale » au sens ou il n’est universel
que si A Dest. Cette construction peut s’interpréter comme la limite de
I’opération de produit cartésien répétée finiement. Elle nous sert a construire
des chaines de longueur supérieure a l’ordinal w dans certains pré-ordres de
simulation.

Enfin, par une étude détaillée des dynamiques séquentielles dans les au-
tomates cellulaires et grace a une construction permettant de limiter un
automate cellulaire a de telles dynamiques, nous construisons un treillis in-
fini d’automates cellulaires universels pour le calcul Turing. Ce treillis, fondé
sur deux parametres indépendants (le nombre de tétes de calcul et la com-
plexité de chaque téte), contient notamment des chaines infinies croissantes
incomparables d’automates cellulaires Turing-universels. Cela montre que,
si la capacité a effectuer des calculs Turing induit une certaine complexité,
c’est bien plus la fagon d’effectuer ces calculs qui détermine la position d’un
automate cellulaire dans les structures de pré-ordre de simulation. La classe
maximum de ces pré-ordres correspond alors a des automates capables de
calculer de toutes les facons possibles et notamment de la facon la plus
efficace a constante pres.
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Chapitre

Un modele : les automates cellulaires

The purpose of models is not to fit the data but to sharpen the questions.

Samuel Karlin — 11th R. A. Fisher Memorial Lecture

dynamique propice a 1’étude de la complexité en général —pour dif-

férentes acceptions du mot « complexité » issues de différentes disci-
plines. Ce modele se caractérise, a tous les niveaux, par sa simplicité formelle
que I'on peut résumer dans les propriétés suivantes : déterminisme, synchro-
nisme, uniformité, localité et finitude. Cette « minimalité » fut une motiva-
tion centrale dans les travaux pionniers qui ont établi le modele. Ainsi, nous
nous efforcons de faire tout au long de ce chapitre le choix de la simplicité
et de suivre les paradigmes du modele dans tous les objets que nous définis-
sons. En particulier, la définition d’automate cellulaire adoptée ici se limite
aux agencements de cellules les plus simples (voir [81] pour une définition
plus générale).

Comprendre les liens entre la représentation —objet syntaxique— et le
comportement —systeme dynamique— des automates cellulaires constitue
le coeur de la problématique du modele. Nous adoptons successivement les
deux points de vue dans ce chapitre. En plus des définitions et concepts
classiques, nous introduisons un certain nombre d’outils, originaux pour
certains, qui nous permettent dans la suite d’étudier les automates cellu-
laires aussi bien individuellement que collectivement. Il s’agit d’abord d’ou-
tils combinatoires appliqués aux représentations syntaxiques, puis d’outils
topologiques issus de la théorie des systemes dynamiques (notamment une
adaptation de la classification de P. Kurka), enfin, d’outils de nature algé-
brique fondés sur le formalisme du groupage de N. Ollinger. Nous mettons

I ES automates cellulaires constituent un modele particulier de systeme
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également en évidence un lien nouveau entre les opérations de groupage et
certains sous-espaces de configurations remarquables que ’on peut caracté-
riser topologiquement.

Pour terminer, nous adoptons le point de vue de la calculabilité en rap-
pelant un certain nombre de résultats importants que nous utilisons dans la
suite.

O
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1.1 Objets syntaxiques

On peut voir un automate cellulaire comme une collection de machines
(ou cellules) agencées de fagon réguliere, dotées chacune d’'une mémoire fi-
nie et qui mettent a jour leur état selon une regle déterministe commune, de
maniere synchrone, locale et uniforme. La description de ’automate cellu-
laire dans son ensemble se réduit donc a la description de I’agencement des
cellules et au fonctionnement d’une cellule.
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1.1.1 Définitions

Définition 1 (automate cellulaire — objet syntaxique). Un automate cel-
lulaire est un quadruplet A = (R, Va, A, 5A) ot

- R =17% avec d € Ny, est le réseau de cellules®™,

= Va=(21,--,2v,|) est un ensemble fini ordonné quelconque de vec-

teurs de R formant le voisinage,

— A est un ensemble fini, 'alphabet ou ensemble d’états,

— 64 : AVal 5 A est la regle de transition locale.
On définit en outre v 4, arité de A, par va = |V4|.

A titre d’exemple, on peut définir pour chaque vecteur z € R et chaque
alphabet A un automate cellulaire appelé décalage (ou translation) de vec-
teur z (shift en anglais) par 0, = (R, {z}, A,1d). Ces automates cellulaires
particuliers jouent un role fondamental dans toute la suite.

Une configuration c¢ de Pautomate cellulaire A est ’attribution a chaque
cellule z € R d’un état ¢(z), formellement ¢ € AR. Etant donnée une confi-
guration cg, I’application synchrone et uniforme de la regle de transition
locale définit une nouvelle configuration ¢; par :

c1(z) = 0a(co(z 4 21),- .., co(z 4 2,)).

On appelle fonction globale cette action de I’automate cellulaire sur les
configurations. On appelle en outre diagramme espace-temps la suite de
configurations obtenue en itérant la fonction globale a partir d’une certaine
configuration initiale. Formellement, un diagramme espace-temps pour un
automate cellulaire A est un élément de (AR)IN (que l'on assimile & AR*N)
et on note dans la suite Diag 4 (c¢) le diagramme espace-temps obtenu par
itérations de A & partir de la configuration c. La figure 1.1 donne quelques
exemples de diagrammes espace-temps d’automates cellulaires qui different
seulement par leur regle de transition.

Dans toute la suite, lorsque le contexte n’est pas ambigu, la notation
A pour un automate cellulaire fait implicitement référence au quadruplet
(7?, A, V4, A D A) mais aussi a la fonction globale associée sur les configu-
rations. Par ailleurs, on travaille toujours a réseau fixé. Enfin, pour tout
d € N, on note + P'addition terme & terme dans Z? (comme ci-dessus) et
® la multiplication terme & terme dans Z¢ :

(at,...,aq) @ (b1,...,bq) = (a1by,...,aqbg).

“On peut en fait généraliser la notion de réseau aux graphes de Cayley (voir [81]). Nous
faisons ici le choix de la simplicité en ne considérant que les Z¢. On notera toutefois dans
la suite que le choix du réseau (dans notre cas le choix de la dimension d) est déterminant
pour certaines propriétés.
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FiG. 1.1: Exemples de diagrammes espace-temps d’automates cellulaires ayant tous
le méme réseau R = Z, les mémes vecteurs de voisinage {—1,0,1} et le
méme alphabet {{J, B}. Le temps progresse de bas en haut.

1.1.2 Transformations syntaxiques élémentaires

Dans la définition 1, voisinage, alphabet et regle de transition locale sont
arbitraires (dans la limite de la compatibilité du nombre d’arguments). Ce-
pendant, certaines transformations syntaxiques sont sans incidence sur le
comportement global de I'automate cellulaire. Nous discutons ici des trans-
formations les plus simples que nous utilisons abondamment dans toute la
suite, le plus souvent de facon implicite.

Isomorphie L’alphabet est un ensemble fini quelconque, le seul parametre
important est sa cardinalité. Ainsi, le renommage des états ne change pas
le comportement global d’un automate cellulaire des lors que la regle de
transition locale est changée en conséquence.

Formellement, on définit la relation d’isomorphie = entre deux automates
cellulaires A et B par

A=B & Rao=Rpet g : B — A bijective telle que Ao ¢ = ¢ o B,

ot ¢ : BB — ARA désigne I'extension cellule & cellule de ¢.

Travailler & isomorphie pres® n’élimine cependant pas un probleme :
on aimerait pouvoir manipuler des classes d’automates cellulaires comme si
c’était des ensembles. Pour éviter des considérations ensemblistes totalement
artificielles, on fixe un ensemble dénombrable & = {s1, s2,...} et on adopte
la convention que tous les automates cellulaires considérés ont pour alphabet
un sous-ensemble (fini) de S. Dans ce cadre, lorsque le réseau R est fixé,

“(est la convention adoptée dans la suite, sauf lorsque ’on aborde des problemes de
comptage de regles.
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I’ensemble AC des automates cellulaires est défini par :

AC = {(A, Va,04) :ACS,|A| < o0,
VACR,|Va| < oo,
5 AVAl AL,

Pour toute propriété P, on peut définir {A € AC : A vérifie P}.

Voisinage L’ordre imposé sur le voisinage par la définition 1 sert unique-
ment & associer un vecteur de R a chaque variable de la regle de transition
locale. Dans la suite nous présentons la plupart du temps les voisinages
comme des ensembles de vecteurs. A chaque fois I'automate cellulaire est
pourtant bien défini, soit parce que la régle locale considérée ne dépend pas
de l'ordre du voisinage (voir définition 32 page 45), soit parce que nous nous
référons implicitement & 1’ordre naturel sur Z si R est de dimension 1 et a un
ordre « spirale » fixé sur Z¢ (par exemple (0,0) < (1,0) < (1,1) < (0,1) < ---
si R =27?%).

Une autre transformation syntaxique sans incidence consiste a ajouter
artificiellement des vecteurs au voisinage en méme temps que des variables
a la reégle de transition locale : pour tout ensemble V' de vecteurs du réseau,
on transforme (R, V4, A,64) en (R,Va-V', A, 8,)" o &y : AratVl 4
est définie par

!
V1, @y v 04T, Ty ) = 0A(T1, - Ty

Pour un automate cellulaire A, on note r 4 (rayon de A) la norme infinie
de son plus grand vecteur de voisinage (i.e. max,cv, ||2||,,). La transfor-
mation syntaxique précédente nous permet de compléter le voisinage d’un
automate cellulaire A en ajoutant (si nécessaire) a son voisinage tous les
vecteurs de norme infinie au plus r 4. La plupart des automates considérés
dans la suite ont un voisinage complété de cette facon.

La forme du voisinage nous renseigne sur l’ensemble des cellules qui
sont potentiellement influencées par une cellule donnée. Apres n itérations
d’un automate A, ’ensemble des positions relatives des cellules influencables
par une cellule donnée est V4 + - - - + V4. On qualifie d’omnidirectionnel un

n
voisinage tel que la zone d’influence d’une cellule s’étend a tout le réseau
avec les itérations de 'automate, formellement :

VzeR,IneNy:zeVa+---+Vy.
-~

n

“Le symbole « - » désigne ici la concaténation de listes ordonnées.
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1.1.3 Enumération et densité

Une fagon d’aborder la problématique générale des liens entre objets
syntaxiques finis et dynamiques globales associées consiste a se demander
quelles sont les propriétés globales typiques obtenues en générant aléatoire-
ment des objets syntaxiques, ou dit autrement, quelles propriétés partage la
majorité des automates cellulaires (comme objets syntaxiques).

La notion de « majorité » sur un ensemble infini dénombrable d’objets
dépend de la fagon dont on énumere ces objets. La définition suivante four-
nit une notion de mesure sur I’ensemble des automates cellulaires (ou un
sous-ensemble) en fixant une énumération canonique (croissance du nombre
d’états a rayon fixé) qui sera celle utilisée dans toute la suite.

Définition 2. Soit E C AC et P C AC, ou E est vu comme une classe d’au-
tomates cellulaires et P comme une propriété sur les automates cellulaires.
P est non-triviale sur E' si PN E et E'\ P sont non vides. Pour tout n € N
et r € Ny on note E,., l'ensemble des automates cellulaires de E de rayon
r sur l’ensemble d’états {si,...,8n}. Lorsque la limite existe on définit la
densité de P (dans E et pour un rayon r) par

A, g (P) = lim w

nso | Epal

La définition ci-dessus permet d’envisager des propriétés et des classes
d’automates cellulaires arbitraires, mais on l'utilisera avec des classes dé-
finies localement et des propriétés qui ont une interprétation de nature
dynamique : on revient sur ce genre de questions au chapitre 2. Aupa-
ravant nous donnons ci-apres une illustration de la définition 2 sur deux
propriétés syntaxiques tres simples mais qui seront abondamment utilisées
dans toute la suite : celle d’état quiescent et celle d’état envahissant. Un
état quiescent pour un automate cellulaire A est un état e € A tel que
oale,...,e) =e. Un état envahissant™ pour A est un état k € A tel que
kedal,...,a,} = Alar,...,a,,) = K.

“L’appellation envahissant n’est appropriée que si 'automate cellulaire considéré pos-
sede un voisinage omnidirectionnel.
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Notons Py, la propriété de posséder au moins un état quiescent. Il n’est
pas difficile de voir que pour tout réseau et tout rayon

|ACT7’I’L m Pqu| _ _ (1 _ l)WA’
|AC, .| n

ainsi Ay pc (Pgu) =1 — %

En notant P.,, la propriété de posséder au moins un état envahissant, on
vérifie facilement que

1
|AC7",7L N Penv| < ( 1 ) "
=n|— )
[AC, 1] n

donc Ay ac (Penwy) = 0 dés que r > 0.

1.2 Systemes dynamiques discrets

Un systeme dynamique discret est essentiellement la donnée d’un espace
—souvent appelé espace des phases— qui représente ’ensemble des états
possibles du systeme, et d’une fonction sur cet espace —souvent appelée loi
d’évolution— qui décrit comment le systéeme passe d’un état a I’état suivant.

Nous étudions ici les automates cellulaires comme des systemes dyna-
miques discrets particuliers. Cela consiste a voir un automate cellulaire sous
I’angle de sa fonction globale agissant sur les configurations vues comme des
points d’un certain espace.

1.2.1 Espace des configurations

L’ensemble des configurations d’un automate cellulaire A est AR4, I’en-
semble des fonctions de R 4 dans A. Il est de cardinal 2% (si |A| > 1) mais
nous allons souvent 'appréhender a travers des objets finis ou dénombrables
(motifs, langages,...) & la mesure de ’action intrinséquement finitiste des au-
tomates cellulaires.

Topologie

L’ensemble des configurations peut étre muni de la topologie produit
(sur le réseau) de la topologie discrete sur ’alphabet, appelée dans la litté-
rature topologie de Cantor. Cette topologie est métrisable, par exemple par
la distance™

e, d) =27 min{||z[| . :e(2) £/ (2)}

“La définition de cette distance est indépendante de Palphabet (pour étre précis elle
ne dépend que de la relation d’égalité sur P’alphabet), ce qui justifie que I'on utilise la
méme notation quel que soit ’alphabet dans la suite.
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Le théoreme de Tychonoff affirme qu’un produit quelconque d’espaces
compacts est compact. Il est équivalent a ’axiome du choix. La proposi-
tion 1 ci-dessous, qui découle immédiatement de ce théoreme, est quant
a elle prouvable dans la théorie de Zermelo-Fraenkel et repose essentielle-
ment sur une version faible du lemme de Konig. Dans la suite, chaque fois
qu’un argument topologique lié a la compacité de I’espace des configurations
est utilisé, il peut essentiellement étre remplacé par le procédé d’extraction
donné dans cette preuve. L’utilisation d’outils topologiques, permettant sou-
vent des preuves efficaces et élégantes, ne doit donc pas masquer la nature
profondément combinatoire des objets sous-jacents. On notera cependant
que, ce procédé étant non constructif, il laisse souvent place a des questions
indécidables (cf. section 1.5).

Proposition 1. Pour tout alphabet A, 'espace métrique (AR,D) est com-
pact.

Démonstration. On numérote les sommets du réseau par n : N — R et, pour
tout k € N et tout © =y ...u, € A*, on définit

M, ={ce€ A% : c(n(i)) = u;, V1 < i < k}

avec la convention M, = A™®. Pour tout u € A*, les M, avec a € A forment
une partition de M,,.

Soit (c;) une suite de configurations. Parmi les ensembles M, (ot a € A),
on peut en choisir un, disons M,,, tel que Iy = {i : ¢; € My, } est infini (car
les M, sont en nombre fini). On peut itérer ce choix : si on a défini I et
u € A* tels que I, = {i : ¢; € M, } est infini, alors il existe axy1 € A tel que
Iy ={i:ci € Myq,,, } est infini.

On extrait alors la sous-suite (czk) ou

i() = min Io

ik+1 = min[k+1 \ {io, e ,Zk}

Par définition de 0 et par construction, cette suite converge vers la configu-
ration c telle que ¢(n(k)) = ax pour tout k € N. O

La distance 0 a I'inconvénient de ne ne pas étre uniforme : elle repose
sur le choix arbitraire d’une cellule du réseau comme « origine ». On peut
pour s’en affranchir, et selon le phénomene que ’on souhaite étudier, mu-
nir I’espace de topologies plus faibles qui reposent sur des pseudo-distances.
La plus connue est certainement la pseudo-distance dite de Besicovitch [10],
mais ’on peut citer également ’approche algorithmique proposée par J. Cer-
velle [12].

Notre choix dans toute la suite, et sauf mention contraire, est de toujours
utiliser la topologie de Cantor (pour ses fortes propriétés) tout en cherchant
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a manipuler des objets qui ne privilégient aucune cellule du réseau.

La preuve de la proposition 1 repose sur les ensembles M,,. Les ensembles
de ce type (appelés cylindres) jouent un role central dans la topologie de
I’espace et dans la dynamique des automates cellulaires.

Définition 3 (cylindre). Un cylindre f pour un automate cellulaire A est
une configuration partielle a support F' fini. De facon équivalente, un cylindre
peut étre vu™ comme lensemble des configurations c telles que ¢ | F = f.

Il est facile de voir que les cylindres, vus comme des ensembles, sont
des ouverts fermés de (A, ) et qu'ils forment une base topologique de cet
espace (les boules sont des cylindres particuliers).

On peut naturellement définir 'action d’un automate cellulaire A sur les
cylindres comme suit. Etant donné un cylindre f de support F, on définit
le cylindre image f' = A(f) de support F’ (éventuellement vide) par

F'={zeR:YWweVyv+zeF},
f'(z) =ba(z+v1,....,24v,,),Vz € F,

ol Vg = (vi,...,0,).

Dans la suite et sauf mention contraire, nous considérons uniquement
les cylindres dont le support est connexe et de forme parallélépipédique rec-
tangle. Formellement, si R* désigne I’ensemble des vecteurs & coordonnées
strictement positives de R (RT = N, ¢ si R = Z9), pour tout m € R+ avec
m = (m,...,mg), on note [m] la partie de R définie par :

[m] = {(x1,...,2q4) : 0 < z; <my}.

Un cylindre est par définition associé a une région fixée du réseau. La
notion de motif définie ci-dessous est alors obtenue en quotientant I’ensemble
des cylindres par la relation d’égalité a translation du support pres.

Définition 4 (motif). Un motif est une classe d’équivalence de cylindres
pour la relation =¢ définie sur toute paire de cylindres, f de support F' et g
de support G, par

f=cgeInecR: f=T,(9),

ot Ty, (g) désigne le cylindre de support G' = {zp+ 2z : 2 € G} qui vérifie,
pour tout z € G, Uégalité (T,(9))(z) = g(z — 20). La taille d’un motif est
la taille du support d’un représentant de la classe. Par abus de langage, on
dira qu’un motif u apparalt dans une configuration c si ¢ appartient a l’'un
des cylindres de w. Un motif est simple si le support de ses représentants est
de la forme [m] pour m € R*. On note L(c) l’ensemble des motifs simples
apparaissant dans c. Enfin, pour m € R™, on note L,,(c) l’ensemble des
motifs de support [m| apparaissant dans c.

“(est le point de vue adopté dans la suite sauf mention contraire.
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Quand le réseau est Z, un motif simple est un mot sur I'alphabet de
Pautomate cellulaire. Dans ce cas L(c) désigne un langage au sens usuel.
Par analogie, on utilisera parfois les termes mot et langage pour un réseau
quelconque™.

L’action des automates cellulaires sur les motifs découle naturellement
de leur action sur les cylindres par commutation avec les translations. On
utilisera encore la notation A pour désigner I’action de A sur [,(AR).

Sous-espaces remarquables

Dans la littérature, certains types particuliers de configurations sont sou-
vent considérés : les configurations périodiques, ultimement périodiques ou
finies (ces dernieéres ne sont qu'un type particulier de configurations ulti-
mement périodiques). Elles ont le double avantage d’étre chacune finiment
représentables et de former un ensemble dense dans ’espace pour 0, donc
représentatif en un certain sens de ’espace tout entier.

Définition 5. Lorsque R = Z¢, une configuration ¢ est périodique sl existe
d vecteurs pi,...,pq indépendants de R tels que

Vi, 1 <i<d,VzeR:c(z+p)=c(z).

Une configuration d est ultimement périodique s’il existe une configuration
¢ périodique qui ne differe de d qu’en un nombre fini de cellules du réseau :

dK e N.,Vz € R, ||z]| oo = K = ¢(2) = d(2).

La définition qui suit formalise une notion d’ensembles de configurations
particuliers appelés sous-shifts. Les sous-shifts sont les objets centraux d’un
domaine d’étude des systemes dynamiques appelé dynamique symbolique
fondé notamment par M. Morse et G. A. Hedlund [68] (voir [50] pour une
introduction approfondie au domaine). Bien que leur utilisation ne soit pas
toujours explicitée dans la littérature”, on verra par la suite le role qu’ils
jouent dans ’étude des automates cellulaires.

Définition 6 (sous-shift). Un sous-shift & est un ensemble fermé de AR
stable par translation : Vz € R,0,(6) C 6.

L’espace A™ tout entier constitue un sous-shift. Plus généralement, si
Q C A, QR est un sous-shift que 1’on appelle dans la suite sous-shift complet
(full-shift en anglais).

“On prendra garde toutefois au fait que Pensemble des motifs simples ne constitue
plus alors un monoide.

*M. Boyle et B. Kitchens, dans I’introduction de [9], déplorent cette situation sur un
ton ironique : « We work in the setting of subshifts of finite type, and to explain this to
some c.a. workers, we offer a few words from the pulpit. [...] ».
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Comme le montre la proposition suivante, un sous-shift & est caractérisé
par son langage £(&). Cette caractérisation sert souvent de définition™.

Proposition 2. Etant donné un ensemble de configurations &, les asser-
tions suitvantes sont équivalentes :

(i). & est un sous-shift

(ii). AL C L(AR) tel que & = {c € AR : L(c) C
(iii). 3L C L(AR) tel que & = {c € AR : L(c)N
(iv). & ={cec A% : L(c) C L(G)}

Démonstration. Les preuves des implications (iv) = (4i7) et (i4i) = (i) sont
immédiates.

Soit L C L(AR) et X ={c€ AR : L(c) C L}. Alors X est clairement
invariant par translations et c’est un fermé : en effet, tout motif apparaissant
dans une configuration x limite d’une suite (x,) de configurations de X
apparalt nécessairement dans une configuration x,, suffisamment proche de
x au sens de 9. Ce qui prouve (ii) = ().

Soit & un sous-shift et soit X = {c € A% : L(c) C L(&)}. Il est clair que
G C X. Réciproquement, considérons une configuration x € X. Pour tout
n € N4, la boule B, (x) de centre = et de rayon 27" contient une configu-
ration ¢, € & (car la classe du cylindre B, (x) constitue un motif qui appa-
rait dans & et G est invariant par translation). La suite (¢,) ainsi définie
converge vers x, or & est fermé, donc x € G et finalement & = X. Ce qui
prouve (i) = (iv). O

Corollaire 1. Soient & et T deux sous-shifts, alors © =T & L(G) = L(F).

On peut donc confondre un sous-shift avec son langage. Par contre tout
langage n’est pas le langage d’un sous-shift. Ceux-ci sont caractérisés par
deux conditions (trivialement nécessaires) : stabilité par sous-motifs et ex-
tensibilité dans toutes les directions. La condition d’extensibilité est une
condition tres faible. En particulier elle ne garantit pas que deux motifs
quelconques du langage apparaissent en méme temps dans une configura-
tion du sous-shift.

Par exemple, le sous-shift & = {“¥0%,“1“} est tel que 0 et 1 n’apparaissent
simultanément dans aucun motif de £(&).

L’existence pour toute paire de motifs d’une configuration dans laquelle
ils apparaissent tous les deux, propriété appelée irréductibilité, est équiva-
lente & l'existence dans le sous-shift considéré d’un certain type configura-
tions appelées dans la littérature configurations univers® : étant donné un

“Cette vision est en particulier adoptée dans le domaine du codage symbolique [4]
ou un sous-shift peut étre vu comme ’ensemble des configurations qui vérifient certaines
contraintes (i.e. qui évitent un ensemble de mots interdits).

*Ces configurations sont aussi parfois appelées configurations récurrentes ou transi-
tives.
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sous-shift &, une configuration ¢ € & est univers pour & si L(c) = L(6)
(donc en particulier ¢ € &). Dans la suite, un sous-shift & sera dit irréduc-
tible s’il contient une configuration univers™. Dit autrement, un sous-shift
G est irréductible si et seulement si c’est le sous-shift engendré par une
configuration ¢, formellement & = {0,(c) : z € R} (ot X désigne la cloture
topologique de X).

Dans ’exemple ci-dessus, on constate que le sous-shift & est 'union
de 2 sous-shifts disjoints ({¥0“} et {“1¥}). De facon générale, un sous-shift
irréductible ne peut pas s’écrire comme I'union de deux sous-shifts disjoints?”.

En effet, soit & un sous-shift tel que & = 6o UG ou Gy et &1 sont
des sous-shifts disjoints. Si ¢, est une configuration univers pour & alors
¢y € 6; pour un certain ¢ € {0,1}. Donc £(6;) = L(G). Le corollaire 1
permet de conclure que &; = & et donc &1_; est vide.

La réciproque est fausse : le sous-shift & = {0,1}% U {0,3}4 ne peut pas
étre écrit comme l'union de deux sous-shifts disjoints mais il n’est pas
irréductible.

L’existence d’une configuration univers pour un sous-shift confere a celui-
ci une certaine uniformité comme le montre le lemme suivant qui sera utilisé
fréquemment dans toute la suite. Cette propriété justifie la notion d’irréduc-
tibilité introduite ci-dessus.

Lemme 1 (lemme d’uniformité). Soient A un alphabet, R un réseau, &
un sous-shift de AR et & un ensemble. Soit f: AT — P(E) une fonction
conservative a la limite (i.e., sie € f(c;) pour tout i € Ny et ¢ = lim; o ¢;
alors e € f(c)). Si de plus & est irréductible et f est invariante par déca-
lage (f(c) = f(o.(c)) pour tout z € R), alors & et f vérifient la propriété
sutvante :

siVee AR, f(¢) # 0 alors ﬂ f(c) #0.

c€EAR

Démonstration. On considere une configuration cg univers pour &. Pour
toute configuration ¢ € G, il existe une suite (Cl)z eny de configurations de
S qui converge vers c et telle que f(¢;) = f(cp) pour tout i € Ny (on choi-
sit ¢; de la forme o,(cp) et cela provient de 'invariance par décalages de
f). Le lemme en découle car si ey € f(cp), on a alors ey € f(c) pour toute

configuration ¢ € G par la propriété de conservation a la limite. ]

L’image d’un sous-shift par un automate cellulaire est un sous-shift (c’est
une conséquence immédiate de la proposition 4 de la section 1.2.2) et action

"Dans [50] o1 le formalisme est réduit au cas unidimensionnel, I'irréductibilité est une
notion plus forte qui correspond a l’existence d’une configuration fortement transitive (i.e.
une configuration telle que tout motif apparait a droite et & gauche de toute position).

*Cela ne veut pas dire qu’un sous-shift irréductible ne contient aucun sous-shift propre.
Cette propriété plus forte, appelée minimalité, est étroitement liée a un certain type de
configurations univers (souvent appelées configurations uniformément récurrentes) et a été
beaucoup étudiée deés la naissance de la dynamique symbolique (voir [67] par exemple).



1.2. SYSTEMES DYNAMIQUES DISCRETS 13

d’un automate cellulaire sur les sous-shifts le caractérise completement. En
revanche il est inutile de considérer tous les sous-shifts de ’espace pour
connaitre un automate cellulaire.

Les sous-shifts dont les configurations sont caractérisées par leurs motifs
jusqu’a une taille bornée, appelés sous-shifts de type fini, constituent une
famille trés étudiée™. Ils interviennent naturellement dans le cadre des auto-
mates cellulaires car ils constituent les sous-shifts dont 'appartenance peut
étre vérifiée localement, i.e. par un automate cellulaire de rayon suffisant.

Définition 7. Un sous-shift & est de type fini s’il existe m € R tel que
x €6 & Ln(r) C Ly(6).
On dit alors que & est d’ouverture m.

Remarquons qu’un sous-shift de type fini d’ouverture (1,...,1) est tou-
jours un sous-shift complet.

L’image d’un sous-shift de type fini par un automate cellulaire n’est pas
nécessairement de type fini comme le montre ’exemple suivant.

Soit A Pautomate cellulaire de réseau Z, d’alphabet A = {0,1,2} et de
rayon 1 défini par

1 sizyz =021 ou xyz = 120,
0a(z,y,2) =10 siaxyz =020,

2 sinon.

Considérons le sous-shift & de type fini et d’ouverture 3 caractérisé par
L3(6) = {202,212,021,120,020} et soit T = A(S). T n’est pas de type fini.
En effet, en supposant que c’est un sous-shift de type fini et d’ouverture
n, alors le mot 0(21)?"+120 est dans T car tous ses sous-mots de taille n y
sont. 11 y a contradiction car 0(21)2"+120 ¢ L(A(&)).

La classe naturelle de sous-shifts sur laquelle va s’appuyer notre étude des
automates cellulaires est celle des sous-shifts sofiques introduite par B. Weiss
[89]. Le mot « sofique » (sofic en anglais), inventé par B. Weiss, est dérivé
du mot hébreu signifiant « fini ». En effet, ces sous-shifts, a I'instar des sous-
shifts de type fini et des configurations ultimement périodiques, sont tous
finiment représentables. Nous donnons ci-dessous une définition des sous-
shifts sofiques dans le formalisme des automates cellulaires équivalente a
celle de B. Weiss.

“La premitre étude explicite de cette famille est due & W. Parry [76] qui les présente
comme les supports des mesures de Markov. On trouve d’ailleurs parfois dans la littérature
la terminologie Markov shift pour désigner essentiellement la méme famille (précisément
les sous-shifts de type fini d’ouverture 2, qui sont aussi appelés 1-step shift, vertex-shift ou
edge-shift dans [50]). Ils constituent aujourd’hui un outil central de la théorie du codage
symbolique et sont implicitement présents dans un grand nombre de dispositifs concrets
de transmission ou de stockage d’informations.
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Définition 8. Un sous-shift T est sofique si ¢’est l’image par un automate
cellulaire d’un sous-shift de type fini.

Un sous-shift de type fini est sofique et 'image d’un sous-shift sofique par
un automate cellulaire est sofique. Remarquons & ce point que ’espace tout
entier constitue un sous-shift de type fini. Ainsi, pour tout entier n, I'image
de ’espace par n itérations d’un automate cellulaire est un sous-shift sofique.

Par ailleurs, le sous-shift & engendré par une configuration ultimement
périodique c est sofique, et de type fini si et seulement si ¢ est périodique.

Il est d’abord clair que & est de type fini si ¢ est périodique (il suffit de
controler les motifs qui contiennent une période entiere plus une cellule dans
chaque direction). On se convainc ensuite facilement que & est sofique si ¢
est ultimement périodique : en ajoutant a chaque cellule une information
donnant pour chaque vecteur de base du réseau la position relative (<, >
ou =) de la zone non périodique, on obtient un sous-shift de type fini dont
I'image par un automate cellulaire qui efface I'information supplémentaire
est &. Enfin, si ¢ n’est pas périodique, il est impossible de vérifier par
contraintes locales qu'une seule zone non périodique est présente : si les
contraintes locales permettent l’existence d’une zone non périodique au
milieu du motif périodique, alors elles permettent ’existence d’une infinité
de zones non périodiques pourvu qu’elles soient suffisamment espacées. On
en conclut que, dans le cas ou ¢ n’est pas périodique, & n’est pas de type
fini.

En fait, dans le cas de la dimension 1, les sous-shifts sofiques sont carac-
térisés par leur langage.

Théoréme 1 (B. Weiss, [89]). Lorsque R = Z, un sous-shift S est sofique
si et seulement si L(S) est un langage rationnel.

La preuve est essentiellement la méme que celle qui montre que les lan-
gages rationnels sont les images par morphismes des langages locaux [72].

Blocs, alphabets et changements d’échelle

Dans la littérature [90, 80, 8], les sous-shifts de dimension 1 du type “ B*
ou B est un ensemble fini de mots ont été étudiés sous le nom de rencwal
systems, loop systems ou sous-shifts associés a des automates fleurs (flower
automata) avec pour principale problématique de préciser leurs liens avec
les sous-shifts de type fini.

Nous nous restreignons ici au cas ou les mots de B sont tous de méme
taille. Dans ce cas, le sous-shift obtenu peut étre vu, a changement d’échelle
pres, comme un sous-shift complet d’alphabet B. Cette opération de chan-
gement d’échelle, consistant a voir des blocs de cellules adjacentes comme
des macro-cellules unitaires, est omniprésente dans la littérature. Elle cor-
respond a une fagon naturelle d’injecter, dans un espace donné, un espace de



1.2. SYSTEMES DYNAMIQUES DISCRETS 15

plus gros alphabet. Elle est aussi a la base du groupage que nous présentons
en détail en section 1.3.

Nous définissons d’abord formellement en toute dimension cette opé-
ration de changement d’échelle en nous restreignant au cas ou les macro-
cellules sont de forme parallélépipédique rectangle®. Formellement, pour
m € RT, une macro-cellule de format m est un ensemble de cellules de R
de la forme z ® m + [m] pour z € R. Si 'ensemble d’états des cellules est
A, Pensemble d’états des macro-cellules est A" (ensemble des fonctions de
[m] dans A).

Définition 9. Soient R = 7% un réseau et A un alphabet fizés. Etant donné
un vecteur m = (my,...,mq) € RT, on définit la bijection continue notée’

0o, de l’espace (A[m])R dans Uespace AR, par (voir figure 1.2) :

Vo € R, (om(c))(z) = (c(y))(e),

otz = (z1,...,249) €ER, y=(y1,...,Y4) € R et € = (€1,...,€q) € [m] véri-
fient x; = m;y; + €; pour tout i, 1 <i<d (y et € sont respectivement le
quotient et le reste de la division de x par m).

F1G. 1.2: Changement d’échelle en dimension 1 (ici m =4 et z = 14 donc y = 3 et
€=2).

On remarque que o, utilise implicitement un alignement de ’origine du
réseau des macro-cellules avec l'origine du réseau des cellules : ce choix est
arbitraire mais nécessaire. De plus, o,, vérifie seulement une version faible
de commutation avec les translations :

Ve e (AR vz € R, 00(02(c)) = Tmes (0m(c)).

Dit autrement, si B8 C A" o, (%R) n’est en général pas un sous-shift.
Dans la suite, lorsque le réseau est Z, on assimile A™ & A™ pour alléger les
notations.

“Se placer dans un cadre plus général alourdirait de facon conséquente les notations
et nous n’avons a ce jour aucun exemple qui ne pourrait pas se ramener au cas parallélé-
pipédique rectangle.

*On reprend ici la notation de [73], le « o » vient de « ouverture », car 0,, « ouvre »
les macro-cellules pour en extraire les cellules simples.
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La définition suivante introduit une famille de sous-shifts qui constituent
les sous-espaces naturels sur lesquels appliquer des changements d’échelle au
sens donné ci-dessus.

Définition 10. Soient R un réseau et A un alphabet fizés. Soit m € R*.
Si B C Al™ est un ensemble de motifs (appelés aussi blocs) de support m,

on définit le sous-shift par blocs &g comme la cloture par translations de
ensemble 0y, (BR) : G = {0.(c) : 2 € [m], ¢ € 0,,(B7)}.

On vérifie aisément que G est un sous-shift (c’est un ensemble clot par
translation et c’est aussi une union finie de fermés). Il est toujours irréduc-
tible cependant il n’est pas nécessairement de type fini.

Considérons, dans le cas du réseau Z et d’un alphabet A = {0,1}, l'en-
semble de mots B = {00, 10} et le sous-shift par blocs Sg. Si Gy était
de type fini et d’ouverture n alors on aurait en particulier 10271 € £(Gg)
(car tous les sous-mots de longueurs n de ce mot sont dans £(Sy)), ce qui
est impossible car il est clair que deux occurrences du symbole « 1 » sont
toujours séparées par un nombre impair de symboles « 0 » dans le sous-shift
par blocs G

Intuitivement, la lecture ou le décodage d’une configuration d’un sous-
shift par blocs Gg nécessite une information de synchronisation mainte-
nue tout au long de la configuration. L’exemple précédent montre que, en
I’absence d’une telle information, G n’est pas de type fini, autrement dit
I’appartenance a G ne peut pas étre décidée de facon purement locale.

La proposition suivante montre cependant qu’un sous-shift par blocs est
toujours sofique. La preuve consiste a construire un sous-shift de type fini
en introduisant dans &g des informations de synchronisation explicites qui
peuvent ensuite étre effacées localement.

Proposition 3. Tout sous-shift par bloc Gy est sofique.

Démonstration. On note A I'alphabet de Gg3 et m le format des blocs de B
de sorte que B C Al™ | On définit alors B’ comme l’ensemble des blocs ¥
de support m sur 'alphabet A x {0,1} définis de la fagon suivante :

(b(2),1) siz=(0,...,0)

Vb e B,Vz € [m],V(z) = {(b(z) 0) sinon.

Soit A un automate cellulaire d’alphabet A’ = AU A x {0,1} qui change
cellule a cellule tout état de la forme (a,z) € A x {0,1} en a. A vérifie par
construction :

A(Gy) = G,

11 suffit pour conclure de montrer que Gg est de type fini. Nous montrons en
fait que Gy est de type fini et d’ouverture m. En effet, si ¢ € (A)% est telle
que Ly, (¢) C L,,(Sg), on vérifie qu'elle possede les 2 propriétés suivantes :
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(i). 3ZzeRVZ eR:c(?) € Ax {1} & 2z — 2z, =0mod m;, Vi, 1 <i<d
(ot z = (21,...,24), 2 = (2],...,2;) et m=(mq,...,mq) avec d la
dimension du réseau)

(ii). si 2’ € R est tel que ¢(2') € A x {1}, alors ¢ | (2/ + [m]) € B'.

On a alors 0_;(c) € 0, ((B')®) donc, par définition, ¢ € Goy. O

1.2.2 Fonctions globales, propriétés globales

En s’appuyant sur les propriétés de I'espace des configurations, on peut
caractériser les automates cellulaires par leur fonction globale. On peut alors
étudier des propriétés de nature globale, c’est-a-dire des propriétés qui ca-
ractérisent 1’action de la fonction globale sur les configurations vues comme
des points de I'espace.

Caractérisation topologique

La caractérisation topologique des automates cellulaires donnée dans la
proposition qui suit est due a M. L. Curtis, G. A. Hedlund et R. C. Lyndon
(voir [31] pour sa formulation en dimension 1). Ce résultat repose essentiel-
lement sur la compacité de I’espace des configurations.

Proposition 4. Une fonction sur AR est continue et commute avec les
translations si et seulement si c¢’est la fonction globale d’un automate cellu-
laire.

Démonstration. La fonction globale d’un automate cellulaire A commute
avec les translations et elle est continue (en effet, pour que d(A(z), A(y)) < e
il suffit que ?(x,y) <e-27T4).

Réciproquement, par compacité (propriété 1), une fonction F' conti-
nue sur A% est uniformément continue (théoréeme de Heine). Il existe donc
rr € Ny tel que Va,y € AR 1 0(z,y) < rp = 2(A(z), A(y)) < 3. Soient B,
la boule de rayon rp dans R centrée en 0, vp = |B;,| et ¢ une bijection
de By, dans {1,...,vp}. On définit un automate cellulaire A de voisi-
nage B,, (ordonné selon ¢) et dont la fonction locale vérifie, pour tout

a:{1,...,v5} = A,
d4(a(l),...,a(vp)) = (F(2))(0) pour z tel que z | B,, =aot.

A est bien défini d’apres ce qui précede et F, si elle commute avec les trans-
lations, est la fonction globale de A. O

Ce théoreme fonde 1’étude des automates cellulaires comme systemes

dynamiques discrets particuliers (espace des phases compact, loi d’évolution

continue et uniforme)®.

“En fait I'espace associé & un automate cellulaire posséde plusieurs autres propriétés
topologiques remarquables (voir [44]).
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Définition 11 (automate cellulaire — systeme dynamique). Un automate
cellulaire d’alphabet A et de dimension d est un endomorphisme de la struc-
ture (Azd;azl, e ,O'Zd) (ot les z; forment une base de 7¢).

Une conséquence importante de la proposition 4 est la caractérisation
des automates cellulaires réversibles. Par définition, un automate cellulaire
A est réversible g’il existe un automate cellulaire B de méme alphabet
et de méme réseau (mais pas nécessairement de méme voisinage) tel que

BoA=A0B=14.

Corollaire 2. Un automate cellulaire est réversible si et seulement si sa
fonction globale est une bijection.

Démonstration. Tout d’abord si A est réversible par B alors il est bijectif.
Réciproquement, si A est bijectif alors I'inverse de sa fonction globale, no-
tée A~L, est une fonction bijective continue (car I'espace est compact) et
qui commute avec les translations : c’est un automate cellulaire d’apres la
proposition 4. O

Notons que ce résultat est difficile a obtenir directement a partir de la
définition syntaxique des automates cellulaires, ce qui se traduit notamment
par des résultats d’indécidabilité lorsque le réseau est de dimension 2 ou plus
(cf. section 1.5).

Propriétés dynamiques

La caractérisation précédente appelle a se poser dans le cas particulier
des automates cellulaires un certain nombre de questions classiques de la
théorie des systemes dynamiques [44].

Le premier type de questions qui se posent est celui de I'atteignabilité
des points ou ensembles de l'espace. A cet égard, la classe des automates
cellulaires surjectifs —ceux qui peuvent atteindre toutes les configurations—
a été tres étudiée et possede différentes caractérisations synthétisées dans le
théoreme suivant.

Théoréme 2. Soit A un automate cellulaire. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :
(i). A est surjectif
(it). Ym € RY,Vu,v € Ly (AR), A7 (u)| = [A7(v)|
(iii). Toute paire x,y € AR telle que {z € R : x(2) # y(2)} est fini vérifie :
z#y=Alx) # Aly)

Pour un réseau de dimension 1, ces deux caractérisations de la surjecti-
vité apparaissent dans [31] (théoremes 5.4 et 9.3 respectivement). Pour les
dimensions 2 et supérieures, la caractérisation (ii) apparait dans [55] et la
caractérisation (iii), connue sous le nom de « théoréeme de Moore-Myhill »,
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apparait dans [63, 69]. Cette derniére exprime que la surjectivité est équiva-
lente a une forme d’injectivité locale. Cette équivalence correspond en fait
a un résultat général plus profond, valable pour une large famille de sous-
espaces et de réseaux élargissant notre définition des automates cellulaires
(voir par exemple [29, 51, 24] pour un apercu des généralisations possibles)®.

Par ailleurs, pour un réseau de dimension 1, la propriété (ii) (et donc la
surjectivité) est équivalente a l’existence d’une borne uniforme sur le nombre
d’antécédents de toute configuration, formellement :

K € N,vz € A% |A ! (2)| < K.

En effet, en dimension 1, les tailles d’'un mot et de ses antécédents different
toujours d’une constante qui ne dépend que de 'automate considéré. Ce n’est
plus vrai en dimension supérieure et I’existence d’une borne uniforme sur le
nombre d’antécédents n’est plus équivalente a la surjectivité en dimensions
supérieures.

En fait, tout automate cellulaire surjectif non injectif défini sur le réseau
Z induit un automate cellulaire sur Z2 de méme alphabet, méme voisinage
et méme regle de transition locale qui possede des configurations avec un
nombre infini d’antécédents.

Un automate cellulaire injectif posséde nécessairement la propriété (iii)
du théoréme. Ainsi, on peut étendre le corollaire 2 de la fagon suivante (voir
[17] pour une étude plus générale des liens entre surjectivité, injectivité et
réversibilité lorsque ’on se restreint a certains sous-ensembles de configura-
tions).

Corollaire 3. Soit A un automate cellulaire. Les propositions suivantes sont
équivalentes :

(i). A est réversible,

(7). A est bijectif,
(iii). A est injectif,

(iv). il existe B de méme alphabet avec Ao B = I7",

(v). il existe B de méme alphabet avec Bo A = Iq.

Un automate cellulaire non surjectif possede par définition des configu-

rations sans prédécesseur appelées « jardins d’éden ». Il peut aussi posséder

des configurations atteignables en i étapes, mais pas en ¢ + 1 étapes pour
1> 1. On s’intéresse alors a l’ensemble des configurations atteignables a

“Ce n’est a priori pas le cas de la caractérisation (ii) qui repose fortement sur la
croissance réguliere du nombre de motifs de taille donnée dans un sous-shift complet.

*Soulignons que I désigne comme d’habitude I’application identité sur I'espace entier
ARA Tl n'est pas difficile de construire un automate cellulaire A non injectif (et méme
non surjectif) tel que A o A est Iapplication identité sur un sous-espace.
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toute étape. Ce type de configurations correspond, sous une certaine forme,
a la notion classique d’attracteur (voir [43, 45, 47] pour 'étude de diffé-
rentes notions d’attracteurs dans les automates cellulaires) et elle a été beau-
coup étudiée, notamment du point de vue de la complexité algorithmique
[33, 15, 40].

Définition 12. Pour tout automate cellulaire A, on définit son ensemble
limite par
Q4= ) A"(AR).

neN

L’ensemble limite ainsi défini est un sous-shift, mais, si pour tout entier
n ’ensemble des configurations atteignables en n étapes est nécessairement
un sous-shift sofique comme on ’a déja remarqué, ce n’est plus le cas de
I'ensemble limite. En effet, L. P. Hurd a montré [33] pour le réseau Z 'exis-
tence d’automates cellulaires dont le langage de ’ensemble limite est non
récursif.

Parmi les automates cellulaires non surjectifs, certains exhibent un com-
portement extréme d’attraction qui se traduit dans leur ensemble limite. Par
continuité et uniformité, on peut caractériser ce comportement de la fagon
suivante.

Définition 13. Un automate cellulaire A est nilpotent si ['une des proprié-
tés équivalentes suivantes est vérifiée :
~ Jxg € AR telle que Yr € AR, 3t € N, A¥(z) = xo,
- [Qal =1,
~Jac A 3T e N, Vo € ARVt > T, Al(x) =a, ou @ désigne la confi-
guration constante partout égale a a.

Notons que I’équivalence entre la premiere et la derniere caractérisation
provient essentiellement du lemme d’uniformité (lemme 1 page 12) en uti-
lisant la fonction f : AR — P(N,) définie par f(c) = {n € Ni : A%(c) = co}-

Un autre type de questions de nature globale provient de I’étude du chaos
déterministe dans les systemes dynamiques en général. On pourra consulter
[26] ou [44] pour une étude approfondie de ce type de questions. Dans la
suite, nous nous appuyons principalement sur approche de [43] & travers
les notions d’équicontinuité, de sensibilité et d’expansivité.

L’équicontinuité tout d’abord caractérise une certaine forme de régula-
rité ou de stabilité de la dynamique au voisinage d’un point donné (voir
figure 1.3).

Définition 14. Un automate cellulaire A est équicontinu en x € AR si

Ve > 0,36,y € A% :0(z,y) <6 = VYn € Ny : 9(A"(2), A"(y)) <e.
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Un automate cellulaire équicontinu en tout point est dit simplement équi-

continu™.

F1G. 1.3: Equicontinuité de A en z.

L’équicontinuité d’un automate cellulaire (i.e. la stabilité des orbites
autour de tous les points) est une propriété tres forte caractérisée par I'ultime
périodicité des orbites.

Théoréme 3 (P. Kurka, [43]). Un automate cellulaire A est équicontinu si
et seulement si A est ultimement périodique : il existe tg,p € Ny tels que

Ato = Atotp,

Par le lemme d’uniformité, on montre facilement qu’un automate cellu-
laire est équicontinu si et seulement si 'orbite de chaque configuration est
ultimement périodique.

En effet, les orbites d’un automate cellulaire équicontinu sont toutes ulti-
mement périodiques d’apres la proposition. Réciproquement, si A ne pos-
sede que des orbites ultimement périodiques, on peut définir la fonction
f: AR — P(N x N) par

fle) ={(t,p) : A'(c) = A"P(c)}.

f(c) n’est jamais 'ensemble vide par hypothese. Comme de plus f est inva-
riante par translation et conservative a la limite (par commutation avec les
translations et continuité de A), le lemme d’uniformité (lemme 1 page 12)
permet de conclure qu’il existe (to,po) € N x N vérifiant Ao = Afo+Po et
le théoreme 3 permet de conclure.

Si d’un point de vue global I’équicontinuité apparait comme une forme
de stabilité, on peut aussi la caractériser localement en terme de circula-
tion d’information lorsque le réseau est Z : le « centre » d’une configuration
d’équicontinuité correspond a un « mur » empéchant l'information de circu-
ler de part et d’autre.

“La compacité de Pespace implique que la notion d’équicontinuité en tout point coin-
cide avec la notion d’uniforme équicontinuité (une preuve apparait dans [12]). Ceci justifie
que nous confondions largement ces deux notions dans la suite.
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En effet, si z est un point d’équicontinuité pour A associé aux constantes
e et 0. Alors l'orbite de toute configuration de la boule B, s de centre z
et de rayon ¢ est déterminée a € pres. Autrement dit, si le mot u associé a
la boule B, s apparait dans une configuration, I’état des cellules centrales
qui supportent ce mot (précisément celles qui sont a distance inférieure a
|loge| du centre) est déterminé & toute étape, indépendamment du reste
de la configuration. De plus, si € < 2774, aucune information ne peut étre
échangé entre les cellules de part et d’autre de 'occurrence de u : u est un
mot bloguant. Réciproquement si u est un mot bloquant, on vérifie sans mal
que toute configuration égale a u en son centre est un point d’équicontinuité.

Un automate cellulaire A de dimension 1 sans point d’équicontinuité
est par définition sensible aux conditions initiales ([43]). Informellement, la
sensibilité correspond a I’absence de mot bloquant totalement le passage
d’information de part et d’autre. Autrement dit, pour chaque mot, il existe
un certain type d’information qui peut le traverser. Formellement, on a la
définition suivante pour un réseau quelconque.

Définition 15. Un automate cellulaire A est sensible aux conditions ini-
tiales s’il existe une constante positive € telle que :

Vee AR V5 > 0,3t e N,y e AR :o(z,y) <6 et o(Al(2), A'(y)) > e

La notion d’expansivité enfin traduit une forme d’instabilité systéma-
tique dans les orbites (voir figure 1.4), a l'inverse de 1’équicontinuité qui
caractérise elle la stabilité des orbites.

Définition 16. Un automate cellulaire A est (positivement) expansif si

Je>0,Ve,yc ARz #4y=IneN: (A (z), A™(y)) > e.

temps

T oy

Fi1G. 1.4: Relation entre les orbites d’un automate cellulaire positivement expansif
de constante d’expansivité e.

En reprenant la définition de 0, la définition ci-dessus peut étre inter-
prétée ainsi : toute différence entre 2 configurations implique, des le temps
initial ou apres un certain nombre d’itérations, une différence proche de la
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cellule centrale. Intuitivement, ’expansivité correspond & une forme de pro-
pagation systématique de I'information dans toutes les directions du réseau.
Cette condition est trop forte des que le réseau est de dimension supérieure
ou égale & 2 : un simple argument combinatoire fondé sur sur une caractéri-
sation de 'expansivité (donnée dans [44]) montre qu'un automate cellulaire
ne peut étre expansif que si son réseau est de dimension 1. Dans la suite on
utilisera simplement le terme ezpansif pour désigner un automate cellulaire
positivement expansif.

P. Kurka utilise dans [43] ces définitions pour partitionner les automates
cellulaires en ceux qui sont sensibles aux conditions initiales (classe K3)
et ceux qui ne le sont pas (classe K3), puis en affinant chacune de ces
deux classes avec les propriétés d’expansivité (classe Ky) et d’équicontinuité
(classe K) respectivement. Cette approche, fondée sur des notions topo-
logiques éprouvées, a aussi I'avantage de s’interpréter facilement en terme
de circulation de I'information entre cellules comme on I’a vu ci-dessus. Ce-
pendant, comme toutes ces notions s’appuient sur la distance 9, elles ont
I'inconvénient de ne pas étre uniformes : en particulier, 'automate o, peut
étre équicontinu ou sensible aux conditions initiales selon que z = (0, ...,0)
ou non. Intuitivement, les automates o, possedent pourtant tous une dyna-
mique « stable » dans laquelle aucun déplacement relatif d’information n’a
lieu, mais ol apparait seulement un éventuel déplacement global de ’état des
cellules que I'on ne peut détecter que si ’on distingue une certaine cellule
du réseau. Il nous semble donc plus pertinent, dans le modele des auto-
mates cellulaires, d’utiliser les 4 types de comportement ci-dessous (77, 72,
75 et 7y) inspirés de la classification de P. Kurka. L’idée est de s’intéresser
aux mémes phénomenes de transmission ou blocage de I'information mais
en considérant en un certain sens uniquement les déplacements « relatifs »
d’information. Pour cela, nous considérons A et o, o A’ comme un méme
systeme dynamique : la mesure des déplacements d’information ne se fait
alors plus par rapport a une cellule du réseau choisie arbitrairement, mais
plus généralement par rapport & un certain vecteur vitesse de référence qui
peut étre choisi de fagon quelconque. La définition suivante formalise cette
facon de voir A et o, o A' comme un méme systeme dynamique dans un
cadre général.

Définition 17. Pour toute propriété P sur les automates cellulaires, on

définit la propriété P suivante :

;:{B:Elz,zleR,Elt,t'GN+,E|A€ACavecB:UZOAt etaz/OAtl € P}
={B:3z,c R, 3t,t' € Ny,IA € AC avec B= A’ et o, 0 A" € P}

Dans la suite, si A € P, on dira que A posséde la propriété P selon une
certaine direction.
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O, X 0_,

14,0, XOR

F1G. 1.5: Partionnement des automates cellulaires selon les classes 77, 72, 73 et 74.

Notons que dans le cas général les trois parametres ¢, 2’ et ¢/ sont utiles™
dans la deuxieme forme de la définition. On peut les interpréter comme des
parametres d’accélération ou de ralentissement dans le temps et de dérive
dans ’espace pour le phénomene étudié a travers la propriété P.

Pour revenir a notre adaptation de la classification de P. Kurka, on
distingue les 4 types de comportement suivants :

(i). Pensemble 7; des automates cellulaires équicontinus selon une certaine

direction (77 = [?1),

(ii). ensemble 75 des automates cellulaires possédant des points d’équi-
continuité selon une certaine direction (73 = _[?2),

(iii). I’ensemble 73 des automates cellulaires sans point d’équicontinuité se-
lon aucune direction (73 = AC\ 72),

(iv). Pensemble 7; des automates cellulaires expansifs selon une certaine
direction (73 = la).

Dans le cas ou P = K1, Ko, K3 ou Ky, les classes de la forme P définies
ci-dessus peuvent étre caractérisées de maniere plus explicite. Par exemple,
on vérifie que 'on a 7y = {A: 3z € R,3t,t' € N; avec 0, 0 A' = A"} In-
tuitivement, 77 est donc la classe des automates cellulaires ultimement pé-
riodiques a translation pres. Dans la suite, nous utiliserons cependant de

préférence la forme P pour les classes 77 & 74 (ce choix sera surtout justifié
en section 4.1.1).

La figure 1.5 illustre le partitionnement des automates cellulaires obtenu.
Les inclusions sont immédiates sauf 7y C 73 prouvée dans la proposition qui
suit.

Proposition 5. 7, C 73

“Pour voir cela, on peut par exemple considérer la propriété P exprimant la capacité
d’un automate cellulaire a déplacer un état dans une configuration quiescente a une vitesse
% donnée.
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Démonstration. Dans le cas d'un réseau de dimension 2 ou plus, 74 est vide
comme on ’a déja remarqué plus haut. Plagons nous dans le cas R = Z et
supposons qu’il existe A € 7o N 74. On en déduit 'existence de deux auto-
mates, Ay avec des points d’équicontinuité et A4 expansif, et de parametres
to, thyts,t) € Ny et 29,24 € Z tels que : A2 =0, o.Ag2 et A4 =0, o.Aff‘.
D’aprés la premiere relation, Pautomate A, = o_,, o A posséde un mot
bloquant. Si un tel mot apparait dans une configuration initiale il par-
tage le réseau de cellules de A, en deux moitiés indépendantes. Ceci est
en contradiction avec l'expansivité de A4 car, d’apres [44], il existe des en-
tiers b, € N4 et z, € Z tels que pour tout ty € N4 I'ensemble des valeurs
{(A4(c)) (tze 4+ 2) 1 t < tg et |z, < b} dans le digramme espace-temps de
A, a partir de la configuration ¢ détermine I’ensemble des valeurs de ¢(z)
pour —rt < z < rt. OJ

1.3 Groupage et universalité

Le but de cette section est d’introduire la notion de groupage, définie
par J. Mazoyer et I. Rapaport [58], étendue ensuite par N. Ollinger [73],
puis celle d’universalité intrinseque présente dans la littérature depuis les
travaux de E. R. Banks [3] et formalisée progressivement, notamment par
B. Martin I [52], J. Albert et K. Culik [1], puis B. Durand et Z. Réka [82, 20],
et enfin N. Ollinger [74, 75, 73].

Nous adoptons ici un point de vue original qui, en complément de I’étude
menée dans [73], éclaire une caractéristique basique mais selon nous fon-
damentale du modele des automates cellulaires : la dualité entre ’espace
—les données— et la regle —le controle. Celle-ci est parfaitement illustrée
dans le fonctionnement des automates cellulaires intrinsequement universels
construits dans la littérature. Il s’agit d’automates capables d’adopter le
comportement de n’importe quel automate cellulaire sur des configurations
contenant une description explicite de la regle de transition de celui-ci selon
un codage approprié (circuits logiques, tables de transition, etc) : c’est alors
bien plus dans la forme et le contenu de telles configurations que dans la
regle locale de automate universel que I'on trouve I'information pertinente
pour expliquer le type de comportement observé.

1.3.1 Structures spatio-temporelles

Les régions de ’espace qui sont en un certain sens stables dans le temps
jouent un role important dans la compréhension de la dynamique globale
d’un automate cellulaire. C’est I'objet de la définition suivante.

Définition 18. Soit A un automate cellulaire et & un sous-shift de A®. &
est dit positivement invariant pour A s’il eziste t € N tel que AY(S) C &.
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On pourrait plus généralement définir cette notion de stabilité pour un
ensemble de configurations quelconque, mais par continuité et uniformité
tout ensemble positivement invariant est inclus dans un sous-shift positive-
ment invariant : cela justifie de se limiter aux sous-shifts.

Un sous-shift & positivement invariant pour A constitue en quelque sorte
une composante autonome de la dynamique de A. Un cas particulier simple
mais important pour la suite est celui out = 1 et & est un sous-shift complet.
Le systéme dynamique (A, &) est alors un automate cellulaire (d’apres la
proposition 4 car & = QR et que A est continu sur & et commute avec les
décalages). Cet automate, et plus généralement tout automate cellulaire qui
lui est isomorphe, est appelé un sous-automate de A.

Définition 19. B est un sous-automate de A, noté BC A, si R4 =Rz
et s’il existe une injection ¢ : B — A telle que Ao = ¢po B, ou ¢ désigne
lextension cellule a cellule de ¢.

Les cas qui nous intéressent dans la définition 18 sont ceux ou le systéme
dynamique (At, 6) peut, en un certain sens, étre vu comme un automate cel-
lulaire™. C’est le cas des sous-automates, mais en s’inspirant de la définition
19 nous pouvons plus généralement voir I'action d’un automate cellulaire
dans tout sous-shift par bloc positivement invariant. Pour cela, il nous faut
d’abord examiner plus en détail comment, sous 'action d’un automate cellu-
laire, 'alignement des configurations d’un sous-shift par blocs est modifié. Le
lemme suivant affirme que I'éventuel décalage d’alignement peut étre choisi
identique pour toutes les configurations du sous-shift. La preuve s’appuie
essentiellement sur le lemme d’uniformité.

Lemme 2. Soit A un automate cellulaire et Sg un sous-shift par blocs
positivement invariant : A'(Sg) C &p. On note m € Ra+ le format des
blocs de B. Alors il existe zem € R tel que

Ve € Gy, V2 € R:0.(c) € oy (‘BR) E Oty (At(c)) € o, (‘BR)
Démonstration. Soit f : B* — P(R) la fonction définie par
fle)={2 €Ra:0,0A 00m(c) € 0,,(B7)}.

Comme Gy est positivement invariant en temps ¢, on a f(c) # () pour
toute configuration ¢ € BR. De plus, f est clairement invariante par déca-
lage et conservative a la limite (car Gg est fermé et o, o A 0 0,, est une
fonction continue, pour tout z € R). Ainsi, le lemme d’uniformité (lemme 1
page 12) permet de conclure qu'il existe zgs € R tel que pour tout ¢ € B
on a nécessairement o, o A’ 0 0,,(c) € o, (%R). Le lemme en découle. [

s (At, 6) ne peut a priori pas toujours étre ramené a un automate cellulaire. Considérer
de tels systemes dynamiques dans toute leur généralité nous ferait sortir du cadre de cette
these.



1.3. GROUPAGE ET UNIVERSALITE 27

Grace au lemme ci-dessus, on peut alors voir 'action d’un automate
cellulaire dans tout sous-shift par blocs positivement invariant : c’est la
notion de sous-automate enfoui.

Définition 20. Si Gy est un sous-shift par blocs positivement invariant
pour A, un sous-automate enfoui de A associé¢ a Sy, est, a isomorphie
pres, un automate cellulaire Ass d’alphabet B et de réseau R4 défini par :

Ap=o0,'00_,, 0o A oo,

ol 2z € R wvérifie la condition du lemme 2, t est tel que A(Gyp) C Gy et
m € Ra" est le format des blocs de B.

A est bien un automate cellulaire sur B : c’est une fonction bien
définie de B dans lui-méme (par la condition du lemme 2 imposée sur zm),
continue (comme composition de fonctions continues) et qui commute avec
les décalages sur B (cela découle de la version faible de commutation que
vérifie 0, comme mentionné en section 1.2.1).

Par ailleurs, on vérifie aisément que si B et B’ sont deux sous-automates
enfouis de A associés au méme sous-shift par bloc &g, alors il existe z € R
tels que B = 0, o B'. L’ensemble des sous-automates enfouis associés & un
méme sous-shift par bloc possedent donc essentiellement la méme dyna-
mique, a un décalage régulier des configurations pres. Cependant, il n’y a
aucune raison de privilégier un représentant par rapport a un autre.

F1G. 1.6: Un automate (& gauche) et son sous-automate enfoui (& droite).

La figure 1.6 donne des diagrammes espace-temps d’un d’automate cellu-
laire A d’alphabet A = {{J, B} et de rayon 1 ainsi que de son sous-automate
enfoui Agg associé au sous-shift par bloc Gy avec

DIEER{n m ml Em mmm mwl | [ m

et A%(Gp) C Gx. A est 'automate 184 dans la notation de S. Wolfram et
Ay est un automate a trois états et de rayon 1 tres simple : un état quies-
cent joue le role de fond dans lequel se déplacent deux sortes de particules
(représentées par les deux autres états) qui se déplacent a vitesse constante
dans des directions opposées et se détruisent en cas de rencontre.
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1.3.2 Transformations syntaxiques

L’approche de J. Mazoyer, 1. Rapaport et N. Ollinger pour définir le
groupage est différente. Elle consiste a s’appuyer d’une part sur une notion
locale de sous-systeme dynamique, et d’autre part sur des transformations
purement syntaxiques qui jouent le réle des changements d’échelle. Dans
[73], N. Ollinger a suivi cette approche dans un cadre tres général, i.e. in-
dépendamment de la notion locale de sous-systeéme et en considérant un
ensemble a priori trés large de transformations (qui inclue en particulier
toutes les transformations couramment utilisée dans la littérature). Il a no-
tamment établi une sorte de forme normale pour cet ensemble de transfor-
mations syntaxiques. Nous donnons ici une synthese de ces travaux sur le
groupage en utilisant la définition 19 comme notion locale de sous-systeme
et en présentant directement les transformations syntaxiques sous leur forme
normale. Nous reviendrons a un cadre plus général au chapitre 3.

Définition 21. Soit A un automate cellulaire. Pour tout vecteur m € R,
tout t € Ny et tout z € R, on définit l'automate cellulaire transformé sui-

vant :

A<m,t,z> — 1

o,'00,0A 0o,

A<":62> est bien un automate cellulaire par la proposition 4 car c’est une
fonction continue (comme composée de fonctions continues) et qui commute
avec les décalages (d’apres la propriété de commutation faible de o' et oy,
vue en section 1.2.1 page 15).

Etant donné un automate cellulaire A, on s’intéresse & 'ensemble des
automates cellulaires obtenus par de telles transformations et a leurs sous-
automates. La proposition suivante exprime 1’équivalence de cette approche
avec celle des sous-automates enfouis exposée plus haut. La preuve s’appuie
essentiellement sur la commutation avec les translations.

Proposition 6. Soit A et B deux automates cellulaires de méme réseau R.
Alors A est un sous-automate enfoui de B si et seulement s’il existe des
parameétres m € R, t € Ny et z € R tels que A C B<™H#>,

Démonstration. Si A est un sous-automate enfoui de B, alors par définition
il existe des parametres m, t et z tels que A= (0;11 oo,oBl oo, [‘BR)
pour un certain ensemble 6 C B (] Autrement dit : A C B<m-&t>,
Réciproquement, si A C B<"%*> pour des parametre m, t et z, et en
notant ¢ l'injection impliquée dans cette relation de sous-automate puis
B = ((A) C B, on a alors : Bt (0,,(B%)) C 0,,(B). Donc, par commu-
tation de B avec les décalages, on a B! (Gg) C Sg. On vérifie alors que A
est un sous-automate enfoui associé a Sg. [

Si B est un sous-automate enfoui de A, on peut voir A comme « plus
complexe » que B car il est en particulier capable de reproduire en un certain
sens toute la dynamique de B. Ceci motive la définition suivante.



1.3. GROUPAGE ET UNIVERSALITE 29

Définition 22. On définit la relation =<c sur les automates cellulaires de
méme réseau R par :

A=cB < Im,m e RY t,t' e Ny, 2,2 € R: A0~ C B>

=r est une relation de pré-ordre (cf. [73]) et on peut l'interpréter aussi
comme une relation de simulation (nous revenons sur ce point au chapitre 3).

On peut remarquer au vu de la définition des transformations syn-
taxiques que les parametres de décalage z et 2’ sont redondants. La relation
=c peut alors s’écrire

A=<rB

Y
& Im,t, z,m’,t' . A<m,t,z> C B<mst ,(0,...,0)>

g
& Im,t, z,m’ ¢ A 0-00>  gmitz>,

En effet, on vérifie par le calcul que pour des paramétres my,ms € RT,
t1,to €Ny et 21,290 € R, on a

A<mitiz> <mzta,zz> A<m1®ma,tita,taz1+2z2@m >

On peut donc forcer z = (0,...,0) ou 2’ =(0,...,0) sans perte de gé-
néralité dans la relation A<"H2> C B<™:t,2> car comme pour tout
ma €ERT, th €Ny et 2o ERo0n a

<ma,ta,za>

A<m,t,z> <ma,ta,za> C B<m’,t',z'>
= b)

il suffit de choisir trz+za@m=(0,...,0) (ou
taz +za @m' =(0,...,0) respectivement).

1.3.3 Universalité intrinseque

L’outil de groupage permet de fagon générale d’associer une regle de
transition —un automate cellulaire enfoui— & certaines familles de confi-
gurations structurées de ’espace —les sous-shifts par blocs— sur lesquelles
un automate cellulaire exhibe un comportement caractéristique. Cela donne
naturellement lieu a la définition suivante d’universalité qui est de nature
dynamique et reste intrinseque au modele des automates cellulaires. Cette
définition correspond & une interprétation stricte de la notion intuitive d’uni-
versalité intrinseque présente dans la littérature [20, 52], nous revenons sur
la généralité de I’approche aux chapitres 3 et 4.

Définition 23. Un automate cellulaire A est intrinséquement universel si
tout automate cellulaire B est un sous-automate enfoui de A.
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Intuitivement, un automate cellulaire A est intrinséquement universel s’il
est capable de reproduire en un certain sens la dynamique de tout automate
cellulaire B. Avec le formalisme développé précédemment on peut voir cette
capacité a reproduire une dynamique de deux manieres : soit globalement
par restriction a un sous-espace, soit localement par transformations syn-
taxiques de la regle de transition. L’universalité intrinseque peut aussi étre
caractérisée en terme d’ordre comme le montre la proposition suivante.

Théoréme 4 (N. Ollinger, [73, théorémes 12 et 14]). A est intrinséquement
universel si et seulement si, pour tout B, B=cA.

Ainsi, 'ensemble des automates cellulaires intrinsequement universels
constitue une classe qui est un maximum global pour <.

Exemples

La problématique de 'universalité est présente dans la littérature des les
travaux de J. von Neumann [71], méme s’il ne s’agit pas toujours d’universa-
lité intrinseque au sens donné ci-dessus. L’une des préoccupations majeures
dans ce domaine a été d’exhiber les automates cellulaires universels les plus
petits possibles pour différentes notions de taille.

Dans [3], E. R. Banks construit pour le réseau Z2 un automate cellu-
laire intrinsequement universel” d’alphabet {{J, B}, avec pour voisinage I’en-
semble {(z,y) : x| + |y| <1} (souvent appelé voisinage de von Neumann),
et dont la regle de transition est donnée figure 1.7.

| | |
0 m n o o m 0N
O | |

Fia. 1.7: L’automate cellulaire de E. R. Banks est invariant par rotation du voisi-
nage autour de la cellule centrale. Seules les configurations du voisinage
qui induisent un changement d’état de la cellule centrale sont représentées
(a rotation pres).

En dimension 1, lorsque le rayon est limité, la construction d’automates
cellulaires intrinsequement universels est plus difficile en raison des pro-
blemes de croisement d’information. E. R. Banks souligne dans [3] que son
automate cellulaire de dimension 2 permet de simuler n’importe quel auto-
mate cellulaire de dimension 1 en utilisant seulement une portion de ’espace
finie selon une direction, les autres cellules étant fixées a 1’état 0 qui est quies-
cent. Il en déduit alors I'existence d’un automate cellulaire intrinsequement
universel de dimension 1, avec 2 états et 5 voisins.

“Le formalisme utilisé par E. .R. Banks n’est pas celui de I'universalité intrinseque,
mais on vérifie a posteriori que sa construction est universelle au sens de la définition 23.
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N. Ollinger a construit un automate cellulaire intrinsequement universel
a 6 états de rayon 1 (voir [74]). Il utilise une représentation par circuits a ni-
veaux de ’automate cellulaire a simuler. La minimisation du nombre d’états
repose sur une utilisation maximale de ’espace : la régle est représentée non
pas par un circuit mais par une collection de circuits binaires juxtaposés, la
structure de chaque circuit est codée spatialement et les portes des circuits
ainsi que les limites des blocs (ou macro-cellules) n’utilisent que 2 états et un
codage positionnel pour représenter 4 valeurs (porte NAND, porte COPY,
porte IGNORE, limite de cellule).

Non-universalité

Comme on I’a dit plus haut, des automates cellulaires universels ont été
proposés dans la littérature avant I’apparition d’une définition précise d’uni-
versalité. En revanche, la notion doit étre formalisée des qu’il s’agit d’ob-
tenir des résultats négatifs. Dans la suite nous donnerons plusieurs preuves
de non-universalité au sens de la définition 23. Un premier exemple est celui
des automates cellulaires surjectifs.

Proposition 7. Pour tout A surjectif, si B2c.A alors B est surjectif.

Démonstration. 11 suffit de vérifier d’une part qu’un sous-automate d’un au-
tomate cellulaire surjectif est surjectif (cela découle de la caractérisation (iii)
du théoreme 2), et d’autre part que si A est surjectif, A<™H*> est lui aussi
surjectif pour tout m € R*, t € Ny et z € Z (cela découle du fait que o},

o, et o, sont des fonctions bijectives). O

La propriété ci-dessus implique qu’il n’existe pas d’automate cellulaire
surjectif intrinsequement universel.

Corollaire 4. Un automate cellulaire intrinsequement universel n’est pas
surjectif.

Nous revenons sur cette propriété de < vis-a-vis de la surjectivité ainsi
que sur les conditions nécessaires a 'universalité intrinseque au chapitre 4.

1.4 Dynamiques

Etant donnés deux automates cellulaires A et B, la relation A=<-B ex-
prime que I’ensemble des diagrammes espace-temps de A se retrouvent en un
certain sens dans ceux de B. Cependant, il est parfois nécessaire de comparer
plus finement les dynamiques de deux automates cellulaires en identifiant
certains comportement spécifiques qui peuvent étre produits par I’'un mais
pas par l'autre (alors qu’ils sont incomparables au sens de <¢). L’objet de
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cette section est de développer des outils pour ce type de comparaisons™.

Pour ce faire nous nous concentrons essentiellement sur les déplacements
d’information au cours du temps.

Tout d’abord, pour capturer une notion d’information suffisamment gé-
nérale, nous avons recours a la définition suivante qui permet de s’abstraire
de l’alphabet de 'automate cellulaire considéré : les atomes d’information
que 'on choisit de mettre en évidence ne sont alors pas nécessairement les
états de 'automate mais plus généralement des ensembles d’états. Autre-
ment dit, les atomes d’information sont obtenus par projection ou coloriage
de l'alphabet initial. La définition suivante formalise cette idée pour dif-
férents objets associés & un automate cellulaire (états, configurations ou
diagrammes espace-temps).

Définition 24. Soient A et B deux ensembles finis. Pour tout ensemble X,
toute paire (a,b) € AX x BX, et toute surjection s : B — A, on note a <. b,
b se colorie en a selon ¢, le fait que Vx € X, ¢(b(z)) = a(z). On note en outre
a b le fait qu’il existe < telle que a < b.

Les comportements spécifiques auxquels on s’intéresse dans la suite, et
qui vont servir a comparer des automates cellulaires entre eux, sont alors
des familles de diagrammes spatio-temporels sur un certain alphabet @ (i.e.
des sous-ensembles de (QR)N). Un tel ensemble de diagrammes® est ap-
pelé simplement une dynamique. Informellement, une dynamique associée a
un alphabet @) décrit un schéma de propagation, de transformation et de
composition de I'information dont les atomes sont les élément de Q. Par
définition, un automate cellulaire capture un tel comportement (une telle
dynamique) s’il peut produire de tels diagrammes a changement d’échelle et
coloriage pres. Formellement, on a la définition suivante.

Définition 25. Une dynamique D associée a un alphabet QQ et a un réseau
R est un ensemble de suites de points de Uespace Q™, ou de facon équivalente
un sous-ensemble de Q™N. Un automate cellulaire A de réseau R capture
la dynamique D s’il existe t,t' € Ny, m,m’' € R" et z € R tels que, pour
toute suite d € D (ot d = (d;)ien), il existe ¢ € (AR et une surjection
c: Alml Q[ml] avec

VYn € N : 0;1}(dnt’) <. (_A<m,t,z>)n (C)
Sit' =1, on dit que A capture D pas & pas. Si z = (0,...,0), on dit que A

capture D directement. Une dynamique est cellulaire si elle est capturée par
un certain automate cellulaire.

“Méme si ce n’est pas notre objectif premier, on notera que les notions introduites dans
cette section, et notamment la définition 25, englobent la notion de signal telle qu’elle est
définie dans [61].

*Bien siir, les diagrammes spatio-temporels qui composent une dynamique ne sont pas
nécessairement des diagrammes espace-temps d’automate cellulaire.
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Les parameétres de changement d’échelle sont identiques pour tous les
éléments de la dynamique D7 : Pautomate qui capture celle-ci doit en effet
étre capable de reproduire les variations de vitesses, de temps et de distance
mises en jeu a travers les différents diagrammes qui composent D.

La figure 1.8 illustre ces définitions dans le cas du réseau Z par une dy-
namique D représentant la propagation d’une information binaire selon une
trajectoire parabolique (dans 'espace-temps) et capturée par un automate
cellulaire tres simple.

F1G. 1.8: Diagramme espace-temps (& droite) d’un automate cellulaire A d’alpha-
bet A = {l,l M 0} et de rayon 2, capturant une dynamique (famille de
paraboles discrétes dont une est représentée & gauche). Les parametres de
groupage appliqués & A sont m = 2, z = 0 et t = 1 (ce parametre contrdle
'excentricité de la parabole obtenue). Le coloriage ¢ : A2 — {{J, B} asso-
cié est caractérisé par ¢~ 1(H) = {H0], N, (N, EE}.

La définition qui suit formalise un type de dynamique qui nous intéresse
plus particulierement dans la suite.

Définition 26. Une dynamique D est persistante si pour tout d € D il existe
une position z € R telle que la suite (d(z, t)) n’est pas constante a partir
d’un certain rang.

teN

Notons en particulier qu'une dynamique persistante capturée directe-
ment par un automate cellulaire A a voisinage omnidirectionnel ne peut
I’étre qu’en utilisant des configurations sans état envahissant.

“On pourrait demander de plus que < soit unique & toute la dynamique, mais cela
revient essentiellement au méme car, les paramétres m et m’ étant fixés uniformément, il
n’existe qu’un nombre fini de choix possibles pour g.
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1.4.1 Groupage et dynamiques

La proposition 23 page 79 implique I’existence d’'un automate cellulaire
B qui capture toutes les dynamiques capturées par un automate cellulaire
A et tels que A;f[)’ . En revanche, un automate cellulaire capture toutes les
dynamiques capturées par les automates cellulaires qu’il simule au sens de
=c-

Proposition 8. Si A=<cB, toute dynamique capturée par A est capturée par

B.

Démonstration. Si A capture une dynamique D, il existe par définition des
parametres t,t' € Ny, m,m’ € RT et z € R tels que, pour toute suite d € D
(ot d = (d;)ien), il existe ¢ € (AI™)R et une surjection ¢ : A" — Q"™ avec

¥n € N:o J(dy) < (A5 (c).

Par définition, si A=< B il existe m.,me € R, t,te € Ni et 24,20 ER
tels que A<"sbo> £ B<mele?e>  Comme on 1'a remarqué en page 29,
on peut de plus supposer sans perte de généralité que z, = (0,...,0). Par
ailleurs, quitte a itérer les automates cellulaires de part et d’autre de la re-
lation C, on peut aussi supposer que t, est multiple de [[, m; (ot m; est la
i®™¢ coordonnée de m).

On a alors aussi

VneN:o, 1o (dpyy) Do <«4<m7t’z><m*’t*7z*>) (0 (0)),

m/ @ms

[m]

ou ¢ : (A[m})[m*] — (Q[m/]> est 'extension naturelle de ¢ aux blocs de

format m.. De plus, par choix de t, et z,., on vérifie par le calcul qu’il existe
z+ € R avec

A<m’t’z> <M b, 25 > — A<m* b,z > <Mt 24>

On en déduit alors

A2 > <m,t,z4> O B<Meleze> <m,t,z4>
= )

a travers une certaine injection 7 : (A[m])[m*] — (B[’"'])[m]. Il découle alors
directement de cette relation que

n
Vn e N : 0—1 (dt*t’n) S‘g’ow*l <B<m.,t.7z.><m,t,z+>> (fo 0;11 (C))

m’ @
Ceci montre que B capture la dynamique D. O

Corollaire 5. Si un automate cellulaire est intrinsequement universel alors
il capture toutes les dynamiques cellulaires.
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1.4.2 Universalité pour le calcul Turing

La définition 25 ci-dessus s’appuie sur des collections de diagrammes
spatio-temporels quelconques, c’est a dire des éléments de (QR)N pour un
certain réseau R et un certain alphabet fini Q. Or de tels objets peuvent
étre utilisés pour représenter ’évolution de I’état au cours du temps d’une
grande variété de systemes dynamiques discrets. Il suffit que ’état du sys-
teme S considéré puisse étre représenté par une configuration de Q™. Une
fois la convention d’encodage de I’état du systeme S dans les configurations
de QR fixée, la définition 25 fournit une notion formelle de simulation ez-
trinséque c’est a dire de ce que peut étre la capacité d’un automate cellulaire
a reproduire la dynamique de S.

L’étude comparative des systemes dynamiques discrets en général ne
rentre pas dans le cadre de cette these. En revanche on peut utiliser cette
approche pour formaliser d’'une maniere assez générale la capacité des au-
tomates cellulaires a effectuer des calculs et en particulier leur universalité
pour le calcul Turing. Ainsi nous allons définir (partiellement) la notion
d’universalité pour le calcul Turing, non pas en décrivant directement une
fagon de calculer par automate cellulaire, mais en formalisant la capacité
des automates cellulaires a reproduire le comportement de divers systemes
de calculs vus comme des systémes dynamiques.

Définition 27 (universalité pour le calcul Turing). Un systéme dynamique
discret est (Q, R)-représentable s’il peut étre vu comme une fonction F agis-
sant sur un ensemble E C QR. Un automate cellulaire A simule un systéme
dynamique représenté par (F ) E) s’il capture la dynamique D définie par

D= {(F"(e)),cn: €€ E}.

Un automate cellulaire est universel pour le calcul Turing (ou simplement
Turing-universel ) s’l simule a travers une (Q, R 4)-représentation « raison-
nable » un systeme dynamique réputé « Turing-complet ».

Cette définition capture & notre connaissance toutes les variantes d’uni-
versalité pour le calcul utilisées dans la littérature et en particulier, la
construction de J. H. Conway sur le « Jeu de la Vie » utilisant une ma-
chine a registres [20] ainsi que celle de M. Cook sur l'automate cellulaire
élémentaire numéro 110 dans la notation de S. Wolfram utilisant des cyclic
tag systems [14].

Notons qu’une simulation extrinseque au sens ci-dessus se fait toujours
en temps linéaire (chaque étape du systéme simulé demande un nombre
constant d’étapes dans le systéme simulateur) or I’équivalence pour le calcul
des différents systéemes Turing-complets repose parfois sur des déformations
non linéaires du temps™ : un automate cellulaire universel pour le calcul

“Par exemple, la simulation d’une machine de Turing par une machine & 2 compteurs
nécessite une distortion exponentielle du temps (voir [62]).
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Turing ne simule donc pas nécessairement tous les systemes Turing-complets.

La définition 27 n’est pas compléetement formalisée puisqu’elle repose
sur les notions floues de « Turing-complétude » et de (@, R)-représentation
« raisonnable ». Nous laissons volontairement ces notions indéfinies (voir [62]
pour une étude des systémes Turing-complets et [20] pour une discussion
sur ces questions dans le cadre des automates cellulaires). Toutefois, nous
utilisons dans la suite la définition 27 de maniere rigoureuse comme une
condition suffisante a 'universalité pour le calcul Turing. En effet, tous les
automates cellulaires Turing-universels considérés dans la suite le sont par
simulation d’une machine de Turing, et toutes les simulations de machine
de Turing par automate cellulaire utilisent la représentation « raisonnable »
suivante : si A est l'alphabet du ruban et B est ’ensemble d’états de la
machine considérée, une configuration de la machine dans laquelle la téte
est en position zg et dans I'état eg est (AU A x B, Z)-représentée par la
configuration ¢ définie par :

o(z) = {r(z) si z # zo,

(r(z0),ep) sinon,

ou r(z) désigne la lettre (éventuellement un blanc) présente sur le ruban en
position z.

Les dynamiques produites par une machine de Turing sont de nature
séquentielle, c’est a dire que les changements d’état sont localisés (ils ont lieu
a proximité d’une certaine position qui elle-méme peut se déplacer au cours
du temps a vitesse finie) par opposition aux automates cellulaires ou des
changement d’état peuvent avoir lieu partout simultanément. La définition
suivante formalise ce type de dynamiques sur lesquelles nous reviendrons au
chapitre 4.

Définition 28. Une dynamique D est séquentielle si il existe K € N4 tel
que, pour tout d € D avec d = (d;);ien, pour tout z,2' € R et n,n’ € N avec
n<n',ona:

An(2) # du1(2) A dw () # drsa () = |2 = 2|, < K0 = n+1).

1.5 Décidabilité

Comme nous 'avons déja souligné, la simplicité formelle des automates
cellulaires n’empéche pas la présence d’une grande complexité dans le mo-
dele, complexité qui s’exprime en particulier par de nombreux résultats d’in-
décidabilité.

Le premier d’entre eux concerne la propriété de nilpotence (définition 13
page 20). Cette propriété a été montrée indécidable en dimension 2 et su-
périeures par K. Culik, J. Patchl et S. Yu dans [15] puis le résultat a été
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étendu” & la dimension 1 par J. Kari dans [38]. Dans les deux cas la preuve
est obtenue par réduction au probleme de la pavabilité du plan par un jeu
de tuiles du a R. Berger [5].

Théoréme 5. Pour tout réseau, le probléme de la nilpotence est indécidable.

Le probleme de la nilpotence apparalt comme un probleme « simple »
qui se réduit a de nombreux probléemes naturels. Par exemple, le théoreme 5
implique 'indécidabilité de la propriété d’équicontinuité (caractérisée par
le théoreme 3)*. Il n’est pas difficile non plus de voir que la nilpotence se
réduit au probléme de savoir si un automate cellulaire donné A atteint son
ensemble limite en temps fini (formellement, 3n € N, : A?(AT) = Qy ).

On notera que des variantes du probleme de la nilpotence ont également
été montrées indécidables. Tout d’abord, K. Sutner a montré dans [84] que
le probleme de savoir si toutes les configurations périodiques d’un automate
cellulaire donné convergent vers un point fixe est indécidable. Par ailleurs,
J. Mazoyer et I. Rapaport ont montré dans [59] que ’analogue de la nilpo-
tence pour les configurations périodiques est aussi un probleme indécidable
(la preuve est faite en dimension 1 et le résultat s’étend facilement & toute
dimension).

Théoréme 6. Un automate cellulaire A est nilpotent sur les configurations
périodiques s’il existe une configuration périodique ¢ € AR telle que pour
toute configuration périodique ' il existet € Ny avec A'(c') = c. Le probléme
de la nilpotence sur les configurations périodiques est indécidable.

Les résultats d’indécidabilité ci-dessus et ceux que nous donnerons plus
loin accréditent la these selon laquelle presque toute propriété intéressante
est indécidable. L’étude de la calculabilité dans le modele des automates
cellulaires a toutefois permis de mettre a jour des exceptions remarquables.
En effet, S. Amoroso et Y. N. Patt ont montré dans [2] que la surjectivité et
I'injectivité des automates cellulaires de réseau Z sont des propriétés déci-
dables. Par contre, J. Kari a montré dans [39] que ces propriétés deviennent
indécidables a partir de la dimension 2.

Théoreme 7. Lorsque R = Z, la surjectivité et linjectivité des automates
cellulaires sont décidables en temps polynomial. Lorsque R = Z% avec d > 2,
la surjectivité et l'injectivité sont des propriétés indécidables.

Ce résultat donne un autre exemple de propriété sensible & la dimension
de lespace (cf. section 1.2.2 page 22 sur la propriété d’expansivité). On peut
citer également [7] pour une nouvelle propriété dont la décidabilité dépend
de la dimension.

“L’indécidabilité de la nilpotence en dimension 1 implique I'indécidabilité de la nilpo-
tence en toutes dimensions.

*La réduction est directe dans le cas ol lalphabet peut varier. L’indécidabilité de
Iéquicontinuité & alphabet fixé a également été montrée dans [19]
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Plus récemment, N. Ollinger a montré dans [75] I'indécidabilité d’une
propriété d’un autre genre : 'universalité intrinseque. La preuve utilise une
réduction & la nilpotence sur les configurations périodiques (théoreme 6 ci-
dessus) et le résultat est prouvé en dimension 1.

Théoreme 8. Il est indécidable de savoir si un automate cellulaire est in-
trinsequement universel ou non.

Enfin, J. Kari a montré dans [40] un résultat connu sous l’appellation
« théoreme de Rice pour les ensembles limites » qui illustre 'importance de
la nilpotence pour les problemes de décisions : pour toute propriété P non
triviale des automates cellulaires caractérisée par ensemble limite, le pro-
bleme de décider la nilpotence se réduit au probleme de décider P. Dans
notre formalisme (définition 2), une propriété caractérisée par ensemble li-
mite est un ensemble P C AC d’automates cellulaires™ qui ne dépend que
des ensembles limites,i.e. qui vérifie :

VA BeAC: siQQq=Qpgalors Ac P BeP.

Le probleme de décision associé & P est alors le probleme Dy¢(P) suivant :
Entrée : A= (A, VA,5A) € AC
Question : FEst-ce que A € P?

Le théoreme de Rice sur les ensembles limites s’énonce alors de la fagon
suivante.

Théoréme 9. Pour toute propriété P non triviale (i.e. telle que 3A, B € AC
avec A € P et B ¢ P) et caractérisée par ensemble limite, le probléme
Duc(P) est indécidable.

Nous envisagerons a nouveau des propriétés comme des ensemble d’au-
tomates cellulaires au chapitre 2 lorsque nous étudierons des problemes de
densité (sections 2.1.2 et 2.2.2). Cependant, dans I’article de J. Kari, ’énoncé
du théoreme de Rice suit un autre formalisme pour la définition des proprié-
tés concernant les ensembles limites. Il s’agit dans [40] d’un ensemble d’en-
sembles limites « acceptables ». Formellemet, pour tout ensemble fini T C S,
on note Pr ’ensemble des sous-shifts de TR (Pr contient en particulier I’en-
semble limite de tout automate cellulaire défini sur ’ensemble d’états T').
L’ensemble des ensembles limites d’automates cellulaires est alors contenu
dans Y = U Pr.

T fini
Une propriété P’ des ensembles limites est définie formellement comme

un sous-ensemble de I/. Un automate cellulaire A posseéde la propriété P’ si
Q4 € P'. Le probleme de décision associé & P’ est alors le probleme Dy (P’)
suivant :

“L’ensemble AC est défini pour un réseau R fixé que nous ne mentionnons pas ici car
le résultat de J. Kari est vrai pour tout réseau.
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Entrée : A= (A, VA,5A) € AC
Question : Est-ce que Q4 € P'?
L’énoncé original du théoreme de Rice est donc le suivant.
Théoréme 10. Pour toute propriété P’ des ensembles limites qui est non

triviale (i.e. telle que 3A,B € AC avec Qg € P’ et Qp & P’), le probléme
DA (P’) est indécidable.

On montre que 'on peut déduire le théoreme 9 du théoreme 10 et réci-
proquement.

Pour toute propriété des ensembles limites P’ (i.e. P CU), on définit
Puc(P’), propriété des automates cellulaires caractérisée par ensemble li-
mite de la fagon suivante :

Puc(P)={A€AC:Qy €P'}.

Inversement, si P est une propriété caractérisée par ensemble limite, on
définit la propriété des ensembles limites P (P) par

Pa(P)={QelU :3A P avec Q4 = Q}.

Alors on a A € Ppc(P') & Qa P et Q4 € Pr(P) < AcP. Enfin, on
vérifie d’une part que Pyc(P’) est non triviale (au sens du théoréme 9) si et
seulement si P’ est non triviale (au sens du théoréme 10), et d’autre part
que PA(P) est non triviale si et seulement si P est non triviale.

Pour terminer, on peut citer deux résultats d’indécidabilité supplémen-
taires relatifs aux ensembles limites. Tout d’abord il est montré dans [15]
qu’étant donné un automate cellulaire A et un motif u, on ne peut pas dé-
cider si ce motif persiste dans I’évolution de A, c’est a dire si u € L(Q4).
D’autre part, L. P. Hurd a montré [33] I'existence d’un automate cellulaire
A au langage limite non récursivement énumérable®.

“Un tel résultat est également présenté dans [15], mais la preuve donnée s’appuie sur
Paffirmation fausse qu'un automate cellulaire universel (pour une notion d’universalité non
précisée dans article) posséde toujours un langage limite non récursivement énumérable.
Dans [28], un automate cellulaire Turing-universel au langage limite rationnel est construit
et nous conjecturons qu’il existe des automates cellulaires intrinsequement universels au
langage limite récursivement énumérable.
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Chapitre

Les automates cellulaires captifs

Nous ne sommes ni sur les gradins, ni sur la scéne, mais
dans la machine panoptique, investis par ses effets de pou-
v0Ir que nous reconduisons nous-mémes puisque nous en
sommes rouages.

Michel Foucault — « Surveiller et punir »

Iinformation sur le systeme dynamique que celui-ci constitue. Cepen-

dant, il est en général impossible de déduire uniformément de ces
objets syntaxiques leurs propriétés dynamiques—ce qui se traduit par de
nombreux résultats d’indécidabilité (cf. section 1.5).

A Dinverse, la littérature contient beaucoup de constructions d’auto-
mates cellulaires exhibant un comportement spécifié (dynamique, algorith-
mique, universalité, etc.), et de telles constructions reposent souvent sur
une forte structure locale (loi de groupe sur ’ensemble des états, produit
cartésien, signaux, etc) qui garantit le comportement global spécifié.

Etudier des classes d’automates cellulaires définies par des propriétés
syntaxiques locales est donc naturel pour mieux comprendre et faciliter
I’analyse de certains comportements. En revanche, c¢’est aussi se restreindre
a un sous-ensemble de systemes dynamiques qui n’est pas forcément repré-
sentatif du modele des automates cellulaires en général.

Dans ce chapitre, nous présentons d’abord brievement un certain nombre
de classes issues de la littérature qui sont chacune définies par une propriété
syntaxique locale. Nous discutons ensuite de deux relations sur les fonctions
de transition locales (sous-automate et automate quotient) et montrons que
presque aucun automate cellulaire ne possede de sous-automate non trivial,
ni de quotient de certaines tailles.

I A définition syntaxique locale d’'un automate cellulaire contient toute

41
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L’objet principal du chapitre est alors d’introduire et d’étudier les au-
tomates cellulaires captifs, une classe d’automates définie par une propriété
syntaxique locale. Cette classe est en un certain sens représentative des au-
tomates cellulaires en général. Par ailleurs, elle offre une forte structure
locale vis-a-vis de la relation de sous-automate (1a ou les automates cellu-
laires en général n’en ont pas) qui permet d’obtenir des propriété intéres-
santes propres a la classe. En particulier, nous montrons que presque tous les
automates cellulaires captifs sont intrinsequement universels, alors qu’étre
intrinsequement universel reste une propriété indécidable dans cette classe.

Pour finir, nous caractérisons les automates cellulaires, appelés auto-
mates cellulaires caméléons, qui admettent un automate quotient pour toute
relation d’équivalence sur leurs états : ils sont essentiellement réduits aux
automates cellulaires a 2 états.

&
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2.1 Structures locales

Nous nous intéressons ici aux propriétés syntazriques des automates cel-
lulaires, c’est a dire aux propriétés pouvant s’exprimer au moyen de la regle
de transition locale et des états seulement™. En particulier 'appartenance a
une classe d’automates cellulaires définie & partir d’une telle propriété doit
étre décidable.

“Les discussions sur la forme particuliere du voisinage ne font pas I'objet de cette
these.
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2.1.1 Exemples historiques

Une fagon naturelle de définir une sous-classe des automates cellulaires
consiste & munir I'ensemble d’états d’une certaine structure (au sens ma-
thématique du terme) et a s’intéresser aux fonctions de transition locales
qui la préservent en un certain sens, ou qui possedent un comportement ré-
gulier vis-a-vis de celle-ci. L’exemple le plus connu est celui des automates
cellulaires additifs.

Définition 29. Un automate cellulaire A est additif si l’on peut munir [’en-
semble d’états A d’une loi de groupe @ telle que pour tous x1,...,2,, € AR,
et tous y1,...,Yu, € AR

6A(Il ®y17 o )xl/A ®yl/A) - ./4(371, e 7$VA) ®~’4(yla e 7yVA)-

Remarquons que si ’alphabet A est muni de la loi ®, alors A® hérite
de la structure de groupe par ® (extension cellule a cellule de la loi ®). Un
automate cellulaire additif est alors un endomorphisme de (AR; @).

Cette classe a été tres étudiée (voir par exemple [54, 77, 57]) et est aujour-
d’hui relativement bien comprise sous de nombreux aspects. En revanche,
comme le montre la proposition suivante, la structure additive diminue for-
tement la complexité possible d’un automate cellulaire : elle interdit 1’uni-
versalité intrinseque. La preuve consiste & montrer qu'une regle additive ne
peut pas réaliser un mécanisme tres simple d’interactions entre flux d’infor-
mation : celui de deux signaux transportant une information atomique qui
se propagent dans des directions opposées et qui se détruisent mutuellement
en cas de rencontre.

Proposition 9. Il n’existe pas d’automate cellulaire additif intrinséquement
universel.

Démonstration. Nous montrons qu’il existe un automate cellulaire qui n’est
sous-automate d’aucun automate cellulaire additif, ce qui conclut la preuve
d’apres le théoreme 4 car ’additivité est une propriété préservée par grou-
page (avec la méme loi de groupe étendue au blocs de cellules).

Soit A définit sur 'alphabet A = {l,0,7} par :

AT{1,0}F =0y,
A [ {7", O}Z =0-1,
da(x_1,mp,21) =0si {l,r} C{z_1,20,21}.
Supposons alors qu’il existe B additif pour la loi ®, de neutre e, avec A C B
pour I'injection i : A — B. On note x 1’état de B tel que i1 (0) @ x = i~ (r).

Considérons les configurations ¢, (resp. d,,) partout égales a i~1(0) (resp. e)
sauf en cellule n (resp. —n) qui est dans I'état i ~1(I) (resp. z) .
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Par additivité de B et d’apres la relation .4 C 5 on a pour tout n € N :

i~1(0) = B*(c_n®dy) = B*(c_,) @ B*(d,,)
= B2 (c_,@0-1(dy)) = B (c_p)B0_1(B>(dy)).

On en déduit 'existence d’un état y € Btel quei~!(l) @ y =i~ (0) ® y d’ou
i~1(0) =4i71(l) : il y a contradiction. O

Un autre exemple de classe, motivée cette fois par une interprétation
physique, est celle des automates cellulaires conservatifs définis dans [70]
puis étudiés sous divers aspects, notamment dans [27, 18, 66].

Définition 30. Soit A un automate cellulaire d’alphabet A ={1,...,|A|}
tel que pour toute configuration périodique ¢ de période P CR on a :

D e(z) =) (Al0)(2).

z€P z€P

A et tous les automates cellulaires qui lui sont isomorphes est dit conservatif.

B. Durand, E. Formenti et Z. Roka ont montré dans [18] que cette pro-
priété de conservation, a priori de nature globale, s’exprime par une pro-
priété syntaxique locale plus ou moins compliquée selon la dimension du
réseau.

Notons aussi que E. Moreira a montré dans [65] 'existence d’automates
cellulaires conservatifs intrinsequement universels.

Dans [30], K. Morita et H. Harao introduisent une classe d’automates
cellulaires fondée sur un partitionnement des états.

Définition 31. Un automate cellulaire A est partitionné s’il existe une
décomposition de l’ensemble d’états A sous la forme A= Ay x ... x A, et
une fonction ¢ : A — A telles que

Vo, ...,xy, € A:da(ar, ... au,) :<Z>(7r1(a1),...,7rVA(a,,A)),

e

ou m; : A — A; est la projection associée a la i°™¢ composante de la décom-

position ci-dessus.

La motivation principale de 'introduction d’une telle classe dans [30]
est la construction d’automates cellulaires réversibles™. En effet, il n’est
pas difficile de voir qu’un automate cellulaire partitionné est réversible si et
seulement si la fonction ¢ associée de la définition 31 est une bijection. L’idée
est que le partitionnement des états assure que la valeur de la composante ¢

“Notons qu'une autre famille, les automates & partition, est aussi utilisée pour la
construction d’automates cellulaires réversibles [21]. Les idées sous-jacentes sont sem-
blables mais la mise en oeuvre est tres différente.
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d’une cellule z € R influence uniquement la cellule z — v; (ol v; est le vecteur
de voisinage correspondant a la i coordonnée de la fonction locale). 11 est
aussi montré dans [30] qu'un automate cellulaire partitionné peut étre in-

trinsequement universel (la preuve est donnée dans un formalisme différent).

Un autre type de propriétés syntaxiques locales a la base de la définition
de sous-classes d’automates cellulaires concerne les variables de la regle de
transition locale et la facon dont celle-ci en dépend.

Historiquement, le premier exemple est sans doute celui des automates
cellulaires appelés totalistiques dans la littérature : ceux dont les transitions
dépendent seulement de la somme des états du voisinage, et donc pas de
I'ordre dans lequel ils apparaissent. Cette définition est motivée par la mo-
délisation de phénomenes naturels dans lesquels il n’y a généralement pas
de direction privilégiée. Plus généralement, on peut considérer les automates
dont la regle de transition locale dépend arbitrairement d’un certain nombre
de variables et seulement de la somme des autres : c’est le cas du Jeu de la
Vie, un automate cellulaire proposé par J. Conway [6]. La définition clas-
sique de ce type d’automates nécessite une structure additive sur les états.
Nous lui préférons la définition suivante qui est plus générale et selon nous
plus naturelle.

Définition 32. Un automate cellulaire A est ensembliste sur un ensemble
de variable I C {1,...,v4} sl est invariant par permutation quelconque des
vecteurs de voisinage associées a I. Formellement, pour toute permutation
mde{l,...,va} telle que j & I = 7(j) = j et pour tout ay,...,a,, € A, on
a

dalar, . yau,) = 0a(@r1)s -5 Ar(y))

On remarque que la fonction de transition locale d’un automate cellulaire
ensembliste sur I dépend uniquement des variables qui ne sont pas dans [
et du multi-ensemble formé par les états présents dans les variables de I.

En s’inspirant de [1], on peut facilement construire un automate cellulaire
intrinsequement universel et ensembliste en toutes ses variables.

Un autre exemple de classe définie par une propriété de la regle de tran-
sition locale et la facon dont celle-ci dépend de ses variables est celui des
automates cellulaires permutifs.

Définition 33. Un automate cellulaire A est permutif en position i, pour
tout 1 <i <wgy, si pour tout (T1,...,%i—1,Tiy1,-..,Ty,) € AvA=L g fonc-
tion :

= 0A(T1, . T 1, Ty T 1y - Tuy)

est bijective.

Formellement, la propriété de permutivité est définie sur la regle de tran-
sition locale seulement. Mais la dynamique des automates cellulaires permu-
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tifs dépend fortement des vecteurs associés aux variables permutives™. Ainsi,
la proposition suivante montre que, si les positions de permutivité sont en
nombre suffisant et agencées de fagon adéquate, un automate cellulaire per-
mutif est nécessairement surjectif.

Proposition 10. Si A est permutif en toute position correspondant d un
coin de son voisinage complété (i.e., un vecteur z = (€17 4,...,€qT4) avec
e € {—1,1}), alors A est surjectif.

Démonstration. Soit A un tel automate cellulaire. On note Dj, ’ensemble
des vecteurs du réseau de norme infinie au plus k& et on note C les coins
du voisinage de A. On va montrer que tout cylindre de support Dy, posséde
un antécédent et la compacité de ’espace permet de conclure. Pour cela, il
suffit de montrer que ’on peut énumérer les vecteurs de D;, selon une suite
(z;) vérifiant pour tout i (2 < i < |Dgl) :

(z+C)N({z+Va:j<if\{z+Va:j<i—1}) #0.

En effet, on peut alors construire itérativement un antécédent f a tout
cylindre m de support Dy de la facon suivante : on commence par choi-
sir z € C et fixer arbitrairement ’état de toutes les cellules aux positions
z1 + V' \ {z}. La permutivité de A en position z garantit l’existence d’un
choix de f(21 + z) tel que (A(f))(21) = m(z1). Ensuite, & Iétape i, 'en-
semble {zj +Vy:5< z} \ {zj +Vy:j<i— 1} des cellule dont 1’état n’a
pas été fixé aux étapes précédentes contient nécessairement un coin 2’ rela-
tivement & z; : on peut donc fixer arbitrairement ’état de cet ensemble de
cellules, excepté la cellule 2/, puis la permutivité permet de fixer I’état en 2’
de sorte que (A(f))(z;) = m(z;). En itérant ce processus, on construit bien
un antécédent f au cylindre m.

Enfin, il est facile de vérifier que I’énumération de Dy selon 'ordre lexi-
cographique a la propriété recherchée. O

D’apres la proposition 7, ceci implique que les automates cellulaires per-
mutifs en tout coin de leur voisinage ne sont pas intrinséquement universels.

2.1.2 Sous-automates et quotients

On peut voire la relation de sous-automate (définition 19) comme une
relation d’ordre” sur les automates cellulaires. La hauteur dans (AC; Q) est
alors définie inductivement : les automates cellulaires sans sous-automates

“Etant donné que I’on utilise une association implicite entre les vecteurs du voisinage
et les variables de la regle locale, le terme « position » fera référence dans la suite tantdt
a une variable, tantot au vecteur correspondant.

*Pour étre précis, il s’agit d’un pré-ordre dont la relation d’équivalence induite est la
relation d’isomorphie (définie page 4).
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propre sont a hauteur 0, les automates cellulaires n’ayant que des automates
cellulaires de hauteur au plus n comme sous-automate, dont 1 au moins a
hauteur n, sont & hauteur n + 1.

Etant donné un automate cellulaire, connaitre 'ensemble de ses sous-
automates nous renseigne sur la structure de sa regle de transition locale et
permet de partiellement décomposer celle-ci en regles plus petites. Cepen-
dant, certains automates n’ont aucun sous-automate non trivial comme le
montrent les exemples suivants.

Soit A défini par d 4(z) = w(x) ot w est une permutation de A. Il est clair
que B C A implique B = A. Un autre exemple est donné par A d’alphabet
A =7, (p premier) et d4(z,y) = z + y mod p. Si B C A, alors B induit un
sous-groupe de (Z,,+), donc |B| =1 ou |B| = p (et alors B = A).

Au sens de 'ordre C, de tels automates cellulaires sont & hauteur au plus
1 car, hormis eux-mémes, ils ne peuvent admettre comme sous-automate que
I’automate cellulaire a un seul état. Ces exemples invitent a se poser plus
généralement la question suivante : est-il fréquent pour un automate cellu-
laire de posséder une structure non-triviale vis-a-vis de £ 7 Dit autrement,
quelle est la hauteur dans ’ordre = d’un automate cellulaire tiré au hasard ?

Pour formaliser la question, nous introduisons la propriété Pr suivante :
Pc={A:3B,1 < |B| < |A|l et BC A}.

Tout revient alors a se demander si A, ¢ (Pc) existe et le cas échéant quelle
est sa valeur. La proposition suivante répond a la question : un automate
cellulaire aléatoire ne possede aucune structure locale vis-a-vis de C et les
exemples donnés ci-dessus représentent donc le cas général.

Proposition 11. Pour tout r € Ny, Ay 4¢(Pc) = 0.

La preuve repose sur un argument de comptage simple et utilise le lemme
suivant (prouvé dans [86]).

)k27‘+1 < n—Qk

|

Lemme 3. dng € N,Vn > ng,Vk,2 < k<n-—1: (

n

Preuve de la proposition. Pour tout entier k, 2 < k <n — 1, la probabilité

. R , . , k2r+1
que A € AC,, ait un sous-automate & k états est majorée par Cﬁ (%) :
pour un choix de k états fixé, chaque transition impliquant seulement ces k
états doit mener a I’'un d’entre eux. On a alors :

k27‘+1

n— oo n

n—1
k
AT’,AC (PE) < lim ZCﬁ <>
k=2
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D’apres le lemme 3, on peut récrire cette inégalité en :

n— oo n2

n—1 k
1
Ar,AC (PE) < lim ZCﬁ <>
k=2

n 1 k 1 k
< Jim (> G <nz> -2 o (nz>
k=0 ke{0,1,n}
< lim (<1+1>n—1—1—1>.
~ n—oo n2 n n2n
Ainsi AT,AC (PE) =0. OJ

En terme d’ordre, on peut donc caractériser la distribution de hauteur
pour C des automates cellulaires tirés aléatoirement : le corollaire suivant
montre que les hauteurs 0 et 1 se répartissent presque tous les automates
cellulaires.

Corollaire 6. Si Pn—o, Pn=1 et Pn>1 désignent les propriétés d’étre a hau-
teur 0, 1 et au moins 2 (respectivement) dans l’ordre (AC; Q), alors on a
pour tout r € Ny -

1
Ay ac(Ph=o) = -
1
A7’,AC (thl) =1~ g
A7“7,410 (Ph>1) =0

Démonstration. 1l suffit de remarquer que Pp~1 C P, puis Pegu € Phr=1 et
enfin Pp—g = AC\ (Pegu U Pr). Le calcul de A, ¢ (Pegu) fait en section 1.1.3
permet de conclure. O

La relation de sous-automate est une notion naturelle de comparaison
entre automates cellulaires. La définition suivante introduit une autre rela-
tion d’ordre™ sur les fonctions de transition locales : les relation d’automate
cellulaire quotient. Elle est fondée sur une notion de coloriage des états
compatible avec les regles de transitions qui sera utilisée abondamment en
section 2.3 et qui se rapproche de la définition 24 page 32.

Définition 34. Etant donné un automate cellulaire A et un ensemble fini
B, une B-coloration de A est une surjection w : A — B telle que pour tout
i, Ty, €Aetyr,..., Yy €A

(W, m(x;) = W(yi)) = m(0a(xr, ..., 20,)) =704, Yus))-

“Encore une fois, il s’agit d’un pré-ordre dont la relation d’équivalence induite est la
relation d’isomorphie.
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L’automate image de A par la B-coloration w est l'automate B d’alphabet
B, de méme réseau et méme voisinage™ que A, dont la régle de transition
locale est définie pour tout yi1,...,y,, € B par

0B, Yy) = ﬂ(éA(xl,...,xVA)),

ot les xz; sont des éléments quelconques de A vérifiant m(x;) = y;. Un au-
tomate cellulaire obtenu par une certaine B-coloration de A est appelé un
automate quotient de A, ce que l'on note B I A.

Par la proposition 4, la relation d’automate quotient est aussi un cas
particulier de la notion classique de facteur ou semi-conjugaison entre sys-
témes dynamiques appliquée aux automates cellulaires (voir [44] ou [26]);
pour cette raison, on pourra également la désigner comme la relation de
« facteur lettre a lettre ».

La question de la hauteur pour < d’un automate cellulaire aléatoire
se pose aussi. La proposition suivante y répond partiellement en montrant
I’absence d’automate quotient de certaines tailles pour presque tous les au-
tomates cellulaires. Formellement, si f: N; — N4, on définit la propriété
Py suivante :

Pr={A:3B,|B| = f(|A]) et B A}.

Proposition 12. Pour tout r € N, tout k € Ny et tout réel a, 0 < a < 1,
on a

A7“,AC (Pn>—>k) = 07
A7“,AC (Pm—)n—k) = 07
A7",/10 (,Pn»—mm) =0.

Démonstration. Considérons un automate cellulaire A admettant une Q-

coloration 7 et notons ¢ = |Q| et n = |A|. Il existe nécessairement gy € Q

tel que |7 1(qo)| > [71. Soit ag € 77 1(qo), comme la coloration 7 utilise ¢

couleurs, on a ’7r_1 (77(6A(a0, - ,ao))’ <mn — g+ 1. Donc, par compatibilité
VA

n

du coloriage, on a au moins — 1 transitions (précisément tous les v 4-

uplets qui s’envoient par 7 sur (qo,- .-, qo), excepté (ag, ..., ap)) qui doivent
mener a un état parmi un ensemble de cardinal au plus n — ¢+ 1 qui ne
dépend que de d4(ao, . ..,aq) (précisément 7+ (7T(5A(a0, .. ,ao))). Ceci est

vrai quelle que soit la coloration. Le nombre de surjections d’un ensemble
de cardinal n vers un ensemble de cardinal ¢ étant par ailleurs borné par ¢",
on a donc :

Arac (Prok) < lim k" (n k) ' =0,

n— o0 n

“B est défini syntaxiquement comme un automate cellulaire de méme voisinage que
A. Mais le voisinage minimal de B peut tres bien étre plus petit que le voisinage minimal

de A.
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car vg >3 (r > 1).

Ensuite, en reprenant les notations de la coloration , et en notant Fj
I'ensemble {7(u) : u € A¥A et w(d4(u)) = ¢} il existe nécessairement ¢; € Q
tel que |Ey| > ¢"A71. En effet, par compatibilité de la coloration =, les
ensembles F; forment une partition de Q*4. L’existence de F,, contraint au
moins ¢“A~! — 1 transitions & une valeur parmi au plus n — ¢+ 1 (au lieu
de n). Ainsi, en majorant le nombre de surjections de n dans n — k par n",

on a :
kol (n—k)¥Aa—1-1
Ar,AC (Pw—m—k) § hm n” < + >
n—00 n
. (an)¥A—1-1
A7”,AC (Pm—»om) < lim n" <n an)
n—00 n
=0,
car v 4 > 3. [

Pour finir cette section, nous nous intéressons aux relations obtenues
par compositions successives des relations C et <. Formellement, on définit
I’ensemble de relations £ tel que Ce &, <€ £ et si Ry € £ alors

{(A,B):3C,ACC et CRIB} €&,
{(A,B):3C,A<C et CR B} €E.

En particulier, £ contient les relations

T ={(A,B):3C,A<Cet CL B} et
= ={(A,B):3C,ACCet C B}

Il n’est pas difficile de voir que si A LI B alors on a nécessairement A <C 5 :
si C est tel que A C C par l'injection ¢ : A — C et C < B par la coloration
7 : B — C, alors I'ensemble d’états 771(i(A)) induit un sous-automate de B
(par compatibilité du coloriage) dont A est quotient par le coloriage i ! o 7.
En résumé, en notant 7, =i ' om et X = 71 04(B%) on a le diagramme

commutatif suivant :

AR x| pr

O L

AR x| pr

Ainsi, comme les relations C et <0 sont transitives, on en déduit que &
est réduit a C, <, ] et <C, et que <C est transitive. Il est facile de voir
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qu’aucune des relations C et < n’est conséquence de ’autre. Nous donnons
ci-apreés un exemple de couple d’automates A et B tels que B <C A mais
Bg.A. Cela montre que I n’est pas une relation transitive et nous ne nous
y intéressons pas dans la suite.

Soit A ={0,...,p— 1}, p premier, p > 5, et «, ag, a1, bo, b1, 5 éléments dis-
tincts de A. Soit A automate cellulaire d’alphabet A et défini par

al—; six # aety=a;,
dalz,y) = b1y siz#aety =0,
y+ 1mod p sinon.

A n’admet aucune coloration non-triviale. En effet, si 7 est
une @-coloration de A et si e, f €A sont tels que w(e)=m(f)
alors m(e+1modp)=n(f+1modp) car d4(ca,e)=e+1modp et
oa(a, f) = f+1mod p. Plus généralement, on a pour tout k € N 1’éga-
lité m(e + k mod p) = w(f + k mod p). En suppososant (sans perte de gé-
néralité) f > e, on pose k = f — e. D’aprés ce qui précede on a, pour tout
jeNy : w(f) =7n(f + jk mod p). Comme p est premier et k non nul, on
en déduit que 7 est constante. On a donc montré

CAA=C=Aou|C]=1.

Considérons Pautomate cellulaire identité B sur 'alphabet B = {0,1}.
Comme B possede 2 états quiescents et que A n’en posseéde aucun, on
ne peut pas avoir B C C si C < A, ce qui montre B/’ZA.

Par contre, on a bien B <C A. En effet, si D est le sous-automate de A
induit par Pensemble d’états {ag, a1, bg, b1} alors B < D avec la coloration
7 : {aog,a1,bo,b1} — {0, 1} définie par w(a;) = 0 et 7(b;) = 1.

Cet exemple montre également que l'on peut avoir un sous-automate
d’un automate donné (ici D C B) qui peut étre colorié en un nouvel automate
(ici B) mais tel que le coloriage ne peut pas étre étendu a ’automate initial
entier (ici B).

T
<
/ AN

#

F1ac. 2.1: Inclusions et non-inclusions entre les relations de £. Les relations enca-
drées sont les relations transitives.

« — » : inclusion stricte.
« #» » : non-inclusion.

La figure 2.1 résume les inclusions et non-inclusions entre les différentes
relations de &.
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2.2 Les automates cellulaires captifs

Nous abordons a présent la classe des automates cellulaires captifs. Tout
au long de cette section, nous adoptons différents points de vue, qui donnent
lieu a chaque fois & une caractérisation de la classe, et montrons comment
elle constitue un « sous-modele » naturel des automates cellulaires, formel-
lement plus simple mais aux comportements aussi riches et complexes, et
qui concentre certaines problématiques majeures du modele général.

2.2.1 Regles de sélection

Les automates cellulaires captifs sont une classe d’automates cellulaires
définie de maniere locale par une propriété du premier ordre sur la regle
de transition locale et les états®, appelée dans la suite propriété « prison ».
Cette propriété impose aux fonctions de transition locales des automates
cellulaires captifs une sélection d’un état parmi les états présents dans le
voisinage.

Définition 35. Un automates cellulaire A d’arité vy est captif s’il vérifie
la propriété suivante, appelée propriété prison :

Vo, ..o, 2, € At da(zt,. .. xy) €{z1,..., 20, }
On note Ac ’ensemble des automates cellulaires captifs.

Par sa forme, la propriété prison peut étre vue comme une contrainte
de localité supplémentaire et les automates cellulaires captifs correspondent
ainsi a une version renforcée du paradigme de localité sur lequel repose le
modele des automates cellulaires en général.

Etats, arité, espace

La définition 35 montre que, formellement, la propriété prison est d’au-
tant plus contraignante que le nombre d’états est grand et que l'arité de
I’automate est petite. Un automate cellulaire & 2 états est captif si et seule-
ment si ses deux états sont quiescents, ce qui fixe seulement 2 transitions
de la régle locale, les autres étant quelconques. Au contraire, la propriété
prison pour un automate cellulaire d’arité 2 est tres contraignante quel que
soit le nombre d’états.

“Ce n’est a priori pas le cas des automates cellulaires additifs, conservatifs ou & par-
tition qui nécessitent une quantification existentielle de relation sur les états : la loi de
groupe, la fonction de potentiel ou la partition.
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L’étude des automates cellulaires d’arité 2 se ramene essentiellement a celle
des automates cellulaires d’arité 2, de réseau Z et de voisinage {0, 1}. Il n’est
pas difficile de voir qu’un tel automate A, s’il est captif, est en particulier
incapable de réaliser un croisement d’états (ce qui n’est pas & interpré-
ter comme l'impossibilité & croiser de l'information en général) : formelle-
ment, il n’existe pas d’états a, b, ¢ € A tels qu'une configuration de la forme
“Ycac"be¥ (pour n € Ny) soit envoyée par itérations de A vers une confi-
guration de la forme “cbcP ac® (pour p € Ny). En effet, on montre par
une rapide étude de cas que le croisement doit se faire au niveau du motif
ab, or la propriété prison ne laisse que deux alternatives (0 4(a,b) = a ou
0.4(a,b) =b) qui chacune ne font que déplacer la frontiere entre la moitié
gauche de la configuration restreinte & lalphabet {a,c} et la moitié droite
restreinte a I’alphabet {b, c}.

Si on retire la contrainte d’étre captif, le croisement peut étre réalisé
simplement en utilisant un état supplémentaire d qui code la présence si-
multanée de a et b sur une méme cellule et qui apparait par la transition
0.4(a,b) = d, puis disparait par les transitions 0 4(d,c) = a et J4(c,d) = b.

Dans le cas général, 'arité 2 ne réduit pas la complexité potentielle des
automates cellulaires comme cela a été montré dans [13] ou [34]. La construc-
tion utilisée pour reproduire le comportement de tout automate cellulaire
avec un automate cellulaire d’arité 2 repose essentiellement sur le produit
cartésien d’états, c’est a dire la possibilité de coder dans une seule cellule
plusieurs flux d’information indépendants. La classe des automates cellu-
laires captifs n’est quant-a elle pas close par produit cartésien comme le
montre I’exemple suivant.

Pour R =7, 01 € Ic et 0_1 € K¢, mais 07 X 0_1 & Ac car
o1 x0-1((0,1),(0,0),(1,0)) = (1,1) € {(0,1),(0,0),(1,0)}.

Dans un automate cellulaire captif, I’état pris par chaque cellule repré-
sente en un certain sens une information atomique. Pour maintenir loca-
lement plusieurs flux d’information indépendants (avec d’éventuels croise-
ments), il est alors nécessaire de coder ceux-ci dans ’agencement spatial des
états. De nombreuses techniques de codage utilisant 1’espace apparaissent
dans la littérature, et leur étude constitue un axe important de la compré-
hension du modele des automates cellulaires. La classe ACc constitue, par
I’atomicité que confere aux états la propriété prison, un cadre naturel pour
traiter ce genre de questions.

L’universalité, par définition, nécessite une certaine capacité a coder dans
I’espace. Il est remarquable a ce point que la classe A contienne des au-
tomates cellulaires intrinsequement universels (nous reviendrons largement
sur cette remarque en section 2.2.2).

Les travaux de E. R. Banks présentés en section 1.3.3 en donnent un
exemple radical : comme les 2 états de ces automates cellulaires sont quies-
cents, ils sont captifs. Nous ne connaissons pas d’automate cellulaire captif
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intrinsequement universel d’arité inférieure a 5. On peut noter en particu-
lier que "'automate cellulaire intrinsequement universel d’arité 3 et a 6 états
construit par N. Ollinger n’est pas captif. Ceci provient du fait que, bien
qu’utilisant des codages spatiaux, sa structure repose sur un produit carté-
sien (2 x 3 états).

Pour finir cette section, nous donnons un procédé simple, mais aux consé-
quences importantes (cf. section 2.2.1), de transformation uniforme de tout
automate cellulaire en un automate cellulaire captif qui le simule. Ce pro-
cédé repose sur la remarque suivante : sur des configurations telles que tout
voisinage contient un certain ensemble B d’états, les transitions d’un auto-
mate cellulaire captif peuvent étre quelconques, pourvu qu’elles menent a
un état de B.

Nous construisons pour tout automate cellulaire A, un automate cellu-
laire captif p(A) qui le simule au sens de =< de la fagon qui suit (pour
simplifier la présentation nous nous limitons au réseau Z mais la générali-
sation est aisée). Si A ={ai,...,a,} est I'alphabet de A, on considere un
nouvel état # & A et on note w = wiws ... wpio le mot #ajas . ..a,#. Soit
S le sous-shift par blocs associé a I'ensemble de mots {aw : a € A} et soit
k4 A la fonction de codage injective de AZ dans & qui code un état a par
le mot aw : formellement,

c(k) siz=k(n+3)aveckeZ,

w;  sinon, ot i = z mod (n + 3).

(Fp,a(0)(2) = {

On définit alors p4(A), de rayon 7’ = r(n+ 3) +n+ 2 par son action
sur tout mot u (avec |u| = 2r' 4+ 1) de la facon suivante :
— sl u € L(6) alors px(A) mime le comportement de A & travers l'en-
codage K4 4, formellement :

p#(A)(u) =0a(c—p,...,C0,...,Cr) Sl U=we_,w... WEW. .. WCW;

—siu¢ L(6) et si # € L(u) alors pu(A)(u) = #;

— enfin, dans tous les autres cas, px(A) est I'identité.

Il est clair que p4(A) € A% : dans chacun des cas de la définition précé-
dente le nouvel état pris par une cellule est présent dans son voisinage avant
la transition.

Par construction, il est aussi clair que A=cpx(A) : d'une part & est
préservé par itérations de p4(A) et d’autre part le systeme (6, P4 (A)) est
isomorphe a (AR,.A) a travers la fonction de codage k4 4. A est donc un
sous-automate enfoui de p4(A) associé au sous-shift par blocs &.

A et pu(A) ne sont pas toujours dans la méme classe d’équivalence pour
=c (on n’a pas toujours px(A)=c.A). En particulier, px(A) n’est jamais
surjectif donc il ne peut pas étre dans la méme classe que A lorsque A
est surjectif (proposition 7). La proposition suivante montre cependant que
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p#(A) ne capture (directement) aucune dynamique non persistante qui ne
soit & son tour capturée (directement) par A. Ainsi, la transformation de 4
pour en faire un automate captif p#(.A) est neutre dynamiquement, car elle
ne rajoute pas de comportement (persistant) dans p4(A) qui ne serait déja
présent dans A.

Proposition 13. Les dynamiques persistantes capturées directement par A
sont les dynamiques persistantes capturées directement par py(A).

Démonstration. Tout d’abord, px(A) capture toutes les dynamiques captu-
rées par A d’apres la proposition 8 page 34 car A= px(A).

Réciproquement, considérons une dynamique persistante D sur l'alpha-
bet () capturée directement par p4(A). Par définition, il existe des para-
metres m, m’, t,t € N4 tels que pour tout d € D (ot d = (d;);en), il existe
c € ((AU{#})™R et une surjection ¢ : (AU {#})™ — Q™ avec

Vn € N : O;,L}(dt’n) Slg <p#(A)<m,t,(0,...,0)>)n (C)

Pour chaque ¢ dans la relation précédente, on a 0,,(c) € & car sinon, soit
# & L(om(c)) et alors py (A)<mb(0:0)> et Iidentité sur ¢, soit au contraire
# € L(om(c)) et Pétat # envahit tout le réseau et chaque cellule devient
constante au bout d’un certain temps. Dans les deux cas cela contredit le
fait que D est une dynamique persistante.

On peut supposer, quitte & multiplier simultanément m et m’ par n + 3,
que m est multiple de n + 3. On note p = 5. Par définition de &, £,,(&)
contient n + 3 types de mots :

— ceux commengant par aw ot a € A (type 0);

— ceux commencant par w;- - Wp420w - wi—; pour 1 <4 <n+42 et

a € A (type 1).
De plus, pour tout z € Z, ¢(z) € L,,(S) est toujours du méme type (préci-
sément car m est multiple de n + 3) et on peut supposer qu’il s’agit du
type 0, quitte & remplacer ¢ par o' (J,Hl(om(c))) et utiliser la bijec-
tion ¢ : w; - - - Wpp2u — UW; - - - Wit POUr ¢ bien choisi. On note Sy le sous-
ensemble de & constitué uniquement des configurations c¢ telles que le mot
c(0)---c(m — 1) est de type 0.
Considérons maintenant la bijection 1 : (AU {#})™ — AP définie par

Y(arwagw - - - apw) = arag - - - ap.
On remarque que pour toute configuration ¢ € o,,'(&g) on a

¥(e) =0, (a0 0m(c)).
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Donc le diagramme suivant commute :
-1 ¥ R
0, (6&9) —— (A7)
lp#A<p,t,(0,-~,0)> lA<p,t,(0,.“,0)>

07 (Gy) —2s (AP)R

Comme A est un sous-automate enfoui de p4(A) associé a & et a Ky 4,
on en déduit :

m

Ot (dutt) Diayr (APHO02)" (),
O

On remarque que 'arité de py(.A) est linéaire en |A|. La section 2.2.2
fournit une autre construction de ce genre, qui permet d’obtenir des auto-
mates cellulaires captifs dont I’arité est constante en |A].

Ensembles limites

La propriété prison implique que tout état d’un automate cellulaire cap-
tif est quiescent et par conséquent qu’aucun automate cellulaire captif™ n’est
nilpotent. La preuve de J. Kari du théoreme de Rice sur les ensembles li-
mites repose sur l'indécidabilité de la nilpotence. Il est donc naturel de se
demander si ce théoreme reste valide lorsqu’on se restreint aux automates
cellulaires captifs. La notion de propriété non triviale est alors relative aux
automates cellulaires captifs : il s’agit d’une propriété que possede un auto-
mate cellulaire captif et telle qu’il existe un automate cellulaire captif ne la
possedant pas.

Le théoreme de Rice échoue dans le cas des automates cellulaires captifs
car, contrairement au cas général, ’ensemble limite d’un automate cellulaire
captif A contient toute I'information sur I'alphabet de celui-ci : formellement
L1(24) = A. Ainsi, par exemple, la propriété « il y a un nombre pair d’états
dans l'alphabet de I’ensemble limite » est une propriété de I’ensemble limite
qui peut étre décidée de fagon élémentaire (il suffit de tester la parité du
nombre d’états de 'automate cellulaire donné en entrée) et elle est non
triviale : les automates cellulaires identité a 2 et 3 états respectivement sont
captifs, I'un possede cette propriété et ’autre pas.

Un autre exemple, qui justifie aussi en soi ’étude des ensembles limites
des automates cellulaires captifs, est celui de la surjectivité : un automate
cellulaire captif A est surjectif si et seulement si son ensemble limite est un
sous-shift complet.

En effet, si A est surjectif son ensemble limite est I’espace tout entier donc
un sous-shift complet et, réciproquement, si Q4 = Q™ on a alors A =Q
(comme L1(Q4) = A) et donc Q4 = AR,

“ Avec au moins deux états.
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Ainsi, lorsque R = Z, la surjectivité fournit un autre exemple de pro-
priété limite non triviale décidable (théoreéme 7) pour les automates cellu-
laires captifs. Notons que dans le cas des automates cellulaires en général la
surjectivité n’est pas une propriété de ’ensemble limite.

En effet soit A l'automate cellulaire identité et soit B un automate cel-
lulaire d’alphabet B = AU {*} tel que B restreint & A est l'identité et
x & 0g(B,...,B). On a alors Q4 = Qp, donc A et B vérifient exactement
les mémes propriétés des ensembles limites. Cependant A est surjectif et B
ne 'est pas.

Dans [42], J. Kari présente ’étude de la décidabilité des propriétés li-
mites a alphabet fixé comme un probléme ouvert important. La classe ACc
constitue, d’apres ce qui précede, un cadre naturel pour étudier cette ques-
tion.

Le transfert des propriétés indécidables dans le cas général vers des pro-
priétés indécidables pour ASc provient d’une propriété d’uniformité de la
transformation p et des fonctions d’encodage x, mais ne découle pas di-
rectement de la propriété prison. Pour expliciter ce lien entre simulation
uniforme et transfert des propriétés des ensembles limites, nous formulons le
théoréme 11 ci-dessous dans le cadre d’une classe E quelconque d’automates
cellulaires. Les problemes de décision qui nous intéressent sont dans ce cadre
les probléemes D g(P’) suivant, ot P’ est une propriété des ensembles limites
(P CU):

Entrée : A= (A, VA,(5A) ekl
Question : Est-ce que Q4 € P'?
Le théoreme s’énonce alors de la fagon suivante.

Théoreme 11. Soit E C AC une classe d’automates cellulaires telle qu’il
existe des fonctions p et k4 avec les propriétés suivantes :
— p est une fonction calculable de AC dans E ;
— pour tout A € AC, Kk envoie les configurations de A dans les configu-
rations de p(A) et le diagramme suivant commute :

AR 22 iy (AR)
|4 [
AR EA kA (AR)
— les fonctions k4 sont injectives dans leur ensemble :
si ka(c) = kp(d) alors ko = kp et c = d;
— les fonctions k4 sont honnétes :

VB, si p(A)(d) = c et c € kp(BT) alors d € ka(A®).

“On a donc ¢ € ka(A®). Et, d’aprés la condition d’injectivité dans leur ensemble des
fonctions de codage, on en déduit que A = B.
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Alors il existe une fonction injective ® : U — U telle que, pour toute pro-
priété des ensembles limites P CU non triviale (i.e. telle que IA,B € AC
avec Qq € P et Qp & P), le probléme de décision Dy (CD(P)) est indécidable.

Démonstration. On définit la fonction ® de la maniére suivante :

o(P) = | J{Pr eU: P NKA(AR) € {ka(P): P € P, P # 0}}.

Ae€AcC

Tout d’abord, ® est injective car si P, # Pj dans U, on peut trouver P, € P,
tel que P, # 0 et P, & Py (la preuve est identique si Py, \ P, # 0). Soit alors
un automate cellulaire A tel que P, C A® et soit K = k4 (P,). Par définition
de @, K € ®(P,). Supposons que K € ®(Py). Alorsily a P € Py, P # 0 et
un automate cellulaire B tels que K N xkp(B®) = rkp(P). Par injectivité dans
leur ensemble des fonctions &, cela implique A = B. Ainsi k4 (P) = K et, par
injectivité de k4, P, = P € Py : contradiction.

Montrons a présent que 24 € P si et seulement si Q,4) € ®(P) (ce
qui termine la preuve du théoreme en appliquant le théoreme 10 car p est
une fonction calculable). Supposons d’abord que 24 € P. Par le diagramme
commutatif, on a : £4(24) C Q,(a) N £a(A). Réciproquement, pour toute
configuration ¢ € Q,4) NKA(AR) il y a d € Q4 telle que (p(A))(d) =c
(par définition de ’ensemble limite). La propriété d’honnéteté implique alors
que d € HA(AR). On peut répéter cet argument pour construire une suite
infinie de configurations de x4 (A%R) antécédentes les unes des autres selon
p(A) et qui meénent a c¢. En appliquant encore une fois le diagramme com-
mutatif, on en conclue que ¢ € k4(Q4). Ainsi, Q,4) N rA(AR) C Ka(Q4)
et donc Q,4) N rA(AR) = £4(Q4). Par conséquent Q,4) € ®(P) d’apres la
définition de .

Supposons maintenant que Q,4) € ®(P). Alorsily a P € P, P # () et
un automate cellulaire B tels que Q,(4) N kp(B*) = kp(P). Comme on I'a
remarqué ci-dessus, pour tout ¢ € 0,4y N kp(BT) il existe d € Qp(a) telle
que (p(A)) (d) = c. En appliquant la propriété d’honnéteté, on en déduit que
d € kA(AR) et donc c € ra(AT). Ainsi, par injectivité dans leur ensemble
des fonctions x, x4 = kp (et donc A® = B®). Comme montré ci-dessus,
Q) N Ka(AR) = k4(Q4), donc on a :

KA(QA) = Qp(A) N KA(AR) = Qp(A) N HB(BR) = /iB(P) = KA(P).
Par injectivité de k4, on en déduit Q4 = P € P. O

Les automates cellulaires captifs munis d’une légere variante des fonc-
tions py et ky 4 vérifient les hypotheses du théoreme (une preuve formelle
détaillée est donnée dans [86]) : en particulier, l'injectivité dans leur en-
semble et I’honnéteté des fonctions k4 4 viennent d'une part de la présence
explicite de 'alphabet A dans toute configuration encodée selon ru 4 et
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d’autre part du role joué par I'état # pour propager les erreurs de codage,
erreurs qui sont rendues détectables par la forme du codage puisqu’il s’agit
d’un sous-shift de type fini.

Contraintes sur les dynamiques « chaotiques »

Comme on I’a vu précédemment, les automates cellulaires captifs ex-
hibent la richesse et la complexité des automates cellulaires en général. La
propriété prison améne cependant de fortes contraintes sur certains types
de dynamiques globales. Plus précisément, nous allons montrer que I’expan-
sivité, I'additivité et la permutivité sont des propriétés largement incom-
patibles avec la propriété prison. Toutefois, il existe un automate cellulaire
captif qui est a la fois additif, permutif et expansif.

Soit A Pautomate cellulaire d’alphabet {0, 1} et de rayon 1 défini par
oa(z,y,2) =2 +y+ 2z mod 2.

A est captif car ses deux états sont quiescents et on vérifie qu’il est éga-
lement additif (pour 'addition dans Z5), permutif en ses deux variables
gauche et droite donc expansif.

La propriété suivante montre partiellement que les dynamiques expan-
sives (voir définition 16) sont incompatibles avec la propriété prison.

Proposition 14. Lorsque le réseau est 7, il existe un seul automate cellu-
laire captif expansif de rayon 1, a isomorphie pres.

Démonstration. Soit A un captif expansif de rayon 1. Il découle de la défi-
nition de I'expansivité que tout sous-automate de A est expansif. Soit 0 et 1
deux états quelconques de A. On appelle B automate A restreint a {0, 1}.
B étant captif et expansif, ses deux états sont quiescents et il vérifie

Je,Ve,y:x#y=dn € N,a(ég(ar)ﬁ}%(y)) 2 €

Remarquons d’abord que d5(0,1,1) # 65(0,0,1). En effet si tel n’était pas le
cas, la configuration ¢;, valant 0 pour z < ¢ et 1 ailleurs, s’enverrait sur ¢; 1
ou ¢;_1 pour tout 7 : cela contredirait ’expansivité de B car, pour k € N,
les orbites de c_j, et de la configuration constante égale & 1 (ou de ¢ et de
la configuration constante égale & 0) reste & une distance inférieure a 2%,
donc inférieure a € pour k choisi suffisamment grand. De fagon symétrique
on a 65(1,0,0) # 05(1,1,0). De plus B(0,1,1) # 1 sinon les orbites de la
configuration uniformément égale & 1 et de c_y restent séparées d’une dis-
tance inférieure & 27! ce qui contredit I'expansivité de B encore une fois.
De maniere analogue, on a 03(001) # 0. Enfin, 65(101) # d5(010) sinon, en
supposant que cette valeur commune est 0 (le cas 1 est semblable) deux
configurations identiques sur les positions inférieures a k et respectivement
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égales & 01(011)% et (011)“ sur les positions strictement supérieures a k ont
méme image et sont & distance 27572 ce qui contredit Pexpansivité. Enfin
si 'on suppose 65(101) =1 (et donc d5(010) = 0) deux configurations iden-
tiques sur les positions inférieures & k et respectivement égales a (01)% et
0111(01)% sur les positions strictement supérieures a k ont méme image et
sont & distance inférieure & 27572 ce qui contredit ’expansivité encore une
fois. En résumé on a :

Sp(111) =1 5(000) =0
55(101) = 0 55(010) =1
55(110) =0 55(001) =1
55(100) =1 55(011) =0

Supposons maintenant que 2 soit un état de A différent de 0 et de 1. Si
04(012) = 0 alors deux configurations identiques sur les positions inférieures
a k et respectivement égales a 1(221)“ et 1* sur les positions strictement
supérieures & k ont méme image et sont & distance 275~ ce qui contredit
lexpansivité (en effet, A restreint & 2 états quelconques a toujours le com-
portement de B comme montré ci-dessus). Par symétrie on a 04(012) # 2
et comme les roles joués par les 3 états sont totalement symétriques, on en
déduit :

Ve, y,z€ Atz #yety#zetax#z=ds(zyz) =y.

Considérons alors les configurations ¢ = “(012)“ et ¢ telles que ¢/(z) = ¢(2)
pour tout z, z < kouz>k+1,et (k+1)=c(k) et (k) =c(k+1). On
a alors A(c) = ¢ (car ¢ est telle que 3 positions consécutives ont toujours
3 valeurs distinctes) et A(c) = ¢ (car trois positions consécutives dans ¢
forment toujours un mot de la forme abc ou aba avec a # b, b # ¢ et a # c).
Donc, pour tout n € N, on a d(A"(c), A"(c')) < 27% : cela contredit I'expan-
sivité donc A possede 2 états seulement et A = B. O

Les deux propositions qui suivent viennent compléter le résultat pré-
cédent en explicitant I'incompatibilité existant entre la propriété prison et
les deux principaux exemples connus aujourd’hui de structures locales qui
peuvent engendrer des comportements de type chaotique. Contrairement a
la proposition 14 qui procede par une étude de cas au niveau de la dyna-
mique globale, on notera que les preuves qui suivent sont purement locales
et ne font pas intervenir I'espace et sa géométrie. Ainsi, bien que rédigées
formellement dans le cas d’un réseau de dimension un, elles s’étendent im-
médiatement a tous les autres cas.

Proposition 15. Un automate cellulaire A captif avec au moins 3 états est
additif (pour une loi de groupe notée @ de neutre e) si et seulement si c’est
une translation, ou une fonction constante égale a e.
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Démonstration. Pour tout entier i tel que 1 < i < vy4, on note f; la fonction
x—dyle, ... e,x,e,...,e). Par le principe de superposition, on a :
~—— N

i—1 va—i

VA
Vat, .. my, € Az by, w,) = (R) filzi).
=1

La propriété prison impose de plus que, Vx et Vi, fi(x) =e ou fi(x) = z.
Fixons i et soient x tel que f;(z) = x et y tel que fi(y) =e:

— sl fi(x +y) = e alors z = e,

—si filr+y)=x+yalorsy=e.
Donc soit f; = Id soit f; = e. Supposons a présent que le groupe A possede
un élément a tel que a + a # a et a + a # e. Alors il existe au plus un indice ¢
tel que f; = Id. En effet, si f; = f; = Id avec i # j, A viole la propriété prison
sur 'entrée x1,...,x,, avec x; = x; = a et xp, = e pour m # i, m # j. Dans
cette hypothese, A est donc soit un shift, soit la fonction constante égale a
e.

Dans le cas contraire, tous les éléments de A sont d’ordre 2. Si A n’est
ni un shift, ni la fonction constante égale a e (i.e. s’il existe ¢ # j tels que
fi = fj = 1d), alors A ne peut contenir 2 éléments a et b non nuls et distincts.

En effet, A contredirait la propriété prison sur l'entrée x1,...,z,, avec
x; = a, xj = b et x,, = e pour m # i, m # j puisque a + b ne peut pas étre
égal & e (sinon a = —b =b), ni & a (sinon b =¢e), ni a b (sinon a = e). Ainsi
A est réduit a 2 éléments. O

Proposition 16. Soit A un automate captif. Si A est permutif en deux
positions i # j, alors A posséde 2 états seulement.

Démonstration. Sans perte de généralité, on suppose i < j. Pour u € A™! et

v € AYA7% on note 0; ., la fonction o +— 4 (u1, ..., ui—1,z,01,. .., Uy, —i) et
U = S(w). Soit V =0, (U). Comme o;,. est bijective, on a |U| = |V].
Soit € V\U. On a xz ¢ U et ai_’ul,v(ac) # x (puisque 0, ,(z) € U) donc

x =094 (uai_’ ulv(x)v) ¢ E(uai_’ iv(x)v) : contradiction avec la propriété pri-
son, donc nécessairement V' = U. En conséquence pour a € U, A(uav) = a.
On peut tenir le méme raisonnement en position j.

Soient a, b, ¢ trois lettres différentes dans ’alphabet A; d’apres ce qui
précede a = 64 (b tabi " 1ch?"+17J) = ¢ : contradiction, donc 'alphabet est
réduit a 2 éléments. O

2.2.2 Structure récursive

Si la propriété prison définit les automates cellulaires captifs par une
contrainte formelle posée sur chaque transition, on peut aussi caractériser
cette classe par une propriété structurelle de la regle de transition locale
dans son ensemble.
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Proposition 17. Un automate cellulaire A est captif si et seulement si tout
sous-ensemble d’états X C A induit un sous-automate noté Ax.

Démonstration. La propriété prison implique que pour tout X C A et tout

x1,...,Ty, € X on a d4g(z1,...,2,,) € X. Réciproquement si tout sous-
ensemble d’états induit un sous-automate, alors pour tout ag,...,a,, € A
onadg(ai,...,an,) €{a1,...,a,,} car {a1,...,a,,} en particulier induit
un sous-automate. O

On remarque que la forme méme de la propriété prison permet de fagon
trés simple de tirer uniformément dans ’ensemble des automates cellulaires
captifs & nombre d’états et voisinage fixés : il suffit pour chaque transition
de tirer uniformément un état parmi ceux présents dans le voisinage. Ceci
donne un sens concret a ’étude des questions de comportement typique.

Les propositions 11 et 17 ont pour conséquence immédiate que la classe
Ac est négligeable parmi les automates cellulaires, au sens olt A, a¢c (A%) =0
(ce que l'on peut établir directement comme montré ci-dessous).

On peut vérifier que pour tout » € N et tout n € N, on a

2r+41

|ACc, | < (2r 4+ 1)"

En effet, pour chacune des n?"*! transitions, on choisit un état déja présent

dans le voisinage ce qui laisse au plus 2r + 1 choix différents.

La recherche des propriétés typiques des automates cellulaires en géné-
ral et de celles des automates cellulaires captifs sont donc deux problemes
indépendants.

Ci-apres nous montrons d’abord que le comportement typique des au-
tomates cellulaires captifs est bien caractérisé (1a ou celui des automates
cellulaires en général ne l'est pas) : un type naturel de propriétés suit une
loi zéro-un pour la classe Acc. Comme illustration de cette loi, nous montrons
ensuite que I'universalité intrinseque est omniprésente dans la classe ACc. En-
fin, nous montrons que la propriété d’universalité restreinte aux automates
cellulaires captifs reste indécidable.

Loi zéro-un sur les propriétés monotones

La structure récursive des automates cellulaires captifs donne, si 'on se
restreint a un certain type de propriétés, une réponse générale a la question
du comportement typique dans Acc.

Définition 36. Soit E une classe d’automates cellulaires et R C AC x AC
une relation de pré-ordre. Une propriété P C AC est croissante sur E pour
R si pour tout (A,B) € R: A€ P = BeP. Elle est décroissante si pour
tout (A,B) e R: B e P = A€ P. Dans la suite, lorsque ’'on ne précise pas
la relation SR considérée, il s’agit toujours de C.
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L’observation clé a l'origine de la loi zéro-un sur A% découle directe-
ment de la caractérisation des automates cellulaires captifs donnée par la
propriété 17 : tout automate cellulaire captif peut étre décomposé en sous-
automates et ceux-ci sont indépendants des lors qu’ils ne partagent aucun
état de ’alphabet.

Le lemme 4 formalise cette idée (on utilise les notations de la définition 2
pour la classe A%).

Lemme 4. Soit r € N4. Soit un entier n > 2, et soit B € Ac, . 1l existe un
rationnel \g €]0,1] tel que pour tout m > n et tout X C {s1,...,Sm}, avec
| X|=n, ona:
[{Ae€ae,: Ax =B}|
|&ccr

AB.

Démonstration. Soit m > n fixé et considérons X C {si,...,sy,} de car-
dinal n. D’apres la propriété 17, on peut définir la relation d’équivalence

~x telle que A ~x B < Ax = Bx. Il est clair que ~x possede exactement
|, |
|AC,n |
A: Ax = B} est 'union d’un nombre b de classes de ~x qui dépend uni-
q p
quement de B. Ainsi,

{Aerc,,,: Ax =B} b
|AC; 1| A, |

|Ac, | classes d’équivalence, toutes de méme taille Par ailleurs,

et le lemme est prouvé. ]

On peut a présent établir la loi zéro-un sur les propriétés monotones
(définition 36).

Théoréeme 12. Soit r € Ny. Pour tout propriété P non triviale dans Ac,
on a:

— 81 P est décroissante alors Ar,ACc (P)=0;

— s1 P est croissante alors AT,ACC (P) =1.

Démonstration. Supposons d’abord la propriété P décroissante. Comme elle
est non triviale, il existe n € N avec B € A, ,, \ P. Pour tout entier m > n,
soient m = kn + r sa division euclidienne par n et X; ’ensemble défini par
Xi={(—1)n+1,...,in} pour tout 1 <i < k. On a alors :

PN m C () {AEKerm: Ax, % B}

1<i<k

car A€ P implique Vi,1 <i<k: Ax, € P. Par ailleurs, comme les en-
sembles X; sont disjoints, les événements « Ax, # B » sont indépendants.
En exprimant ’inclusion ci-dessus en termes de probabilités, nous obtenons :

|P N A, < H {A € i<, : Ax, # B}| _
|Arm| T A%

(1—Ag)",

1<i<k
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ou 'égalité de droite est obtenue par le lemme 4. Par passage a la limite,
nous obtenons finalement : A, pce (P) < limg o0 (1 — Ag)F = 0.

Si P est croissante alors =P (la propriété complémentaire de P) est par
définition décroissante. Or, d’apres ce qui précede, A, pec (P) = 0. Ainsi
A, pcc (P) =1 O

On a déja montré que cette loi n’est pas vérifiée dans le cas général.
En effet, pour les propriétés croissantes Py, et Pc on a montré respecti-
vement que Ay ac(Pgu) =1— 1 (section 1.1.3) et A, s (Pz) =0 (proposi-
tion 11 page 47).

Du théoreme 12, on dérive facilement le corollaire suivant qui donne
un exemple de propriété dont la densité relative aux automates cellulaires
captifs est la méme que la densité dans le cas général comme prouvé dans
[26].

Corollaire 7. Pour tout rayon r, et si P désigne l'une des propriétés in-
Jectivité, expansivité ou surjectivité, alors A, gee (P) =0.

Démonstration. La surjectivité est une propriété non-triviale dans A% et elle
est décroissante d’apres la caractérisation (iii) du théoreme 2, donc le théo-
reme 12 s’applique. Par ailleurs, comme on I’a déja remarqué, l'injectivité
implique la surjectivité (caractérisation (iii) du théoreme 2) et il en est de
méme pour 'expansivité (voir [31]).

Remarquons néanmoins que l'injectivité et 'expansivité sont des pro-
priétés décroissantes. O

Universalité

Nous avons vu en section 2.2.1 qu’il existait des automates cellulaires
captifs intrinsequement universels. Nous montrons ici que I'universalité in-
trinseque possede un statut tout a fait particulier dans la classe ACc.

Tout d’abord, le théoreme 12 amene le corollaire suivant : presque tout
automate cellulaire captif est intrinsequement universel.

Corollaire 8. [l existe ro € N4 tel que pour tout r > rg, on a :
A, e ({A: VB, BLcA}) = 1.

Démonstration. Etre intrinsequement universel est une propriété croissante
et il existe des automates cellulaires captifs intrinsequement universels a
partir d’un certain rayon rg : le théoreme 12 s’applique. ]

Malgré ce corollaire, la propriété d’universalité intrinseque reste indéci-
dable dans la classe A%c. Ce résultat, qui fait I'objet de toute la suite de cette
section, repose essentiellement sur une construction 7 qui transforme tout
automate cellulaire A en un automate cellulaire captif 7(.A) qui le simule.
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Le rayon de 7(.A) ne dépend que du rayon de A®, ce qui permet d’obtenir
la résultat d’indécidabilité a rayon fixé (i.e. dans le méme formalisme que le
corollaire 8).

Dans la simulation de A par 7(A), chaque cellule de A est directement
simulée par une certaine cellule de 7(.A) appelée cellule de données et chaque
cellule de données est entourée par un certain nombre de cellules de controle.
L’idée de la simulation est alors la suivante : pour qu’une cellule de donnée
change d’état, on doit garantir que son état futur est présent dans son voi-
sinage. Pour ce faire, des cellules de signal placées au voisinage de chaque
cellule de données prennent successivement tous les états de A (par un mé-
canisme de décalage de proche en proche). La construction utilise 3 autres
types de cellules de controle : 2 servent a assurer le synchronisme global
de la simulation et le dernier est utilisé pour propager les erreurs d’enco-
dage (ce qui sera utile dans la proposition 18 ci-apreés). Le synchronisme
est controlé par des cellules d’alignement et des cellules mémoire. Les cel-
lules de signal successives forment une alternance d’états et d’indicateurs
d’alignement de sorte que toutes les cellules d’alignement recoivent 'indica-
teur d’alignement qui leur correspond en méme temps dans leur voisinage :
cela constitue une configuration de synchronisation. Enfin, les cellules de
mémoire sont utilisées pour conserver le résultat des transitions (qui ont
lieu de maniere asynchrone) jusqu’a la prochaine synchronisation. A chaque
fois qu'une telle synchronisation a lieu, les cellules de données regoivent le
contenu des cellules de mémoire qui sont nettoyées.

La définition suivante donne la description formelle de 7(A) lorsque A
est de rayon 1. Il n’est pas difficile d’étendre la construction a de plus grands
rayons.

Définition 37. Soit A un automate d’alphabet A ={aq,...,an—1}. Soit
O ={o00,...,0n-1} et {k} des ensembles d’états disjoints de A. Soit W4

Uensemble des mots de la forme O - (AUO)-{k}-(AUO)-(AUO)- A, et
soit C' 4 le sous-shift par blocs associé a W 4. Enfin, soit

Ks ={aj0j11modn,0 < j <n—1}U{o0ja;,0<j<n—1},
KO = {0j0j+1 modn70 S] <n-— ]‘}

L’automate cellulaire 7(A) de rayon 7 et d’alphabet Ar = AU{k}UO est
alors défini de la facon suivante :

(i). pour touto,0',0" € O (états d’alignement), s1, sy, s}, s2, 55,85 € AUO
(états signauz), m,m';m"” € AUO (états mémoires) et d,d’,d" € A
(états de données), T(A) vérifie

“Contrairement & la transformation px pour laquelle une augmentation du nombre
d’états de A implique une augmentation du rayon de px(.A).
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u 7(A)(u)
/
1) d"os KJSdeS/l ksom' d o sy

o siod € Ko
K sinon,

sy sisish e Kg
2) osllistdo’lisém’d’o”s'l’/i

/ o/ / gl 1N 1
3) siksamdo s|[k]shym'd 0" sk sh

K
1 i
s7 st sost € Kg
4) RSdeO’s’lmm’d’o”s’l’ﬁsgm” |1 271

K sinon,

K sinon,
sy sish e {A(dd'd"), o'},
m'  sinon,

5) samdo s KSIQd,O// s ksym’"d"

s of /
m' sis)=o
6) mdo s|ksym'|d |o"s! ksim"d" o !

d  sinon,

(ii). pour tout u € AP\ L(C4), T7(A)(u) = {u8 SZ. = apparait dans u,
K sinon.

Les 6 cas de la premiere partie de la définition ci-dessus sont mutuelle-
ment exclusifs en raison des positions différentes prises par ’état x dans wu.
Plus précisément, dans une configuration de C 4, le type d’une cellule et son
comportement dépendent de sa distance a la plus proche occurrence d’un
état k a sa gauche : 3 pour les cellules de données, 2 pour les cellules mé-
moire, 1 ou 5 pour les cellules de signal et 4 pour les cellules d’alignement.

Dans la suite, nous désignons par I'4 le sous-ensemble de C4 défini de la
fagon suivante

c(z—4)=rk=c(2)c(z+6) € Ko, et
celpeocelCypetVzelZ c(z2—5)=kr=clz—4)c(z) € Kg, et
c(z—1)=rk=c(z —2)c(z) € Kg.

I' 4 est donc ’ensemble des configurations de C4 telles que

— la configuration formée par les cellules d’alignement successives de ¢

est périodique de période og ...0n—1;

— la configuration formée par les cellules de signal successives de ¢ est

périodique de période ogagoiai ...on_1an_1.

On peut vérifier que I' 4 est un sous-shift de type fini positivement in-
variant pour 7(A) (on a précisément 7(A)(I'4) C I'4). De plus, I'ouverture
de T' 4 est inférieure a la taille du voisinage de 7(.A) donc celui-ci peut véri-
fier appartenance d’une configuration a I" 4 (cas 1, 2 et 4 de la définition
ci-dessus). Cet aspect du fonctionnement de 7(.A) est & la base de la propo-
sition 18 ci-apres. Auparavant, nous montrons que 7(.A) peut simuler A.

Lemme 5. Pour tout automate cellulaire A, A=c7(A).
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Démonstration. Nous montrons en fait que A<™10> C 7(4)<6n.2n.0>

n = |A|. Soit ¢ : A x {0,...,n — 1} — AS la fonction définie par :

, avec

Y(a,j) = 0ja;jK0j+1 mod n0jCx-

On définit alors une fonction injective Y : A" — AS" ainsi :

T(ag,...,on—1) =¥(0,0)...¢¥(a;,7) ... Y(an—1,n —1).

On considere alors le sous-shift par blocs Gy défini par ’ensemble T(A")
de blocs, tous de taille 6n. Gy est précisément le sous-ensemble de I" 4 formé
des configurations « synchronisées » comme expliqué plus haut. On peut
vérifier que S~ est positivement invariant, précisément : 7(A)?"(&y) C &r.
A<10> est un sous-automate enfoui de 7(A) associé a Gr :

(A")F —— &
lA<n,1,o> lT(A)<6n,2n,0>

(A"? —— &y
En effet, partant d’une configuration ¢ € &Gy, on vérifie que les cellules
de données ne changent pas d’état pendant 2n — 1 étapes et finissent par
prendre I’état de leur cellule mémoire voisine apres 2n étapes. De leur coté,
les cellules mémoires sont initialement dans un état de O jusqu’a ce qu'un
certain état de A apparaisse dans une cellule signal de leur voisinage. Cet
état est précisément le résultat de la transition par A appliquée aux 3 cel-
lules de données voisines et il apparait nécessairement en au plus 2n — 1
étapes en raison de la forme de la configuration formée des cellules signal.
Ainsi, aprés 2n — 1 étapes, chaque cellule mémoire contient le résultat de la
transition par A, puis ce résultat est transféré aux cellules de données et les

cellules mémoire sont réinitialisées de sorte que la configuration obtenue est
a nouveau dans Sr. O

La proposition suivante montre, que A et 7(A) simulent les mémes au-
tomates cellulaires surjectifs non-triviaux.

Proposition 18. Pour tout automate cellulaire A et tout automate cellu-
laire surjectif B différent de l'identité, on a B2 A < B=c7(A).

Démonstration. Comme A=c7(A) et que la surjectivité est une propriété
préservée par changement d’échelle, il suffit de montrer que B C 7(A)<"40>
implique B=cA (en effet, on peut vérifier que, pour des automates quel-
conques C et D, C<cD implique 'existence de parametres m,t,z,m’ et ¢’ tels
que c<mt,z> 'D<m’,t’,0>)'

Soit ¢ : B — A™ D'injection intervenant dans la relation B C 7(A)<™%0>
et soit Ly le langage engendré par I'ensemble de mots ¢(B). Deux cas
peuvent alors se présenter :
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— si Ly € L(T 4) alors soit k n’apparait pas dans Ly et alors B = id (car

7(A) est I'identité sur les configurations sans k), soit il existe by € B tel
que k apparait dans ¢(bp). Dans ce cas, considérons w € Ly \ L(I" 4)
et la configuration périodique ¢ de période ¢(bg)w. ¢y peut étre choi-
sie différente de & (sinon cela impliquerait ¢(b) = k™ Vb € B, et donc
que B possede un état seulement). Soit p = |¢p(bg)w|. Alors kP & L(cp).
Par ailleurs, comme B est surjectif et ¢y € (¢(B))Z, la simulation de
B par 7(A) implique I'existence d’une configuration c_; € ¢(B)? et
d’un entier m/ tels que 7(A)™ (c_1) = ¢co. Sip—1>2, kP~1 & L(c_1)
(sinon kP € L(cp)) : on peut appliquer a nouveau le méme raisonne-
ment de telle sorte qu’il doit exister ¢ € ¢(B)? telle que x% ¢ L(c)
et 7(A)!(c) = ¢p pour un certain t. Clairement x € L(c) étant donné
que k € L(cp) et que 7(A) € A%. Enfin, par surjectivité de B encore
une fois, il existe ¢ telle que 7(.A)(¢) = ¢. On a alors k € L(¢) et donc
¢ €T 4 parce qu'une configuration qui n’appartient pas & I' 4 et conte-
nant un x mene forcément a une configuration contenant x2. Puisque
I' 4 est stable par 7(A), on a ¢y € I'4 : contradiction avec le choix de
Co.

supposons maintenant que Ly C L(I"4). Sic € T' 4 et ¢ sont deux confi-
gurations telles que 7(A)!(c') = ¢ pour un certain ¢ alors ¢ € T'4 car
toute d € 7(A)(AZ \ T 4) est telle que k* € L(d). De plus, 'orbite de ¢/
entre dans &y toutes les 2n étapes, donc si t > 2n, on peut considérer

x(c) = 7(A)Y (¢) avec t' < t et maximal tel que 7(A) (') € G.

Cette définition est en fait indépendante de ¢ et de ¢’ car entre x(c) et c,
les cellules de données n’ont pas changé et qu’une configuration dans
Gy est entierement déterminée par ses cellules de données. Comme
B est surjectif, toute configuration de o,, ((;S(B)Z) est atteignable en
plus de 2n étapes de sorte que x est bien définie sur o, (gb(B)Z)
tout entier. Si y: W4 — A est définie par v(w; ... ws) = we (7 as-
socie la valeur de la cellule de données & chaque bloc de W4), on a
alors sur o,, (qb(B)Z) légalité xy = ogp 0 T oy, 0 ognl oo, (ou v, dé-
signe I'extension de v a W) pour un certain z € Z. Enfin, le sous-
shift par blocs Tp = ognlm 00,00, (qb(B)Z) est envoyé par l'injec-

tion 0;11 oY o7, o0y, dans le sous-shift par blocs 0;11 (GT). Comme
A<nm,t> (A)<6nm,2nt>

est un sous-automate enfoui de 7 associé au
sous-shift par blocs o} (Gy) (d’apres le lemme 5), et que B<672n>
est un sous-automate enfouis de 7(A)<6""27> associé a T, I'injec-
tion ci-dessus permet de conclure que B<6"2"> est un sous-automate
enfoui de A<"™!> associé & Tp. Autrement dit, B<62n> C A<nmit>,
donc B=cA.

O]

On peut alors montrer que 'universalité intrinseque reste une propriété
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indécidable avec les contraintes (restriction a A et & un rayon fixé) utilisées
pour montrer la loi zéro-un (théoreme 12).

Théoreme 13. [l existe ro € N tel que, pour tout r > ro, il est indécidable
de savoir si un automate cellulaire captif de rayon r est intrinséquement
universel ou pas.

Démonstration. Considérons I'automate cellulaire X' sur l’alphabet {0,1}
et défini par : dx(a,b,c) = b+ cmod 2. 1l est clair que, Ym,n, X<"™"> est
toujours surjectif et jamais l'identité. Ainsi, d’apres le lemme 5 et la pro-
priété 18, on a pour tout automate cellulaire A : X< A < X=<c7(A).

N. Ollinger montre dans [75] 'indécidabilité de I'universalité intrinseque
pour les automates cellulaires en général®. Il définit une construction récur-
sive Uy telle que pour tout A de rayon 1, on a :

— Uy(A) est de rayon ry (ry ne dépend pas de A),

— si A est nilpotent sur les configurations périodiques (voir section 1.5)

alors X =£U, (A),
— si A n’est pas nilpotent sur les configurations périodiques alors Ug(.A)
est intrinsequement universel.
L’indécidabilité de la g-nilpotence permet de conclure a I'indécidabilité de
I'universalité intrinseque. D’apres la propriété ci-dessus sur X’ et 7, on vérifie
que la construction (récursive) 7 o U, possede les mémes propriétés que Uy,
mais qu’elle a pour image des automates cellulaires captifs de rayon rq fixé
(précisément 1o = 7ry). Cela conclue la preuve du théoreme. ]

Bien qu’omniprésente dans ACc, I'universalité intrinseque n’est donc pas
une propriété simple lorsque ’on se restreint aux automates cellulaires cap-
tifs. Nous revenons sur I'universalité dans ACc en section 4.1.2 avec un point
de vue différent.

2.2.3 Décroissance et conservation de ’alphabet

Les automates cellulaires captifs peuvent aussi étre définis comme les
automates cellulaires qui font décroitre (au sens large) 'alphabet de toute
configuration. Il n’est pas difficile de voir qu’il suffit de vérifier cette décrois-
sance sur les configurations périodiques.

Proposition 19. Soit A un automate cellulaire. Les propositions suivantes
sont équivalentes :

(i). A€ 4c
(ii). pour tout configuration ¢ : L1(A(c)) C Li(c)
(iii). pour tout configuration périodique c : L1(A(c)) C Li(c)

“Le résultat n'y est pas formulé & rayon fixé, mais on vérifie facilement qu’il reste
valable avec cette restriction.
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Démonstration. On a clairement (i)=-(ii)=-(iii). Soit A tel que pour toute
configuration périodique c on a £ (.A(c)) C Li(c). Pour tous ay,...,a,, € A
fixés, on construit une configuration périodique c telle que ¢(v;) = a; pour

1 <i<uwy (ou (vi,...,v,) est le voisinage de A) et Li(c) = {a1,...,a,,}.
La condition précédente montre que d4(ai,...,ay,) € {a1,...,a,,} donc
A € K. 0

La proposition suivante montre que la classe Acc est stable par passage
a l'inverse. Ainsi, les automates cellulaires captifs et réversibles conservent
I’alphabet des configurations.

Proposition 20. Si A € A est réversible, alors A~ € 4.

Démonstration. Soit ¢ une configuration périodique. Comme A est bijectif,
la suite (A”(c))n est périodique (et pas seulement ultimement périodique).
Donc il y a un entier n tel que A~!(c) = A"(c). Or, d’apres la proposition 19,
L1(A™(c)) C Li(c), dou L1(A™(c)) € L1(c). Comme cette relation est vé-
rifiée pour toute configuration périodique, la proposition 19 implique que
A~! est un automate cellulaire captif. O

Corollaire 9. Un automate cellulaire captif et réversible conserve l’alphabet
des configurations.

surjectifs pras conservatifs

X X/

« — » : inclusion.
surjectifs N conservatifs « # » : non-inclusion.

1

réversibles

Fi1G. 2.2: Inclusions et non-inclusions entre classes d’automates cellulaires captifs.

La figure 2.2 résume les relations entre les différentes classes d’automates
cellulaires captifs discutées ici.

La question de l'existence d’un automate cellulaire captif surjectif mais
non réversible qui conserve ’alphabet reste ouverte, mais les autres inclu-
sions de classes ne sont pas des égalités comme le montrent les exemples
suivants.
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Soit X lautomate cellulaire d’alphabet {0,1} et défini par
Ox(a,b,c) =a+b+cmod2. X est surjectif et captif, cependant il
ne conserve pas l'alphabet de toute configuration puisque, par exemple,
“110% est envoyée sur “0%.

Soit A Pautomate cellulaire d’alphabet {0, 1} défini par

1 siyzt =111 ou yzt = 010,
Oz, y, z,t,u) =< 1 siyztu = 0110 ou zyzt = 0110),

0 sinon.

A est captif, mais n’est pas surjectif car le mot 1110111 n’a pas d’antécé-
dent. En revanche, A conserve I’alphabet de toute configuration car une
cellule dans I’état 0 ne change pas d’état et tout bloc de 1 consécutifs
conserve au moins une occurrence de 1 aprés une itération de A (cas 1 de
la définition si le bloc est de taille 1 ou supérieur a 2, cas 2 de la définition
s’il est de taille 2).

2.3 Les automates cellulaires caméléons

Comme on I’a vu, les automates cellulaires captifs sont ceux pour lesquels
tout sous-ensemble d’états induit un sous-automate. C’est cette structure
récursive vis-a-vis de C qui permet d’établir la loi zéro-un sur les propriétés
monotones (théoreme 12). Il est naturel de s’intéresser a la classe suivante,
analogue de A% pour la notion de coloriage.

Définition 38. Un automate cellulaire A est caméléon si, pour tout en-
semble fini B et toute surjection f : A — B, A admet f comme B-coloration.

Il est clair que tout automate cellulaire a 2 états est caméléon. En re-
vanche, avec 3 états ou plus, la contrainte de la définition ci-dessus devient
trop forte : la propriété suivante montre que la famille des automates cellu-
laires caméléon avec au moins 3 états est peu intéressante puisque réduite
aux automates cellulaires constants et aux décalages.

Proposition 21. Un automate cellulaire avec au moins 3 états est caméléon
si et seulement si c’est un automate constant ou un décalage.

Démonstration. Il est clair que les automates cellulaires constants et les
décalages sont des automates caméléon. Réciproquement, on considere un
automate cellulaire caméléon A avec au moins 3 états. Pour alléger la ré-
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daction, on adopte les notations suivantes™ Yu € A4, Va, 3 € A :

|ula = [{i : ui = a}|
I,={i:u;=04(u)}

Xa(ﬂ)z{l sif=a«a

0 sinon.

Comme A est un automate cellulaire caméléon, il admet toujours y, comme
{0, 1}-coloration. Ce sont les seules colorations utilisées dans la preuve.

Tout d’abord, il existe u € A" tel que |uls () = 1. En effet, on va mon-
trer la propriété suivante

Vk < vy — 1,81 Yu € A™, |uls, () > k alors Yu € A™, |uls, () >k + 1.

Cette propriété permet de conclure car, en supposant que Yu € AY4 on a

|uls ,(u) > 1, on est assuré notamment que, Yu € A¥A, [uls, ) > Pﬁﬂ. Oril

existe u € A¥A tel que, Va € A, |u|q < {%W.

Nous prouvons maintenant la propriété énoncée ci-dessus. Supposons
donc que, pour tout u € A", |uls, ) >k et quil existe u € A" tel que
luls ,(u)y < k+ 1. Soient o, 3 € A deux états distincts et tous deux distincts
de d4(u). Soit ig € I,. On définit alors v € A4 par

« si j = 1,
vj = 04(u) sijel,\{i},
I} sinon,

et w € AYA par

I5] sinon.

{dum sije I,
wj:

On a alors Xg(v) = Xg(w) donc d4(w) =d4(v) = (car Vy € A, v # f3,
[vly < k). Par ailleurs, Xs , () (W) = X ,(u)(w) donc da(w) =da(u) # 8 : il
y a contradiction.

Dans toute la suite on fixe u € A" tel que [uls,(,) =1 et on note o
I'unique élément de I,,. On a alors

Vo € A¥A, 0 4(v) # da(u) = viy = 64(v). (2.1)

En effet, en supposant le contraire (il existe v tel que 04(v) # da(u) et
Vi 7 04(v)), alors le mot w tel que

{% si j # o
wj:

Uj Sij:io

“Encore une fois, les v4-uplets d’états sont notés comme des mots de longueur v4 sur
I’alphabet A.
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vérifie X5, (u) (W) = X5 4(u) (0) €t Xs 4(0) (W) = X5 4(0)(v), Or 0.4(v) # da(u) : il
y a contradiciton.
On considére a présent la propriété suivante :

Vo € A", 04(v) = d4(u) = viy = 6.4(u). (2.2)

Les propriétés 2.1 et 2.2 permettent de conclure directement que A est soit
constant, soit un décalage de vecteur —uv;, olt vj, est le g™ vecteur de A.
On montre donc pour finir qu’on a la propriété 2.2 si A n’est pas constant.
Supposons qu’il existe v € A¥A tel que d4(v) = 04(u) et ig & I,,. Il ne peut
alors exister w € A" tel que da(w) # da(u) et |wls, ) = 1. En effet, on
aurait soit I, N I, = () soit I, N I, = (). En supposant qu’on est dans le pre-
mier cas (l'autre cas est semblable) et si « € A avec o # J4(u) et a # 0.4(w),

le mot w’ tel que

uj sij € I,
r ..
w; = qw; sige Iy,
«  sinon,

vérifie Xs , (u) (W) = Xs 4 (u) () €t Xs 4 () (W) = X5 4 (w) (W) 0F Sa(w) # 04(u) :
contradiction.
En notant P}, la propriété

Vw € A4, 5 4(w) # 54(u) = |[wls,(w) > k.

on a donc montré P;. Si l'on montre P = Pr1 pour tout k < vy — 1, cela
termine la preuve car de PVT” on déduit un mot w’ tel que d4(w') = d.4(u)
et |w's, ) = 0. Alors 04 est constante égale a d4(u) car si v' € A" est tel
que 64(v") # d.4(u) on en déduit un mot v” tel que Xy, () (v") = X5 4 vy (V')
donc 6,4 (") # .a(u), et [v"[5, ) = 0. On a ainsi X , () (v") = X, u) (W) €t
donc §4(v") = d.4(u) : contradiction.

Pour finir, il ne reste plus qu’a montrer Py = Pr41 pour tout k < v g4 — 1.
Supposons donc qu’on a Py, et qu’il existe w € A¥A avec J4(w) # Ja(u) et
w5 (wy =k + 1. Soit a € A avec a # d4(u) et a # da(w). En considérant
i1 € I, on définit alors v/ € AYA par

oa(u) sij=ii,
vi =S 6a(w) sijely\{i},
« sinon,

et v € AYA par

« sinon.

{cu(w) 5i j € L,
wj =

On a alors §4(v") = a d’apres la propriété Py, (car V5 # afv’|g < k) et aussi

64(v") = a car X, (v") = X, (v'). Mais d’autre part X , ) (v") = X5 (w) (W)
donc §4(v") = d4(w) : contradiction. O
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Jusque la, apres une présentation générale du modéle (chapitre 1), nous
avons €étudié les automates cellulaires sous l’angle de leur représenta-
tion syntaxique, en particulier pour la classe des automates cellulaires
captifs (chapitre 2).

Dans les chapitres qui suivent, nous poursuivons l’étude des automates
cellulaires en cherchant au contraire a nous affranchir le plus possible
de leur représentation syntaxique pour insister sur leurs propriétés dy-
namiques globales. Notre problématique devient celle de la classification
des automates cellulaires et plus particulierement celle de I’étude de no-
tions de complexité selon ce point de vue global.

L outil fondamental est celui de simulation. Bien que fréqguemment uti-
lisé¢ dans la littérature, ce n’est que récemment, avec les travaux de
J. Mazoyer, I. Rapaport et N. Ollinger, qu’une étude formelle de cet
outil est apparue, inititant [’étude de structures de [’ensembles des au-
tomates cellulaires.

Le chapitre 3 introduit différentes relations de simulation et différents
parameétres de complexité associés. Apres avoir établi la compatibilité
de parameétres “naturels”, nous obtenons des bornes de complexité pour
des classes d’automates cellulaires définies localement.

Le chapitre 4 est dédié a l'ensemble des automates cellulaires mumnis
de pré-ordres de simulation. Nous étendons les travauxr mentionnés ci-
dessus en envisageant de nouvelles simulations et en établissant de nou-
veaux liens entre des propriétés ou outils classiques des automates cellu-
laires (classification topologique de P. Kurka, calcul séquentiel, produits
cartésiens) et des structures ordonnées induites (idéaux, filtres, treillis,
chaines).
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Chapitre

Simulations et complexités

J’étais autrefois bien nerveux. Me voici sur une nouvelle
voie : je mets une pomme sur la table puis je me mets dans
cette pomme. Quelle tranquillité !

Henri Michaux — « Lointain intérieur »

E chapitre est consacré a I’étude des notions de simulation entre au-
tomates cellulaires, c’est-a-dire des relations exprimant que le com-
portement d’un certain automate cellulaire est reproductible en un

certain sens par un autre automate cellulaire. On attend d’une telle relation
qu’elle soit réflexive et transitive : les objets de notre étude sont donc des
pré-ordres sur les automates cellulaires.

Chaque notion de simulation que ’on peut formuler constitue un point
de vue particulier, pertinent pour I’étude de certaines propriétés, inadapté
pour d’autres. Notre approche, dans ce chapitre et le suivant, consiste donc a
développer différents points de vue & travers différentes notions de simulation
completement formalisées. C’est seulement une fois le choix de la simulation
effectué que 'on peut définir et étudier en toute rigueur une notion d’équi-
valence entre automates (induite par le pré-ordre de simulation), des notions
de complexité (abordées dans ce chapitre) et une notion d’universalité (objet
du chapitre suivant).

La premiére partie de ce chapitre est consacrée a ’étude de différentes
notions de simulation qui nous semblent pertinentes pour comparer les dy-
namiques globales des automates cellulaires. On a vu au chapitre précédent
des exemples de pré-ordres sur les automates cellulaires a travers les re-
lations <, C et <C. Cependant, elles sont beaucoup trop restrictives car
elles dépendent en grande partie de propriétés syntaxiques locales (cardinal
de Palphabet, rayon) dont on souhaiterait s’affranchir pour I’étude de la

7



78 CHAPITRE 3. SIMULATIONS ET COMPLEXITES

dynamique globale des automates cellulaires. Au contraire, la relation <
fondée sur les changements d’échelles n’a pas ce défaut et on a vu au cha-
pitre 1 qu’elle capture 'universalité intrinséque, une notion fondamentale du
modele. Notre approche consiste donc d’une part a considérer des notions
particulieres tres simples, semblables a <, et qui s’appuient sur des com-
binaisons de changement d’échelle et de relations locales de sous-automate
et d’automate quotient. D’autre part, en voyant les automates cellulaires
comme des systemes dynamiques, nous formulons une notion intuitive tres
générale, qui englobe toutes les notions précédentes, et nous l'affinons en
tirant partie des spécificités du modele des automates cellulaires.

Dans une seconde partie, nous nous intéressons aux notions de com-
plexité, appelées paramétres de complexité, que 'on peut associer a une
relation de simulation donnée en respectant un critere de compatibilité tres
simple : tout automate cellulaire doit étre plus complexe que les automates
cellulaires qu’il simule. Nous établissons d’une part la compatibilité de cer-
tains parametres fondés sur des objets classiques de I’étude des automates
cellulaires (cycles dans l’espace des phases, ensembles limites) avec les no-
tions de simulation étudiées. D’autre part, par un rapprochement original
avec la théorie de la complexité de communication, nous introduisons un
nouveau parametre commun a toutes les relations de simulation et qui me-
sure en un certain sens la quantité d’information qui transite a travers chaque
cellule du réseau au cours du temps.

S’il contient quelques résultats nouveaux, ce chapitre vise avant tout a
introduire des notions qui seront utilisées dans le chapitre suivant.

O
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3.1 Simulations

Dans la littérature, le mot de « simulation » est utilisé le plus souvent
dans la comparaison de deux systemes de calcul. Nous nous intéressons
ici aux notions intrinseques au modele des automates cellulaires. Nous ne
considérons toutefois pas de notion de simulation entre automates cellulaires
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ayant des réseaux différents. Le lecteur intéressé par ces questions est renvoyé
a [81] (voir également [78] avec une notion de simulation tres différente).

3.1.1 Relations locales et changements d’échelle

L’approche suivie par N. Ollinger dans [73] pour définir le groupage et
le pré-ordre < consiste a combiner une relation sur les regles de transition
locales avec des transformations syntaxiques qui jouent le role de change-
ment d’échelle. Cette approche invite a définir les notions de simulation qui
correspondent aux relations locales étudiées en section 2.1.2, et qui cha-
cune expriment une relation trés simple entre automates (sous-systéme ou
quotient).

Définition 39. On définit alors les notions de simulation <<, et << sur
les automates cellulaires de méme réseau R par :

A=aB < Im,m e RT,t,t' e Ny, 2,2/ e R: A<= q B<m”t,’zl>,
d +

b & dn,m € , U € , 2,2 € : " e .
A=B < 3Im,m’ e R, t,t' € Ny, 2,2/ € R: AW <€ B<m0#>

Le formalisme introduit par N. Ollinger permet de montrer de maniere
unifiée que les notions de simulations définies ci-dessus sont des pré-ordres.

Proposition 22 (Théoreme 11 de [73]). Tout comme =, les relations <<
et << sont des pré-ordres.

Les inclusions entre les relations locales C, < et <C se retrouvent dans
les relations de simulations introduites ci-dessus. En revanche, les différences
établies en section 2.1.2 ne peuvent étre transférées directement en raison des
changements d’échelle. Nous allons tout de méme montrer que les notions
de simulation de la définition 39 sont différentes.

Tout d’abord, la connexité dans l’espace des phases est toujours pré-
servée par la simulation < : en particulier deux orbites disjointes dans le
simulateur correspondent & deux orbites disjointes dans le simulé et réci-
proquement. Si <4 préserve I'injectivité globale des automates cellulaires
(proposition 35 du chapitre suivant), le coloriage de certains automates cel-
lulaires peut en revanche transformer deux orbites disjointes en deux orbites
qui se rejoignent. Plus généralement, la connexité dans I’espace des phases
n’est pas préservée par la relation <. La proposition suivante exploite cette
différence fondamentale pour montrer que certaines simulations au sens de
< sont impossibles au sens de <.

Proposition 23. [] existe deux automates cellulaires A et B tels que B <1 A

et B3£A.

Démonstration. Soit 7 :{0,1,2} — {0,1} définie par 7(0) =0 et 7(z) =1
si  # 0. On considere automate cellulaire A d’alphabet A = {0, 1,2} et de
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rayon 2 avec

1 si7w(zyztu) = 01110,
2 si w(yztu) = 0110,
dalz,y,z,t,u) = ¢ 2 i T(yzt) = 111 et si T(xyztu) # 01110,
z si7(yzt) = 010,
(0 dans tous les autres cas.

Soit enfin B I'automate cellulaire d’alphabet B = {0,1}, de rayon 2 et défini
par

1 siyzt =111 ou yzt = 010 ou yztu = 0110,

0 sinon.

58(%% thau) = {

La figure 3.1 illustre le comportement de A et B par des exemples de

LI LLLL

F1G. 3.1: Exemples de diagrammes espace-temps des automates cellulaires A (&
gauche) et B (a droite).

diagrammes espace-temps. Intuitivement, A comme B réduisent les plages
d’états non nuls a la longueur 1. De plus, A conserve a la fin de la réduction
I'information de parité de la longueur de telles plages grace aux états 1 (cas
impair) ou 2 (cas pair).

Par construction, il est clair que B < A & travers la coloration . Nous
allons montrer que A ne peut pas simuler B au sens de <. La preuve
consiste a montrer qu’'on ne peut pas, a partir de A et par la relation <r,
conserver la dynamique de réduction de plages (nécessaire a la simulation
de B) et simultanément « annuler » le mécanisme de détection de parité.

En effet, supposons qu’il existe m,m/,t,t' € Ny et z,2’ € Z tels que
B<m't'2"> C A<mitz> of notons ¢ injection intervenant dans cette relation.
Soient u = 1" et v = 0™ (u et v sont des états particuliers de B<m/’t/’zl>).
Tout d’abord, on a nécessairement 7(¢(u)) = 1™ car 0 est un état blo-
quant pour A : formellement, si deux configuration ¢ et ¢’ sont telles qu’il
existe z_ < zy avec ¢(z—) = (2-) = ¢(24+) = (24) = 0 et, pour tout z tel
que z_ < 2 < z4, ¢(2) = (2) alors on a pour tout n € N et tout z tel que
2o <z < zy:

(A"(0)(2) = (A™()) (2).
En effet, dans le cas contraire (si 7(¢(u)) contient un 0), une configuration
du type “¢(v)p(u)"¢(v)* ne serait jamais envoyée vers une configuration du
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type “¢(v)p(u)"Fé(v)® pour k suffisamment grand, ce qui doit étre le cas
vu le comportement de B<™ %> gsur les configurations du type “uvu®.

On vérifie ensuite que T(o(u')) # 1™ pour tout v € B™, u' # u sinon
A<m62> restreint & {¢(u), ¢(u')} serait I'identité ce qui n’est pas le cas de
B<"'t"#"> regtreint & {u,u'}. On peut alors considérer les configurations
cn € B? avec ¢,(2) =14 0< 2z <n : les orbites de coui1 et copio se re-
joignent sous l'action de B. Par conséquent, les orbites de 0,;;(02n+]_) et
0;; (can+2) se rejoignent aussi sous l'action de B<m’t"#"> En revanche, si x
et y sont deux configurations de A telles qu’il existe z1, 29 € Z avec

— 2(z) = y(z) =1 lorsque z1 < z < 29,

—z(z1—1)=y(z1 — 1) =0,

—x(z2+1)=0et

—y(ze+1) =1,
alors les orbites de x et y sous I'action de A sont disjointes. Il en va donc de
méme pour les orbites de o,,!(z) et 0,,,}(y) sous Paction de A<""*>. Pour
conclure il suffit de remarquer que O;}(CQHH) et 0;} (con+2) sont nécessai-
rement envoyées par ¢ sur deux configurations o,'(z) et o,.!(y) ol z et y
sont du type ci-dessus : il y a contradiction avec l'injectivité de ¢. O

L’automate cellulaire B est capable d’extraire une information dispersée
dans l'espace (parité d’'une plage d’états) et de la transcrire dans 1’état d’une
seule cellule. La proposition ci-dessus montre que ce mécanisme ne peut pas
étre rendu local par groupage et qu’il ne peut pas étre annulé par passage
au sous-automate sans que la dynamique générale ne soit affectée.

La figure 3.2 résume les inclusions et différences entres les relations de si-
mulation considérées jusque la (les différences découlent de la proposition 23
ci-dessus et de I'exemple donné plus loin page 107).

=<
/ AN
=< <
-4 7 -t « — » : inclusion stricte.
« #» » : non-inclusion.
s X W
C # <

F1G. 3.2: Inclusions et non-inclusions entre relations de simulations.

3.1.2 Une approche globale

Le but de cette section est de formuler une notion de simulation de na-
ture dynamique fondée sur la comparaison des orbites. Nous nous appuyons
ensuite sur les fortes propriétés du modele pour affiner la notion formulée.
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Enfin, nous montrons que la notion de simulation obtenue induit un pré-
ordre sur les automates cellulaires, et qu’elle contient les relations <, <q
et jg

Intuitivement, avec la relation de simulation que nous allons définir ci-

apres, B simule A si toutes les orbites de A peuvent se lire dans les orbites
de B. Cette « lecture »se fait en distinguant dans I’espace de B un certain
nombre de zones qui chacune « représente » un point de 'espace de A.
L’évolution de A est alors retracée dans ’évolution de B par les étapes ou
B se trouve dans I'une de ces zones.

Plus précisément, la simulation repose sur les principes suivants :

— pour tout t € Ny et 2 € R, A et o, 0 A’ sont vus comme un méme
systéme dynamique, donc o, o A? peut étre choisi pour représenter A ;

— a chaque configuration x de I’automate simulé correspond un ensemble
C, de configurations de automate simulateur (la « zone »correspon-
dant & z) telles que :

— la simulation est exhaustive : Va,C, # 0;

— Dinterprétation dans le simulateur est non ambigué : C, NCp =0
des que x # 2’

— dans le simulateur, le temps de passage d’une zone C, & une zone
Cy ne dépend pas du représentant choisi dans Cy ;

— les translations dans le simulé sont traduites par des translations dans
le simulateur®™ : 321,20 € RT,Vz € R, Vz : Caz1®z(z) = 04z (C’x) ;

— une fois fixés les représentants du simulateur et du simulé, les pas suc-
cessifs x1, ..., x,, ...de toute orbite du représentant du simulé cor-
respondent exactement aux pas appartenant aux ensembles Cy ...,
(3, dans le représentant du simulateur.

La figure 3.3 illustre ces principes. Une premiere formulation de notion

de simulation est donc la suivante.

Définition 40. A est simulé par B, s’il existe un ensemble E C B®, une
fonction surjective f: E — AR, et des automates Ay et By de la forme
04, 0 Al et 0, o B (respectivement) vérifiant :

(i). Yy € E,3t € Ny : Bi(y) € E,

(7). 321,20 ERT, V2 ER : 0.y0:.(E) CF et foo,,0, =0.0.0f sur E.

(iii). Yoz € AR, 3t, e Ny,Vy € E

. ty = miny, {¢: Bi(y) € E},
fy)=z= { F(BE () = Ao(a),

Avec ce formalisme, on a C;, = f~!(z) et E = |J, Cy. La nature fonction-
nelle de f assure la non ambiguité de la simulation. Par ailleurs, le temps

“Intuitivement, cette condition exprime que le découpage de I’espace en zone doit étre
uniforme, et ne pas privilégier arbitrairement une position du réseau.
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simulé simulateur
I
I
I
T 4
l ! '
I : )
I
| ! ) Cug
: i
T3¢ | A
I
I
I
I
1 7 3
I
I
I
2 CD Cy,
I
I
I
| A
I
I
I
T16- : L ® Cacl
I
I
I
]

F1a. 3.3: Principes généraux d’une simulation.

t, mis par le simulateur pour effectuer un pas de simulation peut dépendre
de la configuration x considérée (mais il ne dépend pas de la fagon dont on
simule ce pas de calcul, c’est a dire du choix d’un représentant de x dans

C.).

Formulée ainsi, notre notion de simulation autorise une fonction de déco-
dage arbitraire des configurations de ’automate simulateur vers les configu-
rations de ’automate simulé. La notion obtenue ne correspond pas a l'idée
intuitive de simulation car toute la complexité d’une dynamique peut étre
« cachée » dans la fonction de décodage f, ce qui rend possible la simu-
lation d’automates cellulaires tres complexes par des automates cellulaires
tres simples.

En effet, étant donné un automate cellulaire A de réseau Z, le déter-
minisme de A permet de connaitre A"(c) a partir de ¢ et de n seulement
pour toute configuration ¢ € A®. Ainsi, muni d’une fonction de décodage
qui détermine A" (c) en fonction de ¢ et n, tout automate cellulaire capable
en un certain sens d’incrémenter un compteur n peut simuler n’importe quel
automate cellulaire comme le montre I’exemple ci-dessous.
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Soit B automate cellulaire de réseau Z et d’alphabet B = {1, e} x {0,1}
de rayon 1 défini par :

65 ((z-1,9-1), (z0,%0), (z1,91)) = (zo, max{yo, y_1}).

B a un comportement extrémement simple mais peut simuler tout automate
cellulaire A de réseau Z.

En effet, en supposant que A = {1,...,n}, soit ¢ : A — { L, e}* la fonc-
tion qui code chaque configuration de A par une configuration de {1 ,e}4
de la facon suivante :

avec y(a) e oL L

Soit alors E l’ensemble des configurations de B™ telles que la premiere
couche est de la forme ¢(c) et la seconde de la forme “01%T10% pour k£ € N.
On définit alors la fonction f: E — A% sur une telle configuration y par
f(y) = A%(c). Tl est alors clair que B simule A sur E avec la fonction de
décodage f.

On remarque que, dans cet exemple, la fonction de décodage f est conti-
nue mais E n’est pas fermé (c’est du a la condition de finitude sur le comp-
teur unaire de la seconde couche). On peut définir une variante de cette
simulation.

Soit B = EU EyU Ey ot Ey (resp. E7) est 'ensemble des configurations
dont la premiére composante est de la forme ¢(c) et la seconde composante
est “0% (resp. “1¢). On étend alors f en f’ définie sur E’ par

) = {f(y) siy€ B,

co sinon,

ol ¢y est une configuration quiescente de A. Il est clair que B simule A sur
E’ avec la fonction de décodage f’.

Dans cette seconde variante, ' est bien fermé, mais la fonction de dé-
codage est cette fois discontinue en certains points (précisément en tout
point de Ey U E7). Ceci suggere donc de renforcer la notion de simulation
introduite précédemment par deux conditions simultanées : la fonction de
décodage doit étre définie sur un fermé et continue. Désormais, toutes les
simulations considérées sont telles que ’ensemble E est fermé et la fonction
de décodage f est continue.

Les propriétés du modele des automates cellulaires, et notamment 'uni-
formité, permettent de caractériser plus précisément cette notion générale
de simulation. En effet, on peut montrer que les délais du simulateur pour
effectuer une étape de la dynamique du simulé sont en fait nécessairement
uniformément bornés. De plus, ils forment une suite ultimement périodique
dans chaque orbite du simulateur comme le montre la proposition suivante.
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Proposition 24. Soient A et B deux automates cellulaires tels que B simule
A au sens de la définition 40 : on note les représentants By = o, o B et
Ao = 0., o Ale, la fonction de décodage f, telle qu’il existe 21,20 € R véri-
fiant 0,0, 0 f = fo0.,g: (pour tout z € R). Si l'on suppose f définie sur
un fermé E et continue, la simulation vérifie alors les propriétés suivantes :

— il existe T € Ny tel que pour tout & € A%, t, <T (out, est défini par

ty =min{t: Jy € f~1(x) et Bi(y) € E});

- pour tout y € E, la suite (tn(y))neN+ est ultimement périodique de

période T', ot

t1(y) = min{t € N1 : By(y) € E},
tos1(y) = min{t € Ny : By W* (y) € B}

Démonstration. 11 apparait d’abord que & = 0;21 (E) est un sous-espace de
(B [22])R invariant par décalage (d’apres le point (ii) de la définition 40) et
fermé (car E est fermé et o' continue), donc ¢’est un sous-shift.

Soit ¢ = o;ll o foo,, définie de & dans (A[Zl])R. ¢ est continue, sur-
jective et commute avec les translations. Considérons alors le sous-shift ¥
engendré par une configuration de ¢~!(c,) ol ¢, est une configuration uni-
vers de (A[Zﬂ)R. Par définition, ¥ est irréductible (voir page 12). De plus,
par continuité et commutation avec les décalages, ¢ reste surjective lors-
qu’elle est restreinte & ¥ : en effet, ¢(T) a par construction le méme langage
que (A[zl])R et ce sont tous deux des sous-shifts donc ils sont égaux.

On considere alors la fonction g : ¥ — P(N4 ) définie par

g(y) ={t €Ny 0 oBjoo,(y) € &}

g(y) n’est jamais vide, par définition de la simulation (point (i) de la défi-
nition 40). Comme By est continue et invariante par décalage, et comme &
est un sous-shift, la fonction g est de plus conservative a la limite. Par le
lemme d’uniformité (lemme 1 page 12), il existe donc T € N tel que pour
tout y € T, o.! o Bf 0o0.,(y) € S. Comme ¢ est surjective lorsqu’elle est
restreinte & ¥, on en déduit que pour tout x € A%, t, < T (point (iii) de la
définition 40), et également que, pour tout y € E, B (y) € E.

Considérons maintenant y € E et la suite (tn(y))n eny associée. En no-
tant s, = >, ti, il existe d’apres ce qui précede une fonction fi : Ny — N
telle que, Vn € N, s¢.(n)(n) = sp +T. On définit pour tout n € N, I'en-
semble (fini) suivant :

E,={1<t<T:3n €Ny, sy =s,+t}.

E,, représente ’ensemble des temps compris entre s, et s, + 1" ou la simu-
lation progresse d’un pas. D’apres la remarque ci-dessus, on a E, C Ey ()
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pour tout n € N4. Soit alors (En]) .

jen, la suite extraite de (E,,) définie par

ny = 1
njp1 = fy(ng).
(Enj)jEN+ est croissante pour I'inclusion et bornée (Vj, E,; C {1,...,T})
donc elle est constante a partir d’un certain rang. On en déduit directement

que la suite (tn(y))n eny est ultimement périodique de période T ]

Cette proposition montre dans une large mesure que la liberté laissée
sur les temps de simulations dans la définition proposée est un artifice. Nous
allons dans toute la suite nous restreindre au cas ou ces délais de simulation
sont constants™.

La preuve ci-dessus met également en avant une propriété importante
des simulations étudiées : si I'on effectue les changements d’échelle appro-
priés sur les espaces du simulateur et du simulé (dans la preuve ci-dessus,
on considere les espaces oZ,' (A™) pour le simulé et & = o_,'(E) pour le si-
mulateur) alors la fonction de décodage f induite par ces transformations
(la fonciton ¢ = oz_l1 o foo,, dans la preuve ci-dessus) reste continue, et
commute avec les décalages.

Les fonctions continues d’un sous-shift vers un autre (pas nécessaire-
ment de méme alphabet) et qui commutent avec les décalages sont connues
sous le nom de « codes »* dans la théorie de la dynamique symbolique (voir
[50]). Elles généralisent les automates cellulaires et, tout comme ceux-ci, elles
constituent exactement les fonctions obtenues par application synchrone et
uniforme de reégles de transition locales (par une généralisation de la proposi-
tion 4). Ainsi, les conditions de continuité sur la fonction f et de fermeture de
son ensemble de définition représentent une contrainte de localité du codage
et du décodage des configurations. Partant d’un point de vue dynamique
global, notre étude rejoint donc [20] ou la localité du codage et du décodage
est introduite des la définition des simulations envisagées.

Avec les remarques qui précedent, la notion de simulation prend alors
la forme suivante! dans laquelle les outils de changement d’échelle et de
groupage (cf. sections 1.2.1 et 1.3) apparaissent naturellement.

Définition 41 (simulation généralisée). Soit A et B deux automates cellu-
laires de méme réseau R. B simule A (noté A=gB) s’il existe m,m’ € RT,

“Nous ne connaissons pas d’exemple ol des délais variables sont nécessaires pour
obtenir la simulation d’un certain automate cellulaire par un certain autre.

*En anglais : sliding bloc code.

‘Précisément, on peut montrer que la relation de simulation au sens initial avec une
fonction de décodage f continue, qui commute faiblement avec les translations, ot E est un
fermé et les temps t, sont tous égaux, est exactement la relation de simulation généralisée
de la définition 41 : la preuve consiste essentiellement a définir le sous-shift & et la fonction
¢ comme dans la preuve de la proposition 24.
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t,t' € Ny, 2,2 € R, un sous-shift S de (B[m/])R tel que B<™t2">(6) C &
et une fonction continue et surjective ¢ : & — (A[m})R qut commute avec
les translations telle qu’on ait l’égalité suivante sur & :

(b o B<m/7zl’tl> — A<m,t,z> ° ¢

Avec cette définition, la simulation généralisée =g induit une relation de
pré-ordre sur les automates cellulaires.

Proposition 25. (AC, jg) est un pré-ordre.

Démonstration. On vérifie sans mal que =g est réflexive. Soit A, B et C
trois automates cellulaires tels que A=gB et B=C. Il existe donc des para-
metres my, mg, my, mh € RT, t1,te,t),th € Ny et 21, 29, 2, 25 € R, des sous-
shifts &1 C (B[mll})n et 69 C (C[m/ﬂ)R tels que B<m/1’t/1’zi>(61) C G et
C<m/2’t/2’zé>(62) C S, et des fonctions (continues, surjectives et qui com-
mutent avec les translations) ¢ : 61 — (A[ml])R et ¢g: Gy — (B[mQ])R,
avec les égalités suivantes sur &; et Gy respectivement :

Qsl le) B<m/17t/17zi> — A<m17t1721> o ¢17

¢2 e} C<m/27t/272é> — B<m27t27z2> o ¢2
On en déduit les égalités suivantes sur o1 (S1) et o} S9) respectivement :
ma2 m
1

OB<m’1®m2,t/1,zi> _ A<m1®m2,t1,zl> .

-1 1
0m2 o ¢1 © 0m2 Om2 © d)l o Omga

1

/

-1 <mLem/ th,zh> _ p<ma®m],t2,z2> -
om,locﬁgoomlloc =B oomlogbgoomfl.

En notant ® = o;,}

& = (0, 0dy' 00, 00,1)(61) C o, (G2) :

0100, O 0;}1 0 (2 00y, 01 a alors sur le sous-shift

do C<m’2®m’1,t’2,z;> _ A<m1®m2,t1,z1> 0.

Pour conclure, on vérifie que ® est continue, commute avec les translations
et est surjective™ de & dans (A[m1®m2})R. O

Par définition, les inclusions entre les relations C, < et <C se retrouvent
dans les relations de simulation associées. Par ailleurs, on vérifie que ces
dernieres constituent toutes des cas particuliers de <g. En effet, si 'on
note par A G B le fait qu’il existe un sous-shift & de B™ et une fonction
¢ : & — AT surjective continue et qui commute avec les translations, avec

“Pour alléger les notations, on utilise implicitement la bijection canonique entre
(Q[m®m/])R et 0;} ((Q[m])R> oll Q est un alphabet quelconque et m, m’ € RY.
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de plus ¢ o B = Ao ¢ sur &, on remarque que la relation =g peut étre ca-
ractérisée de la fagon suivante :

! 4! '
A=gB < Im,m/ t,t' 2,7 ASEEZ G BImLEE>

Comme la relation <C est incluse dans la relation G, la notion de simulation
=< est un cas particulier de <g.

3.2 Complexités

Un parametre de complexité est une fonction qui associe a chaque au-
tomate cellulaire une certaine valeur prise dans un ensemble totalement
ordonné. Dans le cadre de I’étude d’une relation de simulation =, les para-
metres de complexité qui nous intéressent sont ceux qui sont croissants pour
=<. Dit autrement, étant donné le pré-ordre =<, on s’intéresse a des ordres to-
taux obtenus en ordonnant d’une certaine fagon les éléments incomparables
et en identifiant certaines classes de <.

Définition 42 (parametre de complexité). Un parametre de complexité
pour une relation de simulation < et un ensemble totalement ordonné (E, <)
est une fonction p : AC — E croissante :

A= B = p(A) < p(B).

Avec cette définition, on remarque qu’un parametre de complexité pour
une relation de simulation < est aussi un parametre de complexité pour
toute relation de simulation incluse dans <.

L’ensemble image F d’un parametre de complexité —intuitivement, la
« nature » de la complexité mesurée— est a priori quelconque, cependant la
condition de croissance vis-a-vis d’une relation de simulation est tres forte et
élimine des parametres artificiels. En effet, le nombre d’états ou le rayon d’un
automate cellulaire ne sont par exemple pas des parametres de complexité
pour =<c ni pour <4 (donc pour aucune des simulations envisagées ici) au
sens de la définition 42.

3.2.1 Premiers exemples de parametres

Nous donnons ici trois exemples de parametres de complexité simples.
Les deux premiers se fondent sur le dénombrement des cycles dans 1’espace
des phases, le troisieme sur I’ensemble des dynamiques capturées.

Etant donné un automate cellulaire A, on définit la relation 4 sur
AR symétrique et transitive, par S 4y < . — 4y et y—4 T Ol

Ty AN, Al(z) = y.



3.2. COMPLEXITES 89

Les ensembles suivants représentent alors ’ensemble des cycles de confi-
gurations périodiques et I'’ensemble des cycles non isolés de configurations
périodiques pour A :

V(A) = {z € AR : z périodique et z = 4z},
Vo(A)={zecY(A):yzc AR 2540,y —az et 254y}

La relation <4 est une relation d’équivalence sur YV (A) et V_, (A),
on peut donc s’intéresser aux classes d’équivalence pour <4 dans ces en-
sembles. Les parametres de complexité py et p_ v introduits dans la propo-
sition suivante mesurent le nombre de ces classes.

Proposition 26. On définit les paramétres pey et p— a valeur dans ’en-
semble Ny U {Ro} par

po(A) = [V (A) /S al,
p—o(A) =V (A)/ Sal-

po et p—.y sont des parameétres de complexité pour <.

Démonstration. Pour tout automate cellulaire A, tout m € R™, tout t € N
et tout z € R, on a les équivalences suivantes :

zeY(A) <o l(z)ey (A=)
€Y. (A) & o, (z) € Yo, (AS™7).

En effet, les automates cellulaires o.,,! o A o o,, et A ont tout d’abord des dia-
grammes des phases isomorphes. Ensuite, z = 4 y si et seulement si x S 4t y
(car = < 4y implique Pexistence de ¢, et ' tels que, Yk € N, A¥(2) =y et
AR (y) = z). Enfin, (0, o A)" se comporte comme A* sur une configuration
périodique donnée pour ¢ bien choisi. Ainsi, py et p_ sont invariants par
transformations syntaxiques. Comme ils sont de plus décroissants pour C,
la proposition est prouvée. O

Ces parametres liés aux nombres de cycles ont été utilisés, dans un autre
formalisme, par I. Rapaport [79] et N. Ollinger [73] pour exhiber diverses
familles strictement croissantes d’automates cellulaires dans certains pré-
ordres de simulation. Nous revenons dessus avec les automates captifs en
section 4.1.2.

La proposition 8 page 34 montre que toutes les dynamiques capturées
par un automate cellulaire sont aussi capturées par tout automate cellulaire
qui le simule au sens de <. Cette proposition se généralise directement
aux relations <4 et << (les preuves sont semblables). Toutes ces relations
admettent donc pour parametre de complexité I’ensemble des dynamiques
capturées comme 'exprime la proposition suivante.
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Proposition 27. Soit payy, le paramétre a valeur dans P (Dyny), ot Dyny,
désigne Uensemble des dynamiques™ capturées par automate cellulaire, et
défini par

pdyn(A) = {D : A capture la dynamique D}.
Pdyn €st un parametre de complexité pour 2, =« et <.

Démonstration. Voir la preuve de la proposition 8. O

3.2.2 Parametre de complexité de ’ensemble limite

Nous allons définir des parametres de complexité pour <4 qui capturent
en un certain sens la complexité de I’ensemble limite. Ces parametres sont
tous associés a une hiérarchie admissible de classes de sous-shifts. La défini-
tion suivante formalise cette notion (elle utilise les notations introduites en
section 2.2.1).

Définition 43. Une classe C' de sous-shifts est un sous-ensemble de U. Nous
dirons qu’elle est admissible si elle est invariante par changement d’échelle
et stable par coloriage : formellement, pour tout m € R™ et tout surjection
s:T—1T', ona

GeC«o,l(6)eC,
GelCnPr=3(6)eC.

Une hiérarchie b de classes de sous-shifts est une chaine (pour linclusion) de
classe de sous-shifts : formellement, h C P(P(U)) et toute paire C1,Co € b
vérifie l'une des inclusions C1 C Cy ou Co C C1. Une hiérarchie by est admis-
sible si toutes les classes qu’elle contient sont admissibles et si | Jh contient
tous les ensembles limites d’automates cellulaires.

A toute hiérarchie admissible de sous-shifts, correspond naturellement le
parametre qui & un automate cellulaire associe la position de son ensemble
limite dans cette hiérarchie : c’est un parametre de complexité pour <q
comme le montre la proposition suivante.

Proposition 28. Soit h une hiérarchie admissible. <« admet pour para-
metre de complexité py a valeurs dans (b, C) défini par :

py(A) = mcin{c eh:QqeC}.

. . . 7] R
Démonstration. Si A et B sont tels que A<™H2> < B<™HE:2> 3 travers le
coloriage ¢, alors on a :

0, (24) =5(0,1(2)).

“On adopte la convention que l'alphabet d’une dynamique est toujours un sous-
ensemble de S de sorte que Dyn, est bien un ensemble.
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En effet, il est d’abord clair que pour tout automate cellulaire D et tous
parametres m*,t*, 2%, on a Qpcms o5 = O;ni(ﬂp). Ensuite, si deux au-
tomates cellulaires sont tels que Ao < B, par le coloriage ¢, alors on a
Qa, = <e(2p,) (car ¢, est surjective et pour tout n € N4, x,y € (B.)R on a
Bi(z) =y = AY(se(z)) = ().

La définition 43 permet de conclure que py est un parametre de com-
plexité pour <q. O

A ce point, la démarche suivie pour définir les classes et les hiérarchies
admissibles de fagon compatible avec la relation <0 afin d’obtenir des para-
metres de complexité pour <4 peut paraitre artificielle. Mais la notion de
hiérarchie admissible telle qu’on I’a définie est intéressante car elle contient
des hiérarchies fondées sur la complexité algorithmique des langages de sous-
shift™, notamment la hiérarchie de Chomsky (voir [32] pour une introduction
détaillée). Nous considérons ici uniquement le réseau Z.

Proposition 29. Soit hy = {Cr, Care, Co, Cre, U} la hiérarchie définie par
- 6 ey < L(6) est rationnel,
- G eCyo < L(O) est algébrique,
- 6 eC, < L(6) est contextuel,
- 6 € Cpy <= L(6) est récursivement énumérable.
Alors b est une hiérarchie admissible.

Démonstration. La stabilité par coloriage de chacune des classes de hg est
un cas particulier de la stabilité de celles-ci par les morphismes tels que
seul le mot vide a pour image le mot vide (résultat classique que I'on peut
retrouver dans [32]). Il reste alors & montrer que pour chaque classe C' € o,
pour tout m € Ny et tout sous-shift & on a

G el oo l(6)el,

Tout d’abord les familles de langages de la hiérarchie de Chomsky utilisées
ici sont aussi toutes closes par morphisme inverse et par intersection avec
un langage rationnel (voir par exemple le chapitre 11 de [32]) on a donc,
pour toute classe C € by, & € C = 0,,(&) € C car on vérifie facilement
que L£(0,,}(&)) =77 1(L(S) N A™) ol 7 est le morphisme adéquat.

Réciproquement, si 0,,1(&) € C, on montre que & € C en exprimant le
langage £(S) & partir de £(0;,'(6)) de la fagon suivante :

L(S) =Ty << (5(0;3(6)) N (Am)*A’,’;)) ,

ou A est 'alphabet de &, Ayx = AU {%} (avec % & A), T4 est le morphisme
des mots sur I’alphabet A x Af;“1 dans les mots sur I’alphabet A défini par

T (U1, .. um) = urx(uz) - - - x(um)

“Dans [46], A. Maass et P. Kurka proposent une hiérarchie adaptée aux langages de
sous-shift qui affine largement la hiérarchie de Chomsky et pourrait étre utilisée ici.
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(avec x(a) =€ si a = % et a sinon), et ¢ est la substitution des mots d’al-
phabet A™ dans les mots d’alphabet A% définie par
aum)a (u17' . 'aumfla*)a SRR (ulv*a .. 7*)}

slur, ..., um) = {(u, ...

Ceci conclue la preuve car les familles de langages considérées sont aussi
closes par les substitutions telles que seul le mot vide a pour image le mot
vide (voir encore une fois [32]). O

La complexité des langages limites des automates cellulaires a été tres
étudiée, et notamment dans [33] qui fournit des exemples d’automates cellu-
laires pour chacune des classes de by sauf C. Le domaine du parametre py,
est donc bien atteint par les automates cellulaires. Notons cependant que le
théoréeme de Rice sur les ensembles limites (théoréme 10 page 39) implique
que ce parametre est non calculable.

3.2.3 Parametre de complexité de communication

La problématique de 1’échange d’information entre cellules est au coeur
du modele des automates cellulaires. Dans cette section, nous définissons et
étudions un parametre de complexité (au sens de la définition 42), commun
aux relations de simulation =<, =g et X<. Il mesure en un certain sens
la complexité des échanges d’information entre cellules au cours du temps.
Notre approche se base sur la complexité de communication, théorie née de
larticle fondateur de A. C. Yao [93] et aujourd’hui largement développée et
étudiée (voir [48] pour une introduction approfondie).

Le modele introduit par [93] est le suivant. Etant donnée une fonction
f:XxY —>Z (ou X, Y et Z sont des ensemble finis quelconques), on
considére deux joueurs dont I'objectif commun est d’évaluer f sur Ientrée
(z,y). L’un des joueurs a la connaissance de x uniquement et 'autre de y
uniquement. La complexité de communication de f mesure la quantité d’in-
formation qu’ils doivent nécessairement s’échanger dans le pire cas (sur les
entrées (z,y) possibles) afin d’évaluer f(z,y). La définition suivante forma-
lise ce modele.

Définition 44. Soient X, Y et Z des ensemble finis quelconques. Un proto-
cole P de domaine X XY a valeur dans Z est un arbre binaire enraciné dont
chaque feuille est étiquetée par un élément de Z et chaque neeud interne (y
compris la racine) par une fonction de X dans {0,1} ou une fonction de
Y dans {0,1}. La valeur P(x,y) du protocole sur l'entrée (z,y) est égale
a étiquette de la feuille atteinte en partant de la racine et en parcourant
Uarbre de la fagon suivante : a partir d’un neud d’étiquette fx : X — {0,1}
(resp. fy : Y — {0,1}) on progresse vers son fils droit si fx(z)=1 (resp.
fy(y) = 1) et vers son fils gauche sinon. Le cott du protocole P est la pro-
fondeur de Uarbre enraciné. Etant donnée une fonction f: X xY — Z, le
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protocole P calcule f si f(x,y) = P(x,y) pour toute entrée (x,y). Enfin, la
complexité de communication %w(f) de f est définie comme le cotlt mini-
mum d’un protocole calculant f.

Intuitivement, a chaque passage a travers un noeud, I'un des joueurs
envoie un bit d’information (fx () si le joueur est associé & X et fy (y) sinon)
a l'autre joueur et ce bit ne dépend que de I'entrée x et des informations
échangées jusque la : la notion de protocole formalise donc bien le fait qu'un
joueur a la connaissance de z uniquement et l'autre de y uniquement. En
outre, il découle de la définition de @ que Gx(f) < [logy | X|] + [log,y |Y].
En effet, on peut toujours utiliser le protocole qui consiste & communiquer
toute I'information sur x au joueur associé a Y et toute l'information sur y
au joueur associé a X.

La figure 3.4 illustre ces définitions sur un exemple simple.

f
d
e

0 |
= QT
S o

fy‘yr—>{1 siy=">

0 sinon
1 siz=d
0
Ix {O sinon

Fic. 3.4: Complexité de communication et protocole pour une fonction f de do-
maine X x Y = {d,e} x {a,b,c} avec ((f) = 2.

La parametre de complexité que I'on va définir se base sur la complexité
de communication des fonctions locales des automates cellulaires. Mesurer
la complexité de communication d’une fonction locale 6 4 : A¥4 — A néces-
site d’abord de partitionner son domaine de définition A¥A selon un produit
X xY comme dans la définition ci-dessus. Comme il n’y a aucune raison
de privilégier une fagon par rapport aux autres, nous allons tous les consi-
dérer et extraire le pire cas. Formellement, pour tout automate cellulaire A
on utilise dans la suite la valeur suivante comme mesure de complexité de
communication de sa fonction locale :

HA) — .
EA) = max Gfi),
ol f; désigne 4 vue comme une fonction de A* x A¥A~% dans A. La quan-
tité ((i(A) est bien définie car, méme si plusieurs fonctions locales d4 (qui
different essentiellement par leur arité) peuvent étre choisies pour repré-
senter A, la valeur max; (~(f;) ne dépend pas de ce choix. En effet, deux
fonctions locales représentant un méme automate cellulaire ne different que
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par d’éventuelles variables supplémentaires dont ne dépendent pas les fonc-
tions f;. Pour les mémes raisons, on remarque que ((o. o A) = ((3(A) pour
tout 2z € Z. Une autre propriété intéressante de ((¥ se manifeste vis-a-vis des
changement d’échelle. En effet, il n’est pas difficile de voir que

Q@A) < @GEAT™H7) < mEA)

(la deuxieme inégalité provient du fait qu'un protocole qui calcule 0 g<m,1,0>
vue comme une fonction de (A™)? x (A™)”a<m.1.0>~ dans A™ est obtenu en
composant m protocoles qui calculent f}, fji1, ..., fj+m pour j bien choisi).

On peut alors définir notre parametre de complexité comme étant la
variation de (f%(A) avec les itérations de A.

Définition 45. Soient f,g € N.N+. On définit la relation << par

f==g <= Tp,q¢;r €Ny, Vn € Ny 2 f(pn) <7 -g(qn).

On note en outre f < g si f=<g et g=<f. On note alors F Uensemble NN+
quotienté par la relation <. Le paramétre de complexité pc, a valeurs dans

(.%, <<) est défini par Pcc(-A) = } ou [ désigne la fonction t — Cg«(At).
Proposition 30. Pc, €est un parametre de complexité pour <, <q et <.

Démonstration. D’apres les définitions précédentes, il suffit de montrer les
trois propriétés suivantes :

(i). ADB= (A < (#(B),
(ii). AC B = ((A) < (H(B) et
(ili). Vm € N4, Vt € Ny, Vz € Z: pe,(A) < pg, (A<™H).

Les deux premieres propriétés découlent immédiatement de la définition de
la complexité de communication : dans les deux cas un protocole de calcul
pour A se déduit de tout protocole de calcul de B (par application du co-
loriage aux nceuds et aux feuilles dans le cas de < ou par restriction a un
sous-arbre dans le cas de C). Pour la troisieme propriété, on peut déja re-
marquer que pg, (Ah) = pe.(A) (par définition de pg, et de <). D’autre part
pe.(02 0 A) = p.(A) car (o, 0 A) = (K(A) comme on I'a déja remarqué
plus haut. Pour conclure, il suffit de vérifier que pg, (A=m10>) < pe.(A)
(c’est une conséquence de encadrement ((3(A) < (F(A<™10>) < m(E(A)
donné plus haut). O

D’apreés la remarque faite plus haut sur (¢y, et en notant Lin la classe
de la fonction identité, on vérifie facilement que pour tout automate cel-
lulaire A on a pg,(A)<<Lin. Dans [23], un automate cellulaire B vérifiant
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P (B) = Lin est construit™ ainsi que des automates pour lesquels le para-
metre pg, ne vaut ni Lin ni Bor, la classe des fonctions bornées”. En outre,
il est montré dans le méme article que les automates cellulaires additifs se
prétent facilement au calcul de P En effet, leur structure algébrique permet
de calculer la valeur d’une cellule & un temps donné partant d’une configura-
tion donnée avec une complexité de communication bornée comme le montre
la proposition suivante (prouvée dans [23] avec un formalisme différent).

Proposition 31. Pour tout automate additif A on a pc.(A) = Bor.

Démonstration. Soit @ une loi de groupe sur A qui fait de A un auto-
mate cellulaire additif et soit e € A son élément neutre. Nous allons montrer
que (f(A) < 2[logy(A)] (ce qui conclut la preuve). Pour cela, en notant
n = [logy(A)], on identifie les éléments de A & des mots de longueur n
sur I'alphabet {0,1} : pour a € A, on note m(a) € {0,1} la k*™ lettre du
mot correspondant & a et ¢: {0,1}" — A la fonction inverse, i.e. qui vé-
rifie ¢(71(a)...mn(a)) = a. Considérons alors f;, la fonction locale 4 vue
comme fonction de A* x A¥A~" dans A. Un protocole calculant f; est donné
par I’arbre binaire complet de profondeur 2n ou chaque nceud interne de pro-
fondeur k (0 < k < 2n) est étiqueté par la fonction hy : A — {0,1} définie
par
hig(21, ... i) = T (6a(z1, .. o, 2ps e, . E))

quand k < n et par la fonction

G (@is1s s Ty u—i) = Thons1(0ale, .. € Titt, ..o Ty =)

lorsque k > n, et ou une feuille est étiquetée par ¢(u) ® ¢(v) ol u et v sont
les mots sur l'alphabet {0, 1} qui étiquettent respectivement la premiere et
la seconde moitié du chemin qui meéne de la racine & la feuille considérée’.
Par construction du protocole, la feuille atteinte sur I'entrée (x1,...,2,,) a
pour étiquette d 4(x1,..., Tk, €,...,€) @ba(€,...,€,Tit1,..., Ty, —i), qui est
égale & 04(x1,...,2,,) par additivité de A : le protocole calcul donc bien
Ji- O

Cette proposition fournit une autre preuve qu’aucun automate cellulaire
additif n’est intrinsequement universel.

“(Cet automate cellulaire est de complexité maximale pour PG mais pas au sens de
Payn : payn(B) # Dyn,c.

*Bor contient toutes les fonctions bornées (par définition) mais également des fonc-
tions non bornées. En revanche, pour tout automate cellulaire A, la fonction f : ¢ — Q—j‘(At)
vérifie toujours : Vk € Ny, IK; e Ny : Vne Nt f(n+ k) < kif(n). Ainsi, lorsque
f € Bor, f est bien une fonction bornée.

‘L’étiquette d’une aréte est 1 si elle meéne & un fils droit et 0 sinon.
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Chapitre

Hiérarchies et universalités

Les raies cornues me tombent pas des arbres. Elles n’y
grimpent pas non plus. 1l reste encore dans la nature de
saines séparations.

Henri Michaux — « Face aux verrous »

Nous avons jusqu’ici considéré chaque relation de simulation comme une
propriété vérifiée par certains couples d’automates cellulaires et qui exprime
la capacité de I'un a reproduire le comportement de I’autre. Dans ce chapitre,
nous adoptons un point de vue global et abordons les notions de simulation
comme des relations qui structurent ’ensemble des automates cellulaires en
pré-ordre.

Nous étudions d’abord différentes familles d’automates cellulaires et les
sous-structures qu’elles induisent dans les pré-ordres de simulation. Ainsi,
nous montrons que de nombreuses propriétés classiques (surjectivité, réversi-
bilité, mais aussi les propriétés 77 a 7 issues de la classification de P. Kurka)
correspondent a des idéaux ou des filtres de ces pré-ordres. Nous étudions
également les automates cellulaires captifs dans ce cadre et montrons qu’ils
possedent une structure pour < dans laquelle on peut plonger tout arbre
fini et des chaines infinies. Ceci contraste avec le fait qu’ils sont presque tous
intrinsequement universels, c’est a dire presque tous dans une seule classe
d’équivalence, maximum global pour <. Nous étudions ensuite l'universa-
lité dans les différents pré-ordres de simulation et obtenons de nombreuses
conditions nécessaires, les unes liées aux parametres de complexité intro-
duites au chapitre précédent, les autres aux structures d’idéaux ou de filtres
que 'on a étudiées.

Dans une seconde partie de ce chapitre nous développons des méthodes
de construction autour des dynamiques séquentielles et du produit cartésien,

97
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avec comme objectif 'obtention d’un treillis infini d’automates cellulaires
Turing-universels contenant des chaines infinies incomparables. Ce résultat
rappelle toute I’étendue de complexité qu’il peut exister entre une machine
(méme universelle) au fonctionnement séquentiel et une machine au fonc-
tionnement parallele. Mais il montre aussi qu’un automate cellulaire peut
s’auto-limiter & un comportement séquentiel, ce qui permet d’étudier et de
comparer les paradigmes séquentiel et parallele a l'intérieur d’'un modele
unique : celui des automates cellulaires.

Les constructions utilisées pour y parvenir sont intéressantes en soi. Nous
proposons notamment une construction originale, fondée sur des automates
cellulaires ayant une propriété de synchronisation globale robuste®™, qui peut
s’interpréter comme une limite de la répétition de 'opération de produit
cartésien.

Ainsi, en revenant sur la capacité des automates cellulaires a capturer le
calcul séquentiel, nous montrons d’abord que ’on peut construire des auto-
mates cellulaires Turing-universels avec au plus une téte de calcul effective,
puis des automates cellulaires Turing-universels avec au plus un nombre fini
borné de tétes de calcul de tétes effectives (obtenus par produit cartésien
des précédents), et enfin, plus surprenant, des automates cellulaires Turing-
universel qui dans chaque évolution possedent un nombre fini de tétes de
calcul effectives, mais tels que ce nombre est globalement non borné (ce der-
nier automate est obtenu par notre construction de produit limite). Dans
tous les cas ces automates ne sont universels pour aucune des relations de
simulation considérées car incapables de reproduire une dynamique dans
laquelle une infinité de calculs ont lieu simultanément.

&
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“1ls sont dérivés d’automates connus dans la littérature sous le nom de firing squad.
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4.1 Structures ordonnées

Chaque relation de simulation induit un pré-ordre sur les automates
cellulaires. Ces structures sont intéressantes en tant que telles et nous intro-
duisons ci-apres des outils avec lesquels les explorer.

Tout d’abord, si < désigne un pré-ordre quelconque sur I'ensemble des
automates cellulaires, pour tout automate A, on note A= sa classe d’équi-
valence induite par =<, formellement :

A¥={B: A=< Bet B= A}

Dans la théorie des ordres en général, on distingue des types particu-
liers d’ordres induits, appelés idéaux et filtres, qui jouent un réle important
pour comprendre la structure d’ordre dans son ensemble (voir [16]). Nous
verrons en section 4.1.1 que des propriétés naturelles des automates cellu-
laires correspondent a ces types d’ordres induits dans certaines relations de
simulation. Intuitivement, une classe d’automates cellulaires est un idéal si
elle représente une certaine contrainte ou limitation qui se transmet par si-
mulation, du simulateur au simulé. Au contraire, une classe est un filtre si
elle représente une absence de contrainte ou une certaine « liberté » qui se
transmet par simulation, du simulé au simulateur. Dans les deux cas, on
demande de plus que les classes considérées ne soient pas trop dispersées et
présentent une forme d’homogénéité : pour un idéal la contrainte présente
dans deux automates cellulaires doit se retrouver dans un méme troisieme
qui les simule tous les deux ; pour un filtre la « liberté » présente dans deux
automates doit se retrouver dans un méme troisieme simulé par les deux
premiers.

Définition 46. Si < est une relation de pré-ordre sur les automates cellu-
laires, un idéal (resp. un filtre) pour < est un sous-ensemble I C AC véri-
fiant :

(i). VA€ I,VB € AC, B< A (resp. A<B)=B¢el,
(ii). VAe I,VBel,3C €l : A<C et B=C (resp.C < AetC =< B).

Les notions d’idéal et de filtre sont duales. Cependant, le complémen-
taire d’un idéal ou d’un filtre n’est pas nécessairement un filtre ou un idéal.
Lorsque c’est le cas, on parle alors d’idéal ou de filtre premier. Par ailleurs,
un idéal (resp. un filtre) I tel qu’il existe un automate cellulaire A; avec
Acls A=< A (resp. A€l < Ar < A) est appelé principal.

Un autre type de sous-ensemble d’automates cellulaires joue un role im-
portant pour I’étude des structures de pré-ordre de simulation : les chaines.
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Définition 47. Soit < une relation de simulation. Une chaine est un en-
semble E C AC tel que (E, j) est un ordre total.

Parmi les chaines de (AC, j), nous distinguons celles qui correspondent
A des ordinaux®. On définit alors une notion de distance orientée” entre A
et B comme la taille de la plus longue chaine ordinale entre ces automates.
Cette distance est bien définie puisque les chaines ordinales potentielles entre
automates sont bornées car par définition dénombrables. Formellement, on
note

d<p(AB) =suplacQ: A / B},
a, 3 FE

ou 21 désigne 'ensemble des ordinaux dénombrables et A B est un
o, 2, E

prédicat indiquant l’existence d’une chaine € pour la simulation < de lon-

gueur «, incluse dans E et qui relie A & B (formellement, VC € € : C € E,

A=<CetC=B).

On vérifie facilement que la distance orientée E)j, ac permet de définir un
parametre de complexité pour la simulation <. En effet, les notions de simu-
lation considérées ici possedent toutes comme minimum global les automates
cellulaires a 1 état, noté 1.

On vérifie que c’est le cas pour <¢ et <4 et le résultat suit par inclusion
de ces relations dans toutes celles considérées ici. Pour =g, cela vient du
fait que pour tout automate cellulaire A il existe t € N tel que A’ possede
un état quiescent. Pour <4, cela est assuré par un coloriage trivial (tout
les états sont coloriés de la méme fagon).

On peut alors définir un parametre de complexité comme la distance a
1 dans le pré-ordre de simulation considéré :

1 —
pj(.A) =d j’Ac(:ﬂ.,A).

Comme on vient de le voir la classe 1 est minimum global pour tous
les pré-ordres de simulation et elle ne présente pas d’intérét si ce n’est de
pouvoir définir une notion de hauteur. A I'inverse, la classe qui forme un
maximum global pour un pré-ordre de simulation, si elle existe, revét une
signification trés importante en terme de simulation : c’est la classe des au-
tomates cellulaires universels, c’est a dire capables de simuler tout automate
cellulaire.

“Les ordinaux sont les représentants canoniques (pour lisomorphisme d’ordres) des
bons ordres (ordres dans lesquels toute partie non-vide possede un plus petit élément).
Nous n’utilisons ici que des propriétés élémentaires des ordinaux qui ne justifient pas une
formalisation compléte (voir [37] pour une introduction rigoureuse).

*La distance est définie pour un couple (A, B) tel que A < B, mais elle n’est en général
pas définie pour (B, A).
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Définition 48. Soit < une relation de pré-ordre sur les automates cellu-
laires. Un automate cellulaire A est <-universel si pour tout automate cel-
lulaire B de méme réseau on a B < A.

On a vu en section 1.3.3 que la relation < capture de fagon naturelle la
notion d’universalité intrinseque, précisément : un automate cellulaire admet
tout automate cellulaire comme sous-automate enfoui si et seulement si il est
=c-universel. Le formalisme développé par N. Ollinger permet d’obtenir de
facon unifiée une caractérisation du méme genre pour le pré-ordre << (cela
généralise le théoreme 4). La preuve repose sur des manipulations techniques
des transformations syntaxiques, sur 'existence d’automates cellulaires in-
trinsequement universels et enfin sur la propriété suivante, qui exprime que
I’on peut trouver tout automate cellulaire A comme sous-automate enfoui
d’un certain automate B en fixant les parametres du sous-shift par bloc
associé (temps de retour, taille des blocs et décalage) :

Vm e RT,Vt € Ny ,Vz € R,VA € AC,3B € AC: AC B<™H*>,

Théoreme 14. A est < -universel si et seulement si, pour tout B, il existe
me R, tENy et z € R tels que B <C A<™HZ>,

Ce théoreme donne a la <<c-universalité le sens suivant : c’est la ca-
pacité d’un automate cellulaire & admettre tout automate cellulaire comme
quotient d’un de ses sous-automates enfouis.

4.1.1 Propriétés classiques, idéaux et filtres

N. Ollinger a établit dans [73] que certaines propriétés classiques sur les
automates cellulaires correspondent a des idéaux du pré-ordre <. Dans
cette section, nous complétons ses résultats par ’étude d’autres propriétés
et d’autres relations de simulation. Cette étude a un intérét double. D’une
part elle montre comment les différents pré-ordres de simulation capturent
ces propriétés classiques et indique donc quelles relations de simulation sont
plus adaptées a I’étude d’une propriété donnée. D’autre part, elle fournit
des criteres sur l'existence d’une simulation entre deux automates cellulaires
donnés : le simulateur doit appartenir & tous les filtres auxquels appartient
le simulé, et le simulé a tous les idéaux auxquels appartient le simulateur.

Comme les simulations considérées sont construites sur un méme prin-
cipe, nous commencons par établir deux lemmes qui éviteront des répétitions
dans les preuves ultérieures.

Le premier lemme montre que le produit cartésien de deux automates
cellulaires est un majorant des deux automates pour toutes les relations
de simulation que 'on étudie ici. Le résultat reste vrai si 'on applique des
transformations syntaxiques aux automates cellulaires dans le produit car-
tésien. On reviendra sur I’étude du produit cartésien vis a vis des pré-ordres
de simulation en section 4.3.
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Lemme 6. Si < est l'une des relations de simulation <, =<, 2<c ou =g,
alors on a pour toute paire d’automates cellulaires A et B et tous paramétres
m,m' € R, 2,2/ € R et t,t' € N :

A< A<m,t,z> « B<m’,t’,z’> et B < A<m,t,z> % B<m’,t’,z’>.

Démonstration. D’apres les inclusions entre les relations considérées, il suf-
fit en fait de montrer le lemme pour =< et <4. Soit d’abord la colora-
. !’ 7 . - - .
tion 7 : AlM x Bl Alml qéfinie par m(u,v) = u. Il est alors clair que
A= gATTEE> L qASMEE> ¢ B<m 2> o4 1a derniere relation est obtenue
par le coloriage 7. De la méme facon on a B=qA<"™t2> x B<m/it'2'>
Considérons a présent une configuration c € (A[m])R temporellement
périodique pour A<"H*> (j.e. telle que (.A<m’t’z>)t(c) = c¢) et uniforme
(c =%a*) ott a € Al™ 1l est alors clair que B<™ "> est un sous-automate
<m,t,z> <m/ t' z'> <(1,...,1),t,0> 24 [m’}
de (A<mbE> x Bm L) associé au sous-alphabet {a} x B/,
On a donc B A~™H2> x B<m"t"2"> ot on montre par un raisonnement si-
milaire que A= A<™E2> x BELE> O

Le lemme qui suit fournit un schéma de preuve pour montrer qu’une

>
propriété du type P est croissante ou forme un idéal pour une certaine

—

relation de simulation. Il s’appuie sur la forme des propriétés du type P et
sur des propriétés des transformations syntaxiques.

Lemme 7. Soit R une relation parmi {C, 1, <TG} et soit P une propriété
des automates cellulaires telle que , pour tout m € R* ett € Ny :

(i). oo Aoo, € P < AP,

(ii). AeP= A €P.

Si P est de plus croissante pour R, alors la propriété P est croissante pour

=<mn. Si P est décroissante pour R et stable par produit cartésien, alors P est
un idéal pour <g.

Démonstration. On considere seulement le cas d’une propriété P décrois-
sante pour R (le cas croissant est inclus dans le cas décroissant par symé-

trie). Soient A et B deux automates cellulaires tels que A <oz B et B € P.

Par définition de P (définition 17 page 23), il existe un automate cellulaire
Bp ainsi que des parametres t1,t2 € N4 et 21,292 € R tels que B =0, o B%
et 0,0 B%’ € P. On a alors aussi A =<gi Bp. Par définition, il existe donc
des parametres m,m’ € R, t,t' € Ny et 2,2/ € R tels que Ay R By ol
Ay = o;n} ooy 0 A 00, et By = 0;11 00,0 B% 0 0y,. De plus, on a aussi
o, © .Aﬂf R o, o Bi* pour tout ¢4 € N4 et tout z; € R (c’est vrai pour C,
pour < et pour G donc pour tous les choix possibles de fR). On peut choisir
ty et zy tels que

t _ t
0Z+oB++:omlo(aZ2oB;§) *oop,
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pour un certain t, € Ny. En effet, on vérifie par le calcul qu’il suffit de
choisir t4 =t H m;j et z; tel que chacune de ses coordonnées (z4.); vérifie
I’équation

Hmj — tgzl)

Avec un tel choix, on a alors o, o B '+ € P d’apres les hypothéses (i) et (ii).
-1

Donc o, o .A+ =0, 00t 2/ 4m/@z, © A+t 6 0,/ € P car P est décroissante

pour 9 R. Donc oy, o1y @2y © o A+t € P d’aprés Phypothese (i) et finalement
Ae 73 par définition de 73

Pour finir, si A € 73 et Be P alors il existe A, et B, ainsi que des
parametres t1,ta,t3,t4 € N4 et 21, 29, 23,24 € R tels que

A=o0, oA,
B=o0,,0B%,
oAl ¢ P,
o Bt € P.

Comme P est supposée stable par produit cartésien, on a donc
C=0,0A2 x0,, 0Bl cP.

Or, comme Ay <Xz C, Bs 2x C (d’apres le lemme 6) et que A <n Ao et
B =<n B., on en déduit finalement que P est un idéal pour <. O

Ce lemme nous permet de donner un premier exemple de propriété qui
correspond a un idéal dans toutes les relations de simulation considérées ici :
étre équicontinu selon une certaine direction (classe 77).

Proposition 32. 77 est un idéal non principal pour les relations <, =<,
=< et =g.

Démonstration. Considérons une relation R € {C, <, <C, G}. Pour tous pa-
rametres m € RT et t € N, on a :

(i). ol o Aco, € K1 & A€ K,
(11) Ae K = Al € K.
De plus, on vérifie que K; est une propriété décroissante pour R (car elle
est décroissante pour G d’apres la caractérisation donnée par le théoreme 3
page 21) et stable par produit cartésien (d’apres la méme proposition) : le
lemme 7 permet de conclure que 7; = K7 est un idéal pour <.
Pour finir, il reste & montrer que cet idéal est non principal, quelle que

soit la simulation parmi celles considérées. Pour cela, on considere les auto-
mates cellulaires A, et Ao qui sont respectivement I'automate identité et
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un automate constant sur le méme alphabet {0,1}. Il n’est pas difficile de
vérifier que d’une part ils sont tous deux équicontinus (donc appartiennent
a 71) et que B=gAg implique B nilpotent tandis que A, ne peut simuler
aucun automate cellulaire nilpotent au sens de <g. Ceci prouve qu’il ne peut
exister d’automate Agz tel que Agf =Ag et Ag = Ag o < est I'une des

relations considérées. O

La proposition 33 ci-apres généralise la propriété de croissance de la
surjectivité pour < observée en section 1.3.3. En effet, la surjectivité cor-
respond a un idéal pour toutes les relations de simulations que ’on a définies
a lexception de =g, simulation pour laquelle la question reste ouverte.

Proposition 33. L’ensemble des automates cellulaires surjectifs induit un
tdéal dans les pré-ordres de simulation g, =g et 2.

Démonstration. Tout d’abord, la surjectivité est stable par produit cartésien
et le lemme 6 permet de conclure que deux automates surjectifs sont toujours
simulés par un troisieme automate lui aussi surjectif.

Ensuite, comme montré dans la proposition 7 page 31 la surjectivité
est stable par transformations syntaxiques. Il suffit alors de montrer que
c’est aussi une propriété décroissante pour les relations C et <. Pour LC,
le résultat est montré dans la preuve de la proposition 7. Enfin, si A < B a
travers la coloration 7w : B — A, et si B est surjectif, pour toute configuration
r € AR, si y € 7 (z) alors il existe z € B® telle que que B(z) =y, donc
A(7(z)) = z. A est alors lui aussi surjectif. O

N. Ollinger remarque dans [73] que la principalité d’un idéal fournit une
procédure de semi-décision de la propriété associée. Dans le cas de la surjec-
tivité (qui est co-récursivement énumérable™), cela fournirait une procédure
de décision. Ainsi, en dimension 2 et plus, I'idéal des automates cellulaires
surjectifs ne peut étre principal.

Par ailleurs, dans le cas des simulations <4 et <<, la proposition sui-
vante renforce la proposition 33 : les automates cellulaires surjectifs forment
un idéal premier, de plus le filtre des automates cellulaires non surjectifs est
alors principal.

Proposition 34. L’ensemble des automates cellulaires non surjectifs consti-
tue un filtre premier et principal pour les relations =« et <.

Démonstration. En utilisant la proposition 33, il suffit de montrer qu’il existe
un automate cellulaire B tel que, pour tout automate A, A est non-surjectif
si et seulement si B < A (ou < est I'une des relations de simulation consi-
dérées). Soit B l'automate cellulaire sur 'alphabet B = {0, 1} constant égal

“Pour énumérer les automates cellulaires non-surjectifs il suffit de rechercher pour tout
automate A un motif u € L(AR4)\ L(A(AR4)), la recherche d’un tel motif se faisant par
énumération de L(ARA) et L(A(ARA)) par taille croissante des motifs.
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a 0. Pour tout A, il est clair que B < A implique que A est non-surjectif
(proposition 33). Réciproquement, supposons A non surjectif et considérons
un motif u € L(AR) \ L(A(AR)). En notant m € R le support du motif u,
on vérifie alors que A<"10> simule I'automate B par le coloriage f(u) = 1
et, Yo £ u, f(v) =0: B A™L0> donc B < A. O

Nous ne connaissons a ce jour pas d’exemple d’automate cellulaire non
surjectif A tel que B;ﬁA ou B est I'automate cellulaire de la preuve ci-
dessus. Cependant nous ne sommes pas parvenus a montrer que les auto-
mates cellulaires non surjectifs sont un filtre pour <.

Les automates cellulaires réversibles constituent un idéal pour < comme
cela a déja été montré dans [73]. La proposition suivante étend ce résultat
avec d’autres notions de simulation. De plus, ’existence d’automates cellu-
laires réversibles universels pour les automates cellulaires réversibles au sens
de =< (voir [22, 36] dans un formalisme toutefois différent) assure que cet
idéal est principal pour <¢ et <. La question de la principalité de I'idéal
dans le cas de <4 reste ouverte.

Proposition 35. Les automates cellulaires réversibles constituent un idéal
pour les relations =c, g et 2.

Démonstration. Tout d’abord le lemme 6 montre que deux automates cellu-
laires réversibles sont toujours simulés par un méme troisieéme pour toutes les
relations considérées ici car la réversibilité est stable par produit cartésien.

Ensuite il est clair que la réversibilité, ou de facon équivalente I'injectivité
(corollaire 3 page 19), est invariante par changement d’échelle car pour tout
m € R et tout 2 € R les fonctions 0;11, 0,, et o, sont bijectives.

Soit A et B tels que A C B alors si A n’est pas injectif, B ne I’est pas non
plus car pour tout z € A%, on a [A~ ()| < [B~(.(z))| (o ¢ est I'injection
intervenant dans la relation A C B).

Enfin, soit A et B tels que A < B a travers la coloration 7 : B — A. On
a AoT =7oB. Soit ¢ : A — B une fonction injective quelconque vérifiant
mo¢=1d. Si B est réversible, 'automate cellulaire A~ =7oB Lo¢ est
bien défini (comme fonction continue et commutant avec les décalages sur
AR). On a alors

AoA =AomoB lod
:foBoBflog
:foa

Ainsi, d’apres le corollaire 3, A est bijectif. O
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Les résultats précédents montrent un certain nombre de similitudes dans
les structures de pré-ordre vis-a-vis de propriétés globales des automates
cellulaires. Nous abordons a présent, toujours par I’étude des idéaux et des
filtres, des aspects sur lesquels différent les pré-ordres de simulation étudiés.

Nous étudions tout d’abord l’existence de point d’équicontinuité selon
une certaine direction (classes 73 et 73). La relation <4 a un comportement
régulier vis-a-vis de cette propriété comme le montre la proposition suivante.

Proposition 36. 75 constitue un idéal pour <4.

Démonstration. Tout d’abord, pour tout automate A, tout m € R™ et tout
t € N4 on a les propriétés suivantes :

Ac Ky <o, oAdoo, € Ky
Ac Ky = Al € K.

En effet, on vérifie facilement que z € A™ est un point d’équicontinuité pour
A si et seulement si o, (z) est un point d’équicontinuité pour o} o A o oy,.
De plus, tout point d’quicontinuité pour A est un point d’équicontinuité
pour A’ (la quantification universelle sur toutes les itérations de A dans la
définition 14 page 20 contient en particulier toutes les itérations multiples
de t).

Ensuite, si deux automates cellulaires A et BB sont tels que A < B par le
coloriage m: B — A, et si € est la constante de sensibilité de A, alors on a
pour tout z € B® :

V6 > 0,3y € AR, In € N avec D(f(x),y) < g et D(An(ﬁ(m)),fln(y)) > e

1l existe alors ¢/ € 7 1(y) avec d(z,%') < § (n’importe quelle configuration y/
telle que y/(z) = z(z) lorsque |||, < [logd — 1] et y(2) € 7~ *(y(z)) sinon
convient). On a alors 9(B"(z), 8"(y)) > € par définition du coloriage. On a
donc montré que Ko est décroissante pour <.

Enfin, comme Ky est stable par produit cartésien (les points d’équicon-
tinuité du produit sont les produits de points d’équicontinuité) on en déduit

d’apres le lemme 7 que 75 = K3 est un idéal pour <4. O

Ce résultat a pour conséquence immédiate que la relation < n’est pas
incluse dans la relation <4 (en fait, méme la relation T n’est pas incluse
dans <) car la propriété 7 n’est pas une propriété décroissante ni pour
=c, ni pour C comme le montre I'exemple qui suit.
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Soit B un automate cellulaire de rayon 1 appartenant a 73 et soit A d’al-
phabet A = BU{M} (avec M ¢ B) de méme réseau et méme rayon que 55
défini par :

i CB
5A(x,y,z) _ {65’(-1‘7:%2) S1 {.’IJ,y,Z} = 5

Y sinon.

B T A et donc BXcA. En revanche A € 7 car la configuration “M* est
un point d’équicontinuité pour A. Donc B;{A.

Pour poursuivre ’étude de notre classification topologique adaptée de
celle de P. Kurka, nous considérons & présent la classe 74. Encore une fois,
cette classe définie par une propriété topologique induit une forte structure
dans un pré-ordre de simulation : la proposition suivante montre que c’est
un idéal pour la relation <r.

Proposition 37. 7; est un idéal pour la relation <.
Démonstration. Tout d’abord, pour tout m € R™ et tout t € N, on a :

A€K4(:>0;110Aoom€K4
A€K4:>.At€K4.

En effet, si A est expansif de constante d’expansivité e alors A’ est expansif
de constante d’expansivité 27" A¢ car

D(An(l’),An(y)) > €= D(Amax(n—t,o)(x),Amax(n—t,o)(y)) > 9~ trae.

De plus, 0,,! o Ao o0,, est aussi expansif de constante d’expansivité e. Réci-
proquement, par continuité et bijectivité de o, et o,,, si 0,,! 0 A0 o0, est
expansif alors A ’est aussi.

Ensuite, il est clair que I’expansivité est une propriété décroissante pour
C (par restriction du quantificateur universel sur les configurations). Par
ailleurs, un produit cartésien d’automates cellulaires expansif est toujours
expansif (cela découle directement de la définition). Le lemme 7 permet donc

de conclure que 7y = K4 est un idéal pour <. O

Pour finir, nous nous intéressons a la structure de (AC, j) privée des
automates cellulaires <-universels pour certaines relations <. La proposition
suivante montre que cette classe est close par produit cartésien. Elle étend
un résultat de N. Ollinger obtenu dans [73].

Proposition 38. Soient A et B deux automates cellulaires et < une relation
de simulation parmi {<c, << }. Si A x B est <-universel alors A ou B est
<-universel.
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Démonstration. On considere uniquement le cas de <<, 'autre étant un
cas particulier de celui-ci que 'on prouve de maniere semblable. Soit U
un automate cellulaire intrinsequement universel a deux états : a et b. Par
hypotheése et d’aprés le théoréme 14, il existe m € RT, t €Ny et z€ R
tels que U < A<m,t,z> X B<m,t,z> (car A<m,t,z> % B<m,t,z> est isomorphe
A (A x B)<"™t2>) 4 travers la coloration ¢ : X™ x Y™ — {a,b}. On note
m o XMl yiml o xml e 7y 0 XM 5 yIml — yIml Jes fonctions définies
par m (u,v) = u et mo(u,v) = v.

Si m (s (a)) N (s (b)) = 0 alors pour tout (u,v) € XM ylim on
as(u,v) =a< uem(s(a)). On en déduit la relation Y T A<™H=> 4
travers la coloration ¢; : X" — {a, b} définie par ¢ (u) = ¢(u,v) ot v € Y™
est fixé arbitrairement. A est donc <<—-universel.

Maintenant, si w1 € 71 (s (a)) N7 (s7(b)), on en déduit la relation
U <C B<"H*> par la coloration ¢ : Y™ — {a,b} vérifiant ¢ (v) = ¢(uy,v)
et cette fois B est <<-universel. O

On déduit de cette proposition que ’ensemble des automates cellulaires
non-universels possede une structure d’idéal dans les pré-ordres <¢ et <.
La principalité de ces idéaux est liée a la décidabilité de la notion d’uni-
versalité correspondante comme on I’a déja évoqué plus haut. La preuve de
I'indécidabilité de 'universalité intrinseque (théoreme 8 page 38) se trans-
pose directement™ & < < : on a donc le corollaire suivant.

Corollaire 10. L’ensemble des automates cellulaires non <-universels est
un idéal pour =€ {=c, 2« }. De plus, dans le cas du réseau Z, cet idéal est
non principal et pour tout A <-universel et tout B mon <-universel on a
d j,AC(B; .A) Z w.

Démonstration. La structure d’idéal découle de la proposition 38 et de la
définition de la <-universalité. La non principalité dans le cas du réseau Z
découle de I'indécidabilité de la <-universalité. Enfin, pour ce méme réseau,
on déduit de la non principalité que pour tout A <-universel et tout 5 non

<-universel on a 75,“(8, A) > w. O

Le tableau suivant rappelle les structures d’idéal et de filtre pour les
différents pré-ordres de simulation étudiés dans cette section (¥ signifie
« principal », et les annotations entre parentheses de la forme « R =77 »
ou « R # Z7 » indiquent que la principalité reste une question ouverte pour
certains réseaux).

?Comme expliqué page 69, la preuve s’appuie sur une construction récursive U, telle
que pour tout A, 'automate cellulaire Uy(.A) est intrinséquement universel si .4 n’est pas
nilpotent sur les configurations périodiques et, réciproquement, si A est nilpotent sur les
configurations périodiques, alors on a X /545 Uq(A) pour un certain automate cellulaire X'.
Pour transposer la preuve a la <q--universalité il suffit de vérifier que dans ce dernier cas

on a en fait X 2 U,(A).
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=c =< e =g
idéal idéal idéal
surjectivité 1°m 7 1er 1er 9
FR=27?) | FR=27 | FR=177)
filtre filtre
non surjectivité ? 1 1°r ?
& =4
idéal idéal idéal
réversibilité 1°r 2 167 2 1" ? ?
4 & ? 4
idéal idéal idéal idéal
/]'i ZET ? IET ? Zer ? IET ?
4 & & &
idéal
T idéal 1 2 idéal idéal
& ?
T fikre ? fikre fikre
idéal
,Zl 1er 2 2 9 2
& 7
idéal idéal
non universalité 1e ? 1er ?
F(R+AL7) H(R#Z7)

4.1.2 Automates cellulaires captifs

Nous améliorons ici deux résultats concernant < obtenus par N. Ollin-
ger [73] en montrant qu’ils restent valides lorsque 1'on se restreint a la classe
Acc. Tout d’abord, la proposition suivante (illustrée par la figure 4.1) montre
que des chalnes infinies et que tout arbre fini peut étre obtenu comme ordre
induit de (ACC, jg). Elle repose sur une famille d’automates captifs qui, sur
un ensemble de configurations bien structurées, possedent schématiquement
le comportement qui suit. L’ensemble des états est scindé en deux parties :
sur la premiere, la regle de transition de ’automate peut étre assimilée a
la fonction « max » ; sur I'autre moitié, il fait systématiquement apparaitre
un état qui se propage dans tout le réseau sauf si la configuration initiale
est uniforme. Enfin, en dehors des configurations bien structurées, le com-
portement est caractérisé par la propagation d’un état envahissant. Avec un
tel fonctionnement on controéle les valeurs des parametres p_.y et pcy par le

cardinal de la premiere et la seconde partie de I’alphabet respectivement.
Proposition 39. Il existe une famille (Bm,n)m neNy d’automates cellulaires
captifs tels que :

- (m<m)A(n<n') = Bun=2cBwa
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Fi1G. 4.1: La famille B,,, dans le pré-ordre <¢ (les zones grisées représentent
I’ensemble des B, ,+ montrés incomparables avec By, , dans la propo-

sition 39).
(m—m')+(n—n") <0 B ZEBmn
- et = et
fm—m')+(n—n')>0 By n SE Bt
Démonstration. Pour tout m,n € Ny, soit Ay, ={1,...,m+n} et Ay,

un automate cellulaire captif de rayon 5 sur ensemble d’états A,, , U {#} et
défini ci-apres. Soit w = wjwowswy le mot #m##. Parmi les configurations
de A, , nous distinguons I’ensemble suivant :

S?n,n = {C € (Am,n U {#})Z . C(Z) = W; mod 5 si g 75 0 mod 5}.

On note alors Sy, p, = U Uz(Sgn,n). Alors A, ,, est défini par :

z€Z

max(x,y,z) siu=zwywz et max(x,y,z) >m

T si u = xwrwr et x < m

m sinon et si u = rwywz et r,y,z < m
Oy (U5 - u5) = . .

uo sinon et si u € L(Sy,.n)

# siu @ L(Smp)etsi# cu

min(u;) dans tous les autres cas.

Nous affirmons alors que
po5(Amn) =6(m+n)+1et ps(Amn) =m+ 6n —4.

La preuve découle de ces deux égalités en posant B, , = Ay, . Pour calculer
po et p—cy sur les Ay, ,, on procede par une étude de cas d’apres la définition
de A, . On peut vérifier que les configurations des ensemble S, ,,, AZWZ
et X ={c:c & SmnUAZL .} ont des orbites disjointes (deux configurations
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prises parmi deux de ces ensembles ont toujours deux orbites disjointes).
Ainsi, en considérant A,, , sur chacun de ces ensembles séparément on en
déduit :
— Y (Amn) N Smn est 'ensemble des configurations périodiques de pé-
riode xw avec x € Ay, p ;
— Y= (Amn) N S n est Pensemble des configurations périodiques de pé-
riode zw avec € Ay, p,x < M
-~ YV(Ann) N ATZ,WL ={T:z€Ann};
- y(Am,n) nNX = {#}a
V- (Ann) N Aﬁyn =U(Amnn) NX =0.
De plus, toutes les configurations de Y (Ay,,,) sont seules dans leur classe
pour < 4. Pour conclure, il suffit de remarquer que pour tout z € A,, , il
y a exactement 5 configurations périodiques de période zw. O

La proposition et le corollaire qui suivent montrent que la classe des auto-
mates cellulaires intrinsequement universels est séparée des autres classes au
sens ou entre tout automate cellulaire non intrinsequement universel et tout
automate cellulaire intrinsequement universel on trouve une chaine infinie
d’automates cellulaires captifs.

Proposition 40. Pour tout automate cellulaire captif A non intrinséque-

ment universel, il existe un automate cellulaire captif B non intrinsequement
universel tel que A=cB mais B3£A.

Démonstration. Nous montrons d’abord qu’il n’existe pas d’automate cel-
lulaire captif A non intrinséquement universel et tel que pour tout auto-
mate cellulaire captif B non intrinsequement universel on a B=<c.A. Cela
découle de I'énumérabilité des automates cellulaires intrinsequement univer-
sels : avec un automate cellulaire captif maximal pour les automates captifs
non intrinsequement universels on pourrait alors énumérer les automates
cellulaires captifs non intrinsequement universels. Ainsi, on pourrait décider
I'universalité intrinseque des automates cellulaires captifs, ce qui contredit
la proposition ?77.

Montrons & présent que pour toute paire A, B d’automates cellulaires
captifs non intrinsequement universels, il existe un automate captif C non
intrinsequement universel tel que A=<cC et B=XC. Cela complete la preuve
de la proposition puisque cela implique qu’il n’existe pas plus d’un automate
cellulaire maximal pour les automates captifs non-intrinséquement univer-
sels, et 'on a montré ci-dessus qu’il ne peut en exister un seul.

On construit C de la maniére suivante. Soit < un ordre total sur AU B
tel que Va € A et Vb€ B : b < a (& renommage pres, on peut supposer
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AN B =0). On définit alors d¢ sur tout u € (AU B)?>"*! par :

da(u) siue A7+
5c(u) = 53(1&) siu € BQT"H,

max X(u) sinon,

ot max est relatif a I'ordre <. Il est clair que C est captif et que A=cC
et B=cC. De plus, si C est intrinsequement universel, alors A ou B l'est
aussi. En effet, considérons un automate cellulaire intrinsequement univer-
sel U (pas nécessairement captif) tel que pour toute paire d’états a,b € U
la configuration périodique de période ab est un point fixe de U (il n’est pas
difficile de construire un tel automate en imposant par exemple qu’il se com-
porte comme I’'identité lorsqu’au plus deux états différents sont présents dans
le voisinage). On a alors U T C<™%*> pour certains parametres m,t € N
et z € Z (d’apres la proposition 6 page 28). Si I'on note ¢ l'injection im-
pliquée dans cette relation, on a nécessairement ¢(U) C A™ ou ¢(U) C B™
car, sinon, il existe uj,uz € U tels que le mot ¢(ui)p(uz) contient a la fois
un état de A et un état de B. D’apres la définition de C, la configuration
périodique de période ¢(u1)@(uz) ne peut pas étre un point fixe car tous les
états de B finissent par disparaitre : cela contredit la propriété de U. En
conséquence, on a nécessairement Y C A<""> ou Y C B<"">, O

Corollaire 11. Pour tout B intrinséquement universel et tout A non in-
—
trinséquement universel, on a d 4_ gec(A,B) > w.

Démonstration. D’aprés la proposition 13 page 55, si A n’est pas intrinse-
quement universel p4(.A) ne I’est pas non plus. On construit alors une chaine
de longueur w d’automates cellulaires captifs non intrinsequement universels
a partir de px(A) (d’apres la proposition 40). O

4.1.3 Universalités

De fagon générale, un automate cellulaire <-universel appartient a tous
les filtres de =<, et n’appartient a aucun idéal (non-trivial) de <. Par ailleurs,
comme on ’a déja dit, un tel automate maximise tous les parametres de com-
plexité associés a la relation <. Les résultats de cette section, qui fournissent
des conditions nécessaires pour la <-universalité dans différents pré-ordres
=, s’appuient donc sur I’étude des parametres de complexités et des struc-
tures d’idéaux et filtres qui précede.

La propriété suivante exprime que la complexité de communication d’un
automate cellulaire universel pour << est maximale. Cette condition néces-
saire & I'universalité s’applique aussi aux relations < et <4 (par inclusion
dans <).

Proposition 41. Si A est X< -universel alors p¢.(A) = Lin.
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Démonstration. L’existence d'un automate cellulaire A tel que ch(A) = Lin
est montrée dans [23]. Le résultat découle alors de la proposition 30. O

Bien que nous n’ayons pas obtenu de résultats nouveaux, le parametre
Pc, nOus semble constituer un outil intéressant pour montrer qu’un automate
n’est pas intrinsequement universel. En particulier, il pourrait étre mis en
oeuvre sur les automates cellulaires a 2 états de rayon 1 et notamment sur
les automates de numéro 110 et 54* dans la notation de S. Wolfram [91].

Le parametre pgyn, commun aux simulations =g, <4 et =<, permet
d’obtenir un résultat similaire avec cette fois les dynamiques cellulaires.

Proposition 42. Soit A un automate cellulaire <<-universel. A vérifie
pdyn(A) = Dynye. En particulier A est Turing-universel.

Démonstration. Cela découle directement de la proposition 27. 0

La proposition suivante relie la relation <4 a la sensibilité aux conditions
initiales.

Proposition 43. Les automates <g-universels sont inclus dans T3, c’est a
dire qu’ils ne possédent aucun point d’équicontinuité dans aucune direction.

Démonstration. La preuve découle de la proposition 36. 0

La relation <r n’est, elle, pas contrainte vis-a-vis de la classe 73. En ef-
fet, on déduit facilement de la construction décrite précédemment (page 107)
qu’il existe des automates cellulaires intrinsequement universels avec des
points d’équicontinuité, qui appartiennent donc a la classe 75. Il n’est pas
difficile non plus de construire un automate cellulaire intrinsequement uni-
versel appartenant a 73 comme le montre ’exemple suivant.

*Ils sont souvent considérés comme les deux candidats & Puniversalité. Dans [14],
M. Cook montre que 110 est universel pour le calcul Turing.
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Pour tout A, on construit B avec ALC B et tel que B x (0_20B) € Ts.
Pour simplifier, on considere A de réseau Z et de rayon 1, mais la

construction se généralise aisément. B est 'automate cellulaire d’alphabet
B = AU {k1, K2} (avec {k1,ko} N A=) défini par :

da(w,y,2) si{z,y,z} CA,
op(x,y,2) =1 2 si z € {k1,ka},
Y sinon.

Soit m: B — B avec w(k1) = ko et w(b) = k1 pour b # k1. On vérifie alors
que pour toute configuration ¢ € B? et tout k€ N, la configuration
¢ € BZ définie par
d(2) = w(c(z)) siz=k,
c(z) sinon.
est telle que d(c,d)<27% et o(BF(c),B¥()) > 3. Ainsi,
B X (0_20B) €73 car, quelle que soit la direction, I'une ou lautre

des composantes du produit est sensible aux conditions initiales et interdit
Iexistence de points d’équicontinuité.

Poursuivant la caractérisation des automates cellulaires < g-universels on
a aussi la propriété suivante qui exprime que tout automate <g-universel
maximise le parametre de complexité py,.

Proposition 44. Si A est <q-universel alors L(24) n’est pas récursivement
énumérable.

Démonstration. Cela découle des propositions 29 et 28 ainsi que de l’exis-
tence d’automates cellulaires dont le langage de I’ensemble limite n’est pas
récursivement énumérable comme montré dans [33]. O

La figure 4.2 donne une vue synthétique sur les relations entre les dif-
férentes notion d’universalité® et les différents parametres de complexité
étudiés dans cette these.

4.2 Particules et dynamiques séquentielles

Le comportement de certains automates cellulaires peut étre mieux com-
pris en étudiant les trajectoires suivies par certains états particuliers. La
définition suivante formalise la notion de particule : un ensemble d’états qui
peuvent étre « localisés », c’est a dire qui ne se répandent pas dans 1’espace
itération apres itération.

Définition 49. Soit A un automate cellulaire. T C A est une type de
particule pour A si le nombre (éventuellement infini) de cellules dans un

“L’universalité pour le calcul Turing est étudiée plus en détail en section 4.4
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Universalité 2 <g-universalité
intrinseque (#07)

Ly N Ly K

Py =Py =g # =<c-universalité Py, = U
S X |
P = Lin 7 Pdyn = Dyn,¢

« — » : inclusion.
| /?/ « #» » : non-inclusion.

A

Turing-universalité

Fic. 4.2: Relations entre notions d’universalité et parametres de complexité. In-
tuitivement, la complexité progresse de bas en haut.

état de T n’augmente pas sous l’action de A. Formellement, en notant
Nop(¢)=|{z€R:c(z) €T}, ona :

Ve e AR Nbr (¢) > Nop (A(c)).

On appelle T-particule dans une configuration c, un couple (z,c(z)) (position
et état) tel que c(z) € T. Lorsque Nop (¢) =1, on note Posy (¢) la position
de Uunique T-particule dans c.

On remarque que cette définition permet a un automate cellulaire d’avoir
plusieurs types de particules et que plusieurs particules de types différents
peuvent se trouver en méme temps sur une méme cellule. Par ailleurs, on
vérifie aisément que lensemble d’états A\ T' induit un sous-automate que
I'on appelle automate cellulaire médium associé a A et T. Dans la suite de
cette section on se limite au réseau Z.

4.2.1 Forcer la séquentialité

Le formalisme particule/médium que ’on vient d’introduire permet no-
tamment de construire des automates cellulaires qui exhibent un compor-
tement que P'on peut qualifier de séquentiel. Etant donné une machine de
Turing d’ensemble d’états E et d’alphabet de ruban R, il n’est pas difficile
de construire un automate cellulaire dans lequel la téte Turing est simu-
lée par un certain type T' de particule et le médium correspondant, choisi
comme automate cellulaire identité sur I’ensemble d’états R, joue le role du



116 CHAPITRE 4. HIERARCHIES ET UNIVERSALITES

ruban. Dans un tel automate, les changements d’état ne peuvent se pro-
duire qu’au voisinage d’une T-particule, ainsi, dans une configuration c telle
que Nby (¢) = 1, le comportement de 'automate est séquentiel et reproduit
celui de la machine de Turing. Formellement, cet automate simule la ma-
chine au sens de la définition 27 (i.e. il capture toute la dynamique de la
machine). Cependant, on ne peut pas affirmer que cet automate soit globa-
lement un systeme séquentiel. En effet, rien ne garantit la présence d’une
seule T-particule dans ses configurations initiales. Pour contourner ce pro-
bleme, nous introduisons ci-dessous une construction générale qui permet,
étant donné un automate cellulaire A admettant un type de particule T', de
produire un nouvel automate dans lequel la présence d’une seule T-particule
dans chaque configuration est en un certain sens controlée.

Tout d’abord, sur les configurations comportant une seule T-particule, le
fonctionnement de ’automate construit est essentiellement celui de A auquel
on ajoute une couche de controle de la position de la particule. Dans cette
couche, une cellule dans I’état <~ indique que la particule est a sa gauche (au
sens large) et une cellule dans 1’état ~~ indique que la particule est & sa droite
(au sens strict). Cette couche de controle reste inchangée par itérations, sauf
au voisinage de la particule ou les états «~ et ~» sont mis a jour pour refléter
les mouvements éventuels de la particule. Enfin, les controles suivants sont
effectués en permanence de fagon locale :

— a une T-particule correspond toujours un état «-;
— a gauche d’une particule on trouve toujours un état ~-;
— jamais un état ~» n’apparait a droite d’un état .

Deés que 'un de ces controles échoue, un état envahissant est produit pour
détruire toute la configuration, or la présence d’au moins deux T-particules
dans la configuration fait nécessairement échouer I'un de ces controles : la
construction garantit donc bien en ce sens que Nbr (¢) = 1.

Définition 50. Soit A un automate cellulaire admettant le type de particule
v v
T. On définit .,74 sur lalphabet A = {k} U (A x {«,~}) de rayon 2r4 et

dont la regle de transition locale 5;& admet Kk pour état envahissant et vérifie :

T
521((1‘6*27“,471]*27‘.,4); R (UQT'_A; UQTA)) = T avec
T
Ji, —2rq < i < 2r g avec u; €T et vy =~+, ou
k sl 3i7_2rA§i§27"A—1 avecqueTetvi:w; ou
Tr =

Ji,j,—2rp <0 < j < 2ry tels que v; = « et v; =~

(u,v) sinon,
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ot
U=0AUpyse s Upy)
e s 30, —rg <1 <0 avee O A(Wi—r gy Uigr,) €T,
v=o( -~ 830,00 <i < ry avec S4(Wiry, s Uigry) €T,
vy Sinon.

v
On note enfin Mg : A\ {k} — A la fonction définie par
Aar(a, ) =Aar(a,~) =a.

Le lemme suivant montre que la construction ci-dessus effectue bien le
controle de présence d’une seule particule et que ’automate obtenu pos-
sede un comportement identique a celui de départ en présence d’une seule
particule.

Lemme 8. La construction ci-dessus est croissante : si A et B, avec A C B,
admettent respectivement les types de particule T et T" avec «(T) CT' (ou

v v
L est Uinjection impliquée dans la relation A T B), alors él C ql:j:
v
De plus, pour tout automate cellulaire A, .é a les propriétés suivantes :

v
— il admet T =T x {«} comme type de particule ;

~ la fonction U qui a toute configuration ¢ € A% telle que Nvy (c) =1
VZ
et Nbp (A(c)) = 1, associe la configuration ¢ € A définie par

(c(z), ) sinon,

J(e) = {<c<z>, ~) iz < Posa(T) (c)

est telle que

(i). Wr (A(e) = A(r(0)),
(ii). Nos (¥p(c)) = b
(iii). Posy (¢) = Posy (Up(c)

(iv). Post (A(c)) = Pos; <,7v{l(\IIT(c))> ,-
VA

v
— st une configurationc € A est telle que Nb% (¢) > 1, alors toute cellule

finit par étre constante dans le diagramme espace-temps Diagzl (c).
T
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Démonstration. La croissance de la construction se vérifie facilement d’apres
la définition puisque cette construction procede essentiellement par ajout
d’une couche de controle.

Considérons un automate cellulaire A admettant un type de particule T'.

v v
Tout d’abord, si pour une configuration ¢ de ./:;l on a Nb% (c) < Nb% (.é\(c))
alors la configuration ¢ = A4 7(c) de A est telle que Nbr (/) < Nby (A(c))

ce qui contredit le fait que 71" est un type de particule pour A.
On vérifie ensuite directement d’apres la définition les propriétés de WU :

v
en fait, .é est construit précisément pour vérifier ces propriétés.
v
Enfin, soit ¢ une configuration de ./74 telle qu’il existe deux positions i < j

telles que c(i) € 12 et c(j) € %. S’il existe a € A tel que ¢(j — 1) = (a, )
alors x apparait dans ;4(0) et c’est un état envahissant. Sinon, il existe
un entier [, 1 <1 < j, tel que ¢(l) = (a,«) et c¢(l+1) = (a,~) et alors K
apparait dans %(c). Dans tous les cas, comme k est un état envahissant,

chaque cellule finit par étre constante égale a x dans Diag 5 (c). O
T

v
L’automate A est « forcé » a agir avec une seule T-particule ce qui consti-
T

tue une contrainte trés forte (si l'on fait abstraction du médium) : la pro-
position suivante montre en particulier que si I’automate médium associé a

v
A et T est I'identité, alors ./:;l peut étre globalement assimilé & un systeme

séquentiel.

Proposition 45. Si A admet un type de particule T tel que l’automate
cellulaire médium associé est l'identité, alors les dynamiques persistantes

v
capturées directement et pas a pas par A sont nécessairement séquentielles.
T

Démonstration. Soit D une dynamique capturée directement pas a pas par
v
é. Par définition, il existe t € Ny et m,m’ € RT tels que, pour toute suite

vlml o v [m] )
d € D, il existe c € (A ) et une coloration ¢ : A — Q™' avec

v <myty(0,...,0)>\ "
¥n e N:o 1 (dy) < ,74 (c).

<1 d’apres
a T dans A

Si D est persistante, alors on a de plus nécessairement Nby (c
T

O ~—

le lemme 8. Ainsi, comme 'automate cellulaire médium associ
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v
est I'identité, pour toute position z € R et toute configuration = € (A)R on

a

(ijﬁl(x))(z) #x(z) = HPOS% () — 2z

S’r’v.
A

.

On en déduit directement que D est séquentielle au sens de la définition 28
(on le vérifie avec le choix de constante K = 27“;\ ). O
T

4.2.2 Automates zigzag

v
Le fait que .,;4 ne capture essentiellement que des dynamiques séquen-

tielles est déja en soi une propriété tres forte qui conditionne sa position
dans les pré-ordres de simulation (voir section 4.4). L’objet des définitions
qui suivent est d’introduire une famille (Z,),en, d’automates cellulaires,
appelés « automates zigzag », au comportement purement séquentiel et qui
forment une hiérarchie (infinie) au sens de <. Cette famille donne un
exemple simple de parametre de complexité de nature « séquentielle » dans
les automates cellulaires.

Le fonctionnement de ces automates peut étre interprété de la fagon
suivante. Dans Z, qui admet pour type de particule T}, I'état ¢ d'une T)-
particule est caractérisé par sa direction et son niveau d’énergie 7n(t). Le
médium associé¢ au type de particule 7T}, est constitué de 2 sortes d’états :
E (état neutre) et les M; qui sont des barrieres de potentiel asymétriques.
Le comportement d’une particule entourée de 1’état neutre E est alors de
se déplacer dans sa direction caractéristique en conservant son énergie. De
plus, une barriere M; (i > 0) peut étre traversée de gauche a droite par
toute particule d’énergie inférieure a 4, sinon il y a rebond de la particule,
et elle peut étre traversée de droite a gauche par toute particule d’énergie
strictement supérieure a ¢, sinon il y a rebond et incrémentation du niveau
d’énergie de la particule. Enfin, la barriere My est une barriére infranchis-
sable sur laquelle toute particule rebondit, et se voit de plus vidée de son
énergie (i.e. elle passe au niveau d’énergie 1) lorsque elle arrive par la droite.

Définition 51. Pour tout p € N, soit 7z, l'automate cellulaire de rayon 1
sutvant :
— son alphabet est B, = Qp U Sy, ot Qp, = {Mo, My, ..., My_1,E} et avec
Sp:{)(_)(,Xer,lgigp}u{g_{,Xer,lgigp}.

— il admet le type de particule S, avec le comportement suivant :

(i). 67, (Mo, E,X) = E

(ii). o7, (X,E,Mo) = E
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(iii). 87,

(iv). b7, (E.E.X
p

(vii). 5Zzp

(
(
(
(vi). o7, (
(
(viii). 5Zzp(

(

(z'x). 6ZZp E,Mj,X) :Mj Siigj
(x) 5ZZp(X’Mj’E) :Mj
(xi). 5Zzp(Mj’E’X) =F sii<]

(id). 57Zp(Mj,g,X) = E sii<]
i j+1

(xiii). by, (Mj,E,X)=F sii>j
P ot

). § X, M;,E)=M; sii>j
(r). 87, (X M3, ) = My 5
.0 E,M; X)=M;
(xv) ng( M ) j
(xvi). 57!11, (X’E’Aﬁj) = g Si1>]
ou 1<i<p, 1<j<p-—1 et X désigne indifféeremment E ou My
1<k<p);
— c’est lidentité partout ailleurs (et notamment sur son automate mé-
dium associé a Sp).
%
Enfin, on définit 'automate cellulaire « zigzag » 2, par Z, = Zz,. On note
S.
. P
T, =Sy le type de particule associé et n: T, — {1,...,p} la fonction indi-
catrice sur [’état de la particule définie par n(a) =i si Az, 1,(c) est de la
forme X ou X.
— -
En agengant les barrieres d’un automate « zigzag » de fagon adéquate, on
peut faire suivre une sorte de cycle d’hystérésis a une particule a l'intérieur
d’un domaine délimité par deux états My. Sa trajectoire spatio-temporelle
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ressemble alors & un enchainement de « zigzag ». Ce type de comportement

se produit pour 7z, sur I'ensemble de mots de la forme My EU), ou U, désigne
—
1

les mots de la forme

EilMp_lEhMp_Q . MlEipM().

ol iy, ..., € Ni. Parle lemme 8, et comme de telles configurations ne com-
portent quune Sy-particule, Z, produit un comportement similaire sur les
images de ces configurations par ®g,. La figure 4.3 illustre ce comportement.

|
\\

3

T

—
——
= |
]

||

My M M, My

F1G. 4.3: La dynamique de Zgz, sur un mot de My EU, (ici p=3)
1

Le lemme suivant montre qu’a chaque fois qu'une T,-particule de Z,
effectue un « zigzag » simple (caractérisé par la propriété P ci-dessous), son
énergie augmente strictement entre le début et la fin du « zigzag ».

Lemme 9. Pour tout p € N, sur une configuration c telle que Nor, (c) =1,
Z, a la propriété P suivante : s’il existe des instants t1 < to <t3 <t4 € Ni
et des positions z1, 29, 23,24 € Ny avec z1 > 29, 23 > 2o et z4 < 29 vérifiant,
pour 1 <i<4:

(i). Posr, (Zpti(c)) =z,

(ii). Vit <t <tg:zo < POSTP (Zpt(c)) < 21,

(’L’LZ) Vi to <t <tg:zo < POSTP (Zpt(c)) < z3,

(iv). Vt,t3 <t <t4:z4 < Posr, (Zpt(c)) < 23,
4

Démonstration. Le fait que z1 > zo et z3 > 29 implique un changement de
direction de la particule (i.e. passage d'un état du type (X, <) & un état du
«—

%
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type (Y, «)) en position z3. Donc Az, 7, (c(22 — 1)) = Mj,. De plus k > 0

J

car la T),-particule traverse ensuite la cellule z3 pour atteindre la position
z4, Or un état e tel que A Z,,,Tp(e) = My ne peut pas étre traversé par une
particule (transition (i) de la définition 51). Or, comme Az, 1, (c(2)) # Mo si
z9 < z < z1 (pour la méme raison que précédemment), on a nécessairement
n((2,"(c))(21)) < k (transition (xii) de la définition 51). Ensuite, comme
la particule a traversé de droite a gauche la cellule zo — 1 dans I'état My
(car z4 < z2) et puisqu’aucune cellule entre z4 et z2 (incluses) n’est dans
un état e tel que Az, 1, (e) = My, on a nécessairement 7 ((Z,"(c))(z4)) > k
(transition (xiv) de la définition 51).

Dans la suite, si A est un automate cellulaire admettant un type de
particule T, on note ¢ =41 P(t1,21,t4, 24) le fait que la propriété P ci-
dessus s’applique, pour A et son type de particule T', entre les temps t; et
t4, sur la position de départ z; et la position d’arrivée z4, et a partir de la
configuration ¢ de A.

Plus généralement, on note ¢ =41 P, le fait qu’il existe une suite d’ins-
tants t1,%2,...,%, et une suite de positions z1,..., 2, tels que

V’i7 1 S 1 S p— l:¢c ':A,T P(tiv'zi?ti-‘rlazi-i-l)‘

La figure 4.3 montre que Z, est capable d’enchainer p « zigzags » simples,

formellement : le mot MoEU), permet de construire une configuration c de
[N
1

Z, telle que ¢ =z, 1, Pp. En revanche, la proposition suivante affirme que

Z, ne peut pas enchainer plus de p zigzag simples.

Proposition 46. Siq > p, il n’existe pas de configuration c de Z, telle que
cFz,1, Py

Démonstration. En supposant qu’une telle configuration existe et en appli-
quant ¢ fois le lemme 9 (une fois pour chaque zigzag simple), on montre
que le type de particule T, possede au moins ¢ niveaux d’énergie : il y a
contradiction avec la définition de Z, si g > p. O

Corollaire 12. (Zp) induit une chaine dans le pré-ordre (AC, jg).

PEN

Démonstration. D’apres la définition 51, on a Z, & Z,,1. Par ailleurs, la
proposition 46 implique que payn(Zp) € payn(Z4) dés que ¢ > p. Le fait que
pdyn est un parametre de complexité pour << (proposition 27 page 90)
permet de conclure. ]

4.3 Produits cartésiens et métronomes

Dans cette section, nous nous intéressons a ’action du produit cartésien
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sur les pré-ordres de simulation considérés jusque la. L’opération de produit
cartésien peut étre tres irréguliere vis-a-vis de ces pré-ordres. D’une part,
il existe des classes d’équivalence pour << closes par produit cartésien :
c’est le cas des automates cellulaires nilpotents, périodiques ou universels
par exemple. D’autre part, nous montrons qu’il existe des automates cel-
lulaires pour lesquels le produit cartésien accroit la complexité au sens de
=« de maniere significative et que cet accroissement peut étre poursuivi
indéfiniment par itération de 'opération de produit.

En s’appuyant sur un certain type d’automates capables de synchroniser
le réseau de cellule (automates métronomes), nous établissons ensuite une
construction qui peut étre vue comme la limite de l'itération de 'opération
de produit cartésien. Précisément, pour tout automate A on construit un
automate A4 qui simule tous les produits de A avec lui-méme. L’intérét de
la construction est qu’elle est générique et qu’elle garantit que A4 n’est pas
=<-universel si A ne I'est pas. La difficulté réside dans le controle de la
dynamique de 'automate métronome utilisé : il faut garantir que celle-ci est
suffisamment simple (tout en accomplissant sa fonction de synchronisation)
pour que l'automate A, obtenu ne soit pas <<-universel.

4.3.1 Produits et dynamiques séquentielles

Le but est ici de construire des automates cellulaires qui ne peuvent pas
simuler leur propre produit cartésien. On construit également des automates
A en cherchant & maximiser la distance dans << entre A et A x A. Toutes
ces constructions s’appuient sur ’étude des dynamiques séquentielles menée
en section 4.2.

Le lemme suivant montre que pour comparer entre eux les produits car-

v
tésiens d’automates cellulaires de la forme ./74 avec la relation <<, les déca-

lages sont inutiles dans les transformations syntaxiques et on peut supposer
que les coloriages utilisés ont la propriété que le simulateur ne peut utiliser
que des mots sans particule pour représenter des mots sans particule dans
le simulé.

Lemme 10. Soient (A )Z.<p et (B )K

laires, admettant respectivement les types de particule ( i)z‘<p (T’)Kq
et dont les automates cellulazres médium associés sont tous l’identité. On

note A =[], Ai et B=1I, Bi. Alors, si A=<B, il existe m,m’,t,t' € Ny
T; T/ o

i

deuz familles d’automates cellu-

tels que
.A<m’t’0> < B<m’,t’,0>

o travers une coloration ¢ : X — A™ (o1, X C B™ ) telle que

<<HA \ TU{n}) ) <HB \T’)

/
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Démonstration. Par hypothese, il existe m,m’,t,t' € Ny et 2,2’ € Z ainsi
quun ensemble X C B™ et une coloration ¢ : X — A™ tels qu'on a la re-
lation A<"b#> < B<m'"'> § travers la coloration ¢. Sans perte de gé-
néralité, on peut de plus supposer que z =0 (voir section 1.3.2 page 29)
et que Kg”/ € X, ou K = (k,...,Kk), car pour tout 7 il existe un mot de
——
q

X égal a x™ sur la couche i. En effet, si une couche i (1 <ip <gq) dans
v

B n’utilise ni son état envahissant ni aucun état de TZ-’O pour la simula-

tion (formellement, si pour tout u = uy ... u, € X et tout 1 < j < m’ on
v v v v v
a uj € By X xBj_1 x (B io\(’U{/{}))xBiOHX xB)alorson

eut recommencer le raisonnement™ avec B = B car B restreint aux
1#£i0 0
T T}

v

configurations produites avec X est I'identité (précisément, [], Zio B simule
T

A avec les mémes parametres mais sur l’ensemble X’ obtenu a partir de

X par effacement de la couche iy et la coloration ¢’ : X’ — A™ obtenue a

partir de ¢ avec la méme transformation). Ainsi, X contient pour chaque

. 7 \ / . . .
couche i un mot égal & k" sur cette couche (car il contient un mot u qui

v

sur la couche i contient un état dans T U {k} et que I’évolution de B sur
“ finit nécessairement par faire apparaitre k™ sur la couche i d’apres

le lemme 8 page 117). Donc on a bien Kg”, € X comme énoncé plus haut.
. —1 ! \ 7

Mais alors, ¢7*(KJ") = {K]" } (ou K, = (K,...,r)) car K" est un état en-

p

vahissant pour A et que Kg"/ est un état envahissant pour B restreint aux

configurations de “ X“. Alors, en comparant les vitesses de propagation vers

la gauche et vers la droite des états envahissants K" et K, bm/ dans A<mt0>

et B<m'2> on en déduit que 2/ = 0.

Enfin, on peut aussi supposer sans perte de généralité que

<<HA \ TU{H}) ) (HB \T’>

m

v v
En effet, si un mot u € (Hl A\ (T; U {/@})) (i.e. sans particule et sans

/

état k dans aucune couche) est simulé par un mot v € ¢~ *(u) dont la couche
v v m
ig contient une T -particule alors pour tout mot v’ € (H A\ (T; U {/{}))

il existe v’ € ¢~!(u’) dont la couche iy est égale & k™. En effet, & tout
diagramme espace-temps de A partant de la configuration initiale “u* on

“Si par ce procédé on finit par éliminer toutes les composantes du produit B, c’est que
A =14 et le résultat du lemme est clairement vérifié.
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peut faire correspondre via ¢ un diagramme espace-temps A de B partant
d’une configuration initiale qui contient le mot vv. Or, dans A, toutes les
cellules finissent par avoir leur couche iy constante égale a k (lemme 8)
et “u*. On en déduit que B peut simuler A avec les mémes parametres,
mais en restreignant ¢ & Pensemble X \ X’ oit X’ est 'ensemble des mots de

v v m ,
¢! <<]_[Z A\ (T; U {m})) ) dont la couche ig est différente de £ (X \ X’

est stable sous l'action de B car inclus dans X et car “k% est une configura-
tion quiescente pour la couche ip). On peut poursuivre ce raisonnement pour
chaque couche et on a alors la propriété attendue énoncée par le lemme. [J

La proposition suivante constitue un outil de comparaison entre auto-
mates cellulaires obtenus comme produits cartésiens d’automates du type
Zp. Lorsqu'un automate cellulaire de ce type en simule un autre, on peut
associer injectivement aux particules du simulé des particules du simulateur
au moins aussi complexes.

Proposition 47. Soient A et B des automates de la forme Z4, X -+ X Zq,
et Zy, X -+ X 2y, (respectivement) ot a; € Ny, by € Ny. Si AXB alors
il existe une injection ¢ : {1,...,p} — {1,...,q} telle que pour tout i (avec
1<i<p)on alinégalité a; < be(i)-

Démonstration. Tout d’abord, d’apres le lemme 10, il existe m, m/, t,t' € N,
tels que A<mME0> < B<m'#.0> § travers la coloration ¢ : X — A™ et avec
X C B™ . Considérons alors 'ensemble ¢ des configurations pour I'automate
Zgq, X+ X 1g,4, de la forme

AP AN RAR . Al P

d=(E,...,E),
lieNyetl;>m (avec 1 <i<p-—1),
P = {(EWI+2 B2 MoEw, B2 EIPE?Y w e U, )

i1 ! p—i

Comme toute configuration de ce type est telle que chaque couche i (avec
0 <i<p) ne contient qu'une particule du type S;, on peut obtenir une
configuration de Z, par application de ¥g,. (définie au lemme 8) sur chaque

couche i. On considere alors ¢ € ¥g, x---x Vg, (€) et de (B™) telle

que ¢—1(d) = o, }(c). Intuitivement, la configuration c est constituée de p
zones disjointes telles que dans la zone i (1 <14 < p), une T,,-particule ef-
fectue un enchalnement périodique de a; zigzags sans empiéter sur les zones
voisines.
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Soit 3 C {1,...,q} 'ensemble des couches de B ou I’état k n’apparait pas
lorsque 'on considere le diagramme espace-temps Diagmr .05 (d). Comme
le comportement de A<"40> sur ¢ est périodique et que les cellules qui
changent d’état périodiquement sont limitées & une zone finie et qu’en dehors
de cette zone la configuration c est uniforme, on peut supposer sans perte de
généralité pour la suite que d est telle que toute couche n’appartenant pas a J
est égale a “s“. Ainsi, comme un changement d’état dans Diag,z< 0> (d)
ne peut avoir lieu qu’au voisinage d’une cellule dont une couche (qui ap-
partient nécessairement & J) contient une particule, on en déduit que pour
tout n € N et tout z € Z, si ((A~™"9>)"(c))(z) contient une particule alors
il existe 2" avec ||z’ — z[|, < 75 tel que ((B<™"0>)"(d))(z’) contient une
particule dans une couche de J. Réciproquement, comme d’apres le lemme 10
un mot de A™ sans particule et ne contenant pas k ne peut étre représenté
via ¢ que par un mot de X sans particule, si ((B<m/7t/’0>)"(d))(z’) (pour
n €N et 2/ €7Z) contient une particule (nécessairement dans une couche
de J) alors il existe z € Z avec |2/ — z|, < 75 tel que ((A<™H9>)"(¢))(z)
contient une particule. De plus, comme une particule d’'un automate cellu-
laire Z, ne peut disparaitre sans générer un état x (définition 51) et que
chaque couche de J ne peut contenir plus d’une particule (lemme 8), on
en déduit que la trajectoire de l'unique particule (si elle existe) de chaque
couche de J reproduit la trajectoire d’une méme particule de A<™%9> sur ¢ &
au plus i cellules pres. Pour ¢ bien choisie (i.e. telle que tous les « zigzags »
générés dans Diag y<m,t,0> (¢) sont d’amplitude strictement supérieure a rz),
on peut ainsi garantir qu'une Ty -particule de B (1 <3 < q) qui correspond
au sens ci-dessus a une Tg,-particule de A dans ¢ (1 < i < p) effectue dans
Diagg<m 10> (d) un enchainement de a; zigzags : elle a la propriété P,;.
Par la proposition 46 page 122, on en déduit que b; > a; et la propriété est
montrée. O

Gréce a cette propriété, on peut maintenant illustrer les effets du produit
cartésien sur certains automates a travers les deux corollaires suivants. Le
premier exprime que 'automate cellulaire A x A peut étre a une distance
finie arbitrairement grande de A.

Corollaire 13. Pour tout n € Ny, il existe un automate cellulaire A tel que
N
d<(A,Ax A) >n ot = est l'une des relations < ou <.

Démonstration. En considérant A = Z, 11, on a pour tout ¢ < n les relations
AC Z, 1 X ZiEAXA, 21 x ZizcAet AX ASEZ,11 X 2Z; d’apres
la proposition 47. Le corollaire en découle. ]

Ce second corollaire montre qu’itérer 'opération de produit cartésien sur
un méme automate cellulaire peut engendrer une chaine infinie.
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Corollaire 14. Il existe un automate cellulaire A telle que la suite (.An)
avec A, = A X --- x A est strictement croissante pour <c et <.
; , c <

neN

n

Démonstration. 11 suffit de poser A = Z, et la proposition 47 permet de
conclure. O

Ce corollaire 14 invite naturellement a se demander quelle peut étre
la limite de la suite (An)n ainsi construite lorsqu’elle est croissante. Nous
proposons ci-apres une famille de constructions qui, a partir d’un automate
cellulaire A quelconque, fournissent des majorants naturels pour la suite

(An)

4.3.2 Métronomes

Ces constructions reposent sur I’existence d’un certain type d’automates
cellulaires qui sont capables de maintenir un régime cyclique de durée arbi-
trairement grande dans lequel un certain type d’information —dite informa-
tion de synchronisation— apparait périodiquement dans toutes les cellules a
la fois, et jamais a d’autres instants dans aucune cellule. Ces automates sont
de plus tels que si leur comportement a partir d’une certaine configuration
initiale ne suit pas ce régime, alors il est en un certain sens détectable. On
peut les voir comme des « métronomes » ajustables (car la longueur du cycle
peut étre choisie en fonction de la configuration initiale) et fiables (car soit
leur comportement suit un régime cohérent, soit il s’en écarte fortement par
diffusion d’une information signalant 'incohérence).

Définition 52. Soient T, ..., T, € Z (avec p € Ny ) et T =", T;. Un au-
tomate cellulaire H est un (11, . .., Tp)-métronome s’il posséde un état enva-
hissant ki € H et s’il existe une surjection g : H — {0,1,...,p} telle que
mr(ky) =0 et, Ve € HR, on a lalternative suivante :

(i). le régime est cohérent et cyclique : In,ty € N tels que n+T >0 et
Vz € R,Vt € N on a pour tout i, 1 < i < p (voir figure 4.4) :

(H'(0))(2) e ' (i) & t=to+ > Tj+ (i — 1)nmod (pn + T);
1<5<i

(ii). le régime est cohérent et infini (ou limite) : Vt € N, Ji, € {0,1,...,p},

VzeR : (H'(c))(2) € (5" (i) \ {wn}) de plus t # ' = 0 € {iy,ip};
(iii). le régime est incohérent : Vz € R, 3t. € N, Vt > t, : (H'(c))(2) = kn.
Pour une configuration c en régime cohérent, un instant t € N tel que pour
tout z € R on a (H'(c))(z) € T ({1,...,p}) est appelé un instant de syn-
chronisation de c. De plus, dans le cas (i), n est appelé la caractéristique du
régime cyclique de c. On note enfin M, (H) l’ensemble des caractéristiques
de régime possibles pour H.
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Fia. 4.4: Fonctionnement d’un automate métronome sur la configuration ¢ en ré-
gime cohérent cyclique (cas (i) de la définition 52 avec ici p = 4).

Intuitivement, le régime d’un métronome est cohérent si I’état envahis-
sant n’apparait pas et si toute information de synchronisation (formellement
un état de 717_11 ({17 . ,p})), lorsqu’elle apparailt, apparait toujours unifor-
mément sur tout le réseau. Le régime cohérent limite peut étre vu comme
un régime cyclique de caractéristique infinie : il y a au plus une apparition
de toute information de synchronisation car il faut un temps infini pour at-
teindre la synchronisation suivante. Ainsi, la caractéristique principale d’un
métronome est que toute configuration donne lieu a un régime cohérent ou
bien entraine ’apparition d’un état envahissant.

Cette définition reprend, sous une forme renforcée et plus facile a exploi-
ter dans la suite, une propriété trés étudiée dans la littérature [64, 56] connue
sous le nom de ligne de fusiliers. Dans sa version stricte, la propriété de la
ligne de fusiliers pour un automate cellulaire A correspond & ’existence de
3 états {g,s, f} C A (pour « général », « soldat » et « feu ») tels qu'il existe
une fonction 74 : Ny — N4 avec, pour tout n € Ny :

ATAM (%9(gs"g)>) = >
Vi < Ta(n) 1A' (®(gs"g)™) € (A\ {FHT.
Dans [35], K. Imai et K. Morita généralisent cette condition en autori-
sant un ensemble F' d’états pour jouer le role de f. On a alors la propriété

de la ligne de fusiliers généralisée dans laquelle les deux lignes ci-dessus
deviennent :

ATA(n)(oo(gSng)oo) c ooFoo,
Vt < 74(n) (AN(®(gs"g)>) € (A\ F)R.

K. Imai et K. Morita construisent alors un automate cellulaire Ag réversible
ayant la propriété de la ligne de fusiliers généralisée™ (avec une fonction 7 Ao

"1l est facile de voir (comme montré dans [35]), qu'un automate cellulaire réversible
ne peut pas avoir la propriété de la ligne de fusiliers stricte : pour n bien choisi, deux
configurations ¢ et ¢’ de la forme *(Gs"G)™ et telles que ¢ = o.(c") (avec ||z||, < n)
meénent & la méme configuration *° F*° ce qui contredit 'injectivité.
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égale & n+— 3n). La proposition suivante s’appuie sur cet automate pour
construire des métronomes non-universels.

Proposition 48. Pour tout T1,...,T, € Z, il existe un automate cellu-
laire H non << -universel qui constitue un (T, ..., Ty,)-métronome tel que
3NL N M; (H) est infini.

Démonstration. Pour simplifier, on ne détaille la construction que dans le
cas p =1 et T1 = 0 (le cas général s’obtient sans difficulté & partir de celui-
ci par dédoublement des états en plusieurs copies qui s’enchainent si p > 1
et ajout éventuel d’états de temporisation pour 7; # 0). On construit a
partir de Ay un automate cellulaire By de rayon rg, = max(r,7’) (en notant
r=ra,etr = TAEI) sur l'alphabet By = Ap x Ag x {0,1} défini par

08B, ((a*TBO 7a/—7~30 ) b*T'BO )y (arso ) a;BO ) bTBO )) =

(A()(CL_T, .. ,ar),Agl(aLr,, .. ,a;,),x(ao,bo)) si by =1,
(Ag (@ yam), Aga,, ... al), x(ab,bo)) siby =0,

ou x(a,b) vaut 1 — b sia € F et b sinon. Intuitivement, sur les configurations
telles que la couche d’alphabet {0,1} est uniforme égale a b, By effectue
une transition de Ay sur la premiere des couches associées & Ay et une
transition de A, U sur Pautre si b=1 (et inversement si b = 0). De plus, le
sens de progression du temps est inversé en méme temps que la couche {0, 1}
lorsqu’un signal de synchronisation (un état de F') apparait sur la premieére
(resp. seconde) couche Ag lorsque b =1 (resp. b = 0).

Pour faire de By un métronome, on lui ajoute un état envahissant x qui
est produit a chaque fois que 'une des vérifications suivantes échoue :

(i). la couche {0, 1} doit étre uniforme;

(ii). les états de F', lorsqu’ils apparaissent dans I'une ou l’autre des couches
A, doivent apparailtre uniformément sur tout le réseau;

(iii). un état de F' peut uniquement apparaitre dans la premiere couche A
(resp. seconde) si la couche {0,1} vaut 1 (resp. 0).

L’automate B ainsi construit vérifie les propriétés de la définition 52.
Supposons que B soit <<-universel et considérons un automate cellu-
laire U/ <<-universel sans état envahissant : précisément, quel que soit le
voisinage (valide) choisi pour la représentation syntaxique de U, cet auto-
mate est sans état envahissant. Par le théoreme 14, il existe des parametres
meRT, teN, et z€R tels que U <C B<"™H*>, Or, dans une telle si-
mulation, aucun état de BI™ \B[[)m} ne peut apparaitre par choix de . La
simulation a donc lieu sur des configurations de By dont la couche {0,1}
est toujours uniforme : U est donc injectif par construction de By ce qui
contredit sont universalité (proposition 35). O
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Le lemme suivant donne un schéma d’utilisation des métronomes pour
construire des automates qui tirent partie de leur « fiabilité ». En effet il
montre que si un automate cellulaire contient une couche qui est un métro-
nome, toutes les simulations qu’il peut effectuer sont, sous certaines condi-
tions, telles que toutes les configurations de la couche métronome suivent
un régime cohérent commun.

Lemme 11. Soit H un (11, ...,T,)-métronome associé a la surjection Ty et
A un automate cellulaire qui posséde un état envahissant™ et tel que H < A
a travers la coloration < : A — H. Si B est un automate cellulaire sans état
envahissant tel que B <C A~"™1*> (quec m € RY, t e Ny et z € R) a tra-
vers la coloration ¢' : X C A" — B alors il existe i € {0,...,p} tel que

X C (C_l(ﬂ; (4) \ {HH}))[m]. De plus, toutes les configurations appartenant
a f(om(XR)) partagent les mémes instants de synchronisation.

Démonstration. Tout d’abord, en notant k4 ’état envahissant de A, on a
nécessairement ¢! (k) = {k4}. Ensuite, s'il existe u € X contenant un état
KA, alors /@ET € X (par stabilité de X pour A<™H2>) et g’(ﬁ'&n]) est un état
envahissant pour B, ce qui contredit les hypotheses sur B. On en déduit que
X C (g‘l(H \ {mH}))[m]. Supposons alors, pour i € {0,...,p}, qu’il existe

uwe XN ((rgo g)_l(i))[m} etve X\ ((rgo g)_l(i))[m], et considérons une
configuration ¢ de la forme *uv® puis d = (0, (c)). La configuration d de
H ne peut pas vérifier la condition (ii) ni la condition (i) de la définition 52
puisque par choix de u et v il existe 21,29 € R tels que 7y (d(z1)) # i et
7 (d(2z2)) = . Donc d vérifie la condition (iii) et on en déduit que X contient

/{ET’], ce qui contredit I'inclusion X C (¢71(H \ {xx})) ™l montrée ci-dessus.

Enfin, si I'on consideére d,d’ € X et les configurations correspondantes
pour H, ¢ =35(0n(d)) et ¢ =3(0,,(d")), alors les temps de synchronisation
de c et ¢’ sont nécessairement les mémes. En effet, dans le cas contraire, toute
configuration cy telle que (¢, 04, (cy)) < €1 et (¢, 04, (cy)) < €2 finirait par
engendrer un état k3, pour des valeurs de 21, 22, €1 et €5 bien choisies (d’apres
la définition 52 et par continuité et commutation avec les décalages de H)
or une telle configuration ¢y peut étre réalisée (pour certaines valeurs des
parametres z1, 22, €1, €2 compatibles avec les choix précédents) sous la forme
S(om(dy)) pour une certaine configuration dy € X : le comportement de

A<™62> qur d engendrerait 'apparition de I’état KET] ce qui est exclu. [

4.3.3 Produits limites

En s’appuyant sur le découpage temporel fourni par un automate mé-
tronome, on peut construire une partition du réseau R en un nombre fini

“L’état envahissant de A est associé & un voisinage complet. Autrement dit A est tel
que toute cellule a distance inférieure a r4 d’une cellule qui est dans I’état prend a son
tour I’état envahissant.
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(disons p) de sous-réseaux, tous identiques a translation pres et isomorphes a
R. On peut alors faire agir un automate cellulaire A en parallele et de facon
indépendante sur chacun de ces sous-réseaux : tout se passe donc comme si
un produit cartésien de p copies de A agissait sur le réseau initial.

Pour simplifier, nous nous restreignons ci-dessous aux automates cellu-
laires A de rayon 1. Si ‘H est un (—1, —2,2,1)-métronome associé a la sur-

X
jection mgr, on construit 'automate cellulaire .7,411 comme suit. Tout d’abord,

X
ﬁl est de rayon max(ry, 3), et d’alphabet Q44 = H x A x P x ®U{x} ou
K est un état envahissant, P = {E} U A x {—,«} et

P={s;:ie{l,....p}U{Li:ie{l,....p}}U{ri:ie{l,....p}}.

En I’absence de k, son fonctionnement vérifie les propriétés suivantes :

— la couche associée a H reproduit le comportement de H en remplacant
I’état envahissant de H par «;

— les couches associées & A et ® sont inertes tant que n’apparait pas
dans leur voisinage un état dont la valeur h sur la couche H véri-
fie h & 771:,1 (0); de plus, la couche ® doit toujours étre de la forme
*°(s;1;r;) sinon un état k est produit ;

— la couche P consiste en un jeu de particules qui peuvent se déplacer
dans les deux directions (représentées par — et <) et transportent un
état de A; si cette couche ne contient pas une particule toutes les 3
cellules exactement et toutes progressant dans la méme direction alors
un état x est généré.

En plus de ces propriétés, %l a le comportement suivant lorsque les
couches P et ® sont bien formées (au sens ci-dessus) et lorsque H est en
régime cohérent cyclique de caractéristique n (cas (i) de la définition 52). La
couche correspondant & A est découpée en macro-cellules de taille 3, chacune
d’entre elles étant repérée dans la couche ® par le mot s;1;r;. Si n = 3k, la
macro cellule numéro j contient, dans ’ordre, une cellule pour son état cou-
rant (marquée dans ® par un état s;), une cellule (marquée dans ® par un
état 1;) pour I’état de sa voisine virtuelle de gauche, la macro-cellule numéro
j — k, et une (marquée dans ® par un état r;) pour sa voisine virtuelle de
droite, la macro-cellule numéro j + k. Le réseau de macro-cellules est ainsi
partitionné en k sous-réseaux indépendants. De plus, a chaque macro-cellule
est associée une particule sur la couche P et toutes les particules se déplacent
de fagon synchrone selon un cycle en 4 phases controlé par le métronome H :
pendant chaque phase le déplacement des particules est constant et uniforme
et le passage d’une phase ¢ € {1,2,3,4} du cycle a la suivante a lieu lorsque
la couche associée a H entre uniformément dans Wﬁl(gb). Du point de vue de
la macro-cellule numéro j et avec des particules initialement alignées avec
les marqueurs [; de la couche ®, le cycle est le suivant (voir figure 4.5) :
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(iv) : 3n+1 (i):3n—-1

(iii) : 3n + 2 (ii) : 3n — 2

X
Fia. 4.5: Cycle de fonctionnement de .ﬁl pour la macro-cellule numéro j.

(i). aller lire ’état de la macro-cellule j + k (distance n — 1)

(ii). revenir et écrire 'information & ’emplacement prévu dans la macro-
cellule j (distance n — 2);

(iii). aller lire I’état de la macro-cellule j — k (distance n + 2);

(iv). revenir et écrire 'information & ’emplacement prévu dans la macro-
cellule j (distance n + 1).

A la fin de ce cycle, la macro-cellule possede localement toutes les infor-

X
mations pour pouvoir effectuer une transition de A. De cette fagon, .ﬁl simule

le comportement de A X --- x A, les k composantes de ce dernier étant jux-
—_—

k
taposées dans l’espace sous la forme de k£ macro-cellules consécutives.
Enfin, en plus des vérifications propres a chaque couche évoquées plus

X
haut, A effectue la vérification de cohérence suivante qui, lorsqu’elle échoue,
H

engendre 'apparition d’un état  : si la couche H d’une cellule entre dans
un état de ﬂﬁl((b) alors la couche ® de la méme cellule doit étre dans un état
parmi {sg,1y,rs}. Plus précisément, les particules de la couche P doivent
toutes étre alignées dans la couche ® avec 'état 11 si ¢ =1, s9 si ¢ =2,
r3 si ¢ =3 et sq4 si ¢ = 4. Notons que cette vérification combinée avec la
vérification de la périodicité de la couche ® donnée plus haut permet de
vérifier que n (la caractéristique du régime cyclique de H) est multiple de 3
comme supposé dans la description ci-dessus.

On a alors la proposition suivante qui fournit une construction générique
que l'on peut voir comme un « produit cartésien limite » (i.e. la limite de
Popération de produit cartésien répétée finiment) et qui permet d’étendre
la proposition 38 au sens ol le produit cartésien limite d’un automate cel-
lulaire A est universel si et seulement si A est universel. Cette proposition

X
s’appuie essentiellement sur la construction ,;(l ci-dessus, la proposition 48 et

le lemme 11. Le coeur de la preuve consiste a montrer que, sous certaines

X
conditions, I'interaction entre la couche H et les autres dans .ﬁl peut étre de
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deux types seulement : soit la couche H finit par ne plus produire de syn-
chronisation et les comportements de H et des autres couches deviennent
indépendantes apres un temps fini uniformément borné, soit la couche H
produit des synchronisations cycliques compatibles avec la simulation dé-
crite ci-dessus.

Proposition 49. Il existe un métronome H tel que pour tout automate
cellulaire A on a a la fois
X
(i). Vme Ny : Ax --- XAj<]:./7f{l, et
—_—

n

X
(ii). ,él est < -universel si et seulement si A lest.

Démonstration. Soit H un (—1, —2,2,1)-métronome vérifiant les conditions
de la proposition 48. Comme M, (H) contient des caractéristiques de ré-
gime cyclique multiples de 3 arbitrairement grandes, on peut effectuer la

X
simulation de A x --- x A par .ﬁl décrite ci-dessus pour des valeurs de n
—_——

n
arbitrairement grandes : on en déduit la premiere partie de la proposition.

X
Pour montrer la seconde partie, supposons que él est =<c-universel

et considérons un automate cellulaire ¢/ <<-universel sans état envahis-

sant. D’apres le théoréme 14, il existe m € RT, t € Ny et z € R tels que
o« <mt,z>

U < .ﬁl a travers la coloration ¢’ : X C QET;{ — U. Comme on a par
X

construction H < .ﬁl, on déduit du lemme 11 qu’il existe i € {0,...,4} tel

X

que X C (c_l(wl_{l (1) \ {RH}))M. Autrement dit, la simulation de U par Jél

X
est telle que la couche associée a H dans .ﬁl est toujours en régime cohé-

rent de méme nature (limite avec le cas (ii) de la définition 52 ou cyclique
avec le cas (1)) avec des instants de synchronisation dans la couche H fixés
uniformément pour toute la simulation.

X
Dans le cas d’un régime limite, on déduit de la construction de .ﬁl qu’il

existe un temps tg fixé uniformément a partir duquel les couches associées
a A et @ restent identiques et la couche associée & P possede le comporte-
ment d’un décalage (car ses particules ne peuvent se rencontrer sans faire
apparaitre un état envahissant ce qui est impossible car U ne possede pas
d’état envahissant). De plus, & partir de ¢y, ces trois couches ont un compor-
tement indépendant de la couche associée & H. Le comportement au dela du
temps £y est donc celui d’un automate cellulaire B de la forme o, X 0,/ x Id.
Considérons alors un automate cellulaire U/, qui a exactement le compor-
tement de U sauf qu’il possede une couche d’états supplémentaire jouant le
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role d’un compteur fini qui fige le comportement de I tant qu'une valeur
limite supérieure a tg n’est pas atteinte. D’apres le théoreme 14, il existe des
parameétres m., ty et zy tels que Uy <C U<+t *+> En considérant les
configurations sur lesquelles U simule U et comme le compteur fini de U,
repousse l'activité de U apres un temps supérieur a tg, on déduit de ce qui
précede que U=—H x B. Or, comme ni H, ni B ne sont <<-universels, il
y a contradiction avec le choix de U (par la proposition 38).

On est donc nécessairement dans le cas ou toutes les configurations de
X7 induisent sur la couche H un méme régime cyclique de caractéristique
fixée notée n. Par construction de %l, on a nécessairement n = 3k pour
k € N4 (sinon un état envahissant est généré) et la couche A simule un
produit cartésien de A. De plus, la couche ® est périodique de période di-

visant t et la couche P est entierement déterminée par les couches A et .
<m,t,z>
X sty

On en déduit que le comportement de ﬁl sur X™® peut étre simulé
par BB =H x Ax---x A et donc que UL B'. Or B’ ne peut étre <-
3 . < <

k
universel si ni .4 ni H ne le sont (proposition 38) : il y a contradiction avec
le choix de U. O

Nous utilisons plus loin cette construction pour obtenir des chaines d’au-
tomates cellulaires Turing-universels, mais ’on peut déja en donner une in-
terprétation dans le cadre des dynamiques séquentielles. Etant donné un

\
automate cellulaire A avec un type de particule T', la construction .é per-

met de contraindre A & l'utilisation d’une seule T-particule et donc & un

v
comportement de type séquentiel. Un produit cartésien de ":/4 est contraint

X

v
a l'utilisation d’un nombre fini borné de T-particules. L’automate .,14 est lui

H
contraint & n’utiliser qu'un nombre fini de T-particules sur chaque configu-

ration, mais ce nombre est globalement non borné.

4.4 Pré-ordres et Turing-universalité

Cette section s’appuie sur tous les outils développés jusque la pour étu-
dier la place des automates cellulaires Turing-universels dans les pré-ordres
de simulation.

La proposition 42 affirme qu'un automate cellulaire <<—-universel est
Turing universel. La réciproque est fausse comme le montre la proposition
suivante. Ce résultat n’est pas étonnant car, intuitivement, une machine de
Turing avec son unique téte ne peut reproduire le comportement d’auto-
mates cellulaires dans lesquels des changements d’état ont lieu simultané-
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ment en des positions éloignées du réseau de cellules. Notons cependant que
la preuve n’est pas aussi immédiate lorsqu’il s’agit de comparer non pas une
machine de Turing a un automate cellulaire <<—-universel, mais un auto-
mate cellulaire Turing-universel a un automate cellulaire <<--universel. En
effet, dans ce dernier cas, aucune garantie sur la présence d’une seule téte de
calcul n’est donnée a priori : il faut en quelque sorte recréer cette garantie
par les constructions développées en section 4.2.

Proposition 50. Ii existe des automates cellulaires Turing-universels non
=< -universels.

Démonstration. Soit A un automate cellulaire admettant un type de parti-
cule T' avec pour automate cellulaire médium associé ’automate cellulaire

v
identité et tel que .,;4: est Turing-universel.

v
Il est facile de vérifier que ,74 est incapable de capturer une dynamique

D telle que pour tout k£ € N4, il existe un diagramme d de D dans lequel
toutes les cellules changent d’état toutes les k étapes : Vn € N4, Vz € R,

v
dkn(2) # di(ny1)(2). En effet, si ,;{ capture D, il existe t,t’ € Ny, m,m’ € RT

et z € R tels que, pour tout diagramme d € D (ou d = (d;)ien), il existe
v[m] v[m] ,
ce (A )R et une surjection ¢ : A — Q™ avec

N o (d < Zt<m,t,z> n
neN:o 7 (dny) < A (c).

En choisissant un diagramme d satisfaisant la propriété de D donnée plus
haut pour k = t/, on force dans la configuration ¢ correspondante la présence
de plus d’une particule (car un changement d’état ne peut avoir lieu qu’au
voisinage d’une particule étant donné que 'automate médium est I'identité).

v
Donc chaque cellule de .é devient constante aprés un certain temps d’apres

le lemme 8 ce qui contredit le choix de d.
La proposition 42 permet de conclure car une telle dynamique peut étre
choisie cellulaire. O

Nous allons montrer que les automates cellulaires Turing-universels sont
en fait tres dispersés dans les pré-ordres de simulation <¢ et << : nous
construisons comme ordre induit de chacun de ces pré-ordres un treillis infini
d’automates cellulaires Turing-universels.

La construction proposée s’appuie essentiellement sur les produits car-
tésiens d’automates cellulaires du type Z,. En outre, tous les automates
cellulaires de la collection que I'on va définir contiennent une couche qui as-
sure leur universalité pour le calcul Turing. Cette couche, qui fait ’objet de
la définition suivante, est de plus capable d’enchainer un nombre non borné
de « zigzags » ce qui la rend impossible a simuler par les Z,,.
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Définition 53. Soit T, une machine de Turing universelle d’ensemble
d’états Qr et d’alphabet de ruban Qg. Soit Q' = {M,,M,E} et

k3 k3

On définit alors automate cellulaire B, sur ’alphabet

By.=QrU(QrxQr)UQRrUQT

de la fagon suivante :

— sur les configurations d’alphabet Qr U Qr X Qr qui ne comportent
gu’une cellule dans dans un état de Qr X Qr, B, mime le compor-
tement de la machine Tyniy (avec la représentation usuelle) ;

— pour tout i € {0,1,2} et tout X € Q'y, By vérifie :

(i). Bu(X,E,E) = E

(ii). Bu(E, B, X) =

(iii). Bu(E, B, M) =

(iv). Bu(E,M,X) =M
2

(v). Bu(E, E,My) = E avec f(i) = {0 sii=2,

T pr 1 sinon,
(vi). Bu(M+,E,E)=F
7 2
E  sii=
(vii). By(M,E,E) =47
i E  sinon

(viii). Bu(E, M, E) =

(ix). Bu(X,E,]\(g) =
— B, est lidentité partout ailleurs.
So =R xTUQ/ est un type de particule pour B,. Pour finir, on pose

v v \Y
Zy =By, Qu=DBy, etT, =5.
So

Comme on I’a évoqué plus haut, une particule de Z, peut enchalner un
nombre non borné de « zigzags ». Pour le vérifier, on définit U,, ensemble
des mots sur 'alphabet B,, de la forme E"ME" .
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Proposition 51. Soit ¢ une configuration de B, de la forme

©EM, EUPM,E*.
2

On a alors c f=8,,3, Pp-

Démonstration. Cela découle directement de la définition 53 (voir la fi-
gure 4.6). O

A

— |
|
|
——

|5 |

M, M M M,

F1G. 4.6: La dynamique de B, sur *EM EUPM | E* (ici p = 2)

2

On peut alors définir la collection d’automates cellulaires qui forme un
treillis pour <. Pour toute suite finie décroissante s = (n1,...,n,) d’'élé-
ments de Ny, on définit I'automate cellulaire As = Z, X Z,, X -+ X Z .
La comparaison de deux automates cellulaires du type A, se réduit essen-
tiellement a la comparaison des produits d’automates de la forme Z, qui les
composent. La proposition suivante est une adaptation de la proposition 47
qui tient compte de ’'ajout de Z,, aux produits considérés.

Proposition 52. Soient s = (n1,...,np) et s’ = (ny,...,ng

finies décroissantes d’éléments de Ny U {oco}. On a

) deuz suites

As jAs’ﬁpgq et n; Sn;avhl SZSI%
ou = désigne l'une des simulations < ou <.

Démonstration. D’une part, si on a p<gq et n; <n}, Vi,1 <i <p alors
As © A, o)) (puisque, pour tout i, By, T B, et les constructions mises
en jeu pour obtenir un automate du type de As sont croissante vis-a-vis
de C par construction et d’aprés le lemme 8). De plus, il est clair que
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A,y E Ay (car les automates Z, possédent un état quiescent), donc

As E As’~

Il suffit de montrer que A;<< Ay si et seulement si p < g et n; <n},
avec Vi,1 <14 < p. La preuve est similaire a celle de la proposition 47 : la
seule différence est que ’on considére cette fois un ensemble de configuration
€ de la forme

*qgp,dl pAL PA" .. dl-1 P,A

d=(E,...,E),
li e Ny et l; >m (avec 0 <i<p—1),
P, = {(MyEw™S ™+ N EF . ER) w e U,

2

et k = |w| (maxn} + 1) + 5},
(2

P = {(EMI+2, . Elv+2, MoEw, Btz B e U, ).
e 1

i—1 p—i

On utilise alors exactement les mémes arguments que dans la preuve
de la proposition 47 en remarquant qu’avec I’ensemble & de configurations
considérées ci-dessus, 'automate Z, dans le produit A, effectue un enchai-
nement de max; n} + 1 zigzags (voir proposition 51) donc seule une particule
de Z, dans le produit Ay peut reproduire cet enchainement. Une fois cette
association entre I'automate Z, de A; et automate Z, de Ay établie, on
peut poursuivre le raisonnement de la proposition 47 pour obtenir I'existence
d’une injection ¢ : {1,...,p} — {1,...,q} vérifiant n’d)(i) > n; pour tout 1,
1<i<p. O

Théoréme 15. L’ensemble des Ag muni de l'ordre < (pour <€ {<c,<<})
constitue un treillis distributif.

Démonstration. C’est (& isomorphie pres) le treillis des suites finies décrois-
santes d’élément d’un ensemble bien ordonné. O

Ce treillis montre que l'on peut construire des automates cellulaires
Turing-universels dans lesquels deux parametres indépendants (le nombre
de composantes de type Z, et le nombre maximal de zigzags que peut en-
chainer une composante de ce type) peuvent étre librement fixés. On en dé-
duit Pexistence des chaines infinies incomparables™ d’automates cellulaires
Turing-universels extraits de ce treillis.

“Aucun élément de P'une des chaines n’est capable de simuler un quelconque élément
de 'autre chaine.
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Corollaire 15. [l existe des chaines infinies incomparables d’automates cel-
lulaires Turing-universels.

Démonstration. 11 suffit de considérer la suite (Zu X Zn)n en, et la suite
(Zux Zy X -+ x Z)
N————

n

e et la proposition 52 permet de conclure. ]

Avec les constructions établies en section 4.3, on peut formuler un ré-
sultat d’un autre type qui illustre aussi d’une certaine fagon la dispersion
des automates cellulaires Turing-universels dans le pré-ordre (AC7 jg) il
existe une chaine d’automates cellulaires Turing-universels de longueur w - 2
donc il existe un automate cellulaire Turing-universel & distance infinie du
haut et du bas de ce pré-ordre.

Corollaire 16. [l existe une chaine pour << de longueur w - 2 d’automates
cellulaires Turing-universels.

Démonstration. 1l suffit de choisir A,, = Z, X -+ X Z, pour tout n € Ny et
—_———

n
X

A, = Z, pour la premiere moitié de la chaine (d’apres les propositions 52
H
et 49), puis le corollaire 10 page 108 assure l’existence de la deuxieme moitié

X
car Z, n’est pas <<-universel (proposition 49). O
! <



140 CHAPITRE 4. HIERARCHIES ET UNIVERSALITES




Perspectives

gresser dans certaines voies déja présentes dans la littérature (notam-

ment les structures de pré-ordres de simulation), mais aussi de nous
pencher sur des problématiques nouvelles. Nous présentons ici les directions
qui nous semblent les plus intéressantes pour la poursuite de nos travaux,
en essayant de formaliser a chaque fois des questions précises (plus ou moins
ambitieuses) au coeur des problemes envisagés.

I ES recherches menées au cours de notre thése nous ont permis de pro-

Automates cellulaires typiques Une partie de nos travaux est consa-
crée a la caractérisation des propriétés macroscopiques des automates cellu-
laires typiques d’une certaine classe d’automates (ou de I’ensemble des au-
tomates cellulaires). En particulier nous avons montré que des choix simples
dans la facon de générer un automate cellulaire au hasard permettent de
garantir presque sirement certaines propriétés par ailleurs indécidables : les
automates cellulaires captifs sont presque tous intrinsequement universels.

Si 'on adopte un instant le point de vue de la modélisation du monde
réel, cette approche ameéne des résultats « positifs » qui contrastent forte-
ment avec I'indécidabilité omniprésente dans les automates cellulaires, c’est
a dire 'absence profonde de méthode de prédiction systématique et exacte
des comportements. En effet, pour le modélisateur, connaitre les propriétés
typiques d’une classe d’automates cellulaires permet de limiter la recherche
du « bon » modele a un certain ensemble de candidats avec la garantie que
les propriétés macroscopiques recherchées seront présentes dans la plupart
d’entre eux.

Ceci motive I'étude de classes comme les automates cellulaires captifs,
mais également la recherche des propriétés typiques des automates cellulaires
en général. La premiere question qui se pose, au vu des résultats sur les
automates captifs, est celle de la densité de I'universalité intrinseéque dans
les automates cellulaires.

» Quelle est la valeur de Aycy (Py) (si elle existe) ?

141
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Cette question est étroitement liée a 1’étude de l’ensemble des sous-
automates enfouis des automates cellulaires typiques. Nous avons montré
qu’un automate cellulaire typique est localement sans structure (proposi-
tions 11 et 12), mais cela ne donne aucune information sur sa structure a
différentes échelles, i.e. sur 'apparition éventuelle de sous automates enfouis
associés a des parametres de groupage non triviaux. Ce questionnement est
au coeur de la compréhension du modele des automates cellulaires car c’est
une facon de se demander comment des structures spatiales peuvent appa-
raitre dans le temps alors que le fonctionnement local, ou « immédiat », est
totalement non structuré. Ils nous parait important d’étudier les automates
cellulaires typiques a I’égard de cette problématique et cela rejoint la ques-
tion de la valeur de Ayg, (P,), mais on peut également chercher a construire
des automates cellulaires particuliers qui évitent un certain type de struc-
ture & toutes les échelles™, voire toutes les structures non-triviales & toutes
les échelles.

» Existe-t-il un automate cellulaire A tel que, pour tous parametres
m,t,z, on a AS™HF> & P ?

En dehors de 'universalité intrinseque, I’observation de nombreux dia-
grammes espace-temps d’automates cellulaires captifs générés aléatoirement
suggere qu’ils partagent presque tous des propriétés de nature dynamique
qui les distinguent nettement des automates cellulaires quelconques tirés au
hasard. Il s’agit selon nous de propriétés qui caractérisent le comportement
de ces automates sur 1’ensemble des configuration initiales (ou sur un en-
semble de mesure 1) et non pas sur un sous-ensemble négligeable comme
dans le cas des sous-automates enfouis.

» Les automates captifs sont ils presque tous dans la classe To ? Et
les automates cellulaires en général sont ils majoritairement dans la
classe T3 ?

Plus généralement, si le formalisme des sous-automates enfouis permet
de capturer les comportements potentiels d’'un automate cellulaire donné,
c’est a dire ceux obtenus lorsqu’on se restreint a un certain ensemble de
configurations initiales bien structurées, il reste a mieux comprendre com-
ment certains sous-automates enfouis « émergent » a partir de presque toutes
les configurations initiales.

Automates cellulaires captifs S’ils illustrent par plusieurs propriétés
intéressantes notre étude des représentations syntaxiques, les automates cel-
lulaires captifs constituent également une classe intéressante en soi. En effet,

"Dans [57], des résultats dans ce sens sont obtenus mais avec une notion de changement
d’échelle restreinte.
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la propriété prison (qui caractérise la classe) définit une contrainte « natu-
relle » sur la fagon dont les automates cellulaires peuvent calculer : les états
sont déplacés, dupliqués ou effacés, mais ne renferment aucune information
composite. Les « calculs » effectués par automates cellulaires captifs reposent
donc entierement sur un codage de 'information dans ’agencement spatial
des états. Ainsi, l'arité (i.e. 'espace dont dispose un automate pour le sto-
ckage local d’information) se présente comme un facteur déterminant pour
les automates cellulaires captifs.

» En dimension 1, quelle est l’arité minimale d’un automate cellu-
laire captif intrinséquement universel ?

Par ailleurs, comme nous ’avons vu, le théoreme de Rice sur les en-
sembles limites n’est plus vérifié par les automates cellulaires captifs, no-
tamment car la surjectivité devient une propriété de l’ensemble limite (et
est décidable en dimension 1). Dans [42], J. Kari conjecture que la surjecti-
vité est essentiellement la seule propriété de ’ensemble limite décidable (en
dimension 1) & alphabet fixé. Les automates cellulaires captifs offrent un
cadre naturel pour étudier cette question.

Enfin, nous avons montré que les automates cellualires captifs réver-
sibles étaient tres contraints (ils possedent un inverse captif et conservent
lalphabet des configurations). Cela pose naturellement la question de la
décidabilité de cette propriété (en dimension 2) ainsi que de la surjectivité.

Structure des pré-ordres de simulation Nous avons vu que les rela-
tions de simulation fournissent un cadre formel rigoureux pour I’étude de
notions de complexité d’une part et de notions d’universalité d’autre part.
Mais elles induisent également une structure sur les automates cellulaires
importante en soi. En effet, les structures de pré-ordre de simulation consti-
tuent selon nous les objets naturels sur lesquels fonder une étude formelle
rigoureuse de la problématique de la classification des automates cellulaires,
omniprésente dans la littérature. Une premiere approche, pour étudier ces
pré-ordres, consiste a chercher quels type d’ordres induits elle renferment.
Si les objets que l'on classifie sont discrets, rien ne dit que les pré-ordres
obtenus le sont également.

» Est-ce qu’une relation parmi <, <<, X< et 2g possede un ordre
induit dense ?

Une autre question naturelle concernant les pré-ordres de simulation est
leur hauteur, qui représente 1’« étendue » maximale de complexité qu’il peut
y avoir entre un automate cellulaire « simple » et un automate cellulaire
« complexe ». Pour cela, on cherche a construire des chaines croissantes
d’automates cellulaires les plus longues possibles : nous avons construit une
chaine de longueur w -2 (par ailleurs constituée uniquement d’automates
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Turing-universels) mais nous conjecturons que la hauteur des pré-ordres de
simulation est bien plus importante. Cependant, ’obtention de telles chaines
repose sur des résultats négatifs (un certain automate est incapable d’en
simuler un certain autre) souvent difficiles a obtenir. Nous envisageons alors
deux pistes pour construire des chaines croissantes « longues » :

(i). G. Lafitte donne dans [49] une notion d’ordinal reconnaissable par au-
tomate cellulaire. En 'adaptant pour en faire un parametre de com-
plexité pour une certaine relation de simulation, on peut espérer trans-
férer la taille des ordinaux reconnus dans la longueur de certaines
chaines d’automates cellulaires croissantes pour ce parametre.

X

(ii). la construction .f{l peut étre itérée a partir d’un automate cellulaire sans
jamais atteindre la classe maximum dans les pré-ordres de simulation.
On peut alors considérer des chalnes de la forme

x :
X X X X X
AAXA . A AXA . A . A
1 Hi Ha H1 H1

Ha
M

Dans ce deuxieme type de constructions, toute la difficulté consiste a
obtenir un automate métronome (ou un automate qui a la propriété de la
ligne de fusiliers) dont on peut garantir le comportement a partir de toutes
les configurations initiales. Ce type de questions n’a, & notre connaissance,
pas (ou peu) été étudiée dans la littérature. Outre la construction de chaines,
I’obtention d’un automate métronome « controlé » dans tous les aspects de
sa dynamique a des conséquences importantes pour la relation de simulation
=<r. En effet, nous avons démontré (mais ce résultat ne figure pas dans cette
theése) que s’il existe un automate cellulaire métronome dont la complexité
limite (parametre py) correspond a la classe C' d'une hiérarchie admissible
b, alors il existe un automate cellulaire intrinsequement universel dont la
complexité limite correspond a la méme classe C dans la hiérarchie b.

» Quelle est la complexité limite minimale d’un automate cellulaire
intrinsequement universel 2 Nous conjecturons qu’il existe un auto-
mate cellulaire intrinsequement universel au langage limite récursif
donc que py n’est pas un parametre de complexité pour <.

Pour revenir sur la structure des préordres de simulation, notre étude
de la construction py transformant tout automate cellulaire en automate
cellulaire captif suggere que la structure du pré-ordre < sur ’ensemble des
automates cellulaires peut étre plongée dans un sous-ensemble de classes
d’équivalence qui contiennent chacune un automate cellulaire captif. Si ce
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sous-ensemble est strict, on peut voir un tel plongement comme une propriété
d’auto-similarité.

» Peut-on injecter la structure ordonnée (AC, j) dans (ACc, j) pour
une certaine relation de simulation (par exemple <) ?

» Quelles sont les classes d’équivalence associées a =c (ou d’autres
relation de simulation) qui ne contiennent pas d’automate cellulaire
captif ¢

Universalités L’effort de formalisation de la notion de simulation mené
progressivement dans la littérature a permis de distinguer nettement la (ou
les) notion(s) d’universalité pour le calcul Turing d’un autre type d’uni-
versalité, plus fort, intrinseque au modele des automates cellulaires et par-
faitement formalisé : les classes formant un maximum global dans les pré-
ordres de simulation. Jusqu’alors, ’étude de ce type de notions était limitée
a 'universalité intrinseque telle que nous 'avons définie au chapitre 1. En
introduisant de nouvelles relations de simulation, nous avons étés amenés a
étudier plusieurs notions d’universalité. Il reste & mieux caractériser celles-ci
(notamment la <<—-universalité), comment elles different de 'universalité
intrinseque (associée & <c), et a exhiber des automates (s’ils existent) qui
sont universels pour une simulation sans 1’étre pour une autre.

Par ailleurs, la relation <4 differe fondamentalement des autres car elle
dépend du comportement des automates cellulaires sur I’ensemble des confi-
gurations initiales et non pas seulement un sous-ensemble comme c’est le
cas pour <, =< ou =¢. En cela, I'existence éventuelle d'un automate <<-
universel revét une signification particuliere : il s’agirait d’un automate qui,
sur toute configuration initiale, reproduit simultanément le comportement
de tous les automates cellulaires (chacun & partir d’une certaine configura-
tion initiale). Ainsi, si 'on considére 'automate <<-universel sur une confi-
guration initiale univers (par exemple sur une configuration initiale aléatoire
pour la mesure uniforme), alors le diagramme espace-temps obtenu contient,
a coloriage et changement d’échelle pres, toutes les portions finies de tous
les digrammes espace-temps possibles de tous les automates cellulaires.

» Eziste-il un automate cellulaire <<-universel ¢ Les automates cel-
lulaires << -universels sont-ils tous intrinséquement universels ¢ Les
automates cellulaires qui capturent toutes les dynamiques cellulaires
sont-ils << -universels ¢ Nous conjecturons que les trois réponses
sont négatives.

Si ’on cherche a mieux caractériser la ou les notions d’universalité asso-
ciées a des pré-ordres de simulations, il est notamment important de disposer
de conditions nécessaires. Dans cette optique, le parametre de complexité
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de communication nous semble constituer un outil intéressant pour montrer
que certains automates ne sont pas universels. Alors que la borne supérieure
sur le nombre d’états nécessaire a un automate cellulaire unidimensionnel
de rayon 1 a été récemment réduite a 6 états par N. Ollinger [74], on ne sait
toujours pas si 2 états sont suffisants.

» Quelles sont les valeurs du paramétre pe, pour les automates 54,
110 ou 73 dans la notation de S. Wolfram pour les automates cellu-
laires unidimensionnels a 2 états de rayon 1 7

Il nous parait également intéressant, pour mieux comprendre la notion
dans son ensemble, de considérer des notions d’universalité « relatives »,
c’est a dire des automates qui sont des maximums « locaux », capables de
simuler tous les automates d’une certaine classe. Par exemple, il existe des
automates réversibles « universels » pour les automates cellulaires réver-
sibles. Une notion similaire d’universalité « relative » peut étre envisagée
pour la classe des automates cellulaires surjectifs.

» L’idéal des automates cellulaires surjectifs est-il principal pour
certaines simulations lorsque le réseau est Z ¢

Une réponse positive a cette question fournirait un exemple de différence
de structure dans les pré-ordres de simulation suivant la dimension du réseau
de cellules.
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