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INTRODUCTION GENERALE

Cette these a été effectuée a I'Institut National Polytechnique de Grenoble
(INPG) au sein du Laboratoire d’Electrotechnique de Grenoble (LEG). Les
axes de recherche du LEG concernent la majorité des thémes actuels du
Génie Electrique que sont les modeles de matériaux et leurs applications, la
modélisation, la  conception et loptimisation des composants
électromagnétiques et des systemes électriques, Iélectronique de puissance

ainsi que les microsystemes.

Aujourd’hui, face a laugmentation constante de la demande en terme de

performances des composants électromagnétiques, I'industrie a de plus en

plus recours aux outils de simulation numérique, ceci avant toute phase de

fabrication. Il est donc nécessaire de proposer des outils de modélisation de

plus en plus précis et de plus en plus fiables. C’est une des problématiques de

Péquipe « modélisation et CAO en électromagnétisme » du LEG et c’est dans
q g

ce cadre que se situent ces travaux.

Les outils de simulation d’aujourd’hui sont devenus treés performants graces,
d’une part, aux avancées technologiques des machines (vitesse d’exécution,
mémoire allouée), et dautre part, aux développements de modecles

numériques de plus en plus adaptés aux problémes rencontrés.

Les méthodes numériques les plus connues sont la méthode des intégrales de
fronticre (BEM), la méthode des différences finies (FDM) et la méthode des
¢léments finis (FEM). Parmi toutes ces approches, la méthode des éléments
finis est considérée comme la plus adaptée pour la modélisation des
phénomenes électromagnétiques en basse fréquence. La notion «basse
fréquence » peut étre comprise quil n’y ait pas de phénomeéne de propagation

de T'onde électromagnétique dans le dispositif simulé. Autrement dit, la

13



Introduction générale

longueur d’onde est grande par rapport a la longueur caractéristique du
dispositif. Cependant, en travaillant dans la gamme de fréquence dite
intermédiaire, comme par exemple les fréquences de découpage utilisées en
électronique de puissance, il est nécessaire d’utiliser des formulations éléments

finis adaptées.

Au cours des années, I'expérience en simulation numérique accumulée au
Laboratoire d’Electrotechnique de Grenoble a été intégrée dans le logiciel
FLUX. Cette expérience a montré que la formulation en potentiel scalaire
magnétique est bien adaptée a la modélisation des dispositifs
électromagnétiques complexes associant des lois de comportement non
linéaires, du mouvement et le couplage avec des équations de circuit. En
prenant quelques précautions supplémentaires, cette formulation présente un
intérét économique remarquable en minimisant le nombre d’inconnues
utilisées. I’amélioration de cette formulation en potentiel scalaire magnétique
pour modéliser des dispositifs industriels est la ligne directrice de ces travaux

de these.
Olbyjectif de ce mémoire :

11 s’agit de développer des formulations électromagnétiques 3D adaptées a la
modélisation des dispositifs fonctionnant en fréquences élevées. En
particulier, ces dernicres doivent permettre la simulation de dispositifs intégrés
innovants de plus en plus présents dans le monde industriel. Dans ces
travaux, nous nous sommes focalisés sur la modélisation de transformateur
planars qui offrent, comme nous le verrons, de nouvelles possibilités en
électronique de puissance. Pourtant, Papproche développée dans ces travaux
de these est tres générale et peut-étre adaptée pour la modélisation d’une large

gamme d’autres dispositifs.

14



Introduction générale

Structure de ce mémoire :

Ce mémoire est décomposé en 3 chapitres. Le premier chapitre est dédié a la
présentation des formulations éléments finis existantes. Dans cette partie, la
formulation en potentiel scalaire magnétique sera largement détaillée. Un
probléeme inhérent a cette formulation et connu sous le nom de probleme de
connexité sera présenté. Ce probleme nécessite la création de coupures dans
les circuits magnétiques fermés. Au début de nos travaux de these cette
coupure, dans le logiciel FLUX, devait étre effectuée manuellement par
I'utilisateur. Ceci limitait donc lutilisation des formulations en potentiel
scalaire magnétique aux utilisateurs experts et en cas de géométrie trop
complexe rendait son utilisation problématique. e chapitre se conclura donc
sur la nécessité d’automatiser ce processus de génération de coupure pour

assurer une utilisation fiable de ces nouvelles formulations.

Le développement d’un outil qui détecte la connexité d’un circuit magnétique
de géométrie complexe constitue la premiére partie du deuxieme chapitre. Les
méthodes de création automatique de coupure rencontrées dans la littérature
seront ensuite présentées. Enfin, nous proposeront une nouvelle approche,
basée sur le «gonflement des circuits magnétigues» et discuterons de son
implémentation dans le logiciel FLLUX. Ses potentialités seront discutées et
confrontées avec celles des méthodes plus classiques. Cette approche sera

testée avec succes sur des cas test industriel.

Le dernier chapitre sera consacré a l'utilisation de la formulation en potentiel
scalaire dans un gamme de fréquence dite intermédiaire (de quelques kHz
jusqu’au Mhz). 11 s’agit ici de la prise en compte des pertes générées par effet
de proximité dans les conducteurs des dispositifs d’électronique de puissance.
Bien que les capacités des machines de calcul aient considérablement
augmentées ces derni¢res années, le calcul de ces pertes, faisant intervenir des
épaisseurs de peau tres petites associées a des géométries 3D est encore tres
problématique et conduit a des problemes dont les tailles de maillage

explosent. Nous utiliserons donc le concept de perméabilité complexe qui

15



Introduction générale

donne un résultat tres satisfaisant tout en gardant un colt de calcul tres
attrayant. Diverses méthodes de détermination de la perméabilité complexe
sont détaillées. Celles-ci pourront étre couplées ou non avec des techniques
d’homogénéisation. Elles seront validées sur plusieurs profils du conducteur
(ronds, rectangulaires,...). II nous sera alors possible de modéliser des

dispositifs en 3D dont la simulation était jusqu’a ’heure actuelle inaccessible.

16
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Ce chapitre est destiné a présenter quelques formulations existantes pour la
résolution des problémes électromagnétismes par la méthode des éléments
finis. Nous allons évoquer, de manicre tres rapide, les formulations basées sur
le potentiel vecteur magnétique avant de passer de facon plus détaillée aux
formulations basées sur le potentiel scalaire magnétique. Les travaux de these
précédents sut ces sujets au Laboratoire d' Electrotechnique de Grenoble ont
montré l'intérét que présentaient les formulations basées sur le potentiel
scalaire magnétique par rapport a celle utlisant le potentiel vecteur
magnétique [Lefloch, 2002] [Luong, 1997]. En effet, moyennant quelques
précautions d'utilisation, ces formulations s'averent étre précises, économes
en place mémoire et en temps calculs. En outre, elles sont bien adaptées aux
systtmes comprenant des parties mobiles, des régions minces tout en

permettant un couplage avec les circuits électriques d'alimentation.
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Chapitre 1 : Formulations tridimensionnelles éléments finis pour le calenl des champs électromagnétiques

1  Les équations de Maxwell

1.1 Probléme type et équations.

Nous définissons un probleme type, présenté sous la forme d'un ensemble
d'objets (ou de régions) classiquement rencontrés dans les problemes réels. 11
sagit de l'air (€2y), de régions magnétiques (€2;), de conducteurs bobinés
alimentés en courant ou reliés a un circuit électrique, de parties conductrices
massives (o) alimentées ou non. Ces objets peuvent étre simplement
connexes ou non. Les relations entre les grandeurs physiques, comme les
champs électriques et magnétiques, sont gouvernées par les équations de
Maxwell et les lois de comportement des matériaux. En basse fréquence (nous

ignorons les courants de déplacement), nous avons :

Loi d'Ampere :

rot H=J+J (1.1.1)
Loi de Faraday :

rot E = _B (1.1.2)

dt

Divergence nulle de l'induction

divB = 0 (1.1.3)

avec

E : champ électrique

H: champ magnétique

B: induction magnétique

J: densité de courant induit

Js : densité de courant des conducteurs bobinés
(dont le profil est connu)

19



Chapitre 1 : Formulations tridimensionnelles éléments finis pour le calenl des champs électromagnétiques

Qc
fc, 0

Figure 1. Probleme type

Ces équations sont associées aux relations constitutives des matériaux. Dans
le cas le plus général, ces relations sont anisotropes, non linéaires et

hystérétiques. Dans le cas de matériaux isotropes les relations s'écrivent sous

la forme :
B =uH+B, (1.1.4)
D = oE (1.1.5)

ou p est la perméabilité du milieu, o la conductivité et B, l'induction

rémanente présente dans les aimants permanents.
1.2 Conditions aux limites.

Sur certains plans de symétrie ou au bord du domaine d'étude, l'une des deux
p Yy s

conditions aux limites suivantes s’applique :

Blz=0 surI’, (1.1.6)
Hxn=0 surI', (1.1.7)

Les équations ci-dessus décrivent de manicre générale les phénomenes
d’électromagnétisme. Leur résolution directe est cependant difficile a cause de
la discontinuité des grandeurs physiques a l'interface des régions de natures

physiques différentes. Une solution consiste a utiliser une variable d'état

20



Chapitre 1 : Formulations tridimensionnelles éléments finis pour le calenl des champs électromagnétiques

secondaire, le potentiel, pour approximer la solution exacte. Ce dernier est

quant a lui continu.

II existe deux grandes familles de formulations utilisant des potentiels : les
formulations "électriques” utilisant le potentiel vecteur magnétique et le
potentiel scalaire électriques et les formulations "magnétiques" a base de
potentiels scalaires magnétiques et de potentiel vecteur électrique. Bien que
tres développée et utilisée, nous n'allons pas détailler la formulation en
otentiel vecteur magnétique, mais simplement évoquer quelques points

tentiel t gnétique, pl t quer quelq point
particuliers de cette dernicre. Nous détaillerons ensuite les formulations

utilisant le potentiel scalaire magnétique.
2 Formulation en potentiel vecteur magnétique.

Cette formulation est basée sur l'existence d'un potentiel vecteur A issu de

l'équation div B = 0 et tel que :

B=rrA (1.2.1)
Ce potentiel vecteur magnétique A tel que défini n'est pas unique. Pour
assurer l'unicité de la solution, il est nécessaire d'imposer une contrainte

supplémentaire. La plus employée est la jauge de Coulomb :

div A=0 (1.2.2)
Cette formulation est tres employée en deux dimensions ou elle donne
d'excellents résultats. Il a paru naturel de I'étendre aux cas tridimensionnels.
Elle exprime de fagon trés naturelle le couplage avec les équations de circuit et
ne posent aucun probleme de connexité (contrairement aux formulations
utilisant les potentiels scalaires magnétiques, comme nous le verrons plus
loin). Sous sa forme discrétisée, elle utilise généralement des éléments finis
d'arétes, bien adaptés aux grandeurs physiques manipulées, et moyennant une
écriture adaptée des sources de courant, elle permet de retrouver avec justesse
et précision les champs électromagnétiques [Ren, 2002]. Cependant cette

formulation, qui nécessite une inconnue vectorielle dans tout l'espace (le
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Chapitre 1 : Formulations tridimensionnelles éléments finis pour le calenl des champs électromagnétiques

potentiel A) reste couteuse en place mémoire et temps calcul. Par ailleurs elle
nécessite quelques précautions dans le cas pieces en mouvement, en
particulier dans les cas ou une interpolation de maillage est nécessaire [Dreher,

1994] [Luong, 1997] [Le Floch, 2002].

En pratique, des travaux précédents au LEG ont montré qu'il était difficile de
modéliser des dispositifs complexes (incluant conjointement du mouvement,
des non linéarités, des régions massives conductrices, un couplage avec les
équations de circuit, etc.) avec cette formulation [Golovanov, 1997]. Clest
pour cette raison que la piste utilisant le potentiel scalaire magnétique a été
explorée, en dépit du fait que, dans ce dernier cas, des problemes de
connexités doivent étre résolus. Nous allons expliciter ceci dans le paragraphe

suivant.
3  Formulation en potentiel scalaire magnétique

Pour faciliter la compréhension, nous allons diviser le probléme en deux sous
problémes : formulation sans prise en compte des courants de Foucault et
formulation avec prise en compte des courants de Foucault. Comme nous le
verrons, les deux formulations se basent sur l'utilisation d’un potentiel vecteur

source Ty.
3.1 Formulation T ¢

Dans cette partie, nous considérons un domaine dépourvu de régions
conductrices massives (sicge du courant de Foucault). Le probleme se
compose de régions magnétiques non conductrices (domaine ), d'air
(domaine ) et de bobines alimentées par des courants I, connus (ou densité

de courant Js).
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Chapitre 1 : Formulations tridimensionnelles éléments finis pour le calenl des champs électromagnétiques

J

Figure 2. Définition du probleme sans régions massives conductrices
3.1.1  Régions non conductrices
Dans l'air et dans les régions ferromagnétiques isolantes, nous avons :
rot H=0 (1.3.1)
div B=0 (1.3.2)
De I'équation (1.3.1), nous en déduisons l'existence d'un potentiel scalaire

magnétique ¢ tel que :

H =-grad ¢ (1.3.3)
Contrairement au potentiel vecteur magnétique, l'unicité de ce potentiel
scalaire est facile a obtenir. Il nous suffit de fixer le potentiel en un point de
référence car les grandeurs sous l'opérateur gradient sont égales a une
constante scalaire pres. Ce point de référence est souvent choisit a l'infini ou

le potentiel est naturellement imposé a zéro.

3.1.2 Prise en compte des sonrces de courant (Js # 0)

Nous introduisons un potentiel auxiliaire Ty défini dans un domaine Q,
comprenant les bobines [Kladas ez a/, 1992] [Biro ez al, 1993] [Luong, 1997]
[Le Floch, 2002]. Ce potentiel vérifie :

T, =3, (134)

Nous pouvons éctire la loi d'Ampere sous la forme :
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rot H=rot T, (1.3.5)

Ceci aboutit a l'existence d'un potentiel scalaire ¢ qui vérifie I'équation

suivante :

H=T,—gmuadyp (1.3.6)
qui exprime que le champ magnétique est réduit d’un terme grad(p) par

rapport au champ source To.

3.1.3  Choix dn domaine (2,

Js étant non nul uniquement dans les bobines, on peut imaginer limiter les
domaines Qp, aux seules bobines. En pratique, To doit étre défini dans un
domaine Qr, englobant chaque bobine parcourue par un courant I,. En effet,
imaginons le cas d'un domaine Ty limité 2 une bobine : nous pouvons définir
un contour C traversant la bobine et suivant lequel le champ magnétique

dériverait d'un potentiel total (voir figure suivante) :

Figure 3. Bobine et circulation du champ magnétique.

La circulation de H le long d'un contour C s'éctit alors :
[Har =]~ gud @ ar= 0 (13.7)
C C

alors que le théoreme d'Ampere s'écrit :
J' Hdl = l, (1.3.8)
C

ou 7 est le nombre de spires de la bobine.
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Pour éviter cette situation, plusieurs solutions peuvent étre mises en ceuvre,

comme par exemple :

- définir T, dans tout le domaine d'étude (air, bobines, régions

ferromagnétiques).

- définir T, dans des boites englobant les bobines (comme dans la figure ci-

dessous).

Figure 4. Domaine Qr, englobant une bobine.

La premicre solution, simple a mettre en ceuvre, consiste a réduire le champ
magnétique dans tout le domaine d'étude. Cependant, dans les régions de
forte perméabilité [Luong, 1997], ce champ peut étre mal calculé. Les
imprécisions surviennent car la faible valeur du champ dans ces régions est
obtenue par la soustraction des deux grandeurs T et grad (p) qui sont tres

proches.

La seconde solution présente l'inconvénient d'avoir a définir un domaine

particulier pour chaque bobine. Sa mise en ceuvre est donc plus complexe.

Si les régions ferromagnétiques sont simplement connexes, une solution
relativement simple consiste a choisit comme région Q. la région d'air Q,,
qui englobe alors I'ensemble des bobines. Le champ magnétique n’est pas
réduit dans les régions magnétiques afin de limiter les erreurs numériques.

Clest la solution retenue dans le logiciel FLUX3D.
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Dans le cas d'une bobine qui entoure un circuit magnétique fermé (non
simplement connexe), le domaine Q. limité a l'air, n'englobe pas la bobine.

Nous verrons plus loin comment procéder dans ce cas (paragraphe 3.4).

3.1.4  Egquations a résondre

Avec le choix précédent, nous exprimons le champ magnétique différemment

dans l'air et le fer suivant:

H=T,6 - gadp dans! air (1.3.9)
H =-grad ¢ dans le fer (1.3.10)
Ces équations permettent de vérifier rot H = J; partout. Pour assurer divB=0,

dans le cas d'un matériau magnétique défini par une relation isotrope B=p;H,

les équations a résoudre sont:

div( — p,grad ) = 0 dans les régions ferromagnétiques Q, (1.3.11)
div( u, Ty — p,grad p) = 0 dans lair Q (1.3.12)
3.1.5 Continuité de H,

Les équations (1.3.11) et (1.3.12), résolues "faiblement" par la méthode des
¢éléments finis, expriment la conservation du flux et de fait la conservation de
B, aux interfaces des différentes régions. H quant a lui est défini par deux
relations différentes (1.3.3) et (1.3.6) au sein des domaines définis avec ou
sans Ty (lair et les régions ferromagnétiques avec le choix que nous avons
proposé). A linterface de ces régions nous devons assurer la continuité de la
composante tangentielle du champ H. Elle est naturellement obtenue en

choisissant T tel que :

Ty X7 =0 sur 0Q, (1.3.13)
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3.1.6  Mise en euvre éléments finis

Nous pouvons discrétiser le probleme par la méthode des éléments finis
(MEF). La méthode nécessite un maillage de lair et des régions
ferromagnétiques. Par contre en ce qui concerne les bobines d'alimentation,
celles-ci peuvent étre définies indépendamment du maillage, la seule condition
¢tant de pouvoir calculer un champ T, source a partir de la définition
géométrique de ces dernieres (nous verrons dans le paragraphe suivant

comment calculer T).

Nous n'allons pas détailler la mise en ceuvre du systeme obtenu par la MEF,

cette derniere étant relativement classique. Avec des éléments finis nodaux et
des fonctions d'interpolation @; définis aux nceuds du maillage par morceau

sur chaque élément, le systeme matriciel obtenu prend la forme :

[sHe} ={c}

avec
S; = J;z gradQ; gradr ;dQ)

Q, = [ gradar pit, a0

Le systéeme matriciel obtenu est symétrique et nécessite la connaissance de T,

Nous détaillons ce point dans le paragraphe suivant.
3.2 Calculde T,

Rappelons le probleme posé : il s'agit de déterminer Ty tel que :

rot (To) = j, dans Q

T, %7 =0sur0Q, (L3519

Suivant la forme géométrique des sources, il existe différentes méthodes pour
le calcul de ce potentiel. Dans le cas de bobines de forme simple, Ty peut étre
exprimé analytiquement, comme l'llustre l'exemple ci-dessous. Nous sommes

en présence d'une bobine cylindrique et nous exprimons analytiquement un
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champ Ty qui vérifie les équations ci-dessus. L.e domaine de définition de T,

est limité a la bobine et au trou remplissant cette derniere.

Figure 5. Cas d'un calcul de To analytique.

Cependant, dans le cas général, T, ne peut pas étre exprimé aussi simplement
et sa détermination nécessite souvent des calculs numériques. Il existe de tres
nombreuses fagons de calculer T,. Citons en particulier les méthodes qui
représentent T avec des éléments finis d'arétes, avec un calcul utilisant une
technique d'arbre [Le Menach, 2000]. T, est alors déterminé dans tout

l'espace.

Nous présentons ci-dessous la méthode qui a été privilégié avec FLUX3D ou
le champ T est calculé avec des éléments nodaux, en limitant le calcul a la

région air.

T est calculé par l'intermédiaire du champ de Biot-et-Savart Hy (champ créé

par les bobines inductrices dans le vide). Ce champ vérifie:

rot Hy =g

. dans tout I'espace. (1.3.15)
dvH, = 0

Hj est différent de Ty puisque nous limitons le domaine de Ty a la région air

avec une condition Ty x n = 0 sur l'interface air - fer. Egalement, rotHp =

rotTy les deux champs Hy et Ty sont égaux a un gradient pres. Nous pouvons

donc définir un scalaire &g et écrire :
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H, - T, = grad(3p) (1.3.16)

La condition To x n = 0 sur l'interface Qo nous conduit a choisir & suivant :

H = gad(0@))xn =0 sur dQ, (1.3.17)

Hj est continu dans tout l'espace et peut étre exprimé aux nceuds du maillage
¢léments finis. &p est un potentiel scalaire qui est naturellement exprimé aux

nceuds. Nous détaillons dans ce qui suit les méthodes de calcul de Hp et &y.

3.2.1 Caleul de Hy

11 s’agit de calculer le champ source H, dans tout le domaine. Ce dernier peut
s'exprimer par la formule de Biot Savart. L.e champ en un point M créé par la

source de courant s’éctit :

1 (. (P)XPM

H =
ST RTSYTE

iQ (1.3.18)

Ou J_;(P) est la densité volumique de courant source [A/m3] et P est le point

d’interpolation. Un calcul analytique est trés intéressant pour une géométrie
simple de la bobine et pour un nombre limité de bobines. Le calcul est
toutefois effectué sur tout le domaine d'air, ce qui nuit 'aspect économique de

cette formulation quand nous avons un grand nombre de bobines.

Hj peut étre calculé numériquement en résolvant un probléme éléments finis

par la minimisation de :

(roz‘H 0] 5)2 dans tout I'espace (1.3.19)

Apres discrétisation par éléments finis, le calcul de H, nécessite la résolution
d'un systéme matriciel avec une inconnue vectorielle dans tout 'espace ce qui
trés couteux en place mémoire et temps de calcul. Toutefois, des travaux
récents ont montré que la résolution peut étre mené par la superposition de
trois systémes scalaires [Bui e 2/, 2006] ce qui réduit considérablement les

couts. Cette derniere solution, trés performante et économique sera
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privilégiée. H peut ainsi étre calculé et stocké aux nceuds du maillage

éléments finis.

3.2.2 Calenl de Op

Comme précédemment nous pouvons obtenir & par une minimisation et la
résolution d'un probléme éléments finis, afin de vérifier au mieux la relation

(1.3.16). En minimisant

(Ho = grad(08)? (1.3.20)

sur 8Q,, nous vérifions Ty x n = 0. Le calcul peut étre mené par la méthode
des éléments finis en utlisant le maillage surfacique de la région
ferromagnétique. Dans le cas des circuits magnétiques fermés, des précautions
patticulieres doivent étre prises si I'on souhaite définir To uniquement dans la
région air (cf paragraphe 3.4). Enfin notons qu'il est possible de minimiser
l'expression précédente dans la région ferromagnétique (en volume) et non

pas seulement en surface.
3.3 Formulation T- ¢ couplé circuit

3.3.1  Définition des to.

Dans ce qui précede nous avons supposé que les courants I, de chaque
bobine étaient connus. Nous plagons désormais dans la situation ou ces
courants ne sont pas directement imposés, mais résultent d'un couplage avec
des équations de circuits électriques. Pour chaque bobine £ alimentée, nous
définissons un potentiel #x qui correspond au champ source créé par un
courant unitaire (1 ampere). Dans le cas de bobines maillées la densité de
courant ji dans chaque bobine est imposée (c'est une fonction d'espace qui
décrit le bobinage), le calcul de #x peut étre déterminé en répondant aux

conditions suivantes :

rot (t - ) = Jor dans Q

to X7 =0sur0Q, (1.3.21)
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Le potentiel T, s’écrit finalement comme la superposition des différents

champs sources :

To= D Lty (1.3.22)
&

avec 1, : le courant de la bobine k.

Les expressions de H deviennent :
H =) Ity ~ gud$ danslair Q) (1.3.23)
3

H = —gud@ dans les régions ferromagnétiques (Q)) (1.3.24)

Comme pour Ty les grandeurs sources to. peuvent étre calculés selon :

Yo = h, — grad(09,) (1.3.25)

ce qui nécessite des pré-calculs hex et &, pour chaque bobine alimentée avec

1 ampere.

3.3.2 Relations courant - tension

Puisque les sources ne sont plus connues, mais gouvernées par un circuit
extérieur, il est nécessaire d'établir une relation entre les équations de champ
électromagnétiques et les équations de circuits électriques. Nous allons ainsi

rechercher une relation courant - tension pour les bobines.

Nous écrivons la relation entre la tension, le courant et le flux dans la £

bobine sous la forme :

ov,

U, =R, +
k Y

(1.3.26)

avec R la résistance propre de la bobine. Il nous reste a déterminer la relation
entre le flux Wy et le potentiel scalaire magnétique. En fait, nous utilisons le

fait que le flux dérive de la coénergie W’ [Luong, 1997] [Le Floch, 2002]:

31



Chapitre 1 : Formulations tridimensionnelles éléments finis pour le calenl des champs électromagnétiques

H
W= j j BAHAQ
Q0
(1.3.27)
_ 6W/': ow’ +%£W’
£oar,  al, oI, 0¢
. p=cte M I, =cte

Or le probleme est stationnaire avec les courants constants et le systéme
maximise la co-énergie. Cela conduit a 'annulation de la dérivée partielle de la

co-énergie par rapport au potentiel dans expression (1.1.3.27)

ow’
a ¢ I, =constante

Cela nous donne 'expression du flux

=0 (1.3.28)

H
= | =—— | B4Hd4Q (1.3.29)

= 6_H|:BdQ
oI,

Q

Avec les expressions de H dans lair et les régions ferromagnétiques,

l'intégration sera limitée au domaine Q,, puisque H ne dépend de I, que dans

ce domaine :
W, :ja—H[BdQ = ja—HEBdQ+ O 310
2 0I, QIOI,S QOGI,@
: : : (1.3.30)
= J-z‘% (BdQ2
o

Finalement la relation entre la tension, le courant et le potentiel scalaire s'écrit:

U, = R+ [1, ElgBdQ (1.3.31)
t
‘Qﬂ
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Avec l'air comme domaine Q, cette relation prend la forme :

U, = R+ [1, [:-Ia%{uo[z 1,4, — grad ¢Hd£2 (1.3.32)
2, &

Ces équations, associées aux équations de champ électromagnétiques et aux
¢quations de circuits extérieurs au domaine d'étude permettent la résolution
d'un systeme couplé. Voici par exemple le systeme matriciel obtenu, dans le
cas de N bobines alimentées en tension {U} = {U,U,,....... Uy} en régime

harmonique (pulsation w) :
A B P 0
, = . (1.3.33)
B R+C||I U/ jw
avece

A, = J.Q grada, [grad@ ,dQ

B, = _on grada, Uyt dQ

(1.3.34)
Ck/ = J’jo/ﬂoto/dQ

Qo
R, =R,/ jw

3.4 T,— ¢ etles circuits magnétiques fermés

Pour éviter le probléme de soustraction des deux grands nombres, nous
utilisons le potentiel scalaire total dans les régions ferromagnétiques de forte

perméabilité (€2,).

H =-grad ¢ (1.3.35)
Dans certains cas ces régions, comme les circuits magnétiques fermés, sont
non simplement connexes (elles possedent des trous) et sont traversées par
des courants. L'utilisation du potentiel total dans ces régions pose un
probleme de vérification du théoréeme d'Ampere, comme nous l'avons vu

dans le paragraphe (3.1.2).
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La ficure 6 illustre un circuit magnétique fermé et traversé par un courant
gu g

total I,

Chemin C Q

Courant lo

S]

Figure 6. Probleme de connexité

L'intégrale du champ H sur un chemin fermé C doit étre égale au courant
total qui traverse la surface formée par le contour C. Ceci est contradictoire
avec le fait que le champ dérive d'un potentiel total [Luong, 1997] [Le Floch,
2002].

La solution adoptée est d’autoriser une discontinuité de potentiel dans le
circuit magnétique grace a une coupure [Luong, 1997]. Sur cette coupure, une
couche d’éléments spéciaux est utilisée. Ces éléments peuvent étre décrits
comme des « éléments coque sans épaisseur a saut de potentiel » [Guérin,

1994].

Sur la coupure, les nceuds des éléments surfaciques sont dédoublés tout en
gardant les mémes coordonnées. La différence de potentiel entre les nceuds
en haut (h) et en bas (b) est destiné a prendre en compte la valeur du courant

qui traverse le circuit magnétique.

Pour continuer a utiliser la formulation To-¢ et faire intervenir un saut de
potentiel sur la coupure, nous allons modifier la formulation en exprimant
différemment les champs dans lair et dans le fer. En pratique nous allons

réduire partiellement le champ magnétique dans le fer et dans I'air :
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H=H, - gud¢ danslair (Q)
H =- grad p+ graddp dans le fer (Q)

avec
H, = Z o,
gradog = Z(gmd@klk
Chemin C Q
T+ ~ i Pah \

q t ‘l \ @ab 3‘:
Courant lo . i "
2) Lo ¢3h |
' RN - \ . ©2b '.p?)b,l

Figure 7. Coupure avec éléments surfaciques a saut de potentiel.

Cette écriture introduit donc une réduction partielle dans le fer. Nous
calculons 6¢ dans cette région (ou sur le bord de la région) en incluant la
coupure, ce qui rend le domaine de fer simplement connexe. (Tout se passe
comme si l'on était en présence d'un entrefer de dimension infinitésimale). Par

une minimisation éléments finis, nous déterminons &¢ tel que :

H, = grad(0¢) = 0 dans le fer (1.3.36)

Par conséquent compte tenu des expressions de champ précédentes, nous

assurons toujours la conservation de H, sur I'interface air — fer.

Par ailleurs si l'on integre H, le long d'un contour C qui fait le tour dans le
circuit magnétique entre deux points en vis-a-vis (indices h et b) sur la

coupure, nous avons en utilisant (1.1.3.30) :

[Hodr =08, -8, =, (13.37)
C
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Aussi, en choisissant ¢ continu a la traversée de la coupure, nous obtenons un
champ qui vérifie le théoreme d'Ampere. Les équations a résoudre, dans les

différentes régions sont alors :

div(, grad (@) — y, grad(0P)) = 0 dans Q, (1.3.38)
div(pu,H o = p,grad p) = 0 dans 1'air Q (1.3.39)
La mise en ceuvre éléments finis ne pose pas de difficulté particuliere, y
compris dans le cas d'un couplage avec les circuits électriques. En effet, nous

avons ’équation de couplage circuit :

ov
U, =R, +7% 1.3.40
£ £k a[ ( )
avec
W, :Ja—HEBdQ = Ia—HEBdQ+ O 310
Jar, Jor, oI

(1.3.41)
= jhOk BJQ + j 2adp, BdQ

Qo 1
Finalement, Pexpression de la relation tension-courant dans le cas d’un circuit

magnétique fermé s’écrit :

U, =r,1, + [hy 2Pa0+ grad o 280 (1.3.42)
£ 73 d é[ 0k 6f E)[ k& 6f

La formulation ci-dessus nécessite une réduction partielle du champ
magnétique dans le fer. Cependant, le fait de calculer ¢ dans le volume du fer
permet de conserver l'expression du champ sous la forme d'un gradient
continu. Voici, a titre d’illustration, le systeme matriciel obtenu avec cette
formulation dans le cas d'un couplage circuit (comme précédemment pour un

probléme comportant N bobines alimentées en tension) :

{A : Hq)} { O }
1 = ‘ (1.3.43)
B R+C||I| U/ jw
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avec

A, = L grada [grad@ ,dQ

B, =- gmdﬂl-ﬂohddﬂ—f gradd, fh graddp,,dQ
o o (1.3.44)
C/e/ = J‘hOIILIOtOI(dQ +J.ngrdd5¢/:ultode
Qo
R, =R, / Jw
En pratique les deux formulations peuvent coexister sans difficulté et
lintégration peut différer suivant la connexité de chaque région

ferromagnétique.

La configuration du circuit magnétique fermé est assez courante (cas des
transformateurs par exemple) et nécessite, pour des modélisations correctes
avec la formulation Tg—p, que l'utilisateur soit averti du probleme de

connexité et de la nécessité d’une coupure associcée.

ILa coupure du circuit magnétique n’est autre qu’un artifice pour respecter le
théoreme d’Ampere et nécessite une manipulation délicate au niveau de la
géométrie de la part de l'utilisateur du logiciel. C’est pour cette raison que
nous avons développé un algorithme capable de créer cette coupure de
maniére automatique et gérer les conditions associées. Nous détaillerons dans

le deuxieme chapitre tous les détails de cette automatisation.

Nous nous intéressons maintenant a la formulation qui tient compte de I'effet

de peau dans les conducteurs massifs.
3.5 Prise en compte des courants de Foucault

De nombreux auteurs ont déja traité ce probléme [Preston, 1982] [Biro ef 4/,
1993] [Luong, 1997] [Le Floch, 2002]. Nous allons rapidement décrire la
formulation T-T-¢ que nous utiliserons largement pour des validations (Cf le

chapitre 3 traitant de la perméabilité complexe).
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Rappelons le probléme type qui se compose de régions massives conductrices

(), de conducteurs bobinés, de régions ferromagnétiques non conductrices
, ) - L ) . . )

et d'une boite d'air. Les régions massives conductrices peut étre simplement

connexes ou non. Nous considérons tout d'abord le cas des régions massives

conductrices simplement connexes (sans trous).

FB\ FHl

Qc
pc, 0

Figure 8. Rappel du probléme type.
3.5.1 Régions conductrices simplement connexes.
Les formulations T-¢ décrites pour les régions non conductrices (bobines,

air, régions ferromagnétiques) s'appliquent directement en limitant le domaine

de calcul T a l'air.

Dans les régions massives conductrices, nous introduisons une loi de

comportement supplémentaire qui relie le champ électrique E a la densité de

courant J :
J=0oE
(1.3.45)
B=/H
L'équation de conservation du courant :
divd = 0 (1.3.40)

nous permet de déduire un potentiel vecteur électrique T tel que :
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rotT = J

1.3.47

Txn=0surdQ, ( )
Avec la condition T x n = 0 sur 0Qc nous assurons que la densité de courant
normale est nulle sur le bord de la région. Le champ magnétique H s'exprime

sous la forme :

H=T - guad/¢) (1.3.48)
La conservation de ¢ de a l'interface permet d'assurer la continuité de He. Une

jauge supplémentaire est nécessaite pour assurer 'unicité du couple (T,o) :
jaug P

dvT =0

Les équations résolues faiblement (avec la méthode des éléments finis) dans

cette région sont :

=)
rot E=——
dr (1.3.49)
dvB =0

Ces équations s'expriment en fonction des potentiels T et ¢ de la fagon

suivante :

0
wt (Lot (T = grad(§ )+ == u (T = grad9 )] =0
div (uT = p grad( @) = 0

Les éléments d’arétes sont privilégiés pour interpoler le potentiel vecteur

(1.3.50)

électrique T, car ces derniers permettent une représentation physique des
champs adaptée [Le Floch, 2002] et de ce fait permettent d’assurer la

condition aux limites T x n = 0 naturellement.

Dans les autres régions, nous utilisons directement les formulations
présentées pour les régions isolantes. Les conservations de B, et H, sont

assurées naturellement.
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3.5.2 Régions conductrices multiplement connexe

Considérons maintenant le cas d'une région massive conductrice non
simplement connexe (présence d'un ou plusieurs trous). Des courants
peuvent circuler autour des trous et par conséquent le champ magnétique
dans l'air doit étre réduit par rapport a ces courants, afin de respecter le

théoreme d'Ampere (pour des raisons identiques aux cas des bobines filaires).

Prenons le cas particulier d'une région conductrice avec un trou. Soit j,. une
densité de courant quelconque produisant un courant net de 1A dans le
conducteur (on peut choisir par exemple la solution électrocinétique) et t,. un

champ source qui vérifie :

rot(to) =/, (1.3.51)
Si nous appelons I le courant traversant le conducteur massif, nous pouvons

exprimer le champ magnétique H dans 'air et le conducteur suivant :

H=T,+t I —gud(¢ ) dansQ,

(1.3.52)
H=T+t, I —gud(¢ ) dansQ,

ou T est le champ source des bobines. Ces relations nous permettent de

respecter le théoreme d'Ampere si nous intégrons H le long d'un contour

fermé entourant le conducteur massif. Par ailleurs, la conservation de H, est

assurée en imposant Ty x n = 0 sur 0Q..

Nous avons supposé qu'aucune bobine ne traversait le conducteur massif,
sans quoi il est nécessaire de réduire le champ H par rapport a T dans ce

dernier. Nous éctrivons alors dans ce cas :

H=T+T,+t I — grad(@) dansQ_ (1.3.53)

Une autre solution consiste a introduire une coupure comme cela a été

présenté pour les circuits magnétiques fermés.
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ILa densité de courant dans le conducteur massif s’écrit (y compris dans le cas
ou l'on réduit par rapport a T, puisque rotT, est nul dans le conducteur

massif):

J = rnflT +1, roft ) (1.3.54)

Comme précédemment, la condition T x n = 0 sur 0Qc assure que la densité

de courant normale est nulle sur le bord de la région puisque par définition

rot t,..n = j,..n = 0 sur 0Q .

I. étant inconnu, nous devons établir une relation supplémentaire de type
n : n : LM

courant-tension" pour le conducteur massif. Nous pouvons montrer qu'il est
possible d'établir cette dernicre grace a I’équation suivante [Meunier e al,

1998):

I i e+t 9B (1.3.55)
Qc Qc dt

La détermination des t

ocC

nécessite une pré-résolution. Il est possible de
systématiser ces calculs en choisissant la solution électrocinétique, solution qui
a été retenue dans le logiciel FLUX. Prenons le cas d’'une spire massive
conductrice : ]a solution électrocinétique peut étre obtenue en imposant une
différence de potentiel électrique imposée sur une coupure du circuit. Si le
conducteur massif possede 7 trous, # résolutions électrocinétiques (et donc #
coupures) seront nécessaires [Meunier ez al, 1998]. Comme dans le cas des
circuits magnétiques fermés, il est donc nécessaire que l'utilisateur crée des
coupures (qui ne seront cependant utiles que pour le probléeme
électrocinétique et pourront étre ignorées lors de la résolution du probleme
électromagnétique). Cette étape peut étre automatisée de la méme fagon que

pour les circuits magnétiques.

Cette formulation se couple sans difficulté avec les formulations précédentes,
en particulier lorsque nous sommes en présence de couplage avec les

¢quations de circuits des conducteurs bobinés. Enfin, il est également possible
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de prendre en compte des conducteurs massifs couplés circuit [Meunier e a/,

2003].
4 Conclusion

Nous avons abordé, de maniére succincte, les formulations en potentiel
vecteur magnétique A et en potentiel scalaire magnétique @. Chaque
formulation présente des avantages et des inconvénients. La formulation en
potentiel vecteur magnétique A est assez directe pour sa mise en équation et
décrit naturellement le couplage avec les circuits électriques d’alimentation.
Cependant elle est trés gourmande en termes de mémoire et en temps de
calcul compte tenu de son inconnue vectorielle dans tout le domaine d’étude.
En outre, elle présente quelques difficultés de mise en ceuvre dans des
systemes complexes, incluant le mouvement et les non linéarités par exemple.
Pour ces raisons, nous avons privilégié la formulation utilisant le potentiel

scalaire magnétique.

Cette dernicre, utilisée avec un potentiel source nodal T, est trés attrayante
sur le plan de I'effort de calcul. Elle ne nécessite qu’une inconnue par nceud
dans lair et les régions magnétiques, y compris lors des pré-calculs de T,,.
Cependant, nous avons montré que cette formulation demande quelques
précautions de la part de I'utilisateur. En effet, en présence de géométries non
simplement connexes, comme dans le cas des circuits magnétiques fermés ou
encore de circuits massifs conducteurs présentant des trous, une solution
intéressante consiste a effectuer des coupures afin de pouvoir résoudre
correctement les équations de champ. Si la mise en ceuvre pratique des
formulations en présence de coupures ne présente pas de difficulté
particuliere, la création préalable de ces dernicres est un obstacle majeur a une
utilisation conviviale des logiciels. En effet, il est peu réaliste de demander a
un utilisateur de définir des coupures dans sa géométrie, ne serait-ce que parce
que ce dernier n’a pas nécessairement connaissance de la formulation utilisée.

Pour cette raison, il apparait indispensable que des outils automatiques de
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détection capables d’évaluer si des coupures sont nécessaires et de réalisation
de ces dernieres soient mise en ceuvre. Clest I'objet du chapitre II qui se

focalise sur le cas fréquent des circuits magnétiques fermés.

Par ailleurs, nous avons montré qu’en présence de régions massives
conductrices, un potentiel vecteur (le potentiel vecteur électrique T) est
nécessaire pour établir les formulations magnétodynamiques 3D (lorsque I'on
utilise le potentiel scalaire magnétique). La présence d’une inconnue
vectorielle peut devenir rapidement pénalisante en temps calcul et place
mémoire, limitant ainsi les possibilités de simulation. Par exemple, prendre en
compte les effets des courants induits avec la formulation T-¢ dans une
bobine filaire est a lheure actuelle irréalisable car cela nécessite une
discrétisation par éléments finis incompatible avec les moyens de calcul
disponibles. Or dans certains cas particuliers, comme celui des bobines
filaires, une approche alternative beaucoup moins couteuse utilisant une
perméabilité complexe peut étre envisagée [Joan, 2003]. Cette technique fait

I'objet d’un développement détaillé au cours du chapitre I11.

En conclusion, la formulation proposée dans ce chapitre, augmentée par les
développements que nous proposons aux chapitres II et III, permet
d’envisager des simulations jusqua présent inaccessibles, sur un grand
nombre de dispositifs, allant du composant en électronique de puissance

jusqu’au transformateur de puissance.
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Nous avons vu dans le chapitre précédent que lutilisation du potentiel
scalaire magnétique total dans un circuit magnétique fermé entouré par un
courant total non nul pose un probleme de connexité. La solution adoptée est
d’autoriser une discontinuité du potentiel dans le circuit magnétique grace a

une coupure.

Cependant, la définition manuelle de ces coupures n’est pas aisée dans les cas
ou les géométries des circuits magnétiques et des inducteurs sont complexes.
La difficulté réside dans la détection de la connexité des circuits magnétiques
puis, dans la définition manuelle des coupures lors de la description de la
géométrie. L’utilisateur d’un logiciel de modélisation a vocation industrielle ne
désire généralement pas étre confronté a cette problématique de génération de
coupure. L’utilisation des formulations en potentiel scalaire magnétique
nécessite donc le développement d’outl rendant, pour [Iutilisateur, la

génération de coupure completement transparente.

Nous proposons donc, dans ce chapitre, un outil de génération automatique
de coupure. Nous allons dans la premicre partie, aborder la détection de la
connexité d’'un circuit magnétique grace a un outil mathématique nommé
caractéristique d’Euler-Poincaré. Cet outil statue sur la nécessité de créer une

couputre ou non.
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Une fois que la connexité d’'un circuit magnétique est connue, nous allons
mettre en ceuvre un algorithme de création automatique de coupure. 11 existe
dans la littérature plusieurs méthodes pour créer automatiquement cette
coupure. Nous allons détailler pour chaque algorithme, leurs points forts et
leurs inconvénients. Finalement, en fin de chapitre, nous présentons notre
contribution a la génération de coupure automatique. Les avantages de notre
méthode seront détaillés et nous terminerons cette partie par des exemples de

coupure automatiques générés sur des problemes complexes.
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1 Détection de la connexité

Cette partie présente un outil mathématique permettant la détection de la
connexité d’un objet géométrique : Le critere d’Euler-Poincaré. 1) utilisation de
ce critere nécessite quelques notions de base sur la représentation des objets
dans I'espace. Ces notions sont présentées dans un premier temps. Nous nous
intéressons ensuite a la mise en oeuvre du critére lui-méme. Cette partie sera

illustrée par de multiples exemples didactiques.
1.1 Généralités

1.1.1 Points, lignes et faces

Par définition, un point est un objet mathématique de dimension zéro. Une
ligne est un objet mathématique de dimension 1. Une lighe n’a pas
d’épaisseur. Une ligne est enticrement définie par deux points. Elle peut étre
rectiligne (une droite) ou curviligne (une courbe). Les extrémités des lignes

sont les points. Ainsi, une face est délimitée par les lignes et les points.

Une surface est une variété topologique de dimension 2 dans un espace de
dimension 3. Dans un langage familier, une surface correspond a un objet
volumique délimité par ses points, lignes et faces. Bien entendu, ces objets
que nous allons étudier ont des frontieres limitées qui ne s’étendent pas a

Iinfini. Nous les appelons les surfaces fermées. Une surface est dite orientable

si, en chaque point M, on peut associer un vecteur normal #(M) a la surface

tel que la fonction 7z soit continue. Les surfaces les plus simples sont
orientables, par exemple la sphere ou le tore. Il existe cependant des surfaces
non orientables comme le ruban de Mobius, qui ne fait pas objet de cet

exposé.

Par définition, une décomposition cellulaire d’'une surface est une partition
finie de cette surface en sous-ensembles de faces (en nombre F), de lignes (en

nombre L), ou points (les sommets, en nombre P). Autrement dit, une
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décomposition cellulaire est une possibilité de présentation topologique d’une
surface. Pour une surface donnée, il existe une infinit¢é de décomposition

cellulaire possible.

Considérons I'exemple d’une sphere et d’un tore.

Figure 9. Décomposition cellulaire Figure 10. Décomposition cellulaire
d’une sphere. d’un tore.
Dans la figure ci dessus, la sphere possede 2 points, 2 lignes et 2 faces. Celle-ci

admet donc une décomposition cellulaire avec F = 2, . = 2 et P = 2.

Le tore est défini par ses 4 points, 8 lignes et 4 faces soit par la décomposition

suivante : F =4, .= 8 et P = 4.

Une nouvelle décomposition cellulaire peut s’effectuer par un simple ajout de
lignes. Par exemple, pour la sphere, une décomposition possible est la

suivante :

Figure 11. Une sphere avec une

nouvelle décomposition cellulaire
Avec cette représentation, nous avons le nombre de faces I = 4, de lignes L

= 4 et de points P = 2.

49



Chapitre 2 : Probleme de connexité — Conpure antomatique

1.1.2 Genre et Trou

Définition :
Le genre d'une surface connexe est le nombre maximmm de conrbes
Sermites, simples, sans points communs, que l'on peut tracer a l'intérieur

de cette surface sans la déconnecter.

Pour une surface fermée et orientée, le nombre de trous de cette surface est
égal a son genre. Les surfaces non-orientées ne disposent pas de cette

propriété.

Reconsidérons les exemples de la sphére et du tore. Pour la sphere, toute
courbe fermée la découpe en deux parties déconnectées, celle-ci est donc de
genre 0. Autrement dit, la sphere n’a pas de trou, ce qui se vérifie aisément

visuellement.

Pour le tore présenté dans la figure 12, il y a
une seule possibilité de couper le tore sans la

séparer en plusieurs morceaux. Clest de la

couper dans le plan qui contient 'axe (Oz). Le
Figure 12. Le tore est de

tore est de genre 1, c’est-a-dire un trou. .
genre 1, soit un trou.

1.2 Caractéristique d’ Euler-Poincaré

1.2.1 Définition

Dans la partie précédente, nous avons défini la décomposition cellulaire de
surfaces délimitant un objet géométrique. A cette décomposition est associée
trois nombres (le nombre de points P, de lignes L. et de faces I). Nous avons
également défini le genre d’'un objet géométrique. Le genre pour les objets
géométriquement simples manipulés en ingénierie, et donc dans le logiciel de
modélisation, est égal au nombre de trous de I'objet. Il nous reste a établir une
relation liant le nombre de trous aux nombres P, L et F. Cette relation

s’obtient grace a la caractéristique d’Euler-Poincaré.
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Celle-ci se définit de la facon suivante :

Pour une surface fermé S a n trous, l'entier y = P-L+F on P, L. et F
sont respectivement le nombre de points, de lignes et de faces de cette
surface, est indépendant de la représentation de S. On lappelle y

caractéristique d’Euler-Poincaré de S.

Le nombre de trous G dans une surface fermée orientée est lié a cette
caractéristique par la relation suivante :
2-
GZ—X 2.1.1)

Cette relation permet aisément de définir si un objet posséde des trous ou

non. Elle est, de plus, tres facile a implémenter informatiquement.

1.2.2° Quelques exemples

Testons cette relation sur quelques exemples.

Figure 13. Deux représentations différentes d'une sphere.

Considérons la sphere de gauche. Celle-ci est caractérisée par 2 points, 4

lignes et 4 faces, nous avons donc :

L
—x 2.1.2)

Considérons maintenant la sphere de droite a laquelle nous avons ajouté deux

points de plus. Cette sphere est représentée par 4 points, 7 lignes et 5 faces :
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L
—y 2.1.3)

Nous remarquons ainsi que le genre obtenu est indépendant des différentes

décompositions cellulaires associées a un méme objet géométrique.

Considérons maintenant un autre exemple, a savoir le tore précédent. Il est

aisé de constater visuellement que celui-ci possede un trou.

Figure 14. Deux présentations différentes d’un tore a un trou.

La premiére décomposition posseéde 4 points, 8 lignes et 4 faces. Nous
obtenons la caractéristique d’Ewuler-Poincaré suivante et le nombre de trous

associé:

_2-X _ 2.1.4)

Si nous ajoutons une surface de coupure, ce qui est équivalent a ajouter 2

points, 4 lignes et 2 faces. e nombre de trous est :

X=P-L+F=6-12+6=0
2-x 2.1.5)

Nous finalisons cette partie en traitant le cas d’un tore possédant deux trous.
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Figure 15. Un tore a deux trous

Il dispose de 8 points, 16 lignes et seulement 6 faces. La caractéristique

d’Euler-Poincaré nous donne :

+F=8-16+6=-2
2.1.6)

Nous retrouvons donc 2 trous.

1.2.3 Conclusions

Nous venons de présenter un outil utilisant la caractéristique d’Ewuler-Poincaré
qui permet facilement de détecter la connexité d’un objet géométrique. Il est
basé sur les informations géométriques de chaque objet (nombre de points,

lignes et faces).

Nous avons vu que y (et par conséquent G, c’est-a-dire le nombre de trous)
reste inchangé si 'on considere différentes décompositions de la surface.
Cette propriété était absolument fondamentale. En effet, le nombre de trous
calculé par P'algorithme doit évidemment étre indépendant du procédé de

description géométrique choisi par 'utilisateur.

Cet outll a été implémenté dans le logiciel FLUX®), il permet de connaitre la
connexité des différents objets présents dans un probleme de modélisation. 1l
sera déterminant pour diagnostiquer les problemes de connexité et ainsi
décider des régions sur lesquelles il faudra mettre en ceuvre des coupures de
potentiels. Dans la partie suivante, nous allons maintenant nous intéresser a la

création automatique de ces derniéres.
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2 Coupure automatique

De nombreux auteurs ont déja traité le probleme de génération de coupures
automatiques [Harrold ef al, 1985] [Leonard ef al, 1993] [Luong, 1997]
[Crager ez al., 2002]. Nous nous proposons dans un premier temps d’exposer
la technique classiquement utilisée a savoir le dégonflement de la région air.
Nous analyserons ensuite ses avantages et ses inconvénients. Enfin, nous
présenterons une contribution originale a savoir une technique de gonflement

des circuits magnétiques. Cette approche sera validée sur un cas industriel.

2.1 Création automatique de la coupure par dégonflement

de Pair [Leonard et al, 1993] [Luong, 1997]

2.1.1 Principe

Cette technique repose sur le maillage de la totalité du domaine éléments finis.
Pour plus de clarté, nous considérons que ce domaine possede trois types de
régions : les bobines, les circuits magnétiques et l'air. Ces trois types de
régions sont maillés. Avec l'aide du critere d’Euler-Poincaré, il est aisé de
détecter les bobines trouées. Une fois celles-ci identifiées, les éléments
volumiques les constituant sont exclus du domaine. Le principe de la
méthode réside dans la réduction du bord global extérieur du domaine en un
film qui bouche le trou des bobines. Une analogie avec un maillage constitué
de bulles de savon peut étre réalisée. Imaginons que les éléments volumiques
restant, une fois ceux des bobines retirées, soient des bulles de savon. La
méthode consiste a percer les bulles et ainsi les détruire en commengant par
celles a lextérieur. Le processus commence par les bulles a la périphérie. 11
continue en détruisant les bulles de toutes les régions sauf celles qui forment
les bobines. Ie processus se termine quand il n’y a plus de bulles a percer, le
bord extérieur se réduit alors en un film qui bouche les bobines. Si ces
bobines traversent des régions circuit magnétique, lintersection de ce

bouchon avec les dits circuits est la zone de coupure nécessaire.
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2.1.2 Algorithme de dégonflement.

Cette méthode a été implantée par [Luong, 1997] comme suit :

Les éléments volumiques sauf cenx: qui forment la (les) bobine(s), sont
considérés comme appartenant a lensemble E. Toutes les facettes
commmunes entre deux: éléments quelconques appartiennent a un ensenble
des facettes internes I 1. ensemble B représente les facettes qui se tronvent
an bord du domaine d'étude (cenx sont éventuellement les éléments
surfaciques sur les faces extérienres de la boite infinie). Dans la phase

d'initialisation, nous marquons tous les éléments comme «non-visitées».

On consideére un élements «non-visitée» et on perce toutes ses facettes qui
appartiennent a B. Cet élément disparait de E, oi autrement dit, devient
«visitén. On enléve toutes les facettes en question de cet élément. On enléve

ses facettes en I et on les met en B.

La procédure continue jusqu’a ce qu’il y a plus de bulle «non-visitée».
Lensemble des facettes B formera le bouchon désiré. 1. intersection de ce

bouchon avec le circuit magnétique nous donne la conpure demandée.

Lillustration de la procédure est présentée ci-dessous sous forme de

diagramme [Luong, 1997]. Le processus se déroule du haut vers le bas et de

gauche a droite (voir figure 16) :
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Lo
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-
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Surface de coupure

N

Figure 16. Bloc schématique du dégonflement.

A Tétape numéro 0, la surface de coupure est formée forme mais le processus
continue car il reste encore des bulles a percer. Nous 'appelons surface de
coupure parce que la coupure finale n’est obtenue qu’avec l'intersection de

cette derniére avec le circuit magnétique.

2.1.3 Quelques essais de dégonflement

Nous avons implémenté cet algorithme dans le logiciel FLUX®, Dans les
premier cas seul lalgorithme de dégonflement est testé sur différentes
bobines. Il est a noter que ces bobines doivent étre décrites géométriquement
avec des points, lignes et faces et donc doivent étre maillées. Une fois
Ialgorithme de dégonflement appliqué, nous obtenons une surface constituée
d’éléments surfaciques bouchant le trou de la bobine. La forme de cette

surface dépend évidemment du maillage.
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Figure 17. Test sur une bobine a un trou. Maillage « grossier »

Il est a noter que pour ce premier test, un maillage grossier a été utilisé. La
surface obtenue est donc relativement «chahutée». I’algorithme est
maintenant testé avec un maillage plus dense. Ia régularité de la surface

obtenue est nettement améliorée.

Figure 18. Test sur une bobine a un trou. Maillage « plus fin »

Le méme algorithme est testé sur une bobine a deux trous. La encore les

surfaces obtenues sont celles escomptées.

Figure 19. Test sur une bobine a deux trous.

Une fois que les surfaces sont obtenues, il nous reste a faire I'intersection de

celle-ci avec le circuit magnétique pour obtenir la surface de coupure. Cette
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étape a également été implantée dans FLUX. Un exemple complet qui se
compose d’un circuit magnétique fermé et entouré par une bobine volumique

est ici présenté.

Bobine maillée

Circuit magnétique

Figure 20. Géométrie complete d’un circuit magnétique et d’une bobine.

Figure 21. Surface de coupure créée.

La figure 21 présente le résultat du dégonflement. Nous obtenons
effectivement une surface de coupure qui possede une intersection avec le
circuit magnétique. Nous constatons que la coupure occupe totalement la
section du circuit magnétique. Ce résultat est tres intéressant, il nous permet

de valider la méthode et d’en tirer quelques remarques.

2.1.4 Avantages et inconvénients de la méthode.

La méthode de dégonflement de I’air est trés facile a comprendre et a mettre
en ceuvre. Elle s’avere étre robuste et en présence d’un probleme de

connexité, cette méthode retourne automatiquement les coupures nécessaires.

Cette méthode réduit le bord extérieur du domaine d’étude, i est donc
bl

nécessaire de balayer tous les éléments du domaine a 'exception de ceux qui
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se trouvent a I'intérieur de la région bobine. Si la boite infinie est grande par
rapport a la bobine (ce qui est souvent le cas), cette méthode peut s’avérer tres
couteuse en temps, le nombre d’éléments a traiter étant trés important. Ce
point est tres pénalisant car le but d’un outil de coupure automatique est de
réduire globalement le temps de description d’un probleme pour l'utilisateur.
Dans I'exemple de la figure 21, le temps total nécessaire pour créer la coupure
est de 2 minutes sur une machine 1.8 GHz et 1 Go de mémoire vive, le
probléme comportant seulement 1425 éléments volumiques. Méme si ce
temps peut certainement étre abaissé en travaillant sur P'algorithme, la mise en
ceuvre de la coupure automatique par dégonflement de Pair risque de s’avérer
trop longue en temps de calcul pour son utilisation sur des problemes

industriels.

Enfin, un point crucial rend l'utilisation de la technique de dégonflement de
Iair problématique. En effet, nous avons vu que cet algorithme se base sur la
géométrie de la bobine et son maillage. Cest la le point faible de cette
méthode. Dans un logiciel de simulation comme FLUX®, les bobines peuvent
étre décrites indépendamment du maillage, on parle alors de bobine non-
maillée ou d’inducteur. Cette approche est largement utilisée dans le logiciel
lorsque les bobines considérées ne sont pas massives et c’est-a-dire non sujet
a I'effet de peau. Cette approche permet une grande liberté dans la description
des sources de forme relativement simple et est largement utilisée dans le
logiciel. Les bobines n’ont alors plus aucun rapport avec le maillage du
probléeme ce qui rend [lutilisation de lalgorithme de dégonflement

inapplicable pour ces inducteurs.
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Figure 22. Exemple d’une bobine non maillée.

Méme si la méthode par dégonflement de la région air autour des bobines
conduit a des résultats tout a fait robustes et exploitables, nous avons soulevé
dans ce paragraphe plusieurs inconvénients. Les premiers ne sont pas
critiques et a notre sens peuvent étre contournés. Par contre, le dernier, qui
empéche l'utilisation de Poutil pour des problemes possédant des bobines non
maillées, est tout a fait problématique. Ce point nous a conduits a chercher
une autre approche pour la création de la coupure automatique. Elle consiste
dans le gonflement des circuits magnétiques et est présentée dans le

paragraphe suivant.
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2.2 Une nouvelle méthode de création automatique de

coupure — Le gonflement des circuits magnétiques

I’idée originale que nous proposons dans cette partie peut étre présentée
grace a l'analogie suivante. Il sagit d’insérer dans le circuit magnétique
multiplement connexe un ballon initial. Le ballon est gonflé et donc s’agrandit
contintment grace a une technique de voisinage jusqu’a ce qu’il occupe
totalement le volume du circuit magnétique. Alafindela procédure, le bord
de ce ballon, non confondu avec les parois du circuit, formera les coupures
demandées. Il est a noter que seuls les circuits magnétiques troués devront
etre gonflés. Ceux-ci seront détectés aisément grace a la caractéristique

d’Euler-Poincaré.

Comparé avec la méthode de dégonflement de I’air, cette approche possede

plusieurs avantages :

*  Cette méthode est appliquée uniquement sur les circuits magnétiques
fermés. En particulier, elle est indépendante des bobines, de leur
géométrie et de leur caractere maillé ou non. Cet aspect rend
lapproche trés pertinente comparée avec la méthode de

dégonflement.

* Les volumes des régions magnétiques sont souvent petits par rapport
au reste du domaine. Le temps d’exécution prévisible de I'algorithme
sera donc limité puisque étant directement dépendant du nombre
d’éléments. L’algorithme devrait conduire a des temps de calcul
réduits par rapport a ceux obtenus lors de la méthode de

dégonflement.

11 s’agit d’un processus en deux phases : la premiére constitue la construction
de la coupure brute a partir d’un algorithme de gonflement, la deuxieme

effectue un filtrage pour obtenir une coupure finale.
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2.2.1 Algorithme de gonflement — Phase 1

Lalgorithme que nous avons développé utilise, comme Dalgorithme de
dégonflement, la notion d’éléments visités et non visités. Il s’articule de la

facon suivante :

Initialisation
Marquer tous les éléments volumiques appartenant aux régions de type

circutt magnétique comme non visités. Initialiser leur rang a zéro (r=0).

Prendre un élément quelcongue de ces éléments et le mettre dans un
ensemble dit initial 1. Marguer cet élément comme visité avec l'indicatenr
conrant k=1.

Boucle :

Retonrner tous les éléments volumiques voisins 'V des éléments dans T

et effectuer une sélection sur leurs rangs £:

- S8ir >k: stocker la facette commune. Celte facette fait

partie de la coupure éventuelle.

- Sir=0: lui attribuer le rang k+1 et ajouter cet élément

dans un ensemble temporaire T.

- 7 > ne rien faire, continuer avec d autres éléments de
S7 1<k : ne rien ), COntin vec d'autres éléments d

V.
- Incrémenter k.

Remplacer I par T et continuer jusqu'a ce qu'il n’y ait plus

d’éléments non visités on T soit vide.

Fin de boucle

La démarche choisie est illustrée sur la figure suivante (voir figure 23).
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Figure 23. Déroulement de l'algorithme de gonflement
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Les carrés noirs représentent les trous dans le circuit magnétique. ILe
processus commence par un élément quelconque. Pour faciliter la lecture,
nous avons choisi un élément qui se trouve dans la couche extérieur. Par
recherche de voisinage, nous ajoutons continuellement des éléments visités. A
la troisiéme étape, nous trouvons la premicre facette appartenant a la coupure
éventuelle. Dans cette étape, 'élément de référence trouve son voisin avec un
rang supérieur du sien. Nous pouvons aussi constater que cette facette est
redondante car elle se termine en milieu du circuit magnétique. Les coupures

souhaitées sont créées lors des étapes numéros 7 et 9.

Alafindela procédure, nous obtenons un ensemble de surfaces formées de
facettes dont certaines peuvent étre une des coupures recherchées. Par contre,
nous obtenons également des surfaces inutiles. Sur la figure 23, nous pouvons
voir la présence de traits qui partent soit d’un trou, soit de I'extérieur mais qui
ne forment pas la coupure. I.’algorithme de gonflement doit étre complété par

une deuxiéme phase — la phase d’élimination des facettes en trop.

2.2.2 Contrile des ensembles de facettes flottants — Phase 2.

En observant les groupes de coupures potentielles, nous remarquons que les
surfaces de coupures effectives sont reliées avec le bord du circuit magnétique
et des surfaces dites « flottantes » qui ont une de leur extrémité qui se trouve a
Iintérieur du circuit magnétique. C’est le critere que nous utilisons pour

¢éliminer ces ensembles de facettes flottantes (arrétes flottantes en cas 2D).

Le processus se base sur une recherche par voisinage et est illustré dans la

figure 24. Le principe est relativement simple :

Tant qu'il reste des arétes flottantes, supprimer les facettes ayant ces arétes

libres.

A la fin du processus, nous obtenons la coupure utile finale (étape numéro 7).
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Figure 24. Déroulement du processus d’élimination des facettes flottantes.
2.2.3 Résultat d’implantation sur un cas test.
Le premier cas test est formé d’un groupe de 3 circuits magnétiques fermés.
Chaque circuit a 2 trous. Le maillage est assez grossier pour mieux controler

lalgorithme. A Tissu de ce test, nous avons obtenu 6 coupures au total. Nous

observons que toutes les six coupent effectivement les trous associés.
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Figure 25. Cas test de groupe de circuits magnétiques.

Le deuxié¢me cas test est un transformateur a trois colonnes qui comporte un
circuit magnétique fermé a deux trous. Ce probléme est modélisé avec 64000

¢léments volumiques en total.

Figure 26. Test sur un circuit magnétique a 2 trous.

Nous pouvons tres facilement constater que dans ce probléme, il est
nécessaire de créer deux coupures. Le résultat de I'algorithme de gonflement
nous a donné effectivement deux coupures demandées. Le temps de création
des deux coupures et la gestion des conditions de saut de potentiel a pris 6
seconds en total sous un poste de Pentium IV 1.8 GHz, 1 Go de mémoire

vive.

LLa coupure demandée une fois obtenu de maniere robuste et simple avec
algorithme de gonflement, il est intéressant de regarder quels sont ses points
forts par rapport a lapproche dégonflement. Ces comparaisons seront

fournies dans le paragraphe suivant.
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3 Avantages et inconvénients

Nous fournissons ici une comparaison globale des deux méthodes de création

automatique de coupure.

Tableau 2.2-1 Comparaison des techniques de gonflement et dégonflement pour

différents types de problémes.

Cas Configuration Nombre de Nombre de coupures générées
coupure
nécessaire
Par dégonflement Par gonflement

E®

™
E

Le premier et le quatriéme cas sont des configurations ordinaires. Il y a un
circuit magnétique et une(deux) bobine(s) qui le traverse(ent). Toutes les deux

approches donnent un bon résultat.

Le deuxi¢me cas présente un circuit magnétique avec plusieurs bobines
entourées. La méthode de dégonflement de I'air donne un nombre des
coupures égal au nombre des bobines. I.a méthode de gonflement donne une

seule coupure nécessaire.

Complémentairement, les troisiéme et cinquiecme cas présentent des cas
délicats pour notre approche. En effet, le circuit magnétique est troué et
traversé par une bobine. Théoriquement, il nous faut une coupure. La
méthode de dégonflement de Tair nous donne une coupure. Avec

gonflement, nous obtenons deux coupures soit une de trop. Par contre, il faut
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également préciser que le fait de créer quelques coupures en plus ne pose pas
de probleme en soi. En effet, quand une bobine ne traverse pas un circuit
magnétique, le calcul de lincrément réduit-total sur la coupure de trop

correspondante sera imposé automatiquement a zéro dans la formulation.

Dans tous les cas de figures, il est intéressant de rappeler que la méthode de
gonflement est toujours supérieure au niveau de temps de calcul car elle

travaille dans les régions qui contiennent théoriquement moins d’éléments.
4  Remarque sur implantation dans le logiciel FLUX

Une fois la coupure créée, il faut encore gérer les contraintes sur celles-ci.

Nous avons également automatisé cette gestion supplémentaire.

Les éléments surfaciques sur la coupure sont modélisés par les éléments a saut

de potentiel (appelés élément coque sans épaisseur).

(OXN

Elément a saut
de potentiel

Figure 27. Coupure et saut de potentiel.

Dans la phase de pré-résolution, leurs nceuds sont dédoublés mais ils gardent

les mémes coordonnées.

Pour créer le saut de potentiel, I'incrément réduit-total &¢ est utilisé (cf.

chapitre I) :

(Hy = graddo@)*n =0 sur la coupure I',. (2.4.1)
op, —op, =Cste (2.4.2)
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Ia constante Cste est calculée automatiquement pendant la résolution en
respect du théoreme d’Ampere. Par conséquent, sur un chemin fermé

quelconque C:

[[(H, = gradog) x n)as = 0 (2.4.3)

si le champ H, est créé par le courant I, nous avons donc :

Jlcrgxnlar =1 (2.4.4)

sl non

[[cHo ) =0 (2.4.5)

Dans tous les deux cas, nous avons toujours :

f [( gradog) % ﬂ]d/ = Cste (2.4.6)

C
Finalement, nous avons effectué une détection automatique de I’état de la

bobine si elle entoure effectivement le circuit magnétique ou non :

c O sila bobine n'entoute pas le circuit magnétique
ste =
I si la bobine entoure le circuit magnétique

Cette détection se fait naturellement dans la résolution. Par conséquent, nous
n’avons pas de souci pour les coupures en trop. I’algorithme de gonflement
peut créer autant de coupures en fonction de la géométrie du circuit
magnétique. Seule les coupures nécessaires sont prises en compte dans la
résolution. Nous nous intéressons maintenant l'utilisation sur des cas plus

complexes de cette création automatique de coupure.
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5  Validation sur un probléme industriel. Application a la

modélisation du moteur Lavet.
5.1 Description

Le dispositif que nous allons modéliser est un micro moteur de montre Lavet.
C’est un moteur de type pas-a-pas. Le moteur est composé des parties
suivantes : Une bobine avec son noyau, le stator (partie fixe) et le rotor (partie

mobile).

Figure 28 Géométrie du moteur de montre Lavet.

LLa bobine est réalisée a partir d’un fil de cuivre tres fin et isolé d’un diametre
de 20um, enroulé 6600 tours sur un noyau. Sa modélisation dans FLUX est

effectuée grace a une bobine non maillée.

Le stator et le noyau sont en matériau magnétique doux. Sa perméabilité
initiale est de 85000, saturée a 0.85 Tesla. Le stator qui est de forme tres

complexe, offre un logement au rotor.

Le rotor se compose de deux parties : un axe en fer fortement perméable et
un support en aimant permanent. Le rotor a deux positions d’équilibre stable

par tour.
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Concernant la géométrie du stator, nous voyons que celle-ci est formée de
deux trous. L’un se trouve entre le noyau et le stator. En effet, le noyau est
fabriqué et bobiné a part. Cela facilite la fabrication et le montage. Apres le
bobinage, le noyau est fixé sur le stator. I’autre trou se trouve au rotor. Sa
forme spéciale a pour but de créer une modification de champ vu par le rotor

pour produire le mouvement désiré.
. onctionnement et simulation.
5.2 Fonctionnement et simulation

Lorsqu’une impulsion électrique parcourt la bobine, un champ magnétique est
crée dans le noyau. Ce champ se propage au stator et fait tourner le rotor. Le
rotor va faire une rotation d’un demi-tour et puis repositionne sous l'effet de
son aimantation. La polarité de I'impulsion détermine le sens dans lequel le

champ magnétique va parcourir le stator et donc le sens de rotation.

Le probleme est modélisé sous FLUX avec 167365 éléments volumiques.
Grace au calcul de la caractéristique d’Euler-Poincaré, deux trous sont décelés.
Nous pouvons remarquer qu’une seule coupure est nécessaire car il y a une
seule bobine qui entoure le circuit magnétique. Par contre, le fait de créer

plusieurs coupures n’influence pas le résultat (cf. Chapitre I).

Le module de coupure automatique a généré 2 coupures. Les contraintes
surfaciques sur chaque coupure sont attribuées automatiquement. Grace a
cette manipulation, la coupure automatique devient complétement

transparente a l'utilisateur.

Nous présentons ici la forme des coupures obtenues. Dans la figure suivante,
nous avons rendu la face supérieure transparente afin de pouvoir visualiser les
coupures générées. Le temps total pour obtenir les coupures automatiques est
97 sec, ce qui est peu en comparaison des temps de maillage et de résolution
du probléme. Nous remarquons que les coupures sont légerement ondulées et

se localisent a 'endroit ou le maillage est le plus dense.
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coupures

Figure 29 Coupures générées — Vue agrandie.

Nous allons maintenant nous intéresser a la valeur du saut de potentiel sur les
coupures automatique. Normalement, elle doit prendre la méme valeur que
pour une coupure manuelle et doit étre égale a la valeur du courant total

circulant dans la bobine d’alimentation.

w = JHd/ = IO (251)

Nous voyons un parfait accord entre deux calculs sur la figure 30.
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Figure 30 Comparaison de 8¢ a travers les coupures automatiques et manuelles.

Regardons maintenant la répartition du champ dans les deux cas.

Figure 31 Comparaison de dégradé de I'induction.

A gauche de la figure 31, nous avons le dégradé de I'induction avec une
coupure manuelle. Le circuit magnétique est fortement saturé a I'endroit le
plus étroit. Nous obtenons le méme dans le cas avec une coupure

automatique a droite de figure 31.

Des lors, nous pouvons conclure que la coupure automatique implémentée
est parfaitement maitrisée. Nous pouvons maintenant l’utiliser sans souci avec

la formulation T -¢.
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6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un outil de détection de la
caractéristique de connexité d’un objet géométrique. Cet outil nous permet de
connaitre le nombre de trous que possede un objet. Sa simplicité et sa rapidité
nous permettent de détecter des structures géométriques susceptibles d’étre

confrontés a un probléme de connexité.

Une fois que la connexité et le nombre de trou d’une région sont connus, un
algorithme de création automatique de coupure a été mis en place. Avec ce
nouvel algorithme, la coupure est obtenue de manicre robuste et rapide. De
plus son utilisation n’est pas limitée a des problemes comportant des bobines

maillées.

Il est a noter que ce nouvel algorithme peut servir a créer des coupures non
seulement dans les cas des circuits magnétiques multiplement connexes, mais
aussi dans le cas des conducteurs massifs multiplement connexes (voir
chapitre 1 a propos des coupures électriques). Son implantation pour la

génération de coupure électrique serait un plus pour sa valorisation.

Avec ce nouvel outil, le probléme de connexité et la définition d’une coupure
magnétique (ou électrique) deviennent transparents pour l'utilisateur. Cet outil
fait partie de 'automatisation nécessaire des formulations en potentiel scalaire
magnétique et permet ainsi leur utilisation par un utilisateur novice. Dans

I'ensemble, cela permet une utilisation plus flexible de la formulation T-¢.

En présence des régions massives conductrices, I'utilisation dun potentiel
vecteur électrique T est nécessaire pour une formulation magnétodynamique.
Cependant, le maillage et le temps de calcul demandé sont tres souvent
disproportionnés au moyen de calcul actuel. L’introduction du concept de
perméabilité complexe, dans certain cas particulier, permet de s’affranchir de
cette restriction. Cette technique fera l'objet du développement dans le

chapitre suivant. Cette technique permet encore une extension de I'utilisation
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de la formulation Tg¢ pour le cas des conducteurs massifs de forme

particulicre (section rectangulaire).
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Dans le chapitre I, nous avons vu I'intérét d’utiliser la formulation en potentiel
scalaire magnétique T=T—¢p. Cette formulation permet de réduire
considérablement la place mémoire utilisée en ne nécessitant qu’une inconnue
par nceuds dans la région air. Dans un probléme en 3 dimensions, cette
formulation s’avere un choix économique par rapport a la formulation plus

classique du type potentiel vecteur magnétique A - V.

Un des problemes dans la modélisation des transformateurs en hautes
fréquences est la prise en compte des courants de Foucault se développant
dans les conducteurs massifs. Sous linfluence d’un champ magnétique
alternatif haute fréquence, la densité de courant dans un conducteur massif se
répartit vers la couronne extérieure du conducteur. Ce phénomene est connu
sous le nom de leffet de peau si le champ est créé par le conducteur sur lui-
méme, c'est-a-dire que le conducteur est alimenté. Il est connu sous le nom
d’effet de proximité si le champ est créé par un conducteur alimenté voisin, le

conducteur considéré étant alors passif.
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L'utilisation de la formulaton T@=T—¢ pour modéliser les conducteurs
massifs nécessite 4 inconnues par nceuds dans les régions conductrices. En
utilisant la méthode des éléments finis, une des conditions pour obtenir un
résultat acceptable est de disposer au moins deux éléments dans I’épaisseur de
peau. Or cette condition devient difficile a satisfaire dans le cas des fréquences
élevées ou I’épaisseur de peau est tres faible, le maillage dans cette épaisseur
augmentant alors considérablement. De plus, un grand nombre de

conducteurs multiplie également le nombre d’inconnues a gérer.

Dans la plupart des cas, la place de mémoire demandée s’accroit brutalement
et dépasse la capacité des machines actuelles. 11 est donc nécessaire de trouver

une solution alternative.

Dans la littérature, il est montré que l'utilisation de la perméabilité complexe
pour tenir compte de la perte par effet de proximité est une solution
intéressante. La méthode consiste a remplacer le matériau conducteur (4, o)
par un matériau magnétique équivalent auquel est associé une perméabilité
complexe (u*). Cette approche possede l'avantage de conduire a une
inconnue par nceud dans les conducteurs. La formulation utilisée devient
alors du type Ty— ¢. De plus, il n’est plus nécessaire d’assurer la présence de
deux mailles dans I’épaisseur de peau. Cette approche permet donc de réduire
de fagon considérable, a la fois les temps de calcul mais aussi les places

mémoires nécessaires pour simuler des géométries 3 dimensions.

Cette approche a déja été utilisée avec succes dans I’évaluation de pertes par
proximité dans les fils de Litz [Matagne, 1991] présents dans certains
transformateurs d’électronique de puissance. La perméabilité complexe est ici
déterminée précisément grace a I'existence de solution analytique simple pour

les conducteurs de section circulaire.

Pour les transformateurs de distribution classiques ou du types planars utilisés
en électronique de puissance [Lembeye ef al., 2005], une approche similaire a

déja été utilisée [Stoll, 1974] [Moreau ez al., 1996] [Joan, 2003].
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Celle-ci a été validée avec succes pour les conducteurs carrés ou pour les
conducteurs rectangulaires avec un champ magnétique tangentiel au plus long

cOté.

Cependant, en appliquant cette méthode pour les conducteurs rectangulaires

dans un champ quelconque, cette approche conduit a des imprécisions.

Dans ce chapitre, nous allons tout d’abord rappeler le principe de la
perméabilité complexe. Ensuite, nous présenterons quelques travaux existants
sur les conducteurs de section circulaire et comment I'expression analytique
de la perméabilité complexe est classiquement obtenue. L’introduction des
conducteurs rectangulaires et la difficulté de trouver une solution analytique
simple, nous guiderons ensuite vers des méthodes de détermination
numérique de cette perméabilité. Nous proposerons deux types d’approches
numériques. Chaque modele étant adapté pour un type de configuration de
conducteur donnée. Les deux approches forment une solution pour les cas
fréquemment rencontrés dans la détermination des pertes par effet de
proximité dans les transformateurs d’électronique de puissance. Le chapitre se

terminera par des exemples de validation en 2D et en 3D.
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1 Principe de la perméabilité complexe (n¥*)

Le principe de la perméabilité complexe consiste a remplacer un milieu a la
fois conducteur et perméable par un milieu perméable hystérétique non

conducteur.

La valeur de cette perméabilité est choisie telle que les pertes actives et
réactives des deux milieux soit les mémes. Elle peut étre déterminée soit
directement par mesure soit par calcul. La détermination par calcul repose sur
une équivalence énergétique. Considérons deux milieux, 'un contenant de
Iair et un conducteur, 'autre un matériau non conducteur auquel est affecté

une perméabilité complexe. Les deux milieux sont plongés dans un champ

sinusoidal uniforme quelconque H,, de pulsation

BEEREEELEELEEEEELIEELEELIEEEEEIEELPELI IS,
BEEREEELEEEEEEEELEEELEELEEEEEE IS P PI PP,
A
e s
s
T RPN VT Y YR ERFVRrrY)
TR YT YRR YRRy SVTEYRIrryrrsy)
EETYRIIRRY X REVRTEES (XY VT IvRT Ry
TR TRRY oy oo AV RTEERTERRVErsy)
BEERIEELEEEEEPEEL IO R PRI EEERIEELIELI PP,
_> T TR VT NILY SERR VTR VYA R Eryrrsy)
BEERIEELEELEE I G E LT IELIPIERIEER PRSP,

BEERIEELEEEEE R IEELEELIEEEERIEELPEEI PP,
BEERIEEL LI SR IEELEELI L EEERIEELPEEI PP,
BEERIEEL PR P EERIEELIELIEEIERIEELIEEI PP,
PEEE S Y, PEERIEESEEEEEPEERPEEI IS,
EETINRI TN ©o R ETEERVRRNR YA R TRy
STTYY STV Y | RYVYYRVERRY VYR ey yyy
H BEERIEELEELEEEEERIEELEELIEEEEEIEELIEEI PP,
0 BEERIEELEELEEPEERIEELIEEIEEEEEIEELIELI PP,
BEERIEELEELEEPEERIEELIEEIEEEEEIEELIELI PP,

Figure 31. Principe de mise en correspondance.

Les deux modeles sont mis en correspondance, c’est-a-dire que les puissances
mises en jeux sont égalisées. On obtient donc une équation qui relie les

champs locaux Hg) , Hyi. et la perméabilité complexe.

. pem— 1 I— * . * . e —
[ GHaH,  Hyg 4 g L)V = O+ D) et HedV
1% %8
(3.1.1)

Cette équation permet alors de déterminer la valeur de la perméabilité.
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I est important de noter que la perméabilité complexe dépend des
caractéristiques physiques du conducteur (conductivité et perméabilité) mais

aussi pour une bonne partie de sa forme.

Remarquons également que de part sa nature, la perméabilité complexe
permet une évaluation précise des pertes par effet de proximité dans les
conducteurs. Par contre, elle ne fournit que des indications sur des grandeurs
globales (comme les puissances), les valeurs locales des champs dans le
matériau équivalent étant completement différentes de celles présentes dans le

matériau réel.

L'utilisation de la perméabilit¢é complexe permet de réduire tres
significativement le nombre d’inconnues nécessaire pour résoudre un
probléme de calcul de pertes par proximité. D’une part, elle permet de
s’affranchir d’une inconnue vectorielle dans les régions conductrices, d’autre
part elle rend inutile les raffinements de maillage nécessaire pour la prise en

compte correct des courants induits.

Dans la figure 32, nous présentons 3 types de conducteur associés avec leur
maillage : en haut a droite, c’est un fil de Litz qui se compose de 19 brins
conducteurs élémentaires. En bas, c’est un conducteur rond en cuivre. Tous
les deux sont associés avec leur maillage dense. Cette discrétisation fine est
inévitable si nous voulons obtenir un résultat correct de simulation avec les
matériaux conducteurs. Cette discrétisation fine va sans doute demander
d’importantes ressources informatiques qui sont souvent incompatibles avec
les ressources disponibles. Au milieu a gauche se trouve un conducteur
« complexe » avec son maillage tres allégé. Nous pouvons remarquer un gain
important en terme de place de mémoire nécessaire si nous pouvons utiliser

un matériau « complexe » pour remplacer les matériaux conducteurs.
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Figure 32. En haut : Structure de Litz. En bas : Conducteur rond isolé dans un

champ uniforme. A gauche : structure homogénéisée.

2 Détermination de la perméabilité complexe pour les

conducteurs ronds

Les conducteurs ronds ont recu une attention particulicre car ils sont
largement utilisés dans I'industrie. De plus, la solution analytique des courants
se développant dans un conducteur rond plongé dans un champ magnétique
variable est un probleme résolu [Albach, 1996]. Dans la littérature, nous
pouvons trouver tres facilement ces résolutions analytiques. Dans ce chapitre,
nous ne présentons quun cas simple avec une hypothése de base: les
conducteurs plongés dans un champ uniforme. Il s’agit 1a de ’hypothése de

base de la perméabilité complexe.
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2.1 Cas du conducteur isolé

2.1.1 Solution du probleme en matérian conductenr |4 O

Nous considérons un conducteur de section circulaire plongé dans un champ

uniforme variable dans le temps.

A Ho A A

8 VA
v D

Ho

Figure 33. Conducteur rond isolé dans un champ uniforme.

Les excitations sont supposées sinusoidales. Le conducteur a une perméabilité
relative y,, une conductivité o et le rayon 1, La solution de I’équation de
diffusion nous donne I'expression du champ magnétique a l'intérieur et a

Pextérieur du conducteur, ceci en coordonnées cylindriques [Annexe].

A lextérieur du conducteur, nous avons :

(U, =Dig(ary) = (U, + DI, (ary) 7§
(M, +DIg(ary) = (U, DI, (ary) r?

H; = Hgcosgp(1+

, (3.2.1)
Hy = ~Hg sin ¢(1- (U, —Diy(ary) — (U, +DI(ar) ’oz
(U, +DIg(ary) = (M, =D (ary) r
A Pintétieur du conducteur, nous obtenons :
H,/ - 4lurH0 Il(ar) cos ¢
alu, +DIo(ar) — (1, ~Diy(an)]
ap H L (3.2.2)
Hj=- r 0 [Ia+—la]
* ™ T, +Digtan) -, —Digary)] 2 M [
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bl

1+ 2
avecq = 5/ et 0=_|——, I (ar),n=0.0 ¢étant la fonction Bessel
g

r

modifiée d’ordre 7 de premicre espéce.

Pour que la mise en correspondance soit possible, il nous faut résoudre le
probléme du conducteur en matériau complexe et égaliser les expressions

correspondantes.

2.1.2 Solution du probleme en matérian |

11 s’agit toujours le conducteur avec le méme rayon r, soumis dans un champ
uniforme H,. Le matériau dans le conducteur est maintenant remplacé par un
matériau complexe p*. La résolution de Iéquation magnétostatique en
coordonnées cylindriques nous donne 'expression de I'induction magnétique

[Durand, 1966].

N

A Pextérieur de la région magnétique :

2
Bl =(1+ /ér%)Bo cos @
g (3.2.3)

2

[A— r :
B, =-(1- /ér%)Bo sin @

A Tintédeur de la région magnétique, 'induction magnétique est uniforme et

égale a :
B =1+ £)B, (3.2.4)
aveck = ,Ll* _1.
Mo+l

2.1.3 Mise en correspondance

La mise en correspondance se fait par 'égalisation de grandeurs globales entre
les deux modeéles. Nous allons ici égaliser les champs magnétiques extérieurs

pour les deux problemes. Si ces champs sont égaux a l'extérieur, ils ne le
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seront évidemment pas a 'intérieur. Ceci est sans importance puisque cette
information n’est pas nécessaire. Par contre, il est a noter que cette égalité des
champs extérieurs nous permettra d’assurer que la dissipation de puissance
dans les deux modeéles est la méme. Ceci peut étre facilement vérifié en
considérant l'intégrale du vecteur de Poynting sur la surface du conducteur.
En effet, cette intégrale étant la méme puisque les champs sont imposés

identiques, les puissances sont alors égales.

La mise en correspondance de I'induction magnétique définie précédemment
nous conduit alors a 'expression de la perméabilité complexe suivante :
* Ly(ary) — I,(an)

ILI = ILlr
Ly(ary) + 1,(ar,)

(3.2.5)

Nous présentons sur la figure 34, évolution de la perméabilité complexe
pour un conducteur rond en cuivre de rayon r,=0.1 mm en fonction de la

fréquence.

La partie réelle représente I’énergie magnétique stockée dans le conducteur.
En basse fréquence, le conducteur se comporte comme I’air. La partie réelle
de la perméabilité complexe est donc tres proche de I'unité (valeur relative).
Le conducteur stocke I’énergie qui est envoyée de la source. La partie

imaginaire varie pratiquement linéaire avec le fréquence.

Si on monte en fréquence, une décroissance rapide de la partie réelle apparait.
En haute fréquence, le conducteur absorbe moins d’énergie magnétique. Et
en tres haute fréquence, la plupart d’énergie sera réfléchie en arrivant sur la
surface du conducteur. La partie réelle de la perméabilité se stabilise vers une

faible valeur.

LLa partie imaginaire représente la puissance active dissipée dans le conducteur
sous effet de la source extérieure. Il est clair qu’en basse fréquence, il y a tres
peu de dissipation dans le conducteur ou la perte par proximité est

négligeable. La courbe de la partie imaginaire est donc tres proche de zéro. En
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augmentant la fréquence, cette perte augmente peu a peu. Elle atteint un
maximum qui dépend de la propriété physique et des dimensions du
conducteur. Plus les dimensions sont petites, plus loin en fréquence cet

extremum est atteint.

Evolution de la Perméabilité complexe

T \

o —<— Partie réelle |

: : : HHH —&— Partie imaginaire:

o R
o
o
o
o
o

05F — —1— 4 -4+ HH-—
o
° o
Z o
< o
L o
5 o
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g NN
o
Lo
04 R

o
o
o
o
o
o
o
o
o
05 1 Lob bl
10° 10°

Fréauence

Figure 34. Evolution de la perméabilité complexe pour un conducteur rond

dans un champ uniforme. Rayon du conducteur : 0.1 mm.

Si on va plus loin en fréquence, cette dissipation diminue. C’est logique car a
une certaine fréquence, le flux ne rentre plus a l'intérieur du conducteur. En
fréquence infinie, le flux ne passe que sur la périphérie du conducteur et ce

dernier se comporte comme une impédance de surface.

I approche proposée permet donc de remplacer un conducteur du type (U,0)

par son équivalent du type (U). Calculant la perméabilité complexe avec I'aide
de (3.2.5), nous assurons que les pertes par proximité seront les mémes. Cette
approche permet dune part de limiter le nombre d’inconnus dans le
conducteur pour une résolution éléments finis et d’autre part d’éviter le
raffinement du maillage en périphérie du conducteur. En particulier, le

nombre d’inconnus nécessaires n’augmente pas avec la fréquence et le calcul
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des pertes reste précis. La seule approximation concerne ’'homogénéité du
champ baignant le conducteur. En effet, celui-ci ne doit pas avoir de variation
spatiale sur la section. Cette approximation, fondamentale pour I'utilisation de
la perméabilité complexe, n’est pas sans conséquence pour certaines
modélisations. Nous montrons plus loin que cette approximation devient

primordiale pour certains modeles de perméabilité complexe équivalente.
2.2 Homogénéisation pour plusieurs conducteurs ronds
2.2.1 Introduction du fil de Litz

En électronique de puissance, les fils de Litz sont fréquemment utilisés dans
le but de réduire les pertes par effet de peau et par proximité. Un fil de Litz se
compose de plusieurs petits brins. Les brins sont isolés les uns des autres et

sont connectés en paralléles et torsadés.

Figure 35. Quelques structures de fil de Litz.

Le rayon de chaque brin doit étre suffisamment petit pour que, a la fréquence
de fonctionnement, la densité de courant dans chaque petit brin soit
uniforme. Les brins sont torsadés de maniére a ce que chaque brin prenne
toutes les positions possibles dans la section du grand conducteur sur la
longueur d’onde (voir figure 306). Le fait de torsader les conducteurs implique
I’égalisation de I'impédance de chaque brin. Par conséquence, le courant dans
chaque brin est égal et la densité de courant dans la section du fil de Litz peut
étre considéré comme uniforme [Lotfi ef a/., 1993]. La structure particuliere de
fil de Litz permet une utilisation efficace en terme de pertes dans la gamme de

fréquence allant de la dizaine de kilohertz jusqu’a quelques mégahertz.
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(e

r=a r=rq r=ry r=rq
g=0° #=90° 4 =180° #=270°

Figure 36. Torsade des brins dans un fil de Litz.

2.2.2 Mise en correspondance — Homuogénéisation

Le mod¢le microscopique est celui qui décrit a Péchelle de chaque brin
conducteur (M4,0). LLe mod¢le macroscopique est celui qui ne décrit qu’un seul

conducteur homogénéisé ().

L’hypothese de base de la mise en correspondance est que l'induction du
modele microscopique et macroscopique soit égal sur la circonférence et que

le courant dans chaque brin soit le méme.

De ce fait, nous imposons que la perturbation du modéle ([) doit étre la

Figure 37. Du fil de Litz réel au modele de matériau complexe homogénéisé.
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méme que celle du modele (U,0) vue de lextérieur. L'interaction entre les
différents brins est ignorée. D’un point de vue macroscopique, la contribution
en champ de chaque petit brin est souvent tres faible par rapport au champ
magnétique macroscopique. Par conséquence, sa perturbation locale peut

étre ignorée sans commettre une tres grande erreur.

L’expression de la perméabilité complexe équivalente s’écrit [Matagne, 1991]:

. +
yéqﬂiva/em‘e = # (3.2.6)
Mo+ H
2
£ étant le coefficient de remplissage : &£ = r%ﬂ , et u* est donnée par
Z

Iexpression 3.2.5.
L’intérét de cette homogénéisation est qu’on ne doit plus mailler dans
I’épaisseur de chaque brin conducteur. La description détaillée de chaque brin
conducteur n’est plus nécessaire. Ils sont donc remplacés par un conducteur
macroscopique équivalent avec un maillage beaucoup moins lourd. En terme
de simulation numérique, cela veut dire que le temps maillage est
considérablement réduit. De plus, on ne doit plus calculer la répartition de la
densit¢ de courant dans chaque brin
conducteur, ce qui est trés couteux en
temps de calcul. Le calcul de perte par
proximité s’est reporté dans le calcul de

champ avec une perméabilité complexe

connue au préalable. Il reste a vérifier la

Figure 38. Maillage dans le fil

précision de cette mise en correspondance

. . L. de Litz et dans le modéle
dans une simulation numérique.

macroscopique.

2.3 Validation 2D de ’homogénéisation

Nous avons validé cette technique d’homogénéisation par une simulation

sous FLUX.
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Le fil de Litz se compose de 19 brins de rayon 0.03 mm. Le rayon du
conducteur macroscopique équivalent est de 0.165 mm. Les deux mod¢les
baignent dans un méme champ magnétique source extérieure. La fréquence

varie entre 100 kHz a2 10 MHz.

Avec laide de la formule (3.2.5) et (3.2.6), nous trouvons facilement les

valeurs de la perméabilité complexe ([') en fonction de la fréquence :

Tableau 2.3-1 Valeur de perméabilité complexe homogénéisée

Fréquence Valeur | homogénéisé
100 kHz 0.999875 —0.010327
150 kHz 0.999852 —j0.009728
250 kHz 0.999589 —0.016208
500 kHz 0.998018 —j0.035568

1 MHz 0.993497 —j0.064206
10 MHz 0.680272 —10.320854

Pour la comparaison de calcul de perte par proximité, nous allons effectuer
trois essais en trois fréquences. Cela suffit pour en tirer des conclusions sur la

pertinence de la méthode.

Tableau 2.3-2 Mod¢le fil de Litz et matériau complexe équivalent — Comparaison de

calcul de puissance active par proximité avec le modeéle matériau conducteur (U,0)

Fréquence = Puissance (Modéle f)  Puissance (Modéle l4,0)

100 kHz 0.1095 mW 0.1095 mW
1 MHz 10.583 mW 10.33 mW
10 MHz 0.7257 W 0.7406 W
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Nous observons une bonne adéquation dans le résultat de calcul de puissance
active par effet de proximité pour le fil de Litz comparé avec un modele
macroscopique (I). Sur toute la gamme de fréquence testée, Ierreur relative

commise reste de 'ordre de 2%.
2.4 Conclusion pour les conducteurs a section circulaire

Avec un modele analytique, le calcul de perte par proximité pour le cas des
conducteurs ronds a une grande facilit¢ d’application. Avec des outils
numériques existants (Matlab, Mathcad, Maple,...), nous pouvons déterminer
la valeur de perméabilité complexe précisément et avec un temps de calcul

trés réduit.

Comme les conducteurs de section circulaire, les conducteurs de section
rectangulaire sont aussi trés utilisés en électronique de puissance. On les
trouve principalement dans les transformateurs fabriqués avec la technologie

planar que nous allons présenter dans la partie suivante.
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3  Les conducteurs rectangulaires

3.1 Introduction a la technologie planar

Les transformateurs d’électronique de puissance sont aujourd’hui confrontés
a de nouvelles exigences. En particulier, une tendance a la miniaturisation des
composants et donc 'augmentation de leur densité d’énergie est actuellement
de plus en plus présente dans l'industrie. La technologie planar répond

amplement a ces nouvelles exigences.

En utilisant la technologie du circuit imprimé pour fabriquer les conducteurs,
les transformateurs planars permettent une tres haute intégration de densité
de puissance et un rendement tres bon (98%) tout en gardant un

encombrement réduit.

La fréquence de fonctionnement de ce type de transformateur varie entre 100
kHz 2 1 MHz. A cette plage de fréquence, les pertes par effet de proximité
sont dominantes par rapport aux pertes propres. La prédiction rapide et
exacte de ce type de pertes est donc trés importante en phase de

dimensionnement de ces nouveaux composants.

Ila modélisation de ce type de transformateur et surtout I’évaluation des
pertes par proximité se heurte cependant a de grandes difficultés : un nombre
important de conducteurs, des circuits magnétiques complexes, forts courants

dans les conducteurs, des effets de peau prononcés ...

Figure 39. Transformateurs planars. Conducteur en circuits imprimés.
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Il semble donc parfaitement judicieux pour ces transformateurs d’utiliser le
principe de perméabilité complexe associé a ’homogénéisation. Pourtant, les
conducteurs de ces transformateurs possedent des profiles rectangulaires et
nous ne sommes pas dans la configuration des conducteurs ronds ou une
solution analytique est disponible. En effet, pour les conducteurs
rectangulaires, il n’y a pas de solution analytique directe. Cette restriction nous
empéche a déduire simplement un modele de perméabilité complexe pour la

ptise en compte des pertes par proximité.

Dans ce paragraphe, nous allons présenter 'approche analytique 1D pour les
plaques conductrices infiniment longue. Bien qu’elle soit efficace pour
déterminer la perméabilit¢é complexe des conducteurs longs de forme
rectangulaires sous un champ tangentiel, cette approche montre qu’elle y a des
limites. Elle peut, en effet, conduire a des erreurs importantes dans certaines

configurations.
3.2 Approche analytique
3.2.1 Cas d’une plague conductrice 1D (I, O) infiniment large

Il s’agit d’un calcul analytique d’une plaque conductrice infiniment large

plongée dans un champ magnétique ambiant tangentiel uniforme H,,

/
2b / M)Zx V

=

Ho
Figure 40. Plaque conductrice dans un champ uniforme tangentiel

Nous écrivons les équations de Maxwell pour le cas de la figure 40 :
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rotH = | (3.3.1)
0B

E=-— 3.3.2

1ot o ( )

Avec B=UH et | =0E
En combinant 'équation (3.3.1) et (3.3.2), nous avons :

rot(rotH ) = —U,uaa—H
’

AH = a/,la—H
0t

(33.3)

Comme il s’agit d’'un probleme 1D en direction x, les dérivées partielles du
champ dans la direction y et dans la direction z sont égales a zéro. I.’équation

(3.3.3) se transforme donc en :

0°H
0)/2

= jauot] (3.3.4)

Les conditions aux limites sont :

H _, =H
e (3.3.5)
H‘)C—/: - HO
La solution de I’équation (3.3.4) est :
H(y)=¢, *e? +c,%e™?
()=¢q 2 (3.3.6)

2 -
avec A" = o
En couplant avec les conditions aux limites, nous pouvons déterminer les

constantes C; et C, et expression du champ magnétique dans la plaque :

cosh(ay)

H()=Ho cosh(ab)

(3.3.7)

La densité de courant s’écrit :
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J =rotH

cosh(zdj) - cos(za{/)

cosh(g) + cos(%ﬁ)

(3.3.8)

= H,+Jouu

La densité de puissance instantanée s’écrit :

p=JE+%§ﬁ=ac+ﬂwﬂwH

1 — —
:E]]+ijH (3.3.9)

2y

2 2
cosh?y—cos% cosh—y+cos
= wH 2 + 7
0 2 2/ 2 2

cosh— +cos— cosh— +cos—

La puissance harmonique s’obtient en intégrant (3.3.9) sur la largeur de la

plaque et par unité de longueur :

b
P={ pdy
—b
sinh% - sjn% sinhﬁ + sin% (3.3.10)
—_ i: f {2 .
~ Hodto % T 2

cosh— +cos— cosh— +cos—
o o

Nous allons maintenant nous intéresser au calcul pour un matériau 2

perméabilité complexe équivalente.

3.2.2 Caleul pour le matérian (W) équivalent

Nous allons remplacer le matériau conducteur de la plaque par un matériau
magnétique non conducteur. Ce nouveau matériau se caractérise par une
perméabilité complexe p*. Le champ magnétique a lextérieur et dans la
plaque non-conductrice est toujours supposé a H;. Nous avons la densité de

puissance instantanée qui s’écrit :
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_0B
0t
= jau' HH (3.3.11)
= jartd[oo )+ o)
Ia puissance harmonique est calculée par lintégration de (3.3.11) sur la

largeur de la plaque et aussi par unité de longueur :

b
P={pd
£pj (3.3.12)

= 2D )+ o)
3.2.3 Mise en correspondance
Pour que I'équivalence énergétique soit respectée, nous allons égaliser les deux

puissances harmoniques partie par partie. Nous sommes alors ramenés a

I'expression de la perméabilité complexe pour le cas 1D dans la direction x:

2 2
U sinh— +sin—
O )="—
2 cosh% + cos%
2% 2% (3.3.13)
/JO_ sinh— —sin—
Oy =="-

2) 2) 2)

cosh— + cos—

Nous remarquons que la perméabilité complexe dépend de la dimension de la
plaque, de ses propriétés physiques et de la fréquence. Nous retrouvons

I'allure habituelle de la perméabilité complexe (voir figure 41).
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Ferméabilité en fonction de fréguence

DS ........................................................................... ..........

I :
= 5
© : 5
o —+— Partia rélle :
5 —+— Partie imaginaire :
T - :
E .
> .

O I

05 | 1 | i
10° 10° 10t 10° 10°

fréquence

Figure 41. Evolution de perméabilité en fonction de la fréquence. Dimension

de la plaque 2b = 0.8 mm.

3.2.4 Généralisation pour le conductenr rectangulaire

Pour prendre en compte la géométrie réelle d’un conducteur rectangulaire,
une perméabilité complexe anisotrope est a définir. Il suffit par exemple de
simplement tourner la plaque un angle de 90° et appliquer le méme modele
[Joan, 2003] (voir figure 42 et formule 3.3.14 associée). Nous verrons par la
suite que cette approche peut conduire a de fortes imprécisions, elle est

pourtant suffisante et précise dans bon nombre de configurations :

sinh % + sin% sinh & +sin 2a
D)= g_f 59 Ou)= 5—5 % 2
cosh— + cosg 4 cosh— + cos E
(3.3.14)
L2 2 . 2a . 2a
. /,15 s1nh§—smg ) ,Ll5 smhg—smg
)=y I,
cosh— +tcos— 4 cosh— + cos—
o o o o
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/ %
2b y M)Zx V

Z2a
vy z
K’ "

T T

Figure 42. Modele 2D simplificatrice (deux applications du modéle 1D pour

deux directions de champ)

3.2.5 Traitement des paquets de conductenrs - Technique d’homogénéisation par

réseau de réluctance

L’assemblage en paquet de conducteurs se rencontre tres souvent dans les
structures des transformateurs. En vue de modéliser ce type d’appareil, le fait
de pouvoir prendre en compte des paquets de conducteurs sans en mailler la
géométrie est tres intéressant en terme de temps de calcul et de place
mémoire. Pour un conducteur en perméabilité complexe, cette
homogénéisation se fait par un calcul de réseau de réluctance magnétique
[Joan, 2003]. Cela permet de regrouper plusieurs conducteurs en un seul avec

une perméabilité complexe équivalente.

L’hypothese principale de cette approche est que les lignes de flux sont
tangentielles aux cotés du conducteur. Nous allons calculer, pour chaque

direction du champ, une réluctance magnétique équivalente donnée par :
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.
LS

En supposant que lair entoure notre conducteur .~ (voir figure 43), nous

(3.3.15)

m

avons donc la réluctance magnétique équivalente suivante :

1 1 1 . +d)L
=t = équivalente u (3-3.16)
équivalente R3 Rl + RZ b+e¢
avece
b b+
R=—"R,= 3= (3.3.17)

= R, =—— et
Uoal.” % pial Uy.dL

A Taide de ces deux relations ci-dessus, nous pouvons trouver Uexpression de

2 “a_ d lighe de flux alignée

Figure 43. Mod¢le d’une cellule élémentaire pour calcul de réseau de réluctance.

la perméabilité relative globale équivalente dans chaque direction.

En direction y :

o =bre) 4o el (3.3.18)
" atd|b+ec brep,

En direction x :

o _ d+a b + ["u,)'
ﬂigﬂz’mlmlz - b +¢ ! d +4 d +6l.ﬂj

(3.3.19)
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3.2.6 Application numérigues 2D et Analyse

11 s’agit d’une plaque conductrice soumise a un champ magnétique uniforme.
Nous fixons la fréquence a 50 kHz. I’épaisseur de peau correspondante est
0.3 mm. Le tableau 3.2-1 présente I'erreur relative comparée avec un calcul
2D (p, o) [Joan, 2003]. Le champ magnétique extérieur fait avec le plus long
coté de la plaque un angle d’alpha (o). La largeur de la plaque est fixée a 1
mm. Nous regardons pour différents rapports de dimension en faisant varier

sa longueur et I'angle d’inclination o.

Tableau 3.2-1 Erreur relative en fonction de l'angle conducteur/champ magnétique.

Rapport o =0° o =15° o =45° o« = 90°
a/b
1 <1% <1% <1% <1%
4 <1% 5,4 % 25% 35 %
8 <1% 13,7 % 45 % 54 %

Pour un petit rapport longueut/largeut, le modele donne un trés bon résultat.
Ia perméabilité dans le cas d’un carré, devient donc isotrope et ne dépend

plus la direction du champ.

Avec une inclination non nulle et en combinant avec une géométrie
anisotrope (le rapport largeur/longueur est différent de 1), le résultat se

dégrade peu a peu.

Nous observons une erreur relative importante quand le champ extérieur
arrive plus ou moins droit au plus long coté de la plaque. En effet, le champ
extérieur a tendance a «éviter » la plaque conductrice. Ceci est a cause du

champ de réaction de la plaque qui oppose a celui qui donne naissance. Ce
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champ de réaction dépend de la fréquence et la nature conductrice de la
plaque. Cette opposition fait dévier le champ global et fait apparaitre d’autres

composantes du champ.

Figure 44. Apparition de la composante normale au bout de la plaque conductrice

sous un champ tangentiel.

Si nous observons le cas extréme : un champ extérieur perpendiculaire a la
surface du conducteur. La densité de puissance est tres localisée dans le coin
de la plaque. I’observation de la composante x du champ magnétique (voir
figure 46) nous indique une tres forte perturbation du champ aux alentours de
Pextrémité du conducteur. Nous observons que cette perturbation a atteint le
méme ordre de grandeur du champ d’excitation. Elle contribue aussi a

I’énergie dissipée dans la plaque.

Toutes ces perturbations sont alors négligées dans le modele 1D, ce qui
entraine une sous-évaluation des pertes par proximité effectuée par le calcul

basé sur une perméabilité complexe analytique.

A notre connaissance, il n’y a pas encore de solution analytique générale en
2D présente dans la littérature. L’adaptation de Papproche 1D analytique au
cas 2D donne des résultats non satisfaisants dans certaines configurations, en
particulier, celle des transformateurs planars. I.a cause principale est que le
champ extérieur est loin d’étre tangentiel sur la longueur du conducteur. Une
autre raison est que le modele 1D ignore l'interaction entre les conducteurs.
L’apparition importante des composantes qui ne sont pas prises en compte

dégrade la qualité du modele 1D.
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Figure 45. Fortes perturbations locales du champ aux alentours de extrémité du

conducteur sous P'effet un champ extérieur perpendiculaire.

A 1 IMAG(COME (1, HMAG2) )

LONGUEUR {in)
T

Figure 46. Composante normale du champ magnétique au coin de la plaque.

3.2.7 Conclusions

Ia détermination de la perméabilité complexe pour un conducteur
rectangulaire par deux calculs analytiques 1D est facile a implanter
informatiquement. Elle conduit dans certaine configurations (conducteur a
section carrée, angle d’incidence O faible,...) a des résultats tout a fait
satisfaisants. Par contre, il est impossible de prendre en compte des effets des
bords qui sont purement de nature 2D. Ces effets modifient fortement la
distribution du champ, la densité courant dans la plaque conductrice et donc

les pertes.

Il nous faut un modele 2D pour tenir comte de ces phénomenes. A T’heure

actuelle, la solution analytique 2D d’un tel probléme est encore loin, nous
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proposons donc de déterminer la perméabilité complexe avec un modele
numérique. Ce modele numérique, qui sera détaillé par la suite, doit répondre
a deux questions : précision et rapidité. Il doit étre capable de prendre en
compte les phénomenes qui sont ignorés par le modele 1D. De plus, sachant
que la détermination de la perméabilité complexe en 1D se fait a cout réduit,
le modé¢le numérique doit étre suffisamment léger. Si non, nous perdons
Iintérét d’utiliser la perméabilité complexe pour alléger la simulation

numérique.

Dans la suite, nous allons voir deux approches numériques complémentaires :
une approche par optimisation et une par utilisation d’'un motif élémentaire.
L’approche par optimisation est orientée vers le type des structures possédant
des conducteurs dispersés ou isolés. L’autre traite le cas des paquets de
conducteurs rangés de facons répétitives. Les deux approches se completent
pour traiter toute sorte de configuration que I'on rencontre dans les dispositifs

industriels.
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3.3 Approche par optimisation

Nous proposons d’utiliser un processus d’optimisation pour identifier
directement la valeur des composantes de la perméabilité complexe, ceci pour
un conducteur rectangulaire isolé. Il est nécessaire de préciser que cette

approche est adaptée pour les cas de conducteur isolé ou dispersé.

I’idée est de prendre les valeurs des perméabilités de ces composantes
comme parametres d’entrés. Ces parameétres sont au nombre de quatre, a
savoir les composantes réelles et imaginaires de la perméabilité dans les deux
directions. La ou les fonctions objectifs représenterons la différence entre les

pertes associée au modele matériau conducteur (U,0) et celles associée au

modele (W).
3.3.1 Fonctions objectifs

La premiere étape est de construire un modeéle en matériau conducteur (l,0)
possédant les dimensions du conducteur considéré. Ia fréquence est fixée.
Nous allons effectuée deux modélisations le champ magnétique extérieur
étant uniforme dans chacune des deux directions de détermination de la

perméabilité anisotrope.

Une fois, ces deux problemes 2D éléments finis résolu, nous calculons les
pertes par proximité dans le conducteur Nous obtenons ainsi P* +jQ; et
P’ Q' Ces valeurs vont nous permettre de construire les fonctions

"ref Creft

objectifs a minimiser.

A ce stade, il est possible de séparer 'optimisation a quatre parameétres en
deux optimisations a deux parameétres. En effet, cette séparation est
acceptable grace a lanisotropie de la perméabilité complexe puisqu’une

composante n’a influence que dans sa direction.

Considérons 'optimisation qui conduira a la perméabilité complexe optimum

dans la direction x. Nous définissons deux fonctions objectifs :
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p? - p?

2 2
- ref x _ an _aQn»fx
FPx - et FQx T —
I)refx on x

ou P +jQ, représente les pertes obtenues avec une perméabilité complexe

; (3.3.20)

anisotrope suivante la direction x donnée.

II s’agit d’'une optimisation multi-objectif, sur la puissance active en méme
temps que la puissance réactive. Cette optimisation nous assure que la

combinaison finale optimisée prend en compte tous les facteurs influents.

Les fonctions objectifs sont normalisées dans lintervalle [-1,1]. Cette
normalisation est primordiale car I'ordre de grandeur des valeurs de référence
n’est pas la méme. Si nous ne les normalisons pas, la fonction objectif globale

sera dominée par la composante la plus grande.

b, et O, sontles valeurs de référence, sorties d’une simulation avec un

matériau conducteur (avec maillage fin). P et O, sont les valeurs calculées
avec le matériau complexe (maillage allégé). A I'aide d’un outil d’optimisation,
les valeurs de la perméabilité complexe sont optimisées afin d’obtenir les

valeurs de perte de référence, soit des fonctions objectifs minimum.

Une question se pose de manicre naturelle : pourquoi n’effectue-t-on pas une
identification en champ ? La réponse est que une identification en champ sera
beaucoup plus délicate a effectuer que celle en perte. En effet, pour une
identification en champ, il nous faut placer des capteurs partout autour du

conducteur. De plus, la construction de la fonction objectif sera aussi plus

P

Optimisation
terminée

~d
ps]
~

u

Qu

Figure 47. Principe de optimisation indirecte
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compliquée. Pour une identification en perte, les fonctions objectifs sont
assez simples et directes. Cest pour cette raison que nous avons privilégié

I'identification en perte.

Pour la direction y, nous avons les fonctions objectifs suivantes :

P’ -P7, -0,
by =L et F ,:—”QJ Loy (3.3.21)

O 2
Pf?f J Q rf y

Comme il s’agit d’une optimisation multi-objectif, a la fin du processus, nous
obtiendrons une courbe de Pareto qui nous donne les meilleures

combinaisons possibles.

Nous choisissons celle qui minimise la différence sur la puissance active. Ce
choix est judicieux car nous nous intéressons aux pertes dont la partie active

est I'information plus pertinente dans le dimensionnement.
3.3.2 Surface de réponse et optinisation

Ia surface de réponse est une approximation de la fonction objectif.
[Coulomb, 2002]. Elle est construite a partir de Iévaluation des fonctions
objectifs en quelques points bien choisis, puis par application d’un algorithme
d’interpolation. Cette surface de réponse sert a la localisation de 'optimum ou
des optima. Dans notre cas, c’est la phase de construction de cette surface de
réponse qui est cotteuse en temps de calcul. Une fois cette surface obtenue,
nous avons choisi lalgorithme génétique pour mener Poptimisation. Cet
algorithme est connu par sa capacité a identifier des extrema globaux. Par
contre, il nécessite un nombre d’appels important aux fonctions objectifs.
Ceux-ci doivent donc étre tres rapide a évaluer et c’est le cas, et I'intérét, de la

surface de réponse.

Le schéma suivant (figure 48) explique le principe de 'optimisation utilisant

une surface de réponse [Coulomb, 2002].
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Algorithmes
d’optimisation
Beaucoup
X l T F) d’appels gratuits
Surface de
réponse

Quelques appels
Xeille l T F(xgrite) cotteux

Fonction
objectif

Figure 48. Principe de optimisation indirecte
Dans la construction de la surface de réponse, nous avons divisé I'intervalle
de variation de chaque paramétre d’entrée (ici Re(u ), Im(n) Re(pL*y) Im(pL*y))
avec 10 points de calcul. I.e nombre de points de calcul a des influences
directes sur la qualité de la surface de réponse obtenue. Il est clair qu'avec un
grand nombre de points, nous obtiendrons une meilleure approximation. Par

contre, le temps de calcul en sera plus conséquent.

C’est aussi ici que nous observons lintérét de diviser une optimisation a 4
parameétres en deux a deux paramétres chacune. L’intérét principal est le
temps de calcul. Avec deux optimisations, le nombre de point de calcul total
est de 2x10x10 = 200 points. Sans cette division, le nombre point de calcul

total est de 10x10x10x10 = 10000 points !

Le type de la surface de réponse utilisée est de type de fonctions de bases

radial (RBF — Radial Basis Function) [Alotto 7 a/, 1998] [Coulomb, 2002].
3.3.3 Outil d’optimisation

Dans ce paragraphe, nous allons présenter de manicre récapitulative Poutil
d’optimisation GOT (Global Optimization Toolbox). GOT est un outil
d’optimisation général qui est développé au sein du ILaboratoire
d’Electrotechnique de Grenoble. II s’agit dun ensemble de méthodes
d’optimisation mise a la disposition de [lutilisateur. Avec la flexibilité

d’introduire des parametres et le couplage au serveur de calcul comme Flux,
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Locapi, et Matlab, GOT offre un environnement d’optimisation complet

adapté au besoin de l'utilisateur.

Les méthodes d’optimisation utilisées dans GOT sont les méthodes
numériques déterministes sans contraintes, méthodes déterministes avec
contraintes et les méthodes évolutionnistes. En plus, les méthodes des plans
d’expériences numériques et de construction de surfaces de réponses sont
disponibles. Dans notre cas, un outil de pilotage entre GOT et le logiciel Flux

est utilisé afin de construire les surfaces de réponse.
3.3.4 Résultats

Nous allons présenter les résultats obtenus dans le cas d’'un conducteur isolé.
On considére que le résultat de simulation éléments finis avec la formulation
standard comme référence. Les autres modeles de la perméabilité complexe
(mode¢le analytique, modéle numérique par optimisation, modele numérique
par éléments finis) seront comparés avec ce dernier. Dans ce modecle
numérique par optimisation, le cas des paquets de conducteurs sera traité avec

une premicre approximation, a I'aide de la formule (3.3.19).
3.3.4.1 Cas d’un conducteur rectangulaire isolé.

Nous nous plagons dans le cas d’un conducteur isolé dans un champ

magnétique extérieur uniforme. La dimension du conducteur est de

au \
combinaison choisie

Figure 49. Coutbe de Pareto.
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0.1x0.8mm. I.a fréquence de travail est 50 kHz correspondant a une épaisseur

de peau de 0.3 mm.

Grace au processus d’optimisation, nous obtenons des valeurs de
perméabilités complexes. Celles-ci sont tout d’abord comparées a celles
obtenues grace au modele analytique du précédent paragraphe (formule 3.3.13
—3.3.14).

Tableau 3.3-1 Comparaison valeur absolue de perméabilité complexe.

Identification directe par GOT  Modéle analytique 1D

U, 0.38477-0.46692; 0.439 - 0.39252j

4, 0.99967 - 0.01955 j 0.99956 — 0.01911;

Nous temarquons une différence dans la valeur de 4 . Celle déterminée par

GOT est plus petite en valeur absolue par rapport a celle obtenue
analytiquement. Cependant, ses parties imaginaires sont plus grandes, ce qui
revient a dire qu’il y aura plus de pertes en utilisant la perméabilité complexe
déterminée par GOT. Cette remarque confirme notre conclusion sur le
modele analytique (cf. paragraphe 3.2.6) que le modele 1D ignore les effets de

bord et sous-évalue la perte par proximité.

Testons maintenant ces valeurs dans un modele en faisant varier la direction
du champ rapport au plus long coté du conducteur. Nous servons le résultat
de calcul de perte avec le modele (n,0) comme résultat de référence. Nous
calculons les pertes par effet de proximité. Le résultat est présenté dans la

figure 50.

Nous observons que I'erreur maximale commise est de 'ordre de 3 % avec un
angle d’arrivée droit sur le conducteur. Sur le calcul de la partie imaginaire,

Perreur relative est tres faible (inférieure a 0.5%).
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Erreur relative approche optimisation

valeur %

—s—erreur relative P \

257 —=—erreur relative Q ——,

angle théta

Figure 50. Erreur relative dans le calcul de perte par effet de proximité. Angle

arrivant sur le conducteur varié.

En effet, pour chaque identification dans chaque direction de champ séparée,
Perreur commise est trés proche de zéro. Avec un bon choix de subdivision et
une technique d’interpolation appropriée, le processus d’optimisation nous
permet d’identifier la combinaison de perméabilité la plus adaptée pour

chaque géométrie et a chaque fréquence.

Erreur relative - Modéle analytique 1D
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Figure 51. Comparai avec modele 1D analytique.

Comparé avec le modele 1D analytique, ce modele numérique apporte une

amélioration importante en terme de précision. En outre, ce modele reste
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général au sens large. Il est applicable pour divers types de conducteurs et

n’est pas limité au conducteur rectangulaire.
3.3.4.2 Cas paquet de conducteurs.

A TPaide de la formule 3.3.19, nous pouvons appliquer la méthode
d’homogénéisation pour le cas de paquets de conducteurs. Nous validons sur
un exemple simple. Il s’agit d’'un transformateur a deux enroulements. Le
primaire est alimenté, le secondaire est a vide. Le circuit secondaire se
compose de 12 conducteurs en parallele. La dimension de chaque conducteur
est de 0.8x0.1 mm. La fréquence est imposée a 50 kHz, a laquelle nous avons

identifié la perméabilité complexe équivalente précédemment.

Sur la figure 52 et 53, nous présentons la géométrie du transformateur test et
la densité de courant dans le circuit secondaire. Nous remarquons une
distribution de la densité de courant différente dans les conducteurs

secondaires.

Figure 52. Géométrie du transformateur de test.
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Figure 53. Profile de courant dans les conducteurs secondaires.

Regardons maintenant le résultat de calcul de perte par perméabilité

complexe.
Tableau 3.3-2 Cas paquet de conducteurs. Erreur relative des pertes.
Mu complexe (GOT) Flux (référence)
Perte active 1.432 mW 1.645 mW
Perte réactive 25.53 mVAr 25.21 mVAr

Ierreur relative dans le calcul de puissance active est de 'ordre de 15%, elle
est de 'ordre de a 1.3% pour le calcul de la partie imaginaire. Ce 15% de
différence est peut étre du a la technique d’homogénéisation. En fait,
I'approche optimisation donne un résultat tres satisfaisant, mais la technique
d’homogénéisation ne pourrait pas étre adaptée. Elle ignore I'interaction entre

les conducteurs, ce qui est tres marquée dans ce cas de figure. (voir figure 53)

Nous arrivons a une conclusion que cette approche n’est pas applicable pour
le cas de paquet de conducteurs. Il nous faut un autre modele plus adapté

pour ce genre de géométrie.
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3.3.5 Conclusions

L’approche d’optimisation est intéressante. Les résultats obtenus conduisent a
une bonne précision pour les conducteurs isolés. En particulier, la méthode
améliore significativement le calcul des pertes pour les conducteurs
rectangulaire plongé dans un champ orthogonal a leur grande dimension. De
plus, 'approche est générale et son champ d’application n’est pas limité au

conducteur rectangulaire s’étendant aux conducteurs de section quelconque.

Par contre, le modéle obtenu par cette méthode, malgré sa bonne précision,
reste relativement lourd en temps de calcul. e temps total pour achever une
identification y compris la construction du modele et le temps de toutes les
simulations prend 3 heures. Ceci est assez long pour trouver une
combinaison optimale de perméabilité complexe pour une unique géométrie
et surtout a une unique fréquence. Cette approche n’est donc pas adaptée
pour travailler dans une plage élargie de fréquence. Elle est plutot orientée

vers les géométries compliquées a une fréquence définie.

Pour le cas de paquet de conducteurs, le résultat est moins bon. Cela est
expliqué par le fait que la technique d’homogénéisation est mal adaptée. Ia
technique d’homogénéisation par réseau de réluctance en se basant sur
I’hypothé¢se de flux tangentiel ne prend pas en compte l'interaction entre les
conducteurs. Ierreur relative devient de plus en plus grande en augmentant la

fréquence.

En réalité, la configuration par paquets de conducteurs est souvent
rencontrée, en particulier dans les transformateurs planars. Cette structure
nécessite donc un modéle mieux adapté. Pour une telle géométrie simple,
régulicre et répétitive, nous proposons donc une autre approche plus

performante. Il s’agit de la méthode des cellules élémentaires.
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3.4 Modéle cellule élémentaire

Nous avons vu, dans le paragraphe précédent, que 'approche utilisant un
processus d’optimisation pour déterminer la perméabilité complexe est
particuliecrement adaptée pour des géométries possédant des conducteurs
dispersés. Une tentative d’homogénéisation utilisant le réseau de réluctance
pour le cas des paquets de conducteurs n’est pas réellement satisfaisante. En
effet, la technique d’homogénéisation avec le réseau de réluctance ignore

Pinteraction entre conducteurs.
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Figure 54. Mod¢le de cellule élémentaire

Dans ce paragraphe, nous considérons une structure qui se rencontre souvent
dans les dispositifs industriels. Il s’agit des paquets de conducteurs qui se
composent d’'un grand nombre de conducteurs. Nous pouvons les considérer
comme s’étendaient a I'infini (ou tout du moins sur de grandes distances par
rapport a leurs dimensions propres). Cette particularité géométrique nous
permet d’adopter une nouvelle méthode pour déterminer la perméabilité
complexe basée sur un calcul éléments finis tres 1éger. La perméabilité sera

alors obtenue par un calcul tres simple et immédiat.
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3.4.1 Particularité des conditions aux limites

Regardons la structure dans la figure 54. Les conducteurs sont rangés
régulicrement et s’étendent a I'infini dans deux direction X et Y. Ils sont

plongés dans un champ magnétique extérieur transversal uniforme H,,.

Nous rappelons que notre but est de pouvoir déterminer la perméabilité
complexe anisotrope de I'ensemble des conducteurs afin de 'attribuer a un
conducteur équivalent. C’est pour cette raison que nous devons déterminer la

perméabilité complexe dans chaque direction de champ (2D - en x et en j).

Q0

Figure 55. Conditions limites sur les bords de la cellule élémentaite.

Nous n’étudions qu’un motif élémentaire (un quart du conducteur). Pour
créer un champ magnétique en direction x, nous imposons des conditions
limites sur les bords de la cellule. Les conditions type Dirichlet (potentiel
vecteur A = constante) pour imposer le flux magnétique envoyé dans la

largeur de la fenétre du motif.

C’est aussi grace a cette condition que nous pouvons créer une périodicité
infinie. En effet, sur le bord horizontal du motif, le fait de dire que le champ
est tangentiel implique une infinité de conducteurs en dessus et en dessous du

conducteur considéré.
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A
En direction vertical, les conditions limites de type Neumann (0_ =0) sont
n

imposées afin d’obtenir un champ perpendiculaire a 'axe Oy.

Cette cellule représentative a une dimension totale tres petite par rapport a
celle du dispositif a modéliser. Le maillage intensif dans ce modele n’est pas
en soit un probléme. Nous pouvons donc le considérer comme gratuit. Nous
calculons les valeurs de puissance active et réactive par effet de proximité qui
sont respectivement P(f) et Q(f). Ce calcul peut se faire pour une large bande

de fréquence en un temps tres compétitif grace a une taille réduite du modéle.

Nous passons maintenant au calcul pour déterminer la perméabilité complexe
(revoir figure 55). L’induction magnétique dans lequel le conducteur est

plongé s’écrit :

A A -A4
B, = =-1 0 (3.3.22)
a a
ILa puissance complexe instantanée s’écrit :
p =V V" )aB] (3.3.23)

En intégrant (3.3.23) sur la surface de la fenétre et en égalisant avec les pertes

obtenues précédemment, nous obtenons I'expression finale de la perméabilité

complexe :
e =—2—
V'+ v
V'= wBlgﬂb o) (3.3.24)
V= w]gglgza )
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3.4.2 Résultat 2D

L’échantillon que nous étudions est une plaque conductrice en cuivre

d’épaisseur 0.1 mm.

I’évolution de sa perméabilité complexe est présentée la figure 56. Nous
observons une parfaite analogie avec la perméabilité complexe obtenue avec
le modéle 1D analytique. En basse fréquence, il y a peu de variation. Il est a
noter que dans cette partie, les pertes varient linéairement avec la fréquence.

La fréquence a partir de laquelle nous pouvons observer un changement

Mu complex variation
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Figure 56. Evolution de perméabilité complexe avec le modéle cellule élémentaire

significatif est de P'ordre de 100 kHz. En montant en fréquence, les deux
composantes s’approchent d’'une faible valeur car il y a de moins en moins
d’énergie stockée dans I'échantillon. Il nous reste a vérifier sa validité par des

tests.
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3.4.3 Validations
3.43.1 Exemple 2D

Le premier cas test que nous présentons est un transformateur d’électronique
de puissance. Le circuit magnétique a une perméabilité relative a 10000. Le
circuit primaire est alimenté par un courant 1A. Il y a un entrefer de 50 pm a

la jambe centrale et a la jambe extérieure.

Ces entrefers sont destinés a stocker I'énergie magnétique. Leur réglage
permet de controler I'inductance du systeme. Comme la perméabilité du
circuit magnétique est finie, ces entrefers provoquent un champ de fuite qui
coupe les conducteurs. Ce champ de fuite crée des pertes supplémentaires. Le
champ magnétique dans la fenétre du transformateur est donc loin d’étre

uniforme.

Les conducteurs se regroupent en paquet de 2x5 conducteurs. Le circuit
secondaire est a vide pour étudier les pertes par effet de proximité. La
dimension des conducteurs secondaires est de 0.1 x 0.4 mm. Ils sont séparés

d’une distance de 0.1 mm.

Grace a une symétrie nous ne modélisons que la moitié du dispositif. La

fréquence varie entre 50 kHz a 1 MHz ce qui correspond a une épaisseur de

Figure 57. Transformateur test 2D
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peau qui varie de 290 ym a 66 pm.

Pour faciliter la compréhension dans la suite, nous prenons le résultat du
calcul des pertes par effet de proximité du modele éléments finis standard
comme référence. Tous les autres résultats de calcul seront comparés avec

cette référence et nous fourniront une preuve de pertinence.

Sur la figure 58, nous présentons une comparaison sur l'erreur relative en

calcul de perte par proximité en utilisant la perméabilité complexe entre deux

Comparaison entre modéle 1D analytique et modéle motif élémentaire

fréquence
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Figure 58. Comparaison entre modele analytique 1D et modéle motif élémentaire

modeles : 1D analytique et modele cellule élémentaire.

Nous observons une nette amélioration par rapport au modele 1D analytique.
Entre 250 kHz et 500 kHz, le modéle utilisant le motif élémentaire donne un

meilleur résultat par rapport au modele analytique.

Il est a souligner que dans ce cas test, nous avons mis seulement deux
couches de 5 conducteurs. Dans la réalité, le nombre de couches de

conducteurs est plus important, ce qui revient a se rapprocher de I’hypothéese

120



Chapitre 3 : Modélisation des pertes par Proximité en utilisant une Perméabilité complexe équivalente

de nombre infini de conducteurs. I’augmentation du nombre des

conducteurs doit conduire 2 une amélioration du résultat.
3.4.3.2 Exemple 3D

Avant de présenter un exemple de modélisation tridimensionnel, il est
intéressant d’expliquer en quoi les modeles présentés sont applicables aux
applications 3D. Dans un transformateur d’électronique de puissance, les
conducteurs sont souvent assemblés par paquets. Les paquets de conducteurs
(primaire aussi bien que secondaire) sont entassés sur un axe, ce qui revient a

les ranger en parall¢le.

Figure 59. Exemple de structure planar 3D.Les conducteurs sont rangés en parallele

géométriquement.
Cette structure est tres utilisée, notamment dans les transformateurs type
planars. D’une maniére générale, le champ magnétique créé par les
conducteurs primaires coupe les conducteurs secondaires transversalement.
Nous pouvons en premiere approximation négliger I'influence de la troisieme
composante du champ magnétique et appliquer le modéle de perméabilité

complexe bidimensionnel pour un calcul tridimensionnel.
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Le maillage du transformateur test 3D est présenté sur la figure 60. A cause de
la taille considérablement grande du probléeme et aussi de la symétrie,
seulement un quart de la géométrie est modélisé. Pour un tel probléme en
matériau conducteur (i,0), sa taille a atteint la limite de la mémoire alloué par
ordinateur (2 Go de RAM). Le nombre de conducteur, a cause de cette limite,
est limité a 2 couches de 5 conducteurs. Le courant total dans chaque

conducteur secondaire est imposé nul pour étudier les pertes par proximité.

Il est a noter qu'un probleme de connexité (cf. chapitre 2) peut survenir.
Cependant, dans le but de ne pas alourdir le modele étudié, nous avons mis
des entrefers sur les trois jambes du circuit magnétique. Par conséquent, ces
trois petits entrefers vont amplifier les pertes par proximité dans les
conducteurs secondaires dues au champ de fuite autour d’eux. Nous allons
observer la pertinence de notre modele en perméabilité complexe dans une

telle configuration.

Nous faisons varier la fréquence de travail du transformateur de 50 kHz a 1

MHz.
Les caractéristiques du transformateur sont :

Partie magnétique :
Circuit magnétique en ferrite, u = 2000
Entrefer 0.1 mm

Partie électrique :

Circuit primaire : inducteur bobine fil fin sans prise en

compte des courants de Foucault.

Circuit secondaire: a vide. Cuivre d’épaisseur 0.1 mm,

largeur 0.4 mm. Guipage d’air d’épaisseur 0.1 mm.

Pour obtenir un résultat fiable, il nous faut adapter le maillage a I’épaisseur de

peau. La simulation ce modele de transformateur en matériau conducteur
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demande un maillage qui s’éleve a 730.000 éléments volumiques pour que
nous puissions simuler une fréquence de fonctionnement de 1 MHz (voir

figure 60).

Le calcul de la distribution de la densité de courant dans les conducteurs
massifs est évidemment tres lourd en temps de calcul. La formulation utilisée
dans les régions conductrices est la formulation Ty-T-@ qui est tres

gourmande en mémoire.

Figure 60. Maillage du transformateur de test 3D. Seul un quart de la géométrie est

décrite.

Le temps total moyen pour un calcul est de 12 heures environ. La simulation

est effectuée sous un poste de 2.8 GHz et 2 Go de mémoire vive.

I’observation de la densité de courant dans les conducteurs secondaires (voir
figure 61) nous indique une concentration de courant vers le bord extérieur
des conducteurs. La répartition du courant induit dans chaque conducteur
n’est pas uniforme. La partie du conducteur qui se trouve pres de entrefer
subit de fort champ de fuite et par conséquent de forte variation de densité de

courant. En s’éloignant de ces entrefers, leur influence est moins
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0. 400E+08

0.300E+08

Figure 61. Densité de courant dans les conducteurs secondaires.

problématique. Ainsi, nous observons I'interaction des conducteurs par une

concentration de densité de courant a leur périphérie.

Le modele utilisant la perméabilité complexe nous permet de réduire le temps
de calcul de T'ordre de la demi-journée a la minute. En effet, le temps total
pour simuler le méme transformateur et évaluer la perte par effet de proximité
ne dure que 1 minute et 30 seconds. IL.e modele demande un maillage plus
léger, 350.000 éléments volumiques. La formulation utilisée dans le modele de

matériau u est partout la formulation T-¢p avec une inconnue par nceud.

Le fait de regrouper les conducteurs en un seul par homogénéisation permet
de ne plus mailler entre les conducteurs. Cela réduit considérablement le
nombre de maille. Mais la réduction de temps de résolution ne réside non
seulement en un maillage plus léger, mais aussi et surtout dans le fait qu’il n’y
a plus de calcul vectoriel dans les régions conductrices, ce qui permet d’alléger

énormément la demande en mémoire et en temps.
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Figure 62. Maillage 1éger du modéle matériau complexe p*. Les conducteurs

secondaires sont homogénéisés en paquet.

Nous regardons la comparaison le résultat de calcul de perte par effet de

proximité pour le cas 3D dans le tableau 3.4-1.

Tableau 3.4-1 Comparaison 3D

Fréquence Modéle matériau Modéle perméabilité
conducteur complexe

Perte active  Perte réactive = Perte active  Perte réactive
(mW) (mVAr) (mW) (mVAr)
50 kHz 0.0351 0.7387 0.0362 0.7360
150 kHz 0.2812 2.1990 0.2924 2.1928
250 kHz 0.6446 3.6246 0.6788 3.6176
500 kHz 1.5053 7.0760 1.6512 7.0647
1 MHz 2.8105 13.747 3.337 13.627

Nous remarquons une adéquation entre les deux modéles. Pour la gamme de
fréquence entre 50 kHz et 250 kHz, Perreur relative dans le calcul de
puissance active est a ordre de 5 %. Le cas le moins bon correspondant a la

plus grande fréquence simulée. ’erreur maximale commise est de ordre de
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20 % sur le calcul de la puissance active a 1 MHz. Ce grand écart est du
principalement au résultat de référence (formulation éléments finis standard
avec calcul de courant de Foucault). En effet, pour obtenir un résultat de
référence fiable, il nous faut au moins au 2 éléments au deuxiéme ordre dans
I'épaisseur de peau. Cette condition nous pénalise dans la réalisation du
maillage et la résolution du probleme standard. Cette condition est aisément
remplie pour les fréquences inférieures a 250 kHz dans cette configuration.
Au dela de cette limite, nous devons nous contenter d'un résultat a peine

acceptable.

I1 est également a souligner qu’avec cette épaisseur des conducteurs (0.1 mm),
la fréquence usuelle de fonctionnement varie entre 100 kHz a 300 kHz. Cette
erreur est donc totalement tolérable. En plus dans la réalité, il y a beaucoup
plus de conducteurs. Ceci permet d’améliorer le résultat obtenu car les

conditions de calcul se rapprochent de I’hypothése.
4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié différentes méthodes pour prendre en
compte les pertes par effet de proximité par une perméabilité complexe. Pour
les conducteurs de section circulaire, 'expression analytique de la perméabilité
complexe est bien connue. I’hypothése du champ uniforme extérieur est bien
adaptée vu la petite dimension de chaque brin conducteur. Elle permet une
évaluation rapide des pertes par proximité dans les transformateurs

d’électronique de puissance utilisant les enroulements de type fil de Litz.

Les transformateurs planars prennent une place de plus en plus importante
sur le marché. Avec une technologie de fabrication particulicre, ils permettent
un rendement attrayant tout en gardant un encombrement réduit. Cependant,
I'obstacle majeur dans leur simulations se rapporte au fait que le profile des
conducteurs est rectangulaire — seul profil possible avec la technologie circuit

imprimé.
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Ia détermination de la perméabilité complexe équivalente pour un tel profil
de conducteur n’a pas d’expression analytique en 2D. L utilisation du mod¢le
analytique 1D est limitée pour un champ magnétique extérieur tangentiel au
plus long coté. Cela implique que le modéle donne le meilleur résultat pour le
conducteur de section carrée. La perméabilité complexe devient donc
isotrope. L’application de ce modéle pour un conducteur de section
rectangulaire dans un champ quelconque n’offre pas toujours une bonne

précision.

I’approche numérique semble une alternative prometteuse. Deux modeles
numériques ont été proposés. L’identification directe par optimisation est
adaptée pour les géométries complexes et pour une fréquence définie. Cette
méthode donne des résultats avec de tres bonnes précisions. Cependant, le
cout reste relativement cher. Il demande environ 3 heurs de calcul pour une
seule combinaison de perméabilité. 11 est orienté vers les simulations ou les

conducteurs sont dispersés ou isolés.

Le mod¢le de cellule élémentaire ouvre la possibilité d’évaluer les pertes par
proximité utilisant la perméabilité complexe avec un cout de calcul réduit et
un résultat tres bon. Ce modéle permet de déterminer la perméabilité
complexe équivalente pour une large bande de fréquence. Il est plus adapté
aux simulations des transformateurs avec la configuration des paquets de
conducteurs. Le rangement en paralléle des circuits primaires et secondaires
qui est assez populaire, permet des simulations 3D envisageables avec un cout

réduit et une bonne précision.

Dans tous les cas de figures, l'utilisation de la perméabilité complexe s’avere
étre une alternative économique et relativement simple a mettre en ceuvre

pour I'évaluation de pertes par proximité.
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CONCLUSION GENERALE

Dans le cadre de ce travail, nous avons apporté des extensions significatives a
la formulation en potentiel scalaire magnétique. L’utilisation de cette
formulation, qui permet des économies en terme de mémoire et de temps de
calcul, nous a permis d’envisager des simulations de dispositifs

¢lectromagnétiques 3D qui étaient jusqu’alors inabordables.

Dans un premier temps, le développement d’un outil de détection de la
connexité des circuits magnétiques nous a permis d’identifier les sources
potentielles d’erreur pour l'utilisation de cette formulation. Cet outil donne
une réponse fiable et rapide, permettant ensuite de décider si la création de

coupures magnétiques est nécessaire ou non.

ILa mise au point d’un nouvel algorithme de création automatique de coupures
est une des originalités de ce travail. Cet algorithme est simple, robuste, trés
rapide et a pu donc étre implanté dans un code éléments finis a vocation
industrielle. En permettant une automatisation complete de la formulation en
potentiel scalaire magnétique, il permet, a tous les utilisateurs, quils soient

novices ou experts, de bénéficier des avantages de celle-ci.

Dans un deuxieme temps, I'utilisation du concept de perméabilité complexe,
associée la formulation en potentiel scalaire magnétique, a montré de grandes
potentialités. Elle permet I’évaluation des pertes par effet proximité dans les
conducteurs d’électronique de puissance, ceci avec un faible coit en mémoire
et temps de calcul, tout en conservant une précision des résultats élevée.
Toutefois, une des difficultés majeures réside dans le calcul la détermination

de cette perméabilité pour les conducteurs de formes complexes.

Différents types de section de conducteurs ont été étudiés. La détermination

de la perméabilité complexe associée aux conducteurs cylindriques ne pose
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pas de probleme particulier. En effet, le probléeme du fil isolé placé dans un
champ possede une solution analytique simple et cette solution peut-étre
couplée avec une technique d’homogénéisation facile a mettre en ceuvre.
L’application de cette technique permet une évaluation rapide et précise des
pertes par proximité dans un conducteur seul ainsi que dans les ensembles de

conducteur que sont les fils de Litz.

Le probléeme des conducteurs rectangulaires, qui sont largement utilisés dans
les transformateurs planar, n’a quant a lui pas de solution analytique simple.
L’utilisation de plusieurs techniques est possible. I’application d’un modele
1D analytique donne un résultat intéressant pour des conducteurs carrés. Ce
modele devient moins performant dans le cas de conducteurs allongés,

géométrie maintenant largement rencontrée en électronique de puissance.

Deux approches numériques sont proposées pour déterminer la perméabilité
complexe des conducteurs rectangulaires. I.a premiere est basée sur une
technique d’optimisation réalisée sur un conducteur seul. La précision
obtenue est tres bonne et le champ d’application de cette technique peut
s’étendre a n’importe quelle géométrie de conducteur. Cependant, son cout en
temps de calcul reste tres élevé. Llutilisation de cette méthode est donc
orientée vers les applications a conducteurs dispersés demandant une
précision élevée et pour une fréquence donnée. I’autre approche est adaptée
pour les structures possédant des paquets de conducteurs. Elle donne des
résultats précis et rapides pour une large gamme de fréquence. Son champ
d’application est tres important car les structures de paquets de conducteur
sont largement utilisées dans les transformateurs. Les deux méthodes étudiées
pour les conducteurs rectangulaires sont complémentaires et couvrent la

plupart des cas rencontrés dans la réalité.

II convient maintenant de dégager quelques perspectives afin de donner des

suites a ce travail.
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En ce qui concerne la coupure automatique, il est possible d’envisager
d’optimiser sa forme. Actuellement, I'algorithme crée une coupure en se
basant uniquement sur un critére topologique. Il serait intéressant de pouvoir
introduire un critere géométrique (surface minimum par exemple) apres sa

création pour I'optimiser.

De plus, lapplication de Talgorithme mis au point pour les circuits
magnétiques pourrait facilement s’étendre aux conducteurs massifs utilisant la
formulation T-¢. En effet, la modélisation de ce type de composants
nécessite la création d’'une coupure électrique dans le cas ou ceux-ci sont
multiplement connexes. L’algorithme que nous avons développé pourra donc
étre utilisé avantageusement dans cette configuration. Son implantation a cette

fin ne devrait pas poser de problémes particuliers.

En ce qui concerne la perméabilité complexe, la validation expérimentale doit
étre poursuivie. Dans le cadre de cette these, les validations proposées ont été
réalisées sous le logiciel FLUX en modélisant les courants induits sur des
structures 3D simples. Il serait cependant plus intéressant de pouvoir
comparer nos résultats avec des mesures réelles. Ce point devrait donné lieu a
des collaborations futures avec I’équipe « Electronique de Puissance » du

laboratoire qui disposera prochainement de mesures sur ses transformateurs.
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ANNEXE

A
.

—
N—
A

Considérons un conducteur rond isolé de rayon r, soumis dans un champ
magnétique transversal uniforme H,. Nous allons définir Pexpression du
champ magnétique a l'intérieur du conducteur. L’équation qui gouverne le
phénomene est :

OH

AH =ou—
Mo (A.1)

AH =a*H avec a’ = jauo
Comme le conducteur est de section circulaire, il est commode de 1'étudier
dans les coordonnées cylindriques. Nous avons le laplacien dans les

coordonnées cylindriques qui s’écrit:

:62H+10H+i62H 0°H

AH = +
0r> r 0r r°0@> 037

(A.2)

Dans ce cas 2D, le champ magnétique ne dépend que de r et ¢, sa dérivée
partielle par rapport a g s’annule. Nous allons procéder a la résolution par le

biais du potentiel vecteur magnétique A :
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H = 1 rotA . (A.3)
U

En insérant ce potentiel dans I'équation (A.1), nous avons

2 2
4 /j+lﬁ+i2d f:azA. (A4)
dr rdr r°dg

A Tlintérieur du conducteur, nous avons o«’=jwpc, et a lextérieur du

conducteur, «=0.

Supposons que nous pouvons écrire dans les 2 cas :

A(r,§) =R(r).T(#) (A.5)
I’équation va s’écrire dans les coordonnées cylindriques pour la région

conductrice d’indice 7 :

2 2
idél +Ei&+i2id ];1:012' (A.6)
R, dr° rR dr r°7T, d¢
Les variables r et ¢ sont indépendantes 'une de I'autre, la somme des deux
termes est égale a une constante, donc chaque terme doit étre égale a une

constante. Par conséquence, nous posons :

2
T @)
i

qui a pour solution :

T(P) = Csin(n@)+C, cos(n@), (A.8)
avec C, et C, sont les constantes déterminées par les conditions aux limites.
Avec Iévaluation de la symétrie du systeme, la densité de courant est de
symétrie impaire. C’est par conséquence qu’elle compose seulement les termes

en sinus. Nous avons donc :

1y(#) = Cysin(ng) (A9)
Avec (A.7), 'équation (A.0) va prendre la forme :
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2 22
4R Eﬁ (—+a )R, =0, (A.10)
& rodr r

ILa solution de cette équation est :

Ri(r)=C, I (ar)+Cy K (ar), (A.11)

]
C,, et C;, sont les constantes a déterminer. I (ar) et K, (ar) sont respectivement
les fonctions de Bessel modifiées d’ordre # de la 17 et 2°™ espece. Ar=01le
champ magnétique doit étre fini, mais K (ar) tend vers l'infini quand r tend

vers zéro. Par conséquence, C,, doit étre nul.
Nous conduisons a la solution générale finale :

Al(r, )= Cy1,(ar).sin(n). (A.12)

Le champ magnétique a l'intérieur du conducteur H', , dans les coordonnées

cylindriques est relié au potentiel par la relation :

16/1 . aA’
( ¢ or

Nous en déduisons I'expression du champ magnétique :

Leg). (A.13)

H = EZ nCy 1 (ar)cos(n)

a (A.14)

Hy == O'CLZ[IM(O’;*) +ailﬂ(a’r)} sin(n@)
" r

Pour I'espace extérieur du conducteur 7>7, le potentiel vecteur doit satisfaire

a I’équation de Laplace :

AA; =0. (A.15)
Avec la méme démarche de séparation des variables, nous avons la solution

générale qui prendra la forme suivante :

A (r,8) = Ry(r).sin(nh) (A.16)

L’équation (A.15) dans les coordonnées cylindriques, va se transformer en :
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2 +——_(—2)R2 :O, (A17)
r r r

qui a une solution :

R,=C,r"+Cyr" . (A.18)

Nous avons finalement 'expression du potentiel vecteur magnétique :

A (r, )= 3 |Cor™ + Cop” |sin(n). (A.19)

Les composantes du champ magnétique sont :

0A
: 1 a¢ 2n o COS(”¢) + Z”C:?ﬂr COS(”¢)
g s ' (A.20)
AL’
Hy = X = _ﬂZ[_ r +C3/”_l]sin(ﬂ¢)

Quand nous éloignons du conducteur a l'infini, les composantes du champ

magnétique doivent vérifier la condition initiale. Nous avons :

lim(H}) = Hycos¢ = hrn(z nCqyr" ™ cos(n@)) (A.21)

La seule valeur valide du » dans (A.21) est » = 7, donc C;, = H,. Réécrivons-

nous les expressions des deux composantes du champ magnétique extérieur :

H' =H,cos¢+ ZﬂCzﬂr_<”+l> cos(n@)
n
(A.22)
Hjy = =Hysin@+> nC, r""sin(ng)
n
Pour déterminer les coefficients, la valeur du champ magnétique sur
Iinterface doit étre définie. Ce sont la continuité de la composante tangentielle

du champ et de composante normale de I'induction a l'interface :

i
ller(r=r0) /’{2 r(r o)
Hi —_ He '

P(r=ry) P(r=ry)

(A.23)

Ce qui est traduit par :
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/'Illz nCy,1,(ary)cos(n@) = ,Uz{Ho cos@+ Zﬂcz/o_(”ﬂ) COS(”¢)}
VO n n

—Zacm{ () +— I,z<aro>}m<n¢> ~Hysin@+ Y nCp, 1y " sin(n@)
a n

"o

(A.24)
Apres l'identification terme a terme et avec l'aide de
1 -1
Iﬂ (X) — n—l(x)z ;7+1(X) x
! (A.25)
1, (kx) = [Inﬂ(éx) 0, <éx>}é
kx
nous obtenons
Pourn>1,C_ =0
Pour #» =7, nous avons :
c 4p,H,
5 Ao+ o)~ Lyt~ 1)
(A.20)

2 o= ) =Lt 1)
P ol + 1) = To(Hy = )

Nous obtenons finalement le potentiel vecteur dans la région conductrice

comme :

i 4/'12H0 1
A (r,@)= I (ar)sin A.27
() Al 1)~ L — )] 9 @) 27

et dans la région d’air :

. _ To(py = o) = 1,(fy + ) 1
A (r, @) = Hy(rg -2
¢ OO T+ 1)~ Lt~ 1) 7

Réécrivons-nous lexpression du champ magnétique. Pour le champ

—+7)sin(¢) (A.28)

magnétique extérieur, nous avons :
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- _ 2
H' = H,cos gp(1+ To(Hh — 1) 12(/'11+/'12)V_02
To(iy+ 1) = L(p = 1) 7
IO(/'Il_/'IZ)_IZ(/'Il-'-/jZ)r_OZ
Lo(th+ 1) = L(th = fhy) r°

Pour le champ magnétique a l'intérieur du conducteur, son expression est :

(A.29)

Hy ==Hgsin@(1-

H' = 4p,H, L(ar) cos @
allo(u + )~ L~ 1)) - 430,
411,H,

; 1
H,=- L(ar)y+—1,(ar) |si
’ [IO(/'I].-'-ILIZ)_IZ(/'Il_/'IZ)]I: @) ar ( )} iag
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