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A⊥⊥ = A "

(X)⊥ = X⊥ 1⊥ = ⊥ 0⊥ = >
(A⊗ B)⊥ = (A⊥ � B⊥) (A⊕ B)⊥ = (A⊥ &B⊥)
(!A)⊥ =?(A⊥) (∃X.A)⊥ = ∀X.(A⊥)
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4�?$�!�����~��:?%��? ���-*$��� ` Γ
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P := X | P ⊗ P | P ⊕ P | 1 | 0 | ∃X.P | !N
N := X⊥ | N
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P := X | P ⊗ P | P ⊕ P | 1 | 0 | ∃X.P | B N
N := X⊥ | N
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` X,X⊥

` Γ, A ` A⊥,∆

` Γ,∆

� ���!����	��!��7�?I���EGH� ` Γ, A ` ∆, B

` Γ,∆, A⊗ B
` Γ, A, B

` Γ, A
�
B

?$-�-��E���!GH�
` Γ, A

` Γ, A⊕B

` Γ, B

` Γ, A⊕B

` Γ, A ` Γ, B

` Γ, A&B

7������� ?$������
` 1

` Γ
` Γ,⊥

` Γ,>

� 1�	D�$�������!���!����� ` ?Γ, A

` ?Γ, !A

` Γ, A

` Γ, ?A

` Γ, ?A, ?A

` Γ, ?A
` Γ
` Γ, ?A

�,��?$����A@�7�?I�������3� ` Γ, A[B/X]

` Γ, ∃X.A

` Γ, A X 6∈ Fv(Γ)
` Γ, ∀X.A
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` X,X⊥

` Γ, A ` A⊥,∆

` Γ,∆

�(���!����	��!��7�? ���!GH� ` Γ, P ` ∆, Q

` Γ,∆, P ⊗Q
` Γ, N,M

` Γ, N
�
M

?I-�-��!���!GH�
` Γ, P

` Γ, P ⊕Q

` Γ, Q

` Γ, P ⊕Q

` Γ, N ` Γ,M

` Γ, N &M

7������� ?$������
` 1

` Γ
` Γ,⊥

` Γ,>

��� ?I����A@ 7�?I��������� ` Γ, P [A/X]

` Γ, ∃X.P

` Γ, N X 6∈ Fv(Γ)
` Γ, ∀X.N

-���7�?I� ?=*���� ` Γ, N

` Γ, B N
` Γ, P

` Γ, C P
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` Γ1, N1 . . . ` Γn, Nn

` Γ1, . . . ,Γn, φ( B Ni1, . . . , B Nik)� �
φ
���3�s��2?$�����3�;-��;7�������7��������3�6	\�����E���EGH�+8 (�; RS(�',13R���� 02� ' R��
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` Γ1, N1

` Γ1, B N1

` Γ2, N2

` Γ1, B N2

` Γ1,Γ2, B N1 ⊗ B N2

` Γ3, N3

` Γ3, B N3 ⊕ B N4

` Γ1,Γ2,Γ3, ( B N1 ⊗ B N2)⊗ ( B N3 ⊕ B N4)
	\������B �������+Bo7���� 	���������� D���[� ?%��� *����;�3|,����������!����� ������������
��:�������&I?$��s�����������s�!���8��� *������s�!������oB
� ��-���?$���3��� �

` Γ1, N1 ` Γ2, N2 ` Γ3, N3

` Γ1,Γ2,Γ3, ( B N1 ⊗ B N2)⊗ ( B N3 ⊕ B N4)
> �����8���47�������7����������3|,�����������������-�� @ �� ?$������ 4����\|+? �����?$�����3�;���-*$���4-��3���!��� �

` Γ1, N1 ` Γ2, N2 ` Γ4, N4

` Γ1,Γ2,Γ4, ( B N1 ⊗ B N2)⊗ ( B N3 ⊕ B N4)
9F:?I����?%�3|,� ��������������� ����s-����87�������7����������6��|,������������������6�� *�?I���EGH���
�y?F7�����3���3��7������� -���7�������7��������3�C��|������������������� �� *�?I���EGH� ���%	\�����E���EGH� ���	\�����i	 ?I�������3� *������B

��?$���!����� �4�����������C����� GH���3� ���!���
φ
���$��?I�B��i&$��� { ����?$��- N { �!� >+>SO\-������s��. � 1���� 	��!��-��

φ(A,B,C) =
A⊕ (B & C)

�D�[�����������6����	D�����
φ(A,B,C) = A⊗ (B

�
C)
�l9,��	�	\��������F����� ��. ��[	D���3����-��

��2��������(�����;-��;��� *�������7���� 	��!����7����7��!� ?$��
φ
������[?$�������;	D�$���

φ⊥ 4����47��$����7��������s-�� ?$���
9F ������?I����-��s	�������&$��� ���8������������

` P⊥⊗ (Q⊥ � R⊥), P
�

(Q⊗R)
��?$��C�����!�����3��� -l.=?R1��!��� �

�!� � ��-���?I����� ��������y? 	������ �!��������� *��������������!�����4��(	\�����6-���7���� 	D���3�������;������� �
-��G*�?$��7 ���(7�?I�s�!�
G ?$��-���?$�E�(	�?$�3��?=*����(� ?2GH�$��� ���!� -�� -������E���I�@�����!� -��$�!� -����7 	 ?I�3� ? *���� �!� ������� � -�� -������E���I�@�����!�
B ����&,��� D �!�70 .$12	����!�(-����E�%?$�!����������-����!��� �!� 8 (�; RS(�'P1[-�� -��3���!��� .��<.$;)8�7�������� -�� *�?$��7 ���I�i}6.0���3�
�!� 	\�����3�����!�(	\�����4-����;��?$�!������4-�� 7������� 1���� 7�� �������!� 	����������
�����

φ
_.0���3�
	 ?$�;�� 7�������7����������

�y?%���������;	��3����&$�
-��
φ(P,Q,R)

?$�������4��������.0?R1����$� �s7���� � ���7��4	�?$�
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�� ���/��� �����  ���$#� �z� �����(��]� ���	�� ���"�$#� ���=�'�
	+�(�!���"+2

` P⊥, P ` Q⊥ � R⊥, Q⊗ R

` P⊥ ⊗ (Q⊥ � R⊥), P, Q⊗ R

` P⊥ ⊗ (Q⊥ � R⊥), P
�

(Q⊗R)

941|1�3��� ?$�������47�� ?$�!����� ����~��.0?$�!�����3 ?$�7��F-����$�!��� � *�?$��7 ��� F �!�-0 .$1 -��4-������E���F	����������T8 (�; RS(�',1(-��
*�?$��7 ��� J ?I�����3�%�,���[	\�����%�� 7�������7�������� ��|�����������������=4 �� ?$����?$�!�%-�� G ?$�!���1-��3���!��� �I-������E��� ���
*�?$��7 ��� � *�?$��7 ���$�
�c� ����7��������;��� 7����&I?$�!�7�� 	 ?$�;� ?1�3��7 ������7 ��� -_.0���� 	�������&��CB ��?$��
?J1��!��� ��D%�3� 7����&I?$���7���?

��2������?�|�?$��F-��4	�������&��������6������������F�����!&I?$��8�����c��4	\����� �������;	��3����&��;��[�������!����?I��~��2?R1������ �
7���� � �4	������ �������4�3�-*��!� �

` P ′⊥ ⊗ (Q′⊥ � R′⊥), P
�

(Q⊗R)
?�&���7 {

P = X1 ⊗X2 Q = Y1 ⊗ Y2 R = Z1 ⊗ Z2

P ′ = X2 ⊗X1 Q′ = Y2 ⊗ Y1 R′ = Z2 ⊗ Z1
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� � � $ x � w �5�
` P1, P

⊥
1 ` P2, P

⊥
2

` P1, P2, B P⊥
1 ⊗ B P⊥

2 ` P3, P
⊥
3

` P1, P2, P3, B P⊥
1 ⊗ B P⊥

2 ⊗ B P⊥
3

` C P1

� C P2

� C P3

� C ( B P⊥
1 ⊗ B P⊥

2 ⊗ B P⊥
3 )

� ���5� ��NO� � x w �=� wyx �!��� � �I� w ��� � � �'� ���+�  w ��� � �5� N $�$ �'����� w � � �'�"�"�����L�'� � ��NO� w � � N �5�"�
� �I�'��� � ��N �J��� � �-���5� K ��N w � �����

���
ξ.0.1 ` ξ.1

���
ξ.0.2 ` ξ.2

���
ξ.0.3 ` ξ.3

` ξ.0, ξ.1, ξ.2, ξ.3
ξ `

���
	�
��������� ξ � ����� ����� ������� �! #" ����$ �%�&� ��')(  +*,�.-/�10 P1 2 0 P2 2 0 P3 2 0 ( 3 P⊥

1 ⊗ 3 P⊥
2 ⊗ 3 P⊥

3 ) 4
	65����1� � �%��78�������+9:� $;$<'=� �) +*.� ξ.0, ξ.1, ξ.2 �>* ξ.3 � ����� ����� ����� � � * � �?���@� � �%��7A" ����$ �%�&���B� � ���.*,�.-/���C� $;$D' 7� �) +*����FE 3 P⊥

1 ⊗ 3 P⊥
2 ⊗ 3 P⊥

3 G P1 G P2
�>* P3 4	�
���;� � �H��7��I�)�>��9 � � ξ.0 E ξ.0.1 G ξ.0.2 �>* ξ.0.3 � ����� ����� �+��� � � *� +��9J" ����$ �K�&��� �L')(  M*,�N-/��� P⊥

1 G P⊥
2

�O*
P⊥

3
�>*P� �+� * �M�+� � �L� * ' � �J(  �� ��Q � 4� ����� ���I� � �3�-�-�'� �

Faxξ.0.1`ξ.1 Faxξ.0.2`ξ.2 Faxξ.0.3`ξ.3

(+, ξ.0, {1, 2, 3})

(−, ξ, {0, 1, 2, 3})�����;��. ��+��$����?$�����3�

(−, ξ, {0, 1, 2, 3})

(+, ξ.0, {1, 2, 3})

Faxξ.0.1`ξ.1 Faxξ.0.2`ξ.2 Faxξ.0.3`ξ.3

���
	�
��� � ���R�O�>� � � Faxξ.0.i`ξ.i � ����� ����� ����� � � *� ���9S T9�� �+$ ��� ` 0 Pi, 3 P⊥

i 4
	�
VU  � *,� ��� (−, ξ, {0, 1, 2, 3}) ����*W� � � �YX)( �&� ��')(  +*,�.-/�:Z>�K� � ����� ����� �����[� �YU ' *� ��\� � ��� Z�F(]Y: �>* � ��� X�s �EGF(7aF(5R8;: 4 
VU � � �?� $<] �!� {0, 1, 2, 3} Z>�^U �+�  ��M�_���N�&�<`?acbed�f�gha�i=d8j�k � ����� ����� ���L�  +� ]��  � ��Q � $ � � * � �D�l �=X�( �!� 4 0 �?� �  <�&� ] � � � � � JY86L':Y86S�]Y: G 1 �! #" ����$ �%�&� P1 4h4T4	�
VU  � *,� ��� (+, ξ.0, {1, 2, 3}) ����*m� � � �YX)( �&�n� � ���,*,�N-���Z>�K� � ����� ����� �����  ��+9 � ���+9 JY86L':Y86S�]Y: �>*^ +��9 X�s;EGF��7aF(5R8;: 4 
o �  $ � p �  +*,� �+� {1, 2, 3} � ����� ����� �����  +��9q* �=� �N�m" ����$ �%�&��� � � �M� � ] �&� JY86L':I86S�] 4

� ����� ( �0* � <s+-����3������:	\������7���� � ���7����
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����� 	���?$7���� ����� �����,�������� �������!���@GH�$��� ���!��� 	�?$� -������������������� �������!��� �!�����'1 F �� ?$	�	\���!���~7�������� 3�����-����;-��������!��HJ�� }~���3��� ����?$	D� _. �����;	 ?$�;��� � ��?$���� 7�?$�4�!�@�3���3��� -����4	��3�����!��� ���4-��%�3��	 ?$��?I���!�� ���
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9F+��$���
ξ.i
���4���!���+7��$� 	\�����4-����8������!���3��-��

ξ
7����7�?I��������6?'&$��7���. ������!���
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1 u5T 5Af�c�a�T�V v �]u T�uLV�T����]�rT wLTX���rT
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SmT�V��	}�V�T�V�Vts�uAv u5sivby+T�V

β
�#�	}]VtT�7@��T�� �zs�u<7��iT "�� ξ ` Λ

�#�	}]VtT�u5y���}�vg�  �T/s%$
ξ
T�V+v��89 ��uL� 7��iT

���rT
� u5y���}�vg�0� "!� ` Λ
�&��}]V�T@{qs V �Rvo�  T "�� s�� T�u��+s��tT

ξε1
1 , . . . , ξ

εn
n

�&�	}�V�T 7@��T�� �zs�u<7��iT }  T��/�oT�V
{qs � }]�7�Rvly�V " A
SmT�V'�	}]VtT�V

` ξ
T v
ξ `

V�s�uAv w��RvbT�V ^Lnmf"jo[	a�c A S }��	}]V�T
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T�V vxw�� vlT 4Ljbd a A
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∀D ∈ G ∀E ∈ H, |D|G
⋂

|E|H = ∅.
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k Gk

{~}]�%� ⋂
k Gk = {D | ∀k, D ∈ Gk} A

}6. �����s������2��27���� 	\���3����� ����"4����-���	D���- ?$� � ����8-��;� ?%	\��� ?$�3�!���$�



�  ��
�� ���/�����@���;���(�� �t
l] (���8* (
 �(-���� �J�I���  � � &9. �3< +	2KO5OL<%+ t<38;4 ⋃

⊥⊥

� s�� v
(Gk)
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k Gk
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k Gk = {D | ∃k, D ∈ Gk}
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ξ.ik
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(+, ξ, {1})

(−, ξ.1, {1, 2})

(+, ξ.1.2, {0})

(−, ξ.1.2.0, ∅)

(+, ξ.1.1, {1})

(−, ξ.1.1.1, {0})

(+, ξ.1.1.1.0, ∅)

mKpÌ� g9nxr�pEg�n�p
I
@

(+, ξ, {1})

(−, ξ.1, {1, 2})

(+, ξ.1.2, I)
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(+, ξ, {1, 2})

(−, ξ.1, {0})

(+, ξ.1.0, ∅)

(−, ξ.2, {0})

(+, ξ.2.0, ∅)

(+, ξ, {1, 2})

(−, ξ.1, {0})

(+, ξ.1.0, {0})

(−, ξ.2, {0})

(+, ξ.2.0, ∅)
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8�m p�L��g9r #�vwm 
xm¼z�g�vY�xs �Kp]n�
xm mKy�pèvwg9i�pEr � � g9nxr4nxi�m  9m�r�y]o1g9i 
xm�ä?b8�8
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m(pèyEl  9mKr]y�ohg9i
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2
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xm�y�
xmKn
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 ��nxiäy �+!:nxmKi:p54

P := X | P ⊗ P | P ⊕ P | 0 | ∃X.P | � P⊥

�Wi�y �+!:nxmKi:p�m�y�p 
xm{s l"�fg9r]vwm
Γ ` ∆; Σ

4�8 ��m�ixy�m�vÚ}xs1m
Σ
m�y�p�l��x�@mKs ��s1mÂZ�+�#."(��"N���Wm(p�z�g9i�pEo1m�i�p�l�n

vYl��RohvÚn�v�nxixm��fg�r]vÚnxs1mA4%FÞl�ixy�shmÌz6l�y g��
Σ
mKy�p{n�i4y]o1i D shm(pEg9i�@ Γ ixmÞz�g�i:p]ohmKi:p !:nxm�
xmKy  �l�r]ohl�}xshmKy

�xr�g9� g9y]o!pEohg�ixixm�s1shmKy54

l5��o1g9vwm
X `;X

zKg9nx�xn�r]m�y Γ ` ∆;P Γ′, P ` ∆′; Σ

` Γ,∆; Σ

Γ ` ∆, P ; Γ′, P ` ∆′;

` Γ,∆;

�fg+z6l�shohy]l�pEo1g9i Γ ` ∆;P

Γ ` ∆, P ;

vSnxs1p]oh�xs1ohz6lMpEo �fy Γ ` ∆;P Γ′ ` ∆′;Q

Γ,Γ′ ` ∆,∆′;P ⊗Q

Γ, P, Q ` ∆;

Γ, P ⊗Q ` ∆;

l 
�
xo1p]o �fy
Γ ` ∆;P

Γ ` ∆;P ⊕Q

Γ ` ∆;Q

Γ ` ∆;P ⊕Q

Γ, P ` ∆; Γ, Q ` ∆;

Γ, P ⊕Q ` ∆;

zKg9ixy�p_l�i�pEmKy
Γ, 0 ` ∆;

!:n%l�i:p]o 2%z�l�pEmKnxr]y Γ ` ∆;P [A/X]

Γ ` ∆; ∃X.P

Γ, P ` ∆; X 6∈ Fv(Γ,∆)
Γ, ∃X.P ` ∆;


��z6l�s l D mKy Γ, P ` ∆;

Γ ` ∆; � P⊥

Γ ` ∆;P

Γ, � P⊥ ` ∆;
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Γ, X ` ∆;X
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xmûz�g9r�r]m�z(pEo1g9i m(p�
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φ(π) ∈ φ(A)
À�Ü
φ(π)

À_Û6Ü ô:áMô�¿¤á�¿ Ü{À�Ü
��â ê,æ4áRÜç_ß�â,ÀEà~ì
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Π1¾�¿@À : ã�ß�æ<Ý�àfÀÞÀ_Û�Ü Π1
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D ∈ φ(A)
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π
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D = φ(π)
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Y4;!ADC�;1YfF4>����	���1� $B�|�+$��,�|F4SBpKY4C6AOC�;�Y � b& �LKJ!X�> ���  �¡G\$T4CVL`>HNO],>HAuF�>�¢*@�;1Y4POC6F4S�N?>�N)£eT4Y4>[LKJ!N?ADC6>�pKY�C�>
FR:5T4Y�F4>�P?PO>�C6YqL4N?;�<KJ1<�C�U�C6P?AO>.@�;�],]/>.T�Yq>�Y�PO>�]q<4U�>vF4>vF4>�P?PO>�C6Y4P�P?C�],L4U�>HPQ]�T4Y4C�FR:5T4Y4>.¢*L4N?;�<KJ1<�C�U�CMADS�£�b
¤ Y¥Y�>s@H;�Y4P?C�F4^HNO>[\$T4>[F4>�P{F4>�P?PO>HC�Y4P{@�;�],L4U6>HADPu@�J1NuT4Y~<4NDJ!Y4@�I4>�],>�Y�A

s1 . . . . . . . . . sn

YR:5>�P)A2LKJ1Pd¦�C�P?C6AOStFKJ1Y4PuT�Y4>}C�Y�AD>HNDJ1@BADC6;�Yg@�;�Y�¦1>�NOX1>�Y�AD>��|U6>tL`;1C�F4PdF�>}U0JqY4;1NO]/J1U�C6PDJ!AOC�;�Y,>�P)A
1
¡§P?CRU0J

P?;�]/],>tF4>HP
si

>HP?A�F4C6¨`S�N?>�Y�AD>[F4>
1
�|L�NO;�L©;�POCMADC6;�Y~ª�b � L4J1X�> �¬«� ¡Bb

¤ Y¥@H;�],]/>HY4@�>}LKJ!NuT4Y¥L©>HAOC6A2U6>�],]/>tP?T4N2U�>HPuPOT4CMAD>�P2N?S�>�U6U�>HPuF4>[PO;�],]/>}L�NO;�@�I4>[F4>
1
b

®s¯�°©±.°©²i³µ´�³¶°©·¹¸Qº|»�¼l½.¾©¿&À�Á$ÂfÃWÄ�ÁKÅMÅ&Á$Â Æ©ÁzÂHÇQÈzÈgÁÊÉKÃWÇVË�Ì4Á¥Æ`Á
1ÍÏÎ�ÐÒÑ

(ai) Ó Ñ (bi) Ô4Ó�Õ	Ö~×�Õ ÐÒÑ Ó�×2Ø4Ù Ð Ó�×eÔ4Ó�Ú�Û�Ó�Ü6×tÔ�Ý!Ù4× [0; 1] Ô4Ó�Þ�ßDÞ�Ó{Ü Î Ù�àÏÕ�Ó¬Õ1Ú n áÍÏÎ�ÐÒÑ
ε ∈ ]0; 1] á Í�Ðâ ∑

aibi ≥ 1− ε2â ∑

ai ≤ 1
Ý!Ü Î Ú?× Ð ÜZÓOÖ Ð × Ñ Ó I Ñ ÓDÜäã�Õ�Ó

∑

i∈I

ai ≥ 1− ε Ó Ñ ∀i ∈ I, bi ≥ 1− ε

å AC��IJ58Ed?B<T:G?HDFI/5sæ[ç |keR�
I = {i | bi ≥ 1− ε}

^ ç |keR�
A =

∑

i∈I ai

^�è gOj

1− ε2 ≤
∑

aibi =
∑

i6∈I

aibi +
∑

i∈I

aibi ≤ (1− ε)(1−A) + A = 1− ε + εA

�=|kgW�
−ε2 ≤ −ε + εA

�=|kgW�
A ≥

ε− ε2

ε
= 1− ε
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#Z;�T4NtJ!L4L4NO;ix�C�],>�N�T4YnF4>HPOP?>�C�Y L�NO;�<KJ!<4C�U6C�P?AO>qJi¦1>�@�T4Y >HY4PO>H]�<4U6>qF4>�F�>�POP?>�C6Y4P}POC6]/L4U6>�PHh©C6UQ>�P?A

T�ADC6U�>�F4>yPOJ¬¦1;�C�N}L4J1NOU6>�N}F4> F4>HPOP?>�C�YÊPOC6]/L4U6>[¢k]/;�F4T4U6;!£�PO@iJ!U0J1C6NO>�PHb%$.:5;�T�ADC6U�T�AOC�U�>�>�P)A�U�JfY4;1AOC�;�Y F4>
F4>�P?PO>�C6Yz\$TKJ1P?C�&ÒPOC�],L4U6> �|F�SHpKY4CMADC6;�Y � b  ¡Bb
')(+*�·ä³µ´�³¶°©· ¸Qº|»�¼-,dÇRÁ+.ÊË�¿&Á0/�À21Q¾434Â�¿65OÂ	¿6ÈnÉ`Å&Á
7 Ó�×98 Î Ó;:<8 Ð Ó�Ù Ñ ×>=@?�ACB�DFE�BGDIH>JLKNMOBQP6Ø4Ù Ð × Î Õ Ð Ù4Ø4Ù Ð ×�R�× Î Ù Ñ ÓDÙ�à�Ó�Ù©Ô$ÚBÛD×TSVÝ	Ú~Ü0ÝÊà�Ú�Ý	Þ/Þ�Ý Ð Ú�Ó
×iÕ Ð�U Ý!Ù Ñ Ó	V

c := ^ | (s.0, . . . , s.0, s.c, s.0, . . . , s.0)

$.:5C�F4SH>}PO;�T4P�&6=OJ1@H>�Y�AD>�m @�>BAOAD>[F4SBpKY4CMADC�;1Yg>�P?A{\$TR:5T4Yz@H;�>XW,@�C�>HY�A�\$TKJ!POC�&ÒPOC6]/L4U6>eC6Y4@�U6T4PuFKJ1Y4P2T4Y
@�;�>YW,@�C6>�Y�A

c
NO>�L�NOS�P?>�Y�AD>�T4Y4>[<4NOJ1Y4@�I4>sF4>

c
b

')(+*�·ä³µ´�³¶°©· ¸Qº[Z ¼]\[Á$ÂHÂ�Á4¿^/_1Z¾43�Â	¿`5DÂ�¿�ÈnÉ`Å&Á
a Ù_bcMOBGB�MdDIef=@?�ACB�DFE�B�DIH_J�KNM/ÓD× Ñ Õ1ÙnÔ4Ó�×?×BÓ Ð Ù Ô Î Ù Ñ 8�gKÝ$ã�Õ�Ó	8 Î Óh:<8 Ð ÓDÙ Ñ ÓD× Ñ ã�Õ�Ý!× Ðji × Ð Þ	SwÜ|Ó¬á

')(+*�·ä³µ´�³¶°©· ¸Qº[k ¼-lf¾nm`ÅM¿RÂ	¿6ÈnÉwÅ'Á~Æpo�¾n/ Æ©Á$Â�Â�Á4¿[/>1Z¾C34Â	¿`5OÂ	¿6ÈnÉwÅ'Á
7�q r ?�stKFDLB�DFH>J�KNM Os(D) Ô q Õ1ÙzÔ4Ó�×?×BÓ Ð Ùzã�Õ�Ý!× Ðji × Ð Þ	SwÜ|Ó D Ó�× Ñ Ü|Ó�Ô4Ó�×?×BÓ Ð Ù Îvu�Ñ Ó�Ù©Õ/Ó�Ù¥ÓDÙ4Ü|Ó U Ý!Ù Ñ
Ü|ÓD×�8 Î Ó;:<8 Ð Ó�Ù Ñ ×}Ó Ñ ÓDÙ~à�Ý	ÚBÔ�Ý!Ù Ñ Ü q Õ1Ù Ð ã�Õ�Ów8 Î Ù Ñ|Ð Ù©Õ�Ý Ñ|Ð|Î ÙzÔ4Óx8�gÏÝ�ã4Õ$Óy8 Î Ó;:<8 Ð Ó�Ù Ñ á

')(+*�·ä³µ´�³¶°©· ¸Qº ¸ ¼]zäÇR¿ Æ©ÂyÆpo�¾n/ Æ`Á$Â�ÂHÁK¿[/>1Q¾434Â�¿65OÂ	¿6ÈnÉwÅ'Á
7 Ó{J r D|b%B W (D) Ô q Õ1Ù¹Ô4ÓD×O×�Ó Ð Ù¹ã4Õ�Ý!× Ð^i × Ð ÞyS`Ü|Ó D Ó�× Ñ Ü|Ó�SwÚ Î ÔÏÕ ÐÒÑ P|Û U ÓDÙ Ñ Õ�Ó�Ü6Ü|ÓDÞ�ÓDÙ Ñ{Ð Ù4Ø�Ù Ð R
Ô4Ó�×2×}8BÝ!Ü0Ý Ð Ú�Ó�×{ÝGS4SRÝ!Ú�Ý Ð ×O×DÝ!Ù Ñ Ô�Ý!Ù4×2×BÓD×x8 Î Óh:<8 Ð ÓDÙ Ñ ×iá

~<�����4¯��%�c�n¸Qºo»��Q���t���G�1���µ����� ���¥�X�C�¬�X���G�������������
X
�;�B�����	�B���}�w���������X�}�W�B�v�D�����;�@�t�D�G�1���µ�������;�

�¬�	���X���Y�d���������;�������W�;�����
X  L¡ �1�|�v�D�X�����X���X�K��¢2���£�t�D�G�1�v�µ�¤���������{�;�B�¥�K�����X�¦���9�B���}�w�§�������X�}�W�B��������;���t���G�1���µ���y���;�"�¬�	���X���Y�d���������;�@�����W�;���;�B�¨�K�v�����  

������N© ª¬« ��+.�,�®v� , .��
')(+*�·ä³µ´�³¶°©· ¸Qº[¯ ¼-,eÌ�ÇV¿6° Æt3n/4Â/¾n/ Æ`Á$ÂHÂ�Á4¿^/
a Ù_±G² r D�³ Ô�Ý!Ù4×sÕ1Ù Ô4Ó�×?×BÓ Ð Ù ÓD× Ñ ÜµÝ"S Î × ÐWÑoÐ¶Î ÙzÔ q Õ1Ù>8 Î Óh:<8 Ð ÓDÙ Ñ

s1.c1 . . . sn.cn

´ Ó�Õ�Ö�Ô4ÓD×O×BÓ Ð Ù4×dã�Õ�Ý!× Ðji × Ð Þ	SwÜ¶Ó�× D1 Ó Ñ D2 SwÜ|Ó Ð Ù`ÓDÞ�ÓDÙ Ñ`Ð Ùµ8DÜÒÕ1×GÔ�Ý!Ù4×2Õ1ÙyÞgß�ÞgÓrÔ4ÓD×O×�Ó Ð Ù D ¶ Î Ù Ñ
Õ1Ù�±G² r D�³·DFe�± r H>J�An¸hD�s0K|M�× q Ð Ü�ÓOÖ Ð × Ñ Ó Õ1Ù¹8�g Î�Ð Ö Ô4Ó D

Ñ ÓDÜGã�Õ�Ó D1 Ó Ñ D2 8 Î Ù ÑoÐ Ó�Ù4Ù`ÓDÙ Ñ Ô4ÓD×u Ú�Ý	Ùµ8�g`Ó�×sÔ Ð × ÑoÐ Ùt8 Ñ ÓD×[Ô�Óy8�Ó	8�g Î�Ð ÖºP D1 8 Î Ù ÑoÐ Ó�Ù Ñ Õ1Ù¹8�ÓDÚ Ñ Ý Ð Ù si1 Ó Ñ D2 Õ1Ù¹8�ÓDÚ Ñ Ý Ð Ù si2 Ý U ÓY8
i1 6= i2 R�á
$QJ2Y4;1ADC6;�Y[POT4CM¦!J1Y�AD>vF4>G@�;�T�¦1>�N)ADT4N?>r>�P)A�U�JuY4;1ADC6;�Y[E¶;�Y4FKJ1],>�Y�ADJ1U�>.F4>v@�>v@�IKJ1L�C6ADN?>1b¼».U�U6>.L`>HNO],>HA

F4>[F4S�@HNOC�N?>[T4Y4>}E|J1],C�U�U6>�F�>sF�>�POP?>�C6Y4P�P?C�],L4U�>HP2J1L4L4N?;ix�C6]�J!Y$AdT4Y¥F�>�POP?>�C6YzL4N?;�<KJ1<4C6U�C6P?AD>!b
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' (+*�·Z³µ´�³|°©·¹¸Zº � ¼f,rÇV¾���ÁKÃWÀ¬¾wÃWÁ
ÍÏÎ�ÐÒÑ

β Õ1Ù`Ó u Ý!×�ÓqÕ1ÙÏÝ Ð ÚBÓ�á ÍÏÎ�ÐÒÑ D Õ!Ù Ô4ÓD×O×�Ó Ð Ù SwÚ Îvu Ý u!Ð Ü Ð × Ñ ÓeÔ4Ó u Ý!×BÓ β á
a Ù`Ó ± r ?��CM���¸�?��OM C Ô4Ó D ÓD× Ñ Õ1Ù¹ÓDÙ4×BÓDÞ u Ü|Ó�Ø4Ù Ð Ô4Ó/Ô4Ó�×?×BÓ Ð Ù4×,ã�Õ�Ý	× Ðji × Ð ÞySwÜ¶Ó�×}Ø4Ù Ð × Ð Ùµ8DÜÒÕ1×
Ô�Ý!Ù4× D

Ñ ÓDÜ�×�ã�Õ�Ó�× Ð X ∈ C Ó Ñ X ′ ∈ C Ý U ÓG8 X 6= X ′ Ý!Ü Î ÚO× Ð Ü�×w¶ Î Ù Ñ Ý�Õ�Þ Î�Ð Ù4× Õ1Ù�8�g Î�Ð ÖÐ Ùµ8 Î ÞySRÝ ÑoÐNu Ü|Ó¬á
ÍÏÎ�ÐÒÑ

E Õ1ÙzÔ4ÓD×O×BÓ Ð ÙzÔ4Ó u Ý!×BÓ β⊥ á a Ù`Ó (α, β) E}± r ?	�4M���¸�?��OM�
|At±OM� E Ó�× Ñ Õ1Ù`Ó"8 Î Õ U Ó�Ú Ñ Õ1ÚBÓ C
Ô4Ó D

Ñ Ó�Ü6Ü|Ó}ã�Õ�Óâ ∀X ∈ C, W(JOs(X),EK) ≥ αâ ∑

X∈CW (X) ≥ β

~<������¯
�n���¥¸Zº[Z��§���d�K�¨�������n�e���_���;�;�¬�X���
D
¢@� � ���K�|�v�µ�F�W���9��� ���w�

(α, β)
�O���	���1�X���|�v�D�"���

D
�Y�����

�
E
�;�B�v�v�w�y�X�+�t�D���O�����1�F�W���

D
�

(1− β)
�t���;� ���B���K�������t�d��� �

E
�

(1− α)
�t���;�  

' (+*�·Z³µ´�³|°©·¹¸Zº��~¼ \}Á$Â�ÂHÁK¿[/ Æ©Ä�Ë�Ã?¿'À/ÉC3ÏÃ}¾µ/4ÁzË�ÇQ¾���ÁÏÃoÀ¬¾wÃWÁ
ÍÏÎ�ÐÒÑ

D Õ1Ù Ô4ÓD×O×BÓ Ð Ù Ó Ñ C Õ1Ù`Ó�8 Î Õ U ÓDÚ Ñ Õ!ÚBÓyÔ4Ó D á 7 Ó§b�MdB�B�MdDFe DC ± r ?��CM���¸{J¨A�� C Ó�× Ñ Ü|ÓSwÜÒÕ1×�S�Ó Ñ|ÐÒÑ Ô4ÓD×O×�Ó Ð Ù Ð Ùµ8DÜÒÕ1×{Ô�Ý!Ù4× D 8 Î Ù Ñ Ó�ÙÏÝ!Ù Ñ C á
' (+*�·Z³µ´�³|°©·¹¸Zº��z¼fl�ÃkÆZÃWÁzÂ	¾wÃ}Å'Á�Â�Ë�ÇQ¾���ÁÏÃoÀ¬¾wÃWÁ�ÂyÁ�À Ë�ÇV¾���ÁKÃoÀ¬¾wÃÒÁ È 3C°K¿6È 3wÅ'Á
7 ÓD×"8 Î Õ U Ó�Ú Ñ Õ1Ú�Ó�×e×�Õ1ÚsÕ1Ù Ô4Ó�×?×BÓ Ð Ù D S�Ó�Õ U Ó�Ù Ñ ß Ñ Ú�Ó�ÞgÕ1Ù Ð Ó�×tÔ4Ó�Ü q r ��b��OM b � DIeL±�Kh?�B�D r e§á
a Ù`Ó 8 Î Õ U ÓDÚ Ñ Õ1ÚBÓ C ÓD× Ñ H�A�³�DIH�AvK|M P�S Î Õ1Ú DC R,× Ð S Î Õ1Ú Ñ*Î Õ Ñ Ó 8 Î Õ U Ó�Ú Ñ Õ1Ú�Ó C ′ 8 Î Ù Ñ Ó�ÙÏÝ	Ù Ñ× Ñ Ú Ð 8 Ñ Ó�ÞgÓ�Ù Ñ C !

DC ⊂ DC′

®s¯�°©±.°©²i³µ´�³¶°©·¹¸Qº[Z ¼#"c°K¿&ÂHÀ�Á�/KË�ÁzÆ`ÁzË�ÇQ¾���ÁÏÃoÀ¬¾wÃWÁÊÈ 3C°K¿6È 3wÅ'Á
$ Î Õ1Ú ÑkÎ Õ Ñ Óx8 Î Õ U ÓDÚ Ñ Õ1ÚBÓ C ! Ð ÜZÓ?Ö Ð × Ñ Ó�Õ!Ù`Ó	8 Î Õ U Ó�Ú Ñ Õ1ÚBÓeÞ�Ý�Ö Ð Þ�Ý!Ü|ÓpS Î Õ1Ú DC 8 Î Ù Ñ ÓDÙÏÝ!Ù Ñ C á

å AC��IJ58Ed?B<T:G?HDFI/5sæ&% r�g�� '�jZhCi�� i=g6afgWc-afp)(=rsav�Wg=e	�=a+*d|ki=~;af�l�li=�-adc q/|ki=�
DC

*d|kg �-afgSj>g �
C
^

®s¯�°©±.°©²i³µ´�³¶°©·¹¸Qº[k ¼-,dÇV¾���ÁKÃoÀ¬¾wÃÒÁ
ÍÏÎ�ÐÒÑ
C Õ1Ù`Óx8 Î Õ U Ó�Ú Ñ Õ1Ú�Ó¥S Î Õ1Ú[Õ1Ù Ô4ÓD×O×BÓ Ð Ù_8 Î Þ	SwÜ¶Ó Ñ D PF8 q ÓD× ÑIi-,di Ô Ð Ú�Ó DC = D R¬á/.uÙ¥Ý Vâ Ñ*Î Õ Ñ × Î Õ1× i ÓDÙ4×BÓDÞ u Ü|Ó[Ô4Ó C ÓD× Ñ Õ1Ù`Óx8 Î Õ U Ó�Ú Ñ Õ1Ú�Ó	0â ∑

X∈CW (X) ≤ 1 0â × Ð C ÓD× Ñ ÞfÝ¬Ö Ð ÞfÝ	Ü|ÓuÝ!Ü Î Ú?× ∑

X∈CW (X) = 1 á
å AC��IJ58Ed?B<T:G?HDFI/5sæ&1 avq=�-afpZesaf�'q/|keRgC�'adcl�2*fr�j>eR�B^

3�j>�4*f�-|kesc-c j>g5*daw�=a
C 7→

∑

X∈C

W (X)

af�+a�6Gescl�-afg5*daw��� i=gWa7*d|ki=~;af�l�li=�-aup j�6�eRp j>rsa98SeRr�cli;:��'�=abp�|kg �l�-af� rsav�l�-|kescle=<fp�avq |keRg �B^
ç |keR�
C
i=gWa4*d|ki=~;af�l�li=�-a'p j�6GeRp j>rsa@^>3�j>��cleRpZq=rRe=*feR�-�98Caf� c�j>gWc q af�l�-a'�=a2?;�fgW�f��j>rReR�-�A@�*Bj>�

D
adcl�

*d|kpZq=rsaf�CB�8S|kg6c-i=q=q/|@c-abrsadc2*EDW|keF6G(=eRgSj>eR�-adc
(pi, 1− pi)i∈{1,...,n}

^
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è g�gW|k�-a
pεi

i =







pi

c-e
ε = 1

1
cle

ε = 0
1− pi

c-e
ε = −1è g6es�=afgC�len�Saursadc4*EDW|keF6��[�=adc+~@j>�le�j (=rsadc q/|kr '�gW|kpZe�j>rsadcB^ ç |keR�

E
r � afgWc-afp)(=rsau�=adc+q |kr '�g��kp�adc

�
n
~kj>�le�j (=rsadc

(pi)
^ ç |keR�

X ∈ C
^ 1 avq=�-|��Gi=eR�'�=adc * DW|keF6��=a

X
adcl� i=g6q |kr 'Cg��kp�auafg�rsadc

(pi)
^

ç |keR�
F
r � afgWc-afp)(=rsau�=adc q |kr '�g��kp�adc j>eRgWcle	jkc-c�|�*fes�dc'j>i;6��frs�fp�afg �-c��=abr�j *d|ki=~;af�l�li=�-a

C
^

ç |keR�
P ∈ F

^ 1 avq/|kr '�g��kp�a
P
cH� � *f�leR�

P = p
εP
1

1 ∗ . . . ∗ pεP
n

n

è g �-�d� *f�leR�
F
afg�q=rRiWclesafi=�-c��f��j>q/adc��ur �zj>es�=ab�=a'r�ju�l��j>gWc�� |k�lp j>�les|kg6cli=eR~kj>gC�-a
	�cle

εP
i = 0

8�|kg
�-afpZq=r�j *da

P
�Wj>gWc

F
qSj>� rsadc �=afi;6Zq |kr 'Cg��kp�adc

P ∗pi

af�
P ∗ (1−pi)

^�{}af�l�-a |kq/�f��j>�les|kg �-af�lpZeRgWa
*Bj>�+afrRrsauj>i ?@p�afg �-aursaw�=a�?@�-� @3hCi=e�adcl� ( |k�lgW� B ^ ç |keR�

F ′ r � afgWc-afp)(=rsau�=abq |kr 'Cg��kp�adc | (=�-afg iWcB^
3�j>�w�-� *fi=�l�-afg5*da98�r�j�c-|kpZp�a[�=adcvq |kr 'Cg��kp�adc

P
�=a

F
adc-�b��? j>rsa�� *dafrRrsaZ�=adcbq |kr '�g��kp�adc

P�=a
F ′ ^ç e

P ∈ F ′ j>rs|k�-c P cB� � *f�leR� P = p
εP
1

1 ∗ . . . ∗ p
εP
n

n
jB~;a *vq/|ki=� �-|ki=�

i
8
εP
i 6= 0
^

3�j>� �-� *fi=�l�-afg5*da'cli=�
n
8;jB~;a * r�jbp j�6GeRp j>rReR�-�+�=a

C
8@|kg�| (=�lesafg � hCiWa�q |ki=� �-|ki=�

i ∈ {1, . . . , n}cle
P = p

εP
1

1 ∗ . . . ∗ p
εP
n

n ∈ F ′ j>rs|k�-c 8=q |ki=� �-|ki=� i0 8 pε′
P
1

1 ∗ . . . ∗ p
ε′

P
n

n ∈ F ′

|�
ε′Pi =

{

−εP
i

cle
i = i0

εP
i

cleRgW|kg
{}af�l�-a'�-� *fi=�l�-afg5*da��-afq |@c-a�cli=� r�ju�-afp j>�-h iWa�cli=eR~@j>g �-a@^G`bafi;6 *EDW|keF6

(p, p̄)
af�

(q, q̄)
q/afi=~;afgC���f�l�-a

q/|@c-eR�les|kg=gW�dc�	
� c-|keR�+c-�dhCiWafg �lesafrRrsafp�afgC�A@Fi=g * DW|keF6��=�fq afgW�6��� i=g�j>i=�l�-a7* DW|keF6�afg *dawc�afgWc h i�� eRr�g�� adcl� q |@c mcle (=rsafp�afg � q=�-�dc-afg � �Wj>gWc+i=g

X ∈ C
hCiWavcle�i=gOj>i=�l�-a7* DW|keF6�adc-�+�Wj>gWc

X
B

�Wj>gWc i=g�c-afgWc
p

q q̄

p̄

|ki6�Wj>gWc'r �zj>i=�l�-a
q

p p̄

q̄

� c-|keR� qSj>��j>rRr=<frsafp�afg �
p p̄ q q̄

{}af�l�-a\gW|k�les|kg�cH� �f�-afgW��j>i;6 afgWc-afp (=rsadcv�=a\q |kr 'Cg��kp�adcB^ `vj>gWc *da)*Bjk�G�-a98/rsa\qSjkc-c�j ?;a\�=a
F
�

F ′�-af~CesafgC���\qSj>��j>rRrs�frResc-af� �-|kiWc rsadc2* DW|keF6�afgC�l�-awafi;6�^
è g�afg *d|kg5*frRi=� eRpZp��d�Ge�j>�-afp�afg �bh iWa

∑

P∈F ′

P = 1

�=|kg5*
∑

P∈F

P = 1
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af�+afgG�Wg

∑

X∈C

W (X) = 1

~<������¯
�n���¥¸Zº[k��	�d�C�������t�D�B���1�w���"�����t�D�;�K� �X�µ�I�W���2�t�h���;� ���X�K�k�;¢@� ���X�C�¬�X���G�������¨�K�������������;�
F ′�w�������}�D�;�|�K���t�x�C��� � ���w�����	���1�X���o���D�	�.��� ���F��� �^�¬�s�v� �	�4�G� �¨���{���§�B�F���Ï�B�|�����2��� �d�Y�G�D�  

®s¯�°©±.°©²i³µ´�³¶°©·¹¸Qº ¸ ¼#"c°K¿&ÂHÀ�Á�/KË�ÁzÆ`ÁzË�ÇQ¾���ÁÏÃoÀ¬¾wÃWÁÊÈ 3C°K¿6È 3wÅ'Á
ÍÏÎ�ÐÒÑ

D0 Õ!Ù Ô4Ó�×?×BÓ Ð Ù Ø4Ù ÐäÐ Ùµ8DÜÒÕ1×[Ô�Ý!Ù4× Õ!Ù Ô4Ó�×?×BÓ Ð Ù D á�
kÜvÓ?Ö Ð × Ñ Ó,Õ1Ù`Ó28 Î Õ U Ó�Ú Ñ Õ1ÚBÓsÞ�Ý�Ö Ð Þ�Ý!Ü¶Ó
C Ô4Ó D

Ñ Ó�Ü6Ü|Ótã�Õ�Ó DC = D0 á
å AC��IJ58Ed?B<T:G?HDFI/5sæ[ç |keR�

C
r � afgWc-afp (=rsa �=adc+�=adc-c-afeRgWc+hCiSjkclenmocleRpZq=rsadc'p j�6�eRp j>i;6�eRg5*frRiWc+�Wj>gWc

D0
^

3�j>�+p j�6GeRp j>rReR�-�v�=a+*EDSjkhCiWav�=adc-c-afeRg�h iSjkc-enmocleRpZq=rsa98Gr � afgWc-afp (=rsa
C
adcl� (=esafg�i=gWa+*d|ki=~;af�l�li=�-a

@Frsadc+�=adc-c�afeRgWc+h iSjkc-enmocleRpZq=rsadc'c-|kgC�+eRg5*d|kpZqSj>�le (=rsadc��=|kg5*vp j�6�eRp j>i;6 B ^
1 j *d|ki=~;af�l�li=�-a

C
adcl� (=esafg�p j�6�eRp j>rsa&*Bj>�b�-|ki=�v�=adc-c-afeRg�h iSjkc-enmocleRpZq=rsa\eRg5*frRiWc��Wj>gWc

D0
adcl�

eRg5*frRiWc'�Wj>gWc+i=g��=adc-c-afeRg6hCiSjkclenmocleRpZq=rsaw�=a
C
^

�¤��¨�� ��� +.�! « ��� . &#.��¨® ������� �\.����J.�*����"� *
$V>�P§F4>�P?PO>�C6Y4PdF4SB¦�>HU�;�L4L©S�PrPO;�Y�AdU6>�Pv@�;�]q<4C�YKJ!C�PO;1Y4PGU�C�Y�SiJ1C6NO>�PGF4>HPrF4>HPOP?>�C�Y�PdPOC6]/L4U6>�PHb��kU6PV=?;1T4>�Y�A

T4Y~N��1U�>tC6]/L©;�N?ADJ1Y�AuL©;�T4NuU�>HPu@�;�T�¦�>�N)ADT4N?>�P��|L4N?;�L`;1POC6AOC�;�Y � b � LKJ1X1> ��1« ¡�b
' (+*�·Z³µ´�³|°©·¹¸Zº��z¼ \}Á$Â�ÂHÁK¿[/ Æ©Ä ��ÁKÅ'ÇVÉwÉ©Ä
a ÙlÔ4Ó�×?×BÓ Ð Ù�b����4MdK r J�J�� ÓD× Ñ Õ1ÙlÔ4Ó�×?×BÓ Ð Ù Ô�Ó�Ü0Ý9¶ Î ÚOÞgÓ c.(D1, . . . ,Dn)

Î�� Ü|ÓD× (Di) × Î Ù Ñ× Ð Þ	SwÜ¶Ó�×iá
~<������¯
�n���¥¸Zº ¸��	�d�C�¦���y���������µ�F�W���{�t�h���;� ���X�K�k�;¢����y�����K�1�X�K�F�W���/���F��� �^� ���t�;�B���X�w�������¥��� �������|�©�*�X�
���;���������G���t�d�^�¬���C�"� ���n� �d���D�;�{��� ���w�{���������µ���	���{���;�;�¬�X���C�x�w�	�����;�

c.(D1, . . . ,Dn)  
$QJzF4SBpKY4C6AOC�;�YÊPOT4CM¦!J1Y�AD>fF4;1Y4Y4>fT4Y ]/;¬j�>HY F4>fLKJ!POPO>HN FR:5T4Y F4>�P?PO>HC�Y pKY4CrmzT4Y F�>�POP?>�C6Y p4Y4C

F4SB¦�>HU�;�L4L©S1b�#ä;1T4N�U�J~],;1AOC6¦�>HN�hVT4YÊ>Bx�>�],L4U6>/F4>,F4>HPOPO>HC�Y >BA�F4>,F4>HPOPO>HC�Y F�SH¦�>HU�;�L�L`S/>�P?A�FR:'J1<©;�NOF
F4;1Y4Y4S �

(+, ξ, {1; 2})

(−, ξ.1, {0})

0.1

z

0.9

zξ.1.0

(−, ξ.2, {0})

0.4

(+, ξ.2.0, {0})

0.5

z

0.1

0.45

z

0.55

(+, ξ.2.0, {0})

!
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0.1

���

0.9

0.4

(+, ξ, {1; 2})

(−, ξ.1, {0})

zξ.1.0

(−, ξ.2, {0})

(+, ξ.2.0,{0})

0.5

(+, ξ, {1; 2})

(−, ξ.1, {0})

zξ.1.0

(−, ξ.2, {0})

z

0.1

0.45

(+, ξ, {1; 2})

(−, ξ.1, {0})

zξ.1.0

(−, ξ.2,{0})

z

0.55

(+, ξ, {1; 2})

(−, ξ.1, {0})

zξ.1.0

(−, ξ.2, {0})

(+, ξ.2.0, {0})

�
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' (+*�·Z³µ´�³|°©·¹¸Zº|» ! ¼ \}Ä ��ÁKÅ'ÇVÉwÉ©ÁKÈgÁ�/�ÀsÆpo�¾µ/ Æ`Á$Â�ÂHÁK¿[/��L/©¿
a Ù�b����4MdK r J�J¥MdHºMdep¸}Ô q Õ!Ù Ô4Ó�×?×BÓ Ð Ù Ø4Ù Ð 8 Î Þ	SwÜ¶Ó Ñ D Ó�× Ñ Õ1Ù©Óx¶ Î ÚOÞgÓeÙ Î ÚOÞ�Ý!Ü¶Ó , SVÝ!Ú ÑoÐ Ú}Ô4Ó
D S Î Õ!ÚuÜ|Ó{×���× Ñ�� ÞgÓsÔ4Ó�ÚBÛ�ÛY8�Ú ÐÒÑ Õ!ÚBÓ�¶ Î ÚOÞgÛâ Ô4Ó�ÜµÝqÚ � à�Ü¶Ó

(+, ξ, I)

(−, ξ.i, J)

s1

E1

. . . . . . . . . sn

En

R

 

s1

(+, ξ, I)

(−, ξ.i, J)

E1

R

. . . . . . . . . sn

(+, ξ, I)

(−, ξ.i, J)

En

R

â Ô4Ó�ÜµÝqÚ � à�Ü¶Ó

(+, ξ, I)

E′
1 . . .

s1

E1

. . . . . . . . . sn

En

. . . E′
k

 

s1

(+, ξ, I)

E′
1 . . . E1 . . . E′

k

sn

(+, ξ, I)

E′
1 . . . En . . . E′

k

â Ý Ð Ù�× Ð ã�Õ�Ó�!©× Ð D Ó�× Ñ Ù©ÛDà�Ý Ñ|Ð ¶Q×iÕ!Ú�Ü0Ý u Ý!×BÓ ξ0 ` Λ !VÔ4Ó�Ü0ÝqÚ � à�Ü|Ó

(−, ξ0, J)

s1

E1

. . . . . . . . . sn

En

R

 

s1

(−, ξ0.i, J)

E1

R

. . . . . . . . . sn

(−, ξ0.i, J)

En

R

~<������¯
�n���¥¸Zº[¯��R���µ�
h
��� �C�1���*�B���"�1� ���;�;�¬�X���

D
�B�
n
���¥�w�����G�D�����t� �K���=�2���

D   �Q��� � �B�E�X������x�h�;���X�}�µ�|�v�D�s���I��� �^� �y�+�d�C�x��� ���������µ�F�W�����t�h���;� ���X�K�k�[�k�X�X�����w� � �d�
	 ��� �C�1���k�B�v�	��� � �C��
��K�x�h� �1�v�µ�u�;�B�¦�B���}�n���¦�C�d� h+ n

�B�
	 � � �C��
��Ï���B���X�K�;¢¦���<�B�v�µ�k�§�1�_�w�����G�D����� ���B�I�W���C���1��� �C�1���*�B���h� 1

¢
2
¢       ¢ h ¢       ¢ h + n�����X�D��µ�p�B�I�}�W�B�k�X���X�K���B���µ���d�K��� �������d���{���C�O�W�����d���X� ����
��K�  
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�����t� ���;¢.�v�¬���B�1�X���;�+�K�X���X�K�¨��� ���¬���;�;�¬�X���	�����r�;�B���G�W�X�n���¬���;�;�¬�X���_���B�1�X���;�+���  

®�¯�°Ï±.°©²i³¶´¬³|°©· ¸Qº[¯n¼�,rÇc/�Â�ÁKÃ ��3�Ài¿&Ç�/ ÆZ¾ É©ÇR¿ Æ`Â�ÉC3ÏÃ{Æ©Ä ��ÁKÅ'ÇVÉwÉ©ÁKÈgÁ�/�À
$ Î Õ!Ú Ñ*Î Õ Ñ Ô4Û U Ó�Ü Î S4S�Ó�ÞgÓ�Ù Ñ D′ Ô q Õ1Ù Ô4Ó�×?×BÓ Ð Ù Ø4Ù Ð 8 Î Þ	SwÜ¶Ó Ñ D ! Î Ù ÝyS Î Õ1Ú ÑkÎ Õ Ñ E Ô4Ó u Ý!×BÓÎ Ú Ñ g Î à Î ÙÏÝ!Ü|ÓxV

W (JD,EK) =W (JD′,EK)

å A��%I/5	Ed?B<>:G?HDFIJ5qæ è g�rsa ~;�f�len�Sa � *EDSjkhCiWa �f��j>q a\�GiO�=�f~;afrs|kq=q afp�afg �B^ 1 auq/|keRgC� *f�li5*fe�j>r�adcl��h iWa
q/|ki=� �-|ki=�2(=��j>g5*EDWafp�afg �

s1 . . . . . . . . . sn

r�j[c-|kpZp�aw�=adc
si
adcl�+��? j>rsa �

1
^

~<�����4¯��%�c�n¸Qº � �x� ���;�K�	� � �;�¬�"���[�������t�^�B�|�4���"�1�)���;�;�¬�X���z�;�B�§�X���K�X�F�d���  �� �n���t�B��¢§�����C�X�F���X�D���C��v�¬���;�;�¬�X��� �K� �X�µ�F� �
D
���B���K�������t�d� � ���¬���;�;�¬�X���

E   �0� D �;�B�¦���{���¤�i���}���

   

0.2

   
0.5

   

���¬���B�1�X���;�+�K�X���X�K�����
D
�;�B� 0.2

   
0.5

   

�B���n���;�B���C��� ����� �K�������t�d� �
E � �����K���F���y���s�k�	���k����K�*�X�����B�F�W���¬���

D
�1�1���[���¬�1���I�D�y���;�;�¬�X���Ê�;�B���B���}�n�¦�C�d�

0.2 + 0.5 = 0.7 �d 

� T�Y4>[L4NO;	=?>H@HAOC�;�Y~POC6]/L4U6>eFKJ!Y4P
D
@H;�NON?>�P?L`;�Y�F¥L4U6T4POC6>�T4N?P2L4NO;	=?>H@HAOC�;�Y4PuP?C�],L4U�>HP�h4U6>�Pw�h�;�X�F�1�+�Bb
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ÍÏÎ�ÐÒÑ

D Õ1ÙfÔ4Ó�×?×BÓ Ð Ù/Ø�Ù Ð 8 Î ÞySwÜ¶Ó Ñ á a Ù)b����CMdK r J�J¥MdHºMdep¸¤Mde B ��=@?tMde�±OMqÔ4Ó D Ó�× Ñ Õ!Ù`Ó§×iÕ ÐWÑ Ó
D = D1  . . . Dn = D′ 6 

7 ÓD×¥Ú�Û�× Ð Ô©Õ1× ri(X) Ô q Õ1Ù Ô�Ó�×O×�Ó Ð Ù ã�Õ�Ý!× Ðji × Ð Þ	SwÜ|Ó X Ô4Ó Di

, Ñ Ú�Ý U ÓDÚO× Õ!Ù`ÓÊÛ Ñ ÝGS�Ó Di  

Di+1 × Î Ù Ñ Ô4Û�Ø�Ù Ð ×�Ý Ð Ù4× Ð VpP Î Ù~Ù`Ó	8 Î Ù4× Ð Ô � ÚBÓ[ã�Õ�ÓtÜ0ÝwSwÚBÓDÞ Ð � ÚBÓ{Ú � à�Ü¶Ó !©Ü¶Ó�×�Ý�Õ Ñ ÚBÓ�×2Ú � à�Ü¶Ó�×2× Î Ù Ñ× Ð Þ Ð Ü0Ý Ð Ú�Ó�×�R�áÍÏÎ�ÐÒÑ
X Õ1Ù Ô4ÓD×O×BÓ Ð Ù ã�Õ�Ý!× Ð^i × Ð Þ	SwÜ|ÓtÔ�Ó Di á

(+, ξ, I)

(−, ξ.i, J)

s1

E1

. . . . . . . . . sn

En

R

 

s1

(+, ξ, I)

(−, ξ.i, J)

E1

R

. . . . . . . . . sn

(+, ξ, I)

(−, ξ.i, J)

En

R

7 ÓD×{Ú�Û�× Ð Ô©Õ1×}Ô4Ó X × Î Ù Ñ Ü|ÓD×tÔ4Ó�×?×BÓ Ð Ù4×}ã4Õ�Ý!× Ð^i × Ð ÞyS`Ü|Ó�× X ′ Ô4Ó Di+1

Ñ ÓDÜ�×eã�Õ�Óâ X Ó Ñ X ′ × Î Ù Ñ ÛDà$Ý�Õ	Ö�×�Õ1Ú2ÜµÝ"SVÝ!Ú ÑoÐ Ó}Ó�Ù Ô4Ó;g Î ÚO×tÔ©ÕyÞ Î�Ñ|Ð ¶*áâ × Ð X Ù q Ð Ù Ñ ÓDÚO×�ÓG8 Ñ Ó�SRÝ!×2Ü|Ów8�g Î�Ð Ö
s1 . . . . . . . . . sn

ÞfÝ Ð × Ð Ù Ñ Ó�ÚO×�ÓG8 Ñ Ó (+, ξ, I)

R

Ý!Ü Î ÚO× X ′
Ð Ù Ñ Ó�ÚO×�ÓG8 Ñ ÓrÔ�Ó.ÜµÝuÞgß�ÞgÓ�Þ�Ý!Ù Ð � Ú�ÓdÕ!Ù/Ô4Ó�× (+, ξ, I)

R

×�Ý!Ù�× Ð Ù Ñ Ó�Ú?×BÓY8 Ñ ÓDÚ�Ü¶Ó�×{Ý�8 ÑoÐ¶Î Ù4× (−, ξ.i, J) áâ × Ð X Ð Ù Ñ Ó�Ú?×BÓG8 Ñ Ó Ej0 !�Ý!Ü Î Ú?× X ′
Ð Ù Ñ Ó�Ú?×BÓG8 Ñ Ó2Ô4ÓvÜ0ÝeÞ�ßDÞ�ÓGÞ�Ý!Ù Ð � Ú�Ó Ej0 Ó Ñ Ô4Ó§Þgß�ÞgÓ�S Î Õ1Ú

ÜµÝ"SVÝ	Ú ÑoÐ Ó (+, ξ, I)

R

á
7 ÓD×rÚ�Û�× Ð Ô©Õ1× Ri(X) Ô q Õ!Ù¥Ó�Ù4×�Ó�Þ u Ü|ÓeÔ�ÓeÔ4ÓD×O×BÓ Ð Ù4×{ã4Õ�Ý!× Ð^i × Ð ÞyS`Ü|Ó�× {X1, . . . , Xm} × Î Ù Ñ Ô4ÛDØ4Ù Ð ×SVÝ!Ú[Õ1Ù Ð¶Î Ù¬V ∪jri(Xj) á
7 ÓD×�ÚBÛD× Ð Ô©Õ1× R(X) Ô q Õ1Ù_Ô4ÓD×O×�Ó Ð Ù_ã�Õ�Ý	× Ðji × Ð ÞySwÜ¶Ó X Ô4Ó D

, Ñ Ú�Ý U ÓDÚO× ÑkÎ Õ Ñ ÓD×�Ü|ÓD×/Û Ñ ÝGS�Ó�×/Ô4Ó
Ô4Û U Ó�Ü Î S4S.ÓDÞ�ÓDÙ Ñ × Î Ù Ñ

Rn(Rn−1(. . . (R1({X})) . . .))



� ����D��"�8q�����t����8��	���!�0�
��*9!�o� (O�¬D��"�8 ��� % 35"������"�7�"�8	�$%5� *9y��1«
®�¯�°Ï±.°©²i³¶´¬³|°©· ¸Qº � ¼��GÄ�Â�¿ ÆQ¾4Â

â 7 Ó�×2ÚBÛD× Ð Ô©Õ1×tÔ q Õ1Ù Ô�Ó�×O×�Ó Ð Ù ã�Õ�Ý!× Ðji × Ð Þ	SwÜ|Ó Î Ù Ñ Þ�ßDÞ�Ó Î Õ u Ü Ð × Ð Þ	SwÜ¶Ó�áâ ´ Ó¦SwÜÒÕ!× !©ÜµÝ�× Î Þ/ÞgÓ}Ô4ÓD×�S Î�Ð Ô�×}Ô�Ó�×{ÚBÛ�× Ð Ô©Õ!×[Ô q Õ1Ù Ô4Ó�×?×BÓ Ð Ù ã�Õ�Ý!× Ðji × Ð Þ	SwÜ¶ÓtÓ�× Ñ ÛOà�Ý!Ü|ÓeÝ�Õ
S Î�Ð Ô$×{Ô©ÕgÔ�Ó�×O×�Ó Ð ÙVáâ $ Î Õ1Ú Ñ*Î Õ Ñ E Ó Ñ2Ñ*Î Õ Ñ D ! W (JD,EK) =

∑

D′∈R(D)W (JD′,EK) á
å A��%I/5	Ed?B<>:G?HDFIJ5qæ è g6rsab~;�f�len�Sa � * DSjkh iWau�f��j>q/av�=aw�=�f~;afrs|kq=q afp�afg �B^

')(+*�·ä³µ´�³¶°©· ¸Qº|»vZn¼�,rÇV¾���ÁKÃWÀ¬¾`ÃÒÁ Æ©Ä5��ÁKÅ'ÇQÉ`É©Ä�Á
a Ù`Óx8 Î Õ U ÓDÚ Ñ Õ1ÚBÓ C Ô q Õ1Ù Ô�Ó�×O×�Ó Ð Ù D Ó�× Ñ b ���CMdK r J�J���M × Ð Ü|Ó}Ô�Ó�×O×�Ó Ð Ù DC Ó�× Ñ Ô�Û U ÓDÜ Î SCS.Û¬á

®�¯�°Ï±.°©²i³¶´¬³|°©· ¸Qº��¥¼�,rÇQ¾���ÁÏÃoÀ¬¾wÃWÁnÆpo�¾µ/ Æ`Á$Â�ÂHÁ4¿^/ Æ©Ä ��ÁKÅ'ÇVÉwÉ©Ä
ÍÏÎ�Ð Ó�Ù Ñ D Õ1Ù�Ô4Ó�×?×BÓ Ð ÙgØ4Ù Ð 8 Î ÞySwÜ¶Ó Ñ Ô4Û U Ó�Ü Î S4S�ÛeÓ Ñ E Õ1Ù¥Ô�Ó�×O×�Ó Ð Ùf×iÕ1ÚeÕ1Ù`Ó u Ý!×BÓ Î Ú Ñ g Î à Î ÙÏÝ!Ü|Ó¬áÍÏÎ�ÐWÑ
C Õ1Ù`Óx8 Î Õ U ÓDÚ Ñ Õ!ÚBÓsÔ4Û U Ó�Ü Î S4S.ÛHÓ�S Î Õ1Ú D á/.dÙzÝ)Vâ W (JDC,EK) =

∑

X∈CW (JX,EK)â ∀X ∈ C, W (JX,EK) =W(JOs(X),EK)W (X)

å A��%I/5	Ed?B<>:G?HDFIJ5qæ
è g�p�|kg �l�-aursa7*Bjkc+|�

D
adcl� q |@cleR�le �l^

� 1 aw�=adc-c�afeRg DC
adcl�'j>iWc-cle�q |@cleR�le ��af�+cB� � *f�leR�

DC = c.(Os(X1), . . . ,Os(Xn))
^

è gOj
JDC,EK = c.(JOs(X1),EK, . . . , JOs(Xn),EK)

� {�� adcl�4*fr�j>eR�&@ X ∈ C adcl�'adc-c�afg �lesafrRrsafp�afg �bi=gWa (=��j>g5*EDWa\�=aucE*Bj>r�j>eR�-adc�cli=eR~�esaw��� i=gO�=adc-c�afeRgcleRpZq=rsa B ^
1 a *Bjkc |�

D
adcl� gW��? j>�le �8adcl� i=g q/af�leR�}q afi q=rRiWc *d|kpZq=rResh iW� 	 |kg q=�-|�* <d�=a��=a r�jvp��fp�a p j>g=e=<f�-a

p j>esc � * DSjkh iWa � afi=eRrRrsav~�es�=av�Gi6q=�-afpZesaf�2*d|�a�: *fesafg ���=a
E
^

®�¯�°Ï±.°©²i³¶´¬³|°©· ¸Qº��n¼�,rÇQ¾���ÁÏÃoÀ¬¾wÃWÁnÆ`Ä ��ÁKÅ&ÇVÉ`É`Ä$Á
ÍÏÎ�ÐWÑ

D Õ1Ù Ô4ÓD×O×�Ó Ð Ù Ø4Ù Ð 8 Î Þ	SwÜ¶Ó Ñ á ÍÏÎ�ÐWÑ C Õ!Ù`Ó (α, β)
i 8 Î Õ U Ó�Ú Ñ Õ1Ú�Ós×iÕ1Ú D á 
kÜGÓOÖ Ð × Ñ Ó Cdev Ó Ñ

Ddev
C

Ñ Ó�Ü�×tã�Õ�ÓyVâ 7 Ó�Ô4ÓD×O×BÓ Ð Ù Ddev
C Ó�× Ñ ÜµÝ)8 Ð|u Ü¶ÓqÔ q Õ1Ù Ô4Û U Ó�Ü Î S4S�Ó�ÞgÓ�Ù Ñ Ó�Ù ×�Û�ã�Õ�Ó�Ùt8�ÓyÔ4Ó DC á ÍÏÎ�ÐWÑ R ÜµÝ¶ Î Ùµ8 ÑoÐ¶Î ÙzÔ4Ó�ÚBÛD× Ð ÔÏÕ1×�Ý!×O× Î 8 Ð Û�Ó , 8�ÓsÔ4Û U Ó�Ü Î S4S�Ó�ÞgÓ�Ù Ñ Ó�Ù~×BÛHã4Õ$Ó�Ùµ8HÓ�áâ Cdev ÓD× Ñ Õ1Ù`Ó (α, β)

i 8 Î Õ U Ó�Ú Ñ Õ1Ú�Ó�×iÕ1Ú Ddev
C áâ Í�Ð X ∈ C !wÝ!Ü Î ÚO×dÜ¶Ó�×2ÚBÛD× Ð ÔÏÕ1×tÔ4Ó X × Î Ù Ñ Ô�Ý!Ù4× Cdev áâ $ Î Õ1Ú Ñ*Î Õ Ñ E ! W (JDC,EK) =W

(q
Ddev

C ,E
y) áâ ∑

X∈CW (X) =
∑

X∈Cdev W (X) áâ $ Î Õ1Ú Ñ*Î Õ Ñ E Ó Ñ2Ñ*Î Õ Ñ X ∈ C ! W (JX,EK) =
∑

X′∈R(X)W (JX ′,EK) áâ Í�Ð C ÓD× Ñ Þ�Ý�Ö Ð Þ�Ý!Ü|Ó�!ÏÝ!Ü Î ÚO× Cdev ÓD× Ñ Ý�Õ1×?× Ð Þ�Ý�Ö Ð Þ�Ý!Ü|Ó¬á
.dÙ~Ù Î�Ñ Ó Dev(C) = Cdev á

å A��%I/5	Ed?B<>:G?HDFIJ5qæ è g *d|kgWcl�l�li=eR�wr�j *d|ki=~;af�l�li=�-a
Cdev
qSj>�w�f��j>q adcw�Gi=��j>g � rsaZ�=�f~;afrs|kq=q/afp�afgC� �=a

D
afg q=�-afgSj>gC�Zrsadc[�-�dcles�GiWc��=a r�j *d|ki=~;af�l�li=�-a�q=�-� *d�d�=afg �-a@^}{�� adcl��afg5*d|k�-a�i=gWa *d|ki=~;af�l�li=�-a @Fr�j

*d|kgW�GeR�les|kg\��� eRg5*d|kpZqSj>�le (=eRrReR�-� adc-� (=esafg q=�-�dc�af�l~;�da B ^T`ba q=rRiWc 8 *@� adcl�8i=gWa *d|ki=~;af�l�li=�-a�cli=��rsa �=adc-c-afeRg
�-�d�Gi=eR�B^
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% r��-adcl�-a �\q=�-|ki=~;af�
� Cdev

adc-� i=gWa
(α, β)
m *d|ki=~;af�l�li=�-a@^

{�� adcl�+~���j>e�qSj>�+r�j\q=�-|kq |@cleR�les|kg6]W^��[qSj ?;awq=�-� *d�d�=afg �-a@^
� 3M|ki=�'�-|ki=� E 8 W (JDC,EK) =W

(q
Ddev

C ,E
y) ^

{�� adcl�+~���j>e�qSj>�+r�j\q=�-|kq |@cleR�les|kg6]W^��[qSj ?;a _ByG_@^
� ∑

X∈CW (X) =
∑

X∈Cdev W (X)
^

{�� adcl�+~���j>e�qSj>�+r�j\q=�-|kq |@cleR�les|kg6]W^��[qSj ?;awq=�-� *d�d�=afg �-a@^
� 3M|ki=�'�-|ki=� E af�+�-|ki=� X ∈ C 8 W (JX,EK) =

∑

X′∈R(X)W (JX ′,EK) ^{�� adcl�+~���j>e�qSj>�+r�j\q=�-|kq |@cleR�les|kg6]W^��[qSj ?;awq=�-� *d�d�=afg �-a@^
� ç e C adcl� p j�6�eRp j>rsa98/j>rs|k�-c Cdev adcl�'j>iWc-cle�p j�6GeRp j>rsa@^
% r8cli;:����=|kg5* �=a p�|kg �l�-af�bhCiWaucle

C
adc-�'p j�6GeRp j>rsa98 j>rs|k�-c

Cdev
adcl��j>iWc�cle	p j�6GeRp j>rsa@^�3M|ki=�

*dafr�j;8�eRr/c-i;:����=a p�|kg �l�-af�+hCi�� i=gWab�f��j>q/ab�=a��=�f~;afrs|kq=q/afp�afgC�
D D′ �l��j>gWc�� |k�lp�a i=gWa *d|ki=~;af� m�li=�-avp j�6GeRp j>rsa

C
�=a

D
afg�i=gWa7*d|ki=~;af�l�li=�-awp j�6GeRp j>rsa

C′
�=a

D′ ^ç i=q=q |@c-|kgWc�h iWa
C′
gWa c-|keR�MqSjkc	p j�6GeRp j>rsa@^ ç |keR�

X ′
ν /∈ C′

�-afrChCiWa
C′∪X ′

ν

adcl�	i=gWa *d|ki=~;af�l�li=�-a
�=a

D′ ^�è g q afi=���-afp�|kg �-af� Xν

afg�j>�l�le=<f�-abqSj>��rsav�=�f~;afrs|kq=q/afp�afgC�B^
X ′

ν /∈ C′
�=|kg5*

Xν /∈ C
^ 3�j>�

p j�6GeRp j>rReR�-� �=a
C
8
Xν

adcl� *d|kpZqSj>�le (=rsa jB~;a * i=g *daf�l��j>eRg
X0 ∈ C

^���j>esc 8Hj>rs|k�-c 8
X ′

ν

adcl� *d|kpZqSj>�le (=rsa
jd~;a *\rsadcb�-�dcles�GiWcb�=a

X0
�=|kg5*

C′ ∪X ′
ν

g�� adcl��qSjkcbi=gWa&*d|ki=~;af�l�li=�-a@^ % r 'Oj *d|kg �l��jk�Ge=*f�les|kg��=|kg5*
C′
adc-� p j�6�eRp j>rsa@^

�¤��¨��� ª ) , )��t® � ,/*��S)p®J* « �
�kU�>�P?A�]�J!C�Y�AD>HYKJ1Y�A�L©;�P?POC�<�U�>vFR:'SHY4;�Y4@H>�N�>BA�F4>§F4S�],;�Y�ADN?>�NäU0J2L4NO;�L©;�P?C6ADC6;�YsPOT4CM¦1J!Y$AO>r\$T4C�P?AOC�L4T4U6>

\$T4>}F4>HT�xgF�>�POP?>�C6Y4P
D
>HA

E
P?;�Y�A2;�N?AOI4;�X�;�Y4J1T�x�POCw>BAuPO>HT4U�>H]/>HY�A2POCw;1YgL`>HT�A2@�;�T�¦�N?C�N

D
E|J1@�>tm

EF4>[]/J1Y4C6^�NO>tJ1T4POP?CQL4NO;�@�I4>[F4>
1
\$T4>�F�S�POC6NOSH>1b

®s¯�°©±.°©²i³µ´�³¶°©·¹¸Qº�� ¼-,¦3KÃ�3KË1À�ÄKÃ?¿&ÂG3�Ài¿&Ç�/ Æ`Á Å�o Ç`ÃoÀ¬Ì4Ç��ÏÇ�/43wÅ ¿&À�Ä
ÍÏÎ�Ð ÓDÙ Ñ D Ó Ñ E Ô4Ó¬Õ	Ö¹Ô4Ó�×?×BÓ Ð Ù4×T8 Î ÞySwÜ¶Ó Ñ ×iá 7 Ó�×/Ô4ÓD×O×�Ó Ð Ù�× D Ó Ñ E × Î Ù Ñ}Î Ú Ñ g Î à Î ÙÏÝ�Õ	ÖÊ× Ð Ó Ñ
×BÓ�Õ!Ü|Ó�ÞgÓ�Ù Ñ × Ð

∀ε ∈ ]0; 1[, ∃C, Õ1Ù`Ó ((1− ε), (1− ε))− 8 Î Õ U Ó�Ú Ñ Õ1ÚBÓsÔ4Ó D ¶|Ý�8HÓ , E

å AC��IJ58Ed?B<T:G?HDFI/5sæ è g6p�|kgC�l�-a *EDSjkhCiWaveRpZq=rRe=*Bj>�les|kg�^
⇒
ç i=q=q |@c-|kgWc

D ⊥ E
^

ç |keR�
ε ∈ ]0; 1[

^
ç |keR�

D0
i=g��=adc�c-afeRg��Wg=e�q=rsafeRgWafp�afg � eRg5*frRiWc'�Wj>gWc

D
�-afr8h iWa

W (JD0,EK) ≥ 1− ε2 ^ç |keR�
C
i=gWa *d|ki=~;af�l�li=�-a �=a

D
p j�6�eRp j>rsa �-afrRrsa�h iWa

DC = D0
@Fr � a�6�escl�-afg5*da adcl� jkc-cli=�-�da

qSj>�+r�j\q=�-|kq |@cleR�les|kg�]W^ ]ZqSj ?;a _@_B� B ^
ç |keR�

Cdev = Dev(C)
^�è g6gW|k�-a

Ddev
C = Ddev

0 Cdev

^
1 j[q=�-|kq |@cleR�les|kg6]W^z�ZqSj ?;avq=�-� *d�d�=afg �-aueRpZq=rResh iWawhCiWa

Cdev
adc-� p j�6�eRp j>rsa@^

è gOj;8GqSj>�+p j�6GeRp j>rReR�-�u�=a
Cdev

8

1− ε2 ≤ W (JD0,EK) =W(JDdev
C ,EK) =

∑

X∈Cdev

W(JOs(X),EK)W (X)

è g%j ∑

X∈Cdev W (X) ≤ 1
�=|kg5*98 ���zj>q=�E<dcbr�j q=�-|kq/|@cleR�les|kg�]W^R_\qSj ?;a�_@_f]58/eRrMa�6Gescl�-a i=gWa



� ����D��"�8q���������V% "�8�7������!8¬*({����%���%'�	��� �����}(����s
�% �,�� ª
*d|ki=~;af�l�li=�-a

C0 ⊆ C
dev �-afr	hCiWa

∑

X∈C0

W (X) ≥ 1− ε

af�

∀X ∈ C0,W(JOs(X),EK) ≥ 1− ε

è g�afg *d|kg5*frRi=� hCiWa
C0
adc-� i=gWa

(1− ε, 1− ε)
m *d|ki=~;af�l�li=�-a �=a

Ddev
C

^
ç |keR�

C′ = {X | R(X) ∩ C0 6= ∅}
|�

R
adcl� r�j �3|kg5*f�les|kg��=a �-�dcles�GiWc��Gi �=�f~;afrs|kq=q afp�afg �

�=a
C
af�
Cdev
^

è g *d|kg5*frRi=�'afg6�-afp j>�-hCiSj>g ��h iWa
C′
adcl� i=gWa

(1− ε, 1− ε)
m *d|ki=~;af�l�li=�-a �=a

D
*Bj>�
	

� ∀X ∈ C′, ∀X ′ ∈ R(X), W(JOs(X), EK) =W(JOs(X ′), EK) ≥ 1− ε
� ∑

X∈C′W (X) ≥
∑

X′∈C0
W (X ′) ≥ 1− ε

⇐
ç i=q=q/|@c�|kgWc

∀ε ∈ ]0; 1[, ∃C,
i=gWa

(1− ε, 1− ε)−
*d|ki=~;af�l�li=�-au�=a

D
� j *da �

E

ç |keR�
ε ∈ ]0; 1[

^ ç |keR�
C
i=gWa

(1− ε, 1− ε)
m *d|ki=~;af�l�li=�-au�=a

D
� j *da �

E
^

è g *d|kgWcles� <f�-avi=gO�=�f~;afrs|kq=q/afp�afgC�
Cdev
^�è g�gW|k�-a

Ddev
C = Ddev

Cdev

^
è gOj

W (JD,EK) ≥ W (JDC ,EK) =W
(q

Ddev
C ,E

y)

≥
∑

X′∈Cdev W (JX ′,EK) =
∑

X′∈Cdev W(JOs(X ′),EK)W (X ′) =
∑

X∈CW(JOs(X),EK)W (X) ≥ (1− ε)2

{}a *fe	adcl� ~���j>e�q/|ki=�'�-|ki=�
ε ∈ ]0; 1[

�=|kg5*
W (JD,EK) = 1

af�
D ⊥ E

^

����� 	 �H���g����
 �2� �Z� �g� ��� ����g�����g� �V��
 ���B�

� >BAOAD>zPO>�@BADC6;�YaX�SHY4S�NOJ1U�C6PO>~U�>~L4U�;�Y�X�>�],>�Y�A/@iJ1Y4;1Y4C�\$T4>¥F4SHpKY�Ctm U�J P?>�@HAOC�;�Y « b « b  LKJ1X�> � ª�b$G:5;�<�=?>H@HAOC6Eu>HP?A�FR:'>�x�L4U�C6\�T�>�NsU0J�P?ADN?T4@HAOT4NO>/>HA�Y4;�YÊF4>/F�SHpKY4C6N�F�>�Ps@�I4;�PO>HPqAD>H@�I4Y4C6\�T�>�],>�Y�A�T�AOC�U6>�P
LKJ1N2U0J�P?T4C6AO>1b
$V>��t����� ���X���X�K�0�t� �+���w���X���d� �^�G�d�K�äF4SHp4Y4C`F4J1Y4Pv@�>HA?AD>�PO>�@BADC6;�Y/>HP?ArT4Y4>2E¶;�Y4@HAOC�;�Y,F4>HP§F4>HPOP?>�C�Y�P

POC�],L4U6>�PZFKJ1Y4PäU�>�PäF4>�P?PO>HC�Y4P�L�NO;�<KJ!<4C�U6C�P?AO>�PQF4>d]���],>v<KJ1PO>§\$T4C�N?>HAO;�T4NOY�>dT4Y�F4>HPOP?>�C�Y \$T4C�Y4;�N?]�J!U�C�P?>
J¬¦1>�@sL4U�T�P{F�>sF�>�POP?>�C6Y4P�\$T4>[U6>}F4>�P?PO>�C6YzF4>[F4SHLKJ1N)Aib
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' (+*�·Z³µ´�³|°©·¹¸Zº|»�kn¼ zdÅ&Ç�/ �©ÁKÈgÁ�/�À,É`Å6¾�ÂT/4Ç©ÃOÈ 3`ÅM¿&ÂG3n/�À
7 Ý&
 r eL±�¸hD r e φp Ô4Ó�×rÔ4ÓD×O×�Ó Ð Ù�×v× Ð Þ	SwÜ|ÓD×vÔ q Õ1Ù`Ó u Ý	×BÓuÔ Î Ù�Ù`Û�ÓuÔ�Ý	Ù4×.Ü|ÓD×§Ô4Ó�×?×BÓ Ð Ù4×�SwÚ Îvu Ý u!Ð Ü Ð × Ñ ÓD×Ô4Ó�Þ�ßDÞ�Ó u Ý	×BÓ[Ó�× Ñ Ô�Û�Ø4Ù Ð Ó�SVÝ!ÚxV

φ0 : K+

D1 . . . Dn

7→ K+

D1 . . . Dn

φ1 : K+

D1 . . . Dn

7→ z

φp : K+

D1 . . . Dn

7→

1− p

K+

φp(D1) . . . φp(Dn)

p

z

φp : (K−)

D+

7→ (K−)

φp(D
+)

φp : Fid− 7→ Skunk

®s¯�°©±.°©²i³µ´�³¶°©·¹¸Qº|» ! ¼-lfÃWÀ¬Ì�Ç��©Ç�/C3wÅM¿'À�Ä~Á$À/ÉwÅ'Ç�/ �ÏÁKÈgÁ�/�ÀyÉwÅM¾4ÂT/�Ç`Ã?È 3wÅ ¿ ÂY3n/�À
ÍÏÎ�Ð ÓDÙ Ñ D Ó Ñ E Ô4Ó¬Õ	Ö Ô4Ó�×?×BÓ Ð Ù4×{×iÕ1ÚtÔ4ÓD× u Ý!×BÓD×[ÔÏÕ�Ý!Ü|ÓD×iá/.dÙ¥Ý V

D ⊥ E⇔ ∀p, W (Jφp(D),EK) = 1

D 6⊥ E⇔ ∀p < 1, W (Jφp(D),EK) < 1

$V>qL4U6;�Y4X�>H]/>HY�AtL4U6T4PeY4;1NO]/J1U�C6PDJ1Y�A
φp

>HP?AeT4Y4>�Y4;!ADC�;1YzNDJ!C�PO;1Y4YKJ1<4U6>�F�TnL`;1C�Y�AeF�>q¦�T4>�F4>�U0J
U6T4F4C�\$T4>�L4NO;1<KJ1<4C6U�C�P)AD>�@iJ1Nt>HU�U6>qL©>�T�A �BADN?> C�Y�AD>HNOYKJ1U6C�P?S�>q@H;�],]/>�U6>q],;�Y�ADN?>�Y�A[U0J�F�SHpKY4CMADC6;�Yn>HAtU0J
L4N?;�L©;�POCMADC�;1YfPOT4CM¦!J1Y�AD>1b
' (+*�·Z³µ´�³|°©·¹¸Zº|»�¸ ¼ � Á��|3v° ÉwÅM¾4Â /4Ç`Ã?È 3wÅ ¿ ÂY3n/�À
7 ÓA
|A�³ JLK;?4B§e r ��H�ACKFDFB ACep¸ Fax

p
ξ`ξ′ ÓD× Ñ φp(Faxξ`ξ′) á

$QJ�L4NO;1L`;�P?C6AOC�;�Y/POT4CM¦1J!Y$AO>tNO>H]�J!NO\$T4>}\$T4>}U0JsE¶;�Y4@HAOC�;�Y
φp

>�P)A���(+*�·ä³|²i²G���	����>HYgU�T4F4C6\$T4>tL4N?;
&
<KJ!<4C�U6C�P?AO>tJ1T�P?>�Y4P{\$T4>1hÏ],;�F4T�U�;�T4Y�>sY�;�NO]/J1U�C6PDJ!AOC�;�Y�Ji¦�>�@

Faxξ`ξ′
Uo:'C6]�J!X�>eLKJ!N

φp

FR:'T�Y¥F4>HPOP?>�C�Y
>HP?A{PO;�Y~C�]/J1X�>eLKJ1NuU0J�Y�;�NO]/J1U�C6PDJ!AOC�;�Y�Ji¦�>�@sU�>tE|J�x�L4U�T�PuY4;�NO]/J1U6C�PDJ!Y$A

Fax
p
ξ`ξ′

b
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®�¯�°Ï±.°©²i³¶´¬³|°©· ¸Qº|»Ï»g¼ \}Ä �L/©¿&Ài¿&Ç�/Ê¿[/�À�ÁKÃ /�ÁnÆ©Á

φp �
Å'Á �N3C° ÉwÅM¾4Â /4Ç`Ã?È 3wÅ ¿ ÂY3n/�À

$ Î Õ!Ú ÑkÎ Õ Ñ Ô4ÓD×O×�Ó Ð Ù D ×iÕ1ÚsÕ1Ù©Ó u Ý!×BÓ ` ξ ! Î ÙzÝ
JD,Fax

p
ξ`ξ′K = φp(JD,Faxξ`ξ′K)

å A��%I/5	Ed?B<>:G?HDFIJ5qæ 3Mj>�'�-� *fi=�l�-afg5*daucli=�
n
8=|kg6q=�-|ki=~;avqSj>�4*Bjkc+cli=�

D
hCiWabr � ��? j>rReR�-�

JD,Fax
p
ξ`ξ′K = φp(JD,Faxξ`ξ′K)

adcl� ~���j>esa�� iWc-hCi�� �\r�j&DSj>i=�-afi=�
n
^

$QJ L4NO;1L`;�P?C6AOC�;�Y P?T4C6¦!J1Y�AO>~],;�Y�ADN?>g\$T4>1h.¦�C0JnU�J E¶;1Y4@HAOC�;�Y
φp

h�U0JnU6T4F4C�\$T4>gL�NO;�<KJ!<4C�U6C�P?AO>fPDJ!C6A
F4C6¨`S�N?>�Y4@HC�>�N2U�J�F4C6¦1>�NOX1>�Y4@H>�>HY~AO>�],L4PupKY4CRF4>sU0J�F�C6¦�>HNOX�>HY4@�>s>�Y�AD>H]/L�PuC�Y�pKY�CWb

®�¯�°Ï±.°©²i³¶´¬³|°©· ¸Qº|»�Zn¼ \q¿ Â	Éw¾�À�Á$Â/¿[/ �L/©¿ Á$Â
ÍÏÎ�Ð Ó�Ù Ñ D Ó Ñ E Ô4Ó¬Õ	Ö Ô4ÓD×O×BÓ Ð Ù4×�× Ð ÞySwÜ¶Ó�×d×�Õ1ÚtÔ4Ó�× u Ý!×�Ó�×}Ô©Õ�Ý!Ü¶Ó�× Ñ ÓDÜ�×eã�Õ�ÓeÜµÝ/Ô Ð ×NS�Õ Ñ Ó[Ó�Ù Ñ Ú�Ó D

Ó Ñ E × Î�ÐÒÑ Ô�ÓeÜ Î Ù�àÏÕ$Ó�Õ1Ú k ∈ N ∪ {+∞} Ó Ñ JD,EK = Fid á/.dÙ¥Ý,Ý	Ü Î Ú?×xV
W (Jφp(D),EK) = (1− (1− p)k)

')(+*�·ä³µ´�³¶°©· ¸Qº|»v¯n¼ \}Á$Â�ÂHÁ4¿^/ Â�¿�ÈzÉwÅ'ÁzË�Ç�/�Ài¿[/w¾
a ÙnÔ4ÓD×O×BÓ Ð Ù¥× Ð Þ	SwÜ¶Ó D Ó�× Ñ ± r ep¸hDFe¨?f× Ð S Î Õ1Ú Ñ*Î Õ Ñ Ô4Ó�×?×BÓ Ð Ù¥× Ð Þ	SwÜ|Ó E !©Ü0Ýy¶ Î Ùµ8 ÑoÐ|Î Ù

p 7→ W (Jφp(D),EK)

Ó�× Ñ 8 Î Ù ÑoÐ Ù`Õ$ÓsÓDÙ 0 á 7 Ó[Ô4Ó�×?×BÓ Ð Ù D ÓD× Ñ b%DFB
± r ep¸hDFe¨?nÔ�Ý!Ù4×2Ü|Ów8�Ý!×"8 Î Ù Ñ ÚDÝ Ð Ú�Ó�á

')(+*�·ä³µ´�³¶°©· ¸Qº|» � ¼�,�Ì4ÁKÈz¿[/
a Ù_±G²LMdH DFe¹Ô q Õ1Ù Ô4Ó�×?×BÓ Ð Ù D ÓD× Ñ ÜµÝ"SVÝ	Ú ÑoÐ Ó}Ô4Ó D

U�Ð × ÐWÑ Û�Ó{Ü Î ÚO×eÔ q Õ1Ù©Ó Ð Ù Ñ Ó�ÚDÝ�8 Ñ|Ð|Î ÙzÔ Î Ù4Ù`ÛHÓ�á
$QJ L4NO;1L`;�P?C6AOC�;�YgP?T4C6¦!J1Y�AD>}@�J1NDJ!@HADSHNOC6PO>[U�>HP{F�>�POP?>�C6Y4P�@H;�Y�ADC6Y�T�P�b
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®s¯�°©±.°©²i³µ´�³¶°©·¹¸Qº|»�k ¼]\[Á$ÂHÂ�Á4¿^/�Â�Â	¿6ÈnÉ`Å&Á$Ây3��
3n/�À/¾n/4Á ¿[/�À�ÁKÃN3KË1Ài¿&Ç�/ ¿[/ �L/`¿&Á
ÍÏÎ�ÐÒÑ

D Õ!Ù Ô4ÓD×O×�Ó Ð Ù~× Ð ÞyS`Ü|Ó�á 7 Ó�×¨SwÚ Î SwÚ Ð Û Ñ ÛD×2×iÕ Ð�U Ý	Ù Ñ Ó�×2× Î Ù Ñ Û�ã�Õ Ð�U Ý!Ü|ÓDÙ Ñ Ó�×{V
� á 7 ÓsÔ�Ó�×O×�Ó Ð Ù D Ý�Õ1Ù`Óx8�g4Ú Î Ù Ð ã�Õ�Ó Ð Ù4Ø4Ù Ð Ó�á
� á 7 ÓsÔ�Ó�×O×�Ó Ð Ù D Ý�Õ1Ù_8�g`Ó�Þ Ð Ù Ð Ù�Ø4Ù Ð á
� á 7 ÓsÔ�Ó�×O×�Ó Ð Ù D Ý�Õ1Ù`Ó Ñ ÚDÝ!Ùµ8�g`Ó Ð Ù4Ø4Ù Ð Ó�á
� á 7 Ó,Ô�Ó�×O×�Ó Ð Ù D Ó�× Ñ Ô Ð ×X8 Î Ù ÑoÐ Ù©Õ¬V Ð ÜrÓ?Ö Ð × Ñ ÓgÕ1Ù Ô4ÓD×O×BÓ Ð ÙÊ× Ð Þ	SwÜ¶Ó E

Ñ ÓDÜrã4Õ$Ó�Ü0Ý ¶ Î Ùµ8 Ñ|Ð|Î Ù
p 7→ W (Jφp(D),EK) Ó�× Ñ Ô Ð ×X8 Î Ù ÑoÐ Ù©Õ�Ó}ÓDÙ 0 á

� á 
kÜZÓ?Ö Ð × Ñ Ó�Õ1ÙzÔ4Ó�×?×BÓ Ð Ù�× Ð ÞySwÜ¶Ó E
Ñ ÓDÜäã�Õ�Ó W (Jφp(D),EK) Ó�× Ñ ÛDà�Ý!Ü¶Ó , 0 × Ð p Ó�× Ñ Ù©Õ1ÜäÓ Ñ

1 × Ð Ù Î ÙVá
� á 
kÜZÓ?Ö Ð × Ñ Ó�Õ1ÙzÔ4Ó�×?×BÓ Ð Ù�× Ð ÞySwÜ¶Ó E

Ñ ÓDÜäã�Õ�Ó W (JD, φp(E)K) Ó�× Ñ ÛDà�Ý!Ü¶Ó , 0 × Ð p Ó�× Ñ Ù©Õ1ÜäÓ Ñ
1 × Ð Ù Î ÙVá

� á 
kÜQÓ?Ö Ð × Ñ ÓsÕ1ÙzÔ4ÓD×O×�Ó Ð Ùg× Ð Þ	SwÜ|Ó E
Ñ ÓDÜZã�Õ�Ó2Ü0Ý{¶ Î Ùµ8 ÑoÐ¶Î Ù p 7→ W (JD, φp(E)K) ÓD× Ñ Ô Ð ×X8 Î Ù iÑoÐ Ù`Õ$Ó}Ó�Ù 0 á

å AC��IJ58Ed?B<T:G?HDFI/5sæ
1⇒ 2

^u{�� adcl� ~���j>e *Bj>�+�-|ki=�-a7* D=�-|kg=esh iWa adcl� i=g * DWafpZeRg�^
2⇒ 3

^u{�� adcl� ~���j>e *Bj>�+�-|ki=�2* DWafpZeRgOadcl� i=gWaw�l��j>g5*EDWa@^
3⇒ 1

^u{ DSjkhCiWa �l��j>g5*EDWa�adcl� ��(=��j>g5*EDWafp�afg ���Wg=e 8M�=|kg5*98����zj>q=�E<dc[rsa rsafpZp�a��=a
	'|�afg=e ?58
�-|ki=�-av�l��j>g5* DWaweRgG�Wg=esa *d|kgC�lesafg � i=gWa7*ED=�-|kg=eshCiWaweRgG�Wg=esa@^

2⇒ 4
af�

5
^{è g cli=q=q/|@c�a%h iWa

D
j i=g * DWafpZeRg eRgG�Wg=e ^ ç |keR�

E
qSj>�E*d|ki=��j>g � *da *EDWafpZeRg

eRgG�Wg=e ^+`[�zj>q=�E<dc�r�j q=�-|kq |@cleR�les|kg ]W^R_By qSj ?;a�q=�-� *d�d�=afgC�-a98+q |ki=���-|ki=�
p
�Ge�� �f�-afgC���=a

0
8

W (Jφp(D),EK) = 1
p j>esc

W (Jφ0(D),EK) =W (JD,EK) = 0
^

4⇒ 2
^ ç |keR�

E
�-afrJh iWa

p 7→ Jφp(D),EK c�|keR� �GescE*d|kg �leRgCi afg 0
^>3�i=esc-hCiWa �-|ki=� q |kr 'Cg��kp�a+adc-�

*d|kg �leRgCi 8;���zj>q=�E<dc�r�j q=�-|kq/|@c-eR�les|kg\]W^R_By qSj ?;a}q=�-� *d�d�=afg �-a'af�8r�j q=�-|kq |@cleR�les|kg[]W^R_�'qSj ?;ab_By �;8
j>rs|k�-c+r�j[�Gesc-q=i=�-awafg �l�-a

D
af�

E
adcl� eRgG�Wg=esauaf�

D
j\i=g * DWafpZeRg�eRgG�Wg=e ^

5⇒ 4
^ 1 j
� |kg5*f�les|kg *Bj>��j *f�-�f�lescl�leshCiWau�=a

]0, 1]
adcl� (=esafg��GescE*d|kgC�leRg iWa@^

5⇔ 6
^v`vj>gWc+r�j��Gesclq=i=�-auafgC�l�-a

D
af�

E
8/j>i5*fi=gO�=�fp�|kgOg�� adcl� j>�l�-afeRg � *Bj>�

W (JD,EK) = 0�=|kg5* rsadc �Gesclq=i=�-adc�q=�-| (Sj (=eRrRescl�-adcvafgC�l�-a
φp(D)

af�
E
��� i=gWauqSj>�l�baf�

D
af�

φp(E)
���zj>i=�l�-a

qSj>�l�'c-|kgC�'��? j>rsadc j>i6�=� *Bj>r�j ?;auq=�E<dc+��� i=g *d|ki=q6q |ki=�+rsadc *d|�a�: *fesafg �-c
p
^

6⇒ 7
^ 1 j
� |kg5*f�les|kg *Bj>��j *f�-�f�lescl�leshCiWau�=a

]0, 1]
adcl� (=esafg��GescE*d|kgC�leRg iWa@^

7⇒ 6
^{è g�q=�-| * <d�=a7*d|kpZp�avq=�-� *d�d�=afpZp�afgC�B^

$QJ�L4N?;�L`;1POC6AOC�;�Y � b �� ],;�Y�ADN?>qT4Y J!L4L`;1N?AtF�>�U0J,U�T4F4C6\$T4>qL4N?;�<KJ1<�C�U�C6P?AO>�m/U0J/U6T4F4C6\�T�>qPOC6]/L�U�>1b
�kY�AD>HNDJ1@BADCM¦�>�],>�Y�A�h©U�J U�T4F4C6\$T4>[L4NO;�<4J1<4C�U6C�P)AD>t>HP?A{@iJ1L4J1<4U�>[F4>s@iJ!U�@�T�U�>�NuU6>[Y4;�]�<4N?>[FR:'SBA�J1L©>�Pq�|F4J1Y4P
N∪{+∞}

¡QJi¦1J!Y$A�F4>dF4CM¦�>HNOX�>HN�U�;1NOPO\$TR:5T4Y4>dJ1@HAOC�;�Y
K+ Y4>rAONO;�T�¦�>dLKJ!P�FR:'J1@HAOC�;�Y�F4TKJ1U6> K− b��eC6Y4POCohU�J�U�T4F�C�\$T4>qL�NO;�<KJ!<4C�U6C�P?AO>�F�C�P?AOC�Y4X1T4>�U0J/F4C6¦1>�NOX1>�Y4@H> >�Y AD>H]/L4P�pKY4C�F4>qU0J�F4CM¦�>HNOX�>HY4@�>y@iJ!T4POSH> LKJ1N

T4Y~@iJ!U�@�T�URC�Y�p4Y4CRPDJ!Y4PuE¶;�NO],>}Y4;�N?]�J1U6>tF4>}A �BAD>!b
$QJ~L�NO;�L©;�POCMADC6;�Y � b �¬« ]/;�Y�AONO>1hwF4>/L�U�T4PHhV\�T�>,U�JgU�T4F4C6\$T4> L4NO;1<KJ1<4C6U�C�P)AD>�POJ1C6A[@�J1NDJ!@HADSHNOC6PO>�N[C6Yv&

AO>�NDJ!@HADCM¦�>H]/>HY$A{U6>�PuF4>HPOPO>HC�Y4P�Ji¦�>H@�F4>HP�@�I�NO;�Y4C6\$T4>�P2C�Y�pKY4C�>HP �K@�>[PO;1Y$A{U6>�P2F4>�P?PO>HC�Y4P{F4C�P?@�;�Y�AOC�Y$T4P�b
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��132 !uI/�%� IJ<H?B7��%7C5/?BE 1Z1\1[1Z1[1[1Z1[1\1[1Z1[1[1Z1[1\1Z1[1[1Z1[1[1\1Z1[1[1�2#"%$

�G^R_@^R_ `b� �Wg=eR�les|kgWc ^v^w^v^w^w^v^u^v^w^v^w^w^v^w^v^u^v^w^w^v^w^v^w^v^u^w^v^w^x_B� 
�G^R_@^zy {}|kp (=eRgSj>esc-|kgWc rReRgW�Bj>eR�-adc�^u^v^w^v^w^w^v^w^v^u^v^w^w^v^w^v^w^v^u^w^v^w^x_B� 
�G^R_@^z� % g5*Bj>�lgSj>�les|kg ^v^w^v^w^w^v^u^v^w^v^w^w^v^w^v^u^v^w^w^v^w^v^w^v^u^w^v^w^x_B�@y
�G^R_@^ ] ç i=q/af�lq |@cleR�les|kg ^w^v^w^w^v^u^v^w^v^w^w^v^w^v^u^v^w^w^v^w^v^w^v^u^w^v^w^x_B�>]
�G^R_@^�� & |k�les|kgWc'q/|ki=� r�j *d|kpZq=rs�f�liW�=aweRg �-af�lgWa �=adc *d|kpZq |k�l�-afp�afg �-c ^w^v^w^x_f] y

��1�� !uI/58587 9@?B7��	<>E[1Z1[1[1Z1\1[1Z1[1[1Z1[1\1[1Z1[1[1Z1[1\1Z1[1[1Z1[1[1\1Z1[1[1�2�0/�
�G^zyG^R_ `b� *Bj>r�j ?;adc ^w^v^w^v^w^w^v^u^v^w^v^w^w^v^w^v^u^v^w^w^v^w^v^w^v^u^w^v^w^x_f] �
�G^zyG^zy ' �=�GeR�le �3c ^u^w^v^w^v^w^w^v^u^v^w^v^w^w^v^w^v^u^v^w^w^v^w^v^w^v^u^w^v^w^x_f] �
�G^zyG^z� ��i=rR�leRq=rRe=*Bj>�le � c ^w^v^w^w^v^u^v^w^v^w^w^v^w^v^u^v^w^w^v^w^v^w^v^u^w^v^w^x_f] �
�G^zyG^ ] ( iSj>g �len� *Bj>�-afi=�-c ^v^w^w^v^u^v^w^v^w^w^v^w^v^u^v^w^w^v^w^v^w^v^u^w^v^w^x_f] �
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U6C�Y4S�J1C�N?>tJ1L4L4J1NDJ1C6POP?>�Y�Aib
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 �2� �Z�
#�J!N�POC6]/L�U�C�@HC6AOS1h�;�Y_PO>nU6C�],C6AD>�J!Ta@iJ1P/F4>nU�JÊ<KJ1P?>zT4Y4J1C�N?>1b�$Q>HPf@�;1]/L©;�N?AO>�],>�Y�ADP/L4NO;1<KJ1<4C &

U6C�P?AO>�P}P?;�Y�A�F�SHpKY4C6P�F�>,]/J1Y4C6^�N?> POC�],C�U�J1C�N?>qmgU�J�U6T4F4C6\�T�> POC�],L4U6>1hw]/J1C6P}U�>�T�N}X�S�;�],SHAONOC6> >�P?AsL4U6T4P
C6]/L©;�N?ADJ1Y�AD>!b �kU6PeL©;�POP?^�F4>HY�A�L�U�T4P?C�>�T�NOPeX1S�Y4SHNDJ!AO>�T4N?P}L`;�T�NtF4C6¨`S�N?>�Y�AD>HPt;�L©S�NOJ!ADC6;�Y4P �`U�>HPtF4>�P?PO>HC�Y4P
P?>�],C�&kP?C�],L4U�>HP L`;1T4N�U6>�P,@�;�]�<�C�YKJ1C6PO;�Y�P/U6C�Y4S�J1C�N?>�P¥�|P?>�@HAOC�;�Ylª�b � b  ¡ >HAfUW:5C�Y4@�J1NOYKJ	ADC�;1Y¹@H;�],]/>~>�Y
U6T4F4C�\$T4>}P?C�],L4U�>eL`;�T�NuUW:5;�NOF4N?>}P?ADJ1<4U�>,�¶PO>H@HADC6;�Yzª�b � b « LKJ1X1> �¬«� ¡�b

� ��¨�� ��� �"� *|®J* « ���
��Y¹F4>HPOPO>HC�Y J T�Y ;�N)ADI4;1X�;�YKJ1U§Y4;�Y ¦�C�F4>�POCu>BA,PO>�T�U�>�],>�Y�A,POCuC6Ud>�P)A,C�],]/SHF4C0J!AO>�],>�Y�AqAO;1A�J!U

�¶F4SHpKY�C6ADC6;�Y « b ��� LKJ1X1> ��� ¡Bbd$ZJ}Y4;!ADC�;1Y FR:'SBADI4C6\$T4>2L4NO;�<4J1<4C�U6C�P)AD>r>HP?AvF4;�Y�@{N?>�P)ADNO>HC�Y�AD>{J1T�xyF4>�P?PO>HC�Y4P
C6]/],S�F4C�J!AD>H]/>HY�A§AO;1A�J1T�xwb
' (+*�·Z³µ´�³|°©· ¯Vº|»f¼��VÀ¬Ì`¿�1Z¾�Á
a Ù`Ó �C¸h²�D|=@?tMgÓ�× Ñ Õ1Ù Ó�Ù4×�Ó�Þ u Ü¶ÓtÙ Î Ù U¬Ð Ô�Ó�Ô4ÓsÔ4ÓD×O×BÓ Ð Ù4× Ð Þ,Þ�ÛHÔ Ð Ý Ñ Ó�ÞgÓ�Ù ÑdÑkÎ�Ñ Ý�Õ�Ö Ô4ÓtÞgß�ÞgÓu Ý!×BÓ¬á

' (+*�·Z³µ´�³|°©· ¯Vº[Zz¼fl�ÃWÀ¬Ì4Ç��ÏÇ�/43wÅRÆpo�¾n/�Á¥Ä�À¬Ì©¿ 1Q¾4Á
7"q r ��¸h² r	��r e@AvKvÔ q Õ1Ù`Ó[Û Ñ g Ð ã�Õ�Ó[Ó�× Ñ Ô�Û�Ø4Ù Ð SRÝ!Ú

E⊥ = {F | ∀D ∈ E, W (JF,DK) = 1}

' (+*�·Z³µ´�³|°©· ¯Vº[kz¼f,rÇVÈnÉ©Ç`ÃWÀ�ÁKÈgÁ�/�À
a Ù>± r H_J r ��¸XMdHºMdep¸2Ó�× Ñ Õ1Ù`Ó[Û Ñ g Ð ã4Õ$ÓsÛOà�Ý!Ü¶Ó , × Î Ù u!ÐjikÎ Ú Ñ g Î à Î ÙKÝ!ÜÒá
$QJq@�U��1ADT�NO>tLKJ!Nr<4C &k;�N)ADI4;�X1;�YKJ1UÏFR:5T4Yg@�;1]/L©;�N?AO>�],>�Y�AdC6]/L�U�C�\$T4>2FR:'J1T�AONO>HPu@�U �!ADT4N?>�Pd@H;�]/],>{U0J

@HU �1AOT4NO>vLKJ1NZ@�;�]q<4C�YKJ!C�PO;1Y�U6C�Y4S�J1C�N?>v>BA�LKJ!NäP?T4L`>HNOL©;�POCMADC6;�Yg�¶F4SHpKY�C6ADC6;�Yqª�b � � LKJ1X1> �¬« ª1¡Bb �kU�>HP?A�J1U�;�N?P
YKJ	ADT4N?>�UÏF4>{@�;�Y4P?C�F4SHNO>HN§U6>�PG>�Y4P?>�]�<�U�>�P§X�S�Y�S�NDJ	AD>�T�NOPrL4J1NG@�;�]�<�C�YKJ1C6PO;�YyU6C�Y4S�J1C�N?>u;�T/P?T4L©>�NOL©;�P?C6ADC6;�Y
FR:5T4Y~@�;�],L©;�N?AO>�],>�Y�Aib
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1"$�6*�����!8¬*(s�¬«��
')(+*�·ä³µ´�³¶°©·Q¯Rº ¸ ¼]z�3KÃWÀi¿&ÁnÂ�ÁKÈz¿`5OÂ	¿6ÈnÉwÅ'Á
7 Ý J�A���¸hD|M]B�MdH DFE�BGDIH>JLKNM_Ô q Õ1Ù 8 Î ÞyS Î Ú Ñ Ó�ÞgÓ�Ù Ñ G Ó�× Ñ Ü q ÓDÙ4×BÓDÞ u Ü|Ó Ô4ÓD×ÊÔ4Ó�×?×BÓ Ð Ù4×n×�Ó�Þ Ðji
× Ð ÞySwÜ¶Ó�×�Ô�Ó G á�.dÙ~ÜµÝqÙ Î$Ñ Ó Pss(G) á

')(+*�·ä³µ´�³¶°©·Q¯Rº[¯ ¼-,dÇVÈ9m©¿^/C3`¿ ÂHÇ�/ Å ¿^/�Ä�3©¿�ÃWÁ
7�q Mde�B�MdH s0KNM Cl(E) Ó�× Ñ Ü q Ó�Ù4×�Ó�Þ u Ü|Ó{Ô4Ó�×�8 Î Þ u!Ð ÙÏÝ Ð × Î Ù4×vÜ Ð Ù`ÛBÝ Ð ÚBÓD×uÔ�Ó"8 Î Ó;:<8 Ð Ó�Ù Ñ Ô�Ó¨S Î¬Ð Ô$× 1
Ô q Õ1Ù ÓDÙ4×BÓDÞ u Ü¶ÓsÔ�ÓsÔ�Ó�×O×�Ó Ð Ù4× E ×iÕ1ÚsÕ1Ù`Ó u Ý	×BÓ[Ô Î Ù4Ù©Û�Ó�á

')(+*�·ä³µ´�³¶°©·Q¯Rº � ¼]zuÃWÇ � Á�Ë1Ài¿&Ç�/ Â�ÁKÈz¿`5DÂ�¿�ÈzÉwÅ'Á
a Ù Ô4Ó�×?×BÓ Ð Ù ×BÓ�Þ Ðji × Ð ÞySwÜ¶Ó D0 ÓD× Ñ Õ1Ù`ÓwJ � r�� M�±�¸hD r e B¼MOH�DIE�B�DFH>J�KNM�Ô q Õ1Ù Ô�Ó�×O×�Ó Ð Ù D × Ð D0ÝGS4SVÝ	Ú ÑoÐ Ó�Ù Ñ , Ü0Ý ¶|Ý!Þ Ð Ü�Ü¶Ó (Dα) Ô4Ó Ô4Ó�×?×BÓ Ð Ù4×z×�Ó�Þ Ðji × Ð Þ	SwÜ¶Ó�×¥Ô Î Ù Ñ D Ó�× Ñ Ü0Ý 8 Î Þ u!Ð ÙÏÝ Ð × Î Ù
Ü Ð Ù`ÛBÝ Ð ÚBÓ¬á
ctJ!Y4P§U�J}L4NO;�L©;�P?C6ADC6;�Y POT�C6¦!J1Y�AD>!h�;1Y/T�AOC�U6C�PO>uU�J}Y4;1A�J	ADC�;1Y

D = c.(D1, . . . ,Dn)
L`;1T4NGNO>�L�NOS�P?>�Yv&

AD>�N2T4Y�>s@H;�]�<4C6YKJ1C6PO;�YgU6C�Y4S�J1C�N?>t\$T4>�U6@�;�Y4\$T4>��|U�JqE|J1],C�U�U6>
(Di)i

YR:5>�P)AeLKJ!P2E¶;1NO@�SH]/>HY�AupKY4C�>i¡Bb
®�¯�°Ï±.°©²i³¶´¬³|°©·Q¯Rº|»g¼ zdÃÒÇ � Á�Ë1Ài¿ Ç�/ ÂHÁÏÈ¥¿65OÂ	¿6ÈnÉwÅ'Á�Á�ÀqÇ©ÃWÀ¬Ì4Ç��ÏÇ�/43wÅ ¿'À�Ä
ÍÏÎ�ÐWÑ

D = c.(D1, . . . ,Dn) Õ1Ù Ô4Ó�×?×BÓ Ð Ù Ô4Ó u Ý!×BÓ Õ1ÙÏÝ Ð ÚBÓ β Ó Ñ E Õ1ÙÊÔ4ÓD×O×BÓ Ð Ù Ô4Ó u Ý!×�Ó Î Ú Ñ g Î�i
à Î ÙÏÝ	Ü|Ó�á��eÜ Î ÚO× !

D ⊥ E⇔W (c) = 1 Ó Ñ ∀i, Di ⊥ E

å A��%I/5	Ed?B<>:G?HDFIJ5qæ&% r � j>i=� � j>eR�-aw�=afi;6��Bjkc'cli=eR~kj>gC�+r�j[q |kr�j>�leR�-�w�=a
D
^

� {�jkcw_@^ D adcl� q |@cleR�le �l^''rs|k�-c
JD,EK = c.(JD1,EK , . . . , JDn,EK)

3Mj>�ur�j�q=�-|kq/|@c-eR�les|kg��G^ ]�qSj ?;a	�T]58�|kg
�d|kg��frRi=�uhCiWa
D ⊥ E

cle af�wc�afi=rsafp�afg � c-e
c
adc-�w�=a

q/|kes�=c
1
af�+h iWabrsadc JDi,EK c-|kg ��j>iWc-cle��=avq |kes�=c 1 ^

� {�jkc'yG^ D adcl� gW��? j>�le �l^è gL���f�leR�
E = c′.(E1, . . . ,Ek)

|� rsadc
Ei

c-|kgC� c�afpZenmocleRpZq=rsadc @3|kg i=�leRrResc-aO�-|ki � |ki=�-c r�j
�d|kg ~;afgC�les|kg hCiWabr�j � j>pZeRrRrsaw�=adc

(Ei)
q/afi=� �f�l�-aveRgG�Wg=esa B ^

è gOj
JD,EK = c′.(JD,E1K , . . . , JD,EkK)`b|kg��

JD,EK = c′.(c.(JD1,E1K , . . . , JDn,E1K), . . . , c.(JD1,EkK , . . . , JDn,EkK))
3Mj>� r�j�q=�-|kq |@cleR�les|kg��G^ ]�qSj ?;a�T]58�|kg��=�d�Gi=eR� hCiWa

D ⊥ E
cle af�uc�afi=rsafp�afg � c-e

c′
adcl�w�=a

q/|kes�=c
1
8
c
j>iWc�cle�af�'hCiWabq/|ki=� �-|ki=�

i
af�

j
8
Di ⊥ Ej

^
% r��-adc-�-a�� q=�-|ki=~;af�uq |ki=�v�-|ki=�

i
8�h iWa

Di ⊥ E
cle af�wc-afi=rsafp�afgC� cle

c′
adcl�w�=aZq |kes�=c

1
af�

q/|ki=� �-|ki=�
j
8
Di ⊥ Ej

^
�MeF6G|kgWc

i
^�è g�j

JDi,EK = c′.(JDi,E1K , . . . , JDi,EkK)1 j q=�-|kq/|@cleR�les|kg��G^ ] qSj ?;a��T] eRpZq=rResh iWa\hCiWa
Di ⊥ E

cle8af�bc-afi=rsafp�afgC�bc-e
c′
adcl���=auq |kes�=c

1
af� q/|ki=�'�-|ki=�

j
8
Di ⊥ Ej

^
�{Y¥@H;�NO;�U6U0J1C6NO>{C�],]/SHF4C0J	Ad>�P)A{U0J�L4N?;�L`;1POC6AOC�;�YgP?T4C6¦!J1Y�AO>1b
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1"$�6*�����!8¬*({�H¦�H"�8�8��G�B*�!����(
®s¯�°©±.°©²i³µ´�³¶°©· ¯Rº[Z ¼]zdÃÒÇ � Á�Ë1Ài¿ Ç�/4Â ÂHÁKÈz¿65OÂ	¿6ÈnÉ`Å&Á$ÂqÁ�À�Ë�ÇQÈzÉ`Ç©ÃWÀ�ÁKÈgÁ�/�À�Â
a Ù Ô�Ó�×O×�Ó Ð Ù Ð Þ,Þ�ÛHÔ Ð Ý Ñ Ó�ÞgÓ�Ù Ñ�ÑkÎ�Ñ Ý	ÜeÓ�× Ñ Ô�Ý!Ù4×zÕ1Ù-8 Î Þ	S Î Ú Ñ ÓDÞ�ÓDÙ Ñ × Ð Ó Ñ ×�Ó�Õ1Ü¶Ó�ÞgÓ�Ù Ñ × Ð ×BÓ�×
SwÚ Î�� ÓY8 Ñ|Ð|Î Ù4×2×�Ó�Þ Ðji × Ð Þ	SwÜ|ÓD×r× Î Ù Ñ Ô�Ó�Ô�Ý!Ù�×iá
$QJzL4N?;�L`;1POC6AOC�;�YÊPOT4CM¦!J1Y�AD>f],;�Y�ADN?>�\$T4>gU�>/X�S�Y�S�NDJ	AD>�T�N�]/C6Y4C�]/J1U.LKJ!Nq@�;1]�<4C�Y4J1C�P?;�Y U6C�Y4S�J1C�N?>

>HP?A{UW:5>�Y4P?>�]�<�U�>}F4>HP�F4>HPOP?>�C�Y�P�P?>�],C�&kP?C�],L4U�>HP�b
®s¯�°©±.°©²i³µ´�³¶°©· ¯Rº[k ¼-,dÇVÈ9m©¿^/C3`¿&Â�Ç�/4ÂyÅM¿[/4Ä�3`¿6ÃÒÁ$Â
$ Î Õ1Ú ÑkÎ Õ Ñ 8 Î ÞyS Î Ú Ñ Ó�ÞgÓ�Ù Ñ G ! Î ÙzÝ

Cl(Pss(G)) = G

´ Ó�SwÜÒÕ1× !vS Î Õ1Ú Ñ*Î Õ Ñ Ó[Û Ñ g Ð ã�Õ�Ó E !
Cl(E) = G⇔ Pss(G) ⊆ E ⊆ G

å AC��IJ58Ed?B<T:G?HDFI/5sæ 3M|ki=� �-|ki=�-a �f� D=esh iWa
E
af���-|ki=� �d|kpZq |k�l�-afp�afg �

G
8@|kg j

E ⊆ Cl(E)
8
Pss(G) ⊆

G
af�

Pss(E) ⊆ E
^

_@^�� g��=adc�c-afeRg�eRpZp��d�Ge�j>�-afp�afg �'�-|k��j>r @3c�|kg �d|Ca�: �fesafgC��� r�j (Sjkc�avadcl� �=a q |kes�=c
1
B}adcl��eRg��frRiWc

�Wj>gWcZrsadc �d|kp)(=eRgSj>esc-|kgWc rReRgW�Bj>eR�-adc �=a �d|Ca�: �fesafgC� �=a�q |kes�=c
1
�=a�c-adcZq=�-| �la��f�les|kgWc�c-afpZenm

cleRpZq=rsadcB^
è ��rsadc�q=�-| � a��f�les|kgWc'c-afpZenmocleRpZq=rsadc+�=adc �=adc-c�afeRgWc �=a

G
c-|kg � �=adc+�=adc-c�afeRgWc c-afpZenmocleRpZq=rsadc �=a

G
@Fq=�-|kq |@cleR�les|kg �G^zy B ^
`b|kg��

Cl(Pss(G)) ⊇ Gè � 8GqSj>�+p�|kgW|k�-|kg=esa �=a
Cl
8

Cl(Pss(G)) ⊆ G`b|kg��
Cl(Pss(G)) = GyG^

⇒
ç i=q=q/|@c-|kgWc

Cl(E) = G
^�è g j

E ⊆ G
^W`babq=rRiWc 8

Pss(G) = Pss(Cl(E)) ⊆ E
^

⇐
ç i=q=q/|@c-|kgWc

Pss(G) ⊆ E ⊆ G
^B`[�zj>q=�E<dc8rsa�q=�-afpZesaf� �Bjkc 8

Cl(Pss(G)) = G
^Hè g �d|kg��frRi=�

afg�eRg ~;|�h iSj>gC�'r�j\p�|kgW|k�-|kg=esa �=a
Cl
^

� ��¨�� � � �M) ,4� )p®/* « �
$.:'C6Y4@iJ!NOYKJ!AOC�;�Y[FR:5T4Y�F4>�P?PO>�C6Y
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G
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D
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G
���w�X� �+�}FKJ1Y�P

D
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&
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®s¯�°©±.°©²i³µ´�³¶°©· ¯Rº ¸ ¼��2Ë1Ài¿ Ç�/ �K¿ Â�¿&À�Ä$Á¥Á$ÀqË�ÇRÁ+.ÊË�¿ Á�/�À�Æ©ÁÊÉ©ÇR¿ Æ©Â

1ÍÏÎ�ÐÒÑ
D Ó Ñ E Ô4Ó�Õ�Ö Ô4Ó�×?×BÓ Ð Ù4× Î Ú Ñ g Î à Î ÙÏÝ�Õ	ÖqÓ Ñ σ Õ1Ù`Ó.Ý�8 ÑoÐ|Î Ù Ô�Ó D U¬Ð × ÐÒÑ Û�ÓZÜ Î ÚO×�Ô4Ó�Ü q Ð Ù Ñ Ó�Ú�Ý+8 ÑoÐ¶Î Ù

Ý U ÓG8 E á
7 Óx8 Î Óh: 8 Ð ÓDÙ Ñ SwÚ�Û�Ø�Ö4Ý!Ù Ñ σ Ó�× Ñ Ô4Ó�S Î�Ð Ô�×eÛDà�Ý!Ü , 1 á



� �G�BD� "�8 ��� �t�u�R" ��
1"$�6*�����!8¬*(s�¬«�«
å A��%I/5	Ed?B<>:G?HDFIJ5qæ[ç |keR�

c
rsa �d|Ca�: �fesafgC� q=�-� � 6Wj>g �

σ
^ 1 �zj �f�les|kg

σ
adcl�Z~�escleR�-�da6�=|kg��

c
j>q=qSj>��j��s�

�Wj>gWc JD,EK ^�è � JD,EK adcl�+�=avq |kes�=c 1 �=|kg�� @Fq=�-|kq |@cleR�les|kg �G^ ]ZqSj ?;a �T]�B c
adc-�'�=abq/|kes�=c

1
^

ce>HT�x�AD>HNO],>�P2PO;1Y$A{L4N?S�@HC�POSHP2L`;�T�N{U�J�L4NO;1L`;�P?C6AOC�;�YgP?T4C6¦!J1Y�AD>	�
� �eY4Y$T4U6>�N�T4Yz@H;�>XW/@HC�>HY$AeL`;1POC6AOC6E

c
FKJ1Y4P{T4YnF4>HPOP?>�C�Ywh`@!:'>HP?AtU6>�N?>�],L4U0J!@�>�N2LKJ!N

0
>BAe;�T�<4U�C6>�N

PDJy@�;�Y�AOC�Y$TKJ!AOC�;�YRb���CV@�>[@�;�>YW,@HC�>�Y�A{POT�C6A2T4Y4>�J1@BADC�;1YgY4S�X�J	ADC6¦1>sJ1U�;�N?PuUW:'J1@HAOC�;�Y�Y4S�X�J	ADC6¦1>[>�P?A
J1T4P?POCQ>�Y4U6>H¦1S�>��oJ1C6Y4POCR\$T4>[POJ,@H;�Y�ADC�Y$TKJ	ADC�;1YÏ¡Bb

� ��Y~@�;�>YW,@�C6>�Y�A{L`;1POC6AOC6EZ>�P)A��Q³o²�³¶´ (,POC
� ;�T�<4C6>�Y~U�>}@H;�>XW/@HC�>HY$A{>HP?A�m U0J NDJ1@HC�Y4>}F�T¥F4>HPOP?>�C�Y��
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$ Î Õ!Ú ÑkÎ Õ Ñ 8 Î ÞyS Î Ú Ñ Ó�ÞgÓ�Ù Ñ G !tÓ Ñ~Ñ*Î Õ Ñ Ô4Ó�×?×BÓ Ð Ù D Ô4Ó G ! Ð Ü�Ó?Ö Ð × Ñ Ó Õ!Ù Õ1Ù Ð ã�Õ�Ó Ô4Ó�×?×BÓ Ð Ù
D0 ⊆ D Ô4Ó G

Ñ Ó�Ü�ã�Õ�Ó
∀E ∈ G,E ⊆ D0 ⇒ E = D0´ Ó¨SwÜWÕ1× !t8�Ó}Ô�Ó�×O×�Ó Ð Ù D0 ×BÓ�8BÝ!Ü�8�Õ1Ü¶ÓeÓ�Ù~Ý	Ù4Ù©Õ1ÜµÝ!Ù Ñ Ü|Ó�×¤8 Î Ó;:<8 Ð Ó�Ù Ñ ×LS Î × ÐÒÑoÐ ¶µ×2Ô�Ó D Ù Î Ù U�Ð × ÐWÑ Û�×

SVÝ!Ú[Õ1Ù Ô4ÓD×O×BÓ Ð Ù Ô4Ó G⊥ á
å A��%I/5	Ed?B<>:G?HDFIJ5qæ è g6p�|kg �l�-awr � a�6�escl�-afg��dawq=i=esc+r � i=g=e �feR�-�@^

��� 6Gescl�-afg��da@^ ç |keR� D0
rsa��=adc-c-afeRg | (=�-afg i�afg j>g=gCi=r�j>g � rsadc �d|Ca�: �fesafgC�-c�q/|@c-eR�le �3c gW|kg ~�escleR�-�dc

qSj>�+i=g6�=adc-c-afeRgO�=a
G⊥ ^

� 1 ab�=adc-c-afeRg D0
j>q=qSj>�l�lesafgC� (=esafg �

G
�Bj>��eRr�jwrsadc}p��fp�adc}eRg �-af��j �f�les|kgWc'h iWa

D
jd~;a���rsadc

�=adc-c-afeRgWc+�=a
G⊥ ^

� ç |keR� E ⊆ D0
i=g6�=adc-c�afeRg6�=a

G
^

ç i=q=q/|@c-|kgWcvhCiWa\rsa �d|Ca�: �fesafgC�vq/|@c-eR�le �
c′
�Wj>gWc

E
c-|keR�v�Ge����f�-afg �u�Gi �d|�a�: �fesafg �

c
�d|k� m

�-adclq/|kgW�Wj>gC���Wj>gWc
D0
^53�j>���=� �Wg=eR�les|kg��=avr � eRg��frRiWcles|kg 8

c′
adcl�'| (=�-afg i �[qSj>�l�leR���=a

c
afg

j>g=g i=r�j>g �[�=adc �d|�a�: �fesafg �-cugW|kg%g i=rsc �=|kg���c-|kg�q |kes�=cwadcl�wcl�l�le �f�-afp�afgC� eRg � �f�lesafi=�
�
1
^

è �
c
adc-�ZgW|kg g i=r'�=|kg��6~CescleR�-���=|kg��

c′
r � adc-� j>iWc-cle ^ {}afr�j �d|kgC�l�-ad�GeR� r�j�q=�-|kq |@cleR�les|kg

q=�-���d�d�=afg �-a@^
� �'g=e �feR�-�@^ ç |keR� D1 ∈ G

i=g6�=adc-c�afeRg�q/|@c-c��d�Wj>g �+r�j[q=�-|kq=�les�f�-� 	

∀E ∈ G,E ⊆ D1 ⇒ E = D1

ç |keR�
c
i=g �d|Ca�: �fesafgC�'q |@cleR�le ���=a

D1
^

� {�jkc _@^ 1 a �d|�a�: �fesafg � �d|k�l�-adc-q/|kgW�Wj>gC� c′ adcl��~�escleR�-� �Wj>gWc D ^ 3�j>�	eRg��frRiWcles|kg\�=adc8�=adc�c-afeRgWc 8rsa �d|�a�: �fesafg �
c
�=a

D1
adcl�}eRg��frRiWc��Wj>gWc

c′
^ ç i=q=q/|@c-|kgWc hCiWa rsa �d|�a�: �fesafg �

c
�=a

D1
c-|keR�

cl�l�le �f�-afp�afg � eRg��frRiWc �Wj>gWc
c′
^ ç |kgZq |kes�=c�adcl���=|kg�� cl�l�le �f�-afp�afg � eRg � �f�lesafi=� �

1
af� 8@���zj>q=�E<dc

r�j\q=�-|kq/|@cleR�les|kgOq=�-���d�d�=afg �-a98SeRr ' j �d|kgC�l��jk�Ge �f�les|kg�^
� {�jkcMyG^ 1 a �d|Ca�: �fesafgC� c′ �d|k�l�-adclq |kgW�Wj>g ���Wj>gWc D g�� adcl�MqSjkc8~CescleR�-�@^iè g q=�-|ki=~;a�j>esc-�fp�afgC�h iWa

c
adcl� gCi=r ^

è g�afg6�=�d�Gi=eR�'hCiWa
D1 = D0

^

')(+*�·ä³µ´�³¶°©·Q¯Rº��z¼	j/KËO3KÃ /C3�Ài¿ Ç�/
´ Ý!Ù4×�Õ1Ù)8 Î Þ	S Î Ú Ñ ÓDÞ�ÓDÙ Ñ G !CK9� DFeL±
A���e@An¸ D r e |D|G Ô q Õ1Ù¥Ô4ÓD×O×�Ó Ð Ù D ÓD× Ñ Ü|Ó{Ô4Ó�×?×BÓ Ð Ù D0 ⊆ D

Ô4Ó G
Ñ Ó�Ü�ã�Õ�Ó

∀E ∈ G,E ⊆ D0 ⇒ E = D0



�¬«!�����	��
�� ������������	��������� 
!��"�#	�$#��&%'� ()*�,+L�H" ��
1"$�6*�����!8¬*({�H¦�H"�8�8��G�B*�!����(
®s¯�°©±.°©²i³µ´�³¶°©· ¯Rº � ¼	j/KËO3KÃ /C3�Ài¿&Çc/nÁ$À�Æ`Á$Â�ÂHÁ4¿^/ É©ÇÏÂ	¿'Ài¿ ��ÁKÈgÁ�/�ÀqË�ÇVÈnÉ`Å&Á�À
7 ÓD× Ð Ùµ8�Ý!ÚOÙKÝ ÑoÐ¶Î Ù4×vÔ�Ó�×rÔ4ÓD×O×BÓ Ð Ù4×dÔ q Õ1Ù<8 Î ÞyS Î Ú Ñ Ó�ÞgÓ�Ù Ñ × Î Ù Ñ Ô4Ó�×rÔ4ÓD×O×�Ó Ð Ù�×�S Î × ÐÒÑoÐ�U ÓDÞ�ÓDÙ Ñ 8 Î Þ i
SwÜ|Ó Ñ ×iá

å AC��IJ58Ed?B<T:G?HDFI/5sæ[ç |keR�
D
i=g��=adc-c-afeRg�p j>�-�f�lesafr @3��? j>r �6c-|kg�eRg��Bj>�lgSj>�les|kg�Bu�Wj>gWc i=g �d|kpZq |k�l�-a m

p�afg �
G
^�`[�zj>q=�E<dc r�j�q=�-|kq |@cleR�les|kg �G^���qSj ?;a q=�-���d�d�=afg �-a98Mrsadc �d|�a�: �fesafg �-c\q |@cleR�le � cvgW|kg�~�escleR�-�dc

c-|kgC� j>g=g i=rs�dc @3af�w�=|kg���afg=rsaf~;�dcw�=a[r � eRg��Bj>�lgSj>�les|kg�B ^M`�|kg��98 �-|ki=�-adcursadcuj �f�les|kgWcvq |@cleR�leR~;adcw�=a
Dc-|kgC�}~�escleR�-�dadc}qSj>��i=g��=adc-c-afeRg��=a

G⊥ af�}rsadc �d|Ca�: �fesafgC�-c�q=�-� � 6=j>gC� �dadc j �f�les|kgWc c-|kg � �=a�q/|kes�=c 1@Fq=�-|kq |@cleR�les|kg �G^ ]�qSj ?;a�_B�@y B ^
`b|kg��vrsav�=adc-c-afeRg

D
adc-� q/|@cleR�leR~;afp�afgC� �d|kpZq=rsaf�B^

®s¯�°©±.°©²i³µ´�³¶°©· ¯Rº��z¼	j/KËO3KÃ /C3�Ài¿&Çc/nÁ$À,¿^/�À�ÁKÃÒÂ�Á�Ë1Ài¿&Ç�/
´ Ý!Ù4× Õ!Ùf8 Î Þ	S Î Ú Ñ ÓDÞ�ÓDÙ Ñ G !dÜ q Ð Ùµ8BÝ	ÚOÙÏÝ Ñ|Ð|Î Ù |D|G Ô q Õ1Ù Ô4ÓD×O×�Ó Ð Ù D Ó�× Ñ 8�Ý!Ú�Ý+8 Ñ ÛDÚ Ð ×BÛ�Ó§SVÝ!Ú
|D|G =

⋂

{E ∈ G | E ⊆ D}

å AC��IJ58Ed?B<T:G?HDFI/5sæ è g6i=�leRrResc-abrsaw� DW�d|k�E<fp�au�=avcl��j (=eRrReR�-�@^

~<������¯
�n���9¯Vº|»��x� ���K�k�X�;�¬���B�F�W���¹�X� 
��Ï�;�B�F�W��� �+�d�C�������t���;�K� �X�µ�F�W���£�t�h���;� ���X�K�k���;�B�¥� � ���K�*�X�h�¬���X�
�F�W��� �t���X���w�  $QJÊY4;!ADC�;1Y FR:5SHAOI4C�\$T4>¥@�;�],L4U6^HAD>~L©>�NO],>HA/F4>~F4SHp4Y4C�N,U0J @�;�],L4U�SBADT4F�>~C6Y�AD>�N?Y4> �µ¦�;�C6N/F�SHpKY4C &
AOC�;�Y � b �$ LKJ!X�> « � ¡ ��U6>�P.@H;�Y4Y4>H@HAD>HT4NOP§Y4>uNO>HY�¦�;�C6>�Y�ArL4J1P�E¶;�NO@HS�],>�Y�AvYKJ!AOT4NO>HU�U�>H]/>HY�A.F4>�PG@H;�]/L©;�N�&
AO>�],>�Y�ADP2]/J1C�PdL�U�T�A��1A2F4>�P2SBADI4C6\�T�>�P{@�;�],L4U�^BAD>HP�b�».Y~U�T4F4C6\$T4>[L4NO;�<4J1<4C�U6C�P)AD>1h�>�U6U�>}>HP?A{]�J!C�Y�AD>HYKJ1Y�A
E|J1CMAD>�],;�F4T4U�;�@�;�]�<�C�YKJ1C6PO;�Y�PtU�C6Y4SiJ1C6NO>HPe@�>y\$T4C.P?C�X�Y4CMpK> \$T4>yPO>HT4U�> U�JfLKJ1N?AOC�> P?>�],C�&kP?C�],L4U�>sFR:5T4Y4>
SBADI4C6\�T�>s@H;�],L�AD>!b
' (+*�·Z³µ´�³|°©· ¯Vº��z¼��VÀ¬Ì`¿�1Z¾�ÁzË�ÇVÈnÉ`Å���À�Á
a Ù`Ó[Û Ñ g Ð ã�Õ�Ó E ÓD× Ñ ± r H>JLK��C¸XMq× Ð

Pss(|E⊥⊥|) ⊆ E

$.:'T�ADC�U6C�POJ!ADC6;�Y F4> U0J L4J1N?AOC�>zP?>�],C�&ÒPOC�],L4U6>
Pss( )

>HP?AgY�S�@�>HPOPOJ1C�N?> L`;�T�NfU�>Ê�*�X�C�¬�B���l�¶F4SHpKY�C�&
AOC�;�Y�ª�b ��� L4J1X�> ����� ¡�LKJ1Nv>Bx�>�],L4U6>�\$T4C©Y4S�@H>�P?POC6AO>tT4Y4>�@�U��1ADT4N?>�L4J1N§@H;�]�<4C6YKJ1C6PO;�Y4PGU6C�Y4S�J1C�N?>�P.L©;�T4N
;�<�AD>�Y�C�NuT4Y¥@�;�],L`;1N?AD>H]/>HY�Aib � :5>�P)AeYKJ	ADT4N?>�U�U6>�],>�Y�A2S�X�J1U�>H]/>HY$A2¦�NDJ!CVL`;�T�N{U6>�P	����� �d���9���;���|F�SHpKY4C &
AOC�;�Y~ª�b � � LKJ1X1> ��� ª�¡Bh�U�>��t� �+��bHb�b
®s¯�°©±.°©²i³µ´�³¶°©· ¯Rº�� ¼-,dÇVÈnÉ©Ç©ÃWÀ�ÁKÈgÁ�/�À�� É43KÃWÀi¿6Ã{Æpo�¾n/�Á¥Ä�À¬Ì©¿ 1Q¾4Á

� Î Õ Ñ 8 Î Þ	S Î Ú Ñ Ó�ÞgÓ�Ù Ñ Ó�× Ñ ÜµÝ)8DÜ�� Ñ Õ1ÚBÓ�SVÝ!ÚtÜ q Î ÚBÔ$Ú�Ó[× Ñ Ý u Ü|ÓqÔ4ÓsÜ q Ó�Ù4×�Ó�Þ u Ü|ÓqÔ�Ó�×28 Î Þ u!Ð ÙÏÝ Ð × Î Ù4×
Ü Ð Ù©ÛBÝ Ð ÚBÓ�×{Ô4Ó�×BÓ�×}Û Ñ g Ð ã�Õ�ÓD×"8 Î Þ	SwÜ �¬Ñ ÓD×iá

� ��¨���  �¤� .�,v� « �S*N®/* « �
$V>�P�@�;�]�<�C�YKJ1C6PO;�Y�P�U6C�Y4S�J1C�N?>�P2C�Y�AD>HN?¦�C�>HY4Y4>HY$A}m/U0J,NDJ1@HC�Y4>sF4>HPtF4>�P?PO>HC�Y4Pt]/J1C6P{T�Y4> J1T�AONO>�;�L`S}&

NOJ!ADC6;�Y E|J1C6AyC6Y$AO>�N)¦�>�Y�C�N,U�>�P,@�;�>YW,@HC�>�Y�AOP�L©;�T4Ny@�;�Y�P?ADN?T4C�N?>¥U6>�P,F4>�P?PO>HC�Y4P �vU�J P?T4L©>�NOL©;�P?C6ADC6;�YRbL$QJ
P?T4L`>HNOL©;�POCMADC6;�YgNO>HU�C�>eF4>�P{F4>�P?PO>HC�Y4P{POC6]/L4U6>�Pd>BA{F4>�P{F4>�P?PO>HC�Y4P{L4NO;1<KJ1<4C6U�C�P)AD>HP�b



� �G�BD� "�8 ��� �t�u�R" ��
1"$�6*�����!8¬*(s�¬« ª
ctJ!Y4P§@H>HA?AD>{PO>�@BADC6;�Y/>BArL4J1NGU0J}POT4CMAD>!h�U�J}Y4;1A�J	ADC�;1Y

E⊥p
F4S�P?C�X�Y4>{UW:5;�N)ADI4;�X1;�YKJ1U�FKJ1Y4PvU0J}U�T�F4C�\$T4>

L4NO;�<4J1<4C�U6C�P)AD>tFR:5T4Y4>[SBADI4C6\�T�>�P?C�],L4U�>�>HA
E⊥s

PO;�Y~;�N?AOI4;�X�;1YKJ1URFKJ!Y4P2U0J�U�T�F4C�\$T4>[POC6]/L�U�>1b
')(+*�·ä³µ´�³¶°©·Q¯Rº�� ¼ � Á$Â �kÇ�/4Ë1Ài¿ Ç�/4Â

Simp
Á�À

Proba7 Î ÚO×�ã4Õ$Ó G Ó�× Ñ Õ1Ù 8 Î ÞyS Î Ú Ñ Ó�ÞgÓ�Ù Ñ SwÚ Îvu Ý u!Ð Ü Ð × Ñ Ó�! Î Ù Ù Î$Ñ Ó Simp(G) Ü q ÓDÙ4×BÓDÞ u Ü¶Ó Ô�Óz×�Ó�×
Ô4Ó�×?×BÓ Ð Ù4×{× Ð ÞySwÜ¶Ó�×�á
7 Î ÚO×�ã4Õ$Ó G Ó�× Ñ Õ1Ù¹8 Î ÞyS Î Ú Ñ Ó�ÞgÓ�Ù Ñ × Ð ÞySwÜ¶Ó ! Î ÙzÙ Î�Ñ Ó Proba(G) × Î Ù u	Ðji*Î Ú Ñ g Î à Î ÙÏÝ	Ü0SwÚ Îvu Ý iu!Ð Ü Ð × Ñ Ó�á

')(+*�·ä³µ´�³¶°©·Q¯Rº|» ! ¼ ½�¾wÉ©ÁKÃOÉ©ÇÏÂ	¿'Ài¿&Çc/ Æ`ÁnÆ©Á$Â�Â�Á4¿[/4Â�Â�¿�ÈzÉwÅ'Á�Â
.dÙ Ô ÐÒÑ ã�Õ q Õ1Ù Ô�Ó�×O×�Ó Ð Ù<SwÚ Îvu Ý u!Ð Ü Ð × Ñ Ó D Ó�× Ñ Ô�Ý!Ù4×2ÜµÝ�B�?�J¥M���J r B�D�¸hD r e Sp(E) Ô q Õ1Ù©Ó�Û Ñ g Ð ã4Õ$Ó
× Ð ÞySwÜ¶Ó E × Ð

D ∈ E⊥p⊥p

~<�����4¯��%�c�>¯Rº^Z �%� �i���w�B�F�W���
Sp( )

���X�n�X���d� �^�¬�9��� �i���w�B�I�W���
Proba( )

���;� �������K�����*�X���X�K���
�X�����t���;�	�1� �£�B������
��K�;�"�X�����t���;�  
®�¯�°Ï±.°©²i³¶´¬³|°©·Q¯Rº��n¼ � 3 �kÇ�/KË1Ài¿&Çc/

Proba
Á$ÂHÀy¿[/ � Á�Ë1Ài¿ ��Á

7 Ý ¶ Î Ùµ8 ÑoÐ¶Î Ù Proba Ó�× Ñ Õ1Ù`Ó Ð Ù � ÓG8 ÑoÐ¶Î Ù¹Ô4ÓD×�8 Î ÞyS Î Ú Ñ Ó�ÞgÓ�Ù Ñ ×q× Ð ÞyS`Ü|Ó�× Ô�Ý!Ù�×qÜ|ÓD×�8 Î ÞyS Î Ú Ñ Ó i
Þ�ÓDÙ Ñ ×¨SwÚ Î�u Ý u!Ð Ü Ð × Ñ ÓD×iá ÍKÎ Ù Ð Ù U ÓDÚO×BÓ , à�Ý�Õ�8�g`Ó[ÓD× Ñ Simp á

å A��%I/5	Ed?B<>:G?HDFIJ5qæ[ç |keR�
G
i=g �d|kpZq |k�l�-afp�afg ��cleRpZq=rsa@^ � |kg �l�-|kgWc'hCiWa

G = Simp(Proba(G))
^

� 3Mj>� p�|kgW|k�-|kg=esaw�=a Simp
af�

Proba
8W|kg�j

G ⊆ Simp(Proba(G))
^

� �O|kgC�l�-|kgWc'hCiWa
G ⊇ Simp(Proba(G))

^
ç |keR�

D
i=g6�=adc-c-afeRgOcleRpZq=rsav�Wj>gWc

Proba(G)
^ ç |keR�

E ∈ G⊥s
^ � |kg �l�-|kgWc�h iWa

D ⊥ E
^

è gOj
E ∈ G⊥s

�=|kg��
E ∈ G⊥p

^=`b|kg��
D ⊥ E

^=`b|kg��
D ∈ G

^
`b|kg��

G ⊇ Simp(Proba(G))
af�

G = Simp(Proba(G))
^

~<�����4¯��%�c�>¯Rº^k �%�º�B�����i���B�I�µ� �µ�|�����¹���£�i���w�B�I�W���
Proba

�n���;�B�w�C��� �X���d���D� �B���;�B� ���d�^�;� ��� �X�
�������i���B�o���D�   �������X���;¢ä�v�w�x���B�*�X�}�����t�1�F�W���£���"�����w�	�I�W��� ���¤�B�¼�K�X�N�K� �X�µ�F�W���)�G�d�C�"�G���O����� �K�������t�d����B� � �d�µ���B�F���{���X�n���      �Q� �w��� ���T�B� �K�X�N�K� �X�µ�I�W���l�;�B�[���F��� �^� �y�K�	���£�B�1� 
��K�X���������T�X���d� ���	�����)���;�;�¬�X���C���X�����t���;�  
 ���;�B�¦���;�¬���,�������t� ��
����   � �T�C�d���I�W�B��� �W�X�h¢¨���T���X���d� 
��K��  �� �C�9���������§���t�d��
��K� 
��������_�w���K�B���L�¬������K�*�X�K�k�X�	���x�D� �+�d� ���X�x���;�¦�t�D���i���B�F�W���C�"�X�����t���;�  
$QJfY4;1AOC�;�YzPOT4CM¦1J!Y$AO>�L©>�NO],>HAtF4> PO> LKJ!POPO>HN[F4> U0J�P?T4N¶=?>H@HAOC6¦�C6AOS�F4> U0J,E¶;�Y4@HAOC�;�Y

Proba
LKJ1NtU�J

POT4CMAD>1b
')(+*�·ä³µ´�³¶°©·Q¯Rº|»©»g¼�,rÇVÈnÉ©Ç`ÃoÀ�ÁÏÈfÁ0/�ÀqÂ}5�ÃWÄ �Q¾`ÅM¿&ÁKÃ
a Ù98 Î ÞyS Î Ú Ñ Ó�ÞgÓ�Ù Ñ SwÚ Îvu Ý u!Ð Ü Ð × Ñ Ó G Ó�× Ñ�� EE� � � ?4KIDNM���S Î Õ1Ú[Õ1Ù_8 Î ÞyS Î Ú Ñ Ó�ÞgÓ�Ù Ñ × Ð ÞyS`Ü|Ó H × Ðâ H = Simp(G)â H⊥s = Simp(G⊥p)

a Ù£8 Î Þ	S Î Ú Ñ ÓDÞ�ÓDÙ Ñ SwÚ Î�u Ý u!Ð Ü Ð × Ñ Ó2Ó�× Ñ�� EE� � � ?4KIDNM��}× q Ð Ü©Ü q Ó�× Ñ S Î Õ1ÚtÕ!Ù 8 Î Þ	S Î Ú Ñ ÓDÞ�ÓDÙ Ñ × Ð ÞyS`Ü|Ó
Ô Î Ù4Ù©Û�á



�¬«   ���	��
�� ������������	��������� 
!��"�#	�$#��&%'� ()*�,+L�H" ��
1"$�6*�����!8¬*({�H¦�H"�8�8��G�B*�!����(
®s¯�°©±.°©²i³µ´�³¶°©· ¯Rº|» ! ¼-,¦3KÃN34Ë1À�ÄÏÃ)¿ ÂY3�Ài¿&Çc/ Æ`Á$ÂyË�ÇVÈnÉ©Ç`ÃWÀ�ÁKÈgÁ�/�À�Â�ÂX5HÃÒÄ �V¾wÅ ¿ ÁKÃWÂ
a Ù_8 Î Þ	S Î Ú Ñ ÓDÞ�ÓDÙ Ñ SwÚ Î�u Ý u!Ð Ü Ð × Ñ ÓtÓD× Ñ���i ÚBÛOàÏÕ1Ü Ð Ó�Úr× Ð Ó Ñ ×�Ó�Õ1Ü¶Ó�ÞgÓ�Ù Ñ × Ð

Simp(G⊥p) = Simp(G)⊥s

®s¯�°©±.°©²i³µ´�³¶°©· ¯Rº|»Ï»�¼#"c°K¿&ÂHÀ�Á�/KË�ÁzÆ`ÁnË�ÇVÈnÉ©Ç©ÃWÀ�ÁKÈgÁ�/�À�Â Â}5�ÃWÄ �V¾`ÅM¿&ÁKÃÒÂ
ÍÏÎ�ÐÒÑ

H Õ!Ù>8 Î ÞyS Î Ú Ñ Ó�ÞgÓ�Ù Ñ × Ð Þ	SwÜ|Ó¬á

kÜ�ÓOÖ Ð × Ñ ÓqÕ1Ù_8 Î Þ	S Î Ú Ñ ÓDÞ�ÓDÙ Ñ SwÚ Î�u Ý u!Ð Ü Ð × Ñ Ó G

��i ÚBÛOàÏÕ1Ü Ð Ó�ÚLS Î Õ1Ú H á
å AC��IJ58Ed?B<T:G?HDFI/5sæ[ç |keR�

G = Proba(H)
^ �O|kgC�l�-|kgWc'hCiWa

� H = Simp(G)
� H⊥s = Simp(G⊥p)1 avq=�-afpZesaf�'q/|keRgC�'adcl� eRpZq=rReshCiW�wqSj>� r�j[q=�-|kq |@cleR�les|kg �G^��[qSj ?;abq=�-���d�d�=afgC�-a@^
è gOj

H⊥s ⊥ H
�=|kg��

H⊥s ⊆ H⊥p
�=|kg��

H⊥s ⊥ G
^

`b|kg��
H⊥s ⊆ G⊥ 8 �dawh i=e��=|kg=gWa H⊥s ⊆ Simp(G⊥)

è �
H ⊆ G

�=|kg��
H ⊥ Simp(G⊥p)

�=|kg��
Simp(G⊥p) ⊆ (Simp(G))⊥s

af�

Simp(G⊥p) = (Simp(G))⊥s = H⊥s

~<������¯
�n���9¯Vº ¸ �x������� �K�������t�d����� �v�Ê�������K�����k�X���X�K� � �|�h� �1��� �W�X� �;�B� � �|�;� �1��� �W�X�  
' (+*�·Z³µ´�³|°©· ¯Vº|»�Zn¼�,rÇc/µ/4Á�Ë1À�ÁK¾wÃ2Â}5�ÃWÄ �V¾`ÅM¿&ÁKÃ
a Ù¬8 Î Ù4Ù`ÓY8 Ñ Ó�Õ1Ú[Ó�× Ñ � EE� � � ?4KFD|M��q× q Ð Ü�Ó�Ù U�Î¬Ð ÓqÔ�Ó�×w8 Î Þ	S Î Ú Ñ ÓDÞ�ÓDÙ Ñ × ��i ÚBÛOàÏÕ1Ü Ð Ó�Ú?×{×�Õ1Ú}Ô4Ó�×x8 Î Þ i
S Î Ú Ñ ÓDÞ�ÓDÙ Ñ × ��i ÚBÛDàKÕ1Ü Ð Ó�ÚO×�á

®s¯�°©±.°©²i³µ´�³¶°©· ¯Rº|»�Z ¼]\ ¾C3wÅVÆ@o�¾n/ Ë�Ç�/n/�Á�Ë1À�ÁÏ¾`Ã{ÂX5HÃÒÄ �V¾wÅ ¿ ÁKÃ
7 Ó[Ô©Õ�Ý!ÜäÔ q Õ1Ù¬8 Î Ù4Ù`ÓY8 Ñ Ó�Õ1Ú ��i ÚBÛOàÏÕ1Ü Ð Ó�Ú�ÓD× Ñ���i ÚBÛOàÏÕ1Ü Ð Ó�Ú�á

®s¯�°©±.°©²i³µ´�³¶°©· ¯Rº|»�k ¼-,dÇ�/n/�Á�Ë1À�ÁÏ¾`ÃÒÂ�ÌC3nm`¿'À¬¾4ÁKÅ'ÂqÁ�À�Â}5�ÃWÄ �Q¾`Å 3KÃ)¿&À�Ä
7 ÓD×"8 Î Ù4Ù©ÓG8 Ñ Ó�Õ1Ú?×�gÏÝ u!ÐÒÑ Õ�Ó�Ü6×d× Î Ù Ñ���i ÚBÛOàÏÕ1Ü Ð Ó�Ú?×iá

å AC��IJ58Ed?B<T:G?HDFI/5sæ
� è g6rsab~;�f�len�Sa cleRpZq=rsafp�afg � q/|ki=� rsa����
	��d^

Simp((G1&G2)
⊥p)⊥s = Simp(G

⊥p

1 ⊕G
⊥p

2 )⊥s

= Simp(G
⊥p

1 )⊥s&Simp(G
⊥p

2 )⊥s

= Simp(G1)&Simp(G2)

� 3�j>�'qSjkc-c�j ?;awj>iO�GiSj>r 8=rsa �d|kg=gWa��f�-afi=��������uadcl�+�=|kg��uj>iWc-cle�� m �-��?@i=rResaf�B^
� è g6q=�-| � <d�=aw�=abp j>g=e=<f�-auc-eRpZeRr�j>eR�-avq/|ki=�'rsadc'j>i=�l�-adc �d|kg=gWa��f�-afi=�-cB^



� �G�BD� "�8 ��� �t�u�R" ��
1"$�6*�����!8¬*(s�¬« �
®�¯�°Ï±.°©²i³¶´¬³|°©·Q¯Rº|»�¸ ¼
	j/KËO3KÃ /C3�Ài¿&Çc/nÁ$À�Æ`Á$Â�ÂHÁ4¿^/�ÂqÂ	¿6ÈnÉ`Å&Á$Â
$ Î Õ!Ú ÑkÎ Õ Ñ 8 Î ÞyS Î Ú Ñ Ó�ÞgÓ�Ù Ñ SwÚ Îvu Ý u	Ð Ü Ð × Ñ Ó G !

Simp(|G|) = |Simp(G)|

å A��%I/5	Ed?B<>:G?HDFIJ5qæ è g6p�|kg �l�-awr�jZ�=|ki (=rsaveRg��frRiWcles|kg�^
� ç |keR� D ∈ Simp(|G|)

^
è gOj

D = |D|G = ∩{D′ ∈ G|D′ ⊆ D} = ∩{D′ ∈ Simp(G)|D′ ⊆ D} = |D|Simp(G)`b|kg��
D ∈ |Simp(G)|

^
� ç |keR� D ∈ |Simp(G)|

^
è gOj

D = |D|Simp(G) = ∩{D′ ∈ Simp(G)|D′ ⊆ D} = ∩{D′ ∈ G|D′ ⊆ D} = |D|G`b|kg��
D ∈ Simp(|G|)

^
$QJ¥P?T4C6AO>/F�>�U0J�PO>H@HAOC�;�Y >�x�L4U�C6\�T�>/T4Y�>fLKJ1N)ADC�>yF4>/U0J�F4C[W,@HT4U6AOS/F4>/U0J�@iJ1NOJ1@HAOS�N?C�PDJ	ADC�;1YÊF4>/U0J

POT4L©>�N?L`;�P?C6AOC�;�Y�>�Y~X�SHY4S�NOJ1UV>HA{>Bx�L4U6C�@HC6AD>eU�>}@iJ!P{F�>�P{F4>�P?PO>�C6Y4P2pKY4C�PHb
$QJ�Y4;1ADC6;�Y POT4CM¦!J1Y�AD>,L4NO;¬¦�C�>HY$A�F4>,U0JgNO>H]�J!NO\$T4>y\$TR:'T�Y @�;�>YW,@�C6>�Y�A�F4>/L©;�C6F4P[F4C6¨`S�N?>�Y�AsF4>

1FKJ1Y4P{T4Y�F4>�P?PO>HC�YzYw:'>HP?A�LKJ1Pd¦�C�P?C6ADS}L4J1N2T4Y¥F�>�POP?>�C6Y¥;�N)ADI4;1X�;�YKJ1U.�|L4N?;�L`;1POC6AOC�;�Ygª�b � LKJ!X�> �¬«� ¡�b
')(+*�·ä³µ´�³¶°©·Q¯Rº|»vkn¼ zdÃWÇ � Á�Ë1Ài¿&Ç�/ Â	¿6ÈnÉwÅ'ÁzË�ÇVÈnÉ`Å���À�Á
a Ù`Ó_J � r � M�±�¸hD r e BGDIH>JLKNM ± r H_J�K �C¸XM Ô q Õ1Ù Ô4ÓD×O×BÓ Ð ÙfSwÚ Îvu Ý u!Ð Ü Ð × Ñ Ó ÓD× Ñ Õ1Ù`Ó9SwÚ Î � ÓG8 Ñ|Ð|Î Ù
× Ð ÞySwÜ¶Ó¥SwÚ ÐNU Û�ÓyÔ4Ó�×�Ý�8 ÑoÐ¶Î Ù4×¥SwÚ Î SwÚBÓD×)P|Ó Ñ Ô4ÓsÜ¶Ó�Õ1Úy8 Î Ù ÑoÐ Ù`Õ�Ý ÑoÐ¶Î ÙvR�Ô Î Ù Ñ Ü¶Ó�×y8 Î Ó;:<8 Ð Ó�Ù Ñ ×�S`ÚBÛ i
Ø�ÖÏÓ�×�× Î Ù Ñ Ô�Ó¥S Î�Ð Ô$×tÔ Ð�� ÛDÚBÓDÙ Ñ ×sÔ4Ó 1 Ý Ð Ù4× Ð ã�Õ�Ó�Ô4Ó�×tÝ�8 Ñ|Ð|Î Ù�×�Ù`ÛOà�Ý Ñ|ÐNU ÓD×¦SwÚ Î SwÚ�Ó�×eÞ�Ý�Ö Ð Þ�Ý!Ü¶Ó�×
Õ1Ù`Ó�¶ Î�Ð ×dÜµÝwSwÚ�Ó�Þ Ð�� Ú�Ó Î S�Û�Ú�Ý ÑoÐ|Î Ù~Ý�8�g`Ó U Û�Ó¬á

~<�����4¯��%�c�>¯Rº^¯��c� ���;�;�¬�X���¹�n� �+�1�I� �
c.(D1, . . . ,Dn)

�*�X� 
��K�
W (c) < 1

�¥���w�y�v����
��K���t�D���
�i���B�I�W��� �X�����t�����������t� �B�*� �@��� �d�µ�1�X� ���X�w���"�n� �+�1�I�µ�1�

Fid−  
�������;�;�¬�X���T�K� �X�µ�I� �

c.(D1, . . . ,Dn)
�*�X� 
��K�

W (c) < 1
�g���w���v����
��K�¥�t�D���i���B�I�W���9�X�����t��� �������

�t� �B�*� �@���<�d�µ�1�X� ���X�w���¦�K� �X�µ�F�µ�1�
Fid  

��C�Y4P?CWh�U6>�P2L4N?;	=?>�@BADC�;1Y4PuPOC6]/L4U6>�PuF4>

0.4

(+, ξ, {1})

(−, ξ.1, {1})

0.4

0.3

(+, ξ.1.1, {1; 2})

0.7

z

0.6

(+, ξ, {1; 2})

(−, ξ.1, {2})

0.2

(+, ξ.1.2, ∅)

0.8

(+, ξ.1.2, {42})

(−, ξ.1, {3})

z

(−, ξ.2, {4})

(+, ξ.2.4, ∅)
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1"$�6*�����!8¬*({�H¦�H"�8�8��G�B*�!����(
PO;1Y$A

(+, ξ, {1})

(−, ξ.1, {1})

(+, ξ.1.1, {1; 2})

(+, ξ, {1})

(−, ξ.1, {1})

z

(+, ξ, {1; 2})

(−, ξ.1, {2})

(+, ξ.1.2, ∅)

(−, ξ.1, {3})

z

(−, ξ.2, {4})

(+, ξ.2.4, ∅)

(+, ξ, {1; 2})

(−, ξ.1, {2})

(+, ξ.1.2, {42})

(−, ξ.1, {3})

z

(−, ξ.2, {4})

(+, ξ.2.4, ∅)

>BA2PO>�P{L4N?;	=?>�@BADC�;1Y4P2POC�],L4U6>�Pd@H;�]/L�U�^HAO>�P2PO;1Y$A �

(+, ξ, {1})

(+, ξ, {1; 2})

(−, ξ.1, {2})

(+, ξ.1.2, ∅)

(−, ξ.1, {3})

z

(−, ξ.2, {4})

(+, ξ.2.4, ∅)

(+, ξ, {1; 2})

(−, ξ.1, {2})

(+, ξ.1.2, {42})

(−, ξ.1, {3})

z

(−, ξ.2, {4})

(+, ξ.2.4, ∅)

$V>�P2L4N?;	=?>�@BADC�;1Y4P2POC�],L4U6>�Pd@H;�]/L�U�^HAO>�P2F4>

(+, ξ, {0})

0.3

Skunk

0.5

(−, ξ.0, {0})

z

P?;�Y�A�N?S�F4T�C6AD>HP{m



� �G�BD� "�8 ��� �t�u�R" ��
1"$�6*�����!8¬*(s�¬« �

(+, ξ, {0})

Fid−

J1U�;�N?Pu\$T4>[PO>�P{L4N?;	=?>�@BADC�;1Y4P2POC�],L4U6>�PdP?;�Y�A

(+, ξ, {0})

Fid−

(+, ξ, {0}) (+, ξ, {0})

(−, ξ.0, {0})

z

®�¯�°Ï±.°©²i³¶´¬³|°©·Q¯Rº|»�¯n¼ zdÃÒÇ � Á�Ë1Ài¿ Ç�/4Â Â�¿�ÈzÉwÅ'Á�ÂqÆ`ÁzÆ`Á$Â�ÂHÁK¿[/4Â�Æ`ÁÊÉKÃWÇ �kÇ�/KÆ`ÁK¾`Ã �L/`¿&Á
� á ÍÏÎ�ÐWÑ D ÓD× Ñ Õ1ÙfÔ4Ó�×?×BÓ Ð ÙgÔ4Ó@SwÚ Î ¶ Î Ù`Ô4Ó�Õ!Ú.Ø4Ù Ð Ó¬á 7 ÓuÔ4Ó�×?×BÓ Ð Ù D ÝGS4SVÝ!Ú ÑoÐ Ó�Ù Ñ/, Õ1Ù 8 Î Þ	S Î Ú iÑ ÓDÞ�ÓDÙ Ñ SwÚ Îvu Ý u!Ð Ü Ð × Ñ Ó G × Ð Ó Ñ ×BÓ¬Õ1Ü|ÓDÞ�ÓDÙ Ñ × Ð`Ñ*Î Õ Ñ Ó�×�×�Ó�×�S`Ú Î�� ÓY8 ÑoÐ¶Î Ù4×�× Ð Þ	SwÜ|ÓD×�8 Î Þ	SwÜ �¬Ñ Ó�×
ÝGS4SRÝ!Ú Ñ|Ð Ó�Ù�Ù`Ó�Ù Ñ , G á

� á ´ Ó�SwÜWÕ1× !Ï× Ð D ∈ G !ÏÜ|ÓD×�S`Ú Î�� ÓY8 ÑoÐ¶Î Ù4×u× Ð Þ	SwÜ|ÓD×eÔ4Ó D × Î Ù Ñ Ô�Ý!Ù4× G á
å A��%I/5	Ed?B<>:G?HDFIJ5qæ

_@^2è g � j>eR� i=gWaweRgW�Gi��f�les|kgOcli=� r�jADSj>i=�-afi=�
h
�=a

D
�=� �Wg=esauj>eRgWc-e 	

h :































0 7−→ 0
z 7−→ 0
zξ 7−→ 0
(s1.D1, . . . , sn.Dn) 7−→ 1 + max h(Di)
(+, ξ, I).(D1, . . . ,Dn) 7−→ 1 + max h(Di)
((−, ξ, I).DI ) 7−→ 1 + suph(DI)

� ç e h = 0
8Gj>rs|k�-c

D
adcl� i=g �=�fp�|kg�|ki

0
�=|kg��

D
adcl�}c-|kg i=g=eshCiWa'q=�-| �la��f�les|kg�cleRpZq=rsaA@3afg

es�=afgC�len�Jj>g �
0
�

Fid
|ki

Fid−
cli=eR~@j>g �+r�j[q |kr�j>�leR�-� B ^

� ç e h = n + 1
af� q/|ki=�+�-|ki=���=adc-c-afeRg

D′ �=a+DSj>i=�-afi=� n 8=af�'�-|ki=� �d|kpZq/|k�l�-afp�afgC� H 8 D′j>q=qSj>�l�lesafgC� �
H
cle�af�'c-afi=rsafp�afgC� cle�c�adc�q=�-| � a��f�les|kgWc cleRpZq=rsadc �d|kpZq=r=<f�-adc c-|kg �'�Wj>gWc

H
^

è g�q=�-|�� <d�=avqSj>� �Bjkc+cli=� r�j
� |k�lp�aw�=a
D
^

� {�jkc _@^ D = (s1.D1, . . . , sn.Dn)
^

ç e ∑
i si < 1

j>rs|k�-c
D
g��zj>q=qSj>�l�lesafgC�
� j>i��fi=g �d|kpZq |k�l�-afp�afg �B^©è � 8 c-adc q=�-| � a��f�les|kgWc

cleRpZq=rsadc �d|kpZq=r=<f�-adc�c-|kg �}�-�d�Gi=eR�-adc �vr�jw�GeR~;af� ?;afg��da&@Fq |@cleR�leR~;a |ki gW��? j>�leR~;a c-i=eR~kj>gC� r�j
q |kr�j>�leR�-� B�hCi=e�g��zj>q=qSj>�l�lesafg=gWafg � (=esafg��Zj>i��fi=g �d|kpZq |k�l�-afp�afg �B^
è g�c-i=q=q/|@c-av�=|kg��wqSj>�+r�j[cli=eR�-awhCiWa ∑

i si = 1
^

� ç e D adcl� q |@cleR�le �l^�è g�j[q |ki=� �-|ki=�'�=adc-c-afeRg E ∈ G⊥ 	

JD,EK = (s1. JD1,EK , . . . , sn. JDn,EK)
ç i=q=q |@c-|kgWc

D ∈ G
^�è g�j

W (JD,EK) = 1
^�`[�zj>q=�E<dc r�juq=�-|kq |@cleR�les|kg��G^ ]\qSj ?;a �T]58

|kg �=�d�Gi=eR�\hCiWa�q |ki=�u�-|ki=�
i
8
W (JDi,EK) = 1

^	`b|kg��988qSj>�ueRgW�Gi��f�les|kg 8Mrsadcuq=�-|>m
�la��f�les|kgWcZcleRpZq=rsadc �d|kpZq=r=<f�-adc��=a

Di

c�|kg ���Wj>gWc
G
^Qè g �d|kg��frRi=��afg �-afp j>�-h iSj>gC�

hCiWa+rsadc q=�-| �la��f�les|kgWc�cleRpZq=rsadc �d|kpZq=r=<f�-adc �=adc
Di

c-|kg ��a�6Wj �f�-afp�afg �}rsadc q=�-| �la��f�les|kgWc
cleRpZq=rsadc �d|kpZq=r=<f�-adc'�=a

D
^
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�� ������������	��������� 
!��"�#	�$#��&%'� ()*�,+L�H" ��
1"$�6*�����!8¬*({�H¦�H"�8�8��G�B*�!����(
� ���feRq=�-|ChCiWafp�afg � 8�c-e

D /∈ G
8JeRr�a�6Gescl�-a\i=g

E
�-afr�h iWa

W (JD,EK) < 1
^�3M|ki=�vi=g

�-afr
E
8 eRr�a�6�esc-�-a i=g

i
�-afr�hCiWa

W (JDi,EK) < 1
^ 3�j>�veRgW�Gi��f�les|kg 8�|kg�| (=�lesafg �ui=gWa

q=�-| �la��f�les|kg�cleRpZq=rsa �d|kpZq=r=<f�-aw�=a
D
hCi=e�g�� adcl� qSjkc'�Wj>gWc

G
^

� ç e D adc-� gW��? j>�le � ^1 a �=adc-c�afeRg
E
adcl�}�=a r�j �3|k�lp�a

c.(E1, . . . ,Ek)
|� rsadc

(Ei)
c�|kg � c-afpZenmocleRpZq=rsadcB^�è g

j
JD,EK = c.(c1, . . . , cn)

|� 8Gq |ki=�+�-|ki=�
i ∈ {1, . . . , k}

8

ci = (s1. JD1,EiK , . . . , sn. JDn,EiK)
è g �d|kg��frRi=��afg�q=�-|��d�d�Wj>gC� �d|kpZp�avq |ki=�+rsa �Bjkc q=�-���d�d�=afgC�&@

D
q |@cleR�le ��B ^

� {�jkc'yG^ D = (+, ξ, I).(D′
1, . . . ,D

′
n)
^

ç i=q=q/|@c-|kgWc
D ∈ G

^ ç |keR�
E ∈ G⊥ ^ 1 ab�=adc-c�afeRg E

adcl���=a r�j � |k�lp�a
c.(E1, . . . ,Ek)

|�
rsadc

(Ei)
c�|kg �'c-afpZenmoc-eRpZq=rsadcB^

{ DSjkh iWa
Ei
cB� ���f�leR�

Ei = . . . (−, ξ, I).E
(i)
I . . .

� � q/|ki=�'�-|ki=� i 8 W(JE(i)
I ,DiK) = 1

^
1 � eRgW�Gi��f�les|kg�cB�zj>q=q=rResh iWa[j>i;6

Di

�d|kpZp�a\q=�-���d�d�=afpZp�afg �w�Wj>gWc�rsadc �d|kpZq/|k�l�-afp�afgC�-c
jk�=�dh iSj>�-cB^

�'���feRq=�-|�h iWafp�afgC� 8=rsa �Bjkc
D /∈ G

c�ab�l��j>eR�-aw�=avp j>g=e=<f�-awcleRpZeRr�j>eR�-a@^
� {�jkc'�G^ D = ((−, ξ, I).D′

I)I
^�è g6q=�-| � <d�=aw�=abp��fp�a@^

yG^w{}a �Bjkc+c-av�=�d�Gi=eR���Gi �Bjkc
1
�Bj>�+rsadc �d|kpZq |k�l�-afp�afg �-c�c-|kgC� �frs|@c qSj>�'|k�-�G�-awa�6G�-afgWcles|kg=gWafr ^

®s¯�°©±.°©²i³µ´�³¶°©· ¯Rº|» � ¼��{Ë1Ài¿&Ç�/4Â �K¿&Â	¿'À�Ä�Á$Â
ÍÏÎ�ÐÒÑ

G Õ1Ù�8 Î Þ	S Î Ú Ñ ÓDÞ�ÓDÙ Ñ × Ð ÞyS`Ü|Ó�á 7 ÓD×~Ô4ÓD×O×BÓ Ð Ù4×~Ô4Ó G Ó Ñ 8�Ó�Õ�Ö Ô4Ó G⊥p⊥p
U¬Ð × ÐÒÑ Ó�Ù Ñ Ü¶Ó�×

Þ�ßDÞ�ÓD×{Ý�8 Ñ|Ð|Î Ù4×u×�Õ1Ú2Ü|ÓD×}Ô�Ó�×O×�Ó Ð Ù4×[Ô�Ó G⊥s á
å AC��IJ58Ed?B<T:G?HDFI/5sæ&1 a �d|kpZq |k�l�-afp�afg �

G
adcl�veRg��frRiWcw�Wj>gWc

G⊥p⊥p
�=|kg��Zrsadcwj �f�les|kgWcv~�escleR�-�dadcwcli=�

rsadcu�=adc�c-afeRgWcw�=a
G⊥s
qSj>�wrsadc �=adc-c-afeRgWcw�=a

G
c-|kg � eRg��frRiWc-adcu�Wj>gWcursadc j �f�les|kgWcu~CescleR�-�dadcuqSj>�wrsadc

�=adc-c-afeRgWc[�=a
G⊥p⊥p

^ 1 jO�-���feRq=�-|�h iWa�c-a q=�-|ki=~;a�afg�qSjkc�c�j>g �[qSj>�[rsadc[�=adc-c-afeRgWc[�=a q=�-| � |kgW�=afi=�
�Wg=esa@^
ç |keR�

σ
@Fr � | ���fi=�l�-afg��da%��� B i=gWa%j �f�les|kg ��� i=g �=adc-c-afeRg

E ∈ G⊥s
~�escleR�-�da�qSj>��i=g �=adc-c-afeRg

D ∈ G⊥p⊥p
^ {}af�l�-a6j �f�les|kg adc-�\~�escleR�-�da�afg �-afpZqWc[�Wg=e 8 �@� adcl� m �Tmo�GeR�-a6hCi�� i=g c-|kiWc mo�=adc-c-afeRg �Wg=e

D0
�=a

D
~�escleR�-aZj>iWc-cle �daf�l�-a�j �f�les|kg�^ ç |keR�

D′ i=g%�=adc-c-afeRg �d|kgC�-afgSj>g � D0
cli=q �f�lesafi=� �

D
q/|ki=�

r � |k�-�G�-a�a�6��-afgWc-es|kg=gWafr @Fi=gWa�d|kgWc-�l�li��f�les|kg q/|@c-c-e (=rsa adcl�Z�=a ��j � |ki=�-af�Z�-|ki=�-adc[rsadcZj �f�les|kgWc[gW��? jTm
�leR~;adcbq |@c-cle (=rsadcv�Wj>gWc

D0
af�v�=a[p�af�l�l�-aZ�=adcv�=�fp�|kgWcuj>q=�E<dcCB ^©è g%j�| (=�-afg i�i=g��=adc�c-afeRg

D′ �=aq=�-| � |kgW�=afi=� �Wg=esa ~�escleR��j>g �
σ
^�3�j>�[r�j�q=�-|kq |@cleR�les|kg �G^R_��6qSj ?;a q=�-���d�d�=afgC�-a98�|kg �=�d�Gi=eR�[h iWa rsadc

q=�-| �la��f�les|kgWc cleRpZq=rsadc �d|kpZq=r=<f�-adc��=a
D′ c-|kgC� �Wj>gWc G⊥p⊥p

^W`bavq=rRiWc 8Sq=i=esc-hCiWa
D′ ~�escleR�-a σ

8=i=gWa
�=a+c-adc q=�-| � a��f�les|kgWc cleRpZq=rsadc�~�escleR�-a

σ
^@`b|kg�� eRrSa�6Gescl�-a�i=g �=adc-c-afeRg�c-eRpZq=rsa+�=a

G⊥p⊥p
h i=e=~�escleR�-a

σ
^

è �
G⊥p⊥p

af�
G
|kg ��rsadc+p��fp�adcb�=adc-c�afeRgWc'cleRpZq=rsadc&@Fq=�-|kq/|@c-eR�les|kg �G^���qSj ?;a _B� � B'�=|kg��weRr8a�6Gescl�-a

i=g��=adc-c�afeRg6cleRpZq=rsaw�=a
G
hCi=e�~Cesc-eR�-a

σ
^

~<������¯
�n���9¯Vº � �x� ���;�K�	� � �;�¬�	�����t�D���i���t���B���p�����W���;�B�¨���t�d�^�|�K�X�C�G�+�G���  
� � ���t�B��¢L���y���;�;�¬�X���
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0.5

zξ

0.5

(+, ξ, {0})

(−, ξ.0, {0})

0.5

zξ.0.0

0.5

(+, ξ.0.0, {0})

   

�;�B�¦�+�d�C�x�����B� �K�X�N�K� �X�µ�I�W���_���x� ���X�C�¬�X���G���{���;� � ���D������
��K�;�qpKY�C�>�P2���x�����i���}���

c0 = zξ c1 � (+, ξ, {0})

(−, ξ.0, {0})

zξ.0.0

      cn � (+, ξ, {0})

(−, ξ.0, {0})

(+, ξ.0.0, {0})

(−, ξ.0.0.0, {0})

(+, ξ.0.0.0.0, {0})

(−, . . . , {0})

zξ.0.0...

���X���¤��� ���R�;�B�p�1���;�X�@�+�d�C�¤���2�B� �K�X�N�K� �X�µ�I�W��� ����� ���X�C�¬�X���G���}�����C�B�F�µ�o���w���;�
cn

>HA	�������/� ���D������
��Ï�
���������W� �

c∞ � (+, ξ, {0})

(−, ξ.0, {0})

(+, ξ.0.0, {0})

(−, ξ.0.0.0, {0})

(+, ξ.0.0.0.0, {0})

(−, . . . , {0})

   

�¦�d�������K�I�D�;¢����y���;�;�¬�X��� � ���C�|�t���h�	���{� ���C���X���t�����C�9������� � �
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1"$�6*�����!8¬*({�H¦�H"�8�8��G�B*�!����(

1
2

zξ

1− 1
2

(+, ξ, {0})

(−, ξ.0, {0})

1
4

zξ.0.0

1− 1
4

(+, ξ.0.0, {0})

   

�X�+�C�d���F�W�X�K� � ���§�B�¼�K�X�N�K� �X�µ�F�W���_���
{ci | i ∈ N ∪ {∞}}

���d�^�¦�C��� � ���X�����x���
{ci | i ∈ N}

� �d�w���
�K���F��� ������� � ����������
��K�§���������W�f�;�B���B�F�X�W�B�k�X���X�K�L�K� �X�µ�I� �   
 �|�K�X�t�+�d�K��¢e���w� ���X�w��� �X�w�2�n���;�B���C������§�¬�B�����y�d� �l�B�v� �|�¦�K� � ���¦�C�d�x�����B� �K�X�N�K� �X�µ�I�W���  
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� �G�BD� "�8 ��� �t�u�R" ��
1"$�6*�����!8¬*(s�i��«
')(+*�·ä³µ´�³¶°©·Q¯Rº|»$¸ ¼��GÄKÉ©ÁÏÃoÀ�ÇR¿�ÃWÁ Æpo�¾n/ Ë�ÇQÈzÉ`Ç©ÃWÀ�ÁKÈgÁ�/�À

â 7 Ó)� � J¥M���¸ r D �OM/Ô q Õ!Ù>8 Î ÞyS Î Ú Ñ Ó�ÞgÓ�Ù Ñ S Î × ÐWÑoÐ ¶ G Ó�× Ñ Ü q Ó�Ù�×BÓ�Þ u Ü|Ó[Ô4ÓD×�ÚDÝ!Þ Ð Øµ8BÝ ÑoÐ|Î Ù4× IÑ ÓDÜ�Ü¶Ó�×�ã�Õ�ÓeÜ|Ó}Ô4ÓD×O×�Ó Ð Ù~×iÕ ÐNU Ý!Ù Ñ ÝGS4SVÝ!Ú ÑoÐ Ó�Ù4Ù`Ó , G

(+, ξ, I)

(−, ξ.i1, J)

z

(−, ξ.i1, J
′)

z

(−, ξ.in, J)

z

(−, ξ.i1, J
′)

z

Î�� {

I = {i1, . . . , in}
J, J ′ SVÝ!Ú}8 Î Õ1Ú�Ó�Ù Ñ Pfin(N)â 7 Ó � �¼J¥M���¸ r D �+MÊÔ q Õ1Ù 8 Î Þ	S Î Ú Ñ ÓDÞ�ÓDÙ Ñ Ù©ÛDà�Ý Ñ|Ð ¶tÓ�× Ñ Ü q Ó�Ù4×�Ó�Þ u Ü¶Ó�Ô4Ó�×yÚ�Ý	Þ Ð Øµ8BÝ Ñ|Ð|Î Ù�× I

Ñ ÓDÜ�Ü¶Ó�×�ã�Õ�ÓeÜ|Ó}Ô4ÓD×O×�Ó Ð Ù (−, ξ, I)

z

Ó�× Ñ.Ð Ùµ8�ÜWÕ1×eÔ�Ý!Ù4×2Ü q Ð Ùµ8BÝ!Ú?ÙÏÝ Ñ|Ð|Î Ù¥Ô�Ý!Ù4× G Ô4Ó

Dai− = (−, ξ, J)

z

áHá�á (−, ξ, J ′)

z
Î��

J, J ′ SVÝ!ÚX8 Î Õ1Ú�Ó�Ù Ñ Pfin(N) áâ Ü|Ó+� � J¥M���¸ r D �OM/Ô q Õ!Ù`Ó[Û Ñ g Ð ã�Õ�Ó[Ó�× Ñ Ü¶Ó2ÚBÛ|S.ÓDÚ Ñ*Î¬Ð ÚBÓ}Ô�Ót× Î Ù u!ÐjikÎ Ú Ñ g Î à Î ÙKÝ!ÜÒá
®�¯�°Ï±.°©²i³¶´¬³|°©·Q¯Rº|»��¥¼�,¦3KÃ�3KË1À�ÄKÃ?¿&ÂG3�Ài¿&Ç�/ ÆZ¾ ÃWÄKÉ`ÁKÃoÀ�ÇV¿6ÃÒÁzÆpo�¾n/ Ë�ÇVÈnÉ©Ç©ÃWÀ�ÁKÈgÁ�/�À,É©Ç©Â�¿&Ài¿ �
7 ÓeÚ�Û�S�Ó�Ú Ñ*Î�Ð ÚBÓ[Ô q Õ1Ù¬8 Î ÞyS Î Ú Ñ Ó�ÞgÓ�Ù Ñ S Î × ÐWÑoÐ ¶ G ×�Õ1Ú{ÜµÝ u Ý!×BÓ ` ξ Ó�× Ñ Ü q ÓDÙ4×BÓDÞ u Ü|Ó[Ô4ÓD×eÚDÝ!Þ Ð Ø i
8BÝ Ñ|Ð|Î Ù�× I Ñ ÓDÜ�ã�Õ q Õ!Ù Ô4ÓD×O×BÓ Ð Ù~×BÓDÞ Ð^i × Ð ÞyS`Ü|ÓeÔ�Ó G 8 Î Þ,ÞgÓ�Ùµ8HÓ�SVÝ!Ú (+, ξ, I) á

å A��%I/5	Ed?B<>:G?HDFIJ5qæ 3Mj>�[p�|kgW|k�-|kg=esa @Fq=�-|kq |@cleR�les|kg �G^zy ��qSj ?;a�_@_@_ B�88rsa �-�fq af�l�-|keR�-a���� i=g �d|kpZq |k� m
�-afp�afg � q/|@cleR�le �+cli=�ur�j (Sjkc-a

` ξ
�d|kg �lesafgC�[r � afgWc-afp (=rsa �=adcw��j>pZen���Bj>�les|kgWc

I
�-afr hCi�� i=g��=adc-c�afeRg

c-afpZenmocleRpZq=rsaw�=a
G
�d|kpZp�afg��dawqSj>�

(+, ξ, I)
^

1 j[�-���feRq=�-|�hCiWawadcl�+�f~�es�=afg �-a 	=c-e�rsav�=adc-c-afeRg

(+, ξ, I)

(−, ξ.i1, J)

z

(−, ξ.i1, J
′)

z

(−, ξ.in, J)

z

(−, ξ.i1, J
′)

z

j>q=qSj>�l�lesafg ���
G
j>rs|k�-c�eRr '�jA(=esafg�i=g��=adc-c-afeRg6c-afpZenmocleRpZq=rsav�=a

G
h i=e �d|kpZp�afg��davqSj>�

(+, ξ, I)
^

®�¯�°Ï±.°©²i³¶´¬³|°©·Q¯Rº|» �n¼��vÄKÉ©ÁKÃWÀ�ÇR¿6ÃÒÁ
� Î Õ Ñ 8 Î Þ	S Î Ú Ñ Ó�ÞgÓ�Ù Ñ ×iÕ1ÚsÕ1Ù©Ó u Ý!×BÓ�Õ1ÙÏÝ Ð ÚBÓeÝ�Ü|Ó{Þgß�ÞgÓ{ÚBÛ|S.ÓDÚ ÑkÎ�Ð Ú�Ó}ã4Õ$Óe× Î Ù Î Ú Ñ g Î à Î ÙKÝ!ÜÒá

å A��%I/5	Ed?B<>:G?HDFIJ5qæ[ç |keR�
G
i=g �d|kpZq |k�l�-afp�afg � q |@cleR�le �Scli=��r�j2(Sjkc-a

` ξ
^ ç |keR�

I
i=gWa}��j>pZen���Bj>�les|kg��=a

c-|kg6�-�fq af�l�-|keR�-auaf�
D
i=gO�=adc-c-afeRg �d|kpZp�afg��Bj>gC��qSj>�

(+, ξ, I)
�Wj>gWc

G
^ 1 aw�-�dc-aBj>i

D, |Dai−|G⊥�d|kg ~;af� ?;a �=|kg��
I
j>q=qSj>�l�lesafg �vj>i��-�fq af�l�-|keR�-aw�=a

G⊥ ^



�i�1�����	��
�� ������������	��������� 
!��"�#	�$#��&%'� ()*�,+L�H" ��
1"$�6*�����!8¬*({�H¦�H"�8�8��G�B*�!����(
�'���feRq=�-|�hCiWafp�afg � 8Gcle

I
adcl���Wj>gWc rsa'�-�fq af�l�-|keR�-ab�=a

G⊥ j>rs|k�-c (−, ξ, I)
adcl�}~Cesc-eR�-�'�Wj>gWc

Dai−
qSj>�

i=g��=adc-c-afeRg��=a
G
af�b�=|kg�� @FqSj>�br�j q=�-|kq/|@c-eR�les|kg �G^zy qSj ?;a�_B�@y B eRr	'�j i=g��=adc-c-afeRg�c-afpZenmocleRpZq=rsa

�Wj>gWc
G
hCi=e �d|kpZp�afg��dawqSj>�

(+, ξ, I)
^�è g�afg6�=�d�Gi=eR� hCiWa

I
j>q=qSj>�l�lesafg �vj>i��-�fq af�l�-|keR�-aw�=a

G
^

' (+*�·Z³µ´�³|°©· ¯Vº|»�¯n¼�,rÇQÈzÉ`Ç©ÃWÀ�ÁKÈgÁ�/�À�Â�ÆQ¿&Â � ÇR¿^/�À�Â�Á�À Ë�Ç�/n/�Á+°�Á$Â
â ´ Ó�Õ�Ö_8 Î Þ	S Î Ú Ñ ÓDÞ�ÓDÙ Ñ ×u× Î Ù Ñ bnDIB �dr DIep¸ Bt× Ð Ü|Ó¬Õ1ÚO×uÚ�Û�S�Ó�Ú ÑkÎ�Ð Ú�Ó�×2× Î Ù Ñ Ô Ð × ��Î�Ð Ù Ñ ×iáâ a Ù`Ó�Û Ñ g Ð ã�Õ�Ó E ÓD× Ñ ± r e�eLM�³@M/× Ð × Î ÙzÚBÛ�S�Ó�Ú Ñ*Î�Ð ÚBÓ�Ó�× Ñ Õ1Ù × Ð Ù�à�Ü¶Ó Ñ*Î Ù {I} á 7�q ÓDÙ4×BÓDÞ u Ü¶Ó
I ÓD× Ñ ÝGS4S�Ó�Ü¶Û{ÜµÝ �
ACH D��¨±
An¸ D r e Ô�Ó E á

®s¯�°©±.°©²i³µ´�³¶°©· ¯Rº|»�� ¼-,¦3KÃN34Ë1À�ÄÏÃ)¿ ÂY3�Ài¿&Çc/ Æ`Á$ÂyË�ÇVÈnÉ©Ç`ÃWÀ�ÁKÈgÁ�/�À�Â ÆQ¿&Â � ÇR¿[/�À�Â
â ´ Ó�Õ�Ö�8 Î ÞyS Î Ú Ñ Ó�ÞgÓ�Ù Ñ ×¦S Î × ÐÒÑ|Ð ¶µ×e× Î Ù Ñ Ô Ð × ��Î�Ð Ù Ñ ×e× Ð Ó Ñ ×BÓ¬Õ1Ü|ÓDÞ�ÓDÙ Ñ × Ð Ü¶Ó�Õ1Ú Ð Ù Ñ ÓDÚO×BÓY8 Ñ|Ð|Î Ù
Ó�× Ñ ÚBÛ�ÔÏÕ ÐÒÑ Ó�Ý�Õ	Ö£8 Î Þ u	Ð ÙÏÝ Ð × Î Ù�×rÜ Ð Ù`ÛBÝ Ð ÚBÓD×2Ô�Ó�S Î�Ð Ô$× 1 Ô�Ó}Ô4Û�Þ Î Ù4×2P[¶ Î 8�Ý!Ü Ð ×BÛD× Î Õ�Ù Î ÙvR�áâ ´ Ó�Õ�Ö_8 Î Þ	S Î Ú Ñ ÓDÞ�ÓDÙ Ñ ×uÙ`ÛOà�Ý ÑoÐ ¶µ×u× Î Ù Ñ Ô Ð × ��Î�Ð Ù Ñ ×u× Ð Ó Ñ ×�Ó�Õ1Ü¶Ó�ÞgÓ�Ù Ñ × Ð

∀D ∈ Pss(G), ∀E ∈ Pss(H), |D|G
⋂

|E|H = ∅.

å AC��IJ58Ed?B<T:G?HDFI/5sæ è g6p�|kgC�l�-awrsadc+�=afi;6�eRpZq=rRe �Bj>�les|kgWc �Wj>gWc+rsa �Bjkc q |@cleR�le � ^
⇒
ç |kesafg �

G
af�

H
�=afi;6 �d|kpZq/|k�l�-afp�afgC�-c �Gesc �l|keRg �-cH^ ç |keR�

D ∈ G ∩ H
^ ç |keR�

D′ i=gWa[q=�-|>m
�la��f�les|kg c�afpZenmocleRpZq=rsa��=a

D
^.è g j

D′ ∈ G ∩ H
^}`[�zj>q=�E<dc�r�j%q=�-|kq |@cleR�les|kg �G^R_ ��qSj ?;a

q=�-���d�d�=afg �-a98
D′ gWa �d|kpZp�afg��dawqSjkc'qSj>�+i=gWauj �f�les|kg6q=�-|kq=�-a@^ {�� adcl�+�=|kg��vi=g��=�fp�|kg @ �3|>m

�Bj>rResc-�v|ki�gW|kg�B ^�è g6afg��=�d�Gi=eR�+h iWab�-|ki=�-adc�rsadc�q=�-| �la��f�les|kgWc+c-afpZenmoc-eRpZq=rsadc+�=a
D
c�|kg �+�=adc

�=�fp�|kgWc'af� �=|kg��wh iWa
D
adc-� i=gWa �d|kp (=eRgSj>esc-|kg rReRgW�Bj>eR�-aw�=aw�=�fp�|kgWcB^

⇐
è g6i=�leRrResc-abr�jZq=�-|kq/|@cleR�les|kg �G^R_ �\qSj ?;avq=�-���d�d�=afg �-a@^

� ;�],]/>vL©;�T4NZU�>�T�NOP�SH\$T4C6¦!J1U6>�Y�ADPä>�Y U�T�F4C�\$T4>vPOC6]/L4U6>1h¬U6>�P�L�NO;�L©;�POCMADC6;�Y4PQPOT4CM¦!J1Y�AD>�P�L`>HNO],>HAOAO>�Y�A
F4>[L4N?;�T�¦1>�N2U0J @�;1]/L4U6SHAOT4F4>}C�Y�AO>�NOY�>sL©;�T4NuU6> �*�X�C�¬�B�����¶L4NO;�L©;�P?C6ADC6;�Y~ª�b   �LKJ1X1> ��� � ¡Bb
®s¯�°©±.°©²i³µ´�³¶°©· ¯Rº[Z ! ¼#"c°K¿&ÂHÀ�Á�/KË�ÁzÆpo�¾n/�Á ÉKÃWÇ � Á�Ë1Ài¿&Ç�/
ÍÏÎ�ÐÒÑ

M ⊆ N Õ!ÙzÚBÛD×BÓDÚ U�Î¬Ð Úiá � Î Õ Ñ Ô4Ó�×?×BÓ Ð Ù<S Î × ÐÒÑoÐ ¶ä×�Ó�Þ Ðji × Ð Þ	SwÜ¶Ó D = (+, ξ, I).R Ó�× Ñ ÛOà�Ý!Ü ,
DM~DN\M

Î��
DM 8 Î Þ,ÞgÓ�Ùµ8HÓ�SVÝ!Ú (+, ξ, I ∩M) Ó Ñ DN\M 8 Î Þ/ÞgÓ�Ùt8�Ó�SRÝ!Ú (+, ξ, I \M) á7 Ó[Ô4ÓD×O×�Ó Ð Ù DM Ó�× Ñ Ü|Ó¦J � r � M4¸ �fÔ4Ó D ×iÕ1Ú M á

.uÙnÛ Ñ Ó�Ù©Ô 8�Ó ÑOÑ ÓsÔ�Û�Ø4Ù ÐWÑoÐ¶Î ÙnÓ�Ù S Î ×DÝ!Ù Ñ zξM
= zξ á

å AC��IJ58Ed?B<T:G?HDFI/5sæ è g6�-afq=�-afgW��r�jZq=�-afi=~;aw�=abr�j[q=�-|kq |@cleR�les|kg�_@^R_��[qSj ?;av] �G^

®s¯�°©±.°©²i³µ´�³¶°©· ¯Rº[ZV»�¼]zuÃWÇ � Á�Ë1Ài¿&Ç�/
ÍÏÎ�ÐÒÑ

E Õ1Ù`Ó[Û Ñ g Ð ã�Õ�Óx8 Î Ù4Ù`Ó?Ö©Ó�Ó Ñ M Õ1Ù~ÚBÛD×BÓ�Ú U�Î�Ð Úiá/.dÙzÝ (E⊥⊥)M = (EM)⊥⊥ á
å AC��IJ58Ed?B<T:G?HDFI/5sæ&1 j�q=�-afi=~;a adcl� cleRpZeRr�j>eR�-a � �dafrRrsau�Wj>gWc rsa �Bjk�G�-a\�=awr�jZrRiW�GeshCiWauc-eRpZq=rsa�����eR� G_��
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â Í�Ð D ÓD× Ñ Õ1Ù Ô4Ó�×?×BÓ Ð ÙTS Î × ÐÒÑoÐ ¶�Ô4Ó u Ý!×BÓ ` ξ.i Ý!Ü Î Ú?×
�
D =

{

(−, ξ, {i}).D × Ð D 6= Fid

Skunk × Ð Ù Î Ù
â Í�Ð D ÓD× Ñ Õ1Ù Ô4Ó�×?×BÓ Ð Ù¥Ù©ÛDà�Ý Ñ|Ð ¶.Ô4Ó u Ý!×�Ó ξ.i ` Ý!Ü Î ÚO×
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D = (+, ξ, {i}).D
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®�¯�°Ï±.°©²i³¶´¬³|°©·Q¯Rº[Z0Zn¼�,dÇVÈnÉ`Å&Ä�À¬¾4Æ`Án¿^/�À�ÁKÃ /4Á É©ÇQ¾`Ã}Å&Á$Â Æ©Ä�ËO3wÅ 3 �©Á$Â
ÍÏÎ�ÐWÑ

G Õ1Ù_8 Î ÞyS Î Ú Ñ Ó�ÞgÓ�Ù Ñ áâ Í�Ð G Ó�× Ñ S Î × ÐWÑoÐ ¶ !ÏÝ!Ü Î ÚO× { � D | D ∈ G} ÓD× Ñ Õ1Ù`Ó[Û Ñ g Ð ã�Õ�Óx8 Î ÞyS`Ü ��Ñ Ó�S Î Õ1Ú � G áâ Í�Ð G Ó�× Ñ Ù©ÛDà�Ý Ñ|Ð ¶[Ô4Ó u Ý	×BÓ ξ.i ` !dÝ!Ü Î ÚO× { � D | D ∈ G}
⋃
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Pss(|G & H|) = Pss(|G|)× Pss(|H|)
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G & H
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G⊕ H = Cl(G ∪ H)

��Õ Ñ ÚBÓ�ÞgÓ�Ù Ñ Ô ÐWÑ !
Pss(G⊕ H) = Pss(G) ∪ Pss(H)
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�]\�^3_�`�a 
 `Lb�cdb�^3_�afe�gih�\�^�^�b�hj_�b�e�`�kPafl�l 
 _ 
,m kon�e 
 k�\�^3_pl�qjrJ^ 
 kPa�e�gB^ 
M¦ b�afesl�b�kph�\fc L \�`L_�b�cdb�^3_�kut

v b�kil 
M¨ qu`�bu^�_�b�k ¦ b�`�k 
 \�^�kBl�e �*�X�C�¬�B���wm \�^3_ 
 ^3_�b�`�afx 
 `�l�bue�gyl�buk�kLb 
 ^�k;bu^3_�`�bbue�goz $ b�kBl 
M¨ qu`�bu^�_�b�k
l�qjrJ^ 
 _ 
 \f^�kUl�e �*�X�C�¬�B��� l�\ 
M¦ bu^�_Tl�\f^�h � _�`Lb;aflJa L _�q�buk�a�e9h�afl�`�bsl�buk{h�\.b W h 
 b�^3_�kuz
�]b v ak�b L afkLk�b;k 
 c L v b�cdb�^3_Ub�^|e�_ 
 v 
 k�af^3_ v a �G��� ���n� �d�}�µ��� l�e|_�b�^�kLb�e�`uz
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Pss
(

G⊗ H
)

= Pss(G)⊗ Pss(H)

Ó Ñ Ô Î Ùµ8
G⊗ H = Cl

(

Pss(G)⊗ Pss(H)
)

¤B^ L \�e�`L`�a 
 _Kafe�kLk 
 l�qjrJ^ 
 `�e�^ �*�X�C�¬�B��� bu^3_�`�b l�buk�kLb 
 ^�k a�`"! 
 _�`�a 
 `�buk � ^�\�^ m \�`�huq�cdb�^3_KkLb�c 
�&
k 
 c L v b�k ¡ l�b v a c a�^ 
$# `�bBk�e 
6¦ af^3_�b �

c.(D1, . . . ,Dn)~ c′.(D′
1, . . . ,D

′
m)

= c.
(

c′.(D1 ~D′
1, . . . ,D1 ~D′

m), . . . , c′.(Dn ~D′
1, . . . ,Dn ~D′

m)
)

\�e

c′.(D1, . . . ,Dn)~ c.(D
′
1, . . . ,D

′
m)

= c.
(

c′.(D1 ~D′
1, . . . ,D1 ~D′

m), . . . , c′.(Dn ~D′
1, . . . ,Dn ~D′

m)
)

�]b�k l�b�e.g h&%�\ 
 g l�\�^�^�b�`�a 
 bu^�_ v 
 bue('Ke�^�b ^�\�e ¦ b v,v b h v afkLk 
 r�h�a�_ 
 \�^ l�b
~

b�^3_�`�b l�b�kLk�b 
 ^�k lJaf^�k
v*) b�k L ` 
 _{l�b v a h v afk�k 
 rJh�a�_ 
 \�^ _�bu^�k�bue�`{h�\�cdc e�_�a�_ 
Rm,+ ^�\�^ hu\�cdc e�_-a&_ 
,m z��]b L b�^�lJaf^3_�t v a l 
6¨ q�`�bu^�h�b
b�^3_�`LbBh�b�kUl�b�e�g h&%�\ 
 g L \�e�` v b �k�X�C�¬�B�v� b�^3_�`LbBl�b�kLk�b 
 ^�k{^�\�^ k�b�c 
�& k 
 c L v b�k ^ ) b�kL_ L afk�\-!�kLb�` ¦ a ! v b
afe ^ 
6¦ b�afe l�b�k|h�\�c L \f`L_�bucwbu^3_�k bu_|\�^ ^�b k�b L `�qu\�huh�e L b L afk L v e�k9a ¦ af^3_|l ) e�^�b q ¦ bu^3_�e�b v(v b
h v a�k�k 
 rJh�a&_ 
 \f^ z
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c.(D1, . . . ,Dn)~ c′.(D′
1, . . . ,D

′
m)

= c.
(

c′.(D1 ~D′
1, . . . ,D1 ~D′

m), . . . , c′.(Dn ~D′
1, . . . ,Dn ~D′

m)
)

ÝgÕ1ÙzÝ$Ô ��Î�Ð Ù Ñ
JF,D1 ~D2K = JF(D2),D1K

â 7 Ó _�b�^�k�b�e�`�l�`L\ 
 _ ~ Ñ ÓDÜ�ã4Õ$Ó
c′.(D1, . . . ,Dn)~ c.(D′

1, . . . ,D
′
m)

= c.
(

c′.(D1 ~D′
1, . . . ,D1 ~D′

m), . . . , c′.(Dn ~D′
1, . . . ,Dn ~D′

m)
)

ÝgÕ1ÙzÝ$Ô ��Î�Ð Ù Ñ
JF,D1 ~D2K = JF(D1),D2K
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F = cF(F1, . . . ,Fl)
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F(c.(D1, . . . ,Dn)) = c(cF.(F1(D1), . . . ,F
l(D1)), . . . , cF.(F1(Dn), . . . ,Fl(Dn)))
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$ b�k{l 
M¨ qu`�b�^3_�b�k ¦ b�`Lk 
 \�^�k{l�e �C�d� k�\�^3_Tk 
 c L v b�cdb�^3_Ul�qurJ^ 
 b�k L af`Ul�e�a v 
 _�qfz
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G1 Ó Ñ G2 × Î Ù Ñ S Î × ÐÒÑoÐ ¶µ×�Ó Ñ�Ð Ù`Ô4Û|S.ÓDÙ`Ô�Ý!Ù Ñ × Ý!Ü Î Ú?× {D1 ~ D2 | D1 ∈ G1,D2 ∈ G2} Ó Ñ
{D1 ~D2 | D1 ∈ Pss(G1),D2 ∈ Pss(G2)} × Î Ù Ñ Ô4Ó�×tÛ Ñ g Ð ã�Õ�ÓD×"8 Î Þ	SwÜ �¬Ñ ÓD×�S Î Õ!Ú G1 ~G2 á
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 r�h�a�_�b�e�`Lk �¶¦ e�k;h�\fcwcdb l�b�k h�\�^�^�b�hu_�b�e�`Lkafl�l 
 _ 
Rm k 
 ^�r�^ 
 k ¡ kL\�^3_ l�qjrJ^ 
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=�afe m �,^�l�(h�a�_��,\�^ h�\f^�_�`�a2�,`�b�t v buk�!Jafk�buk�kL\�^3_Tk�e L4L \�kLq�b�k�e�^Ja2�,`�buk�z

>@?)A BDC'EGFIHKJML(N
� a ^�\f_��(\�^ l�bBl��(kL_�af^�hub v aPO v e�k�k �(c.O v b ' l�\�^�^�bu`Ub�k _{h�b v,v bikLe�` v bukUh�\.b'&dh)�,b�^3_�kuzRQ�^�bB^�\f_��,\�^

l�bsl�,kL_�af^�h�bskLe�` v b�kUl�b�k�kLb)�,^�k�bu^9l�q�h�\fe v b�z
SUTWV4XIY[Z�Y]\^X`_Ga]b+ced�fhg'i1jlk4Ë,m5g8nloqprm6g�Ë,stmWu ËvfhmRk�i1g

wyx�zl{�| ¸~}����,���~�^�]�%�K����8���'�v���+�~�]���^�������/�q�����(������]� x �/����4�
δc(0, 0) = 0

δc((s1.c1, . . . , sn.cn), (s′1.c
′
1, . . . , s

′
n.c

′
n))

= 1
n

∑

i

(

|si − s
′
i|+ min(si, s

′
i).δc(ci, c

′
i)
)

δc(c, c
′) = 1 ���/�����wyx ���/��� x ���)�����^���%������8���'�v���U���]�����]�P����~�]�'�������6��� c ��� c′ �����0� x �/���.�9�����)�������������2�1���� � x

���2�¡�
�q����¢���/��� x ���)�����~�^���1�����~� x ����%�1�v��� x ��������£�)�������������2�1�~����<�]���v¤¥�6����� n ��� c ��� c′ ¦
�;§�¨ ��©7ª §2«¬' �,®)¯ �/° ¢±/ ©�O¯�²2O¯��/®'ª�®'©0©�³��� §2« ª  ©K´

µK¶�\^·�\^¸�Y[Z�Y�\^X`_ta]bMc¹d�fºg%i1jlkKË,m"g�n�oqphm�gyË,stmWuÊËvfºmRkvi1g
wyx ���/��� x ���)�¢�����]�%�¢����8���)�6�~�+�~���~�^���q�~�)�(�)��� �l���/�%�q� x ����%» ���^�
����¼ x ����� [0; 1] ���

δc(c, c
′) = 0⇐⇒ c = c′

½ �(�l�9�2�1¾ δc �~�)����¿��M�����������6� ¦

À+Á6ÂÄÃ�¶�ÅlÆIÁÇ_Ga]bÉÈtÊUË2Ì�Í%Î¡Ê2ÏlÐ~ÑPÑ~Í%Î£Ò%Ó8Ô1ÏlÕ~Ñ0Ö�Ê2Ô
1 × Ô Ø6Ð~Ñ Ê2Ù

min
ËWÊ2Ï�ÍqÚ�ÊUË6Õ�Û�ÏRÌ[Î�Ì¡Ó8ÏÜË2ÙÜÐ�Ê8Í�Í%Ù6Ì[Ý

Þ Ê2ÏRÎ¡ß

δc((s1.c1, . . . , sn.cn), (s′1.c
′
1, . . . , s

′
n.c

′
n)) =

1

n

∑

i

(

|si − s
′
i|+ min(si, s

′
i).δc(ci, c

′
i)
)
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sup
Ì[Ï�Û�ÏRÌ�ËWÊ2Ï�Í Ú�Ê

Ë6Õ�Û�ÏRÌ[Î�Ì¡Ó8ÏÜË6ÑKÚ-& Ó8Ô1Î/.RÓ × Ó8Ï^Ê2ÚGË*& Ù6ÏlÑ�Ò)Ì[Ý�Õ%Î0.6Ì1+)ÙRÑ�2
Ë6Õ�Û�ÏRÌ[Î]Ì¡Ó8Ï432ß65 Ö�Ê × Ñ87�9;:=<2ß

- � « © �?> ±�§�¨ ��©7ª §2«¬'q)« ª�¯  ±/ © ¬ ²  & ¬ � '« ª�©<© ³�/� §2« ª�©K´
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0.3

^

0.5
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0.1 = 1
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∑

(0 + 0.1 ∗ 1; 0.1 + 0.6 ∗ 0; 0.1 + 0.1 ∗ 0) @A �± §@¨ ��© ª §2«¬' ©�³�¯ ±� © ¬ ²  & ¬ � )« ª�©
δc
>^² « O  ³�ª ¨ ® ¨ ³���¯  ³ «P¨ ��© ª §2«¬'

δ
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wIx �W����� x ���'� δc �����(�����~���¥�6� x �8�Ç������%������q��<� x � x ��0R~�%�0���2�¡¼ x �������
δ((s1.D1, . . . , sn.Dn), (s′1.D

′
1, . . . , s

′
n.D

′
n))

= 1
n
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i

(

|si − s
′
i|+ min(si, s

′
i).δ(Di,D

′
i)
)

δ(K+.(D1, . . . ,Dn),K
+.(D′

1, . . . ,D
′
n)) = maxi δ(Di,D

′
i)

δ(z,z) = 0
δ(zξ,zξ) = 0
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δ(((−, ξ, I).DI)I∈Pfin(N), ((−, ξ, I).D
′
I)I∈Pfin(N)) = maxI δ(DI ,D

′
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δ(Fid−,Fid−) = 0

δ(D,D′) = 1 � �������
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d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y
C�³�  ©7ª^] § ³�©�©  � « ª  ¯ §2¬ ª����  F )« ª

O�²,³�¯ ±�§P¨ ®'° « �/ª���² «M¨HG ²,¯ ª B ² K ² «R§2±l¬ ² « © � ¨ ®'¯�®  � ¨ ®'° « ��ª��/² « * @`_ O §=K, ���\a�� @
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d : X ×X → [0; 1]
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# � z � |)| � { �=$�}>&�¸ { ��? zA@:B �4�C(C¸+D {FE�B � E �~�)�+�2� ������%����� �l���~�/���~�U�~�^� �/���~�¡�2�"� x ����2�
��~� �%�~�/�Ü���K�'��� �
�K���HG��]���6� ¦
w » �~���%�~� X��]�¢����q���~���1�~�/��(� x ���]�]�~�/� �~�)���^�6�
� Ep ¦
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�;§Ç¨ ®'° « �/ª���² « ©�³��� §�« ª  O  ¯-F  ª ¨ O § ¯ ±� ¯ ¨+±�§ O § ¯7ª�� @¨HG ³ « ¬ ²  & ¬ � )« ªQC�³�(O¯ ® ¬KJ)¨ ³ «
'« ©  F I±�¢¨HGr§2¬ ª���² « © @
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w �@�"Xt��Y � { �2�p¸ | X BR| )[Z8}^�,�2�p¸]\ �2� �~��1�~� X8�]���4» x ���]�]���� X � x ��@�2� �'�v���+�~�]���^� c �������]�
�)�6�~�+�~���~�^� c′ � X��
�������~� x ������� x �^�;�]�~� V �����������~� ¼��]�������� c ����^�y�1» x ����������� » �~����� x ��� x �� X ¦
^ � D �~�����2�`��~� �%����� ������� x X x �%� ` ξ ¾ ��� �^�6�
� Coefz,zξ

(D) �]�@�)�6�~�+�~���~�^� �1�6�2�+_a` x �)���^�
� x ����]�¢�l�%���@���~���)�6�~�+���]�~�^�cb����+�)�6�~�+���]�~�^�5\Ç� x � x �~���^�ed+�� D ��@�1» ����%��� X��]� {z;zξ}

¦½ ���cf~�U�)¾l���+���6��� Coefpr (D) �]���'�v���+�~�]���^� �%�6���+_g` x �)�~�^� x �q���%�~�.�]��� �'�v���U���]�������� D ��
�%» �~��1�~� X�������~� x ���]�]����I�l�1�%�l�1�~� ¦ w �4�l�%���@���~�(�)�6�~�+���]�~�^��¾��'�����1�~�9�4����� x �^��\q�%» �~��1�~� X8�]� ��~�x ���]�]���� ���������6��� Coef fst(D) ¦
� § ¯ .hv F.O ±� >

Coefz,zξ
(D)

²"i

D = 0.2

0.3
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0.2
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0.4

(+, ξ, {1; 3})
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�4ª
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²"i
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(+, ξ, {1; 2})
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^
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0.2
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0.4
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0.3

j
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0.4
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# ����� { )+(C¸+D { E�B ���������2���(� x ���%� (E, d) �
�����������6���
� E ����� �2���¢��� G�]���6� ¦
� d �~�)� �����0���%�._������)� x �^�)� �����<���~� ������%������ � x �)�����~��� �� E �
�����]�q���6���
��� x � ����� �9�]� V ¦
� d(Fid,Fid) = 0
� d(z,z) = 0 ��� d(zξ,zξ) = 0
� ∀D1,D2 ∈ Ep, d(D1,D2) ≥ δc(Coef fst(D1),Coef fst(D2))� ∀D1,D2 ∈ Ep, d(D1,D2) ≥ δc(Coefz,zξ

(D1),Coefz,zξ
(D2))��� x ������¤ x ��� V ¦

� ∀D1,D2 ∈ Ep, d(D1,D2) ≥ δc(Coef fst(D1),Coef fst(D2))� d(Dai−,Dai−) = 0
� d(Skunk,Skunk) = 0

À+Á6ÂÄÃ¶8ÅtÆ;ÁÜ_taQ���£Ï Ô~Ñ#".Ê2Ô!+)ÙRÑ8+)ÙRÑ%Ú�+)Ù¥Ñ~Í�Í%Ì/"�Ì[Ú Ì[Î]Ù�Ë6Ñ~ÍKÊ Þ Ñ~Ð¢Ú�Ñ~ÍPÐ~Ó8Ï^Ë2Ì[Î]Ì¡Ó8Ï�Í Ë6Ñ¢Ú�Ê�Ë6Õ�Û�ÏRÌ[Î�Ì¡Ó8ÏÇË6Ñ
Ò)Ì[Ý�Õ%Î0.6Ì1+)ÙRÑqÍ%Ì/" Ö^Ú�ÑQ2
Ë6Õ�Û�ÏRÌ[Î]Ì¡Ó8Ï 7Wß13#:@Ö�Ê × Ñ : 9#<��

��� Ê8Í^7Wß;ÈtÊUÒ~Ê8Í�Ñ
β

Ñ~Í%ÎGÖRÓ�Í%Ì[Î]Ì Þ Ñ)ß
� Ì

D ≡ D′ Ê2Ú�Ó8Ô�Í��
� Í%Ì

D = Fid
Ê2Ú�Ó8Ô~Í

D′ = Fid �
� Í%Ì

D = z
Ê2Ú�Ó8Ô�Í

D′ = z
Ñ%Î�Í%Ì

D = zξ

Ê2Ú�Ó8Ô�Í
D′ = zξ

ß
��� Ê8Í��6ß;ÈtÊUÒ~Ê8Í�Ñ

β
Ñ~Í%Î ÏlÕ × Ê2Î]Ì Þ Ñ)ß

Skunk ≡ Skunk
Ñ%Î

Dai− ≡ Dai−
ß



����a ������� � �	�D���^��
��������� �����D	������ ��� � ��� ������� � � 	���� � � 	
� Ê2Ï�ÍPÚ�Ñ+Ð�ÊWË2Ô�Ñ Ö^Ô�Ó2Ò~ÊWÒ)Ì[Ú Ì�Í%Î�Ñ � Ì[Ú��5Ê +)Ù�Ê2Î�Ô�ÑUÐ~Ó8Ï^Ë2Ì[Î]Ì¡Ó8Ï�Í ÖRÓ8Ù6Ô�Ú�Ñ+Ð�Ê8Í ÖRÓ�Í%Ì[Î]Ì I�Ñ%Î�Î]Ô~Ó8Ì�Í�Ð~Ó8Ï^Ë2Ì[Î�Ì¡Ó8Ï�Í
ÖRÓ8Ù6Ô Ú�ÑKÐ�Ê8Í�ÏlÕ × Ê2Î]Ì I'ßlÈGÊ�Ð~Ó8Ï^Ë2Ì[Î]Ì¡Ó8ÏUÍ%Ù6Ô

Fid
Ñ~Í%Î�Ê2Ù6Î�Ó�".Ê2Î�Ì1+)ÙRÑ#"�Ñ%ÏRÎ Þ Õ%Ô1Ì Û£Õ~Ñ¢Ê2Ú�Ó8Ô�Í +)Ù¥Ñ Ú�Ñ~ÍqÊ2ÙvÎ]Ô�Ñ~Í

Ð~Ó8Ï^Ë2Ì[Î]Ì¡Ó8Ï�Í<Í�Ó8ÏRÎ Ë2Ù�Ê2Ú�Ñ~Í Ú-& ÙvÏlÑ¢Ë6ÑqÚ-& Ê2Ù6Î�Ô�Ñ�29Ú�Ê.Ë6Ñ%Ù= ,Ì��#"�ÑKÐ~Ó8Ï^Ë2Ì[Î]Ì¡Ó8Ï 2�Í%Ù6Ô
zξ

< ÖRÓ8Ù6Ô�Ú�Ñ�Ð�Ê8Í ÖRÓ�Í%Ì[Î�Ì I
Ñ~Í%Î(Ë2ÙÊ2Ú�ÑKË6ÑKÚ�Ê¢Ö^Ô�Ñ#"�Ì��%Ô~Ñ�Ð~Ó8Ï^Ë2Ì[Î�Ì¡Ó8Ï@ÖRÓ8Ù6Ô¢Ú�ÑPÐ�Ê8ÍKÏlÕ × Ê2Î]Ì I'ß�ß�ß�<2ßÈ;Ñ~Í Ð~Ó8Ï^Ë2Ì[Î]Ì¡Ó8Ï�Í

d(Skunk,Skunk) = 0
Ñ%Î

d(Dai−,Dai−) = 0
ËWÊ2Ï�ÍUÚ�Ñ5Ð�Ê8ÍUÏlÕ × Ê2Î]Ì I@Í�Ó8ÏRÎ

Î]Ô��~Í Í%Ì/"�Ì[Ú�Ê2Ì[Ô�Ñ~Í��+Ð~Ñ%Ú[Ú�Ñ~Í ÙvÎ]Ì[Ú Ì�Í�Õ~Ñ~Í�Ñ%Ï"Ú Ù�Ë2Ì1+)Ù¥Ñ Í%Ì/" Ö^Ú�Ñ �;ÙvÏlÑKÐ~Ó8Ï^Ë2Ì[Î]Ì¡Ó8ÏÇË*& Õ-+)Ù6Ì Þ Ê2Ú�Ñ%ÏlÐ~Ñ¢Ñ%Ï5Ú Ù�Ë2Ì1+)Ù¥Ñ
Í%Ì/" Ö^Ú�Ñ 2

Skunk ≡ Skunk
Ñ%Î

Dai− ≡ Dai−
<�Ñ~Í%Î�Î]Ô�Ê2Ï�Í I�Ó8Ô�"�Õ~Ñ@Ñ%Ï�ÙvÏlÑUÐ~Ó8Ï^Ë2Ì[Î]Ì¡Ó8Ï Ë6Ñ.Ë2Ì�Í%Î9Ê2ÏlÐ~Ñ

ÏRÙ6Ú[Ú�Ñ42
d(Skunk,Skunk) = 0

Ñ%Î
d(Dai−,Dai−) = 0

< Ñ%Ï Ú Ù�Ë2Ì1+)Ù¥Ñ�Ö^Ô�Ó2Ò~ÊWÒ)Ì[Ú Ì�Í%Î�Ñ)ß È;Ñ~Í Ê2ÙvÎ]Ô�Ñ~Í
Ð~Ó8Ï^Ë2Ì[Î]Ì¡Ó8Ï�Í ËWÊ2Ï�Í¢Ú�Ñ�Ð�Ê8Í¢ÏlÕ × Ê2Î]Ì I�Í�Ó8ÏRÎ Ú�Ñ~ÍPÐ~Ó8Ï^Ë2Ì[Î�Ì¡Ó8Ï�ÍKË2ÙÊ2Ú�Ñ~Í�Ë6Ñ~ÍPÐ~Ó8Ï^Ë2Ì[Î]Ì¡Ó8Ï�Í¢Ô�Ñ~Í�ÖRÑ~Ð%Î]Ì Þ Ñ~Í Ë2Ù Ð�Ê8Í
ÖRÓ�Í%Ì[Î]Ì I'ß	�(Ú[Ú�Ñ~Í Ï & Ì/" Ö^Ú Ì1+)ÙRÑ%ÏRÎ�Ô1Ì¡Ñ%Ï�ÖRÓ8ÙvÔÇÚ�Ê�Ú Ù�Ë2Ì1+)Ù¥Ñ"Í%Ì/" Ö^Ú�ÑÜÐ�Ê2Ô Ú�Ñ Ð~Ó�Ñ�
 Ð%Ì¡Ñ%ÏRÎ�� Ú�Ê Ô Ê6Ð%Ì[ÏlÑÇË2Ù
Î]Ô ÊWË2ÙvÌ[Î(Ë*& ÙvÏ Ë6Ñ~Í~Í�Ñ%Ì[Ï5ÏlÕ × Ê2Î�Ì I Ë2Ì �Õ%Ô�Ñ%ÏRÎ Ë6Ñ

Fid− Ñ~Í%Î
1
ß

È;Ñ~Í�Ð~Ó8Ï^Ë2Ì[Î�Ì¡Ó8Ï�Í Í%ÙvÔ¢Ú�ÊUË2Ì Þ Ñ%Ô × Ñ%ÏlÐ~Ñ
d(Fid,Fid) = 0

2
Fid ≡ Fid

<UÑ%Î(Ú�Ñ Ë6Õ#"�Ó8Ï
d(z,z) = 02

z ≡ z
<UÏlÑPÍ�Ó8ÏRÎ Ö�Ê8Í@Ñ! 'Ö^Ú Ì¡Ð%Ì[Î
Ñ#"�Ñ%ÏRÎ Ë6Ó8ÏRÏlÕ~Ñ~Í Ö�Ê2Ô��RÑ�Ê2ÏRÝ�� Þ Ñ~Í��£Ì[Ô Ê2Ô�Ë ".Ê2Ì�Í�Í�Ó8ÏRÎ Ë6Ñ~Í�Ð~Ó8Ï�Í�Õ%Ý

+)ÙRÑ%ÏlÐ~Ñ~Í5Ë6ÑMÚ-& Ó8Ô1Î/.RÓ × Ó8Ï^Ê2Ú Ì[Î
Õ)ß£ÈIÑ~Í Ê2Ù6Î]Ô~Ñ~Í�Ð~Ó8Ï^Ë2Ì[Î]Ì¡Ó8Ï�Í"ËWÊ2Ï�ÍUÚ�ÑÇÐ�Ê8Í�ÖRÓ�Í%Ì[Î�Ì I@Í�Ó8ÏRÎKÚ�Ñ~Í Ð~Ó8Ï^Ë2Ì[Î�Ì¡Ó8Ï�Í
Ë2Ù�Ê2Ú�Ñ~Í�Ë6Ñ~Í.Ð~Ó8Ï^Ë2Ì[Î]Ì¡Ó8Ï�ÍPÔ�Ñ~Í�ÖRÑ~Ð%Î]Ì Þ Ñ~Í�Ë2ÙÄÐ�Ê8ÍPÏlÕ × Ê2Î�Ì I'ß��PÑ Ö^Ú Ù�Í � Ñ%Ú[Ú�Ñ~Í�Ì/" ÖRÓ�Í�Ñ%ÏRÎ +)Ù¥Ñ

Fid ≡ D ⇒
D = Fid

Ñ%Î(Ë6Ñ'" (#"�Ñ£ÖRÓ8Ù6ÔKÚ�Ñ�Ë6Õ#"�Ó8Ï^ß
SUTWV4XIY[Z�Y]\^X`_Ga��"c���o¡i�s��¥sGkjlpHP'W�nlk�m U^fg!e�Wi��f��In�m

w » X>&��+D8X�� X�� }>?��4» �2��� X��Q_
��� G�]���6� (E, d) �)�2�K�2���^X x �%���2� x �/�%��������� x � x ���1� (E⊥, d⊥) ����� x
�l�%�	_
���/��� x ���)� d⊥ �~�)�0���~����� � x �
∀E1,E2 ∈ E⊥p

, d⊥(E1,E2) = sup
D1,D2∈Simp(Ep)

(

δc(JD1,E1K , JD2,E2K)− d(D1,D2)
)

^ �2� �2��� X x �1������~�]�'�������6� ξε1
1 , . . . , ξ

εn
n ¾v�2��� X��Q_
��� G�]���6� (E, d) �����l��~����]�l� x � �����HG^��¤���� x ���9���

b]������9�]�]��� � ¦"!$# � x ¤�� ! �&%KdK�
∀D,D′ ∈ Ep, d(D,D′) = sup δc

(q
D, (Eξi

)
y
,
q
D′, (E′

ξi
)
y)

−
∑

i

di(Eξi
,E′

ξi
)

A�§2« © ±�§ ]�²,¯-FP³ ±� O^²,³¯ ¨ ®%° « ��¯ ± G ²2¯ ª B ² K ² «R§�±�¨HG ³ «YI ���9®'ª B �DC�³  > ±�
sup

« O § ¯ ¬ ²2³¯ ª O § ©�ª�²,³©
±/ © ¨ © ©  � « ©KO § ¯7ª�� '± © F § ��© ©��DF.O ±/ F )« ª ±� © ¨� ©�©  � « © O § ¯ ª�� )± ©q©��JF@O ±/ © @ 3  ª ª  ¯  ©7ª�¯ � ¬ ª���² « § ³ h
¨ ©�©  � « ©�©��JF@O ±� ©  © ªP³vª�� ±/ O�²,³�¯ ¨ ®%° « �/¯ © �DF.O ±� F '« ª ¨ © ¬ ² ««'¬ ª  ³¯�© ¬ ² F�F �±/ © ¨ ® ¬)§2± §=K2 ©
O § ¯ Ohv F.O ±� � ¨ ®'° « �/ª��/² « * @ � � O §=K, ��� _ � @ - � « © �?>�� ±4«HG  ©7ª�O § © « ® ¬' ©�© § ��¯ �¨�¨ ®'° « ��¯¢³ « O¯ ®%�
¨ �/© ª §2«¬) © ³¯�ª�²2³© ±� © ¨ © ©  � « © F § �/© ³ « �DC�³  F )« ªK©�³�¯ ±� © ¨� ©�©  � « ©¢©��DF.O ±/ © @ �;§ O�¯�®%� ¨ ��©7ª §2«�¬)
© ³¯ ±� © § ³�ª�¯  © ¨ © ©  � « ©  ©7ª ¬)§2±�¬ ³ ± ®  O § ¯0²,¯7ª B ² K ² «R§2± �/ª�® @
µK¶�\^·�\^¸�Y[Z�Y�\^X`_ta���c'�+o�i�s��¥s;k�jlp P�W�nlkm U�fa!+�Wi�^f �;nm

w » ���)�HG���¤v��� x �y� » �2�^�WX8� _
���HG�����6�q�~�)� ����� X�� _����HG��]���6� ¦
( b)( `+**j d � oHd ik`$*-,�. u%w }&/ { x2vs�10��A{ � v � � } v

2 d⊥ vPw|{y�2z?vl� } �4vS~ �nr ��xHz?w|{9tR�4NPv G�%v�~30�zL�A{ zL�/~$0 � {9tR�O{�vPw|{�x2v54 rl� z76=v � � } v

∀D1,D2, d⊥(D1,D2) ≥ 0



�����#��� 	��������^��� � � ��	��5� 	��J� �����\� � �'���,�
� 0 }2� NPvlu6t��HzLu�w }&/ {�x2v�{ � 0 } 4,v � } �hx2vPwnwnvlzL���.xHz?w|{9tR�4NPvS� } uLu?vSx2v�u } zZ� ���l��vTx4tR�4w�N��=t�� } v
�2zZ� r {	�2z?� } v G�
 �0~ � vl�4x.�=tR{ }2� vluLu?vl��vl�A{

Fid
~30 }2� u?vPwf�2zZ� r {	�2z?� } vPw�~$0\wnzL{|z 4,vPwfvl{

Skunk
~$0 }2�

u?vPwy�2zZ� r {	�2z?� } vPw�� r QAtR{|z 4,vPw G
d⊥(E1,E2) = sup δc(JD1,E1K , JD2,E2K)− d(D1,D2)

≥ δc(JFid,E1K , JFid,E2K) ≥ 0vl{
d⊥(E1,E2) = sup δc(JD1,E1K , JD2,E2K)− d(D1,D2)

≥ δc(JSkunk,E1K , JSkunk,E2K) ≥ 0
2� t�wy~30\w|zL{|zZY G
2 ] 0��O{ � 0��4w � } v d⊥(Fid,Fid) = 0

G

 ��t.x r�� � � vl� t � � }4r

d⊥(Fid,Fid) ≥ 0
G

. u%w }&/ {�x 0��4NTx2v�~ � 0 } 4,v � � } v
d⊥(Fid,Fid) ≤ 0

G
d⊥(Fid,Fid) = sup δc(JE1,FidK , JE2,FidK)− d(E1,E2)

= sup δc(0,0)− d(E1,E2)
= sup0− d(E1,E2)
≤ 0M 0��4N

d⊥(Fid,Fid) ≤ 0
2 ] 0��O{ � 0��4w � } v d⊥(zξ,zξ) = 0

G

 ��t.x r�� � � vl� t � � }4r

d⊥(zξ,zξ) ≥ 0
G

. u%w }&/ {�x 0��4N��.~ � 0 } 4,v � � } v
d⊥(zξ,zξ) ≤ 0

G
d⊥(zξ,zξ) = sup δc(JE1,zξK , JE2,zξK)− d(E1,E2)

= sup δc(Coef fst(E1),Coef fst (E2))− d(E1,E2)
�� ~$0 }2� { 0 } {
E1
vl{

E2
�
δc(Coef fst(E1),Coef fst(E2))− d(E1,E2) ≤ 0

G
M 0��4N

d⊥(zξ,zξ) ≤ 0
G

M vs���l��v�� d⊥(z,z) = sup δc(JE1,zK , JE2,zK)− d(E1,E2)
= sup δc(1,1)− d(E1,E2)
≤ 0

2 ] 0��O{ � 0��4w d⊥(D1,D2) ≥ δc(Coef fst(D1),Coef fst(D2))
G

d⊥(D1,D2) ≥ δc(
q
D1,Dai−

y
,
q
D2,Dai−

y
)− d(Dai−,Dai−)

= δc(Coef fst(D1),Coef fst(D2))− d(Dai−,Dai−)
= δc(Coef fst(D1),Coef fst(D2))

2 ] 0��O{ � 0��4w d⊥(D1,D2) ≥ δc(Coefzξ
(D1),Coefzξ

(D2))
G

d⊥(D1,D2) ≥ δc(JD1,SkunkK , JD2,SkunkK)− d(Skunk,Skunk)
= δc(Coefzξ

(D1),Coefzξ
(D2))− d(Skunk,Skunk)

= δc(Coefzξ
(D1),Coefzξ

(D2))2� t�wy� r QAtR{|zZY G
2 ] 0��O{ � 0��4w d⊥(D1,D2) ≥ δc(Coef fst(D1),Coef fst(D2))

G
d⊥(D1,D2) ≥ δc(JD1,zξK , JD2,zξK)− d(zξ,zξ)

= δc(Coef fst(D1),Coef fst(D2))− d(zξ,zξ)
= δc(Coef fst(D1),Coef fst(D2))

2 ] 0��O{ � 0��4w d⊥(Dai−,Dai−) = 0
d⊥(Dai−,Dai−) = sup δc(

q
D1,Dai−

y
−

q
D2,Dai−

y
)− d(D1,D2)

= sup δc(Coef fst(D1),Coef fst(D2))− d(D1,D2)
= 0

2 ] 0��O{ � 0��4w d⊥(Skunk,Skunk) = 0
G

d⊥(Skunk,Skunk) = sup δc(JD1,SkunkK− JD2,SkunkK)− d(D1,D2)
= sup δc(Coefzξ

(D1),Coefzξ
(D2))− d(D1,D2)

= 0
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# � � { )1�"X�� $6X>&��%��� �2��� �������2���WX��Q_
��� G�]���6� ��¤ x ��� \��1���4X�� _������ G���¤���� x � ¦
�;§ O¯�²,O^²,© �/ª��/² « ©�³��/� §2« ª �¨ ² «�« ³ « F.²�� '« ª�¯ J ©;© �DF.O ±�4¨� ¬ ² « ©7ª�¯�³���¯  ³ « I �#� ¬ ²=F@O^²,¯ ª  F )« ª @µK¶�\^·�\^¸�Y[Z�Y�\^X`_ta:9 c'�+o�i�s��¥s;k�jlp P�W�nlkm U�fa!+�Wi�^f �;nmMmWi U�fa!�N,s S ;�s^o¡i1mTSUmRk�i
w » ���)�HG���¤v��� x �y� » �2�^�WX8� _
���HG�����6�q�~�)� ��� X��Q_
�'�����4���)�
�~�U�~�^� ¦
½ �(�l�9�2�1¾v�����2�¢�
�6���
� X�� _���� G�]���6� (E, d) �������6�2����~� �%������ ���/���l���~� D1 ��� D2 ��� E ¾

d⊥⊥(D1,D2) ≤ d(D1,D2)

( b)( `+**j d � oHd ik`$*-, � 0�zL{
(E,d)

} �4v �2zZ� r {	�2z?� } v GE] 0��A{ � 0��4w�� } v
(E⊥,d⊥) = (E⊥⊥⊥,d⊥⊥⊥)

G 
 �
t��2z?vl�

E⊥ = E⊥⊥⊥ G . u � vPw|{nv ��~ � 0 } 4,v � � } v d⊥ = d⊥⊥⊥ G � 0 }2� NPvlu6t��)0�� N 0��4w|z?x�� � v�u
	 0 � x � v ≤dvl�A{ � vT~ �nr ��xHz?w|{9tR�4NPvPw N 0��/��vSu
	 v��C{nvl�4w|z 0���~$0�zL�O{�~=t � ~30�zL�A{ x2v�u
	 0 � x � vTw|{9tR�4x4t � xhw }2�
[0; 1]

G
K\G 
 � t

∀d1d2. d1 ≤d d2 =⇒ d⊥
2 ≤d d⊥

1

G � vlu6t 4Cz?vl�A{�x2v0u6t N 0��A{ � tq��4\t � z6tR�4NPv � x � 0�zL{nv.x2vu
	 0�~ rl� tR{nv }2�
−
x4tR�4wyu?vPw �nr vlu?w vl{�x2v�u6t.N 0R��4�t � z6tR�4NPv x }

sup
G

HG 
 ��t
∀d. d⊥⊥ ≤d d

G � t � ~30 }2� { 0 } w E1
vl{

E2
wnzL�/~2u?vPw �

d⊥⊥(E1,E2)
= supD1,D2

δc(JD1,E1K , JD2,E2K)− d⊥(D1,D2)

= supD1,D2
δc(JD1,E1K , JD2,E2K)

−(supE′
1,E′

2
δc(JD1,E

′
1K , JD2,E

′
2K)− d(E′

1,E
′
2))

≤ supD1,D2
δc(JD1,E1K , JD2,E2K)

−(δc(JD1,E1K , JD2,E2K)− d(E1,E2))
= d(E1,E2)


 � t���~=t ������
d⊥⊥ ≤d d

x 0��4N ~=t ��� K�� �
d⊥ ≤d d⊥⊥⊥ G ��t �������� tR~2~2uLz?� }4r �

d⊥ � ��0�� t t } wnw|z
d⊥⊥⊥ ≤d d⊥ G 
 �hN 0��4Nlu } { d⊥ = d⊥⊥⊥ G

SUTWV4XIY[Z�Y]\^X`_Ga�� cedqm�g)g'mRf/kÄn�k�f���s�o SUm
# ����~� �%�~�/� D ����� B � {�� X>&�� ��� x ��� ��� X��Q_
�'�����4���)�
�~�U�~�^� (G, d) � �

d(D,D) = 0

À+Á6ÂÄÃ�¶�ÅlÆIÁÇ_Ga:9 � Ï Ú Ù�Ë2Ì1+)Ù¥Ñ�Í%Ì/" Ö^Ú�Ñ � Ú�Ñ5Ò)Ì[Ý�Ó8Ô1Î/.RÓ × Ó8Ï^Ê2Ú
≡⊥⊥ Ë*& Ù6ÏlÑÇÕ-+)Ù6Ì Þ Ê2Ú�Ñ%ÏlÐ~Ñ Ö�Ê2Ô1Î]Ì¡Ñ%Ú[Ú�Ñ

≡Ð~Ó8ÏRÎ]Ì¡Ñ%ÏRÎ
≡

ß-�PÓ8ÏlÐ�Ú�Ñ+Ö�Ê8Í~Í)Ê × ÑÜÊ2ÙÉÒ)Ì[Ý�Ó8Ô%Î/.RÓ × Ó8Ï^Ê2Ú^$]Ê2Ù × "�Ñ%ÏRÎ�Ñ\%MÚ-& Ù6ÏRÌ I�Ó8Ô�"�Ì[Î
Õ)ß � Ì/"�Ì[Ú�Ê2Ì[Ô�Ñ#"�Ñ%ÏRÎ �Ñ%Ï Ú Ù�Ë2Ì1+)Ù¥Ñ¢Ö^Ô�Ó2Ò~ÊWÒ)Ì[Ú Ì�Í%Î�Ñ � Ú�Ñ¢Ö�Ê8Í~Í)Ê × Ñ�Ê2Ù�Ò)Ì[Ý�Ó8Ô1Î/.RÓ × Ó8Ï^Ê2Ú Ò~Ê2Ì�Í~Í�Ñ.Ú�Ê�Ë2Ì�Í%Î9Ê2ÏlÐ~ÑUÐ~Ñ +)Ù6Ì $]Ê2Ù × "�Ñ%ÏRÎ�Ñ\%
Ú-& Ù6ÏRÌ I�Ó8Ô�"�Ì[Î
Õ)ß
SUTWV4XIY[Z�Y]\^X`_Ga]b j c 
 fa!'f/kON,jRo kj�i�fhsGk

wyx � { ) { ����}>&8�y} � { X�� �4» �2� ���~���1�~�/�Ä�2��� V ��� �M� D � x ��K�2� X8� _
�'��� �����)�
���M����� (G, d) �����
||D||G =

⋂

{D′ | D′ ⊆ D, d(D,D′) = 0}
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Q «5¨ ©�©  � « ® K,§2± 7 © §QI ���9� «¬)§ ¯ «R§ ª���² «� ©7ª ¨ �/ª�� Y���ÂÄÃ�Z�T6¶8Y�Á�� ²,³�� Y���Y]X
	,Ã¶8X;T @

À+Á6ÂÄÃ¶8ÅtÆ;ÁÜ_taQL È'& .��~ÖRÓ8Î0. �~Í�Ñ Ë*& Ù6ÏRÌ I�Ó8Ô�"�Ì[Î
Õ Ë6Ñ
D

Ñ~Í%Î Ù6Î�Ì[Ú�Ñ �PÚ-& Ñ! ,Ì�Í%Î�Ñ%ÏlÐ~Ñ<Ë6Ñ Ú�Ê�Ò)Ì[Ý�Ì[ÏlÐ�Ê2Ô1Ï^Ê2Î�Ì¡Ó8Ï
2�Í%Ì[ÏlÓ8Ï � Ú-& Ñ%Ï�Í�Ñ#".Ò)Ú�Ñ

{D′ | D′ ⊆ D, d(D,D′) = 0}
ÖRÑ%Ù6Î (%Î]Ô�Ñ Þ Ì]Ë6Ñ)ß

>�?��  /�JMJUN�L F;N�� 44E
A  F ��F  C�³ Gr'« ± ³ ¨ �DC�³  © �DF.O ±� ��© )¬ ª��/² « � @`_�@ � O §=K, a * � >I� ± ] § ³�ª «§ ª�³¯ )±/±� F )« ª ¨ ®'° « ��¯

±?Gr§2¬ ª���² «U¨ © ¬ ² ««'¬ ª  ³¯ ©P��© )¬ ª��/² « � @ � O §=K2 ��a��,� © ³¯ ±� © I �#� ¬ ² F@O^²,¯7ª  F )« ª�© @� « © .¬ ² « ª '« ª �¨�@¨ ®%° « �/¯ ±/ © ¨ �/© ª §�«¬) ©�©�³�¯ ±/ © ¨ © ©  � « © ©��DF.O ±/ © @ �I§M¨ ®%° « �/ª���² « © ³¯ ±/ ©
§ ³�ª�¯  © ¨ ©�©  � « ©  © ª,] § �/ª  O § ¯ I ���9²,¯ ª B ² K ² «§2± @ �;§ « ²�ª���² « ³�ª�� ±�  ©7ª ¬)'±�±� ¨ I �#��®'ª B �DC�³  ¬ ² F.O ±�J ª  @SMTWV XyY[Z�Y�\^X _ta]b^bUc 
�fg!e�Wi��f��Inm N,s SV;lp��Wi1m

# ��� X��Q_
���HG������ (E, d) �����0�"X�� $ ?��$�%� ���
Pss(|E⊥⊥|) ⊆ E

���G�4�6�2�K�
���2���]�~� ���~���1�~�/��<� ��� �l�]���
d(D1,D2) = d⊥⊥(D1,D2)

��������� ����� �! #" �n"%$ "'& " �)(+*#&-, �  ." � "0/0*
SMTWV XyY[Z�Y�\^X _ta]b�MÇc d � N,jlprj3�¥m�g

� w � z (6��}�?�}��G�K�4�����¡��� V � » �2� X��Q_
�)�����4�������~�U�~�^�y�^��¤ x �]� V �� X x �1� ξ.i ` �~�)�
1
(G, d) = (

1
G,

1
d) = (

1
G,

1
′d)⊥⊥

��� 1
′d(

1
D1,

1
D2) = d(D1,D2)

� w � z (6��}�?�}��G������¤ x �]� V �4» ��� X��Q_
�'�����4���)�
�~�U�~�^������� �9�]� V �� X x �1� ` ξ.i �~�)�
2
(G, d) = (

2
G,

2
d) = (

2
G,

2
′d)⊥⊥

��� 2
′d(. . .

2
D1 . . . , . . .

2
D2 . . .) = d(D1,D2)

��� . . . 2 Dk . . . �~��� �2���q�^�6� x �]�]���������2����� ��~� �%����������¤ x ��� V ����^� � x �'���^���/��� x ������� ��
(−, ξ, {i}) �~�)� Dk

¦

À+Á6ÂÄÃ¶8ÅtÆ;ÁÜ_ta�_ ÈtÊKË6Õ�Û�ÏRÌ[Î�Ì¡Ó8Ï@Ë2Ù.Ë6Õ~Ð�Ê2Ú�Ê × Ñ;ÖRÓ�Í%Ì[Î]Ì I Ñ~Í%Î Þ Ê2Ú Ì]Ë6Ñ�Ð�Ê2Ô£Ú-& Ñ%Ï�Í�Ñ#".Ò)Ú�Ñ(Ë6Ñ~Í0Ë6Õ~Ð�Ê2Ú�Ê × Ñ~Í£Ë6Ñ
Ë6Ñ~Í~Í�Ñ%Ì[Ï�ÍKÏlÕ × Ê2Î�Ì I�Í�Ð~Ó8ÏRÎ]Ì¡Ñ%ÏRÏRÎ(Ú�Ñ~ÍPË6Ñ~Í~Í�Ñ%Ì[Ï�Í0ÖRÓ�Í%Ì[Î�Ì I�ÍqÍ%Ì/" Ö^Ú�Ñ~Í0Ö^Ô�Ó~Ö^Ô�Ñ~ÍPË2Ù Ð~Ó�" ÖRÓ8Ô1Î�Ñ#"�Ñ%ÏRÎ 1

G
ßIÈtÊ

Ë6Õ�Û�ÏRÌ[Î�Ì¡Ó8Ï Ë2ÙÇË6Õ~Ð�Ê2Ú�Ê × Ñ¢ÏlÕ × Ê2Î�Ì I¢Ù6Î]Ì[Ú Ì�Í�ÑKÚ�Ñ~Í�Ë6Ñ~Í~Í�Ñ%Ì[Ï�Í�Í�Ó8Ù�Í Ú�Ê�I�Ó8Ô�"�Ñ
. . .

2
Dk . . .

Ð�Ê2ÔKÚ�Ñ�Ë6Õ~Ð�Ê2Ú�Ê × ÑÏlÕ × Ê2Î�Ì I¢Ï & Ñ~Í%ÎtÖ�Ê8ÍqÍ%Ù6Ô43�Ñ~Ð%Î]Ì I Í%Ù6Ô¢Ú�Ñ~Í�Ë6Ñ~Í~Í�Ñ%Ì[Ï�ÍqÏlÕ × Ê2Î]Ì I�Í)ß
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��������� �����D	������ ��� � ��� ������� � � 	���� � � 	
�;§ O¯ ²,O^²,©���ª���² « © ³�/� §2« ª  ©��JF@O ± �/° �±�§5¨ ®%° « ��ª���² « * @ � � O §=K, O¯�® ¬ ® ¨�)« ª U¬)§ ¯ '±�±�.Oh O¯ �DF 

C�³  ©�³�¯ ±/ © ¨ ©�©  � « © ©��JF@O ±� ©�> ±/ I ���9²,¯ ª B ² K ² «§2±l © ª � « ³�ª�� ±� ´² «5§ ³ «'I ���9®'ª B �DC�³ q¬ ²=F@O ±�J ª  @µK¶�\^·�\^¸�Y[Z�Y�\^X`_ta�L�c¹d ��N,j�phj3�¥m�g
� �6�2�Ü���6�� X8� _
�'��� �����)�
���M�����¢����¤ x ��� V (G, d) �� X x �1� ξ.i ` ¾ ��� x �4�6�2�Ç�
�6�2� ���~���1�~�/��
����� �l���~� 1 ′d(D1,D2) =

1
d(D1,D2)½ �.� f��M�'¾;�4�6�2�U���6��WX8� _
�'��� �����)�
���M����� �������9�]� V (G, d) �� X x �%� ` ξ.i ¾£��� x ���6���U�
�6���

��~� �%�~�/�� ����� �l���~� 2 ′d(D1,D2) =
2
d(D1,D2)

( b)( `+**j d � oHd ik`$*-,�. u w }&/ {�x2v��10��O{ � v � � } v�u?vPw ~ �nr ��xHz?wn{9tR�4NPvPw�� ′d vl{�� ′d w 0��O{�x2vPw 0 � {	� 0�Q�0��=tRu?vPw� ~ � 0�~30\w|zL{|z 0�� FHG � ~=tRQ,v K;V\F�� G ��t ~ � v } 4,v/�10��O{ � v�x2v0~2u } wS� } 	 vluLu?vPwSw 0��A{Svl� Y tRzL{50 � {	� 0�Q�0��=tRu?vPw
u
	 } �4vSx2v�u
	Jt } { � v G
2 � 0�zL{ (G,d)

} �0�2zZ��N 0��/~30 � {nvl��vl�A{ � r QAtR{|zZY�x2v �=t�wnv
ξ.i `

GR� 0�z?vl�O{
D1

vl{
D2

x2v } � x2vPwnwnvlzL�4w
w|zL�/~2u?vPw�x2v

G
G


 ��t	�
� ′d(

�
D1,

�
D2) = d(D1,D2)

= supE1,E2
δc(JD1,E1K , JD2,E2K)− d⊥(E1,E2)

= supE1,E2
δc(J

�
D1,

�
E1K , J � D2,

�
E2K)− (

� ′d)⊥(
�
E1,

�
E2)

= supE′
1,E′

2
δc(J

�
D1,E

′
1K , J � D2,E

′
2K)− (

� ′d)⊥(E′
1,E

′
2)

M 0��4N
� ′d(

�
D1,

�
D2) =

�
d(
�
D1,

�
D2)


 ��N 0��4Nlu } {�~=t � u6t/w }2� � vPNl{|z 4OzL{ r x } x r N;tRu6tRQ,vS~$0\w|zL{|zZY	w }2� u?vPw�x2vPw9wnvlzL�4w�w|zL�/~2u?vPw G
2 
 �h~ � 0CN �Px2vSx2vs���l��vTx4tR�4w�u?v�x r N;tRu6tRQ,vS� r QAtR{|zZY G

 � 0��2{|z?vl�O{

� ′d(. . .
�
D1 . . . , . . .

�
D2 . . .) =

�
d(. . .

�
D1 . . . , . . .

�
D2 . . .)

��������
 � , , " & "� $
SUTWV4XIY[Z�Y]\^X`_Ga]b�Çc�� k�i1mRo¡g)m N2i�fºsGk

w » � « ª  ¯�© )¬ ª���² « �� X��Q_
�'�����4���)�
�~�U�~�^�]�£����¤ x ��� V � ��<� f��M�8X x �%�K�~�)�
∩k(Gk, dk) = (∩kGk,∩kdk)

x ¼��)�
∩kdk = sup dk

µK¶�\^·�\^¸�Y[Z�Y�\^X`_ta/_�c�� k�i1mRo9g'm N2i�fºsGkUP�m U�fa!)N,s SV;^s^o¡i1mTSUmRk�i1g
w » ���^���~���1�)�����]�������WX8� _
�'��� �����)�
���M�����]�<�� X x �1� β �~�)� ��� X��Q_
�'�����4���)�
�~�U�~�^���� X x �%� β ¦
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SMTWV XyY[Z�Y�\^X _ta]b�9Üc 
 s�o�k�m f/k��F�Ro fhmRnlo¡m5g8nloYP�m�gQP^s S+j�f�k�m�g P;fhg'i�f/kON2i1g

^ ���¡� B ���@�]�%�������/���;�)��� �l�]��� ¦ ^ ���9� (fi) �2��� V]x �.�������y��� V �������]�]���� fi : Ai → B ¦ ^ ���¡� A = ∪Ai
¦wIx � X>&8�4� { � � (�& { � B &,�@��<� xWV]x �@�/���]� (fi) �����

inf fi : A → B
x 7→ infx∈Ai

fi(x)

SMTWV XyY[Z�Y�\^X _ta]b>LÇc���k^fºsGk
w » ³ « �/² « �� X��Q_
�)�����4�������~�U�~�^���4����� �9�]� V �<��<�cf~�U�^X x �1�K�����

∪∗k(Gk, dk) = (∪∗kGk,∪
∗
kdk) = (∪∗kGk,∪kdk)

⊥⊥

x ¼��)�
∪kdk = inf dk

3  © ¨ ®%° « �/ª���² « ©K� Ì[ÏRÎ�Ñ%Ô~Í�Ñ~Ð%Î]Ì¡Ó8ÏÜ ª Ù6ÏRÌ¡Ó8Ï � ¨ ®'° « ��© © )« ª ±� © ¬ ² ««'¬ ª  ³¯�© Ê Þ Ñ~Ð¢ ª Ö^Ú ÙWÍ © ³¯ ±/ ©
¬ ² F.O�²2¯ ª  F '« ª�© ¨ ��© � ²,� « ª�© @
������� � ��� � & "�� �n"  #"'& "� $

�;§P« ²2ª���² «�¨ FP³ ± ª���O ± � ¬)§ ª���] « ® KW§ ª��J] � ±�<Ö�Ê2Ô )«M± ² K �DC�³  ± � « ® § ��¯  �  ©7ª�¯ )± ��®  7 ¬)'±�±�<¨HG �DF.O ± �#�
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A( B = A⊥ � B

- � « ©�� ±�§�¨ ®'° « �/ª���² «+¨��Ï	�(ÙË�Ö�Ê%Ö^Ì[Ú[Ú�Ó8Ï5 © ª�O¯ ² ¬)Bq¨�q± §�¨ ®%° « ��ª���² « * @`_ O §=K, ���\a ¨HG ²,¯ ª B ² K ² «§2±
¨HG ³ «8I ����®%ª B �JC�³  @
SMTWV XyY[Z�Y�\^X _ta]bv_ÇcTSRm�
������������������	


w � �'������'���
���2� ./ ���(����8� X�� _��)��� �������
���M���^���;����¤ x ��� V �������cf~�U� X x �%� (G1, d1) ��� (G2, d2)�~�)� �
(G1, d1) ./ (G2, d2) = (G1 ./ G2, d1 ./ d2)x ¼��)�

(d1 ./ d2)(F1,F2) = sup d2((F1)D1, (F2)D2)− d⊥
1 (D1,D2)

µ ¶�\¥·�\^¸�Y�Z�Y]\^X _ta��5cTSRm�
	���	����� �!�������

� �6�����
���2� X��Q_
�'�����4���)�
�~�U�~�^�]� �^��¤ x �]� V �£��£� f��M� X x �1� (G1, d1) ��� (G2, d2) ¾�� x X�� _���� G�]���6�
(G1 ./ G2, d1 ./ d2) �~�)���2� X8� _
�'��� �����)�
���M����� ¦

( b ( `$*�j d � oHd ik`+* ,�. uHw }&/ { � ~ � 0�~$0\wnzL{|z 0�� FHG � ~=tRQ,v K;V\F�� x2v �10��O{ � v � � } v N�	 vPw|{�u
	 0 � {	� 0�Q�0��=tRu4x 	 } �4v
�2zZ� r {	�2z?� } v G � 	 vPw|{.u
	 0 � {	� 0�Q�0��=tRu�x2vPw.�2zZ� r {	�2z?� } vPw (G⊥

1 ~ G⊥
2 ,d′)

{nvluLu?vPw � } v w }2� u?vPw�x2vPw9wnvlzL�4w
w|zL�/~2u?vPw �

d′(D0
1,D

0
2) = min{1; inf

∀i D0
i =Di~D′

i

d1(D1,D2) + d2(D
′
1,D

′
2)}



� * � ������� � �	�D���^��
��������� �����D	������ ��� � ��� ������� � � 	���� � � 	
�	��v�� vl{ �

(d1 ./ d2)(F1,F2)
= supd2((F1)D1, (F2)D2)− d⊥

1 (D1,D2)
= sup δc(J(F1)D1,D

′
1K , J(F2)D2,D

′
2K)− d⊥

2 (D′
1,D

′
2)− d⊥

1 (D1,D2)
= sup δc(JF1,D1 ~D′

1K , JF2,D2 ~D′
2K)− (d⊥

1 (D1,D2) + d⊥
2 (D′

1,D
′
2))

= sup δc(JF1,D1 ~D′
1K , JF2,D2 ~D′

2K)− d′(D1 ~D′
1,D2 ~D′

2)

. u �4v � vPw|{nvS� } 	 �0zL� 4�0C� } v � u6t�w }2� � vPNl{|z 4CzL{ r x } {nvl�4wnv }2� w }2� u?vPw�x2vPwnwnvlzL�4w w|zL�/~2u?vPw G
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 Î5��Ë6Õ�Û�ÏRÌ[ÔqÚ-& Ó8Ô%Î/.RÓ × Ó8Ï^Ê2Ú�ß
µK¶�\^·�\^¸�Y[Z�Y�\^X`_ta���c SRm�
�������� �!�������	
Üm�g'i^N,s SVSÇn�i1jvi�f �

^ ���]���^� (G1, d1) ��� (G2, d2) ����8� X��Q_
�)�����4�������~�U�~�^���(����¤ x ��� V � ��� �cf~�U�^X x �1� ¦�� � x �
(d1 ./ d2)(F1,F2) = sup d2((F1)D1, (F2)D2)− d⊥

1 (D1,D2)
= sup d1((F1)D1, (F2)D2)− d⊥

2 (D1,D2)

( b)( `+**j d � oHd ik`$*-, M 	JtR~ � �Pw�u6t0~ � v } 4,v x2vsu6t.~ � 0�~$0\wnzL{|z 0�� FHGJ[ � 0���t	�

(d1 ./ d2)(F1,F2)
= sup δc(JF1,D1,D

′
1K , JF2,D2,D

′
2K)− (d⊥

1 (D1,D2) + d⊥
2 (D′

1,D
′
2))

� vl{|{nvSv��H~ � vPwnw|z 0���vPwn{ 4Oz?w|zL�2u?vl��vl�O{ w��C� r { � z?� } vTvl� d1
vl{

d2
G

SUTWV4XIY[Z�Y]\^X`_Ga]b$�5c�� � �;nmRk�i8P^m U�fa!�N,s S ;�s^o¡i1mTSUmRk�i1g
# � | ( E�B �2��� z � � { )1�"X�� $6X>&��%��� �2��� | �����q�2���8X x �%� Ξ ` Λ ���6���)� (ξεi

i ) �~���(�2�5�~���%�~� X��]�
Ξ,Λ �� X��Q_
�)�����4�������~�U�~�^��� (Gi, di) ���2� �]��� X x �%��� ` ξi ¦w ��X��Q_
�'�����4���)�
�~�U�~�^� Ξ ` Λ ����� � x X x �%� Ξ ` Λ �~���;�%» ���)�HG���¤v��� x �¥��~� V]x �.�������~����<���~���1�~�/��
(Eξi

) � � Eξi
∈ Gi ��� ξi ∈ Ξ ��� Eξi

∈ G⊥
i � �������^¾ x ¼��)� � x �l�1�._������)� x ���'� d �

d(D,D′) = sup δc
(q

D, (Eξi
)
y
,
q
D′, (E′

ξi
)
y)

−
∑

i

dεi⊥
i (Eξi

,E′
ξi
)

��� dε⊥ =

{

d � � ε = −
d⊥ � � ε = +

>@?�	  /10 2�
�£F ���UN���C'E -�� -��@C'E��UN�
'H 
 ���UC� �UN EGCK0 2�
'N
�;§�« ²2ª���² « ©�³��� §2« ª � © ª ±�§ ¬)±/ ]GO^²,³¯ ± §�¬ ² F.O ± ®%ª�³ ¨ ¬�§ ¯ )±/±� O  ¯-F  ª ¨� ¯ '± �  ¯ ±?G ³ « �J]�²2¯-F.�/ª�®

'«5± ³ ¨ �DC�³  O�¯�² IR§\I � ± ��© ª  7 ±?G ³ « ��]�²,¯-F.�/ª�® '«5± ³ ¨ �DC�³  © �DF.O ±� @



���������
	�������� �%� 	��1��� 	 �	��� ��� �
� ������� � �%� �]�
� �g����� ��� � �)�º�5��� ��� * �
SMTWV XyY[Z�Y�\^X _ta]b �Çc 
�fg!�N,s SV;^s�o¡i1mTSUmRkviPgO!'o � �Gnlp#fhm¥o

# � X��Q_
�'�����4���)�
�~�U�~�^� �l�%��X x X����/���)�
� (G, dG) ������� ) &"( � B ? { ��&.�����2�U�2� X��Q_
�)�����4�������~�U�~�^�
���/���l��� (H,≡) ���

� G �����	� _��%��¤¥�2�/�]�~�4���6��� H ¦
� �4�6�2�¢�
���2����~� �%�~�/�� ����� �l���~� D1 ��� D2 �� Hp

dG(D1,D2) = 0 ⇔ D1 ≡ D2

dG(D1,D2) = 1 ⇔ D1 6≡ D2

� �4�6�2�¢�
���2����~� �%�~�/�� ����� �l���~� E1 ��� E2 �� H⊥s
p

dG(E1,E2) = 0 ⇔ E1 ≡
⊥ E2

dG(E1,E2) = 1 ⇔ E1 6≡
⊥ E2

# � X�� _��)��� �������
���M���^�4�l�%� X x X��/�����)�
�������
� ) &�( � B ? { ��&+�6» �����1» ����� ���6���@��� X��Q_
�)�����4�������~�U�~�^�
���/���l������������ ¦

SMTWV XyY[Z�Y�\^X _ta]b �Çc M(sGklk�m�N2i1mRn�o<g.!)o � �;n�p�fhmRo
# � �'������'���
���2�Ç�~�)��� ) &"()� B ? { ��&Ü�6» ���K���^¼���������~�UX��Q_
�'�����4���)�
�~�U�~�^�]��� _��%��¤¥�2�/�]�~� ���)�2�5����
X�� _��)��� �4�������~�U�~�^���� _��1��¤¥�����]����� ¦

µ ¶�\¥·�\^¸�Y�Z�Y]\^X _ta��Çc dPnjlpHP'W�nlk<U�fa!)N,s SV;^s�o�i1mTSUmRk�iKgO!'o � �Gnlp#fºmRo
w » ���)�HG���¤���� x �;�4» �2� X8� _
�'��� �����)�
���M������� _]�%��¤R�2�����~�<�����	� _]�%��¤¥�2�����~� ¦

( b ( `$*�j d � oHd ik`+* , � 0�zL{
(G,d)

} �S�2zZ��N 0��/~30 � {nvl��vl�A{�� � �nr Q } uLz?v � ~30 }2� u?v	�2zZ��N 0��/~30 � {nvl��vl�A{	w|zL�/~2u?v
(H,≡)

G
� 0�z?vl�A{

E
vl{

E′ x2v } � x2vPw9wnvlzL�4w�w|zL�/~2u?vPw�x2v G⊥ G
2� t�w K\G E ≡⊥ E′ G

 ��t

D ≡ D′ ⇒
q
E,D

y
=

q
E′,D′

y

x 0��4N
D ≡ D′ ⇒ δc(

q
E,D

y
,
q
E′,D′

y
) = 0

x 0��4N
d(D,D′) = 0⇒ δc(

q
E,D

y
,
q
E′,D′

y
) = 0

x 0��4N
d⊥(E,E′)

= sup δc(JE,DK , JE′,D′K)− d(D,D′)
= 0

2� t�w HG E 6≡⊥ E′ G X�u 0 � w �HzLu�v��Hz?w|{nv D ≡ D′ w|zL�/~2u?vPwy{nvlu?w � } v
q
E,D

y
6=

q
E′,D′

y

M tR�4w�NPvSN;t�w � 0���t

δc(
q
E,D

y
,
q
E′,D′

y
)− d(D,D′) = 1− 0 = 1



� * ��������� � �	�D���^��
��������� �����D	������ ��� � ��� ������� � � 	���� � � 	


 ��vl�hx r x } zL{
d(E,E′)

= sup δc(JE,DK , JE′,D′K)− d(D,D′)
= 1

� «5'«5¨ ® ¨ ³��ª��DF�F@® ¨ � § ª  F )« ªq�]O § ¯ ±/ © ± ²2��© ¨�8A<P: ²2¯ KW§2« � ± § O¯ ²,O�²2©��/ª���² « © ³�/� §2« ª  @
µK¶�\^·�\^¸�Y[Z�Y�\^X`_ta]b j c¹d�n�jlp P�W�nlk N,sGklk�m N2i1m¥n�o gO!'o � �Gnlp#fºmRo

w �¢�^� x �y�4» �2� �'������'�������2� � _]�%��¤¥�2�����~�<�����	� _��%��¤¥�2�/�]�~� ¦
SUTWV4XIY[Z�Y]\^X`_GaJM j c 
 fa!�s^o¡i��s �¥sGkj�p�;Ro9s U�j U�f/p�fhg'i1m P�W n�k U�fa!)N,s SV;^s^o¡i1mTSUmRk�iKg8f�SV;�phm

w ��� { )+X>&��+D8X�� X�� }>?8$'&�X �^} � { ? {�| �%�@� » �2� X��Q_
�)�����4�������~�U�~�^� � ��� �l�]� (G,≡) �~���
(G,≡)⊥p⊥p = (G⊥p⊥p, d⊥⊥

≡ )

x ¼��)�'¾�4�6�2�¢���6�2��������%������ ���/�����]�~� D1 ��� D2 ¾
d≡(D1,D2) = 0 � � D1 ≡ D2

= 1 � �������

À+Á6ÂÄÃ�¶�ÅlÆIÁÇ_Ga�� ÈtÊAI�Ó8ÏlÐ%Î]Ì¡Ó8Ï
d≡

Ñ~Í%Î(Ò)Ì¡Ñ%Ï ÙvÏlÑ£Ö^Ô�Õ%Ý7Ë2Ì�Í%Î¡Ê2ÏlÐ~ÑKË6Ó8ÏlÐ¢Ú�Ê�Ë6Õ�Û�ÏRÌ[Î�Ì¡Ó8Ï�Ö^Ô~Õ~Ð~Õ�Ë6Ñ%ÏRÎ�ÑKÊ
Ò)Ì¡Ñ%ÏÇÙ6Ï Í�Ñ%Ï�Í)ß
µK¶�\^·�\^¸�Y[Z�Y�\^X`_ta]b¥bMc�
 fg!�s�o�i�s��¥sGkjlp';Ro¡s Uj U^f�p#fºg%i1m P'W�nlk U^fg!�N,s SV;^s�o�i1m S+m¥kvi�g�fQS ;lprm

� �6�2���
�6���£�'��� �����)�
���M���������/�����]� (G,≡) ¾l�1��� X��Q_
���)�HG���¤���� x ��l�%��X x X����/���)�
� (G⊥p⊥p, d⊥⊥
≡ )

�~���	� _��1��¤¥�2�/�]��� ¦
( b)( `+**j d � oHd ik`$*-,�. u%w }&/ { x2vs�10��A{ � v � � } v�w }2� u?vPw x2vPwnwnvlzL�4w w|zL�/~2u?vPw �

d(D1,D2) = d⊥⊥
≡ (D1,D2)

� 	 vPw|{ 4 � tRz N;t � �*w }2� u?vPwSx2vPw9wnvlzL�4wTw|zL�/~2u?vPw � d≡
vPw|{ 0 � {	� 0�Q�0��=tRu � u6t ~ �nr ��xHz?w|{9tR�4NPv

d≡⊥

0 �
d≡⊥

vPw|{Tu6t�~ �nr ��xHz?w|{9tR�4NPv N 0 �|� vPw|~30��4x4tR�A{��
(G,≡)⊥

G 
 � N 0��4Nlu } {.vl��zL�)4�0O� } tR�A{.u6t ~ � 0�~30\w|zZ�
{|z 0�� FHG � ~=tRQ,v K;V\FHG

����� ��� ���  #" � "0/)* $

µK¶�\^·�\^¸�Y[Z�Y�\^X`_ta]b M�c S¥jÜg.!)o ���Gn�phjRo fri.� P�m�g ����� �� �	��

�w ��� ¨ ® ¬)§2± §\K, © �%�����	� _��1��¤¥�2�/�]����� ¦

( b)( `+**j d � oHd ik`$*-, � 0�zL{
(G,dG)

} �/�2zZ��N 0��/~30 � {nvl��vl�A{ ~ � 0��=tR�2zLuLz?w|{nv�x2v �=t�wnv
` ξ

� � � �nr Q } uLz?v � ~30 }2�
} �h�2zZ��N 0��/~30 � {nvl��vl�A{sw|zL�/~2u?v

(H,≡)
G



���������
	�������� �%� 	��1��� 	 �	��� ��� �
� ������� � �%� �]�
� �g����� ��� � �)�º�5��� ��� * L

2��������	� G vl{
H
w 0��A{ x2vs�=t�wnv

ξ.i `
G


 ��t
�
(G,d) = (

�
G,
�
d)

0 �
�
d(
�
D1,

�
D2) = d(D1,D2)vl{

�
(H,≡) = (

�
H,≡ 
 )

0 �
�
D1 ≡ 


�
D2 ⇐⇒ D1 ≡ D2
 ��vl�hx r x } zL{ �

�
D1 ≡ 


�
D2 ⇔ D1 ≡ D2 ⇔ d(D1,D2) = 0⇔

�
d(
�
D1,

�
D2) = 0

vl{
�
D1 6≡ 


�
D2 ⇔ D1 6≡ D2 ⇔ d(D1,D2) = 1⇔

�
d(
�
D1,

�
D2) = 1

2��������� G vl{
H
w 0��A{ x2vs�=t�wnv

` ξ.i
G


 � } {|zLuLz?wnvsu6t.~ � 0�~30\w|zL{|z 0���� GLK�� ~=tRQ,vSNlzZ��N 0��A{ � v G

������� 
 � , , " & "  $
µ ¶�\¥·�\^¸�Y�Z�Y]\^X _ta]b�ÇcTSRj g.!)o � �;n�phjRo7fhi.� PIn���� 
��

w �q�)����^�)�������2� & �����	� _��%��¤¥�2�/�]�~� ¦
( b ( `$*�j d � oHd ik`+* , � 0�z?vl�A{

(G1,dG1)
vl{

(G2,dG2)
x2v } � �2zZ��N 0��/~30 � {nvl��vl�A{nw � � �nr Q } uLz?v � w ~30 }2�

(H1,≡H1)
vl{

(H2,≡H2)
G

� 0�z?vl�A{
D1

vl{
D2

x2v } � x2vPwnwnvlzL�4w�w|zL�/~2u?vPw G
2 �O} ~2~$0\w 0��4w D1 ≡H1&H2 D2

G 
 � t tRu 0 � w
D1 ≡H1 D2

vl{
D1 ≡H2 D2

x 0��4N��	~=t � � �
�nr Q } u6t � zL{ r �

dG1(D1,D2) = 0
vl{

dG2(D1,D2) = 0
x 0��4N

dG1&G2(D1,D2) = sup{0; 0} = 0

2�� r NlzL~ � 0C� } vl��vl�O{ �=w } ~2~30\w 0��4w dG1&G2(D1,D2) = 0
G


 ��t
dG1(D1,D2) = 0

vl{
dG2(D1,D2) = 0

x 0��4N
D1 ≡H1 D2

vl{
D1 ≡H2 D2

x 0��4N
D1 ≡H1&H2 D2

G
2 �O} ~2~$0\w 0��4w D1 6≡H1&H2 D2

G 
 � t tRu 0 � w
D1 6≡H1 D2

0 }
D1 6≡H2 D2

x 0��4N���~=t � � �
�nr Q } u6t � zL{ r �

dG1(D1,D2) = 1
0 }

dG2(D1,D2) = 1
x 0��4N

dG1&G2(D1,D2) = sup{1; 1} = 1

2�� r NlzL~ � 0C� } vl��vl�O{ �=w } ~2~30\w 0��4w dG1&G2(D1,D2) = 1
G


 � t
dG1(D1,D2) = 1

0 }
dG2(D1,D2) = 1

x 0��4N
D1 6≡H1 D2

0 }
D1 6≡H2 D2

x 0��4N
D1 6≡H1&H2 D2

G

µ ¶�\¥·�\^¸�Y�Z�Y]\^X _ta]b�9ÜcTSRj g.!)o � �;n�phjRo7fhi.� PIn �!� �
�w �q�)����^�)�������2� ⊕ ����� � _]�%��¤R�2�����~� ¦

( b ( `$*�j d � oHd ik`+* , 
 � } {|zLuLz?wnvsu6t.~ � 0�~30\w|zL{|z 0���� GLK�� ~=tRQ,v�~ �nr N r x2vl�A{nv G



� * a ������� � �	�D���^��
��������� �����D	������ ��� � ��� ������� � � 	���� � � 	
����� ��� ��� � & "�� �n"  #"'& "� $
µK¶�\^·�\^¸�Y[Z�Y�\^X`_ta]bL�c S¥m�� 
 


�

����

^ ���]���^� (G, dG) ��� (H, dH) �����8� X�� _��)��� �������
���M���^�����4��� �9��� V � ¦ � � x �����2�U�
���2�@������%������
����� �l���~�q�

dG~H(D1 ~D2,D
′
1 ~D′

2) ≤ min{1; dG(D1,D
′
1) + dH(D2,D

′
2)}

( b)( `+**j d � oHd ik`$*-, � } z?wn� } v�u?vPwy~ �nr ��xHz?wn{9tR�4NPvPw w 0��O{��$0 � � r vPw ~=t �
1
�2zLu%w }&/ { x2v54 rl� z76=v � � } v �

dG~H(D1 ~D2,D
′
1 ~D′

2) ≤ dG(D1,D
′
1) + dH(D2,D

′
2)


 ��t
dG⊥./H⊥(E,E′) = supdH⊥((E)D1, (E

′)D′
1)− dG(D1,D

′
1)

= sup δc(J(E)D1,D2K , J(E)D′
1,D

′
2K)− dH(D2,D

′
2)− dG(D1,D

′
1)

x 0��4N�~30 }2� { 0 } w
D1

�
D2

�
D′

1

vl{
D′

2

�

δc(J(E)D1,D2K ,
q
(E)D′

1,D
′
2

y
)− dG./H(E,E′) ≤ dG(D1,D

′
1) + dH(D2,D

′
2)

x 0��4N
dG~H(D1 ~D2,D

′
1 ~D′

2) = sup δc(JD1 ~D2,EK , JD′
1 ~D′

2,E
′K)− dG⊥./H⊥(E,E′)

= sup δc(JD1, (E)D2K , JD′
1, (E

′)D′
2K)− dG⊥./H⊥(E,E′)

≤ dG(D1,D
′
1) + dH(D2,D

′
2)

µK¶�\^·�\^¸�Y[Z�Y�\^X`_ta]b6_�c S¥jÜg.!)o ���Gn�phjRo fri.� PIn �����
w �¢�'������'���
���2� � �~�)�	� _]�%��¤R�2�����~� ¦

( b)( `+**j d � oHd ik`$*-, � 0�zL{
G
vl{

H
x2v } �hN 0��/~$0 � {nvl��vl�O{nw � r QAtR{|zZY�w G 
 ��t �

(dG./H(F1,F2) = supdH⊥(JF1,D1K , JF2,D2K)− dG(D1,D2) = 0)
⇔ (dH⊥(JF1,D1K , JF2,D2K) = 1⇒ dG(D1,D2) = 1)
⇔ (JF1,D1K ≡H⊥ JF2,D2K⇒ JF1,D1K ≡G⊥ JF2,D2K)
⇔ (JF1,D1K ≡G JF2,D2K⇒ JF1,D1K ≡H JF2,D2K)
⇔ (F1 ≡G F2 ⇒ F1 ≡H F2)

µK¶�\^·�\^¸�Y[Z�Y�\^X`_ta]b$� c S¥jÜg.!)o ���Gn�phjRo fri.� PIn�� 
 

�

 ���

w �¢�'������'���
���2� ⊗ �~�)� � _��1��¤¥�����]��� ¦
( b)( `+**j d � oHd ik`$*-, 
 � } {|zLuLz?wnvsu6t/~ � 0�~$0\w|zL{|z 0�� � GLK�� ~=tRQ,v K � HG

����� ��� � * $�� � ")()& "	�  #"'& * ��
 $
�;§ � �9¯�® K ³ ± § ¯ �/ª�® ¨ © C�³ §2« ª��/° ¬)§ ª  ³¯�©  ©7ª<� ¨)« ª��DC�³  7 ¬))±/±�q¨ © §2¨¨ ��ª��J]�© @



���������
	�������� �%� 	��1��� 	 �	��� � � 	��D� �Q� * �
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 & * � *�( & $
µ ¶�\¥·�\^¸�Y�Z�Y]\^X _ta]b �ÇcTSRj g.!)o � �;n�phjRo7fhi.� P�m�g�g � �;nmRk�i1gWP^m U^fg!�N,s SV;^s�o¡i1mTSUmRkvi1g

� �����������1�~����� ��� �l�]� D � » �2���1�)���6�����<���[X�� _��)��� �4�������~�U�~�^�������/�����]�~� Ξ ` Λ
x ��� x ���]�]�����x ���%�'����~�^���� X��Q_
�'�����4���)�
�~�U�~�^�]���l�%� X x X��/�����)�
� Ξ⊥p⊥p ` Λ⊥p⊥p ¦

� �6��� ���6�2��������%������ D1 ��� D2 � x �� Ξ ` Λ ¾G��� x

dΞ⊥p⊥p`Λ⊥p⊥p (D1,D2) = 0 ⇔ D1 ≡ D2

dΞ⊥p⊥p`Λ⊥p⊥p (D1,D2) = 1 ⇔ D1 6≡ D2

( b ( `$*�j d � oHd ik`+* , �	� } {|zLuLz?w9tR�O{�u?vPwy� 0�{9tR{|z 0��4w x2vsu6t/x r 64�2zL{|z 0�� � GLK W ~=tRQ,v K � � � 0���t	�
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(+, ξ, {0; 1})

(−, ξ.0, {1})

(+, ξ, {0; 2})

(−, ξ.0, {1; 2})

(+, ξ.0.1, {42})

! -/2��:�.� � � ��! 3�2$����2$� ! ���BA6� > 2S5 � � > 2 > �&2 �
ξ
2��:� � ��� > �&��"S3�2 �
I ]b%*�&� + P2�����%*) > Y�A62Q5$� � 5$� � > TG��"$��% � 3���22$���.3�2�� � �*%*�&� C � �u0 � �����&Vv2 > - � 5$���&% !

(+, ξ.0.1, {42})
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(+, ξ, {0; 1})

(−, ξ.0, {1})

(+, ξ, {0; 2})

(−, ξ.0, {1; 2})

(+, 0 : ξ.0.1, {42})

% �
(+, ξ, {0; 1})

(−, ξ.0, {1})

(+, ξ, {0; 2})

(−, ξ.0, {1; 2})

(+, 1 : ξ.0.1, {42})

.- � 5$���B% !
(+, 0 : ξ.0.1, {42})

��� L*! �&Vv2 C � 2 > 2Q0 � ������V ��! �N2��:� > - � 5$���B% !
(−, ξ.0, {1; 2})

� ��! 3��B� C � 2> - � 5n���&% !
(+, 1 : ξ.0.1, {42})

��� L*! �&V�2 C � 2 > 2S0 � �����&V ��! ��2���� > - � 5$���&% !
(−, ξ.0, {1}) z % ! 5$%*Ac�
��2 > 2! %�A@)���2=3{- � 5n���&% ! � ! " La� �����*2$�?� � � > 2 > �&2 �

ξ.0
2 ! ����2 > - � 5n���B% ! 0 � �����&Vv"$242n� > 2Q0 � �:���&V ��! �}| +P2�� ��� ����2$� � 5$���&% ! � ! -/% ! �O� � �N3�2<�#%*� ! ��2 � ����~

n : � �D% � �\3�2 �1I � � �&��% ! �\3��B����� ! 5n��2$�=y
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) P2�� � 5$���B% ! � ! " La� ���&��2��S��% ! �d0 � �:����Vv"�2$�H� � � > 2$� � 5$���B% ! �.�#%*���&�����*2$�.����"$5�"�3�2 ! ��2$� � > 2 �#%*� ! ��2 � �~
n : � 2$���O3�% ! 5<��% � 0�% � ���OT+*�"���% z 2$� ! -/2��:�?� � � ! %���"�| +

) P2�� � 5$���&% ! �N� � � > 2 > �B2 �
ξ
��% ! �?� � � ��! > �&2 � 3�2 > � ) � ��2;2$� ! 24�D%*� ! ��2 ! �?3�% ! 54� � � ��� 5 ��! 2� 5$���B% ! +

, � � � ��2 >&> 2�A62 ! � � > � C � 2��:���&% ! 3�2 > � ! %*��A � > �&� � ���B% ! 2����45$� � 5$� � > 2ryP3�2��4�D%*� ! ��2 � ���<3��.-D"���2 ! ���! -U2 ! ��� ��/ ! 2 ! �c� � � > 2��7A10�A62�� ! %*��A � > �B� � ���&% ! � + � % ! ���&3�"���% ! � > 2��@����%*�&�^3�2�����2$� ! �
D1

�
D2

2$�
E� � ��� ��! ���<y

D1 = (+, ξ, {0; 1})

(−, ξ.0, {1})

(+, ξ, {0; 2})

(−, ξ.0, {1; 2})

(+, 0 : ξ.0.1, {42})

D2 = (+, ξ, {0; 1})

(−, ξ.0, {1})

(+, ξ, {0; 2})

(−, ξ.0, {1; 2})

(+, 1 : ξ.0.1, {42})

E = (−, ξ, {0; 1})

(+, 0 : ξ.0, {1})

(−, ξ.0.1, {42})

(+, ξ2, ∅)

(−, ξ, {0; 2})

(+, 0 : ξ.0, {1; 2})

(−, ξ.0.1, {42})

(+, ξ1, ∅)

� � � > 2��G) � ��2$�=��2����D2$5$���&�*2$�
` ξ

�
` ξ

2$�
ξ ` ξ1, ξ2

+ P2@��"$� � > � � �G3�2 > � ! %*��A � > �B� � ���&% ! 3 � ��"$��2 ���
D1,E

2$���
(+, ξ1, ∅)

� > %���� C � 2�5$2 > � �13 � ��"$��2 ���
D2,E

2����
(+, ξ2, ∅)

+ o2$�s3�"n� � � > �o3�2$�s� ! ��2�� � 5$���&% ! ���% ! �?3�"�5$���&���\� ��L 27R32�( +
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P2��=3�2�����2�� ! �<���BA6� > 2��K��% ! � L " ! "$� � > �B��"��K2 ! ��� ��%*���B� ��! �=3�2��<�#%*� ! ��2 � ���
n : ξ

T > � � > � 5$2@3�2$�> �B2 �
I �#% � � > 2�� � 5n���B% ! �\�D%����&���&��2�� +
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π := ξ | n : ξ

�N�
ξ

sut"�������.�cs���s3�
n

����s��a�c�cs����O���t
N �

�����������(t��s��[�����$����s"���� su�^�{�]su�
n

s�t�� �9���5¡H�3�ktA����t5t5�>�"���¢s��c�FvAx�y{zX|�}£~� �
¤ �¥�^�N�Qs��u�

πξ

�¢�N���������N¦��Nsu�
ξ

�N�
n : ξ �
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R SVU�W Y[Z�Yc\^W _q`�� d����(l�h�g?j����Nm����^g9h.j�l�monap��
� �(� �(�as ����t�s

Ξ ` Λ
�>�(�as �"!N|5y x�z s�t��A�

# t����H�F����t5�H�{� �3s¥�F�(�^sC�%$��c�c�����q�����q��s �s1�[� ¡H�����Ts
(+, ξ, I)

�$�
(+, n : ξ, I)

�N� �(�as
�%$��c�c��� �.���a�����q��s

z
�
zξ

�N�
zn:ξ &# t����H�¢�a���N�O�{� �3s+�o� ���$�H��s�����s��'$"s �a���N�O�{� �3s

Fid− ( ��� ��$��{�]���T�k���q�����q��s��a�5�N���{�H��s*)��N���(�as
�%$��c�c��� �a�����q��s �s��[� ¡H���5� s

(−, ξ, I)�N�
n : ξ

s�t��A�(���¢�3�k�^�Qs3�(���
I ⊂fin N

sut"�����as@� � A6�&Vv5 � ���&% ! s��
ξ

�(���.�cs3� �
r�s�t��%$��c�c���t

(+, ξ, I)
�"��9���u���.t5t�s��^������c¦��Ns��Ts��a�?���N�(�

ξ ∈ Λ �

Z % � �N3�"$V ! �B� > 2$�N3�2�����2�� ! � � � > ] ��� � ��� � � � � � ��! �N3�"nV ! �B� > 2�� � ��)���2$� � ��2�54�D%*� ! ��2 � ��� +

R SVU�W Y[Z�Yc\^W _q`�+ d���p*,op m-���Nm��.�^gihkjOl�m£nap��
/ �0�O��1o�V}.�32�}�!�vAx�ycz�|�}£~���

D
sut"���(� ���3����s54��� �N���.�64��¢su�O��su�a�V�����9�����[�+�V�u���1�C���k��s

t��(�H�����a� s��

��������s
D := D+ | D−

ξ

��������sw����t5�H�{�k¡
D+ := Fid | D+

t��������sw����t5�H�{�k¡9�^��� �3�]�s
D+

t := z | zπξ
| (+, πξ, {i1, . . . , in}).(D

−
ξ.i1
, . . . ,D−

ξ.in
)��������s��a�5�N���{�.¡

D−
ξ := Fid− | D−

sξ��������s��a�5�N���{�.¡?�a��� ���]�s
D−

sξ
:= ((−, ξ, I).D+

t )I∈N�����k�^�Qs3�(�
πξ := ξ | n : ξ

�N�
N

s�t��F�(� s��t�s��T���]s �sAt��N�(t87.�9���"�{�cs�t94��]sutA�s
N & πξ

��s �q����t�s��a� s��(� �����k�^�Qs3�(���
n

s�t��F�(�
su�^�{�]su��s��

ξ
�(�¥�k�]s�� �

/ � ���3����s t��k���q�cs sut"� vAx���y�|�y;:At$� �.�Fsut����s��[� ¡H���5� s
D+ s3��z=<	>?�a|�y@:Q� tN� �k�Fsut"� �s �[��¡H���5� s

D−
ξ �
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/ �as�t���� �Qs ��� � su���a�"s ��� �%$��c�c���t�sut"����~��|�y	� <N}1t"�(� ���as1����t�s
β

t5�a�¢�N����� �N�� �q���84�
£s
c

�s��[�
t��(�H�Qs�t�s � su�����.�£���^�9�9��� �(�^s �%$3�{�]���

K
���c����t

# �N�¥���]su�
K

s�t��¢�cs�����T�3�
z

�N�+� �1�$� �3su���Osu�'$�s �a�5�N���c� ��s
Fid− &# �N�¥���]su�

K
s�t��A�(� ��u� ���T¡H��$����k�.t��

zξ

s��
ξ+ sut"�w�O���tA�[�T����t�s

β &# �N�¥���]su�
K

s�t��A�(� ��u� ���T¡H��$����k�.t��
zn:ξ.i

s3�
c

s�t��F�s��[��¡H�����Ts

c′.(−, ξ, J).cn.(−, ξ,Kn) . . . c1.(−, ξ,K1)c0.zn:ξ.i

�V��s $
i ∈ J

s3�
ξ

��� ����9������ �i�i��t �O���tA�cs�tA�k�cs3��
¥�sut��%$��c�c����t��sut
(ck) �¤ � �$� ��¦��Ns

(−, ξ, J)
�O~o��|5y��¢}

zn:ξ.i �# �N�¥���]su�T��� �%$��c�c���
K

tN� � $��5�H�
(ε, ξ, I)

s��
ξε

s�t��w�O���tA� �¥�(��t�s
β �

# �N�¥���]su�T��� �%$��c�c���
K

tN� � $��5�H�
(+, n : ξ.i, I)

�
c

sut"� ��s�� ��¡H���5� s

c′.(−, ξ, J).cn.(−, ξ,Kn) . . . c1.(−, ξ,K1)c0.(+, n : ξ.i, I)

�V��s $
i ∈ J

s3�
ξ

��� ����9������ �i�i��t �O���tA�cs�tA�k�cs3��
¥�sut��%$��c�c����t��sut
(ck) �¤ � �$� ��¦��Ns

(−, ξ, J)
�O~o��|5y��¢}

(+, n : ξ.i, I) �
# �N�C���cs��C��� �%$3�{�c�3�

K
t$� � $u�5�H�

(−, ξ.i, I)
s�� ��� �%$��c�c�����q��� $"���su�^�Qs��N���t

c
sut"� �sF�[��¡H���5� s

(+, ξ, J) ( ��2���� + (+, n : ξ, J)
)��V��s $

i ∈ J �¤ � �$� ��¦��Ns
(+, ξ, J) ( ��2���� + (+, n : ξ, J)

)���~��|�y	� }
(−, ξ.i, I) �

t � ! ��� � > 2��Q�D%�� ! ��2 � ���
n : ξ.i

��2�����"���2 ! ��2 ! �?3�2�� > �&2 �
I � �*2$5 ��! 2K� ! ]b%*��A � ���B% ! T > � ~ � ! 3��B5$2���3�2
�G2O��� � � 0 ! � + � 2��#2 ! 3 ��! � � > 2 n ! 2\5�%*A6����2 � � � > 2$� � 5n���B% ! � C � 2 > 5�% ! C � 2��H2 ! ����2 ��! 2 � 5$���B% ! 2n�S��% !0 � �����&V ��! �?A � �B�N���&Ac� > 2�A62 ! � > 2$� � 5n���&% ! �O� � � > 2�� > �&2 �
I

ξ
+ � 2����
�:��Y$Ac2;���BA6� > �&Vv2 > 2��G3�"$V ! �����&% ! �2$� > � > 2$5$� � ��2=3 � 3�2$����2$� ! +
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β
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Fid− %
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/ �����3����s��$�3s $9�¢���.�^�Qs����5t 2y�� } s�t��?�(� ���3����s��$�3s $i�¢�3�k�^�Qs3�(�5t¢¦��(�V�as $"���^�{�]su�^�$�9��t¢��� �%$��c�c���t �
/ ���?}(����}(ycz |�xi|8����t��(���(�as+����t�s

β
s�t����(� ��������s��V��s $A�����k�^�Qs3�(�5t��$�
	?����su�^�F�s

Fid− �^�a���
���]�s�t5�

β
sut��?����t5�H�{�H��s�s��w��3�a���]sut��������'$�&as�t�t����^�F��sut5$�&�������c¦��NsutAt"�(�

β �
r�s �s�t5t�su�k���9���"�{�]su�

Fid
s�t��¢��� ���3����s��3�c�s�t"�(� �(�as ����t�sF����t�� �{�H��s �r�s �s�t5t�su�k�

Fid− sut"�¢�cs��s�t5t�s��k�C�9�����c�cs��i�a���$���{�.¡ �r�s�t $"���t�s
Skunk

sut�� ��� ��������s �3�]�s�t��(� �(�as ����t�s��a���N�O�{� �3s ��� � sut"�������s�t5t�su�k� �Q�N�H��� �

DwEHG EHG ��9MNK������
�K! ��" � ��� > �B��2 ��! 2=]b%*�B��3�2<� > � � > �@! %����&% ! 3�2<��"$��2 ��� 3�2 > � ��2�5n���B% ! R + _ + '^� ��L 2 '*' +
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�sut�����t�sut��sut��s�t5t�s��k�t��s
R

¦��(�9��� �"��9���u���.t5t�s��^�F¦�� � �(�as�¡H���.t �
R SVU�W Y[Z�Yc\^W _q`cb � d�� � ��m%�qn���!�g"�
/ �¥���ut�s�����sut"�9!"� x����c����t�¦��Ns�tu�¥����t�s sut��A�3�c��s �

R SVU�W Y[Z�Yc\^W _q`cb + d ���(l�h g9j�� mVl#! h mon�$ �oh ��h ,%!�m%�
� ��� �

R
�(�����ut�s���� �

/ �¥�k�cs3��sut"� 2�y{��y*1&� }1�O���t
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 �G! %���A � >�� � � � � % !=! "$5�2$��� � ��2 ��! 2�A � 598 � ! 2 � )��:��� � � ��2�� > � �s"��*% > � "�2 C � 2\3 ��! � > 2�5 � 3���2 � � A�� > 2% � ����%*) � ) �B>�� ����2 +

DFE��AE�I � P�� ��� � �	� P M
�P2�� � ! � � � � � % ! � 3�2���� � Y���2 > �^! %*��A � >�� � � � � % ! ��% ! � > 2��\� � � � ��! ��2$�4y
) �P%*���\3d- ��! � ! ��2�� � 5$� � % ! � > � A10�A62 � 5n� � % ! �D2 � �A0$����2Q0�% � "$2 � > � � � 2 � ��� ]b% � � 5$2 C � �!� A"� >�� C � 2C � 2 > � A�0$Ac2 � � ��� � 2=3d- ��! 3�2�����2 � ! �#2 � �?��2��	� � �#� > � � � 2 � ��� ]b% � � +
) Z % � ������2 ! 3���2�5$2 > � 2 ! 5�%*A"����242n�?] � � ��2 � ! ��2�� ��L � � > 2�� � 5n� � % ! �N2 ! ����2�2 >&> 2$� � % !r� � �&>�� ��2 ��! 2! %�� � % ! 3d-/8 � ����%�� � C � 2^3�2�� � ! ��2$� � 5n� � % ! � C � � 3�"$5�� � ������"�5 � ��"$Ac2 ! � > 2$� � ��5$% � ���K] � � �Q0 � � C � -UT��! 5�2��:� � � ! �D% � ! � +
) � �6! %�� � % ! 3{-U%*��3���2 z 3�"$V ! � � � % ! R + _�2"� ��L 2 '�'a| � � �&>�� ��"�2=2 ! > � 3 � C � 2=� � A"� > 2 ! -U2$����� � �O� � ]&%Vv� � AcA62 ! �O2 I ����2���� � ��2 +
'N2(����2 ! % ! � > 2��N3�2$����2 � ! �

D1 = (+, ξ, {0; 1})

(−, ξ.0, {1})

(+, ξ, {0; 2})

(−, ξ.0, {1; 2})

(+, 0 : ξ.0.1, {42})

D2 = (+, ξ, {0; 1})

(−, ξ.0, {1})

(+, ξ, {0; 2})

(−, ξ.0, {1; 2})

(+, 1 : ξ.0.1, {42})

E = (−, ξ, {0; 1})

(+, 0 : ξ.0, {1})

(−, ξ.0.1, {42})

(+, ξ2, ∅)

(−, ξ, {0; 2})

(+, 0 : ξ.0, {1; 2})

(−, ξ.0.1, {42})

(+, ξ1, ∅)

� �^! %*��A � >�� � � � � % ! 3 � ��"$��2 ���
D1,E

��2�� � ����2 � � ! � � y
R + > � ����2�A � Y���2 � 5$� � % ! 3 ��! �

D1

2$���
(+, ξ, {0, 1})

2n�
E
�#%*����Y�3�2 ��! 2 � 5$� � % !

(−, ξ, {0, 1})3�% ! 5 > � ����2�A � Y$��2="n� � �#2=2��:�
(ξ, {0, 1}) )_ + > � 5�% ! � � ! �v� � � % ! 3�2

(−, ξ, {0, 1})
2��:�

(+, 0 : ξ.0, {1})
C � �*� ! ��2�� ��L � � � ��2�5 > - � 5$� � % ! ! " La� %� � �*2<3 �v� > 2

(−, ξ.0, {1})
C � � � � � � > - � 5$� � % !

(+, ξ, {0, 1})
0�% � "$2;T > � ����2�A � Y$��2="n� � �#2 )' + > - � 5$� � % ! �#%*� � � � �*2 C � � � � � � > - � 5$� � % !

(−, ξ.0, {1})
2��:� > - � 5$� � % !

(+, ξ, {0; 2})
C � �*� ! ��2�� ��L � �� �*2�5 > - � 5n� � % !

(−, ξ, {0; 2})
3�2

E )( + > � 5$% ! � � !1��� � � % ! 3�2
(−, ξ, {0; 2})

2$���
(+, 0 : ξ.0, {1; 2})

C � �+� ! ��2$� ��L � � � ��2�5 > - � 5n� � % !
(−, ξ.0, {1; 2})

C � � � � � � > - � 5n� � % ! �D%*� � � � �*2=3�2 > -U"n� � �#2 ����"�5�"$3�2 ! ��2 )` + > - � 5$� � % ! �#%*� � � � ��2;� � � � ��! ��2�2��:�
(+, 0 : ξ.0.1, {42})

C � �,� ! ��2�� ��L � � � �*2$5 > - � 5$� � % !r! " La� � � �*2
(−, ξ.0.1, {42})

C � � � � � � > � 3�2$� ! � Y���2 � 5n� � % ! �D%�� � � � ��2 z 5�-/2��:� > - � 5$� � % ! (−, ξ.0.1, {42})
3�2> � )�� ��! 598�2<3�2<3���% � ��2=3�2

E
| +
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� + > 2?��"�� � > � � ��3�2 > �4! %*��A � >�� � � � � % ! 2��:�
(+, ξ1, ∅)

C � � � � � � > - � 5n� � % !c! " La� � � ��2�����"�5�"$3�2 ! ��2=5 � �> 2 >�� 2 � ! -/2��:��� � �N5�% � �#" +
� �=! %*��A � >�� � � � � % ! 3 � ��"$��2 ���

D2,E
2$���QT��D2 � ! 2\3 � -{"$��2 ! ��2<y > 2$�H3�2 �
I 3�2�� ! � Y���2��S"$� � �#2��H��% ! ���2�A"� > � 5$"�2$� � � �

` + > - � 5$� � % ! �D%�� � � � ��2;� � � � ��! ��2;2��:�
(+, 1 : ξ.0.1, {42})

C � �,� ! ��2$� ��L � � � �*2�5 > - � 5$� � % !r! " L*� � � �*2
(−, ξ.0.1, {42})

C � � � � � � > - � � ��! �	% 3�2$� ! � Y���2 � 5$� � % ! �D%*� � � � �*2 C � � ]b%
5 � >�� ��2m� � �
ξ.0 z 5�-U2$���> - � 5$� � % !

(−, ξ.0.1, {42})
3�2 > � )�� ��! 598�2;3�2 L*��� 598�2<3�2

E
| )� + > 2?��"�� � > � � ��3�2 > �4! %*��A � >�� � � � � % ! 2��:�

(+, ξ2, ∅)
C � � � � � � > - � 5n� � % !c! " La� � � ��2�����"�5�"$3�2 ! ��2=5 � �> 2 >�� 2 � ! -/2��:��� � �N5�% � �#" +

� ! 2���2���� � % ! � > � �\]b%*��A62 >&> 2?3�2<5�2$�O2 I 2$A�� > 2=2��:�G3�% !�! "$24��2�5n� � % ! & + ' + '$� ��L 2^R32(' +
DwE���EHG � ������� P K�����M �
	 � � � K
� � A � 598 � ! 2 � )������ � � ��2 � � �&>�� ��"�2<2$��� ��! 2 � 3 � ��� � � � % ! 3�2 > ���
 t�� z � ����% !�L� � 2�� t )��:��� � 5$�

� � 598 � ! 2�| 3�"�5$� � ��2 � � � Z � 2$����2 % �P% � � ��� � � � 2 !�� � � ����2�� +
� � 0 � ��� � Vv5 � � � % ! 3�2 > � � � >�� 3 � ��"?3�2$�N3�"$V ! � � � % ! � 3�% !�! "$2�� � 5 � 2��:� � � �#%*����"�2 � � � 5�%13 ��L 2=3 ��! �> 2�� � ��)���2��\3�2=�Q�*8�A � )������ � � ��� z ��2$5$� � % ! & + ( � ��L 2@R32a`�| +1t � ! � � � % !m! 2K��-/%
5$5 � �#2 � � ��3�2H0 � �:� � V�2��> 2��\3�"nV ! � � � % ! �\3 ��! �N5�2n����2;��2�5$� � % ! +
� ! 2 � ! ��2�� � 5$� � % ! 2���� ��! 2O� � � ��2 3�2N5�% � ��� C � -U% !c� � �D2 >B> 2 8 � �:��%*� � C � 2 2 ! ��"$]b"$��2 ! 5�2 ���
I6� ��)���2��3�24����8�A � )������ � � ��� +

R SVU�W Y[Z�Yc\^W _q`cb$��d�� h ��l�g^p�h�� n�m
r�s�t �>yc��|�xO��y+!>~a}(� 4��.tAt����^�wsu���Osu�a�$���ut��9���A�[�����u���1�����k��s��

&�kt"�Q�����c¦��Ns�t
H := He | Hn&�kt"�Q�����c¦��Ns�t�s 
q�Qs��t5� ���cs�t
He := ε | He.mov&�kt"�Q�����c¦��Ns�t �a��� s 
q�Qs��t5� ���cs�t
Hn := He.Vis(Fid−) | He.Fid | He.z | He.Vis(zπ)�T�$���s��Ts��a�ct
mov := Cutπ,I | Vis(+,π,I) | Vis(−,ξ,I)

�N�
π := ξ | n : ξ

sut"�A�(�C�����.�a� s��(� �
�K� 2 > C � 2��N5�%�AcA62 ! � � � ��2$�\� � � > 2��\8 � ����%�� � C � 2$�N��% ! � � � �&> 2$�=y
) �P2$� 8 � �:��%*� � C � 2$� 2 I ��2 ! � � ) > 2$�\5�%*����2$� �#% ! 3�2 ! � ���
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) �.-/8 � �:��%*� � C � 2

ε
2��:� > -U8 � ����%*� � C � 2�� � 3�2^y > - � ! ��2�� � 5$� � % !m! - � � � �N2 ! 5�%*��2<5�%*A6Ac2 ! 5�"$2 +

�K!6! -/"�5�� � �
ε
C � 2?3 ��! �Q5�2$�Q8 � ����%�� � C � 2 +at � ! � � � � � �H2 I 2�A"� > 2 � > -/8 � �:��%*� � C � 2

ε.Cutξ,I .Cutξ.i,J��2�� �6! %���"
Cutξ,I .Cutξ.i,J

+
) �.-/8 � �:��%*� � C � 2

H.Vis(Fid−)

5�%�����2$� �#% ! 3JT ��! 2 � 5$� � % !
Fid− � � � � ) > 2 +

) �.-/8 � �:��%*� � C � 2
H.Fid

5�%*����2$� �#% ! 3JT > � 3 � ��2�� L 2 ! 5$242 ! ��2�A"���\V ! � 2 +
) �.-/8 � �:��%*� � C � 2

H.z
5�%*����2�� �D% ! 3 ��� > ��! 5�2$Ac2 ! �G3d- ��! 3�"$Ac% ! z "��*2 ! � � 2 >&> 2�A62 ! �K]b%15 � >�� ��";� �> 2K3�2$����2 � !J! " La� � � ]E5$%*����2�� �#% ! 3 ��! �G2$���O3 � -D"���2 ! �O3�2
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RTSVUXW>Y[Z�Y]\^WL_a`cb � d��Cn ,%! h����knqj �^h ��l�gap�h �?nm
r�� x?~ 1'�cy

cH
��� �(� &�kt"�Q�����c¦��Ns

H
s�t����(�^s��q��� 7 $�&������c¦��Ns ( ���3su�^�5�$su�k�]su� su�^� �3�c�s*) ��84��cs

�k�a�£� $��c� ��s��Ts��^� �
rXs5$���t��s

cH.Vis(+,n:ξ.i,J)

s�t��A�{����� � � su�t"�(� � s �

cε = ε ( � � �q��� 7 $�&������c¦��Ns��3�c��s )
cH.z = cH.z
cH.Fid = c′H
cH.Vis(η,ξ,I)

= cH.(η, ξ, I)

cH.Vis(zξ)
= cH.zξ

cH.Vis(Fid−)
= cH.Fid−

cH.Cutπ,I
= cH

�N�
η

s�t��A�5�N��� % +
�$�
−

s�� �[���a��� 7 $�&���3��c¦��Ns
c′H

sut"�����N���cs % �[� �q��� 7 $�&�������]¦��Ns
cH

�q�5�H���"s
�s���� �%$��c�c���C�a���N�O�{� �3s ( �q�����q��s*)���� 
O�.�����]s��3��s��a���Nsu�.�cs �
� �N�����]s5$���t

cH.Vis(+,n:ξ.i,J)

�9��� ��3� ����s��� 4���k�A�cs �¢���.�^�Qs����
n : ξ

�

cH.Vis(+,n:ξ.i,J)
= cH.(+, m : ξ.i, J)

�N�
m

s�t��¢�cs��a�3�T����s ��� �%$3�{�c�3�t��s��[��¡H�����Ts
Vis(−,ξ,K)

�O���t
cH

�q��� ��� �s
SautH(n, ξ.i) �

� s������Ts��N���N�(� �cs5$���t
cH.Vis(zn:ξ.i)

�9��� ��3� ����s��� 4���k� �]s��¢���.�^�Qs����
n : ξ

�

cH.Vis(zn:ξ.i)
= cH.(zm:ξ.i)

�N�
m

s�t��¢�cs��a�3�T����s ��� �%$3�{�c�3�t��s��[��¡H�����Ts
Vis(−,ξ,K)

�O���t
cH

�q��� ��� �s
SautH(n, ξ.i) �

� � \	�¢\ 	�Y]Z3Yc\^WL_a`cb d���n', ! h ��mVl ���qpHg9jah�� nm%�
r�� �N����k�9��� �(� &�kt"�Q�����c¦��Ns����
��� ���ut�s���� t"�(� �(�as ����t�s

β
s�t��F���as��q��� 7 $�&������]¦�$s ( �3��su�^���Nsu�.�cs 7

�Ts��^� ���]�s )�t"�(�
β �

RTSVUXW>Y[Z�Y]\^WL_a`cb � d�
Agap� � ! h � ��l�h g9j
r �Tz�xO� � ���cy{� �a|�y x�z JRK ���
��� ���ut�s����

R
�s�����t�s

β
sut"� �cs �sut�t�s��k� ��s �(��t�s

β
¡H�����T�+��s

��� �(��]��� �sut �N����k�.t��sut &�.t��Q�3�5�c¦��Ns�t t��(���cs ���ut�s����
R �

RTSVUXW>Y[Z�Y]\^WL_a`��&� d���m%� ��mhkj�� gap{l �g	�£g?j��qn�$
� s�� 
 �sut�t�su�.�t

D
s��

E
�s ����t�sut��^�V���csutAt����^�FxO�N| ��x >?x�z �?~�� t�� JD,EK = z �

¤ �¥�^�N�Qs $"s3�5� s�t�� ���V���{�]���
D ⊥ E �

DFE��AE�� � �AK�������K9M���K P � 	 � ��� �QM � � � � P M
'N2(����2 ! % !�� > 2 � 3�2 ��� 2 � !��



R32�(���� !���� �u�k�������N#	�O��
�#�� !���"����	O���3�Q��#V� �

D1 = (+, ξ, {0; 1})

(−, ξ.0, {1})

(+, ξ, {0; 2})

(−, ξ.0, {1; 2})

(+, 0 : ξ.0.1, {42})

D2 = (+, ξ, {0; 1})

(−, ξ.0, {1})

(+, ξ, {0; 2})

(−, ξ.0, {1; 2})

(+, 1 : ξ.0.1, {42})

E = (−, ξ, {0; 1})

(+, 0 : ξ.0, {1})

(−, ξ.0.1, {42})

(+, ξ2, ∅)

(−, ξ, {0; 2})

(+, 0 : ξ.0, {1; 2})

(−, ξ.0.1, {42})

(+, ξ1, ∅)

�P2 � 8 � ��� % � � C�� 2 � 3�2 >�� ��"$3 � 5 � � % ! � � � T"� � � 3 � ��" � 2 � �
D1,E

� % !��

ε  Cutξ,{0;1}

 Cutξ,{0;1}.Cut0:ξ.0,{1}

 Cutξ,{0;1}.Cut0:ξ.0,{1}.Cutξ,{0;2}

 Cutξ,{0;1}.Cut0:ξ.0,{1}.Cutξ,{0;2}.Cut0:ξ.0,{1;2}

 Cutξ,{0;1}.Cut0:ξ.0,{1}.Cutξ,{0;2}.Cut0:ξ.0,{1;2}.Cut0:ξ.0.1,{42}

 Cutξ,{0;1}.Cut0:ξ.0,{1}.Cutξ,{0;2}.Cut0:ξ.0,{1;2}.Cut0:ξ.0.1,{42}.Vis(+,ξ1,∅)

5$2 C�� � 3�% !�! 2
JD1,EK = (+, ξ1, ∅)

�P2 � 8 � ��� % � � C�� 2 � 3�2 >�� ��"$3 � 5 � � % ! � � � T"� � � 3 � ��" � 2 � �
D2,E

� % !��

ε  Cutξ,{0;1}

 Cutξ,{0;1}.Cut0:ξ.0,{1}

 Cutξ,{0;1}.Cut0:ξ.0,{1}.Cutξ,{0;2}

 Cutξ,{0;1}.Cut0:ξ.0,{1}.Cutξ,{0;2}.Cut0:ξ.0,{1;2}

 Cutξ,{0;1}.Cut0:ξ.0,{1}.Cutξ,{0;2}.Cut0:ξ.0,{1;2}.Cut1:ξ.0.1,{42}

 Cutξ,{0;1}.Cut0:ξ.0,{1}.Cutξ,{0;2}.Cut0:ξ.0,{1;2}.Cut1:ξ.0.1,{42}.Vis(+,ξ2,∅)

5$2 C�� � 3�% !�! 2
JD2,EK = (+, ξ2, ∅)

� � !�� 5�2 � 3�2 � I 2 I 2�A"� > 2 � � > 2r5 ��> 5 � > 3�2 � 8 � ��� % � � C�� 2 � 2 ��� 3�" � 2 ��A � ! � ��� 2 5 � � �&> ! - � � � � �3d- � 5 � � % !��=! " L � � � �*2 � ����% ����2 � � � � � ) > 2 � +PZ % � � � ! 2 I 2$A�� > 273d- � � �B>�� � � � � % ! 3�2 ! % ! % 3�" � 2 ��A � ! � � A623 � !�� > 2\5 ��> 5 � > 3�2 � 8 � ��� % � � C�� 2 � z 2 �H! % ! 3 � !�� >�� ! % ��A ��>�� � � � � % ! | � % ! �#2 � � 5�% !�� � 3�" ��2 � > 2\3�2 ��� 2 � !
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D′
1 = (+, ξ, {0; 1})

(−, ξ.0, {1})

(+, ξ′, {0})

(−, ξ′.0, {1})

(+, ξ, {0; 2})

(−, ξ.0, {1; 2})

(+, 0 : ξ.0.1, {42})

(−, ξ′.0, {2})

z

�P2 � � � � � 2 � A � I � A ��> 2 � 3d-/8 � ��� % � � C�� 2 � 3 � ��" � 2 � �
D′

1,E
� % !�� ��> % � �

ε  Cutξ,{0;1}

 Cutξ,{0;1}.Cut0:ξ.0,{1}

 Cutξ,{0;1}.Cut0:ξ.0,{1}.Vis(+,ξ′,{0})

 Cutξ,{0;1}.Cut0:ξ.0,{1}.Vis(+,ξ′,{0}).Vis(−,ξ′.0,{1})

 Cutξ,{0;1}.Cut0:ξ.0,{1}.Vis(+,ξ′,{0}).Vis(−,ξ′.0,{1}).Cutξ,{0;2}

 Cutξ,{0;1}.Cut0:ξ.0,{1}.Vis(+,ξ′,{0}).Vis(−,ξ′.0,{1}).Cutξ,{0;2}.Cut0:ξ.0,{1;2}

 Cutξ,{0;1}.Cut0:ξ.0,{1}.Vis(+,ξ′,{0}).Vis(−,ξ′.0,{1}).Cutξ,{0;2}.Cut0:ξ.0,{1;2}.Cut0:ξ.0.1,{42}

 Cutξ,{0;1}.Cut0:ξ.0,{1}.Vis(+,ξ′,{0}).Vis(−,ξ′.0,{1}).Cutξ,{0;2}.Cut0:ξ.0,{1;2}.Cut0:ξ.0.1,{42}.
Vis(+,ξ1,∅)2 �

ε  Cutξ,{0;1}

 Cutξ,{0;1}.Cut0:ξ.0,{1}

 Cutξ,{0;1}.Cut0:ξ.0,{1}.Vis(+,ξ′,{0})

 Cutξ,{0;1}.Cut0:ξ.0,{1}.Vis(+,ξ′,{0}).Vis(−,ξ′.0,{2})

 Cutξ,{0;1}.Cut0:ξ.0,{1}.Vis(+,ξ′,{0}).Vis(−,ξ′.0,{2}).z5�2 C � � 3�% !�! 2

JD1,EK = (+, ξ′, {0})

(−, ξ′.0, {1})

(+, ξ1, ∅)

(−, ξ′.0, {2})

z

e6f
	 � k�ml��ck 7 @�� 7����	p4l�i^j?7Nk�; q 7 j @�;��T;>7Nq�� 7������ � @��rqdj9;�@<lnjEq
� ��!#"%$'&�5 � � ]{3(&O5)& � � & � &�5 � � !#*�& ��� 3(& $ � ��� � V+& � > � � ��>�� 3 � �-, 3(& � 3 , V(* � � � !#* � & � 3.& > � ���/! �0! � � � � !#*3(& >�� � &$5 � � !#* ��� , 5 , 3(&)* � &21
� * � � � �0& >&> & > & � 3 , V+* � � � !#* � & � ���/! �3! � � � � !#* � � � � > & � � �/"��'& � 3(&�465*8�A � " ��� � � � � � � � � �-7�2 ��1Z ! � �6] � 5 �&>�� � & � >�� > &�5 � � �'&8& � > � 5)!*A"��� , 8(&)* � � !9*�: > & � *(! � � � � !#* � � � �B>�� �/, & � �3! � � > & � � �'"��/& � 3(&



R32 � ��� !���� �u�k�������N#	�O��
�#�� !���"����	O���3�Q��#V� �

465�8�A � " ��� � � � ��� � !#* � � * � & ��A , 3 � � � �'& � &�* � �/& > � � � � � 5 > &?3(& Z � & ��/&�% � ! � � � � � � � &)* & � > & � *(! � � � � !9* �3(& > � � &�5 � � !#* ��� , 5 , 3(&�* � &91
DwE � E�I � 	 � 	 K9M ��K������ � ����M �
	 � � � M

R SVU�W Y[Z�Yc\^W _q`��9b d e>g ��h�l�h�g9j
� �H���^�w�����a� �s3��
 su��t�su� ���cs�t���s $��N���qt

A
s��
X

�
# / ��!�x?~Nv xVv vAx�� ��z�|

co
sut"�A�(�����c���Ts��a����s

{•} ∪ A ∪X �
# / � !�x?~$v �(x?~a}£~��

cp
s�t��w�����u�]�u� su�^� �s

X ( �a�N�Q�
[x]
)��$�C�(�as �9���k��s

[i : a]
�N�

i ∈ Ns��
a ∈ A � r�� su�^�{�]su�

i
sut�� �"���¢s��c���(���¢�3�k�^�Qs3�(� �

# / �as vAx���y�|�y xz v �Oyc��}Cs�t��A�(�as�t���� �Qs��^��� �3�]�s���� � su���£���^�Qs �s��[��¡H�3�5� s

co1c
p
2 . . . c

o
2n−1c

p
2n

�Qs��k�cs�¦�$s
# co1 ∈ {•} ∪X

s��
∀i > 1, coi ∈ A# � � cp2i = [k : a]

���c�3�5t
k < i � �����t $"s $���t��?��� �$�H��¦�$s

cp2i

s�t��¢�k�]���9���
co2(i−k)−1 �

R SVU�W Y[Z�Yc\^W _q`�� � d ��p*,op m �^m �	��� � �',6��l3p �ah�l
/ � �O��1£��} �?}�
��� � �?1£��|5� ��y�|�s�t����(� su�t�su�T���]s

D
�a�3� �3�c��s $��c��t �9�����a��� 4 
^s �9���.��s��s

�¢��t�� �c�c���t $"���1�Ts��������a�9�i���
•

� su�.�csut�¦��Ns

qcp ∈ D ∧ qcp′ ∈ D⇒ cp = cp′

/ �¥�V}(z�x � � � >9}+t"�(�A�cs�t����3����sut �s���� &�� ���t"�{�u��� �{t�s�t��w��84��^�9��� �

[x← φ] = {x.r | •.r ∈ φ}

/ � � ~ ��|�y�� �N��1o��} � }�
��� � �?1^�(|5� ��y�|Asut�� ���as��(��]����t���� �csut
(xi)

�V�kt��c�k�'$3�{tA�s
xi ← φi �

� � * ��� ��� ,�� * � � � !#* ��� ,��), � &)* � &9: � * �'&)*(!���� �! & � ! � � 0 � �/& � !��"��� � �"� !�����& � * � ,�� � � �! & � � � *
� & ��� & � * �0! � � � � ]�& � � *#� � � � � % � �/"��'& � & 4 5�$%� � " ��� � � � �&� !���� & � * � & �� & � * * ,  �� � � ] 1�� & �

φi� * � & �	�#&)* � * � � � * �'� �(� ,�� * � � � !#* � & � & � & ��� & � * * ,  �� � � ] � ! ���/& � �0!#* � &�* � � �*) � & ��� & � * � �0! � � � � ] �
� � � � � * �"� & � � � � � !#* � * ,  �� � � �9& � � � * � � * � & ��� & � * * ,  � � � ] � ! � � � 1
R SVU�W Y[Z�Yc\^W _q`�� + d�� h ��l�g^p�h�� n�m0�^g9nqp !�m%� �£p*,op m%� �^m �	��� � � ,���l3p �ah�l �
/ � �>yc��|�xO��y+!>~a}1sut"���������c�u� su�^���s�� � ���u���1�����k��s

Γ := •ν | Γ.Visaν
| Γ.x | Γ. 〈m : a〉 | Γ.Vis[ν:a] | Γ.Vis[x]

r�s
i +-,/. �u�]�u� su�^���s

Γ
s�t��¢�a�N� �

Γ(i) �
� *$ � ��� ! � �10 � &

Γ.x
� ! ��/& � �0!#* �32 � � � � !#* * ,  �� � � �#& � ! � � , & � � ! � � 0 � &

Γ. 〈m : a〉
� ! ��/& � �3!9* �

2 � *(& � � � � !#* �3! � � � � �#& z � �#& � � * �0! � * � & � �9| � ! � � , &21
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�#�� !���"����	O���3�Q��#V�k����� !������k�"��������� � � !����Q�u�[!�� �Q��� 2V&

RTSVUXW>Y[Z�Y]\^WL_a`�� ��d���n�m
r � 2?~a}

VueΓ(n)
���
���as�t��(�H�Qs �s $"�N�"�qt sut��F��84��cs��.�a�^� $3�{�H��su� su�^�?�9��� �

VueΓ(1) = •
Γ(2n) = x

VueΓ(2n) = x

Γ(n) = 〈m : a〉

VueΓ(n) = VueΓ(m− 1).a

Γ(n) = Visaν

VueΓ(n) = VueΓ(n− 2).a

DFE � E G � � � � ��� � ����K9M � ��� P � � � � P M

� � � � � �1� � �-, � & � � ,�� * � � � !#* � � & � � � � � �10 � & � �#& � �3! � * � & � � � & ��� ��!#* � � , & &)* � � � � � & � � � �0! � * ��� y
� 1#� & � �3! � * � & � � �

n : ξ
� �1 * � � &�* � 0 � & � & $ � ��� � � � * � � � � *(& � � � � !#*

(+, n : ξ.i, I)
& ����� �

n �	��
�
� � � � !#* � & � � ] ! � ��&

(−, ξ, J)
� � * ��� � � $��/!#* � 0 � & 2 � � � � � � � &

(+, n : ξ.i, I) z � ,�� * � %
� � !#*�& 1�� � �  & � &*`*| 1
� � & ����, 0 � � � � � &)* � � & � !!��� � & � � ! � � & � � & � � � � � !#* � * ,  �� � � �#& � & � *(!#* � � ��� � &���&)* � � & � � � � � !#* �
� & � � ] ! � ��&

(−, ξ, J)
& � �!� � � � & � � & � � , � * � � � !9* � � & � � � � z � ,�� * � � � !#*�& 1 � ` � �  & � &97a| & �

� ��! � " � � � � � * $ � ��� ! � � 0 � & z � , � * � � � !#*¥&%1 � 2$� �  & � 2�'a| 1
� & ��0�� &2: 0 � � ��� & 2 �!� � � � & � � & � � , � * � � � !9* � : � � & ��� , 0 � � � � � &)* � � & � !��"� � & � � & � � � � � !#* �
� &(� � � � � & � , " � � � & � � $��/!#* � 0 � & � & � $ � ��� ! � � 0 � & � z � , � $(! � & � � � & � & � & 4 � � � $'*[| ! � � &(� � � �
� � � * z � , � $(! � & � � � & � & � & 4 � � � $'* � *��#& � � &�| 1

_ 1 � � * � � � ! � " � � � � � * $ � ��� ! � � 0 � & z � , � * � � � !#* &%1 � 2 � �  & � 2�'a| : � * ��! � �#&�� &�* �
Vis(+,n:ξ.i,J)

& ���
� � �!� � � � &)* � *(& � � � � !#*

(+, m : ξ.i, J)
!��

m
� !!��� � & � & � � � � � !#* � � & � � ] ! � ��&

Vis(−,ξ,K)

1
� � & ��� , 0 � � � � � &)* � � &6] � � �'& � & � ! � " � � � � �/& � � &���&)* � � � * � �9& � � � & � $ � ��� ! � � 0 � & � z � � * � � �� � � $ � *(& � " ��� � � � � &9:3!#* *���&��"� � � & � � � �
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A = {(ξ, I); Ω;zξ}
s3�
X = {z} � r�s�t1�s�t5t�su�k��t1s��A�cs�t ���3����sut1��s'��� &� ���t"�{�u��� �{t

��� ���a� �sutA���3����sut��o�[���c�u�$�£� $��c�c����t$� � $ $3����s ( �q��sut�¦�$s ����c¦��Ns��Ts��a� ) �s �c�u�$�£�(�k��s �cs�t �%$3�{�]���t
su�.$"�N���at �
# �cs��s�t5t�su�k�

Fid
sut"�A�{�u�V�^�(� ��s��

Ω &# �(� �sut�t�su�.� �a�5�N���{�.¡A�V� 	9�u��s��^� ��s
Fid− t�������� �k�]s��

ξ
sut"� �c�u�$�£�(� � �9���

[zξ.z]
s��A�[�

�{���$�^� $3�{�c�3� ��sut�����c��sut��%$3�{�]���t �a�5�N���{�H��s�t &# �(�as �%$3�{�c�3�
z

s�t��A�{���$�^�(�H�Qs�s��
[z] &# �(�as �%$3�{�c�3�

zξ

sut"���c�u�$�£�(� � s�su�
[zξ] &# �(�as �%$3�{�c�3�

(+, ξ, I)
sut"���c�u�$�£�(� � s�su�

[ξ, I] &# �(�as �%$3�{�c�3�
(−, ξ, I)

sut��A�c�u�$�^��� �Qs�s��
[ξ, I] &# �(�as��%$��c�c���

(+, n : ξ.i, I)
sut"���c�u�$�^��� �Qs�s��

[n̄ : ξ.i, I]
�N�

n̄
sut�� �cs��a�3�T����s ��� �%$3�{�c�3�t

�a���$���{�H��sut su�^�{��s t���� #��(t��c� 4£���^� s����]s�����������s��[� $�&���3��c¦��Ns s3���a�3� t5�k���q�]su� su�^�¢�cs
�a���T����s���� �%$��c�c����t��^���N���c� �3sut �s��k�]s��

ξ
su�^�c��s

(+, n : ξ.i, I)
s��¢t���� #���t��{��4£���^� &# �(�asF�%$3�{�c�3�

zn:ξ.i

s�t�� �{���$�^�(�H�Qs s��
[n̄ : zξ.i]

�N�
n̄

s�t��9�cs �^���T����s��X� �%$3�{�]���t �a���$���{�H��sut
su�^�{��s t��3� #���t��{��4£���^� s3���cs�����O����s � ��$�&���3��c¦��Ns�s3���a��� t��k���q�cs��Ts��^���]s �a���T����s
��� �%$��c�c���t �^���N���c� �3sut �s��k�]s��

ξ
su�^�c��s

zn:ξ.i

s��¢t��3� #��(t"�{��4£���^� �
r>� #��(t"�{��4'$����c�c��� t"�(� � $�su�.�cs��s��[� �H�N�$�c¦��Ns��V�3s $F�¢���.�^�Qs����5t �
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Fid− ��'=*,	U*��A� ����� �A!"�
'(�

�<; �2�'=*�!"� ��� �	�� ���
zξ

����*,@A*�� �<; ��� ��&�) !"� 2�� .0�1*Z4$���
) ��'+��� @�!"*,�
zξ
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RTSVUXW>Y[Z�Y]\^WL_a`���' d��Ap�� �?n3�(l�h�g9j hkj��Nm£p �"m
¤ � ��c�k�.�kt�s��[�-$"���^�3su�^�{�]��� �s��a�$� ���c�c����t��c� �����[���^��¦��Ns

(−, ξ, I).Fid
t5� �V�� 4^s+¦�$s

(−, ξ, I)��� �"��9������ �q�9��t �O���tA�]s��sut�t�su�.� % $"s3�5� sF����t�� �{�]��� �
rXsut��%$��c�c����t �q�����a��sutAt����^���c�u�$�£�(� � sutA¡c�%$u�.�cs��Ts��a�w�
# �(��$"�$��� #"�$�Ns��(�

[ξ, I]
sut��A�c�u�$�^��� ��su�

(+, ξ, I) &# �(��$"�$��� ����¢�3tu���^�
[ξ, I]

s�t��A�{���$�^�(�H��su�
(−, ξ, I) &# �(� $��N���

[n : ξ, I]
s�t�� �c�u�$�£�(� �Fsu�

(+, n̄ : ξ, I)
�N�

n̄
s�t��w� ���{�����t�¡H���5�C���{�]���¥�k�^��s��5t�s

�s��[� �a��� $��"�s��^�Qs �
� �N�����]sut��%$3�{�]���t �k���q�����q��s�t��£�.�i¡c���� � su��.� $"������� s��sut���u� ���t�s3�w�sut��$� �3su����su�'$�sut��
# �cs��sut�t�su�.�

•
t��������as �(��t�sw����t5�H�{� �3s�sut"���c�u�$�£�(� ��s��

Fid &# �cs��sut�t�su�.�
Ω

t��(� �(�as ����t�sF�¢��t�� �c� ��s�sut����{���$�^�(�H� su�
Fid &# �(��$"�$���

[z]
s�t��A�{���$�^�(�H��su�

z &# �(��$"�$���
[n : zξ]

sut��A�c�u�$�^��� � s��
zn̄:ξ �

# �(��$"�$���
[zξ]

�¢�3t5� �c�k¡Xs�t����{�u�V�^�(� � su�
zξ &# �(�asw����t5�H�{�]�����a�5�N���{�H��s�tu���t $"�N���at

[ξ, I]
sut��A�c�u�$�^��� �Qs��i��� �

# �cs�t $����t�s
Skunk

t$� �.�'� � �(�as�t���� �Qs �s $��N���qt
[zξ.z] &# �[�1�$�H��su����su�"$"s��a���N�O�{� �3s

Fid− t5�k�^��� �
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r �T�c�u�$�£� $��c�c���1�9��� �]sut���������s�t ��s �"� &� ����t��c�u���H�{t $"�3��� ���Qs��V��s $ � �+�^���5�C���k�.tu���c�c��� �
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E
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Di1 , . . . ,Din

0%���0%��>�,�/;<$&��2 H �'
S )*;<$. ,�/"%9,�T�/ Rj1 , . . . ,Rjm

0%��U9,+�,��2�"�VN2 H �' S )*;<$. ,�/"%9,�# ,�/7=�#-."&�W7=��#0%�/"�VI:��/:@L%9,��W0%�W7X��+-."Y2ZC !;=)*$
E
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D̃i1 , . . . , D̃in

�/ 
R̃j1 , . . . , R̃jm

7=�/"%9,�B !9>2*0�"&'/ !;=)*$&�^0&2�$&�K7=��
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D̃i1 , . . . , D̃in

�/ W7=��P9,+�,��2�"�V
R̃j1 , . . . , R̃jm

�,)*$c P ,�/7=�
-c"&�

E(D̃i, R̃j)
��, dL%;=�/$�[e)*9!:�+�fE%gh2�9_Q.i S )* !Q&j�,�fk E(D̃i, R̃j)
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E(Di,Rj)
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0
� �*) "0!#* � &)* � �/! � � � 1

R SVU�W Y[Z�Yc\^W _q`��a_�d��3��� g9j3�(l�h�g9j
Pointr>�C¡H�3�'$��c�c���

Point
�s��1�kt�s��sut������k�^�Qs3�(�5t�s�t��F� �C¡H���'$��c�c��� ¦��(�i�q��s��a� ��� ��sut5t�su�.� t��k���q�cs

t��(� �(�as ����t�s
β

s�����su�^���3�cs �(� �sut�t�su�.� �V��s $ �����.�a� s��(��t �s��[���C�����,���sAt"�(� �����^� s �

z 7→ z

zξ 7→ zξ

t5�
ξ ∈ β

z0:ξ

t5�.�a���

(+, ξ, I) 7→ (+, ξ, I)
t5�
ξ ∈ β

(+, 0 : ξ, I)
t��k�a���

(−, ξ, I) 7→ (−, ξ, I)

� � \ �¢\ 	�Y[Z�Y]\^W _a`�� d)(Fg ������l�h�,ah
! h�l � � n �%!�g9j��£m � moj�l
� ��� �

R
�(�����ut�s����1t5�k���q�]s � ¤ ���T�

JPoint(R)K = Point(JRK)

����� � ; ��;>7Nq
� & � ! � � �'& � ��� � " � &6& � & ) � &�* � � !#*(*(& � � & � � � � � �10 � & � � �"� � & z � & � � � !#* � 1�� 1�� � �! & ' � | � !#* �  , * , %

� � � � �/, � * � � � �/& �1� &���&)* � 1 � � ! � � �'& & ) � &)* � � !#*(*.& � * � & ��� � � �	� � � � � �-, � � �',�� !!���& &�* � � � �10 � & � � �"� � &
z ���/! �0! � � � � !#* � 1 � � �  &A'��*| � � � � � � � � � 0 � & � �#& � �0! � * � & � � *�� & ��� � � � �', � � � , & z � & � � � !#*1& 1�& 1 � � �! &
� � � � � * � &�| 1
R SVU�W Y[Z�Yc\^W _q`��&� d���p � pHm ��l �', !�m

r � xO� �q��}T�(| �?1&� }�sut�� ��� �����$��s�s�����su�^�$���w�9��� �
# � ��t �¢�3t5� �c�k¡ �

Fid v D

# � ��tA�a���$���{�.¡ � t5�
N ⊆ M

���c�3�5t

((−, ξ, I).DI)I∈N v ((−, ξ, I).DI)I∈M
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1
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σ
�*� ��� ��D �$�

�,3$#$�(�>�&%'�G�1#C!�� �5�4��� ����� �,�
1
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� � ��D �$��?

e �a��J��1� 	 ���H���9�1��� 	 D�D 	 B 	 ���)("���� ���1�KF��GL,�������+*OD`� ����23�241���������Y41����@��9�6� 	�:

� 0�/� ���?	 � 	����	� �PO���
 '-�"!,���USJ� !�� %�� 0 %,� 0�05� � !�0 0/�PS-��' � 0
26���,! ��,#4��+��<��� �4�+������/.(�9�<�%���<�&���������"���9� 3 �����'�*�"���$�*�1#��,��*+ +J���(�7� 3���7!M�:�,��#�+O�1!��6���(� � ��0?

0H��� 	 D��2��4�H6� 	 D 	 4L7 H?���9�����2��4��27(��7#����H6� 	 41( F�7!�������1���2� � : � � �� � 	 D2� *Z41���6�
F�7!����� 	 4T��9� D`�
�2���KBCBQ����� 	 N

E ::= R = R

R ::= z | zξ | Fid | Di | Di,R | JRK | Rj | Rj,R

� �ED 	 4
Di,Ri

41�2��� F 	 4K� 	 � B5�����9��M :
; 	 ������GL(�� 	 F 	 4a7 H?���9�����2��4 �27(��7#����H6� 	 43( ��1�23�24��������2� � : �54 �� � 	 D2� * 4 	 �27#��7#����D���4 	 � D`�

D��GF��IH6� 	T	 MI3�2� 	 ���1� 	 DID 	 ( �2� �"�9��� D��,41654 $P�� 	 ��@ 	 * :
� 0�/� ���?	 � 	����	� �&7���
 *-� !����&���&%�� 0!8 $���((�	�-�"!�09�+8 !8 * �#$���� 0

:,�$���$�B3;.(�:�(� � ��<#�3<�,3�#��/.(�9�
E

���� 3�#��1� �N���#P! ��� �&���������"��� � 3���=���*�"�,�(�*��#-�P�-� ���7�7����!���+ � �,�
���6��!�!�� ���	�	3�#��/���Q�	�1# ! ���P�%�����7���#��� �>������ � �,� ����!��	?

?!@�ACB,D�EGFIH;J2FLKMBND9OQP�RTSGUWV�XZY[S]\G^_Y[Ua`GbcX[S$Y[\GS]dZS�egfhY[^_iWj)f;elkmU�f;VWkm^_Yonpf;iq\G^cd[f;r�Sts�npf;iudZ`>v[YZklVWkm^_Y+w2egf
Y[^_iWj)f;elkmUxf;VWkm^_Yy\G^_jtj=XZVaS=zhegf{VWixf_d2X[\$VWkm^_Y+|
⇐ } ^_klV E ~ ixf;kmShUaXZi�emSGU]dZSGUxUaS$klY[U]S>��n^_Y[S$Y�VWkmS$emUL|�P�^_jtjQStemSGU]dZSGUaUaS$klY[U]f ~ SG\Qn,^_klYcVaS$XZiaU�UaSnZem^_YZr�S$Y�Vud[f;Y[U�emSGU�dZSGUaUaS$klY[U�S>��n^_Y[S$Y�VWkmS$emUIw

E
SGUWV ~ ixf;kmS�UWXZi�emSGU�dZSGUaUxS$klY[U�f ~ SG\�n^_klY�VaS$XZiaUL|

⇒ } ^_klV E ~ ixf;kmShUWXZi�emSGU�dZSGUaUaS$klY[U]f ~ SG\hn^_klY�VaS$XZiaUI| } ^_kmS$Y�V Di1 , . . . ,Din

dZSGU�dZSGUxUaS$klY[U�S>� g
n,^_Y[S$YcVWkmS$emU�S$V

Rj1 , . . . ,Rjm

dZSGU!ia`GUxSIf;X2��S>�2n,^_Y[S$YcVWkmS$emUoVaS$emU!bcX[S�emSGU!dZS$X2��jQS$j=�ZiaSGU
dZS�e�RT`Gb�Xpf;VWkm^_Y

E
Ua^_Y�Vt�ZkmS$Y-��^_iWjQ`GUI| } ^_kmS$Y�V D̃i1 , . . . , D̃in

S$V
R̃j1 , . . . , R̃jm

emS$XZiaUtVWixfLg
d2X[\$VWkm^_Y[U�d[f;Y[U�emSGU�dZSGUaUxS$klY[U�f ~ SG\"n^_klY�VaS$XZiaUI|�+SGU�dZSGUaUxS$klY[U D̃i1 , . . . , D̃in

S$V�emSGU�ia`GUaSIf;X2�
R̃j1 , . . . , R̃jm

Ua^_Y�VhVaS$emU=bcX[S
E(D̃i, R̃j)

SGUWV"�ZkmS$Y���^_iWjQ`GS5|'��f;i{����n,^_VW�[�GUaS5w
E(D̃i, R̃j)SGUWV ~ ixf;kmS5|���^_Y[\5w�npf;i=klY_�WSG\$VWk ~ klVa`�dZS�egfyVWixf_d2X[\$VWkm^_Y+w E(Di,Rj)

SGUWV ~ ixf;kmS9dZ^_Y[\ E
SGUWV

~ `$iWk�vp`GS�UWXZiuemSGU�dZSGUaUaS$klY[UuS>�2n,^_Y[S$YcVWkmS$emUI|

U1��� �����������

; 	 4K�2�"F�� 	 4K4�� ��JGD 	T	 � 	 M?� 	;  41���   �	 D<4��   �AF�7!�   ��4 L#��BCB 	T	¡  D��GF��IH?� 	 ��1��J��KJ���D���4N� 	�:
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 W�
2�_!����(\�W� ���	�"!5# �*#F�$#7� � �,#&�<���$#43��0�1#�

 � �1���'�����&� �M%H?

0 v D

 � �1� �,3$#$�(�>�&%H?����
N ⊆ M

�1! ��#��

((−, ξ, I).DI)I∈N v ((−, ξ, I).DI)I∈M

�������
	��	���� ���PO+7�� � *,% *)� � �$�F�/!#0/�-�"!�!�� '
2 # ��
 W�
2�<���u�I���1!������]����� ����"!;# ��#4�$#�� �<�,#&� �,�$#F3]�0�/#
 � �1���'�����&� �M%H?

0 4 D+ D+ 4 z (+, ξ, I).R 4 zξ � �1� �,3$#$�(�>�&%H?
0 4 D−

�*�������
N ⊆ M

�1! �*#-�

((−, ξ, I).DI)I∈N 4 ((−, ξ, I).DI)I∈M

Uy��� �������Q��� $ ������� � %"!$#&%('$) ���

�+*-,.,�*0/1* L ,1243657*(/8, L 3659/1: L(;.< * � D :�= ; *->@?6* F *(/ H >A:B, ; *C, �@< 3 ;.D�B *(/E:F5A: DHG ,�2 H >9*-/I*(5 D > F 2 H >9*
* M =J3659*-5�,�24* D�D *FK

)	4ML�48N O @ @�6 2 5'1�3�5 ; 5 3�.

PQ5 ;.< >@,12 D 24/1*R>959* F * ; 592 D-; * � 362S/ D : F9<"� 592S,124365 � K �Z� =A: � * �6T F *(/ ;1< /1*(:F> M F * ;1< /1*(:F> M K
�������
	��	���� ���SU9V ���u8 05� (L� %,� *�8 0� (L���
W
�X
�YFZ��6[&\^] � 
6YFZ��6[&\��

{R1, . . . ,Rn}
���� �+� ���0�1#	� �&� � �� ��_���� #43��7�F�(� � � #F3��7�F�(���L?

�E`��� ���?	��	 ��� � �aV �cb<0�0 �ed��-((�	�)( � �I8
f"����# ��� #43��7�F�(�J�&�P#F3����4�(���

{R1, . . . ,Rn}
�G�� �

JR1, . . . ,RnK = JJR1K , . . . , JRnKK

?!@cA BND'EGFIH¡J2FLKMB,D)OIg�Y9X�hWklelkmUaS�emS�nZiWklY[\$klnS�dZSGU�`GbcXpf(hWkm^_Y[U�r�`$Y[`$iWkmb�X[SGU�iMnZia^_n^5UWkjhWkm^_Y0k2|ml=npf;r�S�nZia`1n
\G`GdZS$Y�haS"o>|
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PQ5c= ; 3 L-D�F * L 3 BCB *X*(5 D > F 2 H >9* = ; 3 J : J 2 D 24/8,�* N 365 F9<!� 5@2S, F *(/ F *-/1/1*-2459/�>@592S?F* ; /.* D / ( F *
B :F5@2 D(; * /12 B 2 D :F2 ; * * =9>@24/ 365 B 3F5 , ; * D : / < =A: ; :B,124365 K
PQ5 L 3 BCB *-5 L * =A: ; >95 * M * B = D * = 3F> ; B 365�, ; * ; H >9* D *-/ F *(/./1*(2S59/ >@592S?F* ; /.* D /X/.365�, = D >9/

L 3 B = D 2 H > < / *", H >�� 2 D 5@*Q/1>��0, =A:B/ F * L 3F59/12 F9<(; * ; >95 F *-/1/.*(245 L 365�,�*(59:F5�,�,�36>9/ D *(/ F *(/./1*(2S59/ : ?6* L
= 362S5�,�*(> ; / ( *-5 >95 L * ; ,�:F245 /1*-59/ * B :F24/ H >�� 2 D � :F>@,I*(57= D >9/ D *-/ L 365�,�*-592 ; = D >9/12S*(> ; / � 3624/ � L :F>9/1*
F *(/ ;1< = < ,�2S,124365@/(K(K-K
PQ5 L 365@/12 F@D(; * F *-> M F *-/1/1*-2459/

D0 = (+, ξ, {0})

(−, ξ.0, {0})

(+, 0 : ξ.0.0, {0})

(−, ξ.0.0.0, {0})

(+, ξ, {0})

(−, ξ.0, {0})

(+, 0 : ξ.0.0, {0})

(−, ξ.0.0.0, {0})

KKK

*",
D1 = (+, ξ, {0})

(−, ξ.0, {0})

(+, 0 : ξ.0.0, {0})

(−, ξ.0.0.0, {0})

(+, ξ, {0})

(−, ξ.0, {0})

(+, 1 : ξ.0.0, {0})

(−, ξ.0.0.0, {0})

KKK

P 5 ?6*->@, / < =A: ; * ;
D0

*-,
D1

/�:B59/ >@,�2 D 24/.* ;,D : =A: ; ,�24* 5@365�?�2S/12 JGD * F *(/ F *(/./1*-2459/ ( ; *(= ;.< /1*-5�, < *�=A: ;
F *(/ KKK * K�� 36> ; L * D :��9365 =J*(>@, = ; *(5 F9; *

E =

0.21

(−, ξ, {0})

0.22

(+, 0 : ξ.0, {0})

0.23

(−, ξ.0.0, {0})

0.24

(+, 0 : ξ.0.0.0, {0})

0.31

(−, ξ, {0})

0.32

(+, 0 : ξ.0, {0})

0.33

(−, ξ.0.0, {0})

0.34

(+, 0 : ξ.0.0.0, {0})

� *(/ 593 ; B : D 2S/�:B,1243659/ /13F5 , F * D : � 3 ; B *
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JD0,EK =

0.21

0.22

0.23

0.24

0.21

∗

0.31

0.32

0.33

0.34

KKK

0.31

∗

*", JD1,EK =

0.21

0.22

0.23

0.24

0.21

∗

0.31

0.32

0.23

0.24

KKK

0.31

∗

� 3F5 L
E
/ < =A: ; *

D0

*",
D1

K
� :F5@/ D *(/$593 ; B : D 24/�:�,�243F59/ F *

D0,E
*-,

D1,E
� D *(/ L 3�* � L 24*-5 ,1/ 593B, < /

∗
; *(= ;1< /.*(5�,�*-5�, F *(/

L 3�* � L 24*-5 ,1/ 245 >@,12 D *(/+=J36> ;@D : / < =A: ; :B,124365 K � *Q= �9< 593 B$D 59*R*(/., �F< 5 <-; : D�( *-, D4<��FD(; * B *-5�, /12 B = D 2 �9<
F :B59/ L *-, * M * B = D * *�N =J36> ; / < =A: ; * ;

D0

*-,
D1

�92 D /1>��0, F *I= ;1< /1*-5 ,1* ; >95 F *(/1/.*(2S5 F * J :B/1*
ξ `

� H >92 J@; :F5 L�� *�/.>��$/�: BCB *-5�, /1> ; D *-/ D 24*-> M�; * � 3 L : D 24/ < / ( 2 L 2�365 5@* D � >�,�2 D 24/.* H >9*I= 3F> ;
ξ
*

� *", F � 3 J /.* ; ?F* ; F :F5@/ D * L 3�* � L 24*-5�, ;1< /.> D ,�:B,C>95@* J9; :B5 L�� * H >92+59* ;.< = D ,1*�=A:F/ F * L 36=92S*(/
( L � *(/8,�=J36> ; L * D : H >�� 365 59* ; * � : ; F * =9:F/ D * L 3 * � L 24*(5�,

∗
:F> F *(/./1>9/ F > / L : D :F2 ; *

0.21
* K

�+*-,.,�*E2 F9< * F * ; * � : ;"F * ; >95@* J9; :F5 L�� * F :F59/ D * ;.< /1> D , :�, F * D :05@3 ; B : D 2S/�:B,124365 F :F59/ D : H >9* D�D *
L�� : H >@* L 36=@24* *-/., F 2 � <(; *-5 L 2 < *�=A: ; /.365 L 3�* � L 24*-5 ,Q= ;1<"��M *C*(/., � 365 F : B *(5�,�: D *I=J36> ;�D :�/ < =A: ; : P
,124365 K ��D�D *�* M = D 2 H >@*C:F>9/./12 D :�5 < L *(/./12H, <�F * � 3 L : D 24/.* ; >959*C2S5 � 592H, <&F * � 362S/ � L�� : H >9*C592S?F* :F> /.> ;
L�� : H >@* D 24*(> F :F59/ D *-/ F *(/./1*(2S59/R>@592S?F* ; /.* D / ( F9<!� 592S,124365 '@K � 'C=A: � * � � �2* K
�������
	��	���� ���SU������ !�0����� ' � %�� 0 0(d (�')(,�.*)� 0 %�����! %,� 0�05� � !
2Q_ ��� Z��� "!�#W� ] �FZ�Zc�B[$# [$% 
2�FZ

Scal (D)
� _ ��� �&���������"�

D
����'& _ � ���7��+)(�&��	*5�*+9���*�F3 �&���Q�+*4��,

&M�1�6#7���C�;��0�1#��1���-���+���2��� ���-&����.*5�4��/0*���� �,� �K�%�
D

?

2Q_ ��� Z��� "!�#W�0] �FZQZc�B[$# [$% 
2�6Z21eY�� YB
B[$#3% Z�YFZ
Scal∗ (D)

� _ ���O�%�����7���#�
D
���	�4& _ � ���7��+)(�& �5*�*+6,

�'�*�F3 �%���Q�+*F��&M�1�6#7���Q�;��0�1#��1���-���+���7���+�(�7& ���.*�9�8/9*����<��� � �%�
D

�*�9�%�����8�����-���+�:* ��� �,3$#����>�,3 ���
�%� �%�*���L?

Scal∗ (D) = Scal (D) ∪ {2−n | n ∈ N}

� :F5@/ D *(/ F *-/1/1*-2459/ >9592H?6* ; /1* D / � 2 D � :F>@,X:F>@/1/12I= ; *(5 F@; *7*(5 L 3 B =@,�* D *(/ ;1< = < ,�2S,124365@/(K � 36> ;
*-5 � *(5 F9; * ;�D *-/ F *-/1/.*(245@/R>9592H?6* ; /1* D /Q*-5 = ; *(5A:F5�,�,�36>@,1*(/ D *(/ ;1< = < ,�2H,�243F59/ *(5 L 3 B =�,�* �J2 D *-/.,Q: D 3 ; /
>@,12 D * F * F9<!� 592 ; D :05@3F,�2S365 F * J :F/.*E2S5�,�* ; 59*FK
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� 2459/.2 �9:B= ;1D /�>95@*E= ;1< P L��9; 3F592 H >9*

(+, ξ, {0})

(−, ξ.0, {1; 2})

(+, ξ, {0})

(−, ξ.0, {1; 2; 3})

D *(/E: L ,124365@/ = *->@?6*-5 ,��-, ; * F * D : � 3 ;"B *
z
�
zξ

�
z0:ξ.0.1

�
z0:ξ.0.2

�
z0:ξ.0.3

�
z1:ξ.0.1

�
z1:ξ.0.2

�

(+, ξ, I)
�
(+, 0 : ξ.0.1, I)

�
(+, 0 : ξ.0.2, I)

�
(+, 0 : ξ.0.3, I)

�
(+, 1 : ξ.0.1, I)

36> *(5 � 5 F * D :
� 3 ; B *

(+, 1 : ξ.0.2, I)
K

� :C593F,124365 F * J :B/1*E245�,�* ; 59* F9< L(; 2S, L *-/ *-59/1* B JGD *(/(K

� ���6� 	��	 ���	� �SU������ (�0� � !(�F� * !��
W
� �0!J[@Z�� % ���I�F
 ��������E��� �<������+)( &�� �%� &6���*��� �$���"!�*�#��� � +.������� � _ ��� �t�'��&M�1#-�&�H3E� 3 � * ���
�4&&�1� ��� &6����� �,3$#����>�M% �*�2��_������K+J��&&�>� �4&�� *��)�H3

n ≥ 1
������# * ��#�&�1�"���P�%���7&�� �*���!�'�����&� �M%M�?

W
� � ( �/�7� �#���$��#1� � ���	� �,��� 3 �

` ξ1, . . . , ξk; ξ
′
1 7→ m1, . . . , ξ

′
n 7→ mn���

ξ ` ξ1, . . . , ξk; ξ
′
1 7→ m1, . . . , ξ

′
n 7→ mn

	 ��#7&M� ( �1�7�
β
�4& � �,�$�>� � ���%� ( �1���N�#���(��#1���

βc

� _ ��� ���,#43�, *�
�#4� ���/.(�9�
c
����<��3�%�����K�#�,�%� **� � ,

3��+ � �,� �0�/#

 βε =

{

` ξ1, . . . , ξn;
�-�
β = ` ξ1, . . . , ξn

ξ ` ξ1, . . . , ξn;
�-�
β = ξ ` ξ1, . . . , ξn βc.(+,ξ,I) = ξ.j ` Γ; ∆m

�'���1# ��� * ��#�&�1�"�
j ∈ I���

βc = ` Γ; ∆m

?
� �*�-�$�.#7'$#�&�� ���	� �,���, ��3*�(��#�+ �#�(���	�(� *F�1# � � � �J���1�&�"�0�1�  ��L#-� �*#-�Q���#�.(�9��& &�� �*� 34�
%)� *4��&6���7��# & _ � *��>�@��J�	���134�+���$�*?

 βc.(−,ξ,I) = ` ξ1, . . . , ξk;

(

ξ′i 7→

{

mi + 1
���
∃i ∈ I, ξ′i = ξ.i

mi

�-�#�,� �
)

���
βc = ξ ` ξ1, . . . , ξk; (ξ

′
i 7→ mi)

� 3 � *	& � �,�$�&�(� � ��
ξ′i 7→ 0

���
ξ′i
� _ �;�,�0�1#	� ��� �,� �0�1�

 &M�0( �/�7� �#���$��#1� ��?

2�� !J[@Z��)% ���I�F
 ���<�B[��q�$� %���\��� ������E[@Z Z���� %�Y[�� =��� � ( �/�7�
β
���	�

βε

.(�9� &"_ ��=� �%� �,� ��� �h 
β

?

� : B > D ,�2S= D 2 L 2S, < = 36> ; D *(/ D 24*(> M =J36/12H,�2 � / 245 F 2 H >9*(5�, D * =J362S5 ,1*(> ; B : M 2 B : D >@,�2 D 2S/�: JGD *FK
� : ; * M * B = D * �9/1> ; D : J :F/1*

` ξ
� D : J :F/1*I2S5 ,1* ; 59* F * D : = ;.< P L��@; 36592 H >9*
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(+, ξ, {0})

(−, ξ.0, {1; 2})

(+, ξ, {0})

(−, ξ.0, {1; 2; 3})

*-/.,
` ξ; ξ.0.1 7→ 2, ξ.0.2 7→ 2, ξ.0.3 7→ 1

*", D *(/�=J36245�,1*(> ; / =J36/./12 J�D *(/�/.365�,

ξ; 0 : ξ.0.1; 1 : ξ.0.1; 0 : ξ.0.2; 1 : ξ.0.2; 0 : ξ.0.3

� *(/ F *-/1/1*-2459/ >9592H?6* ; /1* D / /1365�, F9<"� 5924/ 2S5 F > L ,�2S?F* B *(5�, /1> ;AD *(/ J :F/.*(/ 245�,�* ; 59*-/(K
�+3 BCB * *-5 D > F 2 H >@*E= ; 3 J : J 2 D 24/.,1* ��= 36> ; D : F9<!� 592S,124365 F *-/ F *-/1/.*(245@/�>95@2S?6* ; /.* D / � >95 / L : D :F2 ; *

*-/., 593F, <
?
*-,
In

F9<�L-; 2S, >95@* < 5 > B�<-; :B,124365 2S5��.* L ,�2S?F* F *
Pfin(N)

K
�������
	��	���� ���SU�� ��
 �G� !(�F� ��*10 (�0 0��ed�� 8 0�� � !�� ��(�05� � !(�F� * !(�����/0/� �	�����
2Q_ ��� Z��� "!�#W� ] �FZ9���$% ���I�J\@
�Z$[@Z Z���� % YFZ) ����� (��1�7� �#���(��#1�������*�-�&�>�13�

` ξ1, . . . , ξk; ξ
′
1 7→ m1, . . . , ξ

′
n 7→ mn

���	�

{ξ1; . . . ; ξk} ∪
n

⋃

j=1

{p : ξ′j | p < mj}

� 5�5@3F, :F5�,
?
>@5�/ L : D :F2 ; * = 36> ;=D * B 3 B *-5�,&59365 F9<!� 5@2�*-, =A: ;

(In)
>@59* < 5 > B$<(; :�,�243F5E2S5��.* L ,�2H?6*

F *
Pfin(N)

� D * F *(/./1*(2S5 >95@2S?6* ; /.* D F * J :F/.*E2S5�,�* ; 59*

` ξ1, . . . , ξk; ξ
′
1 7→ m1, . . . , ξ

′
n 7→ mn

*-/.,

?

Du

?

?

Du

?

?

Du

. . .

3 �
Du

*-/., D * F *-/1/1*-245X/1>92H?B:F5�,
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 �����m� � �!� � ���

?

z

?

?

zπ0

. . .

. . . ?

?

zπl

?

?

(+, π0, I0)

KKK

. . .

. . . ?

?

(+, πl, I0)

KKK

?

?

(+, π0, I1)

KKK

. . .

. . . ?

?

(+, πl, I1)

KKK

?

KKK

3 �
{π1, . . . , πl}

*-/., D � *(59/.* B J�D * F *-/�=J36245�,1*(> ; / :F/1/.3 L 2 < *-/ �CD : J :F/1*I2S5 ,1* ; 59*

` ξ1, . . . , ξk; ξ
′
1 7→ m1, . . . , ξ

′
n 7→ mn

: ?F* L

(+, ξ, {i1, . . . , in})

KKK

= (+, ξ, {i1, . . . , in})

UDξ.i1`Γ;∆(α) . . . UDξ.in`Γ;∆(α)

*-,

(+, p : ξ, {i1, . . . , in})

KKK

= (+, p : ξ, {i1, . . . , in})

UDξ.i1`Γ;∆(α) . . . UDξ.in`Γ;∆(α)

�+365�, ; :F2 ; * B *(5�, :F> L :B/ F * D : D > F 2 H >9*+= ; 3 J : J 2 D 24/.,1* ( =A: � * � 46T * ��365C5�� :R=A:F/ � � :F2 ; * :B,.,�*(5�,124365
:F> M L 365�,�* M ,1*(/ L : ; 2 D 5�� G :$= D >9/ F * L 3F5 , ; :F2S5�,�*(/ F * D 245 < : ; 2H, < K

� * F *-/1/.*(245 >9592H?6* ; /1* D /.> ; D : J :B/1*
ξ ` Γ; ∆

*-/., D * F *(/1/.*(2S5
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?

�

?

?

Du

?

?

Du

?

?

Du

. . .

3 �
Du

*(/8, D * F *(/./1*-245 /.>92S?B:F5�, N

(−, ξ, {j1, . . . , jn})

UD`Γ;∆(ξ,{j1,...,jn)(α)

. . . (−, ξ, {l1, . . . , lm})

UD`Γ;∆(ξ,{l1,...,lm)(α)

3 �
∆(ξ, I) =

(

ξ′i 7→

{

mi + 1
/12
∃i ∈ I, ξ′i = ξ.i

mi

/12S59365
) *",

∆ = (ξ′i 7→ mi)
*-5 >@,12 D 24/�:B5 , D :

593B, :B,124365
ξ′i 7→ 0

/12
ξ′i
5�� :B=9=A: ; ,�24*-5�,�=9:F/ �CD : J :F/.*E2S5�,�* ; 59*FK

� D+; *(/8,�* � F9< L(; 2 ; * D *(/ / L : D :F2 ; *(/ H >92 :F=9=A: ; :F24/./1*-5 , F :F59/ D * F *-/1/1*-245^>9592H?6* ; /1* D K�� 59*�>9592S365
F9< 593 B J@; : JGD * F � *-59/1* B JGD *(/ F@< 593 B�J9; : J�D *(/ < , :F5�, F9< 593 B J9; : JGD * � D *(/ =J36/12H,�243F59/e= 3F> ; D *(/ / L : D :B2 ; *-/
?
/13F5 , F9< 593 B J9; : JGD *-/(K@P 5 /1* F 3F5959*Q>95@* < 5 > B$<(; :B,�2S365 J 2 �.* L ,�2S?F*

p = (pi)i∈N

F * L *(/ =J36/.2S,�2S3659/-K
� * / L : D :B2 ; *

?
*(/8,

2−(i+1)α
3 �

i
*(/., D � 2S5 F 2 L * F :F5@/

p
F * D : = 36/.2S,124365 F >X/ L : D :B2 ; *

?
K
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�
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β
9!�[�������H�
���\34"#'$>T��8�)]�-'(���^�,9!���Z8�'��`_a8��-����)`�cbI�
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�m*�9(���
β
����)D$10U��������FR*,$7�m�
���n�
�������������m9! !��8�3�'(����)I���
"#�@�
�n*�9(���

β
0

�E`��� ���?	��	 ��� � � � �ao d ( '-(,� *&� 0 %�(�!�0 q
D, UDβ⊥(α)

y
	 �*�&�

D
�+���%���������#� �%� ( �1���E���%�1�6#7�

β
?Af"���1#B� �����

α
�G�� �

Scal (D) ⊆ Scal
(q

D,UDβ⊥(α)
y)

⊆ Scal (D) ∪ {2−nα | n ∈ N}

?!@cA BND'EGFIH¡J2FLKMB,D)OIg�YonZia^�\G�GdZS�\G^_jtjQS�S$YoelX[d2kmbcX[S�nZia^_�pf;�ZklelkmU�haS5|
��ftnZiaS$X ~ S]iaS$n,^5UxS�UWXZiqnZelX[UWkmS$XZiaU�iaS$j)f;iab�X[SGU�s
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 �����m� � �!� � � �

��� nZia�GU=XZY[S�f_\�hWkm^_Y<Y[`$r�f(hWk ~ S5w'emS�dZSGUaUxS$klY XZYZk ~ S$iaUaS$e UDβ⊥(α)
X�hWklelkmUaS i S$Y�hWiaS!f;X�hWiaSGU{f_\1n

hWkm^_Y[U.o�XZY9dZ`$jQ^_Y9S�h�XZY�dZ`$jQ^_Y�� ^�\If;elkmUa`uUaXZi ha^_X[U�emSGU elkmS$X2��iMn^5UWkjhWk���U.o�dZSuegf��pf_UaSuklYBhaS$iWY[S
iMem^c\If;emS"o>|

��� nZia�GU9XZY[S f_\�hWkm^_Y Y[`$r�f(hWk ~ S5w�emS1dZSGUaUaS$klY XZYZk ~ S$iaUaS$e UDβ⊥(α)
SGUaUxf;kmS�dZSo��^�\If;elkmUaS$i!UWXZi

ha^_X�haSGUuemSGU�f_\�hWkm^_Y[U�n,^5UxUWkl�ZemSGUI|
� �+SGU�f_\�hWkm^_Y[Uun,^5UWkjhWk ~ SGU�Ua^_Y�huUaXZk ~ kmSGUudZS ha^_X�haSGUqemSGU�f_\�hWkm^_Y[UqY[`$r�f(hWk ~ SGU�n^5UaUWkl�ZemSGUI|P�S�bcXZk�kljtnZelkmbcX[S�iMnpf;i'ia`G\$XZiWiaS$Y[\GS"o�bcX[S&ha^_X�h�Y���X[dhdZS

D
SGU�h ~ kmUWkjha` em^_iaU�dZS egf�Y[^_iWj)f;elkmUxf(hWkm^_Ytd2Xia`GUaSIf;X

D,UDβ⊥(α)
S�h�b�X[S�emS�\G^�S��)\$kmS$Y�h�f_UaUa^�\$km`]f;nZnpf;ixf
	ah�d[f;Y[UqemS]ia`GUaXZejhxf(h q

D,UDβ⊥(α)
y |
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	��9` * ,�� � �HV � 9\34"#'�3�'�����)P�-'(�O34"#B�8�B:�
����)I�Y��FE34$5�PV,�X�nV,���

Scal∗ (D) = Scal∗
(q

D,UDβ⊥(1)
y)

��`�/� ���?	 � 	����	� � �������%�-05�F� !9d � %,�
αScal∗(D)
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D

��� �%���-�7���"� �%� ( �/�7�E���%�1�6#7�
β

?� &6���(�6�	�(� �+� ��*4��& �1��#��
αScal∗(D) ∈ ]0; 1[

�$��&�.�� �

Scal∗ (D) ∩ αScal∗(D)Q = ∅

?!@�ACB,D�EGFIH;J2FLKMBND9OIg�YonZia^�\G�GdZS]S>�Zf_\�haS$jQS$YBh�\G^_jtjQS�S$Y!elX[d2kmbcX[S]nZia^_�pf;�ZklelkmU�haS5|

� ���6� 	��	 ���	� �SU������ � 0 d (�')(,� *&�
αD
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D
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αScal∗(D)
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!4* � =J36> ; ! : / < =A: ; :B,124365 *(/8,"! :C/1>92H?B:F5�,�*$#
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D 7→ JD, UODK
	 ��# ����� ( �/�7�E���%�1�6#7�N��� �%�,3 �-�:&"_ �;��4&6�3*4���>� � �

D 7→ JD,UODK ����'�#�?! � **�>�13��?
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?!@cA BND'EGFIH¡J2FLKMB,D)OIg�Y�nZia^_X ~ S�npf;i�ia`G\$XZiWiaS$Y[\GS1bcX[SoemSGU n
nZiaS$jtkmS$iaU9YZk ~ SIf;X2��d2X dZSGUaUaS$klY3Ux^_Y�h

\If;em\$XZegf;�ZemSGU�zhnpf;i�hWkli�dZS JD,UODK |

��^_XZiQnpf_UaUaS$itd2X YZk ~ SIf;X n
f;X YZk ~ SIf;X n + 1

w�egf1d2k �)\$XZejha`oSGU�htdZS!dZ`�haS$iWjtklY[S$iQegf ~ f;emS$XZidZSGU!f_\�hWkm^_Y[U!f;X2� � S$XZklelemSGU�dZSGU�\G^cS��)\$kmS$YBhaU i b�XZk�UaS1\If;em\$XZemS$Y�hof;kmUa`$jQS$Y�hIwq\G^_jtjQS1S$Y�elX[d2kmb�X[S
nZia^_�pf;�ZklelkmU�haS"o>|N�+S]nZia^_�Zem�$jQS�SGU�h�\GS$elXZk�dZS�egftdZ`�haS$iWjtklYpf(hWkm^_YydZSGUun,^_klYBhaS$XZiaUI|

� R kmdZ`GSu� ^_Y[d[f;jQS$YBhxf;emS�SGU�h�dZSq\G^_Y[UWkmdZ`$iaS$i XZYZkmbcX[S$jQS$Y�h�emSGU��Zixf;Y[\a�[SGU�d[f;Y[U�emSGUabcX[S$elemSGU \x�pf_b�X[S
Ua\If;egf;kliaS]j)f¡�2klj)f;e�d2X�dZSGUxUaS$klY!XZYZk ~ S$iaUaS$e+klYBhaS$i ~ kmS$YBh�f;X!nZelX[UqXZY[S]� ^_kmUI|
� \GSGU��Zixf;Y[\a�[SGU�UaX �)UaS$Y�h�n^_XZi�dZ`G\$iWkliaS�ha^_X�haSGU�emSGU

c
n/\a�Zia^_YZkmbcX[SGU dZS

D
i \5RTSGU h�km\$k2bcX[S�UxS$i ~ S$Y�hemSGUQia`$n`�hWkjhWkm^_Y[UQklY2v[YZkmSGU�dZSGU)dZSGUaUxS$klY[U

Du

d[f;Y[UQegf�dZ`>v[YZkjhWkm^_Y�dZSGU)dZSGUaUxS$klY[UtXZYZk ~ S$iaUaS$emUY[`$r�f(hWk���U.o��
� d[f;Y[UqXZY[S�haS$elemS��Zixf;Y[\x�[S5w[emS]\If;em\$XZe�d R XZY!n^_klY�haS$XZi�SGU�huf;kmUa`5|Z�+S]n^_klY�haS$XZi�dZS�e�R f_\�hWkm^_Y

KndZS]egf
c
n/\a�Zia^_YZkmbcX[S

c1.K1 . . . cn.Kn

SGU h�dZ^_YZY[`"f;klY[UWk s
� egf{nZia`1n/\a�Zia^_YZkmbcX[S

c1.K1 . . . cn

dZ^_YZY[S]emS�\G^�S��)\$kmS$Y�h

|||
c1

. . .

|||
c2

. . .

|||

|||
cn

. . .

. . .

� egf
c
n/\a�Zia^_YZkmbcX[S

c1.K1 . . . cn.Kn

dZ^_YZY[S

|||
c1

. . .

|||
c2

. . .

|||

|||
cn

c

. . .

. . .

� } k Kn = (+, k : ξ.i, I)
f;em^_iaU�emSGU�Ua\If;egf;kliaSGU�dZS

c
\G^_iWiaSGUWn^_Y[dZS$Y�h]z{XZY[S"\GS$i�hxf;klY[S=\G^_nZkmS

d[f;Y[U
UOD

dZS�e�R f_\�hWkm^_Y d2Xpf;emS
(−, ξ.i, I)
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7
& ::J �@24*(5 /�� ; # _;��L (+��, *�(���3�(���2J%�	JML>�:L>/-,������ � # J ( �+$(J ξ.i ` J%$��

!(G, d) = (!G, !d) = (!G, !′d)⊥⊥

�+3�����* = 36> ; !4*(/ � < � : ! :��6*-/I*(5 !4>��@2�� >9*C= ; 3��A:��92 !42S/.,�* � !S*(/ �92S/.,�:F5 �(*-/
!′d
*",

?′d
/.365�, �(3�� �

= ! D ,1*(/ :F>�
 /1*(5@/�/.>92S?B:F5�,��9* ! : = ; 36=J36/12H,�243F5�/1>92H?F:B5 ,1*FK



� � �+��� �$������������� � � � �	� � � ����

��`?@ �-@�� ;A=�; @B9 �DCSU�� EHG , �'�43(& 
"%252� �7/D
�� *�/�� �<,6%4*F3:�@? ��� �<,0/�� /�
��:� 3C3��@?
f����+� � �����-(+��, *�(���3�(���2J%�	JML>�:L>/-,������ �

(G, d)

(!G, !d) = (!G, !′d)⊥⊥ = (!G, !′d)

f����+� � �����-(+��, *�(���3�(���2J%�	JML>�  !��L2/��+�"�(J��3�($.�-�*� �
(G, d)

(?G, ?d) = (?G, ?′d)⊥⊥ = (?G, ?′d)

8:9<;>=�?A@CBED!FGBIH =J?�KIg�UXa4Y-S�h0geZegiR4PkZ\[�h4PCn��VUVgih)SfP `%[!a�cda�h��fcd]^cdU%[!Zegjh4Y$i
?′d

P�h
!′d

R4cdU�h�cda�h��fcd]^cdU%[!ZiPCR
Z*N SVUfP�_VPTZ*N [!S�h0a4P"o o

��� ��� L O����/.3) . �C�

� *(/ :����@2S,�2 � / /13F5 ,<� <	� 5924/ /1> ; !S*(/��(3���=J3 ; ,1* �$*(5�,�/�!S245 < :F2 ; *(/ �-3�� �$* *(5 !4>��@2�� >9* = ; 3��A:��92 !424/8,�*BK
46587:9<;>=?;A@B9 �DC �AV E&% /D
�� * ?�� d�
�� ,0/
:R_ 245�,1* ; /.* �",�243F5 # J (�� , *�(�+� �(���2J'�6J L2��$ L2/ ,����*� � $ # JM��('�6J ( �+$KJ#J%$��

∩k(Gk, dk) = (∩kGk,∩kdk)

� �?J *
∩kdk = sup dk

46587:9<;>=?;A@B9 �DC � �FE�� />�$,0/
:R_ >9592S365 # J (+��, *��@���3�(��� J%�	JML>�*$ � �($&�5��� � $  !��L2/��+�"�(J%$ # JA�)(%�	J�( �+$(J#J'$��

∪∗k(Gk, dk) = (∪∗kGk,∪
∗
kdk) = (∪∗kGk,∪kdk)

⊥⊥

� �?J *
∪kdk = inf dk

�+*-//� <	� 592S,124365@/ � ����)?��"�����8�)P�-'(� *-, �
���-'(� 	 � <� 5924/./1*(5�, !4*(/ �-365959*
�-,�*-> ; / 9! !��8 *-, 34$5�S� /.> ; !S*(/
�(3��$= 3 ; ,�*���*-5�,�/ �924/ �.36245�,1/(K

��� ��� � H � 0 ) .0
 02.�K +�) .��C�
� *(/ � > !S,124= !S2 � :�,�2!� / /.365�,�� <� 5@24/I/1> ; !S*(/ �-3���=J3 ; ,�* �$*(5�,1/ !4245 < :F2 ; *(/ �9* ��:F592 D-; * /.2��$2 !4:F2 ; * �

! : !4>��@2�� >9* = ; 3��A:��92 !42S/.,�*BK



��� � ������� � ����� ���
	 ��� �� � �	��
 � ����������� 
 
 �

4	587�9 ;>=?; @B9�� C � �FE��L� ��� ��� � ������� �����
:�J'*���L�L J *@�2J@���

./ # J # J(�^r0(�� , *�(�+� �(���2J'�6J L2��$ L2/-,��D�*� � $ # J3��('�6J2( �+$(J
(G1, d1)

J@�
(G2, d2)J%$�� �

(G1, d1) ./ (G2, d2) = (G1 ./ G2, d1 ./ d2)� ��J *
(d1 ./ d2)(F1,F2) = sup d2((F1)D1, (F2)D2)− d⊥

1 (D1,D2)

�E`?@��-@�� ;>=?;A@B9��DC�� � E&�4� �	� �	� � ���
� � �����
f������M�����+$ (+��, *��@���3�(��� J%�	JML>�*$$L2/ ,������ � $ # J6�)(%�	J.( �+$KJ

(G1, d1)
J(�

(G2, d2)
�� � (+� , /(� 
������ J

(G1 ./ G2, d1 ./ d2)
J%$��9��L (+��, *�(���3�(���2J%�	JML>�&7

8:9); =J? @CBED FGBIH =�?mKML cdW WMP�P-U ZeSf_Ggih)SfPM`Va4cdl%[!lVgeZegiR�h4P�� geZ R0S �Ih i `Va4cd`�c1R0gjh0gicdU kGo��
:`%[!]^P�� l�� o._VP
WMcdU�h0a4P-a h)SfPn1NQPCR�h Z*NQcda�h��fcd]^cdU%[!Z _ N SVUfPlVg n/Y�h��Vgih)SfP1oVLONQPCR�h Z*NQcda�h��fcd]^cdU%[!Z _VPCR lVg n/Y�h��VgihjSfPCR

(G⊥
1 ~

G⊥
2 ,d′)

h4P-ZeZiPCRh)SfP.R0SVa ZiPCR�_VPCR4R�P-geUfR�R4P-W g n/R0geW `VZiPCR�

d′(D0
1,D

0
2) = min{1; inf

∀i D0
i =Di~D′

i

d1(D1,D2) + d2(D
′
1,D

′
2)}

� U(P�� P�h �

(d1 ./ d2)(F1,F2)
= supd2((F1)D1, (F2)D2)− d⊥

1 (D1,D2)
= sup δc(J(F1)D1,D

′
1K , J(F2)D2,D

′
2K)− d⊥

2 (D′
1,D

′
2)− d⊥

1 (D1,D2)
= sup δc(JF1,D1 ~D′

1K , JF2,D2 ~D′
2K)− (d⊥

1 (D1,D2) + d⊥
2 (D′

1,D
′
2))

= sup δc(JF1,D1 ~D′
1K , JF2,D2 ~D′

2K)− d′(D1 ~D′
1,D2 ~D′

2)

8tZ UfPTa4PCR�h4P�h)S N �	geUjb^c<hjSfP-a�Z\[MR0SVa � PCn�h0geb<gjh4Y._GS0h4P-UfR4P-SVa�R0SVa ZiPCR�_VPCR4R4P-geUfRR4P-W g n/R0geW `VZiPCREo

*��
	��@`,+.-�'� C � ��� ��9.�
)]��$5�7��B2$7� 5 9!��) V,�X�2$;9g8�'(���49!�7���,9!�L8��@�
�@$;9=�!�7��)-9!�L8��m����"2$7���G�
�������������
����FG���-����FE34$7���/����_ ) ���
B`d>����"Y$ /U'("K)91�'��
'(�49!$;0

����������������� !�� !���� ���!�������"���#����� !���$"%&� � ��'(���)%&���*'+% !��,�����-�	��$"��%�����'.$"����/0�-'+%�� #

�21?@��-@�� ;>=?;A@B9��DC��  E � � ?
I14/#3 �B� 
 ��
� � 
 ���
	 �(� J L>�

(G, dG)
J(�

(H, dH) # J(�jr (+� , *��(�+� �@���2J'�6J L>�*$k�3�($&�5�*� � $�7 � L � � � ���0��� ��$ # J'$.$KJ'��L�$�����-���jr �%�1���I�1�KJ'$�J@� $.�"�+�1 AJ%$ �

dG⊗H(D1 ⊗D2,D
′
1 ⊗D′

2) ≤ min{1; dG(D1,D
′
1) + dH(D2,D

′
2)}



� ���+��� �$�����������&� ��� � � ����� � �� ��� � �	� � � ������ ��� �

� ��
 �� � ��� ����������� ��� � � � ��� ����� � ���
� � $ �! B� !�� $ � �-'�$��!�#" �!" � $ ������� !��*$ � ��'�' � �*%�� ���"$ �I
 ����'��*'+%&���
!�$ $��-'!%"!�� $ $�� ��/0�-'+%&�*$ #

������� �-%�����'
Γ, P ` ∆;

Γ ` ∆; !P⊥
�#" �!" !�� �*%�����' Γ ` ∆;P

Γ, !P⊥ ` ∆;

��	 �0��� !���$�$"� � � '+%
Γ ` ∆;

Γ, !P⊥ ` ∆;
� ��'+%&��� �*%�����' Γ, !P⊥, !P⊥ ` ∆;

Γ, !P⊥ ` ∆;
� � %��&��� � �*%�����' ��� $�$ B� !�� $��
)����'�� '+%���� ! !��*$ ��� ���������-%�����' �*%/�����%" �$"
!�� �*%&����'(� ' !��������!���2��
 �

�	��' � '+%&��� ! !�� $ $��/� �-��% �*��������	��� � !��*$�%&������� � %&����'�$ � � $ �$ � !��*$ ���/�#" � � ! ���-� $�&�' ��� �%(*),+ � � $ �! B� !�� $
�.- � 	 �-�!� !���$�$"� � � '+% �*%#��� � ��'+%��&� � %&���-' '�� $"��'+% �#�0$2����$��*�"/0��� !�� $2� ' !������!� � � �*% $���'+%#����' � %&��� �
������%�� $ �#�-� !,- �!��� '+%���%/" + ���*%"%&� '��-' � ��� $�� � /0����� !���%$" ����� / ���*'!% ��� !��2�"� ���-� �!��� � �0- ��' ��� �)% � � � � !���$��*�
��'��2��' � ' ��%/"/��� � ����$ $"��� %&��� % � � $�$"� ��' '#" �+�0%&� � +
��� %�%&� �"��� � � � !���$&� %&���-' ����$�$"��� !�� $������ �#���!��� '#" �+�0%&� �1"*/�� �!��� '#�0%&� ��� ! !������*'!% ! � !��������!��� !���'#" �-���"�

�	� !��-����$$"*�2& � �-� � �3)4+ ��� ��� '��#�-'+%65 � � '0- �*$"%,���-$7" /)�!��� '+% � �-� ! � !������!�!��� !���'#" �-����� ���*$"%���� ��'+%&�.�0��

� ��� �,��!�� $ �	� !��-����$$"*� $,� /-� �6��� $ �%" � � ! �����*$,�*% � � $ ��
)����'��*'!%����
! !��*$ � ��' $ % �0%�� % �&�-��$���' '#��� !����*'
���B���-��$ ��� !���!����-���!��� !���'#" �-���"����� !��-����$$" � +98 �-'�$ � � � �����"�:5 !�� $,�! B� !�� $,�I
 ����'��*'+%&���
! !�� $,$"� �&�0��� '+%
��� � � !�� �;"*� $ �#�-� #

������� �-%�����'
Γ, P ` ∆;

Γ ` ∆; !P⊥ �#"*�$" !�� � %&���-' Γ ` ∆;P

Γ, !P⊥ ` ∆;

��	 �0��� !���$�$"� � � '+%
Γ ` ∆;

Γ, P ` ∆;
�*��'+%&�&� �*%&����' Γ, P, P ` ∆;

Γ, P ` ∆;
8 �-'�$"� ��� � �# 
!��<5�!��*$ ��
)�	�-'�� '+%&��� ! !�� $ $"��'+%="B�+� !�� $ �-��
 �#" � � ! � ��� $ �!�.- � ! � �-�)% � ��' � � ' !��*/-� � +

� � $���� 	0"*��� '�� � $� '+%&�"� �*� $��'+%&�*�����!"*% � %&���-'�$ � ��� ��� ����> 	 ���*/ ���-���*'!%@?*%����#�#"*%�� � % ��� !�� $��#�-'�$
!�� $ �#" � '���%&���-'�$ �.- ��'��!� �-� � ��%/" +

> ����� � '���� � �*%"%&� �&�-���!��� $"� � %&���-' $���� !4- ��'+%&�*�����!"*%&�0%&����' � � $ �I
 ����'��*'+%&���
! !�� $;5���' ��� �)% ����� �0� �
� � � ��� � � !,- ��$���� ���"�2����$ ��� ��� ! � !��������!��� !���'#" �-���"� #

!(A&B) = AA⊗!B

$��2���CB# *%&���#�0'�$ !4- ��$��������"�2����$ � � !���'#" �0�����
�
(A&B) =

�
A⊗

�
B

�	��� ��� � $ � ��� �����"%�� � � '+%&$ '#" �+�0%��!� $
A

�*%
B

������$ �!���<5�$"��� !��*$ � ��� �	�-�"%&�����*'+%&$ '#"B���0%&� � $;5

!G =
�
G

� ' !��������!���<5 � � % ��$��������"�2����$ � � '.- � $ % ���-$ ��'��D"B�+� !���%$" ��� ��$ �!���$!�� $ ���*$�$��*��'�$2$�������� $"��� � !��*$ ����
(A&B)

$���'+%���� ! ��� �-� � �



� � ����������� � ���7���
	 ��� �  � ���	� ��
�� � ���� � � � �

(+, ξ, {0})

(−, ξ.0, I)

+++

(−, ξ.0, J)

+++

� !�����$ � � � �*� ��
 ��� �
A⊗

�
B

$���'+%���� ! ��� ��� ��� #

(+, ξ, {1; 2})

(−, ξ.1, I)

+++

(−, ξ.2, J)

+++

� - ��$���� ���"�2����$ ��� �*$"% �"�CB " %/" ���-'�$ !�� � �-��%:�!�.- ��' ���*$�$"� ��' ��' � �-��'#"*���
(
�
(A&B))⊥

�#�-'�$ !�� �!���
!
��' � �#�0'2���

� !,- � �*%&����' (−, ξ, {0})
� '

(−, ξ, {1; 2})
� !�� $ � � %&����'�$ (+, ξ.0.∗, I)

� '
(+, ξ.1.∗, I)

$"�
I
�-���#�0�"%&��� '+% �-�(�$"*�	�*�"%������"� ���

A
� !�� $ � � %&����'�$ (+, ξ.0.∗, J)

�*'
(+, ξ.1.∗, J)

$��
J
�-� �#�-�"%����*'!% �0� �!" ��� � %&������� ���

B�*$"% ��' ��� $"$�� ��' ��' � �0��'#"����
(
�
A⊗

�
B)⊥

� %�!" �*�����"� �!�������*'!% +



� �������	��
�����

��� %�%&�(%��% $�� �-�������"%��(������$"���*����$�� �-'!%�������� %&����'�$ ��� ������� ���!���(��� ������$A� "*'#" �����������*'!%D��� �
$$"����-'+%&���!�������! "� ��
"�������#���������!���$����'#" �0�����&%

( +(' '"���)�# ���� ���"�*�#��� ������$"%�� � /���� ��' �2' �-%&����'����+� � ��,-�*��� '+%�$���"�7����'#����� �-� �	��� % �-'+%;5 / � �,��'��
� " ��� " %&�����.�#�-� %&��� �����  �"�.���*$�� � ��,-� ��� '+%&$C5/� � '���� /-������� $,%���� ��'����!��� $-���(�����*� /��*$�� % �	�*� �
��� %�%&�-'+%(�.-�" %&�*'������0���*$�!" $�����% � %&$(����,-�*���������*'+%� " '%" �&�1����$�������� $ +

2 +(' ' %��#" �-�$ �� �!� �3� �*� ��� "*%&����� �������4� � �#�-�"%����/����'#" �-����� / ��$ � � � / ��$5���!���6���������!���!798 ���
2

�!���
���-'!%���� ��'��-� �*�"% �0��'��-� ��' $�� � /0�0%&��/)��%/"����:���)�# ���� �������#����������$ %&� �#�0� ���-�������"% �-�;���)�# ����
$����������$�����#"*�#�-�"% +

�%+(' '�� ���������  �����'+%&�*�����!"*%&�0%&����'<���*$ ��
)����'�� '+%����������*$!�#�-' $ ��'�� �1����� ��'+%&� �����*%���= /:" �"� � �-'+%>��� $
%��#"*���$ ����*$ �-'#���@? %����!���*$ +

A �������!��� $(�#" /�������������� � '+%�$B= � %�����$ ����$�$"������� $ �-� �#�-�&�0��$�$"� '+%0%
( + � �-�!���*$"%&����'"� � ����� $ ��� �	��� % �-'+%�� � $ % '#� %&���"��������� � '+%>�.- " ' ��'�� �*�� %B���C� ��'+%&�"� � ��'(%��%" � �

�$ ����������*�*� ��� " %&����� �������D��� �#�-� %&���.��
)����'�� '+%���������� +FE �!= �-��� �&�-��% / "*��� � � � $��!�4- ��'+%&�*�����!" �
% �0%�����'G� � $H�#"�� ��� � ��� $.�*$"% $��I,�$����-���*'!%H� �
	 " ���*'+%&������� �������J��� $(�I
 ����'��*'+%&��������� $.�������
�����*�*�-���)��� �2%&���)%&�<���9���������!���K����'%" �-����� � /����H�#"�� ���������*$ �*%,��
)�	�-'�� '+%&��������� $ ��� $;- ���L= �-� %
���*$"%&�"� ��'������B���*$F= ���M� �����*$ �-��
D= ���N�,����� $ ���*� �-�"��$!" � $O� �B���$�����-���!���>����'#" �0����� $&�-' $P�#"�� ���������*$ +

2 + ��� %��#" ���! �� �Q���9� �*� ��� "*%&�����9� ����% $;- " ' ��'�� �*�.�#�-� �&�0���	�-�"%+� ��'��9� �*�"% �0��'��"�#" � '���%�����'
��� $ ��
)����'�� '+%����������*$ +RE � � $"% �	�-$�$����������!���K� �(��� $ %&�"���*%�����' �9�*� � % �-��'�� $0�����-$�$"� $&� �K���*$�$"� ��' $
/ "*��� � �-'+%H��� $�%��#"*���$ ����*$(�-'#���@? %����!���*$.�*%H������$"� $ �#�-� �$"�� ���*%�����' ��� �N��� %�%&�*'+%H�����#" � '����
���
	 " �"� '+%&�*$ ��
)����'��*'!%����������*$ +S' ' ������$�$"����������%$" � $ %F� �(�����-$�$"�!���*$T���*$�$"� ��' $ %&����$5� � �!��� '��*�&�����
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# �"�$�*�-��� % � � � � �*� CCC +�4 F )*+�0 F ),/�� F����/%(> � �$% ����� %(�$' �!��� > � � ��� � �*� 'NCC$C +�0 F )"+ �GF)=/ 13F ��024� > < � ����= C5CC$CC$C$CC$CCCC$C$CC$CC$C$CC$CCCC$C$CC � 1%�>$'(����#PC:C$CC$C$C5C$CC$CC$C$CC$CC$C$C5C$CC$CC$C$CC 0�� F )��&.

���� ���$% < � �*� C:C$C$C5C$CC$CC$C$CC$CC$C5C$C$CC$CC$C$C � �%�>$'(�$% � ��� %UC�CC$C$CC$CC$C5C$C$CC$CC$C$CC$CC$C5C$C$CC$CC$C$C +�0%�>$' ��� # CCCC$CC$C$CC$CC$C$C5C$CC$CC$C$CC$CC$C5C$C$CC$CC )=���
�'6��# � C�C$CCCC$CC$C$CC$CC$C$C5C$CC$CC$C$CC$CC$C5C$C$CC$CC )��&/'
�
�
�
� � %�� CCC$CC$C$CC$CC$C5C$C$CC$CC$C$CC$CCCC$C$CC$CC$C .�/
�
�
 ,��� � � C?C5C$CC$CC$C$CC$CC$C5C$C$CC$CC$C$CC$CC ����0'�>

�
#&� �*�
�
�
�&� + ��*�O��� % � � � � �*� '=CACC$C$CC$CC +3� F )=.24

�
�
��*�O��� % � � � � �*� 'MCC$CC$C$CC$CCCC$C$CC$C +G�'�# � �$% ��� ' �!������� CCC$CC$C$CCCC$CC$C$CC$CC$C$CCCC$C )=0 �

��Ai > � % H�� �' � � � ��?"�6��� #&�$' 0 �GF )"4�0 F )=/J) F �3)=.� %6� � # ����������� ' �R�6� ��� � � �*�S� % �*� � �&���!� ' � �GCAC$CC$C$CC$CC /&+
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�
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�&��� #&� ����� � �����!�*� �$#�%�'3C$CC �3)=��!� ���$%('��3C�C5C$CC$CC$C$CC$CC$C$C5C$CC$CC$C$CC$CC �3)=0���%�'

�
�
�
#
�&��� #&� ' ���-��� � CCC$C$C5C$CC$CC$C$C 1�1�!� ���$%('�� C�CC$C$CC$CC$C5C$C$CC$CC$C$CC$CCCC$C$CC /24���%�'

�
�$'N�<%

�
%(�$'

�
�
�©±�i��

�
�
' � %6� �!� ' ) 1�1�!� ���$%('��3C�C5C$CC$CC$C$CC$CC$C$C5C$CC$CC$C$CC$CC ) 1 /� %6� ���Ei �SC�CCC$CC$C$CC$CC$C$CCCC$CC$C$CC$CC$C$C5C ��/ F�� .

���
# � ��% � %(� ' ���-��� � CAC$C5C$CC$CC$C$CC$CC$C5C$C 024�
 
�
�5� �NC$C$C$CC$CC$C5C$C$CC$CC$C$CC$CCCC$C + 1GF )=.�.

���!� >�� � %�� C$C$CC$CC$C$CC$CCCC$C$CC$CC$C$CC$C 024 F�� .� %6� ���Ei � ��� � C$C5C$C$CC$CC$C$CC$CCCC$C$CC$CC$C$CC$CCCC � )
�# ����= � % �O�R� >GC?CC$C$CC$CC$C5C$C$CC$CC$C$C + �3F ) � . F ��0 �# �������

�
�
c
+@� %�� ���Ei �'NC$CC$CC$C$CCCC$CC$C$CC$CC$C$C )"4J)

�
�
�
�'�'�� ��� '�C�CC$C$CC$CCCC$C$CC$CC$C$CC$CCCC$C 0&+

��=#&�VC$CC$C$CC$CC$C$C5C$CC$CC$C$CC$CC$C5C$C$CC$CC$C$CC$CCC ) 1 �
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CC$C$CC$C5C$CC � % � %(� �  =� C<C�C$CC$C$CCCC$CC$C$CC$CC 0 �
0

CCC$C$CC$CC$C
=
�$# ����� � � # ��� � C5C$CC$CC$C$CC$CC$C$C5C ��4

1

C$CC$C$CC$CC$C
=
�$# ����� � � ��� � C5C$CC$CC$C$CC$CC$C$C5C$C ��4

αD

C$C$CCCC$CCL'
�
�
�
� � %�� '�> � ��%�� � �#&%2C )"4G� F ����0

Chronβ

CCC$C
�Ei
% ������� #&�$'JC:CC$C5C$C ��� F2� . F )�� �

Cl(E)

CC$C$CC
�$�*�&�&��� � � ' ��� ' ���!� >�� � %��',C?CC )=03)

CoefX(D)

C
�$� � 	 C2' � #�' +� � � � �*� CC ) � � F ��0&+

Dai−

CC$C$CC
�
>
�-��� � > < � �6��= CAC$CC$C )*+80 F ����/

Dai

C$CCCC$C$C
�
�
�
>
�O��� C$CCCC$C$CC$CC$C$CC$C5C$CC 03)

DC

CC$C$CC$C5C$C
�
�$'('�� �!�Q�� #����% � C$CC$C$C5C$CC$C )�)=.

zξ

C$CC$CC$C$CC
�
>
�-���H= �I� � ��� '�>MC5CC$CCCC$C$CC$C ���

|D|G

C$C$CCCC ����� ��% � � �6����� C5C$C5C 0�� F )=0�0 F )=/�.
Ds(ξc)

C$C$CC
�$�)� � < � ��� # � ' � � � � � %�� ��. F �3)�)

E⊥p

C$C$CC$CC$C � % �Gi&� < ��� � �G� % �*� � �&����� ' � � C )=0&+
E⊥s

C$CC$C5C$C$C � % �Gi&� < ��� � � ' ���O��� �VC5CC$CC$C$C )=0&+
ET (D)

CCCC � %�� ���Ei �' � �
D

C$CC$C$CC$C5C$CC$C$C � )
ET ↓(D)

C$CC � %�� ���Ei � ��� �' � �
D

CCC$CC$C$C5C$C � )
ET pr

↓ (D)

CC � %�� ���Ei � ��� �' � % ��� %(�$' � �
D

C � )
F(D)

CC$CC$C-�
�S (���!�*�(� # OQDPJ L DPUp>

CC$C$CC$C5C +�0
Fid−

C$C5C$C$CC
�&� ���$% < � ��� � � > < � ��� ��� C$CC$CCC ���

Fid−

C$C5C$C$CC
�&� ���$% < � ��� � � > < � ��� ��� C$CC$CCC � �

Fid

C$C5C$CC$CC
�&� ���$% < � ��� �PCC$CC$C$CC$CC$C$C ��/ F � �

4

C�CC$C$CC$CC$C � % � %�� �  =� C .24 F )=4�0 F )=/3) F �3)=.
v

C�CC$C$CC$CC$C � % � %�� ' � C C�C .24 F )=4�� F )=/24 F �3)=.
⋂

C$CC$CC$C$C5C$C
�KJRO¦DP> L DEBPO��_@8J

CC$C +�4 F �24V) F ��0��
LinG

CCC$CC$C
�
�$'('�� �!� ' ����� >�� � %��$'SCC )=/ �GF �����

./

CC$CC$C$CCCCL# �
	 ���)� � ����= C?C$C +�� F �24�0 F ��0�0
Os(D)

CC$C$C � # ���!� ' ���O��� � C$CC$CC$C$CC$C5C$CC )�) �
Pfin(X)

C5C$C � ��% �6� �' �2�&� �' � �
X

C$C +�4 F )=/��
Point

CCC$CC
�-� '�� � �$' �����!�*� �$#�%�'ICC$C$CC$C ),/24

Proba(G)

C
�
�'�'(� ��� ' � % �*� � ������� ' � �$' C5C$C )=0 �

Scal (D)

CCCU'
�
�
�
� � %��' � �

D

C$C$CC$C )"4�0 F �J)��
Simp(G)

C5C
�
�'�'(� ��� ' ' ���-��� �'&CCC$CC$C5C$C$C )=0 �

Skunk

C$CC$C�'
���� '(��C:CC$C$CC$CC$C$C5C$CC$CC$C$CC$CC 024

Sp(E)

C$C5C$C$CQ'�# � �$% ��� ' �!�������H� � � �'�'(� ��� ' )=0 �
⊗

C�CC$C$CC$CC$C
O¦DPJ L DPUp>

C$C$CC$CC$C$CCCC$CC$C$CC$CC +�0
UDβ(α)

CC$C
�
�$'('�� ��� # �&� ���$%�'(� � C$CC )"4�. F �����

⋃⊥⊥

C$CC$C$CC
UbJR�_@8J

CC$CC$C5C$C$CC +V) F �24�� F ��0��
UOD

C$C$CC$CC ���&��� '6� �*� # �&� ���%�'�� � C )"4G� F ����0
[x← φ]

C5C$C %�� �&�*�-� � < �NCCC$CC$C$C5C$CC$CC$C )���.
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' � %�>'�# �R� � �(� � ��*�-��� > � # � � �' �B�-���*� %�> ��� #&% � � � # �&��� #&� � % ��� � �&����� ' � �� � ' + � + � � ' � � � � � # ����� #&�D� �D� � � � �!� < ��� #�� 798 
 


2

C



�
�
#
�&��� #&�O�  ,��� +� � �"��� � ��� � � % ����� '�>�O��>% � � � � �$' �Ai > � % H�� �' � % �������� �<#  �� � � � � # �&��� #&� %

�
�' �Ai > � % H�� �'E� � � �@?=����� #&�'$C ;L�O� ��% ����� # ��� �% FS� � �-�I�&H�� � �-���*� %(� # � � ��� +� �% � %(> � � �6�!���H� � � � ��� < ��� #&� �!��� >$� � %(� ����� �C� �' %�> � > ���!������� ' < ��% � � �"� # � ��6�����*�!� < � � '�> � ��%�>��C 
 � ��� #&' FR� �$' �$� � ,-�$� � �*� ' ���*� % �I� # �!� ' � ����� % � � � � �
�
#
�&��� #&� # � � � ��� #&' < %�� ��� � '(> � ��%�� �6�!���� � #&� � � � ' � � �O�)�&H�� � ��� � % � < �!� ��C


�� �����������



#
�&��� ' F����*� % �I� # � � �J� ?fd

�$� � +21 ���$' 	 � %���% �GF�� ' � �-�I� � �V��=L���!� ����% �!� < ���
° �!�Gi&� # � �  ,����� � �*�6� � � 'C E � �Gi � � #&% ��� '(� ��= �O�)� � ����� < �  ,����� � �"��� � � ' F��Ai&� '�Ai �$' � ' � % ����� '��$' � ° � '(# ��� �$'(' � ��� �  =� � � ' �!��� ' ��=	� # �&��� '$C � i � � %�' � �  =� � � +' �!��� �  =� � ��� ' � # �&��� ' ��� � �-� % � < ��� � �"� % �*� � ������� ' �����/�O�)� � �,� %��'��%(� ��� < �Gi �
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