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Chapitre 1

Introduction

La notion de systéme réactif [57] désigne des systémes qui maintiennent une interaction perma-
nente avec un environnement donné; en particulier, un systéme réactif doit &tre en mesure de réagir
aux sollicitations successives de son environnement. La famille des langages synchrones [50] re-
groupe un ensemble de langages de programmation dédiés a la conception de tels systémes. De
maniere générale, ces langages permettent de décrire le comportement de composants parall€les
qui s’exécutent de maniere synchrone, relativement a une horloge logique sur laquelle repose un
mécanisme de diffusion instantanée de I’information. Parmi les langages synchrones, on distingue
principalement deux paradigmes de programmation : la programmation orientée flots de données
(LustrE [51], siGnaL[70],...) et la programmation orientée controle(Esterel[16],...). Dans tous les cas,
ces langages sont congus de maniére a permettre un ordonnancement statique des composants pa-
ralleles et une compilation des programmes vers du code séquentiel, des automates a états finis ou
des circuits. En particulier, sous certaines contraintes, on peut assurer que, pour toute sollicitation de
I’environnement, la réaction du systéme existe (réactivité) et est unique (déterminisme). En contre-
partie de I’obtention de propriétés aussi fortes, les contraintes imposées sur ces langages limitent leur
utilisation a des domaines tres spécifiques. Comme exemples de fonctionnalités non supportées par
les langages synchrones, on peut citer : I’introduction dynamique de composants parall€les (e.g. par
création de threads ou mobilité du code), la mobilité des noms (au sens des algebres de processus), la
définition de fonctions récursives et la manipulation de types de données dynamiques.

La programmation réactive[90] désigne un paradigme de programmation qui repose sur une re-
laxation des contraintes imposées dans les langages synchrones. Ce paradigme de programmation,
inspiré plus particulierement par le langage Esterel, propose un type de programmation concurrente
plus générale ayant pour objectif la réalisation, par exemple, de contrdleurs “event-driven”, d’inter-
faces graphiques, de simulations physiques, de services web et de jeux multi-joueurs (voir [90] et
[74]). Plusieurs implantations de ce paradigme, pour différents langages, ont €t€ proposées : Java
[24], C[25, 26], Scheme [92] et Objective Caml[75]. En particulier, ces implantations permettent la
création dynamique de comportements et la définition de fonctions récursives et de types de données
complexes.

Le travail présenté ici s’intéresse a la notion de logiciel sQr dans le cadre de la programmation
réactive. Intuitivement, un logiciel sdr (ou logiciel de confiance) peut étre présenté comme dans [56] :

Tout comme une “personne de confiance”, il s’agit d’un logiciel que I’on croit : ses
réactions vis-a-vis de I’environnement sont prévisibles, controlées ; non-dangereuses, les
résultats de son utilisation sont garantis.

En pratique, dans le cadre d’un langage de programmation, cette notion de logiciel sdr suppose la

9



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

définition formelle de la sémantique du langage et des propriétés de slreté souhaitées et, si nécessaire,
la définition et la validation (pour un degré de confiance donn€) des outils nécessaires pour garantir ces
propriétés. De mani€re générale, on distingue deux approches complémentaires permettant de garantir
la satisfaction des propriétés souhaitées. La vérification dynamique, d’une part, qui présente I’avantage
d’une expressivité maximale. L’analyse statique, d’autre part, qui évite une surcharge de calcul &
I’exécution et qui, de maniere plus primordiale, permet une détection a priori des comportements
jugés inacceptables. Sans négliger I’importance de la premiere approche, on se concentre ici sur la
seconde pour traiter de deux propriétés rattachées a la programmation réactive. Premierement, on
s’intéresse au probléme du contrble statique des ressources nécessaires a I’exécution des programmes.
Contrairement aux langages synchrones et du fait de I’introduction de caractéristiques dynamiques,
les langages réactifs (relatifs a la programmation réactive) n’offrent aucune garantie en la matiere. On
se propose de définir une notion de réactivité, et plus précisément de réactivité efficace, dans le cadre
d’une algebre de processus synchrone, le S z-calcul[6], qui capture les caractéristiques essentielles de
la programmation réactive. Deuxiémement, on s’intéresse a I’ utilisation de la programmation réactive,
et en particulier d’un modele a base de threads coopératifs, pour le développement d’applications
adaptées aux architectures multicores. Afin de mieux situer les contributions de ce document (sections
1.2), on commence par présenter succinctement les origines et les concepts de la programmation
réactive (section(1.1).

1.1 Programmation Réactive

Dans le paradigme synchrone[14, 15], I’exécution d’un programme repose sur le calcul d’instants
successifs. Chaque instant est défini comme une réaction du systéme a une sollicitation de I’envi-
ronnement ou, plus précisément, par un calcul des signaux de sortie et du prochain €état du systeme
a partir des signaux d’entrée et de I’état courant du systéme. A un niveau plus abstrait, I’hypothése
synchrone suppose qu’une réaction ne prend pas de temps ; les entrées et les sorties du systéme sont
simultanées (synchrones). En particulier, "au cours” de I’instant, les temps de calcul et de commu-
nication sont négligés et le programme n’interagit pas avec son environnement. L’instant représente
une unité de temps logique, a laquelle est associée, de maniére cohérente pour tous les composants du
systéme, un état des signaux (présence ou absence). A chaque instant, un signal est absent par défaut ;
il est présent s’il est donné par I’environnement (“au début” de I’instant) ou émis par le programme
("au cours” de I’instant). Comme nous I’avons déja not€, les différents langages de programmation
basés sur le paradigme synchrone peuvent étre regroupés en deux familles. Dans les langages de pro-
grammation orientés flots de données, chaque réaction repose sur la résolution d’équations décrivant
les signaux de sortie en fonction des signaux d’entrée et des valeurs de I’instant précédent. Dans les
langages de programmation orientés flots de contréle, chaque réaction repose sur I’exécution d’ins-
tructions qui permettent de manipuler I’état du systéme et de calculer les signaux de sortie en fonction
de cet état et des signaux d’entrée.

La programmation réactive est dérivée de la classe des langages orientés flots de contrble et en
particulier du langage Esterel que nous survolons maintenant. Bien que les implantations du langage
Esterel reposent sur des langage hotes (principalement, le langage C), les propriétés de réactivité et
de déterminisme ne concernent que le noyau du langage ; c’est plus particulierement a ce dernier que
nous nous intéressons. Le langage Esterel propose un style de programmation impérative ; les ins-
tructions de base (test, boucle, émission, suspension, préemption,...) sont combinées par compositions
séquentielle et paralléle synchrone. Les threads du systéme communiquent par diffusion instantanée
de signaux, éventuellement associés a des valeurs. Ces valeurs sont typiquement des types de données
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de taille bornée (bool€éens, entiers, flottants,...). Comme dans le cas des autres langages synchrones,
sous certaines conditions, I’utilisation de techniques d’exécution symbolique permet une compila-
tion des programmes, et en particulier du parallélisme, vers des équations, des automates ou des cir-
cuits. Intuitivement, en Esterel, calculer une réaction revient a déterminer une valuation des signaux
(présents ou absents) cohérente avec le programme a exécuter. Plus précisément, une telle valuation
réalise des hypotheses de présence ou d’absence des signaux devant respecter la loi de cohérence, qui
stipule qu’un signal est présent si et seulement si il est émis par le programme (ou donné par I’envi-
ronnement). Un programme correct doit admettre, pour chaque réaction possible du systéme, une et
une seule valuation des signaux (propriétés de réactivité et de déterminisme). Pour illustrer ce propos,
on donne ci-dessous deux exemples de programmes incorrects ; le premier n’admet aucune valuation
des signaux alors que le second en admet deux. Considérons le programme Esterel suivant :

present S then nothing else emit S end (1.2)

Ce programme teste la présence du signal S, ne fait rien si S est présent et émet S si S est absent.
Intuitivement, en supposant que la définition de S est locale, il n’est pas possible d’associer un état
(présent ou absent) a'S. En effet, si S est supposé présent, alors S n’est pas émis et on a une contra-
diction. Si S est supposé absent alors il est émis et on a a nouveau une contradiction. L’exécution du
programme n’est pas possible ; celui-ci n’est donc pas réactif. Maintenant, considérons le programme
suivant :

present S thenemit S else nothing end (1.2)

Ce programme teste la présence du signal S, émet S si S est présent et ne fait rien si S est absent. In-
tuitivement, en supposant que la définition de S est locale, il est possible d’associer n’importe quel état
(présent ou absent) aS. En effet, si S est supposé présent, alors S est émis, Si S est considéré comme
absent alors il n’est pas émis. Deux exécutions du programme sont possibles ; celui-ci n’est donc pas
déterministe. La sémantique constructive[16] d’Esterel se base sur une approche plus intuitive que
celle de la loi de cohérence. Intuitivement, la sémantique constructive rejette toute justification d’une
hypothéese par un élément dépendant de cette hypothese. Par exemple, dans le cas du programme (1.1),
la vérification de I’hypothese de présence de S par I’émission présente dans le programme dépend de
la présence de S. Dans la terminologie d’Esterel, on appelle ce type de probléme un cycle de causa-
lité[49]. Quelque soit la sémantique considérée, une analyse statique est nécessaire pour rejeter ces
cycles de causalité et celle-ci est, en partie, responsable des limitations du langages. En particulier,
I’analyse permettant le rejet des cycles de causalité en Esterel n’est pas stable par composition pa-
ralléle. De mani€re générale, ces problémes de causalité rendent difficile I’utilisation d’Esterel en tant
que langage de programmation généraliste.

Le langage SL[27] (Synchronous Language) reprends , a une différence sémantique pres, les ca-
ractéristiques du langage Esterel. En SL, les hypotheses d’absence et de présence des signaux sont
rejetées au profit d’une réaction retardée a I’absence. Concrétement, cela veut dire que, lorsqu’un si-
gnal est absent, I’évaluation de la branche else d’une construction de test de présence est retardée a
I’instant suivant le test. Cette modification a pour effet d’éliminer, par définition de la sémantique,
les cycles de causalité. En particulier, en SL, le programme (1.1) est cohérent : si le signal S est ab-
sent alors il est émis a I’instant suivant. De la méme maniere, le programme (1.2) est déterministe :
sans hypothese de présence, le signal S ne peut étre considéré que comme absent, la branche else est
choisie et S n’est pas émis.

La réaction retardée a I’absence proposée par SL permet d’envisager I’utilisation du style de
programmation introduit par les langages synchrones dans le cadre de langages de programmation
concurrente plus généraux. Dans [7,/4], les auteurs proposent un modé€le de programmation, appelons
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le SLR, qui revisite le langage SL en introduisant, en particulier, la création dynamique de comporte-
ments.

Contrairement a Esterel, ni SL ni SLR ne considerent la question des signaux portant des valeurs
(on dit dans ce cas que les signaux sont purs). En Esterel, les signaux peuvent porter des valeurs, i.e.
I’information associée a un signal au cours de I’instant n’est plus seulement un booléen dénotant la
présence ou I’absence du signal mais une valeur. La valeur d’un signal, pour un instant donné, dépend
des valeurs associée a (émises sur) ce signal et peut étre lue au cours de cet instant. Si plusieurs
valeurs sont émises sur un signal au cours du méme instant, la valeur associée au signal pour cet
instant dépend du choix d’une fonction de combinaison qui doit &tre associative et commutative pour
conserver le déterminisme. Pour déterminer la valeur d’un signal au cours de I’instant on retrouve les
problémes de cohérence liés aux statuts des signaux. Les programmes suivants, ou S est un signal
portant des entiers et ?S dénote la valeur de S dans I’instant, sont rejetés :

(@) emitS (?S) (b) emitS (?S +1) (1.3)

En effet, supposons que, pour ces deux programmes, la définition du signal S soit locale. Dans les deux
cas, lavaleur lue doit étre identique ala valeur émise. Dans le programme (a), la valeur du signal S doit
satisfaire I’équation Valeur(S) = Valeur(S) qui admet une infinité de solutions (le programme n’est
pas déterministe). Dans le programme (b) la valeur du signal S doit satisfaire I’équation Valeur(S) =
Valeur(S) + 1 qui n’admet aucune solution (le programme n’est pas réactif).

Bien que les signaux ne portent pas de valeur en SL et SLR, il serait I€gitime de supposer ,du
fait de la réaction retardée a I’absence, que la valeur d’un signal pour un instant donné ne peut étre
déterminée qu’a’la fin de I’instant et n’est donc disponible qu’a’l’instant suivant (ce qui n’empéche pas
de réagir dans I’instant a la présence d’un signal). En effet, déterminer la valeur d’un signal suppose
de disposer de toutes les valeurs émises et donc de savoir que le signal ne sera plus émis au cours
de I’instant ; ce qui est une forme de réaction a I’absence. Le Sz-calcul[6], une algebre de processus
synchrone, peut étre vu comme une extension de SLR dans laquelle les signaux portent des valeurs
de types inductifs a'la ML. Cette algébre de processus sera présentée en détail dans la partie | ; nous
verrons, en particulier, qu’une information partielle sur la valeur d’un signal peut &tre utilisée au cours
de I’instant.

Plusieurs paradigmes de programmation ont été inspirés par le modele de SL[22| 29, 28, 2] dont
certains proposent une approche graphique de la programmation[23, 32]. Plusieurs implantations,
gue nous regrouperons sous le nom de rar THREADS, reposent sur la notion de threads coopératifs
[24,92, 26, 75, 73]. Dans le paradigme coopératif, par opposition au paradigme préemptif, un thread
conserve le contrdle jusqu’a ce qu’il le rende explicitement. Ce type d’ordonnancement facilite gran-
dement la programmation puisque la protection des données est assurée par construction entre deux
points de coopération. En contrepartie, si un thread ne coopeére pas, les autres threads risquent d’étre
bloqués. Les différentes implantations des rair THREADS Se distinguent principalement par les solutions
choisies pour traiter certaines opérations ad hoc qui peuvent soulever ce probléme, comme la gestion
des entrées et sorties bloquantes. Dans L’ implantation des rair THREADs en Scheme[92], des services
asynchrones permettent de réaliser ce type d’opérations. Par exemple, pour lire une socket, un thread
fait appel au service asynchrone associ€, se suspend et reprend la main lors d’une coopération (d’un
autre thread) intervenant apres la réalisation du service. Dans L’implantation des FAIR THREADS €n
C[26], plusieurs ordonnanceurs coopératifs (ou zones synchrones) peuvent étre définis et les threads
ont la possibilité de passer dynamiquement de I’un & I’autre. L’ordonnancement de ces zones syn-
chrones, les unes par rapport aux autres est préemptif alors que I’ordonnancement des threads attachés
a une méme zone synchrone est coopératif. Un thread peut également se détacher temporairement de
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I’ordonnanceur coopératif afin d’étre géré par un thread “systéme” ; I’exécution des autres threads se
poursuit sans ce dernier jusqu’a son retour. Cette notion de détachement peut &tre vue comme une
généralisation des services asynchrones dont le comportement peut alors &tre défini par I’utilisateur.
Finalement, le langage ULM[21], inspiré par les ralr THREADS, montre que le passage a I’échelle
distribuée est possible. ULM introduit pour les threads la possibilité de migrer au sein d’un réseau
(asynchrone) de sites distants. L’originalité de ce langage est de se baser sur les notions d’instant et
de présence et d’absence de la programmation réactive pour prendre en compte le caractére non per-
manent des ressources accessibles au travers d’un réseau. En particulier, ce caractére non permanent
des ressources est attribué aux références. Par exemple, supposons qu’un thread crée une référence
et communique celle-ci a un autre thread avant que ce dernier ne migre vers un autre site. Si le se-
cond thread, une fois arrivé sur le nouveau site, tente d’accéder a cette référence il sera suspendu. Il
pourra alors, par exemple, réagir a I’absence de cette référence et adapter son comportement. A noter
gue cette particularité du langage suppose une vérification dynamique de la présence des références
lors des acces ; dans [21], un systéme de type permet cependant de détecter statiquement un sous en-
semble des acces réalisés par un programme pour lesquels aucun test n’est nécessaire (e.g. la lecture
par un thread d’une référence créée par un autre thread lorsqu’aucun des deux ne peut migrer). Une
implantation d’une version non typée du langage ULM en Scueme est présentée dans [43].

1.2 Contributions

Ce document est structuré en deux parties correspondant a deux proprié€tés que I’on cherche a
associer aux langages réactifs. La premiere de ces propriétés, a savoir la réactivité effective des
programmes, concerne I’ensemble des langages réactifs. La seconde, appelée atomicité, porte plus
précisément sur I’utilisation des rair THREADS dans le cadre de la programmation d’architectures multi-
cores.

1.2.1 Controle des ressources pour la réactivité

Dans les langages réactifs, on suppose que les programmes sont effectivement réactifs; i.e., pour
chaque activation provenant de I’environnement, on suppose que le calcul de I’instant termine toujours
en produisant une sortie. Contrairement au cas des langages synchrones, cette propriété n’est pas ga-
rantie et plusieurs caractéristiques des programmes peuvent corrompre la réactivité d’un systeme. Par
exemple, une erreur d’exécution telle qu’un core dumps compromet la réactivité d’un programme. De
ce point de vue, le choix d’une approche typée, comme dans ReactiveML[75], représente une premiere
étape. Une autre caractéristique essentielle d’un programme réactif est I’utilisation raisonnable (d’un
point de vue quantitatif) des ressources (unités de calcul et mémoire). Dans la premiere partie, nous
étudions la propriété de réactivité des programmes dans le cadre du S z-calcul. Plus précisément, nous
proposons une définition formelle de la notion de réactivité (et plus précisément de réactivité efficace)
adaptée a ce modele et des outils d’analyse statique permettant de vérifier qu’un programme satisfait
cette propriéteé.

1.2.2 Programmation multi-cores

Un des avantages du choix d’un ordonnancement purement coopératif dans le cadre de la program-
mation a base de threads est que la protection des données est assurée par construction. Entre deux
points de coopération, un thread est assuré d’étre le seul a accéder aux données. Malheureusement,
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une approche purement coopérative ne permet pas de tirer parti du parallélisme des nouvelles archi-
tectures a base de processeurs multi-cores. Les rair THREADS €n C, qui mélangent les styles coopératifs
et préemptifs, permettent de dépasser cette limitation. Dans [26], les ordonnanceurs (ou zones syn-
chrones) sont présentés de la maniere suivante :

A synchronized area can, quite naturally, be defined to manage some shared data that
has to be accessed by several threads. In order to get access to the data, a thread first has
to link to the area, and then it becomes scheduled by the area and can thus get safe access
to the data. Indeed, as the scheduling is cooperative, there is no risk to the thread of being
preempted during an access to the data.[...]

Data shared by unlinked threads have to be protected by locks in the standard way.

Malheureusement, cette approche ne permet pas de conserver les propriétés d’atomicité de la partie
purement coopérative. Les données accédées par des threads détachés doivent étre protégées et on
suppose implicitement que les threads attachés a des zones synchrones différentes n’accedent pas aux
mémes données. En particulier, aucune garantie n’est offerte sur la protection effective des données et
donc sur I’atomicité (au moins a un niveau logique) du code exécuté par un thread entre deux points
de coopération. Dans la seconde partie de ce document nous revisitons le style de programmation
des rar THREADS afin : (1) de définir formellement la sémantique du parallélisme pour ce modele
(seule la partie purement coopérative des rair THREADs €St considérée dans [25]) et (2) de proposer une
notion d’atomicité adaptée au modele et garantie par analyse statique. On se basera pour cela sur une
extension minimale du S-calcul, appelée pacr.



Premiéere partie

Controle des Ressources et Réactivité
dans un m-calcul Synchrone
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Chapitre 2

Controle de la complexité

Le contrdle (quantitatif) des ressources (CPU/mémoire) nécessaires al’exécution d’un programme
est une propriété essentielle du point de vue de la slireté du logiciel. Dans certains domaines comme
les systémes embarqués ou le code mobile, et de maniere générale dans les systémes réactifs, le
systéme doit disposer de ressources suffisantes pour remplir sa tache ; de méme, I’arrivée d’un nouveau
composant ne doit pas compromettre le reste du systéme en consommant trop de ressources.

Pour obtenir de telles garanties, une premiére approche consiste a vérifier statiqguement (i.e. a la
compilation) que I’exécution d’un programme pourra se faire pour une quantité de ressources donnée.
Dans le cadre du code mobile, par exemple, cette approche permet d’envisager une approche proof-
carrying code[85], c’est a dire la vérification, lors du chargement du code, d’un certificat obtenu a
la compilation; ce qui permet au systeme hote de s’assurer que le code en question respecte une
politique de sécurité donnée. Une autre approche consiste a vérifier dynamiguement (i.e. au cours
de I’exécution) qu’un programme ne consomme pas plus d’une quantité donnée de ressources, par
exemple en mettant en place des moniteurs d’exécution. La seconde approche présente I’avantage
d’offrir plus de liberté quand aI’écriture des programmes (la premiére reléve toujours d’un compromis
entre contrdle et expressivité). En revanche, celle-ci ne permet pas de détecter apriori les programmes
fautifs et peut se révéler limitée dans le cadre des systémes embarqués, par exemple, pour lesquels la
modification du code est difficile.

Dans les prochains chapitres, nous nous baserons sur la premiére approche (controle statique)
pour nous intéresser au probleme de la réactivité des programmes dans le cadre d’une algebre de
processus synchrones inspirée par le paradigme réactif. En particulier, nous serons amenés a borner
statiquement la taille des systémes et a garantir la terminaison des instants. L’algebre de processus
en question repose sur un sous langage fonctionnel du premier ordre. Les programmes de ce sous-
langage peuvent étre représentés par (un sous-ensemble) des systémes de réécriture pour lesquels le
probléme de la terminaison a fait I’objet de nombreuses études. Dans ce chapitre, nous rappelons les
bases des systémes de réécriture ; en particulier, nous présentons certaines méthodes de preuve de
terminaison proches des techniques qui seront utilisées par la suite (2.1). Nous rappelons également
un certain nombre de concepts et de résultats permettant, dans le cadre d’un langage fonctionnel du
premier ordre, de controler la complexité des programmes (section 2.3). Finalement, nous profitons
de ce chapitre pour rappeler des résultats antérieurs(2.4).
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2.1 Systemes de réécriture et terminaison

On rappelle succinctement quelques éléments de base des systémes de réécriture ainsi que quelques
résultats de terminaison. Pour une étude poussée des systémes de réécriture le lecteur pourra se référer
a[40, 68, 12].

2.1.1 Systemes de réécriture

Un systéme de réécriture définit un ensemble de termes et une relation de réécriture sur ces termes.
Ces notions sont définies formellement ci-dessous.

Définition 1. Un systeme de réécriture est la donnée d’un triplet (X, S,R) ou :

e X est un ensemble de variables,

e S est un ensemble de symboles,

e R est un ensemble de régles de réécritures.
L’ensemble T (X, S) des termes est le plus petit ensemble tel que X € T(X,S) et, si h est un symbole,
h(ty,...,th) e T(X,S)desqueh e S etty,..., th, € T(X,S).
Chaque regle de réécriture est une paire (h(ts,...,tn),t), que I’on notera h(ty, ...,t,) = t, ot h est un
symbole et t,t1,...,t, sont des termes et tels que les variables du membre droit apparaissent dans le
membre gauche de I’équation.
Les régles de réécriture R d’un systéme de réécriture (X, S, R) induisent une La relation de réécriture
induite par R sur T(X,S) x T(X,S) , notée —r ou plus simplement —, est définie par les régles
suivantes :

t-t b(ty,...,th) =teR t—ot o: X T(XS)
b(...,t,...) > Db(...,t,...) b(ts,...,th) = t ot — ot

ou o est une substitution. La seconde régle dénote I’application directe d’une régle de réécriture alors
que les deux autres dénotent la stabilité par contexte et par substitution d’un systéme de réécriture.
Une chaine de réduction est une suite finie ou infinie de termes ty, to, .. ., telle que t; — to, t, — t3,...

Exemple 1. A titre d’exemple, considérons le systéme de réécriture ({x}, {f, g, a}, {f(g(x)) = x,g(x) =
a(f(g())N}). Un exemple de chaine de réduction est :

f(g(a)) — f(a(f(9(a))) — f(9(a)) — a

La premiére réduction utilise la seconde équation et la stabilité par contexte et les deux autres
réductions utilisent la premiere équation.

2.1.2 Terminaison

Définition 2. Un systéme de réécriture termine s’il n’admet aucune chaine de réduction infinie.

Par exemple, le programme donné précédemment ne termine pas car on peut construire la chaine
infinie :
f(9(a)) — f(g(f(9(2)))) — f(a(fa(f(g@M)) — ...
Décider si un systeme de réécriture termine ou non est un probléme indécidable ; pour s’en convaincre

on pourra se référer au codage des machines de Turing par des systémes de réécriture donné dans
[12]. Cependant, plusieurs méthodes, capturant des classes de programmes plus ou moins grandes,
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permettent de prouver la terminaison d’un systéme de réécriture. L’idée de base pour prouver la
terminaison d’un systéme de réécriture est d’exhiber un ordre > bien fond€ (i.e. sans chaine infi-
nie décroissante) sur les termes tels que pour tout termes s,t I’inégalité s > t est vérifiée des que
s — t. En pratique, on ne cherche pas a vérifier directement que cette inégalité est satisfaite pour toute
réduction ; la notion d’ordre de réduction permet de limiter I’étude de la terminaison d’un systéme a
une analyse de ses regles de réécriture.

Définition 3. Une relation d’ordre stricte < sur les termes est un ordre de réduction si elle est
1. stable par contexte, i.e., sit <t"alors f(...,t,...) < f(...,t/,...) pour tout symbole f,

2. stable par substitution, i.e., sit < t" alors ot < ot’ pour toute substitution o- des variables vers
les valeurs,

3. bien fondée

Propriété. Un systéme de réécriture termine si et seulement si il existe un ordre de réduction > tel
que | > r pour toute régle de réécriture | — r du systéme.

Pour prouver la terminaison d’un systéme de réécriture, il est parfois plus pratique de "plonger”
les termes dans une autre structure ; cette méthode s’appelle I’interprétation. Un exemple classique
d’interprétation est I’interprétation polynomiale[69] qui consiste a interpréter les symboles par des
polyndmes.

Définition 4. Etant donné un systéme de réécriture, une interprétation polyndmiale i est une fonction
qui associe a chaque symbole h d’arité n un polynéme iy, : N" — N tel que

1 oip(X1,...,Xn) = X, pouri=1,...,n,

2. @ >bjpour j=1,...,nimplique in(a,...,an) > in(b1,...,bn),

3. si hest un constructeur d’arité 0 alors iy, est une constante positive.

4. pour toute regle f(ty,...,th) =ton aignt,,..t,) > iot POUr toute substitution close o

.....

.....

Du point de vue du contrdle des ressources nécessaire a I’exécution d’un programme, I’interprétation
polyndmiale permet non seulement de prouver la terminaison d’un systéme de réécriture mais offre
€galement, sous certaines conditions, une garantie sur le nombre d’étapes de réduction possibles.

Propriété. Si i est une interprétation polyndmiale d’un systéme de réécriture, alors I’ordre <; sur
les termes clos défini par t <; s si et seulement si i; < ig est un ordre de réduction. L’ensemble des
systémes de réécriture confluents admettant une interprétation polyndmiale pour des polynémes de la
forme P(X1,...,Xn) = Ziz1...nX + d, ou d est une constante positive, caractérisent la classe PTIME
[18].

.....

Remarque 1. On renvoie a [18] pour la caractérisation d’autres classes de complexité, fonctions de
la forme des polyndmes et de la confluence du systéme.

De maniére générale, prouver qu’un ordre sur les termes est bien fondé peut étre une tache difficile.
La notion d’ordre de simplification remplace cette condition par une condition plus forte (condition 3
dans la définition ci-dessous), plus facile a déterminer.
Définition 5. Un ordre strict < sur les termes est un ordre de simplification si et seulement si
1. <eststable par contexte, i.e.,,sit <t alors f(...,t,..) < f(...,t/,...).
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2. < eststable par substitution, i.e., si t < t” alors ot < ot’ pour toute substitution o
3. pour tout termes s, t tels que t est un sous terme strictde sona s > t

Propriété. Un ordre de simplification est un ordre de réduction.

Les ordres récursifs sur les chemins sont des exemples classiques d’ordres de simplification [41].
Ces ordres sont particulierement intéressants du fait qu’il est possible de caractériser la classe des
fonctions qui s’expriment par des programmes dont la terminaison peut &tre prouvée grace a ces
derniers. Afin de présenter ces ordres, on commence par rappeler les notions d’ordres lexicographique
et multi-ensemble.

Définition 6. Soit < un ordre strict sur un ensemble A. L’ordre lexicographique <jex induit par <
sur les listes d’éléments de A est défini par as,...,an <jex b1,...,bm si et seulement si I’'une des
conditions suivantes est satisfaite :

e a;<h

e a1 =hret(ay,...,an) <ex (b2,...,bm)

Propriété. Si < est un ordre strict bien fondé sur A et n un entier. La relation < est un ordre bien
fondée sur les listes d’éléments de A de longueur inférieure ou égale a n.

Définition 7. Soit < un ordre strict sur un ensemble A. L’ordre multi-ensemble <met induit sur A par
< est la clbture transitive de la relation <}, définie par

MY, .., Ynb <het M {X)
oun>0etpouri=1,...,nonayj < Xx.

Propriété. Si < est un ordre strict bien fondé sur A. La relation <me €st un ordre bien fondé sur les
multi-ensembles d’éléments de A.

On peut maintenant présenter les ordres récursifs sur les chemins associés aux ordres lexicogra-
phigque et multi-ensemble et présenter les résultats associés. Pour cela, on suppose donné un pré-ordre
<g sur les symboles.

Définition 8. L’ordre MPO (Multiset Path Ordering) <mpo est la plus petite relation telle que t =
f(ty,...,th) <™ g(s1,...,Sm) = s sil’une des conditions suivantes est réalisée :

o il existe j tel que t <™ s;

o f <& getti <™ spourtouti

o f=Fgetits,....tl <mog {S1,---» Sml
Propriété. MPO est un ordre de simplification([39]). La classe des fonctions calculables par un
systéme de réécriture terminant par MPO est exactement la classe des fonctions primitives récursives
[36,60].

Définition 9. L’ordre LPO (Lexicographic Path Ordering) <'P° est la plus petite relation telle que
t=f(ty,...,tn) <™ g(s1,...,Sm) = ssil’une des conditions suivantes est réalisée :

o il existe jtel quet <'Ps;

o f <& gett; <'P s pour tout i

o f=¢0, (t,...,t) <:gf (S1,...,Sm) et t; <'P° s pour tout i.
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Propriété. LPO est un ordre de simplification([67]). La classe des fonctions calculables par un
systéme de réécriture terminant par LPO est exactement la classe des fonctions multiples récursives
[96].

Nous nous somme contenté ici d’esquisser des méthodes de terminaison proches de ce que I’on
proposera par la suite. La littérature sur le probléme de la terminaison des systémes de réécriture
est tres vaste et il serait impossible d’en faire ici le détail. Comme nous venons de le voir, certaines
méthodes de preuve de terminaison des systémes de réécriture permettent de caractériser des classes
de fonctions importantes. Cependant, ces classes de fonctions sont assez €loignées de I’idée que I’on
peut se faire de fonctions a la complexité raisonnable. La classe des fonctions calculables en temps
polyndmiale est généralement acceptée comme une classe de fonction raisonnable. Nous verrons dans
les sections suivantes que certaines méthodes permettent de capturer cette classe.

2.2 Langage fonctionnel du premier ordre

Dans ce manuscrit, on considérera a plusieurs reprises un langage fonctionnel du premier ordre
simplement typé€, définissant des fonctions sur des types de données définies inductivement et reposant
sur une stratégie d’appel par valeur. Comme nous I’avons déja mentionné, les programmes de ce type
de langages peuvent étre représentés par des systémes de réécriture. Pour fixer les idées, on présente
ici un tel langage. Par la suite, on supposera donnée une définition axiomatique des fonctions du
sous-langage considéré mais le langage présenté ici est celui que I’on aura a I’esprit.

2.2.1 Syntaxe

Les valeurs du langage considéré sont des valeurs de types de données inductif donné par des
déclarations a la ML[34] de la forme :

typet = ... |coftyx...xt))]...

ouU c est appelé un constructeur et ty,...,t, pour n > 0 sont des types. Par exemple, le type nat
représentant les entiers naturels est défini par type nat = z | s of nat. Le type list(nat) des listes
d’entiers est défini par type nat = nil | cons of nat = list(nat). Les fonctions d’un programme sont
définies par filtrage. Un filtre p est soit une variable soit un terme c(p4, ..., Pm) OU'C €st un constructeur
m > 0 et p1,..., pm Sont des filtres. Une expression e est soit une variable soit un terme h(ey, ..., €n)
ou h est soit un symbole de fonction soit un constructeur et e, . . ., e, sont des expressions. Finalement,
un programme est la donnée

e d’un ensemble de déclarations de types de données,

e d’un ensemble d’équations de la forme f(p1,...,pn) = € OU P1,..., Pn Sont des filtres et e est

une expression dont les variables sont dans p1, ..., pn.

2.2.2 Typage

Pour chaque symbole de fonction f, on suppose donn€é€ un type 71,...,7n — T OU T1,...,Tn
dénotent les types des paramétres de f et = dénote le type de la valeur calculée par f. On supposera
toujours, par la suite, que I’on considere des programmes bien typés. On supposera également que
pour tout identificateur f et pour toute équation f(p1,...,pn) =€:

e chaque variable apparait au plus une fois dans p1,..., pn,

e si f(v,...,vp) estbien typ€ alors il existe une et une seule régle f(p1,..., pn) telle que otj = v;

pour une certaine substitution o~ des variables vers les valeurs.
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2.2.3 Sémantique

L’évaluation d’un programme est le résultat de la réduction d’un terme de la forme f(vi,...,vp)
(I"appel initial) par les régles données ci dessous. Ces regles définissent une sémantique de réduction
(avec évaluation gauche-droite et appel par valeur).

gJvi,i=1,....n
c(es,...,en) U c(vy,...,Vvn)

g Jdvi,i=1,...,n f(pr,....pn)=¢ opi=V, i=1,...,n oe v
f(e1,...,en) J oe

ou o une substitution des variables vers les valeurs.

Exemple 2. Dans cet exemple, on considére les fonctions add et mult qui définissent respectivement
I’addition et la multiplication sur le type nat :

add(z,y) =y

add(s(x),y) = s(add(x,y))
mult(z, y) = z

mult(s(x),y) = add(y, mult(x,y))

R

systéme de réécriture ; en particulier, la terminaison d’un tel programme peut &tre prouvée a I’aide
des méthodes présentées dans la section précédente.

2.2.4 Terminaison par Size Change Principle

Avant d’introduire dans la section suivante plusieurs résultats concernant le contréle de la com-
plexité des programmes, il nous semble intéressant de noter I’existence d’une méthode de preuve
de terminaison appelée le Size Change Principle[71]. Cette méthode est plus souple que celle basée
sur les ordres récursifs sur les chemins. En effet, ces derniérs operent de proche en proche sur les
appels récursifs. Au contraire, le Size Change Principle opére sur le graphe d’appel du programme.
En particulier, celui-ci cherche a construire, pour chaque boucle du graphe, un chemin capturant une
décroissance stricte. Par exemple, considérons un programme associ€ aux équations suivantes :

fO)=0909  gls(x) =1 90)=0

De maniere évidente, le calcul de f(n) termine pour tout élément n de nat. Cependant, les ordres
récursifs sur les chemins ne permettent pas de prouver la terminaison car I’appel g(x) dans I’équation
f(x) = g(x) ne met pas de décroissance en évidence. En revanche, le Size Change Principle permet de
détecter une suite infinie décroissante du seul paramétre des fonctions f et g dans toute suite infinie
d’appels. On anticipe sur les chapitres précédent pour noter que, bien que le Size Change Principle
nous semble une approche tres attractive, les techniques que nous utiliserons par la suite sont plus
proches des ordres récursifs sur les chemins (bien qu’elles s’inspirent 1égérement du Size Change
Principle). En effet, nous aurons besoin déduire, a partir d’une borne polynomiale sur la taille des
valeurs calculées et d’une preuve de terminaison, une borne polynomiale sur la complexité en temps
des programme. Dans le cas du Size Change Principle , I’existence d’un tel résultat similaire est une
guestion ouverte.
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2.3 Complexité des Programmes fonctionnels

2.3.1 Reécursion bornée sur la notation.

Le premier exemple de caractérisation de PTIME est [37]. Dans cette approche, on considere une
algebre de fonctions C construite a partir d’un ensemble de fonctions initiales et close par composition
et par récursion bornée sur la notation. Les fonctions initiales sont la fonction nulle, les projections,
les fonctions successeur so(X) = 2x et s1(X) = 2x + 1 et une fonction d’amorce x#y = 2XM o
IX| = [log2(x + 1)7]. La récursion bornée par la notation est définie par le schéma suivant :

(0, x) gx), geC
f(SO(X)’ y) h(X, Y, f(X, y))’ heC
f(s1(x).y) = h(xy, f(x.y)), f(x,y) <k(x.y).k,heC

Propriété. La classe C est exactement la classe PTIME des fonctions calculables en temps po-
lynémial.

Les caractéristiques principales de la classe C sont la présence d’une fonction d’amorce et le be-
soin de donner la fonction k (dans le schéma de récursion) pour borner la récursion. Du point de I’ana-
lyse statique de la complexité des programmes la seconde condition est évidemment problématique.

2.3.2 Caractérisation syntaxique de PTIME

Dans [13], les auteurs présentent une classe de programmes qui permet de caractériser PTIME
sans les contraintes posées par la classe C. Cette approche constitue une caractérisation purement
syntaxique de PTIME (ce résultat est a rapproché de celui de [72] ou une approche similaire est
suivie). On considere une algebre de fonctions B construite a partir de fonctions initiales et close par
composition slre et par récursion sdre. Les fonctions initiales sont la fonction nulle, les projections
et les fonctions successeurs sp et s1; cette fois il n’y a pas de fonction d’amorce. Dans la signature
des fonctions, on distingue deux types de parameétres : normaux et srs. Intuitivement, les parametres
subissant la récursion sont toujours normaux alors que le résultat partielle d’une récursion est toujours
un parametre sdr. La récursion sre est définie par le schéma ci-dessous, ou les parameétres a gauche
(resp a droite) de ; sont les parameétres normaux (resp. srs).

f(e, x;y) = g(x;y). geB
f(so(X),X;y) ho(x,X; y, f(X,X;y)), ho € B
f(s1(x),x;y) hi(x,x;y, f(x,X;y)), h1 € B

Le principe de base de la class B est que le résultat partiel d’une récursion ne doit pas lui-méme &tre
soumis a une récursion. Le schéma de composition assure simplement qu’un parametre sQr n’est pas
utilisé en position normale.

Exemple 3. L’addition add et la multiplication mul peuvent étre définies de la maniére suivante :

add(0;y) =y
add(succ(x);y) = succ(add(x;y))
mul(0,y;) =0

mul(succ(x),y;) = add(y; mul(x,y;))

Propriété. La classe B est exactement la classe PTIME des fonctions calculables en temps po-
lyndmial[13].
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On peut également noter I’utilisation d’u principe similaire associ€ aux ordres de terminaison
dans [77]. Dans cette approche I’ordre récursif sur les chemins LPO est adapté a ce principe. L’odre
obtenu, appelé LMPO, permet également de capturer PTIME tout en capturant une plus vaste gamme
d’algorithmes.

Propriété. L’ensemble des programmes terminant par LMPO capturent la classe PTIME[77].

2.3.3 Mobile resource Guarantees

Le projet MRG (mobile ressource guarantees [65]) fournit des outils permettant de garantir que
I’espace nécessaire a I’exécution d’un programme fonctionnel du premier ordre est linéaire en la taille
de I’entrée du programme. Visant plus particulierement les systémes embarqués [11], cette approche
s’inscrit dans le paradigme du proof-carrying code [85] en s’appuyant sur un langage de haut niveau
appelé Camelot compilé vers un langage de bas niveau appel€ Grail. Ces travaux reposent principale-
ment sur une approche a base de systémes de types [61, 62]. Plus précisément, les propriétés sur les
ressources sont obtenues a I’aide d’un type ressource < et de régles de typage linéaires. Intuitivement,
un objet de type ressource peut étre vu comme une cellule mémoire. Un constructeur de type inductif
consomme un objet de type ressource et les fonctions peuvent recevoir ces objets comme parametre.

Exemple 4. Considérons par exemple le programme suivant qui réalise le tri par insertion. La fonc-
tion insert est de type o, nat, list(nat) — list(nat) et la fonction sort est de type list(nat) — list(nat).

insert(d,a,nil)
insert(d, a, cons(d’, b, t))

cons(d,a,nil)
if a <bthen cons(d,a, cons(d’,b,t))
else cons(d’, b, insert(d, a, t))

sort(nil) = nil
sort(cons(d, a, t)) insert(d, a, sort(t))

Intuitivement, le systeme de type assure qu’un élément de type ressource ne peut &tre utilisé qu’au plus
une fois pour permettre I’application d’un constructeur. Le pattern matching permet de récupérer un
élément de type ressource. Dans cet exemple, la fonction insert regoit un parametre de type ressource.
Les paramétres d, a et | sont respectivement un élément de type ressource, I’élément a insérer et la liste
initiale. Comme on peut le voir dans la définition de insert, tant que la liste initiale est non vide, un
élément d’ de type ressource est récupéré et réutilisé pour rétablir la liste ; lorsque le nouvel élément
doit &tre inséré, on utilise également d.

Exemple 5. L’exemple suivant ne peut pas étre typé car leparamétre de type ressource est utilisé plus
d’une fois.

twice(nil) = nil

twice(cons(d, x, ) cons(d, tt, cons(d, tt, twice(l))))

Avec cette approche, les programmes sont non size increasing, ceux-ci peuvent étre compilés vers
du code, par exemple en C, n’utilisant pas d’allocation dynamique. La limite de cette approche est que
I’on souhaiterait pouvoir inférer la présence des €léments de types ressources plutdt que de les donner
explicitement.
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2.3.4 Quasi-interprétations

On s’intéresse maintenant aux quasi-interprétations que nous utiliserons par la suite. Les quasi-
interprétations[76, 20] permettent de borner la taille des valeurs calculées par les programmes décrits
dans un langage fonctionnel du premier ordre.

Définition 10. Une quasi-interprétation polyndmiale associe a chaque symbole du programme (construc-
teur ou fonction) d’arité n une fonction g, : (R*)" — R* telle que

e (h est bornée par un polynéme,

e n(X1,...,Xp) = Xjpouri=1,...,n,

e sixi>yjpouri=1,...,nalors qn(X1,...,%n) = qn(y1,-..,Yn),

e pour un constructeur ¢, gc(X4, ..., Xn) = XL, X; + d ot d est une constante strictement positive.

L’interprétation d’une expression est obtenue par extension : gy = X et gn(e,,...e;) = dn(dey, - - - » Uey)-

.....

Propriété. Si un programme admet une quasi-interprétation, alors pour tout symbole de fonction f
du programme et pour toutes valeurs vy, ..., Vvy, la taille des valeurs calculées lors de I’évaluation de
f(vy,...,Vvn) est bornée par P(maxj-1_ nlvil) pour un certain polyndme P (voir [20]).

.....

En pratique, I’intérét des quasi-interprétations est double :

1. D’une part, celles-ci permettent de caractériser des classes importantes de complexité. Par
exemple, combinés avec certaines preuves de terminaison, les quasi-interprétations permettent
de caractériser la classe prive des fonctions calculables en temps polynomial [78].

2. Drautre part, les quasi-interprétations permettent d’aborder le probleme de la complexité des
programmes d’un point de vue algorithmique. L’existence de quasi-interprétations peut en ef-
fet étre décidée pour une large classe de programmes ce qui en fait un outil intéressant pour
contrdler par analyse statique les ressources nécessaires a I’exécution d’un programme.

Propriété. L’ensemble des programmes qui terminent par LPO et qui admettent une quasi-interprétation
capture la classe PSPACE[19] des fonctions calculables en espace polyndmial.

On peut citer I’existence de deux logiciels li€s aux quasi-interprétations. Le systéme ICAR[84] se base
sur des variantes des ordres récursifs pour prouver la terminaison des programmes et permet de vérifier
gu’un candidat est effectivement une quasi-interprétation. Dans le cas des programmes considérés, le
probléme de terminaison est dans prive. Le systéme Crocus[38] quand & lui, s’intéresse au probléme
de la synthese des quasi-interprétations. A I’heure actuelle, ce programme étant en développement, il
est difficile de faire une présentation des résultats obtenus.

Comme noté dans [3] I’utilisation des quasi-interprétations dans le cadre d’une analyse statique
(en particulier dans le cas d’une approche proof-carrying code) pour contrdler les ressources nécessaires
a I’exécution d’un programme pose deux problémes :

e comment synthétiser une quasi-interprétation

e &tant donnée une quasi-interprétation, comment vérifier que celle-ci correspond bien a un pro-

gramme donné.

Si les polyndmes considérés sont définis sur les entiers naturels, méme le probleme de la vérification
est indécidable (109%™ probléme de Hilbert). Si les polynémes considérés sont définis sur les rééls, ce
méme probléme est décidable (a'I’aide de la procédure de décision de Tarski) mais sa complexité est
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tres élevée. Dans [3, 5], I’auteur suggere de considérer les polyndmes de I’algebre max-plus ((Q* U
{—o0}, max, +)). Il est démontré[5] que le probléme de la synthese est alors NP-difficile et dans NP
pour le cas particulier des d’une certaine classe de polyndmes dits multi-linaires. En particulier, ette
approche permet déja de capturer les programmes caractérisés par I’approche de la section précédente.

Finalement, on peut noter que les quasi-interprétations, comme I’approche non-size increasing,
peuvent étre utilisés dans le cadre d’une approche Proof-carrying code. Dans [8] les auteurs ont adapté
la notion de quasi-interprétation a une machine a pile dédié a I’exécution d’un bytecode pour un
langage fonctionnel du premier ordre. Les vérifications de type, de controle de la taille des valeurs
calculées et de terminaison des programmes sont réalisées au niveau de ce bytecode.

2.4 Concurrence

241 Hume

Le langage Hume[79, 54, 53] est un langage de programmation concurrente dédi€s aux systémes
nécessitant un contrdle des ressource (espace/temps) tels que les systémes embarqués temps réels.
L’approche suivie pour assurer les caractéristiques temps réel des systémes est un compromis entre
analyse statique (pour le contrble de I’occupation mémaoire) et vérification dynamique (pour le contrdle
des temps d’exécution). D’une part le langage vise a permettre le calcul de bornes statiques sur I’occu-
pation mémoire, d’autre part une construction de time-out permet de forcer I’existence de bornes sur
les temps de calcul. La définition de Hume repose sur plusieurs couches (layers) offrant une expres-
sivité croissante du langage au prix d’une augmentation des difficultés d’analyse des programmes.
Ce découpage du langage en plusieurs couches vise a permettre, au terme d’étapes successives de
complexité croissante, de contrdler la complexité des programmes de la couche la plus élevée (le
langage Hume complet) qui dispose de caractéristiques évoluées telles que I’ordre supérieur, le poly-
morphisme ou encore la gestion des exceptions. La version actuelle du langage permet d’obtenir des
garanties fortes sur la complexité des programmes d’une couche de plus bas niveau, définissant un
sous langage appelé FSM-HUME [81, 80] (pour Finite State Machine Hume).

En Hume, I’unité de base du calcul est la boite (box). Un programme est défini par la description
de types de données et par un nombre fini de boites connectées par des buffers une-place appelés
fils (wires) pour former un réseau de processus statique. Chaque boite définie une fonction (au sens
large) de ses entrées vers ses sorties. Plus précisément, une boite est définie par un ensemble de regles
de la forme pattern— > function(pattern) (voir exemple plus loin). Chaque couche du langages
est définie par un ensemble de restrictions sur les régles utilisables pour la définition des boites. Le
sous language FSM-HUME est obtenu en se limitant aux structures de données non récursives et
aux fonctions du premier ordre non récursives. Pour les programmes écrits dans ce sous lang