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✹✳✺✳✶ ❆❧❣è❜r❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶
✹✳✺✳✷ ❆❧❣è❜r❡ ❞❡ ❚❛❢t T9 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✹✳✻ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ 10 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸
✹✳✻✳✶ ❆❧❣è❜r❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸
✹✳✻✳✷ ❆❧❣è❜r❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✐❤é❞r❛❧ D5 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✹✳✼ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ 12 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹
✹✳✼✳✶ ❆❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ s❡♠✐s✐♠♣❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹
✹✳✼✳✷ ❆❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ♣♦✐♥té❡s ♥♦♥ s❡♠✐s✐♠♣❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽
✹✳✼✳✸ ❆❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❞✉❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ♣♦✐♥té❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✹✳✽ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ 14 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶
✹✳✽✳✶ ❆❧❣è❜r❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶
✹✳✽✳✷ ❆❧❣è❜r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ♥♦♥ ❛❜é❧✐❡♥ D7 ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✹✳✾ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ 15 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷
✹✳✾✳✶ ❆❧❣è❜r❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❝②❝❧✐q✉❡ C15 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✺ ❖❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ Hn ✾✸

✺✳✶ ❖❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ Hn ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸
✺✳✶✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ Hn ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸
✺✳✶✳✷ ❖❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❞❡ Hn ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✺✳✷ ❖❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ H2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵
✺✳✷✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ H2 ❡t q✉♦t✐❡♥t ❞❡ O−ξ(SL(2)) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵
✺✳✷✳✷ ❖❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ H2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷



❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

▼❡s ♣r❡♠✐èr❡s ♣❡♥sé❡s ✈♦♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t à ❆♥♥❡✱ ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡t ♠❡s ♣r♦❝❤❡s
q✉✐ ♠✬♦♥t s♦✉t❡♥✉ ❡♥❝♦✉r❛❣é ❡t q✉❡❧q✉❡s ❢♦✐s s✉❜✐s ❞✉r❛♥t ❝❡s ❛♥♥é❡s✳ ▼❡r❝✐✳

❏❡ ✈❡✉① ♣♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r r❡♠❡r❝✐❡r ♠♦♥ ❞✐r❡❝t❡✉r✱ ❈❤r✐st✐❛♥ ❑❆❙❙❊▲✱ q✉✐ ❛
❛❝❝❡♣té ❞❡ ❞✐r✐❣❡r ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❡t ♠♦♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✉r❛♥t ❝❡s ❛♥♥é❡s ❞❡ t❤ès❡✳
❏✬❛✐ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❛♣♣r✐s à s♦♥ ❝♦♥t❛❝t ❡t ❥❡ ❧❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r
❛♣♣r✐s ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❧❛ r❡❧❡❝t✉r❡✳ ❏❡ ❧❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❡♥❝♦r❡ ♣♦✉r ❧✬❛tt❡♥t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡
❡t ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥t❡ q✉✬✐❧ ❛ ❡✉ à ♠♦♥ é❣❛r❞✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦♥ ❝♦❞✐r❡❝t❡✉r✱ ❏✉❧✐❡♥ ❇■❈❍❖◆✱ ♣♦✉r ❧✬❛✐❞❡ ♣ré✲
❝✐❡✉s❡ q✉✬✐❧ ♠✬❛ ❛♣♣♦rté❡ ❞✉r❛♥t ❝❡s ❛♥♥é❡s ❞❛♥s ♠❛ ré✢❡①✐♦♥ ❡t à tr❛✈❡rs ❧❡s
é❝❤❛♥❣❡s st✐♠✉❧❛♥ts q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✉ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣♦✉r s❛ ❣r❛♥❞❡ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té✳

❏❡ s✉✐s ❤♦♥♦ré ♣❛r ❧✬❛tt❡♥t✐♦♥ q✉❡ ❙t❡❢❛❛♥ ❈❆❊◆❆P❊❊▲✱ ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❊◆❘■✲
◗❯❊❩ ❡t ❍❛♥s✲❏✉r❣❡♥ ❙❈❍◆❊■❉❊❘ ♦♥t ♣♦rté❡ à ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❡t ❥❡ ❧❡✉r s✉✐s
r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡ r❛♣♣♦rt❡r ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❡♥✜♥ t♦✉s ❝❡✉① q✉✐ ♣❛r ❧❡✉rs ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✱ ❧❡✉rs q✉❡st✐♦♥s ❡t ❧❡✉rs
ré♣♦♥s❡s ♦♥t ❛❧✐♠❡♥té ♠❛ ❝✉r✐♦s✐té ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ ❉❛♠✐❡♥✱ ❊♠♠❛♥✉❡❧✱ ❇❡♥❥❛✲
♠✐♥ ❡t t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s✱ ♠❡r❝✐✳

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❛ été ✜♥❛♥❝é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♠✐♥✐stèr❡ ❞❡ ❧✬➱❞✉❝❛t✐♦♥
◆❛t✐♦♥❛❧❡✱ ❞❡ ❧❛ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ♠♦♥✐t♦r❛t ❡t ✉♥ ♣♦st❡
❞✬❆❚❊❘ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ▲♦✉✐s P❛st❡✉r✳ ❏❡ ❧✬❛✐ ❡✛❡❝t✉é❡ à ❧✬■♥st✐t✉t ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡
▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❆✈❛♥❝é❡s ✭❙tr❛s❜♦✉r❣✮✳



✻ ❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈❡tt❡ t❤ès❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡
❍♦♣❢✳ ▲❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❢✲●❛❧♦✐s✱ q✉✐ ❛ été ❜❡❛✉❝♦✉♣ ét✉❞✐é ❝❡s
❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡
❝♦r♣s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡s ✜❜rés ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡
♥♦♥ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✳ ❙✐ H ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢✱ ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ H✲❝♦♠♦❞✉❧❡ (Z, δ)
❡st ✉♥❡ H✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❢✲●❛❧♦✐s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ B s✐ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦ï♥✈❛r✐❛♥ts
❞❡ Z s♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ B ❡t s✐ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ β : Z ⊗B Z → Z ⊗H
❞é✜♥✐❡ ♣❛r

β(x⊗ y) = δ(x)(y ⊗ 1)

❡st ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥✳ ▲❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✬❡①t❡♥✲
s✐♦♥s ❞❡ ❍♦♣❢✲●❛❧♦✐s ❀ ❝❡ s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❞♦♥t ❧❡s ❝♦ï♥✈❛r✐❛♥ts s♦♥t ré❞✉✐ts à ❧✬❛♥♥❡❛✉
❞❡ ❜❛s❡✳ ❇✐❡♥ q✉✬✉♥❡ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❛❜♦♥❞❛♥❞❡ ❛✐❡ été ❝♦♥s❛❝ré❡ ❛✉① ❡①t❡♥s✐♦♥s
❞❡ ❍♦♣❢✲●❛❧♦✐s✱ ♦♥ ❛ ♣❡✉ ❞❡ rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡✉r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡
♣rès✳ P♦✉r ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❝❧❛ss❡r ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❍♦♣❢✲●❛❧♦✐s à
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès✱ ❑❛ss❡❧ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣é ❛✈❡❝ ❙❝❤♥❡✐❞❡r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥
❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✉r ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❍♦♣❢✲●❛❧♦✐s q✉✬✐❧ ❛ ❛♣♣❡❧é❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡✳

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❛♣♣♦rt❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ à ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡t ✐s♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ ♣rès ❡t ❡ss❛②❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts
❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❛✉t♦✉r ❞❡ q✉❛tr❡ ❛①❡s✳

❛✮ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡s
♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ Uq(g) ❛ss♦❝✐é❡ ♣❛r ❉r✐♥❢❡❧❞ ❡t ❏✐♠❜♦ à ✉♥❡
❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡ g✱ ❡①♣❧✐❝✐t❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❑❛ss❡❧ ❡t ❙❝❤♥❡✐❞❡r✳

❜✮ ❯♥❡ ét✉❞❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ q✉❛♥t✐q✉❡ Oq(SL(2)) ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ SL(2) ❀ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ à ✐s♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ ♣rès ❡t ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣❛rt✐❡❧s ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ à ❤♦♠♦t♦♣✐❡
♣rès✳

❝✮ ❯♥❡ ét✉❞❡ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡t ❤♦♠♦t♦♣✐❡
♣rès ♣♦✉r ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ≤ 15 ❀ ♥♦✉s s②♥t❤ét✐s♦♥s ❞❡s
rés✉❧t❛ts é♣❛r♣✐❧❧és ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ♣♦rt❛♥t s✉r ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬❛❧❣è❜r❡s
❞❡ ❍♦♣❢ ♣♦✐♥tés ♦✉ s❡♠✐s✐♠♣❧❡s ❡t ❝♦♠♣❧ét♦♥s ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s
♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ♥✐ s❡♠✐s✐♠♣❧❡ ♥✐ ♣♦✐♥té❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ 8✳

❞✮ ❯♥❡ ét✉❞❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ Hn q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♥✐ s❡♠✐s✐♠♣❧❡s
♥✐ ♣♦✐♥té❡s✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❣❛✲
❧♦✐s✐❡♥s✳ P♦✉r n = 2✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s s♦♥t tr✐✈✐❛✉①✳

❯♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ét✉❞✐és ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ▲❡s
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❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❍♦♣❢✲●❛❧♦✐s ② s♦♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣rés❡♥té❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉r ✐♥t❡r♣ré✲
t❛t✐♦♥ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ✜❜rés ♣r✐♥❝✐♣❛✉① q✉❛♥t✐q✉❡s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉rs ✜❜r❡s✳
▲✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❍♦♣❢✲●❛❧♦✐s ❡st ❞é✜♥✐❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❞✐✛é✲
r❡♥ts ❝♦❝②❝❧❡s ❛ss♦❝✐és ❛✉① ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❍♦♣❢✲●❛❧♦✐s ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ❝♦❝②❝❧❡s
✏♣❛r❡ss❡✉①✑ ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r ❇✐❝❤♦♥ ❡t ❈❛r♥♦✈❛❧❡✳ ▲❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❍♦♣❢✲●❛❧♦✐s✱
✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r ❇✐❝❤♦♥✱ s♦♥t ❡①♣❧✐q✉és ❀ ✐❧s ❞♦♥♥❡♥t ✉♥❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡
t❛♥♥❛❦✐❡♥ é❝❧❛✐r❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡t ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❙❝❤❛✉❡♥❜✉r❣✳

❙♦✐t Uq(g) ❧✬❛❧❣è❜r❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❛♥t❡ ❛ss♦❝✐é❡ ♣❛r ❉r✐♥❢❡❧❞ ❡t ❏✐♠❜♦ à
✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡ g s❡♠✐s✐♠♣❧❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❈❛rt❛♥ s②♠étr✐s❛❜❧❡✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷
❡st ❝♦♥s❛❝ré à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡
❞❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ Uq(g)✳ ❑❛ss❡❧ ❡t ❙❝❤♥❡✐❞❡r ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ Uq(g) à ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣rès ❡st ❡♥ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ k[G]✱ ♦ù G ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ✏❣r♦✉♣✲❧✐❦❡✑ ❞❡ Uq(g)✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ❧✉✐✲♠ê♠❡ ♣❛r❛♠étré
♣❛r t(t − 1)/2 é❧é♠❡♥ts ✐♥✈❡rs✐❜❧❡s ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❜❛s❡ k✱ ♦ù t ❡st ❧❡ r❛♥❣ ❞❡
g✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❢❛♠✐❧❧❡ λ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✐♥✈❡rs✐❜❧❡s ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ k✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s
❧✬❛❧❣è❜r❡ Aλ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs
Xi, Yi, Zi, Z

−1
i ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ t ❡t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s

ZiZj = λ2
ijZjZi, ZiZ

−1
i = Z−1

i Zi = 1,

ZiXj = λ2
ijq

diaijXjZi,

ZiYj = q−diaijYjZi,

XiYj − YjXi = δij
Zi

qdi − q−di
,

1−aij∑

r=0

(−1)r
[

1 − aij
r

]

qdi

λ
aij+2r−1
ij X

1−aij−r
i XjX

r
i = 0,

1−aij∑

r=0

(−1)r
[

1 − aij
r

]

qdi

Y
1−aij−r
i YjY

r
i = 0,

♣♦✉r 1 ≤ i, j ≤ t ✭❧❡s ❛✉tr❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s♦♥t ❡①♣❧✐q✉é❡s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✮✳
◆♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ♣♦✉r λ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡

❞❡ t(t− 1)/2 é❧é♠❡♥ts ✐♥✈❡rs✐❜❧❡s ❞❡ k ❝♦♠♣❧été❡ ❡♥ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✲
♠❡♥t ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✳

❚❤é♦rè♠❡✳

❛✮ ▲✬❛❧❣è❜r❡ Aλ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❝❧✐✈é ❞❡ Uq(g)✳
❜✮ ❚♦✉t ♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❞❡ Uq(g) ❡st ❤♦♠♦t♦♣❡ à ✉♥ ♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❞❡ ❧❛

❢♦r♠❡ Aλ✳
❝✮ ❉❡✉① ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s Aλ ❡t Aλ′ ❞❡ Uq(g) s♦♥t ❤♦♠♦t♦♣❡s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t

s✐ λ = λ′✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ❞♦♥♥é ❧✐❡✉ à ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❬❆✶❪ ✐♥t✐t✉❧é ✏❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♦❜✲
❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ Uq(g) à ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣rès✑ à ♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ✏❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐♥
❆❧❣❡❜r❛✑✳
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▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ q✉❛♥✲
t✐q✉❡ Oq(SL(2)) ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ SL(2)✳ ■❧ ❛♣♣♦rt❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
❞❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ❡t ❞✬♦❜❥❡ts ❣❛✲
❧♦✐s✐❡♥s ♥♦♥ ❝❧✐✈és✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ B(E)✱ ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r
❉✉❜♦✐s✲❱✐♦❧❡tt❡ ❡t ▲❛✉♥❡r✳ P♦✉r E ∈ GLn(k)✱ ❧✬❛❧❣è❜r❡ B(E)✱ ❡st ❡♥❣❡♥❞ré❡
♣❛r (aij)1≤i,j≤n ❡t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s

E−1atEa = In = aE−1atE,

♦ù E−1 ❞és✐❣♥❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ E ❡t at ❧❛ tr❛♥s♣♦sé❡ ❞❡ a✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ Eq ∈
GL2(k) t❡❧❧❡ q✉❡ Oq(SL(2)) = B(Eq)✳ ❙✉✐✈❛♥t ❇✐❝❤♦♥✱ s✐ ❞❡ ♣❧✉s F ∈ GLm(k)✱
♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❛❧❣è❜r❡ B(E,F ) ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r (zij)i=1...n,j=1...m ❡t ❞é✜♥✐❡
♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡s

F−1ztEz = Im ❡t zF−1ztE = In.

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t❡✉rs ✜❜r❡s✱ ♥♦✉s
❞♦♥♥♦♥s ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ B(E) ❡t
ét❛❜❧✐ss♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts✳

❚❤é♦rè♠❡✳

❛✮ ❙♦✐t k ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ n ≥ 2 ✉♥ ❡♥t✐❡r✱ E ∈ GLn(k) ❡t Z ✉♥ ♦❜❥❡t
❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❞❡ B(E)✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r m ≥ 2 ❡t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ F ∈
GLm(k) t❡❧❧❡ q✉❡ Tr(F−1F t) = Tr(E−1Et) ❡t Z s♦✐t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à B(E,F )
❝♦♠♠❡ ♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❞❡ B(E)✳

❜✮ ❙♦✐t k ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ n,m1,m2 ❞❡s ❡♥t✐❡rs ≥ 2 ❡t E ∈ GLn(k)✱
F1 ∈ GLm1(k), F2 ∈ GLm2(k) ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s B(E,F1)
❡t B(E,F2) s♦✐t k✲✜❞è❧❡♠❡♥t ♣❧❛t❡s✳ ❆❧♦rs ❧❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s B(E,F1)
❡t B(E,F2) ❞❡ B(E) s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ m1 = m2 ❡t s✬✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ P ∈ GLm1(k) t❡❧❧❡ q✉❡ F1 = PF2P

t✳
❝✮ ❙♦✐t k ✉♥ ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡✱ ❞❡s ❡♥✲

t✐❡rs m0,m1 ≥ 2 ❡t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s F0, F1 ∈ GLm0(k) × GLm1(k) t❡❧❧❡s
q✉❡ Tr(F−1

i F ti ) = −q − q−1 ♣♦✉r i = 0, 1✳ ❙✐ m0 = m1 ❡t s✐ F−1
0 F t0

❡t F−1
1 F t1 ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ❣❛✲

❧♦✐s✐❡♥s B(Eq, F0) ❡t B(Eq, F1) ❞❡ Oq(SL(2)) s♦♥t ❤♦♠♦t♦♣❡s✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ❞♦♥♥é ❧✐❡✉ à ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❬❆✷❪ ✐♥t✐t✉❧é ✏❖♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢
●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝ts ♦✈❡r t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❛ ♥♦♥❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠✑✱ ♣❛r✉
❞❛♥s ✏▼❛♥✉s❝r✐♣t❛ ▼❛t❤✑✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❡st ✉♥❡ ét✉❞❡ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛❧✲
❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ≤ 15 ❡t ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❜❛s❡ ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐✲
q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡✳ ◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✉♥❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts
❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ é♣❛r♣✐❧❧és ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✬ét✉❞❡ ❞❡s
♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ H ❞❡ ♣❡t✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛ été ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
❉♦✐ ❡t ❚❛❦❡✉❝❤✐ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❙✇❡❡❞❧❡r ❡t ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❚❛❢t✱ ❡t ✉t✐❧✐s❡ ✉♥
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ H✲❝♦♠♦❞✉❧❡s ❡♥tr❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡t ❧✬♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥✳ ◆♦✉s
r❡♣r❡♥♦♥s ❛✉ss✐ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛s✉♦❦❛ s✉r ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬❛❧✲
❣è❜r❡s ❝♦s❡♠✐s✐♠♣❧❡s ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❉❛✈②❞♦✈ ♣♦✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s
❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts



✶✵ ❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙

❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❛ été ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❙❝❤❛✉❡♥❜✉r❣ ❡t r❡♣♦s❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts
❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢✳ ▲❛
♥♦t✐♦♥ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡st ❛✉ss✐ ❛❜♦r❞é❡✳ ◆♦✉s s②♥t❤ét✐s♦♥s ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts tr❛✈❛✉①
♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❡t s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s
♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❞❡ ♣❡t✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡t ❝♦♠♣❧ét♦♥s ❛✈❡❝
❧❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 8 q✉✐ ♥✬❡st ♥✐ s❡♠✐s✐♠♣❧❡
♥✐ ♣♦✐♥té❡ q✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ❛❜♦r❞❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛❧✲
❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ Hn ♥✐ ♣♦✐♥té❡s ♥✐ s❡♠✐s✐♠♣❧❡s ♣♦✉r n ∈ N✳ ❈❡s ❝❛❧❝✉❧s r❡♣♦s❡♥t
s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❬❉♦❚✾✺❪ ♠❛✐s ❧❡s s❝❛❧❛✐r❡s ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ s♦♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ♥♦♥
tr✐✈✐❛❧ ❝❛r ❧✬❛❧❣è❜r❡ ♥✬❡st ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❣r♦✉♣✲❧✐❦❡
❡t ♣r✐♠✐t✐❢s✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s
❧♦rsq✉❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ♥✬❡st ♥✐ s❡♠✐s✐♠♣❧❡ ♥✐ ♣♦✐♥té❡✳

▲❡s ❛❧❣è❜r❡s Hn s♦♥t ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ❞✉❛❧❡s ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ♣♦✐♥té❡s Pn
❡♥❣❡♥❞ré❡s ♣❛r g ❡t x ❡t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s

g2n = 1, x2 = 1 − g2, gx+ xg = 0

❡t t❡❧❧❡s q✉❡ g s♦✐t ✉♥ é❧é♠❡♥t ❣r♦✉♣✲❧✐❦❡ ❡t x ✉♥ é❧é♠❡♥t g✲♣r✐♠✐t✐❢✳ ◆♦✉s ♠♦♥✲
tr♦♥s q✉❡ ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s Hn s♦♥t ❡♥❣❡♥❞ré❡s ♣❛r ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts α ❡t β ❡t ❧❡s
r❡❧❛t✐♦♥s

α2n = 1, β2 = 0 ❡t αβ = ξβα,

♦ù ξ ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ 2n✲✐è♠❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❞❛♥s k✳ ▲❛ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
∆ : Hn → Hn ⊗Hn ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

∆(α) = α⊗ α+ β ⊗ βαn ❡t ∆(β) = α⊗ β + β ⊗ αn+1.

◗✉❛♥❞ n = 2✱ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ H2 ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 8
q✉✐ ♥✬❡st ♥✐ s❡♠✐s✐♠♣❧❡✱ ♥✐ ♣♦✐♥té❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❛❧❣è❜r❡ ❡st ✉♥
q✉♦t✐❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ Oq(SL(2)) ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉❛♥t✐q✉❡s s✉r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ SL(2)
❧♦rsq✉❡ q = −i✳ ▲❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ H2 ❡st tr❛✐té❡ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ Oq(SL(2)) ✭✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮
❡t ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ H2 s♦♥t tr✐✈✐❛✉① à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡
♣rès✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✶

❉é✜♥✐t✐♦♥s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s ♥♦t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❡
r❡st❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

✶✳✶ ❆❧❣è❜r❡s✱ ❝♦❣è❜r❡s ❡t ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢

❙♦✐t k ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❀ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❝♦♥s✐❞érés ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧❛ ❝❛té✲
❣♦r✐❡ ♠♦♥♦ï❞❛❧❡ ❞❡s k✲♠♦❞✉❧❡s ❞♦♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ s✉r k s❡r❛ ♥♦té ⊗✳

✶✳✶✳✶ ❆❧❣è❜r❡s ❡t ❝♦❣è❜r❡s

❉♦♥♥♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣✉✐ss♦♥s ❡♥ ❞♦♥✲
♥❡r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ✏❞✉❛❧❡✑✳

❯♥❡ k✲❛❧❣è❜r❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡st ✉♥ k✲♠♦❞✉❧❡ A ♠✉♥✐ ❞❡ ❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s k✲
❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ µ : A ⊗ A → A ❡t ❧✬✉♥✐té u : k → A t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s
❞✐❛❣r❛♠♠❡s s✉✐✈❛♥ts ❝♦♠♠✉t❡♥t✳

a) ❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té b) ✉♥✐t❛r✐té

A⊗A⊗A

id⊗µ
��

µ⊗id // A⊗A

µ

��
A⊗A

µ // A

A⊗A

µ

��

A⊗ k

id⊗u
99ttttttttt

∼=
%%JJJJJJJJJJ

k ⊗A

u⊗id
eeJJJJJJJJJ

∼=
yytttttttttt

A

P♦✉r t♦✉s k✲♠♦❞✉❧❡s V ❡t W ✱ ❧❛ ✈♦❧t❡ τ : V ⊗ W → W ⊗ V ❡st ❞é✜♥✐❡
♣❛r τ(v ⊗ w) = w ⊗ v✱ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ V, w ∈ W ✳ ❯♥❡ ❛❧❣è❜r❡ (A,µ, u) ❡st
❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ s✐ µ ◦ τ = τ ◦ µ✳
❊①❡♠♣❧❡ ✶✳ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❡t k[G] ❧❡ k✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ ❜❛s❡ G✳ ▲❡s ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s µ : k[G] ⊗ k[G] → k[G] ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ♣❛r µ(g, h) = gh ♣♦✉r t♦✉t
g, h ∈ G ❡t u : k → k[G] ❞é✜♥✐❡ ♣❛r u(1k) = 1G ♠✉♥✐ss❡♥t k[G] ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡
❞✬❛❧❣è❜r❡ ❡t k[G] ❡st ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ G✳



✶✷ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❣è❜r❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ✏❞✉❛❧❡✑ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✬❛❧✲
❣è❜r❡✳ ❯♥❡ ❝♦❣è❜r❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡st ✉♥ k✲♠♦❞✉❧❡ C ♠✉♥✐ ❞❡ ❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐✲
♥é❛✐r❡s✱ ❧❛ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ∆ : C → C ⊗ C ❡t ❧❛ ❝♦ü♥✐té ε : k → C t❡❧❧❡s q✉❡
❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s s✉✐✈❛♥ts ❝♦♠♠✉t❡♥t✳

a) ❝♦❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té b) ❝♦ü♥✐t❛r✐té

A

∆
��

∆ // A⊗A

∆⊗id
��

A⊗A
id⊗∆// A⊗A⊗A

A

∆

��

∼=

yytttttttttt
∼=

%%JJJJJJJJJJ

A⊗ k k ⊗A

A⊗A

id⊗ε

eeJJJJJJJJJ ε⊗id

99ttttttttt

❯♥❡ ❝♦❣è❜r❡ (C,∆, ε) ❡st ❝♦❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ s✐ ∆ = τ ◦ ∆✱ ♦ù τ ❡st ❧❛ ✈♦❧t❡✳
❙✐ (C,∆C , εC) ❡t (D,∆D, εD) s♦♥t ❞❡✉① ❝♦❣è❜r❡s✱ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ f : C → D
❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❝♦❣è❜r❡s s✐ ∆D ◦ f = (f ⊗ f) ◦ ∆C ❡t εC = εD ◦ f ✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❙✇❡❡❞❧❡r

∆(x) = x(1) ⊗ x(2).

▲❡s ✐♥❞✐❝❡s (1) ❡t (2) s♦♥t s②♠❜♦❧✐q✉❡s ❡t ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ x(1)⊗x(2) ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♠♣r✐s❡
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ C✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡✱
♥♦✉s é❝r✐✈♦♥s (∆ ⊗ id) ◦ ∆(x) = (id⊗∆) ◦ ∆(x) = x(1) ⊗ x(2) ⊗ x(3)✱ ❝❡ q✉✐ ❡st
❧✐❝✐t❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té✳

❊①❡♠♣❧❡s ✸✳
✭❛✮ ❙♦✐t (C,∆, ε) ✉♥❡ ❝♦❣è❜r❡✳ ▲❛ ❝♦❣è❜r❡ ♦♣♣♦sé❡ Cop ❡st ❧❡ k✲♠♦❞✉❧❡ C

♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦ü♥✐té ε ❡t ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ∆op = τ ◦∆ ❀ ♦♥ ✈ér✐✜❡
❛✐sé♠❡♥t q✉❡ (Cop,∆op, ε) ❡st ✉♥❡ ❝♦❣è❜r❡✳

✭❜✮ ❙♦✐t k[G] ❧❡ k✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ G✳ ▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❧✐♥é❛✐r❡s ∆ : k[G] → k[G] ⊗ k[G] ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ♣❛r ∆(g) = g ⊗ g ❡t
ε : k[G] → k ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ♣❛r ε(g) = 1✱ ♣♦✉r t♦✉t g ∈ G✱ ♠✉♥✐ss❡♥t
k[G] ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦❣è❜r❡✳

✭❝✮ ❙♦✐t U(g) ❧✬❛❧❣è❜r❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❛♥t❡ ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡ g✳ ▲❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ∆ : U(g) → U(g) ⊗ U(g) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ∆(x) = x ⊗ 1 + 1 ⊗ x
❡t ε : U(g) → k ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ε(x) = 0✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ g✱ ♠✉♥✐ss❡♥t U(g)
❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦❣è❜r❡✳

✶✳✶✳✷ ❉✉❛❧✐té ❡♥tr❡ ❛❧❣è❜r❡s ❡t ❝♦❣è❜r❡s

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ q✉❡ k ❡st ✉♥ ❝♦r♣s✳ P♦✉r t♦✉t k✲❡s♣❛❝❡
✈❡❝t♦r✐❡❧ V ✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s V ∗ = Homk(V, k) ❧❡ ❞✉❛❧ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ V ✳ ▲❛ ❞✉❛❧✐té
❡♥tr❡ V ❡t V ∗ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡ <,>: V ∗ ⊗ V → k ♣❛r
< f, v >= f(v)✳ ❙✐ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ϕ : V → W ❡st ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❛ tr❛♥s♣♦sé❡ ❞❡ ϕ
❡st ϕ∗ : W ∗ → V ∗✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

ϕ∗(f)(v) = f(ϕ(v))

♣♦✉r t♦✉t f ∈W ∗ ❡t v ∈ V ✳



✶✳✶ ❆❧❣è❜r❡s✱ ❝♦❣è❜r❡s ❡t ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ✶✸

▲❡♠♠❡ ✶✳ ❙✐ C ❡st ✉♥❡ ❝♦❣è❜r❡✱ s♦♥ ❞✉❛❧ ❧✐♥é❛✐r❡ C∗ ❡st ❝❛♥♦♥✐q✉❡♠❡♥t ♠✉♥✐
❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ k✲❛❧❣è❜r❡ ♣❛r µ = ∆∗ ❡t u = ε∗✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ C∗ ⊗C∗ ⊂ (C ⊗C)∗✱ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s s♦♥t
❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡s ❡t ♦♥ ✈ér✐✜❡ ❛✐sé♠❡♥t q✉❡ C∗ ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳ ❙♦✐t (k[G],∆, ε) ❧❛ ❝♦❣è❜r❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✸✳ ❆❧♦rs✱ s♦♥ ❞✉❛❧
kG = k[G]∗✱ q✉✐ s✬✐❞❡♥t✐✜❡ ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✉ ❣r♦✉♣❡ G ❞❛♥s k✱ ❛ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡
❞✬❛❧❣è❜r❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r µ = ∆∗ ❡t u = ε∗✳ ◆♦t♦♥s (δg)g∈G ❧❛ ❜❛s❡ ❞✉❛❧❡ ❞❡ (g)g∈G ❀
❧❡ ♣r♦❞✉✐t µ = ∆∗ ❞❡ kG = k[G]∗❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ (δg)g∈G ♣❛r

δgδh = δg,h δg ✭✶✳✶✮

♣♦✉r t♦✉t g, h ∈ G✱ ♦ù δg,h ❡st ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r✳

❙✐ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ A✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♣♦sé❡ ❞❡
❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ m∗(A∗) ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s A∗ ⊗ A∗✳ ◆♦✉s
❞é✜♥✐ss♦♥s ❛❧♦rs ❧❡ ❞✉❛❧ ✜♥✐ Ao ❞❡ A ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

Ao = {f ∈ A∗| ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐❞é❛❧ I ❞❡ A t❡❧ q✉❡ f(I) = 0 ❡t ❞✐♠ A/I <∞}.

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❛❧❣è❜r❡ A✱ ❧❛ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ∆ = µ∗ ❡t ❧❛ ❝♦ü♥✐té
ε = u∗ ♠✉♥✐ss❡♥t ❧❡ ❞✉❛❧ ✜♥✐ ❞❡ A ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦❣è❜r❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ❬▼♦✾✸❪✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳ ❙✐ A ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✱ ❛❧♦rs s♦♥ ❞✉❛❧
❧✐♥é❛✐r❡ ❡t s♦♥ ❞✉❛❧ ✜♥✐ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t✳

❊①❡♠♣❧❡ ✻✳ ❙♦✐t k[G] ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ G✳ ❆❧♦rs k[G] ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
✜♥✐❡ ❡t kG = k[G]∗ ❛ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦❣è❜r❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r µ∗✳ ❉❛♥s ❧❛ ❜❛s❡
(δg)g∈G ❞❡ kG✱ ❞✉❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ (g)g∈G ❞❡ k[G]✱ ❧❛ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥

∆ = µ∗ : kG → kG ⊗ kG

❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
∆(δg) = µ∗(δg) =

∑

h∈G

δgh−1 ⊗ δh, ✭✶✳✷✮

♣♦✉r t♦✉t g ∈ G✳ ▲❛ ❝♦ü♥✐té ε : k[G] → k ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

ε(δg) = δg,1 ✭✶✳✸✮

♣♦✉r t♦✉t g ∈ G✳

✶✳✶✳✸ ❇✐❣è❜r❡s

◆♦✉s ❝♦♠❜✐♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❡t ❞❡ ❝♦❣è❜r❡ ❡♥ ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞❡ ❜✐❣è❜r❡✳ ❯♥❡ ❜✐❣è❜r❡ B ❡st ✉♥❡ k✲❛❧❣è❜r❡ (B,µ, u) q✉✐ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❝♦❣è❜r❡
(B,∆, ε)✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s s✉✐✈❛♥t❡s s♦✐t ✈r❛✐❡✳

✭✶✮ ▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ∆ ❡t ε s♦♥t ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞✬❛❧❣è❜r❡s✳
✭✷✮ ▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s µ ❡t u s♦♥t ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❝♦❣è❜r❡s✳



✶✹ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s

❯♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❜✐❣è❜r❡s f : B → B′ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥tr❡
❞❡✉① ❜✐❣è❜r❡s q✉✐ ❡st à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❡t ❞❡ ❝♦❣è❜r❡s✳

❊①❡♠♣❧❡s ✼✳
✭❛✮ ❙♦✐t k[G] ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ G✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦ü♥✐té
❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✸ s♦♥t ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❡t k[G] ❡st ✉♥❡
❜✐❣è❜r❡✳

✭❜✮ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ kG ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✉ ❣r♦✉♣❡ G ❛ ✉♥❡
str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❜✐❣è❜r❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❧✬✉♥✐té✱ ❧❛ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦ü♥✐té ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✭✶✳✶✮✱ ✭✶✳✷✮ ❡t ✭✶✳✸✮

✭❝✮ ❙♦✐t g ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡ ❡t U(g) s♦♥ ❛❧❣è❜r❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❛♥t❡
♠✉♥✐❡ ❞❡ s♦♥ ♣r♦❞✉✐t ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳ ▲❛ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦ü♥✐té ❞é✜♥✐❡s
❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✸ ♠✉♥✐ss❡♥t U(g) ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❜✐❣è❜r❡✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❜✐❣è❜r❡ (B,µ,∆, u, ε)✳ ❯♥ é❧é♠❡♥t g ∈ B ❡st ❣r♦✉♣✲❧✐❦❡
s✐ ∆(g) = g ⊗ g ❡t ε(g) = 1 ❀ ✉♥ é❧é♠❡♥t x ∈ B ❡st ♣r✐♠✐t✐❢ s✐ ∆(x) = 1 ⊗ x +
x ⊗ 1 ❡t ε(x) = 0✳ ❙✐ g, h s♦♥t ❣r♦✉♣✲❧✐❦❡✱ ✉♥ é❧é♠❡♥t x ❡st (g, h)✲♣r✐♠✐t✐❢ ✭❡♥
❛♥❣❧❛✐s (g, h)✲s❦❡✇ ♣r✐♠✐t✐✈❡✮ s✐ ∆(x) = g ⊗ x+ x⊗ h ❡t ε(x) = 0✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s
G(B) ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❣r♦✉♣✲❧✐❦❡✱ P (B) ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts
♣r✐♠✐t✐❢s ❡t Pg,h(B) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts (g, h)✲♣r✐♠✐t✐❢s✱ s✐ g, h ∈ G(B)✳

✶✳✶✳✹ ❆❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢

❙✐ (C,∆, ε) ❡st ✉♥❡ ❝♦❣è❜r❡ ❡t (A,µ, u) ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥
❞é✜♥✐ ♣❛r

f ∗ g(x) = µ ◦ (f ⊗ g) ◦ ∆(x)

♣♦✉r t♦✉t f, g ∈ Hom(C,A) ❡t x ∈ C✱ ♠✉♥✐t ❧❡ k✲♠♦❞✉❧❡ Homk(C,A) ❞❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s k✲❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ C ✈❡rs A ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❀ ❧✬é❧é♠❡♥t ✉♥✐té
❡st uε✳

❯♥❡ ❜✐❣è❜r❡ (H,µ,∆, u, ε) ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛♥t✐♣♦❞❡
S : H → H✱ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❯♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡
❞✬❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ f : H → K ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❜✐❣è❜r❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❛❧❣è❜r❡s
❞❡ ❍♦♣❢ H ❡t K t❡❧ q✉❡ f(SHh) = SK(f(h)) ♣♦✉r t♦✉t h ∈ H✱ ♦ù SH ❡t SK
s♦♥t ❧❡s ❛♥t✐♣♦❞❡s ❞❡ H ❡t K r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

❊①❡♠♣❧❡s ✽✳
✭❛✮ ❙♦✐t k[G] ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ G✳ ❆❧♦rs ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ S : k[G] →
k[G] ❞é✜♥✐❡ ♣❛r S(g) = g−1 ♣♦✉r t♦✉t g ∈ G ❡st ✉♥ ❛♥t✐♣♦❞❡ ♣♦✉r k[G]✳
P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ s✐ g ∈ G(H) ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❣r♦✉♣✲❧✐❦❡ ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡
❞❡ ❍♦♣❢ H✱ ❛❧♦rs S(g) = g−1 ❡t✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❣r♦✉♣✲❧✐❦❡ ❡st
✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳

✭❜✮ ❙♦✐t H = U(g) ❧✬❛❧❣è❜r❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❛♥t❡ ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡ g✳
❆❧♦rs ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ S : U(g) → U(g) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r S(x) = −x✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈
g ❡st ✉♥ ❛♥t✐♣♦❞❡ ♣♦✉r U(g)✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ s✐ x ∈ P (H) ❡st ✉♥
é❧é♠❡♥t ♣r✐♠✐t✐❢ ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ H✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ S(x) = −x✳

✭❝✮ ❙✐ k ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❡t H ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❞✉❛❧ ✜♥✐ Ho

❞❡ H ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❛✈❡❝ S∗ ❝♦♠♠❡ ❛♥t✐♣♦❞❡✳
✭❞✮ ▲✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❞❡ ❙✇❡❡❞❧❡r S4 ❡st ❧❛ k✲❛❧❣è❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r g, x✱



✶✳✶ ❆❧❣è❜r❡s✱ ❝♦❣è❜r❡s ❡t ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ✶✺

s♦✉♠✐s ❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s

g2 = 1, x2 = 0 ❡t xg = −gx

♠✉♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ∆ : S4 → S4 ⊗ S4 ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

∆(g) = g ⊗ g ❡t ∆(x) = g ⊗ x+ x⊗ 1.

▲❛ ❝♦ü♥✐té ε : S4 → k ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ε(g) = 1 ❡t ε(x) = 0 ❡t ❧✬❛♥t✐♣♦❞❡
S : S4 → S4 ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

S(g) = g−1 = g ❡t S(x) = −gx.

▲✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ S4 ❡st ✉♥ k✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ r❛♥❣ 4 s✉r k✱ ❡t ❡st ❧❛ ♣❧✉s
♣❡t✐t❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ q✉✐ ♥❡ s♦✐t ♥✐ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♥✐ ❝♦❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✳

◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✸✳ ❙♦✐t kG ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ G✳ ❙✐
f : kG → kG ❡st ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ kG✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ϕ : G→ G ❞✉ ❣r♦✉♣❡ G t❡❧ q✉❡ f(δg) = δϕ(g) ♣♦✉r t♦✉t g ∈ G✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t δg ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ kG ❀ ✐❧ ❡①✐st❡ agk ∈ k t❡❧s q✉❡
f(δg) =

∑
k∈G

agkδk✳ ❈♦♠♠❡ f ❡st ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡✱ ♦♥ ❛

f(δgδh) = f(δg)f(δh)

❡t ❞♦♥❝
δg,ha

g
k = agka

h
k

♣♦✉r t♦✉t g, h, k ∈ G✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ g = h ♦♥ ♦❜t✐❡♥t agk ∈ {0, 1} ❡t s✬✐❧
❡①✐st❡ g0 ∈ G t❡❧ q✉❡ ag0k 6= 0✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t h 6= g0 ❡t t♦✉t k ∈ G✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t ahl = 0✳ ❈♦♠♠❡ f ❡st ❜✐❥❡❝t✐✈❡✱ ♣♦✉r t♦✉t g ∈ G ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡
ϕ(g) ∈ G t❡❧ q✉❡ f(δg) = δϕ(g)✳ ❈♦♠♠❡ f ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❝♦❣è❜r❡s✱ ♦♥ ❛

∑

g1g2=g

f(δg1) ⊗ f(δg2) = ∆(f(δg)),

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ∑

g1g2=g

δϕ(g1) ⊗ δϕ(g2) =
∑

h1h2=ϕ(g)

δh1 ⊗ δh2 ,

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ϕ(gh) = ϕ(g)ϕ(h) ♣♦✉r t♦✉t g, h ∈ G✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡✱ ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ ε ◦ f = ε ✐♠♣❧✐q✉❡ ϕ(1) = 1 ❡t ❧❛ ❜✐❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ f ✐♠♣❧✐q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ϕ
q✉✐ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ G✳

✶✳✶✳✺ ▼♦❞✉❧❡s ❡t ❝♦♠♦❞✉❧❡s

❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡
q✉❡ ♥♦✉s ♣✉✐ss✐♦♥s ❧❛ ✏❞✉❛❧✐s❡r✑✳



✶✻ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s

❙♦✐t A ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡✳ ❯♥ A✲♠♦❞✉❧❡ à ❣❛✉❝❤❡ M ❡st ✉♥ k✲♠♦❞✉❧❡ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭❛♣♣❡❧é❡ ❛❝t✐♦♥✮ γ : A⊗M → M t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s
s✉✐✈❛♥ts ❝♦♠♠✉t❡♥t✳

a) ❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té b) ✉♥✐t❛r✐té

A⊗A⊗M

µA⊗id

��

γ⊗id // A⊗M

γ

��
A⊗M

γ // M

k ⊗M

∼= %%LLLLLLLLLL

u⊗id // A⊗M

γ

��
M

▲❡s A✲♠♦❞✉❧❡s à ❞r♦✐t❡ s❡ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❡t ♥♦✉s ♥♦t♦♥s
Modl(A) ✭♦✉ Mod(A)✮ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s A✲♠♦❞✉❧❡s à ❣❛✉❝❤❡ ❡t Modr(A) ❝❡❧❧❡
❞❡s A✲♠♦❞✉❧❡s à ❞r♦✐t❡✳

❊①❡♠♣❧❡s ✾✳ ❙♦✐t H ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢✳
✭❛✮ ❙♦✐tM ✉♥ k✲♠♦❞✉❧❡✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❝♦ü♥✐té ❞❡ H ❞é✜♥✐t ❧✬❛❝t✐♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ❞❡ H
s✉r M ♣❛r h ⇀ m = ε(h)m ♣♦✉r t♦✉t h ∈ H ❡t m ∈M ✳

✭❜✮ ▲✬❛❝t✐♦♥ ❛❞❥♦✐♥t❡ ❞❡ H s✉r ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r t♦✉t h, k ∈ H
♣❛r h ⇀ k = h(1)kS(h(2))✳

❙♦✐t (C,∆C , εC) ✉♥❡ ❝♦❣è❜r❡✳ ❯♥ C✲❝♦♠♦❞✉❧❡ à ❣❛✉❝❤❡ M ❡st ✉♥ k✲♠♦❞✉❧❡
♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭❛♣♣❡❧é❡ ❝♦❛❝t✐♦♥✮ δ : M → C ⊗M t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s
❞✐❛❣r❛♠♠❡s s✉✐✈❛♥ts ❝♦♠♠✉t❡♥t✳

a) ❝♦❛ss✐♦❝✐❛t✐✈✐té b) ❝♦ü♥✐t❛r✐té

M
δ //

δ
��

M ⊗ C

id⊗∆C

��
M ⊗ C

δ⊗id// M ⊗ C ⊗ C

M
δ //

##HH
HH

HH
HH

H
M ⊗ C

id⊗εC

��
M ⊗ k

▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s C✲❝♦♠♦❞✉❧❡s à ❣❛✉❝❤❡ ❡st ♥♦té❡ Comodl(C) ✭♦✉ Comod(C)✮
❡t ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s C✲❝♦♠♦❞✉❧❡s à ❞r♦✐t❡✱ ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡✱ ❡st ♥♦✲
té❡ Comodr(C)✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✵✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❙✇❡❡❞❧❡r

δ(m) = m(1) ⊗m(2)

♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧❛ ❝♦❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t m ❞✬✉♥ C✲❝♦♠♦❞✉❧❡ à ❣❛✉❝❤❡ M ✳

❙♦✐t C ✉♥❡ ❝♦❣è❜r❡ ❡t s♦✐t (M, δM ), (N, δN ) ❞❡✉① C✲❝♦♠♦❞✉❧❡s✳ ❯♥❡ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ f : M → N ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ C✲❝♦♠♦❞✉❧❡s s✐ δN ◦ f = (f ⊗ id) ◦ δM ✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❞✉❛❧✐té s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✹✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ k ❡st ✉♥ ❝♦r♣s✳
✭❛✮ ❙♦✐t C ✉♥❡ ❝♦❣è❜r❡ ❡t M ✉♥ C✲❝♦♠♦❞✉❧❡ à ❞r♦✐t❡✳ ❆❧♦rs M ❡st ✉♥ C∗✲

♠♦❞✉❧❡ à ❣❛✉❝❤❡✳
✭❜✮ ❙♦✐t A ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❡t M ✉♥ A✲♠♦❞✉❧❡ à ❣❛✉❝❤❡✳ ❆❧♦rs M ❡st ✉♥ Ao✲

❝♦♠♦❞✉❧❡ à ❞r♦✐t❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ A ·m ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✱ ❝♦♠♠❡
k✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧✱ ♣♦✉r t♦✉t m ∈M ✳



✶✳✶ ❆❧❣è❜r❡s✱ ❝♦❣è❜r❡s ❡t ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ✶✼

❊①❡♠♣❧❡s ✶✶✳
✭❛✮ ❙♦✐t (C,∆) ✉♥❡ ❝♦❣è❜r❡✳ ❆❧♦rs C ❡st ✉♥ C✲❝♦♠♦❞✉❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐✲

❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❝♦❛❝t✐♦♥✳
✭❜✮ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❝♦❣è❜r❡ C = k[G]✳ ❆❧♦rsM ❡st ✉♥ k[G]✲❝♦♠♦❞✉❧❡ à ❞r♦✐t❡

s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ M ❡st ✉♥ k✲♠♦❞✉❧❡ G✲❣r❛❞✉é ✭✈♦✐r ❬▼♦✾✸❪✮✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
M =

⊕
g∈GMg✱ ♦ù

Mg = {m ∈M |δ(m) = m⊗ g}. ✭✶✳✹✮

✭❝✮ ❙♦✐t f : C → C ′ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❝♦❣è❜r❡s✳ ❆❧♦rs f ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡
❞❡ C ′✲❝♦♠♦❞✉❧❡ s✉r C ♣❛r (f ⊗ id) ◦ ∆C ✳

✶✳✶✳✻ ■♥✈❛r✐❛♥ts ❡t ❝♦ï♥✈❛r✐❛♥ts

❙♦✐t H ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡t M ✉♥ H✲♠♦❞✉❧❡ à ❣❛✉❝❤❡✳ ▲❡ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡
❞❡s é❧é♠❡♥ts ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ M s♦✉s H ❡st

MH = {m ∈M |h ·m = ε(h)m, ∀h ∈ H}.

❙♦✐t M ✉♥ H✲❝♦♠♦❞✉❧❡ à ❞r♦✐t❡✳ ▲❡ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦ï♥✈❛r✐❛♥ts
❞❡ M ♣♦✉r H ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

M co H = {m ∈M |δ(m) = m⊗ 1}.

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♣♦✉r ❧❡s H✲♠♦❞✉❧❡s
à ❞r♦✐t❡ ❡t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦ï♥✈❛r✐❛♥ts ♣♦✉r ❧❡s H✲❝♦♠♦❞✉❧❡s à ❣❛✉❝❤❡ ❡t ♥♦✉s
✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❡s ♠ê♠❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❖♥ ❛ ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✺✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ k ❡st ✉♥ ❝♦r♣s✳

✭✶✮ ❙♦✐t M ✉♥ H✲❝♦♠♦❞✉❧❡ à ❞r♦✐t❡ ❀ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❛✉ss✐ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ H∗✲
♠♦❞✉❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❞✉❛❧✐té✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛

MH∗

= M co H

✭✷✮ ❙♦✐t M ✉♥ H✲♠♦❞✉❧❡ à ❣❛✉❝❤❡ t❡❧ q✉❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡
Ho✲❝♦♠♦❞✉❧❡ à ❞r♦✐t❡✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛

MH = M co Ho

.

❊①❡♠♣❧❡ ✶✷✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ k[G] ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ G ❡t ✉♥ k[G]✲
❝♦♠♦❞✉❧❡ à ❞r♦✐t❡ M =

⊕
g∈GMg ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✳✹✳ ❆❧♦rs

M co H = Me,

♦ù e ❡st ❧✬é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ ❞❡ G✳



✶✽ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s

✶✳✶✳✼ Pr♦❞✉✐ts t❡♥s♦r✐❡❧ ❡t ❝♦t❡♥s♦r✐❡❧

❙♦✐t (H,µ,∆) ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡t s♦✐t V,W ❞❡✉① H✲♠♦❞✉❧❡s à ❣❛✉❝❤❡✳
❆❧♦rs V ⊗W ❡st ✉♥ H✲♠♦❞✉❧❡ à ❣❛✉❝❤❡ ✈✐❛

h · (v ⊗ w) = h(1) · v ⊗ h(2) · w,

♣♦✉r t♦✉t h ∈ H✱ v ∈ V ❡t w ∈W ✳
❙♦✐t V,W ❞❡✉① H✲❝♦♠♦❞✉❧❡s à ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❝♦❛❝t✐♦♥s δV , δW r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

❆❧♦rs V ⊗W ❡st ✉♥ H✲❝♦♠♦❞✉❧❡ à ❞r♦✐t❡ ✈✐❛

δV⊗W (v ⊗ w) =
∑

v(1) ⊗ w(1) ⊗ v(2)w(2),

♣♦✉r t♦✉t v ∈ V ❡t w ∈W ✳
❙♦✐t V ✉♥ H✲❝♦♠♦❞✉❧❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❡t W ✉♥ H✲❝♦♠♦❞✉❧❡ à ❞r♦✐t❡✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t

❝♦t❡♥s♦r✐❡❧ V✷HW ❡st ❧✬é❣❛❧✐s❛t❡✉r ❞❡s ❝♦❛❝t✐♦♥s ❞❡ V ❡t W ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡
♥♦②❛✉ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ϕ : V ⊗W → V ⊗H ⊗W ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

ϕ = δV ⊗ idW − idV ⊗δW .

❈♦♠♠❡ V✷HW ⊂ V ⊗W ✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ V✷HW ♣❛r v ⊗ w✳
❙♦✐t f : H → K ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ❡t V ✉♥ K✲❝♦♠♦❞✉❧❡ à

❞r♦✐t❡✳ ◆♦✉s ♠✉♥✐ss♦♥s H ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ K✲❝♦♠♦❞✉❧❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
(f⊗ id)◦∆H ✳ ❆❧♦rs V✷KH ❡st ✉♥ H✲❝♦♠♦❞✉❧❡ à ❞r♦✐t❡ ✈✐❛ id⊗∆H ✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t
❝♦t❡♥s♦r✐❡❧ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ H ✐♥❞✉✐t ❞♦♥❝ ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r

ϕ : Comodr(K) → Comodr(H)

❞é✜♥✐ ♣❛r ϕ(U) = U✷KH✱ ♣♦✉r t♦✉t U ∈ Comodr(K)✳ ❙✐ H = K✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ k✲♠♦❞✉❧❡s id⊗ε : V✷HH
∼=−→ V ✳

✶✳✶✳✽ ❆❧❣è❜r❡s ♠♦❞✉❧❡s ❡t ❛❧❣è❜r❡s ❝♦♠♦❞✉❧❡s

❯♥❡ ❛❧❣è❜r❡ A ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ H✲♠♦❞✉❧❡ à ❣❛✉❝❤❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ⇀: H ⊗A→ A
✈ér✐✜❛♥t ❧❡s tr♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✭▼❆✶✮ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ⇀: H⊗A→ A ♠✉♥✐t A ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ H✲♠♦❞✉❧❡
à ❣❛✉❝❤❡✱

✭▼❆✷✮ h ⇀ (ab) = (h(1) ⇀ a)(h(2) ⇀ b) ♣♦✉r t♦✉t h ∈ H ❡t a, b ∈ A✱
✭▼❆✸✮ h ⇀ 1 = ε(h)1 ♣♦✉r t♦✉t h ∈ H✳

❙✐ ❧✬❛❝t✐♦♥ ✈ér✐✜❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ✭▼❆2✮ ❡t ✭▼❆3✮✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ H ♠❡s✉r❡ A✳ ❯♥❡
♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭▼❆2✮ ❡t ✭▼❆3✮ ❡st ❞❡ ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❧✬✉♥✐té ❞❡ A s♦♥t ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡H✲♠♦❞✉❧❡s✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
❛❧♦rs ✏❞✉❛❧✐s❡r✑ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳

❙✐ k ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❡t s✐ H ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r k✱ ♦♥ ❛ ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✻✳ ❙♦✐t H ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s k✳ A ❡st
✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ H✲♠♦❞✉❧❡ à ❣❛✉❝❤❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ A ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ H∗✲❝♦♠♦❞✉❧❡
à ❞r♦✐t❡✳



✶✳✶ ❆❧❣è❜r❡s✱ ❝♦❣è❜r❡s ❡t ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ✶✾

❊①❡♠♣❧❡s ✶✸✳

✭❛✮ ❙♦✐t k[G] ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ G ❡t s♦✐t (A, δ) ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ H✲❝♦♠♦❞✉❧❡✳
❉✬❛♣rès ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✶✱ A =

⊕
g∈GAg ❡st ✉♥ k✲♠♦❞✉❧❡ G✲❣r❛❞✉é✱ ❛✈❡❝

δ(ag) = ag ⊗ g✱ ♣♦✉r t♦✉t ag ∈ Ag✳ ❙♦✐t ag ∈ Ag ❡t bh ∈ Ah ❀ ♦♥ ❛
δ(agbh) = agbh ⊗ gh ❡t ❞♦♥❝ AgAh ⊂ Agh ❡t 1 ∈ A1✳ ❈❡❝✐ ❛ss✉r❡ q✉❡ A
❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ G✲❣r❛❞✉é❡✳

✭❜✮ ❙♦✐t k[G] ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ G ❡t A ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ H✲♠♦❞✉❧❡✳ ❈♦♠♠❡
∆(g) = g ⊗ g✱ ♦♥ ❛ g · (ab) = (g · a)(g · b) ♣♦✉r t♦✉t g ∈ G ❡t a, b ∈ A
❡t ❞♦♥❝ g ❛❣✐t s✉r A ♣❛r ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡
❞❡ ❣r♦✉♣❡s G → Aut(A)✱ ♦ù Aut(A) ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s
❞✬❛❧❣è❜r❡s ❞❡ A✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ t♦✉t ♠♦r♣❤✐s♠❡ G → Aut(A) ✐♥❞✉✐t
✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ k[G]✲♠♦❞✉❧❡ s✉r A✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ s✐ H ❡st
✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❛❣✐ss❛♥t s✉r ✉♥ H✲♠♦❞✉❧❡ A✱ ♦♥ ❛ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡
❣r♦✉♣❡ G(H) → Aut(A)✳

✭❝✮ ❙♦✐t U(g) ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❛♥t❡ ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡ g✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦✲
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ∆(x) = 1 ⊗ x+ x⊗ 1, ✉♥ é❧é♠❡♥t x ∈ U(g)
❛❣✐t ♣❛r ❞ér✐✈❛t✐♦♥ s✉r A✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t s✐ x ∈ P (H) ❡st ✉♥ é❧é✲
♠❡♥t ♣r✐♠✐t✐❢ ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ H ❡t A ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ H✲♠♦❞✉❧❡✱
❛❧♦rs x ❛❣✐t ♣❛r ❞ér✐✈❛t✐♦♥ s✉r A ❡t ♦♥ ❛ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ▲✐❡
P (H) → Der(A)✱ ♦ù Der(A) ❞és✐❣♥❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡ ❞❡s ❞ér✐✈❛t✐♦♥s ❞❡ A✳

✭❞✮ ❙✐ k ❡st ✉♥ ❝♦r♣s✱ s✐ kG = (k[G])∗ ❡st ❧❡ ❞✉❛❧ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡
✜♥✐ G ❡t s✐ A ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ H✲❝♦♠♦❞✉❧❡✱ ❛❧♦rs A ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ k[G]✲
♠♦❞✉❧❡ ❡t ♦♥ ❛ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s G→ Aut(A)✳

✭❡✮ ❙✐ k ❡st ✉♥ ❝♦r♣s✱ s✐ kG = (k[G])∗ ❡st ❧❡ ❞✉❛❧ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡
✜♥✐ G ❡t s✐ A ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ H✲♠♦❞✉❧❡✱ ❛❧♦rs A ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ k[G]✲
❝♦♠♦❞✉❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ G✲❣r❛❞✉é❡✳

▲✬❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ H s✉r ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ A ❡st ✐♥tér✐❡✉r❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ u ∈ Hom(H,A) t❡❧❧❡ q✉❡

h ⇀ a = u(h(1))au
−1(h(2)),

♣♦✉r t♦✉t h ∈ H ❡t a ∈ A✱ ♦ù u−1 ❞és✐❣♥❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ u ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳

❊①❡♠♣❧❡s ✶✹✳

✭❛✮ ▲✬❛❝t✐♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ H s✉r ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ A ❡st ✐♥té✲
r✐❡✉r❡ ✿ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣♦s❡r u(h) = ε(h)1✳

✭❜✮ ▲✬❛❝t✐♦♥ ❛❞❥♦✐♥t❡ ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ H s✉r ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ❡st ✐♥tér✐❡✉r❡ ✿
✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣♦s❡r u(h) = h ❡t u−1(h) = S(h)✳

✭❝✮ ❙✐ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ H s✉r A ❡st ✐♥tér✐❡✉r❡✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❣r♦✉♣✲❧✐❦❡ ❛❣✐ss❡♥t
❝♦♠♠❡ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ✐♥tér✐❡✉rs ❀ ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✐ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ G ❛❣✐t
♣❛r ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ✐♥tér✐❡✉rs✱ ❛❧♦rs ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ k[G] ❡st ✐♥tér✐❡✉r❡✳

✭❞✮ ❙✐ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ H s✉r A ❡st ✐♥tér✐❡✉r❡✱ ❛❧♦rs ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♣r✐♠✐t✐❢s ❞❡ H
❛❣✐ss❡♥t ♣❛r ❞ér✐✈❛t✐♦♥s ✐♥tér✐❡✉r❡s ✿ x ⇀ a = [u(x), a]✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ H
❡t a ∈ A✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✐ ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡ g ❛❣✐t ♣❛r ❞ér✐✈❛t✐♦♥
✐♥tér✐❡✉r❡ s✉r A✱ ❛❧♦rs ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ U(g) s✉r A ❡st ✐♥tér✐❡✉r❡✳



✷✵ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s

✶✳✷ Pr♦❞✉✐ts ❝r♦✐sés ❡t ❡①t❡♥s✐♦♥s ❝❧✐✈é❡s

✶✳✷✳✶ ❈♦❝②❝❧❡s

❙♦✐t H ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢✱ A ✉♥❡ k✲❛❧❣è❜r❡ ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ H ♠❡s✉r❡ A
✈✐❛ ❧✬❛❝t✐♦♥ à ❣❛✉❝❤❡ ⇀: H ⊗ A → A✳ ❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ σ : H ⊗H → A ❡st ✉♥
❝♦❝②❝❧❡ ♥♦r♠❛❧✐sé à ❣❛✉❝❤❡ s✐ σ ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ s✐

σ(h, 1) = σ(1, h) = ε(h)

❡t s✐

(
h(1) ⇀ σ(k(1),m(1))

)
σ(h(2), k(2)m(2)) = σ(h(1), k(1)) σ(h(2)k(2),m) ✭✶✳✺✮

♣♦✉r t♦✉t h, k,m ∈ H✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ s♦✉✈❡♥t ❧❡ t❡r♠❡ ❝♦❝②❝❧❡ ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ✉♥
❝♦❝②❝❧❡ ♥♦r♠❛❧✐sé✳

❊①❡♠♣❧❡s ✶✺✳
✭❛✮ ❙♦✐t k[G] ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ G ❡t σ : k[G]⊗ k[G] → k ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡
à ❣❛✉❝❤❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ tr✐✈✐❛❧❡✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✳✺✮ s✬é❝r✐t

σ(k,m)σ(h, km) = σ(h, k)σ(hk,m)

❡t ❧❡ ❝♦❝②❝❧❡ σ ❡st ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ G ❛✉ s❡♥s ✉s✉❡❧✳
✭❜✮ ❙♦✐t H ❡t K ❞❡✉① ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢✱ A ✉♥❡ k✲❛❧❣è❜r❡✱ f : H → K ✉♥
♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ❡t σ : K ⊗K → A ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡ ♥♦r♠❛❧✐sé à
❣❛✉❝❤❡✳ ❆❧♦rs✱ σ′ = σ ◦ (f ⊗ f) ❡st ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡ ♥♦r♠❛❧✐sé à ❣❛✉❝❤❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✻✳ ❙♦✐t H ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢✱ A ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❡t σ : H ⊗H → A
✉♥ ❝♦❝②❝❧❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ U = H∗ ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡t ♥♦t♦♥s J = σ∗ ∈
A⊗ U⊗2✳ ❆❧♦rs J s❛t✐s❢❛✐t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ t✇✐st ❞②♥❛♠✐q✉❡

J1,2,34J12,3,4 = J1,23,4J1,2,3.

✶✳✷✳✷ Pr♦❞✉✐ts ❝r♦✐sés

❙♦✐t H ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢✱ A ✉♥❡ k✲❛❧❣è❜r❡ ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ H ♠❡s✉r❡ A
✈✐❛ ❧✬❛❝t✐♦♥ à ❣❛✉❝❤❡ ⇀: H ⊗A→ A✳

❙♦✐t σ : H⊗H → A ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t
❝r♦✐sé A#σH ❞❡ A ❡t H ❡st ❧❡ k✲♠♦❞✉❧❡ A⊗H ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥

(a#h)(b#k) = a(h(1) ⇀ b) σ(h(2), k(1))#h(3)k(2)

♣♦✉r t♦✉t h, k ∈ H ❡t a, b ∈ A✱ ♦ù ❧✬♦♥ ❛ ♥♦té a#h ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ A#σH✳

▲❡♠♠❡ ✼✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❝r♦✐sé A#H ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❞✬✉♥✐té 1#1 s✐
❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

✭❛✮ ❧✬❛❧❣è❜r❡ A ❡st ♠✉♥✐❡ ❞✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ⇀: H ⊗ A → A t❡❧❧❡ q✉❡ 1 ⇀ a = a
❡t

h ⇀ (k ⇀ a) = σ(h(1), k(1)) (h(2)k(2) ⇀ a)σ−1(h(3), k(3))

♣♦✉r t♦✉t a ∈ A ❡t h, k ∈ H ❀



✶✳✷ Pr♦❞✉✐ts ❝r♦✐sés ❡t ❡①t❡♥s✐♦♥s ❝❧✐✈é❡s ✷✶

✭❜✮ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ σ : H ⊗H → A ❡st ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡ ♥♦r♠❛❧✐sé à ❣❛✉❝❤❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✼✳ ❙✐ ❧❡ ❝♦❝②❝❧❡ σ ❡st tr✐✈✐❛❧✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐ σ(h, k) = ε(h)ε(k)✱ ❛❧♦rs
❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝r♦✐sé s❡ ré❞✉✐t à A#H ∼= A⊗H ❛✈❡❝ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥

(a#h)(b#k) = a(h(1) ⇀ b)#h(2)k,

♣♦✉r t♦✉t h, k ∈ H ❡t a, b ∈ A✳

❊①❡♠♣❧❡s ✶✽✳
✭❛✮ ❙♦✐t ❧✬❛❧❣è❜r❡ H = k[G] ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ G✱ ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ A✱ ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ⇀ ❞❡
H s✉r A ❡t ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡ σ : H ⊗H → A✳ ❆❧♦rs ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝r♦✐sé A#σH ❡st
❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝r♦✐sé ✉s✉❡❧ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✳

✭❜✮ ❙♦✐t H✱ K ❞❡✉① ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢✱ B ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡✱ f : H → K ✉♥
♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ❡t σ : K ⊗K → B ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡✳ ◆♦t♦♥s

σ′ = (f ⊗ f) ◦ σ : H ⊗H → B.

❙✐ K ♠❡s✉r❡ B ✈✐❛ ⇀✱ ❛❧♦rs H ♠❡s✉r❡ B ✈✐❛ ⇀ ◦(f ⊗ id) : H ⊗B → B✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ s✐ B#σK ❡st ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❝r♦✐sé✱ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r
B#σ′H✳

✭❝✮ ❙♦✐t A ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡✱ g ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡✱ τ : g × g → A ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡ ❞❡
▲✐❡ ❡t δ : g → Derk(A) ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ t❡❧s q✉❡ A×τ U(g) s♦✐t ❧❡
♣r♦❞✉✐t ❝r♦✐sé ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❛♥t❡ ❛✉ s❡♥s ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❆❧♦rs ❧❡ ❝♦❝②❝❧❡
σ : U(g) ⊗ U(g) → A ✐♥❞✉✐t ♣❛r τ ❡t ❧✬❛❝t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r δ ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥
♣r♦❞✉✐t ❝r♦✐sé A#σU(g) ❡t ❧❡s ❞❡✉① ❛❧❣è❜r❡s A×τ U(g) ❡t A#σU(g) s♦♥t
✐s♦♠♦r♣❤❡s ✭✈♦✐r ❬▼♦✾✸❪ ♣♦✉r ❧❡s ❞ét❛✐❧s✮✳

✶✳✷✳✸ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❝❧✐✈é❡s

❙♦✐t B ⊂ Z ❞❡✉① ❛❧❣è❜r❡s ❡t H ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ B ⊂ Z
❡st ✉♥❡ H✲❡①t❡♥s✐♦♥ à ❞r♦✐t❡ s✐ Z ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ H✲❝♦♠♦❞✉❧❡ à ❞r♦✐t❡ ❡t s✐
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦ï♥✈❛r✐❛♥t Zco H = B✳ ❯♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ B ⊂ Z ❡st ✉♥❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ❝❧✐✈é❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ H✲❝♦♠♦❞✉❧❡s γ : H → Z ✐♥✈❡rs✐❜❧❡
♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡t t❡❧ q✉❡ γ(1) = 1 ❀ γ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❧✐✈❛♥t❡✳

▲❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❝❧✐✈é❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❛r❛❝tér✐sé❡s ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣r♦❞✉✐t ❝r♦✐sés✳

❚❤é♦rè♠❡ ✽✳ ❯♥❡ H✲❡①t❡♥s✐♦♥ B ⊂ Z ❡st ❝❧✐✈é❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
❝♦❝②❝❧❡ σ : H ⊗H → B ❡t ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ⇀: H ⊗B → B t❡❧s q✉❡ Z s♦✐t ✐s♦♠♦r♣❤❡
❛✉ ♣r♦❞✉✐t ❝r♦✐sé B#σH✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ✭✈♦✐r ❬▼♦✾✸❪✮ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾ ✭❬❉♦❚❛✽✻❪✮✳ ❙♦✐t B ⊂ Z ✉♥❡ H✲❡①t❡♥s✐♦♥ à ❞r♦✐t❡✱ q✉✐ ❡st ❝❧✐✈é❡
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❧✐✈❛♥t❡ γ : H → Z✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❞✉✐t ❝r♦✐sé
⇀: H ⊗B → B✱ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

h ⇀ a = γ(h(1)) a γ
−1(h(2))

♣♦✉r t♦✉t h ∈ H ❡t a ∈ A✱ ❡t ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ σ : H ⊗H → B ❞♦♥♥é ♣❛r

σ(h, k) = γ(h(1)) γ(k(1)) γ
−1(h(2)k(2))



✷✷ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s

♣♦✉r t♦✉t h, k ∈ H✱ a ∈ B✱ ♦ù γ−1 ❞és✐❣♥❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ γ✳

❈❡s ❞♦♥♥é❡s ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❝r♦✐sé B#σH ✐s♦♠♦r♣❤❡ à Z ❡t ❧❡ ♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s Ψ : B#σH → Z ❞♦♥♥é ♣❛r Ψ(a#h) = aγ(h) ❡st ✉♥ ♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ ❞❡ B✲♠♦❞✉❧❡s à ❣❛✉❝❤❡ ❡t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ H✲❝♦♠♦❞✉❧❡s à ❞r♦✐t❡ ✭❛✈❡❝
❧❛ str✉❝t✉r❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵ ✭❬❇▼✽✾❪✮✳ ❙♦✐t B#σH ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❝r♦✐sé ❀ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ❝❧✐✈❛♥t❡ γ : H → B#σH ❞é✜♥✐❡ ♣❛r γ(h) = 1#h✳ ❆❧♦rs γ ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡
♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❡rs❡ γ−1 ❞♦♥♥é ♣❛r

γ−1(h) = σ−1(S(h(2)), h(3))#S(h(1))

❡t B ⊂ B#σH ❡st ✉♥❡ H✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❝❧✐✈é❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❧✐✈❛♥t❡ γ✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✶ ✭❬❇▼✽✾❪✮✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬❛♥t✐♣♦❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ H s♦✐t
❜✐❥❡❝t✐✈❡✳ ❆❧♦rs t♦✉t ♣r♦❞✉✐t ❝r♦✐sé B#σH ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à B ⊗ H ❝♦♠♠❡ B✲
♠♦❞✉❧❡ à ❣❛✉❝❤❡✳

❙✐ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ H ❡st ✐♥tér✐❡✉r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✷ ✭❬❇❈▼✽✻❪✮✳ ❙♦✐t B#σH ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❝r♦✐sé t❡❧ q✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ H
s✉r B s♦✐t ✐♥tér✐❡✉r❡ ❡t ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ u ∈ Hom(H,B)✳
❉é✜♥✐ss♦♥s τ : H ⊗H → B ♣❛r

τ(h, k) = u−1(k(1))u
−1(h(1))σ(h(2), k(2))u(h(3)k(3)).

❆❧♦rs τ ❡st ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡ ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s

ϕ : B#σH
∼=−→ B#τH,

♦ù ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ H s✉r B ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❝r♦✐sé B#τH ❡st tr✐✈✐❛❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬✐s♦✲
♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ϕ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ B✲♠♦❞✉❧❡s à ❣❛✉❝❤❡ ❡t ✉♥
♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ H✲❝♦♠♦❞✉❧❡s à ❞r♦✐t❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡t s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r q✉❡ ❞❡✉①
♣r♦❞✉✐ts ❝r♦✐sés s♦✐❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❞✉❡s à ❉♦✐ ❬❉♦✽✾❪ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❡t
❇❧❛tt♥❡r ✭❞❛♥s ✉♥ ♣❛♣✐❡r ♥♦♥ ♣✉❜❧✐é✱ ♠❛✐s r❡❢♦r♠✉❧é ❞❛♥s ❬▼♦✾✸❪✮✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s
❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❬▼♦✾✸❪✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✸ ✭❬▼♦✾✸❪✮✳ ❙♦✐t B ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❡t H ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢✳ ❈♦♥s✐✲
❞ér♦♥s ❞❡✉① ❛❝t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts ❝r♦✐sés ⇀,⇀′: H ⊗ B → B ❡t ❞❡✉① ❝♦❝②❝❧❡s
σ, σ′ : H⊗H → B ❛ss♦❝✐és à ⇀,⇀′ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

ϕ : B#σH → B#′
σ′H

❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s✱ q✉✐ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ B✲♠♦❞✉❧❡s à
❣❛✉❝❤❡ ❡t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ H✲❝♦♠♦❞✉❧❡ à ❞r♦✐t❡✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
u ∈ Hom(H,B) ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡

✭✶✮ ϕ(a#h) = a u(h(1))#
′h(2),

✭✷✮ h ⇀′ a = u−1(h(1)) (h(2) ⇀ a) u(h(3)),



✶✳✷ Pr♦❞✉✐ts ❝r♦✐sés ❡t ❡①t❡♥s✐♦♥s ❝❧✐✈é❡s ✷✸

✭✸✮ σ′(h, k) = u−1(h(1))
(
h(2) ⇀ u−1(k(1))

)
σ(h(3), k(2))u(h(4)k(3)) ♣♦✉r t♦✉t

h, k ∈ H ❡t a ∈ B✳
❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✐ u ∈ Hom(H,B) ✈ér✐✜❡ (2) ❡t (3)✱ ❛❧♦rs ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ϕ

❞é✜♥✐❡ ♣❛r (1) ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦❞✉✐ts ❝r♦✐sés s♦♥t ❞✐ts éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳ ❉❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡
❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❝❧✐✈é❡s✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✸ s❡ r❡❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✹✳ ❙♦✐t B ⊂ Z ✉♥❡ H✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❝❧✐✈é❡ ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝❧✐✈❛♥t❡s γ, γ′ : H → Z✳ ◆♦t♦♥s B#σH ❡t B#′

σ′H ❧❡s ❞❡✉①
♣r♦❞✉✐ts ❝r♦✐sés ✐s♦♠♦r♣❤❡s à Z ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à γ, γ′ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾ ❡t
♣♦s♦♥s u = γ ∗ γ′ ∈ Hom(H,Z)✳ ❆❧♦rs ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ⇀,⇀′ ❡t ❧❡s ❝♦❝②❝❧❡s σ, σ′

✈ér✐✜❡♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✶✮✕✭✸✮ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✸✳

✶✳✷✳✹ ❆❧❣è❜r❡s H✲❝♦♠♦❞✉❧❡ t♦r❞✉❡s

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝❛s ♦ù B = k✳ ❆❧♦rs ❧❡s ❝♦❝②❝❧❡s ❝♦♥s✐❞érés
s♦♥t à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s k✱ s✉r ❧❡q✉❡❧ H ❛❣✐t tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
σ : H ⊗H → k ❡st ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡ à ❣❛✉❝❤❡ s✐

σ(k(1),m(1))σ(h, k(2)m(2)) = σ(h(1), k(1))σ(h(2)k(2),m),

❡t s✐ σ(h, 1) = σ(1, h) = ε(h) ♣♦✉r t♦✉t h, k,m ∈ H✳
❙♦✐t A ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ H✲❝♦♠♦❞✉❧❡ ❡t σ : H ⊗ H → k ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡ à ❣❛✉❝❤❡✳

▲✬❛❧❣è❜r❡ H✲❝♦♠♦❞✉❧❡ t♦r❞✉❡ σA à ❣❛✉❝❤❡ ❡st ❧❡ H✲❝♦♠♦❞✉❧❡ A ♠✉♥✐ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t

a ·σ b = σ(a(1), b(1)) a(2)b(2)

♣♦✉r t♦✉t a, b ∈ A✳
❉❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡ à ❞r♦✐t❡ τ : H ⊗H → k ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❧✐♥é❛✐r❡ ✈ér✐✜❛♥t

τ(k(2),m(2)) τ(h, k(1)m(1)) = τ(h(2), k(2)) τ(h(1)k(1),m)

❡t τ(h, 1) = τ(1, h) = ε(h)✱ ♣♦✉r t♦✉t h, k,m ∈ H✳ ❆❧♦rs ❧✬❛❧❣è❜r❡ H✲❝♦♠♦❞✉❧❡
t♦r❞✉❡ Aτ à ❞r♦✐t❡ ❡st ❧❡ H✲❝♦♠♦❞✉❧❡ A ♠✉♥✐ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t

a ·τ b = a(1)b(1)τ(a(2)b(2)) ✭✶✳✻✮

♣♦✉r t♦✉t a, b ∈ A✳
◆♦t♦♥s q✉❡ s✐ σ ❡st ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡ à ❣❛✉❝❤❡✱ ❛❧♦rs σ−1 ❡st ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡ à ❞r♦✐t❡✳
❙✐ H ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡t σ : H ⊗H → k ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡ à ❣❛✉❝❤❡✱ ❛❧♦rs

❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ t♦r❞✉❡ Hσ ❡st ❧❛ ❝♦❣è❜r❡ H ♠✉♥✐❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t

h ·σ k = σ(h(1), k(1)) h(2)k(2) σ
−1(h(3)k(3))

♣♦✉r t♦✉t h, k ∈ H✳
❈❡tt❡ t♦rs✐♦♥ ♣❛r ❧❡s ❝♦❝②❝❧❡s ❡st ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞✉❛❧❡ ❞❡ ❧❛ t♦rs✐♦♥ ♣❛r ❧❡s t✇✐sts

❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❆❊●◆✵✷❪✮✳ ❯♥ é❧é♠❡♥t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ J ∈ H⊗H ❡st
✉♥ t✇✐st ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ s✬✐❧ ✈ér✐✜❡

(∆ ⊗ id)(J)(J ⊗ 1) = (id⊗∆)(J)(1 ⊗ J). ✭✶✳✼✮



✷✹ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s

❙♦✐t H ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡t J ✉♥ t✇✐st ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡
❍♦♣❢ HJ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ H ♠✉♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥

∆J(h) = J−1∆(h)J

♣♦✉r t♦✉t h ∈ H✳ ▲❛ ❝♦❣è❜r❡ H✲♠♦❞✉❧❡ à ❞r♦✐t❡ JH ❡st ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ H ♠✉♥✐ ❞❡
❧❛ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥

∆(h)J = ∆(h)J

♣♦✉r t♦✉t h ∈ H ❡t ❧❛ ❝♦❣è❜r❡ H✲♠♦❞✉❧❡ à ❣❛✉❝❤❡ HJ ❡st ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ H ♠✉♥✐
❞❡ ❧❛ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥

J∆(h) = J−1∆(h)

♣♦✉r t♦✉t h ∈ H✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✺✳ ❙♦✐t H ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s k✳
❙✐ σ : H ⊗ H → k ❡st ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❡t s✐ J = σ∗ ❡st ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
tr❛♥s♣♦sé❡ ❞❡ σ✱ ❛❧♦rs J ❡st ✉♥ t✇✐st ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡
❞✬❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ (H∗)J ∼= (Hσ)∗✱ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ H✲❝♦♠♦❞✉❧❡ à
❣❛✉❝❤❡ J(H

∗) ∼= σ(H)∗ ❡t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s H✲❝♦♠♦❞✉❧❡s à ❞r♦✐t❡
(H∗)J ∼= (Hσ)

∗✳

✶✳✸ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❍♦♣❢✲●❛❧♦✐s

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s q✉❡ ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ H ❛❞✲
♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ❛♥t✐♣♦❞❡ ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳

✶✳✸✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥

❙✐ Z ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ H✲❝♦♠♦❞✉❧❡ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t B ✉♥❡ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ ❞❡ Z✱
❛❧♦rs B ⊂ Z ❡st ✉♥❡ H✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ s✐ ❧❛ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts
H✲❝♦ï♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ Z ❡st B ❡t s✐ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ Z

can : Z ⊗B Z → H ⊗ Z,

❞é✜♥✐❡ ♣❛r
can(y ⊗ z) = δ(y)(z ⊗ 1)

♣♦✉r t♦✉t y, z ∈ Z✱ ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ❖♥ ❞✐r❛ ❛✉ss✐ q✉❡ Z ❡st ✉♥❡ H✲
❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ B ✭à ❣❛✉❝❤❡✮✳ ▲❡ t❡r♠❡ ✏❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❢✲●❛❧♦✐s✑ ❡st
❛✉ss✐ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳

▲❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s à ❞r♦✐t❡ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡✳ ◆♦✲
t♦♥s q✉❡ s✐ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ can ❡st ❜✐❥❡❝t✐✈❡✱ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ c̃an : Z ⊗B Z → H ⊗ Z ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

c̃an(y ⊗ z) = (y ⊗ 1)δ(z),

♣♦✉r t♦✉t y, z ∈ Z✳



✶✳✸ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❍♦♣❢✲●❛❧♦✐s ✷✺

❊①❡♠♣❧❡ ✶✾✳ ❙♦✐t k ⊂ K ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡
●❛❧♦✐s G ✜♥✐✳ ❙♦✐t kG ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r G✳ ❆❧♦rsK ❡st ✉♥❡ kG✲❡①t❡♥s✐♦♥
❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ k✳ ▲❛ ❜✐❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡
❞❡ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡
❜❛s❡ ♥♦r♠❛❧❡✳

❙♦✐t Z ✉♥❡ H✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ B✳ ❙✐ Z ❡st ✜❞è❧❡♠❡♥t ♣❧❛t ❝♦♠♠❡
B✲♠♦❞✉❧❡ à ❞r♦✐t❡✱ ❛❧♦rs Z ❡st ✜❞è❧❡♠❡♥t ♣❧❛t ❝♦♠♠❡ B✲♠♦❞✉❧❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❡t
✐♥✈❡rs❡♠❡♥t ✭✈♦✐r ❬❙♥✾✵❪ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ Z ❡st ✉♥❡
H✲❡①t❡♥s✐♦♥ ✜❞è❧❡♠❡♥t ♣❧❛t❡ ❞❡ B✳

❯♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① H✲❡①t❡♥s✐♦♥s Z ❡t Z ′

❞❡ B ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s H✲❝♦♠♦❞✉❧❡s q✉✐ ❡st ❧✬✐❞❡♥t✐té s✉r B✳ ❙✐ Z ′

❡st ✜❞è❧❡♠❡♥t ♣❧❛t✱ ✉♥ t❡❧ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✭✈♦✐r ❬❙♥✾✵❪
♣♦✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡✮✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s GalB(H/k) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡
❞❡s H✲❡①t❡♥s✐♦♥s ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s ✜❞è❧❡♠❡♥t ♣❧❛t❡s ❞❡ B ❡t ♥♦✉s ♥♦t♦♥s [Z] ❧❛ ❝❧❛ss❡
❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ Z ∈ GalB(H/k)✳ ❙✐ k ♦✉ B ❡st ❝❧❛✐r✱ ✐❧ s❡r♦♥t s♦✉s✲❡♥t❡♥❞✉s✳
❖♥ ❞é✜♥✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❧❡s H✲❡①t❡♥s✐♦♥s ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s à ❞r♦✐t❡ ❡t ♥♦✉s
♥♦t❡r♦♥s GalrB(H/k) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❣❛❧♦✐✲
s✐❡♥♥❡s à ❞r♦✐t❡ ✜❞è❧❡♠❡♥t ♣❧❛t❡s✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s✉♣♣♦sé q✉❡ ❧✬❛♥t✐♣♦❞❡
❞❡ H ét❛✐t ❜✐❥❡❝t✐✈❡✱ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s GalB(H/k) ❡t GalrB(H/k) s♦♥t ❡♥ ❜✐❥❡❝t✐♦♥✳

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts
❝r♦✐sés✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✻✳ ❙♦✐t B#σH ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❝r♦✐sé✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ B ⊂ B#σH ❡st
✉♥❡ H✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❝❧✐✈é❡✳ ❆❧♦rs B ⊂ B#σH ❡st ✉♥❡ H✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡
❞❡ B✳

❯♥❡ H✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ✜❞è❧❡♠❡♥t ♣❧❛t❡ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❜❛s❡ k ❡st ❛♣✲
♣❡❧é❡ ✉♥ ♦❜❥❡t H✲❣❛❧♦✐s✐❡♥ ♦✉ ✉♥ ♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❞❡ H✳ ❙✐ k ❡st ✉♥ ❝♦r♣s✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✼ ✭❬❈❑✼✻❪✮✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ k s♦✐t ✉♥ ❝♦r♣s✱ H ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡
❍♦♣❢ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❡t Z ✉♥ ♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❞❡ H✳ ❆❧♦rs Z ❡st ✉♥❡ H✲
❡①t❡♥s✐♦♥ ❝❧✐✈é❡✳

✶✳✸✳✷ ❋♦♥❝t♦r✐❛❧✐té ❞❡ Gal

P♦✉r ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ H✱ ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❜❛s❡ k ❡t ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ B✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ❧✬♦❜❥❡t GalB(H/k)✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡
Gal ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡s ♦❜❥❡ts✳

▼♦♥tr♦♥s q✉❡ Gal ❡st ❢♦♥❝t♦r✐❡❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❜❛s❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✽ ✭❬❑❛❙♥✵✺❪✮✳ ❙♦✐t H ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢✱ B ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❡t Z
✉♥❡ H✲❡①t❡♥s✐♦♥ ✜❞è❧❡♠❡♥t ♣❧❛t❡ ❞❡ B r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ k✳
❙♦✐t α : k → R ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉① ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s✳ ❆❧♦rs R ⊗ Z ❡st ✉♥❡
R⊗H✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ✜❞è❧❡♠❡♥t ♣❧❛t❡ ❞❡ R⊗B r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧✬❛♥♥❡❛✉
❝♦♠♠✉t❛t✐❢ R✳

❚♦✉t ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉① α : k → R ✐♥❞✉✐t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

α∗ : GalB(H, k) → GalR⊗B(R⊗H,R).



✷✻ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s

❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥❡ ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❣❛❧♦✐✲
s✐❡♥♥❡s à ❝❡❧❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✾ ✭❬❑❛❙♥✵✺❪✮✳ ❙♦✐t H ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢✱ B ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠✲
♠✉t❛t✐❢ ❡t Z ✉♥❡ H✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ B✳ ❆❧♦rs Z ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥
❞❡ B ⊗H r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ B✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ Gal ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡
❍♦♣❢✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✵ ✭❬❙♥✾✵❪✮✳ ❙♦✐t ϕ : K → H ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢✱
B ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❡t Z ✉♥❡ H✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ à ❞r♦✐t❡ ❞❡ B✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Z
s♦✐t ✜❞è❧❡♠❡♥t ♣❧❛t s✉r B ❡t q✉❡ K s♦✐t ✜❞è❧❡♠❡♥t ♣❧❛t s✉r k✳ ❆❧♦rs A✷HK ❡st
✉♥❡ K✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ à ❞r♦✐t❡ ❞❡ B ❡t ❡st ✜❞è❧❡♠❡♥t ♣❧❛t❡ s✉r B✳

❚♦✉t ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ϕ : K → H ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

ϕ∗ : GalrB(H, k) → GalrB(K, k).

✶✳✸✳✸ ❚♦rs✐♦♥

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❡♥tr❡ H ❡t s❛ t♦rs✐♦♥ Hσ ♣❛r ✉♥ ❝♦✲
❝②❝❧❡ σ✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✶ ✭❬▼❙✵✺❪✮✳ ❙♦✐t B ⊂ A ✉♥❡ H✲❡①t❡♥s✐♦♥✱ σ : H ⊗ H → B ✉♥
❝♦❝②❝❧❡ ❞❡ H✳ ❆❧♦rs σB = B ❡t ♦♥ ❛

✶ A ❡st ✉♥❡ H✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ B s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ σA ❡st ✉♥❡
Hσ✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ B✳

✷ A ❡st ✉♥❡ H✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❝❧✐✈é❡ ❞❡ B s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ σA ❡st ✉♥❡ Hσ✲
❡①t❡♥s✐♦♥ ❝❧✐✈é❡ ❞❡ B✳ ❉❡ ♣❧✉s s✐ A ∼= B#ρH✱ ❛❧♦rs σA ∼= B#ρσHσ✱
❛✈❡❝ ρσ = ρ ∗ σ−1✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✵✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ σA ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ H✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ♠❛✐s ✉♥❡
Hσ✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡✳ ▲❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ρ ∗ σ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s❡♥s s✐ ρ ❡t σ s♦♥t
❞❡✉① ❝♦❝②❝❧❡s à ❣❛✉❝❤❡✳ ▲❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❝♦❝②❝❧❡s ρ ❡t σ−1 ♥❡ s❡ ❞é✜♥✐t
❞♦♥❝ q✉❡ s✐ ρ ❡st ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❡t σ−1 ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡ à ❞r♦✐t❡✱ ♦✉ ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t ❀
♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛s ❞é✜♥✐r ❞❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦❝②❝❧❡s ❞✬✉♥❡
❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ H ❣é♥ér❛❧❡✳

✶✳✸✳✹ ❍♦♠♦t♦♣✐❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❍♦♣❢✲●❛❧♦✐s

P♦✉r t♦✉t k✲♠♦❞✉❧❡ V ✱ ♥♦t♦♥s V [t] = V ⊗ k[t] ❡t ♣♦✉r i = 0, 1✱ ♥♦t♦♥s
[i] : V [t] → V ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ k✲❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥✈♦②❛♥t vtn s✉r vin✳ ❙✐ H ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡
❞❡ ❍♦♣❢ ❡t B ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡✱ ❝❡s ❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥❞✉✐s❡♥t ❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

[i]∗ : GalB[t](H[t], k[t]) → GalB(H, k).

❉❡✉① H✲❡①t❡♥s✐♦♥s Z0, Z1 ∈ GalB(H/k) s♦♥t ❤♦♠♦t♦♣❡s s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ H[t]✲
❡①t❡♥s✐♦♥ Z ∈ GalB[t](H[t]/k[t]) t❡❧❧❡ q✉❡ [i]∗(Z) ∼= Zi ♣♦✉r i ∈ {0, 1}✳ ◆♦✉s
♥♦t♦♥s HB(H) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡s H✲❡①t❡♥s✐♦♥s ✜❞è❧❡♠❡♥t
♣❧❛t❡s ❞❡ B✳



✶✳✹ ❖❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ✷✼

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✶✳ ❉✬❛♣rès ❬❑❛❙♥✵✺❪✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s q✉✐ s♦♥t
❤♦♠♦t♦♣❡s ❡t ♥♦♥ ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳

▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❢♦♥❝t♦r✐❛❧✐té ❞❡ Gal s✬ét❡♥❞❡♥t à H ❡t ♦♥t ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡
s✉✐✈❛♥t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✷ ✭❬❑❛❙♥✵✺❪✮✳ ❙♦✐t H ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡t B ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡✳
❛✮ ❙✐ B =

⊕
n∈N

B(n) ❡st ✉♥❡ k✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ N✲❣r❛❞✉é❡ ❝♦♠♠✉t❛✲
t✐✈❡ t❡❧❧❡ q✉❡ B(0) = k✱ ❛❧♦rs ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ι : k → R ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥

ι∗ : HB(H)
∼=−→ HR⊗B(R⊗H).

❜✮ ❙✐ H =
⊕

n∈N
H(n) ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ N✲❣r❛❞✉é❡ ❡t s✐ K = H(0)✱

❛❧♦rs ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ι : K → H ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥

ι∗ : HB(H)
∼=−→ HB(K).

❙✐ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡ σ : H ⊗H → k✱ ❧❛ t♦rs✐♦♥ ♣❛r ❧❡ ❝♦❝②❝❧❡ σ
✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s à ✐s♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ ❡t ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣rès✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡st N✲❣r❛❞✉é❡✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✸ ✭❬❑❛❙♥✵✺❪✮✳ ❙♦✐t B ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡✱ H =
⊕

n∈N
H(n) ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡

❍♦♣❢ N✲❣r❛❞✉é❡✳ ◆♦t♦♥s K = H(0)✳ ❙♦✐t σ : H ⊗H → K ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡
t❡❧ q✉❡ σ(x, y) = ε(x)ε(y)✱ ♣♦✉r t♦✉t x, y ∈ K✳ ❆❧♦rs K ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ ❞❡
❍♦♣❢ ❞❡ Hσ ❡t ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ι : K → Hσ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥

ι∗ : HB(Hσ)
∼=−→ HB(K).

❈❡❝✐ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞✲❏✐♠❜♦ Uq(g)✱ ❞♦♥t
♥♦✉s r❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡
s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✹ ✭❬❑❛❙♥✵✺❪✮✳ ❙♦✐t g ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡ s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡
❞❡ ❈❛rt❛♥ s②♠étr✐s❛❜❧❡ ❡t Uq(g) ❧❡ ❣r♦✉♣❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞✲❏✐♠❜♦ ❛ss♦❝✐é✳
❙♦✐t G = G(Uq(g)) ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❣r♦✉♣✲❧✐❦❡ ❞❡ Uq(g)✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t❡
❛❧❣è❜r❡ B✱ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ι : k[G] → Uq(g) ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥

HB(Uq(g))
∼=−→ HB(k[G]). ✭✶✳✽✮

◆♦✉s ❝♦♥str✉✐r♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭✶✳✽✮ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
♦ù B = k✳

✶✳✹ ❖❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s

✶✳✹✳✶ ❙tr✉❝t✉r❡s ♠♦♥♦ï❞❛❧❡s

❯♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ♠♦♥♦ï❞❛❧❡ (C,⊗, ψ,1, λ, µ) ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ♠✉♥✐❡
❞✬✉♥ ❜✐❢♦♥❝t❡✉r ⊗ : C × C → C✱ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ✉♥✐té 1 ❡t ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❢♦♥❝✲
t♦r✐❡❧s ψ : (− ⊗ −) ⊗ − → −⊗ (− ⊗ −)✱ λ : 1 ⊗ − → − ❡t µ : − ⊗ 1 → −
t❡❧s q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❞✐❛❣r❛♠♠❡s s✉✐✈❛♥ts ❝♦♠♠✉t❡♥t✳



✷✽ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s

✭✶✮ ▲❡ ♣❡♥t❛❣♦♥❡ ✿

(−⊗ (−⊗−)) ⊗− ψ1,23,4
// −⊗ ((−⊗−) ⊗−)

id⊗ψ2,3,4

��

((−⊗−) ⊗−) ⊗−

ψ1,2,3⊗id
44jjjjjjjjjjjjjjjj

ψ12,3,4 **TTTTTTTTTTTTTTTT

(−⊗−) ⊗ (−⊗−)
ψ1,2,34

// −⊗ (−⊗ (−⊗−))

✭✷✮ ▲❡ tr✐❛♥❣❧❡ ✿

(−⊗ 1) ⊗− ψ //

µ⊗id ((QQQQQQQQQQQQ
−⊗ (1 ⊗−)

id⊗λ

��
−⊗−

❯♥ ❢♦♥❝t❡✉r ♠♦♥♦ï❞❛❧ ❢❛✐❜❧❡ (F,ϕ0, ϕ2) ❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r

F : (C,⊗C ,1C) → (D,⊗D,1D)

❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ♠♦♥♦ï❞❛❧❡s ♠✉♥✐ ❞❡ ❞❡✉① ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❢♦♥❝t♦r✐❡❧s

ϕ0 : F (1C) → 1D ❡t ϕ2 : F (−) ⊗D F (−) → F (−⊗C −).

❯♥ ❢♦♥❝t❡✉r ♠♦♥♦ï❞❛❧ ❢❛✐❜❧❡ ❡st ❞✐t ♠♦♥♦ï❞❛❧ s✐ ϕ0 ❡t ϕ2 s♦♥t ❞❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s✳
❯♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s ♠♦♥♦ï❞❛❧❡s ❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ♠♦♥♦ï❞❛❧ q✉✐ ❡st ❛✉ss✐
✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡✳

✶✳✹✳✷ ❖❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s

❙♦✐t H ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡t σ : H ⊗H → k ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡✳ ❆❧♦rs σH ❡st ✉♥
♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❞❡ H à ❞r♦✐t❡✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ❛✐sé♠❡♥t q✉❡ σH ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥
❞❡ Hσ à ❣❛✉❝❤❡✳ ❈❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❣é♥ér❛❧❡ ❡t ♦♥ ❞✐r❛ q✉❡ σH ❡st ✉♥
♦❜❥❡t Hσ✲H✲❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥✳

❙♦✐t H ❡t K ❞❡✉① ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢✳ ❯♥ ♦❜❥❡t H✲K✲❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥ Z ❡st ✉♥
H✲K✲❜✐❝♦♠♦❞✉❧❡ q✉✐ ❡st à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥ ♦❜❥❡t H✲❣❛❧♦✐s✐❡♥ à ❣❛✉❝❤❡ ❡t K✲❣❛❧♦✐s✐❡♥
à ❞r♦✐t❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s q✉❡ t♦✉t ♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥✳

✶✳✹✳✸ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬♦❜❥❡t ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥

❙❝❤❛✉❡♥❜✉r❣ ❬❙❛✾✻❪ ❛ ❞é♠♦♥tré ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✺✳ ❙♦✐t H ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡t Z ✉♥ ♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❞❡ H à
❞r♦✐t❡✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ K ❡t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ K✲
❝♦♠♦❞✉❧❡ s✉r Z t❡❧❧❡ q✉❡ Z s♦✐t ✉♥ ♦❜❥❡t H✲K✲❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥✳

❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ B ❡st ✉♥❡ ❜✐❣è❜r❡ t❡❧❧❡ q✉❡ Z s♦✐t ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ B✲❝♦♠♦❞✉❧❡ ❡t

✉♥ ♦❜❥❡t H✲B✲❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ f : K
∼=−→ B

t❡❧ q✉❡ δB = (f ⊗ idZ)δK ✱ ♦ù δK ❡t δB s♦♥t ❧❡s ❝♦❛❝t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉①
str✉❝t✉r❡s ❞❡ K ❡t B✲❝♦♠♦❞✉❧❡s ❞❡ Z r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳



✶✳✹ ❖❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ✷✾

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❙❝❤❛✉❡♥❜✉r❣ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✺ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♣♦✉r
❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ K✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❝♦♥❝❡♣✲
t✉❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❡tt❡ ❛❧❣è❜r❡ ❡t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r s♦♥ ❡①✐st❡♥❝❡ ✈✐❛ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✷✳ ❙✐ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ H ❡st ❝♦❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❡t s✐ Z ❡st ✜❞è❧❡♠❡♥t
♣❧❛t✱ ❛❧♦rs Z ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t H✲H✲❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥✳

◆♦✉s ♥♦t♦♥s BiGal(H,K/k) ✭♦✉ BiGal(H,K) s✐ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❜❛s❡ k ❡st ❝❧❛✐r✮
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts H✲K✲❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ✜❞è❧❡♠❡♥t
♣❧❛ts r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧✬❛♥♥❡❛✉ k✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ❛✉ss✐ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ BiGal(H)
s✐ K = H✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ CoInn(H) ❞❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❝♦ï♥tér✐❡✉rs
❞❡ H✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s f ∈ AutH(H) t❡❧s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡
❞✬❛❧❣è❜r❡s ϕ : H → k s❛t✐s❢❛✐s❛♥t

f(h) = ϕ(h(1))h(2)ϕ
−1(h(3)),

♣♦✉r t♦✉t h ∈ H✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ t♦✉t ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ϕ : H → k ❞✬✉♥❡ ❛❧✲
❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ H ✈❡rs k ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡t ♦♥ ❛ ϕ−1 = S ◦ ϕ✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❝♦ï♥tér✐❡✉rs ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❡s ❛✉✲
t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ H ❡t ♦♥ ♥♦t❡ CoOut(H) ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❝♦❡①✲
tér✐❡✉rs ❞❡ H ❞é✜♥✐ ♣❛r

CoOut(H) = AutH(H)/CoInn(H).

❙✐ f ∈ Aut(H) ❡t (Z, ρ) ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ H✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t fZ
❝♦♠♠❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ Z ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ❝♦❛❝t✐♦♥ fρ = (f ⊗ id) ◦ ρ✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱
s✐ Z ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ à ❞r♦✐t❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t Zf ✳ ❈❡s ❛❝t✐♦♥s ✐♥❞✉✐s❡♥t ❞❡s
❛❝t✐♦♥s ❞✉ ❣r♦✉♣❡ CoOut(H) s✉r Galk(H) ❡t ♦♥ ❛ ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✻ ✭❬❙❛✾✻❪✮✳ ❙♦✐t H ❡t K ❞❡✉① ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ BiGal(H,K) s♦✐t ♥♦♥ ✈✐❞❡✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ CoOut(H) ❛❣✐t ❧✐❜r❡♠❡♥t à ❣❛✉❝❤❡
s✉r BiGal(H,K) ❡t ❧✬♦r❜✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t H✲K✲❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥ Z ❝♦♥s✐st❡
❡♥ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬♦❜❥❡ts A ∈ BiGal(H,K) t❡❧s q✉❡ A ∼= B ❝♦♠♠❡ ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s
❞❡ K à ❞r♦✐t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✼✳ ❙♦✐t H ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❝♦❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✳ ❆❧♦rs ❧❡ ❣r♦✉♣❡
❞❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s Aut(H) ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ H ❛❣✐t s✉r Galk(H) à ❣❛✉❝❤❡
♣❛r f ⇀ Z = fZ ❡t ♦♥ ❛ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s

ϕ : Aut(H) ⋉ Galk(H)
∼=−→ BiGal(H)

❞é✜♥✐ ♣❛r ϕ(f, Z) = fZ ♣♦✉r t♦✉t f ∈ Aut(H) ❡t Z ∈ Galk(H)✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✽✳ ❙♦✐t k[G] ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡✳ ❆❧♦rs ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts
❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s BiGal(k[G]) ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ ❣r♦✉♣❡ Aut(G) ⋉H2(G, k∗)✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ BiGal ❞♦♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢
k✲♣❧❛t❡s ❡t ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ H ✈❡rs K s♦♥t ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡s
♦❜❥❡ts H✲K✲❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s✳ ❙♦✐t H,K,L ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢✱ Y ✉♥ ♦❜❥❡t H✲K✲
❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❡t Z ✉♥ ♦❜❥❡t K✲L✲❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s
❞♦♥♥és ♣❛r Y ❡t Z ❡st ❧✬♦❜❥❡t H✲L✲❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥ Y✷KZ✳



✸✵ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❛✉ss✐ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ MT − Hopf ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ k✲♣❧❛t❡s t❡❧❧❡
q✉❡ ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ H ✈❡rs K s♦✐❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ♠♦♥♦ï❞❛✉① ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡
❞❡s H✲❝♦♠♦❞✉❧❡s ✈❡rs ❝❡❧❧❡ ❞❡s K✲❝♦♠♦❞✉❧❡s✳ ❉❡✉① ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ H ❡t K
t❡❧❧❡s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s ♠♦♥♦ï❞❛❧❡s ❡♥tr❡ Comod(H)
❡t Comod(K) s♦♥t ❞✐t❡s ▼♦r✐t❛✲❚❛❦❡✉❝❤✐ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✾ ✭❬❙❛✵✹❪✮✳
✶ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ BiGal ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ✿ ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t H✲K✲❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥ Z✱

✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦❜❥❡t K✲H✲❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥ Z−1 t❡❧ q✉❡ Z✷KZ
−1 ∼= H ❝♦♠♠❡ ❛❧✲

❣è❜r❡s H✲H✲❜✐❝♦♠♦❞✉❧❡s ❡t Z−1
✷HZ ∼= K ❝♦♠♠❡ ❛❧❣è❜r❡s K✲K✲❜✐❝♦♠♦✲

❞✉❧❡s✳
✷ ▲❡s ❝❛té❣♦r✐❡s MT − Hopf ❡t BiGal s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ♣❛r ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r q✉✐

à ✉♥ ♦❜❥❡t H✲K✲❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥ Z ❛ss♦❝✐❡ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ♠♦♥♦ï❞❛❧

FZ : Comodr(H) → Comodr(K)

❞é✜♥✐ ♣❛r FZ(U) = U✷HZ, ♣♦✉r t♦✉t U ∈ Comodr(H)✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✵✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ H✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝♦t❡♥s♦r✐❡❧ ♠✉♥✐t
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ BiGal(H) ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✸✳ ▼♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t H✲K✲❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥ ♣❡✉t êtr❡ ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❞❡✉① ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ s♦♥t ▼♦r✐t❛✲❚❛❦❡✉❝❤✐ éq✉✐✲
✈❛❧❡♥t❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛ ❢❛✐t ❇✐❝❤♦♥ ❬❇✐✶✵✸❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ Oq(SL(2)) ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮✳ ■❧ ❡st ❡♥ ❡✛❡t s♦✉✈❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡♠❡♥t ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡
❛❧❣è❜r❡✲❝♦♠♦❞✉❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡ ♦✉
✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ ❝♦r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✹✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ H ❡st ❝♦❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✱ t♦✉t
♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t H✲H✲❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❡t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝♦t❡♥s♦r✐❡❧ ♠✉♥✐t
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ H ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛
✈♦✐r ❬❈✾✽❪ ♣♦✉r ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡ ❣r♦✉♣❡✳

✶✳✹✳✹ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡

❋♦♥❝t❡✉rs ✜❜r❡s

❯❧❜r✐❝❤ ❛ ♣r♦✉✈é ❞❛♥s ❬❯❧✽✼❪ ❡t ❬❯❧✽✾❪ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ♠♦♥♦ï❞❛✉①✱ ❡①❛❝ts ❡t
❝♦♠♠✉t❛♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡sH✲❝♦♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡
✭❝♦♠♠❡ k✲♠♦❞✉❧❡s✮ ✈❡rs ❝❡❧❧❡ ❞❡s k✲♠♦❞✉❧❡s s♦♥t ❡♥ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ♦❜❥❡ts
❣❛❧♦✐s✐❡♥s à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès✳ ❙❝❤❛✉❡♥❜✉r❣ ❬❙❛✵✹❪ ❛ ét❡♥❞✉ ❝❡s rés✉❧t❛ts ❛✉①
❡①t❡♥s✐♦♥s ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s ❞✬✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❛r❜✐tr❛✐r❡✳

❙♦✐t H ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢✳ ❯♥ H✲❝♦♠♦❞✉❧❡ Z ❡st ❞✐t ❝♦♣❧❛t s✐ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r

FZ : Comod(H) → Mod(k)

❞é✜♥✐ ♣❛r FZ(U) = U✷HZ ♣♦✉r t♦✉t U ∈ Comod (H) ❡st ❡①❛❝t✳
❙♦✐t H ✉♥❡ ❜✐❣è❜r❡ ❡t Z ✉♥ H✲❝♦♠♦❞✉❧❡ à ❣❛✉❝❤❡ q✉✐ ❡st ❝♦♣❧❛t✳ ❙✐ Z ❡st

✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ H✲❝♦♠♦❞✉❧❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

ξ : (Z✷HV ) ⊗ (Z✷HW ) → Z✷H(V ⊗W )



✶✳✹ ❖❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ✸✶

♣❛r
ξ((x⊗ v) ⊗ (y ⊗ w)) = (xy) ⊗ (v ⊗ w),

♣♦✉r t♦✉t x, y ∈ Z✱ v ∈ V ❡t w ∈ W ❡t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ξ0 : k → Z✷Hk✱ ♣❛r
ξ0(α) = 1 ⊗ α✱ ♣♦✉r t♦✉t α ∈ k✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✶ ✭❬❙❛✵✹❪✮✳ ❙♦✐t H ✉♥❡ ❜✐❣è❜r❡ ❡t Z ✉♥ H✲❝♦♠♦❞✉❧❡ q✉✐ ❡st ❝♦♣❧❛t✳
❙✐ Z ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ H✲❝♦♠♦❞✉❧❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r

(FZ , ξ, ξ0) : Comod(H) → Mod(k)

❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ♠♦♥♦ï❞❛❧ ❢❛✐❜❧❡✳
❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ t♦✉t str✉❝t✉r❡ ♠♦♥♦ï❞❛❧❡ ❢❛✐❜❧❡ (ξ, ξ0) s✉r ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r FZ ❡st

❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ H✲❝♦♠♦❞✉❧❡ s✉r Z✳

Pré❝✐s♦♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❙✐ ξ ❡st ✉♥❡ str✉❝✲
t✉r❡ ♠♦♥♦ï❞❛❧❡ ❢❛✐❜❧❡✱ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ µZ : Z ⊗ Z → Z ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

µZ : Z ⊗ Z ∼= (Z✷HH) ⊗ (Z✷HH)
ξ−→ Z✷H(H ⊗H)

id⊗µH−−−−→ Z✷HH ∼= Z.

❙✐ B ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ZcoH ✈✐❛ ι : B → Zco H ✱ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t H✲
❝♦♠♦❞✉❧❡ V ✱ Z✷HV ❛ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ B✲❜✐♠♦❞✉❧❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ι ❡t
❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r FZ ❡st à ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s Bimod(B)✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✷ ✭❬❙❛✵✹❪✮✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ H s♦✐t ✉♥❡ ❜✐❣è❜r❡✱ Z ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡
H✲❝♦♠♦❞✉❧❡ à ❞r♦✐t❡ ❡t ι : B → Zco H ✉♥❡ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡✳ ❆❧♦rs ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r

FZ : Comod(H) → Bimod(B)

❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ♠♦♥♦ï❞❛❧ ❢❛✐❜❧❡✳ ❙✐ ❞❡ ♣❧✉s✱ Z ❡st ✉♥ H✲❝♦♠♦❞✉❧❡ ✭✜❞è❧❡♠❡♥t✮
❝♦♣❧❛t✱ ❛❧♦rs FZ ❡st ✭✜❞è❧❡♠❡♥t✮ ❡①❛❝t✳

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ t♦✉t ❢♦♥❝t❡✉r ❡①❛❝t✱ ♠♦♥♦ï❞❛❧ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ Comod(H) ✈❡rs
Bimod(B) ❝♦♠♠✉t❛♥t ❛✈❡❝ ❧❡s s♦♠♠❡s ❞✐r❡❝t❡s ❡st ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✳

■❞é❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❛❝✐❧❡✳
P♦✉r ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡✱ ♥♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✶ ❛ss✉r❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡

❛❧❣è❜r❡ H✲❝♦♠♦❞✉❧❡ à ❞r♦✐t❡ ❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❛✈❡❝ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ♦✉❜❧✐
Bimod(B) → Mod(k)✳ ◆♦t♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♠♦♥♦ï❞❛❧❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ FZ
❞♦♥♥❡ B = Z✷Hk = Zco H ✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ♠♦♥♦ï❞❛❧❡
❢❛✐❜❧❡ ϕ2 ❞♦♥♥❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r

B ⊗B (Z✷HV ) ∼= (Z✷Hk) ⊗B (Z✷HV )
ϕ2−→ Z✷HV

❡t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡ B ❡t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ B✲❜✐♠♦❞✉❧❡ s✉r Z✷HV ♣♦✉r t♦✉t
H✲❝♦♠♦❞✉❧❡ V ✳

❯♥ ❢♦♥❝t❡✉r ✜❜r❡ F : Comod(H) → Bimod(B) ❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ♠♦♥♦ï❞❛❧
❡①❛❝t ❝♦♠♠✉t❛♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦❧✐♠✐t❡s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✸ ✭❬❙❛✵✹❪✮✳ ❙♦✐t H ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ q✉✐ ❡st k✲♣❧❛t❡ ❡t B ✉♥❡
k✲❛❧❣è❜r❡✳
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❛✮ ❚♦✉t ❢♦♥❝t❡✉r ✜❜r❡ F : Comod(H) → Bimod(B) ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

F(V ) = Z✷HV

♣♦✉r ✉♥❡ H✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ à ❞r♦✐t❡ Z ❞❡ B q✉✐ ❡st ❝♦♣❧❛t❡✱ ❡t ❞♦♥t
❧❛ str✉❝t✉r❡ ♠♦♥♦ï❞❛❧❡ ❞✉ ❢♦♥❝t❡✉r F ❡st ❞♦♥♥é❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐✲
t✐♦♥ ✸✷✳

❜✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Z ❡st ✉♥❡ H✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ✜❞è❧❡♠❡♥t ♣❧❛t❡ ❞❡ B✳
❆❧♦rs ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ♠♦♥♦ï❞❛❧ ❢❛✐❜❧❡ FZ : Comod(H) → Bimod(B) ❞é✜♥✐
❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✷ ❡st ♠♦♥♦ï❞❛❧✳

■❞é❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ♠♦♥♦ï❞❛❧

(Z✷H−) ⊗B (Z✷H−) → Z✷(−⊗k −)

❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ Z ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡
Z ⊗B Z → Z ⊗k H q✉❛♥❞ ✐❧ ❡st é✈❛❧✉é ❡♥ H✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✺✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù k ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❡t H ❛ ✉♥❡ ❛♥t✐♣♦❞❡ ❜✐❥❡❝t✐✈❡✱
✉♥❡ H✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ B ⊂ Z ❡st ❝♦♣❧❛t❡ ❝♦♠♠❡ H✲❝♦♠♦❞✉❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡✲
♠❡♥t s✐ Z ❡st ✜❞è❧❡♠❡♥t ♣❧❛t ❝♦♠♠❡ B✲♠♦❞✉❧❡ ✭à ❞r♦✐t❡ ♦✉ à ❣❛✉❝❤❡✮✳ ❙✐ k
❡st q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❛❧♦rs ✉♥ ♦❜❥❡t H✲❣❛❧♦✐s✐❡♥ Z ❡st ❝♦♣❧❛t s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ Z ❡st
✜❞è❧❡♠❡♥t ♣❧❛t ❝♦♠♠❡ k✲♠♦❞✉❧❡✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✹ ✭❬❙❛✵✹❪✮✳ ❙♦✐t H ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡t B ✉♥❡ k✲❛❧❣è❜r❡✳ ❙✉♣✲
♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦✐t ✈ér✐✜é❡✳

✭✶✮ k ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❡t H ❛ ✉♥❡ ❛♥t✐♣♦❞❡ ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳
✭✷✮ B = k✳

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐✱ à ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ Z✱ ❛ss♦❝✐❡ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r FZ ❞é✲
✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✸ ❡st ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ✜❜r❡s
Comod(H) → Bimod(B) ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s H✲❡①t❡♥s✐♦♥s ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s ✜❞è❧❡♠❡♥t
♣❧❛t❡s ❞❡ B✳

❙②stè♠❡s ❞❡ ❍♦♣❢✲●❛❧♦✐s

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ k ❡st ✉♥ ❝♦r♣s✳ ❙✉✐✈❛♥t ❇✐❝❤♦♥
❬❇✐✶✵✸❪✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❍♦♣❢✲●❛❧♦✐s q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡♥t ♣❛r ✉♥❡
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥ ❧❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ✜❜r❡s ❡t ❧❡s
♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s✳

❯♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❍♦♣❢✲●❛❧♦✐s ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ q✉❛tr❡ ❛❧❣è❜r❡s (H,K,Z, T ) ♥♦♥
ré❞✉✐t❡s à ③ér♦ ❡t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s q✉❛tr❡ ❛①✐♦♠❡s s✉✐✈❛♥ts✳

✭❍●✶✮ ▲❡s ❛❧❣è❜r❡s (H,µH ,∆H) ❡t (K,µK ,∆K) s♦♥t ❞❡s ❜✐❣è❜r❡s✳

✭❍●✷✮ ▲✬❛❧❣è❜r❡ (Z, δHZ , δZK) ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ H✲K✲❜✐❝♦♠♦❞✉❧❡✳

✭❍●✸✮ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞✬❛❧❣è❜r❡s γH : H → Z⊗T ❡t γK : K → T⊗Z



✶✳✹ ❖❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ✸✸

t❡❧s q✉❡ ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s s✉✐✈❛♥ts ❝♦♠♠✉t❡♥t✳

Z
δHZ //

δZK

��

H ⊗ Z

γH⊗id
��

Z ⊗K
id⊗γK// Z ⊗ T ⊗ Z

H
∆H //

γH

��

H ⊗H

id⊗γH

��
Z ⊗ T

δHZ// H ⊗ Z ⊗ T

K
∆K //

γK

��

K ⊗K

γK⊗id

��
T ⊗ Z

id⊗δZK// T ⊗ Z ⊗K

✭❍●✹✮ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ S : T → Z t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s
s✉✐✈❛♥ts ❝♦♠♠✉t❡♥t✳

H
εH //

γH

��

k
uZ // Z

Z ⊗ T
id⊗S // Z ⊗ Z

µZ

OO K
εK //

γK

��

k
uZ // Z

T ⊗ Z
S⊗id // Z ⊗ Z

µZ

OO

❚❤é♦rè♠❡ ✸✺ ✭❬❇✐✶✵✸❪✮✳ ❙✐ (H,K,Z, T ) ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❍♦♣❢✲●❛❧♦✐s✱ ❛❧♦rs
(Z, δHZ , δZK) ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t H✲K✲❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✻✳ ❙✐ (H,K,Z, T ) ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❍♦♣❢✲●❛❧♦✐s✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❜✐✲
❣è❜r❡s H ❡t K s♦♥t ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♠♦♥♦ï❞❛❧❡

Comod(H)
∼=−→ Comod(K) ❞♦♥♥é❡ ♣❛r U 7→ U✷HZ✳

❊①♣❧✐q✉♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❡s ✐❞é❡s ❞❡ ❬❇✐✶✵✸❪✳ ❙♦✐t C ✉♥❡ ♣❡t✐t❡
❝❛té❣♦r✐❡ ❡t F,G : C → Vectf (k) ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ♠♦♥♦ï❞❛✉①✱ ♦ù Vectf (k) ❞és✐❣♥❡
❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s k✲❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✳ ➚ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ♣❛✐r❡✱ ♥♦✉s
❛ss♦❝✐♦♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧

Hom∨(F,G) =
⊕

x∈Ob(C)

Homk(G(X), F (X))/N ,

♦ù N ❡st ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡
⊕

x∈Ob(C) Homk(G(X), F (X)) ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r
❧❡s é❧é♠❡♥ts F (f)◦u−u◦G(f)✱ ❛✈❡❝ f ∈ HomC(X,Y ) ❡t u ∈ Homk(G(Y ), F (X))✳
▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ u ∈ Homk(G(X), F (X)) ❞❛♥s Hom∨(F,G) ❡st ♥♦té❡ [X,u]✳

❙♦✐t E : C → Vectf (k) ✉♥ ❛✉tr❡ ❢♦♥❝t❡✉r✳ ❙♦✐t ❡♥❝♦r❡ X ∈ Ob(C)✱ x ∈ F (X)✱
ϕ ∈ G(X)∗ ❡t (ei)i=1,...,n ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ E(X)✳ ❆❧♦rs ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❞❡
Hom∨(F,G) ♣❡✉t s✬❡①♣r✐♠❡r ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥

δEFG([X,ϕ⊗ x]) =
∑

i=1,...,n

[X,ϕ⊗ ei] ⊗ [X, e∗i ⊗ x]

✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡

δEFG : Hom∨(F,G) → Hom∨(E,G) ⊗ Hom∨(F,E),

q✉✐ ❡st ❝♦❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ End∨(F ) = Hom∨(F, F ) ❡st ✉♥❡ ❝♦❣è❜r❡✳
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❙✐ C ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ♠♦♥♦ï❞❛❧❡✱ ❛❧♦rs Hom∨(F,G) ❛ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡
❞♦♥♥é❡ ♣❛r

[X,u].[Y, v] = [X × Y, F̃XY ◦ (u⊗ v) ◦ G̃−1
XY ],

♦ù F̃XY : F (X)⊗F (Y ) → F (X⊗Y ) ❡t G̃XY : G(X)⊗G(Y ) → G(X⊗Y ) s♦♥t
❧❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♠♦♥♦ï❞❛❧❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ End∨(F ) ❡st ✉♥❡
❛❧❣è❜r❡ ♣♦✉r t♦✉t ❢♦♥❝t❡✉r F ❡t ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❝♦❣è❜r❡s✳

❙✐ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ C ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ♠♦♥♦ï❞❛❧❡ r✐❣✐❞❡
✭t♦✉t ♦❜❥❡t ❛ ✉♥ ❞✉❛❧✮✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❍♦♣❢✲●❛❧♦✐s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✼ ✭❬❇✐✶✵✸❪✮✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ♠♦♥♦ï❞❛❧❡ r✐❣✐❞❡ C ❡t
❞❡✉① ❢♦♥❝t❡✉rs ♠♦♥♦ï❞❛✉① F,G : C → Vectf (k)✳ ❆❧♦rs

(End∨(F ),End∨(G),Hom∨(F,G),Hom∨(G,F ))

❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❍♦♣❢✲●❛❧♦✐s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡
❞❡s ♦❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s✳ ❙♦✐t Z ✉♥ ♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ H ❡t
♥♦t♦♥s ω : Comodf (H) → Vectf (k) ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ♦✉❜❧✐ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s H✲
❝♦♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ✭❝♦♠♠❡ k✲❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s✮ ✈❡rs ❝❡❧❧❡ ❞❡s k✲
❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✳ ◆♦t♦♥s ❡♥❝♦r❡

FZ : Comodf (H) → Vectf (k)

❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ♠♦♥♦ï❞❛❧ ❞é✜♥✐ ♣❛r FZ(U) = U✷HZ ♣♦✉r t♦✉t H✲❝♦♠♦❞✉❧❡ U ✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✽ ✭❬❇✐✶✵✸❪✮✳ ❙♦✐t H ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡t Z ✉♥ ♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❞❡
H✱ ω, FZ ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ❞é✜♥✐s ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❆❧♦rs

(End∨(ω),End∨(FZ),Hom∨(ω, FZ),Hom∨(FZ , ω))

❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ●❛❧♦✐s éq✉✐✈❛❧❡♥t à (H,K,Z, T )✱ ♦ù K ❡st ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡
❍♦♣❢ t❡❧❧❡ q✉❡ Z s♦✐t ✉♥ ♦❜❥❡t H✲K✲❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❡t T ❡st ✉♥❡ ❝♦❣è❜r❡✳

✶✳✹✳✺ ❈♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ♣❛r❡ss❡✉s❡ ❡t ❝♦❝②❝❧❡s

❙✐ H ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❝♦❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✱ ❙✇❡❡❞❧❡r ❬❙✇✻✽❪ ❛ ♣r♦✉✈é
q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ H2(H, k∗) ❡t
❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts H✲❣❛❧♦✐s✐❡♥s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù H ♥✬❡st ♣❧✉s
❝♦❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✱ ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❝♦❝②❝❧❡s ♥✬❡st ♣❧✉s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥
❝♦❝②❝❧❡✳ ❇✐❝❤♦♥ ❡t ❈❛r♥♦✈❛❧❡ ❬❇✐❈❛✵✻❪ ♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝♦❝②❝❧❡s
q✉✐ ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳

❯♥ ❝♦❝②❝❧❡ ♣❛r❡ss❡✉① σ : H ⊗H → k ❡st ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡ σ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐✲
t✐♦♥ ✶✳✺ ❡t q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡

σ(x(1), y(1)) x(2)y(2) = x(1)y(1) σ(x(2), y(2)), ✭✶✳✾✮

♣♦✉r t♦✉t x, y ∈ H✳ ❖♥ ♥♦t❡ H2
L(H) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦❝②❝❧❡s ♣❛r❡ss❡✉① ❞❡ H✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✻✳ ❙✐ H ❡st ❝♦❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✱ ❛❧♦rs t♦✉t ❝♦❝②❝❧❡ σ : H ⊗ H → k ❡st
♣❛r❡ss❡✉①✳



✶✳✹ ❖❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ✸✺

❙✐ Z ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t H✲H✲❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥✱ Z ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❜✐❝❧✐✈é s✬✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ H✲H✲❜✐❝♦♠♦❞✉❧❡ Z ∼= H ❀ ♦♥ ♥♦t❡ BiCleft(H) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❜✐❝❧✐✈é ❞❡ H à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✾ ✭❬❇✐❈❛✵✻❪✮✳ ❙♦✐t Z ✉♥ ♦❜❥❡t H✲❣❛❧♦✐s✐❡♥✳ ❆❧♦rs ❧❡s ❛ss❡rt✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳

✭✶✮ Z ❡st ❜✐❝❧✐✈é✳
✭✷✮ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡ ♣❛r❡ss❡✉① σ ∈ H2

L(H) t❡❧ q✉❡ Z ∼= σH ❝♦♠♠❡ ❛❧✲
❣è❜r❡s H✲❜✐❝♦♠♦❞✉❧❡s✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ H s♦✐t k✲♣❧❛t✳ ❆❧♦rs ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝♦t❡♥s♦r✐❡❧ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ H
♠✉♥✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts H✲H✲❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ✭✈♦✐r
❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✵✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✵ ✭❬❇✐❈❛✵✻❪✮✳ ❙♦✐t H ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ q✉✐ ❡st k✲♣❧❛t❡✳ ❆❧♦rs
BiCleft(H) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ BiGal(H)✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ H2
L(H) ❡st ❛✉ss✐ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥✈♦✲

❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❝②❝❧❡s✱ ♥♦té❡ ∗✱ ❡t ♦♥ ❛ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✶ ✭❬❇✐❈❛✵✻❪✮✳ ❙♦✐t H ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ k✲♣❧❛t❡✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛ ✉♥
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s

(H2
L(H), ∗) ∼= (BiCleft(H),✷H).



✸✻ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts

❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ Uq(g) à ❤♦♠♦t♦♣✐❡

♣rès

❘és✉♠é✳ ✕ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ✉♥❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❆✉✶❪✳ P♦✉r t♦✉t❡
❛❧❣è❜r❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❛♥t❡ q✉❛♥t✐q✉❡ Uq(g) ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞✲❏✐♠❜♦ ❡t t♦✉t❡ ❢❛♠✐❧❧❡ λ =
(λij)1≤i<j≤t ∈ k⋆ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✐♥✈❡rs✐❜❧❡s ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❜❛s❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s
❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ♣❛r ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡t r❡❧❛t✐♦♥s ✉♥ ♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ Aλ ❞❡ Uq(g) ❡t ♥♦✉s
♠♦♥tr♦♥s q✉❡ t♦✉t ♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❞❡ Uq(g) ❡st ❤♦♠♦t♦♣❡ à ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♦❜❥❡t ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❡ Aλ✳

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❍♦♣❢✲❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ q✉✐ ❛ été ❜❡❛✉❝♦✉♣ ét✉❞✐é ❝❡s ❞❡r✲
♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥
❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝♦r♣s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s✳ ❈✬❡st ❛✉ss✐ ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞❡ ✜❜ré ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ♥♦♥ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✳

❇✐❡♥ q✉✬✉♥❡ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❛❜♦♥❞❛♥t❡ ❛✐t été ❝♦♥s❛❝ré❡ ❛✉① ❡①t❡♥s✐♦♥s ❍♦♣❢✲
❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬▼♦✾✸❪✱ ❬❙♥✾✵❪ ❡t ❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s
❝❡s ❞❡✉① ❛rt✐❝❧❡s✮✱ ♦♥ ❛ ♣❡✉ ❞❡ rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡✉r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡
♣rès✳ P♦✉r ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ✖ q✉✐ s❡♠❜❧❡ ❣r❛♥❞❡ ✖ ❞❡ ❝❧❛ss❡r ❧❡s ❡①✲
t❡♥s✐♦♥s ❍♦♣❢✲❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès✱ ❑❛ss❡❧ ❬❑❛✵✹❪ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t s✉r
❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❍♦♣❢✲❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♠♦✐♥s ✜♥❡ q✉❡ ❧✬✐s♦✲
♠♦r♣❤✐❡✱ r❡❧❛t✐♦♥ q✉✬✐❧ ❛ ❛♣♣❡❧é❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡✳ ❉❛♥s ❬❑❛❙♥✵✺❪ ❑❛ss❡❧ ❡t ❙❝❤♥❡✐❞❡r
❡♥ ♦♥t ❢❛✐t ✉♥❡ ét✉❞❡ s②sté♠❛t✐q✉❡✳ ■❧s ❞♦♥♥❡♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à
❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❍♦♣❢✲❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡st
❧✬❛❧❣è❜r❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❛♥t❡ q✉❛♥t✐q✉❡ Uq(g) ❛ss♦❝✐é❡ ♣❛r ❉r✐♥❢❡❧❞ ❡t ❏✐♠❜♦ à ✉♥❡
❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡ s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ g✳ ▲✬✉♥❡ ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡s rés✉❧t❛ts
❞❡ ❬❑❛❙♥✵✺❪ ♣♦rt❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Hk(Uq(g)) ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡s ❡①t❡♥✲
s✐♦♥s Uq(g)✲❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❜❛s❡ k ✭❝❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧és
♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ Uq(g)✮ ✿ ❑❛ss❡❧ ❡t ❙❝❤♥❡✐❞❡r ❞é♠♦♥tr❡♥t q✉❡ Hk(Uq(g)) ❡st
❡♥ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ H2(G, k∗)✱ ♦ù G ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s é❧é✲
♠❡♥ts ✏❣r♦✉♣✲❧✐❦❡✑ ❞❡ Uq(g) ♦♣ér❛♥t tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ k⋆ ❞❡s é❧é♠❡♥ts



✸✽ ❖❜❥❡ts ●❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ Uq(g) à ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣rès

✐♥✈❡rs✐❜❧❡s ❞❡ k✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ G ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❧✐❜r❡ ❞♦♥t ❧❡ r❛♥❣ t ❡st é❣❛❧
à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡ g✳ ■❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ q✉❡ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ H2(G, k∗)
♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ λ ❞❡ t(t− 1)/2 é❧é♠❡♥ts ♥♦♥ ♥✉❧s ❞✉ ❝♦r♣s
❞❡ ❜❛s❡✳

▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ♣❛r ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡t r❡❧❛✲
t✐♦♥s ✉♥ ♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ Aλ ❞❡ Uq(g) ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢❛♠✐❧❧❡ λ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r
q✉❡ t♦✉t ♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❞❡ Uq(g) ❡st ❤♦♠♦t♦♣❡ à ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❡ Aλ✳

❆✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ 1✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❍♦♣❢✲
❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❡t ❞✬♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥✳ ◆♦✉s r❡❞♦♥♥♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ st❛♥✲
❞❛r❞ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❛♥t❡ q✉❛♥t✐q✉❡ Uq(g)✳

▲❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s Aλ s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ 2✳ ◆♦✉s ② é♥♦♥ç♦♥s
❛✉ss✐ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡✳

▲❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ 3 ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❝♦♥s❛❝ré à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡✳

✷✳✶ ❘❛♣♣❡❧s

✷✳✶✳✶ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s ❡t ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s

❙♦✐t k ✉♥ ❝♦r♣s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳ ❚♦✉s ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à
❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ t❡♥s♦r✐❡❧❧❡ ❞❡s k✲❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s ❡t ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❞❡s
❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ❛♥t✐♣♦❞❡ ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳ ❙✐ H ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢
❡t A ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ H✲❝♦♠♦❞✉❧❡ à ❞r♦✐t❡ ❞♦♥t ❧❛ ❝♦❛❝t✐♦♥ ❡st ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡
❞✬❛❧❣è❜r❡s δ : A → A ⊗ H✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ B ❞❡s é❧é♠❡♥ts
H✲❝♦✈❛r✐❛♥ts ❞❡ A ♣❛r

B = {a ∈ A | δ(a) = a⊗ 1}. ✭✷✳✶✮

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ β : A⊗B A→ A⊗H ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

β(a⊗ a′) = (a⊗ 1)δ(a′), ✭✷✳✷✮

♣♦✉r a✱ a′ ∈ A✱ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ à A✳ ❯♥❡ ❛❧❣è❜r❡ H✲
❝♦♠♦❞✉❧❡ à ❞r♦✐t❡ A ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ H✲❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ B s✐ B ❡st ❧❛ s♦✉s✲
❛❧❣è❜r❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts H✲❝♦✈❛r✐❛♥ts ❞❡ A✱ s✐ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ β : A⊗BA→
H ⊗ A ❛ss♦❝✐é❡ à A ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡t s✐ A ❡st ✜❞è❧❡♠❡♥t ♣❧❛t ❡♥ t❛♥t
q✉❡ B✲♠♦❞✉❧❡ à ❞r♦✐t❡ ♦✉ à ❣❛✉❝❤❡✳

❯♥ ♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ H ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ H✲❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡
❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❜❛s❡ k✳

❉❡✉① ❡①t❡♥s✐♦♥sH✲❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s A ❡t A′ ❞❡ B s♦♥t ❞✐t❡s ✐s♦♠♦r♣❤❡s s✬✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ f : A→ A′ ❞✬❛❧❣è❜r❡s H✲❝♦♠♦❞✉❧❡s q✉✐ s♦✐t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡t
q✉✐ s♦✐t ❧✬✐❞❡♥t✐té s✉r B✳

◆♦✉s ♥♦t♦♥s GalB(H) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥sH✲
❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s ❞❡ B✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ GalB(H) ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r
❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥t ❡♥ H✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✐t i : K → H ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s ❬❊▼✻✻❪ q✉❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ H✱ ✉♥ ❝♦♠♦❞✉❧❡ A à
❞r♦✐t❡ ❞❡ ❝♦❛❝t✐♦♥ δA ❡t ✉♥ ❝♦♠♦❞✉❧❡ K à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❝♦❛❝t✐♦♥ δK ✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t



✷✳✶ ❘❛♣♣❡❧s ✸✾

❝♦t❡♥s♦r✐❡❧ A✷HK ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

IdA ⊗ δK − δA ⊗ IdK : A⊗K → A⊗H ⊗K, ✭✷✳✸✮

✭♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧✬é❣❛❧✐s❛t❡✉r ❞❡s ❝♦❛❝t✐♦♥s ❞❡ A ❡t K✮✳ ❙✐ A ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ H✲
❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ B à ❞r♦✐t❡✱ ❛❧♦rs

i⋆(A) = A✷HK ✭✷✳✹✮

❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ K✲❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ B à ❞r♦✐t❡ ❞✬❛♣rès ❬❙♥✾✵✱ Pr♦♣ ✸✳✶✶ ✭✸✮❪✳
❑❛ss❡❧ ❡t ❙❝❤♥❡✐❞❡r ❬❑❛❙♥✵✺❪ ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ❬❑❛✵✹❪✮ ♦♥t ❞é✜♥✐ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥

❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ♥♦té❡ ∼ ❡t ❛♣♣❡❧é❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡✱ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ GalB(H) ✭♥♦✉s
r❡♥✈♦②♦♥s à ❬❑❛❙♥✵✺❪ ♣♦✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✮✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s HB(H) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❝❧❛ss❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s H✲❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s ❞❡ B✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

i∗ : GalB(H) → GalB(K) ✭✷✳✺✮

✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ i : K → H ❡t ❞é✜♥✐❡ ♣❧✉s ❤❛✉t✱
♣❛ss❡ ❛✉① ❝❧❛ss❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡t ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

i∗ : HB(H) → HB(K). ✭✷✳✻✮

✷✳✶✳✷ ❈♦❝②❝❧❡s ❡t ❡①t❡♥s✐♦♥s ❝❧✐✈é❡s

❙✉✐✈❛♥t ✭❬▼♦✾✸✱ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼❪✮✱ ♥♦✉s ❞✐r♦♥s q✉✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ σ :
H ×H → k ❡st ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡ ♥♦r♠❛❧✐sé ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ H s✐ σ
❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡t ✈ér✐✜❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s

σ(x(1), y(1))σ(x(2)y(2), z) = σ(y(1), z(1))σ(x, y(2)z(2)) ✭✷✳✼✮

❡t
σ(1, x) = σ(x, 1) = ε(x), ✭✷✳✽✮

♣♦✉r x, y, z ∈ H ✭ε ❡st ❧❛ ❝♦ü♥✐té ❞❡ H✮✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ✐❝✐ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❙✇❡❡❞❧❡r ∆(x) = x(1) ⊗ x(2) ♣♦✉r ❧❛

❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ∆ ❞❡ H✱ ♥♦t❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡
♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡t ❝♦❛❝t✐♦♥s✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s ✭❬▼♦✾✸✱ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼❪✮ q✉❡ s✐ H ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢✱ σ :
H ⊗ H → k ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ♥♦r♠❛❧✐sé ❡t B ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦✲
❞✉✐t ❝r♦✐sé B#σH ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ B ⊗ H ♠✉♥✐ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❛ss♦❝✐❛t✐❢ ❡t
✉♥✐❢èr❡

(a#h)(b#k) = σ(h(1), k(1))ab#h(2)k(2), ✭✷✳✾✮

♣♦✉r t♦✉t a, b ∈ B ❡t h, k ∈ H✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ❛❧❣è❜r❡ ♣❡✉t êtr❡ ♠✉♥✐❡ ❞✬✉♥❡
str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ H✲❝♦♠♦❞✉❧❡ à ❞r♦✐t❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ H✱
❝❡ q✉✐ ❢❛✐t ❞❡ B#σH ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ H✲❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ B✳ ▲❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s H✲
❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❝❧✐✈é❡s ✭❝❧❡❢t ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮✳
▲♦rsq✉❡ k = B✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝r♦✐sé k#σH s✬✐❞❡♥t✐✜❡ à H ♠✉♥✐ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t

x ·σ y = σ(x(1), y(1))x(2)y(2), ✭✷✳✶✵✮
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♣♦✉r x, y ∈ H✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s σH ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧H ♠✉♥✐ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❞✉✐t ❛ss♦❝✐❛t✐❢
❞♦♥t ❧✬✉♥✐té ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ H✳

❙✐ H ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡t ρ ❡st ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡ ♥♦r♠❛❧✐sé ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✱ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ❛✉ss✐ ❞é✜♥✐r ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ Hρ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦❣è❜r❡ H ♠✉♥✐❡ ❞✉ ♣r♦✲
❞✉✐t ❛ss♦❝✐❛t✐❢ ♠♦❞✐✜é

x ·ρ y = ρ(x(1), y(1))x(2)y(2)ρ
−1(x(3), y(3)), ✭✷✳✶✶✮

♣♦✉r x, y ∈ H✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❛✉ss✐ ♣♦✉r t♦✉t❡ H✲❝♦♠♦❞✉❧❡ ❛❧❣è❜r❡ à ❞r♦✐t❡ A
❧❛ Hρ✲❝♦♠♦❞✉❧❡ ❛❧❣è❜r❡ t♦r❞✉❡ à ❞r♦✐t❡ Aρ q✉✐ ❡st ❧❡ Hρ✲❝♦♠♦❞✉❧❡ ✭♦✉ H✲
❝♦♠♦❞✉❧❡✮ A ♠✉♥✐ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t

a ·ρ b = a(1)b(1)ρ
−1(a(2), b(2)), ✭✷✳✶✷✮

♣♦✉r a, b ∈ A✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s H✲❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s
❞❡ B à ❞r♦✐t❡ ❡t ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s Hρ✲❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s ❞❡ B à ❞r♦✐t❡ j : GalB(H) →
GalB(Hρ) ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

j(A) = Aρ. ✭✷✳✶✸✮

▼♦♥t❣♦♠❡r② ❡t ❙❝❤♥❡✐❞❡r ❬▼❙✵✺✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✸❪ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡✱ s✐ σH ❡st
✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❝❧✐✈é❡ ❞❡ H✱ ❛❧♦rs s♦♥ ✐♠❛❣❡ j(σH) = (σH)ρ ❞❛♥s Galk(H

ρ) ❡st
✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❝❧✐✈é❡ ❞❡ Hρ q✉✐ s✬✐❞❡♥t✐✜❡ à σ∗ρ−1(Hρ)✳

❆✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✱ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✹✷✳ ❙♦✐t H ′ ✉♥❡ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ H ❡t
σ′ : H ′ ⊗ H ′ → k ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡ ❞❡ H ′✱ s✬ét❡♥❞❛♥t ❡♥ ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡ σ : H ⊗ H → k
❞❡ H✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s

σH✷HH
′ ∼= σ′H ′. ✭✷✳✶✹✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ❜✐❥❡❝t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ✭✈♦✐r ❬❊▼✻✻✱ Pr♦♣ ✷✳✶❪✮

H ′ µ−→ H✷HH
′ ν−→ H ′ ✭✷✳✶✺✮

❞♦♥♥é❡s ♣❛r µ = (i⊗ Id) ◦∆H′ ❡t ν = ε⊗ Id✳ ▲❡s str✉❝t✉r❡s ❞✬❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s
❡t ❞❡ ❝♦♠♦❞✉❧❡s ❞❡ σH ❡t σ′H ′ ét❛♥t ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ H
❡t H ′ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❝❡s ❜✐❥❡❝t✐♦♥s ✈❛❧❡♥t ❛✉ss✐ ♣♦✉r σH ❡t σ′H ′ ✿

σ′H ′ µ−→ σH✷HH
′ ν−→ σ′H ′. ✭✷✳✶✻✮

▼♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ µ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧✲
❣è❜r❡s ❞❡ σ′H ′ s✉r σH✷HH✳ ◆♦t♦♥s g ·σ′ h ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❛♥s σ′H ′ ❞❡ ❞❡✉① é❧é✲
♠❡♥ts g ❡t h ❞❡ H ′ ❀ ♥♦✉s ❣❛r❞♦♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ gh ♣♦✉r ❧❡✉r ♣r♦❞✉✐t ❞❛♥s H ′

❡t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s g, h ♣♦✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts g, h ∈ H ′ ✈✉ ❞❛♥s H✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s ❛✉ss✐
g ·σ h ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❛♥s σH ❞❡ ❞❡✉① é❧é♠é♥ts g, h✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

µ(g ·σ′ h) = σ′(h(1), g(1))µ(g(2)h(2))

= σ′(h(1), g(1))(g(2)h(2) ⊗ g(3)h(3))

= (σ(h(1), g(1))g(2)h(2)) ⊗ g(3)h(3)

= g(1) ·σ h(1) ⊗ g(2)h(2)

✭✷✳✶✼✮

♣♦✉r t♦✉t g, h ∈ G✱ ❝❡ q✉✐ ❛ss✉r❡ q✉❡

µ : σ′H ′ → σH✷HH
′ ✭✷✳✶✽✮

❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s✳



✷✳✶ ❘❛♣♣❡❧s ✹✶

✷✳✶✳✸ ▲❡s ❛❧❣è❜r❡s ❡♥✈❡❧♦♣♣❛♥t❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞✲❏✐♠❜♦

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❞és♦r♠❛✐s q✉❡ k ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✐✛ér❡♥t❡
❞❡ 2 ♦✉ 3✳ ❋✐①♦♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❈❛rt❛♥ (aij)1≤i,j≤t ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡ s❡♠✐✲
s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ g✱ ❞❡s ❡♥t✐❡rs (di)1≤i≤t ∈ {1, 2, 3} t❡❧s q✉❡ diaij = djaji ♣♦✉r
t♦✉t 1 ≤ i, j ≤ t ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ é❧é♠❡♥t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ q ∈ k t❡❧ q✉❡ q2di 6= 1 ♣♦✉r
t♦✉t i = 1, . . . , t✳

▲✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞✲❏✐♠❜♦ Uq(g) ✭✈♦✐r ❬❏✾✺✱ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹❪✮ ❡st ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛ss♦✲
❝✐❛t✐✈❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs Ei, Fi,Ki ❡t K

−1
i ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ t

❡t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s

KiKj = KjKi, KiK
−1
i = K−1

i Ki = 1, ✭✷✳✶✾✮

KiEj = qdiaijEjKi, ✭✷✳✷✵✮

KiFj = q−diaijFjKi, ✭✷✳✷✶✮

EiFj − FjEi = δij
Ki −K−1

i

qdi − q−di
, ✭✷✳✷✷✮

1−aij∑

r=0

(−1)r
[

1 − aij
r

]

qdi

E
1−aij−r
i EjE

r
i = 0, ✭✷✳✷✸✮

1−aij∑

r=0

(−1)r
[

1 − aij
r

]

qdi

F
1−aij−r
i FjF

r
i = 0, ✭✷✳✷✹✮

♣♦✉r 1 ≤ i, j ≤ t✳
■❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ✭❬❏✾✺✱ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹❪✮ q✉❡ Uq(g) ♣❡✉t êtr❡ ♠✉♥✐❡ ❞✬✉♥❡ str✉❝✲

t✉r❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ∆ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs
♣❛r

∆(Ei) = Ei ⊗ 1 +Ki ⊗ Ei, ✭✷✳✷✺✮

∆(Fi) = Fi ⊗K−1
i + 1 ⊗ Fi, ✭✷✳✷✻✮

∆(K±1
i ) = K±1

i ⊗K±1
i , ✭✷✳✷✼✮

❧❛ ❝♦ü♥✐té ε ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

ε(Ei) = 0, ε(Fi) = 0, ε(K±1
i ) = 1, ✭✷✳✷✽✮

❡t ❧✬❛♥t✐♣♦❞❡ S ❞é✜♥✐ ♣❛r

S(Ei) = −K−1
i Ei, S(Fi) = −FiKi, S(K±1

i ) = K∓1
i , ✭✷✳✷✾✮

♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ i ≤ t✳
◆♦t♦♥s G ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ❞❡ Uq(g) ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r K1,K2, . . . ,Kt✳

❈✬❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❧✐❜r❡ ❞❡ r❛♥❣ t✳ ◆♦t♦♥s ❡♥❝♦r❡ Uq(g)+ ❧❛ s♦✉s✲
❛❧❣è❜r❡ ❞❡ Uq(g) ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs Ki,K

−1
i ❡t Ei✱ ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ t✱



✹✷ ❖❜❥❡ts ●❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ Uq(g) à ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣rès

❡t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✾✮✱ ✭✷✳✷✵✮ ❡t ✭✷✳✷✸✮ ❡t Uq(g)− ❝❡❧❧❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡s ❣é♥é✲
r❛t❡✉rs Ki,K

−1
i ❡t Fi✱ ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ t✱ ❡t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✾✮✱ ✭✷✳✷✶✮ ❡t ✭✷✳✷✹✮✳

▲✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ Uq(g) ❡st ✜❧tré❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs K±1
i ❡♥ ❞❡❣ré 0 ❡t ❧❡s ❣é✲

♥ér❛t❡✉rs Ei, Fi ❡♥ ❞❡❣ré 1✳ ▲✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❣r❛❞✉é❡ Gr Uq(g) ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡tt❡
✜❧tr❛t✐♦♥ ❡st ❡♥❣❡♥❞ré❡ ❝♦♠♠❡ ❛❧❣è❜r❡ ♣❛r Ei, Fi,Ki ❡t K

−1
i ✱ ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ t✱

s♦✉♠✐s ❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✾✮ ✲ ✭✷✳✷✶✮✱ ✭✷✳✷✸✮✱ ✭✷✳✷✹✮ ❛✐♥s✐ q✉✬à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠✲
♠✉t❛t✐♦♥

EiFj − FjEi = 0, ✭✷✳✸✵✮

♣♦✉r 1 ≤ i, j ≤ t✳ ◆♦t♦♥s ❛✉ss✐ Gr Uq(g)+ ❧❛ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ ❞❡ Gr Uq(g) ❡♥❣❡♥❞ré❡
♣❛r ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs Ki,K

−1
i ❡t Ei✱ ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ t✱ ❡t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✾✮✱ ✭✷✳✷✵✮

❡t ✭✷✳✷✸✮ ❡t Gr Uq(g)− ❝❡❧❧❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs Ki,K
−1
i ❡t Fi✱ ♣♦✉r

1 ≤ i ≤ t✱ ❡t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✾✮✱ ✭✷✳✷✶✮ ❡t ✭✷✳✷✹✮ ❡t r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
✐❞❡♥t✐✜❡r Gr Uq(g)+ ∼= Uq(g)+ ❛✐♥s✐ q✉❡ Gr Uq(g)− ∼= Uq(g)−✳

❑❛ss❡❧ ❡t ❙❝❤♥❡✐❞❡r ❬❑❛❙♥✵✺✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✹❪ ♦♥t ♠♦♥tré q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡
❝♦❝②❝❧❡ ♥♦r♠❛❧✐sé ρ : Gr Uq(g) × Gr Uq(g) → k q✉✐ ✈ér✐✜❡

ρ(Ki,Kj) = 1, ✭✷✳✸✶✮

ρ(Ei, Fj) = − δij
qdi − q−di

, ✭✷✳✸✷✮

♣♦✉r 1 ≤ i, j ≤ t ❡t
ρ(x, y) = 0, ✭✷✳✸✸✮

♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs x, y ✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝❡ ❝♦❝②❝❧❡ ♥✬❡st
♣❛s s②♠étr✐q✉❡ ❡t ρ(Fj , Ei) = 0✮✳ ❉❡ ♣❧✉s s✐ x, y, z ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧❛ ♠ê♠❡
s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ Gr Uq(g)+ ♦✉ Gr Uq(g)−✱ ♦♥ ❛

ρ(x, yz) = ρ(x(1), y)ρ(x(2), z), ✭✷✳✸✹✮

ρ(xy, z) = ρ(x, z(2))ρ(y, z(1)). ✭✷✳✸✺✮

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✹✮ ❡st ❡♥❝♦r❡ ✈r❛✐❡ s✐ x ∈ Gr Uq(g)− ❡t y, z ∈ Gr Uq(g)+ ❡t ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✺✮ ❡st ✈r❛✐❡ s✐ x, y ∈ Gr Uq(g)− ❡t z ∈ Gr Uq(g)+✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
❝❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐♠♣❧✐q✉❡♥t

ρ(x, 1) = ρ(1, x) = ε(x), ✭✷✳✸✻✮

♣♦✉r t♦✉t x ∈ Gr Uq(g)✳ ❑❛ss❡❧ ❡t ❙❝❤♥❡✐❞❡r ❬❑❛❙♥✵✺✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✹❪ ♦♥t ét❛❜❧✐
q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ Uq(g) ∼= (Gr Uq(g))ρ q✉✐ ❡st
❧✬✐❞❡♥t✐té s✉r ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs✳

✷✳✷ ▲❡ rés✉❧t❛t

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ (λij)1≤i<j≤t ❞✬é❧é♠❡♥ts ✐♥✈❡rs✐❜❧❡s ❞❡ k✳ P❛r
❝♦♠♠♦❞✐té✱ ♥♦✉s ♣♦s♦♥s λij = λ−1

ji ❡t λii = 1 ♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ j ≤ i ≤ t✳
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧✬❛❧❣è❜r❡ Aλ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡

♣❛r ❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs Xi, Yi, Zi, Z
−1
i ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ t ❡t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s

ZiZj = λ2
ijZjZi, ZiZ

−1
i = Z−1

i Zi = 1, ✭✷✳✸✼✮



✷✳✸ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✸

ZiXj = λ2
ijq

diaijXjZi, ✭✷✳✸✽✮

ZiYj = q−diaijYjZi, ✭✷✳✸✾✮

XiYj − YjXi = δij
Zi

qdi − q−di
, ✭✷✳✹✵✮

1−aij∑

r=0

(−1)r
[

1 − aij
r

]

qdi

λ
aij+2r−1
ij X

1−aij−r
i XjX

r
i = 0, ✭✷✳✹✶✮

1−aij∑

r=0

(−1)r
[

1 − aij
r

]

qdi

Y
1−aij−r
i YjY

r
i = 0, ✭✷✳✹✷✮

♣♦✉r 1 ≤ i, j ≤ t✳
P♦s♦♥s

δ(Xi) = Xi ⊗ 1 + Zi ⊗ Ei, ✭✷✳✹✸✮

δ(Yi) = Yi ⊗K−1
i + 1 ⊗ Fi, ✭✷✳✹✹✮

δ(Z±1
i ) = Z±1

i ⊗K±1
i , ✭✷✳✹✺✮

♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ i ≤ t✳
◆♦✉s é♥♦♥ç♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦tr❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳

❚❤é♦rè♠❡✳ ✶✮ ▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✭✷✳✹✸✮✱ ✭✷✳✹✹✮ ❡t ✭✷✳✹✺✮ ♠✉♥✐ss❡♥t Aλ ❞✬✉♥❡ str✉❝✲
t✉r❡ ❞✬♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❝❧✐✈é s✉r Uq(g)✳

✷✮ ❚♦✉t ♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ s✉r Uq(g) ❡st ❤♦♠♦t♦♣❡ à ✉♥ ♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ Aλ✳

✸✮ ❉❡✉① ♦❜❥❡ts Uq(g)✲❣❛❧♦✐s✐❡♥s Aλ ❡t Aλ′ s♦♥t ❤♦♠♦t♦♣❡s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s λ ❡t λ′ ❧❡s ❞é✜♥✐ss❛♥t s♦♥t é❣❛❧❡s✳

▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡✳

✷✳✸ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡

✷✳✸✳✶ ❈♦❝②❝❧❡s s✉r Gr Uq(g) ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ λ

P♦✉r t♦✉t❡ ❢❛♠✐❧❧❡ λ = (λij)1≤i<j≤t ❞✬✐♥✈❡rs✐❜❧❡s ❞❡ k✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s ❡♥❝♦r❡
λij = λ−1

ji ❡t λii = 1 ♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ j ≤ i ≤ t ❡t ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡
❞❡ Gr Uq(g) ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ◆♦t♦♥s σλ : k[G] × k[G] → k ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡
❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r

σλ(Ki,Kj) = λij , ✭✷✳✹✻✮

♣♦✉r 1 ≤ i, j ≤ t✱ ❡t ♣❛r

σλ(g1g2, h) = σλ(g1, h)σλ(g2, h), ✭✷✳✹✼✮

❡t
σλ(h, g1g2) = σλ(h, g1)σλ(h, g2), ✭✷✳✹✽✮



✹✹ ❖❜❥❡ts ●❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ Uq(g) à ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣rès

♣♦✉r g1, g2, h ∈ G✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ σλ(1, g) = σλ(g, 1) = 1 ♣♦✉r t♦✉t g ∈ G✳
❙♦✐t π : Gr Uq(g) → k[G] ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ❞é✜♥✐ ♣❛r

π(Ei) = π(Fi) = 0, π(K±1
i ) = K±1

i , ✭✷✳✹✾✮

♣♦✉r i = 1, . . . , t✳ P♦s♦♥s σ̃λ = σλ ◦ (π × π) : Gr Uq(g) × Gr Uq(g) → k✳ ❖♥ ❛ ❧❡
❧❡♠♠❡ ✐♠♠é❞✐❛t s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✹✸✳ ▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s σλ ❡t σ̃λ s♦♥t ❞❡s ❝♦❝②❝❧❡s ♥♦r♠❛❧✐sés ♣♦✉r ❧❡s ❛❧✲
❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ k[G] ❡t Gr Uq(g)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱
❞✬✐♥✈❡rs❡s r❡s♣❡❝t✐❢s σλ−1 ❡t σ̃λ−1 ✳

✷✳✸✳✷ ▲✬❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♦❞✉❧❡ Aλ ❝♦♠♠❡ Uq(g)✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❝❧✐✈é❡

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ λ = (λij)1≤i,j≤t ❞✬é❧é♠❡♥ts ✐♥✈❡rs✐❜❧❡s ❞❡ k ❡t ❧❡s
❝♦❝②❝❧❡s ✭♣♦✉r ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ Gr Uq(g)✮ σ̃λ✱ ❞é✜♥✐ ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✸✱ ❡t
ρ−1 ✐♥✈❡rs❡ ✭♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✮ ❞✉ ❝♦❝②❝❧❡ ρ✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❑❛ss❡❧ ❡t ❙❝❤♥❡✐❞❡r
❡t r❛♣♣❡❧é ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✸✳ ▲❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝♦❝②❝❧❡s ❞é✜♥✐t ✉♥
❝♦❝②❝❧❡ σρ = σ̃λ ∗ ρ−1 ♣♦✉r ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ Gr Uq(g)ρ ∼= Uq(g) ✭✈♦✐r ❬▼❙✵✺✱
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✸❪✮✳

▲❡♠♠❡ ✹✹✳ ▲❡ ❝♦❝②❝❧❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ σρ = σλ ∗ ρ−1 : Uq(g) ⊗ Uq(g) → k ✈ér✐✜❡ ❧❡s
r❡❧❛t✐♦♥s

σρ(1, x) = ε(x) = σρ(x, 1), ✭✷✳✺✵✮

❡t s✐ x, y, z ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ Uq(g)+ ♦✉ Uq(g)− ♦✉ s✐ ❧❡s
t❡r♠❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠❡♠❜r❡ ❞❡ σρ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à Uq(g)− ❡t ❝❡✉① ❞✉ s❡❝♦♥❞
♠❡♠❜r❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à Uq(g)+✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

σρ(x, yz) = σρ(x(1), y)σρ(x(2), z), ✭✷✳✺✶✮

σρ(xy, z) = σρ(x, z(2))σρ(y, z(1)). ✭✷✳✺✷✮

❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

σρ(Ki,Kj) = λij , ✭✷✳✺✸✮

σρ(Ei, Fj) =
δij

qdi − q−di
, ✭✷✳✺✹✮

♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ i, j ≤ t✳ ❊t ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ❝♦✉♣❧❡s (x, y) ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs ♥♦✉s
❛✈♦♥s

σρ(x, y) = 0. ✭✷✳✺✺✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭✷✳✺✵✮ ❡st ✈ér✐✜é❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t
à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r σ̃λ ❡t ρ✳ ▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✷✳✺✶✮ ❡t
✭✷✳✺✷✮ s❡ ❞é❞✉✐s❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ σλ ❝♦♠♠❡ ❜✐✲❝❛r❛❝tèr❡ ❡t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s
✭✷✳✸✹✮ ❡t ✭✷✳✸✺✮✳ ❈❡s r❡❧❛t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ✈ér✐✜é❡s q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛
♠ê♠❡ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ Uq(g)+ ♦✉ Uq(g)− ♦✉ s✐ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à Uq(g)−

❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ à Uq(g)+ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✷✳✸✹✮ ❡t ✭✷✳✸✺✮ ❞❡ ρ✳



✷✳✸ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✺

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✺✸✮ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✷✳✷✼✮✱ ✭✷✳✸✶✮ ❡t ✭✷✳✹✻✮✳
▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✺✹✮ s✬♦❜t✐❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✷✳✷✺✮✱ ✭✷✳✷✻✮✱ ✭✷✳✸✷✮✱ ✭✷✳✸✸✮
❡t ✭✷✳✹✾✮ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

σρ(Ei, Fj) = σλ(Ei, Fj)ρ
−1(1,K−1

j ) + σλ(Ei, 1)ρ−1(1, Fj)

+σλ(Ki, Fj)ρ
−1(Ei,K

−1
j ) + σλ(Ki, 1)ρ−1(Ei, Fj)

=
δij

qdi − q−di
,

✭✷✳✺✻✮

♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ i, j ≤ t✳ P♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ s❡ ❢❛✐t
❞❡ ❢❛❝♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❡t ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❡st ♥✉❧✱ ❝❡ q✉✐
✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✺✺✮✳

P♦s♦♥s✱ ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ t✱

ϕλ(Xi) = Ei, ϕλ(Yi) = Fi, ϕλ(Z
±1
i ) = K±1

i . ✭✷✳✺✼✮

▲❡♠♠❡ ✹✺✳ ▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s (2.57) ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s Uq(g)✲
❝♦♠♦❞✉❧❡s à ❞r♦✐t❡ ϕλ : Aλ → σρUq(g)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❛✮ ❱ér✐✜♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ Aλ ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s✳ ■❧
s✉✣t ❞✬ét❛❜❧✐r q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s (2.37) − (2.42) ❡st ♥✉❧❧❡ ❞❛♥s σρUq(g)✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✼✮ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s Zi✳ ❖♥ ❛

ϕλ(ZiZj) = ϕλ(Zi) ·σρ ϕλ(Zj)
= Ki ·σρ Kj

= σρ(Ki,Kj)KiKj

= λijKiKj

= λijKjKi

= λ2
ijσρ(Kj ,Ki)KjKi

= λ2
ijKj ·σρ Ki

= λ2
ijϕλ(Zj) ·σρ ϕλ(Zi)

= ϕλ(λ
2
ijZjZi),

✭✷✳✺✽✮

♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ i, j ≤ t✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ♦♥ ❞é♠♦♥tr❡

ϕλ(ZiZ
−1
i ) = ϕλ(Z

−1
i Zi) = 1, ✭✷✳✺✾✮

♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ i, j ≤ t✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✽✮ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ Zi ❡t Xj ✳ ❖♥ ❛

ϕλ(ZiXj) = ϕλ(Zi) ·σρ ϕλ(Xj)
= Ki ·σρ Ej
= σρ(Ki, Ej)Ki1 + σρ(Ki,Kj)KiEj
= 0 + λijKiEj
= λijq

diaijEjKi

= λijq
diaij (0 + λijσρ(Kj ,Ki)EjKi)

= λ2
ijq

diaijEj ·σρ Ki

= λ2
ijq

diaijϕλ(Xj) ·σρ ϕλ(Zi)

= ϕλ(λ
2
ijq

diaijXjZi),

✭✷✳✻✵✮



✹✻ ❖❜❥❡ts ●❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ Uq(g) à ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣rès

♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ i, j ≤ t✳
▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✾✮ s❡ ❞é♠♦♥tr❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✳ P♦✉r ✭✷✳✹✵✮ ♦♥ ❛

ϕλ(XiYj − YjXi) = ϕλ(Xi) ·σρ ϕλ(Yj) − ϕλ(Yj) ·σρ ϕλ(Xi)
= Ei ·σρ Fj − Fj ·σρ Ei

=
(
σρ(Ei, Fj)1K

−1
j + σρ(Ei, 1)1Fj + σρ(Ki, Fj)EiK

−1
j

+σρ(Ki, 1)EiFj) −
(
σρ(Fj , Ei)K

−1
j 1 + σρ(1, Ei)Fj1

+σρ(Fj ,Ki)K
−1
j Ei + σρ(1,Ki)FjEi

)

=
δij

qdi − q−di
K−1
j + EiFj − FjEi

= δij
Ki

qdi − q−di

= ϕλ

(
δij

Zi

qdi − q−di

)
,

✭✷✳✻✶✮
♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ i, j ≤ t✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❡rr❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ✭✷✳✹✶✮ ♣♦✉r ❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r Xi✳
◆♦t♦♥s q✉❡

Ei ·σρ Ej = σρ(Ei, Ej)1 + σρ(Ei,Kj)1Ej
+σρ(Ki, Ej)Ei1 + σρ(Ki,Kj)EiEj

= λijEiEj ,
✭✷✳✻✷✮

♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ i, j ≤ t✳ ◆♦✉s ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ Uq(g)+✱ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✷✳✺✶✮✱ ✭✷✳✺✷✮✱ ✭✷✳✺✺✮ ❡t ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ❞✉ ❝♦❝②❝❧❡ σρ✱ ✈❛❧❡✉rs q✉✐ s♦♥t ♥✉❧❧❡s ❞ès q✉❡ ❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r Ei ❛♣♣❛r❛✐t✱
❡t ♦❜t❡♥✐r

Ei ·σρ Ej ·σρ Ej
= σρ((Ei)(1), (Ej)(1))σρ((Ei)(2)(Ej)(2), (Ej)(1))(Ei)(3)(Ej)(3)(Ej)(2)
= 0 + σρ(Ki,Kj)σρ(KiKj ,Kj)EiEjEj
= λ2

ijEiE
2
j ,

✭✷✳✻✸✮
♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ i, j ≤ t✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

Ei ·σρ Ei ·σρ Ej = λ2
ijE

2
i Ej ✭✷✳✻✹✮

❡t
Ei ·σρ Ej ·σρ Ei = EiEjEi, ✭✷✳✻✺✮

♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ i, j ≤ t✳ P❛r ré❝✉r❡♥❝❡ s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs a, b ❡t c✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t
q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ a ❢♦✐s ❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r Ei✱ b ❢♦✐s ❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r Ej ❡t c ❢♦✐s ❧❡
❣é♥ér❛t❡✉r Ei ✈❛✉t

Ei ·σρ · · · ·σρ Ei︸ ︷︷ ︸
a

·σρ Ej ·σρ · · · ·σρ Ej︸ ︷︷ ︸
b

·σρ Ei ·σρ · · · ·σρ Ei︸ ︷︷ ︸
c

= Eai ·σρ E
b
j ·σρ E

c
i

= λ
b(a−c)
ij Eai E

b
jE

c
i

✭✷✳✻✻✮



✷✳✸ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✼

❞❛♥s σρUq(g) ♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ i, j ≤ t✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡
❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t Ei ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ Uq(g) ♦✉ ♣♦✉r ❝❡❧✉✐
❞❡ σρUq(g)✱ ❝❡ q✉✐ ❥✉st✐✜❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ Eai ✳

❆❧♦rs✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✷✳✻✻✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

ϕλ

(
∑1−aij

r=0 (−1)r
[

1 − aij
r

]

qdi

λ
aij+2r−1
ij X

1−aij−r
i XjX

r
i

)

=
∑1−aij

r=0 (−1)r
[

1 − aij
r

]

qdi

λ
aij+2r−1
ij ϕλ(Xi)

1−aij−r ·σρ ϕλ(Xj) ·σρ ϕλ(Xi)
r)

=
∑1−aij

r=0 (−1)r
[

1 − aij
r

]

qdi

λ
aij+2r−1
ij E

1−aij−r
i ·σρ Ej ·σρ E

r
i )

=
∑1−aij

r=0 (−1)r
[

1 − aij
r

]

qdi

λ
aij+2r−1
ij λ

1−aij−r−r
ij E

1−aij−r

i EjE
r
i

=
∑1−aij

r=0 (−1)r
[

1 − aij
r

]

qdi

E
1−aij−r
i EjE

r
i

= 0.
✭✷✳✻✼✮

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ♣♦✉r ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs Fi ❞❛♥s Uq(g)−✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

Fi ·σρ Fj = σρ(Fi, Fj)K
−1
i K−1

j + σρ(Fi, 1)K−1
i Fj

+σρ(1, Fj)FiK
−1
j + σρ(1, 1)FiFj

= FiFj

✭✷✳✻✽✮

❡t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡

F ai ·σρ F
b
j ·σρ F

c
i = F ai F

b
j F

c
i ✭✷✳✻✾✮

♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ i, j ≤ t ❡t a, b, c ∈ N✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s é❧é♠❡♥ts Fi ❡st ❞♦♥❝ ❧❡ ♠ê♠❡
❞❛♥s σρUq(g) ❡t ❞❛♥s Uq(g)✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❡rr❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ✭✷✳✹✷✮ ❞❛♥s Aλ ♣♦✉r
❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r Yi ❡st ❛❧♦rs ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✹✮ ♣♦✉r
❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r Fi ❞❛♥s Uq(g)✳

❜✮ P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ϕλ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♠♦❞✉❧❡s✱ ✐❧ s✉✣t✱
♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ Uq(g) ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s✱ ❞❡ ✈ér✐✜❡r
q✉❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡

Aλ
ϕλ−−→ σρUq(g)

↓δ ↓∆

Aλ ⊗ Uq(g)
ϕλ⊗Id−−−−→ σρUq(g) ⊗ Uq(g)

✭✷✳✼✵✮

❝♦♠♠✉t❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ Aλ✳
P♦✉r ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs Z±1

i ✱ ♦♥ ❛

∆ ◦ ϕλ(Z±1
i ) = ∆(K±1

i )

= K±1
i ⊗K±1

i

= (ϕλ ⊗ Id)(Z±1
i ⊗K±1

i )

= (ϕλ ⊗ Id) ◦ δ(Z±1
i );

✭✷✳✼✶✮



✹✽ ❖❜❥❡ts ●❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ Uq(g) à ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣rès

♣♦✉r ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs Xi✱ ♦♥ ❛

∆ ◦ ϕλ(Xi) = ∆(Ei)
= Ei ⊗ 1 +Ki ⊗ Ei
= (ϕλ ⊗ Id)(Xi ⊗ 1 + Zi ⊗ Ei)
= (ϕλ ⊗ Id) ◦ δ(Xi);

✭✷✳✼✷✮

♣♦✉r ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs Yi✱ ♦♥ ❛

∆ ◦ ϕλ(Yi) = ∆(Fi)

= Fi ⊗K−1
i + 1 ⊗ Fi

= (ϕλ ⊗ Id)(Yi ⊗K−1
i + 1 ⊗ Fi)

= (ϕλ ⊗ Id) ◦ δ(Yi),
✭✷✳✼✸✮

♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ i ≤ t✳

▲❡♠♠❡ ✹✻✳ ▲❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ϕλ : Aλ →σρUq(g) ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❆✈❡❝ ❬❏✾✺✱ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹❪ ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ U ❡♥❣❡♥✲
❞ré❡ ♣❛r ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs Ei, Fi ❡t K

±1
i s♦✉♠✐s ❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✾✮ ✲ ✭✷✳✷✷✮ ❞❡

❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ Uq(g)✳ ❈❡tt❡ ❛❧❣è❜r❡ ♣❡✉t êtr❡ ♠✉♥✐❡ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡
❞❡ ❍♦♣❢ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦ü♥✐té ❡t ❧✬❛♥t✐♣♦❞❡ ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧❡s ♠ê♠❡s
r❡❧❛t✐♦♥s (2.25)− (2.29) q✉❡ ♣♦✉r Uq(g)✳ ▲✬❛❧❣è❜r❡ Uq(g) ❡st ❛❧♦rs ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡
❧✬❛❧❣è❜r❡ U ♣❛r ❧✬✐❞é❛❧ I ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❙❡rr❡ q✉❛♥t✐q✉❡s ✭✷✳✷✸✮
❡t ✭✷✳✷✹✮ ❀ ♥♦t♦♥s P ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ U s✉r Uq(g)✳
▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡

F
αi

i E
βj

j K
γl

l = F
αi1
i1

· · ·Fαin

in
E
βj1
j1

· · ·Eβjp

jp
K
γl1
l1

· · ·Kγlt

lt
, ✭✷✳✼✹✮

♦ù i1, . . . , in, j1, . . . , jp, l1, . . . , lt ♣❛r❝♦✉r❡♥t {1, . . . , t}✱ αi1 , . . . , αin , βj1 , . . . , βjp
♣❛r❝♦✉r❡♥t N ❡t γl1 , . . . , γlt ♣❛r❝♦✉r❡♥t Z✱ ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ U ✭✈♦✐r ❬❏✾✺❪✮✳ ▲✬❛❧✲
❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ k[G] ❡st ❛✉ss✐ ❧❛ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✏❣r♦✉♣✲
❧✐❦❡✑ ❞❡ U ✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝♦❝②❝❧❡ ✭q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ❡♥❝♦r❡ σρ✮ σρ ◦ (P ⊗ P ) :
U ⊗ U → k ❡t ♥♦t♦♥s σρU ❧✬❛❧❣è❜r❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❡ U à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝♦❝②❝❧❡ σρ ❡♥
s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❞é❝r✐t ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✷ ❡t ❞♦♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✵✮✳

❈❤❡r❝❤♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ σρU ❛❞❛♣té❡ ❛✉ ♣r♦❞✉✐t ·σρ ✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s
q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✷✳✻✷✮ ❡t ✭✷✳✻✽✮✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞✬✉♥
é❧é♠❡♥t Fi ❛✈❡❝ ✉♥ é❧é♠❡♥t Ej ✈❛✉t ❞❛♥s σρU

Fi ·σρ Ej = σρ(Fi, Ej)K
−1
i + σρ(Fi,Kj)K

−1
i Ej

+σρ(1, Ej)Fi + σρ(1,Kj)FiEj
= FiEj ,

✭✷✳✼✺✮

❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t Ei ❛✈❡❝ ✉♥ é❧é♠❡♥t Kj ✈❛✉t

Ei ·σρ Kj = σρ(Ei,Kj)Kj + σρ(Ki,Kj)EiKj

= λijEiKj
✭✷✳✼✻✮



✷✳✸ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✾

❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts Ki ❡t Kj ✈❛✉t

Ki ·σρ Kj = σρ(KiKj)KiKj

= λijKiKj ,
✭✷✳✼✼✮

♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ i, j ≤ t✳ ❙✐ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s j1, . . . , jp, l1, . . . , lt ♣❛r❝♦✉r❡♥t {1, . . . , t}✱
♥♦t♦♥s J ❧❛ s✉✐t❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ j1, . . . , jn, l1, l2, . . . , lt ❡t Jk ❧❛ s✉✐t❡ ❞é✜♥✐❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛
♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡♥ ♥❡ ❣❛r❞❛♥t q✉❡ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ k ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ Jj3 =
j3, . . . , jn, l1, . . . , lt ❡t Jl5 = l5, . . . , lt✮✳

◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❛♥s σρU ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts ❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs✱ ❡t
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❜❡s♦✐♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ σρ s✉r ❝❡s ♣r♦❞✉✐ts✳ Pré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s
❞❡✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ❝♦❝②❝❧❡ σρ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs Fi✱
❝❡ q✉✐ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✷✳✺✶✮ ❡t ✭✷✳✺✷✮ ❝❛r ♥♦✉s r❡st♦♥s ❞❛♥s ❧❛
♠ê♠❡ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ σρU

− ✭❞é✜♥✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ é✈✐❞❡♥t❡ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r Uq(g)−✮✳ ❉❡
♠ê♠❡✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❝♦❝②❝❧❡ σρ s✉r ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ❡♥tr❡ ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs Ej ❡t Kl

s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❣râ❝❡ à ❝❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❝❛r ❝❡s é❧é♠❡♥ts ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ s♦✉s✲
❛❧❣è❜r❡ σρU

+✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ❡♥tr❡ ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs Fi ❡t Ej ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r
❧❡ ❝♦❝②❧❡ ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ σρU

− ❡t ❝♦♠♠❡ t❡r♠❡ ❞❡
❞r♦✐t❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ σρU

+✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❡♥❝♦r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s
✭✷✳✺✶✮ ❡t ✭✷✳✺✷✮✳ ❆❧♦rs✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ✭✷✳✻✷✮ ✲ ✭✷✳✻✻✮✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s
r❡❧❛t✐♦♥s ✭✷✳✻✷✮✱ ✭✷✳✻✽✮ ❡t ✭✷✳✼✺✮ ✲ ✭✷✳✼✼✮✱ ❡①♣r✐♠❛♥t ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❛♥s σρU ❞❡s

❣é♥ér❛t❡✉rs Fi, Ej ❡t Kl s✉r ❧❛ ❜❛s❡ F
αi

i E
βj

j K
γl

l ✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ré♣été❡ ❣râ❝❡ ❛✉①

r❡❧❛t✐♦♥s ✭✷✳✺✶✮ ❡t ✭✷✳✺✷✮ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ σρ✱ ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧❡s é❧é♠❡♥ts F
αi

i ·σρ

E
βj

j ·σρ K
γl

l s✉r ❧❛ ❜❛s❡ F
αi

i E
βj

j K
γl

l ✿

F
αi

i ·σρ E
βj

j ·σρ K
γl

l = F
αi1
i1

·σρ · · · ·σρ F
αin

in
·σρ E

βj1
j1

·σρ · · · ·σρ E
βjp

jp

·σρK
γl1
l1

·σρ · · · ·σρ K
γlt

lt

=
(
F
αi1
i1

· · ·Fαin

in

)
·σρ

(∏
j1≤j<j′≤jp

β
βjβj′

jj′ )E
βj1
j1

· · ·Eβjp

jp

)

·σρ

(
(
∏
l1≤l<l′≤lt

λ
γlγl′

ll′ )K
γl1
l1

· · ·Kγlt

lt

)

=
∏
k∈J

∏
k′∈Jk

λ
κkκk′

kk′ F
αi

i E
βj

j K
γl

l ,

✭✷✳✼✽✮
♦ù κk ❞és✐❣♥❡ βk s✐ k ❡st ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ r❡❧❛t✐❢ à E ✭s♦✐t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ jm✮ ❡t ❞é✲
s✐❣♥❡ γk s✐ k ❡st ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ r❡❧❛t✐❢ à K ✭s♦✐t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ lm✮✳ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ E

αi

i ·σρ

F
βj

j ·σρ K
γl

l ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ U = σρU ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s s❝❛✲

❧❛✐r❡s
∏
k∈J

∏
k′∈Jk

λ
κkκk′

kk′ s♦♥t t♦✉s ♥♦♥ ♥✉❧s✳

◆♦t♦♥s Y
αi

i X
βj

j Z
γl

l ❧❡ ♣r♦❞✉✐t Y
αi1
i1

· · ·Y αin

in
X
βj1
j1

· · ·Xβjp

jp
Z
γl1
l1

· · ·γlt

lt
s✐ i, αi, j,

βj , l, γl s♦♥t ❧❡s ♠✉❧t✐✲✐♥❞✐❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à i1, . . . , in, αi1 , . . . , αin , j1, . . . , jp,
βj1 , . . . , βjp , l1, . . . , lt, γl1 , . . . , γlt ❡t ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ψ : σρU →
Aλ ♣❛r s❛ ❞♦♥♥é❡ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ F

αi

i ·σρ E
βj

j ·σρ K
γl

l ✿

ψ(F
αi

i ·σρ E
βj

j ·σρ K
γl

l ) = Y
αi

i X
βj

j Z
γl

l . ✭✷✳✼✾✮



✺✵ ❖❜❥❡ts ●❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ Uq(g) à ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣rès

❉é♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ψ ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s✳ ▲❡s ❝❛❧❝✉❧s ✭✷✳✺✽✮ ✲ ✭✷✳✻✶✮
❛ss✉r❡♥t ❛✉ss✐ q✉❡

Ki ·σρ Kj = λ2
ijKj ·σρ Ki, ✭✷✳✽✵✮

Ki ·σρ Ej = λ2
ijq

diaijEj ·σρ Ki, ✭✷✳✽✶✮

Ki ·σρ Fj = q−diaijFj ·σρ Ki ✭✷✳✽✷✮

❡t

Ei ·σρ Fj − Fj ·σρ Ei = δij
Ki

qdi − q−di
, ✭✷✳✽✸✮

♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ i, j ≤ t✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r é❝r✐r❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛

❜❛s❡ F
αi

i ·σρ E
βj

j ·σρ K
γl

l ❡t F
α′

i

i′ ·σρ E
β′

j

j′ ·σρ K
γ′l
l′ ✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡

❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ✭✷✳✽✵✮ ✲ ✭✷✳✽✸✮ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ré♣été❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ é❝r✐t✉r❡ s✉r ❧❛
❜❛s❡ ✿

(
F
αi

i ·σρE
βj

j ·σρK
γl

l

)
·σρ

(
F
α′

i

i′ ·σρE
β′

j

j′ ·σρK
γ′l
l′

)
=
∑

x
αi′′βj′′γl′′

i′′j′′l′′ F
αi′′

i′′ ·σρE
βj′′

j′′ ·σρK
γl′′

l′′ ,

✭✷✳✽✹✮

❛✈❡❝ x
αi′′βj′′γl′′

i′′j′′l′′ ∈ k✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣è❜r❡ Aλ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡s ♠ê♠❡s

r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✼✮ ✲ ✭✷✳✹✵✮ ❡t ❞♦♥❝ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡

❧❛ ❢♦r♠❡ Y
αi

i X
βj

j Z
γl

l ❡t Y
α′

i

i′ X
β′

j

j′ Z
γ′l
l′ ✈❛✉t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡

(
Y
αi

i X
βj

j Z
γl

l

)(
Y
α′

i

i′ X
β′

j

j′ Z
γ′l
l′

)
=
∑

x
αi′′βj′′γl′′

i′′j′′l′′ Y
α′′

i

i′′ X
β′′

j

j′′ Z
γ′′l
l′′ . ✭✷✳✽✺✮

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝

ψ(F
αi

i ·σρ E
βj

j ·σρ K
γl

l ·σρ F
α′

i

i′ ·σρ E
β′

j

j′ ·σρ K
γ′l
l′ )

= ψ

(∑
x
αi′′βj′′γl′′

i′′j′′l′′ F
α′′

i

i′′ ·σρ E
β′′

j

j′′ ·σρ K
γ′′l
l′′

)

=
∑
x
αi′′βj′′γl′′

i′′j′′l′′ Y
α′′

i

i′′ X
β′′

j

j′′ Z
γ′′l
l′′

=
(
Y
αi

i X
βj

j Z
γl

l

)(
Y
α′

i

i′ X
β′

j

j′ Z
γ′l
l′

)

= ψ(F
αi

i ·σρ E
βj

j ·σρ K
γl

l ) ·σρ ψ(F
α′

i

i′ ·σρ E
β′

j

j′ ·σρ K
γ′l
l′ ),

✭✷✳✽✻✮

❝❡ q✉✐ ét❛❜❧✐t q✉❡ ψ ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s✳ P❛r s✉✐t❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❣é♥ér❛✲
t❡✉rs ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ Aλ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ψ✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st s✉r❥❡❝t✐✈❡✳ P♦✉r
♠♦♥tr❡r q✉❡ ψ s❡ ❢❛❝t♦r✐s❡ à tr❛✈❡rs σρUq(g)✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ♥♦②❛✉
❞❡ P ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ψ✳ ❙♦✐t u ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ P ❀ ❛❧♦rs
u ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧✬✐❞é❛❧ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❙❡rr❡ q✉❛♥t✐q✉❡s ✭✷✳✷✸✮ ❡t
✭✷✳✷✹✮✳ ❉♦♥❝ u ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

F
αi

i ·σρE
βj

j ·σρK
γl

l

(
1−ast∑

r=0

(−1)r
[

1 − ast
r

]

qds

E1−ast−r
s EtE

r
s

)
F
α′

i

i′ ·σρ E
β′

j

j′ ·σρK
γ′l
l′

✭✷✳✽✼✮



✷✳✸ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✺✶

❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

F
αi

i ·σρE
βj

j ·σρK
γl

l

(
1−ast∑

r=0

(−1)r
[

1 − ast
r

]

qds

F 1−ast−r
s FtF

r
s

)
F
α′

i

i′ ·σρE
β′

j

j′ ·σρK
γ′l
l′ ,

✭✷✳✽✽✮
❛✈❡❝ i, αi, j, βj , l, γl ❞❡s ♠✉❧t✐✲✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡t s, t = 1, . . . , t✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧✬é❧é♠❡♥t u ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

F
αi

i ·σρE
βj

j ·σρK
γl

l ·σρ

(
1−ast∑
r=0

(−1)r
[

1 − ast
r

]

qds

λast+2r−1
st E1−ast−r

s ·σρEt ·σρE
r
s

)

·σρF
α′

i

i′ ·σρ E
β′

j

j′ ·σρ K
γ′l
l′

✭✷✳✽✾✮
❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

F
αi

i ·σρ E
βj

j ·σρ K
γl

l ·σρ

(
1−ast∑
r=0

(−1)r
[

1 − ast
r

]

qds

F 1−ast−r
s ·σρ Ft ·σρ F

r
s

)

·σρF
α′

i

i′ ·σρ E
β′

j

j′ ·σρ K
γ′l
l′ ,

✭✷✳✾✵✮
❉♦♥❝ ψ(u) ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

ψ

(
F
αi

i ·σρ E
βj

j ·σρ K
γl

l ·σρ

(
1−ast∑
r=0

(−1)r
[

1 − ast
r

]

qds

λast+2r−1
st E1−ast−r

s ·σρ

Et ·σρ E
r
s

)
·σρ F

α′

i′

i′ ·σρ E
β′

j′

j′ ·σρ K
γ′

l′

l′

)

= ψ
(
F
αi

i ·σρ E
βj

j ·σρ K
γl

l

)
ψ

(
1−ast∑
r=0

(−1)r
[

1 − ast
r

]

qds

λast+2r−1
st

E1−ast−r
s ·σρ Et ·σρ E

r
s

)
ψ

(
F
α′

i′

i′ ·σρ E
β′

j′

j′ ·σρ K
γ′

l′

l′

)

= Y
αi

i X
βj

j Z
γl

l

(
1−ast∑
r=0

(−1)r
[

1 − ast
r

]

qds

λast+2r−1
st X1−ast−r

s XtX
r
s

)
Y
α′

i′

i′

X
β′

j′

j′ Z
γ′

l′

l′

✭✷✳✾✶✮
❡t✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

ψ(F
αi

i ·σρ E
βj

j ·σρ K
γl

l ·σρ

(
1−ast∑
r=0

(−1)r
[

1 − ast
r

]

qds

F 1−ast−r
s ·σρ Ft ·σρ F

r
s

)

·σρF
α′

i′

i′ ·σρ E
β′

j′

j′ ·σρ K
γ′

l′

l′ )

= Y
αi

i X
βj

j Z
γl

l

(
1−ast∑
r=0

(−1)r
[

1 − ast
r

]

qds

Y 1−ast−r
s YtY

r
s

)
Y
α′

i′

i′ X
β′

j′

j′ Z
γ′

l′

l′ .

✭✷✳✾✷✮
▲❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ✭✷✳✾✶✮ ❡t ❞❡ ✭✷✳✾✷✮ s♦♥t ♥✉❧s ❡♥ ✈❡rt✉ ❞❡ ✭✷✳✹✶✮
❡t ✭✷✳✹✷✮✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ψ(u) ❡st ♥✉❧ ❡t q✉❡ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ψ s❡ ❢❛❝t♦r✐s❡ ❡♥
✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ Ψ : σρUq(g) → Aλ✳



✺✷ ❖❜❥❡ts ●❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ Uq(g) à ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣rès

▲❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ Ψ ❡st s✉r❥❡❝t✐❢ ♣✉✐sq✉❡ ψ ❧✬❡st✳ ❉❡ ♣❧✉s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

(ϕλ ◦ Ψ)(F
αi

i ·σρ E
βj

j ·σρ K
γl

l ) = ϕλ(Y
αi

i X
βj

j Z
γl

l )

= ϕλ(Yi)
αi ·σρ ϕλ(Xj)

βj ·σρ ϕλ(Zl)
γl

= F
αi

i ·σρ E
βj

j ·σρ K
γl

l ,

✭✷✳✾✸✮

♣♦✉r t♦✉t ♠✉❧t✐✲✐♥❞✐❝❡s i, αi, j, βj , j, γl✳ ❉♦♥❝ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ϕλ ◦ Ψ ❡st é❣❛❧❡ à
❧✬✐❞❡♥t✐té ❞❡ σρUq(g)✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ Ψ ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ ❈♦♠♠❡ Ψ ❡st s✉r❥❡❝t✐✈❡✱
❡❧❧❡ ❡st ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❞✬✐♥✈❡rs❡ ϕλ✳

✷✳✸✳✸ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡

▲❡ ♣♦✐♥t (1) ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✻✳
❉é♠♦♥tr♦♥s ❧❡ ♣♦✐♥t (2)✳ ❙♦✐t A ✉♥ ♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❞❡ Uq(g)✳ ◆♦t♦♥s i ❧❡

♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ k[G] ❞❛♥s Uq(g) ❀ ❝❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ♥♦✉s
♣❡r♠❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ Uq(g)✲❝♦♠♦❞✉❧❡ à ❣❛✉❝❤❡
s✉r k[G] ♣❛r

k[G]
∆k[G]−−−→ k[G] ⊗ k[G]

i⊗Id−−−→ Uq(g) ⊗ k[G]. ✭✷✳✾✹✮

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❡①♣❧✐q✉é ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✶✱ ❝❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t i : k[G] →
Uq(g) ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

i⋆ : Galk(Uq(g)) → Galk(k[G]). ✭✷✳✾✺✮

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬✐♠❛❣❡ i⋆(A) ❞❡ A ❞❛♥s Galk(k[G])✳ ❉✬❛♣rès ❬❑❛❙♥✵✺✱ Pr♦♣✳
✸✳✷❪✱

Gal(k[G]) ∼= H2(G, k⋆). ✭✷✳✾✻✮

■❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ q✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❣r♦✉♣❡ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à Hom(Λ2
Z
t, k∗) ✭✈♦✐r ♣❛r

❡①❡♠♣❧❡ ❬❇r✽✷✱ ❚❤é♦rè♠❡ ❱✳✻✳✹ ✭✐✐✐✮❪✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ λ
t❡❧❧❡ q✉❡ i∗(A) ∼= σλ

k[G]✳
▲❡ ❧❡♠♠❡ ✹✷ ❛ss✉r❡ q✉❡ i∗(A) ∼= σλ

k[G] ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡✱ ❝♦♠♠❡ ❛❧❣è❜r❡✱ à

σρUq(g)✷Uq(g)k[G] q✉✐ ✈❛✉t✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ i∗✱ i∗(σρUq(g))✳ ▲❡s ❧❡♠♠❡s ✹✺
❡t ✹✻ ❛ss✉r❡♥t q✉❡ σρUq(g)) ∼= Aλ ❡t ♣❛r s✉✐t❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

i⋆(A) ∼= i⋆(Aλ). ✭✷✳✾✼✮

❖r ❑❛ss❡❧ ❡t ❙❝❤♥❡✐❞❡r ❬❑❛❙♥✵✺✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✺❪ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ i⋆ :
Hk(Uq(g)) → Hk(k[G]) ❡st ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s
❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ A ❡t Aλ s♦♥t ❤♦♠♦t♦♣❡s✳

❉é♠♦♥tr♦♥s ❧❡ ♣♦✐♥t (3)✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Aλ ❡t Aλ′ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ é❧é✲
♠❡♥t ❞❡ H(Uq(g))✳ ❆❧♦rs i⋆(Aλ) = i⋆(Aλ′) ❞❛♥s Hk(k[G])✳ ❉✬❛♣rès ❬❑❛❙♥✵✺✱
Pr♦♣ ✸✳✷❪✱ ♦♥ ❛ Hk(k[G]) ∼= Galk(k[G])✳ ■❧ rés✉❧t❡ ❞❡ ❝❡❝✐ ❡t ❞❡ ❧❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥
✭✷✳✾✻✮ q✉❡ λ = λ′✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❖♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ●❛❧♦✐s

♦❜❥❡❝ts ♦✈❡r t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❣r♦✉♣

♦❢ ❛ ♥♦♥❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠

❘és✉♠é✳ ✕ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ✉♥❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❆✉✷❪✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s
❧❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❡t ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞✉ ❣r♦✉♣❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡
♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡✱ ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ q✉❛♥t✐q✉❡ Oq(SL(2))✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ ❝❧❛s✲
s✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♦❜❥❡ts à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès ❡t ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣❛rt✐❡❧s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t
❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ à ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣rès✳

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❍♦♣❢✲●❛❧♦✐s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ q✉❛♥t✉♠ ❛♥❛❧♦❣✉❡s ♦❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✜❜r❡
❜✉♥❞❧❡s ❛♥❞ t♦rs♦rs✳ ■t ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛ ❞✐✣❝✉❧t ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡s❡ ♦❜❥❡❝ts✳
❙❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ♠❛✐♥❧② ✐♥ t❤❡ ✜♥✐t❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ✭❬▼❛✾✹❪✱ ❬▼❛✵✵❪✱ ❬❙❛✵✹❪✱ ❬P❖✵✵❪✱ ❬❇✐✷✵✸❪✳✳✳✮✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡
st✉❞② ❛ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❍♦♣❢ ❛❧❣❡❜r❛s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡
q✉❛♥t✉♠ ❣r♦✉♣ Oq(SL(2)) ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦✈❡r SL(2)✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ✉♣ t♦ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
✉♣ t♦ ❤♦♠♦t♦♣②✳ ❍♦♠♦t♦♣② ❢♦r ❍♦♣❢✲●❛❧♦✐s ❡①t❡♥s✐♦♥s ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❑❛s✲
s❡❧ ❬❑❛✵✹❪ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❙❝❤♥❡✐❞❡r ❬❑❛❙♥✵✺❪ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❧❛ss✐❢② ●❛❧♦✐s
❡①t❡♥s✐♦♥s ✉♣ t♦ ❛ ❝♦❛rs❡r ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ t❤❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳ ❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥
✐s ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ♣♦✐♥t❡❞ ❍♦♣❢ ❛❧❣❡❜r❛s ❜✉t ✐t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❍♦♣❢
❛❧❣❡❜r❛ ✐s t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❣r♦✉♣ Oq(SL(2))✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✉♣ t♦ ❤♦♠♦t♦♣② ✐s
❤❛r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ✉♣ t♦ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❍♦♣❢ ❛❧❣❡❜r❛s B(E) ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❉✉❜♦✐s✲❱✐♦❧❡tt❡ ❛♥❞
▲❛✉♥❡r ❬❉✈▲✾✵❪ ❛s t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❣r♦✉♣s ♦❢ ♥♦♥❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠s ❣✐✈❡♥
❜② ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ♠❛tr✐❝❡s E ♦✈❡r ❛ ✜❡❧❞ k✳ ❖♥❡ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢
s✉❝❤ ❛ ❍♦♣❢ ❛❧❣❡❜r❛ ✐s t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❣r♦✉♣ Oq(SL(2)) ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦✈❡r SL(2)✳
❇✐❝❤♦♥ ❬❇✐✷✵✸❪ ❤❛s ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❡❛❝❤ ❍♦♣❢ ❛❧❣❡✲
❜r❛ B(E) ✐s ♠♦♥♦✐❞❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ Oq(SL(2))✱ ✇❤❡r❡ q ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

q2 + Tr(E−1Et)q + 1 = 0.



✺✹ ❖❜❥❡ts ●❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ Oq(SL(2))

❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ♦❢ ❤✐s ♣r♦♦❢ ✐s t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ B(E)✲Oq(SL(2))✲❜✐✲
●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝t B(E,Eq) ❢♦r ❛ ✇❡❧❧✲❝❤♦s❡♥ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ♠❛tr✐① Eq✳ ■♥ ❢❛❝t✱ s✉❝❤
●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝ts B(E,F ) ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ k ✐s ♦♥❧② ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛
❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ r✐♥❣✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❣❡♥❡r✐❝ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡♥s❡ ✿ ✐❢ k ✐s ❛ P■❉ ✭♣r✐♥✲
❝✐♣❛❧ ✐❞❡❛❧ ❞♦♠❛✐♥✮✱ ❢♦r ❛♥② B(E)✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝t Z t❤❡r❡ ❡①✐st ❛♥ ✐♥t❡❣❡r m ≥ 2
❛♥❞ ❛♥ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ♠❛tr✐① F ∈ GLm(k) s✉❝❤ t❤❛t Z ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ B(E,F )✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t✇♦ s✉❝❤ B(E)✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝ts B(E,F1) ❛♥❞ B(E,F2) ❛r❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝
✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts P ∈ GLm(k) s✉❝❤ t❤❛t F1 = PF2P

t ✭ P t ❞❡♥♦t❡s
t❤❡ tr❛♥s♣♦s❡ ♦❢ P ✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ k ✐s ❛ ✜❡❧❞✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❢✉❧❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ✉♣ t♦ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ t❤❡ ●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝ts ♦❢ B(E)✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡
❣r♦✉♣ ♦❢ B(E)✲❜✐✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝ts ✐s tr✐✈✐❛❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❧❛③② ❝♦❤♦♠♦❧♦❣② ❣r♦✉♣✳
◆♦t❡ t❤❛t ❖str✐❦ ❬❖s✵✺❪ ❤❛s r❡❝❡♥t❧② ❝❧❛ss✐✜❡❞ ♠♦❞✉❧❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦✈❡r r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐♦♥s ♦❢ Oq(SL(2))✱ ✇❤✐❝❤ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❯❧❜r✐❝❤✬s ❛♥❞ ❙❝❤❛✉❡♥❜✉r❣✬s ✇♦r❦
✭s❡❡ ❬❯❧✽✼❪✱ ❬❯❧✽✾❪ ❛♥❞ ❬❙❛✵✹❪✮ ❛❧s♦ ②✐❡❧❞s ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝ts✱ ❜✉t
t❤❡ t♦♦❧s ✉s❡❞ ✐♥ ❬❖s✵✺❪ ❛r❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ♦✉rs✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✉♣ t♦ ❤♦♠♦t♦♣②✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❛ ♣❛rt✐❛❧ r❡s✉❧t✳ ◆❛✲
♠❡❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t✇♦ ●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝ts B(E,F1) ❛♥❞ B(E,F2) ❛r❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❝❛❧❧②
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐❢ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s F−1

1 F t1 ❛♥❞ F−1
2 F t2 ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣♦❧②✲

♥♦♠✐❛❧✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛♥② ❝❧❡❢t Oq(SL(2))✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝t ✐s ❤♦♠♦t♦♣✐❝❛❧❧② tr✐✈✐❛❧✳
❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ 1 ✇❡ r❡❝❛❧❧ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ ❢❛❝ts ♦♥

●❛❧♦✐s ❛♥❞ ❜✐✲●❛❧♦✐s ❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ❙❡❝t✐♦♥ 2 ❛♥❞ 3 ❛r❡ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠
♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r B(E)✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝ts✱ ✇❤✐❧❡ ❙❡❝t✐♦♥ 4 ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
✉♣ t♦ ❤♦♠♦t♦♣②✳

✸✳✶ ❍♦♣❢✲●❛❧♦✐s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ❜✐✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝ts

▲❡t k ❜❡ ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ r✐♥❣✳ ❆❧❧ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ t❡♥s♦r
❝❛t❡❣♦r② ♦❢ k✲♠♦❞✉❧❡s ❛♥❞ t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ♦✈❡r k ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ⊗✳ ▲❡tH ❜❡ ❛
❍♦♣❢ ❛❧❣❡❜r❛ ❛♥❞ Z ❜❡ ❛ ❧❡❢t H✲❝♦♠♦❞✉❧❡ ❛❧❣❡❜r❛ ✇✐t❤ ❝♦❛❝t✐♦♥ δ : Z → H⊗Z✳
❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s✉❜❛❧❣❡❜r❛ R = ZcoH ♦❢ H✲❝♦✐♥✈❛r✐❛♥t ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Z ❜②

R = {z ∈ Z | δ(z) = 1 ⊗ z}.

❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ can : Z ⊗R Z → H ⊗ Z ❣✐✈❡♥ ❜②

can(z ⊗ z′) = δ(z)(1 ⊗ z′)

❢♦r ❛❧❧ z✱ z′ ∈ Z✱ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠❛♣ ♦❢ Z✳
■❢ Z ✐s ❛ ❧❡❢t H✲❝♦♠♦❞✉❧❡ ❛❧❣❡❜r❛ ❛♥❞ R ✐s ❛ s✉❜❛❧❣❡❜r❛ ♦❢ Z✱ t❤❡♥ ✇❡ s❛②

t❤❛t R ⊂ Z ✐s ❛ H✲●❛❧♦✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐❢ t❤❡ s✉❜❛❧❣❡❜r❛ ♦❢ H✲❝♦✐♥✈❛r✐❛♥t ❡❧❡♠❡♥ts
✐s R ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠❛♣ can : Z⊗RZ → H⊗Z ♦❢ Z ✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳ ■♥
t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❛❧s♦ s❛② t❤❛t Z ✐s ❛♥ H✲●❛❧♦✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ R✳ ❆ ●❛❧♦✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ Z
♦❢ R ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❢❛✐t❤❢✉❧❧② ✢❛t ✐❢ Z ✐s ❢❛✐t❤❢✉❧❧② ✢❛t ❛s ❛ r✐❣❤t ♦r ❧❡❢t R✲♠♦❞✉❧❡✳
❆♥ H✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝t ✐s ❛♥ H✲●❛❧♦✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ k ✇❤✐❝❤ ✐s k✲❢❛✐t❤❢✉❧❧② ✢❛t✳

❆ ♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ ●❛❧♦✐s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦H✲●❛❧♦✐s ❡①t❡♥s✐♦♥s Z ❛♥❞ Z ′

♦❢ R ✐s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ H✲❝♦♠♦❞✉❧❡ ❛❧❣❡❜r❛s ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦♥ R✳ ■❢ Z ′

✐s ❢❛✐t❤❢✉❧❧② ✢❛t✱ ✐t ✐s ❛❧✇❛②s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ GalR(H/k) t❤❡ s❡t



✸✳✶ ❍♦♣❢✲●❛❧♦✐s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ❜✐✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝ts ✺✺

♦❢ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❢❛✐t❤❢✉❧❧② ✢❛t H✲●❛❧♦✐s ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ R✳ ■❢ Z ✐s ❛
❢❛✐t❤❢✉❧❧② ✢❛t H✲●❛❧♦✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ R✱ ✐ts ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❝❧❛ss ✐♥ GalR(H/k) ✐s
❞❡♥♦t❡❞ ❜② [Z]✳ ■❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts R ♦r k ✐s ❝❧❡❛r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦♠✐t ✐t ❢r♦♠ t❤❡
♥♦t❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ r✐❣❤t H✲●❛❧♦✐s ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ R ❛♥❞ ✇❡
❞❡♥♦t❡ GalrR(H/k) t❤❡ s❡t ♦❢ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❢❛✐t❤❢✉❧❧② ✢❛t r✐❣❤tH✲●❛❧♦✐s
❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ■❢ H ❤❛s ❛ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❛♥t✐♣♦❞❡✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
s❡ts GalR(H/k) ❛♥❞ GalrR(H/k)✳

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t✱ ✐❢ H ✐s ❛ ❍♦♣❢ ❛❧❣❡❜r❛✱ U ✐s ❛ r✐❣❤t H✲❝♦♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ V ❛ ❧❡❢t
H✲❝♦♠♦❞✉❧❡✱ t❤❡ ❝♦t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t U✷HV ✐s t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♦❢ t❤❡ ♠❛♣

δU ⊗ idV − idU ⊗δV : U ⊗ V → U ⊗H ⊗ V,

✭♦r t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦❛❝t✐♦♥s ♦❢ U ❛♥❞ V ✮✳
❆ ❜✐❧✐♥❡❛r ♠❛♣ σ : H × H → k ✐s ❛ r✐❣❤t ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ❝♦❝②❝❧❡ ❢♦r t❤❡ ❍♦♣❢

❛❧❣❡❜r❛ H ✐❢ σ ✐s ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✲✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ❛♥❞ s❛t✐s✜❡s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s

σ(x(1)y(1), z)σ(x(2), y(2)) = σ(x, y(1)z(1))σ(y(2), z(2))

❛♥❞
σ(1, x) = σ(x, 1) = ε(x),

❢♦r ❛❧❧ x, y, z ∈ H✳ ❍❡r❡ ε ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦✉♥✐t ♦❢ H ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❙✇❡❡❞❧❡r✬s
♥♦t❛t✐♦♥ x(1) ⊗ x(2) ❢♦r t❤❡ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ✉s❡ r✐❣❤t ❝♦❝②❝❧❡s
✇❤♦s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❧❡❢t ❝♦❝②❝❧❡s ✭s❡❡ ❬▼♦✾✸❪✮✳ ❲❡ ❞❡✲
♥♦t❡ σ−1 t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ σ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❀ σ−1 ✐s ❛ ❧❡❢t ❝♦❝②❝❧❡✳

❘❡❝❛❧❧ ✭❬▼♦✾✸✱ ❈❤❛♣t❡r ✼❪✮ t❤❛t ✐❢ H ✐s ❛ ❍♦♣❢ ❛❧❣❡❜r❛✱ σ : H ×H → k ❛♥
✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ❝♦❝②❝❧❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❍♦♣❢ ❛❧❣❡❜r❛ Hσ ❛s t❤❡ ❝♦❛❧❣❡❜r❛ H ✇✐t❤
t❤❡ t✇✐st❡❞ ♣r♦❞✉❝t

x ·σ y = σ−1(x(1), y(1))x(2)y(2)σ(x(3), y(3))

❛♥❞ t❤❡ H✲❝♦♠♦❞✉❧❡ ❛❧❣❡❜r❛ Hσ ❛s t❤❡ ❧❡❢t H✲❝♦♠♦❞✉❧❡ H ✇✐t❤ t❤❡ t✇✐st❡❞
♣r♦❞✉❝t

x ·σ y = x(1)y(1)σ(x(2), y(2)),

❢♦r ❛♥② x, y ∈ H✳ ❚❤❡ H✲❝♦♠♦❞✉❧❡ ❛❧❣❡❜r❛ Hσ ✐s ❛♥ H✲●❛❧♦✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ k ❛♥❞
❛❧❧ s✉❝❤ ●❛❧♦✐s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❝❧❡❢t ●❛❧♦✐s ❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ■❢ H ✐s k✲❢❛✐t❤❢✉❧❧②
✢❛t✱ ✐t ✐s ❛ ❝❧❡❢t ●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝t✳

❑❛ss❡❧ ❛♥❞ ❙❝❤♥❡✐❞❡r ❬❑❛❙♥✵✺❪ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❬❑❛✵✹❪✮ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡♥♦t❡❞ ∼ ❛♥❞ ❝❛❧❧❡❞ ❤♦♠♦t♦♣② ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❢❛✐t❤❢✉❧❧② ✢❛t ●❛❧♦✐s
❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ R✳ ❚✇♦ ❍♦♣❢✲●❛❧♦✐s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐❢ t❤❡r❡
❡①✐sts ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❧❡t k[t] ❜❡
t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ r✐♥❣ k✳ ❋♦r ❛♥② k✲
♠♦❞✉❧❡ V ✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ V [t] = V ⊗ k[t] ❛♥❞ ❢♦r i ∈ {0, 1} ✇❡ ❞❡♥♦t❡ [i] : V [t] → V
t❤❡ k✲❧✐♥❡❛r ♠❛♣ s❡♥❞✐♥❣ vtn t♦ vin✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ♠❛♣s [i] ✐♥❞✉❝❡ t✇♦ ♠❛♣s

[i]∗ : GalR[t](H[t], k[t]) → GalR(H, k),

❢♦r i = 0, 1✳ ❲❡ s❛② t❤❛t t✇♦ H✲●❛❧♦✐s ❡①t❡♥s✐♦♥s Z0 ❛♥❞ Z1 ∈ GalR(H/k) ❛r❡
❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts Z ∈ GalR[t](H[t]/k[t]) s✉❝❤ t❤❛t [i]∗(Z) = Zi



✺✻ ❖❜❥❡ts ●❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ Oq(SL(2))

❢♦r i ∈ {0, 1}✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ HR(H) t❤❡ s❡t ♦❢ ❤♦♠♦t♦♣② ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❢❛✐t❤❢✉❧❧② ✢❛t
❧❡❢t H✲●❛❧♦✐s ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ R✳

❑❛ss❡❧ ❛♥❞ ❙❝❤♥❡✐❞❡r ❬❑❛❙♥✵✺✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✻✱ ❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳✶✶❪ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡❞
t❤❛t t✇✐sts ♦❢ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ st✐❧❧ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳
■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ t✇✐st ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ❜② ❛ ❜✐✲●❛❧♦✐s
♦❜❥❡❝t✳ ❲❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤✐s r❡s✉❧t ♥♦✇✳

▲❡t H ❛♥❞ K ❜❡ ❍♦♣❢ ❛❧❣❡❜r❛s✳ ❆♥ H✲K✲❜✐✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝t ✐s ❛ H✲K✲❜✐✲
❝♦♠♦❞✉❧❡ ❛❧❣❡❜r❛ Z ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r✐❣❤t ❛♥❞
t❤❡ ❧❡❢t ❝♦❛❝t✐♦♥s✳ ❇② ✇♦r❦ ♦❢ ❙❝❤❛✉❡♥❜✉r❣ ❬❙❛✾✻❪ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❬❙❛✵✹❪✮✱ t❤❡ s❡t ♦❢
❜✐✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝ts ✐s ❛ ❣r♦✉♣♦✐❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦t❡♥s♦r
♣r♦❞✉❝t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❤❡♥ H = K✱ t❤❡ ❝♦t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ♦✈❡r H = K ♣✉ts ❛
str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❣r♦✉♣ ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❝❧❛ss❡s ♦❢ H✲H✲❜✐✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝ts✳
■❢ Z ✐s ❛♥ H✲K✲❜✐✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝t✱ t❤❡ ❝♦t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ②✐❡❧❞s ❛ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ♠❛♣
ϕZ : Galk(K) → Galk(H) ❞❡✜♥❡❞ ❜②

ϕZ([A]) = [Z✷KA]

❢♦r ❛♥② ❧❡❢t K✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝t A ✭s❡❡ ❬❙❛✾✻❪ ❛♥❞ ❬❙❛✵✹❪ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✼✳ ❋♦r ❛♥② H✲K✲❜✐✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝t Z✱ t❤❡ ♠❛♣ ϕZ ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❜✐❥❡❝✲
t✐✈❡ ♠❛♣ ϕZ : Hk(K) → Hk(H) ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❧❡❢t K✲●❛❧♦✐s
♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ♦❢ ❧❡❢t H✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝ts✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡t A0, A1 ❜❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t H✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝ts ✈✐❛
t❤❡ H[t]✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝t A✳ ❚❤❡♥ Z[t] = Z ⊗ k[t] ✐s ❛♥ H[t]✲K[t]✲❜✐✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝t
❛♥❞ Z[t]✷K[t]A ✐s ❛♥ ❤♦♠♦t♦♣② ❜❡t✇❡❡♥ Z✷KA0 ❛♥❞ Z✷KA1✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts
❛ K✲H✲❜✐✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝t Z−1 ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ Z ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♣♦✐❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❜✐✲●❛❧♦✐s
♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ t❤❡ ♠❛♣ ϕZ−1 : H(H) → H(K) ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② Z−1 ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢
t❤❡ ♠❛♣ ϕZ : H(K) → H(H) ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② Z✳

✸✳✷ ❚❤❡ ❍♦♣❢ ❛❧❣❡❜r❛ B(E) ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♦❞✉❧❡ ❛❧❣❡❜r❛

B(E, F )

▲❡t k ❜❡ ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ r✐♥❣✱ n ≥ 1 ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ❛♥❞ E = (Eij)1≤i,j≤n ∈
GLn(k)✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬❉✈▲✾✵❪✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ Bk(E) ✭♦r B(E) ✇❤❡♥ t❤❡ ❜❛s❡ r✐♥❣ ✐s
❝❧❡❛r✮ ❛s t❤❡ k✲❛❧❣❡❜r❛ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② n2 ✈❛r✐❛❜❧❡s aij , 1 ≤ i, j ≤ n✱ s✉❜♠✐tt❡❞ t♦
t❤❡ ♠❛tr✐① r❡❧❛t✐♦♥s

E−1atEa = In = aE−1atE,

✇❤❡r❡ E−1 ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♠❛tr✐① ♦❢ E✱ a ✐s t❤❡ ♠❛tr✐① (aij)✱ In t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②
♠❛tr✐① ♦❢ s✐③❡ n ❛♥❞ at ❞❡♥♦t❡s t❤❡ tr❛♥s♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① a✳

❚❤❡ ❛❧❣❡❜r❛ B(E) ✐s ❛ ❍♦♣❢ ❛❧❣❡❜r❛ ✇✐t❤ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ∆ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

∆(aij) =

n∑

k=1

aik ⊗ akj ,

❝♦✉♥✐t ε ❞❡✜♥❡❞ ❜② ε(aij) = δij ✱ ❢♦r ❛♥② i, j = 1, . . . , n✱ ✇❤❡r❡ δij ✐s ❑r♦♥❡❝❦❡r✬s
s②♠❜♦❧✱ ❛♥❞ ❛♥t✐♣♦❞❡ S ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛tr✐① ✐❞❡♥t✐t② S(a) = E−1atE✳



✸✳✷ ❚❤❡ ❍♦♣❢ ❛❧❣❡❜r❛ B(E) ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♦❞✉❧❡ ❛❧❣❡❜r❛ B(E,F ) ✺✼

◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ n = 1✱ t❤❡ ❍♦♣❢ ❛❧❣❡❜r❛ B(E) ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ k[Z/2Z]✱ ✇❤♦s❡
●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ k[Z/2Z]σ ❢♦r σ ∈ H2(Z/2Z, k∗)✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧②
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ n ≥ 2✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤✐s ❍♦♣❢ ❛❧❣❡❜r❛ ✐s t❤❡ q✉❛♥t✉♠
❣r♦✉♣ ♦❢ t❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ✭❜✉t ♥♦♥ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② s②♠♠❡tr✐❝✮ ❢♦r♠ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛tr✐①
E✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t B(E) ✐s t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❍♦♣❢ ❛❧❣❡❜r❛ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r
❢♦r♠ ✐s ❛ ❝♦♠♦❞✉❧❡ ♠❛♣ ✭❢♦r ❞❡t❛✐❧s s❡❡ ❬❉✈▲✾✵❪✮✳

■❢ q ∈ k∗ ✐s ❛♥ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r✐♥❣ k✱ ❧❡t Eq ∈ GL2(k) ❜❡ t❤❡
♠❛tr✐① ❞❡✜♥❡❞ ❜②

Eq =

(
0 1

−q−1 0

)
.

❚❤❡ ❍♦♣❢ ❛❧❣❡❜r❛ B(Eq) ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ t❤❡ ❍♦♣❢ ❛❧❣❡❜r❛ Oq(SL(2)) ✭s❡❡ t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ Oq(SL(2)) ✐♥ ❬❑❛✾✺❪✮✳

▲❡t n,m ≥ 1 ❜❡ ✐♥t❡❣❡rs ❛♥❞ ❧❡t E ∈ GLn(k)✱ F ∈ GLm(k) ❜❡ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡
s❝❛❧❛r ♠❛tr✐❝❡s✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❇✐❝❤♦♥ ❬❇✐✷✵✸❪✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛ B(E,F ) ❛s t❤❡
k✲❛❧❣❡❜r❛ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② n×m ✈❛r✐❛❜❧❡s zij , i = 1, . . . , n; j = 1, . . . ,m✱ s✉❜♠✐tt❡❞
t♦ t❤❡ ♠❛tr✐① r❡❧❛t✐♦♥s

F−1ztEz = Im, zF−1ztE = In,

✇❤❡r❡ z ✐s t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ❣❡♥❡r❛t♦rs zij ❛♥❞ Im, In ❛r❡ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐❝❡s
♦❢ s✐③❡ m,n r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ k✲❛❧❣❡❜r❛ ♠♦r♣❤✐s♠ δ : B(E,F ) →
B(E) ⊗ B(E,F )✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

δ(zij) =

n∑

k=1

aik ⊗ zkj , ✭✸✳✶✮

❢♦r ❛♥② i = 1, . . . , n ❛♥❞ j = 1, . . . ,m✱ t❤❛t ❡♥❞♦✇s B(E,F ) ✇✐t❤ ❛ ❧❡❢t B(E)✲
❝♦♠♦❞✉❧❡ ❛❧❣❡❜r❛ str✉❝t✉r❡✳

■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ k✲❛❧❣❡❜r❛ ♠❛♣ ρ : B(E,F ) → B(E,F ) ⊗ B(F )
❞❡✜♥❡❞ ❜②

ρ(zij) =

n∑

k=1

zik ⊗ bkj ,

✇❤❡r❡ t❤❡ bij ✬s st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦rs ♦❢ B(F )✳ ❚❤❡ ❛❧❣❡❜r❛ ♠♦r✲
♣❤✐s♠ ρ ❡♥❞♦✇s B(E,F ) ✇✐t❤ ❛ r✐❣❤t ❝♦♠♦❞✉❧❡ ❛❧❣❡❜r❛ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ B(E,F )
✐s ❛ B(E)✲B(F )✲❜✐❝♦♠♦❞✉❧❡ ❛❧❣❡❜r❛✳

❇✐❝❤♦♥ ❤❛s ♣r♦✈❡❞ ❬❇✐✷✵✸✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✸✳✸✱ ✸✳✹❪ t❤❛t ✐❢ k ✐s ❛ ✜❡❧❞ ❛♥❞
✐❢ Tr(E−1Et) = Tr(F−1F t)✱ t❤❡♥ B(E,F ) ✐s ❛ B(E)✲B(F )✲❜✐✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝t✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ ❢♦r♠ F−1F t ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❘✐❡❤♠✬s ✇♦r❦ ❬❘✐✼✹❪ ♦♥ t❤❡
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠✳ Pr❡❝✐s❡❧②✱ ❢♦r ❛♥② ♥♦♥❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ♠❛♣
β : V ×V → k ❣✐✈❡♥ ❜② ❛♥ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ♠❛tr✐① F ✱ t❤❡ ♠❛tr✐① σ = F−1F t ✐s ❝❛❧❧❡❞
t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ♦❢ β✳ ❖✈❡r ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ r✐♥❣✱ ❇✐❝❤♦♥✬s r❡s✉❧t ❡①t❡♥❞s t♦ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✽✳ ❚❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠❛♣ ♦❢ B(E,F ) ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❧❡❢t ✭r❡s♣ r✐❣❤t✮
B(E)✲❝♦♠♦❞✉❧❡ ❛❧❣❡❜r❛ ✭r❡s♣ B(F )✲❝♦♠♦❞✉❧❡ ❛❧❣❡❜r❛✮ ✐s ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ B(E,F ) ✐s k✲❢❛✐t❤❢✉❧❧② ✢❛t✱ ✐t ✐s ❛ B(E)✲B(F )✲❜✐✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝t✳



✺✽ ❖❜❥❡ts ●❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ Oq(SL(2))

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r ❬❇✐✷✵✸✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✸✳✸✱ ✸✳✹❪✳

❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✼✱ t❤✐s ②✐❡❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦r♦❧❧❛r②✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✹✾✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t k ✐s ❛ ✜❡❧❞✳ ▲❡t E ❜❡ ❛♥ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ♠❛tr✐① ❛♥❞ q ∈ k∗

s✉❝❤ t❤❛t Tr(E−1Et) = −q − q−1✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ Hk(B(E))
❛♥❞ Hk(Oq(SL(2)))✳

✸✳✸ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✉♣ t♦ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠

❚❤❡ B(E)✲❝♦♠♦❞✉❧❡ ❛❧❣❡❜r❛s B(E,F ) ❛r❡ ❣❡♥❡r✐❝ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡♥s❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✺✵✳ ▲❡t k ❜❡ ❛ P■❉✱ n ≥ 2 ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✱ E ∈ GLn(k) ❛♥❞ Z ❜❡
❛ B(E)✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐st ❛♥ ✐♥t❡❣❡r m ≥ 2 ❛♥❞ ❛♥ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡
♠❛tr✐① F ∈ GLm(k) s✉❝❤ t❤❛t Tr(F−1F t) = Tr(E−1Et) ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t Z ✐s
✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ B(E,F ) ❛s ❛ B(E)✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝t✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t Comod✲B(E) ❜❡ t❤❡ ♠♦♥♦✐❞❛❧ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ r✐❣❤t B(E)✲❝♦♠♦❞✉❧❡s✱
✇✐t❤ t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ⊗ ♦✈❡r k✱ ❛♥❞ Mod(k) ❜❡ t❤❡ ♠♦♥♦✐❞❛❧ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ k✲
♠♦❞✉❧❡s✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❯❧❜r✐❝❤ ❬❯❧✽✼❪✱ ❬❯❧✽✾❪ ❛♥❞ ❙❝❤❛✉❡♥❜✉r❣ ❬❙❛✵✹❪✱ t♦ ❛♥② B(E)✲
●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝t Z✱ ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ t❤❡ ✜❜r❡ ❢✉♥❝t♦r ωZ : Comod✲B(E) → Mod(k)
❞❡✜♥❡❞ ❜②

ωZ(V ) = V✷B(E)Z

❢♦r ❛♥② V ∈ Comod✲B(E)✳ ❚❤❡ ♠❛♣ Z → ωZ ❞❡✜♥❡s ❛ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡❢t B(E)✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝ts ✭t❤❡② ❛r❡ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢❛✐t❤❢✉❧❧② ✢❛t✮ ❛♥❞
t❤❡ ❡①❛❝t ♠♦♥♦✐❞❛❧ ❢✉♥❝t♦rs ✭❂ ✜❜r❡ ❢✉♥❝t♦rs✮ Comod✲B(E) → Mod(k)✳ ▼♦✲
r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✜❜r❡ ❢✉♥❝t♦r ωZ s❡♥❞s ❝♦♠♦❞✉❧❡s t❤❛t ❛r❡ ✜♥✐t❡❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣r♦✲
❥❡❝t✐✈❡ k✲♠♦❞✉❧❡s t♦ ✜♥✐t❡❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ k✲♠♦❞✉❧❡s ✭t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ωZ
♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ ❞✉❛❧s✮✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② ψ2 : ωZ(V ) ⊗ ωZ(V ) → ωZ(V ⊗ V ) ❛♥❞
ψ0 : ωZ(k) → k t❤❡ ♠♦♥♦✐❞❛❧ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ψ2 : (V✷B(E)Z) ⊗
(V✷B(E)Z) → (V ⊗ V )✷B(E)Z ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ Z✳

❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♦❞✉❧❡ ♦❢ B(E)✱ ❞❡♥♦t❡❞ VE ✱ ✐s t❤❡ ✜♥✐t❡ ❢r❡❡ k✲♠♦❞✉❧❡
♦❢ r❛♥❦ n ✇✐t❤ ❜❛s✐s (v1, . . . , vn) ❛♥❞ ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ B(E)✲❝♦♠♦❞✉❧❡ str✉❝t✉r❡
❞❡✜♥❡❞ ❜② δ(vi) =

∑n
k=1 vk⊗aki ❢♦r 1 ≤ i ≤ n✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠❛♣ βE : VE⊗VE → k

❞❡✜♥❡❞ ❜② βE(vi, vj) = Eij ❢♦r 1 ≤ i, j ≤ n ✐s ❛ B(E)✲❝♦♠♦❞✉❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠ ❛♥❞
✐♥❞✉❝❡s ❛ ♠❛♣

βE : W ⊗W
ψ2−→ ωZ(VE ⊗ VE)

ωZ(βE)−−−−−→ ωZ(k)
ψ0−→ k,

✇❤❡r❡ W = ωZ(VE)✳ ❙✐♥❝❡ VE ✐s ❢r❡❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ r❛♥❦✱ W ✐s ❛ ✜♥✐t❡❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞
♣r♦❥❡❝t✐✈❡ k✲♠♦❞✉❧❡✳ ❚❤❡ ❜❛s❡ r✐♥❣ k ❜❡✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ ✐t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t W ✐s ❛ ❢r❡❡
k✲♠♦❞✉❧❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ r❛♥❦✱ s❛② m✳

❙❡t Fij = βE(wi ⊗wj) ❢♦r ❛❧❧ 1 ≤ i, j ≤ m✳ ❲r✐t✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts (wj)1≤j≤m
❛s ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ VE ⊗ Z ❛♥❞ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐s (v1, . . . , vn) ♦❢ VE ✱ ✇❡
s❡❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st (tij)i=1,...,n;j=1,...,m ∈ Z s✉❝❤ t❤❛t wj =

∑n
i=1 vi⊗ tij ❢♦r ❛♥②
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j = 1, . . . ,m✳ ❙✐♥❝❡ (wj)1≤i≤m ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t VE✷B(Eq)Z✱ t❤❡
❡❧❡♠❡♥ts (tij)i=1,...,n;j=1,...,m s❛t✐s❢② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s

δ(tij) =

n∑

k=1

aik ⊗ tkj ✭✸✳✷✮

❢♦r ❛❧❧ 1 ≤ i ≤ n ❛♥❞ 1 ≤ j ≤ m✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠♦♥♦✐❞❛❧ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ψ2 ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ Z✱ t❤❡

✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ (wj)1≤j≤m ❜② t❤❡ ♠❛♣ βE ✐s ❡q✉❛❧ t♦

Fij = βE(wi ⊗ wj)
= ψ0 ◦ (βE ⊗ id) ◦ ψ2((

∑n
k=1 vk ⊗ tki) ⊗ (

∑n
l=1 vl ⊗ tlj))

= ψ0 ◦ (βE ⊗ id)(
∑n

k,l=1(vk ⊗ vl) ⊗ tkitlj)

= ψ0(
∑n

k,l=1Ekl ⊗ tkitlj)

=
∑n

k,l=1Ekltkitlj

❢♦r ❛♥② 1 ≤ i, j ≤ m✳ P✉tt✐♥❣ T = (tij)i=1,...,n;j=1,...,m ❛♥❞ F = (Fij)1≤i,j≤m✱ ✇❡
♦❜t❛✐♥

F = T tET. ✭✸✳✸✮

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ k✲❧✐♥❡❛r ♠❛♣ ν : k → VE ⊗ VE ❞❡✜♥❡❞ ❜②

ν(1) =
∑

i,j=1,...,n

E−1
ij vi ⊗ vj ,

✇❤❡r❡ E−1
ij ❞❡♥♦t❡s t❤❡ (i, j)✲❡♥tr② ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♠❛tr✐① E−1✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ♠❛♣ ✐s

❛ B(E)✲❝♦♠♦❞✉❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠✱ ✐t ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❧✐♥❡❛r ♠❛♣

ν̄ : k
ψ−1

0−−→ ωZ(k)
ωZ(ν)−−−→ ωZ(VE ⊗ VE)

ψ−1
2−−→ ωZ(VE) ⊗ ωZ(VE).

▲❡t ✉s ❝♦♠♣✉t❡ ν̄(1)✳ ❲❡ ❤❛✈❡

ν̄(1) = ψ−1
2 ◦ (ν ⊗ id) ◦ ψ−1

0 (1)

= ψ−1
2 ◦ (ν ⊗ id)(1 ⊗ 1)

= ψ−1
2 (
∑n

i,j=1E
−1
ij (vi ⊗ vj) ⊗ 1

=
∑n

k,l=1E
−1
kl (vk ⊗ 1) ⊗ (vl ⊗ 1).

❊①♣❛♥❞✐♥❣ ν̄(1) ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐s (wj)1≤j≤m ♦❢ ωZ(VE)✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠❛tr✐①
(Gij)1≤i,j≤m ∈Mm(k) s✉❝❤ t❤❛t

ν̄(1) =

m∑

i,j=1

Gijwi ⊗ wj =

m∑

i,j=1

n∑

k,l=1

Gij(vk ⊗ tki) ⊗ (vl ⊗ tlj)

❢♦r ❛❧❧ 1 ≤ i, j ≤ m✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡

n∑

k,l=1

E−1
kl (vk ⊗ 1) ⊗ (vl ⊗ 1) =

m∑

i,j=1

n∑

k,l=1

Gij(vk ⊗ tk,i) ⊗ (vl ⊗ tlj),
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❛♥❞ t❤❡♥

E−1
kl =

m∑

i,j=1

Gijtkitlj ,

✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ ❛s
E−1 = TGT t. ✭✸✳✹✮

❲❡ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ G = F−1✳ ❲❡ ❤❛✈❡

(βE ⊗ idVE
) ◦ (idVE

⊗ν) = idVE

❛♥❞
(idVE

⊗βE) ◦ (ν ⊗ idVE
) = idVE

❢♦r βE ❛♥❞ ν✳ ❙✐♥❝❡ ωZ ✐s ♠♦♥♦✐❞❛❧✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

(βE ⊗ idW ) ◦ (idW ⊗ν̄) = idW

❛♥❞
(idW ⊗βE) ◦ (ν̄ ⊗ idW ) = idW

❢♦r βE ❛♥❞ ν̄✳ ❚❤❛t ✐s ❢♦r ❛♥② ❜❛s✐s ✈❡❝t♦r wi ✇❡ ❤❛✈❡

m∑

jk

FijGjkwk = wi and

m∑

jk

GjkFkiwj = wi.

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐①G ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ F ✳ ❚❤❡♥ ❘❡❧❛t✐♦♥s ✭✸✳✸✮ ❛♥❞ ✭✸✳✹✮
②✐❡❧❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s

F−1T tET = Im and TF−1T tE = In. ✭✸✳✺✮

■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

βE ◦ ν(1) = Tr(E−1Et).

❙✐♥❝❡ ωZ ✐s ♠♦♥♦✐❞❛❧✱
βE ◦ ν̄(1) = Tr(F−1F t)

❤❛s t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ Tr(E−1Et)✳ ❲❤❡♥ k̄ ✐s ❛ ✜❡❧❞✱ ❇✐❝❤♦♥ ❤❛s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬❇✐✷✵✸✱
❙❡❝t✐♦♥ ✹❪ t❤❛t✱ ✉♥❞❡r t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛ Bk̄(E,F ) ✐s ♥♦♥③❡r♦✳ ❙✐♥❝❡ ♦✉r
❜❛s❡ r✐♥❣ k ✐s ❛ P■❉✱ ✐t ❡♠❜❡❞s ✐♥t♦ ❛ ✜❡❧❞ k̄✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ❢♦r ❛♥② ✐♥✈❡r✲
t✐❜❧❡ ♠❛tr✐❝❡s E,F ✱ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛s Bk(E,F ) ⊗k k̄ ❛♥❞ Bk̄(E,F ) ❛r❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ Bk(E,F ) ✐s ♥♦♥③❡r♦ ♣r♦✈✐❞❡❞ Tr(E−1Et) = Tr(F−1F t)✳

■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ✭✸✳✺✮ t❤❡ ♠❛♣
ϕ(zij) = tij ,

❞❡✜♥❡s ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ϕ : B(E,F ) → Z✳ ❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t ϕ ✐s ❛♥ ✐s♦✲
♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ B(E)✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝ts✳ ❋✐rst t♦ s❡❡ t❤❛t ϕ ✐s ❛ B(E)✲❝♦♠♦❞✉❧❡ ♠♦r✲
♣❤✐s♠✱ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝❤❡❝❦ ✐t ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs (zij)✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦❛❝t✐♦♥ ✭✸✳✶✮ ❛♥❞ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮ ❣✐✈❡

(Id ⊗ ϕ) ◦ δB(E,F )(zij) =

n∑

k=1

aik ⊗ tkj = δZ ◦ ϕ(zij)
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❢♦r ❛♥② 1 ≤ i ≤ n ❛♥❞ 1 ≤ j ≤ m✳
❚❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ ϕ ✐s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ B(E)✲❝♦♠♦❞✉❧❡ ❛❧❣❡❜r❛s✱ ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦♥

t❤❡ ❝♦✐♥✈❛r✐❛♥ts ❡❧❡♠❡♥ts k ♦❢ Z✱ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✽ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♦❞✉❧❡
❛❧❣❡❜r❛ B(E,F ) ❤❛s ❛ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠❛♣✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ Z ✐s ❛ ❢❛✐t❤❢✉❧❧② ✢❛t
●❛❧♦✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ k✳ ❚❤❡♥ ❜② ❬❙♥✾✵✱ ❘❡♠❛r❦ ✸✳✶✶❪ t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ ϕ ✐s ❛♥
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✱ ❛♥❞ Z ❛♥❞ B(E,F ) ❛r❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ B(E)✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝ts✳

■t r❡♠❛✐♥s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ s✐③❡ m ♦❢ F ≥ 2✳ ❋✐rst ❛ss✉♠❡ t❤❛t m = 1✳
❚❤❡♥ W = ωZ(VE) ∼= k✳ ❇② ❬❙❛✾✻❪✱ ❬❙❛✵✹❪✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❍♦♣❢ ❛❧❣❡❜r❛ K s✉❝❤
t❤❛t Z ✐s ❛ B(E)✲K✲❜✐✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝t✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ Z−1 ♦❢ Z ❢♦r
t❤❡ ❣r♦✉♣♦✐❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❜✐✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝ts✱ ✇❡ ❤❛✈❡

VE ∼= VE✷B(E)Z✷KZ
−1 ∼= k✷KZ

−1.

❙✐♥❝❡ Z−1 ✐s ❛ ●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝t✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ k✷KZ
−1 ♦❢ t❤❡ tr✐✈✐❛❧ ❝♦♠♦❞✉❧❡ ♦❢

❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦♥❡ ✐s t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛ k ∼= (Z−1)coH ♦❢ ❝♦✐♥✈❛r✐❛♥ts✳ ❚❤❡♥ t❤❡ s✐③❡ m
♦❢ F ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ s✐③❡ n ♦❢ E ✐s ♦♥❡✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♣r♦✈❡s
t❤❛t m ❝❛♥♥♦t ❜❡ ③❡r♦✳

❲❡ ♥♦✇ t✉r♥ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝ts B(E,F )✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❧❡♠♠❛✱ ✐♠♣❧✐❝✐t ✐♥ ❬❇✐✷✵✸❪✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧✳

▲❡♠♠❛ ✺✶✳ ▲❡t k ❜❡ ❛ P■❉✱ ❧❡t n,m ≥ 2 ❜❡ ✐♥t❡❣❡rs✱ ❛♥❞ E ∈ GLn(k) ❛♥❞
F ∈ GLm(k) ❜❡ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t B(E,F ) ✐s ❛ B(E)✲B(F )✲
❜✐✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ ❧❡t ϕ : Comod✲B(E) → Comod✲B(F ) ❜❡ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
♠♦♥♦✐❞❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ▲❡t VE ❛♥❞ VF ❜❡ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♦❞✉❧❡s
♦❢ B(E) ❛♥❞ B(F )✳ ❚❤❡♥ ϕ(VE) ∼= VF ✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t w1, . . . , wm ❜❡ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❜❛s✐s ♦❢ VF ✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ B(F )✲
❝♦❧✐♥❡❛r ♠❛♣ θF : VF → ϕ(VE) ❞❡✜♥❡❞ ❜②

θF (wj) =

n∑

i=1

vi ⊗ zij .

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ B(E)✲❝♦❧✐♥❡❛r ♠♦r♣❤✐s♠ θE : VE → ϕ−1(VF ) ❞❡✜♥❡❞ ❜②

θE(vi) =

m∑

j=1

wj ⊗ tji,

✇❤❡r❡ t❤❡ tji✬s ❛r❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs ♦❢ B(F,E)✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ϕ(θE) ◦ θF ✐s
t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ VF → ϕ(ϕ−1(VF ))✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t θF ❛♥❞ θE ❛r❡
♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠s ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❛t θF ✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳

❆s ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✺✶✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥❡❝❡ss❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r B(E)✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝ts t♦ ❜❡ ❝❧❡❢t✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✺✷✳ ▲❡t k ❜❡ ❛ P■❉ ❛♥❞ n,m ≥ 2 ❜❡ ✐♥t❡❣❡rs✱ E ∈ GLn(k)✱ F ∈
GLm(k) ❛♥❞ B(E,F ) ❜❡ ❛ ❝❧❡❢t B(E)✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤❡♥ m = n✳

Pr♦♦❢✳ ■❢ B(E,F ) ✐s ❛ ❝❧❡❢t ●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝t✱ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✜❜r❡ ❢✉♥❝t♦r ✐s ✐s♦♠♦r✲
♣❤✐❝ ❛s ❛ ❢✉♥❝t♦r t♦ t❤❡ ❢♦r❣❡t❢✉❧ ❢✉♥❝t♦r ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ r❛♥❦ ♦❢
✜♥✐t❡ ❢r❡❡ ♠♦❞✉❧❡s✳



✻✷ ❖❜❥❡ts ●❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ Oq(SL(2))

▲❡t ✉s ♥♦✇ st❛t❡ ♦✉r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s B(E,F )✳

❚❤❡♦r❡♠ ✺✸✳ ▲❡t k ❜❡ ❛ P■❉✱ n,m1,m2 ❜❡ ✐♥t❡❣❡rs ≥ 2 ❛♥❞ E ∈ GLn(k), F1 ∈
GLm1(k), F2 ∈ GLm2(k) ❜❡ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ♠❛tr✐❝❡s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛s B(E,F1)
❛♥❞ B(E,F2) ❛r❡ k✲❢❛✐t❤❢✉❧❧② ✢❛t✳ ❚❤❡♥ t❤❡ B(E)✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝ts B(E,F1) ❛♥❞
B(E,F2) ❛r❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ m1 = m2 ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡
♠❛tr✐① P ∈ GLm1(k) s✉❝❤ t❤❛t F1 = PF2P

t✳

◆♦t❡ t❤❛t✱ ❜② ❬❘✐✼✹❪ t❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ F1 ❛♥❞ F2 ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❡s ♦❢ F1 ❛♥❞ F2 ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✳

Pr♦♦❢✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❬❇✐✷✵✸✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸❪✱ ♦♥❡ s❤♦✇s t❤❛t ✐❢ P ∈ GLm(k)✱
t❤❡ B(E)✲❝♦♠♦❞✉❧❡ ❛❧❣❡❜r❛s B(E,F ) ❛♥❞ B(E,PFP t) ❛r❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝✳

❈♦♥✈❡rs❡❧② ❛ss✉♠❡ t❤❛t B(E,F1) ❛♥❞ B(E,F2) ❛r❡ k✲❢❛✐t❤❢✉❧❧② ✢❛t ✿ t❤❡♥
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✽ ❡♥s✉r❡s t❤❛t B(E,F1) ❛♥❞ B(E,F2) ❛r❡ ●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝ts✳ ▲❡t VE
❜❡ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ B(E)✲❝♦♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ ❧❡t βE : VE ⊗ VE → k ❜❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
♠❛♣ ❞❡✜♥❡❞ ❜② E✳ ▲❡t ω1 = −✷B(E)B(E,F1) ❛♥❞ ω2 = −✷B(E)B(E,F2) ❜❡ t❤❡
✜❜r❡ ❢✉♥❝t♦rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ B(E,F1) ❛♥❞ B(E,F2)✳

❇② ▲❡♠♠❛ ✺✶✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ω1(VE) ❤❛s ❛ ❜❛s✐s (w1
1, . . . , w

1
m1

) ❛♥❞ ω2(VE)
❤❛s ❛ ❜❛s✐s (w2

1, . . . , w
2
m2

)✳ ❚❤❡ ❝♦♠♦❞✉❧❡ ❛❧❣❡❜r❛ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ϕ : B(E,F1) →
B(E,F2) ✐♥❞✉❝❡s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ id⊗ϕ : ω1(VE) → ω2(VE)✳ ❚❤❡♥ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❢r❡❡ k✲♠♦❞✉❧❡s ✐s t❤❡ s❛♠❡✱ t❤❛t ✐s m1 = m2 = m✳ ▲❡t P ∈
GLm(k) ❜❡ t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ id⊗ϕ ✐♥ t❤❡ ❜❛s❡s (w1

1, . . . , w
1
m1

) ❛♥❞ (w2
1, . . . , w

2
m2

)✳
❚❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ♠❛♣s ω1(βE) ❛♥❞ ω2(βE)✱ ✐♥ t❤❡ ❜❛s❡s (w1

1, . . . , w
1
m)

❛♥❞ (w2
1, . . . , w

2
m)✱ ❛r❡ F1 ❛♥❞ F2 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ϕ ❣✐✈❡s

t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥
ω1(βE) = ω2(βE) ◦ ((id⊗ϕ) ⊗ (id⊗ϕ)).

❚❤❛t ✐s ❢♦r ❛♥② i, j = 1, . . . ,m

ω1(βE)(w1
i ⊗ w1

j ) = ω2(βE)
(
(
∑m

k=1 Pikw
2
k) ⊗ (

∑m
l=1 Pjlw

2
j )
)

(F1)ij =
∑m

k,l=1 PikPjl(F2)kl,

♦r ✐♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ F1 = PF2P
t✳

❘❡♠❛r❦ ✷✼✳ ❆s ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✸✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡
t❤❡ ♠❛tr✐① F ✐s s②♠♠❡tr✐❝✳ ▲❡t k ❜❡ ❛ P■❉✱ ❧❡t n,m, p ≥ 2 ❜❡ ✐♥t❡❣❡rs✱ ❛♥❞
E ∈ GLn(k)✱ F ∈ GLm(k) ❛♥❞ G ∈ GLp(k) ❜❡ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❆ss✉♠❡
t❤❛t F ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ B(E,F ) ✐s ❛ ●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝ts
B(E,F ) ❛♥❞ B(E,G) ❛r❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ G ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ♦❢ s✐③❡ p = m✳

❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ k ✐s ❛ ✜❡❧❞✳ ❋♦r ❛♥② ✐♥t❡❣❡r n ≥ 2✱ ❛♥❞ ❛♥②
✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ♠❛tr✐① E ∈ GLn(k) ✇❡ ❞❡✜♥❡

X0(E) = {F ∈ GLm(k),m ≥ 2,Tr(F−1F t) = Tr(E−1Et)}.

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ∼ ❞❡✜♥❡❞ ❜② F1 ∼ F2 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡
❡①✐sts P ∈ GL(k) s✉❝❤ t❤❛t F1 = PF2P

t ❛♥❞ ♣✉t X(E) = X0(E)/ ∼✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✺✹✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t k ✐s ❛ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❛♥② n ≥ 2 ❛♥❞ E ∈ GLn(k)✱
t❤❡r❡ ✐s ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ψ : X(E) → Gal(B(E)) s❡♥❞✐♥❣ F ♦♥t♦ [B(E,F )]✳



✸✳✹ ●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝ts ✉♣ t♦ ❤♦♠♦t♦♣② ✻✸

Pr♦♦❢✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✸✳✷✱ ✸✳✸ ❛♥❞ ✸✳✹ ✐♥ ❬❇✐✷✵✸❪ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥❞❡❡❞ t❤✐s
♠❛♣ ψ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ψ ✐s s✉r❥❡❝t✐✈❡ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✺✵ ❛♥❞ ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✺✸✳

❲❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✺✺✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t k ✐s ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝❛❧❧② ❝❧♦s❡❞ ✜❡❧❞ ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
③❡r♦✳ ❋♦r ❛♥② n ≥ 2 ❛♥❞ E ∈ GLn(k)✱ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ B(E)✲B(E)✲❜✐✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝ts
✐s tr✐✈✐❛❧✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t Z ❜❡ ❛ B(E)✲B(E)✲❜✐✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝t✳ ❇② ❚❤❡♦r❡♠ ✺✵✱ t❤❡r❡ ❡①✐st
m ≥ 2 ❛♥❞ F ∈ GLm(k) s✉❝❤ t❤❛t Z ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ B(E,F ) ❛s ❛ B(E)✲
●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝t✳ ❇✐❝❤♦♥ ❬❇✐✷✵✸✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✸✳✸✱ ✸✳✹❪ ❤❛s ♣r♦✈❡❞ t❤❛t B(E,F )
✐s ❛ B(E)✲B(F )✲❜✐✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤❡♥ ❜② ❬❙❛✾✻✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✺❪ t❤❡ ❍♦♣❢ ❛❧❣❡✲
❜r❛s B(E) ❛♥❞ B(F ) ❛r❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t❤❛t ✐s✱ ❜② ❬❇✐✷✵✸✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✸❪✱ t❤❡r❡
❡①✐sts P ∈ GL(k) s✉❝❤ t❤❛t F = P tEP ✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① P ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ❝♦♥str✉❝t
❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ ❧❡❢t B(E)✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝ts Z ∼= B(E,F ) ∼= B(E)✳ ◆♦✇ s✐♥❝❡ Z
✐s ❛ B(E)✲❜✐✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝t✱ ✇❡ ❦♥♦✇ ❢r♦♠ ❬❙❛✾✻✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✺❪ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts
f ∈ Aut(B(E)) s✉❝❤ t❤❛t Z ∼= B(E)f ❛s B(E)✲❜✐✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝ts✳ ❙✉❝❤ ❛ ❜✐✲
●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝t ✐s tr✐✈✐❛❧ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ f ✐s ❝♦✐♥♥❡r✳ ❙✐♥❝❡ ❜② ❬❇✐✷✵✸✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✸❪
❛♥② ❍♦♣❢ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ B(E) ✐s ❝♦✐♥♥❡r✱ ✇❡ ❛r❡ ❞♦♥❡✳

❚❤❡ ❧❛③② ❝♦❤♦♠♦❧♦❣② ❣r♦✉♣ ♦❢ ❛ ❍♦♣❢ ❛❧❣❡❜r❛ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❇✐❈❛✵✻❪✱
✇❤❡r❡ ✐t ✇❛s r❡❛❧✐③❡❞ ❛s ❛ s✉❜❣r♦✉♣ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❜✐✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✺✻✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t k ✐s ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝❛❧❧② ❝❧♦s❡❞ ✜❡❧❞ ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
③❡r♦✳ ❚❤❡ ❧❛③② ❝♦❤♦♠♦❧♦❣② ❣r♦✉♣ ♦❢ B(E) ✐s tr✐✈✐❛❧ ❢♦r ❛♥② E ∈ GLn(k)✳

✸✳✹ ●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝ts ✉♣ t♦ ❤♦♠♦t♦♣②

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② t❤❡♦r② ♦❢ B(E)✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝ts✳ ❲❡
❛ss✉♠❡ t❤❛t k ✐s ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝❛❧❧② ❝❧♦s❡❞ ✜❡❧❞✳ ❋♦r t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡❛s♦♥s ✇❡ ♦♥❧②
❝♦♥s✐❞❡r Oq(SL(2))✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝ts ✭r❡❝❛❧❧ t❤❛t Oq(SL(2)) = B(Eq)✮✳ ❙✐♥❝❡ ❢♦r
❛♥② E ∈ GLn(k) t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ B(E)✲B(Eq)✲❜✐✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝t✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✼
❡♥s✉r❡s t❤❛t H(B(E)) ∼= H(B(Eq)) ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✳

❲❡ ❜❡❣✐♥✱ ✉s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✺✶✱ ❜② ❣✐✈✐♥❣ ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t✇♦ B(Eq)✲
●❛❧♦✐s ❡①t❡♥s✐♦♥s t♦ ❜❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✼✳ ▲❡t m0,m1 ≥ 2 ❜❡ ✐♥t❡❣❡rs✱ ❧❡t F0 ∈ GLm0(k), F1 ∈ GLm1(k)
❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t B(Eq, F0) ❛♥❞ B(Eq, F1) ❛r❡ B(Eq)✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝ts✳ ■❢ B(Eq, F0)
❛♥❞ B(Eq, F1) ❛r❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ t❤❡♥ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s F0 ❛♥❞ F1 ❤❛✈❡
t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡ m0 = m1✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ B(Eq)✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝ts B(Eq, F0) ❛♥❞ B(Eq, F1) ✇✐t❤
❤♦♠♦t♦♣② Bk[t](Eq, Ft) ✭❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✺✵✱ ❛♥② Bk[t](Eq)✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝t ✐s ♦❢ t❤✐s
❢♦r♠ ❢♦r s♦♠❡ Ft ∈ GLm(k[t])✮✳ ❚❤❡♥ VE✷Bk[t](Eq)Bk[t](Eq, Ft) ✐s ❛ ✜♥✐t❡ ❢r❡❡ k[t]✲
♠♦❞✉❧❡ ♦❢ r❛♥❦ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① Ft✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t✳
❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛t t = 0, 1 ❣✐✈❡s m0 = m1✳



✻✹ ❖❜❥❡ts ●❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ Oq(SL(2))

▲❡t ✉s st❛t❡ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t✇♦ B(E)✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝ts t♦ ❜❡ ❤♦♠♦✲
t♦♣✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳

❚❤❡♦r❡♠ ✺✽✳ ▲❡t k ❜❡ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝❛❧❧② ❝❧♦s❡❞ ✜❡❧❞✱ m0,m1 ≥ 2 ❜❡ ✐♥t❡❣❡rs
❛♥❞ F0, F1 ❜❡ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ s✐③❡ m0,m1 s✉❝❤ t❤❛t Tr(F−1

i F ti ) = −q−q−1

❢♦r i = 0, 1✳
■❢ m0 = m1 ❛♥❞ ✐❢ F−1

0 F t0 ❛♥❞ F−1
1 F t1 ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣♦✲

❧②♥♦♠✐❛❧✱ t❤❡♥ t❤❡ t✇♦ Oq(SL(2))✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝ts B(Eq, F0) ❛♥❞ B(Eq, F1) ❛r❡
❤♦♠♦t♦♣✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡
❝♦♥str✉❝t ❛ ❤♦♠♦t♦♣② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝ts✱ t❤❛t ✐s ❛♥Oq(SL(2))[t]✲●❛❧♦✐s
♦❜❥❡❝t ♦✈❡r t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ r✐♥❣ k[t]✳ ❋✐rst✱ ❧❡t ✉s ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ s♦♠❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣②✳
❲❡ ✇✐❧❧ s❛② t❤❛t ❛ ♠❛tr✐① F ∈ GLm(k) ✭❤❡r❡ k ✐s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡
r✐♥❣✮ ✐s ♠❛♥❛❣❡❛❜❧❡ ✐❢ F−1

mm = 0 ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ r✐❣❤t♠♦st ♥♦♥③❡r♦ ❝♦❡✣❝✐❡♥t F−1
mv

✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ r♦✇ ✐s ❛♥ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ k✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♠❛♥❛❣❡❛❜❧❡
♠❛tr✐①✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❬❇✐✷✵✸✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹❪ st✐❧❧ ✇♦r❦s ❛♥❞ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✾✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t k ✐s ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ r✐♥❣ ❛♥❞ ❧❡t F ∈ GLm(k) ❜❡
❛ ♠❛♥❛❣❡❛❜❧❡ ♠❛tr✐① s✉❝❤ t❤❛t Tr(F−1F t) = −q− q−1✳ ❚❤❡♥ B(Eq, F ) ✐s ❛ ❢r❡❡
k✲♠♦❞✉❧❡✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛♥ ❤♦♠♦t♦♣② ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡✳

✭P✮ ▲❡t F0, F1 ∈ GLm(k) ❜❡ ♠❛♥❛❣❡❛❜❧❡ ♠❛tr✐❝❡s s✉❝❤ t❤❛t Tr(F−1
0 F t0) =

Tr(F−1
1 F t1)✳ ❋✐♥❞ ❛ ♠❛tr✐① F (t) ∈ GLm(k[t]) s✉❝❤ t❤❛t

✶✳ F (0) = F0, F (1) = F1✳

✷✳ Tr(F (t)−1F (t)t) = Tr(F−1
0 F t0) = Tr(F−1

1 F t1)✳

✸✳ F (t) ✐s ♠❛♥❛❣❡❛❜❧❡✳

◆♦✇ ❛ss✉♠❡ t❤❛t F0 ❛♥❞ F1 ❤❛✈❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❜❧♦❝❦ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡
s❛♠❡ s✐③❡ ✿

F0 =

(
(F0)11 0

0 (F0)22

)
, F1 =

(
(F1)11 0

0 (F1)22

)
,

t❤❛t
Tr((F0)

−1
11 (F0)

t
11) = Tr((F1)

−1
11 (F1)

t
11)

❛♥❞
Tr((F0)

−1
22 (F0)

t
22) = Tr((F1)

−1
22 (F1)

t
22)

❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❛t ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ✐s ♠❛♥❛❣❡❛❜❧❡✳ ❚❤❡♥ ❝❧❡❛r❧② Pr♦❜❧❡♠ ✭P✮ r❡❞✉❝❡s t♦
t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧❡ r❡♠❛r❦✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❘✐❡❤♠✬s
✇♦r❦ ❬❘✐✼✹❪ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠s✱ ✇✐❧❧ r❡❞✉❝❡ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ t♦ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ s♦♠❡ ✏❡❧❡♠❡♥t❛r②✧ ♠❛tr✐❝❡s✳

❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❢r❡❡❧② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬❘✐✼✹❪✳ ❋♦r ❛♥② ♥♦♥❞❡❣❡♥❡r❛t❡
❜✐❧✐♥❡❛r ♠❛♣ β : V × V → k ❣✐✈❡♥ ❜② ❛♥ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ♠❛tr✐① F ✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛♥②
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ p 6= ±1 ♦❢ ✐ts ❛s②♠♠❡tr② σ✱ p−1 ✐s ❛❧s♦ ❛♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ σ ❛♥❞ t❤❡
t✇♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s♣❛❝❡s Cp ❛♥❞ Cp−1 ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ p ❛♥❞ p−1 ❛r❡ ✐s♦tr♦♣✐❝
✭❢♦r t❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ β✮✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ V ✐s t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ s✉♠ ♦❢ t❤❡



✸✳✹ ●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝ts ✉♣ t♦ ❤♦♠♦t♦♣② ✻✺

s✉❜s♣❛❝❡s C1, C−1 ❛♥❞ Cp⊕Cp−1 , ✇❤❡r❡ p r✉♥s ♦✈❡r ❛❧❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ σ ❞✐✛❡r❡♥t
❢r♦♠ ±1✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❜❛s✐s ♦❢ V s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ σ ✐s ❛ ❜❧♦❝❦
♠❛tr✐① ♠❛❞❡ ♦❢ ❏♦r❞❛♥ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ♦❞❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✇✐t❤ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ 1✱ ❏♦r❞❛♥ ❜❧♦❝❦s
♦❢ ❡✈❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✇✐t❤ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ −1 ❛♥❞ ♣❛✐rs ♦❢ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s p, p−1

❛♥❞ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳
❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❡s σ0 ❛♥❞ σ1 ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ F0 ❛♥❞ F1 ❤❛✈❡

t❤❡ s❛♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♥❞ t❤❛t σ1 ✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧✳ ❚❤❡♥ ❜② ❬❘✐✼✹❪✱
Pr♦❜❧❡♠ ✭P✮ r❡❞✉❝❡s t♦ t❤r❡❡ ❝❛s❡s✳

❆✳ σ0 ✐s ❛ ❏♦r❞❛♥ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ❡✈❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ✇✐t❤ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ −1 ✭❛♥❞ σ1 =
−Id✮✱

❇✳ σ0 ✐s ❛ ❏♦r❞❛♥ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ♦❞❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ✇✐t❤ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ 1 ✭❛♥❞ σ1 = Id✮✱
❈✳ σ0 ✐s ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❜❧♦❝❦ ♠❛tr✐① ♠❛❞❡ ♦❢ t✇♦ ❏♦r❞❛♥ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛✲
❧✉❡s p, p−1 ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡ d ✭❛♥❞ σ1 ✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✇✐t❤ d ❞✐❛❣♦♥❛❧
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡q✉❛❧ t♦ p ❛♥❞ d ❡q✉❛❧ t♦ p−1)✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r♠s ♦❢ ❛ ♠❛tr✐① F s✉❝❤ t❤❛t σ0 = F−1F t

❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ❝❛s❡s✳

▲❡♠♠❛ ✻✵✳ ❆✮ ■❢ σ0 ✐s ❛ ❏♦r❞❛♥ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ❡✈❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✇✐t❤ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❡q✉❛❧
t♦ −1 ❛♥❞ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ♠❛tr✐① F s✉❝❤ t❤❛t F−1F t = σ0✱ t❤❡♥ F
❤❛s t❤❡ ❧♦✇❡r ❛♥t✐✲tr✐❛♥❣✉❧❛r ❢♦r♠

F =




0 · · · · · · 0 F1n
✳✳✳ ··· −F1n ∗
✳✳✳ ··· ··· ∗ ∗
0 F1n ∗ ∗ ∗

−F1n ∗ ∗ ∗ ∗



. ✭✸✳✻✮

❇✮ ■❢ σ0 ✐s ❛ ❏♦r❞❛♥ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ♦❞❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✇✐t❤ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❡q✉❛❧ t♦ 1 ❛♥❞
t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ♠❛tr✐① F s✉❝❤ t❤❛t F−1F t = σ0✱ t❤❡♥ F ❤❛s t❤❡ ❧♦✇❡r
❛♥t✐✲tr✐❛♥❣✉❧❛r ❢♦r♠

F =




0 · · · · · · 0 F1n
✳✳✳ ··· −F1n ∗
✳✳✳ ··· ··· ∗ ∗
0 −F1n ∗ ∗ ∗
F1n ∗ ∗ ∗ ∗



. ✭✸✳✼✮

❈✮ ■❢ σ0 ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ t✇♦ ❏♦r❞❛♥ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s p ❛♥❞ p−1 ❛♥❞ ♦❢ s✐③❡ n✱
t❤❡♥ t❤❡ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ♠❛tr✐① F ❞❡✜♥❡❞ ❜②

(
0 In
Jp 0

)
, ✭✸✳✽✮

✇❤❡r❡ In ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦❢ s✐③❡ n✱ Jp ✐s ❛ ❏♦r❞❛♥ ❜❧♦❝❦ ♦❢ s✐③❡ n ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ p
❛♥❞ 0 ✐s t❤❡ ③❡r♦ ♠❛tr✐①✱ ❤❛s ❛♥ ❛s②♠♠❡tr② s✐♠✐❧❛r t♦ σ0✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ s❛② t❤❛t t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ai,n+1−i✱ ❢♦r 1 ≤ i ≤ n ♦❢ ❛ ♠❛tr✐① A ∈ Mn(k)
❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❛♥t✐✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❛♥❞ ✇❡ ✉s❡ ♦❜✈✐♦✉s ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ❛♥t✐✲
tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❛tr✐❝❡s✳



✻✻ ❖❜❥❡ts ●❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ Oq(SL(2))

❆✮ ❆ss✉♠❡ t❤❛t F ✐s ❛ ♠❛tr✐① s✉❝❤ t❤❛t F−1F t = σ0✱ t❤❛t ✐s F t = Fσ0 ♦r
{
Fi1 = −F1i ∀i = 1, . . . , n
Fji = Fi,j−1 − Fij ∀i = 1, . . . , n; j = 2, . . . , n

✭✸✳✾✮

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✜rst r♦✇✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ F11 = −F11 ✐♠♣❧✐❡s F11 = 0✳ ❚❤❡♥✱
❢♦r ❛♥② k = 2, . . . , n✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢r♦♠ ✭✸✳✾✮ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s F1k = −Fk1 ❛♥❞ Fk1 =
F1,k−1 − F1k ❛♥❞ t❤❡♥ F1,k−1 = 0✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ✜rst r♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥ ❛r❡
❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ❡①❝❡♣t t❤❡ ❧❛st t❡r♠s F1n ❛♥❞ Fn1✳

❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ r♦✇ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
F12 = F21 = 0 t❤❡♥ F22 = F21 − F22 = 0✳ ❋♦r ❛♥② k = 3, . . . , n− 1 ✇❡ ❤❛✈❡

{
F2k = Fk1 − Fk2
Fk2 = F2,k−1 − F2k.

❚❤❡♥ F2,k−1 = 0 ❛♥❞✱ s✐♥❝❡ F2,k−1 = Fk−1,1 − Fk−1,2✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ Fk−1,2 = 0✳
❚❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ k ≤ n − 2 t❤❡ ❡♥tr✐❡s F2,k ❛♥❞ Fk,2 ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡
✇❛②✱ ❛♥② ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❧②✐♥❣ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❛♥t✐✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳

❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t Fi,n+1−i ♦♥ t❤❡ ❛♥t✐✲❞✐❛❣♦♥❛❧ s❛t✐s✜❡s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

Fi,n+1−i = Fn+1−i,i−1 − Fn+1−i,i = −Fn+1−i,i.

❲❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ {
Fi,n+2−i = Fn+2−i,i−1 − Fn+2−i,i

Fn+2−i,i = Fi,n+1−i − Fi,n+2−i,
✭✸✳✶✵✮

t❤❡♥
Fn+2−i,i = Fi,n+1−i − Fn+2−i,i−1 + Fn+2−i,i ✭✸✳✶✶✮

t❤❛t ✐s
Fi,n+1−i = Fn+1−(i−1),(i−1). ✭✸✳✶✷✮

❚❤❡♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ F ✐s (F1n)
n ❛♥❞ t❤❡ ♠❛tr✐① ❤❛s t❤❡ ✇❛♥t❡❞ ❢♦r♠✳

❇✮ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ σ0 ✐s ❛ ❏♦r❞❛♥ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ♦❞❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ 1 ❛♥❞ F ✐s ❛ ♠❛tr✐① s✉❝❤ t❤❛t F−1F t = σ0✱ t❤❛t ✐s F t = Fσ0 ♦r

{
F1i = Fi1 ∀i = 1, . . . , n
Fji = Fi,j−1 + Fij ∀i = 1, . . . , n; j = 2, . . . , n

✭✸✳✶✸✮

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✜rst ❧✐♥❡✳ ❋♦r ❛♥② k = 2, . . . , n ✇❡ ❤❛✈❡ ❢r♦♠ ✭✸✳✶✸✮
t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s F1k = Fk1 ❛♥❞ Fk1 = F1,k−1 + F1k ❛♥❞ t❤❡♥ F1,k−1 = 0✱ s✐♥❝❡
F1,k−1 = Fk−1,1✱ t❤❡ ✜rst ❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥ ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ❡①❝❡♣t
t❤❡ ❧❛st t❡r♠s F1n = Fn1✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ❢♦r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡✱ ✇❡ s❡❡
t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❧②✐♥❣ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❛♥t✐✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠✉st ❜❡ ③❡r♦✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ❢♦r ✭✸✳✶✵✮ ✲ ✭✸✳✶✷✮✱ t❤❡ ❛♥t✐✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥
(i, n − i + 1) ✐s (−1)i+1F1n ❀ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ✐s (F1n)

n ❛♥❞ F ❤❛s t❤❡ ✇❛♥t❡❞
❢♦r♠✳

❈✮ ❆ss✉♠❡ t❤❛t σ0 ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ t✇♦ ❏♦r❞❛♥ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s p ❛♥❞ p−1

❛♥❞ ♦❢ s✐③❡ n✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ F ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✽✮✳ ■ts ❛s②♠♠❡tr② ✐s t❤❡ ♠❛tr✐①
(
J−1
p 0

0 J tp

)

✇❤✐❝❤ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ σ0✳



✸✳✹ ●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝ts ✉♣ t♦ ❤♦♠♦t♦♣② ✻✼

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✽✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♠❛tr✐① F (t) s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦✲
❜❧❡♠ ✭P✮✳

❈❛s❡s ❆✱ ❇ ✿ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❏♦r❞❛♥ ❜❧♦❝❦ σ0 ✇✐t❤ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ±1 ❛♥❞ s✐③❡
♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦✳ ❇② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛ ✻✵✱ t❤❡ ♠❛tr✐① F s✉❝❤ t❤❛t F−1F t = σ0

✐s ❛♥ ❛♥t✐✲tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❛tr✐① ♦❢ ❢♦r♠ ✭✸✳✻✮ ♦r ✭✸✳✼✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❛tr✐① F (t) ∈
GLn(k[t]) ❞❡✜♥❡❞ ❜②

F (t)i,n+1−i = Fi,n+1−i, F (t)ij = tFij ,

❢♦r ❛♥② 1 ≤ i, j ≤ n s✉❝❤ t❤❛t j 6= n + 1 − i ✭t❤❛t ✐s F (t) ✐s ❡q✉❛❧ t♦ F ♦♥ t❤❡
❛♥t✐✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❛♥❞ t♦ tF ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✮✳

❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ Tr(F (t)−1F (t)t) ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡
❛s②♠♠❡tr② ♦❢ F (t)✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ t❤❡ ❛♥t✐✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
♦❢ F (t)−1 ❛♥❞ F (t)t✳ ❘❡♠❛r❦ t❤❛t ✐❢ ❛ ♠❛tr✐① F (t) ✐s ❧♦✇❡r ❛♥t✐✲tr✐❛♥❣✉❧❛r✱ ✐ts
✐♥✈❡rs❡ F (t)−1 ✐s ✉♣♣❡r ❛♥t✐✲tr✐❛♥❣✉❧❛r✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ❛♥t✐✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡
r❡❧❛t❡❞ ❜②

1 = (F (t)−1)i,n+1−i(F (t))n+1−i,i,

❢♦r ❛♥② i = 1, . . . , n✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛♥t✐✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ F (t) ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞
♦♥ t✱ t❤❡ ♦♥❡s ♦❢ F (t)−1 ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t ❡✐t❤❡r ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡

Tr(F (t)−1F (t)t) = Tr(F−1
0 F t0) = Tr(F−1

1 F t1).

❋r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ F (t)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ F (0) = F0 ❛♥❞ F (1) ✐s ❛ ❜❧♦❝❦ ♠❛tr✐①
✇✐t❤ ❛♥t✐✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❜❧♦❝❦s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ♦❢ F (1) ✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡♥
❡q✉❛❧ t♦ σ1✳

❙✐♥❝❡ F (t)−1 ✐s ✉♣♣❡r ❛♥t✐✲tr✐❛♥❣✉❧❛r ❛♥❞ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡✱ F (t) ✐s ♠❛♥❛❣❡❛❜❧❡✳
❋✐♥❛❧❧②✱ F (t) ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭P✮ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡s ❆✱❇✳

❈❛s❡ ❈ ✿ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦ ❏♦r❞❛♥ ❜❧♦❝❦s ♦❢ s✐③❡ n ❛♥❞
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s p ❛♥❞ p−1 ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t F ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠ ✭✸✳✽✮✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❛tr✐① F (t) ∈ GL2n(k[t]) ❞❡✜♥❡❞ ❜②

(
0 In

Jp(t) 0

)
,

✇❤❡r❡ Jp(t) ✐s t❤❡ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡q✉❛❧ t♦ p ❛♥❞ ✉♣♣❡r ❞✐❛❣♦♥❛❧
❝♦❡✣❝✐❡♥ts (i, i+ 1) ❡q✉❛❧ t♦ t✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ F (t)−1 ✐s

(
0 (Jp(t))

−1

In 0

)

❛♥❞ t❤❡♥ F (t) ✐s ♠❛♥❛❣❡❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ tr❛❝❡ ♦❢ ✐ts ❛s②♠♠❡tr② ✐s ❝♦♥st❛♥t✳ ❋✐✲
♥❛❧❧② F (t) ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭P✮ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ❈✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✻✶✳ ❆❧❧ ❝❧❡❢t Oq(SL(2))✲●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❝❛❧❧② tr✐✈✐❛❧✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t Z ❜❡ ❛ ❝❧❡❢t ●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝t ♦❢ Oq(SL(2))✳ ❚❤❡♥ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✺✵✱ t❤❡
●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝t Z ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ B(Eq, F ) ❛♥❞ ❜② ❈♦r♦❧❧❛r② 52 t❤❡ ♠❛tr✐① F ✐s
❛ 2 × 2 ♠❛tr✐① ✇✐t❤ tr❛❝❡ ❡q✉❛❧ t♦ −q − q−1✳



✻✽ ❖❜❥❡ts ●❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ Oq(SL(2))

■❢ q 6= 1✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts P ∈ GL(k) s✉❝❤ t❤❛t F = PEqP
t✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ●❛❧♦✐s

♦❜❥❡❝t B(Eq, F ) ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ t❤❡ tr✐✈✐❛❧ ♦❜❥❡❝t B(Eq)✳
■❢ q = 1✱ t❤❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛s②♠♠❡tr✐❡s ❛r❡✱ ✉♣ t♦ s✐♠✐❧❛r✐t②✱ ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧

♠❛tr✐① σ1 ✇✐t❤ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ −1 ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② 2 ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ♠❛tr✐① F1 ♦r ❛
❏♦r❞❛♥ ❜❧♦❝❦ ♠❛tr✐① σ2 ♦❢ s✐③❡ 2 ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ −1 ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ♠❛tr✐① F2✳
❚❤❡ t✇♦ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝ts B(Eq, F1) ❛♥❞ B(Eq, F2) ❛r❡ ♥♦♥✐s♦♠♦r♣❤✐❝
❛s t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❡s ❛r❡ ♥♦♥s✐♠✐❧❛r✱ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜②
❚❤❡♦r❡♠ ✺✽ ❛s t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❖❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡

❞❡ ❍♦♣❢ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ≤ 15

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡s
❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ≤ 15 s✉r ✉♥ ❝♦r♣s k ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s ❞❡ ❝❛r❛❝✲
tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❝♦♥♥✉s ♠❛✐s é♣❛r♣✐❧❧és ❞❛♥s
❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 8
q✉✐ ♥✬❡st ♥✐ s❡♠✐s✐♠♣❧❡ ♥✐ ♣♦✐♥té❡ ❡st ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❀ ❡❧❧❡ ❢❡r❛ ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳

✹✳✶ ❖❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❞❡ ❞✐♠❡♥✲

s✐♦♥ p

❙♦✐t H ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❞♦♥t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉r k ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ p ♣r❡♠✐❡r✳
❯♥❡ t❡❧❧❡ ❛❧❣è❜r❡ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ ♣❛r ❬❩❤✾✹❪ à ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❡t ❞♦♥❝ à
❧✬❛❧❣è❜r❡ k[Cp] ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❝②❝❧✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ p✳

➚ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès✱ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ k[G] ❞✬✉♥
❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ G s✉r ✉♥ ❝♦r♣s k s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s σk[G]✱ ♦ù σ ∈ H2(G)
❡st ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡✳ ➚ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣rès✱ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s
❞❡ k[G] ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❬❑❛❙♥✵✺❪✳ ❙✐ k ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s
❡t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡✱ ❛❧♦rs

Galk(k[G]) = Hk(k[G]) = H2(G, k∗), ✭✹✳✶✮

♦ù k∗ ❞és✐❣♥❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✐♥✈❡rs✐❜❧❡s ❞❡ k✳ ■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ s❡❝♦♥❞
❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ G ❛❣✐ss❛♥t tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t s✉r k∗✳ P♦✉r t♦✉t ❣r♦✉♣❡
❝②❝❧✐q✉❡ Cn✱ ✐❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ✭❬❇r✽✷❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ q✉❡ H2(Cn, k

∗) ∼= k∗/k∗n q✉✐
❡st ❧✉✐✲♠ê♠❡ tr✐✈✐❛❧ ♣✉✐sq✉❡ k ❡st ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s✳ ▲❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡
❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝②❝❧✐q✉❡ s♦♥t ❞♦♥❝ tr✐✈✐❛✉① à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡t ❤♦♠♦t♦♣✐❡
♣rès✳ ◆♦t♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ k[Cn] ❡st ❝♦❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❡t ❞♦♥❝ ❧❡s ❝♦❝②❝❧❡s ❞❡ k[Cn] s♦♥t
♣❛r❡ss❡✉①✳

P❛r ❬❙❛✾✻✱ ▲❡♠♠❡ ✹✳✼❪✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡
❣r♦✉♣❡ k[G] ❡st

BiGal(k[G]) ∼= Aut(G) ⋉H2(G, k∗). ✭✹✳✷✮



✼✵ ❖❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ ❞✐♠ ≤ 15

❙✐ G ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝②❝❧✐q✉❡✱ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ϕ ∈ Aut(Cn) ❡st ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ é❧é♠❡♥t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ Z/nZ✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝

BiGal(k[Cp]) ∼= (Z/pZ)∗ ✭✹✳✸✮

q✉✐ ❡st ❝②❝❧✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ p− 1✳

✹✳✷ ❖❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❞❡ ❞✐♠❡♥✲

s✐♦♥ 4

❯♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 4 ❡st s♦✐t ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞✬✉♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
❞✬♦r❞r❡ 4✱ s♦✐t ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❙✇❡❡❞❧❡r✳ ▲❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞✉❛❧❡s ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s
s♦♥t ❡❧❧❡✲♠ê♠❡s ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✱ ❝❛r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬♦r❞r❡ 4 s♦♥t ❝♦♠♠✉✲
t❛t✐❢s✳

✹✳✷✳✶ ❆❧❣è❜r❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡

▲❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬♦r❞r❡ 4 s♦♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❝②❝❧✐q✉❡ C4 ❡t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❑❧❡✐♥ C2×C2✳

❆❧❣è❜r❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❝②❝❧✐q✉❡ C4

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✶ q✉❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞✬✉♥
❣r♦✉♣❡ ❝②❝❧✐q✉❡ ét❛✐❡♥t tr✐✈✐❛✉① à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡t ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣rès✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
❛✉ss✐ ✈✉ q✉❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ét❛✐❡♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❡t ♦♥ ❛

BiGal(k[C4]) ∼= Aut(C4) ∼= (Z/4Z)∗ ∼= C2.

❆❧❣è❜r❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ C2 × C2

❈❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ H2(C2 × C2, k
∗)✳ P♦✉r G ✉♥

❣r♦✉♣❡✱ ♥♦t♦♥s H1(G) ❡t H2(G) ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s Z✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✉♥✐✈❡rs❡❧s ❛ss✉r❡ q✉✬♦♥ ❛ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡

0 → Ext1(H1(C2 × C2), k
∗) → H2(C2 × C2, k

∗) → Hom(H2(C2 × C2), k
∗) → 0.

❈♦♠♠❡ k∗ ❡st ❞✐✈✐s✐❜❧❡✱ Ext1(H1(C2×C2), k
∗) ❡st tr✐✈✐❛❧✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❑ü♥♥❡t❤

❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❡①❛❝t❡ ✿

0 →
⊕

p∈Z

Hp(C2) ⊗H2−p(C2) → H2(C2 × C2) →
⊕

p∈Z

Tor1(Hp(C2),H2−p−1(C2)) → 0.

❈♦♠♠❡ C2 ❡st ❝②❝❧✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡s ❣r♦✉♣❡s ❡t ♦♥ ❛

0 → H2(C2) ⊕H2(C2) ⊕H1(C2) ⊗H1(C2) → H2(C2 × C2) → 0 → 0.

❡t ❞♦♥❝

H2(C2 × C2, k
∗) ∼= Hom(H2(C2) ⊕H2(C2) ⊕H1(C2) ⊗H1(C2), k

∗)

❈♦♠♠❡ C2 ❡st ❝②❝❧✐q✉❡✱ H2(C2) ❡st tr✐✈✐❛❧ ❡t H1(C2) ∼= C2 ❡t ♦♥ ❛

H2(C2 × C2, k
∗) ∼= Hom(C2 ⊗ C2, k

∗) ∼= µ2,
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♦ù µ2 = {±1} ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❝❛rrés ❞❡ 1 ❞❛♥s k✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛

Galk(k[C2 × C2]) ∼= Hk(k[C2 × C2]) ∼= H2(C2 × C2, k
∗) ∼= µ2. ✭✹✳✹✮

❈♦♠♠❡ k[C2 × C2] ❡st ❝♦❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s s♦♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts
❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❡t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❡st

BiGal(k[C2 ×C2]) ∼= Aut(C2 ×C2) ⋉H2(k[C2 ×C2], k
∗) ∼= S3 ⋉ µ2

∼= S3 ×C2,

❝❛r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ S3 s✉r C2 ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t tr✐✈✐❛❧❡✳

✹✳✷✳✷ ❆❧❣è❜r❡ ❞❡ ❙✇❡❡❞❧❡r

▼❛s✉♦❦❛ ❬▼❛✾✹❪✱ ♣✉✐s ❉♦✐ ❡t ❚❛❦❡✉❝❤✐ ❬❉♦❚✾✺❪ ✭❞❛♥s ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣❧✉s ❡①✲
♣❧✐❝✐t❡✮ ♦♥t ❞♦♥♥é ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❙✇❡❡❞❧❡r✱
q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s T4✳ ◆♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ✐❝✐ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❉♦✐ ❡t ❚❛❦❡✉❝❤✐ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❡✉rs ♥♦t❛t✐♦♥s✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ✭♣r♦♣✳ ✶✼ ❡t ❬❈❑✼✻❪✮✱ ❝♦♠♠❡ T4 ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✱ t♦✉s
s❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s s♦♥t ❝❧✐✈és ❡t ✐s♦♠♦r♣❤❡s à ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❝r♦✐sés ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s
❧✬❛❝t✐♦♥ ❡st tr✐✈✐❛❧❡✳

▲✬❛❧❣è❜r❡ T4 ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r X ❡t Y s♦✉♠✐s ❛✉①
r❡❧❛t✐♦♥s

X2 = 1, Y 2 = 0 ❡t XY + Y X = 0.

▲❛ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ∆ : T4 → T4 ⊗ T4 ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ♣❛r

∆(X) = X ⊗X ❡t ∆(y) = 1 ⊗ Y + Y ⊗X,

❧❛ ❝♦ü♥✐té ε : T4 → k ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ε(X) = 1 ❡t ε(Y ) = 0 ❡t ❧✬❛♥t✐♣♦❞❡ S : T4 → T4

❞é✜♥✐ ♣❛r S(X) = X ❡t S(Y ) = XY ♠✉♥✐ss❡♥t T4 ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡
❍♦♣❢✳

❙♦✐t (Z, ρ : Z → Z ⊗ S4) ✉♥ ♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❞❡ T4✳
✭❛✮ ■❧ ❡①✐st❡ x ∈ U(Z) ❡t y ∈ Z t❡❧s q✉❡

ρ(x) = x⊗X ❡t ρ(y) = 1 ⊗ Y + y ⊗X.

✭❜✮ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ϕ : T4 → Z ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

ϕ(1) = 1, ϕ(X) = x, ϕ(Y ) = y ❡t ϕ(XY ) = xy

❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❧✐✈❛♥t❡ ❡t s♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ϕ−1 ❡st
❞♦♥♥é❡ ♣❛r

ϕ−1(1) = 1, ϕ−1(X) = x−1, ϕ(Y ) = −yx−1 ❡t ϕ(XY ) = −y.
✭❝✮ Z ❡st ✉♥ k✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ ❜❛s❡ {1, x, y, xy}✳
✭❞✮ ❙✐ ♦♥ ♣♦s❡ α = x2, β = y2 ❡t γ = xy + yx✱ ❛❧♦rs α ∈ k∗ ❡t β, γ ∈ k✳
✭❡✮ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ❝♦❝②❝❧❡ σ : T4 ⊗ T4 → k ❛ss♦❝✐é à Z ∼= σT4 ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
rés✉♠é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉

σ X Y XY

X α 0 0

Y γ β −β
XY γ β −αβ

✭✹✳✺✮
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◆♦t♦♥s (α, β, γ) ❧✬♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❞❡ T4 ❛ss♦❝✐é ❛✉ ❝♦❝②❝❧❡ σ ❞♦♥♥é ♣❛r ✭✹✳✺✮✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s (α, β, γ) ❡t (α′, β′, γ′) ❞❡ T4✳ ❉✬❛♣rès ❬❉♦❚✾✺❪✱
❝❡s ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡①✐st❡ s ∈ k∗

❡t t ∈ k t❡❧s q✉❡

α′ = s2α, β′ = β + tγ + t2α ❡t γ′ = sγ + 2tsα.

❆❧♦rs✱ ❝♦♠♠❡ 2 ∈ k✱ t♦✉t ♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ (α, β, γ) ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ❧✬♦❜❥❡t ❣❛✲

❧♦✐s✐❡♥
(
α, β − γ2

4α , 0
)
✳ ▲❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s (α, β, 0) ❡t (α′, β′, 0) s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s

s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ α′α−1 ∈ (k∗)2 ❡t β = β′✳
❈❡tt❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❝♦❝②❝❧❡s ♣❛r❡ss❡✉①✱ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦✲

t♦♣✐❡ ❡t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ T4✳ ❇✐❝❤♦♥ ❡t ❈❛r♥♦✈❛❧❡ ❬❇✐❈❛✵✻❪ ♦♥t ❞♦♥♥é
❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❝②❝❧❡s ♣❛r❡ss❡✉①✳ ❖♥ ❛

H2
L(T4) ∼= k.

❑❛ss❡❧ ❬❑❛✵✹❪ ❛ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❡t ❧✬♦❜❥❡t
tr✐✈✐❛❧ ✿

Hk(T4) ∼= {1}.

❙❝❤❛✉❡♥❜✉r❣ ❬❙❛✵✵❪ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ t♦✉t ♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❞❡ T4 ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t T4✲T4✲
❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❡t q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ψ : k∗ ⋉ k → BiGal(T4) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

ψ(α, β) =

[(
α, β, 0

k

)]

❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✳

✹✳✸ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ 6

▲❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 6 s♦♥t ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞✬♦r❞r❡ 6
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✐é❞r❛❧ D3✳

✹✳✸✳✶ ❆❧❣è❜r❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s

▲❡s ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❞✬♦r❞r❡ 6 s♦♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❝②❝❧✐q✉❡ C6 ❡t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✐é❞r❛❧D3✳

❆❧❣è❜r❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❝②❝❧✐q✉❡ C6

❈♦♠♠❡ H2(C6, k
∗) ❡st tr✐✈✐❛❧✱ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ k[C6] s♦♥t tr✐✈✐❛✉① à

✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡t ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣rès✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ C6 s♦♥t ❞♦♥♥és
♣❛r ❧❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ C6 ❡t ♦♥ ❛

BiGal(k[C6]) ∼= Aut(C6) ∼= (Z/6Z)∗ ∼= C2.
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❆❧❣è❜r❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞✐é❞r❛❧ D3

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✐é❞r❛❧✳ P❛r ❬❑r✽✼✱ ❚❛❜❧❡ ✽✳✶❪✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ H2(D3, k
∗)

❡st tr✐✈✐❛❧ ❀ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡
❡t ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣rès✳ ▲❡s ♦❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s
❞✉ ❣r♦✉♣❡ D3 = S3✳ ■❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ q✉❡ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ S3 ❡st tr✐✈✐❛❧ ❡t q✉❡ ❧❡s
❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ S3 s♦♥t ✐♥tér✐❡✉rs ❀ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ Aut(S3) ∼= S3

∼= D3 ❡t

BiGal(k[D3]) ∼= Aut(D3) ∼= D3.

✹✳✸✳✷ ❆❧❣è❜r❡ kD3 ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✐é❞r❛❧

▼❛s✉♦❦❛ ❬▼❛✵✵❪ ❛ ❞♦♥♥é ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ kD3 ✭q✉✬✐❧
♥♦t❡ D̂6✮ ❡t ♠♦♥tré q✉❡ t♦✉t ♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❞❡ kD3 ❡st tr✐✈✐❛❧ à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡
♣rès ✿

Gal(kD3) = {1}.
▲❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡s ♦❜❥❡ts kD3✲kD3✲❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❡t✱ ♣❛r ❬❙❛✾✻✱

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✶❪ ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✹✳✸✮✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s
❡st

BiGal(kD3) ∼= CoOut(kD3),

♦ù CoOut(kD3) = Aut(kD3)/CoInn(kD3) ❡t CoInn(kD3) ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❛✉✲
t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❝♦ï♥tér✐❡✉rs ✭✈♦✐r ✶✳✹✳✸ ♣♦✉r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ♥♦t❛t✐♦♥s✮✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ✸ q✉❡ CoOut(kD3) ∼= Out(D3)✳ ❖r t♦✉t ❛✉t♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ ❞❡ D3 ❡st ✐♥tér✐❡✉r✱ ❞♦♥❝ t♦✉t ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ kD3

❡st ❝♦ï♥tér✐❡✉r ❡t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❡st tr✐✈✐❛❧ ✿

BiGal(kD3) ∼= {1}.
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◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 8 ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❬❙t✾✾❪✳ ▲❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 8 s♦♥t ❧❡s ❛❧✲
❣è❜r❡s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬♦r❞r❡ 8✱ ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ♥♦♥
❛❜é❧✐❡♥s ❞✬♦r❞r❡ 8✱ ❧✬❛❧❣è❜r❡ s❡♠✐s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❑❛❝✲P❛❧❥✉t❦✐♥✱ ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ♣♦✐♥✲
té❡s ♥♦♥s❡♠✐s✐♠♣❧❡s AC2 , AC2×C2 , A

′
C4
, A′′

C4
❡t A′′′

C4
❞é✜♥✐❡s ♣❧✉s ❜❛s ❡t ✉♥❡ ❛❧✲

❣è❜r❡ H2 = (A′′
C4

)∗ q✉✐ ♥✬❡st ♥✐ s❡♠✐s✐♠♣❧❡ ♥✐ ♣♦✐♥té❡✳

✹✳✹✳✶ ❆❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ s❡♠✐s✐♠♣❧❡s

❆❧❣è❜r❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡

▲❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬♦r❞r❡ 8 s♦♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❝②❝❧✐q✉❡ C8✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ C2×C4✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡
C2 × C2 × C2✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✐é❞r❛❧ D4 ❡t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ q✉❛t❡r♥✐♦♥✐❡♥ Q8✳

❆❧❣è❜r❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❝②❝❧✐q✉❡ C8 ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐✲
s✐❡♥s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❝②❝❧✐q✉❡ k[C8] s♦♥t tr✐✈✐❛✉① ❡t ❧❡s ♦❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s
s♦♥t ❝❧❛ss✐✜és ♣❛r ❧❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ C8 ❡t ♦♥ ❛

BiGal(k[C8]) ∼= Aut(C8) ∼= (Z/8Z)∗ ∼= C4.
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❆❧❣è❜r❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ C2×C4 ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✉♥✐✈❡r✲
s❡❧s ❡t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❑ü♥♥❡t❤ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ✹✳✷✳✶✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❣r♦✉♣❡ ❞❡
❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ H2(C2 × C4, k

∗) ✈❛✉t

H2(C2 × C4, k
∗) ∼= Hom(C2 ⊗ C4, k

∗) ∼= µ2.

❖♥ ❛ ❞♦♥❝

Galk(k[C2 × C4]) ∼= Hk(k[C2 × C4]) ∼= H2(C2 × C4, k
∗) ∼= µ2.

❈♦♠♠❡ k[C2 × C4] ❡st ❝♦❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❡t Aut(C2 × C4) ∼= D4✱ ❧❡s ♦❜❥❡ts
❣❛❧♦✐s✐❡♥s s♦♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❡t ♦♥ ❛

BiGal(k[C2 × C4]) ∼= Aut(C2 × C4) ⋉H2(C2 × C4, k
∗) ∼= D4 × C2,

❝❛r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ D4 s✉r C2 ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t tr✐✈✐❛❧❡✳

❆❧❣è❜r❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ C2 × C2 × C2 ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❑ü♥♥❡t❤ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❞❡✉①
❢♦✐s ❞♦♥♥❡

H2(C2 × C2 × C2, k
∗) ∼= ((C2 × C2) ⊗ C2) ⊕ (C2 ⊗ C2) ∼= C2 × C2 ⊕ C2.

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✉♥✐✈❡rs❡❧s ❛ss✉r❡ ❛❧♦rs q✉❡

H2(C2 × C2 × C2, k
∗) ∼= Hom(C2 × C2 ⊕ C2, k

∗) ∼= µ2 × µ2 × µ2.

▲❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s s♦♥t ❞♦♥❝ ❞♦♥♥és ♣❛r

Galk(k[C2 × C2 × C2]) ∼= Hk(k[C2 × C2 × C2]) ∼= µ2 × µ2 × µ2.

❈♦♠♠❡ k[C2 ×C2 ×C2] ❡st ❝♦❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✱ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s s♦♥t ❜✐❣❛✲
❧♦✐s✐❡♥s ❡t ♦♥ ❛

BiGal(k[C2 × C2 × C2]) ∼= Aut(C2 × C2 × C2) ⋉H2(C2 × C2 × C2, k
∗)

∼= GL3(F2) ⋉ (µ2 × µ2 × µ2),

♦ù GL3(F2) ❛❣✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t s✉r µ2 × µ2 × µ2
∼= F

3
2✳

❆❧❣è❜r❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞✐é❞r❛❧ D4 ❉✬❛♣rès ❬❑r✽✼✱ ❚❛❜❧❡ ✽✳✶❪✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❣r♦✉♣❡
❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ H2(D4, k

∗) ∼= C2✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝

Galk(k[D4]) ∼= Hk(k[D4]) ∼= C2.

❈♦♠♠❡ k[D4] ❡st ❝♦❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ k[D4] s♦♥t ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s✳
▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞✉ ❣r♦✉♣❡D4 ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❡♠✐❞✐r❡❝t (Z/4,+)⋉
(Z/4,×)∗ ∼= D4 ❡t ♦♥ ❛ ❞♦♥❝

BiGal(k[D4]) ∼= Aut(D4) ⋉ C2
∼= D4 × C2,

❝❛r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ D4 s✉r C2 ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t tr✐✈✐❛❧❡✳
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❆❧❣è❜r❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ Q8 ▲❡ ❣r♦✉♣❡ q✉❛t❡r♥✐♦♥✐❡♥ Q8 ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❡♥❣❡♥❞ré
♣❛r a ❡t b s♦✉♠✐s ❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s

a4 = 1, b2 = a2 ❡t bab−1 = a3.

❉✬❛♣rès ❬❑r✽✼✱ ❚❛❜❧❡ ✽✳✶❪✱ H2(Q8, k
∗) ❡st tr✐✈✐❛❧ ❡t ♣❛r s✉✐t❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s

❞❡ k[Q8] s♦♥t tr✐✈✐❛✉① à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡t ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣rès✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡
❞❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞✉ ❣r♦✉♣❡ q✉❛t❡r♥✐♦♥✐❡♥ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❛✉✲
t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞✉ ❝✉❜❡ ❡t ❞♦♥❝ Aut(Q8) ∼= S4✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s
♦❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❡st

BiGal(k[Q8]) ∼= S4.

❆❧❣è❜r❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♥♦♥ ❛❜é❧✐❡♥

▲❡s ❣r♦✉♣❡s ♥♦♥ ❛❜é❧✐❡♥s ❞✬♦r❞r❡ 8 s♦♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✐é❞r❛❧ D4 ❡t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ Q8✳

❆❧❣è❜r❡ kD4 ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✐é❞r❛❧ ▼❛s✉♦❦❛ ❬▼❛✵✵❪ ❛ ❞♦♥♥é
❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ kD4 ❡t ♠♦♥tré q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♦❜❥❡ts
❣❛❧♦✐s✐❡♥s kD4 ♥♦♥ tr✐✈✐❛✉① à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès q✉✐ s♦♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts kD4✲kD4✲
❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❡t ❞♦♥❝

Galk(k
D4) ∼= {0, 1, 2}.

❈❤❡r❝❤♦♥s ❛❧♦rs ❧❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ❞❡ kD4 ✳ ❆✉ ✈✉ ❞✉
❧❡♠♠❡ ✸✱ ❧❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ kD4 s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s ❛✉t♦✲
♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ D4 ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ♥♦té q✉❡ CoOut(kD4) ∼= Out(D4) ∼= C2✳
❡t ❝♦♠♠❡ Out(D4) ∼= C2✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ kD4 ❡st ❞♦♥❝
❞✬♦r❞r❡ 6✳

❆❧❣è❜r❡ kQ8 ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ Q8 ▼❛s✉♦❦❛ ❬▼❛✵✵❪ ❛ ♠♦♥tré
q✉❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ kQ8 ✱ q✉✬✐❧ ♥♦t❡ T8✱ s♦♥t tr✐✈✐❛✉① à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡t
❞♦♥❝ à ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣rès✳ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡
❞❡ ❍♦♣❢ kQ8 s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞✉ ❣r♦✉♣❡ Q8 ❡t ❧❡s ❛✉t♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡s ❝♦ï♥tér✐❡✉rs ❞❡ kQ8 s♦♥t ❡♥ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ✐♥tér✐❡✉rs
❞❡ Q8✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ✐♥tér✐❡✉rs ❞❡ Q8 ❡st Q8/Z(Q8) ∼= C2×C2✳
▲❡ ❣r♦✉♣❡ CoOut(kQ8) ✈❛✉t ❞♦♥❝ S4/(C2 × C2) ∼= S3 ❡t ♦♥ ❛

BiGal(kQ8) ∼= S3.

❆❧❣è❜r❡ ❞❡ ❑❛❝✲P❛❧❥✉t❦✐♥

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❑❛❝✲P❛❧❥✉t❦✐♥ B8 q✉✐ ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢
s❡♠✐s✐♠♣❧❡ ♥♦♥ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❡t ♥♦♥ ❝♦❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 8✳ ▼❛s✉♦❦❛
❬▼❛✵✵❪ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ B8 s♦♥t tr✐✈✐❛✉① à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡
❡t ❞♦♥❝ à ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣rès✳ ▲❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s s♦♥t ❞♦♥❝ B8✲B8✲❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❡t
♦♥ ❛

BiGal(B8) ∼= CoOut(B8).
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✹✳✹✳✷ ❆❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ♣♦✐♥té❡s ♥♦♥ s❡♠✐s✐♠♣❧❡s

▲❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ♥♦♥ s❡♠✐s✐♠♣❧❡s ♣♦✐♥té❡s s♦♥t ❧✬❛❧❣è❜r❡ AC2 ❡t ❧❡s
❛❧❣è❜r❡s ♠♦♥♦♠✐❛❧❡s AC2×C2 , A

′
C4
, A′′

C4
❡t A′′′

C4
✳

❆❧❣è❜r❡ AC2

P❛♥❛ït❡ ❡t ✈❛♥ ❖st❛②❡♥ ❬P❖✵✵❪ ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❈❛r♥♦✈❛❧❡ ❡t ❈✉❛❞r❛
❬❈❈✵✹❪✮ ♦♥t ét✉❞✐é ❧✬❛❧❣è❜r❡ AC2 ✭q✉✬✐❧s ♥♦t❡♥t E(2)✮✳ ❈❡tt❡ ❛❧❣è❜r❡ ❡st ❡♥❣❡♥✲
❞ré❡ ♣❛r G,X1 ❡t X2 s♦✉♠✐s ❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s

G2 = 1, X2
1 = X2

2 = 0, GX1 +X1G = 0,
GX2 +X2G = 0 ❡t X1X2 +X2X1 = 0.

▲❛ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ∆ : AC2 → AC2 ⊗AC2 ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

∆(G) = G⊗G ❡t ∆(Xi) = 1 ⊗Xi +Xi ⊗G,

❧❛ ❝♦ü♥✐té ε : AC2 → k ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ε(G) = 1 ❡t ε(Xi) = 0 ❡t ❧✬❛♥t✐♣♦❞❡
S : AC2 → AC2 ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r S(G) = G ❡t S(Xi) = GXi✱ ♣♦✉r i = 1, 2✳ ▲❛ ❝❧❛s✲
s✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❬P❖✵✵❪ s✉✐t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❬❉♦❚✾✺❪✳

▲❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s Z ❞❡ AC2 s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ σAC2 ♣♦✉r ❞❡s ❝♦❝②❝❧❡s
σ : AC2 ×AC2 → k s❛t✐s❢❛✐s❛♥t

σ(G,G) = α ∈ k∗, σ(G,Xi) = 0, σ(Xi, G) = γi ∈ k ❡t σ(Xi, Xj) = tij ∈ k,

♣♦✉r i, j = 1, 2 ❡t ♦ù T = (tij)i,j=1,2 ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s k✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ❝♦❝②❝❧❡ σ t❡❧ q✉❡ Z ∼= σAC2 s♦♥t rés✉♠é❡s
❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t✳

σ G X1 X2 GX1 GX2 X1X2 GX1X2

G α 0 0 0 0 0 0

X1 γ1 t11 0 −t11 0 0 0

X2 γ2 t21 t22 t21 −t22 0 0

GX1 γ1 t11 0 −αt11 0 0 0

GX2 γ2 t21 t22 −αt21 −αt22 0 0

X1X2 0 0 0 αt22 − t21γ1 0 −t11t22 −t11t22
GX1X2 0 0 0 t11γ2 − γ1t21 −γ1t22 −t11t22 −αt11t22

P❛r ❬❇✐❈❛✵✻❪ ♦✉ ❬❈❈✵✹❪✱ ❧❡s ❝♦❝②❝❧❡s ♣❛r❡ss❡✉① s♦♥t ❧❡s ❝♦❝②❝❧❡s ♣ré❝é❞❡♥ts
✈ér✐✜❛♥t α = 1 ❡t γi = 0 ❡t ♦♥ ❛ ❞♦♥❝

H2
L(AC2)

∼= k3.

❆❧❣è❜r❡s ♠♦♥♦♠✐❛❧❡s

◆♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❇✐❝❤♦♥ ❬❇✐✵✻❪ s✉r ❧❡s
❛❧❣è❜r❡s ♠♦♥♦♠✐❛❧❡s ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❈❤❡♥✱ ❍✉❛♥❣✱ ❨❡ ❡t ❩❤❛♥❣ ❬❈❍❨❩✵✹❪✳

◆♦t♦♥s o(h) ❧✬♦r❞r❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t h ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❡t Z2(G, k∗) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❝♦❝②❝❧❡s ❞✉ ❣r♦✉♣❡G à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s k∗✳ P❛r ❬❈❍❨❩✵✹❪✱ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡G✱
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❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧ g✱ ❞✬✉♥ ❝❛r❛❝tèr❡ χ : G → k∗ ❡t ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t µ ∈ k∗ t❡❧
q✉❡ s✐ µ = 0✱ ♦♥ ❛ o(g) = o(χ(g)) ❡t s✐ µ 6= 0✱ ♦♥ ❛ χo(χ(g)) = 1✱ ❡st ❛♣♣❡❧é
❣r♦✉♣✲❞❛t✉♠ ❡t ♥♦té G = (G, g, χ, µ)✳ ❈❡s ❣r♦✉♣✲❞❛t❛ s♦♥t ❝❧❛ss✐✜és ❡♥ ❞✐✛ér❡♥ts
t②♣❡s✳

✭■✮ ❯♥ ❣r♦✉♣✲❞❛t✉♠ ❞❡ t②♣❡ ■ ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ q✉❛❞r✉♣❧❡t (G, g, χ, µ) ❛✈❡❝
µ = 0✱ d = o(χ(g)) = o(g) ❡t χd = 1✳

✭■■✮ ❯♥ ❣r♦✉♣✲❞❛t✉♠ ❞❡ t②♣❡ ■■ ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ (G, g, χ, µ) ❛✈❡❝ µ = 0✱
d = o(χ(g)) = o(g) ❡t χd 6= 1✳

✭■■■✮ ❯♥ ❣r♦✉♣✲❞❛t✉♠ ❞❡ t②♣❡ ■■■ ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ (G, g, χ, µ) ❛✈❡❝ µ = 0✱
d = o(χ(g)) < o(g) ❡t χd = 1✳

✭■❱✮ ❯♥ ❣r♦✉♣✲❞❛t✉♠ ❞❡ t②♣❡ ■❱ ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ (G, g, χ, µ) ❛✈❡❝ µ = 0✱
d = o(χ(g)) < o(g) ❡t χd 6= 1✳

✭❱✮ ❯♥ ❣r♦✉♣✲❞❛t✉♠ ❞❡ t②♣❡ ❱ ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ (G, g, χ, µ) ❛✈❡❝ µ = 0✱
d = o(χ(g)) < o(g)✱ χd 6= 1 ❡t t❡❧ q✉❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ σ ∈ Z2(G, k∗) ❛✈❡❝
χd(h)σ(h, gd) = σ(gd, h) ♣♦✉r t♦✉t h ∈ G✳

✭❱■✮ ❯♥ ❣r♦✉♣✲❞❛t✉♠ ❞❡ t②♣❡ ❱■ ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ (G, g, χ, µ) ❛✈❡❝ µ 6= 0 ✭❡t
❛❧♦rs ♦♥ ❛ d = o(χ(g)) < o(g) ❡t χd = 1✮✳

➚ ✉♥ t❡❧ ❣r♦✉♣✲❞❛t✉♠ ❡st ❛ss♦❝✐é ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ♠♦♥♦♠✐❛❧❡ A(G) ❞é✜♥✐❡
❝♦♠♠❡ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❧✐❜r❡ k[x] ∗ k[G] ♣❛r ❧✬✐❞é❛❧ ❜✐❧❛tèr❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r
❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s

xh = χ(h)hx ❡t xd = µ(1 − gd),

♦ù d = o(χ(g)) ❡t h ∈ G✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

∆(x) = 1 ⊗ x+ x⊗ g, ε(x) = 0, S(x) = −xg−1,
∆(h) = h⊗ h, ε(h) = 1 ❡t S(h) = h−1,

♣♦✉r t♦✉t h ∈ G✳
❙✉✐✈❛♥t ❬❇✐✵✻❪✱ ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ q✉✐ ✈♦♥t ♥♦✉s

♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❡t ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s✳ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❡t
g ∈ G ✉♥ é❧é♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧✳ ◆♦t♦♥s

Z2
g (G, k

∗) = {σ ∈ Z2(G, k∗)| σ(g, h) = σ(h, g) ∀h ∈ H}

❡t
B2
g(G, k

∗) = {∂(µ)| µ : G→ k∗, µ(g) = 1 = µ(1)}.
❙✐ g1, g2 ∈ G s♦♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝❡♥tr❛✉①✱ B2

g2
(G, k∗) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡

Z2
g1

(G, k∗) ❡t ♦♥ ♥♦t❡

H2
g1,g2

(G, k∗) = Z2
g1

(G, k∗)/B2
g2

(G, k∗).

◆♦t♦♥s q✉❡ H2
1,1(G, k

∗) = H2(G, k∗)✳
❙✐ G ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❡t g ∈ G ✉♥ é❧é♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧ ❞❡ ❝❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬♦r❞r❡ n✱ ❧❡

♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ε0 : Z2(G, k∗) → k∗ ❞é✜♥✐ ♣❛r

ε0(σ) = σ(g, g) . . . σ(g, gn−1)

✐♥❞✉✐t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ε : H2
1,g(G, k

∗) → k∗✳ ▲✬❛❝t✐♦♥ ♣❛r ♠✉❧t✐♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ❞❡ k∗ s✉r (k,+) ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ♣❛r ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ H2

1,g(G, k
∗)

s✉r (k,+) ❡t ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❢♦r♠❡r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❡♠✐✲❞✐r❡❝t H2
1,g(G, k

∗) ⋉ k✳
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❙✐ g ∈ G ❡st ❝❡♥tr❛❧✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s Autg(G) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s
u : G→ G t❡❧s q✉❡ u(g) = g✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ Autg(G) ❛❣✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t à ❞r♦✐t❡ ♣❛r
❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s s✉r H2

1,g(G, k
∗)✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❡♠✐✲❞✐r❡❝t

Autg(G) ⋉H2
1,g(G, k

∗)✳ ❙♦✐t Γ(G) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

{(u, σ) ∈ Autg(G) ×H2
1,g(G, k

∗)|χ ◦ u(h) = σ(g, h)−1σ(h, g)χ(h) ∀h ∈ G}.

❙✐ G = (G, g, χ, µ) ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣✲❞❛t✉♠✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Γ(G) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❞❡ Autg(G)⋉H2

1,g(G, k
∗)✳ ▲❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡H2

1,g(G, k
∗) → k∗ s❡ ♣r♦❧♦♥❣❡

♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t à Γ(G) ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❢♦r♠❡r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❡♠✐✲
❞✐r❡❝t Γ(G) ⋉ k✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❬❇✐✵✻❪✳

❆❧❣è❜r❡ AC2×C2 ◆♦t♦♥s AC2×C2 ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r G,H ❡t X s♦✉♠✐s
❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s

G2 = H2 = 1, X2 = 0, GX +XG = 0, HX +XH = 0 ❡t GH = HG.

▲❛ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ∆ : AC2×C2 → AC2×C2 ⊗AC2×C2 ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

∆(G) = G⊗H, ∆(H) = H ⊗H ❡t ∆(X) = G⊗X +X ⊗ 1,

❧❛ ❝♦ü♥✐té ε : AC2×C2 → k ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ε(G) = ε(H) = 1 ❡t ε(X) = 0
❡t ❧✬❛♥t✐♣♦❞❡ S : AC2×C2 → AC2×C2 ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r S(G) = G✱ S(H) = H ❡t
S(X) = XG✳ ▲✬❛❧❣è❜r❡ AC2×C2 ❡st ♠♦♥♦♠✐❛❧❡ ❞❡ t②♣❡ ■ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ❣r♦✉♣✲❞❛t✉♠
(C2 × C2, G, χ) ♦ù χ : C2 × C2 → k∗ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r χ(G) = χ(H) = −1✳

❉✬❛♣rès ❬❇✐✵✻❪✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ AC2×C2 à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡
♣rès ❡st

Galk(AC2×C2)
∼= H2(C2 × C2, k

∗) × k ∼= µ2 × k

❡t✱ à ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣rès✱ ♦♥ ❛

H(AC2×C2)
∼= H2(C2 × C2, k

∗) ∼= µ2.

▲❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ AC2×C2 s♦♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts AC2×C2✲AC2×C2✲❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s
❡t ♣❛r ❬❇✐✵✻✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✺❪ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❡st

BiGal(AC2×C2)
∼= Aut({1}) ⋉ ((k∗ ⋉ k) ×H2({1}, k∗) × Hom({1}, µd))
∼= (k∗ ⋉ k),

❛✈❡❝ ❧✬❛❝t✐♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ❞❡ k∗ s✉r k✳
P❛r ❬❇✐❈❛✵✻✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✶❪✱ ❧❡s ❝♦❝②❝❧❡s ♣❛r❡ss❡✉① s♦♥t

H2
L(AC2×C2)

∼= H2(C2, k
∗) × k ∼= k.

❆❧❣è❜r❡ A′
C4

◆♦t♦♥s A′
C4

❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r G ❡t X s♦✉♠✐s ❛✉①
r❡❧❛t✐♦♥s

G4 = 1, X2 = 0 ❡t GX +XG = 0.

▲❛ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ∆ : A′
C4

→ A′
C4

⊗A′
C4

❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

∆(G) = G⊗G ❡t ∆(X) = G⊗X +X ⊗ 1,
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❧❛ ❝♦ü♥✐té ε : A′
C4

→ k ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ε(G) = 1 ❡t ε(X) = 0 ❡t ❧✬❛♥t✐♣♦❞❡
S : A′

C4
→ A′

C4
❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r S(G) = G ❡t S(X) = XG✳ ▲✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ A′

C4

❡st ♠♦♥♦♠✐❛❧❡ ❞❡ t②♣❡ ■■■ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ❣r♦✉♣✲❞❛t✉♠ (C4, G, χ) ♦ù χ : C4 → k∗

❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r χ(G) = −1✳
◆♦t♦♥s ∐ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s✳ P❛r ❬❇✐✵✻✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶❪✱

❝♦♠♠❡ ❧❡ ❣r♦✉♣✲❞❛t✉♠ ❡st ❝②❝❧✐q✉❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ A′
C4

à
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès ❡st

Galk(A
′
C4

) ∼= H2(C4, k
∗) ∐H2

G2,G2(C4, k
∗)

∼= k∗/k∗4 ∐ (k∗ × k∗/k∗2)
∼= {1} ∐ k∗.

➚ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣rès✱ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st

H(A′
C4

) ∼= H2(C4, k
∗) ∼= {1}.

P❛r ❬❇✐✵✻✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶✽❪✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦❜❥❡t A(C4, G, χ, 0)✲A(C4, G, χ, 1)✲
❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ♦❜❥❡t A′

C4
✲A′′

C4
✲❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥✳ ❆✉ ✈✉ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

❞❡s ♦❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡s ❛✉tr❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 8✱ t♦✉t ♦❜❥❡t
❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❞❡ A′

C4
❡st s♦✐t A′

C4
✲A′

C4
✲❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥ s♦✐t A′

C4
✲A′′

C4
✲❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥✳

❙✐ N ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ❡t m ✉♥ ❞✐✈✐s❡✉r ❞❡ N ✱ ♥♦t♦♥s

U(Z/NZ)[m] = {β ∈ (Z/NZ)∗|β ≡ 1 mod m}. ✭✹✳✻✮

P❛r ❬❇✐✵✻✱ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶❪✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ A′
C4

❡st

BiGal(A′
C4

) ∼= Γ((C4, G, χ)) ∼= U(Z/4Z)[2] ⋉ (k∗ × k∗/k∗) ∼= C2 ⋉ k∗.

P❛r ❬❇✐❈❛✵✻✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✶❪✱ ❧❡s ❝♦❝②❝❧❡s ♣❛r❡ss❡✉① s♦♥t tr✐✈✐❛✉① ✿

H2
L(A′

C4
) ∼= H2(C4/C4, k

∗) ∼= {1}.

❆❧❣è❜r❡ A′′
C4

◆♦t♦♥s A′′
C4

❧✬❛❧❣è❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r G ❡tX s♦✉♠✐s ❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s

G4 = 1, X2 = G2 − 1 ❡t GX +XG = 0.

▲❛ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ∆ : A′′
C4

→ A′′
C4

⊗A′′
C4

❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

∆(G) = G⊗G ❡t ∆(X) = G⊗X +X ⊗ 1,

❧❛ ❝♦ü♥✐té ε : A′′
C4

→ k ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ε(G) = 1 ❡t ε(X) = 0 ❡t ❧✬❛♥t✐♣♦❞❡
S : A′′

C4
→ A′′

C4
❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r S(G) = G ❡t S(X) = XG✳ ▲✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ A′′

C4

❡st ♠♦♥♦♠✐❛❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❱■ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ❣r♦✉♣✲❞❛t✉♠ (C4, G, χ, 1) ♦ù χ : C4 → k∗

❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r χ(G) = −1✳
P❛r ❬❇✐✵✻✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶❪✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ A′′

C4
à ✐s♦♠♦r✲

♣❤✐s♠❡ ♣rès ❡st

Galk(A
′′
C4

) ∼= H2(C4, k
∗) ∐H2

G2,G2(C4, k
∗)

∼= {1} ∐ (k∗ × k∗/k∗2)
∼= {1} ∐ k∗.
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➚ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣rès✱ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st

H(A′′
C4

) ∼= H2(C4, k
∗) ∼= {1}.

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉✬✐❧ ❡①✐st❛✐t ✉♥ ♦❜❥❡t A′
C4
✲A′′

C4
✲❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❡t q✉❡ t♦✉t ♦❜❥❡t

❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❞❡ A′′
C4

❡st s♦✐t A′
C4
✲A′′

C4
✲❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥ s♦✐t A′′

C4
✲A′′

C4
✲❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥✳ ❈♦♠♠❡

✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦❜❥❡t A′
C4
✲A′′

C4
✲❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥✱ ♦♥ ❛

BiGal(A′
C4

) ∼= BiGal(A′′
C4

) ∼= C2 ⋉ k∗

❡t ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ A′
C4

❡t A′′
C4

s♦♥t ▼♦r✐t❛✲❚❛❦❡✉❝❤✐ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✭✈♦✐r ✶✳✹✳✸
♣♦✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✮✳

P❛r ❬❇✐❈❛✵✻✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✶❪✱ ❧❡s ❝♦❝②❝❧❡s ♣❛r❡ss❡✉① s♦♥t tr✐✈✐❛✉① ✿

H2
L(A′′

C4
) ∼= H2(C4/C4, k

∗) ∼= {1}.

❆❧❣è❜r❡ A′′′
C4

◆♦t♦♥s A′′′
C4

❧✬❛❧❣è❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r G ❡tX s♦✉♠✐s ❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s

G4 = 1, X2 = 0 ❡t GX = qXG,

♦ù q ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ q✉❛tr✐è♠❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❞❛♥s k✳
▲❛ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ∆ : A′′′

C4
→ A′′′

C4
⊗A′′′

C4
❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

∆(G) = G⊗G ❡t ∆(X) = G2 ⊗X +X ⊗ 1,

❧❛ ❝♦ü♥✐té ε : A′′′
C4

→ k ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ε(G) = 1 ❡t ε(X) = 0 ❡t ❧✬❛♥t✐♣♦❞❡ S :
A′′′
C4

→ A′′′
C4

❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r S(G) = G3 ❡t S(X) = XG2✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡
χ : C4 → k ♣❛r χ(G) = q ❡t ♣♦s♦♥s G = (C4, G

2, χ, 0)✳ ❆❧♦rs ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢
♠♦♥♦♠✐❛❧❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r G ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à A′′′

C4
✳ ❈❡tt❡ ❛❧❣è❜r❡ ❡st ♠♦♥♦♠✐❛❧❡ ❞❡

t②♣❡ ■■✳
❉✬❛♣rès ❬❇✐✵✻❪✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ A′′′

C4
à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès

❡st
Galk(A

′′′
C4

) ∼= H2(C4, k
∗) ∼= {1}.

➚ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣rès✱ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st

H(A′′′
C4

) ∼= H2(C4, k
∗) ∼= {1}.

▲❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ A′′′
C4

s♦♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts A′′′
C4
✲A′′′

C4
✲❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s✳ P❛r ❬❇✐✵✻✱

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶❪✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❡st

BiGal(A′′′
C4

) ∼= Γ(G) ∼= U(Z/4Z)[4] ⋉ (k∗ × k∗/k∗) ∼= k∗,

❝❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✭✹✳✻✮ ❞❡ U(Z/4Z)[4] ✐♠♣❧✐q✉❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡ U(Z/4Z)[4]
❡st tr✐✈✐❛❧✳

P❛r ❬❇✐❈❛✵✻✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✶❪✱ ❧❡s ❝♦❝②❝❧❡s ♣❛r❡ss❡✉① s♦♥t tr✐✈✐❛✉① ✿

H2
L(A′

C4
) ∼= H2(C4/C2, k

∗) ∼= {1}.
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✹✳✹✳✸ ❆❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ (A′′
C4

)∗ ♥✐ s❡♠✐s✐♠♣❧❡ ♥✐ ♣♦✐♥té❡

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts q✉✐ s❡r♦♥t ♣r♦✉✈és ❛✉ ❝❤❛✲
♣✐tr❡ ✺✳✷✳

▲✬❛❧❣è❜r❡ H2 = (A′′
C4

)∗ ❡st ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r α ❡t β s♦✉♠✐s ❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s

α4 = 1, β2 = 0 ❡t αβ = ξβα,

♦ù ξ ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ❞❡ −1 ❞❛♥s k✳ ▲❛ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ∆ : H2 → H2 ⊗H2

✈❛✉t s✉r ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs

∆(α) = α⊗ α+ β ⊗ βα2 ❡t ∆(β) = α⊗ β + β ⊗ α3,

❧❛ ❝♦ü♥✐té ε : H2 → k ✈❛✉t ε(α) = 1 ❡t ε(β) = 0 ❡t ❧✬❛♥t✐♣♦❞❡ S : H2 → H2 ✈❛✉t
S(α) = α−1 ❡t S(β) = ξβ✳

❚❤é♦rè♠❡✳ ▲❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ H2 s♦♥t tr✐✈✐❛✉① à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès✳

✹✳✺ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ 9

▲❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 9 s♦♥t ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬♦r❞r❡ 9✱
q✉✐ s♦♥t t♦✉s ❛❜é❧✐❡♥s✱ ❡t ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❚❛❢t T9✳

✹✳✺✳✶ ❆❧❣è❜r❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s

▲❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬♦r❞r❡s 9 s♦♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❝②❝❧✐q✉❡ C9 ❡t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ C3 × C3✳

❆❧❣è❜r❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❝②❝❧✐q✉❡ C9

❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡s ❝♦❝②❝❧❡s ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❝②❝❧✐q✉❡ C9 s♦♥t tr✐✈✐❛✉① ❡t
❞♦♥❝ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ k[C9] s♦♥t tr✐✈✐❛✉① à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡t ❤♦♠♦t♦♣✐❡
♣rès✳ ▲❡s ♦❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s s♦♥t ❛❧♦rs ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ C9 ❡t
♦♥ ❛

BiGal(k[C9]) ∼= C6.

❆❧❣è❜r❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ C3 × C3

❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠❡♥t✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✉♥✐✈❡rs❡❧s ❡t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡
❑ü♥♥❡t❤ ❛s✉r❡♥t q✉❡

H2(C3 × C3, k
∗) ∼= Hom(H2(C3 × C3), k

∗) ∼= Hom(C3, k
∗) ∼= µ3,

♦ù µ3 ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s r❛❝✐♥❡s tr♦✐s✐è♠❡s ❞❡ 1 ❞❛♥s k✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs

Galk(k[C3 × C3]) ∼= Hk(k[C3 × C3]) ∼= µ3.

▲❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ k[C3 × C3] s♦♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❡t ♦♥ ❛

BiGal(k[C3 × C3]) ∼= Aut(C3 × C3) ⋉ µ3
∼= GL2(F3) ⋉ C3,

♦ù GL2(F3) ❛❣✐t s✉r C3 ♣❛r ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t✳



✽✷ ❖❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ ❞✐♠ ≤ 15

✹✳✺✳✷ ❆❧❣è❜r❡ ❞❡ ❚❛❢t T9

▲✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❚❛❢t T9 ❛ été ♥♦t❛♠♠❡♥t ét✉❞✐é❡ ♣❛r ▼❛s✉♦❦❛ ❬▼❛✾✹❪ ❡t ♣❛r
❉♦✐ ❡t ❚❛❦❡✉❝❤✐ ❬❉♦❚✾✺❪ ❀ ♥♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ✐❝✐ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
❞❡ ❬❉♦❚✾✺❪✳

▲✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❚❛❢t T9 ❡st ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r X ❡t Y s♦✉♠✐s ❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s

X3 = 1, Y 3 = 0 ❡t Y X = qXY,

♦ù q ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té✳
▲❛ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ∆ : T9 → T9 ⊗ T9 ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

∆(X) = X ⊗X ❡t ∆(Y ) = 1 ⊗ Y + Y ⊗X,

❧❛ ❝♦ü♥✐té ε : T9 → k ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ε(X) = 1 ❡t ε(Y ) = 0 ❡t ❧✬❛♥t✐♣♦❞❡
S : T9 → T9 ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r S(X) = X2 ❡t S(Y ) = −Y X2✳ ❉♦✐ ❡t ❚❛❦❡✉❝❤✐
❬❉♦❚✾✺❪ ♦♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❚❛❢t T9✳
❙♦✐t (Z, ρ : Z → Z ⊗ T9) ✉♥ ♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❞❡ T9✳

✭❛✮ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts x ∈ U(Z) ❡t y ∈ Z t❡❧s q✉❡

ρ(x) = x⊗X ❡t ρ(y) = 1 ⊗ Y + y ⊗X.

✭❜✮ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ϕ : T9 → Z ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

ϕ(XiY J) = xiyj ,

♣♦✉r t♦✉t i, j = 0, 1, 2✱ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❧✐✈❛♥t❡ ❞♦♥t ❧✬✐♥✈❡rs❡ ♣♦✉r ❧❛
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

ϕ−1(XiY j) = (−1)jq
j(j−1)

2 yj(x−1)[i+j]3 ,

♦ù [i+ j]3 ❡st ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞❡ i+ j ♣❛r 3✳
✭❝✮ Z ❡st ✉♥ k✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ ❜❛s❡ {xiyj , i, j = 0, . . . , 2}✳
✭❞✮ ❙✐ ♦♥ ♣♦s❡ α = x3, β = y3 ❡t γ = (yx− qxy)x−2 ❛❧♦rs α ∈ U(k), β ∈ k

❡t γ ∈ k✳
✭❡✮ ▲❡ ❝♦❝②❝❧❡ σ ❛ss♦❝✐é à ❧✬♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ Z ∼= σT9 ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

σ X X2 Y Y 2 XY XY 2 X2Y X2Y 2

X 1 α 0 0 0 0 0 0

X2 α α 0 0 0 0 0 0

Y γ (q + 1)γα 0 β 0 qβ 0 q2β

Y 2 γα 0 β 0 q2β −γβ qβ −q(q + 1)γαβ

XY γα (q + 1)γα 0 β 0 qβ 0 q2αβ

XY 2 γα 0 β 0 q2β −γαβ qαβ −q(q + 1)γαβ

X2Y γα (q + 1)γα 0 β 0 qαβ 0 q2αβ

X2Y 2 γα 0 β 0 q2αβ −γαβ qαβ −q(q + 1)γαβ

✭✹✳✼✮
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❙♦✐t Z ❡t Z ′ ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❛ss♦❝✐és à (α, β, γ) ❡t (α′, β′, γ′) r❡s✲
♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❈❡s ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧
❡①✐st❡ s ∈ k∗ ❡t t ∈ k t❡❧s q✉❡

α′ = s3α,
β′ = β + ((γ + t)((q + 1)γ + t))α,
γ′ = (γ + t− qt)s−1.

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ϕ : k∗ ⋉ k → Galk(T9, k) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

ϕ(α, β) = (α, β, 0)

❡st ✉♥❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ T9✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❚❛❢t T9 ❡st ♠♦♥♦♠✐❛❧❡ ❞❡ t②♣❡ ■ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ❣r♦✉♣✲

❞❛t✉♠ (C3, X, χ) ♦ù χ : C3 → k ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r χ(X) = −q✳ P❛r ❬❇✐❈❛✵✻✱
❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✶❪✱ ❧❡s ❝♦❝②❝❧❡s ♣❛r❡ss❡✉① s♦♥t ❞♦♥❝

H2
L(T9) ∼= H2(C3/C3, k

∗) × k ∼= k.

❑❛ss❡❧ ❬❑❛✵✹❪ ❛ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❞❡ T9 ❡t
❧✬♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ tr✐✈✐❛❧ ❡t ❞♦♥❝

Hk(T9) ∼= {1}.

❉✬❛♣rès ❬❙❛✵✵❪✱ t♦✉t ♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❞❡ T9 ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t T9✲T9✲❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❡t
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ψ : k∗ ⋉ k → BiGal(T9) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

ψ(α, β) = [(α, β, 0)] ,

♣♦✉r t♦✉t α ∈ k∗ ❡t β ∈ k ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✳
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▲❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 10 s♦♥t ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬♦r❞r❡ 10
❡t ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✐é❞r❛❧ ❞✬♦r❞r❡ 10✳

✹✳✻✳✶ ❆❧❣è❜r❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s

▲❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬♦r❞r❡ 10 s♦♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❝②❝❧✐q✉❡ C10 ❡t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✐é❞r❛❧ D5✳

❆❧❣è❜r❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❝②❝❧✐q✉❡ C10

❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❝②❝❧✐q✉❡ s♦♥t tr✐✈✐❛✉①
à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡t ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣rès ❀ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s
❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ C10 ❡t ♦♥ ❛

BiGal(k[C10]) ∼= C4.



✽✹ ❖❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ ❞✐♠ ≤ 15

❆❧❣è❜r❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞✐é❞r❛❧ D5

▲❡ ❣r♦✉♣❡ H2(D5, k
∗) ❡st tr✐✈✐❛❧ ✭✈♦✐r ❬❑r✽✼✱ t❛❜❧❡ ✽✳✶❪✮ ❡t✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱

❧❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ k[D5] s♦♥t tr✐✈✐❛✉① à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡t ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣rès ❀
❧❡s ♦❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ D5✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s
❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞✐é❞r❛❧ D5 ❡st (Z/5,×)∗ ⋉ (Z/5,+) ∼= C4 ⋉ C5 ❡t
♦♥ ❛

BiGal(k[D5]) ∼= C4 ⋉ C5.

✹✳✻✳✷ ❆❧❣è❜r❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✐❤é❞r❛❧ D5

▼❛s✉♦❦❛ ❬▼❛✵✵❪ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ kD5 s♦♥t tr✐✈✐❛✉① à ✐s♦✲
♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ kD5 s♦♥t ❞♦♥✲
♥és ♣❛r ❧❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ D5✱ q✉✐ s♦♥t t♦✉s ✐♥tér✐❡✉rs✱ ❧❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s
❞❡ kD5 s♦♥t ❝♦ï♥tér✐❡✉rs ❡t ❧❡s ♦❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ kD5 s♦♥t tr✐✈✐❛✉① ✿

BiGal(kD5) ∼= {1}.
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▲❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 12 ❡st ❞✉❡ à ◆❛t❛❧❡ ❬◆✵✷❪
❞♦♥t ♥♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✳ ▲❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 12 s♦♥t
❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✱ ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♥♦♥ ❛❜é❧✐❡♥✱ ❧❡s
❛❧❣è❜r❡s s❡♠✐s✐♠♣❧❡s A+ ❡t A− ❞é✜♥✐❡s ♣❧✉s ❜❛s✱ ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ♠♦♥♦♠✐❛❧❡s A0,
A1,B0 ❡t B1 ❡t ❧✬❛❧❣è❜r❡ H3 = (A1)

∗ q✉✐ ♥✬❡st ♥✐ s❡♠✐s✐♠♣❧❡ ♥✐ ♣♦✐♥té❡✳

✹✳✼✳✶ ❆❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ s❡♠✐s✐♠♣❧❡s

❙✉✐✈❛♥t ❬❋✾✼❪✱ ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ s❡♠✐s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 12 q✉✐ ♥✬❡st ♥✐
✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡✱ ♥✐ ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♥♦♥ ❛❜é❧✐❡♥
❡st ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❛❧❣è❜r❡s A+, A− ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳

◆♦t♦♥s S3 ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❞✬♦r❞r❡ 6✱ σ ❧❡ ❝②❝❧❡ (123) ❡t τ ❧❛
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ (12)✳ ◆♦t♦♥s ❡♥❝♦r❡ i = inn(τ) ❧❛ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ♣❛r τ ❡t sgn ❧❛
s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ S3✳

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s A+ ❝♦♠♠❡ ❧❛ kS3✲❛❧❣è❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r z s♦✉♠✐s ❛✉①
r❡❧❛t✐♦♥s

z2 = 1 ❡t zc = i∗(c)z

♣♦✉r t♦✉t c ∈ kS3 ✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛✉ss✐ A− ❝♦♠♠❡ ❧❛ kS3✲❛❧❣è❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r z
s♦✉♠✐s ❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s

z2 = sgn ❡t zc = i∗(c)z

♣♦✉r t♦✉t c ∈ kS3 ✳
❖♥ ♠✉♥✐t ❝❡s ❞❡✉① ❛❧❣è❜r❡s ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❜✐❣è❜r❡ ❡♥ ❞❡♠❛♥❞❛♥t q✉❡

kS3 s♦✐t ✉♥❡ s♦✉s✲❝♦❣è❜r❡ ❡t z s♦✐t ✉♥ é❧é♠❡♥t ❣r♦✉♣✲❧✐❦❡✳ ▲✬❛♥t✐♣♦❞❡ S+ :
A+ → A+✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r S+(z) = z ❡t ét❡♥❞❛♥t ❧✬❛♥t✐♣♦❞❡ ❞❡ kS3 ✱ ♠✉♥✐t A+

❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧✬❛♥t✐♣♦❞❡ S− : A− → A−✱ ❞é✜♥✐
♣❛r S−(z) = z ❡t ét❡♥❞❛♥t ❝❡❧✉✐ ❞❡ kS3 ✱ ♠✉♥✐ A− ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡
❍♦♣❢✳
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❉✬❛♣rès ❬❋✾✼❪✱ ❧❡s ❞❡✉① ❛❧❣è❜r❡s A+ ❡t A− s♦♥t s❡♠✐s✐♠♣❧❡s✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ❣r♦✉♣✲❧✐❦❡ ❞❡ A+ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à C2 × C2 ❡t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts
❣r♦✉♣✲❧✐❦❡ ❞❡ A− ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à C4✳ ▲❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ A+ ❡t A− s♦♥t ❛✉t♦✲
❞✉❛❧❡s ❡t s♦♥t ❧❡s s❡✉❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ s❡♠✐s✐♠♣❧❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 12 ❞♦♥t ❧❡
❣r♦✉♣❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❣r♦✉♣✲❧✐❦❡ ❡st ❞✬♦r❞r❡ 4✳

❆❧❣è❜r❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s

▲❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬♦r❞r❡ 12 s♦♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❝②❝❧✐q✉❡ C12✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ C2 × C6✱ ❧❡
❣r♦✉♣❡ C4×C3✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✐é❞r❛❧ D6✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✐❝②❝❧✐q✉❡ ♥♦té G12 ❡t ❧❡ ❣r♦✉♣❡
❛❧t❡r♥é A4✳

❆❧❣è❜r❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❝②❝❧✐q✉❡ C12 ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s
❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❝②❝❧✐q✉❡ C12 s♦♥t tr✐✈✐❛✉① à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡t ❤♦♠♦t♦♣✐❡
♣rès ❀ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ C12 ❡t ♦♥ ❛

BiGal(k[C12]) ∼= Aut(C12) ∼= C4.

❆❧❣è❜r❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ C2 ×C6 ❈♦♠♠❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s C2 ❡t C6 s♦♥t ❝②❝❧✐q✉❡s✱ ❧❛
❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❑ü♥♥❡t❤ ❛ss✉r❡ q✉❡ H2(C2 × C6, k

∗) ∼= µ2 ❡t ❞♦♥❝

Galk(k[C2 × C6]) ∼= Hk(k[C2 × C6]) ∼= µ2.

❈♦♠♠❡ k[C2 × C6] ❡st ❝♦❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✱ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s s♦♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts
❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❡t ♦♥ ❛

BiGal(k[C2 × C6]) ∼= Aut(C2 × C6) ⋉ C2
∼= C6 × C2,

❝❛r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ C6 s✉r C2 ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t tr✐✈✐❛❧❡✳

❆❧❣è❜r❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♥♦♥ ❛❜é❧✐❡♥ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✐é❞r❛❧ D6✳ ■❧ ❡st
❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ✭✈♦✐r ❬❑r✽✼✱ t❛❜❧❡ ✽✳✶❪✮ q✉❡ H2(D6, k

∗) ∼= µ2 ❡t ♦♥ ❛ ❞♦♥❝

Galk(k[D6]) ∼= Hk(k[D6]) ∼= µ2.

❈♦♠♠❡ Aut(D6) ∼= D6✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❡st

BiGal(k[D6]) ∼= D6 × C2,

❝❛r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ D6 s✉r C2 ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t tr✐✈✐❛❧❡✳
◆♦t♦♥s G12 ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✐❝②❝❧✐q✉❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r a ❡t b s♦✉♠✐s ❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s

a6 = 1, b2 = a3 ❡t bab−1 = a5.

▲❡ s❡❝♦♥❞ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ H2(G12, k
∗) ❡st tr✐✈✐❛❧ ♣❛r ❬❑r✽✼✱ t❛❜❧❡ ✽✳✶❪ ❡t

❞♦♥❝ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ k[G12] s♦♥t tr✐✈✐❛✉① à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡t ❤♦♠♦t♦♣✐❡
♣rès ✿

Galk(k[G12]) ∼= {1}.



✽✻ ❖❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ ❞✐♠ ≤ 15

❈❤❡r❝❤♦♥s ❧❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞✉ ❣r♦✉♣❡G12✳ ❙✐ f ❡st ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✉
❣r♦✉♣❡ G12✱ ❛❧♦rs f(a) ❡st ❞✬♦r❞r❡ 6 ❞♦♥❝ f(a) = a, a5 ❡t f(b) ❡st ❞✬♦r❞r❡ 4 ❞♦♥❝
f(b) = bai ♣♦✉r i = 0, . . . , 5✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞é✜♥✐s ❞❡ ❝❡tt❡
♠❛♥✐èr❡ s♦♥t ❞❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ G12 ❡t ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ Aut(G12) ❡st ❞♦♥❝ 12✳
◆♦t♦♥s f : G12 → G12 ❧✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r f(a) = a5 ❡t f(b) = b ❡t
g : G12 → G12 ❧✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r g(a) = a ❡t g(b) = ba✳ ❆❧♦rs f ❡st
❞✬♦r❞r❡ 2✱ g ❡st ❞✬♦r❞r❡ 6 ❡t fgf−1 = g−1✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ Aut(G12) ∼= D6✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡
❞❡s ♦❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❡st ❛❧♦rs

BiGal(k[G12]) ∼= Aut(G12) ∼= D6.

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❛❧t❡r♥é A4✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ ❣r♦✉♣❡
❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r a, b ❡t c ❡t s♦✉♠✐s ❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s

a2 = b2 = [a, b] = c3 = 1, cac−1 = b ❡t cbc−1 = ab, ✭✹✳✽✮

♦ù [a, b] = aba−1b−1✳ ❆❧♦rs ♣❛r ❬❑r✽✼✱ ❚❛❜❧❡ ✽✳✶❪✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦✲
❧♦❣✐❡ H2(A4, k

∗) ∼= µ2 ❡t ♦♥ ❛

Galk(k[A4]) ∼= Hk(k[A4]) ∼= µ2.

▲❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ A4 s♦♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ S4 ❀ ❝❡s
❞❡r♥✐❡rs s♦♥t ❞❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ✐♥tér✐❡✉rs ❞❡ S4✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ t♦✉t ❛✉t♦✲
♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥tér✐❡✉r ❞❡ S4 ❡st ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ A4 ❡t ♦♥ ❛ Aut(A4) ∼= S4✳
▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❡st ❛❧♦rs

BiGal(k[A4]) ∼= Aut(A4) ⋉ C2
∼= S4 × C2,

❝❛r ❧✬❛❝t✐♦♥ s✉r C2 ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t tr✐✈✐❛❧❡✳

❆❧❣è❜r❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡

■❧ ❡①✐st❡ tr♦✐s ❣r♦✉♣❡s ♥♦♥ ❛❜é❧✐❡♥s ❞✬♦r❞r❡ 12✱ à s❛✈♦✐r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✐é❞r❛❧ D6✱
❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✐❝②❝❧✐q✉❡ G12 ❡t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❛❧t❡r♥é A4✳

❆❧❣è❜r❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✐é❞r❛❧ D6 ▼❛s✉♦❦❛ ❬▼❛✵✵❪ ❛ ♠♦♥tré
q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ Z ❞❡ kD6 à ❞r♦✐t❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❡t ❞♦♥❝

Galk(k
D6) ∼= µ2.

▼❛s✉♦❦❛ ❬▼❛✵✵❪ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❝♦s❡♠✐s✐♠♣❧❡ q✉✬✐❧ ♥♦t❡ A12✳
P❛r ❬▲❘✽✽❪✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡tt❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡st ❝♦s❡♠✐s✐♠♣❧❡ ❡t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡
s✉r ❧❡ ❝♦r♣s k ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡✱ ❡❧❧❡ ❡st s❡♠✐s✐♠♣❧❡✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❣r♦✉♣✲
❧✐❦❡ ❞❡ A12 ❢♦r♠❡♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ C2 × C2✱ ❧✬❛❧❣è❜r❡ A12 ♥✬❡st ♥✐ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♥✐
❝♦❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✳ P❛r ❬❋✾✼❪ ❧✬❛❧❣è❜r❡ A12 ❡st ❞♦♥❝ ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ❧✬❛❧❣è❜r❡ A+✳

P❛r ❬▼❛✵✵❪✱ ❧✬♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❞❡ kD6 ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t A+✲kD6✲❜✐❣❛❧♦✐✲
s✐❡♥✳ ❈♦♠♠❡ Out(kD6) ∼= C2✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❡st

BiGal(kD6) ∼= C2.

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ kD6 ❡tA+ s♦♥t ▼♦r✐t❛✲❚❛❦❡✉❝❤✐ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s
✭✈♦✐r ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✹✳✸✮✳
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❆❧❣è❜r❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✐❝②❝❧✐q✉❡ G12 ▼❛s✉♦❦❛ ❬▼❛✵✵❪ ❛
♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ kG12 ✱ q✉✬✐❧ ♥♦t❡ T12✱ s♦♥t tr✐✈✐❛✉①✳

▲❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ kG12 s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s ❛✉t♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡s ❞✉ ❣r♦✉♣❡ G12✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ✐♥tér✐❡✉rs ❞❡ G12 s♦♥t
❡♥❣❡♥❞rés ♣❛r ❧❡s ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥s ♣❛r a ❡t b ❡t ❢♦r♠❡♥t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬♦r❞r❡ 6✳ ❖♥ ❛
✈✉ q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ G12 ❡st ❞✬♦r❞r❡ 12✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡
❣r♦✉♣❡ Aut(kG12)/CoInn(kG12) ❡st ❞✬♦r❞r❡ 2 ❡t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s
❡st

BiGal(kG12) ∼= C2.

❆❧❣è❜r❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❛❧t❡r♥é A4 ❉✬❛♣rès ❬❉❛✵✶✱ ❚❤é♦rè♠❡
✸✳✽❪✱ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ kA4 s♦♥t ❡♥ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣❛✐r❡s (G, σ) ♦ù G ❡st
✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ A4 ❡t σ ∈ H2(G, k∗) ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡ ♥♦♥ ❞é❣é♥éré✳ ◆♦t♦♥s q✉❡
❝❡s rés✉❧t❛ts ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❛✉ss✐ ❞❛♥s ✉♥❡ sér✐❡ ❞✬❛rt✐❝❧❡s s✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s
❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s s❡♠✐s✐♠♣❧❡s ❡t ❝♦s❡♠✐s✐♠♣❧❡s s❡ t❡r♠✐♥❛♥t ♣❛r
❬❊●❪ ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ❬●✵✷❪✮✳ ◆♦t♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ ❝♦❝②❝❧❡ s♦✐t ♥♦♥ ❞é❣é♥éré✱
✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ s♦✐t ✉♥ ❝❛rré✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✷✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❞❡ kA4✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈❤❡r❝❤♦♥s ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ A4 ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝♦❝②❝❧❡s ♥♦♥
❞é❣é♥érés✳ ▲❡ s❡✉❧ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❞❡ A4 ❞✬♦r❞r❡ ❝❛rré ❡st C2 × C2✳
❈♦♠♠❡ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❝♦❝②❝❧❡ ♥♦♥ ❞é❣é♥éré ❞❡ C2 ×C2✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡
❝♦❝②❝❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ kA4 ❡t ❞♦♥❝ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✳

❉♦♥♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ kA4 ✳ ▲❡s ❛✉✲
t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞✉ ❣r♦✉♣❡ A4 s♦♥t ❧❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ✐♥tér✐❡✉rs ❞✉ ❣r♦✉♣❡ S4

❡t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ✐♥tér✐❡✉rs ❞❡ A4 ❡st ❞✬✐♥❞✐❝❡ 2 ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡
❞❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ A4✳ ❉♦♥❝ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ Aut(kA4)/CoInn(kA4) ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡
à C2✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❡st ❞♦♥❝ ❞✬♦r❞r❡ 4✳

❆✉tr❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ s❡♠✐s✐♠♣❧❡s

❉✬❛♣rès ❬❋✾✼❪✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ A+ ❡t A− s❡♠✐s✐♠♣❧❡s ♥♦♥
❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♥✐ ❝♦❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 12✳

❖♥ ❛ ✈✉ q✉❡ A+ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ❧✬❛❧❣è❜r❡ q✉❡ ▼❛s✉♦❦❛ ♥♦t❡ A12 ❀ ❞❡ ❧❛
♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ♥♦té B12 ❞❛♥s ❬▼❛✵✵❪ ♥✬❡st ♥✐ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♥✐ ❝♦❝♦♠✲
♠✉t❛t✐✈❡✱ s❡s é❧é♠❡♥ts ❣r♦✉♣✲❧✐❦❡ ❢♦r♠❡♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ C4 ❡t ❡❧❧❡ ❡st ❝♦s❡♠✐s✐♠♣❧❡
❞♦♥❝ s❡♠✐s✐♠♣❧❡ ♣❛r ❬▲❘✽✽❪✳ ▲✬❛❧❣è❜r❡ B12 ❡st ❞♦♥❝ ✐s♦♠♦r♣❤❡ à A−✳

◆♦t♦♥s Z ❧✬✉♥✐q✉❡ ♦❜❥❡t A+✲kD6✲❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ✭✈♦✐r ✹✳✼✳✶ ❡t ❬▼❛✵✵❪✮✳
▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ϕ : Galk(k

D6) → Galk(A+)✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

ϕ(A) = Z✷kD6A

♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ A à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ kD6 ✱ ❡st ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts
❣❛❧♦✐s✐❡♥s à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ kD6 ❡t ❞❡ A+✳ P❛r s✉✐t❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥
à ❣❛✉❝❤❡ Y ❞❡ A+ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✳ ❈❡t ♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❞❡ A+ ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t
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A+✲kD6✲❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❡t ❡st ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ Z ♣♦✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❞❡s
♦❜❥❡ts A+✲kD6✲❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥ ✭✈♦✐r ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✹✳✸✮✳

▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ A+ ❡st ❛✉ss✐ ❡♥ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐ ❞❡s
♦❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ kD6

BiGal(A+) ∼= BiGal(D6) ∼= C2. ✭✹✳✾✮

▼❛s✉♦❦❛ ❬▼❛✵✵❪ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ A−✱ q✉✬✐❧ ♥♦t❡ B12✱ s♦♥t
tr✐✈✐❛✉①✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ A− s♦♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts A−✲A−✲❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s
❡t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❡st

BiGal(A−) ∼= CoOut(A−).

✹✳✼✳✷ ❆❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ♣♦✐♥té❡s ♥♦♥ s❡♠✐s✐♠♣❧❡s

◆♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ◆❛t❛❧❡ ❬◆✵✷❪ ♣♦✉r ❧❡s
❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 12✳ ▲❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ♣♦✐♥té❡s ♥♦♥ s❡♠✐s✐♠♣❧❡s
s♦♥t ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ♠♦♥♦♠✐❛❧❡s q✉✐ ♦♥t été ❝❧❛ss✐✜é❡s ♣❛r ❇✐❝❤♦♥ ❬❇✐✵✻❪✳
◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❡♥❝♦r❡ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ♥♦t❛t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡
✹✳✹✳✷✳

❆❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ A0

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ A0 ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r g ❡t x s♦✉♠✐s ❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s

g6 = 1, x2 = 0 ❡t gx = −xg.

▲❛ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ∆ : A0 → A0 ⊗A0 ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

∆(g) = g ⊗ g ❡t ∆(x) = g ⊗ x+ x⊗ 1,

❧❛ ❝♦ü♥✐té ε : A0 → k ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ε(g) = 1 ❡t ε(x) = 0 ❡t ❧✬❛♥t✐♣♦❞❡
S : A0 → A0 ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r S(g) = g5 ❡t S(x) = −g5x✳ ❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡
❝❛r❛❝tèr❡ χ : C6 → k ❞é✜♥✐ ♣❛r χ(g) = −1✱ ❧✬❛❧❣è❜r❡ A0 ❡st ♠♦♥♦♠✐❛❧❡ ❞❡ t②♣❡
■■■ ❛ss♦❝✐é❡ à (C6, g, χ, 0)✳

P❛r ❬❇✐✵✻✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶❪✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ A0 à ✐s♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ ♣rès ❡st

Galk(A0) ∼= H2(C6, k
∗) ∐H2

g2,g2
(C6, k

∗)
∼= k∗/k∗6 ∐ (k∗ × k∗)/k∗2

∼= {1} ∐ k∗.

➚ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣rès✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❡st

Hk(A0) ∼= H2(C6, k
∗) ∼= {1}.

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ A0 ❡st

BiGal(A0) ∼= Γ(C6, g, χ, 0)
∼= U(Z/6Z)[2] ⋉ (k∗ × k∗/k∗)
∼= C2 ⋉ k∗.
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❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ A1 ❧✬❛❧❣è❜r❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à (C6, g, χ, 1)✱ ❞✬❛♣rès ❬❇✐✵✻✱
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶✽❪✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦❜❥❡t A0✲A1✲❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥✳ ▲❡s ❞❡✉① ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢
A0 ❡t A1 s♦♥t ❞♦♥❝ ▼♦r✐t❛✲❚❛❦❡✉❝❤✐ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳

P❛r ❬❇✐❈❛✵✻✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✶❪✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝♦❝②❝❧❡s ♣❛r❡ss❡✉① ❡st tr✐✈✐❛❧ ✿

H2
L(A0) ∼= H2(C6/C6, k

∗) ∼= {1}.

❆❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ A1

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ A1 ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r g ❡t x s♦✉♠✐s ❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s

g6 = 1, x2 = g2 − 1 ❡t xg = −gx.

▲❛ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ∆ : A1 → A1 ⊗A1 ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

∆(g) = g ⊗ g ❡t ∆(x) = g ⊗ x+ x⊗ 1,

❧❛ ❝♦ü♥✐té ε : A1 → k ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ε(g) = 1 ❡t ε(x) = 0 ❡t ❧✬❛♥t✐♣♦❞❡
S : A1 → A1 ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r S(g) = g5 ❡t S(x) = −g5x✳ ▲✬❛❧❣è❜r❡ A1 ❡st
♠♦♥♦♠✐❛❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❱■ ❛ss♦❝✐é❡ à (C6, g, χ, 1)✱ ♦ù χ : C6 → k ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r
χ(g) = −1✳

❈♦♠♠❡ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦❜❥❡t A0✲A1✲❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥✱ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡s ♦❜❥❡ts ❣❛✲
❧♦✐s✐❡♥s ❡t ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ A0 ❡t A1 s♦♥t ❡♥ ❜✐❥❡❝t✐♦♥✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts
❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ A1 à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès ❡st

Galk(A1) ∼= {1} ∐ k∗.

➚ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣rès✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❡st

Hk(A1) ∼= {1}.

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ A1 ❡st

BiGal(A1) ∼= C2 ⋉ k∗.

P❛r ❬❇✐❈❛✵✻✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✶❪✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝♦❝②❝❧❡s ♣❛r❡ss❡✉① ❡st tr✐✈✐❛❧ ✿

H2
L(A1) ∼= H2(C6/C6, k

∗) ∼= {1}.

❆❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ B0

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ B0 ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r g ❡t x s♦✉♠✐s ❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s

g6 = 1, x2 = 0 ❡t gx = −xg.

▲❛ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ∆ : B0 → B0 ⊗ B0 ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

∆(g) = g ⊗ g ❡t ∆(x) = g3 ⊗ x+ x⊗ 1,

❧❛ ❝♦ü♥✐té ε : B0 → k ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ε(g) = 1 ❡t ε(x) = 0 ❡t ❧✬❛♥t✐♣♦❞❡
S : B0 → A0 ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r S(g) = g5 ❡t S(x) = −g3x✳ ▲✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ B0
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❡st ♠♦♥♦♠✐❛❧❡ ❞❡ t②♣❡ ■ ❛ss♦❝✐é❡ à (C6, g
3, χ, 0)✱ ♦ù ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ χ : C6 → k ❡st

❞♦♥♥é❡ ♣❛r χ(g) = −1✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ B0 à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès ❡st

Galk(B0) ∼= H2(C6, k
∗) × k ∼= k.

➚ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣rès ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❡st

Hk(B0) = H2(C6, k
∗) ∼= {1}.

▼♦♥tr♦♥s q✉❡ t♦✉t ♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❞❡ B0 ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t B0✲B0✲❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥✳ ❙♦✐t
H ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ t❡❧❧❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦❜❥❡t H✲B0✲❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥✳ ❉✬❛♣rès
❬❇✐✵✻❪✱ ❝♦♠♠❡ B0 ❡st ♠♦♥♦♠✐❛❧❡✱ H ❡st ❛✉ss✐ ♠♦♥♦♠✐❛❧❡✳ ▲❡s ❛❧❣è❜r❡s A0 ❡t A1

s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s à ✉♥ é❧é♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧ g q✉✐ ❡st ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ C6✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬é❧é♠❡♥t
❝❡♥tr❛❧ ❞❡ B0 ❡st g3 ❞✬♦r❞r❡ 2✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t q✉❡ B1

❡st ❞❡ t②♣❡ ■■ ❡t ❞♦♥❝ s❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s s♦♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts B1✲B1✲❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s✳ ❊♥
❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ H ∼= B0 ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ B0 ❡st ♣❛r ❬❇✐✵✻✱
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶❪

BiGal(B0) ∼= Γ(C6, g, χ, 0)
∼= (Aut(C3) ⋉ (k∗ × k∗/k∗3)) ⋉ k
∼= k∗ ⋉ k.

P❛r ❬❇✐❈❛✵✻✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✶❪✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝♦❝②❝❧❡s ♣❛r❡ss❡✉① ❡st

H2
L(B0) ∼= H2(C6/C2, k

∗) × k ∼= k.

❆❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ B1

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ B1 ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r g ❡t x s♦✉♠✐s ❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s

g6 = 1, x2 = 0 ❡t gx = ωxg,

♦ù ω ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ s✐①✐è♠❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té✳
▲❛ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ∆ : B1 → B1 ⊗ B1 ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

∆(g) = g ⊗ g ❡t ∆(x) = g3 ⊗ x+ x⊗ 1,

❧❛ ❝♦ü♥✐té ε : B1 → k ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ε(g) = 1 ❡t ε(x) = 0 ❡t ❧✬❛♥t✐♣♦❞❡
S : B1 → B1 ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r S(g) = g5 ❡t S(x) = −g3x✳ ▲✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ B1 ❡st
♠♦♥♦♠✐❛❧❡ ❞❡ t②♣❡ ■■ ❛ss♦❝✐é❡ à (C6, g

3, χ, 0)✱ ♦ù χ : C6 → C ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
χ(g) = ω✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ B1 à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès ❡st

Galk(B1) ∼= H2(C6, k
∗) ∼= {1}

❡t ❞♦♥❝✱ à ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣rès✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❡st

Hk(B1) ∼= {1}.
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▲❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ B1 s♦♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts B1✲B1✲❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❡t ♣❛r ❬❇✐✵✻✱
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶❪✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ B1 ❡st

BiGal(B1) ∼= Γ(C6, g, χ, 0)
∼= U(Z/6Z)[6] ⋉ (k∗ × k∗/k∗)
∼= k∗.

P❛r ❬❇✐❈❛✵✻✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✶❪✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝♦❝②❝❧❡s ♣❛r❡ss❡✉① ❡st tr✐✈✐❛❧ ✿

H2
L(B1) ∼= H2(C6/C2, k

∗) ∼= {1}.

✹✳✼✳✸ ❆❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❞✉❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ♣♦✐♥té❡

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❛❧❣è❜r❡ (A1)
∗ q✉✐ ♥✬❡st ♥✐ s❡♠✐s✐♠♣❧❡ ♥✐ ♣♦✐♥té❡✳ ◆♦✉s r❡♣r❡✲

♥♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts q✉✐ s❡r♦♥t ♣r♦✉✈és ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ❡t ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡
❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧✬❛❧❣è❜r❡ (A1)

∗ = H3✳
▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✸ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ H3 ❡st ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r α ❡t β s♦✉♠✐s

❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s
α6 = 1, β2 = 0 ❡t αβ = ξβα

♦ù ξ ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ s✐①✐è♠❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❞❛♥s k✳
▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✹ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ∆ : H3 → H3 ⊗ H3 ❡st

❞♦♥♥é❡ ♣❛r

∆(α) = α⊗ α+ β ⊗ βα3 ❡t ∆(β) = α⊗ β + β ⊗ α4.

❙♦✐t Z ✉♥ ♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❞❡ H3✱ ❛❧♦rs ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✻✻ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ Z
❡st ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r Ai, Bj ❡t G✱ ♣♦✉r i, j = 0, . . . , 2✱ ❡t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s

AiG
ε1AjG

ε2 = mε1,ε2
i,j A[i+j]3G

[{i+j}3+ε1+ε2]2+

+nε2,ε2i,j B[i+j−1]3G
[{i+j}3+ε1+ε2+1]2 ,

AiG
ε1BjG

ε2 = rε1,ε2i,j A[i+j+1]3G
[{i+j+1}3+ε1+ε2+1]2+

+sε1,ε2i,j B[i+j]3G
[{i+j+1}3+ε1+ε2]2 ,

BiG
ε1AjG

ε2 = tε1,ε2i,j A[i+j+1]3G
[{i+j+1}3+ε1+ε2+1]2+

+uε1,ε2i,j B[i+j]3G
[{i+j}3+ε1ε2]2 ,

BiG
ε1BjG

ε2 = vε1,ε2i,j A[i+j+2]3G
[{i+j+2}3+ε1+ε2}3]2+

+wε1,ε2i,j B[i+j+1]3+ε1+ε2]3G
[{i+j+1}3+ε1+ε2+1]2 ,

♦ù mε1,ε2
i,j ✱ nε1,ε2i,j , rε1,ε2i,j , sε1,ε2i,j ✱ tε1,ε2i,j ✱ uε1,ε2i,j ✱ vε1,ε2i,j ✱ wε1,ε2i,j ♣♦✉r i, j = 0, . . . , 2 s♦♥t

❞❡s s❝❛❧❛✐r❡s ❡t ε1, ε2 = 0, 1✳
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▲❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 14 s♦♥t t♦✉t❡s ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡✳

✹✳✽✳✶ ❆❧❣è❜r❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡

▲❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬♦r❞r❡ 14 s♦♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❝②❝❧✐q✉❡ C14 ❡t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✐é❞r❛❧ D7

❞✬♦r❞r❡ 14✳



✾✷ ❖❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ ❞✐♠ ≤ 15

❆❧❣è❜r❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❝②❝❧✐q✉❡ C14

❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ k[C14] s♦♥t tr✐✈✐❛✉① à ✐s♦✲
♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡t ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣rès ❀ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s ❛✉t♦✲
♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ C14 ❡t ♦♥ ❛

BiGal(k[C14]) ∼= Aut(C14) ∼= C6.

❆❧❣è❜r❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ D7

❉✬❛♣rès ❬❑r✽✼✱ t❛❜❧❡ ✽✳✶❪✱ H2(D7, k
∗) ❡st tr✐✈✐❛❧ ❡t ♣❛r s✉✐t❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐✲

s✐❡♥s ❞❡ k[D7] s♦♥t tr✐✈✐❛✉① à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡t ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣rès✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s
❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ D7 ❡st

Aut(D7) ∼= (Z/7,×)∗ ⋉ (Z/7,+) ∼= C7 ⋉ C6

❡t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❡st ❞♦♥❝

BiGal(k[D7]) ∼= C7 ⋉ C6.

✹✳✽✳✷ ❆❧❣è❜r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ♥♦♥ ❛❜é❧✐❡♥ D7

▼❛s✉♦❦❛ ❬▼❛✵✵❪ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ kD7 s♦♥t tr✐✈✐❛✉① à
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡t ❞♦♥❝ à ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣rès✳ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡s ❛✉t♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡s ❞❡ kD7 s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞✉ ❣r♦✉♣❡ D7✱ q✉✐ s♦♥t
t♦✉s ✐♥tér✐❡✉rs✳ ▲❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ kD7 s♦♥t ❞♦♥❝ ❝♦ï♥tér✐❡✉rs ❡t ❧❡s ♦❜❥❡ts
❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ kD7 s♦♥t tr✐✈✐❛✉① ✿

BiGal(kD7) ∼= {1}.

✹✳✾ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ 15

P❛r ❬❆◆✵✶❪✱ ❧❛ s❡✉❧❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 15 ❡st ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡
❝②❝❧✐q✉❡ C15✳

✹✳✾✳✶ ❆❧❣è❜r❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❝②❝❧✐q✉❡ C15

❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ k[C15] s♦♥t tr✐✈✐❛✉① à ✐s♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ ❡t ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣rès ❀ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s ❛✉t♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡s ❞❡ C15 ❡t ♦♥ ❛

BiGal(k[C15]) ∼= Aut(C15) ∼= (Z/5Z)∗ ⋉ (Z/3Z)∗ ∼= C4 × C2,

❝❛r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t tr✐✈✐❛❧❡✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✺

❯♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢

♥✐ s❡♠✐s✐♠♣❧❡s ♥✐ ♣♦✐♥té❡s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s
❞❡ ❍♦♣❢ Hn ♥✐ s❡♠✐s✐♠♣❧❡s ♥✐ ♣♦✐♥té❡s s✉r ✉♥ ❝♦r♣s k ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s ❡t
❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ♣❛r
❣é♥ér❛t❡✉rs ❡t r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❜❛s❡ k q✉✐ s♦♥t
s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ H2 ❡t H3 s♦♥t ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡s 8 ❡t 12 ❡t s♦♥t ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ♥✐ s❡♠✐s✐♠♣❧❡s ♥✐
♣♦✐♥té❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳ P♦✉r n = 2✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡
❞❡ ❍♦♣❢ H2 ❡st ✉♥ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ O−i(SL(2)) ❡t ❞é❞✉✐s♦♥s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ q✉❡ ❧❡s
♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ H2 s♦♥t tr✐✈✐❛✉①✳

✺✳✶ ❖❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ Hn

P♦✉r t♦✉t n ≥ 2✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❛❧❣è❜r❡ Pn ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❞❡✉① ❣é♥ér❛t❡✉rs g
❡t x s♦✉♠✐s ❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s

g2n = 1, x2 = 1 − g2 ❡t gx+ xg = 0.

▲❛ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ∆ : Pn → Pn ⊗ Pn ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

∆(g) = g ⊗ g ❡t ∆(x) = g ⊗ x+ x⊗ 1,

❧❛ ❝♦ü♥✐té ε : Pn → k ♣❛r ε(g) = 1 ❡t ε(x) = 0 ❡t ❧✬❛♥t✐♣♦❞❡ S : Pn → Pn ♣❛r
S(g) = g−1 ❡t S(x) = −g−1x✳

◆♦t♦♥s Hn ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❞✉❛❧❡ ❞❡ Pn✳ ❙✐ n = 2✱ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ H2

❡st ❧✬❛❧❣è❜r❡ (A′′
C4

)∗ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 8 ❞é✜♥✐❡ ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✹✳✸ ❡t✱ s✐ n = 3✱
❧✬❛❧❣è❜r❡ H3 = (A1)

∗ ❞é✜♥✐❡ ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✼✳✸✳

✺✳✶✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ Hn

❈❤❡r❝❤♦♥s ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ Hn✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✸✳ ▲✬❛❧❣è❜r❡ Hn ❡st ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r α ❡t β s♦✉♠✐s ❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s

α2n = 1, β2 = 0 ❡t αβ = ξβα,



✾✹ ❖❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ Hn

♦ù ξ ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ 2n✲✐è♠❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❜❛s❡ (gixj) ♣♦✉r i = 0, . . . , 2n− 1 ❡t j = 0, 1 ❞❡
Pn ❡t s❛ ❜❛s❡ ❞✉❛❧❡ (δgixj ) ❞❡ Hn✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ Hn ❡st ✐♥❞✉✐t❡
♣❛r ❧❛ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ Pn✱ ♦♥ ❛





δgiδgj = δgi s✐ i = j,
δgiδgjx = δgjx s✐ i = j + 1,
δgixδgj = δgix s✐ i = j,
δgixδgjx = 0.

P♦s♦♥s α =
2n−1∑
i=0

ξiδgi ❡t γ =
2n−1∑
i=0

ξiδgix✳ ❈❛❧❝✉❧♦♥s

γ2 =

2n−1∑

i,j=0

ξiξjδgixδgjx = 0.

❖♥ ❛

γα =

2n−1∑

i,j=0

ξiξjδgjxδgi =

2n−1∑

j=0

ξ2jδgjx

❡t

αγ =

2n−1∑

i,j=0

ξiξjδgiδgjx = ξ

2n−1∑

j=0

ξ2jδgjx = ξγα.

❖♥ ❛ ❛✉ss✐

α2n = (

2n−1∑

i=0

ξiδgi)2n =

2n−1∑

i=0

ξ2niδgi =

2n−1∑

i=0

δgi

❡t✱ ❝♦♠♠❡

α2nα = αα2n =

2n−1∑

i=0

ξiδgi = α

❡t

α2nγ = ξ2nγα2n = γα2n =

2n−1∑

i,j=0

ξiδgixδgj =

2n−1∑

i=0

ξiδgix = γ,

♦♥ ♦❜t✐❡♥t α2n = 1✳ ■❧ s✉✣t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ s✐ β = 1√
1−ξ2

γ✱ ♦♥ ❛ ❡♥❝♦r❡

α2n = 1, β2 = 0 ❡t αβ = ξβα.

◆♦t♦♥s A ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r α′ ❡t β′ s♦✉♠✐s ❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s

(α′)2n = 1, (β′)2 = 0 ❡t α′β′ = ξβ′α′.

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ϕ : A → Hn ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ϕ(α′) = α ❡t ϕ(β′) = β ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥tr❡
❞❡✉① ❡①♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s ❞❡ ♠ê♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st
✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ ❙♦✐t λi, µi ∈ k t❡❧s q✉❡

2n−1∑

i=0

λiα
i + µiβα

i = 0.



✺✳✶ ❖❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ Hn ✾✺

❈♦♠♠❡

αi =

2n−1∑

i=0

ξijδgi ❡t βαi =

2n−1∑

i=0

ξ(i+1)jδgix,

♦♥ ♦❜t✐❡♥t
2n−1∑

i,j=0

λiξ
ijδgi + µiξ

(i+1)jδgix = 0.

❈♦♠♠❡ {δgi , δgix} ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝

2n−1∑

i=0

λiξ
ij = 0 ❡t

2n−1∑

i=0

µiξ
(i+1)j

♣♦✉r t♦✉t j = 0, . . . , 2n−1✳ ▲❡s ❞ét❡r♠✐♥❛♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡s ❞❡✉① s②stè♠❡s
s♦♥t ❞❡s ❞ét❡r♠✐♥❛♥ts ❞❡ ❱❛♥❞❡r♠♦♥❞❡ q✉✐ s♦♥t ♥♦♥ ♥✉❧s ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ξi s♦♥t
t♦✉s ❞✐st✐♥❝ts ♣♦✉r i = 0, . . . , 2n − 1✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts λi, µi s♦♥t
♥✉❧s ❡t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ϕ : A → Hn ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ ❞♦♥❝ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥♥♦♥❝é❡ ❞❡ Hn✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✹✳ ▲❛ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ∆ : Hn → Hn ⊗Hn ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

∆(α) = α⊗ α+ β ⊗ βαn ❡t ∆(β) = α⊗ β + β ⊗ αn+1;

❧❛ ❝♦ü♥✐té ε : Hn → k ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ε(α) = 1 ❡t ε(β) = 0 ❡t ❧✬❛♥t✐♣♦❞❡
S : Hn → Hn ♣❛r S(α) = α−1 ❡t S(β) = −ξ−1βα[n−2]n✱ ♦ù [k]n ❞és✐❣♥❡ ❧❡ r❡st❡
❞❡ ❧❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞❡ k ♣❛r n✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈❛❧❝✉❧♦♥s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ∆(α)✳ ▲❛ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ Hn ❡st
❞♦♥♥é❡ ♣♦✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts (δgi)i=0,...,2n−1 ♣❛r

∆(δgi) =

2n−1∑

k=0

δgk ⊗ δgi−kx +

2n−1∑

k=0

δgkx ⊗ ((−1)i−kδgi−kx − (−1)i−k−2δgi−k−2x).

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ ❛

∆(α) =
2n−1∑
i=0

ξi
(

2n−1∑
k=0

δgk ⊗⊗δgi−kx +
2n−1∑
k=0

δgkx⊗
⊗
(
(−1)i−kδgi−kx − (−1)i−k−2δgi−k−2x

))

=
2n−1∑
k=0

ξkδgk ⊗
2n−1∑
i=0

ξi−kδgi−kx +
2n−1∑
k=0

ξkδgkx⊗

⊗
(

2n−1∑
i=0

ξi−k(ξ)n(i−k)δgi−kx − ξ2
2n−1∑
i=0

ξi−k−2(ξ)n(i−k−2)δgi−k−2x

)

= α⊗ α+ (1 − ξ2)γ ⊗ βαn

= α⊗ α+ β ⊗ βαn.

❈❛❧❝✉❧♦♥s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ∆(β)✳ ▲❛ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ Hn ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣♦✉r ❧❡s
é❧é♠❡♥ts (δgix)i=0,...,2n−1 ♣❛r

∆(δgix) =

2n−1∑

k=0

δgk ⊗ δgi−kx +

2n−1∑

k=0

δgkx ⊗ (−1)i−kδgi−k .
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P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ ❛

∆(γ) =
2n−1∑
i=0

ξi
(

2n−1∑
k=0

δgk ⊗ δgi−kx +
2n−1∑
k=0

δgkx ⊗ (−1)i−kδgi−k

)

=
2n−1∑
k=0

ξkδgk ⊗
2n−1∑
i=0

ξi−kδgi−kx+

+
2n−1∑
k=0

ξkδgkx ⊗
2n−1∑
i=0

(ξ)(n+1)(i−k)δgi−k

= α⊗ γ + γ ⊗ αn+1

❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
∆(β) = α⊗ β + β ⊗ αn+1.

❉❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ (δgixj )✱ ❧❛ ❝♦ü♥✐té ✈❛✉t ε(δgixj ) = 1 s✐ i = 1 ❡t j = 0 ❡t ✈❛✉t
ε(δgixj ) = 0 s✐♥♦♥✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ ❛ ε(α) = 1 ❡t ε(β) = 0✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ❛❧♦rs
✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬❛♥t✐♣♦❞❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

S(α) = α−1 ❡t S(β) = −ξ−1βα[n−2].

✺✳✶✳✷ ❖❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❞❡ Hn

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ Z ❞❡ Hn✳ ❈♦♠♠❡ Hn ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✱
Z ❡st ❝❧✐✈é✳

▲❡♠♠❡ ✻✺✳ ❙♦✐t Z ✉♥ ♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❞❡ Hn ❡t ψ : Hn → Z ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❝❧✐✈❛♥t❡✳ ◆♦t♦♥s

Ai = ψ(αi), Bi = ψ(βαi) ❡t G = ψ(αn)

♣♦✉r t♦✉t i = 0, . . . , 2n− 1✳ ❆❧♦rs ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ϕ : Hn → Z ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

ϕ(αi) = Ai, ϕ(αn+i) = AiG, ϕ(βαi) = Bi ❡t ϕ(βαn+i) = BiG

♣♦✉r t♦✉t i = 0, . . . , n− 1 ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❧✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r Z✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❝♦❛❝t✐♦♥ ρ : Z → Z ⊗Hn ✈❛✉t s✉r ❝❡s é❧é♠❡♥ts

ρ(AiG
j) = AiG

j ⊗ αi+jn + (
i−1∑
k=0

ξ2k)BiG
j ⊗ βαn(1+j)+i−1,

ρ(BiG
j) = Ai+1G

j ⊗ βαnj+i +BiG
j ⊗ βαn(1+j)+i+1

♣♦✉r t♦✉t i = 0, . . . , n− 1 ❡t j = 0, 1✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛

∆(αn) = (α⊗ α+ β ⊗ βαn)n

= αn ⊗ αn +
n−1∑
k=0

ξkαkβαn−k−1 ⊗ βαn+n−1

= αn ⊗ αn + (
n∑
k=0

(ξ2)k)βαn−1 ⊗ βα2n−1

= αn ⊗ αn
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❝❛r ξ2 ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ n✲✐è♠❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❡t ❞♦♥❝
∑n

k=0(ξ
2)k = 0✳ ❆❧♦rs s✐ g =

ϕ(αn)✱ ♦♥ ❛ ϕ(αn)ϕ(αn)−1 = ϕ(αn)−1ϕ(αn) = 1 ❡t ♣❛r s✉✐t❡ G ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡
❞❛♥s Z ❞✬✐♥✈❡rs❡ g✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ❛❧♦rs ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡ ϕ : Hn → Z ❡st ✉♥
♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♠♦❞✉❧❡s ❡t q✉❡ Φ : Hn → Z ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

Φ(αi) = ψ−1(αi) ♣♦✉r i = 0, . . . , n− 1,
Φ(αn) = g,
Φ(αi) = ψ−1(αi)g ♣♦✉r i = n+ 1, . . . , 2n,
Φ(βαi) = ψ−1(βαi) ♣♦✉r i = 0, . . . , n− 1,
Φ(βαn) = ψ−1(β)g,
Φ(βαi) = ψ−1(βαi)g ♣♦✉r i = n+ 1, . . . , 2n,

❡st ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ϕ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳
❈❛❧❝✉❧♦♥s ❛❧♦rs ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❝♦❛❝t✐♦♥✳ ❖♥ ❛

ρ(Ai) = (ϕ⊗ id)∆(αi)

= (ϕ⊗ id)

(
αi ⊗ αi + (

i−1∑
k=0

ξ2k)βαi−1 ⊗ βαn+i−1

)

= Ai ⊗ αi + (
i−1∑
k=0

ξ2k)Bi−1 ⊗ βαn+i−1

❡t

ρ(Bi) = (ϕ⊗ id)∆(βαi)

= (ϕ⊗ id)

(
(α⊗ β + β ⊗ αn+1)(αi ⊗ αi + (

i−1∑
k=0

ξ2k)βαi−1 ⊗ βαn+i−1)

)

= (ϕ⊗ id)
(
αi+1 ⊗ βαi + βαi ⊗ αn+i+1 + 0

)

= Ai+1 ⊗ βαi +Bi ⊗ αn+i+1.

❈♦♠♠❡ αn ❡st ❣r♦✉♣✲❧✐❦❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❛♥♥♦♥❝é✳

◆♦t♦♥s [x]k ❧❡ r❡st❡ ❡t {x}k ❧❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞❡ x ♣❛r
k✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ❡♥t✐❡rs t❡❧s q✉❡ x = {x}kk + [x]k ❡t 0 ≤ [x]k < k✳

❚❤é♦rè♠❡ ✻✻✳ ❙♦✐t Z ✉♥ ♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❞❡ Hn✳ ❆❧♦rs Z ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r
Ai, Bj ❡t G✱ ♣♦✉r i, j = 0, . . . , n− 1✱❡t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s

AiG
ε1AjG

ε2 = mε1,ε2
i,j A[i+j]nG

[{i+j}n+ε1+ε2]2+

+nε2,ε2i,j B[i+j−1]nG
[{i+j}n+ε1+ε2+1]2 ,

AiG
ε1BjG

ε2 = rε1,ε2i,j A[i+j+1]nG
[{i+j+1}n+ε1+ε2+1]2+

+sε1,ε2i,j B[i+j]nG
[{i+j+1}n+ε1+ε2]2 ,

BiG
ε1AjG

ε2 = tε1,ε2i,j A[i+j+1]nG
[{i+j+1}n+ε1+ε2+1]2+

+uε1,ε2i,j B[i+j]nG
[{i+j}n+ε1ε2]2 ,

BiG
ε1BjG

ε2 = vε1,ε2i,j A[i+j+2]nG
[{i+j+2}n+ε1+ε2}n]2+

+wε1,ε2i,j B[i+j+1]n+ε1+ε2]nG
[{i+j+1}n+ε1+ε2+1]2 ,

✭✺✳✶✮

♦ù ε1, ε2 = 0, 1 ❡t✱ ♣♦✉r i, j = 0, . . . , n − 1✱ mε1,ε2
i,j ✱ nε1,ε2i,j , rε1,ε2i,j , sε1,ε2i,j ✱ tε1,ε2i,j ✱



✾✽ ❖❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ Hn

uε1,ε2i,j ✱ vε1,ε2i,j ✱ wε1,ε2i,j s♦♥t ❞❡s s❝❛❧❛✐r❡s ✈ér✐✜❛♥t

(
i−1∑
m=0

ξ2m)
(
Bi−1G

ε1AjG
ε2 + ξj+ε2nAjG

ε2Bi−1G
ε1
)

=

= mε1,ε2
i,j (

[i+j]n−1∑
k=0

ξ2k)B[i+j]nG
[{i+j}n+ε1+ε2]2+

+nε2,ε2i,j B[i+j−1]nG
[{i+j}n+ε1+ε2+1]2 ,

✭✺✳✷✮

(
i−1∑
k=0

ξ2k)Bi−1G
ε1BjG

ε2 + ξi+nε1AiG
ε1Aj+1G

ε2) =

= rε1,ε2i,j B[i+j]nG
[{i+j+1}n+ε1+ε2+1]2 + sε1,ε2i,j A[i+j+1]nG

[{i+j+1}n+ε1+ε2]2 ,

✭✺✳✸✮

Ai+1G
ε1AjG

ε2 + ξi+1+n(ε1+1)(
j−1∑
k=0

ξ2k)BiG
ε1Bj−1G

ε2 =

= tε1,ε2i,j B[i+j]nG
[{i+j+1}n+ε1+ε2+1]2 + uε1,ε2i,j A[i+j+1]nG

[{i+j}n+ε1ε2]2

✭✺✳✹✮

❡t
Ai+1G

ε1BjG
ε2 + ξn(ε1+1)+i+1BiG

ε1Aj+1G
ε2 =

= vε1,ε2i,j (
[i+j+2]n∑
k=0

)A[i+j+1]nG
[{i+j+2}n+ε1+ε2}n]2+

+wε1,ε2i,j A[i+j+2]n+ε1+ε2]nG
[{i+j+1}n+ε1+ε2+1]2

✭✺✳✺✮

◆♦✉s ❛♣♣❡❧❧♦♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✷✮✲✭✺✳✺✮ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❞❡ Z✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✺✳✶✮ ❞❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ Z✱ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡
❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❞♦♥♥❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s (mε1,ε2

i,j ✱ nε1,ε2i,j ,
rε1,ε2i,j , sε1,ε2i,j ✱ tε1,ε2i,j ✱ uε1,ε2i,j ✱ vε1,ε2i,j ✱ wε1,ε2i,j )✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❧✐✈❛♥t❡ ϕ : Hn → Z ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
❧❡ ❧❡♠♠❡ ✻✺✳ ❈❤❡r❝❤♦♥s ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts (AiG

j)(AkG
l), (AiG

j)(BkG
l),

(BiG
j)(AkG

l) ❡t (BiG
j)(BkG

l))✱ ♣♦✉r i, k = 0, . . . , n − 1 ❡t j, l = 0, 1✱ ❞❛♥s ❧❛
❜❛s❡ {AiGj , BkGl}✳

❈❛❧❝✉❧♦♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛r ρ ❞❡ (AiG
ε1)(AjG

ε2)✳ ❖♥ ❛

ρ((AiG
ε1)(AjG

ε2)) =

=

(
AiG

ε1 ⊗ αi+ε1n + (
i−1∑
k=0

ξ2k)Bi−1G
ε1 ⊗ βαn(1+ε1)+i−1

)
×

×
(
AjG

ε2 ⊗ αj+ε2n + (
j−1∑
m=0

ξ2m)Bj−1G
ε2 ⊗ βαn(1+ε2)+j−1

)

= AiG
ε1AjG

ε2 ⊗ αi+j+(ε1+ε2)n +

(
(
i−1∑
m=0

ξ2m)Bi−1G
ε1AjG

ε2+

+ ξj+ε2nAjG
ε2(

i−1∑
k=0

ξ2k)Bi−1G
ε1

)
⊗ βαn(1+ε1+ε2)+i+j−1.

■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ❞❡s s❝❛❧❛✐r❡s mε1,ε2
i,j , nε2,ε2i,j ∈ k t❡❧s q✉❡

AiG
ε1AjG

ε2 = mε1,ε2
i,j A[i+j]nG

[{i+j}n+ε1+ε2]2 + nε2,ε2i,j B[i+j−1]nG
[{i+j}n+ε1+ε2+1]2
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❡t ♦♥ ❛ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té

(
i−1∑
m=0

ξ2m)
(
Bi−1G

ε1AjG
ε2 + ξj+ε2nAjG

ε2Bi−1G
ε1
)

=

= mε1,ε2
i,j (

[i+j]n−1∑
k=0

ξ2k)B[i+j]nG
[{i+j}n+ε1+ε2]2+

+nε2,ε2i,j B[i+j−1]nG
[{i+j}n+ε1+ε2+1]2

❈❛❧❝✉❧♦♥s

ρ(AiG
ε1BjG

ε2) = AiG
ε1BjG

ε2 ⊗ αi+j+1+n(ε1+ε2+1)+

+

(
(
i−1∑
k=0

ξ2k)Bi−1G
ε1BjG

ε2 + ξi+nε1AiG
ε1Aj+1G

ε2)

)
⊗ βαi+j+n(ε1+ε2)

■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ❞❡s é❧é♠❡♥ts rε1,ε2i,j , sε1,ε2i,j t❡❧s q✉❡

AiG
ε1BjG

ε2 = rε1,ε2i,j A[i+j+1]nG
[{i+j+1}n+ε1+ε2+1]2+

+sε1,ε2i,j B[i+j]nG
[{i+j+1}n+ε1+ε2]2 .

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ❧❛ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té

(
i−1∑
k=0

ξ2k)Bi−1G
ε1BjG

ε2 + ξi+nε1AiG
ε1Aj+1G

ε2) =

= rε1,ε2i,j B[i+j]nG
[{i+j+1}n+ε1+ε2+1]2 + sε1,ε2i,j A[i+j+1]nG

[{i+j+1}n+ε1+ε2]2 .

❈❛❧❝✉❧♦♥s

ρ(BiG
ε1AjG

ε2) = BiG
ε1AjG

ε2 ⊗ αi+j+1+n(ε1+ε2+1) +
(
Ai+1G

ε1AjG
ε2+

+ξi+1+n(ε1+1)(
j−1∑
k=0

ξ2k)BiG
ε1Bj−1G

ε2
)
⊗ βαi+j+n(ε1+ε2)

■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ❞❡s é❧é♠❡♥ts tε1,ε2i,j , uε1,ε2i,j t❡❧s q✉❡

BiG
ε1AjG

ε2 = tε1,ε2i,j A[i+j+1]nG
[{i+j+1}n+ε1+ε2+1]2+

+uε1,ε2i,j B[i+j]nG
[{i+j}n+ε1ε2]2 .

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ❧❛ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té

Ai+1G
ε1AjG

ε2 + ξi+1+n(ε1+1)(
j−1∑
k=0

ξ2k)BiG
ε1Bj−1G

ε2 =

= tε1,ε2i,j B[i+j]nG
[{i+j+1}n+ε1+ε2+1]2 + uε1,ε2i,j A[i+j+1]nG

[{i+j}n+ε1ε2]2

❈❛❧❝✉❧♦♥s

ρ(BiG
ε1BjG

ε2) = BiG
ε1BjG

ε2 ⊗ αi+j+2+n(ε1+ε2) + (Ai+1G
ε1BjG

ε2+

+ξn(ε1+1)+i+1BiG
ε1Aj+1G

ε2
)
⊗ βαi+j+1+n(ε1+ε2+1)

■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ❞❡s é❧é♠❡♥ts vε1,ε2i,j , wε1,ε2i,j t❡❧s q✉❡

BiG
ε1BjG

ε2 = vε1,ε2i,j A[i+j+2]nG
[{i+j+2}n+ε1+ε2}n]2+

wε1,ε2i,j B[i+j+1]n+ε1+ε2]nG
[{i+j+1}n+ε1+ε2+1]2 .



✶✵✵ ❖❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ Hn

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ❧❛ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té

Ai+1G
ε1BjG

ε2 + ξn(ε1+1)+i+1BiG
ε1Aj+1G

ε2 =

= vε1,ε2i,j (
[i+j+2]n∑
k=0

)A[i+j+1]nG
[{i+j+2}n+ε1+ε2}n]2+

+wε1,ε2i,j A[i+j+2]n+ε1+ε2]nG
[{i+j+1}n+ε1+ε2+1]2 .

✺✳✷ ❖❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ H2

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛s n = 2✳ ▲✬❛❧❣è❜r❡ H2 ❡st ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ 8 s✉r ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❜❛s❡ k ❡t ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
8 ♥✐ s❡♠✐s✐♠♣❧❡ ♥✐ ♣♦✐♥té❡✳

✺✳✷✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ H2 ❡t q✉♦t✐❡♥t ❞❡ O−ξ(SL(2))

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✸ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ H2 ❡st ❡♥❣❡♥❞ré❡
♣❛r α ❡t β s♦✉♠✐s ❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s

α4 = 1, β2 = 0 ❡t αβ = ξβα ✭✺✳✻✮

♦ù ξ ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ❞❡−1 ❞❛♥s k✳ ▲❛ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ∆H2 : H2 → H2⊗H2

❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

∆H2(α) = α⊗ α+ β ⊗ βα2 ❡t ∆H2(β) = α⊗ β + β ⊗ α3,

❧❛ ❝♦ü♥✐té ε : H2 → k ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ε(α) = 1 ❡t ε(β) = 0 ❡t ❧✬❛♥t✐♣♦❞❡
SH2 : H2 → H2 ♣❛r SH2(α) = α−1 ❡t SH2(β) = −ξ−1β✳

◆♦t♦♥s Eξ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ (
0 1
−ξ 0

)
,

♦ù ξ ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ❞❡ −1 ❞❛♥s k✳ ❘❡♣r❡♥♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸
❡t ♥♦t♦♥s O−ξ(SL(2)) = B(Eξ) ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r aij , 1 ≤ i, j ≤ 2✱ ❡t ❧❡s
r❡❧❛t✐♦♥s

E−1
ξ atEξa = I2 = aE−1

ξ atEξ, ✭✺✳✼✮

♦ù E−1
ξ ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ Eξ✱ a ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ (aij)✱ I2 ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té

❞❡ r❛♥❣ 2 ❡t at ❧❛ tr❛♥♣♦sé❡ ❞❡ a✳ ▲❛ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥

∆O−ξ(SL(2)) : O−ξ(SL(2)) → O−ξ(SL(2)) ⊗O−ξ(SL(2))

❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
∆O−ξ(SL(2))(aij) = ai1 ⊗ a1j + ai2 ⊗ a2j ,

♣♦✉r i, j = 1, 2✳ ▲❛ ❝♦ü♥✐té ε : O−ξ(SL(2)) → k ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ε(aij) = δij ♣♦✉r
t♦✉t i, j = 1, 2 ♦ù δ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r✳ ▲✬❛♥t✐♣♦❞❡

SO−ξ(SL(2)) : O−ξ(SL(2)) → O−ξ(SL(2))



✺✳✷ ❖❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ H2 ✶✵✶

❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬✐❞❡♥t✐té S(a) = E−1
ξ atEξ✳

P♦s♦♥s

ϕ(a11) = α, ϕ(a12) = β, ϕ(a21) = βα2 ❡t ϕ(a22) = α3. ✭✺✳✽✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✼✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✺✳✽✮ ❞é✜♥✐t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢
s✉r❥❡❝t✐❢ ϕ : O−ξ(SL(2)) → H2✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ ϕ ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ✐❧ s✉✣t
❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ O−ξ(SL(2)) ✈❛❧❡♥t ❛✉ss✐ ❞❛♥s H2✳
❖♥ ❛

(
0 −ξ−1

1 0

)(
ϕ(a11) ϕ(a21)
ϕ(a12) ϕ(a22)

)(
0 1
−ξ 0

)(
ϕ(a11) ϕ(a12)
ϕ(a21) ϕ(a22)

)
=

=

(
0 −ξ−1

1 0

)(
α βα2

β α3

)(
0 1
−ξ 0

)(
α β
βα2 α3

)
=

=

(
−ξ−1β −ξ−1α3

α βα2

)(
βα2 α3

−ξα −ξβ

)
=

=

(
−ξ−1β2α2 + α4 −ξ−1βα3 + α3β
αβα2 − ξβα3 α4 − ξβ2α2

)
.

▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✺✳✻✮ ❛ss✉r❡♥t ❛❧♦rs q✉❡

(
0 −ξ−1

1 0

)(
ϕ(a11) ϕ(a21)
ϕ(a12) ϕ(a22)

)(
0 1
−ξ 0

)(
ϕ(a11) ϕ(a12)
ϕ(a21) ϕ(a22)

)
= I2.

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡

(
ϕ(a11) ϕ(a12)
ϕ(a21) ϕ(a22)

)(
0 −ξ−1

1 0

)(
ϕ(a11) ϕ(a21)
ϕ(a12) ϕ(a22)

)(
0 1
−ξ 0

)
= I2.

❈♦♠♠❡ ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs α ❡t β ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ H2 s♦♥t ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ϕ✱ ❧❡
♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ϕ ❡st s✉r❥❡❝t✐❢✳

O−ξ(SL(2))
ϕ //

∆O−ξ(SL(2))

��

H2

∆H2

��
O−ξ(SL(2)) ⊗O−ξ(SL(2))

ϕ⊗ϕ // H2 ⊗H2

❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ♣♦✉r ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs a11, a12, a21 ❡t a22 ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ O−ξ(SL(2))✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ϕ : O−ξ(SL(2)) → H2 ❡st ✉♥ ♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❝♦❣è❜r❡s✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ s✉r ❧❡s ❣➠ér❛t❡✉rs q✉❡ ❧✬♦♥
❛ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

ϕ ◦ SO−ξ(SL(2)) = SH2 ◦ ϕ.



✶✵✷ ❖❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ Hn

✺✳✷✳✷ ❖❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ H2

◆♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝❧❛ss✐✜❡r ❧❡s ♦❜❥❡ts
❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ Oq(SL(2))✳

❚❤é♦rè♠❡ ✻✽✳ ▲❡s ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ H2 s♦♥t tr✐✈✐❛✉①✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s V ❧❡ ❝♦♠♦❞✉❧❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ❞❡H2✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ k2 ❞❡ ❜❛s❡ (v1, v2) ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ❝♦❛❝t✐♦♥ δ : V → V ⊗H2

❞é✜♥✐❡ ♣❛r

δ(v1) = v1 ⊗ α+ v2 ⊗ βα2 ❡t δ(v2) = v1 ⊗ β + v2 ⊗ α3.

◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡ ❝♦♠♦❞✉❧❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ❝♦♠♦❞✉❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ 2✳

❉é✜♥✐ss♦♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ β1 : V ⊗ V → k ♣❛r

β1(vi ⊗ vj) = (Eξ)ij ,

♣♦✉r i, j = 1, 2 ❡t ♦ù (Eξ)ij ❞és✐❣♥❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ij ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Eξ✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡
❛♥❛❧♦❣✉❡✱ ♥♦t♦♥s ν1 : k → V ⊗ V ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

ν(1) =
∑

i,j=1,2

(E−1
ξ )ijvi ⊗ vj ,

♦ù (E−1
ξ )ij ❞és✐❣♥❡ ❧✬é❧é♠❡♥t i, j ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ E−1

ξ ✳ ❈❡s ❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t
❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ H2✲❝♦♠♦❞✉❧❡s ❡t ♦♥ ❛ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s

(β1 ⊗ idV ) ◦ (idV ⊗ν1) = idV = (idV ⊗β1) ◦ (ν1 ⊗ idV ). ✭✺✳✾✮

◆♦t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t kα2 ❧❡ ❝♦♠♦❞✉❧❡ ❛ss♦❝✐é à ❧✬é❧é♠❡♥t ❣r♦✉♣✲❧✐❦❡ α2✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ k ❞❡ ❜❛s❡ e ❡t ❞❡ ❝♦❛❝t✐♦♥ δα2 : kα2 → kα2 ⊗H2 ❞é✜♥✐❡
♣❛r

δα2(e) = e⊗ α2.

❉é✜♥✐ss♦♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ β2 : V ⊗ V → kα2 ♣❛r

β2(vi ⊗ vj) = Λije,

♣♦✉r i, j = 1, 2 ❡t ♦ù Λ ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

(
1 0
0 −ξ

)
✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s ❛✉ss✐ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❧✐♥é❛✐r❡ ν2 : kα2 → V ⊗ V ♣❛r

ν2(e) =
∑

i,j=1,2

Λijvi ⊗ vj ,

♦ù Λij ❞és✐❣♥❡ ❧✬é❧é♠❡♥t i, j ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Λ✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ❛✐sé♠❡♥t q✉❡ β2 ❡t ν2

s♦♥t ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ H2✲❝♦♠♦❞✉❧❡s✳ ❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ τ : kα2 ⊗ V → V ⊗ kα2 ❡t
τ̃ : V ⊗ kα2 → kα2 ⊗ V ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ H2✲❝♦♠♦❞✉❧❡s ❞é✜♥✐s ♣❛r

τ(e⊗ vi) =
∑

j=1,2

Λijvj ⊗ e



✺✳✷ ❖❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ H2 ✶✵✸

❡t
τ̃(vi ⊗ e) =

∑

j=1,2

Λije⊗ vj

♣♦✉r i = 1, 2✱ ♦♥ ❛ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s

τ ◦ (β2 ⊗ idV ) ◦ (idV ⊗ν2) = idV⊗k
α2 ✭✺✳✶✵✮

❡t
τ̃ ◦ (idV ⊗β2) ◦ (ν2 ⊗ idV ) = idk

α2⊗V ✭✺✳✶✶✮

❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
τ ◦ τ̃ = idV⊗k

α2 . ✭✺✳✶✷✮

❙♦✐t Z ✉♥ ♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❞❡ H2 à ❣❛✉❝❤❡✳ ◆♦t♦♥s ωZ : Comod(H2) →
Vect(k) ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ✜❜r❡ ❛ss♦❝✐é à Z ❡t ♥♦t♦♥s W = ωZ(V )✳ ❈♦♠♠❡ Z ❡st ✉♥
♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❝❧✐✈é✱ W ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✉❡ V ❡t ♥♦✉s ♥♦t♦♥s (wi)i=1,2

✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ W ✳
◆♦t♦♥s F ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ωZ(β1) ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ (wi)✳

❈♦♠♠❡ W = V✷H2Z✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts tij ∈ Z t❡❧s q✉❡

wj =
∑

i=1,2

vi ⊗ tij ✭✺✳✶✸✮

♣♦✉r t♦✉t j = 1, 2✳ ❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ ψ0 : k✷H2Z → k ❡t

ψ2 : (V✷H2Z) ⊗ (V✷H2Z) → (V ⊗ V )✷H2Z

❧❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ str✉❝t✉r❡ ♠♦♥♦ï❞❛❧❡✱ ♦♥ ❛

Fij = ωZ(β1)(wi ⊗ wj)

= ψ0 ◦ (β1 ⊗ id) ◦ ψ2

(
(
∑
k=1,2

vk ⊗ tki) ⊗ (
∑
l=1,2

vl ⊗ tlj)

)

= ψ0 ◦ (β1 ⊗ id)

(
∑
k=1,2

vk ⊗ vl ⊗ tkitlj

)

= ψ0

(
(
∑
k=1,2

Eξ)kl) ⊗ tkitlj

)

=
∑
k=1,2

(Eξ)kltkitlj .

✭✺✳✶✹✮

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ F̃ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ωZ(ν1)
❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ (wi) ❡t ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ✭✺✳✶✹✮ ❛ss✉r❡ q✉❡

E−1
ξ = T F̃T t.

❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛r ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ♠♦♥♦ï❞❛❧ ωZ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✺✳✾✮✱ ♦♥ ♦❜✲
t✐❡♥t F̃ = F−1 ❡t✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ ❛

F−1T tEξT = I2 = TF−1T tEξ.
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▲❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥s ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 8
✭✈♦✐r ✹✳✹✮ ❛ss✉r❡ q✉❡ t♦✉t ♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❞❡ H2 ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t H2✲H2✲❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❀
❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ωZ : Comod(H2) → Vect(k) s❡ ❢❛❝t♦r✐s❡ ❞♦♥❝ ❡♥ ✉♥❡ ❛✉t♦éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s

ωZ : Comod(H2)
∼=−→ Comod(H2).

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ωZ(β1) : W ⊗W → k ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ H2✲❝♦♠♦❞✉❧❡✳
▲❡ H2✲❝♦♠♦❞✉❧❡ W ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à V ❝❛r V ❡st ❧❡ s❡✉❧ ❝♦♠♦❞✉❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ❞❡ H2 ❡t✱ ❝♦♠♠❡ W ❡st s✐♠♣❧❡ ❡t ❛✉t♦❞✉❛❧✱ ♦♥ ❛

Hom(W ⊗W,k) ∼= k1W .

■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ f ∈ k∗ t❡❧ q✉❡ F = fEξ ❡t ♦♥ ❛

fE−1
ξ T tEξT = I2 = fTE−1

ξ T tEξ. ✭✺✳✶✺✮

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s β2 ❡t ν2✳ ◆♦t♦♥s z ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Z
t❡❧ q✉❡ δ(z) = α2 ⊗ z✳ ❈♦♠♠❡ δ(z2) = 1 ⊗ z2✱ ♦♥ ❛ z2 ∈ k∗✳ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠✲
♠❡♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s G,G′ ∈ GL2(k) t❡❧❧❡s q✉❡ ωZ(β2) : W ⊗W → kα2

❡t ωZ(ν2) : kα2 → W ⊗W s♦✐❡♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r G ❡t G′✳ ❈♦♠♠❡ Z ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t
H2✲❜✐❣❛❧♦✐s✐❡♥✱ ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ωZ(β2) ❡t ωZ(ν2) s♦♥t ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡
H2✲❝♦♠♦❞✉❧❡s✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ V ❡st ❧❡ s❡✉❧ ❝♦♠♦❞✉❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ❡t q✉❡

Hom(V ⊗ V, kα2) ∼= Hom(V, V ⊗ kα2) ∼= Hom(V, V ).

❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ g, γ ∈ k∗ t❡❧s q✉❡ G = gΛ ❡t G′ = γΛ✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡✱ ✐❧
❡①✐st❡ x, x̃ ∈ k∗ t❡❧s q✉❡ ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ H2✲❝♦♠♦❞✉❧❡s ωZ(τ) ❡t ωZ(τ̃) s♦✐❡♥t
❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s xΛ ❡t x̃Λ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛r ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ♠♦♥♦ï❞❛❧ ωZ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✵✮✱
♦♥ ❛ ∑

ijk=1,2

γΛijgΛjkx(Λ
2)kl = 1

❡t ❞♦♥❝ γgx = 1✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❡♥ ❝♦♥s✐ér❛♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
✭✺✳✶✶✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t γgx̃ = 1 ❡t✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✷✮✱ ♦♥ ❛
x̃x = 1✳ ❉❡ ❝❡s r❡❧❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t x = x̃ = x−1 ❡t γ = xg−1✳

❈♦♠♠❡ W = V✷H2Z ❡t ❝♦♠♠❡ β2 ❡t ν2 s♦♥t ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ H2✲
❝♦♠♦❞✉❧❡s✱ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ✭✺✳✶✹✮ ❞♦♥♥❡

gΛz = T tΛT ✭✺✳✶✻✮

❡t
Λz = γTΛT t. ✭✺✳✶✼✮

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡✱ ❝♦♠♠❡ τ ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ H2✲❝♦♠♦❞✉❧❡s✱ ♦♥ ❛

xTΛ2z = zΛ2T.

❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ γ = g−1x✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✼✮ s❡ ré❞✉✐t à

gzI2 = Λ−1T tΛT
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❡t ❡st ❞♦♥❝ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✭✺✳✶✻✮✳ ❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t z t❡❧ q✉❡ z2 = g−1f−1✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

zfΛ−1T tΛT = I2. ✭✺✳✶✽✮

◆♦t♦♥s A ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r yij ♣♦✉r i, j = 1, 2 ❡t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s

E−1
ξ Y tEξY = Y E−1

ξ Y tEξ = I2

❡t
y2
11Λ

−1Y tΛY = I2, ✭✺✳✶✾✮

♦ù Y = (yij)✳
◆♦t♦♥s ❡♥❝♦r❡ δ : A→ H2 ⊗A ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❞é✜♥✐ ♣❛r

{
δ(y1,i) = α⊗ y1,i + β ⊗ y2,i

δ(y2,i) = βα2 ⊗ y1,i + α3 ⊗ y2,i,

♣♦✉r i = 1, 2✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❬❇✐✷✵✸✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸❪ q✉❡ (A, δ)
❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ H2✲❝♦♠♦❞✉❧❡ ❞♦♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ can : A⊗A→ H2⊗A
❡st ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳

P♦s♦♥s

ϕ1(Y ) =
1√
f
T. ✭✺✳✷✵✮

▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✺✳✶✺✮ ❡t ✭✺✳✶✽✮ ❛ss✉r❡♥t q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ϕ1 ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✭✺✳✷✵✮
❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s✱ A ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ H2✲❝♦♠♦❞✉❧❡ ❞♦♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❡st ❜✐❥❡❝t✐✈❡✱ Z ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❞❡ H2 q✉✐ ❡st ✜❞è❧❡♠❡♥t ♣❧❛t✳
❆❧♦rs ϕ1 ❡st ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡t✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧✬❛❧❣è❜r❡ Z ❡st ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡s
é❧é♠❡♥t tij ❡t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✺✳✶✺✮ ❡t ✭✺✳✶✽✮✳

P♦s♦♥s

ϕ2(T ) =
√
f

(
α β
βα2 α3

)
. ✭✺✳✷✶✮

❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠❡♥t✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ϕ2 : Z → H2 ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✭✺✳✷✶✮ ❡st ✉♥ ♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s H2✲❝♦♠♦❞✉❧❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s ✜❞è❧❡♠❡♥t ♣❧❛ts ❡t
❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s✳
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬❆❊●◆✵✷❪ ❆❧❥❛❞❡✛✱ ❊✳ ❀ ❊t✐♥❣♦❢✱ P✳ ❀ ●❡❧❛❦✐✱ ❙✳ ❀ ◆✐❦s❤②❝❤✱ ❉✳✱ ❖♥ t✇✐st✐♥❣ ✐♥
✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❍♦♣❢ ❛❧❣❡❜r❛s✳ ❏✳ ❆❧❣❡❜r❛✱ ✷✺✻✱ ✭✷✵✵✷✮✱ ✹✽✹✕✺✵✶✳

❬❆◆✵✶❪ ❆♥❞r✉s❦✐❡✇✐ts❝❤✱ ◆✳ ❀ ◆❛t❛❧❡✱ ❙✳✱ ❈♦✉♥t✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥ts ❢♦r ❍♦♣❢ ❛❧❣❡✲
❜r❛s ♦❢ ❧♦✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❚s✉❦✉❜❛ ❏✳ ▼❛t❤✳✱ ✷✺✱ ✭✷✵✵✶✮✱ ✶✽✼✕✷✵✶✳

❬❆✉✶❪ ❆✉❜r✐♦t✱ ❚✳✱ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts ●❛❧♦✐s✐❡♥s ❞❡ Uq(g) à ❤♦♠♦t♦♣✐❡
♣rès✳ t♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❈♦♠♠✳ ❆❧❣❡❜r❛✳

❬❆✉✷❪ ❆✉❜r✐♦t✱ ❚✳✱ ❖♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ●❛❧♦✐s ♦❜❥❡❝ts ♦✈❡r t❤❡ q✉❛♥t✉♠
❣r♦✉♣ ♦❢ ❛ ♥♦♥❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠✳ ▼❛♥✉s❝r✐♣t❛ ▼❛t❤✳✱ ✶✷✷✱
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