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Introduction

Cette thése porte sur la classification des objets galoisiens d’une algébre de
Hopf. Le concept d’extension de Hopf-Galois, qui a été beaucoup étudié ces
derniéres années, est une généralisation du concept d’extension galoisienne de
corps, mais aussi un analogue des fibrés principaux dans le cadre de la géométrie
non commutative. Si H est une algebre de Hopf, une algébre H-comodule (Z, )
est une H-extension de Hopf-Galois de I'algébre B si les éléments coinvariants
de Z sont les éléments de B et si ’application canonique §: Z®p Z — Z Q H
définie par

Blz@y)=d(z)(y®1)

est une bijection. Les objets galoisiens forment une classe importante d’exten-
sions de Hopf-Galois ; ce sont celles dont les coinvariants sont réduits & ’anneau
de base. Bien qu’une littérature abondande aie été consacrée aux extensions
de Hopf-Galois, on a peu de résultats sur leur classification & isomorphisme
prés. Pour contourner la difficulté de classer les extensions de Hopf-Galois a
isomorphisme pres, Kassel a introduit et développé avec Schneider une relation
d’équivalence sur les extensions de Hopf-Galois qu’il a appelée homotopie.

Cette thése apporte des résultats de classification a homotopie et isomor-

phisme prés et essaye de donner une approche de la classification des objets
galoisiens autour de quatre axes.

a) La construction explicite de représentants des classes d’homotopie des
objets galoisiens de 'algébre U, (g) associée par Drinfeld et Jimbo & une
algébre de Lie g, explicitant ainsi un théoréme de Kassel et Schneider.

b) Une étude des objets galoisiens de l'algébre quantique O4(SL(2)) des
fonctions sur le groupe SL(2); nous donnons la classification & isomor-
phisme prés et des résultats partiels pour la classification & homotopie
preés.

¢) Une étude systématique de la classification & isomorphisme et homotopie
prés pour les algébres de Hopf de dimension < 15; nous synthétisons des
résultats éparpillés dans la littérature, portant sur des familles d’algebres
de Hopf pointés ou semisimples et complétons avec la classification des
objets galoisiens de 'algébre de Hopf ni semisimple ni pointée de dimen-
sion 8.

d) Une étude d'une famille d’algeébres de Hopf H,, qui ne sont ni semisimples
ni pointées, pour lesquelles nous donnons une présentation des objets ga-
loisiens. Pour n = 2, nous montrons que les objets galoisiens sont triviaux.

Un chapitre préliminaire introduit les concepts étudiés dans cette thése. Les
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extensions de Hopf-Galois y sont notamment présentées ainsi que leur interpré-
tation en terme de fibrés principaux quantiques, mais aussi de foncteurs fibres.
L’homotopie pour les extensions de Hopf-Galois est définie ainsi que les diffé-
rents cocycles associés aux extensions de Hopf-Galois et notamment les cocycles
“paresseux” introduits par Bichon et Carnovale. Les systémes de Hopf-Galois,
introduits par Bichon, sont expliqués; ils donnent une reconstruction de type
tannakien éclairant la notion d’objet bigaloisien introduite par Schauenburg.

Soit Uy, (g) 1'algeébre quantique enveloppante associée par Drinfeld et Jimbo a
une algebre de Lie g semisimple de matrice de Cartan symétrisable. Le chapitre 2
est consacré a la construction d’un représentant pour chaque classe d’homotopie
des objets galoisiens de U,(g). Kassel et Schneider ont montré que I’ensemble
des objets galoisiens de U,(g) & homotopie prés est en bijection avec ’ensemble
des classes d’homotopie des objets galoisiens de k[G], ot G est 1’ensemble des
éléments “group-like” de U,(g). Ce dernier ensemble est lui-méme paramétré
par t(t — 1)/2 éléments inversibles de I'anneau de base k, ou ¢ est le rang de
g. Pour toute famille A d’éléments inversibles de ’anneau k, nous définissons
Palgébre Ay comme I'algébre associative unitaire engendrée par des générateurs
XY, Z;, Zi—1 pour 1 <17 <t et les relations

22y = NyZiZis 2270 =270 2= 1,

= )\zﬂd “i X7,
ZiY; = ¢ %Y 7,
Z.
XiY; =Y, X; = 0;5 r——
qgr —q
1— azj 1
[ _%] N X TG T = 0,
r= O qdi

1—a;;

Sy | P vy =,
r o [ J

r=0 q

pour 1 <1i,j <t (les autres notations sont expliquées au chapitre 2).

Nous établissons dans le chapitre 2 le théoréme suivant pour A une famille
de t(t — 1)/2 éléments inversibles de k complétée en une famille multiplicative-
ment antisymétrique.

Théoréme.
a) L’algebre Ay posséde une structure d’objet galoisien clivé de Uy(g).
b) Tout objet galoisien de Uy(g) est homotope & un objet galoisien de la
forme Aj.
¢) Deuz objets galoisiens Ay et Ay de Uy(g) sont homotopes si et seulement
st A=\,

Ce chapitre a donné lieu & un article [Al] intitulé “Classification des ob-
jets galoisiens de Uy(g) a homotopie prés” a paraitre dans “Communication in
Algebra”.
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Le chapitre 3 est consacré a ’étude des objets galoisiens de 1’algébre quan-
tique O4(SL(2)) des fonctions sur le groupe SL(2). Il apporte une classification
des objets galoisiens d’une algébre de Hopf de dimension infinie et d’objets ga-
loisiens non clivés. Nous considérons les algebres de Hopf B(F), introduites par
Dubois-Violette et Launer. Pour E € GL,(k), 'algébre B(E), est engendrée
par (aij)1<ij<n €t les relations

EY'Ea =1, =aE 'd'E,

ott E~1 désigne l'inverse de E et a la transposée de a. Notons qu'il existe E, €
GLsy(k) telle que Oy(SL(2)) = B(E,). Suivant Bichon, si de plus F' € GLy,(k),
nous considérons l'algeébre B(E, F') engendrée par (zij)i=1..n j=1..m et définie
par les relations matricielles

F12Ez=1, et 2F%E=1I,.

En utilisant I'interprétation des objets galoisiens comme foncteurs fibres, nous
donnons la classification des objets galoisiens des algebres de Hopf B(E) et
établissons les résultats suivants.

Théoréme.

a) Soit k un anneau principal, n > 2 un entier, E € GL,(k) et Z un objet
galoisien de B(E). Alors il existe un entier m > 2 et une matrice F' €
G Ly (k) telle que Te(F~LF?) = Tr(E~LE?) et Z soit isomorphe a B(E, F)
comme objet galoisien de B(E).

b) Soit k un anneau principal, n,my, mo des entiers > 2 et E € GLy(k),
Fy € GLp, (k), F5 € GLp, (k) des matrices telles que les algébres B(E, Fy)
et B(E, Fy) soit k-fidéelement plates. Alors les objets galoisiens B(E, F1)
et B(E, Fy) de B(FE) sont isomorphes si et seulement si my = mo et s’
existe une matrice P € GLy,, (k) telle que Fy = PFyPt.

c) Soit k un corps algébriqguement clos de caractéristique nulle, des en-
tiers mg,m1 > 2 et des matrices Fo, F1 € GLpy,(k) X GLp, (k) telles
que Tr(F, 'F}) = —q — ¢! pour i = 0,1. Si mg = my et si Fy 'F}
et Fl_lFlt ont le méme polyndme caractéristique, alors les deux objets ga-
loisiens B(Ey, Fy) et B(Ey, 1) de Oq(SL(2)) sont homotopes.

Ce chapitre a donné lieu & un article [A2] intitulé “On the classification of
Galois objects over the quantum group of a nondegenerate bilinear form”, paru
dans “Manuscripta Math”.

Le chapitre 4 est une étude systématique des objets galoisiens lorsque ’al-
gebre de Hopf est de dimension < 15 et l’anneau de base est un corps algébri-
quement clos de caractéristique nulle. Nous faisons une synthése de résultats
de classification éparpillés dans la littérature. La méthode classique d’étude des
objets galoisiens d’une algébre de Hopf H de petite dimension a été donnée par
Doi et Takeuchi pour ’algébre de Sweedler et les algébres de Taft, et utilise un
isomorphisme de H-comodules entre ’algébre de Hopf et 'objet galoisien. Nous
reprenons aussi des résultats de classification de Masuoka sur des familles d’al-
gébres cosemisimples ainsi qu’un résultat de Davydov pour les objets galoisiens
d’une algébre de fonctions sur un groupe. La méthode de classification des objets
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bigaloisiens a été donnée par Schauenburg et repose la classification des objets
galoisiens et le calcul des automorphismes de Hopf de l'algébre de Hopf. La
notion d’homotopie est aussi abordée. Nous synthétisons ces différents travaux
pour donner une présentation compléte et systématique de la classification des
objets galoisiens d’une algébre de Hopf de petite dimension et complétons avec
les résultats concernant 1’algébre de Hopf de dimension 8 qui n’est ni semisimple
ni pointée que nous étudions dans le chapitre suivant.

Le chapitre 5 aborde le probléme de la classification pour une famille d’al-
gébres de Hopf H,, ni pointées ni semisimples pour n € N. Ces calculs reposent
sur la méthode donnée par [DoT95] mais les scalaires intervenant dans la pré-
sentation de 1'objet galoisien sont solutions d’un systéme non linéaire et non
trivial car l'algébre n’est pas seulement engendrée par des éléments group-like
et primitifs. Ce chapitre fournit un premier exemple de calcul d’objets galoisiens
lorsque ’algébre de Hopf n’est ni semisimple ni pointée.

Les algébres H, sont les algébres de Hopf duales des algébres pointées P,
engendrées par g et x et les relations

2n 1
)

g = :z:2:1—g2, gr+xg=20

et telles que g soit un élément group-like et « un élément g-primitif. Nous mon-
trons que les algébres H, sont engendrées par deux éléments « et G et les
relations

=1, B2=0 et af =¢&Ba,

ol £ est une racine primitive 2n-iéme de 1'unité dans k. La comultiplication
A: H, — H, ® H, est donnée par

Ald)=a®@a+BRFa" et A(f)=a®f+ o™

Quand n = 2, l'algébre de Hopf Hs est I'unique algébre de Hopf de dimension 8
qui n’est ni semisimple, ni pointée. Nous montrons que cette algébre est un
quotient de l'algebre O4(SL(2)) des fonctions quantiques sur le groupe SL(2)
lorsque ¢ = —i. La classification des objets galoisiens de Hs est traitée de
maniére analogue a celle des objets galoisiens de O4(SL(2)) (voir le chapitre 3)
et nous montrons que les objets galoisiens de Hy sont triviaux a isomorphisme
prés.



Chapitre 1
Définitions

Dans ce chapitre, nous définissons les notions que nous utiliserons dans le
reste de cette theése.

1.1 Algeébres, cogébres et algébres de Hopf

Soit k un anneau commutatif; les objets considérés appartiennent & la caté-
gorie monoidale des k-modules dont le produit tensoriel sur k sera noté ®.

1.1.1 Algébres et cogébres

Donnons la définition d’une algébre de telle sorte que nous puissons en don-
ner une version “duale”.

Une k-algébre unitaire est un k-module A muni de deux applications k-
linéaires, la multiplication 4 : A ® A — A et 'unité u : k — A telles que les
diagrammes suivants commutent.

a) associativité b) unitarité
A Ao A Ag A A A
id ®ul J/” W W
A A—" A ARk 2 ko A

IR
IR

A

Pour tous k-modules V et W, la volte 7 : VW — W ® V est définie
par 7(v ® w) = w ® v, pour tout v € V, w € W. Une algébre (A, p,u) est
commutative si o7 =7 o L.

Exemple 1. Soit G un groupe et k[G] le k-module libre de base G. Les appli-
cations p : k[G] ® k[G] — k[G] définie sur la base par u(g,h) = gh pour tout
g,h € G et u: k — k[G] définie par u(1;) = 1¢ munissent k[G] d’une structure
d’algebre et k[G] est lalgébre du groupe G.



12 DEFINITIONS

Nous définissons la notion de cogébre comme la notion “duale” de celle d’al-
gébre. Une cogébre unitaire est un k-module C muni de deux applications li-
néaires, la comultiplication A : C — C' ® C et la colinité € : k — C telles que
les diagrammes suivants commutent.

a) coassociativité b) coiinitarité
A—22>Ac4
AJ/ iA@id > <
id ®A
AA %S A0 A0 A Ak A ko A
k A

AR A

Une cogebre (C,A,¢e) est cocommutative si A = 7o A, ot 7 est la volte.
Si (C,Ac,ec) et (D,Ap,ep) sont deux cogebres, une application f : C — D
est un morphisme de cogébres si Apo f=(f® f)oAcetec=epo f.

Remarque 2. Nous utiliserons la notation de Sweedler
A(z) = z(1) ® 2(2).-

Les indices (1) et (2) sont symboliques et la notation x(;)®z 9 doit étre comprise
comme une somme de produit tensoriels d’éléments de C'. De maniére analogue,
nous écrivons (A ®id) o A(x) = (Id®A) o A(x) = z(1) ® 7(2) ® 7(3), ce qui est
licite par la coassociativité.

Exemples 3.
(a) Soit (C,A,¢e) une cogebre. La cogébre opposée C°P est le k-module C
muni de la méme coiinité € et de la multiplication A°? = 7oA ; on vérifie

aisément que (C°P, A ¢) est une cogebre.

(b) Soit k[G] le k-module libre de base les éléments de G. Les applications
linéaires A : k[G] — k[G] ® k[G] définie sur la base par A(g) = g ® g et
e : k|G] — k définie sur la base par €(g) = 1, pour tout g € G, munissent
k[G] d’une structure de cogébre.

(c) Soit U(g) l'algébre universelle enveloppante d'une algébre de Lie g. Les
applications A : U(g) — U(g) ® U(g) deéfinie par A(z) =z @1+ 1z
et € : U(g) — k définie par e(x) = 0, pour tout & € g, munissent U(g)
d’une structure de cogébre.

1.1.2 Dualité entre algébres et cogébres

Nous supposons dans ce paragraphe que k est un corps. Pour tout k-espace
vectoriel V', nous notons V* = Homyg(V, k) le dual linéaire de V. La dualité
entre V et V* définit une forme bilinéaire non dégénérée <,>: V* @V — k par
< f,v >= f(v). Si une application ¢ : V. — W est linéaire, la transposée de ¢
est p* : W* — V* définie par

pour tout f € W* et v e V.



1.1 ALGEBRES, COGEBRES ET ALGEBRES DE HOPF 13

Lemme 1. Si C est une cogébre, son dual linéaire C* est canoniquement muni
d’une structure de k-algébre par p = A* et u = e*.

Démonstration. Comme C* @ C* C (C ® C)*, les applications précédentes sont
bien définies et on vérifie aisément que C™* est une algébre. O

Exemple 4. Soit (k[G], A, ¢) la cogebre définie dans I'exemple 3. Alors, son dual
kG = k[G]*, qui s’identifie aux fonctions du groupe G dans k, a une structure
d’algebre donnée par 1 = A* et u = €*. Notons (d4)4ec la base duale de (g)4ec ;
le produit u = A* de k¢ = k[G]*est donné dans la base (J,),e par

dg0n = dg 1 g (1.1)

pour tout g,h € G, ol 94 est le symbole de Kronecker.

Si nous considérons maintenant une algébre A, I'image de la transposée de
la multiplication m*(A*) n’est pas forcément contenue dans A* @ A*. Nous
définissons alors le dual fini A° de A comme ’ensemble

A% ={f € A"| il existe un idéal I de A tel que f(I) =0et dim A/I < co}.

Proposition 2. Pour toute algébre A, la comultiplication A = p* et la cotinité
e = u* munissent le dual fini de A d’une structure de cogébre.

Démonstration. Pour la preuve, on pourra consulter [Mo93]. O

Remarque 5. Si A est un espace vectoriel de dimension finie, alors son dual
linéaire et son dual fini coincident.

Exemple 6. Soit k[G] 'algebre d’un groupe fini G. Alors k[G] est de dimension
finie et k¢ = k[G]* a une structure de cogébre donnée par u*. Dans la base
(6¢)gec de k&, duale de la base (g)gec de k[G], la comultiplication

A=p k% -5k k¢

est donnée par

A@y) = 1 (8g) = 3 61 @, (1.2)
heG

pour tout g € G. La coiinité ¢ : k[G] — k est donnée par
£(0g) = 6g.1 (1.3)

pour tout g € G.

1.1.3 Bigébres

Nous combinons maintenant les notions d’algébre et de cogébre en la notion
de bigebre. Une bigébre B est une k-algebre (B, p,u) qui est aussi une cogébre
(B, A,¢), telle que 'une des conditions équivalentes suivantes soit vraie.

(1) Les applications A et e sont des morphismes d’algébres.

(2) Les applications p et u sont des morphismes de cogebres.
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Un morphisme de bigébres f : B — B’ est une application linéaire entre
deux bigébres qui est & la fois un morphisme d’algébres et de cogébres.

Exemples 7.

(a) Soit k[G] lalgébre d’un groupe G. Alors la comultiplication et la coiinité
définies dans l'exemple 3 sont des morphismes d’algebres et k[G] est une
bigébre.

(b) Soit G un groupe fini. L’ensemble k& des fonctions du groupe G a une
structure de bigébre donnée par la multiplication, 'unité, la comultiplica-
tion et la coiinité définies par (1.1), (1.2) et (1.3)

(c) Soit g une algebre de Lie et U(g) son algebre universelle enveloppante
munie de son produit canonique. La comultiplication et la cotinité définies
dans I'exemple 3 munissent U(g) d’'une structure de bigebre.

Considérons une bigebre (B, u, A u,e). Un élément g € B est group-like
si A(g) =g®gete(g)=1;un élément x € B est primitif si A(x) =1®z +
x®1ete(x)=0.851g,h sont group-like, un élément x est (g, h)-primitif (en
anglais (g, h)-skew primitive) si A(z) = g®x+ 2 ® h et e(x) = 0. Nous notons
G(B) le groupe des éléments group-like, P(B) 'algébre de Lie des éléments
primitifs et Py, (B) 'ensemble des éléments (g, h)-primitifs, si g, h € G(B).

1.1.4 Algébres de Hopf

Si (C, A, e) est une cogebre et (A, p, u) une algebre, le produit de convolution
défini par

frg(x)=po(f®g)oAx)

pour tout f,g € Hom(C,A) et x € C, munit le k-module Homy(C, A) des
applications k-linéaires de C vers A d’une structure d’algébre; 1’élément unité
est ue.

Une bigebre (H,p, A,u,e) est une algébre de Hopf sl existe un antipode
S : H — H, inverse de l'identité pour le produit de convolution. Un morphisme
d’algébres de Hopf f: H — K est un morphisme de bigébres entre deux algebres
de Hopf H et K tel que f(Sgh) = Sk (f(h)) pour tout h € H, ot Sy et Sk
sont les antipodes de H et K respectivement.

Exemples 8.

(a) Soit k[G] I’algeébre d’un groupe G. Alors l'application linéaire S : k[G] —
k[G] définie par S(g) = g~' pour tout g € G est un antipode pour k[G].
Plus généralement, si g € G(H) est un élément group-like d’une algébre
de Hopf H, alors S(g) = g~ ! et, en particulier, tout élément group-like est
inversible.

(b) Soit H = U(g) ’algébre universelle enveloppante d’une algébre de Lie g.
Alors l’application S : U(g) — U(g) définie par S(z) = —z, pour tout z €
g est un antipode pour U(g). Plus généralement, si « € P(H) est un
élement primitif d’une algébre de Hopf H, alors on a S(z) = —z.

(c) Si k est un corps et H est une algébre de Hopf, alors le dual fini H®
de H est une algébre de Hopf avec S* comme antipode.

(d) L’algebre de Hopf de Sweedler Sy est la k-algébre engendrée par g, x,
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soumis aux relations
g2:1, z2=0 et Tg = —gT
munie de la comultiplication A : 84 — S84 ® Sy définie par
Alg)=g®g et Alx)=gRz+zal.

La cotinité € : Sy — k est définie par (g) = 1 et e(x) = 0 et Pantipode
S : 84 — Sy est défini par

Slg)=g'=g et S(z)=—ga

L’algébre de Hopf Sy est un k-module libre de rang 4 sur k, et est la plus
petite algébre de Hopf qui ne soit ni commutative ni cocommutative.

Nous utiliserons au chapitre 4 le résultat suivant.

Lemme 3. Soit k¢ l'algébre de Hopf des fonctions sur un groupe fini G. Si
f kS = kS est un automorphisme de algébre de Hopf kC, alors il existe un
automorphisme ¢ : G — G du groupe G tel que f(Jy) = d,(y) pour tout g € G.

Démonstration. Soit d, un élément de base de kG il existe ai € k tels que

f(6g) = > ajdi. Comme f est un automorphisme d’algebre, on a
keG

f(846n) = f(64)f(0n)

et donc

g _ g h
Og,n0y, = a0y

pour tout g,h,k € G. En particulier, si ¢ = h on obtient a] € {0,1} et sil
existe go € G tel que aj’ # 0, alors pour tout h # go et tout k € G, on
obtient a;‘ = 0. Comme f est bijective, pour tout g € G il existe un unique
©(9) € G tel que f(dy) = dy(g)- Comme f est un morphisme de cogébres, on a

Z f(591) ® f(5g2) = A(f(‘sg));

9192=g

ce qui donne

Z 5‘»0(91) ® 530(92) = Z 5h1 ® 6h2a

g192=g hiha=¢(g)

c’est-a-dire p(gh) = ¢(g)p(h) pour tout g,h € G. De maniére analogue, la
relation € o f = ¢ implique p(1) = 1 et la bijectivité de f implique celle de ¢
qui est donc un automorphisme du groupe G. O

1.1.5 Modules et comodules

Comme précédement, nous donnons la définition des modules de telle sorte
que nous puissions la “dualiser”.
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Soit A une algébre. Un A-module & gauche M est un k-module muni d’une
application linéaire (appelée action) v: A® M — M telle que les diagrammes
suivants commutent.

a) associativité b) unitarité

id 1
A Ao M2 Ao M koML ag M

pacia 7 lw X I

A M M M

Les A-modules a droite se définissent de maniére analogue et nous notons
Mod'(A) (ou Mod(A)) la catégorie des A-modules a gauche et Mod"(A) celle
des A-modules & droite.

Exemples 9. Soit H une algébre de Hopf.
(a) Soit M un k-module. Alors la coiinité de H définit ’action triviale de H
sur M par h — m = e(h)m pour tout h € H et m € M.
(b) L’action adjointe de H sur lui-méme est définie pour tout h,k € H
par h =~ k = h(l)kS(h(g))
Soit (C, A¢,ec) une cogebre. Un C-comodule & gauche M est un k-module
muni d'une application linéaire (appelée coaction) 6 : M — C ® M telle que les
diagrammes suivants commutent.

a) coassiociativité b) coiinitarité
M—2>MeC M—>MaC
5J{ lid ®Ac \ J/id ®ec

Moc—"EMeCcacC M®k

La catégorie des C-comodules a gauche est notée Comod!(C) (ou Comod(C'))
et la catégorie des C-comodules & droite, définie de maniére analogue, est no-
tée Comod"(C).

Remarque 10. Nous utilisons encore la notation de Sweedler
o(m) = m(1) ® mg)

pour désigner la coaction d’un élément m d’un C-comodule & gauche M.

Soit C' une cogebre et soit (M, dyr), (N,dn) deux C-comodules. Une appli-
cation f : M — N est un morphisme de C-comodules si o f = (f ®id) o dpy.
Nous avons le lemme de dualité suivant.

Lemme 4. Supposons que k est un corps.
(a) Soit C une cogébre et M un C-comodule a droite. Alors M est un C*-
module & gauche.
(b) Soit A une algébre et M un A-module & gauche. Alors M est un A°-
comodule & droite si et seulement si A-m est de dimension finie, comme
k-espace vectoriel, pour tout m € M.
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Exemples 11.
(a) Soit (C,A) une cogebre. Alors C est un C-comodule avec la comultipli-
cation comme coaction.
(b) Considérons la cogébre C' = k[G]. Alors M est un k[G]-comodule & droite
si et seulement si M est un k-module G-gradué (voir [Mo093|), c’est-a-dire
M = @gEG M97 ot

My ={m e M|6(m) =m® g}. (1.4)

(¢) Soit f: C — C’ un morphisme de cogébres. Alors f induit une structure
de C’'-comodule sur C par (f ®id) o A¢.

1.1.6 Invariants et coinvariants

Soit H une algébre de Hopf et M un H-module & gauche. Le sous-module
des éléments invariants de M sous H est

M = {m e M|h-m =e(h)m, Yh € H}.

Soit M un H-comodule & droite. Le sous-modules des éléments coinvariants
de M pour H est défini par

M@ = {me M|§(m)=me1}.
De maniére analogue, on définit les éléments invariants pour les H-modules
& droite et les éléments coinvariants pour les H-comodules a gauche et nous
utiliserons les mémes notations. On a le lemme suivant.
Lemme 5. Supposons que k est un corps.
(1) Soit M un H-comodule & droite ; considérons aussi la structure de H*-
module donnée par la dualité. Alors on a

MH* — MCOH

(2) Soit M un H-module & gauche tel que la dualité donne une structure de
H°-comodule & droite. Alors on a

MH — Mc© HO.

Exemple 12. Considérons 1'algébre de Hopf k[G] d’un groupe G et un k[G]-
comodule & droite M = @ gec Mg avec les notations de 'exemple 1.4. Alors

McoH — 1\467

ol e est ’élément neutre de G.
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1.1.7 Produits tensoriel et cotensoriel

Soit (H, p, A) une algébre de Hopf et soit V, W deux H-modules & gauche.
Alors V @ W est un H-module a gauche via

h-(v@w):h(l)-v®h(g)-w,

pourtout he HoveVetweW.
Soit V, W deux H-comodules & droite de coactions &y, dyy respectivement.
Alors V ® W est un H-comodule & droite via

vew (v @w) = Z U(1) @ w(1) @ V2 W(2),

pour tout v € Vet w e W.

Soit V' un H-comodule & gauche et W un H-comodule & droite. Le produit
cotensoriel VOgW est I'égalisateur des coactions de V et W, c’est-a-dire le
noyau de I'application ¢ : V@ W — V ® H ® W définie par

¢ =0y ®idw —idy @dw .

Comme VOygW C V ® W, on notera les éléments de VO W par v ® w.

Soit f : H — K un morphisme d’algébres de Hopf et V un K-comodule a
droite. Nous munissons H de la structure de K-comodule & gauche donnée par
(f®id)oAg. Alors VOg H est un H-comodule & droite via id @ A . Le produit
cotensoriel au dessus de H induit donc un foncteur

¢ : Comod'(K) — Comod"(H)

défini par ¢(U) = UOgH, pour tout U € Comod"(K). Si H = K, nous avons
un isomorphisme de k-modules id®e : VOg H =v.

1.1.8 Algébres modules et algébres comodules

Une algébre A est une algébre H-module & gauche g'il existe =~ H® A — A
vérifiant les trois conditions suivantes :

(MA1) L’application —: H® A — A munit A d’une structure de H-module

a gauche,

(MA2) h — (ab) = (h(1y — a)(h2) — b) pour tout h € H et a,b € A,

(MA3) h — 1 =¢(h)1 pour tout h € H.
Si laction vérifie seulement (MA2) et (MA3), on dit que H mesure A. Une
maniére équivalente de donner les conditions (MA2) et (MA3) est de dire que la
multiplication et I'unité de A sont des morphismes de H-modules. Nous pouvons
alors “dualiser” cette définition.

Si k est un corps et si H est de dimension finie sur &, on a le lemme suivant.

Lemme 6. Soit H une algébre de Hopf de dimension finie sur un corps k. A est
une algebre H-module & gauche si et seulement si A est une algébre H*-comodule
a droite.
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Exemples 13.

(a) Soit k[G] 'algebre d'un groupe G et soit (A, §) une algébre H-comodule.
D’aprés 'exemple 11, A = @geG Ay est un k-module G-gradué, avec
d(ag) = ag ® g, pour tout agz € Agy. Soit ay € Ay et b, € Ap; on a
d(agby) = agby, ® gh et donc AyjA, C Agp et 1 € Ay, Ceci assure que A
est une algébre G-graduée.

(b) Soit k[G] l'algebre d’'un groupe G et A une algébre H-module. Comme
Al(g) =g®g,onag-(ab) = (g-a)(g-b) pour tout g € G et a,b € A
et donc g agit sur A par automorphisme. Nous avons donc un morphisme
de groupes G — Aut(A), ot Aut(A) est le groupe des automorphismes
d’algebres de A. Réciproquement, tout morphisme G — Aut(A) induit
une structure d’algébre k[G]-module sur A. De maniére générale, si H est
une algébre de Hopf agissant sur un H-module A, on a un morphisme de
groupe G(H) — Aut(A).

(c) Soit U(g) 'algebre enveloppante d’une algébre de Lie g. Comme la co-
multiplication est définie par A(x) =1 ® z + 2 ® 1, un élément x € U(g)
agit par dérivation sur A. Plus généralement si x € P(H) est un élé-
ment primitif d’une algebre de Hopf H et A est une algébre H-module,
alors x agit par dérivation sur A et on a un morphisme d’algébres de Lie
P(H) — Der(A), ou Der(A) désigne l'algébre de Lie des dérivations de A.

(d) Si k est un corps, si k¢ = (k[G])* est le dual de I’algébre d’un groupe
fini G et si A est une algebre H-comodule, alors A est une algebre k[G]-
module et on a un morphisme de groupes G — Aut(A).

(e) Si k est un corps, si k¢ = (k[G])* est le dual de I’algébre d'un groupe
fini G et si A est une algébre H-module, alors A est une algebre k[G]-
comodule, c’est-a-dire une algébre G-graduée.

L’action d’une algébre de Hopf H sur une algébre A est intérieure s’il existe
une application inversible pour la convolution v € Hom(H, A) telle que

h— a = u(hqy)au (he),

pour tout h € H et a € A, ot u~! désigne I'inverse de u pour la convolution.

Exemples 14.

(a) L’action triviale d’une algébre de Hopf H sur une algébre A est inté-
rieure : il suffit de poser u(h) = e(h)1.

(b) L’action adjointe d’une algébre de Hopf H sur elle-méme est intérieure :
il suffit de poser u(h) = h et u=t(h) = S(h).

(c) Si Paction de H sur A est intérieure, les éléments group-like agissent
comme automorphismes intérieurs; réciproquement, si un groupe G agit
par automorphismes intérieurs, alors 'action de k[G] est intérieure.

(d) Sil'action de H sur A est intérieure, alors les éléments primitifs de H
agissent par dérivations intérieures : x — a = [u(z), a], pour tout x € H
et a € A. Réciproquement, si une algébre de Lie g agit par dérivation
intérieure sur A, alors 'action de U(g) sur A est intérieure.
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1.2 Produits croisés et extensions clivées

1.2.1 Cocycles

Soit H une algebre de Hopf, A une k-algébre et supposons que H mesure A
vig I'action & gauche —: H ® A — A. Une application ¢ : H ® H — A est un
cocycle normalisé 4 gauche si o est inversible pour la convolution, si

o(h,1) =0o(1,h) =¢e(h)
et si

(hay = a(kay, may)) olhey, koymee) = o(ha), k) o(heke),m)  (1.5)

pour tout h,k,m € H. On utilisera souvent le terme cocycle pour désigner un
cocycle normalisé.
Exemples 15.
(a) Soit k[G] 'algebre d’un groupe fini G et o : k[G] ® k[G] — k un cocycle
a gauche associé a une action triviale. Alors la condition (1.5) s’écrit

o(k,m)o(h,km) = o(h,k)o(hk,m)

et le cocycle o est un cocycle du groupe G au sens usuel.

(b) Soit H et K deux algébres de Hopf, A une k-algébre, f : H — K un
morphisme d’algébres de Hopf et 0 : K ® K — A un cocycle normalisé &
gauche. Alors, 0/ = oo (f ® f) est un cocycle normalisé a gauche.

Remarque 16. Soit H une algébre de Hopf, A une algébreet 0 : H® H — A
un cocycle. Supposons que U = H* est une algébre de Hopf et notons J = o* €
A®U®2. Alors J satisfait I’équation de twist dynamique

Jl2.34 712,34 _ 71,234 71,23

1.2.2 Produits croisés

Soit H une algébre de Hopf, A une k-algébre et supposons que H mesure A
via Vaction & gauche —: H @ A — A.

Soit o : H® H — A une application inversible pour la convolution. Le produit
croisé A#,H de A et H est le k-module A ® H muni de la multiplication

(a#th)(b#k) = a(hq) = b) o(h(), k@) #h)ke)
pour tout h,k € H et a,b € A, ou l'on a noté a#h les éléments de A#,H.

Lemme 7. Le produit croisé A#H est une algébre associative d’unité 1#1 si
et seulement si
(a) Ualgébre A est munie d’une action —: H®@ A — A telle que 1 = a=a
et
h—= (k= a) = a(ha, k) (hyke) = @) o~ (), k)

pour tout a € A et h,k € H ;



1.2 PRODUITS CROISES ET EXTENSIONS CLIVEES 21

(b) Vapplication o : H® H — A est un cocycle normalisé a gauche.

Remarque 17. Si le cocycle o est trivial, ¢’est-a-dire si o(h, k) = e(h)e(k), alors
le produit croisé se réduit &4 A#H = A ® H avec la multiplication

(a#th)(bitk) = a(h@y = b)#h )k,

pour tout h,k € H et a,b € A.

Exemples 18.
(a) Soit I'algebre H = k[G] d’un groupe G, une algébre A, une action — de
H sur A et un cocycle 0 : H® H — A. Alors le produit croisé A#,H est
le produit croisé usuel d’algébres de groupes.
(b) Soit H, K deux algebres de Hopf, B une algébre, f : H — K un
morphisme d’algebres de Hopf et 0 : K ® K — B un cocycle. Notons

o' =(f®@f)ooc: H® H — B.

Si K mesure B via —, alors H mesure B via — o(f ®id): H® B — B.
Par conséquent, si B#,K est un produit croisé, il en est de méme pour
B, H.

(c) Soit A une algébre, g une algebre de Lie, 7 : g x g — A un cocycle de
Lie et 6 : g — Derg(A) une application linéaire tels que A x. U(g) soit le
produit croisé de ’algébre enveloppante au sens classique. Alors le cocycle
o:U(g) ®U(g) — A induit par 7 et Paction induite par ¢ définissent un
produit croisé A#,U(g) et les deux algebres A x, U(g) et A#,U(g) sont
isomorphes (voir [Mo93] pour les détails).

1.2.3 Extensions clivées

Soit B C Z deux algébres et H une algébre de Hopf. On dit que B C Z
est une H-extension & droite si Z est une algebre H-comodule & droite et si
I'ensemble des éléments coinvariant Z°H = B. Une extension B C Z est une
extension clivée §'il existe un morphisme de H-comodules v : H — Z inversible
pour la convolution et tel que v(1) = 1; ~ est appelée l'application clivante.

Les extensions clivées peuvent étre caractérisées en terme de produit croisés.

Théoréme 8. Une H-extension B C Z est clivée si et seulement s’il existe un
cocycle 0 : H® H — B et une action —: H® B — B tels que Z soit isomorphe
au produit crois€é B#H,H.

La preuve de ce théoréme (voir [M093|) est basée sur les résultats suivants.

Proposition 9 (|[DoTa86|). Soit B C Z une H-extension a droite, qui est clivée
d’application clivante v : H — Z. Alors, il existe une action de produit croisé
—: H® B — B, donnée par

h—a=v(ha))ay ' (h)
pour tout h € H et a € A, et un cocycle inversible o : H® H — B donné par

o(h. k) = v(hay) (k) v (he)ke)
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pour tout h,k € H, a € B, ot y~' désigne Uinverse pour la convolution de .

Ces données définissent un produit croisé B#,H isomorphe a Z et le mor-
phisme d’algébres W : B#,H — Z donné par V(a#h) = ay(h) est un mor-
phisme de B-modules a gauche et un morphisme de H-comodules o droite (avec
la structure naturelle).

Proposition 10 (|[BM89|). Soit B#,H un produit croisé; considérons l’appli-
cation clivante v : H — B#,H définie par ~v(h) = 1#h. Alors v est inversible
pour la convolution d’inverse y~1 donné par

v (h) = 071 (S(h), b)) #S(ha))
et B C B#,H est une H-extension clivée d’application clivante .

Corollaire 11 ([BM89|). Supposons que l'antipode de l'algébre de Hopf H soit
bijective. Alors tout produit croisé B#,H est isomorphe ¢ B ® H comme B-
module & gauche.

Si I'action de H est intérieure, nous avons le théoréme suivant.

Théoréme 12 (|[BCMS86|). Soit B#,H un produit croisé tel que l'action de H
sur B soit intérieure et donnée par une application inversible u € Hom(H, B).
Définissons 7 : H ® H — B par

7(h, k) = u” (kay) w (hay) o (b, k) u(hs)ke)-

Alors T est un cocycle et il existe un isomorphisme d’algébres
¢ : B#.H = B#.H,

ot laction de H sur B du produit croisé B#.H est triviale. De plus, l’iso-
morphisme d’algébres ¢ est aussi un morphisme de B-modules & gauche et un
morphisme de H-comodules a droite.

Nous avons aussi des conditions nécessaires et suffisantes pour que deux
produits croisés soient isomorphes. Elles sont dues & Doi [Do89| d’une part et
Blattner (dans un papier non publié, mais reformulé dans [M093]). Nous donnons
le théoréme de [Mo93|.

Théoréme 13 ([Mo93]). Soit B une algébre et H une algébre de Hopf. Consi-
dérons deuz actions de produits croisés —,—': H ® B — B et deuzr cocycles
o,0' : HQ H — B associés a —, —' respectivement. Supposons que l’application

¢ : B#.,H — B#., H

est un isomorphisme d’algébres, qui est aussi un morphisme de B-modules a
gauche et un morphisme de H-comodule a droite. Alors il existe une application
u € Hom(H, B) inversible pour la convolution telle que

(1) w(a#h) = aulh))# ),

(2) h—="a=u""(hy) (o) — a) u(hg),
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(3) O',(h, k) = u_l(h(l)) (h(Q) - u_l(k(l))) O'(h(g), k(Q)) u(h(4)k(3)) pour tout
h,k€ H eta € B.
Réciproquement, si u € Hom(H, B) vérifie (2) et (3), alors Uapplication ¢
définie par (1) est un isomorphisme.

Dans ce cas, les deux produits croisés sont dits équivalents. Dans le language
des extensions clivées, le théoréme 13 se reformule comme suit.

Corollaire 14. Soit B C Z une H-extension clivée el supposons qu’il existe
deuz applications clivantes v,y : H — Z. Notons B#,H et B#.,H les deux
produits croisés isomorphes a Z correspondant a vy, par la proposition 9 et
posons u = v *x~' € Hom(H, Z). Alors les actions —,—" et les cocycles o, 0’
vérifient les relations (1)-(3) du théoréme 13.

1.2.4 Algébres H-comodule tordues

Nous considérons maintenant le cas ot B = k. Alors les cocycles considérés
sont & valeurs dans k, sur lequel H agit trivialement. L’application linéaire
0:H®H — k est un cocycle & gauche si

o(k@y,mqy) o(h, k@ym)) = o(hqy, k) o(he)ke),m),

et si o(h,1) = o(1,h) = e(h) pour tout h,k,m € H.
Soit A une algébre H-comodule et ¢ : H ® H — k un cocycle a gauche.
L’algébre H-comodule tordue ;A o gauche est le H-comodule A muni du produit

pour tout a,b € A.
De maniére similaire, un cocycle & droite 7 : H ® H — k est une application
linéaire vérifiant

7(k(2), m2)) T(h, kymy) = 7(he), k) T(haykay, m)
et 7(h,1) = 7(1,h) = e(h), pour tout h,k,m € H. Alors l'algébre H-comodule
tordue A, a droite est le H-comodule A muni du produit
a - r b= a(l)b(I)T(a(g)b@)) (16)

pour tout a,b € A.
Notons que si o est un cocycle a gauche, alors o~! est un cocycle a droite.
Si H est une algebre de Hopf et 0 : H ® H — k un cocycle & gauche, alors
Ualgébre de Hopf tordue H? est la cogébre H munie du produit

heo k= oha), k) heke o (k)

pour tout h,k € H.

Cette torsion par les cocycles est la version duale de la torsion par les twists
de Drinfeld (voir par exemple [AEGNO02]). Un élément inversible J € H ® H est
un twist de Drinfeld §’il vérifie

(A®id)(J)(J ©1) = ([d@A)(J)(1® J). (1.7)
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Soit H une algébre de Hopf et J un twist de Drinfeld. On définit ’algébre de
Hopf H” comme l'algébre H munie de la comultiplication

AT(h) = JTA(R)J

pour tout h € H. La cogébre H-module & droite jH est le module H muni de
la, comultiplication

A(h)y = A(h)J

pour tout h € H et la cogébre H-module & gauche H; est le module H muni
de la comultiplication

JA(h) = JHA(h)
pour tout h € H.

Proposition 15. Soit H une algébre de Hopf de dimension finie sur un corps k.
Sio: H® H — k est un cocycle & gauche et si J = o* est application
transposée de o, alors J est un twist de Drinfeld et nous avons un isomorphisme
d’algebres de Hopf (H*)” = (H®)*, un isomorphisme d’algébre H-comodule
gauche j(H*) =2 ,(H)* et un isomorphisme d’algébres H-comodules o droite
(H*) = (Ho)".

1.3 Extensions de Hopf-Galois

Dans ce paragraphe, nous ne considérerons que les algébres de Hopf H ad-
mettant une antipode bijective.

1.3.1 Définition

Si Z est une algébre H-comodule (& gauche) et B une sous-algébre de Z,
alors B C Z est une H-extension galoisienne si la sous-algeébre des éléments
H-coinvariants de Z est B et si l’application canonique de Z

can: ZQ®@p /L — H®Z,

définie par
can(y® z) = 6(y)(z ® 1)

pour tout y,z € Z, est un isomorphisme. On dira aussi que Z est une H-
extension galoisienne de B (a gauche). Le terme “extension de Hopf-Galois” est
aussi utilisé dans la littérature.

Les extensions galoisiennes & droite sont définies de maniére analogue. No-
tons que si 'application canonique can est bijective, il en est de méme pour
Papplication can : Z ®pg Z — H ® Z définie par

can(y ® z) = (y ©1)d(2),

pour tout y,z € Z.
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Exemple 19. Soit k¥ C K une extension galoisienne de corps de groupe de
Galois G fini. Soit k¢ I'algébre des fonctions sur G. Alors K est une k%-extension
galoisienne de k. La bijectivité de ’application canonique est une conséquence
de l'indépendance des caractéres ou de maniére équivalente de la propriété de
base normale.

Soit Z une H-extension galoisienne de B. Si Z est fidélement plat comme
B-module & droite, alors Z est fidélement plat comme B-module a gauche et
inversement (voir [Sn90] pour la preuve). Dans ce cas, on dit que Z est une
H-extension fidélement plate de B.

Un morphisme d’extensions galoisiennes entre deux H-extensions Z et Z’
de B est un morphisme d’algeébres H-comodules qui est 'identité sur B. Si Z’
est fidelement plat, un tel morphisme est toujours un isomorphisme (voir [Sn90]
pour la preuve). Nous notons Galg(H/k) I’ensemble des classes d’isomorphisme
des H-extensions galoisiennes fidélement plates de B et nous notons [Z] la classe
d’isomorphisme de Z € Galg(H/k). Si k ou B est clair, il seront sous-entendus.
On définit de maniére analogue les H-extensions galoisiennes a droite et nous
noterons Galz(H/k) I'ensemble des classes d’isomorphisme d’extensions galoi-
siennes a droite fidélement plates. Comme nous avons supposé que ’antipode
de H était bijective, les ensembles Galg(H/k) et Galz(H/k) sont en bijection.

Une premiére classe d’extensions galoisiennes est donnée par les produits
Croiseés.

Proposition 16. Soit B#,H un produit croisé, c’est-a-dire B C B#,H est
une H-extension clivée. Alors B C B#,H est une H-extension galoisienne
de B.

Une H-extension galoisienne fidélement plate de 'anneau de base k est ap-
pelée un objet H-galoisien ou un objet galoisien de H. Si k est un corps, nous
avons la proposition suivante.

Proposition 17 (|[CK76|). Supposons que k soit un corps, H une algébre de
Hopf de dimension finie et Z un objet galoisien de H. Alors Z est une H-
extension clivée.

1.3.2 Fonctorialité de Gal

Pour une algébre de Hopf H, un anneau de base k et un anneau B, nous
avons défini l'objet Galg(H/k). Considérons maintenant le comportement de
Gal par rapport & ces objets.

Montrons que Gal est fonctoriel par rapport & ’anneau de base.

Proposition 18 (|KaSn05|). Soit H une algébre de Hopf, B une algébre et Z
une H-extension fidélement plate de B relativement o l'anneau commutatif k.
Soit a : k — R un morphisme d’anneaux commutatifs. Alors R ® Z est une
R ® H-extension galoisienne fidélement plate de R ® B relativement a l'anneau
commutatif R.

Tout morphisme d’anneaux « : kK — R induit donc une application

Oty GalB(H, k) — GaIR®B(R® H, R)
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Cette procédure permet de réduire I’étude d’une large classe d’extensions galoi-
siennes & celle des objets galoisiens.

Proposition 19 (|[KaSn05|). Soit H une algébre de Hopf, B un anneau com-
mutatif et Z une H-extension galoisienne de B. Alors Z est un objet galoisien
de B® H relativement a anneau commutatif B.

Considérons maintenant le comportement de Gal vis-a-vis de 'algébre de
Hopf.

Proposition 20 ([Sn90]). Soit ¢ : K — H un morphisme d’algébres de Hopf,
B une algébre et Z une H-extension galoisienne a droite de B. Supposons que Z
soit fidelement plat sur B et que K soit fidélement plat sur k. Alors ADg K est
une K-extension galoisienne o droite de B et est fidélement plate sur B.

Tout morphisme d’algébres de Hopf ¢ : K — H induit une application

©* : Galz(H, k) — Galz (K, k).

1.3.3 Torsion

Considérons maintenant le passage entre H et sa torsion H? par un co-
cycle o.

Théoréme 21 (|[MS05]|). Soit B C A une H-extension, o : H® H — B un

cocycle de H. Alors ,B = B et on a

1 A est une H-extension galoisienne de B si et seulement si ;A est une
HP? -extension galoisienne de B.

2 A est une H-extension clivée de B si et seulement si ;A est une H°-
extension clivée de B. De plus si A = B#,H, alors ;A = B#,cH?,
avec p° = p x o L.

Remarque 20. Notons que ,A n’est pas une H-extension galoisienne mais une
H¢-extension galoisienne. La composition p * o n’a pas de sens si p et o sont
deux cocycles & gauche. La composition de deux cocycles p et o' ne se définit
donc que si p est un cocycle a gauche et o~! un cocycle a droite, ou inversement ;
nous ne pouvons donc pas définir de produit dans I’ensemble des cocycles d’une
algébre de Hopf H générale.

1.3.4 Homotopie pour les extensions de Hopf-Galois

Pour tout k-module V, notons V[t] = V ® k[t] et pour i = 0,1, notons
[i] : V[t] — V D'application k-linéaire envoyant vt™ sur vi". Si H est une algébre
de Hopf et B une algébre, ces deux applications induisent deux applications

0] : GalB[t](H[t], k[t]) — Galp(H, k).

Deux H-extensions Zy, Z; € Galg(H/k) sont homotopes s'il existe une H|t]-
extension Z € Galgy(H[t]/k[t]) telle que [i].(Z) = Z; pour i € {0,1}. Nous
notons Hp(H) ’ensemble des classes d’homotopie des H-extensions fidélement
plates de B.
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Remarque 21. D’apres [KaSn05], il existe des extensions galoisiennes qui sont
homotopes et non isomorphes.

Les propriétés de fonctorialité de Gal s’étendent & H et ont la conséquence
suivante.

Proposition 22 ([KaSn05]|). Soit H une algébre de Hopf et B une algébre.
a) Si B =@, cnB(n) est une k-algebre commutative N-graduée commuta-
tive telle que B(0) = k, alors Uinclusion ¢ : k — R induit une bijection

Lt Hp(H) = Hpep(R© H).

b) Si H =,y H(n) est une algébre de Hopf N-graduée et si K = H(0),
alors Uinclusion v : K — H induit une bijection

 Hp(H) S Hp(K).

Si nous considérons un cocycle o : H ® H — k, la torsion par le cocycle o
induit une application entre les ensembles d’extensions galoisiennes & isomor-
phisme et homotopie prés. En particulier, si I'algébre de Hopf est N-graduée,
nous avons le résultat suivant.

Corollaire 23 ([KaSn05|). Soit B une algébre, H = @, .y H(n) une algébre de
Hopf N-graduée. Notons K = H(0). Soit 0 : H® H — K un cocycle inversible
tel que o(x,y) = e(x)e(y), pour tout x,y € K. Alors K est une sous-algébre de
Hopf de H? et linclusion  : K — H? induit une bijection

 Hp(HO) S Hp(K).

Ceci s’applique au cas des groupes quantiques de Drinfeld-Jimbo U, (g), dont
nous rappellerons la définition au chapitre 2, comme le montre le théoréme
suivant.

Théoréme 24 ([KaSn05]). Soit g une algébre de Lie semi-simple de matrice
de Cartan symétrisable et Uy(g) le groupe quantique de Drinfeld-Jimbo associé.
Soit G = G(Uy(g)) le groupe des éléments group-like de Uy(g). Alors, pour toute
algébre B, linclusion ¢ : k|G — Uy(g) induit une bijection

Hp(Uy(g)) = Hp(k[G)). (1.8)

Nous construirons explicitement ’application (1.8) au chapitre 3 dans le cas
ou B=k.

1.4 Objets bigaloisiens

1.4.1 Structures monoidales

Une catégorie monoidale (C,®,1,1, A\, 1) est une catégorie abélienne munie
d’un bifoncteur ® : C x C — C, d’un élément unité 1 et d’isomorphismes fonc-
toriels Y : (- -)@——> - (—-®@—), A : 1® — - —etpu:—®1— —
tels que les deux diagrammes suivants commutent.
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(1) Le pentagone :

(2) Le triangle :
(—®1)®—L—®(1®—)

id ®A
S |

_®_

Un foncteur monoidal faible (F, o, p2) est un foncteur
F:(C,®c,1¢) — (D,®p,1p)
entre deux catégories monoidales muni de deux morphismes fonctoriels
po : F(l¢) — 1p et @y: F(=)®p F(-) — F(—®c —).

Un foncteur monoidal faible est dit monoidal si g et 2 sont des isomorphismes.
Une équivalence de catégories monoidales est un foncteur monoidal qui est aussi
une équivalence de catégorie.

1.4.2 Objets bigaloisiens

Soit H une algébre de Hopf et 0 : H ® H — k un cocycle. Alors ,H est un
objet galoisien de H & droite. On vérifie aisément que ,H est un objet galoisien
de H? a gauche. Cette situation est en fait générale et on dira que ,H est un
objet H?-H-bigaloisien.

Soit H et K deux algébres de Hopf. Un objet H-K-bigaloisien Z est un
H-K-bicomodule qui est & la fois un objet H-galoisien & gauche et K-galoisien
a droite. Nous montrerons que tout objet galoisien est un objet bigaloisien.

1.4.3 Existence et unicité de la structure d’objet bigaloisien

Schauenburg [Sa96| a démontré le théoréme suivant.

Théoréme 25. Soit H une algébre de Hopf et Z un objet galoisien de H &
droite. Alors il existe une algébre de Hopf K et une structure d’algébre K-
comodule sur Z telle que Z soit un objet H-K-bigaloisien.

De plus, si B est une bigébre telle que Z soit une algébre B-comodule et
un objet H-B-bigaloisien, alors il existe un unique isomorphisme f : K =B
tel que op = (f ®idz)dk, o 0 et dp sont les coactions correspondant auz
structures de K et B-comodules de Z respectivement.
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La preuve de Schauenburg du théoréme 25 donne une forme explicite pour
I’algébre de Hopf K. Nous donnerons par la suite une maniére plus concep-
tuelle de considérer cette algébre et de prouver son existence via une théorie de
reconstruction de type tannakien.

Remarque 22. Si l'algébre de Hopf H est cocommutative et si Z est fidélement
plat, alors Z est un objet H-H-bigaloisien.

Nous notons BiGal(H, K/k) (ou BiGal(H, K) si ’anneau de base k est clair)
I’ensemble des classes d’isomorphisme des objets H-K-bigaloisiens fidélement
plats relativement a l’anneau k. Nous noterons aussi cet ensemble BiGal(H)
si K = H. Définissons l’ensemble Colnn(H) des automorphismes cointérieurs
de H, c’est-a-dire ensemble des f € Auty(H) tels qu’il existe un morphisme
d’algébres ¢ : H — k satisfaisant

f(h) = o(ha))hae (b)),

pour tout h € H. Notons que tout morphisme d’algébres ¢ : H — k d’une al-
gébre de Hopf H vers k est inversible pour la convolution et on a ¢! = So ¢.
L’ensemble des automorphismes cointérieurs est un sous-groupe normal des au-
tomorphismes de H et on note CoOut(H) le groupe des automorphismes coez-
térieurs de H défini par

CoOut(H) = Auty(H)/ Colnn(H).

Si f € Aut(H) et (Z,p) est un objet galoisien & gauche de H, on définit /Z
comme l’algébre Z muni de la coaction fp = (f ®id) o p. De la méme maniére,
si Z est un objet galoisien a droite, on définit Z7. Ces actions induisent des
actions du groupe CoOut(H) sur Gali(H) et on a les propositions suivantes.

Proposition 26 ([Sa96]). Soit H et K deuz algébres de Hopf telles que l'en-
semble BiGal(H, K) soit non vide. Le groupe CoOut(H) agit librement a gauche
sur BiGal(H, K) et lorbite de la classe d’'un objet H-K-bigaloisien Z consiste
en les classes d’objets A € BiGal(H, K) tels que A = B comme objets galoisiens
de K ¢ droite.

Proposition 27. Soit H une algébre de Hopf cocommutative. Alors le groupe
des automorphismes Aut(H) de l'algébre de Hopf H agit sur Galy(H) o gauche
par f — Z = 17 et on a Visomorphisme de groupes

v Aut(H) x Galg(H) =N BiGal(H)
défini par o(f,Z) = 1Z pour tout f € Aut(H) et Z € Galy,(H).
Corollaire 28. Soit k|G| une algébre de groupe. Alors le groupe des objets
bigaloisiens BiGal(k[G)) est isomorphe au groupe Aut(G) x H?(G, k*).

Considérons la catégorie BiGal dont les objets sont les algebres de Hopf
k-plates et les morphismes de H vers K sont les classes d’isomorphisme des
objets H-K-bigaloisiens. Soit H, K, L des algebres de Hopf, Y un objet H-K-
bigaloisien et Z un objet K-L-bigaloisien. Alors la composition des morphismes
donnés par Y et Z est l'objet H-L-bigaloisien Y Og Z.
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Considérons aussi la catégorie M'T — Hopf des algébres de Hopf k-plates telle
que les morphismes de H vers K soient les foncteurs monoidaux de la catégorie
des H-comodules vers celle des K-comodules. Deux algébres de Hopf H et K
telles qu’il existe une équivalence de catégories monoidales entre Comod(H)
et Comod(K) sont dites Morita-Takeuchi equivalentes.

Théoréme 29 (|Sa04]).
1 La catégorie BiGal est un groupoide : pour tout objet H-K-bigaloisien Z,
il existe un objet K-H-bigaloisien Z~' tel que ZOZ~ 1 = H comme al-
gébres H-H-bicomodules et Z7'0y7Z = K comme algébres K -K -bicomo-
dules.
2 Les catégories M'T — Hopf et BiGal sont équivalentes par le foncteur qui
a un objet H-K-bigaloisien Z associe le foncteur monoidal

Fyz : Comod"(H) — Comod"(K)
défini par Fz(U) = UQOyZ, pour tout U € Comod” (H).

Corollaire 30. Pour toute algébre de Hopf H, le produit cotensoriel mumnit
lensemble BiGal(H) d’une structure de groupe.

Remarque 23. Montrer 1’existence d’un objet H-K-bigaloisien peut étre une
méthode pour prouver que deux algébres de Hopf sont Morita-Takeuchi équi-
valentes, comme I’a fait Bichon [Bil103] dans le cas de O4(SL(2)) (voir aussi le
chapitre 3). Il est en effet souvent techniquement plus facile de construire une
algébre-comodule avec des bonnes propriétés que de construire un cocycle ou
une équivalence de catégories entre les catégories de coreprésentations.

Remarque 24. Notons que lorsque 'algebre de Hopf H est cocommutative, tout
objet galoisien est un objet H-H-bigaloisien et le produit cotensoriel munit
I’ensemble des objets galoisiens de H d’une structure de groupe. On pourra
voir [C98| pour une étude de ce groupe.

1.4.4 Reconstruction tannakienne
Foncteurs fibres

Ulbrich a prouvé dans [UI87| et [UI89] que les foncteurs monoidaux, exacts et
commutant avec les colimites de la catégorie des H-comodules de dimension finie
(comme k-modules) vers celle des k-modules sont en bijection avec les objets
galoisiens & isomorphisme prés. Schauenburg [Sa04] a étendu ces résultats aux
extensions galoisiennes d'un anneau arbitraire.

Soit H une algébre de Hopf. Un H-comodule Z est dit coplat si le foncteur

Fy : Comod(H) — Mod(k)

défini par Fz(U) = UDgZ pour tout U € Comod (H) est exact.
Soit H une bigébre et Z un H-comodule & gauche qui est coplat. Si Z est
une algebre H-comodule, on définit ’application

§:(Z0pV)® (ZO0pW) — Z0p(V o W)
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par
§(z@v)®(y@w) = (ry) © (vOw),

pour tout z,y € Z, v € V et w € W et Papplication & : k — ZOgk, par
&(a) =1® a, pour tout a € k.

Proposition 31 ([Sa04]). Soit H une bigébre et Z un H-comodule qui est coplat.
Si Z est une algébre H-comodule, alors le foncteur

(Fz,&,&) : Comod(H) — Mod(k)

est un foncteur monoidal faible.
Réciproquement, tout structure monoidale faible (§,&0) sur le foncteur Fy est
de la forme précédente pour une unique structure d’algébre H-comodule sur Z.

Précisons la seconde partie de la proposition précédente. Si € est une struc-
ture monoidale faible, la multiplication puz : Z ® Z — Z est définie par la
composition

Wy Z®Z=(Z0gH)® (Z0gH) S Z20g(H @ H) 224, zoyH = 2.

Si B est une sous-algébre de Z°H via 1+ : B — Z° ! alors, pour tout H-
comodule V., ZOKxV a une structure naturelle de B-bimodule induite par ¢ et
le foncteur Fz est a valeur dans Bimod(B).

Proposition 32 ([Sa04]). Supposons que H soit une bigébre, Z une algébre
H-comodule & droite et v : B — Z°H une sous-algébre. Alors le foncteur

Fz : Comod(H) — Bimod(B)

est un foncteur monoidal faible. Si de plus, Z est un H-comodule (fidélement)
coplat, alors Fy est (fidelement) exact.

Réciproquement, tout foncteur exact, monoidal faible de Comod(H) wvers
Bimod(B) commutant avec les sommes directes est de cette forme.

Idée de la preuve. La premiére partie de la proposition est une vérification facile.

Pour la réciproque, notons que la proposition 31 assure 'existence d’une
algébre H-comodule & droite en composant le foncteur avec le foncteur oubli
Bimod(B) — Mod(k). Notons aussi que la structure monoidale faible de Fyz
donne B = ZOxk = Z°H. Le second morphisme de structure monoidale
faible w9 donne en particulier

B®p (ZOxV) = (Z0gk) @p (Z05V) 22 ZOxV

et donc une action de B et une structure de B-bimodule sur ZOgV pour tout
H-comodule V. O

Un foncteur fibre F : Comod(H) — Bimod(B) est un foncteur monoidal
exact commutant avec les colimites.

Théoréme 33 ([Sa04]). Soit H une algébre de Hopf qui est k-plate et B une
k-algébre.
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a) Tout foncteur fibre F : Comod(H ) — Bimod(B) est de la forme
F(V)=ZoOxV

pour une H-extension galoisienne o droite Z de B qui est coplate, et dont
la structure monoidale du foncteur F est donnée comme dans la proposi-
tion 32.

b) Supposons que Z est une H-extension galoisienne fidélement plate de B.
Alors le foncteur monoidal faible Fz : Comod(H) — Bimod(B) défini
comme dans la proposition 32 est monoidal.

Idée de la preuve. Il suffit de noter que le morphisme de structure monoidal
(Z281—) ®@p (Z0p—) — Z0(- @k —)

est donné par la multiplication de Z et correspond & l'application canonique
Z ®p Z — Z Q, H quand il est évalué en H. O

Remarque 25. Dans le cas ol k est un corps et H a une antipode bijective,
une H-extension galoisienne B C Z est coplate comme H-comodule si et seule-
ment si Z est fidélement plat comme B-module (& droite ou a gauche). Si k
est quelconque, alors un objet H-galoisien Z est coplat si et seulement si Z est
fidélement plat comme k-module.

Corollaire 34 (|Sa04|). Soit H une algébre de Hopf et B une k-algébre. Sup-
posons que l'une des conditions suivantes soit vérifiée.

(1) k est un corps et H a une antipode bijective.

(2) B=k.
L’application qui, a une extension galoisienne Z, associe le foncteur Fz dé-
fini dans le théoréme 38 est une bijection entre ’ensemble des foncteurs fibres

Comod(H) — Bimod(B) et l’ensemble des H -extensions galoisiennes fidélement
plates de B.

Systémes de Hopf-Galois

Dans ce paragraphe, nous supposons que k est un corps. Suivant Bichon
|Bil03], nous définissons les systémes de Hopf-Galois qui expliquent par une
reconstruction de type tannakien la bijection entre les foncteurs fibres et les
objets galoisiens.

Un systéme de Hopf-Galois consiste en quatre algébres (H, K,Z,T) non
réduites & zéro et satisfaisant les quatre axiomes suivants.

(HG1) Les algebres (H, pu, Am) et (K, puk, Ax) sont des bigébres.
(HG2) L’algebre (Z,0nz,0zK) est une algébre H-K-bicomodule.
(HG3) 1 existe deux morphismes d’algébres vy : H - Z@T et vy : K - T®Z
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tels que les diagrammes suivants commutent.

‘gz Ag

Z

5ZK\L

H®Z H H®H

l'yH@id ’\/H\L iid@’yH

id )

70K YreT97 20T —2HeZaT
A

K KoK

'YK\L l’yx@id

T 7% 179 70 K

(HG4) 11 existe une application linéaire S : T' — Z telle que les diagrammes
suivants commutent.

€H uz €K uz

H k A K k A

’mi Tuz wl Tuz
70T —9% 707 Tez—2% 7oz

Théoréme 35 ([Bil03]). Si (H,K,Z,T) est un systéme de Hopf-Galois, alors
(Z,0127,07K) est un objet H-K -bigaloisien.

Corollaire 36. Si (H,K,Z,T) est un systéme de Hopf-Galois, alors les bi-
gebres H et K sont des algébres de Hopf et nous avons l'équivalence monoidale

Comod(H) = Comod(K) donnée par U — UOgyZ.

Expliquons maintenant rapidement les idées de [Bil03]. Soit C une petite
catégorie et F,G : C — Vect(k) des foncteurs monoidaux, ot Vects(k) désigne
la catégorie des k-espaces vectoriels de dimension finie. A une telle paire, nous
associons ’espace vectoriel

Hom"(F,G) = @ Hom,(G(X),F(X))/N,

ott V est le sous-espace vectoriel de @, ¢ op(c) Homi (G(X), F(X)) engendré par
les éléments F'(f)ou—uoG(f), avec f € Home(X,Y) et u € Hom(G(Y), F(X)).
La classe de u € Homy(G(X), F(X)) dans Hom" (F, G) est notée [ X, u].

Soit E : C — Vect¢(k) un autre foncteur. Soit encore X € Ob(C), x € F(X),
¢ € G(X)* et (€)i=1,..n une base de E(X). Alors la propriété universelle de
Hom" (F, Q) peut s’exprimer comme suit. L’équation

51€G([X790®x]) = Z [X7(,0®6Z‘] ® [X,e;‘ ®$]

i=1,...,n
induit une application linéaire
6E, : Hom"(F,G) — Hom" (FE, G) ® Hom" (F, E),

qui est coassociative. En particulier, End" (F) = Hom" (F, F') est une cogébre.
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Si C est une catégorie monoidale, alors Hom" (F, G) a une structure d’algébre

donnée par " -
(X, ul.[Y,v] = [X x ¥, Fxy o (u®wv) o G},

ou Fxy : F(X)QF(Y) - F(X®Y) et Gxy : G(X)QG(Y) —» G(X®Y) sont
les isomorphismes de la structure monoidale. En particulier, End” (F) est une
algébre pour tout foncteur F' et la multiplication est un morphisme de cogébres.

Si nous supposons maintenant que C est aussi une catégorie monoidale rigide
(tout objet a un dual), alors nous pouvons construire un systéme de Hopf-Galois.

Proposition 37 (|Bil03]). Considérons une catégorie monoidale rigide C et
deuz foncteurs monoidaur F,G : C — Vects(k). Alors

(EndY(F),End”(G), Hom" (F,G),Hom" (G, F))
est un systéme de Hopf-Galois.

Nous avons alors une interprétation en termes de reconstruction tannakienne
des objets bigaloisiens. Soit Z un objet galoisien d’une algébre de Hopf H et
notons w : Comods(H) — Vecty(k) le foncteur oubli de la catégorie des H-
comodules de dimension finie (comme k-espaces vectoriels) vers celle des k-
espaces vectoriels de dimension finie. Notons encore

Fz : Comody(H) — Vect (k)
le foncteur monoidal défini par Fz(U) = UODyZ pour tout H-comodule U.

Corollaire 38 (|Bil03|). Soit H une algébre de Hopf et Z un objet galoisien de
H, w, Fy les foncteurs définis ci-dessus. Alors

(EndY(w), End¥ (Fz), Hom" (w, Fz), Hom" (Fz,w))

est un systéme de Hopf Galois équivalent o (H,K,Z,T), ot K est 'algébre de
Hopf telle que Z soit un objet H-K-bigaloisien et T est une cogébre.

1.4.5 Cohomologie paresseuse et cocycles

Si H est une algebre de Hopf cocommutative, Sweedler [Sw68] a prouvé
qu’il existe une bijection entre le second groupe de cohomologie H?(H, k*) et
les classes d’isomorphisme des objets H-galoisiens. Dans le cas ot H n’est plus
cocommutative, la convolution de deux cocycles n’est plus nécessairement un
cocycle. Bichon et Carnovale [BiCa06] ont développé une théorie des cocycles
qui possédent un bon comportement pour la convolution.

Un cocycle paresseur o : H ® H — k est un cocycle o au sens de la défini-
tion 1.5 et qui satisfait la condition supplémentaire

o(z), Y1) T2¥e) = T0)Ya) o(@@)¥e), (1.9)

pour tout z,y € H. On note H%(H) I’ensemble des cocycles paresseux de H.

Exemple 26. Si H est cocommutative, alors tout cocycle o : H @ H — k est
paresseux.
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Si Z est un objet H-H-bigaloisien, Z est un objet galoisien biclivé s’il existe
un isomorphisme de H-H-bicomodule Z = H ; on note BiCleft(H) I’ensemble
des objets galoisiens biclivé de H & isomorphisme preés.

Théoréme 39 (|[BiCa06]). Soit Z un objet H-galoisien. Alors les assertions
suivantes sont équivalentes.
(1) Z est biclivé.
(2) Il existe un cocycle paresseur o € H2(H) tel que Z = ,H comme al-
gebres H-bicomodules.

Supposons que H soit k-plat. Alors le produit cotensoriel au-dessus de H
munit 'ensemble des objets H-H-bigaloisiens d’une structure de groupe (voir
le corollaire 30).

Proposition 40 (|BiCa06]). Soit H une algébre de Hopf qui est k-plate. Alors
BiCleft(H) est un sous-groupe normal du groupe BiGal(H).

L’ensemble H?7(H) est aussi muni d'une structure de groupe par la convo-
lution des cocycles, notée *, et on a le théoréme suivant.

Théoréme 41 (|BiCa06]|). Soit H une algébre de Hopf k-plate. Alors on a un
isomorphisme de groupes

(H?(H),*) = (BiCleft(H), Op).
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Chapitre 2

Classification des objets
galoisiens de U,(g) & homotopie
pres

Résumé. — Ce chapitre est une reproduction de l'article [Aul]. Pour toute
algébre enveloppante quantique Uq(g) de Drinfeld-Jimbo et toute famille X =
(Nij)i<icj<t € k* d’éléments inversibles du corps de base, nous construisons
explicitement par générateurs et relations un objet galoisien Ay de Uy(g) et nous
montrons que tout objet galoisien de Uy(g) est homotope & un unique objet de
la forme Ay.

Introduction

Le concept d’extension Hopf-galoisienne qui a été beaucoup étudié ces der-
niéres années est une généralisation naturelle du concept classique d’extension
galoisienne de corps commutatifs. C’est aussi ’analogue algébrique de la notion
de fibré principal dans le cadre de la géométrie non commutative.

Bien qu’une littérature abondante ait été consacrée aux extensions Hopf-
galoisiennes (voir par exemple [Mo093|, [Sn90| et les références données dans
ces deux articles), on a peu de résultats sur leur classification & isomorphisme
prés. Pour contourner la difficulté — qui semble grande — de classer les ex-
tensions Hopf-galoisiennes & isomorphisme prés, Kassel [Ka04] a introduit sur
les extensions Hopf-galoisiennes une relation d’équivalence moins fine que l'iso-
morphie, relation qu'’il a appelée homotopie. Dans [KaSn05] Kassel et Schneider
en ont fait une étude systématique. Ils donnent notamment une application a
la classification des extensions Hopf-galoisiennes lorsque 'algébre de Hopf est
'algebre enveloppante quantique U,(g) associée par Drinfeld et Jimbo & une
algébre de Lie semi-simple complexe g. L’une des conséquences des résultats
de [KaSn05] porte sur I’ensemble Hy(U,(g)) des classes d’homotopie des exten-
sions U, (g)-galoisiennes du corps de base k (ces objets sont également appelés
objets galoisiens de U,(g)) : Kassel et Schneider démontrent que Hy(U,(g)) est
en bijection avec le groupe de cohomologie H?(G, k*), ot G est le groupe des élé-
ments “group-like” de Uj,(g) opérant trivialement sur le groupe k* des éléments



38 OBJETS GALOISIENS DE U,(g) A HOMOTOPIE PRES

inversibles de k. Le groupe G est un groupe abélien libre dont le rang ¢ est égal
4 celui de 'algébre de Lie g. Il est bien connu que tout élément de H?(G, k*)
peut étre représenté par une famille A de t(¢t — 1)/2 éléments non nuls du corps
de base.

Le but de cet article est de construire explicitement par générateurs et rela-
tions un objet galoisien Ay de U,(g) pour toute famille A de ce type et de montrer
que tout objet galoisien de Uy(g) est homotope a un unique objet galoisien de
la forme A,.

Au paragraphe 1, nous rappelons la définition des concepts d’extension Hopf-
galoisienne et d’objet galoisien. Nous redonnons également la présentation stan-
dard de l'algebre enveloppante quantique Ug(g).

Les objets galoisiens Ay sont construits au paragraphe 2. Nous y énongons
aussi le théoréme principal de Particle.

Le paragraphe 3 est entiérement consacré a la démonstration du théoréme.

2.1 Rappels

2.1.1 Extensions galoisiennes et objets galoisiens

Soit k un corps commutatif. Tous les objets de cet article appartiennent a
la catégorie tensorielle des k-espaces vectoriels et nous ne considérons que des
algébres de Hopf admettant une antipode bijective. Si H est une algébre de Hopf
et A est une algébre H-comodule & droite dont la coaction est le morphisme
d’algébres § : A — A ® H, nous définissons la sous-algébre B des éléments
H-covariants de A par

B={a€ Al|d(a)=a®1}. (2.1)
L’application linéaire §: A®p A — A ® H définie par
Bla®d) = (a®1)d(d), (2.2)

pour a, a’ € A, est appelée lapplication canonique associée & A. Une algebre H-
comodule a droite A est une extension H-galoisienne de B si B est la sous-
algébre des éléments H-covariants de A, si 'application canonique 8 : AQp A —
H ® A associée & A est un isomorphisme et si A est fidélement plat en tant
que B-module & droite ou & gauche.

Un objet galoisien d’une algébre de Hopf H est une extension H-galoisienne
du corps de base k.

Deux extensions H-galoisiennes A et A’ de B sont dites isomorphes s’il existe
un morphisme f : A — A’ d’algébres H-comodules qui soit un isomorphisme et
qui soit I'identité sur B.

Nous notons Galp(H ) I'ensemble des classes d’isomorphisme d’extensions H-
galoisiennes de B. I’ensemble Galg(H) peut étre considéré comme un foncteur
contravariant en H. En effet, soit ¢ : K — H un morphisme d’algébres de Hopf.
Rappelons [EM66] que, étant donné une algébre de Hopf H, un comodule A a
droite de coaction d4 et un comodule K & gauche de coaction ég, le produit
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cotensoriel AOy K est défini comme le noyau de 'application
lda®dg —04@dg : AR K - A®Q H® K, (2.3)

(ou encore 'égalisateur des coactions de A et K). Si A est une extension H-
galoisienne de B & droite, alors

*(A) = ADyK (2.4)

est une extension K-galoisienne de B & droite d’aprés [Sn90, Prop 3.11 (3)].

Kassel et Schneider [KaSn05| (voir aussi [Ka04]) ont défini une relation
d’équivalence, notée ~ et appelée homotopie, sur I’ensemble Galg(H) (nous
renvoyons & [KaSn05] pour la définition). Nous notons Hp(H) l'ensemble des
classes d’homotopie d’extensions H-galoisiennes de B. L’application

i*: Galp(H) — Galp(K) (2.5)

induite par un morphisme d’algébres de Hopf ¢ : K — H et définie plus haut,
passe aux classes d’homotopie et définit une application

i*:Hp(H) — Hp(K). (2.6)

2.1.2 Cocycles et extensions clivées

Suivant ([M093, Chapitre 7]), nous dirons qu’une application bilinéaire o :
H x H — k est un cocycle normalisé inversible pour 1’algébre de Hopf H si o
est inversible pour la convolution et vérifie les relations

a(zay, y1))o(@@)Ye), 2) = oY1), 21)) (2, Y2)2(2)) (2.7)

et
o(l,z) =o(z,1) = e(x), (2.8)

pour x,y,z € H (¢ est la coiinité de H).

Nous avons utilisé ici la notation de Sweedler A(x) = x(;) ® x(9) pour la
comultiplication A de H, notation que nous utiliserons dans la suite de ’article
pour les différentes comultiplications et coactions.

Rappelons (|Mo093, Chapitre 7]) que si H est une algébre de Hopf, o :
H ® H — k un cocycle inversible normalisé et B une algébre, alors le pro-
duit croisé B#,H est 'espace vectoriel B ® H muni du produit associatif et
unifére

(a#th) (b#tk) = o(hqy, ky)ab#ha) k), (2.9)

pour tout a,b € B et h,k € H. De plus, cette algebre peut étre munie d'une
structure d’algébre H-comodule & droite induite par la comultiplication de H,
ce qui fait de B#,H une extension H-galoisienne de B. Les extensions H-
galoisiennes de cette forme sont appelées extensions clivées (cleft en anglais).
Lorsque k = B, le produit croisé k#,H s’identifie & H muni du produit

T 5y = 0(T1), Y1) T2)Y2), (2.10)
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pour z,y € H. Nous notons , H 'espace vectoriel H muni de ce produit associatif
dont I'unité est celle de H.

Si H est une algébre de Hopf et p est un cocycle normalisé inversible, nous
pouvons aussi définir I’algébre de Hopf H” comme la cogébre H munie du pro-
duit associatif modifié

z oy = plza)y, Y1) TP (@), YE), (2.11)
pour x,y € H. Nous définissons aussi pour toute H-comodule algébre a droite A
la HP-comodule algébre tordue & droite A, qui est le HP-comodule (ou H-
comodule) A muni du produit

apb=ambayp " (a@),be), (2.12)
pour a,b € A. Alors il existe une bijection entre les extensions H-galoisiennes
de B a droite et les extensions H-galoisiennes de B & droite j : Galg(H) —
Galg(HP”) donnée par

Jj(A) =A,. (2.13)
Montgomery et Schneider [MS05, Théoréme 5.3| ont montré que, si ,H est
une extension clivée de H, alors son image j(,H) = (,H ), dans Gal,(H?”) est
une extension clivée de H” qui s’identifie & ., ,-1(H”).
Au paragraphe 3, nous aurons besoin du lemme suivant.
Lemme 42. Soit H' wune sous-algébre de Hopf d’une algébre de Hopf H et

o' : H ® H — k un cocycle de H', s’étendant en un cocycle o0 : H® H — k
de H. Nous avons alors un isomorphisme d’algébres

CHORH' = H'. (2.14)
Démonstration. Considérons les bijections linéaires (voir [EM66, Prop 2.1|)
H' % goyH' % H (2.15)

données par p = (i ®1d) o Ays et v = e ®Id. Les structures d’espaces vectoriels
et de comodules de ,H et ,~H' étant par définition les mémes que celles de H
et H' respectivement, ces bijections valent aussi pour ,H et ,H' :

JH' & HOgH' % H'. (2.16)

Montrons maintenant que l’isomorphisme p est aussi un morphisme d’al-
gebres de , H' sur ,HOy H. Notons g -+ h le produit dans ,H' de deux élé-
ments g et h de H'; nous gardons la notation gh pour leur produit dans H’
et les notations g, h pour les éléments g, h € H' vu dans H. Nous notons aussi
g ¢ h le produit dans ,H de deux éléménts g, h. Nous obtenons

g o h) = o' (hay, 909 he)
= o'(hu),90))(92)he) © 9@3)3) (2.17)
= (a(hay,90))92)he) @ 9@l '
= 90 o h) ® 92l
pour tout g, h € G, ce qui assure que
p: oH — ;HOgH' (2.18)

est un isomorphisme d’algébres.



2.1 RAPPELS 41

2.1.3 Les algébres enveloppantes quantiques de Drinfeld-Jimbo

Nous supposons désormais que k est un corps de caractéristique différente
de 2 ou 3. Fixons la matrice de Cartan (a;j)1<i j<¢ d'une algébre de Lie semi-
simple complexe g, des entiers (d;)i1<i<: € {1,2,3} tels que d;a;; = djaj; pour
tout 1 < 4,7 < t ainsi qu’un élément inversible ¢ € k tel que ¢®% # 1 pour
tout i=1,...,t.

L’algebre de Drinfeld-Jimbo U,(g) (voir [J95, Chapitre 4]) est 'algébre asso-
ciative unitaire engendrée par les générateurs E;, I}, K; et K~ 1 pour 1 <3<t
et les relations

KK;=K;K;, KK;,'=K 'K, =1, (2.19)
KiEj = qdiaijEjKi, (220)
K F; = ¢ %% K, (2.21)
K — K1
1—a;; 1
S| BT e = (223)
r=0 q“
1—ay; 1
3 (—1)’"[ _T"’” ] Fl T R R =0, (2.24)
r=0 q%i

pour 1 <14,5 <t.

Il est bien connu ([J95, Chapitre 4]) que Uy(g) peut étre munie d’une struc-
ture d’algébre de Hopf avec la comultiplication A définie sur les générateurs
par

AE)=E®1l+K®E;, (2.25)
AF)=FeoK '+1 F, (2.26)
AKFY) = K @ K, (2.27)
la coiinité ¢ définie par
e(E) =0, e(F)=0, eK) =1, (2.28)
et antipode S défini par
S(E;))=-K;'E;, S(F,)=-FK; S(K)=K (2.29)

pour tout 1 <17 < ¢.

Notons G le sous-groupe multiplicatif de U,(g) engendré par Ky, K», ..., K;.
C’est un sous-groupe abélien libre de rang ¢. Notons encore U,(g)™ la sous-
algebre de U,(g) engendrée par les générateurs Kj, Ki_1 et B, pour 1 <i <t,
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et les relations (2.19), (2.20) et (2.23) et U,(g)~ celle engendrée par les géné-
rateurs K;, K; ' et Fi, pour 1 <4 < t, et les relations (2.19), (2.21) et (2.24).
L’algebre de Hopt Uy (g) est filtrée avec les générateurs K Z-il en degré 0 et les gé-
nérateurs F;, F; en degré 1. L’algebre de Hopf graduée Gr U,(g) associée a cette
filtration est engendrée comme algébre par E;, F;, K; et Ki_l, pour 1 <1 < t,
soumis aux relations (2.19) - (2.21), (2.23), (2.24) ainsi qu’a la relation de com-
mutation

E;Fj — FjE; = 0, (2.30)

pour 1 < 4,5 < t. Notons aussi Gr Uy(g)™ la sous-algébre de Gr U,(g) engendrée
par les générateurs K, K;l et E;, pour 1 <i <t et les relations (2.19), (2.20)
et (2.23) et Gr Uy(g)~ celle engendrée par les générateurs Kz-,KZ-_1 et F;, pour
1 < <t,et lesrelations (2.19), (2.21) et (2.24) et remarquons que nous pouvons
identifier Gr U,(g)* = U,(g)™ ainsi que Gr U,(g)~ = U,(g) .

Kassel et Schneider [KaSn05, Section 4] ont montré qu’il existe un unique
cocycle normalisé p : Gr Uy(g) x Gr Uy(g) — k qui vérifie

(K Kj) =1, (2.31)
p(Ei, Fy) = Tt g4 (2.32)

pour 1 <14,5 <tet
p(z,y) =0, (2.33)

pour tous les autres couples de générateurs x,y (en particulier ce cocycle n’est
pas symétrique et p(Fj, E;) = 0). De plus si z,y,z appartiennent a la méme
sous-algebre Gr U, (g)* ou Gr Uy(g)~, on a

p(x,yz) = p(xay, y)p(T2), 2), (2.34)

p(zy, 2) = p(, 2(2))p(Y; 2(1))- (2.35)

La relation (2.34) est encore vraie si x € Gr Uy(g)~ et y,z € Gr Uy(g)" et la
relation (2.35) est vraie si 2,y € Gr Uy(g)~ et z € Gr Uy(g)*. En particulier,
ces relations impliquent

p(x,1) = p(l,z) = e(x), (2.36)

pour tout € Gr Uy(g). Kassel et Schneider |[KaSn05, Section 4| ont établi
qu’il existe un isomorphisme d’algebres de Hopf U,(g) = (Gr Uy(g))? qui est
Iidentité sur les générateurs.

2.2 Le résultat

Nous considérons une famille ()\z'j)lgi<j§t d’éléments inversibles de k. Par
commodité, nous posons \;; = )\j_il et A\j; =1 pour tout 1 < j <i <t

Nous définissons 'algébre Ay comme 'algébre associative unitaire engendrée
par des générateurs X;,Y;, Z;, Zi_1 pour 1 <17 <t et les relations

ZiZy =N, Z;Zi,  ZiZ;7' =77 Z; =1, (2.37)
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ZiX; = N\;q" " X; 7, (2.38)
ZY; = ¢ %y, 7, (2.39)
Z;
XY, - Y;X;, = (5z‘jm, (2.40)
1—a; 1
[T ] oo e
r=0 q%i
1—a;; 1
Sy [ L } Y, Ty =0, (2.42)
r=0 q%i
pour 1 <1,7 <t
Posons
sY) =Y, o K;'+1® F, (2.44)
0z =z e K, (2.45)

pour tout 1 <17 < ¢.
Nous énongons maintenant notre résultat principal.

Théoréme. 1) Les formules (2.43), (2.44) et (2.45) munissent Ay d’une struc-
ture d’objet galoisien clivé sur Uy(g).

2) Tout objet galoisien sur Uy(g) est homotope & un objet galoisien de la
forme Ay.

3) Deuz objets Uy(g)-galoisiens Ay et Ay sont homotopes si et seulement si
les familles X et X les définissant sont égales.

La suite de 'article est consacrée a la démonstration du théoréme.

2.3 Démonstration du théoréme

2.3.1 Cocycles sur Gr U,(g) provenant d’une famille \

Pour toute famille \ = ()\z'j)lgz'<jgt d’inversibles de k, nous notons encore
Nij = )\j_il et A\j; = 1 pour tout 1 < 5 <4 < ¢ et nous définissons un cocycle
de Gr U,(g) comme suit. Notons oy : k[G] x k[G] — k ’application bilinéaire
déterminée par

ox(Ki, Kj) = A, (2.46)

pour 1 <14,5 <t et par
ox(g192, h) = ox(g1, h)or(ga; h), (2.47)

et
ox(h, g192) = ox(h, g1)or(h, g2), (2.48)
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pour ¢g1,92,h € G. On a donc 0,(1,g9) = ox(g,1) = 1 pour tout g € G.
Soit 7 : Gr Uy(g) — k[G] le morphisme d’algebres de Hopf défini par

m(E) =7n(F) =0, =n(K) =K, (2.49)

pour i = 1,...,t. Posons oy = oy o (m x 7) : Gr Uy(g) x Gr Uy(g) — k. On a le
lemme immeédiat suivant.

Lemme 43. Les applications oy et oy sont des cocycles normalisés pour les al-
gébres de Hopf k[G] et Gr Uy(g), respectivement, inversibles pour la convolution,
d’inverses respectifs oy—1 et gy_1.

2.3.2 L’algébre comodule A, comme U,(g)-extension clivée

Considérons une famille A = (\jj)1<; j<¢ d’éléments inversibles de k et les
cocycles (pour 'algébre de Hopf Gr U,(g)) o, défini au paragraphe 1.3, et
p~ ! inverse (pour la convolution) du cocycle p, défini par Kassel et Schneider
et rappelé au paragraphe 1.3. La convolution de ces deux cocycles définit un
cocycle o, = oy x p~1 pour l'algebre de Hopf Gr U,(g)? = U,(g) (voir [MS05,
Théoréme 5.3]).

Lemme 44. Le cocycle inversible o, = oy * p~1 : Uy(g) ® Uy(g) — k vérifie les
relations

op(1,2) = e(x) = op(x, 1), (2.50)

et si x,y,z appartiennent & la méme sous-algébre Uy(g)™ ou Uy(g)™ ou si les
termes dans le premier membre de o, appartiennent & Uy(g)~ et ceux du second
membre appartiennent o Uy(g)™, nous avons

O'p(IE,yZ) = O-p(x(l)vy)o-p(x@)v Z)v (251)
Up(ffya z) = Up(l‘a Z(2)>Up(ya Z(l))- (2.52)
De plus, nous avons
O‘p(Ki,Kj) = )\ijv (253)
(E;, Fy) % (2.54)
Op\Lsy Pj) = ———7~, .
p J ¢ — g

pour tout 1 < 4,5 < t. Et pour les autres couples (x,y) de générateurs nous
avons

op(z,y) = 0. (2.55)

Démonstration. La relation de normalisation (2.50) est vérifiee immédiatement
a partir des conditions de normalisation pour o) et p. Les relations (2.51) et
(2.52) se déduisent de la définition de o) comme bi-caractére et des relations
(2.34) et (2.35). Ces relations ne sont donc vérifiées que pour des éléments de la
méme sous-algebre U,(g)™ ou Uy(g)~ ou si le premier terme appartient a U, (g)~
et le second a Uy(g)™ comme pour les relations (2.34) et (2.35) de p.
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La relation (2.53) est une conséquence des relations (2.27), (2.31) et (2.46).
La relation (2.54) s’obtient & partir des relations (2.25), (2.26), (2.32), (2.33)
et (2.49) comme suit :

op(Ei, Fj) = ox(Ei, Fy)p™ (1,K; ") +ox(Ei, 1)p ' (1, F))
+0-)\(Ki7 Fj)pil(E’Lv Kj_1> + O-A(Kb 1)p71(Ei7 Fj)
q%i — q=%’

(2.56)

pour tout 1 < 4,5 < t. Pour les autres couples de générateurs le calcul se fait
de facon similaire et chaque terme de la somme apparaissant est nul, ce qui
implique la relation (2.55). O

Posons, pour 1 <1 < ¢,
ox(Xi) =B, o\Y) =F, o\ZF) = K. (2.57)

Lemme 45. Les formules (2.57) définissent un morphisme d’algébres Uy(g)-
comodules & droite py : Ax — 5 Uq(g).

Démonstration. a) Vérifions d’abord que A, est un morphisme d’algebres. Il
suffit d’établir que I'image des relations (2.37) — (2.42) est nulle dans , U,(g)-
Considérons la relation (2.37) de commutation entre les Z;. On a

ox(ZiZ;) = oxZi) 0, pr(Z;)
= K, K;
O'p(Ki,Kj)Kin
)\z‘jKin
A KK (2.58)
Ao, (I, K K,
NiK o, Ki
)\?jQO)\(Zj) ‘o) @A(Zi)
ox(X;Z;Z:),

pour tout 1 < i,5 < t. De la méme facon on démontre
oNZiZ7) = a2 Z) = 1, (2.59)

pour tout 1 < 4,5 <t.
Considérons la relation (2.38) de commutation entre Z; et X;. On a

ox(ZiXj) = oa(Zi) 0, oa(X))

K-, Ej

O'p(Ki7 E])Kll + O'p(Ki, KJ)KZEJ

= 0+ \j;KiE;

= Aijqdi(lijEjKi (260)
Xij @9 (0 + Nijo, (K, Ki) Ej K;)
R

N5a% % o\(X;) o, oa(Zi)

= ora(\q% i X;Z;),
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pour tout 1 <4,5 <t.
La relation (2.39) se démontre de fagon similaire. Pour (2.40) on a

oA XY —Y;Xi) = oa(Xp) o, 02 (V) — 0a(Y)) o, oA (Xi)
— B Fj— Fj UﬁE»

_ (Up(EZ-, F)LE; " + 0,(Ei, DLF; + 0,p(Ky, Fj) EK;
+o, (K, 1) B F) — (g,)(Fj, E)K; '+ 0,(1, E)Fjl
o, (Fy KK E; + 0,(1L, Ki)FjEZ)

0ij 1
= Aoty tEE - EE
— S g

v qdi — q_di

A iJ . A IR
“ qdl q i

pour tout 1 <12,7 < t.

(2.61)

Considérons la relation de Serre quantique (2.41) pour le générateur Xj.
Notons que

E; ‘op Ej = Up(Ei,Ej)l—i-O'p(Ei,Kj)lEj
‘l‘O'p(Ki,Ej)Eil + O'p(Ki,Kj)EiEj (262)
= N;EiEj,

pour tout 1 < 4,5 < t. Nous ne considérons que des éléments de U,(g)*, nous
pouvons donc utiliser les relations (2.51), (2.52), (2.55) et pour calculer les
valeurs du cocycle o, valeurs qui sont nulles des que le générateur E; apparait,
et obtenir

Ei 6, Ej 5, Ej

= 0p((Ei) @), (Ej)1)op((Ei)2)(Ej)(2), (Ej) 1)) (Ei) 3)(Ej)3)(Ej) (2)
= 0+40,(Ki, Kj)o,(KK;, Kj)E;E; Ej
= \,EE},
(2.63)
pour tout 1 < 14,5 < t. De facon similaire, nous avons
Ei op Ez op Ej = )\12]E22Ej (264)
et
Ei -5, Ej o, B;i = E;E;Ej, (2.65)

pour tout 1 < 4,5 < t. Par récurence sur les entiers a, b et ¢, on montre facilement
que le produit de a fois le générateur Ej;, b fois le générateur E; et c fois le
générateur F; vaut

EY., Ef

j o i

Eiv, 0, Bia,Ej 6, ,Ej0,Bia, 0, B = E&

Zo'p

~
a b c

= NI BB RS
(2.66)
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dans ,,U,(g) pour tout 1 <4,j < ¢. Remarquons en particulier que la puissance
d’un élément E; est la méme pour le produit classique de Uy(g) ou pour celui
de ,,Uq(g), ce qui justifie la notation Ef'.

Alors, en utilisant (2.66), on obtient

¢A<§:tj”<—1r‘[1';“” ]d Aﬁf”"EXS‘“f”)9)q>
q 0

1—a; [ 1—a;; | ij+2r—1 e
=X 0T T e T g, oA (), oA (XG))
- -q%
1-a; 1 —ai; A2r—1 l—a;— .
=3 ]( )" TU d)\?jj T E, @ij T'UpEj'UpEi)
- S
1-a; L —aij i T2r—1y l—ajj—r—r Ll-aj;_,
_Z a]( ) . ] ) )‘?jj r )‘ija] r TE’L' Qig EjEzr
- -q%
1-a; 1 — ag; 1—a;;—
—yieey | | B e
0 ' o
(2.67)
De maniére similaire, pour les générateurs F; dans U,(g)~, nous avons
F o Fj = o0,(F,F)K; 1K +0,(F, 1)K; ' Fj
+o,(L, F)FK; " +0,(1, 1)FF, (2.68)
= FF}

et par récurrence
Ff g, FV oy, F¢ = F'FPFY (2.69)

1

pour tout 1 <1i,j <teta,b,c € N. Le produit des éléments F; est donc le méme
dans 5, U,(g) et dans Uy (g). La relation de Serre quantique (2.42) dans Ay pour
le générateur Y; est alors une conséquence immédiate de la relation (2.24) pour
le générateur F; dans Ug(g).

b) Pour montrer que ¢, est aussi un morphisme de comodules, il suffit,
puisque la comultiplication de Ug,(g) est un morphisme d’algébres, de vérifier
que le diagramme

Ay 22, apUq(g)
Lo la (2.70)
Id
A eUls) 255 U9 @ Uyg)

commute pour une famille de générateurs de 'algébre Aj.
Pour les générateurs Ziﬂ, on a

Aopr(ZF) = AKF)
= K ®K:|:1
= (w ® Id)(Zlil ® K
= (pr®1d) 0 86(ZFY);

(2.71)
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pour les générateurs X;, on a

= ER1+K,QF

= (@) (X;®1+ 70 E) (272)
= (pa®Id)od(X);
pour les générateurs Y;, on a
Aopy(Yi) = A(F)
= FeK '+10F 273
= (@eI)(Y;e K, '+18 F) -
= (pa®@Id)od(Yy),
pour tout 1 <17 < ¢. O

Lemme 46. Le morphisme @y : A\ —,,U,(g) est un isomorphisme.

Démonstration. Avec |J95, Chapitre 4] introduisons 1’algébre de Hopf U engen-
drée par les générateurs Ej, F; et K:*' soumis aux relations (2.19) - (2.22) de
commutation de Ugy(g). Cette algébre peut étre munie d’une structure d’algébre
de Hopf avec la comultiplication, la coiinité et ’antipode définies par les mémes
relations (2.25) — (2.29) que pour Uy(g). L’algébre U,(g) est alors le quotient de
lalgeébre U par l'idéal I engendré par les relations de Serre quantiques (2.23)
et (2.24) ; notons P le morphisme d’algébre de Hopf de projection de U sur U,(g).
La famille

F“—E%KZ—Z =F. " Fn Efjl . Eff KK (2.74)
O @1, .y in, Js- -5 Jps 115+ -, ¢ parcourent {1,....t}, ag,... i, By, -5 5,

parcourent N et 7;,,...,7;, parcourent Z, est une base de U (voir [J95]). L’al-
gébre de Hopf k[G] est aussi la sous-algébre engendrée par les éléments “group-
like” de U. Considérons le cocycle (que nous noterons encore o,) 0,0 (P ® P) :
U®U — k et notons , U l'algébre obtenue de U a partir du cocycle o, en
suivant le procédé décrit au paragraphe 1.2 et dont le produit est donné par la
relation (2.10).

Cherchons maintenant une base de , U adaptée au produit -;,. Remarquons
que de la méme maniére que pour les relations (2.62) et (2.68), le produit d'un
¢élément F; avec un élément E; vaut dans , U

E; ‘op Ej = O-P(F%E]')K;1 +0P(Fiij)K;1EJ
—|-O'p(1,Ej>Fi —i—Up(l,Kj)FiEj (275)
— FEj,

celui d'un élément E; avec un élément K; vaut

Ei'Uij = O'p(Ei,Kj)Kj—{—O'p(Ki,Kj)Ein

Ve (2.76)
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et celui de deux éléments K; et K; vaut

Ki, Kj = 0,(KK;)KK; (2.77)
= NjKiKj,
pour tout 1 < 4,5 < t. Si les indices j1,...,Jp,l1,...,l¢ parcourent {1,... ¢},
notons J la suite d’indice ji, ..., Jn, l1, lo, . . ., It et Ji la suite définie & partir de la
précédente en ne gardant que les indices a partir de l'indice & (par exemple Jj, =

]37"'7jnyll;"'7lt et Jls :l5,...,lt).

Nous devons calculer les produits dans ;U de produits des générateurs, et
nous avons donc besoin des valeurs de o, sur ces produits. Précisément, nous
devons calculer les valeurs du cocycle o, pour des produits des générateurs Fj,
ce qui est possible avec les relations (2.51) et (2.52) car nous restons dans la
méme sous-algebre , U~ (définie de maniére évidente comme pour U,(g)~). De
méme, la valeur du cocycle o, sur les produits entre les générateurs E; et K|
se calcule grace a ces relations car ces éléments appartiennent & la méme sous-
algebre , U *. Enfin, les produits entre les générateurs F; et F; font intervenir
le cocyle avec comme terme de gauche des éléments de , U™ et comme terme de
droite des éléments de , U T, ce qui nous permet encore d’utiliser les relations
(2.51) et (2.52). Alors, de fagon similaire a (2.62) - (2.66), nous utilisons les
relations (2.62), (2.68) et (2.75) - (2.77), exprimant les produits dans ,,U des

P i 55 7 3N sz A
générateurs I, F; et K sur la base Fi*Ejinl7 de maniére répétée grace aux

relations (2.51) et (2.52) de définition de o,, pour exprimer les éléments F;i-gp

Eli ‘o, KZ*Z sur la base F;*E;JKZ*Z :

Qi Bi N Qg Qi Biy Bip
Fit e, El oy Kit = F g, g, B g, Byl e, g, B
Yy Vi
UﬁKll op T 0y Klt

_ a; i, BB\ ~Bj B;
- (Fz'l Lo ) 7 <H11§j<j'3jp By " V" - 'Ejpp>
Yy Y Y
.O'p ((Hl1§l<l,§lt )\lll/ : )Kll bees Klt t)

= erJ Hk’eJk )‘Zzlz:{k/Fg&EfiKZ{
- (2.78)
ol Ky désigne [ si k est un indice relatif & E (soit de la forme j,,) et dé-
signe ~yi si k est un indice relatif & K (soit de la forme [,,). La famille E;L’ ‘o,

& . .
F f ‘o, KZ*Z forme une base de l'espace vectoriel U = ;U puisque les sca-

B KR/
laires [[1c s [Tpey, App ™ sont tous non nuls.

i B oy in Bt Bip 00 M s oo
No‘consYZ Xi ZL le produit Y;, "-)/;.H"Xj1 ~-ij le e, sl g,
Bj, 1, v sont les multi-indices correspondant a i1, ..., %0, Qiyy -+ Qs J1y - - -5 Jps

Bjrseees By l1s -5 le; gy - -5, et définissons Iapplication linéaire ¢ : 5 U —

) i B all
A) par sa donnée sur la base F;— ‘o, Efj o, K

i B; ol i vBi
Y(F* o, Ej o, K[Y) = Yf—Xl—JZL—Z. (2.79)
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Démontrons que 9 est un morphisme d’algébres. Les calculs (2.58) - (2.61)
assurent aussi que

Ki o, Kj = NKj -5, Ki, (2.80)
Ki o, Ej = X;q"" E; -5, K, (2.81)
Ki op Fj = q_diaiij ‘op Kz (282)
et
K;

Bi o, Fj = Fj o, Bi = 0 g =
pour tout 1 < 4,5 < t. Alors pour ecrlre le prodult de deux éléments de la

base F; op E]ﬁfj

commutation (2.80) - (2 83) de maniére répétée pour obtenir une écriture sur la
base :

(2.83)

‘o, K et F E* Kl’y,*l, nous utilisons les relations de

/
o7} ﬁj i e} //ﬁ i1 a i Bj” o
(F;'UPE‘T.UPKL> <F1 UpE]T Op ) X0 it //l// ,L// 'o’pEj// 'UpKﬂ N
(2.84)
o, //ﬁ //’yl//
avec Ly mr € k. Remarquons que dans 'algebre A nous avons les mémes

relations de commutatlon (2 37) (2 40) et donc le produit de deux éléments de

la forme Y X Z* et Y X ZZT vaut de la méme maniére

; j LB / //ﬁ 1Y ” ﬁ”
(Y;%X;&lel) <Yz(’11X]’JZl’y’l> 5136?/ iy L Z%X 71 ZIT. (2.85)

Nous avons donc

/

"

i o
¢(F* E* ‘o, Kj Ff o Ej o KLT)
o //,3 Yy Oz” ﬁ” o
= w (Z T i ”l” F; . ET op Kl/l)

o, ///3 1Y a” ﬂ” "

]
= Z Lin [ YTX 11 ZIT (286)

- (Y;X;ZL—) (Yi,"Xj,Zl/>
i N

. o o
= ?ﬁ(F;* 0p Ef ‘op Kf) ‘op ¢(Ff o) ELTJ 0p KK )7

ce qui établit que 1 est un morphisme d’algébres. Par suite, comme les généra-
teurs de 'algébre Ay appartiennent & I'image de 1, celle-ci est surjective. Pour
montrer que v se factorise a travers 5 Uq,(g), il suffit de montrer que le noyau
de P est inclus dans le noyau de . Soit u appartenant au noyau de P; alors
u appartient a l'idéal engendré par les relations de Serre quantiques (2.23) et
(2.24). Donc u est une combinaison linéaire d’éléments de la forme

170,375 /
Qi i 2l I —as l—as— o 55 o
F o, B7 0, K] (Z (—1)7“[ . s } ) E;T“ T BEL | Fyt o, Eja, Ky
q S

r=0
(2.87)
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et de la forme

1—ast ’
R R ) 1 —as 1—as— 1
Fl 'U/’EZ -o.pKL ( (—1)T |: r 5 :| Fs st TFtF;) Fﬁ 'o'pEj/ 'a'pKla
r=0 q%s B
(2.88)
avec 4, i, j, 35,1, des multi-indices de la forme précédente et s,t = 1,...,t.

Par conséquent 1’élément u est une combinaison linéaire d’éléments de la forme

i B, l1—ast 1 —a r— _ _
Ff‘.ngjJ.ng,”-gp( G [ o ] A A ’“-UpEt-g,,E;")
J r= q4s
o B; m
.UPFE 'o'p EZ .O'p KZ
(2.89)
et de la forme
’ B 1—ast 1 —a _ _
F;f ‘op Ejij'crp KZJ ‘op ( > (=) |: r ’ :| Fsl ot op Fi A Fg)
= P r=0 qds
o o v
.UPFE .o_p EZ -o.p KE’
(2.90)

Donc 1 (u) est une combinaison linéaire d’éléments de la forme

w B om [ 1= as Tl g
w F;'O'p E]i op Kf ‘op Z (_1)T |: s :| )\gtt+ " Eg ot TIU/J
J r=0 r q%s
. Oc;, ;/ 'Yl,/
Ey ‘o) ES) op Fﬁ op EJT p Kl/)
' _ 1—ast 1 -
= (B B oK) w [ Xy [P g
7 J Pt r=0 " qs
a;, B T
Eslfa“fr o, Bt o, E;”) P <Fz, ‘o, Ef ‘o, Kl,l>
) X 1—ast — OCI”
— }/;OLZX;;]Z;/Z< ZO (_]‘)T |: 1 TaSt :| d )\?gt+2r_1X51_aSt_TXtX§> Yﬁl
r= q~s
/6;-/ 'Yl//
XIZf

(2.91)
et, de facon similaire, d’éléments de la forme

a; B Y I-ast 1—agy e —

¢(F; ‘Op Ef ‘op Kf ‘op ( Z (_1)T |: r 3 :| Fsl st ‘op Ft ‘op FST>
- r=0 qu

'O’pFl op Eﬂ ‘op Kﬁ )

@ Bi l—ast 1—ag o a;, 6 A,
B < S (-1 [ o ] y e YtY> Yol Xz

- r=0 qu -
(2.92)

Les deux derniers membres de (2.91) et de (2.92) sont nuls en vertu de (2.41)
et (2.42). 11 en résulte que ¥(u) est nul et que le morphisme 1) se factorise en
un morphisme ¥ : , U,(g) — Ax.
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Le morphisme ¥ est surjectif puisque 1 ’est. De plus nous avons la relation

i Bj
(QO)\ o lIl)(F;L ‘op E~

i
i o KD

(o7} B Y
wA(Y;*XfoZ )

o (YD) o o (X)) Z o, oA (Z)2 (2.93)
= F;—i.ap foes

i o

ol
Kfa
pour tout multi-indices i, oy, j, 35,7, Donc 'application ¢y o W est égale a
Iidentité de ,,Uy(g). En conséquence, ¥ est injective. Comme W est surjective,
elle est bijective d’inverse ). O

2.3.3 Démonstration du théoréme

Le point (1) est une conséquence du lemme 46.

Démontrons le point (2). Soit A un objet galoisien de U,(g). Notons i le
plongement naturel de k[G] dans Uy(g) ; ce morphisme d’algébres de Hopf nous
permet en particulier de définir une structure d’algebre U, (g)-comodule & gauche
sur k[G] par

1®1d

kG 24 k@) @ kiG] 29 U, (a) @ k(G- (2.94)

Comme nous l'avons expliqué au paragraphe 1.1, ce plongement i : k[G] —
Uq(g) induit une application

i* : Galg(Uy(g)) — Galg(k[G]). (2.95)

Considérons l'image i*(A) de A dans Galg(k[G]). D’aprés [KaSn05, Prop.
3.2],
Gal(k[G]) = H(G, k*). (2.96)

Il est bien connu que ce dernier groupe est isomorphe a Hom(A2Z!, k*) (voir par
exemple [Br82, Théoréme V.6.4 (iii)]). Par conséquent, il existe une famille A
telle que i*(A) = ,k[G].

Le lemme 42 assure que i*(A) = , k[G] est isomorphe, comme algebre, a
0,Uq(8)0y,(9)k[G] qui vaut, par définition de %, i*(;,Uq(g)). Les lemmes 45
et 46 assurent que ,,Uq(g)) = Ay et par suite nous avons

*(A) = *(Ay). (2.97)

Or Kassel et Schneider [KaSn05, Théoréme 4.5] ont montré que I'application i* :
Hi(Uy(g)) — Hi(E[G]) est une bijection sur les classes d’homotopie d’extensions
galoisiennes. Par conséquent, A et Ay sont homotopes.

Démontrons le point (3). Supposons que Ay et Ay, définissent le méme élé-
ment de H(Uy(g)). Alors i*(Ay) = i*(Ay) dans Hy(k[G]). D’apres [KaSn05,
Prop 3.2, on a Hi(k[G]) = Galg(k[G]). Il résulte de ceci et de la bijection
(2.96) que A = \.



Chapitre 3

On the classification of Galois
objects over the quantum group
of a nondegenerate bilinear form

Résumé. — Ce chapitre est une reproduction de larticle [Au2]. Nous étudions
les objets galoisiens et bigaloisiens du groupe quantique d’une forme bilinéaire
non dégénérée, incluant le groupe quantique Oq(SL(2)). Nous obtenons la clas-
sification de ces objets a isomorphisme prés et des résultats partiels concernant
la classification o homotopie pres.

Introduction

Hopf-Galois extensions and objects are quantum analogues of principal fibre
bundles and torsors. It is in general a difficult problem to classify these objects.
Several authors have already contributed to this problem, mainly in the finite
dimensional case ([Ma94]|, [Ma00], [Sa04], [PO00], [Bi203]...). In this paper we
study a very different class of infinite dimensional Hopf algebras, including the
quantum group O,(SL(2)) of functions over SL(2). We obtain the classifica-
tion up to isomorphism and present some partial results for the classification
up to homotopy. Homotopy for Hopf-Galois extensions was introduced by Kas-
sel [Ka04] and developped with Schneider [KaSn05] in order to classify Galois
extensions up to a coarser equivalence relation than isomorphism. This relation
is very useful for pointed Hopf algebras but it appears that, when the Hopf
algebra is the quantum group O,(SL(2)), the classification up to homotopy is
harder to obtain than the one up to isomorphism.

We consider the Hopf algebras B(FE) introduced by Dubois-Violette and
Launer [DvL90] as the quantum groups of nondegenerate bilinear forms given
by invertible matrices E over a field k. One simple and interesting example of
such a Hopf algebra is the quantum group O4(SL(2)) of functions over SL(2).
Bichon [Bi203] has proved that the representation category of each Hopf alge-
bra B(E) is monoidally equivalent to the one of O4(SL(2)), where g is a solution
of the equation

P+ Tr(E'EYg+1=0.
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The main ingredient of his proof is the construction of a B(E)-O,4(SL(2))-bi-
Galois object B(E, E,;) for a well-chosen invertible matrix E,. In fact, such
Galois objects B(E, F') can be defined even when k is only assumed to be a
commutative ring. They are generic in the following sense : if k is a PID (prin-
cipal ideal domain), for any B(FE)-Galois object Z there exist an integer m > 2
and an invertible matrix F' € GL,(k) such that Z is isomorphic to B(E, F).
Moreover, two such B(E)-Galois objects B(E, F1) and B(FE, F») are isomorphic
if and only if there exists P € GL,,(k) such that Fy = PF,P! ( P' denotes
the transpose of P). In the case when k is a field, we obtain a full classifica-
tion up to isomorphism of the Galois objects of B(E). As a consequence, the
group of B(FE)-bi-Galois objects is trivial as well as the lazy cohomology group.
Note that Ostrik [Os05] has recently classified module categories over represen-
tations of Oy(SL(2)), which together with Ulbrich’s and Schauenburg’s work
(see [UI8T7], [UI89] and [Sa04]) also yields a classification of Galois objects, but
the tools used in [Os05] are very different from ours.

Concerning the classification up to homotopy, we prove a partial result. Na-
mely, we show that two Galois objects B(FE, F1) and B(FE, F») are homotopically
equivalent if the matrices F| lFlt and FQ_IFQt have the same characteristic poly-
nomial. In particular, any cleft O,(SL(2))-Galois object is homotopically trivial.

The paper is organized as follows. In Section 1 we recall some basic facts on
Galois and bi-Galois extensions. Section 2 and 3 are devoted to the isomorphism
problem for B(E)-Galois objects, while Section 4 deals with the classification
up to homotopy.

3.1 Hopf-Galois extensions and bi-Galois objects

Let k£ be a commutative ring. All objects in this paper belong to the tensor
category of k-modules and the tensor product over k is denoted by ®. Let H be a
Hopf algebra and Z be a left H-comodule algebra with coaction § : Z — H® Z.
We define the subalgebra R = Z°H of H-coinvariant elements of Z by

R={z€Z|6(z)=1® z}.
The linear application can : Z ®p Z — H ® Z given by
can(z®2) =6(2)(1® 2')

for all z, 2/ € Z, is called the canonical map of Z.

If Z is a left H-comodule algebra and R is a subalgebra of Z, then we say
that R C Z is a H-Galots extension if the subalgebra of H-coinvariant elements
is R and if the canonical map can: Z®pr Z — H® Z of Z is an isomorphism. In
this case, we also say that Z is an H-Galois extension of R. A Galois extension Z
of R is said to be faithfully flat if Z is faithfully flat as a right or left R-module.
An H-Galois object is an H-Galois extension of k which is k-faithfully flat.

A morphism of Galois extensions between two H-Galois extensions Z and Z’
of R is a morphism of H-comodule algebras which is the identity on R. If Z’
is faithfully flat, it is always an isomorphism. We denote Galr(H/k) the set
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of isomorphism classes of faithfully flat H-Galois extensions of R. If Z is a
faithfully flat H-Galois extension of R, its isomorphism class in Galg(H/k) is
denoted by [Z]. If one of the objects R or k is clear, we will omit it from the
notation. In the same way, one can define right H-Galois extensions of R and we
denote Gal,(H/k) the set of isomorphism classes of faithfully flat right H-Galois
extensions. If H has a bijective antipode, then there is a bijection between the
sets Galp(H/k) and Galr(H/k).

Recall that, if H is a Hopf algebra, U is a right H-comodule and V a left
H-comodule, the cotensor product UOgV is the kernel of the map

oy ®idy —idyp @0y : UQV - URQRHQQV,

(or the equalizer of the coactions of U and V).
A bilinear map o : H x H — k is a right invertible cocycle for the Hopf
algebra H if o is convolution-invertible and satisfies the relations

o(zw)y), 2)o(x2),Y@2) = o(@,y1)21))o(Y2): 22))

and
o(l,z) =o(z,1) = e(x),

for all x,y,z € H. Here € denotes the counit of H and we have used Sweedler’s
notation x(1) ® x(9) for the comultiplication. Note that we use right cocycles
whose definition is different from the one of left cocycles (see [M093]). We de-
note 0! the inverse of ¢ for the convolution; o1 is a left cocycle.

Recall ([M093, Chapter 7|) that if H is a Hopf algebra, 0 : H x H — k an
invertible cocycle, one can define the Hopf algebra H? as the coalgebra H with
the twisted product

Ty =0 "), Y1) Y20 (T3), Ys)

and the H-comodule algebra H, as the left H-comodule H with the twisted
product

Ty = $(1)y(1)0($(2)ay(2)),

for any x,y € H. The H-comodule algebra H, is an H-Galois extension of k and
all such Galois extensions are called cleft Galois extensions. If H is k-faithfully
flat, it is a cleft Galois object.

Kassel and Schneider [KaSn05] (see also [Ka04]) have defined an equivalence
relation denoted ~ and called homotopy on the class of faithfully flat Galois
extensions of R. Two Hopf-Galois extensions are homotopy equivalent if there
exists a polynomial path between these extensions. More precisely, let k[t] be
the algebra of polynomials with coefficients in the ground ring k. For any k-
module V', we denote V[t] = V ® k[t] and for i € {0,1} we denote [i] : V[t] = V
the k-linear map sending vt" to vi"™. These two maps [i] induce two maps

[7,]* : GalR[t](H[t], k’[t]) - GalR(H, k),

for ¢ = 0,1. We say that two H-Galois extensions Zy and Z; € Galgr(H/k) are
homotopy equivalent if there exists Z € Galgp(H[t]/k[t]) such that [i].(Z) = Z;
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for i € {0,1}. We denote Hr(H) the set of homotopy classes of faithfully flat
left H-Galois extensions of R.

Kassel and Schneider [KaSn05, Proposition 1.6, Corollary 1.11| have proved
that twists of homotopy equivalent Galois objects are still homotopy equivalent.
In fact, the twist is a particular case of the cotensor product by a bi-Galois
object. We generalize this result now.

Let H and K be Hopf algebras. An H-K-bi-Galois object is a H-K-bi-
comodule algebra Z which is a Galois object with respect to the right and
the left coactions. By work of Schauenburg [Sa96]| (see also [Sa04]), the set of
bi-Galois objects is a groupoid with the multiplication given by the cotensor
product. In particular, when H = K, the cotensor product over H = K puts a
structure of group on the set of isomorphism classes of H-H-bi-Galois objects.
If Z is an H-K-bi-Galois object, the cotensor product yields a bijective map
vz Galg(K) — Galg(H) defined by

pz([A]) = [Z20K A
for any left K-Galois object A (see [Sa96] and [Sa04] for details).

Proposition 47. For any H-K-bi-Galois object Z, the map ¢z induces a bijec-
tive map 9z : Hi(K) — Hi(H) between the homotopy classes of left K-Galois
objects and of left H-Galois objects.

Démonstration. Let Ag, A1 be homotopically equivalent H-Galois objects via
the HJ[t]-Galois object A. Then Z[t] = Z ® k[t] is an H[t]-K[t]-bi-Galois object
and Z[t]Og A is an homotopy between ZOg Ay and ZOg A;. There exists
a K-H-bi-Galois object Z~! inverse of Z for the groupoid structure of bi-Galois
objects and the map p,1 : H(H) — H(K) induced by Z~! is the inverse of
the map @7 : H(K) — H(H) induced by Z. O

3.2 The Hopf algebra B(F) and the comodule algebra
B(E,F)

Let k be a commutative ring, n > 1 an integer and E = (Ejj)i1<ij<n €

GL, (k). Following [DvL90], we define Bi(E) (or B(E) when the base ring is

clear) as the k-algebra generated by n? variables aij, 1 <i,j5 < n, submitted to
the matrix relations

E~Y'Fa=1,=aE 'dE,

where E~! is the inverse matrix of E, a is the matrix (a;;), I,, the identity
matrix of size n and a’ denotes the transpose of the matrix a.
The algebra B(E) is a Hopf algebra with comultiplication A defined by

n
A(aij) = Z Al X Qfjs
k=1

counit € defined by e(a;;) = 6;5, for any i,j = 1,...,n, where ¢;; is Kronecker’s
symbol, and antipode S defined by the matrix identity S(a) = E~la’E.
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Note that if n = 1, the Hopf algebra B(FE) is isomorphic to k[Z/2Z], whose
Galois objects are k[Z/27), for o € H?*(Z/27Z,k*). In the following, we will only
consider the cases where n > 2. In this case, this Hopf algebra is the quantum
group of the bilinear (but non necessarily symmetric) form defined by the matrix
E, in the sense that B(FE) is the universal Hopf algebra such that the bilinear
form is a comodule map (for details see [DvL90]).

If ¢ € k* is an invertible element of the ring k, let £, € GLa(k) be the

matrix defined by
0 1
E, = ( o ) |

The Hopf algebra B(E,) is isomorphic to the Hopf algebra O,(SL(2)) (see the
definition of Oy(SL(2)) in [Ka95]).

Let n,m > 1 be integers and let E € GL,(k), F € GLy,(k) be invertible
scalar matrices. Following Bichon [Bi203], we define the algebra B(E, F') as the
k-algebra generated by n x m variables z;;,7 = 1,...,n;j = 1,...,m, submitted
to the matrix relations

FY2Ez=1,, 2F'%2'E=1I,,

where z is the matrix of generators z;; and I,, I, are the identity matrices
of size m,n respectively. We consider the k-algebra morphism § : B(E, F) —
B(E)® B(E, F), defined by

0(2i5) = Y @ik ® 2k, (3.1)
k=1

forany ¢ = 1,...,n and j = 1,...,m, that endows B(E, F') with a left B(E)-
comodule algebra structure.

In the same way, we have a k-algebra map p : B(E,F) — B(E,F) ® B(F)
defined by

n
p(zij) = Z Zik @ by,
k=1

where the b;;’s stands for the canonical generators of B(F'). The algebra mor-
phism p endows B(E, F) with a right comodule algebra structure and B(FE, F)
is a B(E)-B(F)-bicomodule algebra.

Bichon has proved [Bi203, Propositions 3.3, 3.4] that if &k is a field and
if Tr(E~1EY) = Tr(F~1F!), then B(E,F) is a B(E)-B(F)-bi-Galois object.
Note that the matrices of form F~'F! appear in Riehm’s work [Ri74] on the
classification of bilinear form. Precisely, for any nondegenerate bilinear map
B:V xV — k given by an invertible matrix F, the matrix o = F~1F! is called
the asymmetry of 8. Over a commutative ring, Bichon’s result extends to the
following proposition.

Proposition 48. The canonical map of B(E, F') considered as a left (resp right)
B(E)-comodule algebra (resp B(F')-comodule algebra) is bijective.
Moreover, if B(E, F) is k-faithfully flat, it is a B(E)-B(F)-bi-Galois object.
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Démonstration. The proof is the same as for [Bi203, Propositions 3.3, 3.4]. O

Together with Proposition 47, this yields the following corollary.

Corollary 49. Assume that k is a field. Let E be an invertible matriz and q € k*
such that Tr(E~'E'Y) = —q — g1, then there is a bijection between Hy(B(E))
and Hy(Oy(SL(2))).

3.3 Classification up to isomorphism
The B(E)-comodule algebras B(E, F') are generic in the following sense.

Theorem 50. Let k be a PID, n > 2 an integer, E € GL,(k) and Z be
a B(E)-Galois object. Then there exist an integer m > 2 and an invertible
matriv F € GLy, (k) such that Te(F71FY) = Tr(E~'E') and such that Z is
isomorphic to B(E, F) as a B(E)-Galois object.

Proof. Let Comod-B(E) be the monoidal category of right B(E)-comodules,
with the tensor product ® over k, and Mod(k) be the monoidal category of k-
modules. Following Ulbrich [U187], [U189] and Schauenburg [Sa04], to any B(E)-
Galois object Z, we associate the fibre functor wyz : Comod-B(E) — Mod(k)
defined by

wz(V) =VOpmZ

for any V € Comod-B(FE). The map Z — wy defines a bijective correspondence
between the left B(E)-Galois objects (they are by definition faithfully flat) and
the exact monoidal functors (= fibre functors) Comod-B(E) — Mod(k). Mo-
reover, the fibre functor wy sends comodules that are finitely generated pro-
jective k-modules to finitely generated projective k-modules (the functor wy
preserves the duals). We denote by 92 : wz(V) @ wz(V) — wz(V ® V) and
Yo : wz(k) — k the monoidal isomorphisms. Note that 1o : (VO Z) ®
(VO Z) — (V ® V)Op(g)Z is induced by the multiplication of Z.

The fundamental comodule of B(E), denoted Vg, is the finite free k-module
of rank n with basis (v1, ..., v,) and endowed with the B(E)-comodule structure
defined by 6(v;) = > j_; vk®ay; for 1 < i < n. The linear map g : Vg@Ve — k
defined by Bg(v;,v;) = Ejj for 1 <4i,j < nis a B(E)-comodule morphism and
induces a map

@:W@Wﬂwz(VE(@VE)MWZ(k)w—O)ka

where W = wyz(VE). Since Vg is free of finite rank, W is a finitely generated
projective k-module. The base ring k being principal, it implies that W is a free
k-module of finite rank, say m.

Set F; = Br(w; ® w;) for all 1 < i, j < m. Writing the elements (w;)1<j<m
as elements of Vp ® Z and expanding them in the basis (v1,...,v,) of Vg, we
see that there exist (¢i;)i=1,...n;j=1,...m € Z such that w; = Y1 | v; ®t;; for any
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Jj=1,...,m. Since (wj)1<i<m belong to the cotensor product VgOp g, )Z, the
elements (tij)i=1,...n;j=1,...,m Satisfy the relations

tig) = Y aix © ty (3.2)
k=1

forall<i<nand 1<j<m.
Since the monoidal isomorphism 1, is given by the multiplication of Z, the
image of the base (w;)i1<j<m by the map fg is equal to

Fj = Be(w®w;)

Yo o (Be ®1d) 0 Pa((Xjy vk @ thi) ® (3o, v @ 1))
Yo o (Be ®id) (X o) =1 (vk ® v1) @ tiity)

= Yo(Xp =1 Br ® tritij)

= ki1 Butriti;

for any 1 < ’L',j <m. Putting T = ( z]) =1,...,n;j=1,....m and F' = (Fij)lgi,jgma we
obtain
F=T'ET. (3.3)

Let us now consider the k-linear map v : k — Vg ® Vg defined by

>, Bjluswu

i,j=1,...n

where Eigl denotes the (i, j)-entry of the inverse matrix £~!. Since this map is
a B(E)-comodule morphism, it induces a linear map

-1

" —1
vk 2 wz (k)

o
wz(Ve © Vp) —— wz(Vie) @ wz(Vp).

wz(v)

Let us compute (1). We have

(1) = Wy o(v@id)ody (1)

= 1#; (v ®id)(1®1)
(> (Z” 1E (”z@wﬂ)@l
= D=1 By (Uk@ 1)@ (v ®1).

Expanding (1) in the basis (wj)i<j<m of wz(VE), we obtain a matrix
(Gij)lgi,jgm € My, (k) such that

m m n
= Z Gijwi Q@ w; = Z Z Gl-j(vk R tri) @ (v ® tlj)
ij=1 ij=1k,i=1

for all 1 <4,7 < m. Then we have

ZEH (i ®1)® Z ZG” (v @ tryi) ® (v @ ty5),

k=1 3,7=1k,l=1
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and then
m
Byt =) Gijtwiti;,
i,j=1
which we can rewrite as
E~l'=TGT!. (3.4)

We now prove G = F~1. We have
(BE X idVE) o (idVE ®I/) = idVE
and
(idVE ®BE) o (V (%) idVE) = idVE

for B and v. Since wyz is monoidal, we obtain

and o
(idw ®Bp) o (¥ ®@idw) = idw

for Br and . That is for any basis vector w; we have

m m

ZFijijwk = w; and Z ijFkiwj = Ww;.

ik ik
This implies that the matrix G is the inverse of F. Then Relations (3.3) and (3.4)
yield the relations

FIT'ET =1,, and TF'T'E=1,. (3.5)
In the same way, we obtain
Bpov(l) =Tr(E~'E").

Since wy is monoidal,

B oi(l) =Tr(FLFY)

has to be equal to Tr(E~'E"). When k is a field, Bichon has proved in [Bi203,
Section 4] that, under this condition, the algebra Bj(E, F') is nonzero. Since our
base ring k is a PID, it embeds into a field k. It is clear that for any inver-
tible matrices E, F, the algebras By(E, F) ®; k and Bg(E, F) are isomorphic.
Therefore, By (E, F) is nonzero provided Tr(E~!E!) = Tr(F~1F?).
In view of (3.5) the map
p(2i5) = tij,

defines an algebra morphism ¢ : B(E,F) — Z. We claim that ¢ is an iso-
morphism of B(FE)-Galois objects. First to see that ¢ is a B(E)-comodule mor-
phism, it is enough to check it on the generators (z;;). The definition of the
coaction (3.1) and relation (3.2) give

(Id ® ¢) 0 0p(,F)(2ij) = Z ajl @ tyj = 0z 0 p(zij)
k=1
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forany 1 <i<nand1<j7<m.

The morphism ¢ is a morphism of B(F)-comodule algebras, is the identity on
the coinvariants elements k of Z, and Proposition 48 ensures that the comodule
algebra B(E, F') has a bijective canonical map. Moreover, Z is a faithfully flat
Galois extension of k. Then by [Sn90, Remark 3.11] the morphism ¢ is an
isomorphism, and Z and B(E, F') are isomorphic B(E)-Galois objects.

It remains to prove that the size m of F' > 2. First assume that m = 1.
Then W = wz(Vg) = k. By [Sa96], [Sa04], there is an Hopf algebra K such
that Z is a B(E)-K-bi-Galois object. Since there exists an inverse Z~! of Z for
the groupoid structure of bi-Galois objects, we have

Vg = VEDB(E)ZDKZ_l = kDKZ_l.

Since Z~! is a Galois object, the image kOxZ~' of the trivial comodule of
dimension one is the algebra k = (Z71)°H of coinvariants. Then the size m
of F' is equal to one only if the size n of F is one. The same argument proves
that m cannot be zero. O

We now turn to the classification of the Galois objects B(E, F'). The following
lemma, implicit in [Bi203], will be useful.

Lemma 51. Let k be a PID, let n,m > 2 be integers, and E € GLy(k) and
F € GL,,(k) be invertible matrices. Assume that B(E,F) is a B(E)-B(F)-
bi-Galois object and let ¢ : Comod-B(E) — Comod-B(F) be the associated
monotdal equivalence. Let Vg and Vg be the respective fundamental comodules
of B(E) and B(F'). Then o(Vg) = Vp.

Proof. Let wy,...,w, be the canonical basis of Vp. Then we have a B(F)-
colinear map 0 : Vp — ¢(Vg) defined by

n
Qp(wj) = ZUZ' & Zij.
=1

Similarly, we have a B(E)-colinear morphism 0z : Vg — ¢~ 1(VE) defined by

m
HE(UZ‘) = ij ® tji,
Jj=1

where the tj;’s are the generators of B(F, E). It is easy to see that ¢(6g) o 0F is
the canonical isomorphism Vp — cp(gpfl(VF)). We deduce that 0r and 0 are
monomorphisms and then that 6 is an isomorphism. O

As an immediate consequence of Lemma 51, we have the following necessary
condition for B(E)-Galois objects to be cleft.

Corollary 52. Let k be a PID and n,m > 2 be integers, E € GLy,(k), F €
GLy, (k) and B(E, F) be a cleft B(E)-Galois object. Then m = n.

Proof. If B(E, F) is a cleft Galois object, the associated fibre functor is isomor-
phic as a functor to the forgetful functor and in particular preserves the rank of
finite free modules. O
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Let us now state our classification result for the extensions B(E, F').

Theorem 53. Let k be a PID, n,my, mg be integers > 2 and E € GL,(k), F} €
GLp, (k),Fy € GLy,, (k) be invertible matrices such that the algebras B(E, F})
and B(E, F3) are k-faithfully flat. Then the B(E)-Galois objects B(E, F1) and
B(E, F») are isomorphic if and only if m1 = mqy and there exists an invertible
matriz P € GLy,, (k) such that Fy = PFyP*,

Note that, by [Ri74] the bilinear forms associated to F and F» are equivalent
if and only if the asymmetries of F} and F5 are similar.

Proof. As in the proof of [Bi203, Proposition 2.3], one shows that if P € GL,,(k),
the B(E)-comodule algebras B(E, F) and B(E, PFP?) are isomorphic.

Conversely assume that B(E, F1) and B(E, Fy) are k-faithfully flat : then
Proposition 48 ensures that B(E, Fy) and B(E, Fy) are Galois objects. Let Vg
be the fundamental B(FE)-comodule and let g : Vg ® Vg — k be the linear
map defined by E. Let w1 = —Ogg)B(E, F1) and wy = —OpgpB(E, F») be the
fibre functors associated to B(E, Fy) and B(E, F»).

By Lemma 51, the vector space wy (V) has a basis (w], ..., w}, ) and wa(Vg)
has a basis (w},...,w2,,). The comodule algebra isomorphism ¢ : B(E, F1) —

B(E, F») induces an isomorphism id ®¢p : wi(Vg) — wa2(VE). Then in particular
the rank of these two free k-modules is the same, that is m1 = mo = m. Let P €
GL,,(k) be the matrix of id ®¢ in the bases (wi,...,wk ) and (w?,..., w2 ).

» Ymy ? T mg

The matrices of the bilinear maps w1 (8g) and wz(Bg), in the bases (w1, ..., wk)
and (w%, ...,w2), are F1 and F; respectively. Moreover, the isomorphism ¢ gives
the relation

w1(BE) = w2(BE) o ((Ild®y) @ (Id®p)).
That is for any 7,5 =1,...,m

wi(Be)(w! @ wh) = wa(B) ((Shey Pawd) ® (S Paw?) )

(F1)i = >hi=1 PinPj(F2)w,

or in matrix form F; = PF»Pt. O

Remark 27. As an application of Theorem 53, let us consider the case where
the matrix F' is symmetric. Let k be a PID, let n,m,p > 2 be integers, and
E € GL,(k), F € GLy,(k) and G € GL,(k) be invertible matrices. Assume
that F is symmetric and B(E, F) is a Galois object. Then the Galois objects
B(E, F) and B(E, G) are isomorphic if and only if G is symmetric of size p = m.

We now consider the case when k is a field. For any integer n > 2, and any
invertible matrix E € GL, (k) we define

Xo(E) = {F € GL(k),m > 2, Te(F'F") = Tr(E~'E")}.

Consider the equivalence relation ~ defined by F; ~ Fy if and only if there
exists P € GL(k) such that F; = PF, P! and put X (F) = Xo(E)/ ~.

Corollary 54. Assume that k is a field. Then for any n > 2 and E € GL,(k),
there is a bijection v : X (E) — Gal(B(E)) sending F onto [B(E, F)].
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Proof. Propositions 3.2, 3.3 and 3.4 in |Bi203| ensure that we have indeed this
map . Moreover, 1 is surjective by Theorem 50 and injective by Theorem 53.
O

We also have the following result.

Corollary 55. Assume that k is an algebraically closed field of characteristic
zero. For anyn > 2 and E € GLy(k), the group of B(E)-B(E)-bi-Galois objects
15 trivial.

Proof. Let Z be a B(E)-B(E)-bi-Galois object. By Theorem 50, there exist
m > 2 and F' € GLy(k) such that Z is isomorphic to B(E,F) as a B(E)-
Galois object. Bichon [Bi203, Propositions 3.3, 3.4] has proved that B(E, F')
is a B(E)-B(F')-bi-Galois object. Then by [Sa96, Theorem 3.5] the Hopf alge-
bras B(E) and B(F') are isomorphic that is, by [Bi203, Theorem 5.3|, there
exists P € GL(k) such that F = P'EP. The matrix P enables us to construct
an isomorphism of left B(E)-Galois objects Z = B(E, F') = B(FE). Now since Z
is a B(E)-bi-Galois object, we know from [Sa96, Theorem 3.5] that there exists
f € Aut(B(E)) such that Z = B(E)! as B(E)-bi-Galois objects. Such a bi-
Galois object is trivial if and only if f is coinner. Since by [Bi203, Theorem 5.3|
any Hopf automorphism of B(F) is coinner, we are done. O

The lazy cohomology group of a Hopf algebra was introduced in [BiCa06],
where it was realized as a subgroup of the group of bi-Galois objects. Therefore,
we have the following.

Corollary 56. Assume that k is an algebraically closed field of characteristic
zero. The lazy cohomology group of B(E) is trivial for any E € GL, (k).

3.4 Galois objects up to homotopy

In this section we study the homotopy theory of B(FE)-Galois objects. We
assume that k is an algebraically closed field. For technical reasons we only
consider O4(SL(2))-Galois objects (recall that Oy(SL(2)) = B(Ey)). Since for
any E € GL, (k) there exists a B(E)-B(E,)-bi-Galois object, Proposition 47
ensures that H(B(E)) = H(B(E,)) and then there is no loss of generality.

We begin, using Lemma 51, by giving a necessary condition for two B(E,)-
Galois extensions to be homotopically equivalent.

Proposition 57. Let mg,m; > 2 be integers, let Fy € GLy,,(k), F1 € GLyy, (k)
and assume that B(E,, Fy) and B(Eq, F1) are B(E,)-Galois objects. If B(Ey, Fy)
and B(Eq, F1) are homotopically equivalent, then the matrices Fy and Fi have
the same size mg = mq.

Proof. Let us consider two B(E,)-Galois objects B(Ey, Fy) and B(Eq,, Fy) with
homotopy By (Ey, Ft) (by Theorem 50, any By, (E,)-Galois object is of this
form for some Fy € GLy, (k[t])). Then VEOp,  (5,)Bry (Eq, Ft) is a finite free k[t)-
module of rank equal to the size of the matrix F}, which does not depend on ¢.
The evaluation at ¢ = 0,1 gives mg = m;. U
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Let us state a sufficient condition for two B(E)-Galois objects to be homo-
topically equivalent.

Theorem 58. Let k be an algebraically closed field, mg,m1 > 2 be inlegers
and Fy, F1 be invertible matrices of size mg, m1 such that Tr(Fi_lFZ-t) =—q—q!
fori=0,1.

If mg = mq and if FO_IF('; and Fl_lFf have the same characteristic po-
lynomial, then the two Oy(SL(2))-Galois objects B(E4, Fy) and B(Ey, F1) are
homotopically equivalent.

The rest of the section is devoted to the proof of the theorem. To this end, we
construct a homotopy between the Galois objects, that is an O, (SL(2))[t]-Galois
object over the polynomial ring k[t]. First, let us begin with some terminology.
We will say that a matrix F' € GLy,(k) (here k is an arbitrary commutative
ring) is manageable if Fl = 0 and if the rightmost nonzero coefficient F}
in the bottom row is an invertible element of k. In the case of a manageable
matrix, the proof of [Bi203, Proposition 3.4| still works and we obtain :

Proposition 59. Assume that k is a commutative ring and let F' € GL,, (k) be
a manageable matriz such that Tr(F~'F') = —q—q~1. Then B(E,, F) is a free
k-module.

The problem for constructing an homotopy is the following one.

(P) Let Fy,Fi € GLy(k) be manageable matrices such that Tr(Fy 'FY) =
Tr(F; ' FY). Find a matriz F(t) € GLy,(k[t]) such that

1. F(0) = Fy, F(1) = F}.
2. Te(F ()" F(t)!) = Tr(Fy ' FY) = Te(F L FY).
3. F(t) is manageable.

Now assume that Fy and F; have diagonal block decompositions with the

_( (Fo)u ‘ 0 ( (Fi)n ‘ 0
FO_( 0 (F0)22>7 F1_< 0 (F1)22>’
that
Tr((FO)l_ll(FO)tn) = Tr((Fl)l_ll(Fl)tn)
and

Te((Fo)zs (Fo)h) = Tr((F1)22 (F1)3s)

and finally that each block is manageable. Then clearly Problem (P) reduces to
the same problem for each block. This simple remark, combined with Riehm’s
work [Ri74| on the structure of bilinear forms, will reduce our problem to the
case of some “elementary" matrices.

We will use freely the following results of [Ri74]. For any nondegenerate
bilinear map § : V x V. — k given by an invertible matrix F', and for any
eigenvalue p # £1 of its asymmetry o, p~! is also an eigenvalue of o and the
two characteristic spaces C) and C),-1 associated to p and p~! are isotropic
(for the bilinear form ). The vector space V is the orthogonal sum of the
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subspaces C1,C_1 and C, & C)-1, where p runs over all eigenvalues of o different
from 1. Then there exists a basis of V' such that the matrix of ¢ is a block
matrix made of Jordan blocks of odd dimension with eigenvalue 1, Jordan blocks
of even dimension with eigenvalue —1 and pairs of blocks of eigenvalues p, p~*
and of the same dimension.

Assume that the asymmetries oy and o7 associated to Fy and F; have
the same characteristic polynomial and that o; is diagonal. Then by [Ri74],
Problem (P) reduces to three cases.

A. o¢ is a Jordan block of even dimension d with eigenvalue —1 (and o1 =

_Id)7
B. 09 is a Jordan block of odd dimension d with eigenvalue 1 (and o1 = 1),
C. 09 is a diagonal block matrix made of two Jordan blocks of eigenva-
lues p,p~! and of the same size d (and o7 is diagonal with d diagonal
coefficients equal to p and d equal to p~1).

Let us now look at the possible forms of a matrix F such that og = F~1F*

for each of these three cases.

Lemma 60. A) If 0 is a Jordan block of even dimension with eigenvalue equal
to —1 and if there exists an invertible matriz F such that F~'F' = o, then F
has the lower anti-triangular form

0 cee e 0 Fin
: _Fln *
F= N (3.6)
0 Fln * *
—Fy,  x * *

B) If 0 is a Jordan block of odd dimension with eigenvalue equal to 1 and
there exists an invertible matrizc F' such that F~'Ft = o, then F has the lower
anti-triangular form

0 0 Fin,
_Fln *
L T (3.7)
0 —-F, =* * *
Fin * * * *

1

C) If og is made of two Jordan blocks of eigenvalues p and p~ and of size n,

then the invertible matriz F' defined by

< fp ]g ) (3.8)

where I, 1s the identity of size n, J,, is a Jordan block of size n and eigenvalue p
and 0 is the zero matriz, has an asymmetry similar to og.

Proof. We say that the elements a; 5, 41—, for 1 <1 < n of a matrix A € M, (k)
lies on the anti-diagonal and we use obvious notion of lower and upper anti-
triangular matrices.
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A) Assume that F is a matrix such that F~1F! = oy, that is F! = Foq or

Fy = —Fy Vi=1,...,n
Fj‘ = Fl'jfl—Fl'j Wzl,...,n;j:2,...,n

)

(3.9)

Let us consider the first row. The equation Fy; = —Fj1 implies F11 = 0. Then,
for any k = 2,...,n, we have from (3.9) the equations Fyy = —F}1 and Fyy =
Fi -1 — Fii and then Fy ;1 = 0. Then the first row and the first column are
equal to zero except the last terms FY,, and Fj;.

For the second row and column, we have from the previous computation
F12 :Fgl = 0 then F22 :Fgl —F22 = 0. For any ]C:3,...,TL—1 we have

{FQk = Fp1— Fro
Fro = Fop1 — Fo.

Then F5j;_1 = 0 and, since Iy 1 = Fi_11 — Fi_1,2, we also have F}_19 = 0.
Then for all £ < n — 2 the entries Fy ) and F}, o are equal to zero. In the same
way, any coefficient lying above the anti-diagonal is equal to zero.

The coefficient F;,41—; on the anti-diagonal satisfies the relation

Fini1—i = Foy1—ii-1 — Foy1—ii = —Fog1—is.

We also have

Fipnyoi=Fnioii1— Fuioij
{ Foio—ii = Finy1—i — Finyoi, (3.10)
then
Froyoii=Fint1—i — Fuyoiic1 + Fayo_ig (3.11)
that is
Fint1—i = Fpy1-(i-1),3-1)- (3.12)

Then the determinant of F'is (Fj,)" and the matrix has the wanted form.
B) Let us now consider the case where oy is a Jordan block of odd dimension
and eigenvalue 1 and F' is a matrix such that F~1Ft = gg, that is F* = Fog or

F, = F Vi=1,...,n
{Fj‘ = Fjja+F; Yi=1,...,n;7=2,...,n (3.13)
Let us consider the first line. For any k& = 2,...,n we have from (3.13)

the equations Iy = Fjy and Fjy = Fy 1 + Fiy and then Fy ;1 = 0, since
Fi -1 = Fi_1,1, the first line and the first column are equal to zero except
the last terms F}, = F,1. In the same way as for the previous case, we see
that all the coefficients lying above the anti-diagonal must be zero. Moreover,
in the same way as for (3.10) - (3.12), the anti-diagonal coefficient in position
(i,m —i+ 1) is (=1)""'Fy, ; the determinant is (F1,)" and F has the wanted
form.

C) Assume that o is made of two Jordan blocks of eigenvalues p and p~
and of size n. We define F' by the relation (3.8). Its asymmetry is the matrix

J;l 0
0 Jt

which is similar to og. O

1
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Proof of Theorem 58. Let us construct the matrix F'(f) solution of the pro-
blem (P).

Cases A, B : Let us consider a Jordan block oy with eigenvalue +1 and size
more than two. By the previous lemma 60, the matrix F such that F~1F! = o
is an anti-triangular matrix of form (3.6) or (3.7). Consider the matrix F(t) €
G L, (k[t]) defined by

F(t)int1—i = Fipt1—i, F(t)ij = tEy,

for any 1 < 4,j < n such that j # n+ 1 — i (that is F'(¢) is equal to F' on the
anti-diagonal and to tF' on the other coefficients).

To compute Tr(F(t) "1 F(t)!) we have to know the diagonal coefficients of the
asymmetry of F'(t), which are equal to products of the anti-diagonal coefficients
of F(t)~! and F(t)!. Remark that if a matrix F(t) is lower anti-triangular, its
inverse F'(t)~! is upper anti-triangular, and their anti-diagonal coefficients are
related by

1= (Ft) imtr1—i(F))nt1-i4,

for any ¢ = 1,...,n. Since the anti-diagonal coefficients of F(t) do not depend
on t, the ones of F(t)~! do not depend on t either and we have

Te(F(1) " F (1)) = T(Fy ' FY) = Te(F ).

From the definition of F(t), we have F'(0) = Fy and F(1) is a block matrix
with anti-diagonal blocks. Then the asymmetry of F'(1) is diagonal and then
equal to o7.

Since F(t)~! is upper anti-triangular and invertible, F(¢) is manageable.
Finally, F'(t) is a solution of (P) in the cases A,B.

Case C : Let us now consider the case of two Jordan blocks of size n and
eigenvalues p and p~! and suppose that F has the form (3.8).

Consider the matrix F(t) € GLa,(k[t]) defined by

0o I,
Jp(t) 0 )’
where J,,(t) is the matrix with diagonal coefficients equal to p and upper diagonal
coefficients (i,7 + 1) equal to t. The inverse F(t)~! is

(1% (Jp(é))‘1>

and then F'(t) is manageable and the trace of its asymmetry is constant. Fi-
nally F(t) is a solution of (P) in the case C. O

Corollary 61. All cleft O,(SL(2))-Galois objects are homotopically trivial.

Proof. Let Z be a cleft Galois object of Oy(SL(2)). Then by Theorem 50, the
Galois object Z is isomorphic to B(Ey, F') and by Corollary 52 the matrix F' is

a 2 x 2 matrix with trace equal to —¢ — ¢~ %
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If ¢ # 1, there exists P € GL(k) such that F = PE,P'. Then the Galois
object B(Ey, F) is isomorphic to the trivial object B(Ey).

If ¢ = 1, the two possible asymmetries are, up to similarity, a diagonal
matrix o1 with eigenvalue —1 and multiplicity 2 associated to a matrix F} or a
Jordan block matrix oo of size 2 and eigenvalue —1 associated to a matrix F5.
The two associated Galois objects B(Ey, F1) and B(E,, F3) are nonisomorphic
as the asymmetries are nonsimilar, but they are homotopically equivalent by
Theorem 58 as the asymmetries have the same characteristic polynomial. O



Chapitre 4

Objets galoisiens d’une algébre
de Hopf de dimension < 15

Dans ce chapitre, nous étudions systématiquement les objets galoisiens des
algébres de Hopf de dimension < 15 sur un corps k algébriquement clos de carac-
téristique nulle. Les résultats sont pour la plupart connus mais éparpillés dans
la littérature. L’étude des objets galoisiens de ’algébre de Hopf de dimension 8
qui n’est ni semisimple ni pointée est nouvelle; elle fera 'objet du chapitre 5.

4.1 Objets galoisiens d’une algébre de Hopf de dimen-
sion p

Soit H une algébre de Hopf dont la dimension sur k£ est un nombre p premier.
Une telle algebre est isomorphe par [Zh94]| a une algebre de groupe et donc a
lalgeébre k[Cp] du groupe cyclique d’ordre p.

A isomorphisme prés, les objets galoisiens de ’algébre de Hopf k[G] d’un
groupe fini G sur un corps k sont exactement les algébres ,k[G], oi o € H%(G)
est un cocycle de groupe. A homotopie preés, la classification des objets galoisiens
de k[G] est une conséquence de [KaSn05]. Si k est un corps algébriquement clos
et G un groupe, alors

Galy,(k[G]) = Hx(k[G]) = H*(G, k"), (4.1)

ou k™ désigne les éléments inversibles de k. Il suffit donc de calculer le second
groupe de cohomologie de G agissant trivialement sur k*. Pour tout groupe
cyclique Oy, il est bien connu ([Br82] par exemple) que H?(Cy,, k*) = k* /k*™ qui
est lui-méme trivial puisque k est algébriquement clos. Les objets galoisiens de
I’algébre d'un groupe cyclique sont donc triviaux & isomorphisme et homotopie
prés. Notons aussi que k[C),] est cocommutatif et donc les cocycles de k[C),] sont
paresseux.
Par [Sa96, Lemme 4.7], le groupe des objets bigaloisiens d’une algébre de
groupe k[G] est
BiGal(k[G]) = Aut(G) x H*(G, k). (4.2)
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Si G est un groupe cyclique, un automorphisme ¢ € Aut(C),) est la multiplica-
tion par un élément inversible de 'anneau Z/nZ. On a donc

BiGal(k[C,)) 2 (Z/pZ)* (4.3)

qui est cyclique d’ordre p — 1.

4.2 Objets galoisiens d’une algébre de Hopf de dimen-
sion 4

Une algébre de Hopf de dimension 4 est soit une algébre d’un des groupes
d’ordre 4, soit I’algébre de Sweedler. Les algébres duales des algébres de groupes
sont elle-mémes des algebres de groupes, car les groupes d’ordre 4 sont commu-
tatifs.

4.2.1 Algébres de groupe
Les groupes d’ordre 4 sont le groupe cyclique Cy et le groupe de Klein Cox Cs.

Algébre du groupe cyclique C4

Nous avons vu au paragraphe 4.1 que les objets galoisiens d’une algébre d’un
groupe cyclique étaient triviaux a isomorphisme et homotopie prés. Nous avons
aussi vu que les objets galoisiens étaient des objets bigaloisiens et on a

BiGal(k[Cy4]) = Aut(Cy) = (Z/AZ)* = C,.

Algébre du groupe Cy x Cy

Calculons le second groupe de cohomologie H?(Cy x Co,k*). Pour G un
groupe, notons Hi(G) et Ha(G) les groupes d’homologie a coefficients dans Z.
Le théoréeme des coefficients universels assure qu’on a la suite exacte

0 — Ext}(H{(Cy x Co),k*) — H?*(Cy x Co, k*) — Hom(Hy(Cy x Cy), k*) — 0.

Comme k* est divisible, Ext! (H;(CyxCy), k*) est trivial. La formule de Kiinneth
assure que la suite suivante est exacte :

0— @H CQ ® Ho_ p(CQ) — H2 Cy % CQ @Torl CQ ,Ho p— 1(02))

PEZ PEL

Comme C5 est cyclique, nous pouvons calculer ces groupes et on a
0 — Hy(C2) @ H2(Ca) & H1(C2) @ Hi1(Ca) — Ha(Cy x C3) — 0 — 0.
et donc
H?%(Cy x Cy, k*) = Hom(Hs(Cy) ® Hy(Co) ® Hy(Cy) @ Hi(Cy), k*)
Comme C est cyclique, Ho(C2) est trivial et H1(Cq) = Co et on a

H?(Cy x Oy, k*) = Hom(Cy @ Cy, k*) = pg,
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ou pg = {£1} désigne l'ensemble des racines carrés de 1 dans k. Alors on a
Galy (k[Cy x Cy)) =2 Hi(E[Cy x Co)) =2 H*(Cy x Co, k*) 22 po. (4.4)

Comme k[Cy x O3] est cocommutatif, les objets galoisiens sont des objets
bigaloisiens et le groupe des objets bigaloisiens est

BiGal(k‘[Cg X 02]) = Aut(Cz X 02) X HQ(/{[CQ X 02], /f*) = 63 X 2 = 63 X CQ,

car I'action de &3 sur C5 est nécessairement triviale.

4.2.2 Algébre de Sweedler

Masuoka [Ma94|, puis Doi et Takeuchi [DoT95] (dans une version plus ex-
plicite) ont donné la classification des objets galoisiens de 1’algébre de Sweedler,
que nous notons Ty. Nous reprenons ici les résultats de Doi et Takeuchi ainsi
que leurs notations.

Rappelons que (prop. 17 et [CK76]), comme Ty est de dimension finie, tous
ses objets galoisiens sont clivés et isomorphes & des produits croisés pour lesquels
I’action est triviale.

L’algébre Ty est isomorphe a ’algébre engendrée par X et Y soumis aux

relations
X?2=1, Y?’=0 e XY +YX=0.

La comultiplication A : Ty — Ty ® Ty définie sur les générateurs par
AX)=X®X et Aly=10Y+Y®X,

la cotinité € : Ty — k définie par e(X) = 1 et e(Y') = 0 et 'antipode S : Ty — T}
défini par S(X) = X et S(Y) = XY munissent Ty d’une structure d’algébre de
Hopf.

Soit (Z,p: Z — Z ® S4) un objet galoisien de T.

(a) Ll existe x € U(Z) et y € Z tels que

plz)=2X et ply) =10Y +yx X.
(b) L’application ¢ : Ty — Z définie par
p(1) =1, oX)=1z, oY)=y et o(XY)=uzy

est une application clivante et son inverse pour la convolution ¢~
donnée par

e (1) =1, ¢ (X) =27, p(Y) = —yz " et p(XY) = —y.

L est

(c) Z est un k-module libre de base {1, z,y, zy}.

(d) Sion pose a = 22, B =192 et v = xy + yz, alors a € k* et 3,7 € k.

(e) Les valeurs du cocycle o : Ty ® Ty — k associé a Z = ,Ty peuvent étre
résumées dans le tableau

c | X|Y | XY

X |al0 0

Y 2 (51 =5 (4.5)
XY | v |B|—aB
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Notons (a, 3,7) l'objet galoisien de T} associé au cocycle o donné par (4.5).
Considérons deux objets galoisiens (a, 8, 7) et (¢, 5,7") de Ty. D’aprés [DoT95],
ces deux objets galoisiens sont isomorphes si et seulement s’il existe s € k*
et t € k tels que

o =s%a, B =p+ty+tia et A =sy+ 2tsa.

Alors, comme 2 € k, tout objet galoisien («, [3,7) est isomorphe a ’objet ga-
loisien (a, 08— %, 0). Les objets galoisiens (a, 3, 0) et (o/, 3, 0) sont isomorphes
si et seulement si o’a~! € (k*)2 et 8= (.

Cette classification est la base de ’étude des cocycles paresseux, de ’homo-

topie et des objets bigaloisiens de Ty. Bichon et Carnovale [BiCa06]| ont donné
la classification des cocycles paresseux. On a

H3(Ty) = k.

Kassel [Ka04] a construit une homotopie entre un objet galoisien et l'objet
trivial :

Hy(Th) = {1}.

Schauenburg [Sa00] a montré que tout objet galoisien de Ty est un objet Ty-Ty-
bigaloisien et que 'application v : k* x k — BiGal(T}) définie par

s =[(39)

est un isomorphisme de groupes.

4.3 Dimension 6

Les algébres de Hopf de dimension 6 sont les algébres de groupes d’ordre 6
ainsi que l'algébre des fonctions sur le groupe diédral Ds.

4.3.1 Algeébres de groupes

Les deux groupes d’ordre 6 sont le groupe cyclique Cg et le groupe diédral Ds.

Algébre du groupe cyclique Cg

Comme H?(Cg, k*) est trivial, les objets galoisiens de k[Cg] sont triviaux a
isomorphisme et homotopie prés. Alors, les objets bigaloisiens de Cg sont donnés
par les automorphismes de Cg et on a

BiGal(k[Ce]) & Aut(Cg) 2 (Z/6Z)* == Cs.
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Algeébre du groupe diédral D3

Considérons le groupe diédral. Par [Kr87, Table 8.1], le groupe H?(Ds, k*)
est trivial; il en est donc de méme pour les objets galoisiens & isomorphisme
et homotopie prés. Les objets bigaloisiens sont donnés par les automorphismes
du groupe D3 = G3. 1l est bien connu que le centre de &3 est trivial et que les
automorphismes de &3 sont intérieurs; on a donc Aut(S3) = G5 = D3 et

BlGal(k[Dg]) = Aut(Dg) = Dg.

4.3.2 Algébre k73 des fonctions sur le groupe diédral

Masuoka [Ma00] a donné la classification des objets galoisiens de k3 (qu'il
note 156) et montré que tout objet galoisien de k3 est trivial a isomorphisme
pres :

Gal(kP3) = {1}.

Les objets galoisiens sont donc des objets kP3-kP3-bigaloisiens et, par [Sa96,

Lemme 3.11] (voir aussi le paragraphe 1.4.3), le groupe des objets bigaloisiens

est
BiGal(kP#) = CoOut(k"?),

ot CoOut(kP?) = Aut(kP3)/ Colnn(k"?) et Colnn(kP3) est le groupe des au-
tomorphismes cointérieurs (voir 1.4.3 pour les définitions et notations).

Nous avons vu au lemme 3 que CoOut(k”3) = Out(D3). Or tout automor-
phisme de D3 est intérieur, donc tout automorphisme de 'algébre de Hopf kD3
est cointérieur et le groupe des objets bigaloisiens est trivial :

BiGal(kP?) = {1}.

4.4 Dimension 8

Nous utilisons la classification des algébres de Hopf de dimension 8 ainsi
que les notations de [St99|. Les algébres de Hopf de dimension 8 sont les al-
gébres des groupes d’ordre 8, les algébres de fonctions sur les groupes non
abéliens d’ordre 8, l’algébre semisimple de Kac-Paljutkin, les algébres poin-
tées nonsemisimples Ac,, Acyxc,, Ag,, A, et Ag, définies plus bas et une al-
gebre Hy = (A{, )* qui n’est ni semisimple ni pointée.

4.4.1 Algeébres de Hopf semisimples
Algébres de groupe
Les groupes d’ordre 8 sont le groupe cyclique Cg, le groupe Ca x Cy, le groupe

Cy x Cy x (U, le groupe diédral Dy et le groupe quaternionien (Jg.

Algebre du groupe cyclique (s Comme précédemment, les objets galoi-
siens de l'algebre du groupe cyclique k[Cs] sont triviaux et les objets bigaloisiens
sont classifiés par les automorphismes de Cg et on a

BiGal(k[Cs]) & Aut(Cy) 2 (Z/SZ)* = Cy.
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Algébre du groupe C3 x Cy En utilisant le théoréme des coefficients univer-
sels et la formule de Kiinneth de maniére analogue a 4.2.1, le second groupe de
cohomologie H?(Cy x Cy, k*) vaut

H?(Cy x Cy, k*) =2 Hom(Cy ® Cy, k*) = .
On a donc
Galy(E[Cy x Cy)) =2 Hi(E[Cy x C4)) =2 H*(Cy x Cy, k*) = po.

Comme k[Cy x C4] est cocommutative et Aut(Co x Cy) = Dy, les objets
galoisiens sont des objets bigaloisiens et on a

BiGal(k’[C’g X 04]) = Aut(Cg X C4) X HQ(CQ x Cy, k*) = Dy x Co,

car 'action de Dy sur C9y est nécessairement triviale.

Algébre du groupe Cs x Cy x Cy La formule de Kiinneth appliquée deux
fois donne

Hy(Cy x Co x O, k™) =2 ((Cy x C2) @ Cy) @ (Co @ Cy) =2 Coy x Cy @ (.
Le théoréme des coefficients universels assure alors que
H%(Cy x Cy x Cy, k*) = Hom(Co x Cy & Cy, k*) = g X po X pip.
Les objets galoisiens sont donc donnés par
Galy (k[C2 x Co x Co]) = Hy(k[Ca2 x Cy x Co]) = pp X pa X pua.

Comme k[Cy x Cy x Cy] est cocommutative, les objets galoisiens sont biga-
loisiens et on a

BiGal(k‘[CQ X 02 X 02]) Aut(Cg X CQ X 02) X HZ(CQ X 02 X 02,]{7*)

GL3(F2) X (p2 X p2 X p2),

o~
~

ott GL3(Fy) agit naturellement sur pg X pg X jg = F3.

Algébre du groupe diédral Dy D’aprés [Kr87, Table 8.1], le second groupe
de cohomologie H?(Dy,k*) =2 Cy. On a donc

Galk(k[D4]) = Hk(k[D4]) = CQ.

Comme k[Dy] est cocommutatif, les objets galoisiens de k[Dy] sont bigaloisiens.
Le groupe des automorphismes du groupe Dy est le produit semidirect (Z/4, +)x
(Z/4, x)* = Dy et on a donc

BiGal(k[D4]) = Aut(D4) X CQ = D4 X CQ,

car 'action de Dy sur C9 est nécessairement triviale.
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Algebre du groupe ()s Le groupe quaternionien () est le groupe engendré
par a et b soumis aux relations

at=1, v¥¥=d> et bab !'=d

D’aprés [Kr87, Table 8.1], H?(Qg, k*) est trivial et par suite les objets galoisiens
de k[Qs] sont triviaux a isomorphisme et homotopie prés. Notons que le groupe
des automorphismes du groupe quaternionien est isomorphe au groupe des au-
tomorphismes du cube et donc Aut(Qs) = S,4. Par conséquent, le groupe des
objets bigaloisiens est

BiGal(k[Qg]) = 64.

Algébres de fonctions sur un groupe non abélien

Les groupes non abéliens d’ordre 8 sont le groupe diédral Dy et le groupe @sg.

Algébre kPt des fonctions sur le groupe diédral Masuoka [Ma00] a donné
la classification des objets galoisiens de k”* et montré qu’il existe deux objets
galoisiens kP4 non triviaux a isomorphisme prés qui sont des objets kP4-kP4-
bigaloisiens et donc

Galy(kP4) = {0,1,2}.

Cherchons alors les automorphismes d’algébres de Hopf de kP, Au vu du
lemme 3, les automorphismes de ’algébre de Hopf kP4 sont donnés par les auto-
morphismes de Dy et nous avons déja noté que CoOut(kP4) = Out(Dy) = Cs.
et comme Out(Dy) = Oy, le groupe des objets bigaloisiens de kP4 est donc
d’ordre 6.

Algébre k% des fonctions sur le groupe Qs Masuoka [Ma00] a montré
que les objets galoisiens de k98, qu'’il note Tk, sont triviaux a isomorphisme et
donc a homotopie prés. Comme précédemment, les automorphismes de ’algébre
de Hopf k%¢ sont donnés par les automorphismes du groupe Qg et les automor-
phismes cointérieurs de k98 sont en bijection avec les automorphismes intérieurs
de Q3. Le groupe des automorphismes intérieurs de Qg est Qs/Z(Qg) = Ca x Cs.
Le groupe CoOut(k®®) vaut donc &,/(Cs x Co) = &3 et on a

BiGal(k¥®) = &3.

Algébre de Kac-Paljutkin

Considérons 'algébre de Kac-Paljutkin Bg qui est 'unique algébre de Hopf
semisimple non commutative et non cocommutative de dimension 8. Masuoka
[Ma00] a montré que les objets galoisiens de Bg sont triviaux & isomorphisme
et donc & homotopie prés. Les objets galoisiens sont donc Bg-Bg-bigaloisiens et
on a

BiGal(Bg) = CoOut(Bg).
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4.4.2 Algébres de Hopf pointées non semisimples

Les algébres de Hopf non semisimples pointées sont l'algébre Ac, et les
algebres monomiales Ac,xcy, Ap,, Ag, et A, -

Algébre Ac,

Panaite et van Ostayen [POO00] (voir aussi l'article de Carnovale et Cuadra
[CCO04]) ont étudié 'algebre A, (qu’ils notent E(2)). Cette algébre est engen-
drée par G, X7 et X9 soumis aux relations

G’=1, X}=X2=0, GX1+X1G=0,
GXo+XoG=0 et X1Xo+X2X;=0.

La comultiplication A : Ac, — Ac, ® Ac, est définie par

la cotinité € : Ag, — k est définie par ¢(G) = 1 et e(X;) = 0 et 'antipode
S:Ac, — Ac, est défini par S(G) = G et S(X;) = GX;, pour ¢ = 1, 2. La clas-
sification des objets galoisiens donnée par [PO00] suit la méthode de [DoT95].

Les objets galoisiens Z de Ac, sont de la forme ,Ac, pour des cocycles
o:Ac, X Ac, — k satisfaisant

O’(G,G) =« c k*, U(G,XZ') =0, U(Xi,G) = €ket U(XZ',XJ') Ztij €k,

pour i,j = 1,2 et ot T" = (t;5)i j=1,2 est une matrice triangulaire inférieure a
coefficients dans k. Les valeurs du cocycle o tel que Z = ,Ac, sont résumées
dans le tableau suivant.

g G X1 X2 GXl GX2 X1X2 GX1X2
G al| 0 0 0 0 0 0
X1 Y1 |tin| O —t11 0 0 0
Xa Yo | to1 | T22 o1 —t99 0 0
GX1 Y1 |t ] O —ati 0 0 0
GXo |72 | tar | t22 —aty —atoy 0 0
X1Xo | 0] 0 | 0 | atag —tam 0 —t11to2 | —t11to2
GX1 X2 | 0| 0 | 0 |t11y2 —mtar | —ntee | —tuiles | —atiitan

Par |BiCa06] ou [CCO04], les cocycles paresseux sont les cocycles précédents
vérifiant « = 1 et 7; = 0 et on a donc

H?(Ag,) = K.

Algébres monomiales

Nous reprenons dans ce paragraphe des résultats de Bichon [Bi06] sur les
algebres monomiales définies par Chen, Huang, Ye et Zhang [CHYZ04].

Notons o(h) 'ordre d'un élément h d’un groupe et Z2(G, k*) 'ensemble des
cocycles du groupe G a valeurs dans k*. Par [CHYZ04/, la donnée d’un groupe G,
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d’un élément central g, d’un caractére x : G — k* et d'un élément p € k* tel
que si = 0, on a o(g) = o(x(g)) et si p # 0, on a x°X(¥) = 1, est appelé
group-datum et noté G = (G, g, x, p). Ces group-data sont classifiés en différents
types.

(I) Un group-datum de type I est la donnée d’un quadruplet (G, g, x, i) avec

p=0,d=o0(x(g)) = olg) et x* = 1.

(IT) Un group-datum de type II est la donnée de (G, g, x, ) avec p = 0,
d = o(x(9)) = o(g) et x* # 1,

(ITI) Un group-datum de type III est la donnée de (G, g, x, ) avec u = 0,
d = o(x(9)) < o(g) et x* =1,

(IV) Un group-datum de type IV est la donnée de (G, g, x, 1) avec u = 0,
d = o(x(9)) < o(g) et x* # 1,

(V) Un group-datum de type V est la donnée de (G, g, x,p) avec p = 0,
d = o(x(9)) < o(g), x* # 1 et tel que quil existe ¢ € Z%(G, k*) avec
x4(h)o(h, g?) = o(g?, h) pour tout h € G.

(VI) Un group-datum de type VI est la donnée de (G, g, x, 1) avec p # 0 (et
alors on a d = o(x(g)) < o(g) et x* = 1).

A un tel group-datum est associé I’algébre de Hopf monomiale A(G) définie
comme le quotient du produit libre k[z] * k[G] par 'idéal bilatére engendré par
les relations

zh = x(h)hz et z% = pu1 — g%,
ou d=o(x(g)) et h € G. La structure d’algébre de Hopf est donnée par
Alr)=1®@r+z®g, c(x)=0 S)=—-x97",
Ahy=h®h, eh)=1 et S(h)=h"1
pour tout h € G.
Suivant [Bi06], introduisons quelques notions de cohomologie qui vont nous

permettre de décrire les objets galoisiens et bigaloisiens. Soit G un groupe et
g € G un élément central. Notons

2 * 2 %
Z(G,k*) = {0 € Z*(G,k")| o(g,h) =0o(h,g) Vh € H}
et
B;(G, By ={0(u)| pn:G— k' u(g) =1=pu(1)}.
Si g1,92 € G sont des éléments centraux, BSQ (G, k*) est un sous-groupe de
Z2 (G, k*) et on note
Hy, 4, (G, k) = 23, (G, k") /By, (G, k).

Notons que Hil(G, k*) = H*(G, k*).
Si G est un groupe et g € G un élément central de ce groupe d’ordre n, le
morphisme de groupe ¢¢ : Z2(G, k*) — k* défini par

eo(0) =0o(g,9)...0(g,9" ")

induit un morphisme de groupes ¢ : Hig(G, k*) — k*. L’action par multipli-
cation de k* sur (k,+) induit une action par automorphismes de Hfg(G7 E*)
sur (k,+) et nous pouvons former le produit semi-direct H 12 g (G k") X k.
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Si g € G est central, considérons Auty(G) l'ensemble des automorphismes
u: G — G tels que u(g) = g. Le groupe Aut,(G) agit naturellement & droite par
automorphismes sur H 127g(G, k*), ce qui permet de définir le produit semi-direct
Auty(G) x Hfg(G, k*). Soit T'(G) 'ensemble

{(u,7) € Auty(G) x Hf ,(G,k*)|x ou(h) = o(g,h) " 'o(h,g)x(h) Yh € G}.

Si G = (G, g,x, 1) est un group-datum, 1’ensemble I'(G) est un sous-groupe
de Auty(G) x Hig(G7 k*). Le morphisme de groupe le,g(G, k*) — k* se prolonge
naturellement & I'(G) et par conséquent, nous pouvons former le produit semi-
direct I'(G) x k. Nous pouvons maintenant utiliser les résultats de [Bi06].

Algebre Ac,xc, Notons Ac,xc, 'algébre engendrée par G, H et X soumis
aux relations

G*=H?=1, X>=0,GX+XG=0, HX + XH =0et GH = HG.
La comultiplication A : Ac,xcy, — Acyxcy, ® Acyxc, est définie par
AG)=G®H, AH)=H®H e AX)=GX+X®I,

la cotinité ¢ : Ag,xc, — k est définie par ¢(G) = ¢(H) = 1l et ¢(X) = 0
et 'antipode S : Acy,xcy, — Acyxo, est défini par S(G) = G, S(H) = H et
S(X) = XG. L’algébre Ac,xc, est monomiale de type I associé au group-datum
(Cy x Cy,G, x) ou x : Cy x Co — k™ est défini par x(G) = x(H) = —1.
D’aprés |Bi06], ensemble des objets galoisiens de Ac,xc, & isomorphisme
pres est
Galy,(Acyxcy) = H*(Cy x O, k*) x k= g x k

et, & homotopie prés, on a
H(ACQXCQ) = HZ(CQ X Cg,k*) = 9.

Les objets galoisiens de A, xc, sont des objets Ac,xc,-Ac, xc,-bigaloisiens
et par [Bi06, Théoréme 4.5] ’ensemble des objets bigaloisiens est

BiGal(Ac,xc,) = Aut({1}) x ((k* x k) x H2({1}, k*) x Hom({1}, ta))

(k* X k)u

o~
~

avec 'action triviale de k* sur k.
Par [BiCa06, Théoreme 7.1], les cocycles paresseux sont

H2(Agyxc,) = HX(Co k") x k= k.

Algébre A, Notons Ay, I'algébre de Hopf engendrée par G et X soumis aux
relations

G'=1, X?2=0 et GX+XG=0.

La comultiplication A : Ap, — A, ® Ap, est définie par

AG)=GeG et AX)=GRX+X®1,
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la coiinité e : Ay, — k est définie par €(G) = 1 et £(X) = 0 et 'antipode
S Ay, — Ag, est défini par S(G) = G et S(X) = XG. L'algebre de Hopf Af,
est monomiale de type III associée au group-datum (C4,G,x) ou x : Cy — k*
est défini par x(G) = —1.

Notons IT I'union disjointe de deux ensembles. Par [Bi06, Théoréme 4.1],
comme le group-datum est cyclique, I’ensemble des objets galoisiens de A’C4 a
isomorphisme prés est

Galk(A’C4) H?(Cy, k%) HHg27G2(C4,k*)
k*/k*4 11 (]{7* % k*/k*z)

(1} I &,

11

A homotopie prés, cet ensemble est
H(Ag,) = H?(Cy, k*) = {1}

Par |Bi06, Corollaire 3.18], il existe un objet A(Cy, G, x,0)-A(C4, G, x, 1)-
bigaloisien, c¢’est-a-dire un objet A’C4—A’C’,4—bigaloisien. Au vu de la classification
des objets bigaloisiens des autres algébres de Hopf de dimension 8, tout objet
galoisien de Ay, est soit Af, -Af, -bigaloisien soit Af, - A, -bigaloisien.

Si N est un entier et m un diviseur de N, notons

U(Z/NZ)[m) ={B € (Z/NZ)*|3=1 mod m}. (4.6)
Par [Bi06, théoréme 4.1|, ’ensemble des objets bigaloisiens de A'C4 est
BiGal(Ap,) = T((Cy, G, x)) = U(Z/AZ)[2]) x (kK* x k*/k*) = Co x k*.
Par [BiCa06, Théoréme 7.1], les cocycles paresseux sont triviaux :
Hi(Ag,) = H*(Cy/Cy, k™) = {1}.
Algébre A’é4 Notons A’é4 Palgébre engendrée par G et X soumis aux relations
Gf=1, X?’=G?’-1 et GX+XG=0.
La comultiplication A : A7, — A¢, ® Af, est définie par
AG)=GeG et AX)=GX+X®I1,

la coiinité e : A7, — k est définie par €(G) = 1 et £(X) = 0 et 'antipode
S AY, — Af, est défini par S(G) = G et S(X) = XG. L'algebre de Hopf A7,
est monomiale de type VI associé au group-datum (Cy,G,x,1) o x : Cy — k*
est défini par x(G) = —1.

Par [Bi06, Théoréme 4.1|, ’ensemble des objets galoisiens de A& & isomor-
phisme prés est

Galy(Af,) = H(Ca k*) 11 HZ, oo (Ca k)
(VI (K % k* k2

(1} 11 &,

11 1R
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A homotopie prés, cet ensemble est
H(AZ,) = H*(Ca, k*) = {1},

Nous avons vu qu’il existait un objet A’C4—Ag4—bigaloisien et que tout objet
galoisien de A7, est soit Af, - A, -bigaloisien soit Af, -Af, -bigaloisien. Comme
il existe un objet A, -Af, -bigaloisien, on a

BiGal(Ap,) = BiGal(Af,) = Co x k*

et les algébres de Hopf Af, et A7, sont Morita-Takeuchi équivalentes (voir 1.4.3
pour la définition).
Par [BiCa06, Théoréeme 7.1], les cocycles paresseux sont triviaux :

HE(A¢,) = H?(Cy/Ca, k*) = {1},
Algébre A7, Notons Ag; 'algeébre engendrée par G et X soumis aux relations
G'=1, X?’=0 et GX =¢XG,

oll ¢ est une racine primitive quatriéme de 1’'unité dans k.
La comultiplication A : A7, — A{} ® A, est définie par

AG)=GRG et AX)=G*@X+X®1,

la coiinité € : Afj — k est définie par (G) = 1 et (X)) = 0 et 'antipode S :
Al — A7, est défini par S(G) = G? et S(X) = XG?. Définissons le caracteére
x : Cy — k par x(G) = q et posons G = (Cy, G?, x,0). Alors I'algebre de Hopf
monomiale définie par G est isomorphe a A’C’f4. Cette algébre est monomiale de
type IL

D’aprés [Bi06], I'ensemble des objets galoisiens de A¢, & isomorphisme prés
est

Galy(A¢,) = H?(Cy, k*) = {1}

A homotopie prés, cet ensemble est
H(AZ,) = H*(Cy, k™) = {1},

Les objets galoisiens de A¢;, sont des objets A -A¢ -bigaloisiens. Par [Bi06,
Théoréme 4.1], 'ensemble des objets bigaloisiens est

BiGal(AJ,) = I'(G) = U(Z/AZ)[4] x (k* x k*/k*) = k*,

car la définition (4.6) de U(Z/4Z)[4] implique immédiatement que U(Z/47Z)[4]
est trivial.
Par [BiCa06, Théoréeme 7.1], les cocycles paresseux sont triviaux :

Hi(Ag,) = H?(Cy/Co, k") = {1}.
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4.4.3 Algébre de Hopf (A7,)* ni semisimple ni pointée

Dans ce paragraphe nous donnons les résultats qui seront prouvés au cha-
pitre 5.2.
L’algebre Hy = (Af, )" est engendrée par « et (3 soumis aux relations

at=1, [2=0 et af=E&Ba,

ol £ est une racine carrée de —1 dans k. La comultiplication A : Hy — Hy ® Ho
vaut sur les générateurs

Aled)=a®@a+0Fa® et Alf)=a® B+,

la coiinité € : Hy — k vaut (o) = 1 et £(5) = 0 et Uantipode S : Hy — Hj vaut
S(a) = a1 et S(9) = €8,

Théoréme. Les objets galoisiens de Ha sont triviaux & isomorphisme preés.

4.5 Dimension 9

Les algébres de Hopf de dimension 9 sont les algébres des groupes d’ordre 9,
qui sont tous abéliens, et I'algébre de Taft Ty.
4.5.1 Algebres de groupes

Les groupes d’ordres 9 sont le groupe cyclique Cyg et le groupe Cs x Cs.

Algébre du groupe cyclique Cy

Comme précédemment, les cocycles du groupe cyclique Cy sont triviaux et
donc les objets galoisiens de k[Cy] sont triviaux & isomorphisme et homotopie
prés. Les objets bigaloisiens sont alors donnés par les automorphismes de Cyg et
on a

BiGal(k‘[Cg]) = Cﬁ.

Algébre du groupe C3 x C3

Comme précédement, le théoréme des coefficients universels et la formule de
Kiinneth asurent que

H?*(C3 x C3,k*) = Hom(Hy(C3 x C3), k*) = Hom(C3, k*) = pus,
ou us est le groupe des racines troisiémes de 1 dans k. On a alors
Galg(k[C3 x C3]) = Hi(k[C3 x C3]) = ps.
Les objets galoisiens de k[C3 x C3] sont des objets bigaloisiens et on a
BiGal(k[C3 x C3]) = Aut(C5 x C3) X us =2 GLy(F3) x Cs,

ou GLo(IF3) agit sur C3 par le déterminant.



82 OBJETS GALOISIENS DE DIM < 15

4.5.2 Algeébre de Taft Ty

L’algébre de Taft Ty a été notamment étudiée par Masuoka [Ma94] et par
Doi et Takeuchi [DoT95]; nous reprenons ici les résultats et la formulation
de [DoT95].

L’algébre de Taft Ty est ’algébre engendrée par X et Y soumis aux relations

X3=1, Y3=0 et YX =¢XY,

ou ¢ est une racine primitive troisiéme de 'unité.
La comultiplication A : Ty — Ty ® Ty est définie par

AX)=X®X e AY)=10Y+Y®X,
la coiinité ¢ : Ty — k est définie par £(X) = 1 et £(Y) = 0 et l'antipode
S : Ty — Ty est définie par S(X) = X2 et S(Y) = —Y X2 Doi et Takeuchi
|[DoT95] ont donné une classification des objets galoisiens de I’algébre de Taft Ty.

Soit (Z,p: Z — Z @ Ty) un objet galoisien de Ty.
(a) 1l existe des éléments z € U(Z) et y € Z tels que

plz)=2X et ply) =10Y +yx X.
b) L’application ¢ : Ty — Z définie par
(b) L’app @ p
p(XYT) =2ty

pour tout ¢,7 = 0,1, 2, est une application clivante dont I'inverse pour la
convolution est donné par

iG=1)
2

TN XY) = (~1)Yq 7yl (),
ou [i + j]3 est le reste de la division euclidienne de i + j par 3.

(¢) Z est un k-module libre de base {z'y’,i,5 =0,...,2}.

(d) Sion pose a=a3 B=1y3ety=(yr—qry)z2alorsacU(k),B3 €k
et vek.

(e) Le cocycle o associé a 'objet galoisien Z & ,Ty est donné par

o X X? Y|Y?| XY | XY? | X%y X?Y?
X 1 a ol 0] o 0 0 0
X2 | a a 0] o0 0 0 0 0
Y | v |@+ya| 0] B8] 0 qp 0 ¢°3
Y2 | o 0 Bl O | ¢8| =8| ab | —alqg+1)yap
XY [ya|(g+1)ya |0 B3] O qp 0 ¢’ap
XY? [ o 0 Bl 0| ¢8| —aB]| qaB | —qlqg+ 1)va3
X2Y |ya|(g+1Dya| 0] B 0 qof 0 af
X?Y? | ya 0 B0 |¢aB | —yaB ]| qab | —qlqg+1)yas

@)
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Soit Z et Z' deux objets galoisiens associés a (a, 3,7) et (¢/,(',7') res-
pectivement. Ces deux objets galoisiens sont isomorphes si et seulement g’il
existe s € k* et t € k tels que

o = sta,

B =8+ ((v+)((g+1)v+1))a,
v =(y+t—qt)sh

En particulier, Uapplication ¢ : k* x k — Galg(Ty, k) définie par

v, B) = (@, 5,0)

est une paramétrisation de I’ensemble des objets galoisiens de Ty.

Notons que l'algébre de Taft Ty est monomiale de type I associée au group-
datum (Cs,X,x) ot x : C3 — k est défini par x(X) = —¢. Par [BiCa06,
Théoréme 7.1], les cocycles paresseux sont donc

H?(Ty) = H*(C3/C3,k*) x k = k.

Kassel |[Ka04| a construit une homotopie entre un objet galoisien de Ty et
I’objet galoisien trivial et donc

Hi(Ty) = {1}.

D’apres [Sa00], tout objet galoisien de Ty est un objet To-Ty-bigaloisien et
Papplication ¢ : k* x k — BiGal(Ty) définie par

P(a, B) = [(, 3,0)],

pour tout a € k* et B € k est un isomorphisme de groupes.

4.6 Dimension 10

Les algebres de Hopf de dimension 10 sont les algébres des groupes d’ordre 10
et 'algébre des fonctions sur le groupe diédral d’ordre 10.
4.6.1 Algeébres de groupes

Les groupes d’ordre 10 sont le groupe cyclique Cig et le groupe diédral Ds.

Algébre du groupe cyclique Cyg

Comme précédemment, les objets galoisiens du groupe cyclique sont triviaux
& isomorphisme et homotopie prés; les objets bigaloisiens sont donnés par les
automorphismes de Cqg et on a

BiGal(k[Clo]) = 04.
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Algébre du groupe diédral Ds

Le groupe H?(Ds, k*) est trivial (voir [Kr87, table 8.1]) et, par conséquent,
les objets galoisiens de k[Djs] sont triviaux & isomorphisme et homotopie prés;
les objets bigaloisiens sont donnés par les automorphismes de D5. Le groupe des
automorphismes du groupe diédral Ds est (Z/5, x)* x (Z/5,+) = Cy x C5 et
on a

BIGal(ki[Dg,]) = C4 X 05.

4.6.2 Algeébres des fonctions sur le groupe dihédral D;

Masuoka [Ma00] a montré que les objets galoisiens de k> sont triviaux a iso-
morphisme prés. Comme les automorphismes de I'algébre de Hopf k5 sont don-
nés par les automorphismes de Ds, qui sont tous intérieurs, les automorphismes
de kP5 sont cointérieurs et les objets bigaloisiens de A5 sont triviaux :

BiGal(kP7) = {1}.

4.7 Dimension 12

La classification des algébres de Hopf de dimension 12 est due a Natale [N02]
dont nous reprenons les notations. Les algébres de Hopf de dimension 12 sont
les algébres de groupes, les algébres de fonctions sur un groupe non abélien, les
algébres semisimples A4 et A_ définies plus bas, les algébres monomiales Ay,
A1, By et By et algebre Hs = (LA1)* qui n’est ni semisimple ni pointée.

4.7.1 Algébres de Hopf semisimples

Suivant [F97], une algebre de Hopf semisimple de dimension 12 qui n’est ni
une algébre de groupe, ni une algébre de fonctions sur un groupe non abélien
est I'une des deux algébres A, A_ définies comme suit.

Notons &3 le groupe des permutations d’ordre 6, o le cycle (123) et 7 la
permutation (12). Notons encore ¢ = inn(7) la conjugaison par 7 et sgn la
signature de Gs.

Nous définissons AT comme la k®3-algébre engendrée par z soumis aux
relations

22=1 et zc=i*(c)z

pour tout ¢ € k93, On deéfinit aussi A~ comme la kS3-algébre engendrée par z
soumis aux relations
22 =sgn et zc=i*(c)z

pour tout ¢ € k53,

On munit ces deux algébres d’une structure de bigébre en demandant que
kS3 soit une sous-cogébre et z soit un élément group-like. L’antipode ST :
At — AT deéfini par ST(2) = z et étendant I’antipode de k3, munit A+
d’une structure d’algébre de Hopf. De méme, 'antipode S~ : A= — A~ défini
par S™(z) = z et étendant celui de k%3, muni A~ d’une structure d’algébre de
Hopf.
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D’apres [F97], les deux algébres A' et A~ sont semisimples, le groupe des
éléements group-like de AT est isomorphe & Cy x Cy et le groupe des éléments
group-like de A~ est isomorphe & Cy. Les algébres de Hopf A4 et A_ sont auto-
duales et sont les seules algébres de Hopf semisimples de dimension 12 dont le
groupe des éléments group-like est d’ordre 4.

Algébres de groupes

Les groupes d’ordre 12 sont le groupe cyclique Cia, le groupe Cy x Cg, le
groupe Cy x C3, le groupe diédral Dg, le groupe dicyclique noté G1s et le groupe
alterné 4.

Algébre du groupe cyclique C12 Comme précédement, les objets galoisiens
de l'algébre du groupe cyclique Cio sont triviaux & isomorphisme et homotopie
prés; les objets bigaloisiens sont donnés par les automorphismes de C12 et on a

B1Gal(k[012]) = Aut((]lg) = 04.

Algébre du groupe Cs x Cg Comme les groupes Cs et Cg sont cycliques, la
formule de Kiinneth assure que H?(Cy x Cg, k*) = o et donc

Galy, (k[Ca x Cg]) = Hy(k[Co x Cg]) = po.

Comme k[Cy x Cg| est cocommutative, les objets galoisiens sont des objets
bigaloisiens et on a

BiGal(k[Cg X Oﬁ]) = Aut(Cg X 06) X OQ = 06 X CQ,

car I'action de Cg sur Cy est nécessairement triviale.

Algébre d’un groupe non abélien Considérons le groupe diédral Dg. Il est
bien connu (voir [Kr87, table 8.1]) que H?(Dg, k*) = us et on a donc

Galy(k[De]) = Hi(k[De]) = po.
Comme Aut(Dg) = Dg, le groupe des objets bigaloisiens est
BlGal(k‘[Dﬁ]) = D6 X 02,

car 'action de Dg sur (5 est nécessairement triviale.
Notons G142 le groupe dicyclique engendré par a et b soumis aux relations

=1, v¥¥=a> et bab~!=dd.

Le second groupe de cohomologie H?(G12, k*) est trivial par [Kr87, table 8.1] et
donc les objets galoisiens de k[G12] sont triviaux & isomorphisme et homotopie
pres :

Galk(k[Glg]) = {1}
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Cherchons les automorphismes du groupe Gi2. Si f est un automorphisme du
groupe G2, alors f(a) est d’ordre 6 donc f(a) = a,a® et f(b) est d’ordre 4 donc
f(b) = ba® pour i = 0,...,5. Réciproquement, les morphismes définis de cette
maniere sont des automorphismes de Gi2 et l'ordre de Aut(Gi2) est donc 12.
Notons f : G2 — Gio Pautomorphisme défini par f(a) = a’® et f(b) = b et
g : G12 — G2 Vautomorphisme défini par g(a) = a et g(b) = ba. Alors f est
d’ordre 2, g est d’ordre 6 et fgf ' = g~!. On a donc Aut(G12) = Dg. Le groupe
des objets bigaloisiens est alors

BiGal(k[G12]) = Aut(Glg) = Dg.

Considérons le groupe alterné 204. Notons qu’il est isomorphe au groupe
engendré par a,b et ¢ et soumis aux relations

a>=0=[a,b)=c>=1, cac'=b et cbc !t =ab, (4.8)
ot [a,b] = aba=1b~1. Alors par [Kr87, Table 8.1], le second groupe de cohomo-
logie H%(A4, k*) = pg et on a

Galy,(k[As]) = Hi(k[2As]) = po.

Les automorphismes de 204 sont en particulier des automorphismes de G4 ; ces
derniers sont des automorphismes intérieurs de &4. Réciproquement, tout auto-
morphisme intérieur de &4 est un automorphisme de 204 et on a Aut(2Ay) = Sy.
Le groupe des objets bigaloisiens est alors

BiGal(k[Qb;]) = Aut(2l4) X CQ = 64 X CQ,

car Daction sur Cy est nécessairement triviale.

Algébres de fonctions sur un groupe

1l existe trois groupes non abéliens d’ordre 12, & savoir le groupe diédral D,
le groupe dicyclique G123 et le groupe alterné 2y.

Algébre des fonctions sur le groupe diédral Dg  Masuoka [Ma00| a montré
qu’il existe un unique objet galoisien Z de k¢ & droite non trivial et donc

Galy,(K"7°) = piy.

Masuoka [Ma00| définit une algebre de Hopf cosemisimple qu’il note Ajs.
Par [LR88], comme cette algébre de Hopf est cosemisimple et de dimension finie
sur le corps k de caractéristique nulle, elle est semisimple. Les éléments group-
like de Ajo forment le groupe Cy x U, algébre Ao n’est ni commutative ni
cocommutative. Par [F97] I’algebre Aj2 est donc isomorphe a 'algebre A.

Par [Ma00], 'objet galoisien non trivial de k¢ est un objet A -k"s-bigaloi-
sien. Comme Out(k”%) = Cs, le groupe des objets bigaloisiens est

BiGal(k") = Cy.

Notons que les algébres de Hopf k76 et A, sont Morita-Takeuchi équivalentes
(voir le paragraphe 1.4.3).
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Algébre des fonctions sur le groupe dicyclique G123 Masuoka [Ma00| a
montré que les objets galoisiens de k12, qu’il note T}o, sont triviaux.

Les automorphismes de 1’algébre de Hopf k12 sont donnés par les automor-
phismes du groupe G12. Notons que les automorphismes intérieurs de G2 sont
engendrés par les conjugaisons par a et b et forment un groupe d’ordre 6. On a
vu que le groupe des automorphismes de G5 est d’ordre 12. Par conséquent, le
groupe Aut(k12)/ Colnn(k%12) est d’ordre 2 et le groupe des objets bigaloisiens
est

BiGal(k912) = Cy.

Algébre des fonctions sur le groupe alterné 2, D’aprés [Da0l, Théoréme
3.8], les objets galoisiens de k** sont en bijection avec les paires (G, o) ou G est
un sous-groupe de 2y et o € H?(G,k*) un cocycle non dégénéré. Notons que
ces résultats apparaissent aussi dans une série d’articles sur la classification des
algébres de Hopf triangulaires semisimples et cosemisimples se terminant par
|[EG] (voir aussi [G02]). Notons aussi que pour que le cocycle soit non dégénéré,
il faut que 'ordre du groupe soit un carré.

Proposition 62. Il existe un unique objet galoisien non trivial de k4.

Démonstration. Cherchons les sous-groupes de 204 ainsi que les cocycles non
dégénérés. Le seul sous-groupe non trivial de 24 d’ordre carré est Cy x Cs.
Comme il existe un unique cocycle non dégénéré de Cs x Cy, il existe un unique
cocycle pour l'algébre de Hopf k%4 et donc un unique objet galoisien non trivial.

O

Donnons maintenant la classification des objets bigaloisiens de k4. Les au-
tomorphismes du groupe 24 sont les automorphismes intérieurs du groupe &4
et le groupe des automorphismes intérieurs de 24 est d’indice 2 dans le groupe
des automorphismes de 204. Donc le groupe Aut(k%4)/ Colnn(k*) est isomorphe
a Cs. Le groupe des objets bigaloisiens est donc d’ordre 4.

Autres algébres de Hopf semisimples

D’apres [F97], il existe deux algeébres de Hopf A, et A_ semisimples non
commutative ni cocommutative de dimension 12.

On a vu que A, est isomorphe & 'algébre que Masuoka note Ajs; de la
meéme fagon, l'algébre noté Biz dans [Ma00| n’est ni commutative ni cocom-
mutative, ses éléments group-like forment le groupe Cy et elle est cosemisimple
donc semisimple par [LR88|. L’algébre Big est donc isomorphe & A_.

Notons Z I'unique objet A -kPs-bigaloisien non trivial (voir 4.7.1 et [Ma00]).
L’application ¢ : Galg(k"¢) — Gal (A, ), définie par

pour tout objet galoisien A a gauche de k%, est une bijection entre les objets
galoisiens & gauche de k76 et de A . Par suite, il existe un unique objet galoisien
a gauche Y de A4 non trivial. Cet objet galoisien non trivial de A4 est un objet
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A -kPs-bigaloisien et est l'inverse de Z pour la structure de groupoide des
objets A -kPs-bigaloisien (voir le paragraphe 1.4.3).

Le groupe des objets bigaloisiens de A est aussi en bijection avec celui des
objets bigaloisiens de k¢

BiGal(A, ) = BiGal(Dg) = Cs. (4.9)

Masuoka [Ma00| a montré que les objets galoisiens de A_, qu'il note Biz, sont
triviaux. Alors, les objets galoisiens de A_ sont des objets A_-A_-bigaloisiens
et le groupe des objets bigaloisiens est

BiGal(A_) = CoOut(A_).

4.7.2 Algébres de Hopf pointées non semisimples

Nous reprenons la classification et les notations de Natale [NO2| pour les
algébres de Hopf de dimension 12. Les algébres de Hopf pointées non semisimples
sont des algebres de Hopf monomiales qui ont été classifiées par Bichon [Bi06].
Nous utilisons encore les définitions et notations introduites dans le paragraphe
4.4.2.

Algeébre de Hopf Ag

Considérons 'algébre de Hopf Ay engendrée par g et x soumis aux relations
=1, 22=0 et gzr=—zg.
La comultiplication A : Ag — Ag ® Ag est définie par
Alg)=g®g et Alx)=gRz+zr®l,

la coiinité € : Ay — k est définie par £(g) = 1 et e(x) = 0 et 'antipode
S Ap — Ap est défini par S(g) = ¢° et S(x) = —g’z. Si on considére le
caractére x : Cg — k défini par x(g) = —1, l'algébre Aj est monomiale de type
I1T associée a (Cg, g, X, 0).

Par [Bi06, Théoréeme 4.1], 'ensemble des objets galoisiens de Ay & isomor-
phisme prés est

Galy(Ao) H*(Co, k*) LH?, »(Co, k)
k*/k*G 1I (k* x k*)/k*2

{1} 1 &,

11 1R

A homotopie prés, ensemble des objets galoisiens est
Hi(Ao) = H?(Co, k*) = {1}.
L’ensemble des objets bigaloisiens de Ag est

I'(Cs,9,x,0)
U(Z/67)[2] x (k* x k*/k¥)
CQ X k*.

BiGal(Ayp)

111
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Si on note A; l'algébre monomiale associée a (Cg, g, x, 1), d’aprés |Bi06,
Corollaire 3.18], il existe un objet Ag-.A;-bigaloisien. Les deux algebres de Hopf
Ag et A; sont donc Morita-Takeuchi équivalentes.

Par [BiCa06, Théoréme 7.1], le groupe des cocycles paresseux est trivial :

H}(Ag) = H*(Cs/Cg, k) =2 {1}.
Algébre de Hopf A;
Considérons 'algébre de Hopf A; engendrée par g et x soumis aux relations
=1 22=¢>-1 et zg=—gz.
La comultiplication A : A; — A; ® A; est définie par
Alg)=g®g et Alx)=g@r+z01,

la coiinité € : A — k est définie par e(g) = 1 et e(x) = 0 et 'antipode
S : A1 — A est défini par S(g) = ¢° et S(z) = —g°z. L’algebre A; est
monomiale de type VI associée a (Cs,9,x,1), ou x : Cg — k est donné par

x(g) = -1
Comme il existe un objet Ap-.Aj-bigaloisien, les ensembles des objets ga-

loisiens et bigaloisiens de Ag et .A; sont en bijection. L’ensemble des objets
galoisiens de A; & isomorphisme prés est

Galg(Ay) = {1} T k™.
A homotopie prés, Iensemble des objets galoisiens est
Hi(A) = {1}.
L’ensemble des objets bigaloisiens de A; est
BiGal(A;) = Cy x k*.
Par [BiCa06, Théoréme 7.1], le groupe des cocycles paresseux est trivial :
H?(Ay) = H*(Cs/Cs, k*) = {1}.
Algébre de Hopf By
Considérons l'algebre de Hopf By engendrée par g et x soumis aux relations
96:1, 22=0 et gr = —xg.
La comultiplication A : By — By ® By est définie par
Alg)=g®g et Alx)=g’@z+z01,

la coiinité € : By — k est définie par (9) = 1 et e(z) = 0 et 'antipode
S : By — Ap est défini par S(g) = ¢° et S(x) = —g3x. L’algebre de Hopf By
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est monomiale de type I associée a (Cs, g2, x,0), oil le caractére x : Cg — k est
donnée par x(g) = —1.
L’ensemble des objets galoisiens de By & isomorphisme prés est

Galy(By) = H3(Cg, k*) x k = k.
A homotopie prés I'ensemble des objets galoisiens est
Hi(Bo) = H?(Ce, k*) = {1}.

Montrons que tout objet galoisien de By est un objet By-By-bigaloisien. Soit
H une algébre de Hopf telle qu’il existe un objet H-Bp-bigaloisien. D’aprés
[Bi06], comme By est monomiale, H est aussi monomiale. Les algébres Ay et A;
sont associées & un élément central g qui est générateur de Cg, alors que ’élément
central de By est g® d’ordre 2. Nous allons voir au paragraphe suivant que B
est de type II et donc ses objets galoisiens sont des objets B;-B1-bigaloisiens. En
conséquence, H = By et I'ensemble des objets bigaloisiens de By est par [Bi06,
Théoréme 4.1]

BiGal(By) I'(Cs,9,x,0)

(Aut(C3) x (k* x k*/k*3)) x k
k* x k.

111 1R

Par [BiCa06, Théoréme 7.1], le groupe des cocycles paresseux est
H?(By) = H*(Cs/Cy, k*) x k 2 k.
Algébre de Hopf B;
Considérons l'algebre de Hopf B; engendrée par g et x soumis aux relations
g =1, 22=0 et 9T = wxyg,

ol w est une racine primitive sixiéme de 'unité.
La comultiplication A : By — By ® By est définie par

Alg)=g®g et A(a:):g3®az+x®1,

la coiinité € : By — k est définie par e(g) = 1 et e(z) = 0 et 'antipode
S : By — By est défini par S(g) = ¢° et S(x) = —g3z. L’algébre de Hopf B est
monomiale de type II associée & (Cg, g%, x,0), oit x : Cg — C est donnée par

x(g) = w.
L’ensemble des objets galoisiens de By & isomorphisme prés est

Galk(Bl) = H2(Cﬁ,k*) =~ {1}
et donc, a homotopie prés, 'ensemble des objets galoisiens est

Hi(By) = {1}.
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Les objets galoisiens de B; sont des objets Bi-B;-bigaloisiens et par [Bi06,
Théoreme 4.1], le groupe des objets bigaloisiens de B; est

BiGal(B1) = T(Cs,g,x,0)
~ U(Z/67)[6] x (k* x k*/k*)
>~ g

Par [BiCa06, Théoréeme 7.1], le groupe des cocycles paresseux est trivial :

HE(By) = H?(Cg/Ca, k") = {1}.

4.7.3 Algébre de Hopf duale d’une algébre pointée

Considérons 'algebre (A;)* qui n’est ni semisimple ni pointée. Nous repre-
nons des résultats qui seront prouvés au chapitre 5 et avec les notations de ce
chapitre, l'algebre (A;)* = Ha.

La proposition 63 assure que l'algébre Hs est engendrée par « et § soumis
aux relations

=1, =0 et af=EBa

ou £ est une racine primitive sixiéme de 'unité dans k.
La proposition 64 assure que la comultiplication A : H3 — Hs ® Hg3 est
donnée par

Aled)=a®@a+0Fa et AlBf)=a®p+Fa

Soit Z un objet galoisien de Hj, alors le théoréme 66 assure que 'algébre Z

est engendrée par A;, Bj et G, pour 7,5 = 0,...,2, et les relations
AiGELA;G = mf,lj’EQA[z‘ﬂ]gG[{i+j}3+€1+€2]2+
+n§2j€2B[i+j 1]3G[{i+j}3+61+52+1]2
1,7 - o bl
AiG'B;jG*2 = Tilj:zél[iﬂﬂ]sG[{Z+?+11}3+€1+€2+1]2+
85y By, G ekl
BiG A;G? = 7 ALy +1}3G[{Z,+7+1}3+51+52+1]2 4
157 By, G Nt ersele,
BiGBjG™ = 077 Ao, G P2 rertezfal g

€1,

€2 i+j+1}3+e1+e2+1
tw; B[i+j+1]3+€1+€2]3G[{ Ftlisterter ]2’

€1,€2 €1,€2 €1,€2 E1,€2 4E€1,€2 €1,€2 ,€1,€2 €1,€2
i Mg o Tig oSy oty o Mg o Vg Wi
des scalaires et 1,62 =0, 1.

oum pour ¢,5 =0,...,2 sont
4.8 Dimension 14
Les algébres de Hopf de dimension 14 sont toutes des algébres de groupe.

4.8.1 Algébres de groupe

Les groupes d’ordre 14 sont le groupe cyclique Ci4 et le groupe diédral Dy
d’ordre 14.
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Algebre du groupe cyclique Cyy

Comme précédemment, les objets galoisiens de k[C14] sont triviaux a iso-
morphisme et homotopie prés; les objets bigaloisiens sont donnés par les auto-
morphismes de Ci4 et on a

B1Gal(k[C14]) = Aut(CM) =~ C.

Algébre du groupe D~

D’aprés [Kr87, table 8.1], H2(D7, k*) est trivial et par suite les objets galoi-
siens de k[D7] sont triviaux & isomorphisme et homotopie prés. Le groupe des
automorphismes de D7 est

Aut(D7) =2 (Z)7,x)" x (Z)7,4) = C7 x Cg
et le groupe des objets bigaloisiens est donc

BiGal(kz[Dﬂ) = C7 X CG.

4.8.2 Algébre de fonctions sur le groupe non abélien D;

Masuoka [Ma00] a montré que les objets galoisiens de k7 sont triviaux a
isomorphisme et donc & homotopie prés. Comme précédemment, les automor-
phismes de £P7 sont donnés par les automorphismes du groupe D7, qui sont
tous intérieurs. Les automorphismes de k7 sont donc cointérieurs et les objets
bigaloisiens de k7 sont triviaux :

BiGal(kP7) = {1}.

4.9 Dimension 15

Par [ANO01], la seule algébre de Hopf de dimension 15 est I’algebre du groupe
cyclique Cis.
4.9.1 Algeéebre du groupe cyclique Cf;

Comme précédement, les objets galoisiens de k[Cy5] sont triviaux a isomor-
phisme et homotopie pres; les objets bigaloisiens sont donnés par les automor-
phismes de C'5 et on a

BiGal(k[CmD = Aut(015) = (Z/E)Z)* X (2/32)* =~ Oy x Oy,

car 'action est nécessairement triviale.



Chapitre 5

Une famille d’algébres de Hopf
ni semisimples ni pointées

Dans ce chapitre, nous étudions les objets galoisiens d’'une famille d’algebres
de Hopf H, ni semisimples ni pointées sur un corps k algébriquement clos et
de caractéristique nulle. Nous donnons la description des objets galoisiens par
générateurs et relations en fonction d’éléments du corps de base k qui sont
solutions d’un systéme non linéaire. Les algébres de Hopf Hy et Hjz sont de
dimensions respectives 8 et 12 et sont les algébres de Hopf ni semisimples ni
pointées considérées au chapitre 4. Pour n = 2, nous montrons que 1’algébre
de Hopf Hj est un quotient de O_;(SL(2)) et déduisons du chapitre 3 que les
objets galoisiens de Ho sont triviaux.

5.1 Objets galoisiens de la famille H,

Pour tout n > 2, considérons I’algébre P,, engendrée par deux générateurs g
et x soumis aux relations

2n 1
)

g = 3U2:1—g2 et gr+axg=0.

La comultiplication A : P, — P, ® P, est définie par
Alg)=g®g e AlR)=gRz+z®1,

la cotinité ¢ : P,, — k par €(g) = 1 et e(x) = 0 et antipode S : P, — P, par
S(g) =g~ " et S(z) = —g "=

Notons H,, 'algébre de Hopf duale de P,,. Si n = 2, I'algébre de Hopf Hs
est l'algebre (Af,)* de dimension 8 définie au paragraphe 4.4.3 et, si n = 3,
lalgebre Hs = (A;)* définie au paragraphe 4.7.3.

5.1.1 Présentation de H,
Cherchons une présentation de I'algébre H,.

Proposition 63. L’algébre H, est engendrée par o et B soumis auz relations

=1, =0 et af=<EPa,
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ot & est une racine primitive 2n-iéme de ['unité.

Démonstration. Considérons la base (g'x?) pour i =0,...,2n—1et j =0,1 de
P, et sa base duale (J,i,;) de H,. Comme la multiplication de H,, est induite
par la comultiplication de P,, on a

591‘59]' = 591' sii=j,
5gi5gjx = 5gjx S% l = ] + 1,
dgig0 si1=j,
0gig0

¢ = Yz
giaOgiz = 0.
2n—1 | 2n—1 |
Posons a = ) &6, et y= ) &6, Calculons
i=0 i=0

2n—1
) o
V= E806,,04, =0.
i,j=0
On a
2n—1 2n—1
o Y
o= £y =) €90y,
i,j=0 =0
et
2n—1 2n—1
o o
ay =Y 665, =€) 76, =y
i,j=0 §=0
On a aussi
2n—1 2n—1 2n—1
2 is )2 2ni
o2 = (Y €, = 3 s, = 3 6,
i=0 i=0 i=0
et, comme
2n—1
a®a = aa® = Z §'04i =
i=0
et
2n—1 2n—1
2 2 2 2 j j
QM =0 =y = Y 50 = Y E, =1,
i,j=0 i=0

1
1-¢2

on obtient o™ = 1. Il suffit maintenant de noter que si 8 = 7, on a encore

=1, =0 et af =£&Ba.
Notons A algeébre engendrée par o et 4’ soumis aux relations
(O/)Qn — 1’ (ﬁ,)Q =0 et Ozlﬁ/ — ‘Sﬂ/a/-

L’application ¢ : A — H,, définie par p(a/) = « et ¢(3') = [ est linéaire entre
deux expaces vectoriels de méme dimension. Montrons que cette application est
injective. Soit A;, u; € k tels que

2n—1

Z At + pifat = 0.

1=0
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Comme
4 2n—1 N ' 2n—1 ' ‘
o' = Z §76, et Ba' = Z 5(”1)759%,
i=0 i=0
on obtient
Z /\if”égi + uif(lJrl)]dgix =0.
i,5=0

Comme {d4i,d4i,} est une base, on a donc

2n—1 2n—1

DN =0 et D e
=0 =0

pour tout 7 =0,...,2n—1. Les déterminants correspondant a ces deux systémes
sont des déterminants de Vandermonde qui sont non nuls puisque les & sont
tous distincts pour ¢ = 0,...,2n — 1. Par conséquent, les éléments \;, u; sont
nuls et 'application ¢ : A — H, est injective, donc bijective et nous avons la
présentation annoncée de H,,. O

Proposition 64. La comultiplication A : H, — H, ® H,, est donnée par
Ald)=a®@a+B@Fa" et Af)=a®p+ o™

la coinité € : H, — k est donnée par e(a) = 1 et e(8) = 0 et l'antipode
S: H, — H, par S(a) = a~ ! et S(B) = —¢13al" 2 ou [k], désigne le reste

de la division euclidienne de k par n.

Démonstration. Calculons la valeur de A(«). La comultiplication de H, est
donnée pour les éléments (04i)i=o0,... 2n—1 Par

2n—1 2n—1

Z Sk @ Ogimry + Z L. )RS kg — (1) 200y,

Par conséquent, on a

2n—1  /2n—1 2n—1
Ala) = Z§1<k205k®®51kx+ 25

=0
X (( 1)i= k5 i—kg — (—1)i_k_25gi—k—2x))
2n—1 2n 1 2n—1

= E§k5k®zflk5zkx+25k(5

® < Z gz—kz(&)n Z_k)(;gisz . 52 22 fl_k—z(é:)n(i—k—Q)(ggik2m)
=0 =0

= a®a+(1-)yefa"
= a®a+ /e pBa".

Calculons la valeur de A(f3). La comultiplication de H,, est donnée pour les
éléments (0giy)i=0,.. 2n—1 Par

2n—1 2n—1

25k®(51k$+26 ”‘36
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Par conséquent, on a

2n—1  /2n—1 2n—1 .
A(’Y) = Z é-Z < Z 5gk @ 6gi—k:1: + Z 69’“96 ® (_1)z_kégi_k>
=0 k=0 k=0
2n—1 2n—1
= > §kégk ® > fsz(ggi—kx-i-
k=0 =0
2n—1 2n—1 .
+ > §k59k$ ® > (5)(n+1)(z_k)6gi—k
k=0 1=0
= a®y+y®a"t!

et on obtient
AB)=a®@pf+B®a"

Dans la base (di,;), la coiinité vaut €(dyi,;) = 1sii=1et j =0 et vaut
€(d4iz) = 0 sinon. Par conséquent, on a e(a) = 1 et £(8) = 0. On vérifie alors
immédiatement que ’antipode est donnée par

Sa)=a"t et S(B) = —¢ 1 Bal 2,

5.1.2 Objet galoisien de H,

Considérons un objet galoisien Z de H,. Comme H, est de dimension finie,
Z est clivé.

Lemme 65. Soit Z un objet galoisien de H, et v : H, — Z une application
clivante. Notons

Ai=9(a’), Bi=4y(fa’) et G=1(a")
pour tout i =0,...,2n — 1. Alors Uapplication ¢ : H, — Z définie par
pla’) = Ai, o) = AG, @(Ba’) = B;i et p(Ba"t) = B,G

pour tout 1 =0,...,n — 1 est une application clivante pour Z.
De plus, la coaction p: Z — Z @ Hy, vaut sur ces éléments

i—1

p(AiGj) = A,GI ®aitin 4 (2 §2k)BZGj Q 5O/L(1+j)+i—17
k=0

p(BiGj) _ Ai+1Gj ® 6anj+i + BZ'Gj ® 5an(1+]’)+i+1

pour tout i =0,...,n—1 et 7=0,1.
Démonstration. Notons que l'on a

Ala") = (a®a+B® fam)"

n—1

= a"Qa"+ Z ékakﬂan_k_l ®/8an+n—1

k=0

= a"Qa"+ (Z (52)k)ﬁan71 ® ﬁOCanl
k=0
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car €2 est une racine n-iéme de I'unité et donc Zzzo(fz)k = 0. Alors si g =
o(a™), on a p(a™)p(a™)~t = p(a™)"tp(a™) = 1 et par suite G est inversible
dans Z d’inverse g. On vérifie alors immédiatement que ¢ : H, — Z est un
morphisme de comodules et que ® : H,, — Z définie par

d(at) = p~1(at) pourt=0,...,n—1,
@(an) =9, .

d(at) =1~ (al)g pourt=n-+1,...,2n,
®(Bat) = 1(ﬁa) pour i =0,...,n—1,
@(ﬁaw:w 1(5)g,

®(Ba’) =y~ 1(Bal)g pouri=n+1,...,2n,

est 'inverse de ¢ pour la convolution.
Calculons alors les valeurs de la coaction. On a

p(4i) = (p®id)A(a?)

= (p®id) <a ®a + (Z &) Ba’"t @ ﬂan+i—1>
k=0

k=0

et

p(Bi) = (¢ ®id)A(Bat) y
= (p®id) ((a ®B+BRa" ) (ol @al + (3 2F)Bait @ ﬂa””—l))
k=0
= (p®id) (o't! @ Bt + Ba’ ® o™it 4 0)
= Ait1 ® Ba’ + B; @ oL

Comme " est group-like, on en déduit immédiatement le résultat annoncé. O

Notons [z]j le reste et {x} le dividende de la division euclidienne de x par
k, c’est-a-dire les entiers tels que x = {x}rk + [z]g et 0 < [z]; < k.

Théoréme 66. Soit Z un objet galoisien de H,. Alors Z est engendré par
Ai,Bj et G, pour i,j =0,...,n— 1,et les relations

AiGmAjGaQ — 18_17’8214[1‘1‘ I G[{i+j}n+61+52}2+
+n; 2B[z+] 1 G[{l+y}n+sl+52+1]z

A;G'B;G** = 61’57 A[2+]+1} G[{ +J+1}n+61+62+1]2+
+3 1j 23[1 il G[{z+y+1}n+al+52]2

BZ'GElAjGE2 = tilj’mA[lJr]Jrl]nG[{ +]+1}n+€1+€2+1]2+ (5'1)
Jru?j,szB[i+ﬂnG[{i+j}n+6152]2’

B,G'B;G** = 53’52 Ay, Glli+i+2hnter+entals |

i 1
-l-w B[z+]+1]n+51+52} GUiti+1}nterteat }27

€1,€2
7/7‘7

€1,€2
» T j

€1,€2

€1,€2 t81,€2
1.] ’

0ﬂ€17€2:0718t; pouriaj:()v"‘7n_1zm » T 7Sij 2%



98 OBJETS GALOISIENS DE H,,

€1, £1,E £1,& - s -
uilj’ 2, v; ;’ 2, w; 1j7 > sont des scalaires vérifiant

(s £2m> (BHGﬂA-G@ + ¢GRI GRY) =

o
= m“ﬁ( z ) B, Gl ey o
”in’EZB[zﬂ 1] G[{l+j}n+€1+€2+l]2
(g E)B; 1G5 B; G + €719 A,G1 A1 G =
— Tilja*??B[iJrj]nG[{i+j+1}n+€1+€2+1]2 + 3;?352A[i+j+1]nG[{i+j+1}n+€1+52]2’
(5.3)
A1+1G81A Gz 4+ gH—l-&-n (e1+1) (Z ng:)B GalB 1G82 _ (5.4)
— tEI’EZB[z j]nG[{Z+J+1}n+51+82+1]2 + ufl7€2A[Z+]+1}nG[{z+j}n+61€zlz
et
Ai1G5 B;GE2 + 5”(81+1)+i+1BiG51Aj+1G52 _
- ”E,IJ’EQ([H%Z]n)f‘l[iﬂﬂ]nG[{i+j+2}n+al+82}n]2+ (5:5)

_HUij’E A[i—l—j-&-Q]n-l—al—|—52]nG![{i—i_j—’—l}n—’—61—’—62—’—1]2

Nous appellons les équations (5.2)-(5.5) les relations de compatibilité de Z.
En utilisant les relations (5.1) de présentation de l’algébre Z, les relations de
compatibilité donnent un systéme non linéaire en les variables (mf}j’”, nf’ljm,
,',,-51782’ 8517527 t51752, u?1~752, ’U?IA’EQ’ w§1‘752)
i\j g0 Vg i, 0. 0.
Démonstration. Considérons l'application clivante ¢ : H, — Z définie par
le lemme 65. Cherchons I'écriture des produits (A;G7)(ArGY), (4;G7)(BpG),
(B;G7)(AxGY) et (B;G7)(BpG")), pour i,k =0,...,n—1et j, I =0,1, dans la
base {4;G7, BLG'}.

Calculons I'image par p de (4;G*')(A4;G®?). On a

p((A:Ge1)(A;Go2)) =
1—1
- <AZG61 ® o't 4 (3 B 1G7 @ Barte) izl
k=0
i—1
X (AjGEQ X aj+62n + (]Z fgm)Bj—lGEQ ® /Ban(l—l—ag)—f—j—l)
m=0

= A; G€1A Ge? ® qitit(erte)n (( Z §2m) i—lGElAjG52+

+ §j+52"AjG52(li f%)BilGEl) ® ﬂan(1+61+az)+i+j—1_
k=0

€1 52 52 €2

Il existe alors des scalaires m; ij Mg

€ k tels que

AiGT GG = miyT Ay Gt g 2 By, G birerteatils
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et on a la relation de compatibilité

i—1
(S e2m) (Bi,l(;flA-sz + e A GR2 B, GY) =
m=0

Z+]

_ mflj,sz( Z f )B[ il [{z+j}n+61+82}2+

+n§fj’82B[’L+‘7 1] G[{z+j}n+51+52+1]2
Calculons
(A (1B GEQ) A; G BjGEz ® oitititn(eitea+1)
<(Z £2%)B;_1G° B, G +£Z’+"EIAZ-G€1AJ-+1G@>> ® Baititn(eite:)

11 existe donc des éléments 7"51]’52, s?j’” tels que
GE1B.Gf2 = pELe2 i+j+1} nte1tea+1
A;G 1B]G 2 — iy A[i+j+1]nG[{ JH1}tnteitea+i]a

—}—5?3’52 B[z‘-{—j] G[{i+j+1}n+51+52]2 .
s n

Nous avons aussi la compatibilité

i—1 .

(Z §2k)Bi_1G61 BjGEQ + §z+n€1 AZ.G61A].+1G€2) —

k=0
— T’f,;‘782B[i+j]nG[{i+j+1}n+€l+€2+1]2 + Sil]',azA[i+j+1]nG[{i+j+1}n+€1+€2]2'

Calculons
(B.G51A4G52) — B‘GslAjG82 ® ai+j+1+n(61+52+1) 4 (Ai_s_lGElAjGEQ—i—

§z+1+n(51+1 (Z £2k) iGalB‘jflGaz) ®ﬂai+j+n(al+ag)

k=
Il existe donc des éléments ¢7°%, u;"* tels que
BiG1A;G= = 1€ 2A[z+]+1] GUiti+ 1} nterteat1la

81762B[Z i G[{z+]}n+e1a2]2

Nous avons aussi la compatibilité

AH_lGEIA Ge? 4+ §z+1+n 51+1)( Z ka)B GelB 1G52 _

=0
— tzlj’EQB[z' il G[{z+g+1}n+61+62+1}2 + uEI’EQA ] GUititnteiea)a

Calculons

p(B;G*1 BjG®?) = B,G°1 B;G* @ o ti+2neiter) 4 (A, 1G5 B;G=2+
et DT B GEL A G2) @ faititiin(ertet])

11 existe donc des éléments vsé’” wffj’” tels que
BiGngjG‘s? = :—3’6 A[H—]-‘r?} G[{i+j+2}n+51+82}n}2+

€1,€2 i+j+1}n+er+ea+1]2
W; 5 B[z+y+1]n+al+az]nG[{ In 2,
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Nous avons aussi la compatibilité

Ai_,’_lGEl Bstz + 5n(a1+1)+i+1BiG51Aj+lG52 _
[i+5+2]n o
=070 2 ) Ay GUiti+2tnterteatn]z
I k:0 n

E1,E2 i+j+1}n+e1+ea+1
W Al 2] ey e, GIUTI T e beatlls,

5.2 Objets galoisiens de H

Dans ce paragraphe, nous considérons le cas n = 2. L’algébre Hs est de
dimension 8 sur le corps de base k et est I'unique algébre de Hopf de dimension
8 ni semisimple ni pointée.

5.2.1 Présentation de H, et quotient de O_¢(SL(2))

La proposition 63 implique en particulier que l'algebre Hs est engendrée
par a et 8 soumis aux relations

at=1, =0 et af=<¢(fo (5.6)

ot1 £ est une racine carrée de —1 dans k. La comultiplication Ay, : Hy — Ha®H>
est donnée par

Am,(a)=a®a+B®pa® et Ap,(f)=a®B+p®a’,
la coiinité ¢ : Hy — k est donnée par e(a) = 1 et e(8) = 0 et 'antipode

S, : Hy — Hy par SHQ(Oz) =alet SHQ(ﬁ) = —f_lﬂ.
Notons E¢ la matrice
0 1
(%)

ol £ est une racine carrée de —1 dans k. Reprenons les notations du chapitre 3
et notons O_¢(SL(2)) = B(FE¢) l'algebre engendrée par a;;, 1 <i,j < 2, et les
relations

E;'a'Eea = I = aB; 'a'Ey, (5.7)

ou Egl est la matrice inverse de Eg, a est la matrice (a;j), I 1a matrice identité
de rang 2 et a' la tranposée de a. La comultiplication

Ao si(2) : O-e(SL(2)) = O_¢(SL(2) ® O_¢(SL(2))

est donnée par

Ao_(sr(2)(aij) = ain @ a1 + aip @ as;,
pour i,j = 1,2. La cotinité € : O_¢(SL(2)) — k est définie par e(a;;) = 6;; pour
tout 4,5 = 1,2 ol § désigne le symbole de Kronecker. L’antipode

So_c(sr2)) 1 O-¢(SL(2)) — O_¢(SL(2))
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est défini par l'identité S(a) = EglatEg.
Posons

olan) =a, ¢lar) =08, ¢la)=pBa% et @laxp)=a’ (5.8)

Proposition 67. La relation (5.8) définit un morphisme d’algébres de Hopf
surjectif ¢ : O_¢(SL(2)) — Ho.

Démonstration. Montrons que ¢ est un morphisme d’algébres. Pour cela il suffit
de vérifier que les relations de définition de O_¢(SL(2)) valent aussi dans Hs.
On a

( 0 —¢t ) ( e(a11) ¢(a21) > < 0 > ( p(ain) e(a2) ) B
1 0 plai2) ¢(a) 3 plaz1) ¢laz) )
(0 —¢t a pa? 0

h ( 1 0 g o —£ >
B _5716 —5710&3 ﬁa2 a3 B
() )
B2 1ot~ 80P + o

- < aﬂOZQ—fﬁag ()44—5520(2 >

Lo eltons (5.5 ssarent lors
(575 ) (ot 2 ) (e o) (ot 2y ) =
Dt mime s, on monte e
(oen s ) (3 70 ) (o 2 ) (B o) =

Comme les générateurs a et 5 de l'algébre Hy sont dans l'image de ¢, le
morphisme d’algébres ¢ est surjectif.

O_¢(SL(2)) - Hy
Aoé(SL(Q))l J{AHQ

O_¢(SL(2)) ® O_¢(SL(2)) ™~ Hy ® Hy

est commutatif pour les générateurs a1, a12, ag; et asy de ’algebre O_¢(SL(2)).
Par conséquent, le morphisme d’algébres ¢ : O_¢(SL(2)) — Hy est un mor-
phisme de cogébres. De maniére analogue, on vérifie sur les griérateurs que ’'on
a la relation

© 0 50_¢(SL(2)) = SHz © P-
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5.2.2 Objets galoisiens de H,

Nous reprenons une méthode analogue a celle utilisée pour classifier les objets
galoisiens de O4(SL(2)).

Théoréme 68. Les objets galoisiens de Ha sont triviaux.

Démonstration. Notons V le comodule fondamental de dimension 2 de Ho, c’est-
a-dire I'espace vectoriel k% de base (v1,v2) muni de la coaction § : V — V @ Ho
définie par

S(v) = ®@a+®pa® et () =v1 QP+ vy @ ad.

Notons que ce comodule fondamental est 1'unique comodule simple de dimen-
sion 2.
Définissons I’application linéaire 61 : V ® V. — k par

Bi(vi ® v5) = (E¢)ij
pour i,j = 1,2 et ot (K¢);; désigne I’élément ij de la matrice E¢. De maniere
analogue, notons v1 : kK — V ® V D'application définie par
v(1) = Y (B iy ® vy,
ij=1,2

ol (Egl)ij désigne 1’élément 7, j de la matrice Egl. Ces deux applications sont
clairement des morphismes de Ho-comodules et on a les relations

(61 ®idy) o (idy ®@v1) =idy = (idy ®01) o (1 ® idy). (5.9)

Notons maintenant k2 le comodule associé a I’élément group-like o, c’est-
a-dire l'espace vectoriel k de base e et de coaction d,2 : k2 — k.2 ® Ho définie
par

Sa2(e) = e®a’.

Définissons I'application linéaire G2 : V ® V' — k.2 par

Ba(v; ® vj) = Ajje,

. . 1
pour ¢,j = 1,2 et oit A est la matrice <

0 _0 ¢ ) Définissons aussi I’application

linéaire v9 : k2 — V ® V par
Vg(e) = Z Aijvi X Uj,
i,j=1,2

ou A;; désigne I'élément 4, j de la matrice A. On vérifie aisément que B2 et v
sont des morphismes de Haz-comodules. Si on note 7 : k2 @ V — V ® kg2 et
T:V®ky — ky2 ®V les morphismes de Hp-comodules définis par

T(e®u;) = Z Ajjv; ®e
j=1,2
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et
7~'(’Ui®€) = Z Aije®vj
§=1,2

pour ¢ = 1,2, on a les relations

70 (B2 ®idy) o (idy ®up) = idyes , (5.10)
et

7o (idy ®F2) o (12 ®@idy) = idka2®v (5.11)
ainsi que la relation

ToT =idygk, - (5.12)

Soit Z un objet galoisien de Hs a gauche. Notons wy : Comod(Hs) —
Vect (k) le foncteur fibre associé & Z et notons W = wz(V). Comme Z est un
objet galoisien clivé, W est de méme dimension que V' et nous notons (w;)i=12
une base de W.

Notons F' la matrice de l'application linéaire wz(/31) dans la base (w;).
Comme W = V0O, Z, il existe des éléments ¢;; € Z tels que

wj; = Z V; ®tij (5.13)
i=1,2

pour tout j = 1,2. Si on note ¢y : kOp,Z — k et
Yo (VOp,Z) @ (VOg,Z) — (Ve V)0y,Z
les isomorphismes de structure monoidale, on a
Fyj = wz(B1)(wi ® wy)
= Yoo (B ®id) oy (( Yoovr Qtr) @ (Y Uz®tz]’)>

k=12 1=1,2

= o (B ®id) ( Y QU tkitlj> (5.14)

k=1,2

= o (( > Ef)kz)®tkitlj>

k=1,2
= > (Be)mtrityy.
k=12

De maniére analogue, il existe une matrice F définissant I'application wz (1)
dans la base (w;) et un calcul similaire & (5.14) assure que

Egl =TFT".

En considérant 'image par le foncteur monoidal wyz des relations (5.9), on ob-
tient ' = F~! et, par conséquent, on a

FIT'ET =1, =TF 'T'Eg.
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La classification des objets bigaloisiens d'une algébre de Hopf de dimension 8
(voir 4.4) assure que tout objet galoisien de Hs est un objet Ha-Ho-bigaloisien ;
le foncteur wy : Comod(Hz) — Vect(k) se factorise donc en une autoéquivalence
de catégories

wz : Comod(Hz) =, Comod(Hy).

L’application wz(#1) : W ® W — k est donc un morphisme de Ha-comodule.
Le Hg-comodule W est isomorphe a V' car V est le seul comodule simple de
dimension 2 de Hj et, comme W est simple et autodual, on a

Hom(W @ W, k) = kly.
Il existe donc f € k* tel que F'= fE¢ et on a
fET'ET = I = fTE; 'T'E;. (5.15)

Considérons maintenant les morphismes (32 et vo. Notons z un élément de Z
tel que 6(z) = a? ® z. Comme 6(2%) = 1 ® 22, on a 2? € k*. Comme précédem-
ment, il existe deux matrices G, G’ € GLa(k) telles que wz(f2) : W QW — k2
et wz(v2) : kyz — W @ W soient données par G et G'. Comme Z est un objet
Hs-bigaloisien, les deux applications wz(f2) et wz(v2) sont des morphismes de
Hjy-comodules. Notons que V est le seul comodule simple de dimension 2 et que

Hom(V @ V, k,2) = Hom(V,V ® k,2) = Hom(V, V).

Alors il existe g,v € k* tels que G = gA et G’ = yA. De maniére analogue, il
existe z, T € k* tels que les morphismes de Ha-comodules wz(7) et wz(7) soient
donnés par les matrices xA et TA respectivement.

En considérant l'image par le foncteur monoidal wz de la relation (5.10),
on a

> ANigApa(A?)y =1
ijk=1,2

et donc ygr = 1. De la méme maniére, en consiérant I’image de la relation
(5.11), on obtient y7gZ = 1 et, en considérant I'image de la relation (5.12), on a
Zz = 1. De ces relations, on obtient =& =2~ et v = zg~ L.

Comme W = VOpg,Z et comme (2 et vy sont des morphismes de Ha-
comodules, un calcul similaire & (5.14) donne

ghz = T'AT (5.16)

et
Az = TAT". (5.17)

De maniére analogue, comme 7 est un morphisme de Ha-comodules, on a
tTA%z = zA°T.
et par conséquent, comme v = g~ ', la relation (5.17) se réduit 2

gzly = A~YTPAT
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et est donc équivalente a (5.16). En choisissant z tel que 22 = ¢! f~!, on obtient
la relation

2fATITIAT = I. (5.18)

Notons A 'algébre engendrée par y;; pour ¢,j = 1,2 et les relations
-1 -1
EY'EY =YE 'Y'E; =1

et
Y ATIYIAY = I, (5.19)

ouyY = (y”)
Notons encore § : A — Hy ® A le morphisme d’algébres défini par

{ Y1) =a®@yii + B y2,
§(y2,i) = B @ y1,i + a3 ® ya,,

pour i = 1,2. On vérifie de maniére analogue a [Bi203, Proposition 3.3| que (A4, J)
est une algébre Hs-comodule dont ’application canonique can : AQA — Ho® A
est bijective.

Posons

v1(Y) \/fT‘ (5.20)
Les relations (5.15) et (5.18) assurent que Papplication 1 définie par (5.20)
est un morphisme d’algébres, A est une algébre Ho-comodule dont 'application
canonique est bijective, Z est un objet galoisien de Ho qui est fidélement plat.
Alors 1 est une bijection et, en particulier, ’algébre Z est engendrée par les
élément t;; et les relations (5.15) et (5.18).

Posons
a f
o =Vi( g ). (5.21)
Comme précédement, application g9 : Z — Hjy définie par (5.21) est un mor-
phisme d’algébres Hs-comodules entre deux objets galoisiens fidélement plats et
est donc un isomorphisme d’objets galoisiens. O
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