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Principales notations
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w

vz, z€C

Espace de Schwartz des distributions tempérées
Ajout au terme précédent de son Complexe Conjugué
Complexe conjugué de a
) — —
Vecteur directeur des rayons; | k| < 1 ou | k| =1 selon le contexte
Variable dans la direction orthogonale au bord du domaine

Variable dans la direction paralléle au bord du domaine

Quand la variable n’est pas ambigiie, transformée de Fourier de A
Transformée de Fourier de A dans la variable x

En général, variable de Fourier de x ou de z

En général, variable de Fourier de y ou de x

En général, variable de Fourier de ¢

Détermination principale de la racine, définie par Re(y/z) > 0
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Chapitre 1
Introduction et principaux résultats

Ce travail de thése s’est déroulé dans le cadre du projet “laser mégajoule”, en
cours de construction au CEA-Cesta de Bordeaux. Il s’agit de la construction d’un
laser d’'une puissance encore inégalée (1.8 MJ délivrés en 17 nanosecondes). Ce laser
est dirigé vers une cible qui contient un gaz dont on souhaite obtenir la fusion.
Sous l'action du laser, la matiére de la cible s’ionise et se détend dans le vide pour
donner naissance & un plasma, lequel rayonne vers une microsphére de verre qu’il
contient. La microsphére implose, et, on ’espére, libére ainsi suffisamment d’énergie
pour provoquer la fusion thermonucléaire du gaz qu’elle renferme, un mélange de
deutérium et de tritium (noté DT). Ce processus est appelé fusion par confinement
inertiel (FCI). Les enjeux de cette expérience sont légion, tant du point de vue de la
physique des plasmas, de I'astrophysique que des applications possibles de la fusion.
Les phénomeénes qui se produisent a de telles températures sont encore largement

méconnus.

La finalité de notre étude est de modéliser la propagation du laser
dans le plasma lorsque la direction de propagation du rayon laser fait un
angle d’incidence quelconque avec le bord du domaine ot on simule la
propagation du laser. En effet, des phénoménes de résonance peuvent provoquer
la filamentation du faisceau laser et la rétrodiffusion d’une partie de 1’énergie. Ces

instabilités peuvent limiter la transmission d’énergie a la cible, d’ou la nécessité
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de les modéliser précisément. De plus, pour pouvoir modéliser des croisements de
faisceaux, il est nécessaire de pouvoir supposer 'angle d’incidence du rayon laser

quelconque (et pas nécessairement faible).

1.1 Plan de I’étude

Le modéle physique de la propagation laser, modéle sur lequel est fondé 1’en-
semble de cette étude, est I’équation des ondes suivante vérifiée par le champ laser
LA

éaﬁqf ~ AV EN@ T+ Lou =0, (1.1.1)

Les lettres t et x désignent respectivement les variables de temps et d’espace. Le
symbole ¢ est la vitesse de la lumiére dans le vide, kg = “ la pulsation de I'onde
laser dans le vide, et v un coefficient d’absorption. Cette équation est le modéle
de référence le plus fréquemment employé dans l'interaction laser-plasma. Un bref
rappel de son obtention, a partir des équations de la physique classique, fait I’'objet
du paragraphe 1.2.

La modélisation numeérique directe de I’équation des ondes (1.1.1) n’est pas pos-
sible, car les grandeurs mises en jeu sont de tailles trés disparates : 0,35 pum pour
la longueur d’onde laser, quelques millimétres pour la taille du plasma par exemple
(cf. partie 1.2 pour les principaux ordres de grandeur.) Une modélisation numé-
rique directe nécessiterait une grille beaucoup trop fine. La premiére étape est donc
I'obtention d’une approximation convenable de I’équation (1.1.1). Pour cela, on a
recours de fagon classique a [’approzimation paraziale de I’équation de Maxwell (voir
par exemple [6], [32], ou [48]). Le principe de cette approximation est de faire une

enveloppe temporelle et spatiale de la solution de I’équation de Maxwell (1.1.1).

La justification théorique de cette approximation est ’objet de la partie I. Pour
le probléme sur I'espace entier, des résultats plus généraux, pour des équations non
linéaires, ont été obtenus par les travaux de Donnat, Joly, Métivier et Rauch des
années 90 (voir par exemple [19], [37], [21] et [38]). Le contexte de leurs travaux

est le ferromagnétisme et I’étude de I’équation de Maxwell-Bloch (voir par exemple
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[20], ou [39]). Dans [19] cependant, la partie linéaire des équations étudiées est a

coefficients constants, ce qui n’est pas le cas général de notre étude.

Au début des années 2000, Eric Dumas a continué leurs travaux en étudiant
des équations dont la partie linéaire est & coefficients variables et le cas des phases
faiblement courbes en régime diffractif, dans [25] et [26] par exemple. On peut aussi

citer les travaux de David Lannes ([40] par exemple).

Pour le probléme aux limites, dont la justification fait I’objet du chapitre 6, des
problémes non linéaires dans des cas plus généraux ont été étudiés dans la thése
de P. Donnat [18]. La encore la partie linéaire est supposée a coefficients constants,

mais cela s’adapte au cas faiblement variable.

La méthode employée ici a I'avantage de la simplicité. Elle consiste a effectuer
le développement asymptotique de I’équation de Klein-Gordon. Cela nous conduit &
un probléme approché dont on montre qu’il est bien posé. Une estimation d’énergie
donne alors la distance entre la solution du probléme exact (1.1.1) et la solution du
probléme approché, justifiant a posteriori la validité du développement asympto-
tique. Nous employons cette méthodes dans divers cas : tout d’abord en conservant
une dépendance en temps dans I’équation (1.1.1) (chapitres 2 a 4), puis en voyant a
quelle condition la solution peut étre considérée comme lentement variable en temps
(ch. 5). Le probléme est d’abord étudié sur I’espace entier pour plus de simplicité (ch.
2 a5), puis sur le demi-espace (ch. 6). Dans chaque cas, un résultat d’approximation

est obtenu, justifiant notre modéle.

En négligeant les variations temporelles de la solution, notre modéle prend la
forme d’une équation de Schrodinger ou le role de la variable temporelle serait
joué par la distance selon la direction de propagation. On est donc amené a consi-
dérer un modeéle ou le laplacien dans la direction transverse & la propagation est
écrit en coordonnées obliques : I’équation obtenue est appelée “équation d’advection-
Schrédinger”. Dans le cas ot cette direction de propagation est normale & la frontiére
entrante, on retombe sur le modéle classique paraxial (encore valable pour un angle

d’incidence trés faible), dont nos travaux constituent un prolongement.

Afin de résoudre numériquement cette équation d’advection-Schrédinger spatiale
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(il n’y a plus de variable temporelle) sur un rectangle, il nous faut passer du probléme
posé sur un demi-espace au probléme sur un quart d’espace, et pour cela trouver une
condition au bord convenable. C’est I'objet de la partie II : trouver une condition
au bord permettant que la solution du probléme sur le quart d’espace complété par
cette condition soit égale, ou du moins soit la plus proche possible, de la restriction
du méme probléme posé sur le demi-espace. Une telle condition au bord est dite
transparente si la solution du probléme sur le quart d’espace est égale a la restriction

de la solution sur le demi-espace, absorbante si elle lui est seulement “presque égale”.

La partie II propose une telle condition au bord, et montre que, selon la direction
de propagation, cette condition est soit transparente soit absorbante. De plus, par
des méthodes de transformée de Fourier, la partie II donne une expression exacte
de la solution. Cette expression exacte nous permet, dans la partie III, de proposer
une méthode numérique pour simuler la propagation laser avec un angle d’incidence
quelconque - et permet en particulier de simuler des croisements de faisceaux. La
méthode numérique utilisée est fondée sur la FFT. Les résultats numériques sont

eXPOsés.

Les parties II et IIT ont été résumées dans la note [24], publiée dans les Compte
Rendus de I’Académie des Sciences, et qui figure en annexe. Chacune d’elle est

constituée d’un article a paraitre.

1.2 Cadre physique et obtention des équations

L’interaction d’un faisceau laser avec la matiére se caractérise tout d’abord par
I'ionisation de la surface de cette matiére pour former un plasma macroscopiquement
neutre. Un plasma est fondamentalement un systéme de N charges couplées par leurs
champs électriques et électromagnétiques. On utilise un formalisme non quantique
et non relativiste pour décrire le comportement des champs électromagnétiques et
de la matiére chargée; les champs sont décrits par les équations de Maxwell et le

plasma est modélisé par deux espéces de particules en interaction, électrons et ions.
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1.2.1 Principaux ordres de grandeur de l’'interaction laser-

matiére
durée de I'impulsion T=19 ns
vitesse de la lumiére dans le vide c=3.10" em.s7!
longueur d’onde d’interaction Ao = 0,35 um
pulsation laser wo = 27/ Ao = 5,4.101° 571
densité électronique critique ner = 11102 /A3 = 8,16.102'cm ™3
largeur typique d’un faisceau 600 pum
largeur typique d’'un speckle L=3pum

temps caractéristique de variation

de l'intensité globale du laser 10105,

temps caractéristique

de variation locale de I'intensité laser 10~ 2s.

densité électronique des plasmas étudiés  quelques 10%°cms3.

températures électroniques quelques 107K.

1.2.2 Description bifluide d’un plasma

Le plasma peut étre modélisé par un mélange de deux fluides : chaque espéce,
électrons et ions, est traitée par une approche hydrodynamique, et est caractérisée
par sa densité et sa vitesse moyennes ! . Le couplage champs-matiére est assuré par
les densités de charges et de courant.

On note par l'indice i ce qui renvoie aux ions, e aux électrons. Pour j = i ou
J = e, la lettre m; désigne la masse d’une particule, g; sa charge, p; sa pression, n;
la densité de particules, u; la vitesse fluide de 'espéce considérée. Les lettres en gras
désignent des vecteurs. On a q. = —e et ¢; = Ze. Le degré d’ionisation est supposé
constant.

Le mouvement de chaque fluide est tout d’abord régi par ses équations de conti-

nuité (conservation de la masse) et de force (conservation de I'impulsion) :

I'Nous ne développerons pas ici la description microscopique des interactions qui aboutit & cette

modélisation. Voir par exemple [36] sur ce sujet.
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86712 + V- (nw;) =0, (1.2.1)
m(aal: +u; - V) = Zgze(E u; >C< B) B miini B ueme%(ui —u,), (1.2.2)
8(;6 + V- (neue) =0, (1.2.3)
ne(ac;fe +u.-Vu) = —Zi(E He : B) - mLeVpe + Veine(w; —u.).  (1.2.4)

On a introduit un terme d’absorption liée a la collision électron-ion : le terme
Ve; désigne la fréquence de collision électron-ion. Elle dépend de la température
électronique 6., que 'on suppose constante (cas isotherme : cf. ci-dessous).

Dans un modéle barotrope, la pression de chaque fluide chargé est relié a sa
densité par une équation d’état. Il y a deux cas particuliers classiques :

e le cas adiabatique : on considére que le fluide, a I’échelle de vitesse du phéno-
meéne considéré, n’a pas le temps de propager la chaleur. L’équation d’état adiaba-
tique s’écrit :

pj/nj = constante

ouy=(2+N)/N, N étant le nombre de degrés de liberté des particules. On utilise
ici cette équation d’état pour les ions avec v = 3.

e le cas isotherme : & I'opposé du cas précédent, le phénomeéne étudié est suffi-
samment lent pour qu’on considére que la conduction thermique est trés importante.

L’équation d’état isotherme s’écrit :
pj/nj = ‘9@'

On l'utilise ici pour les électrons. Le symbole 6, désigne la température électronique.

Le modéle bifluide ci-dessus est alors complété par les équations de Maxwell :

V.E = —4we(n. — Zn;) (1.2.5)

VB=0 (1.2.6)
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10B
47 10E
B=— . — 1.2.
V x . J+ oy (1.2.8)

ou J =e(Zn;u; —neu,), Z est le degré d’ionisation du plasma et ¢ est la vitesse
de la lumiére.

On suppose dans toute la suite que l'onde électromagnétique incidente a une
polarisation linéaire. Plus précisément, on suppose que 'on peut décomposer le
champ électrique E en une composante transverse E" paralléle & un vecteur e, fixe
et une composante longitudinale E° que 1'on appelle la partie électrostatique. Par
ailleurs, on suppose pour simplifier que le comportement du plasma est tel que ey, est
une direction d’invariance pour n. et n;. On décompose également B = B" + B?, et
comme en général il n’existe pas de champ magnétostatique on suppose que B* = 0.

De méme, on décompose J et u, en
J=J"+7J°
U.=U. + U:.
Dérivant en temps ’équation (1.2.8) et utilisant I’équation (1.2.7), on obtient :

1503 10
c2 Ot 2 Ot?

Comme E? est invariant dans la direction ey, la projection de cette équation sur ey,

V x VE + = (.

est ’équation suivante :

1 O’E" 47 OJ"
— —AE" + — = 0. 1.2.
c? Ot? + c? Ot 0 (1.2.9)

Cela nous conduit & chercher une fermeture pour la quantité %.

AN

1.2.3 Obtention d’une fermeture pour %-.

On suppose que la vitesse des ions est négligeable par rapport a celle des électrons
(car m, < m;) :

| < e,
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donc |n;u;| < |neue|. On suppose de plus qu'il n’y a pas de contribution ionique au
courant électrique transverse :

u =0.

Cela entraine :
J" = geneul. (1.2.10)

Faisons une projection de 'équation (1.2.4) pour les électrons dans la direction e, :

T T o __
comme u, - Vu, = 0, et supposant que

|E¥| < |E"| :
ou’ . u’ x B” 1
(e puw V)= L(E 4+ 222 ) -y, —
ot Me & m;ne
On approche cette équation par :
ou,  q.
c— —E +vy,u =0. 1.2.11

5 m E et ( )

La justification de cette approximation n’est pas faite ici : voir par exemple [46],
[36] puis [4] pour le calcul exact. Cela signifie que les électrons oscillent le long du

vecteur ey, a la fréquence du laser. Cette équation multipliée par —¢q.n. devient :

ou’ Ne
€ 4+ qS—E’" — Veigeneu, = 0.
ot Me

—(eNe

Or, grace a I’équation de conservation de la masse pour les électrons, on a

0 r aug r ™Y __
a(neue> = Te ot + ue(—V . (neue)) = N

T
oul

ot

car on a supposé que ey, était une direction d’invariance pour n., .e. que
™y —
V- (neul) = 0.

Remplacant u} par J” grace a I'équation (1.2.10), cela nous donne la fermeture

: I .
sulvante pour - :

T ¢*n.
ot Me

E" + vu;J" = 0. (1.2.12)
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Dans le cas ou v,; est négligeable, on obtient & partir de la relation ci-dessus et de

'équation (1.2.9) :
1 02 Wo .o N
——E —AE" +(=)?—<E" =0
c? Ot? * c ) Ner ’

ou ’on suppose la pulsation du laser wy connue et ot 'on a défini la densité critique

Ner Par :
47rq§

2
(,UO - Ner-

Me
On souhaite cependant étre plus précis et prendre en compte un petit terme d’ab-

sorption fonction de v,;, sachant que
Vei < wo-

On cherche donc une expression de J” en fonction de E". On suppose que la fonction
E" varie selon la pulsation wy, i.e. que I'on peut écrire, le symbole C.C'. représentant

le complexe conjugué du terme précédent :

E"=Eje ™" + CC.

—iwot

avec Ef variant lentement en temps par rapport a e . L’équation (1.2.12) montre

qu’on peut alors écrire de méme
J =Je ™"+ CC.

avec J7 variant lentement en temps par rapport a e o', I’équation (1.2.12) nous

donne alors, en premiére approximation :

2 2
q€ n@ qE ne

—iwoJ] ~ | R

e meWo

O,E!.

En remplacant dans 'équation (1.2.12) le terme v,;J” a aide de cette expression, il

vient : a3 ) )
ey, LM R = 0.
ot Me Mew;
L’équation (1.2.9) devient :
1 62 e ei e a
~ S AR 4 ()2 llegr y Tl Tpr ),

c? Ot? c’ Ner 2 ng Ot
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On définit alors la densité électronique adimensionnée N par

Ne
N=—
nCT
et le coefficient d’absorption
VeiN
v= .
c

On obtient ’équation suivante, qui sert de base a I’ensemble de notre étude :

1 02 wo v o
——E — AE" + (=)’NE" + ——E" =0. 1.2.13
c? Ot? +(c) +c@t ( )

L’étude du couplage de ’équation du laser avec les équations d’Euler vérifiées par
la densité N n’est pas étudiée ici : on suppose la densité N connue et invariante
en temps. Cela est justifié tant que 'on se place loin de la caustique définie par
Ne = Ner, ce qui est donc supposé tout au long de notre étude.

Cette équation est habituellement appelée “équation de Klein-Gordon amortie".

1.2.4 Comparaison des ordres de grandeur
Variables adimensionnées

Comme la direction du champ E" est fixe, dans la suite, il est considéré comme

un scalaire, que I'on note V. L’équation de Klein-Gordon s’écrit :
1
0wV — A + k2N (2)T + 29,0 = 0. (1.2.14)
c c

Ici ¢ est la variable de temps et x la variable d’espace; kg = wp/c ol wy est la

pulsation de l'onde laser. La pulsation du laser wy est de I'ordre de 106571

ce qui
correspond a un nombre d’onde kg du laser dans le vide trés grand — de 'ordre de
10"m~!.

On choisit donc des échelles de temps ¢ et de longueur T telles que ¢ = Z et des

18|

variables sans dimension

>
I
I+
=>
I
SINRS
>
I
S
S]]
™
I
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de sorte que 'équation de Maxwell (1.2.14) dans ces nouvelles variables devient
(0¥ — Az V) + N(2)U + 200,V = 0. (1.2.15)

On notera dorénavant ¢, z, v etc. ces variables sans dimension, du moins lorsque cet
abus de notation ne risquera pas de provoquer de confusion.

Dans la suite, sauf spécification contraire, le probléme est posé dans 'espace
entier, c’est & dire que = appartient & R? ou R” selon que I'on considére ou non le

cas plan.

Comparaison des différents paramétres

Dans le faisceau laser, il apparait des points chauds, appelés speckles. Ce sont des
zones dans lesquelles I'intensité laser |¥|? est beaucoup plus élevée que la moyenne.
La dimension caractéristique de ces points chauds (speckles) est notée Ly, ¢est la
demi-largeur d’un speckle. Elle représente la dimension caractéristique de variation
d’intensité du champ laser. Le domaine de simulation est en général trés grand

devant la grandeur L. Dans le cas du laser mégajoule, on a
Lspek ~ Slum

1. Parametre e.
Le petit parameétre € désigne la grandeur

Ao

Lspek

€ =

Dans le cas du laser mégajoule ol L, =~ 3pum, cela conduit &

Ao

~ 0.1
Lspek’

€ =

2. Longueur de variation du plasma.

La longueur caractéristique L, de la variation de Ny par rapport a = est au

moins de 100um.
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3. Variation de la densité du plasma.

Nous avons écrit que la densité du plasma était
N = Nyg+ 0N,

ot N vaut quelques % de la densité critique : donc JN = O(€?) si e ~ 0.1
Dans toute la partie I (chapitres 2.1 & 6), on suppose 6N nul. Par ailleurs,

dans la suite, nous supposons que N, varie lentement en x :

NO = N(Ei)

. Terme d’absorption.

Pour obtenir ’équation (1.2.14), on a vu en 1.2.3 qu’on a négligé un terme
en O((Zl_o)2) dans l'équation (1.2.14), et qu'on a supposé que E" s’écrivait
E" = Eje ™" avec Ef variant lentement en temps par rapport a e~*“°!. Nous
n’avions pas précisé le rapport entre ces vitesses de variation temporelle :
il est en réalité donné par le parameétre e. Par la suite, nous ménerons un
développement asymptotique de 'équation (1.2.14) a l'ordre €* : pour que ce
développement soit licite, il faut donc que les termes négligés en 1.2.3 soient

en o(e?). Cela signifie :

Vei
— <KL e
Wo

(Le développement asymptotique exact qui conduit a cette conclusion est aisé,

il n’est pas donné ici afin de ne pas alourdir la lecture.) Cela signifie :
v 1.

Dans la suite de notre étude, on notera de facon systématique :
v, = €V,

avec v; = O¢(1).
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1.3 Résumé de la partie I.
Etude asymptotique de I’équation de Klein-Gordon :

I’équation d’advection-Schrodinger

Ce paragraphe présente les principaux résultats de la partie I.
Dans le paragraphe précédent, nous avons justifié 'utilisation de I’équation (1.2.15)

comme modeéle de base de la propagation laser dans un plasma :
E(0x¥ — ALY + N(2)¥ + vo, ¥ = 0. (1.3.1)

Les variables t et x sont adimensionnées, la densité électronique N est adimension-
née par la densité critique, le symbole v représente le coefficient d’absorption. On

compléte cette équation par deux conditions initiales
Vy—o = v, at‘l’\tzo = Xm-

Par le théoréme de Hille-Phillips, la démonstration que ce probléme est bien posé est
bien connue (théoréme 2.1.1). On montre aisément l'estimation d’énergie suivante
(théoréme 2.1.3) :

Théoréme.  Soit ¥, € L®(Ry; HH(R™)) N Ci(Ry; L*(R™)) solution réelle du sys-
téeme suivant, ou S., R, € L (O,T; L2([R")) sont réelles :

E(0uV, — AV) + N(2)¥, + v, ¥, = €S, dans R" x [0,T], (1.3.2)
V=0 = 0 dans R, (1.3.3)
O¥eji=0 = R dans R™. (1.3.4)

Soit E.(t) = €]|0,P.||3, Tewn) + ||V, ||L2([R” + 2|/ N( )W HL2 jny- Linégalité sui-

vante est alors vérifice :
Ee(t) < ||Sﬁ‘ ‘LOO(O’T;LQ([Rn))t + 6‘ ‘RE‘ ‘L2([Rn) (135)

Cette estimation est fondamentale pour estimer la distance entre le probléme exact

(1.3.1) et le probléme approché.
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On suppose de plus que

V=€

et que la densité N varie lentement en x :
N=N (ex).

La présence dans 1’équation (1.3.1) du petit paramétre e devant les dérivées indique
que le champ V¥ renferme des oscillations haute fréquence. On va donc chercher une
équation d’enveloppe décrivant les variations de ¥ a ’échelle macroscopique : on
écrit,

Z.(;S(e:v)e/e—t

U(t,x) = A(t,z)e +C.C,

ou C.C. désigne le complexe conjugué du terme précédent. C’est I'approximation
W.K.B.
Dans ’écriture de I’équation (1.3.1) en fonction de 'amplitude A et de la phase

¢, lordre 0 en e conduit a ’équation eikonale vérifiée par la phase ¢ :

IVo(y)]” =1— N(y).

On suppose que cette équation posséde une solution réguliére univaluée sur notre
domaine d’étude.

A Tordre 1 en e, 'amplitude A vérifie une équation d’advection :
A+ Vo(ex) - VA=0 mod O(e).

C’est 'approximation de 'optique géométrique.

A Tordre 2 en ¢, on montre que A vérifie ’équation suivante :

2010, +Vo¢-V+ % (Agp(ex) + 1/1)} A+eV-[(I — Vo(ex)®*) VA] =0 mod O(é?).
(1.3.6)
En effectuant un développement asymptotique similaire sur les conditions initiales,
choisies convenablement, on compléte cette équation par une condition initiale (une
seule est nécessaire puisque le probléme n’est plus d’ordre 2 mais d’ordre 1 en temps).
Plusieurs formulations possibles de cette équation approchée sont données dans

le chapitre 4, selon que 1'on se place ou non dans la géométrie des rayons.
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Pour fixer les idées, le cas droit est étudié en détail et résolu dans le chapitre 3
grace aux transformées de Fourier. Cela permet de donner une formulation exacte
de la solution (théoréme 3.2.1) et un résultat d’approximation (théoréme 3.3.1).

Le résultat principal de I’étude du probléme ci-dessus sur tout I'espace est donné
par le théoréeme 4.3.5 :

Théoréme. Soit N régulicre telle que 0 < Ny < N(ex) pour tout = € R* et
o(ex) solution réguliere univaluée de l’équation eikonale (2.2.3). Soit fi* € H'(R"),
Am e H3(R™). Soit U € L (Ry; H¥(R™)) Uunique solution du probléme ezact :

(0, U — AV) 4+ N(ex)U + €11,0,¥ = 0
; p(ex)

Ujmg = A" + C.C.
N(ex) ins o)
OV =0 + Vo(ex) - VW g + i ; Voo =ef"(x)e" = + C.C.
Soit U, définie par :
d(ex) /et

U, = Ae(t,x)ei e + C.C,

o A, € L°°(|R+; Hg([R")) est l'unique solution du probléme approché (cf. théoréme
4.8.2) :

2i[0,Ac + Vo (ex) - VA +ie(Ag(ex) + 11) Ac + €V - [(I — V¢¥(ex))VA.] =0,
Adp—o = A™ dans R™.

Pour T > 0 fizé, l'inégalité suivante est vérifiée, indépendamment de vy :

W — W[, )>+e||at(\p—qf€)||m( ))+6HV(\II—\I!6)HLOO(

~ (0,52 (R" 0,T;L2(R™ 0.1:L2(R™))

< O (N, ¢) (e2||f;‘nHL2(W) + e Maa(l, T5)||Am||H8(W)). (1.3.7)

Afin de se rapprocher du probléme stationnaire qui fait I’'objet de la modélisation
numérique de la partie III, le cas quasi-statique est étudié dans le chapitre 5. C’est
le cas ou 'amplitude A varie lentement en temps, ce qui est vérifié si la condition
initiale A vérifie

Vo(ex) - VA™ < 1
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H
(cette condition est explicitée dans le théoréme ci-dessous). Notant k& = V¢(ex), au
ﬁ
lieu du terme V - [(I — k ®2) V] , on obtient alors une équation faisant apparaitre

le laplacien dans la direction orthogonale aux rayons, noté A, et défini par :

T2
A =V- I — — V].
| K |2

Cette équation est la suivante, ot T = et :

21 [eﬁTfL + ¥ - Vflﬁ] +eAL A, + ie(Ag(ex) + Vl)fle =0.

Le théoréme suivant est démontré (théoréme 5.3.2) :
Théoréme.  Soit v, > 0 constant. Soit A™ € H3(R"). Soit N réguliére telle que
0 < Ny < N(ex) pour tout z € R et ¢p(ex) solution réqulicre univaluée de I’équation
eikonale (2.2.3). On note T = et. Soit A, l'unique solution du probleme approché
suivant (cf. théoréme 5.3.1) :

2 |edr A, + e VA | +eA A, + ie(Ap(ex) + 1/1)121E =0 sur Ry xR"
Ae\T:O = Aln Vo eR"

On suppose de plus que A™ vérifie 'hypothése (5.1.2), i.e. :
-7 in
Soit fir € HY(R™) et W la solution du probleme de Klein-Gordon :

(0 U — AV) 4+ N(ex)U + &110,¥ = 0
Wy = AT 4 C.C)
N(ex)

€

P(ex)

OV i—o + Vo (ex) - VW )—g + i Vo = efin(z)e” e + C.C.

En notant
jolen) /et

U (t,z) = Ac(et, x)e'™ <

I’estimation suivante est vérifiée :

| - v Ain]|
4 Hz).

10— @[ oo om502R0y) < € f1"||22 + € Max(1,Tg) (\\Ai"||H8(uan) ;
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Enfin, le chapitre 6 étudie le probléme sur le demi-espace, dans le cas des rayons
droits et des rayons lentement variables (i.e. N constant ou N = N(ex).) Afin de
simplifier I’étude et sans nuire a la giiéralité du propos, on suppose que les conditions

initiales vérifiées par le probléme exact sont nulles :
Ui =i = (.

Le résultat principal est donné par le théoréme 6.4.7 :
Théoréme. Soit N = N(ex) € C°(R"), N > Ny > 0 sur D, Np = N, < 1
constant.

Soit ¢ € C°(D) solution réquliere de I’équation eikonale stationnaire
Vo(y)|?=1-N(y) YyeD,

ﬁ
avec Voir = k.
H
On note k = V¢(ex).
On suppose de plus que k,, > k;?f > 0.
Soit vy > 0 constant.
Soit A%, g" € Cp° (R} ;C°(T)), avec Supp(A®, ¢°) C Rf* x Br(0, R) pour R > 0
fixé quelconque.
Soit U € L°°(|R+; HS([R”)) lunique solution du probléme exact :

(0 — A)V + N(ex)V + €v,0,¥ = 0, (1.3.8)
Wji—o = 0, (1.3.9)
8t‘l"t:0 - 0, (1310)
22/{32 LR
(K201 = 0 ) Wiay o = (= A 4 ") s (1.3.11)

Soit Ac l'unique solution du probléme approché (cf. théoréme 6.4.6) :

2i[0, A + ¥ - VA + ie(Ad(ex) + 1) Ac+ €V - [(I — ?®2)VAE] =0

Ae|t:0 =0
1 K

2@]521 (AE\SCl:O — Ab) = —(—:gb + 6((1{321 + kT)Gt + kfbj_ . VJ_)Ab
1 z1
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Soit V. définie par :
jolen) /et

U, = A, (t,x))e + C.C.

L’inégalité suivante est vérifiée par E.(t), avec

E(t) = 2No| |0 — W[ |72 (t) + €[]0, (¥ — W) [|72(t) + ||V (¥ — )| -

Blt) < Cele = )1+ ) (116 + 14 s )

Remarque. Le théoréme ci-dessus donne un probléme approché pour 1’équa-
tion de Klein-Gordon sur le demi-espace, mais ce probléme est un probléme au
bord de type Dirichlet. Il subsiste un probléme ouvert : montrer que le pro-
bléme d’advection-Schrodinger avec une condition au bord mixte de type

Neumann-Dirichlet est bien posé, i.e. avec la condition au bord (6.2.25) :
2ik? (Acpr—o — AP+ (k2. K-V + 0y )Ac+eg” =0V (2,8) €T x R..

Ce probléme est résolu dans la partie II, comme on va le voir, mais uniquement

dans le cas ot les rayons sont droits et ot 'on néglige la variation en temps de A..

1.4 Résumé de la partie II.

Probléme aux limites pour la propagation oblique

Dans la partie I (chapitre 7), on étudie I’équation de Schrédinger qui provient de
I'approximation paraxiale de ’équation de Helmholtz (cas stationnaire de ’équation
de Klein-Gordon), dans le cas o la direction de propagation est oblique par rapport
a la frontiére du domaine. On s’intéresse aux conditions aux limites dans un demi-
espace puis dans un quadrant de R2. On suppose dorénavant que NN est constant ou
bien (cas plus général) que

N = Ny+ 0N

avec IN = O(€?). Dans la partie III, on propose une méthode numérique pour ce

type de modéle.
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Partant de I’équation de Klein-Gordon (1.3.1) dans laquelle N est supposé constant,

on écrit comme dans la partie I :

—
- k.x—t

U= A(t,z)e' <,

ﬁ
ot | k|? =1 — Ny. Ici, on néglige les variations temporelles de A (ce qui est justifié

par le chapitre 5). Cela conduit a I’équation suivante vérifiée par A :
— —
2%k -VA+ eV - [(1 - k:®2)VA] YiemA=0 mod O(2).

Cela entraine, puisque % -VA=0 mod O(e), que 'on peut remplacer €V -
[(1 — ?@)VA} par €A | A ou, comme dans le chapitre 5, la notation A, désigne le

laplacien dans la direction orthogonale aux rayons, appelé laplacien transverse :

T
k2

ﬁ
Remarque : on aurait aussi bien pu remplacer ¢V - [(1 — k®2)VA| par eAA,

_)
puisque 'on s’est borné & supposer le terme € k - VA petit. L'intérét de I’équation
ci-dessus est de séparer les variables, et de permettre I’étude d’une “vraie” équation
de Schrodinger.

On peut donc considérer ’équation approchée :
»ﬁ .
20k - VA, +eA A, +iev A, = 0.

Ainsi, on a encore une fois obtenu une équation d’advection-Schrodinger, purement
spatiale cette fois.
Pour la condition au bord du domaine, on fait de méme & partir de la condition

au bord mixte. La condition (6.2.11) ci-dessous :
[2ik? A — (kb 0, — 9,,)] (A—A") =0

_)
devient, lorsqu’on néglige la variation en temps et que ’on considére que k - VA =
0 modO(e) :

(€7 Vi+2ik - 7)(A— A)p = 0.
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— —
En introduisant le vecteur unitaire K = -, cela s’écrit :

|
2i\/1 — NOI_(> VA +eA A +ieviAc =0 sur D
(€7 - Vi + 2K - 7/1— No)(Ac — AY)p = 0.

Afin de disposer de vecteurs unitaires, on effectue, dans les parties II et III, un
changement de notations par rapport a la partie I : en posant € = €y/1 — Ny, on a

donc le systéeme :

22'1_5 VA +eA A +ieviA. =0 sur D
(67 - Vi + 2K - 7) (A — A)p = 0.

pour simplifier, on considére le probléme en dimension 2 et on note x = z1, y = 2».
Le probléme est tout d’abord étudié dans le demi-espace. Pour montrer qu’il est bien
posé, on exhibe une solution analytique en utilisant la transformée de Fourier par
rapport aux variables orthogonales au bord. On a la proposition suivante (théoréme
7.2.2); ici, on a écrit le vecteur unitaire K sous la forme (ks, ky) pour étre homogéne
avec les notations des chapitres 7 et 8.

Théoréme. La notation Ve désigne la détermination principale de la racine
carrée. Le fait que vy > 0 est indispensable pour qu’elle puisse étre définie sans
ambiguité. Soit §'(R) l’espace des distributions tempérées et g € S'. Il existe une
unique distribution tempérée u € C3°(Ry, S, (R)) solution du probleme (7.2.8) (7.2.4),

ci-dessous :

i(kyOy + kyOy)u + = (k282 2koky02, + k207, )u+ ivu = 0sur Ry X R, (1.4.1)

ZEky(kzay - kyaz)u\xzo + 2k:z:u|m=0 =g (142)

Notant & et n les variables de Fourier respectives de x et y, cette distribution s’écrit :

2F, (g 77) R,(z’n)x
I \/1 — o 49, %

Fy(u;z,m)

ou :

: ke Ky ekyn k2
(i) =2 B 1= o8 0, Ry
R_(in) =i s Zek2( \/ 12 + 2iv k:2)

Y T T
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La solution u vérifie également :

(ax ~R_ (m))fy(u; z,1) = 0.

On considére ensuite le probléme (1.4.1) sur le quadrant {z > 0, y > 0} et on
essaie d’écrire une condition aux limites sortante “transparente” sur la partie de la
frontiére correspondant a y = 0.

Le symbole en ¢ (variable duale de z) de l'opérateur d’advection-Schrédinger

s’écrit

i(iko+ky0,)+56(—kiE —2ik, ky 0y + K20y, ) +iv = ek (9, — S1.(i€)) (0, — S_(i€)) ,

sachant que S4(i€) = 1—5 - z— <1 + \/1 - 261“””5 + 2iv 5 )
On compléte I'équation (1.4.1) posée sur le quadrant avec la condition entrante

(1.4.2) sur la partie de la frontiére ot = 0, et par la condition

(Oy —S4+(0x))u=0, poury=0. (1.4.3)

L’intérét de cette nouvelle condition est expliqué par le théoréme suivant (théoréme
7.3.2).

Théoréme. Soit g, € H™V2(R}) a support dans R et soit u la solution de
(1.4.1)(1.4.2) posée sur le demi-espace {x > 0} ot g est le prolongement de g+ par
0 sur R_. Le probleme (1.4.1) posé sur le quadrant {x >0, y > 0} :

i(kpOy + kyOy)u + = (k262 — 2k, k02, + k202, u + ivu = 0 sur Ry x Ry,

’Lek:y(kmay kyOr)Ujz=0 + 2kptjz=0,y>0 = g sur {0} x Ry,
(0y — S4+(02))ujzz0,y=0 = 0, surRy x {0} =0

admet une unique solution U € Cy(R}; L*(R})). De plus

1. siky, >0, U estla restriction de u sur le quadrant :
U= u‘{yzo} . (1.4.4)

2. Sik,<0:
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soit, pour tout a > 0, g,(x2) = g(xs — a) ; notons u, la solution sur le demi-espace
{x >0} de (1.4.1)(1.4.2) avec donnée entrante g,. Lorsque k, <0 on a :

U — tUg|(y>0p — 0 dans L®(R; LQ([R;)) lorsque a — +o0. (1.4.5)

Cet énoncé signifie que la condition (1.4.3) est transparente pour k, > 0 et
absorbante pour k, < 0. Elle dégénére sur la condition habituelle (cf [2], [17]) quand

k, tend vers 0.

1.5 Résumé de la partie III.
Simulation numérique de I’équation d’advection-

Schrodinger

Dans la partie III (chapitre 8), nous présentons la méthode et les résultats numé-
riques sur un probléme de type Schridinger non-linéaire. Nous ajoutons au probléme
(1.4.1) un terme de la forme f(|u|) :

(koOy + kyOy)u — izeA u+ vu+if(|lul)u=0, (1.5.1)
(ien -V — 2k,)(u—u™) = 0. (1.5.2)

Le cas particulier ot f(w) = (e=*** —1) oil o est une constante positive permet
des simulations réalistes d’autofocalisation d’un faisceau laser dans un plasma (voir
par exemple [48]). Dans les cas intéressants en pratique, le coefficient v est petit;
de méme la constante « est suffisamment petite (de sorte que f(|u|), représentant
une variation relative de la densité élecronique due au creusement par le faisceau
laser, est petite devant 1). Le domaine de simulation est un rectangle : z € [0, Z,42],
Y € [yp, yu]. On discrétise la variables d’espace suivant une grille réguliére. Les indices
correspondant aux variables x et y seront notés respectivement n et j.

La méthode numérique proposée ici est basée sur un algorithme de splitting en

trois étapes, ou x joue le role de variable de temps. On utilise la F.F.T. (Fast Fourier
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R_(in)z

Transform) pour la prise en compte du terme e~ .Soit vy = infret vy = v—uy.

Pour passer de x & x + dx

b

— Etape A : on passe de u™ a u™” en résolvant sur [z, 2™ + dx] 'équation :

(kyOp + kyOy)u — i%eALu +1rou=0. (1.5.3)

Grace au théoréme 7.2.2, on a :

und(n) = wh(n)ek- e
Or, pour une équation d’advection simple, une résolution analytique dans une
direction et utilisant la F.F.T. dans 'autre direction engendre des parasites;
c’est pourquoi dans notre cas (qui est une perturbation d’une équation d’ad-
vection) on effectue les étapes B et C suivantes.

— Etape B : on passe de u™’ a u™* en résolvant sur [2", 2" + dz] I'équation :

kyOyu — kyOyu = 0.

+

— Etape C : on passe de u™ a ™! en résolvant sur [z", 2" + dz], Péquation :

kOpu + kyOyu + viu + i f (Jul)u = 0. (1.5.4)

En pratique, les étapes A et B sont effectuées simultanément en variables de

Fourier; partant des valeurs de (u") = (u7}

), on effectue une F.F.T. sur u", on
(R (in)+in 32 )ox

multiplie le résultat par e , puis on retourne en variables physiques par
F.F.T. inverse.

Pour I'étape C, on utilise une méthodes de différences finies standard — dans ce
cas un schéma décentré upwind — en choisissant les pas dx et dy afin de vérifier le
critére de stabilité de C.F.L. ’;Z‘z <1.

Les résultats numériques sont exposés dans le chapitre 8. Ils montrent en par-

ticulier que ce schéma permet de simuler des croisements de faisceaux. Les tests
de convergence en fonction du pas de discrétisation sont satisfaisants. On vérifie
également que le point ou I'énergie laser est maximum (focalisation due au terme
non linéaire) est & la méme distance de l'origine quel que soit I'angle d’incidence du

rayon.
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1.6 Perspectives

Etude du probléme ouvert : équation d’évolution avec condition au bord

mixte Neuman-Dirichlet

Le probléeme d’advection-Schrédinger, donné par I’équation (1.3.6) par exemple,
est résolu sur le demi-espace loesqu’il est complété avec une condition de type Di-
richlet (cf. chapitre 6). Lorsqu'il est est complété par une condition mixte de type
Neuman-Dirichlet, il n’est résolu que dans le cas particulier de la partie II : cas droit

et statique.

Couplage avec les équations d’Euler pour la densité

Dans toute notre étude, nous avons supposée connue la densité électronique V.
Or, pour compléter le modéle (1.2.13), la densité électronique N est régie par les
équations d’Euler suivantes, sachant la vitesse ionique U égale a la vitesse électro-

nique moyennée sur une période laser :

%—]ZJrV.(NUxU):O
N
6(8tU) +V.(NU®U) + 2VN = —yNV|V¥|? (1.6.1)

ot U est le champ laser, qui vérifie également 1’équation de Klein-Gordon (1.2.13).
Ces équations proviennent du modéle bifluide vu précédemment et d’une moyenni-
sation faisant apparaitre ce qu’on appelle la force pondéromotrice, exprimée par le
terme —yNV|¥|2. On note ¢, la vitesse acoustique ionique (cf 1.2.2). On voit sur ce
modeéle que c’est la force pondéromotrice qui définit le couplage entre W et N.

La vitesse “lente’des électrons est notée U : dans le cas ou |U| < ¢2, on peut

déduire du modéle isotherme (1.6.1) une équation des ondes pour N :

9*N
ot?

Ce modéle, comme tous les modéles avec force pondéromotrice, contient déja I'hypo-

— 2AN =4V.(NV|¥?) (1.6.2)

these haute fréquence laser puisqu’on a moyenné sur une période laser pour ’obtenir.

On pourrait le coupler non directement avec I’équation de Klein-Gordon (1.2.13), ni
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avec une approximation paraxiale, mais avec I’équation obtenue par Klein-Gordon :
en posant

U(t,z) =t z)e <
et en négligeant les termes en %2772”, on obtient

2ie%@b + AP+ (1= N +idevyp =0

ce qui est une vraie équation de Schrodinger. On peut envisager de coupler le modéle

paraxial oblique (dans une zone) avec le modéle precedent (dans une autre zone).

Poursuite de I’étude numérique

La simulation numérique a été conduite dans le cas de rayons droits; par des
adaptations de la méme méthode, notre travail permet d’envisager des simulations
paraxiales & l'intérieur d’'un domaine ou le profil de densité électronique présente
une variation a 1’échelle macroscopique, ce qui entraine une variation de la direction

de propagation.
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Partie I : Approximation d’enveloppe

de I’équation de Klein-Gordon
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Chapitre 2

Développement asymptotique de la

solution de I’équation de
Klein-Gordon

Le probléme exact vérifié par 'onde laser sur ’espace entier fait 'objet de
la partie 2.1. Un théoréme classique d’existence et d’unicité d’une solution y est
rappelé. Le probléme aux limites sur un demi-espace est traité ultérieurement, dans

la partie 6.1 du chapitre 6.

Les estimations d’énergie, indispensables aux parties suivantes pour établir les

résultats d’approximation, sont établies dans la partie 2.1.3.

Dans la partie 2.3, I'idée générale du développement asymptotique est tracée
brievement. Celui-ci est fondé sur I'approximation de 'optique géométrique, exposée
dans la partie 2.2, et le prolonge. Il s’agit seulement de de donner le fil directeur des
chapitres suivants, lesquels détaillent ce développement asymptotique dans divers

cas.
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2.1 Etude du probléme de Klein-Gordon

2.1.1 Position du probléme
Equation de I’onde laser

Pour décrire la propagation d’ondes laser dans un milieu inhomogéne, le modéle
que l'on utilise est 1’équation de Maxwell sous la forme (encore appelée équation de
Klein-Gordon) :

E(0p¥ — ALY + N(2)¥ + vo, ¥ = 0, (2.1.1)

les variables ayant été préalablement adimensionnées (cf. introduction 1.2.4). La
grandeur ¥ est le potentiel-vecteur électromagnétique du laser.

La variable N représente la densité électronique adimensionnée :

n
N="2,

nCT‘

ou n, est la densité électronique du plasma et n.. la densité critique qui définit la
caustique.
La variable v représente un coefficient d’absorption, par exemple da a l'interac-
tion électron-ion et défini par :
Vei N

VvV = s
Cc

le symbole ¢ représentant la vitesse de la lumiére dans le vide et la fréquence v,

étant la fréquence de collision électron-ion.

Conditions aux limites

Le probléme étant d’ordre deux, deux conditions initiales sont nécessaires en
t = 0 pour que le probléme soit bien posé. Si le domaine n’est pas ’espace entier,
une condition limite au bord du domaine est également requise : cf partie 6.1.1.

De la fagon la plus générale (cf [13] ch. VIII) on pose :

Wjmg = U™, (2.1.2)
Qo = X" (2.1.3)
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Par la suite, des conditions de régularité sont imposées & ¥ et y*, de facon a ce
que les études asymptotiques entreprises soient valides.

L’analyse d’échelle (cf. 1.2.4) nous conduit a poser
v = ev.

On notera également

W= iﬂgfl/l > 0.

2.1.2 Existence et unicité (rappel)

Voici un résultat d’existence et d’unicité d’une solution forte pour le probléme

sur tout l'espace (voir partie 6.1 pour le cas sur un demi-espace).

Théoréme 2.1.1 (Rappel) Soit V" € H*(R"), x € H'(R") et N € L*(R"),
N > 0. Soit v;, N € CZ(R"). Le probleme de Cauchy (2.1.1) (2.1.2) (2.1.3) admet
une unique solution U € C(Ry; H*(R")) NCY(Ry; HY(R™)) NC*(Ry; L*(R™)).

Preuve. Soit KG l'opérateur de Klein-Gordon défini sur D(KG) C H, avec H =
HY(R™) x L*(R"), D(KG) = H*(R") x H'(R") et

0 -1
KG = .
g (-A + EEQ El/1>

L’équation de Klein-Gordon peut se réécrire

d
—U+KGU =0
o + Kg ,

Y
avec U = (6 \11) . L’espace H est un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire
t

N
th , Uz = /Vu1 . VUQ + (1 + (2x) )U1UQ + V1Vs.
Y1 v2 H R™ ¢

Pour montrer que KG est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe, on applique

suivant :

le théoréme de Hille-Philips a l'opérateur G + I (voir [11] p.) Cela revient donc a

montrer que 'opérateur KG + I est maximal monotone.
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1. KG + I est monotone : si U = <u> € D(KG) on a :
v

(e giem) (1),

—/Vv-Vu—(HN(x)

N
H)uv + (A + =) (u)v + e ol
€ €

En intégrant par parties :

s st 0, (6 C)),-

N N

IVl P S P~ uvt o > [ [DuP 4 Gl +anfof >
€ €

R™ Rn

2. KG+ I est maximal monotone : il suffit de prouver que KG + 21 est surjectif de
D(KG) dans H. Soit en effet (f,g) € H' x L*(R"). On cherche (u,v) € H*x H'

tels que :
2u—v=f
N
—Au+ sutenv+2v=g
€

Cela signifie que v = 2u— f et u est solution de I’équation de Dirichlet suivante,
avec N > 0: N
—Au + (6—2 + 2evy + Du =g+ (evy +2) f.

Comme ¢ + (ev; + 2)f € L*(R"), on sait qu'il existe une unique solution
u € H*(R™) a ce probléeme (théoréme de Lax-Milgram et régularité par la
méthode des quotients différentiels, par exemple) ; v s’en déduit.
D’aprés le théoréme de Hille-Philips, il existe une unique solution V (¢, z) € C}(Ry; H)N
Cy(Ry; D(KG)) aléquation 4V +KGV +V = 0, ce qui démontre le résultat attendu
en posant U = e'V. $

Remarque : On peut généraliser ce théoréme a ¥ € H™(R"), x* € H™ Y(R");
il y a existence et unicité d'une solution ¥ € Cf (Ry; H™*(R")) pour 0 < k.
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2.1.3 Inégalités d’énergie

On démontre ici deux inégalités d’énergie; la premiére pour la solution exacte
vue ci-dessus, la deuxiéme en vue de ’estimation d’erreur d’une solution approchée
de I’équation de Klein-Gordon (2.1.1).

Théoréme 2.1.2 Soit ¥ € H*(R") et X € H(R"), a valeurs réelles. Soit ¥ €
C(Ry; HY(R™)) N C'(Ry; L2(R™)) solution réelle du systeme (2.1.1) (2.1.2) (2.1.3).
Soit E(t) défini par :

E(t) = €]|0,9|Zagn) + €IV Fagn) + 11V N[ 72gn)-
L’inégalité suivante est vérifiée :
E(t) < E(0) = €[IX"|72@ny + €IV Z2(gny + H\/N‘I’mﬁ?(uen)

Théoréme 2.1.3 Soit U, € C(Ry; HY(R™)) NCY(Ry; L2(R™)) solution réelle du sys-
teme suivant, ot S € L (Ry; L*(R™)) et R € L*(R") sont réelles :

52(8tt@6 — Amﬁfe) + ]\7(x)ﬁ/E + E1,0,¥, = €S, dans R, x R", (2.1.4)
U= = 0 dans R", (2.1.5)
at‘ifdt:() = R, dans R". (2.1.6)

Soit E.(t) = €2||9,7, HL2 Rn) +e2|| VU, ||L2 gy FlVN L% HL2 gny- L 'inégalité suivante

est alors vérifiée :
E(t) < €||Re||L2rm) + / || Se ()| L2(rmyds (2.1.7)

Preuve.

On démontre les deux théorémes simultanément.

Comme U, est supposée réelle de méme que ¥, I'équation (2.1.4) multipliée par
28&116 est :

0,(10V ) +€20, (VT |*) =26V (0, VU )+ N (2)0, | [*+263 11| 0,V |* = 2€5.0,,
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La méme égalité est vérifiée par ¥ avec S, = 0.
En intégrant sur R”, compte tenu de ce que 8,0, VU, € C([R+, Ll([R”)), I'on a :

dE.(t)
dt

< 26| Se(ts ) p2em) [10: (2, )| 2oy,

ainsi que :
dE(1)
dt

Cette derniére inégalité implique I'inégalité du théoréeme 2.1.2.

= _2€3||\/V_18t\11“%2([]?n) S 0.

Comme ][0,V (t,.)||2@n) < \/Ec(t),on a :
d

ﬁ(\/ Ec(t)) < |ISe(t, ) r2@ny,
et en intégrant de 0 & t, comme E,(0) = €2||R6||%2([Rn), I'inégalité (2.1.7) recherchée
apparait.

O

Le théoréme 2.1.3 permet d’évaluer la distance d’une solution approchée ¥, =
W, + U avec la solution exacte ¥ de (2.1.1) (2.1.2) (2.1.3).

1. SiN > Ny > 0sur R", et (V) = (‘I/+‘ife) une famille de solutions approchées,
il suffit d’avoir ||Se||re(o,r;22(rny) = 0c(1) et ||Re||r2rn) = o(%) pour que (¥,).
converge vers W dans L>°(0,T; L*(R")).

2. Si N >0 et si ||Se||r=rr2@n)) = 0(€) et ||Re||r2@®n)y = 0c(1), la convergence
a lieu dans L>=(0,T; HY(R")) et 0,7, — 0y ¥ dans L>(0,T; L*(R")).

2.2 Optique géométrique

La présence dans (2.1.1) du petit paramétre e devant les dérivées indique que le
potentiel vecteur ¥ renferme des oscillations a haute fréquence. Comme il n’est pas
question de pouvoir discrétiser sur un maillage plus fin que les longueurs d’onde cor-

respondantes, on va chercher une équation d’enveloppe décrivant les variations de ¥
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a l’échelle macroscopique : c’est Papproximation WKB, qui conduit d’abord
a optique géométrique (dans ce paragraphe) puis a "approximation pa-

raxiale (dans le paragraphe suivant).

2.2.1 Equation d’enveloppe

Cherchons donc V¥ solution de (2.1.1) sous la forme

P(x)—t

U(t,z) = A(t,z)e' < + C.C., (2.2.1)

ou C.C. désigne le complexe conjugué du terme précédent. Les dérivées de W s’ex-
priment a ’aide de celles de A et ¢ selon le formulaire suivant :

0,V :(atA—z‘ )e“f” + C.C,

0¥ = (90 A — ) R

VU = (VA+ ZAng) - (JC

AV = (AA+2VA-Vo+ gAA(p — LAV 1 CC

Insérant ces formules dans (2.1.1), on trouve que

(|V¢\2 —1+ N) A+ ie(—Q@tA —V¢-VA- V-(Aqu))

(2.2.2)
+€2 (8#14 —AA - 7:V1A + El/latA) =0.
2.2.2 Equation de la phase : équation eikonale
La ou A # 0, on trouve donc, & l'ordre 0
IVo|?=1—N, (2.2.3)

qui est ’équation eikonale définissant la géométrie des rayons et des fronts d’onde,

ou encore équation d’Hamilton-Jacobi stationnaire. On aurait pu écrire la phase
; d(z,t) o(z)—t

sous la forme ¢’ < au lieu de €' < , et ¢ aurait alors été solution de I’équation

d’Hamilton-Jacobi suivante :

IVo(x,t)*] = |0:p(, )] + N = 0.
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Le recours a une équation d’Hamilton-Jacobi est indispensable si N dépend du
temps, ce que nous n’avons pas supposé ici.

On travaille implicitement sur le domaine ou 1’équation eikonale (2.2.3) pos-
séde une solution réguliére univaluée. Faute de quoi, il faudrait remplacer ’ansatz
(2.2.1) par une distribution lagrangienne (c’est a dire une superposition ou intégrale
de quantités comme dans (2.2.1), permettant de considérer non pas les solutions
univaluées de (2.2.3) mais les sous-variétés qui sont les graphes de ses solutions
multivaluées). Une telle solution est possible pour une fonction N(x) réguliére; on
choisit pour plus de simplicité N € C*°(R")), 0 < N < 1, suffisamment petite. La
solution eikonale se résout sur un domaine borné, ou bien nécessite une condition a

I'infini. Rappelons que si ¢ est une solution réguliére univaluée sur l’espace entier,

A¢ > 0.

Exemple de solution de I’équation eikonale

Sur 'espace entier (donc aussi sur le demi-plan {(x,y) € Ry xR}), si N = N(z)
et si Vg|,—o est indépendant de y, il existe une solution ¢ telle que V¢ ne dépende
que de x.

En effet, notons ?0 = /1 — N(0)(cos(a),sin(a)). Le probléme suivant :

VoPP=1-N V(z,y)eR?,
Voo = ko Vy€ER,

a pour solution une fonction ¢ qui vérifie :

0.0 = ++/1 — N(z) — sin2a(1 — N(0)).
On aura donc une solution univaluée sur tout l'espace si et seulement si
N(z) <1—sin*a(l = N(0)) VzcR.

On voit ainsi que plus 'angle « sera faible, moins la condition sur N sera restrictive.
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2.2.3 [Equation de 'amplitude a ’ordre 1 : équation d’advec-
tion

Aprés avoir trouvé ¢, solution de I’équation eikonale univaluée sur tout ’espace,

I'équation (2.2.2) devient :
2i[0,A+ V¢ - VA + L(AP)A] +iern A = €(0p A — AA + e119,A) . (2.2.4)
Cette équation est, a l'ordre € prés, une équation de transport qui s’écrit :
200A+ V¢ -VA+V-(AV¢p) =0 mod. O(e).

Autrement dit, on peut chercher un développement asymptotique de A sous la

A R Ay,

k>0

forme :

et en particulier Ay vérifie :
QA+ Vo VA +3(Ap)Ag=0. (2.2.5)

Le terme en %Agzﬁ traduit le fait que ’amplitude n’est pas constante le long des rayons
a cause de la courbure du front d’onde, ce qui correspond & I'optique géométrique.

A Tordre 1, I’équation obtenue est :
1 ? :
(0 + Vo -V + §A¢)A1 = —§(att — A —ivy) A
A Tordre k > 2, le terme Ay vérifie ’équation :

iVl

1 ’ |
(9 + V-V + SA¢) Ay = —%(aﬁ — A= i) Ay — oA,

2.3 Equation d’advection-Schrodinger

Outre la propagation décrite par I'optique géométrique, il y a un effet de diffrac-
tion des ondes lumineuses le long des rayons, et cet effet est traduit par le terme

eAA dans (2.2.4). Cependant, le fait que A soit solution de 'équation de transport



92

DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA SOLUTION DE L’EQUATION DE
KLEIN-GORDON

dans une premiére approximation conduit & rechercher une solution A, sous la forme
d’une perturbation d’une solution exacte Ay de I’équation de transport. A cet effet
de diffraction s’ajoute un effet d’absorption, exprimé par le terme iery A.

Cette partie a pour objet de faire ’approximation paraxiale de I’équation (2.2.4),
c’est-a-dire de montrer schématiquement comment obtenir une équation approchée
de I'équation (2.2.4) qui prenne en compte la diffraction. Un calcul précis, a partir
du développement asymptotique ci-dessus, est détaillé dans divers cas particuliers
(rayons droits, rayons lentement variables, cas quasi-statique) dans les chapitres
suivants 3, 4 et 5. Toute notre étude est par la suite fondée sur des simplifications, des

réécritures, des développements asymptotiques de la solution de I’équation (2.2.4).

2.3.1 Probléme exact pour 'amplitude

L’approximation de I'optique géométrique revient a supprimer le second membre
de l’équation (2.2.4).
Equation de amplitude

L’équation exacte est I’équation (2.2.4) :

2[0,A + V- VA+ LAG)A] + i A = e(0pA — AA + 10, A) .

Conditions initiales en ¢t = 0.

Pour compléter I’équation (2.2.4), deux conditions initiales en ¢ = 0 sont néces-
saires pour que le probléme soit bien posé.

Les conditions initiales (2.1.2) (2.1.3) de I’équation de Klein-Gordon deviennent,
pour A :

o(z)

U = Ay_ge™™S 4+ C.C,

o(z)

X" = (_%A\tzo + 0 Ajmo)e’ =+ C.C.

Il est nécessaire, pour que I’approximation de 'optique géométrique ait un sens, que

ces conditions soient compatibles avec le fait que ;A = O(1) et VA = O(1) par
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rapport & e. Cela conduit & écrire les conditions initiales (2.1.2) et (2.1.3) satisfaites

par ¥ sous la forme :

Vo= A" 1+ C.C) (2.3.1)
N o
Ao+ V- VU g+ iy o = Fr()e®® & Cc (2.3.2)

€

Cette forme correspond exactement aux conditions (2.1.2) et (2.1.3) : il suffit de
définir A™ et f™ par

P = AT 1 O,
v+ v v 4 i Y gin g L oo

€
Ecrire cela signifie tout simplement que 0,V vérifie :
1
813\1/‘13:0 = —E\If‘tzo mod 06(1)
Ces conditions se traduisent pour A de la fagon suivante :

Aj = A™(z) (2.3.3)
atAhg:() + ng) . VA|t:0 = fm(l’) (234)

Proposition 2.3.1 Soit ¢ une solution réguliére univaluée sur tout l’espace de l’équa-
tion eikonale (2.2.3). Une fonction ¥ € C(Ry.,S'(R™)) est solution de (2.1.1) (2.3.1)
(2.5.2) dans Ry xR" ssi la fonction A € C(Ry,S'(R™)) définie par (2.2.1) est solution
du systeme (2.2.4) (2.3.3) (2.3.4).

2.3.2 Premiére approximation : équation d’advection

On a vu au paragraphe 2.2.3 que si on développe asymptotiquement A = Ay,
k>0

a l'ordre 0 on obtient le probléme d’advection suivant :

0 Ao+ Vo - VAy+ 3(Ap)Ay =0, (2.3.5)
Apj=o = A™. (2.3.6)
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L’équation (2.3.5) est d’ordre un tandis que I’équation exacte est d’ordre deux. Pour
que le développement asymptotique soit pertinent, il faut que A™ et f* vérifient
une condition de compatibilité. La condition de compatibilité suivante est obtenue

en prenant la valeur de I’équation (2.3.5) ent =0 :
o+ §(A¢)A’" = 0. (2.3.7)

Cette condition peut étre exprimée pour les valeurs limites de ¥ solution de Klein-
Gordon : N .
X"+ V- VU™ 4 — i §(A¢)\Iﬂ” = 0. (2.3.8)
€

Dans le cas ou cette condition ne serait pas vérifiée, le théoréme suivant 2.3.1 per-
met de donner une estimation de la distance entre la solution exacte et la solution
approchée a l'ordre 0.

Ecriture exacte de la solution

Définissons les caractéristiques décrivant les trajectoires des rayons, qui sont les

courbes Y;(z) solutions des équations :

Y,(z) = —Vo(Yi(x)),
Yo(x) = z.

L’unique solution du probléme (2.3.5) (2.3.6) peut s’exprimer & l'aide des caracté-

ristiques :

Aolt,2) = A" (i) eap(~ 5 [ Bo(Yi-i(a))ds). (2.3.9)

Résultat d’approximation

On peut appliquer le théoréme d’estimation d’énergie a A, ce qui nous donne le

résultat d’approximation suivant.

Théoréme 2.3.1 Soit N € C°(R"), 0 < N(z) < 1.

Soit ¢ solution réguliere univaluée de [’équation eikonale sur ’espace entier.
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Soit A™ € H*(R") et f" € H'(R").

Soit ¥ la solution exacte du probléme de Klein-Gordon (2.1.1) avec les conditions
initiales (2.3.1) et (2.3.2).

Soit Ay la solution du probleme d’advection (2.5.5)(2.3.6).

Soit
- p(x)—t

\I/E = Aoel € .

On a Uestimation suivante, pour 0 <t <17 :

10,0 — W) |2(0) + el T — W) [|a2(t) + VI — 0,)]|2(0)
< C(6,T) (IIAZ'”HHQT+ Hfmnp).

Preuve. On applique le théoréme (2.1.3) a ¥, = ¥ — ¥,. On a :
L R =0,(V — V) = f" + 5(Ap)A™
2. ESE = —62(att — A)‘I’e — N\IIE - E?)I/]_atq]6

D’aprés I'équation (2.2.2) et 'expression exacte de Ag, on a :

|Se| = €|(On — A — vy + €110)) (Am(Yt(x))exp(—% / Aqb(Yt_s(x))ds)) )

donc
|[SelL2(t < T') < eC(¢, TY|A™|| g2

L’estimation voulue en découle.
Remarque : La condition de compatibilité (2.3.7) entraine R, = 0. Cela serait
d’un quelconque intérét si on avait une meilleure estimation de S,, ce qui n’est pas

le cas avec I'approximation a I'ordre 0.

2.3.3 Approximation & ’ordre suivant :

équation d’advection-Schrodinger

Utilisant la technique de Chapman-Enskog (cf. par exemple [12]), on va éliminer

la dérivée en temps dans le terme d’ordre € en utilisant la relation (2.2.5) a l'ordre
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précédent

OA=—[Vo-V+3(A¢)A  mod Oe).

Bien que cette relation soit moins précise, il faut remarquer que l'on cherche a

approcher €0, A, de sorte que I'erreur commise sera d’ordre €2. On trouve alors que

A =[Ve-V+3(Ad))PA  mod Ofe)
— (V)®?: V2 A
VIV6P) + (Ag)V9] - VA
Vo -VA¢+1(A¢g)’JA  mod Ofe)

(2.3.10)

+ 1

+

On remplace alors le terme en JyA dans (2.2.4) par son approximation & € prés

donnée par (2.3.10), ce qui conduit, & Pordre € prés, a :
21(0,A+ Vo -VA)
= e[~AA+ (V§)®?: V2| A + €[ ApVd + V(%|V¢\2)] -VA (2.3.11)
+ [—i(Ad + evr) + 2e(Ag)® + 16V - VAGA mod O(é?).

La relation élémentaire
V-(V6%) = A¢V6 + V(1[V6P)
permet d’écrire encore 1’équation ci-dessus sous la forme

2i(0A+ V- VA) + eV [(I — (Vo)*?) VA

(2.3.12)
= [—i(A¢ + er1) + 1e(A¢)* + 3eVp - VAP|A mod O(é?).

En 'absence du terme d’advection V¢ - VA dans le membre de gauche de (2.3.12),

on reconnaitrait une équation du type
2i0,A+ V-(a(x)VA) = R(x)A

ol a est un champ de matrices symétriques positives et R une fonction & valeurs
complexes, c’est a dire une équation du type de Schrodinger. Dans (2.3.12), le champ
de vecteurs 0; est remplacé par J;, + V¢ - V, qui est un opérateur d’advection; on

appellera donc (2.3.12) une équation de type “advection-Schrodinger".
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2.4 Orientation du travail

Dans la suite, on suppose soit que les rayons sont droits (V¢ constant) soit que

les rayons sont faiblement courbés (A¢ d’ordre ¢).

On distingue trois analyses possibles de ce probléme, correspondant a

trois cas particuliers.

1. Les rayons sont droits : voir le chapitre 3. On note
RN
Vo =k

H
o | k| =+/1 — Ny est un vecteur constant. L’équation approchée obtenue est
I'équation (3.1.9) :

— —
20(0iAc+ k - VA.) +€V- {(I — k ®2) VAG] + e A = 0.

En écrivant

At z) = Adet,z —t %),

I’équation ci-dessus s’écrit pour A., fonction de la variable T" = et, de fagon

équivalente :
—_—
2@'8T.AE + Vy . |:<[ — k ®2) Vy.Ae} + iVlAe =0.

Le probléme exact et le probléme approché sont résolus et leurs solutions
sont formulées explicitement, a I'aide de transformées de Fourier. Le théoréme
3.3.1 donne un résultat d’approximation plus précis que le théoréme 2.3.1 :
VE = O(€?) alors que le théoréme 2.3.1 dit que vE = O(e).

2. Les rayons sont faiblement courbés : voir le chapitre 4.

Si N(z) = N(ex), Péquation approchée obtenue a I'ordre suivant est I’équation
(4.2.1) :

2i[0,Ac + Vo(ex) - VA]+eV - [(I — Vo(ex)®?) VA +ie(Ad(ex) +11) A = 0.
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Dans la géométrie des rayons, on peut encore obtenir I’équation (4.2.4)), équi-

valente a 1’équation ci-dessus a un O(€?) pres :
2i[0,Ac + Vo(ex) - VA +ie(Ag(ex) + 1) Ac + eAF A =0,

ol g, est une métrique appropriée (cf. partie 4.2). On reconnait ainsi une équa-
tion de Schrodinger dans le repére du front d’ondes. La résolution du probléme
approché est faite dans le repére usuel (équation (4.2.1) et le théoréme 4.3.5

donne un résultat d’approximation.

3. Les rayons sont faiblement courbés et la condition initiale sur A est telle que
la solution du probléme a 'ordre 0 varie lentement en temps : voir le chapitre
5.
Du probléme précédent (2.3.12), un probléme plus simple se déduit alors. Il
dépend lentement du temps, ce qui conduit a remplacer A.(t) par A (T) ou
T = et. L’équation obtenue (5.1.4) est la suivante, qui est encore appelée

équation d’ "advection-Schrédinger” :
21 [eﬁTAE + Vo(ex) - Vflﬁ] +eAL A, + ie(Ag(ex) + Vl)fle =0.

Le terme de laplacien est A, le laplacien dans la direction orthogonale aux
rayons. Le probléme approché est résolu et le théoréme 5.3.2 donne un résultat
d’approximation. Dans le cas droit, on obtient une expression explicite pour
la solution

En négligeant la dépendance en temps, ce dernier cas permet d’aboutir a une
équation d’advection-Schrédinger spatiale, dont I’étude approfondie fait 'objet

de la partie II.

Dés a présent, on peut dire que cette étude doit nous mener & appliquer le
théoréme d’estimation d’énergie 2.1.3 de facon a trouver une évaluation plus précise
que pour le probléme a l'ordre 0 (cf. théoréme 2.3.1), soit S, = O(€*) et R, = O(e).

Cette derniére condition impose, dans la condition initiale (2.3.2), que

sans quoi I’étude n’a pas d’intérét.
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Dans le chapitre 6, on étudie un probléme analogue sur un demi-espace avec une

condition entrante imposée.
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Chapitre 3
Rayons droits dans ’espace entier

Pour fixer les idées, on s’intéresse dans ce chapitre au cas de rayons droits, qui
permet une résolution exacte par transformée de Fourier. On rappelle tout d’abord
les calculs classiques montrant comment la diffraction d’ondes planes le long des
rayons de l'optique géométrique peut-étre décrite par une équation de type Schro-

dinger.

3.1 Approximation d’enveloppe pour I’équation de
Klein-Gordon

De méme que dans le cas général au paragraphe 2.2, commencgons par écrire ce
que signifie I’équation de Klein-Gordon satisfaite par W pour son enveloppe A. On

part de I’équation des ondes (2.1.1), mais en supposant les coefficients constants :

EOpV — AV) + NV +Ev0,0 =0, oul<N<1. (3.1.1)

. o(@)— . . . .
Ecrivons ¥ = A + C.C. L’approximation de 'optique géométrique avec

correction dispersive vue au paragraphe précédent se réduit de la maniére suivante :

d’abord, la phase ¢ est linéaire, ie.

d(x)=k -z, oulk|=vI-N,
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qui est I'équation (2.2.3) du paragraphe 2.2.0n suppose donc que la premiére condi-

tion initiale pour ¥ est de la forme

—
k-x
€ .

\Ij\t:O — \Ilzn — Ainei
L’amplitude A vérifie I’équation de transport
_)
A+ k -VA=0 modO(e).

Autrement dit, en supposant un résultat de stabilité que nous n’énoncerons pas ici,
A= A(t,z) est de la forme

Alt,z) = Az —tk) mod O(e).

Mais comme nous ’avons vu, I’équation vérifiée par la fonction A n’est pas exacte-

ment 1’équation de transport, mais I’équation :
2UOA+ K - VA = e(OpA — AA — in A + e, A) (3.1.2)

qui est 1’équation (2.2.4) du paragraphe 2.2.

Changement de variable

L’approximation d’enveloppe consiste a supposer que 'amplitude est une modu-
lation temporelle lente de solutions exactes de I’équation de transport. L’amplitude

A solution de (3.1.2) est donc recherchée sous la forme suivante :
ﬁ
A(t,z) = Alet,z —t k)
ou A = A(T,y) est une fonction réguliére. Effectuant le changement de variables :
H
(th) = (tvy) - (Et,l’ - tk)7
I’amplitude A satisfait I’équation de type Schrodinger - avec perturbation - suivante :
2i0r A+ V,, - [(I — k® ) VyA] + i A+

2%k -V, A — Eopp A+ ean k- VA— ndpAd=0. (3.1.3)
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Ici, la nouvelle variable spatiale y correspond au feuilletage de ’espace par les sur-
faces de phase constante; une autre facon d’exprimer cela est de dire que y est la
variable spatiale dans le repére du front d’onde.

Interprétons 'opérateur du second ordre
AV, |(1-F2)v,4] .

H
La matrice M = I — k ©2 est symétrique réelle de valeurs propres 1 avec multiplicité
n — 1 et N avec multiplicité 1; on vérifie aisément qu’elle est inversible d’inverse
M~' =TI+ +P. Les formules classiques de la géométrie (cf. [44] p. 254) nous ap-
prennent que 'opérateur du second ordre ci-dessus est le laplacien pour la métrique

définie par M1, c’est-a-dire
ds* = |dz|* + %|? -dz)?.

Conditions initiales pour A

Rappelons les conditions satisfaites par U :

—

Uy = A 4 C.C. (3.1.4)
1 |?‘2 -
OVj—o+ k -V¥ +i———V = fm(ar:)ezkT + C.C. (3.1.5)

Rappelons les conditions satisfaites par A :
in - in
A\t:O — A ; (@A + k : VA)|t:0 — f .
Cela entraine pour A les conditions suivantes :

Ajr—g = A™, (3.1.6)
EaT.A|T:0 = fm (317)

Proposition 3.1.1 VU est solution de (3.1.1) (3.1.4) (3.1.5) ssi A est solution de
(8.1.3) (3.1.6) (3.1.7).
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La suite de cette partie a pour but de montrer que si on définit la fonction ¥,

par :
'?m—t

U (t,z) = Ac(et,x — t?)eZ < + C.C.

avec A, solution de I’équation de Schrodinger suivante, qui est I’équation (3.1.3)

tronquée a 'ordre 1 en € :
-
2i0r A+ 9y - [ (1= F) VA ] +im A =0, (3.1.8)

alors W, est une “bonne” approximation de la solution ¥ de (3.1.1), et de préciser

en quel sens et avec quelle(s) condition(s) initiale(s). Si on revient a 'écriture
ﬁ
A(t,x) = Ac(et,z —t k),
'équation (3.1.8) ci-dessus s’écrit encore :

20, + k - V)A, +eV - [(1 - ?‘@2) VAE} Yien A, = 0. (3.1.9)

3.2 Reésolution par transformée de Fourier

Avant de démontrer une estimation d’énergie, montrons d’abord 'existence et
I'unicité d’une solution de (3.1.8) (3.1.6).
On se place sur le domaine D défini par :
D:{(x,t)/xER”, t>0}: {(y,T)/yE[R”, T>O},

H
avec le changement de variable (z,t) — (y = x —tk, T = et). Le résultat suivant

est vérifié.
Théoréme 3.2.1 Soit A™ € H}(R"). On considere le probleme de Cauchy suivant :

207 A+ V, - [(1 - ?@2) VyAE] inA. =0 VY (T,y) €D, (3.2.1)
Agr—o = A" VyeR™ (3.2.2)

Le probleme (3.2.1) (3.2.2) admet une unique solution A. € Cf (R}, H*72*(R")),
pour tout k > 0.
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Cette solution s’exprime de fagcon exacte par transformée de Fourier :
Fy (AE(T’ )) (77) _ f‘y(Ain)e_Vg_lT—% (‘77|2_| k '77‘2) . (323)

Preuve. Par transformée de Fourier en y du probléme (3.2.1) (3.2.2), ’expression

(3.2.3) de la solution est immédiate et entraine les régularités voulues de A, car

En tronquant ’équation au premier ordre en €, on a supprimé le terme en dérivée
seconde de T', ce qui entraine I’existence et 1'unicité d’une solution au probléme avec
une seule condition initiale : la condition (3.1.7) n’est en général pas vérifiée, sauf si
on impose une condition de compatibilité entre A™ et ™. La solution obtenue, qui
s’écrit :

—
- kox—t

U, = A (et,x — t?)eZ

+ C.C.

ne peut donc étre 'approximation que d’une solution ¥ parmi celles vérifiant (3.1.1)
(3.1.4). C’est ce qu'exprime le lemme suivant, qui montre quelle est cette solution
Uy, = Ap(et,x — t?)ei@, ou Ay, est choisie de fagon unique parmi les solutions
du systéme (3.1.3) (3.1.6).

— —
Lemme 3.2.1 Soit v; > 0 et k € R" un vecteur fizé, 0 < | k| < 1, vérifiant la

condition sutvante :
4,2
€“v;

-
— <1- R (3.2.4)
Soit A™ € H3(R™).

1. Soit le probleme de Cauchy suivant :
2i0r A+ 'V, - [(I — ?W) VyA} + i A+

2%k -V, A — orrA+eank - VA— oA =0 (3.2.5)
Ajr—g= A" (3.2.6)
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Ce probleme étant d’ordre deux en la variable T, il est bien défini lorsqu’on
se donne deux conditions en T = 0. Il y a donc une infinité de solutions

A€ CHRy; HiM(R™)) au systeme (3.2.5)(3.2.6).

2. Notant F lopérateur de transformée de Fourier, on définit
AT9) = 5 (£ 0™ ) ).

ou :

) 1% 7 — — cly2
R—(Zn):_§1+e—2<1+€k’ 77_\/1+26]{3 77+E2‘77‘2_T1)

De plus, il existe C' > 0 indépendant de € tel que

< EC(||A™

RiHO2(R")) =

HA—ALHLOO( merr) + |[0rAjr=o|

Cela signifie que si OrAir—o = O(1) alors A — A = O(é?).

Remarque 1 : la condition (3.2.4) signifie que N >> O(e'v?), or on a de

toute fagon implicitement supposé que N >> O(€?), sans quoi I'approximation de
I'optique géométrique est vide de sens. Cette condition (3.2.4) provient du lemme

suivant, lequel permet en outre de définir sans ambiguité la racine dans ’expression
de R_(in).

— —
Lemme 3.2.2 Soit k,n€R", ou|k| <1 est firé et

2
Vi

d(n)=—-1-— 2%k - n— en* + € s
. . . _> .
0 est négatif quelque soit n € R™ ssi k wvérifie :

4,2
€y

<1-|K]P=N
: — N.

H
Preuve. Notons A\ =1—| &k |* — ﬁ. 0 s’écrit en fonction de X de la fagon suivante :

§=—2F n— | = [E2=A=—(k +en)?— A
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Cela prouve que § = f(en) s’annule ssi A < 0, et que Max(d) = f(—?) ==\ <

Remarque 2 : La solution appartient a I'espace C*(R,; H*~*(R")), comme il
est logique puisque A s’exprime en fonction de la solution ¥ de ’équation de Klein-
Gordon qui appartient aux mémes espaces. Cependant, pour obtenir des estimations
indépendantes de ¢, il est nécessaire de se placer dans des espaces C*(R, ; H*~?%), qui

correspondent aux solutions de I’équation approchée (3.2.1), de type Schrodinger.

Remarque 3 : La condition de variation lente en temps du lemme 3.2.1 n’est
qu’un moyen d’exprimer le choix d'une condition qui puisse se prolonger en T" = 0 de
facon réguliére : ¢’est un probléme de couche limite et de régularité du prolongement

de la solution au bord T = 0.

Preuve. Le schéma de cette démonstration est également utilisé dans la partie
IT (chapitre 7.4.2).

1. Extension de ’équation a I’espace entier.

Supposons que A soit une solution du probléme (3.2.5)(3.2.6) du lemme 3.2.1,

et notons B son prolongement & R x R™ entier :
B(T7 y) - A(T7 y)]lTZO-

La fonction B est alors solution de I’équation suivante :

2i0rB + V- | (1-F*2) V,B| +iv B+
— —
2¢k - V,0rB — 0rpB+ e k - VB — €1,0rB = (3.2.8)
QiAin(ST:O + 26? . VAin(ST:O - 62 (aTA)T:()(ST:O - €2V1Am(5T:0 — €2Ain5,T:0,

et B vérifie de plus Supp(B) C Ry x R™.

2. Résolution par transformée de Fourier du probléme sur ’espace en-

tier.
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Comme B € §'(R x R"), il est légitime de considérer sa transformée de Fourier
globale sur R x R". Notant (w,n) € R x R” les variables de Fourier de (T, y),

la transformée de I’équation (3.2.8) s’écrit :

FralB)wn)
—2w — (‘77‘2 - ‘? ) 77|2) + vy + —26E> s nw + 2w’ + 2'61/1E> - — ie21/1w)

= F,(A"™)(n) (2i + 2k - n— v — iwe2) — EF,(0rAr=0)(n)  (3.2.9)

Notons P le polynéme du second degré en in et iw qui multiplie Fr,(B) :

_ 2 2 e -5_2_’_2- S
P=¢w —2w(l+ek 77+z21/1) Inl*+ | k -n|° +ivy +ievy k - n.

P = —€(iw — Ry.(in)) (iw — R_(in)),

avec

i — et
ie—z\/1+€2|7]|2+26k; -n—zyf. (3.2.10)

. e 2
i+iek -n—Sun
- 2

Ry

€

ﬁ
Par le lemme 3.2.2, la racine \/1 +en2+2e¢k -n— %1/12 est strictement po-

sitive, donc Re(R+) = —% < 0, ce qui entraine que iw — R4(in) # 0 pour

tout 7 € R™. On peut donc diviser les deux membres de ’équation par P, et
en simplifiant on obtient :

1 ay (1) a_(n)
fT,y(B)(wvrrI) = 4 Q(iw—R+(in)_iw—R—(i7]))7

ﬁ
2\/1+62|7]|2+26k n— S

(3.2.11)
ou les distributions a4 s’écrivent :
as(n) =i ReF,(A™)(n) — i Fy(OrAir=o) (n). (3.2.12)
On utilise alors le lemme 7.2.1 de la partie 7.2.2. En prenant § = R4, on a
Re(f) = —% < 0, et le lemme permet de conclure :
apeftT —q_ef-T

Fy(B(T,.)) = Lr>0F, (A(T,.)) = Lrso

2\/1 e+ 2k - S
(3.2.13)
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Si 'on n’impose pas d’autre condition sur la solution A que (3.2.5) (3.2.6), le

nombre de solutions est infini.

3. Régularité des solutions.

L’équation (3.2.13) permet d’écrire A sous la forme :
Fy(A(T, ) (n) = A (e 4 A_(n)e™=T vp e R", VT >0,

avec

As = i(fy(aTA'T:‘)) — s, y(Am)). (3.2.14)

R, — R_

D’une part, en tant que fonctions de 7, on a :

4
Ralin) = O(1+lal). et {1+ @+ 20K n— S22 = O(1-+ ).

donc :

Ay = 0,(1)F,(A™) +O( | |> Fy(OrAjr=o)-

D’autre part Re(R.) < 0, donc |ef+7] < 1. Ces deux conditions entrainent
que si A™ € H*(R") et Or(Ajr=o) € H**(R") alors %A € L>(R*, H**(R")),
car :
OEA = RﬁAJreR*T + RF A_eB-T
4. Caractérisation des solutions lentement variables en temps.

L’idée est simple : montrer que R, = O(E%) et que R_ = O.(1), et avec quelle
dépendance en 7. Cela implique que toute solution dont les dérivées a tout
ordre en temps sont bornées par rapport a ¢ (dans des espaces H' convenables)

sera égale & Ay. On a
A—Ap =A™ 4 (A — F (A™))eT.

Comme A, + A = F,(A™), on a A — Ap = A, (ef+T — eB-T) il suffit de

montrer que

17, (A

Hs—2 S 062 <| |AZ7’L|

e + |00 Ajr=ol

o)
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pour montrer (3.2.7).

Tout repose sur les estimations en fonction de € et n de R4, On utilise les deux

faits suivants : premiérement, on peut écrire

R

1++06 ’

fraction dont le dénominateur est minoré par 1+ +/\, indépendant de €, ce qui

1—vV-6=

permet une estimation de ce terme.
Deuxiémement, on peut écrire, en notant y = en et a > 0 quelconque :

en y
V= N+ (B )

Y

ﬁ
fonction qui est bornée sur R™ par une constante M (A, | k |) uniforme en e.
Montrons maintenant les estimations vérifiées par R4. Le terme C' désigne une
constante indépendante de €, qui peut dépendre de A, et n’est pas figée d'une

équation a l'autre.

(a) Tl existe C(A\) > 0 indépendant de € et 7 tel que |R_(in)| < C(1 + |n|?).

En effet, d’aprés I'expression (3.2.10), on réécrit R_ en faisant disparaitre
les termes en 1 — v/—9 :

- 2,2 - 3,2
, v i a2 itk -m — , €U
R_(in) = ——+——m=(—1"+ + 2k nteln*——21).
(in) = =5 1+\/—_5( =) (1+\/—_5)2( nten=—=)

Cette écriture de R_ est utilisée dans le schéma numérique de la partie
IIT (cf. 8.2.2).

Le terme en € (‘l’f\/k_'—g) est majoré par C|n|?, du fait que la fonction € a f\/i—é)

soit bornée indépendamment de € et 17. On peut écrire plus précisément :

1+ |nf?
R |<C(l4+ ———=
[R-| = 14++v—=06

(b) Il existe C'(A\) > 0 indépendant de € et n tel que

).

1+ |n]
€

. 21
Ryin) - 5] < C
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En effet, on peut écrire :

4,2

. - . 2 - €
R 2@+,k-n v z(e|77|+2k~77—Tl)
= — 1 —_ - .
T e € 2 € 14++v—-6
Le seul terme qui reste a évaluer pour obtenir 'encadrement de R, est
le terme 1ﬂi7/|2—7‘ Or, on peut encore l’écrire, avec y = en : 141?‘/2?5 =
‘—Z'H\}%m. D’aprés la deuxiéme remarque préliminaire, cela implique
> < pylnl
1+v/—-8 — €’

(c) 1l existe C'(A\) > 0 indépendant de € et 1 tel que
(AL ()] < C(|F(A™)(L+ [nf*) + |F (OrAir—o)l).

En effet, d’aprés 1'équation (3.2.14), on a :

A= ie* (]:y(&TAT:o\)/:_é R_fy(Ain))

2
Comme |R_| < C(1+ |n[?), on a I'inégalité voulue.

Cette derniére estimation nous donne immédiatement l'inégalité (3.2.7).

o

3.3 Reésultat d’approximation
Cette partie permet d’obtenir le résultat suivant.

Théoréme 3.3.1 Soit vy > 0 et K € R" un vecteur fizé, 0 < |?\ < 1, vérifiant la
condition (3.2.4), i.e. :

etv? —
— L 1 k%
e L

Soit A™ € H3(R™) et fi" € L*(R"). Soit U, la solution du probléeme (3.1.1) (3.1.4)

(3.1.5) avec f™ = ef{", qui s’écrit encore :

x—t

U(t,x) = Alet,x — t?)ei < + C.C.
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ot A est la solution du probléeme (3.1.3) (3.1.6) (3.1.7).
Soit A, la solution du probleme (3.2.1) (3.2.2) du théoréeme 3.2.1 et :

—
s k.x—t

U, = Aet,x — t?)eZ + C.C.
L’estimation suivante est vérifiée :
U — W] |pooryr2@wny) < ECLM 2wy + A 53 n)) (3.3.1)

Preuve. On montre les estimations recherchées & ’'aide des fonctions A et A,

et en deux étapes.

1. Estimation de la différence entre la solution A du probléme (3.1.3) (3.1.6)
(3.1.7) et la solution Ay, de (3.1.3) (3.1.6) sélectionnée par le lemme 3.2.1.

D’aprés l'estimation (4c) de la démonstration du lemme 3.2.1, du fait que

5TA\T:0 = flma on a:

A = Apl[r2 = [JAre™T — Ae™T| 2 < 620<||A2'"||H2 + Hff”lha) .

2. Estimation de la différence entre la solution A, du probléme approché (3.2.1)
(3.2.2) et la solution Az, du lemme 3.2.1. Dans cette estimation, seul A™ joue
un role, f n’intervient pas.

Soit B(T,n) = F, (AL — AT, .))(n). Cette fonction vérifie le probléme sui-

vant :
. 2 - 2 . A . in
(2i0r — (In]* = [k - nl*) + iv1) B = 2ie f (n) F, (A™)
B\T:O - 07
ou la fonction f est :
. g . 2 /. . .
2if(n) = —2ik -nR_(in) + eR=(in) —ivy k - n+ evyR_(in).
D’aprés lestimation (4a) de la démonstration du lemme 3.2.1, comme

1+ |nf?

|IR_| < C(1+ ),
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on a ]
R < Cle+ nP—Ny < (1 + [n]?),
[eRZ| < C(e+ |n] 1+\/—_6>_ (T+[n]”)
donc :
o<1+l
Or comme
BT, ) = 2€f(77)-7:y(1§n) 1_ 6—”2—1T—§<\17|2—|?~n\2))7
v+ il =k - nf?)
on a
|07 B||2gny < €C||A™||g@me” 27,
donc

||Bl|L2@n) < ECHIA™|| garny.-
Cela achéve la démonstration.

Remarque 1 : on aura A = A} ssi la condition suivante est vérifiée par f :

[ =eF! (R_ (in)fy(Am)), (3.3.2)
ce qui est encore équivalent & la condition initiale suivante pour Aen T =0 :
(8T — R_(V))A|T:0 =0, (3.3.3)

ou la racine d’opérateur est définie comme dans 'annexe 7.4.2 du chapitre 7.

Remarque 2 : A moins d'une condition de compatibilité entre f et A™, ex-
primée par la remarque 1 ci-dessus, l'analyse asymptotique aux ordres supérieurs
ne présente pas d’intérét : elle réduit de plus en plus I'écart entre Ap et A, mais la

distance entre A et Aj, restera.
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Chapitre 4

Rayons faiblement courbés dans

I’espace entier

Dans ce chapitre, I'indice de réfraction N varie lentement en x : on fait '’hypo-
these quil existe N régulier tel que

N(z) = N(ex).

Rappelons 'équation de Maxwell (2.1.1), ot v est remplacé par ev; :

e2(0y U — ATU) + N(ex)V + 21,0, = 0. (4.0.1)

4.1 Développement asymptotique

4.1.1 Optique géométrique

L’approximation de l'optique géométrique du paragraphe 2.2 se simplifie de la
facon suivante. D’abord, ¢ est remplacé par %qb(ex) dans l'expression de W, qui
devient donc :
jolen)/e—t

U(t,z) = A(t,x)e
L’ordre 0 en € de (4.0.1) devient :

IVo(y)|* =1— N(y),
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ainsi ¢ est encore solution de ’équation eikonale. Puis, I’équation (2.2.4) devient :
2i[0,A + Vo(ex) - VA] +ic(Ap(ex) +11)A = €(0pA — AA+ ey 0,A) . (4.1.1)
L’avantage d’avoir un rayon lentement variable en € est que A vérifie :
A+ Vo(ex) - VA=0 mod O(e). (4.1.2)

Soit alors Yr(y) le champ des vecteurs caractéristiques pour cette équation de trans-

port, i.e. les courbes solutions des équations :

Yr(y) = =Vo(Yr(y)). (4.1.3)
Yo(y) =y (4.1.4)

Rappelons encore que 'existence d’une solution univaluée ¢ réguliere de I’équation
n’a lieu en toute généralité que localement. Partout ol une solution ¢ existe, son
gradient est borné par la donnée au bord ou a l'infini qui le détermine. Ainsi les
caractéristiques Y existent-elles sur tout le domaine ou une telle solution ¢ est
définie. Autrement dit, la seule obstruction a ce que 'approximation de 'optique
géométrique soit globale est 'apparition de branches multiples pour la solution de
I’équation eikonale.

Comme les solutions de ’équation de transport (4.1.2) sont de la forme :
1
A(t,z) = A™(=Yu(ex)),

€
il est légitime de chercher A sous la forme :
1

A= A(et, - Yu(ex)).

€

L’obtention d’une équation approchée de ’équation exacte (4.1.1) satisfaite par 'am-
plitude A de 'onde peut se faire par deux méthodes, que nous développons dans
les paragraphes suivants : méthode de type Chapman-Enskog (cf. [12]) et méthode
inspirée du livre d’Alan Newell [45] p.32.
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4.1.2 Développement de type Chapman-Enskog (cf. [12])

La méthode de type Chapman-Enskog a été répandue au début des années 70
par J-L. Bona : voir par exemple I'article de Benjamin, Bona, Mahony |[5], ou encore,
plus récemment, celui de Bona, Chen, Saut [9] ot la méthode est appliquée sur des
systémes.

L’équation (4.1.1) peut se réécrire :
X .
A = ~(Vo(ex) - V)A = Se(Ag(ex) +11)A — %(aﬁA — AA + endA).

A partir de cette expression, on cherche & supprimer dans les termes correctifs de

I'équation (4.1.1) les dérivées en temps. On déduit de ’équation ci-dessus :

attA = —(qu(ex) . V)&tA — %E(Agﬁ(ﬂ’ﬁ) + Vl)atA — %E(&ttA — A&tA + eylﬁttA).

Développement au premier ordre

Pour avoir une approximation a O(€?) prés de I'équation (4.1.1), sans dérivée
temporelle dans le terme perturbatif, il suffit de calculer le terme (Vo(ex) - V)0, A

dans 'expression ci-dessus, ce qui conduit a :

O A = (v¢(ex)-V)2A+§v¢(ex)v [(Ag(ex) + yl)A]—i—z’%ng(ex)-V(@tt—A—i—eyl@t)A

—%(Agb(ex) F)0A — %(aﬂ A+ 10,0 A.
En regroupant les termes pour faire apparaitre le groupement 9,A — Vo(ex) - VA,

il vient (cf. formulaire 9.0.1) :

@tA == V . (V¢(€I)®2VA>

—e(Vo(ex)-VA)Ap(ex) <A¢(ex) +u1+i(0 — A+ery 8t)) (0, A—Vg(ex)-VA)

€
2
€2

2

Remplagons dans 1’équation (4.1.1) le terme Oy par cette expression. Il vient, de

<(V¢(ex) - VA¢(ex))A + 2iVp(ex) : V2A +ieV A - VAqb(ex)). (4.1.5)

facon exacte :

2i[0,A + Vo (ex) - VA] +ie(Ad(ex) + 11)A = —eV - [(I — (Vo(ex)®?))VA]
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2

—2(V(er)- VA Ad(ex) — %

(Agzﬁ(em) +v+i(0n — A+ eulat)) (0, A—V(ex)-VA)

63

) ((ng(ea?) -VA@(ex))A + 2iV*2p(ex) : VF2A +icVA - VAqb(ex)) + €110, A.

Cela entraine I’équation approchée a 'ordre 1 suivante :

2i[0;Ac+Vo(ex)- VA +eV- (I —Vo(ex)**)VA) +ie(Ag(ex)+v1)Ac = 0. (4.1.6)

Développement a I’ordre deux

Pour exprimer I’équation a l'ordre suivant, revenons a l’équation (4.1.5) pour
supprimer les dérivées en temps dans les termes en O(¢€). Pour éviter une écriture
trop longue, qui n’est utile que si 'on souhaite développer aux ordres supérieurs, il

suffit de remarquer que :
OuA = (Vo(ex) - V)2A+0(e) = V - (Vo(ex)®*V A) + O(e),
ce qui nous conduit a :

OpA =V - (Vo(ex)®?*VA) — e(Vp(ex) - VA)Ad(ex)

€

5 (Aqb(ex) + v +i(V - (Vp(ex)**VA) — A)) (—=2V¢(ex) - VA) + O(e?). (4.1.7)

Cela entraine I’équation approchée a l'ordre 2 suivante :

2i[0,Ae2 + V(ex) - VA2] + €V - [(I = (Vo(ex))¥?)VAz] + ie(Ad(ex) + 1) A =
—ie?Vo(ex) - V {v (- (v¢(ex))®2)v,4€2]] . (4.1.8)

4.1.3 Développement asymptotique inspiré d’A. Newell

Cette méthode s’inspire de [45] p.32. On écrit le développement asymptotique

de A sous la forme :

Alt,z) = Ao(t,x) + €Ay (t, ) + EAs(t, ) + ...
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Commencons par dériver la condition initiale :
Ao = A ().
Cela entraine :
Aoji—o = A", Appo=0 VEk>1.
L’équation (4.1.1) devient, en notant A_; = A_5=10:
> € [2i(0 + Vo(ex) - V) Ap + i(Ad(ex) + 11) Apa] =
n>0
D (00 — A) Ay + 110, A, (4.1.9)
n>0
Développement a 1’ordre 0
La fonction Aq est solution du probléme de transport :
2i(9, + Ve (ex) - V)Ag = 0, (4.1.10)
Apjpeog = A™ (4.1.11)
Cela entraine : .
Ao(t,z) = A™(=Y(ex)), (4.1.12)
€
ou Y représente les courbes caractéristiques d’équations (4.1.3)(4.1.4).
Développement a ’ordre 1
La fonction A; est solution d’un probléme de transport avec second membre :
2i[0: A1 + Vo(ex) - VAL + i(Ap(ex) + 1) Ag = (O — A) Ap. (4.1.13)
A1|t:0 - 0 (4114)

Exprimons le terme de perturbation = €(0y Ay — AAy) en fonction des dérivées en

espace de Ay, grace a I’équation de transport qu’elle satisfait :

(9tA0 = —ngﬁ(em) . VA(),
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donc (cf. formulaire en annexe 9.0.1) :
Ao = V(ex)-V(Vo(ex)-VAg) = V-[(Vh(ex)**) VA —€(V(ex) -V Ag) Ad(ex).

Cela entraine que la fonction A, = Ag + €A; vérifie 'équation (4.1.6) a un O(€?)
prés. En continuant la méme méthode a l'ordre 2, on obtient 1’équation (4.1.8).

Il peut étre intéressant (pour une autre fagcon de démontrer le théoréme d’ap-
proximation 4.3.5) de donner I'écriture exacte de A; en fonction de A™. En effet,

I'équation (4.1.13) et le résultat ci-dessus nous conduisent & :
0A1 + Vo(ex) - VA = f(t,x),
avec
Ft.) = ~5(Ao(ca) ) Aot (T-[1-To(ea) ] T o ) = Ad{ea) (Vo(eo) VAo

Donc, comme Aj;—g = 0 :

Notant
Vo (Ya(ex)) = Vo(et, ex), Ap(Yy(ex)) = Ap(et, ex),

on a :

A, = /_ <A¢(€t7 cx) + _zv. [I-(V(et, ex)®2]v+%A¢(et, ex)(Vo(et, ex)-V))

2 2

1
A”L(EYE(t_,_S)(Ex))dS. (4.1.15)

N.B. : ainsi, tous les termes en V¢(ex) ou A¢(ex) sont pris non pas en ex mais au

point Y, (ex). Par la suite, afin d’éviter toute confusion, on note

Vo (Ye(ex)) = Vo(et, ex).
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4.2 Ecriture dans la géométrie des rayons

Les deux méthodes asymptotiques ci-dessus ont conduit aux approximations sui-

vantes de I’équation exacte (4.1.1).

1. Alordre 1 en €:

2i[0,Ac + Vo(ex) - VA +eV - [(I — Vo(ex)®?) VA] +ie(Ad(ex) +v1) Ac = 0.
(4.2.1)

2. A lordre 2 en € :

2i[0, A+ V(ex) VA +eV-[ (T = (Vo(er) ™) VAa| +ie(Ad(er)+1) Az =

—ie®V(ex) - V {v . [(1 . (V¢(ex))®2) VAGQH . (4.2.2)
Soit alors g. la métrique définie par
1
ge(z) - (€,§) = \5\2+m|§v¢(6@\2; (4.2.3)

on notera A% le laplacien qui lui est associé par la formule usuelle de la géométrie

riemannienne (cf. [44] p. 254 et annexe 9.0.2). Plus précisément,

A% f(z) = \/N{ex)V- ﬁ([-(w(m))@) vr|

Ainsi, I’équation (4.2.1) vérifiée par A, devient
2i[0,Ac + Vo(ex) - VA +ie(Ag(ex) + 1) Ac + AT A =0, (4.2.4)

toujours & €2 prés. Injectant dans cette derniére équation la forme suivante de I’am-
plitude :
1
A= Ae(et, —Yet(ex)),
€

on aboutit finalement a

2000 AT, y) +i[(A¢) o Yor + ] (ey) AT, y) + (AF"TA)(T,y) = 0 mod O(e),
(4.2.5)
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ou la métrique g. o Y_r est 'image directe par le difféomorphisme x +— %YT(ex) de
la métrique g, de (4.2.3). Bien sir, cette équation est vérifiée seulement a € pres.
Cette équation est 'exact analogue dans le cas de rayons faiblement courbés de
I’équation de Schrédinger dans le repére du front d’onde qui a été établie dans le
paragraphe 3.1, pour le cas de rayons droits. Elle décrit les effets diffractifs le long
de rayons faiblement courbés.
On notera que 'utilisation de 'opérateur A% dans (4.2.4) est un peu arbitraire,

car les équations (4.2.1) et (4.2.4) ne différent que par un terme d’ordre €2, & savoir
EL(VInN)(ex)(I — Vo(ex)®*)VAL(L, x) .

L’écriture (4.2.4) présente toutefois 'avantage que le changement de variables par
le difféeomorphisme = — %YT(ex) sur I'opérateur du second ordre A% s’y interpréte
de facon trés simple, puisqu’elle se résume a 'action de ce difféomorphisme sur la
métrique g., opération qui ne fait intervenir que des éléments différentiels d’ordre 1.
En revanche, la résolution théorique de (4.2.1) est plus aisée, car le laplacien A9<°Y-7

est non autonome.

4.3 Etude du probléme approché

4.3.1 Résultats d’existence et unicité

Comme on applique le théoréeme de Hille-Yosida, rappelons tout d’abord une

démonstration du théoréme suivant (résolution de 1’équation elliptique associée).

Théoréme 4.3.1 Soit AS lopérateur défini sur H*(R") par :
AS = V(er) -V + %(Aqb(ex) ) — ZEV (I = Ve(ex)®)V],  (43.1)
ot vy >0, ¢ € C°(R™) solution réguliere de I’équation eikonale stationnaire :
Vo()l? =1- N(y),
avec N > Ny > 0 une fonction réguliére de R™. On pose
1— Ny

A=2 .
No
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Soit f € L*(R™). Il existe une unique solution u € H*(R™) telle que
A
ASu+i—u=f sur R" (4.3.2)
€
De plus, si f € H™(R™) alors u € H™"2(R"™) vérifie 'inégalité suivante :

m m 1
e[ D™ 2u | 2 gey +|| D +1uHL2(Rn)+E||U||Hm(R") < C(llg(ex)llemraggnys No) 1 f 1 rm(gen)-
(4.3.3)
La notation D™u désigne ici le vecteur dont les composantes sont les dérivées par-

tielles d’ordre m de wu.

Preuve.
La démonstration s’appuie sur une démonstration classique de régularité (cf. par
exemple [11]), mais il est nécessaire de prendre garde au coefficient € pour obtenir

I'estimation voulue.

1. Existence et unicité d’une solution faible dans H*(R").

Soit a la forme sesquilinéaire associée a lopérateur —iAS + 2 :
€

a)(u,u) =

' A
—;/Ww@»vmu—ao+§/umﬁ—wmmva%4mmP+/zmﬁ
R™ R™ R™

L’équation (4.3.2) se réécrit de fagon variationnelle dans H'(R") :
Voe HY(RY), ax(u,v)= —z'/f v
[Rn

L’opérateur ay est coercif et vérifie :

ol  Noe

C(elVuP +"5) > Re(ar(u,u)) > 4 — Moz

1
Vul? + ———
Vel + =

Cela permet d’appliquer le théoréme de Lax-Milgram dans H'(R™), et d’obte-

nir I'inégalité suivante pour la solution u € H'(R") :

1
~lullzz + [[Vullz2 < C(No)[ fll 2.

On a donc obtenu l'existence et I'unicité dans H*(R") ainsi qu'une partie de

l'inégalité (4.3.3) pour m = 0.
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2. Régularité de la solution faible : u € H?*(R").

Dérivant 1’équation dans une direction 0,, quelconque (pour étre tout a fait ri-
goureux, il faudrait appliquer la technique des quotients différentiels puisqu’on
ne sait pas encore que u € H?(R")...), on a pour v = 9, u, en se rappelant le
fait que ¢ = ¢(ex) :
ASv + Zév =
€2 €2

Op. f — €V(0y,0(ex)) - Vu — iA(ﬁyiqﬁ(em))u — iEV . [(8%(ng§(em)®2))V]u.
Multipliant par v et prenant la partie imaginaire, cela entraine, grace a ’esti-
mation sur ay :
1— Ny

eNy

No
- clIVolli: + 10l172 < [1f1]22/IV 0]l 2+

+eC(9) (HVUHL?HUHLQ + el |ull 2] |v]|2 + €HVUI|L2||W||L2.)
En appliquant I'inégalité vérifiée par u, cela entraine :
el[Vull> + [[oll2 < C(O)| f1] 2

On a donc obtenu I'inégalité (4.3.3) pour m = 0. Ceci connu, si f € H(R"),
on peut majorer difféeremment la partie imaginaire de 1’équation satisfaite par
v, et écrire :

1
I Vollzz + llollze < 1 fllallollz+

+eC(9) (HVUIlmHvllm +elfull 2] |v]] 22 + EHVUIIL2IIWIIL2-)

En appliquant I'inégalité vérifiée par u, cela entraine :
e[| VollZz + [[v]172 < eC(O)|fllan([[v]]z2 + €[ Vo] 2),

et donc
el[Vollze + |[v]|r2 < €C(D)]| f]]mn,

ce qui implique

IVullL2 < eC(O)||f] -
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C’est une partie de 'inégalité (4.3.3) pour m = 1.

3. Régularité dans H™*2 pour f € H™(R").
On procéde ensuite par récurrence sur m > 1, en prenant comme hypothése

de récurrence :
(a) l'inégalité (4.3.3) est vérifice a I'ordre m — 1,

(b) l'inégalité suivante est vérifiée a l'ordre m :
1
ol <€)l

Il est immeédiat que toutes les dérivées d’ordre m—+1 de u vérifient une équation

du type :
A m+2 .
ASO ) 4+ iZ (0 ) = 00D f 4 €Y~ Cil(ex)) (D).
€
i=0

En multipliant par 9"*Yu et en prenant la partie imaginaire, cela entraine,

avec v = 9ty -
1— Ny

Ny
ZEHVUH%Q + W

Jvl[72 <
Il 1922+ <C@ i 1ol + ] )
L’inégalité (4.3.3), supposée vérifiée a I'ordre m — 1, implique en particulier :
e|[u]| gm+r < C(O)||f]| grm—1,
et I'inégalité devient pour v = 9+,
2Vl + o1 < «Cl|lrm 1190l + ol ).
Cela implique :

el[D™ 2 ul| g2 + [0 ul |2 < C(O)| ],
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et avec 'hypothése de récurrence cela prouve (4.3.3) a l'ordre m. De plus, si
f € H™(R"), on peut interpréter differemment I’équation satisfaite par v,

c’est-a-dire :
1
(—:\\V@<m+1)u||%2+E||5(m+1)u||%2 < OO e (1107 V]| 2 4-€[VOT™ D[ 2),
ce qui entraine en particulier
1
Zlllzagny < CO| Sl

ce qui implique 'inégalité (3b) a 'ordre m + 1. Cela achéve la démonstration.

Démontrons maintenant un théoréme d’existence et d’unicité pour 1’équation

d’advection-Schrédinger.

Théoréme 4.3.2 Soient A™ € H*(R"), N, v; € C2(R*,R,), N = N(ex) > Ny > 0
pour tout x € R™ et ¢ € Cg°(R™) solution réquliére de I’équation eikonale stationnaire.
On note 1° = Inf(vy) > 0.

Il existe une unique solution A, € C*(Ry; L*(R")) N C(Ry; H2(R™)) au probleme

suvant :
2i[0,Ac + Vo (ex) - VA +ie(Ag(ex) + 11) At

eV - [(I = V¢®*(ex))VA] =0, (4.3.4)
Aci—o = A™ dansR™. (4.3.5)

De plus, A, vérifie les inégalités suivantes :

. e
1. ||Ae(t>)HL2([R”)) < ||A2nHL2([R”)€_ 2 t’
2. €||D2A(t, )| r2wn) + €||VA(E, )| p2wn) + || Ac(t, || L2wn)
EVO . . .
S 6_TtC(V1, qb) (62||D2Am||L2([Rn) + +€||VAmHL2([Rn) + ||AmHL2([R”)) .

Preuve.
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1. Démontrons tout d’abord I’estimation d’énergie 1. Multipliant I’équation (4.3.4)

par A, et prenant la partie imaginaire, il vient :
&\AE\2+V¢-V|Ae\2+6(A¢(ex)+y1)|A6|2+Re(Q%/L(AAG—V-(ng@QVAG))) = 0.

Or, on a les égalités suivantes :

V- (|ALV6(er) = Vo - VIAL + eAp(ea)| A2
AAA, =V [AVA] - VAL

et

ANV - (V§®VA,) =V - [Vg®2AVA,] — |[VA. - Vo[

Ces deux derniéres inégalités impliquent :

Re <2%,A6 (AA—V - (ng@zVAe))) =TIm (EAE (AA, — V- (V¢®2VAE)))

= (v [AVA] = V- [Vo*?AVA,] )
On en déduit, en intégrant sur tout I'espace :

/ / KA + V- (|ALPV(ex)) + 1] Ad*+
|Rn

(—:<V [AVA] -V [V¢®2AEVAE]) =0.
En appliquant la formule de Green :
d
%HAEH%Q([RW) + €V1HAE||%Q([R”) =0,

ce qui prouve l'inégalité recherchée, et 1'unicité d’une solution.

2. Notons AS l'opérateur défini sur D(AS) = H*(R") C H = L*(R") par (4.3.1) :
AS=V¢ -V + %(Agb(ex) ) — igv U = Vo(er)®2)V].

L’équation (4.3.4) peut se réécrire £ A, + ASA. = 0. Pour montrer que AS
est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe, on applique le théoréme de
Hille-Phillips a 'opérateur AS —H%, avec A > 0 choisi comme dans le théoréme
4.3.1.
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(a) AS +i2 est monotone : soit u € H?(R"), on a
€ 2
Re((ASu,u)) = QH\/VTUHB(W) >0

(b) AS + z% est maximal monotone : pour cela, il suffit de montrer que
I+ AS +i2 est surjectif de H*(R") dans L?(R"). Soit f € L?*(R"). On
cherche donc a résoudre 1’équation fortement elliptique suivante :

—iV¢-Vu—i§(A¢(ex)+V1+1)u— gv [(I—w(ex)@?)v}w%u — —if.

11 suffit d’appliquer le théoréme 4.3.1. La norme définie sur D(AS+i2) =
H?(R") par ||(AS+i2)u||r2(rn) est donc équivalente a la norme usuelle de

H?; cela est utile pour la démonstration de la régularité (voir plus loin).
3. Le théoreme de Hille-Phillips dit alors que le probléme

d—u+(AS+i%)u:0

di |
u|t:0 — Ain

admet une unique solution u € C*(R; L2(R")) N C(Ry; H*(R™)). De plus, u

vérifie |[u(t)||zz < ||A™||r2 ainsi que I'inégalité suivante :

du A A i _a®
1% 0l = 11CAS + (022 < 1I(AS +i2) A ey 5, (430

ce qui, avec l'inégalité (4.3.3) du théoréme 4.3.1 prise en m = 0, implique
Pinégalité 2 du théoreme. 11 suffit alors d’écrire A.(t) = u(t)e'".

o

4.3.2 Reégularité

Théoréme 4.3.3 Sous les hypothéses du théoréme 4.3.2, on suppose de plus que
A™ e H*™(R™) pour un m € N, ¢, N et v; € C°(R"). On note toujours N(ex) >
Ny >0 etv, >1°>0.
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Alors la solution A. du probleme (4.3.4) (4.8.5) est dans C™ 7 (Ry; H¥) pour

tout 0 < j < m et vérifie les inégalités :

2m

> EFIDRA |2 (t) < e
k=0
et pour 3 < m :
2m—2j '
é Y FIDFH A1) <
k=0

Preuve.

2m

La régularité de A. découle du fait que

EVO .
TIC Y [ DFA™ |, (4.3.7)
k=0
o 2m .
e 2 tC’ZekHDkAmHLz. (4.3.8)
k=0
A

H*" = D((AS + i;)m).

(cf. [11])
On démontre les inégalités recherchées

probléme

du

U‘t:

avec A > 0 comme dans le théoréme 4.3.1.

vérifiées par u elles le sont également par A,

A
pri (ASH;)u =0,

non pas pour A, mais pour u solution du

(4.3.9)

o= A™, (4.3.10)
Il est immédiat que si les inégalités sont

A
= ue'et.

La démonstration se fait par récurrence sur m.

1. m = 1 : cela correspond au théoréme 4.3.2. La relation (4.3.6) montre que
€]/0 . . .
15 Ol z2wey < €72 1C(@) (LIA™] |2 + [[VA™||L2 + €] [VA™| 2.

2. Ordre m > 2 : on fait I'hypotheése de récurrence que le théoréme et les inégalités

sont vérifiées pour tout £ € N, avec 1 <k <m — 1.

Comme A™ € H*™(R") C H?"2(R"), il existe une unique solution u €

C™ YR, ; H¥) pour tout 0 < j <

m — 1 du probléme (4.3.9) (4.3.10). Soit
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v="4=%¢c CmI72(Ry; H¥(R™)). En dérivant équation (4.3.9), il apparait que

v est solution du probléme :

dv A
prin (AS + ’LE)U =0, (4.3.11)
V=0 = —(AS + Z%)(Am) dans R". (4.3.12)

Comme (AS +i2)(A™) € H*™%(R"), par hypothése de récurrence
veC™ IR HY) V0O<j<m—1,

donc u € C™ (R, ; H?) pour tout 1 < j < m, et on a les inégalités suivantes

pour 5 > 1:
2m—2j o 2m—2 A
I D0 ul|2(t) < e 2O Y F|IDMAS +i5) AT 2.
€ ; || D0 ul|r2(t) < e ;6 [[DP(AS + 1) A™ |12

On voit immédiatement que le second membre est inférieur ou égal a :

< (e e;otl %1: EkHDkAmHLQ
— E .

k=0

Cela nous donne la relation 4.3.8 pour j > 1. D’autre part, on a déja par

hypothése de récurrence :

2m—2 2m—2

EVO .
Z || DFul|2(t) < e” T 'C Z * || DFA™| 2.
k=0 k=0
Il ne reste donc plus qu’a estimer €2~ 1|D?™ 1|2 + €™ || D*™u|| 2. Utilisons

I'inégalité (4.3.3) avec f = ASu + Z%u = —du € H™ 2(R"), on a :
(e |Dul |2 + 1D | r2) < €™M Opul | gram2,

et la relation 4.3.8 pour 7 =1:

2m—2 af 2m

— g
3" Dol (t) < S——C' S || DFA™| 2
k=0 € k=0
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nous donne l'estimation (4.3.7), qui est aussi égale a I'estimation (4.3.8) pour
7=0.$

Pour l'estimation d’énergie, nous aurons besoin d'une estimation en O.(1) de
|| Ae|| zr4mny : le théoréme précédent de régularité ne peut donc étre utilisé. Sous des

hypothéses plus contraignantes en temps, on montre le résultat suivant.

Théoréme 4.3.4 Sous les hypothéses du théoréeme 4.5.3, avec A™ € H*™(R"), la
solution A du systeme (4.3.4) (4.3.5) vérifie U'inégalité suivante :

e in m n

ou le crochet [l] désigne la partie entiére d’un nombre réel.
Preuve. L’estimation d’énergie du théoréme 4.3.2 a déja montré que :

_euot

Al ooy 2@my) < A r2@nye™ 27,

qui est 'inégalité recherchée pour m = 0.
Soit B = 0,,A. une dérivée partielle de A, dans une direction quelconque. La
dérivée dans la direction z; du probléme (4.3.4) (4.3.5) montre que B est solution

du probléme suivant :

2
0B + ASB = —eC(ex) - VA, — EC'(ex)A. — i%C’”(ex)V2Ae (4.3.13)
Bji—o = 0, A™ dans R". (4.3.14)

les terme C, C’, C"(ex) représentent des dérivées de V. Multipliant par B, inté-

grant et prenant la partie imaginaire comme précédemment :
A/l BIIz: + e[| Bl|72 < C(¢) (eHAeHHluRn) + 62||AEHH2<RH>) 1B 2(&n)-

On utilise alors le résultat de régularité (4.3.7) pour m = 1, qui implique :

EVO N
O/l|B|L2 + e’||Bl[1> < e = CONA™ |2z | Bl 2w -

Donc
EVO € t

20,(|| Bll2e™=) < C(&)1A™ || sr2.
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On integre de 0 a ¢ :

0

1B()]]zze 2

€

=110, A |2 < C(ANA™ | r2wm .

Finalement, en sommant dans toutes les directions :

0
Ve

VA2 (1) < (||VA""||L2 + CB)|A™ | gen) t) e

Par récurrence sur m, il est immédiat qu’une dérivée d’ordre m de A, vérifie un

probléme du type :

(0™ A) + ASO™ A, = eCex) D™ A, + €2C"(ex) D™ A, + € Z Cr(ex) D A,
k=0

0™ Ajmg = O™ A™ dans R™.
En multipliant par 9™ A, et en prenant la partie réelle :
810 A% + a0 A2 < C(4) (eHAEIIHm " emAEHHmH) 100 A2

Donc comme pour B, et en sommant dans toutes les directions :
t
L0, . _ 0
| D™ A||[() 2 < e‘Tt(||DmAmHL2+C(¢)/dse 2 (e||AE\\Hm(s)+62\\AE||Hm+1(s)).

0

On a donc les deux inégalités suivantes, valables a tout ordre m.

1.

t
06

”ﬂ(HAZ‘”HHm +0(6) [ dse ¥ (Al + Al Ad ).

0

AL(#) pm < €™

2. D’aprés l'inégalité (4.3.7) :

0
v_oey

A (B < ClA™]| ymgrie™

A partir de ces deux inégalités, si A™ € H?™, on montre par récurrence sur k que :

k
uoe : .
Vm >k, Ve Ry, MA@ < e TS AT g,
i=0

Pour k& = m, cela induit le résultat recherché. $
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4.3.3 Reésultat d’approximation

Théoréme 4.3.5 Soit N réguliere telle que 0 < Ny < N(ex) pour tout = € R et
o(ex) solution réguliere univaluée de l’équation eikonale (2.2.3). Soit fi* € H'(R"),
A" e H8R"). Soit ¥ € L*(Ry; H3(R™)) Uunique solution du probleme (2.1.1)
(2.3.1) (2.3.2) avec f™ = efi". Soit V. définie par :

U, = A, (t,x))ei% + C.C,

ot Ac € L®(Ry; H¥(R™)) est Uunique solution du probléme (4.3.4) (4.5.5) du théo-
reme 4.3.2. Pour T > 0 fixé, l'inégalité suivante est vérifie, indépendamment de

124

|0 — W] +el|0, (T -], +el[V(T -0 |

Lo (0,7:L2(R)) ~(0,;2(Rm)) e (0,1L2(Rm)) =

C(N, ¢) (3Hf{'"||L2([Rn) + & Max(1, T5)||Ai”HH8([Rn)). (4.3.15)

Preuve. On utilise 'estimation d’énergie (2.1.7) du théoréme 2.1.3 : il ne reste
plus qu'a évaluer R, = 0,(¥ — W)= et S pour ¥, = ¥ — ¥,. Notons que
d’aprés la proposition 2.3.1 on peut écrire ¥ = A(t,x)eid)(ez)e/é_t + C.C. avec A €
L>(R4; H*(R™)) I'unique solution du systéme (2.2.4) (2.3.3) (2.3.4).

1. Estimation de R,

La condition initiale s’écrit :

0¥ = (" — (Voler) - ¥ + A" *F 1 C.0

D’aprés sa définition, 0; W, s’exprime en fonction de A, :

OiVejimo = (0 A — 3Am) ¢°F 4O
€

A Daide de P’équation (4.3.4), on peut exprimer 9, A.;—o en fonction de A™, et
finalement :
é(cx)

R. = e< 4 %(A(b(ex) + 1) A" — %v (I - v(p(ex)@?)vmn])ei 2 +C.C.

Donc HR6||L2(R”) S €||f12n||L2([Rn) —+ EClHAmHHQ([Rn)
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2. Calcul de S,

€S, =
. p(ex)/e—t

e{2i(8t+V(b(ex)~V)A6+ie(A(b(ex)+V1)A6—e(8tt—A+6V18t)A6}e’e +C.C.

Comme A, vérifie 'équation (4.3.4), cela entraine :
S, = —eV - [(I —V¢®*(ex))VA] — (0 — A+ Eylat)Ae}eiM + C.C.
Estimons ce terme. La dérivée de 'équation (4.3.4) permet d’écrire :
OuAe =V - [Vo(ex)®*VA] + eP(V) A,

ou P est un polynome différentiel d’ordre 4, dont les coefficients s’expriment
a 'aide de Vo(ex).
Cela entraine :

[Sel = €*[P4(V) Ac.|

L’inégalité d’énergie du théoréeme 4.3.4 pour m = 4 permet de conclure.



Chapitre 5

Cas quasi-statique :

Advection-Schrodinger spatial

5.1 Introduction

Comme dans le chapitre 4, on suppose que l'indice de réfraction adimensionné

N varie lentement en z : N = N(ex). On remplace ¢(z) par To(ex), ou [Vo(y)|? =

1 — N(y), et on écrit ¥ = Vo(ex).

On cherche a imposer une condition initiale qui entraine que la solution de I’équa-
tion d’advection-Schrodinger (2.2.4) varie lentement en temps. Or, si a contrario on
part du résultat recherché en supposant que ’amplitude A de ’onde ne dépend pas

du temps : 'équation (2.2.4) vérifiée par 'amplitude se réduirait a
2ik - VA+ eAA+ie(vy + Ayydlex)) A =0, (5.1.1)

H
et on voit qu’alors on aurait k-VA = O(e). Dans la géométrie des rayons, I’équation

précédente peut se simplifier sous la forme :
2k - VA+eALA+ie(n + Aydler))A=0 mod O(e),

ou A, désigne le laplacien dans I'hyperplan orthogonal & la direction des rayons.
Ce chapitre montre comment on peut se rapprocher d’une équation de ce type, sans

renoncer a la variation temporelle (indispensable quand on étudie le probléme sur
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I'espace entier), et & quelle condition ce peut étre une estimation convenable pour
le probléme initial. On impose donc dans tout ce chapitre 'hypothése suivante sur
\I/i” — Amez‘ﬂeeﬁ .

- in
H k VA ||H2([R'n) == O(E) (5.1.2)

Nous verrons que cette propriété entraine que pour tout temps on a
—)
[ - VA 2@ (t) = O(e).

Cela permet de simplifier 'opérateur du second ordre intervenant dans (4.3.4) et
d’avoir une approximation sur des temps plus longs que dans les chapitres précé-
dents. De plus, cela entraine 0, A = O(¢). Remplagons donc I'enveloppe A précédente

(parties 3 et 4) par une enveloppe variant lentement en temps, qui s’écrit A(t, z) =

A(et, z). Cela conduit a I’équation suivante, qui remplace 'équation (2.2.4) :
% |edpA+ & -VA+ %(Aqb)(ex)fi +ien A = e(Erp A — AA + Ev 00 A). (5.1.3)
Ecrivons A = flo + efll + ... Les équations suivantes sont vérifiées :
— ~
2ik -VAy =0,
~ — ~ ~ ~
21 0TA0 + k - VAl} + Z(A¢(E.CE) + I/l)AO = _AAO.

L’équation satisfaite par Ay permet de remplacer A4, par A | Ay, c’est-a-dire :

T
(I -=-)V
| k|2

A =V-

. - -
Remarque : Comme k -V Ay = 0, la différence entre A | A, et A% A, (opérateur
introduit au chapitre précédent) sera seulement un O(e).
Notant A, = Ay + efll, cela conduit a I’équation suivante satisfaite par fle a un

O(€) pres :
~ — ~ ~ ~
2 [e&TAE Tk -VAE] 4 AL A+ ie(Ad(ex) + 1) A, = 0. (5.1.4)

Les parties suivantes montrent sous quelles conditions initiales cette équation peut

effectivement étre une bonne approximation de ’équation de Klein-Gordon.
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5.2 Rayons droits sur tout ’espace

On suppose dans cette partie que N est constant. On se référe aux résul-

tats généraux obtenus dans le chapitre 3 mais nous cherchons une solution lentement

variable en temps, qui s’écrira donc A(t, x) = A(et, x).Cela conduit a I’équation sui-

vante, qui remplace 1'équation (3.1.2) :
2 [eaTA K - VA| = e(0rrA — AA — i A+ Ev0rA). (5.2.1)
Les conditions en 7" = 0 deviennent :
~ . ~ — ~ .
Ap—og = A", €OrA+ k -VA=["

Ce n’est jusqu’ici qu'une réécriture équivalente du probléme de Klein-Gordon (3.1.3)
(3.1.6) (3.1.7). L’équation (5.1.4) satisfaite par A, devient :

% [edr A + & - VA.| + eAL A + ie A, = 0. (5.2.2)
Notation : pour un vecteur y € K", on note y,, = |—%|—y2? ety =y—yyy.

5.2.1 Existence et unicité

On note p(§) la transformée de Fourier en z d’'une distribution tempérée p.

Théoréme 5.2.1 Soit e > 0, % € R un vecteur fixé de R™, \?| <1, etvy >0 tels

que la condition (3.2.4) soit vérifiée :

4,2
7

<1-|%P?
: .

Soit A™ € H*(R™).
Il existe un unique A, € L°°(|R+; HS([R")) solution du probléeme suivant :
~ — ~ ~ ~
2 [EBTAG + & ~VAE] AL A, i A =0, (5.2.3)
Agr=o = A™. (5.2.4)
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De plus, A, s’exprime de facon exacte en fonction de la transformée de Fourier en
z de A™, que l'on note A™(€) :

AT, x) =F,* (A%—%T—%(la%%w)

Preuve. En transformée de Fourier en z, ’équation vérifiée par A, s’écrit :

[FEY:

OrFo(Ad) = (- 9 9 ie

VFo(AL).

Cela entraine immédiatement le résultat recherché. <

5.2.2 Résultat d’approximation

Le théoréme suivant montre dans quel cas cette équation est une bonne approxi-
mation du probléme initial.

Soient € > 0, % € R* un vecteur fixé de R™, |?\ < 1, et v; > 0. La densité
adimensionnée N est supposée constante. On suppose également que la condition

(3.2.4) est vérifice :

4.2
A:l—\?|2—%>o.

Théoréme 5.2.2 Supposons que A™ € H3(R™) vérifie ’hypotheése (5.1.2) :
7 in
H k VA ||H1([R'n) :O(E).

Soit A, € L>(Ry; H3(R™)) lunique solution du probleme associé (5.2.3) (5.2.4).
Soit U la solution du probleme originel de Klein-Gordon (3.1.1) (3.1.4) (3.1.5)
avec f™ =efi", fir € L*(R").
- F ot

L’estimation suivante est vérifiée, pour V. = A.(et,z)e'" < + C.C:

N ‘

. . k . Azn )
||\If—\De||L2(t)g630t<||ffnup+HAmHH3+ 1€ VE) [l )
Remarque :

La solution W s’écrit aussi de la facon suivante :

—
- kex—t

U = A(et,z)e’ < +C.C,
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ol A est solution du probléme :
21 eanI + ? : VA] = 6(628TTA — AA — ’iVlA + 621/18TA),
A|T:0 = Ain?
~ — ~ .
EaTA+ k VA:E {n
Preuve. Cette preuve étant batie sur le méme schéma que la preuve du théoréme
3.3.1, elle sera décrite plus briévement.

1. Ecriture exacte de A
Par transformée de Fourier, on montre que la solution du probléme exact A
s’écrit :

FolA(T, ))(€&) = Ape+©@T 4 A_e-OT

4

. . 2 —
avec ry = ﬁ—%iﬁ\/l— 2+ 2k - £+ €2[£]2. En notant

— .
kA

€

n

1 in

aTA\T:O =9 =
on a : .
~in mn

A, 89" - reA
4+ — .

7"+ —Tr_
eiy2

4

démonstration 3.2.1 concernant 0.

ﬁ
Nous notons § = —1 + 1 —2e k - £ — €%[£]?, et utilisons les estimations de la

2. Estimation de ¥ — W, ou ¥ est une fonction intermédiaire.
D’aprés 'expression ci-dessus, on a :
P A (—2m 4 (1 —/=9))
* 2iv/—6 '
Comme v/—4¢ > v/, en notant que

— 64112
—2k -£— e+ U
1++/=0 ’

1—+v—-6=
il vient :

~ A~ A~ . — A~ .
A <com <e2\ff”| (14 [¢2)A" + € F -sAm\).
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Comme A, +A_ = A™ on ala méme estimation pour |A_ — A™|. Finalement :

— .
|| & 'VA’"HB(W))

|A=AL(T, )| 2@y < €Ce 2" <| 1" 2wy +A™ | 2 ey + -

ott Ay est la fonction intermédiaire définie par :
FolAp) = Ainer-©OT,

En particulier, A; est solution de la méme équation que A. L’estimation sur

A — A; entraine celle sur les fonctions U et U, correspondantes.

. Estimation de la différence entre ¥ et V..

Soit B = A, — A;. Notant B = F.(B), cette fonction est solution du probléme

suivant :

2i [e@Té +ik - fé] — €61 |?B + ievy B = 2iF(£)A™,

B\T:O = 07
avec 2iF(§) = —€r? — e‘(%?f — evpr_. Comme
H
vy i k& , €V
ro=-24 oS ep g EA
2 14+ —5( € <l 4 )
29

et qu’on sait par I’étude faite dans le lemme 3.2.1 que TEYa est bornée indé-

pendamment de € et &, on a :
1 1= 9
Pl <C+=lel) etlr|<C1+=IE €+ [P,
Donc, en multipliant ces deux estimations :
1 1,.,—
r P < -+ IE7) + el - £])-

Finalement, on a :

2F(€) A < (1 + [ef? + SEEh) oy
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~ ~ ~

Or B = F,(A. — Ap) s’écrit :

_
ik-&

| 2eF(§FL(AM) (1 — e FTHIET 51T

evy — 20k - € +iel€) |2
Donc H? )
10 Bl]12 < EC(||A™]| s + —).
En intégrant en T' = €t, on obtient :
— )
4 k- VA" g
10— < G e + L YAy,

%

Remarque : 'hypothése sur la variation faible de A™ dans la direction des
rayons fait gagner un ordre en ¢ dans 'approximation. Cela est conforme au déve-
loppement asymptotique a I'ordre 2, qui conduit a I’équation (4.1.8) : on voit que le

terme en O(e?) du développement est en V¢ - VA, donc négligeable.

5.3 Rayons faiblement courbés

Contrairement a I’équation du cas général, pour que le probléme soit bien posé
il est nécessaire que infr; = v° > 0. Pour plus de simplicité, on suppose ici v; > 0
[Rn

constant.

Comme précédemment, soit ¢ solution univaluée de 1’équation eikonale |V (y)|?

1 — N(y) sur tout ’espace. On note toujours * = Vo(ex).

5.3.1 Existence et unicité sur tout ’espace

Théoréme 5.3.1 Soit vy > 0 constant. Soit A™ € H*(R"). Il existe une unique
solution A, € L™(R,; L*(R")) N C*(Ry; L*(R™)) au probleme suivant :

2 |eOp A, + T - VA| +eA A + ie(Ag(ex) + 1/1)121E =0 sur Ry x R" (5.3.1)
Ajr—og=A" Vz eR" (53.2)

De plus, HAEHLQ([Rn) S ||AmHL2([Rn)€_V71T.
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Preuve.
1. Estimation d’énergie.
Multiplions I’équation (5.3.1) par A, et prenons la partie imaginaire :
5 192 —_ 519 ~ € = ~ ~ =
eOr|Ad® + k - VIAL® + e(Ap(ex) + 1) A + ?(AEALAG — AN A) =0.
)
— - — ~ ~
Comme V - (k|AJ?) = k - V|AJ? + eAg(ex)|A|?, en intégrant sur Pespace
entier, il vient :
d - _
ﬁHAeH%mn) + || Adl|Fagny = 0,
ce qui démontre l'inégalité du théoréme, et du méme coup l'unicité dans
L(R,; 2(R™).
2. L’existence provient du théoréme de Hille-Phillips. Soit I'opérateur
1— 1 1
ASJ_ = E k . V — QAJ_ + §(A¢(€I) + Vl),
défini sur le domaine
D(ASL) = {u € L*(R"); 2k - Vu+eAru € LARY)} € H = L*R").

Montrons que AS,| est maximal monotone sur H.

(a) AS, est monotone : la démonstration est en tout point semblable & celle

de l'opérateur KG.
(b) AS, est maximal monotone : soit f € L?(R"). Nous cherchons une solu-
tion u € D(AS,) a I'équation :
%? -Vu — %Alu + %(Agb(ex) +uv)u=f.

Soit > 0, considérons la régularisée elliptique suivante de ’équation

ci-dessus :

1— i 1

- k- Vu, — i(AL + A )y, + §(A¢(ex) +vy)u, = f. (5.3.3)
On peut lui appliquer un théoréme de caractérisation des opérateurs auto-
adjoints (cf. [47]). En effet, opérateur :

Tyu, = —éng(ex) -Vu, — iA¢§€x)

1
Uy — §(Al + 1A )y,
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est un opérateur symétrique fermé sur son domaine, il est donc auto-
adjoint ssi il existe u € R appartenant a ’ensemble résolvant de T, i.e.
tel que pI —T soit inversible d’inverse borné. Or, par exemple pour y = %,
lopérateur T, + pl est coercif, donc on peut appliquer le théoréme de
Lax-Milgram, et —p € p(T;,). Cela implique que p(7},) = C, en particulier
T, — vy est inversible sur L?(R™) : on en déduit I'existence et 1'unicité
d’une solution u, € L?(R™) de I'équation (5.3.3).

En multipliant '’équation (5.3.3) par @, (plus précisément : par une suite

régularisante de 1,) et en prenant la partie réelle, il vient :
V1||UnH2Lz([Rn) = Re(< fiuy >12),

”fVHILQ. Cela permet d’extraire une sous-suite faiblement

convergente dans L*(R™) vers v € L*(R™). En multipliant 1’équation par

done [[u, = <

une fonction test ¢ € H*(R™), on voit que
ASJ_U = f
dans H%(R"). Comme f € L*(R") cela implique
g 2
2ik -Vu+eAjue L*(R"),

donc u € D(AS ) est bien solution.

AS | est donc le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contraction, et

cela induit le théoréme.

%

5.3.2 Résultat d’approximation

Théoréme 5.3.2 Soit A, solution du probleme (5.3.1) (5.3.2), sous les mémes hy-
potheses que dans le théoréme précédent. On suppose de plus que N > Ny > 0 et que
A™ € H3(R™) vérifie Uhypothese (5.1.2), i.e. :

1% VA™|| yaggny = O(e).
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Soit fi* € HY(R™) et ¥ la solution du probleme de Klein-Gordon (2.1.1) (2.1.2)
(2.1.3). Soit

Z.¢(€cv)€/e—t

U(t,z) = A(et, x)e

et
i¢(ez)€/€_t

U (t,z) = Ac(et,z)e

L’estimation suivante est vérifiée :

— .
‘k 'VAmHHQ)

10— @] | oo (0,705 22(rm)) < €112 + € Max (1, T7) (HAMHHB([R”) 4] -

Preuve.

Cette estimation a déja été prouvée entre A, et A par le théoréme 4.3.5, ou A,
désigne la solution du probléme (4.3.4) (4.3.5) (cf. théoréme 4.3.2). On montre donc
I'inégalité ci-dessus entre A, et A, : Pestimation globale s’en déduit.

Comme on n’a pas montré d’estimation dans H™(R") de la solution A, du pro-

bléme approché, il est plus simple d’utiliser le lemme suivant.
Lemme 5.3.1 Soit Q. € L>(0,Ty; L*(R™)) et B. solution du probleme suivant :

2i |0, B, + ? . VBE] + €A B +ie(Ad(ex) + 1v1)Be = Qc sur Ry x R™ (5.3.4)
Byeo=0 Yz €R. (5.3.5)

Alors .
[|Be(t, )| r2wny < \|Qe||Loo(o,To;L2(n%n>)§-

Preuve. En multipliant '’équation (5.3.4) par B, en intégrant sur R" et en prenant

la partie imaginaire, il vient :
d 2 2
S Bt e + el Be(t, l[ze < [|Qe 2] Bel | 2.
Divisant par ||B|| (supposé non nul), cela entraine :
d =y =y
2L (1Bl < flQulle%

et en intégrant on obtient I'inégalité recherchée. {



5.3 RAYONS FAIBLEMENT COURBES 105

La fonction B, = A, — A, vérifie les hypothéses de ce lemme avec
Q. =204 + & - VAE] 4 AL A+ ie(Adlex) + 1) A,

Il ne reste donc qu’a évaluer cette quantité. Comme A, vérifie I’équation (4.3.4), on

a

Q. = AL A — eV-[(I — K2 VA,] = EP(V)A, — ¢ = (% - V)A,,

ol P est un opérateur différentiel d’ordre 1, en O.(1), qui ne dépend que de la

géométrie des rayons. Donc :
2 —
1Qell2ny (1) < C(N, &) (€| Al (t) + €l & - VA | (1))
On en déduit, en appliquant le théoréme 4.3.4 vérifié par A, :
) —
Qe[ 2wy (1) < C(N, ¢) (€ Maz (1, )| A" |2 + e[| k- VA (1))

Il ne reste plus qu’a estimer le terme % - VA, dans H'(R™). C’est I'objet du lemme

suivant.

Lemme 5.3.2 Soit A, la solution du probleme (4.3.4) (4.58.5) avec A™ € H*(R").

L’estimation suivante est vérifiée pour une constante C' indépendante de € :

— — . .
1% - VA 111 g (£) < c(u k- VA" | g —|—EHAZ”HHG(Rn))Max(l,t?’) (5.3.6)

Preuve. Comme & - VA, = —0,A, + LV - ?®2)VAE] — 5(A¢(ex) +v1) A, on
a:
N
1 - VAl g (t) < 1O A 1 ey () + el Al ()
S ||atA6||H1([Rn)(t) + EO(N, ¢)||AanH6([Rn)(t)Ma$(1, tg)

La dérivée 0, A, est solution du probléme (4.3.4) (4.3.5) avec comme condition ini-

tiale :
in in i€ in € in 2/pn
B"=—k -VA™ + EAQEA - §(A¢(ex) +1)A"™ € H*(R").
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On peut lui appliquer le théoréme 4.3.4, et l'inégalité d’énergie suivante est donc

vérifiée :
[0, Ac|| 2 (t) < CMaz(1,t)||B™||g> < CMaz(1,t)(e||A™||ga + || k - VA™||52).

Le lemme en découle. <>

On en déduit donc :

0 n
N |k - VA™|| g2rny

€

).

Cela achéve la démonstration. L’hypothese A™ € H8(R™) n’est donc pas nécessaire

1Qel(t) r2@ny < €C(N, §)(1+ ) ([|A™]|ro(n)

pour estimer la différence entre A, et A, : il suffit que A™ soit dans H%(R"). Cepen-
dant, pour pouvoir utiliser le théoréme 4.3.5 pour estimer la différence A, — A, il est

bien nécessaire d’avoir A™ € H3(R"™). $



Chapitre 6
Etude sur le demi-espace

On se place sur le demi-espace

D =R, x R"%.
Soit I' le bord du domaine D :
I ={0} xR""
Soit 7 le vecteur normal extérieur a I' : 7 = (0,0, ..., —1).

ﬁ
On suppose que Njr = N, est constant et on se donne un vecteur k b tel que
—_—
|k = /1= N,

ﬁ
kb étant le vecteur directeur des rayons, on suppose ’onde entrante, i.e.

KW

n <0,

soit k2 > 0.

On se place dans le cas lentement variable comme dans les chapitres précédents :
N = N(ex). On utilise la notation k = V(ex).

Les études asymptotiques de I’équation de Klein-Gordon faites aux chapitres pré-
cédents demeurent bien str valables; il s’agit maintenant de compléter le probléme
par une condition au bord du domaine ad hoc, de voir ce qu’elle implique comme
condition au bord pour A, et d’obtenir des résultats d’approximation qui valident

le développement asymptotique dans ce nouveau cas.
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Hypothéses simplificatrices

Par rapport au chapitre 4, 'intérét du probléme exposé dans ce chapitre est
I’étude de la condition au bord du domaine. Pour simplifier la lecture et mettre en

évidence cet aspect, les hypothéses suivantes sont donc faites.

1. La densité N est non seulement constante égale a N, au bord mais aussi sur
un voisinage du bord. Cette hypothése permet de se ramener plus aisément
au cas de l'espace entier, en raisonnant ainsi : sur un voisinage du bord, on
se rameéne a la résolution du cas droit (paragraphe 6.4.1); a distance du bord

tous les résultats de régularité de I’étude sur 'espace entier s’appliquent.

2. Toutes les conditions initiales en ¢ = 0 sont nulles. On écrit donc :
U =0, x"=0. (6.0.1)

La résolution lorsque x** et U™ sont non nuls ne pose pas de difficulté supplé-

mentaire par rapport a I’étude sur I’espace entier.

3. Les rayons sont faiblement courbés : N = N (ex). L’équation de Klein-Gordon

étudiée est toujours :
(0 — AV + N(ex)V 4 1,0,¥ = 0. (6.0.2)

4. Le coefficient d’absorption v; > 0 est supposé constant. Le cas ou 1; est
constant uniquement au voisinage du bord du domaine se traite de la méme

fagon.

6.1 Probléme de Klein-Gordon

6.1.1 Condition au bord du domaine
La condition au bord est une condition de type onde entrante :
(K°- o, — 7 - V) (U —T) =0 V(a,t) el xR,

Soit encore :
(K20, — 0,y ) (¥ — U°) = 0. (6.1.1)
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L’écriture (6.1.1) suppose connu un prolongement de la fonction W® au voisinage de
I'. En fait, il ne faut pas connaitre ¥ mais (k% 0, — 9,,) 9" = f* sur I x RT.
Par la suite, on souhaite pouvoir écrire la condition (6.1.1) avec une fonction W?

de la forme :

—

Kb

Ut x) = At x)e o, (6.1.2)

ott la fonction A est réguliére et définie sur R x I'. Il n’est pas suffisant de connaitre
la donnée A’ sur T, il faut aussi se donner une fonction ¢* = (k% 9, — 9,,) A" définie

sur R x T

On peut alors écrire I’équation (6.1.1) sous la forme suivante :
2ik? Fba

(K200 = 00) Wjosmg = f* = (-2 A - g)e < (6.1.3)

De plus, si U)o = U™ et 9,¥;—o = x™, les fonctions WP, U™ et x doivent

vérifier la condition de compatibilité suivante :

(Kb ™ — By, 0™ = fiico = (k2,00 — 0r,) ¥ip. (6.1.4)

|z1=0

L’hypothése simplificatrice (6.0.1) réduit la condition de compatibilité (6.1.4) a :

b
f‘t:o = 07
ce que l'on simplifie encore en prenant Supp(g®, A%) C R/™ x T..
Par la suite, pour simplifier, on suppose \I/f’xlzo € C°(RS x R™™1). Le lemme de

relévement suivant est utile pour démontrer 'existence et I'unicité d’une solution

(application du théoréme de Hille-Phillips).

Lemme 6.1.1 Soit f* € C°(R; x T'). Pour tout m € N, il existe une fonction
Ub € C°(Rf, H®(D)) telle que :

1. (kb o, — (9301)@?} =f° surRS xT.

2. W wérifie sur R, x T

((—:2 (O — AU + N(ex) D + 631/18t\11b) = 0.

t
IRG xI"
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3. Wb € C(RS, H®(D)) et Supp(¥P) C RS x [0,1] x R*1.
4o | 0T gy (1) < C’(m+k)||fb||cgn+k(wxw,l), ot C(m+k) ne dépend pas de

€.

~ 2
Preuve. Il suffit de prendre ¥> = Jg—;% — fo(t, x, .., )z + NP au voisinage de

T, puis de lisser ¥° et lui donner de fortes propriétés de décroissance. <

Remarque 1 : on appelle ¥ une fonction définie sur D entier, tandis que
les expressions ci-dessus de W’ ne sont prises qu’au voisinage de I'. De plus, on
a en général ‘i’fp # Wb comme le montre le cas ci-dessus appliqué a I'’hypothese
W(t,2) = AV(t, 2)ei =t

La condition 2 est nécessaire pour appliquer le théoréeme de Hille-Phillips avec

second membre, cf. démonstration du théoréme 6.1.1.

Remarque 2 : A la place de la condition (6.1.1), on aurait pu prendre la condi-

tion d’onde entrante suivante :
—)b b
(‘ k ‘at - axl)(‘ll - \I] )I1=0 == 07 (615)

et on aurait eu également un probléme bien posé. La condition (6.1.1) suppose
que les ondes sortantes correspondent a un vecteur d’onde —?b opposé au vecteur
d’onde de 'onde entrante. Avec la condition (6.1.5), les calculs ultérieurs auraient
été similaires mais un peu moins faciles a écrire. Pour ces problémes de conditions
au bord, voir [36] et [34].

6.1.2 Existence et unicité (rappel)

Je rappelle ici la résolution du probléme sur le demi-espace, peu différente de
celle sur l'espace entier; une démonstration dans un cas plus général (équations

hyperboliques d’ordre 2) se trouve dans [35].

Théoréme 6.1.1 Rappel.
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Soit v1 > 0 fizé, N € C(D) telle que Ny = N, €]0,1[. Soit f* € C°(R X
R™1), et Supp(f*) C Ry x T
Le probleme de Cauchy suivant :
E(0pV — AV) + N(2)¥ + €11,0,¥ =0 V(x,t) € D x Ry, ( )
Vyeo=0 Vz €D, (6.1.7)
3t\11|t:0 =0 Vuz € D, ( )
(kxlat - aﬂﬁl)\p = fb V(ﬂf,t) el'x [R-i- ( )

admet une unique solution ¥ € C'(Ry; H2(R")) NC'(Ry; HY(D)) N C*(R4; L*(D)).

Preuve. Rappel.
On se donne le méme opérateur de Klein-Gordon que dans le théoréme 2.1.1, et
on cherche également & appliquer le théoréme de Hille-Yosida. Ce sont les espaces

qui changent : le domaine de l'opérateur est D(KG) C H, avec
H = H'(D) x L*(D),

et
D(KG) = {(u,v) € H*(D) x H'(D); kY v — 9,,u = 0 sur I'}.

0 —I
KG = )
g (—A + g El/1>

Soit W? une fonction comme dans le lemme 6.1.1 : ainsi, la condition (6.1.9) s’écrit

Rappelons que

aussi :

(kyyOp — 0, ) (¥ = T°) =0 V(z,t) €T x Ry.
Le probléme (6.1.6) (6.1.7) (6.1.8) (6.1.9) peut se réécrire

EUHCQU— dtU + KGU”,

Uo = (=0, =0,0"),
U — P o
.| € D(KG) et U® = - | . La condition au bord du
oV — 9, 0P AL
domaine (6.1.9) est incluse dans le fait que U € D(KG), et U(0) € D(KG).

avec U(t) =



112

ETUDE SUR LE DEMI-ESPACE

De plus, le terme de second membre de I'équation :

d 0
o= ookt =|( . Y )
dt att\lfb - A\Ijb + Eﬂgqu + €V18t\11b
vérifie
1. G* € D(KG) car G®* € H? x H' et G* = 0 sur I (c’est ici que la condition 2

du lemme 6.1.1 intervient).
2. G KG(G®) € C(Ry; H).

L’espace H est un espace de Hilbert réel muni du méme produit scalaire que

pour le théoréme 2.1.1 :

N
th , Uz — /Vu1 -Vuy + (1+ (2x))U1U2 + v1vs.
U1 (%) I 2 €

Pour montrer que G est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe, on applique

le théoréme de Hille-Philips a 'opérateur KG + I, selon la méthode appliquée pré-
cédemment. On a déja montré que le second membre G vérifiait les conditions
nécessaires pour appliquer le théoréme; il reste & montrer que 'opérateur G + [

est maximal monotone et que D(KG) est dense dans H.

1. D(KG) est dense dans H : la preuve est p.70 de [35] et découle de la densité
de H* x H*(D) dans H, ainsi que de I'existence d’'une suite u, € H*(D),

||tn| 2Dy — O et Oy tyr est fixeé.

2. KKG + I est monotone : si U = (u) € D(KG) on a:

(Y

<</CQ:> ; <Z>> :/—VU-Vu—(l—i—Ne(zx))uv+(—A+g)(u)v+eul\v|2.

D

En intégrant par parties et sachant que (u,v) € D(KG), donc 9,,u = k% v, on

—/Auv:/Vqu—/W-(Vu)v:/VuVU+/kgl|v\2.
D D T D

T

a .
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Donc on obtient :

<<<KG ) Z) , <“>> — [ 190+ )P (1) vt [ K o

r

N
> [190P + Sl + anfo + [ K Jof? 20
D I

3. KG+1I est maximal monotone : il suffit de prouver que G+ 21 est surjectif de
D(KG) dans H. Soit en effet (f,g) € H' x L*(D). On cherche (u,v) € H? x H*

tels que kv = 0y, u sur I' et :

2u—v=f
N
—Au+ Su+tenv+2v=g
€

Cela signifie que v = 2u — f et que u € H*(D) est solution du probléme mixte

suivant :

N
—Au + (€—2 +2evy + Du = g+ (evy + 2) f,
1
— Oy u—2u=—f surl.
kg,
La démonstration de ce résultat se trouve par exemple dans [11] (théoréme de
Lax-Milgram, relévement et régularité de la solution faible par la méthode des

quotients différentiels). On en déduit v, et que (u,v) € D(KG).

D’aprés le théoréme de Hille-Philips, il existe une unique solution V(t,x) €
Cy(Ry; H)NCy(Ry; D(KG)) a Téquation £V + KGV +V = e7'GP, ce qui démontre
le résultat attendu en posant U = e'V.

6.1.3 Estimation d’énergie

Théoréme 6.1.2 Soit ¥ " N, v; comme dans le théoreme 6.1.1.
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Soit S, € L=(0,T;L*D)), R. € L*D) et f. € H'Y(D) réelles. Soit U, €

L>(Ry; HY(D)) N CL(Ry; L2(D)) solution réelle du systeme :

62(8ttqf€ — Aw\ile) + ]\7(x)\i/E + E1 0,0, = €S, dans D x 0,77,
‘i’eltzo = 0;dans D,
(‘Z@dt:(} = R, dans D,

(K. 0y — ), = % Y(z,t) € T x [0,T].

Soit Be(t) = |00V 2o ) + IVl 220 + [V N (Ve 225,

L’inégalité suivante est vemﬁee :

2
E(t) < &Rt + <82 ]i )(et —1)

ot S = HS HLOO(OTL2(D) - ||R HL2 ) et Ge = HQEHL‘X’(O,T;L?(F))-

(6.1.14)

Preuve. Comme U, est supposée réelle de méme que ¥, Péquation (6.1.10)

multipliée par 20,¥, est :

E2at(|at¢]6‘2) - 262(@\1/6)A\116 + 2Nat‘¢/€|2 + 263V1|at¢16‘2 == 26563,5\116

En intégrant sur D, avec les notations du théoréme, la formule de Green et la

condition au bord entrainent que :

dE,

62/k3 0,82 < 268,100 12 + 260 T |12

Comme
2eS.||0: V| |12y < 28/ E(t) < 82 + El(t
ainsi que
) o Y
2€]|0: V|| 2y Ge < Ky, 10,0, HL2 kb
on obtient :

E <my+ (st ).
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En appliquant le lemme de Gronwall, comme FE.(0) = 62HR6||%2([R”), I'inégalité
(6.1.14) recherchée apparait. $

Remarque : a cause du terme au bord g., cette estimation peut étre aussi
précise que sur 'espace entier, mais diverge en temps a cause du terme en e’ : elle

n’est intéressante qu’en temps fini.

6.2 Analyse asymptotique

L’analyse asymptotique de I'équation de Klein-Gordon a déja été faite dans la
partie 4.1, et n’est donc pas refaite ici. Le probléme crucial de la résolution sur
un demi-espace est le bon choix des conditions aux limites pour le probléme

approché.

6.2.1 Equation eikonale

Rappelons (cf. partie 2.3) que 'approximation de 'optique géométrique, dans le

cas de rayons faiblement courbés, consiste a écrire
jdlen) /et

U(t,z) = A(t,x)e" (6.2.1)
et que cela conduit tout d’abord & une solution ¢ de 1’équation eikonale :
|Vo(ex)|* =1 — N(ex). (6.2.2)
La condition au bord (6.1.1), prise avec W® défini par (6.1.2) :

bt

(K2 0y — 0py) U = (Kb 0, — 0y, ) (A% <)

—
€

s’écrit en fonction de A et A :
kz + ax ¢ €xr iqb(ecc)/eft 2@]{;2 iqb(ecc)/eft
((—z ! 61 ( )+k216t—6m)A)e € = ((—Tl—l—kfcl@t—@m)Ab)e <.
Il est naturel d’avoir la condition limite suivante pour ¢ :
77b
Voip—0 = k°. (6.2.3)

Rappelons que ¢ est solution réguliére univaluée du probléme (6.2.2) (6.2.3) sur D.
Remarque : le fait de considérer le probléme sur un demi-espace rend inutile

et complexe ’écriture de 1’équation dans la géométrie des rayons.
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6.2.2 Conditions aux limites

Rappelons que 'équation exacte satisfaite par A est :
2i[0,A + K VA+ seAp(ex) Al +iern A = €(Oyp A — AA+ a1 0,A) . (6.2.4)
et que nous étudions une solution du probléme approché a 'ordre 1 en € qui s’écrit :

20, A. + k - VA + ie(Ad(ex) + 1) Ac + €V - [(1 - ?@)VAE] 0. (6.2.5)

Conditions initiales

L’étude a déja été faite dans la partie 2.3. Pour mettre en valeur la spécificité due

au demi-espace et simplifier la lecture, on a fait I’hypothése simplificatrice suivante :
Wm0 =0 (6.2.6)
3,5\If|t:0 - 0 (627)
Ces conditions se traduisent pour le probléme exact par :
A= =0 (6.2.8)
atAhg:() - 0 (629)
Pour le probléme approché (6.2.5), la condition initiale est :

Agjmo = 0. (6.2.10)

Condition au bord du domaine

On se donne une fonction réguliere A°(t,x) définie sur T, telle que A?t:O =

O AY

|t=0
est la condition (6.1.1), avec W’ définie par I'équation (6.1.2) (en fait, il faut aussi

= 0, et on suppose que la condition au bord du domaine vérifiée par ¥

supposer que 9,, A’ est connu sur le bord I : nous verrons ci-dessous comment faire.)
Pour A, on déduit de (6.1.1) et de ’hypothése (6.1.2) la condition au bord exacte,

qui est :

[2ikb A — (kb 0, — 0,,)] (A—A") =0 V (2,t) €T x Ry. (6.2.11)
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A Tordre 0 en ¢, on obtient une condition au bord de type Dirichlet :
A=A mod O(e) V (z,t) €T x Ry. (6.2.12)

A Tordre 1 en e, utilisant I'équation (6.2.4) satisfaite par A, on a (en utilisant la
notation k& = Vo(ex)) :

-
0A=—k -VA mod O(e),
ce qui conduit & une condition au bord de type mixte Neuman-Dirichlet :
[zik;gl el K V4 0,)] (A —A) =0 V(x.t) €T xR, (6.2.13)

Pour éviter de définir A® au voisinage de I, comme en (6.1.3) on suppose que la

fonction ¢® suivante est une donnée sur I':
(k:fclat — 0, A" = gb.
En conclusion, la condition au bord pour le probléme exact s’écrit :
2ik? A — (kb 0, — 0, ) A = 2ik) A" —eg® V (z,t) €T x Ry
De facon naturelle, on prend comme condition au bord pour le probléme approché :

2k’ A, +e(k2 K -V + 8, )A, = 2ik> A® —eg® Y (2,¢) €T x R (6.2.14)
17 7€ z1 z1)4%€ 1 ) +- .

Condition de compatibilité

La condition de compatibilité (6.1.4), lorsque W;—g = 0;V}—o = 0, se réduit a :

|t=0
ce qui implique A?t:O = g‘btzo = 0. Pour le probléme approché, la condition au bord
étant (6.2.14), la condition de compatibilité, lorsque A™ = 0, devient la méme que

pour le probléme exact, dans le cas ou ¥ =y = 0.

Proposition 6.2.1 Une fonction ¥ € C(Ry;S'(D)) est solution de (6.0.2) (6.1.3)
(6.2.6) (6.2.7) dans Ry x D ssi la fonction A € C(Ry; S'(D)) définie par (6.2.1) est
solution du systéme (6.2.4) (6.2.8) (6.2.9) (6.2.11).
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6.2.3 Estimation d’énergie pour le probléme d’advection

Ce paragraphe est le symétrique du paragraphe 2.3.2, ot une estimation d’énergie
pour le probléme d’advection sur ’espace entier est donnée. On fait les hypotheéses

suivantes.

Hypothéses 6.2.1 Soit N = N(ex) € C;°(R"), N > Ny > 0 sur D, Np = N, <1
constant.

Soit ¢ € C°(D) solution réguliére de l’équation eikonale stationnaire
IVo(y)P=1-N(y) YyeD,

— — :

avec Voir = kb On note k = V¢(ex). On suppose de plus que kg, > ki > 0.
Soit v1 > 0 constant.
Soit A%, g € C3° (RS ;C°(T)), avec Supp(A®, g*) C R x Br(0, R) pour R > 0

fixé quelconque.

Théoréme 6.2.1 Soit ¥ € L*°(Ry; H*®(R™)) lunique solution du probleme :

(0 — AU + N(ex)U 4+ &0, =0 V (t,2) € Ry x D, (6.2.15)
W0 =0, (6.2.16)
OV j—o = 0, (6.2.17)
Q'k}b L
(2,0, — 0) W)y g = (——EL AV + gh) et (6.2.18)
€

Soit Ag l'unique solution du probleme d’advection suivant :

O A+ & -VAy =0 V(ta)eR, xD, (6.2.19)
AO\tZO = 0 V xr € D, (6220)
Apjrr—o = A" VY (t,x) € RS xT. (6.2.21)

Soit Uy définie par :

Z.(;S(é:n‘)é/e—ﬁ

\IJO = Ao(t,x)e + Cc.C.
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L’inégalité suivante est vérifiée par Ey(t), avec
Eo(t) = 2No[ ¥ — Wol[72(t) + €|, (¥ — Wo)|[72(t) + €[ V(¥ — To)||72

et avect < T etT fixé :

VE(1) < C(, No)e“(¢’N0)T6<HAbHC§([Rt+Xr> gl <0,T;L2m>)

Preuve. Il est connu (cf. par exemple [28]) que la solution Ay peut s’écrire de

la facon suivante :
1
Ao(t,z) = A®(et — S(ex), EYS(Em)(ex))]lEt_ S(ex) >0 (6.2.22)

ou Yr(y) désigne, comme dans le chapitre 4, les caractéristiques associées a Vo,

caractéristiques backward i.e. définies par :

d
—=Vr(y) = =Vé(Yr(y), Yoly) =y, VyeD.
La fonction S(y) désigne le temps nécessaire pour que la caractéristique passant par

y rejoigne la frontiére I' : la fonction S est définie par

X(y) = Ysq(y) €T.

La fonction Ag ainsi que toutes ses dérivées en temps et en espace sont donc bornées
dans L>(0,T; L*(D)) dés que la fonction A’ est suffisamment réguliére.
Appliquons maintenant I'estimation d’énergie du théoréme 6.1.2 avec U, =0 —

Uy. On a, avec les notations du théoréme :

-
L. |R| = |0:Ao|p=0 = | k - VAg|j=0 = 0.

2. SE = —E(att —A— i(l/l + A¢(E.CE)) + El/lat) Ao.
3. |ge| = €| (k2,00 — 0uy) Ao — ¢l

Pour obtenir I'inégalité recherchée, il suffit donc d’exprimer les normes L*(D) des
dérivés d’ordre inférieur ou égal & 2 de la solution Ay en fonction des données du
probléme et de facon indépendante de e.

On montre les deux résultats ci-dessous, sachant que les estimations pour les

dérivées d’ordre supérieur s’obtiennent de méme.
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. La fonction S est continuement dérivable et |VS(z)| < —7

1. Pour ¢ > 0 fixé, Supp(Ao(t,.)) C Bp (0, R+ HQZSHCI}(D)IS).

En effet, on peut écrire

1 1
T = _YS(ew)(ex) + =
€ €

Soit z vérifiant |z| > R + |[¢||capyt. Alors si S(ex) > et, par définition
Ap(t,z) = 0; si au contraire S(ex) < et la formule ci-dessus implique que
%Ys(m)(ex) > R donc d’aprés I'hypothése sur le support de A° et avec la rela-
tion (6.2.22), Ao(t, ) = 0.

Cette relation implique que Ay et ses dérivées sont dans L>(0,T; L?(D))
pourvu que les fonctions S, A®, Y soient réguliéres. On sait déja que c’est
le cas pour A’ (par hypothése) et pour Y (comme solution d'une équation
différentielle ordinaire) ; la relation ci-dessous montre comment obtenir la ré-
gularité de S.

Donc pour t < T, on a Supp(D*Ag) C Bp(0, R+ ||¢]|cy(pyT) donc a 'aide de
la formule (6.2.22) on a :

1 D% Aol 20y (t) < OT|A]| carct i wry-
Ll lS@I
k3]
En effet, par définition de S on a, en notant Y,!(x) la composante de Y dans

la direction z7 :
Y3)(@) = 0.

En dérivant en x cette expression, il vient :

On en déduit le résultat recherché, sachant que ’équation des caractéristiques

permet de majorer Y par la formule :

VYi(2)| < cel?lei@!
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L écriture (6.2.22) de Ay, comme Supp(A®) C RF*T', montre que OF Ay = e9F A®( .., ..)
ce qui permet d’estimer les termes en dérivée temporelle de Ay dans ’expression de
S.. Pour les termes en dérivées spatiales, la relation 1 implique que Supp(D*Ay) C
Bo(0, R + [|8lleyo)) done || DFAg||zaoy(t) < C(1+ )| DF Ag|| e o). Crce anx
estimations sur S et Y et leurs dérivées, obtenues de fagon similaire & ’estimation

2, et a I’écriture de Ay en fonction de A°, on en déduit :
1D+ A2y (£) < CCL+T)"e ]| Ao gt -

I1 suffit pour majorer S, d’appliquer cela avec k = 2.

6.2.4 Choix du probléme approché

L’estimation précédente montre que si 'on souhaite une estimation d’énergie
plus précise, i.e. une énergie en vVE = O(e?), les deux termes S, et g. doivent
étre précisés. Comme on ’a vu au paragraphe 6.2.2, cela conduit a choisir comme

probléme approché le probléme suivant. On écrit A¢ pour A¢(ex); on rappelle que
RN
V- k =eAop.

— —
2i[0, + k - V]IAc+ eV - [(I — k®*)VA] +ie(Ag+11)A =0, (6.2.23)
Agi=o =0 surD, (6.2.24)

2kl A+ (kb TPV + 0,) A, = 2ik8, AP — eg? V (2,£) €T xR, (6.2.25)

Ce probléme s’apparente a un probléme de Schrodinger avec condition au bord de
type mixte Neuman-Dirichlet. Cependant, On ne sait par encore dire si ce
probléme est ou non bien posé et & quelle condition. Pour contourner cette
difficulté et trouver un probléme approché, les deux méthodes suivantes

peuvent étre appliquées.

1. Retour au développement asymptotique originel : résolution de deux équations.
Ecrivant A = Ay + €Ay, les termes Ay et Ay vérifient chacun une équation de
type advection (cf. résolution ci-dessus pour le terme Aj.) On montre 'esti-
mation d’énergie pour cette fontion. Cette étude fait I'objet de la partie 6.3.
L’inconvénient est que la fonction A€ n’est pas elle-méme solution d’une équa-

tion simple.
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2. Equation d’advection-Schrodinger avec condition au bord de type Dirichlet.

Au lieu du probléme (6.2.23) (6.2.24) (6.2.25), on résout le probléme (6.2.23)
(6.2.24) en lui trouvant une condition au bord de type Dirichlet. En remplagant

dans (6.2.25) le terme €A, par €Ay, il vient :
2ik" (Aejpy—o — A%) = —eg” — e(kilzb -V + 0, )Aor - sur Ry x T,

A Taide de I’équation d’advection satisfaite par Ay, cela se transforme en :

H
. 1 k?
22]{::11):1 (Ae|:z:1:0 - Ab) = _Egb + E((k’il -+ kT)@,g + kfbl . VJ_>Ab sur [R+ xT.
(6.2.26)
Cette formulation a 'avantage de faire disparaitre toute référence a la fonction

Ay.
Cette étude fait 'objet de la partie 6.4.

6.3 Retour au développement asymptotique

Le développement asymptotique de la solution A de I’équation (6.2.4) sous la

forme

Alt,z) = Ao(t,x) + €Ay (t, ) + EAs(t, ) + ...

a été fait dans la partie 4.1.3. Il ne reste donc plus qu’a écrire le développement
asymptotique de la condition au bord. Si la condition au bord exacte s’écrit pour ¥

sous la forme :

2kb 44)b<a:7t
(2,0, — 0y )W = (— 2L AV 4 ghyel 2"
€

la condition exacte pour A est :

9ikb 9ikb
A L (KD 0, — 0y ) Ap = ———EL AP 4 g
€

€

Ce qui entraine a 'ordre 1 en € :

A0|(El=0 = Ab
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et & Vordre 2 en € :
—2ikb Ay = g® — k2 0, A" + 0y, Aojrr—o-

Comme Ay est solution du probléme d’advection, on peut exprimer 0., Ay en fonction

des autres dérivées :

- b
Opy Aojw1=0 = —— (O + kT - VLA,

ol on note z; = (zg,..,xy).

On aboutit finalement aux problémes suivants :

1. A Tordre 1 en ¢, la fonction A vérifie le probléme de transport (6.2.19) (6.2.20)
(6.2.21) :

B Ao+ k -VAg=0 Y (t,z)€R, x D,
Ao‘tzozo Vl’ED,AO:Ab V(t,l’>€ |R+XF.

La résolution de ce probléme et ’estimation d’énergie correspondante ont été

vues au paragraphe 6.2.3. En particulier, on peut majorer ||Ao(Z,.)||gmp) avec

b
| |A ‘ ‘Cm <O,T;an(1“)) :
2. A l'ordre 2 en €, la fonction A; est solution d’un probléme de transport avec

second membre :

22[@141 + ? . VAl] = —2(A¢(€x) + I/l)AO + (@tt — A)AO, (631)
Ao =0,  (6.3.2)

—2ikd Ayjpm0 = ¢* — K O, A i(at + kY VL)AL, (6.3.3)

[z1=0 "~ 7
k2,

Ce probléeme ne différe de celui vérifié par Ay que par le second membre dans
I'équation de transport : il est bien connu (cf. par exemple [28]) qu'un probléme

de type
Oru + ?(QE) -Vu = f(t, ) (6.3.4)
Up—o = 0 (6.3.5)
Ujgy =0 = u” (6.3.6)
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a pour solution, avec les notations du paragraphe 6.2.3 pour les caractéristiques

et la fonction S(z) :

u(t,z) = /f(s, Yios(x))ds +u’(t — S(z), Ysg)(z)). (6.3.7)

Les propriétés de régularité de cette solution sont démontrées de la méme fagon

que dans le paragraphe 6.2.3. En particulier, on peut majorer ||A;(t,.)||um (D)

avec || Ao|| g —kb B, Ab— L (9,4 K -V, )A|] soit fina-
Lo (0,T;Hm+2)’ z1 kg, L1 cr ([Rj’ xTI)’
lement de majorer ||A; (¢, .)||gm(p) avec e*T|| A?| |an+2 (¥ x) et e2T||g?| |an (ki xr)"

Le théoréme suivant nous donne un résultat d’approximation pour l'ordre

deux.

Théoréme 6.3.1 On fait les hypotheses 6.2.1 comme précédemment. Soit U &
L°°(|R+; HS([R")) lunique solution du probléme :

(O — A)V + N(ex)V + Ev,0,¥ =0V (t,z) € Ry x D, (6.3.8)
W)i—o = 0, (6.3.9)
8t‘l"t:0 - 0, (6310)
,_>b4,;7t 2 .k’b 4—>b<a:7t
(K Oy — 03 )W = fle < = (—%Ab + et (6.3.11)

Soit Ay lunique solution du probléme (6.2.19) (6.2.20) (6.2.21) et Ay lunique
solution du probleme (6.3.1) (6.3.2) (6.3.3). Soit V. définie par :
U, = (Ag(t,2) + cAy(t,0))d “F 4 C.C.

L’inégalité suivante est vérifiée par E.(t), avec

Ed(t) = 2No||¥ — W[ [72(t) + €[]0, (¥ — W) [|72(t) + ||V (¥ — To)][7 -

VE(®) < CONM)E NI (A0 o+ 1l )

Preuve. On applique Uestimation d’énergie du théoreme 6.1.2 4 ¥, = ¥ — U,

11 vient :



6.4 PROBLEME D’ADVECTION-SCHRODINGER 125

1. SE = 62 ((&gt - A)Al + 631/1815(140 + €A1) - i€3 (Vl + A¢(€$))A1) .
2. Re=0.
3. Je = Ez(k’zlat — azl)A”F.

D’aprés ce qui a été dit sur les propriétés de Ag et A;, cela implique I'estimation

recherchée. <>

6.4 Probléme d’advection-Schrodinger

Z.(;S(e:v)e/e—t

Dans le paragraphe précédent, on a trouvé une approximation W€ = A¢
de la solution du probléme exact, en la décomposant en Ay + €A; et en résolvant
deux problémes, I'un pour Ay et 'autre pour Aj;.

Afin de pouvoir exprimer une approximation du probléme exact sous la forme de
la solution d” un seul probléme approché, cette partie étudie le probléme d’advection-
Schrodinger (6.2.23) (6.2.24) (6.2.26). La condition au bord est une condition de type
Dirichlet, qui, par rapport a la condition (6.2.21), comporte un terme correctif.

L’étude ci-dessous suit le méme schéma que celle qui a été menée dans la par-
tie 4.3 pour la résolution du probléme d’advection-Schrédinger sur tout 'espace,
aussi les démonstrations sont-elles plus elliptiques et renvoient systématiquement
aux démonstrations correspondantes de la partie 4.3.

Rappelons le but de cette étude. Une fonction Aeei¢(ez)e/67t, ou A, vérifie I’équa-

tion approchée (6.2.23), vérifie ’équation de Klein-Gordon avec un reste S. qui
s’exprime en fonction des dérivées d’ordre 4 de A, (cf. partie 4.3.3). Pour obtenir un
résultat d’approximation a l'aide du théoréme 6.1.2, une estimation de || Ac||g4(p) (%)
indépendante de € est donc nécessaire. C’est I'objet des théorémes intermerdiaires
6.4.2 &4 6.4.5, qui aboutissent a I'existence, I'unicité et la régularité de la solution A,

(théoréme 6.4.6), et enfin au résultat d’approximation du théoréme 6.4.7.

6.4.1 Rayons droits

On suppose ici, pour fixer les idées et donner une idée de la solution, que la

ﬁ
densité N = cste et que les rayons sont droits : Vo = k = cste. Cette partie
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fournit une expression exacte de la solution, a l'aide de transformées de Fourier.
De plus, le cas droit est utile pour démontrer, dans le cas lentement variable, la

régularité de la solution au voisinage du bord du domaine.

Théoréme 6.4.1 Soit A™ € §'(D), f° € S'(RS x R*™1), avec Supp(A™), Supp(f°) C
Ry x R Il existe une unique solution A. du probléme suivant sur R, x D, au

sens des distributions :

— —
2i[0,Ac + k - VA + eV - [(I — k®*)VA] + ieri A = 0, (6.4.1)
Agp—o =0 sur D, (6.4.2)
Agr=f" sur Ry xT. (6.4.3)

De plus, en notant x* = (9, .., x,), Ac s’écrit sous la forme :
) ) ) )

Ac=F <ft,zL(fbllt>o)eR(“”5”“) : (6.4.4)

>0

ot w, &, & sont les variables de Fourier respectives de t, x1 et x*, et avec :

iky, (1 — efl L&) \/(1 — k2 ) (1 + 2ew + €262 —ie?vy) — (1 — kL. &2

R = e(1—k2) e(1—k2)

Si f* € H*™(RS; H*™(T')), la solution A. vérifie :
ﬁ
C(No, k)

1/4 ||fbHHk+m([R+.H2mF)7
V]. t ( )

(R} 3H™ (D)
ﬁ .
ot C'(Ny, k) est inépendant de e.

Preuve. Soit
B(t, .23) = Ae(t, .Z')]].xlzozﬂ_tzo.

Le probléme (6.4.1) (6.4.2) (6.4.3) se réécrit :
— —
2i[0, + k -V|B+ €V - [(I — k®*)VB] + ie1 B = 2iky, f*0,,—oli0+

ef* (1 = B2 ) (5, _g + O Acrbay—o) — 2kay k- - V2 26, 20) Tiso.

T
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On en prend la transformée de Fourier, en notant B = Fap(B) et (w,&,&T) les

variables de Fourier respectives de (¢, z1,z%) :
— — — R
((—2w—2km£1—2 kg h) e —e((1=k2 )Ei+(1€ = k6" —2ka, &1 l-8))3

= (2iky, + i€t (1 — k2) = 2ieky, K+ - €5 F, e (FPLis0)(w, £4)
+6(1 - k?gl)‘Ft,xL (aI1A€|F]ltZO)(wa fL)>

ce que 'on symbolise par :

P(w,&,65B = B(w, &) +i&y(w, &5),

avec
Blw, L) = 2ik,, (1 — ekt EN) Frot (fLiz0) + €(1 — k2) Fy ot (Or, Ar o)
Y(w, &) = e(1 — k2)Fy oo (f*1i>0)

De la méme fagon que dans la partie I (cf. 7.2.2 et 7.3.1 pour des démonstrations

1

plus détaillées) on met en évidence des fractions ——. On peut écrire
&1 —W

P= —e2(1—k2) =26 ko (1= € k- &5) ey —2w—2% -4 —e(Je P — | T L&),
soit encore P = e(1 — k2 )(i& — Ry (¢4, w)) (i€ — R_(¢+,w)) avec

ke (1 ekt -Eh)
e(1— k2

Ry = +

1
e(1—k2)

ou /" désigne la détermination principale de la racine (a partie réelle positive);

V= B2)(1+ 26w + 2622 — ietn) — (1 — €k L g)2.

comme vi(1 — k2 ) > 0, la racine considérée ne s’annule jamais, et Re(R) > 0 et
Re(R_) < 0. L’équation se réécrit :

1 1 (ﬁ(w,gi)+R+v(w,£L) ﬁ(w,§l)+R—v(w,£L))‘

B _
R+ — R_ 6(1 — k%l)

&1 — Ry &1 — R_
D’apreés le lemme 7.2.1 de la partie 7.2.2, pour obtenir une solution a support sur

R le terme en facteur de doit étre nul, ce qui implique une “condition

1
z1? €1—Ry
transparente” vérifiee par A en {z; =0} :

ﬂ(wv 5J.) + R+7(w7§l> =0.
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On en déduit I'écriture de la solution (6.4.4).
Cette écriture de la solution montre que dans les hypothéses du théoréme (en
particulier Supp(f?) C Rf* x I), si f* € HF(Rf; H™(T')), alors

A € L®(RY ; HY(RF; H™(T)))
et on a une estimation indépendante de € :

< I

HAEHLOO ([R;rl;Hk(Rj,Hm(F))) - Hk<Rt+,Hm(]_")).

Pour montrer une estimation indépendante de € des dérivées de A, il ne reste qu’a

apprécier 9F A.. Or on peut écrire :
O (Fror (Ady,20)) = Ro(w, &) (Frpn (f*Liz0)e™ (w.E5)1 14,0)-
On a donc :

H A ||L2([R+><D / |‘Ft96L f 1t>0)(w S )| |R—(w>€l)‘2ded€l'

w, &t

2Re(R)]

La fonction R_ peut encore s’écrire d’une fagon qui permet de I'estimer indépen-

damment de € :
ks, (k ey (1= k2)(2ew + 2642 — ic?y) + 2efht - &4 — (T L - ¢h)? )
)?)

R_ =
— 12 =
1 k (1—|—\/(1—k%l)(1+2€w+62€l2—i621/1)—(1—6]{3J"§J‘2

De cette écriture, on déduit :

IR0 €] < C(R) (e + o)
Finalement :
105, Aoy = [ [ 1 Fus ()0, €Y s | e )P s
L2(R} xD) ) ta t>0 oRe(R)|" .

Pour majorer sa partie réelle, écrivons la racine R_ sous la forme :

R_ =W —Qva— i,
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ot @ € R% ne dépend que de k;,, et a € R varie. On a donc Re(R_) = —QRe(v/a — ivy).

On montre a 'aide des formules de trigonométrie qu’on a, pour a € R et v; > 0 :

2 2
‘Re(va—in)| = \/—W.

Cela entraine |Re(va —ivy)| > 575 Cela permet de minorer Re(R_) indépen-

damment de w, £ et € :

Re(R)| > Cy.
Cela nous permet finalement d’écrire :

C
oF A, < —If° :
H T1 ||L2([R?'><D) = Vl% ||f ||H’€([R:r;H2k(F)>

On en déduit I'estimation recherchée. <>

6.4.2 Réécriture du probléme

A partir de ce paragraphe, on revient au cas plus général ou les rayons sont
lentement variables. On utilise la notation k = Vo(ex).

Comme pour ¥° lors de la résolution de I’équation de Klein-Gordon, on réécrit
I’équation de fagon a obtenir une condition au bord homogéne.

Le lemme de relévement suivant est utile pour appliquer le théoréme de Hille-
Phillips (cf. démonstration du théoréme 6.4.3).

Lemme 6.4.1 Soit A ¢* € C°(R} x T) et Supp(A®), Supp(¢®) C {(t,x); t >
Oetx el}.
Soit Ay la solution du probleme d’advection (6.2.19) (6.2.20) (6.2.21).

1l existe un prolongement Ab de A sur RS x D tel que :

1. 2ikb AY = 2ikb A" — eg® + (K, + )0, + ,’:Tli V)AL
r1 r1

t
[RG xT"

2. A® “vérifie Uéquation d’advection-Schridinger (6.2.23) sur R, xT'”, i.e. vérifie :

<2i[8t + - VA" + €V - [(T - ?®2)Vflb] + ie(Ag(ex) + 1/1)141’) = 0.

|z1=0
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3. A € C°(Ri, H®(D)) et Supp(AY) C {t > 0} x [0,1] x R 1.
4. ||8tkAb||Hm(D)(t) < C(m‘i‘km‘Ab"o;”““(n%jxr)+||ngo;”+’“(ijF))v ou C(m+Fk)

ne dépend pas de €.

Preuve. De facon similaire qu’au lemme 6.1.1, on écrit A® = a(t, :EL);—E—Fﬁ(t, xy)

sur un voisinage de I'. La condition 1 du lemme s’écrit :

() + ———((1+ (K2.)2), + k4 - V) A

Bt xr) = A(t,x1) - 2i(kb )2

€ b
2ik0 7
et la condition 2 :

2B+ kY -V freV - [(1 _ ?%2) vlﬁ} +a(1=(k2)2) +ie(Ag(ex) +11) B = 0,

ce qui donne « en fonction de 3. On lisse ensuite A” au-deld de ce voisinage et on

lui donne de fortes propriétés de décroissance. <

Avec ce lemme, on peut réécrire le probléme d’advection-Schrodinger de fagon a
avoir une condition au bord de Dirichlet homogéne : c¢’est ce qu’exprime la proposi-

tion suivante.

Proposition 6.4.1 Soit B = A, — A, avec A® comme dans le lemme 6.4.1, en

particulier Supp(flb) C R™ xD. A est alors solution du probléeme (6.2.23) (6.2.24)
(6.2.25) ssi B est solution du probléme suivant :

2%0B + k -V|B+eV-[(I— K2)VB] +icy + Ag(ex))B=f  (6.4.5)

Bio=0 (646)

Br=0 surRyxTI, (6.4.7)

avec

f==2i0,+ k - V]A* — eV - [(I — K 2)VAY] — ie(vy + Ad(ex)) A",

Remarque 1 : Comme la fonction A” annule Péquation d’advection-Schrodinger
(6.2.23) sur R xT',on a f € Cy(Ry; H} (D)), ce qui est indispensable & la résolution
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du systéme ci-dessus (application du théoréme de Hille-Phillips avec second membre :
cf. démonstration du théoréme 6.4.3).

De méme, 0F f € Cy(Ry; HY(D)) car les coefficients de I'équation ne dépendent
pas du temps, ce qui est nécessaire pour démontrer la régularité d’'une solution
(itération du théoréme de Hille-Phillips).

Remarque 2 : La fonction A’ est tres réguliére, et pour tous m, k on peut
la choisir telle que sa norme dans CF(R;; H™(D)) soit majorée par un multiple de
||fbHan+k(Rt+Xw,1). Donc la norme de f dans CF~!(R}; H™%(D)) peut étre majorée
par un multiple de HfbHCng(wan_l)e_%t. Ainsi, il suffit d’obtenir une estimation

sur B pour en avoir aussitot une pour A,.

Les deux parties qui suivent sont consacrées a 1’étude de la solution B du pro-
bléme homogéne. Les théorémes intermédiaires ci-dessous permettent d’obtenir le

théoréme 6.4.6 d’existence, d’unicité et de régularité pour la solution A..

6.4.3 Existence et unicité

L’étude de 'équation elliptique associée a (6.4.5) a été faite sur 'espace entier

dans le théoréme 4.3.1; nous l'entreprenons maintenant sur le demi-espace.
Théoréme 6.4.2 Soit AS lopérateur défini sur H*(D) N HY(D) par :
e € L€ —>®2
AS =k -V + §(A¢(ex) +u) — 2§V (1= E#2)V], (6.4.8)

ot vy > 0 est constant, ¢ € C;°(D) solution régulicre de ’équation eikonale station-

naire, avec N > Ny > 0 une fonction réguliere de D. On pose

1—Ny
No

Soit f € L*(D). Il existe une unique solution u € H*(D) N H} (D) telle que

A=2

ASu + @éu =f surD. (6.4.9)
€

De plus,
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on a l’inégalité suivante :

1
el D?ul| p2(p) + || Dul| 2(p) + lullz2p) < C(l1ollegey: No)ll fllz2py-  (6.4.10)

De plus, si f € H™(D) et f vérifie Supp(f) C D\ T, alors u € H™%(D) vérifie

m m 1
e[| D™ 2| 2y + || D™ | 20y + ullzm) < C(|lllegepy, No) | f1| 5 p)-
(6.4.11)

Preuve. On fait constamment référence ici & la démonstration du théoréme
4.3.1.

1. Existence et unicité dans H}(D).

La démonstration est la méme que dans H'(R") : on applique Lax-Milgram,

et on obtient une partie de l'inégalité (6.4.10) pour m =0 :
1
“llullzz +[IVul[z2 < C(No)[[ fll 2.

2. Reégularité de la solution faible : u € H*(R™).

Quand on dérive u dans des directions paralléles au bord, i.e. dans une direc-
tion z;>9, la démonstration est la méme que dans R" car si w € H> N Hy(D)
(pour alléger la démonstration, on suppose déja connue la régularité de w)
u € Hg(D). On obtient I'inégalité suivante :

alors on sait que 0,,.,

€|V O,,u

|22 + {101

|2 < C()[| ]2

Pour la dérivée dans la direction xy, on écrit 8§2u en fonction des autres déri-
1

vées secondes de u, grace a I’équation (6.4.9), et on en déduit :
2 1 2
€|z, ullr2 < C(E||U||L2 +[Vullz2 + €l |05 jooullre + [ f]]22),

et on a donc obtenu l'inégalité (6.4.10)

3. Régularité dans H™*2
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On se raméne a la démonstration sur tout 'espace grace au fait que Supp(f) C
D\T. $

Les théorémes suivants : existence et unicité, régularité, se démontrent en suivant
le méme schéma que dans le cas de 'espace entier. Par rapport au chapitre 4, la
résolution est simplifiée car la condition initiale A est nulle ; les espaces H'(R™) sont
remplacés par H}(D); en revanche 'équation d’advection-Schrodinger a un second

membre f.

Théoréme 6.4.3 On fait les hypotheses 6.2.1.
Soit f € C°(R, H(D) N HY(D)) et Supp(f) C Rf* x D.
Il existe une unique solution B € C'(Ry; L*(D)) N C(Ry; H*(D) N Hi(D)) au
probléeme suivant :
2i[0,B + k - VB] +ic(A¢(ex) + 11)B + eV - [(I — E**)VB] = f, (6.4.12)
Bji—o = 0dansD. (6.4.13)

De plus, B vérifie les inégalités suivantes :
L ||Bll2y(t) < Cl|f||zoe(ry,L2(0)t
2. €||D?B(t, |2 +el|VB(E, )2+ B(E, )2 < C(¢, No)ll fllexwyz2my) (1+1).

Preuve. Cette démonstration est calquée sur celle du théoréme 4.3.2.

1. En multipliant '’équation (6.4.12) par B et en en prenant la partie imaginaire,
il vient :

a(|IBll2e") < Ce= || f| 2 (1),
ce qui prouve l'estimation d’énergie 1.

2. L’existence et I'unicité se démontrent de la méme fagon que pour le théoréme

sur tout l'espace 4.3.2, avec
D(AS) = H*(D)N Hy(D) C H = L*(D).
Le second membre f de I’équation vérifie :

VkeN, O f(t) € D(AS) et OFf, ASOFf € C(Ry; LA(D)).
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A étant défini dans le théoréme 6.4.2, cela permet d’appliquer le théoréme de
Hille-Phillips au probléme :

Ou+ ASu + Z%u = fe "¢,
Ujt=0 = 0,
ainsi qu’ultérieurement a toutes ses dérivées en temps qui vérifient également
Ofuj—o = 0. On écrit alors B = ueet,
3. En dérivant en temps ’équation satisfaite par B, on obtient pour H = 0;B le

méme probléme que pour B mais avec 0; f comme second membre :

atH + ASH - 8tf,
H|t:0 — 0

On applique donc l'inégalité 1 a H :

<
1220y (8) < Cllfll (2, 220y) b

donc comme ASB + i%B =-H+ f+ i%B, on a, en utilisant la majoration
dul:

A C
LASB + 2Bl sty (1) < Il ey (o, pogoy) (1)

Avec l'inégalité (6.4.10), on en déduit I'inégalité 2 du théoréme. <

6.4.4 Reégularité

Pour les théorémes de régularité, on effectue un recouvrement par cartes locales

du domaine D, en distinguant deux cas :

1. Loin du bord : la démonstration du cas dans l'espace entier s’applique telle
quelle. On a seulement rajouté un second membre a I’équation, et supposé
A = (.

2. Au voisinage du bord : comme on a supposé N = cste au voisinage du bord
on se trouve dans le cas droit. On applique alors le théoréme 6.4.1 qui donne

directement un résultat indépendant de ¢ pour A..
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Théoréme 6.4.4 Soit m,j € N. Les hypotheéses du théoréeme 6.4.3 sont supposées
vérifiées. La solution B du probleme (6.4.12) (6.4.13) est dans C™ (R ; H¥ NH} (D))

et vérifie les inégalités suivantes sur tout ouvert QQ CC D :

2m
k(| Mk
< 4.
> 1D Bllzer 1) < CO N g o ) 1+ 0 (6.4.14)
et pour 3 < m :

2m—2j '
> || DM Bl g, sr2e) < C(N, NNl (1, 12my) L+ D) (6.4.15)
k=0

Preuve. La démonstration est semblable a celle du théoréme 4.3.3. On se place
en-dehors d’un voisinage du bord, ce qui permet de se ramener au théoréeme 4.3.3.

La démonstration ci-dessous a donc seulement pour but de montrer quel role joue
le second membre. Ce second membre vérifie 9% f € Hj(D) donc 9y f € D(AS), ce

qui est nécessaire pour appliquer Hille-Phillips. Par récurrence :

1. m =1 :'assertion (6.4.14) correspond a l'assertion 2 du théoréme 6.4.3. Pour
j = 1, lassertion (6.4.15) a été prouvée au cours de la démonstration du
théoréme 6.4.3.

2. m > 2 : on fait 'hypothése de récurrence forte que les inégalités (6.4.14)
et (6.4.15) sont vérifiées a tout ordre < m — 1 pour tout second membre f
vérifiant les propriétés demandées. Cela entraine que H = 0;B vérifie, pour
tout 0 < j < m — 1, la relation (6.4.15), c’est-a-dire :

2m—2j—2

> DR Dl w2 < C(N, )]

)(1 —i—t),

¢ (re,L2(D)
donc l'inégalité (6.4.15) est vérifiée pour 1 < j < m. Il reste & montrer 1’asser-
tion (6.4.14), qui est aussi égale a I’assertion (6.4.15) pour 7 = 0. Or I'hypothése
de récurrence étant vérifiée pour la fonction B au rang m — 1, cela se résume

a devoir montrer que :

€2m_1||D2m_1B||L°°([R+;L2) + €2mHD2mBHL°°(IR+;L2) <
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e 2 'C(N, )| | fill (1)

¢y (e 22(D)

D’aprés l'inégalité (6.4.11), on a :

A
e||D*™B||12(t) + || D*™*B||2(t) < C||ASB + iEBHHzm_z(t)

1
< O (211Blln-a + 108l + [l ) 0,

Il suffit d’appliquer ’hypothése de récurrence & B et 0, B et on obtient I'inégalité

voulue. $

Théoréme 6.4.5 Sous les hypothéses du théoréme 6.4.4, la solution B du systéme
(6.4.12) (6.4.13) vérifie l'inégalité suivante sur un ouvert Q@ CC D :

[1Bllam@)(t) < (1+ ™ )C(d, No)ll f gy mm—r o))

Preuve. La démonstration est similaire a celle du théoréme 4.3.4 : elle se fait en dé-
rivant selon les directions de = I’équation (6.4.12). La seule différence est la présence

d’un second membre vérifiant, pour tout k < m :
D*f(t) € Hy(D), |[|ID"fllr2m)(t) < C(m, ¢, No)llflleyw, e (m))-

O

Conclusion : existence, unicité et régularité pour A..

Théoréme 6.4.6 On fait les hypotheses 6.2.1.
Il existe une unique solution A, € Cm(R+; HQj(D)) pour tout (m, j) au probléme

suvant :

20 Ac + & - VA +ie(Ad(ex) + 1) Ac + €V - [(T - E®)VA] =0 (6.4.16)
~0

Agji=o (6.4.17)
é
) 1 k'
2’&]521 (Ae|m1:0 - Ab) - _Egb + E((kgl + kT>8t + ?ﬁ . VJ_)Ab (6418)
T1 1

De plus, A, vérifie linégalité suivante :
1Aellzm ) (8) < (L + ") C (b, No) (1A% lemva v, xry + 119° a2 e, wry)-



6.4 PROBLEME D’ADVECTION-SCHRODINGER 137

Preuve. On commence par appliquer le lemme de relévement 6.4.1, qui permet
de trouver une fonction A’ adaptée au probléme. On applique alors la proposition
6.4.1 avec B = A.— A®. Le second membre f de I’équation vérifiée par B a toutes les
propriétés nécessaires pour qu’on puisse appliquer a B les théorémes 6.4.3 et 6.4.5,

qui entrainent :
I1B(t, oy < (L+ "N fllnerw, s m-r)-

Donc d’aprés le lemme de relévement 6.4.1 :

|B(E, )| mmpy < (1+ th)C(HAbHc;””(R?xr) + ||9b||c;””(n%jxr))'

Le théoréeme ci-dessus en découle sur tout ouvert 2 CC D. Au voisinage de T,
comme on a supposé N = cste au voisinage du bord on se trouve dans le cas droit,
on applique donc le théoréme 6.4.1, puis on effectue un raccordement par cartes

locales. <>

6.4.5 Résultat d’approximation

Théoréme 6.4.7 On fait les hypothéses 6.2.1.
Soit U € L°°(|R+; HS([R")) lunique solution du probléme :

(0 — A)U + N(ex)V + Ev,0,¥ = 0, (6.4.19)
VY=o =0, (6.4.20)
@\If\tzo - 0, (6421)
2ikb Tb
(k2,0 = 02) Wy = (=2 A"+ g")¢ = (6.4.22)

Soit A, lunique solution du probléeme (6.4.16) (6.4.17) (6.4.18).
Soit U, définie par :

Z.(;S(e:v)e/e—t

U, = A, (t,x))e + C.C.
L’inégalité suivante est vérifiée par E.(t), avec

E(t) = 2No[W — W[ (t) + €10, (¥ — W) [[72(t) + €|V (¥ — Wo)][7 -
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E(t) < Ce'(e" = 1)(1+ ") (||gb||§g(mt+xp) + HAbH?;;(R;Xp)).

Preuve. On utilise l'estimation d’énergie (6.1.14) du théoréme 6.1.2 : il ne reste

plus qu’a évaluer les termes g¢., R, et S, du théoréme.

1. Estimation de g, = e(k‘glat — Oy ) (¥ — ‘I’e)mejxr
Il est immédiat que

'_>b~z—t
G.= (g’ : )jzi=0 = —2@’/521Ab—i—egb—i—QikZlAdm:O—e [(k;glat — (9%1)146}

|x1=0"

En utilisant la condition au bord (6.4.18) vérifiée par A, il vient :

ﬁ
1 k+
GE = € (k?zl —+ kT)atAb -+ k;b . VJ_Ab — € [(k;’:l@t — (9351)146] |m1:0 .
T 1
On écrit G, = a + (3 avec
b b e’k? b b 1 ?Ii b
o = —ek‘mat(AEm:O—A ) - —Wat —g + ((kxl + kT)at + ]{}—b * VJ_)A 5
donc
HO{HLOO(O,T;LQ(D)) S 62C<||gb||cl} (O,T;LQ(F)) + ||Ab||cg (O,T;LQ(F))OCI} (O,T;Hl(l")>) .

Bt

%
ﬁ = eaﬁAE + ]{j—glatA + € ]{jxl

On remplace 0., A, par les autres dérivées de A, grace a I’équation d’advection-

VAL

Schrodinger (6.4.16) satisfaite par la fonction A, :

2

€ € —
f=—55V" [(I — V¢ (ex)) VA] — O+ k1 V1)(Ac— Ab).
Gréace a la condition au bord (6.4.18), on a :
7 b € 7 b b 1 ?Ii b
(Gﬁ— kJ_'VJ_)(AE_A ) = 2’Lkb (8t+ k J_'VJ_) —g +((kx1+k7)8t+kTVL)A .
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On en déduit :

181l 07:22(ry) < Ce? <||A6||L°o (o) T

+ []A]

b
| |g | |cg (0,T;L2(F)) NLo© (O,T;Hl(l")> c? (0,T;L2(F)) nct (o,T;Hl(F)) NLo® (0,T;H2(F)) ) )

On a donc la méme estimation sur G.. Grace au fait que les supports de

A et ¢° soient dans R} x Br(0,R), on peut remplacer les majorations en

b b
147, 9 Hcalc’g (o,T;Hm(r)
définitive :

. . b b .
) par des majorations en ||A° g ||CalC;)n+k([R2—XF), soit en

|19l ‘Loo (07T;L2(F)) < 620(| | Ac] ‘Loo (QT;HS(D)) +| ‘gb‘ ‘calcg(u%j ><F)+| |Ab| |cazc§(u?;“xr)) :

2. Bstimation de R, = 0,(¥ —¥,)—g = —0,Up_g Re = —(9,A.),_ ¢ On en

e
|t=0
déduit, grace a I’équation (6.4.16) vérifiée par A., que R, = 0.

3. Calcul de S,

Ce calcul a déja été fait dans la partie 4.3.3, et on trouve :
S. = EP(0) A,

ol Py est un polynéme de degré 4 en les dérivées de A.. donc l'inégalité de

régularité du théoréme 6.4.6 pour m = 4 permet de conclure que :
1A 1oy () < CA+ ) (19l lesm, xry + 1A ez, xr))-

On en déduit I'estimation recherchée. <
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Partie II : Equation
d’advection-Schrodinger et

conditions absorbantes

Article & paraitre écrit en collaboration avec F. Golse et R. Sentis, et référencé

dans la bibliographie en [22].
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Chapitre 7

Boundary Value Problem for an
oblique paraxial Model of Light
Propagation : the Advection

Schrodinger equation

7.1 Introduction

To simulate the propagation of a monochromatic laser beam in a medium where
the local refractive index is nearby a constant, it is classical to use the paraxial
approximation of the Maxwell equation. This approximation takes into account dif-
fraction and refraction phenomena; it is intensively used in optic models and in a lot
of models related to laser-plasma interaction (cf [32], [6], [48] and the bibliography
of these last references). Let us first recall briefly the outlines of this approximation :
according to laws of optics, the laser electromagnetic field may be modeled by the

solution ¢ of the following frequency Maxwell equation (the Helmholtz problem) :

EAY + 1+ 2ve) = 0, (7.1.1)
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l'is the wave number of the laser wave in a medium corresponding to the

where €~
mean value of the refractive index and v, = v 4 ip is a complex coefficient : its real
part v corresponds to a conveniently scaled absorption coefficient and its imaginary
part u to the variation of the refraction index (1 — 2epu is equal to the refractive

index up to a multiplicative constant).

Link with Part I.

Notice that neither the coefficient € nor the coefficient v are here equal to the
coefficients € and v of Part I, which we denote here by ¢; and v;. Indeed, the function
1 is related to the function W solution of the Klein-Gordon equation (1.3.1) of part
I by the relation :

t

U= we_i I
This leads to the following equation for the function ) :
(1= Ny + 1A —iequpy = 0,

Noting N = Ny+ 0N, where N is the dimensionless electron density of the medium,
and defining € by

€r = ey/1 — Np,

we have :

ON €V
QA . . 1
CAVTY - T

Consequently, we have the following relation between v, and vy :

b =0

1 vr +Z ON
2\/]_—N0 261—N0.

The first basic assumption is that the wave length 27e is small compared to the

vy =v+ipu =

size of the simulation domain. Assume also that the light propagates according a
— —
fixed direction defined by the unit vector k , which is related to the vector k ; of
part I by :
ﬁ

AL
| K 1]
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Let us denote the longitudinal and the transverse coordinates by z = 7 - ¥ and
X =7 —(7 - k) k ; the gradient with respect to X is denoted V, =V — k (k.V).

—
T —
ik @

€

Now, if we replace ¢ by uexp( ), the equation (7.1.1) may be written as :

52
€(2iviu + 2%k - ?u) +EA U= —ezﬁu.
2

where A is the Laplacian operator in the transverse variable. Now, assuming that
u is slowy varying with respect to the longitudinal variable, we can neglect the
right hand side of the previous equation (we will check this a posteriori). Therefore
u satisfies the classical paraxial equation for wave propagation, which is a linear

Schrédinger equation :

- = €
ik - Vu+ §ALu +ivu = 0. (7.1.2)

Classically, one adresses the paraxial equation only in the case where the laser
beam enters the simulation domain with a very small incidence angle that is, say,
when the vector ? is normal to a boundary of the simulation domain. In such a
problem, the boundary condition on the entrance boundary {x = 0} is straightfor-
ward : it is simply the value of the solution, which is a data. On the face {y = 0} of
the domain parallel to the vector ?, to deal correctly with the boundary conditions
one has to introduce a fractional derivative according to the x variable (see [3], [14]
for a mathematical approach and [33] for a physical approach; see also appendix
7.4.2).

But, when the incidence angle between ¥ and the normal vector to the entrance
boundary e, is not small any more, the classical approach is not valid. One way to
overcome this difficulty was proposed in [29] by replacing the transverse Laplacian
by a pseudodifferential operator ; but to deal with the spatial envelope this reference
writes ¢ = wexp(@) and assumes that w is slowly varying with respect to the

. — — .
coordinate e, - . Here, we keep the scaling

7y, (7.1.3)
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with u slowly varying with respect to k. 7. The aim of this article is to analyse
the equation (7.1.2) with an arbitrary angle between ¥ and e.. First, we have to
formulate the right entrance boundary condition and to show that the corresponding
problem is well posed. For this purpose, we consider a 2D problem but most of the
ideas developed here may be extended to the 3D case.

For the statement of the entrance boundary condition, one assumes that a fixed
plane wave ™" = " exp(ﬁT?) is coming into the domain where u™ is a given
function of the variable y. Remark that for the Helmholtz problem, the boundary

condition is classical and may reads as :
(ei +ik )Y — umei??/ﬁ) =0
on '

where 7’ is the outwards unit normal to the domain. By using (7.1.3) in this expres-
sion, the corresponding entrance boundary condition for the equation (7.1.2) may

be written in a natural way as :

(€7 -V +2k ) (u—u™) = 0. (7.1.4)

For technical reasons which will appear in the sequel, we assume in this paper
that
infzv(7) > 0. (7.1.5)

Moreover, in section 2.2 and 3, we assume that the imaginary part u of v, is zero (i.e.
N = Np) and that v is a strictly positive constant (notice that the main difficulties
concerning the boundary conditions may be seen in this case).

In section 7.2, we analyse the problem (7.1.2) (7.1.4) in the half-space

{(z,y) s.t. x>0},

which is the simplest case. First we show, using classical energy estimates in the
space L*(R, x R), that for any v; satisfying (7.1.5) the solution is unique. Then,
in the case where v is a stritly positive constant, we give an exact formula for the
solution. This analysis is used in the article [23] to solve numerically the problem
(7.1.2) (7.1.4) in the general framework of (7.1.5).
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In section 7.3 , we focus on the problem (7.1.2) (7.1.4) in the quadrant {(z,y) s.t. z >
0,y > 0}. We look for a condition on the boundary {y = 0} such that the restricted

problem :
1. is well-posed,

2. admits for a solution the restriction to the quadrant of the solution in the

half-space.

Such a condition is called a transparent boundary condition. If the solution of the
quadrant is not the exact restriction of the solution in the half plane, but is close to
it in some sense, the boundary condition is called an absorbing boundary condition.

We state the right transparent boundary condition on the boundary {y = 0}, and
we analyse the corresponding problem and its relation with the half-space problem.
To be more precise, we show that if the ray enters in the quadrant (i.e if P <0)

our condition is a transparent one, and only an absorbing one if it goes out of it (i.e
H
if k-7 <0).

7.2 Half-space problem
Here we address a problem where the simulation domain is the half-space

D={7-e >0}

Set @ = (x,y) and define ¥ = (kz, ky) to be a unitary vector of the plane which
indicates the direction of the laser beam (we must of course have k, > 0). Assu-
ming that (7.1.5) holds and that p is a bounded function, we consider the following
problem in the half-space :

- = €
tk - Vu+ §Alu—uu+iyu =0, (7.2.1)

(ieD — 2& 1) (u — u'™) |0 = 0, (7.2.2)

where we have denoted D = 7' -V = k,(k,0, — k,0,). In the subsection 7.2.1, we

use energy methods to prove the uniqueness and the stability of a solution with the
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assumption (7.1.5). In the subsection 7.2.2, the Fourier transforms give us a formula

to express this solution in the special case where v is a constant and p is zero.

7.2.1 Energy estimate

Proposition 1 Let u € H'(Ry x R) be a solution to the problem (7.2.1) (7.2.2) in
the half-plane {x > 0}. We have the two following equivalent identities :

* - D+2Fk -
e
- n

(ieD — 2k - 7)u
/|k |+ HUPZZE ),
2% - 7|
ii) //2u|u|2+/\?-ﬁ||u|2: —Im(/a(eDJrzz'?W)um).
D To To

Proof. Let us take the scalar product of the equation (7.1.2) with the solution u

and compute twice its imaginary part. We find :

//(k; V\UP (uALu—uALu)+2V|u|2) =0.

We apply the Green formula, and find :

/(|u|2k w4+ — 5 (uDu—uDu )dS(as) +//21/\u\2das = 0.
i
D

o

To obtain the second estimate, we just use the boundary condition (7.2.2) to replace

in this equality the term o (@Du — uD1u) :

;(ﬂDu —uDu) = —2% - 7 |ul* + Im(a(eD + 2i k - 7)u™).
(3

To obtain the first estimate, we use the following identity :

—dick - 7 (uDu — uDu) = |ieDu — 2 s nul* — |ieDu + 2% - ul’.
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— —
By replacing k - 7 by —| k - 7|, we get :

//2V|u|2 /\u\ \k; n\—/ — |€Du—i—2@k | —|eDu— 2%k - ul’) =

According to the boundary condition (7.2.2), this yields the first desired energy

estimate.

The first estimate can be interpreted as the conservation of energy, the right
hand side being the incoming and the left hand side the outcoming and the absorbed

energy. From the second estimate we deduce the following theorem.

Theorem 7.2.1 Let (ieD — 2k - n)u™ € LA(R). If u € HY(R,. x R) is a solution
to the problem (7.2.1) (7.2.2) in the half-plane, it is unique. Moreover, we have the

following stability estimate, with a constant C independent of v, u :

//2V|u|2+/\?-ﬁ||u|2 < c/\(@'ep—ﬁ-mum\%
D To T'o

- =, in 2 :
Proof. If (ieD — 2k - 7)u™ = 0 then [[ 2v|u|?*dz = 0 so u = 0, so the solution u
D
is unique. To obtain the stability estimate, we first write that the second estimate

of the proposition 1 implies :

/\k 7 |u[2dS(z) /|u|2ds /\ (D + 2K - 7)uin2dS(z),

SO

1
/ pdS(e) <

—_
|

/ (eD +2i k - 7)uin|2dS(x).
Fo 1—\0

We report this result in the second estimate of the proposition 1 :

//21/|u|2da7+/\ k-7 ||ul2dS(x) /\uPdS /| (D + 20K - 7 )uin2ds(x)

/| eD+22k‘ )u™ |2 dS ().

<

| % -
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&
Remark : the stability result cannot be used to let the absorption tend to zero,
since the norm on the left side depends on the coefficient v. In the section 7.2.2, we

prove existence, uniqueness and “real” stability for a much larger class of solutions.

7.2.2 Fourier method

In the sequel of this article, we assume that
pw=0, and v is a strictly positive constant

and we write

2k,g = iek, (k.0 — k0, )u™ + 2k, u™,

The problem (7.1.2) (7.1.4) may be written under the form :

i(kpOp + kyOy)u + = (k282 — 2k, k03, + K202, ) u+ivu = 0onRy x R, (7.2.3)

i€ky(kyOy — kyOr)Ujz—o + 2kztUjz—0 = g. (7.2.4)

In the sequel, we denote the Fourier variables of the variables x and y respectively
by £ and 7 and the Fourier transform in z and y by F, and F,.
Using Fourier transformation, we claim here that there exists an explicit solution

to this problem. Denote

ke ke k 2
R_(in) = i= _ —(1—\/1—26 T

k, k2 2 2

x xT

Theorem 7.2.2 Here and in the sequel, Na denotes the principal determination of
the square root (its real part is positive); it is crucial that v is strictly positive in
order to define it without ambiguity.

Let S8'(R) be the space of tempered distributions and g € S'. There exists a unique
tempered distribution u € C3°(Ry, S, (R)) to the problem (7.2.3) (7.2.4), which is :

2OF . (q: |
F (U T 77 (g 77) R_(m)z’
g \/1 — otk 9, %
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It satisfies also :

(az —R_ (in))]:y(u; z,m) = 0.
From this theorem, we can deduce the following corollaries :

Corollary 7.2.1 If g € H 2(R) then the solution u to the problem (7.2.3) (7.2.4)
is in Cb(R,, L;([R)), and the following stability inequality stands for some constant

C not depending on the absorption factor v :

On a general manner, if g € H*(R), s € R, then u € C° ([I?+,Hs+2([R)) and we have
the following inequality :

< Cl|y|

Le(Ry HH?( R)) HH®)

The space chosen for the solution is the most convenient because the stability
obtained does not depend on the absorption coefficient v. However, we can find
existence and uniqueness of a solution in other spaces, provided other conditions on

the initial data ¢g. For instance :

Corollary 7.2.2

1. 1 Fy(gin) € L2(R) then u € L*(R. x R).
It yrea iy < L®) (Ry x R)

2. If DulenQinl)? 977(”"7' ) € L2(R) with s > 0 then u € Ly*(R,L2(Ry)). in a general

/IRe(R_(

fy(g (14 n2) 3 |R_ ()| 2 00 m
manner, if R € L;(R) then u € LyP (R, H'(Ry)).

Notice that when v — 0, Re(R_(in),—¢) values zero in a half-line, then with these

assumptions v is not uniformly bounded according to the absorption coefficient v.

The three following subsections are devoted to the proof of theorem 2.
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Fourier transform in y of the problem

Let u be a solution of the problem (7.2.3) (7.2.4) and v the extension of u by
zero in the whole space : v(z,y) = u(x, y)1,>. By introducing formally the function

v in equation (7.2.3) we get :

k2 ,
2? . ?v + gAlv + vy = ((zk‘x — %(Qkxay - k:yaz))u(O, y)) Op—o + E_yu(O, Y)0,_o-

2

The meaning of the term 0,u(0,y) is given by the entrance boundary condition
(7.2.4) :

eky
2

Assuming that u € C(Ry, S’ (R)), we are allowed to take the Fourier transform of

z? . ?v + %Alv + ivv = ikpg(y)dp—o — (k:zayu(O, Y)0z—0 — kyu(0, y)é;zo).

this expression. Let us define P,(X,Y’) as the polynomial which characterizes the

differential operator of the equation, i.e :

P,(0,,0,) = i(keDy + ky0,) + %(k:z&z — 2k k2, + K202) + iv.

If we write ug(y) = u(0,y), the Fourier transform in y of the equation in v reads :

_ ek? ([ 2ik, Ky ,
Pnin) 7 (vsz.1) = 24 (B R = 0 i) oo+ i)
Y Y
We can write 2
Py (. in) = 22 (ax - R+<m>) (ax R (in)) (7.25)

where we define :

: ks ks ekyn . €k?
R (in) :zk—yn—zg(li \/1 -2 E; +2wk—2y .

x T

Thus :
(0. = retin) ) (0 = i) 7 =
2ik, Ky /
?fy(g; n — Zk—nfy(uo; 1) ) z=0 + Fy(uo; n)0y—o- (7.2.6)
ek? Y
The aim of the following paragraph is to show that there is a unique acceptable

solution for this ordinary differential equation.
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Fourier transform in z of the problem

Let us take the Fourier transform of the equation (7.2.6). We get :

(16— Ratin ) (i€ = Rt ) 7o) = S ) =i = 7 i)

Since Re (i — Ry (in)) # 0, we can divide each side of the equation (7.2.6) by =P,

(because Pi is an infinitely derivable function with at most polynomial growth at

infinity, we can multiply it with a tempered distribution) and write :

N _
.,Itz:/ty(iﬂ Sa 77) - ZS — R+(ZT]) Zf — R_(Zn)’
where :
R, (in) — 2—17 21k F,(g:m)
n _ . x Y )
o) = F = R_(m)fy(uo’m* ek? Ry (in) — R_(in)’
R_(in) — if=n 2ik,  Fy(g;n)

ay =- . —Fy(uo;n) — _ — .
v = TR — Ry M T e B — B
We now use the following lemma :

Lemma 7.2.1 Letv(z,y) a tempered distribution, Supp(v) C Ry xR, whose Fourier

transform verifies an equation of the following form :

O‘;r/2 (n) Q)9 (n)
i€ — Ry(in) ~ i§ — R_(in)’
where the tempered distributions af/Q are given.
Then v € C(Ry,S'(R)), af/z(n) =0 and o, ,(n) = Fy(v; 07, 7).

fzfy(%f,??) =

Proof. If § € C\R, we can verify immediately that :

1 o fx(ﬂm>0€6x' 5) lf Re(Q) <0
Zf -0 B _f:c( :z:<06 af) if R6(9> >0

This result may be applied to § = R, (in) and 6 = R_(in). Since

Re(Ry) = —Re(R_) > 0,
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we get :
Fy(vsz,m) = _O‘;r/z(n)eR+(in)x]le0 + O‘l_/z(n)eRf(m)zﬂrzoa

which proves that v € C([R+,S’([R)). Since v(x < 0,y) = 0, this equality implies
ozf/Q(n) = 0. We take the limit for z = 0, and find : F,(u;0,7) = 041_/2(77)- &

Explicit writing of the solution

The lemma may be applied to our case, which yields :

2k, Fy(ﬂ? 77)

Fy(uoin) = — : kg
v k3 R (in) — ikn

and :

2F,(g;n ine
Fylu;z,n) = ‘;/(k ) = efi-(inz, (7.2.7)
14 \/1 — Tt + 2iev s

This proves the theorem 7.2.2. Notice that we can easily calculate, with this formula,
—
the value of the derivative k -Vu. As soon as u is regular enough to have its Fourier

transform in y decreasing rapidly, we can develop it asymptotically in € and v, and
_)

find: k£ -Vu=0(e+v).

Proof of the Corollaries

To show the stability result of the corollary 7.2.1, we use the following lemma, :

Lemma 7.2.2 There exists a constant C' > 0, depending only on the geometry of

the problem (i.e. of €, k, and k,) and not depending on v, such that :
2 4
1+ |n] __ < % ‘
11+ \/1 — 2,2];977 + 2iev 5|4

Proof. Let us denote X =1 — 252y and N = 2er’s

Yy
k3 k2

B(p) = |1+ VX FilNP = [1 4+ ¢TVN = ixX]

. Then :

] Arctgx
=1+ VX2 + N2 +2(X2+ N?)icos(Z — TIN

4 2)'
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The cosine is nonnegative, so we get :
B(n)?>(1+VX2+N2)2 > 1+ X2

Since 1+ |n|? = 1+ a*(1 — X)? with a = 2@1%;,7 we study the polynomial P(X) =

c(1+X?) - (1+a*(1 - X)?), where ¢ = (.f—g. We look for a ¢ > 0 such that V X € R,
P(X) > 0.

P=X?*c—a®)+2a°X — (1 —c+a?),
and we pick ¢ = 2a% + 1 (for instance). We can take any C > 24/1 + E%‘ O

We now integrate in 7 the square modulus of the equation (7.2.7), and since
|efi-(m)z| — Re(R-(i)z < | we get :

lute. NBae < € [ Fg )P+ i) Hdn = C2llglP,
We have proved the stability inequality, and the fact that the solution « is in the
space L®(R,, L*(R)). The constant C' is of order % The proof is the same for
g € H*(R).

Fy(gm)(1+n2) 2

In order to prove corollary 7.2.2, we first show that if s > 0 and RO
e(R—(in

L(R) then u € L*(R, L2(Ry)). We have :

i i e dn 2F,(g;m) in)e
[tz = [ asf [ ot
/ / 14 /1= 2o 4 2iew

We can apply the Cauchy-Schwartz inequality :

JERIRTE
0

[e.e]

c* [ as( [ anzgmpa e e D) (fana o)),

0
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We integrate the first in x, and find, for a constant A > 0 :

e 7y (g )P+ /InD)*
/|uxy dx<A/d 2|Re )]

This shows that u € Ly°(R, L3(Ry)) if we suppose for instance
[Re(R-(in))] !
To generalize at H"(R. ), we replace F,(g) by R_(in)"F,(g;:n).

7.3 The case of the quadrant

We still consider the same problem (7.1.2) (7.1.4) but restricted to the quadrant
{z,y > 0}. To find a transparent or an absorbing boundary condition (cf. introduc-
tion) on the boundary {y = 0}, we formally factorize the differential operator of the

advection-Schrodinger equation as follows :

2
:i?-?+§mu+w:o—e@(a — AL 0)) (0, — A_(B,)).  (7.3.0)

where

ky 2iek, k2
AL (0,) = kya —Zﬁ(l—l— \/1 Z]; 0y +2u—:yﬁ)

k k, 2iek, k2
A_(am)—kyﬁw— ﬁ(l—\/l%— 2;2 Oy +2Z€Vﬁ>

This means that A, (X), A_(X) are the roots of the polynomial P,(X,Y") considered
as a polynomial of the variable X.

The aim of this section is to show that the following condition :
(0y — A1(02))upymo =0 V >0

is a transparent boundary condition if k, > 0 and an absorbing boundary condition
if k, < 0.
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Let us consider the following problem :

i(ky Oy + K, 0,)U + (k:262 — 2k, k02, + K202 )U+ivU =0 Yo >0, y>0, (7.3.2)

z%yy yax
iehy (koOy — kyOa)Upo + 2kalUpeo = 2kngy ¥ y >0, (7.3.3)

8yU|y:0 — A+(8z)(U\y:0) =0 Vx>0, (734)
where we take g, € H~2(R..), Supp(g) C R*.

We give the definition of the square root of a differential operator in the appendix
7.4.2. We can write again the condition (7.3.4) under the following form, to make it

resemble the equation (7.3.3) :

2i€ek, k2
zke —i—QZeyk)

Y Y

i€ky (kyOp — k20y)Ujy—o + ky(1 + \/1 + Uy=o=0 V 2>0.
The first step is to give an extended meaning of the boundary condition (7.3.4), for
functions whose derivatives at the boundary {y = 0} may not be defined. The second
step is to show that the extension of the condition (7.3.4) is either a transparent or
an absorbing boundary condition for the problem, according to the sign of k.

Let us denote u the solution of the half-space problem (7.2.3) (7.2.4) with an
entrance boundary condition equal to g = g4 1,0 : g € H - (R). We recall that u is
given by the formula (7.2.7) :

2F, (g 77) eR, (in)x

Fylu;z,m) = —
1+\/1— Ey77+2’L€Vk2

We show the two following theorems.

Theorem 7.3.1 Let g4 be a given function such that Supp(g) C R and g+ €
H_%([RJF). LetU € C*(R,, Hy%Jrs(lRJr)), with s > 0, a function satisfying the equations
(7.3.2) (7.3.8) with 8,U(x,0) € Hy%(Ry) and U(x,0) € HZ(Ry). Then U satisfies
(7.8.4) it U satisfies :

Uz, y)ly>0 = ({K Fy(Uly0;0,m) + G(n) e (i")x)ﬂzpo, (7.3.5)
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with :

. R_(in) —if=n

B 2ik,  Fy(g:m)
K = =g — = ()

k2 Ro(in) — R_(in)’

With this result, we are able to extend the meaning of the equation (7.3.4) in the

and G(n) =

following way :

Definition 7.3.1 We say that a function U € CU(Ry, L2(Ry)) is a solution of the
problem (7.3.2) (7.3.3) (7.5.4) iff it is a solution of the problem (7.5.2) (7.3.3)
(7.3.5).

Theorem 7.3.2 Let g, be a given function such that Supp(g) C R and g €
H2(R,).
i) The problem (7.3.2) (7.3.3) (7.3.5) admits a unique solution U € C}(Ry, L2(R,)).

i) Let u € CY(Ry, LL(R)) be the solution of the half-space problem (7.2.3) (7.2.4)
with an incoming boundary condition g = g4+1,>9. We have an explicit formula for

U in terms of u, with uy(y) = u(0,y) :

Uz, y)lyso = fy_l ({K(n)fy(uojlyzo; n) + é(n)}eR* (in)w) 1,50, (7.3.6)
~ R_—jkz R )
where K = _Ty and G = _%_R?_(fg;

ZZZ) If ky > 0, then U = U|y20.
w) If k, < 0,and if we take g(y) = h(y — A) with A > 0, then we get :

Al—ig-loo 1w = U) Lyl | gy 13R)) = O-

7.3.1 Fourier transform of the problem.

Let U be a solution of the problem (7.3.2) (7.3.3) (7.3.4), U € Ct(Ry, H3T5(R,))
and V' the extension of U by zero in the whole space : V(z,y) = U(x,y)Ly>01y>0.
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We calculate what the problem means for V', and find :

— = €

i1k -VV + _AJ_V + wV = —E]{?xk’yU(O, 0)5z205y:0+

Ekf Eki ’
(Zk’ — —(2]{3 8 k’yaz))U(O, y) :ﬂ_y20§x:0 + TU(O, y)1y205m:0+

2

. km ek? ,
((lk}y - T(Qkyam - kxay))U(l’, 0)) ]lxzo(sy:() + TU(x, 0>1m206y:07
which gives, with the two boundary conditions (7.3.3) (7.3.4) :

ik -VV + iALV + vV = —ek,k,U(0,0),-00y—0+

: ek /
ikagds0 — =" (ko0 Ulo—00a—0 — kyUlr=05x:0)) Ty>o+ (7.3.7)

2
\/1 + 21616:56 + Qiey%)U‘y:0§y:0 - % (ky@cU‘y:oéy:O - kay:05;:0)) :ﬂ_zzo.

To take the Fourier transform of this expression, we have to proceed carefully with

the derivatives of U. Indeed, we can write :

and the equivalent formula for fy((ﬁyU )1y>0; 0,77). On the contrary, one directly
gets :

i€k, k2 2¢k,, k2
fz((\/u P —5— 0, +2Z€ykyU\y 0) zzo;g,o) = \/1— e §+ 2iev 5Ty (Uly=olu>0)-

)

We now take the Fourier transform of the formula (7.3.7). The terms depending on

U(0,0) cancel one another, and we furthermore notice that :
k 2¢k, k2 k.k k2
z'?y(l—\/l— K e | 9jerhzy € yg_—e A_(i€).

Finally, using the polynomial P,(X,Y"), we get

B, (i€, in) FuFy (Vi€ m) =

k2 /2ik, k. K2
(B ) = 10— R Ut0:000) |+ 52 (1~ A () AU Lo056,0),
Y



BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR AN OBLIQUE PARAXIAL MODEL OF LIGHT
160 PROPAGATION : THE ADVECTION SCHRODINGER EQUATION

Dividing by P, written in one of the form (7.3.1) or (7.2.5), the equation in V reads :

a’(n) a™(n) () B=(§)
€ R (in)  €—R_(in)  in-A (i) in—A(i&)

where a® and 3% depends on u in the following way :

FoFy(Vi€m) = (7.3.8)

R (in) — @_77 2ik Fy(g;m)
i) — 1 2 (9
o) = Fo (a7 U2 O B Ry
R_(in) — if=n 2k,  F,lg;
a (n) =— b Fy(Uly>0;0,m) — 9:1)

Ry (in) — R-(in) ek? Ri(in) — R-(in)"  (7.3.9)

BT(E) = Fu(Ulsz0; €, 0),

p(§) =0.

7.3.2 Proof of the theorem 7.3.1.

Let us take the inverse Fourier transform of the equation (7.3.8), as in the section

7.2.2 for the half-space problem :
Uz, y)lesoly>o = F, ' (—Oé+(7])€R+(m)x]lxgo + a‘(n)eR‘(i”)zﬂmzo)

( 5+(€) A (if)yq y<0+ 3~ (5) (iﬁ)y1y>0)‘

If we multiply each side by 1,>01,>0 and use the fact that 3~ = 0, we obtain the
formula (7.3.5) in the theorem 7.3.1, i.e. :

U(.T, y)ﬂ-zZOﬂ-yzO = fy_l (a_ (n)eR_ (ln)x) ﬂ-zZOﬂ-yZO'
Indeed, if we denote :

. Ro(im)—iEn oy 2ike Fy(gin)
K(”)__R+(m)—3_(m) and GO = =05 R i) - R_(in)

we get :
a”(n) = K(n)F,(Uly0;0,) + G(n).
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This proves that if U € C5(R., H5+s([R+)) is a solution of (7.3.2) (7.3.3) (7.3.4) then
it verifies the equation (7.3.5).
Conversely, let U € C2(R.., HEJFS(IRJF)) be a solution of the equation (7.3.5), which
verifies also the equations (7.3.2) (7.3.3), and 0,U(x,0) € Hx_% and U(x,0) € Hx%
Assuming no particular condition on the boundary {y = 0}, we carry out the same
computation as in the section 7.3.1, and find :

Foy(Us&,m) = - a+(17)‘ + - a‘(n). + - ) — + - Fe) —
€= Ry (m) - R-(m) = AGE)  in—A_(i€)

with the same a® than in the equations (7.3.9) and with :

-7:90 <(ayU - A+(ax)U> 19020; 57 0)
O W WS

We take the inverse Fourier transform and multiply it by 1,>¢1,>0, to find :

U(2,y)Lez0ly>o = F, ! (a_(n)eR‘ (i")x1x>0) Lyso + F, ! (ﬁ_(ﬁ)eA‘(ié)yﬂym) Le>o.

Since U verifies also the equation (7.3.5), which writes :

U, y)ﬂxzoﬂyzo = fy_l (Oé_ (n)eR‘ (i”)x) 1z>0ly>0,

we necessarily have :

F! (ﬂ‘(@e’“@yﬂyzo) Tosg=0 Yz >0 ,y>0.
The function U being continuous in y, we can take the limit when y tends to zero :
FAB7(€) =0 Va>0.

Since 3~ is the Fourier transform of a distribution null in R_ (see appendix
7.4.1), it implies that 5~ is the Fourier transform of a distribution whose support is
included in {z = 0}. Since 8~ € L?*(R), it implies 8~ = 0, which is equivalent to the
Fourier transform in x of the transparent boundary condition. We have proved the
theorem 7.3.1.

The equation (7.3.4) can be defined only for functions in H2** in the variable
y. The theorem 7.3.1 allows us now to extend the condition (7.3.4) by the condition
(7.3.5) with the definition 7.3.1 given at the beginning of the section 7.3.
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7.3.3 New formulation of the theorem 7.3.2.

We recall formula (7.3.5) :

U, y)1,m0 = ({K Fy(ULyoo; 0,1m) + ) o™ W)ﬂyzo.

If we set Up(y) = U(0,y)1,>0, the formula above taken at x =0 is :

Usly) = 7, (mn)fywo; m+ é<n>) 1,50, (7.3.10)

For these equations to make sense, it is sufficient to have U € CJ(R,, L2(R,.)). We

prove the following lemma, from which we will easily deduce the theorem 7.3.2.

Lemma 7.3.1

i) The equation (7.3.5) admits at most one solution U € C2(Ry., L2(Ry)) ; the equation
(7.3.10) admits at most one solution Uy € L2(R).

i) The solution u € C3(Ry, L2(R)) to the problem (7.2.3) (7.2.4) (with g = g41,0)
satisfies equation (7.3.10). Moreover, U = ujy~q satisfies equations (7.3.2) (7.3.3),
and if ky > 0 it also satisfies equation (7.3.5).

Proof.

i) The uniqueness of a solution of the equation (7.3.10) in L?*(R) implies that of
a solution to the equation (7.3.5) in C2(Ry., L2 (Ry)). Let us take g = 0 and suppose
that a function Uy € L*(R) verifies :

) = 7, (K700 ) )10

Let Vo(y) = F, <K(n)fy(U0; 7])) (y). The function V; verifies the following equa-

tion, because Uy = Vpl,>o :

Voly) = fy_l(f{(ﬁ)fy(%]lyzm ) /K — 5)Vo(s)ds.
0
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We separate Vj into V, = Vpl,50 and V_ = Vg1,<o. Since V, € L*(R), Vi € L*(Ry)
the functions Vi := F,(Vi;n) belong to H?* (see appendix 7.4.1). The resulting

equation writes :

~ A

V- k) = (14 Y = ) = =70
— yn zuekQ

The idea is to find an H?~ function on the left side, equal to a H?* function on the
right side : since H** N H?~ = 0, it will imply that both sides are null. We use the

fact that the function 1 can be extended analytically by a uniformally

bounded function, respectively : in R2- = {n—iX\, X >0} if k, > 0, and on R*" if
k, < 0.
1. k, > 0:1— K(n) is analytic and uniformly bounded in R*~, so (1 — K)V, €
H?~, and is equal to (—V_) € H*t, so Vi =0, so Vj = 0.

2. k, < 0. We write the preceding equation in the following form :

Vi(n) = —(1—K(n)"'V_(n).

(1—K(n))~" is analytic and uniformly bounded in R2, so (1—K)~'V_ € H2*,
and is equal to (=V) € H?", so V; = 0.

ii) Let u € C(Ry, L2(R)) be the solution of the problem (7.2.3) (7.2.4) in the
half-space, with an entrance boundary condition equal to g € H _%(IR). Obviously, u
verifies (7.3.2) (7.3.3) since they are the restriction of (7.2.3) (7.2.4). We have seen

in the section 7.2 that w verifies :
S o CR U e

with o ,(n) = K(n)F,(u;0,1) + G(n). This is almost equation (7.3.5). The diffe-
rence is that in the definition of 0 g, WE have written Fy(u;0,7n) instead
of Fy(uly>0;0,7) :

a” =g, — KF,(uly<g;0,7).

Let us distinguish the two cases, according to the sign of k,.
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1. k, >0
We have seen in the section 7.2 that w verifies :

2F,(91y>0;m)
1+ \/1 — 2,2];977 + 2@6V:—§

Fy(w;0,m) =

1

k2
1y /1= 25 2ie0 %
xT

formly bounded function in R?, if g € L*(Ry) then F,(u;0,m) € H*", so

Since the function can be extended analytically by a uni-

u(0,y) = u(0,y)Ly>o. This shows that in this case, a~ = o, so u verifies the
equation (7.3.5).
2. k, <0

Let us write a; ,(n) = a™(n) + K (n)F,(uly<o;0,n), where the definition of o~
is the same as in the equations (7.3.9). Since u(0,.) € L*(R), K (1)F,(ul,<o; 0,7) €

H?*". The function u verifies the following equation :
w(0,y) 1,50 = F, (o™ () Lyzo + F, (K (1) Fy (ully<o; 0, 1)) Lyo.

Since K (n)F,(ul,<o;0,7) € H*', it is the Fourier transform of a function null
in R, so the last member of the equation value zero. This shows that (0, y)
verifies the equation (7.3.10).

Let us deduce the assertions i), ) and i) of the theorem 7.3.2 from lemma
7.3.1. First, lemma 7.3.1 proves the uniqueness of a solution to the problem (7.3.2)
(7.3.3) (7.3.4). In the case where k, > 0, we have nothing more to prove : the unique
solution of the problem (7.3.2) (7.3.3) (7.3.4) is the restriction to the quadrant of
the solution of the half-space problem (7.2.3) (7.2.4).

Let us now take k, < 0. If U exists, it verifies the equation (7.3.10) and we have
seen that it is also the case of u, so U(0,y) = u(0,y)|y>0. Replacing U(0,y)1,>¢ by
u(0,y)1,>0 in the equation (7.3.5) verified by U, this implies necessarily that :

Uz, y)ly>o = fy_l (€R_(in)z{K(n)fy(U01y>0§ n) + é(n)}) Ly>o.
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We now have to prove that the function U so-defined is a solution of the problem
(7.3.2) (7.3.3) (7.3.4). First, it obviously verifies the equation (7.3.5), so according
to the definition 7.3.1 we have only to check equations (7.3.2) and (7.3.3). Let us
define :

V= £ (e R ) At sai) + GO} ).
We have U = V1,50, so we can check equations (7.3.2) (7.3.3) on V' as well. We
notice that V = u — r, with :

Fy(riz,m) = K(W)fy(uoﬂygo; U)eRf(m)m‘

The function u verifies obviously equations (7.3.2) (7.3.3), so we have only to check

them on the remainder r. Taking its global Fourier transform and multiplying it by
P,, we find :

~

P, (i&, 1) FoFy(rle>o; &, n) = (i§ — Ry (in)) K (n)Fy(uoly<o; n)--

Since F,(uoly<o;n) € H*" and k, < 0, the right hand side is the Fourier transform
of a distribution null for y > 0 (see appendix 7.4.1 for a proof). Thus the remainder
r satisfies the Schrodinger equation (7.3.2) in the quadrant. Furthermore, at the

boundary x = 0, we have :

Fy(r;0,n) = K () F,(uoLy<o;n),

which is also the Fourier transform of a distribution null for y > 0. It proves that
r(0,y > 0) =0, so (0, .)y>o verifies the boundary condition (7.3.3).

7.3.4 Estimate of the difference between the solution in the

quadrant and the solution in the half-space

In this section we prove the assertion iv) of the theorem 7.3.2. Let us assume
that k, < 0 and denote by u the solution of the half-space problem and by U that

in the quadrant. According to equation (7.3.6), we have :

Ula,y) = 7 ( 2R (1) F, (o2, 00 ) + (?(n)]) 1,50,
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and furthermore u verifies the following equation :

u(e,y) Lm0 = F (eR 69 [ () F, (0 ) + é(n)]) 1,50

so by taking the difference, we obtain the relation :
(u - U>]ly20 = .;Ey_l <6R_(in)xf<(7])fy(uﬂygo; 0, 77)) ]lyZO' (7311)

Let us now assume that g(y) = h(y—A4), A > 0, h € H 2(R) and Supp(h) C R*.

We can write :
Fy(h;n)e 4
1+\/1—26 7]+27,V€

fy U, M fy(H;ere_mA?

with a function H € L*(R). We then have ug = H(y — A), so |[ugly<ol|zz =
||Hy<—al|r2, tends to 0 when A — +o00. We use the relation (7.3.11) to estimate the

difference between the half-space and the quarter plane solutions, since Re(R_(in)) <
0:

[1(w = U) (@, y)Lysol | 30 < B Fy(oly<o) |2y < CllHiy<allia)

7.4 Appendix

7.4.1 Appendix 1 : Fourier transforms of functions supported
in [R_|_
Background on Hardy classes

Definition : let h: R?>~ — C. The function A is said to be a Hardy function if it
verifies the two following properties :
i) h is analytic in [Rz_ ={w=a+1bb<0}
ii) sup [|hy||3 = sup f |h(a + ib)[*da < oc.

b<0 —c0

The space so-defined is called the Hardy space and written as H?~.
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Theorem 7.4.1 Let h : R*= — C. h € H*™ iff there exists a function f € L*(R)
such that :

Vw € R, h(w)= /f(x)ei“’mdx.
0

Fourier transforms of functions that are identically zero in R_

According to theorem 7.4.1, the following kinds of tempered distribution f are
Fourier transforms of tempered distributions f supported in R, :
1. f € H2(R) : see theorem 7.4.1.

2. There exists a polynomial P (i) such that f= P(i€)g(¢), with g the Fourier
transform of a tempered distribution g, Supp(g) C R, : indeed, we then have

f = Fu(P(8:)g)-
3. There exists a Hardy function ¢ € H?~ and a holomorphic function ¥, bounded
on an open neighborhood of R2—, such that f = ¢U.

Examples :

(a) the function V¥ is a rational function with no pole in R2— U {oc}, i.e.

N

v =Y

i=1

with Zm(a;) > 0.
(b) There exists @ > 0, 3 € R, s > 0 such that

1
(1+i(az + B))*

U(z) =

1

It is sufficient to prove this for ¥(z) = 5 On the one hand, we have :

(1+iz
l1+iz€eR" = ize (—o0,—1)
l1+izeR™ = zei(l,+0).

sLogz

This implies that ¥ is holomorphic on R*~ (2% = e where Log means

the principal determination of the Logarithm).
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On the other hand, ¥ is bounded on a neighborhood of R?~ : if Zm(z) < 0

we have

1 1
(=) = T4is]  (1—Zm(s)? + Re(z)2)2 = -

4. The two preceding cases imply that if § € H2~ and f = F(i€)§, with F a
product of functions of the preceding types, then f is the Fourier transform of

a distribution whose support is in R,.

7.4.2 Appendix 2 : Definition of the square root of a diffe-

rential operator

There are two ways to define properly the square root of the differential operator
—kf/ — 2iek,0, — 2ievk?.

1. For a function v € Hz(R,), we can use the Fourier transformation and define :

T <(\/ —ky — 2iek,0, — 2ievkiu)Loxo; 6) =

e ih \/—ik§ + 2iek, & + 2evk2F, (ul0;§)-

For this definition to be correct, it is necessary to check that the right side
is the Fourier transform of a distribution which values zero in R*. This is
equivalent to check that it can be extended to R*~ = {a +ib, a € R, b < 0}
by a Hardy function in the space H*~ (cf. [27] and section 7.4.1).

2. For a function u € C°(R, ), we can use the following definition :

ds.

\/ﬁe ig+( 2ek —vkz)z a / Qek +Vk»"0)

I—S

\/—kg — 2iek, 0, — 2ievk?(u) =

This formula clearly shows that the left-hand side is null in R* .

We show easily that the two definitions are equivalent for u € Hz (R, )NCO(R,);
that is the case for instance if u € H2T5(Ry) C C°(R,) for any s > 0.
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Partie I1I : Simulation Numérique de

'équation d’advection-Schrodinger

Article & paraitre écrit en collaboration avec F. Golse et R. Sentis, et référencé

dans la bibliographie en [23]
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Chapitre 8

Numerical Simulation for paraxial
Model of Light Propagation in a
tilted frame : the

Advection-Schrodinger equation

Introduction

The simulation of the propagation of a laser wave according to the paraxial
approximation has been intensively studied for a long time when the simulation
domain is rectangular and the direction of propagation is parallel to one of the
principal axis of simulation domain(see for instance [31]). The goal of this article is
to deal with the numerical simulation of such a phenomenon when the direction of
propagation is not parallel to a principal axis of the simulation domain. It may be
crucial for example if we want to simulate several beams with different directions,
possibly crossing each other in the same domain.

In the paper [22], we have shown that a good approximation of the laser wave
propagation in the half-space {(x,y) € R?,x > 0} is given by the solution of the

following problem :
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— €
ik -Vu—l—QAlu%—iuu—,uu:O,

where we denote by ¥ = (kg, k) the unit vector along which the laser wave
propagates. Here ¢ > 0 such that 27e is the wave length ; v an absorption coefficient
and p a given function which models the local refraction of the plasma (1 — 2eu
is the index of refraction up to a multiplicative constant). Moreover,we have seen
that if the entering potential is denoted by u", the right boundary condition on the

incoming boundary {z = 0} is :
(ie?l(?l V) — 2?) T (u—um) =0,

— —
where (k, k 1) is a direct orthonormal basis and 7’ is the exterior normal vector of
the boundary {z = 0}. We have carried out the theoretical analysis of the problem.

In this paper, we consider also another model, namely :
fang € .
ik -Vu-+ iAlu%—wu — f(lu])u =0,

where :
2

flw) = Cem™

- 1), with o, C' constant,

which allows us taking into account some autofocusing phenomenon which occurs in
the laser-plasma interaction (see [48| for instance). From the physical point of view
f(Ju|) represents a small relative variation of the electronic density of the plasma
by the ponderomotrice force of the laser. As a matter of fact, if we normalize the
potential u, we can assume that the constant C' may be equal to 1. We keep this

choice in the sequel.

8.1 Setting of the problem

Let us take a simulation domain which is a half-space. If f is set to zero, the

previous problem may be written in two dimensions as :

i(kpOy + Ky 0, u + %(k262 — ke, + K202 Ju+ivu =0 Vo >0, yER, (81.1)

r-yy y-xx
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ieky (kypOy—kyOr )uja—o+2katje—o = i€ky (keOy—ky Oy Jujp_o+2k.uli_y Yy € R. (8.1.2)

We denote 1 the Fourier variable of the variable y and F the Fourier transform in

y. Let us denote also :

. k. ki ek,n ek2
) R N G WY G W/ Y i
feim) = 7" = i \/ iz v

T

In the previous article |22], we have proved the following theorem, where F (u; ;E) =
F (u(x, )) :

Theorem 8.1.1 Let S'(R) be the space of tempered distributions and g € S'. There
exists a unique tempered distribution u € C*(Ry, S, (R)) to the problem (8.1.1)(8.1.2),

which is :

2F(9) _f (i

, (8.1.3)
1+\/1—2€ky77+2w

with :

g = teg (ka0 — kyOuJuiz_o + uli=y.

2k,
Our numerical scheme is based on this explicit formula for the solution.

We assume k£, > 0 and consider the domain :
D={(z,y): 0<z <Ly, yo<y<yo+ Ly}
On this domain, we solve numerically the following equation :

i(kyO0y + kyOy)u + = (k:?ca;y 2kyky 02, + k202, )u+ ivu — f(lu)u=0,  (8.1.4)
with a boundary condition on {x = 0} given by :

ieky (koOy — kyOu)ujpeo + 2kgtymo = 2ksg,
where ¢ satisfies :

2keg = i€k, (koOy — kyOp)ult_o + 2kzujy_y Yy € R. (8.1.5)

It is the same problem as previously, except that :
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1. we may allow the absorption v to x,

2. we add a term f(|u|)u. In the sequel, we use the classical nonlinear term

presented in the introduction :

where o« > 0 is constant.

The interesting problems involve a very small coefficient v, and it may be neces-

sary that po and «a be sufficiently small so that there is no blow-ups of the solution.

8.2 Numerical Scheme

One discretizes according to a regular grid. The numerical method is based on a

propagation according to x and a splitting in three stages. We write :
v=1vy+uv; with vy=infuy,

so 1y is constant and vy = vy (z) depends only on the variable . We denote n and j

the indices corresponding respectively to the variables z and y : u} ~ u(ndz, joy).

8.2.1 Initialization

We use the formula (8.1.3) as if u would be a solution of the equation without

the term f(u)u : VF )
g

0= 1412

We suppose that the initial condition g values approximately zero around the corner

(8.2.1)

k . k2
fkgn + QZV\IZOk_Qy
xr xr

points y = o and y = yo+ Ly, so we find the initial value of u (uJ); by taking the FFT
(fast Fourier transform) of g, multiplying it with the discretisation of the function
of n expressed above, and then taking the IFFT (inverse fast Fourier transform) of

the product.
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As an initial condition, we take g = iz (k.0 —ky 0y )uj;_o+uj,_, where u™ is either
. . . . . _ (Y=Y )4 .
a Gaussian or a super-Gaussian function (i.e. functions of type e=(*z ") according

to the transverse variable Y :

Y:?L~?:k‘zy—k‘y;ﬂ.

i’\e_(yzyo)4, with A > 0 the amplitude

of the ray and L > 0 a characteristic length of the laser beam. For normal values

. . . _ Y*YO 2 .
For instance, u™™ = Ae*e~ ("2 )" or u™ = Ae

of €, i.e for € not too big, the corrective term iek, (k,0, — k,0,)u™ does not change
significantly the result, and it is possible to take simply g to be a Gaussian or a

super-Gaussian of the variable Y|,—g = k,y.

8.2.2 First and second stages : Fourier transform

We suppose that the value of u™ is known, and we compute a first intermediate

value u™ by solving on [2", 2" + dz| the following equation :
(kyOy + kyOy)u — i%ALu + vou = 0. (8.2.2)

We use the theorem 8.1.1, which says that the only solution of this equation equal

to u" on the boundary {x = 2"} is given by the formula :
]:(un<>> _ ]:(un)eR_(in)&c,

with :

. k:c k:c ek . ek?
R_(in) =1 k;: — z@(l - \/1 — oLl + 2ivy—2).

9 and then do an

To solve it, we could, after a FFT on (u"), multiply it by -
inverse FFT. But accurately solving an advection equation cannot be carried out by
a simple FFT in one direction and an analytical treatment with respect to the other
direction. Indeed, it would produce aliasing and symmetry problems : a symmetrical
parasite beam appears when the ray propagates. Hence, we correct this first stage
by a second one rectifying the direction of the ray. We solve the following inverse

advection equation on [z" 2" 4 dx] :

kp Oyt — kyyu = 0,
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and we proceed from u™ to u"*. Practically, these two stages are carried out simul-

taneously, thus we get :

f(un#) _ f(un)e(R,(in)—i-in:—z)cSm'
In fact, for a fixed n € R, R_ = O(e + v), which is expressed by the formula :
2v 2ine(n — ivky)

Ba(1+ /1 297 + 20 5) k§(1+\/1—26ky”+2w(8)23>

This formula is used in the numerical scheme, in order to avoid troubles when ¢ or

: kK
R_(in) + mk—y =—

k, tends to zero.

After a FFT on (u™), we multiply it by B -~ (in)+in )6z “ and then apply an inverse
FFT. We denote (u’; ) the value of the intermediate function. Of course, in order
to use the FF'T, it is necessary that the values of u™ coincide on the edges {y = 0}
and {y = L}. In fact, we force u™ to be very small in the neighbourhood of these

edges (see below).

8.2.3 Third stage : finite difference scheme
First order scheme.

In third stage, we solve on [z", 2™ + dz] the following equation :
kOt + kyOyu + vy (2™ )u + i f (Ju|)u = 0. (8.2.4)

To do this, we use standard finite difference methods. Assume that k, > 0 (the case
k, < 0 is similar). We consider a non-centered upwind method, given that the CFL
stability criteria # < 1 must be checked, where 6 = y M . To avoid difficulties on the
edge {y = 0} we add to v; an absorbing coefﬁment, denoted by B, which decreases
progressively on the first four meshs and is very large for {y = 0}. This technique
was popularized by [7], and tests show that it cancels a small parasite growth of the
solution on the edge. The numerical scheme for this stage is :

n+1
4T g o,

(8.2.5)

?x(unﬂ ?#)Jrfy( - uyﬁ)Jr( L(2") i f (|ug) \))(



8.2 NUMERICAL SCHEME 177

where ug]# = Hu?i +(1- Q)u?# The point ugf represents the point on {x = 2™} of

the characteristic line passing by (z"*', ;). We initialize the algorithm with u"% =

0; see the theoretical study of [22] for a justification of this last point.

Second order scheme

When 6 = 1, the previous scheme gives very accurate results, but these results
are much worse when 6 < 1. Since we want to model simultaneously several beams,
we have to improve it in this last case. We choose a flux-limiter method (see [42]),
with the Van Leer function as limiter (tests prove it to be the best one). The Van
Leer function is : A

P(A) = m;
where ) is the ratio of the gradient of the function u# in two neighbouring cells.
We have to solve simultaneously two scalar equations (one for the real and one for
the imaginary part) with the same flux limiter, so we have to choose one single
significant quantity to estimate the flux limitor : we chose the energy of the laser,
i.e. |u|?, and evaluated ¢ in terms of |u;|? and not of |u,] :
17— )

g
#|2'

‘U?&HP - |Uj

J

We now replace, in the first order scheme, the term derivative in y, uf& — uf_l, by
F; — F;_; where the flux Fj is defined as :

By =uf + (1= 0)uf,, — uf)o(h)

The second order scheme is now :

n# n+1
Fa Uyl + uj
ox 7 J oy

(Fr'—F)+ <V1(x") +’if(|ug;%|)) (f) +Bjnuy+(lgz f(i))

8.2.4 2-ray scheme

We want to model the case of two rays crossing each other, with two dif-

— —
ferent propagation vectors k! and k2 (one with positive and one with negative
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y—component : k; > 0 and k; < 0.) To do so, it is necessary to evaluate the nonli-

near term f(|u|). Theoretically, the laser energy is :

FLE?

Tl 2 (Rl
W2 = [ule™ e +ule e | = ul? + [u?® + 2Re(u1u2*ez(kf Y.

But we are in the framework of W.K.B. approximation and we do not model the
fluctuation of the solution at the wavelength level. Hence, the term f has to be taken
on a function w corresponding to the variation of te index of refraction, which is

here the average value of |u| over a wavelength :
w = /Ju']> + [u2]2.
One considers the following model, for p =1,2:
7 € .
ik?-VuP + §Ai +ivu? = f(\/|ut]? + |u?]?)uP.

The first and second stages are the same : for each ray, we consider the equation
— —

(8.2.2) with its own propagation direction k! or k2, and then an inverse transport

equation along this vector. The interaction between the two rays changes only the

nonlinear term of the third stage.

8.3 Properties of the scheme

8.3.1 Stability

Theorem 8.3.1 The numerical first order scheme is monotone decreasing for the

12-norm, i.e the following inequality stands :
vneN, (@l < 1)l (8:3.1)
Moreover, the previous inequality is strict if v # 0.

Proof.
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1. First and second stages : Fast Fourier Transform
Let us denote by ( the discrete variable associated to 7. On the one hand,
. Lk
since u™* = [FFT (e(R(Zo“%)MFFT(un)) and since the FFT conserves
the (>-norm, we have :
. Lk
e[ = [Je (A= 6HEE)57 F T o
On the second hand, the inequality Re (R_ (i¢ )) < 0 implies that
|€(R_(iC)+iC%)6z| <1,
with an equality iff 1y = 0. We deduce that :
. Lk
PO ()] < U
and conclude :
{2 < J|u]]i2,
with |[u™||;2 = [[u™||2 iff vo = 0.

2. Third stage : upwind scheme
The relation (8.2.5) gives us that :

k
e T — g =) = 5 (o 4 if (g ) g

’ §—j+5(V1+2f(|Uej#\))+B§L
Provided that ’;—zu?# - ’;—;’(uy# — u?#l) = ]gm ug,#, we obtain :
n+l '5—2— 2<V1+Zf(|u6 |)) nt
Y = 1 n# Bnu9j :
o +2<V1+Zf(| 9_ D)‘i_ b

This leads to [[u™*||;z < H( ||;2. By the triangle inequality :

"),
1 (up™) e < 611 (uf ) e + (L= O () e < [[u"]]e,

which concludes the proof.

¢

In the linear case f = 0, the scheme is obviously consistent, so the theorem

implies the convergence.
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8.3.2 Convergence towards the classical Schrodinger equa-
tion

Theorem 8.3.2 If k, — 0, the scheme converges to the solution of the classical

Schriodinger Cauchy problem :

iOyu + %ajyu +ivu — f([ul)u =0, (8.3.2)

Proof.
1. Initializing

The formula (8.2.1) used in the scheme shows that

lim F(u;z =0) = F(g),

ky—0
so the boundary condition tends to uj,—o = g, which is (8.3.3).
2. First and second stages
If k, tends to zero, i.e when the ray tends to be perpendicular to the boundary,

the formula (8.2.3) shows that :

ky _ € 2
=V =i,

klylglo R_(in) +1n . 5

so u™ given by the first and second stage is the solution of the classical Schro-

dinger equation with no potential :

€ o2 u+ivu =0,

10,u + 5%

which is the limit of the advection-Schrodinger equation.
3. Third stage
It corresponds to a classical discretization of the ordinary differential equation :

Opu+ viu +if(Ju])u = 0.

In other words, the scheme is a classical splitting between dispersion and non

linearity in the Schrodinger equation (8.3.2).
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8.4 Numerical results

Here we give the standard numerical values used in the following results.

1. L =2.5 um : it is approximately the half-width of a speckle of a typical laser

kE(T-7
( . o))2)'

In order to simplify the comparison between different angles of incidence for

beam. For an initial condition, we take a Gaussian u™ = exp(—(

a same beam, we always take the maximum point of 4™ be the point (0, 0),

ﬁ
i.e. Yy = 0. For the cases with only one ray, we take k = (—@, @) : the ray

enters in the domain with an angle of —45°.
2. € = 0.05 um, the wavelength of the laser is 2we ~ 0.3 um.

3. 1 = v1 = 51073 pum™'. The fact that v ~ 1/100 um~' means that the
plasma absorbs 1/e of the laser energy on a distance of 100 pm. It may seems
exaggerated, but it is also possible to take much smaller absorption values and
obtain quite as good results : in other words the absorption does not influence

the convergence of the scheme.

4. We take o = 5.1072. It depends on the electronic density of the plasma : in the
vacuum « would be null. This size order corresponds either to a dense plasma
or to a high laser intensity - since we have taken a normalized u™ of intensity

equal to 1.

All our figures represent |u|?, which is more significant than |u| since it is the energy.
To be easier to read, our examples are variations around the case of an incidence
angle of 45°, with the previous orders of magnitude and CFL number equal to 1
(see figure 8.1). With these assumptions, the scheme converges very well as the

discretization step decreases.

8.4.1 Convergence of the scheme

We take € = 0.05, vy = 1, = 0.0005, o = 0.05, and ©"" a Gaussian of amplitude 1.
Due to the « coefficient, focusing occurs : the beam focuses and reaches a maximum,

then decreases, and may even focus several times.
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10 T T T T T T T T T 20

-10 j \\‘::;\\\
F1G. 8.1 — Reference : 6, = 0.4, CF'L = FiGc. 8.2 — 1st order scheme with
1. CFL = 0.7, 6, = 0.2. No focusing ob-
Lo = 60.0, Mazx(|u|?) = 2.14 served.

Convergence of the first order scheme

If the CFL number is strictly larger than 1, the computed solution blows up, and
if CFL < 1, the precision quickly vanishes, and the focusing disappears : see figure
8.2.

We now take the CFL number equal to 1. To verify the convergence of the scheme,
we look in each case at the focusing maximal point and check whether its distance
L 0. to the origin of the ray and its maximal value converge. The conclusion is that
we reach an accurate result even for 9, = o, = 0.8 : see figures 8.3 and 8.4, to be
compared to the reference figure 8.1. The focusing distance Ly, lies between 59.4
and 61.5, and the maximum between 2.14 and 2.16, which gives an error less than

3 percents.

Convergence of the second order scheme

After having tested different functions for the flux limiter, which we always apply

at |u|? and not at the real or imaginary part of the solution, it appears that the Van
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-10F \
-20f \
400X

N\
ok \§
80+ \\\i%
F1G. 8.3 — Low precision. ¢, = ¢, = F1G. 8.4 — High precision. 4, = 9, =
0.8, Lo = 61.5 and Maz(|ul?) = 2.16 0.1, Lpe = 59.4 and Maz(|u|?) = 2.14.

Leer flux function is the one which gives the most accurate results. With CFL = 0.4,
we obviously need more points than for CFL = 1 but manage anyway, with 20
points (that is, with §, = 0.1), in finding a correct approximation : see figures 8.5

and 8.6, to be compared to the reference figure 8.1.

8.4.2 Variation of several parameters
Variation of the incidence angle

To test whether the scheme is accurate for various angles, we vary from 5° to
60° (in fact it works also for smaller up to 1°, and bigger up to 80° angles, but this
does not have much practical interest), all the other parameters being constant : see
figures 8.7 to 8.10, for each of which the convergence of the scheme is very good (we
have taken 2° points in each direction). We conclude that the focusing distance and
the maximum of energy are very well captured : the error is smaller than 5 percents.

Hence, our method is valid whatever the angle.
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10

~10F

-20f

-30f

-50}-
-60}-
-70t

-80+ N

-90 L L L L L I I
0

F1G. 8.5 — 2nd order, low precision :
0, = 0.16 and 6, = 0.4.
Lo = 50.7 and Maz(|ul?*) = 1.24

-10F

-15

F1G. 8.7 — Incidence angle 5°, CFL =
1.
Lo = 60.6 and Maz(|ul*) = 2.2

10

-90 L L L L L I I
0

F1G. 8.6 — 2nd order, high precision :
0, = 0.04 and ¢, = 0.1.
Lfoe = 60.5 and Maz(|u|?*) = 2.06.

10

-10F

LN

-0+

F1G. 8.8 — Incidence angle 30°, CFL =
1.
Lioe = 59.4 and Maz(|ul?) = 2.2
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F1G. 8.9 — Incidence angle 45°, CFL = F1G. 8.10 — Incidence angle 60°,
1. CFL=1.
Lo = 59.8 and Maz(|ul?) = 2.14 Lioe = 59.7 and Maz(|ul?*) = 2.10

Other parameters

1. Variation of ¢ : the diffusion grows with e. We cannot take it too big : the
bigger it is, the larger domain must be in order to obtain a converging solution.

In addition, the case ¢ = 0 is outside the scope of this work.

2. Variation of v5 and v, : the scheme can also be used with no absorption, the
solution still converges if the other parameters are convenient. The repartition
of vy and v; changes the solution by less than 2%, and furthermore only at the

end of the domain and without changing the shape of the solution.

3. Variation of « : for a limit value of «, focusing appears : in our reference case,
the limit is for « = 0.02. When it is big enough, several focusing points appear,
at regular distance from each other : see figure 8.11, where we have taken
the reference case with no absorption. This phenomenon depends of course
also of the absorption 1y + v;. If a becomes too big, there is a filamentation
phenomenon, along with multiple focusing points. In figure 8.13, we see two

rays crossing in the vacuum, i.e. o = 0.
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T 4 50

N

%,

>
~200F 1 -50

/

-100

"

I I I I I I I
0 50 100 150 200 250 300 350 400 -150
X

0 20 40 50 80 100 120 140 160 180 200

F1G. 8.11 — Multiple and regular focu- F1G. 8.12 — Whole ray figure :
sing observed for uin = e~(20)° (1 + 0.3cos(2mL)).
a = 0.05, vy = v; = 0, standard hypo-

thesis.

4. Variation of the initial condition : we now consider (fig. 8.12) not only

one speckle but a whole ray, under the form :

, e Y
e |6(1 + 0.3003(27TL—)),
2

with L; = 40 pum the width of the beam, and Ly = 2.5um the width of a

speckle in the beam.

8.4.3 Two rays crossing

To obtain more accurate results, it is of course better to make the rays enter in
the domain with opposite angles : the CFL numbers are then the same for each ray,
and it is possible to choose the parameters in such manner that CFL = 1.

We take one ray going up, defined by ?1 = (ky, k) with k, > 0, and one ray
going down, defined by Ky = (ky, —k,). We draw |u'|* + [u?|?

In the figures 8.14 and 8.15, we take an angle of 30" with the x-axis for each ray,

a = 0.05 and Gaussians of modulus 1 for initial conditions : v = Aexp(—(le—'l?)Q)
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4

35

30

25

»20

160 180

FiGc. 813 — 2 beams crossing with F1G. 8.14 — Angle 30°, o = 0.05, inter-
a =0 (vacuum) action of the rays : Maz(|Ju'[*+|u?[?) =
12.3

and u'"? = exp(—(?z—ff) with L; = Ly = 5. To see the influence of the rays on
one another, the figure 8.14 draws the two rays interacting (by the numerical scheme
of the paragraph 8.2.4), when the figure 8.15 is only the joint drawing of the two
independent rays.

We see that the focusing point intensity is higher when rays interact : Maz(Ju*|>+
|u?|?) = 12.3 instead of 10.6, and the filamentation is more intense.

In the figure 8.16, we see the interaction between a whole ray and a ray of a
speckle width :

u'™ = exp(—(Y/40).5.). % (1 + 0.3 % cos(2 * pi * Y/10))

and u*™ = 0.8exp(—(Y/5).?).

8.5 Perspectives

It is of course possible to consider a model where one would couple an advection-

Schrédinger equation with an hydrodynamic module, linearised or not. Crossing
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160 180

F1G. 8.15 — Angle 30°, o = 0.05, F1G. 8.16 — Angle 45°, o = 0.05,
no interaction of the rays :Max(|u'|*+ 2 different rays.
[u?|?) = 10.6.

beam problems, with filamentation and possibly deflexion due to a tranverse flow,
could then be studied (see [30] or [31]).

Our study also allows carrying out paraxial simulations inside a domain where
the electronic density profile presents a non negligeable variation at a macroscopic
scale, i.e at a much bigger scale than the laser wavelength. The variation of the
density profile makes the propagation vector ¥ vary too.

More precisely, if one takes the electronic density N (") rendered non-dimensioned
by the critical density, it is possible to write N (') = No(Z') + 2u( @ )e(1 — No(T)),
with Ny a regular slowly varying function and p bounded. Physically, it means that
a macroscopically varying refraction index makes the laser beam change direction
globally, what is coupled to a small amplitude refraction appearing at the scale of a
couple of laser wavelengths. The latter refraction can come from an electronic den-
sity variation at this scale, typically the variation of the plasma in the hot points of
the laser (the speckles).

Under these assumptions, one defines first the vector ¥ = V¢ obtained by the

—_—.
following eikonal equation resolution, where k" is given on the entering boundary
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'™ defined by
e — {(x,y) x=0,y <y §90+Ly}'

IVo2=1—N,,  Vé=k"onI"

In the particular case where the domain D is a half-space orthogonal to the x; —direction,
and where N, depends only on the transverse variable noted ¥, the solution of the
cikonal equation is : ky(Z) = k(7)) , ko(Z) = (1 — No(7) — [Ki"(y) ) /2.

Introducing the orthogonal Laplacian operator Ak (i.e. orthogonal to the vector
field k) :

ke k

k

)Ve|, where 1 is the unit tensor,

the laser potential 1 can be approximated by
)~ u(f)e“;'f/ﬁ,
where u varies slowly in & and is solution of
i(E-Vu%—%uV-E%—uu) + 1eAfu— pu =0,

It is also possible to reintroduce a time dependence if either the incoming boundary
condition or the function y is time-dependant. Denoting by ¢ the speed of light (see

the heuristic proof in part I, chapter 5), one arrives at :

ou - .
i(c—;%—k-VU—F%uV-k%—uu)+%€Aliu—,uu:0.

This is again an advection-Schrodinger equation, generalising the classical equation

found if the ray propagates along a fixed direction z and if Ny depends only on z :
) (k‘azu + %u@zk + l/u) + %EAJ_U — pu = 0.

This equation is very often used (see for instance [8], where some additional terms

are also considered, representing other physical phenomena).
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8.6 Conclusion

After a mathematical study, we have presented here a method for the numerical
resolution of the advection-Schrodinger equation. It is illustrated by some results. We
have also given possible extensions of this model, which could allow one to enlarge

the field of application of the program simulation paraxiale pour l’interaction laser-

plasma of the CEA-DAM.



Chapitre 9

Annexe 1 : rappel de géométrie

9.0.1 Formulaire

a, b désignent des distributions de Schwartz de R dans C.
On note v ® W le produit tensoriel des vecteurs v et W, soit v ®@ W = (viw;),
et ©®2 = (v;v;) le carré tensoriel du vecteur v’

On note
M: N = Z Ml'jNZ'j
1,7=1
V(Va-Vb) =V?-Va+ Va- Vb.
(Va-V)?=Va-V(Va-Vb) =Va®: V2 + Vb - V(1|Val?)

(Va . V)Qb =Va- V(Va . Vb) = Z c%aﬁjaaijb + aia&-jaajb
1,7=1

A(Va-Vb) =Va-VAb+ Vb-VAa+ 2V®a : V2
A(Va-Vb) = 3 03;a0;b+ d;00;a + 207005

1] W]
i,j=1
V- (aVb) =Va-Vb+ aAb
V - (Va®2Vb) = Va® : V2% + (Va - Vb)Aa + Vb - V(1 [Va]?)
v (

Va®2Vb) = (Va - V)% + (Va - Vb)Aa

9.0.2 Géométrie de rayons courbes

On s’intéresse maintenant a I’écriture de ’équation des ondes dans la base or-

thonormée locale de direction X définie par les directions des rayons. On considére
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la famille de courbes formée par les rayons, dont on cherche les trajectoires orthogo-
nales. Cela revient a chercher une fonction ¢ constante sur les surfaces orthogonales

aux rayons. On définit ainsi la base :

- Vo 0

I = — = —Vo.V
Nl X ~ |V¢\ ¢

T 9 _ 1 gy
Vo u |V

Plusieurs choix sont possibles pour qg On décide de le prendre tel que ng =
o 'Vt ot «a est la solution de V.(a~'V¢) = 0, avec la condition au bord oyr = 1.
L’équation précédente vérifiée par « est équivalente & la condition de Schwartz pour

. Cela signifie aussi que « est le jacobien de la transformation changeant la base
179

Vol

Le laplacien et la divergence s’expriment dans cette base sous la forme :

) — —
canonique en (I, J). De plus, on a a =

1 of 1 of
v 1 1

Ce sont les formules standard dans une metrique riemanienne. On a en particulier :

Vol 0

Agp="——5=(a)
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