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Introduction : cadre physique et obtention des équations

1. Principaux ordres de grandeur

durée de l’impulsion τ = 19 ns

vitesse de la lumière dans le vide c = 3.1010 cm.s−1

longueur d’onde du laser λ0 = 0,35 µm

pulsation laser ω0 = 2πc/λ0 = 5,4.1015 s−1

densité électronique critique à λ0 ncr = 1.1.1021cm−3

largeur typique d’un faisceau 600 µm
largeur typique d’un speckle L = 3 µm
temps caractéristique de variation

de l’intensité globale du laser 10−10s.
temps caractéristique

de variation locale de l’intensité laser 10−12s.

densité électronique des plasmas étudiés quelques 1020cm3.

températures électroniques quelques 107K.
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2. Description bifluide d’un plasma

Hypothèses : plasma neutre non collisionnel et non relativiste, 2 espèces

de particules : électrons et ions.

• Equations de conservation de la masse pour chaque fluide (ne, ni)

• Equation de conservation de l’impulsion pour chaque fluide (neue, niui)

Terme d’absorption lié à la collision électron-ion : fréquence de collision

électron-ion νei

• Equations de Maxwell :

∇.E = −4πe(ne − Zni)

∇.B = 0

∇× E = −1

c

∂B

∂t

∇× B =
4π

c
J +

1

c

∂E

∂t

avec J = e(Zniui − neue), Z degré d’ionisation du plasma.
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3. Obtention d’une fermeture pour ∂tJ

Hypothèses :

• |ui| ≪ |ue|,

• Polarisation linéaire en etr :

E = Eretr + Es, ur
i = 0, |Es| ≪ |Er|.

• νei ≪ ω0, Er = Er
1e−iω0t + C.C.

1

c2
∂2

∂t2
Er − ∆Er + (

ω0

c
)2

ne

ncr
Er +

νei

c2
ne

ncr

∂

∂t
Er = 0.

Avec N = ne
ncr

et ν = νeiN
c .

Equation de base de l’ensemble de notre étude :

1

c2
∂2

∂t2
Er − ∆Er + (

ω0

c
)2NEr +

ν

c

∂

∂t
Er = 0.
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4. Comparaison des ordres de grandeur

c = x
t

et t̂ = t
t
, x̂ = x

x , ν̂ = νx , ǫ = 1
k0x

Equation de Maxwell adimensionnée :

ǫ2(∂t̂t̂Ψ − ∆x̂Ψ) + N(x̂)Ψ + ǫ2ν̂∂t̂Ψ = 0 .

On prend x =
Lspeck
2π donc ǫ = λ0

Lspeck
≃ 0.1

N = N0 + δN, δN = O(ǫ2) si ǫ ≃ 0.1

Donc on prend δN = 0 pour l’étude théorique et N0 = Ñ(ǫx̂).

νei

ω0
≪ ǫ, donc ν̂ ≪ 1.

On note ν̂ = ǫν1, avec ν1 = Oǫ(1).
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Partie I : Approximation de l’équation de Klein-Gordon

I.1. Problème exact et estimation d’énergie

Problème de base de la partie I : équation de Klein-Gordon :

ǫ2(∂ttΨ−∆xΨ)+N(x)Ψ+ ǫ2ν∂tΨ = 0, Ψ|t=0 = Ψin, ∂tΨ|t=0 = χin. (1)

Théorème 1 (Théorème 2.1.3.) Soit Sǫ, Rǫ ∈ L∞
(
0, T ;L2(Rn)

)
.

Soit Ψǫ ∈ L∞
(
R+;H1(Rn)

)
∩ C1

b

(
R+;L2(Rn)

)
solution de :

ǫ2(∂ttΨǫ − ∆xΨǫ) + N(x)Ψǫ + ǫ2ν∂tΨǫ = ǫSǫ, (2)

Ψǫ|t=0 = 0 dans R
n, (3)

∂tΨǫ|t=0 = Rǫ dans R
n. (4)

Soit Eǫ(t) = ǫ2||∂tΨǫ||2L2(Rn)
+ ǫ2||∇Ψǫ||2L2(Rn)

+ 2||
√

N(.)Ψǫ||2L2(Rn)
.

L’inégalité suivante est vérifiée :
√

Eǫ(t) ≤ ||Sǫ||L∞(0,T ;L2(Rn))t + ǫ||Rǫ||L2(Rn) (5)
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I.2. Approximation WKB et analyse asymptotique

Ψ(t, x) = A(t, x)eiφ(x)−t
ǫ + C. C. , Ψ|t=0 = Ain(x)eiφ(x)

ǫ , donc :

(
|∇φ|2 − 1 + N

)
A + iǫ

(
−2∂tA −∇φ · ∇A −∇·(A∇φ)

)

+ ǫ2
(

∂ttA − ∆A − iν1A + ǫν1∂tA

)
= 0 .

(6)

On développe asymptotiquement l’amplitude sous la forme :

A = A0 + ǫA1 + ...

I.2.Ordre 0 en ǫ. Equation de la phase φ : équation eikonale

|∇φ(y)|2 = 1 − N(y)· (7)

2i[∂tA + ∇φ · ∇A + 1
2(∆φ)A] + iǫν1A = ǫ(∂ttA − ∆A + ǫν1∂tA) . (8)

I.2.Ordre 1 en ǫ. Problème d’advection pour A0 :

∂tA0 + ∇φ · ∇A0 + 1
2(∆φ)A0 = 0, A0|t=0 = Ain. (9)
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I.2. On suppose désormais N ∈ C∞
b (Rn), 0 < N0 < N(x) < 1 (absence

de caustique) et φ solution régulière univaluée de l’équation eikonale sur

l’espace entier.

Théorème 2 (théorème 2.3.1.) Soit Ain ∈ H2(Rn) et f in ∈ H1(Rn).
Soit Ψ solution du problème de Klein-Gordon (1) avec :

Ψ|t=0 = Aineiφ(x)
ǫ + C.C. (10)

∂tΨ|t=0 + ∇φ · ∇Ψ|t=0 + i
N(x)

ǫ
Ψ|t=0 = f in(x)eiφ(x)

ǫ + C.C. (11)

Soit A0 la solution du problème d’advection (9). Soit Ψǫ = A0eiφ(x)−t
ǫ . On

a, pour 0 ≤ t ≤ T :

ǫ||∂t(Ψ − Ψǫ)||L2(t) + ǫ||∇(Ψ − Ψǫ)||L2(t) + ||
√

N(Ψ − Ψǫ)||L2(t)

≤ ǫC(φ, T )

(
||Ain||H2T + ||f in||L2

)
.

Cela signifie (cf. théorème 1) :
√

Eǫ = O(ǫ).

On suppose dans toute la suite que dans la condition (11) on a f in = ǫf in
1 .
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I.2.Ordre 2 en ǫ : approximation paraxiale. A1 est solution de :

2i[∂tA1 + ∇φ(ǫx) · ∇A1] + i(∆φ(ǫx) + ν1)A0 = (∂tt − ∆)A0, A1|t=0 = 0.

Pour Aǫ = A0 + ǫA1 il vient :

“équation d’advection-Schrödinger” :

2i(∂tAǫ + ∇φ · ∇Aǫ) + ǫ∇·
[(

I − (∇φ)⊗2
)
∇Aǫ

]
=

[−i(∆φ + ǫν1) + 1
4ǫ

(
∆φ)2 + 1

2ǫ∇φ · ∇∆φ]Aǫ mod O(ǫ2), Aǫ|t=0 = Ain.

(12)

I.3. Résultats d’approximation dans divers cas

On note dans toute la suite Ψ l’unique solution du problème (1)(10)(11).

I.3.a. Rayons droits.

∇φ ≡ −→
k où |−→k | =

√
1 − N0 = cste ∈ ]0,1[.

(12) devient : 2i(∂tAǫ +
−→
k · ∇Aǫ) + ǫ∇ ·

[(
I −−→

k ⊗2

)
∇Aǫ

]
+ iǫν1Aǫ = 0.

En écrivant Aǫ(t, x) = Aǫ(T = ǫt, x − t
−→
k ), le problème (12) devient :
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I.3.a

2i∂TAǫ + ∇y ·
[(

I −−→
k ⊗2

)
∇yAǫ

]
+ iν1Aǫ = 0, Aǫ|T=0 = Ain. (13)

Théorème 3 (Théorème 3.3.1.)

Soit ν1 ≥ 0, soit 0 < |−→k | < 1 un vecteur fixé de Rn vérifiant la condition
ǫ4ν2

1
4 < 1 − |−→k |2 = N et tel que |∇φ| = −→

k .

Soit Ain ∈ H3(Rn) et f in
1 ∈ L2(Rn).

Soit Aǫ l’unique solution du problème (13). Cette solution s’exprime de

façon exacte par transformée de Fourier :

Fy

(
Aǫ(T, .)

)
(ξ) = Fy(A

in)e
−ν1

2 T−iT
2

(
|ξ|2−|−→k ·ξ|2

)
.

Soit Ψǫ = Ψ − Aǫ(ǫt, x − t
−→
k )ei

−→
k ·x−t

ǫ + C.C. L’estimation suivante est

vérifiée :

||Ψǫ||L∞(R+;L2(Rn)) ≤ ǫ2Ct
(
||f in

1 ||L2(Rn) + ||Ain||H3(Rn)

)
(14)

Cela signifie (cf. théorème 1) :
√

Eǫ = O(ǫ2).
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I.3.b. Rayons faiblement courbes.

On fait dans toute la suite l’hypothèse suivante :
N = Ñ(ǫx), avec 0 < N0 < Ñ et φ(x) → φ(ǫx)/ǫ est solution univaluée
régulière sur tout le domaine de l’équation eikonale |∇φ(y)|2 = 1 − Ñ(y).

Théorème 4 (Théorème 4.3.5.)
Soit Ain ∈ H8(Rn). Soit Aǫ ∈ L∞

(
R+;H8(Rn)

)
l’unique solution du pro-

blème approché (12) :

2i[∂tAǫ + ∇φ(ǫx) · ∇Aǫ] + iǫ
(
∆φ(ǫx) + ν1

)
Aǫ + ǫ∇ ·

[
(I −∇φ⊗2(ǫx))∇Aǫ

]
= 0 ,

Aǫ|t=0 = Ain dans R
n.

Soit Ψǫ = Ψ − Aǫ

(
t, x)ei

φ(ǫx)/ǫ−t
ǫ + C.C.

Pour T > 0 fixé, l’inégalité suivante est vérifiée, indépendamment de ν1 :

||Ψǫ||
L∞

(
0,T ;L2(Rn)

) + ǫ||∂tΨǫ||
L∞

(
0,T ;L2(Rn)

) + ǫ||∇Ψǫ||
L∞

(
0,T ;L2(Rn)

)

≤ C(N0, φ)

(
ǫ2||f in

1 ||L2(Rn) + ǫ2Max(1, T5)||Ain||H8(Rn)

)
. (15)

Cela signifie (cf. théorème 1) :
√

Eǫ = O(ǫ2).
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I.3.c. Cas quasi-statique. Dans la suite, on note
−→
k = ∇φ(ǫx), T = ǫt et

on suppose ν1 > 0 constant. Le problème (12) devient :

2i
[
ǫ∂T Ãǫ +

−→
k · ∇Ãǫ

]
+ iǫ(∆φ(ǫx) + ν1)Ãǫ + ǫ∆⊥Ãǫ = 0, Ãǫ|T=0 = Ain.

(16)

où le laplacien orthogonal aux rayons, noté ∆⊥, est défini par :

∆⊥ = ∇ ·




I −

−→
k ⊗2

|−→k |2


∇


 .

Théorème 5 (Théorème 5.3.2.)

Soit Ain ∈ H8(Rn) et f in
1 ∈ H1(Rn). Soit Ãǫ l’unique solution du problème

approché (16).On suppose de plus que Ain vérifie l’hypothèse :

||−→k · ∇Ain||H2(Rn) = O(ǫ).

Soit Ψǫ(t, x) = Ψ − Ãǫ(ǫt, x)e
i
φ(ǫx)/ǫ−t

ǫ . L’estimation suivante est vérifiée :

||Ψǫ||L∞(0,T0;L2(Rn)) ≤ ǫ2||f in
1 ||L2+ǫ2Max(1, T5

0 )

(
||Ain||H8(Rn)+

||−→k · ∇Ain||H2

ǫ

)
.
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I.3.d. Demi-espace D = {x ∈ Rn, x1 ≥ 0}.

Soit Γ = ∂D = {x1 = 0}, N|Γ = Nb < 1,
−→
k |Γ = ∇φ|Γ =

−→
k b constants et

kx1 ≥ k
inf
x1 > 0. Soit Ψ l’unique solution du problème (1)(10)(11) sur D

complété par une condition au bord de type onde entrante :

(kb
x1

∂t − ∂x1)Ψ|x1=0 =
(
−

2ikb
x1

ǫ
Ab + gb

)
ei

−→
k b·x−t

ǫ . (17)

On complète (12) par une condition de Dirichlet déduite de (17) :

2ikb
x1

(Aǫ|x1=0 − Ab) = −ǫgb + ǫ
(
(kb

x1
+

1

kb
x1

)∂t +

−→
k b
⊥

kb
x1

· ∇⊥
)
Ab. (18)

Théorème 6 (Théorème 6.4.7.)

Soit Ab, gb ∈ C∞b
(
R

+
t ; C∞c (Γ)

)
, avec Supp(Ab, gb) ⊂ R

+∗
t × BΓ(0, R), R > 0.

Soit Aǫ l’unique solution du problème approché (12) complété par (18).

Soit Ψǫ = Ψ − Aǫ

(
t, x)

)
ei

φ(ǫx)/ǫ−t
ǫ + C.C. L’inégalité suivante est vérifiée :

Eǫ(t) ≤ ǫ4C(φ, N0)(e
t − 1)(1 + t10)

(
||gb||2C6

b (R+
t ×Γ)

+ ||Ab||2C7
b (R+

t ×Γ)

)
.
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Partie II : Problème aux limites pour la propagation oblique

II.1. Problème considéré

Rappel : modèle d’origine : équation de Klein-Gordon (1) :

ǫ2I (∂ttΨ − ∆xΨ) + N(x)Ψ + ǫ2I νI∂tΨ = 0.

Equation de Helmholtz : cas stationnaire de l’équation de Klein-Gordon :

ǫ2∆ψ + ψ + i2νtǫψ = 0.

Lien avec la partie I et les coefficients νI et ǫI.

On a Ψ = ψe
−i t

ǫI avec Ψ solution de Klein-Gordon. D’où, en notant

N = N0 + δN et en supposant N0 constante :

ǫI = ǫ
√

1 − N0,

νt = ν + iµ =
1

2

νI√
1 − N0

+
i

2ǫ

δN

1 − N0
.
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II.1.Hypothèse : propagation droite le long du vecteur unitaire
−→
k .

On a aussi
−→
k =

−→
k I

|−→k I |
. On note

z = −→x · −→k X = −→x − (−→x · −→k )
−→
k , ∇⊥ = ∇−−→

k (
−→
k .∇).

Avec ψ = u exp(i
−→
k ·−→x
ǫ ), l’équation devient :

ǫ(2iνtu + 2i
−→
k · −→∇u) + ǫ2∆⊥u = −ǫ2

∂2

∂z2
u.

Hypothèse qui sera vérifiée a posteriori : u varie lentement selon z.

Equation de base des parties II et III : équation de Schrödinger oblique :

i
−→
k · −→∇u +

ǫ

2
∆⊥u + iνtu = 0. (19)

Objectif : étudier le problème ci-dessus avec un angle d’incidence

avec le bord du domaine
−→
k · −→e x quelconque.
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II.2. Problème sur le demi-espace D = {x ≥ 0, y ∈ R}

On cherche u solution du problème suivant :

i
−→
k · ∇u +

ǫ

2
∆⊥u + iνtu = 0 ∀x > 0, y ∈ R, (20)

(ǫ−→n · ∇⊥ + 2i
−→
k · −→n )(u − uin)|x=0 = 0. (21)

νt = ν + iµ et
−→
k = kx

−→e x + ky
−→e y.

II.2.a. Estimation d’énergie.

Théorème 7 (Théorème 7.2.1.) . Si u ∈ H1
x,loc(R+, H1(R)) est solution,

elle est unique. Il existe C indépendant de ν et µ tel que :

∫∫

D
2ν|u|2 +

∫

{x=0}
|−→k · −→n ||u|2 ≤ C

∫

{x=0}
|(iǫ−→n · ∇⊥ − 2−→n · −→k )uin|2.

Preuve : Produit scalaire de l’équation par u et intégration par parties.
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II.2.b. Transformée de Fourier.

On suppose dans toute la suite ν > 0 constant et µ = 0.

On pose 2kxg = (−iǫ−→e x · ∇⊥ + 2kx)uin.

Le problème (20)(21) s’écrit :

i(kx∂x + ky∂y)u +
ǫ

2
(k2

x∂2
yy − 2kxky∂2

xy + k2
y∂2

xx)u + iνu = 0 sur D, (22)

(−iǫkx(kx∂y − ky∂x) + 2kx)u|x=0 = 2kxg sur {0} × R. (23)

On factorise le polynôme caractéristique de l’équation :

P (X, Y ) = i(kxX + kyY ) +
ǫ

2
(k2

xY 2 − 2kxkyXY + k2
yX2) + iν.

P (X, Y ) =
ǫk2

y

2

(
X − R+(Y )

)(
X − R−(Y )

)
.

Soit F(U ; ξ, η) transformée de Fourier totale d’une fonction U , avec :

x → ξ et y → η.
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II.2.b On note v l’extension v = u1x≥0. v vérifie :

(
iξ − R+(iη)

)(
iξ − R−(iη)

)
F(v; ξ, η) =

2ikx

ǫk2
y
Fy(g; η) − i(

kx

ky
η − ξ)F(u|x=0),

avec :

R±(iη) = i
kx

ky
η − i

kx

ǫk2
y

(
1 ±

√√√√1 − 2
ǫkyη

k2
x

+ 2iν
ǫk2

y

k2
x

)
.

Comme ν > 0, Re(R+) > 0 pour tout η.

On peut diviser l’équation par P (iξ, iη) :

F(v; ξ, η) =
M+(η)Fy(u|x=0; η) + N(η)Fy(g; η)

iξ − R+(iη)

+
M−(η)Fy(u|x=0; η) − N(η)Fy(g; η)

iξ − R−(iη)
.
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II.2.b

Théorème 8 (Théorème 7.2.2.) Il existe une unique distribution u so-
lution du problème (22)(23). Elle s’écrit :

Fy(u)(x, η) =
2Fy(g)(η)

1 +

√
1 − 2

ǫkyη
k2
x

+ 2iν
ǫk2

y

k2
x

eR−(iη)x.

De plus, elle vérifie :

(
∂x − R−(iη)

)
Fy(u)(x, η) = 0.

Preuve : si V est une distribution tempérée qui s’écrit V (ξ, η) =
α+(η)

iξ−r+(iη)

avec α+ distribution tempérée et Re(r+) > 0, alors :

V (ξ, η) = Fx

(
α+(η)er+(iη)x1x≤0

)
.

Rem. : on vérifie que le terme ǫ2 ∂2

∂z2u est négligeable.

Corollaire : Si g ∈ H−1
2(R), u ∈ Cb

x(R+, L2
y(R)), et on a pour C indépen-

dant de ν :

||u||L∞
x (R+,L2

y(R)) ≤ C||g||
H

−1
2(R)

.
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II.3. Problème sur le quadrant Q = {x ≥ 0, y ≥ 0}

On cherche U solution du problème (22)(23) sur le quadrant :

i(kx∂x + ky∂y)U +
ǫ

2
(k2

x∂2
yy − 2kxky∂2

xy + k2
y∂2

xx)U + iνU = 0 surQ, (24)

iǫky(kx∂y − ky∂x)U|x=0 + 2kxU|x=0, y≥0 = g+ sur {0} × R+. (25)

On a toujours ν > 0 constant et
−→
k = kx

−→e x + ky
−→e y.

Il faut compléter le problème par une condition au bord y = 0.

On note u la solution sur le demi-espace du problème (22)(23), avec g le

prolongement de g+ par 0 sur R−.

2 cas : ky > 0 ou ky < 0.
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II.3.a. Condition au bord y=0

On peut factoriser P (X, Y ) par rapport à Y :

P (X, Y ) = i(kxX + kyY ) +
ǫ

2
(k2

xY 2 − 2kxkyXY + k2
yX2) + iν.

P (∂x, ∂y) =
ǫk2

y

2

(
∂y − A+(∂x)

)(
∂y − A−(∂x)

)
,

avec :

A±(∂x) =
ky

kx
∂x − i

ky

ǫk2
x

(
1 ±

√√√√1 + 2i
ǫkx

k2
y

∂x + 2iν
ǫk2

x

k2
y

)
.

On prend comme condition en y = 0 :
(

∂y − A+(∂x)

)
U|y=0,x>0 = 0. (26)

Cette condition est dite :

1. transparente si U = u|y>0,

2. absorbante si U ≈ u|y>0.
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II.3.b. Existence, unicité, lien avec le problème sur le demi-espace.

Théorème 9 (Théorème 7.3.2.) Soit g+ ∈ H−1/2(R+) à support dans

R∗
+. Le problème (24)(25) posé sur le quadrant Q = {x ≥ 0, y ≥ 0} et

complété par la condition (26) admet une unique solution U ∈ Cb(R
+
x ;L2(R+

y )).

De plus, U s’écrit, avec u0(y) = u(0, y) :

U(x, y)1y≥0 = F−1
y

({
K̂(η)Fy(u01y≥0)(η) + Ĝ(η)

}
eR−(iη)x

)
1y≥0,

où K̂ = −
R−−ikx

ky
η

R+−R−
et Ĝ = −2ikx

ǫk2
y

Fy(g)
R+−R−

.

1. si ky > 0, U est la restriction de u sur le quadrant : U = u|{y≥0} .

2. Si ky < 0 : si on prend g(y) = h(y − a) avec a > 0, on obtient :

lim
a→+∞

||(u − U)1y≥0||L∞(R+,L2
y(R)) = 0.
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Preuve : de même que pour le demi-espace, par transformée de Fourier

de l’équation et division par P qu’on factorise, on obtient une équation

de la forme :

Fx,y(U1x≥01y≥0; ξ, η) =
B+(η)

iξ − R+(iη)
+

B−(η)

iξ − R−(iη)

+
C+(ξ)

iη − A+(iξ)
+

C−(ξ)

iη − A−(iξ)
.

Cela nous permet de résoudre la question de l’existence et de l’unicité

d’une solution. Puis on estime la différence entre u et U grâce à la for-

mulation exacte de U en fonction de u obtenue dans le théorème 9.



Partie III : Simulation numérique

On prend ky > 0. On souhaite modéliser le problème suivant :
(
kx∂x + ky∂y

)
u − i

ǫ

2
∆⊥u + (ν0 + ν1)u + if(|u|)u = 0,

(iǫ−→n · ∇⊥ − 2kx)(u − uin) = 0,

avec f(w) = γ
(
e−ξw2 − 1

)
simulant l’interaction avec le plasma (ce terme

remplace l’hydrodynamique).

Domaine de simulation :

x ∈ [xmin, xmax], y ∈ [yb, yu].

Grille régulière

ν = ν0 + ν1 avec ν0 = inf ν, ν1 = ν1(x).

x → indice n, y → indice j : xn+1 = xn + δx, un
j ≈ u(nδx, jδy).
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III.1. Présentation du schéma
– Initialisation. On utilise le théorème 8 :

F(u; 0) =
2F(g)

1 +

√
1 − 2

ǫkyη
k2
x

+ 2iν|x=0
ǫk2

y

k2
x

. (27)

FFT −→ multiplication par la fonction ci − dessus −→ IFFT

– Etape A : on passe de un à un,♭ en résolvant sur [xn, xn+δx] l’équation :

(kx∂x + ky∂y)u − i12ǫ∆⊥u + ν0u = 0 . (28)

Grâce au théorème 8, on a :

ûn,♭(η) = ûn(η)eR−(iη)δx.

– Etape B : on passe de un,♭ à un,♯ en résolvant sur [xn, xn+δx] l’équation :

kx∂xu − ky∂yu = 0 .

En pratique on fait les étapes A et B simultanément :

F(un#) = F(un)e
(R−(iη)+iη

ky
kx

)δx
.

FFT −→ multiplication par la fonction ci − dessus −→ IFFT
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– Etape C : on passe de un,♯ à un+1 en résolvant sur [xn, xn + δx], l’équa-

tion :

kx∂xu + ky∂yu + ν1u + if(|u|)u = 0 .

III.1.a Schéma d’ordre 1 : schéma upwind classique décentré :

kx

δx
(un+1

j − un#
j ) +

ky

δy
(un#

j − un#
j−1)+

(
ν1(x

n) + if(|un#
θj |)

)(un#
θj + un+1

j

2

)
+ Bn

j un+1
j = 0,

avec un#
θj = θun#

j−1 +(1− θ)un#
j et θ =

ky
kx

δx
δy

. On initialise avec un#
−1 = 0.

III.1.b Schéma d’ordre 2 : méthode des limiteurs de flux avec fonction

de Van Leer :

φ(λ) =
|λ|+λ
1+|λ|, évaluée en λj =

|u#
j |2−|u#

j−1|2

|u#
j+1|2−|u#

j |2
.



En notant Fj = u#
j + 1

2(1 − θ)(u#
j+1 − u#

j )φ(λj), on obtient le schéma :

kx

δx
(un+1

j − un#
j ) +

ky

δy
(Fn

j − Fn
j−1)+

(
ν1(x

n) + if(|un#
θj |)

)(un#
θj + un+1

j

2

)
+ Bn

j un+1
j = 0.

(29)

III.1.c Croisement de rayons : il faut évaluer f(|u|). L’énergie laser est

|Ψ|2 = |u1ei
−→
k 1·−→x

ǫ + u2ei
−→
k 2·−→x

ǫ | = |u1|2 + |u2|2 + 2Re
(
u1u2∗ei(

−→
k 1−−→

k 2)
ǫ ·−→x )

.

Mais l’approximation WKB implique qu’on ne modélise pas les fluctuations

de la solution à l’échelle de la longueur d’onde. On prend donc f(w) avec

w =
√
|u1|2 + |u2|2.

Soit le modèle suivant, pour p = 1,2 :

i
−→
k p · ∇up +

ǫ

2
∆

p
⊥ + iνup = f(

√
|u1|2 + |u2|2)up.

Important : ν0 ne doit pas être trop petit (explosion).
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III.2. Propriétés du schéma

III.2.1. Stabilité

Théorème 10 (Théorème 8.3.1.) Le schéma numérique du premier

ordre est monotone décroissant pour la norme l2, i.e. on a l’inégalité

suivante :

∀n ∈ N , ||(un+1
j )j||l2j ≤ ||(un

j )j||||l2j . (30)

De plus, cette inégalité est stricte si ν 6= 0.

III.2.2. Convergence vers l’équation de Schrödinger classique

Théorème 11 (Théorème 8.3.2) Si ky → 0, le schéma converge vers la

solution du problème de Cauchy suivant pour l’équation de Schrödinger :

i∂xu +
ǫ

2
∂2

yyu + iνu − f(|u|)u = 0, (31)

u|x=0 = g. (32)
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