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Introduction : cadre physique et obtention des équationsl

1. Principaux ordres de grandeur

durée de |I'impulsion

vitesse de la lumiére dans le vide
longueur d'onde du laser

pulsation laser

densité électronique critique a g
largeur typique d'un faisceau

largeur typique d’'un speckle

temps caractéristique de variation

de I'intensité globale du laser

temps caractéristique

de variation locale de l'intensité laser
densité électronique des plasmas étudiés
températures électroniques

7 =19 ns

c=3.1010 ¢m.s~1

Ao = 0,35 um

wo = 2me/Ag = 5,4.101° 571
ner = 1.1.10%21em =3

600 um

L =3 um

10— 10g,

10— 125,
quelques 102%m3.
qguelgues 107 K.



2. Description bifluide d’un plasma

Hypothéses : plasma neutre non collisionnel et non relativiste, 2 espéces
de particules : électrons et ions.

e Equations de conservation de la masse pour chaque fluide (ne, n;)

e Equation de conservation de I'impulsion pour chaque fluide (neue, n;u;)
Terme d’'absorption lié a |la collision électron-ion : fréquence de collision
électron-ion v,;

e Equations de Maxwell :

V.E = —4ne(ne — Zn;)

V.B=0
10B
VXE=—————
c Ot
10k
VXB——J —
c +c@t

avec J = e(Zn;u; — neue), Z degré d'ionisation du plasma.



3. Obtention d’une fermeture pour o;J
Hypotheéses :
¢ ‘UZ| < |u€|7

e Polarisation linéaire en ey, :

E=F"e,+E°, u =0, |E|<|E

1

¢ v, K wg, BN =Eje w0t  + C.C.

1 82 wo Ne
~ Y E" _ AE" 2 E”
c2 Ot2 +( C ) Ner T c2 nep Ot

E" = 0.

Avechg—eety:M.

cr C

Equation de base de I'ensemble de notre étude :I

1 92 w( e,
——E" — AE" “ONNET 4+ 2R = 0.
c2 Ot2 +( c ) T c Ot




4. Comparaison des ordres de grandeur

v =T, R

~+1|8)]
SUISS
&)

|

et t =

CcC =

Equation de Maxwell adimensionnée
20V — AzW) + N(Z)W + €200, = 0.

L
On prend 7 = ‘g’ec’“ donc e = L>‘0 ~ 0.1
T speck

N = Ng+ 6N, SN = O(€?) si e~ 0.1

Donc on prend §N = 0 pour |'étude théorique et Ng = N(ez).

Yei Le, donc vK1.
wo

On note v = evq, avec v1 = O((1).



Partie I : Approximation de lI'equation de Klein-Gordon

I.1. Probleme exact et estimation d’énergie

Probleme de base de la partie I : équation de Klein-Gordon :I

(0 W — Dz W) + N(2)W + 0o W =0, W_g = W™, W, = X" (1)

Théoréme 1 (Théoréme 2.1.3.) Soit Se, Re € LOO(O,T; L2(Rn)).
Soit We € L™ <R+; Hl(R”)) N CI} (R+; LQ(R”)> solution de :

62(8ttw€ — AZCWE) + N(CU)WG -+ €2V8t\|/€ = €S€7 (2)
WV 4=o = O dans R", (3)
OtV ;=0 = Re dans R". (4)

Soit Ee(t) = €2||atwé||%2(Rn) T €2||VW€||%Q(Rn) T 2||’\/ N()WEH%Q(Rn)
L ’'inégalité suivante est vérifiée :

VE(t) < [ISell oo 1:£2(rn)yt T €l Bell p2(rny (5)



I.2. Approximation WKB et analyse asymptotique

o(z)—t ¢(z)

W(t,x) = A(t,z)e' ¢ + C.C., Vi—g= A" (z)e e, donc :

<|V¢|2 14 N)A + ie(—Q@tA — V¢ -VA-— V-(Aqu))

—|— 62 (8751514 — AA— iVlA —|— El/latA> = 0.
On développe asymptotiquement I'amplitude sous la forme :

A= Ag+ el + ...

I1.2.0rdre 0 en . Equation de la phase ¢ : équation eikonale
Vé()|® =1 - N(y)-

2i[0A 4+ V¢ - VA+ 2(AP)A] + i1 A = e(IuA — AA+ ev19A) .

I1.2.0rdre 1 en . Probleme d’advection pour Ag :

O1Ag + Vo - VAo +3(A¢)Ag =0, Agy—g= A"

(6)

(7)
(8)

(9)



I.2. On suppose désormais N € Cp°(R"), 0 < Ng < N(z) < 1 (absence
de caustique) et ¢ solution réguliére univaluée de I'équation eikonale sur
|'espace entier.

Théoréme 2 (théoréme 2.3.1.) Soit A" ¢ H?2(R") et f™ ¢ HY(R").
Soit VW solution du probléme de Klein-Gordon (1) avec :

<b(

Wimg = Ae (10)

N(m)\U't O_fzn(x)e 6

8t\u|t O—I—V(b V\U‘t O—I—’L —|— CC (11)

¢(z)—t
Soit Ag la solution du probléme d’advection (9). Soit W = Age' ¢ . On
a, pour0<t<T:

e||8t(\ll - \UG)HLQ(t) + e||V(\IJ — W€)||L2(t) + ||\/N(\U — W€)||L2(t)

< eC(9,T) (IIAmllmT + ||fm||L2>o

Cela signifie (cf. théoréme 1) : VE. = O(e).

On suppose dans toute la suite que dans la condition (11) on a '™ = ef{“.

8



I1.2.0rdre 2 en ¢ : approximation paraxiale. A est solution de :

2i[04 A1 + Vd(ex) - VA1] + i(Ad(ex) + v1)Ag = (O — A)Ag, Aqp=0 = 0.
Pour Ace = Ag + €Aq il vient :

“équation d'advection-Schrodinger’ : I

2i(0Ac + Vo - VAe) + V- [(I - (Vq5)®2) vAe} —

[—i(A¢ + evq) + %e(Aqﬁ)Q + eV - VAP) A mod O(e?), Agj—g= A"
(12)

I.3. Résultats d’approximation dans divers cas
On note dans toute la suite W I'unique solution du probléme (1)(10)(11).

I.3.a. Rayons droits.
Vo=k ou |k|=+/1- No=cstec]o,1][.

(12) devient : 2i(9;Ac + k - VAL + €V - [(I - ?®2> VAGI + devy Ac = O.

En écrivant Ac(t,x) = Ae(T = et,x — t?), le probléme (12) devient :

9



I.3.a

2i6%ﬁf16'+"7y' [(Ir——_Z?@ﬁ{)‘7yu4€]'+‘iV1¢4f — O, “4EVF::O ::JAin. (]Lg)

Théoréme 3 (Théoréme 3.3.1.)

Soit v; > 0, soit 0 < |?| < 1 un vecteur fixé de R™ vérifiant la condition
641/%

— —
- <1—|k|?=N et tel que |V¢| = k.
Soit A" € H3(R™) et fi" € L2(R").

Soit A¢ l'unique solution du probléme (13). Cette solution s'exprime de
facon exacte par transformée de Fourier :

Fy( AT, )) () = ]—“y(Am)e_%lT_%(|§|2_|?'€|2>,

ﬁ
-k x—t

Soit Ve = W — Ac(et,x — t?)ez € + C.C. L’estimation suivante est
vérifiée :

1Wellpoo(r, z2(rny) < €A 2@y + 1A I gamny)  (14)

Cela signifie (cf. théoréme 1) : VE. = O(&2).

10



I.3.b. Rayons faiblement courbes.

On fait dans toute la suite I’'hypothese suivante :
N = N(ex), avec 0 < Ng < N et ¢(z) — ¢(ex)/e est solution univaluée
réguliére sur tout le domaine de I’équation eikonale |Vo(y)|? =1 — N(y).

Théoréme 4 (Théoréme 4.3.5.)
Soit A" ¢ HB8(R™). Soit Ac € LOO(IR{+; HS(R”)) l'unique solution du pro-
bléme approché (12) :

2i[0:Ac + Vd(ex) - VA + ie(Aqb(e:c) + ul)Ae + eV [(1 - V¢®2(eaz))VA4 =0,
Agfp=0 = A" dansR™.

.p(ex)/e—t
Soit W, = W — A, (t, z)e ¢ 4 C.C.

Pour T > 0 fixé, l'inégalité suivante est vérifice, indépendamment de v

+ €| [0 W| + €| [VWe]

Well (0.7:22(R)) £ (0,72 () 1= (o7i22(8)

< C(No, ¢) (eQHf%”lle(Rn) + eQMa:c(l,T5)||Am||H8(Rn)>. (15)

Cela signifie (cf. théoréme 1) : VE. = O(e?).
11



I.3.c. Cas quasi-statique. Dans la suite, on note ? = Vo(ex), T = et et
on suppose v1 > 0 constant. Le probléme (12) devient :

2i [edpAc + k - VA +ie(Ap(ex) + v)Ac+ e A =0, Ayp_g= A"
(16)
ou le laplacien orthogonal aux rayons, noté A, est défini par :

T ®2
| K |2

Théoréme 5 (Théoréme 5.3.2.)
Soit A" € H3(R™) et fi* € HY(R™). Soit Ac I'unique solution du probléme
approché (16).0n suppose de plus que A™ vérifie I’hypothése :

- .
|k - VA™[| g2gny = O(e).

— .p(ex)/e—t
Soit We(t,x) = W — Ac(et,x)e” ¢ . L’estimation suivante est vérifiée :

— .
1K 'VAZ”HHz)

1Well oo o, 22(Rnyy < €2l 2+ Maz(1,T5) <||Am||HS(R”)+ ;

12



I.3.d. Demi-espace D = {x € R", x; > 0}.

. =z 7 b
Soit ' = 0D = {z1 =0}, Njr = N, <1, k|r = V¢r = k7 constants et

kp, > kmf > 0. Soit W 'unique solution du probléme (1)(10)(11) sur D
complété par une condition au bord de type onde entrante :

27,]6‘ ?b-x—t
(kS0 = s )Wy o = (———2AP 4+ gP)e’™ e (17)
€
On compléte (12) par une condition de Dirichlet déduite de (17) :
?b
20kl (Ajpy=0 — AY) = —eg” + (KL, + kb =)0 + kb .V, )Ah. (18)

Théoréme 6 (Théoréme 6.4.7.)
Soit A, gb € cp° (R+; ch(r)), avec Supp(Ab, ¢*) c Ri* x B-(0,R), R > 0.

Soit A¢ I'unique solution du probléme approché (12) complété par (18).

cb(ear)/e t
Soit Ve =W — Ae(t a:)) + C.C. L'’inégalité suivante est vérifiée :

Ec(t) < €*C(¢, No)(e' — 1)(1 +¢1°) <||gb||ca(R+X|-> + | b||C7(R+><I‘)>

13



Partie II : Probleme aux limites pour la propagation oblique

II.1. Probleme considéreé

Rappel : modéle d’'origine : équation de Klein-Gordon (1) :
e2(OpW — AgW) 4+ N(2)W + €200, =
Equation de Helmholtz : cas stationnaire de I'équation de Klein-Gordon :

€2 A1) 4 1 + i2uvpep = 0.

Lien avec la partie I et les coefficients v; et ¢;.

it
On a ¥ = vye "I avec W solution de Klein-Gordon. D'ou, en notant

N = Ng+ 60N et en supposant Ng constante

ef = €4/1 — N,

1 , 0N
Vi =V i = — '

2\/—1— 2¢1 — N’

14



II.1.Hypothese : propagation droite le long du vecteur unitaire ?.

— s
On a aussi = |—?—| On note
Il

=7k X=7 (T -K)k, V,=V-k(k.V).

—

. —

1 k- x
€

Avec 1 = uexp( ), I"équation devient :

82
e(2iviu + 2ik - ?u) + A u= —GQWU.
z

Hypothése qui sera Vvérifiée a posteriori : v varie lentement selon z.

Equation de base des parties II et III : équation de Schrodinger oblique :

— = €
i k -Vu—I—EALu—I—inu:O. (19)

Objectif : étudier le probleme ci-dessus avec un angle d’incidence
_>
avec le bord du domaine k - €, quelconque.

15



II.2. Probléme sur le demi-espace D = {z > 0, y € R}
On cherche v solution du probléme suivant :

i?-Vu—I—%ALu—I—inUZO Yz >0, yc R, (20)

(7 -V, +2ik - ) (u—u™),mg = 0. (21)

II.2.a. Estimation d’énergie.

Théoréme 7 (Théoréme 7.2.1.) . Siuec H zoc(R+7H1(R)) est solution,
elle est unique. Il existe C indépendant de v et u tel que :

//21/|u|2—|— / % - w||u? < C / (i€ -V, — 27 - & )ui"|2.
{x=0} {x=0}

Preuve : Produit scalaire de I'équation par u et intégration par parties.
16



II.2.b. Transformeée de Fourier.

On suppose dans toute la suite v > 0 constant et u = 0.
On pose 2kyg = (—iee s -V | + 2kz)u'™.
Le probléme (20)(21) s’écrit :

i(keOp + kyOy)u + g(kgagy — hgkyd2, + k202, u +ivu = 0 sur D, (22)

On factorise le polyndbme caractéristique de I'équation :
P(X,Y) = i(keX + kyY) + %(kﬁyQ — Dkgky XY 4+ k2X2) + iv.

2

P(X,Y) = %(X - R_|_(Y)> (X - R_(Y)>.

Soit F(U;&,n) transformée de Fourier totale d'une fonction U, avec :
x — & et Yy — N,

17



I.2.b On note v I'extension v = ul,;>p. v vérifie :

. . . . 2ik k
(@é‘ - R+(’m)> (Zf - R—(%ﬂ))ﬂv: &m) =5 Fy(gin) —i(—n — O F (ulz=0),
Y Yy
avecC .
: kg kx ekyn . ek%
R =t1—n—1——=1E,4]1—-2 2iv—= |.
+(im) zkyn Zek% ( \l k2 + 24v 2

Comme v > 0, Re(R4+) > 0 pour tout 7.

On peut diviser I'équation par P(i&,in) :

My () Fy(ujz=0:n) + N(n)Fy(g:n)
i — Ry (in)
M_(n)Fy(uz=0:n) — N(n)Fy(g; 1)

i€ — R—_(in) |

F(v,&,m) =

_I_

18



I1.2.b

Théoréme 8 (Théoréme 7.2.2.) Il existe une unique distribution u so-
lution du probléme (22)(23). Elle s’écrit :

\/ ek n 6]{32
1+4/1— y -+ 27,1/

Fy(u)(z,n) =

De plus, elle vérifie : <c‘9x — R_(in)>]-"y(u)(x,n) = 0.

Preuve : si V est une distribution tempérée qui s'écrit V(&,n) = iﬁgiﬂz}n)
avec a4 distribution tempérée et Re(ry) > 0, alors :
V(&) = Fu(ayp(me+ine1,).
Rem. : on vérifie que le terme 6288 u est négligeable.
1
Corollaire : Sige H 2(R), u € CQ(R+,L§(R)), et on a pour C indépen-

dant de v :

HUHLOO(R JL2(R)) < CHQHH Q(R)

19



I1.3. Probléme sur le quadrant Q@ = {x > 0, y > 0}

On cherche U solution du probléme (22)(23) sur le quadrant :

LYy

i (kO + kydy)U + %(kQaQ — 2koky02, + k;02,)U +ivU = 0 sur Q, (24)

: 5 — —
On a toujours v > 0 constant et k = kg ez + ky €'y.
Il faut compléter le probleme par une condition au bord y = 0.

On note u la solution sur le demi-espace du probléme (22)(23), avec g le
prolongement de g4 par O sur R_.

2cas : ky>0ouky<O.

20



II.3.a. Condition au bord y=0

On peut factoriser P(X,Y) par rapport a Y :
P(X,Y) = i(keX + kyY) + %(kgyz — Dhpky XY + k2X?) 4 iv.

2

ek
P (0, ay) — 7?; (ay - A—|—(8:c)> (ay — A_ (aCU)))

avec
On prend comme condition en y =0
<6y — A_|_(<’9a;)> U|y:O,:c>O = 0. (26)

Cette condition est dite :
1. transparente si U = U|y>0:

2. absorbante si U = uy~q-
21



II.3.b. Existence, unicitée, lien avec le probleme sur le demi-espace.

Théoréme 9 (Théoréme 7.3.2.) Soit g, € H-1/2(Ry) a support dans
IR%’_"_. Le probleme (24)(25) posé sur le quadrant Q = {x > 0, y > 0} et

complété par la condition (26) admet une unique solution U € Cb(IRi;;"; LQ(RJ)).
De plus, U s’écrit, avec ug(y) = u(0,y) :

Uz, y)1y>0 = Fy * <{K(77)7:y(uo1yzo)(77) + @(n)}eR‘(in)m> 1,>0,

R_ ik—xn :
~ oo . k'y ~ ___ _Qka fy(g)

1. si ky >0, U est la restriction de u sur le quadrant : U = u|f,>0} -

2. Si ky<0: sionprend g(y) = h(y —a) avec a > 0, on obtient :

lim ||(u_U)]'yZOHLOO(R_|_,L§(R)) ZO

a— o0

22



Preuve : de méme que pour le demi-espace, par transformée de Fourier
de I'équation et division par P qu’'on factorise, on obtient une équation
de la forme :

fx,y(UlazzolyZO; §,m) = i€ _B_]I%:i?()zn) T 1€ —B;i(—n()’m)
C_|_(£) C_(&)

in— Ay GE) in—A_(i&)

Cela nous permet de résoudre la question de l'existence et de 'unicité
d'une solution. Puis on estime la différence entre v et U grace a la for-
mulation exacte de U en fonction de v obtenue dans le théoréme 9.

_|_



Partie III : Simulation numeérique l

On prend ky > 0. On souhaite modéliser le probleme suivant :

(kxOr + kydy )u - i%AJ_u + (vo + v1)u~+if(Ju))u = 0,

(e - V| — 2ks)(u — u'™) = 0,

avec f(w) = y(e—§w2 — 1> simulant I'interaction avec le plasma (ce terme
remplace |'hydrodynamique).

Domaine de simulation :

S [xmin,xmax], (TAS [yba yU]

Grille réguliere
v=vg+vy avec vg=infv, v;=rv1(x).
v — indicen, y — indice j: " T = 2" + §z, uy & u(ndz, joy).

23



III.1. Présentation du schéma
— Initialisation. On utilise le théoréme 8 :

2F(g)

F(u;0) = = (27)

k
1+ \/1 Gk%" + 2= 73

FFT — multiplication par la fonction ci — dessus — I FF'T
— Etape A :on passe de u™ a v’ en résolvant sur [z, 2™ 4 6x] I"équation :
(kzOz + kyOy)u — i%eALu + vou = 0. (28)
Grace au théoréme 8, on a :
un () = u (n)eft- (e
— Etape B : on passe de u™° & u™! en résolvant sur [z, 2"+ 6x] I"équation :
kzOxu — kyOyu = 0.
En pratique on fait les étapes A et B simultanément :

f(un#) — ]:(un)e(R— (’“7)4‘7577%)537.

FFT — multiplication par la fonction ci — dessus — IFFT

24



— Etape C : on passe de v & w11 en résolvant sur [2™, 2™ 4+ dx], I"'équa-

tion :
kzOxu + kyOyu + viu + if (Jul)u = 0.

III.1.2a Schéma d’ordre 1 : schéma upwind classique décentré :

Kz, n+41 #y By, on# #
Q(U? —u;™) +@(U? —ui" )+
n# n—+1

N W i ntl _
(Vl(fﬂn) + i f (Juy; D) ( 5 ) + Bju; " =0,

avec ugj# = Qu;’“fbl + (1 - H)u?# et 0 = %%' On initialise avec uﬁ;‘f = 0.

III.1.b Schéma d’ordre 2 : méthode des limiteurs de flux avec fonction

de Van Leer :

w2 = [u? |2
2= 2

_ [AlI+A . - o
d(N\) = évaluée en \; =

DY 2
Al |uj_|_1



En notant F; = u# + 2(1 (9)(uj_|_1 fﬁ)gb(Aj), on obtient le schéma :

£<uj';+1 — ) + 5@;@ ~ F )+
n 4, ntl (29)

u, +
<ul<x”>+¢f<|ug;¢|>>( )+ Blujtt=o.

III.1.c Croisement de rayons : il faut évaluer f(|u|). L'énergie laser est

kLT ?2 (K1-%2) —
W2 = |ule! = T4 u2e | = |ul]? + |u?|? + 27%6(u1u2*eZ ¢ >

Mais I'approximation WKB impliqgue qu’'on ne modélise pas les fluctuations
de la solution a I'échelle de la longueur d’onde. On prend donc f(w) avec

1,2 2|2
w = \/|u 1<+ |u“|”.
Soit le modele suivant, pour p=1,2 :

e € :
i kP VuP + §A1j_ + ivuP = f(\/|u1|2 + |[u??)uP.

Important : vg ne doit pas étre trop petit (explosion).

25



III.2. Propriétés du schéma
II1.2.1. Stabilité

Théoréme 10 (Théoréme 8.3.1.) Le schéma numérique du premier
ordre est monotone décroissant pour la norme l2, i.e. on a l'inégalité
suivante :

1
vaeN, Il < 1l (30)

De plus, cette inégalité est stricte si v = 0.
II1.2.2. Convergence vers |I'equation de Schrddinger classique

Théoréme 11 (Théoréme 8.3.2) Si ky — O, le schéma converge vers la
solution du probleme de Cauchy suivant pour I'équation de Schrodinger :

i@a;u—ké(‘?gyu—l-iuu— f(u)u = 0, (31)
Ujg=0 = 9- (32)

26
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