\

Concordance des noeuds

Vincent Blanloeil

» To cite this version:

Vincent Blanloeil. Concordance des noeuds. Mathématiques [math]|. Université Louis Pasteur -
Strasbourg I, 2003. tel-00142596

HAL Id: tel-00142596
https://theses.hal.science/tel-00142596
Submitted on 25 Apr 2007

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00142596
https://hal.archives-ouvertes.fr

tel-00142596, version 1 - 25 Apr 2007

Habilitation a diriger des recherches

Résumé des travaux

Vincent Blanlceil


http://tel.archives-ouvertes.fr/tel-00142596/fr/
http://hal.archives-ouvertes.fr




AV. etV.

AT
ST R BT 2 BT SR AT L T

tel-00142596, version 1 - 25 Apr 2007






tel-00142596, version 1 - 25 Apr 2007

. Avant-propos

Dans les années 60, R. Fox et J. Milnor ont été les premiers & étudier la concordance
des plongements de S' dans $3. Puis M. Kervaire et J. Levine se sont intéressés aux
plongements de spheres de grande dimension en codimension deux. Peu de temps apres,
a la suite des travaux de J. Milnor sur les singularités, la notion de nceud fibré donne
alors le cadre topologique convenable qui correspond a celui des nceuds algébriques
associés aux singularités isolées d’hypersurfaces complexes. Ainsi I’étude de la topologie
des singularités isolées d’hypersurfaces complexes devint une motivation pour étudier
des plongements de variétés plus générales que des spheéres.

Au début des années 70, D.T. Lé a démontré que les notions d’isotopie et de concor-
dance coincident pour les nceuds algébriques de dimension un. Il faut ensuite attendre
plus de vingt ans pour que P. Du Bois et F. Michel donnent les premiers exemples de
nceuds algébriques concordants et non isotopes.

Dans ce résumé des travaux, nous présentons les résultats de la theése et ceux qui
ont suivi. Nous avons cherché a y développer une théorie de la concordance pour les
nceuds fibrés en toute généralité. Le théme principal est donc I’étude de la topologie
du plongement des variétés. L’outil fondamental est la modification des variétés par
chirurgie, mais nous utilisons aussi bien des techniques de la topologie des variétés de
dimension supérieure ou égale a 5, que d’autres spécifiques aux dimensions 4 et 3.

Nous commencons dans le §1 par des définitions et résultats fondamentaux. Ensuite
dans les paragraphes suivants nous donnons les principaux résultats liés a ’étude de la
concordance des noeuds.

En annexe, et de maniére totalement indépendante au reste du texte, nous aborde-
rons un aspect de la topologie au quotidien.

Dans tout le texte on se place dans la catégorie des variétés différentiables, sauf
mention contraire.
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1. Concordance des nceuds sphériques

Nous nous intéressons aux plongements de variétés de codimension 2 dans des
spheéres, plus précisement

DEFINITION 1.1. On appelle nceud, ou (2n — 1)-nceud, l’image orientée du plonge-
ment d’une variété de dimension 2n— 1, qui est compacte, sans bord et (n—2)-conneze
(pour n = 1 il n’y a pas de propriété de connexité), dans une sphére de dimension
2n + 1.

On appelle nceud sphérique tout neud homéomorphe & une sphére.

Les premiers exemples de nceuds ont été donnés par des plongements d’un cercle
dans S3. Mais bien avant ce formalisme mathématique, le concept existait déja. Citons
par exemple les enluminures celtes et scandinaves, et surtout Alexandre ”dénouant” le
nceud Gordien.

Dans le cas, dit classique, des noeuds de dimension 1 il est trés naturel de se de-
mander §’il est possible de dénouer un nceud donné. Il en est de méme pour les nceuds
de grande dimension. La notion d’isotopie des nceuds est alors trés naturelle.

DEFINITION 1.2. Deuz neuds Ky et K1, images du plongement d’une variété K et de
dimension 2n — 1, sont isotopes s’il existe un plongement ® : K x [0;1] — S2*+1 x [0;1]
tel que (K x {0}) = Ky, ®(K x {1}) = —K1, ou —K; désigne le neud K; avec
Uorientation inverse, et les paires (S*"11 x {t}, ®(K x {t})) sont toutes homéomorphes
pour tout t € [0;1].

Intuitivement cela revient & pouvoir déformer un nceud en un autre, sans jamais
autoriser le croisement de deux brins.

Le choix de la codimension 2 n’est pas arbitraire. Rappelons que dans la catégorie
P.L., E. Zeeman a montré que les noeuds sphériques de codimension supérieure ou
égale A trois sont tous non noués (c.f. [Ze]). J. Stalling a prouvé qu’il en est de méme
dans la catégorie topologique deés que la dimension des nceuds sphériques est au moins
égale a 2 (c.f. [Sta]). Dans le cas de la catégorie différentiable A. Haefliger a montré
que la concordance des nceuds sphériques en codimension au moins égale & 3 implique
Pisotopie de ces nceuds (c.f. [Hal] et aussi J. Levine [L1]).

La caractérisation des classes d’isotopie des nceuds sphériques est fondamentale pour
bien des raisons. Par exemple le fait que les présentations par chirurgie des variétés de
dimension 3 ne dépendent pas de la classe d’isotopie du nceud sur lequel on effectue la
chirurgie, implique que les invariants des nceuds & isotopie prés donnent des invariants
pour les 3-variétés.
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Les classes d’isotopies sont donc d’un intérét trés important et ont beaucoup été
étudiées. Nous allons nous intéresser ici & des classes d’équivalence de nceuds beaucoup
plus larges.

DEFINITION 1.3. Deuz neuds Koy et K1, images du plongement d’une variété K et de
dimension n, sont concordants s’il existe un plongement ® : K x [0;1] — $2*+1 x [0;1]
tel que (K x {0}) = Ky, ®(K x {1}) = —K;, ou —K; désigne le neud K; avec
Dorientation inverse.

S2n—|—1 X {1}

NN

Fi1G. 1. Concordance entre Ky et K;

®(K x [0,1])

La différence entre concordance et isotopie réside dans le fait que ’on permet &
(K x [0,1]), le "tube de concordance”, d’étre noué dans S™2 x [0; 1].

K,

F1c. 2. Une concordance qui n’est pas une isotopie

On peut de plus munir ’ensemble des classes de concordance de nceuds sphériques
d’une structure de groupe en prenant la somme connexe comme opération. Il est clair
qu’un plongement trivial d’une sphére est un élément neutre pour cette opération, de
plus les sphéres étant connexes par arcs l'opération est clairement associative. Pour
Pexistence de l'inverse il suffit de remarquer que la somme connexe d’un (2n — 1)-nceud
sphérique avec son image miroir donne un (2n — 1)-nceud qui est le bord d’un disque
D?" dans D?"*2.
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Lorsqu’un nceud sphérique, plongé dans une sphére S = 9D, est le bord d’un disque
plongé dans D, il est dit slice.

Un nceud slice est concordant au plongement trivial d’une spheére. De plus, avec
la structure de groupe mise en évidence, la concordance des nceuds sphériques peut
s’exprimer dans les termes suivants

PROPOSITION 1.4. Deuz (2n — 1)-neuds sphériques Ky et Ky sont concordants si
la somme connere Ko# — K, est slice.

Deux nceuds isotopes sont clairement concordants. Par contre la réciproque est
fausse. En effet, les classes de concordances peuvent déja étre distinctes des classes
d’isotopies dans le cas des nceuds sphériques. Pour s’en convaincre, les nceuds de di-
mension 1 suffisent. Prenons la somme connexe du nceud de tréfle droit et de son image
miroir (le nceud de trefle gauche). Cette somme connexe est slice, par contre elle n’est
pas isotope au noceud triviall.

e

F1G. 3. Un nceud slice non isotope au plongement trivial du cercle.

1.1. Formes de Seifert.

Rappelons que tout (2n —1)-nceud est le bord d’une variété orientée de codimension
1 dans S2n+1.

DEFINITION 1.5. On appelle surface de Seifert d’un (2n—1)-neud toute sous-variété
compacte orientée de codimension 1 de S ! qui admet le neud comme bord orienté.

De maniere tres générale on peut associer une forme bilinéaire entiere a toute surface

compacte orientée de codimension 1 dans une spheére.

1Le calcul du polynome d’Alexander c.f. 3 le prouve.
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DEFINITION 1.6. Soit F une sous-variété compacte orientée de dimension 2n de
St et soit G le quotient® de Hy,(F) par sa Z-torsion. La forme de Seifert associée a
F est la forme bilinéaire entiére A : G x G — Z définie comme suit. Pour tout couple
(z,y) de G? on définit A(z,y) comme étant le nombre d’enlacement dans S?"*1 de ¢
et Ny, ou & est un n-cycle de F' représentant x et ny est un n-cycle de F', représentant
y, poussé hors de F' dans la direction positive de son fibré normal dans S?"+1.

Etant donné un nceud, on peut lui associer différentes surfaces de Seifert. A chacune
de ces variétés sont associées des formes de Seifert a priori distinctes. Remarquons déja
que lorsque la sous-variété F', considérée dans la définition ci-dessus, est (n—1)-connexe,
le groupe H,(F') est sans torsion, on définit alors

DEFINITION 1.7. Un (2n — 1)-neeud est dit simple lorsqu’il posséde une surface de
Seifert qui est (n — 1)-conneze.

J. Levine a décrit les modifications de la forme de Seifert lorsque I’on passe d’une
surface de Seifert & une autre pour un nceud simple donné. Soit K un nceud simple
dont on connait deux surfaces de Seifert (n — 1)-connexes, notées F et F'. En étudiant
I'isotopie du nceud K, muni de F' comme surface de Seifert, avec le méme nceud K,
muni de F' comme surface de Seifert; J. Levine [L2] a montré que le passage d’une
surface a l'autre se traduit par une succession d’opérations élémentaires sur la forme
de Seifert.

Plus précisément, on définit I’élargissement d’une matrice carré A en une matrice
A’ de la maniére suivante

A 01 02 A ﬂ 01
A=la 0 0 oubien| Oy 0 1
O3 1 0 O3 0 0

avec O; des lignes ou des colonnes de 0 pour ¢ = 1,2,3, et a, 8 des vecteurs ligne
et colonne quelconques.

La réduction sera alors le passage de A’ & A.

DEFINITION 1.8. On dit que deur matrices carrées sont S-équivalentes si l’on peut
passer de l'une a l’autre par des élargissements, des réductions ou bien des changements
de base. Les classes d’équivalence ainsi définies sont appelées classes de S-équivalence.

On a alors le théoréme suivant

2L’homologie singuliere des variétés est a coefficients dans Z sauf mention contraire.
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THEOREME 1.9 (Levine [L3]). Les formes de Seifert de deuzx nceuds sphériques
simples isotopes sont S-équivalentes.

L’utilisation des formes de Seifert s’est révélée étre trés utile pour ’étude de la
concordance des nceuds sphériques. En effet M. Kervaire [K2] et J. Levine [L3] ont
donné une classification des nceuds sphériques & concordance pres a ’aide des formes
de Seifert.

THEOREME 1.10 (Kervaire [K2], Levine [L3]). Deuz neuds sphériques, de dimen-
sion 2n — 1 avec n > 3, sont concordants si et seulement si leurs formes de Seifert sont
Witt- équivalentes.

ou la Witt-équivalence des formes bilinéaires est définie comme suit.

DEFINITION 1.11. Deuz formes bilinéaires entiéres Ay et A1, définies sur des Z-
modules libres de type fini Gy et G1, sont Witt-équivalentes s’il existe un sous-module
M de Gy & G1 de rang moitié tel que la restriction de la forme Ay ® —Ay a M soit
identiqguement nulle. Le sous-module M est alors appelé métaboliseur.

Le théoreme 1.10 est vraiment le résultat qui est a ’origine de 1’étude de la concor-
dance des noeuds. D’une part il donne une classification & concordance prés des nceuds
sphériques, ensuite il rend calculable ’appartenance d’un noeud & une classe de concor-
dance donnée.

Dans la suite, nous allons étendre les résultats précédents a des variétés plus générales
que des spheéres.
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2. Singularités, nceuds fibrés simples

Une des motivations pour généraliser la notion de nceud sphérique vient de I’étude
des singularités isolées d’hypersurfaces complexes.

2.1. Singularités isolées d’hypersurfaces complexes.

Soit f : (C™"*1,0) — (C,0) un germe de fonctions holomorphes avec une singularité
isolée en 0. Notons D" 1a boule compacte de rayon ¢ > 0 centrée en 0 dans C", et S2"~1
son bord. La classe d’homéomorphie orientée de la paire (D?"+2  f~1(0) N D2"*2) ne
dépend pas du choix de € dés qu’il est suffisamment petit, nous appelerons cette classe
type topologique de f.

DEFINITION 2.1. Si Ky = (f1(0) N S2"*1), la classe d’homéomorphie orientée de
la paire (Sg"_l,Kf) est appelée nceud algébrique associé a f.

EXEMPLE 2.2. Comme exemple de neeud algébrique citons [’entrelacs de Hopf qui
est associé au polynéme XY de C[X,Y].

Fi1G. 4. L’entrelacs de Hopf

(L’hypersurface définie par I’équation XY = 0 est constituée de deux plans, et
posséde une singularité isolée en 0. L’intersection d’une 3-sphére centrée en 0 avec
chacun des plans donne un cercle. Comme les deux cercles ainsi définis bordent des
disques qui n’ont qu’un seul point d’intersection, ils s’enlacent une fois.)

Le neeud de tréfle est aussi un neeud algébrique, il est associé au polynéme X2 —
Y3 de C[X,Y]. Plus généralement les neeuds toriques de type (p,q) sont des neeuds
algébriques associés aux polynomes XP — Y9,

Le théoréme de la structure conique démontré par J. Milnor [M3] établi que le
cone C(Ky) de K est homéomorphe & f~1(0) N D2 +2, et donc que le nceud algébrique
associé & f détermine le type topologique de f. De plus en étudiant le type topologique
de f a laide de la théorie de Morse, J. Milnor a montré
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(1) un noeud algébrique est une variété compacte, orientée, sans bord, de dimension
réelle 2n — 1 et (n — 2)-connexe (dans le cas n =1 il n’y a pas de propriété de
connexité) ;

f

(2) Yapplication i : S2HL\ Ky — S! est une fibration localement triviale dans
tout voisinage tubulaire de Ky, des que ce voisinage est suffisamment petit ;

(3) les fibres ont le type d’homotopie d’un bouquet de S™, et leur adhérence est
une sous-variété de S2"*! qui est compacte, orientée, de dimension réelle 2n,
(n — 1)-connexe et qui admet Ky comme bord.

C’est D.T. Lé qui a montré que dans le cas des nceuds algébriques de dimension 1
les notions de concordance et d’isotopie coincident.

THEOREME 2.3 (Lé [Lel]). Deuz neeuds algébriques, de dimension 1, concordants
sont isotopes.

En utilisant les résultats de O. Zariski [Za] et W. Burau [Bu] le calcul du groupe
fondamental du complémentaire d’un nceud algébrique de dimension 1 peut s’exprimer
en fonction des paires caractéristiques de Puiseux, et D.T. Lé [Le2| montre que la
détermination du polynéme d’Alexander donne les paires caractéristiques de Puiseux.

Ensuite D.T. Lé démontre que deux nceuds algébriques concordants ont le méme
polynoéme d’Alexander. Ceci étant di au fait que les racines des polynémes d’Alexander
de tels nceuds sont des racines primitives de 'unité. Il reste ensuite & utiliser que la
donnée du groupe fondamental du complémentaire d’un nceud algébrique détermine la
classe d’isotopie de ce noeud. Bien que faux dans le cas général (c.f. [F-C]), c’est vrai
dans le cas des nceuds algébriques de dimension 1 (c.f. [Bu] [Le2]).

Bien que pour démontrer le théoréme 2.3 on fait appel & des propriétés des noeuds
algébriques qui ne sont valables que dans le cas des nceuds algébriques de dimension 1,
le résultat de D.T. Lé pouvait laisser supposer que dans le cas des nceuds algébriques
de dimension supérieure la situation était analogue. Il n’en est rien, et c’est P. Du
Bois et F. Michel [DB-M] qui ont donné les premiers exemples de nceuds algébriques
sphériques concordants et non isotopes.

2.2. Classification des noeuds fibrés simples 4 concordances preés.

De maniére & se placer dans un cadre topologique général qui englobe celui des
nceuds algébriques, on définit les noeuds fibrés simples.

DEFINITION 2.4. Un (2n — 1)-neud K est fibré simple s’il existe une fibration
localement triviale ¢ : S?"t1 \ K — S, qui est triviale sur tout voisinage tubulaire
ouvert suffisamment petit de K, et qui admet des fibres (n — 1)-connezes.
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La propriété de trivialité sur le voisinage de K permet d’avoir une surface de Seifert
en prenant ’adhérence d’une fibre. Ainsi, dans le cas des nceuds fibrés simples, on associe
toujours au nceud une forme de Seifert définie sur ’adhérence d’une fibre.

En autorisant les nceuds fibrés & avoir de ’homologie dans les dimensions n et n — 1
nous nous plagons dans un cadre topologique beaucoup plus général que dans le cas des
nceuds sphériques. Par contre cela nous fait perdre la structure de groupe sur ’ensemble
des classes de concordance.

Pour un nceud K de dimension 2n — 1 ’homologie est non triviale uniquement
dans les dimensions n et n — 1. Dés que F', la surface de Seifert considérée de K, est
(n—1)-connexe ’homologie de F' est non triviale uniquement en dimension n, et H,(F')
est libre. La monodromie h définie par la fibration du complémentaire du nceud, est
le difféomorphisme de la fibre défini par le premier retour lorsque ’on parcourt SI.
Dans le cas des noeuds fibrés simples 'homomorphisme h,, : H,(F) —=H,(F) induit par
h est 1ié & la forme de Seifert. En effet si A et h désignent les matrices de A et h,
respectivement, on a h = (—1)"*1 A1 AT, Par dualité d’Alexander la forme de Seifert
d’un neeud fibré simple est alors unimodulaire.

Rappelons que la S-équivalence consiste & modifier une forme bilinéaire entiére en
ajoutant, ou bien en 6tant, des blocs aux matrices; mais dans tous les cas on ajoute,
ou bien on 6te, une ligne ou une colonne de 0 & la matrice considérée 1.8. Les formes de
Seifert des nceuds fibrés simples sont unimodulaires, donc les classes de S-équivalence
de leurs formes de Seifert sont réduites aux classes d’isomorphies. Cette constatation a
conduit A. Durfee [D1] & énoncer le théoréme suivant

THEOREME 2.5 (Durfee [D1]). Deuz neeuds fibrés simples sont isotopes si et seule-
ment si les formes de Seifert associ€es auzx fibrations sont isomorphes.

La forme de Seifert d’un nceud fibré simple K est reliée a la forme d’intersection
d’une fibre F par la relation S = A + (—1)"AT, ou S et A sont les matrices de S et A.

De plus, la suite exacte longue du couple (F, K) est

0= Ho(K) 5 Hy(F) 5 Hy(F, K) — Hy_1(K) = 0

Par la dualité de Poincaré nous avons H,(F,K) = H"(F), et par la suite des
coefficients universels nous avons H"(F) = Homgz(H,(F);Z). Donc la matrice de S*
est égale a celle de la forme d’intersection de F, et de la suite exacte précédente on
déduit que le noyau de la forme d’intersection S peut étre identifié & 'image de H, (K)
dans H,,(F'), et son conoyau est isomorphe a H,,_1(K).

Le fait de pouvoir identifier le noyau et le conoyau de la forme d’intersection avec
I’homologie du noeud dans la suite exacte longue du couple (F, K) est fondamental pour
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avoir toute 'information sur la topologie du nceud contenue dans la donnée de la forme
de Seifert. Aussi, lorsque les noeuds ne sont pas fibrés ou bien lorsque les surfaces de
Seifert ne proviennent pas nécessairement d’une fibration, nous ne considérerons que
des surfaces de Seifert qui vérifient ces conditions. Ceci est toujours possible quitte &
modifier le H,,_;(F') par chirurgie si nécessaire.

Nous avons défini dans [2] une nouvelle relation d’équivalence pour les formes bi-
linéaires entieres appelée concordance algébrique. Cette définition est motivée par le
résultat suivant.

THEOREME 1 ([2]). Pour n > 3, deuz nceuds fibrés simples de dimension 2n — 1
sont concordants si et seulement si leurs formes de Seifert associées auz fibrations sont
algébriguement concordantes.

La concordance algébrique des formes de Seifert des nceuds sphériques implique leur
Witt-équivalence (c.f. 2.7). Donc la classification des nceuds sphériques donnée par M.
Kervaire et J. Levine est une conséquence du théoreme 1. Par contre la démonstration
du théoréeme 1 ne peut pas se faire en généralisant la démonstration de M. Kervaire et
J. Levine.

2.3. Concordance algébrique.

Avant de donner la définition de la concordance algébrique, fixons quelques nota-
tions.

Soit A ’ensemble des formes bilinéaires entieres définies sur des Z-modules libres
de type finis. Si A est élément de A, notons AT la transposée de A, et S la forme
e-symétrique A + ¢AT associée & A, par S* : G — G* 'adjoint de S (G* étant le dual
Homgz(G;Z) de G), par S : G x G — Z la forme non dégénérée e-symétrique induite

par S sur G = G /Ker S* Le sous-module M de G est pur si G /M est sans torsion.

Si M un sous-module quelconque de G notons M" le plus petit sous-module pur de G
qui contient M. En fait M” est égal & (M ® Q) N G. Pour un sous-module M de G on
note M l'image de M dans G.

DEFINITION 2.6. Soit A; : G; x G; — Z, i=0,1, deuz formes bilinéaires de A. Soit
G = GydGy et A= (Ag®—A1). La forme bilinéaire Ay est algébriquement concordante
d la forme bilinéaire A, s’il existe un métaboliseur M pour A tel que M est pur dans G,
un isomorphisme ¢ entre Ker S§ et Ker S} et un isomorphisme 6 entre Tors (Coker S§)
et Tors (Coker S7) qui satisfont les conditions :

c.l: M NKerS* = {(z,p(x));z € KerS;},

c.2: d(S*(M)") = {(z,0(z)); z € Tors (Coker S§)}, ou d est Uapplication quotient

de G* dans Coker S*.
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Un tel métaboliseur lorsqu’il existe est appelé métaboliseur de concordance.

REMARQUE 2.7. Comme Ker S} s’identifie avec l’image de H,(K;) dans Hp(F)
et CokerS} avec H,_1(K;), les conditions c.1 et c.2 sont automatiquement vérifiées
lorsque les neuds sont sphériques. Dans ce cas la forme d’intersection est alors un
isomorphisme et la concordance algébrique des formes de Seifert est équivalente d leur
Witt-équivalence.

Les classes de concordance algébrique des formes bilinéaires entieres existent sans
étre nécessairement associées a des formes de Seifert de nceuds concordants. Mais du
fait que la relation de concordance est une relation d’équivalence pour les nceuds, le
théoréme 1 impose qu’il en est de méme pour les classes de concordance algébrique.
Dans [2] nous démontrons le théoréme suivant

THEOREME 2 ([2]). Etre algébriquement concordant est une relation d’équivalence
sur l’ensemble des formes bilinéaires entiéres définies sur des Z-modules libres de type

fini.

La seule difficulté consiste & démontrer la transitivité. Pour cela on montre que ’on
peut remplacer la condition c.1 de la définition de la concordance algébrique par

c.11 : {(a:,cp(a:&x € KerSa‘}_C M; L
c.12 : image M de M dans G = G/Ker g+ est un métaboliseur pour S = Sy®—S;.

Etant données trois formes de Seifert Ap, A1 et Ay | telles que Ag et A; sont
algébriquement concordantes, et, Ay et Ay le sont aussi, on construit un métaboliseur
pour la forme Ay @ —A; qui vérifie les conditions c.11, c.12 et c.2.

2.4. La concordance algébrique, une condition nécessaire de condor-
dance.

Soient Ky et K1 deux noeuds fibrés simples concordants, de dimension 2n — 1 avec
n > 3, dont les formes de Seifert associées aux fibrations sont notées Ag et Aj.

Soit N une sous-variété, compacte et orientée, de S?"*! x [0, 1] obtenue en recollant
le long de leurs bords Fy, le "tube” du cobordisme ®(K x [0, 1]), et F;. Par un argument
classique de théorie d’obstruction il existe une sous-variété W de S2"+1 x [0, 1] telle que
oW = N.

Soit i : H,(Fy)®H,(F;) — Hy(W) 'homomorphisme induit par les inclusions, et
M = Ker i le sous-module de H,(Fy)®H,(F}), constituté de tous les cycles n-cycles
de H,(Fy)®H,(F1) qui sont des bords dans H,(W'). Montrons que A = Ay @ — A, est
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F1Gg. 5. La variété W

identiquement nulle sur M. Soit [a] et [b] deux classes d’homologie de M, par définition
de M il existe deux (n + 1)-chaines = et y dans W telles que 0z = a et dy = b. Soit
i, le champ de vecteurs normal, orienté dans le sens positif sur W dans S2"*1 x [0, 1].
Les chaines z et i (y) ne se coupent pas, comme indiqué sur la figure 6.

F1G. 6. Déplacement d’une chaine de W le long de 7

Donc le nombre d’enlacement dans S2**1 x {0,1} de a et i, (b) est zéro. Mais ce
nombre d’enlacement est, par définition, égal & A(a,b), donc A(a,b) =0 et A‘ M =0
De plus, ce métaboliseur M vérifie les conditions requises pour étre un métaboliseur de
concordance (c.f. [2]).

Remarquons par contre qu’il n’y a pas de restriction de dimension dans la construc-
tion de ce métaboliseur et nous avons alors le résultat suivant

THEOREME 3 ([2]). Soient Ky et K; deuz entrelacs simples, et Ay et Ay des
formes de Seifert unimodulaires. Si Ky et K1 sont concordants alors Ay et Ay sont
algébriquement concordantes.

REMARQUE 2.8. Dans le cas des neuds de dimension supérieure ou égale a 5, le
fait de posséder une forme de Seifert unimodulaire prouve que le neud est fibré. Ceci
n’est pas forcément vrai pour les dimensions plus petites.
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2.5. La concordance algébrique, une condition suffisante de condordance.

Nous allons voir que la concordance algébrique est une condition suffisante de
concordance pour les nceuds simples de dimension supérieure ou égale & 5, qui ne sont
pas nécessairement fibrés.

Soient Ky et K; deux nceuds simples, de formes de Seifert respectives Ag et A, qui
sont algébriquement concordantes. Commencgons par faire la somme connexe, que ’on
notera S, des deux spheres dans lesquelles Ky et K; sont plongés. On fait cette somme
connexe de telle sorte que Koy ]| K1 est un nceud dans la sphére S. Faisons aussi la
somme connexe des surfaces de Seifert Fy et F; dans S, de telle sorte que cette somme
connexe notée F soit une surface de Seifert pour Ky [] K;. Soit M un métaboliseur de
concordance pour A = Ay @ —A;.

Comme n > 3, la procédure de Whitney [Wh]| permet de représenter les éléments
du métaboliseur par des plongements disjoints de sphéres. Les obstructions & pouvoir
effectuer des chirurgies plongées dans le (2n +2)-disque D sur les cycles représentés par
ces sphéeres plongées, sont nulles car données par les enlacements des cycles.

Apres chirurgie sur une base du métaboliseur on obtient une nouvelle sous-variété F
de D**2 vérifiant 9(F) = Ko ][] K1, et dans [2] on montre de plus que H,(F,K;) =0
pour ¢ =0, 1.

Rappelons le théoréme du h-cobordisme

THEOREME 2.9 ([M2]). Soit M une k-variété compacte telle que IM = My || M1
avec M, My et My simplement connezes. Si Hy (M, My) =0 et k > 6 alors M est
difféomorphe ¢ My x [0,1].

Comme dim F = 2n > 6 nous pouvons appliquer le théoréme du h-cobordisme qui
nous démontre que F est difféomorphe & Ky x [0; 1], et donc est un tube de concordance.
On a alors le théoréme suivant

THEOREME 4 ([2]). Soit n > 3, et soient Ky et K1 deuz neuds simples de dimension
2n—1. Siles formes de Seifert, associées d des surfaces de Seifert (n—1)-connezes, des
neuds Ky et Ky sont algébriguement concordantes, alors Ky et K1 sont concordants.

REMARQUE 2.10. Notons que les conditions sur les dimensions des neuds sont fon-
damentales ici. D’une part elles permettent de faire des chirurgies plongées, d’autre part
elles nous permettent lutilisation du théoréme du h-cobordisme. De plus pour un neud
de dimension 2n+1, n = 3 est la plus petite valeur possible de n qui permet d’utiliser la
procédure de Whitney dans la méthode décrite ci-dessus pour trouver des plongements
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disjoints. Donc dans le cas des neuds de dimension inférieure nous devrons mettre en
ceuvre d’autres techniques.

Puisque lexistence d’un métaboliseur est toujours nécessaire, le point important
dans la caractérisation des classes de concordance donnée par le théoréme 1 vient de la
rigidité imposée pour le choix du métaboliseur de concordance dans la définition de la
concordance algébrique. En effet, ce choix imposé par la définition 2.6 est crucial pour
pouvoir effectuer les chirurgies plongées qui donnent le tube de concordance.

Prenons ’exemple suivant pour nous en convaincre c.f. [6].

EXEMPLE 2.11. Considérons le cas d’un neud non sphérique donné comme étant
Uunion disjointe de deuz copies de S' trivialement plongées, avec S x [0,1] comme
surface de Seifert. Ce neud est concordant a lui-méme.

Pour construire le tube de concordance, nous avons vu qu’il est nécessaire de faire
la somme conneze des deuz surfaces de Seifert et de modifier la variété ainsi obtenue
par des chirurgies. Mais si nous faisons la somme conneze des deuz copies de S* x [0, 1]
alors le métaboliseur obtenu est de rang 2 avec {a,b} comme générateurs (c.f. fig.7). Il
y a alors deuz chirurgies possibles comme décrit dans la figure 7. Mais 'une prouve la

concordance alors que lautre pas.
m
sura

OO

chirurgie

OO

FiG. 7. Les deux chirurgies possibles.

Par contre on peut remarquer que le cycle b est dans KerS* N M et satisfait les
conditions de la concordance algébrique entre les deux formes de Seifert, alors que le
cycle a ne les vérifie pas.
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3. Polynome d’Alexander

A tout (2n — 1)-nceud K, dont on a fixé une surface de Seifert, on peut associer
un polynoéme A, qui est donné par la relation A(X) = det (XA + ¢AT), ol A est la
matrice de la forme de Seifert associée a F. Changer de surface de Seifert revient a
multiplier A par £X™ ou m est dans Z.

DEFINITION 3.1. Le polynéme A(X) = det (XA + eAT), défini ¢ une unité de
Z[X,X~') pres, est appelé polynéme d’Alexander du neud K.

REMARQUE 3.2.

— Le polynéme d’Alexander peut aussi étre vu comme le déterminant de la matrice
de présentation du n-iéme groupe d’homologie du revétement infini cyclique de la
surface de Seifert du neud.

- Dés que l'on a fixé une surface de Seifert, donc en particulier dans le cas des
neeuds fibrés, il n’y a pas d’ambiguité sur l’expression du polynéme. On le prend
alors défini par la relation A(X) = det (XA + eAT).

Remarquons que pour un nceud fibré le polynéme caractéristique de la monodromie
et le polynéme d’Alexander coincident.

Comme la valeur en 1 du polynéme d’Alexander d’un nceud est égale au déterminant
de sa forme d’intersection, nous avons

PROPOSITION 3.3. Un nceeud est sphérique si et seulement si ’évaluation en 1 de
son polynome d’Alexander vaut £1.

A tout polynéme ~ de Z[X] on associe un polynéme noté v* défini par la relation
7H(X) = XBT (X ).

Soient Ky et K; des nceuds concordants de dimension 2n — 1. Notons Ag et Aq
leurs polynomes d’Alexander respectifs (associés aux surfaces de Seifert choisies).

Notons Ay and A; les formes de Seifert de Ky et K;. Comme Ky et K; sont
concordants la forme bilinéaire A = Ay ® —A; posséde un métaboliseur M. Ainsi il
existe une base de H,(Fy) @ H,(F}) telle que dans cette base la matrice de A est

( 392 g;) ou les B;, i=1,2,3 sont des matrices carrées. Nous avons alors Ag(X).A;(X)
= det (XA + £AT), et donc
Ao(X).A1(X) = e.det (X By + eBJ ).det (XB2 + ¢BY)

Si y(X) est le polynéme det(X By +eBY), alors v*(X) = det(X By +¢BY ). Finalement
nous obtenons la proposition suivante
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PROPOSITION 5 ([6]). Soient Ky et K1 deuz neeuds fibrés simples qui ont respec-
tivement Ay et Ay comme polynémes caractéristiques de la monodromie. Si Ky et K
sont concordants alors il existe un polynome v(X) € Z[X] tel que Ag.A1 = Lyy*

Dans le cas des nceuds algébriques, le polynéme caractéristique de la monodromie
est un produit de polynémes cyclotomiques et nous avons

PROPOSITION 3.4. Soient Ky et K1 deur neceuds algébriques qui ont respective-
ment Ag et A1 comme polyndmes caractéristiques de la monodromie. Si Ky et K1 sont
concordants alors le produit Ag.A1 est un carré dans Z[X]

Cette proposition s’avere tres utile dans certains cas pour montrer que des noeuds ne
sont pas concordants. En particulier dans le cas des noeuds algébriques de dimension 1, le
polyndéme d’Alexander est alors un produit de polyndmes cyclotomiques trés facilement
calculable.

Remarquons que dans [10] nous donnerons une relation analogue sur les polynémes
d’Alexander des nceuds, de dimension 1 et non nécessairement sphériques, qui sont le
bord d’une surface de caractéristique d’Euler 1 dans la boule de dimension 4.



tel-00142596, version 1 - 25 Apr 2007

4. EXEMPLES NON SPHERIQUES 17

4. Exemples non sphériques

Le théoréme 1 étend la classification des nceuds sphériques a cobordisme pres a
celle des nceuds fibrés simples & cobordisme prés. Dans [3] nous avons construit des
exemples de nceuds fibrés simples non sphériques qui sont concordants et qui ne sont
pas isotopes. Pour cela nous avons utilisé les exemples de nceuds algébriques sphériques
cités plus haut.

PROPOSITION 6 ([3]). Pour tout n > 3 il existe des (2n — 1)-neeuds non sphériques

qui sont concordants et pas isotopes.

Soient K, avec i = 0, 1, les noeuds algébriques concordants (c.f. [DB-M]) associés
aux fonctions holomorphes h; : (C™"*1,0) — (C,0) définies par

n
h’i(xO’ .. ’:L'n) = gi(.'ll'(),.’L'l) + -'13}27 + $g + Z.’L'%
k=4

ot go(zo,a1) = (w0 — 21)((aF — a8)? — 257 — da1al ") (@F — 2])? — 2710 -
FHIR), et gi(eo, 1) = (w0 —w1) (2 —od)? —of M~ dwaaf ) (2 o) -

$i+2 _ 4x0mgs+7)/2) '

dxox

et s > 11 est impair, s # r + 8 est impair, p # g sont des nombres premiers qui ne
divisent pas le produit e = 330(30 + 7)(22 + s). Notons A; pour ¢ = 0,1 les formes de
Seifert, associées aux nceuds algébriques K;, définies sur des Z-modules libres de rangs
finis notés H;.

Soit L le nceud algébrique de dimension 2n — 1 associé a la singularité isolée en 0
définies par la fonction holomorphe

f: (€ o) — (C,0)

n
(:L'Oa"-vxn) = Z.’L‘%
k=0

ce noeud algébrique a pour forme de Seifert A = ((—1)"("+1)/ 2), définie sur un Z-
module de rang 1 noté G.

Construisons L; la somme connexe de L et de K; pour ¢ = 0, 1. La forme de Seifert
de L; est donnée par la forme bilinéaire A @ A; définie sur le Z-module libre de rang
fini G; = G @ H;. Les nceuds fibrés L; sont fibrés simples car A @ A; est unimodulaire.
Notons S; la (—1)"-symétrisée associée & A A;, c’est la forme d’intersection de la fibre
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associée & L;. Comme A = (£1) alors Tors CokerS; # {0} ou bien KerS} # {0} ; donc
les noeuds L;, 7 = 0,1 ne sont pas sphériques.

Soit M le métaboliseur de concordance de Ay & —A; construit par P. Du Bois
et F. Michel [DB-M]. Le module N = Ag & M, ou Ag = {z ® z,z € G}, est un
métaboliseur pour B =A@ Ay ® —(4A & A1). Comme N satisfait les conditions c.1 et
c.2 de la définition de la concordance algébrique des formes bilinéaires entiéres, nous
avons A @ Ag algébriquement concordante & A ® A;. Donc Lg est concordant & Ly par
le théoréme 1.

Expliquons maintenant pourquoi les nceuds fibrés simples Ly et L1 ne peuvent pas
étre isotopes. Pour cela on reprend la méthode utilisée par P. Du Bois et F. Michel pour
construire leurs exemples de noeuds algébriques sphériques concordants et non isotopes.

Soit t; la monodromie associée au nceud fibré L;. S’il existe un entier e tel que
(t¢ — 1) G; = 0 alors e est appelé exposant pour L;. Le e-iéme groupe du twist pour L;
est défini comme suit. En supposant que (t§ — 1)2G; = 0, ol e est un exposant pour
L; alors le e-iéme groupe du twist associé a L; est le groupe noté GT¢(L;) qui est le
sous-groupe de Z-torsion du quotient Ker (t§ — 1) /(t6 — 1)H;-

Puisque ¢ = 330(30 + r)(22 + s) est un exposant pour Ly et Ly, et comme pour
tout & multiple de € les k-iéme groupes du twist GT*(Lg) et GT*(L1) ont des ordres
distincts, il vient que, en tant que Z[t,t !]-modules, H,(Go) et H,(G1) ne sont pas
isomorphes. De 1a on en déduit que les nceuds Ly and L; ne sont pas isotopes.

Remarquons qu’en vertu du résultat de N. A’Campo [A] les nceuds fibrés simples
Ly et L1, qui sont des sommes connexes de deux nceuds algébriques, ne peuvent pas
étre algébriques.
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5. Noeuds fibrés

J. Levine [L2] a montré que tout nceud sphérique est concordant & un nceud
sphérique simple. Dans [4] on a étendu ce résultat aux noeuds non sphériques.

Plus précisément on démontre le résultat suivant

PROPOSITION 7 ([4]). Soient un neud K et A une forme de Seifert pour K. Alors
K est concordant ¢ un neud simple K' ayant une forme de Seifert A' algébriquement
concordante d A.

Pour démontrer cette proposition on effectue des chirurgies sur la surface de Seifert,
notée F, de départ de maniere a la rendre (n—1)-connexe. Ensuite & ’aide d’un théoréme
de M. Hirsh [Hir| nous établissons la concordance entre le noeud muni de sa premiére
surface de Seifert et le méme nceud muni de la surface (n — 1)-connexe.

La principale difficulté consiste a controler la forme de Seifert lors des chirurgies de
dimension n — 1. Dans [4] on montre que les chirurgies sur des cycles générateurs d’un
facteur libre ne modifient pas la forme de Seifert.

Lorsque l'on effectue une chirurgie sur un (n — 1)-cycle de F' qui est un générateur
de la torsion de H,,_1(F"), ceci équivaut & une chirurgie rationnelle sur un (n — 1)-cycle
nul-homologue. C’est pourquoi cette opération modifie 'homologie de dimension n de
F. On montre ensuite qu’une chirurgie sur un (n — 1)-cycle de torsion augmente de 2
le rang de H,(F).

Cette augmentation du rang de I’homologie de la surface de Seifert en dimension
n, induit des changements pour la forme de Seifert. Mais il est facile de montrer que la
nouvelle forme de Seifert est algébriquement concordante & la premiére.

A Taide de cette proposition on démontre alors le théoréme suivant

THEOREME 8 ([4]). Soit n > 3. Soient Ky et K1 deuz neeuds fibrés de dimension
2n — 1. Les neeuds Ky et K1 sont concordants si et seulement si leurs formes de Seifert
sont algébriquement concordantes.

On dispose donc d’une classification & concordance prés des nceuds fibrés de di-
mension supérieure ou égale & 5. Le progres est réel, puisqu’un nceud de dimension
supérieure ou égale a 5 est fibré si, et seulement si, il possede une forme de Seifert
unimodulaire. Cette condition est facilement vérifiable sur la forme de Seifert.
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6. Noeuds de dimension 3

Les difficultés dans ’étude de la concordance des nceuds de dimension 3 viennent
d’une part de la dimension des surfaces de Seifert, qui est 4, et d’autre part du fait que
le théoreme du h-cobordisme n’est valable que pour les variétés de dimension au moins
6. Mais nous allons voir qu’il est possible de caractériser les classes de concordance de
certains de ces noeuds.

Dans tout ce paragraphe tous les nceuds sont de dimension 3.

Dans le cas des nceuds sphériques de dimension 3, J. Levine [L2] a démontré que les
classes de concordance sont en bijection avec les classes de Witt-équivalence de formes
bilinéaires entiéres A telles que la forme A + AT est unimodulaire et de signature un
multiple de 16.

Les plongements de 3-variétés autres que des spheéres se comportent de manieres
tres différentes. En effet dans [S6] O. Saeki a construit des exemples de 3-nceuds fibrés
qui sont des plongements de la méme 3-variété et qui vérifient les propriétés suivantes

(1) les complémentaires des noeuds dans S5 sont difféomorphes;
(2) les formes de Seifert de ces nceuds sont isomorphes;
(3) les noeuds ne sont pas isotopes.
Du fait que des formes bilinéaires entiéres isomorphes sont algébriquement concor-

dantes, il est clair que le théoréme 1 n’est pas vrai en dimension 3.

EXEMPLE 6.1. On peut aussi construire des 3-neuds concordants et non isotopes.
Soit N le neeud fibré sphérique qui a pour surface de Seifert F, l’adhérence d’une fibre,

qui est difféomorphe a (S? x S2#S52% x S?)\ D* avec

0 1 01
0 0 10
A= 0 -1 00
-1 0 1 0

comme matrice pour la forme de Seifert dans la base motée ay,as,as3,as. Puisque A
n’est pas isomorphe a4 la forme nulle, N n’est pas le neud trivial. De plus le sous-
module engendré par a1 et ag est un métaboliseur de concordance pour A, du fait que
N est un neud sphériqgue. Maintenant, si l'on fait des chirurgies sur les cycles ay et
a3, représentés par deuz sphéres plongées dans F, le résultat sera un 4-disque dans D®
qui a N comme bord. Ceci montre que N est concordant au neud sphérique trivial.

Soit K un 3-neud fibré quelconque, qui n’est pas forcément sphérique. Les neeuds
K#N et K ne sont pas isotopes parce que les rangs de leurs groupes d’homologie, en
dimension 2, sur Z sont différents. Mais ils sont concordants car K x [0;1]#9D est
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difféomorphe a K x[0;1] avec K#N [ —K comme bord (on note #4 la somme conneze
le long sur le bord).

Comme nous I’avons remarqué dans le paragraphe 2.3 (c.f. remarque 2.10), pour
établir la concordance des 3-nceuds nous allons devoir utiliser des techniques spécifiques
a la dimension des noeuds qui est 3 et & la dimension des surfaces de Seifert qui est 4. En
particulier nous allons affiner la notion de concordance algébrique, puisque d’apres le
théoréme 3 la concordance algébrique des formes de Seifert est une condition nécessaire
a la concordance des nceuds de dimension 3.

Nous allons définir une nouvelle relation d’équivalence pour les formes de Seifert
des 3-nceuds de manieére a caractériser les classes de concordance des 3-nceuds fibrés
simples.

Pour cela nous aurons besoin de la notion de structure spin sur les variétés. De
maniére générale une structure spin est une structure associée a un fibré vectoriel.
Dans le cas d’une variété, cette structure est associée au fibré tangent de la variété.

DEFINITION 6.2. On appelle structure spin sur une variété la classe d’homotopie
d’une trivialisation du fibré tangent, & cette variété, restreinte au 2-squelette.

On peut définir les structures spin de différentes fagons. En particulier il est souvent
utile de voir une structure spin sur un fibré vectoriel comme une 1-classe de cohomologie,
a coefficients dans Z /2, de ce fibré, telle que la restriction de cette classe & chaque fibre
soit un générateur de la 1-cohomologie, & coefficients dans Z/2, de la fibre.

Une telle structure, sur une variété X, existe si et seulement si la deuxiéme classe
de Stiefel-Whitney ws(X) s’annule. Et dans ce cas 'ensemble des structures spin est
en bijection avec H'(X;Z2).

Soit K un 3-nceud orienté et soit F' une surface de Seifert orientée de ce nceud.
Alors K posséde une 2-trivialisation v = (v,v1) dans S° de son fibré normal, telle que
le champ de vecteurs v; est le champ de vecteurs normal entrant dans F. La classe
d’homotopie de cette 2-trivialisation ne dépend pas du choix de la surface de Seifert F'.

De plus K posséde aussi une 3-trivialisation de son 2-squelette telle qu’en la jux-
taposant avec la 2-trivalisation du fibré normal on retrouve la trivialisation du fibré
tangent de la spheére S° restreinte au 2-squelette de K

Donc K posséde une structure spin naturelle unique & homotopie pres. Cette struc-
ture spin coincide alors avec celle induite par sa surface de Seifert, qui elle-méme vient
de la structure spin naturelle de S°.

DEFINITION 6.3. Un 3-neud K est dit libre si Hi(K) est sans torsion sur Z.
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Puisque Coker S* est sans torsion dans le cas des nceuds libres, nous ne mention-
nerons plus la condition (c.2) dans la définition de la concordance algébrique (c.f.
Définition 2.6) qui est automatiquement vérifiée.

DEFINITION 6.4. Soient Ky et K1 deuz 3-neeuds simples. Soient Ay et Ay les formes
de Seifert pour Ko et Ky associées d des surfaces de Seifert 1-connezes. On dit que Ag
et Ay sont spin concordantes s’il existe un difféomorphisme préservant l’orientation
h: Ko — K tel que

(1) h préserve les structures spin;

(2) Ag et Ay sont algébriquement concordantes par rapport & h. : Ha(Ky) —
Hy (K1) et hy|Tors H1(Ky) : Tors Hi(Ky) — Tors Hi(K1), ot l'on identifie
Hy(K;) et Hi(K;) avec Ker S} et Coker S} respectivement pour i =0, 1.

Lorsque les 3-neeuds Ky et Ky sont libres, 'isomorphisme h,|Tors Hi(Ky) est trivial.

REMARQUE 6.5. La spin concordance des formes de Seifert associées d des surfaces
de Seifert 1-connezes est une relation d’équivalence.

Remarquons que la concordance algébrique des formes de Seifert de 3-nceuds n’im-
plique pas nécessairement leur spin concordance. En effet, soit M = S x &, ot ¥ est
la surface orientée compacte sans bord de genre g > 2. Soit K7 et Ko deux 3-nceuds
libres fibrés simples, plongements de M construits comme dans [S4] proposition 3.8.
Par construction leurs formes de Seifert sont isomorphes donc spin concordantes, mais
du fait qu’il n’existe pas de difféomorphisme entre Ky et K; qui préserve les structures
spin, ces deux 3-nceuds ne sont pas spin concordants.

Dans [7] nous démontrons le théoréme suivant

THEOREME 9 ([7]). Deuz 3-neeuds libres fibrés simples sont concordants si et seule-
ment s’ils possédent des formes de Seifert, associées d des fibres 1-connexes, qui sont
spin concordantes.

Dans ce théoréeme on se restreint aux 3-nceuds libres pour deux raisons. Tout d’abord
parce que dans ce cas la concordance algébrique des formes de seifert est plus simple a
utiliser. Ensuite, et surtout, & cause des fibres, qui sont des variétés de dimension 4. Les
résultats que nous utiliserons sur la topologie des 4-variétés qui bordent des 3-variétés
nécessitent de ne pas avoir de torsion en homologie de dimension 1.

6.1. La spin concordance une condition nécessaire de concordance.

Dans ce paragraphe nous allons voir pourquoi la spin concordance est une condition
nécessaire de concordance pour tous les 3-nceuds fibrés simples, et pas seulement pour
ceux qui sont libres.
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Soient Ky et K7 deux 3-nceuds fibrés simples concordants. Notons Fy et F leurs
fibres 1-connexes, et par Ay et A; les formes de Seifert associées. D’apres [2], les formes
Ap et A; sont algébriquement concordantes, et le métaboliseur M pour Ay & —A; est
construit comme dans le cas général des noeuds de dimension 2n — 1 (c.f. §2.4).

En prenant une 2-trivialisation du fibré normal de C' dans § induit par le champ
de vecteur normal entrant & N = W dans W, il est clair que le difféomorphisme h,
entre Ky et K1, induit par C préserve les structures spin.

De plus, dans [2], nous avons établi que Ag et A; sont algébriquement concordantes
par rapport & hy : Hy(Ky) — Ho(K1) et hy|Tors Hy(Ky) : Tors Hy(Ky) — Tors H1(K7);
ceci & cause de 'unimodularité de Ay et de A;.

Ainsi, nous avons démontré que la spin concordance est nécessaire pour la concor-
dance des 3-nceuds fibrés simples qui ne sont pas nécessairement libres.

PROPOSITION 10 ([7]). Si deux 3-neuds fibrés simples sont concordants, alors les
formes de Seifert de ces neeuds associées a des fibres simplement connezres sont spin
concordantes.

6.2. La spin concordance une condition suffisante de concordance.

Nous allons maintenant voir que la spin concordance des formes de Seifert est une
condition suffisante de concordance pour les nceuds libres et simples qui ne sont pas
nécessairement fibrés.

Soient Ky et K7 deux 3-nceuds libres et simples munis de formes de Seifert Ag et A,
associées a des surfaces de Seifert 1-connexes notées Fy et F respectivement. Supposons
que Ag et A; sont spin concordantes et soit M un métaboliseur de concordance et
h: Ky — Ki un difféomorphisme donnant la spin concordance. Notons F = Fyli(—Fy)
et V = (Ko \ Int D3) x [0, 1], ot ”§” veut dire somme connexe sur le bord. Remarquons
que OF = Koff(— K1) et OV = Kof(—Kp), ou "’ veut dire somme connexe usuelle (c.f.
Fig. 8 et Fig. 9).

La 4-variété compacte V est spin, avec une structure spin induite par Kj.

Dans la suite une chirurgie spin le long d’une courbe fermée simple ¢ dans une
4-variété spin est une modification qui consiste & oOter le voisinage tubulaire de N(c) =
S x D? de ¢, et de le remplacer par D? x S? en recollant le long des bords. Le résultat
est alors une 4-variété spin, dont la structure spin & ’extérieur de ¢ coincide avec celle
sur la variété de départ.
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|\

Fic. 8. FZFoh(—Fl)

\

( o \ IntD?) x {1}
(Ko \ IntD3) x {0}

Fic. 9. V = (K, \ IntD?) x [0, 1]

En utilisant les méthodes de S. Boyer [Bo] et le théoréme de h-cobordisme stable
de T. Lawson [La] et S. Quinn[Q], on démontre que pour certains entiers k > 0, il
existe une 4-variété compacte V et un difféomorphisme h: Fik(S? x §2) — V tels que

(1) V est obtenue a partir de V' par des chirurgies spin le long de courbes simples
fermées ;

(2) h|O(Fik(S? x 82)) = idk, fh~" : Ko(— K1) — Kolfi(—Ko)-

Remarquons que c’est pour s’assurer de pouvoir utiliser ces résultats que les noeuds
sont supposés libres.

On peut construire Fyff(—F1)ik(S? x S?) en recollant D3 x [0, 1] sur Fik(S2 x S?) le
long de dD3 x [0, 1]. De méme on construit une variété, notée V', en recollant D3 x x [0,1]
sur V le long de D3 x [0, 1] c.f. Fig. 8 et Fig. 9. Ceci prouve que pour certains entiers
k > 0, il existe une 4-variété compacte V' et un difféomorphisme A’ : Foll(—F1)fk(S? x
S?) — V' tels que
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(1) V' est obtenue & partir de V' = Ky x [0,1] par des chirurgies spin le long de
courbes simples;
(2) W|O(Fol(—F1)ik(S? x §%)) = idk, [1h™" : Ko [1(—K1) = Ko [I(—Ko).-

Fi1c. 10. Foﬁ(—Fl)

La variété V' que ’on vient de construire a été obtenue & partir de Ky x [0, 1] par des

chirurgies spin. Lors de cette construction de V' on choisit les courbes fermées simples
¢i avec 1 < i < r, sur lesquelles on fait les chirurgies spin qui annulent le Hy(V), a

Vintérieur de (Ko\ D?) x {1/2}. A chaque produit D? x S utilisé pour remplacer le
voisinage tubulaire de ¢; correspond une 2-spheres ¥; = {0} x S2 plongées dans V'. Ces
spheres X; avec 1 < ¢ < r sont homologues au bord d’un 3-disque méridien & ¢;.

De méme il existe des 2-spheres ¥;, avec 7 +1 < ¢ < r + s, plongées dans v qui
correspondent aux autres chirurgies spin nécessaires a la construction de V'. Du fait que
pour ces dernieres on a effectué les chirurgies spin sur des courbes nulles homologues,
ces spheres représentent des classes d’homologies qui ont des duaux pour S dans Ha (V).

Ensuite, on montre I’existence d’un difféomorphisme ¢ de Foi(—F;)ik(S? x S2) sur
elle-méme tel que

—  préserve orientation et qui est ’identité sur le bord;
— le morphisme ¢, induit en homologie par ¢ est une isométrie pour S sur
H(Fofi(—F1)fk(S? x S?));
— la restriction de ¢, a KerS™ est égale a I'identité;
— les 2-spheres (1), 0(X2), - - -, ©(Zris) de Foll(—F1)k(S? x S2) représentent des
classes d’homologies qui engendrent le métaboliseur M.

Pour construire le tube de concordance, il ne reste maintenant plus qu’a effectuer
des chirurgies spin sur les spheres ; dans S = S° x [0,1]. Ce processus est en fait

Popération inverse des chirurgies spin faites pour construire V', au difffomorphisme ¢
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prés. La 4-variété qui en résulte est donc difffomorphe & Ky x [0, 1], et est plongée dans
S. Finalement Ky et K7 sont concordants.

Avec la construction proposée ci-dessus on démontre le théoréme suivant

THEOREME 11 ([7]). Deuz 3-neeuds simples et libres qui possédent des formes de
Seifert, associées da des surfaces de Seifert simplement connezes, spin concordantes sont
concordants.

REMARQUE 6.6. Bien que mous ayons déja vu que la concordance algébrique n’im-
plique pas nécessairement la spin concordance, remarquons que les théorémes 9 et 11
ne sont toujours pas vrais si l’on remplace la spin concordance par la concordance des
formes de Seifert en imposant que les 3-neeuds sont abstraitement difféomorphes. En
effet on peut construire des 3-neceuds qui sont des plongements d’un fibré en cercles
sur une surface compacte de genre supérieur d 2 qui ont des formes de Seifert iso-
morphes, mais tels qu’il n’existe pas de difféomorphisme entre ces neuds qui préserve
les structures spins (c.f. [T] exemples 7.1 et 7.2).
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7. Nceuds de dimension paire

Dans le cas des plongements de variétés de dimension paire, il convient de décider
ce que l'on va appeler nceud.

DEFINITION 7.1. On appelle 2n-nceud l'image du plongement d’une 2n-variété, com-
pacte, orientée et (n — 1)-conneze dans une sphére de dimension 2n + 2.

M. Kervaire a montré que les noeuds sphériques de dimension paire sont concor-
dants en utilisant la structure de groupe sur les classes de concordance. Nous utilisons
une construction identique & celle mise en place pour démontrer le théoréme 1 pour
démontrer le théoreme suivant

THEOREME 12. [8] Soit n > 3. Tous les 2n-neeuds abstraitement difféomorphes a
la méme variété sont concordants.

Soient K et K7 deux 2n-nceuds qui sont les plongements de la méme variété dans
52712 Notons Fy et Fy des surfaces de Seifert associées & ces noeuds. Supposons K
(resp. —K1) plongé dans la sphére 52712 x {0} (resp. S?"2 x {1}) qui sont les bords
orientés de S22 x [0,1]. Soit = dans S?2 x {0} tel que (z x [0,1]) N (Fo [ —F1)
est vide et soit U une petite boule ouverte centrée en  dans S2"*2 x {0}. Le bord S
du disque D = (S?"*2 x [0,1]) \ (U x [0,1]) contient Fy ][] —F;. Notons F la somme
connexe dans S, de Fy et de Fj.

La suite exacte longue associée au couple (F, Kj) est

0 — Hpt1(F) - Hpp1(F, Ko) — Hp(Ko) = Hp(F) —» Hp(F, Ky) — 0

D’aprés [M1] on peut réaliser des chirurgies plongées sur F' dans D pour obtenir
une nouvelle variété (n — 1)-connexe F' telle que H,(F, Ky) = 0.

En utilisant des arguments de dualité et des calculs de rangs dans les suites exactes,
on montre que Hy,11(F, Ky) = 0. Donc H,(F, Kj) = 0 et en appliquant le théoréme du
h-cobordisme, on obtient que F' est un tube de concordance.
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8. Plongements de S! x S! dans $*

Dans [K1] M. Kervaire a démontré que tout plongement de S? dans S* est le bord
d’un disque plongé dans D3, ce résultat se généralise en

THEOREME 13. [9] Tout S* x S! plongé dans S* = 8(D®) est le bord d’un S* x D?
plongé dans D°>.

Pour démontrer ce résultat, on utilise une 3-variété orientable M qui est plongée
dans S* et telle que OM = S! x S' < D*. Cette variété M existe par des arguments
classiques de théorie d’obstruction,

Ensuite, on modifie cette variété M par des chirurgies plongées dans D® de maniére
4 obtenir un S x D? de bord le plongement de S! x S' donné au départ.

Appelons W la 3-variété compacte sans bord obtenue en recollant un S* x D? & M
le long de son bord. D’apres [Kap] W est le bord d’une 4-variété parallélisable que nous
noterons W, et de plus la variété W est obtenue par attachemement d’anses d’indices
2 et 4 uniquement.

La décompositions en anses de la 4-variété W peut s’écrire alors

W =W x [0;1] + Z(w?) + ("

ot1 (') désigne une anse d’indice 1.

A des glissements d’anses pres, on peut supposer que les lieux d’attachements des
anses d’indice 2 ne rencontrent pas le S' x D? ajouté & M pour construire W. En effet
ces lieux d’attachement sont des S* x D2 de W, il suffit de modifier ces plongements
de maniere & ce qu’ils ne rencontre pas le St x D? ajouté & M pour construire W. Ceci
est toujours possible car cela revient & séparer deux plongements de S' dans M qui est
de dimension trois. On peut alors considérer la 4-variété suivante

3 = M x 051+ Y(43)

Comme nous avons supprimé I’anse d’indice 4, le bord de M est constitué de M x
{0}Ud(M) x [0;1]U X ol X est un S3, qui correspond au lieu d’attachement de ’anse
d’indice 4, privé d’'un S x D2 =T.

A un attachement d’anse sur M x [0;1] correspond une chirurgie sur la 3-variété
M.
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En utilisant les arguments de [M2] on montre que I'on peut effectuer les chirurugies
plongées dans D® correspondant & aux attachements d’anses d’indices 2.

Le résultat de ces modifications par chirurugies plongées sur M dans D® est un
plongement de X dans D5, qui a pour bord le S! x S! de départ. Comme X a le
type d’homotopie du complementaire de T' = S* x D? dans S3, faisons maintenant une
chirurgie plongée dans D® sur un ¢ = S, trivialement plongé dans X, méridien de 7.
Cette opération rend nuls-homotopes tous les éléments de 71 (X) sauf ceux qui enlacent
o. On obtient alors est une variété M’ telle que m(M') = Z, et donc qui a le type
d’homotopie de S x D2.

La 3-variété M’ de bord S x S! est donc décomposable en la somme connexe d’un
S1 x D? et de sphéres d’homotopie S;.

Faisons de nouvelles chirurgies plongée dans D® de maniére & séparer les sphéres
d’homotopie S;, du plongement de S* x D2.

Pour cela il suffit de voir que I'on peut séparer la somme connexe d’une 3-variété
M et d’une sphére d’homotopie S dans D, par une chirurgie plongée dans D°.

Comme une somme connexe de deux 3-variétés est faite en enlevant un 3-disque
a chaque variété et en recollant par un S? x D! le long des deux bords créés. Dans
notre cas cela revient & enlever un 3-disque, de M, et & recoller le long du bord ¥ = §?
un faux disque A = S\ D3. Le voisinage tubulaire de A dans D> est une variété D
homéomorphe & un 5-disque, de bord une variété homéomorphe & une 4-sphere.

Le résultat de M. Kervaire [K1] cité au début reste valable si ’on plonge des sphéres
dans une sphere d’homotopie en codimension 2, on peut donc trouver un 3-disque plongé
dans D de bord ¥. Comme XN M \ (M N D) on peut faire une chirurgie plongée dans
D5 qui permet de passer de M#S a M.

Finalement dans le cas de M’ on peut supprimer les sommes connexes avec des
sphéres d’homotopie dans D5, ainsi le S x S! de départ est le bord d’un S x D?
plongé dans D°.
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9.1. Développements récents.

— Avec O. Saeki nous avons étendu les résultats de [9] aux cas de plongements de
surfaces orientables dans S*, nous avons ainsi pu établir une généralisation du
théoréeme de M. Kervaire qui dit que tous les noceuds sphériques sont concordants.

THEOREME 14. [11] Soient M; et My deuz surfaces orientables, fermées et
connezes plongées dans S*, qui ont le méme genre. Alors ces deuz surfaces sont
concordantes.

— Avec F. Michel [10] nous avons montré une relation de Fox-Milnor pour les entre-
lacs de S3 qui sont le bord d’une surface, dans B*, d’une surface de caractéristique
d’Euler 1.

9.2. Perspectives a venir.

— Dans [Ma], Y. Matsumoto généralise les groupes de cobordisme des nceuds, de
plus il rameéne I’étude de la concordance des nceuds a la détermination de groupes
de groupes abéliens (qui jouent le réle de groupes d’obstruction).

L’approche de Y. Matsumuto laisse penser que les groupes qu’il a définis per-
mettent de décrirent la concordance des nceuds non sphériques. Plus précisément
on peut espérer decrire certaines classes de concordances de nceuds comme des
sommes connexes avec des nceud sphériques.

— Les classes d’isotopies dans une classe de concordance donnée ne sont pas connues.
Mais comme il est facile de construire des noeuds concordants et non isotopes a
I'aide de sommes connexes avec des noeuds sphériques slices. Il est envisageable de
définir des classes de noeuds pour lesquels les notions de concordance et d’isotopie
coincident.

— Dans 'article de T. Cochran, K. Orr et P. Teichner [C-O-T] ces auteurs étudient
les classes de concordances des nceuds de dimension un. Les techniques de chirur-
gie sont remplacées par I'utilisation de tours de Whitney. Les auteurs construisent
a laide de cette technique des nceuds de dimension 1 qui ne sont pas slices mais
qui ne sont pas distingués d’un nceud slice par les invariants connus actuellement.

Cela laisse de nouvelles persepectives d’étude de la concordance dans le cas
des nceuds de dimension 1.
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10. Annexe

Dans cette section nous allons voir comment la topologie des variétés de dimension
3 peut permettre de proposer des méthodes observationnelles visant & déterminer si le
groupe fondamental de I'univers dans lequel nous vivons est non trivial.

10.1. Approche mathématique. Notons X une 3-variété qui est soit la sphére
de dimension 3, soit I’espace euclidien de dimension 3, soit I’espace hyperbolique de
dimension 3.

On obtient une 3-variété compléte en quotientant X par un sous-groupe discret
de son groupe d’isométries, de plus le groupe fondamental de cette variété est alors
isomorphe au sous-groupe choisi. On construit un revétement M de ce quotient en
recollant des copies du domaine de Dirichlet le long des faces du polyédre défini par ce
domaine.

Nous allons supposer que 'univers dans lequel nous vivons possede un groupe fon-
damental non trivial et peut étre modélisé comme ci-dessus. Il est alors envisageable
de pouvoir prouver que la topologie de I'univers est non triviale (i.e. un groupe fonda-
mental non trivial) par des méthodes observationnelles.

10.2. Approche observationnelle. Supposons le polyédre fondamental de la
variété qui représente notre univers est assez petit par rapport a la taille de notre
univers. Dans ce cas si I’on représente les limites observables de notre univers par une
sphere, certains points de cette sphere doivent étre identifiés. En effet comme nous avons
supposé que le rayon de cette sphére est suffisamment grand pour qu’elle contienne tout
un polyedre fondamental, alors dans le revétement les copies de cette sphére ont une
intersection non vide (c.f. Fig.11). Comme ces intersections sont des cercles, un ob-
servateur doit pouvoir identifier des cercles, sur la limite observable de l'univers, en
regardant dans des directions différentes.

i (&

F1G. 11. Identification des cercles Cy et Cs
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N.J. Cornish, D.N. Spergel et G.D. Starkman [C-S-S] ont proposé de mesurer
les fluctuations thermiques du fond cosmologique diffus. En effet le fond cosmologique
représente la limite observable de notre univers, et peut étre modélisé par une sphére en
expansion. Donc si la topologie de I'univers est non triviale, alors des cercles devraient
étre identifiés sur le fond cosmologique diffus.

En mesurant les fluctuations de température on peut espérer trouver différentes
directions d’observation pour lesquelles les fluctuations sont identiques sur des cercles.
Les satellites, comme COBE, qui ont pour mission de mesurer les fluctuations ther-
miques du fond cosmologique diffus n’ont pas encore une résolution suffisante pour
pouvoir conclure.

Une autre méthode observationelle proposée dans [5] est basée sur le fait que si la
topologie de 'univers est non triviale alors on doit pouvoir observer le méme objet dans
plusieurs directions. Sur la figure 12, 'observateur situé en O, observe le méme objet
P dans des directions différentes.

xP xP x P

xP xP xP
°0

xP xP x P

F1G. 12. Une image multiple d’'un méme objet P

Cette constatation élémentaire pose toutefois quelques problémes. En effet du fait
que la vitesse de la lumiére est finie, 'image d’un méme objet dans des directions
différentes peut avoir des aspects bien différents, voire méme totalement différents. Il
est alors impossible d’identifier des images multiples du méme objet dans des directions
différentes.

Un premiere solution pour pallier & ce probléme consiste & trouver soit des sources
lumineuses qui restent identifiables méme & des ages tres différents comme les quasars.

Un seconde, comme décrit dans [5], consiste & observer non pas des sources lumi-
neuses mais des configurations de sources lumineuses qui restent stables, & isométrie
pres, dans le temps. En cataloguant les configurations qui sont les mémes a isométrie
prés on peut espérer trouver, non plus un objet mais une configuration d’objets astro-
nomiques observables dans des directions différentes. Cette méthode a encore besoin



tel-00142596, version 1 - 25 Apr 2007

10. ANNEXE 33

d’avoir des catalogues d’objets cosmiques beaucoup plus précis que ceux dont nous
disposons actuellement pour donner des réultats. Mais du fait que des projets de car-
tographie du ciel sont en cours on peut espérer mettre en ceuvre cette méthode dans
les années & venir.
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