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NOTATIONS

Systeme physique
On note en caractére grage vecteur dan®3, etr est réservé au scalaire. Nous désigne par
Ir| la norme du vecteur de coordonnées cartésienngsy, z).
Le systeme physique est composé de noyaux et d’électrons. Nous présentons ici les notations
pour chaque type de particule.
— Les noyaux sont indexés par des lettres grecques : leur positiorRdaest décrite par
R, leur masse pavl 4, et leur charge pat .
— Les électrons sont indexés par des lettres minuscules : leur positiofRéass décrite
parrj, leur masse panj, et leur charge pag;.
Pour simplifier, les positions d€ noyaux{Rq }q=1....k sont exprimees pgRq }.

De plus, nous introduisons dans le premier chapitre la not&8tipour désigner la fonction
d’onde aN corps, indépendante du temps. Nous I'exprimons dans les approximations de Har-
tree et Hartree-Fock en fonction Neorbitalesy;, et nous utiliserons également cette notation
Y; dans la théorie de la fonctionnelle de la densité, pour désigner la fonction dépendant d’une
coordonnée spatiale

Espaces fonctionnels
Soit Q un domaine ouvert inclus daié', n > 1.
On note, pour > 1, L"(Q) I'espace des fonctions telles qyig|f|" < ». La norme associée

est définie paff f [|r=(J|f|NY".

Soita = (a4,...,0,) € N"avec|a| = aj + --- + ap, alors une dérivée dé au sens des
distributions s’écrit :

a9l (x)
DYf(X) = ——
= 5o

Pourmentier, I'espace de Sobolél/"(Q) estI'espace des fonctions dont les dérivées partielles
jusqu’a I'ordrem sont de carré sommable :

{f €L?(Q), Df €L?(Q), V|a| <m}.

Nous introduisons également lors de I'analyse par ondelettes les e§pPd@gsdes fonc-
tions continues ep fois continiment dérivables, et les espaC&savecs € R™*\N, appelés
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Notations

espaces de Hdlder, qui sont les fonctidns CP(R), p < s< p+1, et telles que la dérivée
p—ieme def est dand ”(R) et vérifie :

P x+h) — & f(x)
sup

xR, h>0 lh[s—P

< +-o00,

Pour I'analysdocalede la régularité de fonctions, nous utilisons des espaces de Hdlder ponc-
tuelsCS({xo}), s¢ N :
f € C3({x0}) pourp < s< p+1sif estpfois continlment dérivable au poifiko}, et si la
dérivéep—iéme au poinfxg} vérifie :
580+ h) — 51 00)|
sup

h>0 |h[s—P

< 00,

Nous notons le produit scalaire de deux fonctions de carré somraableDans le chapitre
I, on utilise le produit scalaire de deux fonctianstv deL?(Q), Q c C3 défini par :

<u,v>:/ uvdx
Q

avecv le conjugué der. Cette notation mathématique correspond a celle de mécanique quan-
tigue< | > dans le sens ou :
<Uu,Vv>=<V|u>.

Nous n’utilisons dans cette these que la notation mathématique Elle est équivalente a la
notation physique lorsqu’on se place sur des espaces de réels.

Transformée de Fourier
On adopte la convention suivante pour définir la transformée de Fourier d’une fonction de
LY(R) :

f(w) :/ f(x) e ©Xdx
R
Analyses multirésolutions

On notera les fonctions de base en une dimension par des minusgwap, {U...), et les
espaces par des majuscules simplgs\(;).
Les fonctions périodisées stir= R\Z et les espaces associés sont distinguées de leurs ho-

v o~ v o~

mologues suR parun” (p, @, 6, 6, V;...).

Certains passages de ce manuscrit sont dédiés a une étude utilisant a la fois une AMR ortho-
gonale, et une AMR biorthogonale. Nous distinguons donc dés gu'il est nécessaire les espaces
de I'une et de l'autre par des indices, respectiveneatt, (th etv? Vt} ). Les fonctions
de base sont notées, dans le cas orthoggyalet dans le cas biorthogor@y, ’é\]7k.

Dans le cas interpolan; x désigne la fonction d’échelle normalisée dadsi.e. 8;x =

2/29(2). — k) , et la fonction d’échelle non normalisée est noﬁg =0(2). —k).

Les fonctions de base en majuscules sont réservées aux analyses multirésolutions de di-
mension trois. Ainsi, on note :



Notations

- {VtJl}JeN une AMR orthogonale de?(T), avecT = 73 ; chaque espad%tJl estengendré
par les 2 fonctions de basap; = {Pyktkeq, ,avecQy;=[0,1,... 2 — 1]3 .

— L'AMR biorthogonale est notée{Vth,Vth}ieN , et les fonctions d'échelle d@tf (resp.
V2 ) sont notéesD; = {3k }keq, (resp. O3 = {Ojk ke, )-
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INTRODUCTION

En mathématiques appliquées, la résolution d’équations aux dérivées partielles occupe une
place importante dans les enjeux de la recherche actuelle : celles-ci permettent de modéliser
des phénomeénes, tant en mécanique, en biologie, en chimie, que dans les sciences géophy-
siques, et les sciences humaines. L'objectif est autant de prédire, que de comparer les obser-
vations et les simulations, permettant ainsi une forte interaction entre théorie et expérience.
D’autre part, cela ne peut se faire sans une efficacité dans la programmation, car les systemes
réels sont trés complexes, et nécessitent I'alliance de codes et de machines performants. L'ef-
ficacité de la simulation provient du choix de I'algorithme et des outils de représentation du
probleme, de la programmation en séquentiel dans un langage donné, et enfin de la capacité a
paralléliser ce code.

En mécanique quantique, les phénoménes sont décrits ganddon d’onde Celle-ci
contient toute I'information sur les particules du systéme, soumises a leurs interactions, et
éventuellement a des champs extérieurs. Le comportement de ces particules suit une équation
déterministe, dite équation de Schrddinger. L'action sur le systeme est modélisée par I'opéra-
teur hamiltonien et les fonctions d’onde forment un sous-espace invariant par cet hamiltonien :
nous aurons a résoudre un probléeme aux valeurs propres. La valeur propre associée a une
fonction d’onde décrit I'énergie de cet état. Cependant, lorsque I'on s’intéresse a des systemes
physiques plus gros (plusieurs millions d’atomes), la limitation des ressources et le change-
ment d’échelle des phénoménes observés nous amenent a utiliser d’autres modéles, issus de
I'élasticité par exemple, ou de méthodes Monte Carlo.

L’hamiltonien décrit les interactions auxquelles est soumis un systéme compkiséaye
aux et deN électrons. Dans le cas général, ces interactions peuvent étre de nature électrosta-
tique et magnétique. Mais nous ne considérerons ici que des interactions purement électro-
statiques, et ne prendrons pas en compte le spin, moment magnétique intrinséque de chaque
électron. Déja, le systeme est difficile & décrire : il est en effet compokiétdé corps. Nous
pouvons définir une fonction d’onde décrivant ls- K particules, mais nous verrons dans
le premier chapitre qu’il devient nécessaire de découpler les variables pour aboutir a un mo-
dele soluble numériquement. Nous aboutirons alors a des descriptions avec une interaction
moyenne sur chaque électron (ces modéles sont dits de champ moyen). Nous allons donc étre
confrontés a des choix dans la modélisation du probléme, choix qui ne seront pas gratuits du
point de vue numeérique : d’'un systéeme linéairl &lectrons, on aboutit & des modeles non
linéaires a un électron, et la complexité de I'algorithme de résolution sera directement liée a
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Introduction

ces formulations.

Du point de vue numérique, beaucoup d’efforts ont été faits depuis plus de cinquante ans
sur le choix des espaces de solutions et de fonctions tests dans le calcul de structures électro-
niques. Les différents types d’'implémentation sont présenté dans l'article de Marx et Hutter
[114]. En particulier, deux grandes familles, décrites dans le chajpitant fait leur appari-
tion : la premiére provient de la volonté de décrire le probleme par des fonctions d’origine
physique ; on y développe la solution comme une combinaison linéaireitdiles de type
Slater ou gaussienn¢§7, 137. La deuxieme méthode est une analyse purement fréquentielle
du systeme, a I'aide d’'une base d’ondes plari&d][ Ces fonctions parfaitement localisées
dans I'espace fréquentiel ne permettent pas de par leur délocalisation spatiale d’adopter de
stratégie adaptative, ce qui est problématique pour ces systemes dans lesquels le vide est om-
niprésent. Des méthodes mixtes, avec des gaussiennes autour des noyaux, et des ondes planes
dans les régions intersticielles ont tenté de résoudre ce probléme, mais se sont heurtées aux
problémes inhérents a la décomposition de domaine. Il existe également des méthodes super-
posant deux types de bases, mais elles s’averent difficiles a étudier. L'existence d’'une famille
de bases possédant les avantages des deux méthodes se pose alors : une bonne localisation
spatiale et fréquentielle, une expression simple et creuse de I'opérateur hamiltonien, et des
stratégies adaptatives efficaces.

Parallelement a cela est née, dans les années 80, une famille de décomposition dans des
bases ddndelettesLa terminologieondelettea été utilisée par Morlet en 1975, bien que la
premiere base d’ondelettes connue date de 1910, créée par Haar. Il est intéressant de remarquer
gue les premiers travaux sur les ondelettes ont été réalisés dans le formalisme de la physique
théorique par Morlet et GrossmaBd, ou par des personnes issues de cette discipline, comme
|. Daubechiesj3]. La transformée en ondelettes permet d’exprimer sans perte d’'information
un signal dans une base dans laquelle on obtient la contribution locale de chaque fréquence au
signal. Mallat et Meyer117], [112 créerent un environnement, appeléalyse multirésolu-
tion (AMR) permettant une construction systématique de bases d’ondelettes, associées a une
transformée discréete rapide.

Différentes mises en ceuvre des ondelettes dans le calcul de structures électroniques ont
déja éte realisées. Les premiers articles a notre connaissance apparaissent en 1993, par deux
groupes différents. Le premier, formé par P. Fischer et M. Desfranceschi réalise d’abord des
études pour une équation monodimensionnelle (équation de Schrddinger radiale pour I'hy-
drogéne). lls étudient par une transformée en ondelettes confified une transformée
discréte 9] le comportement de I'orbitale de I'électron dans I'espace temps/fréquence. lls
mettent ainsi en évidence I'amélioration par rapport aux bases localisées, de type Slater ou
gaussiennd.2.1). Puis ils implémentent toujours pour le méme modéle une résolution a base
de transformée en ondelettes discrete, en utilisant les fonctions de Daub&dghies [

Le deuxiéme groupe provient du Massachussets Institute of Technology, et est composé de
Cho, Arias, Joannopoulos et collaborateurs. La premiére résolutipsé fait dans une base
de chapeaux mexicains. lls expriment la densité électronique a I'aide de quelques fonctions de
base localisées dans des sph&gsentrées sur les noyaux. lls arrivent alors a évaluer I'éner-
gie fondamentale de I'atome d’hydrogene avec une erreur de 3%, en utilisant 85 fonctions de
base réparties sur deux échelles. lls peuvent par cette méthode évaluer I'état de I'électron le
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plus pres du noyau €]l de tous les éléments de la classification périodique avec une erreur
de 3%. lls étendent ensuite cette analyse dans le cadre de I'approximation locale de la densité
(LDA 11.1.1)) [7], en choisissant une base interpolaried3).

La propriété d’interpolation des ondelettes s’avére cruciale pour traiter une partie du poten-
tiel [72], et une méthode a été développée récemment dans la formulation de Hartree-Fock,
avec des ondelettes interpolantes liftées hyperbolicdh@s [

En 1996, Wei et ChoulbJ3 se placent dans le méme formalisme de la LDA, et utilisent
des ondelettes de Daubechies. Tymczak et WaAf utilisent une méthode issue de la dyna-
migque moléculaire : la formulation de Car et ParrineB@][se raméne a la minimisation d’un
lagrangien a partir du systeme d’équations de Kohn et SHéd ¢t de contraintes d’ortho-
gonalité des orbitales. lls déterminent les orbitales en résolvant le systeme, a partir d’'une base
grossiére, jusqu’a la résolution fine, en compressant a chaque étape le signal. Pour ce faire,
ils utilisent une base d’'ondelettes de Daubechies, et effectuent leurs premiers tests sur I'hy-
drogene, I'hélium, et le dihydrogend,. La convergence et le taux de compression dans leur
implémentation augmentent en fonction de la résolution. La propriété de compressibilité dans
des bases d’ondelettes de Daubechies dans ce type de probleme est de plus monfrée dans [
Ces articles mettent en évidence, dans certains cas précis, pour des modeles physiques particu-
liers, les avantages de I'approximation non-linéaire en bases d’ondelettes dans des systemes de
chimie quantique. En utilisant entre autres les propriétés d’'interpolation et de compression des
ondelettes, on peut envisager la perspective d’'un algorithme systématique, adapté a un large
ensemble de configurations atomiques. Simuler des molécules complexes, possédant plusieurs
milliers d’atomes, ou des cristaux possédant des défauts locaux requiert énormément d’efforts
du point de vue de la mise en ceuvre. C’est dans ce contexte de recherche que s’inscrit cette
thése.

Un des potentiels appliqgué au systeme d’électrons est coulombien, et nous le calculons
en résolvant I'équation de Poisson. Dans le cadre du calcul de structures électroniques, cette
éqguation a été résolue en utilisant une classe particuliére d’ondelettes interpdlagtés ).

Nous présentons dans cette thése un solveur combinant ondelettes et mulfigjtille [

Enfin, les récents travaux de Harrison, Fann, Yanai, Beylkin et collabora@,rE58, 64,

89 présentent la détermination de I'état fondamental par la résolution d’'une équation avec
opérateur intégral. Les bases d’ondelettes utilisées, appeléktisvavelets sont formées a
partir de polynémes de Legendf.[lls expriment a I'aide d’'une méthode présentée daeg |

les opérateurs intégraux sous forme séparable.

La méthode que nous proposons de mettre en ceuvre dans ce travail de these est différente et
basée sur la Théorie de la Fonctionnelle de la Densité. La décomposition de la densité s’effec-
tue sur bases d’ondelettes ou bases de fonctions d’échelle. Contrairement aux récents travaux
de Harrison et al., la méthode développée est une méthode itérative comprenant a chaque itéra-
tion un probléme de calcul de valeurs propres et la résolution du probléme de Poisson. L'objec-
tif ici est d’'une part d'utiliser les bonnes propriétés des ondelettes dans le préconditionnement
du Laplacien, d’autre part d’exploiter I'interpolation des bases biorthogonales pour former le
potentiel, et une base orthogonale pour diagonaliser I’hamiltonien.

La premiere partie de la these est consacrée a I'étude BRBR@XIMATIONS DE L EQUA-
TION DE SCHRODINGER Les différents modeéles possédent chacun leurs avantages et leurs
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inconvénients, autant dans leur mise en ceuvre, que dans leur description des phénoménes
électroniques. Nous y introduirons en particulier le modéle auguel nous nous sommes intéres-
sés, introduit par Kohn et Sham, et nommé Théorie de la Fonctionnelle de la Densité (DFT).

Dans le deuxiéme chapitre HEORIE DE LA FONCTIONNELLE DE LA DENSITE, on expli-
cite les différents termes présents dans I’hamiltonien de Kohn et Sham, et notamment I'Ap-
proximation Locale de la Densité (LDA) pour exprimer un des termes du potentiel. De plus
nous présentons les bases les plus répandues dans les codes de structures électroniques. L'ana-
lyse de leurs forces et faiblesses nous conduira alors a nous intéresser aux bases d’ondelettes.

Le troisieme chapitre APROXIMATION DANS DES BASES DONDELETTES ORTHOGOG
NALES ET BIORTHOGONALESest composé d’une description des familles utilisées, et de leurs
propriétés (régularité, compression). L’hamiltonien contenant une partie potentielle détermi-
née sur le maillage réel, nous détaillerons la construction d’ondelettes interpolantes, et intro-
duirons le schéma de lifting. Apres avoir introduit les ondelettes périodiques sur un intervalle,
nous construisons des ondelettes tridimensionnelles, et des techniques d’optimisation du code
séquentiel seront présentées en annexe, pour mettre en place 'algorithme rapide.

Nous utilisons ensuite ces différentes familles pour ETBRMINATION DU POTENTIEL
ELECTROSTATIQUE3D. Aprés une étude en une dimension sur le préconditionnement du la-
placien dans des bases orthogonales et biorthogonales, selon des formulations de Galerkin et
Petrov-Galerkin, nous présentons deux solveurs 3D de I'équation de Poisson. Nous introdui-
sons en particulier une méthode de résolution combinant ondelettes et multigrille, qui a fait
I'objet d’une publication en collaboration avec S. Goedecker, dadsuenal of Theoretical
and Computational Theory5].

Le cinquiéme chapitre BSOLUTION AUTOCOHERENTE DES EQUATIONS DEKOHN ET
SHAM est consacré a la résolution des équations de Kohn et Sham en trois dimensions. Apres
avoir présenté les différentes étapes de I'algorithme, on y détaillera les différents points tech-
nigues délicats de I'implémentation, en particulier le calcul des potentiels dépendant de la
densité.

Les tests permettant de valider notre méthode feront I'objet de la derniere parieiB-
MILTONIEN LINEAIRE AU MODELE DE LA DFT-LDA. Nous y présenterons d’abord les mo-
deles de l'oscillateur harmonique, et de I’hydrogéne, dont nous connaissons les solutions ana-
lytiques. Puis nous donnons les évaluations de I'énergie fondamentale pour des atomes plus
grands. Nous calculons également les états inoccupés de I'hamiltonien, et montrons des formes
d’orbitales obtenues. Enfin, nous analysons la compressibilité des orbitales, densité et poten-
tiel, en évaluant I'impact sur les différentes énergies.

Ce travail résulte d’'une collaboration entre la Fédération d’Informatique et de Mathéma-
tiques Appliquées de Grenoble (IMAG) et le Commissariat a I'Energie Atomique (CEA).
L'essentiel de la thése s’est déroulé dans le Laboratoire de Simulation Atomidticsien
appartenant au Département de Recherche Fondamentale sur la Matiére Condensée (DRFMC)
du CEA Grenoble. Ce manuscrit rend compte de cette interaction entre mathématiques appli-
guées et simulation atomistique.
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PREAMBULE

Ces quelgques pages sont destinées au lecteur non physicien, afin de I'éclairer sur les notions
et le vocabulaire associés au systéme physique que nous allons étudier. La brique de base étant
I'atome, nous présenterons ici sa structure électronique, et ses propriétés physiques.

Hoyau

el 4

Nuage é€lectronique

FIG. 1 — Représentation de I'atome de lithium, composé de 3 protons, 4 neutrons et 3 élec-
trons. Image provenant du site http ://www.cea.fr/fr/[pedagogie/Atome/atomes.html.

Un atome est composé

e d’'un noyau central qui est un assemblage de protons et de neutrons.

e d’'un nuage périphérique composé d’un cortege d’électrons pour lequel nous ne pouvons
établir que des probabilités de présence des électrons autour du noyau. Cela définit des
zones (nuage) ou les électrons ont le plus de chance de se trouver.

Lafigure (HAG. 1) estune illustration de I'atome de lithium.

Le noyau occupe une sphére d’un diamétre de*3 énétre en moyenne, tandis que le dia-
métre du nuage électronique sphérique de I'atome est de I'ordre d@rh@tre. L'espace entre
le noyau et le nuage d’électrons est vide.

Dans 'atome, la masse n’est pas répartie de fagcon homogene. Les protons et les neutrons
ont a peu pres la méme masse, mais ils sont environ 2 000 fois plus lourds qu’un électron :
un noyau est si dense, que si tous les noyaux de la Terre venaient a se toucher, notre planete
aurait a peine plus de cent metres de diametre et un grain de sable peserait plus d’'une tonne.
La masse d’un nucléon (un proton+ un neutron) est,6&.10-2’kg.
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Un proton est chargé positivement, et un électron, négativement. Un atome est électrique-
ment neutre, mais il peut perdre ou gagner des électrons : il devient alors un ion.

A chaque électron on associe umitale atomiquequi donne la probabilité de présence
de I'électron dans I'espace, et détermine en fait le volume dans lequel I'électron se situe. Ces
orbitales ont différentes symétries, comme le montre la figune. (8).

Si I'on veut arracher un électron a I'atome, il faut lui fournir de I'énergie. L'expérience
montre que les électrons d’'un atome ne sont pas tous liés de la méme maniere au noyau :
certains sont plus faciles a arracher que d’autres. On peut donc répartir les électrons d’un
atome en plusieursouches selon la facilité avec laquelle on peut les arracher a cet atome.

lz
@Eﬁp

Sffép Sd
S |4y | Gd (4

Sz|op|od|Sf |5
Ge|Gp |Gd|af
Ta|Tp|Tf

Sz|Sp
Oz

FIG. 2 — Ordre de remplissage des couches électroniques.

Ces couches, encore appel&dsaux, sont caractérisées par un entier naturel 0. Le
nombre d’électrons par couche est limité, et vérifie les régles suivantes :

— L'ordre de remplissage d’'une couche> 0 est caractérisé par leombre quantique se-
condaire ou azimutal € [0,...,n— 1]. Ce nombre donne des informations sur la forme
et la symétrie de I'orbitale : a chagé®n associe une lettre qui désigne la sous-couche :
s,p,d, f,g...Laregle de Klechkowsky classe I'énergie d’'une couche en fonction-de
I'énergie associée a cette couche est une fonction croissante leet pour une valeur
den+ ¢, une fonction croissante ae

— Lorientation spatiale de la fonction d’onde est donnée pamdmbre quantique ma-
gnétiqgue me [—/,¢|. Pour chaque couplé,?), on détermine les symétries selon les
différents axes (F&. 3) : ainsi, une sous-couclspossede au plus un électron, une sous-
couchep trois électrons, etc. Le remplissage de ces sous-couches s’effectue en suivant la
regle de Hund, c’est-a-dire en maximisant le moment magnétique : pour un atome non
excité, on remplit en maximisant le moment magnétique, c’est-a-dire que I'on commence
par mettre 1 e- dans toutes les cases avant de faire des paires.

— Il existe un quatrieme nombre quantique dit de spimui vaut+1/2. Selon le principe
d’exclusion de Pauli, il ne peut y avoir que deux électrons de spin opposés sur un méme
niveau d’énergie (d’ou le 2 présent devaAtdu principe de Pauli).

Le nombre maximal d’électrons pouvant appartenir a une couche caractérisée par le nombre

quantiquen est 2. Si I'on définit I'état d’un électron par la donnée de ses nombres quantiques
n,Z,m,s, alors le principe de Pauli assure que deux électrons ne peuvent étre simultanément
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dans le méme état. L'ordre de remplissage des couches/sous-couches est indiqué sur la figure
(F1G. 2).

Exemple .0.1 Considérons I'atome de carbone isS1&, qui possédé électrons. On remplit
successivement les différentes couches::In 2 électrons sur la couche s1s?,

n= 2, 2 électrons sur la couche <,

2 électrons sur la couche 2p?

La configuration électronique s’écrit alofs?2s°2p?.

Selon la distance de I'électron par rapport au noyau, il va plus ou moins étre lié a I'atome.
Les électrons les plus proches du noyau sont appelésddesons de coeur Les électrons
dont les orbitales sont susceptibles d’étre modifiées en présence d’autres atomes sont appelés
électrons de valence

Dans un matériau, les principes restent les mémes, mais la répartition du nuage électronique
n'est plus celui des atomes isolés. Elle dépend des positions relatives des atomes, et donc
des configurations atomiques. Comme la plupart des propriétés des matériaux dérive de leur
structure électronique, celle-ci nécessite I'élaboration de méthodes numériques précises.

o |10 Esskcireny = tip-Elskasn) J=3 (el -Ebpkiren|
| 1 |
= ma0 Y —— -0 el el | e e | =0 M=l ma-l med  me.d]

o8

eraichd uber die Kootenflochen su den verachoodencs Trpes der Quan banrah len o, Fund m bis

FiG. 3 — Forme des orbitales en fonction dedet m; provient du site http ://rosa.physik.tu-
berlin.de/ dschm/lect/schrdlek/g-zahlen.html
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APPROXIMATIONS DE L EQUATION DE
SCHRODINGER

Le but de ce chapitre est de présenter la modélisation du probleme physique qui nous est
posé. Aprés avoir expliqué les différents termes de I'équation de Schrddinger, nous introdui-
rons des approximations et différents moyens pour la résoudre. Tout d’abord nous recherche-
rons la solution dans deux espaces particuliers, puis nous introduirons la densité électronique,
et montrerons un modéle de résolution dans le cadre de la théorie de la fonctionnelle de la
densité (DFT).

.1 Quelques principes de mécanique quantique

1.1.1) De I'équation d’'onde a I'’équation de Schrédinger

Dans cette partie, on se place da@tfsx R, c’est-a-dire les trois coordonnées de I'espace,
et le temps. On désigne pares coordonnées d’'un systeme quantiguappartient a un es-
pace appeléspace des configurationomposé dans cette partie introductive des coordonnées
spatiales et temporelle d&snoyaux etN électrons du systeme, c’est-a;dRé(K+N) x RT.
L'état de ce systéme est completement déterminé par sa fonction d¥ndevaleurs dans
C. Le carré du module de cette fonction définit la distribution des probabilités des valeurs
des coordonnées a un instant donné ; par définition, la fonction d’onde doit dés lors vérifier la
condition de normalisatiopour tous les instants :

/|q7|2dq:1. (1.1)

Par définition, la donnée de cette fonction, a un instant donné, non seulement décrit toutes les
propriétés du systeme a cet instant, mais encore détermine son comportement dans tous les
états ultérieurs. Mathématiquement, cela se traduit par le fait que la valeur de la (fgé%/ée
de la fonction d’onde par rapport au temps doit, a chaque instant, étre déterminée par la valeur
de la fonction d’ondéV elle-méme a cet instant(1]. Sous la forme la plus générale, on a
I'équation d’'onde:

in 2§ = 9.

ot

21



|. APPROXIMATIONS DE LEQUATION DE SCHRODINGER

L’hamiltonien A est un opérateuinéaire hermitien, indépendant du temps, la fonction d’on-
de est a valeurs dars; 1 = 4L, h étant la constante de Planck 6.626068x 10-3*n?kg/s).
On associe a une fonction d’onde son éneggelon le produit hermitien défini pa :

— <Y HY>

W)=~ (1.2)

On recherche pour un systeme s&as stationnairegc’est a dire ceux pour lesquels I'énergie
estconstante au cours du tempsEn utilisant le fait que les fonctions d’onde vérifientlj,
et que I'opérateur est hermitien, on trouve que les états stationnaires correspondent a des états

propres de I’hamiltonien :

|h%@n — g‘[@n = Sn@n,

&n étant la valeur propre ou énergie associee a I'état stationairea dépendance en temps

de la fonction d’'onde stationnaire étant em:tt, on mettra donc les solutions sous forme

7 ™ | P . . .
séparablel(q) = e #5'W,(q), q = (qg,t) étant une variable de I'espace des configurations.
On aboutit alors a I'équation indépendante du temps :

HWn - SnLIJn.

Nous verrons dans la suite de ce chapitre différentes étapes permettant de simplifier et réduire
ce probléme, qui sous cette forme est compliqué a résoudre, dans la mesure ou la fonction
d’ondeW, contient I'information de toutes les particules.

Définition 1.1.1 (Etat fondamental d’un systéme) L’état fondamental d’'un systéme est I'é-

tat de plus petite énergie : nous désignerons par la suite I'énergie de I'état fondamental par
€o. Dés lors , quelque soit I'état d'un systeme, la valeur moyenne de son énergie est supérieure
ou égale a I'énergie propre de I'état fondamental :

e[W] > 0.

Le spectre se sépare en deux partigs] : une partie discréte, et une partie continue. L'exem-
ple suivant nous montre un cas simple de spectre continu :

Exemple I.1.2 Dans le cas d’'une particule libre de masse m en trois dimensions, le mouve-
ment de celle-ci est uniquement conditionnée par son énergie cinétique, et ’lhamiltonien s’écrit
alors : )
I}
H=——A.
2m

On écrit I'équation de Schrodinger indépendante du temps pour déterminer les états station-
naires du systéeme :

hZ
——AY=EWY.
2m
Pour toute valeur positive de I'énergie E, ce systéeme admet des solutions qui sontldées

; v2mE
planes: W(r) = CéX", aveck vecteur d’onde de modulk| = o Dans ce cas le spectre
de I'hamiltonien est continu, et les fonctions propres ne sont pas de carré intégrable.

22



l.1. QUELQUES PRINCIPES DE MECANIQUE QUANTIQUE

Physiquement, cet exemple illustre le fait qu’un vecteur propre associé a une valeur propre
du spectre continge trouve a l'infini A contrario, le spectre discret met en évidence les mou-
vements du systeme qui ne s’éloigne pas a I'infini : on respecte la condition de normalisation

(1.2).

Complexifions le systéme : en reprenant Landau et LifcHitY], nous allons exprimer
I’hamiltonien # en fonction des coordonné@s,}a—1.. N € R3N desN particules du systéme.
Soita une particule de massa,. On note le laplacien appliqué a la positian

3 62
Aa —

(1.3)

5
V=1 ara,v
Si on suppose que les particules n’interagissent pas entre elles, alors I’hamiltonien s’écrit :

RS ba
2a:1ma

(1.4)

En mécanique quantique non relativiste, I'interaction des particules est décrite par un terme
additif, le potentieU (ry,ro,...,rn) :

H = S Aa-|—U(r r rn) (1.5)
- Zeglma L,12,---5IN)- .

Ce potentielJ dépendra des charges, masses et positions des particules, et nous verrons dans
la partie suivante différentes approximationsldiecertaines pouvant amener a I'étude d’un
opérateunon linéaire

Exemple 1.1.3 Ecrivons I'équation déterminant les états stationnaires d’un systéme composé
d’une particule de masse m soumise a un champ extérieur :

h2
——AY+U W= EW.
oV + (x,Y,2)

Cette équation et I'équation d’onde dépendante du temps de laquelle elle a été déduite sont
les deux équations que Schrodinger a écrites en 1936

1.1.2) Spectre de I'opérateur hamiltonien#

Landau et Lifchitz L01] nous aménent par des considérations physiques, que nous ne déve-
lopperons pas totalement, a conjecturer la forme du spectre de I'hamiltéhirsque I'on
considére une particule soumise a un potektisfomme dans I'exempliel.3.

Hypothese 1

Considérons que la particule soit soumise a un champ de force s’évanouissant a I'infini,

lim U(xy,z)=0.

X7yazq+°°
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Nous venons de voir qu’un état stationnaire du spectre continu se situe a l'infini, or c’est pré-
cisément la que le potentiel est nul : on peut alors considérer que la particule est libre, ce qui
d’aprés I'exempleEx[I.1.2] nous dit que son énergie est strictement positive. Dés lors, un
état dont la fonction d’onde vérifie.{), et qui décroit suffisamment vite a I'infini, est associé

a une valeur propre discrete, qui sera négative.

De plus, I'énergie associée a I'opérateur cinétigu®,(que I'on définit de la maniéere sui-
vante pour une particule de masse

h? A
Y=<W -———=WY>
Ee[W] >
sera toujours positive, et si 'on ndtk,in = ( m)in 3U, alors on a l'inégalité pour tous les états
X,y,Z)€ER
stationnairegen, W) :
€n = Unin.

Dés lors, si 'on suppose qug(x,y,z) > 0, ¥(x,y,2) € R3, alors I'énergie de I'hamiltonien

est la somme de deux énergies positives, une cinétique, I'autre potentielle : on gbtiedt

Cela signifie que la fonction d’'onde solution est délocalisée, et ne vérifie pas la condition de
normalisation (1) : le spectre est donc continu, il N’y a pas de spectre discret.

Hypothese 2
Supposons maintenant que le potentied’écrive sous la forme :

Uxy,z)=U(r)= —|:]—|S, a>0.
Comme nous le verrons par la suite, lorsque nous expliciterons les différents termes qui com-
posent le potentiel, le cas qui nous intéresse sera celgiol. C’est pourquoi nous n’ex-
pliciterons pas les autres possibilités. Dans ce cas, alors Landau et Lifchitz démontrent que le
spectre discret commence a partir d’'une énergie négative finie, et gu'’il existe des états station-
naires a énergie négative, et en particulier le spectre discret countiernfinité de niveaux
d’énergie négative s’accumulant vers le niveau d’énergie nulle

Remarque 1.1.4 En fonction de la forme de U, il se peut qu'il faille retirer du spectre continu
un ensemble de valeurs discret : on peut en effet dans certains cas trouver des états d’énergie
positive tels que la condition.() soit vérifiee [LO1].

1.1.3) Approximation de Born-Oppenheimer

Nous allons maintenant effectuer une distinction entre les deux types de particules de notre
probléme, les noyaux et les électrons. Nous considérdéamsyaux etN électrons dont les
principales caractéristiques (masse, charge, position) ont été introduites dans la partie Nota-
tions. L’hamiltonien dépend de c&s+ N particules :

H=H{a=1,... K,{j=1...,N}).
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Supposons que I'opérateur se décompose en la somme

K
H = 3 P on({Ra}) + Ho({r1} | {Ra), (16)

aveclq défini selon [.3), Vhn potentiel d’interaction entre tous les noyaux :

1K ZoZg
D T2 2 2 R R

et He({rj} | {Ra}) 'hamiltonien associé auX électrons pour une géomeétrie nucléaire fixée.
Cette dépendance paramétriquefdgeen fonction des noyaux empéche celui-ci de commuter
avec les opérateurs purement nucléaires ; on ne peut alors pas exprimer la fonction d’'onde du
systeme de maniere séparable, c’est-a-dire sous forme d’un produit de fonctions propres asso-
ciées I'une aux noyaux, I'autre aux électrons.

Cependant, du fait qu’un nucléon est deux mille fois plus lourd qu’un électron, on supposera
les noyauxfixespar rapport au mouvement des électrons. Cette approximation s’appelle
proximation de Born-Oppenheimest I'on sépare alors les coordonnées des noyaux et des
électrons dans la fonction d’onde :

W{rit,{Ra}) = {{RaHW({ri}[{Ra}).

La fonction{({Rq}) est appelée fonction d’'onde nucléai@n considere dés lors que les
noyaux sont fixes, et on s’'intéresse désormais a la fonction d’onde électronique, que nous ap-
pellerons encoréV.

(1.7)

On a donc réduit la complexité du probleme, pour aboutir & un modéle dont la fonction
d’onde W décrit le comportement di électrons. Nous allons voir dans la section suivante
différents modeéles, dans lesquels on se raménera a I'étutlefalections & un corpg(r;).

Ces fonctions seront nommées orbitales, la dénomination “fonction d’onde” étant réservée aux
fonctions possédant une vraisemblance physique.

1.1.4) Indiscernabilité des particules

En mécanique quantique, on ne peut distinguer le comportement de deux particules iden-
tiques : elles sonhdiscernablesll faut donc s’assurer que la permutation de ces deux parti-
cules identigues dans le systeme donne deux états équivalents du point de vue physique. Cette
équivalence entre états se traduit, avec la condition de normalisation de la fonction d’'onde
(1.1), par le fait qu’elle est soit symetrique, soit antisymeétriqu@l]. Si R, j est la permutation
des coordonnées spatiales de I'électroet de celui place enj, alors

RjW=1W.

Les particules associées a une fonction d’onde symétrique sont appesees Les élec-
trons sont defermions leur fonction d’onde est antisymétrique.
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Par la suite, nous introduirons I'ensemble des fonctions antisymétriques de carré intégrable
en trois dimensions :

a = {we LZ(RSN),/RBN W({r})|2dry...dry =1 t.qV(i,j) € [1,...,N], i< j,

P.,J-LIJ:W(rl,...7rj,...,ri,...):—w(rl,...7ri,...7r,~,...)}.

En se ramenant a I'étude d’'un systeme a noyaux fixes, la recherche de I'état fondamental
s’écrit sous la forme :

Trouvergg telle que
go=inf{<W HyW>, Wea}. (1.8)

Les autres états du systeme possedent des énergies plus élevées, et correspondent aux états
excités du systéeme.

Nous décrivons ici leBl électrons par une fonction d’onde. L'énergie de I'état fondamental
€o est la somme des énergies de chaque électron. Ces états d’énergie possedent une certaine
symeétrie, et I'on remplit les différentes couches d’énergie en suivant le principe de Pauli (voir
préambule). Cependant, nous ne pouvons découpler ce probléeme selon chaque électron, du fait
de leur interaction, et dans les sections suivantes nous verrons comment le décompbser en
problemes sur des “quasi-particules”.

.2 Modeles de détermination de I'état fondamental

Le probleme de minimisation de I'énergied) ne peut étre résolu efficacement sous cette
forme, la fonction inconnue dépendant Meparticules; nous présentons dans cette section
différentes approximations qui expriment le probleme non plus selon la fonction d’onde élec-
tronique¥({r;}) a N électrons, mais plutdt avec des fonctions a un casfis) que nous
appellerons desrbitales la dénomination de fonction d’onde étant réservée a la fonction
physique.

Dans les deux premieres méthodes (Hartree et Hartree-Fock), nous verrons comment trans-
former le probleme en exprimadt({ri}) dans deux espaces appropriés. P.-L. Lidki][
donne des résultats d’existence de solutions de ces deux probléemes, avec une condition sur le
nombre de charges positives et négatives du systeme.
Les troisieme et derniére méthodes (Thomas-Fermi, Théorie de la Fonctionnelle de la Densité
(DFT)) expriment 'hamiltonien en fonction de la densité électronique. Cette derniére corres-
pond & la densité de probabilité de présence d’'un électron en chaque point de IBSpace
Dans le cas général, la densité associée a la fonction d’ondeétirtrons s’écrit :

Y(r) = N/RB(N_l) W(r.ra,...,....rn)Pdra. .. dry (1.9)

26
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Mais nous serons amenés également a la définir & parfiratbitalesy;(r) :

N
p(r)z_zﬂmi(rﬂz- (1.10)

Dans le cas général, ces différentes approximations conduiront a une expressibn
néaire de I’hamiltonien, avec les difficultés numériques que cela engendre. Nous verrons dans
le chapitreV comment les contourner dans le cadre de la DFT.

Convention
On utilise les unités atomiquea.(.) dans la suite de I'étude : la charge unité est la charge
de I'électrone = 1.602210°1°C, la masse unité celle de I'électrom= 9.1095103kg, et la
distance unité est le rayon de Balyr= nﬁ—’zz =0.529A, c’est-a-dire le rayon de I'orbitale sphé-

rique Is de I'hydrogéne. L'unité d’énergie sera notée pourHartree A titre de référence,
I'énergie de I'état fondamental de I'hydrogéne vaut/2 H. Les grandeurs physiques utilisées
dans cette thése sont toutes issues de ces quatre constantes fondamentales.

Cette partie est dédiée a la comparaison de différents modeles énergétiques, associés a cer-
tains ensembles de solutions. A chaque fois, il existe un lien étroit entre la forme du potentiel,
le type de solutions recherchées et les équations d’Euler-Lagrange. Ces derniéres formeront
un systeme dé&l équations; nous verrons que dans le cas de Hartree, chaque équation sera
associée a un opérateur hamiltonien particutigr par contre, dans les autres cas, nous nous
placerons dans une configuration ditectiemp moyen: I'opérateur sera le méme pour toutes
les équations; il N’y a plus diteraction entre les électrons.

1.2.1) Modéeles de Hartree et Hartree-Fock

Dans ces modeles, nous considérons 'opératkucomposé des trois opérateurs suivants :
— L'opérateurcinétique pour les électrons- z{\‘zl %Ai, avecl; étant le laplacien appliqué
a la coordonnée spatiaie(défini selon ((3)). L'énergie cinétique s’écrit :

N
1
W =-S5 Z<WnW>.
[] I;Z |

— Linteraction d’un électron avec leK noyaux est de la forme :

K
V(ri)=— Z Za

— .11
2 Re—ti (1.11)

— L'interaction entre tous les électrons est de la forme :

>

i#],]=1

1
rj—ril

NI =

On fait interagir un électron avec un autrg deux fois dans cette double somme, on
divise donc le total par deux.
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Dés lors, on veut trouver une fonction d’ontlec Ay NHY(R3N), qui minimise I'énergie
< W Ho, W >, avec 'hamiltonient de la forme :

(1.12)

Les modéles de Hartree et Hartree-Fock se basent sur une expression particuliére des so-
lutions ; en effet, on va décomposer la fonction d’otde H(R3N) a I'aide deN fonctions
orthonorméesyi(ri) € HY(RR3). Dans I'expression de I'énergie totale va alors figurer le terme
potentiel suivant :

Définition 1.2.1 (Potentiel de Hartree) On définit le potentiel de Hartree ou potentiel cou-

lombien \¢ par :
1
T _r,|dr’, (1.13)

Ve(r) = R3p(r/)

qui décrit I'interaction d’un électron de coordonnéavec le nuage électroniqge Les équa-
tions a résoudre dans ces deux approximations différeront d’un terme :

e Approximation de Hartree [91] : ignorant I'antisymétrie de la fonction d’onde, on cher-
che des solutions de la forme

N
lP(rl,...,rN):rqui(ri), (1.14)

ou les{yi}i—1n sont orthonormées dang(R3). On obtient alors pour I'énergig"
I'expression suivante :

N
PR = 3 [0+ [ Vi) Par
N

e 2 ()12
+} 5y // Wi (ri) |~ @i (r )] dridr .
2451/ JR3xR3 ri—rjl

Démonstration : considérons I'énergie cinétique pdur H(R3V) quelconque, alors en ap-
pliquant la formule de Green :

1N
B = gi;/ﬂw\Diw(rl,...,rN)\Zdrl...drN

1 N
_éi; o W(ry,...,rn) & W(rq,...,ry) dro...dry.

Si I'on remplaceW par I'expressionl(14), il vient :

1 N
Bo=53 [ MutroPdre. [ Bt Par... [ un(rPdrn

Or nous avons fait 'hypothése que Igssont orthonormées dahg(R3). On obtient alors :

Ec= ;Ii /R3 |Cii(ri)[*dri.
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Par un calcul similaire, on trouve le premier terme potentiel. Nous allons maintenant étudier

le deuxiéme :
E = ‘LP ry,...,r N)‘zdl’l...dl’N
= e g
1 X / 1 ’
= = Wk(ry)|edry...dry
b8 e (e
-1 [ wrPane [ () Rl () Pl
B 2ijz—1 klz—ll SR I(]Rie|rj—ri| Y I o
i#] k#L]
1
~ s /Rs|r WP ) Palriar .

i,j=1
i

car lesy; sont orthonormées. On obtient donc cette forme caractéristique de I'interaction entre
les orbitales.[

Il s’agit de minimiser la fonctionnell&™ selon les variableqy; }i—1 N . En utilisant les
multiplicateurs de Lagrang¢ & ti=1N » & > 0, on cherche le minimum de la fonction-

nelle £7 ({yi}) & (/ Wi |2(r) dr — ) , qui conduit au systéme suivant :

Trouver N fonctlon$qJ1, ...,Un), chacune dans HR3), orthonormées, telles que

1 N
— A +V(ri) Wi+ Wi
2 j#gzl /

WPy,

N P— gW,i=1...,N.  (1.15)

Pouri fixé, le dernier opérateur revient & effectder 1 intégrations suR?, et on peut
I'exprimer en fonction du potentiel de Hartreg :

Lo [ 2 [ M

On interprete cet opérateur par l'interaction du nuage électronique (terme ou apparait
p) moins l'interaction de I'électron avec lui méme, et I'’équation de Hartree peut encore
S’écrire :

Wwi(r)?

3 [r’ =il

—%AiUJi‘FV(ri)qu‘f'VC(ri)LlJi / ——dr' Y = gy

Cependant, les solutions de ce probléme ne sont pas antisymétriques, et ne vérifient pas
le principe de Pauli. De plus, 'opérateur a gauche de I'égdlité)dépend de I'orbitale

i calculée : c’est un problenmauto-cohérent Dans I'approximation de Hartree on a en

fait un opérateur par orbitale. Peu de systemes sont simulés a partir de cette approxima-
tion, et I'on préfére, notamment en chimie, utiliser I'approximation de Hartree Fock.
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e Hartree, Fock et Slater[135 ont proposé une autre classe de solutions qui vérifient le
principe de Pauli, sous forme de déterminants de Slater :

Wa(ra) ... Wn(ra)

W1(rn) Wn(rn)

toujours avec des fonctiong € H(R3) orthonormées. Dans la formulation de Hartree,
on a fait apparaitre distinctement la variable d’espa@tachée a I'orbitaldy;, car on
distingue chaqug dans I'énergie potentielle. Dans cette formulation la sommation selon
desi et j distincts n’apparait plus. Dans I'expression de I'énergie a minimiser vont alors
apparaitre lalensité(l.10) et lamatrice densité:

N
p(rarl) = le-pl(r) i*(r/)a (1.16)
p(r) = p(r,r).

Etl'ona:
1 N
P W) = 53 [ I0WO P+ [ V@R
1

+ 5 [ Ve(r) p(r)dr
R

2 Jr3
1 1 ., /
- 2//R3><]R3 Ir _r,"pﬂ',l‘ )|“drdr’.

Démonstration : on effectue le méme genre de calcul que dans I'approximation de Hartree;
le fait de prendre un déterminant de Slater alourdit la notation, mais le raisonnement est le
méme, c’est pour cela que je ne le développerai pas. On devra en plus utiliser I'orthogonalité
des orbitales pour annuler les termes croigés.

L’hypothése d’antisymétrie de la fonction d’'onkdépermet donc de faire apparaitre un
termed’échangeentre I'électron situé enet celui situé em’.

On obtient le systeme d’équations d’Euler-Lagrange associé :

Trouver N fonctiongys, ..., W), chacune dans HR?3), orthonormées, telles que

p(r,r’)
R3 | —1’|

—%Awi—l—V(r)ljJi—l—Vc(r)ljJi— l]Ji(I’/)dI‘IZSil]Ji (1.17)

En particulier, on observe que la différence entre la méthode de Hartree (systEs)e (

et celle de Hartree-Fock 1 7) réside dans le dernier terme : dans la méthode de Hartree-
Fock, chaque orbitale est soumise a un champ moyen électrostatique.

La méthode de Hartree-Fock donne de bons résultats numériques ; cependant, I'erreur
entre I'énergie exacte et I'énergie fondamentale de Hartree Fock peut devenir tres grande
si 'on augmente la distance entre les noyaux. Un cas classique de mise en évidence de
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‘plal energy (a.u.)

T 1 | |
2 4 6 8 10

Bond kength (a..)

FiG. 1.1 — Figure provenant de l'article de Griining et al8%]. Energie totale du systéme
composé de deux atomes d’hydrogene, en fonction de leur distance. La courbe exacte n’est
pas affichée ici; lorsque la distance augmente, I'énergie tend vers -1. L’approximation de
Hartree-Fock (HF) surestime largement I'énergie pour une grande distance inter-atomique;
cependant, une combinaison linéaire de déterminants de Slater (Full-Cl pour Full Configu-
ration Interaction) au lieu d'un déterminant permet d’obtenir une courbe trés proche de la
courbe réelle dans le cas de la moléculg Hes courbes LDA, BP, BB sont différents avatars

de la DFT. L'approximation LDA est présentée dans le chapitre suivant. Les autres approxi-
mations BB et BP proviennent des articles de Becke et Pertigvi 27, et Baerends et Buijse

[11, 30.
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cette erreur est la molécule de dihydrogéhgfigurel.1) ; lorsque I'on étudie I'énergie
totale en fonction de la distance entre les deux noyaux, celle-ci tend théoriguement vers
la somme des deux énergies pour chaque atoméiie= —1H. De maniére générale,
choisir des fonctions de ce type surévalue tres fortement les énergies de liaisons.

En utilisant en particulier les travaux effectués dans ce domaine par Lieb et Sie@n [
P.-L. Lions [L10 montre des résultats d’existence pour les différentes approximations.
Dans les deux cas, on voit que la forme des solutions fait apparaitre des termes mettant en
jeu des potentiels non localisés. Pour I'équation de Hartree, si le nombre total de charges des
noyaux est plus grand que le nombre d’électrons, alors il existe une séquence d’orbitales véri-
fiant les équationd.(L5) normalisées a 1 et a décroissance exponentielle.
Pour Hartree-Fock, si le nombre total de charges des noyaux est plus grand ou égal au nombre
d’électrons, alors il existe une famille orthonormée solutionlde’).

1.2.2) Modeles de type Thomas-Fermi

Avant la démonstration de Hohenberg et Kohn dans le cadre de la DFT présentée dans
la partie suivante, Thomad43 et Fermi |65, 66] ont indépendamment démontré dans les
anneées vingt que I'on pouvait utiliser la densité électronigfe9) comme variable centrale
pour résoudre I'équation de Schrédinger.

Par rapport aux expressions précédentes de I'énergie, on change le calcul de I'énergie ciné-
tique : elle sera, elle aussi, une fonctionnelle de la densité.

L’énergie de I'état fondamenta@TF s’obtient en minimisant selovi (1.9) :

_ 1 Y(r)Y(r’) )
ETFY _AO/RsY(r)S/Z% dr +/RgV(r)Y(r)dr +§//RSXR3Wdr dr,

Y appartenant 8% 3(R3) N L1(R?), telle que/3Y(r)dr =\, A € R, Ag est une constante.
R

Intéressons nous a la signification physique des différents termes de cette énergie :

— Le premier terme serait I'énergie exacte d’'un gaz uniforme d’électrons non interagis-
sants. Lorsque I'on considere un systéme avec noyauy, il devient alors nécessaire d'in-
troduire une correction, ce que fit von Weizsacker en 1935, permettant ainsi la stabilité
des molécules :

ETFWly| — £TF[y] +A2/Rg OV

Dés lors on suppose ici quéY € H1(R3).

— Comparons les termes potentiels avec ceux dans les cas de HelfteteHartree-Fock
£HF . Ne figure ici qu’une interaction électronique de type Hartté). Afin de corriger
cela, Dirac ajouta en 1930 un terme dliéchangepour mieux décrire l'interaction entre
électrons :

TP = £TF V- Ay [ YR dr,
R
avec ici I'hypothése qu¥ € LY3(RR3).
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Le modéle incluant les deux corrections de Dirac et Von Weizséacker est apipEM/. E.
Lieb [107] étudie en détail ces différents systemes, et P.-L. Lions démontre I'existence et I'uni-
cité d’'une distribution électronique pour une molécule neutre ou un ion chargé positivement
[110. Lavantage de cette méthode est qu’elle est linéaire par rapport au nombre d’électrons
N. Dans la mesure ou elle a tendance a lisser les couches électroniques, on l'utilise plutét pour
calculer des propriétés moyennes, la DFT permettant d’affiner ces calculs.

1.2.3) Theéorie de la Fonctionnelle de la densité (DFT)

Les détails de la théorie de la fonctionnelle de la densité sont expliqués dans le livre de R.G.
Parr et W. Yang12Q. Elle a été présentée pour la premiere fois dans un article de Hohenberg
et Kohn en 196493]. Cet article explique que I'état fondamental est totalement déterminé par
la densité électronique. Puis Kohn et Shari(j explicitent la forme de I'énergie, et déter-
minent le systéme d’équations a résoudre.

Hohenberg et Kohn en 1964 démontrent d’abord que I'on peut établir un principe varia-
tionnel & partir de la densité définie par [.9), positive ou nulle et dont la normie* soit N,
le nombre d’électrons. Ceci nous autorise a chercher une fonctionnelle de la densigé
minimiser dans le but de déterminer I'état fondamental.
La théorie permettant d’aboutir a la formulation du probleme est relativement complexe. No-
tamment, on aura besoin de définir des concepts-tiprésentabilité dti-représentabilité que
je ne présenterai pas ici, ce n'est pas le sujet. Le lecteur intéressé pourra se référer au livre de
Parr et Yang]2( et ses références, puis aux travaux de LeM3g. Ces discussions soulévent
le délicat probléme de “la poule et I'ceuf” : on définit la densité a partir de la fonction d’onde
de I'état fondamentak condition que celle-ci existe pour I'hamiltonien don@&t hamilto-
nien dépendant lui aussi de la densité...

Pour formuler simplement le probléme, on veut minimiser une énetli€ dite de Ho-
henberg et Kohn qui dépend de la densité, laquelle est obtenue en déterminant une fonction
d’onde :

inf { E7X[Y] =< W, Hs W >, W+— Y} . (1.18)

L’hamiltonien #ks n'a plus la forme générale introduite dans les approximations de Hartree
et Hartree-Fockl(12). On caractérise ici I'état fondamental par la den¥it€ependant, en se
ramenant a I'étude de particules non interagissantes, I'hamiltdifigrs’ exprime en fonction

de la densité.

Nous allons dans un premier temps reprendre la depgitfinie par ((10). Si I'on suit le
principe que I'on peut décrire le systeme par la seule densité électronique, alors en particu-
lier on devra exprimer I'énergie cinétique a I'aide de la densité, comme dans les modéles de
type Thomas-Fermi. Cependant ce calcul est complexe, et I'on supposera plutét que I'on peut
trouver N orbitales j telles que I'énergie cinétique s’écrivédq :

N
fﬁ[p]:_%_;<$iaA'~|Ji >, (1.19)
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et nous voulons minimiser cette énergie, sous la contrainte d’orthogonalit¢. desn’entrerai
pas dans les détails techniques, qui sont disponibles d&@k P’énoncerai uniquement le
résultat : minimiser I'énergie cinétiqué9) sous ces contraintes est équivalent a trouver les
N états de plus basse énergie de I'opérateur suivant :

1
—EA —|—VK5(I‘).

Ce potentieMks décrit le potentiel agissant st électronsnon interagissants: I'opérateur

est dans ce cas linéaire, et on calculeNgslus petites valeurs propres et les fonctions propres
associées. Cependant, nous allons dans la pratigue décomposer ce potentiel en des termes qui
dépendront de la densité électronique :

Vis(r) =V (r) +Ve(r) 4 Vie(r),

ouV est le potentiel extérieur de la formulel(l), Vc le potentiel coulombien d’interaction
entre les orbitaled.(L3), etV un potentiel additif permettant de corriger I'approximation de
I'énergie cinétique parl (L9), et celle de linteraction électronique pét. On appellévy. le
potentiel d’échange-corrélation.

On résout alordl équations d’Euler pour minimiser I'énergie cinétiqué ) de ce systeme
de particules non interagissantes :

{38 MO+ Velr) + el b ) = s (1.20)

L'énergie totale d'un tel systeme est définie par :

T — ] +/R3V(r) o(r) dr +%/Rsvc(r) o(r) dr + Exlp].

Dans la DFT, I'énergie d’échange-corrélatifiiy: n'est pas €gale a I'énergie associée au po-
tentiel d’échange-corrélatiory.. En résolvant le systemeZ0), on détermine les;, pour tout
I = 1,0cc sous la forme :

=<, —00 >+ [V R0 A [ Vel Wi dr+ [ vl () o,

On remarque le facteur 1 devant I'énergie associée au potentiel de Hgtr@eon exprime
E en fonction des;, il va donc falloir retrancher A2 de I'énergie d&/c de la somme des.
On obtient alors :

N
E = i;si —% RSVc(r) p(r) dr + Ex[p] _/RBVXC(r)p(r) dr.

Nous verrons dans le chapitre suivant le lien entre énergie d’échange-corrélation et poten-
tiel d’échange-corrélation, qui n’est pas direct : on doit retrancher I'énergie assogigeet
ajouterEy, pour obtenir I'énergie totale.

A propos du spin

Nous n’avons pas pris en considération jusqu’a maintenant le spin (introduit dans le préam-
bule) : en effet, un état électronique non dégénésgét exemple) peut étre rempli par deux
électrons, un de chaque spin.
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e Lorsque le nombre d’électromérecherché est pair, alors on a autant d’électrons de spin
1 que d’électrons de spin et une orbital&y; correspond a la partie spatiale de deux états
de spin différents. La densité s’écrit alors :

N/2 )
P=2) |yl
2,1

e Par contre, lorsque le nombre d’électrdthest impair, la densité s’écrit :

(N-1)/2 (N+1)/2

p = 2|+ =2 i Wil %,
i; i (N+1)/2 i; | Wi

Les N électrons sont séparés en couches, totalement ou partiellement occupées. Si on
noteoccle nombre de couches occupées, alors dans I&dagpair, N = 2occ— 1, la
densité est de la forme :

occ

pP= ZzlniNJi‘z, NE=--=nNoee-1=1, Nocc=1/2.
i=

Remarque 1.2.2 Dans notre cas la distinction entre les spins n’a pas lieu; en revanche,
lorsque I'on considére un systéme soumis a un champ magnétique, nous devrons distinguer
les deux parties de la densité, qui ne vont pas réagir de la méme maniére a ce champ. I
faudrait alors inclure dans le potentiek¥ un terme dépendant du spin.

Un discussion physique au sujet des formalismes prenant en compte le spin ou non, ou trai-
tant qualitativement des questions du prochain paragraphe peut se trouver dans le livre de W.
Koch et al. P9], notamment des pages 52 a 59.

Remplissage des couches

L'écriture se complexifie lorsque I'on a affaire a des états dégénérés, comme il a été évoque
dans le préambule. Ainsi, un éfaest dégénéré a l'ordre 3, un étaést dégénéré a I'ordre 5.

Dans le cas ou le nombre d’électrons permet de remplir totalement les couches, on n’a pas
de probleme. Par contre, dans le cas ou la derniere couche n’est pas remplie totalement, alors
I'électron peut étre dans n’'importe lequel de ses états dégénérés. Pour une couchepde type
par exemple, les trois états seront indexés par trois inaiies, nf, et chaque état corres-
pond a une symétrie de l'orbitale. Comment remplir ces couches ? Physiquement, I'électron
est dans un des états, et pas dans les autres : par exethpld, nd = 0, n§ = 0, mais nous
n'avons aucun moyen de prédire lequel. Nous pouvons également pondérer ces états par des
nombres d’occupation fractionnairen{(: 1/3, ng =1/3, ng =1/3), de maniére a préserver
la symétrie de la densité. Le point crucial dans le choix du remplissage est que nous obtien-
drons a chaque fois une densité différente, comme le montre la figuee I(E) dans le cas
d’'une couche de type, de dégénérescence 5, et présentant donc 5 types de symétrie, mais que
I'énergie doit &tre la mémaguelque soit le remplissage des couches.
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(dey:)! (Axz >l (dzz)] (d).z)‘ (dy Y

-759.89885 -759.89885 -759.89826 -759.89885 -759.89885

FIG. 1.2 — Surfaces d’isodensité (.001 a.u.) d’orbitales de type d pour 'atome de Scandium,
et énergie totale correspondante, par un calcul de DFT. L'énergie et la densité de I'orbitale
d,. differe des autres, qui sont identiques a une rotation prés. Issu du Bge [

Nous allons donc redéfinir la densité de telle sorte que I'on garde la liberté de remplir les
couches dégénéreées :

occC

) ry= Z_Zt’]i ‘l]Jiyz, (1.21)

occ
avec 0<ni<1,vVi=1,...,0cq et 2 Zln. N. Le nombre de couches occupéeEs cor-

respond alors au nombreggdqu’il faut calculer. Cette forme de la densité est connue dans la
littérature par la dénominatiariosed shellL’énergie cinétique du systéeme composé des

orbitales s’écrit :
. occ

Eelp] = — Zni < i, A g >

La minimisation de I'énergie totale nous améne alors au systéme suivant :
{=ni A+2ni V() +Ve(r) +Vae(N)]HWi(r) = &Wi(r). (1.22)

Deés lors, en posasf=¢{/(2n;), on retrouve alors I'équation.0). L'énergie totale s’exprime
en fonction des; :

E = an. s,—— |(rr)_p( |) dr dr’ + Exo[p] — / Vye(r)p(r)dr. (1.23)

Remarque 1.2.3 L'entier occ désigne le nombre d’orbitales occupées. On peut également
écrire la densité sous la forme :

0occ+Ny
=2 Z N |'~IJi‘27
i=
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oules N n;,i =occ+1,...,0cc+ Ny sont nuls. La résolution de I'équationZ0) pour i > occ
donne les orbitales non occupées, ou virtuelles de I'hamiltonien.

Signification physique des énergies;
Dans la DFT, on se place dans I'’hypothése d’électrons non interagissants soumis a un potentiel
Vks, et dés lors les; ne correspondent pasactemenaux énergies de chaque couche réelle.
La symétrie des orbitales est préservée, et dans la pratique les énergies de Kohn et Sham cor-
respondent a des états de méme dégénérescence que les vrais états électroniques.

Cependant, il est possible de déduire certaines propriétés physigues du systéme a partir de
valeurs propres particuliéres :
— L'énergiegocct 1, NOtéeE ymo *, est égale en valeur absoluksdfinité électronique A> 0
du systeme, c’est-a-dire I'énergie recue par le systéme pour capter un électron.

—A=¢€umo.

— Le plus grand état occupg&cc, OU EHomo 2, correspond en valeur absolue a I'énergie
d’ionisation du systeme, qui est I'énergie fournie au systeme pour lui retirer un électron.

—| =¢&Howmo.

Ces deux relations seraient vérifiées si I'énefigétait exacte. Cependant, il n’existe, et
ce sera l'objet d'une section du prochain chapitre, que des approximatiafg.de

En conclusion, aprés avoir introduit le probléme de la détermination de I'énergie fondamen-
tale d’un systéme ferme, composé de noyaux et d’électrons, nous avons présente les principaux
modeles utilisés en chimie quantique : les deux premiers modéles s’appuient sur la recherche
d’'une solution sous une forme particuliére. C’est le modéle de Hartree-Fock qui est le plus
couramment utilisé, et donne de bons résultats. Nous avons ensuite introduit un modeéle uti-
lisant comme variable centrale la densité électronique (Thomas-Fermi); I'approximation de
ce modele nécessite de nombreux termes correctifs, mais I'idée d’exprimer I'hamiltonien en
fonction de la densité, et donc de simplifier le probleme, est tout a fait remarquable. Hohenberg
et Kohn, poursuivant cette voie en montrant que I'état d’'un systeme est totalement déterminé
par sa densité électronique, puis Kohn et Sham, permettent alors de définir un nouveau sys-
téeme d’équations pour déterminer les états de particules non interagissantes coexistant dans un
champ moyen.

Nous n'avons pas encore détaillé certains aspects de la DFT : d’abord la maniere de ré-
soudre numériquement I'’équation de Poisson, puis les différentes approximations du potentiel
d’échange-corrélation. Enfin, nous introduirons également dans le chapitre suivant les diffé-
rentes bases utilisées dans les codes de chimie quantique.

LLUMO signifie Lowest Unoccupied Molecular Orbital
2j.e. Highest Occupied Molecular Orbital
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Nous avons vu dans le chapitre précédent différentes approximations de I'équation de
Schrddinger. Les deux les plus utilisées sont les formulations de Hartree-Fock, et la théorie
de la fonctionnelle de la densité. C’est cette derniere que nous avons choisi d’étudier, car I'ha-
miltonien ne dépendant que de la dengitéa construction peut se faire avec un codt linéaire
par rapport au nombre d’électrons.

Dans un premier temps, nous détaillons I'implémentation du potentiel d’échange-corréla-
tion Vy¢ et du potentiel extériew. Si 'on connaissait la forme exacte ¥g., alors la DFT
nous permettrait de calculer exactement I'état fondamental d’'un systeme. Malheureusement,
ce n'est pas le cas, et plusieurs approches existent pour construire un potentiel d’échange-
corrélationVy. possédant une vraisemblance physigue. Nous présentons ici une des plus con-
nues, diteApproximation de la Densité Locale (LDADe plus, on utilise dans les codes de
calcul de structures électroniques, encore appelés emdegio, une forme lissée du potentiel
d’interaction entre un électron et un noyduappelégseudo-potentieLe pseudo-potentiel
doit vérifier certaines propriétés physiques, et conserver le comportement asymptotique de
V. Les principales conditions requises sont expliquées ici, puis nous donnons un exemple de
pseudo-potentiel, utilisé dans nos tests.

La deuxieme partie de ce chapitre est consacrée aux principaux types de bases de projec-
tions habituellement utilisés dans les codes. On distingue deux grandes familles de base : celles
de type gaussienne ou Slater, qui offrent 'avantage d’étre localisées spatialement autour des
noyaux, et celle des ondes planes, qui permet de résoudre simplement le probléme a l'aide de
transformées de Fourier. Aprés avoir écrit la discrétisation des équations de Kohn et Sham,
nous détaillons les avantages et les faiblesses de ces deux types de base.

Nous traitons dans la derniére section de la prise en compte des conditions aux bords pério-
diques pour résoudre ce systeme. Certains caldésitio permettent en effet de calculer I'état
fondamental d’'une molécule dans le vide, en mettant cette molécule au centre d’'un ouvert
Q, et en supposant que cet ouvert soit assez grand pour que toutes les fonctions du probléeme
(potentiels, orbitales) aient leurs supports inclus danBour des potentiels comnveou \¢,
nous verrons quelles techniques appliquer pour traiter leurs comportements a longue portée, en
1/|r|. Nous présentons en particulier I'utilisation des conditions aux limites périodiques dans
le cas d’'une résolution a base d’ondes planes.
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1.1 Approximation des potentiels de la DFT

Nous avons introduit dans le chapitre précédent une fonctionnelle de la dBp§itéconte-
nant toutes les interactions auxquelles sont soumises les orhjkalkeisque les autres termes
ne prennent pas en compte. L'énerdig[p] est une somme d’interactions complexe, et il
est tres difficile de lui donner une forme réaliste. La prochaine section en propose une forme
inspirée du cas ou le systeme n’est composé que d’électrons, appelé gaz d’électrons uniforme.

I1.1.1) Potentiel d’échange-corrélation selon I'approximation de la den-
sité locale (LDA)

L'énergie d’échange-corrélation doit comporter plusieurs termes correctifs.
— On a suppose I'énergie cinétique sous la forme d’'une somme :

occ 1

Fe= Z.Z‘ni < llJi,—QA gi >,

ce qui nest vrai que pour le cas d’orbitales non interagissanittisamiltonien dépen-
dant des orbitales, celles-ci interagissent donc entre elles, et 'on commet une erreur de
modélisation.

— Le potentiel entre les électrons est pour I'instant purement coulombien, exprirkg par
(1.13) : un électron voit tous les électrons au travers de la densité électronique, et en
particulier il se voitui-méme

Un des enjeux essentiels de la DFT est de trouver la meilleure expression possillgaour
c’est I'exactitude de ce terme qui rendrait la modélisation selon la DFT exacte. En théorie,
étant donné le comportement asymptotiqu&/gle

N
Vc(r) ~—,
r]
Vyc devrait se comporter erl/|r|, afin qu'asymptotiquement une orbitale voie Ns- 1
autres orbitales. Malheureusement, les différentes approximatiovig geoposéesd3, 38,
97, 18] décroissent exponentiellement quangd— +. Ces potentiels sont calculés a partir
de I'énergieZy: [93] :

|r|—>+oo

Eiclpl = [ p(r) exelp(r))cr. (1)

occ
avecp =2 Zni |Wi|? (configuratiorclosed she)l La fonctionnelle de la densigg s'interpréte
i=

comme I'énergie d’échange-corrélation d’une particule dans un gaz d’électrons urifddme
décompose généralement en deux termes d’échange et de corrélation :

Exc[P] = &x[p] +&c[p],

LPour des orbitales interagissantes, une forme de I'énergie cinétique a été donnée dans I'approximation de
Thomas-Fermi.

2Sj la densité varie assez lentement, alors on suppose qu’elle est localement uniforme, d’ot le nom d’Ap-
proximationLocalede la Densité.
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et on obtient le potentiel correspondant en dérivant I'expression par rapport a

0€xc
Vyc =€ —_—.
e = &xc(P) +P 30
La partie d’échange est égale, a un facteur pres, au terme introduit par Slater en 1951 pour
traiter 'échange dans I'approximation de Hartree et Fock :

_ 33,3
&xlpl = —7(-P)™",
qui correspond au volume du gaz d’électrons libres de depsidn I'écrit différemment, en
introduisant la variables = (%)1/%1/3 :
3
&x[p] = _mrs-

Physiquement, cela signifie qagest constant dans la sphere de raygmui contient exac-
tement une charge : plug est petit, et plus les charges sont proches. Cela correspond a une
région de haute densité.

L'énergie de corrélation a d’abord été estimée par Wigh&4d][ puis corrigée plus récem-
ment par Ceperley et AldeB§] :

044
£c(P) = Crs+7.8

Les valeurs numériques sont obtenues de maniere empirique, par des calculs Mont@é2Carlo [
D’autres méthodes existent pour évaluer cette énergie de corrélation, et pour calculer I'énergie
d’échange et de corrélation dans sa totalité, en utilisanAinsi, Hartwigsen et alg2] ont
établi une formule, a I'aide des approximations de Padg:[

o ao+ayrs+agrs+agrs 11.2)
xe b1 rs+ by I’sz-i— b3 r33+ by I’g. .

Les coefficients; eth; sont déterminés par une méthode Monte Carlo.

La forme (1.1) de I'énergie donne des résultats plutot bons; cela provient du fait que la
LDA simule correctement I'existence du voisinage excluant la présence d’autres charges élec-
troniques autour d’un électron. La précision est bonne lorsque le nombre d’électrons est pair
(ni = 1 pour touti = 1, 0cc) et que I'on a évité les brisures de symétrie (un état dégérfére
posséde la méme portion d’électron dans chacun de ses @tats :- = nj;, = 2/r). Le cas
échéant, il convient de distinguer les deux électrons de méme énergie, mais de spin différent
(al'origine du facteur 2 de la formulatiariosed she)ldans la formulation de la densité. Cette
méthode est connue sous le nom de Local Spin Density Approximation (LSDA), et I'on évalue
Vyc en fonction d’une variable supplémentaire, le spin de I'électron.

Remarque 11.1.1 En pratique, les fonctionnelles de la LDA sous-estiment I'énergie d’échange
des atomes et molécules, parce qu’elles se basent sur un gaz uniforme d’électrons. Des correc-
tions mettant en évidence la non uniformitépdent été élaborées, par exemple en supposant
gue‘Exc dépend également du gradient de la densité électroniGeaéralized Gradient Ap-
proximation (GGA)).

Ticlp] = | p(r)exclp(r). Op(r)dr.
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11.1.2) Pseudo-potentiels

Le potentiel généré par un noyau est de la foxhiie) = —‘Zr—“‘. On peut pour éliminer sa sin-
gularité convolue¥ avec une fonction de clas€. Pour avoir une vraisemblance physique,
on préfére écranter le noyau avec les électrons de cceur, c’est-a-dire considérer le potentiel
global engendré par le systéme composé du noyau et des premiers électrons, au li€unde
résout alors les équations de Kohn et Sham pour les électrons des niveaux supérieurs, qui ne
sont pas pris en compte dans ce potentiel. Cette approximatioffirahiésn core approxima-
tion, provient du fait que les électrons proches du noyau restent relativement inertes lorsque
I’'on change I'environnement chimique de I'atome : ils ne changent pas d’état.

Les pseudo-potentiels ont originellement été introduits dans les systemes discrétisés sur
base d’'ondes planes (partie2.2)). Soit B(Rqy,roc) la sphére de rayonyc et de centre le
noyauRy. Les pseudo-potentiels sont construits selon plusieurs critéres :

1. A I'extérieur de B(Rq,loc) : les interactions a longue portée doivent étre respectées
(comportement en /I), et les orbitales); solutions du systemd.p0) approchent le
plus possible les orbitales sans pseudo-potentiel. Dans la figlyen donnevq. etV
en fonction de<= |r|. Le trait verticalx = rjoc délimite le domaine de validité physique
du pseudo-potentiel.

2. Alintérieur de cette boule, on requiert de la régularité pour le pseudo-potentiel et I'or-
bitale. Le pseudo-potenti®|yc sera plus ou moins profond selon les modéles, i.e. il va
plus ou moins bien simuler I'attraction des charges positives du noyau sur les électrons.
Il'y a un compromis entre vraisemblance physique des orbitales, et leurs régularités.

3. Transférabilit§ 79] : afin que les pseudo-potentiels décrivent précisément les propriétés
de la matiere, c’est-a-dire qu’appligués au méme atome dans des contextes chimiques
différents, les résultats restent aussi précis, il faut que dans la s@iBger|oc), le
pseudo-potentiel ne dépende pas du contexte chimique, mais uniqguement de I'atome
considéré : de cette condition on détermine le raygn

4. Conservation de la normeHamann et al.§8], en plus des conditions précédentest
de 2, requiérent également la conservation du potentiel électrostatique généré par les
électrons de coeur a I'extérieur @Ry, roc). On demande également une conservation
de la dérivée logarithmique de la fonction d’onde de chaque état de valence par rapport
a I'énergie, de maniere a minimiser les erreurs dans le calcul des énergies propres.

A partir de ces différentes propriétés, on peut construire des pseudo-potentiels qui prennent

en compte la physique des électrons les plus proches du noyau. Le pseudo-potentiel integre

I'action des électrons de cceur, et a I'extérieur®l&y, rioc), ON reconstitue exactement leur

effet. Les équations de Kohn et Sham sont résolues pour les électrons les plus éloignés du

noyau.

Les pseudo-potentiels utilisés dans cette these pour simuler les noyaux et les électrons de cceur
sont de la forme9?2] :

Zy ( Ir| ) l('”)2( Irl\2 rl \a Ir| 6)
Vioe(r) = ——erf +e 2N’ (C1+Co(—)+C3(—)"+Ca(—)" |, (1.3
oc(r) ‘r| \/Erloc ! 2(rloc) 3(rloc> 4(rloc) (11-3)

ouerf est la fonction de répartition de la loi normale, définie par :

2 (%
erf(x):ﬁ/ e dt, YxeR.
0
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Les coefficient&y, roc, C1, Co, C3, C4 dépendent de la nature de chaque atome. Les valeurs
pour les éléments allant de I’hydrogéne au radon sont données dans I'article de Hartwigsen et
al. [92].

Remarque 11.1.2 On peut également utiliser des pseudo-potentiels a plusieurs candus
on s’éloigne du noyau, moins ils verront les effets des électrons sous eux : on matérialise cela
par l'utilisation de plusieurs jc.

En observant la figurg.1, on se rend compte visuellement de I'impact de l'utilisation d’un
pseudo-potentiel : en effet, pour une fonctibg L2 quelconque, on aura :

< V> < < f Vjef >,

ce qui signifie que I'énergie potentielle associéé.a sera plus grande (algébriguement) que
celle associee ¥.

I v_{loc}(x) — A
-1/x— |

01 02 03 04 05 06 07 08

FiG. 1.1 — Comparaison entre le pseudo-potentiglkik) de I'nydrogéne, et le potentiel en
1/x, x=1r|. Le trait vertical correspond a I'abscisse=rqc. Les propriétés physiques requises
sur Moc sont valables pour 1> rqc.

Nous verrons dans le dernier chapitre que I'approximation locale des pseudo-potentiels
n'est pas suffisante pour simuler exactement le systeme : en effet, chaque état posséde une
symeétrie qui lui est propre, (étassp, d...), et leurs énergies sont ordonnées. Lutilisation de
Vioc peut impliquer un changement dans cet ordre, et il se révele alors nécessaire de rajouter
un autre terme, dit “non local”, qui réordonne les états qui posent probleme (typiquement les
étatsp etd). Le lecteur intéressé peut se référer aux articles de Kleinman et Byledfjer [
Bachelet et al.10], Hamann 87], Gonze et al. §1], et Hartwigsen et al.92].

1.2 Bases de projection
L'utilisation de pseudo-potentiels est étroitement liée & la base dans laquelle est exprimé le
probléme. En effet, dans le cas de fonctions de base non localiséeRYahsst nécessaire

d’approcher la physique pres des noyaux, afin de ne pas augmenter le nombre de fonctions
de base pour décrire les phénomenes qui s’y déroulent. C’est le cas des ondes planes. Nous
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présentons ici deux familles de base importantes dans le @ddduoltio. Les critéres que I'on
cherche pour ces fonctions de base sont les suivants : la complétude, un nombre minimum de
fonctions de base pour une erreur minimale, I'orthogonalité, et la compacité.

PourD fixé, on recherche les orbitalgs dans un espace engendré par la fam{li® }v—1,...p

, pas nécessairement libre ni orthogonale. Si on discrétise le probleme selon une formulation
de Galerkin, alors apparait la matrice de masSe- [< Xvs Xp >] Soit Cl) =

v,u=1..D"
. D
{c\(,')}v:LD les coefficients de la projection dg dans cette basey; = Z C\(;I)Xv , alors
v=1
chaque équatior ; = € P se transforme en un systéme linéaire, podrl, occ:
HC = gocW, (11.4)
Vv, ueL,...,D]?, Hyy = <Xv,H Xu>. (11.5)

Dans cette partie, on ne tiendra pas compte des états d’occupdatitnoduits dans le chapitre
précédent; les calculs sont les mémes aux factgysses. On exprime la densité dans cette
base :

occ D D
p = Z Z Cv Cu XvXu = Z Ry, uXv Xy (11.6)
v,u=1 v,u=1

occ

PRu = Zc\,' cp

ou P est appeléenatrice densité etX est le conjugué dg. Dans la matrice de I’hamiltonien
H, figure en particulier le terme Xy, Vc Xu >, qui S’écrit encore :

<Xo Ve Xu> = Z Ppo // Xv(r XA T >Xu( )drdr’. (I1.7)
Ao=1

Lorsque I'on considére des fonctions de bagseentrées sur les atomes, alors dans I'équation

(11.7) figurent des fonctions centrées sur quatre atomes au maximum, que I'on calcule une fois

pour toutes.

Un algorithme itératif de résolution des équations de Kohn-Sham peut se présenter de la ma-

niere suivante :

1. Alitérationk, on connaiﬁ", discrétiseé sur la basgxy }v—1...p . On peut alors construi-
re les potentiels suivants :
— le potentiel de Hartreg,
— le potentiel d’échange- correlatlmj‘c,
qui permettent de former I'hamiltonief® & I'itérationk.
2. Construire la discrétisation de I'hamiltoniétf composée des éléments¥).

3. Déterminer lesocc plus petites valeurs proprest™ et les vecteurs associgs ! du
probléme aux valeurs propres généralisé).

4. Former la nouvelle densigt!.

5. Lalgorithme a convergé lorsque pour une certaine nofing|, la différence|||pk —
pkt1||| est inférieure & fixé. Dans ce cas, on peut déterminer I'énergie toflfedu
systeme.

Le cas échéant, former une nouvelle dengfté et retourner en.
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Nous détaillons I'algorithme dans le chapitve Schématiquement, il se présente sous la

forme :
/ \

Potentiel de Hartree | Potentiel d’échange corrélation
~ =k
VY Vil

Si||[p* — eIl >
Calcul depktt

Sinon
arrét de I'algorithme

Y
k+1 k+1
{€i+7wi+}

Dans cette partie, nous présentons deux familles qui n’ont a priori pas de sens physique,
mais qui sont trés largement répandues : les fonctions de type gaussienne, et les ondes planes.

11.2.1) Orbitales de type Slater ou Gaussienne (STO et GTO)

Dans des approximations basées sur la fonction d’onde (de type Hartree-Fock) comme dans
la DFT, on utilise des fonctions centrées sur les atomes possédant une certaine vraisemblance
physique. Nous présentons ici deux types de bases. Davidson et B&]ldohnent une des-
cription détaillée de la construction des baSa€] et Shavitt 32 celle desGTQO, et de leur
implémentation dans le programme GAUSSIAN.

Orbitales de type gaussienneGTO)
Sur un maillage cartésien, on exprime chaque fonction d’'onde dans une base de fonctions
de type :

XCa(r) = CxlymPegalrl?,

Le réelC est le coefficient de normalisation de la fonctxﬁh, a est le diametre du support de
la fonction de base (c’est-a-dire la largeur de la diffusion), et il prend un ensemble de valeurs
discret. Poura fixé, le paramétre = ¢+ m+ n permet de classer ces fonctions de base en
différentes symetries :

e L =0 : une fonction de symétrie sphériqueelle décrit bien les orbitales de type
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e L = 1: trois fonctions, antisymétriques selon les trois axeglles correspondent aux
fonctions de symétrie.

e L =2:6 fonctions en tout, soit 5 fonctions de tygeet une fonction de typg

En fait, parmi Iesw fonctions de la familleL > 1 apparaissent des symétries déja

représentées dans les fonctians 1 : on obtient alors une redondance de I'information phy-

sique. Cependant, ces fonctions permettent un calcul efficace des coefficients de I’hnamiltonien

ou figurent I'interaction de quatre fonctions de base avec un potentiel coulombignDe

plus, a partir d’'un ensembl{a(ﬁa}, apparaissent d’autres fonctions de cette famille. Ainsi, si

I'on utilise la fonctionxga pour exprimer l'orbitale de I’hydrogéne, apparaissent trois autres

fonctions, issues de la projection du laplacien sur cette foncb'@a (avec/ oumoun égale
2).

Le calcul de la matrice de maseéket des intégraled|(7) est analytique dans cette famille
de représentation. Cependant le comportement de ces fonctions n’est pas fidele a celui des
orbitales : en effet, ce sont des fonctions possédant une dérivée continue en zéro, alors que les
orbitales n’en ont pas, et la décroissance est trop rapide quangtoo.

Orbitales de type Slater STO

Les STO semblent elles étre du point de vue physigue un choix naturel de fonctions de
base : elles possedent un point de rebroussement a 'origine, et une décroissance exponentielle
a l'infini ;

Xﬁhm’z(r, 0,9 = crleg @ Yim(6,9),

ou n est le nombre quantique principal (cf préambuleparamétrise la décroissance radiale

dexﬁl,mvz, ety m est I'harmonique sphérique définie par :

Vin(0.9) = | 2t (o Phicose) e

avec | [+m
) m2 0 2

Ph() = 5 (1=X™? g [ 06— 1)),
Ces fonctions engendrent des calculs plus compligués, notamment pour évaluer les termes po-
tentiels, ou apparaissent des intégrales de produit de quatre fon¢tiohe( pour lesquelles
on ne dispose pas de formules analytiques. Une méthode consiste a approcher une STO par
combinaisons linéaires de GT®3Z, pour lesquelles ces intégrales sont faciles a évaluer : on
définit alors une fonction de base du type :

A
C G
Xt =Y dutXCas
L=1

les coefficientsl,_; étant choisis pour s’approcher le plus possible d’une fongtioDe telles
fonctions de base sont appeléasctions gaussiennes contractées (CGE7]. Ces fonctions

ont d’abord été utilisées dans les programmes axés sur les fonctions d’onde (Hartree-Fock)
(Gaussian, Turbomo)epuis sur la DFT PGauss, DeMon
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L'inconvénient majeur de ces deux types de bases est connu sous le eiveudde su-
perposition de la base (BSSBrenons le cas d’'une molécule constituée de deux composants
A et B. Si I'on résout séparément le systeme de Kohn-Sham pApst pourB, on va utili-
ser des fonctions des ensembfset 5. Pour 'ensemble composé des deux, les fonctions
utilisées pour représenter les orbitales ne correspondent pas a la réunion des deux ensembles
Sae # SaUSs. Les fonctions centrées sur les atomes ont toutes ce désavantage : on ne peut pas
déterminer de famille systématique pour décrire un ensemble de noyaux donné, indépendam-
ment de son environnement chimique. Dit autrement, ces familles sont génératrices, mais non
libres.

11.2.2) Les ondes planes

La méthode n’utilisant que les ondes planes est antérieure aux années 30; on la retrouve
dans de nombreux code€PMD, Abinit, VASE ... La résolution des équations de Kohn et
Sham en base d’ondes planes est explicitée dans 'article de Payneletipl. [

Les fonctions sont définies s@ =]0, L[ avec conditions aux bords périodiques. On les pro-

: ; 1
jette sur 'ensemble orthonormé complet d’ondes plafegs(r) = F e'G'r}Geg2 , avec
L

~ o \3
Q= (TZ) , sous la forme :

G =Y GG we(r)= ¥ c wa(r).

GeQ GeQ

En supposant que I'on a le potentiel de Kohn et Sham dans la base d’ondes planes
véS\NG , on doit donc résoudre le probléme aux valeurs propres suivant :
GeQ

GJ? 1 i i .
%cg) + o > vEP cg),_G =5, vGed (11.8)

G'eQ
La taille de ce probléeme dépend donc du nombre de p@ntsilisés. Le potentieVks est

composé de trois termes, dont deux dépendent de la densité. Au cours d’un algorithme auto-
cohérent, a l'itératiok, on suppose disposer en entrée de la depkité

PN = 3 Pewe(r).
GeQ

A l'issue de litérationk, on obtient une nouvelle densipg&+1 & partir des orbitales calculées
par la détermination des éléments propreslde)(:

1 & 1 < i) ()
P (r) = Zl z CG CG,WG Wg = —3 z PG,G’WGfG’(r)a PG7G/ = ZlCG Cors
G,Ged VL G.G'eQ =
= Y g wel(r).
GeQ
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Les p"Jrl sont les inconnues. Pour les obtenir, il faut former I'hamiltoriéh dépendant de
pX, puis déterminer ses plus petites valeurs propres. L'opérat&u pour partie potentielle
VKS, que I'on décompose en la somw§ = vg +\S + V€.
K
e Le potentiel d’interaction entre noyaux et électroxgr) = Z Vioe(r —Rq) est pro-

jeté sur la base desg : V(r) = veWg. Chaque coeff|C|enth =< V,wWg >=

260
/ V(r)wWg(r) dr se calcule par transformée de Fourier. Ce calcul se gére differemment,
0

suivant que I'on considére une molécule ou un cristal, a cause du comportement asymp-
totique deV. Le lecteur intéressé par le traitement de ces deux systemes trouvera des
informations dans le livre de Marx et Hutter1[4].

e Nous supposons pour l'instant que le terme coulombien est connu par I'expression sui-
vante :

Ve(r) = / v(r —r') pR(r') dr”.
Q
Dans le cas périodique, le noyau de la fonction de Gheatest pas forcément égal a

1
Ir—r’

coefficient de Fourier d&c associé a I'onde plangg est égal a :

. Nous donnerons une autre formewdans la section suivante. Pdaf € Q, le

Ve(G) = 3 PEV(G) 8(G'—G) =P V(G) do= Vg S

GeQ

Une transformée de Fourier discréte et un produit permettent de calculer les coefficients
vg,. C’est un des avantages de la méthode en ondes planes. Le calcul de I'énergie poten-
tielle provenant de ces deux termé®tVc se calcule de la maniére suivante :

Ly na = 3 v+ [ wal)welndr= 3 (ve+§)p.

G,G'eQ GeQ
¢ |l reste maintenant a calculer le potentiel d’échange-corrélation dans cette base :

ch Z VXCWG

GeQ

Si on exprimeVyc dans la base d’ondes plangss } g, €t en supposant que I'on ait une
expression deyc dans cette base (on détermijget I'énergie d’échange-corrélaticityc
en fonction deeyc selon les formules de la partiel.1)), on calcule I'énergie d’échange-
corrélation selon :
‘ZXC — Z 8XC k+1.
GeQ

Cependant, la forme dg est telle que dans le domaine de Fourier, elle possede des com-
posantes non nulles de hautes fréquences : il convient alors de calculer cette énergie et
le potentiel correspondant dans le domaine réel. Il faut alors introduire une discrétisation

dans le domaine réel :
kL K 3
Qn == K E[LNF .
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Le nombre de points de la discrétisatibid dans le domaine réel dépend du nombre
d’ondes planes utilisées pour exprimer les orbitales. On détaille le chdik adlns la
suite. On calcule alorg(r), rk € Qn. On utilise une forme de la LDA (partie.1.1))

pour calculetexc(p) etVyc, et on effectue une transformée de Fourier discrete pour avoir
Vyc en base d’ondes planes.

Pour projeter les fonctions dans un espace de dimension finie, on doit tronquer les séries
surG. Le potentiel de Kohn et Sham est composé de deux termes coulombiens; |epdur
lesquels la transformée de Fourier se comporte 46|# (Nous détaillons ce calcul dans un
cas similaire dans le prochain paragraphe). Pour ces potentiels a longue portée, la précision
dépend du module dé. Dans les codeab initio, on développe donc les orbitalgs selon
une somme d’ondes planes dont les fréque&esrifient :

1
5 |G* < Ea, (1.9)

ou E¢yt est appelée I'énergie de coupure, autoff Cette inégalité signifie que I'on prend
toutes les ondes planes dont I'énergie cinétique est infériekrg.al y en a 2_1112L3 Egdtz ,
et elles sont situées a l'intérieur d’une sph&g centrée en 0, de raydBmax = ZT”kmax. La
discrétisation dans I'espace réel doit donc étre égalg,a2 1 dans chaque direction. Pour la
densité, le cutoff est multiplié par 4, ce qui signifie que I'on prend 8 fois plus d’ondes planes,
et donc 8 fois plus de points dans I'espace réel : on construit ¥esur N = (4kmax—+ 1)3
pointsry, ce qui nécessitlal?’% L3 Egﬁf opérations.

Si I'on veut étre tres précis au voisinage d’'un atome, il faut élever le chtgffafin de
caractériser correctement les phénomenes locaux : la est la limite de la méthode par ondes
planes, et cela implique que pour un nombre de fréquences raisonnable, la convergence est

lente.

Cette méthode offre une expression simple de la fonction inconnue, et Siadppfopose
une méthode ou on la résout la ou le potentiel varie peu : entre toutes les sphéres de centre les
noyaux. On peut utiliser des bases mixtes GTO/STO et ondes planes, en effectuant une décom-
position de domaines (spheres autour des noyaux, et I'espace restant, appelé interstitiel), ou en
faisant coexister des fonctions de nature différente. Par exemple, la méthodé\agwénted
Plane Wavesa été implémentée dans le cOMEN, pour résoudre des systéemes cristallins, ou
la densité solution possede des symétries et périodicités. Pour ce genre de systéme, je renvoie
au livre de Ashcroft et Mermind].

1.3 Prise en compte des conditions aux limites

On se place pour résoudre le systeme de Kohn et Sham selon des conditions aux bords
périodiques. Nous justifions ce choix par le fait que nous voulons traiter autant des molécules
gue des cristaux, et qu’une structure périodique s’implémente sans trop de difficultés en trois
dimensions.
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— Dans le cas du cristal parfait, on se place sur une maille élémentaire du réseau d’atomes.
La périodicité du potentiel selof2 =]0,L[3 va faire apparaitre dans les orbitalgsdes
composantes selon les fréquences propres du réseau, suivant le théoreme dé]Bloch [
Nous ne traitons pas cette configuration dans la thése.

— Dans le cas de molécules, nous centrons les atomes au milieu de la boite, et nous assurons
qu'aux bords de I'ouver® =|0,L[3, les différents potentiels sont nuls. Cette condition
est difficilement réalisable, compte-tenu du comportement asymptotique|endés
potentiels extériewv et de Hartred/c.

Nous proposons ici deux solutions pour traiter ces problemes de potentiel & longue portée.
La premiere est aisément calculable si le systeme est résolu en ondes planes, mais plus com-
plexe & implémenter pour des bases comme les ondefetisus présentons alors dans le
deuxieme paragraphe une maniére de contourner ce probléeme que nous utiliserons dans notre
implémentation (chapitrg).

11.3.1) Méthode en ondes planes

Une premiere maniére de traiter les potentiels a longue portée est de les couper : on rem-
place dan¥/ks toutes les expressiong|t —r’| par une fonctiory définie par :

1
V(r—r’)y = ——X.(r—r"),
( ) ’r _ r/’ ch( )
ourc est le rayon de coupure. Le calcul de I'énergie tofaléépendra donc de la taille d&
et de ce rayon de coupurg On définit alors le potentiel extérieur créé jganoyaux par :

K K
Vr=(xy2, V()= V(r—Ra) :/Rs S &(r' — Ra)v(r —r')dr.
o=1 oa=1

On peut choisiry;, de plusieurs maniéres. On peut simplement prendre l'indicatrice sur la
boule de centre 0, et de rayog ou bien une fenétre plus lisse, de type Fermi-Diracl -

e® (I"=re)y, Pour rester homogene, il convient alors d’écrire le potentiel de Hartree également
avecv :

Vir=(xY,2), Vc(r)= /Rgv(r —r)p(r")dr’, vr e R® (1.10)

Il vaut mieux exprimer la convolution de I'équatioh.{0) comme un produit dans I'espace
de Fourier. Prenons le cas gk est l'indicatrice sur la boule de centre 0, et de raygrLa
transformée de Fouriér est & symétrie sphérique, cars’exprime uniquement & l'aide du
rayon|r| : on pose alor§& = G Z et en passant en coordonnées sphériques, il vient :

R 2n e T .
V(G) = / d(p/ r/ sinB e G 1o do dr
0 o Jo

e sinGr cosGre—1
= 471 dr=—-An————
) 5

. 8T[.2 Grc . 2 . Grc
= gz sin ( > >_2nrcsmc2( > )

3Ces fonctions de base seront introduites dans le chapitre
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Il suffit alors d’effectuer le produit d& avecp, puis de faire une transformation de Fourier
inverse pour détermin&t. C’est cette méthode qui est utilisée dans des codes telshjoi.

En appliquanty,. au potentiel, on peut calculer la transformée de Fowrjeui est dans

LY(R). Si on garde la form&(r) = \r\’ alors on prend de moyenne nulle, et I'on résdut

—AVc = 4mp sur Q (1.12)

/vczo.
Q

Nous allons voir dans la partie suivante ce que cela implique du point de vue de I'énergie.

11.3.2) Alternative pour une méthode a base d’ondelettes

Si I'on calcule le potentiel de Hartree sur une autre base que celle des ondes planes, il est
difficile d’exprimer simplement I'équation différentielle associée a la fonction de Green de la
forme (1.10). Nous revenons donc a la formiér) = ﬁ et déterminons le potentiel a I'aide
de I'équation de Poissom (11). Cela implique notamment que I'on détermigede moyenne

nulle :
/Vc(r) dr =0
Q

alors que dans le systeme physiqug,n’est pas de moyenne nulle : il va donc y avoir un
décalage dans I'énergie totale. De maniére homogéne, on ne va pas considérer le potentiel
extérieulV (r) = TK_; Vioe(r —Ry), maisV’ de telle sorte qu¥’ soit de moyenne nulle :

/QV/(r) dr =

On calcule I'énergie totale de la maniéere suivadi2]] :

Elp] = Z:t:‘|‘/QV/(r) ) dr +/VC r) dr + Exc[p] + Ecore + Eewald,
Ec =p§/(\/|(r—R)+ Z“)dr Eewal // ) dr .
ore OO(:l o oc a \r—Ra\ ) wald = 2 ]r—r[

le(r,r") = ZZZGZBB(r—Ra)B(r’—RB pOIZZqér—Ra) ZAé(r’—Ra)
B o7p d=1

+p3,

ou po est le nombre de charge moyen d&hspg = ﬁ zgzlza. L'énergieEcore COrrespond
dans la figurel.1 & la différence d’aire entre le potentiel efrlet le pseudo-potentiel, pour
tous les noyaux de la cellufe. La somme d’Ewald fait intervenir I'interaction entre différents
noyaux.

En conclusion de cette partie, nous avons vu quelles étaient les difficultés de la simula-
tion numérigue des équations de Kohn et Sham : 'approximation du potentiel et de I'énergie

40n se place en unité CGS.
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d’échange-corrélation en fait un modele approximatif de I'énergie totale.

Les deux types de fonctions doivent a la fois permettre une évaluation locale des phéno-
meénes précise, et I'étude de systéemes possédant beaucoup d’atomes, et de géométries diverses.

Les orbitales GTO et STO, centrées sur chaque noyau du systéme, permettent une bonne
description des orbitales. Cependant, la redondance de l'information dans ces bases rend dif-
ficile I'élaboration d’un programme efficace. Les ondes planes, quant a elles, possédent d’ex-
cellentes propriétés numériques, et permettent de traiter dans le domaine de Fourier les singu-
larités des interactions électrostatiques, ainsi que les conditions aux bords de maniere élégante
et simple. Leur désavantage majeur est leur délocalisation spatiale, qui ne permet pas de “zoo-
mer” sur une région ou le potentiel varie fortement.

Dans ce contexte, l'utilisation de bases adaptées a la géométrie du systéme devient néces-
saire. Des techniques de décomposition de domaine ont été utilisées, en mixant les deux bases
précédentes, et le codage d'une telle méthode s’avére fastidieux, mais efficace. L'utilisation
d’une unique base, qui au fur et a mesure de I'algorithme se concentrerait sur les zones néces-
sitant beaucoup de précision, permettrait de traiter automatiquement tout type de géométrie.
C’est pourquoi depuis une dizaine d’années on commence a évoquer les ondelettes, comme
fonctions de base adaptées a ce genre de calculs.

Le prochain chapitre est dédié aux ondelettes : apres avoir donné les principes de I'analyse
multirésolution biorthogonale, et les propriétés d’approximation des bases d’ondelettes, nous
présenterons les différentes bases que nous avons étudiées pour résoudre les équations de Kohn
et Sham.
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APPROXIMATION DANS DES BASES
D'ONDELETTES ORTHOGONALES ET
BIORTHOGONALES

Les bases présentées dans le chapitre précédent possedent des inconvénients qui doivent
étre contournés pour la mise en ceuvre de gros systemes physiques. Actuellement, kais codes
initio permettent de déterminer I'état fondamental d’un systéme contenant quelques centaines
d’atomes. Pour traiter des problemes plus complexes, notamment en chimie, il est nécessaire
de chercher une base s’adaptant systématiquement a la configuration atomique.

Les ondelettes sont bien localisées dans I'espace réel et de Fourier, et doivent permettre de
représenter la densité avec un petit nombre de coefficients. De plus, elles sont un outil permet-
tant d’exprimer simplement les différents opérateurs, et d’effectuer les différentes opérations
entre opérateurs et orbitales avec un codt linéaire par rapport au nombre de fonctions de base.
Les avantages des ondelettes pour calculer la structure électronique d’'un systéme ont été mis
en avant dans différentes études. Ainsi, Fischer et Desfranceschi montrent les propriétés des
transformées en ondelettes continuéd,[puis discretesq1] pour résoudre les équations de
Hartree et Fock en une dimension. Cho, Arias et4l] fnontrent I'intérét des bases adapta-
tives d’ondelettes, dans le cas d’'un modéle simplifié ot I'on calcule I'énergie de I$paiut
différents types d’atomes. Arias a par la suite développé I'expression du probléme dans le
cadre d’'une analyse multirésolution, en introduisant un certain type d’ondelettes interpolantes
[111, 6, 63]. Une attention particuliére sur le colt linéaire d’un algorithme a base d’ondelettes
dans le cadre de la DFT a été portée par Goedecker &7al §].

Un probléme important dans la DFT est le traitement du terme non linéairgui né-
cessite de se placer sur une base interpolante : on discrétise la gessik potentieN,,
dans la base de collocation d’une analyse multirésolution biorthogonale. Apres avoir donné
les principes d’une analyse multirésolution biorthogonale, et les critéres d’approximation de
fonctions dans une base d’ondelettes, nous présentons les différentes fonctions de base utili-
sées. Nous construisons ensuite des ondelettes adaptées a notre probleme, c’est-a-dire sur le
toreT = (R/Z)3.

La plupart des résultats énonces ici est présentée de maniere plus compléete dans les livres
d’Albert Cohen }2], de Stéphane MallatlfL3 et dans les théses de Roland Massbtf et
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Marco Verani [L50.

1.1 Geénéralités sur les analyses multirésolutions biortho-
gonales monodimensionnelles

Les ondelettes ont été créées par Morlet et GrossB@ndomme une alternative a I'ana-
lyse de Fourier. Grace a la notion d’Analyse MultiRésolution (AMR) introduite par S. Mallat
et Y. Meyer, la théorie des bases d’ondelettes a pu étre développée, notamment leur construc-
tion, leurs propriétés, et algorithmes associés (Y. Mey&r][ S. Mallat [L12] et |. Daubechies
[53]). Dans cette partie nous présentons le principe de I'analyse multirésolution, et les princi-
pales propriétés des ondelettes Rur

Définition I11.1.1 Dans le cas dyadique, une analyse multirésolution (AMR) est une séquence
de sous-espaces fermésVL?(R) vérifiant les propriétés suivantes :
() Vj€Z,Vj CVj41.
(i) L'union de ces espaces est dense dari®l, et leur intersection est réduite a la fonc-
tion nulle.
(i) Les espaces sont reliés entre eux par une relation dyadique, donnairivamn@nce
par dilatation des espaces;\V

feVie f2)eViie f27)ew.

(iv) 1l existe une fonctiop € Vp appelédonction d’échelletelle quegy = {¢(. — k), ke Z}
forme une base de Riesz dg:Vensemble des combinaisons linéaires finies d’éléments

de @ est un sous espace dense geef pour une fonction £ z ck@(. —k) de\p, ona
keZ

I'équivalence entre les normes(R) sur f et P sur les{cc}kez, C'est-a-dire qu'il existe

deux constantes a et0,< a,b < +oo, telles que :

1
a(y led?)? <IIflle<b (Y |2,

I~ (S ledl?)2. (1.2)

keZ

NI

gue I'on note :

NI

Cette derniere propriété exprimedtabilité du développement d’'une fonction de I'espace
Vo sur la basey. La relation d’'invariance par dilatatigiii ) et le fait quegp forme une base de
Riesz dév (iv) nous permettent d’en déduire que la famije= {@; x = 21/2¢(2). — k), k € Z}
est également une base de Riesz de I'espgace

D’aprés(i), on peut exprimer la fonction d’échelfedans la basey deVs :

GX) = V23 hno(2x—n), (111.2)

nez

avec(hy)nez € 12(7Z). Cette relation s’appellelation a deux échelle®t les(hn)nez forment
le filtre contenant toutes les propriétés sur les fonctions d’échelle de 'AMR.
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D’aprés la propriétéiv), toute fonctionf € \y est décomposée de maniére unique selon

f= Z c ®(. — k), avec{cklkez dansl?(Z); on peut associer @ une base de Riesp,
keZ
biorthogonale [45], telle que le coefficienty soit égal au produit scalaire avet —K) :

VkeZ, o=<f0.—k) >.

La condition de biorthogonalité est donnée par :

~

(@(.—Kk), (. —1)) =& , VK1 € Z. (1n.3)

La fonction@ vérifie également une relation & deux échelles analoglie2) ( le filtre associé

est noté{ﬁn}nez . La fonction d’échelle biorthogonatgn’est en général pas davig et nous
supposerons gqu’elle engendre une AMR biorthogoﬁate L%(R). En particulierpn’est pas
déterminée de maniére unique pour la fonction d’échelle pripadénsi dans le cas des on-
delettes interpolantes, nous verrons qu’un schéma de lifting permet de construire a partir d'un
Dirac 8 comme fonction d’échelle duale des fonctions d’échelles duales bien plus régulieres
(cf paragraphdil.2.4)). _ _

Une fonction de base de 'espaégsera notée; x = 2//2¢(2). — k). On définit alors 'opé-

rateur de projection biorthogonafp de L%(R) dansv; par :

Vi€ L3(R), Pif = > (f, O .k) Ok
kez

et de facon symétrique I'opérateur de projectﬁprdansvj. Nous supposons quget ¢ sont

a support compact [53]. Le théoréeme suivant nous donne des conditions de normalisation
des deux fonctions d’échelles de la base biorthogonale pour un comportement correct de la
projection suV; lorsquej — +-o.

Théoreme 111.1.2 (Cohen 2]) Soient deux bases biorthogonalgset @0, & support com-
pact, et associees a deux filtres htetels que 'on ait pour chacune une relation a deux
échelles de typel(.2). Alors I'opérateur d’approximation dans’(R), P; f = Z (f, 0P k»

keZ
vérifie
v f e L2(R), Nim [Py f = fl 2y =0, (111.4)
] —+
Si et seulement si
[ #090X 5 ox—k) =1 (111.5)
R keZ

presque partout SuR.

La relation (I.4) est automatique dans une AMR orthogonale, par densité des fonctions
constantes par morceaux ddrf§R). Par contre, dans le cas de deux AMR biorthogonales,
on peut démontrer que la projectiéy est bornée independamment déen utilisant la den-

sité desv; dansL?(RR), on peut alors voir quell(.4) est vérifiée pour touf € L%(R) si et
seulement si c’est vérifié pour toutes les fonctions constantes sur un intefrvaljg, . La
démonstration de ce théoreme se base alors sur I'étude de ces fonctions, et moritté&jjue (
est alors une condition nécessaire et suffisante pour ailodr) (
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On choisira désormaig et @ de moyenne 1. Ce qui revient & dire d’aprésX) que I'on
a une partition de 'unité z @(x—Kk) = 1. En raisonnant en terme de filtre, cela signifie que

S he= th:ﬁ. =

keZ keZ

I11.1.1) Construction des ondelettes

Nous présentons ici I'algorithme de décomposition en échelles ; pouj tolt nous vou-
lons en effet étre capable d’exprimer une fonctign, € Vj1 connue par ses coefficients
d’échellecj 1 :

firi=> Cirik®i+ik-
keZ

sous la forme d’une série de coefficients d’ondelettes représentant la contribution des diffé-
rentes échelles au signgl, ;.

CommeV; C Vj41, on peut compléter I'espadk par un espace not; (pas nécessairement
orthogonal &), et égal aVj = (P11 — Pj)Vj+1, de telle sorte que :

Vit1 =V OW,.

On veut compléter la base de RiggzaleVj par une bas#j = {Yjx = 2172 L|J(2j. —k), ke
Z} deW;, de maniere a former une base de Ries¥jde. Si I'on définit deux nouveaux filtres
1.

g = (D" h et g=(-1)"h, (111.6)
alors on peut montrer que les fonctiopet ) définies par{17], [1179 :
W=v2Y gnp2-n) et T=v2Y G2 —n), (I11.7)
nez nNeZ

engendrent par translation une base des espicet\W. Les fonctionp et §j sont appelées
ondelettes primale et duale. Nous allons a partir de ces relations pouvoir déduire quelques
propriétés sur les ondelettes :

Proposition 111.1.3 (Cohen, Daubechies, Feauveawp]) On dispose de deux AMR biortho-
gonales de &(R) {V;} et{V;} etde deux famille§y; C V; 1 et C Vj,1 vérifiant les relations
(111.6) et (111.7). Alors on peut démontrer les propriétés suivantes :

1. La relation de biorthogonalitél(l.3) entre fonctions d’échelle se traduit sur les coeffi-
cients des filtres par :

> Pacer fn = o (111.8)
ne
2. On en déduit une relation similaire sur les filtres d’ondelettes :
Z O2k+n Gn = Sk, (111.9)
nez

et quey et ) sont biorthogonales.

1Ce n'est pas le seul choix possible.
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3. Les fonctions des ensembies(resp. (o) sont orthogonales & 'ensemblg (resp. \§).

1. En utilisant la relation & deux échelléd @) pour@et@dans la relation de biorthogonalité
(111.3), on obtient I'égalité [(1.8) :

/]ch(x) Px—Kdx = 2 %m A /R(p(ZX—I)cp(Zx—Zk—n) dx

Sk = Hh hn 31 2kin = > hain Pin.
I,n n

2. En formant le produit scalaire dgpar{i(. — k), il vient :

<, P(.—k) > /RqJ(x) P(x—k)dx=2 Zg| gn/R(p(Zx—l) @(2x— 2k —n)dx

= Zg| Gn 01 214n = Z O2k+n Gn,
N n

en utilisant la relation de biorthogonalité|(3). La relation entre les filtres|{.6) nous
permet alors de déduire que

<P P(-K>=Y e (okin M= > Pn o2 = Bok.
n n

Les fonctionsy et ) sont donc biorthogonales, et on obtient la relation entre leurs filtres
(111.9).

3. Enfin, on effectue le produit scalaire suivant :

<P, -k > = /Rtp(x)fp(x—k) dx:ZZg ﬁn/R(p(Zx—l)(p(Zx—Zk—n) dx

= zgl F1n6|, n+2k = 292k+n ﬁn = Z(—l)n+lﬁ1—n—2k F1n-
N n

n

Or par changement de varialte= 1 — n— 2k, on trouve que

Z(*l)m—lﬁlfank hn = — Z(*l)mﬁlfm—ZK hm=— <y, —k) >.

n

Ce produit scalaire est donc nup:et @ sont orthogonaux. On montre de la méme maniére
que( et@sont orthogonaux.

0
Il est de plus montre dangdy| que Ujcz)j est une base de Riesz t&R), et pour tout
f € L2(R):
+00
f=Ppf+ 5 Qf, (11.10)
i=lo
ouQj = Pj1— Pj est la projection biorthogonale d&(R) surw,.
Sil'on se place sur un espavg:
Vi =Vj,®@Wjo @ --- &Wj_1,

ou une fonctionf; s’écrit :

J-1

3 Y dik ik (111.11)

fi="3 Ciok Pjok+
kez J=JokeZ
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alors il existe un algorithme récursif pour déterminer les coefficgpisetd; k, j = jo,...,J—

1 . A chaque étape, connaissaiit1 = Yz Cj+1k Pj+1k ON rééeritfj s = > Cik®ik+
KeZ
dj7kL|Jj7|( avec :

Cik =< fi1l@jx >= Ezﬁnz(cm,n, (111.12)
ne

djk =< fj1a|Pjk >= Ezﬁn%cm,n. (I1.13)
ne

Réciproguement, connaissafjt,; par (I.11), on retrouve les coefficients 1 x par la
formule :
Ci+1k= D Mk-2nCjn+Gk—2ndjn- (1.14)
nez
On a donc un algorithme permettant par des convolutions discrétes de passer depladease
Vj a une autre basej, Uf;ljo P . Nous verrons dans la derniere section comment mettre en
ceuvre un tel algorithme en dimension 3.

I11.1.2) Régularité et ordre d'une AMR

Nous voulons caractériser I'erreur commise en projetant une fonction de I'espace de Sobo-
lev H™(R) dans un espadg. Pour cela, on a besoin de critéres de régularité sur les fonctions
de base. On peut établir un certain nombre de propriétés en se placant dans le domaine fré-
quentiel. Par convention, la transformée de Fourier d’une fondtien.}(R) s’écrit :

f(w):/Rf(x)ei‘*’de

En effectuant la transformée de Fourier ge L1(R), vérifiant la relation & deux échelles
(111.2), on obtient :

Qw) = F1(C—2°) fp(%)% (11.15)
h(w) = \ifz thei‘*’k, (111.16)

ou h est une fonction #—périodique appelésymbole Une condition nécessaire pour que la
fonction d’échelle appartienne@", est que I'on puisse factorishrsous la forme%3] :

A(w) = <1+§_'w) p(w), (11.17)

ou p est un polynéme trigonometriquat2périodique. Le facteur limitant la réegularité ge
estp. Daubechiesq3] montre que si :

sup|p(e)| < 2™
W

alors @ appartient a I'espace de HOIdEF. Sia > 1, alors on obtientp e W' Vr > 2.
Certaines fonctions de bagesont construites a partir de la relatidi.(L7).

En plus de la régularité dg, une autre propriété importante d'une AMR est sa qualité
d’approximation. Celle-ci se caractérise notamment par la reconstruction locale de polynémes
jusqu’a un certain degré. Pour cedadoit vérifier la condition de Strang-FiXp] d’'ordrem:
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Théoréme 111.1.4 Sigpc L1(R) est a support compact, et telle qye@= 1, alors les condi-
R

tions suivantes sont équivalentes :
(i) @ vérifie la condition de Strang-Fix d’ordre m

¢d92nm =0, ncZ*, 0<q<m—1. (I11.18)

(i) va=0,....m—1, x3= % [k9+ pg-1(k)] ®(x—k), avec g1 polyndme de degré g1,
kez
autrement dit on peut reproduire localement les polynémes de degré avec des fonctions

de \b.
La condition de Strang-Fix est nécessaire pour ayoiansH™ :

Théoréme III.1.5 Si@est une fonction vérifiant la relation a deux échellésy), la relation
de stabilité 2 (111.1), et est & support compact et dan§"Hm > 0, alors elle satisfait les
conditions de Strang-Fix d’ordre m. L’entier m sera appetdre de 'AMR.

La condition de Strang-Fix n’est pas suffisante : en effet, si TAMR est d’ondralors la
régularité dep est au plus égale i@, mais elle peut étre strictement inférieurenacomme

c’est le cas pour les fonctions que nous présentons par la suite : les bases orthogonales de
Daubechies, et les fonctions de Deslauriers et Dubuc. Supposons maintenant que la fonction
d’échelle vérifie les conditions du théoremhel.4. Si I'ordre estm, alorsgy permet de repro-

duire exactement les polyndmes<1 ..,x™ 1. CommeW, est orthogonal &, cela équivaut

au fait que les intégrales suivantes sont nulles :

/ka(x)dx:o, vk € [0,m—1]. (111.19)

On appelle ces intégrales lasomentsde la fonctionf. On verra dans la partié¢l.2.4) une
méthode permettant d’'augmenter le nombre de moments nuls de I'ondelette ppinpede
mettant ainsi d’augmenter I'ordre de 'AMR duale.

Une ondelettep a m moments nuls si elle ne voit pas les polyndmes d’un degré inférieur a
m— 1. Cela signifie que son produit scalaire avec une fonctisera grand si la fonction est
irréguliere, et petit sinon. La partie suivante détaille les différentes propriétés d’approximation
d’'une AMR.

111.1.3) Caractérisation locale des coefficients d’ondelettes

Un intérét majeur de I'analyse en ondelettes est sa propriété de compression. Nous avons
vu précédemment que I'ondelette duglgy est localisée au voisinage du point/R, et que
son support est proportionnel &2 Par conséquent, le coefficient

= [ T00B;k(x)dx

sera petit si le signdi ne possede pas localement d'information dont la fréquence est au moins
supérieure & Rautour du point 21k. Ainsi, nous pouvons estimer I'amplitude d’un coefficient
d’'ondeletted; x, en fonction de la régularité de la fonctidn et de I'ordre des deux AMR
biorthogonalegV; } et{V;} :

59
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Théoréme 111.1.6 Considérons une AMRV;} telle que la fonction d’échelle soit & support
compact dans &R), et une AMR duale associée telle que C' (R) soit également a support
compact. On suppose de plus que I'ondelette dygi®sséde p moments nuls. Soit une fonc-
tion f € C5(R), avec s< r et s< p, que I'on décompose en ondelettes selon les coefficients
djx, avec j= jo,...,+o, et ke Z. Alors on peut majorer chaque coefficient d’'ondelette :

|djk| < CZ—j(l/Z-i—S).

A contrario, aux endroits ou la fonction est singuliere, ou elle présente d’importantes variations
a de petites échelles, alors les coefficients en ondelettes correspondants seront élevés. Si la
fonction présente des singularités locales, alors on peut estimer localement ses coefficients
d’ondelette : . .

djl < €272 (14 121x0 — K|)°,

pour tout pointxg tel que la fonctionf € C%(xg), a < 1.

111.1.4) Propriétés d’approximation

On peut, en connaissant l'ordre d’'une AMR, et la régularité d’'une fondtidie L?(R),
determiner I'erreur de projection entfeet P;f. On suppose ici que I'on a deux fonctions
d’échelle biorthogonales et ¢ de L%(R), et que I'’AMR engendrée pap est d’ordrem. On
appelley et () les ondelettes associées.

Approximation linéaire
On définit la semi-norme suit® d’'une fonctionf deHs par :
[Flus =] £ ]|z

Le théoréme suivant permet de caractériser I'ertéurommise entre et sa projectiorP; f
surV; :
j

Théoréme I11.1.7 (Estimation directe) Siget@c L?(R), et si I'ordre de TAMR{V;} est m,
alors on a I'estimation directe :

|f—Pyflo<C27Mf[ym, VfeHM (I11.20)

Une démonstration de ce théoreme se trouve déZjsQn n’utilise pas la relation de bior-
thogonalité entrep et ¢, mais seulement le fait qug reproduit localement les polynomes
jusqu’a 'ordrem— 1.

Dans le dernier chapitre, nous établirons a partir d’expérimentations numériques des estima-
tions d’erreur en fonction de, sur certaines quantités de notre probleme.

On peut également majorer la norrHé d’une fonctionf deVj, selon I'estimation de type
Bernstein :

Théoréme I11.1.8 (Estimation inverse) Sous les mémes hypothéses que dans le théoreme
I11.L1.7, et en supposant de plus qees H', r < m, alorsVf € Vj, on a l'inégalité suivante :

| £ llhs< C2I9| £ [|2, ¥s=0,....T, (11.22)

C étant une constante indépendante de la résolution j.
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Ces deux estimations vont se combiner pour donner une équivalence entre les lHéchees
f € L?(R) et ses coefficients en ondelettes. La décomposition en ondelettes deé(R)

s’écrit d'apres|(1.10) :
f=Pyf + dj’kljJLk.

Théoréme I11.1.9 Sous les hypothéses du théorémé.8, les estimations directe et indirecte
sont vérifiees, et on a I'équivalence de norme :

vo<s<r, | flEs~ |Pofl3+ Z) 222215d1-2,k, v f e HS. (11.22)
j>0ke

On a donc une caractérisation des fonctiérde H® par les coefficients de la décomposition
en ondelettes dé. En particulier, si on projette une fonctidnde L?(R) sur un espac¥;, et
en définissant I'erreus; :

gy=| =Pt |2,

alors sous réserve que I'ondelette duplsoit dan<C™ et posséden moments nulsmn > s, les
conditions suivantes sont équivalents$d :

e f e H3R),

e &)= 0(2_‘]5).

Nous nous ramenons a des estimations de ce type dans le dernier chapitre. Dans des formes
simplifiees de I'hamiltonien (I'oscillateur harmonique et I’hydrogene), nous connaissons la
forme analytique des solutions, et évaluons l'ordre (le comportement de I'erreur d’approxi-
mation en fonction de la résolution)2de notre méthode . Dans un cas, on obtiendra des
estimations d’erreur dépendant de I'ordre de 'AMR, et dans l'autre cas, nous serons limités
par la réegularité de la fonctioh.

Approximation non-linéaire
Sous une hypothése de régularité assez férteki®), on obtient une décroissance de I'erreur
d’approximation erD(277%). Lapproximation non-linéaire nous permet d’avoir le méme type
de décroissance, mais pour un espace plus grand de fonctions, appelé espace 8&'Besov
dont une semi-norme est définie par :

o 1
gt~ 3 2928
i=lo

) el -

Supposons que I'on décide de gardéercoefficients de la décomposition en ondelettes. On
deéfinit un ensembl&y composé debl |d; k| les plus importants, que I'on ordonne de maniére
décroissante :

s = djp ke
Isin]| > |sn+1]|, n>0.

On cherche alors un espace dans lequel on obtient une approximation dNordi®n définit
I'erreur oy a partir de la suite de coefficiends= {d; «} :

on(d) = inf || d=w]l,
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et I'on cherchal appartenant a I'ensemhf@ :

2°%= (d €l t.9. sup(N+1)%on(d) < oo) :
N>0

On peut alors caractériser I'erreur de I'approximation :

Théoréme 111.1.10 (Mallat [113) Soitt < 2. Si f e BY', alors
Isin]| <[l d[lg 0 YT,
eton(d) = o(NT-2/1),

Alors pour% =2+ % s> 0 etr la dimension de I'espace, Mallai 13 et Cohen et al.44]
montrent que sil € ¢, alorsoy(d) = o(N~2/T). Une fonction deBy" n’est pas uniformément
réguliere. Par exemple, une fonction présentant un nombre fini de singularités locales, et de
régularitéC® ailleurs, appartient a 'espace de Be®{/, avec 11 < o + % Pour une telle
fonction, on peut obtenir une approximation du méme type que dans le cas linéaire, c’'est-a-
dire enO(N~%).

Dans le probléme que nous avons a résoudre, les équations de Kohn et Sham, nous ne
connaissons pas théoriguement la régularité des orbitales solutions. Lors de nos tests nume-
riques, nous utilisons les propriétés de I'approximation non linéaire pour estimer, dans des cas
concrets, cette régularité.

l1.2 Des ondelettes orthogonales aux ondelettes interpolan-
tes

Dans cette partie on introduit les différentes familles d’ondelettes i) utilisées dans

la résolution des équations de Kohn et Sham. Nous montrons en particulier le lien entre deux
familles particulieres, celle de Daubechies et celle de Deslauriers et Dubuc, puis nous présen-
tons une amélioration des propriétés des ondelettes interpolantes par le schéma de lifting.
L’hypothése de compacité du support des fonctions d’éclyediep nous permet de valider

un certain nombre de théorémes ; de plus, elle est la clé pour une implémentation efficace des
algorithmes a base d’ondelettes. En effggst a support compact si et seulement si le filtre

h est de longueur finie, not@k[53]. Comme cela a été introduit dans la partie notations, les
espaces des analyses multirésolutions orthogonales serontx/ijﬂot@rs fonctions de base

s'appelantp; , Wyk. Dans le cas biorthogonal, les fonction®; k}kez (resp. {§J,k}kez )
engendrent I'espacé)® (resp.V2).

I11.2.1) Ondelettes de Daubechies et Coiflets

Nous allons présenter trois fonctions d’échelfesngendrant chacune par translation une
base orthonormée a support compact d’'un espacke L(R). Les ondelettes sont générées
a partir de la relation entre les filtrgset h selon les formulesli(.6), et de la relation & deux
échelles|(l.7), et sont orthogonales@
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2 2
1 P ‘\‘/ 1 ‘l\\/\\
. AoA I3
= TN W
-1 /
-1
2
-2 1 0 1 2 2 1 0 1 2 3
1 l/\\ 1 1[/\
| o4
7\ =\ W
J /] -
1 1
3 2 1 0 1 2 3 4 5 2 1 0 1 2 3 4

FIG. 111.1 — Ondelettes (trait plein) et fonctions d’échelle (pointilleé) de Daubechies - ordres
2,3,4eth.
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— LEs ONDELETTES DEDAUBECHIES[53] (figurelll.1) : Elles ont été construites de telle
sorte gu’elles aient le support le plus petit pour un nombre de momentsnidsné
(111.19). La fonction d’échelle est d’ordne, et son support de taillé = 2m. Ces fonc-
tions de base sont irréguliéres et trés fortement non symeétriques. Les fongbs
ont la méme régularité, et sont uniformémariidlderiennesq proportionnel an) pour
m grand. Pour des petits ordres, nous avons les exposants de Holder s&@@anpor
m=2,a = 0.55, pourm= 3, a = 1.08. A partir de I'ordre 3 les fonctions de Daubechies
sont donc continlment dérivables. Par la suite, nous ferons référence aux fonctions de
cette famille en les désignant par leurs supports : D6, D8, etc.

0,8~
0,6+
0,4+

0,21

FiG. I11.2 — Transformées de Fourier des fonctions d’échelle et ondelettes de Daubechies.
L’augmentation du support contribue a diminuer les lobes secondaires, et ainsi a mieux loca-
liser chaque fonction selon une fréquence bien déterminée. Les transformées de Fourier des
symmlets et des coiflets sont tres similaires a celles ci.

FiG. 111.3 — Ondelettes (trait plein) et fonctions d’échelle (pointillé) de symmlets. A gauche,
ordre 4, a droite, ordre 5.

— LES sYMMLETS(figurelll.3) : Daubechies a construit des ondelettes a support compact

les plus symétriques possibles; en effet, il n’existe pas d’ondelettes a support compact
dans une AMR orthogonale qui soient symétriques, exceptées I'ondelette de Haar qui est
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antisymétriqué. Les symmlets ont le méme nombre de moments nuls que les ondelettes
de Daubechies pour un support donné : on a a nougeadm, et le nombre d’éléments

non nuls du filtre estrd. Nous les nommerons D6s, D8s, etc, toujours en référence au
support des fonctions de base.

—
P
T
\
\
=)
—
L

FIG. 1l1.4 — Ondelettes (trait plein) et fonctions d’échelle (pointillé) de Coiflets d’ordres 2,4
et 6.

— LEes colrLeTs(figurelll.4) : Coifman suggéra a Daubechies de construire une famille
telle que la fonction d’échelle ait elle aussi des moments nuls : on a des lors la relation
(111.19) vérifiee pounp, et la fonction d’échelle vérifie :

/(p(x)dx = 1
/x'(p(x)dx = 0,l=1....2m-1.
Par cette propriété, les fonctions d’échelle de Coifman sont utilisées pour le calcul des

coefficients d’une fonction de?(R) dans une base de fonctions de d’échelle comme une
alternative aux formules de quadraturéd]], [119. Londelette posseder@ moments

20n perd la propriété d’orthogonalité en construisant des des ondelettes de Daubechies symétriques, dans le
plan complexe. Ainsi, Lina et Mayrand (9 ont créé une famille d'ondelettes de Daubechies complexes, telle
que la fonction d’échelle posséde des parties réelle et imaginaire symétriques et paires, et I'ondelette devenant
par construction impaire.
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nuls, et le support de la base dst 6m— 1. Nous ferons référence a cette base sgion
C1,C2..

[11.2.2) Construction de familles d’ondelettes interpolantes

Un des points délicats dans I'expression de I’hamiltonien est le calcul du ¥&gngui se
fait a partir des valeurs aux points de la densité. Face a ce probléme d’interpolation, une solu-
tion envisageable est d'utiliser des fonctions d’échelle interpolantes de Deslauriers et Dubuc.

Les références sur les familles interpolantes sont diverses : Beylkin et 3ait3D, 23]
etudient les convolutions de fonctions d’échelle orthogonales et leur application aux opérateurs
différentiels ; Bertoluzza et NaldRD, 19, 22] les exploitent dans des schémas de collocation
pour résoudre différentes équations.

Apres avoir défini le probléme d’interpolation, et I'approximation recherchée, nous présen-
tons la construction d’'une AMR interpolante a partir d'une AMR guelconque, puis un schéma
de liting, introduit par Sweldens, qui permet d’obtenir une AMR duale d&aR).

Définition 111.2.1 Une fonction d’échell® ¢ L?(R) (N C° est interpolante si elle vérifie :
B(k) = ok , Yk € Z. (111.23)

Proposition 111.2.2 Si8 est continue, & support compact et dart$R), alors on a I'équiva-
lence :

6 estinterpolante= $ 8(w-+2nm) = 1, Vwe R.
neZ

Nous allons voir ici deux maniéres de construire une fonction d’échelle interpolante, a par-
tir d’'une AMR {V;} deL?(R) engendrée pap.

Construction 1
Supposons que I'on ait une séquence de rggls del?(Z), et que I'on dispose d’une AMR
{Vj} deL?(R) telle que la fonction d'échellg vérifie, poura,b > 0

0< a< < b< +o0o.

@(w-+ 2nT)
2

Alors il existe une et une seule foncti@nvérifiant (11.23) qui soit dansv/y. Cette fonction
s’écrit dans le domaine de Fourier :

B(w) = oW
ZHEZ (p((*H‘ ZnT[)

Cette formulation du probléme d’interpolation cardinale se trouve dans I'article de Bertoluzza
et Naldi [20]. Dans le domaine réel, I'égalité précédente s’écrit :

vl €Z, z @ok—1)B(x—k) =@(x—1), ¥xe R.
keZ
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SoientC la matrice de collocation définie par :
VI, ke Z, C|7k = (p(k_ l)a

et les deux vecteurs infin® = {8(x—K), ke Z} et® = {@p(x—k), k € Z}, alors on calcule
pour toutx € R le vecteur® selon la formule

0=Clo. (111.24)

Les éléments d® forment une base de Rieszdg On trouve ainsi une fonctioR € \ telle

queF (x) = Z YkB(x—K) interpole les pointgyi }«. De plus, sipest a support compact, alors
kez

un simple calcul sur les coefficients de Fourier de la foncliga, ®(w+ 2nt) montre qued

est a décroissance rapide.

Le théoréme suivant caractérise I'approximation d’une fonctioH ddans une base inter-
polante p1] :

Théoreme I11.2.3 Soit une AMR{VJ-IZ} d’ordre m engendrée par une fonction d’échelle inter-

polante® de régularité ¢, r < m. On introduit I'opérateur d’interpolationfl: HY(R) — Vjt2
par : . .
15(f)= S f(271k)(2Ix—K).
keZ
Alors pour toute fonction f de HR), telquel <L <m+1,o0na:

YOS, [|f =15 f]Jus < C27 9 £ 0

On projette une fonction réguliere dans un espé}téaqui I'est moins ; 'ondelette associée ne
voit pas les polynémes de degré plus élevé que la régulariée cke qui permet d’estimer la
norme Sobolev de 'erreur d’approximation tﬂeparl?f . elle dépend logarithmiquement de
la différence entre la régularité deet celle de 'AMR.

Par la suite, la fonction interpolante a la résolutj@era notéé%‘k —@(2l. — k). Cette fonction

n’est plus normalisée a 1 dah$(R).

Remarque 111.2.4 Une fonction fe VJ-t2 s’exprime directement a l'aide de ses valeurs aux
points, en définissait , = 6(2). — k) :

f= ZZ—J/Zf(xk) Bk = Z f(x() B(2]. —K) = Z f(%) 6% .

C'est dans la basé* gu’est recherchée la solution d’une équation aux dérivées partielles
dans une méthode de collocation. Nous donnons un exemple de cette méthode dans le prochain
chapitre, pour résoudre I'équation de Poisson.

Construction 2
On peut construire une fonction d’échelle interpolanseipport compad partir de deux fonc-
tions d’échelle biorthogonales dé(R) & supports compacts en effectuant leur corrélation :
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Définition 111.2.5 (Fonction de corrélation) Soient deux AMR biorthogonales d&R), en-
gendrées par et @, et telles que les supports de ces deux fonctions soient compacts. La
corrélation de ces deux fonctions est définie par :

vxe R, 800 = | 9ly) y—xdy
Par le théoréme de Fubiri,est dand !, et elle vérifie la condition d’interpolationl(.23) :
ke Z, 8(k) = /ch(y)é(y— K)dy =< @, ¢« >=Sok.

Siles deux AMR sont d’ordre®s et i, alorsd permet également de reconstruire localement
des polynémes, dont le degré maximal sera donnépam:

Proposition I11.2.6 Si cpet(~p sont dans B(R), & support compact, et engendrent deux AMR
d’ordres m eth, alors8 vérifie la condition de Strang-Fix d’ordre sam.

Les fonctiongp et @ sont d’ordrem, leurs symboleﬁ eth s'écrivent sous la forme :
o= (2 o, = (22 e
or,f= @@, donc le symbolé s'écrit :
f(w) = (“jm)m () ().

Mettre le symbold sous cette forme est équivalent au fait gueérifie la condition de Strang-
Fix d'ordre m+m (111.18) : on peut donc reconstruire localement des polynémes jusqu’a I'ordre
m+m—1. O

De plus, sip (resp.@) est de régularit€P (resp.CP), alors leur corrélation est de régularité
CP+P. Cette propriété permet de générer des fonctions d’échelle avec une régularité choisie
a partir d’une fonction d’échelle peu réguliere que I'on convofeis. Les fonctionssplines
sont construites selon ce principe, comme convolutions de la fonction indicatrice (voir exemple
11.2.7).

Exemple I11.2.7 (Ondelettes biorthogonales splines).a B-spline ¢ est définie comme une
corrélation de N fonctions caractéristiques :

® = Xpoa)

N = @ron-1= ()" X
On peut déduire une base de fonctions d’échelle orthogonale d’ordre N a partir de cette fonc-
tion, mais qui n’est plus a support compact pour-NL. Cohen et al §5] ont alors construit

dans un formalisme biorthogonal des fonctions duales, vérifiant une relation a deux échelles,
et & support compact.
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Proposition 111.2.8 Si I'on généred comme autocorrélation de< L2(R) a support compact
de longueur s, et d'ordre m, alofest paire, a support compact, et d’'ord2en. Soit t le filtre
associé a la fonction d’échell® Son support est d&s— 1, et il s’écrit comme I'autocorréla-

tion du filtre h associé &:
1
= — h| h|_k.
2

La condition d'interpolation ({1.23) donne de plusB(k) = v/2 St 8(2k—1) = V2t = 8ok
I€Z

La fonction interpolant® s’écrit :

VXER, e(x)z/R(P(y) oy —x) dy.

En effectuant le changement de variable- y+x, on obtient quéd(—x) = 8(x) pour toutx réel :
la fonction8 est paire. En terme de symboles, on peut édriem fonction du symbolé associé
au filtreh de @, dont les coefficients sont compris entre Eet

> 1 2 oK
z h| k/e' Ztk/elwk.

8(w) = h(w) h(w
() = h(w) Py fk,

=
£
I
NI =

Mo

he®l S hee @k =
| k=1

On obtient alorg, comme la convolution discréte du filthg : ty = % Si_1hih_k. Les indicesk
tels quet est non nul sont compris entre-Isets— 1, la taille de ce filtre est donc égale 82 1.
O

Nous allons voir dans le paragraphe suivant que I'on peut relier la fonction d’interpolation
issue de cette autocorrélation & un schéma d’interpolation : le schéma itératif d’interpolation
lagrangienne, initialement introduit par Dub@Z], puis par Deslauriers et Dubu89).

111.2.3) Schéma d’interpolation de Deslauriers et Dubuc

On considere un maillage; = {2~ Ik, k € Z}, sur lequel on connait les valeurs aux points
Cik=f(XjK), Xjk=2" Ik d’'une fonctionf. Pour interpolerf sur le maillage plus fimoj 11,
on utilise une formule similaire a une étape de recomposition en base de fonctions d’échelle
donnée par la formulél(.14). On n’utilise pas de coefficients en ondeletiggdans le schéma
d’interpolation, mais uniquement les valeurs aux pomis Les coefficients d’indice pair du
maillage fincj, 1 o seront exactement les valeurs aux points du maillage gragsieet I'on
effectue une moyenne pondérée dgspour calculer le€; 1 ok1. On définit alors le filtra!
tel que :

|
Ci+12k = D ta2anCin=Cjik,
n

| .
Cjy12ks1 = zt2k+l—2n Cj.n-
n

Les p0|dstk vérifient la condition d’ |nterpolat|ont2k dok , €t 'on impose de plus que ce
schéma permette de construire exactement les polynémes jusqu’au gdegré ®n associe
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alors Iestl'( a une fonction d’échelle interpolante d’ordme2qui vérifie deux relations a deux
échelles :

B(x) = Ze(k/Z) B(2x—k) = th( B(2x—Kk) = V2 Ztk B(2x—k).

: 1 . o
On obtient donc pour tout, tx = 7 tl'< . Les valeurs dé aux points demi-entiers sont

déterminés en utilisant les polynémes de Lagrange :

| mH-k X — |
t1 =6(k+1/2) = I_l T ,k=—-m+21.... m—1.
|=—mtk+1
170 x=k+1/2

Ces polynémes sont nuls aux points entiers, et chaque produit est centré sur un demi-entier,
et avec un nombre de facteurs égalm-21. On peut vérifier, par de simples changements
d’indices, que le filtre est symétrique, et on obtient la valeur des coefficients :

m-1
21+1
tl2k+1:tlizkil: . A k:O7m—1
lzl_JmZI — 2k
| £k

Par exemple dans le cas d’une interpolation d’ordre 4, nous avons le'fitiezant :

1 9 9 1
{_1_6707 1_67 171_6707 _1_6}

Nous avons donc un schéma permettant de passer d'un mailla@e;j1, en reconstituant

1 1,
/ 0.8

0 I g ; / It cetzdes | 0,2+

%,

FIG. I1l.5 — a gauche : fonctions d’échelle interpolante - ordre 4,6,8,10 -. L'amplitude des
oscillations augmente avec l'ordre, ce qui correspond dans le domaine de Fourier a une
meilleure localisation (a droite).

de maniere exacte les polyndmes de degné-2.
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La figurelll.5 montre des fonctions d’échel@de différents ordres, ainsi que leurs trans-
formées de Fourier. On observe en particulier que pour des ordres de plus en plus grands, un
plateau se forme autour de la fréquence nulle : cela est associé au fait que la fonction d’échelle
interpolante possédar2- 1 moments nuls, comme les coiflets.

Remarque 111.2.9 La fonction d’échellé d’ordre 2m générée par ce schéma est I'autocor-
rélation d’'une fonction d’échelle de Daubechies d’ordre m. On peut également établir la
correspondance entre d’autres schémas d’interpolation, et d’autres convolutions de fonctions
d’échelle a support compac®y, 130, 25, 53].

Remarque 111.2.10 Pour un ordre donné m, Daubechies a créé une infinité de familles d’on-
delettes. Nous utilisons les deux familles ayant un support minimal (settion: celle de
Daubechies, et celle des Symmié&id][ L'autocorrélation de deux fonctions d’échelle de Dau-
bechies d’ordre m est égale a I'autocorrélation de deux Symmlets d’ordre m, et le filtre associé
ao,t, estrationnel, a la constant% pres 23]

Construction des ondelettes associées
Il reste, a partir de la fonction interpolanfed’ordre 2n et du filtre associé, a construire
I'ondelette, ou une fonction d’échelle biorthogonale. La construction d’ondelettes peut se faire
dans le cadre d'une AMR semi-orthogonale (remaridu2.12 ci-dessous), ou a partir d’'une
fonction d’échelle duale particuliére, comme la distribution de Didac,

En fait, la fonction de Dirad engendre une AMR dégénérée, et la relation a deux échelles
3(x) = /2 8(2x) est définie au sens des distributions. Cette AMR est biorthogonale a '’AMR
interpolante, la relation de biorthogonalité entre fonctidiiis3() étant vérifiée au sens des
distributions. Pour I'instant, nous gardons le formalisme d’'une AMR interpolante normalisée,
c'est-a-dire en considéraéf et non pa@t},k. La fonction d’échelle duale est alors deéfinie par

éj}k = \/§j6(2j. —k).

Remarque 111.2.11 Dans I'’AMR non normalisée correspondar@ék =21 9(2]. —k), et les

coefficients d’échelle s’écrivent f | éLk >= f(271k), ¥ k € Z. Nous donnons les deux nota-
tions, car dans le chapitrg’ et en annexé sont présentés des opérateurs de changements de
base : nous considérons deux AMR de typetty, et voulons projeter une fonction f tant6t
I'espace des fonctions d’échelle de typetantét dans celui dext Afin de ne pas perdre en
généralité, les AMRtet t ont des fonctions de base normalisées en norfne L

En utilisant la relation entre les filtres dans une AMR biorthogoni&lé}, on obtient les
filtres 22 et 22 associées aux ondelettes primale et duale :

1 1
Z = 7 (—D)* 18 k1) = 7 (=) &y,
2 = DM ey =Dy
En particulier, 'ondelette primalé® a pour expression :

Ox) = \@ZZ‘@ B(2x—k) = B(2x—1).
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et d'apres la propositiohl.2.6, comme0 est d’ordre 2, alorszo a 2nmoments nuls, et c’est

une somme de Dirac pondéree par les coefficients duffiltre

L’AMR duale n’est pas dank?(R), et ne vérifie aucun criter€s, s > 0. De plus, I'onde-

lette primale ne possede pas de moments nuls; le thédietha n’est donc pas applicable,

pas plus que toutes les estimations de la pailitie.4). Nous allons voir dans la partie sui-

vante comment garder les propriétés intéressantes de cette famille, et améliorer les propriétés
concernan® et°.

Remarque 111.2.12 Sil'on construit 'ondelett€® de la méme maniére que la fonction d’éch-

elle 8%, c’est-a-dire comme la convolution des ondelettes de Daubechies associées, alors on
obtient une ondelette interpolante, et le couf@ ¢°) constitue un systéme semi-orthogonal
[1,2,4]: 6 et sont des fonctions orthogonales entre elles, mais elles n’engendrent pas des
bases orthogonales.

[11.2.4) Lifting d’ondelettes

La fonction d’échelle duale associée a la fonction d’échelle de Deslauriers et Bugsic
un Dirac. Or, pour satisfaire les estimations directe et inverse des théolémé&set 111.1.8
et du théoréméll.2.3 d’approximation dans une base interpolante, nous avons besoin d’'une
AMR duale dand_?(R), et d’'un certain nombre de moments nuls pour I'ondelette primale.
Il est possible de satisfaire cette propriété, en appliquant le schéma de lifting, introduit par
Sweldens 139. Cette technique a ensuite donné naissance a la construction de nouvelles
décompositions en ondelettes, connues sous le nom d’ondelettes de seconde géhéthtion [
Nous prenons la notation générale de deux AMR biorthogonale$(@, engendrées par les
fonctions et ¢°, d'ondelettes)® et {°. La condition de biorthogonalité s’exprimant sur les

filtres h eth® (111.8) peut s'écrire également sur leurs symbdﬂeﬂ ho

A(w) h%() + (w-+ ) RO(w-+T0) = 1.

D’autre part, les relations liant les filtrg8 et ho, etgeth s’écrivent :
6°(0) = & W+ 1o, @( @) =& h(o+m),

les symboleg® et § étant définis selorgo(w Zg e"‘*"‘ et §(w nge
Le théoréme suivant permet en manipulla(hEtg de créer une nouvelle AMR de(R).

Théoréme 111.2.13 (Sweldens139) Soit deux AMR biorthogonales engendréesat ¢°,
et soity?, §° le couple d’ondelettes associé. On peut construire un nouvel ensemble biortho-

gonal @, @ g, en modifiant les symbolés, ° :

(@) = M%) +§(w)s2w),  §(w) = §°(w) — h(w)s(2w),

ou s est un polynéme trigopnométrigRma-périodique. Cela revient a construire une nouvelle
ondelette primale en effectuant une combinaison linéaire de I'ancienne ondelette primale avec

=5
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15— ‘ — —

o
T
|

T —— T
1

FiG. I11.6 — Différents couples duaux liftés pour une fonction d’échelle primale d’ordre 6.
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des fonctions d’échelle :
Px) = $Oox)— Zsk O(x—K), @(x)= \@Z he e(2x—k) + Zs_k P(x—k),
P(x) = \/EZQK o(2x—K).

On utilise cette construction pour ameliorer ou ajouter une propriété a 'ancienne AMR duale,
en jouant sur le polynéme

Dans le cas de 'AMR interpolante d’ordren2on veut augmenter le nombre de moments
nuls de l'ondelette primale, c’est-a-dire construire a partidd@ne ondelett€ possédant
2M moments nuls. Pour cela, Sweldens donne une expressmardionction du symbol&/

PR , 1 M
associé a 'AMR interpolante d’ordid < 2m. En posants(w) = Es((o) , alorstM s’écrit :

M(w) = 1/2+ € §(2w).

On obtient alors la plus courte ondelette avéd Bxoments nuls et symétrique autour de
1/2 [139. De plus, un lemme di a Cohen, Daubechies et Feauvi&hpg¢rmet de démontrer
que la fonction d’échelle duale liftée est darf$R). On peut également vérifier qﬂepossede
2m— 1 moments nuls (a partir du moment 1).

Si on veutM > 2m, Sweldens montre que les nouveaux coefficients du filtre d’'ondelette
sont obtenus en résolvant un déterminant de Van der Monde.

La figurelll.6 est composée de trois graphes préserﬁaﬂt& pour trois différents ordres
M = 2,4,6 de lifting sur les fonctions duales de 'AMR interpolante d’ordre 6. Tandis que le
lifting a I'ordre 1 donne un couple de fonctions plutét irrégulier, le lifting a I'ordre 2 puis 3
permet d’obtenir des fonctions trés lisses. Le support de ces fonctions de base ne croit pas :
on a construit une famille associée a une fonction d’échelle interpolante, réguliere, et pour
laquelle les algorithmes resteront rapides. L'action du lifting peut également se visualiser dans
le domaine de Fourier (figutd.7) : le lissage dé etZ correspond a une meilleure localisation
de leurs transformées de Fourier. Les lobes secondaires deviennent de plus en plus petits,
améliorant ainsi les qualités de filtres passe-bas ppet passe-bande po(:r Dans la figure
[11.8, on observe en particulier I'applatissement de la transformée de Fourier de I'ondelette
autour de 0, d0 a 'augmentation de ses moments nuls.

Exemple I11.2.14 On part d’une famille interpolante d’ordré. Pour augmenter le nombre de
moments nuls de I'ondelette, ici avoir le moment d’or@dreul, on entoure I'ondelette centrée
enl/2 par les fonctions d’échelles centrées@et enl, avec les coefficients impairs du filtre
interpolant d’ordre 1 :

209 = 2°(%) ~ (8 +8(x~1).

On vérifie simplement que I'ondelette obtenue a un moment nul. On obtient alors le filtre de la
fonction d’échelle duale suivant :

1 fly, 11t =31 1,1
V21327 427162 4R
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Nous allons utiliser ce type de fonctions de base lors de la résolution de I'équation de
Poisson. En effet, nous verrons que dans une méthode de collocation, le probleme n’est pas
bien préconditionné. En utilisant une AMR liftée, on garde la propriété d’interpolation de la
fonction d’échelle primale, et les moments nuls{dpermettront d’obtenir une matrice de
rigidité beaucoup plus creuse.

" |— Liftée 2 fois ‘ ‘ " |— Liftée 2 fois
[ 3 —- Liftée 4 fois [ —- Liftée 4 fois
1+ Liftée 6 fois 1+ Liftée 6 fois
0,8~ - 0,8+ -
0,61~ B 0,6 B
0.4 8 0.4F .
02 //n‘\ i !/“\ 02 /P‘\ ,/ K

,\ / \‘ /I 5 /, ,\ / \\ /] \\ /,

0 SNl | RN L &Y 1 L =, ) e 0 >, | AL L2 AN z!

54 3 - 2 3 4 5 2 - 1 2

FiG. Ill.7 — Transformées de Fourier - a gauche, pour les fonctions d’échelles duales, a droite
pour les ondelettes duales - pour les différents ordres de lifting. En trait continu, ordre 2, puis
4, puis 6.

0,8 "[— Liftée 2 fois
L 1+ —- Liftée 4 fois
0,61 B L Liftée 6 fois
i 0,81 f
0,41 1 L
0ol 1 0.6F .
0; __/ﬂ ﬁ\__ _ 0.4+ f i
0,21 \ / i 0,2 / .
0.4 I I I i L I 0 b= 1 / N I
’ 4 2 0 2 4 1 1

FIG. 111.8 — Ondelettes primales liftées pour une fonction d’échelle d’ordre 6 et leurs trans-
formées de Fourier

111.2.5) Résumé sur les ondelettes utilisées

Nous récapitulons dans cette partie les éléments importants introduits dans le début de ce
chapitre. Nous considérons deux classes de familles d’'ondelettes, indexgest par
e Soit {VJtl} une AMR orthogonale de?(R). La projection d’une fonctiorf € L2(R) sur
V; s’écrit avec la basey = {@;«}kez des fonctions d’échelle a I'échelle ou bien a
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I'aide des bases d’ondelettgs = {Yj k}kez, avecj = jo,...,J—1:

t
Prf = 5 <f@k>
kez
J-1

= kgz<f Pjo.k > (pjo,k+z zz<f Wik > Yk

j=loke

e Lanotationt; est réservée au cas biorthogonal. Le prOJed%?Lmssome & € L?(R) une
fonction deVJt2 s’écrivant :

P2t = EZ < f, 83x> O3k

J-1
kgz o o JZJong

Nous avons d’abord introduit une famille d’ondelettes interpolantes, pour laquelle la fa-
mille duale n’est pas darlsz( ). Pour cette famille, on a exactementf, Gij >=

27/2 f(Xyk), propriété que I'on ne pouvait qu'approcher dans le cas orthogonal, avec
une famille de Coiflets. La fonction d’échelle interpolafitpeut étre construite comme
autocorrélation de fonctions d’échelle de Daubechies, ou bien par un schéma d’interpo-
lation de Deslauriers-Dubuc.

Pour augmenter la régularité de la famille duale, une solution est d’utiliser un schéma de
lifting, permettant de construire & partir d’'une AMRB,Z°,8°,Z%) une AMR deL2(R)

de telle sorte que I'ondelette primalgposséde des moments nuls. Dans ce cas, on peut
également définir le projecteur dans la base dﬁ?lé d’une fonction deL?(R).

L'AMR de L?(R) sur laquelle on projette la fonction dé(R) (i.e. la bas@J pouer2 f) est
d’'ordremsi la baseBj permet de reconstruire localement les polyndmes jusqu’a I'ond&
les deux fonctions dualeset 6 sont dand ?(R), alors cette propriété induit une équivalence
entre normeH*® d’une fonctionf, et ses coefficients en ondelettelg =< f, {jx > , pour
i=lo,...,d—1, etk € Z. L'erreur d’'approximation d’'une fonctiof € H® par sa projection
dans un espace de résolutidrest majorée par 2. En ne gardant que lg¥ coefficients
en ondelettes préponderants, on obtient une errettén plus la fonction est réguliere, et
meilleure est son approximation non-linéaire dans une base d’ondelettes.
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I11.3 Ondelettes périodisées en trois dimensions

Nous nous sommes pour l'instant placés Rysour présenter les propriétés générales des
AMR. Toutes ces propriétés seront conservées pour les AMR que nous allons introduire ici.

Le but de cette these est de déterminer les orbitales et la densité électronique associées a
I'état fondamental d’un systéme d’atomes. Ces fonctions étant localisées autour des noyaux, on
considére que I'on peut résoudre les équations sur un domaine borné, avec des conditions aux
bords périodigues. Nous avons donc choisi de projeter les fonctions dans une AMR périodique
deL?(T), avecT le tore(R/Z)3. Nous présentons donc ici d’abord les ondelettes périodisées
sur le toreZ =R /Z, puis par produit tensoriel nous nous placeronsisur

111.3.1) Analyse en ondelettes sur un intervalle borné

Pratiguement, les fonctions étudiées sont soit périodiques, soit définies sur un intervalle
borné. Dans les deux cas, on se raméne a un intervalle que nous prendrons d’abord égal a
[0,1].

On dispose d’'une analyse multirésolution biorthogonglep, ¢, J de L?(R), d’ordrem et
dont les fonctions de base sont a support compact.

Sil'onimpose des conditions aux limites homogénes au systéme, il est possible de construi-
re une AMR surL?([0,1]) avec des fonctions de base adaptées sur les bords, en préservant
les propriétés de reconstruction polynomiale, la biorthogonalité, et ces conditions aux limites
[46, 115

Cependant, pour notre probleme le cas périodigue est adapté, et I'on considere des fonctions
1-périodiques, c’est-a-dire d&(7), ou T = R/Z est le tore unidimensionnel. On définit le
produit scalaire :

1
<< uVv >>1:/O u(x) v(x) dx.
Soit U la périodisation suj0, 1] d’'une fonctionu de L?(R) définie par :

=S u(.+1), (111.25)
lez

alors les fonctionﬁ)Lk et?pj’k pourk=0,...,2] —1 engendrent deux AMR périodiquqszj}

et {V;} deL?(7). Elles ne sont plus invariantes par dilatation. La fonction génératrice de
Vo est une constante, et lorsquaugmente, les fonctions sont de plus en plus oscillantes : a
partir dej assez grand (tel que le support@le soit inclus dango0, 1]), on retrouve la forme

exacte des fonctions d’échelle sRr Si 'on définit les espaces d’'ondelettds et W; par
périodisation suf0, 1] des espaces d’ondelettes &yralors on peut vérifier que les propriétés
de biorthogonalité entre les fonctions de base sont préservées :

Proposition 111.3.1 Soient deux AMR biorthogonales d&R) engendrées pap etfpa sup-
port compact, et les ondelettes associgest ). On définit la congruence modu® par :

Kj=k mod2, VkeZ.
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Alors les fonction§pj7k, 'ljj7k,?pj7k» QVVJLk définies par(1.25) vérifient les conditions de biortho-
gonalité :

VK,kIZO,...,Zj—l, <<Epj7k,f(vpj7k/>>]_ = 6k’7k7

<< QP >>1 = 0, Vj' =],
<<Qjp@pe>>1 = 0, Vj>],
<< 'ljj7k7qjj/k' >>1 = 6],]’ 6k’,k-

L’'espaceVy est engendré par la fonction d'échelle constante valhtﬁdvpt)k(x) =1 Vke
Z, ¥xc [0,1]), et pour tout jc Z,on a:

dimV; = dimV; = dimW, = dimW; = 2.

La premiére et la derniére relation de biorthogonalité se démontrent de la méme maniére ; explici-
tons les calculs pour la premiéere, sachant que les espaets; sont orthogonaux :

X 1 ~
<< @k Py >>1:/ > Gk(x+1) @ (x+njdx
0 I,n €z

La fonction d’échellap étant a support compact, les séries convergent uniformément, et I'on peut
donc intervertir séries et intégrales. Avec le changerfeatx+ 1, puisN = n—1 on obtient :

. ~ 1+1 - I+1 -
QP >>1 = )y Qi k(X) @ (Xx+n—1l)dx= g /l @ k(X) @j ¢ (X+N)dX
I,N €Z

I,n €z '

NZ /(Pj,k(x) 5j,k/(X+N)dX=NZ Ok —2iN
cz /R =/

— 1si3N €Z,K =k+2/N (i.e. K=k mod?2)
= O0sinon

On démontre les deuxieme et troisieme relations en utilisant les relations d’orthogonalite entre les
espacey; etW;, etW; etV; :

.~ 1 . I+1 _
<< (pj7k7lpj’,k/ >>1 = Z /0 (ka(X—i-') LIJj',k’(X+ n)dX: z /| (p]k(X) lle/’kl(X—i-n—l)dX
I,n €Z

I,n ez

o0 B X ENEX= 5[ 01400 By ez (XX

Les espaceg; etVN\/]-/ étant orthogonaux poyf > j, les intégralegy, @) k(X) Py o n(X) dX sont
nulles quels que soietk’ etn, pourvu quej < j'. Le produit scalaire d’'une fonction d’échelle
par une ondelette duadeune résolution plus finest donc nul, et il en est de méme pour le produit
scalaire d’'une ondelette fine par une fonction d’échelle duale plus grossiere.

O

Soit w; :V[O, 1... 2) —1]. On décompose une fonctiohe \71- en une somme de deux
fonctions devj_; etWj_; :

f=5 cik@ik= 3 C1k@1k+di-1kPj 1k
k

EWj kewj_1
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~

SiI'on définit les filtresHj;, I:ij, G; eté,— de période 2en fonction des filtrek, ﬁ, g §:

Hj(k) = Z hk+21ma ﬁ](k) = Z F]k—Q-ij7
meZ meZ

Gi<k> = Z Ok+-2im» Gi(k) = Z gk+21m-
meZ meZ

alors les étapes de decomposition et recompositiohslécrivent :

VKe wj-1, Cj_1x = ) Hj(n—2K) cjpn, (111.26)
nEw;
di-ik = Y Gj(n—2k)cjn, (I11.27)
NEw,
vk € wj, Cik = z Hj,l(k—Zn) ij17n+ij1(k—2n) dj—1n.  (111.28)
newj—1

Les convolutionsl(l.26), (111.27) et (11.28) se font avec des filtres de taille fixée. On peut
considérer ces convolutions de deux manieres : ou bien ce sont les filtres que I'on périodise
pour ensuite les appliquer aux vecteurs, ou bien ce sont les coefficigmpsi sont périodiques
de périodew;. Une étape de 'analyse par ondelettes périodisées se schématise de la maniere
suivante :

: Hj
Cj I e
\R dj-1

On appelleéj la matrice de décomposition. Dans le cas ou I'on décompose la fonction dans
une base d’ondelettes duales, elle se nomidgra

Cj—1 Cj—1
Eil— 1~ -3 | Gi-2 T |G
dj_1 dj_1

Cette matrice de convolution sera appelée par la dgjitdPour la synthése en base duale,
cette matrice sera notég. Nous pouvons donc exprimer les relations de biorthogonalité de
la base données dans la propriéte3.1 sous forme matricielld; étant la matrice identité de
Mo i (R) :

E; éj =1j, Ej Oj =1j,

Deés lors, les coefficient®; de la décomposition en ondelettes jusqu’au niveade f € V;
s’expriment a partir des ses coefficie@sdans I'espac¥; :

Dy=FCs, F3=[0jpe1ls --.[Cs-1]5 Os.
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[ll. APPROXIMATION DANS DES BASES D'ONDELETTES

La notation[A|]; signifie que la matricé; de taille 2 x 21, j < Jestle premier bloc diagonal
d’une matrice deV,s »(R), complétée par des 0:

[Aj]J =

La recomposition se formule alors :
C= FVJ_l Dy, FVJ_]' =E; [EJ_l]J ... [Ej0+1]3.

Les décomposition/recomposition en ondelettes se raménent donc a des convolutions pério-
diques, ce qui permet une implémentation efficace, comme nous le verrons en fin de ce chapitre
et en annexe, lors de I'extension aux AMR tridimensionnelles.

111.3.2) Ondelettes multidimensionnelles

On étend la notion ’AMR d&?(7), présentée dans la sectith3.1) a celle del.?(T),
avecT = 73. Il y a plusieurs maniéres de définir des ondelettes tridimensionnelles ; nous
avons choisi d'utiliser un produit tensorisbtrope, c’est-a-dire avec la méme résolution dans
les trois directions. Ce choix se justifie par la facilité d'implémentation de I'algorithme, en
particulier si celui-ci devient adaptatif. On peut également utiliser de telles structures dans
I'élaboration de méthodes dite®n standardencore appelédBCRen référence aux inven-
teurs de cette technique, Beylkin, Coifman et Rokh#§, 4].

Définition 111.3.2 Soient {V;} et {V;} deux AMR biorthogonales de?(7), de bases
{®) Kk kew;, €{ i tkew;- ON définit le couple d’AMR biorthogonaldg etV; de L3(T) par :
Vi = VjeVjeV;,

@'j = \7]®\7j®\7]'.

Soit € = (g1,€2,€3), avecg; € {0,1} ete # (0). En posant \/J-{P) =V, V\/j(l) =W, wﬁ?& = (Vka

etwﬁz = J; x on introduit les espaces isotropiques d’ondelettes :

w§ = ®r3n:1VVj(8m)’
Wi = @eqor(0003 W5

etona:
Viszi=VjoW;j.

SoitQj = coJS =10,...,2) —1]3. La fonction d'échelle d& ; centrée suk = (ky, k, k3) € Q;
s’écrit alors en un point= (x,y,z) € T :

D k(1) = @1, (X) P () By s (D)- (11.29)
On obtient alors 7 ondelettes génératrices@ésnotées¥s  (r), € € {0, 1}3\{(0,0,0)} :

VM) =l 0 WD y) v (2.

80
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FiG. 111.9 — Coupe pour z= .5 de I'ondelette de Daubechies d'ordréuf_;lél’l), et de la trans-
formée de Fourier discréte en trois dimensions, pogrQ

Dans la figurelll.9, on a donné les coupes d’'une ondelette et de sa transformée de Fourier
en trois dimensions, réalisée sous Mathematica. La nature isotropique de I'ondelette apparait
dans la transformée de Fourier, les lobes étant situés sur un quadrillage.

En reprenant les formules de décomposition / recomposition en ondelettes périodiques 1D
((111.26), (111.27) et (111.28)), les étapes de décomposition d’une fonction\ges’écrivent,

pour toutk € Q;_1, et pour tout € {0,1}3\{(0)} :

Cj_1k = Hj(ng — 2kg) Hj(nz — 2kp) Hj(ng — 2k3) ¢jn (11.30)
nellj
df 1y = Gt (1 — 2k1) G2(np — 2k2) G} (N3 — 2K3) Cj . (111.31)

nellj

On reconstruit la fonction d&; en calculant les coefficients d’échetlgy, pour toutk € Q; :

C]7k — Hj_l(kl—znl) HJ_l(k2_2n2) Hj—l(k3_2n3) Cj_l7n +
neQj_g

Z Gty (ki —2m) G2 4 (ke —2m2) G} 4 (k3 — 2ng) df_1 , (111.32)

ec{0.I3\{(0)}

Le fait d’utiliser un produit tensoriel isotropique induit moins de difficulté lors de I'implémen-
tation de la transformée en ondelettes. Le stockage des coefficients se fait dans une structure
schématisée figuril.10. Les opérations sur les éléments, que ce soit dans une étape de dé-
composition ou recomposition en ondelettes, s’appliquent sur des cubes. Nous détaillons en
annexeC une implémentation de la transformée en ondelettes en 3 dimensions, en fortran.
On y expose en particulier la gestion des structures afin d’optimiser la vitesse d’exécution en
fonction du nombre de points, et de la longueur d’un filtre. Le tabl@AB[lll.1] donne les

temps moyens d’exécution d’une analyse puis d’'une synthése en ondelettes, pour différentes
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[ll. APPROXIMATION DANS DES BASES D'ONDELETTES

FIG. 111.10 — Structure de donnée en trois dimensions, présentant les coefficients en ondelettes
calculés selon trois résolutions différentes- L, j — 2 et j— 3. Le plus petit cube en coin
correspond aux coefficients d’échelle du niveau3;

résolutions. La familld4 désigne la famille d’ondelettes interpolantes d’ordre 4. On observe
une dépendance linéaire par rapport au support des filtres, lehfétiant le plus long pour la
famille 14 liftée a I'ordre 4. La plupart des calculs pour résoudre I'équation de Poisson et le
systéme de Kohn et Sham sont réalisés dans des eSpadesiimension 32, 64° voire 128.
Au-dela, le code est trop lourd pour les machines dont nous disposons. Pour ces résolutions,
on a donc une transformée en ondelette relativement rapide.

2] 14 1412 1414 18
32129102 | 42102 |6.103%| 37103
64 | 7.48102 /882102 | .109 |8.8110°7?
128| .728 8791 | 1.0998| .8747
256| 6.48 7.71 9.6 7.82

TAB. I11.1 — Temps (en seconde) d’'une analyse puis d’'une synthése en ondelettes, pour diffé-
rentes résolutions, en 3 dimensions, sur un Pentium 111 1.39 GHz.

Pour illustrer les propriétés de la transformée en ondelettes (figuire), nous avons résolu
les équations de Kohn-Sham dans le cas du dihydrogenéans I'espac&'; de Daubechies
d’ordre 4. Nous avons alors obtenu la densité électronggde I'état fondamental del,, et
avons effectué une étape de la décomposition en ondelettes. Ici sont affichés tous les coef-
ficients de la décompositions égaux 8102, que nous appelons une isosurface. Tous les
coefficients supérieurs se situent a l'intérieur des volumes rouges. Déja, on observe que la
structure est trés creuse.

Le gros cube est divisé en huit sous-cubes, qui contiennent chacun une isosurface. Le repére
en bas a droite de I'image permet de situer les différents espéges

Le cube a l'origine du repéere contient les coefficients d’échelle de I’es‘i@%ﬁ’@%o. On
observe les deux spheres caractéristiques de la densité électronique d’'une molécule a deux
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FiG. 111.11 — Une étape de transformée en ondelettes appliquée a la densité électronique
d’'une molécule de dihydrogéne. Isosurface des coefficients égdiBdé 2 a.u.. L'octant
contenant 'origine du repére correspond a la base de fonctions d’éctigllées sept autres
octants correspondent aux coefficients en ondelettes. La profondeur dans le cube est donnée

par un voile de plus en plus opaque.
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atomes : les électrons sont répartis uniformément autour de ces atomes, en préservant les sy-
métries du systeme.

Les cubes contigls Wg,o,o longeant les axes, y et z correspondent aux espaceég;
produits tensoriels de deux espaces de fonctions d’échelle 1D, et d’un espace d’ondelettes
(e=1(1,0,0) ou(0,1,0) ou(0,0,1)). Sil'on regarde le cube de la directian on apercoit que
dans le plary, z, I'isosurface préserve la symétrie du systeme. Par contre, dans la dingction
on observe trois oscillations : elles correspondent a I'analyse en ondelette dans cette direction,
i.e. 'analyse des variations selon la direction

Les cubes contigls a deux des cubes précédents correspondent aux espaces ge type
(1,1,0),(0,1,1) ou (1,0,1), c’'est-a-dire des espaces produits tensoriels d’'un espace de fonc-
tion d’échelle et de deux espaces d’ondelettes. Les détails ne se font plus selon une direction,
mais selon deux. Par exemple prenons l'isosurface duxpiam’est seulement selon la direc-
tion zque I'on garde la symétrique sphérique, les oscillations apparaissent selon les directions
x ety.

Le dernier sous-cube correspond aux coefficients d’'ondelettes de I’éﬁ{idt:]e composé
d’ondelettes dans les trois directions. Dans cet espace, les isosurfaces sont tres petites : la
densitép que nous avons affichée ici est trés réguliere. Supposons qu’ell€Ssailors les
coefficients en ondelette se comportanﬁ{ﬁ‘j(%Q’/z)), plussest grand, plus les coefficients
purement en ondelettes, i.e.‘d%l’l, sont petits, ce qui explique que dans cette partie du cube
ily ait trés peu de coefficients supérieurs &2 a.u.. Utiliser un algorithme adaptatif & base
d’ondelette reviendrait ici a compresser les coefficients pour ne garder que ceux contenus dans
les isosurfaces.

En conclusion, nous avons dans cette partie présenté les principes d’une AMR biorthogo-
nale a support compact d’ordre et leurs propriétés d’approximation. Nous ne traitons pas
d’adaptativité dans cette these, I'implémentation dans une base de fonctions d’écliélle de
d’un solveur des équations de Kohn et Sham ayant demandé beaucoup d’attentions. Le pro-
chain chapitre présente deux moyens de résoudre I'équation de Poisson, en utilisant la pro-
priété de préconditionnement du laplacien en base d’ondelettes, ou bien par une méthode mul-
tigrille. Il est bien évident que dans une discrétisation uniforme, c’est en projetant le probleme
dans le domaine de Fourier, i.e. par une méthode en ondes planes, que la résolution est plus
rapide. Néanmoins, dans notre implémentation, la résolution de I'équation se fait dans des
temps raisonnables, ce qui nous permet, dans le chapitiee mettre en place un algorithme
de détermination de I'état fondamental d’un systeme électronique, selon la DFT.
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[V

DETERMINATION DU POTENTIEL
ELECTROSTATIQUE3D

Nous proposons dans cette partie plusieurs méthodes de détermination du potentiel élec-
trostatique, ou potentiel de Hartrge. Dans les codes de calcul de structure électronique, ou
codesab initio, qui utilisent des bases d’ondes planes, le laplacien est diagonal lorsque la géo-
métrie du domaine est simple et périodique. Le calcgest immeédiat, et sa complexité
est reliée directement a la dimension de la base d’ondes planes, c’est-a-dire a la fréquence de
coupure ou cutofG¢ ;. On ne peut cependant construire de bases non uniformes. Une méthode
a base d’ondelettes permet plus de liberté pour le choix des conditions aux bords, ainsi qu’'une
résolution adaptative, centrée autour des noyaux. Nous n’approfondissons pas ce theme ici,
déja traité dans la littérature. Dans ce chapitre, nous mettons au point plusieurs solveurs pour
calculer\, afin de former le potentiel de Kohn et Shafgs et ainsi résoudre le probléme
autocohérent de la DFT. Le potentiel se détermine sur 'oeet]0, 1[° avec conditions aux
bords périodiques :

—AVc =4T1D,

Apres avoir présenté les caractéristiques principales de I'opérateur laplacien surTe=tore
(R/Z)3, nous discrétisons I'équation selon des formulations de type Galerkin, Petrov-Galer-
kin, et par une méthode de collocation. Le choix de ces conditions périodiques est motivé par
deux points :
— D’abord, dans le cas d’'un atome ou d’'une molécule isolée, nous prendrons une boite
contenant le support du potentiel et de la derité
— Ensuite, dans le cas d’un cristal, un petit nombre d’atomes est placé dans la boite, et la
périodisation de celle-ci selon les trois directions permet de simuler le potentiel engendré
par le cristal massif, en appliquant le théoreme de Bloch.
Nous devons prendre de moyenne nulle pour détermingg, qui sera alors calculé a une
constante pres. Nous étudions d’abord le préconditionnement dans différentes bases d’onde-
lettes, en fonction de la méthode de discrétisation. Des premiers résultats de conditionnement
et convergence sont présentés en une dimension, puis nous étendons I'étude a la dimension
trois. En particulier, nous développons une méthode tridimensionnelle alliant ondelettes et
multigrille.
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Il restera apres cette étude a développer une stratégie adaptative pour résoudre I'équation
de Poisson en 3D. Nous devrons alors nous référer aux différents travaux sur le domaine par
Barinka et al. et Cohen et all§],[43], [44] et la these de M. Veranilp(, qui révelent la
difficulté de la mise en ceuvre de tels algorithmes. Pour l'utilisation de bases adaptatives de
collocation, le lecteur peut se référer aux travaux de Vasilyev etldf],[[147], [14€ et
Bertoluzza et al.19], [22)].

Introduction

On se place sur le borrig= (R/Z)3. On noteK®, K1, K? les espaces de respectivement
L2, H1, et H? des fonctions de moyenne nulle. Sdit= —A. On veut résoudre le probléme
suivant :

trouver ue K tel que:
Au=1*f, fekKO

La formulation faible s’écrit avec la forme bilinéaiagu,v) =< Ju, Ov > :

trouver ue K1 tel que:
a (IV.1)

a(u,v) =< f,v>, wek?
Cette forme estontinue i.e.
a(u,v) < Y [ ullyall vk, Yuve KYT),

et elle est coercive si!. En effet, la solutioru du probléme I{.1) peut s'écrire comme la
somme de la solutiow du probléme avec conditions de Dirichlet aux bords, plus une constante
ccR:

u = w+c, uek(T), weH(0,1)),
w(0) = w(l)=0.

On a I'inégalité de Poincaré em qui nous donne la coercivité du probléeme avec conditions
aux bords de Dirichleto( > 0) :

aw,w) > o || wjys, Ywe Hg([0,1]).

En exprimant cette inégalité en fonction deet dec, et en utilisant la conditiom € K1, il
vient :
aluu)>a ||ufy, Yuekd

Lorsqu’on se place dans I'espd€é, le théoréme de Lax-Milgram assure alors qu'il existe une
unique solutioru au problémel{.1). SurK?, on a équivalence entre la noriHé et la norme
définie par la forme.

Nous allons dans une premiere partie donner différentes formulations de type Galerkin de
'opérateura . Une méthode itérative est alors utilisée pour déterminer la solution. En expri-
mant la matrice de rigidité du laplacien dans une base de fonctions d’échelle, le probléme est
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mal conditionné : le nombre d'itérations dépend de la résolutioN@us présentons alors une
méthode de préconditionnement optimale, en utilisant I'expression de la matrice de rigidité en
base d’ondelettes, et pour laquelle la convergence de I'algorithme ne dépend plus de la réso-
lution. Dans ce chapitre, nous nous placonsBunous explicitons dans le chapitrele lien

entre la résolution de I'équation de Poisson@u]0, L[ etQ; =]0, 1[3.

IV.1 Discrétisations du probleme

On cherche la solution dans I'espaée d’'une AMR biorthogonale d&?(T) de moyenne
nulle (voir section11.3.2)). L'espace des fonctions tests est ngt Nous présentons d’abord
la forme générale de la matrice de rigiditédu laplacien? = —A dans des bases de fonctions
d’échelle, puis nous explicitons le choix des espdgestV; . Ensuite, en une dimension, on
exprime la matrice\ en base d’ondelettes, et on étudie le conditionnement de cette nouvelle
matrice, en particulier en la préconditionnant par sa diagonale. Une premiére résolution de
I’équation de Poisson en une dimension permet de valider nos choix, en particulier sur les
espaced/; et V; donnant la meilleure convergence de I'algorithme. Nous étendons ensuite
cette méthode en trois dimensions.
En posantyy = [0,2) — 1] etQ; = [0,2’ — 1]3, la solution est calculée sur le¥Zonctions de
base de la périod®, 1]3. La discrétisation s’écrit de la maniére suivante :

fe LZ(Ql) donné, trouver yec V3 c K(Q1) de moyenne nulle tel que :
a(u,vi) =< f,v3 > Vv eV;c KYQy).

ATaide des bases de fonctions d’échetle = {®;} et®; = {P;} deV; etV , on définit
la matrice de rigidité :

Définition IV.1.1 (Matrice de rigidité) Soient{d;} et {6‘”(} deux bases de fonctions d’é-
chelle deV; etV; . On definit la matrice de rigidité. € 25 ,:(R) de I'opérateurA par :

A(l, k) = a(@\“,q)\],k), VI, keQ;.

Si on noteu; = % Uk Pk, et Py f = fy Puk= < f, @3> Pyy, ondoit donc
keQ, . keQy keQy
résoudre le systéme suivant :

Al K) ugk =Ty, Y1 € Q. (IV.2)
k=TQ,

L'opérateurA est la somme des dérivées partielles d’ordre deux dans les trois directions, la
construction de sa projection sur les espaée®t V; peut donc se faire par un algorithme
rapide, en séparant les opérations selon les trois directions. Les fonctions d’échelle des espaces
®; k et®; sont définies par produit tensoriel isotrope des fonctions d’échelle périofhﬁées
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et(:pJ’k. On peut donc décomposarpar :

Al k) = / 0 @y (r).OP k(r)dr
= /[(PJkl <P3|1 dX/CPJk2 (PJ|2 0')’/(PJ|<3 <PJ|3( z)dz +
/(PJklxszll(X)dX /1[(I)Jk2(Y)]/ [(_Pu2 )]'dy / 1 ks Z(_PJJ?,(Z)dZJF

/%kl cpul dx/(kaz cpuz dy/ Prks(Z cpug()]dz

Dans ce calcul apparaissent deux types d’intégrales monodimensionnelles sur des fonctions
d’échelle périodisées :
e Lapremiere correspond au coefficignk; de la matrice de rigiditd associé au probléme

1D. Pour la calculer, on remplace les fonctions d’écrfgdj@ etc_p“i par leurs expressions
(111.25) :

1. ~ 1 —
Allnk) = [ @ 09 [, 001 = [ 5 [gasa(xm] y, (x-+m)]

nmez

! —
= ) /[CPJ,kl(X+n)]’ (@), (x-+m))'dx.

nmez

On peut intervertir les séries et l'intégrale, car celles-ci sont majorées par la somme
Y nez @(X+n) qui vaut 1 quelque soit € R. Avec le changemerX = x+n, puisM =
m—non obtient :

Alik) = 3 /”“[cplkl(xn’ @y, (X +m—n)]' dX

n,mez

= 3 Jons 00 o, O+ M)V e

En développant les expressionscpjetc_p, puis en posant = 27X :

Alski) = /(d (22X —kg) (2 (X +M) — 1) dX
MeZ

= 24 /cd(y—k1><_p'(y+23lvl—l1> dy.
Mez R

Si on pose ax = / @ (X) (x k) dx, alorsA(l1,k;) est la 2-périodisation du filtre
{ay}, multipliée par le facteur? :

A(l1 k) = 2% ’\; & k- 2IM- (IV.3)
=/

La matriceA est donc circulante, et on applique une convolution périodique avec les
coefficients{ayx} sur le vecteufuyy, }k,cw, POUr calculer la dérivée d’ordre 2 dans la

directionx deu; dans la base d¥;.
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e Les intégrales
1. ~
/O Mks(2) Oy),(2) dz V kg, I3 € wy

se calculent de la méme maniére, ce sont des périodisatiodso2’ des coefficients
de lamatrice de masseu matrice de recouvremedes fonctions d’échelle s, @ et @.
On peut également les interpréter comme les coefficients de la matrice de passage de la

baseq; a la basap;.

Une étude préliminaire en une dimension nous permet de choisir des edpaee¥
adaptés. Dans le cas ou ces espaces sont égaux, c’est une formulation de Galerkin, et s’ils sont
biorthogonaux, c’est une formulation de Petrov-Galerkin. Ce sera seulement dans le cas de
Galerkin avec base biorthogonale que nous devrons appliquer, en dimengida matrice
de recouvrement. Mais nous verrons que ce n’est pas la meilleure solution, et abandonnerons
donc cette méthode, qui est plus colteuse (9 convolutions a appliquer au lieu de 3).

IV.1.1) Meéthodes de Galerkin et Petrov-Galerkin

A partir des AMR que nous avons preésentées dans le chapitre préceédent, plusieurs choix
sont possibles pouy; etV .
1. Sion se place dans le cadre d’'une AMR orthogonale, que nous notgrat®sV; =

V; = th, et la matrice de rigidité\ est exprimée selon une formulation de Galerkin, &
I'aide des fonctions de bas®; .
2. Avec une AMR biorthogonale (de tyjtg), deux choix sont possibles :

o V;=V;= th ouV;=V;= th : ce sont des formulations de Galerkin. La deuxieme
est possible avec des fonctioé;k de@'ﬂz suffisamment régulieres. Nous traitons ce
cas avec des interpolantes liftées.

o V= Vt} etV;= VSZ ou le dualVy = th etV;= Vt} sont des formulations de Petrov-
Galerkin. Dans ces deux cas, la matrice de rigidigst identique (a une transposition
pres). C'est 'espac¥; dans lequel est représenté la solution qui détermine la qualité
de la formulation. La méthode de collocation est un cas particulier, car les @ses
et ) deV? et V' ne sont plus normalisées en norhrfe

On a une propriété reliant la base de Daubechies, et la méthode de collocation :

1. Si VtJl est I'espace engendré par des fonctions d’échelle de Daubechies dipales
Jamesong6] a établi le lien entreé\ et une méthode de différences finies d’ordna 2
Nous écrivons ce résultat avec des fonctions définieR slarconstruction dé\. permet-
tant d’étendre le résultat s :

Théoréme IV.1.2 Soit @ une fonction d’échelle de Daubechies d’ordre m, c’est-a-dire
gue I'ondelette associée posseéde m moments nuls. Alors pour

R = [ 0"008(x—1) dx= [ ()6 (x—kydx

la matrice composée des coefficien{aEq}kJez agit comme un opérateur de diffé-
rences finies d’ordr@m.
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Ce théoreme permet d’établir un paralléle entre une formulation de Galerkin en base de
Daubechies, et une formulation sur le maillage des valeurs aux points de la saolution
Le cas 2. explicite ce lien. Les filtres de différences finies sont beaucoup plus courts pour
un ordre de précision donné. Nous verrons par la suite un cas concret ou I'on utilisera la
matrice de différentiation en différences finies, lorsqu’on résoudra I'’équation de Poisson
avec une méthode multigrille.

2. SI1V;= Vf,z etV;= RN/?, ett, désigne une famille d’AMR interpolantes, alors on aboutit
a une méthode de collocation. La projectlérm = uy dansV? s'écrit :

uy = u(Xsk) Oﬁvk, Xjk = k/27.
keQ,

Si I'on noteD’ la matrice de rigidité du laplacien dans une telle base, alors on doit
résoudre le systéme suivant :

> Do Ua) = f(xak),  VkeQy.
k'eQ,

On trouve cette méthode des 1973§. On suppose ici que I'ordre des fonctions de
base de@ﬁ est 2n. La matrice de rigiditd>’ a pour éléments :

kk/— / AeJk’ (I‘) dr.

Les fonctions d’échelle interpolantes de Deslauriers et Dubuc sont engendrées comme
autocorrelations de fonctions d’échelle de Daubechies (remargRi® page71). On
obtient donc une égalité entre les matrices de rigidité du laplacien défini&s: sur

al, = —0"(k) /(p( (x—K)dx=aP.

A partir de ces coefficients, on obtient exactement I'expressiéf)(pour la matrice

de rigiditéD’ associée au probléme 1D périodique. Cette méthesiedéveloppée dans
les articles de Bertoluzza et Naldi(, 21, 22]. La matrice de rigiditéD? dans une mé-
thode de collocation d’ordrei2est donc égale a la matrice de rigidité dans une base de
Daubechies d’ordren.

Pour étudier ces différentes formulations, nous allons étudier la mateoebase d’ondelettes.
On se raméne au cas 1D, ou on étudie ses propriétés structurales et son conditionnement.

IV.1.2) Etude du laplacien en base d’ondelettes

En une dimension, on nommfel’ensemble des indices = (j,k),k € wj de la base d’on-
delettes périodisées d’échellgs= |A\| comprises entrgg et J — 1. Ainsi, 'ensembleiy =

Lorsque I'on résout un probléme de minimisation d’énergie (comme il sera question dans le prochain cha-
pitre), la formulation de Galerkin assure que les énergies calculées a partir des projections de foncti@gs dans
sont toujours supérieures au minimum recherché. Etablir le lien entre méthode de collocation et formulation de
Galerkin permet de garantir que pour cette méthode de collocation, I'énergie vérifiera également ce principe.

90



IV.1. DISCRETISATIONS DU PROBLEME

Ojo Ujo<j<a-1j est une base dé. DansVy , on a Wh = Ujycjci-1Ugeqgye W5 . ON ex-
prime A dans les based/p et Wy, et (V.2) se transforme en un nouveau systéme linéaire :
Ap up = fa. (IV.4)

La moyenne des coefficients d’échelle Wedans la base grossiére est nulle. Nous utilisons
une décomposition sous forme standard\de

Définition IV.1.3 La forme standard de la matricé, s’obtient en calculant tous les termes
croisés entre échelles :

ASS, = a(WE ) WA= (KN =(i'K), jo<i.i<I-1 Vee{0,1}°\{(0,0,0)},

e=(0,0,0)si jou | = jo.

T / . Ve ) .
Le coeﬁuentAi’i, s’obtient également sous la form#&.3), comme la somme des périodisa-
tions des dérivées suivant une directiy, . Par exemple, pour= j', A ) égale :

My = 2y /m'(x_k)rp'(x—k’+2i|\/|)dx
Mez /R

— 22j+1 z ng g_u /IR(d(ZX_Zk_V) (_p/(ZX_Zk/_H+21+1M)dX

MEZV,H
=225 So §u/<d(x—2k—v> @ (x— 2K —p+ 217 1M)dx
Mez T R
= 22 > > % O oy pr2itive
Mez T

Ces calculs sont détaillés entre autres dans le libre de Goed&dkeny 'article de Beylkin
[24]. On a défini dans le chapitre précédent, p&@eles matrices de décomposition en on-

~ ~ —_— ~ ~ 71
delettesr (resp.F) dansV; (resp.V; ) et de recompositioft 1 (resp.F ). La matrice de
rigidité du laplacien en base d’ondelettes s’écrit alors :

Le laplacien se représente par une structure en “doigts” (figut¢; la largeur des doigts
dépendant de la taille des filtreset h. Tous les coefficients ont été affichés dans cette figure,
mais il s’avere que beaucoup sont nuls ou trés petits : la matrice de rigidité du laplacien en base
d’ondelettes posseéde une structure creuse. Les coefficients plus grands fueptésentent
environ 45% des matrices pour une résolutjea 7, et 90% d’une matrice discrétisée Sk.

Remargue 1V.1.4 |l existe une deuxieme maniére de représenter la matrice de rigigie&nA

bases d’ondelette : la forme non standard. Introduite par Beylkin et24], [cette méthode

calcule les coefficients)A, avec|A| = [N'|, c’est-a-dire avec les fonctions de base de la méme
echelle, en utilisant une expression de la projection de tygsous forme télescopique. Cette
structure est plus simple a mettre en ceuvre, mais possede certains inconvénients, notamment
si 'on veut utiliser un maillage adaptatif.
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FIG. IV.1 — Matrice de Petrov-Galerkin sous représentation standard, dans une base d’onde-
lettes interpolantes d’ordre 8, pours 7. La largeur des bandes est proportionnelle a I'ordre.

Les parties blanches correspondent a des coefficients pratiquement nuls ; les coefficients les
plus importants se situent sur la diagonale (partie foncée).

La vitesse de convergence pour la résolution d’un systeme linéaire est liee aux propriétés
de la matriceA. Elle se caractérise (au moins) par trois choses : d’abord par I'algorithme uti-
lisé, qui permet éventuellement de préconditionner le probléme (c’est-a-dire faire en sorte que
toutes les directions de recherche pour minimiser le gradient soient équivalentes), et enfin par
un traitement optimisé du produit matrice-vecteur. Cette derniere étape inclut la réalisation
d’un algorithme adaptatif, basé sur I'estimation des éléments de la matrice. Dans la formula-
tion de Galerkin, en utilisant une AMR orthogonale pour laguelle 'ondelette primale posséde
M moments nuls, I'interaction de deux ondelettes localisées eh)\’ par le laplacien est
donnée parg2, 50] :
2-IAI=IN| o

(1420 A 1) dist SUpR Wy ), SUPHWy))) ™22

aveco < 5+m+1, et suppy,) le support dep,. Dans notre cas la dimensionvaut 1.
Lorsqu’on se place sur la diagonale d’un bloc tel ¢hje= |N'|, I'élément se comporte alors
comme 2 ; par contre, dans les blocs Pt} # |\, alors la diagonale se comporte éH 2*',

et est de plus en plus petite en s’éloignant de la diagonale principale. Selon sa constiuction,
possede de plus ou moins bonnes propriétés de symétrie :

— Si A est symétrique, alors on peut résoudre le systeme liné&irg (le dimensiom en
au plusnitérations par une méthode de type gradient conjugué. C’est le cas des matrices
de Galerkin.

— Si Ap est normale, c’est-a-dire qu’elle commute avec sa transposée, elle est diagonali-
sable dan€. L'ensemble des vecteurs propres forme une bas#ggR). Un gradient
conjugué converge encore, mais on n’a plus de critere sur le nombre d’itérations maximal
de l'algorithme.

— Si Ax est non normale : on ne peut en général trouver une base de vecteurs propres.
C’est le cas de la matrice de rigidité dans une formulation de Petrov-Galerkin. On utilise

2~ (AHIVD | Ay | <
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alors des méthodes de type GMRE8neral Minimum RESidu§l 29, dans lesquelles

on utilise un espace de KryloB(, 102 de dimensionp. Le nombre d’opérations pour

construire la projection de la matrice et la base de cet espace @st&e-1/p)N+NZ,

Z étant le nombre d’éléments de la matrice creus#l ket dimension de la matrice. On

stocke en toutp+ 2)N éléments. Dans le cas ou la matrice est symétrique, alors Saad et

al. démontrent que GMRES convergeanplus Npas. SIA n’est pas symétrique réelle,

alors il se peut que l'algorithme ne converge pas pour de petites valeyrsOins ce

cas, il faut prendre up assez grand.

Dans tous les cas, nous voulons caractériser la convergence de I'algorithme par la répartition

spectrale de la matrice. On utilise alors une décomposition en valeurs singuliéres :

Proposition IV.1.5 (Décomposition en valeurs singulierespBi A est une matrice réellexhn,
alors il existe deux matrices orthogonales U et Vdgn(RR) telles que :

UTAV =diagoy,...,0n),

ou I'on a ordonné levaleurs singuliereso; > ...on > 0. Les colonnes des matrices U etV
sont les vecteurs singuliers a gauche et a droite de A.

Les matricesAT A et AAT ont pour valeurs propres le carré des valeurs singuliéres. Si elles
commutent A normale), alors les matricés$ etV sont égales. De plus, si il existevaleurs
singuliéres nulles,A n’est pas inversible), alors on calcule sa pseudo-inverse sur I'espace de
dimensiomn —r orthogonal au noyau dé.

Définition IV.1.6 (Nombre de conditionnement d’une matrice) On considére la norme ma-
tricielle :
| Ax]]

I

subordonnée & la la normé || x|| du vecteur x. Si la matrice & M, n(R) n’est pas singuliére,
on définit alors son nombre de conditionneme(A) par

I All=sup
x#£0

OIS ||:%,

01(A) étant la plus grande valeur singuliere de Acg{(A) la plus petite.

Le nombre d'itérations pour résoudre le systeme linéaire estd{@a La matrice de rigidité

A dépend dd ((IV.3)), et le nombre d’itérations augmente en fonction de la résolution. L'idée
est de remplacer le systeme linéaire’guar un systeme linéaire équivalent, dans lequel la ma-
trice s’écritB = PA, tel quek(B) soit enO(1). Dans les méthodes a base d’éléments finis ou

de différences finies, le nombre de conditionnement de la matrice préconditionnée de maniere
optimale est e®(j2)), comme cela est expliqué dans I'article de Jaff@.[Le paragraphe
suivant présente les différentes possibilités de constBuie se plagant dans des bases d'on-
delettes, afin d’obtenir un conditionnement@fi). Dans le cas du laplacien avec conditions

aux limites périodiques projeté s\y, la matriceA, est singuliére, et de rang 2 1. On se

place donc sur le sous-espace orthogonal a la valeur propre nulle, et on cherche la solution du
systemel(V.4) de moyenne nulle.
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IV.1.3) Etude du préconditionnement en 1D

Nous avons vu dans l'introduction qaedéfinissait une norme équivalente a celleHtfe
dansk!. Sion utilise de plus I'équivalence entre cette derniére et la néthuaes coefficients
en ondeletted{|.22), on obtient le résultat suivant :

(A4u,u)y = a(u,u)

2
~ Ul
J-1 5 2
~ 3 2 2
J=0kew;

la fonctionu étant de moyenne nulle en base de fonctions d’échelle. Si orDnlatenatrice
diagonale de taille? dont la diagonale est composée de blocs de tallle2 sur lesquels la
diagonale vaut2 j = jo,J — 1, etUp le vecteur des coefficients en ondelettesiglealors on
a également I'équivalence :

a(u,u) ~|| D?Up ||z .

En préconditionnant le systéme [, i.e. en multipliant I'équationl{.4) parD—2, alors le
conditionnement d®—2A, est une constante : toutes les directions de recherche sont équiva-
lentes, et le nombre de conditionnement est théoriguemedt®n On considere la matrice :

D YFAFT D
La figurelV.2 montre le nombre d’itérations de GMRES en fonction de@ = 1 donne un

résultat de convergence optimal, ne dépendant pas de la résolution du probleme : ces résultats
sont en accord avec ceux de Beylkd#], qui utilise les ondelettes de Daubechies.

100

256 points —
512 points ......

FIG. IV.2 — Nombre d’itérations de GMRES en fonction2te avec un préconditionnement
par la matrice '. Méthode de Galerkin avec des ondelettes de Daubechies de support 6, et

. . 2 . , . , . vpg 2
une solution gaussienne®/2. Les trois courbes présentent trois résolutions différentes.

Remarque IV.1.7 Il existe d’autres méthodes plus complexes que le préconditionnement par
la diagonale. La these de A.S. Piqguemb24] présente une étude de différentes méthodes de
préconditionnement en bases d’ondelettes d’opérateurs a coefficients variables.
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Une méthode connue sous le nonSiRAI Sparse Preconditioner Approximate Inverse cons-
iste a prendre pour préconditionneur P une approximation creuse de l'inverse de A, notée
A~1; elle a été exploitée d’abord pour des matrices quelconques (Grote et H@f|eghan

et aI. [39]). On trouve dans les travaux de Beylkin et 5], Tang [147, et Masson et al.

[114], [47], Choquet et al. #1], des utilisations de cette méthode pour des matrices en base
d’'ondelettes. En particulier, Masson s’est intéressé a des matrices en formulation de Galerkin
et Petrov-Galerkin pour des ondelettes splines sur I'intervalle ; il faut cependant pour I'effi-
cacité de la méthode effectuer des seuillages trés petits, et donc garder un nombre important
de coefficients dans la matrice du préconditionneur, ce qui n’est pas compatible avec notre
objectif de travailler en 3D.

Une autre possibilité est de construire des ondelettes adaptées a I'opérateur, a partir d’'une
famille d’'ondelettes biorthogonales. Cette idée est issue des travaux de Liandrat et Tchamit-
chian [10€] , puis a été reprise par Dahlke et Weinreichd], et les ondelettes construites sont
appeléewvaguelettes Le lecteur peut également se référer a I'article de Williams etE5

pour une utilisation de ces ondelettes. Dans cette nouvelle base, 'opérateur peut s’'inverser
avec un co0t linéaire.

On peut perfectionner le préconditionneur, en prenant la diagon#ig,deteéeD,, au lieu
deD, On étudiex(A), avecA définie par :

12 ==

T ~ _
F AF 1D, "2

Ar =D,
Nous comparons nos résultats avec ceux figurant dans la these de MeBs§oH p utilisé
pour ses expérimentations numériques des B-Splines, une base biorthogonale pour laquelle
la fonction d’échelle primale est un polynédme de degréur chaque intervallgk,k + 1], k
entier, et dont la duale reconstruit localement des polynémes de oe@g riotera dans les
tableauxV.1 etlV.2 V™M Pespace engendré par les fonctions d’échelle et ondelettes B-splines
primales, eV™™ 'espace biorthogonal associé. Ces résultats sont issus de I'adideef
pour une résolutiod = 7. On note deux différences entre notre implémentation et la leur :

— Cohen et Masson étudient I'équation de Poisson avec conditions aux bords de Dirichlet.
lIs construisent pour cela une famille d’'ondeletses I'intervalle, c’est-a-dire une base
dont les fonctions aux bords sont modifiées, de fagon a tenir compte des conditions aux
bords. Le traitement spécifique des conditions de Dirichlet donne donc, pour les mémes
ondelettes, de moins bons nombres de conditionnement qu'avec des conditions aux bords
périodiques.

— La baseya contient les ondelettes des différents nivegpx< j < J— 1. Dans le cas
périodique, on peut aller jusquja = 0. Avec des ondelettes sur l'intervalle, ou les fonc-
tions d’echelle ne sont plus invariantes par translation, on pjendL : ¢, doit contenir
les informations aux bords et au milieu de l'intervalle Le laplacien s’écrit alors :

[a((_l)jo,k» (Pjo,l)} [a((_Pjo,w wj’,l)}
[a(tﬂy,k, (Pjo,l)} [ (@ ks ij’l)]

A\ = jo<j’<I-1

josj’'<J-1 0<)i'<I-1

Dans notre cas, a(c_pjoyk, (pjo7|)} est réduit a un élément, que nous normalisons a un. Si
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jo = 0, alors on doit inverser également ce bloc de matrice pour l'intégrer au précondi-

tionneurDy : .
on— [ [8@ecoe] @
(0) Dy 0

avecDé_jO la matrice diagonale composée des coefficiégts, [A| = jo,...,J— 1.
Les tableauxV.1 et|V.2 montrent les nombres de conditionnement dans le cas ou on précon-
ditionne par la diagonale du laplacien, c’est-a-dire en formant la matfice

Primal Dual
(m M) | (2,2)| (2,4)| (3,3)| (4,8) | (1,3)| (1,7)
K(Ap) | 3.7 | 6.1 | 5.41| 22.2| 7.08]| 5.37

TAB. IV.1 — Nombre de conditionnement des matriéasdans une formulation de Galerkin
en base B-Splines, pourd 7. Primal signifie que y=V; = V™", dual que ¥ =V, =V;™",
d'aprés l'article de Cohen et MassodT]. (m,m) désigne 'ordre des deux fonctions d’échelle
de la base biorthogonale.

Primal Dual
(mm) | (3,3)| (3,5)] (1,5) | (1,7)
K(Ap) | 32.8| 20.4| 9.69| 8.8

TAB. IV.2 — Nombre de conditionnement des matrices en formulation de Petrov-Galerkin
en base de B-Spline, préconditionnée par leurs diagonales dans la base d’ondelette, d’aprés
I'article de Cohen et Massori[L§.

D’apres le tableallv.1, il apparait que le nombre de conditionnement est meilleur lorsque
la solution est recherchée dans la base de fonctions primales. On observe de plus une perte de
la propriété pour de grands ordmeset i : dans ce cas, la matrice de rigidité est toujours a
diagonale dominante, mais la taille des supports des filtres induit un élargissement des bandes
(cf figurelV.1), qui peut expliquer que le nombre de conditionnement soit plus important.

Dans une base de B-Splines, il est plus avantageux d’utiliser une formulation de Galerkin, plu-
t6t que de Petrov-Galerkin, la formulation de Petrov-Galerkin étant plus intéressante lorsque
la solution est recherchée dans™.

Les tableauxV.3 et V.4 donnent les différents nombres de conditionnement, pour la ma-
trice de rigidité non préconditionnégAy), et la matrice préconditionnée par sa diagonale
k(An), pour des bases de Daubechies, de Deslauriers-Dubuc, et de bases liftées. Le meilleur
résultat est obtenu dans une formulation de Galerkin, en exprimant la solution dans la base
duale. Cependant, contrairement aux résultats de Cohen et Masson, I'approximation de Petrov-
Galerkin se comporte tres bien dans les bases interpolantes liftées.

On rappelle ici que ce sont les valeurs singulieres que I'on affiche : dans le cas d’'une matrice
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symeétrique, elles sont égales aux valeurs propres de la matrice. Dans le cas de la matrice de
Petrov-Galerkin, qui n’est pas normale, les valeurs singuIi(‘eresV{ZSg)!s;thJ2 etv; = th sont
identiques, le conditionnement de la matrice est le méme. L'ordre de la méthode dépend ici de
la base dans laquelle on exprime la solution : I'algorithme doit donc étre meilleur lo¥sque

:VIJZ , puisque nous avons utilisé le schéma de lifting tel e M.

Enfin, dans la méthode de collocation, préconditionner par la matrice diagondi@enne un
nombre de conditionnement de I'ordre de(@émontré par Donohd®[]). Le nombre d'itéra-

tions dans cette méthode va donc dépendre de la résolution.

Vi =Vj Daub. 8| Daub. 10| Intp. 6 | Intp. 6 | Intp. 8 || Lift. 4 | Lift. 6. | Lift. 4

\7,- Daub. 8| Daub. 10| Lift. 4 | Lift. 6 | Lift. 4 | Intp. 6| Intp. 6. | Intp. 8
Ih| +|h| 16 20 15 17 19 15 17 19
m, 44) | (65 | 62)] 63) | 82 | (26) | (36) | (28)

K(An),j=7 | 4633 | 4310 | 3749 | 3721 | 3952 || 28958 19894 | 24346
K(Ar),j=7 | 6.39 | 4.99 | 36.49| 20.06 | 32.23|| 4.00 | 4.00 | 4.00
K(Ar),j=10| 6.74 | 506 || 46.88| 20.75| 38.67 | 4.00 | 4.00 | 3.99

TaB. IV.3 — Nombre de conditionnement des matrices Galerkin pour différentes familles. Sont
également affichés les tailles des filtres et I'ordre de la fonction d’échelle primale m et de sa
duale m. La premiere ligne donne la famille dans laquelle est exprimée le laplacien, et la
deuxieme ligne indique la famille utilisée pour représenter le laplacien en base d’ondelettes.

Vi Intp.6 | Intp. 8 || Intp. 6 | Intp. 6| Intp. 8
Vi Dirac | Dirac || Lift. 4 | Lift. 6 | Lift. 4
Ih| + || 7 9 15 17 19

K(An),j=7 | 8969 | 7155 || 4293 | 4180 | 4199
K(Ap),j=7 | 935 | 729 || 6.04 | 463 | 5.34
K(Anr), j=10 | 21299| 16623|| 6.71 | 4.69 | 5.74

TAB. V.4 — Nombre de conditionnement des matrices dans la formulation de Petrov-Galerkin.

A partir de ces résultats, nous choisissons donc lors du passage en trois dimensions de gar-
der la formulation de Petrov-Galerkin avec la solution projetée dans I'espace primal d’'une
AMR biorthogonale, et la formulation de Galerkin dans une base orthogonale. Avant de pré-
senter le solveur en trois dimensions, on peut tout d’abord valider I'analyse de ces tableaux en
étudiant la convergence d’un algorithme utilisant le préconditionnement par la diagonale du
laplacien en base d’ondelettes.
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IV.1.4) Reésolution de I'équation de Poisson en une dimension - extension
au 3D

On noteSle vecteur des coefficients f , 6‘”( >. Le systeme a résoudre s’écrit :

1o =T . B . B
(Dal/zF Ay EL Dal/z) DY?Fu; = D;Y2F s

ce qui donne, en simplifiant :

=T =T
DY2F  AjU; = DRY?F s (IV.5)

Les tests numériques des figui®s3, 1V.4 et IV.5 sont réalisés avec la solution tegk) =

sin(30rt x) sur l'intervalle [0,1]. La dénomination “primal” dans les figures signifie que la
matrice a été discrétisée en utilisant la base primale, c’est-a-dire gotuteonest représen-

tée dans la base primale, et que le second membre est développé sur la base duale (dans la
formulation de Galerkin).

=D3g
+— T 10
++16 L2 primal
N +—+ 16 L4 primal
v, |++I6 L6 primal
\ 16 L4 dual

| I8 L4 dual

e
=

0,01

0,001
0,0001

le-05

Erreur avec la solution exacte

le-06

| . | p . | . | . 3
20 30 40 50 60 70
Nombre d’itérations de Gmres

FIG. IV.3 — Pour J= 7, en une dimension, erreurlavec la solution exacte en fonction du
nombre d’itérations de GMRES, dans la formulation de Galerkin, et avec préconditionnement
par D,. Primal signifie que A ,K) = a(@y, ¢s,).

Dans les figure$V.3 etlV.4 sont affichées les évolutions de I'erreur avec la solution exacte
en fonction des itérations de GMRES, la premiére figure étant pour Galerkin et la deuxieme
pour Petrov-Galerkin. Ce sont les familles de Daubechies qui donnent le meilleur résultat,
et dans la figuréV.3, la duale doit étre d’ordre au moins égal a 4 pour donner un résultat
convenable. Dans tous les cas, on observe la convergence en moths d@@itérations.

L'importance de la régularité de la duale apparait de maniere plus flagrante dans la figure
IV.4. La meilleure solution est lorsque I'opérateur est discrétisé dans la base duale, c’est-a-
dire lorsque solution et second membre sont exprimés dans la base primale. En comparant ce
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l [— —]
2 L
3
qbs: C
o 001+ ]
g .
= ~- I6L6 primal
z F — 1814 primal ]
" 0,0001+ I6L2 dual .
g 1614 dual .
© L I6L.6 dual
] = 1814 dual
= C
A 1e-06] .

L | L | L | L | L |
10 20 30 40 50 60

Nombre d’itérations de Gmres

FIG. IV.4 — Pour J= 7, en une dimension, erreurlavec la solution exacte en fonction du
nombre d’itérations de GMRES, dans la formulation de Petrov-Galerkin, avec préconditionne-
ment par Q. L'algorithme converge donc plus rapidement lorsque la solution est recherchée
dans la base primale.

résultat avec celui de la figuig.2, montrant dans le cas aiix) = e /2 une convergence de
I'algorithme en 20 itérations, on en déduit que le préconditionnement par la diagonale exacte
donne un meilleur résultat : on obtient ici 25 itérations, mais pour une solution beaucoup plus
haute en fréquences.

La figurelV.5 permet de rendre compte de la qualité du préconditionneur : dans tous les
cas, c’est en exprimant la solution dans la base primale que I'on obtient la meilleure solution.
La formulation de Petrov-Galerkin donne de tres bons résultats, de méme que dans une base
de Daubechies.

On choisit donc deux possibilités pour I'extension en trois dimensions de la résolution de
I’équation de Poisson : la projection dans une base de Daubechies, ou bien dans le cas de fa-
milles biorthogonales, une formulation de Petrov-Galerkin. La figui@ représente I'erreur
L2 en fonction du nombre d'itérations de GMRES en trois dimensions. On utilise pour les
décompositions/recompositions en ondelettes périodiques tridimensionnelles le schéma expli-
qué en annexe. La solution esti(x,y,z) = sin(30mx) sin(30my) sin(30mz), sur[0,1]3. Les
bases de Daubechies et liftées ont un comportement similaire, comme en une dimension, et
ces deux méthodes donnent une erreur erf &0ec la solution réelle en une vingtaine d’itéra-
tions. Dans le cas interpolant, le nombre d'itérations dépenl éeil vaut mieux utiliser des
fonctions de base duales plus réguliéres. Dans ce cas, notre méthOde) exst compétitive
par rapport aux méthodes d’éléments finis.

On a donc maintenant un premier solveur de I'’équation de Poisson, en trois dimensions, en
projetant la solution dans une base de Daubechies, ou une base d’interpolantes (éventuellement
liftées), et en préconditionnant par la diagonale exacte du laplacien. Dans la section suivante,
nous présentons une autre méthode, combinant ondelettes et multigrille. Cette étude a fait
I'objet d’un article dans le Journal of Theorerical Computational Chemig8jy [
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FiG. IV.5 — Qualité du préconditionneur : en une dimension, pour une errdutdnnéel 04,
nombre d’itérations de GMRES en fonction de la famille d’ondelettes (D désigne Daubechies,
ImLMm désigne une interpolante d’ordre m liftBefois.), et de la formulation : G pour Galer-

kin, PG pour Petrov-Galerkin. primal et dual désignent la base dans laquelle est exprimée la
matrice.
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FIG. IV.6 — Erreur L2 en trois dimensions sur le résidu, en fonction du nombre d’itérations de
GMRES, pour une résolution & points.
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IV.2. PRINCIPES DU MULTIGRILLE

IV.2 Principes du multigrille

Les méthodes multigrille datent des années 70 : elles ont été initiées par Brandt, Dendy et
al. [3, 12, 58], Hackbush 86], et ont rapidement pris de I'ampleur. Le livre de Trottenberg et
al. [144] est une revue de ces méthodes, et Briggs en donne les principes fondamentaux dans
[29].

Beck [15] applique cette méthode dans le calcul de structures électroniques, pour déter-
miner le potentiel coulombien d’'un systeme confiné dans une boite, avec des conditions aux
bords de Dirichlet. Il utilise des fonctions de base interpolantes de Deslauriers et Dubuc; il
détermine ainsi le potentiel de Hartree qu'il intégre dans un solveur des équations de Kohn et
Sham sur base interpolanteq] 16, 17].

Le multigrille se base sur I'utilisation d’'un ensemble de grilles de différentes résolutions.
En faisant le paralléle avec une AMR, chaque grille correspond a la projection des fonctions
étudiées dans un espa¥g dont le pas esh = 277, On veut résoudre le systéme linéaire
(Iv.2): N

AU; =F;, (IV.6)
avecA matrice de rigidité issue d'une formulation de type Galerkin ou Petrov-Galerkin sur
deux espace¥; etV , et les vecteurf ; = {ﬂk} etU; = {uyk } donnés par :

Pf = fixPax,

keQ,

Pju = % UgkPak-
keQ;

L'objectif est de minimiser, a l'itératiom, I'erreur E}" entre la projectiotJ; de la solution sur
I'espaceV; et son approximatiob ;" par I'algorithme :

EPM=u;—um
On introduit alors leésidu, ou gradienD7':
DI —F;— AUT
et un simple calcul nous montre que le systéees] est équivalent a :
AE =DJ. (IV.7)

L'erreur entre la solution exacte et la solution approchée vérifie le méme type d’équation,
avec un second membre qui tend a étre de plus en plus “petit” au cours des itérations. Cette
eéquation [V.7) n’a donc pas besoin d’étre résolue précisément, pourvu que la solution soit
lisse. On se place en fait sur un maillage plus grossier pour résdifdig puis on met a jour
la solution sur le maillage plus fin a l'aide de I’approximatl?—ijﬁ deE}":

Ut =y e

Un tel algorithme nécessite donc d’avoir :
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— unopérateur de restriction ]Ij‘lpour passer d’'un maillage de résolutiocha2i maillage
21,

— unopérateur de prolongationou deprédiction I3, , qui & partir des coefficients dans
'espaceV;_; permet de déterminer ceux davig .

— uneprocédure de lissagesS; : pour éviter des erreurs dues aux changements de réso-
lution (expliqué par la suite), nous allons devoir appliquer une procédure de lissage a
notre solution, avant d’appliquer I'opérateur de restriction, et aprés avoir appliqué celui
de prolongation.

Apparait ici la différence entre AMR et multigrille : on n’utilise pas d’espaces de détail. La
méthode est plus facile a implémenter qu’'une méthode (adaptative) en ondelettes, mais ce
n'est pas la solution optimale. Le schéiwa/ donne la procédure pour une résolution a deux
grilles.

On effectuev, procédures de lissagks avant restriction, ev, aprés prolongation. Ces
nombres vont dépendre de la qualité du lissage, des opérateurs de transferts, et du colt d'une
étape de;S. On étend également cet algorithme en effectuant successivement plusieurs res-
trictions/ prolongations : ce sont les schémas de type V-cycles et W-cycles.

IV.2.1) Procédure de lissage

On choisit d'utiliser une étape de I'itération de I'algorithme de Gauss-Seidel pour lisser la
solution, d’ou la notatiorgS. Cette étape s’écrit, dans le cas 10| ou b = (b;) désigne le
vecteur du second membre, et &g sont les coefficients de la matrice de rigidité :

for i=1:n
b — 5§ e ) - 50
xi(k“>:< TR ) (IV.8)
i

end

Cet algorithme converge pour toute matrice symeétrique définie positive, mais lentement; il
posséde des propriétés de lissage de I'erreur trés intéressantes, qui incite a le choisir plutét
gue d’'autres méthodes comme Jacobi, SOR. L'exemple suivant nous permet de comprendre
visuellement le comportement ds.

Exemple IV.2.1 Considérons I'opérateur bidimensionnef + 1,29 Poure < 1, il est

+edy’
fortement anisotrope. Nous avons discrétisé cet opérateur a I'aide de formules aux différences
finies d’ordre 1 :
Oxf(i,j)=—-2f(i-1,j)+f(,j)-2f(i+1,]),

et appliqué plusieurs itérations de I'algorithme de Gauss-Seidel a partir d’'une condition ini-
tiale aléatoire. Nous avons obtenu la figukés : le lissage est trés important dans les deux
directions, et laisse apparaitre une composante monofréquentielle dans la direction y, qui
contient le terme prépondérant de I'opérateur, peut< 1. Dans le cas o& = 1, on retrouve

une erreur réguliere dont I'amplitude diminue au fur et & mesure des itérations. Si une dizaine
d’itérations suffit a obtenir une erreur lisse et avec une composante fréquentielle principale,
la convergence de I'algorithme est cependant longue.
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FiG. IV.7 — A l'itération m, schéma & deux grilles pour mettre a jour la solutidfdu systéme
linéaire, en utilisant I'équationl|{/.7)
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FIG. IV.8 — Dix itérations de Gauss-Seidel appliquées a I'erreur dans un probleme linéaire
dont 'opérateur est fortement anisotrope= 10-9), et avec conditions aux bords de Dirichlet.

Lorsque I'on met a jour la solution pain{8) dans 'ordrel = 1,...,n, on suit I'ordrelexi-
cographique On peut choisir 'ordre de mise a jour differemment : ainsi, on peut commencer
par tous les indices pairs, puis on fait met a jour les coefficients d’'indices impairs : cet ordre
s’appelleRed Black, et TrottenbergI44 montre que I'algorithme Red-Black Gauss Seidel a
les meilleures propriétés de lissage de l'erreur.

IV.2.2) Opérateurs de transfert

Dans les schémas classiques de multigrille, les opérateurs de resﬂij?ét‘rende prolon-
gation]Ij_1 sont issus de la théorie de l'interpolatiaddf. On peut complexifier ces opéra-
teurs en les adaptant a la géométrie de I'opérateur a inverser : Grauschopdgtalijent le
schéma introduit par Dend$§], et I'étendent ensuite a une méthode de multigrille algébrique.
Celle-ci permet notamment d’établir un maillage adapté pour des géométries complexes.

On applique ces opérateurs en effectuant des convolutions par des filtres de petit taille. Classi-
quement, un algorithme multigrille utilise comme restriction I'opérateur quix } o, associe

{Us—1ktay

Uj—1k = U 2.

Cette méthode simple consiste a garder un point sur deux. On peut également faire selon
chaque direction, en chaque positioa- (ki,ko,k3) :

1 1
Us-1k = U ke 2k) + 7 (Va ko ale-1) + s 0 ko 2k641)) -
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On utilise une combinaison linéaire pondérée des coefficients de I'e$paggour recons-
truire la fonction suij :

Usok = Uj_1k,
1
Ujok+1 = é(UJfl,k+UJ—1,k+(1,O,O)+UJ—17k+(07170)+UJ—17k+(070,1)

+ Up1t011) Y- 1k(1,1,0) Y- 1k41,0.2) F Y- 164 21,2)) -

Un tel schéma s’appellEull Weighting Scheme: on pondere les différents coefficients de

telle sorte que I'on conserve la moyenne.

Lidée de larticle [75] est de définifl;*etT] , en fonction des filtres et h de fonctions
d’échelle. Le passage du maillage fin au maillage moins fin se fait par une étape de trans-
formée en ondelette, qui dans le cas tridimensionnel avec conditions aux bords périodiques
a été présenté dans I'équatidi.80), page81l. Pour la prolongation, on utiliserdll(32) en
supposant que les coefficients en ondelette sont nuls. Ces filtres des familles d’ondelettes sont
présentés dans I'annexe Dans la mesure ou I'on ne traite pas les coefficients en ondelette
dans cette méthode, la qualité de ces filtres en tanfpgqaee-basest primordiale. En effet,

nous avons présenté deux types de familles : la famille de Daubechies orthogonale, dont le
filtre d’échelle s’appelleh, et la famille interpolante de filtretset f. La restriction utilise le
filtre t (h), et la prolongation, (h). Les figuredl!l.2, 111.5 etlll.7 du chapitrell nous montrent

les transformées de Fourier des symbolesideet f pour différents nombres de moments

nuls. Dans ces figures apparaissent des lobes secondaires, plutét prononcés dans le cas des
filtres h des familles de Daubechies. Ces lobes amoindrissent la qualité passe-bas du filtre :
cela entraine lors des changements de grille I'apparition de fréquences parasites dans le signal.
L'augmentation de I'ordren des fonctions d’échelle se traduit sur ces figures par la formation
d'un plateau autour de la fréquence nulle. La largeur de ce plateau correspond a la qualité
passe-bas du filtre de fonctions d’échelle.

IV.2.3) Discrétisation de I'opérateur différentiel

La matrice de rigidité du laplacien a été construite dans la partie précédente en fonction des
fonctions de base sur lesquelles on projette la solution. On a observé en une dimension une
certaine stabilité en utilisant des filtres différentiels qui ne sont pas associés a la famille de
fonctions d’échelle dans laquelle on projette le probléme. On résout le probleme suivant :

AU‘] :%J,

ou la matrice de rigidité\ est construite indépendamment des bases dans lesquelles on a les

coefficientsU; et F;. On peut utiliser une discrétisation de Galerkin, ou de Petrov-Galerkin
(cf partielV.1.1)), ou bien un schéma aux différences finies pour construirées fonctions
sont projetées dans des bases de Daubechies, ou interpolantes.
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V.3 Du multigrille & 'ondelette-multigrille

IV.3.1) Algorithme standard

Nous avons utilisé un algorithme en V-cycle. Le schéma présente un cycle utilisant
deux résolutions. L’algorlthme dans I'encadré suivant décrit un V-cycle. Le r&gjest noté
d, etv[J] correspond iaJJ sur le schémav.7, qui nous donne un cycle.
A chaque itération du V-cycle, on initialisea 0 sur toutes les grilles ; on effectue une descente
de profondeud — jO, au cours de laquelle on définit a chaque étape le résidu (second membre
de I'équation). Sur le maillage grossier (dans nos tgsts 2), on résout le systeme linéaire
par une série d'itérations de Gauss-Seidel, puis on remonte jusqu’au maillage fin en corrigeant
I'erreur courante avec la solution obtenue sur le maillage précédent.
Dans le schéma classiqug, etv, (nl etn2 dans le schéma précédent) sont fixés et indépen-
dants de la résolution. Cependant, lorsque I'on est sur une grille grossiére, on peut faire plus
d’itérations de Gauss-Seidel, sans que cela colte beaucoup plus cher. C’est pourquoi on fait
varier le nombre de lissages en fonction de la résolution.

u[J] = VCYCLE[u[J],A[J],f[J]]

Begin
vi:] =0 ! Erreur nulle a toutes les échelles
d[Jg] = £[J] - A[J]ulJ] ! Recherche d’une correction de u[J]: v[J]
For 7 = J, j0
nl = 2*%*(J-j+1) ! nl étapes de lissage Gauss Seidel (GS)
v[j] = GS[nl,v[]],d[]]]
dijl = £[3] - A[3] vI[]]
d(j-11 = 13,3-11 d[3]
Endfor
n2 = 2**(J-30+2) ! n2 étapes de lissage GS

v[j0-1] = GS[n2,v[j0-1],d[]J0-1]]
For j = j0,J

n2 = 2**(J-j+2) ! n2 étapes de lissage GS
wl(j]l = I[3-1,3) v[j-1]
v[{]] = v[]] + w[]]
v[j] = GS[nZ,v[j],d[]]]
Endfor
ulJ] = ulJ] + v[J]
End

V-cycle standard. Le résidu est passé sur des bases de plus en plus grossiéres, en effectuant a
chaque foiv; étapes de lissage. Le systeme linéaire est résolu exactement sur le maillage
grossier, puis on met a jour la solution sur des bases de plus en plus fines, en lissant a chaque
fois I'erreur.

IV.3.2) Analyse multirésolution et multigrille

L'idée de combiner ondelettes et multigrille a déja été exploitée. Ainsi, Dahlke et Kunoth
[48] utilisent des vaguelettes, et construisent par un schéma de lifting une famille biorthogonale
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adaptée a I'approximation de I'opérateur sur le maillage grossier.
Yesilleten et Arias 159 ont également étudié I'interaction entre multigrille et AMR par le
biais des ondelettes interpolantes. lIs utilisent pour cela une formulation de Galerkin, et leur
algorithme, appelé algorithme d¢opgrid, est assez voisin du notre. Leur étude se limite au
cas monodimensionnel, et nous n'avons pu comparer les deux algorithmes numériqguement.
Vasilyev et al. 148 présentent dans leur algorithme utilisant des ondelettes de seconde
génération un schéma multigrille similaire au V-cycle présenté dans cette partie, avec pour
opérateurs de transfert des filtres interpolants. Les étapes de lissage sont effectuées par des
ordres moins élevés d’'ondelette, et I'algorithme de résolution au niveau le plus bas est un
GMRES, ou un B-cGSTAB. Il combine le calcul de grilles adaptées et la résolution sur une
grille fixée par un V-cycle.
L'algorithme standard présenté dans la section précédente effectue des opérations de lissage de
la solution courante, avant d’en calculer le gradient et de résoudre sur un maillage plus grossier
le systeme obtenu. La qualité des opérateurs de restriction issus des familles d’ondelettes nous
a pousseé a éliminer ces étapes de lissage. L'algorithme obtenu, que nous nommerons “Halfway
V-Cycle” compte tenu de ces changements, est présenté dans I'encadré suivant.
On corrige I'erreur v[J] en lissant ses composantes a chaque étape de la décomposition en
ondelettes du résidu, puis I'on remonte en faisant a chaque ¢tdi@sages. Nous contreba-
lancons le gain d’opérations de lissages a la descente par un doublement du nombre de lissages
au moment de la reconstruction de I'erreur, conservant ainsi le nombre global d’opérations.

u[J] = HALFWAY[u[J],A[Jd],f[J]]
Begin
vi:] =0 ! Erreur nulle a toutes les échelles
d[J] = f£[J] - A[J]ul[J]
d[:] = FWI[]O,d[J]] ! Coefficients en ondelette jusque 70
For j = j0,J
n2 = 2*2**(J-j+1)
v[j] = GS[n2,v[]j],d[j]] ! d[j] développement dans V_j
v[j+l] = I[3,3+1]v[]]
d{j+1l] = I[3,3+11d[]]
Endfor
ulJ] = ulJ] + v[J]
End

Halfway V-cycle, présenté dangd). Les filtres des fonctions d’échelle possédant de bonnes
propriétés passe-bas, on n’effectue plus de lissag#ans la descente, mais seulement dans
la mise a jour de la solution.

IV.3.3) Comparaison entre le V-cycle et la méthode Halfway

Les tests des figuré's.9 et!V.10 sont faits sur 128points, avec comme solution $80mx)
sin(30my) sin(30mz), sur[0, 1[3. On a utilisé un cycle de profondeur 4. Les deux méthodes ont
le méme comportement de convergence pour ce type de solution, et c’est la qualité du filtre de
différentiation qui détermine I'ordre de la méthode : dans les deux figures, la meilleur solution
est d'utiliser des différences finies plutdt que le filtre correspondant aux fonctions de base. On
distingue trois types de comportements asymptotiques (dans les deux figures). Le premier type
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FiG. IV.9 — Erreur L2 en fonction du nombre de V-cycles, selon I'algorithme multigrille stan-
dard. Le filtre de différentiation est celui associé a la famille de discrétisation (D10s, D8, etc),
sauf dans deux cas ou l'on utilise des différences finies d’ordre 6 (FD8&. d2signe une
famille de Daubechies d’ordre 4, et une famille de Symmlets du méme ordre.
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FIG. IV.10 — Erreur L2 en fonction du nombre de V-cycles, pour notre algorithme. Le filtre de
différentiation est celui associé a la famille de discrétisation (D10s, D8, etc), sauf dans deux
cas ou I'on utilise des différences finies d’ordre 6 (FD6).
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correspond a une méthode de Galerkin avec des fonctions de base d’obBe),do( a une
méthode de Petrov-Galerkin avec des fonctions primales d’ordre 6, et duales d’olélicd ¥4 (
Dans le deuxieme cas, il s’agit des famille40s et I8L2, soit d’ordres respectivement 5 et
(8,2). Lerreur est plus petite poliBL2, sans doute grace au fait que les fonctions d’échelle
interpolantes possédent des moments nuls, et pas les fonctions de Daubechies.

Le troisieme utilise le filtre de différences finies d’ordre 6. Nous n’avons pas affiché la courbe
I6L2, qui donne le méme comportement asymptotiquel §ud, la convergence étant un peu
plus longue. Dans les deux cas, comme dans celDldfis— FD6, on obtient la méme erreur
asymptotique en.80°. Le facteur déterminant pour la résolution de I'équation de Poisson
est donc I'ordre du filtre de différentiation. Ici, nous montrons que dans les deux méthodes, les
différences finies permettent d’avoir un tres bon résultat.

325
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FiG. IV.11 — Nombre de V-cycles en fonction de la résolution, pour atteindre I'eri€up?
sur une solution gaussienne'é/16.

LesfiguredV.11 etlV.12 sont réalisées pour une solution gaussiem’ize/lﬁ. Cette solution
est suffisamment lisse pour que pour toutes les résolutions et tous les ordres de filtres testés,
on atteigne au moins I'errelr® 1023 avec la solution exacte. Nous avons tracé pour chaque
résolution la courbe de I'erreur en fonction du nombre de V-cycles. Nous avons ensuite pris
I'abscisse correspond & I'erreur 19 ce qui explique que le nombre de V-cycles n’est pas un
entier.

La méthode V-cycle a un meilleur comportement asymptotique que la méthode Halfway :
en effet, le nombre de V-cycles a effectuer lorsqiea@gmente tend & étre compris entre
1 et 2, et plus favorablement vers 1. Lutilisation d’'un filtre de différences finies donne les
meilleurs résultats. L'ordre de la famille duale est également importante : en effet, la conver-
gence est meilleure pour une famille de Daubechies d’ordpe Bsyn) que pour une méthode
de Petrov-Galerkin utilisant une famille interpolante liftée dont la duale est d’ordre 2.

Le tableauV.5 illustre les temps de convergence pour les deux algorithmes pour une erreur
de 10 sur la solution. Celle-ci est réguliére, et modélise le type de solution que nous aurons
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FIG. IV.12 - Nombre de Halfway V-cycles en fonction de la résolution, pour atteindre I'erreur
10-3 sur une solution gaussienne'é/16,

a trouver dans le cas des équations de Kohn-Sham. Comme cela est expliqué dans le chapitre
VI, nous prendrons généralement=264 ou 128 pour résoudre le systéme autocohérent. Dans
ces cas, les deux méthodes avec multigrille sont trés rapides. En théorie, le temps doit étre pro-
portionnel au nombre de points de la discrétisation. Cette loi n'est pas respectée ici pour de
grandes résolutions (entre 128 et256, le facteur entre les temps de calculs est supérieur a 8, de
I'ordre de 12). Cela n’est pas di au temps de calcul, mais plutét au temps d’accés a la mémoire.
La méthode V-cycle est plus rapide que celle que nous proposons, mais globalement les temps
de calcul sont du méme ordre de grandeur.

64 | 128 | 256
Halfway 16L2 1.43| 11.42| 127.23
V-cycle 16L2 1.45] 17.09| 135.66

Halfway 16L2 - FD6 | .83 | 10.41| 124.95

V-cycle 16L2-FD6 | .8 | 9.56 | 68.75

TAB. IV.5 — Temps cpu (en secondes) pour résoudre I'équation de Poisson avec une erreur de
104, pour différentes résolutions.

En conclusion, nous obtenons deux méthodes combinant ondelettes et multigrille pour ré-
soudre I'équation de Poisson. La premiére est un V-cycle classique, la deuxieme exploite les
propriétés de passe-bande des filtres de fonctions d’échelle. Dans les deux cas, c’est la qualité
du filtre de différentiation qui détermine la qualité de la solution.
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RESOLUTION AUTOCOHERENTE DES
EQUATIONS DEKOHN ET SHAM

Nous disposons maintenant des principaux ingrédients pour déterminer I'énergie et la den-
sité de I'état fondamental d’un systeme électronique. Dans les deux premiers chapitres, nous
avons explicité la forme de I'hamiltonien, et en particulier le potentiel moyen auquel sont
soumises les orbitales. Apres avoir présenté les différentes bases utilisées actuellement pour
résoudre un tel systéme, nous avons introduit les ondelettes, famille de bases dont les proprié-
tés de compression, de localisation dans I'espace spatial et de Fourier, et enfin de mise en place
d’algorithmes rapides, permettraient d’ameéliorer notablement la complexité et la convergence
des programmes de calculs de structures électroniques. Nous avons notamment introduit dans
le chapitrelV le formalisme de résolution en trois dimensions de I'équation de Poisson, en
ayant mis en avant la propriété de préconditionnement du laplacien en base d’ondelettes. La
propriété de passe-bas du filtre de fonctions d’échelle a également permis de mettre au point
un algorithme combinant ondelettes et multigrille.

Ce chapitre détaille la mise en oeuvre de I'algorithme de résolution du probléme autocohé-
rent. On recherche I'état fondamental d’'un systeme composé d’un nombke diminoyaux
et deN électrons en utilisant la Théorie de la Fonctionnelle de la Densité (séi8h page
33).

Nous supposons que les grandeurs du probleme (la densit@otentieMks, les orbitales
;) ont des supports contenus dans un ou€erDans une premiére partie, nous justifions ce
choix, et en se ramenant & I'étude de ces fonctions sur leltergR /Z)3, nous écrivons le
systeme de Kohn et Sham pour des fonctions définie¥ sun algorithme de résolution de
ce systeme sera propose.

Dans une deuxieme partie, nous détaillons les différentes étapes de cet algorithme. Bien
gue nous cherchions les orbitales dans une base orthogonale, la matrice de rigidité associée a
I'opérateur potentiel n’est pas obtenue par une formulation de Galerkin : on utilise un opérateur
approché, qui fera de notre méthode une méthode de collocation.
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V. RESOLUTION AUTOCOHERENTE DES EQUATIONS DE KOHN ET SHAM

V.1 Equations de Kohn et Sham sur le torel

On rappelle que dans la DFT, on veut déterminer la densité électropiguiBénergie to-
tale £ d’un systéme composé dé noyaux positionnés eRq, et deN paires d’électrons
remplissanicc couches successives d’énergie. On calcule égaleMeétats non occupés,
encore appelés étatgtuelsdans la littérature. Cela signifie que I'on détermine également les
orbitalesy;, aveci = occ+ 1,...,0cc+ Ny, et que ces orbitales n’interviennent pas dans la
construction du potentiel de I’hamiltonien. Si 'on ndte= occ+ N, le nombre total d’orbi-
tales, alors la densité électronique s’écrit :

occ occ

p=25n |[Gil? n=N, 0<n<1 (V.1)
AL

Ny
oualorsp=2 Zlni |L|Ji|2 , en prenant leg; = 0 pouri = occ+ 1, N;.
i=

A priori, la densitép et les orbitalesp; sont définies suR3. Les noyaux étant localisés dans
I'espace, le potentiel attractif qu’ils générent sur les électrons ainsi queet {; le sont

aussi : on suppose qu’assez loin des noyaux, ces grandeurs tendent vers 0, c’est-a-dire qu’elles
satisfont I'hypothése suivante :

Hypothese V.1.1 (Localisation spatiale d’une fonctiorf) En placant les K noyaux du sys-
téme dans un voisinage de I'origine du repéreRfe et & condition de prendre un réel: 0
assez grand, alors f nulle au dela de la sphere de ceéhéede rayon L :

d>ovL<]r|, |[f(r)]=0.

Dés lors, on suppose que la dengitéles orbitalesy;, etV vérifient cette hypothése
sur 'ouvertQ =]0,L[3 (on positionne I'ensemble des atomes au milieu de la boite). Pour
Pi € H?(Q) et orthonormées dang(Q), c’est-a-dire/ Wi Pj dr =& j, onap € LY(Q), et
o :
il s’agit de calculer I'énergie totale :

occ

Elo] = 23 [ i) 00 (0)ar + [ Veslolo(r )

_%/chm p(r) dr—/Qch[p] p(r) dr+/Qexc[p] p(r) dr.

Le potentiel de Kohn et Shakks se décompose en trois termes :

K
V() = _G;H—Z‘;Ra\’ (V.2)
Ve t.g AV = —-41p, (V.3)
Vil = Exelp(r)] + pr) 2 (V.4)

op’

Ll s’agit deN électrons au total, et pas par noyau.
2numériquement, il sera nécessaire de couper le pot&htjel, se comportant en/Ir|, est de longue portée.
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ou &y est calculé selon I'approximation de Padé2), page4l. Les{s;, j}i=1n, sont solu-
tions de :

Hplwi = & W,
Hlp] = AV HVelp()] +help(r)] Vi € Q. v5)

Pour effectuer un calcul de structures électroniques a l'aide de la DFT, d’autres méthodes
peuvent étre utilisées. Ainsi, Arias et Ismail-Beifj P4] définissent la fonctionnelle énergie
£ comme un lagrangien dépendant non seulemenbcasrbitalesy;, mais aussi du potentiel
électrostatiquéf: :

1 occ

L({Llli},Vc)z—E;fi /Qtlli(r)AllJi(r)dr + /Q(V—i—sxc) p(r) dr

- [V -po o~ o [ DwemPa e

Les fj valent respectivementn2 On retrouve les mémes formes pour les énergies issues du
potentiel d’interaction avec les iols(V.2), et du terme d’échange-corrélatigg®. Dans p4],

ce sont les pseudo-potentiels de Kleinman et Bylan@@rdui sont utilisés pour formev,

avec des parties non locales. On prend darsplicitement en compte le fait que I'on utilise

des conditions aux bords périodiques, en introduisant la congignte qui signifie que I'on

résout I'équation de Poisson avec le second membre de moyenne nulle. Le dernier terme, si-
gnifiant que I'on cherch¥t tel que la moyenne de son laplacien soit nulle, est encore appelé
self energydu potentiel de Hartreg:. On obtient en dérivant la fonctionnelle par rapport

aux orbitaleg); et aVc le systéeme d’équations de Kohn et Sham d’hamiltoriedéfini par

(V.5), couplé avec I'équation de Poissond). Apres avoir introduit notre algorithme, et lors

de la discrétisation du systeme d’équations, nous présentons la méthode utilisée par Arias et
al, et la comparons a la nétre.

Puisque les fonctions sont nulles aux bord€j@ous pouvons considérer qu’elles vivent
sur le tore(R\LZ)3, c’est-a-dire quelles sont périodiques surLes AMR que nous avons
introduites dans le chapitiél sont des AMR deT = (R/Z)3. Il existe plusieurs maniéres
d’exprimer & partir des fonctions de base $uwles fonctions d¢R/LZ)3. Nous avons choisi
de considérer ces derniéres comme des dilatations de fonctidiis Llcee prochaine section
détaille la forme des équations de Kohn et Sham adimensionnalisées. Nous présentons ensuite
I'algorithme autocohérent, en précisant le passage d&€; =|0, 1.

V.1.1) Adimensionnalisation du systeme
On définit le changement de variable suivant :

Définition V.1.2 Soit f € L?((R/LZ)3), L > 0. On peut écrire f comme la dilatation d’une
fonction- f de I'espace E(T), ouT est le tore(R/Z)3 :

V(X7Y72> < (R/LZ)s, f(X,Y,Z) = f(LX, Ly7 LZ) = Lf()(,y7z), (X,y,Z) eT.

3Le termeeyc(p) est I'énergie d’échange-corrélation par électron dans un gaz d’électron uniforme, et I'énergie
d’échange-corrélation d’'un systéeme de dengis&crit Exc(p) = [q Exc(P) p(r) dr.
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Nous effectuons toute I'analyse pour les fonctidrfs sur I'ouvertQ; =]0, 1[°. En particulier,
les orbitales sont normalisées pour la nolrAED) :

1wl = /Q|Lpi(X,Y,Z)|2dXdeZ:L3/Q Wi (Lx, Ly, L2)|°dxdydz
1

= [ wi(xy, 2 Pxcydz= L [ 0 [Pyq, =1
1

- ., 2N . L
La densité-p associée a donc pour norrhé = et dans le calcul de I'énergie cinétique de
chaque orbitale); apparait un facteur/12 :

<@l =30 W> [oWi(X,Y,Z) (—38) Wi(X,Y,Z)dXdY dZ

ec(Wi)

<Wlwi> [0 e,
L /o, (] (—%A) Ly _ 1 Ja, (O-yi)?
KTy Ay (ST,

Ce facteuré apparait dans le terme cinétique de I’hamiltonien. Pour le potentiel ext&tjeur
cela revient juste a faire une dilatation d’un facteuPour le potentiel d’échange-corrélation,
défini sous forme intégrale, apparait un factetirLe potentiel coulombien (de Hartre}
est résolu suf) :

—AVe(X,Y,Z) = 4mp(X,Y,Z) Y (X,Y,Z) €Q

1
1z AVc(Lx,Ly,Lz) = 4mp(Lx,Ly,Lz) V (X,y,2) € Q1

—éA e = 4m‘p sur Q.

On supposera que € H=1(Q;), et alors-\Vc € H(Q1). On détermine la solutiov: associée
au second membre de moyenne nulle, c’est-a-dire que I'on effectue un décal@‘ggdeﬂa
densité. Numériqguement, nous obtiendrons aux bords de lajbgifé que le potentiet\c est
assez petit (de I'ordre de 16) loin des noyaux, mais pas nul. Il est donc Iégérement décalé par
rapport au potentiel coulombien attendu, ce qui induit également un décalage dans I'évaluation
des énergies. Nous présentons dans le chaypitte limite physique de ce modéle.

On applique 'hamiltonien de Kohn et Sham a des fonctions définieQ sur

S9]1p) = AV () Ve[ ()] + Vil )] VT (WD)

et I'on veut trouver le®ccorbitales-y; orthogonales solutions de
Vi=LN, “Hgi=gty (V.8)

On résout donc le systéme sQf, et on en déduit la densité et I'énergie fondamentale du
systéme défini suR. La partie suivante donne I'algorithme de résolution de ce systéme auto-
cohérent. On explicite le passaged@ Q4 a chaque étape, en privilégiant les notationgsur
pour plus de clarté.
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V.1.2) Algorithme de résolution

Le probléme a résoudre est un probleme autocohérent : I'namiltonien dépend des orbitales
i, i =1,...,0cc par I'intermédiaire de (V.1). Nous avons choisi de programmer cet al-
gorithme par une méthode itérative de recherche de point fixe. La figlirechématise les
différentes étapes d’une itération. La question de la convergence d’'un tel algorithme sera dis-
cutée dans la section2.5), pagel37.

Lo
Equation de Poisson | | Potentiel d’échange-corrélation
—A Lvél — ATT L”ﬁn LVXC[ L’ﬁn]

\/

Si H L’ﬁn o Lpn—i—lH > T Lg_[[ L’ﬁn]

Cvc || Calcul detpnt? | ‘ Dis ‘
Sinon H"[ -p"
arrét de I'algorithme | DIAG

1 1
G i

EN
—
Lpn+1:2-zlni| L3
i=
|

FIG. V.1 — Algorithme de résolution des équations de Kohn et Sham

Etape HAM : construction de I’hnamiltonien pour une densité donnée

On suppose en entrée de l'itératiomlisposer de la densif. La premiére étape de I'al-
gorithme est de construire I'hamiltoniefi[p"] en fonction des potentiels dépendants de cette
densité V¢ etV a partir de la formule\(5). On détaille ici les quatre termes de I'hamilto-
nien :

e Le laplacien—3A.

e Le potentielV créé par les noyaux, défini pav.g). L'utilisation d’'un pseudo-potentiel

élimine les singularités en chaque noyau, et prend éventuellement en compte les électrons
de cceur, c’'est-a-dire les électrons les plus proches du noyau :

K
VreQ, V(r)~ % Vi(r —Ra),
o=1
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V. RESOLUTION AUTOCOHERENTE DES EQUATIONS DE KOHN ET SHAM

avecV,J. le pseudo-potentiel défini par (€d.8), page4?) :

EEVURY: r r r
V) =~ Zert (L) ot (e ol 2 cad ey e).
Ir| V2 T1i6c loc MNoc MNoc
(V.9)
ouerf est la fonction de répartition de la loi normale définie pageet les constantes
etrioc données pour tous les éléments de la classification périodique dans I'é@¥%cle [

Le potentielN,S. est donc moins profond autour &g, ce qui implique :

K
V < 3 Vioe(- —Ra).
a=1

D’autre part, le comportement 8 est en ¥|r|, et donc a longue portée. Comme nous
nous plagons dans un ouvéltavec conditions aux bords périodiques, il est nécessaire
de coupeMoc en lui appliquant une fenétre, comme il a été question dans le chépitre
page50. Nous approcherons donc le potentiepar le potentieV :

K Ve (r—R
VreQ, V(r Zl ioc(" ~Ra)

+e B (r—Ra—Xo) ° (V 10)
Le parametresp est la distance au noyau a partir de laquelle le potentiel est ann{ilé, et
est un parametre de lissage de la fenétre. On a donc :

z Vloc Of <V.

La densitép" est définie comme une densité de probabilité, et est donc positive. Deés lors,
I'énergie associée\a sera plus grande algébriquement que I'énergie assodiée a

/V(r)'ﬁ”(r)dr </\7(r)p”(r)dr
Q Q

D’autres pseudo-potentiels pourraient étre implémentés, comme par exemple celui de
I'article de Harrison et al.g9]. Ce type de potentiel est relativement doux, c’'est-a-dire
gu’il est peu profond autour des noyaux, (moins attractif), et permet d’obtenir des orbi-
talesy; plus lisses.

e Le potentiel de Hartre®¥c (V.3) est déterminé en résolvant I'équation de Poisson. On
utilise pour cela un des algorithmes présentés au chdyitféous avons dans un premier
temps intégré I'algorithme a base d’ondelettes, utilisant la méthode itérative Gmres.

e Le potentiel d’échange-corrélatiofc[p"] se calcule a partir de I'énergie d’échange-
corrélation d’'une particuley[p"] (V.4). En posantrs = (%)1/3 ('f)”)_l/3, alors cette
énergie vaut :

ap+ayrs+aprs’+agrs®
byrs+byre2+bgred+byrd

Les coefficientsy; etb; figurent dans I'article92]. Pour ce terme, il est donc nécessaire

de connaitre les valeurs aux points de discrétisatigal’dea somme des trois potentiels
est égale au potentiel de Kohn et Sham :

Exc(rs) = — (V.12)

Vks =V 4+ Ve + Vie.
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Le potentiel de Kohn et Shaiks est exprimé suf =]0,L[3. Aprés un changement de
variable nous ramenant sy =]0,1[3, (Vr € Q, Vks(r) = “Ws(r’), V' € Q1), on
obtient un systeme d’équations adimensionnalisé.

La densité étant une somme des modules au carré des orbitales, on la calcule, notamment
dans les codes utilisant des ondes planes, avec une résolution deux fois plus fine que celle
utilisée pour résoudre le probléme aux valeurs profrés calcul du potentiel d’échange-
corrélationV, nécessite de plus de connaitre les valeurs aux points de la densité. En entrée de

cette étape, on connait la projection g&" sur la base de collocatidaﬁ% = {@Lg‘k}kegw,
notéelgM LB", et on calculeiﬁM LD et ILZ LV, Sion noteQ;,, = [0,1,...,27 — 1% les

230+ indices des fonctions de base wE , , alors on construik "V | éﬁ+g,k>, pour
k € Qj.0. On obtient ainsi :

- 1
Laf[Lpn = —5aB+ 15, "VZs(r), 15, , SVls(r) = "Vils(Xa4£k) ©F4 (1)

ke g

Dans la partiev.2.1), nous détaillons la construction de I'opérateur
L2{[ 15", et son calcul dans la base de collocatief, , .

Etape Dis : discrétisation du systéme

On associe a I'opérated([p] la forme bilinéaire symétrique suivante :

s (U,v) = %/Qmumv dr+/Q\7 uvd+/QVC[6(r)]uvdr+/QVXC[[3(r)]uvdr. (V.12)

On suppose quk; est definie suH(Q) x HY(Q). Sous forme faible, les équations de Kohn
et Sham s’écrivent :

Trouver (M2, WM1)i_ n, solutions de :

Vve HYQ), hg( P*l,v)zs{‘”/w-”“vdr.
0

Si on fait le changement de varialsle= L r’, alors le probleme s’écrit :

Trouver (M, Ly 1)i_; n solutions de :
vve HY(Qp), L3 / Lap" Fe v dr = L3 ettt / Lttt v odr.
Q1 O

Nous allons chercher les solutio'njyi”+l dans I'espace orthogon‘ﬁ'fJ1 de dimension ¥ :

t1 L 1 Ly,J i
Py g =ty :Zcﬁ,kq’lk-

4Cela a été explicité dans le chapitrepage47.
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Cet espacé"tJ1 differe de celui utilisé pour exprimer les potentiél’é% , car nous voulons com-

biner une AMR interpolante pour traiter la non linéaritélg et une AMR orthogonale dans
laquelle la procédure de diagonalisation est peu colteuse. Les fonctions tests sont également
les fonctions de base dé} : la discrétisation ressemble & une méthode de Galerkin, dans
laguelle on construit la matrice de rigidité

HY o = /Q 1 L[5 ®33c(r) Pye(r) dr.

Cependant, pour traiter la non linéarité du potentiel, nous effectuons un changement de base
(der,1 thJZM ) pour appliquer le potentiel a I'orbitale. Nous considérons déifi¢du moins

la partie potentiell®") sous une forme approchée, par le biais d’'une méthode de collocation.
L'intérét d’'une telle méthode est la rapidité de calcul qui dépend linéairement des supports
des filtres des famille ett, : on peut en particulier utiliser une famille de Coiflets, dont

le support est plus long qu’'une famille de Daubechies pour le méme ordre, sans augmenter

drastiquement le temps de calcul.

La partieV.2.2) est consacrée a la construction(de
H" selon une méthode de collocation.

Etape DIAG : détermination des plus petites valeurs propres et des vecteurs propres as-
sociés

On cherche les plus petites valeurs progmede I'opérateur linéarisé/[p"]. Ces valeurs
propres appartiennent au spectre de I’hamiltonien, que nous définissons par :

Définition V.1.3 (Ensemble résolvant et spectre d’un opérateur)Soit#, I'opérateur défini
sur le domaine D) = H2(Q) par :

Hy =N — H[p"].

L'ensemble résolvant d&[p"], noté i #[p"]) est composé dese C tels que :
— 75 (D(H)) est dense surd(Q).
— 7, " existe et est continu suP(Q).

L'ensemble complémentaire d¢#[p"]) dansC est notéo(H[p")), et il est définit par :

Définition V.1.4 Le spectre de I'opérateut/[p"] est la réunion de trois ensembles disjoints :
e Le spectre discrefi, est composé desc C tels que#, est non inversible.
e Le spectre continag. est composeé desc C tels que?[{l est non borné dansi(Q), de
domaine dense dang(Q).
e Le spectre résidued; est composeé daese C tels que?[)\’1 existe, de domaine non dense
dans 2(Q).

Nous conjecturons, avec I'hypothese de localisation spatiale des potentiels composant I'opé-
rateur et en supposant qu’ils sont réguliers que I'opérateur est compact. Si cette conjecture est
vraie, alors Dautray et Lion$Sfi] montrent que le spectre de I’hamiltonien est discret et réel,
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c'est-a-direc = o, U {0}, et que I'ensemble des valeurs propres peut étre rangé en une suite
réelle convergeant vers 0. Ces valeurs propres s’écrivent :

nl_ < qunJrl’ }[[ﬁn] in+1 >

Pour i=1,....N, g
n+1 ,;,n+1
<y, P>

Dans la mesure ou nous ne sommes pas a méme de démontrer rigoureusement la propriété
de compacité deg/[p"], nous nous contenterons de supposer qu'il existe des valeurs propres
discretes pour/[p"], et que la méthode variationnelle que nous utilisons nous permet de les
calculer. Evidemment, la discrétisation du probléme induit que toutes les valeurs numériques
trouvées seront discretes. Nous verrons comment les calculer, en fonction de la maniere dont
on calcule la matrice de rigidif&’ de I'hamiltonien.

Pour linstant, nous avons observé numériqguement le spectre de I'hamiltonien. Pour les
opérateurs que nNous avons construits, les énergies sont négatives et associées a des orbitales
qui ne respectent pas forcément les symétries des fonctions d’onde électroniques. Nous rap-
pelons que la théorie de la fonctionnelle de la densité nous permet de découpler le probléme a
2N électrons eroccproblémes a une orbitale, et que ces orbitales n’ont plus de signification
physique 'espace des solutions des équations de Kohn et Sham n’est pas inclus dans I'espace
des solutions de I'équation de Schrddinger.

Dans la partie/.2.3), on présente différents algorithmes de détermination

desN; plus petites valeurs propre-‘,é+1 deH" et des vecteurs propres asso-
iaclyd

ciés-y.

Etape EN : construction de la nouvelle densité, et calcul de I'énergie totale associée

On détermine la nouvelle densip&*! selon la formule :

occ

pn+1 — Z_Z n; MJF-I—l‘Z.
i=

Comme nous allons voir dans la partie suivantesClesn; sont tels que I'on respectedufbau
principe, c'est-a-dire que I'on remplit entierement les couches électroniques en commencgant
par celles de plus petite énergie. Les orbitéthaS+1 sont exprimées darig? | et I'on cherche

la densité dans un espace de colloca’&i’é?g;g ,1.e.on évaluéﬁM Lo, Sachant qu’a I'étape
précédente nous avons calculé les valeurs prcq{iffés on peut former I'énergie totale :

occC 1

E=23 el 5 [V dr+ B = [ elp o . (V1)

Dans la partie/.2.4), nous calculons la densif#+?! et
I'énergie du systeme a l'itératiam E".
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Etape CvG : critére de convergence pour I'algorithme autocohérent

On a construit dans la partie précédente une nouvelle dgfisitéselon 'Aufbauprincipe.
L'algorithme a convergé lorsque la différence est inférieurdizé :

n+1

| p" T —p" o< T

S'il n'a pas convergé, il faut calculer une autre densité d’enfp&! . On utiliserap"™t =

p"t1, Cette méthode est appelée algorithme de RoothB2H. [Pour justifier les propriétés

de convergence d'un tel algorithme, nous nous référons a la thése de Eric Catjcés [
formalisant le probléme de la maniere suivante : on cherche un algorithme de minimisation
de I'énergie totaleE. Jusqu’'a présent, nous avons formidéen fonction des orbitalegy;

et de la densit. Il est possible d’'unifier les notations, en introduisant I'ensenldes
configurations d’orbitales :

B={D={Pilicien, WicH, <@, Yj>=8;, Vi,j=1... N}

A chaque élémerd = {Yi}i=1n, deB, on associe I'opérateur densité :

Ny
Q):';ni < il > i,

la matrice densité(r,r’) ZZn. Wi (r , etladensitép =1(r,r) =2 Zln. il 2(r) .

Dans notre convention (closed shell), lgsont compris entre 0 et 1. Un simple calcul montre
alors queD? < D. Sil'on introduit de plus la trace d’un opératedrdéfini surB par :

N
= Ay,
=1
alors on obtienfTr(?) = N, N étant le nombre de paires d’électrons. La minimisation de
I'énergie de Kohn et Sham s’écrit dans ce formalisme :
TrouverD avecD? < D et Tr(D) = N qui minimise
E(D)=2Tr(HD)+Tr(I(D)D) + Exc(D),
avec

1
H = —5A+V. J(D)=

Exce(D) = /stc(p)pdr.

- olr—r/|

Cette formulation permet d’exprimer le probleme en fonction d’une inconbu®ans notre
schéma, on suppose a l'itératiamgue D" est donnée. On construit alors I'opérateur associé,
dit opérateur de Fock :

F(D") =H +I(D") + Fe(D"),
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ou Fyc est I'opérateur potentiel d’échange-corrélation associé a I'énéigieNous le pren-
drons dans I'approximation de la densité locale égal a :

~ i ~n 0~
Fxc[D"] = Vic[P"] = &xc[P"] + pn%SXC[pn]-
Le probléme de minimisation peut s’écrire avec I'opérateur de Foglar :

inf {Tr(f(i)”)@)}, (V.14)
avecD tel que D? < D et Tr(D) = N. Lexistence d’une solution est liée a I'existence de

N; valeurs propres de I'opérateur de FQEk En discrétisant cet opérateur dans un espace de
dimension finie, nous sommes sars de trouver des états propres. L'unicité de la solution dé-
pend de la multiplicité du dernier état propre : en effet, si 'espace propre associé a la valeur
propregocc est dégénéré, et pas totalement rempli, alors I'état- 1 a la méme énergie, et

on peut trouver au moins deux orbitales différenfigs: telle que la densité associée minimise
I'énergie totale.

Pour I'algorithme de Roothaan, on choigif+1 = D": 'opérateur densité en sort®" est
construit selon Aufbauprincipe (c’est-a-dire en peuplant les niveaux de plus petite énergie).
Si onsupposejue le probleme est bien posé, alors Can&dshontre que I'algorithme de
Roothaan peut converger de deux maniéres possibles :
- Ol;l bien il converge vers un uniqu@’, et alors le minimum de I'énergi€ est atteint en
Dt

— Ou bien il converge vers un cycle, i.e. vers un coupfd, D2+1 tel que la solution du
probléme Y.14) pour 'opérateur de Fock (D?") soit D?'+1, et inversement. Dans ce
cas, niD?" ni D21 n’est une solution du probléme de minimisationZie

Une illustration de ces deux cas est donnée dans la figar®ans la mesure ou nous étudions
pour l'instant de petits systemes (dans ce manuscrit sont présentées des simulations pour un
atome, et quelgques électrons), cet algorithme a jusqu’a présent convergé vers le minimum de
I'énergie. Cela se justifie par le fait que pour de petits systémes électroniques, le terme non
linéaireVyc n'est pas important.

Pour de plus gros systémes il est nécessaire de faire appel a des algorithmes plus complexes.
Nous citons notamment la méthode de Pulb34, appeléeanversion directe dans I'espace
d’itération (DIIS) , et celle proposée par Cances et@DA Optimal Damping Algorithm
([33, 34, 35, 36]). Ces méthodes sont utilisées autant dans I'approximation de Hartree-Fock,
gue dans le cadre de la DFT. En particulier, Can8&krhontre que cet algorithme converge
inconditionnellement vers le minimum de I'énerdiedans le cadre de la DFT. Cet algorithme
de relaxation des contraintes se présente de la maniére suivante :

1. A partir de D", former I'hamiltonien#/[D", le diagonaliser, et en dédui@™! selon
I Aufbauprincipe. Cela correspond aux étapesnH DiIs et DIAG.

2. Etape G/G : Utiliser un algorithme de descente pour détermipBr : c’est I'opérateur
densité qui minimise I'énergi€ sur le segment Se{g)”, Q)”“] ;

P — arginf{f[@], De Seg[i)“, Q)““} } .
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o p 100! P*p*
4
b=p p%p
PP p2,p1 D P 5
p3,p p?lp° yd
| p=0p

FIG. V.2 — Convergence du systéme autocohérent (a gauche), et cas d’un systéme oscillant (&
droite) selon l'algorithme de Roothaan.

Il s’agit donc de minimise®[A D"+ (1—A) D", A € [0,1]. Cette énergie, calculée dans
I'étape EN, se sépare en deux termes : on peut calculer la dérivée par rappdasitermes
linéaire et coulombien avec un co(t raisonnable. Par contre, I'énergie d’échange-corrélation
demande une attention plus particuliere.

Dans notre algorithme, nous utilisons la méthode de Roothaan, et testons la différence entre
la densité d’entrép" et la densité de sortig"t* construite selon [Aufbauprincipe.

Dans la partie/.2.5), nous concluons sur l'algorithme utilisé, et introdu
sons les tests effectués sur la convergence de 'algorithme autocohérent.

Dans l'article de Ismail-Beigi et Aria®f], la méthode de résolution est un algorithme de
minimisation de I'énergieC (V.6) classique, de type plus grande pente, ou gradient conjugué.
Dans le cas d’'un algorithme de gradient conjugué, on minimise a chaque itération I'énergie
selon une direction spécifique. Aprés avoir évalué I'énergie pour des coefficients d’orbitale
C', i =1,...,occdonnés (les inconnues & chaque itération), on calcule une direction de re-
cherche, le long de laquelle on va minimiserL’intérét de cette méthode est que I'on mini-
mise L selon toutes les orbital€, i = 1, ..., occsimultanément. Dan®f] sont utilisées les
bases d’ondes planes, présentées dans le chépitfebjectif de cet article est de montrer le
haut potentiel d’optimisation (structures de blocs) et de parallélisation des tdches pour minimi-
ser L. Aucun résultat physique n’est présenté, en revanche le code est optimisé de telle sorte
gu’une éxécution ait un temps de calcul proportionnel a I'inverse du nombre de processeurs
utilisés.
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Nous détaillons dans la partie suivante les choix pour la mise en ceuvre de I'algorithme dont
les cinq parties viennent d’étre présentées. Dans la premiére partie, on explicite la discrétisa-
tion de I'opérateur potentiel dans une base de collocation. Dans la deuxiéme, on construit la
matrice de rigidité de I'opérateur hamiltoni&i. Puis on détermine lds; plus petites valeurs
propressn+1 et les orbitales associé¢$+1. Enfin, on forme la nouvelle densité électronique
p"*1, on calcule I'énergie totale du systersi8, et on teste la convergence de I'algorithme.

V.2 Etapes de 'algorithme autocohérent

V.2.1) Construction de I'opérateur hamiltonien

Etape HAM

A partir de “p", on construit les potentield/2 etV Sion noteQ;,, =[0,1,...,27 " —

1]3, on veut connaitre les potentiels sur les points de la gritg. ,x = k/2 JM }keQJH .
Dit autrement, on exprime le potentiel de Kohn et Shémg sur une base de collocation

de dimension #+9. On notera par la swt@’JM VSZM les espaces associés a deux AMR

biorthogonales pérlqdlqueé, engendrés par les ensembles de fonctions d'éch@lie, =
{O34rktkeqy,, €t Oipr = {Oyirktkeq,,, - La projection dans la bas®;,, sera notee

l3¢. On rappelle que dans la base composéeaies, = 2-390/2 @, , les coefficients
d’échelle sont exactement les valeurs aux paxats x de la fonction projetée ; la projection

o Lyn t
13, “WsdansVy, , s'écrit:

vretT, 13, ") = < "Vl Og+£,k > @§+é,k(r)
keQy e

L
= Vids(X3+2.k) egwk(r)-
keQyiy
La fonction d’échelle duale associé®g, ,  s'écrit®}, , | = 239+0/2 @, afin de garder

une normalisation homogeéne entre les couples de b&es ( éa+z ) et (OLZ , éﬁ% ).

On a d'ores et déja le potentiel extéridliapproché par une somme de pseudo-potentiels, et
coupé par une fenétre de longuegr

Voc(r —Ra)
+eB (r—Ral-re)”

K
VreQ, V zl

Contracté suf; puis projeté suWJM , cela donne :

VreQ, 1i,W(r)= WV (Xa0) ©F (1) = V(X rk) O, (1)

keQjyp keQj i,

SOn distingue 'AMR orthogonalé’l dans laquelle on diagonalise I'hamiltonien de TAMR lnterpola‘Viﬁ;/
dans laguelle on exprime les potentiels.
6La construction d’AMR périodiques de?(T) figure a la pag&o.
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En entrée de l'itération, on dispose des valeurs aux points-g& :
vretT, 15,5"r) = g "B (044) O (1)
keQj,

Les valeurs aux points de la densité forment le second membre de la méthode de collocation
utilisée pour déterminer le potentiel coulombien :

VkEQy, —5Die "VE(Xyek) =4 p" (X1 0k),

|_2
ou ;. , est la matrice de rigidité du laplacien dans une base d’interpolantes, éventuellement
liftées. On utilise alors une des deux méthodes présentées dans le chapens nos tests,

nous avons utilisé la méthode Gmres avec préconditionnement en base d’ondelettes pour cal-
culer la projection d&Vv? danthJZM :

£ Lyn_ Ly/n i
keQyyy

. , . 3 _ .
Pour le potentiel d'échange-corrélation, on calcuiék) = (— )%/ Lp"(x;, k) ~Y3 , ce qui

nous donne I'énergigyc pour chaque pointy,k, k € Qy4/, et alors chaque valeur au point
del V. s'écrit :

dle
"V (Xaek) = “exe(rs(K)) + Sp" (X34 0k) arxc(fs(k))

On forme alors I'hamiltoniet #[-p"] (V.5) & l'aide de ces trois projections de potentiels en
base de collocation :
Lj-[ L=n _ 1 A Iﬁ LVn
[ p ] - 2L2 + J+4 KS(r)7
15,0 is(r) = “VRs(Xo- k) ©F 1 (1), (V.15)

keQy iy

Remargue V.2.1 On obtient les mémes coefficients d’échelle lorsqu’on développe le potentiel
de Kohn et Sham dans une base interpolante liftée. En effet, a partir de I'expregsifn¢n

doit calculer chaque coefficient I§+£ "Ves, G)JJFZ w >, ou ®J+£  estlafonction d’échelle
duale liftée d’ordref. Le calcul conduit & :

i Lyn Am _ Ly/n i Am _ Lyn
<3y Ws Oirw >= Vks(Xut0k) < O3, OFipp >= "Vks(Xitek)-
keQj o

L'expression dans la base de collocation donne donc directement accés aux coefficients dans la
base liftée. On peut utiliser un solveur de I'équation de Poisson dans une base d’interpolantes
liftées, qui donne un meilleur résultat de convergence.
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V.2.2) Matrice de rigidité de I'hamiltonien
Etape Dis|

On peut maintenant discrétiser les équations de Kohn et Sham en formant la matrice de
rigidité associée & -p"]. On cherche lebk orbltalequJ”Jrl dans I'espac& d une AMR
orthogonale dé.?(T). Pour les projections daﬁéJ , on abandonne la notatlcmrelatlve a
I'itération.

PEIUT = 0l = Y ae (V.16)

Remarque V.2.2 Les solutions du probleme approché sont cherchées ‘@'&ms&space en-
gendré par des fonctions de base orthogonales. Dans la mesure ou les orbipaféﬁ sont
orthogonales, cette hypothése se révéele pratique ; I'utilisation des ondelettes de Daubechies
s’avere de plus étre appropriée, car elles permettent de calculer rapidement les différents
termes, pour une précision élevée. C’est pourquoi on les retrouve dans le calcul de structures
électroniques T1], [ 153, [ 145. A ma connaissance le seul groupe ayant utilisé des bases
biorthogonales, formé par Arias, Cho, Joannopoulos et de collaboratéu& B3], a utilisé

une base d'ondelettes interpolantes, afin de disposer directement des valeurs aux points des
orbitales, et ainsi traiter aisément les non linéarités de I'opérateur.

En notantC} le vecteur de coefficientE] | }keq, de I'orbitale-ys?, on obtient alors a partir
de la forme bilinéairés, définie par ¥.12) la formulation matricielle suivante :

H'C) = &Gy,
[A+BTCy = gC,

1
Ak_‘ kK = E /leblk(r) DCle/(r)dr,

Bew = [ ®axr) 13, "RS(r) @y (r)ar.
1
La matrice de rigidité du laplacien en trois dimensidna été explicitée dans la parti€ 1,
pages7.
Nous avons plusieurs maniéres de calc[ﬂ%l%r ,. Une premiére maniére, issue des travaux de
Sweldens et Piessertsq1], Dahmen et Micchelli$1], consisterait & projeter le potentiel dans
lespaceV} :
Vi =< 15, "Wldl®yi >, Yk € Qy.

On utiliserait alors des formules de quadrature selon I'article de Sweldens et Piels&8ns [
pour en déduire :

BR K = //Qz K(r;r/)q’a,k(r)%,k/(r’)drdr’
1
- Z "tJl,k"/ Py (1) Py (1) Py e (r)dr
k"7eQy Q1

K(r,r'y = 15 N2 3(r —r').
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On appelleX le noyau de I’opérateutﬁM LV, Cela nécessite alors la connaissance des

intégrales des produits de trois fonctions d’échelle§/§1e, encore appelées coefficients de
connection dans la littérature. Ces intégrales représentent le recouvrement de trois fonctions de
base, plus ou moins important en fonction du support et de la localisation spatiale de chacune
de ces trois fonctions. C’est cette méthode qui a été utilisée par P. Fi6Zh&8][et Morissette
etal. [11§.

Dans notre méthode, nous tenons a garder le potentiel exprimé dans la base interpolante de
VSZM .Le termeGIB%R « (G pour Galerkin) peut alors étre calculé de la maniére suivante :

G]B%E = 273(J+£)/2 %

me

V2o(Xos 1) /Q ®1(r) Osem(r) Dy (r) dr.
1

J+L

Sil'on appelleT; ;.. la matrice de ces intégrales,

Togrek—2""mK —27'm) = o Py (r) Oz4em(r) Pyp(r) dr, (V.17)
1

alors on peut I'écrire comme le produit tensoriel de trois matrices bidimensionmglles:

Vk, K €Qs, Tagpe(k,k) =Tor(ke, ky) Toe(ke, ko) To.r(ks, Kg),

‘Iv'071g étant la 2-périodisation selon deux directions du filfigy :

TookK) = S Took+2'v, K+2"p),
V,UEZ
Too(kK) = /R P(x— k) 8(2%) @(x—K) dx (V.18)

On peut calculeffp, en se ramenant a la recherche d'un point fik2g, ou de vecteur
propre B1].

Le nombre de coefficients non nuls dg ;. est cubique par rapport au support g
(V.18). Lutilisation d’'une formule de Galerkin semble alors compromise, si I'on veut garder
une complexité raisonnable par rapport aux supports des filtres. Nous présentons dans le cha-
pitre suivant un exemple d’utilisation d’'une telle matrice, pour calculer I'énergie potentielle
de l'oscillateur harmonique. Ce modéle de l'oscillateur harmonique permet, par des proprié-
tés de séparabilité du potentiel et de la fonction d’'onde, de nous ramener a un calcul en une
dimension. Cette évaluation donne un moyen de comparaison entre notre méthode - que nous
présentons plus bas - et une formulation de Galerkin.

En effet nous avons choisi, pour garder une complexité linéaire par rapport a la taille des
supports des fonctions de base, d’exprimer d’abélg LVQS '-quJ sur la base des fonctions
interpolanted,, puis de passer a la baseen appliguant un opérateur de changement de
base présenté dans I'anneke L'application de I'opérateur potentiel a une orbitale (i.e. la
construction de la matrice de rigidi®’) se décompose alors en trois étapes :

e Changement de base : on exprime l'orbitale/ dans 'AMR interpolantéVSZM ou dans

lespace dual/?, , .
o On effectue le produit d§ , , "V par l'orbitale exprimée darié?, , (ouV?%, , ).
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e On repasse dans I’espa‘@"é1 en projetant le produit précédent contre les fonctions de
base ®; .

Ce schéma de changement de base pour appliquer le potentiel revient a faire une méthode de
collocation sur les potentiels. Lintérét est que I'on diagondliS8elans une base orthogonale,
et I'on n’a pas donc a traiter le probléme de la matrice de recouvrement. Nous utilisons éga-
lement poutt; des familles de Coiflets. Puisque nous quittons le formalisme de Galerkin, on
perd le critére variationnel de minimisation de I'énergie : nous ne sommes plus assurés que les
énergies propreﬁ‘+1 et I'énergie totaleE pour une discrétisation donndeasoient supérieures
aux énergies dans le cas continu.

On introduit pour ces changements de base les opérateurs suivants :

Définition V.2.3 (Opérateurs de changements de basesoitVtJ1 I'espace de dimensio2®
associé a une AMR orthogonale dé&(T), et soit ®; = {®yk}keq, la base de fonctions
d’échelle devy .

SoientVf]2 et @52 des espaces de deux AMR biorthogonales, de b&ges {O;k }keq, et

O; = {Ox keq, - t
On définit par >§1 > € My,,, 0,(R) la matrice permettant de projeter une fonction‘%ﬂ?
danthJZM. Un coefficient de cette matrice est de la forme :

VkeQyy, keQy XUk K) :/Q D340 Oy rk.
1

On introduit alors I'opérateur X, qui a toute fonction &é} associe une fonction d@’tﬁg :

. t1 to

fi — fo
tel que pour f= % cy Py, fosoitégala: p=Xf= g % cFy X2V, K) O
vel); ke J+e VELY]
De la méme maniere, la matrice de passa@é%eVSzM dansV} est de la forme :

VkeQy, K eQy, Zzz’tl(k,k’):/Q Oir Prk.
1

L'opérateur Z est défini par :

Z: V%, — V3§
fo — f1,

et associe pour chaque €le la forme g C§+(7V@J+g7v une fonction
Ve

2 tot
f1 = % g Ciow Z7H(V,K) By
keQiveQyyy

Le calcul des matriceX;*"? et Z>" est détaillé dans I'annexe. On garde le choix d’ex-
primer l'orbitale -y danszfM ou V?M , et nous étudions les deux possibilités dans un cas
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(1) A% X A% - Vi
J J+1 J

T T
2) A% £ % % \!
J J+1 J

FIG. V.3 — Opérateurs de projection d’'une fonction W% dans (1) la base primale interpo-
lante @3, ou (2) la base duale®;., , puis retour thJl .

simple, I'oscillateur harmonique (sectidfi.1.1)). Ces changements de base sont schématisés
dans la figure/.3. Les opérateurs de changement de base ont été définis entre bases normali-
sées en norme?. Cependant, on utilise ici la base de coIIocati@ﬁM . On définit alors un

opérateur de normalisation permettant de passeé®ge a @?Hf X

Définition V.2.4 (Opérateur de normalisation) Soit{Vt}, ivft}} un couple d’AMR biorthogo-
nales interpolantes. On définit la projection sur la b&g. dthJ2 par :

v f ECO(T), I f= fJ7k @J7k.

keQ,
Les coefficients sk valent2-3/2f (x; . En posant G)g K= 2‘3‘]/2@“ , alors I'écriture de
cette projection dans la bas@% S’écrit :

vEeChT), 15f=Y flxux) O

keQ,

Soit Ny 'opérateur permettant de passer @ a la base@ﬁ . La relation entre les deux bases
implique :
VEeCqT), 15f=Nylyf.

La matrice associée a l'opérateur;Mera notée p. D; appartient é.M23J723J (R), et c’est la
matrice diagonale égale 23%/2 fois I'identité.

L'opérateur d’interpolation est unique, nous distinguons néanmoins fplar normalisation

de la base, afin de détailler complétement les différentes étapes de normalisation dans notre
implémentation. A I'aide de ces différents opérateurs, on peut donc formaliser les différentes
méthodes pour calculer un élément de la matrice de rigifité

Méthode 1
On projetté-y;? dans I'espac®?, , des fonctions interpolantes :

15, , b = Nyge X Ry,
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SionnoteF ={ Lqu(xJ%k)}keQH , cela se traduit en terme de coefficients par :

F =Dy, X12C]
On multiplie ensuite point par point les valeurs aux points de I’orbltﬁlngi par les valeurs
aux points du potentieﬂ . '-V,QS :

15, Vs 15wl = "Vis(X+24) MW (Xas0k) O

keQj i,

ce qui revient a calculer les coefficients de la projeciig)@ '-VQS quJ. On note ici qu'on

pourrait aussi calculer la projection du prodLHVQS g sur la base dualeéfiw , base de
Dirac. Cependant, le calcul n’est pas intéressant, puisqu’il nécessite d’évaluer l'intégrale du
produit de trois fonctions d’échelle interpolantes.

De Iﬁ 4 LVQS quJ, on passe dans I’espa‘éﬂzfé1 , €n projetant cette fonction sur chaqbgy :
<1y "V | @y >=2730+0/2 % "VRs(Xate) “Wi(Xaty) /Q Oj,y(r)®y(r)dr.
veQ, 1

Cela revient donc a effectuer un changement de bas&",gzg;a th , et donc a appliquer
I'opérateurZ introduit dans la définition précédemied.2. On considére I'opérateur approché :

B = N, Z (15, “Wis) Ny X,

En terme de coefficients, en posafit= { “V2s(Xix) }keq,,, I'application de I'opérateur
1B" au vecteurC) se fait par :

Ign Cj] _ DEJ}Z Zzz,tl V" Dy X;l’tz C\iJ — DJ:}L/ Z;z’tl VN E.

L'application de I'opérateur potentiel a une orbitaleWﬁ se schématise alors de la maniere
Suivante :

Ny X Ny % Z
) 15 15, Vs “u g

Orbitale exprimée Passage dans la base Interaction de 'orbitale  Contribution de cette
dans labaseb;  de colIocationOﬁH avec le potentiel, dans  interaction dans la bas®;

PN
la base de coIIocatlonBJH

ign Llle
|

Comme cela est indiqué en annexe, on peut appliquer les maﬁl}ééset thl’tz avec un
codt linéaire par rapport au nombre de points de la discrétisafbrL@ préfacteur dépend
linéairement du support des filtres des fonctions d’échelle des famikes.
Wei et Chou 153 utilisent une méthode similaire pour appliquer I'opérateur a une orbitale,
comme cela est expliqué dans l'article de Ariés La différence par rapport a notre im-
plémentation réside dans le fait qu’ils effectuent les deux changements de base a l'aide de
formules de quadratures, et non avec les filtres exacts que nous proposons ici. Nous étudions
la précision et I'ordre de la méthode, et en particulier 'impact du raffinemetans la section
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VI.1.1), pagel4Q.

Méthode 2
La deuxieme possibilité est de passer dans la base de fonctions d’échelle duales :

MLy TL
e Wi =N 20
A partir deC}, on obtient donc le vecteur de coefficierfis= {< " ©7,,\ >}keaye:
tot
F=D;1 (z7")' Ch.

On a projeté l'orbitale dans la base des fonctions d’échelle duales. La multlpllcatlon par le
potentiel peut alors se calculer soit dans I'espace prmﬁg@ soit dans I'espace du&?lJ e
On a donc le choix entre le calcul de

oLy T Ly @ foLgn T Ly &
<y Vks 13 Wil O3> ou <lj, Vs I3, Wi| ©3,,>,

mais un simple calcul montre que ces deux produits scalaires ont la méme valeur, au facteur
23 prés :

<13, Wils 5w | 0,y >= "Wils(xae) P (V.19)
<1, "Vls T, M | égwk >= 2% "WR5(X4k) R (V.20)

Dans le cas ou 'on exprlme le produit dans I'espace primal, c’est-a-dire que I'on calcule la
projection delJM LVKS Ji¢ "W selonla baseﬁgM , 0N obtient I'expression :

|§+g LV|23 L'~|—’i] =2¥ LVI?S(XJMJ() 'Ek @g+€.,k'

keQyyy

Pour évaluer I'interaction du potentiel sur une fonction de la b@ge on applique le change-
ment de bas&. L'opérateur potentiel est alors de la forme :

28" = Nr Z (15, “Ws) Ny 27

Pour appliquer le potentiel & une orbitale, on suit le schéma suivant :

Ny ZT Ny Z
J+¢ J+L
Lk 1 Lyk # Ly gk 2mn Lk
Wi 150 Wi 300 Ws W B" "y
Orbitale exprimée Passage dans la base Interaction de l'orbitale  Contribution de cette
dans la baseb, duale &, avec le potentiel, dans interaction dans la bas@;
la base de collocatlonBJH

Si I'on considere maintenant le choiX.{9), on évalue I'interaction avec le potentiel sur la
base duale@ﬁM :

r§+£ "Vistw = "Vs(atek) Fi 9§+e.,k-

keQyie
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Cela signifie que I'on se place sur la base des Dirac pour calculer le produit, puis on repasse
dans la base d@j par changement de base, pour obtenir

B = Ny X7 (15, “Ws) Ny 2T

La base des DiracéﬁM est trop pauvre pour que I'on puisse y exprimer précisement I'ap-
plication du potentiel. Les tests numeériques vont d’ailleurs dans ce sens. C’est pourquoi hous
abandonnons cette méthode, et nous ne nous intéressons aux approxifitiendB" de
I'opérateur potentiel. Dans le chapitvé, la premiére section est destinée a évaluer I'ordre de
ces différentes approximations B8. Nous utilisons pour cela un premier opérateur hamilto-
nien linéaire, et pour lequel le potentiel est de regul&fté I'oscillateur harmonique. Puis

nous étudions le cas de I'hydrogene, pour lequel le potentiel est singulier et I'orbitale moins
réguliere : ici, I'ordre de la méthode est limitée par la régularité de 'orbitale.

Arias et ses collaborateurs ont procédé autrement pour discrétiser le probléme. lls utilisent
des bases interpolantes de type Deslauriers-Dubuc (présentées dans le Bhppiitg ex-
primer les orbitales, ce qui transforme les équations de Kohn et Sham en un probléme aux
valeurs propres généralisé. Pour éviter cette formulation, ils effectuent un changement de va-
riable, par lequel on se ramene a rechercher les vecteurs propres d’'une matrice sans contrainte
d’orthogonalité §]. L'article de Lippert, Arias et Edelmari[L]] décrit la construction de la
base interpolante. Nous avons vu dans le chaflitrque I'ondelettel associée a la fonction
d’échelle interpolanté est égale & (. —k) = 6(2. — k) . En utilisant cette propriété, la base est
construite en subdivisant I'intervalle (i.e. le cube en trois dimensions) a I'intérieur duquel les
variations des coefficients d’échelle sont importantes. L'application a la DFT est donnée dans
I'article de Engeness et Aria$J]. A la différence de notre implémentation, ils utilisent une
approximation appeléemeared nucleidans laquelle on ne considére pas les noyaux comme
despoints mais comme deloules: le potentiel de chaque noyau est multiplié par une gaus-
sienne, décrivant la région de présence du noyau. Dans les simulations montrées dans cet
article, on présente les performances de l'algorithme en simulant les atomes de calcium et
d’aluminium. lls utilisent I'énergie d’échange-corrélatiey de Vosko et al. 152 151], et
un pseudo-potentiel dont la méthode de construction est présentée succintement dans l'article
[126. Dans la mesure ou nous n’obtenons pas des énergies physiques réalistes, nous ne pou-
vons pour I'instant pas comparer nos résultats avec ceux de I'afigjle [

V.2.3) Determination des plus petites énergies propres

Etape DIAG

On cherche dans cette étape Mlus petites valeurs propres (au sens algébrique) de la

matrice de rigidité de I’hamiltonien :
H" Ch =11 G,
ol C} correspond aux coefficients de chaque orbitale projeté® suP} Lyt = Ly, Les
énergieg!" ! valent :
1 < E
A Lyd  Lyyd
< l-|J| ] L|"| >

Y
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et sont la somme de I'énergie (:inéticﬁigg;]i et de I'énergie potentiellé’g,i. L'énergie cinétique
se calcule directement avec la matrice de rigiditdu laplacien adimensionnalisé :

5 (CHTAC]

et

Le potentiel V)5 étant discrétisé dans une base de collocation, I'énergie potentielle va étre
de la forme :

45 (C)HTB"C}
& =t —.
o @)T G
On part de I’orbitaIéquJ de coefficient; dans la basé’tJ1 . On a alors deux possibilités de

calculer son énergie potentielle, en fonction des deux approximations possibles de la matrice
de rigidité du potentiel :

Méthode 1
Dans la premiére approche, la matrice de rigidité s’écrit :

1 -1 L
B"= N4 Z (15, “Ws) Nose X.

AvecV" le vecteur de coefficients associé a la décomposiﬁLQpLVQS al'itérationn, on écrit
I'énergie potentielle de I'orbitalky; :
g _ (C)TE"C
P <Cl|C} >
(C)T D3}, Z2" VN Dy XM C
i — tot t1,to i
(C)T D3, Z#™ Dy X, Ch

T
_ to.t i it i
(DJJ}K (Zzz’ l)T C'J) V' Dyie X! 2 C}

AN T .
(D31, (2T Ch) Dy X Ch

On remarque ici que le diviseur C}|C} > se calcule de la méme maniére que le dividende.
On reste homogéne dans le produit scalaire pour évaluer les deux termes du quotient.

Remarque V.2.5 Si on avait utilisé une expression directe & sous forme d’'intégrale de
produits de trois fonctions de base, alors le produit scalaire figurant dans I'énergie potentielle

aurait été le produit scalaire 1.: on aurait eu comme dividendg “y!"(|3 = 03

De plus, on peut réduire cette expression, en rappelant des notations utilisées dans la sous-
section précédenteF = Dy, X;*? C} et F =D; %, (22")T C correspondent respective-
ment aux valeurs aux points g, et a ses coefficients dans la base duaie}; | C?)Lﬁ,%k >.
On approche donéf)i par :

e, = FIVIF

' FTF

Ici, le diviseur est directemeft’ F, car on exprime les deux fonctions du produit scalaire dans
les deux bases biorthogonalé}gM et Cf)ﬁH) :
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Remarque V.2.6 Sil'on considére I'opérateur approché
B = Ny X7 (15, “Ws) NY 2T,

issu du calcul de linteraction du potentiel avec 'orbitale dans la base interpolante duale, et
gue I'on évalue I'énergie potentielle associée, on trouve :

s FTV'"F
" FTF

Y

qui est la transposée du calcul élég,i. On peut donc associer a deux constructions différentes
de la matrice de rigidité la méme énergie. Nous privilégions la construction 1, dans laquelle
on exprime l'orbitale dans la base de coIIocati&’fﬁ?M . Ainsi, on reste homogéne avec le

calcul de la nouvelle densifg*1. Les tests du chapitre précédent ont montré dans le cas du
laplacien qu’il valait mieux se placer sur la base primale pour exprimer la solution.

Méthode 2
On rappelle la deuxiéme forme d’approximation de la matrice de rigidité :

28" = Nyo Z (15, “Ws) Ny 27

En utilisant la méme démarche que dans la méthode 1, on trouve que I'énergie potentielle
s’écrit :

., F (lwv”) E
epi = — .
ETE

Nous montrons dans le chapitre suivant les tests numeériques relatifs a ce choix de matrice
de rigidité. Il apparaitra que la deuxieme méthode d’évaluation de I'énergie potentielle est
d’ordre quadratique emy, i.e. du méme ordre que I'évaluation de I'énergie cinétique.

Apres avoir exprimé le calcul des énergies en fonction de I'expression de la matrice de ri-
gidité, on présente l'algorithme de diagonalisation. Nous utilisons une routine de la librairie
ARPACK, dont I'algorithme est connu sous le nom de IRAM (Implicit Restarted Arnoldi Me-
thod). Dans le paragraphe suivant, nous présentons brievement cette méthode, et la comparons
avec une autre meéthode tres utilisée dans le calcul de structures électroniques : la méthode de
Davidson.

Implicit Restarted Arnoldi Method (IRAM)
Dans notre formalisme, la matrice est symétrique, réelle. Plusieurs méthodes de diagonalisa-
tion existent, les plus répandues étant celles de Lanczos et Davidson. On ol catrice
carrée pour laquelle on veut détermimgréléments propres. On construit une projection de
cette matriceHny, € Mmm dans une base orthonorméé, = {vi,...,vm}, qui est une ma-
trice de Hessenberg. On présente la construction de cette matrice dans I'encadré suivant par
[H, 7] = Arnoldi(H,v1,A,0,m).
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[H,v] = Arnoldi(H,v,A,1,m) ! H projection de la mat-
! rice A dans la base v
Pour j = 1+1,m
v[j+l] = A vI[]]
Pour 1 = 1,7

H[i,]J] = <vI[i] A v[]] >
v[3+1] = v[j+1] - H[i, 3] vI[i]
Finpour
H{3+1,3] = || v[3+1] ||
v[j+1l] = v[3+1] / H[3+1,]]
Finpour

En construisant successivementiiesecteursy; a partir devp selon :
j .
Vi1 = AV - A Vi . o Vin
ji+1= V]_Z\<VI Vi> Vi, V1=
i= [1Vsal]

on obtient I'égalité en terme d’espacAd/, = rl/nﬂm-i—rerTn = VYm+1Hm, etV est une base or-
thonormée de &space de Krylo& m(vi,A) = Vect vy, Avy, ..., A" 1vp), r ¢ R"et 7t r = 0.

La norme de est égale au résidu de I'approximation des valeurs propréspe celles de

Hm.

L'idée de Sorenseril3q est ensuite de recommencer I'algorithme en donnant un meilleur gé-
nérateur de I'espace de Krylov. Pour cela, on calcule (par une factorisRgrar exemple)

les éléments propres dié,. Parmi ces éléments propres, on en déireon effectue alors

un shift dansHy, par une série de factorisatio@R, afin d’éliminer toutes les composantes
sur les vecteurs; des vecteurs propres qui ne nous intéressent pas dans la matrice. A chaque
itération, on choisit donc la partie du spectreHlg qui nous intéresse par une factorisation

Q Ret un “shift” vers les plus petites valeurs proprestie On garde lesit (N;) premieres
colonnes deH, et I'on compléteHy, par une procédure d’Arnoldi. De la méme maniére que
dans la procédure classique de Arnoldi, le critere d’'arrét se fait sur la normg,de

Il existe une version libre de cette procédure, dans la librairie ARPACK développée par Le-
houcq, Mashhoff, Sorensen et Yarig@[], [104], [103.

[s,U] = IRAM(A,nt,p,tol) ! Calcul de nt valeurs propres

Init(v[1]) ! Dim espace Krylov : m = nt + p
[H,v] = Arnoldi(H,v,A,1,m)
f = vim]
Tant que || r || > tol

[s,U] = EspacePropre (H) ! Calcul du spectre de H

Pour j = 1,p ! Implicit shifted QR pour éliminer

mu = s[nt+7] ! la contribution des p vcp non désirés

[Q,R] = FactoQR(H-mu I) ! dans H[1l:n]
H=0*HQ; v=vQ

Fin Pour
r =v[nt+l] ||rl|] + £ s[nt] ! Complétion de H et v
[H,v] = Arnoldi (H,v,A,nt,m)

Fin
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Dans son article]57], Wu considére que I'lRAM est la méthode la plus efficace pour la
plupart des problemes aux valeurs propresc 8st le nombre de valeurs non nulles d’'une
ligne de la matrice, alors la construction de la matrice de Rayleigh-Ritz derteilen coltera
Nm(c+ 3+ m) opérations.

Remarque V.2.7 Si la matrice A est symétrique, alors la matricg, Eist tridiagonale, et I'on

se raméne a une méthode de LancA&®,[[ 12§. La construction de la matricéd, colte

alors, dans le cas ou le nombre moyen de coefficients non nuls sur une ligne de la matrice A
est ¢, Nnic+ 5), ce qui réduit d’'un facteur m la construction de la matrice de Hessenberg.
Dans nos tests, nous avons pris m entre 15 et 50 (on garde m trés grand del@nblhbre

de \rigleurs propres a calculer). Si la matrice est non symétrique, cela conduit donc a un co(t
en nt élevé.

Il existe une autre méthode également tres répandue appelé méthode de Davidson. Intro-
duite par Shavitt et al.133 sous le nom denéthode de relaxation optimale (MQRJle a
ensuite éteé reprise par Davidson en 195 p6.

N NNZ IRAM Davidson
matvec temps(seg¢)matvec temps(seq)

662BUS | 662 | 1568 | 3729 46.8 872 23.5
685BUS | 685 | 1967 | 2327 31.9 773 21.3
BCSSTKO02| 66 2211 233 1.1 192 2.
BCSSTKO5| 153 | 1288 801 3.5 414 5.4
BCSSTKO09| 1083| 9760 | 1028 27.3 780 35.1
BCSSTK16| 4884 | 147631 1601 352.1 808 206.4
BCSSTM10| 1086| 11578 | 329 9.5 258 11.6
BCSSTM27| 1224| 28675 | 3665 159.3 2587 152.5
GR3030 | 900 | 4322 274 5.6 56 1.9
LUNDA 147 | 1298 4285 17.4 225 2.7
LUNDB 147 | 1294 | >5000 - 356 4.3
NOS3 960 | 8402 735 17.2 612 24.5
NOS4 100 | 347 233 9 216 2.5
NOS5 468 | 2820 | 2879 28.8 801 17.0
ZENIOS | 2873| 15032 82 6.0 85 9.1

TAB. V.1 — Calcul de 5 valeurs propres, pour différentes matrices symétriques (Harwell-
Boeing collection) caractérisées par leur dimension N et le nombre d’éléments non nuls NNZ.
Comparaison entre I'lRAM, et un algorithme de Davidson avec préconditionnement diagonal.

Dans sa thése pg, Wu compare plusieurs versions d’Arnoldi et de Davidson. Nous avons
repris quelques comparaisons dans le tablaull conclut que sans préconditionnement,
c’est Arnoldi qui est meilleur, avec un colt moindre par itération. Cependant, I'orthogonalité
de la base est perdue dans I'implémentation numérique, et on doit donc appliquer une proceé-
dure de Gram-Schmidt a chaque itération, ce qui induit une perte d’efficacité de I'algorithme.
En cas de préconditionnement, c’est la méthode de Davidson qui est plus intéressante en terme
de nombre d’opérations. Le temps de résolution selon IRAM et Davidson préconditionné est a
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peu prés identigue. La méthode de Davidson s’adaptant mieux aux matrices a diagonale domi-
nante, il serait intéressant par la suite de développer cet algorithme, lorsque nous exprimerons
le probléme dans une base d’ondelettes.

Limplémentation d’'un algorithme de type Lanczos dans une base d’'ondelettes a été réa-
lisée par P. Fischel[r, 68]. L'étude est faite en une dimension, et en testant plusieurs types
de potentiels. Les ondelettes utilisées sont des ondelettes de Daubechies, et I'opérateur ha-
miltonien a été mis sous forme non stand&tfl, R4]. Celle-ci permet d’effectuer un produit
matrice-vecteur rapide.

Remarque V.2.8 Lorsque le systeme est composé d’un unique noyau, Nnous NOUS assurons que
son changement de position dans la boite n’influence pas le résultat. En fait, la procédure
de diagonalisation ne prend pas en compte cela : pour deux positions du noyau différentes,
nous obtenons les mémes énergiesr les états propres, mais les orbitales sont [égérement
modifiées.

V.2.4) Calcul de I'énergie totale

Etape EN
Pour unp" donné, on obtient donc un ensemble de valeurs pr(xi’)‘l*é's i=1,...,N;,
éventuellement dégénérées (on peut aﬁli2)+ir1 = 8?*1 pourj=i+1i+2,...). Le nombre
maximum de dégénérescence est en théorie pour les éléments de la classification périodique
€gal a 7, pour une sous-couche
Dans la sous-section précedente, nous avons explicité la forme de ces valeurs propres, en

fonction des approximations utilisées. L'objectif est maintenant de calculer I'énergie totale
EN:

occ L_3 L n+1(r) LV“[L~”](r)dr+L3 Lf [L n+1]
A i 2 Jo, p cl P xc| P

o LS/Q LVXnC[ Lb’n] Lp”“(r)dr.
1

On a besoin pour cela de déterminer la densg&1, afin de former la nouvelle énergie
LE[p"1, et de calculer les différentes intégrales. En posént Dy, X;l’tz Cj , on peut

déterminer les coefficien® "} = { “p(Xy1¢k) tkeq,,, de la densité SHAT

occ

15, et = ZZl”i g M (Xo1000)? OF, 4
i= keQyie

occ

+1 2
R.r]1+f - Z.anl [FH}HEQJJré'
i=

On connaitle potentiellde Cpulomb §ﬂt}.+£ par ses c.oefficienHJ“M ={ LV(E‘(XJM’;()};(EQJM
calculés au début de l'itération L'énergie coulombienne se calcule alors par une formule de
guadrature :
+1 L3 T pntl
_ n N
erC] ~ 23(3+0) <HJ+Z> RJ—i—('
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On évalue de la méme maniére I'énergie associée au potentiel d’échange-corrélation, en fonc-
tion de ses valeurs aux poiri§, , = { LV (Xa40x) Jkeq,, . €t 'énergie d’échange-corrélation

n+1 .
c -

3
L RI’H—].] Rn+1

L3
n+1 _ n \T +1 n+1 _
€ 7 (Edve) R?Jrfa ¢ = %3010 Excl SERRAVESE

C  23(3+0)

V.2.5) Arrét de l'algorithme

Etape Cvag

Dans I'étape précédente, on a constkpitt. Si'on respecte Aufbauprincipe, et si I'on
a peuplé entiérement tous les états dégeneéres, alors on est théoriquement assurés de l'unicité
de la suite dep" minimisant I'énergie totale. Cette suite converge dans I'algorithme de Roo-
thaan, soit vers un point fixe, soit vers un “couple fixe”. Dans nos tests, nous avons toujours
convergé vers une unigue densité, comme le montreront les exemples du chapitre suivant.
Nous montrons également un cas ou nous n'avons pas respecté le pAuftipa: ainsi, dans
le cas de I'hélium, au lieu de peupler entierement le premier niveau d’éneigieX), nous
avons également étudié le comportement de I'algorithme en mettant un électron dans les deux
premiéres couchesi{ = np, = 1/2). La DFT est une méthode permettant de déterminer I'état
fondamental d’'un systéme électronique. Ne pas respegigibiauprincipe revient physique-
ment a déterminer la structure électronique d’'un systéme excité, ce qui ne modélise pas la
DFT. Nous sommes donc bien conscient que cet exemple est a caractere mathématique, et non
physique. Nous y verrons en particulier que I'énergie d’un tel systeme sera plus élevée que
celle de I'état fondamental.

Apres avoir présenté une adimensionnalisation des équations, afin de projeter les fonctions
/ opérateurs du systéme dans des AMR_8'), nous avons détaillé les différentes étapes de
lalgorithme. En particulier, nous avons discrétisé I'opérateur potertiéls dans une base
biorthogonale interpolante, tandis que les orbitales sont recherchées dans une base orthogo-
nale. L'intérét de ce choix est de traiter la linéarité du potentiel d’échange-corrélation dans
I'espace réel, et de diagonaliser la matrice de rigidité de I'hamiltonien, qui est réelle symé-
trique, a I'aide d’'une méthode efficace.
Le chapitre suivantillustre numériquement les différentes étapes de cet algorithme : apres avoir
estimé 'ordre de la méthode dans un cas test ('oscillateur harmonique), on donne des pre-
miers résultats sur I’hnydrogéne, puis pour des atomes plus gros. Nous présentons tout d’abord
les avantages de cette méthode sur un maillage uniforme (de fonctions d’échelles) par rapport
aux méthodes existantes, puis nous présentons une analyse sur la compressibilité des orbitales.
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VI

DE L' HAMILTONIEN LINEAIRE AU
MODELE DE LA DFT-LDA

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous considérons des hamiltoniens linéaires, pour
lesquels nous connaissons analytiquement la plus petite valeur propre et le vecteur propre asso-
cié : l'oscillateur harmonique et I'atome d’hydrogene. Aprés avoir calculé I'énergie potentielle
de l'oscillateur harmonique par une formulation de Galerkin, nous comparons cette méthode
avec les deux approximations de I'opératByrésentées dans le chapitre précédent. Le critére
d’approximation de I'énergie dépend des propriétés de la base orthoggraat®ndition que
son ordremy vérifie une certaine condition par rappontia 'ordre de la base interpolante. A
partir de ces observations, nous pouvons tirer des conclusions sur la régularité de la fonction
d’onde fondamentale de I'hydrogéne.

Dans la deuxieme partie, nous présentons les résultats relatifs a la résolution des équations
de Kohn et Sham pour de petits atomes. Nous étudions tout d’abord la convergence de I'algo-
rithme autocohérent : minimisation de I'énergie totale, comportement des différentes énergies
au cours des itérations, utilisation dalifbauprincipe pour construire une nouvelle densité.

Les noyaux seront placés sur les points du maillage. Nous nous sommes efforcés d’obtenir
des résultats invariants par changement de position des noyaux (ceci n’est pas tout a fait vrai
dans la procédure de diagonalisation, que nous ne contrbélons pas). L'intérét de ce choix est
gue I'on peut décrire précisément le comportement des orbitales au niveau des noyaux. Dans
le cas ou le potentiel généré par un noyau est singulier, cela est encore vrai, a condition de
prendre un niveau élevé de raffinement dans son voisinage.

VI.1 Evaluation de la méthode sur des opérateurs linéaires

Dans cette partie, on étudie en trois dimensions deux formes simples de I’hamiltonien. Dans
la premiere, le modele, appelé oscillateur harmonique, permet par I'extréme régularité du po-
tentiel et de la fonction d’onde solution de déterminer I'ordre de notre méthode en fonction
des propriétés des fonctions de base de typét,. Nous analysons également I'intérét du pa-
rametrel. Dans le deuxieme exemple, nous regardons comment se comporte la méthode dans
un systeme pour lequel la fonction d’'onde fondamentale n’est plus aussi réguliére : 'atome
d’hydrogéne.
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VI.1.1) Loscillateur harmonique

L'oscillateur harmonique est un cas test permettant de valider I'ordre de la méthode. En
effet, I’'hamiltonien associé a I'oscillateur harmonique Quest de la forme :

11,
= —ZA+Zr2
H=—30+3]r|

Une solution‘E, Y) du probléme aux valeurs proprégéy = £ @ est connue analytiquement,
soit :

wr) = Cne ™2 vreq

‘Z: - ecin"‘ep»
<Y — 30|y > <Y|3|r2g >
&in = 2 =075 e=-——2_——"=075
<y > <>

Cn est un facteur de normalisation de On le prend généralement tel qliep ||2=<
Y| ¢ >= 1. De plus, on choisif2 tel quey soit nul aux bords d€, ce qui arrive pour de
petites valeurs dk, étant donné la décroissance rapidejde

Le potentiel et la solution étant de clagsg, seules la qualité de la discrétisation et la
méthode de calcul vont impacter sur I'approximation des énergies cinétique et potentielle.
Connaissant la forme analytique de la solutipnon peut écrire sa décomposition dans I'es-

paceV? des fonctions d’échelle interpolantes d’ordng:

1ty = “Wixok) O (VI1.1)

keQ;,

On évalue les énergies cinétique et potentielle (n(ﬁﬁset ég)) a partir de la projection de

Y dans la base orthogonate d’ordre my, puisque c’est dans cette base que I'on effectue
la diagonalisation de I'hamiltonien (cf page5. On utilise donc le vecteur de coefficients
Cy = {cik}keq, obtenu en exprimanp danthJ1 :

Pty =tyl = % Cik Pik. (V1.2)
keQ,

On rappelle le schéma nommant les opérateurs de changement de base utilisés pour traiter la
partie potentielle :

X
v v, | ©

ydl Z

St t
) Vi V3

XT

et 'opérateur de normalisatiddy = 23/2 |. 'expression detys danthJl a partir de son ex-
pression dan¥'? s'écrit donc-y? = Ny Z 1 Ly,

140
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Energie cinétique
Le calcul de I'énergie cinétique se fait directement dans la basel'aide de la matrice de
rigidité de I'opérateur cinétique%A dans cette base :

g (CY)TAG
e‘(]:In_ (CJ)T CJ .

La matrice de rigiditéA dans la formulation de Galerkin a d’abord été introduite dans le
chapitrelV, page87, puis lors de la discrétisation de I'hamiltonien, dans la sectian?),
pagel2s

Remargue VI.1.1 Dans nos tests sur I'ordre de la méthode, on calculera I'erreur relative
entre I'énergie obtenue en discrétisant I'expression de I'énergie exacte, et I'énergie obtenue
avec notre approximation. Dans toute la suite, lorsque nous parlerong0& e,, nous ferons
référence a cette énergie discrétisée, calculée de la maniere suivante :

J L3 L 2 LS L L 2
S~ Y (000007 @~ o 3 Wik (M)

keQj keQ,

et qui est toujours inférieure a I'énergie exacte.

. ek —¢& .
La figure VI.1 montre le comportement de I'erreur relative®® cinl en fonction de la

’egin|
résolution selon une dimension. Dn a utilisé deux familles interpolantes, d’'ordres= 6 et
mp = 8, pour passer de I’expressioﬁﬂm aPy Ly, dans le cas ofy = D8. La dépendance en
mp de I'erreur d’approximation est faible : on observe juste un Iéger décalage selon I'axe des
ordonnées entre ces deux courbes, qui correspond a deux con€tdiffésentes.
En échelle log/log, les courbes obtenues pour différents ordrede la famillet; sont des
droites, et I'on obtient le comportement suivant :

|e] ﬂevgin|

cin ~C 2—2J(m1—1)‘

|e<J:in|

D’autre part, on observe que l'erreur n'a plus le comportement attendu lorsqu’elle devient
inférieure & 1010 : on se situe dans la limite de précision de la machine. Nous n’avons pas

précisé ici quel type de famille de Daubechies est utilisé. En fait, la matrice de rigidité est iden-
tique pour la famille avec le nombre maximal de moments nuls, et la famille la plus symétrique
(Symmlets). La différence sur I'énergie cinétique entre famille de Daubechies et Symmlet est
infime.

1J | D8I8 \ C218 |
5[ 0.75018128058 0.75014211657
6 | 0.75000329836 0.75000302797

TAB. VI.1 — Comparaison de I'énergie cinétiqu,, de I'oscillateur harmonique évaluée
dans une base de Daubechies, et une base de Coiflet du méme ordre 4.
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+ D10I8

C1 L
256 512

FIG. VI.1 — Pour l'oscillateur harmonique, erreur d’approximation de I'énergie cinétique
€., en fonction de2’. En ordonnée : erreur relative entre;e et €, pour différents ordres

de fonctions d’échelle de Daubechies. L'orbitale solution est d’abord projetée sur la base
interpolante $ = 18 d’ordre 8, puis I'opérateur Z permet de passer en base de Daubechies
t; = DX, avec x= 6,8,10 (i.e. ordres3,4,5). La courbe en trait discontinu correspond a un

ordre d'interpolation égal a 6.

Pour un ordre donniy, le choix de la famille orthogonale importe peu pour évaluer I'éner-
gie cinétique, comme le montre le tabledul. Une famille de Daubechies est donc plus adap-
tée, car les supports de ses fonctions de base sont plus courts, et permettent donc des calculs
plus rapides.
L'ordre obtenu pour approcher I'énergie cinétiguen2— 1) révele l'intérét d'utiliser de
telles bases : en effet, si I'erreur pour évaluer une fonction dans I’e%ﬁmt deg, alors
on commettra une erreur @ pour évaluer son énergie cinétique. En passant en base d’onde-
lettes, et en effectuant un seuillage sur les coefficients supérieya@s I'erreur commise
sur I'énergie sera quadratique par rappott Be. trés petite. L'utilisation des ondelettes dans
de tels systémes est donc trés prometteuse.

L'énergie potentielle approchég, peut étre calculée par plusieurs moyens, de maniere
homogéne avec la construction de la matrice de rigidité de I'opérateur pofentiepotentiel
est discrétisé sur la base de coIIocat'@hré selon les coefficienty = { LV(XJ+g7k)keQJ+[} :

|§+g bv = LV(XJ+€7k) @§+£,k-

ke p
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Nous avons vu deux possibilités d’approcher I'énergie potentielle dans le chapitre précédent,
gue nous testons dans le cas de l'oscillateur harmonique. En particulier, nous comparons les
valeurs numériques entre formulation de Galerkin et ces deux méthodes.

Formulation de Galerkin
Dans une formulation de Galerkin, la matrice de rigiiféest de la forme :

B = /Q¢J,k(r)|§+4LV(f)¢J,kf(r)df
1
_ YV (X3e.m) / ®y(r) O, (1) Poge(r) dr
ke !

2730+0/2 g "V (Xysem) Tagee(k—27m k" —2"m).
keQy iy

La matriceT; ., est le produit tensoriel de trois matrices bidimensionnelles périodisées
T3,3+¢, €t 0N la calcule a partir des coefficients de connection en une dimension :

To(kK) = /R O(x—K) 8(2'%) g(x—K) dx.

FiG. VI.2 — Valeurs des coefficients de connection entre trois fonctions d’échglie€m
abscisse et ordonnéé, k'). 6 est la fonction d’échelle interpolante d’ordre 8,ta fonction
d’échelle de Daubechies d’'ordre 4.

On a calcule les coefficients dg, selon la méthode de l'articlel3. Un exemple de
valeurs de ces intégrales pour différeits est présenté dans la figwé 2. Le support semble
étre de taille raisonnable sur cette figure, d’'une trentaine d’éléments.
Une série de convolutions bidimensionnelles par cette matrice permettent de calculer I'éner-
gie potentielle associéeSB :
CJ B C;
clc

Gép _
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Nous n’avons pas implémenté ce calcul en trois dimensions, sa complexité étant trop élevée.
Le tableaw 1.2 donne la repartition des coefficients Tg; selon leur ordre de grandeur, pour

le coupleD4 14. Leurs filtres ont de petits supports, et déja le nombre de coefficieritg de

non nuls est important. 634 coefficients sont supérieurs &, plus de 10000 sont supé-
rieurs & 108. Les coefficients importants se situent autour de la diagonale, i.e.Hpeu{'|

petit.

Ordre de grandeyr> 102 |>10%|>1028|>10°|>101| > 10716
Nombre 47 637 9420 | 4976 | 10004 | 12475

TaB. VI.2 — Evaluation de la taille des coefficients de la matricg pourty = D4 et = 14,

Cette matrice a 6 dimensions est le produit tensoriel de trois matrices a deux dimensions. On
affiche le nombre de coefficients compris entre deux ordres de grandeurs. 47 est le nombre de
coefficients supérieurs20 2, et 637 est le nombre de coefficients compris etire® et 104,

Nous avons essaye de diminuer ce codt, en travaillant sur la majrjcea premiére idée
a ete de comprimer cette matrice, mais I'impact sur I'erreur d’évaluation de I'énergie poten-
tielle est trop important, si I'on utilise un taux de compression élevé. Puis, cette matrice étant
symétrique, nous l'avons diagonalisée pour regarder s'il y avait des directions propres pré-
pondérantes, et donc un moyen d’approcher cette matrice en ne gardant que les directions
associées aux plus grandes valeurs propres. Ce genre de méthode s’est révélée infructueuse.
Travailler sur cette matrice ne semble pas étre une bonne solution si 'on veut améliorer la
complexité de I'algorithme.

Il est tout de méme possible dans le cas de l'oscillateur harmonique d’é\%ég,een
utilisant les propriétés de séparabilité du potentiel et de la solution :

V() = %(x2+y2+22):v(x)+v(y)+v(z), v(x):%xz,
Wr) = CneTPP=f(x) ty) f(2), fx)=Cy’e X2

On suppose qug|y|| 2q) =1 . Si on notew =|0, L[, I'energie potentielle se simplifie :
e :/ W) VOw(r) dr = 3/ v(X) F2(x) dx/ £2(y) dy/ £2(2) dz
Q w w W

= 3/V(X) f2(x) dx:3><%.

Nous nous placons donc sux en discrétisantf et-v selon le méme schéma que pauet
V, mais en utilisant des AMR périodiques $0r1[. Nous prenons par la suite= 0. L'énergie
potentielle monodimensionnelle s’écrit alors :

Gldg Sikees Tk T Vai J@ai(X) 65, (%) @ (%) dx
p - f2
ZKG(.OJ Jk
_ 2792 S ey Tok fawe Vo Toa(k—1,K —1)
> kewy fJZ,k
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D8I8 D618 D614

32 0.7500070985 0.750043907 0.75055975
64 0.750000030114 | 0.75000067514| 0.750033937
128 | 0.7500000000587550.750000010427 0.750000010427

TAB. VI.3 — Energie potentiell&éﬂ, de l'oscillateur harmonique selon une formulation de
Galerkin. On affiche les 5 premiers chiffres significatifs. Cette énergie du systéme en trois di-
mensions est calculée en utilisant les propriétés de séparabilité du potentiel V et de la fonction
d’'ondeu.

Le tableauV1.3 donne les valeurs de I'énergie potentielle en trois dimensions a partir de
celles en une dimension. L'ordre obtenu dans les trois cas est respectivement 8.5, 6.2 et 4.
Cela suggeére un comportement de 'erreur en

lep— &)
EY

Il apparait donc qu’il vaut mieux utiliser une famille interpolante d’onaige> 2m; . Ceci n’est
pas génant dans la mesure ou les fonctions de base des AMR interpolantes sont symétriques :
on effectue les opérations non pas sur les 2oefficients des filtres, mais uniquement sur les
My positifs.
Nous comparons par la suite les valeurs du tabléaB avec celles obtenus par méthode
de collocation. Dans une telle méthode, on ne pourra cependant pas prédire le ﬁ'bﬁe?gie ~

~C 27‘] min(2m;+a, mz)7 a<

NI =

Méthode 1
Dans la premiére méthode, la matrice de rigidité est de la forme :

Imp . Nl i L
B=NLZ (15,,V) Ny X

Sion poseF =Dy, y Xetl’t2 C;, c'est-a-dire qué- est le vecteur des points de collocation de
Ly surQjip, et F = Dj‘jﬁ (z2'")T C; , qui correspond aux coefficients dans la base duale

<ty OLM >, alors on approche, par :

19 FTV F

P FTF

La figureV1.3 montre pour différents ordreg (to) I'évolution de I'erreur relative Slﬁ% pour
différentes discrétisations. La encore, on observe des droites, qui dépendent non pas de la
discrétisation dans le volume (e®®, mais bien de la résolution selonedirection. Numéri-
guement, on obtient la loi de comportement :

&~ &l

PP oc2Im
&l
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0.1 | o |eeC118
0,01 C218
o= C3 18

0.001__ -- D8 I10
ﬁ_‘_h‘ -\.

URLLLL R LU RLL LU RLLL B L DL L AL L CR R RLLL

| | | | | | [ | [
le-105 o4 128 256 512

FiG. V1.3 — Pour l'oscillateur harmonique, erreur relative sdé,. En abscisse 2’. Dans

les trois premiéres courbes, €st une base de Coiflets de trois ordres différents 2, 4 et 6. La
derniere courbe B 110illustre le fait que pour le méme ordre (4), une base de Daubechies se
comporte moins bien qu’une base de Coiflets.

Le tableauv1.4 donne pour différents couplés,ty) les pentes obtenues numériquement pour

les courbes de la figurél.3. Lavantage de l'utilisation d’'une famille de Daubechies n’est
plus aussi évident, par rapport a une famille de Coiflet. La courbe en pointillé de la figure
VI.3, et la derniére colonne du tablegti4 donnent des exemples de ce phénomeéne. On peut
expliquer cela par le fait que la fonction d’échelle de Daubechies ne posséde pas de moments
nuls, mais également par le centrage de ces fonctions. Nous avons montré dans 1 figure

le cas d’'une famille d’ordren; = 4. Ce décalage s’accroit en utilisant des fonctions encore
plus décentréésA contrario, les fonctions d’échelle de Coifman sont centrées, et possédent
un certain nombre de moments nuls, ce qui améliore nettement le résultat.

Si I'on veut tout de méme rester dans une base de Daubechies, une solution peut étre
d’utiliser une base de Daubechiesmplexe qui est symétrique. Lina et allQ9 proposent
une construction de ces ondelettes. Un exemple d'utilisation pour résoudre un modele simple
d’équation de Schrédinger non linéaire dépendant du temps, se trouve dans I'agjicleds
fonctions de base possedent alors les propriétés d’interpolation nécessaires au traitement du
terme non linéaire.

Les graphes de ces fonctions ont été tracés aux ERyess4. A part la fonction d’échelle de Daubechies
d’'ordre 3, toutes les fonctions de Daubechies et Symmlets sont décentrées.
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Cl18|C218| C318| D8e 110| D8s 18
2 4 6 4 4
1.97 | 4. 5.9 3.75 3.5

TAB. VI.4 — Ordre d’approximation de I'énergie potentielle selon la méthode 1., pour dif-
férents couplegty,t2). La deuxiéme ligne correspond a I'ordre des fonctions de typs t
correspond a une Symmlet, et e a une fonction de Daubechies.

D6 18 D8I8

32 | 0.7538240, 0.75049425
64 | 0.7511514| 0.750035962
128 | 0.7503008 0.7500025261

TAB. VI.5 — Oscillateur harmonique, exemples de valéﬁfgselon la méthode 1., pour deux
couples(ty, t2).

Dans le tableaw1.5, nous affichons les énergiéég) pour différents]. La difféerence avec
Gé% (cf tableauV1.3) est assez grande. On perd plusieurs ordres de grandeur, et la loi n’est
plus quadratique avem;. La complexité de I'algorithme est considérablement diminuée par
rapport au cas de Galerkin, et I'on peut considérer que pour ce co(t moindre, on obtient une
évaluation qui n’est pas trop mauvaise.

Nous avons introduit dans nos calculs un paramétigyi correspond a un changement de
résolution pour appliquer I'opérateur potentiel & une orbitale. Dans les programmes de calculs
de structure électronique utilisant des ondes planes, on calcule les valeurs aux points de la
densité sur un maillage de résolution deux fois plus fihe-(1) que la résolution utilisée dans
la base d’ondes planes.

Nous avons testé I'impact d’'une telle méthode avec des bases de fonctions d’échelle. Cela
a nécessité 'implémentation de structures et d’opérateurs de passage présentés dans I'annexe
A. Dans le tableaw!.6, on compare l'effet du doublement du nombre de fonctions de base
J =6,/ =1 avec le cas sans raffinement 6,/ = 0, et le cas ou les fonctions sont exprimées
deés le début dans une résolution plus firel. Nous voyions que I'on peut atteindre la méme
erreur que poud + 1,/ = 0. Cela signifie que I'on peut résoudre les équations dans une base
de résolutiond, et élever cette résolutionJat- ¢ uniquement pour le calcul de I'énergie poten-
tielle, et I'application de I'opérateur potentiel.

Cependant, cette méthode est loin d’étre idéale : ainsi, en augmentant encore le parameétre
¢, on n'obtiendra pas forcément une erreur plus petit@our cause passer d'un espace de
dimensionJ a un espace de dimensidr- ¢ a la maniere d’'une méthode multigrille induit une
perte d’'information non négligeable : pour passemg"ea VSZM , il est nécessaire d’inclure
des ondelettes.
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C18 c218 C318
ordret; 2 4 6
6,0 7.72 e-3| 6.28 e-5 3.17e-4
6,1 1.90e-3| 4.12 e-6| 1.81 e-7
7,0 |1.95e-3| 3.97e-6| 1.72 -8

TAB. VI.6 — Erreur relative pour la méthode 1., pour €gal a une famille de Coiflets de
différents ordres. Etude de l'impact du paramétréraffinement du maillage sur lequel est
exprimé le potentiel). Pour,d = 1, I'erreur d’approximation est proche de I'erreur pourd
1,/=0.

Sil'on prend/ = 1, on peut donc obtenir une évaluation de I'énergie potentielle tres précise,
par rapport a la résolution dans laquelle on calcule les orbitales. Dans la procédure de diagona-
lisation, il faudrait pouvoir contréler I'application de la matriBea un vecteuCiJ, mais aussi
I'évaluation de I'énergie associée. Nous avons dans nos tests utilisé une routine de ARPACK
pour déterminer les plus petites valeurs propres, dans laguelle nous ne contrdlons pas le cal-
cul des énergies. Il faudrait alors implémenter une méthode, par exemple de Lanczos, comme
dans l'article p8], en utilisant notre construction de I'opérateur potentiel, et en particulier la
possibilité de passer a une résolution plus firel pour le calcul de I'énergie potentielle.

Méthode 2 N
Dans la deuxieme méthode, on exprime l'orbitale oﬁ}ﬁ@ , etle produiﬂM Ly parlﬁM Lv
est développé daﬁétf . On applique ensuite I'opératerdrpour repasser en bage

N1 ZT

’B’ = Ny Z ('gw LV) J+l

L'énergie potentielle s’écrit alors :
_F'VF
PTOFTE
Les tests numériques révelent que cette méthode a un ordre d’approximation relativement

élevé. En effet, on a trouvé a partir des pentes des courbes présentées dans lédl figques
I'erreur est quadratique, i.e. :

& — &)
EY

v _FTVE

~Cp 2—J min(2m1.,rng)7

le préfacteurC, dépendant des deux normgsp ||ym et || Y ||ym. Ici, la différence entre
Daubechies et Coiflets n’est plus si nette : on n'observe pas de dégénérescence de l'ordre.
Cela provient certainement du fait que I'on n’exprime pas l'orbitale dans la ba&%ge

mais dans sa duale.
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000 | o [eeC1I8
0,0001 C218
-- C318

Le-05% C3110

2

0.0001 ' T T leeDSI6
le-05E ™3 D8 I8

: TN D8 110
1e-06E - D618
1e-07k RN ;
1e-09F :
1e-10;— \\“n\ —
le-11F N
le-12F .
le-13%3 6 18 256 512

FiG. V1.4 — Pour 'oscillateur harmonique. En abscissg’. En ordonnée : erreur sur I'éner-

gie potentielle selon la méthode 2. En haut, étude pour différents ordres de Coiflets (2,4 et 6).
En bas, influence de ssur I'approximation, en prenant une famille de Daubechies d’ordre
my = 4. On a rajouté dans les deux figures les courb&d 00 et D6 18 pour mieux évaluer
I'influence des deux familles €t t sur I'ordre de la méthode.
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Dans la figure du haut dél.4, la courbe en pointillé suit la courbe @218 alors qu’elle est
associée a un ordre plus élewg = 6. Dés que I'on prend une famille d’interpolantes d’ordre
plus élevé 10, la droite est de pente 10.6 : c’est pourquoi nous supposons que l'ordre de la
méthode dépend de la régularité minimale utilisée pour exprimer la fonction d’onde et le po-
tentiel. La méthode est d’ordre quadratique par rappary &ar on fait le produit de deux
représentations d’une fonction d’onbig : 1a encore, si on suppose que I'erreur d’approxima-
tion deby danthJ1 est deg, alors I'erreur de son carré sera & et nous pouvons évaluer
I’énergie potentielle en respectant cette erreur : cette méthode dévaluation de I'énergie poten-
tielle semble étre optimale.

Dans la figure de droite, on a étudié I'autre possibilité : pour un ardre 4, on étudie diffé-
rents ordresn, d’interpolantes. Les courbes semblent bien vérifier cette loi.

Méthode 2.
D6I8 D8I8 C2I8

J

5| .750043053 .750010176 7500094682
6 | .75000062740| .750000043524, .750000040569
7 | .750000009528 .7500000001122 .75000000010048

TAB. VI.7 — Oscillateur harmonique. Méthode 2. pour I'évaluation de I'énergie potentielle.
2&) pour différents J et différentsy, to).

Nous affichons les énergiéﬁ% de la méthode 2 dans le tablegui7. Ces résultats sont
comparés a ceux obtenus dans la méthode de Galerkin, du talll@apagel45 Que ce
soit pour Daubechies ou Coifman, les résultats sont du méme ordre de grandeur que dans la
méthode de Galerkin. Notons de plus que la famille de Coifman est extraordinairement proche
du résultat de Galerkin. Il arrive (notamment p®@6 18, J = 7) quezég, soit plus petite que
Géﬂ,. Cela est d0 au fait que notre méthode est une méthode de collocation.

Au terme de cette étude, nous pouvons donc conclure que nous avons une méthode opti-
male pour évaluer I'énergie potentielle, puisqu’elle se comporte de la méme maniere que la
méthode de Galerkin, et que les énergies sont du méme ordre de grandeur. Cette méthode est
donc trés intéressante, puisqu’elle va permettre de calculer I'énergie et appligaeec un
codt linéaire par rapport aux supportstgett,, au lieu d’un colt quadratique.

VI.1.2) Latome d’hydrogéne

On suit la méme démarche que dans la partie précédente mais en utilisant un hamiltonien

e s . . . 1
différent. Pour I'atome d’hydrogéne, I'hamiltonien s’écrif; = —§A+V ,avecV(r) = —|Tl|.
L'état fondamental de I'atome d’hydrogéne est caractérisé par une valeur progfe da
doit alors résoudre I'équation de Schroding&np = E . Ici, I'équation est exacta)) est une

fonction d’onde. On connait analytiquement le coufie, We) solution :

Pe(r) =Cn e ",
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ouCy est une constante de normalisation, et les différentes énergies du systeme valent :
— L’énergie cinétique vaut:j, = 0.5 H.
— L'énergie potentielle vaut, = —1. H.
— L'énergie fondamentale de I'hydrogéne vaig= egin+ €, = —0.5 H.
Dans notre étude, nous nous placons@e#]0, L[3, avec conditions aux bords périodiques.
Il est nécessaire d’annuler artificiellement ce potentiel se comportantgralix bords de&.
De plus, on élimine la singularité deen I'approchant par un pseudo-potentigk. On utilise
alors I'hamiltonien# :

1 ~ 1 Moc(r)
H= bV =5 s m o

oUVjoc est le pseudo-potentiel suivant :

\Aoc(r)z—%erf< i )+e—%<rll'c> (c G <| 2 (ﬂ)4+c4(ﬂ)6).

V2 MNoc MNoc MNoc MNoc

La fonction d’onde}; associée a I'état fondamental du systeme décri#parest pas égale
aYe. Nous utiliserons pourtant le couple e dans nos tests numériques. On a l'inégalité

VreQ, V(r)<V(r),
ce qui signifie en terme d’énergie que

<LIJ67\7 LIJe>
<l.|Je, LIJe> .

e <

La fonction d’ondey; de I'état fondamental pour le potentiéldoit en fait vérifier la méme
inégalité :

<l‘IJ17\7 LIJ1>
<lIJ17 qu> .

En effet, le potentieV est moins profond qué, et I'électron est moins attiré par le noyau : cela

o 3 L L  —1p , ,
implique également que I'énergie cinéticrig, = % augmente lorsque I'on résout

numériquement le probleme de minimisation. Nous montrerons un exemple de résolution en
fin de cette partie, mais pour l'instant voulons plutdt estimer, & partV g e, I'erreur
d’approximation en fonction de la résolution des bdsest,, et de leurs régularités.

Dans les tests de cette partie, on se place dans un cube de-edi@a.u., la fenétre a pour
parametres; = 6 a.u., 3 = 7. On s’est de plus assuré que le changement de position du noyau
dans la boite ne changeait rien dans les valeurs obtenues.

On suit donc la méme démarche que dans la partie précédente : on discrétise la fonction d’onde
Le sur G)ﬁk, puis on I'exprime dans I’espaé@tJl en appliquant un changement de base. On

obtient alorsPy L, & partir duquel on évalue les différentes énergies. La figiu® donne
pour différents couplefts,tp) I'évolution de I'erreur d’approximation de I'énergie cinétique
&, Cela se traduit par des droites de méme pente, et décalées selon I'axe des ordonnées : le
préfacteur dépend ici inversement de I'ordre des fonctions dethaecroit avec la régularité

detl.

e <
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FIG. V1.5 — Pour I'’hydrogene : erreur d’approximation de I'énergie cinétique en fonction de
27, pour différents couples .

La fonction d’ondealie n'est pas aussi réguliere que la gaussienne utilisée dans I'exemple de
I'oscillateur harmonique. C’est pourquoi les pentes des droites de la figuresont toutes
identiques (on les a évaluées égales a 2.8), et ne dépendent plus derfipiizda base;.

On note qu’ici la courbe relative @8 est plus basse que celletde= C2. En fait, comme il a

été question dans le chapitié, la matrice de rigidité du laplacien est identique dans une base
de Daubechies et dans une base interpolante. Cela veut dire qu’on évalue I'énergie cinétique
de la méme maniere dans les deux bases, et que la différenoet]iq\ma plus petite qu’avec
n'importe quelle autre base de méme ordre : pour une famille de Coifman d’ortjre-£R)

la courbe est Iégérement au dessus.

Si on posale € HS, s> 1, alors par analogie avec la partie précédente, on va supposer que
I'erreur sur I'énergie cinétique est de la forme :

|e] %in|

cin ~C 2—ZJ(min(ml,s)—1)

9
|ecJ:in|

C étant une constante indépendantel d8i I'on suit la loi précédente, alors on en déduit une
majoratiorf des:

§s=24¢<

NI ol

2Nous restons prudent quant & la majoratiorsdet pas I'égalité. Il savére que I'inégalité serait stricte. La
preuve devrait faire I'objet d’'un article de H.-J. Flad (Max-Planck Institut, Leipzig).
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En conclusion, nous voyions ici qu'il n'est pas nécessaire d'utiliser des bases d’ordre trop
élevé, la précision de la méthode dépendant de la réguldtitde la fonction d’'onde. Cela
veut dire que I'on peut utilisey = D6 out; = C2. Nous avons vu dans la partie précédente
gue l'impact de la famille interpolantg intervenait dans I'évaluation de I'énergie potentielle.
Nous avons présenté deux méthodes pour former la matrice de rigidité associée au potentiel
V, desquelles découlent deux techniques d’ evaluatlon de I'énergie cinétique.

On rappelleer] dans la méthode 1., avee = D;. X, W2 cy et F = DJjg (Z}f’tl)T C;:

15 _ FTVF
" FTF
Si le potentiel et |la fonction d’onde sont de cla€sg alors I'erreur d’approximation d%é%
est enO(277™). Le tableaw!.8 donne les pentes obtenues pour différents couples d’AMR.

(tg,t2) D6I8 | C1I18 | D8I6 | D8I10 | C214 | C2I8 | C3I8
ordresmy,m, | 3,8 2,8 4.6 410 | 44 | 48 6,8
pentes 19| 22 | 29 29 | 295| 295 2.95

TAB. VI.8 — Ordre de la méthode d’évaluation de I'énergie potentiéﬁé, pour différents
couples de familleg it.

Certaines de ces pentes sont visibles en haut de la figuée L'ordre maximal 295 est
atteint pourmy > 4 etmp > 4. Dans le tableaiy].8 nous avons affiché la pente pdD6I8,
et dans la figure, celle dB6l6. La dépendance de I'erreur en fonction du choix de l'inter-
polante est faible, on peut donc prendre un petit ordre pgufm, = 4 suffit). La fonction
d’échelle de Daubechies d’ordre 3, ne possédant pas de moments nuls, appauvrit la qualité de
I'approximation : la pente est méme moins forte que celle relatv&,al’ordre 2.

Dans la méthode 2., I'énergie potentielle s’écrit :

>y FTVF
&= ==
FTF
La deuxieme figuré/1.6 donne I'évolution de I'erreur d’approximation selon la méthode 2..
La pente est identique quelques soient les oraxest my, et vaut 2.95. Cela voudrait dire que
le potentiel est moins régulier que l'orbitale, et que I'ordre dépend de I'ordve @ependant,

on a trouvé en étudiant I'énergie cinétique glxeétait certainementds, avecs = 2.4. On
aboutit donc a une contradiction ici, que nous ne pouvons pour l'instant lever.
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FiG. V1.6 — Pour I'hydrogéne. Evolution de I'erreur d’approximation de I'énergie potentielle
selon les méthodes 1. (en haut) et 2. (en bas), en fonctidn, 4e.
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VI.1.3) Reésolution de I'équation de Schrédinger pour I'lhydrogene

Apres avoir étudié la qualité de I'approximation avec une fonction d’onde donnée, nous
résolvons maintenant I'équation de Schrodinger pour I’hydrogéne. Il s’agit donc de déterminer
la plus petite valeurs propre de I'opérateur hamiltonief{ = —% A+V, etlafonction d’onde
associée. Apres discrétisation du probleme, il s’agit donc de déterminer la plus petite valeur
propre de la matrice de rigidiié’ = A +B. Nous avons choisi de prendre la premiére méthode
pour approcher 'opérateur potentiel :

B =B = N4 Z (15, 4V) Noyo X,

On utilise IRAM, procédure de diagonalisation basée sur la méthode d’Arnoldi, pour détermi-
ner I'état fondamental de I'hydrogene. La premiere partie du tablé&udonne les valeurs

des énergies cinétique, potentielle et totale obtenues pour 3 niveaux de résolution, et pour le
couple(ty, tp) = D818. On rappelle qUE = &in+ &p.

&in & E matvec Temps
0.515538| —1.008131| —0.492562| 210 | 32 sec
0.520743| —1.015017| —0.494273|| 420 |15 min
0.521814| —1.016454| —0.494639|| 945 3h 50
0.521879| —1.016544| —0.494664| 2895 | 87h40

0 N o 01| @

TAB. V1.9 — Résolution de I'équation de Schrédinger pour I’hydrogene. Premiére partie :
énergies de I'état fondamental par détermination de la plus petite valeur propte, geur le
couple(D8I8). Deuxiéme partie : nombre de produits matrice/vecteur pour que l'algorithme
converge, et temps de calcul. Parametres de calcu-:10a.u., rc=6au., = 7.

On observe une diminution de I'énergie totaleen fonction de la résolution, ainsi que
de €. Pour un tel hamiltonien, ou le potentMIn’a plus la singularité en = R, R étant la
position du noyau danQ : étant moins profond, il attire moins I'électron, qui de ce fait va
tendre a se “délocaliser” : I'énergie cinétique sera plus grande ¢ Oénergie cinétique
exacte de I'atome d’hydrogéne.

Dans la deuxieme partie du table&ll9, on étudie le nombre d’opérations (nhombre de
produits matrice/vecteunatveg i.e. le nombre de fois que I'on effectli C;), et le temps
nécessité pour résoudre I'équation. Le comportement du nombre de produits matrice/ vecteur
en fonction de la résolution suit la loiatvec~ 21439,

L'application des opérateups et Z se fait par des convolutions monodimensionelles par
des filtres. Le premier filtre est désigné en annéxpar z,. Pour (t1, t;) = D818, la taille
de ce filtre obtenue numériquement est de 20. Le deuxiéme filtre correspond aux valeurs aux
points entiers de la fonction d’échelle J®Numériqguement, son support (valeurs supérieures
a 10729 est de 7. Le support du filtre de dérivation associ@gest de 7. L'application de
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HY & un vecteuC; colte donc 87+ 7+ 1+ 20) x 2’ soit 105x 27 opérations en moyenne.

Dans cet exemple, le code fait donc en moyennexi®bx 2145 = 105x 22457 gpérations,

on devrait donc trouver que le temps suit cette loi. Cependant, d’apres la colonne de droite du
tableauv|1.9, le temps évolue e®(2¥) sec.. Notre code n’est donc pas trop mauvais, mais il

y a encore des optimisations a faire dans la gestion des tableaux, et de I'accés a la mémoire,
pour étre plus rapide.

VI.2 Reésolution du systéme autocohérent

Apres avoir testé la méthode sur des hamiltoniens linéaires, on implémente I'algorithme
autocohérent pour un atome. P@frfixé (on la prendra égale & une gaussienne centrée sur
le noyaup®(r) = e—|r—R|2/2) on inclut les termes dépendant de la densité, afin de former le
potentiel de Kohn et Sham :

- 1 - ~ ~ - -
HIP' = 50+ Vkslp%),  VislP?) =V +WielP?] + Ve P
Aprés avoir déterminé les; valeurs propres! de H[p”] et les vecteurs propres associés
dans I'espac&" , on peut donc construire la nouvelle densité :

occ

LAl L,,12
pr=2% m | Y~
2N

Si || Lp0— I'p1|| > 1, alors I'algorithme n’a pas convergé, et I'on pose a I'entrée de la nouvelle
itération “p! = “pl. Nous proposons dans cette partie d’étudier I'algorithme selon plusieurs
critéres : d’abord, on regarde en fonction des paramétesambre de valeurs propres total,
remplissage des couches selomi@$e comportement de I'algorithme. Ensuite nous regardons
guelles sont les valeurs obtenues pour de petites atomes, pour tirer des conclusions sur la
validité de la méthode.

VI.2.1) Comportement au cours des itérations

Les tests de cette partie ont été réalisés sur I'atome d’hélium (le nombre de charges du
noyau es = 2) : la densité s’écrit "p = 2 |"y1|? , c’est-a-direocc= 1, n; = 1. On a uti-
lisé 128 fonctions d’échelle de Daubechies d’ordre 3 pour représenter les orbitalesA
partir dep®(r) = e~ I"-RI*/2 nous avons tout d’abord regardé au cours de la premiére itération
comment réagit la procédure de diagonalisation en fonction du nombre de valeurs propres to-
tal que I'on calcule. Dans la figurél.7, on regarde le nombre de produits matrice/vecteurs
requis pour calcule; = occ+ N, valeurs propred\, =0,...,19. On a prid = 30a.u., car
les orbitales associées a des énergies élevées sont situées de plus en plus loin du noyau. La
dimension de I'espace de Krylov est fixée et toujours égale a 50, c’est-a-dire au moins deux
fois plus grande que 20, le nombre maximum de valeurs propres calculées. Elle est fixée pour
cet exemple, mais en général elle varie en fonction du nombre de valeurs propres calculées,
afin d’optimiser le nombre de produits matrice/vecteur. Il apparait que le nombre de produits
matrice/vecteur semble suivre la dégénérescence des valeurs propres : par exemple, pour les
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FIG. VI.7 — Nombre de produits matrice/vecteur, lors d’'une étape du cycle autocohérent, en
fonction du nombre de valeurs propresadcalculer.

valeurs propres 2 5, qui correspondent a un étad 2on dégénéré, et un étap 2légénéré 3

fois, et pour lesquels I'énergie propre est a peu prés du méme ordre de grandeur, le nombre de
reste pratiquement constant, voire il décroit.

La procédure de diagonalisation IRAM nous permet donc de calculer pour une densité fixée
assez rapidement le jeu de vecteurs propres recherchés. Au cours des itérdeoiago-

rithme autocohérent, le temps de calcul par IRAM reste tout a fait raisonnable, et générale-
ment quelques centaines de produits matrice-vecteur suffisent lorsque I'on résout le systéme
de Kohn et Sham pour de petits atomes.

La figureVI.8 est composée de deux parties. A gauche, une fois I'algorithme autocohérent
convergé, on donne les différentes valeurs prop}es.s,(,t, avecN; = 30. La valeur propre
associée a l'orbitale occupée est de I'ordre-d&5H. Les autres (entre-0.6 et 0) corres-
pondent a des états non occupés. La figure de droite correspond au comportement des niveaux
d’énergieréels tels qu’ils ont été introduit dans le préambule. Il s’agit d'une classification
gualitative, les valeurs des énergies dépendant de chaque atome. L'ordre des énergies est donc
le suivant : & puis X et 2p sont relativement voisins, puis,3p, 3d,... On rappelle gu’un état
p est dégénéré 3 fois, dil’'est 5 fois.

En comparant les deux figures dé8, on observe donc que les énergies obtenues suivent
globalement le comportement des énergies réelles : I'&tastltrés profond, puis I'états2
est peu éloigné de I'éta2. Le palier suivant contient 9 valeurs, ce qui correspond a un état
s (39), un étatp (3p), et un étad (3d). On observe donc numériguement dans cet exemple
gue le spectre discret de I’hamiltonien de Kohn et Sham suit le comportement théorique du
spectre d’'un atome. Les premiéres orbitales (figiies, VVI.10, VI.12) possédent également
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FiG. VI.8 — A gauche, pour I'hélium, état occupé et les 29 états inoccupés. A droite, classi-
fication des niveaux électroniques selon leur degré de dégénérescence (en abscisse), et leur
énergie (qualitatif).

les symétries et antisymétries attendu@sur des étatset p.

FIG. VI.9 — Hélium, n = 1; deux premiéres orbitales. isosurfaces00054.u..

Cependant, pour les orbitales associées a des niveaux inoccupeés plus élevés, on n’obtient
plus du tout les symétries et antisymétries désirées. La figui& donne quelques exemples
parmiles orbitaleé-quf, i compris entre 7 et 30.

On note de plus ici qu’en calculant I'énergie totale selon :

occC 1

£=23 n & — E/ch[’ﬁf‘l] p'(r) dr+ Exp'] - /Qch[ﬁf‘l] p'(r) dr,

on a obtenu pour le cas de I'hélium= —4.78H.

3Dans le cadre de la DFT, aucun critére de ce type n’est attendu pour les orbitales, qui n'ont a priori aucune
forme particuliére.
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FIG. VI.10—Hélium, n = 1; état2p. Isosurfacet.00054.u..

Les valeurs propres (exceptée la premiere) correspondent a des orbitales non occupées,
ou virtuelles, de I'atome d’hélium. Dans I'approximation de la DFT, a part la premiere non
occupéeé (appelée LUMO), aucune autre n’a de signification physique : la DFT ne modélise
pas les états excités, c’est-a-dire les états non fondamentaux. L'état fondamental est caractérisé
par I'’Aufbauprincipe : on peuple d’abord les états de plus petite énergie. Nous avons étudié
le comportement de 'algorithme autocohérent dans le cas de I'hélium, en ne respectant pas ce
principe, c’est-a-dire en remplissant partiellement les deux premieres couches :

n1:n2:1/2,

au lieu de remplir totalement la premiére couche= 1. Dans ce cas, I'algorithme autoco-
hérent converge tout de méme, et I'énergie totale est2i81H (et donc bien supérieure a
I'énergie fondamentale (de4.78 H)). Les premiéres orbitales (figuké.11) ne possédent

pas les symétries attendues. En particulier, on observe un mélange entres|'étde états

2p, lié au fait que les énergies de ces états sont trés proches. Par contre, pour des niveaux plus
éleves, les symétries apparaissent clairement, et I'on peut classer les orbitales en fonction de
leurs dégénérescences et leurs symétries, conformément a la réalité (cf préambule). Ainsi les
figuresVI1.14, VI.15, VI.16, VI.17 représentent des orbitales de type resh 42, 4d et 4p.

Remarque VI.2.1 (Convention pour les surfaces)Pour y fixé, le logiciel de visualisation
construit par triangulation la surface reliant les pointstels que y= y(r). Selon le signe

de cette valeur y, la normale a chaque triangle est soit dirigée par I'extérieur de la surface
(effet de lumiére - réflexion) soit vers I'intérieur (pas de reflet - absorption). A part les figures
VI.9, VI.10etVI.11, les figures de cette partie sont affichées en fin de chapitre.

VI.2.2) Analyse de la compressibilité des orbitales

Nous étudions le taux de compression et la regularité des orb{t‘atﬁg}i:17,,,,Nt obtenues
lorsque I'algorithme autocohérent a convergé, avec leurs valeurs propres as&:ﬁ}iéqgﬂNt
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(v,

FIG. VI.11 — Hélium. n = np = 1/2; premiéres orbitales. isosurfaceis0.0006@.u.. Etat 1s
puis quatre orbitales provenant du mélange entre un état de symétrie s (sphérique) et 3 états de
symeétrie p. Energies de ces orbitales, dans 'ordee2:1 H, —0.728H, —0.719H, —0.704H,

—0.679H.
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et I'impact de la compression en ondelettes de ces orbitales sur les différentes énergies. Ces
orbitales sont exprimées dans la base de typgue nous décomposons en ondelettes :

] :
]P)Sl Lll—'i = Lyl = 2057 k Pk

J-1 _
d L Dyt Le @(®)
io, k Ik k Tk

ke%jo i 86{0,1}2\{(0)}1—210 keQ; e

On applique un seuillage, en définissant pour fjeut j <J—11T ensemble_QJ contenant tous
les indices de la base au niveapour lesquels le coefficient en ondelette associé est plus en
grand module qu’un certain:

Q= {keQj, [dfy|>T}.

On reconstitue alors une approximation[@éLLpif, notéf, en recomposant le signal & partir
: J-1 :
de la combinaison Iinéaire% Cjo. k Pak + Z 'Jilpislz Les coefficients
kEQ; ee{0,1]3\{(0)} I=lo keQ,
en ondelettes de Iorbltale'-Lp. gardés dans cette compression sont décrits par I'ensemble

QU = UJZ1 Q;. On calcule les différentes énergies : cinétigu@y) et potentiellee,({f)
selon la methode 1. introduite dans la paitié.4). A partir de ces nouvelles orbitales, on
construit une nouvelle densité §\&i§,2+g .En posantF = Dy, X;"2 C} , les valeurs aux points
Ripe={ Lp(XJ+€’k)}k€QJ+€ de la densité s’écrivent :

# < 2 of
13, p = Zan g Wi (X310k)) @J+g,ka
keQj e

occ

Ry = Z'Zlni [F?] s
1=

Cette densité est exprimée dans la base dettymn effectuera donc une analyse en ondelettes
to pour estimer, a partir de la compression sur les orbitales, le nombre de coefficients non

nuls obtenus pour la densité, qui correspond a la réunion{@@}_ . . En gardant
i=1,...,0cc

I'expression de la densité dans la base de fonctions d’échelle, on résout I'équation de Poisson,
et 'on obtient le potentiel de Coulomb selon ses coefﬁcients@rk définis parHj,, =

{ LVC(xJ+g7k)}k€QJ+g. L'énergie coulombienne se calcule alors par une formule de quadrature :

L3
e = 28040 (Hyse)" Ry

On évalue de la méme maniere I'énergie associée au potentiel d’échange-coreglaéon
fonction des valeurs aux poing;,, = { LVXC(XJ+E7|()}|(€QJ+£, et I'énergie d’échange-cor-
rélationEyc :

L3 L3
Ec= m (EJ+£)T Ry, FExc= mixc[ Ry+¢) Rage.

161



VI. DE UHAMILTONIEN LINEAIRE AU MODELE DE LA DFT-LDA

Nous avons tout d’abord effectué ce test dans le cas de I'hélium, péypobdts, dans le
cas out; = D8 ett; =18, 0cc= 2, etN; = 5. En fonction du taux de compression, nous avons
déterminé I'erreur entrepiJ et )f. En échelle log/log, nous avons obtenu des droites, ce qui
caractérise le comportement de la compression selon la loi :

1! =T [|l2~ CN79,

ou N est le nombre de coefficients gardés pour le sedik tableauvI.10 nous donne, pour
les 5 orbitales calculées, les puissanz@btenues ; clairement, on distingue par cette analyse
un fort taux de compression pour la premiere orbitaleodis trois orbitales qui semblent étre
de méme régularité : ce sont les étaps& une, plus réguliere que les étapsrdais moins que

la premiere, pourrait alors s’interpréter comme une orbitale 2

Les états et 2p sont inversés ou non, cela dépend de la résolution, de la fepéappliquée

1 2 3 4 5
174/ 1.43]1.36| 1.36| 1.36

TAB. VI.10 — Pour J= 7, pente des droites issues de la compression des 5 orbitales pour
'atome d’hélium, R = ny, = 1, avec comme familles d’ondelettes D8 et 18. Des isosurfaces de
ces orbitales sont affichées dans la figuiiel 1.

au potentieV, et de la taille de la boite : les énergies correspondantes étant tres proches, il

n'est pas anormal de constater une inversion de I'ordre. Dans le chApjtom a établi un

lien entrea et la régularité de Besov de la fonction. En effet, si les coefficients en ondelettes
1_

delp, avecs = 3+ % alors la décroissance de I'erreur est ¢p.dci, a = 2/p. On peut donc

a partir du tablea1.10 estimer I'appartenance des orbitalgsa des espaces de Be@%p.
On obtient donc poups : s=1.11 etp=1.15; poury, : s= 0.64, p = 1.39, etPs, Y, etYPs
appartiennent 83" avecs= 0.54 etp = 1.47.

D’aprés les différentes figures (notammefit9 et VVI.10 pour les états 4 2s et 2p), il
apparait que les orbitales sont localisées dans des couronnes autour du noyau : la localisation
des ondelettes gardées coincident alors avec cette forte symétrie du systeme.

Le tableauvl.11 donne pour la premiére orbitale (état occupé de I'hélium), en fonction du
seuil de compression, le pourcentage de coefficients en ondelettes retenus, et I'erreur induite
sur I'énergie cinétique et I'énergie potentielle. On peut en compressant le signal a 80% restituer
les énergies avec une erreur tres faible par rapport a I'erreur d’approximation a la résblution
PourJ = 6, on avait obtenu une erreur d’approximation de I'ordre de®1@éja, le taux de
compressiort = 6.6210° est trop élevé, I'erreur obtenue étant du méme ordre de grandeur
gue l'erreur d’approximation.

Nous avons ensuite étudié le comportement des différentes énergies en fonction du taux de
compression sur l'orbitale de I'atome d’hydrogéne. Les énergies cinétique et potentielle ont
un comportement selon

lec(W]) — ec(W)| ~CNP, |ep(w]) — ep(@))| ~CNF,

et 'on observe pour les énergies dépendant de la dersitéeyc et ec des comportements
similaires, en fonction du nombre de coefficients d’ondelettes gardés pour exprimer la densité.
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VI.2. RESOLUTION DU SYSTEME AUTOCOHERENT

o1%Y)

T compression erreur suke; | erreur swep
1.210°7 86% 36700 0.210°7 0.310°8
6.6210°6 97% 7864 | 0.610°° 0.810°/
146104 99% 2621 | 061073 0.310°*

TAB. VI.11 — Pour J= 6. En fonction du seuillage, taux de compression de la premiéere
orbitale, nombre de fonctions de base utilisées et impact en erreur sur I'évaluation des énergies
cinétique et potentielle.

Nous noterons ces coefficients respectivenygraur Eyc, Y pourec etv pourec. Le tableau

VI.12 montre, pour différents ordres de la famiijela valeur de ces coefficients. Les €nergies
d’échange-corrélatiotty. et e,c donnent le méme ordre de régularité. Ces deux colonnes ont
les valeurs les plus basses, et dans cet exemple de I'hélium, les valeurs sont supérieures a 1 :
la non linéarité reste homogeéne, et peu importante. On peut s’attendre a ce que ces valeurs
baissent drastiquement en étudiant un systeme plus complexe.

€ €p Exc Ec €c

j |t B B y Y v
64 | D6 | -1.93| -2.51| -2.19| -2.18| -2.91
64 | D8 | -255|-296| -1.7 | -1.7 | -24
64 | D10| -29 | -3.35| -15 | -15 | -25
128| D6 |-1.45|-2.18| -2.18| -2.18| -2.18
128| D8 |-2.12|-290|-1.91|-1.91]| -2.15
128 | D10 | -2.62| -3.33| -2.26| -2.26| -2.52

TAB. VI.12— Evaluation de la pente en échelle log/log de la droite dont I'abscisse correspond
au nombre de coefficients en ondelettes de la densité, et 'ordonnée correspond a I'erreur sur
I'énergie. La densité est récupérée sur le maillage-ti 8.

Suite au tableau1.10, nous donnons les valeurs des coeffici@asf’, pour les 5 orbitales,
pour le maillage de 12&dans le tablealr].13.

1 2 3 4 5
B |-2.86|-2.38|-1.98| -1.92| -2.05
p'|-3.86|-2.81|-2.61| -2.68| -2.65

TAB. VI.13 - Erreur sur les énergies cinétique et potentielle des 5 orbitales pour un maillage
de128.

Nous obtenons des résultats homogenes par rapport aux tableatet \VVI.11 : les régu-
larités associées aux orbitales 3 sont sensiblement égales, et I'on observe globalement une
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VI. DE UHAMILTONIEN LINEAIRE AU MODELE DE LA DFT-LDA

meilleure propriété de compression pour I'énergie potentielle que pour I'énergie cinétique.

VI.2.3) Simulation d'atomes

Dans cette partie, nous nous intéressons a la validité physique de nos résultats. La DFT per-
met de déterminer I'énergi€ et la densité électronigyede I'état fondamental d’'un systéeme
physique.

Il s’avére que la DFT ne simule pas trés bien les petits systémes, tels que les atomes. On sou-
ligne de plus qu’en se plagant dans le cadre de la DTexiste aucun critére permettant de

dire si I'énergie’E[p] déterminée par la DFT est plus grande ou plus petite que I'énergie de
I'état fondamental réel.On ne peut donc pas comparer notre modele avec les valeurs expé-
rimentales de I'énergie totale des atomes. D’autre part, le fait d’avoir choisi de résoudre les
équations de Kohn et Sham dans un ouvert avec conditions aux bords périodiques entraine
des modifications dans I'écriture du systéme. En effet, dans le chafitmeus avons écrit
I’'hamiltonien de Kohn et Sham sous la forme :

1
H = _§A+VK57
Vks = \7—|—VC + Vie,
_ K VE.(r—Rq)
B . loc a
VreQ, V(r) = Zvloc ~Ra) Xre(r = Rar) A& 1+eP(rRaxo)’
N = 4T[p,

et V¢ est une fonctionnelle de la densité approchée par la LDA. Pour déterkgnen se
placant suQ avec conditions aux bords périodiques, on doit imposer une contrainte supplé-
mentaire V¢ est de moyenne nulle. Cela induit un décalage dans le systeme physique : en
effet, on pose que le second membrp st de moyenne nulle, alors que c’est physiquement
de moyenne # N. Le potentieM: est calculé a une constante prég = VCR—l—x, VCR étant le
potentiel physique, et I'on obtient alors I'énergie fondamentale a une constante pres :

£ = Zan+ [V()p(r) dr+ [ Velp] plr) dr + B (V1.3)

= Zant [ V(1) p(r) o+ [ VElp] p(r) o + Bclp] + Q%

et 'on ne connait pas la constante
Le tableauv].14 donne les valeurs obtenues pour quelques atomes, et qui rendent compte
de ce décalage : les énergies sont beaucoup plus basses que les valeurs réelles attendues.
Nous avons donné dans le chapitrepage49, deux maniéres de résoudre ce probleme de
décalage. La premiére s’effectue en utilisant le fait que I'on coupe le potentiel|enpar
une fenétre,,, non seulement dans le potentiel extérigumais aussi dans le potentiel de
Hartree, exprimé sous forme intégrale :

0= [ el = () o (V1.4

Dés lors, la transformée de Fourier de ce potentlel n'a pas de singula@é-dh(de la forme

Sir?(G)/
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VI.2. RESOLUTION DU SYSTEME AUTOCOHERENT

Element | Résolution| L E
Hélium 128 9 -4.78
Lithium 64 10| -11.85
Bérylium 128 15| -22.49
Néon 64 20 | -143.00

TaB. VI.14 — Energie fondamentale pour différents atomes, et différentes résolutions, en uti-
lisant I'algorithme de Roothaan, avec+ D8,t, = 18.

G?), et I'on peut écrire correctement I'énergie sous la forred). Si I'on n'utilise pas
d’'ondes planes, i.e. pas de transformée de Fourier, alors il est plus difficile de traiter le po-
tentiel de Hartree en appliquant une fenéwre4). Il s’avéere que dans les codes de structure
électronique, on calcule I'énergie de la maniére suivante :

Elp] = Z:<:‘|'/V/(r) ) dr +/ Vel(r r) dr + Exc[p] + Ecore+ Eewald;

. Moc(r —Ra) Za r’
Foore = poaz/ 1+eBr Ra—xo) +‘r—Ra‘)dr7 Fowald = 2//2 |r—r’] ’

le(r,r) = 5 ZaZg8(r —Ra) 8(r' —Rp) — o [Z Zq O(r —Rq) — Z Zq 8(t'—Ra) | + P§,
a#B a=1
K
avec pg = @ z Zy . Ainsi dans CPMD, c’est sous cette forme, dans une base d'ondes
o=1

planes, que I'énergie de I'état fondamental est calculée. Dans cette férast,défini comme

V/ =V — fQ\7 le potentiel extérieur de moyenne nulle. Tous les termes potentiels sont pris
de moyenne nulle, et I'on ajoute ensuite deux termes correctrs, qui correspond a l'er-

reur d’approximation du potentiel extérieur par des pseudo-potentiéls, £t appelé somme
d’Ewald dans la littérature.

Méme avec cette correction, on obtient une erreur avec I'état fondamental assez importante,
guelle que soit 'implémentation de la DFT.

Etatl1 | Etat2
Energie cinétique 6.33006| 1.72982
& -8.11788| -2.16125

TaB. VI.15 — Energies cinétiques et totales des deux orbitales occupées de I'atome de béry-
lium. La résolution est de & 6, la taille de la boite est d25a.u..
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\\J/ —5

FIG. VI.12 — Hélium. Nombre d’occupatiomn= 1; état 3s. Isosurface00054a.u..

FIG. VI.13-Hélium,n = 1; quelques exemples d’orbitales virtuelles associées aux énergies
resp. 11, 15, 16, 24, 27, 29 et 30. Aucune antisymeétrie n’est obtenue.
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VI.2. RESOLUTION DU SYSTEME AUTOCOHERENT

FIG. VI.14 — Hélium. Nombres d’occupation B= np = 1/2; orbitales i=6, ..., 10, isosur-
face +0.0006.u.. S’apparente en terme de symétrie a un @tat Energies comprises entre
—0.412H et —0.384H.
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VI. DE UHAMILTONIEN LINEAIRE AU MODELE DE LA DFT-LDA

Fic. VI.15 - Hélium. Nombres doccupation 1n= n; = 1/2; orbi-

tales i = 16,...,21 Isosurface +0.002a.u.. FEtat s'apparentant a [Iétat
4f, contenant 7 niveaux  d'énergie. Energies valant  respectivement
—0.234H, —0.233H, —0.229H, —0.226H, —0.225H, —0.212H, —0.211H.
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\‘

¢

I

FIG. VI.16 — Hélium. Nombres d’occupation &= np = 1/2; orbitales i= 22,...,26. Etats
s'apparentant a des étatkl. Isosurface de-0.002a.u.. Energies de ces états, respectivement
—0.203 —0.202 —0.200, —0.191, —0.191H.
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FiG. VI.17 — Hélium. Nombres d’occupation = np = 1/2; orbitales i= 27,...,30. Etats
s'apparentant &p. Energies de ces états, respectivemedit83 —0.177, —0.175H.
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CONCLUSION

En conclusion, nous avons mis en ceuvre la résolution des équations de Kohn et Sham a
I'aide d’'un algorithme itératif. Le modele de la DFT permet d’exprimer I'énergie totale d’'un
systeme d’atomes uniquement a l'aide de la densité électronique. L’hamiltonien associé est
composé d’une partie cinétique, le laplacien, et d’'une somme de trois potentiels. Le premier
est le potentiel d’interaction entre noyaux et électrons. On approche ce potentiel singulier par
une somme de pseudo-potentiels réguliers.

Le deuxieme potentiel est un opérateur intégral, que nous déterminons en résolvant I'équa-
tion de Poisson. Trois solveurs de cette équation ont été implémentés en trois dimensions.
Le premier est basé sur une méthode itérative de minimisation du gradient, et sur le précon-
ditionnement du laplacien par sa diagonale en base d'ondelettes. Parmi les bases étudi€es,
celles de Daubechies et les interpolantes liftées, dans une formulation de Petrov-Galerkin, ont
donné les meilleurs résultats. L'utilisation des bases de fonctions d’échelle dans un algorithme
multigrille de V-cycle permet d’améliorer sa convergence. Nous avons exploité ce résultat en
modifiant I'algorithme classique de V-cycle, et en utilisant la décomposition en ondelettes. Ce
nouvel algorithme est donc plus simple a implémenter, et il donne des résultats similaires au
V-cycle classique. Nous avons intégré le premier solveur pour déterminer le potentiel de Har-
tree dans l'algorithme autocohérent; quelques secondes suffisent dans une résolution de 64
pour mener a bien ce calcul.

Enfin, le troisieme et dernier potentiel, le potentiel d’échange-corrélation, n’est pas connu
exactement, et nous avons utilisé I’Approximation Locale de la Densité. Le traitement de ce
terme non linéaire nécessite de se placer sur une base interpolante. Nous avons mis au point une
construction de la matrice de rigidité de I’hamiltonien de Kohn et Sham combinant formulation
de Galerkin dans une base orthogonale, afin d’exprimer simplement le probléme aux valeurs
propres, et méthode de collocation, pour évaluer avec un ordre optimal I'interaction avec le
potentiel & partir des valeurs aux points de la densité.

Cette nouvelle méthode posseéde de nombreux atouts pour la résolution de gros systemes.
L'application de I'opérateur potentiel sur une orbitale s’effectue avec un codt linéaire non
seulement par rapport a la taille de la discrétisation, mais encore par rapport au support des
fonctions de base. Cela impligue notamment que I'on peut utiliser des filtres trés longs, sans
gue cela n'altére la complexité de I'application de I'opérateur a une orbitale.

Par la suite, nous exploiterons cette méthode en exprimant le potentiel dans une base d’on-
delettes interpolantes ou liftées, en gardant les orbitales dans une base de fonctions d’échelle.
En particulier, il faudra distinguer le comportement des trois différents potentiels, afin d’en
tirer une stratégie adaptative pour exprimer et appliquer la matrice de rigidité. Les tests sur la
compressibilité des orbitales et de la densité sont encourageants, et ce travail de thése met donc

171



Conclusion

en valeur le haut potentiel de I'utilisation de bases non uniformes dans le calcul de structure

électronique. Nous avons utilisé dans notre étude un produit tensoriel isotrope de fonctions

d’échelle monodimensionnelles. Dans ce cas, I'approximation non-linéaire en base d’onde-

lettes permet avec trés peu de coefficients significatifs de décrire les orbitales avec une erreur
faible sur les différentes énergies.

Du point de vue mathématique, beaucoup de problémes restent encore ouverts dans la théo-
rie de la fonctionnelle de la densité : alors que pour les formulations de Hartree, Hartree-Fock,
et Thomas-Fermi, des conditions d’existence et d’unicité de la solution ont été démontrées, il
reste pour la DFT beaucoup de choses a faire. Les simulations nous permettent dans un pre-
mier temps d’étudier numériquement le comportement des orbitales, et I'étendue du spectre.
Le découplage du probléme non linéaire en un probleme linéaire et un probleme de point fixe
pourraient nous permettre de déduire des propriétés intéressantes de I'hamiltonien de Kohn et
Sham. Une étude théorique est en cours, afin d’établir en fonction de la forme et de la régula-
rité du potentiel d’échange-corrélation des criteres d’existence de point fixe pour I’hamiltonien
dans I'approximation de la DFT.

Le développement d’un algorithme adaptatif pour pouvoir simuler des systéemes a plusieurs
atomes nécessite de nombreuses interactions entre physiciens et mathématiciens, dans la me-
sure ou une bonne partie des difficultés de modélisation et d'implémentation a déja été levée
dans d’autres codes. Il faut donc intégrer dans ces modeles l'utilisation d’analyses multiré-
solutions. Les bases d’ondelettes adaptatives ont été largement développées au cours de ces
dernieres années pour la résolution d’égquations aux dérivées partielles, et nous disposons donc
des outils nécessaires pour choisir les criteres de choix des fonctions de base décrivant au
mieux le systéeme. La méthode de construction de la matrice de rigidité que nous présentons
ici apporte une contribution importante, car elle permet d’utiliser une large gamme de familles
d’'ondelettes ; en effet, le colt de la méthode étant linéaire par rapport a la taille des filtres
d’'ondelettes, on peut donc I'appliquer a des bases a trés grands supports, voire a supports non
compacts.
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Annexe A

OPERATEURS DE CHANGEMENTS DE BASE

Dans cette partie sont détaillés les algorithmes de changements de base en trois dimensions.
On connait les coefficients de projection d’une fonctfoa L?(T) dansz]1 , espace d’'une
AMR orthogonale d’ordrem :

Py f= % Cak Pyk,
keQ,

et on veut pouvoir calculer sa projection §(Ij‘+€ , OU \732% , deux espaces biorthogonaux de
deux AMR d’ordresm, etrfp deL?(T) :

lypef = dyirk Oprk = < | Ourk > Oivk,
ke g ke g

e f = dyiok Oek-
keQy g

LAMR de type t; est interpolante, et nous gardons ici une fonction de base normalisée en
normeL? : ici dy, ok = 273/2f (x5, ,x). Dans le chapitr&/, on utilise le développement dans

la base@ﬁM « - il'y aura au moment des changements de base un opérateur de normalisation
Nj.¢ & introduire, mais nous n’en parlons pas dans cette annexe.
On rappelle la définition des deux opérateurs introduits dans la setfidi) :

Définition A.0.2 (Opérateurs de changements de baseSoitVtJl I'espace de dimensio?®
associé a une analyse multirésolution orthogonale 8, et soit ®; = {®jx keq, I'en-
semble des fonctions d’échelle engendrant une badélde
Soit 52 ,@'52 ) deux espaces issus d’'une analyse multirésolution biorthogonale, engendrée par
les ensemble®; = {Ok }keq, €t O3 ={Ojk}keq, -

On définit X € Mo, ., o, (R) comme étant la matrice permettant de projeter une fonction
de VY danthJzM. Un coefficient de cette matrice est de la forme :

Vke Qi ke X2(kK)= /Q Py Ogsrk-
1
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On introduit alors I'opérateur -2, qui & toute fonction d&'} associe une fonction d@fﬁf ;
X: V8 — V%,
fi — f2,

tel que, pour f= % Cy Pav, fasoitégala: p=X f= g % cky XM (k,v) Oyk
veQ; keQy,vely

De la méme maniere, la matrice de passagév'@gf dansVY sera nommée Z", et sera
de la forme :

VkeQy, K eQy, 222"1(k,k'):/Q Oyir Prk.
1
L'opérateur Z est défini par :
. t
z: Vi, — Vj
fo — f,

et associe pour chaque @le la forme g C§+€V®J+g7v une fonction
vellyyy

2 ot
fl - % g CJ+€.V ZZZ 1(V7k) q)‘]k .
keQyveQ,,y

Il'y a donc (au moins) deux maniéeres a partirWﬁ de revenir dans lui méme. Ces deux
chemins sont désignés pl) et (2) dans la figureA.1. Nous expliciterons les notations de
transposées des matrices de dimension 6 par la suite.

1) Vi X Vv £ V4
J J+1 J

T T
2) v £ N4 X A
J J+1 J

FIG. A.1 — Changement d’espaces d’AMR, en utilisant paudé¢ux projections possibles
selon les deux espaces biorthogonaux.

Notation : le passage d’'une bds@ une base sera noté
dans les figures de la maniére suivante : par exemple, si
t; = D8 ett, = 18 alorsZ'2!t sera désigné pdd8l 8.

On a notamment besoin de passer sur la base interp&l’&ggq)our calculer la densité, qui
est une somme de carrés des valeurs aux points des orbitales. Afin de ne pas perdre d’'informa-
tion fréquentielle lors de ce calcul, il peut étre intéressant de passer a une résolution plus fine
(¢ = 1 suffit) pour déterminer le potentiel. Le paramétre 1 est utilisé pour évaluer I'énergie
dans le cas de I'hydrogéne, mais pas dans l'algorithme de résolution principal, ou nous ne
contrélons pas le calcul des valeurs propres.

174



Notation : lors du passage a une base interpolante, hous
précisons le chemin (1) ou (2) par la notatjarmal ou
dual. Ainsi, le passage d’'une ba&8 a la base dualc
interpolante d’ordre 4 sera not®&8 — [8dual.

D

Les espace¥} , V% , V2 sont définis dangl.3.2 de la sectiorill.3.2) comme des pro-
duits tensoriels d’espaces a une dimension. Ceux-ci proviennent d’une périodisation d’espaces
d’AMR définis surR, introduits dans la partigl.3.1). En utilisant ce schéma de construction,
il est possible d’élaborer un algorithme rapide permettant d’appliquer les opératetirs

Proposition A.0.3 (Détermination deX) Soit C I'opérateur qui a une fonction; £ \V/jl as-
socie une fonctionafe VEM. La matrice qui lui est associée est circulante, et appartient a
Mo+ 23(R). On appelle cette matrice matrice de collocation.

Soit la matrice de blocs & de dimensior2? x 29, dont chaque élément est un bloc de taille
2+ % 2. Si on la définit nulle, sauf sur la diagonale ou elle vaut :

Vie [172d]7Gd(i7i) =Gy,
et si de plus, pour un vecteugfy, d, € Moo, o, 505 (R), on définit la permutation P par :

PF;,dy,05 = Fdy,ds,01

alors la matrice )ﬁl’tz € Maq,,,q,, Qui a un vecteur dé/,; , »1(R) associe un vecteur de
Mos+e g 20+ (R), est déterminée par le produit matriciel suivant :

X;2 = P Gpyy o0 P Gpyyy P Gpy.

Démonstration :
Détaillons tout d’abord le calcul d’un élément de cette matrice :

VveQ; ke Qiv, X;l’tz(k,\)) = o CDJy(I’) é\]+g,k(l’)dr
1

= /Q @7 (%) @0, (Y) @rv5(2) B30k, (X) Baprky (Y) B0k (2) dxdydz
1

1, x 1, x 1. x
= /0 @, (X) B340k, (X)dX /o @v,(Y) Byt (Y)dy /0 Pv5(2) B340, (2)dz
= Cy(kg,v1) C(k2,v2) Cy(kz,Vv3).

La matriceC, est une matrice circulante : c’est la périodisation de la matrice de collocatipn de
aux points dyadiques dg, a I'échelle—¢ :

1. x ~
Colkave) = [ @a00 B01ag (00X = 3 [ 010,09 Basesq (x mydx

MeZ
o1/ Z /(p(Z‘éval) B(x+ 2 m—ky)dx = 2-/2 Z P2 'ky —v1—2m).
mez’ R

mez

Ce qui nous améne a calculer les valeurs aux points entiers puis demi entiers...etc de la fonction
d’échelleg:
P2 k=) =v25 hy @2 k-2 —v).
v

175



ANNEXE A. OPERATEURS DE CHANGEMENTS DE BASE

SoitH la matrice qui au vectedrp_,1 (K) }kez associe le vecteup_. (k) }rez par la transfor-
mation :

VKEZ, @ r1(K)=H @ ri1y(k) = V2 > o raav(k).

VEZ

On peut exprimer le vectedrp_ | (k) }kez commel convolutions sur le vecteyip (K) }kez, com-
posé des valeurs de la fonction d’échelsur les entiers :

VkeZ, @ (k) =H" qu(k),
les valeurs aux points entiers de la fonction d’échglent déterminés par un calcul de point fixe :

VkeZ, ok = V2 Ezhv P(2k—v) = V2 ;h%_n o(n).

Les valeurs aux points entiers gaous permettent donc de calculer ses valeurs aux points dya-
diques. Pourp a support compact, le filtre est fini, € est la matrice circulante de dimension

2+ % 23 contenant ces valeurs périodisées.

La méthode de calcul de passage d’'une base a I'autre est donc la succession de trois convolutions
périodiques par la matridg; selon les trois directions du vecteur. Le schéma permet de vi-

sualiser les dimensions des matrices et vecteurs lors des différentes étapes. On transforme d'abord
les lignesl, puis une rotation des axes permet de transformer encore selon les lignes la direction
c. La méme manipulation traite la directign et une derniére rotation réoriente le vecteur trois
dimensions selon ses axes de dépatt.

Selon une direction, on effectue une convolution périodique avec un filtre dont la taille
dépend de I'ordrem de la fonction d’échelle de type, et du nombre de raffinementsPour
¢ =0, la taille deCy est de 2.

Le méme type de schéma est proposé pour cette fois passer de I'espace fin a I'espace gros-
sier. Il faudra alors manipuler les matrices du schéma préecédent en sens inverse, (de la plus
grosse a la plus fine), mais on permute les directions selon le méme ordre que précédemment.

Proposition A.0.4 (Détermination deZ) Soit{ I'opérateur permettant de passer de la base
V}2, ala baseV}t, et{?" la matrice associée, df . (R) et circulante.

Soit la matrice K, de dimensio2? x 29, dont chaque élément est un bloc de taife< 27+,

Si on la définit nulle, excepté sur la diagonale :

Vi e [1,29),Kq(i,i) = 1.

En introduisant la méme permutation des indices que dans la proposition précéderiie
alors la matrice 22 € My, q,., est déterminée par le produit matriciel :

22" =P Kay P Kogio P Kogiov.

Démonstration :
Un élément de la matrice s’écrit :

W e Qi k€Qy, Z2M(k,v) = /Q O340v(r) Pyk(r)dr
1

/Q 83001 (X) 834035 (¥)8-10,v5(2) Pr (X) Pk (Y) oy (2) dxdydz
1

1. . 1. . 1, .
= [ B0 @i (00X [ Brsrn ) )8y | Bairas (@) s Dz
= LP%(ka,v1) TP (ko V2) T2 (K, V3).
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FIG. A.2 — Description du passage d’'une projection :%Kfj’ a une projection suivff%, pour
¢ = 1. L’algorithme de transformée en ondelettes de I'annexe précédente est basé sur le méme
principe : des rotations permettent de traiter selon une direction les convolutions périodiques

pour trois dimensions.
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ANNEXE A. OPERATEURS DE CHANGEMENTS DE BASE

La méthode utilisée est identique a celle de la démonstration de la propositich th"tl est
circulante : c’est la périodisation de la matrice des produits scalaires des forgtopge R, a
I'échelle —¢:

1, .
{Z(kyv1) = /o B340v; (%) Qo (X) dx= % /RGJ+£.,V1(X) @2y (X+m) dx

MEZ

- 22y / B(x— V1) (2~ 'x+2~‘m—kg) dx
R

mezZ

ZZ/R B(X—V1) @k (X+m)dx

Soit z_y(v1,k1) = / B(X—V1) @_¢k, (X) dx. On détermine numériqguement sa valeur a partir du
R
filtre z :

z (vi,ky) = /Re(val) P2 x—ki) dx=v2 5 hn/Re(val) (2~ 1x—2k; —n) dx
nez
- R L€+1(Vla kl)a
avecRz(v1,K1) = V23 nez Mn [z 8(x— V1) @(2-F1x— 2k; —n)dx On obtient :
z (v1,k1) =Rz r41(v1, k) = R 29(v1,ke).

On doit donc effectuef convolutions du filtrezy, qui est calculé en résolvant un probléme de point
fixe :

z0(n, k)

/B(X—n)(p(x—k) dx:/e(x) @(x—Kk+n) dx
R R

2 z ty hu/RG(Zx—v) @®(2x—2(k—n) — ) dx

V,UEZ
- Y& h“/ B(x—v) (x—2(k—n) —p dx=" Tt My (v, 2(k—1) + ) = Q (n, k),
Vv IEZ R VEZ

avecQz(n,k) = Z tv huzo(v,2(k —n) 4+ ). On peut interpréter cette égalité comme une re-
V,UEZ

cherche de vecteur propre dont la valeur propre est 1, ou bien comme un probléme de point fixe.
C’est cette derniére méthode que nous choisirons, en reprenant I'algorithme introduit dans I'article

de V. Perrier et V. Wickerhauset23, et d'aprés les travaux de Dahmen et &l][

La résolution de ce probléeme nous dormepuisz g, puis Z}?’tl. En trois dimensions, il s'agit
donc d’effectuer trois convolutions périodiques a&Eél sur les trois directions du vecteur, pour
obtenir le vecteur de coefficients d’échelle exprimés dans laBase]

Le chemin(1) de la figureA.1 s’exprime par I'opérateu X. Il reste a détailler la conven-

tion utilisée pour le chemif2). Celui-ci passe non pas p‘ﬁhz , mais pathJ2 . En une dimen-
sion, il nécessite donc le calcul des intégrales :

| @008y a(9dx =220 (0 k)

La matrice a appliquer pour ce changement est donc la transposée de la rﬁ%{ﬁce

€ My +(R). On définit alors la

Définition A.0.5 (Transposée d’une matrice deMq, , .0, (Mp) 53+¢(R))) Soit M une matrice
de

May, ,.0,(Ma 21 (R)). (Chaque élément est un bloc de taftle2’4). On appelle transposée

de M, notée M, la matrice définie par :
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& D6 - 18 primal
o D8 - 16 primal

¢ D8 - 16 dual
T — B DS - 18 dual
A + D6-Cl1
[) A o C2-16 primal
B 2 3
A
® % 1
5] $ E
°
a @
5]
| | | | E

Résolution

FIG. A.3—Erreur L? de la différencejf — [le]”f en fonction de la résolution J, en dimension
3, n étant le nombre de passage de la base interpolante a la baks,tn = 10, f est une

gaussienne?ifz/2 et t; est soit une base de Coiflets, soit une base de Daubechies.

MT e MQLQJM(MZJ“,ZJ (R))).
Chaque élément de la matrice’™st la transposée du bloc de tailé, 27+,

. Nyic) tot1\ T A A .
La matrice de passage W@ aVy, , est donc(ZK ) . De la méme maniére, la matrlce-Tper-
mettant de calculer les coefficients ¥ en fonctions de ceux s h2  estla matrice(Xél’tz) :

Nous avons testé les deux chemins, en partant des valeurs aux @pifitsne fonction
en dimension trois. La figuré.3 donne I'erreur entre ces valeurs aux points (initiales), et
I'opérateur de changement et son “inverse” appliquéiess sur ces valeurs :

chemin (1) primal : [IQJ—(Z?“X[E“Z)n]CJ
chemin (2) dual : [IQJ—((Xél’tz)T(Zzz’tl)Un} C;.

Pour? = 0, la figureA.3 permet de voir en fonction de la résolution I'erreur créée par
une série de passages. On note que l'ordre des interpolantes fait peu varier le résultat dans le
chemin (1). L'erreur est alors directement liée a I'approximation dans lathake fait de
prendre une famille de Daubechies ou de Coifman influe peu le résultat. Dans le themin
observe en revanche une dépendance non seulemepntreais aussi etp. C’est le chemin
(2) qui donne le meilleur résultat de conservation, i.e., ou I'on est le plus proche de l'identité.

La pente des droites de la figute3 peuvent se lier aux ordres des familigetts. Pour
le chemin (1), la méthode est d’ordng. Pour le chemin (2), on observe un comportement
quadratique de I'erreur en fonction de rfrim, mp).

Remarque A.0.6 On peut également utiliser un développement en base de coiflets, et dont
les coefficients sont les valeurs aux points de la fonction. Dans ce cas, on a deux manieres de
passer de la base t celle des Coiflets :
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ANNEXE A. OPERATEURS DE CHANGEMENTS DE BASE

— soit calculer les valeurs aux poin{sp‘l(k)}, selon la méthode présentée précédemment.
Elle ne donne pas de résultats meilleurs.

— soit calculer les produits scalaires d’'une fonction d’échelle de Daubechies par une Coi-
flet, qui est le miroir du filtr %! utilisé pour passer des Coiflets aux Daubechies.
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Annexe B

FILTRES D'ONDELETTE 1D

TAB. B.1- Support du filtre, ordre de la famille et coefficients h des familleBaigbechies

et Symmlets
désignation D6 D8 D8sym
support 6 8 8
ordre 3 4 extr 4 sym
-4 .230377813308896501  -.075765714789502
-3 .3326705529500826  .714846570552915647 -.029635527646002
-2 .8068915093110926  .630880767929858908 .497618667632775
-1 .4598775021184916 -.0279837694168598542 .803738751805132
0 -.1350110200102546 -.187034811719093084 .297857795605306
1 -.0854412738820267 .0308413818355607636 -.099219543576634
2 .0352262918857095 .0328830116668851997 -.012603967262031
3 -.0105974017850690321 .032223100604051
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ANNEXE B. FILTRES D’ONDELETTE 1D

TAB. B.2 - Support du filtre, ordre de la famille et coefficients h des familleBaigbechies
et Symmletsd’ordre 5

Désignation D10 D10sym
support 10 10
ordre 5 extr 5sym
-5 .1601023979741929 .0273330683449988
-4 .6038292697971897 .0295194909257063
-3 .7243085284377729 -.0391342493023138
-2 .1384281459013207 .1993975339768556
-1 -.2422948870663820 .7234076904040408
0 -.0322448695846384 .6339789634567921

1 .0775714938400457 .0166021057645108
2 -.0062414902127983 -.1753280899080562
3 -.0125807519990820 -.0211018340246890
4 .0033357252854738 .0195388827352498

TAB. B.3 - Filtre de dérivation d’ordre 2 pour différents degrés des familles de Daubechies
et de Symmlets. Il est symétrique, on n’affiche que les indices positifs.

D6 D8 - D8sym D10 - D10sym
0 -295/56 - 342643/ 82248 - 2370618501415/ 618154371936
1 356/105 2852128/1079505 1632655076608 / 676106344305
2 -92/105 -12053651/17272080 -439132551286 /676106344305
3 4/35 162976 / 1079505 367031529728 / 2028319032915
4 3/560 - 60871 /5757360 - 80883901277 / 2704425377220
5 - 352 /215901 107449600/ 135221268861
6 5573454416 148937594 / 405663806583
7 32000/ 19317324123
8 4375/1236308743872
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TAB. B.4 — Filtre h des fonctions d’échelle dgoifman

désignation C1 C2 C3
support 6 12 18
ordre 1 2 3

-6 -.00379351286400

-5 .00778259642600

-4 .01638733646299 .02345269614199
-3 -.04146493678198 -.0657719112809
-2 -.072732619512526448 -.06737255472197 -.06112339000297
-1 .33789766245748177 .38611006682280 .40517690240980
0 .85257202021160042 .81272363544958 .79377722262561
1 .384864846864857747  .41700518442378  .4284834763777
2 -.072732619512526448 -.07648859907796 -.07179982161896
3 -.0156557281357919925 -.05943441864597 -.08230192710596
4 .02368017194699 .03455502757298

5 .00561143481900 .0158805448639

6 -.00182320887100 -.00900797613700
7 -.00072054944500 -.00257451768800
8 .00111751877100

9 .0004662169600

10 -.00007098330300

11 -.00003459977300

TAB. B.5—Filtres primaux interpolants t; t(—i) =t(i).

Désignation 16 18 110
Support 6 8 10
Ordre 3 4 5

0 1 1 1

1 75/128 1225/2048 19845/32768
2 0 0 0

3 -25/256 -245/2048 -2205/16384
4 0 0 0

5 3/256 49 /2048 567 /16384
6 0 0

7 -5/2048 -405/ 65536
8 0

9 35/65536
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ANNEXE B. FILTRES D’ONDELETTE 1D

TAB. B.6—Filtres duaux liftés interpolants t; T(—i) =1(i).

Désignation I6L4 I6L6 I18L4
Support 9 11 11
Ordre 2 3 2
0 2721/4096 21201/32768 10749/16384
1 9/32 75/ 256 9/32
2 -243 /2048 -7425/65536 -3773/32768
3 -1/32 -25/512 -1/32
4 87 /2048 825/16384 373/8192
5 0 3/512 0
6 -13/2048  -1525/131072 -641/65536
7 0 0 0
8 3/8192 75 /65536 47 | 32768
9 0 0
10 -9/131072 -5/ 65536
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Annexe C

IMPLEMENTATION DE LA TRANSFORMEE
EN ONDELETTES3D

Une large partie de cette thése a été consacrée a la conception de codes efficaces. Avant de
paralléliser un programme, celui-ci se doit d’étre optimisé en séquentiel. Il arrive qu’'un code
parallélisé soit freiné par la mauvaise gestion séquentielle des opérations appliquées sur les
tableaux. L'étude des structures de base d’'un code (boucles, opérations élémentaires, acces
mémoire) en fonction de I'architecture des ordinateurs se trouve @déhps [

Nous allons nous placer sur un domafde= [0, 1]3, et on s'intéresse aux fonctions pério-
diques suiQq, de période 1 dans chaque direction. Nous avons introduit dans le paragraphe
[11.3.1) les ondelettes périodiques S0r1] et les étapes de la transformée en ondelettes pé-
riodiques su; s. Nous détaillons ici 'implémentation de I'algorithme de décomposition en
ondelettes (introduit dans la parti¢3.2)). Soit f une fonction de7j (Q), donnée par ses’2
coefficientscj x, k = [0,2) — 1]3, périodiques de période 2lans chaque direction. On indexe
les trois dimensions de ce tableau par trois entigrs,, n3 qui sont égaux.

Les routines de bas niveau (calcul des filtres de convolution, transformée en ondelettes) se
font en Fortran 77. On gere ensuite ces routines en fortran 90-95. En trois dimensions, les
tableaux s’écrivent :

|TAB[1:ndl,1:nd2,1:nd3] |

Par contre, lorsque I'on utilise un algorithme itératif de typrABIENT CONJUGUE Ou
GMRES, alors on considére des tableaux a une dimension :

|TAB[1:nd1*nd2*nd3] |

Remarque C.0.7 Nous avons note ici ndi les longueurs selon les trois dimensions du tableau.
Nous effectuerons en réalité les opérations sut 2! éléments dans chaque direction, avec :
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ANNEXE C. IMPLEMENTATION DE LA TRANSFORMEE EN ONDELETTES 3D

Casser la dyadicité du tableau augmentera considérablement la performance du code, et ce
pour régler un probleme de chargement d’éléments de la mémoire dans le cache.

Supposons en effet que la mémoire physique soit composée d’un tableau & deux dimensions
nx K, n étant une puissance de 2 (32, 64, 128...). Les tableaux sont rangés dans la mémoire
de maniére contigle ; une fois qu’une ligne de n éléments est remplie, on passe a la suivante.
Pour k donné, tous les éléments dont I'adresse est congrue a k modulo nagmés selon

la colonnek.

Les données transitant entre la mémoire et le processeur sont temporairement stockées dans le
cache. Celui-ci contient généralement dans une machine RISC plusieurs lignes de taille n. Le
mode de chargement d’un tableau stocké dans la mémoire est le suivant : on remplit sur une
ligne de cache la k-iéme colonne avec les éléments de la k-ieme colonne en mémoire.

Si on a besoin de stocker deux éléments congrus a k modulo n (typiguement un élément du
tableau d’entrée du programme, et un élément du tableau de sortie), il y a conflit : on doit
réécrire sur un élément de la k-ieme colonne du cache. Ce qui pose probleme dans le cas ou
les dimensions dans chaque direction sont des puissances de 2. En cassant cette propriéte, les
éléments congrus a k modulo n sont décalés a chaque ligne, et I'on peut donc effectuer des
opérations sur eux sans perdre de temps a charger et recharger des éléments en mémoire.

Le langage Fortran indexe selon les colonnes. Cela signifie que pour un tableau a deux
dimensions, toutes les informations pour une colonne fixée sont contigiies, comme l'indique
le schéma suivant.

Nous avons adapté la structure de la transformée de Fourier discréte figurant dans le livre
[76] pour programmer la transformée en ondelettes discrete pour un cube deytaitie x ns.
Les exemples de programmation seront donnés avec les filtres de la famille de Haar. On effec-
tue d’abord la convolution avec les filtres de tallfeselon la direction 3, en considérant que
I'on ands tableaux de tailledy x ndb :
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real*8 x(ndl*nd2,0:nd3-1), y(ndl*nd2,0:nd3-1), key(-1f:n+lf)
! key: stockage des coordonnées 1D périodiques

nh=n/2

! Boucle selon n3

jo=1

jl=nl

do i=0,nh-1
1100=2*1

iipl=key (2*i+1)
! Boucle selon les nl*n2 points contigus
do j=30, 71
y(j,1)= .5d0*(x(3,1100) + x(7j,iipl))
y(j,i+nh)= .5d0* (x(j,1100) - x(3j,iipl))
enddo
enddo

Dans I'exemple, on effectue la convolution sur toutes les lignes de la matricg seih;
convolutions. On peut également séparer les données en paquets de,tllquej; corres-

ponde au nombre de paquets de taifleue I'on puisse mettre dans le cache.

D’autre part, les coefficients des filtres, dont la taille est de I'ordrkf de 10, sont définis a
I'intérieur de chaque routine comme des constantes, et donc stockés dans des registres. Cela
signifie notamment que I'on a autant de procédures de transformées en ondelettes que de de-
grés et de familles d’ondelettes, ce qui fait au total une quinzaine de transformées en tout.

Pour les convolutions selon les directions 1 et 2, on fait le méme type d’opération mais
en transposant la matriced; x ndy. L'idée est donc d’effectuer une convolution en mettant
dans le tableau de sortie les données de telle sorte que celles-ci soient contigués pour le calcul

suivant.

J

I

Y'Y

Y'Y

Convolution selon la direction Stockage en faisant
des données contigues une rotation det/2

On travaille alors selon chaque camé; x nd, et les données convoluées seloseront
rangées dans la direction
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real*8 x(ndl,0:nd2-1), y(0:nd2-1,ndl), key(-1f:n+1f)

nh=n/2
do 1=0,nh-1
1100=2*1

iipl=key (2*i+1)
! Boucle sur les abscisses de x
do j=j0, 71
y(i,3)= .5d0*(x(3,1100) + x(j,iipl))
y (i+nh, j)= .5d0* (x(3,1100) - x(3j,1iipl))
enddo
enddo

Pour I'étape suivante de décomposition, on fait une copie du cube dont chaque coté est
divisé par 2, et on recommence. Nous supposerons que les deux premieres transformations,
surng x Nz x N3 données puis sumy /2 x ny/2 x n3/2 données, sont les plus codteuses, la
troisieme ayant une influence en proportion dé4Lpar rapport a la premiere.

Le nombre ddlopseffectués sur la matrice dépend linéairement du nombre de convolutions,
c’est-a-dire de la longueur et de la symétrie du filtre de taflld_e tableau TAB[C.1] nous
montre les temps et vitesse pour décomposer un tableau déléagents. On calcule la vitesse

de la maniére suivante : saif le nombre d’opérations élémentaires pour effectuer une analyse
et une synthése (décimation, calcul des indices, nombres d’additions et de multiplications),
alors la vitesse en Mflops se calcule selon :

_ mnyngnf10°°

\
T )

ouT estle temps d’exécution.

If | Temps| Vitesse
2 | 0.06 102
4 | 0.08 295
6 | 0.09 410
8 | 0.12 416
10| 0.15 427

TaB. C.1- Performances sur Pentium 2,6GHz. Les temps sont en seconde, et les vitesses
en Mflops. La résolution est d@8°, avec différents degrés pour les ondelettes de Daubechies.
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