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Introducion aénérale 

INTRODUCTION 

Dans tous les domaines de la technique, les ingénieurs sont amenés à concevoir des 

dispositifs nouveaux, ou à améliorer des dispositifs existants. Il est très rare que des méthodes 

de synthèse permettent de définir un objet technique par le seul raisonnement, même assisté 

par l'ordinateur. Le plus souvent, il faut s'appuyer sur l'expérience, qui permet de définir un 

premier projet, qu'on analyse par le calcul numérique: les résultats du calcul montrent 

généralement que l'ensemble du cahier des charges n'est pas respecté. On apporte alors 

quelques modifications au pré projet pour arriver, par itérations successives, à une solution 

réalisable respectant le cahier des charges. 

Ce processus itératif a permis de réaliser une certaine optimisation du dispositif de 

départ. L'objet de notre travail est de proposer des méthodes d'optimisation automatiques, plus 

particulièrement destinées à l'optimisation des formes dans le domaine de l'électrostatique 

(définition des profils idéaux d'électrodes et de diélectrique dans un disjoncteur, par exemple, 

en fonction de critères à préciser). De telles méthodes, bien entendu associées à des méthodes 

de calcul du champ électrique, constituent un véritable outil de conception assistée par 

ordinateur. 

Le CEGELY ayant développé un logiciel de calcul de champ dans les dispositifs 

tridimensionnels (Phi3d), fondé sur la méthode des intégrales de frontière, il nous a été 

proposé de développer les outils d'optimisation de forme qui pourraient lui être associés. La 

lourdeur des calculs en trois dimensions (chaque variante d'un dispositif un peu complexe 

demandant le plus souvent plus d'une heure de calcul) et les besoins du laboratoire en ce 

domaine nous ont conduit à développer un programme "2D" fondé sur la même méthode 

numérique (BEM~D), mettant en oeuvre quelques idées originales présentées au chapitre 1: 
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traitement des noyaux singuliers ou quasi-singuliers associés à la méthode intégrale, 

intégration adaptative. C'est ce programme qui a servi aux essais des méthodes d'optimisation, 

dont certaines pourront néanmoins être utilisées telles quelles avec tout autre programme de 

calcul de champ (si on fait abstraction des temps de calcul encore aujourd'hui prohibitifs en 

"30"): on verra en effet dans la suite de l'exposé que, si les méthodes d'optimisation doivent 

être associées à un logiciel de calcul qui permette d'évaluer chaque variante du dispositif, elles 

en restent cependant relativement indépendantes. Dans le même ordre d'idées, il est vrai que 

nous nous sommes restreints pour nos applications à l'électrostatique, et que le titre de notre 

travail suggère un domaine plus vaste: nous sommes convaincus qu'une partie des méthodes 

d'optimisation que nous proposons est directement transposable à d'autres sous-domaines de 

l'électromagnétisme, et même à d'autres domaines de la physique des milieux continus, et qu'il 

suffit pour cela de remplacer le code BEM2D par le code de calcul adéquat. Au lecteur de se 

faire son opinion ... et d'essayer! 

Notre choix de la méthode intégrale n'est pas seulement lié à la culture de notre 

laboratoire d'accueil! En matière d'optimisation de forme, il est en effet intéressant que la 

nécessaire discrétisation géométrique porte uniquement sur le profil à optimiser, et ne soit pas 

alourdie par une discrétisation de l'espace environnant qu'il faudrait régulièrement réactualiser 

en fonction des modifications apportées au profil ("re"-maillage). Avec la méthode des 

intégrales de frontière, seule cette frontière doit, éventuellement, être remaillée (faire de 

l'optimisation avec un programme d'éléments finis est évidemment possible, c'est seulement 

moins élégant). Le code que nous avons développé est compatible avec les pré- et post- 

processeurs de n U X 2 D  [75] qui est en France et dans quelques autres pays une référence 

solide, et qui offre la possibilité, indispensable pour notre application, de définir des 

géométries paramétrées de façon même complexe. 
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La présentation des méthodes d'optimisation fait l'objet du chapitre II. Certaines de 

ces méthodes, dites déterministes, s'appuient sur le calcul qui peut être fait d'une direction de 

recherche, liée à la dérivée de certains résultats par rapport aux paramètres géométriques du 

dispositif: on saura alors que, pour faire varier tel résultat dans tel sens, il faut agir plutôt sur 

tel paramètre que sur tel autre, et dans quel sens, et avec quelle intensité. Pour réaliser ces 

calculs de dérivées (appelés analyse de sensibilité, chapitre III) en même temps que la 

résolution classique du problème, il est bien sûr nécessaire d'intervenir au plus profond du 

code. 11 est d'autre part nécessaire d'avoir une certitude quant à la grande précision de ce 

calcul, de façon à ce que les jugements portés sur les méthodes d'optimisation ne soient pas 

brouillés par des imprécisions des calculs associés: ce sont là deux raisons complémentaires 

qui nous ont conduit à développer BEM2D. Disposer d'un module de calcul de sensibilité au 

sein du programme de calcul de champ est une condition nécessaire pour pouvoir utiliser une 

méthode d'optimisation déterministe: cela peut donc être un obstacle lorsque l'on souhaite 

utiliser un outil commercial disponible, et c'est l'une des raisons pour lesquelles nous nous 

sommes intéressés à d'autres méthodes d'optimisation. 

Il est d'autre part recommandé d'utiliser des méthodes d'optimisation déterministes 

lorsque la solution cherchée est réputée proche d'une solution connue, point de départ de cette 

recherche et nous avons plus particulièrement étudié la méthode du lagangien augmenté, à 

laquelle nous avons apporté quelques améliorations. Mais, dans bien des applications en 

électromagnétisme, la fonction à optimiser a plusieurs minima ce qui signifie par exemple 

qu'il existe pour une électrode plusieurs géométries très différentes avec des valeurs très 

voisines du champ maximum. Une méthode déterministe est forcément attirée par la bonne 

solution la plus proche de la première solution essayée, mais cette solution-là n'est pas 

forcément la meilleure. 

Nous avons donc étudié une seconde classe de méthodes d'optimisation. 

Les méthodes stochastiques sont l'alternative à la fois pour résoudre ces problèmes à 

plusieurs minima et pour pouvoir se passer des calculs de sensibilité. Ils consistent dans leur 

principe à essayer un certain nombre de solutions, définies par des choix aléatoires des 
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paramètres, à les évaluer, puis à les faire évoluer en privilégiant des solutions proches des 

meilleures, sans jamais abandonner complètement des solutions moins satisfaisantes (ce qui 

évite de se trouver "bloqué" dans un extremum relatif de la fonction d'évaluation). Nous 

avons surtout retenu pour notre étude les algorithmes génétiques (genetic algorithm) 

[34,44,89,90] et de recuit simulé (simulated annealing) [2,49,58,77,92]: la facilité de 

programmation et les bases théoriques passionnantes de ces deux algorithmes nous ont 

beaucoup motivés. Nous avions aussi étudié de près les algorithmes de stratégie d'évolution 

[35,56,69] et Tabu [33,46]: les solutions que nous proposons finalement s'inspirent peu ou 

prou de chacune de ces méthodes. 

Mais les outils les plus efficaces (lorsqu'ils peuvent être mis en oeuvre, c'est-à-dire 

lorsqu'on dispose du calcul des sensibilités) se trouvent probablement parmi ceux qui 

couplent des méthodes stochastique et déterministe: il s'agit d'utiliser dans un premier temps 

une méthode stochastique dans le but de définir un bon point de départ pour lancer la méthode 

déterministe qui converge alors rapidement. La question difficile dans ce couplage est celle du 

critère de commutation entre algorithmes: quel est le bon moment pour passer à la méthode 

déterministe, puisqu'il faut laisser le temps à l'aléatoire de repérer la région de la meilleure 

solution, mais que trop attendre est coûteux en temps de calcul. Pour l'instant, il semble 

malheureusement que la réponse dépend du problème! 

Les deux derniers chapitres sont consacrés aux tests des méthodes que nous 

proposons - lagrangien augmenté, génétique, recuit simulé modifié et méthodes mixtes - au 

chapitre IV à partir de fonctions analytiques difficiles dont il s'agit de trouver le minimum 

absolu, au chapitre V en association avec notre programme de calcul de champs appliqué à 

des configurations industrielles. Ces tests sont l'occasion de discuter largement les 

caractéristiques de ces divers algorithmes dans le cadre particulier de notre application. 
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1. METHODE DES EQUATIONS INTEGRALES DE FRONTIERE 

L'application des méthodes numériques à la résolution des problèmes en 

électromagnétisme remonte au début de l'utilisation des ordinateurs (les années 50). Parmi les 

principales méthodes, nous rencontrons la méthode des éléments finis (FEM) [17,19,93], 

différences finies (FDM) [61], charges équivalentes (CEM) [78] et des équations intégrales de 

frontière (BEM) [12,51,62]. Toutes ces méthodes présentent des avantages et des 

inconvénients liés à la méthode elle-même, ou aux caractéristiques nécessaires des pré- et 

post-processeurs associés: FEM et FDM sont des méthodes applicables aux problèmes 

linéaires et non-linéaires; par contre, elles sont moins adéquates pour traiter des problèmes 

ouverts. CEM et BEM sont applicables à la résolution des problèmes linéaires et ouverts, mais 

ne sont pas appropriées aux problèmes non-linéaires. Ainsi, le choix d'une méthode se fait à 

notre avis soit parce qu'elle est la meilleure pour résoudre tel problème, soit le plus souvent 

par simple préférence. 

Dans le cadre de l'optimisation de forme, les modifications constantes de la 

géométrie conduisent à la nécessité de la remailler fréquemment. Si on utilise des méthodes 

comme FEM ou FDM, le remaillage de tout le domaine est nécessaire. Par contre, la méthode 

des équations intégrales de frontière, comme son nom le suggère, exige seulement le 

remaillage de la frontière, ce qui est sans doute un grand avantage. De plus, dans le cas 

tridimensionnel, les éléments finis sont des éléments de surface et en bidimensionnel, ce sont 

simplement des éléments linéiques. Nous avons choisi cette méthode numérique pour servir 

de base à l'optimisation de forme des structures en électrostatique. 

Nous commencerons ce chapitre par un rappel de la formulation des phénomènes en 

électromagnétisme. Puis nous présenterons la formulation de la méthode des équations 

intégrales de frontière pour la résolution des problèmes d'électrostatique (ou de 

magnétostatique) en 2D, 3D-axisymétrique et vrai 3D. Les problèmes ouverts, les intégrations 

numériques singulières et quasi-singulières seront aussi étudiés. Une contribution originale sur 

l'intégration adaptative sera présentée pour le calcul des intégrales quasi-singulières. Nous 

validerons ensuite toutes les procédures d'intégrations et, finalement, le code de calcul de 

champ lui même, que nous avons développé sur ces bases. Cette dernière validation est 

réalisée d'une part en utilisant des problèmes à solution analytique connue, d'autre part en 

faisant des comparaisons de résultats avec trois codes de calcul de champ (fondés sur des 

méthodes d'éléments finis, de charges équivalentes et d'équations intégrales de frontières) 

dans la solution d'un problème test. 
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1.1.1. Cas général. 

Les phénomènes physiques en électromagnétisme, qu'ils soient statiques ou variables 

dans le temps, sont décrits par un ensemble de quatre équations, connues comme les équations 

de Maxwell. Cet ensemble d'équations peut être écrit soit sous forme différentielle, soit sous 

forme intégrale, comme le montrent les équations (1). 

EQUATIONS DE MAXWELL 

Forme différentielle Forme Intégrale 

- - 

(1.b) # ~ - d g = m  S v pdv 

où: Ë - champ électrique (Vlm); 

D - densité de flux électrique (Clm2); 

H - intensité du champ magnétique (Nm); 

B - densité de flux magnétique (Tesla=Weber/m2); 

$ - densité du courant (Nm2); 

p - densité volumique de charge (Clm3) 

A l'ensemble des équations de Maxwell, il faut ajouter les équations constitutives qui 

relient les champs et les densités de flux. Pour les milieux linéaires et isotropes (lorsqu'il est 

isotrope, le milieu a les mêmes caractéristiques physiques selon toutes les directions, le 

vecteur du champ (Ë et/ou H) et la densité de flux correspondante ( D  etlou B)  sont 

parallèles) ces équations sont écrites comme les montrent les équations (2). 
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EQUATIONS CONSTITUTIVES 

où E - permittivité diélectrique (Flm); 

p - perméabilité magnétique (Hlm); 

o - conductivité électrique (Slm). 

A cet ensemble formé des équations de Maxwell et des équations constitutives, nous 

pouvons ajouter les relations qui relient les champs et densités de flux aux potentiels scalaires 

et potentiels vecteurs. Nous appelons cet ensemble les équations auxiliaires. 

EQUATIONS AUXILIAIRES 

Ë = -vv - aÂ/at 

où: A - potentiel vecteur magnétique (Weberlm); 

V - potentiel scalaire électrique (V=volt); 

Vm - potentiel scalaire magnétique (A); 

L'utilisation directe des équations de Maxwell pour la résolution des problèmes en 

électromagnétisme est parfois déconseillée, puisque nous devrions prendre en compte ces 

quatre équations différentielles simultanément. Une façon généralement plus aisée consiste à 

résoudre les problèmes à l'aide d'un potentiel, puis à calculer en fonction de ce potentiel les 

champs ou densité de flux qui nous intéressent. 

La résolution d'un problème en électromagnétisme à l'aide du potentiel scalaire 

électrique V et du potentiel vecteur magnétique Â est possible soit sous forme intégrale (par 

l'intégration directe des sources), soit sous forme différentielle. Pour la résolution sous forme 

différentielle, nous devrons trouver les équations différentielles découplées décrivant les 

phénomènes physiques en fonction des potentiels V et A .  
Essayons d'abord de trouver une expression différentielle pour le potentiel vecteur 

magnétique: les substitutions de l'équation (3.c) dans l'équation (2.b), puis dans (l.c), nous 

permettent d'écrire: 
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Pour les milieux uniformes, p n'est pas fonction des coordonnées, ce qui nous permet 

d'écrire à l'aide des identités vectorielles usuelles et des équations (2.a) et (3.a): 

v 2 Â  - V(V . A +p.& av /a t )  - p~ a2A/at2 = - J (5) 

L'analyse vectorielle nous apprend qu'une fonction vectorielle quelconque est 

complètement définie lorsque sont connues les expressions de son rotationnel et de sa 

divergence. Par exemple, les équations de Maxwell donnent le rotationnel et la divergence du 

champ électrique et du champ magnétique. Dans les équations auxiliaires données ci-dessus, 

nous avons écrit l'expression du rotationnel du potentiel vecteur magnétique A sans écrire 

l'expression de sa divergence. D'autre part, ce vecteur n'a pas de sens physique, il est 

simplement un artifice mathématique pour simplifier la formulation en électromagnétisme. De 

ce point de vue, nous sommes donc libres de choisir l'expression de la divergence du potentiel 

vecteur magnétique. Le choix le plus simple, c'est d'annuler l'expression sous le gradient dans 

l'équation (5). Cette condition est appelée jauge de Lorentz et elle est donnée par l'équation 

(6). 

v . A = -FE a v l a t  (6 )  

Ainsi, l'équation ( 5 )  peut être simplifiée si nous choisissons pour la divergence du 

potentiel vecteur magnétique l'expression (6), dont la substitution dans l'équation (5) nous 

permet d'écrire l'équation (7), connue comme l'équation de Helmhotz: 

vZA - a2A/at2 = -J (7) 

Bien sûr, nous pouvons trouver une équation similaire pour le potentiel scalaire. Pour 

cela, commençons pour remplacer le champ électrique donné par (3.a) dans (2.b): 

D = -E(VV + aA/at) (8) 

En prenant la divergence de l'équation (8) et en utilisant l'identité vectorielle de la 

divergence appliquée au produit entre un scalaire et un vecteur, nous arrivons à: 

V - D =  - ( v E ) . ( v v + ~ A / ~ ~ ) - E  (9) 

En séparant d'un coté le Laplacien du potentiel et en remplaçant la divergence de la 

densité de flux par l'équation (1 .b), nous obtenons: 

L'équation (10) est l'équation générale du Laplacien appliqué au potentiel scalaire 

électrique en électromagnétisme. Dans le cas où le milieu est uniforme (la permittivité 

diélectrique E est constante), le gradient de la permittivité s'annule: 
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Finalement, remplaçant la divergence du potentiel vecteur par la condition de 

Lorentz, nous obtenons: 

v2v - p~ a2v/at2 = -PIE (12) 

Nous avons réduit les quatre équations de Maxwell aux deux équations (7) et (12) (la 

première pour le potentiel vecteur magnétique et la deuxième pour le potentiel scalaire 

électrique), lesquelles ont été découplées en utilisant la condition de Lorentz. Ces équations 

sont en réalité les équations d'onde non homogènes, avec une vitesse de propagation donnée 
par c = 1 1 6  = col,/=, où c, est la vitesse de propagation dans le vide (vitesse de la 

lumière). La résolution d'un problème peut donc être simplifié en utilisant ces équations par 

rapport à la solution directe utilisant les équations de Maxwell. Pour cela, on peut utiliser 

l'équation (7) pour trouver le potentiel vecteur, puis on peut déterminer le potentiel scalaire 

par la condition de Lorentz et finalement on peut calculer Ë et B en employant les équations 

(3.a) et (3.c). 

1.1.2. Problèmes statiques. 

Pour les problèmes invariables dans le temps, les termes en sont nuls et les 

champs électriques et magnétiques ne sont plus reliés. Dans ce cas, il faut deux équations de 

Maxwell pour décrire chaque type de champ. Ces équations, sous leur forme différentielle, 

sont données ci-dessous avec les équations auxiliaires, pour les phénomènes en électrostatique 

et magnétostatique: 

Electrostatique Magnétostatique 

V x Ë = 0  (13.a) V X H = ~  (13.a') 

Equations Auxiliaires Equations Auxiliaires 

Ë=-VV (1 3 .c) H=-VV,,, ( $ = O )  (13.c') 

B = v x A  (13.d') 

Les équations (7) et (12) se résument respectivement aux équations (14) pour la 

magnétostatique et (15) pour l'électrostatique, lesquelles sont valables pour des milieux 

linéaires, isotropes et uniformes. L'équation (15) est connue comme l'équation de Poisson 

pour l'électrostatique; chaque composante du potentiel vecteur magnétique doit aussi la 

satisfaire comme le montre l'équation (14). 

v2'& = -,J (14) 
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Dans le cas où il n'existe ni densité volumique de charge, ni densité de courant, les 

équations (14) et (15) se résument aux équations (16) et (17). L'équation (17) est appelée 

équation de Laplace. 

v2A =(j (16) 

Dans l'équation (16), le Laplacien est appliqué à chaque composante du potentiel 

vecteur A. Cependant, pour les problèmes en magnétostatique sans courant, une équation plus 

simple peut être obtenue en utilisant le potentiel scalaire magnétique V,. Pour l'obtenir, 

faisons d'abord la substitution dans l'équation (13.b') de la densité de flux B , donnée par (2.b) 

et remplaçons l'intensité du champ magnétique H par l'équation (13.c'). Nous obtenons alors 

l'équation '(l8), qui est l'équation de Laplace pour le potentiel scalaire magnétique, valable 

pour les milieux linéaires, isotrope et uniforme. Bien sûr, l'équation (18) peut être plus 

aisément résolue que l'équation (16). 

v2vm = O (18) 

Pour être unique, la solution d'un problème d'électrostatique doit obéir à l'équation de 

Poisson ou à celle de Laplace (suivant que l'on a, ou pas, de distribution de charge p dans le 

volume étudié) et le potentiel doit en plus satisfaire certaines conditions aux limites. Ces 

conditions peuvent être du type Dirichlet (potentiel connu sur toute la frontière r du 

problème), Neumann (dérivée normale du potentiel connue sur toute la frontière r du 

problème) ou mixtes (potentiel connu sur une partie de la frontière Tl, et sa dérivée normale 

sur l'autre partie r2), comme le montrent la Fig. 1 dans le cas du problème de type Poisson, et 

la Fig. 2 pour celui de type Laplacien. 

r =  rl + r 
2 

Fig. 1: Problème de type Poisson 
( r :  contour de la région R). 

Fig. 2: Problème de type Laplacien 
( r :  contour de la région R). 
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Le potentiel scalaire, pour qu'il puisse être la solution d'un problème quelconque, doit 

satisfaire l'équation qui décrit le problème et toutes les conditions aux limites. 

1.1.3. Conditions de passage entre des milieux différents. 

Lorsqu'on a des milieux différents, on doit imposer certaines conditions de continuité 

aux champs électrique et magnétique. Ces conditions sont bien connues: à l'interface de deux 

milieux (respectivement caractérisés par p1,~1,01 et p2,~2,02), où la normale à l'intérieur du 

milieu 1 est fi, et celle du milieu 2 est 6, = -6, (Fig. 3), les relations suivantes sont 

vérifiées: 

Electrostatique 
f i ,x (Ë, -E, )=O 

n l . (D1-D2)  = ps 

Magnétostatique 
(19.a) ~ ~ , X ( H , - H ~ ) = ~ ~  (19.a') 

(19.b) 6 , - ( B I - B , ) = o  (19.b') 

Fig. 3: Interface entre régions 1 et 2. 

Dans l'équation (18), p, et JS sont les densités surfaciques de charge et courant sur 

l'interface r,, . 

1.2. FORMULATION DE LA METHODE D'ELEMENT DE FRONTIERE. 

1.2.1. Généralités. 

Nous allons développer dans la suite la formulation de la méthode d'élément de 

frontière (BEM) appliquée à la solution de l'équation type Poisson. Pour cela, nous rappelons 

d'abord quelques notions fondamentales, comme la seconde identité de Green et les fonctions 

du même nom. 
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En appliquant le théorème de la divergence (aussi appelé théorème dtOstrogradsky): 

au vecteur K défini par K = QVY - YVQ et en utilisant l'identité vectorielle de la 

divergence appliquée au produit d'un scalaire par un vecteur, nous obtenons la seconde 

identité de Green: 

jjj, (Qv'Y - Y V ' O ) ~ ~ '  = # (QVY - YVQ) d f t  
r 

Une fonction G, telle que: 

V2G(F,F1) = 6(F - t l )  

où 6 est la distribution de Dirac, est appelée fonction de Green. Elle est définie en fonction de 

deux points: le premier est le point d'observation t et le deuxième est le point d'intégration t', 
où sont localisées les sources du champ (Fig. 4). 

Fig. 4 Définition des points d'observation et d'intégration. 

En faisant: 

Y ( t l )  = V(F' ) 

Q(F,F' ) = G(F,F1) 

et en remplaçant (23) dans (20), nous avons: 

En ne laissant du coté gauche que le terme potentiel scalaire multiplié par le 

Laplacien de la fonction de Green, et en faisant le produit scalaire du gradient par le vecteur 

unitaire normal à la surface du domaine d'intérêt, nous obtenons: 

Avant de continuer pour obtenir une équation générale pour les problèmes de type 

Poisson, nous avons besoin de rappeler quelques caractéristiques de la distribution de Dirac. 

Elle est définie de telle sorte que: 
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Les propriétés de cette distribution qui nous intéressent sont données par les 

équations (27). Cette distribution est symétrique par rapport à son point singulier (27.a) et son 

produit par une fonction finie sera toujours égal à zéro, sauf pour le point singulier, ce que 

montre l'équation (27.b). 

6(P - F1) = 6(P1-3) (27 .a) 

Reprenant l'intégrale du coté gauche dans l'équation (25) et en utilisant les équations 

(22) et (27.b), nous déduisons: 

En remplaçant dans l'équation (28), coté droit, le Laplacien par la divergence 

appliquée au gradient et utilisant le théorème d'ostrogradsky, nous obtenons l'équation (29), 

laquelle fait la liaison entre l'intégrale volumique à celle surfacique, où T' est la surface que 

borde le volume S1. 

Le terme $fr dG(P, P' )/dndrl représente l'angle solide d'où le point d'observation 2 

voit la région S1. 

Ainsi, l'équation (25) s'écrit: 

Ce résultat est général; le point d'observation peut être à l'intérieur ou sur la frontière 

du domaine étudié. Bien sûr, il n'est applicable qu'à la solution de problèmes en 

électrostatique et en magnétostatique pour lesquels le milieu est linéaire, isotrope et uniforme. 

Pour les problèmes en magnétostatique, l'équation (30) doit être écrite pour chaque 

composante du potentiel vecteur magnétique, le Laplacien du potentiel scalaire étant remplacé 

par le produit de la composante correspondante de la densité de courant par la perméabilité 

magnétique du milieu, changé de signe. 
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1.2.2. Formulation intégrale de l'équation de Poisson et de Laplace. 

L'avantage de la méthode des équations intégrales de frontière est en principe de ne 

pas conduire à des calculs d'intégrales de volume. On en voit pourtant une dans le membre de 

droite de l'équation (30), que nous allons essayer d'éliminer. Cette intégrale volumique 

représente en fait, d'après l'équation (15), le potentiel électrique d'une densité de charge 

présente dans ce volume. Il y a trois cas à étudier selon que cette densité est: (a) une fonction 

quelconque des coordonnées, (b) une fonction harmonique des coordonnées ou (c) une 

constante. Nous traitons en détail ces trois cas en Annexe 1. 

Finalement, pour les problèmes de type "Laplace", la densité de charge est nulle et 

l'équation (30) se résume à: 

V(Q# aG(f, f')/andr1= # (ac(2, F I  )/a ~ v ( P '  ) - G(P, P' ) av(rl )/a n)dr9 (3 1) 
r r 

Pour les problèmes de magnétostatique, il faut simplement remplacer le potentiel 

scalaire électrique V par le potentiel magnétique V,. 

1.2.3. Fonctions de Green. 

La fonction de Green (32) pour les problèmes tridimensionnels, solution de l'équation 

(22), est bien connue: 

Nous allons ci-dessous essayer de trouver les expressions correspondantes pour les 

problèmes bidimensionnel d'une part, tridimensionnel avec symétrie axiale (axisymétrique) 

d'autre part. Pour ces problèmes, l'équation (30) sera bien simplifiée, les intégrales volumiques 

pouvant être remplacées par des intégrales surfaciques, les intégrales surfaciques par des 

intégrales linéiques. L'intégration par rapport à la variable de symétrie peut en effet être 

réalisée analytiquement. 

1.2.4. Cas des problèmes bidimensionnels. 

Dans ce cas, les quantités physiques (le potentiel et sa dérivée normale) sont 

invariables par rapport à la variable de symétrie du problème z'. Reprenant l'équation (30) 

nous pouvons écrire: 
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où C2 et ï (contour fermé qui borde la su$ace ouverte C2) définissent le domaine et son 

contour. Evidemment, les intégrales sur C2 sont maintenant surfaciques, et celles sur r 
linéiques. 

Les expressions entre crochets dans (34) peuvent être intégrées analytiquement. 
Notons ces expression G,, (f ,  Z' ) et aG2, (f,  ?' )/an respectivement. Pour simplifier les 

calculs, et sans perte de généralité, choisissons le point d'observation sur l'origine du système 

de référence. Ainsi, nous pouvons écrire en coordonnées cylindriques, pour la première 

expression: 

En faisant 22- égal à r-, et reprenant le cas général nous obtenons: 

L'équation (35) est la fonction de Green pour les problèmes bidimensionnels. La 
deuxième expression dG,,(T,?')/dn peut être intégrée d'une façon semblable à celle-ci. 

Ainsi, l'équation intégrale (30) devient (36), où les intégrales volumique et surfacique ont été 

respectivement remplacées par des intégrales surfacique et linéique. 

Dans la solution d'un problème fermé, l'équation (35) peut être simplifiée en faisant 

r_ égal à l'unité, le potentiel donné par cette équation étant simplement le potentiel relatif par 

rapport à une référence en r-. Dans le cas d'un problème ouvert, il y a deux solutions 

possibles: a) Faire r beaucoup plus grand que la plus grande dimension du problème, ce qui 

garantit que le système obtenu sera non singulier [5 11; 
b) Laisser r inconnu et ajouter une équation forçant la charge totale à zéro [12]. 
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1.2.5. Cas des problème axisymétriques. 

D'une façon tout à fait analogue au cas précèdent, les quantités physiques (potentiel 

et dérivée normale) sont invariables par rapport à la variable de symétrie du problème $'. En 

utilisant les coordonnées cylindriques, l'équation (30) devient: 

où les intégrales sur &2 sont maintenant surfaciques, et celles sur r linéiques. 

En appelant les expressions entre crochets Ga, (F,?' ) (l'intégrale en $' dont le noyau 

est la fonction de Green) et G,, (?, ?' ) (l'intégrale en $' dont le noyau est la dérivée normale 

de la fonction de Green) d'une façon similaire au cas précédent et en considérant (sans perte 

de généralité) le point d'observation situé sur le plan défini par @=O nous obtenons pour la 

première expression: 

En faisant la transformation de variables $'=20 + n et en observant que le noyau est 

une fonction paire dans l'intervalle { -d2 ,d2 ) ,  nous avons: 

Gax (?, ?' ) = P' où: 

nJ(p + + (z- z1)2 
(39) 

k2 = 4 ~ ~ '  
(p + + (z- z') 

2 (40) 

Finalement, observant que l'intégrale du membre de droite est l'intégrale elliptique 

complète de première espèce, l'équation (39) devient [3]: 

Gax(F,F1) = P' Wk2) 
nJ(p + + (z- z l ) ~  

L'équation (41) est la 'Ifonction de Green" pour les problèmes tridimensionnels avec 

symétrie axiale. Ainsi, l'équation intégrale (30), après intégration du terme Grax (?,Tt) 

correspondant à la dérivée normale de la fonction de Green en 3D, devient: 
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1.2.6. Résumé. 

Les fonctions de Green que nous venons de trouver sont résumées ci-dessous. Les 

fonctions de Green pour d'autres types de problèmes et les équations intégrales 

correspondantes peuvent être trouvées dans la littérature spécialisée, comme par exemple [12]. 

Problèmes Bidimensionnels: 

1 
G ~ ~ ( F , F * )  = -ln(rw/1? - PI) 

2n 

* Problèmes Axisymétriques (tridimensionnels avec symétrie axiale): 

Gax(F,?') = P' 112 K(k2)  
n[(p + + (z- z') ] où: 

2 k = ~ P P '  
(P + + (z- z') 

2 (45) 

+ Problèmes Tridimensionnels: 

Les expressions des dérivées normales de ces fonctions (en 2 0  et 30, et G',, (r',?') 

pour le cas axisymétrique) sont résumées ci-dessous: 

3 Problèmes Bidimensionnels: 

(?-?') .f i  
dGZd (r', r")/dn = 

2irp - ?'12 

a Problèmes Axisymétriques (tridimensionnels avec symétrie axiale): 

Gfax (r',?' ) = - n ~ '  ~ ( k ~ )  + 
2n[(P + + (z- z')2]112 

np, - +(z- z') + 2n,p1 z- z' [ 2 ]  < 1 E(k2 

2rL[(P + + (z- Z ~ ) ~ ] l / l [ ( ~  - + (z- z')2] 

où E(k2) est l'intégrale elliptique complète de seconde espèce [3]. 

3 Problèmes Tridimensionnels: 
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1.2.7. Problèmes ouverts. 

Nous allons montrer ci-dessous que la méthode des équations intégrales de 

frontière est bien adaptée pour résoudre les problèmes dit ouverts. Pour cela, considérons tout 

d'abord la Fig. 5, où la région est bordée par deux surfaces rint et 

Fig. 5 Région Extérieure 

Reprenant l'équation (30) et considérant la surface r = rint + rext,, nous pouvons 

écrire l'équation (50): 

v(F)[# a ~ ( r , r ' ) / a n ~ ~ ~  d r t  - #rht ac(r,-il  )/anint d r t  = 
rext 

jjjQ G(?, ?')V"V(?')~Q' 

1 
ex t 

+ #j (aG(i ,  ?')/ane, v ( i l )  - ~ ( i ,  I:' ) av(?l )/anext )d rq  
rex, 

- # (aG(?, )/anint V(I:I) - G(Z, z1 av(?')/anint)drt 
rint 

Analysons maintenant ce qui arrive lorsque le rayon de la surface Text tend vers 

l'infini. Considérons d'abord l'intégrale surfacique, coté droit: l'aire de la surface extérieure 

variera proportionnellement à r2; dans le même temps, les termes aG(I:,I:')/dn,, V(F1) et 

G(I:,I:')dV(I:')/dnex, varieront proportionnellement à r-3. En faisant donc les produits 

pertinents, nous aurons globalement une variation proportionnelle à r-1, ce qui donne une 

valeur nulle pour la limite lorsque I: tend vers l'infini. 

Dans l'intégrale surfacique extérieure restante, le produit dG(I:,fl)/an, d r '  restera 

invariable, car le. terme aG(?,T1)/aneXt variera avec r-2 et d r '  en proportion inverse. En 

considérant les problèmes tridimensionnels, avec le point d'observation I: placé à l'origine du 

système de coordonnées, cette intégrale peut être aisément calculée: 
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Ainsi, l'équation (50) devient: 

v(p)[ i+ firint a c ( ~ , i ~ ) / a n , , ,  dr ' ]  = -IL G ( ~ , F '  )vo2v(pl )da1 
ext 

En comparant les équations (30) et (52) on peut tirer la conclusion suivante: pour la 

résolution d'un problème ouvert, on peut toujours utiliser l'équation (30), modifiée en 

changeant le signe de l'intégrale volumique et en ajoutant 1 au coefficient du potentiel (angle 

solide). Bien entendu, le sens de parcours de la surface rint (Fig. 5) est déterminé par la 

normale ri,, . Il est clair que tout cela est aussi valable pour les problèmes en magnétostatique. 

1.3. DISCRETISATION DE LA FRONTIERE. 

La résolution numérique de l'équation intégrale donnée par l'équation (31) est 

possible après la division de la surface l7 en éléments de frontière Tk. Les fonctions physiques 

et géométriques sont approchées sur ces éléments par des fonctions d'interpolation, nommées 

fonctions de forme, ayant comme paramètres leurs valeurs nodales. Ainsi, les fonctions 
physiques V(T1) et dV(F1)/an sont directement approchées, cependant pour l'approximation 

géométrique, il est d'abord nécessaire de faire l'approximation des coordonnées du point 

d'intégration (x1,y',z'). 

Pour les problèmes bidimensionnel et axisymétrique, l'intégration de l'équation 

intégrale est faite sur le contour fermé r qui borde la surface ouverte 0. Ainsi, nous pouvons 

approcher les coordonnées (x1,y',z') et les fonctions physiques comme le montrent les 

expressions suivantes: 

où Nj(p) est la jème fonction de forme, p est la coordonnée curviligne locale et Vj, aV 1 anj,  

xlj, ylj et ztj sont respectivement les valeurs du potentiel, de sa dérivée normale et des 

coordonnées du point d'intégration sur le noeud j. 
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Les fonctions de forme Nj(p), pour un élément de deuxième ordre, sont: 

N,(p) =.Sp(p- 1) N,(p) = 1- p2 N,(p) =.Sp(p+l)  (54) 

où: - 1 < p < l .  

L'équation intégrale (31), après division de la frontière r en éléments du deuxième 

ordre rk et transformation des variables globales en variables locales, et en discrétisant les 

fonctions physiques et géométriques suivant les expressions (53) et (54), peut être réécrite 

comme: 

où Jk(p) est le Jacobien de transformation des coordonnées globales en coordonnées locales 

pour le kème élément et pour la valeur p de la coordonnée curviligne. 

Les valeurs nodales Vj et aV/dnj ne dépendent pas de la variable d'intégration p et 

les fonctions G(f, Pl) et dG(?, ?' )/an sont des fonctions uniquement géométriques. Toutes 

les fonctions apparaissant sous le signe intégral peuvent ainsi être évaluées. 

L'expression discrétisée de l'équation (55) pour le noeud i est donnée ci-dessous: 

Dans l'évaluation de (56) interviennent le point i d'une part, l'élément d'intégration 

d'autre part; quand le point i est sur cet élément lui-même, les intégrants peuvent devenir 

singuliers: l'estimation correcte de l'intégrale exige alors des techniques d'intégrations 

spécifiques. La discussion détaillée de cette question sera présentée plus loin, dans la section 

consacrée à l'intégration numérique. 

L'équation (56) est appliquée à tous les noeuds de la frontière T, ce qui conduit à un 

système d'équations linéaires, dans lequel on introduit les valeurs connues de V ou de aV/an 

qui nous sont données par les conditions aux limites. La résolution de ce système fournira les 

valeurs inconnues du potentiel et du champ électrique normal sur toute la frontière l7 du 

domaine étudié. 

[ ~ ] { x l =  {al (57) 
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Une fois résolu ce système d'équations, nous connaissons les valeurs du potentiel et 

du champ normal sur toute la frontière r du domaine étudié. En utilisant ces valeurs, le 

potentiel et le champ électrique peuvent donc être calculés en n'importe quel point à l'intérieur 

du domaine Q. Pour le calcul du potentiel, l'équation (56) réécrite en explicitant le potentiel 

sur le point i, donne: 

1 

vj j N ~ ( ~ G ( F , , T ' ) / ~ ~ ) J ,  (p )dp  

j1 N ~ G ( ~ , , T '  )J, (p )dp  
J -1 

où Ci est l'angle solide sous lequel le point i voit la région Q. 

L'évaluation par la même méthode du champ électrique est possible en prenant le 

gradient de l'expression (58), changé de signe. La composante du champ dans la direction x 
est déduite en prenant le produit scalaire du gradient du potentiel par le vecteur unitaire a,: 

Ex (?) = -VV(?). 3, (60) 

Pour le point i, à l'intérieur de la région Q, la substitution de l'équation (58) dans 

l'équation (60) donne comme résultat l'expression pour le calcul de la composante x du champ 

électrique, conforme l'équation (61). 

Soulignons que l'équation (61) a été obtenue en appliquant le gradient aussi au terme 

Ci (équation (59)), ce qui limite les conséquences des erreurs d'ordre numérique. La 

composante du champ dans la direction y est calculée de façon tout à fait analogue. 

Dans l'évaluation des expressions (58), (59) et (61), les positions du point i les plus 

proches des éléments de frontière peuvent conduire à des difficultés d'intégration. Si la 

distance entre le point i est trop petite par rapport à la longueur de l'élément de frontière le 

plus proche, les intégrants deviennent en effet presque singuliers. Une solution pour résoudre 

ce type de problème consiste à employer une technique d'intégration adaptative [87]. 
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1.5. INTEGRATION NUMERIQUE. 

1.5.1 Intégration classique et problèmes de singularité. 

Les intégrales qui doivent être calculées, d'après l'équation (56), sont: 

Les intégrales Il et I2 représentent respectivement les coefficients du potentiel et de 

sa dérivée normale. Pour les éléments du deuxième ordre, elles peuvent être calculées par 

intégration numérique en utilisant n'importe quel type de quadrature, par exemple la 

quadrature de Gauss [3]: 

On rencontrera le problème d'intégration singulière lorsque le point d'intégration sera 

sur le point d'observation. Dans ce cas, l'emploi tel quel des formules de quadrature de Gauss 

conduirait le plus souvent à des résultats imprécis, surtout quand un faible nombre de points 

d'intégration est utilisé. La solution la plus efficace consiste à calculer l'intégrale en faisant 

d'abord l'extraction de la singularité de l'intégrant [21,5 1,861. 

Pour les problèmes bidimensionnels, on vérifie facilement que la singularité de 

G(F,F1), lorsque ?' tend vers ? ,  est logarithmique (équation (43)). L'expression 

correspondant à aG(T,P1)/an présente quant à elle une indétermination apparente du type 

zéro divisé par zéro (010) (équation (47)) mais dont la limite lorsque F' tend vers F est bien 

entendu régulière [2 11. 

Pour les problèmes axisymétriques, une singularité de l'intégrale elliptique de 

première espèce K(k2) se présente lorsque k2 tend vers 1 dans (44) et (48). Cette singularité 

est aussi du type logarithmique [3,21,5 11. De manière analogue aux problèmes 

bidimensionnels plans, on peut montrer que le terme G',, (?,FI) (équation (48)) est aussi 

régulier [2 1 1. 

En résumant; on peut dire que, pour les problèmes plan, l'intégrant de la deuxième 

intégrale I2 présente une singularité logarithmique. Dans le cas des problèmes axisymétriques, 

les deux intégrants des intégrales Il et I2 présentent une singularité due à l'intégrale elliptique 

complète de première espèce K(k2). La singularité de K(k2) est aussi de nature logarithmique 

comme le montre le développement limité proposé par [3]: 
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où ai et bi sont constantes et k2 est donné par (45): quand le point d'intégration (pt,z') 

s'approche du point d'observation (p,z), la variable k2 tend vers 1, ce qui donne bien une 

singularité logarithmique. 

Ainsi, que le problème soit plan ou axisymétrique, l'intégrant de (62) présente une 

singularité de type logarithmique. 

Pour extraire cette singularité des intégrants, on considère l'intégrale 1 donnée par: 

où p est la coordonnée curviligne locale, f(p) est égale à IF- F'I ou (1-k2) selon le type du 

problème (plan ou axisymétrique). 

L'intégrale (65) peut être écrite comme: 

où g(p) est une fonction choisie de telle sorte que: 

avec M(p) finie et non nulle. 

Ainsi, la première intégrale dans (66) a un intégrant régulier et peut être calculée par 

la quadrature de Gauss classique. La deuxième intégrale peut être estimée en employant la 

quadrature pondérée par une fonction de type logarithmique [2,80]: 

où T est la variable d'intégration, wi est le poids correspondant au i-ème point Ti et où ni 

désigne le nombre de points d'intégration. 

La fonction g(p) doit respecter la condition (67). Pour montrer comment trouver cette 

fonction, considérons la première intégrale au membre de droite de (66), par exemple pour le 

cas bidimensionnel. Nous pouvons écrire: 

où f(p) pour le point d'observation i est: 

f (p)  = pi  - ' 1  = [(xi - x' + (y, - y' 1"' 
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En écrivant les coordonnées d'intégration x' et y' en fonction des valeurs nodales, 

nous avons: 

Quand le point d'observation i coïncide avec le noeud 1 de l'élément de frontière, 

(Fig. 6), la fonction f(p) est nulle et p vaut -1. Ainsi, nous pouvons choisir g(p) = (1+p)/2 car, 

dans g(p)/f(p), les deux fonctions f(p) et g(p) s'approchent de zéro lorsque p tend vers -1. 

1 élément de frontière 

, , -7 coordonnées globales 

3 

L -,4 ' 
" 

- 1 O CL 1 
coordonnée locale 

Fig. 6: Elément de frontière de deuxième ordre. 

On fait ce choix pour éliminer la singularité de l'argument de la fonction logarithme, 

mais aussi pour permettre le changement adéquat de variable dans la deuxième intégrale en 

(66), conformément à (68). 

En considérant le terme qui est à droite dans (69), on obtient d'après l'application du 

théorème de l'Hospital, lorsque p + -1: 

lim g2 (y)/li. - i.'12 = iim ( y  + 1)~/4[(x - x')' + (y - y')'] 
r +r rt+r 

c'est-à-dire une valeur finie qui peut être intégrée par la quadrature de Gauss classique pour le 

calcul numérique de la première intégrale en (66). 

Si le point i coïncide avec le noeud 2 (ou 3) de l'élément de frontière, on peut montrer 

de façon analogue que l'expression g(p) = p (ou g(p) = (1-p)/2)) satisfait les conditions 

d'élimination de singularité, et permet le changement adéquat de la variable imposée par (66). 

Dans le cas des problèmes tridimensionnel avec symétrie axiale, on peut montrer que 

les mêmes fonctions sont encore valables pour les noeuds 1,2 et 3. 
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1.5.2 Intégration adaptative. 

Les intégrales apparaissant dans les équations (58), (59) et (61), pour chaque élément 

de frontière rk, sont évaluées pour le point d'observation i, qui est le point où le potentiel et le 

champ électrique sont à calculer. Pour un élément de frontière quelconque, nous avons besoin 

de connaître si ce point est sur l'élément, proche ou loin de l'élément pour mieux maîtriser 

l'intégration. Quand le point est sur l'élément, les valeurs du potentiel et du champ peuvent 

être simplement calculées par interpolation de leurs valeurs nodales. Quand le point est loin, 

l'intégration classique est normalement employée. Cependant, quand le point est proche, les 

noyaux des intégrales deviennent presque singulier et l'intégration classique exige, pour 

donner des résultats satisfaisants, un nombre de points d'intégration trop important [21]. Une 

solution efficace est alors l'intégration adaptative. 

L'intégration adaptative consiste à diviser l'élément en sous éléments jusqu'à ce que 

le point i puisse être considéré comme loin de chacun d'eux, au sens d'un critère à définir. 

Après, l'intégration classique est exécutée sur les sous éléments. 

Michel Defourny a utilisé comme critère pour diviser l'élément le principe de la zone 

protégée [21]. Ce principe consiste simplement à définir une zone, contenant l'élément et dont 

la taille est liée à celle de l'élément, de telle sorte que, pour tout point situé hors de cette zone, 

l'intégration normale puisse être utilisée et donne à coup sûr des résultats précis. Si un point se 

trouve dans cette zone, la qualité de l'intégration n'est plus garantie: on divise alors l'élément 

en sous éléments; la zone de protection de l'élément d'origine se trouve remplacée par des 

zones plus petites, propres à chacun des sous éléments. On répète ce processus jusqu'à ce que 

le point de calcul se trouve à l'extérieur de toutes les zones de protection de chacune des 

subdivisions, ce qui garantit un résultat correct pour l'intégration. 

Le problème qui se pose est bien sûr comment définir cette zone protégée. Michel 

Defourny a employé des cercles et une ellipse pour définir la région protégée d'un élément du 

deuxième degré. Dans le cas des éléments linéiques, ce critère donne une bonne protection. 

Par contre, l'élément courbe, représenté par un demi-arc de cercle, est mal protégé [21]. 

Nous proposons une manière originale pour définir la zone de protection, à l'aide 

d'une équation du quatrième degré [87]. L'équation que nous avons choisie est celle qui décrit 

les courbes appelées "ovales de Cassini", dont l'expression mathématique est donnée en 

coordonnées polaires (p;0) par [79]: 

Il s'agit de l'ensemble des points dont le produit des distances à deux points fixes (1 

et 3 Fig. 7.a) est constante (b2). La Fig. 7.b montre deux ovales pour deux valeurs de bla, où 

les points 1 et 3 sont fixes. 
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Fig. 7: (a) Ovale de Cassini et ses paramètres 
(b) Deux ovales avec bla égal à 1.1 et 1.3. 

Avec l'équation (73), il est clair qu'un point j sera à l'intérieur d'une ovale, par 

exemple celle pour b/a=l. 1, si la valeur correspondante de bj/a est inférieur à 1.1. Ainsi, nous 

pouvons choisir une valeur pour b/a égale à boy ce qui fixera la zone protégée. L'élément sera 

divisé si la valeur de boi pour le point i est inférieur a b,. La valeur de bo définissant la zone 

de protection doit être choisie en fonction de la précision requise dans l'intégration: c'est pour 

définir cette valeur que le calcul de l'angle solide (59) est employé. 

L'équation (73), réécrite pour un élément quelconque devient: 

(d2 + - 4a2d2 cos 2a = b4 

où a est le carré de la distance entre noeuds, donné par: 

a'= (XI -x2I2 + ( Y I  - Y J 2  

= (x3 -2)' + ( Y 3  - ~ 2 ) ~  

d la distance entre le point i et le noeud milieu de l'élément et a l'angle entre d et 5' (Fig. 8). 

Pour un élément courbe, les noeuds de l'extrémité sont moins protégés (Fig. 9). Dans 

ce cas, nous pouvons faire la translation du centre de la courbe du noeud 2 sur le point B, qui 

défini la demi-distance entre la droite que relie les noeuds de l'extrémité et le noeud 2 

(Fig. 10). 
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L 
1 

élément 

Fig 8: Elément linéaire quelconque. Fig. 9: Mauvaise protection pour les noeuds 
de l'extrémité courbe. 

Fig. 10: Translation de l'ovale de Cassini pour mieux protéger les noeuds de l'extrémité. 

La valeur de b, définissant l'ovale de Cassini pour un élément quelconque doit 

encore être déterminée. Le problème qui se pose est qu'une valeur trop grande conduit à une 

région de protection trop large et à un gaspillage de temps de calcul. Une valeur trop petite 

conduit à un gain de temps de calcul mais à des résultats imprécis. Pour trouver le bon 

compromis, nous avons utilisé une information précieuse que nous avons déjà dans le calcul 

des équations intégrales de frontière: l'angle solide. La précision du calcul de ce paramètre 

peut être utilisée pour définir la zone où l'évaluation des intégrales de frontière nécessite une 

intégration adaptative. 

En effet, prenons une valeur initiale de b, et calculons l'erreur de calcul de l'angle 

solide en utilisant l'intégration adaptative par rapport au calcul analytique. Si l'erreur 
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maximale obtenue trop importante, nous augmentons la valeur de b, et ce jusqu'à ce qu'elle 

devienne plus petite que la valeur maximale imposée. 

Par cette procédure, nous avons par exemple trouvé une erreur inférieure à 10-3 pour 

b,= 1.3. La validation de cette procédure est présentée ci-dessous, avec les courbes d'erreur 

pour des éléments linéaires et pour des éléments courbes. 

1.5.3 Validation des procédures d'integration numérique. 

1.5.3.1. Intégrale singulière. 

Pour valider la procédure d'intégration employée dans ce travail, dans le cas des 

singularités de type logarithmique, nous avons pris comme exemple l'intégrale [86]: 

Nous avons évalué cette intégrale sur trois points x (0,0.5,1) en utilisant différents 

nombres de points d'intégration. Ces trois points peuvent être considérés comme les noeuds de 

l'élément du deuxième ordre placé sur l'axe des x. Le Tableau 1 montre les résultats obtenus, 

en particulier l'erreur par rapport aux résultats analytiques. 

L'analyse de ces résultats montre que la procédure d'intégration numérique utilisée est 

extrêmement précise, et qu'elle pourra être utilisée dans un code de calcul de champ basé sur 

la méthode des équations intégrales de frontière. 

1.5.3.2. Intégrale quasi singulière - Intégration adaptative. 

Pour valider la procédure d'intégration adaptative, l'angle solide donné par l'intégrale 

(76) a été évalué pour deux éléments de frontière du deuxième degré: un élément linéique et 

un demi-arc de cercle. Ces deux éléments sont montrés en Fig. 1 1. 
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Tableau 1 Intégration singulière. 

Fig. 11 (a) Elément linéique, (b) Elément courbe - Demi-arc de cercle. 
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Nombre de 
points de Gauss 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

Intégrale 

j in(llxl )dxf 
O 

1 

j 1n(1110*5- ~ ' 1 ) ~ ~  
O 

1 5 ln(lll1- xll)dx' 
O 

Calcul 
Numérique 

0.9999999702 
1.0000000075 
1 .ooooooo 149 
1.00000001 12 
1 .OOOOOOOOOO 
1.0000000088 
1.693 1471508 
1.693 1472087 
1.6931471955 
1.693 1471917 
1.693 147 1806 
1.693 1471894 
0.9999999702 
1.0000000075 
1 .O000000 149 
1.00000001 12 
1.0000000000 
1.0000000088 

Calcul 
Analytique 

1 .O 

1.6931471806 

1 .O 

Erreur 
Absolue (10m7) 

-0.298 
0.075 
o. 149 
0.1 12 
0.000 
0.088 
-0.298 
0.28 1 
O. 149 
0.111 
0.000 
0.088 
-0.298 
0.075 
O. 149 
0.112 
0.000 
0.088 
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Les résultats numériques ont été comparés aux résultats analytiques: l'angle solide 

d'où un point quelconque i voit l'élément de frontière peut en effet être calculé analytiquement 

par les expressions (77): 

où RI, R2 et R3 sont les distances entre le point i et les noeuds de l'élément étudié. 

Précisons que les calculs ont été faits en utilisant la simple précision et avec quatre 

points d'intégrations de Gauss. Nous présentons en Fig. 12.a et 12.b les régions protégées pour 

les éléments choisis, en utilisant b, = 1.3 dans (8 1). 

Fig. 12: Région de protection pour bla = 1.3 
(a) Elément linéique; 
(b) Elément courbe. 

La Fig. 13-a présente les valeurs de l'angle solide obtenues respectivement par 

méthodes analytique et numérique. La Fig. 13-b montre l'erreur absolue et l'erreur relative 

calculées pour l'élément linéique sur le segment AA' ( Fig. Il-a). 
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-0,l 

O 10 20 30 

Nombre de points sur le segment AA' 

Fig. 13 (a): Elément linéique: valeur de l'angle solide - résultats analytique et numérique. 

-6,s 

O 10 20 30 

Nombre de points sur le segment AA' 

Fig. 13 (b): Elément linéique: valeurs des erreurs absolue et relative. 

Les courbes montrées ci-dessus montrent clairement la bonne concordance des 

résultats analytiques et numériques (erreur relative et absolue inférieures à 10-4). Néanmoins, 
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il faut remarquer que l'erreur relative pour les plus petites valeurs de l'angle solide perd sa 

signification (division par un nombre trop faible). 

Les résultats pour l'élément courbe sont présentés par les figures 13-c à 13-d pour le 

segment AA' et 13-e à 13-f pour les résultats calculés sur le segment BB' ( Fig. I l  .b). 

analytique 

0,l 
O 10 20 30 

Nombre de points sur le segment AA' 

Fig. 13 (c): Elément courbe: valeur de l'angle solide - résultats analytique et numérique. 

10 20 

Nombre de points sur le segment AA' 

Fig. 13 (d): Elément courbe: valeurs des erreurs absolue et relative. 

- page 32 - 



Méthode des éauations intégrales de-ntière 

10 20 

Nombre de points sur le segment BB' 

Fig. 13 (e): Elément courbe: valeur de l'angle solide - résultats analytique et numérique. 

10 20 

Nombre de points sur le segment BB' 

Fig. 13 (f): Elément courbe: valeurs des erreurs absolue et relative. 
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Comme dans le cas précédent, ces résultats montrent la bonne précision des résultats 

numériques (erreurs relative et absolue inférieures à 10-4 dans la région protégée). Il faut 

noter que les trois derniers points du segment BB' se trouvent en dehors de la région protégée, 

ce qui conduit à des erreurs plus importantes (Fig. 13-0. 

La figure 14 montre l'exploitation en surface gauche de l'erreur absolue, pour les 

deux éléments. On peut bien vérifier l'influence de la région de protection sur les résultats 

dans la projection sur le plan Z = 0. 

Les deux éléments traités ci-dessus étant relativement généraux (ils ne possèdent 

aucune caractéristique particulière facilitant le calcul numérique), les résultats obtenus nous 

permettent de dire que l'intégration adaptative est très précise. L'avantage de son utilisation est 

que le processus est tout à fait automatique, le nombre de points d'intégration de Gauss reste 

toujours le même (il n'y a donc pas besoin de recalculer les fonctions de forme); elle est en 

Fig. 14 (a) Elément linéique; (b) Elément courbe. 

1.6. VALIDATION DU CODE DE CALCUL DE CHAMP (BEM~D). 

Nous avons écrit un code de calcul de champ basé sur la méthode des équations 

intégrales de frontière, appelé BEM2D. Ce code a été développé pour résoudre des problèmes 

en électrostatique bidimensionnelle et tridimensionnelle à symétrie axiale, avec un ou 

plusieurs milieux diélectriques différents. Il a été validé d'une part en traitant des problèmes 

(bidimensionnels, axisymétriques) dont la solution analytique est connue, d'autre part en 
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comparant ses résultats avec ceux obtenus par d'autres logiciels comme FLUX2D [75], PHBD 

[52] et DIEL [36]. Comme problème de référence pour la comparaison entre codes, nous 

avons choisi le "Cas CIGRE" [63] pour lequel des résultats ont déjà été présentés dans la 

référence [38]. 

1.6.1. Validation analytique. 

1.6.1 .l. Problème bidimensionnel 

Nous allons comparer ici les résultats obtenus par BEM2D à la solution analytique 

pour un problème bidimensionnel plan dont la géométrie, les conditions aux limites et les 

différentes caractéristiques diélectriques sont présentées en Fig. 15. En raison des symétries 

du problème, nous n'avons traité par modélisation numérique qu'un quart de la géométrie. Les 

contours courbes ont été discrétisés respectivement en 3, 4 et 5 éléments de frontière (en 

allant de l'intérieur vers l'extérieur). Les résultats numériques sont présentés sur le segment 

AA'. 

'L X 

Fig. 15 (a): Câble coaxial (b): Paramètres géométriques et conditions aux limites. 

La Fig. 16 présente les valeurs de potentiel et de champ électrique sur le segment 

AA'; la Fig. 17 donne l'erreur relative par rapport à la solution analytique. 

Nous constatons la bonne performance du calcul numérique dans la résolution de ce 

problème, même en discrétisant peu la géométrie. De plus, nous pouvons remarquer que la 

précision des résultats numériques obtenus pour le calcul du champ (l'erreur relative est 

inférieure à 10-4 ) concorde avec celle que nous avions obtenue lors de la validation de 

l'intégration adaptative. 
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Champ Total (Vlm) 
- - - - -  Comp. [XI du Champ 

- - - -  Potentiel (V) 

O 

1 1,2 1,4 1,6 1,8 2 2,2 2,4 2,6 2,s 3 

Rayon le long du segment AA' - Cond. cylindrique 

Fig. 16: Potentiel et champ électrique sur le segment AA'. 

- - - - -  Potentiel 

V,VVVVVI  

1 1,s 2 2,s 3 

Rayon le long du segment AA' - Cond. cylindrique 

Fig. 17: Erreur [%] par rapport à la solution analytique. 
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1.6.1.2. Problème axisymétrique 

Le problème choisi comme test est un condensateur sphérique à deux diélectriques. 

La géométrie, les conditions aux limites et les caractéristiques des différents milieux sont 

présentés en Fig. 18. 

Fig. 18 (a): Condensateur sphérique 
(b): Paramètres géométriques et conditions aux limites (z = 0). 

Comme dans le cas précédent, nous n'avons pris qu'un quart de la géométrie et nous 

avons discrétisé les contours courbes en 3,4 et 5 éléments de frontière respectivement. 

La Fig. 19 montre les résultats numériques (potentiel et champ) sur le segment AA' et 

la Fig. 20 les courbes de l'erreur relative par rapport à la solution analytique. Nous ne pouvons 

là encore que constater la bonne concordance des résultats de la simulation numérique, avec 

pourtant une discrétisation géométrique grossière. 
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Champ Total (Vlm) 
- - - - - Comp. [x] du Champ 

- - - -  Potentiel (V) 

O 

1 1,2 1,4 1,6 1,8 2 2,2 2,4 2,6 2,8 3 

Rayon le long du segment AA' - Cond. sphérique 

Fig. 19: Champ électrique et potentiel sur le segment AA' (condensateur sphérique). 

. . . . . Potentiel 

0,000001 

1 1,2 1,4 1,6 1,8 2 2,2 2,4 2,6 2,8 3 

Rayon le long du segment AA' - Cond. sphérique 

Fig. 20: Erreur [%] par rapport à la solution analytique (condensateur sphérique) 
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1.6.2. Validation par rapport à d'autres logiciels. 

Le problème que nous avons traité pour comparer BEM2D avec d'autres logiciels a 

été proposé par le groupe de travail CIGRE 22.03 [63] justement dans le but de comparer des 

codes de calcul de champ électrostatique. La géométrie considérée est montrée par la Fig. 21, 

avec ses conditions aux limites. Les valeurs du potentiel et du champ sont à calculer sur le 

segment AA'. 

Les résultats ont déjà été publiés par [38]: cet auteur a présenté les courbes d'erreur 

sur le potentiel et le champ électrique obtenus par différents codes de calcul du champ le long 

de la ligne AA', en prenant comme valeur de référence la moyenne entre les divers résultats. 

Les codes comparés pour cette étude étaient: PHI3D [52], FLUX2D [75], DIEL [36], 

BEM2D [87] et HYBRID (PHI3D-DIEL) [38]. 

Les résultats que nous présentons diffèrent peu, nous avons seulement modifié la 

valeur de référence, en prenant la valeur moyenne entre les codes cités, sauf HYBRID. 

diamètre = 60 

Fig. 21 : Géométrie du cas teste CIGRE [CIGRE 22.031. 

Ces résultats montrent que la différence majeure entre les moyennes se situe sur les 

extrémités du segment AA', elle est de l'ordre de 1%. Les résultats obtenus par BEM2D sont 

montrés en Fig. 22. 
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Champ 

O 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 

Distance le long du segment AA' (mm) 

Fig. 22: Potentiel et champ électrique sur le segment AA' (BEM2D). 

Enfin, la valeur absolue de l'erreur entre les différents résultats de calcul du champ 

électrique, sur le segment AA', par rapport à la valeur moyenne est montrée en échelle 

logarithmique par les figures qui suivent. Les Fig. 23.a à 24.c montrent successivement les 

résultats entre BEM2D et les codes DIEL, FLUX2D et PHBD. La Fig. 23.d récapitule les 

différents résultats. 

L'analyse des graphiques montre la bonne concordance entre les résultats obtenus par 

les différents codes de calcul de champ et ainsi la bonne précision des résultats obtenus par le 

code BEM2D. Il faut remarquer la grande similitude entre les résultats des logiciels BEM2D et 

FLUX2D: elle peut être attribuée à l'utilisation de la même géométrie (le même pré processeur 

2 0  set dans les deux cas). Les nombres d'inconnues et les temps de calcul correspondant à 

chaque logiciel sont rapportés dans la référence [38]. 
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n nni 

50 100 150 

Distance le long du segment AA' (mm) 

Distance le long du segment AA' 

(b) 
Fig. 23: Erreurs sur les valeurs du champ électrique sur le segment AA' 

Comparaison entre BEM2D et: a) DIEL; b) FLUX2D. 
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50 100 150 

Distance le long du segment AA' (mm) 

(cl 

50 100 150 

Distance le long du segment AA' (mm) 

Fig. 23: Erreurs sur les valeurs du champ électrique sur le segment AA'. 
Comparaison entre BEM2D et: c) PHI3D; 2. d) L'ensemble des résultats. 
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Nous avons consacré ce chapitre à la méthode des équations intégrales de frontière, 

formulation directe. 

Les questions d'intégration numérique, souvent délicates pour cette méthode, ont été 

étudiées en détail et ont conduit en particulier à la mise au point d'une procédure originale 

pour le calcul des intégrales quasi-singulières. Le code de calcul de champ BEM2D ainsi 

développé a été validé sur des problèmes analytiques bidimensionel et axisymétrique. L'étude 

comparative des résultats obtenus par BEM2D et différents autres codes de calcul de champ 

pour l'isolateur du cas test CIGRE a montré que ce code donne des résultats au moins aussi 

précis que les autres. 

C'est bien sûr la conséquence de l'emploi des techniques d'extraction de singularité et 

d'intégration numérique très performantes que nous avons developpées! 
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II . ALGORITHMES D'OPTIMISATION 

Durant ces dernières années, de nombreuses études ont été menées dans le domaine 

de l'optimisation, comme le montre le nombre important de publications sur ce thème dans les 

revues spécialisées. L'optimisation est aujourd'hui une réalité. Elle s'applique à tous les 

domaines de la science et même à notre vie quotidienne: on cherche souvent à mieux gérer 

notre temps, notre argent, à minimiser la consommation d'essence de notre voiture, etc. Ce 

sont là bien sûr des exemples d'optimisation. Dans le domaine de l'automobile, l'optimisation 

de forme pour arriver à des voitures plus aérodynamiques est bien connue. Dans l'industrie 

électronique, on cherche à minimiser la distance entre les connexions dans les circuits à très 

haute échelle d'intégration (plusieurs centaines de millions de transistors par puce n'excédant 

pas le centimètre carré - VLSI circuit design). En électromagnétisme, on cherche à modifier la 

forme d'un appareil de façon à obtenir une distribution donnée du champ magnétique ou 

électrique (uniforme, harmonique, ...), ou encore de façon à réduire les valeurs extrêmes du 

champ: en électrostatique par exemple, il s'agira de modifier le profil d'un isolateur pour 

augmenter sa tension de claquage; en imagerie par résonance magnétique, il faudra concevoir 

le système magnétique pour que le champ magnétique soit le plus homogène possible [35,77]. 

Nombreuses sont les méthodes d'optimisation. On peut cependant les classer en deux 

grandes catégories: les méthodes déterministes et méthodes stochastiques. Dans la première 

classe, on rencontre toutes les méthodes qui cherchent le minimum d'une fonction 

(représentant le coût de la solution courante) en se basant sur la connaissance d'une direction 

de recherche, donnée par le gradient de cette fonction coût. Bien sûr, ces méthodes seront 

toujours applicables et même recommandées pour la résolution des problèmes d'optimisation, 

lorsque la solution cherchée est réputée proche de la solution connue (point de départ). Dans 

bien des applications en électromagnétisme, la fonction à optimiser a plusieurs minima 

[37,35,45,77]. Dans ces cas, ce type de méthode ne peut conduire à la solution recherchée, 

sauf quand le point de départ est par hasard voisin de la solution globale. C'est sans doute là 

une très belle coïncidence! 

Les méthodes stochastiques sont l'alternative pour résoudre ces problèmes à plusieurs 

minima. Nous avons étudié de près les algorithmes génétiques (genetic algorithm) 

[34,44,89,90], de recuit simulé (simulated annealing) [2,49,58,77,92], de stratégie 

d'évolution [35,56,69] et Tabu [33,46]: ils sont capables de trouver le minimum global d'une 

fonction même dans des cas très difficiles, alors que la fonction considérée présente des 

milliers de minima relatifs. Il y a un prix à payer, en temps de calcul, qui peut être élevé: ceci 

est particulièrement vrai dans notre domaine, puisque le calcul de la performance de chaque 
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nouvelle solution proposée par le processus aléatoire (évaluation de la fonction coût) nécessite 

la résolution du problème d'électrostatique associé. Heureusement ces méthodes, et plus 

particulièrement l'algorithme génétique, se prêtent bien à la programmation parallèle. 

Nous allons dans ce chapitre étudier les deux types de méthodes. Parmi les méthodes 

déterministes, nous avons choisi la méthode du lagrangien augmenté, qui est une technique 

d'optimisation basée sur la transformation du problème d'origine (problème d'optimisation non 

linéaire sous contraintes). Nous résolvons à chaque itération le problème transformé 

(problème non linéaire sans contraintes) en employant la méthode de la région de confiance 

(trust région method). Dans la littérature, ces deux méthodes ont été employées ensemble pour 

la première fois il y a peu du temps par Sunar et Belegundu, en mécanique des structures [8 11. 

La contribution originale de notre travail à cette configuration est double: son application en 

électromagnétisme (plus précisément en électrostatique) et l'emploi de l'algorithme de Heben- 

Moré [28] pour la résolution du sous problème quadratique sans contraintes dans l'algorithme 

de la région de confiance [88,89]. 

En ce qui concerne les algorithmes stochastiques, nous avons choisi l'algorithme 

génétique et l'algorithme du recuit simulé. La facilité de programmation et les bases 

théoriques passionnantes de ces deux algorithmes nous ont beaucoup motivé. 

L'algorithme génétique, développé à partir de l'analogie entre l'optimisation et 

l'évolution naturelle, est très puissant. En employant des opérations de base très simples 

(reproduction, croisement, mutation et inversion), il est capable de trouver le minimum 

global, ou au moins un minimum local qui en est très proche. Nous pensons être parmi les 

premiers à employer cet algorithme pour optimiser des dispositifs en électromagnétisme, où 

l'évaluation de la fonction coût est faite à partir des résultats fournis par un code de calcul de 

champ [89,90]. 

L'algorithme de recuit simulé est davantage connu en électromagnétisme. 

Néanmoins, rares sont les applications où le calcul de la fonction objectif est coûteux. C'est 

sans doute lié au grand nombre de calculs de fonction qui est normalement nécessaire pour 

atteindre le minimum. Cet algorithme a été développé par analogie entre le processus du recuit 

d'un solide en thermodynamique et le processus d'optimisation. Au début du processus une 

"température" élevée est admise et des mouvements (variations) aléatoires sont réalisés pour 

chaque paramètre d'optimisation. Pour chacun de ces mouvements, la fonction objectif est 

évaluée et comparée avec la valeur antérieure. S'il y a un gain, les valeurs courantes des 

paramètres sont sauvegardées. Sinon, ils peuvent l'être quand même, à condition que la 

probabilité de Bolztmann (exp(-DEREMP), où DE est la dzjhérence entre les valeurs courante 

et précédente de la fonction objectij et TEMP est le paramètre qui simule la température) 

soit supérieure à un nombre aléatoire généré uniformément entre O et 1. Ce processus est 

répété pendant un nombre donné de cycles, puis la "température" est réactualisée et de 

nouveaux cycles sont réalisés. La séquence des points générés converge normalement vers le 
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minimum global. Cet algorithme très simple a été développé au départ pour résoudre des 

problèmes d'optimisation discrets. Son application à la résolution de problèmes des milieux 

continus pose un problème majeur: le mouvement aléatoire, qui était simplement la 

permutation des solutions possibles dans une liste de valeurs, est maintenant remplacé par des 

mouvements qui sont des pas de déplacements. La question se pose alors de la taille de ce pas. 

Bien sûr, à mesure que le minimum s'approche, il faut faire des pas de plus en plus petits. Il 

faut donc trouver une procédure adéquate pour la mise à jour des pas de déplacement durant le 

refroidissement. Nous apportons ici une contribution originale, qui consiste à faire le couplage 

entre l'algorithme de recuit simulé classique et la méthode appelée TABU: c'est notre 

algorithme du recuit simulé modifié MSA [92]. 

Finalement, le couplage entre les algorithmes stochastiques et l'algorithme du 

lagrangien augmenté seront proposés (GA-ALM et MSA-ALM). Les deux algorithmes 

hybrides ont pour objet la recherche du minimum global sans payer le prix élevé d'un 

algorithme stochastique isolé. Ce couplage présente bien entendu un inconvénient majeur, qui 

est la perte d'une caractéristique très séduisante des algorithmes stochastiques: pas de calcul 

des dérivées! Comme nous le verrons, la grande question liée à ce couplage est de trouver le 

bon critère de commutation entre les deux algorithmes. Il semblerait malheureusement que la 

réponse dépende du problème! 

Avant de commencer l'étude même des méthodes d'optimisation, nous ferons un 

rappel de la formulation des problèmes non-linéaires sous contraintes et de leur 

transformation en des problèmes non linéaires sans contraintes, car toutes les techniques que 

nous allons étudier nécessitent d'une façon ou d'une autre la transformation de ce problème. 
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L'optimisation en ingénierie consiste à résoudre un problème d'optimisation non 

linéaire avec des contraintes d'égalité et d'inégalité, les paramètres d'optimisation (variables de 

projet) étant limités entre des valeurs minimales et des valeurs maximales (contraintes de 

projet). Ce problème d'une façon général peut être formulé par le problème Pl [3 1,55,85]: 

où p est un kxl vecteur de paramètres d'optimisation, y est un NTxl vecteur de variables (par 

exemple: champ électrique, potentiel, etc.), fonction parfois implicite des paramètres 

d'optimisation, qui peuvent provenir d'un code d'analyse des milieux continus. Le nombre NT 

est un entier désignant le nombre des points test pour vérification de la fonction objectif f(p,y) 

et les fonctions gi(p,y) représentent les contraintes d'inégalité pour i = 1 , l  et d'égalité pour i  = 

1+1, m. 

Le lagrangien ou la fonction lagrangienne pour le problème Pl, défini en [85] est: 

où est le multiplicateur de Lagrange associé à la fonction contrainte gi(p,y). Les conditions 

nécessaires au première ordre pour qu'un point réalisable p* soit un minimum relatif du 

problème Pl sont connues comme les conditions nécessaires de Kuhn et Tucker [54,55]: 

hi 20 i =  1,l (80.a) 

où les variables y ont été omises pour simplifier l'écriture des équations. 

L'équation (80.a) impose que les multiplicateurs de Lagrange associés aux fonctions 

contraintes d'inégalités aient des valeurs positives. Ceux associés aux fonctions contraintes 

d'égalité peuvent avoir des valeurs positives ou négatives. 

L'équation (80.b) impose simplement la condition du gradient nul sur le point pX, 

solution du problème Pl. Enfin, la dernière condition, qui impose la nullité du produit entre le 

multiplicateur de Lagrange et la contrainte d'inégalité correspondante, est équivalente à dire 

que le multiplicateur a une valeur non nulle seulement si la contrainte est active (gibX)=O). 

Dans la suite, pour simplifier la présentation de la méthode basée sur la 

transformation du problème originel, le problème d'optimisation Pl sera remplacé pour le 
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problème Pz, lequel est le problème Pl réécrit en omettant la variable y et les contraintes de 

projet: 

min f(p) 
P 

avec gi(p)<O i = l , l  

gi(p)=O i = l + l , m  

11.2. METHODES DE TRANSFORMATION. 

Dans toutes les méthodes de transformation, la fonction objectif et les contraintes 

sont rassemblées dans une fonction de transformation [4,6,7,85]: 

W P , ~ )  = f (PI + ~ ( g ( p ) , r )  (82) 

P est la fonction de pénalité, dont l'action et l'amplitude de pénalisation sont contrôlées par le 

paramètre de pénalités r [7,74,85]. L'intérêt dans ce type de transformation est clair: si @ et r 

sont bien choisis, le problème pourrait être résolu en utilisant un algorithme d'optimisation 

sans contrainte, pour lequel dans la limite de K tendant vers l'infini, le vecteur des variables de 

projet pK tendra vers la solution optimale du problème p", où K est un nombre entier 

désignant un processus séquentiel. 

11.3. METHODE DETERMINISTE. 

La méthode des multiplieurs, aussi appelée méthode de la fonction lagrangienne 

augmentée (ALM), est basée sur une transformation du problème d'origine, où la fonction 

objectif et les fonctions contraintes sont rassemblées (incluses) dans une seule fonction 

appelée fonction de transformation. Le problème originel d'optimisation non linéaire contraint 

est donc remplacé par un problème d'optimisation non linéaire sans contrainte. La suite des 

minimaux, solution du problème non contraint, tend vers le minimum du problème originel. 

Ainsi la solution est-elle trouvée en cherchant le minimum d'une suite de fonctions sans 

contrainte. 

Ce type d'algorithme a été développé pour éviter quelques uns des inconvénients des 

méthodes de pénalités. Ces méthodes, faciles à programmer, donnent généralement de bons 

résultats, mais elles conduisent à un mauvais conditionnement numérique au voisinage des 

limites entre domaines admissibles (ou réalisables) et non admissibles (ou non réalisables). 

Cette caractéristique est surtout liée à la nécessité d'un facteur de pénalisation très élevé et à la 

discontinuité du gradient de la fonction de pénalisation [55, 83, 851. 

La méthode ALM a simultanément été proposée par Hestenes et Powell à la fin des 

années 60, pour résoudre le problème d'optimisation non linéaire avec contraintes d'égalité 
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(PNLCE) [42,65]. Plus tard, Rockafellar a ajouté à cette méthode le terme de pénalité pour les 

problèmes PNL avec contraintes d'inégalité (PNLCI) [70]. Ensuite, plusieurs auteurs l'ont 

étudiée et plusieurs modifications ont été suggérés. D'excellentes synthèses des 

développements apportés à ces méthodes ont été publiées par Arora et al et Fletcher [4,26,27]. 

Le travail d'Arora est beaucoup plus récent; il a été écrit en ayant en vue l'application de cette 

méthode pour résoudre des problèmes en ingénierie. 

Nous présenterons d'abord la formulation du problème d'optimisation; puis les 

méthodes de transformation, en particulier les méthodes de pénalité intérieure et extérieure, 

qui sont à l'origine de la méthode des multiplieurs. Le but est de mieux les connaître pour 

comprendre, par rapport à elles, les avantages de la méthode des multiplieurs que nous 

étudierons ensuite. 

11.3.1. Méthodes de pénalités intérieure et extérieure. 

Les méthodes de transformation séquentielle sont habituellement appelées SUMT 

(Sequentiel Unconstrained Minimization Techniques) [25,74]. 

Dans la première classe, dite de pénalité intérieure, la fonction de pénalisation est 

choisie de telle façon que la possibilité de réalisation soit garantie dans tous les processus de 

recherche du minimum. Cette caractéristique est très importante, en cas d'arrêt prématuré de 

l'algorithme d'optimisation, la solution est toujours dans le domaine admissible. 

Dans la seconde classe, dite de pénalité extérieure, la recherche du point minimum a 

lieu aussi dans le domaine interdit [4,74,83]. L'avantage de cette méthode est que le point de 

départ peut être défini dans n'importe quelle région. 

La fonction de transformation est bien sûr définie selon le type de méthode employé. 

Dans le cas de la pénalité intérieure, on cherche à définir la fonction @(p,r) de telle sorte que, 

plus la contrainte devient active, c'est-à-dire plus le point pk se rapproche de la frontière, plus 

la fonction de pénalisation P(g(p),r) croit et par conséquent, moins @(p,r) a des chances d'être 

au minimum. Cette caractéristique montre que cette technique ne convient pas pour résoudre 

les problèmes contraints par égalité [74,83]. 

Les fonctions de pénalisation intérieure les plus employées dans la littérature sont: 

a) Fonction inverse [14,74]: 

b) Fonction logarithmique [30,74]: 



La fonction de pénalisation extérieure la plus populaire est: 

Dans les deux techniques présentées ci-dessus, on peut montrer que, lorsque rK tend 

vers l'infini, pK tend vers p*, p* étant un minimum du problème [7,74,85]. 

La fonction de pénalisation intérieure présente l'avantage de toujours conduire à une 

séquence de solutions réalisables. Néanmoins, elle a l'inconvénient majeur d'être discontinue 

sur l'interface entre les domaines admissibles et interdits. En plus, le point de départ doit 

obligatoirement être dans la région admissible, ce qui conduit à la nécessité d'un algorithme 

supplémentaire pour le trouver. 

La fonction de pénalisation extérieure est continue dans les deux domaines et aussi 

sur l'interface entre eux, mais elle présente l'inconvénient de conduire à l'optimum réalisable 

seulement quand r tend vers l'infini [85]. 

Une fonction de pénalisation, continue dans tous les domaines, qui conduise à une 

séquence de solutions réalisables meilleure que les précédentes, a été suggérée par Kavlie et 

Moe [48*,74]: 

avec: 

où EO est un petit nombre négatif qui désigne le point de transition entre les deux fonctions 

dans l'équation (86.b). La première équation (membre de droite) est une fonction de 

pénalisation intérieure; la seconde est celle qui permet de dépasser l'interface entre les 

domaines. Les techniques employant cette méthode sont dites de pénalités intérieure étendue 

[15,39,83,85]. 
Haftka et Starnes ont proposé un paramètre EO qui présente l'intérêt de garantir une 

pente positive pour la fonction de transformation au passage de la frontière entre les domaines 

admissible et interdit [39]. D'autres modifications importantes y ont été apportées, par 

exemple l'introduction d'une fonction de pénalisation étendue quadratique [39] ou d'une 

fonction de pénalisation variable [68,85]. 

Le fait que la fonction de transformation n'a qu'un paramètre de pénalité pour toutes 

les contraintes peut conduire à des difficultés numériques, car les contraintes peuvent avoir 

des amplitudes et des variations complètement différentes. La normalisation des contraintes 
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permet d'éviter ce problème, puisqu'elle conduit à des amplitudes de variation des contraintes 

de l'ordre de l'unité. Outre le fait d'avoir un seul paramètre de pénalité, Vanderplaats remarque 

la difficulté pour choisir sa valeur initiale. Ce choix est très important car de lui dépend 

l'efficacité de tous les processus d'optimisation [85]. 

Les méthodes de transformation (SUMT) sans les multiplicateurs de Lagrange ont fait 

l'objet de nombreux développements ces dernières années. Cela n'a pas empêché Powell 

d'affirmer qu'elles sont obsolètes 166,851. 

11.3.2. Méthode du Lagrangien augmenté. 

La principale motivation dans l'étude des méthodes de transformation a sans doute 

été de réduire la dépendance de ces algorithmes par rapport aux paramètres de pénalisation. La 

méthode du Lagrangien augmenté, qui converge vers l'optimum sans nécessiter un paramètre 

de pénalisation tendant vers l'infini, est l'aboutissement de cette étude. 

Nous présenterons cette méthode d'abord en prenant les problèmes sous contraintes 

d'égalité, puis les problèmes sous contraintes d'inégalité et, finalement, les deux algorithmes 

couplés pour résoudre le problème général d'optimisation non linéaire sous contraintes. 

11.3.2.1. Problème sous contrainte d'égalité (Powell - Hestenes). 

Le problème d'optimisation concernant cette étude est formulé comme: 

avec g i (p )=O i = l , l  

Le nombre de contraintes doit être inférieur au nombre de paramètres d'optimisation 

pour que le problème ait une signification. Si 1 = n, il s'agit simplement de résoudre le système 

d'équations non linéaires défini par les contraintes gi(p) = O. Si 1 > n, on aura un problème 

avec un nombre d'équations plus grand que le nombre d'inconnues, par conséquent il aura un 

nombre infini de solutions. 

Pour résoudre le problème P3 ci-dessus, Powell a suggéré la fonction de pénalisation 

[67] : 

où 0 E R1 et = (i = 1,l) sont les multiplicateurs de Lagrange correspondant au point de 

minimum p" (le facteur 1/2 a été ajoutépar Fletcher à l'équation ci-dessus [26, 271). 

La fonction de transformation pour le problème P3 s'écrit: 

(89) 
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Cette fonction est la fonction lagrangienne augmentée, comme on peut clairement 

vérifier si on l'écrit autrement: 

où les deux premiers termes à droite correspondent à la fonction lagrangienne classique 

(équation (79)) et le dernier terme correspond à la pénalisation extérieure. 

Dans la même année, Hestenes a suggéré pour résoudre le problème Pg, la fonction 

de transformation [42,43]: 

où h E R1 . Fletcher a observé que les deux fonctions @ et Y sont équivalentes, sauf que 

Hestenes a supposé a priori que les contraintes sont normalisées [26, 271. Ainsi, on peut 

écrire: 

La différence entre les deux fonctions proposées par Powell et Hestenes ne dépend 

pas du paramètre d'optimisation p. Donc, la solution p* est la même, mais avec des valeurs 

différentes pour @ et Y. 

La condition nécessaire, au première ordre, pour que p* soit un minimum local,, est 

d'après Powell [67]: 

où le gradient a été appliqué à fonction lagrangienne proposée par Hestenes, et le paramètre de 

pénalisation r remplacé par un vecteur ri de paramètres de pénalisation. 

II a montré aussi que, si p* satisfait au deuxième ordre les conditions suffisantes pour 

un minimum, il y a un r' tel que r 2 r' où V2Y(p*,h*,r) est définie positive: p* n'est donc pas 

seulement un point stationnaire mais aussi un point de minimum local de Y(p,h*,r). 

L'importance d'un choix judicieux du paramètre hi est mis en évidence par les deux 

conditions suivantes: 

- Si hi = O, i=l,l la fonction de pénalisation proposée par Hestenes devient la 

fonction de pénalisation extérieure classique (la fonction de pénalisation proposée 

par Powell devient la fonction de pénalisation extérieure au terme quadratique en O 

près); 

- Si hi = h*i, i=l,l l'équation (93) se vérifie pour p*, et on peut noter qu'elle n'est 

pas fonction du paramètre de pénalisation r (problème P3). 
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Cette dernière condition, l'indépendance de l'équation (93) par rapport à r, conduit à 

deux très importantes conséquences [83,85]: 

1- Si h* est connu a priori, alors la solution peut être obtenue en une seule 

minimisation sans contraintes pour un r fixé; 

2- Comme Y(p*,h*,r) ne dépend pas de r, ce paramètre n'a pas besoin d'être modifié 

pendant la minimisation sans contraintes, ce qui permet d'éviter un mauvais 

conditionnement numérique. 

Le problème qui se pose est que nous ne connaissons pas le vecteur h* a priori. 

Néanmoins, on peut envisager une formule itérative pour la réactualisation de hK+l à 

l'itération ~ + l  par rapport à hK dans l'itération K. 

11.3.2.2. Formules pour réactualisation de hk 

De nombreuses études ont déjà été effectuées pour trouver quelle est la façon la plus 

efficace pour corriger les multiplicateurs de Lagrange à l'itération ~ + 1 .  Les propriétés de 

convergence des algorithmes basés sur cette méthode sont dépendantes de la procédure sur 

laquelle leur réactualisation est basée [4,26,27]. 

La façon la plus usuelle de programmer la méthode du lagrangien augmenté consiste 

à faire la minimisation de la fonction lagrangienne à l'itération K en laissant fixes les valeurs 

des multiplicateurs de Lagrange et des paramètres de pénalités. Suite à la minimisation à 

l'itération K, les valeurs sont réactualisées. Cette façon de faire est intéressante car n'importe 

quelle méthode efficace pour la minimisation sans contrainte peut être employée. 

La formule la plus simple pour réactualiser les multiplicateurs de Lagrange a été 

suggérée indépendamment par Powell (équation (94.a)) et Hestenes (équation (94.b)). 

OF1 = O r  +gi(pK) i =  1,l (94.a) 

Ces deux formules sont bien sûr équivalentes car h=qûi. 

Une procédure de réactualisation basée sur la méthode de Newton peut être envisagée 

si les dérivées première et seconde sont faciles à calculer. La formule basée sur cette méthode 

s'écrit [26,27]: 

T 
hK+' = hK + [vgT H-'v~]-' g g = [g,, . . . , g, ] 

où hK est le 1x1 vecteur des multiplicateurs de Lagrange à l'itération K, g est le 1x1 vecteur des 

contraintes d'égalité et H = V2 Y(p,h,r) est la matrice hessienne. On peut noter que toutes les 

dérivées sont prises par rapport aux paramètres d'optimisation p. L'inconvénient de cette 
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procédure réside dans la nécessité de calculer les dérivés, ce qui devient très défavorable pour 

des applications en ingénierie, la fonction lagrangienne augmentée étant dans la plupart des 

cas une fonction implicite de ces paramètres. 

La procédure de Hestenes-Powell peut sans doute être dérivée de celle basée sur la 

méthode de Newton. En effet, pour une valeur très élevée des paramètres de pénalité r, 

l'approximation ci-dessous est valable: 

où R est une matrice diagonale dont l'élément Ri tend vers ri [26,27]. 

Le fait que la procédure de Hestenes-Powell ne nécessite pas de calcul de dérivée la 

rend parfaitement adéquate pour des applications en ingénierie, comme a remarqué Arora [4]. 

Plusieurs procédures ont été développées dans les années 80. Nous ne les 

présenterons pas toutes, mais nous allons quand même en lister quelques unes, qui ont été 

répertoriées par Arora. Les noms indiqués à gauche des formules indiquent ceux qui, dans la 

littérature, sont reconnus comme les probables auteurs [4]: 

(Hestenes-Powell[42,65]): hK" = hK + Rg (97 .a) 

(Rosen [73]): hKf' = -[vgT ~ g 1 - l  vgTvf  (97.b) 

(Buys [13]): hKf' = hK + [vgT H-'v~]-' g (97. d) 

(Tapia [82]): 

(Tapia [82]): 

Dans les équations ci-dessus, h, g, H et R sont définis comme dans les équations (95) 

et (96). La matrice D est la matrice hessienne approchée, obtenue par exemple par une 

méthode de quasi-Newton (BFGS ou DFP). La matrice A est une matrice 1x1, par. exemple la 

matrice identité [4]. 

Dans les procédures de réactualisation b et c, il faut connaître les dérivées premières; 

pour d, e et f, il faut en plus les dérivées secondes. La procédure proposée par Powell- 

Hestenes est la seule qui n'exige pas de calcul des dérivées: pour cette raison, elle est 

considérée comme la meilleure pour les applications de l'ingénieur. 

11.3.2.3. Paramètres de pénalité 

Les paramètres de pénalité jouent un rôle important dans l'algorithme basé sur la 

méthode du lagrangien augmenté, car la convergence globale pour ces algorithmes est assurée 

par la réactualisation des paramètres ri. On peut normalement envisager l'utilisation d'un 

scalaire r pour remplacer le vecteur des paramètres de pénalité. Néanmoins, l'utilisation d'un 
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paramètre de pénalité associé à chaque contrainte est avantageuse car les fonctions peuvent 

avoir des valeurs très différentes (elles peuvent ne pas être normalisées). En plus, on peut 

envisager le développement de schémas de réactualisation dépendants des valeurs des 

contraintes. 

Les principaux critères pour le choix et la réactualisation des paramètres de pénalité 

trouvés dans la littérature sont résumés ci-dessous [4,11,26]: 

+ Les paramètres doivent être supérieurs à une certaine limite, de façon à garantir 

des conditions suffisantes du deuxième ordre; 

+ Leurs valeurs initiales ne doivent pas être trop grandes, pour éviter un mauvais 

conditionnement numérique; 

+ La réactualisation doit permettre une augmentation significative de leurs valeurs, 

pour éviter un faible taux de convergence. 

Une stratégie permettant de réactualiser les paramètres de pénalisation tout en 

assurant la convergence globale a été suggéré par Powell. Cette stratégie peut être résumée 

ainsi: 

+ Si IlgK+lII, /IlgKII, > 0.25, alors quelques ri's doivent être augmentés (par 

exemple par un facteur de 10); 
+ Quand gi < E et ri >r, (i=l, ..., 1), il est possible de montrer que les résultats de la 

convergence locale donnent toujours des valeurs Ilg~+111, /IlgKII, < 0.25. Dans ce 

cas, les ri sont laissés constants et seuls les multiplicateurs de Lagrange sont 

réactualisés. 

11.3.2.4. Problème sous contrainte d'inégalité (Rockafellar - Fletcher). 

La généralisation de la méthode du lagrangien augmenté a été en premier suggérée 

par Rockafellar pour traiter les problèmes d'optimisation avec contraintes d'inégalité [70,7 11. 

La fonction lagrangienne proposée par Rockafellar est en réalité une modification de 

la fonction proposée par Hestenes pour les problèmes avec contrainte d'égalité. Cette fonction 

s'écrit: 

higi (p) + 0.5rigf (P) Si gi (p) 2 -hi / ri 
Y(p,h,r) 

Si gi(p) < -hi /ri 

Plus tard, Fletcher a proposé une fonction lagrangienne augmentée pour les 

problèmes à contraintes d'inégalité très proche de celle proposé par Rockafellar [26,27]: 

(99) 
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où [gi(~)+eiI+ = max (gi(p)+ei,O). 
Comme dans le cas précédent, la différence entre les lagrangiens 0 et Y (équation 

(92)) est: 

Il est facile voir que, si px(h,r) est la solution de Y, alors px(h,r)=p*(O,r) où px(O,r) 

est la solution de 0. 

11.3.2.5. Réactualisation des multiplicateurs de Lagrange hk 

La mise à jour des multiplicateurs de Lagrange peut être réalisée en employant une 

procédure basée sur la méthode de Newton, d'une manière tout à fait analogue au cas du 

problème à contrainte d'égalité. Nous pouvons donc écrire: 

où Iineg(hK) est l'ensemble de contraintes actives [26]. 

L'équation (96) est encore valable dans le cas de paramètres de pénalités très élevés. 

Ainsi, la procédure de réactualisation ci-dessus se résume à: 

A;+' = h: + max(rigi, -h; ) i = 1, ..., 1 ou: (102.a) 

Cette procédure est simplement l'adaptation de la procédure de Powell-Hestenes pour 

les problèmes à contraintes d'inégalité. 

11 y a d'autres procédures de réactualisation possibles, mais il ne s'agit que de 

variantes de celles déjà présentées pour les problèmes à contraintes d'égalité. 

L'avantage de la formule (102) est sa simplicité, et le fait de ne pas avoir besoin de 

calculer la dérivée d'une contrainte individuelle. 

Dans la littérature on ne trouve pas de comparaisons suffisantes entre ces divers types 

de procédures de mise à jour des multiplicateurs de Lagrange pour nous permettre d'arriver à 

des conclusions définitives. Néanmoins, Fletcher a comparé la procédure basée sur la méthode 

de Newton et celle de Hestenes-Powell, dans la solution des problèmes analytiques. Comme 

prévu, il a trouvé une performance meilleure pour la première procédure. 
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11.3.2.6. Problème non contraint: méthode de la région de confiance. 

Récemment, Belegundu et Arora ont fait une étude comparative entre plusieurs 

méthodes d'optimisation, parmi lesquelles la méthode de directions admissibles, méthode de 

pénalité extérieure quadratique, méthode de programmation quadratique récursive et 

méthode du lagrangien augmenté. Ils sont arrivés à la conclusion que la méthode du 

lagrangien augmenté est parmi les plus fiables et les plus précises [8]. Par contre, les 

méthodes de linéarisation, telles que la méthode des directions admissibles et de 

programmation quadratique récursive (RQP), se sont montrées plus efficaces. 

La moindre efficacité des méthodes du lagrangien augmenté a été attribuée plus tard 

par Sunar et Belegundu à la nécessité d'une minimisation précise du problème sans contrainte. 

Sunar et Belegundu ont montré que l'utilisation de la méthode de la région de confiance (ou 

méthode des pas restreints) augmentait son efficacité [81]. C'est la raison pour laquelle nous 

avons choisi cette méthode pour la résolution du problème de minimisation sans contraintes. 

Cette méthode est caractérisée par une région de confiance, au voisinage du point pK 

à l'itération K, dans laquelle on peut avoir une bonne approximation (par série de Taylor 

quadratique) de la fonction à minimiser. La fonction approchée est donc minimisée et la 

région est augmentée (si la qualité est bonne) ou réduite (si la qualité est mauvaise) selon la 

qualité de l'approximation [28]. 

En reprenant notre problème d'optimisation, on peut écrire que, à l'itération K, ce 

problème consiste à résoudre le problème sans contrainte ci-dessous: 

min @ ( p K )  
P 

avec P j m i ~ ~ j m x  j = l , k  

Les paramètres de pénalité ri et les multiplicateurs de Lagrange h; ont été omis pour simplifier 

l'écriture de l'équation, puisque ces paramètres ne sont pas touchés pendant l'optimisation sans 

contrainte. 

Le problème ci-dessus peut être approché par une séquence de sous problèmes 

quadratiques, qui doivent être résolus à chaque itération K. L'approximation quadratique de @ 

en employant la série de Taylor nous permet remplacer le problème par: 

avec 11611 < h: 

où 6 = p ~ + l  - pK, H est la matrice hessienne et ht est la taille de la région de confiance à 

l'itération K. Le paramètre ht doit avoir une taille telle que l'approximation de Taylor soit 

valable tout en prenant en compte les contraintes de projet. 

- page 57 - 



Al~orithmes d'ovtimisation 

Ainsi, la détermination de ce paramètre dépend de la validité de l'approximation quadratique, 

qui peut être mesurée par le facteur rt défini comme: 

Ainsi, le paramètre rt mesure la qualité de l'approximation quadratique. Plus il est 

proche de l'unité, meilleure est l'approximation. En pratique, si la valeur de ce paramètre est 

proche de l'unité, nous sommes en train de chercher le minimum dans une région très petite, 

ce qui gaspille du temps de calcul. Par contre, si la valeur de rt est proche de zéro, nous 

sommes en dehors de la région de validité de la série de Taylor. Dans la première situation, il 

faut augmenter la taille de la région et dans la seconde, la réduire. 

L'algorithme basé sur cette méthode a été proposé par Fletcher [28]. Postérieurement, 

Sunar et Belegundu l'ont utilisé pour résoudre des problèmes d'optimisation en mécanique des 

structures [81], en prenant un hypercube pour la définition de la taille de la région de 

confiance ht,. Cet algorithme est donné ci-dessous. 

Les constantes 0.25, 0.75 sont arbitraires et l'algorithme ci-dessus est peu sensible à 

leurs valeurs. Un avantage de cette méthode est qu'elle converge pour n'importe quelle 

définition de la norme 116Kll. A la différence de Sunar et Belegundu, nous avons pour notre 

part pris la norme euclidienne 116K1I2 pour la définition de ht, ce que nous a permis d'essayer 

l'algorithme très efficace de Heben-Moré dans la solution du sous-problème à l'étape 2 [28]. 

ETAPES 

1 

2 

3 

4 

5 

PROCEDURES 

Etant donné pK et h:, déterminer V@(pK) et H(pK); 

1 
min qK (6) = @(pK) + VBK8 + -8THK6 

Résoudre le problème: 5 2 
avec 11811 5 h: 

Calculer @(pK+@ et rt; 

Si rt c 0.25 faire hY1 = - I I 8  II . (mauvaise approximation quadratique) 
4 

Si rt > 0.75 et I I S ~  I I  = h: faire h:" = 2h:. (bonne approximation quadratique) 

Sinon faire: h:" = h: . (moyenne approximation quadratique) 

Si rt 5 O faire: pK+1 = pK 

Si rt > O faire: pK+1 = pK+GK 
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11.3.3. Algorithme simplifié. 

Nous avons programmé la méthode du Lagrangien augmenté pour l'optimisation des 

problèmes continus non linéaires avec contraintes. L'algorithme employé est basé sur les 

considérations théoriques que nous venons d'étudier. La mise à jour des multiplicateurs de 

Lagrange est faite en employant la procédure de Powell-Hestenes. 

Cet algorithme a été proposé par Powell [65] et il a été étudié par un nombre 

considérable de personnes, parmi les quelles Fletcher [26], Arora et a1[4] et Sunar et 

Belegundu [8 11 (voir page suivante). 

11.4.1. Algorithme génétique. 

L'analogie entre l'optimisation et les mécanismes naturels a permis le développement 

d'algorithmes d'optimisation appelés algorithmes génétiques (GA'S). Ils utilisent quelques 

opérateurs similaires à ceux de l'évolution naturelle et de la génétique. Comme dans les 

mécanismes naturels, les principaux opérateurs qui affectent la constitution d'un 

"chromosome" (qui peut être représenté comme une chaîne des caractères) sont le 

croisement, la mutation et l'inversion. 

Les GA'S agissent sur une population (par exemple: un ensemble de configurations 

géométriques réalisables) de telle façon que les individus d'une nouvelle génération 

accomplissent mieux leurs missions que leurs ancêtres. Pendant le processus de reproduction, 

la probabilité de survie est strictement liée à la performance de chaque individu. Ceux qui ont 

bien accompli leurs missions ont une grande probabilité de transmettre leur matériel génétique 

à la génération suivante. La performance d'un individu est mesurée par une fonction que nous 

appellerons fonction coût, car l'algorithme génétique est naturellement formulé en terme de 

maximisation. Cela permet de faire la différence par rapport à la fonction objectif des 

méthodes lagrangien augmenté et de recuit simulé, qui sont normalement formulées en terme 

de minimisation. 

Dans les processus de croisement, les couples de parents sont choisis aléatoirement. 

Des échanges de matériel génétique sont réalisés et les deux individus générés sont donc 

porteurs d'une partie des caractéristiques génétiques de leurs parents. De nouveaux points dans 

l'espace admissible sont donc testés. 



ETAPES 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

PROCEDURES 

Faire: K=O, Km,=K,. 

Choisir: pO, 01, rl et les scalaires a > 1, P > 1 et E > O 
(a est employé pour forcer la convergence de l'algorithme; P est le facteur de 

multiplication pour augmenter les paramètres de pénalité), 

Paire: K = K + ~ ;  

Déterminer pK que minimise @(p,BK,rK) 
(minimisation sans contrainte); 

Calculer gi(pK) i = 1, ..., m; 
- 

Faire: Kmax = max max max gi, -0;)I ; max~gi~i=l+l,m { I ( i=l,l 1 
- 

Si K, 5 E et I IV@(~",B",~")~~ 5 E ,  fin. (Test d'arrêt) 

(pK est la solution); 
Sinon détermine: 

Iine, ={i: lmax(gi,-Bi)l > Km,la, i=l,l) 
Ieg ={i:lgil > Km&, i=l+l,m) 

- 
Si Km,, 2 Km,, (pas de convergence) faire: 

r:+' = Pr: i = 1 + Iineg eg 

B;+'= 0; / p  i = Ieg + Iineg 
Retour en 2 

Sinon (convergence) détermine: 
O:+' = 8; + max(g ,-O;) i = 1, ..., 1 

O:+' = 0; + g, i = l + l , m  
- 

Si Km,, I Km,, / a (taux de convergence souhaité) faire: 
- 

Kmax = Kmax 
Retour en 2 

Sinon (taux de convergence inférieur au taux souhaité) détermine: 
r:+' = Pr: i = Ieg + Iineg 

B;+'=e;/P i =  1 eg +Iheg 
- 
Kmax 2 Kmax 
Retour en 2 
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La mutation est caractérisée pour des perturbations génétiques aléatoires. En absence 

de mutation, aucune caractéristique génétique nouvelle (qui n'était pas présente 

précédemment dans la population) ne pourrait apparaître. 

Bien sûr, si nous envisageons d'utiliser ces opérateurs en vue de l'optimisation, nous 

devrons avoir une représentation chromosomique des solutions possibles de notre problème, 

par exemple une chaîne de caractères binaires: concrètement, une chaîne A de longueur 1 = 5 

peut être écrite comme A = 01010; l'ensemble des chaînes (chromosomes) à la génération K 

est appelé population A(K). 

Cette méthode repose donc sur la représentation chromosomique des paramètres, le 

processus de reproduction et les trois principaux opérateurs croisement, mutation et inversion. 

Comme nous le verrons, les opérations réalisées sont très simples et nous pouvons poser la 

question de savoir si, en utilisant des opérations aussi simples, on peut vraiment arriver à la 

solution optimale d'un problème. Pour essayer de répondre à cette question et formuler 

mathématiquement ces opérations, Holland a introduit la notion de schéma [44] que nous 

présentons maintenant. 

Un schéma H est défini comme un sous-ensemble de chaînes qui ont en commun 

des caractéristiques génétiques. Il peut être représenté en utilisant le symbole * pour les 

caractéristiques qui ne sont pas communes (Par exemple, H = I*l*O est un schéma qui 

représente toutes les chaînes de longueur 1=5 avec un 1 sur la première et la troisième 

positions et un O sur la dernière position). 

Il y a deux paramètres qui caractérisent bien les schémas: leur longueur et leur ordre. 

La longueur d'un schéma H, représenté par l(H), est la distance entre la première et la dernière 

position occupée par l'un des caractères binaires (O ou 1). Pour le schéma ci-dessus, 

l(H)= 5 1 = 4. 

L'ordre d'un schéma H, représenté par o(H), est défini comme le nombre de positions 

fixes, c'est à dire le nombre de caractères binaires existants dans H. Pour le schéma ci-dessus, 

o(H) = 3. 

11.4.1.1. Représentation des Paramètres. 

Avec ce choix de représentation, l'ensemble des variables de projet ou de paramètres 

d'optimisation sont donc représentés par une chaîne des caractères, sur laquelle les opérations 

naturelles seront faites. 

Par exemple, le paramètre rayon d'une courbe peut être représenté par une chaîne A 

de longueur 1=5 , dont la limite supérieure est A ,= l l l l l  et la limite inférieure Ai=OOOOO; les 

valeurs réelles correspondantes sont simplement calculées en utilisant une règle de trois. 

La longueur de la chaîne est évidemment choisie selon la précision requise pour la 

représentation des paramètres. Dans l'exemple ci-dessus, si le rayon est A=01010 et les 
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limites sont 1 et 110 cm, nous avons pour r la valeur 1+(109131)*10 cm car A=01010 est égal 

à 10 dans la base dix et les limites Ai et A, sont égales à O et 31 respectivement. La résolution 

pour cette représentation est le rapport de la différence entre les limites de la variable rayon et 

de la différence entre Ai et A, (109131). 
S'il y a plusieurs paramètres, ils peuvent être enchaînés dans une seule séquence [34]: 

le premier paramètre occupe les 10 premières places, le deuxième occupe les 10 places 

suivantes, etc. ... L'avantage est qu'une chaîne représente une solution possible du problème, 

sur laquelle toutes les opérations peuvent être faites. Néanmoins, on peut envisager aussi de 

laisser chaque paramètre indépendant et de faire les opérations séparément. Ainsi, le premier 

paramètre du premier individu peut être croisé avec le premier paramètre du dernier individu, 

en même temps que le deuxième paramètre du premier individu peut être croisé avec le 

deuxième paramètre du deuxième individu. Cela nous semble présenter quelques avantages 

car la possibilité de tester de nouvelles solution est grandement augmentée. L'inconvénient est 

que nous avons besoin d'un vecteur pour représenter une solution. 

11.4.1.2. Reproduction. 

Dans un code génétique, la reproduction consiste à sélectionner les individus d'une 

population A(K) selon leurs performances pour participer ou non à la suite du processus. Le 

critère utilisé pour mesurer la performance d'un individu est la valeur d'une fonction coût. 

Considérons la valeur fj de la fonction coût pour la jème chaîne de caractères f'j = 

1,m) et la somme f, de toutes les valeurs fj. Le rapport fj/fs donne la place occupé par la jème 

chaîne dans la population. Une façon très simple de sélectionner les chaînes qui participeront 

à la suite du processus consiste à procéder à un tirage aléatoire pondéré, où chaque chaîne a 

une probabilité d'être tirée proportionnelle à cette valeur fj/fs 1341. 

L'importance du rôle de la reproduction dans un code génétique peut être mesurée par 

son effet sur la propagation d'un schéma H dans une population de n individus, entre la 

génération K et ~ + 1 .  Pendant la reproduction, une chaîne est sélectionnée selon la probabilité 

pj = fj/fs. Ainsi, le nombre attendu de schémas H à la génération ~ + 1 ,  représenté ici par 

N(H,ic+l), est estimé comme: 

où f(H) et < sont les valeurs moyennes de f pour les individus du schéma H et de la 

population A(K) totale, respectivement. 
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En considérant que le schéma représente m chaînes, ces valeurs moyennes sont données par: 

et: 

L'équation (106) montre que la probabilité qu'un individu à la génération ~ + 1  soit de 

type H augmente comme le rapport entre les moyennes des coûts des schémas de type H et de 

la population totale A(K). Les schémas qui ont des coûts moyens supérieurs à celui de la 

population seront donc mieux représentés dans la génération . Ceux qui ont un coût moyen 

inférieur à la moyenne le seront moins. 

La propagation d'un schéma H entre les générations K et K+K peut (avec quelques 

hypothèses) être estimé en utilisant l'équation (106). Pour cela, considérons sa moyenne 
f(H) = (l+d)c , où d est une constante et f ,  est laissée fixe entre K et K+K. Nous avons donc 

pour une valeur d stationnaire: 

N(H,K+K)= ( I + ~ ) ~ N ( H , K )  

Ainsi la reproduction seule augmente (ou diminue) exponentiellement le nombre de 

schémas qui ont des performance au-dessus (ou au-dessous) de la moyenne. Mais elle 

n'explore pas de nouveaux points (concrètement, de nouvelles géométries) dans l'espace 

admissible. En ce sens, rien de nouveau n'est testé. Ce sont les autres processus de croisement 

et mutation qui vont vraiment permettre d'introduire de nouvelles géométries. 

11.4.1.3. Croisement. 

Les chaînes qui ont été sélectionnées dans le processus de reproduction peuvent 

maintenant participer à l'opération croisement. Cet opérateur agit sur deux chaînes 

reproductrices (ou parents) en échangeant des matériels génétiques, avec pour résultat deux 

nouvelles chaînes (ou enfants). 

Le croisement est un processus aléatoire de probabilité p,. La décision pour 

l'exécuter est prise par l'utilisation d'un générateur de nombres aléatoires à densité de 

probabilité uniforme entre O et 1. Si le nombre généré est inférieur à p,, l'opération a lieu. Un 

second nombre aléatoire compris entre 1 et 1-1 doit être généré pour déterminer l'endroit de la 

chaîne où se produira le croisement. Finalement, le matériel génétique placé à la droite de la 

position de croisement est échangé entre les parents, ce qui donne les enfants. 

Pour illustrer ce processus, considérons que les deux chaînes A et B, représentées en 

code binaire avec dix caractères chacune (1=10), ont été sélectionnées pour exécuter 

l'opération de croisement. Un nombre k est généré pour déterminer la position du croisement 
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(1 5 k < IO), par exemple k=4. Les matériels génétiques qui se trouvent à la droite de k sont 

alors échangés, ce qui donne les deux nouvelles chaînes A' et B'. 

1-p droite 

Une opération aussi simple peut-elle contribuer à la recherche de l'optimum d'un 

problème? Comme dans le cas précédent, essayons de voir comment un schéma particulier H 

est affecté par le croisement. Pour cela, considérons la chaîne A de l'exemple précédent et 

deux schémas H et H' qui la représentent. Admettons que la position de croisement k = 4 a 

été choisie aléatoirement. 

droite 

A = 1 0 1 0 ~ 1 1 0 0 1 0  
H = * * * * : 1 * * * 1 *  

k=4 
H'= * * l * ' * * O * * *  

Dans ce cas, le schéma H' pourra être détruit car les allèles sont séparés; par contre, 

le schéma H survivra obligatoirement parce que les deux allèles fixes se trouvent sur le même 

coté par rapport à la position de croisement. Par ailleurs, il est intéressant voir que le schéma 

H sera présent dans une seule des deux nouvelles chaînes. 

Nous pouvons ainsi quantifier l'effet du croisement sur le nombre d'un schéma 

particulier. La probabilité pd pour qu'un schéma soit détruit est donnée par la probabilité 

d'avoir la position de croisement entre la première et la dernière position fixes (entre 1 et O 

pour H'),  c'est à dire pd = l(H)l(l-1). Si l'opération est faite avec une probabilité de croisement 

p,, la probabilité d'être détruit est donc pd I p,l(H)/(l-1). Si le croisement se fait entre deux 

chaînes qui représentent le même schéma, il ne sera jamais détruit: considérons la proportion 

P(H,K) de représentants du schéma H dans la population A(K). 
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Donc, comme le schéma ne sera détruit que si le croisement se fait entre chaînes 

représentatives de schémas différents, la probabilité de destruction est inférieure à: 

Pd 2 pC [lm 1,(2 - l ) ] ( l -  Pm K)) (log) 

Bien entendu, la probabilité de survie p, du schéma H sera donnée par: 

> 1 - p,[l(H)I (2 - l)]( l-  P(H,K)) Ps - (1 10) 

En considérant que la reproduction et le croisement sont des opérations 

indépendantes, nous pouvons estimer le nombre de représentants du schéma H dans la 

génération ~ + 1  par rapport à la génération K comme le nombre attendu par la reproduction 

seule, multiplié par la probabilité de survie p,: 

L'équation (1 1 1) montre (nous le détaillerons plus bas) que les schémas de longueur 
2(H) faible et de coût moyen f(H) supérieur à la moyenne fs verront leur nombre augmenter à 

la génération ~ + 1  par rapport à K. 

D'une façon analogue à la reproduction et en considérant les mêmes hypothèses, 

l'équation pour la propagation d'un schéma H après K générations peut être estimée. En 

prenant les deux opérations combinées, nous obtenons: 

Cette équation montre que, si le produit des deux termes à la puissance K est 

supérieur à l'unité, le nombre de représentants du schéma H aura des taux de croissance 

exponentielle. Dans le cas contraire, le nombre diminuera exponentiellement. 

Par ailleurs, il est intéressant de voir quelle est la valeur de la moyenne f(H) 
nécessaire pour garantir l'augmentation du nombre de représentants du schéma H. Comme 
nous le savons, elle doit être supérieure à la moyenne de la population c, mais on ne sait pas 

de combien. De l'équation (1 Il),  on peut voir que le nombre de schéma augmentera si 

l'inégalité ci-dessous est vérifiée: 

~ { l - p c [ 2 ( ~ ) l  (2 - 1)](1-P(H,K))} 2 1 c'est-à-dire: 
T. 

- 

f (H) 2 fs 
1 - P c [ 2 ( ~ ) l ( 1  -1)](1 -P(H,K)) 

Le cas plus défavorable arrive quand p, = 1 et P(H,k) <cl ,  nous avons alors: 
- 

f (H) 2 fs 
1 -2(H)l(2-1) 

On peut voir que l'inégalité OSI(H)l(I-1)Sl se vérifie pour n'importe quel schéma H. 

Donc, dans le cas où les allèles ne sont pas fortement liés (2(H) G (2-1)) la performance 
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moyenne f(H) doit être beaucoup plus grande que la moyenne de la population pour que le 

nombre de schéma H puisse augmenter (dans le cas hypothétique où l(H)/(l-l)=l le nombre 

de schémas n'augmentera jamais!). Dans le cas contraire (l(H) << (1-1)) il faut que la 

performance moyenne f(H) soit légèrement supérieur à pour garantir que H augmente. 

11.4.1.4. Mutation. 

La mutation est simplement une perturbation aléatoire de la valeur d'une allèle (bit) 

dans une chaîne de caractères (binaires) avec une probabilité de mutation p,. Ce processus 

protège la recherche du minimum contre la perte de caractéristiques génétiques, pendant la 

reproduction et le croisement, par l'introduction de nouveaux matériels. 

Ce processus est exécuté bit par bit. Pour l'illustrer, reprenons la chaîne A de 

l'exemple précédent avec k=5. Un nombre aléatoire (probabilité uniforme) est généré entre O 

et 1 et il est comparé avec une probabilité de mutation p, choisie a priori. S'il est inférieur, on 

exécute la mutation, qui consiste simplement à changer la valeur du bit k de 1 par 0. 

Pour qu'un schéma H survive, il faut que toutes les positions fixes survivent. Comme 

la probabilité de survie d'un simple bit est (1-p,) et comme la mutation est une opération 

réalisée bit par bit, la probabilité de survie à la mutation d'un schéma H est: 

L'effet combiné des trois opérateurs - reproduction, croisement et mutation - sur le 

nombre de schéma H, à la génération ~ + 1  par rapport à K, peut être estimé comme: 

o(H) Pour des valeurs de p,<<l, (1 - = (1 - o(H)p,,, ). Nous pouvons donc écrire: 

Cette équation est tellement importante dans l'étude des algorithmes génétiques que Goldberg 

l'appelle théorème fondamental de l'algorithme génétique [34]. Elle montre qu'un schéma H, 

dont la performance moyenne est supérieure à la moyenne de la population, qui est de faible 
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longueur de définition l(H) et d'ordre faible verra son nombre augmenter d'une génération à 

l'autre. 

11.4.1.5. Inversion. 

Dans ce processus aléatoirement décidé avec une probabilité pi, choisie a priori, on 

sélectionne une partie de la chaîne à l'aide de deux nombres aléatoires kl et k2, avec 1 < kl < 
k2 5 1 et on inverse (retourne) cette partie de la chaîne. Ce processus est illustré ci-dessous 

pour la chaîne A et deux points kl = 5 et k2 = 7. 

Nous avons vu que l'effet du croisement dans un code génétique conduit à 

l'augmentation exponentielle du nombre de représentants des schémas H qui ont une faible 

longueur l(H) et une performance moyenne supérieure à la moyenne de la population. C'est à 

dire qu'à long terme, il y aura une augmentation sélective du nombre de représentants des 
schémas fortements liés entre eux et présentant une performance f(H) > f,. 

L'inversion est un opérateur qui peut être employé pour augmenter la liaison entre les 

allèles d'une chaîne sans affecter sa performance. Bien sûr, s'il s'agit simplement de changer la 

liaison entre les caractères, nous devrons représenter les chaînes de telle façon que la valeur 

d'un caractère soit indépendante de sa position dans la chaîne. Une méthode simple de 

représentation consiste à associer à chaque caractère un indice, qui a pour but de pointer sa 

véritable position au moment de décoder la chaîne. Par exemple, les deux chaînes A et B ci- 

dessous ont la même valeur (20+0*21+22+0*23+24=21) car elles ont les mêmes allèles 

associées à des indices identiques: 

Ainsi, une chaîne A représentée par m paires de caractères {(1,6i),(2,62), ...,( m,6,)), 
où le premier caractère est l'indice et le deuxième 6 est la valeur de l'allèle (O ou 1 dans le cas 

de l'alphabet binaire) peut être écrite de plusieurs façons, sachant que les permutations ne 

changent pas sa valeur. 
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En plus, les schémas H={*,(2,a2),* ,..., *,(n,6,,),* ,..., *) et H'={(n,6n),(2,62),* ,..., *) 
désignent le même sous-ensemble, sauf que le deuxième est plus lié: il aura plus de chance de 

survivre à l'opération de croisement. 

En utilisant ces définitions et l'équation (1 1 l), il est possible montrer que, si le 

processus d'inversion a produit un schéma H', où l(H') < I(H), le nombre de schéma H' dans 

la prochaine génération augmentera plus vite que celui de H: 

(nous avons pris dans l'équation (1 11) p,=l et P(H,k) <cl). Nous pouvons estimer qu'après K 

générations, le nombre de schémas H' par rapport à H est: 

Cette équation montre que les schémas faiblement liés (l(H) - 1-1) avec des 

performances au-dessus de la moyenne vont se multiplier moins vite que les schémas 
fortement liés (l(H) = 1). Ainsi, si l'inversion fournit un schéma H' avec l(H') < l(H) de 

performance au-dessus de la moyenne, il prédominera rapidement et il y aura une pression 

vers la formation de liaisons fortes (longueur du schéma faible) entre les allèles du schéma 

(caractères). 

La probabilité de transformation d'un schéma H de longueur l(H) en un schéma H' de 

longueur l'(H) par le processus d'inversion peut être estimée comme la probabilité d'avoir une 

position d'inversion entre les positions fixes extrèmes du schéma et l'autre en dehors. Ainsi, 

nous pouvons écrire que le schéma sera transformé avec une probabilité: 

La valeur maximale de cette probabilité arrive pour l(H) = (1-1)/2, d'où pd=.5pinv. La 

probabilité pour le schéma H de survivre à cette opération est: 

En conclusion, la reproduction, le croisement (qu'on ne laisse agir qu'entre individus 

ordonnés de la même façon [44]) et l'inversion opèrent ensemble pour élargir la liaison du 

schéma qui présente des performances supérieures à la moyenne. La mutation est la seule 

opération introduisant de nouvelles caractéristiques génétiques au sein de la population. 
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11.4.1.6. Choix de la fonction coût. 

Les algorithmes génétiques sont naturellement développés sous une forme de 

maximisation (voir par exemple la manière avec laquelle les individus sont sélectionnés dans 

les processus de reproduction), avec des valeurs de fonctions positives sur tout l'espace de 

recherche de l'optimum. Dans certains cas, les fonctions objectif ne peuvent pas être 

employées. Si on considère le problème de l'optimisation non linéaire contraint Pl comme 

donné par l'équation (78), nous pouvons utiliser une transformation comme dans le cas de la 

méthode de pénalisation extérieure classique. Ainsi, le problème d'optimisation se résume à la 

minimisation de la fonction Y(p) ci-dessous: 

où r est le paramètre de pénalité et où le terme [gi(p)]+ signifie que seules les contraintes qui 

ont été violées. sont prises en compte. 

Le problème de minimisation de l'équation (123) doit être remplacé par celui de la 

maximisation d'une fonction coût, pour que le problème puisse être résolu par un code 

génétique. Ainsi, nous pouvons écrire à la place du problème classique de minimisation, le 

problème de maximisation donné par l'équation (124). Si la fonction f(p) est partout positive 

(cas courant en électromagnétisme lorsqu'on minimise une fonction quadratique), nous 

pouvons faire Fm, = 1; dans le cas contraire, Fm, doit être choisi supérieur à la valeur 

absolue maximal de f(p). 

max @(p) = 
1 

Fm,, + Y(P 

11.4.1.7. Algorithme GA simplifié. 

L'organigramme simplifié de l'algorithme génétique pour l'optimisation des 

problèmes continus non linéaires sous contraintes, est présenté ci-dessous. L'algorithme 

réalisé est basé sur les considérations théoriques que nous venons d'étudier. 
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ETAPES 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

PROCEDURES 

Choisir: NBPOP, NBGEN, P,, Pm et Pi, 
Faire: K=O 
Choisir: pi, i~ (1, ..., NBPOP) 
(Génération de la population initiale) 

Faire: K=K+~;  
(Compteur des générations) 

Calculer Oi(pK) i = 1,NBPOP; 
(Calcul des fonctions coûts ai pour tous les individus) 

Sélectionner OK(pK) 2 Di(pK) pour i = 1,NBPOP; 
(Sélection de l'individu de meilleur performance) 

Si 3 < K < NBGEN et @, - -x O,-, 5 E ou si K>NBGEN fin. 
3 i=i  

(pK est la solution); 
(Test d izrrêt) 

l l 3  l 
Si K > 1: Remplacer le moins performante des individus par le plus 
performante de la génération antérieur. 

Sélectionner @,(pK) 5 Bi(pK) pour i = 1,NBPOP; 
(Sélection de l'individu de performance moins bonne) 
Remplacer @,(pK) pour ak(pK-1). 

Reproduction 

(Sélection des survivants) 

Croisement 

(Opération entre couples choisi aléatoirement avec la 
probabilité p,) 

Mutation 

(Opération aléatoire sur chaque bit avec la probabilité p,) 

Inversion 

(Opération aléatoire sur chaque individu avec la probabilité pi,,,) 

Retour en 2. 
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11.4.2. Algorithme de recuit simulé (Simulated Annealing Algorithm). 

Dans cette section, nous allons étudier l'algorithme de recuit simulé pour 

l'optimisation des problèmes en milieux continus, en ayant comme priorité la détermination 

du minimum global. Cette méthode a été déjà appliquée pour résoudre des problèmes 

d'optimisation en électromagnétisme, comme l'optimisation de forme et l'optimisation du 

positionnement de conducteurs [10,24,77]. 

11.4.2.1. Algorithme de recuit simulé. 

Cet algorithme a été introduit par Kirkpatrick et al pour résoudre des problèmes 

complexes d'analyse combinatoire, comme par exemple le problème de l'optimisation des 

positionnements dans la conception des ordinateurs et des circuits intégrés. Dans ce domaine, 

le critère majeur est la minimisation des longueurs des connexions entre circuits pour obtenir 

de faibles temps de propagation des signaux, et par là même de grandes vitesse de 

fonctionnement du système [49]. Les contraintes associées à ce problème de positionnement 

cherchent à éviter la congestion des conducteurs film métallique trèsfin fait en utilisant des 

procédés comme la photolithographie), et à limiter les sources de bruit telles que le 

croisement des conducteurs. Les méthodes directes pour chercher la solution sont tout à fait 

impraticables en raison du trop grand nombre de variables. 

Les concepts fondamentaux de cette technique ont été tirés de l'analogie entre 

l'optimisation et la thermodynamique du recuit d'un solide. Ce processus consiste à chauffer le 

solide jusqu'à la fusion, puis à le refroidir jusqu'à la cristallisation dans un état de crystal 

parfait. Pour obténir un crystal parfait, le refroidissement doit être conduit de façon à éviter 

des minima locaux (de l'état énergétique) qui provoqueraient des imperfections [2,49]. 

Le comportement du corps solide pendant les variations de la température peut 

seulement être expliqué par le comportement le plus probable du système dans l'équilibre 

thermique, car le nombre des atomes est très élevé, d'ordre 1023Icm3. L'équilibre thermique 

est caractérisé par la distribution de Boltzmann, qui donne la probabilité pour un solide d'être 

dans l'état (énergétique) i avec l'énergie Ei à la température T [2]: 

où X est une variable stochastique qui désigne l'état actuel du solide et Z(T) est une fonction 

appelée fonction de partition, définie par: 

où n représente tous les états énergétiques possibles. 
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Pour simuler l'évolution d'un solide vers l'équilibre thermique pour une température 

donnée T, Metropolis et a l  ont introduit un algorithme très simple basé sur la technique de 

Monte Carlo [2,49,59]. A l'itération ~ + 1  une petite perturbation est imposé au système, par 

exemple par le déplacement d'une particule. Le changement énergétique AE est calculé. 

Si AE 5 O, le déplacement est accepté et la configuration est sauvegardée comme 

point de départ pour la prochaine itération. 
Si A E  > O, la décision est traitée en termes probabilistiques: la configuration est 

acceptée pour initialiser la prochaine itération seulement si P(AE) > 6, où 

P(AE) = exp(-AEkbT) et 6 est un nombre aléatoire uniformément généré dans 

l'intervalle [0,1). Cela est très intéressant puisque des minima locaux sont évités. 

En répétant cette procédure plusieurs fois, le mouvement thermique des particules 

(atomes ou molécules) est simulé et pour un nombre d'itérations très élevé on 
attend l'équilibre thermique. Le choix de P(AE) signifie simplement que le 

système évolue avec la distribution de Boltzmann: par conséquent on tend vers 

l'équilibre thermique. 

Kirkpatrick et al, en faisant l'analogie entre l'optimisation et le processus physique de 

recuit, ont tiré les correspondances suivantes [49]: 

+ La détermination de l'état de basse énergie d'un système est un problème 

d'optimisation, bien sûr différent de ceux habituellement rencontrés. Ainsi, la 

solution d'un problème d'optimisation à l'itération K est équivalente à l'état 

énergétique d'un système physique à l'itération K dans l'algorithme de Metropolis. 

la fonction coût ou objectif joue donc le rôle de l'énergie; 

+ Normalement, dans l'optimisation, il n'y a pas le paramètre température. Mais, la 

température peut être simulée, par exemple, simplement en utilisant un paramètre 

de contrôle qui jouera son rôle. 

En utilisant ces correspondances, il est très simple programmer l'algorithme de 

Metropolis en ayant comme but de résoudre un problème d'optimisation. On parle alors de 

l'algorithme de recuit simulé, ou simplement SA (Simulated annealing method). 

Dans l'algorithme classique de recuit, le processus commence avec une température 

élevée et des perturbations aléatoires sont réalisés sur chaque variable de projet. Pour chaque 

perturbation aléatoire, une fonction coût est évaluée et comparée avec sa valeur antérieure. Si 

un gain est obtenu, la solution courante et la valeur de la fonction coût sont sauvegardées. 

Dans le cas contraire, la solution courante n'est sauvée que si la probabilité de Boltzmann est 

plus grande qu'un nombre aléatoire à probabilité uniforme généré dans l'intervalle [0,1]. Cette 

procédure est répétée pendant un nombre spécifié de cycles jusqu'à ce que le quasi équilibre 



soit atteint. Après, la température est réduite et une nouvelle itération est exécutée. On peut 

montrer que la séquence des point générés converge vers le minimum global du problème 

quand la température atteint une valeur très petite [2,40]. 

11.4.2.2. Schéma de refroidissement (Cooling Schedule). 

Le principal problème rencontré dans la résolution d'un problème d'optimisation par 

cette méthode, trouver le minimum global dans un temps fini, est lié à la détermination du 

schéma de refroidissement. On entend par là l'ensemble des paramètres qui gouvernent la 

convergence de l'algorithme. Ces paramètres sont: 

+ valeur initiale du paramètre de contrôle TEMPO (température initiale); 

+ facteur de réduction de la température Fr; 
+ nombre d'itérations sur chaque valeur de température (longueur de la chaîne de 

Markov) LM; 
+ critère d'arrêt. 

Cet ensemble de paramètres est appelé en anglais "cooling schedule" [2,49]. 

Paramètre de contrôle initial (température) 

Dans le processus physique, le solide doit être chauffé jusqu'à ce qu'il fonde pour 

que, dans la phase liquide, les atomes ou particules puissent se déplacer et atteindre l'équilibre 

thermique. Dans l'algorithme SA, le paramètre de contrôle initial doit être suffisamment élevé 

pour permettre à toutes les transitions d'être acceptées, c'est-à-dire pour permettre la 

localisation de la région où se trouve le minimum global. Evidemment, cette température n'est 

pas la même pour tous les problèmes. Le taux d'acceptation des transitions dans le premier 

cycle proche de l'unité peut être pris comme un critère pour la détermination du facteur 

TEMPO 1491. Dans la pratique, on commence par une petite valeur et on la multiplie par un 

facteur supérieur mais proche de l'unité jusqu'à obtenir un taux d'acceptation proche de l'unité. 

Bien sûr, le taux doit être calculé après un nombre minimum d'itérations. 

Facteur de réduction 

La valeur du facteur Fr responsable de la réduction du paramètre de contrôle entre les 

itération K et ~ + 1  doit être inférieure à l'unité, mais proche d'elle. Le refroidissement doit être 

conduit comme dans le processus physique, pour éviter des minima locaux. Dans la littérature, 

on rencontre des valeurs de Fr entre 0.8 et 0.99 [2,49]. 
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Chaîne de Markov 

Le nombre d'itérations (longueur de la chaîne de Markov) doit être suffisamment 

grand pour que l'équilibre thermique, c'est-à-dire le rapport entre le nombre des acceptations 

na et le nombre des rejets n, devienne égal à l'unité (na/nr=l). Sinon, on risque de tomber sur 

des minima locaux ou, comme dans le processus physique, d'être rattrapé par des structures en 

cristal présentant des imperfections locales. 

Normalement, le critère d'équilibre thermique est trop sévère et il est remplacé par la 

notion de quasi équilibre, car dans le premier cas le nombre d'itérations est très élevé. Dans la 

notion de quasi équilibre, on cherche à faire la mise à jour du paramètre de contrôle, après une 

nombre minimal d'itérations ni et quand le rapport naIn, est dans l'intervalle [0.8,1.25]. 

Critère d'arrêt 

Finalement, on arrête le processus de recherche du minimum quand des 

améliorations sensibles ne sont plus réalisées, ou quand le paramètre de contrôle est inférieur 

à une certain limite. Vanderbilt et Louie ont suggéré comme critère d'arrêt l'expression 

suivante: 

où (E) est la valeur moyenne de la fonction objectif, E,, est la solution courante et ~ < < 1  est 

la précision requise [84]. 

11.4.2.3. Algorithme de recuit simulé avec variables continues. 

L'algorithme SA a été proposé par Kirkpatrick et al pour résoudre des problèmes 

d'optimisation combinatoire, avec une fonction objectif définie comme fonction de variables 

discrètes. Dans ce cas, les mouvements aléatoires correspondent à des permutations dans la 

liste des mouvements possibles. Comme un exemple, nous pouvons citer le problème que 

pose la détermination du meilleur itinéraire (le plus court) pour parcourir un ensemble de 

villes dont connaît les coordonnées. Pour ce problème, les mouvements aléatoires 

correspondent à des permutations dans la liste des villes. 

Pour l'application de cet algorithme en électromagnétisme, où normalement les 

fonctions sont fonctions des variables continues, les mouvement aléatoires sont remplacés par 

des perturbations aléatoires sur les variables de projet. La perturbation consiste en fait à 

modifier la variable courante en ajoutant un pas Ap (incrément ou décrément), qui doit être 

déterminé en utilisant une stratégie efficace. Cette stratégie doit être indépendante du 
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problème traité et se régler automatiquement pour permettre à l'algorithme d'être 

numériquement efficace. Vanderbilt et Louie ont proposé [84]: 

Ap = Qu (128) 

où Q est une matrice qui contrôle la distribution du pas et u est un vecteur de nombres 

aléatoires (ul,u2, ... ,un) avec chaque ui choisi indépendamment. Ils ont proposé deux 

procédures pour calculer la matrice Q. La première est plus simple et la matrice générée est 

une distribution des valeurs efficaces de la longueur des pas; dans la seconde, la matrice 

générée prend en compte la topographie local du problème. Cette stratégie a été testée dans 

l'optimisation des fonctions analytiques de 2 à 6 dimensions. 

Une autre stratégie, proposée par Corana et al [18] consiste à ajuster le vecteur des 

pas selon l'information sur le rapport entre le nombre des mouvements acceptés et rejetés. 

Cette idée consiste à modifier la longueur du pas de façon que la valeur du rapport entre les 

mouvements acceptés et rejetés soit proche de l'unité. Une petite valeur signifie qu'un nombre 

élevé de mouvements est rejeté et que la recherche a été réalisée dans une région trop large. 

Une grande valeur signifie qu'un nombre élevé de mouvements est accepté et la recherche a 

était faite dans une région trop petite. Dans les deux cas, on gaspille du temps de calcul. Ils 

ont proposé deux équations pour la mise à jour du vecteur des pas: 

AP i ' = Api[l +Ci (Pi -.6)1.4] si Pi > .6 

où Pi est le rapport entre les mouvements acceptés et rejetés et Ci est le paramètre de contrôle 

pour la i-ème direction. Pour le cas limite, quand Pi = 1 (ou Pi = O )  on a Apit = Api(l+Ci) 

(OU Apit = Api/(l+Ci)). Ainsi, pour Pi = 1 and Ci = 0.1, le i-ème pas est l.lApi dans la 

prochaine itération. Dans le début du processus, ils utilisent Api = O.S(bi-ai), où ai et bi sont 

les limites inférieure et supérieure pour le i-ème pas. 

Nous avons pour notre part employé la stratégie proposé par Corana et al. Nous nous 

sommes aperçus que cette stratégie donne de bons résultats pour la plupart des problèmes 

testés (voir chapitre suivant), mais il y a eu quand même des cas où la solution minimale 

globale n'a pas été atteinte. La cause principale en était la difficulté de l'autoadaptation des 

pas à mesure que la région de recherche devenait plus petite. Nous avons alors proposé de 

remplacer le vecteur de pas Ap par une matrice, générée comme dans la méthode heuristique 

appelé TABU appliqué à l'optimisation des fonctions dans des milieux continus [46]. 
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11.4.2.4. Algorithme TABU (TABU Search algorithm). 

TABU est un algorithme heuristique qui a été proposé par Glover pour résoudre des 

problèmes d'optimisation combinatoire [33]. Cet algorithme a été récemment étendu à 

l'optimisation des fonctions continues par Hu [46]. Dans l'algorithme TABU avec des 

mouvements aléatoires, un ensemble de pas hk, H = {hl, ...., hnd} est initialement donné. Pour 

un point réalisable p, les mouvements de recherche sont faits sur un ensemble de pas actifs k, 

où k E {l,nd} et le pas hk E H-T. Le tableau T contient la liste des pas acceptés, lequel est 

initialement vide. Pour chaque pas actif un mouvement réalisable est généré. Si nous avons un 

décrément dans la valeur de la fonction coût, le mouvement aléatoire est sauvegardé comme la 

solution courante p et le pas hk est ajouté à T. Quand H-T est vide, T est mis à jour et le 

processus total est réinitialisé, sinon la procédure ci-dessus est répétée. 

11.4.2.5. Méthode de Recuit Simulé Modifié (MSA). 

L'organigramme de l'algorithme MSA que nous avons proposé est montré ci-dessous 

[88]. Cet algorithme est une variante de l'algorithme proposé par Corana et al et repris par 

Sirnkin et Trowbridge avec la proposition faite par Hu d'un tableau des pas réalisables par 

l'algorithme TABU. 

La principal différence entre l'algorithme MSA et l'algorithme décrit par Corana et al 

est que, dans le premier, le vecteur de pas v du second est remplacé par ND vecteurs de pas, 

stockés dans une matrice H et les NC cycles auxiliaires du second sont exécutés pour chaque 

vecteur active hk, k E (1, ..., ND). Après NCxND cycles, la matrice H est ajustée, en utilisant 

le même critère décrit en [la] et la température TEMP est réduite par un facteur inférieur 

mais proche de l'unité. 

La procédure utilisé pour calculé la matrice H comme décrit par Hu est: 

+ Nous considérons d'abord que la fonction coût est définie comme une fonction de 

n variables continues pi, i E (1, ..., n), avec chaque pi E {ai,bi). 

+ Les ND vecteurs de H peuvent alors être calculés: 

où c est un facteur plus grand que 1, par exemple c=2. 
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Met-alg: Algorithme de Metropolis 
NBDIV: nombre de pas 
NUCICL: nombre de cycles auxiliaires 
LIM: limite de mouvementravec succès 
j: j-ème cycle auxiliaire 
k: k-ième pas 
i: i-ième variable continue 
u: u-ième succès 
TEMP: tempkrature 
p,: solution améliorée 

Initialisation L=l 

non 
'7 l I 

1 oui 

Fig. 24: Organigramme pour l'algorithme MSA. 

L'avantage de cet algorithme par rapport à l'algorithme de recuit simulé pour traiter 

des problèmes continus est surtout qu'il est moins sensible à la correction des pas proposée par 

Corana et al. On commence la recherche du minimum d'abord avec des pas suffisamment 

grands pour couvrir tout le domaine. Dans cette étape, l'amplitude des variations de la 

fonction objectif sont vérifiés. A mesure que nous réduisons la température et le tableau des 

pas, la recherche est faite dans des régions plus petites [92]. 
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11.4.2.6. Couplage de l'Algorithme MSA avec BEM2D. 

La méthode des équations intégrales de frontière peut être couplée avec l'algorithme 

MSA via la fonction coût. Le problème Pl de l'optimisation non linéaire sous contraintes 

(équ. 78) doit être transformé pour pouvoir être résolu par MSA. 

En utilisant une transformation du type de celles rencontrées dans les méthodes de 

pénalité extérieure, le problème originel peut être ramené au problème de minimisation sans 

contrainte: 

Comme dans l'étude des méthodes déterministes, r est le paramètre de pénalité et le 

terme [gl@)]+ assure que seulement les contraintes qui sont actives sont considérées. Le 

problème peut maintenant être résolu par MSA. 

11.5. METHODES HYBRIDES. 

La solution d'un problème d'optimisation obtenue par les méthodes déterministes 

dépend d'une façon générale du point de départ, car ces méthodes font la recherche du 

minimum à partir de l'information donnée par le calcul du gradient, lequel est évalué au point 

courant. Ainsi, si la direction donnée par le gradient conduit vers un minimum local, 

l'algorithme ne s'arrêtera pas sur le minimum global. Obtenir le minimum global ne peut être 

que le fruit d'une heureuse coïncidence. 

Néanmoins, certains méthodes déterministes, d'ordre un ou deux, présentent de 

bonnes caractéristiques pour l'optimisation de problèmes réels: en particulier, l'effort de calcul 

est faible par rapport aux méthodes stochastiques. 

Les méthodes stochastiques ont deux grands avantages: la capacité à trouver le 

minimum global, et l'absence des calculs de dérivées. L'inconvénient majeur est l'effort de 

calcul qu'il faut fournir dans la plupart des cas pour arriver à des solutions précises. 

On peut alors envisager le couplage entre méthodes stochastiques et déterministes 

pour tirer parti des avantages: 

+ un algorithme globalement convergent (capacité de trouver le minimum 

global); 

+ moins coûteux en termes d'effort de calcul que les algorithmes uniquement 

stochastiques. Dans le cas où la méthode déterministe est d'ordre zéro un avantage 

supplémentaire très important est assuré: pas de calcul de dérivées. 

Dans la suite nous allons présenter les méthodes hybrides qui nous avons proposé: 

+ l'algorithme génétique couplé avec la méthode du lagrangien augmenté; 

+ l'algorithme de recuit simulé couplé avec ALM. 
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Dans le deux cas, l'idée est de lancer la procédure de recherche de la région de 

minimum global par une méthode stochastique (GA ou MSA). Après localisation de cette 

région, l'algorithme ALM est lancé, avec pour but une convergence rapide au point de 

minimum global. La question à trancher est de déterminer le bon moment pour faire la 

commutation entre les deux méthodes. Mais, comment identifier ce moment? Nous 

essayerons dans la suite de répondre à cette question en rappelant les analogies qui ont été 

faites pour arriver aux méthodes stochastiques que nous avons présentées ci-dessus. 

11.5.1. Algorithme génétique / Lagrangien Augmenté (GNALM). 

La commutation dans le cas de l'algorithme génétique peut être faite en utilisant les 

procédures suivantes: 

+ Nombre des générations. C'est le cas le plus simple. L'inconvénient est surtout 

le fait de que les problèmes ne présentent pas tous la même nature. Par exemple, les 

problèmes où la fonction objectif est telle que le minimum global se trouve dans une 

vallée très étroite auront certainement besoin d'un nombre de calculs de fonction coût 

(nombre de génération multiplié par le nombre des individus) plus grand que si la 

vallée ne l'était pas; 

+ Diflérence entre les valeurs moyennes de la fonction coût, aux générations 

k+l et k, inférieure à une certaine limite. L'inconvénient est que le comportement de 

la moyenne normalement présente de grandes variations entre deux générations 

comme nous pouvons le voir dans le prochain chapitre. 

+ Dz#hence entre les deux meilleures valeurs de la fonction coût, aux 

générations k +l et k, inférieure à une certaine limite. Cette procédure est moins 

sensible au type de problème (dans l'algorithme GA nous gardons toujours la 

meilleur solution) et nous la préférons pour cette raison. Cette procédure est 

applicable et donne de bons résultats, comme nous le verrons dans le chapitre de 

validation. 

La comparaison entre la première et la dernière procédure dont nous venons de parler 

sera présentée dans le chapitre de validation des résultats. 

L'algorithme hybride GA-ALM réalisé est d'une manière très proche des algorithmes 

génétique et du lagrangien augmenté déjà présentés. La différence est, qu'une fois atteinte la 

condition de commutation, l'algorithme génétique est stoppé et le meilleur résultat est 

sauvegardé pour lancer l'algorithme du lagrangien augmenté. L'algorithme hybride est donc 

simplement l'algorithme génétique, plus la condition de commutation choisie, plus 
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l'algorithme du lagrangien augmenté, les deux premiers servant seulement à trouver le 

meilleur point de départ possible pour commencer l'algorithme déterministe. 

11.52. Algorithme recuit simulé 1 Lagrangien augmenté (MSAIALM). 

Drago et al ont abordé la question du moment adéquat pour faire la commutation 

dans le couplage de l'algorithme de recuit simulé avec l'algorithme de "Pattern Search" [24]. 

Ils ont discuté trois possibilités pour la commutation: 

+ Selon la taille du pas: si le pas est inférieur à une certaine limite, on arrête 

l'algorithme de recuit simulé et on lance l'algorithme déterministe. Ils ont remarqué 

que cette possibilité est très liée au type de problème car les paramètres n'ont pas le 

même comportement pendant le processus itératif. Pourtant, elle est difficile à mettre 

en oeuvre efficacement. 

+ Nombre d'itérations: c'est le cas plus simple. L'inconvénient est surtout le fait 

de que les problèmes ne présentent pas tous la même nature. On peut dire que ce 

critère est similaire à celui du nombre des générations pour l'algorithme génétique, et 

présente les mêmes inconvénients. 

+ Nombre de réductions de la température (passages au point marqué * dans 

l'algorithme Fig. 24): ils ont remarqué que cette procédure est la meilleure pour 

l'algorithme de recuit simulé, car la température est faible quand l'équilibre est 

atteint. 

Des trois, la dernière procédure nous semble aussi la plus adaptée. Néanmoins, il y a 

une autre procédure qu'on peut envisager en faisant appel à l'analogie entre l'optimisation et le 

processus physique: la solidification en thermodynamique, changement de la phase liquide 

vers phase solide, est caractérisée par une grande variation d'énergie. Kirkpatrick et al ont 

remarqué que, pendant les grande variations d'énergie, commence le processus de freezing et 

que le refroidissement doit être conduit pour ne pas être bloqué par un minimum local [49]. Si 

on admet l'hypothèse que l'équilibre énergétique est atteint aux itérations K et ~ + l ,  et que la 

différence entre les valeurs de la fonction objectif entre ces itérations est inférieure à une 

certaine limite, on peut faire la commutation. Du point de vue du processus physique, cette 

procédure nous semble apporter de meilleurs résultats. 

La comparaison de cette procédure avec celle du nombre de réductions sera présentée 

dans le chapitre de validation des résultats. 

Les remarques pour l'algorithme hybride réalisé MSA-ALM sont tout à fait similaires 

à celles déjà faites pour GA-ALM, sauf que le résultat pour lancer l'algorithme ALM est 

simplement le résultat courant. 



Nous avons présenté la méthode du lagrangien augmenté ALM, couplée avec 

l'algorithme de la région de confiance pour la résolution des problèmes non-linéaires sous 

contrainte. Parmi les avantages de cette méthode, nous trouvons l'absence du mauvais 

conditionnement numérique habituellement lié aux méthodes de pénalités (qui exigent, pour 

atteindre l'optimum, des valeurs de paramètres de pénalisation tendant vers l'infini quand le 

point d'optimum se trouve sur la frontière du domaine admissible). Nous avons signalé que, 

pour être efficace, la méthode ALM exige une minimisation précise du problème sans 

contraintes. Cela a été obtenu en employant la méthode de la région de confiance et 

l'algorithme de Heben-Moré pour sa résolution. Ainsi, l'algorithme complet finalement obtenu 

est fiable, précis et efficace. Nous confirmerons cette allégation dans le chapitre suivant. 

L'algorithme génétique présenté, développé à partir de l'analogie entre l'optimisation 

et les phénomènes de l'évolution et de la sélection naturelles, montre que les opérations de 

croisement, mutation et inversion sont très simple à mettre en oeuvre. Il suffit de représenter 

l'ensemble des variables de projet à l'aide d'un codage approprié sous forme d'une chaîne 

binaire; chaque chaîne imaginable représente alors une solution possible du problème, ou, 

dans le langage couramment employé en statistiques et probabilités, un individu. La théorie 

génétique associée permet, grâce au concept de schéma, de montrer la propagation privilégiée 

des meilleures solutions d'une génération à la suivante jusqu'au minimum cherché. 

Un algorithme nouveau, basé sur la méthode du recuit simulé couplée avec 

l'algorithme TABU a également été proposé. L'avantage qu'il présente par rapport à 

l'algorithme du recuit simulé classique est l'amélioration apportée à la mise à jour du vecteur 

de pas de déplacement, amélioration nécessaire pour traiter les problèmes des milieux 

continus. Une autre caractéristique remarquable apparaîtra dans le chapitre suivant: peu de 

cycles de température sont nécessaires pour atteindre le minimum. Parmi les avantages de 

l'algorithme MSA comme de l'algorithme génétique, répétons qu'ils ne nécessitent pas de 

calcul des dérivées des solutions du calcul de champ par rapport aux variations des paramètres 

d'optimisation, et que leur programmation est très simple. 

Nous avons en plus proposé dans ce chapitre deux algorithmes hybrides: GA-ALM et 

MSA-ALM. Ces algorithmes présentent, eux, l'inconvénient de nécessiter le calcul de ces 

dérivées, dans la seconde phase (déterministe) du processus d'optimisation. Néanmoins, la 

possibilité de trouver le minimum global sans payer un prix trop élevé nous semble 

séduisante. Le critère de commutation entre les algorithmes stochastique puis déterministe est 

la question fondamentale à discuter pour ce couplage. En théorie, on devrait faire la 

commutation dès que la région du minimum global est atteinte, de façon à minimiser le 

nombre de calcul de fonctions nécessaire pour atteindre le minimum. Mais comment savoir 

que cette région est atteinte? Cela sans doute n'est pas évident. Les critères que nous avons 

discutés sont simples, et seront testés au chapitre suivant. 
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III. ANALYSE DE SENSIBILITE 

L'optimisation des formes des structures en électromagnétisme consiste en 

l'application conjointe de méthodes d'optimisation et de calcul de champ. L'optimisation 

s'appuyant sur des programmes de calcul de champs par voie numérique a une caractéristique 

particulière: parmi les fonctions à calculer, certaines proviennent de ces programmes et par 

conséquent, elles sont non linéaires. 

L'avantage de la méthode du lagrangien augmenté pour résoudre tel problème est que 

le problème d'optimisation originel est transformé en une suite de problèmes sans contraintes, 

cette suite convergeant vers l'optimum du problème initial. 

Pour l'optimisation du problème sans contraintes, nous devons choisir une méthode 

qui donne des résultats précis, car l'efficacité de la méthode du Lagrangien augmenté en 

dépend. Pour cette raison, nous avons choisi la méthode de la région de confiance [28], ce qui 

a été dit précedemment. En utilisant cette technique, le problème sans contrainte est 

transformé en un problème quadratique, pour lequel le calcul des dérivées est indispensable. 

Cela conduit à l'analyse de sensibilité que nous montrerons dans ce chapitre. 

Pour simplifier les équations que nous développerons dans la suite, considérons le 

problème d'optimisation général suivant: 

min ~(Y(P))  
avec gj(p) 2 O j = 1, ..., nc 

où nc est le nombre de contraintes et m le nombre de paramètres d'optimisation. La fonction 

f(y(p)) ou simplement f(p) est la fonction objectif, que nous considérons comme fonction 

explicite des variables provenant d'un code de calcul de champ: le vecteur {y); ces variables 

sont à leur tour des fonctions des paramètres d'optimisation, mais de manière très indirecte. 

Les fonctions gj(p) sont les contraintes d'inégalité, nous supposons a priori qu'elles ne 

dépendent pas des variables y. 

La fonction objectif f(p) est par exemple du type: 
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où NT est le nombre de points test ou de contrôle, Ei et EOi sont les valeurs du champ, 

calculées et souhaitées, sur les NT points. Les valeurs du champ Ei (qui sont les composantes 

du vecteur {Y}) sont dans ce travail calculées par la méthode des équations intégrales de 
frontière. Cette méthode donne, après la résolution d'un système d'équations [A]{x} = {b}, le 

vecteur {x} qui contient les valeurs du champ normal et du potentiel sur les noeuds des 

éléments de frontière. Si la fonction objectif est écrite en fonction du champ total, du champ 

tangentiel, d'une valeur extrême, etc., des calculs ou traitements supplémentaires doivent être 

fait. 

L'emploi de la méthode du Lagrangien augmenté couplé avec la méthode de la région 

de confiance (trust region method) pour résoudre le problème ci-dessus exige l'évaluation du 

gradient de la fonction lagrangienne augmentée. Les contraintes étant indépendantes des 

valeurs provenant du code de calcul de champ, leurs dérivations ne posent aucun problème. 

C'est donc le calcul du gradient de la fonction objectif qui demande des calculs importants, car 

elle est pour sa part une fonction implicite des paramètres d'optimisation. Le gradient de la 

fonction objectif par rapport aux paramètres de dimensionnement {p) peut être calculé 

comme: 

où les indices donnent les dimensions des vecteurs et matrice et : 

 YI La dérivée - est obtenue en dérivant le système d'équations [A]{x} = {b}, 
a{P> 

puisque {y) provient d'un sous-vecteur de {x): 

- page 83 - 



Analvse de sensibilité 

En analysant l'équation (1 34), nous pouvons remarquer que [2 11: 

1. La matrice A est pour tous les paramètres la même matrice, déjà obtenue par la méthode 

des équations intégrales de frontière (la matrice A est pleine, sauf dans le cas où le 

problème à résoudre est constitué de plusieurs régions et qu'au moins une frontière 

n'appartientpas à toutes ces régions). On n'a donc pas besoin de la réévaluer; 

2. Le second membre de l'équation (134) doit bien sûr être évalué. Cependant, la matrice 

a[A1 sera plus creuse que A car seules les lignes et les colonnes correspondants 
 PI 
respectivement à des inconnues sur des noeuds mobiles et à des éléments mobiles (c'est-à- 

dire dont la position dépend du paramètre d'optimisation considéré), auront des termes 

non nuls; 

3. Le calcul du second membre nécessite la connaissance de {x}, qui est la solution du 

système [A] {x}={b). L'expression (134) doit donc être calculée dans un second temps; 

4. L'utilisation de la décomposition LU de la matrice [A] évitera de répéter tout le processus 

de décomposition dans la résolution de l'équation (134) par la méthode de Gauss; 

5. Finalement, si on observe que le système d'origine [A]{x)={b}, avant assemblage et 
introduction des conditions aux limites, était écrit comme [G]{v} - [H]{~v 1 an} = {O} 
([G] et [Hl sont les matrices de coefSicients du potentiel et sa dérivée normale (equ. (56)) 
pour chaque région, nous pouvons éviter le processus d'assemblage et surtout le stockage 

de la matrice dérivée. Le second membre [b'] de l'équation (1 34): 

peut être calculé par l'équation (1 36): 

# { x ~ I  NxM =. 

où NNi, ..., NNNR sont les nombres de lignes associées à chaque région. Bien entendu, la 

somme des nombres de lignes de toutes les régions doit être égale au nombre total 

d'inconnues, N. 

Si l'emploi de toutes ces manipulations (les quatre premières étaient déjà proposées 

en [21]) permet d'économiser du temps de calcul, l'ensemble reste lourd car le système (134) 

doit être résolu pour chaque paramètre de projet. 
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La technique de la variable adjointe évite la résolution du système d'équation (134) 

pour chaque paramètre d'optimisation et réduit encore considérablement la quantité 

d'opérations à effectuer pour le calcul du gradient. Cette technique est bien connue dans les 

applications où le système d'équations provient d'un code d'éléments finis [5,6,32]. 

Considérons le vecteur { h)  , qu'on appellera vecteur adjoint, solution du système ci- 

dessous: 

où le second terme peut facilement être évalué car la fonction objectif (ou la fonction 

Lugrangienne augmentée si les contraintes sont fonction de h}: nous considérons ici, pour 

simplifier les équations, que les contraintes ne dépendent pas de ce vecteur) est fonction 

explicite des variables y. Si l'équation (133) est réécrite en fonction du vecteur {x) à la place 

de {y), qui est inclus en {x), nous écrivons: 

En réécrivant l'équation (134) avec les dimensions des vecteurs et des matrices, nous 

avons: 

ou simplement: 

En remplaçant dans (138) l'équation (137) et (140) nous obtenons: 

(139) 
xM 

[A]I,~, ai-1 = - 
a{p1 NxM a{p1 NxM 

En observant que: 

$$lNxN {x'~Nxl 

nous écrivons finalement l'équation (143). 

Le gradient donné par l'équation (143) nécessite une seule résolution du système 

donné par l'équation (137). C'est le grand avantage de cette façon de procéder, surtout quand 

le nombre de paramètres d'optimisation est important. L'inconvénient est qu'on ne dispose 
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plus des valeurs de gradient du champ, ni des valeurs de gradient des contraintes (si elles sont 

fonctions des variables {x}) par rapport aux paramètres d'optimisation. Nous n'avons pas à ce 

jour intégré cette procédure dans nos programmes. 

Il reste maintenant à déterminer le second terme [b'] (Equ. 136). Pour cela il faut 

calculer les matrices dérivées - a[G1 et m. La meilleure fagon de calculer ces dérivées est 
~ { P I   PI 

de reprendre à la base l'équation intégrale de frontière et de la dériver analytiquement. Bien 

sûr, nous devrons prendre tous les noyaux des équations, en bidimensionnel et axisymétrique, 

les dériver et les intégrer. Heureusement, tous les problèmes de singularité des intégrales sont 

semblables à ceux qui nous avons déjà eu pour le calcul de champ en bidimensionel et 

axisymétrique [21]. Les calculs détaillés des dérivées des noyaux étant longs et parfois 

compliqués (en axisymétrique), ils ne seront pas' présentés ici. La précision obtenue en 

procédant ainsi est excellente comme nous le montrerons dans la suite. 

111.2. VALIDATION DE L'ANALYSE DE SENSIBILITE. 

Nous avons pris deux problèmes simples pour illustrer le calcul de sensibilité. Le 
premier est un condensateur cylindrique, le second un condensateur sphérique, formés de deux 

électrodes et un diélectrique. Les rayons des électrodes intérieure (1) et extérieure (2) sont 

respectivement R1 et R2 (Fig. 25): 

Fig. 25: Géométrie des condensateurs (cylindrique ou sphérique) et conditions aux limites. 
(1 désigne le chemin pour les graphiques des Fig. 26 et 27). 
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111.2.1. Condensateur cylindrique. 

L'expression analytique pour le champ électrique en fonction du rayon r est donnée 

ci-dessous: 

En faisant r = RI dans l'équation ci-dessus nous aurons l'expression du champ El sur 

l'électrode 1, en fonction des rayons R1 et R2. En dérivant El par rapport à RI et R2 nous 

obtenons: 

où l'exposant en D E : ~  désigne l'électrode et l'indice le rayon par rapport auquel la dérivée à 

été faite. 

Les résultats sont montrés dans les Tableaux 2 et 3 pour une différence de potentiel 

de 1V entre les électrodes. 

Tableau 2: dérivation de El par rapport à R1 (résultats sur l'électrode intérieure). 
Van: Valeur de la dérivée calculée par l'équation (145) 
Vnurni : Valeur de la dérivée calculée par BEM2D sur le point i. 
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RI 
(ml 

1.00000 

1 .O9942 

1.50000 

2.00000 

1.25000 

2.25000 

0.75000 

R:, 
(ml 

3 .O 

3.0 

3 .O 

3.0 

3 .O 

3 .O 

3.0 

ANALYTIQUE 
(Van) 

-0.08 17 

-0.003 1 

0.2839 

0.9041 

O. 1040 

1.7001 

-0.3573 

NUMERIQUE 
1 NT 

(Vnum = - Vnum, ) 
NT ,=, 

-0.08 17 

-0.003 1 

0.2840 

0.9041 

O. 1040 

1.7000 

-0.3577 

ERREUR 
( ( h u m  / Vanal) - 1) 

<  IO-^ 
< 10-4 

0.0004 

< 10-4 

< 10-4 

-0.0001 

0.001 1 
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Tableau 3: dérivation de El par rapport à R2 (résultats sur l'électrode intérieure) 
Van: Valeur de la dérivée calculée par l'équation (146) 
Vnumi : Valeur de la dérivée calculée par BEM2D sur le point i. 

111.2.2. Condensateur sphérique. 

D'une façon tout à fait analogue au cas précédent, nous écrivons l'équation pour le 

champ électrique sur l'électrode 1 (147) et calculons Ies dérivées par rapport aux rayons RI 
(148) et R2 (149). Les trois expressions sont données par les équations suivantes: 

ERREUR 
( (Vnum / - 1 )  Vanal) 

c 10-4 

< 10-4 

c Io-4 
0.0001 

0.0001 

-0.0005 

c  IO-^ 

Les Tableaux 4 et 5 montrent les résultats pour différentes valeurs du rayon et pour 

les dérivations par rapport à R1 et R2. 

RI 
(ml 

1 .O 

1 .O 

1 .O 

1 .O 

1 .O 

1 .O 

1 .O 
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ANALYTIQUE 
(Van) 

-0.2762 

-0.4764 

-0.6759 

- 1 .O407 

-1.8247 

-0.1821 

-0.1301 

R2 
(ml 

3.0 

2.5 

2.25 

2.0 

1.75 

3.5 

4.0 

NUMERIQUE 
1 NT 

( h u m  = - Vnum,  ) 
NT i=i  

-0.2762 

-0.4764 

-0.6759 

- 1 .O408 

-1.8249 

-0.1820 

-0.1301 
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Tableau 4: dérivation par rapport à RI (résultats sur l'électrode intérieure) 
Van: Valeur de la dérivée calculée par l'équation (148) 
Vnumi : Valeur de la dérivée calculée par BEM2D sur le point i. 

Tableau 5: Dérivation par rapport à R2 (résultats sur l'électrode intérieure) 
Van: Valeur de la dérivée calculée par l'équation (149) 
Vnumi : Valeur de la dérivée calculée par BEM2D sur le point i. 

Les résultats des Tableaux 1 à IV montrent la bonne concordance des résultats 

numériques et analytiques. Cependant ces résultats ne montrent pas les oscillations des 

dérivées le long de l'électrode. Pour illustrer ces oscillations nous avons pris les valeurs de la 

dérivée calculée par rapport à R1 (condensateur sphérique - Tableau III) et tracé les courbes le 

long du parcours 1 sur l'électrode intérieure pour R1=1.3977 (cas où les résultats sont les 

moins bons) et R1=2.0 (Fig. 26 et 27). On peut voir que le résultat le moins bon correspond à 

une erreur d'environ 0.23 % pour la Fig. 26 (Van =--0.12238, Vnum = -0.1221) et à 0.053% 

pour la Fig. 27. 

ERREUR 
((Vnum 1 Vanal) - 1 ) 

< 10-4 

-0.0008 

< 10-4 

< 10-4 

< 10-4 

< 0.0001 
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NUMERIQUE 
NT 

(Vnum = - ~ v n u m , )  
NT i=i  

-0.7500 

-0.1223 

-15.8677 

0.0000 

0.7500 

3.8403 

RI 
(ml 

1.0000 

1.3977 

0.2500 

1.5000 

2.0000 

2.5000 

R2 
(ml 

3.0 

3.0 

3.0 

3.0 

3.0 

3.0 

ANALYTIQUE 
(Van> 

- 0.7500 

- 0.1224 

-15.8678 

0.0000 

0.7500 

3 3400 
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1 11 21 31 41 

Point sur l'electrode 1 

Fig. 26: Dérivée numérique du champ électrique par rapport au rayon RI (1.3977) sur 
l'électrode 1 du condensateur sphérique. 

Fig. 27: Dérivée numérique du champ électrique par rapport au rayon R1 (R1=2.0000) sur 
l'électrode 1 du condensateur sphérique. 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

' . . . . _ _ _ . ' . . . _ _ . . . . v . . _ _ _ . . . .  . . . . . . . .  

En analysant ces résultats nous pouvons apprécier la bonne précision obtenue dans 

l'analyse de sensibilité. C'est sans aucun doute le fruit de la dérivation analytique et du 

traitement adéquat des problèmes des singularités liés aux équations intégrales. 

6? 
E 0,7502 
2 
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IV.  METHODES D'OPTIMISATION - 
COMPORTEMENT, VALIDATION, 
ET PROBLEME DE COMMUTATION DANS LE CAS HYBRIDE. 

L'étude du comportement des algorithmes d'optimisation peut être faite en utilisant 

des fonctions test choisies de telle sorte que la recherche du point de minimum soit difficile. 

Notre but dans cette 6tude est d'une part de voir comment les algorithmes d'optimisation se 

comportent par rapport aux paramètres dont ils sont dépendent, d'autre part d'analyser les 

résultats pour essayer de déterminer quand faire la commutation pour les algorithmes hybrides 

GA-ALM et MSA-ALM. 

L'algorithme génétique GA, nous l'avons déjà dit, est naturellement formulé pour 

résoudre des problèmes de maximisation définis en termes de fonctions coût positives. 

La façon avec laquelle nous avons programmé l'algorithme exige en plus des 

variables (paramètres) positives: nous avons donc fait les transformations de variables 

nécessaires (en fait, cette restriction n'est pas nécessaire et pourrait être abandonnée). 

IV.1. FONCTIONS TESTEES. 

IV.1.1. Fonction de Rosenbrock (FR) [28]. 

Cette fonction est caractérisée par un seul point de minimum. La difficulté pour la 

recherche de ce point est liée au fait qu'il se trouve à l'intersection de deux vallées de pentes 

très faibles (Fig. 28). 

Nous avons formulé le problème de minimisation comme ci-dessous: 

2 
min ~ , ( p ) = l o o ( p : - p , )  + ( l - p 1 ) l  

-5 < p, < 5 p', = p, + 5 k = l , 2  

Le point de minimum est p* = (1,l) avec ~ ~ ( p * )  = O. Cette fonction est normalement 

formulée avec les variables p E {-2.048,2.048) [56]. Nous avons agrandi l'espace de 

définition pour introduire plus de difficulté et nous avons fait la transformation p' = p+5 pour 

pouvoir utiliser tous les algorithmes pour traiter ce problème. Ainsi, les résultats seront 

donnés en fonction de ce qui donne = (6,6) comme point de minimum. 
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Fig. 28: Fonction de Rosenbrock. 

IV.1.2. Problème de Rosen-Susuki (FRS) [8 11. 

Il est caractérisé par trois contraintes non-linéaires. La difficulté rencontrée ici est 

d'avoir des contraintes actives sur le point de minimum. 

Le problème de minimisation a été formulé comme: 

min ~ , ( p )  = p: + p: + 2 ~ :  +pi - 5 ~ 1  -5p2 - 21~3  + 7 ~ 4  +IO0 

avec g l ( p ) = p : + ~ : + ~ : + ~ : + ~ , - ~ 2 + ~ 3 - ~ 4 - 8 ~ 0  

g2(p)=p:+2p:+~3+*:-P,-P,-10~o 

g3(p) = a?; +PZ +Pi + SPI -Pz -P4 - 5 5 0  

0<p,<10  pVk=pk k=1,2,3 

P14 =p4 +1 (151) 

La valeur de la fonction objectif pour le point de minimum est FRS(p*) = 56 avec 

p* = (0, 1,2, -1)T. Les contraintes gl et g3 en p* sont actives. Nous avons fait la transformation 

de la variable p i  = p4 + 1 pour ne pas avoir de valeurs négatives et exploiter les résultats de la 

même façon pour tous les algorithmes. Ainsi, p*'= (O, 1,2,O)T. 

- page 92 - 



Méthodes d'optimisation: validation. et commutation dans le cas hvbride 

Fig. 29: Problème de Rosen-Susuki: 
fonction objectif FRS entre les fonctions gl et g3 contraintes pour pl = O et pg = 2. 

IV.1.3. Fonction de Rastrigin (FRA) [56]. 

L'intérêt est de tester les algorithmes stochastiques GA et MSA en utilisant une 

fonction multimodale. Cette fonction a été définie dans l'intervalle [0,10] avec dix variables, 

ce qui donne 1010 minima. Evidemment, on attend que cette fonction pose problème pour 

n'importe quelle méthode d'optimisation stochastique à cause du nombre très élevé de minima. 

En réalité et pour nos problèmes en électromagnétisme, nous n'attendons pas un nombre si 

élevé de minima. Mais, comme les méthodes stochastiques sont réputées pour leur capacité à 

trouver le minimum global, cette fonction est sûrement un bon test. 

Le problème de minimisation a été formulé ici comme: 

La solution globale est évidemment p*= (2.5;...;2.5)T et la fonction objectif a comme 

valeur ~ ~ ~ ( p * )  = 0. 
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Fig. 30 Fonction de Rastrigin. 

IV.2. COMPORTEMENT DES METHODES D'OPTIMISATION ETUDIEES. 

IV.2.1. Algorithme du Lagrangien augmenté. 

Les Fig. 3 1 et 32 ci-dessous montrent les tracés de la fonction objectif pour différents 

points initiaux en fonction du nombre d'itérations qui ont été acceptées. Ces courbes ont été 

obtenues dans la solution des problèmes de minimisation des fonctions de Rosenbrock et de 

Rosen-Susuki. 

Les résultats numériques obtenus pour la fonction de Rosenbrock ont été tous justes. 

Cela montre que l'algorithme réalisé pour l'optimisation sans contrainte (méthode de la région 

de  confiance avec l'algorithme Heben-Moré) donne de très bons résultats. 
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POINT: (3 0; 0.3) 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . .  
, ------- 

- . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Itération Acceptée 

Fig 3 1 : Evolution de la fonction de Rosenbrock en fonction des itérations acceptées. 

Dans la solution du problème de Rosen-Susuki, nous pouvons voir l'intégralité de 

l'algorithme déterministe réalisé (ALM+algorithme de la région de con.ance+algorithme de 

Heben-Moré) en fonctionnement. Cela montre que l'algorithme réalisé pour l'optimisation 

sous contrainte non-linéaire donne lui aussi de très bons résultats. 

20 40 60 80 100 120 

Itération Acceptée 

Fig 32 Fig: Evolution de la fonction de objectif pour le problème de Rosen-Susuki en fonction 
des itérations acceptées. 
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IV.2.2. Algorithme génétique. 

L'algorithme génétique GA appartient à la classe des algorithmes stochastiques et 

parmi ses caractéristiques nous trouvons la capacité de trouver des points très proches du 

minimum global, même en traitant des fonctions très complexes pouvant avoir des milliers de 

minima locaux. Nous avons choisi le problème de minimisation de la fonction de Rastrigin 

FRA (1010 minima) pour montrer ces caractéristiques et voir comment il se comporte par 

rapport aux probabilités de croisement, mutation et inversion. 

L'algorithme GA dépend d'un nombre considérable de paramètres et, naturellement, 

la solution obtenue dépend aussi d'eux. Ces paramètres sont: 

+ Nbgen: nombre de générations; 

+ Nbpop: nombre des individus dans la population; 

+ Pm,,: probabilité de mutation; 

+ Pi,,: probabilité d'inversion; 

+ P,,,,: probabilité de croisement; 

Nous allons montrer quelques graphiques choisis pour illustrer le comportement de 

l'algorithme génétique GA. 

La Fig. 33 montre l'évolution de la fonction objectif FRA (valeur de la fonction de 

Rastrigin, axe gauche des ordonnées) en fonction du nombre de générations. Sur la même 

figure, les évolutions pour les valeurs moyenne, maximale et minimale de la fonction coût 

(déBi  conforme chap. II) sont aussi montrées (axe droit des ordonnées, en échelle 

logarithmique). 

75 
FRA 

50 

Nombre de Générations 

Fig. 33: Fonction de Rastrigin (FRA): 
Nbgen=250, Nbpop=20, Pmut=O.O1, Pinv.=O.Ol, Pcros= 1 .O, NOPT=10, Pmin=O, Pmax=10 
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Ces résultats ne sont pas surprenants. L'évolution de la fonction objectif (FM) subit 

de grandes variations au début du processus de recherche du minimum et tend vers sa valeur 

minimale au voisinage de l'optimum. L'évolution de la valeur moyenne de la fonction coût de 

la population montre clairement la concentration des individus au voisinage du minimum (elle 

suit l'évolution de la valeur maximale, laquelle est ici l'inverse de la valeur de la fonction de 

Rastrigin - conforme chap. II). Enfin, l'évolution de la valeur minimale de la fonction coût 

montre qu'il y a toujours de nouvelles régions testées pour la recherche continue des meilleurs 

points. 

Les évolutions de la fonction de Rastrigin pour différentes valeurs de probabilité de 

croisement, en fonction du nombre de générations, sont montrées en Fig. 34. 

100 

10 

FRA 1 

0,l 

0,Ol 

0,001 

Nombre de Générations 

Fig. 34: Evolution de la fonction objectif (FRA) pour différentes valeurs de probabilité de 
croisement. (Nbgen=250, Nbpop=20, Pmut=O.Ol , Pinv.=O.Ol, Pcros=l .0,0.9,0.8,0.7, 

NOPT= 10, Pmin=O, Pmax=lO) 

Ces résultats montrent grosso modo des évolutions similaires de la fonction objectif 

vers le minimum, pour des valeurs de probabilité 1, 0.9 et 0.8. Pour Pcros = 0.7 la recherche 

du minimum s'est arrêtée sur un minimum local. 

Les évolutions de la fonction de Rastrigin pour différentes valeurs de probabilité de 

mutation, en fonction du nombre de générations, sont montrées en Fig. 35. 
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10 

FRA 1 

Nombre de Générations 

Fig. 35: Fonction objectif (FM) pour différentes valeurs de probabilité de mutation. 
Nbgen=250, Nbp0p=20, Pmut=O.Ol ,0.02,0.03,0.04, Pinv.=O.Ol, Pcros=0.8, NOPT=10, 

NUFU=O, Pmin=O, Pmax=10 

Il est intéressant de noter la grande dépendance de l'algorithme génétique GA par 

rapport au processus de mutation. Comme nous l'avons vu, dans la mutation chaque bit d'une 

chaîne est candidat à la mutation selon la probabilité Pmut. Si cette valeur est trop grande, la 

propagation dans les générations suivantes des schémas représentatifs des individus de 

meilleure qualité est mise en péril, ce qui augmente la difficulté pour arriver avec précision au 

minimum. C'est pour cela que la probabilité de mutation doit être très petite, ce qui permet à 

de nouvelles caractéristiques d'être introduites sans porter préjudice à la convergence de 

l'algorithme. 

Enfin, les évolutions de la fonction de Rastrigin pour différentes valeurs de 

probabilité d'inversion, en fonction du nombre de générations, sont montrées en Fig. 36: 

FRA 1 

Nombre de Générations 

Fig. 36: Fonction objectif (FRA) pour différentes valeurs de probabilité d'inversion. 
(Nbgen=250, Nbpop=20, Pm,,=O.O 1, Pi,,=O.OO,O.O 1,0.05,0.10,0.20, P ,,,, =0.8, NOPT= 10, 

Pmin=O, Pmax=lO) 
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Nous avons vu dans le chapitre II comment doit être faite l'inversion, c'est-à-dire en 

utilisant un type de représentation des variables où la valeur de chaque bit (du codage binaire 

de cette variable) n'est pas dépendante de sa position. Dans cette procédure orthodoxe, 

l'inversion ne change pas la valeur des paramètres, ni la valeur de la fonction coût, mais elle 

agit pour augmenter la liaison entre les caractères des schémas de performance moyenne 

supérieure à la moyenne de la population. 

Nous avons procédé différemment: chaque paramètre est codé indépendernment des 

autres, chaque chaîne étant indépendemment soumise au processus génétique. Dans ce cas, 

nous pensons qu'il est plus efficace de conserver l'ordre des bits et d'utiliser l'inversion pour 

générer de nouveaux individus à travers la permutation des bits dans la structure d'une chaîne. 

Les résultats ci-dessus montrent que le processus d'inversion tel comme nous l'avons utilisé 

est effectivement efficace dans la recherche du minimum global. 

IV.2.3. Algorithme de recuit simulé modifié. 

Nous allons montrer les résultats de cet algorithme dans la résolution du problème de 

Rosen-Susuki et de la fonction de Rastrigin. Cela nous permettra mieux voir le comportement 

de l'algorithme de recuit simulé classique (un seul pas de déplacement) et celui de l'algorithme 

de recuit simulé modifié (un vecteur de pas de déplacement - SA couplé avec TABU). 

L'algorithme MSA dépend lui aussi d'un nombre considérable de paramètres, très 

différents de ceux de l'algorithme génetique GA. Nous donnons ci-dessous les noms des 

paramètres et leur signification: 

+ P: point initial 
+ NOPT: nombre de variables du problème 
+ Pmin, Pmax: valeurs minimale et maximale de la variable 

d'optimisation 
+ COEF: facteur de division de l'espace d'optimisation 
+ Ci=O.l facteur employé pour la réactualisation du pas de 

déplacement ( i= l ,  NBDIV) (eq. 129) 
+ NBDIV: nombre de pas de déplacement 
+ NUCICL: nombre de cycles auxiliaires 
+ LIM: nombre de mouvements avec succès 
+ TEMPO: température initiale 
+ TEMP = 0.95"TEMP: mise à jour de la température 
+ TOLTEMP: critère d'arrêt (valeur minimale de température au 

dessous de laquelle MSA est stoppé) 
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ZV.2.3.I. Problème de Rosen-Susuki 

Pour la solution de ce problème, les valeurs de paramètres suivantes ont été utilisées: 

P : 
NOPT: 
Pmin,Pmax : 
COEF: 
NBDIV: 
NUCICL: 
LIM: 
TEMPO: 
TEMP: 
TOLTEMP: 

La Fig. 38 montre l'évolution de la fonction objectif du problème de Rosen-Susuki 

(FRS), le nombre de calculs de fonction et le décroisement de la température, en fonction du 

nombre de cycles. Au début du processus, entre les dix premiers cycles de température, la 

fonction objectif présente de grandes variations, après quoi elle se stabilise. Cela est en accord 

avec la théorie, car au début la température élevée permet de grandes variations de la fonction 

objectif pour la recherche de la région où se trouve le minimum global (algorithme de 

Metropolis). Le nombre de calculs de fonctions pour les dix premiers cycles de température a 

été inférieur à 300. 

=I 
L 

' 1  a _ . - - - - .  
. -? - . . ' :  

- - - . . \  . .:. - . . . ;_,,:y < - - - -  ._----- 
'\ / '  

F. Objectif (FRS) 
-.1<- ' - - - 

L '  
NBCAL 

/ ' :  \ 
- .  - * .  . . - - - . \ ' .  - .  . . . ' -  - - . --- 

1 ,  
'k 

TEMP 
' \ ' ' 8 

# J  8 '-+ 
4 8 '\ - - - - - - ., - - - - - . ' -  - - - - - - . . %. - L . . - - - .' - . - - . - 

\ 

Nombre de cycles de température 

Fig. 38: Prob. de Rosen-Susuki.Fonction objectif (FRS), nombre de calculs de fonction et de la 
température, en fonction du nombre de cycles de température (NBDIV=l). 
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Les Fig. 39 et 40 montrent les évolutions de la fonction objectif et du nombre de 

calculs de fonction pour différents nombre de pas de déplacement. Ces résultats montrent 

clairement que l'utilisation de plusieurs pas de déplacement (MSA) réduit les inconvénients de 

la mise à jour de ce pas (il n'en utilise qu'un) dans le cas de l'algorithme SA classique. 

F. OBJECTIF (1) 
F. OBJECTIF (5) 
F. OBJECTIF (10) 

Nombre de cycles de température 

Fig. 39: Problème de Rosen-Susuki (FRS). Fonction objectif pour différents nombres de pas de 
déplacement, en fonction du nombre de cycles de température. 

Nombre de cycles de tempérautre 

Fig. 40: Problème de Rosen-Susuki (FRS). Nombre de calculs de fonction pour différents 
nombres de pas de déplacement, en fonction du nombre de cycles de température. 
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W.2.3.2. Fonctin de Rastrigin (FRA). 

Les valeurs des paramètres utilisés dans la solution de ce problème sont: 

+ P: 
+ NOPT: 
+ Pmin,Pmax: 
+ COEF: 
+ NBDIV: 
+ NUCICL: 
+ LIM: 
+ TEMPO: 
+ TEMP: 
+ TOLTEMP: 

Les Fig. 41.a et 41.b montrent l'évolution de la fonction objectif (FRA) pour 

différents nombres de pas de déplacement en fonction du nombre de cycles de température, 

respectivement en échelles linéaire et logarithmique. Ces résultats montrent la capacité pour 

l'algorithme réalisé de trouver le minimum global; en même temps, il est possible de voir que 

les résultats sont meilleurs pour des nombres de pas de déplacement supérieur à l'unité (SA 

classique). 

F. OBJECTIF (1) 

- 9 - - - - - -  

F. OBJECTIF (8) 
F. OBJECTIF (10) 

- - - - - . ~ ~ - - . . . . . ~ ~ ~ - - . . . . - ~ ~ ~ ~ - . .  

' -I--- 

Nombre de cycles de température 

Fig. 41-a: Fonction de Rastrigin (FRA). Fonction objectif pour différents nombres de pas de 
déplacement en fonction du nombre de cycles de température. 
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0,001 
O 10 20 30 40 50 60 

Nombre de cycles de température 

F. OBJECTIF (8) 

Fig. 41-b: Fonction de Rastrigin (FRA). Fonction objectif pour différents nombres de pas de 
déplacement en fonction du nombre de cycles de température. 

La Fig. 42 montre l'évolution du nombre de calculs de la fonction objectif (FRA) 

pour différents nombres de pas de déplacement, en fonction du nombre de cycles de 

température. 

Nombre de cycles de température 

Fig. 42: Fonction de Rastrigin (FRA). Nombre de calculs de fonction pour différents nombres 
de pas de déplacement en fonction du nombre de cycles de température. 
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IV.3. VALIDATION ET PROBLEMES DE COMMUTATION. 

La validation des méthodes d'optimisation sera réalisée par la résolution de 

problèmes représentés par des fonctions analytiques. Des chiffres tels que les valeurs des 

coordonnées du point de minimum trouvés, la valeur correspondante de la fonction objectif et 

surtout le nombre associé de calculs de fonctions, sont très important pour nous donner la 

puissance réelle d'une méthode. Nous utiliserons ici les mêmes fonctions qui ont été déjà 

utilisées dans l'étude du comportement des algorithmes par rapport aux paramètres dont ils 

dépendent. 

Des résultats numériques dans l'optimisation des fonctions analytiques par les 

méthodes hybrides (GA-ALM et MSA-ALM) seront aussi présentés. Les critères de 

commutation pour ces algorithmes, comme nous le verrons, sont très simples à mettre en 

oeuvre. Néanmoins, des problèmes sont rencontrés car les algorithmes ont des comportements 

très dépendants de la fonction objectif. Par conséquent il n'y aura pas de critère unique. 

IV.3.1. Méthodes déterministes et stochastiques. 

IV.3.1.1. Méthode du Lagrangien augmenté (ALM). 

a) Fonction de Rosenbrock (FR): 

b) Problème de Rosen-Susuki (FRS): 

Point Initial (p') 

(0,o) 

(1,l) 

(8,8) 

(5s) 

Ces résultats montrent que l'algorithme ALM est globalement convergent (il converge 

pour n'importe quel point de départ). Bien sûr, dans le premier cas (fonction de Rosenbrock) 

FR(P') 

90036 

40025 

3604 

1 

Point Final 

(66) 

(66) 

(66) 

@ Y @  

Point initial (pl) 

(5,7,7,7) 

(4,4,4,4) 

(8,6,4,2) 

( l , l , ly l )  

FR(P'*> 

0.000000 

0.000000 

0.000000 

0.000000 

FRS(P') 

143 

70 

8 6 

73 

Point Final (pl*) 

(0.008,1.003,2.003,0.033) 

(0.010,1.004,2.002,0.035) 

(0.0 1 1,1.000,2.000,0.036) 

(0.009,1.008,2.003,0.038) 

Nbcal 

43 

3 8 

30 

27 

FRS(P'*) 

56.07 1 

56.079 

56.082 

56.082 

Nbcal 

112 

137 

121 

164 
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c'est plutôt l'algorithme de la région de confiance avec l'algorithme de Heben-Moré car il 

n'existe pas de contraintes. Nous pouvons aussi voir que le nombre de calculs de fonction pour 

atteindre le minimum dépend du point de départ, surtout dans le cas du problème de Rosen- 

Susuki. En plus, la performance de l'algorithme réalisé, mesurée par le nombre de calcul de 

fonctions (nbcal) peut être considérée comme assez bonne en comparaison avec des résultats 

publiés par d'autres auteurs [28]. 

ZV.3.1.2. Algorithme génétique (GA). 

a) Fonction de Rosenbrock (FR): 

Les deux premiers résultats du tableau ci-dessus montrent que cette fonction pose des 

difficultés à l'algorithme génétique en raison des valeurs de probabilités qui ont été prises. 

Même dans le second test, en prenant un nombre de générations égal à 100, et en laissant 

inchangées les probabilités de mutation, croisement et inversion, l'algorithme GA n'a pu 

trouver le minimum. Le deuxième résultat montre qu'en augmentant le nombre de générations, 

on a eu un gain sur la fonction objectif, mais que le minimum n'a pas été atteint car ses 

caractéristiques génétiques n'étaient pas présentes, et la probabilité de mutation était trop 

petite pour permettre à ses caractéristiques d'être introduites. Cela est confirmé par les deux 

derniers résultats. 

(NBGEN,NBPOP) 

(20,20) 
(100,20) 

(20,20) 

(20,20) 

b) Fonction de Rosen-Susuki (FRS): 

Probabilités 

(Pmutl Pcros, Pinv) 

(0.01,0.8,0.01) 

(0.01,0.8,0.01) 

(0.08,0.8,0.01) 

(0.2,0.8,0.01) 
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Point final 

(PI*) 

(4.9814,4.9824) 

(4.999,4.999) 

(5.7480,5.5586) 

(5.8359,5.6973) 

(NBGEN, 
NBPOP) 

(50,20) 

(100,20) 

(50,20) 

(50,201 

Probabilités 
@'mut, Pcros, Pin") 

(0.01,0.8,0.01) 

(0.01,0.8,0.01) 

(0.04,0.8,0.01) 

(0.04,1.0,0.01) 

FR(P'*) 

1.0696 

1 .O020 

0.0636 

0.0271 

Nbcal 

1000 

2000 

1000 

1000 

Point Final 
(PI*) 

(0.090,0.952,1.955,0.177) 

(0.023,0.998,1.992,0.016) 

(0.113,0.804,1.944,0.112) 

(O. 101,1.063,1.930,0.022) 

Nbcal 

400 

2000 

400 

400 

~ ~ ~ ( p ' * )  

56.381 

56.069 

57.378 

56.336 
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Les deux premiers résultats montrent que, en augmentant le nombre de générations 

NBGEN (tous les autres paramètres étant fixes), on obtient une meilleure précision. On peut 

aussi observer que le prix payé pour avoir une meilleure précision est élevé. On a eu besoin de 

doubler le nombre de calculs de fonction pour réduire la valeur de la fonction objectif de 

56.381 à 56.069. Les deux derniers résultats ont été obtenus en laissant tous les paramètres 

fixes, sauf la probabilité de croisement. Pour P,,,, = 0.8 le résultat est assez mauvais; il 

devient acceptable pour Pcros = 1.0. On peut dire que, avec ces paramètres, la probabilité de 

croisement du troisième test n'était pas assez grande pour permettre que des régions proches 

du minimum soient testées. 

c) Fonction de Rastrigin (Fm)  avec n=10 (1010 minima): 

Ces résultats montrent clairement la caractéristique majeure de l'algorithme GA: être 

capable de trouver le minimum global. Cette fonction, avec son nombre élevé de minima, ne 

peut pas être considérée comme facile à minimiser. Dans les trois premiers résultats, nous 

avons changé simplement les probabilités en gardant fixes les nombres de générations et 

d'individus. Les trois points obtenus sont très proches du minimum global. Dans les trois 

derniers résultats, nous avons laissé à peu près fixe le nombre de calculs de fonction (c'est-à- 

dire le produit NBGENxNBPOP), en changeant les nombres d'individus et générations. On voit 

que, parmi eux, les deux premiers donnent de bons résultats (~,(p*) = 0.0) et le troisième a 

certainement conduit à un minimum local, proche du minimum global. L'échec dans le dernier 

résultat est surtout dû au nombre de générations, insuffisant pour permettre à la région du 

minimum global d'être testée. 
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Nbcal 

5000 

5000 

5000 

5000 

5000 

5040 

F ~ ( @ * )  

0.001 14 

0.01835 

0.01949 

0.0204 

0.6380 

4.4987 

Point Final 
P'" 

.499,2.500,2.499,2.500,2.499,2. 
499,2.500,2.499,2.499,2.500 

.499,2.491,2.500,2.500,2.500, 
2.497,2.499,2.498,2.500,2.499 

.495,2.499,2.497,2.500,2.499, 
2.500,2.505,2.496,2.499,2.505 

.497,2.499,2.500,2.502,2.499, 
2.499,2.497,2.491,2.500,2.499 

.492,2.509,2.539,2.493,2.500, 
2.500,2.524,2.500,2.508,2.470 

.482,2.496,2.467,2.464,2.460, 
2.452,2.561,2.509,1.479,2.467 

(NBGEN, 
NBPOP) 

(250,20) 

(250,20) 

(250,20) 

(125,40) 

(100,50) 

(84,601 

Probabilités 
(Pmut3 Pcros* pin") 

(0.01,0.8,0.01) 

(0.02,0.7,0.02) 

(0.02,0.8,0.02) 

(0.02,O. 8,0.02) 

(0.02,0.8,0.02) 

(0.02,0.8,0.02) 
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IV. 3.1.3. Algorithme de recuit simulé modifié (MSA). 

a) Fonction de Rosenbrock (FR): 

Les paramètres qui nous avons employé pour résoudre ce problème sont: 

NBDIV 
NUCICL 
LIM 
TEMPO 
TEMP 
TOLTEMP 
Pmin,Pmax 
COEF 

Le premier résultat, pour un seul pas, montre la difficulté normalement rencontrée 

dans la mise à jour du pas dans l'algorithme de recuit simulé classique (SA). Les résultats 

suivants montrent que la qualité des solutions est constante, et que l'algorithme MSA (pour un 

nombre de pas supérieur à l'unité) est plus fiable. 
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NBDIV 

1 

5 

10 

1 

5 

10 

Pas final 

(AP') 

0.00428 

0.00507 

0.00897 

0.00825 

0.00665 

0.005 19 

0.00120 

0.00267 

0.02432 

0.023 18 

0.00 103 

0.00088 

Temp. finale 
(Temp) 

0.000998 

0.000998 

0.000998 

0.000998 

0.000998 

0.000998 

P initial 
(PI) 

2 

8 

2 

8 

2 

8 

2.341 

2.341 

2.341 

2.341 

2.341 

2.341 

FR(pl) 

3616.0 

3616.0 

3616.0 

9479.278 

9479.278 

9479.278 

P final 
(PI*) 

7.0000 

8.99766 

5.78214 

5.61020 

5.69653 

5.48356 

5.88847 

5.78803 

6.01401 

6.0292 1 

6.04841 

6.09932 

FR(pl*) 

1.00055 

0.04770 

0.09235 

0.01262 

0.00029 

0.00235 

Nbcal 

1271 

1452 

1708 

1361 

1518 

1867 



b) Fonction de Rosen-Susuki (FRS): 

Les paramètres employés pour résoudre ce problème sont: 

+ NBDIV 
+ NUCICL 
+ LIM 
+ TEMPO 
+ TEMP 
+ TOLTEMP 
+ Pmin,Pmax 
+ COEF 

Les résultats pour NBDIV = 1 montrent que la procédure de mise à jour du pas a été 

plus rapide que le refroidissement. Pour NBDIV égal à 5 et 10, les résultats sont à peu près les 

mêmes. Comme dans le problème précédent, ces résultats montrent que l'algorithme de recuit 

simulé modifié (MSA) est supérieur à l'algorithme classique. 
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(NBDIV) 

1 

5 

10 

1 

5 

10 

Pas Final 
(AP') 

0.0000009 
0.0000007 
0.0000004 
0.0000008 

0.0001096 
0.0001 390 
0.0000893 
0.000 1236 

0.0001527 
0.000 1372 
0.000 1232 
0.0001953 

0.0000012 
0.000004 1 
0.0000039 
0.0000032 

0.0004959 
0.0013017 
0.0006044 
0.000385 1 

0.0224324 
0.0181566 
0.0224277 
0.0255054 

Temp. Final 
(Temp) 

0.0009833 

0.0009833 

0.0009833 

0.0009833 

0.0009833 

0.0009833 

P. Init. 
(PI> 

1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 

5 
7 
7 
7 

5 
7 
7 
7 

5 
7 
7 
7 

FRS(pl) 

73.0 

73.0 

73.0 

143 

143 

143 

P. Final 
(PI*) 

O. 1090906 
1.3448609 
1.8 149999 
0.0000009 

0.0598263 
1.1735 196 
1.9 157060 
0.0003 864 

0.0586899 
1.209 1793 
1.9033644 
0.0000097 

0.2262904 
1.4946383 
1.6449006 
0.0000006 

0.0614273 
1.1898522 
1.9088212 
0.0000162 

0.0797157 
1 .O561993 
1.9412532 
0.0000428 

FRs(pl*) 

57.024239 

56.325962 

56.401 199 

58.548988 

56.365154 

56.213165 

Nbcal 

2985 

8 1 18 

8883 

1936 

6448 

863 1 



c) Fonction de Rastrigin (FRA): 

Les paramètres qui nous avons employés pour résoudre ce problème sont: 

+ NBDIV = 
+ NUCICL = 
+ LIM - - 
+ TEMPO = 
+ TEMP - - 
+ TOLTEMP = 

+ Pmin,Pmax = 
+ COEF - - 
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(NBDIV) 

1 

5 

10 

Temp. final 
(Temp) 

0.000990 

0.000990 

0.000990 

-- - 

Pas final 
(Al') 

0.0142564 
0.0163285 
0.01 99249 
0.02 166 13 
0.0 170346 
0.0136575 
0.0 17037 1 
0.0208093 
0.0187329 
0.0207558 

O. 1 120085 
0.0508444 
0.0873664 
0.0780608 
0.0696390 
0.0657493 
0.1016653 
O. 1884426 
0.0945749 
O. 1 186200 

0.4238 1 1 1 
0.397201 1 
0.2740839 
0.4725709 
0.3 163724 
0.42229 12 
0.3393733 
0.3743728 
0.3985 126 
0.253 183 1 
- 

P.init. 
(P) 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

FRA@) 

222.5 

222.5 

222.5 

P. final 
(P*) 

1.4979883 
0.515 1026 
2.5100658 
1.5 155647 
1.5139278 
0.5030417 
1.4961772 
1.5 152206 
0.5005869 
0.49955 1 1 

2.5031836 
2.49847 15 
2.5029063 
2.5009365 
3.4975550 
2.5019269 
2.497 1 168 
2.5065646 
2.5032916 
3.4908 149 

2.4999952 
2.5003557 
2.499956 1 
2.4995842 
2.5003002 
2.4999409 
2.4997 194 
2.5000565 
2.4996099 
2.4989500 

FRA(p*) 

2 1 .O52475 

2.0120621 

0.0003433 

Nbcal 

14383 

14108 

15016 



Ces résultats montrent que l'algorithme MSA peut trouver le minimum global de 

fonctions très complexes (101° minima). L'échec pour NBDIV = 1 (ce qui correspond à 

l'algorithme SA classique) montre encore une fois la difficulté de faire la mise à jour du pas de 

déplacement. Cet exemple montre que l'emploi d'un vecteur de pas de déplacement aide 

beaucoup dans la recherche du minimum global, et que la méthode est alors moins sensible à 

l'actualisation de ce vecteur après chaque cycle de température. 
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IV.3.2. Méthodes hybrides. 

ZV.3.2.1. Présentation des fonctions-test. 

Nous avons choisi deux fonctions pour tester les algorithmes hybrides GA-ALM et 

MSA-ALM: 

a) Fonction de Rastrigin (FRA): 
Nous l'avons prise avec deux variables seulement p = [p1,p2], définies dans 

l'intervalle [0,10], ce qui donne 100 minima. La difficulté de cette fonction est surtout liée au 

nombre de minima qu'elle présente. Nous n'avons pris que deux variables, car nous avons 

remarqué lors de tests que la méthode hybride n'apporte pas de gain quand le nombre de 

minima est très grand. Les problèmes réels de électromagnétisme n'ont en général que peu de 

minima locaux, ainsi nous espérons que les algorithmes hybrides pourront apporter une 

réduction sensible du nombre de calculs de fonctions par rapport au nombre normalement 

nécessaire en n'utilisant que des algorithmes stochastiques. Dans le cas de problèmes connus 

pour présenter un nombre élevé de minima, nous considérons que la meilleure solution est 

l'application d'une méthode stochastique, seule ou couplée avec un autre algorithme 

stochastique. 

b) Fonction exponentielle (FEXP). 

Elle est définie dans l'intervalle [0,10]. Cette fonction est caractérisée par une valeur 

de minimum local très proche de la valeur du minimum global, ce qui devrait conduire à des 

difficultés avec les algorithmes stochastiques. En plus, cette fonction est très plate pour des 

points éloignés des minima, ce qui empêche la recherche du minimum par une méthode 

déterministe basée sur le calcul du gradient (quand le point de départ se situe sur cette zône 

plate); 

F,,, (p) = 20 - exp(-C (pi - 1.5)' + 1) + exp(-C (pi - 2.5)2 + 1.05) 

- exp(-C (pi - 3.5)' + 1.1) O I p i  I l 0  i = l , 2  
(1 53) 

La solution globale est p*= (3.59585;3.59585)T avec ~ ~ ~ ~ ( p * ) = 1 7 . 3 0 8 8 9 .  
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/ 

Fig. 43 Fonction exponentielle. 

ZV.3.2.2. Génétique / Lagrangien augmenté (GA-ALM). 

Nous avons dit dans le chapitre II que le problème qui se pose pour coupler deux 

méthodes d'optimisation est de savoir quand arrêter la première pour lancer la seconde. Nous 

allons montrer quelques résultats, en utilisant deux procédures différentes de lancement de la 

méthode ALM. 
La première est basée sur le nombre de génération. C'est la plus simple et peut-être la 

plus naturelle. Le problème est que les fonctions à optimiser sont parfois très différentes et le 

nombre de générations ne peut pas être le même dans tous les cas. 

La deuxième procédure utilise comme critère la différence entre les meilleurs 

résultats de deux générations consécutives T+l et T : la méthode déterministe est lancée 

lorsque cette différence est inférieure à une certain limite (IF*(T+l)-F*(T)I < O.OOlF*(T)). 

Cette procédure donne les meilleurs résultats et est évidemment aussi très simple. 

Sauf mention contraire, les probabilités de mutation, croisement et inversion dans les 

résultats présentés ci-dessous sont respectivement 0.01,0.8, et 0.01. 
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a) GA / ALM: Fonction de Rastrigin (FRA). 

a.1) FRA et GA / ALM: Critère sur le nombre de générations. 

Les résultats dans le tableau ci-dessous montrent le type de difficulté rencontré si on 

veut utiliser cette procédure. Comment peut-on savoir a priori quel est le nombre de 

générations qui garantit le minimum global? Le problème est bien sûr l'absence d'un critère 

mathématique. Pour le test sur la fonction de Rastrigin, en laissant tous les paramètres fixes et 

en ne changeant que le nombre de générations, nous avons eu de bons résultats pour tout 

NBGEN supérieur ou égal à 4. Pour d'autres valeurs de NBGEN, l'algorithme GA a donné des 

résultats proches d'un minimum local, après quoi l'algorithme ALM a trouvé le minimum local 

le plus proche. 

a.2) FRA et GA / ALM: 

Critère sur la diférence entre les meilleurs résultats des générations T+l et T .  

Le critère choisi est IF*(T+I)-F*(T)I < O.OOlF*(T). Pour montrer l'avantage de cette 

procédure, nous présentons deux résultats dans le tableau ci-dessous. Dans le premier cas, on 

a choisit NBGEN = 10. Bien entendu, cette valeur est maintenant le nombre maximum de 

générations que l'algorithme peut exécuter. Il s'est arrêté à la sixième génération, et la 

meilleure des valeurs a été passée à l'algorithme ALM, qui a eu besoin de 12 calculs de 

fonction objectif pour arriver au minimum global avec une précision supérieure à 10-5. 

(NBGEN, 
NBPOP) 

( 10,20) 

(8,20) 

(6,201 

(4,20) 

(*) Nombre maximum de générations. 

Meilleur Point 
GA (PGA) 

(2.497,2.450) 

(2.485,2.448) 

(2.460,2.448) 

(2.450,2.443) 

(NBGEN, 
NBPOP) 

(10*,20) 

(5*,20) 

FRA(pGA) 

0.48984 

0.56936 

0.84320 

1.1 1795 

Meilleur Point 
GA (PGA) 

(2.485,2.444) 

(2.485,2.444) 

Point Final 
(P*) 

(2.500,2.500) 

(2.500,2.500) 

(2.500,2.500) 

(2.500,2.500) 

FRA(pGA) 

0.65 1 O 

0.65 1 1 

FRA(P*) 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

Point Final 
(P*) 

(2.500,2.500) 

(2.500,2.500) 

Nbcal 
(GA+ALM) 

200+12 

160+12 

120+16 

80+16 

FRA(P*) 

0.00000 

0.00000 

Nbcal 
(GA+ALM) 

120+12 

100+16 
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Pour le deuxième résultat, on a donné 5 comme valeur maximale du nombre de 

génération, en gardant tous les autres paramètres. Le critère n'a pas été satisfait à la cinquième 

génération; l'algorithme a passé le meilleur résultat à ALM, qui a encore fait 16 calculs de 

fonction objectif pour arriver à l'optimum global. 

Dans le tableau suivant, nous montrons quelques résultats pour la fonction de 

Rastrigin définie avec trois et quatre variables dans le même espace, ce qui donne 

respectivement 1000 et 10000 minima. Le but est montrer la difficulté pour décider la 

commutation quand le nombre de minima devient important. Nous avons utilisé ici le critère 

I2F*(T+1)-F*(T)-F*(T-1)l < O.OOlF*(T) à la génération T+1, où F*(T) est le meilleur résultat 

à la génération T. Ce critère est plus sévère que le précédent, puisqu'il demande trois 

générations successives avec des (meilleurs) résultats très proches pour permettre la 

commutation des algorithmes. 

(*) Nombre maximum de générations. 

Le premier résultat concerne la fonction de Rastrigin avec trois variables, les trois 

suivants avec quatre variables. Pour le premier résultat, on peut voir que la commutation s'est 

produite très près du minimum global, et que l'algorithme ALM n'a pas amélioré grand chose. 

Les deuxième et troisième résultats montrent des commutations qui ont transmis à ALM des 

points proches d'un minimum local. Finalement, le quatrième résultat, obtenu en changeant les 

probabilités P,,,, P,,,, et Pin,, montre que le point passé à ALM après la commutation est 

très proche du minimum global (comme dans le premier cas). Ces résultats justifient ce qu'on 

a dit plus haut à propos des méthodes hybrides, pour résoudre des problèmes d'optimisation à 

très grand nombre de minima: le gain apporté par le couplage est peut être très petit! 

(NBGEN7 
NBPOP) 

(20*,20) 

(20*,20) 

(40" ,20) 

(40*,20) 

Point Final 
(P*) 

(2.500,2.500, 
2.500) 

(3.495,2.500, 
2.500,4.490) 

(2.50072.500, 
1.505,2.500) 

(2.500,2.500, 
2.500,2.500) 

Pm~t, P C ~ S  
Pinv 

(0.02,0.8, 
0.02) 

(0.02,0.8, 
0.02) 

(0.02,0.8, 
0.02) 

(0.01,0.8, 
0.01) 

FRA(p*) 

0.00000 

4.9748 

0.9946 

0.00000 

Meilleur Point 
GA (PGA) 

(2.489,2.498, 
2.476) 

(3.457,2.450, 
2.490,4.504) 

(2.467,2.483, 
1.478,2.567) 

(2.48 1,2.920, 
2.496,2.498) 

Nbcal 
(GA+ALM) 

320+12 

360+22 

600+23 

560+21 

FRA(pGA) 

0.1417 

5.785 

2.3049 

0.0841 
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b) GA 1 ALM: Fonction "exponentielle" (FEXP). 

b.1) FEXP et GA / ALM: Critère sur le nombre de générations. 

(NBGEN, Meilleur Point Point Final 1 FW(p*) 1 Nbcal 1 
NBPOP) (GA+ALM) 

I 1 1 1 1 1 

(*) Ce dernier résultat n'a pas été soumis aux opérations naturelles(croisement, inversion et mutation). Il est 
simplement le meilleur individu généré aléatoirement au début de l'algorithme GA. 

b.2) FExp et GA / ALM: 

Critère sur la difjcérence entre les nzeilleurs résultats des générations T+l et T 

Le critère choisi est à nouveau IF*(T+I)-F*(T)I < O.OOlF*(T). Les résultats du 

tableau montrent que la commutation a été bien faite. Cette fonction ne pose aucun problème 

à l'algorithme génétique GA, surtout en raison du nombre très faible de minima. 

(NBGEN, 
NBPOP) 

(20*,20) 

(10,lO) 

(10,6) 

( 10,4) 

Meilleur Point 
GA (PGA) 

(3.809,3.333) 

(3.536,3.022) 

(4.285,2.964) 

(4,4) 

FRA(pGA) 

17.60098 

18.35068 

18.87840 

18.20960 

Point Final 
(P*) 

(3.59586,3.59585) 

(3.59585,3.59585) 

(3.59586,3.59579) 

(3.59585,3.59589) 

FRA(P*) 

17.308893 

17.308895 

17.308895 

17.308893 

Nbcal 
(GA+ALM) 

40+13 

50+18 

18+18 

8+21 
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ZV.3.2.3. Recuit simulé modifié / Lagrangien augmenté (MSA-ALM). 

Nous allons maintenant montrer quelques résultats de l'algorithme hybride MSA- 

ALM et nous en profiterons pour faire quelques commentaires sur la question de la 

commutation entre eux. Nous avons choisi deux procédures différentes de commutation entre 

MSA et ALM, tout à fait comparables à celles que nous venons de voir. 

La première est basée sur le nombre de cycles de température, par analogie avec le 

nombre de générations utilisé dans le cas GA - ALM: les mêmes commentaires sont encore 

applicables. 

La deuxième procédure fondée sur la différence entre les meilleurs résultats de deux 

cycles de températures consécutifs T+l et T (IF*(T+l)-F*(T)I < O.OOlF*(T)), donne de 

meilleurs résultats au prix d'un nombre de calculs de fonction plus élevé. 

Nous avons choisi la fonction de Rastrigin, définie en fonction de deux variables, et 

les principaux paramètres employés sont pour l'algorithme MSA ont été: 

+ NBDIV 
+ NUCICL 
+ LIM 
+ TEMPO 
+ TEMP 
+ TOLTEMP 
+ PminJ'max 
+ COEF 

a) MSA-ALM: Critère sur le nombre de cycles de température. 

Le tableau ci-dessous montre les résultats pour différents points de départ. Dans tous 

les cas, on a fixé à dix le nombre de cycles de température. Ce nombre (magique) à été choisi 

en regardant le graphique des Fig. 41.a et 41.b. Ces résultats montrent que, pour ce problème 

et avec ces paramètres, la commutation à été faite judicieusement. Néanmoins, pour le même 

problème, mais défini pour un nombre de variables plus grand, la commutation tombe souvent 

sur des points proches de minima locaux. 

Point Initial 
(Pl 
3 .O 
0.3 

6.0 
0.2 

9.0 

0.0 

FRA(P*~sA) 

0,456158 

0.002495 

0,0067 18 

FRA(P) 

3 1.99983 

50.63016 

88.5 

P * ~ ~ ~  

2.50897 19 
2.5472767 

2.5023 105 
2.5026898 

2.5009742 

2.4942634 

P * ~ ~ ~  

2.50003 19 
2.499983 1 

2.4999852 
2.499983 1 

2.50001 19 

2.4999297 

FRA(~*ALM) 

0.000002 

0.000002 

0.000004 

NBCAL 

21 1+14 

229+10 

223+12 
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b) MSA-ALM: Critère sur la diférence entre les meilleurs résultats des générations T+l et T. 

Le critère choisi est (IF*(T+l)-F*(T)I c O.OOlF*(T)). Les résultats pour différents 

points de départ, avec la fonction de Rastrigin définie avec deux, trois et cinq variables (102, 

103 et 105 minima) montrent que cette procédure peut être employée au prix d'un nombre de 

calculs de fonction parfois plus élevé que dans le cas précèdent (dans le cas d'un faible 

nombre de cycles de température). 

En utilisant un code hybride, on espère pouvoir atteindre le minimum global sans 

payer un prix trop élevé. Les résultats présentés montrent que ce but peut être atteint lorsque le 

nombre de minima n'est pas très grand. On est donc en droit d'espérer que, dans le cas de 

l'optimisation en électromagnétisme, ces méthodes seront applicables et avantageuses. Dans la 

littérature en effet, des problèmes d'électromagnétisme ayant plus d'un minimum sont 

fréquemment cités [35,69,77], mais on n'en connaît pas qui en présente des centaines. 

Point 
initial (P) 

3 .O 
0.3 

6.0 
0.2 

1 .O 
2.0 
3.0 

1 .O 
2.0 
3 .O 
4.0 
5.0 

FRA(P) 

3 1.99983 

50.63016 

62.75 

1 1 1.25 

P*MSA 

2.498 1 184 
2.5001054 

2.5023 105 
2.5026841 

2.5013256 
2.5016818 
2.5028365 

2.4993863 
2.4949477 
2.4986012 
1.50462 10 
2.4979348 

FRA(~*MSA) 

0.000706 

0.002489 

0.002506 

1 .O01366 

P*ALM 

2.4998360 
2.500009 1 

2.4999764 
2.4999726 

2.5000145 
2.5000176 
2.5000300 

2.4999638 
2.5000124 
2.5000792 
1.5050203 
2.49993 18 

FRA(~*ALM> 

0.000008 

0.000002 

0.000004 

0.994965 

NBCAL 

841+10 

247+10 

854+12 

801+8 
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V . OPTIMISATION DES STRUCTURES 

Pour tenir compte des problèmes liés à la tenue diélectrique des matériaux, on fait 

appel, lors de la conception des appareillages à haute tension: 

+ à la connaissance de la valeur disruptive du champ électrique, qui dépend de la 

nature du milieu diélectrique; 

+ aux méthodes de calcul de la distribution du champ. 

Le premier point est acquis par l'expérience du fabricant. Le second semble facilité 

par le développement des logiciels qui sont aujourd'hui capables de calculer précisément le 

champ électrique en 3D. Néanmoins, le travail d'ingénieur qui reste à faire n'est pas facile: il 

doit imaginer et modifier les formes géométriques des zones les plus sensibles de son 

dispositif, de façon à obtenir des valeurs de champ inférieures à la valeur disruptive, tout en 

tenant compte d'autres contraintes, comme par exemple des contraintes mécaniques, 

d'encombrement ou de coût. Sur la zone critique (là où le champ est maximum), le champ 

électrique est très sensible aux variations des paramètres géométriques. 

L'amélioration de la structure par l'ingénieur utilisant un logiciel de calcul de champ 

dépourvu de module d'optimisation peut exiger une grande quantité de calculs, sans qu'on 

puisse être finalement assuré que la solution obtenue est la meilleur possible. 

V.1. ALGORITHME DE LAGRANGIEN AUGMENTE - ISOLATEUR CAS CZGRE 

Deux problèmes concrets d'optimisation ont été choisis dans le domaine de 

l'électrostatique pour illustrer l'application du logiciel BEM2D couplé avec l'algorithme 

d'optimisation ALM. Le premier concerne une structure formée par deux plaques en L (Fig.44) 

et le second, l'électrode haute tension d'un isolateur qui a servi à la CIGRE de cas test [63] 

pour la validation de logiciels de calcul de champ (Fig. 48). 

Le premier problème a été optimisé en ayant comme but l'uniformisation du champ 

normal sur la plaque en L inférieure. Le problème a été formulé comme: 

NT 

min f (p)  = C ( E ~ - E : , ) ~  
k k avec PL,, P 5 Pm,, k = 1,nv 
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où pk est la distance entre l'origine O du système de coordonnées et le k-ème point sur le 

contour mobile (Fig. 44). Ej et Eoj sont les champs normaux respectivement calculé et 

souhaité sur le j-ème point test du contour mobile. On a choisit: 

nv= 11 nombre de variables de projet 

Eoj = 1.2 V/m constant pour tout point test j 

pk,, = 0.936m et pk,,, = 1.144m limites de projet 

On peut facilement voir que la géométrie initiale est en dehors du domhine réalisable au sens 

de l'optimisation. 

La Fig. 45 montre les variations du champ normal le long du contour mobile avant et 

après son optimisation. On peut vérifier que l'optimisation, qui débute avec une valeur 

"infinie" du champ électrique sur le coin, conduit à une distribution de champ électrique quasi 

uniforme, le but est donc atteint. 

L'évolution géométrique du contour pendant l'optimisation est présentée en Fig. 46. 

Fig. 44: Géométrie en "L" et définition des variables de projet. 
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6 6 

5 5 

4 4 

Vlm 3 3 

2 2 

1 1 

O O 
O 5 10 15 20 25 30 

Points sur le contour mobile 

Fig. 45: Champ électrique le long du contour mobile. 

Fig. 46: évolution du profil pendant le processus d'optimisation. 
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Il faut souligner dans la résolution de ce problème le choix particulier des paramètres 

d'optimisation, qui correspondent à la distance entre l'origine O et les noeuds des éléments 

définissant la partie mobile du contour (le segment OPi gardant une direction constante): la 

forme finale de ce contour est ainsi tout à fait libre. La difficulté rencontrée dans ce cas est 

liée au nécessaire processus de remaillage entre deux itérations, qui doit laisser la géométrie 

aussi lisse que possible. Nous avons utilisé, pour interpoler les points dans le processus 

d'optimisation, un algorithme très efficace proposé par Akima [l]. 

La géométrie du deuxième problème (Fig. 48) est celle de l'isolateur test de la CIGRE 

[63]. Le but est de ramener la valeur maximale du champ électrique de 41,5Vlm à 30 Vlm sur 

la zone modifiée. Le contour mobile à été représenté à l'aide de cinq paramètres d'optimisation 

{P 1 = (PI, P2, P3, P4, ~ 5 ) ~ .  
Le problème à été formulé par l'équation suivante: 

2 
min f (p)  = (E:,,-E:) 

avec g(p) = E:,, - ( E , " ~  + E 0 ,X )E,, + E, E O 
ml" "nuu 

k k k 
Pmin 5 P ' Pniax k = 1,nv 

où E, = 30Vlm est la valeur maximale souhaitée, 

E,, est la valeur maximale trouvée sur les points testés du contour mobile, 

g(p) , fonction de E,,, , définit la contrainte; c'est une parabole (Fig. 48) dépendant de: 

Eod,= O.V/m et E,,,,= 30.03Vlm , limites inférieure et supérieure pour la valeur 

maximale du champ électrique dans g(p). 

Fig. 47: Contrainte définissant la région réalisable. 



5 
- . . . .  - - . . . . . . . . >  

diamètre = 20 

m 

m 

Fig. 48: Isolateur complet et agrandissement de la région contenant le contour mobile; 
définition des cinq paramètres d'optimisation (p 1, p5). f et m désignent respectivement des 

points fixes et mobiles. 

La valeur maximale (voir Tableau 6) du champ normal calculé avant et après 

l'optimisation a bien été ramenée de 41.54 à 29.997 Vlm. 

Tableau 6: valeurs des paramètres et du champ normal avant et après l'optimisation. 

50 50 

40 40 

30 30 

V/m 20 20 

10 10 

O O 

-10 -10 

0,s 0,76 0,72 0,68 0,64 0 4  
Z (mm) [contour mobile] 

Fig. 49: Champ électrique normal sur l'électrode H.T. 
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On a ainsi obtenu une baisse de 28% de la valeur maximale du champ normal, avec 

seulement neuf calculs de champ. 

Les résultats présentés pour ces deux problèmes d'électrostatique montrent la fiabilité 

et la robustesse du code ALM-BEM, avec pourtant des paramètres géométriques relativement 

nombreux et de types très différents (position de noeuds ou éléments de courbes: rayon, 

angle, etc.). 

V.2. ALGORITHME GENETIQUE - ISOLATEUR TYPE RIGIDE 

L'optimisation de la forme des éléments diélectriques des dispositifs à haute tension 

est habituellement réalisée avec des critères comme: 

+ l'uniformisation du champ tangentiel (Etan-un.); 

+ l'uniformisation du champ total (Etot-un.); 

Daumling et Singer ont conclu que le premier critère donne de meilleurs résultats au 

niveau de la tension de rupture du diélectrique que le second [20]. Nous avons introduit 

le troisième critère: 

+ la minimisation de la valeur maximale du champ total (Etot-max.) [90]. 

Nous allons employer successivement ces trois critères pour l'optimisation d'un 

isolateur PE type rigide (Fig. 50). 

Fig. 50: Isolateur type rigide et paramètres d'optimisation (pl, p4) 
f et m désignent respectivement des points fixes et mobiles. 

z 
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Le problème d'optimisation a été formulé de la façon suivante: 

NT 

min f (p)  = C(E; - E , J ) ~  
j=l 

k k k avec P,,, S P  ~ P , , ,  k = 1,4 

où NT est le nombre des points test sur le contour mobile, 

p est le vecteur des variables de projet (Fig. 50), 

Ej et EOj sont les intensités de champ électrique (tangentiel ou total suivant le 

critère) respectivement calculé et spécifié sur le jème point test. 

Les valeurs choisies des paramètres génétiques pour résoudre ce problème sont: 

NBPOP = 10 nombre des individus dans la population, 
NBGEN = 12 nombre de générations, 
Pcros = 0.9, Prnut= 0.025 et Pinv = 0.025 probabilités. 

Trois optimisations ont donc été effectuées: pour les deux premiers cas, le but était 

l'uniformisation du champ tangentiel, puis du champ total le long du contour. Dans le 

troisième cas, le but était la minimisation du champ maximum: on a donc pris un seul point 

test, celui pour lequel le champ calculé est le plus grand (NT = 1 dans (157)), et un champ 

spécifié nul (Eoj = O). Le Tableau 7 montre les résultats obtenus, et les Fig. 51.a-d présentent 

les variations des champs normal, tangentiel et total le long du contour mobile pour la région 

extérieure au diélectrique, c'est-à-dire du coté de l'air, avant et après les optimisations. 

Tableau 7. Valeurs initiale et finale des paramètres d'optimisation 
et des intensités maximales de champ électrique. 

[( )20 désigne le résultat obtenu par Düurnling et Singer pour l'isolateur PEI. 
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Dans tous les cas, le nombre de calculs de champ a été laissé à 100. Pour le premier 

cas, critère Eh,-,,. (Fig. 51.b), le résultat obtenu représente une réduction de 39% et 15% sur 

les valeurs maximales de champs normal et total, respectivement. Pour le critère Etot-un. 

(Fig. 51.c), ces gains ont été 20%. Finalement, pour le critère Etot-max. (Fig. 51.d), ces gains 

sont respectivement de 25 et 22%. 

Les résultats obtenus sont en accord avec les résultats publiés par Daumling et Singer 

[20], sauf pour le critère Et,-,,., pour lequel ces auteurs sont parvenus à des valeurs 

maximales supérieures pour les champs tangentiel et total. Le petit nombre de paramètres 

employé pour décrire la géométrie, et l'arrêt du processus d'optimisation alors que le premier 

paramètre a sa valeur minimale sont les explications que nous pouvons avancer. 

Eno --- Etan - Etot 
~ . . . . . ~ . . . . . . . . ~ ~ ~ . . . . . . . . . ~ . . . . . . . . - . . . . . . . . - - - - .  

I _ , C I I L _ _  _ _ , . - - - - - - - - - - - - -  - 
a -... - -.-., ' -0- 

/ '  -'- . . --. . 
I , 

Fig. 5 1: Champ électrique le long du contour mobile pour les géométries initiale et 
optimisées. a) Géométrie initiale. 
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40 40 

30 30 

Vlm 20 20 

10 10 

O O 
1 6 11 16 21 

i 

Fig. 51: Champ électrique le long du contour mobile pour les géométries initiale et 
optimisées. b) Critère Etan-un. 

40 40 

30 30 

Vlm 20 20 

10 10 

O O 
1 6 11 16 21 

Fig. 5 1. Champ électrique le long du contour mobile pour les géométries initiale et optimisées. 
c) Critère Etot-un. 
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Eno - - -  Etan - Etot 

. . . . . . . . .  T - - - - - - - - -  
, . . . . . . . . . > . . . . . . . . .  7 - - - - - - - -  

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  - \-- 
/ \--- 

3 + - \  -- -a-- m m  --  - -  - -  -c - - / / - - - , - - - -  .--- - - - - - - m . - - * ,  - .........,-. -.- . . . . . . .  : . . . . . . . . . . . . .  \. , . . . . . . . . . . - .  - .' < 

,/ 4 '.. ' 

/ '  ', . 
/ '  

' * \  
*. 

I '.. 
I I \ 

Fig. 5 1 : Champ électrique le long du contour mobile pour les géométries initiale et 
optimisées. d) Critère Etot-max. 

Ces résultats, obtenus pour l'optimisation d'un contour diélectrique, montrent que 

l'algorithme génétique GA est un outil fiable pour l'optimisation des formes. L'utilisation de 

seulement quatre paramètres pour décrire le contour n'a pas empêché cet algorithme de donner 

des résultats très proches de ceux publiés par Daumling and Singer, qui avaient employé (pour 

le calcul de champ) la méthode des charges équivalentes, associée pour aboutir au contour 

optimum à une stratégie de changement du contour préservant la continuité de la tangente. 

Nous avons en plus montré que l'optimisation de forme peut facilement être menée 

sous différents critères (uniformisation du champ tangentiel, normal ou total, ou encore 

minimisation du champ maximum total, ou d'une de ses composantes) en employant 

l'algorithme génétique couplé avec un programme de calcul de champ comme BEM2D. 



V.3. ALGORITHME DE RECUIT SIMULE MODIFIE - ISOLATEUR CAPOT TIGE. 

Le profil de l'isolateur capot tige de la Fig. 52 a été optimisé en utilisant la méthode 

de recuit simulé modifié MSA [88]. Le but étant de limiter le champ normal à une valeur 

donnée Eo , le problème d'optimisation a été formulé de la façon suivante: 

min f ( p ) = ( ~ i , ,  -E,Z)* 
k k k avec P,,,~, I p  Spmin k = l , 5  

où p est le vecteur de variables de projet, dont les composantes sont définies à la Fig. 52, 

Emax est le champ normal calculé sur le contour mobile, et 
Eo = 130 V/m est le champ normal spécifié sur le contour mobile. 

contour mobile 

Fig. 52: Isolateur pour lignes de distribution type capot-tige; agrandissement du contour 
mobile avec les cinq paramètres de projet (Pl, P5) f et m désignent des pointsfixes et mobiles. 

Les valeurs des paramètres employés sont: 

+ NBDIV: {10,15,20} 
+ COEF: 2 
+ NUCICL: 1 G*NOPT/NBDIV 
+ LIM: 40 
+ TEMPO: O. 1 
+ TEMP~+~  = 0.95"TEMPt 
+ TOLTEMP= 0.001 
+ NBCALmax= 50 

nombre de vecteur de pas de déplacement 
facteur de division 
nombre de cycles auxiliaires 
limite de mouvements réussis 
tenzpérature initiale 
mis-à-jour de la température 
valeur limite pour le critère d'arrêt 
valeur limite de calcul de fonction coût 
pour le critère d'arrêt (Fig. 24) 

Les résultats sont montrés dans le Tableau 8 (les paramètres optimisés pour NBDZV 

égal à 10, 15 et 20 sont désignés l'indice correspondant). La valeur maximale du champ 

normal calculé avant l'optimisation était 188.61 V/m (point A du contour mobile). 
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Tableau 8: Valeurs des paramètres et du champ normal pour la géométrie initiale; 
valeurs optimisées et nombre de calcul de fonction (NBDIV égal à 10,15 puis 20). 

Les paramètres des géométries optimisées obtenus pour les différentes valeurs de 

NBDIV ont des valeurs très proches. 11 faut remarquer que le troisième paramètre p3 atteint sa 

valeur maximale dans tous les cas et que l'algorithme n'a fait qu'un cycle de température dans 

le premier cas ! . 
Les Fig. 54 et 55 montrent les courbes de variation du champ normal le long du 

contour mobile en fonction de la coordonnée z, respectivement pour les géométries initiale et 

optimisée pour des dzfférentes valeurs de NBDIV. 

Fig. 54: Champ électrique normal le long du contour mobile, avant l'optimisation. 
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Popt2~ 

.O1719 

54.73 

.O10 

Popti5 
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54.73 

.O10 

Paramètres 

rayon pl (m) 

angle P2 

rayon p3 (m) 

pmax 

.O25 

60 

.O10 

P o p t i ~  

.O1736 

54.88 

.O10 
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Fig. 55: Champ normal sur le contour mobile pour les géométries optimisées 
pour NBDZV = 10,15 puis 20 

Les résultats obtenus mettent en évidence une amélioration considérable de la valeur 

maximale du champ normal. Ils montrent que l'algorithme MSA est fiable et peut être employé 

pour résoudre des problèmes d'optimisation en électrostatique. 

V.4. ALGORITHMES HYBRIDES: OPTIMISATION DE FORME D'UN CONNECTEUR H.T. 

Nous allons montrer dans la suite des résultats obtenus dans l'optimisation d'un 

connecteur triphasé faisant partie d'un système à isolation gazeuse de haute tension (145 KV 

GIS - gus insulated system). Dans ce type d'appareil, les trois barres sont dans un cylindre mis 

à la terre qui est rempli d'un gaz sous pression (généralement le gaz est le SF6 ou un mélange 

à une pression de 0.3 ... 0.6 MPa). Pour optimiser cette structure, nous allons essayer trois 

algorithmes: un algorithme déterministe seul (Lagrangien augmenté ALM), puis deux 

algorithmes aléatoires couplés avec cet algorithme déterministe (génétique hybride GA-ALM 

puis recuit simulé modifié hybride MSA-ALM). Nous voulons ainsi montrer l'application des 

algorithmes hybrides ci-dessus dans un cas réel, les résultats de l'algorithme déterministe seul 

servant de comparaison. Notons que ce même appareillage avait déjà fait l'objet d'une étude 

d'optimisation par l'algorithme ALM, mais avec deux paramètres de moins [91]. Ces deux 

nouveaux paramètres d'optimisation (les angles P2 et Pd, Fig. 57) ont été introduits pour 

compliquer le problème (nous avons négligé les contraintes mécaniques, c'est-à-dire les 

distances minimales d3 et d4 , voir Fig. 58). 
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Nous nous intéressons à la partie du système qui connecte les différentes sections des 

barres (Fig. 56). Ce connecteur doit avoir de bons contacts électriques, permettre la dilatation 

thermique et prévenir les déformations dues aux forces électrodynamiques pendant un court- 

circuit. 11 en résulte quelques contraintes de forme et de dimensionnement qui doivent être 

prises en compte pendant l'optimisation. La forme d'origine du connecteur est montrée en Fig. 

56. Ce profil a été obtenu par des modifications géométriques successives, basées sur 

l'expérience du constructeur. 

Fig. 56: Vue du connecteur en 3D et structure du système isolé. 

Le champ électrique a été calculé pour la barre (a) sous tension, les deux autres (b et 

c) et le cylindre étant mis à-la terre. Trois calculs ont été effectués: 

+ la configuration réelle modélisée par (PHI3D) [52], où les phases (b) et (c) ont été 

simplifiées, remplacées par des cylindres de même diamètre. 

+ la configuration axisymétrique, aussi modélisée par PHBD. Cette structure est 

constituée de la phase (a), recentrée, et du cylindre mis à la terre (Fig. 56). 

+ la même configuration axisymétrique, modélisée par BEM2D [89]. 

Les valeurs maximales du champ électrique apparaissent au point B du connecteur 

(Fig. 56 et 58), en face de la gaine. 

Le Tableau 9 donne les résultats en champ au point B pour les trois calculs. 

Clairement, en ce qui concerne la valeur maximale du champ électrique, ce problème peut être 

considéré avec raisonnable précision comme une configuration 2D axisymétrique. Il faut 

remarquer que, en 2D, le recentrage de la barre conduit à un diamètre extérieur plus petit que 

dans la configuration en 3D, ce qui peut expliquer u n  champ résultant plus élevé. 
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Tableau 9: Comparaison des valeurs maximales du champ 
normal. Potentiel de la phase (a) = 1 volt. 

La valeur maximale du champ électrique calculé correspond à une tension de rupture 

de 675 kV (sous ondes de foudres avec SFo à 0.4 MPa), ce qui est au-dessus du niveau 

demandé de 650 kV. 

Mais il est toujours intéressant d'optimiser la forme et de réduire ainsi la valeur 

maximale du champ: cela permet en effet d'augmenter la sécurité de l'isolation ou de 

minimiser la taille de la structure. 

V.4.1. Optimisation. 

BEM2D PHI3D 

Ce problème a été formulé par: 

PHI3D 

min f (p )  = (E;~,-E:)' 
k k 

p i in '  P ' ~ m a x  k = l , 8  

réel 3D 

46.0Vlm 

où les variables sont les mêmes que dans (158), et où les paramètres d'optimisation sont 

définis par la Fig. 57. La valeur Eo a été choisie à 26 Vlm (c'est la valeur de champ entre les 

régions B et C en dessous de laquelle on ne peut descendre). 

Fig. 57: Définition des paramètres d'optimisation. 

configuration axisymétrique 
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La Fig. 57 montre aussi les quatre régions A, B, C et D du profil qui ont été 

paramétrées en vue de l'optimisation. Les valeurs maximales de champ calculées pour 

chacune de ces régions ont été respectivement 36.74, 49.00, 29.84 et 36.02 Vlm. La région C 

ne jouera pas un grand rôle [91] mais servira à illustrer quelques différences entre les 

algorithmes employés. 

Les fonctions que le connecteur doit remplir conduisent aux contraintes suivantes 

(Fig. 58) [91]: 

+ R, le rayon extérieur du connecteur est à sa valeur minimale dans la configuration 

initiale. Nous postulons que sa valeur ne peut pas être changée, et qu'aucune partie du 

connecteur ne peut avoir une dimension plus grande. 

+ dl est laissée invariable, d2 peut être modifiée. 

+ d3 et d4 doivent être plus grand que 0.5 cm. 

Les deux premières contraintes sont prises en compte au moment du paramétrage de 

la géométrie. Nous avons dans cette étude négligé la troisième contrainte. 

Fig. 58: Profil Initial du connecteur avec les contraintes de projet 
section transversale définie en Fig. 56. 

Les limites définissant la région réalisable sont donnés dans le Tableau 10 en accord 

avec la Fig. 57. 
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Tableau 10: Valeurs limites des paramètres de projet. 

V.4.2. Paramètres et critères de commutation. 

V.4.2.1. Algorithme génétique. 

Les paramètres naturels employés dans l'algorithme génétique ont été dans cette 

application: 

+ NBGEN (max.): 20 nombre de générations 
+ NBPOP : IO nombre des individus dans la population 
+ Pcros: 0.9 probabilité de croisement 
+ Pmut: 0.025 probabilité de mutation 
+ Pinv: 0.025 probabilité d'inversion 

Nous avons employé comme critère de commutation entre GA et ALM: 
+ Lancer ALM si 12 * f (p): - f (p):' - f (p)r l/[l +If (p): l] < 0.001 

où f $)O est 1; meilleur résultat parmi les individus de la génération T. 

V.4.2.2. Algorithme du recuit simulé modifié. 

Nous avons employés dans l'algorithme MSA les valeurs des paramètres suivants: . 

+ NBDIV: IO nombre de vecteur de pas de déplacement 
+ COEF: 2 facteur de division 
+ NUCICL: 4 nombre de cycles auxiliaires 
+ LIM: IO limite de mouvements réussis 
+ TEMPO: O. 1 température initiale 
+ T E M P ~ + ~  = 0.95*TEMPt 
+ TOLTEMP=.OO 1 
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Le critère de commutation entre MSA et ALM que nous avons employé est: 

12 * f (PI: - f (PI:.' - f (p):.'/[l + I f  (p):l] < 0.001 

+ Lancer ALM si 

NBCAL 2 50 

où f (p ); est le meilleur résultat à la température T 

V.4.3. Résultats. 

L'évolution du profil du connecteur pour l'optimisation en employant les algorithmes 

ALM, GA-ALM et MSA-ALM est montré en Figure 59a-d. Le Tableau 11 donne les valeurs 

maximales du champ pour chaque configuration axisymétrique optimisée. 

Tableau 1 1 : Valeurs maximales du champ normal. Potentiel de la phase (a): 1 V 

Dans le Tableau 11 il faut remarquer la bonne concordance des valeurs maximales de 

champ électrique pour les trois optimisations. Le meilleur résultat (35.25 V/m) a été trouvé par 

MSA-ALM et le plus mauvais (35.40 V/m) par ALM tout seul. Dans tous les cas, la valeur 

maximale après optimisation a été trouvée dans la région A (alors qu'elle était à l'origine en B; 

ces régions sont définis en Fig. 57). Les deux valeurs maximales transférées par GA et MSA à 

l'algorithme ALM se trouvent aussi en B, et sont aussi très voisines (36.44 et 36.18 V/m). 
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ALM MSA ALM GA ALM 

Fig. 59: Profil initial et profil optimisé. 
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No des noeuds du maillage de l'électrode 

Fig. 60.a: Champs normal le long du connecteur avant et après l'optimisation. 
t INITIALE: avant optimisation; 
t ALM: optimisation par algorithme déterministe; 
t MSA-ALM: algorithme hybride recuit simuléllagrangien augmenté; 
t GA-ALM: algorithme hybride génétiquellagrangien augmenté. 

Le point O (Fig. 59) correspond au noeud 1. 
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Fig. 60.b: Champs normal le long du connecteur par le code hybride MSA-ALM 
+ MSA : résultat à la commutation entre les deux algorithmes 
+ MSA-ALM : résultat final. 
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Fig. 60.c: Champ normal le long du connecteur par le code hybride GA-ALM. 
+ GA: résultat à la commutation entre les deux algorithmes 
+ GA-ALM : résultat final. 
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Les résultats présentés dans ce chapitre illustrent quelques applications de 

l'optimisation en électrotechnique. Nous avons montré des résultats obtenus avec les cinq 

algorithmes d'optimisation que nous avons développés tout au long de ce travail. La 

robustesse des algorithmes du lagrangien augmenté, du recuit simulé, génétique et hybrides a 

été vérifiée par de multiples applications. Enfin, les nombreuses optimisations de forme de 

dispositifs réels en électrostatique, réalisées dans ce chapitre, illustrent la fiabilité des 

algorithmes présentés. 
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CONCLUSION GENERALE . 
L'optimisation des appareillages en électrotechnique a donné naissance à de 

nombreux travaux de recherche scientifique au cours des dernières années. L'intégration 

d'outils d'optimisation dans un code de calcul de champ est une étape naturelle dans le 

développement de la modélisation en électromagnétisme. Cela devrait en tout cas représenter 

un apport appréciable pour les ingénieurs concepteurs d'équipements. 

Le choix de la méthode d'optimisation est dans tous les domaines un problème très 

délicat. Le fait que, dans notre cas, les variables proviennent d'un code de calcul de champ 

ajoute à la difficulté, en raison du coût des calculs associés: on pencherait donc pour les 

méthodes déterministes qui donnent, à coût raisonnable, des améliorations. Mais l'incertitude 

pourra exister car on ne saura pas si la solution obtenue est la meilleure, ce qui redonne 

l'avantage aux méthodes stochastiques: la décision n'est pas facile. 

Nous avons essayé tout au long de cet exposé de présenter et de valider toutes les 

procédures que nous avons développées. Cette façon de faire a été délibérément choisie pour 

faire mieux comprendre les divers paramètres que nous jugeons importants dans l'application 

d'un algorithme d'optimisation particulier. En raison de la diversité des algorithmes traités, 

nous sommes sûrs qu'il reste beaucoup à dire, surtout au niveau théorique, et que la recherche 

doit continuer. 

Nous avons apporté quelques contributions originales pour le développement de 

l'optimisation en électromagnétisme. Nous pensons en particulier être responsables de 

l'introduction de l'algorithme génétique pour l'optimisation de formes en électromagnétisme 

(calcul numérique de champ électromagnétique). Cet algorithme commence à attirer 

l'attention des chercheurs dans tous les domaines. Les résultats obtenus montrent sa puissance, 

sa fiabilité et son efficacité. Nous pensons qu'il faut poursuivre cette recherche, et que la 

comparaison de cette technique avec d'autres méthodes stochastiques doit être un thème de 

recherche futur. Dans notre travail, nous avons évité cette comparaison entre les méthodes 

stochastiques MSA et GA développées, car nous n'avons pas trouvé les bons critères: MSA 

(recuit simulé modifié) a besoin d'un point de départ, et, comme c'est le cas avec les 

algorithmes déterministes, son efficacité en dépend. 

Nous avons présenté la méthode du lagrangien augmenté ALM, couplée avec 

l'algorithme de la région de confiance pour la résolution des problèmes non-linéaires sous 

contrainte. L'algorithme complet finalement obtenu s'est montré fiable, précis et efficace. 



Conclusion 

L'algorithme génétique présenté, développé à partir de l'analogie entre l'optimisation 

et les phénomènes de l'évolution et de la sélection naturelles est très simple à mettre en 

oeuvre. La théorie génétique associée, confirmée par les bons résultats obtenus, permet de 

démontrer la propagation privilégiée des meilleures solutions d'une génération à la suivante 

jusqu'au minimum cherché. 

Ces deux premiers algorithmes sont classiques, même s'il existe beaucoup de façons 

de les mettre en oeuvre, et même si la génétique n'avait pas (ou peu) jusqu'ici été appliquée à 

nos domaines. Nous avons aussi proposé trois algorithmes plus personnels: le recuit simulé 

modifié MSA, et deux algorithmes hybrides stochasto-déterministes: MSA-ALM et GA-ALM. 

Nous avons vu que l'algorithme modifié MSA présente l'avantage d'être moins 

sensible que l'algorithme du recuit simulé classique au problème de mise à jour du pas de 

déplacement. Il présente la souplesse de pouvoir travailler comme l'algorithme du recuit 

simulé classique, comme l'algorithme TABU tout seul ou comme un couplage des deux. Un 

autre avantage que nous avons remarqué dans l'algorithme MSA est que cet algorithme n'exige 

pas tout le cycle de refroidissement (voir les résultats présentés au chap. V), et cette 

caractéristique devra être mieux exploitée. 

Comme l'algorithme génétique, MSA présente le double avantage d'être un 

algorithme d'optimisation global qui ne nécessite pas de calcul de gradient. Son application 

nous parait être intéressante pour un problème à plusieurs minima et nombre faible de 

paramètres d'optimisation. 

Les deux algorithmes hybrides proposés MSA-ALM et GA-ALM présentent, eux, 

l'inconvénient de nécessiter, dans la seconde phase (déterministe) du processus d'optimisation, 

le calcul des dérivées de la fonction objectif. Cette fonction dépend dans la plupart des cas, 

explicitement ou implicitement, des variables provenant du code de calcul de champ. On 

pourrait bien sûr faire-le couplage avec un algorithme comme "pattern search" qui ne dépend 

pas des calculs des dérivées (mais à quel prix et pour quelle efficacité?). Sans entrer dans 

cette polémique, la possibilité de trouver le minimum global sans payer un prix trop élevé 

nous a séduits. Les résultats présentés montrent que ce but peut être atteint lorsque le nombre 

de minima n'est pas trop élevé, ce qui semble bien correspondre aux problèmes posés en 

électromagnétisme. 
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ANNEXE 1 

Nous traiterons dans la suite l'intégration de l'équation de Poisson. Les cas à étudier 

sont: 

a) la densité volumique de charge est une fonction quelconque des coordonnées, 

b) la densité volumique de charge est une fonction harmonique des coordonnées ou 

c) la densité volumique de charge est une constante. 

Ces trois cas seront traités séparément, cependant il faut remarquer que ce calcul 

n'ajoute aucune nouvelle inconnue à cellés de la frontière: il s'agit simplement de faciliter le 

calcul de cette intégrale. 

A.1.1. Densité volumique de charge fonction quelconque des coordonnées. 

Dans ce cas, il n'y a pas d'autre possibilité que de calculer numériquement l'intégrale 

correspondante dans le volume étudié. Pour cela, on peut discrétiser le volume en éléments 

finis. L'équation (30) devient: 

où Qk est le volume du kème élément fini. Dans le cas où le volume est discrétisé en tétraèdres 

élémentaires, l'intégration peut être achevée en utilisant la formule de quadrature donnée ci- 

dessous [62]: 

où Vk - volume du kème tétraèdre; 

(fSIj- noyau évalué sur le jème sommet du tétraèdre; 

(f& - noyau évalué sur le centre de gravité de la 1ème face du tétraèdre; 

En utilisant l'équation (160), l'équation (159) en forme discrétisée devient: 

~ ~ G ( P , P ' ) v " v ( ? ' ) ~ ~ ~ '  = 
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A.1.2. Densité volumique de charge est une fonction harmonique. 

Dans le cas où la densité volumique de charge est une fonction harmonique, elle doit 

satisfaire l'équation de Laplace. Donc nous pouvons écrire: 

v2p ( r* )  = O ( 162) 

S'il est possible trouver une fonction @, dont le Laplacien est égal à la fonction de 

Green, nous pouvons remplacer l'intégrale volumique par une intégrale surfacique. Pour cela, 

considérons la seconde identité de Green (Eq. (21)) avec @ et Y telles que: 

Y ( 2 ' )  = p l )  et V2@(?, ?' ) = G(t ,  ?' ) nous arrivons à: 

ou plus explicitement: 

Par exemple, dans le cas tridimensionel la fonction 9 est donnée par 9 = 8m [21]. 

A.1.3. Densité volumique de charge uniforme. 

D'après l'équation (163.b), l'évaluation de l'intégrale volumique, pour le cas où la 

densité volumique de charge est uniforme, se résume à: 

L'intégrale volumique a été remplacée par une intégrale surfacique dans les cas b et c 

étudiés, ce qui simplifie son évaluation. Cependant, il faut trouver pour chaque type de 

problème la fonction @, dont le Laplacien est égal à la fonction de Green. 

Pour les problèmes de magnétostatique, les équations (159) - (164) sont encore 

valables, il est simplement nécessaire de les écrire pour chaque composante du potentiel 

vecteur magnétique (à la place du potentiel scalaire électrique V) en remplaçant la densité 

volumique de charge par la composante négative correspondante de la densité du courant, et la 

permittivité diélectrique par l'inverse de la perméabilité magnétique. 
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Ce travail présente des méthodes d'optimisation de forme associées à un programme de calcul 
de champ dans des structures électrostatiques bidimensionnelles ou axisymétriques. 
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