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Introduction

L’un des buts de la géométrie arithmétique est de comprendre la structure du groupe

de Galois absolu de Q, ou au moins de comprendre ses représentations qui proviennent

de la géométrie. Si nous fixons un nombre premier p, le groupe de Galois absolu de

Qp, noté ici ΓQp , s’injecte dans celui de Q. Le but de la théorie des représentations

p-adiques est d’extraire des renseignements des représentations continues de ΓQp sur

des Qp-espaces vectoriels. Suite à des compatibilités de topologie, ce cas est beaucoup

plus riche que la théorie des représentations l-adiques, c’est-à-dire des représentations

de ΓQp sur des Ql-espaces vectoriels, avec l un nombre premier différent de p.

Plus généralement, nous allons nous intéresser aux représentations continues de ΓK,

le groupe de Galois absolu d’un corps local K extension de Qp, sur des Qp-espaces

vectoriels de dimension finie. Le cas étudié ici sera celui oùK est absolument non-ramifié,

c’est-à-dire que p est une uniformisante de K, et à corps résiduel k algébriquement clos

(de caractéristique p). Nous noterons W l’anneau des entiers de K, c’est-à-dire l’anneau

des vecteurs de Witt à coefficients dans k.

Nous nous restreindrons aux représentations cristallines (cf. paragraphe I.3.b), condi-

tion vérifiée dans bien des cas issus de la géométrie (par exemple, pour le module de

Tate d’une variété abélienne ayant bonne réduction). L’avantage de ces représentations

est que J.-M. Fontaine et P. Colmez ont montré dans [Fon94b] et [CF00] qu’elles

forment une catégorie tannakienne, qui est ⊗-équivalente à la catégorie tannakienne

des Φ-modules filtrés sur K faiblement admissibles (cf. paragraphe I.3.b).

Le foncteur qui induit cette équivalence de catégories se décrit de la manière sui-

vante : si V est une représentation p-adique cristalline, le Φ-module filtré associé est

Dcris,p(V ) = (V ⊗QpBcris)
ΓK (le quasi-inverse est donné par : pour D un Φ-module filtré

faiblement admissible, Vcris,p(D) = Fil0(D ⊗K Bcris)
Φ). De plus, l’application

Vcris,p(D)⊗Qp Bcris → D ⊗K Bcris

issue de la multiplication de Bcris est un isomorphisme (préservant l’action de ΓK, la

filtration, et le morphisme Φ). Cela peut se traduire de la façon suivante : en notant wV

le foncteur qui à la Qp-représentation cristalline V associe le Qp-espace vectoriel sous-

jacent à V , et wD celui qui associe le K-espace vectoriel sous-jacent à Dcris,p(V ), alors

les ⊗-isomorphismes du foncteur fibre wV ⊗QpK sur le foncteur fibre wD, Isom(wV ⊗Qp

K, wD), forment un torseur sous Aut⊗(wV )|K et sous Aut⊗(wD).

1



2 INTRODUCTION

La situation est donc bien comprise pour les Qp-représentations cristallines. Elle est

cependant plus complexe pour les Zp-représentations cristallines, c’est-à-dire les réseaux

stables d’une Qp-représentation cristalline.

Du côté des Φ-modules filtrés sur K, nous disposons de la notion de réseaux forte-

ment divisibles (dont l’existence est une condition nécessaire et suffisante pour que le

module soit faiblement admissible), qui sont des Φ-modules filtrés sur W (cf. paragraphe

II.1). J.-M. Fontaine et G. Laffaille ont montré dans [FL82] que, si la longueur de la

filtration est strictement plus petite que p−1, il existe une correspondance entre réseaux

fortement divisibles d’un module filtré faiblement admissible, et les réseaux stables de

la représentation cristalline associée.

Plus précisément, àM un Φ-module filtré surW vérifiant la condition Fil1(M) = {0}
et Fil2−p(M) = M , ils associent le réseau Vcris(M) = Fil0(M ⊗W Acris)

ϕ0
, et cette

construction induit un foncteur exact, pleinement fidèle (dont nous noterons Dcris un

quasi-inverse). Deux problèmes apparaissent : la condition sur la filtration n’est pas

stable par produit tensoriel, et l’application naturelle

Π : Vcris(M)⊗Zp Acris →M ⊗W Acris

n’est pas un isomorphisme (le déterminant est une puissance de t, non inversible dans

Acris). Ils sont à l’origine de la problématique de cette thèse :

Après un premier chapitre entièrement consacré à des rappels, des définitions et

des notations, et un deuxième chapitre où nous étudions le comportement de Vcris

par rapport au produit tensoriel (ceci à l’aide de considérations sur les périodes, et les

équations qu’elles vérifient), nous démontrons dans le troisième chapitre un théorème

technique au coeur de nos résultats, qui montre comment, une fois les scalaires étendus

à une certaine Zp-algèbre OÊnr
, les problèmes soulevés précédemment n’existent plus

(ou du moins sont moins importants). En réalité, OÊnr
permet d’étudier toutes les

représentations continues de ΓK dans un Zp-module de type fini à l’aide de la théorie

des (ϕ,Γ)-modules (cf. [Fon90]).

Notons MF−h
W la catégorie des Φ-modules filtrés N libres sur W tels que Fil−h(N) =

N , Fil1(N) = {0} (cf. paragraphe II.1 pour plus de détails). Pour tout objetN de MF−h
W ,

DN = N ⊗W K est un Φ-module filtré sur K faiblement admissible. Avant d’énoncer le

théorème technique, introduisons quelques notations : soit 0 ≤ h ≤ p− 2, et notons F1

et F2 les foncteur exacts de la catégorie MF−h
W vers la catégorie des OÊnr

-modules libres

de rang fini définis par : si M est un objet de MF−h
W , alors F1(M) = Vcris(M)⊗ZpOÊnr

et F2(M) = M ⊗W OÊnr
.

Théorème 1. Soit h un entier compris entre 0 et p − 2. Alors il existe f un iso-

morphisme de foncteur entre F1 et F2. Il vérifie de plus :

(1) pour tous objets N et N ′ de MF−h
W tels que N ⊗ N ′ soit encore un objet de

MF−h
W , nous avons fN⊗N ′ = fN ⊗ fN ′ ;
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(2) pour tout uplet d’objets (Ni,j)1≤j≤n, 1≤i≤nj
de MF−h

W , pour tout Φ-module filtré

L sur W sous-objet et facteur direct (comme W -module) de
n⊕

j=1

⊗nj

i=1Ni,j, l’ap-

plication
⊕
⊗fNi,j

envoie (Vcris,p(DL) ∩
n⊕

j=1

⊗nj

i=1 Vcris(Ni,j))⊗Zp OÊnr
bijecti-

vement sur L⊗W OÊnr
.

Ce résultat est fortement lié aux modules de Wach que définit L. Berger dans

[Ber04].

Le quatrième chapitre explore quelques conséquences du Théorème 1. La première

est la suivante : considérons G un groupe algébrique lisse sur Zp et une représentation

ρ : ΓK → G(Zp). Supposons donnée une immersion fermée α de G dans GLU , pour U un

Zp-module libre de rang fini, telle que la représentation α◦ρ de ΓK (dans GL(U⊗Zp Qp))

soit cristalline à poids de Hodge-Tate dans [[0, h]] avec h un entier compris entre 0 et p−2
2

.

Notons V = U ⊗Zp Qp. Par un théorème de Chevalley, il existe un Qp-espace vectoriel

VG dans
⊕

i End(V )⊗i (en faisant agir GLV naturellement sur V ∗ et trivialement sur V ,

dans End(V ) = V ⊗V ∗) tel que G×Zp Qp soit le groupe algébrique formé de l’ensemble

des éléments de GLV qui laissent stable VG. Alors, par le foncteur de Fontaine-Laffaille,

nous pouvons définir naturellement un groupe GD surD = Dcris,p(V ) comme l’ensemble

des éléments de GLD laissant stable Dcris,p(VG). Un corollaire de la proposition 6.3.3

de [Fon79a] nous donne l’existence d’un élément de Isom(wV ⊗Qp K, wD)(K), donc en

particulier d’un isomorphisme de K-modules

f : V ⊗Qp K → D

qui identifie G ×Zp K à GD. Le comportement de f vis-à-vis des réseaux est à priori

inconnu. Pour l’étudier, nous introduisons Isom le G×W K-torseur obtenu à partir de

Isom(wV ⊗QpK, wD), qui est en réalité défini sur W . Le résultat suivant se montre alors

en montrant que Isom est un G-torseur trivial sur W :

Théorème 2. Sous les hypothèses précédentes, si M = Dcris(U), il existe un sous-

groupe algébrique GM de GLM sur W , avec GM ×W K = GD, et il existe f un isomor-

phisme de W -modules

f : U ⊗Zp W →M

qui identifie G à GM .

De plus, si U ′ est un réseau de U ⊗Zp Qp laissé stable par l’action de G, alors f [1
p
]

envoie U ′ ⊗Zp W sur Dcris(U
′).

Avec des hypothèses plus fortes sur α, nous pouvons affaiblir l’hypothèse sur h.

Le point essentiel (et technique) pour se dispenser de conditions sur VG provient de

l’assertion 2 du Théorème 1 (dont tout l’intérêt est de ne pas avoir de condition sur la

filtration de L). En effet, il nous permet de définir le torseur Isom sous le groupe G.
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Une application directe de ce résultat concerne la semi-simplifiée d’une

représentation cristalline à poids de Hodge-Tate petits : le groupe algébrique H

engendré par l’image de Galois sur Qp est alors connexe et réductif, donc en appliquant

les résultats cités dans [Tit79] (paragraphe 3.2 et 3.4.1), il existe un groupe algébrique

lisse G défini sur Zp, tel que G(Zp) contienne l’image de Galois, et dont la fibre

générique est H. Le Théorème 2 s’applique alors.

Avant d’expliquer une autre conséquence, rappelons quelques résultats sur les

représentations cristallines abéliennes : soit Ts le tore restriction des scalaires de Zps à

Zp appliqué à Gm, et T = lim←−Ts (où les flèches du système projectif sont induites par

la norme). Rappelons que Ts×Zp Zps =
∏

τ∈Gal(Fps/Fp)

τGm. Alors le groupe pro-algébrique

correspondant à la catégorie tannakienne formée des Qp-représentations cristallines

abéliennes est T×ZpQp, et si V est une Qp-représentation cristalline abélienne à

poids de Hodge-Tate dans [[0, p − 2]], la représentation de T×ZpQp est entièrement

déterminée par l’action de l’inertie modérée. Les modules filtrés correspondants sont les

modules dits élémentaires, et forment aussi une catégorie tannakienne dont le groupe

pro-algébrique correspondant est T×ZpQp.

Jean-Pierre Wintenberger a construit dans [Win84] pour tout objet M de la

catégorie des Φ-modules filtrés sur W une représentation ρM
MF

(qui sera notée ρ
MF

) de

T (d’image TM , qui sera noté T). Fixons une section de l’inertie modérée dans l’inertie ;

nous pouvons alors parler de l’image de l’inertie modérée. Nous construisons alors (cf.

paragraphe III.6), pour tout objet U de la catégorie des Zp-représentations cristallines

à poids de Hodge-Tate dans [[0, p − 2]] et leurs quotients, une représentation ρU
mr

(qui

sera notée ρmr) de T (d’image (Tmr)U qui sera notée Tmr), à l’aide justement de l’image

de l’inertie modérée.

Pour montrer (dans le cas tué par p) le lien entre ρ
MF

et ρmr , introduisons quelques

définitions : soit M un objet de MF−h
k avec 0 ≤ h ≤ p−2

2
et p ≥ dimk M , et posons

V = Vcris(M). Définissons GM comme étant le groupe algébrique associé à la catégorie

tannakienne engendrée par M . Nous cherchons à donner un analogue à GM sur V ; pour

cela, algébrisons l’image de Galois : pour l’image de l’inertie modérée, nous avons Tmr ;

pour l’image de l’inertie sauvage dans GLV , nous reprenons les idées introduites par Nori

(cf. [Nor87]), et nous introduisons UV le groupe algébrique engendré exponentiellement

(cf. définition IV.2.9) par celle-ci. Alors nous pouvons définir GV comme étant le groupe

algébrique engendré par UV et Tmr, et nous avons le théorème :

Théorème 3. Sous les hypothèses précédentes, il existe un isomorphisme de k-

espaces vectoriels V ⊗Fp k →M qui identifie GV à GM et ρmr à ρ
MF

.

Remarque. Dans le cas où M est la réduction modulo p de la situation du

Théorème 2, nous pouvons choisir l’isomorphisme donné par le théorème 3 dans

Isom(k).
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Nous pouvons déduire de ce théorème deux corollaires intéressants. Pour le pre-

mier, reprenons les notations et hypothèses du Théorème 2. A l’aide de la remarque

précédente, et en relevant le résultat obtenu par le Théorème 3 à W , nous obtenons :

Corollaire 1. Si p ≥ 2 rgZp
U − 1 et 0 ≤ h ≤ p−2

4
, alors Tmr est un sous-groupe

de G, et il existe un isomorphisme de W -modules

U ⊗Zp W →M

vérifiant les conclusions du Théorème 2, qui identifie G à GM et ρmr à ρ
MF

.

Là aussi avec des hypothèses plus fortes sur α, nous pouvons affaiblir l’hypothèse

sur h. Et ce corollaire s’appliquera en particulier au cas de la semi-simplifiée d’une

représentation cristalline à poids de Hodge-Tate petits (toujours par application des

résultats de Tits (cf. paragraphe 3.2 et 3.4.1 de [Tit79])).

Pour illustrer le corollaire suivant, rappelons que Jean-Pierre Wintenberger a montré

dans [Win91] comment un certain groupe à un paramètre de Tmr, plus précisément le

groupe à un paramètre correspondant au plongement (indexé sur l’élément τ = identité

du groupe de Galois) de Gm dans Ts, permettait de construire un point de Isom(wV ⊗Qp

K, wD)(K) une fois restreint aux représentations abéliennes. Ce groupe est le groupe à

un paramètre introduit par Jean-Pierre Serre dans [Ser79] pour montrer le lien entre

une représentation de Hodge-Tate abélienne, et les représentations des Lubin-Tate. Nous

avons alors :

Corollaire 2. Considérons une représentation cristalline de ΓK dans un Qp-espace

vectoriel V de dimension n, dont les poids de Hodge-Tate sont compris entre 0 et h,

avec 0 ≤ h ≤ p−2
4

, et p ≥ 2n−1. Alors le tore Tmr est inclus dans l’adhérence de Zariski

H de l’image de la représentation.

De plus, le groupe à un paramètre définissant la graduation de Hodge-Tate est

conjugué dans H au groupe à un paramètre de Tmr correspondant au plongement de

Gm dans la composante IdGm de Ts ×Zp Znr
p .





CHAPITRE I

Rappels

I.1. Notations

Dans toute la thèse, nous considérerons K un corps local (complet pour une valuation

discrète, à corps résiduel k algébriquement clos, de caractéristique p > 2), absolument

non-ramifié (c’est-à-dire que p est une uniformisante, et donc K est le corps des fractions

de W l’anneau des vecteurs de Witt à coefficients dans k), et ΓK le groupe de Galois

absolu de K (qui est en fait égal au groupe d’inertie). Le Frobenius étendu à K sera

noté σ.

Nous noterons C le complété de K (le complété d’une cloture algébrique de K).

X : ΓK → Z∗
p désignera le caractère cyclotomique de ΓK, c’est-à-dire que g(z) = zX (g)

pour tout g ∈ ΓK et pour toute racine de l’unité z ∈ K d’ordre une puissance de p.

De manière générale, si F est un corps local, OF désignera l’anneau des entiers de

F , et mF son idéal maximal.

I.2. Rappels sur les (ϕ,Γ)-modules

I.2.a. Définition de OE . Soit R l’ensemble des suites x = (x(n))n∈N formées

d’éléments de OK̄/pOK̄ vérifiant (x(n+1))p = x(n) pour tout n (cf. [Fon82], p. 535).

C’est un anneau parfait de caractéristique p, muni d’une valuation ; son corps résiduel

s’identifie à k. Son corps des fractions FrR est un corps algébriquement clos de ca-

ractéristique p, et R est intégralement clos dans FrR.

Si A est une k-algèbre, W (A) désigne l’anneau des vecteurs de Witt à coefficients

dans A. Notons Zps = W (Fps), Znr
p = W (Fp), W = W (k), WK(A) = K ⊗W W (A) =

W (A)[1
p
] et si a ∈ A, [a] = (a, 0, · · · , 0, · · · ) le représentant de Teichmüller de a dans

W (A). Le Frobenius x ∈ A 7→ xp ∈ A s’étend à W (A) en ϕ (encore appelé l’endomor-

phisme de Frobenius) par fonctorialité, ainsi qu’à WK(A) ; nous noterons σ le Frobenius

sur W et sur K (si λ ∈ W , σ(λ) := ϕ(λ)). En particulier ceci s’applique à W (R),

W (FrR) et WK(FrR).

D’autre part, le groupe ΓK opère par fonctorialité sur R, FrR, W (R) et W (Fr(R)),

et les anneaux W (R), W (FrR) et WK(R) s’identifient à des sous-anneaux de WK(FrR)

stables par ϕ et ΓK.

Notons Zp(1) = lim←−
n∈N

µpn(K̄) le module de Tate du groupe multiplicatif et pour tout

i ∈ N, Zp(i) = Zp(1)⊗i et Zp(−i) son dual. Pour tout Zp-module T , et pour tout i ∈ Z,

7



8 I. RAPPELS

posons T (i) = T ⊗Zp Zp(i).

Le module de Tate Zp(1) = Tp(Gm) s’identifie au sous Zp-module du groupe multipli-

catif des unités de R congrues à 1 modulo l’idéal maximal, formé des x tels que x(0) = 1.

Choisisons un générateur de ce module, c’est-à-dire un élément ε = (ε(n))n∈N ∈ R tel que

ε(0) = 1 et ε(1) 6= 1, et considérons l’élément π = [ε]− 1 dans W (R). Alors l’adhérence

S de la sous W -algèbre de W (R) engendrée par π s’identifie à l’algèbre W [[π]] des séries

formelles en π à coefficients dans W ; de plus S est stable par ϕ et ΓK, et nous avons

les relations suivantes :

ϕ(π) = (1 + π)p − 1

g(π) = (1 + π)X (g) − 1

pour g ∈ ΓK.

Soit Kn le sous corps de K̄ engendré sur K par les racines pn-ièmes de l’unité, et

K∞ =
⋃

n∈N
Kn. Notons Γ = Gal(K∞/K) et HK le noyau de la projection de ΓK sur Γ.

Le groupe HK agit trivialement sur S. Si Γf est le sous-groupe de torsion de Γ, posons

S0 = SΓf ainsi que Γ0 = Γ/Γf ; J.-M. Fontaine a montré (cf. [Fon90], p. 268-273) que

S0 = W [[π0]], où π0 = −p +
∑

a∈Fp

[ε][a]. Notons q = p + π0. S0 est munie d’une action

naturelle de Γ0.

Notons OE le complété pour la topologie p-adique de S[ 1
π
]. C’est l’anneau des entiers

d’un corps complet pour une valuation discrète, absolument non ramifié, noté E . Comme

π est inversible dans W (FrR), l’inclusion de S dans W (R) se prolonge en un plongement

de S[ 1
π
] dans W (FrR), et OE s’identifie à l’adhérence de S[ 1

π
] dans W (FrR) pour la

topologie p-adique, tandis que E = OE [1p ] s’identfie à un sous-corps de WK(FrR). Alors

si E = OE/p, OE = S/pS = k[[π̃]], où π̃ est la réduction modulo p de π.

De plus, si Ênr désigne l’adhérence dans WK(FrR) de l’extension maximale non

ramifiée Enr de E contenue dans WK(FrR) et OÊnr
son anneau des entiers, OÊnr

/p est

une clôture séparable Esep de E, avec une identification des groupes de Galois

HK = Gal(Esep/E) = Gal(Enr/E).

I.2.b. Définition des (ϕ,Γ)-modules. Dans ce paragraphe, nous donnons la

définition des (ϕ,Γ)-modules pour un groupe Γ profini quelconque, comme fait dans

[Fon90]. En pratique, ce sera soit le Γ du paragraphe précédent, soit Γ0.

Soit A un anneau noethérien, muni d’une topologie, pour laquelle il est séparé et

complet, d’un endomorphisme noté σ, et d’une action continue d’un groupe profini, com-

patible à la structure d’anneau et commutant à σ. Supposons en outre que le morphisme

σ : A → A est plat. Un ϕ-module sur A est un A-module muni d’un endomorphisme

ϕ, semi-linéaire par rapport à σ ; notons ΦMA la catégorie dont les objets sont les

ϕ-modules sur A, et les morphismes sont les morphismes A-linéaires commutants à ϕ.
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Si (M,ϕ) est un tel module, notons Mσ le A-module déduit de M par l’extension des

scalaires σ : A → A. Alors M est dit étale s’il est de type fini sur A et si l’application

linéaire Φ : Mσ →M , déduite de ϕ en posant Φ(λ⊗ x) = λϕ(x) pour λ ∈ A et x ∈M
est bijective. Notons ΦMet

A la sous-catégorie pleine de ΦMA formée des objets étales.

La catégorie ΦMA est munie d’un produit tensoriel : si (M,ϕM) et (N,ϕN) sont

deux objets de ΦMA, alors M ⊗ N a pour module sous-jacent M ⊗A N , et ϕM⊗N est

défini par ϕM⊗N(x ⊗ y) = ϕM(x) ⊗ ϕN(y). Il existe un objet unité : c’est A muni de

ϕA = σ.

Si A est noétherien et σ-plat, alors ΦMét
A est une ⊗-catégorie (cf. [Fon90] p.257),

c’est-à-dire que le produit tensoriel de deux modules étales est étale, ΦMét
A contient

l’objet unité, et admet un hom interne, défini par :

pour (M,ϕM) et (N,ϕN) deux objets de ΦMét
A, l’espace sous-jacent à Hom(M,N) est

HomA(M,N) le A-module formé des morphismes de A-modules, et le morphisme ϕ est

caractérisé par : ∀x ∈M, ϕHom(M,N)(f)(x) = ϕN(f(ϕ−1
M (x))).

Un (ϕ,Γ)-module sur A est un ϕ-module sur A muni en plus d’une action de Γ, semi-

linéaire par rapport à l’action de Γ sur A, cette action commutant avec l’endomorphisme

ϕ. Supposons A et Γ munis d’une topologie pour laquelle ils sont séparés et complets,

que Γ opère continûment sur A, et que A est noétherien et σ-plat. Un (ϕ,Γ)-module

est alors dit étale si le ϕ-module sous-jacent l’est et si l’action de Γ est continue. Les

(ϕ,Γ)-modules étales (avec comme morphismes les morphismes A-linéaires commutants

à ϕ et à Γ) définissent une ⊗-catégorie abélienne notée ΓΦMét
A (cf. [Fon90] p.273).

I.2.c. Lien entre (ϕ,Γ)-modules et représentations galoisiennes. Appelons

représentation Zp-adique de ΓK la donnée d’un Zp-module de type fini muni d’une action

linéaire et continue de ΓK. Un morphisme sera une application Zp-linéaire commutant

à l’action de ΓK. Notons RepZp(ΓK) la catégorie des représentations Zp-adique de ΓK.

La catégorie RepQp(ΓK) est défini de même.

J.-M. Fontaine a montré dans [Fon90] (p. 274) qu’il existait une équivalence de

catégories entre ΓΦMét
OE

et RepZp(ΓK) induite par les foncteurs DOE et VOE ,

DOE : RepZp(ΓK) → ΓΦMét
OE

T 7→ (OÊnr
⊗Zp T )HK

et son quasi-inverse

VOE : ΓΦMét
OE
→ RepZp(ΓK)

N 7→ (OÊnr
⊗OE N )ϕ=1

La multiplication dans OÊnr
induit alors une application naturelle et fonctorielle

(préservant sous-objet, objet quotient, produit tensoriel, dual et somme directe) :

VOE (N )⊗Zp OÊnr

ψN
// N ⊗OE OÊnr

pour N un objet de la catégorie ΓΦMét
OE

.
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I.3. Représentations cristallines

I.3.a. Définition de Acris. Soit W (R) l’anneau des vecteurs de Witt à coeffi-

cients dans R, et Wn(R) l’anneau des vecteurs de Witt de longueur n. L’application

θ : W (R) → OC défini par θ((xn)) =
+∞∑
n=0

pnx
(n)
n est un morphisme d’anneaux surjectif,

de noyau un idéal principal de W (R) (cf. [Fon82], p.537). Soit λ = (λ0, λ1, · · · ) un

générateur de Ker(θ). Définissons de même pour n ∈ N∗, θn : W (R) → OK/pn par

θn((x0, · · · , xn−1)) =
n−1∑
m=0

pmx
(m)
m ; c’est un morphisme d’anneaux surjectif dont le noyau

est engendré par λ<n = (λ0, · · · , λn−1).

Notons W PD
n (R) l’enveloppe à puissance divisées (cf. [BO78], chapitre 3) de Wn(R)

relativement à l’idéal Ker(θn), compatibles avec les puissances divisées canoniques sur

pWn(R). Posons alors

Acris = lim←−
n∈N

W PD
n (R)

C’est aussi le séparé complété pour la topologie p-adique de l’enveloppe à puissances

divisées de W (R) relativement à l’idéal Ker(θ), compatibles avec les puissances

canoniques sur pW (R).

L’application θ s’étend naturellement à WK(R) (par une application toujours noté

θ). Notons

B+
dR = lim←−

n∈N
WK(R)/Ker(θ)n

le complété de WK(R) pour la topologie Ker(θ)-adique. C’est un anneau de valuation

discrète, d’idéal maximal Ker(θ) ; la série qui définit log([ε]) converge dans B+
dR vers un

élément noté t, qui est un générateur de l’idéal maximal, ce qui fait que BdR = B+
dR[1

t
]

est un corps, muni d’une action de ΓK (par fonctorialité), et d’une filtration définie par

Fili(BdR) = tiB+
dR pour i ∈ Z. De plus,

∀g ∈ ΓK, g(t) = X (g)t

où X est le caractère cyclotomique.

Acris se plonge naturellement dans BdR (cf. [Fon94a])), et alors t ∈ Acris. L’applica-

tion ϕ : W (R)→ W (R) déduite du Frobenius x ∈ R 7→ xp ∈ R s’étend naturellement en

une application Φ : Acris → Acris semi-linéaire par rapport à σ, et qui vérifie Φ(t) = pt.

De plus, Acris hérite alors de la filtration de BdR (Fili(Acris) = Fili(BdR) ∩ Acris), et

l’action de ΓK laisse stable Acris. Il en va de même pour Bcris = Acris[
1
t
].

I.3.b. Représentations cristallines. Soit V un Qp-espace vectoriel de dimension

finie, et ρ : ΓK → GL(V ) une représentation continue de ΓK. Définissons Dcris,p par

Dcris,p(V ) = (V ⊗Qp Bcris)
ΓK
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(où ΓK agit sur le produit tensoriel via g(v ⊗ x) = ρ(g)(v) ⊗ g(x)). Dcris,p(V ) est un

K-espace vectoriel, et dimK Dcris,p(V ) ≤ dimQp V .

Définition I.3.1. La représentation (ρ, V ) est cristalline si dimK Dcris,p(V ) =

dimQp V .

Notons RepQp,cris(ΓK) la sous-catégorie pleine de RepQp(ΓK) formée par les

représentations cristallines.

Définissons MFK la catégorie des Φ-modules filtrés sur K : un objet D de MFK est un

K-espace vectoriel de dimension finie muni

– d’une filtration (Fili(D))i∈Z formée de sous-espaces vectoriels, fitration qui est

décroissante, exhaustive et séparée ;

– d’une application σ-semi-linéaire bijective Φ : D → D.

Les morphismes de cette catégorie sont les applications K-linéaires préservant la filtra-

tion et Φ.

Dcris,p(V ) est alors naturellement muni d’une structure de Φ-module filtré sur K,

provenant de la filtration et de l’application Φ de Bcris.

Définition I.3.2. Un Φ-module filtré sur K isomorphe à un Dcris,p(V ) pour V

cristalline est dit admissible.

Notons MFad
K la sous-catégorie pleine de MFK formée des modules admissibles.

RepQp(ΓK) et MFad
K sont deux catégories tannakiennes dont Dcris,p induit une

équivalence de ⊗-catégories, et dont un quasi-inverse est donné par

Vcris,p(D) = Fil0(D ⊗K Bcris)
Φ=1

L’application naturelle (provenant de la multiplication dans Bcris)

(I.3.3) Vcris,p(D)⊗Qp Bcris → D ⊗K Bcris

est alors une bijection.

Pour plus de clarté, décrivons la structure tannakienne de MFad
K (celle de

RepQp(ΓK) est claire) :

si (D,ΦD,Fili(D)) et (D′,ΦD′ ,Fili(D′)) sont deux objets de MFad
K , alors D ⊗ D′ a

pour espace sous-jacent D ⊗K D′, et

ΦD⊗D′(x⊗ y) = ΦD(x)⊗ ΦD′(y)

Fili(D ⊗D′) =
∑

j+k=i

Filj(D)⊗K Filk(D′)

Pour les homomorphismes, nous munissons HomK(D,D′) l’espace vectoriel des applica-

tions K-linéaires de D dans D′ d’une structure de Φ-module filtré sur K par :

– pour f ∈ HomK(D,D′), ∀x ∈ D,ΦHom(D,D′)(f)(x) = ΦD′(f(Φ−1
D (x)))

– Fili(Hom(D,D′)) = {f ∈ Hom(D,D′)|∀j ∈ Z, f(Filj(D)) ⊂ Filj+i(D′)}
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L’objet unité est K muni de Φ = σ et Fili(K) =

{
K si i ≤ 0

0 si i > 0
.

I.3.c. Poids de Hodge-Tate. Rappelons que pour ρ : ΓK → GLQp(V ) une

représentation continue sur un Qp-espace vectoriel de dimension finie, l’action de ΓK
peut s’étendre à VC = V ⊗Qp C via g(v ⊗ x) = ρ(g)(v)⊗ g(x). Notons alors pour i ∈ Z,

VC{i} = {v ∈ VC|∀g ∈ ΓK, g(v) = X (g)iv}. VC{i} est un K-sous espace vectoriel de VC
tel que l’injection VC{i} → VC s’étend en une injection C-linéaire⊕

i∈Z

VC{i} ⊗K C→ VC

Définition I.3.4. V est dit de Hodge-Tate si cette injection est une bijection. Les

poids de Hodge-Tate sont alors les i ∈ Z tels que dimK VC{i} 6= 0.

Si V est cristalline, alors elle est de Hodge-Tate, et ses poids de Hodge-Tate sont

les opposées des sauts de la filtration de Dcris,p(V ).



CHAPITRE II

Théorème de Fontaine-Laffaille et produit tensoriel

II.1. Rappels sur les Φ-modules

Les résultats énoncés ici proviennent de [Win84], p.517 à p.529.

Soit MGW,tf la catégorie des Φ-modules gradués définie par :

– un objet est un module M de type fini sur W avec une graduation (Mi)i∈Z et une

application σ-semi-linéaire bijective fM : M →M (s’il n’y a pas ambiguité, nous

noterons M pour l’objet (M, (Mi), fM)) ;

– les morphismes sont les applications W -linéaires commutants aux f et compatibles

aux graduations.

C’est une ⊗-catégorie abélienne, Zp-linéaire, qui possède des Hom internes.

Soit X (respectivement Xs pour s ∈ N∗) le groupe additif des applications

périodiques (respectivement ayant s pour période) de Z dans Z. Pour tout ξ ∈ X, no-

tons |ξ| la période de ξ. Le Frobenius σ agit sur X par ∀ξ ∈ X,∀i ∈ Z, σ(ξ)(i) = ξ(i+1),

et laisse donc stable les Xs.

Notons Ts le tore sur Zp dont le groupe des caractères est Xs (Ts est le tore obtenue

par la restriction des scalaires de Zps à Zp du groupe multiplicatif, nous en rediscuterons

au paragraphe III.6.a), et donc si T = lim←−Ts (les flèches étant induites par la norme),

X est le groupe des caractères de T.

Pour tout M objet de MGW,tf , définissons, pour tout ξ ∈ X, le W -module M{ξ}
par M{ξ} = {x ∈M |f j

M(x) ∈Mξ(j) pour tout j ∈ Z}.

Définition II.1.1. Un module est dit élémentaire si M = ⊕ξ∈XM{ξ}.

Pour tout u ∈ AutW (M), définissons un nouvel objet Mu de MGW,tf de la manière

suivante :

– en tant que W -module gradué, Mu = M ;

– posons fMu = u−1 ◦ fM .

Proposition II.1.2. Soit M un objet de MGW,tf . Il existe au plus un u ∈ AutW (M)

tel que :

(1) (u− Id)(Mi) ⊂ ⊕j<iMj, ceci pour tout i ∈ Z ;

(2) Mu est élémentaire.

13
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Définissons la catégorie MGb
W,tf dite des bons Φ-modules gradués de la manière

suivante : c’est la sous-catégorie pleine de MGW,tf dont les objets M sont tels que

– il existe un u (noté alors uM) vérifiant les conditions de la proposition II.1.2

– M/pM ait une suite de composition dont les quotients successifs sont des modules

élémentaires.

La catégorie MGb
W,tf est stable par sous-objet, objet quotient, somme directe, produit

tensoriel et Hom interne.

Pour tout objet M de MGb
W,tf , posons (si u = uM), M e` := Mu, Mξ := M el{ξ},

f e`
M := u−1fM et M e`

Zp
:= M fe`

M (c’est-à-dire les éléments fixés par f e`
M).

De part les définitions, Mi =
⊕

ξ(0)=i

Mξ. La graduation M =
⊕
ξ∈X

Mξ induit une

représentation ρM
MF

(notée ρ
MF

s’il n’y a pas ambiguité) de T sur M . Appellons TM

(que nous noterons aussi T s’il n’y a pas ambiguité) le tore image dans GLM donné par

ρ
MF

.

Soit MFW la catégorie dite des Φ-modules filtrés sur W , dont les objets sont les

W -modules N muni

– d’une filtration décroissante exhaustive et séparée formée de sous-modules

(Fili(N))i∈Z ;

– pour tout i ∈ Z, d’une application σ-semi-linéaire ϕi : Fili(N) → N telle que

ϕi|Fili+1(N) = pϕi+1.

Les morphismes de cette catégorie sont donnés par les applications W -linéaires compa-

tibles aux filtrations et commutants aux ϕi.

Un exemple de module filtré serait Acris, mais pour cela, il faut modifier la

filtration : en posant ϕi = 1
pi Φ|Fili(Acris)

, il faut poser Filp(Acris) = {0} (cette filtration

sera appelée la filtration tronquée de Acris).

Pour pouvoir introduire un produit tensoriel et le Hom interne, il faut restreindre

la catégorie : considérons MF′
W la sous-catégorie pleine de MFW formée des objets N

vérifiant :

– il existe i ∈ Z avec Fili(N) = {0} ;

– les Fili(N) sont des facteurs directs dans N .

Alors, pour tout objet de MF′
W, il existe un scindage de la filtration. De plus, le produit

tensoriel et le Hom existent (cf. [Win84], p.521).

Acris (muni de la filtration tronquée) est un objet de MF′
W, ce que nous garderons

en mémoire pour la définition de Vcris.

Considérons MFW,tf la sous-catégorie pleine de MF′
W formée des W -modules N

de type fini tels que
∑
i∈Z

ϕi(Fili(N)) = N . C’est une ⊗-catégorie abélienne, Zp-linéaire,
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qui possède des Hom internes.

Pour tout objet N de MFW,tf , il existe une structure de Φ-module gradué : si (Ni)i∈Z
est un scindage de (Fili(N))i∈Z, posons pour x ∈ N tel que x =

∑
i

xi avec xi ∈ Ni,

fN(x) =
∑
i

ϕi
N(xi). Alors, (N, (Ni), fN) est bien un Φ-module gradué. Réciproquement,

si M est un Φ-module gradué, en posant Fili(M) = ⊕j≥iMj et pour x ∈ Fili(M) tel

que x =
∑
j

xj avec xj ∈Mj, ϕ
i(x) =

∑
j≥i

pj−if(xj), M est alors muni d’une structure de

Φ-module filtré.

Le résultat principale démontré dans [Win84] (Théorème 3.1.2 p.529) est le

théorème suivant :

Théorème II.1.3. La méthode décrite ci-dessus permet de construire une

équivalence de ⊗-catégories entre MGb
W,tf et MFW,tf . Plus précisement, pour tout

objet N de MFW,tf , il existe un et un seul scindage de la filtration de N tel que

le Φ-module gradué qu’il définit soit bon, et ce scindage vérifie les propriétés de

fonctorialité attendues.

Posons enfin MF
[a,b]
W (resp. MF

[a,b]
k ) la sous-catégorie pleine de MFW,tf formée

des W (resp. k)-modules libres tels que Fila(M) = M et Filb+1(M) = {0}. Notons

MF−h
W = MF

[−h,0]
W , MFh

W = MF
[0,h]
W et MF±h

W = MF
[−h,h]
W (de même en remplacant

W par k).

Soit D un Φ-module filtré sur K admissible. Alors il possède des sous-réseaux for-

tement divisible, M , c’est-à-dire un réseau M vérifiant
∑
i∈Z

p−iΦ(Fili(D) ∩M) = M . En

posant Fili(M) = Fili(D) ∩M , ϕi = p−iΦ|Fili(M), M devient un Φ-module filtré sur W .

Posons alors Di := K ⊗W Mi pour tout i ∈ Z, DQp := K ⊗W MZp , D
e`
Qp

:= K ⊗W M e`
Zp

,

Dξ := K⊗WMξ. La graduation (Dξ)ξ∈X correspond à un morphisme du protore T×Zp Qp

dans GLDel
Qp

, noté γD.

Ces définitions ne dépendent pas du choix de M .

Remarque II.1.4. Si M est un objet de MFW,tf libre sur W , en posant D :=

K ⊗W M , Fili(D) := K ⊗W Fili(M), et pour xi ∈ Fili(M), Φ(xi) := piϕi(xi), l’objet

D ainsi construit est un Φ-module filtré sur K faiblement admissible (et donc en fait

admissible) dont M est un réseau fortement divisible. Par contre, différents M peuvent

donner le même D. Nous noterons DM ce Φ-module filtré sur K faiblement admissible

construit à partir de M .



16 II. THÉORÈME DE FONTAINE-LAFFAILLE ET PRODUIT TENSORIEL

II.2. Autour du théorème de Fontaine-Laffaille

Définition II.2.1. Pour tout objet M de MFW,tf tel que Fil1(M) = {0}, définissons

la représentation galoisienne Vcris(M) par :

Vcris(M) = Fil0(M ⊗W Acris)
ϕ0

Si M est libre comme W -module, Vcris(M) est un Zp-module libre (c’est un sous-réseau

de Vcris,p(DM)).

En effet, rappelons que Acris muni de la filtration tronquée est un objet de MF′
W,

M aussi, donc le produit tensoriel existe, et Fil0(M ⊗W Acris)
ϕ0

a donc un sens.

Remarque II.2.2. Cette définition s’étend en la définition du foncteur Vcris de

la sous-catégorie pleine formée des objet de MFW,tf tels que Fil1(M) = {0} vers la

catégorie des représentations galoisiennes sur Zp.

Théorème II.2.3 (Théorème de Fontaine-Laffaille). Si nous nous restreignons à

la sous-catégorie pleine des M vérifiant Fil2−p(M) = M et Fil1(M) = {0}, alors le

foncteur Vcris ainsi défini est exact et pleinement fidèle. De plus si M est libre sur W ,

Vcris(M) est un réseau de la représentation galoisienne associée à DM (c’est-à-dire que

rgZp
(Vcris(M)) = rgW (M)).

Remarque II.2.4. N. Wach a montré qu’un quasi-inverse de Vcris est donné par

Dcris(T ) =
⋃

Λ ∈MF−h
W

Λ ⊂ (T ⊗Zp Acris)
ΓK

Λ

II.2.a. Rappels sur les périodes des Lubin-Tate. Rappelons les résultats

énoncés dans [Col93] et [Col92] concernant les périodes des Lubin-Tate. Soit

l(X) =
∑
n≥0

Xqn

pn avec q = ph. Alors, Cartier démontre dans [Car76] que

G(X,Y ) = l−1(l(X) + l(Y )) est la loi d’un Lubin-Tate pour l’uniformisante p

sur Zph de hauteur h, qui vérifie en outre que pour a ∈ Zph , si [a] est la série formelle

donnant la structure de Zph-module du Lubin-Tate, alors l([a](X)) = al(X) (à gauche

de l’égalité, c’est une composée de séries formelles, à droite c’est la multiplication de la

série formelle l par le scalaire a pour la structure usuelle de Zph-module de Qph [[X]]).

Si Tp(G) est le module de Tate de G (voir par exemple [LT65]), considèrons alors

u = (un) ∈ Tp(G) un élément non nul. Par définition, u0 = 0 et un est un élément de

l’iéal maximal mK̄ de W . Comme θ : W (R) → OK̄ (le morphisme structurel de BdR)

est surjectif, il existe ûn ∈ W (R) avec θ(ûn) = un. Alors, Colmez montre les résultats

suivants :

Proposition II.2.5.

– l(ûn) existe dans B+
dR ;
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– pnl(ûn) ∈ Acris ;

– la suite (pnl(ûn))n converge dans Acris, vers une limite Ωh(u) ne dépendant pas du

relèvement (ûn) choisi ;

– ∀g ∈ ΓK, g(Ωh(u)) = Xh(g)Ωh(u) où Xh : ΓK → Z∗
ph est le caractère donnant

l’action de ΓK sur le Lubin-Tate G (il est construit via la théorie du corps de

classe local, voir [LT65]), et dont l’image de l’inertie modérée est F∗
ph ;

– Φi(Ωh(u))
p

∈ Acris quelque soit i > 0. De plus,
h−1∏
i=0

Φi(Ωh(u)) ∈ ph−1Zpt, donc les

Φi(Ωh(u)) sont inversibles dans Bcris ;

– Ωh(u) ∈ Fil1Acris \ Fil2Acris, et Φh(Ωh(u)) = pΩh(u). De plus, si u est un

générateur de Tp(G),
h−1∏
i=0

Φi(Ωh(u)) ∈ ph−1Z∗
pt ;

– Si ν ′ désigne la valuation (discrète) définie sur BdR par les puissances de Ker θ

(t est alors une uniformisante), ν ′(Ωh(u)) = 1 et ν ′(Φj(Ω(u))) = 0 pour 1 ≤ j ≤
h− 1.

Les démonstrations proviennent des résultats des articles de Colmez sus-cités (en

particulier du calcul de vp(Ω(u)) pour u générateur de Tp(G) (cf. [Col93], Théorème

I.2.1, p.641)). Elles sont détaillées à l’annexe V.2.

II.2.b. Modules élémentaires. Fixons-nous M un Φ-module filtré libre de type

fini sur W (sur k, le même genre de résultat serait vrai), qui soit élémentaire et vérifiant

Fil1(M) = {0}. Par définition, si ξ ∈ X est tel que Mξ 6= {0}, alors ϕξ(|ξ|−1) ◦ · · · ◦ ϕξ(0)

est une application additive de Mξ dans lui-même, qui est bijective et σ|ξ| semi-linéaire.

Rappelons le lemme suivant :

Lemme II.2.6. Si M est un W -module de type fini avec g une application σn-semi-

linéaire bijective, alors en notant M g les points de M laissés fixe par g, l’application

naturelle W ⊗Zpn M g →M est un isomorphisme de W -module.

La démonstration de ce lemme est essentiellement celle de la proposition donnée

dans l’introduction de [Win84]. Elle est refaite à l’annexe V.3.

Par conséquent, une application directe du lemme donne l’existence d’une base de

Mξ sur W qui est laissée fixe par ϕξ(|ξ|−1) ◦ · · · ◦ ϕξ(0) (en effet, Mξ est libre, donc sans

p-torsion, donc M g
ξ aussi, donc par la structure des modules sur les anneaux principaux,

M g
ξ est un module libre sur Zpn , donc le lemme s’applique, et alors une base de M g

ξ sur

Zpn est une base de Mξ sur W ).

Proposition II.2.7. Si M est un Φ-module filtré libre de type fini sur W

et élémentaire, alors il existe une base (ej
ξ)ξ∈X, 1≤j≤dim Mξ

de M sur W telle que

Φ(ej
ξ) = pξ(0)ej

σ(ξ). Une telle base sera dite adaptée.

Démonstration. En effet, il existe ξ1, · · · , ξn dans X tels que M = ⊕l ⊕k Mσk(ξl),

donc il suffit de trouver une telle base pour M = ⊕kMσkξ. Or, dans ce cas, il suffit de
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se fixer une base (ej) de Mξ invariante par ϕξ(|ξ|−1) ◦ · · · ◦ ϕξ(0), et de poser ej
σk(ξ)

=

ϕξ(k−1) ◦ · · · ◦ ϕξ(0)(ej). �

Une autre façon de traduire ce résultat est le suivant : pour ξ ∈ X, notons N [ξ] le

module tel que (avec |ξ| = h sa période minimale)

– le W -module sous-jacent est W h

– si (ei)i∈Z/hZ est la base canonique, alors Fili(N [ξ]) =
⊕

j|ξ(j)≥i

Wej

– Φ(ei) = ei+1

(donc N [ξ]σi(ξ) = Wei). Alors un module élémentaire est une somme directe (en tant

que Φ-module filtré) de modules de type N [ξ].

Proposition II.2.8. Soit ξ ∈ X à valeurs négatives, alors Vcris(N [ξ]) est un Zp-

module libre de rang celui de N [ξ] sur W (c’est-à-dire |ξ|). De plus, en posant

x0 = Ωh(u)
−ξ(0)

h−1∏
j=1

[
Φj(Ωh(u))

p
]−ξ(h−j)

et pour i variant de 0 à |ξ| − 1,

xi = pξ(0)+···+ξ(i−1)Φi(x0)

une base de Vcris(N [ξ]) est donnée par

vj =
1

pα

(
x0σ

j(y)⊗ eξ + x1σ
j+1(y)⊗ eσ(ξ) + · · ·+ x|ξ|−1σ

j+|ξ|−1(y)⊗ eσ|ξ|−1(ξ)

)
pour j variant de 0 à |ξ|−1, et pour un certain α ∈ N. Si ξ est à valeurs dans [[2−p, 0]],

alors α = 0.

Démonstration. C’est une application directe des résultats du paragraphe II.2.a

et de ce que Fil0 BΦ
cris = Qp. �

Pour écrire cette proposition pour les modules élémentaires, introduisons quelques

notations :

– pour tout n ∈ N, fixons un yn ∈ Zpn tel que (σi(yn))i est une base normale de Zpn

sur Zp.

– supposons donné Y un système de représentants de {ξ ∈ X à valeurs

négatives}/σ et un x(ξ) pour tout ξ ∈ Y , tel que x(ξ)0 = x(ξ) puis

x(ξ)i = pξ(0)+···+ξ(i−1)Φi(x(ξ)0) est une solution pour les équations associés

à N [ξ] (c’est-à-dire que pour tout i, x(ξ)i ∈ Fil−ξ(i)Acris et x(ξ)|ξ| = x(ξ)0), avec
x(ξ)i

p
/∈ Acris pour un certain i. Posons alors x(σi(ξ))j = x(ξ)i+j. Nous noterons

x(σi(x)) = x(σi(ξ))0.

Remarque II.2.9. Il existe une façon de choisir les x(ξ) pour que x(ξ)x(η) = x(ξ+

η) dès que ξ, η et ξ + η sont à valeurs dans [[1 − p, 0]] non constants à 1 − p (cf.
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l’annexe V.4). Regardons rapidement comment faire pour les cas qui nous intérèsseront :

notons ξn l’élément de X définit par ξn(0) = −1 et ξn(i) = 0 si 1 ≤ i ≤ n − 1

(ξn(i) = −1 si n|i, et ξn(i) = 0 sinon). Soit x0 tel que xi = pξn(i−1)xi−1 vérifient xn = x0,

xi ∈ Fil−ξn(i)(Acris) et x0

p
/∈ Acris. Posons x(ξn)i = xi et pour ξ ∈ Xn, y(ξ) =

n−1∏
i=0

x
−ξ(j)
n−i .

Nous avons par construction y(ξ)y(η) = y(ξ+ η) pour tout ξ et η dans Xn (et à valeurs

dans [[2 − p, 0]]). Le résultat de [Col93] (sur le calcul de vp) nous donne que si ξ est à

valeurs dans [[2 − p, 0]], alors y(ξ)
p

/∈ Acris, et donc nous pouvons prendre x(ξ) = y(ξ).

Cette construction montre comment choisir les x(ξ) pour des ξ dans un Xn fixé (et à

valeurs dans [[2−p, 0]]), donc dépendent du n à priori. Nous montrons dans l’annexe V.4

que cette dépendance en n peut être supprimée, mais en pratique, nous avons toujours

qu’un nombre fini de ξ, qui sont donc bien tous dans un Xn pour un certain n assez

grand.

Proposition II.2.10. Sous les hypothèses précédentes, si (ej
σk(ξ)

)ξ∈Y, 0≤k<|ξ|, j est une

base adaptée de M , alors (vj
σk(ξ)

)ξ∈Y, 0≤k<|ξ|, j défini par

vj
σk(ξ)

= x(ξ)0σ
k(y|ξ|)⊗ ej

ξ + · · ·+ x(ξ)|ξ|−1σ
k+|ξ|−1(y|ξ|)⊗ ej

σ|ξ|−1(ξ)

est une Zp-base de Vcris(M).

Pour énoncer proprement la proposition précédente, nous sommes obligés de faire

intervenir le système de représentants Y . Par la suite, nous utiliserons une version un

peu différente qui ne nécessite pas ceci :

Proposition II.2.11. Soit M un objet de MF−h
W élémentaire, et (ej

ξ) une base

adaptée. Alors une base de Vcris(M)⊗Zp W est donnée par les vecteurs

vj
ξ = x(ξ)ej

ξ

II.2.c. Modules tués par p.

Proposition II.2.12. Pour tout objet M de MF±h
k , il existe une filtration exhaustive

M [i] croissante de M formée de sous-objets, tels que M [i]/M [i − 1] soit un module

élémentaire, avec M [−1] = {0} et M [0] 6= {0}.

Démonstration. Il suffit de considérer une suite de Jordan-Hölder, puisque tout

objet simple est élémentaire (cf. [FL82], p.566). �

Introduisons la notion de base adaptée pour un objet M de MF±h
k . Notons (M [i])

une filtration vérifiant les conditions de la proposition II.2.12. Prenons sur M [i]/M [i−1]

une base adaptée, et relevons-la dans M . La base de M ainsi obtenue, (e
ji, ξi
i, ξi

) est indexée

par i qui varie de 0 à l’entier r + 1 tel que M [r] 6= M et M [r + 1] = M , ξi qui varie

dans X et ji, ξi
qui est un entier positif qui varie de 1 à dimk

(
(M [i]/M [i − 1])ξi

)
. Elle

est telle que

M̃ [i− 1] =
⊕

ξi, ji, ξ

We
ji, ξi
i, ξi
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est un supplémentaire de M [i − 1] dans Fili(M). Notons désormais (pour alléger les

notations) : e
ji, ξi
i, ξi

= ej
ξi
.

Alors ∀i,∀ξi,∀j,
ej

ξi
∈ Filξi(0)M et même ej

ξi
∈Mξi(0)

Φ(ej
ξi
) = pξi(0)

[
ej

σ(ξi)
+

∑
k<i, ηk, jηk

λξi, j(ηk, jηk
)e

jηk
ηk

]
avec λξi, j(ηk, jηk

) ∈ W , et λξi, j(ηk, jηk
) = 0 si ξi(1) ≤ ηk(0). Une telle base sera dite

adaptée.

De plus, λξi, j(ηk, jηk
) se relie à u (cf. paragraphe II.1 et la propriété II.1.2 pour la

définition de u) de la manière suivante : si (uξi, j(ηk, jηk
)) est la matrice de u dans la

base (ej
ξi
)i, ξi, j, alors λσ(ξi), j(ηk, jηk

) = uξi, j(ηk, jηk
).

Un élément de M̃ [i− 1] sera dit de niveau i (la notion de niveau dépend donc de

la base adaptée choisie).

Remarque II.2.13. De part la fonctorialité de la graduation Mξ, les (ej
ξi
) où ξi est

égal à ξ dans X (et où j varie) forment une base de Mξ.

Remarque II.2.14. Il nous arrivera de faire l’abus de notation suivante : si (ej
ξi
) est

une base adaptée d’un objet M de MFk, elle pourra être notée juste (ej
ξ), et le niveau

de ej
ξ sera noté par ν(ej

ξ).

Remarque II.2.15. En considérant la filtration donnée par une suite de Jordan-

Hölder, et (ej
ξ) une base adaptée construite à partir de cette filtration, alors j = 1 (car

pour un module simple, dimk

(
(M [i]/M [i−1])ξi

)
= 1), donc dans la suite, si nous notons

(eξi
) une base adaptée, il sera sous-entendu que la filtration associée sera donné par une

suite de Jodan-Hölder.

Lemme II.2.16. Soit M et N deux objets de MFk.

– Si (ej
ξi
) (respectivement (f l

ηk
)) est une base adaptée de M (respectivement de N),

alors (ej
ξi
⊗ f l

ηk
) est une base adaptée de M ⊗N .

– Si N est un sous-objet de M , toute base adaptée de N s’étend en une base adaptée

de M .

– Si N est un sous-objet de M , toute base adaptée de M/N se relève dans M en

une famille qui se complète en une base adaptée de M par une base adaptée de N .

– Si (ej
ξi
) (respectivement (f l

ηk
)) est une base adaptée de M (respectivement de N),

alors (ej
ξi
) ∪ (f l

ηk
) est une base adaptée de M ⊕N .

Pour tout objet M de MF−h
k avec 0 ≤ h ≤ p−2, comme le foncteur Vcris est exact,

nous pouvons munir Vcris(M) d’une filtration par Vcris(M)[i] = Vcris(M [i]), qui est

alors exhaustive, croissante, formée de sous-objets, tels que Vcris(M)[i]/Vcris(M)[i−1]

soit une représentation élémentaire, avec Vcris(M)[−1] = {0} et Vcris(M)[0] 6= {0}.
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Nous pouvons alors former une base de Vcris(M) à l’aide d’une base adaptée (ej
ξi
) de

M , en considérant la réunion des relevés d’une base de Vcris(M)[i]/Vcris(M)[i − 1].

Pour plus de facilité d’écriture, décrivons une base de Vcris(M) ⊗Fp k (plutôt que de

Vcris(M)) par

vj
ξi

= x(ξi)e
j
ξi

+
[ ∑

s<i, ηs, jηs

yξi, j(ηs, jηs)e
jηs
ηs

]
avec yξi, j(ηs, jηs) ∈ Acris (les indices sont les mêmes que ceux de la base adaptée).

Le lien entre Vcris(M) pour M objet libre sur W , ou tué par p, se fait à l’aide de la

proposition suivante (qui est une application directe de l’exactitude du foncteur Vcris) :

Proposition II.2.17. Soit M un objet de MF−h
W avec 0 ≤ h ≤ p − 2. Alors

Vcris(M)/pn ' Vcris(M/pn) pour tout n ∈ N.

De plus, si M est libre sur W , et que (ēj
ξi
) est une base adaptée de M/p, par

fonctorialité de la graduation (Mξ), nous pouvons relever cette base en une base (ej
ξi
)

de M telle que ej
ξi
∈Mξi(0), ϕ

ξi(0)(ej
ξi
) =

∑
n, k

λξi, j(η, k)e
k
η avec :

– p|λξi, j(η, k) si ν(ek
η) > ν(ej

ξi
) = i ou si ν(ek

η) = ν(ej
ξi
) et (η, k) 6= (σ(ξi), j)

– λξi, j(σ(ξi), j) = 1 et λξi, j(η, k) = 0 si ξi(1) ≥ η(0).

Une telle base sera dite adaptée.

II.3. Vcris et le produit tensoriel

Le théorème de Fontaine Laffaille affirme l’exactitude et la pleine fidélité du foncteur

Vcris restreint à la catégorie des M vérifiant Fil2−p(M) = M et Fil1(M) = {0}. Cette

catégorie n’est pas stable par produit tensoriel, mais nous pouvons tout de même décrire

le comportement de Vcris face à cette opération :

Proposition II.3.1. Considérons M et M ′ deux objets de MF−h
W avec 0 ≤ h ≤ p−2,

si L est un sous-objet de M ⊗M ′ et est un objet de MF−h
W , alors

Vcris(L) ⊂ Vcris(M)⊗Zp Vcris(M
′)

Si de plus L est facteur direct (comme W -module) dans M ⊗M ′, alors Vcris(L) est

facteur direct dans Vcris(M) ⊗Zp Vcris(M
′). En particulier, si M ⊗M ′ est encore un

objet de MF−h
W , alors Vcris(M ⊗M ′) = Vcris(M)⊗Zp Vcris(M

′).

Remarque II.3.2. Il est possible de s’autoriser h = p − 1 dans la proposition, en

excluant le cas où ξ constant à 1− p apparait dans la graduation de M , N et M ⊗N .

Remarque II.3.3. Les résultats énoncés restent vrai si le produit tensoriel porte sur

plus que deux objets de MF−h
W , et plus généralement si L est un sous-objet de

⊕
i

⊗jMi,j

avec Mi,j des objets de MF−h
W avec 0 ≤ h ≤ p− 2. La démonstration se fait de la même

façon, mais fait introduire beaucoup plus de notations.
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Démonstration. Considérons L un sous-objet de M ⊗M ′. Pour des raisons de

dimensions, Vcris(M) ⊗Zp Vcris(M
′) est un réseau de Vcris,p(DM⊗M ′), donc comme

Vcris(L) ⊂ Vcris,p(DM⊗M ′), nous obtenons :

∀v ∈ Vcris(L),∃i(v) ≥ 0|pi(v)v ∈ Vcris(M)⊗Zp Vcris(M
′)

Or, Vcris(L) et Vcris(M)⊗Zp Vcris(M
′) sont tous les deux inclus dans (M ⊗M ′)⊗W

Acris, donc si Vcris(L) * Vcris(M)⊗Zp Vcris(M
′), il existe v ∈ Vcris(M)⊗Zp Vcris(M

′)

avec v
p
∈ (M ⊗M ′) ⊗W Acris et v

p
/∈ Vcris(M) ⊗Zp Vcris(M

′). Montrons que cela est

impossible ; il suffit pour cela de montrer le lemme suivant, puisque L est un objet de

MF−h
W avec 0 ≤ h ≤ p− 2 :

Lemme II.3.4. Notons X(p−2) l’ensemble des ξ ∈ X tels que ξ(i) ∈ [[2 − p, 0]] pour

tout i. Soit v ∈ Vcris(M)⊗Zp Vcris(M
′) tel que v ∈ ⊕ξ∈X(p−2)

p(M⊗M ′)ξ⊗W Acris, alors

v ∈ pVcris(M)⊗Zp Vcris(M
′).

Démonstration du lemme II.3.4. Le module M étant un objet de MF−h
W avec

0 ≤ h ≤ p−2, la proposition II.2.17 nous donne que Vcris(M)/p = Vcris(M/p). En rele-

vant alors une base de Vcris(M/p)⊗Fpk, nous obtenons une base (wj
ξi
) de Vcris(M)⊗ZpW

qui s’écrit sous la forme :

wj
ξi

= x(ξi)e
j
ξi

+
[ ∑

s<i, ηs, jηs

yξi, j(ηs, jηs)e
jηs
ηs

]
+ pzj

ξi

et zj
ξi
∈M ⊗W Acris.

Ce qui est important dans l’écriture de cette base, c’est que

wj
σk(ξi)

= x(ξi)e
j
ξi

plus des termes de niveau inférieur (modulo p bien sur).

Revenons maintenant à v : il est dans Vcris(M) ⊗Zp Vcris(M
′), donc il existe

αξi, ξ′i, j, j
′ ∈ W avec

v =
∑

i, i′, ξi, ξ′i, j, j
′

αξi, ξ′i′ , j, j
′wj

ξi
⊗ (w′)j′

ξ′
i′

Faisons ensuite une récurence descendante sur le niveau (c’est-à-dire sur i+ i′) pour voir

que p divise les αξi, ξ′i′ , j, j
′ :

p divise v dans (M⊗M ′)⊗W Acris, donc si i+ i′ est le plus grand niveau de M⊗M ′,

p divise ∑
j, ξi, j′, ξ′i′

αj, j′, ξi, ξ′i′

[
x(ξi)e

j
ξi

]
⊗

[
x(ξ′i′)e

j′

ξ′
i′

]
donc, p divise chaque coordonnnée, donc p divise

αj, j′, ξi, ξ′i′
x(ξi)x(ξ

′
i′)

pour tout j, j′, ξi, ξ
′
i′ .
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Or, ξi, ξ
′
i′ et ξi + ξ′i′ sont dans X(p−2), donc x(ξi)x(ξ

′
i′) = x(ξi + ξ′i′) (cf. remarque

II.2.9, puisqu’il n’y a qu’un nombre fini de ξi qui interviennent dans la graduation de

M et M ′). Par conséquent p ne divise pas x(ξi)x(ξ
′
i′), et donc p divise αj, j′, ξi, ξ′i′

si ξi, ξ
′
i′

et ξi + ξ′i′ sont dans X(p−2). Les hypothèses du lemme se traduisent par αj, j′, ξi, ξ′i′
= 0 si

ξi + ξ′i′ n’est pas dans X(p−2).

D’où, en itérant le processus (en faisant une récurrence descendante sur le niveau),

nous obtenons v ∈ p
(
Vcris(M)⊗Zp Vcris(M

′)
)
⊗Zp W , ce qui montre le lemme. �

Donc si L est un sous-objet de M ⊗M ′ et est un objet de MF−h
W , Vcris(L) est bien

inclus dans Vcris(M)⊗Zp Vcris(M
′).

Supposons de plus que L est facteur direct (comme W -module) de M ⊗M ′. Alors

L ⊗ Acris est facteur direct de (M ⊗M ′) ⊗ Acris. Donc, si x ∈ L ⊗ Acris et x
p
∈ (M ⊗

M ′)⊗ Acris, alors x
p
∈ L⊗ Acris. Donc, si x ∈ Vcris(L) et x

p
∈ Vcris(M)⊗Zp Vcris(M

′),

alors x
p

est dans Vcris(L). Comme Vcris(L) ⊂ Vcris(M)⊗Zp Vcris(M
′), Vcris(L) est bien

un facteur direct (comme Zp-module) de Vcris(M)⊗Zp Vcris(M
′). �





CHAPITRE III

Φ-modules filtrés et représentations galoisiennes

III.1. Isomorphisme entre Vcris(M) et M

Soit 0 ≤ h ≤ p − 2, et notons F1 et F2 les foncteurs exacts de la catégorie MF−h
W

vers la catégorie des OÊnr
-modules libres de rang fini, définis par : si M objet de MF−h

W ,

F1(M) = Vcris(M)⊗Zp OÊnr
et F2(M) = M ⊗W OÊnr

Théorème III.1.1. Pour 0 ≤ h ≤ p−2 fixé, il existe f un isomorphisme de foncteur

entre F1 et F2. De plus, vis à vis du produit tensoriel, l’isomorphisme peut être choisi

de telle sorte que :

– pour tous objets M et N de MF−h
W tels que M ⊗N est encore un objet de MF−h

W ,

alors le diagramme suivant est commutatif :

Vcris(N ⊗M)⊗OÊnr

��

fN⊗M
// (N ⊗M)⊗OÊnr

��

(Vcris(M)⊗OÊnr
)⊗OÊnr

(Vcris(N)⊗OÊnr
)
fM ⊗ fN

// (N ⊗OÊnr
)⊗OÊnr

(M ⊗OÊnr
)

– pour tout uplet d’objets (Ni,j)1≤j≤n, 1≤i≤nj
de MF−h

W , pour tout sous-Φ-module filtré

L facteur direct (comme W -module) de
n⊕

j=1

⊗nj

i=1Ni,j, l’application
⊕
⊗fNi,j

envoie

(
Vcris,p(DL) ∩

n⊕
j=1

⊗nj

i=1 Vcris(Ni,j)
)
⊗Zp OÊnr

bijectivement sur L⊗W OÊnr
.

Donnons les idées de la démonstration avant de rentrer dans les détails : nous

construisons fN à partir de l’isomorphisme fonctoriel :

VOE (N )⊗Zp OÊnr

ψN
// N ⊗OE OÊnr

qui est défini pour tout objet N de la catégorie ΓΦMét
OE

. Pour pouvoir utiliser cet

isomorphisme, il faut commencer par construire un foncteur F− qui à un objet N de

MF−h
W associe un objet de ΓΦMét

OE
, de telle sorte que l’espace sous-jacent à F−(N) soit

N ⊗W OE . Il faut ensuite construire un isomorphisme de représentations galoisiennes

VOE (F
−(N))

gN
// Vcris(N)

25
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qui soit fonctoriel. En regroupant, nous poserons pour fN :

Vcris(N)⊗Zp OÊnr

g−1
N

// VOÊ
(F−(N))⊗Zp OÊnr

ψF−(N)
// F−(N)⊗OE OÊnr

N ⊗W OÊnr

Nous allons voir que l’existence d’une application fN définie comme ci-dessus pour

N objet de MF−h
W , ainsi que la fonctorialité concernant sous-objet et objet quotient,

proviennent directement des résultats de J.-M. Fontaine concernant le foncteur j∗ (cf.

[Fon90], p.301) et les résultats de N. Wach (le Théorème 1’ de [Wac97] donne l’exis-

tence de gN). Ce qu’il reste à voir, c’est la construction d’un foncteur F− exact et

préservant le produit tensoriel (qui se relie aux modules de Wach construits par Berger

dans [Ber04]), et surtout le comportement de gN par rapport au produit tensoriel.

Remarque III.1.2. Le même résultat pour les objets de MF−h
k (c’est-à-dire les

objets tués par p) se montre de la même façon.

III.2. Le foncteur de MF−h
W vers ΓΦMét

OE

III.2.a. Rappels sur Γ0ΦMh
S0

. Notons Γ0ΦMh
S0

la sous-catégorie pleine de la

catégorie des (ϕ,Γ0)-modules sur S0 (cf. paragraphe I.2) formée des objets N vérifiant :

– le S0-module sous-jacent est de type fini et sans p′-torsion (c’est-à-dire que pour

tout élément irréductible λ de S0 non associé à p, N est sans λ-torsion)

– le S0-module N/Φ(N ⊗σ S0) est annulé par qh (où q = π0 + p)

– le groupe Γ0 agit trivialement sur N/π0N .

Elle est abélienne si 0 ≤ h ≤ p − 2, et l’inclusion j : S0 → OE induit un foncteur

j∗ : Γ0ΦMh
S0
→ ΓΦMét

OE
pleinement fidèle qui est une équivalence de catégorie

pour 0 ≤ h ≤ p − 2 sur son image essentielle (cf. [Fon90], p.301). Si N est

un objet de Γ0ΦMh
S0

, alors j∗(N ) a pour espace sous-jacent N ⊗S0 OE . Nous fe-

rons souvent l’abus de notation de n’écrire que l’espace sous-jacent pour désigner j∗(N ).

Si 0 ≤ h ≤ p − 2 et N un objet de Γ0ΦMh
S0

, N. Wach a montré qu’il est possible

de munir N = N/π0N d’une structure de Φ-module filtré sur W en posant

Filr N = {x ∈ N tels qu’il existe un relèvement x̂ ∈ N de x avec ϕ(x̂) ∈ qrN}

et pour tout x ∈ Filr N , ϕr(x) égal à l’image de ϕ(x̂)
qr dans N . Notons MFh

W,tf la sous-

catégorie pleine de MFW,tf des objets N tels que Fil0(N) = N et Filh+1(N) = {0}.
Alors N. Wach a démontré le théorème suivant (cf. [Wac97], p.231) :

Théorème III.2.1. Soit 0 ≤ h ≤ p−2. Pour tout objet N de Γ0ΦMh
S0

, le Φ-module

filtré i∗(N ) = N/π0N est un objet de MFh
W,tf ; le foncteur i∗ ainsi défini est exact et

fidèle.
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III.2.b. Foncteur entre MFh
W et Γ0ΦMh

S0
. N. Wach a donné les idées pour

construire un quasi-inverse à i∗ : à partir d’un objet N de MFh
W,tf avec 0 ≤ h ≤ p− 2

et d’une base adaptée à la filtration, elle a construit un objet N tel que i∗(N ) = N .

Nous allons montrer qu’en se fixant un scindage fonctoriel de la filtration, nous rendons

cette construction fonctorielle.

Proposition III.2.2. Notons MF+
W,tf la sous-catégorie pleine de MFW,tf formée

des objets M dont Fil0(M) = M . A tout scindage fonctoriel de la filtration des objets

de MF+
W,tf nous pouvons associer un foncteur de MF+

W,tf vers ΦMét
S0

(la catégorie

des ϕ-modules étales sur S0), qui soit fidèle, additif, exact, et qui préserve le produit

tensoriel.

Démonstration. Si N est un objet de MF+
W,tf , et N = ⊕Ni le scindage de la

filtration, il suffit de construire surN⊗WS0 une structure de ϕ-module par : l’application

ϕi étant défini sur Fili(N), elle se restreint à Ni, permettant de poser ϕN égal à qiϕi

sur Ni, c’est-à-dire

∀x ∈ Ni, ϕN(x) = qiϕi(x)

Nous prolongeons cette définition à N ⊗W S0 tout entier en utilisant la semi-linéarité de

ϕN . Les propriétés de fonctorialité découlent alors de celles du scindage de la filtration.

Au niveau des flèches, ce foncteur est construit de la manière suivante : si f : N → N ′

est un morphisme de Φ-modules filtrés, le foncteur lui associe f ⊗ Id. �

Remarque III.2.3. Nous pouvons étendre ce foncteur de la même façon en un

foncteur de MFW,tf vers ΦMét
OE

qui préserve sous-objet, objet quotient, somme directe,

produit tensoriel et dual.

Théorème III.2.4. Supposons 0 ≤ h ≤ p− 2. Alors pour tout objet N de MFh
W,tf ,

il existe une unique action de Γ0 sur N ⊗W S0 triviale modulo π0 et commutant au ϕN

construit comme dans la proposition III.2.2. Le module N ⊗W S0 est alors muni d’une

structure de (ϕ,Γ0)-module sur S0, et nous avons ainsi un foncteur F additif et exact

de MFh
W,tf dans Γ0ΦMh

S0
, pleinement fidèle et tel que i∗(F(N)) = N pour tout objet

N de MFh
W,tf . L’image essentielle de ce foncteur contient tout objet de Γ0ΦMh

S0
dont

le module sous-jacent est libre sur S0. De plus, pour tout N et N ′ objets de MFh
W,tf

tels que N ⊗ N ′ soit encore un objet de MFh
W,tf , F(N) ⊗ F(N ′) est naturellement

isomorphe à F(N ⊗ N ′). Plus généralement, si Ni,j sont des objets de MFh
W (donc

libres comme W -modules) et L un sous-objet (dans MF+
W) facteur direct (comme W -

module) de M :=
⊕

i

⊗jNi,j, alors l’action de Γ0 sur
⊕

i

⊗j F(Ni,j) = M ⊗W S0 laisse

stable L⊗W S0.

Remarque III.2.5. De la même façon, nous montrons que l’image essentielle de ce

foncteur contient tout objet de Γ0ΦMh
S0

dont le module sous-jacent est libre sur S0/p.

Dans l’annexe V.8, nous montrons plus généralement que l’image essentielle de F est
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Γ0ΦMh
S0

(à l’aide d’outils introduits plus avant dans ce chapitre), donc que F est un

quasi-inverse de i∗.

Démonstration. Traitons d’abord le cas des modules libres. Dans tout ce qui suit,

h est un entier qui vérifie 0 ≤ h ≤ p− 2.

Considérons N ⊗W S0 : comme 0 ≤ h ≤ p − 2, il existe une unique action de Γ0

sur N ⊗W S0 qui commute à ϕ et est triviale modulo π0 (c’est le lemme 3.1.6 p.233 de

[Wac97] que nous reprendrons ci-dessous). Le (ϕ,Γ0) module ainsi défini, noté F(N),

appartient bien à Γ0ΦMh
S0

. Il faut voir que nous définissons bien ainsi un foncteur.

Comme la structure de ϕ-module provient d’un scindage de la filtration qui préserve le

produit tensoriel, l’unicité de l’action de Γ0 nous donnera bien que F préserve le produit

tensoriel (tant que celui-ci reste dans MFh
W). L’exactitude provient de la même raison.

Choisissons une base adaptée à la graduation (ei)1≤ i≤ d (c’est-à-dire : si ri est le plus

grand entier tel que ei ∈ Filri(N), alors pour tout r, (ei)ri=r est une base de Nr), et si

(ai,j) est la matrice des applications ϕr dans cette base, l’action de ϕ est donné par :

ϕ(ej) = qrj

∑
1≤ i≤ d

ai,jei

Montrons que F préserve les sous objets. Par unicité de l’action de Γ0, il suffit de

montrer :

Proposition III.2.6. Soit N un objet de MFh
W, et N ′ un sous-objet. Alors l’action

de Γ0 sur N ⊗W S0 laisse stable N ′ ⊗W S0.

Démonstration. Nous allons le montrer pour deux cas particuliers : si N ′ est

facteur direct (comme W -modules), et si N ′ est de même rang que N . Nous verrons que

ceci entraine la proposition. Pour montrer ces affirmations, reprenons alors le lemme

3.1.6 p.233 de [Wac97] qui montre l’existence et l’unicité de l’action de Γ0 (donnée

par l’action d’un générateur topologique) par récurrence modulo πn
0 . Introduisons avant

quelques notations : rappelons que q = p+π0 (cf. paragraphe I.2.a) ; N. Wach a montré

(lemme 3.1.1.2 de [Wac97]) qu’il existe un unique générateur topologique g0 de Γ0

tel que g0(q)−q
qπ0

= 1 modulo qS0. Considérons alors une base adaptée à la graduation

(ej)1≤j≤d, choisie de telle sorte qu’il existe des entiers nj ∈ N pour que (pnjej)1≤j≤d′

soit une base adaptée de N ′. Notons (ai,j) la matrice donnant l’action des ϕr dans la

base (ej)1≤j≤d. Les applications ϕr de N ′ proviennent de celles de N , donc comme pnjej

appartient à N ′, il doit en être de même de ϕr(pnjej) = pnjϕr(ej) =
∑

1≤ i≤ d

pnjai,jei. Plus

exactement, la matrice (a′i,j) donnant l’action de ϕr sur N ′ est (par définition) telle que

ϕr(pnjej) =
∑

1≤ i≤ d′
pnia′i,jei, donc ai,j = pni−nja′i,j, et (a′i,j) est une matrice inversible à

coefficients dans W (puisque N ′ est un sous-objet).

Traitons d’abord le cas où nj = 0 pour tout j, c’est-à-dire N ′ facteur direct

(comme W -module). L’action de Γ0 (ou ce qui revient au même, de g0) se construit

par récurrence, modulo πn
0 , donc nous allons montrer la propriété par récurrence :
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Lemme III.2.7 (Lemme 3.1.6 de [Wac97]). Soient n ∈ N, et ρ un endomorphisme

de N ⊗W S0, semi-linéaire par rapport à l’action de g0 sur S0 tel que ρ(ej) = ej modulo

π0,

ρ(ϕ(ej)) = ϕ(ρ(ej)) mod πn
0 q

rj(N ⊗W S0)

pour tout j, et plus précisement

ρ(ej) ∈ N ′ ⊗W S0 et

ρ(ϕ(ej)) = ϕ(ρ(ej)) mod πn
0 q

rj(N ′ ⊗W S0)

pour tout j ≤ d′ ; alors, il existe un endomorphisme ρ′ de N ⊗W S0, uniquement

déterminé modulo πn+1
0 , semi-linéaire par rapport à l’action de g0 sur S0 tel que, pour

tout j

ρ′(ej) = ρ(ej) mod πn
0 (N ⊗W S0) et

ρ′(ϕ(ej)) = ϕ(ρ′(ej)) mod πn+1
0 qrj(N ⊗W S0)

et, pour tout j ≤ d′,

ρ′(ej) ∈ N ′ ⊗W S0 et

ρ′(ϕ(ej)) = ϕ(ρ′(ej)) mod πn+1
0 qrj(N ′ ⊗W S0)

Remarque III.2.8. La récurrence s’initialise pour n = 1 par : ρ est donné par

ρ(ej) = ej, et est défini sur N ⊗W S0 par semi-linéarité (par rapport à g0) ; donc le

lemme montre (par récurrence modulo πn
0 ) que si N ′ est un sous-objet de N , facteur

direct (comme W -module), alors l’action de Γ0 sur N ⊗W S0 laisse stable N ′ ⊗W S0.

Démonstration du lemme. Notons pour tout j, 1 ≤ j ≤ d, αj l’unique élément

de S0 tel que g0(q
rj) = qrj(1+π0αj), et bj ∈ N⊗WS0 tel que ϕ(ρ(ej))−ρ(ϕ(ej)) = πn

0 q
rjbj

(avec bj ∈ N ′ ⊗W S0 si j ≤ d′). Cherchons ρ′ à l’aide des équations

ρ′(ej) = ρ(ej) + πn
o

d∑
i=1

g′i,jei

avec g′i,j ∈ W . Nous voulons voir que nous pouvons choisir g′i,j = 0 pour i > d′ et j ≤ d′.

Il existe une unité u de S0 telle que ϕ(π0) = uπ0q
p−1. Alors,

ρ′(ϕ(ej)) = ρ′(qrj

∑
k

ak,jek) = g0(q
rj)

∑
k

ak,jρ
′(ek) = ρ(ϕ(ej)) + g0(q

rj)πn
0

∑
i,k

ak,jg
′
i,kei

et

ϕ(ρ′(ej)) = ϕ(ρ(ej) + πn
0

∑
k

g′k,jek) = ϕ(ρ(ej)) + ϕ(πn
0 )

∑
k

ϕ(g′k,j)ϕ(ek)

= ϕ(ρ(ej)) + πn
0 q

n(p−1)un
∑
i,k

ϕ(g′k,j)q
rkai,kei

D’où, en faisant la soustraction, nous obtenons pour 1 ≤ j ≤ d,

πn
0 q

rjbj − πn
0 g0(q

rj)
∑
i,k

ak,jg
′
i,kei + πn

0 q
n(p−1)un

∑
i,k

ϕ(g′k,j)q
rkai,kei = 0
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modulo πn+1
0 qrj . Nous avons alors les équations suivantes à résoudre, pour tout j :

bj − (1 + π0αj)
∑

1≤i,k≤d

ak,jg
′
i,kei + qn(p−1)−rjun

∑
1≤i,k≤d

ϕ(g′k,j)q
rkai,kei = 0

modulo π0. En utilisant le fait que q = p modulo π0, nous avons à résoudre le système

suivant dans W :

(III.2.9) bj −
∑

1≤i,k≤d

ak,jg
′
i,kei + pn(p−1)−rjun

∑
1≤i,k≤d

ϕ(g′k,j)p
rkai,kei = 0

où bj désigne bj mod π0, vu dans N (ou N ′ si j ≤ d).

Résolvons ce système modulo pk par récurrence. Modulo p, nous avons

(III.2.10) bj =
∑

1≤i,k≤d

ak,jg
′
i,kei mod p

car rj ≤ p − 2. Le système a une unique solution car la matrice (ai,j) est inversible

modulo p, et comme ai,j = 0 si j ≤ d′ et i > d′, et bj ∈ N ′ si j ≤ d′, nous obtenons bien

que g′i,k = 0 mod p pour i > d′ et k ≤ d′. Pour relever cette solution modulo pk pour

tout k, nous faisons de la même manière. �

Nous venons de voir qu’il existe une unique solution entière de l’équation III.2.9.

Nous aurons besoin plus précisément du lemme suivant :

Lemme III.2.11. Soit bj(i) ∈ W , alors l’équation
∑

i

bj(i)ei −
∑

1≤i,k≤d

ak,jg
′
i,kei +

pn(p−1)−rjun
∑

1≤i,k≤d

ϕ(g′k,j)p
rkai,kei = 0 admet une unique solution (g′i,j) d’éléments de

K. De plus, nous avons g′i,j ∈ W .

Démonstration. Nous savons déjà qu’il existe une unique solution à coefficients

dans W , notons-la (g′i,j). Si (g′i,j) est une solution formée d’éléments de K, et si pa est

une puissance de p telle que pag′i,j ∈ W , alors (pag′i,j) et (pag′i,j) sont tous les deux des

solutions dans W de
∑

i

pabj(i)ei−
∑

1≤i,k≤d

ak,jg
′′
i,kei+q

n(p−1)−rjun
∑

1≤i,k≤d

ϕ(g′′k,j)q
rkai,kei =

0, donc sont égales. �

Etudions le deuxième cas particulier, c’est-à-dire si N ′ est de même rang que N .

Nous voulons toujours voir que dans ce cas, l’action de Γ0 sur N ⊗W S0 laisse stable

N ′⊗W S0. Montrons-le par récurrence, comme pour la démonstration du lemme III.2.7 :

Lemme III.2.12. Soient n ∈ N, et ρ un endomorphisme de N ⊗W S0, semi-linéaire

par rapport à l’action de g0 sur S0 tel que ρ(ej) = ej modulo π0,

ρ(ϕ(ej)) = ϕ(ρ(ej)) mod πn
0 q

rj(N ⊗W S0)

pour tout j, et plus précisement

ρ(pnjej) ∈ N ′ ⊗W S0 et
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ρ(ϕ(pnjej)) = ϕ(ρ(pnjej)) mod πn
0 q

rj(N ′ ⊗W S0)

pour tout j ; alors, il existe un endomorphisme ρ′ de N ⊗W S0, uniquement déterminé

modulo πn+1
0 , semi-linéaire par rapport à l’action de g0 sur S0 tel que, pour tout j

ρ′(ej) = ρ(ej) mod πn
0 (N ⊗W S0),

ρ′(ϕ(ej)) = ϕ(ρ′(ej)) mod πn+1
0 qrj(N ⊗W S0)

et, pour tout j

ρ′(pnjej) ∈ N ′ ⊗W S0 et

ρ′(ϕ(pnjej)) = ϕ(ρ′(pnjej)) mod πn+1
0 qrj(N ′ ⊗W S0)

Remarque III.2.13. La récurrence s’initialise pour n = 1 par : ρ est donné par

ρ(ej) = ej, et est défini sur N ⊗W S0 par semi-linéarité (par rapport à g0) ; donc le

lemme montre (par récurrence modulo πn
0 ) que si N ′ est un sous-objet de N de même

rang, alors l’action de Γ0 sur N ⊗W S0 laisse stable N ′ ⊗W S0.

Démonstration. Rappelons les notations précédentes : notons pour tout j, 1 ≤
j ≤ d, αj l’unique élément de S0 tel que g0(q

rj) = qrj(1 + π0αj), et bj ∈ N ⊗W S0 tel

que ϕ(ρ(ej))− ρ(ϕ(ej)) = πn
0 q

rjbj. Cherchons ρ′ à l’aide des équations

ρ′(ej) = ρ(ej) + πn
o

d∑
i=1

g′i,jei

avec g′i,j ∈ W . Supposons donc que ρ laisse stable N ′ ⊗W S0, donc pnjbj ∈ N ′, que

nous écrirons pnjbj =
∑
i

bj(i)p
niei avec bj(i) ∈ S0. Cherchons alors g′i,j sous la forme

g′i,j = pni−njhi,j avec hi,j ∈ W . Si g′i,j se met sous cette forme, alors ρ′ laissera stable

N ′⊗W S0, et comme g′i,j est la solution unique dans K de l’équation III.2.9 (par le lemme

III.2.11), il suffit de montrer que nous pouvons trouver des hi,j ∈ W tels que pni−njhi,j

vérifient l’équation III.2.9, ou même de construire hi,j modulo pn vérifiant les équations

III.2.10. En reportant, nous trouvons que (hi,j) doit vérifier dans W :

p−nj
[∑

i

pnibj(i)ei −
∑

1≤i,k≤d

pnia′k,jh
′
i,kei + pn(p−1)−rjun

∑
1≤i,k≤d

pniϕ(h′k,j)p
rka′i,kei

]
= 0

(avec bj(i) qui vaut bj(i) modulo π0, vu dans W ) puisque ai,j = pni−nja′i,j. Soit en

identifiant les coordonnées,

bj(i)−
∑

1≤k≤d

a′k,jh
′
i,k + pn(p−1)−rjun

∑
1≤k≤d

ϕ(h′k,j)p
rka′i,k = 0

qui admet bien une solution dans W , puisque ce sont les équations obtenues en prenant

coordonnée par coordonnée l’équation III.2.9 correspondant au Φ-module filtré N ′ (et à

ρN ′ valant ρ restreint à N ′, puisque par hypothèse ρ laisse stable N ′). Nous avons donc

bien les hi,j dans W , comme souhaité. �
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Revenons au cas général d’un sous-objet N ′ de N non nécéssairement facteur direct.

Nous avons l’égalité ai,j = pni−nja′i,j, par conséquent, N ′′ = ⊕1≤i≤d′Wei est laissé stable

par les ϕr, et c’est un sous-objet facteur direct (comme W -module) de N . Le lemme

III.2.7 nous permet donc de dire que l’action de Γ0 sur N ⊗W S0 laisse stable N ′′⊗W S0

(donc par unicité, elle donne l’action de Γ0 définissant F(N ′′)), et comme N ′ et N ′′

ont même rang, et que N ′ est un sous objet de N ′′, le lemme III.2.12 montre bien que

l’action de Γ0 sur N ′′⊗W S0 (qui provient de celle sur N ⊗W S0) laisse stable N ′⊗W S0.

Ceci termine la démonstration de la proposition III.2.6. �

Nous pouvons alors justifier que si f : M → N est un morphisme entre deux

Φ-modules filtrés libres comme W -modules, alors F(f) = f ⊗ Id : F(M) → F(N) est

un morphisme de (ϕ,Γ0) module : il commute à ϕ par construction, et l’action de Γ0

sur F(M) induit alors une structure de (ϕ,Γ0)-module sur l’image de f ⊗ Id qui est

F(Im(f)), qui correspond à celle induite par F(N), car l’action de Γ0 sur N ⊗W S0

laisse stable Im(f)⊗W S0 (car Im(f) est un sous-objet de N). Or, sur F(Im(f)) il existe

une unique action de Γ0 qui convienne (toujours sous l’hypothèse 0 ≤ h ≤ p− 2), donc

ceci implique que f ⊗ Id commute à l’action de Γ0.

Par construction, nous avons i∗ F(N) = N . Pour voir que le foncteur F ainsi défini

est bien un quasi-inverse (dans le cas restreint des modules libres), montrons d’abord

qu’il est essentiellement surjectif. Plus exactement :

Lemme III.2.14. Pour tout objet N de Γ0ΦMh
S0

, libre comme S0-module, si N =

i∗(N ), il existe un unique isomorphisme de (ϕ,Γ0)-module F(N) → N (qui se réduit

modulo π0 sur l’égalité N = i∗(N )).

Démonstration. Présentons ici une démonstration de ce fait due à N. Wach. Pour

cela, considérons une base (ei)1≤ i≤ d de N , adaptée à la graduation, et (ai,j) la matrice

des applications ϕr dans cette base (donc l’action de ϕ est donnée sur F(N) par ϕ(ej) =

qrj
∑

1≤ i≤ d

ai,jei). Il faut alors prouver l’existence et l’unicité d’une base (fi) dans N

vérifiant ϕ(fj) = qrj
∑

1≤ i≤ d

ai,jfi avec ei = fi modulo π0. Ce sera suffisant car en posant

h(ei) = fi, nous aurons un morphisme de ϕ-module, qui fera commuter l’action de Γ0

par unicité de celle-ci, et qui modulo π0 redonnera l’identité.

Par construction du Φ-module filtré N , la base (ei) se relève en une famille (êi) de

N avec ϕ(êi) ∈ qriN . De plus, N est complet pour la topologie π0-adique (car S0 l’est),

et modulo π0, (ei) est une base, donc N étant sans torsion, (êi) est une base de N (nous

pourrions aussi invoquer le lemme de Nakayama). Donc, il existe âi,j ∈ S0 tels que :

ϕ(êj) = qrj

∑
1≤i≤d

âi,j êi
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et âi,j = ai,j modulo π0. Posons αi,j ∈ S0 l’unique élément tel que âi,j = ai,j + π0αi,j.

Nous cherchons à modifier la base (êi) pour obtenir la base (fi). Cherchons fj sous la

forme fj = êj + π0cj, et posons bj =
∑

1≤i≤d

αi,j êi. Alors, puisque ϕ(π0) = uqp−1π0,

ϕ(êj + π0cj) = ϕ(êj) + qrj
∑

1≤i≤d

ai,jπ0ci + uπ0q
p−1ϕ(cj)− qrj

∑
1≤i≤d

ai,jπ0ci

= qrj
∑

1≤i≤d

ai,j(êi + π0ci) + π0q
rjbj + uπ0q

p−1ϕ(cj)− qrj
∑

1≤i≤d

ai,jπ0ci

autrement dit, nous cherchons les cj ∈ N tels que

bj + uqp−1−rjϕ(cj)−
∑

1≤i≤d

ai,jci = 0

Nous résolvons ce système de manière unique par récurrence modulo πn
0 . A chaque étape,

le système se résout en faisant une récurrence modulo pk, en utilisant que p− 1− rj ≥
1 (par hypothèse), donc que qp−1−rj = 0 modulo (p, π0), et que la matrice (ai,j) est

inversible modulo p. �

Il nous reste à voir que les foncteurs i∗ et F sont pleinement fidèle. N. Wach

a déjà montré que i∗ est fidèle, et comme pour f : M → N morphisme entre

deux objets de MFh
W nous avons i∗(F(f)) = f , le foncteur F est fidèle. Or, si

N1 et N2 sont deux objets de Γ0ΦMh
S0

, si N1 = i∗(N1) et N2 = i∗(N2) et si

f1 : N1 → F(N1) et f2 : N2 → F(N2) sont les isomorphismes précédemment construits,

et si f : N1 → N2 est un morphisme de (ϕ,Γ0)-modules, alors f−1
2 ◦ F(i∗(f)) ◦ f1

est aussi un morphisme de (ϕ,Γ0)-modules dont la réduction modulo π0 est i∗(f).

Par fidélité de i∗, nous avons donc f = f−1
2 ◦ F(i∗(f)) ◦ f1. Donc F est pleinement

fidèle. Ceci termine la démonstration du théorème dans le cas des modules libres sur W .

Soit N objet de MFh
W,tf ayant de la torsion, alors il existe N ′ un objet de MFh

W,tf

sans torsion (donc libre comme W -module) avec un épimorphisme g : N ′ → N (cf.

proposition 1.6.3 de [Win84]). Notons N ′′ le noyau de g, c’est aussi un objet de MFh
W,tf

libre comme W -module (puisque sans torsion). Donc F(N ′′) est un sous-(ϕ,Γ0)-module

de F(N ′), et nous définissons alors F(N) comme le quotient de F(N ′) par F(N ′′). Le

ϕ-module sous-jacent s’identifie au ϕ-module N ′⊗W S0 défini dans la proposition III.2.2

(car S0 est plat sur W ).

Il faut voir que c’est bien défini, donc que l’action de Γ0 ainsi construite ne dépend

pas du N ′ considéré : si M ′ est un objet de MFh
W,tf libre sur W et h : M ′ → N un

épimorphisme, alors la flècheM ′⊕N ′ → N⊕N → N est un épimorphisme, donc la même

construction qu’au dessus nous permet de définir sur F(N) une action de Γ0 provenant

de celle sur F(M ′)⊕F(N ′) qui (par unicité) est la somme directe de l’action sur F(M ′)

et de l’action sur F(N ′). Ceci donne bien que pour x ∈ N ⊗W S0, si x′ ∈ N ′ ⊗W S0 est

tel que g(x′) = x et y ∈M ′⊗W S0 tel que h(y) = x, alors pour tout γ ∈ Γ0, nous avons

g(γx′) = h(γy) = γx.
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Pour que ce soit un foncteur, il faut encore voir comment définir F sur les flèches.

Soit N ′ et N ′′ deux objets de MFh
W,tf , et f : N ′ → N ′′ un épimorphisme. Alors f ⊗ Id :

F(N ′) → F(N ′′) est un morphisme de (ϕ,Γ0)-module. En effet, soit N un objet de

MFh
W,tf , libre comme W -module tel qu’il existe un épimorphisme g : N → N ′. Alors

f ◦ g : N → N ′′ est aussi un épimorphisme, et donc l’action de Γ0 sur F(N ′′) provient

de celle sur F(N) via f ◦ g, donc f ⊗ Id commute bien à l’action de Γ0. Le même genre

de raisonnement donnera l’exactitude et la préservation du produit tensoriel (puisque

ce sont des propriétés vraies sur les modules libres).

Il faut traiter le cas général d’un morphisme N ′ → N ′′ qui ne soit pas nécessairement

surjectif. Cela revient à étudier le cas d’un sous-objet, cas qui est donné par une

généralisation de la proposition 1.6.3 de [Win84] : pour tout objet N de MFh
W,tf ,

et pour tout sous-objet N ′ de N , il existe un objet M de MFh
W,tf , libre sur W , un sous

objet M ′ de M et un épimorphisme g : M → N tel que l’application g restreinte à M ′

soit un épimorphisme sur N ′. Ceci termine la démonstration de la première partie du

théorème. �

Nous avons construit l’action de Γ0 sur N ⊗W S0 par récurrence modulo πn
0 . Pour

étudier plus en détail le foncteur ainsi obtenu, nous avons besoin de voir cette action

d’une autre façon : soit G = (gi,j) la matrice dans GLrg(N)(S0) définie par g0(ej) =∑
i

gi,jei pour (ei) une base adaptée à la graduation de N , et A = (ai,j) ∈ GLrg(N)(W )

donnant l’action de ϕj sur ej. Alors, en écrivant ϕ ◦ g0(ej) =
∑
i,k

ϕ(gi,j)ak,iq
riek et g0 ◦

ϕ(ej) =
∑
i,k

g(ai,j)gk,ig(q)
rjek, la commutativité ϕ ◦ g0 = g0 ◦ ϕ nous donne pour G

l’équation AQϕ(G) = Gg0(A)g0(Q) avec Q la matrice correspondant à Q(ej) = qrjej.

Donc G est un point fixe de l’application f : H 7→ AQϕ(H)g0(Q
−1)g0(A

−1). Notons I

la matrice identité dans GLrg(N) et Gn = f (n)(I) (c’est-à-dire la composée n fois de f

appliquée à I). Alors, en utilisant que G− I ∈ π0Mrg(N)(S0), nous allons montrer :

Lemme III.2.15. La matrice G est la limite de la suite Gn.

Démonstration. Nous noterons ϕ(n) la composée n fois de ϕ, introduisons

alors Bn = AQϕ(A)ϕ(Q) · · ·ϕ(n−1)(A)ϕ(n−1)(Q) qui est une matrice à coefficients

dans S0. Nous avons Gn = Bnϕ
(n)(I)g0(B

−1
n ), et comme G est un point fixe de f ,

G = Bnϕ
(n)(G)g0(B

−1
n ). Donc Gn − G = Bnϕ

(n)(I − G)g0(B
−1
n ). Notons G = I − π0H

avec H ∈ Mrg(N)(S0), alors Gn − G = ϕ(n)(π0)Bnϕ
(n)(H)g0(B

−1
n ). Or, comme A est

inversible (dans GLrg(N)(W )), les seuls dénominateurs possibles sont les puissances de

g0(q)
ri , et comme 0 ≤ ri ≤ p− 2, nous pouvons écrire Gn −G = ϕ(n)(π0)

g0

(
qϕ(q)···ϕn−1(q)

)p−2G′
n

avec G′
n = Bnϕ

(n)(H)g0

(
ϕ(n−1)(qp−2Q−1)ϕ(n−1)(A−1) · · · qp−2Q−1A−1

)
qui est une

matrice à coefficients dans S0.

Donc tout revient à montrer que ϕ(n)(π0)

g0

(
qϕ(q)···ϕn−1(q)

)p−2 tend vers 0. Nous avons g0(q) =

vgq avec vg inversible dans S0, par conséquent le fait que ϕ et g0 commutent nous donne
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l’égalité

ϕ(n)(π0)

g0

(
qϕ(q) · · ·ϕn−1(q)

)p−2 =
(vgϕ(vg) · · ·ϕ(n−1)(vg))

2−p

(qϕ(q) · · ·ϕn−1(q))p−2
ϕ(n)(π0)

En utilisant que ϕ(π0) = uπ0q
p−1 pour u un certain inversible dans S0, nous obtenons

que ϕ(n)(π0) = (qϕ(q) · · ·ϕn−1(q))p−1π0uϕ(u) · · ·ϕ(n−1)(u). Par conséquent,

ϕ(n)(π0)

g0

(
qϕ(q) · · ·ϕn−1(q)

)p−2 = π0
uϕ(u) · · ·ϕ(n−1)(u)

(vgϕ(vg) · · ·ϕ(n−1)(vg))p−2
qϕ(q) · · ·ϕ(n−1)(q)

et donc, puisque qϕ(q) · · ·ϕ(n−1)(q) tend vers 0 dans S0 (q est dans l’idéal maximal de

S0, idéal qui est stable par ϕ), nous pouvons conclure que ϕ(n)(π0)

g0

(
qϕ(q)···ϕn−1(q)

)p−2 tend vers

0 dans S0, donc que Gn tend vers G. �

Nous allons en déduire la proposition suivante, ce qui terminera la démonstration

du théorème III.2.4 :

Proposition III.2.16. Soit Ni,j des objets de MFh
W avec 0 ≤ h ≤ p − 2, L un

sous-objet (dans MF+
W) facteur direct (comme W -module) de M :=

⊕
i

⊗jNi,j, alors

l’action de Γ0 sur
⊕

i

⊗j F(Ni,j) = M ⊗W S0 laisse stable L⊗W S0.

Démonstration. Remarquons que ∧rgW LL est un sous-objet de ∧rgW LM ⊂
M⊗ rgW L de dimension 1 (en effet, ∧iM s’identifie comme Φ-module filtré sur W à

{x ∈ M⊗i|∀g ∈ Si, g.x = ε(g)x} où le groupe des permutations Si agit naturelement

sur M⊗i), et que L ⊗W S0 est laissé stable par l’action de Γ0 sur M ⊗W S0 si et

seulement si ∧rgW LL ⊗W S0 est laissé stable par l’action de Γ0 sur (M ⊗W S0)
⊗ rgW L

(car c’est vrai au niveau des espaces vectoriels sur K, et nous avons supposé L facteur

direct). Il suffit donc de traiter le cas rgW L = 1.

Fixons alors pour chaque Ni,j une base (e
(i,j)
k ) adaptée à la graduation. Notons

G(i,j) la matrice de l’action de g0 sur cette base et C(i,j) la matrice donnant l’action

de ϕ sur Ni,j ⊗W S0 (avec les notations précédentes, C = AQ). Alors nous avons que

lim
n→+∞

G
(i,j)
n = G(i,j) avec C(i,j)ϕ(G

(i,j)
n )g0(C

(i,j))−1 = G
(i,j)
n+1 et G

(i,j)
0 = I(i,j). Considérons

alors l =
∑

k, i, j lk, i, j ⊗j e
(i,j)
k une base de L⊗W S0 telle que ϕ(l) = qal avec a ≥ 0 (une

telle base existe, car L ⊂Ma pour un certain a positif, par fonctorialité de la graduation

(et puisque L est de rang 1)), et notons l le vecteur formé des coordonnées de l (il est

à coefficient dans W ). Nous voulons voir que
⊕

i⊗jG
(i,j)(g0(l)) = αl pour un certain

α ∈ S0. Montrons le par récurrence.

Supposons donc que
⊕

i⊗jG
(i,j)
n g0(l) = αnl avec αn ∈ S0, alors

⊕
i⊗jG

(i,j)
n+1g0(l) =⊕

i⊗jC
(i,j) ⊗j ϕ(G

(i,j)
n )g0

(
⊗j C

(i,j)
)−1

(g0(l)).

Remarquons que ϕ(l) = qal se traduit par
⊕

i⊗jC
(i,j)ϕ(l) = qal, et donc

g0

( ⊕
i⊗j(C

(i,j))−1
)
g0(l) = g0(q

−aϕ(l)) = g0(q)
−aϕ(g0(l)).
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Puis, nous avons l’égalité
⊕

i⊗jϕ(G
(i,j)
n )ϕ(g0(l)) = ϕ

( ⊕
i⊗jG

(i,j)
n g0(l)

)
= ϕ(αnl)

par hypothèse de récurrence.

Et enfin, nous réutilisons
⊕

i⊗jC
(i,j)ϕ(l) = qal pour obtenir en définitive que⊕

i⊗jG
(i,j)
n+1g0(l) = ϕ(αn)qag0(q)

−al. Comme ϕ(αn) ∈ S0 (puisque αn ∈ S0 par hy-

pothèse) et qg0(q)
−1 ∈ S0 (puisque g0(q) = qvg avec vg un inversible de S0), nous avons

bien
⊕

i⊗jG
(i,j)
n+1g0(l) = αn+1l avec αn+1 = ϕ(αn)qag0(q)

−a ∈ S0.

Pour n = 0 nous avons G
(i,j)
0 = I(i,j) (où I est la matrice identité), donc⊕

i⊗jG
(i,j)
0 g0(l) = l, d’où par récurrence la propriété est vraie pour tout n. En passant

à la limite, la propriété est vrai pour
⊕

i⊗jG
(i,j). �

Remarque III.2.17. Ceci redémontre la proposition III.2.6

Nous avons donc un foncteur, F, qui vérifie les propriétés souhaitées, mais défini sur

MFh
W. Si N est un objet de MF−h

W , son dual N∗ est un objet de MFh
W, donc F(N∗)

est bien défini.

Définition III.2.18. Le foncteur F− est défini sur MF−h
W par :

F−(N) =
(
F(N∗)⊗S0 OE

)∗
= N ⊗W OE

pour tout objet N de MF−h
W . Il donne bien un (ϕ,Γ)-module étale sur OE .

Le foncteur F consiste à munir N ⊗W S0 (pour N objet de MFh
W) d’une structure

de (ϕ,Γ0)-module, et comme nous voulons un foncteur défini sur MF−h
W , nous prenons

le dual. Ceci pose néanmoins un problème de définition, car le dual d’un ϕ-module sur

S0 n’est pas un ϕ-module, c’est pourquoi nous étendons d’abord les scalaires à OE , puis

nous prenons le dual. Nous pouvons traduire le théorème III.2.4 pour F− en disant :

Théorème III.2.19. Supposons 0 ≤ h ≤ p− 2. Alors F− est un foncteur additif et

exact de MF−h
W dans ΓΦMét

OE
, pleinement fidèle. De plus, pour tout N et N ′ objets de

MF−h
W tels que N⊗N ′ soit encore un objet de MF−h

W , F−(N)⊗F−(N ′) est naturellement

isomorphe à F−(N ⊗N ′). Plus généralement, si Ni,j sont des objets de MF−h
W et L un

sous-objet (dans MF−
W) facteur direct (comme W -module) de M :=

⊕
i

⊗jNi,j, alors

l’action de Γ0 sur
⊕

i

⊗j F−(Ni,j) laisse stable L⊗W OE .

III.3. Fonctorialité de gN

Rappelons le Théorème 1’ de N. Wach (cf. [Wac97]) :

Théorème 1’. Si N est un objet de Γ0ΦMh
S0

avec 0 ≤ h ≤ p − 2,

alors HomMFW
(i∗(N ), Acris) est isomorphe comme représentation galoisienne à

HomΦMS0
(N ,OÊnr

).

Enoncé dans le cadre (et avec les notations) qui nous intéresse, il devient :
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Théorème 1’. Si N est un objet de MF−h
W avec 0 ≤ h ≤ p − 2, alors il existe

un isomorphisme gN : VOE (F
−(N)) → Vcris(N) de représentations galoisiennes. En

passant au dual, cela donne un isomorphisme de représentations galoisiennes tg−1
N :

VOE (F(N∗)⊗S0 OE)→ Vcris(N)∗.

Nous allons vérifier que cet isomorphisme est fonctoriel :

Théorème III.3.1. Pour tout objet N de MF−h
W avec 0 ≤ h ≤ p − 2, l’application

gN construite par N. Wach vérifie les propriétés de fonctorialité suivante :

(1) pour tout morphisme f : N → N ′ entre deux objets N et N ′ de MF−h
W , nous

avons Vcris(f) ◦ gN = gN ′ ◦ VOE (F
−(f)) (cela s’applique en particulier pour

l’injection d’un sous-objet, ou pour la projection sur un objet quotient) ;

(2) pour tout objet N et N ′ de MF−h
W , gN⊕N ′ = gN ⊕ gN ′ ;

(3) pour tout objet N et N ′ de MF−h
W , pour tout sous-objet L de N ⊗N ′ tel que L

soit un objet de MF−h
W , l’application gN⊗gN ′ restreinte à VOE (F

−(L)) est égale

à gL. En particulier, si N ⊗N ′ est un objet de MF−h
W , alors gN⊗N ′ = gN ⊗gN ′ ;

Remarque III.3.2. Nous pourrions montrer la fonctorialité directement pour l’iso-

morphisme donné pour tout objet de Γ0ΦMh
S0

, sans faire intervenir la construction de

F−.

Avant de démontrer le théorème, rappelons la construction de gN : N. Wach construit

l’isomorphisme modulo pn pour tout n. PrenonsN un objet de MF−h
W avec 0 ≤ h ≤ p−2.

Notons N = N⊗W S0 (vu dans F−(N)). Soit A+
S = W (R)∩OÊnr

, l’inclusion A+
S → OÊnr

induit alors une application naturelle

(N ⊗S0 A
+
S /p

n)ϕ
iN

// (N ⊗S0 OEnr/pn)ϕ

qui est en fait une bijection (cf [Fon90], p.296, où c’est exprimé pour le foncteur

contravariant).

Puis, l’inclusion A+
S → W (R) fournit une flèche injective A+

S /p
n → W (R)/pn =

Wn(R).

Composons-la alors avec la flèche naturelle Wn(R)→ Wn(R)/π0, pour obtenir l’ap-

plication

N ⊗S0 A
+
S /p

n
jN

// N ⊗S0 Wn(R)/π0 = N ⊗W Wn(R)/π0

Du côté de N , Acris/p
n = W PD

n (R), et en notant

I [p−1]W PD
n (R) = {x ∈ W PD

n (R) tels que ∀i ∈ N, ϕ ◦ · · · ◦ ϕ︸ ︷︷ ︸
i fois

(x) ∈ Filp−1W PD
n (R)}
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nous avons une flèche naturelle Acris/p
n → W PD

n (R)/I [p−1]W PD
n (R) = Wn(R)/π0, d’où

une application naturelle

N ⊗W Acris/p
n
kN

// N ⊗W Wn(R)/π0

N. Wach montre que, pour N objet de MF−h
W avec 0 ≤ h ≤ p− 2, le schéma suivant

N/pn ⊗W Acris/p
n
kN

// N/pn ⊗W Wn(R)/π0 N/pn ⊗S0 A
+
S /p

n
jN

oo

Vcris(N/p
n)

?�
k

OO

VA+
S
(N/pn)
?�
j

OO

induit une bijection (de représentations galoisiennes) de

VA+
S
(N/pn) = (N/pn ⊗S0 A

+
S )ϕ=1

sur Vcris(N/p
n), c’est-à-dire que KN = kN ◦ k et JN = jN ◦ j sont toutes les deux

injectives, et ont même image dans N/pn ⊗W Wn(R)/π0.

Tout ceci passe à la limite projective, et nous obtenons l’application gN bijective :

N ⊗W Acris

kN
// N ⊗W W (R)/π0 N ⊗S0 A

+
S

jN
oo

Vcris(N)
?�
k

OO

KN

66mmmmmmmmmmmmm
VA+

S
(N )

?�
j

OO

JN

hhPPPPPPPPPPPP

gN

oo

où VA+
S
(N ) = lim←−n∈N VA+

S
(N/pn) = (N ⊗S0 A

+
S )ϕ=1 = VOE (N ⊗S0 OE) car A+

S est

complet pour la topologie p-adique, et que rgZ/pnZ(VA+
S
(N/pn)) = rgW (N ).

Démonstration du théorème III.3.1. Pour la fonctorialité au niveau des

flèches, il suffit de remarquer que le diagramme suivant est commutatif (car VOE (F
−(f))

est juste f ⊗ Id) :

VOE (F
−(N))

VOE (F
−(f))

//
� _

��

VOE (F
∗(N ′))
� _

��

N ⊗ A+
S

jL
��

f ⊗ Id
// N ′ ⊗ A+

S

jL′
��

N ⊗W (R)/π0

f ⊗ Id
// N ′ ⊗W (R)/π0

N ⊗ Acris

kL

OO

f ⊗ Id
// N ′ ⊗ Acris

kL′

OO

Vcris(N)
� ?

OO

Vcris(f)
// Vcris(N

′)
� ?

OO
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Le fait que gN⊕N ′ = gN ⊕ gN ′ se montre de la même façon. Il reste donc à voir le cas

du produit tensoriel : considérons N et N ′ deux objets de MF−h
W avec h ≤ p − 2. Soit

L un sous-objet de N ⊗ N ′ qui est dans MF−h
W , posons L = L ⊗W S0. Le diagramme

suivant est alors commutatif :

L⊗W Acris

kL
��

� � // (N ⊗W Acris)⊗Acris
(N ′ ⊗W Acris)

kN ⊗ kN ′
��

L⊗W W (R)/π0
� � //

(
N ⊗W W (R)/π0

)
⊗W (R)/π0

(
N ′ ⊗W W (R)/π0

)

L ⊗S0 A
+
S

jL

OO

� � // (N ⊗S0 A
+
S )⊗A+

S
(N ′ ⊗S0 A

+
S )

jN ⊗ jN ′

OO

Par conséquent, l’application KN ⊗ KN ′ restreinte à Vcris(L) est égale à KL, et

l’application JN ⊗ JN ′ restreinte à VA+
S
(L) est égale à JL.

Le point important est que L étant un objet de MF−h
W (par hypothèse), ce sont bien

des bijections, et ce sont celles qui permettent de construire gL.

Donc gN ⊗gN ′ envoie VA+
S
(L) sur Vcris(L) si L est un sous-objet de N ⊗N ′ qui soit

dans MF−h
W , et plus exactement, l’application gN ⊗ gN ′ restreinte à VA+

S
(L) est égale à

gL.

Si N ⊗N ′ est un objet de MF−h
W , le résultat précédent avec L = N ⊗N ′ nous donne

gN⊗N ′ = gN ⊗ gN ′ . �

Remarque III.3.3. Nous montrons de la même manière que pour (Ni,j)1≤j≤n, 1≤i≤nj

objets de MF−h
W avec 0 ≤ h ≤ p − 2, et pour L un sous-objet de

n⊕
j=1

⊗nj

i=1Ni,j qui soit

dans MF−h
W , alors

⊕
⊗gF−(Ni,j) restreinte à VA+

S
(F−(L)) est égale à gL, donc envoie

bijectivement VA+
S
(F−(L)) sur Vcris(L).

Nous pouvons traduire ces résultats en disant :

Théorème III.3.4. Soit 0 ≤ h ≤ p−2, et notons G le foncteur exact de la catégorie

MF−h
W vers la catégorie des représentations continues de ΓK sur les Zp-modules libres

de rang fini, défini par : si N objet de MF−h
W , G(N) = VOE (F

−(N)). Alors il existe g

un isomorphisme de foncteurs entre G et Vcris. De plus, nous pouvons supposer que :

– pour tous objet N et N ′ de MF−h
W , tel que N ⊗N ′ soit encore un objet de MF−h

W ,

nous avons gN⊗N ′ = gN ⊗ gN ′ ;

– pour tout uplet d’objets (Ni,j)1≤j≤n, 1≤i≤nj
de MF−h

W , pour tout sous-objet L (dans

MF−h
W ) de

n⊕
j=1

⊗nj

i=1Ni,j, l’application
⊕
⊗gNi,j

envoie VOÊ
(F−(L)) sur Vcris(L).

Plus exactement, l’application
⊕
⊗gNi,j

restreinte à VOÊ
(F−(L)) est égale à gL.

Nous en déduisons la proposition :
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Proposition III.3.5. Pour tout uplet d’objets (Ni,j)1≤j≤n, 1≤i≤nj
de MF−h

W , pour

tout sous-objet L de
n⊕

j=1

⊗nj

i=1Ni,j dans MF−h
W , l’application

⊕
⊗fNi,j

restreinte à

Vcris(L) est égale à fL.

Ceci termine presque la démonstration du théorème III.1.1 : il nous reste juste à

nous affranchir de l’hypothèse sur la filtration de L. Pour cela, nous allons utiliser les

résultats de Laurent Berger sur la fonctorialité des modules de Wach.

III.4. Modules de Wach

Présentons ici le lien entre le foncteur F et les modules de Wach. L. Berger a défini

dans [Ber04] le module de Wach N(T ) d’un réseau T d’une Qp-représentation cristalline

V à poids de Hodge-Tate négatifs comme l’unique S-sous-module de D+(T ) := (A+
S ⊗Zp

T )HK (avec A+
S = W (R) ∩ OÊnr

) vérifiant :

– N(T ) est un S-module libre de rang la dimension de V ;

– l’action de Γ préserve N(T ) et est triviale sur N(T )/πN(T ) ;

– il existe un entier r ≥ 0 tel que πr D+(T ) ⊂ N(T ).

Il définit de même le module de Wach N(V ) d’une représentation cristalline V à poids de

Hodge-Tate négatifs. L’unicité donne en particulier que N va préserver somme directe

et produit tensoriel, ce qui nous intéressera tout particulièrement.

Rappelons le Théorème 1’ de [Wac97] :

Théorème 1’. Si N est un objet de MF−h
W avec 0 ≤ h ≤ p− 2, alors Vcris(N) est

isomorphe (via l’application gN) comme représentation galoisienne à VOE (F
−(N)).

Alors, nous avons

Proposition III.4.1. Si N est un objet de MF−h
W avec 0 ≤ h ≤ p − 2, DOE (gN)

(qui identifie F−(N) = N ⊗W OE à DOE (Vcris(N))) envoie N ⊗W S sur N(Vcris(N))

(le module de Wach associé à Vcris(N)).

Remarque III.4.2. Cette proposition peut s’énoncer en disant que pour N objet de

Γ0ΦMh
S0

libre comme S0-module (et pour 0 ≤ h ≤ p− 2), alors N ⊗S0 S est isomorphe

à N(Vcris(i
∗(N ))).

Démonstration. En passant au dual, cela revient à dire que F(N∗) ⊗S0 S est

isomorphe à N(Vcris(N)∗) par fonctorialité du module de Wach envers le dual. Ap-

pelons T = Vcris(N)∗ et r ≤ p − 2 l’entier tel que Filr(N∗) 6= {0}, Filr+1(N∗) = {0}.
Remarquons que la structure de (ϕ,Γ0)-module de F(N∗) induit une structure de (ϕ,Γ)-

module sur N∗ ⊗W S, et que N∗ ⊗W
1
πrS est le dual (au sens généralisé des modules

de Wach) d’un (ϕ,Γ)-module de hauteur finie (puisque égale à r) sur S sans p′-torsion,

donc par le résultat de J.-M. Fontaine (cf [Fon90], p.296), les périodes de N∗ ⊗W
1
πrS

sont dans A+
S . Par conséquent, VOE

(
(N∗ ⊗W

1
πrS) ⊗S OE

)
= VOE (F(N∗) ⊗S0 OE) =

T = ((N∗ ⊗W
1
πrS)⊗S A

+
S )ϕ ⊂ N∗ ⊗W

1
πrA

+
S .
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Puis, l’identification de N avec DOE (VOE (N )) pour N un (ϕ,Γ)-module sur OE est

induite par la multiplication dans OÊnr
. Donc, comme T ⊂ N∗ ⊗W

1
πrA

+
S , nous avons

D+(T ) ⊂ ((N∗ ⊗W
1
πrA

+
S )⊗A+

S )HK qui est identifié à (N∗ ⊗W
1
πrA

+
S )HK = N∗ ⊗W

1
πrS.

Donc la dernière condition de la définition d’un module de Wach, πr D+(T ) ⊂ N∗⊗W S,

est vérifiée.

Lemme III.4.3. Sous les notations précédentes, nous avons l’inclusion N(T ) ⊂
N∗ ⊗W S.

Remarque III.4.4. La démonstration donnée ci-dessous est exactement l’idée prin-

cipale de la démonstration de l’unicité du module de Wach (cf. proposition II.1.1 de

[Ber04])

Démonstration. N(T ) ⊂ D+(T ) par définition, donc nous avons l’inclusion

πr N(T ) ⊂ N∗⊗W S. Soit s le plus petit entier tel que πs N(T ) ⊂ N∗⊗W S. Prenons (ei)

une base adaptée à la filtration de N∗, et (fi) une base de N(T ). Alors, il existe bi,j ∈ S
tels que fi =

∑
j

bi,j

πs ej, et l’un des bi,j (supposons que c’est b1,1) n’est pas divisible par

π. Par définition, l’action de g ∈ Γ doit être triviale modulo π sur N(T ), et elle l’est

sur N ⊗W S. Fixons g un générateur de Γ0. Ecrivons donc g(ej) = ej + π
∑
k

gj,kek, alors

g(f1)− f1 =
∑

j

(
g(b1,j)

g(π)s
− b1,j

πs
)ej +

∑
j,k

g(b1,j)πgj,k

g(π)s
ek

Or, g(π)
π

est inversible dans S, donc
∑
j,k

g(b1,j)πgj,k

g(π)s ek ∈ 1
πs−1N

∗ ⊗W S. De plus, comme g

agit trivialement sur N(T ) modulo π, g(f1)− f1 doit être dans πN(T ) ⊂ 1
πs−1N

∗⊗W S.

Nous obtenons donc
∑
j

(
g(b1,j)

g(π)s − b1,j

πs )ej ∈ 1
πs−1N

∗ ⊗W S, donc πs−1(g(b1,1)

g(π)s − b1,1

πs ) ∈ S.

Comme b1,1 = α + πb′1,1 avec α ∈ W \ {0} et b′1,1 ∈ S et g(π)
π

= X (g) modulo π (où

X est le caractère cyclotomique, donc X (g)s 6= 1 si s 6= 0 car g ∈ Γ0), nous obtenons
X (g)s−1

π
∈ S, donc s = 0. Donc nous avons l’inclusion N(T ) ⊂ N∗ ⊗W S. �

Nous allons désormais étudier plus précisément le S0-module N = N(T )Γf . Mon-

trons :

Lemme III.4.5. Le S0-module N(T )Γf est libre et N(T ) = N(T )Γf ⊗S0 S.

Démonstration. De par l’inclusion du lemme précédent (morphisme de (ϕ,Γ)-

modules), nous avons N ⊂ N∗ ⊗W S0. Par conséquent, N est un S0-module de type

fini, en tant que sous-module d’un module de type fini sur un anneau noetherien.

De plus,N [1
p
] = (N(T )[1

p
])Γf est alors un S0[

1
p
] module de type fini sans torsion, S0[

1
p
]

est principal, donc N [1
p
] est libre ; notons m son rang. Comme N [1

p
] ⊂ N∗⊗W S0[

1
p
], nous

avons m ≤ rgW (N). Le quotient N [1
p
]/π0 est alors un K-espace vectoriel de dimension

m.
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Considérons alors la projection Proj : N(T )[1
p
] → N(T )[1

p
]/π, et pour tout x ∈

N(T )[1
p
], posons yx = 1

|Γf |
∑

γ∈Γf

γ(x) (c’est bien défini, car la somme est finie, et |Γf |

est inversible dans W ). Alors Proj(yx) = Proj(x) car l’action de Γf est triviale modulo

π ; de plus yx ∈ N [1
p
] (et si x ∈ N(T ), yx ∈ N ). Comme π0N [1

p
] ⊂ Ker(Proj), nous

obtenons un morphisme surjectif Km ' N [1
p
]/π0 → N(T )[1

p
]/π ' KrgW (N), et comme

m ≤ rgW (N), c’est un isomorphisme et m = rgW (N).

Considérons maintenant N : soit x, y ∈ N tels qu’il existe α > 0 avec x = π0
y
pα .

Alors, x ∈ N(T ), pαx ∈ π0 N(T ), et N(T ) est un S-module libre, donc x ∈ π0 N(T )

(car un élément de π0S divisible par pα est dans π0p
αS puisque π0 se réduit sur πp−1

modulo p). Comme x et π0 sont fixés par Γf , nous avons x ∈ π0N . Nous obtenons donc

que N ∩ π0N [1
p
] = π0N , et donc N/π0 s’injecte dans N [1

p
]/π0.

Le W -module N/π0 est alors de type fini (puisque N l’est) et s’injecte dans un

K-espace vectoriel de dimension finie, donc est sans torsion, donc il est libre sur W . En

relevant une base de N/π0, nous obtenons une base de N (car S0 est complet pour la

topologie π0-adique), et donc N est un S0-module libre, de rang rgW (N) (puisque c’est

le rang de N [1
p
]).

Or, W rgW (N) ' N/π0 se surjecte (via l’application Proj) sur N(T )/π ' W rgW (N),

donc c’est un isomorphisme. Nous en déduisons deux faits importants :

– le Φ-module filtré N/π0 est isomorphe à N(T )/π, qui est lui-même isomorphe à

N par le théorème III.4.4 de [Ber04] ;

– N ⊗S0 S = N(T ) (par le lemme de Nakayama).

�

Utilisons alors le fait que le foncteur F est essentiellement surjectif (à cause de

l’hypothèse sur h) pour dire que N est isomorphe en tant que (ϕ,Γ0)-module à F(N∗),

donc N(T ) est isomorphe au (ϕ,Γ)-module N∗ ⊗W S. Notons i cet isomorphisme.

Remarquons que N(T ) ⊗S OE = DOE (T ) = N∗ ⊗W OE , car une représentation

cristalline est de hauteur finie. Par conséquent, i induit un isomorphisme de DOE (T ) qui

envoye N(T ) sur N∗⊗W S, et comme il préserve D+(T ), nous obtenons bien N∗⊗W S ⊂
D+(T ), donc N∗ ⊗W S = N(T ) car il vérifie toutes les conditions de la définition du

module de Wach. �

Nous pouvons mettre en valeur le dernier argument en disant :

Lemme III.4.6. Soit T une Zp-représentation cristalline à poids de Hodge-Tate

négatifs, alors tout isomorphisme de (ϕ,Γ)-module de DOE (T ) préserve N(T ). De plus,

si N est un S-sous (ϕ,Γ)-module de DOE (T ) isomorphe (comme (ϕ,Γ)-module sur S)

à N(T ), il est égal à N(T ).

Nous pouvons alors en déduire la proposition qui nous intéresse :
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Proposition III.4.7. Soit Ni,j des objets de MF−h
W avec 0 ≤ h ≤ p − 2, L un

sous-objet (dans MF−
W) facteur direct (comme W -module) de M =

⊕
i

⊗jNi,j. Alors

les isomorphismes de modules de Wach

DOE (gNi,j
) : Ni,j ⊗W S → N(Vcris(Ni,j))

induisent un isomorphisme de module de Wach

L⊗W S → N(Vcris(L))

où Vcris(L):= Vcris,p(DL) ∩
n⊕

i=1

⊗mi
j=1 Vcris(Ni,j).

Démonstration. Les isomorphismes DOE (gNi,j
) induisent un isomorphisme

DOE (gM) :=
n⊕

i=1

⊗mi
j=1 DOE (gNi,j

) : M ⊗W S → N(Vcris(M))

(puisque le module de Wach préserve le produit tensoriel). Par dualité, il suffit de voir

que si L0 = M/L, alors DOE (gM) induit un isomorphisme de Vcris(L
∗
0) sur L∗0 ⊗W S.

La proposition III.2.16 nous donne que L∗0 ⊗W S0 est stable par l’action de Γ0 (et

cette action est triviale modulo π0 car c’est le cas sur M∗⊗W S et L∗0 est facteur direct

comme W -module). Donc, nous pouvons considérer la sous-représentation galoisienne

T de Vcris(M)∗ définie par T = VOE (L
∗
0 ⊗W OE). Montrons que N(T ) = L∗0 ⊗W S (via

DOE (gM)) :

– L∗0 ⊗W S ⊂ T ⊗Zp OÊnr
∩ (Vcris(M)∗ ⊗Zp A

+
S )HK = D+(T ) (car N(Vcris(M)∗) =

M∗ ⊗W S par fonctorialité du module de Wach (et via l’isomorphisme DOE (gM))

et donc M∗ ⊗W S ⊂ D+(Vcris(M)∗)) ;

– L∗0 ⊗W S est un S-module libre de rang égal à celui de T sur Zp (qui est celui de

L⊗W OE sur OE , donc celui de L sur W ) ;

– l’action de Γ laisse stable L∗0 ⊗W S (c’est la proposition III.2.16) et est triviale

modulo π (puisque L∗0 est facteur direct comme W -modules) ;

– il existe r un entier positif tel que πr D+(Vcris(M)∗) ⊂ M∗ ⊗W S (via l’isomor-

phisme DOE (gM)), donc ce r donne πr D+(T ) ⊂M∗⊗W S∩L∗0⊗WOÊnr
= L∗0⊗W S.

D’où, nous avons bien N(T ) = L∗0 ⊗W S (via DOE (gM)).

Puis, une propriété du module de Wach va nous permettre de conclure : N(T [1
p
])/π

s’identifie à Dcris,p(T ⊗Zp Qp) (par le théorème III.4.4 de [Ber04]), et l’application gM

envoie N(T )/π sur L∗0, donc nous avons bien que Dcris,p(T ⊗Zp Qp) = L∗0 ⊗W K, donc

que T = Vcris(L
∗
0). �

Remarque III.4.8. Si M ′ est le quotient du L considéré dans la proposition III.4.7

par le sous-objet L′ (facteur direct comme W -module), alors DOE (gM) : L ⊗W S →
N(Vcris(L)) (qui induit aussi un isomorphisme L′ ⊗W S → N(Vcris(L

′))) induit par

passage au quotient un isomorphisme M ′ ⊗W S → N(Vcris(M
′)).
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Traduisons cette proposition en terme de Φ-modules filtrés sur K :

Corollaire III.4.9. Soit D un objet de la catégorie engendrée par DM (pour les

opérations produit tensoriel, somme directe, sous-objet et objet quotient) pour M un

objet de MFh
W avec 0 ≤ h ≤ p − 2, alors il existe une action de Γ0 sur D ⊗K S0[

1
p
]

fonctorielle telle que N(Vcris,p(D)) est isomorphe à D ⊗K S[1
p
] comme (ϕ,Γ)-module

(où la structure de ϕ-module provient d’un analogue sur K de la proposition III.2.2).

De la proposition III.4.7 nous déduisons la dernière partie de la démonstration du

théorème III.1.1 :

Proposition III.4.10. Pour 0 ≤ h ≤ p − 2 fixé, pour tout uplet d’objets

(Ni,j)1≤j≤n, 1≤i≤nj
de MF−h

W , pour tout sous-Φ-module filtré L facteur direct (comme

W -module) de
n⊕

j=1

⊗nj

i=1Ni,j, l’application
⊕
⊗fNi,j

envoie Vcris(L) ⊗Zp OÊnr
=

(
Vcris,p(DL) ∩

n⊕
j=1

⊗nj

i=1 Vcris(Ni,j)
)
⊗Zp OÊnr

bijectivement sur L⊗W OÊnr
.

Démonstration. Comme corollaire de la proposition III.4.7, l’inverse de la fonc-

tion ψ−1
DOE (Vcris(N)) ◦

(
DOE (gN)⊗ Id

)
vérifie la propriété recherchée, car DOE (gN) envoie

L⊗W S sur N(Vcris(L)), donc L⊗W OE sur DOE (Vcris(L)). Il suffit alors de remarquer

que fN = ψF−(N) ◦
(
g−1

N ⊗ Id
)

=
(
DOE (g

−1
N )⊗ Id

)
◦ψDOE (Vcris(N)) par commutativité du

diagramme suivant :

Vcris(N)⊗Zp OÊnr

g−1
N ⊗ Id

//

ψDOE (Vcris(N))
��

VOE (F
−(N))⊗Zp OÊnr

ψF−(N)
��

DOE (Vcris(N))⊗OE OÊnr
DOE (g

−1
N )⊗ Id

// F−(N)⊗OE OÊnr

puisque DOE (VOE (F
−(N))) ⊗Zp OÊnr

= F−(N) ⊗OE OÊnr
, et VOE (DOE (Vcris(N))) =

Vcris(N). �

III.5. fN et le dual

Pour la suite, nous aurons besoin de définir fN pour N ayant des poids à la fois

positifs et négatifs (par exemple si N = End(M) pour M un objet de MF−h
W ).

Appelons W [−h] l’objet de MF−h
W dont le W -module sous-jacent est W , avec

Fili(W [−h]) =

{
W si i ≤ −h
0 si i > −h et ϕ−h(x) = σ(x). Rappelons que Zp(h) est la

représentation galoisienne Zp(1)⊗h pour h ≥ 0 (et Zp(h) = Zp(−h)∗ si h ≤ 0), et que

OÊnr
(h) = OÊnr

⊗Zp Zp(h). Nous pouvons alors définir :
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Définition III.5.1. Supposons 0 ≤ h ≤ p−2
2

. Posons Ṽcris(N) = Vcris(N ⊗
W [−h]) ⊗Zp Zp(−h) pour N objet de MF±h

W , et Ṽcris(f) = Vcris,p(f) restreinte

à Ṽcris(N) pour f : N → N ′ flèche de MF±h
W . Pour tout objet N de MF±h

W

nous pouvons définir fN de la façon suivante : remarquons que Ṽcris(N) ⊗ OÊnr
=(

Vcris(N⊗W [−h])⊗Zp(−h)
)
⊗ZpOÊnr

=
(
Vcris(N⊗W [−h])⊗OÊnr

)
⊗OÊnr

OÊnr
(−h),

et notons fh = tf−1
OÊnr

[−h], alors fN est l’isomorphisme

Ṽcris(N)⊗OÊnr

fN⊗W [−h] ⊗ fh
//
(
(N ⊗W [−h])⊗OÊnr

)
⊗OÊnr

[h]

��

N ⊗W OÊnr

Nous avons bien que Ṽcris(N) ' Vcris(N)⊗Zp Vcris(W [−h])⊗Zp Zp(−h) ' Vcris(N)

de manière naturelle pour N un objet de MF−h
W , car N⊗W [−h] est un objet de MF−2h

W ,

et comme 2h ≤ p− 2, nous pouvons appliquer la propriété II.3.1.

Un quasi-inverse de Ṽcris est donné par D̃cris(V ) = Dcris(V ⊗Zp(h))⊗W W [h]. Une

façon naturelle de voir Ṽcris(N) dans N ⊗W Acris est de dire que

Ṽcris(N) = Fil0(N ⊗W t−hAcris)
Φt−h

Avant de continuer de regarder les propriétés de Ṽcris, introduisons gN pour N un

objet de MF±h
W si 0 ≤ h ≤ p−2

2
de la même façon que précédemment. De la proposition

III.4.7 et de la remarque III.4.8, nous déduisons :

Corollaire III.5.2. Pour tout uplet d’objets (Ni,j)1≤j≤n, 1≤i≤m de MF±h
W avec

0 ≤ h ≤ p−2
2

, pour tout sous-objet L facteur direct (comme W -module) de
n⊕

j=1

⊗m
i=1Ni,j

et pour tout quotient M de L, les applications gNi,j
induisent un isomorphisme de

représentations de ΓK, de VOÊ
(F−(M ⊗ W [−mh])) ⊗ Zp(−mh) sur un réseau de

Vcris,p(DM) (qui est l’image de Vcris,p(DL) ∩
n⊕

j=1

⊗nj

i=1 Ṽcris(Ni,j) par l’application

projection).

Puis, pour l’étude vis à vis du dual, montrons d’abord le lemme suivant :

Lemme III.5.3. Pour tout objet N de MF±h
W avec 0 ≤ h ≤ p−2

2
tel que N ⊗N∗ est

un objet de MF±k
W avec 0 ≤ k ≤ p−2

2
, l’application surjective naturelle

N ⊗N∗ π
// W

induit un isomorphisme

Ṽcris(N
∗) ' Ṽcris(N)∗

dont le crochet de dualité correspond à Vcris,p(π).
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Démonstration. La filtration de N est de longueur finie, c’est-à-dire qu’il existe

des entiers n1 et n2 dans Z avec Filn1(N) = N , Filn1+1(N) 6= N , Filn2(N) 6= {0},
Filn2+1(N) = {0}, et puisque N est un objet de MF±h

W , nous avons 2−p
2
≤ −h ≤ n1 ≤

n2 ≤ h ≤ p−2
2

. De la même façon, il existe n∗1 et n∗2 pour N∗, qui valent n∗1 = −n2

et n∗2 = −n1. Par conséquent, la condition que N ⊗ N∗ est un objet de MF±k
W avec

0 ≤ k ≤ p−2
2

donne 2−p
2
≤ −k ≤ n1 − n2 ≤ n2 − n1 ≤ k ≤ p−2

2
. Donc il existe l ∈ N et

l′ ∈ N tels que N⊗W [−l] et N∗⊗W [−l′] soient des objets de MF−k′

W avec 0 ≤ k′ ≤ p−2
2

,

et l + l′ ≤ p−2
2

(il suffit de prendre l = n2 si n2 ≥ 0, et l = 0 sinon, avec l′ = −n1 si

n1 ≤ 0, et l′ = 0 sinon).

Puis, W désigne l’objet trivial de MF±h
W , et donc π induit une application F−(N ⊗

W [−l]))⊗OE F−(N∗ ⊗W [−l′])→ OE [−(l + l′)], dont l’application linéaire sous-jacente

est toujours celle obtenue par le crochet de dualité (c’est juste π ⊗ Id), donc induit un

isomorphisme entre le dual de F−(N⊗W [−l]))⊗OE OEel et F−(N∗⊗W [−l′]))⊗OE OEel′

(où ϕ(er) = qrer et g(er) = X (g)−rπ−r

g(π−r)
pour g ∈ Γ). Cet isomorphisme de OE -modules est

en fait un isomorphisme de (ϕ,Γ)-module, car F−(π ⊗ Id) est un morphisme de (ϕ,Γ)-

modules. Comme VOE préserve le dual, en notant ṼOE (N) = VOE (F
−(N ⊗W [−l]))⊗Zp

Zp(−l) = VOE

(
F−(N ⊗W [−l]) ⊗OE OEel

)
et ṼOE (N

∗) = VOE (F
−(N ⊗W [−l′])) ⊗Zp

Zp(−l′) = VOE

(
F−(N∗ ⊗ W [−l′]) ⊗OE OEel′

)
, nous avons que l’application ṼOE (π)

identifie le dual de ṼOE (N) (comme représentation de ΓK) à ṼOE (N)∗.

Or, ṼOE (N) est isomorphe à Ṽcris(N) (via gN) et ṼOE (N
∗) est isomorphe à

Ṽcris(N
∗) (via gN∗), car N ⊗ W [−l] et N∗ ⊗ W [−l′] sont des objets de MF−k′

W avec

0 ≤ k′ ≤ p−2
2

. Pour conclure, il suffit d’invoquer la commutativité du diagramme

suivant (d’après l’affirmation 1 du théorème III.3.1) car N ⊗N∗ ⊗W [−(l + l′)] est un

objet de MF−k′′

W avec 0 ≤ k′′ ≤ p− 2 :

ṼOE (N)⊗ ṼOE (N
∗)

ṼOE (π)
��

gN ⊗ gN∗

// Ṽcris(N)⊗ Ṽcris(N
∗)

Vcris,p(π)
��

VOE (F
−(W ))

gW

// Ṽcris(W )

�

Remarque III.5.4. La même démonstration donne que Ṽcris(N
∗) est isomorphe à

Ṽcris(N)∗ dès que N est un objet de MF±h
W pour 0 ≤ h ≤ p−2

2
, mais nous perdons que

N⊗N∗⊗W [−(l+l′)] est un objet de MF−k′′

W avec 0 ≤ k′′ ≤ p−2, donc la commutativité

du diagramme n’est plus justifiée par le théorème III.3.1 et cette démonstration ne donne

donc pas que le crochet de dualité est bien Vcris,p(π).

Par contre, le lemme s’applique pour les cas particuliers où N est un objet de MF±h
W

avec 0 ≤ h ≤ p−2
4

, ou de MF−h
W avec 0 ≤ h ≤ p−2

2
.

Nous en déduisons alors :
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Lemme III.5.5. Sous les conditions du lemme III.5.3, l’application fN est fonctorielle

vis à vis du dual, c’est-à-dire que le diagramme suivant commute :

Ṽcris(N)∗ ⊗Zp OÊnr

��

(tfN)−1

// N∗ ⊗W OÊnr

��

Ṽcris(N
∗)⊗Zp OÊnr

fN∗
// N∗ ⊗W OÊnr

Démonstration. La démonstration précédente montre que gN est fonctorielle vis

à vis du dual, ce qui donne le résultat pour fN . �

D’où, en rassemblant tout ceci, nous obtenons le théorème suivant :

Théorème III.5.6. Soit 0 ≤ h ≤ p−2
2

, et notons F̃1 le foncteur exact de la catégorie

MF±h
W vers la catégorie des OÊnr

-modules libres de rang fini, défini par : si N objet de

MF±h
W , F̃1(N) = Ṽcris(N) ⊗Zp OÊnr

. Alors il existe f un isomorphisme de foncteurs

entre F̃1 et F2, préservant le dual pour les objets N tels que N ⊗ N∗ soit encore un

objet de MF±h
W . Nous pouvons supposer de plus :

– pour tous objet N et N ′ de MF±h
W , tel que N ⊗N ′ soit encore un objet de MF±h

W ,

fN⊗N ′ = fN ⊗ fN ′ ;

– pour tout uplet d’objets (Ni,j)1≤j≤n, 1≤i≤nj
de MF±h

W , pour tout sous-Φ-module filtré

L facteur direct (comme W -module) de
n⊕

j=1

⊗nj

i=1Ni,j, l’application
⊕
⊗fNi,j

envoie

(Vcris,p(DL) ∩
n⊕

j=1

⊗nj

i=1 Ṽcris(Ni,j))⊗Zp OÊnr
bijectivement sur L⊗W OÊnr

.

Remarque III.5.7. Le même théorème dans MF±h
k est vrai.

III.6. Tore de l’inertie modérée

Notons, pour s ∈ N∗, Ts le groupe algébrique sur Zp tel que pour R une Zp-algèbre,

Ts(R) soit le groupe (R⊗Zp Zps)∗ des éléments inversibles de la R-algèbre R⊗Zp Zps . Le

groupe Ts ×Zp Qp est donc la restriction des scalaires à la Weil du tore Gm/Qps de Qps

à Qp. Soit ρ : ΓK → GL(U) une représentation continue (pour U un Zp-module libre de

type fini), nous allons construire une représentation ρmr du tore Ts (associée à ρ) pour

un s bien choisi à partir de l’image de l’inertie modérée (une fois choisie une section

de l’inertie modérée dans l’inertie), et nous donnerons le lien entre ρmr et ρ
MF

(voir le

paragraphe II.1 pour la définition de ρ
MF

) pour les modules élémentaires.

III.6.a. Rappels sur la restriction des scalaires. Considèrons Gm/Qps , le

groupe multiplicatif usuel, et appliquons-lui l’opération de restriction des scalaires

de Qps à Qp comme l’a défini Weil dans [Wei82]. Le foncteur obtenu est Ts ×Zp Qp

(que nous noterons encore Ts) défini sur Qp par Ts(R) = (R ⊗Qp Qps)∗ pour R une
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Qp-algèbre. C’est un groupe algébrique (voir par exemple [BLR90]), et en fait un tore

de dimension s. En effet, si R est une Qps-algèbre, alors

(III.6.1) Ts(R) '
∏

γ∈Gal(Qps/Qp)

(Rγ)∗ '
∏

γ∈Gal(Qps/Qp)

γGm/Qp(R)

(cet isomophisme provient de la théorie de la descente galoisienne (voir Bourbaki

A.V.10.4)). Donnons alors une description du groupe des caractères de Ts : c’est le

Z-module libre de base les Xγ pour γ ∈ Gal(Qps/Qp), où Xγ est défini sur Ts(R) par

Xγ(r ⊗ λ) = γ(λ)r (Xγ est juste la projection canonique sur la composante γ, car

l’isomorphisme associe à r ⊗ λ le s-uplet (γ(λ)r)).

Il nous reste alors à décrire l’action de Gal(Qp/Qp) sur l’ensemble des caractères,

puisque notre tore est défini sur Qp. Pour τ ∈ Gal(Qp/Qp), τXγ = Xτγ. Donc, l’ensemble

des caractères est X∗(Ts) = Z[Gal(Qps/Qp)]. Il s’identifie à Xs.

Notons T = lim←−Ts où les morphismes de transition sont induits par la norme. Alors

T×ZpQp est un protore de groupe des caractères X.

III.6.b. Etude de l’image de l’inertie modérée. L’inertie modérée est un quo-

tient du groupe de Galois que nous considèrons : la suite exacte 0→ P → I → Imr → 0

définit l’inertie modérée Imr (où I est le groupe d’inertie (dans le cas exposé ici, I = ΓK),

et P la partie sauvagement ramifiée). L’existence d’une section à cette suite exacte pro-

vient d’une proposition sur les groupes finis (toute extension de groupes finis d’ordre

premiers entre eux est scindé (voir th. 15.2.2 de [Hal76], ou I 18.1 du tome 1 de

[Hup67])), et de ce qu’une limite projective d’ensembles finis non vides est non vide

(voir Bourbaki E III 7.4 théorème 1). De plus, toutes les sections sont conjuguées entre

elles (voir 18.2 du tome 1 de [Hup67]).

Pour toute la suite, fixons-nous une section η : Imr → I de l’inertie modérée.

La structure de Imr est bien connue : Imr '
∏
l 6=p

Zl, et il existe τ tel que Zτ est dense

dans Imr ; τ est alors appelé un générateur topologique de Imr. Rappelons le lemme

suivant (cf. Annexe V.1) :

Lemme III.6.2. Toute représentation continue ρ′ de l’inertie modérée dans un Zp-

module libre de rang fini est semi-simple : ρ′(τ) est d’ordre fini, premier à p.

Son ordre est l’ordre de la matrice réduite modulo p (voir l’annexe V.1). Alors, le

groupe engendré par τ , H, est fini d’ordre premier à p et diagonalisable (et les va-

leurs propres sont des racines de l’unité). H est fini, donc fermé pour la topologie

p-adique, donc comme ρ′ est continue pour la topologie p-adique, l’image de Imr est

incluse dans H. L’action de l’inertie modérée est alors décomposée en caractères connus

(voir [Ser72]).

III.6.c. La représentation de Ts. Dans le cas d’une représentation cristalline

abélienne V sur Qp, nous savons qu’il existe une représentation de T (qui se factorise

par un Ts pour un certain s) qui décrit la catégorie tannakienne engendrée par V , et le
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groupe à un paramètre correspondant au plongement de Gm sur la composante identité

dans Ts(R) '
∏

γ∈Gal(Qps/Qp)

(Rγ)∗ permet de décrire Dcris,p(V ) (cf. [Win91]). Dans le cas

d’une représentation non cristalline, J.-P. Wintenberger à construit une généralisation de

ce tore pour les Φ-modules filtrés (c’est la représentation ρ
MF

donnée par la graduation

indexée sur X d’un objet de MFW,tf décrit au paragraphe II.1). Nous allons présenter

ici la manière de construire une représenation ρU
mr

pour une représentation cristalline U

que nous supposerons à poids de Hodge-Tate dans [[0, p− 2]]. Pour cela, nous partirons

de l’image de l’inertie modérée.

De manière générale, soit ρ une représentation continue de I dans un Zp-module libre

U de rang h, et fixons-nous une section de l’inertie modérée. Soit ρ′ la représentation

continue de Imr obtenue en composant ρ avec la section considérée. Regardons alors

ε1, · · · , εh les valeurs propres de ρ′(τ) (comptées avec multiplicité) où τ est un générateur

topologique de Imr. C’est un ensemble stable par l’action de Galois car ρ′(τ) est défini

sur Zp (c’est-à-dire que ∀i, ∃j|εp
i = εj (il suffit de regarder l’action du Frobenius absolu

puisque ρ′(τ) est diagonalisable sur Znr
p )). Soit Qps le plus petit surcorps non ramifié de

Qp contenant tous les εi (c’est-à-dire que Fps = Fp[ε1, · · · , εh]). Si ε est un générateur

de F∗ps , alors

∀ i,∃αi ∈ [[0, ps − 1[[|εi = εαi

La représentation ρ′ nous permet donc de définir une représentation α′ de F∗ps dans

U telle que α′(ε−1) = ρ′(τ). Nous cherchons alors à trouver une représentation ρmr de

Ts dans U telle que l’inclusion F∗ps ⊂ Ts(Zp) composée avec ρmr nous redonne α′.

Remarque III.6.3. Vouloir que α′(ε−1) = ρ′(τ) plutôt que α′(ε) = ρ′(τ) permettra

de prendre en compte que pour V représentation cristalline à poids de Hodge-Tate po-

sitifs, les sauts de la filtration de Dcris,p(V ) sont négatifs (puisque ce sont les opposés

des poids de Hodge-Tate).

Se donner une représentation rationnelle sur U de Ts revient à se donner un ensemble

de caractères (Xi) définis sur l’anneau des entiers Zp de la cloture algébrique Qp de

Qp, stable par l’action de ΓQp , et des sous-espaces de UZp
= Zp ⊗Zp U , UXi

, tels que

UZp
= ⊕UXi

et ∀γ ∈ ΓQp , γ(UXi
) = Uγ(Xi).

Dans ce cas, si

αi =
s−1∑
j=0

a
(i)
j p

j

avec a
(i)
j ∈ [[0, p− 1]], prenons

Xεi
=

s−1∏
j=0

X−a
(i)
j

σj

où Xσj est le caractère de Ts défini par : pour toute Zp-algèbre R, pour tout élément∑
xi ⊗ λi de Ts(R) = (R ⊗Zp Zps)∗, Xσj(

∑
xi ⊗ λi) =

∑
σj(λi)xi. En identifiant les
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caractères de Ts à Xs, pour avoir l’identification des actions du Frobenius comme décrit

précédemment, nous devons poser Xεi
le caractère correspondant à ξ ∈ Xs défini par

ξ(−j) = −a(i)
j .

Pour tout i, soit vi ∈ UZps un vecteur propre de ρ′(τ) associé à εi tel que la famille

(vi)i est une base de UZps . Alors comme ρ′(τ) est défini sur Zp, les Uεi
= Zpvi vérifient :

UZp
= ⊕Uεi

et γ(Uεi
) = Uγ(εi) pour tout γ ∈ ΓQp . Est-ce vrai que γ(Xεi

) = Xγ(εi) ?

Comme les caractères intervenant ici sont définis sur Znr
p , il suffit de vérifier ceci pour

γ = σ. Alors, grâce à la formule donnée de l’action sur les caractères de Ts, il suffit de

voir que pour tout αi =
s−1∑
j=0

a
(i)
j p

j, il existe k tel que

εk = ε
as−1+

s−2∑
j=0

a
(i)
j pj+1

Nous avons εps
= ε (car ε est dans Fps), donc

εp
i = ε

as−1+
s−2∑
j=0

a
(i)
j pj+1

qui est bien dans la liste des valeurs propres, comme remarqué précédemment.

Ceci définit alors une représentation ρmr de Ts dans GL(U) définie sur Zp, qui étend

bien la représentation α′. Appelons Tmr
U (ou bien Tmr s’il n’y a pas ambiguité ) le tore

image de cette représentation dans GLU .

Remarque III.6.4. Dans le cas d’une représentation cristalline abélienne V sur

Qp, la représentation de T×ZpQp caractérisant V est donnée par la même formule que

ci-dessus, à la différence que les a
(i)
j qui interviennent sont les poids de Hodge-Tate

(donc non necessairement dans [[0, p − 2]]), et seuls leurs réductions modulo p peuvent

s’interpréter à l’aide de l’image de l’inertie modérée. C’est pourquoi la méthode exposée

ici ne conviendra que pour des représentations cristallines à poids de Hodge-Tate dans

[[0, p− 1]] non tous égaux à p− 1.

III.6.d. Lien entre ρmr et ρ
MF

.

Proposition III.6.5. Soit N un objet élémentaire de MF−h
k avec 0 ≤ h ≤ p − 2,

alors le conjugué de Tmr(OEnr/p) par fN est T(OEnr/p). Plus précisement, nous avons

pour tout x ∈ Ts(OEnr/p) l’égalité ρ
MF

(x) = fN ◦ ρmr ◦ f−1
N (x).

Démonstration. Remarquons d’abord que si h ∈ End(Vcris(N)) commute à l’ac-

tion de ΓK, alors g = fN ◦ h ◦ f−1
N induit un élément de End(N) qui préserve la filtration

et qui commute à Φ (car N s’obtient à partir de Vcris(N) de la manière classique

N = (Vcris(N) ⊗Fp OEnr/p)
ΓK via l’isomorphisme fN). Par conséquent, g commute à

tout élément de T qui est le groupe correspondant à la catégorie tannakienne engendré

par N (cf. [Win84] ou la proposition IV.2.1 ci-dessous) car N est élémentaire. Donc g

laisse stable les sous-espaces propres définissant T.
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D’un autre côté, fN préservant les sommes directes, restreignons-nous au cas où N

est simple, c’est-à-dire que les Nξ (le sous-espace où T agit via le caractère ξ) sont de

dimension 1 ou 0 sur k. Notons eξ une base de Nξ. Nous pouvons décrire l’action de

ΓK sur Vcris(N) : l’action est abélienne et diagonalisable sur k, et les espaces propres

sont de dimension 1. Il existe une base (vi) de Vcris(N) ⊗Fp k formée de vecteurs

propres pour l’action de Galois. En particulier, si t ∈ Tmr(Fp), t ∈ End(Vcris(N))

et commute à l’action de Galois (puisque l’action est abélienne), donc fN ◦ t ◦ f−1
N

induit sur N un endomorphisme qui admet les eξ comme vecteurs propres (puisqu’il

laisse stable les Nξ qui sont de dimensions 1), et qui commute à Φ. Donc, fN ◦ t ◦ f−1
N

est un élément de T(Fp). Cela montre que pour tout i, il existe ai ∈ k∗ avec fN(vi) = aieξi
.

Il faut ensuite voir que pour vi vecteur propre de l’inertie modérée associée au

caractère ξ de la représentation de Ts définissant ρmr , il existe ai ∈ k∗ tel que fN(vi) =

aieξ.

Considérons fN : en étendant les scalaires, nous obtenons une application bijective

préservant l’action de galois :

Vcris(N)⊗Zp (OEnr/p⊗R Acris/p)
fN

// N ⊗k (OEnr/p⊗R Acris/p)

D’autre part, en considérant l’application naturelle Vcris(N)⊗FpAcris/p→ N⊗kAcris/p

(provenant de la définition de Vcris et de la multiplication de l’anneau Acris/p), et

en étendant les scalaires, nous obtenons aussi une flèche (injective non surjective)

préservant l’action de galois :

Vcris(N)⊗Zp (Acris/p⊗R OEnr/p)
fN

// N ⊗k (Acris/p⊗R OEnr/p)

Lemme III.6.6. Nous avons l’égalité ρ
MF

(x) = fN ◦ ρmr ◦ f−1
N (x)

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de l’article [Win91]. Nous

allons cependant donner ici une démonstration faisant intervenir les périodes des Lubin-

Tate (et plus généralement des modules élémentaires), et des bases adaptées (c’est la

notion de base adaptée qui intègre tout l’aspect fonctoriel du résultat de [Win91]).

Soit (eξ) une base adaptée de N , alors une base de Vcris(N)⊗Fp k est (x(ξ)eξ) où les

x(ξ) sont les périodes intervenants pour N (cf. paragraphe II.2.b). Les eξ sont vecteurs

propres associés au caractère ξ pour l’action de T, et les x(ξ)eξ sont vecteurs propres

de l’inertie modérée. Il suffit donc de voir comment agit l’inertie modérée sur x(ξ).

Cela se fait en utilisant les périodes de Lubin-Tate Ωh, car si ξ est de période n, nous

pouvons prendre x(ξ) = Ω
−ξ(0)
n

n−1∏
j=1

[Φ
j(Ωn)

p
]−ξ(n−j) car ξ prend ses valeurs dans [[2− p, 0]]

(c’est l’hypothèse h ≤ p − 2 ; sans cette hypothèse, il faudrait diviser par une certaine

puissance de p le membre de droite de l’égalité). Il suffit donc d’utiliser la proposition

II.2.5 pour voir que x(ξ) est vecteur propre pour l’inertie modérée associé au caractère

ξ. �
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Considèrons alors f−1
N ◦ fN : c’est un endomorphisme de Vcris(N) ⊗Zp (Acris/p ⊗R

OEnr/p) qui préserve l’action de galois, donc préserve les espaces propres de l’inertie

modérée.

Nous venons de voir que pour tout vi vecteur propre de l’inertie modérée associée

au caractère ξ, il existe ai ∈ k∗ tel que fN(vi) = aieξ. Nous savons aussi qu’il existe j

et bj ∈ k∗ tel que fN(vj) = bieξ. Or, f−1
N ◦ fN préserve les espaces propres de l’inertie

modérée, donc i = j, donc nous avons bien le résultat recherché. �



CHAPITRE IV

Applications

IV.1. Position des réseaux

Pour tout ce paragraphe, nous supposerons donnés ρ : ΓK → G(Zp) une

représentation cristalline à valeurs dans les point sur Zp d’un groupe algébrique lisse

sur Zp, G, et U un Zp-module libre de rang n, avec α : G → GLU une immersion

fermée.

IV.1.a. Description des groupes plats sur Zp. Notons UW = U ⊗Zp W . Iden-

tifions G avec son image dans GLU . Nous allons donner une définition plus exploitable

de GW = G×Zp W dans un cas particulier :

Prenons une base de U et supposons que l’immersion de G dans GLU induise une

immersion dans EndU (c’est-à-dire G = Spec(Zp[Xi,j]1≤i,j≤n/I)).

Notons Zp[Xi,j]≤d les polynômes de degré total inférieur ou égal à d. Le groupe GLU

agit sur Zp[Xi,j] par : pour toute Zp-algèbre R, si f ∈ R[Xi,j], et s ∈ GLU(R), alors

ηs(f) est le polynôme défini par ηs(f)(y) = f(s−1y). Cette action est linéaire et laisse

stable Zp[Xi,j]≤d.

Proposition IV.1.1. Soit G = Spec(Zp[Xi,j]1≤i,j≤n/I) un groupe algébrique plat

sur Zp, soient (f1, · · · , fr) des générateurs de l’idéal I, et si d est le maximum des

degrés totaux des fi, posons E = I ∩Zp[Xi,j]≤d. Alors E est facteur direct, et pour toute

Zp-algèbre R, si ER = E ⊗Zp R, G(R) = {g ∈ GLU(R)|ηg(ER) = ER}.

Remarque IV.1.2. Si α : G→ GLU n’induit pas une immersion fermée de G dans

EndU , il suffit de composer α avec une immersion fermée β : GLU → GLU ′ tel que β

induise une immersion fermée de GLU dans EndU ′. Par exemple, U ′ = U ⊕ Zp avec

β = Id⊕ 1
det

, ou bien U ′ = U ⊕ U∗ (où U∗ est le dual de U) avec β(g) = (g, tg−1). Par

contre, le E donné par la proposition IV.1.1 dépendra du morphisme β considéré.

Démonstration. Commençons par le lemme suivant :

Lemme IV.1.3. Pour toute Zp-algèbre R, le module I ⊗Zp R s’injecte dans R[Xi,j].

Démonstration. Pour tout k, notons Ek = I ∩ Zp[Xi,j]≤k. Le module Zp[Xi,j]≤k

est un Zp-module libre de type fini, et Zp[Xi,j]≤k/Ek est sans p-torsion car il s’injecte

dans Zp[Xi,j]1≤i,j≤n/I qui est plat sur Zp (par hypothèse). Donc le module Ek est un

Zp-module libre facteur direct dans Zp[Xi,j]≤k. Donc Ek est un facteur direct de Zp[Xi,j],

par conséquent Ek⊗ZpR s’injecte dans R[Xi,j]. Or, I est la réunion des Ek, donc I⊗ZpR

s’injecte dans R[Xi,j]. �
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Au passage, nous avons démontré une assertion de la proposition, à savoir que E :=

Ed est facteur direct.

Notons H le groupe algébrique défini par H(R) = {g ∈ GLU(R)|ηg(ER) = ER}.
L’application naturelle H → GLU est une immersion fermée et H(R) = {g ∈
GLU(R)|ηg(ER) ⊂ ER} car E est facteur direct. Nous voulons montrer que H = G. Si

s ∈ GLU(R) vérifie ηg(ER) = ER, alors pour tout i, η(s)(fi) ∈ ER ⊂ I ⊗Zp R, donc

η(s)(fi)(Id) = 0 car Id ∈ G(R). Donc, par définition de l’action, fi(s
−1) = 0 pour

tout i, donc la famille (fi) étant une famille de générateurs de l’idéal I sur Zp, nous

obtenons s−1 ∈ G(R), or G est un groupe, donc s ∈ G(R), ce qui montre l’inclusion

H(R) ⊂ G(R). Donc il existe un monomorphisme H → G.

Montrons que c’est une immersion fermée : le morphisme H → GLU est une immer-

sion fermée, et α est par hypothèse une immersion fermée de G dans GLU . Donc, en no-

tant A[K] l’algèbre affine d’un groupe K, les flèches A[GLU ]→ A[G] et A[GLU ]→ A[H]

sont surjectives, et nous avons le diagramme commutatif suivant :

A[G]

��

A[GLU ]oooo

zzzzuuuuuuuuu

A[H]

par conséquent, la flèche A[G]→ A[H] est surjective, donc H → G est bien une immer-

sion fermée.

Nous allons maintenant montrer que G et H ont même fibre générique. Pour cela,

donnons une description de G semblable à celle de H :

Lemme IV.1.4. Pour toute Zp-algèbre R, nous avons

G(R) = {g ∈ GLU(R)|ηg

(
(I ⊗Zp R) ∩R[Xi,j]≤d

)
= (I ⊗Zp R) ∩R[Xi,j]≤d}

Démonstration. Fixons R, et posons M = (I ⊗Zp R) ∩R[Xi,j]≤d. Si s ∈ GLU(R)

vérifie ηg(M) = M , alors pour tout i, η(s)(fi) ∈ M ⊂ I ⊗Zp R, donc η(s)(fi)(Id) = 0

car Id ∈ G(R). Donc, par définition de l’action, fi(s
−1) = 0 pour tout i, donc la famille

(fi) étant une famille de générateurs de l’idéal I sur Zp, nous obtenons s−1 ∈ G(R), or

G est un groupe, donc s ∈ G(R), ce qui montre une inclusion.

L’inclusion réciproque sera un corollaire du lemme de Yoneda : d’abord, il suffit

de montrer que ηs(M) ⊂ M , car η est une action de groupe. Puis, si s ∈ G(R) et

f ∈ M , notons P = η(s)(f). Pour toute R-algèbre B, pour tout g ∈ G(B), nous avons

P (g) = f(s−1g) = 0 car s−1g ∈ G(B) et f ∈ I ⊗Zp R, donc P est dans I ⊗Zp R (et de

bon degré, donc P ∈M) par la remarque suivante :

Soit G = Spec(A/I) un groupe algébrique au dessus d’un anneau R, alors si J =

{f ∈ A| pour toute R-algebre B, ∀g ∈ G(B), f(g) = 0}, nous avons I = J . En effet, si

K = Spec(A/J), alors K(B) ⊂ G(B) car I ⊂ J , puis la définition de J nous dit que

pour tout ϕ : A/I → B, J est inclus dans Ker(ϕ), d’où se factorise en ϕ : A/J → B, J ,

donc G(B) ⊂ K(B). Le lemme de Yoneda donne alors G = K, donc I = J . �
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Lemme IV.1.5. Soit S/R une extension d’anneau, supposons que S est plat sur R.

Alors, ((I ⊗Zp R) ∩R[Xi,j]≤d)⊗R S = (I ⊗Zp S) ∩ S[Xi,j]≤d.

Démonstration. En effet, notons M1 = I⊗Zp R, M2 = R[Xi,j]≤d et M3 = R[Xi,j],

alors nous voulons voir que (M1 ∩M2)⊗R S = (M1⊗R S)∩ (M2 ⊗R S). Or, nous avons

la suite exacte courte de R-modules

0 // M1 ∩M2
// M3

// M3/M1 ⊕M3/M2

et nous avons supposé que S est plat sur R, donc

0 // (M1 ∩M2)⊗R S // M3 ⊗R S // (M3/M1)⊗R S ⊕ (M3/M2)⊗R S

est une suite exacte, ce qui conclut car (M3/Mi)⊗R S = M3 ⊗R S/Mi ⊗R S. �

Puis, G et H ont même fibre générique, par application directe des deux lemmes

précédents.

Il ne reste plus qu’à voir que si H → G est une immersion fermée telle que G et

H ont même fibre générique, et G plat, alors H = G. Nous voulons montrer que la

flèche surjective A[G] → A[H] est aussi injective. G étant plat, l’application naturelle

iG : A[G] → A[G] ⊗Zp Qp est injective. H et G ayant même fibre générique, la flèche

f : A[G]→ A[H] donnée par l’immersion fermée induit une bijection fp : A[G]⊗Zp Qp →
A[H]⊗Zp Qp. De plus le diagramme suivant est commutatif :

A[G]
f

//
� _

iG
��

A[H]

iH
��

A[G]⊗Zp Qp
� �
fp

// // A[H]⊗Zp Qp

donc f est bien injective, donc H = G. �

En fait, lors de l’identification de GLU avec GLn,Zp , nous avons identifié la

représentation de GLU que sont les polynômes homogènes de degré i (noté Zi
p[Xi,j])

avec Symi(EndU) qui est un sous-objet de End⊗i
U , ou bien, dit autrement, Zp[Xi,j]≤d a

été identifié à un sous-objet de ⊕0≤i≤d End⊗i
U . L’action de GLU sur Zi

p[Xi,j] est le produit

tensoriel de l’action naturelle de GLU sur U∗ par l’action triviale de GLU sur U dans

End⊗i
U = (U ⊗Zp U

∗)⊗i ; par conséquent E est un sous-module de
⊕

0≤i≤d

(U∗ ⊕ · · · ⊕ U∗︸ ︷︷ ︸
n fois

)⊗i

(où n = rg(U)).

Appliquons ceci non pas au plongement α, mais à α∗ : G → GLU∗ , défini par

α∗(g) = tα(g)−1. Il existe alors E∗ =
⊕

0≤i≤k

(U ⊕ · · · ⊕ U︸ ︷︷ ︸
n fois

)⊗i∩I∗ un sous Zp-module (libre

facteur direct) tel que s ∈ α(G)(R)⇔ s(E∗
R) = E∗

R (où I∗ est l’idéal définissant α∗(G)).

Rassemblons tout ceci dans le lemme suivant :

Proposition IV.1.6. Soit G un groupe plat sur Zp, U un Zp-module libre de rang

n et α : G → GLU une représentation qui induit une immersion fermée dans EndU .
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Identifions G avec son image. Alors, il existe un entier k et un sous Zp-module E

(facteur direct) de
⊕

0≤i≤k

(U ⊕ · · · ⊕ U︸ ︷︷ ︸
n fois

)⊗i laissé stable par l’action naturelle de G(Zp)

(provenant de celle de GLU , notée η) tels que G(R) = {g ∈ GL(R)|ηg(ER) = ER} pour

toute Zp-algèbre R.

Nous pouvons alors définir sur M = Dcris(U) (ou sur D̃cris(U) suivant les cas)

un groupe algébrique sur W , GM , par : si η est l’action naturelle de GLM sur⊕
0≤i≤k

(M ⊕ · · · ⊕M︸ ︷︷ ︸
n fois

)⊗i, alors GM(R) = {g ∈ GLM(R)|ηg(ER) = ER} pour toute

W -algèbre R. Il ne reste qu’à bien choisir E en liaison avec E, ce qui nous conduit au

théorème suivant :

Théorème IV.1.7. Supposons G lisse sur Zp. Si α : G → GLU induit une im-

mersion fermée dans EndU et si la représentation de ΓK induite sur U par α (et par

ρ : ΓK → G(Zp)) vérifie

– soit elle est à poids de Hodge-Tate dans [[0, h]] avec 0 ≤ h ≤ p− 2

– soit elle est à poids de Hodge-Tate dans [[−h, h]] avec 0 ≤ h ≤ p−2
2

alors, en prenant

E = Dcris,p(E ⊗Zp Qp) ∩
⊕

0≤i≤k

(Dcris(U)⊕ · · · ⊕Dcris(U)︸ ︷︷ ︸
n fois

)⊗i

dans le premier cas, ou

E = Dcris,p(E ⊗Zp Qp) ∩
⊕

0≤i≤k

(D̃cris(U)⊕ · · · ⊕ D̃cris(U)︸ ︷︷ ︸
n fois

)⊗i

dans le deuxième cas (voir le paragraphe III.5 pour la définition de D̃cris), il existe une

bijection Ψ : U ⊗Zp W →M qui identifie G×Zp W et GM .

Remarque IV.1.8. Pour qu’une application Ψ bijective identifie G×Zp W et GM , il

suffit de montrer que l’application naturelle induite par Ψ envoie E⊗ZpW bijectivement

sur E.

IV.1.b. Demonstration du théorème IV.1.7. Soit h : UR = U ⊗Zp R 'MR =

M ⊗W R un isomorphisme de R-modules, alors h induit un isomorphisme s(h) de⊕
0≤i≤k

(UR ⊕ · · · ⊕ UR︸ ︷︷ ︸
n fois

)⊗i sur
⊕

0≤i≤k

(MR ⊕ · · · ⊕MR︸ ︷︷ ︸
n fois

)⊗i.

Considérons alors

Isom(R) = {h : U ⊗Zp R 'M ⊗W R|s(h)(ER) = ER}

pour R une W -algèbre. C’est un sous-W -schéma de IsomW(U ⊗Zp W,M) (les W -

isomorphismes de U ⊗Zp W sur M).

Il est non vide, car fDcris(U) (ou f̄D̃cris(U) suivant les conditions sur les poids de Hodge-

Tate) induit un élément de Isom(OÊnr
). C’est une retraduction du théorème III.1.1 (ou

du théorème III.5.6)
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Lemme IV.1.9. Le schéma Isom×WOÊnr
est un torseur trivial sous G×W OÊnr

.

Démonstration. En effet, G agit naturellement et fidèlement à gauche sur Isom :

si f ∈ Isom(R) et g ∈ G(R),

U ⊗Zp R
g

// U ⊗Zp R
f

// M ⊗W R

est bien un isomorphisme.

Puis, l’application naturelle⊕
0≤i≤k

(U ⊕ · · · ⊕ U︸ ︷︷ ︸
n fois

)⊗i ⊗Zp R
ηg

//

⊕
0≤i≤k

(U ⊕ · · · ⊕ U︸ ︷︷ ︸
n fois

)⊗i ⊗Zp R

s(f)
��⊕

0≤i≤k

(M ⊕ · · · ⊕M︸ ︷︷ ︸
n fois

)⊗i ⊗W R

s’identifie naturellement à s(f ◦ g).
Enfin, la définition de Isom, la proposition IV.1.6 et le fait que s(f ◦ g) = s(f) ◦ ηg

donnent bien s(f ◦ g)(ER) = ER, donc que f ◦ g ∈ Isom(R). Le groupe G agit donc sur

Isom par (g, f) 7→ f ◦ g−1.

La fidélité provient de ce qu’un élément de Isom est un isomorphisme de modules.

Pour finir, il reste à montrer que pour f, f ′ ∈ Isom(R), il existe g ∈ G(R) avec

f ′ = f ◦ g−1. Autrement dit, il faut voir que g = f ′−1 ◦ f est bien un élément de G(R).

Cela se montre de la même façon que précédement. C’est la propriété IV.1.6 qui est le

point essentiel. �

Nous venons donc de montrer que Isom×WOÊnr
est un G×WOÊnr

-espace homogène

ayant un point sur OÊnr
, or G×W OÊnr

est un groupe lisse, donc Isom×WOÊnr
est lisse,

donc Isom aussi (car la flèche Spec(OÊnr
) → Spec(W ) est fidèlement plate et quasi-

compact, donc c’est une application directe du corollaire 17.7.3 de EGA IV).

Isom est lisse, donc par le lemme de Hensel (cf. théorème 18.5.11 b de EGA IV),

Isom(W ) se surjecte (par la réduction modulo p) sur Isom(k). Si ce dernier est non

vide, nous aurons bien montré que Isom(W ) est non vide, ce qui prouvera le théorème.

Isom×WOÊnr
est lisse, donc, toujours par le lemme de Hensel, Isom(OÊnr

) se sur-

jecte sur Isom(OÊnr
/p), donc le k-schéma Isom× Spec(k) est non vide (car OÊnr

/p est

une k-algèbre), donc par le théorème des zéros de Hilbert, Isom× Spec(k)(k) est non

vide (car k est algébriquement clos). �
Remarquons qu’en nous donnant un Zp-module N ⊂ M qui engendre M

comme W -module (c’est à dire N ⊗Zp W = M), et tel que le Zp-module

N ′ = E ∩
⊕

0≤i≤k

(N ⊕ · · · ⊕N︸ ︷︷ ︸
n fois

)⊗i engendre E comme W -module (par exemple,

avec les notations du paragraphe II.1, N = M fM (et alors N ′ = E
fE) ou N = M e`

Zp
(et
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alors N ′ = E
e`

Zp
)), nous pouvons définir Isom sur Zp par

Isom(R) = {h : U ⊗Zp R ' N ⊗Zp R|s(h)(ER) = N ′
R}

pour R une Zp-algèbre. Alors, par un théorème de Lang (tout H-torseur défini sur Fp

est trivial si H est un groupe algébrique sur Fp connexe) , en supposant que G est à

fibre spéciale connexe, nous avons Isom(Fp) non vide, donc par lissité, Isom(Zp) est

non vide, et donc sous cette hypothèse, nous pouvons supposer que Ψ(U) = N . De plus,

Ψ identifie G à une forme sur Zp de GM (celle qui est définie à l’aide de N ′).

Corollaire IV.1.10. Sous les hypothèses et notations précédentes, si U ′ est un

réseau de U⊗Zp Qp laissé stable par l’action de G, alors Ψ[1
p
] = Ψ⊗WK envoie U ′⊗ZpW

sur Dcris(U
′) si les poids de Hodge-Tate sont positifs, ou sur D̃cris(U

′) sinon.

Démonstration. Notons M = Dcris(U) (ou M = D̃cris(U) si les poids de Hodge-

Tate ne sont pas tous positifs). Tout d’abord, quitte à multiplier par une certaine

puissance de p, nous pouvons supposer U ′ ⊂ U . Puis, Ψ ∈ Isom(W ) ⊂ Isom(OÊnr
)

et fM ∈ Isom(OÊnr
) (respectivement, fM ∈ Isom(OÊnr

)), donc, comme Isom est un

G ×Zp W -espace homogène, il existe g ∈ G(OÊnr
) tel que Ψ = fM ◦ g (respectivement

Ψ = fM ◦ g). Il suffit donc (puisque U ′ est stable par G) de vérifier la propriété pour

fM (ou fM), or ceci provient juste de la fonctorialité de fM (et de fM) pour les sous-

objets. �

IV.1.c. Exemples. Remarquons que GLU se plonge naturellement par une immer-

sion fermée β dans GLU⊕U∗ où l’action sur U est l’action naturelle, et l’action sur le

dual U∗ est donnée par la transposée de l’inverse. De plus, β provient d’une immersion

fermée de GLU dans EndU⊕U∗ , car l’image de β est un sous-groupe fermé de SLU⊕U∗ .

Donc, si la représentation galoisienne U est à poids de Hodge-Tate dans [[0, h]] avec

h ≤ p−2
2

, ou dans [[−h, h]] avec h ≤ p−2
4

, alors l’immersion α′ = β ◦ α vérifie en par-

tie les hypothèses du théorème IV.1.7. Soit alors E le sous-module définissant G dans

U ⊕ U∗ (de la manière décrite dans le paragraphe IV.1.a). Nous définissons de même

sur D̃cris(U)⊕ D̃cris(U)∗ un groupe GM à l’aide de

E = Dcris,p(E ⊗Zp Qp) ∩
⊕

0≤i≤k

(D̃cris(U)⊕ · · · ⊕ D̃cris(U)︸ ︷︷ ︸
n fois

)⊗i

Théorème IV.1.11. Si la représentation de ΓK induite sur U par α (et par ρ) vérifie

– soit elle est à poids de Hodge-Tate dans [[0, h]] avec 0 ≤ h ≤ p−2
2

– soit elle est à poids de Hodge-Tate dans [[−h, h]] avec 0 ≤ h ≤ p−2
4

alors, avec les notations précédentes, il existe un isomorphisme de W -module Ψ : U⊗Zp

W → M qui induit une bijection Ψ ⊕ tΨ−1 : (U ⊕ U∗) ⊗Zp W → M ⊕M∗ identifiant

G×Zp W et GM . En particulier, le groupe GM (plongé dans GLM⊕M∗) laisse stable M

et M∗.
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Démonstration. Considérons le schéma Isom(R) = {h : U ⊗Zp R '
M ⊗W R|s(h)(ER) = ER} (ce n’est à priori pas le même que celui considéré

dans la démonstration du théorème IV.1.7, qui considère des morphismes définis sur

U ⊗U∗). C’est un G×Zp W espace homogène, qui a un point sur W (cela se montre de

la même façon que lors de la démonstration du théorème IV.1.7). �

IV.1.d. Données initiales pour un Φ-module filtré. Formulons ici comment

les idées introduites précédemment se traduisent dans le formalisme introduit par Ra-

poport et Zink (cf. [RZ96]). Soit G un groupe algébrique lisse sur Zp et ρ un morphisme

de groupe de ΓK dans G(Zp), µ : Gm → G un cocaractère défini sur W , et b ∈ G(W ).

Alors, à toute représentation β : G → GLU où U est un Zp-module libre de rang fini,

nous pouvons associer un objet I(U) de MF′
W, défini par :

– le W -module sous-jacent est U ⊗Zp W = M ;

– Fili(M) =
⊕
j≥i

Mj où Mj est l’espace propre de poids j correspondant à µ ;

– ϕi = p−ib ◦ (Id ⊗ σ) sur Fili(M), c’est-à-dire si v =
∑
k

vk ⊗ xk ∈ Fili(M) avec

vk ∈ U et xk ∈ W , ϕi(v) =
∑
k

σ(xk)β(b)(vi).

Définition IV.1.12. Le triplet (µ, b, β) est dit admissible si I(U) est un objet de

MFW,tf .

Si G est supposé lisse, si β induit une immersion fermée de G dans EndU ,

et I(U) est un objet de MF−h
W avec 0 ≤ h ≤ p − 2, nous pouvons faire de

même qu’au paragraphe IV.1.a : G est défini par E un Zp-module bien choisi de⊕
0≤i≤k

(U ⊕ · · · ⊕ U︸ ︷︷ ︸
n fois

)⊗i (alors E ⊗Zp W sera un objet de MFW,tf ), et sur Vcris(I(U))

nous construisons GVcris(I(U)) sur Zp par son foncteur des points (pour toute Zp-algèbre

R, GVcris(I(U))(R) est le groupe des éléments de GLVcris(I(U))(R) qui laissent stable(
Vcris,p(E ⊗Zp K) ∩

⊕
0≤i≤k

(Vcris(M)⊕ · · · ⊕Vcris(M)︸ ︷︷ ︸
n fois

)⊗i
)
⊗Zp R.

Théorème IV.1.13. Sous les conditions précédentes, avec

– soit M est un objet de MF−h
W avec 0 ≤ h ≤ p − 2 et β induit une immersion

fermée de G dans EndU ,

– soit M est un objet de MF−h
W avec 0 ≤ h ≤ p−2

2
,

– soit M est un objet de MF±h
W avec 0 ≤ h ≤ p−2

2
et β induit une immersion fermée

de G dans EndU ,

– soit M est un objet de MF±h
W avec 0 ≤ h ≤ p−2

4
,

alors il existe une bijection Ψ : M → Vcris(I(U)) ⊗Zp W qui identifie G ×Zp W et

GVcris(I(U)) ×Zp W . De plus, la représentation galoisienne associée à Vcris(I(U)) est à

valeurs dans GVcris(I(U))(Zp).
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Démonstration. L’existence de la bijection se montre de la même façon que pour

le théorème IV.1.7 : nous introduisons un G-espace homogène Isom défini sur Zp, nous

montrons qu’il est lisse sur Zp, Isom(k) est non vide par le théorème des zéros de

Hilbert, et le lemme de Hensel conclut. La définition même deGVcris(I(U)) implique que la

représentation galoisienne associée à Vcris(I(U)) est à valeurs dans GVcris(I(U))(Zp). �

Remarque IV.1.14. Le théorème de Lang à propos des torseurs définis sur les corps

finis implique que si la fibre spéciale de G est connexe, alors le torseur Isom est trivial

sur Fp. Autrement dit, il a un point sur Fp, que nous pouvons relever à Zp par le lemme

de Hensel. Par conséquent, si la fibre spéciale de G est connexe, l’isomorphisme Ψ est

défini sur Zp, c’est à dire qu’il induit une bijection Ψ : U → Vcris(I(U)).

IV.2. Tore de l’inertie modérée

IV.2.a. Les groupes GM , G
′
M et GV , G

′
V . Considérons M un objet de MFW,tf

tué par p (autrement dit un k-espace vectoriel), muni de la filtration M [i] donné au

lemme II.2.12. Soit r l’entier tel que M [r] = M et M [r − 1] 6= M .

Soit GM le schéma en groupes affine (cf. [DMOS82]) associé à la catégorie tanna-

kienne engendrée par M (notée Tan(M)) dans MFW,tf et au foncteur fibre qui a M

associe M e`
Zp

= M fe`
M (cf. paragraphe II.1 pour ces notations). Le groupe GM s’identifie

aux éléments de GLM qui induisent sur tout objet de Tan(M) un isomorphisme défini

sur M e`
Zp

, qui laissent stable sous-objet, objet quotient, produit tensoriel, dual, et qui

commutent aux morphismes.

Proposition IV.2.1. GM est le plus petit sous-schéma en groupes affine de GLMe`
Zp

qui soit défini sur Fp et qui, après extension des scalaires à k, contienne uM et T

Démonstration. En effet, nous devons prouver que si H est un sous-schéma en

groupes de GM qui est défini sur Fp et est tel que H ×Fp k contienne uM et T, alors

H = GM . Il suffit pour cela de prouver que le morphisme de H dans GM est fidèlement

plat, et donc (cf. [DMOS82], prop. 2.21.a) que le foncteur naturel de Tan(M) dans la

catégorie des représentations linéaires de H est pleinement fidèle, et que son image est

stable par sous-objet.

Si N et N ′ sont deux objets de Tan(M), une application Fp-linéaire de N e`
Zp

dans

(N ′)e`
Zp

commutant à u et à T après extension des scalaires est un morphisme dans

MFW,tf (donc dans Tan(M)) : en effet, cela résulte directement de ce queN = N e`
Zp
⊗Fpk

et si Nξ est l’espace propre associé au caractère ξ de T, alors Fili(N) =
⊕

ξ(0)=i

Nξ, fN =

uN ◦ f e`
N et N e`

Zp
= N fe`

N (idem pour N ′). Cela prouve la pleine fidélité.

Prouvons la stabilité par sous-objet. Si N est un objet de Tan(M), et si (N ′)e`
Zp

est

un sous-Fp-espace vectoriel de N e`
Zp

tel que N ′ = (N ′)e`
Zp
⊗Fp k est stable par T et uN , de

même qu’avant, nous avons que N ′ est un sous-objet de N dans MFW,tf , qui est donc

dans Tan(M). �
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Corollaire IV.2.2. Le groupe GM est réduit (donc lisse) et connexe.

Démonstration. En effet, G
red

M est un groupe algébrique défini sur Fp, inclus dans

GM , et qui a les mêmes points sur k. Donc uM et T sont dans G
red

M , et par la proposition

précédente, nous avons donc bien GM = G
red

M .

Le groupe GM ×Fp k contient T, donc contient le groupe à un paramètre hM associé

à la graduation M = ⊕Mi. Ce groupe est l’image de Gm par un morphisme de groupes

algébriques, donc est connexe et contient l’identité, donc est inclus dans la composante

connexe de l’identité, (GM ×Fp k)
0. Si GM n’est pas connexe, la composante connexe de

l’identitéG
0

M est un sous-groupe distingué, donc il existe une représentationGM → GLN

(donc N est un Φ-module filtré dans la catégorie tannakienne engendrée par M) dont le

noyau est exactement G
0

M(cf. Théorème 5.6 de [Bor91]), et donc le Φ-module filtré N

est non trivial (car le groupe de la catégorie tannakienne engendrée par N est isomorphe

à GM/G
0

M). De plus, G
0

M ×Fp k contient (GM ×Fp k)
0, donc le groupe a un paramètre

hM agit trivialement sur N . Or la graduation est fonctorielle, donc hN est égal à l’image

de hM , donc agit trivialement, donc N = N0, donc N est trivial, ce qui contredit le fait

que la catégorie tannakienne qu’il engendre ait un groupe non-trivial. �

Proposition IV.2.3. Soit UM le sous-schéma en groupes affine de GM formé des

éléments unipotents, alors UM est un sous-groupe distingué de GM et GM = UM n T.

Démonstration. Cela vient du fait que M est extension d’élémentaires, et pour

N élémentaire, GN = TN . Puis, la matrice d’un élément de GM écrite dans une base

adaptée de M appartient au groupe HM dont les éléments s’écrivent :
X0 ∗ · · · ∗
0 X1

. . .
...

...
. . . . . . ∗

0 · · · 0 Xr


oùXs correspond à la matrice agissant surM [s]/M [s−1] (qui est un module élémentaire)

et Xs est une matrice diagonale correspondant à TM [s]/M [s−1](t) pour un certain t (avec t

ne dépendant pas de s). De plus, les unipotents deHM forment un sous-groupe distingué

noté UM , et HM est le produit semi-direct de TM (qui est un tore maximal) et de UM ,

d’où le résultat. �

Notons G
′
M = {g ∈ GLM |g induit sur M et End(M) une application qui commute

aux morphismes, qui laisse stable sous-objet (de M ou End(M)) et qui agit comme un

élément de T sur les élémentaires construits comme quotient de deux sous-objets (de M

ou End(M))}, et U ′
M ses unipotents. G

′
M est un sous-schéma en groupes affine de GLM

qui contient GM .

Proposition IV.2.4. U ′
M est un sous-groupe distingué de G

′
M , et G

′
M = U ′

M n T.
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Démonstration. Le fait que T soit inclus dans G
′
M provient de la fonctorialité de

T. Les conditions “laisse stable sous-objet” et “qui agit sur les élémentaires construits

comme quotient de deux sous-objets comme un élément de T” donnent que G
′
M est

inclus dans HM . �

Remarque IV.2.5. Nous allons prouver que GM et G′
M sont presque égaux : le

théorème principal de cette section (le théorème IV.2.27) nous donne qu’ils ont même

groupe dérivé, et un corollaire nous donne qu’ils ont même éléments semi-simples.

Nous venons de construire deux schémas en groupes affines pour M . Faisons de

même du côté galoisien : soit V = Vcris(M), ΓK agit naturellement dessus, et l’image

est finie (puisque V est un Fp-espace vectoriel de dimension fini). Si N est élémentaire,

l’action de ΓK sur Vcris(N) se factorise par l’inertie modérée (en effet, l’inertie sauvage

agit trivialement modulo p sur les périodes des Lubin Tate). Donc, suite à la filtration

(M [i]) de M , un élément de l’inertie sauvage agit via la matrice
I0 ∗ · · · ∗
0 I1

. . .
...

...
. . . . . . ∗

0 · · · 0 Ir


où Is correspond à la matrice identité sur Vcris(M [s])/Vcris(M [s− 1]).

Quel schéma en groupes affine peut-on alors associer à V ? Pour l’image de l’inertie

modérée, nous avons le tore Tmr. Pour l’image de l’inertie sauvage, nous venons de voir

que c’est un groupe unipotent. Elle a en plus la particularité que pour g1, · · · , gr des

éléments de cette image, (g1 − Id) ◦ · · · ◦ (gr − Id) = 0. Nous pouvons donc essayer les

méthodes exposées dans [Nor87], quitte à imposer des condition sur p : si p ≥ r + 1,

alors tout élément de ce groupe est d’ordre p, donc nous pouvons définir UV comme

le sous-groupe algébrique de GLV engendré par les groupes à un paramètres t 7→ xt

(où xt = exp(t ln(x))) avec x élément de l’image de l’inertie modérée. Appellons GV le

groupe de GLV engendré par Tmr et UV . Nous avons aussi GV = UV n Tmr.

Définissons alors G
′
V de la même façon que G

′
M : G

′
V = {g ∈ GLV |g induit sur V

et End(V ) une application qui commute aux morphismes, qui laisse stable sous-objet

(de V ou End(V )) et qui agit sur les élémentaires construits comme quotient de deux

sous-objets (de V ou End(V )) comme un élément de Tmr}. Alors, de même que pour

G
′
M , G

′
V est un groupe contenant GV , et si U ′

V est l’ensemble des unipotents de G
′
V ,

alors U ′
V est un sous-groupe distingué tel que G

′
V = U ′

V n Tmr.

IV.2.b. Groupes engendrés exponentiellement.

IV.2.b.1. Etude de certains groupes de matrices. Pour ce paragraphe, considérons

K un corps de caractéristique p, n et r deux entiers tels que n ≥ r + 1, (n0, · · · , nr)

un r + 1-uplet d’entiers strictement positifs tel que
∑
ni = n, et notons U (en toute



IV.2. TORE DE L’INERTIE MODÉRÉE 63

rigueur, U(n0, · · · , nr)) le sous-goupe de GLn(K) formé des éléments de la forme
In0 ∗ · · · ∗
0 In1

. . .
...

...
. . . . . . ∗

0 · · · 0 Inr


avec Ini

la matrice identité de taille ni×ni (le groupe UM(k) rentre donc dans ce cadre),

et N la K-sous-algèbre de Lie de Mn(K) formée des éléments de la forme
0 ∗ · · · ∗
0 0

. . .
...

...
. . . . . . ∗

0 · · · 0 0


où le i-ème 0 sur la diagonale est un bloc carré de taille ni.

Lemme IV.2.6. Si p ≥ r + 1, alors pour tout x ∈ U , nous pouvons définir ln(x) à

l’aide de la série entière définissant ln(1+x). De plus, ln restreint à U est un polynôme,

et induit une bijection (dont la réciproque est juste exp, qui restreinte à ln(U) est aussi

un polynôme) de U sur N .

En outre, la formule de Campbell-Hausdorff est valable sur U . Plus exactement,

∀(x, y) ∈ U2, si X := ln(x) et Y := ln(y), alors ln(xy) = X+Y + 1
2
[X, Y ]+

p−1∑
i=3

Ci(X,Y )

avec Ci(X,Y ) appartenant à la Fp-algèbre de Lie L engendré par X et Y (et même

Ci(X, Y ) appartient à [L,L]).

Démonstration. La première partie provient juste de ce que pour x ∈ U , (x −
1)r+1 = 0, et donc (x − 1)p = 0 car p ≥ r + 1. Par conséquent, la série ln(1 + n) =∑
i≥1

(−1)i+1

i
ni peut être évalué en n = x− 1, et donne ln(x) =

p−1∑
i=1

(−1)i+1

i
(x− 1)i.

Pour la formule de Campbell-Hausdorff, il suffit de remarquer quelques points : elle

est vrai sur les matrices de la même forme à coefficients réels, ce qui donne une égalité

formelle entre polynômes ; puis les coefficients intervenants sont des rationnels dont le

dénominateur est premier à p (car nous avons la formule de récurrence

Cs+1(X, Y ) =
[X − Y,Cs(X, Y )]

2(s+ 1)
+

∑
1≤t≤ s

2

B2t

s+ 1

∑
[Ck1(X, Y ), [...[Ck2t(X, Y ), X + Y ]...]

où la seconde somme porte sur les ki > 0 tels que k1 + · · ·+ k2t = n, et où les B2t sont

les nombres de Bernouilli, donc avec dénominateur premier à p si s + 1 < p) ; enfin,

pour pouvoir appliquer ceci, il suffit de remarquer que si (xi) ∈ U r+1, alors le produit

des ln(xi) est nul (ceci quelque soit l’ordre du produit). �

Proposition IV.2.7. Si p ≥ r + 1 et si U1 est un sous-groupe de U , alors ln(U1)

(c’est-à-dire {ln(u) pour u ∈ U1}) est une Fp-algèbre de Lie. Réciproquement, si L est
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une Fp-sous-algèbre de Lie de N , alors exp(L) := {exp(l), l ∈ L} est un sous-groupe de

U .

Remarque IV.2.8. Ceci s’appliquera en particulier à U1 = UM(K) ou bien U1 =

U ′
M(K) et K = k.

Démonstration. U1 est un groupe, donc si u ∈ U1, u
i ∈ U1 pour tout i et up = Id,

donc ln(U1) est stable par multiplication par un scalaire dans Fp. Pour dire que c’est

un espace vectoriel, il reste à voir qu’il est stable par addition, et cela va provenir de la

formule de Campbell-Hausdorff.

Montrons par récurrence qu’il existe des polynômes (P
(i)
j )i≤j≤p−1 de K[X, Y ] (nous

considérons ici les polynômes généralisés, c’est-à-dire que XY 6= Y X) homogènes de

degré j, tels que si exp(x) et exp(y) sont dans U1, alors zi := exp(x+y+
p−1∑
j=i

P
(i)
j (x, y)) ∈

U1.

Pour i = 2, c’est la formule de Campbell-Hausdorff. Pour i = p, nous obtenons

exp(x+y) ∈ U1, ce qui est le résultat cherché. Supposons la formule vraie pour i et pour

tout x et y dans ln(U1). Alors, comme ln(U1) est stable par multiplication par un scalaire,

pour tout λ ∈ Fp, nous pouvons remplacer x par λx et y par λy, donc nous avons zi, λ =

exp(λx+ λy+
p−1∑
j=i

λjP
(i)
j (x, y)) ∈ U1 (car les polynômes P

(i)
j sont supposés homogènes).

De plus, pour µ ∈ Fp, nous avons z−µ
i = exp(−µx − µy +

p−1∑
j=i

(−µ)P
(i)
j (x, y)) ∈ U1,

donc en faisant le produit, nous obtenons z−µ
i zi, λ ∈ U1. Or, en applicant la formule de

Campbell-Hausdorff, nous obtenons

z−µ
i zi, λ = exp((λ− µ)x+ (λ− µ)y + (λi − µ)P

(i)
i (x, y) +

p−1∑
j=i+1

Q
(i+1)
j (x, y))

avec Q
(i+1)
j polynôme homogène de degré j (car [−µ(x+y), λ(x+y)] = 0). Il suffit alors

de prendre λi = µ avec λ 6= µ (ce qui est possible, car i ≤ p− 1). D’où, en itérant, nous

obtenons bien (si i = p) exp(x+ y) ∈ U1.

La formule de Campbell-Hausdorff nous donne aussi que si exp(x) et exp(y) sont

dans U1, alors exp(x) exp(y) exp(−x) exp(−y) = exp([x, y] +
p−1∑
j=3

Rj(x, y)) où Rj(x, y))

est un polynôme homogène de degré j. Puis une récurrence semblable à celle ci-dessus

nous donnera que exp([x, y]) ∈ U1.

La réciproque est une application directe de la formule de Campbell-Hausdorff. �

Introduisons la définition suivante (nous nous plaçons en fait dans un cadre plus

restreint que Nori dans cf. [Nor87], et nous obtiendrons des résultats plus précis)
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Définition IV.2.9. Soit H un sous-groupe de U , il est dit engendré exponentielle-

ment s’il existe S ⊂ N tel que H est le groupe engendré par les groupes à un-paramètre

t ∈ K 7→ exp(tx) ∈ U où x ∈ S.

Proposition IV.2.10. Supposons p ≥ r+1. Soit L ⊂ N une K-sous-algèbre de Lie

de N , alors exp(L) est un sous-groupe de U engendré exponentiellement.

Réciproquement, si H est le sous-groupe de U engendré exponentiellement par S,

alors ln(H) est la K-algèbre de Lie engendrée par S.

Démonstration. La première affirmation est une conséquence immédiate de la

définition et de la proposition précédente.

Soit donc H un sous-groupe de U engendré exponentiellement par S, et notons L

la K-algèbre de Lie engendrée par S. Comme S ⊂ L, nous avons H ⊂ exp(L) (car si

x ∈ S, pour tout t de K, tx ∈ L), et en repassant au logarithme (qui est une bijection)

nous obtenons ln(H) ⊂ L. Mais par définition, ln(H) contient Kx pour tout x dans S,

donc comme ln(H) est stable par addition et crochet de Lie, il contient l’algèbre de Lie

engendrée par {Kx}x∈S, qui est bien L, donc L = ln(H). �

Proposition IV.2.11. Soit p ≥ r + 1. Soit U1 un sous-groupe de U , alors U1 est

engendré exponentiellement si et seulement si pour tout u ∈ U1 et pour tout t ∈ K,

xt = exp(t ln(u)) ∈ U1. Donc U1 est engendré exponentiellement si et seulement si

ln(U1) est une K-algèbre de Lie.

Démonstration. C’est une retraduction des propositions précédentes. �

Proposition IV.2.12. Si U1 est un sous-groupe de U engendré exponentiellement,

alors il est algébrique.

De plus, si K est algébriquement clos, en notant Ũ1 le groupe algébrique réduit as-

socié à U1 (c’est-à-dire Ũ1(K) = U1), l’application ln induit un isomorphisme de variété

algébrique de Ũ1 sur l’espace affine de dimension dimK(ln(U1)). Par conséquent, si

U1 est engendré exponentiellement par des éléments de Mn(K1) (où K1 est un sous-

corps), Ũ1(K1) est engendré exponentiellement sur K1 par les mêmes éléments, et

ln(U1) = ln(Ũ1(K1))⊗K1 K.

Démonstration. U1 est algébrique car x ∈ U1 si et seulement si ln(x) ∈ ln(U1), or

ln restreint à U est un polynôme et ln(U1) est un K-espace vectoriel. L’assertion suivante

provient juste de ce que ln(U1) est un K-espace vectoriel et K un corps algébriquement

clos. �

Remarque IV.2.13. Tout sous-groupe de U n’est pas nécessairement engendré ex-

ponentiellement si K 6= Fp. Donnons deux contre-exemples : le premier est le groupe de

matrices {
(

1 a

0 1

)
, avec a ∈ Fp} ; le deuxième est {


1 a 0 0

0 1 0 0

0 0 1 ap

0 0 0 1

, avec a ∈ K}
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(si K est algébriquement clos, c’est les points dans K d’un groupe algébrique isomorphe

à Ga, donc connexe).

IV.2.b.2. Quelques exemples de groupes engendrés exponentiellement. Gardons la

situation et les notations introduites précédemment.

Proposition IV.2.14. Supposons p ≥ 2r + 1. Alors U ′
M(K) est engendré exponen-

tiellement.

Démonstration. Rappelons le lemme suivant (cf. [Nor87], lemma 1.4) :

Lemme IV.2.15. Soit M un K-espace vectoriel de dimension finie, et soit S un

ensemble de GLM(K) formé de matrices nilpotentes d’ordre p. Soient W1 ⊂ W2 ⊂ M

des sous-espaces vectoriels. Alors il y a équivalence entre les deux propriétés suivantes :

(1) s(W2) ⊂ W1 pour tout s ∈ S
(2) W1 et W2 sont stables sous l’action de < expS > (le sous-groupe engendré par

les exp(s), pour s ∈ S) et l’action de ce groupe sur W2/W1 est triviale.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de ce que exp et ln sont dans

ces cas-là des polynômes à terme constant égal à 1 et 0 respectivement. �

Nous cherchons à montrer que si u ∈ U ′
M(K), alors pour tout t ∈ K, ut ∈ U ′

M(K),

ce qui concluera. Comme p ≥ r + 1, nous pouvons appliquer le lemme précédent. Par

conséquent, si V est un sous-espace vectoriel de M , u ∈ GLM laisse stable V si et

seulement si ln(u) laisse stable V (il suffit de prendre W1 = W2 = V dans le lemme

IV.2.15). Donc t ln(u) laisse stable V , pour t ∈ K, donc exp(t ln(u)) laisse stable V .

Donc u laisse stable V si et seulement si ut laisse stable V pour tout t ∈ K.

De plus, comme u est unipotent, s’il agit sur un espace quotient de deux sous-objets

de M qui est un élémentaire, il doit agir comme l’identité (c’est la condition qu’un

élément de G
′
M agit sur un élémentaire comme un élément de T (dont le seul unipotent

est l’identité)). Dans ce cas, le lemme nous donne que ut agit sur cet élémentaire aussi

comme l’identité.

Pour l’action sur End(M), le lemme 1.5 de [Nor87] va nous donner pour End(M)

l’équivalent du lemme IV.2.15 pour M . Mais comme notre cadre est un peu plus

précis, nous pouvons affaiblir (un peu) les hypothèses du lemme (au lieu d’avoir p ≥
2 dimk(M)− 1, nous aurons p ≥ 2r + 1) et nous utiliserons le lemme IV.2.17.

Rappelons que nous pouvons prendre UM(K) pour le U du paragraphe précédent,

donc si p ≥ r+1 le logarithme d’un élément de UM(K) est bien défini et L = ln(UM(K))

est une K-algèbre de Lie vérifiant :

∀(x0, · · · , xr) ∈ Lr, x0x1 · · ·xr = 0

Rappelons en outre le lemme suivant :

Lemme IV.2.16. Soit x ∈ L, alors ad(x) est nilpotent d’ordre p. Si p ≥ 2r+1, nous

avons en plus que exp(ad(x)) = Ad(exp(x)).
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Démonstration du lemme. Il suffit de faire la même démonstration que celle du

lemme 1.2 de [Nor87]. Nous utilisons juste que xr+1 = 0 au lieu de xp = 0 pour dire

que Li
xR

p−i
x = 0 pour 1 ≤ i ≤ p− 1. �

Nous pouvons maintenant énoncer :

Lemme IV.2.17 (lemme 1.5 de [Nor87]). Soit W1 ⊂ W2 ⊂ End(M) des sous-espaces

vectoriels, et S ⊂ L. Si p ≥ 2r + 1, alors il y a équivalence entre les deux propriétés

suivantes :

(1) ∀s ∈ S, ad(x)(W2) ⊂ W1

(2) W1 et W2 sont stables par l’action adjointe de < expS > et l’action induite

sur W2/W1 est triviale

Démonstration du lemme. En effet, soit S ⊂ End(M) défini par S = {ad(s)|s ∈
S}. Par le lemme précédent, le groupe engendré par S s’écrit < expS >= {Ad(h)|h ∈<
expS >}, et il suffit alors d’appliquer le lemme IV.2.15. �

Revenons alors à la démonstration de la proposition :

Si W1 ⊂ End(M), et Ad(u) laisse stable W1, alors ad(ln(u)) laisse stable W1 (appli-

cation du lemme IV.2.17). Donc, pour tout t ∈ K, ad(t ln(u)) laisse stable W1 (car W1

est un K-espace vectoriel). Donc, par la réciproque du lemme IV.2.17, Ad(exp(t ln(u)))

laisse stable W1.

Si de plus, Ad(u) laisse stable W2 et W1 ⊂ W2 tel que Ad(u) agisse sur W2/W1

trivialement (ce qui est le cas si W2/W1 est élémentaire), alors une application semblable

du lemme IV.2.17, nous donne que Ad(exp(t ln(u))) agit trivialement sur W2/W1.

Par conséquent, nous venons de montrer que pour tout u ∈ U ′
M(K), ut est un élément

de U ′
M(K). Donc par le lemme IV.2.11, U ′

M(K) est engendré exponentiellement. �

Proposition IV.2.18. Supposons que K est algébriquement clos. Soit T un sous-

tore de GLM(K) scindé sur K (donc T est isomorphe à (K∗)s, une fois choisie une base

des caractères) ; ses poids sont dans Zs, et nous supposerons qu’ils sont en réalité dans

[[−p−2
2
, 0]]sou dans [[−p−2

4
, p−2

4
]]s. Soit U1 un sous-groupe de UM(K) normalisé par T qui

est le plus petit groupe normalisé par T et contenant certains unipotents (uj). Supposons

en outre que pour tout j, il existe un groupe à un-paramètre associé à T , M = ⊕M (j)
i ,

tel que (uj − Id)(M
(j)
i ) ⊂ ⊕k<iM

(j)
k . Alors U1 est engendré exponentiellement.

Démonstration. Le tore T agit sur EndM par conjugaison, notons (EndM)ξ les

espaces propres associés (donc ξ parcourt les caractères de T pour l’action adjointe sur

EndM , qui s’identifie à une partie de [[−p−2
2
, p−2

2
]]s par hypothèse (et ξ sera alors identifié

à (ξ0, ξ1, · · · , ξs−1))). Montrons le lemme suivant :

Lemme IV.2.19. Sous les hypothèses et notations précédentes, pour tout u ∈ U1, si

ln(u) =
∑
ξ

ln(u)ξ avec ln(u)ξ ∈ (EndM)ξ est la décomposition de ln(u) suivant les espaces



68 IV. APPLICATIONS

propres de l’action adjointe de T sur EndM , nous avons ln(u)ξ ∈ ln(U1), ceci pour tout

ξ caractère de T . De plus, si ξ 6= 0, pour tout t ∈ K, nous avons t ln(u)ξ ∈ ln(U1).

Démonstration. La dernière affirmation provient juste de ce que l’image par

un caractère d’un tore est un sous-tore de K∗, donc soit K∗, soit {1} (car K est

algébriquement clos).

Nous pouvons supposer que T est isomorphe à K∗ (T étant scindé, cela revient à

montrer que ln(u)i =
∑

ξ|ξ0=i

ln(u)ξ appartient à ln(U1) et à itérer le processus suivant les

autres facteurs de T = (K∗)s).

Notons L = ln(U1). Comme U1 est normalisé par T , L est laissé stable par l’action

adjointe de T sur EndM . Nous avons donc que pour tout t ∈ K∗, si
∑
i

vi ∈ L avec

vi ∈ End(M)i, alors
∑
i

tivi ∈ L, donc t ln(u) =
∑
i

ti ln(u)i ∈ L. Donc, L étant un

Fp-espace vectoriel, v = t ln(u)− ln(u) =
∑
i6=0

αi ln(u)i ∈ L avec αi = ti−1 6= 0 pour tout

i non nul (pour t bien choisi dans K). Nous allons ensuite faire plusieurs récurrences à

partir de l’élément v =
∑
i6=0

vi ∈ L.

Tout d’abord, par hypothèses sur les poids de T , si h est la partie entière de p−2
2

, alors

v =
∑

i6=0,−h≤i≤h

vi. Montrons par récurrence que v(j) =
∑

i6=0,−h+j≤i≤h−j

k(i, j)vi ∈ L pour

certains k(i, j) ∈ K∗. Si j = 0, nous prenons v(0) = v. Puis, nous posons v(j+1) = tv(j)−
v(j) avec t une racine primitive (h− j)ème de l’unité (qui existe, car 0 ≤ h− j ≤ p− 1),

ce qui donnera bien k(i, j + 1) = (ti − 1)k(i, j) non nul si −h+ j + 1 ≤ i ≤ h− j − 1.

Puis, si j = h−1, nous obtenons k(1, h−1)v1 +k(−1, h−1)v−1 ∈ L. Si t ∈ Fp, nous

pouvons soit utiliser la structure de Fp-espace vectoriel pour dire que tk(1, h − 1)v1 +

tk(−1, h−1)v−1 ∈ L, soit utiliser l’action de T pour dire que tk(1, h−1)v1+t
−1k(−1, h−

1)v−1 ∈ L, ce qui donne en faisant la soustraction, (t − t−1)k(−1, h − 1)v−1 ∈ L.

Nous pouvons trouver t ∈ Fp tel que t − t−1 6= 0 (rappelons que p > 2), donc en

utilisant la dernière affirmation de la proposition (qui a été justifiée au tout début de

la démonstration), nous obtenons v−1 ∈ L, et de même v1 ∈ L.

A partir de là, comme v(h−2) ∈ L, v−1 ∈ L, et v1 ∈ L, nous obtenons k(2, h− 2)v2 +

k(−2, h−2)v−2 ∈ L. Nous itérons le processus ... De manière générale, à l’étape i quand

nous avons k(i, h−i)vi+k(−i, h−i)v−i ∈ L, pour en déduire que vi ∈ L et v−i ∈ L, nous

faisons de même que ci-dessus, c’est-à-dire qu’il faut trouver t ∈ Fp tel que ti− t−i 6= 0,

ce qui est possible car 0 ≤ i ≤ h ≤ p−2
2

.

En appliquant ceci à v =
∑
i6=0

αi ln(u)i, nous obtenons ln(u)i ∈ L pour tout i non

nul, mais comme ln(u) =
∑
i

ln(u)i ∈ L, en faisant la soustraction, nous obtenons aussi

ln(u)0 ∈ L, ce qui donne le lemme. �
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Remarque IV.2.20. Ce lemme nous explique que le groupe des unipotents d’un

Borel n’est pas loin d’être engendré exponentiellement : il suffit de savoir que la partie

ln(U1)0 est un K-espace vectoriel.

Revenons à la démonstration de la proposition : appliquons le lemme à u = uj,

l’un des unipotents U1. Par hypothèse, (uj − Id)(M
(j)
i ) ⊂ ⊕k<iM

(j)
k , donc ln(uj)0 = 0.

Par conséquent, le lemme nous permet d’affirmer que pour tout ξ, pour tout t ∈ K,

t ln(uj)ξ ∈ L. Donc le groupe engendré exponentiellement par les ln(uj)ξ est inclus

dans U1. Notons le U2. Il contient par définition les uj. Il est normalisé par T , car si

t ∈ T , t exp(ln(uj)ξ)t
−1 = exp(ξ(t) ln(uj)) ∈ U2 par définition. Donc c’est bien U1, par

l’hypothèse de minimalité dans la définition de U1. �

Corollaire IV.2.21. Le groupe UM(k) est engendré exponentiellement si M est un

objet de MF−h
k avec 0 ≤ h ≤ p−2

2
ou un objet de MF±h

k avec 0 ≤ h ≤ p−2
4

.

Démonstration. Nous prenons T = T(k), qui aura les poids dans le bon domaine

par hypothèse sur h. Pour les uj, il suffit de prendre exp(ln(uM)ξ) et leurs conjugués

par f e`
M (puisque GM est le plus petit groupe défini sur M fe`

M contenant uM et le tore T).
Puisque, si M = ⊕Mi est la graduation donnée par [Win84], nous avons (par définition

de uM) (uM−Id)(Mi) ⊂ ⊕j<iMj, nous pouvons appliquer la proposition précédente. �

IV.2.b.3. Groupes algébriques engendrés exponentiellement. Un groupe algébrique

réduit inclus dans un GLM est caractérisé par ses points sur un corps algébriquement

clos (c’est le théorème des zéros de Hilbert). Nous pouvons donc étendre le travail

précédent aux groupes algébriques réduits sur k (car k est algébriquement clos) :

Définition IV.2.22. Soit U1 un sous-groupe algébrique réduit de UM . U1 est dit

engendré exponentiellement si U1(k) l’est (pour la définition précédente). Cela revient

à dire que ln définit un isomorphisme de variété algébrique de U1 sur l’espace affine

de dimension dimk(ln(U1(k))), ou bien que si U1(k) est engendré exponentiellement par

S, alors U1 est le groupe algébrique engendré par les groupes à un-paramètre (exp(ts))t

pour s ∈ S.

Remarque IV.2.23. C’est une définition moins générale que celle qu’étudie Nori

dans [Nor87] (puisque nous ne considérons que des sous-groupes de UM), mais nous

avons ainsi des résultats plus précis.

Proposition IV.2.24. Avec cette définition, sous l’hypothèse p ≥ 2r + 1, UM et

(U ′
M)red (le groupe algébrique réduit associé à U ′

M) sont engendrés exponentiellement.

Démonstration. C’est une application directe des propositions IV.2.18 et IV.2.14

�

Deux remarques utiles sur les groupes engendrés exponentiellement :

Lemme IV.2.25. Si U1 est un groupe engendré exponentiellement, alors U1 est

connexe
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Démonstration. En effet, t 7→ exp(tx) a une image connexe, et il suffit d’appliquer

la proposition 2.2 de [Bor91]. �

Proposition IV.2.26. Si p ≥ r + 1 et U1 est engendré exponentiellement, alors

l’algèbre de Lie sur k, notée Lie(U1), associée à U1 est Lie(U1) = ln(U1(k)).

Démonstration. Nous savons déjà que sous ces conditions ln(U1(k)) est une k-

algèbre de Lie, et comme U1 est de dimension dimk ln(U1(k)), il suffit de montrer une

inclusion pour avoir l’égalité. Or pour tout x ∈ ln(U1(k)), le groupe à un-paramètre

t 7→ exp(tx) est inclus dans U1 (c’est une application du lemme IV.2.11 et du fait qu’un

groupe algébrique réduit est caractérisé par ses points sur un corps k algébriquement

clos). Donc Lie((exp(tx))t) ⊂ Lie(U1), donc x ∈ Lie(U1). �

IV.2.c. Etude de GM et G
′
M .

Théorème IV.2.27. Notons (G,G) le groupe dérivé d’un groupe G quelconque. Sup-

posons M objet de MF−h
k avec 0 ≤ h ≤ p−2

2
ou un objet de MF±h

k avec 0 ≤ h ≤ p−2
4

.

Alors, si p ≥ 2r + 1, nous avons (GM , GM) = ((G
′
M)red, (G

′
M)red), et c’est un groupe

connexe.

Démonstration. Notons durant cette démonstration, G := GM(k), U := UM(k),

G′ := (G
′
M)red(k) = G

′
M(k) et U ′ := (U ′

M)red(k) = U ′
M(k). Montrons ce théorème à

l’aide de deux lemmes :

Lemme IV.2.28. L’égalité pour les algèbres de Lie est vraie : [Lie(G), Lie(G)] =

[Lie(G′), Lie(G′)]

Remarque IV.2.29. Nous avons Lie(U ′) = ln(U ′) car U ′ est engendré exponentiel-

lement (cf. prop. IV.2.26), et (pour des raisons de dimensions), Lie(G) = Lie(U) ⊕
Lie(T ), Lie(G′) = Lie(U ′)⊕ Lie(T ).

Démonstration du lemme IV.2.28. Par définition, G ⊂ G′, ce qui se traduit

pour les algèbres de Lie par [Lie(G), Lie(G)] ⊂ [Lie(G′), Lie(G′)].

Comme U est engendré exponentiellement et U ⊂ UM , nous avons, par la propo-

sition IV.2.26, Lie(U) = ln(U). Or, [Lie(U), Lie(G)] ⊂ [Lie(G), Lie(G)] = W1, donc

ad(ln(u))(Lie(G)) ⊂ W1 pour tout u ∈ U . Donc (cf. lemme IV.2.17) Lie(G) et W1 sont

stables par Ad(U), et l’action sur Lie(G)/W1 est triviale.

De plus, les caractères du tore T sur M sont donnés par les ξ ∈ X qui interviennent

dans la décomposition M = ⊕Mξ. Rappelons que ξ est une application périodique de

Z dans Z. Dans le cas où M objet de MF−h
W avec 0 ≤ h ≤ p−2

2
, nous avons pour

tout i, 0 ≥ ξ(i) ≥ −h. Alors, les caractères de T agissant par conjugaison sur End(M)

sont donnés par les éléments ξ − η. Donc les caractères de Lie(T) étant donnés par

les ξ − η modulo p, ils définissent les mêmes espaces propres que ceux de T, car 0 ≤
h ≤ p−2

2
. Il se passe la même chose pour M objet de MF±h

k avec 0 ≤ h ≤ p−2
4

. Donc,

comme ad(Lie(T ))(Lie(G)) ⊂ W1, nous en déduisons que Ad(T)(Lie(G)) ⊂ Lie(G) et

Ad(T)(W1) ⊂ W1, donc Ad(T) agit sur Lie(G)/W1.
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Donc, en reliant les deux affirmations, nous obtenons que G agit sur Lie(G)/W1 (et

G stabilise Lie(G) et W ) et U agit trivialement (donc Lie(G)/W1 est un élémentaire).

Donc, par définition, G′ aussi, donc en particulier, Ad(U ′) stabilise Lie(G), W1 et

agit trivialement sur le quotient. Donc une application du lemme IV.2.17 nous donne

ad(ln(U ′))
(
Lie(G)

)
= [Lie(U ′), Lie(G)] ⊂ W1. Or, Lie(G′) = Lie(T) ⊕ Lie(U ′), donc

nous avons [Lie(G′), Lie(G)] ⊂ W1 = [Lie(G), Lie(G)]. En raisonnant de même,

en remplaçant Lie(G) par Lie(G′), nous déduisons bien que [Lie(G′), Lie(G′)] ⊂
[Lie(G), Lie(G)]. �

Lemme IV.2.30. Sous les mêmes conditions, [Lie(G), Lie(G)] = ln((G,G)(k)), et

[Lie(G′), Lie(G′)] = ln((G′, G′)(k))

Démonstration du lemme IV.2.30. Nous avons les inclusions suivantes :

[Lie(G), Lie(G)] ⊂ Lie
(
(G,G)

)
⊂ ln

(
(G,G)(k)

)
. La première inclusion est toujours

vraie (voir [Bor91] proposition 3.17), la seconde vient de ce que (G,G) ⊂ U , donc

ln
(
(G,G)(k)

)
existe, et il engendre un groupe exponentiellement qui l’admet comme

algèbre de Lie (cf. proposition IV.2.26), et qui contient (G,G). La même propriété est

vraie en remplaçant G par G′, U par U ′.

Or, du fait que U (ou U ′) est inclus dans UM , la formule de Campbell-Hausdorf est

vraie. Si t ∈ T(k) et u ∈ U(k), tut−1 ∈ U(k) (car U est distingué dans G), donc nous

pouvons appliquer la formule, et donc tut−1u−1 = exp(z), avec si X = t ln(u)t−1 et

Y = − ln(u), z = X + Y + Z avec Z ∈ [Lie(G), Lie(G)].

Montrons que X + Y ∈ [Lie(G), Lie(G)] : notons Lie(U)ξ l’espace propre associé

au caractère ξ pour l’action adjointe de T. Par la remarque faite au cours de la

démonstration du lemme précédent, c’est l’espace propre associé au caractère ξ̄ (la

réduction modulo p de ξ) pour l’action adjointe de Lie(T). Donc, nous avons l’inclusion

[Lie(T), Lie(U)] = ⊕ξ 6=0Lie(U)ξ ⊂ [Lie(G), Lie(G)]. Considérons u ∈ U tel que ln(u)

soit dans Lie(U)ξ, et un élément t ∈ T(k). Alors t ln(u)t−1 − ln(u) = (ξ(t) − 1) ln(u)

vaut 0 si ξ = 0, ou appartient à Lie(U)ξ sinon. Dans les deux cas, nous avons bien

X + Y ∈ [Lie(G), Lie(G)] (en décomposant composante par composante).

Par conséquent, nous obtenons tut−1u−1 = exp(z) avec z ∈ [Lie(G), Lie(G)]. Comme

T est un tore, il est abélien, donc pour tout t1, t2 ∈ T(k), t1t2t−1
1 t−2

2 = 0. Le fait que

ln(uvu−1v−1) ∈ [Lie(G), Lie(G)] est une application directe de la formule de Campbell-

Hausdorff qui nous donne même plus précisement ln(uvu−1v−1) ∈ [Lie(U), Lie(U)].

Donc nous en déduisons l’inclusion ln
(
(G,G)(k)

)
⊂ [Lie(G), Lie(G)]. (Bien sur, le

même résultat est vrai en remplaçant G par G′, U par U ′). �

En regroupant tout ceci, nous avons donc montré que (G,G) (respectivement

(G′, G′)) est engendré exponentiellement, son algèbre de Lie étant [Lie(G), Lie(G)]

(respectivement [Lie(G′), Lie(G′)]. Or [Lie(G), Lie(G)] = [Lie(G′), Lie(G′)], donc

ln
(
(G,G)(k)

)
= ln

(
(G′, G′)(k)

)
, donc (G,G)(k) = (G′, G′)(k), ce qui montre le

théorème (car k est algébriquement clos et GM et (G
′
M)red sont réduits). �
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Corollaire IV.2.31. Tout élément t′ de (G
′
M)red semi-simple est élément de GM .

Par conséquent, si T ′ est un tore de G
′
M , nous avons l’inclusion T ′ ⊂ GM .

Démonstration. En effet, (G
′
M)red étant connexe et résoluble avec T comme tore

maximal (les autres lui sont conjugués), appliquons le théorème 10.6 de [Bor91], pour

obtenir existence d’un t ∈ T et g ∈ G
′
M tel que t′ = gtg−1. Alors gtg−1t−1 = u ∈

((G
′
M)red, (G

′
M)red) = (GM , GM), donc u ∈ GM , et t′ = ut ∈ GM . �

De la même façon, nous pouvons montrer :

Proposition IV.2.32. Sous les hypothèses précédentes, le groupe (GV , GV ) est égal

au groupe ((G
′
V )red, (G

′
V )red), et c’est un groupe engendré exponentiellement. De plus,

tout tore de G
′
V est inclus dans GV .

Proposition IV.2.33. Sous les hypothèses précédentes, nous avons l’égalité

(GM , GM) = UM .

Démonstration. En effet, par le théorème 5.6 de [Bor91], il existe une immersion

fermée de GM/(GM , GM) dans GLN pour un N ∈ Tan(M), dont l’image est abélienne,

et égale à GN . Donc, par la description donnée à la proposition IV.2.1, GN est sans

unipotent (puisque la commutativité implique uN = Id). Donc UM ⊂ (GM , GM). �

Proposition IV.2.34. Sous les hypothèses précédentes, nous avons l’égalité

(GV , GV ) = UV si 0 ≤ h ≤ p− 3.

Démonstration. Nous avons montré que (GV , GV ) est engendré exponentielle-

ment. Si l’image de Galois (dans V ) a comme groupe dérivé ses unipotents, alors comme

(GV , GV ) est engendré exponentiellement, et contient les unipotents de l’image de Ga-

lois (c’est-à-dire l’image de l’inertie sauvage), nous aurons UV ⊂ (GV , GV ). L’inclusion

réciproque étant immédiate, nous aurons bien montré la proposition.

Montrons donc que l’image de Galois (dans V ) a comme groupe dérivé ses unipo-

tents. Or cela provient du théorème de Fontaine dans [Fon93] :

Théorème (Fontaine). Soit U une représentation Zp-adique de ΓK qui est cristal-

line, à poids de Hodge-Tate dans [[0, h]], avec 0 ≤ h ≤ p − 2. Notons V la réduction

modulo p de U , H le noyau de l’action de ΓK sur V , et L = KH
. Si enfin v0 désigne la

valuation de L normalisée par v0(p) = 1 et DL/K la différente de l’extension L/K, alors

v0(DL/K) ≤ 1 +
h

p− 1

Le V considéré ici est V = Vcris(M).

Supposons alors qu’il existe un élément unipotent de Gal(L/K) = ΓK/H qui ne soit

pas dans le groupe dérivé. Alors, il induit dans J = Gal(L/K)/(Gal(L/K),Gal(L/K))

un sous-groupe d’ordre une puissance de p, donc il existe un élément de J d’ordre p

(qui engendre un groupe cyclique distingué car J est abélien). Par conséquent, il existe



IV.2. TORE DE L’INERTIE MODÉRÉE 73

M/K extension cyclique de degré p (donc sauvagement ramifié car K a un corps résiduel

algébriquement clos) avec M ⊂ L. De plus, comme DL/K = DL/MDM/K, nous obtenons

v0(DM/K) ≤ v0(DL/K) ≤ 1 + h
p−1

.

M/K est totalement ramifiée, donc si π ∈ M est une uniformisante (c’est-à-dire

v0(π) = 1
p
), OM = OK[π] (cf. I 6 théorème 1 de [CF86]), et si f est le polynôme

minimal de π sur K, alors DM/K = f ′(π)OK (cf. I 4 proposition 6 de [CF86]), donc

v0(DM/K) = v0(f
′(π)) = v0

( ∏
σ∈Gal(M/K)\{Id}

(σ(π) − π)
)

=
(i+ 1)(p− 1)

p
où i ≥ 1 est le

nombre de ramification de l’extension M/K (il y a un seul nombre de ramification car

l’extension est cyclique, et il est supérieur ou égal à 1 car l’extension est sauvagement

ramifiée).

Nous obtenons donc h ≥ ip2−(2i+1)p+i+1
p

. Si 0 ≤ h ≤ p− 3 et i ≥ 1, cette inégalité est

impossible, ce qui conduit à une contradiction. Ceci montre donc bien que l’image de

Galois (dans V ) a comme groupe dérivé ses unipotents, ce qui conclut la proposition. �

IV.2.d. Relation entre T et Tmr modulo p. Soit M̃ un objet de MF−h
W avec

0 ≤ h ≤ p−2
2

ou de MF±h
W avec 0 ≤ h ≤ p−2

4
, et notons M sa réduction modulo p et

n = dimk(M). Soit r+1 la plus petite longueur d’une filtration de M dont les quotients

sont des modules élémentaires.

Théorème IV.2.35. Supposons p ≥ 2r+1. Alors il existe hM : Ṽcris(M̃)⊗Fp k →M

un isomorphisme de k-espaces vectoriels tel que

– hMρmr(t) = ρ
MF

(t)hM pour t ∈ (k ⊗Fp Fps)∗ ;

– hM identifie GM ×Fp k et GV ×Fp k ;

– pour tout sous-objet L dans MFW, facteur direct (comme W -module) de⊕
0≤i≤k

(M̃ ⊕ · · · ⊕ M̃︸ ︷︷ ︸
n fois

)⊗i, l’isomorphisme hM induit une bijection de
(
Vcris,p(DL)∩⊕

0≤i≤k

(Ṽcris(M̃)⊕ · · · ⊕ Ṽcris(M̃)︸ ︷︷ ︸
n fois

)⊗i
)
⊗Zp k sur L⊗W k.

Démonstration. Soit fM la bijection donnée par le théorème III.5.6

fM : Ṽcris(M)⊗Fp OEnr/p→M ⊗k OEnr/p

Elle envoie G
′
V (OEnr/p) sur G

′
M(OEnr/p) par définition de ces groupes, combiné à la

proposition III.6.5, et car suite aux conditions imposées sur h, EndM est un objet de

MF±k
k avec 0 ≤ k ≤ p−2

2
. Donc, à l’aide des théorèmes précédents (nous remarquerons

que pour G un schéma en groupe, si F est un corps, G(F ) = Gred(F )), nous pouvons voir

que UV (OEnr/p) = (G
′
V , G

′
V )(OEnr/p) est envoyé sur (G

′
M , G

′
M)(OEnr/p) = UM(OEnr/p).

Alors, elle envoie GV (OEnr/p) sur GM(OEnr/p), car ces groupes contiennent tous les

éléments semi-simples (de G
′
M(OEnr/p) ou de G

′
V (OEnr/p) respectivement).

Donc, il existe g ∈ GM(OEnr/p) tel que g T g−1 est envoyé sur Tmr. Si g = u1t1
avec u1 ∈ UM(OEnr/p) et t1 ∈ T(OEnr/p), alors u1 T u−1

1 est envoyé sur Tmr. Comme u1
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agit via l’identité sur les élémentaires M [i]/M [i − 1], pour tout t ∈ (OEnr/p ⊗Fp Fps)∗,

u1ρMF
u−1

1 (t) agit comme ρmr(t) sur M [i]/M [i− 1]. Par les propriétés de fonctorialité, la

remarque III.5.7 et la proposition III.6.5, u1ρMF
u−1

1 (t) est envoyé par fM sur un élément

qui agit comme ρmr(t) sur Ṽcris(M)[i]/ Ṽcris(M [i − 1]), donc u1ρMF
u−1

1 (t) est envoyé

sur ρmr(t).

Considérons alors le schéma X défini sur k par : pour toute k-algèbre R, X(R) est

l’ensemble des θ : Ṽcris(M)⊗Fp R 'M ⊗k R isomorphismes de R-modules tels que

– ∀t ∈ (R⊗Fp Fps)∗, θρmr(t)θ
−1 = ρ

MF
(t) ;

– si L est un sous-objet dans MFW, facteur direct (comme W -module)

de
⊕

0≤i≤k

(M̃ ⊕ · · · ⊕ M̃︸ ︷︷ ︸
n fois

)⊗i, alors θ induit une bijection de
(
Vcris,p(DL) ∩⊕

0≤i≤k

(Ṽcris(M̃)⊕ · · · ⊕ Ṽcris(M̃)︸ ︷︷ ︸
n fois

)⊗i
)
⊗Zp R sur L⊗W R ;

– θ envoie GV (R) bijectivement sur GM(R).

Alors X est un sous-k-schéma de Isomk(Ṽcris(M) ⊗Fp k,M) (les k-isomorphismes

de Ṽcris(M) ⊗Fp k sur M), il est non vide car fM ◦ u1 ∈ X(OEnr/p). Donc, k étant

algébriquement clos, X(k) est non vide. �

Remarque IV.2.36. Nous aurions pu considérer X′ défini de la manière suivant :

notons pour N élémentaire, gN : Ṽcris(N) ⊗Fp k → N l’application gN(x(ξ)ej
ξ) = ej

ξ.

Alors, X′(R) est l’ensemble des θ : Ṽcris(M)⊗Fp R 'M ⊗k R tels que

– si N est un sous-objet de M , alors θ(Ṽcris(N)⊗Fp R) = N ⊗k R ;

– si N est un sous-objet de End(M), alors θ ⊗ tθ−1(Ṽcris(N)⊗Fp R) = N ⊗k R ;

– si N1 ⊂ N2 sont deux sous-objets de M tels que N2/N1 est élémentaire, alors θ

restreint à N2/N1 est égal à gN2/N1 ⊗k R ;

– si N1 ⊂ N2 sont deux sous-objets de End(M) tels que N2/N1 est élémentaire, alors

θ ⊗ tθ−1 restreint à N2/N1 est égal à gN2/N1 ⊗k R ;

– si L est un sous-objet dans MFW, facteur direct (comme W -module)

de
⊕

0≤i≤k

(M̃ ⊕ · · · ⊕ M̃︸ ︷︷ ︸
n fois

)⊗i, alors θ induit une bijection de
(
Vcris,p(DL) ∩⊕

0≤i≤k

(Ṽcris(M̃)⊕ · · · ⊕ Ṽcris(M̃)︸ ︷︷ ︸
n fois

)⊗i
)
⊗Zp R sur L⊗W R.

X′ est relié à X par l’équivalence suivante : θ ∈ X′(R) si et seulement s’il existe g ∈
GM(R) tel que g ◦ θ ∈ X(R).

IV.2.e. Relation entre T et Tmr. Reprenons le cadre (et les notations) du pa-

ragraphe IV.1.b : soit G un groupe lisse sur Zp, et ρ une représentation cristalline de

G dans GLVcris(M̃) où M̃ est un objet de MF−h
W avec 0 ≤ h ≤ p−2

2
ou de MF±h

W avec

0 ≤ h ≤ p−2
4

et si r est la plus petite longueur d’une filtration de M dont les quotients

sont des modules élémentaires, p ≥ 2r − 1. Le torseur Isom est un W -schéma lisse, et

hM ∈ Isom(k). Donc, par le lemme de Hensel (cf. théorème 18.5.11 b de EGA IV), il
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existe une bijection h̃ : U ⊗Zp W → M̃ qui identifie le groupe G à un groupe G qui

contient GM̃ , donc en particulier T ; et la réduction de h̃ modulo p vaut hM .

Modulo p, hM identifie ρ
MF

et ρmr , donc si τ est un générateur de l’inertie modérée

Imr, si t ∈ Z∗
ps est tel que ρmr(t) = ρ(τ), alors hMρMF

(t)h−1
M = ρ(τ) modulo p, et (h̃−1(T)

étant conjugué à Tmr dans GLVcris(M̃) car ils ont mêmes caractères, et mêmes dimension

d’espaces propres) ρ
MF

(t) engendre dans GLM̃ un groupe isomorphe à celui de l’image

de l’inertie modéré.

Considérons un élément x ∈ h̃−1 T h̃ tel que x = ρ(τ) modulo p. Il existe alors

g ∈ G(W ) avec g−1xg = ρ(τ) et g = Id modulo p (c’est le lemme IV.2.37). Alors,

h̃g est un relèvement possible de hM tel que ρ(τ) ∈ (h̃g)−1 T h̃g. Donc, (h̃g)−1 T h̃g est

un tore qui contient l’image de l’inertie modérée (donc commute à Tmr), qui est égal

à Tmr modulo p, et qui a les mêmes caractères (qui sont déterminés sur k à cause des

conditions sur h), donc (h̃g)−1 T h̃g = Tmr. Et comme hg modulo p vaut hM , nous avons

(h̃g)−1ρ
MF
h̃g = ρmr modulo p, donc (h̃g)−1ρ

MF
h̃g = ρmr .

Lemme IV.2.37. Soit H un groupe de type multiplicatif sur W , G un groupe lisse

sur W (sous-groupe de GLU pour un W -module libre de type fini U), et u, v : H → G

deux morphismes de groupes tels que u ×W k = v ×W k. Alors, il existe g ∈ G(W ) tel

que v = gug−1 et g = Id modulo p.

Démonstration. L’existence d’un gn ∈ G(W/pn) tel que gn(u ×W W/pn)g−1
n =

(v×W W/pn) et gn = Id modulo p provient du corollaire 3.3 de SGA 3 II Exposé IX. Et

plus exactement, en utilisant ce corollaire, pour tout gn qui vérifie gn ∈ G(W/pn) tel que

gn(u×W W/pn)g−1
n = (v ×W W/pn), il existe un gn+1 ∈ G(W/pn+1) tel que gn+1(u×W

W/pn+1)g−1
n+1 = (v ×W W/pn+1) et gn+1 = gn modulo pn. Si Yn := {gn ∈ G(W/pn) tel

que gn(u×W W/pn)g−1
n = (v ×W W/pn) et gn = Id modulo p}, et Y1 := {Id}, alors les

Yn (avec les applications de restrictions modulo pn) forment un système projectif. Nous

venons de montrer que chaque Yn est non vide, donc la limite projective est non vide.

Soit g ∈ lim←−n∈N Yn, alors g ∈ G(W ) (car si I est l’idéal qui définit G sur W , I ⊗W W/pn

est l’idéal définissant G sur W/pn, par conséquent pour tout f ∈ I, pour tout n ∈ N∗,

f(g) = f(gn) = 0 modulo pn, donc f(g) = 0), g = Id modulo p et v = gug−1 modulo pn

pour tout n. �

Nous venons donc de montrer :

Théorème IV.2.38. Soit ρ : ΓK → G(Zp) une représentation cristalline à valeurs

dans les point sur Zp de G, groupe algébrique lisse défini sur Zp. Soit U un Zp-module

libre de rang n, et α : G → GLU une représentation qui soit une immersion fermée.

Supposons p ≥ 2r + 1 où r + 1 est le nombre de modules élémentaires intervenant

dans une suite de composition de V/p. Supposons que l’une des conditions suivantes est

vérifiée :

– la représentation cristalline induite par α sur U est à poids de Hodge-Tate dans

[[0, h]] avec 0 ≤ h ≤ p−2
2

, et α induit une immersion fermée de G dans EndU
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– la représentation cristalline induite par α sur U est à poids de Hodge-Tate dans

[[−h, h]] avec 0 ≤ h ≤ p−2
4

, et α induit une immersion fermée de G dans EndU

– la représentation cristalline induite par α sur U est à poids de Hodge-Tate dans

[[0, h]] avec 0 ≤ h ≤ p−2
4

– la représentation cristalline induite par α sur U est à poids de Hodge-Tate dans

[[−h, h]] avec 0 ≤ h ≤ p−2
8

Alors, Tmr ⊂ G et il existe un isomorphisme h : U ⊗Zp W → D̃cris(U) qui identifie le

groupe G à un groupe G (dont la description est donné au théorème IV.1.7) contenant

T, tel que h−1ρ
MF
h = ρmr (donc en particulier identifie T à Tmr).

Remarque IV.2.39. La condition p ≥ 2r + 1 est vérifiée dès que p ≥ 2n − 1 =

2 rgZp
U − 1.

Mais ce théorème peut s’appliquer de la manière suivante : considérons ρ : ΓK →
GLV une représenation cristalline de ΓK dans un Qp espace-vectoriel de dimension

inférieure à p
2
. Supposons que les poids de Hodge-Tate soient dans [[−h, h]] avec 0 ≤ h ≤

p−2
8

ou dans [[0, h]] avec 0 ≤ h ≤ p−2
4

, alors (cf [Fon79b], proposition 3.8.4) l’adhérence

de Zariski (dans GLV ) H de l’image de ρ est connexe. Supposons la représentation semi-

simple (sinon, considérons sa semi-simplifiée), alors H est réductif. Donc, en appliquant

les résultats cités dans [Tit79] (paragraphe 3.2 et 3.4.1), il existe un groupe algébrique

lisse G défini sur Zp, tel que Im(ρ) ⊂ G(Zp), et dont la fibre générique est H. Le

théorème précédent s’applique alors, et nous donne l’inclusion Tmr ⊂ H.

De manière générale, nous avons la suite exacte courte scindée (cf. un résultat de

G.D. Mostow, car la caractéristique du corps de base Qp est nulle) :

0 // Ru(H) // H
Π

// Hred
// 0

où Hred est un groupe réductif, qui est égal à l’adhérence de Zariski de l’image de la

représentation semi-simplifiée associée, et Ru(H) est le radical unipotent de H. De plus,

toutes les sections sont conjuguées.

Alors, le tore Tmr est inclus dans Hred, de part les remarques précédentes, et en

considérant son image par une section s : Hred → H, nous obtenons un tore T = s(Tmr),

qui se réduit sur Tmr. Quitte à conjuguer la section, nous pouvons supposer que l’image

de l’inertie modérée est incluse dans T (en effet, soit K le groupe engendré par T et

Ru(H) (c’est-à-dire K = T n Ru(H)) ; alors l’image de l’inertie modérée est dans K,

car K = Π−1(Tmr), donc il existe un élément de T qui est conjugué (par g ∈ K) à

l’image d’un générateur de l’inertie modérée (cf. théorème 10.6(5) de [Bor91]) ; or, T

étant abélien, nous pouvons supposer g ∈ Ru(H), et considérer alors la section gsg−1).

Nous voulons montrer que T est en fait Tmr, or il suffit de remarquer qu’il a les mêmes

espaces propres que ceux de l’image d’un générateur de l’inertie modérée, associés aux

bons caractères, et ceci se voit sur le semi-simplifié. Nous avons donc montré le théorème

suivant :
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Théorème IV.2.40. Considérons une représentation cristalline de ΓK dans un Qp-

espace-vectoriel de dimension n avec p ≥ 2n− 1, et supposons que les poids de Hodge-

Tate soient dans [[0, h]] avec 0 ≤ h ≤ p−2
4

ou dans [[−h, h]] avec 0 ≤ h ≤ p−2
8

. Alors le

tore Tmr est inclus dans l’adhérence sur Qp de Zariski de l’image de la représentation.

IV.2.f. Groupe à un paramètre de Hodge-Tate. Le tore Tmr est l’image du

tore restriction des scalaires, qui se scinde en
∏

τ∈Gal(Qps/Qp)

τGm sur Qnr
p . Notons f le

groupe à un paramètre correspondant à l’image de la composante indexée sur l’identité.

Théorème IV.2.41. Considérons V une représentation cristalline de ΓK dans un

Qp-espace-vectoriel de dimension n avec p ≥ 2n − 1, et supposons que les poids de

Hodge-Tate soient dans [[0, h]] avec 0 ≤ h ≤ p−2
4

ou dans [[−h, h]] avec 0 ≤ h ≤ p−2
8

.

Alors le groupe à un paramètre de Hodge-Tate est conjugué à f dans H, l’adhérence sur

Qp de Zariski de l’image de la représentation.

Démonstration. Montrons le théorème dans le cas où V est semi-simple : dans ce

cas, H est un groupe réductif, donc si U est un réseau stable pour la représentation, en

appliquant les résultats de [Tit79], il existe un groupe algébrique lisse G défini sur Zp,

tel que l’image de la représentation soit incluse dans G(Zp), et dont la fibre générique est

H. Le théorème IV.2.38 s’applique donc, et il existe alors une application fU : U⊗ZpW →
D̃cris(U) qui est dans le torseur Isom (cf. la démonstration du théorème IV.1.7 dans le

paragraphe IV.1.b pour la définition de Isom). Considérons alors l’application hV défini

de la sorte : notons N = Dcris,p(V ), Gri(N) = Fili(N)/Fili+1(N). Alors, puisque V est

cristalline, elle est de DeRham et de Hodge-Tate, et nous avons donc un isomorphisme

naturel Gri(N)→ (V ⊗Qp C(i))ΓK . Pour obtenir une application N → ⊕iGr
i(N), il faut

se choisir un scindage de la filtration. En considérant le scindage donné dans [Win84]

en N = ⊕Ni, scindage fonctoriel, nous obtenons une application

hV : N ⊗K C→ (⊕iGr
i(N))⊗K C→ (⊕i(V ⊗Qp C(i))ΓK)⊗Qp C→ V ⊗Qp C

qui est fonctorielle.

L’application hV ainsi défini appartient donc à Isom(C) qui est un G-espace ho-

mogène, donc il existe g ∈ G(C) = H(C) tel que hV = g ◦ f−1
U . Or, en notant fHT le

groupe à un paramètre de Hodge-Tate et fgrad le groupe à un paramètre associé à la

graduation N = ⊕Ni (c’est-à-dire le groupe à un paramètre correspondant à l’image

de la composante indexée sur l’identité par la représentation définissant T), nous avons

hV ◦fgrad = fHT ◦hV , et donc, comme f−1
U ◦fgrad = f ◦ f−1

U , nous obtenons fHT = gfg−1,

ce qui donne le résultat dans le cas d’une représentation semi-simple.

Pour le cas général, si Π : H → Hred est la projection canonique, il suffit de remar-

quer que si T1 et T2 sont deux tores d’un groupe algébrique H tels que l’image par Π de

T1 est conjugué à l’image de T2 dans Hred, alors T1 et T2 sont conjugués : en effet, il suffit

de relever l’élément qui conjugue pour se ramener au cas où T1 et T2 ont même image T ,

mais alors ce sont deux tores maximaux de Π−1(T ) (qui est un groupe réductif), donc

sont conjugués (cf. théorème 11.10 [Bor91]). �





CHAPITRE V

Annexe

V.1. Image de l’inertie modérée

Soit ρ : ΓK → GL(V ) une représentation continue de ΓK dans un Qp-espace vectoriel

de dimension fini. Choisissons une base de V .

Lemme V.1.1. Il existe un Zp-réseau stable par la représentation ρ.

Démonstration. L’image Im(ρ) est un compact comme image directe par une

application continue d’un compact. Soit H = {g ∈ Im(ρ)|g(Zd
p) = Zd

p}, c’est un sous-

groupe de Im(ρ), ouvert car ∀g ∈ H, [g + pMn(Zp)] ∩H ⊂ H (car g ∈ GLh(Zp), et le

déterminant ne change pas modulo p), non vide (Id ∈ H). Un sous-groupe ouvert d’un

groupe compact est d’indice fini, donc Im(ρ)/H est fini (il y a un nombre fini de classes

d’équivalence). Soit g1, · · · , gk un système de représentants de Im(ρ)/H, alors
k∑

i=1

gi(Zd
p)

est un réseau (car la somme est finie) stable par Im(ρ). �

Supposons donc que Im(ρ) ⊂ GLd(Zp). Rappelons que nous nous somme fixé un

relèvement η de l’inertie modéré, ce qui nous permet de considérer ρ′ = ρ ◦ η, une

représentation continue de l’inertie modérée. Soit γ ∈ ΓK, montrons alors le lemme

suivant :

Lemme V.1.2. Il existe un unique couple de matrices (gp, g
(p)) qui vérifient : ρ(γ) =

gpg
(p), gpg

(p) = g(p)gp, g
(p) est semi-simple d’ordre fini premier à p, et gp est pro-

unipotent (au sens où pour tout n, gp modulo pn est d’ordre une puissance de p). De

plus, l’ordre de g(p) est l’ordre de sa réduction modulo p.

Démonstration. Soit g = ρ(γ). Regardons modulo p : GLd(Fp) est un groupe

fini, donc ḡ (la réduction modulo p de g) est d’ordre fini npβ, avec n premier à p. Par

le lemme de Bezout, il existe (a, b) ∈ Z2 tels que apβ + bn = 1. Posons ḡ(p) = ḡapβ
et

ḡp = ḡbn, ils vérifient les conditions du lemme modulo p. L’unicité provient de ce qu’ils

commutent et sont d’ordre l’un une puissance de p, l’autre un entier premier à p. Le

lemme de Bezout nous donne que a et n sont premiers entre eux, donc l’ordre de ḡ(p)

est bien n.

Puis passons modulo p2 : GLd(Z/p2Z) est fini, donc tout élément est d’ordre fini.

Soit f ∈ GLd(Z/p2Z) tel que f modulo p vaut ḡ (donc l’ordre de ḡ divise celui de

f). Alors, nous avons l’existence d’un f ′ ∈ Md(Z/p2Z) tel que fnpβ
= 1 + pf ′. Donc

(fnpβ
)p = (1 + pf ′)p = 1 + p2f” = 1 par le binôme de Pascal (et car p|C1

p), ce qui

79
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implique que l’ordre de f divise npβ+1 et est divisé par l’ordre de ḡ, npβ, donc l’ordre de

f vaut npβ ou npβ+1. Refaisons comme avant, à l’aide du lemme de Bezout ... l’unicité

va donner que f̄ (p) = ḡ(p) et que f (p) a le même ordre que g(p) (car l’ordre de f a la

même partie première à p), et que f̄p = ḡp.

Itérons ce procédé modulo pn pour tout n, et passons à la limite projective, pour

terminer la démonstration du lemme. �

Maintenant, revenons au cas où g est l’image d’un élément de l’inertie modérée.

Comme tout quotient fini de l’inertie modérée est d’ordre premier à p, dans la construc-

tion de la démonstration du lemme, il ne reste que la partie d’ordre premier à p, et donc

g = g(p), donc est d’ordre fini (égal à l’ordre de la réduction modulo p, et premier à p).

Remarque V.1.3. La même démonstration reste valable dans le cas d’une

représentation à valeurs dans GLm(Zpn) (ce n’est d’ailleurs qu’un cas particulier).

Donc dans ce cas là, l’image de l’inertie modérée est encore diagonalisable.



V.2. RAPPELS SUR LES PÉRIODES DES LUBIN-TATE 81

V.2. Rappels sur les périodes des Lubin-Tate

Montrons que l(ûn) existe dans BdR :

Par définition, nous avons θ(ûn) = un, donc vp(θ(ûn)) > 0. Donc il existe r ∈ N avec

p|θ(ûn)r dans OK̄, donc il existe y ∈ W (R) tel que ûr
n− py = z ∈ W (R)∩Ker θ. Posons

qs = ar + b avec 0 ≤ b < r. Alors ûqs

n

ps existe dans BdR, et :

ûqs

n

ps
= ûb

n

a∑
i=0

(a
i )
piza−i

ps
yi

De plus, a = a(s) tend vers l’infini si s tend vers l’infini, car pour s assez grand,

qs > (4s + 1)r > 4sr + b(s), donc a(s) > 4s (donc i > 2s ou a − i > 2s, donc
piza−i

ps ∈ psW (R) ou bien piza−i

ps ∈ zsAcris). Alors, pour de tels s,

m∑
s=s1

ûqs

n

ps
=

[ m∑
s=s1

ûb(s)
n

2s−1∑
i=0

(a
i )
piza−i

ps
yi

]
+

[ m∑
s=s1

ûb(s)
n

a(s)∑
i=2s

(a
i )
piza−i

ps
yi

]
La première somme est un élément de zs1Acris, la deuxième somme est un élément de

ps1W (R). Vu la topologie de B+
dR (qui est alors complet), la série converge dans B+

dR (au

moins elle part de s1 suffisament grand, et sinon, en partant de zéro, nous sommes sûr

de la convergence dans BdR).

En fait, nous venons de montrer la convergence de la série l sur les éléments X de

W (R) avec vp(θ(X)) > 0.

Montrons que pnl(ûn) ∈ Acris :

Lemme V.2.1. Soit u ∈ Ker θ ∩W (R), alors ∀n ∈ N, nous avons upn

pn ∈ Acris, et si

n > 1, upn

pn ∈ pAcris.

Démonstration. Comme Ker θ∩W (R) est principal, ramenons-nous à u = [x]−p
où x ∈ R est tel que x(0) = p (donc u est un générateur de Ker θ ∩W (R)). Regardons

l’égalité upn

pn =
∑

i+j=pn

[x]i

i!
(pn−1)!

j!
pj. Si j 6= pn et j 6= 0, (pn−1)!

j!
est un entier, [x]i

i!
est dans

Acris par définition, donc cette partie là de la somme est bien un multiple de p dans Acris.

Si j = pn, il y a juste le terme ppn−n, donc comme pn ≥ n+1, c’est toujours un multiple

de p. Si j = 0, [x]p
n

pn!
est toujours dans Acris, et il reste (pn − 1)!, qui est un multiple de

p si n > 1. Si n = 1, nous avons juste up = [x]p modulo p, or [x]p

p!
= [x]p

p
1

(p−1)!
∈ Acris, or

(p− 1)! est inversible dans Zp, donc up

p
∈ Acris. �

Lemme V.2.2. Si x et y ∈ Acris sont tels que y−x ∈ W (R)∩Ker θ, alors l(y)−l(x) ∈
Acris

Démonstration. En effet,en écrivant le développement de Taylor, nous obtenons

l(y)− l(x) =
∑
k≥1

lk(y)
(k−1)!

(x−y)k

k
, et le lemme V.2.1 permet de conclure. �
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Alors, comme θ([p]ûn+1) = un, nous avons y = [p]ûn+1 et x = ûn qui vérifient les

hypoythèses du lemme V.2.2, donc pl(ûn+1) − l(ûn) = l([p]ûn+1) − l(ûn) ∈ Acris. Donc

pn+1l(ûn+1)− pnl(ûn) ∈ pnAcris. En prenant û0 = 0, et en sommant, nous obtenons que

pnl(ûn) ∈ Acris.

Montrons que (pnl(ûn)) converge dans Acris vers une limite indépendante

du relèvement ûn choisit :

Comme Acris est complet pour la topologie p-adique et pn+1l(ûn+1) − pnl(ûn) ∈
pnAcris, la suite pnl(ûn) ∈ Acris converge dans Acris. Cette limite Ω(u) est indépendant

du relèvement de un choisit : si û′n est un autre relèvement de un, alors pnl(û′n)

converge vers un Ω′(u), or, en considérant pour tout n0 le relèvement û′′n = ûn si

n ≤ n0, û
′′
n = û′n si n > n0, grâce au calcul précédent appliqué à (ûn) puis à (û′′n), nous

obtenons pn0+1l(ûn0+1) − pn0l(ûn0) ∈ pn0Acris et pn0+1l(û′′n0+1) − pn0l(û′′n0
) ∈ pn0Acris,

donc, vu les définitions, pn0+1l(ûn0+1) − pn0+1l(û′n0+1) ∈ pn0Acris, et ceci pour tout

n0. Par conséquent, nous avons bien (car Acris est séparé pour la topologie p-adique)

Ω(u) = Ω′(u).

Etude des Φj(Ω(u)) :

Comme Ω(u) ne dépend pas du relèvement (ûn) choisi, prenons xn ∈ R avec x
(0)
n = un

et ûn = [xn] le relèvement de Teichmüller de xn dans W (R), ainsi, Φ(ûn) = ûp
n. Comme

Φ est continue, nous obtenons Φ(Ω(u)) = limn p
nl(ûp

n) = limn([pn](ûp
n)). Or, comme

[p] ∈ Zp[[X]], et que ∀α ∈ Zp, α
p = α modulo p, nous avons [pn](ûp

n) = ([pn](ûn))p

modulo p. Or θ(ûn) = 0, donc par définition de Acris, nous avons ûp
n

p
∈ Acris. En

définitive, [pn](ûp
n)

p
est dans Acris. Alors l(ûp

n) est dans pAcris, et donc Φ(Ω(u)) ∈ pAcris.

Ceci donne en particulier que Φj(Ω(u)) ∈ pAcris pour tout j > 0.

Du fait que Φ(ûn) = ûp
n et que Φ est continu, nous déduisons Φh(Ω(u)) = pΩ(u).

Etude de l’action de Galois sur Φj(Ω(u)) :

Comme l ∈ Qp[[X]], et que l’action de ΓK sur BdR est continue, nous avons

g(Ω(u)) = limn p
nl(g(ûn)) = Ω(g(u)) car g(ûn) est un relèvement de g(un). Or,

d’après les résultats de [LT65], g(u) = [Xh(g)]u, or comme l([a](X)) = al(X) pour

tout a de Zph , nous obtenons Ω(g(u)) = Xh(g)Ω(u). Alors, nous avons l’égalité

g
(
Φj(Ω(u))

)
= σj(Xh(g))Φ

j(Ω(u)) (car l’action du groupe de Galois commute à l’action

du Frobenius). En se souvenant que (Xh étant à valeurs dans Z∗
ph)

h−1∏
i=0

σi(Xh(g)) = NQ
ph/Qp(Xh(g)) = X (g)
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(N est la norme et X est le caractère cyclotomique), nous obtenons

h−1∏
i=0

Φi(Ω(u))

t
∈ BΓK

cris.

Comme BΓK
cris = K,

h−1∏
i=0

Φi(Ω(u))

ph−1 ∈ Acris et t
p
/∈ Acris, nous avons

h−1∏
i=0

Φi(Ω(u)) ∈ ph−1Wt.

En particulier, Ω(u) /∈ Fil2Acris, car θ est injective sur W . Or, θ est un morphisme

d’anneaux continu, donc θ(Ω(u)) = limn l(θ([p
n]ûn)) = 0, et donc Ω(u) ∈ Fil1 Acris et

Φj(Ω(u)) /∈ Fil1 Acris pour 1 ≤ j ≤ h − 1 (une autre façon de le dire : ν ′(Ω(u)) = 1 et

ν ′(Φj(Ω(u))) = 0 pour 1 ≤ j ≤ h− 1).

Donc nous avons aussi

h−1∏
i=0

Φi(Ω(u))

t
∈ Fil0 Bcris, et comme Φ(

h−1∏
i=0

Φi(Ω(u))) =

p
h−1∏
i=0

Φi(Ω(u)), nous en déduisons

h−1∏
i=0

Φi(Ω(u))

t
∈ Fil0 BΦ

cris = Qp. Donc

h−1∏
i=0

Φi(Ω(u)) ∈ ph−1Zpt

Montrons que
h−1∏
i=0

Φi(Ω(u)) ∈ ph−1Z∗
pt pour u générateur de Tp(G) :

En effet, supposons que px′ = Ω(u)
h−1∏
i=1

Φi(Ω(u))
p

avec x′ ∈ Acris. Nous avons alors

x′ ∈ Fil1Acris (par définition de la filtration) et θ(x) ∈ OC (en effet : x′ s’écrit sous la

forme x′ =
+∞∑
n=0

an
zn

n!
avec z un générateur (fixé) de Ker(θ) dans W (R), et les an ∈ W (R)

qui tendent p-adiquement vers 0 ; comme x′ ∈ Fil1Acris et
+∞∑
n=1

an
zn

n!
∈ Fil1Acris, nous

obtenons a0 ∈ Fil1Acris ∩ W (R), c’est-à-dire a0 ∈ Ker(θ), qui est un idéal principal

sur W (R), donc a0 = zb avec b ∈ W (R). Puis, θ étant un morphisme d’algèbre, nous

obtenons θ(x′z−1) = θ(b+ a1) ∈ OC car b+ a1 ∈ W (R)).

Or, Colmez a montré dans [Col93] que vp(θ(xz
−ν′(x))) (où vp est la valuation p-

adique normalisé en p de C) pour x ∈ B+
dR \ {0} vérifie les propriétés suivantes :

– si x ∈ Qp est non nul, alors vp(x) = vp(θ(xz
−ν′(x))) ;

– si x et y sont deux éléments non-nuls de B+
dR, alors vp(θ(xz

−ν′(x))) +

vp(θ(yz
−ν′(y))) = vp(θ(xyz

−ν′(xy))) (autrement dit vp(x) + vp(y) = vp(xy)).

Notons alors vp(x) = vp(θ(xz
−ν′(x))) pour x ∈ B+

dR.

Comme θ(x′z−1) ∈ OC (l’anneau des entiers de C), nous obtenons vp(x
′) ≥ 0. Col-

mez a montré (cf. [Col93], Théorème I.2.1, p.641) que pour u générateur de Tp(G),

vp(Ω(u)) = 1
ph−1

et vp(
Φi(Ω(u))

p
) = pi

ph−1
pour 1 ≤ i ≤ h − 1. Donc, 1

p−1
=

h−1∑
i=0

pi

ph−1
=
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vp(
h−1∏
i=0

Φi(Ω(u))) = vp(px
′) = vp(p) + vp(x

′) = 1 + vp(x
′), ce qui contredit vp(x

′) ≥ 0 (si

p ≥ 3). D’où, il est vrai que ph ne divise pas
h−1∏
i=0

Φi(Ω(u)) dans Acris.

Remarque V.2.3. Comme tp−2 n’est pas divisible par p dans Acris, c’est

un corollaire immédiat de l’affirmation précédente qu’il en est de même pour

Ω(u)a0

h−1∏
i=1

(Φi(Ω(u))
p

)ai si 0 ≤ ai ≤ p− 2 pour tout i.
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V.3. Application σn-semi-linéaire

Soit M un W module de type fini, avec une application bijective f : M → M qui

est σn semi-linéaire. Posons q = pn.

Proposition V.3.1. Alors l’application W -linéaire naturelle i : W ⊗Zp M
f → M

est un isomorphisme, et f vu par cet isomorphisme correspond à σn ⊗ Id.

Démonstration. En effet, regardons d’abord le cas où M est tué par p, c’est-à-

dire lorsque M est un k-espace vectoriel de dimension finie. Montrons par récurrence

l’existence d’une base (ei) avec f(ei) = ei.

Soit y ∈M non nul, et soit k le plus petit entier tel que la famille (y, f(y), · · · , fk(y))

est linéairement dépendante. Il existe donc des λj ∈ k non tous nuls, avec fk(y) =
k−1∑
j=0

λjf
j(y). Cherchons e1 sous la forme e1 =

k−1∑
j=0

xjf
j(y). Nous voulons f(e1) = e1, donc

en utilisant la liberté de (y, f(y), · · · , fk−1(y)), nous obtenons le système suivant :
x0 = λ0x

q
k−1

x1 = ξq
0 + λ1x

q
k−1

...

xk−1 = ξq
k−2 + λk−1x

q
k−1

donc x0, · · · , xk−2 sont entièrement déterminés comme fonctions de t = xk−1, et nous

obtenons pour t l’équation (k étant de caractéristique p) t = λqk−1

0 tq
k

+ · · · + λk−1t
q.

Comme les λj ne sont pas tous nuls, ce polynôme admet une solution non nulle dans k

(car k est algébriquement clos), ce qui nous donne l’existence d’un e1 non nul qui est

laissé fixe par f .

La proposition “f est bijective” est équivalente à dire que la matrice de f dans

une base est inversible (car σn est bijectif sur k). Complétons e1 en une base de M

par y2, · · · , ym. Dans cette base, la matrice de f est triangulaire par bloc (avec deux

blocs), le premier bloc étant juste la matrice unité de taille 1 × 1 (c’est-à-dire (1)), et

le deuxième bloc (qui est donc une matrice inversible) est la matrice de f̄ = Π ◦ f
dans la base ȳ2 = Π(y2), · · · , ȳm = Π(ym) où Π est la projection canonique de M sur

M̄ = M/ke1. Par conséquent, appliquons l’hypothèse de récurrence à (M̄, f̄), et relevons

une base laissée fixe par f̄ , obtenant ainsi l’existence de m − 1 éléments z2, · · · , zm de

M , tels que f(zi) = zi + µie1 avec µi ∈ k.
Par conséquent, f(zi + x′ie1) = (zi + x′ie1) + (x′qi − x′i + µi)e1, donc, en prenant x′i

solution dans k (algébriquement clos) de x′qi − x′i + µi = 0, nous obtenons notre base

laissée fixe par f en posant ei = zi + x′ie1 pour 2 ≤ i ≤ m.

Revenons au cas général : M/pM = k ⊗Fp (M/pM)f d’après ce que nous venons de

voir. Soit x1, · · · , xm des éléments de M relevant une Fp-base de (M/pM)f . Le module

pnM/pn+1M est un module tué par p, et f induit dessus une bijection σn semi-linéaire,

donc pnM/pn+1M a une base (ei) laissée fixe par f . Alors, si x ∈ pnM/pn+1M , x
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s’écrit x =
∑
i

xiei avec xi ∈ k, et f(x) − x =
∑
i

(xq
i − xi)ei. Comme l’application

λ ∈ k 7→ λq − λ ∈ k est surjective (car k est algébriquement clos), nous avons alors

f − Id surjective comme applicatino de pnM/pn+1M dans lui-même, ceci pour tout n.

Montrons alors que tout élément y de (M/pM)f se relève par un élément de M f :

si f(yn) = yn modulo pn, et yn (modulo p) = y, cherchons yn+1 = yn + pnz tel que

f(yn+pnz) = yn+pnz modulo pn+1. Il suffit de prendre z tel que f(pnz)−pnz = f(yn) =

yn modulo pn+1 (ce qui est possible d’après le résultat précédent). Nous construisons

ainsi une suite de cauchy pour la topologie p-adique, qui converge (car M est complet

pour la topologie p-adique) vers une limite y′ relevant y qui est laissé fixe par f . Donc

nous pouvons supposer xi ∈M f pour tout i.

De la même façon, la multiplication par pn induit une application surjective de

M f/pM f sur (pnM/pn+1M)f (autrement dit, tout élément de (pnM/pn+1M)f se relève

en un élément de pnM f ). Ceci implique que le sous-Zp-module N engendré par les xi

est M f . En effet, si x ∈ M f est non nul, il existe n tel que x ∈ pnM et x /∈ pn+1M .

Donc, il existe z ∈ M f avec x′ = pnz − x = 0 dans pnM/pn+1M (en utlisant les deux

remarques précédentes). Donc, x′ vérifie les mêmes conditions que x, mais le n tel que

x′ ∈ pnM et x′ /∈ pn+1M est plus grand que celui de x. Nous construisons ainsi par

récurrence des éléments zn ∈M f avec x−
∑

n≤n0

pnzn ∈ pn0+1M . Comme M est complet

pour la topologie p-adique, nous en déduisons que (N étant fermé) x ∈ N .

Par conséquent, l’application naturelle i : W ⊗Zp M
f →M est surjective modulo p

(par le cas modulo p traité précédemment), donc surjective.

Soit M ′ son noyau, nous avons (σn ⊗ Id)(M ′) = M ′ (car (σn ⊗ Id) est bijectif sur

W⊗ZpM
f , préserveM ′ car f◦i = i◦(σn⊗Id), d’où (σn⊗Id)(M ′) ⊂M ′ ; puis, f bijective

et les deux remarques précédentes donnent l’autre inclusion). Puis, le module M ′(σn⊗Id)

est nul, car M ′(σn⊗Id) = M ′ ∩M f = {0}. Or tout ce travail s’applique aussi au module

(M ′, (σn⊗ Id)), et donc nous savons que l’application naturelle W ⊗Zp M
′(σn⊗Id) →M ′

est surjective, donc nous avons bien M ′ = {0}. D’où i est bien une bijection. �
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V.4. Solutions homogènes

Nous allons décrire ici comment se fixer les x(ξ). En effet, si (xi) est une période

pour ξ et (yi) pour η (en supposant ξ et η dans Xn, c’est-à-dire ayant n comme période,

et à valeurs négatives), alors (xiyi) est une période de ξ+η. Par conséquent, il peut être

intéressant de vouloir que x(ξ)x(η) = x(ξ+η). Mais il faut que p - x(ξ), or pour ξ = [−1]

la fonction constante égale à −1, nous avons nécessairement x(ξ) = t (à un inversible

près), et tp−1

p
∈ Acris nous dit que nous ne pouvons pas avoir x([−p+ 1]) = x([−1])p−1.

Par contre, le calcul de la valuation p-adique des Ωh(u) fait dans [Col93] nous permet de

dire que vp

(
Φj(Ωh(u))

)
= pj

ph−1
pour 0 ≤ j ≤ h− 1, donc vp(x(ξ)) = 1

p−1
p

|ξ|−1∑
j=0

−ξ(j)pj

< 1

si ξ non constant à −1. Donc, rien n’empèche que ce soit vrai pour des ξ et η à valeurs

dans [[1− p, 0]] non constant à −1.

Notons ξn l’élément de X définit par ξn(0) = −1 et ξn(i) = 0 si 1 ≤ i ≤ n − 1

(ξn(i) = −1 si n|i, et ξn(i) = 0 sinon). Notons X(ξn) = {x ∈ Acris|x0 = x et xi =

pξn(i−1)xi−1 vérifient xn = x0, xi ∈ Fil−ξn(i)(Acris) et x
p
/∈ Acris}. Nous avons ∀x, y ∈

X(ξn), ∃α ∈ Z∗
pn|y = αx (car Vcris(N [ξ]) est un Zpn-module libre de rang 1).

Le résultat de [Col93] nous donne que pour x ∈ X(ξn), vp(xi) = pi

pn−1
(car un élément

de X(ξn) est un multiple par un coefficient de Z∗
p de la période du Lubin-Tate), et donc

nous pouvons définir une application ψm,n : X(ξn) → X(ξm) pour m|n, avec : pour

x ∈ X(ξn), x0 = x et xi = pξn(i−1)xi−1, ψm,n(x) =

n
m
−1∏

j=0

xjm. Ces applications forment un

système projectif. Comme ψm,n(αx) = αx pour α ∈ Z∗
pm , elles sont surjectives. Donc

(cf. Bourbaki, E III paragraphe 7.4 proposition 5), la limite projective est non vide.

Prenons un élément x(ξn) tel que (x(ξn))n∈N∗ est dans cette limite projective, et

posons x(ξn)0 = x(ξn) et x(ξn)i = pξn(i−1)x(ξn)i−1. Construisons alors pour ξ ∈ Xn,

y(ξ) =
n−1∏
i=0

x
−ξ(j)
n−i . Le fait que les x(ξn) sont dans la limite projective nous dit que cette

construction ne dépend pas du n choisit tel que ξ ∈ Xn. De plus, nous avons par

construction y(ξ)y(η) = y(ξ + η) pour tout ξ et η.

Peut-on prendre x(ξ) = y(ξ) (autrement dit, a-t-on y(ξ)
p
∈ Acris ou non) ? Comme

vp(x(ξn)i) = pi

pn−1
pour 0 ≤ i ≤ n− 1, si ξ 6= [−p+ 1] est à valeurs dans [[1− p, 0]], alors

y(ξ)
p

/∈ Acris, et donc nous pouvons prendre x(ξ) = y(ξ). Nous prendrons x([−p + 1]) =
x([−1])p−1

p
, et si ξ prend des valeurs strictement plus petites que −p+ 1, nous prendrons

pour x(ξ) celui construit par les périodes des Lubin-Tate, divisé par la bonne puissance

de p.

Nous avons ainsi construit un système (x(ξ)) d’éléments de Acris pour ξ ∈ X à

valeurs négatives, qui vérifient :

– x(ξ) n’est pas divisible par p dans Acris ;

– pξ(0)Φ(x(ξ)) = x(σ(ξ)) ;
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– Si ξ et η sont à valeurs dans [[1 − p, 0]], tels que ξ 6= [−p + 1], η 6= [−p + 1],

ξ + η 6= [−p+ 1], alors x(ξ)x(η) = x(ξ + η).
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V.5. Catégorie tannakienne

Lemme V.5.1. Pour tout objet L1, L2, M1, M2 de MF±h
W , avec L2 sous-objet facteur

direct (comme W -module) de L1, et M2 sous-objet facteur direct (comme W -module)

de M1, nous avons les isomorphismes :

(1) (L1/L2)⊗ (M1/M2) ' (L1 ⊗M1)/(L2 ⊗M1 + L1 ⊗M2) ;

(2) (L1/L2)⊕ (M1/M2) ' (L1 ⊕M1)/(L2 ⊕M2) ;

(3) si M est un sous objet de L1/L2, alors, en notant Π : L1 → L1/L2 la projection

canonique, M1 = Π−1(M) et M2 = M1 ∩ L2 sont des objets de MF±h
W , et

M 'M1/M2 ;

(4) (L1/L2)
∗ est un sous-objet de L∗1.

Lemme V.5.2. Pour tout objet L1, L2, M1, M2 de MF±h
W , avec L2 sous-objet facteur

direct (comme W -module) de L1, et M2 sous-objet facteur direct (comme W -module)

de M1, nous avons :

(1) L2 ⊗M2 est un sous-objet de L1 ⊗M1 ;

(2) L2 ⊕M2 est un sous-objet de L1 ⊕M1 ;

(3) L∗2 est un quotient de L∗1.

Lemme V.5.3. Pour tout objet L, M , N de MF±h
W , nous avons les isomorphismes :

(1) (L⊕M)⊗N ' (L⊗N)⊕ (M ⊗N) ;

(2) (L⊕M)∗ ' L∗ ⊕M∗.

Lemme V.5.4. Pour tout objet L, M de MF±h
W , nous avons l’isomorphisme (L ⊗

M)∗ ' L∗ ⊗M∗.

Proposition V.5.5. Notons MF±
W la réunion des MF±h

W , pour h entier positif,

et considérons MFW[h] la catégorie engendrée par MF±h
W dans MF±

W pour le produit

tensoriel, la somme directe, le dual, le passage au sous-objet et le passage à l’objet

quotient (dans MF±
W). Alors tout objet de MFW[h] peut s’écrire comme le quotient

d’un sous-objet d’une somme directe de produits tensoriels d’objets de MF±h
W .

Démonstration. Un objet de MFW[h] est obtenu à partir d’objets de MF±h
W par

le biais de produits tensoriels, sommes directes, duals, sous-objets et objets quotients.

Une application des lemmes précédents nous donnent qu’il s’écrit comme le quotient

d’un sous-objet d’une somme directe de produits tensoriels d’objets de MF±h
W , ou de

leurs duals. Or, MF±h
W est stable par passage au dual, ce qui nous donne le résultat. �
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V.6. Modules élémentaires et représentations abéliennes

Théorème V.6.1. Soit N un objet de MFW,tf tel que Fil1(N) = {0}, Fil−h(N) = N

avec 0 ≤ h ≤ p−2, et Vcris(N) est une représentation du groupe de Galois ΓK abélienne.

Alors N est élémentaire et donc l’image de ΓK dans GLVcris(N) est Tmr(Zp).

Démonstration. Supposons Vcris(N) une représentation abélienne, alors l’image

d’un générateur de l’inertie modérée, noté f , est un isomorphisme de Vcris(N) qui

commute à l’action de Galois, et d’ordre n un nombre premier à p (cf. III.6.2). Donc, le

foncteur Vcris étant pleinement fidèle, il lui correspond un isomorphisme g de N d’ordre

n qui commute à la filtration et aux ϕi. Par conséquent, g commute au tore T ainsi qu’à

l’endomorphisme uN (cf. la proposition 2.3.2(4) et le théorème 3.1.2 de [Win84] pour

la définition de uN).

Lemme V.6.2. L’endomorphisme g est diagonal sur N .

Démonstration. Le nombre n étant premier à p, il est inversible dans W . Notons

P (X) = Xn − 1 =
n∏

i=1

(X − αi) où les αi sont les racines nièmes de l’unité, donc deux à

deux disjointes et au nombre de n dans W , car Xn − 1 est séparable. Alors, P ′(αi) est

inversible dansW , pour tout i. Donc nous pouvons considérer les polynômes de Lagrange

Li(X) =
1

P ′(αi)

∏
j 6=i

(X−αj). L’endomorphisme Li(g) a un sens, et comme
∑
i

Li(X) = 1,

nous avons
∑
i

Li(g) = Id. Comme (g − αi Id) ◦ Li(g) = 0 et Li(g) ◦ Lj(g) = δi,jLi(g)

(pour j 6= i, c’est clair. Pour i = j, Li = Li◦Id =
∑
j

Li◦Lj = Li◦Li), nous obtenons que

Li(g) est un projecteur, d’image Im(Li(g)) = Ker(g − αi Id), et N = ⊕i Ker(g − αi Id).

Donc g est bien diagonal sur N . �

L’endomorphisme g est donc diagonal sur N , commute au tore T, donc préserve les

sous-modules Nξ, qui sont donc sommes directes de sous-modules propres de g, associés

à des valeurs propres choisies parmi les racines nièmes de l’unité. D’après le lemme V.6.3,

N/p est élémentaire, donc (N/p)ξ est l’espace propre de g (c’est-à-dire l’endomorphisme

g modulo p) dans N/p associé à une certaine racine de l’unité. Comme la réduction

modulo p est injective sur les racines nièmes de l’unité (avec n premier à p), nous obtenons

que les Nξ sont les espaces propres de g dans N . Puis, le fait que uN commute à g, et

que (uN − Id)(Mi) ⊂ ⊕j≤i−1Mj, nous donne que uN = Id, donc N élémentaire. �

Il nous reste donc à justifier le lemme suivant, qui n’est rien d’autre que le théorème

dans le cas où N est tué par p.

Lemme V.6.3. Soit N un objet de MFk,tf tel que Fil1(N) = {0}, Fil−h(N) = N

avec 0 ≤ h ≤ p−2
2

, et Vcris(N) est une représentation du groupe de Galois ΓK abélienne.

Alors N est élémentaire.
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Démonstration. La proposition IV.2.34 et le fait que nous supposons Vcris(N)

abélienne nous donne que l’inertie sauvage agit trivialement, et donc seule l’inertie

modérée agit, donc N est élémentaire (puisque le foncteur Vcris est pleinement fidèle,

et que les Vcris(N) pour N élémentaires tués par p sont les représentations où seule

l’inertie modérée agit). �
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V.7. Action adjointe et Zp-modules

Soit x ∈ GLn(Zp) tel que x̄ := x modulo p est un unipotent. Alors, (x − Id)n ∈
pMn(Zp), donc si p ≥ n, ln(x) converge dans Mn(Zp) (car Zp est fermé pour la topologie

p-adique, et Mn(Zp) est libre de type fini), et ln(x)n ∈ pMn(Zp) (puisque ln(x̄)n = 0).

Lemme V.7.1. Soit N et M deux sous Zp-modules de Mn(Zp) avec M ⊂ N . Suppo-

sons p ≥ n2 + 3. Alors ad(ln(x))(N) ⊂ M équivaut à Ad(x)(M) ⊂ M , Ad(x)(N) ⊂ N

et Ad(x)|N/M = Id.

Démonstration. Supposons que ad(ln(x))(N) ⊂ M . Remarquons que

M = lim←−k
M/(M ∩ pkMn(Zp)), car ∩kp

kMn(Zp) = {0}, donc l’application de M

dans la limite projective est injective et d’image dense, et M est fermé (car complet)

et compact pour la topologie p-adique. Puis, en appliquant le lemme 1.5.1 de [Win84],

nous avons l’égalité M/pM = lim←−k

M/(M∩pkMn(Zp))

p(M/(M∩pkMn(Zp)))
.

Considérons Mi = ad(ln(x))i(M/p), c’est une suite décroissante de sous k-espaces

vectoriels de M/p. Si Mi0 = Mi0+1, alors ad(x)|Mi0
est un isomorphisme, donc Mi0 = Mk

pour tout k ≥ i0. Soit y ∈Mi0 , alors il existe yk ∈M tel que ad(ln(x))k(yk) = y modulo

p si k ≥ i0. Si k = nk′, alors ad(ln(x))k(yk) ∈ pk′Mn(Zp) (car ln(x)nk′ = (ln(x)n)k′

et ln(x)n ∈ pMn(Zp)). Donc pour tout k ≥ i0 (et donc pour k ≤ i0 aussi), il existe

zk ∈M∩pkMn(Zp) tel que zk = y modulo p. Donc, si y = (y(k)) ∈ lim←−k

M/(M∩pkMn(Zp))

p(M/(M∩pkMn(Zp)))
,

nous avons y(k) = 0 pour tout k, donc y = 0.

Donc la suite Mi est strictement décroissante vers {0}, or dimk M/p ≤ n2, donc nous

sommes certains que Mn2 = {0}, autrement dit que pour tout y ∈M , ad(ln(x))n2
(y) ∈

pM .

Donc, le rayon de convergence de l’exponentielle pour la topologie p-adique étant

de 1
p−1

, si 1
n2+1

> 1
p−1

, exp(ad(ln(x))(z)− z converge dans M pour tout z ∈ N (il suffit

de poser y = ad(ln(x))(z) ∈ M). Or, nous savons qu’alors exp(ad(ln(x)) = Ad(x) (car

c’est une égalité de séries formelles), ce qui montre un sens de l’équivalence.

Montrons la réciproque : considérons Ad(x) − Id : N → M , et f̄ = Ad(x) − Id :

M/p → M/p. Posons Mi = f̄ i(M/p), c’est une suite décroissante de sous-k-espaces

vectoriels. Si Mi0 = Mi0+1, alors f̄ |Mi0
est un isomorphisme, donc Mi0 = Mk pour tout

k ≥ i0. Soit y ∈Mi0 , alors il existe yk ∈M tel que fk(yk) = y modulo p.

Or, fn2
= 0 modulo p, car x modulo p est un élément unipotent du groupe algébrique

GLn, donc Ad(x) est un élément unipotent du groupe algébrique GLEnd(kn) = GLn2 ,

Ad(x) ∈ GLn2(Zp), donc f est un nilpotent d’ordre inférieur ou égal à n2.

Donc, si k = n2k′, fk(yk) ∈ pk′Mn(Zp), donc pour tout k ≥ i0 (et donc pour k ≤ i0
aussi), il existe zk ∈ M ∩ pkMn(Zp) tel que zk = y modulo p. Donc, de même qu’au

dessus, y = 0, donc Mi0 = {0}.
Donc la suite Mi est strictement décroissante vers {0}, or dimk M/p ≤ n2, donc

nous sommes certains que Mn2 = {0}, autrement dit que pour tout y ∈ M , (Ad(x) −
Id)n2

(y) ∈ pM .
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Donc ln(Ad(x))(z) converge dans M pour z ∈ N si p ≥ n2 +1 (il suffit de poser y =

(Ad(x) − Id)(z)). Donc, comme ln(Ad(x)) = ad(ln(x)) (égalité entre séries formelles),

nous avons bien prouvé l’autre sens. �
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V.8. Essentielle surjectivité du foncteur F

Montrons le théorème suivant, ce qui démontrera la remarque III.2.5 :

Théorème V.8.1. Pour 0 ≤ h ≤ p − 2, le foncteur F de MFh
W,tf vers Γ0ΦMh

S0
a

pour image essentielle Γ0ΦMh
S0

.

Pour montrer ce résultat, nous allons utiliser le théorème III.4.1 qui nous dit que

pour N objet de MFh
W, F(N)⊗S0 S est le module de Wach de Vcris(N

∗)∗. Commençons

par montrer :

Proposition V.8.2. SoitM un objet de Γ0ΦMh
S0

(avec 0 ≤ h ≤ p−2) de p-torsion,

et T ′ = VOE (M ⊗S0 OE) la Zp-représentation galoisienne correspondant au (ϕ,Γ)-

module sur OE obtenu à partir de M. Alors il existe T ′′ ⊂ T deux Zp-représentations

galoisiennes cristallines (c’est à dire que le module sous-jacent est libre sur Zp, et en

rendant p inversible nous avons une représentation cristalline) à poids de Hodge-Tate

dans [[−h, 0]] telles que T ′ s’identifie au quotient de T par T ′′.

Démonstration. Le Théorème 1’ de [Wac97] (dont une conséquence est le

théorème III.4.1) donne que T ′ = HomZp

(
Vcris

(
HomW (i∗(M), lim−→W/pn)

)
, lim−→Zp/p

n
)
.

En notant X∗ le dual de Pontriaguine d’un module de torsion X, cela s’écrit plus sim-

plement en T ′ = Vcris

(
(M/π0)

∗)∗. Puis, puisque (M/π0)
∗ est un objet de la catégorie

MF−h
W,tf , la proposition 1.6.3 de [Win84] nous donne qu’il existe M1 ∈ MF−h

W et

un épimorphisme M1 → (M/π0)
∗. Le foncteur Vcris étant exact, il existe donc une

Zp-repésentation cristalline T1 (T1 = Vcris(M1)) dont les poids de Hodge-Tate sont

dans [[0, h]] et un épimorphisme T1 → Vcris

(
(M/π0)

∗).
Comme M est supposé de p-torsion, Vcris

(
(M/π0)

∗) est de p-torsion et de type

fini, donc il existe un entier n tel que pn Vcris

(
(M/π0)

∗) = {0}. Alors T1/p
n se surjecte

toujours sur Vcris

(
(M/π0)

∗), et en passant au dual de Pontriaguine, T ′ s’injecte dans

HomZp

(
T1/p

n, lim−→Zp/p
n
)

= HomZp(T1,Zp)/p
n (car T1 est un Zp-module libre). Si f est

la projection canonique f : HomZp

(
T1,Zp) → HomZp

(
T1,Zp)/p

n, alors T = f−1(T ′)

convient (et il suffit de prendre T ′′ égal au noyau de la projection f |T ). �

Proposition V.8.3. Soit M un objet de Γ0ΦMh
S0

(avec 0 ≤ h ≤ p − 2) de p-

torsion, T ′ = VOE (M⊗S0OE) et T ′′ ⊂ T les représentations données par la proposition

ci-dessus. Alors M⊗S0 S s’identifie à N(T )/N(T ′′).

Démonstration. Cette proposition est le coeur de la démonstration du théorème.

Notons M1 = M⊗S0 S et M2 = N(T )/N(T ′′) (tous les deux vus dans le (ϕ,Γ)-

moduleM⊗S0OE). D’après les résultats p.296 de [Fon90] (l’égalité entre D∗
S et j∗◦D∗

E),

nous avons M1 ⊂ D+(T ′) et M2 ⊂ D+(T ′), puisque tout deux sont des S-modules de

type fini stables par ϕ et étales. Puis, l’action de Γ est triviale modulo π dans les deux

cas (puisque c’est le cas par définition sur N(T ), et que l’action de Γ0 est triviale modulo

π0 surM).
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D’après le Théorème III.3.1 de [Ber04], nous avons l’inclusion πhT ⊗Zp A
+
S ⊂

N(T )⊗SA
+
S . Par conséquent, en projetant nous obtenons que πhT ′⊗ZpA

+
S ⊂M2⊗SA

+
S .

Par défintion, nous avons que D+(T ′) ⊂ D+(T ′) ⊗S A
+
S ⊂ T ′ ⊗Zp A

+
S , donc en pre-

nant les points fixes sous l’action de HK, nous avons D+(T ′) ⊂
(
D+(T ′) ⊗S A

+
S

)HK ⊂(
T ′ ⊗Zp A

+
S

)HK = D+(T ′). Donc, en prenant les points fixes sous HK dans l’inclusion

πhT ′⊗Zp A
+
S ⊂M2⊗S A

+
S , nous obtenons que πh D+(T ′) ⊂

(
M2⊗S A

+
S

)HK . Donc nous

avons πh D+(T ′) ⊂M2 en vertu du lemme :

Lemme V.8.4. Soit N un S-module de type fini sans p′-torsion, alors
(
N ⊗S

A+
S

)HK = N .

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition 1.2.7 de [Fon90], qui

nous donne (sous les hypothèses du lemme) une filtration décroissante Ni de N , telle

que Ni/Ni+1 est soit S/p-libre, soit S-libre. La propriété cherchée est stable par suite

exacte, c’est à dire vérifie que si 0 → N ′′ → N → N ′ → 0 est une suite exacte de S-

modules, et que
(
N ′′ ⊗S A

+
S

)HK = N ′′,
(
N ′ ⊗S A

+
S

)HK = N ′, alors
(
N ⊗S A

+
S

)HK = N .

Donc il suffit de montrer le lemme pour N qui est S-libre ou S/p-libre, ce qui provient

de ce que (A+
S )HK = S et (A+

S /p)
HK = S/p. �

Puis 1
πhM1 est le dual (de Pontriaguine) d’un (ϕ,Γ)-module sur S de hauteur

inférieur ou égale à h, sans p′-torsion, donc T ′ = VOE (
1

πhM ⊗S0 OE) vérifie T ′ =

( 1
πhM⊗S0 A

+
S )ϕ (cf [Fon90], p.296) puisque 0 ≤ h. Donc T ′ ⊗Zp A

+
S ⊂ 1

πhM⊗S0 A
+
S ,

et en prenant les points fixes sous HK (et par le lemme précédent), nous obtenons

D+(T ′) ⊂ 1
πhM1, donc πh D+(T ′) ⊂M1.

Par un analogue du lemme III.4.3 (voir par exemple la démonstration de la propo-

sition II.1.1 de [Ber04]), ces conditions impliquent queM1 =M2. �

Il ne reste donc plus qu’à passer d’un module sur S à un module sur S0, ce qui est

donné par le lemme suivant :

Lemme V.8.5. Soit M un S0-module, alors
(
M⊗S0 S

)Γf =M.

Démonstration. L’élément essentiel est que |Γf | = p − 1, donc est premier à p

(donc inversible dans S). Il suffit alors de voir que S =
⊕

0≤i≤p−2

Si, où si x ∈ Si et g ∈ Γf

est [α] (le relèvement de Teichmuller de α ∈ F∗p), alors g agit sur x par g(x) = [α]ix

(car alors M⊗S0 S =
⊕

0≤i≤p−2

M⊗S0 Si). Pour voir ceci, nous pouvons par exemple

poser pi = 1
|Γf |

∑
g∈Γf

X (g)−ig, alors les pi sont des projecteurs dont l’image est Si, et qui

vérifient
∑

0≤i≤p−2

pi = Id. �

Ces propositions et ces lemmes mis bout à bout nous donnent le théorème dans

le cas d’un objet de Γ0ΦMh
S0

de p-torsion. C’est à dire que si M est un objet de

Γ0ΦMh
S0

(avec 0 ≤ h ≤ p − 2) de p-torsion, alors il existe M un objet de MFh
W,tf tel
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que M = F(M). Et plus précisément, nous avons M = i∗(M) =M/π. Donc, dans le

cas où M n’est pas supposé de p-torsion, nous avons que M/pn = F(i∗(M/pn)) pour

tout n, donc en passant à la limite projective, nous obtenons bien queM = F(i∗(M)),

ce qui donne bien l’essentielle surjectivité de F, et donc termine la démonstration du

théorème V.8.1.

Le lien entre S0 et S est donné par le théorème V.8.9. Montrons d’abord quelques

résultats intermédiares (en gardant les notations du lemme V.8.5) :

Lemme V.8.6. S a une base normale sur S0, c’est à dire qu’il existe e ∈ S tel que

(g(e))g∈Γf
soit une base de S sur S0. De plus, p ne divise aucun pi(e).

Démonstration. En effet, il suffit de le montrer modulo p (et ensuite de relever

une base normale de k[[π]] sur k[[π0]], puisque S0 est complet pour la topologie p-

adique). Or, Fontaine a montré dans [Fon90], page 270, que le corps des fractions de

k[[π]], k((π)), est une extension galoisienne cyclique de degré p− 1 (donc modérément

ramifiée) de k((π0)), dont le groupe de Galois est donné par Γf . Donc, par un théorème

de E. Noether, il existe une base normale pour les anneaux d’entiers correspondants.

Enfin, si e est cette base (modulo p), alors pi(e) =
∑

g
X (g)−i

|Γf |
g(e) est non nul (puisque

chaque coordonnée suivant la base (g(e)) est non nulle (même modulo p)), donc pi(e)

sera bien non divisible par p si e relève e. �

En particulier, nous avons Si = pi(e)S0 (car pi(e)S0 ⊂ Si, puis e ∈ ⊕ipi(e)S0,

⊕ipi(e)S0 est donc un S0-module contenant e et stable par Γf , donc S =

⊕ipi(e)S0 ⊂ ⊕iSi = S). Puis, remarquons que pi ◦ pj = 0 pour i 6= j (car

pi ◦ pj = 1
|Γf |2

∑
g,h∈Γf

X (g)−i+j−jX (h)−jgh = 1
|Γf |2

∑
g X (g)j−ipj car X est un caractère

(multiplicatif), or si f(k) =
∑

a∈F∗p a
k, alors pour tout b ∈ F∗p (rappelons que X identifie

Γf à F∗p), f(k) =
∑

a∈F∗p(ab)
k = bkf(k), donc f(k) = 0 si p − 1 ne divise pas k), donc

pour M un objet de ΓΦMh
S, nous avons les pi(M) en somme directe dans M (car

si mi ∈ pi(M) sont tels que
∑

imi = 0, alors 0 = pj(
∑

imi) =
∑

i pj(mi) = mj car

mi = pi(mi) puisque pi est un projecteur). Enfin, pi(e)MΓf ⊂ pi(M), et pi(e)MΓf est

isomorphe comme S0-module àMΓf carM est sans p′-torsion, et p ne divise pas pi(e).

Donc, nous avons que pour M un objet de ΓΦMh
S, MΓf ⊗S0 S = ⊕iMΓf ⊗S0 S0pi(e)

s’injecte dansM.

Proposition V.8.7. Soit M un objet de ΓΦMh
S, alors MΓf est un objet de

Γ0ΦMh
S0

, et M =MΓf ⊗S0 S. De plus, MΓf/π0 =M/π.

Démonstration. Nous avons que p0(M) = MΓf . Or, comme l’action de Γf est

triviale modulo π, nous avons que pour tout x ∈ M, x − p0(x) ∈ πM, donc si N est

le S-module engendré par MΓf (c’est à dire que N =MΓf ⊗S0 S d’après la remarque

précédent la proposition), alors M = N + πM, donc comme M est de type fini sur

S, et que l’idéal engendré par π est dans le radical de S, le lemme de Nakayama nous

donne queM = N .
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Puis, M est de type fini sur S, donc sur S0 (car S est un S0-module libre de rang

fini par le lemme V.8.6), donc engendré sur S0 par exemple par la famille finie (mi).

Alors, p0(M) = MΓf est engendré par la famille (p0(mi)) (car p0 est un morphisme

de S0-modules), donc est de type fini. De plus, MΓf étant inclus dans M, il est sans

p′-torsion.

Ensuite, nous avons que πM∩MΓf = π0MΓf : pour S, l’égalité πS ∩ S0 = π0S0

provient juste de ce que π0 est un multiple de π, donc π0S0 ⊂ πS ∩ S0, et pour la

réciproque, que S0 = W [[π0]]. Cela se traduit par la suite exacte de S0-modules

0 // π0S0
// S // S/πS ⊕ S/S0

// 0

(la surjectivité vient juste de ce que S/π = W , et que W ⊂ S0), et en tensorisant par

MΓf au dessus de S0, nous avons la suite exacte de S0-modules

0 // π0MΓf // M // M/π ⊕M/MΓf // 0

ce qui traduit bien πM∩MΓf = π0MΓf . Par conséquent,MΓf/π0 s’injecte dansM/π,

et l’action de Γ0 provient de celle surM/π, qui est triviale par définition. De plus, nous

avons vu que pour tout x ∈M, x−p0(x) ∈ πM, donc comme p0(x) ∈MΓf , l’application

naturelleMΓf/π0 →M/π (dont nous avons vu l’injectivité) est surjective.

Enfin, ϕ commute à Γ, donc laisse stable MΓf , donc induit un morphisme Φ0 :

MΓf⊗σS0 →MΓf . Pour étudier le conoyau, remarquons d’abord que x⊗y ∈ S0⊗σS0 7→
ϕ(x)y ∈ S0 et x⊗ y ∈ S⊗σ S 7→ ϕ(x)y ∈ S sont des isomorphismes (préservant l’action

naturelle de Γf ), donc S0 ⊗σ(S0) S0[
1
q
] ' S0[

1
q
] et S ⊗σ(S) S[1

q
] ' S[1

q
] (puisque S[1

q
]

est plat sur S et S0[
1
q
] est plat sur S0). Par conséquent, S0 ⊗σ(S0) S ' S ⊗σ(S) S et

S0 ⊗σ(S0) S[1
q
] ' S ⊗σ(S) S[1

q
] ; plus présicément, si yi ∈ S ⊗σ(S) S s’envoye dans S

sur pi(e) (nous pouvons supposer que y0 = 1 car p0(e) est inversible dans S0), alors

S ⊗σ(S) S = ⊕iS0 ⊗σ(S0) S0yi et S ⊗σ(S) S[1
q
] = ⊕iS0 ⊗σ(S0) S0[

1
q
]yi (c’est bien le même

yi, car S ⊗σ(S) S s’injecte dans S ⊗σ(S) S[1
q
], puisque S ⊗σ(S) S est sans q-torsion).

Et l’action naturelle de Γf sur S ⊗σ(S) S[1
q
] revient à dire que g(yi) = X (g)iyi pour

g ∈ Γf . Puisque M =MΓf ⊗S0 S, nous avons que M⊗σ(S) S[1
q
] =MΓf ⊗σ(S0) S[1

q
] =

⊕iMΓf ⊗σ(S0)S0[
1
q
]yi. Donc,MΓf ⊗σ(S0)S0[

1
q
] s’injecte naturellement dansM⊗σ(S)S[1

q
],

et (M⊗σ(S) S[1
q
])Γf =MΓf ⊗σ(S0) S0[

1
q
].

Ensuite, Φ : M⊗σ S → M est injective, de conoyau tué par qh (par définition),

donc comme S[1
q
] est plat sur S, Φ induit une bijection Φ :M⊗σ(S) S[1

q
]→M⊗S S[1

q
].

Puis, S[1
q
] = ⊕iS0[

1
q
]pi(e), donc M⊗S S[1

q
] = MΓf ⊗S0 S[1

q
] = ⊕iMΓf ⊗S0 S0[

1
q
]pi(e),

donc MΓf ⊗S0 S0[
1
q
] s’injecte dans M⊗S S[1

q
] et MΓf ⊗S0 S[1

q
] = (M⊗S S[1

q
])Γf . Par

conséquent, le diagramme
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M⊗σ(S) S[1
q
] Φ

// M⊗S S[1
q
]

MΓf ⊗σ(S0) S0[
1
q
]

Φ0
//

?�
i

OO

MΓf ⊗S0 S0[
1
q
]

?�
j

OO

est commutatif, avec Φ bijective, i et j injective, et Φ (qui commute à l’action

de Γf ) qui identifie (M ⊗σ(S) S[1
q
])Γf à (M ⊗S S[1

q
])Γf , donc Φ0 est bijective (donc

MΓf/Φ0(MΓf ⊗σ S0) est de q-torsion, donc tué par une puissance de q carMΓf est de

type fini sur S0).

Soit alors x ∈MΓf . Par définition, il existe y ∈M⊗σ(S) S = ⊕iMΓf ⊗σ(S0) S0yi tel

que Φ(y) = qhx. La commutativité du diagramme et la bijectivité de Φ0 nous donne que

y ∈MΓf ⊗σ(S0)S0[
1
q
]. Donc nous avons y ∈

(
MΓf ⊗σ(S0)S0[

1
q
]
)
∩

(
⊕iMΓf ⊗σ(S0)S0yi

)
=(

MΓf ⊗σ(S0) S0[
1
q
]
)
∩

(
MΓf ⊗σ(S0) S0

)
=MΓf ⊗σ(S0) S0. En définitive, nous avons bien

queMΓf/Φ0(MΓf ⊗σ S0) est tué par qh.

Finalement, nous avons bien queMΓf est un objet de Γ0ΦMh
S0

. �

Remarque V.8.8. De la même façon que pour Si, nous montrons pourM un objet

de ΓΦMh
S que pi(M) =MΓf ⊗S0 Si = pi(e)MΓf .

Théorème V.8.9. L’extension des scalaires de S0 à S induit une équivalence de

catégories entre Γ0ΦMh
S0

et ΓΦMh
S, préservant suites exactes et produit tensoriel (si

ce dernier est encore dans la catégorie). Un quasi-inverse est donné par les points fixes

par Γf .

Démonstration. L’essentielle surjectivité se prouve en remarquant que si f :

M→N est un morphisme de ΓΦMh
S, alors comme il commute à l’action de Γf , f induit

bien un morphisme de (ϕ,Γ0)-modules entre MΓf et N Γf (qui redonne f en étendant

les scalaires de S0 à S). Le reste est immédiat à partir des résultats précédents. �
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