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Introduction

L’un des buts de la géométrie arithmétique est de comprendre la structure du groupe
de Galois absolu de QQ, ou au moins de comprendre ses représentations qui proviennent
de la géométrie. Si nous fixons un nombre premier p, le groupe de Galois absolu de
Qp, noté ici I'g,, s’injecte dans celui de Q. Le but de la théorie des représentations
p-adiques est d’extraire des renseignements des représentations continues de I'g, sur
des Q,-espaces vectoriels. Suite a des compatibilités de topologie, ce cas est beaucoup
plus riche que la théorie des représentations [-adiques, c’est-a-dire des représentations
de I'g, sur des (Qj-espaces vectoriels, avec [ un nombre premier différent de p.

Plus généralement, nous allons nous intéresser aux représentations continues de Ik,
le groupe de Galois absolu d'un corps local K extension de Q,, sur des Q,-espaces
vectoriels de dimension finie. Le cas étudié ici sera celui ou K est absolument non-ramifié,
c’est-a-dire que p est une uniformisante de IC, et a corps résiduel k algébriquement clos
(de caractéristique p). Nous noterons W l’anneau des entiers de I, ¢’est-a-dire 'anneau
des vecteurs de Witt a coefficients dans k.

Nous nous restreindrons aux représentations cristallines (cf. paragraphe 1.3.b), condi-
tion vérifiée dans bien des cas issus de la géométrie (par exemple, pour le module de
Tate d’'une variété abélienne ayant bonne réduction). L’avantage de ces représentations
est que J.-M. Fontaine et P. Colmez ont montré dans [Fon94b] et [CF00] qu’elles
forment une catégorie tannakienne, qui est ®-équivalente a la catégorie tannakienne
des ®-modules filtrés sur I faiblement admissibles (cf. paragraphe 1.3.b).

Le foncteur qui induit cette équivalence de catégories se décrit de la maniere sui-
vante : si V est une représentation p-adique cristalline, le ®-module filtré associé est
Derisp(V) = (V®g, Beris)T® (le quasi-inverse est donné par : pour D un ®-module filtré
faiblement admissible, Vs p(D) = Fil’(D ®x Beis)®). De plus, I'application

Vcris,p(D) ®Qp Bcris — D ®IC Bcris

issue de la multiplication de B..;s est un isomorphisme (préservant l’action de I', la
filtration, et le morphisme ®). Cela peut se traduire de la fagon suivante : en notant wy
le foncteur qui a la Q,-représentation cristalline V' associe le QQ,-espace vectoriel sous-
jacent a V', et wp celui qui associe le IC-espace vectoriel sous-jacent & Deyis p(V), alors
les ®-isomorphismes du foncteur fibre wy ®q, K sur le foncteur fibre wp, Isom(wy ®q,
IC,wp), forment un torseur sous Aut®(wy ) et sous Aut®(wp).
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2 INTRODUCTION

La situation est donc bien comprise pour les Q,-représentations cristallines. Elle est
cependant plus complexe pour les Z,-représentations cristallines, c’est-a-dire les réseaux
stables d'une Q,-représentation cristalline.

Du coté des P-modules filtrés sur K, nous disposons de la notion de réseaux forte-
ment divisibles (dont l’existence est une condition nécessaire et suffisante pour que le
module soit faiblement admissible), qui sont des ®-modules filtrés sur W (cf. paragraphe
I1.1). J-M. Fontaine et G. Laffaille ont montré dans [FL82| que, si la longueur de la
filtration est strictement plus petite que p—1, il existe une correspondance entre réseaux
fortement divisibles d’'un module filtré faiblement admissible, et les réseaux stables de
la représentation cristalline associée.

Plus précisément, a M un ®-module filtré sur W vérifiant la condition Fil' (M) = {0}
et Fil>"P(M) = M, ils associent le réseau Veps(M) = Fil°(M ®w Am-s)‘PO, et cette
construction induit un foncteur exact, pleinement fidele (dont nous noterons D, un
quasi-inverse). Deux problemes apparaissent : la condition sur la filtration n’est pas
stable par produit tensoriel, et 'application naturelle

IT: Vcris(M) ®Zp Acris — M ®W Acris

n’est pas un isomorphisme (le déterminant est une puissance de t, non inversible dans
Agris). lls sont a lorigine de la problématique de cette these :

Apres un premier chapitre entierement consacré a des rappels, des définitions et
des notations, et un deuxieme chapitre ot nous étudions le comportement de Vpis
par rapport au produit tensoriel (ceci a I'aide de considérations sur les périodes, et les
équations qu’elles vérifient), nous démontrons dans le troisieme chapitre un théoreme
technique au coeur de nos résultats, qui montre comment, une fois les scalaires étendus
a une certaine Zy-algebre Oz , les problemes soulevés précédemment n’existent plus
(ou du moins sont moins importants). En réalité, Oz ~permet d’étudier toutes les
représentations continues de I'x dans un Z,-module de type fini a I'aide de la théorie
des (¢,I')-modules (cf. [Fon90]).

Notons MFy* la catégorie des d-modules filtrés N libres sur W tels que Fil™"*(N) =
N, Fil'(N) = {0} (cf. paragraphe I1.1 pour plus de détails). Pour tout objet N de MF;&’,
Dy = N @w K est un ®-module filtré sur K faiblement admissible. Avant d’énoncer le
théoreme technique, introduisons quelques notations : soit 0 < h < p — 2, et notons F;
et Fs les foncteur exacts de la catégorie MF;&‘ vers la catégorie des Og -modules libres
de rang fini définis par : si M est un objet de MF;&‘, alors Fi (M) = Veris (M) ®z, Oz
et fg(M) =M Qw OEW.

THEOREME 1. Soit h un entier compris entre 0 et p — 2. Alors il existe f un iso-
morphisme de foncteur entre Fy et Fo. Il vérifie de plus :

(1) pour tous objets N et N' de MFy" tels que N @ N’ soit encore un objet de
MF;&‘, nous avons fygn = fy @ fyr;
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2) pour tout uplet d’objets (N; )i<i<n 1<i<n, de MEFWR, pour tout ®-module filtré
WJILSISN, LS15Ny A%%

L sur W sous-objet et facteur direct (comme W -module) de @ ®.2, N, ;, Uap-
j=1

plication @ ®fy, ; envoie (Verisp(Dr) N @ @i21 Veris(Nij)) ®z, Op  bijecti-
j=1
vement sur L @w Og .

Ce résultat est fortement lié aux modules de Wach que définit L. Berger dans
[Ber04].

Le quatrieme chapitre explore quelques conséquences du Théoreme 1. La premiere
est la suivante : considérons G' un groupe algébrique lisse sur Z, et une représentation
p: I'x — G(Z,). Supposons donnée une immersion fermée o de G dans G Ly, pour U un
Zy-module libre de rang fini, telle que la représentation o p de I'x (dans GL(U ®z, Q,))
soit cristalline & poids de Hodge-Tate dans [0, h] avec h un entier compris entre 0 et 1%2.
Notons V' = U ®z, Q,. Par un théoreme de Chevalley, il existe un Q,-espace vectoriel
Ve dans @, End(V)®" (en faisant agir G Ly naturellement sur V* et trivialement sur V,
dans End(V) = V@ V*) tel que G xz, Q, soit le groupe algébrique formé de I’ensemble
des éléments de G Ly qui laissent stable V. Alors, par le foncteur de Fontaine-Laffaille,
nous pouvons définir naturellement un groupe Gp sur D = Deyis p(V') comme I'ensemble
des éléments de GLp laissant stable Deyis p(Ver). Un corollaire de la proposition 6.3.3
de [Fon79a] nous donne I'existence d'un élément de Isom(wy ®q, K, wp)(K), donc en
particulier d’un isomorphisme de K-modules

f:V®Qp/C—>D

qui identifie G xz, K a Gp. Le comportement de f vis-a-vis des réseaux est a priori
inconnu. Pour I’étudier, nous introduisons Isom le G xy, K-torseur obtenu a partir de
Isom(wy ®q, K, wp), qui est en réalité défini sur W. Le résultat suivant se montre alors
en montrant que Isom est un G-torseur trivial sur W :

THEOREME 2. Sous les hypotheses précédentes, si M = Deys(U), il existe un sous-
groupe algébrique Gy de GLy sur W, avec Gy xw K = Gp, et il existe f un isomor-
phisme de W -modules

f:U®g, W— M

qui tdentifie G a Gyy.
De plus, si U’ est un réseau de U @z, Q, laissé stable par l'action de G, alors f[}l)]
envoie U' @z, W sur De;is(U”).

Avec des hypotheses plus fortes sur «, nous pouvons affaiblir I’hypothese sur h.
Le point essentiel (et technique) pour se dispenser de conditions sur Vg provient de
lassertion 2 du Théoreme 1 (dont tout 'intérét est de ne pas avoir de condition sur la
filtration de L). En effet, il nous permet de définir le torseur Isom sous le groupe G.
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Une application directe de ce résultat concerne la semi-simplifiée d’'une
représentation cristalline a poids de Hodge-Tate petits : le groupe algébrique H
engendré par I'image de Galois sur QQ, est alors connexe et réductif, donc en appliquant
les résultats cités dans [Tit79] (paragraphe 3.2 et 3.4.1), il existe un groupe algébrique
lisse G défini sur Z,, tel que G(Z,) contienne 'image de Galois, et dont la fibre
générique est H. Le Théoreme 2 s’applique alors.

Avant d’expliquer une autre conséquence, rappelons quelques résultats sur les
représentations cristallines abéliennes : soit T le tore restriction des scalaires de Z,s a
Ly, appliqué a Gy, et T = lim T (ou les fleches du systéme projectif sont induites par
la norme). Rappelons que Ty Xz, Zys = 11 "Gyy,. Alors le groupe pro-algébrique

T€Gal(Fps /Fp)
correspondant a la catégorie tannakienne formée des Q,-représentations cristallines
abéliennes est T xz Q,, et si V est une Q,-représentation cristalline abélienne a
poids de Hodge-Tate dans [0,p — 2], la représentation de T xz Q, est entierement
déterminée par ’action de I'inertie modérée. Les modules filtrés correspondants sont les
modules dits élémentaires, et forment aussi une catégorie tannakienne dont le groupe
pro-algébrique correspondant est T Xz, Q,.

Jean-Pierre Wintenberger a construit dans [Win84| pour tout objet M de la
catégorie des ®-modules filtrés sur W une représentation pl\]‘fF (qui sera notée p,,) de
T (d’image 7Ty, qui sera noté 7). Fixons une section de I'inertie modérée dans l'inertie ;
nous pouvons alors parler de I'image de 'inertie modérée. Nous construisons alors (cf.
paragraphe II1.6), pour tout objet U de la catégorie des Z,-représentations cristallines
a poids de Hodge-Tate dans [0,p — 2] et leurs quotients, une représentation pgr (qui
sera notée p_ ) de T (d'image (7, )y qui sera notée 7y, ), a l'aide justement de I'image
de l'inertie modérée.

Pour montrer (dans le cas tué par p) le lien entre p,,. et p, ., introduisons quelques
définitions : soit M un objet de 1\/IFl:h avec 0 < h < 1‘%2 et p > dimy M, et posons
V' = Vpis(M). Définissons G comme étant le groupe algébrique associé & la catégorie
tannakienne engendrée par M. Nous cherchons & donner un analogue & G sur V ; pour
cela, algébrisons I'image de Galois : pour I'image de I'inertie modérée, nous avons 7, ;
pour I'image de I'inertie sauvage dans G Ly, nous reprenons les idées introduites par Nori
(cf. [Nor8T]), et nous introduisons Uy le groupe algébrique engendré exponentiellement
(cf. définition IV.2.9) par celle-ci. Alors nous pouvons définir Gy, comme étant le groupe
algébrique engendré par Uy et 7y, et nous avons le théoreme :

THEOREME 3. Sous les hypothéses précédentes, il existe un isomorphisme de k-
espaces vectoriels V @p, k — M qui identifie Gy a Gy et p,, Py

REMARQUE. Dans le cas ou M est la réduction modulo p de la situation du

Théoreme 2, nous pouvons choisir lisomorphisme donné par le théoreme 3 dans
Isom(k).
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Nous pouvons déduire de ce théoreme deux corollaires intéressants. Pour le pre-
mier, reprenons les notations et hypotheses du Théoreme 2. A 'aide de la remarque
précédente, et en relevant le résultat obtenu par le Théoreme 3 a W, nous obtenons :

COROLLAIRE 1. Sip > 2rg, U—-1et0<h < p;Q, alors Ty, est un sous-groupe
Zp 1
de G, et il existe un isomorphisme de W -modules

U Qz, W —-M
vérifiant les conclusions du Théoreme 2, qui identifie G a Gy et p,,, @ pyp-

La aussi avec des hypotheses plus fortes sur a;, nous pouvons affaiblir I’hypothese
sur h. Et ce corollaire s’appliquera en particulier au cas de la semi-simplifiée d’une
représentation cristalline a poids de Hodge-Tate petits (toujours par application des
résultats de Tits (cf. paragraphe 3.2 et 3.4.1 de [Tit79])).

Pour illustrer le corollaire suivant, rappelons que Jean-Pierre Wintenberger a montré
dans [Win91] comment un certain groupe a un parametre de 7y, plus précisément le
groupe a un parametre correspondant au plongement (indexé sur I’élément 7 = identité
du groupe de Galois) de G,, dans T, permettait de construire un point de Isom(wy ®gq,
K, wp)(K) une fois restreint aux représentations abéliennes. Ce groupe est le groupe a
un parametre introduit par Jean-Pierre Serre dans [Ser79] pour montrer le lien entre
une représentation de Hodge-Tate abélienne, et les représentations des Lubin-Tate. Nous
avons alors :

COROLLAIRE 2. Considérons une représentation cristalline de ' dans un Q,-espace
vectoriel V' de dimension n, dont les poids de Hodge-Tate sont compris entre 0 et h,
avec 0 < h < ’%2, et p > 2n—1. Alors le tore Ty, est inclus dans ’adhérence de Zariski
H de l"image de la représentation.

De plus, le groupe a un parametre définissant la graduation de Hodge-Tate est
conjugué dans H au groupe a un parameétre de Ty, correspondant au plongement de
G,, dans la composante "4G,, de T, Xz, Z;“".






CHAPITRE 1

Rappels

I.1. Notations

Dans toute la these, nous considérerons & un corps local (complet pour une valuation
discrete, a corps résiduel k algébriquement clos, de caractéristique p > 2), absolument
non-ramifié (c’est-a-dire que p est une uniformisante, et donc K est le corps des fractions
de W l'anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans k), et I'x le groupe de Galois
absolu de K (qui est en fait égal au groupe d’inertie). Le Frobenius étendu a K sera
noté o.

Nous noterons C le complété de K (le complété d'une cloture algébrique de ).
X : T'x — Z; désignera le caractere cyclotomique de I'x, c’est-a-dire que g(z) = 2¥(9)
pour tout ¢ € I'c et pour toute racine de I'unité z € IC d’ordre une puissance de p.

De maniere générale, si F' est un corps local, Op désignera I'anneau des entiers de
F', et mp son idéal maximal.

I.2. Rappels sur les (¢, I')-modules

I.2.a. Définition de Og. Soit R lensemble des suites # = (z(™),cy formées
d’éléments de Og/pOg vérifiant (x+))P = (™ pour tout n (cf. [Fon82], p. 535).
C’est un anneau parfait de caractéristique p, muni d’une valuation ; son corps résiduel
s’'identifie a k. Son corps des fractions Fr R est un corps algébriquement clos de ca-
ractéristique p, et R est intégralement clos dans Fr R.

Si A est une k-algebre, W(A) désigne 'anneau des vecteurs de Witt a coefficients
dans A. Notons Zy = W(Fy:), Z" = W(F,), W = W(k), Wi(A) = K @w W(A) =
W(A)[%] et sia € A, [a] = (a,0,---,0,---) le représentant de Teichmiiller de a dans
W (A). Le Frobenius x € A — 2P € A s’étend & W (A) en ¢ (encore appelé I'endomor-
phisme de Frobenius) par fonctorialité, ainsi qu’a Wi(A) ; nous noterons o le Frobenius
sur Wet sur K (si A € W, a(\) := ¢(N\)). En particulier ceci s’applique a W(R),
W(Fr R) et Wi(Fr R).

D’autre part, le groupe ' opére par fonctorialité sur R, Fr R, W(R) et W (Fr(R)),
et les anneaux W (R), W(Fr R) et Wi (R) s’identifient a des sous-anneaux de Wy (Fr R)
stables par ¢ et I'k.

Notons Z,(1) = lim pn (K) le module de Tate du groupe multiplicatif et pour tout

neN
i €N, Z,(i) = Z,(1)®" et Z,(—i) son dual. Pour tout Z,-module T, et pour tout i € Z,

7



8 I. RAPPELS

posons 1'(i) =T ®z,, Zy(1).

Le module de Tate Z,(1) = T,,(G,,) s’identifie au sous Z,-module du groupe multipli-
catif des unités de R congrues & 1 modulo I'idéal maximal, formé des z tels que z(?) = 1.
Choisisons un générateur de ce module, c’est-a-dire un élément ¢ = (¢™),cy € R tel que
e® =1 et e £ 1, et considérons I'élément m = [¢] — 1 dans W(R). Alors 'adhérence
S de la sous W-algebre de W (R) engendrée par 7 s’identifie a I’algebre W [r] des séries
formelles en 7 a coefficients dans W ; de plus S est stable par ¢ et ', et nous avons
les relations suivantes :

p(r) = (1+m)P =1
g(m) = (1+m)¥ —1
pour g € I'k.

Soit /C,, le sous corps de K engendré sur K par les racines p"-iemes de I'unité, et
Ke = U K, Notons I' = Gal(K/K) et Hy le noyau de la projection de I'x sur I

neN
Le groupe Hy agit trivialement sur S. Si I'y est le sous-groupe de torsion de I', posons

Sp = S ainsi que I'y = T'/T';; J.-M. Fontaine a montré (cf. [Fon90], p. 268-273) que
Sy = Wmg], ot mg = —p + 3 [¢]”. Notons ¢ = p + 7. Sy est munie d'une action

a€clF,
naturelle de I'y.

Notons O¢ le complété pour la topologie p-adique de S [%] C’est 'anneau des entiers
d’un corps complet pour une valuation discrete, absolument non ramifié, noté £. Comme
7 est inversible dans W (Fr R), I'inclusion de S dans W (R) se prolonge en un plongement
de S[1] dans W(Fr R), et O s'identifie & I'adhérence de S[2] dans W (Fr R) pour la
topologie p-adique, tandis que & = Og[%] s’identfie & un sous-corps de Wi (Fr R). Alors
si £ = O¢/p, Op = S/pS = k[x], ou 7 est la réduction modulo p de 7.

De plus, si &, désigne 'adhérence dans Wi (Fr R) de l'extension maximale non
ramifiée £,, de £ contenue dans Wic(Fr R) et Og son anneau des entiers, Og /p est

une cloture séparable E*? de E, avec une identification des groupes de Galois
Hi = Gal(E*?/E) = Gal(&,, /).

I.2.b. Définition des (p,I')-modules. Dans ce paragraphe, nous donnons la
définition des (¢, I')-modules pour un groupe I' profini quelconque, comme fait dans
[Fon90]. En pratique, ce sera soit le I" du paragraphe précédent, soit I'y.

Soit A un anneau noethérien, muni d’une topologie, pour laquelle il est séparé et
complet, d'un endomorphisme noté o, et d’une action continue d’un groupe profini, com-
patible a la structure d’anneau et commutant a o. Supposons en outre que le morphisme
o: A — A est plat. Un p-module sur A est un A-module muni d'un endomorphisme
©, semi-linéaire par rapport a o; notons ®M, la catégorie dont les objets sont les
p-modules sur A, et les morphismes sont les morphismes A-linéaires commutants a .
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Si (M, ¢) est un tel module, notons M? le A-module déduit de M par l'extension des
scalaires 0 : A — A. Alors M est dit étale s’il est de type fini sur A et si 'application
linéaire ® : M7 — M, déduite de ¢ en posant ®(A ® x) = Ap(x) pour A € Aet x € M
est bijective. Notons @MY la sous-catégorie pleine de ®Mp formée des objets étales.

La catégorie ®M est munie d'un produit tensoriel : si (M, ) et (N, py) sont
deux objets de ®M,, alors M ® N a pour module sous-jacent M ®4 N, et ey est
défini par pyen(r ® y) = pu(x) ® en(y). Il existe un objet unité : c’est A muni de
pa=0.

Si A est noétherien et o-plat, alors ®ME est une ®-catégorie (cf. [Fon90] p.257),
c’est-a-dire que le produit tensoriel de deux modules étales est étale, ®ME contient
I’objet unité, et admet un hom interne, défini par :
pour (M, ¢yr) et (N, on) deux objets de @MY, 'espace sous-jacent & Hom(M, N) est
Hom, (M, N) le A-module formé des morphismes de A-modules, et le morphisme ¢ est
caractérisé par : Vi € M, Graomou. (/) (@) = on (/032 (2))).

Un (¢, I')-module sur A est un ¢p-module sur A muni en plus d’'une action de I', semi-
linéaire par rapport a I’action de I' sur A, cette action commutant avec I’endomorphisme
. Supposons A et I' munis d’une topologie pour laquelle ils sont séparés et complets,
que I' opére continiment sur A, et que A est noétherien et o-plat. Un (i, I")-module
est alors dit étale si le p-module sous-jacent 'est et si l'action de I' est continue. Les
(¢, I')-modules étales (avec comme morphismes les morphismes A-linéaires commutants
a ¢ et a I') définissent une ®-catégorie abélienne notée T®ME (cf. [Fon90] p.273).

I.2.c. Lien entre (y,[')-modules et représentations galoisiennes. Appelons
représentation Z,-adique de I'x la donnée d'un Z,-module de type fini muni d’une action
linéaire et continue de I'x. Un morphisme sera une application Z,-linéaire commutant
a l'action de I'x. Notons Repz, (I'x) la catégorie des représentations Z,-adique de I'x.
La catégorie Repg, (I'x) est défini de méme.

J.-M. Fontaine a montré dans [Fon90] (p. 274) qu’il existait une équivalence de
catégories entre T®ME_ et Repy, (I'c) induite par les foncteurs Do, et Vo,,

Do, : Repz, (T'x) — F@M%S
T — (Ognr ®Zp T)H’C

et son quasi-inverse

V(gs:I‘CIﬂ\/I%‘€ — Repyz, (k)
N = (Oz ®o, N)e=l

La multiplication dans Og induit alors une application naturelle et fonctorielle
(préservant sous-objet, objet quotient, produit tensoriel, dual et somme directe) :

Vo. V) @z, 05 N N o, O,

pour N un objet de la catégorie F@M%E.
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1.3. Représentations cristallines

I.3.a. Définition de A..;. Soit W(R) 'anneau des vecteurs de Witt a coeffi-

cients dans R, et W,(R) anneau des vecteurs de Witt de longueur n. L’application
+o00o

0 : W(R) — Oc¢ défini par 0((x,)) = > 2™ est un morphisme d’anneaux surjectif,

n=0

de noyau un idéal principal de W(R) (cf. [Fon82], p.537). Soit A = (Ag, A1,--+) un
générateur de Ker(). Définissons de méme pour n € N*, 0, : W(R) — Og/p" par

n—1
On((xo, -+ s Tpo1)) = D pma™ s cest un morphisme d’anneaux surjectif dont le noyau
m=0

est engendré par Ao, = (Ao, -+, Ap_1).

Notons WP (R) I'enveloppe a puissance divisées (cf. [BO78], chapitre 3) de W, (R)
relativement a 'idéal Ker(6,,), compatibles avec les puissances divisées canoniques sur
pW,(R). Posons alors

Auris = lim WFP(R)
neN
C’est aussi le séparé complété pour la topologie p-adique de ’enveloppe a puissances
divisées de W(R) relativement a l'idéal Ker(#), compatibles avec les puissances
canoniques sur pW (R).

L’application € s’étend naturellement & Wic(R) (par une application toujours noté

6). Notons
Bin = lim Wi (R)/ Ker(0)"
neN

le complété de Wi-(R) pour la topologie Ker(#)-adique. C’est un anneau de valuation
discrete, d’idéal maximal Ker(f); la série qui définit log([e]) converge dans B, vers un
élément noté t, qui est un générateur de I'idéal maximal, ce qui fait que By = BIR[%]
est un corps, muni d’une action de I'c (par fonctorialité), et d’une filtration définie par
Fil'(Byg) = "B}, pour i € Z. De plus,

Vg € I'k, g(t) = X(g)t

ou X est le caractere cyclotomique.

Acris se plonge naturellement dans Byg (cf. [Fon94al)), et alors t € A..;s. L'applica-
tion ¢ : W(R) — W(R) déduite du Frobenius € R — 2? € R s’étend naturellement en
une application ® : A..;s — Aeis semi-linéaire par rapport a o, et qui vérifie ®(t) = pt.
De plus, A hérite alors de la filtration de Byg (Fil'(Aeis) = Fil'(Bgr) N Aeris), et

1

'action de I'c laisse stable Ac.is. Il en va de méme pour Bepis = Aeris|7]-

I.3.b. Représentations cristallines. Soit V' un Q,-espace vectoriel de dimension
finie, et p : I'c — GL(V') une représentation continue de I'c. Définissons Deyis p par

Dcris,p(v) = (V ®Qp Bcris)rlC
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(ot I'k agit sur le produit tensoriel via g(v ® z) = p(g)(v) ® g(x)). Derisp(V) est un
K-espace vectoriel, et dimg Deyis p(V) < dimg, V.

DEFINITION 1.3.1. La représentation (p,V') est cristalline si dimyx Deyisp(V) =
dim@p V.

Notons Repg, cris(Tx) la sous-catégorie pleine de Repg,(I'x) formée par les
représentations cristallines.
Définissons MF la catégorie des ®-modules filtrés sur K : un objet D de MFx est un
K-espace vectoriel de dimension finie muni

— d’'une filtration (Fil’(D));ez formée de sous-espaces vectoriels, fitration qui est

décroissante, exhaustive et séparée;

— d’une application o-semi-linéaire bijective ® : D — D.
Les morphismes de cette catégorie sont les applications K-linéaires préservant la filtra-
tion et ®.

Derisp(V) est alors naturellement muni d’une structure de ®-module filtré sur K,
provenant de la filtration et de I'application ® de B,.;s.

DEFINITION 1.3.2. Un ®-module filtré sur K isomorphe ¢ un Depsp(V) pour V
cristalline est dit admissible.

Notons MF24 la sous-catégorie pleine de MFy formée des modules admissibles.

Repr(I‘,C) et 1\/IF%Cl sont deux catégories tannakiennes dont Dgysp induit une
équivalence de ®-catégories, et dont un quasi-inverse est donné par

Vcris,p(D) - FllO(D ®IC Bcris)q):1
L’application naturelle (provenant de la multiplication dans B..;s)
(133) Vcris,p(D) ®@p ch’s — D QK Bcris

est alors une bijection.

Pour plus de clarté, décrivons la structure tannakienne de MF24 (celle de
Repg, (k) est claire) :
si (D, ®p,Fil'(D)) et (D', ®p, Fil'(D')) sont deux objets de MF24, alors D @ D' a
pour espace sous-jacent D ®x D', et

Ppep (v ®y) = Pp(r) @ Ppr(y)
Fil'(D® D) = Y. Fil(D) @ Fil*(D)
j+k=i

Pour les homomorphismes, nous munissons Homy (D, D) I'espace vectoriel des applica-
tions KC-linéaires de D dans D’ d'une structure de ®-module filtré sur K par :

- pour f € Homg(D, D'), Vo € D, Pyom(n,nn(f)(@) :'q)D/(f(@Bl(x)))

— Fil'(Hom(D, D)) = {f € Hom(D, D")|Vj € Z, f(FiV(D)) Cc FiF™(D")}
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‘ L
L’objet unité est K muni de & = o et Fil'(K) = N = 0 .
0siz>0
I.3.c. Poids de Hodge-Tate. Rappelons que pour p : I'x — GLg,(V) une
représentation continue sur un Q,-espace vectoriel de dimension finie, I'action de I'k
peut s’étendre a Vo = V ®q, C via g(v ® x) = p(g)(v) ® g(x). Notons alors pour i € Z,
Veli} = {v € Vc[Vg € Tk, g(v) = X(g)'v}. Ve{i} est un K-sous espace vectoriel de Ve
tel que l'injection V{i} — Vi s’étend en une injection C-linéaire
@ Vc{Z} R C— V(c
1€L
DEFINITION 1.3.4. V est dit de Hodge-Tate si cette injection est une bijection. Les
poids de Hodge-Tate sont alors les i € 7 tels que dimy Ve{i} # 0.

Si V' est cristalline, alors elle est de Hodge-Tate, et ses poids de Hodge-Tate sont
les opposées des sauts de la filtration de Deyis p (V).



CHAPITRE 1II

Théoreme de Fontaine-Laffaille et produit tensoriel

II.1. Rappels sur les ®-modules
Les résultats énoncés ici proviennent de [Win84|, p.517 a p.529.

Soit MG ¢ la catégorie des ®-modules gradués définie par :

— un objet est un module M de type fini sur W avec une graduation (M;);cz et une
application o-semi-linéaire bijective fy; : M — M (s’il n’y a pas ambiguité, nous
noterons M pour U'objet (M, (M), fur)) ;

— les morphismes sont les applications W-linéaires commutants aux f et compatibles
aux graduations.

C’est une ®-catégorie abélienne, Z,-linéaire, qui possede des Hom internes.

Soit X (respectivement X pour s € N*) le groupe additif des applications
périodiques (respectivement ayant s pour période) de Z dans Z. Pour tout £ € X, no-
tons |€] la période de €. Le Frobenius o agit sur X par V¢ € X, Vi € Z, o(§) (i) = £(i+1),
et laisse donc stable les X,.

Notons T le tore sur Z, dont le groupe des caracteres est X (7T est le tore obtenue
par la restriction des scalaires de Z,s a Z, du groupe multiplicatif, nous en rediscuterons
au paragraphe I11.6.a), et donc si T = lim 77 (les fleches étant induites par la norme),
X est le groupe des caracteres de T.

Pour tout M objet de MGy ¢, définissons, pour tout § € X, le W-module M{&}
par M{¢} = {x € M|f},(z) € Mg pour tout j € Z}.

DEFINITION IL.1.1. Un module est dit élémentaire si M = ®eex M{E}.
Pour tout u € Auty (M), définissons un nouvel objet M* de MG ¢ de la maniere
suivante :

— en tant que W-module gradué, M* = M ;
— posons fyu =u"to far.

PROPOSITION I1.1.2. Soit M un objet de MGy t¢. Il existe au plus unu € Auty (M)
tel que :
(1) (u—1d)(M;) C ®j<iM;, ceci pour tout i € Z;
(2) M*™ est élémentaire.

13
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Définissons la catégorie MGRy ¢ dite des bons ®-modules gradués de la maniere
suivante : c’est la sous-catégorie pleine de MGw ¢+ dont les objets M sont tels que
— il existe un u (noté alors uyy) vérifiant les conditions de la proposition 11.1.2
— M /pM ait une suite de composition dont les quotients successifs sont des modules
élémentaires.
La catégorie 1\/[(;1{’,‘,7tf est stable par sous-objet, objet quotient, somme directe, produit
tensoriel et Hom interne.

Pour tout objet M de MGYy ¢, posons (si u = up), M = M", M := M“{¢},
el =utfy et Mzi = M (c’est-a-dire les éléments fixés par f55).
De part les définitions, M; = GB M. La graduation M = @M{ induit une
£(0)=i gex
représentation pf\‘/[/IF (notée p, s’il n’y a pas ambiguité) de T sur M. Appellons 7,
(que nous noterons aussi 7 s’il n’y a pas ambiguité) le tore image dans G Ly, donné par

Py

Soit MFw la catégorie dite des ®-modules filtrés sur W, dont les objets sont les
W-modules N muni
— d'une filtration décroissante exhaustive et séparée formée de sous-modules
(Fil"(N))iez ; ' '
— pour tout i € Z, d'une application o-semi-linéaire ¢* : Fil'(N) — N telle que
@Z’FiliH(N) = pp'th.
Les morphismes de cette catégorie sont donnés par les applications W-linéaires compa-
tibles aux filtrations et commutants aux ¢°.
Un exemple de module filtré serait A..,, mais pour cela, il faut modifier la
filtration : en posant @' = I%(I>|Fﬂi( Ay 1l faut poser Fil?(Ag.;s) = {0} (cette filtration
sera appelée la filtration tronquée de A.p.is).

Pour pouvoir introduire un produit tensoriel et le Hom interne, il faut restreindre
la catégorie : considérons MF7y, la sous-catégorie pleine de MFvyy formée des objets N
vérifiant :

— il existe i € Z avec Fil'(N) = {0};

— les Fil'(N) sont des facteurs directs dans N.
Alors, pour tout objet de MFY, il existe un scindage de la filtration. De plus, le produit
tensoriel et le Hom existent (cf. [Win84], p.521).

Agris (muni de la filtration tronquée) est un objet de MF%,, ce que nous garderons
en mémoire pour la définition de V.

Considérons MFw ¢ la sous-catégorie pleine de MFY5, formée des W-modules N

de type fini tels que Y ¢*(Fil'(N)) = N. C’est une ®-catégorie abélienne, Z,-linéaire,
i€z



II.1. RAPPELS SUR LES &-MODULES 15

qui possede des Hom internes.

Pour tout objet N de MF\yy 4, il existe une structure de ®-module gradué : si (N;);ez
est un scindage de (Fil'(\NV));ez, posons pour x € N tel que z = Y x; avec x; € N;,

In(@) =S o4 (x;). Alors, (N, (N;), fn) est bien un ®-module gradué. Réciproquement,

si M est un ®-module gradué, en posant Fil'(M) = @;>;M; et pour x € Fil'(M) tel
que x = Yy xj avec x; € M;, ¢'(z) = 3 p’ " f(x;), M est alors muni d’une structure de

j >
®-module filtré.
Le résultat principale démontré dans [Win84| (Théoréme 3.1.2 p.529) est le
théoreme suivant :

THEOREME I1.1.3. La méthode décrite ci-dessus permet de construire une
équivalence de ®-catégories entre 1\/IGBV7tf et MFw ¢. Plus précisement, pour tout
objet N de MFwy ¢, il existe un et un seul scindage de la filtration de N tel que
le ®-module gradué qu’il définit soit bon, et ce scindage vérifie les propriétés de
fonctorialité attendues.

Posons enfin MF[\?‘}M (resp. 1\/IF1[(a ’b]) la sous-catégorie pleine de MFw ¢ formée
des W (resp. k)-modules libres tels que Fil*(M) = M et Fil®*'(M) = {0}. Notons
MFy! = MFL;,h’O], MFY, = MFL?‘}h] et MFG! = MFL;,h’h] (de méme en remplacant
W par k).

Soit D un ®-module filtré sur K admissible. Alors il possede des sous-réseaux for-
tement divisible, M, c’est-a-dire un réseau M vérifiant Y p~*®(Fil' (D) N M) = M. En
i€Z
posant Fil'(M) = Fil'(D) N M, ' = p™*®|gyi(as), M devient un ®-module filtré sur W.
Posons alors D; := K ®w M; pour tout i € Z, Dg, = K Qw Mz, fop =K Qw Mgi,
D¢ := K®yw M. La graduation (Dg)¢cx correspond a un morphisme du protore 17'xz,Q,
dans GLD&, noté yp.

Ces définitions ne dépendent pas du choix de M.

REMARQUE I1.1.4. St M est un objet de MFw ¢ libre sur W, en posant D :=
K @w M, Fil'(D) := K ®w Fil'(M), et pour z; € Fil'(M), ®(z;) := p'o'(x;), Uobjet
D ainsi construit est un ®-module filtré sur K faiblement admissible (et donc en fait
admissible) dont M est un réseau fortement divisible. Par contre, différents M peuvent
donner le méme D. Nous noterons Dy, ce ®-module filtré sur K faiblement admissible
construit a partir de M.
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I1.2. Autour du théoréme de Fontaine-LafTaille

DEFINITION I1.2.1. Pour tout objet M de MFyy 4¢ tel que Fil'(M) = {0}, définissons
la représentation galoisienne V qpis(M) par :

Vcris(M) - FllO(M Qw Acm’s>@0

Si M est libre comme W-module, V eris(M) est un Z,-module libre (c’est un sous-réseau
de Verisp(Dar) ).

En effet, rappelons que A..;s muni de la filtration tronquée est un objet de MFyy,
M aussi, donc le produit tensoriel existe, et Fil’(M @y Am-s)‘f’0 a donc un sens.

REMARQUE [1.2.2. Cette définition s’étend en la définition du foncteur Vs de
la sous-catégorie pleine formée des objet de MFwy ¢ tels que Fil'(M) = {0} wers la
catégorie des représentations galoisiennes sur Zy,.

THEOREME I1.2.3 (Théoréme de Fontaine-Laffaille). Si nous nous restreignons a
la sous-catégorie pleine des M wvérifiant Fil> ?(M) = M et Fil'(M) = {0}, alors le
foncteur V opis ainsi défini est exact et pleinement fidéle. De plus si M est libre sur W,
Veris(M) est un réseau de la représentation galoisienne associée a Dy (c’est-a-dire que

18z, (Veris(M)) = rgy (M)).

REMARQUE I1.2.4. N. Wach a montré qu’un quasi-inverse de Vs est donné par

Dcris(T) = U A
A € MF?
AC (T ®Zp 4407"2'3)F’C

11.2.a. Rappels sur les périodes des Lubin-Tate. Rappelons les résultats
énoncés dans [Col93] et [Col92] concernant les périodes des Lubin-Tate. Soit
(xX) = > );in avec ¢ = p". Alors, Cartier démontre dans [Car76] que

n>0
G(X,Y) = I"Y(I(X) + [(Y)) est la loi d’'un Lubin-Tate pour l'uniformisante p
sur Z,. de hauteur h, qui vérifie en outre que pour a € Z,, si [a] est la série formelle
donnant la structure de Z,.-module du Lubin-Tate, alors I([a](X)) = al(X) (& gauche

de I'égalité, c’est une composée de séries formelles, a droite c’est la multiplication de la

série formelle [ par le scalaire a pour la structure usuelle de Z,r-module de Q,[[X]]).

Si T,(G) est le module de Tate de G (voir par exemple [LT65]), considerons alors
u = (u,) € T,(G) un élément non nul. Par définition, uy = 0 et u,, est un élément de
I'iéal maximal mg de W. Comme 6 : W(R) — Og (le morphisme structurel de Byg)
est surjectif, il existe @, € W(R) avec 0(i,) = u,. Alors, Colmez montre les résultats
suivants :

ProprosITION I1.2.5.
= U(4,) eziste dans By ;
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N pnl(ﬂn) S Acm‘s y

— la suite (p™1(Uy)), converge dans Ae.is, vers une limite Qp,(u) ne dépendant pas du
relevement (t,,) choisi;

- Vg € I'e, g(Q(uw)) = Xn(9)Qn(u) ot Xy : I — Z7, est le caractére donnant
Uaction de T sur le Lubin-Tate G (il est construit via la théorie du corps de
classe local, voir [LT65]), et dont l'image de linertie modérée est F

; h—1
®1(Q (u o . -
~ 2 (@) ;( ) ¢ Aeris quelque soit 1 > 0. De plus, 21;[0@ (Q(w)) € p"'Zyt, donc les

O (Q(u)) sont inversibles dans Beyis ;
~ U(u) € Fil' Agis \ Fil? Apis, et ®"(Q(w)) = pQ(w). De plus, si u est un

h—1
générateur de T,(G), 1:{) D1 (Qp(u) € p" 1 Z5t

- Si v désigne la valuation (discréte) définie sur Bar par les puissances de Ker 0
(t est alors une uniformisante), v'(Qn(u)) = 1 et V(P71 (Q(u))) = 0 pour 1 < j <
h—1.

Les démonstrations proviennent des résultats des articles de Colmez sus-cités (en
particulier du calcul de v,(2(u)) pour u générateur de T,(G) (cf. [Col93], Théoréme
[.2.1, p.641)). Elles sont détaillées a 'annexe V.2.

I1.2.b. Modules élémentaires. Fixons-nous M un ®-module filtré libre de type
fini sur W (sur &, le méme genre de résultat serait vrai), qui soit élémentaire et vérifiant
Fil'(M) = {0}. Par définition, si &€ € X est tel que M, # {0}, alors ¢¢I€=D o ... 0 x50
est une application additive de M, dans lui-meéme, qui est bijective et olél semi-linéaire.
Rappelons le lemme suivant :

LEMME I1.2.6. S7 M est un W-module de type fini avec g une application o™-semi-
linéaire bijective, alors en notant MY les points de M laissés fixe par g, l'application
naturelle W Q2 M9 — M est un isomorphisme de W-module.

La démonstration de ce lemme est essentiellement celle de la proposition donnée
dans l'introduction de [Win84]. Elle est refaite a I'annexe V.3.

Par conséquent, une application directe du lemme donne l’existence d’une base de
M sur W qui est laissée fixe par ¢*(8=D 0. 0 o8O (en effet, M, est libre, donc sans
p-torsion, donc Mg aussi, donc par la structure des modules sur les anneaux principaux,
Mg est un module libre sur Z,», donc le lemme s’applique, et alors une base de Mg sur
Zyn est une base de M, sur W).

ProrosiTioN I1.2.7. Si M est un ®-module filtré libre de type fint sur W
et élémentaire, alors il existe une base (€é)§ex,1§jgdim Me de M sur W telle que

@(eé) = pg(o)ei@). Une telle base sera dite adaptée.

DEMONSTRATION. En effet, il existe &, -+ , &, dans X tels que M = @; &, My (e,
donc il suffit de trouver une telle base pour M = @©M,ke. Or, dans ce cas, il suffit de
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se fixer une base (e;) de M invariante par @€~ o ... 0 O et de poser eik(g) =
Spg(kfl) O-++0 905(0)(6]) |:|

Une autre fagon de traduire ce résultat est le suivant : pour £ € X, notons N[¢] le
module tel que (avec |£| = h sa période minimale)

— le W-module sous-jacent est W"

— si (€;)iez/nz est la base canonique, alors Fil'(N[¢]) = GB We;

— CI)(GZ) = €i+1
(donc N[€],iey = We;). Alors un module élémentaire est une somme directe (en tant
que ®-module filtré) de modules de type N[£].

PRrROPOSITION 11.2.8. Soit £ € X a valeurs négatives, alors Veps(N[E]) est un Z,-
module libre de rang celui de N[€] sur W (c’est-a-dire |£]). De plus, en posant

DT (Q(u .
zo = Qp(u) 5 H[W]—é(h—y)

et pour i variant de 0 a [£| — 1,
T; = p€(0)+"'+5(i*1)q)i(x0)

une base de Vepis(N[E]) est donnée par

1 . . .
v; = — (2007 (y) ® ¢ + 2107 () @ €5(e) + - + 107 T (Y) @ egrei1 ()

(67

pour j variant de 0 a |£|—1, et pour un certain a € N. Si £ est a valeurs dans [2—p, 0],
alors o = 0.

DEMONSTRATION. C’est une application directe des résultats du paragraphe I1.2.a
et de ce que Fil” B®, = Q,. O

Pour écrire cette proposition pour les modules élémentaires, introduisons quelques
notations :
— pour tout n € N, fixons un y,, € Z,» tel que (0*(y,)); est une base normale de Zn

sur Z,.

— supposons donné Y un systeme de représentants de {{ € X a valeurs
négatives}/o et un z(§) pour tout & € Y, tel que z(§)y = x(£) puis
x(€); = ptO+-+=DPi(5(¢)y) est une solution pour les équations associés

4 N[¢] (Cest-a-dire que pour tout i, z(£); € Fil =¥ A, et z(&)je] = x(£)o), avec
% ¢ Aeis pour un certain i. Posons alors x(0"(€)); = x(£);1,;. Nous noterons

(o' (x)) = z(0"(£))o.

REMARQUE 11.2.9. [l eziste une fagon de choisir les (&) pour que x(§)x(n) = x(§+
n) dés que £, n et &+ n sont a valeurs dans [1 — p,0] non constants a 1 — p (cf.
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Uannezxe V.4). Regardons rapidement comment faire pour les cas qui nous intéresseront :
notons &, Uélément de X définit par £,(0) = —1 et £,(i)) = 0si1 < i < n-—1
(€n(i) = —1 sinli, et £,(i) = 0 sinon). Soit xy tel que x; = p*~Vx;_y vérifient z,, = o,

. n—1 .
T; € Fil_fn(’)(Acris) et %0 ¢ Aeris. Posons x(&,); = x; et pour £ € X,,, y(§) = [] $;f(i]).
i=0

Nous avons par construction y(&)y(n) = y(E+n) pour tout & et n dans X,, (et a valeurs
dans [2 —p,0]). Le résultat de [Col93] (sur le calcul de v,) nous donne que si & est a
valeurs dans [2 — p,0], alors % ¢ Aeris, €t donc nous pouvons prendre x(€) = y(&).
Cette construction montre comment choisir les x(€§) pour des & dans un X,, firé (et a
valeurs dans [2—p, 0] ), donc dépendent dun a priori. Nous montrons dans l'annexe V.J
que cette dépendance en n peut étre supprimée, mais en pratique, nous avons toujours
qu’un nombre fini de &, qui sont donc bien tous dans un X, pour un certain n assez
grand.

PRrROPOSITION I1.2.10. Sous les hypothéses précédentes, si (eik@){ex 0<k<le|,j €st une
base adaptée de M, alors (ng@))gexogkq&’j défini par

Unie) = (00" (yig) © g + -+ F+ (€10 (yg) @ €1
est une Z,-base de Veyis(M).

Pour énoncer proprement la proposition précédente, nous sommes obligés de faire
intervenir le systeme de représentants Y. Par la suite, nous utiliserons une version un
peu différente qui ne nécessite pas ceci :

PROPOSITION 11.2.11. Soit M un objet de MFyy élémentaire, et (eg) une base
adaptée. Alors une base de 'V epis(M) ®z, W est donnée par les vecteurs

vg = x(f)eg
I1.2.c. Modules tués par p.

ProOPOSITION I1.2.12. Pour tout objet M de MFih, il existe une filtration exhaustive
MTi] croissante de M formée de sous-objets, tels que MIi|/M[i — 1] soit un module
élémentaire, avec M|[—1] = {0} et M[0] # {0}.

DEMONSTRATION. Il suffit de considérer une suite de Jordan-Holder, puisque tout
objet simple est élémentaire (cf. [FL82], p.566). O

Introduisons la notion de base adaptée pour un objet M de MF:". Notons (M[i])
une filtration vérifiant les conditions de la proposition I1.2.12. Prenons sur M [i] /M [i—1]
une base adaptée, et relevons-la dans M. La base de M ainsi obtenue, (eZ’éZ) est indexée
par ¢ qui varie de 0 a l'entier r + 1 tel que M[r] # M et M[r + 1] = M, & qui varie
dans X et j; ¢ qui est un entier positif qui varie de 1 & dimy, ((M[i]/M[i — 1])¢,). Elle
est telle que .

Mli—1]= P wel's

&irJi €
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est un supplémentaire de M[i — 1] dans Fil’(M). Notons désormais (pour alléger les
Ji, ¢

; . _

notations) : €;’c = ef.

Alors Vi, V¢, V5, A ‘

e;, € Fil© M et méme ez, € Mg, o)
. _ _ o
O(e) ="y D Aenilins dndent]
k<i7 nkvj”lk

avec e, (MK, Jne) € W, et A, (MK, Jne) = 0 si &(1) < nx(0). Une telle base sera dite
adaptée.
De plus, A, (K, jn,) se relie a u (cf. paragraphe II.1 et la propriété I1.1.2 pour la
définition de u) de la maniere suivante : si (ug,, ;(1k, jn,)) est la matrice de u dans la
base (ezi)i,&j? alors )‘U(ﬁi)vj(mﬁ jnk) = Uﬁuj(nka ]nk)

Un élément de M [i — 1] sera dit de niveau i (la notion de niveau dépend donc de
la base adaptée choisie).

REMARQUE I1.2.13. De part la fonctorialité de la graduation Me, les (e%) ou &; est
égal a & dans X (et ot j varie) forment une base de Mc.

REMARQUE I1.2.14. Il nous arrivera de faire I’abus de notation suivante : si (eéi) est
une base adaptée d’un objet M de MFy, elle pourra étre notée juste (eé), et le niveau
de eg sera noté par V(eé).

REMARQUE 11.2.15. En considérant la filtration donnée par une suite de Jordan-
Holder, et (eé) une base adaptée construite a partir de cette filtration, alors j =1 (car
pour un module simple, dimy, ((M[i]/M[i—1])¢,) = 1), donc dans la suite, si nous notons

(eg;) une base adaptée, il sera sous-entendu que la filtration associée sera donné par une
suite de Jodan-Holder.

LEMME I1.2.16. Soit M et N deuz objets de MFY.

- i (ef,) '(respectz'vement (fl.)) est une base adaptée de M (respectivement de N ),
alors (ef, @ f} ) est une base adaptée de M @ N

— Si N est un sous-objet de M, toute base adaptée de N s’étend en une base adaptée
de M.

— Si N est un sous-objet de M, toute base adaptée de M/N se releve dans M en
une famille qui se compléte en une base adaptée de M par une base adaptée de N.

- i (ef,) .(respectz'vement (f}.)) est une base adaptée de M (respectivement de N ),
alors (ef,) U (f).) est une base adaptée de M & N.

Pour tout objet M de MF_ havec 0 < h < p—2, comme le foncteur Vs est exact,
nous pouvons munir Veps(M) d'une filtration par Veps(M)[i] = Veris(M[i]), qui est
alors exhaustive, croissante, formée de sous-objets, tels que Vpis(M)[i]/ Veris(M)[i — 1]
soit une représentation élémentaire, avec Veps(M)[—1] = {0} et Vepus(M)[0] # {0}.
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Nous pouvons alors former une base de Vs(M) a I'aide d’une base adaptée (eéi) de
M, en considérant la réunion des relevés d'une base de Vpis(M)[i]/ Veris(M)[i — 1].
Pour plus de facilité d’écriture, décrivons une base de Veps(M) ®p, k (plutot que de
Vcris(M>> par
v =a(&el 1Y Yes (e dn)en]
8, Ms ;s Ins

avec Y, j(Ns, Jn,) € Aeris (les indices sont les mémes que ceux de la base adaptée).

Le lien entre Vis(M) pour M objet libre sur W, ou tué par p, se fait a l'aide de la
proposition suivante (qui est une application directe de 'exactitude du foncteur V) :

ProrosiTION 11.2.17. Soit M wun objet de MF(;‘ avec 0 < h < p — 2. Alors
Veris(M) /D" 2~ Vpis(M /p™) pour tout n € N.

De plus, si M est libre sur W, et que (éé) est une base adaptée de M /p, par
fonctorialité de la graduation (Mg) nous pouvons relever cette base en une base (eé)
de M telle que 65 € Mg, o), ¢5C ( )= Z)‘&, (n, kel avec :

— plAe;,i(n, k) si y(e’;) > I/(e&) =4 ou si 1/(6,’;) = u(e&,) et (n,k) # (0(&),7)
- )‘&73'(0<£i)7 ]) =let A&,j(% k) =0si 5z(1> > 77(0)-
Une telle base sera dite adaptée.

I1.3. Vs et le produit tensoriel

Le théoreme de Fontaine Laffaille affirme I'exactitude et la pleine fidélité du foncteur
Veris Testreint & la catégorie des M vérifiant Fil> ?(M) = M et Fil'(M) = {0}. Cette
catégorie n’est pas stable par produit tensoriel, mais nous pouvons tout de méme décrire
le comportement de V. face a cette opération :

ProprosiTION I1.3.1. Considérons M et M’ deux objets de MF;&‘ avec 0 < h < p—2,
si L est un sous-objet de M @ M’ et est un objet de MFQ&‘, alors

Vcris<L> C Vcris(M) ®Zp Vcris(M/)

Si de plus L est facteur direct (comme W-module) dans M @ M’', alors Veris(L) est
facteur direct dans Veris(M) ®z, Veris(M'). En particulier, si M & M' est encore un
objet de MFWw, alors Vepis(M @ M) = V epis(M) ®z, Veris(M').

REMARQUE [1.3.2. Il est possible de s’autoriser h = p — 1 dans la proposition, en
excluant le cas ou & constant a 1 — p apparait dans la graduation de M, N et M & N.

REMARQUE I1.3.3. Les résultats énoncés restent vrai si le produit tensoriel porte sur
plus que deux objets de MF , et plus généralement si L est un sous-objet de EB ®;M; ;
avec M, ; des objets de MFw' avec 0 < h < p—2. La démonstration se fait de la méme
facon, mais fait introduire beaucoup plus de notations.
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DEMONSTRATION. Considérons L un sous-objet de M ® M’. Pour des raisons de
dimensions, Veyis(M) ®z, Veris(M') est un réseau de Vpisp(Dyenr), donc comme
Veris(L) C Verisp(Dygnr), nous obtenons :

Vv € Vcris<L)7 El@( ) > Olp U € VCI‘IS(M) ®Zp Vcris(M/)

Or, Veris(L) et Veris(M) ®z, Veris(M') sont tous les deux inclus dans (M ® M') @w
Acm‘s, donc si Vcris(-L) ,@ Vcris(M) ®Zp VCI‘iS(M/)7 il existe v € Vcris(M> ®Zp Vcris(M/)
avec % € (M M) Qw Acris €t % ¢ Veris(M) ®z, Veris(M'). Montrons que cela est
impossible; il suffit pour cela de montrer le lemme suivant, puisque L est un objet de
MF;&‘ avec 0 < h<p—2:

LEMME I1.3.4. Notons X(,_o) l'ensemble des & € X tels que £(i) € [2 — p,0] pour
tout i. Soit v € Veris(M) ®z, Veris(M') tel que v € @sex(p_Q)p(MQQM/)g R Auris, alors
v € chris(M> ®Zp Vcris(M/).

DEMONSTRATION DU LEMME I1.3.4. Le module M étant un objet de MFy' avec
0 < h < p—2, la proposition I1.2.17 nous donne que V¢pis(M)/p = Veris(M/p). En rele-
vant alors une base de V(M /p)®r, k, nous obtenons une base (wg) de Vepis(M)®z, W
qui s’écrit sous la forme :

=z(&)el + [ ) ven e dn)elr] +pa,

8<i7 7787j7]5

et Zgz S M ®W Acris-
Ce qui est important dans I’écriture de cette base, c¢’est que

wg'k (&) =T (5@)621

plus des termes de niveau inférieur (modulo p bien sur).

Revenons maintenant & v : il est dans Ves(M) ®z, Veris(M'), donc il existe
Qg5 € W avec
_ J nJ'
v = Z aéivgl{/vjvj/wfi ® (w )5;/
i,4',&:,€5, 5,9’
Faisons ensuite une récurence descendante sur le niveau (c’est-a-~dire sur i+3’) pour voir
que p divise les o, €007
p divise v dans (M ® M'") @y Aeris, done si i+’ est le plus grand niveau de M @ M’
p divise
N g
Z 5,6, € (5@) } [ (fi’)eég,]
IR 61/
donc, p divise chaque coordonnnée, donc p divise

aj jr.e,e,0(&) (&)
pour tout j7 j/a gi: 57{’
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Or, &, & et & + &, sont dans X(,_5), donc x(&)x(&),) = x(& + &) (cf. remarque
I1.2.9, puisqu’il n’y a qu'un nombre fini de & qui interviennent dans la graduation de
M et M'). Par conséquent p ne divise pas z(&)x(&},), et donc p divise o j ¢, ¢, si &, &,
et & + &, sont dans X(,_s). Les hypotheses du lemme se traduisent par a; j’,&i ¢ = 0si
& + & n'est pas dans X(,_o). Z

D’ou, en itérant le processus (en faisant une récurrence descendante sur le niveau),

nous obtenons v € p( Veris(M) @z, Veris(M' )) ®z, W, ce qui montre le lemme. O

Donc si L est un sous-objet de M ® M’ et est un objet de MFQ‘}‘, Veris(L) est bien
inclus dans Vepis(M) ®z, Veris(M').

Supposons de plus que L est facteur direct (comme W-module) de M @ M’. Alors
L ® Agis est facteur direct de (M @ M) ® Aupis. Done, si @ € L ® Agis et % e (M®
M') ® Agpis, alors % € L ® Agis. Done, si @ € V(L) et I—f € Veris(M) ®z, Veris(M'),
alors % est dans Vepis(L). Comme Vs (L) C Veris(M) @z, Veris(M'), Veris(L) est bien
un facteur direct (comme Z,-module) de Vepis(M) ®z, Veris(M'). O






CHAPITRE 111

®d-modules filtrés et représentations galoisiennes

IT1.1. Isomorphisme entre V(M) et M

Soit 0 < h < p — 2, et notons F; et Fy les foncteurs exacts de la catégorie MF;&’
vers la catégorie des Og -modules libres de rang fini, définis par : si M objet de MFQ&’,
F1<M) = Vcris(M) ®Zp Ogm et ./TQ(M) =M ®W Ogm

THEOREME IIL.1.1. Pour 0 < h < p—2 fizé, il existe f un isomorphisme de foncteur
entre F1 et Fo. De plus, vis a vis du produit tensoriel, l'isomorphisme peut étre choisi
de telle sorte que :

— pour tous objets M et N de 1\/IF§$1 tels que M ®@ N est encore un objet de MFQ\I,“,

alors le diagramme suivant est commutatif :

f
Veis(N @ M) ® Ogm NeM (N@ M) ® Ogm

J l

(Veris(M) ® Oz ) o, (Veris(N) ® O¢ ) — (N® Oz ) o, (M ® Oz )
nr nr nr_FM ® fN nr nr nr

— pour tout uplet d’objets (N; ;)1<j<n, 1<i<n; de MFQ&‘, pour tout sous-®-module filtré

L facteur direct (comme W -module) de @ ®,21 N ;, Uapplication @ ®fy, , envoie
j=1

(Vcris,p(DL) N @ ®.7, VcriS(Ni,j)) ®z, Oz bijectivement sur L @w Og .
j=1

Donnons les idées de la démonstration avant de rentrer dans les détails : nous
construisons fy a partir de I'isomorphisme fonctoriel :

Vo, (N) ®z, Og . ﬂ) N ®o, Og,

qui est défini pour tout objet N de la catégorie F@M%E. Pour pouvoir utiliser cet
isomorphisme, il faut commencer par construire un foncteur F~ qui a un objet N de
MF;J‘ associe un objet de F@M%g, de telle sorte que Iespace sous-jacent a F~(N) soit
N ®w Og. 1l faut ensuite construire un isomorphisme de représentations galoisiennes

Voo (F(N)) 2% Vs (V)

25
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qui soit fonctoriel. En regroupant, nous poserons pour fy :

wF_ N
Veris(N) ®2, 05 2N Vo (F~(N)) @5, Op — 3 F~(N) @0, O

nr

N ®w O,

Nous allons voir que 'existence d’une application fy définie comme ci-dessus pour
N objet de MFQ\?, ainsi que la fonctorialité concernant sous-objet et objet quotient,
proviennent directement des résultats de J.-M. Fontaine concernant le foncteur j* (cf.
[Fon90], p.301) et les résultats de N. Wach (le Théoreme 1’ de [Wac97] donne l'exis-
tence de gy). Ce qu’il reste a voir, c’est la construction d’un foncteur F~ exact et
préservant le produit tensoriel (qui se relie aux modules de Wach construits par Berger
dans [Ber04)), et surtout le comportement de gy par rapport au produit tensoriel.

REMARQUE III.1.2. Le méme résultat pour les objets de 1\/IF1:h (c’est-a-dire les
objets tués par p) se montre de la méme fagon.

II1.2. Le foncteur de MFy' vers reME.

1I1.2.a. Rappels sur I‘OQM}S‘O. Notons I‘0<I>1\/I§0 la sous-catégorie pleine de la
catégorie des (¢, I'g)-modules sur Sy (cf. paragraphe 1.2) formée des objets N vérifiant :

— le Sp-module sous-jacent est de type fini et sans p/-torsion (c’est-a-dire que pour

tout élément irréductible A de Sy non associé a p, N est sans A-torsion)

— le Sy-module N'/®(N ®, Sp) est annulé par ¢" (ot ¢ = my + p)

— le groupe Iy agit trivialement sur N /mo V.
Elle est abélienne si 0 < h < p — 2, et I'inclusion 7 : Sy — O¢ induit un foncteur
j* : To®Mg, — T'®MY, pleinement fidele qui est une équivalence de catégorie
pour 0 < h < p — 2 sur son image essentielle (cf. [Fon90], p.301). Si N est
un objet de I‘0<I>M1§O, alors j*(N) a pour espace sous-jacent N ®g, Og. Nous fe-
rons souvent ’abus de notation de n’écrire que I’espace sous-jacent pour désigner j*(N).

Si0<h<p-2et N un objet de 1"0<I>M}S‘0, N. Wach a montré qu’il est possible
de munir N = N /7N d’une structure de ®-module filtré sur W en posant

Fil" N = {z € N tels qu’il existe un relevement 7 € N de z avec p(7) € ¢'N'}

et pour tout z € Fil" N, ¢"(x) égal a I'image de @ dans N. Notons MF%, ¢ la sous-

catégorie pleine de MFyy ¢ des objets N tels que Fil’(N) = N et Fil"™(N) = {0}.
Alors N. Wach a démontré le théoreme suivant (cf. [Wac97], p.231) :

THEOREME II1.2.1. Soit 0 < h < p—2. Pour tout objet N de I‘0<I'M1§0, le ®-module
filtré i*(N') = N /mN est un objet de MFYy ¢ ; le foncteur i* ainsi défini est exact et
fidele.
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II1.2.b. Foncteur entre MFY, et T'o®M{ . N. Wach a donné les idées pour
construire un quasi-inverse a i* : & partir d'un objet N de MF4y y avec 0 < h < p — 2
et d’une base adaptée a la filtration, elle a construit un objet N tel que i*(N) = N.
Nous allons montrer qu’en se fixant un scindage fonctoriel de la filtration, nous rendons
cette construction fonctorielle.

ProrosiTioN II1.2.2. Notons 1\/IF§§V,tf la sous-catégorie pleine de MFw ¢ formée
des objets M dont Fil°(M) = M. A tout scindage fonctoriel de la filtration des objets
de 1\/IF<§V7tf nous pouvons associer un foncteur de 1\/IF$V,tf vers ‘I>M§to (la catégorie
des @-modules étales sur Sy), qui soit fidéle, additif, exact, et qui préserve le produit
tensoriel.

DEMONSTRATION. Si N est un objet de MFY, ., et N = ®N; le scindage de la
filtration, il suffit de construire sur N®y, Sy une structure de p-module par : 'application
@' étant défini sur Fil'(N), elle se restreint & N;, permettant de poser ¢y égal & '’
sur N;, c’est-a-dire

Yz € N, pn(x) = ¢'¢'(2)
Nous prolongeons cette définition a N @y Sy tout entier en utilisant la semi-linéarité de
on. Les propriétés de fonctorialité découlent alors de celles du scindage de la filtration.

Au niveau des fleches, ce foncteur est construit de la maniere suivante : si f: N — N’
est un morphisme de ®-modules filtrés, le foncteur lui associe f ® Id. |

REMARQUE II1.2.3. Nous pouvons étendre ce foncteur de la méme fagcon en un
foncteur de MFwy ¢ vers <I>1\/I(é9t£ qui préserve sous-objet, objet quotient, somme directe,
produit tensoriel et dual.

THEOREME II1.2.4. Supposons 0 < h < p—2. Alors pour tout objet N de MFyy i,
il existe une unique action de Iy sur N Quw Sy triviale modulo my et commutant au oy
construit comme dans la proposition II11.2.2. Le module N ®yw Sy est alors muni d’une
structure de (@, Lg)-module sur Sy, et nous avons ainsi un foncteur F additif et exact
de MF%V,tf dans Foq)MgO, pleinement fidéle et tel que i*(F(N)) = N pour tout objet
N de MF%v,tr L’image essentielle de ce foncteur contient tout objet de To®Mg, dont
le module sous-jacent est libre sur So. De plus, pour tout N et N’ objets de 1\/IF1‘}V7tf
tels que N ® N' soit encore un objet de MFyy ¢, F(N) ® F(N') est naturellement
isomorphe o F(N ® N'). Plus généralement, si N;; sont des objets de MF%, (donc
libres comme W -modules) et L un sous-objet (dans MFyy,) facteur direct (comme W -

module) de M := @@ﬂ\h,j, alors l'action de I'g sur @(X)j F(N;;) = M ®@w Sy laisse
stable L @y Sy. Z '

REMARQUE II1.2.5. De la méme facon, nous montrons que l’image essentielle de ce
foncteur contient tout objet de I‘0<I>M}S‘0 dont le module sous-jacent est libre sur Sy/p.
Dans l'annexe V.8, nous montrons plus généralement que l'image essentielle de F est
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1"0<II°M}S‘0 (a Uaide d’outils introduits plus avant dans ce chapitre), donc que F est un
quasi-inverse de 1*.

DEMONSTRATION. Traitons d’abord le cas des modules libres. Dans tout ce qui suit,
h est un entier qui vérifie 0 < h < p — 2.

Considérons N Q@ Sy : comme 0 < h < p — 2, il existe une unique action de I'y
sur N ®y Sp qui commute a ¢ et est triviale modulo my (c’est le lemme 3.1.6 p.233 de
[Wac97| que nous reprendrons ci-dessous). Le (¢,g) module ainsi défini, noté F(N),
appartient bien a 1"0<I>1\/I}S‘0. Il faut voir que nous définissons bien ainsi un foncteur.
Comme la structure de p-module provient d’un scindage de la filtration qui préserve le
produit tensoriel, 'unicité de I'action de I'g nous donnera bien que F préserve le produit
tensoriel (tant que celui-ci reste dans MF%;). L’exactitude provient de la méme raison.

Choisissons une base adaptée a la graduation (e;)1<<q (c’est-a-dire : si r; est le plus
grand entier tel que e; € Fil"(N), alors pour tout r, (e;),,—- est une base de N,), et si
(a;;) est la matrice des applications ¢" dans cette base, I'action de ¢ est donné par :

ples) =47 > aie;
1<i<d
Montrons que F préserve les sous objets. Par unicité de I'action de I'y, il suffit de
montrer :

PROPOSITION I11.2.6. Soit N un objet de MF%,, et N’ un sous-objet. Alors l'action
de Ty sur N Qw Sy laisse stable N' Qs Sp.

DEMONSTRATION. Nous allons le montrer pour deux cas particuliers : si N’ est
facteur direct (comme W-modules), et si N est de méme rang que N. Nous verrons que
ceci entraine la proposition. Pour montrer ces affirmations, reprenons alors le lemme
3.1.6 p.233 de [Wac97] qui montre l'existence et l'unicité de l'action de I'y (donnée
par l'action d’un générateur topologique) par récurrence modulo 7{}. Introduisons avant
quelques notations : rappelons que g = p+ m (cf. paragraphe 1.2.a) ; N. Wach a montré
(lemme 3.1.1.2 de [Wac97]) qu’il existe un unique générateur topologique gy de Ty
tel que % = 1 modulo ¢Sy. Considérons alors une base adaptée a la graduation
(ej)1<j<d, choisie de telle sorte qu’il existe des entiers n; € N pour que (p™e;)i<j<a
soit une base adaptée de N'. Notons (a;;) la matrice donnant 'action des ¢" dans la
base (e;)1<j<q. Les applications ¢" de N’ proviennent de celles de N, donc comme p™e;
appartient a N', il doit en étre de méme de " (p™e;) = p™ " (e;) = > p™a; e;. Plus

1<i<d
exactement, la matrice (a; ;) donnant I'action de ¢" sur N est (par définition) telle que

¢ (pe;) = 1<Z< ) pia; je;, donc a;; = piaj et (a; ;) est une matrice inversible a
_/[/_
coefficients dans W (puisque N’ est un sous-objet).
Traitons d’abord le cas ou n; = 0 pour tout j, c’est-a-dire N’ facteur direct
(comme W-module). L’action de I'y (ou ce qui revient au méme, de gg) se construit

par récurrence, modulo 7, donc nous allons montrer la propriété par récurrence :
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LEMME I11.2.7 (Lemme 3.1.6 de [Wac97]). Soient n € N, et p un endomorphisme
de N ®@w So, semi-linéaire par rapport a l'action de gy sur Sy tel que p(e;) = e; modulo
To,

p(e(e;)) = p(ple;)) mod 754" (N @w So)
pour tout j, et plus précisement

plej) € N'@w Sy et

plp(e;)) = w(ple;)) mod m5q" (N' @w So)
pour tout j < d'; alors, il existe un endomorphisme p' de N Qw Sy, uniquement
déterminé modulo 3™, semi-linéaire par rapport a Uaction de gy sur Sy tel que, pour
tout j
p'(e;) = plej) mod y (N @w Sp) et

P (pleg) = (p'(e;)) mod g™ q" (N @w So)

et, pour tout j < d',
p'(e;) € N @w Sy et
P (ele;)) = ¢/ (e;)) mod w5 q" (N @w So)

REMARQUE II1.2.8. La récurrence s’initialise pour n = 1 par : p est donné par
plej) = e;, et est défini sur N ®w So par semi-linéarité (par rapport a go); donc le
lemme montre (par récurrence modulo () que si N' est un sous-objet de N, facteur
direct (comme W -module), alors laction de Ty sur N @y Sy laisse stable N' @y Sy.

DEMONSTRATION DU LEMME. Notons pour tout j, 1 < j < d, «; 'unique élément
de Sp tel que go(q"7) = ¢"7 (1+moq;), et by € N@w Sy tel que p(p(e;))—p(w(e;)) = m5q"7b;
(avec b; € N' @w Sy si j < d'). Cherchons p' a 'aide des équations

d
plles) = ples) + 5 ) gise
i=1
avec g; ; € W. Nous voulons voir que nous pouvons choisir g; ; = 0 pour i > d' et j < d'.
Il existe une unité u de Sy telle que p(my) = umeqP~!. Alors,

P(pe))) = P (@7 ) arjen) = g0(a7) Y anip(ex) = plg(e;)) + gold?)mg D ar ;g e

k k ik
et

p(p(e)) = wlples) +m5 Y ghsen) = elples) +o(m) > (gh ;) elex)

k k
= o(p(e))) + """y " o(gh;)q aines
i,k

D’ou, en faisant la soustraction, nous obtenons pour 1 < 5 < d,

a7 b — 7090(a7) Y akjgiger + 7o " Py o(gh ) aike; = 0
ik ik
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modulo 7, *1¢". Nous avons alors les équations suivantes a résoudre, pour tout j :

bj — (1 + moa;) Z arjg) pei + "D " Z ¢(91,;)4 ™ aire; = 0
1<i,k<d 1<i,k<d
modulo 7. En utilisant le fait que ¢ = p modulo 7y, nous avons a résoudre le systeme
suivant dans W' :
(I11.2.9) b — Z ki 1 Ci + prlp-D=rign Z ©(gr; )P ™ aie; =0
1<i,k<d 1<i,k<d
ot b; désigne b; mod 7y, vu dans N (ou N’ si j < d).
Résolvons ce systéme modulo p* par récurrence. Modulo p, nous avons

(I11.2.10) bj = Z a9 x€; mod p

1<i,k<d
car r; < p — 2. Le systeme a une unique solution car la matrice (a;;) est inversible
modulo p, et comme a;; =0sij <d eti>d, et l;j € N'si j < d', nous obtenons bien
que g;, = 0 mod p pour i > d' et k < d'. Pour relever cette solution modulo p* pour
tout k, nous faisons de la méme maniere. O

Nous venons de voir qu’il existe une unique solution entiere de 1’équation III1.2.9.
Nous aurons besoin plus précisément du lemme suivant :

LeMmMmE II1.2.11. Soit b;(i) € W, alors l’équation ij(i)ei — Z kG p€i +
i 1<ik<d
pre--rign Z (g )P aire; = 0 admet une unique solution (g; ;) d’éléments de
1<i,k<d
K. De plus, nous avons gg,j eWw.

DEMONSTRATION. Nous savons déja qu’il existe une unique solution & coefficients
dans W, notons-la (g; ;). Si (g; ;) est une solution formée d’éléments de K, et si p* est
une puissance de p telle que pg; ; € W, alors (p®g; ;) et (p°g; ;) sont tous les deux des
solutions dans W de Zp“bj (1)e;— Z ak,jgzkei—kq”(p_l)_”u” Z (g )™ aipe; =

i 1<i,k<d 1<i,k<d
0, donc sont égales. 0

Etudions le deuxieme cas particulier, c’est-a-dire si N’ est de méme rang que N.
Nous voulons toujours voir que dans ce cas, 'action de I'y sur N ®y Sy laisse stable
N’ @y Sp. Montrons-le par récurrence, comme pour la démonstration du lemme I11.2.7 :

LEMME II1.2.12. Soient n € N, et p un endomorphisme de N Qw Sy, semi-linéaire
par rapport & Uaction de gy sur Sy tel que p(e;) = e; modulo o,

p(e(e;)) = p(ple;)) mod 75q" (N @w So)
pour tout j, et plus précisement

p(ptie;) € N @w Sy et
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ple(p™e;)) = p(p(p™e;)) mod myq™ (N' @w So)
pour tout j ; alors, il existe un endomorphisme p' de N ®w Sy, uniquement déterminé

modulo mytt, semi-linéaire par rapport a laction de go sur Sy tel que, pour tout j

#e5) = ple;) mod m§(N @ Sp).

P (p(e;)) = (' (e))) mod 75" q" (N @w So)
et, pour tout j
p'(pie;) € N @w Sy et

P (e(p™e;)) = (' (P e;)) mod w5 q" (N @w So)

REMARQUE II1.2.13. La récurrence s’initialise pour n = 1 par : p est donné par
ple;) = ej, et est défini sur N @w Sy par semi-linéarité (par rapport a go); donc le
lemme montre (par récurrence modulo ;) que si N' est un sous-objet de N de méme
rang, alors l'action de Ty sur N @y Sy laisse stable N' Qw Sy.

DEMONSTRATION. Rappelons les notations précédentes : notons pour tout j, 1 <
J < d, a; 'unique élément de Sy tel que go(q™7) = ¢’/ (1 + moav;), et b; € N Qw Sy tel
que ©(p(e;)) — p(e(e;)) = mq"7b;. Cherchons p' a 'aide des équations

d
p(ej) = ples) + 70> gl e
=1

avec g;; € W. Supposons donc que p laisse stable N' @y Sp, done p™b; € N', que
nous écrirons p"ib; = Y b;(i)p™e; avec bj(i) € Sp. Cherchons alors g; ; sous la forme

gi; = P " h; avec hi; € W. Si g;; se met sous cette forme, alors p' laissera stable
N'®@w Sp, et comme g ; est la solution unique dans K de I'équation I11.2.9 (par le lemme
I11.2.11), il suffit de montrer que nous pouvons trouver des h; ; € W tels que p™ " h; ;
vérifient I’équation I11.2.9, ou méme de construire h; ; modulo p™ vérifiant les équations
I11.2.10. En reportant, nous trouvons que (h; ;) doit vérifier dans W :

D M bi(es — > prag by e+ p"PTTIE Y C p oy )p ) ei] = 0

i 1<i,k<d 1<i,k<d
(avec b;(i) qui vaut b;(i) modulo m, vu dans W) puisque a;; = p™ ™al ;. Soit en
identifiant les coordonnées,

Z_)j (i) — Z a?C,j ;k +pn(p71)7rjﬂn Z o( ;c,j>prka;,k =0
1<k<d 1<k<d

qui admet bien une solution dans W, puisque ce sont les équations obtenues en prenant
coordonnée par coordonnée 1'équation I11.2.9 correspondant au ®-module filtré N’ (et a

pn+ valant p restreint & N’, puisque par hypothese p laisse stable N'). Nous avons donc
bien les h; ; dans W, comme souhaité. [
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Revenons au cas général d’un sous-objet N’ de N non nécéssairement facteur direct.
Nous avons I'égalité a; ; = p™ " a; ;, par conséquent, N = @1<;<aWe; est laissé stable
par les ", et c’est un sous-objet facteur direct (comme W-module) de N. Le lemme
I11.2.7 nous permet donc de dire que 'action de I'g sur N ®qy Sy laisse stable N’ @y, S
(donc par unicité, elle donne I'action de I'y définissant F(N")), et comme N’ et N”
ont méme rang, et que N’ est un sous objet de N”, le lemme II1.2.12 montre bien que
laction de I'g sur N” @y Sp (qui provient de celle sur N ®y Sp) laisse stable N’ @y Sp.
Ceci termine la démonstration de la proposition II1.2.6. [

Nous pouvons alors justifier que si f : M — N est un morphisme entre deux
®-modules filtrés libres comme W-modules, alors F(f) = f® Id : F(M) — F(N) est
un morphisme de (¢, T'g) module : il commute & ¢ par construction, et 'action de T’y
sur F(M) induit alors une structure de (¢, I'g)-module sur I'image de f ® Id qui est
F(Im(f)), qui correspond a celle induite par F(N), car action de I'g sur N @y Sp
laisse stable Im(f) ®w Sp (car Im(f) est un sous-objet de N). Or, sur F(Im(f)) il existe
une unique action de I'g qui convienne (toujours sous I'hypothese 0 < h < p — 2), donc
ceci implique que f ® Id commute a ’action de I'y.

Par construction, nous avons i* F(N) = N. Pour voir que le foncteur F ainsi défini
est bien un quasi-inverse (dans le cas restreint des modules libres), montrons d’abord
qu’il est essentiellement surjectif. Plus exactement :

LEMME I11.2.14. Pour tout objet N de I‘OQMlS‘O, libre comme Sy-module, si N =
i*(N), il existe un unique isomorphisme de (p,To)-module F(N) — N (qui se réduit
modulo 7o sur 1’égalité N = i*(N')).

DEMONSTRATION. Présentons ici une démonstration de ce fait due & N. Wach. Pour
cela, considérons une base (e;)1<i<q de N, adaptée a la graduation, et (a; ;) la matrice
des applications ¢" dans cette base (donc 'action de ¢ est donnée sur F(V) par ¢(e;) =

¢ > a;;e;). 11 faut alors prouver lexistence et l'unicité d’une base (f;) dans N
1<i<d
vérifiant ¢(f;) = ¢ Y. a;,;fi avec ; = f; modulo 7. Ce sera suffisant car en posant
1<i<d
h(e;) = fi, nous aurons un morphisme de g-module, qui fera commuter I’action de Ty
par unicité de celle-ci, et qui modulo 7y redonnera 'identité.
Par construction du ®-module filtré N, la base (e;) se releve en une famille (é;) de
N avec p(é;) € ¢""N. De plus, N est complet pour la topologie mp-adique (car Sy Uest),
et modulo g, (e;) est une base, donc A étant sans torsion, (&;) est une base de N (nous
pourrions aussi invoquer le lemme de Nakayama). Donc, il existe a; ; € Sp tels que :

p(6) =q7 Y aié;

1<i<d
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et a;; = a;; modulo my. Posons «;; € Sy I'unique élément tel que a,; = a;; + mooy ;.
Nous cherchons & modifier la base (é;) pour obtenir la base (f;). Cherchons f; sous la

forme f; = é; + moc;, et posons b; = > «;;é;. Alors, puisque p(m) = ug? ' m,
1<i<d

p(&;+mcy) = (&) +q7 3 aijmoci +umg” 'p(c;) — g7 Yo aimoc
1<i<d 1<i<d
= q7 Y a; (& + mci) + moq" b + umoq? " ro(cy) — ¢ Y. amoc

1<i<d 1<i<d

autrement dit, nous cherchons les ¢; € N tels que

bj+ug” ip(e;) — D aije =0
1<i<d
Nous résolvons ce systeme de maniere unique par récurrence modulo 7. A chaque étape,
le systeme se résout en faisant une récurrence modulo p*, en utilisant que p — 1 — rj >
1 (par hypothese), donc que ¢?~'"" = 0 modulo (p,7), et que la matrice (a;;) est
inversible modulo p. [

Il nous reste a voir que les foncteurs ¢* et F sont pleinement fidele. N. Wach
a déja montré que i* est fidele, et comme pour f : M — N morphisme entre
deux objets de MFY, nous avons i*(F(f)) = f, le foncteur F est fidele. Or, si
Ni et Ny sont deux objets de I‘0<I>1\/I1§0, si Ny = i*(Ny) et Ny = *(Ny) et si
fi: Ni = F(Ny) et fo : No — F(N3) sont les isomorphismes précédemment construits,
et si f: Np — Ny est un morphisme de (p,To)-modules, alors f, ' o F(i*(f)) o fi
est aussi un morphisme de (¢,I'g)-modules dont la réduction modulo my est i*(f).
Par fidélité de *, nous avons donc f = f,* o F(i*(f)) o fi. Donc F est pleinement
fidele. Ceci termine la démonstration du théoreme dans le cas des modules libres sur W.

Soit N objet de MFYy ;¢ ayant de la torsion, alors il existe N’ un objet de MF3y
sans torsion (donc libre comme W-module) avec un épimorphisme g : N’ — N (cf.
proposition 1.6.3 de [Win84]). Notons N” le noyau de g, c’est aussi un objet de MFyy ¢
libre comme W-module (puisque sans torsion). Donc F(N”) est un sous-(¢, I'g)-module
de F(NN'), et nous définissons alors F(N) comme le quotient de F(N’) par F(N”). Le
p-module sous-jacent s’identifie au ¢-module N’ @y Sy défini dans la proposition 111.2.2
(car Sy est plat sur W).

Il faut voir que c’est bien défini, donc que ’action de I'y ainsi construite ne dépend
pas du N’ considéré : si M’ est un objet de MF3y ¢ libre sur W et h: M — N un
épimorphisme, alors la fleche M'&N" — N@&N — N est un épimorphisme, donc la méme
construction qu’au dessus nous permet de définir sur F(N) une action de I'y provenant
de celle sur F(M') @ F(N') qui (par unicité) est la somme directe de I'action sur F(M’)
et de l'action sur F(N’). Ceci donne bien que pour x € N ®y Sp, si ' € N’ @uw Sy est
tel que g(2') = x et y € M' @w S tel que h(y) = z, alors pour tout v € I'y, nous avons

g(yx') = h(vy) = yz.
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Pour que ce soit un foncteur, il faut encore voir comment définir F sur les fleches.
Soit N’ et N” deux objets de MF3y ¢, et f : N' — N” un épimorphisme. Alors f ®Id :
F(N') — F(N”) est un morphisme de (¢, T'g)-module. En effet, soit N un objet de
MF%V,tf, libre comme W-module tel qu’il existe un épimorphisme g : N — N’. Alors
fog: N — N” est aussi un épimorphisme, et donc l'action de 'y sur F(N") provient
de celle sur F(N) via f o g, donc f ® Id commute bien & 'action de I'y. Le méme genre
de raisonnement donnera ’exactitude et la préservation du produit tensoriel (puisque
ce sont des propriétés vraies sur les modules libres).

Il faut traiter le cas général d’'un morphisme N’ — N qui ne soit pas nécessairement
surjectif. Cela revient a étudier le cas d’un sous-objet, cas qui est donné par une
généralisation de la proposition 1.6.3 de [Win84] : pour tout objet N de 1\/IF$V7tf7
et pour tout sous-objet N’ de N, il existe un objet M de MFyy ¢, libre sur I, un sous
objet M’ de M et un épimorphisme g : M — N tel que I'application ¢ restreinte a M’
soit un épimorphisme sur N’. Ceci termine la démonstration de la premiére partie du
théoreme. 0

Nous avons construit ’action de I'g sur N @y Sy par récurrence modulo 7. Pour
étudier plus en détail le foncteur ainsi obtenu, nous avons besoin de voir cette action
d’une autre facon : soit G = (g, ;) la matrice dans G Lyyny(Sy) définie par go(e;) =
> gijei pour (e;) une base adaptée a la graduation de N, et A = (a;;) € GLygn)(W)

3

donnant Paction de ¢’ sur e;. Alors, en écrivant ¢ o go(e;) = > ¢(gij)ariq e et go o
ik
wlej;) = > g(ai;)gkig9(q) ek, la commutativité ¢ o go = gy o ¢ nous donne pour G
ik

l’équation’AQgp(G) = Ggo(A)go(Q) avec @ la matrice correspondant a Q(e;) = ¢'e;.
Donc G est un point fixe de 'application f : H — AQu(H)go(Q )go(A™1). Notons I
la matrice identité dans G L.y et G, = f™(I) (c’est-a-dire la composée n fois de f
appliquée a I). Alors, en utilisant que G — I € moM,g(n)(So), nous allons montrer :

LEMME 1II1.2.15. La matrice G est la limite de la suite G,,.

DEMONSTRATION. Nous noterons o™ la composée n fois de ¢, introduisons
alors B, = AQu(A)p(Q)--- o™ V(A)p™D(Q) qui est une matrice & coefficients
dans Sp. Nous avons G,, = B,p™(I)go(B;'), et comme G est un point fixe de f,
G = B,p™(G)go(B;'). Done G,, — G = B,p™ (I — G)go(B;!). Notons G = [ — moH
avec H € Mgn)(90), alors G, — G = ¢©™(m9) B,o™ (H)go(B,'). Or, comme A est
inversible (dans G'L.gn)(W)), les seuls dénominateurs possibles sont les puissances de

eMW(m) e
go(qsﬂ(q)--w"‘l(q))p o
avec G, = B, (H)go(o" V(P 2Q )" V(A7) gP2Q7 A7) qui est une
matrice a coefficients dans 5.

go(q)™, et comme 0 < r; < p — 2, nous pouvons écrire G,, — G =

@™ (o)

g0 (qso(q)'"so"‘l (q))
v4q avec v, inversible dans Sy, par conséquent le fait que ¢ et gy commutent nous donne

Donc tout revient a montrer que — tend vers 0. Nous avons go(q) =
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Pégalité

SO(n)(Wo) _ (ugp(y) - A ) ™ (1)
p—2 n—1 p—2 ¥ o
90(qe(q) -+ 0" (q)) (gp(q) -~ ¥ H(q))
En utilisant que ¢(m) = u7r0qp ! pour u un certain inversible dans Sy, nous obtenons
que 9™ (mo) = (qp(q) -+ " (q))" " mougp(u) - - - 91"~V (u). Par conséquent,
™ (mo) _ up(u) -~ "D (u)

= 7o =)
9o (ng(q) . gpn—l(q»l’ 2 (UgSD<Ug) . 80(”_1)(1)9))1’—2 q@(Q) 2 (Q)

et donc, puisque qp(q) - -- ™V (q) tend vers 0 dans Sy (¢ est dans l'idéal maximal de
(") (mo)

90 (a¢(@)"1(0))

0 dans Sy, donc que G, tend vers G. O

So, idéal qui est stable par ¢), nous pouvons conclure que -— tend vers

Nous allons en déduire la proposition suivante, ce qui terminera la démonstration
du théoreme I11.2.4 :

ProposITION II1.2.16. Soit N, ; des objets de 1\/115‘%V avec 0 < h < p—2, L un
sous-objet (dans MF<, ) facteur direct (comme W-module) de M := @Q%Nm, alors

Uaction de Iy sur EB ®; F(N;j) = M ®@w So laisse stable L @w Sp.

DEMONSTRATION. Remarquons que A™W XL est un sous-objet de AWM C
M®rew L de dimension 1 (en effet, A’M s’identifie comme ®-module filtré sur W a
{z € M®'\Vg € &;, g.x = ¢(g)x} ou le groupe des permutations &; agit naturelement
sur M®Y), et que L ®yu Sy est laissé stable par Paction de Ty sur M ®y Sy si et
seulement si AW LL @y Sy est laissé stable par Paction de Ty sur (M @y Sp)®rew L
(car c’est vrai au niveau des espaces vectoriels sur K, et nous avons supposé L facteur
direct). 11 suffit donc de traiter le cas rgy, L = 1.

Fixons alors pour chaque N;; une base (e,(C ’J)) adaptée a la graduation. Notons
G la matrice de l'action de gy sur cette base et C'(9) la matrice donnant 'action
de ¢ sur N, ; @w Sp (avec les notations précédentes, C' = AQ)). Alors nous avons que

lim GIY) = G avee CODp(GY)go(CEN) 1 = GU) et GJP) = 169, Considérons

n—-+00

alors 1 =3, . i1k ®; e,(f’j) une base de L ®w Sy telle que (1) = ¢°l avec a > 0 (une
telle base existe, car L C M, pour un certain a positif, par fonctorialité de la graduation
(et puisque L est de rang 1)), et notons [ le vecteur formé des coordonnées de I (il est
a coefficient dans ). Nous voulons voir que €, ®,;G(go(1)) = al pour un certain
a € Sy. Montrons le par récurrence

Supposons donc que €, ®;G (Z) = o, avec a,, € Sy, alors D, ®,G nﬂ go(l) =
B, 2,00 @; p(Gi7)g0 (@, i) )" (g0(0)- ) )
Remarquons que ¢(I) = ¢% se traduit par @, ®;C0Dp(l) = ¢, et donc

90 (D, ®;(CHN) 1) go(1) = go(g~¢(1)) = go(q) "¢ (go(1)).
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Puis, nous avons l'égalité @, ®,0(GY")p(g(1)) = (P, ®,G gg(Z)) = ¢(ayl)
par hypothese de récurrence.

Et enfin, nous réutilisons @, ®,;C)p(l) = ¢ pour obtenir en définitive que
D, ®JG£§jﬁlgO() = o(an)q"g0(q)~*. Comme ¢(a,) € Sy (puisque «,, € Sy par hy-
pothese) et qgo(q)™' € So (puisque go(q) = qu, avec v, un inversible de Sp), nous avons
bien P, ®ijf+igO(l) = a1l avec an1 = ©(,)q%g0(q) ™ € So.

Pour n = 0 nous avons GU7 16 (o I est la matrice identité), donc
D. ®ng” ) 90 (Z) = [, d’on1 par récurrence la propriété est vraie pour tout n. En passant
a la limite, la propriété est vrai pour @, ®;G@9). O

REMARQUE II1.2.17. Ceci redémontre la proposition II1.2.6

Nous avons donc un foncteur, F, qui vérifie les propriétés souhaitées, mais défini sur
. Si N est un objet de MFy, son dual N* est un objet de MF%,, donc F(N*)
est blen défini.

DEFINITION II1.2.18. Le foncteur F~ est défini sur 1\/[].:'\_;\],‘1 par :
F~(N) = (F(N*) ®s, 0¢)" =N @w O¢
pour tout objet N de MFy?. Il donne bien un (¢, T)-module étale sur Og.

Le foncteur F consiste & munir N @y Sy (pour N objet de MF%,) d'une structure
de (p,T'p)-module, et comme nous voulons un foncteur défini sur MF;&‘, nous prenons
le dual. Ceci pose néanmoins un probleme de définition, car le dual d'un ¢-module sur
Sp n’est pas un p-module, c¢’est pourquoi nous étendons d’abord les scalaires a Og, puis
nous prenons le dual. Nous pouvons traduire le théoreme I11.2.4 pour F~ en disant :

THEOREME I11.2.19. Supposons 0<h<p-—2. Alors F~ est un foncteur additif et
exact de MF dans T®MS ., pleinement fidele. De plus, pour tout N et N’ objets de
MF tels que N@N' soit encore un objet de MFw, F~(N)®F~(N') est naturellement
isomorphe ¢ F~(N ® N'). Plus généralement, si N;; sont des objets de MFw* et L un
sous-objet (dans MFy, ) facteur direct (comme W-module) de M := @(&Ni,j, alors

Uaction de I'y sur @ ®; F~(N;;) laisse stable L @w Og.

II1.3. Fonctorialité de gy
Rappelons le Théoreme 1’ de N. Wach (cf. [Wac97]) :

THEOREME 1’. Si N est un objet de To®MG, avec 0 < h < p — 2,
alors Hommpy, (1*(N), Aeris)  est isomorphe comme  représentation galoisienne a

HOIH@MSO (N, Ogm).

Enoncé dans le cadre (et avec les notations) qui nous intéresse, il devient :
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THEOREME 17, Si N est un objet de MFw' avec 0 < h < p — 2, alors il eviste
un isomorphisme gy : Vo.(F7(N)) — Veus(N) de représentations galoisiennes. En
passant au dual, cela donne un isomorphisme de représentations galoisiennes tgy' :

VOS (F(N*) ®So 05) — Vcris(N)*-
Nous allons vérifier que cet isomorphisme est fonctoriel :

THEOREME I11.3.1. Pour tout objet N de MFw avec 0 < h < p — 2, Uapplication
gn construite par N. Wach vérifie les propriétés de fonctorialité suivante :

(1) pour tout morphisme f : N — N’ entre deuzx objets N et N' de MF;&‘, nous
avons Ves(f) o gy = gy 0 Vo (F7(f)) (cela s’applique en particulier pour
Uinjection d’un sous-objet, ou pour la projection sur un objet quotient) ;

(2) pour tout objet N et N’ de MFw', gnan' = gy ® gnv ;

(3) pour tout objet N et N’ de MF;&“, pour tout sous-objet L de N @ N' tel que L
soit un objet de MFWw, Uapplication gy @ g restreinte ¢ Vo (F~(L)) est égale
a gr,. En particulier, si N @ N’ est un objet de MF;&‘, alors gneN' = gN Q gN7 5

REMARQUE II1.3.2. Nous pourrions montrer la fonctorialité directement pour l’iso-
morphisme donné pour tout objet de I‘0<I>M1§0, sans faire intervenir la construction de

F~.

Avant de démontrer le théoreme, rappelons la construction de gy : N. Wach construit
I’isomorphisme modulo p™ pour tout n. Prenons N un objet de MF;&‘ avec 0 < h < p—2.
Notons N' = N ®y Sp (vu dans F~(N)). Soit A = W(R)NOg , I'inclusion Ay — Op
induit alors une application naturelle

IN
(N @5, A5 /1")? —— (N ®s, Ok, jpr)?
qui est en fait une bijection (cf [Fon90], p.296, ou c’est exprimé pour le foncteur

contravariant).

Puis, l'inclusion AY — W(R) fournit une fleche injective AL /p" — W(R)/p" =
W,.(R).

Composons-la alors avec la fleche naturelle W,,(R) — W,,(R)/mo, pour obtenir 'ap-
plication

N
N @ AL /9" 25 N @5, Wa(R) /70 = N @w Wi (R)/mo

Du c6té de N, Auys/p™ = WIP(R), et en notant
1P UWPD(Ry = {z € WFP(R) tels que Vi € N,po---0(x) € FilP ' WFP(R)}
——

1 fois
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nous avons une fleche naturelle A../p" — WFP(R)/IP~UWFPP(R) = W, (R)/m, d’on
une application naturelle
kn
N ®W Acris/pn — N ®W Wn<R>/7TO

N. Wach montre que, pour N objet de MFQ‘}‘ avec 0 < h < p—2, le schéma suivant

N/ @ w5 N/ O WalB) 0 2 N 37 @5, 43 /3"
; E
Veris(N/p") VazWN/p")
induit une bijection (de représentations galoisiennes) de
Vas N/p") = (N/p" @5, AS)?™

sur Veis(N/p"), cest-a~dire que Ky = ky o k et Jy = jy o j sont toutes les deux
injectives, et ont méme image dans N/p"™ @w W, (R)/m.
Tout ceci passe a la limite projective, et nous obtenons 'application gy bijective :

N®WACT7,S*>N®WW /7T0<7N®SOA+

[ \J

CI‘ lS

ot Vas (V) =lim _ V(NV/p") = (N Rsy AP = Vo, (N ®g, Og) car AL est
complet pour la topologle p—adlque et que rgy,n7(V AZ (N/p™)) = rgy (N).
DEMONSTRATION DU THEOREME III.3.1. Pour la fonctorialité au niveau des

fleches, il suffit de remarquer que le diagramme suivant est commutatif (car Vo, (F~(f))
est juste f ®@Id) :

“(f
Vos( Q)O‘s
® Id
N@A;f%z\f’@mﬁsr
Jc Jc
Jeld |
N@W(R)/mg—— N' @ W(R)/mo
kL kL’
fold

N & Acms E— N/ Acris

C

Vcri:(N) M Vcris(N/)
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Le fait que gnon' = gy D gy se montre de la méme facon. Il reste donc a voir le cas
du produit tensoriel : considérons N et N’ deux objets de MFQ&‘ avec h < p — 2. Soit
L un sous-objet de N ® N’ qui est dans MF;J,“, posons L = L ®y Sy. Le diagramme
suivant est alors commutatif :

L ®W AAcrisC—> (N ®W Acris) ®ACT¢S (N, ®W Acm’s)
kr JkN ® ks
L ®W W(R)/TI'O(—> (N ®W W(R)/ﬂ'o) ®W(R)/7r0 (N/ ®W W(R)/ﬂ'o)

i M ® jnr
L X5, Ag( ’ (N s, A;) ®A‘S" (N/ @5, Ag)

Par conséquent, I'application Ky ® Ky restreinte a V.s(L) est égale a K, et
application Jy ® Jy restreinte a V 5+ (L) est égale a Jp.

Le point important est que L étant un objet de MFy (par hypothése), ce sont bien
des bijections, et ce sont celles qui permettent de construire gy,.

Donc gy ® gy envoie VAg(E) sur V,is(L) si L est un sous-objet de N ®@ N’ qui soit
dans MF;&‘, et plus exactement, ’application gy ® gn+ restreinte a V AL (L) est égale a
gL

Si N ® N’ est un objet de MF(,&‘, le résultat précédent avec L = N ® N’ nous donne
IneN’ = gN & gn- 0

REMARQUE II1.3.3. Nous montrons de la méme maniere que pour (Nj ;j)1<j<n, 1<i<n;

objets de MF(,&‘ avec 0 < h < p—2, et pour L un sous-objet de @@?;Ni,j qui soit
j=1

dans MFy', alors @ ®gp-(x, ) restreinte a Vas (F~(L)) est égale a g1, donc envoie

bijectivement VAg(F_(L)) sur Vepis(L).

Nous pouvons traduire ces résultats en disant :

THEOREME II1.3.4. Soit 0 < h < p—2, et notons G le foncteur exact de la catégorie
MF vers la catégorie des représentations continues de U sur les Z,-modules libres
de rang fini, défini par : si N objet de MFw', G(N) = V. (F~(N)). Alors il existe g
un isomorphisme de foncteurs entre G et Vepis. De plus, nous pouvons supposer que :

— pour tous objet N et N' de MFQ‘}‘, tel que N @ N’ soit encore un objet de MF;&‘,

nous avons gneN' = gN Q gn ;

— pour tout uplet d’objets (Njj)1<j<n,1<i<n; de MF", pour tout sous-objet L (dans

MF) de @ ®;21 N ;, Uapplication @ ®gy, , envoie Vo (F (L)) sur Veris(L).
j=1
Plus exactement, lapplication O ®gn, ; restreinte a Vo (F~ (L)) est égale a gy

Nous en déduisons la proposition :
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PRrROPOSITION IIL1.3.5. Pour tout uplet d’objets (Njj)i<j<n,1<i<n; de MFQ}’, pour

tout sous-objet L de @@?il]\fi,j dans MFW®, lapplication @ ®fy,, restreinte a
j=1
Veris(L) est égale a fr,.
Ceci termine presque la démonstration du théoreme II1.1.1 : il nous reste juste a
nous affranchir de I’hypothese sur la filtration de L. Pour cela, nous allons utiliser les
résultats de Laurent Berger sur la fonctorialité des modules de Wach.

I11.4. Modules de Wach

Présentons ici le lien entre le foncteur F et les modules de Wach. L. Berger a défini
dans [Ber04] le module de Wach N(7") d'un réseau 7" d’une Q,-représentation cristalline
V & poids de Hodge-Tate négatifs comme 1'unique S-sous-module de D¥(T') := (A§ ®z,
T)"x (avec A§ = W(R)N Og ) vérifiant :

— N(7') est un S-module libre de rang la dimension de V';

— Taction de I' préserve N(7T') et est triviale sur N(T') /7 N(T) ;

— il existe un entier r > 0 tel que 7" D*(T") C N(T)).

Il définit de méme le module de Wach N (V') d'une représentation cristalline V' a poids de
Hodge-Tate négatifs. L’unicité donne en particulier que N va préserver somme directe
et produit tensoriel, ce qui nous intéressera tout particulierement.

Rappelons le Théoreme 1’ de [Wac97] :

THEOREME 17. Si N est un objet de MFw avec 0 < h < p —2, alors Veus(N) est
isomorphe (via Uapplication gy ) comme représentation galoisienne a Vo, (F~(N)).

Alors, nous avons

PROPOSITION 111.4.1. Si N est un objet de MFw® avec 0 < h < p — 2, Do, (gn)
(qui identifie F~(N) = N Qw Og a@ Do, (Veris(N))) envoie N @w S sur N(Veris(N))
(le module de Wach associé a 'V qpis(IN)).

REMARQUE II1.4.2. Cette proposition peut s’énoncer en disant que pour N objet de
I‘0<I>M}S‘O libre comme So-module (et pour 0 < h < p—2), alors N ®g, S est isomorphe
a N(VcriS(i* (N)))

DEMONSTRATION. En passant au dual, cela revient a dire que F(N*) ®g, S est
isomorphe & N(Veris(N)*) par fonctorialité du module de Wach envers le dual. Ap-
pelons T = Veis(N)* et 7 < p — 2 Tentier tel que Fil"(N*) # {0}, Fil"t'(N*) = {0}.
Remarquons que la structure de (¢, I'y)-module de F(/N*) induit une structure de (¢, I')-
module sur N* @u, S, et que N* @ ﬂ—lrS est le dual (au sens généralisé des modules
de Wach) d'un (@, I')-module de hauteur finie (puisque égale a r) sur S sans p’-torsion,
donc par le résultat de J.-M. Fontaine (cf [Fon90], p.296), les périodes de N* @y —S
sont dans Af. Par conséquent, Vo, (N* @w +5) ®s O¢) = Vo, (F(N*) ®s, O¢) =
T = (N @y £:8) ®5 A7) C N* @ 1AL,
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Puis, 'identification de N avec Do, (Vo (N)) pour N un (¢, I')-module sur O est
induite par la multiplication dans Og . Donc, comme T' C N* Qw %A;, nous avons
DH(T) C (N* 9w HAL) @ AL)Px qui est identifi¢ & (N* @u &AL = N* @y 5.
Donc la derniere condltlon de la définition d’un module de Wach, 7" D*(T') C N*Qw S,
est vérifiée.

LEMME 111.4.3. Sous les motations précédentes, nous avons linclusion N(T) C
N*@w S.

REMARQUE I11.4.4. La démonstration donnée ci-dessous est exactement [idée prin-
cipale de la démonstration de l'unicité du module de Wach (cf. proposition 11.1.1 de
[Ber04])

DEMONSTRATION. N(7') € D™(T) par définition, donc nous avons l'inclusion
7 N(T) C N*®w S. Soit s le plus petit entier tel que 7° N(7T) C N*®w S. Prenons (e;)
une base adaptée a la filtration de N*, et (f;) une base de N(7"). Alors, il existe b; ; € S
tels que f; = > b;r; e;, et I'un des b; ; (supposons que c’est by ;) n’est pas divisible par

J
m. Par définition, l'action de g € T" doit étre triviale modulo 7 sur N(7), et elle I'est
sur N @y S. Fixons g un générateur de I'y. Ecrivons donc g(e;) = e; + 7> gj 1€, alors
3

b b b
g(f1) — fr = Z( g 1’] 173 Z 9( 1,] ng,

g(m)*

Or, @ est inversible dans S, donc > 2 b;’g;;rfj’k er € =N* ®@w S. De plus, comme g
ik

agit trivialement sur N(7') modulo m, g(f1) — fi doit étre dans 7 N(T) C =5 N* @ S.
g

Nous obtenons donc > (2 bjr)@) b”)ej —N* ®@w S, done 7°7( g((bl)l) — b;—l) €S,
j

Comme by = a + 7by; avec a € W\ {0} et b}, € S et @ = X(g) modulo 7 (ou
X est le caractere cyclotomique, donc X(g)° # 1 si s # 0 car g € I'y), nous obtenons
@ € S, donc s = 0. Donc nous avons U'inclusion N(7') C N* @y S. O

Nous allons désormais étudier plus précisément le Sp-module N' = N(7T)'7. Mon-
trons :

LEMME IIL.4.5. Le Sp-module N(T)'s est libre et N(T) = N(T)'7 ®g, S.

DEMONSTRATION. De par U'inclusion du lemme précédent (morphisme de (p,T')-
modules), nous avons N C N* @y Sy. Par conséquent, N est un Sp-module de type
fini, en tant que sous-module d’un module de type fini sur un anneau noetherien.

De plus, /\/[%] = (N(T) []%])Ff est alors un So[]lj] module de type fini sans torsion, SO[%]
est principal, donc /\/[1] est libre ; notons m son rang. Comme N[l] C N*Qw So[l] nous
avons m < rgy,(N). Le quotient N/ [ |/mo est alors un K-espace Vectorlel de dlmensmn
m.
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Considérons alors la projection Proj : N(T)[%] — N(T)[%]/ﬂ', et pour tout x €

N(T)[}lo], posons y, = ﬁwg v(z) (c’est bien défini, car la somme est finie, et |I'f|
est inversible dans W). Alors lgroj(yx) = Proj(z) car action de I'; est triviale modulo
m; de plus y, € NJ] (et si z € N(T), y» € N). Comme mN[;] C Ker(Proj), nous
obtenons un morphisme surjectif K" ~ N[%]/TI‘O - N(T)[%]/w ~ Krew ) et comme
m < rgy, (N), ¢’est un isomorphisme et m = rgy, (N).

Considérons maintenant A : soit z,y € N tels qu'il existe a > 0 avec x = Wo}%.
Alors, x € N(T), p*x € myIN(T'), et N(T') est un S-module libre, donc = € 7y N(T)
(car un élément de 7S divisible par p® est dans mop®S puisque my se réduit sur 7P~

modulo p). Comme x et my sont fixés par I'y, nous avons = € mV. Nous obtenons donc
que N'N ﬂo/\/[%] = moN, et donc N/ s'injecte dans N[%]/?TO.

Le W-module N /m est alors de type fini (puisque N lest) et s’'injecte dans un
K-espace vectoriel de dimension finie, donc est sans torsion, donc il est libre sur W. En
relevant une base de N'/my, nous obtenons une base de N (car Sy est complet pour la
topologie mg-adique), et donc N est un Sg-module libre, de rang rgy, (N) (puisque c’est
le rang de N[%])

Or, WrewN) ~ N/m se surjecte (via I'application Proj) sur N(T) /7 ~ Wrew®),
donc c’est un isomorphisme. Nous en déduisons deux faits importants :

— le ®-module filtré N /mg est isomorphe a N(T')/m, qui est lui-méme isomorphe a

N par le théoréme I111.4.4 de [Ber04];
- N ®g, S =N(T) (par le lemme de Nakayama).

OJ

Utilisons alors le fait que le foncteur F est essentiellement surjectif (4 cause de
I'hypothese sur h) pour dire que N est isomorphe en tant que (¢, I'g)-module & F(N*),
donc N(T) est isomorphe au (¢, I')-module N* ®y, S. Notons i cet isomorphisme.

Remarquons que N(7T') ®s Og = Dp,(T) = N* @w Og, car une représentation
cristalline est de hauteur finie. Par conséquent, 7 induit un isomorphisme de De, (7') qui
envoye N(T') sur N* Q@ S, et comme il préserve D(T"), nous obtenons bien N*®y, S C
D*(T), donc N* @y S = N(T) car il vérifie toutes les conditions de la définition du
module de Wach. O

Nous pouvons mettre en valeur le dernier argument en disant :

LEMME II1.4.6. Soit T une Z,-représentation cristalline a poids de Hodge-Tate
négatifs, alors tout isomorphisme de (¢,I")-module de Do, (T) préserve N(T). De plus,
si N est un S-sous (¢,T')-module de Do, (T) isomorphe (comme (p,T')-module sur S)
a N(T), il est égal a N(T).

Nous pouvons alors en déduire la proposition qui nous intéresse :
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PropPOSITION II1.4.7. Soit N;; des objets de 1\/IF§$1 avec 0 < h < p—2, L un
sous-objet (dans MFyy, ) facteur direct (comme W-module) de M = @®jNi,j- Alors

les isomorphismes de modules de Wach
Do, (gn.;) : Nij @w S — N(Veris(Ni;))

induisent un isomorphisme de module de Wach

L®w S — N(Veris(L))
0t Vieris(L):= Verisp(Dr) N @ @721 Veris(Nij)-
i=1
DEMONSTRATION. Les isomorphismes Do, (gy, ;) induisent un isomorphisme
Do, (gM) = @ ®;‘n:i1 Do, (gNi,j) M ow S — N(VcriS(M))
i=1
(puisque le module de Wach préserve le produit tensoriel). Par dualité, il suffit de voir
que si Ly = M/L, alors Do, (gar) induit un isomorphisme de Veris(LE) sur L Qu S.
La proposition I11.2.16 nous donne que Lj @y Sy est stable par I'action de I'y (et
cette action est triviale modulo 7y car c’est le cas sur M* @y S et L est facteur direct
comme W-module). Donc, nous pouvons considérer la sous-représentation galoisienne
T de Vepis(M)* définie par T = Vo, (L @w Og). Montrons que N(T) = L} @y S (via
Do, (g11)) - -
~ Lo ®w S CT®z, 0 N (Veris(M)" @, A = DH(T) (car N(Veris(M)*) =
M* @y S par fonctorialité du module de Wach (et via 'isomorphisme Do, (gar))
et donc M* @y S C DY (Vepis(M)*))
— L{ ®@w S est un S-module libre de rang égal a celui de T" sur Z, (qui est celui de
L ®@w Og sur Og, donc celui de L sur W);
— laction de T laisse stable L§ @y S (c’est la proposition I11.2.16) et est triviale
modulo 7 (puisque L§ est facteur direct comme W-modules);
— il existe 7 un entier positif tel que 7" D*(Vns(M)*) € M* @y S (via l'isomor-
phisme Do, (gar)), donc ce r donne 7" D (T') C M*@w SNLi@w Oz = Li®@w S.
D’ot, nous avons bien N(7T') = Lj ®w S (via Do, (gum)).

Puis, une propriété du module de Wach va nous permettre de conclure : N(T[%]) /7
s'identifie & Deyis p(T ®z, Qp) (par le théoreme I11.4.4 de [Ber04]), et I'application gy,
envoie N(7')/m sur Lg, donc nous avons bien que Deyis p(T' ®z, Qp) = L§ @w K, donc

que T = Vepis(L7). O

REMARQUE 111.4.8. Si M’ est le quotient du L considéré dans la proposition I111.4.7
par le sous-objet L' (facteur direct comme W-module), alors Do, (gn) : L @w S —

N(Veris(L)) (qui induit aussi un isomorphisme L' @w S — N(Veris(L'))) induit par

passage au quotient un isomorphisme M’ @uw S — N(Veris(M')).
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Traduisons cette proposition en terme de ®-modules filtrés sur K :

COROLLAIRE 111.4.9. Soit D un objet de la catégorie engendrée par Dy (pour les
opérations produit tensoriel, somme directe, sous-objet et objet quotient) pour M un
objet de MF%V avec 0 < h < p — 2, alors il existe une action de I'y sur D ®x So[%]
fonctorielle telle que N(Verisp(D)) est isomorphe a4 D ®x S[%] comme (o, ')-module
(ot la structure de p-module provient d’un analogue sur IC de la proposition II1.2.2).

De la proposition II1.4.7 nous déduisons la derniere partie de la démonstration du
théoreme III.1.1 :

ProrosiTiON 1I1.4.10. Pour 0 < h < p — 2 fizé, pour tout uplet d’objets
(Nij)i<j<n,1<i<n; de MF?, pour tout sous-®-module filtré L facteur direct (comme

W -module) de @@?;Ni,j, Uapplication @ ®fy,, envoie Veris(L) ®z, O =
j=1

(Vcris,p(DL) N @ R, Vcris(Nm)) @z, Og  bigectivement sur L @w Op .

Jj=1

DEMONSTRATION. Comme corollaire de la proposition I11.4.7, I'inverse de la fonc-
tion ¢5}95 (Vera(N) © (Do, (gn) ®1d ) vérifie la propriété recherchée, car Do, (gx) envoie

L ®@w S sur N(Veris(L)), donc L@y Og sur Do, (Veris(L)). 11 suffit alors de remarquer

que fy = Pp-(v 0 (g5 ®1d) = (Do, (gy') ®1d) o UDo, (Vera(N)) PRI cOmmutativité du
diagramme suivant :

1
gy ®Id
Vcris(N) ®Zp OE‘HT al VOS (F_ (N)) ®Zp Oé\nr

JwDOg (Vcris(N)) ld]F(N)

Do, (VcriS<N)) ®og Ogm fl) Fi(N> Qo ng
D(95 (gN ) ® 1d

puisque Do, (Vo (F7(N))) ®z, Oz = F (N) ®o, Oz , et Vo, (Do, (Veris(N))) =

Vcris (N) . [

II1.5. fy et le dual

Pour la suite, nous aurons besoin de définir fy pour N ayant des poids a la fois
positifs et négatifs (par exemple si N = End(M) pour M un objet de MF").
Appelons W|[—h] lobjet de 1\/IF§‘];l dont le W-module sous-jacent est W, avec

' o
Fil'(W[-h]) = { Wisiis —h et p"(z) = o(z). Rappelons que Z,(h) est la

Osii>—h
représentation galoisienne Z,(1)®" pour h > 0 (et Z,(h) = Z,(—h)* si h < 0), et que
Oz (h) = Oz ®z, Zy(h). Nous pouvons alors définir :
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DEFINITION II1.5.1. Supposons 0 < h < ’%2. Posons \~7criS(N) = Vais(N ®
WI=h]) ®z, Zy(—=h) pour N objet de MF%‘, et Vcris(f) = Veisp(f) restreinte
a \N/'cris(N) pour f . N — N’ fleche de 1\/IF$‘}1 Pour tout objet N de MF%&‘
nous pouvons définir fx de la facon suivante : remarquons que \N/cris(N) ® 0z =

(Veris(N@W[=h) @Zy(—h)) @z, 0, = (Veris(N@W[-h]) @ Og ) @0, Og, (—h),

et notons f;, = tf(;} =) alors fn est Uisomorphisme
STLT

- fnew—n @ fh
Ve(N) 00, — N (NoW[-h)® 0 ) © O, [h]

|

N Qw ng

Nous avons bien que \N/'cris(N) ~ Veris(N) @z, Veris(W[—=h]) ®z, Zyp(—h) = Vs (N)
de maniére naturelle pour N un objet de MF?, car N®@W |[—h] est un objet de MF2",
et comme 2h < p — 2, nous pouvons appliquer la propriété 11.3.1.

Un quasi-inverse de Vs est donné par Degis(V) = Deris(V @ Zy(h)) @w Wh]. Une
facon naturelle de voir {/cris(]\/ ) dans N ®w A5 est de dire que

Veris(N) = Fil'(N @y t 7" Agpis) 21"

Avant de continuer de regarder les propriétés de {/'ms, introduisons g, pour N un
objet de MFth si 0 < h < 22 de la méme facon que précédemment. De la proposition
[11.4.7 et de la remarque III. 4 8, nous déduisons :

COROLLAIRE IIL1.5.2. Pour tout uplet d’objets (N;;)i<j<n,i<i<m de 1\/IF$$l avec

0 < h < 252, pour tout sous-objet L facteur direct (comme W-module) de @ Qe N;

7=1
et pour tout quotient M de L, les applications gy, . induisent un isomorphisme de

représentations de I'c, de Vo (F~(M ® W|[- mh})) ® Z,(—mh) sur un réseau de
Verisp(Dun) (qui est Uimage de Vepisp(Dr) @@ VcrlS (N;;) par Uapplication
projection).

Puis, pour I’étude vis a vis du dual, montrons d’abord le lemme suivant :

LEMME IIL1.5.3. Pour tout objet N de MFih avec 0 < h < ”—2 tel que N ® N* est
un objet de MF#,‘ avec 0 < k < 252, Dapplication surjective naturelle

N®N*—"—w
induit un isomorphisme
Vcris(N*) =~ Vcris(N)*

dont le crochet de dualité correspond & V eris p(T).
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DEMONSTRATION. La filtration de N est de longueur finie, c’est-a-dire qu’il existe
des entiers n; et ny dans Z avec Fil"'(N) = N, Fil"™(N) # N, Fil™(N) # {0},
Fil"*™(N) = {0}, et puisque N est un objet de MF3", nous avons 22 < —h < ny <
ny < h < ’%2. De la méme fagon, il existe nj et nj pour N*, qui valent nj = —ny
et ny = —ny. Par conséquent, la condition que N ® N* est un objet de MF%\I,‘ avec
ngg%donne%g—kgnl—nggng—nlgkgf%Z.DoncileXisteleNet
I' € N tels que N@W/[—I] et N*@W[~I] soient des objets de MFw< avec 0 < K < p=2
et [+1' < ])%2 (il suffit de prendre [ = ng si ng > 0, et [ = 0 sinon, avec ' = —ny si
ny <0, et I’ =0 sinon).

Puis, W désigne 1’'objet trivial de MF%&‘, et donc 7 induit une application F~ (N ®
W[-l])) ®o, F~(N* @ W[=l']) = Og[—(l +I")], dont I'application linéaire sous-jacente
est toujours celle obtenue par le crochet de dualité (c’est juste 7 @ Id), donc induit un
isomorphisme entre le dual de F~ (N @ W[—!])) ®o, Ose; et F~(N*@W|[-1'])) ®o, Ocey
(ou p(e,) = q"e, et gle,) = % pour g € I'). Cet isomorphisme de Og-modules est
en fait un isomorphisme de (¢, ')-module, car F~ (7 ® Id) est un morphisme de (¢, I')-
modules. Comme Vo, préserve le dual, en notant Vo, (N) = Vo, (F~(N @ W[—I])) ®z,
Zy(—1) = Vo, (F7(N ® W[-1]) ®o, O¢er) et Vo (N*) = Vo (F~ (N ® W[-1])) @z,
Zy(=U') = Vo, (F7(N* ® W[-l]) ®o, Ocer), nous avons que I'application Vo, ()
identifie le dual de Vo, (N) (comme représentation de ') & Vo, (N)*.

Or, Vo, (N) est isomorphe & Veus(N) (via gy) et Vo.(N*) est isomorphe &
Veris(N*) (via Gy.), car N @ W[—=I] et N* @ W[—I'] sont des objets de MFw avec
0 <K < 1%2. Pour conclure, il suffit d’invoquer la commutativité du diagramme
suivant (d’apres laffirmation 1 du théoreme II1.3.1) car N ® N* @ W[—(l +1')] est un
objet de MFQ\I,‘” avec 0 < k" <p—2:

\NfOs (N) ® \N[Og (N*) VcriS(N) ® VcriS(N*)
{/@g (W)J( Vcris,p(ﬂ)l

Vo (F~(W)) — Veris (W)

IN @ G+

OJ

REMARQUE II1.5.4. La méme démonstration donne que vcris(N*) est isomorphe a
vcris(N)* des que N est un objet de 1\/IF%\}1 pour 0 < h < ’%2, mais nous perdons que
N@N*@W|[—(I+1")] est un objet de MF;\I,‘” avec 0 < k" < p—2, donc la commutativité
du diagramme n’est plus justifiée par le théoreme I11.3.1 et cette démonstration ne donne
donc pas que le crochet de dualité est bien 'V epis p(T).

Par contre, le lemme s’applique pour les cas particuliers ou N est un objet de 1\/IF$\§1

avec 0 < h < 22 ou de MFyy' avec 0 < h < 2.

Nous en déduisons alors :
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LEMME I11.5.5. Sous les conditions du lemme I11.5.3, Uapplication fy est fonctorielle
vis a vis du dual, c’est-a-dire que le diagramme suivant commute :

- (tFN)_l N
Vcris(N>* ®Zp Ogm E— N ®W Ogm

J |

Veris(N) ®z, O —— N*@w Og
DEMONSTRATION. La démonstration précédente montre que gy est fonctorielle vis
a vis du dual, ce qui donne le résultat pour fy. [

D’ou, en rassemblant tout ceci, nous obtenons le théoreme suivant :

THEOREME I11.5.6. Soit 0 < h < ’%2, et notons .7::1 le foncteur exact de la catégorie
MF%&‘ vers la catégorie des Og -modules libres de rang fini, défini par : st N objet de
MF%&‘, .7::1(]\]) = \N/'cris(N) ®z, Ofm' Alors il existe f un isomorphisme de foncteurs
entre .7::1 et Fo, préservant le dual pour les objets N tels que N ® N* soit encore un
objet de MF%&‘ Nous pouvons supposer de plus :

— pour tous objet N et N' de MF%&‘, tel que N @ N’ soit encore un objet de MF%‘,

fyvon =fv @ fyr;

— pour tout uplet d’objets (N; ;)1<j<n, 1<i<n; de MF%’}’, pour tout sous-®-module filtré

L facteur direct (comme W-module) de @ ®.2, N, ;, Uapplication @ ®FN¢,;' envoie
j=1

(Veris,p(Dr) N @ ®Z’i1 i7c1vis(]\7i,j)) Qz, ng bijectivement sur L Qu, Ogm.

=1

REMARQUE II1.5.7. Le méme théoréme dans Mth est vrai.

I11.6. Tore de l’'inertie modérée

Notons, pour s € N*, T} le groupe algébrique sur Z, tel que pour R une Z,-algebre,
T,(R) soit le groupe (R ®z, Zys)* des éléments inversibles de la R-algebre R ®z, Zys. Le
groupe T Xz, Q, est donc la restriction des scalaires a la Weil du tore Gy,q,. de Qps
a Q. Soit p: 't — GL(U) une représentation continue (pour U un Z,-module libre de
type fini), nous allons construire une représentation p, . du tore Ty (associée a p) pour
un s bien choisi a partir de I'image de l'inertie modérée (une fois choisie une section
de l'inertie modérée dans l'inertie), et nous donnerons le lien entre p, . et p, (voir le
paragraphe II.1 pour la définition de p,,,) pour les modules élémentaires.

ITI.6.a. Rappels sur la restriction des scalaires. Considerons Gy q,., le
groupe multiplicatif usuel, et appliquons-lui 'opération de restriction des scalaires
de Qps a @, comme I'a défini Weil dans [Wei82]. Le foncteur obtenu est T, xz, Q,
(que nous noterons encore Ty) défini sur Q, par T,(R) = (R ®q, Qp¢)* pour R une
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Q,-algebre. C’est un groupe algébrique (voir par exemple [BLR90]), et en fait un tore
de dimension s. En effet, si R est une Qps-algebre, alors

(I1L.6.1) LR~ [ @®y= ] 'Gue®
YEGal(Qps /Qp) 7€Gal(Qps /Qp)

(cet isomophisme provient de la théorie de la descente galoisienne (voir Bourbaki
A.V.10.4)). Donnons alors une description du groupe des caracteres de Ty : c’est le
Z-module libre de base les X, pour v € Gal(Q,:/Q,), ot X, est défini sur T,(R) par
X (r @A) = y(A)r (X, est juste la projection canonique sur la composante vy, car
I'isomorphisme associe a r @ A le s-uplet (y(A)r)).

Il nous reste alors & décrire I'action de Gal(Q,/Q,) sur ensemble des caracteres,
puisque notre tore est défini sur Q,. Pour 7 € Gal(Q,/Q,), 7X, = X,.. Donc, 'ensemble
des caracteres est X*(7Ts) = Z[Gal(Qps /Q,)]. 11 s’identifie & X.

Notons T = lim 7§ ou les morphismes de transition sont induits par la norme. Alors
T xz,Q, est un protore de groupe des caracteres X.

II1.6.b. Etude de 'image de l’inertie modérée. L’inertic modérée est un quo-
tient du groupe de Galois que nous considerons : la suite exacte 0 - P -7 — Z,,,, — 0
définit I'inertie modérée Z,,, (ot Z est le groupe d’inertie (dans le cas exposé ici, Z = I'c),
et P la partie sauvagement ramifiée). L’existence d’une section a cette suite exacte pro-
vient d’une proposition sur les groupes finis (toute extension de groupes finis d’ordre
premiers entre eux est scindé (voir th. 15.2.2 de [Hal76], ou I 18.1 du tome 1 de
[Hup67])), et de ce quune limite projective d’ensembles finis non vides est non vide
(voir Bourbaki E III 7.4 théoréme 1). De plus, toutes les sections sont conjuguées entre
elles (voir 18.2 du tome 1 de [Hup67]).

Pour toute la suite, fixons-nous une section n : Z,,, — Z de 'inertie modérée.

La structure de Z,,,, est bien connue : Z,,,,. ~ [] Z,, et il existe 7 tel que Z7 est dense
l#p
dans Z,,.; 7 est alors appelé un générateur topologique de Z,,,.. Rappelons le lemme

suivant (cf. Annexe V.1) :

LEMME II1.6.2. Toute représentation continue p' de l'inertie modérée dans un Z,-
module libre de rang fini est semi-simple : p'(1) est d’ordre fini, premier a p.

Son ordre est I'ordre de la matrice réduite modulo p (voir 'annexe V.1). Alors, le
groupe engendré par 7, H, est fini d’ordre premier a p et diagonalisable (et les va-
leurs propres sont des racines de 'unité). H est fini, donc fermé pour la topologie
p-adique, donc comme p’ est continue pour la topologie p-adique, I'image de Z,,, est
incluse dans H. L’action de I'inertie modérée est alors décomposée en caracteres connus
(voir [Ser72]).

II1.6.c. La représentation de 7. Dans le cas d’une représentation cristalline
abélienne V' sur Q,, nous savons qu’il existe une représentation de T (qui se factorise
par un T pour un certain s) qui décrit la catégorie tannakienne engendrée par V, et le
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groupe a un parametre correspondant au plongement de G,, sur la composante identité

dans T(R) ~ I1 (RY)* permet de décrire Deyis p(V) (cf. [Win91]). Dans le cas
~v€Gal(Qps /Qp)
d’une représentation non cristalline, J.-P. Wintenberger a construit une généralisation de

ce tore pour les ®-modules filtrés (c’est la représentation p,, donnée par la graduation
indexée sur X d’un objet de MFwy ¢ décrit au paragraphe I1.1). Nous allons présenter
ici la maniere de construire une représenation pgT pour une représentation cristalline U
que nous supposerons a poids de Hodge-Tate dans [0, p — 2]. Pour cela, nous partirons
de I'image de I'inertie modérée.

De maniere générale, soit p une représentation continue de Z dans un Z,-module libre
U de rang h, et fixons-nous une section de 'inertie modérée. Soit p’ la représentation
continue de Z,,,. obtenue en composant p avec la section considérée. Regardons alors
1, -+ ,&p les valeurs propres de p/'(7) (comptées avec multiplicité) ou 7 est un générateur
topologique de Z,,,.. C’est un ensemble stable par 'action de Galois car p'(7) est défini
sur Z, (c’est-a-dire que Vi, 3j|e? = ¢; (il suffit de regarder l'action du Frobenius absolu
puisque p'(7) est diagonalisable sur Z7")). Soit Qs le plus petit surcorps non ramifié de
Q, contenant tous les ¢; (c’est-a-dire que Fps = Fyley, -+ ,ep]). Si € est un générateur
de F., alors

Vi, Ja; € [0,p° — 1]|e; = ™

La représentation p’ nous permet donc de définir une représentation o’ de Iy, dans
U telle que o/(e™!) = p/(7). Nous cherchons alors & trouver une représentation p, = de
T, dans U telle que I'inclusion F, C Ti(Z,) composée avec p,,, nous redonne o'

REMARQUE I11.6.3. Vouloir que o/(¢™%) = p/(7) plutot que o/ (e) = p/'(T) permettra
de prendre en compte que pour V représentation cristalline a poids de Hodge-Tate po-

sitifs, les sauts de la filtration de Deyisp(V) sont négatifs (puisque ce sont les opposés
des poids de Hodge-Tate).

Se donner une représentation rationnelle sur U de T revient a se donner un ensemble
de caracteres (X;) définis sur 'anneau des entiers Z, de la cloture algébrique Q, de
Qp, stable par I'action de I'g,, et des sous-espaces de U% = Zp ®z, U, Uy, tels que
UZ = @QUy, et Vy € FQP,’V(U)Q) = Uyx))-

Dans ce cas, si

(

avec aji) € [0,p — 1], prenons

s o
~
X, =1]x,
Jj=0

ou &,; est le caractere de T, défini par : pour toute Zy-algebre R, pour tout élément

S @ N de Ty(R) = (R @z, Zps)*, Xpi (Do @ N;) = Y07/ (N\;)x;. En identifiant les
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caracteres de Ty a X, pour avoir 'identification des actions du Frobenius comme décrit
précédemment, nous devons poser X, le caractere correspondant a § € X, défini par
&(=j) = —ay’.

Pour tout i, soit v; € Uz . un vecteur propre de p'(7) associé a ¢; tel que la famille
(v3); est une base de Uy, .. Alors comme p'(7) est défini sur Z,, les U., = Z,v; vérifient :
Uz, = ®U;, et v(U.,;) = Uy, pour tout v € I'g,. Est-ce vrai que y(&;,) = X, ?

Comme les caracteres intervenant ici sont définis sur Z;", il suffit de vérifier ceci pour

v = o. Alors, grace a la formule donnée de I'action sur les caracteres de Ty, il suffit de

s—1 N
voir que pour tout a; = Y ag»l)pj , il existe k tel que
j=0

LSO
a5,1+2 aj pJ+1
€k =€ =0

Nous avons e?” = ¢ (car ¢ est dans Fs), donc
as,1+si2 ol pitt
el =¢€ J=0
qui est bien dans la liste des valeurs propres, comme remarqué précédemment.
Ceci définit alors une représentation p,,. de Ty dans GL(U) définie sur Z,, qui étend
bien la représentation /. Appelons 7,V (ou bien Ty, il n’y a pas ambiguité ) le tore
image de cette représentation dans G L.

REMARQUE II1.6.4. Dans le cas d’une représentation cristalline abélienne V' sur
Qp, la représentation de T xz,Q, caractérisant V' est donnée par la méme formule que
ci-dessus, a la différence que les ag-i)
(donc non necessairement dans [0,p — 2] ), et seuls leurs réductions modulo p peuvent
s’interpréter a l'aide de l'image de l'inertie modérée. C’est pourquoi la méthode exposée
1ci ne conviendra que pour des représentations cristallines a poids de Hodge-Tate dans
[0,p — 1] non tous égauz a p — 1.

qui interviennent sont les poids de Hodge-Tate

IT1.6.d. Lien entre p,, et p,..

ProrosiTiON II1.6.5. Soit N un objet élémentaire de MF;h avec 0 < h <p—2,
alors le conjugué de T (Oeg,./p) par fy est T(Og,,/p). Plus précisement, nous avons
pour tout v € Ty(Og,, /p) l'égalité p,,. (1) =fxop,, ofy'(x).

DEMONSTRATION. Remarquons d’abord que si h € End(Veps(N)) commute & I'ac-
tion de T'x, alors g = fy o hofy' induit un élément de End(N) qui préserve la filtration
et qui commute a ® (car N s’obtient a partir de Vs(/V) de la maniere classique
N = (Veis(N) ®r, Og,, /p)"* via I'isomorphisme fy). Par conséquent, g commute &
tout élément de 7 qui est le groupe correspondant a la catégorie tannakienne engendré
par N (cf. [Win84] ou la proposition IV.2.1 ci-dessous) car N est élémentaire. Donc g
laisse stable les sous-espaces propres définissant 7.
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D’un autre coté, fy préservant les sommes directes, restreignons-nous au cas ou N
est simple, c’est-a-dire que les N¢ (le sous-espace ou 7 agit via le caractere ) sont de
dimension 1 ou 0 sur k. Notons e une base de N¢. Nous pouvons décrire I'action de
[k sur Veis(N) : Paction est abélienne et diagonalisable sur k, et les espaces propres
sont de dimension 1. Il existe une base (v;) de Vs(IV) ®p, k formée de vecteurs
propres pour l'action de Galois. En particulier, si ¢t € 7., (F,), t € End(Vers(N))
et commute a l'action de Galois (puisque 'action est abélienne), donc fy ot o f;,l
induit sur N un endomorphisme qui admet les e; comme vecteurs propres (puisqu’il
laisse stable les N¢ qui sont de dimensions 1), et qui commute & ®. Donc, fy ot o fy!
est un élément de 7{F,). Cela montre que pour tout i, il existe a; € k* avec fy (v;) = a;eg, .

Il faut ensuite voir que pour v; vecteur propre de l'inertie modérée associée au

caractere £ de la représentation de Ty définissant p, , il existe a; € k* tel que fy(v;) =

mr)
Qi€¢.
Considérons fy : en étendant les scalaires, nous obtenons une application bijective

préservant l'action de galois :

f
Vcris(N> ®Zp (O&W/p ®R Acris/p) 4N> N R (Ofnr/p ®R Acris/p)

D’autre part, en considérant 1’application naturelle V is(V) ®F, Acris /D — N®pAcris/D
(provenant de la définition de Vus et de la multiplication de anneau A..s/p), et
en étendant les scalaires, nous obtenons aussi une fleche (injective non surjective)
préservant l'action de galois :

I
Vcris(N> ®Zp (Acris/p ®R O&w/p) — N ®k (Acm's/p ®R Oc‘?m /p)
LEMME I11.6.6. Nous avons [’égalité p,,.(x) = fnop,. o fn (7)

DEMONSTRATION. C’est une conséquence immédiate de Dlarticle [Win91]. Nous
allons cependant donner ici une démonstration faisant intervenir les périodes des Lubin-
Tate (et plus généralement des modules élémentaires), et des bases adaptées (c’est la
notion de base adaptée qui integre tout ’aspect fonctoriel du résultat de [Win91]).

Soit (e¢) une base adaptée de IV, alors une base de Vpis(IN) ®p, k est (z(£)ee) ou les
x(€) sont les périodes intervenants pour N (cf. paragraphe I1.2.b). Les e¢ sont vecteurs
propres associés au caractere £ pour l'action de 7, et les z(£)eg sont vecteurs propres
de l'inertie modérée. Il suffit donc de voir comment agit l'inertie modérée sur x(¢).
Cela se fait en utilisant les périodes de Lubin-Tate €1, car si £ est de période n, nous

n—1 _.
pouvons prendre z(§) = 0, I1 [%]_5(”_” car ¢ prend ses valeurs dans [2 — p, 0]
j=1

(c’est I'hypothese h < p — 2; sans cette hypothese, il faudrait diviser par une certaine
puissance de p le membre de droite de I’égalité). Il suffit donc d’utiliser la proposition
I1.2.5 pour voir que z(§) est vecteur propre pour l'inertie modérée associé au caractere

§. O
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Considerons alors f;,l o fn : c’est un endomorphisme de Ves(N) ®z, (Acris/P @R
Og,./p) qui préserve I'action de galois, donc préserve les espaces propres de l'inertie
modérée.

Nous venons de voir que pour tout v; vecteur propre de 'inertie modérée associée
au caractere ¢, il existe a; € k* tel que fn(v;) = a;ee. Nous savons aussi qu'il existe j
et b; € k* tel que fy(v;) = biee. Or, fy' o fx préserve les espaces propres de linertie
modérée, donc ¢ = j, donc nous avons bien le résultat recherché. O



CHAPITRE IV

Applications

IV.1. Position des réseaux

Pour tout ce paragraphe, nous supposerons donnés p : I'x — G(Z,) une
représentation cristalline a valeurs dans les point sur Z, d'un groupe algébrique lisse
sur Z,, G, et U un Z,-module libre de rang n, avec o : G — GLy une immersion
fermée.

IV.1.a. Description des groupes plats sur Z,. Notons Uy = U ®z, W. Iden-
tifions G avec son image dans G Ly. Nous allons donner une définition plus exploitable
de Gw = G Xz, W dans un cas particulier :

Prenons une base de U et supposons que 'immersion de G dans G Ly induise une
immersion dans Endy (c’est-a-dire G = Spec(Z,[X; ;|1<ij<n/1))-

Notons Z,[X; j|<a les polynomes de degré total inférieur ou égal a d. Le groupe G Ly
agit sur Z,[X, ;| par : pour toute Z,-algebre R, si f € R[X,,], et s € GLy(R), alors
ns(f) est le polynome défini par n,(f)(y) = f(s7'y). Cette action est linéaire et laisse
stable Z,[X; j]<a.

PROPOSITION IV.1.1. Soit G = Spec(Z,[X; jl1<ij<n/I) un groupe algébrique plat
sur Zy,, sotent (fi,---, f.) des générateurs de lidéal I, et si d est le mazimum des
degrés totaux des f;, posons E = INZy[X; j|<q. Alors E est facteur direct, et pour toute

Zy-algébre R, si Ep = E ®z, R, G(R) = {9 € GLy(R)|ny(Er) = Egr}.

REMARQUE IV.1.2. Si«a: G — G Ly n'induit pas une immersion fermée de G dans
Endy, o suffit de composer a avec une immersion fermée 3 : GLy — GLyr tel que 3
induise une immersion fermée de GLy dans Endyr. Par exemple, U = U & Z, avec

B =1d®==, ou bien U' = U ® U* (o0, U* est le dual de U) avec 3(g9) = (g9,'971). Par

det’
contre, le E donné par la proposition IV.1.1 dépendra du morphisme 3 considéré.

DEMONSTRATION. Commencons par le lemme suivant :
LEMME IV.1.3. Pour toute Z,-algébre R, le module I ®z, R s’injecte dans R[X;;].

DEMONSTRATION. Pour tout k, notons Ey = I N Z,[X; ;]<k. Le module Z,[X; ;] <
est un Z,-module libre de type fini, et Z,[X; ;]<x/E) est sans p-torsion car il s’injecte
dans Z,[X; jl1<ij<n/I qui est plat sur Z, (par hypothese). Donc le module Ej, est un
Z,-module libre facteur direct dans Z,[X; j]<;. Donc Ej est un facteur direct de Z,[X; ;]
par conséquent Fj ®z, R s’injecte dans R[X; ;. Or, I est la réunion des Ej, donc I ®z, R
s'injecte dans R[X; ;]. O

53
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Au passage, nous avons démontré une assertion de la proposition, a savoir que E :=
FE,; est facteur direct.

Notons H le groupe algébrique défini par H(R) = {9 € GLy(R)|n,(Er) = Er}.
L’application naturelle H — GLy est une immersion fermée et H(R) = {g €
GLy(R)ng(ER) C Eg} car E est facteur direct. Nous voulons montrer que H = G. Si
s € GLy(R) vérifie ny(ER) = Eg, alors pour tout 4, n(s)(f;) € Er C I ®z, R, donc
n(s)(f;)(Id) = 0 car Id € G(R). Donc, par définition de I’action, f;(s™!) = 0 pour
tout ¢, donc la famille (f;) étant une famille de générateurs de l'idéal I sur Z,, nous
obtenons s' € G(R), or G est un groupe, donc s € G(R), ce qui montre I'inclusion
H(R) C G(R). Donc il existe un monomorphisme H — G.

Montrons que c¢’est une immersion fermée : le morphisme H — G Ly est une immer-
sion fermée, et « est par hypothese une immersion fermée de GG dans G'Ly;. Donc, en no-
tant A[K] I'algebre affine d'un groupe K, les fleches A|[GLy| — A[G] et A|[GLy| — A[H]

sont surjectives, et nous avons le diagramme commutatif suivant :

A[G] «— A[GLy]

|~

A[H]
par conséquent, la fleche A[G| — A[H] est surjective, donc H — G est bien une immer-
sion fermée.
Nous allons maintenant montrer que G et H ont méme fibre générique. Pour cela,
donnons une description de GG semblable a celle de H :

LEMME IV.1.4. Pour toute Z,-algebre R, nous avons
G(R) = {g € GLy(R)|ny((I ®z, R) N R[X;;]<a) = (I @z, R) N R[Xj ]<a}

DEMONSTRATION. Fixons R, et posons M = (I ®z, R) N R[X; ;]<4. Si s € GLy(R)
vérifie ny(M) = M, alors pour tout i, n(s)(f;) € M C I ®z, R, donc n(s)(fi)(Id) =0
car Id € G(R). Donc, par définition de P’action, f;(s~!) = 0 pour tout 7, donc la famille
(f;) étant une famille de générateurs de I'idéal I sur Z,, nous obtenons s~* € G(R), or
G est un groupe, donc s € G(R), ce qui montre une inclusion.

L’inclusion réciproque sera un corollaire du lemme de Yoneda : d’abord, il suffit
de montrer que ns(M) C M, car n est une action de groupe. Puis, si s € G(R) et
f € M, notons P = n(s)(f). Pour toute R-algebre B, pour tout g € G(B), nous avons
P(g) = f(s7'g) =0car s'g € G(B) et f € I ®;, R, donc P est dans I ®z, R (et de
bon degré, donc P € M) par la remarque suivante :

Soit G = Spec(A/I) un groupe algébrique au dessus d'un anneau R, alors si J =
{f € A| pour toute R-algebre B, Vg € G(B), f(g) = 0}, nous avons I = J. En effet, si
K = Spec(A/J), alors K(B) C G(B) car I C J, puis la définition de J nous dit que
pour tout ¢ : A/I — B, J est inclus dans Ker(y), d’ou se factorise en ¢ : A/J — B, J,
donc G(B) C K(B). Le lemme de Yoneda donne alors G = K, donc I = J. O
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LEMME IV.1.5. Soit S/R une extension d’anneau, supposons que S est plat sur R.
AZOT’S, ((I ®Zp R) N R[X@j]gd) ®R S = (I ®Zp S) N S[Xi’j]gd.

DEMONSTRATION. En effet, notons M; = I®Zp R, M, = R[Xi,j]gd et M5 = R[X@j],
alors nous voulons voir que (M; N M) ®g S = (M; ®g S) N (M, ®g S). Or, nous avons
la suite exacte courte de R-modules

OHMlﬂMQ M3 Mg/Ml@Mg/MQ

et nous avons supposé que S est plat sur R, donc
O —_— (Ml ﬂ MQ) ®R S E— M3 ®R S E— (Mg/Ml) ®R S@ (M3/M2) ®R S
est une suite exacte, ce qui conclut car (M3/M;) g S = M3 @r S/M; Qr S. O

Puis, G et H ont méme fibre générique, par application directe des deux lemmes
précédents.

Il ne reste plus qu’a voir que si H — G est une immersion fermée telle que G et
H ont méme fibre générique, et G plat, alors H = G. Nous voulons montrer que la
fleche surjective A[G] — A[H] est aussi injective. G étant plat, 'application naturelle
ig : A[G] — A[G] ®z, Q, est injective. H et G ayant méme fibre générique, la fleche
[+ AlG] — A[H]| donnée par I'immersion fermée induit une bijection f, : A[G]®z, Q, —
A[H] ®z, Q,. De plus le diagramme suivant est commutatif :

o,
A[G] @z, Q,» A[H] ®7, Q,

donc f est bien injective, donc H = G. OJ

En fait, lors de lidentification de GLy avec GL,z,, nous avons identifié¢ la
représentation de GLy que sont les polynomes homogenes de degré i (noté Z;[Xivj])
avec Sym‘(Endy) qui est un sous-objet de Endjy’, ou bien, dit autrement, Z,[X; j]<4 a
été identifié a un sous-objet de Go<;<q End%z. L’action de G Ly sur ZZ [X; ;] est le produit
tensoriel de 'action naturelle de GLy sur U* par 'action triviale de GLy sur U dans
End{)’ = (U®z, U*)®"; par conséquent E est un sous-module de @ Ue - aUH

0<:i<d n fois
(oun =rg(U)).

Appliquons ceci non pas au plongement «, mais a o* : G — GLy+, défini par
a*(g) =ta(g)~!. Il existe alors E* = 0§?k(U @® -+ ®U)®NI* un sous Z,-module (libre
EUAS n fois
facteur direct) tel que s € a(G)(R) & s(E},) = E}, (ou I'* est I'idéal définissant o*(G)).

Rassemblons tout ceci dans le lemme suivant :

ProproOsITION IV.1.6. Soit G un groupe plat sur Z,, U un Z,-module libre de rang
n et a : G — GLy une représentation qui induit une immersion fermée dans Endy .
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Identifions G avec son image. Alors, il exviste un entier k et un sous Z,-module E

(facteur direct) de @ (U@ @U)® laissé stable par Uaction naturelle de G(Z,)
0<i<k n fois

(provenant de celle de GLy, notée ) tels que G(R) = {g € GL(R)|n,(Er) = Er} pour

toute Zy-algebre R.

Nous pouvons alors définir sur M = Deys(U) (ou sur Deus(U) suivant les cas)
un groupe algébrique sur W, G,;, par : si n est l'action naturelle de GL,; sur
@ (M@ @ M), alors Gy(R) = {9 € GLy(R)n,(Er) = Egr} pour toute
0<i<k n fois
W-algebre R. Il ne reste qu’a bien choisir £ en liaison avec E, ce qui nous conduit au
théoreme suivant :

THEOREME IV.1.7. Supposons G lisse sur Z,. Si a : G — GLy induit une im-
mersion fermée dans Endy et si la représentation de U'x induite sur U par o (et par
p:Tx — G(Z,)) vérifie

— soit elle est a poids de Hodge-Tate dans [0,h] avec 0 < h <p—2

~ soit elle est a poids de Hodge-Tate dans [—h, h] avec 0 < h < 222
alors, en prenant

E = Dcris,p<E ®Zp Qp) N @ (Pcris(U) b---D DcriS(U2)®i

. ~~
O<i<k n fois

dans le premier cas, ou

B~ Dol 92, @) 1 @) (B0 © - © Do)

0<i<k e
== n fois

dans le deuziéme cas (voir le paragraphe I11.5 pour la définition de ﬁcris), 1l existe une
bijection ¥ : U @z, W — M qui identifie G Xz, W et Gyy.

REMARQUE IV.1.8. Pour qu’une application ¥ bijective identifie G xz, W et Gy, il
suffit de montrer que lapplication naturelle induite par U envoie E®z, W bijectivement
sur E.

IV.1.b. Demonstration du théoreme IV.1.7. Soit h : Ur = U ®z, R~ Mp =
M ®w R un isomorphisme de R-modules, alors h induit un isomorphisme s(h) de

@ (Up®---®Ug)® sur @ (Mp @ --- @ Mg)®".
—— ~ ~ -
0<i<k 1 Tois 0<i<k
Considérons alors
Isom(R) = {h : U®z, R~ M ®w R|s(h)(Er) = Er}

pour R une W-algebre. C’est un sous-W-schéma de Isomw (U ®z, W, M) (les W-
isomorphismes de U ®z, W sur M).
Il est non vide, car fp_, ) (ou Fﬁms () Suivant les conditions sur les poids de Hodge-

n fois

Tate) induit un élément de Isom(Opg ). C’est une retraduction du théoreme II.1.1 (ou
du théoreme I11.5.6)



IV.1. POSITION DES RESEAUX 57
LEMME IV.1.9. Le schéma Isom XW(’)gm est un torseur trivial sous G Xy Ofm'

DEMONSTRATION. En effet, G agit naturellement et fidelement & gauche sur Isom :
si f € Isom(R) et g € G(R),

Uss R Ues R MowR

est bien un isomorphisme.
Puis, 'application naturelle

®1 ®1
Pue---ao)¥ e,k T PHU U)* @z R

0<i<k n fois 0<i<k n fois

P Mo---oMawR
—_—

0<i<k n fois

s’identifie naturellement & s(f o g).

Enfin, la définition de Isom, la proposition IV.1.6 et le fait que s(f o g) = s(f)on,
donnent bien s(f o g)(Egr) = Egr, donc que fog € Isom(R). Le groupe G agit donc sur
Isom par (g, f) — fog™?

La fidélité provient de ce qu'un élément de Isom est un isomorphisme de modules.

Pour finir, il reste & montrer que pour f, f’ € Isom(R), il existe ¢ € G(R) avec
f'= fog ' Autrement dit, il faut voir que g = f’~! o f est bien un élément de G(R).
Cela se montre de la méme fagon que précédement. C’est la propriété IV.1.6 qui est le
point essentiel. [

Nous venons donc de montrer que Isom x Oz est un G Xy Og -espace homogene
ayant un point sur Oz , or G Xy Og est un groupe lisse, donc Isom X1y Oz est lisse,
donc Isom aussi (car la fleche Spec(Og ) — Spec(W) est fidelement plate et quasi-
compact, donc c’est une application directe du corollaire 17.7.3 de EGA 1V).

Isom est lisse, donc par le lemme de Hensel (cf. théoreme 18.5.11 b de EGA IV),
Isom(W) se surjecte (par la réduction modulo p) sur Isom(k). Si ce dernier est non
vide, nous aurons bien montré que Isom(W) est non vide, ce qui prouvera le théoreme.

Isom Xy Oz est lisse, donc, toujours par le lemme de Hensel, Isom((’)gm) se sur-
jecte sur Isom(Oz /p), donc le k-schéma Isom x Spec(k) est non vide (car Oz /p est
une k-algebre), donc par le théoreme des zéros de Hilbert, Isom x Spec(k)(k) est non
vide (car k est algébriquement clos). O

Remarquons qu’en nous donnant un Z,-module N C M qui engendre M
comme W-module (C’est a dire N ®z, W = M), et tel que le Z,module
N = En @ (No---d N )®Z engendre F comme W-module (par exemple,

0<i<k n f01s

avec les notations du paragraphe I11.1, N = M/™ (et alors N’ = EfE) ou N = Mgﬁ (et
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alors N’ = EZ)), nous pouvons définir Isom sur Z, par
Isom(R) = {h : U®z, R~ N ®z, R|s(h)(Er) = N}

pour R une Z,-algebre. Alors, par un théoréme de Lang (tout H-torseur défini sur F,
est trivial si H est un groupe algébrique sur F, connexe) , en supposant que G est a
fibre spéciale connexe, nous avons Isom(F,) non vide, donc par lissité, Isom(Z,) est
non vide, et donc sous cette hypothese, nous pouvons supposer que ¥(U) = N. De plus,
U identifie G & une forme sur Z, de G (celle qui est définie a ’aide de N’).

COROLLAIRE 1V.1.10. Sous les hypothéses et notations précédentes, si U’ est un
réseau de U ®z,Q, laissé stable par l'action de G, alors \I/[]lo] =V ew K envoie U' @z, W
sur Deyis(U") si les poids de Hodge-Tate sont positifs, ou sur Dews(U') sinon.

DEMONSTRATION. Notons M = Depis(U) (ou M = Diyis(U) si les poids de Hodge-
Tate ne sont pas tous positifs). Tout d’abord, quitte a multiplier par une certaine
puissance de p, nous pouvons supposer U’ C U. Puis, ¥ € Isom(WW) C Isom(Oz )
et fir € Isom(Og ) (respectivement, fur € Isom(O;z )), donc, comme Isom est un
G xz, W-espace homogene, il existe g € G(Ogm) tel que ¥ = fy; o g (respectivement
U = fy; 0 g). 11 suffit donc (puisque U’ est stable par G) de vérifier la propriété pour
far (ou far), or ceci provient juste de la fonctorialité de fy; (et de fj) pour les sous-

objets. O

IV.1.c. Exemples. Remarquons que G L se plonge naturellement par une immer-
sion fermée 3 dans GLygy+ ou l'action sur U est l'action naturelle, et 'action sur le
dual U* est donnée par la transposée de l'inverse. De plus, 3 provient d’une immersion
fermée de GLy dans Endygey+, car 'image de 3 est un sous-groupe fermé de S Lygpy-.
Donc, si la représentation galoisienne U est a poids de Hodge-Tate dans [0, k] avec
h < 1%2, ou dans [—h, h] avec h < 7%2, alors 'immersion o/ = 3 o « vérifie en par-
tie les hypotheses du théoreme IV.1.7. Soit alors E le sous-module définissant G dans
U @ U* (de la maniere décrite dans le paragraphe IV.1.a). Nous définissons de méme
sur f)cris(U) D [N)criS(U)* un groupe G, a laide de

B = Dol 92, @) 1 @) (B0 © - © Do)

0<i<k .
== n fois

THEOREME IV.1.11. Si la représentation de Ty induite sur U par « (et par p) vérifie

— soit elle est a poids de Hodge-Tate dans [0, h] avec 0 < h < ’%2

— soit elle est a poids de Hodge-Tate dans [—h,h] avec 0 < h < 1%2
alors, avec les notations précédentes, il existe un isomorphisme de W-module ¥ : U®z,
W — M qui induit une bijection ¥ & 'O~ - (U U*) @z, W — M & M* identifiant
G xz, W et Gyr. En particulier, le groupe G (plongé dans G'Lygar-) laisse stable M
et M*.
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DEMONSTRATION. Considérons le schéma Isom(R) = {h : U ®z, R ~
M ®w R|s(h)(Eg) = FEg} (ce n'est a priori pas le méme que celui considéré
dans la démonstration du théoreme 1V.1.7, qui considere des morphismes définis sur
U®U*). Cest un G xz, W espace homogene, qui a un point sur W (cela se montre de
la méme fagon que lors de la démonstration du théoreme IV.1.7). [

IV.1.d. Données initiales pour un $-module filtré. Formulons ici comment
les idées introduites précédemment se traduisent dans le formalisme introduit par Ra-
poport et Zink (cf. [RZ96]). Soit G un groupe algébrique lisse sur Z, et p un morphisme
de groupe de I'x dans G(Z,), p : G,, — G un cocaractere défini sur W, et b € G(W).
Alors, a toute représentation 3 : G — GLy ou U est un Z,-module libre de rang fini,
nous pouvons associer un objet Z(U) de MF%,, défini par :

— le W-module sous-jacent est U @z, W = M ;

- Fil'(M )= EB M; ou M; est I'espace propre de poids j correspondant a j;

Jjzi

~ ¢ = p7ho (Id® o) sur Fil'(M), c’est-a-dire si v = > v, ® 2, € Fil'(M) avec
%
v, €U et o € W, o' (v) = > o(x)B(b)(vy).
%

DEFINITION IV.1.12. Le triplet (u,b, 3) est dit admissible si Z(U) est un objet de
MFw tf-

Si G est supposé lisse, si ( induit une immersion fermée de G dans Endy,
et Z(U) est un objet de MF;&‘ avec 0 < h < p — 2, nous pouvons faire de
meéme qu’au paragraphe IV.l.a : G est défini par £ un Z,-module bien choisi de
@ (U@ - ®U)* (alors E ®z, W sera un objet de MFw ), et sur Veus(Z(U))
0<i<k n fois
nous construisons G, (zwv)) Sur Z, par son foncteur des points (pour toute Z,-algebre

R, Gv...zw)y(R) est le groupe des éléments de GLv,, 7wy (R) qui laissent stable
(VCI‘IS,p(E ®Zp ’C) N @ (Vcris<M> ©---D Vcris(M)j)®i) ®Zp R

0<i<k

n fois

THEOREME IV.1.13. Sous les conditions précédentes, avec

— soit M est un objet de MF;&‘ avec 0 < h < p— 2 et (3 induit une immersion
fermée de G dans Endy,

— soit M est un objet de MF;&‘ avec 0 < h < pT,
— soit M est un objet de MF%J‘ avec 0 < h < ]’72 et B induit une immersion fermée

de G dans Endy,
— soit M est un objet de MF%l avec 0 < h < ’%2
alors il existe une bijection V : M — Vus(Z(U)) @z, W qui identifie G xz, W et
GV sz () Xz, W. De plus, la représentation galoisienne associée G Veris(Z(U)) est a
valeurs dans Gy, zwy)(Zyp).
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DEMONSTRATION. L’existence de la bijection se montre de la méme facon que pour
le théoreme IV.1.7 : nous introduisons un G-espace homogene Isom défini sur Z,, nous
montrons qu’il est lisse sur Z,, Isom(k) est non vide par le théoreme des zéros de
Hilbert, et le lemme de Hensel conclut. La définition méme de G, (7)) implique que la
représentation galoisienne associée & Vs (Z(U)) est a valeurs dans Gy, zw))(Zy). O

REMARQUE IV.1.14. Le théoréme de Lang a propos des torseurs définis sur les corps
finis implique que si la fibre spéciale de G est connexe, alors le torseur Isom est trivial
surIF,. Autrement dit, il a un point surIF,, que nous pouvons relever a Z, par le lemme
de Hensel. Par conséquent, si la fibre spéciale de G est connexe, l'isomorphisme U est
défini sur Z,, c’est a dire qu’il induit une bijection ¥ : U — V¢us(Z(U)).

IV.2. Tore de l’'inertie modérée

IV.2.a. Les groupes G, G/M et Gy, @;/. Considérons M un objet de MFw ¢
tué par p (autrement dit un k-espace vectoriel), muni de la filtration M[i] donné au
lemme I1.2.12. Soit r I'entier tel que M[r] = M et M[r — 1] # M.

Soit Gy le schéma en groupes affine (cf. [DMOS82]) associé & la catégorie tanna-
kienne engendrée par M (notée Tan(M)) dans MFw ¢ et au foncteur fibre qui a M
associe Mgﬁ = M/ii (cf. paragraphe II.1 pour ces notations). Le groupe G, s’identifie
aux éléments de GLys qui induisent sur tout objet de Tan(M) un isomorphisme défini
sur Miﬁ, qui laissent stable sous-objet, objet quotient, produit tensoriel, dual, et qui
commutent aux morphismes.

PROPOSITION IV.2.1. G est le plus petit sous-schéma en groupes affine de GLMge
P
qui soit défini sur F), et qui, aprés extension des scalaires a k, contienne uy; et T

DEMONSTRATION. En effet, nous devons prouver que si H est un sous-schéma en
groupes de G qui est défini sur IF, et est tel que H X, k contienne wuy, et 7, alors
H = G ;. 1 suffit pour cela de prouver que le morphisme de H dans G est fidelement
plat, et donc (cf. [DMOS82], prop. 2.21.a) que le foncteur naturel de Tan(M) dans la
catégorie des représentations linéaires de H est pleinement fidele, et que son image est
stable par sous-objet.

Si N et N’ sont deux objets de Tan(AM), une application F,-linéaire de Nzi dans
(N’ )%‘; commutant a u et a 7 apres extension des scalaires est un morphisme dans
MFw ¢ (donc dans Tan(M)) : en effet, cela résulte directement de ce que N = Ngﬁ ®F, k

et si N¢ est I'espace propre associé au caractere § de 7, alors Fili(N ) = @ Ne, v =
£(0)=i

uy o fi et Ngt = N /% (idem pour N'). Cela prouve la pleine fidélité.
Prouvons la stabilité par sous-objet. Si N est un objet de Tan(M), et si (N’ )%‘; est
un sous-F,-espace vectoriel de Nz’ tel que N’ = (N')g @, k est stable par 7 et uy, de

meéme qu’avant, nous avons que N’ est un sous-objet de N dans MFwy ¢, qui est donc
dans Tan(M). O
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COROLLAIRE 1V.2.2. Le groupe Gy, est réduit (donc lisse) et conneze.

, —red o P .
DEMONSTRATION. En effet, G;Z est un groupe algébrique défini sur I, inclus dans

— . . . d .
Gy, et qui a les mémes points sur k. Donc uy; et 7 sont dans @TAZ , et par la proposition

;s . el —red
précédente, nous avons donc bien Gy = G, .

Le groupe Gy X, k contient 7, donc contient le groupe a un parametre hy; associé
a la graduation M = @&M,;. Ce groupe est I'image de G,, par un morphisme de groupes
algébriques, donc est connexe et contient I'identité, donc est inclus dans la composante
connexe de l'identité, (G, XF, k)°. Si G n’est pas connexe, la composante connexe de
I'identité 6?\4 est un sous-groupe distingué, donc il existe une représentation Gp; — GLy
(donc N est un ®-module filtré dans la catégorie tannakienne engendrée par M) dont le
noyau est exactement Eﬂ(cf. Théoreme 5.6 de [Bor91)), et donc le ®-module filtré N
est non trivial (car le groupe de la catégorie tannakienne engendrée par N est isomorphe
a EM/EOM). De plus, @?M xp, k contient (G xr, k)?, donc le groupe a un parameétre
hr agit trivialement sur N. Or la graduation est fonctorielle, donc hy est égal a I'image
de hy, donc agit trivialement, donc N = Ny, donc N est trivial, ce qui contredit le fait
que la catégorie tannakienne qu’il engendre ait un groupe non-trivial. O

PROPOSITION 1V.2.3. Soit Uy; le sous-schéma en groupes affine de Gy formé des
éléments unipotents, alors Uys est un sous-groupe distingué de Gy et Gy =Uy x T.

DEMONSTRATION. Cela vient du fait que M est extension d’élémentaires, et pour
N élémentaire, Gy = Ty. Puis, la matrice d'un élément de G, écrite dans une base
adaptée de M appartient au groupe Hj,; dont les éléments s’écrivent :

Xo * - %
0 X

: " .
0 -~ 0 X,

ou X correspond a la matrice agissant sur M [s] /M [s—1] (qui est un module élémentaire)
et X, est une matrice diagonale correspondant & Ty /a(s—1)(t) pour un certain ¢ (avec ¢
ne dépendant pas de s). De plus, les unipotents de H,, forment un sous-groupe distingué
noté Uy, et Hys est le produit semi-direct de 7, (qui est un tore maximal) et de Uy,
d’ou le résultat. [

Notons E’M = {g € GLy|g induit sur M et End(M) une application qui commute
aux morphismes, qui laisse stable sous-objet (de M ou End(M)) et qui agit comme un
élément de 7 sur les élémentaires construits comme quotient de deux sous-objets (de M
ou End(M))}, et U}, ses unipotents. G, est un sous-schéma en groupes affine de GLy,
qui contient G ;.

PROPOSITION 1V.2.4. U}, est un sous-groupe distingué de E;\/[, et E/M =Uy xT.
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DEMONSTRATION. Le fait que 7 soit inclus dans EIM provient de la fonctorialité de
7. Les conditions “laisse stable sous-objet” et “qui agit sur les élémentaires construits
comme quotient de deux sous-objets comme un élément de 77 donnent que @/M est
inclus dans H,. O

REMARQUE IV.2.5. Nous allons prouver que Gy et G, sont presque égaux : le
théoréeme principal de cette section (le théoréme IV.2.27) nous donne qu’ils ont méme
groupe dérivé, et un corollaire nous donne qu’ils ont méme éléments semi-simples.

Nous venons de construire deux schémas en groupes affines pour M. Faisons de
méme du coté galoisien : soit V' = V,s(M), T agit naturellement dessus, et I'image
est finie (puisque V' est un Fj-espace vectoriel de dimension fini). Si N est élémentaire,
l'action de ' sur V,is(N) se factorise par 'inertie modérée (en effet, l'inertie sauvage
agit trivialement modulo p sur les périodes des Lubin Tate). Donc, suite a la filtration
(M]i]) de M, un élément de l'inertie sauvage agit via la matrice

[0 * o .. *
0 L
0 0 I

ou I correspond a la matrice identité sur Vepis(Ms])/ Veris(M[s — 1]).

Quel schéma en groupes affine peut-on alors associer a V' 7 Pour I'image de l'inertie
modérée, nous avons le tore 7.,,. Pour I'image de l'inertie sauvage, nous venons de voir
que c’est un groupe unipotent. Elle a en plus la particularité que pour gy,--- , g, des
éléments de cette image, (g1 — Id) o--- o (g, — Id) = 0. Nous pouvons donc essayer les
méthodes exposées dans [Nor87]|, quitte & imposer des condition sur p : si p > r + 1,
alors tout élément de ce groupe est d’ordre p, donc nous pouvons définir Uy, comme
le sous-groupe algébrique de G Ly engendré par les groupes & un parametres ¢ +— !
(on1 2t = exp(tIn(x))) avec x élément de I'image de I'inertie modérée. Appellons Gy le
groupe de GLy engendré par T, et Uy. Nous avons aussi Gy = Uy X Ty

Définissons alors a;/ de la méme fagon que 53\4 : 5;/ = {g € GLy|g induit sur V
et End(V) une application qui commute aux morphismes, qui laisse stable sous-objet
(de V ou End(V)) et qui agit sur les élémentaires construits comme quotient de deux
sous-objets (de V' ou End(V')) comme un élément de 7y, }. Alors, de méme que pour
@;\4, @Q, est un groupe contenant Gy, et si Ui, est 'ensemble des unipotents de 6;,
alors Uj, est un sous-groupe distingué tel que GIV = Uy, X Ty

IV.2.b. Groupes engendrés exponentiellement.

IV.2.b.1. Ftude de certains groupes de matrices. Pour ce paragraphe, considérons
K un corps de caractéristique p, n et r deux entiers tels que n > r + 1, (ng, - ,n,)
un r + l-uplet d’entiers strictement positifs tel que > n; = n, et notons U (en toute
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rigueur, U(ng, - - - ,n,)) le sous-goupe de GL,(K) formé des éléments de la forme
I, * -0 %
0 I,
0 - 0 I,

avec I,,, la matrice identité de taille n; X n; (le groupe Uy, (k) rentre donc dans ce cadre),
et N la K-sous-algebre de Lie de M, (K) formée des éléments de la forme

0 = *
0 O
0 0 O

ou le i-eme 0 sur la diagonale est un bloc carré de taille n;.

LEMME IV.2.6. Sip > r+ 1, alors pour tout x € U, nous pouvons définir In(z) a
laide de la série entiere définissant In(1+x). De plus, In restreint a U est un polyndme,
et induit une bijection (dont la réciproque est juste exp, qui restreinte a In(U) est aussi
un polynome) de U sur N

En outre, la formule de Campbell-Hausdorff est valable sur U. Plus exactement

V(z,y) €U?, st X :=In(z) et Y :=1In(y), alors In(zy) = X +Y +1[X, Y]—{—Z Ci(X,Y)

avec Cy(X,Y) appartenant a la Fy-algébre de Lie L engendré par X et Y (et méme
Ciy(X,Y) appartient a [L,L]).

DEMONSTRATION. La premiere partie provient juste de ce que pour z € U, (x —
1)"™ = 0, et donc (z — 1)? = 0 car p > r + 1. Par conséquent, la série In(1 + n) =
i . p—l i )
> %nl peut étre évalué en n = x — 1, et donne In(z) = > #(m — 1)
i>1 i=1
Pour la formule de Campbell-Hausdorff, il suffit de remarquer quelques points : elle

est vrai sur les matrices de la méme forme a coefficients réels, ce qui donne une égalité
formelle entre polynomes; puis les coefficients intervenants sont des rationnels dont le
dénominateur est premier a p (car nous avons la formule de récurrence

X —Y,C(X,Y)] B
Cor(X,Y) = [ ot D) Z 2 ZOkIXY Chy (X, Y), X +Y]...]

1<t<s5 o

ou la seconde somme porte sur les k; > 0 tels que ky + - - - + koy = n, et ol les By, sont
les nombres de Bernouilli, donc avec dénominateur premier a p si s + 1 < p); enfin,
pour pouvoir appliquer ceci, il suffit de remarquer que si (z;) € U™, alors le produit
des In(z;) est nul (ceci quelque soit I'ordre du produit). O

PROPOSITION IV.2.7. Sip > r+ 1 et si Uy est un sous-groupe de U, alors In(Uy)
(c’est-a-dire {In(u) pour u € Uy}) est une F,-algébre de Lie. Réciproquement, si L est
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une Fy-sous-algébre de Lie de N, alors exp(L) := {exp(l),l € L} est un sous-groupe de
U.

REMARQUE 1V.2.8. Ceci s’appliquera en particulier o Uy = Uy (K) ou bien Uy =
UL(K) et K = k.

DEMONSTRATION. U est un groupe, donc si v € Uy, u* € U; pour tout i et u? = Id,
donc In(U;) est stable par multiplication par un scalaire dans F,. Pour dire que c¢’est
un espace vectoriel, il reste a voir qu’il est stable par addition, et cela va provenir de la
formule de Campbell-Hausdorff.

Montrons par récurrence qu’il existe des polyndomes (Pj(l))igjgp_l de K[X,Y] (nous
considérons ici les polynomes généralisés, c’est-a-dire que XY # Y X) homogenes de

p—1
degré j, tels que si exp(z) et exp(y) sont dans Uy, alors z; := exp(z+y+ > Pj(l) (x,y)) €

Jj=t
Ul.

Pour i = 2, c’est la formule de Campbell-Hausdorff. Pour ¢ = p, nous obtenons
exp(x+y) € Uy, ce qui est le résultat cherché. Supposons la formule vraie pour i et pour
tout z et y dans In(U;). Alors, comme In(U;) est stable par multiplication par un scalaire,
pour tout A € F,,, nous pouvons remplacer z par Az et y par Ay, donc nous avons z; x =

p—1 )
exp(Ax + Ay + >N Pj(l) (x,y)) € Uy (car les polynomes Pj(z) sont supposés homogenes).
j=i
p—1 )
De plus, pour 1 € Fp, nous avons z; * = exp(—ux — py + Z(—H)Pj(l)(x,y)) e Uy,
j=i
donc en faisant le produit, nous obtenons z; “z; x € U;. Or, en applicant la formule de
Campbell-Hausdorff, nous obtenons

p—1

stz =exp(A— wa+ A —py+ N = )P @,y + Y QP (@)
j=i+1

avec Q;Hl) polynéome homogene de degré j (car [—p(z+y), AM(x +y)] = 0). Il suffit alors
de prendre A = p avec A # p (ce qui est possible, car i < p—1). D’ol, en itérant, nous
obtenons bien (si i = p) exp(x + y) € U;.

La formule de Campbell-Hausdorff nous donne aussi que si exp(z) et exp(y) sont
p—1

dans U, alors exp(x) exp(y) exp(—z) exp(—y) = exp([z,y] + > R;(z,y)) ot Rj(z,y))
j=3

est un polynome homogene de degré j. Puis une récurrence semblable a celle ci-dessus

nous donnera que exp([z,y]) € Uy.
La réciproque est une application directe de la formule de Campbell-Hausdorff. [

Introduisons la définition suivante (nous nous plagons en fait dans un cadre plus
restreint que Nori dans cf. [Nor87], et nous obtiendrons des résultats plus précis)
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DEFINITION 1V.2.9. Soit H un sous-groupe de U, il est dit engendré exponenticlle-
ment s’il existe S C N tel que H est le groupe engendré par les groupes a un-paramétre
te K—exp(tr) el oux €S.

PROPOSITION 1V.2.10. Supposons p > r+1. Soit L C N une K-sous-algébre de Lie
de N, alors exp(L) est un sous-groupe de U engendré exponentiellement.

Réciproqguement, si H est le sous-groupe de U engendré exponentiellement par S,
alors In(H) est la K-algébre de Lie engendrée par S.

DEMONSTRATION. La premiere affirmation est une conséquence immédiate de la
définition et de la proposition précédente.

Soit donc H un sous-groupe de U engendré exponentiellement par S, et notons L
la K-algebre de Lie engendrée par S. Comme S C L, nous avons H C exp(L) (car si
x € S, pour tout t de K, tx € L), et en repassant au logarithme (qui est une bijection)
nous obtenons In(H) C L. Mais par définition, In(H) contient Kz pour tout x dans S,
donc comme In(H) est stable par addition et crochet de Lie, il contient ’algebre de Lie
engendrée par { Kz},egs, qui est bien L, donc L = In(H). O

PROPOSITION IV.2.11. Soit p > r + 1. Soit Uy un sous-groupe de U, alors U est
engendré exponentiellement si et seulement si pour tout u € Uy et pour tout t € K,
' = exp(tln(u)) € Uy. Donc Uy est engendré exponentiellement si et seulement si

In(U;) est une K-algébre de Lie.
DEMONSTRATION. C’est une retraduction des propositions précédentes. O

ProrosITION 1V.2.12. Si Uy est un sous-groupe de U engendré exponentiellement,
alors il est algébrique.

De plus, si K est algébriquement clos, en notant /le le groupe algébrique réduit as-
soci€ a Uy (c’est-a-dire /(Z(K) = Uy ), Uapplication In induit un isomorphisme de variété
algébrique de Uy sur Uespace affine de dimension dimg(In(Uy)). Par conséquent, si
Uy est engendré exponentiellement par des éléments de M, (K;) (ot Ky est un sous-
corps), /le([,(i) est engendré exponentiellement sur Ky par les mémes éléments, et
In(Uy) = In(Uy(KY)) ®k, K.

DEMONSTRATION. U est algébrique car 2 € U si et seulement si In(z) € In(U;), or
In restreint & U est un polynome et In(U; ) est un K-espace vectoriel. L’assertion suivante
provient juste de ce que In(U;) est un K-espace vectoriel et K un corps algébriquement
clos. ]

REMARQUE IV.2.13. Tout sous-groupe de U n’est pas nécessairement engendré ex-
ponentiellement si K # F,,. Donnons deux contre-exzemples : le premier est le groupe de

1 a 0 0
1 1
matrices {( 0 Clb ), avec a € F,}; le deuziéme est { 0 0 (1) c?p , avec a € K}
000 1
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(si K est algébriquement clos, c’est les points dans K d’un groupe algébrique isomorphe
a G,, donc connexe).

IV.2.b.2. Quelques exemples de groupes engendrés exponentiellement. Gardons la
situation et les notations introduites précédemment.

PROPOSITION 1V.2.14. Supposons p > 2r + 1. Alors U},;(K) est engendré exponen-
tiellement.

DEMONSTRATION. Rappelons le lemme suivant (cf. [Nor87], lemma 1.4) :

LEMME IV.2.15. Soit M un K-espace vectoriel de dimension finie, et soit S un
ensemble de GLy(K) formé de matrices nilpotentes d’ordre p. Soient Wy C Wy C M
des sous-espaces vectoriels. Alors il y a équivalence entre les deux propriétés suivantes :

(1) s(Wy) C Wy pour tout s € S

(2) Wi et Wy sont stables sous action de < exp S > (le sous-groupe engendré par
les exp(s), pour s € S) et laction de ce groupe sur Wy /W, est triviale.

DEMONSTRATION. C’est une conséquence immédiate de ce que exp et In sont dans
ces cas-la des polynomes a terme constant égal a 1 et 0 respectivement. O

Nous cherchons & montrer que si u € U}, (K), alors pour tout t € K, u* € U}, (K),
ce qui concluera. Comme p > r 4 1, nous pouvons appliquer le lemme précédent. Par
conséquent, si V' est un sous-espace vectoriel de M, u € GL,; laisse stable V si et
seulement si In(u) laisse stable V' (il suffit de prendre Wy = W5 = V dans le lemme
IV.2.15). Donc tln(u) laisse stable V, pour ¢t € K, donc exp(tln(u)) laisse stable V.
Donc u laisse stable V' si et seulement si u! laisse stable V' pour tout t € K.

De plus, comme u est unipotent, s’il agit sur un espace quotient de deux sous-objets
de M qui est un élémentaire, il doit agir comme l'identité (c’est la condition qu’un
élément de E’M agit sur un élémentaire comme un élément de 7 (dont le seul unipotent
est I'identité)). Dans ce cas, le lemme nous donne que u’ agit sur cet élémentaire aussi
comme l'identité.

Pour I'action sur End(M), le lemme 1.5 de [Nor87] va nous donner pour End(M)
I’équivalent du lemme 1V.2.15 pour M. Mais comme notre cadre est un peu plus
précis, nous pouvons affaiblir (un peu) les hypotheses du lemme (au lieu d’avoir p >
2dimg (M) — 1, nous aurons p > 2r + 1) et nous utiliserons le lemme IV.2.17.

Rappelons que nous pouvons prendre Uy, (K) pour le U du paragraphe précédent,
donc sip > r+1 le logarithme d’un élément de Uy, (K) est bien défini et L = In(Up(K))
est une K-algebre de Lie vérifiant :

Y(xg, -+ ,x.) €L, xoxy- -2, =0
Rappelons en outre le lemme suivant :

LEMME IV.2.16. Soit x € L, alors ad(x) est nilpotent d’ordre p. Si p > 2r+1, nous
avons en plus que exp(ad(z)) = Ad(exp(x)).
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DEMONSTRATION DU LEMME. Il suffit de faire la méme démonstration que celle du
lemme 1.2 de [Nor87]. Nous utilisons juste que "' = 0 au lieu de z? = 0 pour dire
que LERP~" =0 pour 1 <i<p—1. O

Nous pouvons maintenant énoncer :

LEMME IV.2.17 (lemme 1.5 de [Nor87]). Soit Wy C Wy C End(M) des sous-espaces
vectoriels, et S C L. St p > 2r + 1, alors il y a équivalence entre les deux propriétés
swvantes :

(1) Vs € S, ad(z)(Wy) C W

(2) Wy et Wy sont stables par l'action adjointe de < exp S > et l'action induite
sur Wy /W1 est triviale

DEMONSTRATION DU LEMME. En effet, soit S C End(M) défini par S = {ad(s)|s €
S}. Par le lemme précédent, le groupe engendré par S s’écrit < exp S >= {Ad(h)|h €<
exp S >}, et il suffit alors d’appliquer le lemme IV.2.15. O

Revenons alors a la démonstration de la proposition :

Si Wy € End(M), et Ad(u) laisse stable Wy, alors ad(In(u)) laisse stable W, (appli-
cation du lemme IV.2.17). Donc, pour tout ¢t € K, ad(tIn(u)) laisse stable W (car W,
est un K-espace vectoriel). Donc, par la réciproque du lemme IV.2.17, Ad(exp(tIn(u)))
laisse stable Wj.

Si de plus, Ad(u) laisse stable Wy et Wi C Wy tel que Ad(u) agisse sur Wy /W,
trivialement (ce qui est le cas si Wy /W est élémentaire), alors une application semblable
du lemme IV.2.17, nous donne que Ad(exp(tIn(u))) agit trivialement sur Wy /Wj.

Par conséquent, nous venons de montrer que pour tout u € U}, (K), u® est un élément
de U}, (K). Donc par le lemme IV.2.11, U}, (K) est engendré exponentiellement. O

ProproOSITION IV.2.18. Supposons que K est algébriquement clos. Soit T un sous-
tore de GLy(K) scindé sur K (donc T est isomorphe a (K*)*, une fois choisie une base
des caracteres) ; ses poids sont dans Z°, et nous supposerons qu’ils sont en réalité dans

[—252,0]0u dans [—22, B2]°. Soit Uy un sous-groupe de Uni(K) normalisé par T qui

est le plus petit groupe normalisé par T et contenant certains unipotents (u]) Supposons
)

)

en outre que pour tout j, il existe un groupe a un-parametre associé a T, M = @Mi(j
tel que (uj — Id)(Mi(])) C @quéJ). Alors Uy est engendré exponentiellement.

DEMONSTRATION. Le tore T agit sur Endy, par conjugaison, notons (Endj/)e les

espaces propres associés (donc & parcourt les caracteres de 7' pour l'action adjointe sur

End),, qui s’identifie a une partie de [[—1%2, 1%2]]5 par hypothese (et £ sera alors identifié

a (&o,&1,-+ ,&-1))). Montrons le lemme suivant :

LEMME 1V.2.19. Sous les hypotheses et notations précédentes, pour tout u € Uy, si
In(u) = > In(u)e avec In(u)e € (Endyy)e est la décomposition de In(u) suivant les espaces
3
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propres de l'action adjointe de T sur Endys, nous avons In(u)e € In(Uy), ceci pour tout
¢ caractére de T'. De plus, si & # 0, pour tout t € K, nous avons tIn(u)e € In(Uy).

DEMONSTRATION. La derni¢re affirmation provient juste de ce que I'image par
un caractere d’'un tore est un sous-tore de K*, donc soit K*, soit {1} (car K est
algébriquement clos).

Nous pouvons supposer que T' est isomorphe a K* (T étant scindé, cela revient a
montrer que In(u); = Z In(u)¢ appartient a In(U;) et a itérer le processus suivant les

€l€o=i
autres facteurs de T' = (K*)®).

Notons L = In(U;). Comme U; est normalisé par T, L est laissé stable par I'action
adjointe de T sur Endj;. Nous avons donc que pour tout t € K* si > v; € L avec

v; € End(M);, alors Y t'w; € L, donc tIn(u) = >_t'In(u); € L. Donc, L étant un

F,-espace vectoriel, v = tIn(u) —In(u) = > a; In(u); € L avec a; = t' —1 # 0 pour tout
i#0

i non nul (pour ¢ bien choisi dans K'). Nous allons ensuite faire plusieurs récurrences a

partir de I'élément v = ) v; € L.

i#0
Tout d’abord, par hypotheses sur les poids de T, si h est la partie entiere de ’%2, alors
v = S>> ;. Montrons par récurrence que v¥) = > k(i,7)v; € L pour
i#0, “h<i<h i#0, —h+j<i<h—j

certains k(i,7) € K*. Si j = 0, nous prenons v(®) = v. Puis, nous posons vU+!) = ¢ty —
v avec t une racine primitive (h — j)*™¢ de I'unité (qui existe, car 0 < h —j < p—1),
ce qui donnera bien k(7,7 + 1) = (¢ — 1)k(4,j) non nul si —h +j+1<i<h—j— 1.

Puis, si j = h—1, nous obtenons k(1,h—1)v; +k(—1,h—1)v_; € L. Sit € F,, nous
pouvons soit utiliser la structure de F,-espace vectoriel pour dire que tk(1,h — 1)v; +
tk(—1,h—1)v_; € L, soit utiliser I'action de T pour dire que tk(1, h—1)v;+t " k(—1,h—
1)v_; € L, ce qui donne en faisant la soustraction, (t — ¢t Y)k(—=1,h — 1)v_; € L.
Nous pouvons trouver ¢t € F, tel que ¢ — ¢! # 0 (rappelons que p > 2), donc en
utilisant la derniere affirmation de la proposition (qui a été justifiée au tout début de
la démonstration), nous obtenons v_; € L, et de méme v; € L.

A partir de 13, comme v"=2 € L, v_; € L, et v; € L, nous obtenons k(2, h — 2)v, +
k(—2,h—2)v_y € L. Nous itérons le processus ... De maniere générale, a I’étape i quand
nous avons k(i, h—i)v;+k(—i,h—i)v_; € L, pour en déduire que v; € L et v_; € L, nous
faisons de méme que ci-dessus, c’est-a-dire qu’il faut trouver ¢t € F,, tel que ' — ¢t~ £ 0,
ce qui est possible car 0 <i < h < ’%2.

En appliquant ceci a v = > a;In(u);, nous obtenons In(u); € L pour tout i non
i#0
nul, mais comme In(u) = > In(u); € L, en faisant la soustraction, nous obtenons aussi

In(u)y € L, ce qui donne le lemme. O
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REMARQUE 1V.2.20. Ce lemme nous explique que le groupe des unipotents d’un
Borel n’est pas loin d’étre engendré exponentiellement : il suffit de savoir que la partie
In(Uy)g est un K-espace vectoriel.

Revenons a la démonstration de la proposition : appliquons le lemme a u = wu;,
I'un des unipotents U;. Par hypothese, (u; — Id)(MZ-(j)) C @k<iM,5j), donc In(u;)p = 0.
Par conséquent, le lemme nous permet d’affirmer que pour tout &, pour tout t € K,
tln(u;)e € L. Donc le groupe engendré exponentiellement par les In(u;)e est inclus
dans U;. Notons le Us. Il contient par définition les u;. Il est normalisé par T', car si
t €T, texp(ln(uj)e)t ™ = exp(&(t) In(u;)) € Uy par définition. Donc c¢’est bien Uy, par
I’hypothese de minimalité dans la définition de Uj. 0

COROLLAIRE 1V.2.21. Le groupe Uy (k) est engendré exponentiellement si M est un
objet de MF;h avec 0 < h < ’%2 ou un objet de Mth avec 0 < h < 7%2.

DEMONSTRATION. Nous prenons T' = 7(k), qui aura les poids dans le bon domaine
par hypothese sur h. Pour les u;, il suffit de prendre exp(In(uas)e) et leurs conjugués
par f¢f (puisque Gy est le plus petit groupe défini sur M/ i contenant uy; et le tore 7).
Puisque, si M = @& M; est la graduation donnée par [Win84], nous avons (par définition
de upr) (upr—1d)(M;) C @, M;, nous pouvons appliquer la proposition précédente. [

IV.2.b.3. Groupes algébriques engendrés exponentiellement. Un groupe algébrique
réduit inclus dans un G L), est caractérisé par ses points sur un corps algébriquement
clos (c’est le théoreme des zéros de Hilbert). Nous pouvons donc étendre le travail
précédent aux groupes algébriques réduits sur k (car k est algébriquement clos) :

DEFINITION 1V.2.22. Soit Uy un sous-groupe algébrique réduit de Uyr. Uy est dit
engendré exponentiellement si Uy (k) Uest (pour la définition précédente). Cela revient
a dire que In définit un isomorphisme de variété algébrique de Uy sur [’espace affine
de dimension dimg(In(U;(k))), ou bien que si Ui(k) est engendré exponentiellement par
S, alors Uy est le groupe algébrique engendré par les groupes a un-paramétre (exp(ts))q
pour s € S.

REMARQUE 1V.2.23. C’est une définition moins générale que celle qu’étudie Nori
dans [Nor87| (puisque nous ne considérons que des sous-groupes de Uyr), mais nous
avons ainsi des résultats plus précis.

PROPOSITION 1V.2.24. Avec cette définition, sous U’hypothése p > 2r + 1, Uy et
(U™ (le groupe algébrique réduit associé a Ul,) sont engendrés exponentiellement.

DEMONSTRATION. C’est une application directe des propositions IV.2.18 et IV.2.14
O

Deux remarques utiles sur les groupes engendrés exponentiellement :

LEMME IV.2.25. Si Uy est un groupe engendré exponentiellement, alors Uy est
connexe
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DEMONSTRATION. En effet, ¢ — exp(tz) a une image connexe, et il suffit d’appliquer
la proposition 2.2 de [Bor91]. O

PrROPOSITION 1V.2.26. Si p > r + 1 et Uy est engendré exponentiellement, alors
lalgebre de Lie sur k, notée Lie(Uy), associée a Uy est Lie(Uy) = In(Uy(k)).

DEMONSTRATION. Nous savons déja que sous ces conditions In(U;(k)) est une k-
algebre de Lie, et comme U; est de dimension dimy In(U;(k)), il suffit de montrer une
inclusion pour avoir I’égalité. Or pour tout x € In(U;(k)), le groupe a un-parametre
t — exp(tz) est inclus dans U; (c’est une application du lemme IV.2.11 et du fait qu’un

groupe algébrique réduit est caractérisé par ses points sur un corps k algébriquement
clos). Donc Lie((exp(tz)):) C Lie(Uy), donc x € Lie(Uy). O

IV.2.c. Etude de G, et E’M.

THEOREME IV.2.27. Notons (G, G) le groupe dérivé d’un groupe G quelconque. Sup-
posons M objet de MF;h avec 0 < h < ’%2 ou un objet de 1\/IFf‘1 avec 0 < h < ’%2.
Alors, sip > 2r + 1, nous avons (Gar, Gar) = (Gy)™ (Goy)™), et c’est un groupe
connexe.

DEMONSTRATION. Notons durant cette démonstration, G := Gy (k), U := Up(k),
G = (Gy)i(k) = Gyy(k) et U’ := (Uh,)®4(k) = U}, (k). Montrons ce théoreme &
l'aide de deux lemmes :

LEMME IV.2.28. L’égalité pour les algébres de Lie est vraie : [Lie(G), Lie(G)] =

[Lie(G), Lie(G")]

REMARQUE 1V.2.29. Nous avons Lie(U’) = In(U’) car U’ est engendré exponentiel-
lement (cf. prop. IV.2.26), et (pour des raisons de dimensions), Lie(G) = Lie(U) &
Lie(T), Lie(G") = Lie(U") & Lie(T).

DEMONSTRATION DU LEMME IV.2.28. Par définition, G C G’, ce qui se traduit
pour les algebres de Lie par [Lie(G), Lie(G)| C [Lie(G"), Lie(G")].

Comme U est engendré exponentiellement et U C U,,;, nous avons, par la propo-
sition 1V.2.26, Lie(U) = In(U). Or, [Lie(U), Lie(G)] C [Lie(G), Lie(G)] = W, donc
ad(In(u))(Lie(G)) C Wi pour tout u € U. Donc (cf. lemme IV.2.17) Lie(G) et W sont
stables par Ad(U), et l'action sur Lie(G)/W est triviale.

De plus, les caracteres du tore 7 sur M sont donnés par les £ € X qui interviennent
dans la décomposition M = @®M,. Rappelons que { est une application périodique de
7 dans Z. Dans le cas ou M objet de MFQ\}‘ avec 0 < h < ’%2, nous avons pour
tout i, 0 > &(i) > —h. Alors, les caracteres de 7 agissant par conjugaison sur End(M)
sont donnés par les éléments £ — 7. Donc les caracteres de Lie(7) étant donnés par
les & — n modulo p, ils définissent les mémes espaces propres que ceux de 7, car 0 <
h < ’%2. Il se passe la méme chose pour M objet de MFih avec 0 < h < 7’%2. Donc,
comme ad(Lie(T))(Lie(G)) C Wy, nous en déduisons que Ad(7)(Lie(G)) C Lie(G) et
Ad(T)(Wy) € Wy, done Ad(7) agit sur Lie(G)/Wh.
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Donc, en reliant les deux affirmations, nous obtenons que G agit sur Lie(G)/W; (et
G stabilise Lie(G) et W) et U agit trivialement (donc Lie(G)/W; est un élémentaire).
Donc, par définition, G’ aussi, donc en particulier, Ad(U’) stabilise Lie(G), Wi et
agit trivialement sur le quotient. Donc une application du lemme IV.2.17 nous donne
ad(In(U")) (Lie(G)) = [Lie(U"), Lie(G)] € Wi. Or, Lie(G") = Lie(T) ® Lie(U’), donc
nous avons [Lie(G'), Lie(G)] € W, = [Lie(G), Lie(G)]. En raisonnant de méme,
en remplagant Lie(G) par Lie(G'), nous déduisons bien que [Lie(G'), Lie(G")] C
[Lie(G), Lie(G)]. O

LEMME 1V.2.30. Sous les mémes conditions, [Lie(G), Lie(G)] = In((G, G)(k)), et
[Lie(G"), Lie(G")] = In((G', G")(k))

DEMONSTRATION DU LEMME IV.2.30. Nous avons les inclusions suivantes
[Lie(G), Lie(G)] C Lie((G,G)) C In((G,G)(k)). La premiere inclusion est toujours
vraie (voir [Bor91] proposition 3.17), la seconde vient de ce que (G,G) C U, donc
In ((G,G)(k)) existe, et il engendre un groupe exponentiellement qui I'admet comme
algebre de Lie (cf. proposition 1V.2.26), et qui contient (G, G). La méme propriété est
vraie en remplacant G par G, U par U’.

Or, du fait que U (ou U’) est inclus dans Uy, la formule de Campbell-Hausdorf est
vraie. Si t € T(k) et u € U(k), tut™* € U(k) (car U est distingué dans G), donc nous
pouvons appliquer la formule, et donc tut™'u™! = exp(z), avec si X = tln(u)t™! et
Y =—In(u), 2= X +Y + Z avec Z € [Lie(G), Lie(G)].

Montrons que X + Y € [Lie(G), Lie(G)] : notons Lie(U), 'espace propre associé
au caractere ¢ pour l'action adjointe de 7. Par la remarque faite au cours de la
démonstration du lemme précédent, c’est I'espace propre associé au caractere ¢ (la
réduction modulo p de §) pour 'action adjointe de Lie(7). Donc, nous avons 'inclusion
[Lie(T), Lie(U)] = ®epoLie(U)e C [Lie(G), Lie(G)]. Considérons u € U tel que In(u)
soit dans Lie(U)g, et un élément ¢ € 7(k). Alors tIn(u)t™! — In(u) = (£(t) — 1) In(u)
vaut 0 si { = 0, ou appartient a Lie(U)¢ sinon. Dans les deux cas, nous avons bien
X +Y € [Lie(G), Lie(Q)] (en décomposant composante par composante).

Par conséquent, nous obtenons tut~'u~! = exp(z) avec z € [Lie(G), Lie(G)]. Comme
T est un tore, il est abélien, donc pour tout t1, ty € T(k), titst; ;2 = 0. Le fait que
In(uvu=tv™1) € [Lie(G), Lie(G)] est une application directe de la formule de Campbell-
Hausdorff qui nous donne méme plus précisement In(uvu=tv™') € [Lie(U), Lie(U)].
Donc nous en déduisons l'inclusion In ((G,G)(k)) C [Lie(G), Lie(G)]. (Bien sur, le
meéme résultat est vrai en remplacant G par G', U par U’). OJ

En regroupant tout ceci, nous avons donc montré que (G,G) (respectivement
(G',G")) est engendré exponentiellement, son algebre de Lie étant [Lie(G), Lie(G)]
(respectivement [Lie(G'), Lie(G")]. Or [Lie(G), Lie(G)] = [Lie(G"), Lie(G")], donc
In ((G,G)(k)) = In((G',G)(k)), donc (G,G)(k) = (G',G')(k), ce qui montre le

théoreme (car k est algébriquement clos et Gy et (Gyy )™ sont réduits). O
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COROLLAIRE 1V.2.31. Tout élément t' de (G,,)™ semi-simple est élément de G ;.
Par conséquent, si T' est un tore de @/M, nous avons Uinclusion T' C Gy.

DEMONSTRATION. En effet, (G),)™® étant connexe et résoluble avec 7 comme tore
maximal (les autres lui sont conjugués), appliquons le théoreme 10.6 de [Bor91], pour
obtenir existence dun t € Tet g € G, tel que t' = gtg~'. Alors gtg't™! = u €
(G4, (G = (Gar, Gar), donc u € Gy, et t = ut € Gy O

De la méme fagon, nous pouvons montrer :

PROPOSITION 1V.2.32. Sous les hypothéses précédentes, le groupe (G, Gy) est égal
A Nred (73 \red ’ 1 ]
au groupe ((Gy,)™%, (G\,)™), et c’est un groupe engendré exponentiellement. De plus,

tout tore de 5,‘, est inclus dans Gy .

ProrosiTiON 1V.2.33. Sous les hypotheses précédentes, nous avons [’égalité
(Gup,Guyr) = Uy

DEMONSTRATION. En effet, par le théoreme 5.6 de [Bor91], il existe une immersion
fermée de Gy /(Gar, Gar) dans GLy pour un N € Tan(M), dont I'image est abélienne,
et égale a Gy. Donc, par la description donnée a la proposition IV.2.1, Gy est sans
unipotent (puisque la commutativité implique uy = Id). Donc Uy C (Gar, Gar). O

ProposITION 1V.2.34. Sous les hypothéses précédentes, nous avons l’égalité
(av,av) = UV 510 S hgp—S

DEMONSTRATION. Nous avons montré que (Gy,Gy) est engendré exponentielle-
ment. Si 'image de Galois (dans V') a comme groupe dérivé ses unipotents, alors comme
(Gv,Gy) est engendré exponentiellement, et contient les unipotents de I'image de Ga-
lois (c’est-a-dire I'image de I'inertie sauvage), nous aurons Uy C (Gy, Gy). L'inclusion
réciproque étant immédiate, nous aurons bien montré la proposition.

Montrons donc que I'image de Galois (dans V') a comme groupe dérivé ses unipo-
tents. Or cela provient du théoréme de Fontaine dans [Fon93] :

THEOREME (Fontaine). Soit U une représentation Zy,-adique de T qui est cristal-
line, a poids de Hodge-Tate dans [0,h], avec 0 < h < p — 2. Notons V la réduction
modulo p de U, H le noyau de l'action de I'x sur 'V, et L = <. si enfin vy désigne la
valuation de L normalisée par vo(p) = 1 et Dy la différente de l'extension L/KC, alors

V(D) <1+ ]%

Le V considéré ici est V = Vis(M).

Supposons alors qu’il existe un élément unipotent de Gal(L/K) = I'x/H qui ne soit
pas dans le groupe dérivé. Alors, il induit dans J = Gal(L/K)/(Gal(L/K), Gal(L/K))
un sous-groupe d’ordre une puissance de p, donc il existe un élément de J d’ordre p
(qui engendre un groupe cyclique distingué car J est abélien). Par conséquent, il existe
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M /K extension cyclique de degré p (donc sauvagement ramifié car K a un corps résiduel
algébriquement clos) avec M C L. De plus, comme D Lk = Dr/m® p/k, nous obtenons
w(®umyk) < vw(@rx) <1+ .

M/ est totalement ramifiée, donc si @ € M est une uniformisante (c’est-a-dire
vo(m) = %), Oy = Oglm] (cf. T 6 théoreme 1 de [CF86]), et si f est le polynome
minimal de 7 sur I, alors ®yc = f'(m)Ox (cf. I 4 proposition 6 de [CF86]), donc

1+ 1)(p—1
vo(Duyx) = vo(f' () = vo H (o(m) —m)) = (+1p-1)
o€Gal(M/K)\{Id}
nombre de ramification de l'extension M /K (il y a un seul nombre de ramification car

oui > 1estle

I’extension est cyclique, et il est supérieur ou égal a 1 car I'extension est sauvagement
ramifiée).

Nous obtenons donc h > ”’27(2”#. Si0<h<p-—3eti>1,cette inégalité est
impossible, ce qui conduit a une contradiction. Ceci montre donc bien que I'image de
Galois (dans V') a comme groupe dérivé ses unipotents, ce qui conclut la proposition. [

IV.2.d. Relation entre 7 et 7., modulo p. Soit M un objet de MF;&‘ avec
0< h< 1%2 ou de 1\/IF$\§1 avec 0 < h < ’%2, et notons M sa réduction modulo p et
n = dimg(M). Soit 4+ 1 la plus petite longueur d’une filtration de M dont les quotients
sont des modules élémentaires.

THEOREME IV.2.35. Supposonsp > 2r+1. Alors il existe hyy : \Nfcris(M) R, k — M
un isomorphisme de k-espaces vectoriels tel que
= b, (1) = pyge () har pour t € (k ®p, Fpe)* ;
= hay identifie Gy Xp, k et Gy Xp, k;
— pour tout sous-objet L dans MFwy, facteur direct (comme W -module) de
EB (MGB s @D M)®i, lisomorphisme hy induit une bijection de (Vcrisyp(DL) N

0<i<k n fois
@ (Veris(M) @ --- @ Vcris(MZ)@) ®z, k sur L @w k.
0<i<k ~-

n fois
DEMONSTRATION. Soit f,, la bijection donnée par le théoreme II1.5.6
Far: Veris(M) ®5, O, /p — M @ O¢,, [p

Elle envoie Gy (Og,, /p) sur Gy, (Og,, /p) par définition de ces groupes, combiné & la
proposition II1.6.5, et car suite aux conditions imposées sur h, Endy; est un objet de
1\/IF§k avec 0 < k < 1%2. Donc, a I'aide des théoremes précédents (nous remarquerons
que pour G un schéma en groupe, si F est un corps, G(F) = G™4(F)), nous pouvons voir
que Up(Os,, /) = (G, Gy) (O, f1) est envoyé sur (Gay, Gr) (O /) = Vst (O,./p).
Alors, elle envoie Gy (Og,,./p) sur Gu(Og,,./p), car ces groupes contiennent tous les
éléments semi-simples (de G, (¢, /p) ou de alv((’)gm /p) respectivement).

Donc, il existe g € Gp(Og, /p) tel que gTg~" est envoyé sur Tp,. Si g = wity
avec u; € Up(Og,, /p) et t1 € T(Og,, /p), alors uy Tu;" est envoyé sur 7p,,. Comme uy
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agit via l'identité sur les élémentaires M[i]/M[i — 1], pour tout t € (Og,, /p ®F, Fps)*,
Uy Pty (1) agit comme p, (t) sur M[i]/M[i — 1]. Par les propriétés de fonctorialité, la
remarque I11.5.7 et la proposition I11.6.5, u;p,,.u; " (t) est envoyé par fy; sur un élément
qui agit comme p () sur Vess(M)[i]/ Veris(M[i — 1]), donc uipy.u;(t) est envoyé
sur p, (t).
Considérons alors le schéma X défini sur k par : pour toute k-algebre R, X(R) est
I’ensemble des 0 : \Nfcris(M ) ®r, R ~ M ®j, R isomorphismes de R-modules tels que
- Vte (R ®]Fp ]FPS)*7 0pmr<t>871 = pMF(t) ;
—si L est un sous-objet dans MFw, facteur direct (comme W -module)
de @ (Mv@ R M)@, alors # induit une bijection de (Vcris,p(DL) N
0<i<k n fois
@ (\\N/'criS(ZT/[/) G- vcris(ZT/[/))@) ®z, Rsur L @w R;
0<i<k e

n fois
— 0 envoie Gy (R) bijectivement sur Gy(R).
Alors X est un sous-k-schéma de Isomy(Veris(M) ®r, k, M) (les k-isomorphismes
de Veis(M) ®g, k sur M), il est non vide car fy; o uy € X(Og,,/p). Donc, k étant

algébriquement clos, X (k) est non vide. O

REMARQUE 1V.2.36. Nous aurions pu considérer X' défini de la maniére suivant :
notons pour N élémentaire, gy : Veris(N) ®p, k — N Uapplication gn(z(§)ef) = e;.
Alors, X'(R) est l’ensemble des 0 : \~7criS(M) ®r, R~ M ®; R tels que

— st N est un sous-objet de M, alors 0(Veris(N) ®p, R) = N @ R ;

— si N est un sous-objet de End(M), alors 0 @ 107 (Vepis(N) ®r, R) = N®, R;

— st Ny C Ny sont deux sous-objets de M tels que No/Ny est élémentaire, alors 0
restreint & No/Ny est égal a gn,/n, @k R ;

— 51 N; C Ny sont deuz sous-objets de End(M) tels que No/Ny est élémentaire, alors
0 ®'0~" restreint & Nof/Ny est égal a gn, /N, ®k R ;

—si L est un sous-objet dans MFw, facteur direct (comme W -module)

de EB(M@---@]\N/[)@, alors 0 induit une bijection de (Vcrisyp(DL) N
—_—

0<i<k n fois
@ (Veris(M) & - - @ Vcris(M)/)®i> ®z, R sur L @w R.
Osisk n}Zis

X' est relié a X par Uéquivalence suivante : 0 € X'(R) si et seulement s’il existe g €
Gu(R) tel que go 0 € X(R).

IV.2.e. Relation entre 7 et 7,,. Reprenons le cadre (et les notations) du pa-
ragraphe IV.1.b : soit G un groupe lisse sur Z,, et p une représentation cristalline de
G dans GLy, _ 7) ou M est un objet de MFy avec 0 < h < 22 ou de MFy' avec

0<h< ’%2 et si r est la plus petite longueur d’une filtration de M dont les quotients
sont des modules élémentaires, p > 2r — 1. Le torseur Isom est un WW-schéma lisse, et
hyr € Isom(k). Done, par le lemme de Hensel (cf. théoreme 18.5.11 b de EGA 1V), il
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existe une bijection h:U ®z, W — M qui identifie le groupe G' & un groupe G qui
contient G737, donc en particulier 7; et la réduction de h modulo p vaut hyy.

Modulo p, hjs identifie p,,, et p,,., donc si 7 est un générateur de l'inertie modérée
Ly, Sit € L, est tel que p,, (t) = p(7), alors haypyge (t)hy = p(7) modulo p, et (h=1(T)
étant conjugué a 7y, dans GLVmS () car ils ont mémes caracteres, et mémes dimension
d’espaces propres) p,.(t) engendre dans G'Ly; un groupe isomorphe a celui de I'image
de l'inertie modéré.

Considérons un élément z € h'Th tel que z = p(7) modulo p. Il existe alors
g € GW) avec g7 'zg = p(7) et ¢ = Id modulo p (c’est le lemme IV.2.37). Alors,
hg est un relevement possible de hyy tel que p(7) € (hg)~ Thg. Donc, (hg)™ Thg est
un tore qui contient I'image de l'inertie modérée (donc commute & 7y,,), qui est égal

mr?

a Ty modulo p, et qui a les mémes caracteres (qui sont déterminés sur k a cause des
conditions sur i), donc (hg)™! Thg = Ty, Et comme hg modulo p vaut hjys, nous avons

(hg) ey = p,, modulo p, donc (hg) " pyehg = p,. -

LEMME [V.2.37. Soit H un groupe de type multiplicatif sur W, G un groupe lisse
sur W (sous-groupe de G Ly pour un W-module libre de type fini U), et u,v: H — G
deux morphismes de groupes tels que u Xw k = v Xy k. Alors, il existe g € G(W) tel

1

que v = gug—" et g = Id modulo p.

DEMONSTRATION. L’existence d'un g, € G(W/p") tel que g,(u xw W/p™)g, ' =
(v xw W/p™) et g, = Id modulo p provient du corollaire 3.3 de SGA 3 II Exposé IX. Et
plus exactement, en utilisant ce corollaire, pour tout g, qui vérifie g, € G(W/p™) tel que
gn(u xw W/p*) g, = (v xw W/p"), il existe un gn1 € G(W/p"*) tel que g1 (u xw
W/p" gt = (v xw W/p") et g1 = g, modulo p™. Si Y, = {g, € G(W/p") tel
que gn(u xw W/p")g,t = (v xw W/p") et g, = Id modulo p}, et Y} := {Id}, alors les
Y., (avec les applications de restrictions modulo p™) forment un systeme projectif. Nous
venons de montrer que chaque Y,, est non vide, donc la limite projective est non vide.
Soit g € lim _ ¥, alors g € G(W) (car si I est I'idéal qui définit G sur W, I @y W/p™
est 'idéal définissant G sur W /p™, par conséquent pour tout f € I, pour tout n € N*|
f(g9) = f(gn) = 0 modulo p", donc f(g) =0), g = Id modulo p et v = gug~! modulo p"
pour tout n. ]

Nous venons donc de montrer :

THEOREME 1V.2.38. Soit p : T'x — G(Z,) une représentation cristalline a valeurs
dans les point sur Z, de G, groupe algébrique lisse défini sur Z,. Soit U un Z,-module
libre de rang n, et a : G — GLy une représentation qui soit une immersion fermée.
Supposons p > 2r + 1 ou r + 1 est le nombre de modules élémentaires intervenant
dans une suite de composition de V/p. Supposons que l'une des conditions suivantes est
vérifiée :

— la représentation cristalline induite par o sur U est a poids de Hodge-Tate dans

[0,h] avec 0 < h < ’%2, et a induit une immersion fermée de G dans Endy



76 IV. APPLICATIONS

— la représentation cristalline induite par o sur U est a poids de Hodge-Tate dans
[—h,h] avec 0 < h < p%?, et a induit une immersion fermée de G dans Endy
— la représentation cristalline induite par o sur U est a poids de Hodge-Tate dans
[0, h] avec 0 < h < 2
— la représentation cristalline induite par o sur U est a poids de Hodge-Tate dans
[—h,h] avec 0 < h < 1%2
Alors, Ty C G et il existe un isomorphisme h : U @z, W — ﬁcris(U) qui identifie le
groupe G & un groupe G (dont la description est donné au théoréme IV.1.7) contenant
T, tel que h'p,h = p,,. (donc en particulier identifie T ¢ Tr ).

REMARQUE 1V.2.39. La condition p > 2r + 1 est vérifiée des que p > 2n — 1 =

Mais ce théoreme peut s’appliquer de la maniere suivante : considérons p : I'x —
GLy une représenation cristalline de I'x dans un Q, espace-vectoriel de dimension
inférieure a £. Supposons que les poids de Hodge-Tate soient dans [—h, h] avec 0 < h <
22 ou dans [0, ] avec 0 < h < 22 alors (cf [Fon79b], proposition 3.8.4) I'adhérence
de Zariski (dans GLy) H de I'image de p est connexe. Supposons la représentation semi-
simple (sinon, considérons sa semi-simplifiée), alors H est réductif. Donc, en appliquant
les résultats cités dans [Tit79] (paragraphe 3.2 et 3.4.1), il existe un groupe algébrique
lisse G défini sur Z,, tel que Im(p) C G(Z,), et dont la fibre générique est H. Le
théoreme précédent s’applique alors, et nous donne 'inclusion 7,,, C H.

De maniére générale, nous avons la suite exacte courte scindée (cf. un résultat de
G.D. Mostow, car la caractéristique du corps de base Q, est nulle) :

O*)Ru(H)%HLHred*}O

ou H,.q est un groupe réductif, qui est égal a I’adhérence de Zariski de 'image de la
représentation semi-simplifiée associée, et R, (H) est le radical unipotent de H. De plus,
toutes les sections sont conjuguées.

Alors, le tore 7., est inclus dans H,.q, de part les remarques précédentes, et en
considérant son image par une section s : H,.q — H, nous obtenons un tore T' = s(7p,,),
qui se réduit sur 7p,,. Quitte a conjuguer la section, nous pouvons supposer que 'image
de l'inertie modérée est incluse dans T' (en effet, soit K le groupe engendré par T et
R.(H) (cest-a-dire K = T x R,(H)); alors I'image de 'inertie modérée est dans K,
car K = II7Y(7,,), donc il existe un élément de T qui est conjugué (par g € K) &
I'image d'un générateur de l'inertie modérée (cf. théoreme 10.6(5) de [Bor91]); or, T
étant abélien, nous pouvons supposer g € R, (H), et considérer alors la section gsg™!).
Nous voulons montrer que T est en fait 7., or il suffit de remarquer qu’il a les mémes
espaces propres que ceux de 'image d’un générateur de l'inertie modérée, associés aux
bons caracteres, et ceci se voit sur le semi-simplifié. Nous avons donc montré le théoreme
suivant :



IV.2. TORE DE L’INERTIE MODEREE 77

THEOREME IV.2.40. Considérons une représentation cristalline de T'c dans un Q,-
espace-vectoriel de dimension n avec p > 2n — 1, et supposons que les poids de Hodge-
Tate soient dans [0, h] avec 0 < h < 2 ou dans [—h, h] avec 0 < h < E2. Alors le
tore Ty est inclus dans l'adhérence sur Q, de Zariski de 'image de la représentation.

IV.2.f. Groupe a un parametre de Hodge-Tate. Le tore 7, est I'image du

tore restriction des scalaires, qui se scinde en 11 "Gy sur Q7. Notons f le
T€Gal(Qps /Qp)

groupe a un parametre correspondant a l'image de la composante indexée sur 1'identité.

THEOREME 1V.2.41. Considérons V wune représentation cristalline de I'c dans un
Q,-espace-vectoriel de dimension n avec p > 2n — 1, et supposons que les poids de
Hodge-Tate soient dans [0,h] avec 0 < h < 7%2 ou dans [—h,h] avec 0 < h < ’%2.
Alors le groupe a un parametre de Hodge-Tate est conjugué a f dans H, l’adhérence sur
Q, de Zariski de l'tmage de la représentation.

DEMONSTRATION. Montrons le théoréme dans le cas ot V' est semi-simple : dans ce
cas, H est un groupe réductif, donc si U est un réseau stable pour la représentation, en
appliquant les résultats de [Tit79], il existe un groupe algébrique lisse G' défini sur Z,,
tel que I'image de la représentation soit incluse dans G(Z,), et dont la fibre générique est
H. Le théoreme IV.2.38 s’applique donc, et il existe alors une application fyy : U®z, W —
f)cris(U ) qui est dans le torseur Isom (cf. la démonstration du théoreme IV.1.7 dans le
paragraphe IV.1.b pour la définition de Isom). Considérons alors I’application hy défini
de la sorte : notons N = Deyisp(V), Gr*(N) = Fil'(N)/ Fil't*(N). Alors, puisque V est
cristalline, elle est de DeRham et de Hodge-Tate, et nous avons donc un isomorphisme
naturel Gr'(N) — (V ®q, C(i))"*. Pour obtenir une application N — &;Gr*(N), il faut
se choisir un scindage de la filtration. En considérant le scindage donné dans [Win84|
en N = @N;, scindage fonctoriel, nous obtenons une application

hy : N @k C — (©,Gr'(N)) @k C — (@:(V ©g, C(1))"*) ®g, C = V ®q, C

qui est fonctorielle.

L’application hy ainsi défini appartient donc & Isom(C) qui est un G-espace ho-
mogene, donc il existe g € G(C) = H(C) tel que hy = gof;'. Or, en notant fyr le
groupe a un parametre de Hodge-Tate et fy,qq4 le groupe a un parametre associé a la
graduation N = @N; (c’est-a-dire le groupe a un parametre correspondant a 'image
de la composante indexée sur l'identité par la représentation définissant 7), nous avons
hv o fyrad = frr o hy, et donc, comme ;' o fy00 = fofy ', nous obtenons fyr = gfg~!,
ce qui donne le résultat dans le cas d’une représentation semi-simple.

Pour le cas général, si Il : H — H,.4 est la projection canonique, il suffit de remar-
quer que si 17 et T, sont deux tores d’un groupe algébrique H tels que I'image par II de
T7 est conjugué a I'image de Ty dans H,..q, alors T; et T, sont conjugués : en effet, il suffit
de relever 1’élément qui conjugue pour se ramener au cas ou 7} et 75 ont méme image 7',
mais alors ce sont deux tores maximaux de II71(T") (qui est un groupe réductif), donc
sont conjugués (cf. théoreme 11.10 [Bor91]). O






CHAPITRE V

Annexe

V.1. Image de l'inertie modérée

Soit p : ' — GL(V) une représentation continue de I'x. dans un Q,-espace vectoriel
de dimension fini. Choisissons une base de V.

LEMME V.1.1. Il eziste un Z,-réseau stable par la représentation p.

DEMONSTRATION. L’image Im(p) est un compact comme image directe par une
application continue d’'un compact. Soit H = {g € Im(p)|g(Z%) = ZI}, c’est un sous-
groupe de Im(p), ouvert car Vg € H,[g + pM,(Z,))NH C H (car g € GLp(Z,), et le
déterminant ne change pas modulo p), non vide (Id € H). Un sous-groupe ouvert d'un
groupe compact est d’indice fini, donc Im(p)/H est fini (il y a un nombre fini de classes

k

d’équivalence). Soit gy, - - , g un systéme de représentants de Im(p)/H, alors Y g;(Z2)
i=1

est un réseau (car la somme est finie) stable par Im(p). O

Supposons donc que Im(p) C GL4(Z,). Rappelons que nous nous somme fixé un
relevement 7 de l'inertie modéré, ce qui nous permet de considérer p’ = p o n, une
représentation continue de l'inertie modérée. Soit v € I'x, montrons alors le lemme
suivant :

LEMME V.1.2. Il existe un unique couple de matrices (g, g®) qui vérifient : p(y) =
gpg(p), gpg(p) = g(p)gp, gP) est semi-simple d’ordre fini premier a p, et gp est pro-
unipotent (au sens ot pour tout n, g, modulo p" est d’ordre une puissance de p). De
plus, Uordre de g\?) est Uordre de sa réduction modulo p.

DEMONSTRATION. Soit ¢ = p(v). Regardons modulo p : GL4(F,) est un groupe
fini, donc g (la réduction modulo p de g) est d’ordre fini np®, avec n premier & p. Par
le lemme de Bezout, il existe (a,b) € Z? tels que ap® + bn = 1. Posons g?) = 77" et
gy = g, ils vérifient les conditions du lemme modulo p. L’unicité provient de ce qu'ils
commutent et sont d’ordre I'un une puissance de p, 'autre un entier premier a p. Le
lemme de Bezout nous donne que a et n sont premiers entre eux, donc ordre de §®
est bien n.

Puis passons modulo p? : GL4(Z/p*Z) est fini, donc tout élément est d’ordre fini.
Soit f € GL4(Z/p*Z) tel que f modulo p vaut g (donc l'ordre de g divise celui de
f). Alors, nous avons l'existence dun f € My(Z/p*Z) tel que [’ = 1+ pf’. Donc
(fr°YP = (14 pf')? = 1+ p2f” = 1 par le binome de Pascal (et car p|C,), ce qui

79
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implique que 'ordre de f divise np®*! et est divisé par I'ordre de g, np®, donc I'ordre de
f vaut np® ou np?*!. Refaisons comme avant, & 'aide du lemme de Bezout ... 'unicité
va donner que f® = g et que f® a le méme ordre que g® (car l'ordre de f a la
méme partie premiere a p), et que f, = gj,.

[térons ce procédé modulo p™ pour tout n, et passons a la limite projective, pour
terminer la démonstration du lemme. [

Maintenant, revenons au cas ou g est 'image d'un élément de l'inertie modérée.
Comme tout quotient fini de I'inertie modérée est d’ordre premier a p, dans la construc-
tion de la démonstration du lemme, il ne reste que la partie d’ordre premier a p, et donc
g = g, donc est d’ordre fini (égal & I'ordre de la réduction modulo p, et premier & p).

REMARQUE V.1.3. La méme démonstration reste wvalable dans le cas d’une
représentation & valeurs dans GLy,(Zyn) (ce n'est d’ailleurs qu’un cas particulier).
Donc dans ce cas la, l'image de l’inertie modérée est encore diagonalisable.



V.2. RAPPELS SUR LES PERIODES DES LUBIN-TATE 81
V.2. Rappels sur les périodes des Lubin-Tate

Montrons que [(,) existe dans Byp :

Par définition, nous avons 6(t,,) = wu,, donc v,(6(t,)) > 0. Donc il existe r € N avec
pl0(t,)" dans O, donc il existe y € W(R) tel que 4], —py = z € W(R)NKer 6. Posons
q° =ar +bavec 0 < b < r. Alors “” existe dans Byg, et :

~aS —i

q i .0
un:,&b qu 7

De plus, a = a(s) tend vers l'infini si s tend vers l'infini, car pour s assez grand,
¢ > (4s+ L)r > 4dsr + b( ) donc a(s) > 4s (donc i > 2s ou a —i > 2s, donc
P2 € p"W(R) ou bie

2s5—1 i _a—i

X5 ZZ - /

La premiere somme est un élément de z°' A.,.;s, la deuxieme somme est un élément de
p*'W(R). Vu la topologie de B}, (qui est alors complet), la série converge dans B}, (au
moins elle part de s; suffisament grand, et sinon, en partant de zéro, nous sommes sur

$Auris). Alors, pour de tels s

S

i a—1

S
S=81 1=2s p

de la convergence dans Byg).
En fait, nous venons de montrer la convergence de la série [ sur les éléments X de

W(R) avec v,(0(X)) > 0.

Montrons que p"l(t,) € Axis -

LEMME V.2.1. Soit u € Ker 0 N W(R), alors Vn € N, nous avons 1;%: € Aepis, et si
n > 17 ZL: € pAcm's-

DEMONSTRATION. Comme Ker N (R) est principal, ramenons-nous a u = [z] —p
oit z € R est tel que (9 = p (donc u est un générateur de Ker 0 NW(R)). Regardons
Iégalité Z;Ln = > f] p @Dy Qi G £ pt et j £ 0, ! ! est un entier, % est dans

i+j=p"
A..is par définition, donc cette partie la de la somme est bien un multiple de p dans A..;s.
Sij=p"ilya juste le terme p?"~", donc comme p" > n+ 1, c’est toujours un multiple
dep.Sij=0 B et toujours dans A..s, et il reste (p™ — 1)!, qui est un multiple de

) pnl
psin > 1.Sin =1, nous avons juste up = [x]? modulo p, or [m] = [ﬁp oo € Acris, OF

(p — 1)! est inversible dans Z,, donc Lo Apis. O

LEMME V.2.2. Siz ety € Agns sont tels que y—z € W (R)NKer 60, alors [(y)—I(z) €
Acris

DEMONSTRATION. En effet,en écrivant le développement de Taylor, nous obtenons

ly) —l(z) = (Z_(Zi)), (””—ky)k, et le lemme V.2.1 permet de conclure. O
k>1
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Alors, comme 0([p|i,+1) = uy,, nous avons y = [plt,1 et * = 4, qui vérifient les
hypoytheses du lemme V.2.2, donc pl(,11) — 1(Ty,) = [([p]tns1) — (G,) € Agris. Donc
P (U y1) — p™l(1,) € p"Aeris. En prenant ig = 0, et en sommant, nous obtenons que
p"l(zln) € Acris.

Montrons que (p"l(i,)) converge dans A..s vers une limite indépendante
du relévement 1, choisit :

Comme A5 est complet pour la topologie p-adique et p"*l(t,.1) — p™l(d,) €
P Aeris, la suite p™l(ty,) € Aemis converge dans Ag.is. Cette limite (u) est indépendant
du relevement de w, choisit : si 4/, est un autre relevement de w,, alors p™l(u))
converge vers un Y(u), or, en considérant pour tout ng le relevement u! = 4, si
n < ng, U, =4, sin > ng, grace au calcul précédent appliqué a (u,) puis a (u), nous
obtenons p" T (lpg 1) — pl(lin,) € P Acris et prOtH(G) 1) — p LWl ) € P Acris,
donc, vu les définitions, p" T (ygq1) — p" (UL, 1) € P Acs, €t ceci pour tout
ng. Par conséquent, nous avons bien (car A..;s est séparé pour la topologie p-adique)

Qu) = Y (u).

Etude des ®/(Q(u)) :

Comme (u) ne dépend pas du relevement (,,) choisi, prenons z,, € R avec 20 =,
et U, = [z,] le relevement de Teichmiiller de z,, dans W (R), ainsi, ®(4,) = uf. Comme
® est continue, nous obtenons ®(Q2(u)) = lim, p™l(af) = lim,([p"](@)). Or, comme
[p] € Zy[[X]], et que Yo € Z,, o’ = « modulo p, nous avons [p"|(uf) = ([p"](in))?
modulo p. Or 6(u,) = 0, donc par définition de A5, nous avons % € A.is. En

définitive, % est dans A.;s. Alors [(4P) est dans pA..s, et donc ®(Q(u)) € pAeris.
Ceci donne en particulier que ®7(Q(u)) € pA..;s pour tout j > 0.
Du fait que ®(a,) = @2 et que ® est continu, nous déduisons ®"(Q(u)) = pQ(u).

Etude de I’action de Galois sur @7 (Q(u)) :

Comme | € Q,[[X]], et que laction de I'x sur Byr est continue, nous avons
g(Qu)) = lim, p"l(g(t,)) = Qg(u)) car g(i,) est un relevement de g(u,). Or,
d’apres les résultats de [LT65], g(u) = [Xk(g)]u, or comme I([a](X)) = al(X) pour
tout a de Z,, nous obtenons Q(g(u)) = A,(g9)Q2(u). Alors, nous avons l'égalité
9(P7(Qu))) = 07 (Xu(9))®7(Q(u)) (car I'action du groupe de Galois commute a I’action
du Frobenius). En se souvenant que (X}, étant a valeurs dans Z7,)

h—1
1/ (%i(9)) = Vo, /0, (X(9)) = X(9)



V.2. RAPPELS SUR LES PERIODES DES LUBIN-TATE 83

(IV est la norme et X’ est le caractere cyclotomique), nous obtenons =———— € B, k..
T #(©0(w) h-1
Comme Bcrr’js =K, i:‘)ph—_l € Agis et % ¢ Aeris, nous avons [] ®1(Q(u)) € p" Wt
i=0

En particulier, Q(u) ¢ Fil*> A, car 6 est injective sur . Or, # est un morphisme
d’anneaux continu, donc 8(Q(u)) = lim, [(8([p"]@,)) = 0, et donc Q(u) € Fil' A et
®I(Q(u)) ¢ Fil' A pour 1 < j < h —1 (une autre facon de le dire : v/(Q(u)) = 1 et
V(®(Qu)))=0pour 1 <j<h-—1).

T @)

Donc nous avons aussi =——— € Fil° B, et comme ®( 'Uo P (Qu))) =
el Teew
P ]:[ ®*(Q(u)), nous en déduisons =—; e Fil’ B2,. = Q,. Donc
H d1(Q(u)) € p"~ 17t

h—1
Montrons que [] ®(Q(u)) € p"~'Zit pour u générateur de T,(G) :
i=0
h— i
En effet, supposons que pr’ = Q(u) [] w avec ' € A..s. Nous avons alors
i=1
2" € Fil' A5 (par définition de la filtration) et 6(z) € O¢ (en effet : 2’ sécrit sous la
+o00o
forme 2’ = 3~ a,%; avec z un générateur (fixé) de Ker(6) dans W (R), et les a,, € W(R)
n=0 ’
+oo

qui tendent p-adiquement vers 0; comme z' € Fil' A, et > an € Fil' A, nous
n=1

obtenons ag € Fil' A N W(R), cest-a-dire ag € Ker(#), qui est un idéal principal
sur W(R), donc ag = zb avec b € W(R). Puis, 0 étant un morphisme d’algebre, nous
obtenons §(2'271) = 0(b+ a;) € O¢ car b+ a; € W(R)).

Or, Colmez a montré dans [Col93] que v,(0(xz~"'®))) (ol v, est la valuation p-
adique normalisé en p de C) pour x € B}, \ {0} vérifie les propriétés suivantes :

— si @ € Q, est non nul, alors v,(z) = v,(0(zz7"'@));

—si x et y sont deux éléments non-nuls de B, alors v,(8(zz7"@®)) +

0p(B(y=' ) = v, (B(zy> @) (autrement dit v,(z) + 1,(y) = vy(r9)).
Notons alors v,(z) = v,(0(xz™'®)) pour x € BJp.
Comme 6(z'27') € O¢ (Panneau des entiers de C) nous obtenons v,(z’) > 0. Col-
[

mez a montré (cf. [Col93|, Théoreme 1.2.1, p.641) que pour u générateur de T,(G),

h-1

up(Qu) = i et vp(qﬂ(?)(“))) = p,{’_l pour 1 < i < h— 1. Done, &3 = 3 o =

1=0
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h—1
V([T 4(2w))) = vp(pr’) = v,(p) + vp(a') = 1 4 v,(a’), ce qui contredit vy,(z') > 0 (si
i=0
h—1
p > 3). D'oty, il est vrai que p” ne divise pas [] ®(Q(u)) dans Agpis.
i=0
REMARQUE V.2.3. Comme tP~2 n'est pas divisible par p dans A.is, c’est
un corollaire immédiat de [affirmation précédente qu’il en est de meéme pour

h=1 .
a 2 (2(w)) a; . . _ :
Q(u)0 z1;[1(—1? )% si0 < a; < p—2 pour tout i.
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V.3. Application ¢"-semi-linéaire

Soit M un W module de type fini, avec une application bijective f : M — M qui

est 0" semi-linéaire. Posons ¢ = p™.

PROPOSITION V.3.1. Alors l'application W -linéaire naturelle i = W ®gz, M — M
est un isomorphisme, et f vu par cet isomorphisme correspond a c" & Id.

DEMONSTRATION. En effet, regardons d’abord le cas ot M est tué par p, c’est-a-
dire lorsque M est un k-espace vectoriel de dimension finie. Montrons par récurrence
I'existence d'une base (e;) avec f(e;) = e;.

Soit y € M non nul, et soit k le plus petit entier tel que la famille (y, f(y), -, f*(y))
est lindairement dépendante. Il existe donc des \; € k non tous nuls, avec f*(y) =

k=1 k=1
>~ Ajf?(y). Cherchons e; sous la forme e; = ) z; f/(y). Nous voulons f(e;) = ey, donc
j=0 j=0
en utilisant la liberté de (y, f(y), -+, f*'(y)), nous obtenons le systéme suivant :
ZTo = )\()I’Z_l
T == §8 -+ /\137%_1
Th-1 = &y T A1y
donc xg, -+ ,Tp_o sont entierement déterminés comme fonctions de ¢t = x,_1, et nous

obtenons pour ¢ 'équation (k étant de caractéristique p) t = )\gkfltqk 4+ o Apqtd.
Comme les A\; ne sont pas tous nuls, ce polynome admet une solution non nulle dans &
(car k est algébriquement clos), ce qui nous donne l'existence d’un e; non nul qui est
laissé fixe par f.

La proposition “f est bijective” est équivalente a dire que la matrice de f dans
une base est inversible (car ¢” est bijectif sur k). Complétons e; en une base de M
par ys, -+, Yn. Dans cette base, la matrice de f est triangulaire par bloc (avec deux
blocs), le premier bloc étant juste la matrice unité de taille 1 x 1 (c’est-a-~dire (1)), et
le deuxiéme bloc (qui est donc une matrice inversible) est la matrice de f = I o f
dans la base o = I(y2), -+, ¥m = (y,) ou II est la projection canonique de M sur
M = M /ke,. Par conséquent, appliquons I'hypothese de récurrence & (M, f), et relevons
une base laissée fixe par f, obtenant ainsi I'existence de m — 1 éléments 2o, - - - , 2, de
M, tels que f(z;) = z; + pie; avec p; € k.

Par conséquent, f(z; + zler) = (2 + 2her) + (2 — 2} + w;)es, donc, en prenant )
solution dans k (algébriquement clos) de x}! — x + p; = 0, nous obtenons notre base
laissée fixe par f en posant e; = z; + xe; pour 2 < i < m.

Revenons au cas général : M /pM =k ®p, (M/pM)? d’apres ce que nous venons de
voir. Soit @1, -+ , 2, des éléments de M relevant une F,-base de (M/pM)’. Le module
p" M /p" Tt M est un module tué par p, et f induit dessus une bijection o™ semi-linéaire,
donc p"M/p" ™ M a une base (e;) laissée fixe par f. Alors, si x € p"M/p""'M, x
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s'écrit © = Y wse; avec x; € k, et f(z) —x = > (2] — x;)e;. Comme Iapplication

A€k — M\ - A € k est surjective (car k est algézbriquement clos), nous avons alors
f — Id surjective comme applicatino de p" M /p"*' M dans lui-méme, ceci pour tout n.

Montrons alors que tout élément y de (M/pM)/ se releve par un élément de M/ :
si f(yn) = yn modulo p", et y, (modulo p) = y, cherchons y,.1 = y, + p"z tel que
f(yn+p"2) = y,+p"2z modulo p" . 1l suffit de prendre z tel que f(p"z)—p"z = f(y,) =
Y, modulo p"™! (ce qui est possible d’aprés le résultat précédent). Nous construisons
ainsi une suite de cauchy pour la topologie p-adique, qui converge (car M est complet
pour la topologie p-adique) vers une limite 3’ relevant y qui est laissé fixe par f. Donc
nous pouvons supposer x; € M f pour tout .

De la méme facon, la multiplication par p™ induit une application surjective de
M7 /pM7 sur (p"M/p" 1 M)! (autrement dit, tout élément de (p" M /p" T M) se releve
en un élément de p"M7). Ceci implique que le sous-Z,-module N engendré par les z;
est M/. En effet, si € M7 est non nul, il existe n tel que x € p"M et x ¢ p"t1 M.
Dong, il existe z € M/ avec 2/ = p"z — 2 = 0 dans p" M /p"' M (en utlisant les deux
remarques précédentes). Donc, 2’ vérifie les mémes conditions que z, mais le n tel que
¥ € p"M et 2’ ¢ p"™'M est plus grand que celui de x. Nous construisons ainsi par

récurrence des éléments z, € M/ avec z — > p"z, € p*'M. Comme M est complet
n<ng

pour la topologie p-adique, nous en déduisons que (N étant fermé) x € N.

Par conséquent, I'application naturelle 7 : W ®z, M I — M est surjective modulo p
(par le cas modulo p traité précédemment), donc surjective.

Soit M’ son noyau, nous avons (0" @ Id)(M') = M’ (car (¢™ ® Id) est bijectif sur
W ®gz, M7, préserve M’ car foi = io(0"®Id), d’ou (6"®Id)(M') C M'; puis, f bijective
et les deux remarques précédentes donnent I’autre inclusion). Puis, le module Af/(7"®1d)
est nul, car M'(7"®1) = M’ " M/ = {0}. Or tout ce travail s’applique aussi au module
(M', (6™ ®1d)), et donc nous savons que 'application naturelle W ®z, M’ (e"®Id) _, pp/
est surjective, donc nous avons bien M’ = {0}. D’ou i est bien une bijection. 0J
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V.4. Solutions homogenes

Nous allons décrire ici comment se fixer les z(§). En effet, si (z;) est une période
pour £ et (y;) pour n (en supposant £ et n dans X,,, c’est-a-dire ayant n comme période,
et a valeurs négatives), alors (z;y;) est une période de £ +n. Par conséquent, il peut étre
intéressant de vouloir que z(§)x(n) = z({+n). Mais il faut que p { z(§), or pour £ = [—1]
la fonction constante égale a —1, nous avons nécessairement z(£) = ¢ (& un inversible
pres), et ? € A.is nous dit que nous ne pouvons pas avoir z([—p + 1]) = z([—1])P~ L.

Par contre, le calcul de la valuation p-adique des €, (u) fait dans [Col93] nous permet de
gl -1

_ . ; , > e
dire que v, (®7(Q(u))) = —#— pour 0 < j < h — 1, donc vy(z(§)) = ﬁpFO <1
si & non constant a —1. Dongc, rien n’empeche que ce soit vrai pour des & et n a valeurs
dans [1 — p, 0] non constant a —1.

Notons &, I'élément de X définit par &,(0) = —1 et &,(i) =0sil1 <i <n-—1
(&n(1) = —1 si nfi, et &,(i) = 0 sinon). Notons X (§,) = {x € Ags|lzo = x et z; =
pr=Dg,  vérifient z, = xo, z; € Fil™ O (A,.,) et 2 ¢ A.ist. Nous avons Vr,y €
X(&n), Ja € Zuly = ax (car Veps(N[€]) est un Zyn-module libre de rang 1).

Le résultat de [Col93] nous donne que pour z € X (&,), v,(z;) = pfl_l (car un élément
de X (&,) est un multiple par un coefficient de Z; de la période du Lubin-Tate), et donc

nous pouvons définir une application ¢, , : X(&,) — X(&n) pour m|n, avec : pour
L
€ X(&,), 1o =w et x; = p Va1 9. () = [ jm. Ces applications forment un
7=0
systeme projectif. Comme ¢, ,(ax) = ax pour a € Z%n, elles sont surjectives. Donc
(cf. Bourbaki, E III paragraphe 7.4 proposition 5), la limite projective est non vide.
Prenons un élément x(,) tel que (z(&,))nen+ est dans cette limite projective, et
posons z(&,)0 = (&) et x(&,); = pVx(&,);—1. Construisons alors pour ¢ € X,,,

n—1 .
y(&) =] x;f(lj ). Le fait que les x(&,) sont dans la limite projective nous dit que cette
=0

construction ne dépend pas du n choisit tel que ¢ € X,,. De plus, nous avons par

construction y(&)y(n) = y(€ + n) pour tout £ et 7.
Peut-on prendre z(§) = y(&) (autrement dit, a-t-on

vp(2(&n):) = P pour 0 <i<mn—1,si&#[—p+1] est a valeurs dans [1 — p,0], alors

pn—1
@ ¢ Aeris, et donc nous pouvons prendre x(§) = y(£). Nous prendrons z([—p + 1]) =

a([-1])P~1
p
pour x(§) celui construit par les périodes des Lubin-Tate, divisé par la bonne puissance

% € A.is ou non) ? Comme

, et si & prend des valeurs strictement plus petites que —p + 1, nous prendrons

de p.

Nous avons ainsi construit un systeme (z(§)) d’éléments de A..;s pour £ € X a
valeurs négatives, qui vérifient :

— (&) n’est pas divisible par p dans Ag.s ;

- pH0®((8)) = 2(0(6));
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— Si € et n sont a valeurs dans [1 — p,0], tels que & # [-p+ 1], n # [-p + 1],
§+n# [—p+1], alors z(§)x(n) = z(§ +n).
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V.5. Catégorie tannakienne

LEMME V.5.1. Pour tout objet Ly, Lo, My, M de MF%, avec Lo sous-objet facteur
direct (comme W-module) de Ly, et My sous-objet facteur direct (comme W-module)
de My, nous avons les isomorphismes :

(1) (L1/L2) ® (My/Ms) ~ (L1 ® My)/(Ly @ My + Ly ® M) ;
(2) (L1/Lg) ® (My/My) =~ (L © My)/(Le @ My) ;
(3) si M est un sous objet de L1/ Loy, alors, en notant 11 : Ly — Ly /Ly la projection

Canonique) Ml = Hfl(M) et MQ = Ml N L2 sont des Obj@ts de MF%:\?, et
M ~ Ml/MQ N

(4) (L1/Ls2)* est un sous-objet de L;.

LEMME V.5.2. Pour tout objet Ly, Lo, My, M de MF%, avec Lo sous-objet facteur
direct (comme W-module) de Ly, et My sous-objet facteur direct (comme W -module)
de My, nous avons :

(1) Ly ® My est un sous-objet de Ly @ My ;
(2) Ly ® My est un sous-objet de Ly & M ;
(3) L% est un quotient de Lj.

LEMME V.5.3. Pour tout objet L, M, N de MF%‘, nous avons les isomorphismes :
(1) (L M)@N = (Lo N)® (MaN);
(2) (LEM) ~L*d M*.

LEMME V.5.4. Pour tout objet L, M de MF%’, nous avons l’isomorphisme (L ®
M)~ L*® M*.

ProproSITION V.5.5. Notons MF%V la réunion des MF%I,“, pour h entier positif,
et considérons MFw/[h| la catégorie engendrée par MF%&‘ dans MF%V pour le produit
tensoriel, la somme directe, le dual, le passage au sous-objet et le passage a lobjet
quotient (dans MF5, ). Alors tout objet de MFw/h] peut s’écrire comme le quotient
d’un sous-objet d’une somme directe de produits tensoriels d’objets de 1\/IF‘i,é1

DEMONSTRATION. Un objet de MFw[h] est obtenu & partir d’objets de MFG?® par
le biais de produits tensoriels, sommes directes, duals, sous-objets et objets quotients.
Une application des lemmes précédents nous donnent qu’il s’écrit comme le quotient
d’un sous-objet d’'une somme directe de produits tensoriels d’objets de MF%‘, ou de

leurs duals. Or, 1\/IF$\£1 est stable par passage au dual, ce qui nous donne le résultat. [
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V.6. Modules élémentaires et représentations abéliennes

THEOREME V.6.1. Soit N un objet de MFvy ¢ tel que Fil'(N) = {0}, Fil™"(N) = N
avec 0 < h < p—2, et Veis(IN) est une représentation du groupe de Galois I'xc abélienne.
Alors N est élémentaire et donc l'image de I'x dans GLv_,, (n) est Tor(Zyy).

DEMONSTRATION. Supposons Vqis(/N) une représentation abélienne, alors I'image
d’'un générateur de l'inertie modérée, noté f, est un isomorphisme de Vus(IN) qui
commute a ’action de Galois, et d’ordre n un nombre premier a p (cf. I11.6.2). Donc, le
foncteur Vs étant pleinement fidele, il lui correspond un isomorphisme g de N d’ordre
n qui commute a la filtration et aux ¢'. Par conséquent, g commute au tore 7 ainsi qu’a
I'endomorphisme uy (cf. la proposition 2.3.2(4) et le théoreme 3.1.2 de [Win84] pour
la définition de uy).

LEMME V.6.2. L’endomorphisme g est diagonal sur N.

DEMONSTRATION. Le nombre n étant premier & p, il est inversible dans . Notons

n
PX)=X"-1= H(X — a;) ol les o sont les racines n*™° de I'unité, donc deux &
i=1
deux disjointes et au nombre de n dans W, car X™ — 1 est séparable. Alors, P'(«;) est
inversible dans W, pour tout i. Donc nous pouvons considérer les polynomes de Lagrange

1
Li(X) = Pl H(X—ozj). L’endomorphisme L;(g) a un sens, et comme Z Li(X) =1,
Vg ’

nous avons » . L;(g) = Id. Comme (g — a;1d) o L;(g) = 0 et L;(g) o L;j(g) = 6;;Li(g)
(pour j # i, c’est clair. Pour i = j, L, = L;old = ) L;oL; = L;0L;), nous obtenons que

J

L;(g) est un projecteur, d’image Im(L;(g)) = Ker(g — o;1d), et N = &; Ker(g — o; Id).
Donc g est bien diagonal sur N. OJ

L’endomorphisme ¢ est donc diagonal sur N, commute au tore 7, donc préserve les
sous-modules N¢, qui sont donc sommes directes de sous-modules propres de g, associés
a des valeurs propres choisies parmi les racines n'®° de I'unité. D’apres le lemme V.6.3,
N/p est élémentaire, donc (IV/p)¢ est I'espace propre de g (c¢’est-a-dire 'endomorphisme
g modulo p) dans N/p associé a une certaine racine de l'unité. Comme la réduction
modulo p est injective sur les racines n'®™° de I'unité (avec n premier a p), nous obtenons
que les N¢ sont les espaces propres de g dans N. Puis, le fait que uy commute a g, et
que (uy —Id)(M;) C ®,<;—1M;, nous donne que uy = Id, donc N élémentaire. O

Il nous reste donc a justifier le lemme suivant, qui n’est rien d’autre que le théoreme
dans le cas ou N est tué par p.

LEMME V.6.3. Soit N un objet de MFy ¢ tel que Fil'(N) = {0}, Fil”"(N) = N
avec 0 < h < ’%2, et Veris(N) est une représentation du groupe de Galois I'xc abélienne.
Alors N est élémentaire.
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DEMONSTRATION. La proposition 1V.2.34 et le fait que nous supposons Veps(NV)
abélienne nous donne que l'inertie sauvage agit trivialement, et donc seule l'inertie
modérée agit, donc N est élémentaire (puisque le foncteur Vs est pleinement fidele,
et que les Veps(IV) pour N élémentaires tués par p sont les représentations ou seule
I'inertie modérée agit). O
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V.7. Action adjointe et Z,-modules

Soit € GL,(Z,) tel que  := x modulo p est un unipotent. Alors, (z — Id)"” €
pM,(Z,), donc si p > n, In(z) converge dans M,,(Z,) (car Z, est fermé pour la topologie
p-adique, et M, (Z,) est libre de type fini), et In(z)" € pM,,(Z,) (puisque In(z)" = 0).

LEMME V.7.1. Soit N et M deux sous Z,-modules de M,(Z,) avec M C N. Suppo-
sons p > n?+ 3. Alors ad(In(z))(N) C M équivaut ¢ Ad(z)(M) C M, Ad(z)(N) C N

DEMONSTRATION. Supposons que ad(ln(xz))(N) C M. Remarquons que
M = lim M/(M 0 p*M,(Zy)), car Nyp*M,(Z,) = {0}, donc l'application de M
dans la limite projective est injective et d’image dense, et M est fermé (car complet)
et compact pour la topologie p-adique. Puis, en appliquant le lemme 1.5.1 de [Win84],
nous avons 'égalité M /pM = lim M/ (MOp* M (Zp))

1k p(M/(MNp* My (Zp)))

Considérons M; = ad(In(z))"(M/p), c’est une suite décroissante de sous k-espaces
vectoriels de M/p. Si My, = M1, alors ad(x)|a,, est un isomorphisme, done M;, = Mj
pour tout k > ig. Soit y € M;,, alors il existe y;, € M tel que ad(In(z))*(yx) = y modulo
psik >y Sik = nk/, alors ad(In(z))*(yx) € p* M,(Z,) (car In(z)™ = (In(z)")*
et In(x)" € pM,(Z,)). Donc pour tout k& > iy (et donc pour k < iy aussi), il existe

2, € MNpF M, (Z,) tel que z;, = y modulo p. Donc, siy = (y¥) € lim, p%/(&%fk]\ffn((zzpz)))):

nous avons y* = 0 pour tout k, donc y = 0.

Donc la suite M; est strictement décroissante vers {0}, or dimy, M/p < n?, donc nous
sommes certains que M,> = {0}, autrement dit que pour tout y € M, ad(In(z))" (y) €
pM.

Donc, le rayon de convergence de l'exponentielle pour la topologie p-adique étant
de ]ﬁ, Sl oty > ]ﬁ, exp(ad(In(x))(z) — z converge dans M pour tout z € N (il suffit
de poser y = ad(In(x))(z) € M). Or, nous savons qu’alors exp(ad(In(z)) = Ad(z) (car
c’est une égalité de séries formelles), ce qui montre un sens de 1'équivalence.

Montrons la réciproque : considérons Ad(z) —Id : N — M, et f = Ad(z) — 1d :
M/p — M/p. Posons M; = fi(M/p), c’est une suite décroissante de sous-k-espaces
vectoriels. Si M;, = M;,+1, alors f \ M;, €st un isomorphisme, donc M;, = M, pour tout
k > ig. Soit y € M, alors il existe y, € M tel que f*(yx) = y modulo p.

Or, f”2 = 0 modulo p, car x modulo p est un élément unipotent du groupe algébrique
GLy,, donc Ad(z) est un élément unipotent du groupe algébrique G'Lgnqin) = G L2,
Ad(z) € GL,2(Z,), donc f est un nilpotent d’ordre inférieur ou égal & n?

Donc, si k = n2k', f*(y) € p* M,,(Z,), donc pour tout k > iy (et donc pour k < iy
aussi), il existe z;, € M N p*M,(Z,) tel que z;, = y modulo p. Donc, de méme qu’au
dessus, y = 0, donc M;, = {0}.

Donc la suite M; est strictement décroissante vers {0}, or dimy M/p < n?, donc
nous sommes certains que M2 = {0}, autrement dit que pour tout y € M, (Ad(x) —
1d)™ (y) € pM.
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Donc In(Ad(z))(z) converge dans M pour z € N si p > n?+1 (il suffit de poser y =
(Ad(xz) — Id)(z)). Donc, comme In(Ad(z)) = ad(In(z)) (égalité entre séries formelles),
nous avons bien prouvé 'autre sens. O
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V.8. Essentielle surjectivité du foncteur F

Montrons le théoreme suivant, ce qui démontrera la remarque I11.2.5 :

THEOREME V.8.1. Pour 0 < h < p—2, le foncteur F de MF3y ¢ vers To®Mg, a
pour image essentielle To®MG, .

Pour montrer ce résultat, nous allons utiliser le théoreme II1.4.1 qui nous dit que
pour N objet de MF%,, F(N)®g, S est le module de Wach de V 45(N*)*. Commencons
par montrer :

PROPOSITION V.8.2. Soit M un objet de F0<I>M}Sl0 (avec 0 < h < p—2) de p-torsion,
et T" = Vo, (M ®s, O¢) la Zy-représentation galoisienne correspondant au (¢, I")-
module sur Og obtenu a partir de M. Alors il existe T" C T deux Z,-représentations
galoisiennes cristallines (c’est a dire que le module sous-jacent est libre sur Z,, et en
rendant p inversible nous avons une représentation cristalline) a poids de Hodge-Tate
dans [—h,0] telles que T" s’identifie au quotient de T par T".

DEMONSTRATION. Le Théoreme 1' de [Wac97] (dont une conséquence est le
théoreéme I11.4.1) donne que 7" = Homy,, ( Veris ( Homyy (¢* (M), lim W/p™)), lim Z,/p").
En notant X* le dual de Pontriaguine d’'un module de torsion X, cela s’écrit plus sim-
plement en T’ = Vs ((M/m)*)". Puis, puisque (M /m)* est un objet de la catégorie
MF;&‘,W la proposition 1.6.3 de [Win84] nous donne quil existe M; € MFy® et
un épimorphisme M; — (M/m)*. Le foncteur Vus étant exact, il existe donc une
Z,-repésentation cristalline 77 (77 = Veris(Mi)) dont les poids de Hodge-Tate sont
dans [0, h] et un épimorphisme T — Vs ((./\/l / 7T0)*).

Comme M est supposé de p-torsion, Vpis ((./\/l /770)*) est de p-torsion et de type
fini, donc il existe un entier n tel que p” Vs ((M/m9)*) = {0}. Alors T7/p" se surjecte
toujours sur Vs ((./\/l / 71'0)*), et en passant au dual de Pontriaguine, 7" s’injecte dans
Homyg, (T1/p", li_n>1Zp/p”) = Homgy, (T1,Z,)/p" (car T} est un Z,-module libre). Si f est
la projection canonique f : Homyg, (Tl,Zp) — Homyg, (TI,ZP)/p”, alors T = f~YT")
convient (et il suffit de prendre T” égal au noyau de la projection f|r). O

ProrosiTiON V.8.3. Soit M un objet de F0¢M1§0 (avec 0 < h < p —2) de p-
torsion, T" = Vo, (M ®g, O¢) et T" C T les représentations données par la proposition
ci-dessus. Alors M ®g, S s’identifie a N(T')/ N(T").

DEMONSTRATION. Cette proposition est le coeur de la démonstration du théoréme.
Notons M; = M ®g, S et My = N(T')/ N(T") (tous les deux vus dans le (¢,I')-
module M®g, O¢). D’apres les résultats p.296 de [Fon90] (I’égalité entre D§ et j,oD3}),
nous avons M; C DT(T") et My C DT (T”), puisque tout deux sont des S-modules de
type fini stables par ¢ et étales. Puis, 'action de I" est triviale modulo 7 dans les deux
cas (puisque c’est le cas par définition sur N(7'), et que I'action de I'y est triviale modulo

mo sur M).
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D’apres le Théoreme II1.3.1 de [Ber04], nous avons linclusion 7"T ®7 A¥ C
N(T)®sAS. Par conséquent, en projetant nous obtenons que 77" ®z, AY C Mo®gAL.
Par défintion, nous avons que D*(T") € D™ (T") ®s A§ C T’ ®z, AL, donc en pre-
nant les points fixes sous I'action de Hy, nous avons D™(1") ¢ (D™ (T") ®s AEC)H'C C
(T’ Rz, A;r)H'C = D™ (T"). Donc, en prenant les points fixes sous Hy dans I'inclusion
T ®y, AL € My ®g Af, nous obtenons que 7" DT (T") C (M, ®s Ag)H’C. Donc nous
avons 7" DT (T') C My en vertu du lemme :

LEMME V.8.4. Soit N un S-module de type fini sans p'-torsion, alors (N ®s
AT =N
p =N.

DEMONSTRATION. C’est une conséquence de la proposition 1.2.7 de [Fon90], qui
nous donne (sous les hypotheéses du lemme) une filtration décroissante N; de N, telle
que N;/Nii1 est soit S/p-libre, soit S-libre. La propriété cherchée est stable par suite
exacte, c’est a dire vérifie que si 0 - N — N — N’ — 0 est une suite exacte de S-
modules, et que (N ®g A‘g)H’C =N", (N ®s A})H’C = N7, alors (N ®g AJSF)H'C =N.
Donc il suffit de montrer le lemme pour A/ qui est S-libre ou S/p-libre, ce qui provient
de ce que (AL)x = S et (AL /p)Hc = S/p. O

Puis 2z M; est le dual (de Pontriaguine) d'un (¢,T)-module sur S de hauteur
inférieur ou égale a h, sans p’-torsion, donc T’ = Vog(ﬁih/\/l ®s, Og) vérifie T" =
(=M @5, AL)? (cf [Fon90], p.296) puisque 0 < h. Donc T" ®z, A C M ®s, AS,
et en prenant les points fixes sous Hx (et par le lemme précédent), nous obtenons
D*(T") € My, donc 7" DT (T") C M.

Par un analogue du lemme II1.4.3 (voir par exemple la démonstration de la propo-
sition I1.1.1 de [Ber04]), ces conditions impliquent que M; = M. O

Il ne reste donc plus qu’a passer d’'un module sur S a un module sur Sy, ce qui est
donné par le lemme suivant :

LEMME V.8.5. Soit M un Sy-module, alors (/\/l ®s, S)Ff =M.

DEMONSTRATION. L’élément essentiel est que |I'y| = p — 1, donc est premier & p
(donc inversible dans S). Il suffit alors de voir que S = @ S;, ousiz € S;et g € Iy
0<i<p—2
est [a] (le relevement de Teichmuller de a € F}), alors g agit sur x par g(z) = [a]'z
(car alors M ®g, S = @ M ®g, S;). Pour voir ceci, nous pouvons par exemple
0<i<p—2
poser p; = ‘F—lf‘ S° X(g)™'g, alors les p; sont des projecteurs dont I'image est S;, et qui
gEFf

vérifient > p; =1d. O
0<i<p—2

Ces propositions et ces lemmes mis bout a bout nous donnent le théoreme dans
le cas d'un objet de Foq)MgO de p-torsion. C’est a dire que si M est un objet de
Lo®Mg, (avec 0 < h < p — 2) de p-torsion, alors il existe M un objet de MFyy ¢ tel
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que M = F(M). Et plus précisément, nous avons M = i*(M) = M/xm. Donc, dans le
cas o M n’est pas supposé de p-torsion, nous avons que M /p" = F(i*(M/p™)) pour
tout n, donc en passant a la limite projective, nous obtenons bien que M = F(i*(M)),

ce qui donne bien 'essentielle surjectivité de F, et donc termine la démonstration du
théoreme V.8.1.

Le lien entre Sy et S est donné par le théoreme V.8.9. Montrons d’abord quelques
résultats intermédiares (en gardant les notations du lemme V.8.5) :

LEMME V.8.6. S a une base normale sur Sy, c’est a dire qu’il existe e € S tel que
(9(e))ger, soit une base de S sur Sy. De plus, p ne divise aucun p;(e).

DEMONSTRATION. En effet, il suffit de le montrer modulo p (et ensuite de relever
une base normale de k[[x]] sur k[[m]], puisque Sy est complet pour la topologie p-
adique). Or, Fontaine a montré dans [Fon90]|, page 270, que le corps des fractions de
k[[7]], k((7)), est une extension galoisienne cyclique de degré p — 1 (donc modérément
ramifiée) de k((mg)), dont le groupe de Galois est donné par I'y. Donc, par un théoréme
de E. Noether, il existe une base normale pour les anneaux d’entiers correspondants.

Enfin, si € est cette base (modulo p), alors p;(e) = >, X‘(Fg;[ig(é) est non nul (puisque
chaque coordonnée suivant la base (g(€)) est non nulle (méme modulo p)), donc p;(e)
sera bien non divisible par p si e releve e. [

En particulier, nous avons S; = p;(e)So (car p;(e)So C S;, puis e € @;p;(e)So,
@ipi(e)Sy est donc un Sp-module contenant e et stable par I'y, donc S =
@ipi(e)Sy C @5, = S). Puis, remarquons que p, o p; = 0 pour i # j (car
piop; = ﬁ > gner, X(9)IIX(h) I gh = ﬁ >, X(g)~'p; car X est un caractere
(multiplicatif), or si f(k) = Zaem; a®, alors pour tout b € F » (rappelons que & identifie
Ly aly), f(k) = Zaem(ab)k = bFf(k), donc f(k) = 0 si p — 1 ne divise pas k), donc
pour M un objet de T®ME, nous avons les p;(M) en somme directe dans M (car
si m; € p;(M) sont tels que Y, m; = 0, alors 0 = p,;(>_,m;) = Y. p;j(m;) = m; car
m; = p;(m;) puisque p; est un projecteur). Enfin, p;(e) M5 C p;(M), et p;(e) Ms est
isomorphe comme Sy-module & M car M est sans p’-torsion, et p ne divise pas p;(e).
Donc, nous avons que pour M un objet de T®ME, M7 @5, S = &, M @5, Sop;(e)
s’'injecte dans M.

PROPOSITION V.8.7. Soit M un objet de T®ME, alors M7 est un objet de
I‘0<I>M}S‘O, et M = MY ®g, S. De plus, M7 /1y = M /7.

DEMONSTRATION. Nous avons que po(M) = M. Or, comme Paction de 'y est
triviale modulo 7, nous avons que pour tout x € M, x — po(z) € M, donc si N est
le S-module engendré par M7 (c’est & dire que N' = M'r @5, S d’apres la remarque
précédent la proposition), alors M = N + 7 M, donc comme M est de type fini sur
S, et que l'idéal engendré par 7w est dans le radical de 5, le lemme de Nakayama nous

donne que M = N.
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Puis, M est de type fini sur S, donc sur Sy (car S est un Sp-module libre de rang
fini par le lemme V.8.6), donc engendré sur Sy par exemple par la famille finie (m;).
Alors, po(M) = MFs est engendré par la famille (py(m;)) (car py est un morphisme
de Sp-modules), donc est de type fini. De plus, M'f étant inclus dans M, il est sans
p’-torsion.

Ensuite, nous avons que 7M N M5 = 7o MYs : pour S, 1'égalité 7S N Sy = 7S
provient juste de ce que my est un multiple de 7, donc mSy C 7S N Sy, et pour la
réciproque, que Sy = W{[m]]. Cela se traduit par la suite exacte de Sp-modules

OHWOS(]%SHS/WS@S/SO*}O

(la surjectivité vient juste de ce que S/m = W, et que W C Sp), et en tensorisant par
M5 au dessus de Sy, nous avons la suite exacte de Sp-modules

0 — aoMYy — M — M/m & M/M'T —— 0

ce qui traduit bien tM N M7 = 7o M7, Par conséquent, M7 /7y s’injecte dans M /7,
et action de I'g provient de celle sur M /7, qui est triviale par définition. De plus, nous
avons vu que pour tout z € M, x—poy(x) € 7 M, donc comme py(x) € MY Tapplication
naturelle M7 /7y — M /7 (dont nous avons vu I'injectivité) est surjective.

Enfin, ¢ commute & I', donc laisse stable M'7, donc induit un morphisme ®, :
MU ®,Sy — MYs. Pour étudier le conoyau, remarquons d’abord que z®y € Sy®, Sy —
pr)ye Spetz®@y € SR, S — @(x)y € S sont des isomorphismes (préservant 1’action
naturelle de I'y), donc Sy ®q(sp) So[é] ~ SO[%] et S ®q(s) S[é] ~ S[é] (puisque S[%]
est plat sur S et So[l} est plat sur Sp). Par conséquent, Sy ®p(sy) S = S ®g(g) S et
S0 Qe (So) S[q] S ®o(s S[%]; plus présicément, si y; € S ®,(s) S s’envoye dans S
sur p;(e) (nous pouvons supposer que yo = 1 car py(e) est inversible dans Sp), alors
S Qo(s) S = BiSo o(sy) So¥i €t S Ro(s) S[ | = @S0 Do (s0) SO[ Jy; (c’est bien le méme
Yi, car S ®Rq(g) S s'injecte dans S ®q(g) S[q] puisque S ®q(g) S est sans g-torsion).
Et l'action naturelle de I'y sur S ®,(s) S[%] revient a dire que g(y;) = X(9)"y; pour
g € T'y. Puisque M = M7 ®g, S, nous avons que M ®,(s) SE] = MY Q,sy) S[é] =
BiM @4 (s0) SO[ Jy;- Donc, M f®a(so)50[ 2] s’injecte naturellement dans M®U(S)S[%],
et (M @p(s) ST = M 005 Sol1]

Ensuite, ® : M ®, S — M est injective, de conoyau tué par ¢" (par définition),
donc comme S[ ] est plat sur S, ® induit une bijection ® : M ®4(g) [—] — M®g [ ]
Puis, S[%] = @iSo[q] pi(e), donc M ®g [ ] = M7 ®g, S[ | = &Mr ®g, So[ |pi(e ),
donec M ®g, So[%] 'injecte dans M ®g S[l] et MY’ ®g, S[ = M®s S[ ])Ff Par

conséquent, le diagramme
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M ®,(s) 5[] —®  Mes S[e]
d ]
P
MET @4(s5) So[3] — Mt @, So[2]

est commutatif, avec ® bijective, i et j injective, et ® (qui commute a l’action
de T'y) qui identifie (M ®4(s) S[%])Ff a (M ®s S[%])Ff, donc ®q est bijective (donc
M5 [®g(MY7 ®, Sp) est de g-torsion, donc tué par une puissance de g car M7 est de
type fini sur Sp).

Soit alors « € M7, Par définition, il existe y € M ®,(s) S = BM7 Q4sy) Soyi tel
que ®(y) = ¢"z. La commutativité du diagramme et la bijectivité de ®, nous donne que
y € MY @450 Sg[é]. Donc nous avons y € (./\/lrf Qe (S0) So[é]) N (EBiMFf ®e(So) Soyl-) =
(./\/lFf R (So0) SO[%]) N (./\/lrf ®o(So) So) = MPs Ro(so) So- En définitive, nous avons bien
que M7 /®o(MFr ®, Sp) est tué par ¢".

Finalement, nous avons bien que M'/ est un objet de To®M$ . O

REMARQUE V.8.8. De la méme facon que pour S;, nous montrons pour M un objet
de T®ME que p;(M) = M5 @g, S; = pi(e) M7,

THEOREME V.8.9. L’extension des scalaires de Sy a S induit une équivalence de
catégories entre I‘0<I>M}Sl0 et T®MSE, préservant suites eractes et produit tensoriel (si
ce dernier est encore dans la catégorie). Un quasi-inverse est donné par les points fizes
par I's.

DEMONSTRATION. L’essentielle surjectivité se prouve en remarquant que si f :
M — N est un morphisme de T®M§E, alors comme il commute & l'action de I'y, f induit
bien un morphisme de (¢, [y)-modules entre M7 et N1/ (qui redonne f en étendant
les scalaires de Sy a S). Le reste est immédiat a partir des résultats précédents. O
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