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Introduction

Cette these a été effectuée dans le Département ElectroMagnétisme et Radar (DEMR) de I’Office
National d’Etude et de Recherches Aérospatiales (ONERA), au sein de I’équipe Compatibilité et
Détection Electromagnétique (CDE). L'un des thémes essentiels abordés par celle-ci est 1’étude de
problémes de Compatibilité ElectroMagnétiques (CEM). Parmi ces problémes on peut citer entre-
autres 'étude de systémes dits "large-bande” (i.e. dont le spectre est étalé continiiment sur une
grande plage de fréquences), ou encore la sensibilité d’éléments a tous ces types d’agressions (effets
d’induction de champs sur des cébles, expositions de composants & différents environnements,...),
de phénomeénes non-linéaires tels que la modélisation des effets de claquages (induits par exemple
par la foudre) ou la représentation de milieux magnétiques (ferrites,...). La plupart de phénoménes
énoncés ci-dessus étant proprement instationnaires, leur modélisation peut étre assurée & partir
de D’écriture temporelle des équations de Maxwell. Dans 1’essentiel de ces problémes la simulation
numeérique permet d’apporter un outil de prédiction/interprétation efficace. Ceci explique donc la
grande diversité des méthodes développées pour les résoudre. De maniére plus précise, ce rapport
s’'intéresse & la simulation de grandes scénes d’interaction électromagnétiques entre une ou plusieurs
source(s) et un ou plusieurs objet(s) diffractant. Deux types de techniques différentes sont couram-
ment envisagées pour la simulation de telles scénes : la résolution d’équations dites intégrales ou de
potentiels retardés, et les méthodes différentielles volumiques.

Les méthodes de résolution par équations intégrales sont obtenues par intégration du systéme
différentiel en introduisant la solution élémentaire de celui-ci. Ceci raméne alors la résolution du
systéme d’équations de Maxwell au calcul des valeurs d’un opérateur intégro-différentiel donné sur
les éléments de la scéne. Cet opérateur s’obtient en ajoutant des conditions de compatibilités (usuel-
lement les lois de Gauss électriques et magnétiques) fermant le systéme, et des conditions dites de
radiation permettant de distinguer les solutions décroissantes a 'infini, donc d’énergie décroissante,
permettant alors d’assurer l’existence et 'unicité de la solution du systéme, obtenant ainsi 1'ex-
pression de son noyau de Green (voir par exemple [9, 13]). Ces méthodes initialement développées
pour la résolution de I’équation de Helmotz en fréquentiel [13] et I’équations de ondes en temporels
[10] ont ensuite été introduites pour la résolution des équations de Maxwell en fréquentiel et en
temporel [1, 2, 3, 4, 40, 66]. Méme si elles sont trés utilisées dans le domaine fréquentiel, notamment
grace a 'apport des méthodes multipoles (FMM pour Fast Multipole Methods) (voir par exemple
[25, 26, 27, 28]), de formulation améliorant la stabilité [21, 30|, de quadratures centrées autour des
termes prépondérants du point de vue du théoréme de la phase stationnaire [18, 35|, ou encore de
préconditionneurs adaptés [44], elles ne sont pas aussi répandues pour la résolution des équations
de Maxwell instationnaires. Cela peut se justifier d'une part par leur écriture essentiellement surfa-
cique qui rend l'introduction d’inclusions de matériaux diélectriques assez pénalisante limitant leur
domaine d’application. D’autre part, leur caractére non-local espace-temps rend le traitement de



2 Introduction

grandes scénes trés coliteux en terme de temps calcul et de stockage mémoire, ce point étant for-
tement amélioré par les FMM en fréquentiel. Enfin, de part I'hyper-singularité du noyau de Green
des équations de Maxwell instationnaires en 3 dimensions d’espace, ce type de méthodes s’avére
souvent instable. Nous ne retiendrons donc pas a priori ce type de méthodes pour la résolution de
notre probléme.

L’autre type de méthodes envisagées est obtenu a partir d’une approximation du systéme dif-
férentiel et d’une résolution directe de cet approximé, au contraire des équations intégrales qui
approchent la valeur de la résolvante du systéme. Citons tout d’abord, dans ’ensemble des sché-
mas utilisés, les méthodes de différences finies approchant les dérivations par différences divisées,
le plus connu et I'un des plus usités étant le schéma différence finies de Yee (FDTD) [72] utili-
sant des maillages duaux en pour le champ électrique F et le champ magnétique H, ainsi qu’un
schéma leapfrog en temps. A partir de formulations variationnelles et par projection sur des espaces
d’approximations de types essentiellement polynomiaux, on peut citer les méthodes d’éléments finis
(FETD); on se reportera par exemple a [8] pour les premiéres études sur le sujet, et pour le choix
des espaces projectifs utilisés on pourra considérer les plus usités de type éléments de Witney [71],
de Nédélec [52] ou encore spectraux [20]. D’autre part, par utilisation de formules de Green sur une
intégration du systéme différentiel nous pouvons obtenir des schémas dits volumes finis (FVTD)
(voir par exemple [37, 58]). Enfin, nous pourrons aussi considérer les schémas obtenus par décompo-
sition de la partie spatiale des équations en séparant les flux aux bords des éléments constituants le
volume de calcul amenant & des méthodes de type Galerkin discontinu (DGTD) dont les expressions
varient selon les espaces d’approximation employés [53], le choix d’approches centrées ou décentrées
[33], ou le type de séparation des flux utilisé [36]. L'un des grands avantages de toutes les méthodes
précédemment citées est de permettre entre-autre d’introduire assez facilement des matériaux de
compositions et de géométries différentes. Toutefois, & I'inverse des résolutions par équations inté-
grales, la prise en compte d’un vaste scéne d’interactions électromagnétiques par utilisation de ces
schémas améne conjointement & deux types problémes.

Tout d’abord il est nécessaire d’intégrer les éléments constitutifs de la scéne & un volume de
calcul projeté sur un espace discrétisé. De grands espaces vides entres une source et un objet font
alors apparaitre un gros volumes de mailles a prior: inutiles. Dans le cas ou la solution numérique
calculée n’est qu'une approximation de la vraie solution des équations de Maxwell, ce qui se vérifie
trivialement pour le traitement de cas suffisamment complexes pour ne pas disposer d’une expression
exacte a priori de cette-derniére, la différence introduite peut alors étre de deux natures distinctes.
La premiére catégorie est donnée par les erreurs dites "de dispersions”, c’est & dire un décalage
numérique du spectre de la solution par rapport & I’expression attendue. La seconde source d’erreur
est caractérisée de "dissipative” car elle entraine une sur-diminution artificielle de I’énergie (locale)
de la solution. Les schémas numériques employés commettent alors soit des erreurs de dispersion,
soit des erreurs de dissipation, soit encore un peu des deux. Ces phénoménes observables localement
sur chaque maille du volume (ou de la surface) de calcul dans la plupart des cas, se cumulent sur
I’ensemble du parcours du maillage global servant au calcul. Méme si elles apparaissent localement
faibles et sont en général controlées, soit par I'amélioration de la consistance du schéma spatial
soit par le raffinement du traitement temporel, elles s’avérent trés vite extrémement inadaptées
aux grands volumes de calculs, et donc dans le contexte qui nous intéresse ici. Notons aussi que
ce type de probléme apparait lorsqu’une étude rend nécessaire 1'obtention de valeurs de champs en
des points donnés de I’espace mais non-forcément au voisinage immédiat des sources ou des objets
diffractants. Dans ces cas il est alors d’usage d’intégrer ces points au maillage global, augmentant
par la méme les cumuls d’erreurs de dissipation et/ou dispersion sur le parcours des mailles entre



ces éléments et les observatoires introduits.

Le second point limitant de ces approches réside dans le fait que les volumes de calculs ne peuvent
pas étre infinis ; il est alors nécessaire de fermer les schémas numériques par addition de conditions
aux limites permettant d’obtenir une solution proche de, sinon égale &, la solution recherchée en
espace libre. Pour ce faire deux types de conditions aux limites sont envisagées : les conditions aux
limites transparentes (CLT) souvent dérivées en conditions aux limites absorbantes (CLA), et les
matériaux ou milieux fictifs.

Les CLT reposent sur une décomposition de 'opérateur de propagation au voisinage du bord
du domaine de calcul sous forme, par exemple, d’une factorisation de type Niremberg en produit
de deux opérateurs (le plus souvent de type Dirichlet-to-Neumann ou Neumann-to-Dirchlet) ; il est
alors possible, par ’étude des bicaractéristiques de déterminer une partie "entrante" et une partie
"sortante" (du domaine de calcul) donnant alors le terme & annuler pour garantir une "transparence"
de la frontiére dans le sens ot celle-ci laisse "sortir" les ondes et ne provoque pas de "retours". Bien
entendu, comme dans le cas des potentiels retardés il s’en suit une équation intégrale de frontiére
non-locale. Une approximation "localisante" est alors souvent effectuée pour simplifier I’expression
de celles-ci. Les plus connues sont les conditions de radiation de surface (OSRC) obtenues par
développement micro-local de 'opérateur pseudo-différentiel décrit précédemment [7]. Ce type de
stratégie est toutefois essentiellement utilisé dans le domaine fréquentiel da a la singularité intro-
duite par la partie temporelle dans I’équation de Maxwell et la difficulté d’exhiber un parametrix
permettant un développement micro-local des expressions obtenues.

Une autre approche consiste alors & terminer le domaine par un milieux fictif ayant pour pro-
priété d’absorber les ondes électromagnétiques. Cette technique introduite sous différents modéles
soit par impédance de surface représentant le milieux [51], soit par "couches" de matériaux, a connu
un grand essor avec 'apparition des couches parfaitement absorbantes (PML) [14, 15]|. Cette der-
niére approche a un double intérét : d’une part elle s’implémente facilement avec la mise en place
d’un systéme dispersif équivalent [34, 49|, et d’autre part elle permet une écriture simple et localisée
dans la plupart des configurations. Le cété fortement pénalisant de la non-localité des OSRC fait
préférer I'usage de PML dans le cas de gros volumes de calculs traités par méthode volumiques
comme ici. Nous considérerons donc 1'usage de celles-ci pour toutes nos expériences numériques. A
contrario, ’aspect fortement lié au systéme de coordonnées, éventuellement locales, utilisé ainsi que
le type de géométries convexes généralement employées limite le gain apporté par ’emploi des PML
en nécessitant des domaines de calculs de géométries canoniques (spheéres, cubes, ellipses,... cf par
exemple [24] et références) augmentant par la méme le cott global de la résolution.

L’objectif de ce mémoire étant le rendu au mieuxr de grandes scénes de diffraction électroma-
gnétique, et 'utilisation des méthodes volumiques déja existantes étant préféré, nous allons donc
nous intéresser a l'influence et surtout & ’amélioration de ces deux principaux problémes points
précédemment évoqués.

D’une part nous allons nous intéresser & l'introduction d’une méthode de décomposition en
sous-domaines disjoints permettant 1'utilisation des méthodes de résolutions volumiques classiques
(FDTD, FVTD, FETD, DGTD,...) en limitant au plus proche le volume de calcul nécessaire élément
par élément afin de diminuer les erreurs de dissipation/dispersion introduites dans le parcours des
maillages. Pour ce faire, nous développerons sur le méme principe que les formules de potentiels
retardés une formule intégrale approchée permettant le calcul du champs en tout point de I’espace,
hors d’'un domaine polyédrique non convexe borné a partir des courants électromagnétiques prélevés
sur celui-ci. Cette formule servira aussi de terme de couplage entre les sous-domaines amenant alors
a la résolution de systémes couplés d’équations de Maxwell par un algorithme paralléle et explicite
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cassant les cumuls d’erreurs précédemment évoqués et préjudiciables a la qualité des résultats.
Nous nous intéresserons aussi, d’autre part, a améliorer 'approche classiquement utilisée en
PML, en conservant les résultats essentiels de compatibilité des solutions et de décroissance expo-
nentielle des champs dans les couches, pour élargir le champ d’applications et simplifier leur explici-
tation numérique. Pour cela, les couches seront générées automatiquement a l’aide d’un algorithme
décrit dans la suite, amenant alors la possibilité d’introduire un formalisme PML s’interprétant
localement ainsi que la possibilité des domaines de formes non-convexes approchant ainsi au mieux

les différents éléments étudiés.

Plan de la thése :

La thése se découpe autour de quatre chapitres suivant les points d’étude précédemment évoqués.
Pour simplifier le traitement autour de la problématique du rendu de grandes scénes d’interactions
électromagnétiques, le travail dans ces chapitres sera mené en espace homogéne sans perte. Les
développements permettant de prendre en compte des configurations plus complexes telles que le
cas de milieux a pertes ou le cas de milieux semi-infinis (ainsi que toutes les combinaisons entre ces
possibilités) étant essentiellement une simple reprise du travail et de la méthodologie effectuée dans
les premiéres parties, ils seront donc fournis de maniére plus condensée en annexe.

Chapitre 1 : Formule de rayonnement en champs ’semi-lointain”.

Cette premiére partie s’intéresse au transport de champs électromagnétiques par formules dites
de rayonnement. Le principal résultat de ce chapitre est I’écriture d’une formule intégrale approchée
permettant le calcul des valeurs de E et H a partir de courants prélevés sur une surface polyédrique
P. Cette formule est obtenue a partir d’'une expression de la résolvante des équations de Maxwell
sous forme de potentiels retardés, de I'introduction d’un découpage par faces de P et de coordonnées
locales faisant apparaitre trois quantités principales : la distance a la face, la dilatation des sphéres
de propagation de I’équation des ondes en espace libre, et les directions tangentes & ces sphéres.
L’expression finale se déduit par développement autour d’'un paramétre adimentionné §/d (avec
0 << d), ou d représente la distance de 1'observatoire a P, et § une grandeur caractéristique d’un
découpage local de P en sous-faces. L’erreur d’approximation est alors donné en O (6 /d). La quantité
0 étant laissée arbitrairement libre, il s’en suit une formule adaptative offrant une précision et des
cotits de calculs contrélés quelque soit la distance de ’observatoire a P.

Le développement effectué permet de retrouver une généralisation de la formule bien connue
en calcul électromagnétique de champs lointain de Yee [73], les premiers termes (en d~! étant
identiques) et s’implémente de maniére totalement analogue a celle proposée dans [47].

Des études numériques de cette approche aussi bien en champs lointain qu’en champ proche
seront proposées afin de valider la précision de la méthode.

Afin de pouvoir effectuer le découpage face par face de P et d’assurer un recollement cohérent
des cartes locales définies, nous qualifierons les surfaces permettant ce type d’opérations en tant
que surfaces admissibles. De telles surfaces peuvent étre non-converes afin de prélever des valeurs
de courants aussi précises que possible (au plus prés des sources fictives).

Chapitre 2 : Méthode de décomposition en sous-domaines disjoints.

Il est présenté dans ce chapitre une méthode pour décomposer en sous-domaines disjoints les
problémes de diffractions entre des sources et des objets séparés et arbitrairement loin les uns
des autres. L’étude du probléme complet est ramenée & des jeux d’équations de Maxwell traitant
chacun un (groupe d’) élément(s). Le couplage entre ces différents problémes est donné par ajout



de termes sources sur des surfaces ou des volumes de Huygens autour de cet(s) élément(s). Pour
chaque systéme d’équation de Maxwell ces termes sont explicités comme transport par convolution
du noyau de Green des équations de Maxwell avec des courants provenant des calculs des autres
systémes.

L’équivalence avec le probléme complet, au sens de ’obtention de la solution du probléme global
par combinaison des termes de ces sous-systémes de Maxwell, est explicitée dans presque tout
I'espace (hormis un ensemble de volumes délimitées par lots de deux surfaces données arbitrairement
et donc ajustables en fonctions des observables imposés).

A partir de 'approximation du transport intégral des champs établie dans le chapitre 1, nous
proposons une approximation de I’ensemble de systémes couples précédemment décrits permettant
une implémentation simple de celui-ci tout en maitrisant a prior: I'erreur introduite par I’approxi-
mation afin de garantir une homogénéité avec les ordres d’erreurs des schémas numériques employés
pour la résolution de chaque sous-domaine. Le développement de I'algorithmie, des gains en terme
d’implémentation (parallélisation, explicitation,...) ainsi que les validations numériques sont propo-
sés au chapitre 3.

Nous proposons aussi dans ce chapitre une étude du systéme couplé approximé obtenu afin
d’établir des résultats d’existence, d’unicité et de stabilité a priori de la méthode. Pour cela, les
espaces HF introduits par Bardos et Rauch pour I'étude des systémes de Frieidrich [11] ainsi que

tan
les principaux théorémes de régularités donnés par Rauch [55] sont utilisés.

Chapitre 3 : Etude numérique de la méthode.

Partant de la méthode de décomposition multi-domaines présentée dans le chapitre 2, nous allons
montrer les avantages de celle-ci : une implémentation explicite de tous les termes de couplages et
I’adaptabilité aux schémas numériques volumiques classiques. En outre, elle permet d’obtenir une
stratégie de résolution naturellement paralléle dont le fonctionnement suit le principe de I’étude de
stabilité précédemment effectuée ; c’est-a-dire un fenétrage de 'intervalle de temps d’étude en plages
de longueur fixe déterminées par I’espacement des domaines. Dans un premier temps, le principes
d’implémentation et de parallélisation de la méthode sont explicités.

Dans un second temps, des validations numériques sur des cas tests académiques (objets cano-
niques, diélectriques parfaits) dont effectuées afin de vérifier aisément 'efficacité de la méthode et
la présence effective des cumuls d’erreurs de dissipations/dispersions sur le parcours du maillage.
Une évaluation, ainsi qu’une étude numérique, des cotits de la méthode est menée sur ces exemples
afin de déduire le bon champ d’application de celle-ci.

Enfin, une stratégie de pas de temps différents extra-domaines est proposée permettant d’affran-
chir la résolution de pas de temps faibles, imposés par les CFL, sur des volumes de calculs ne les
requérant pas. Cela offre alors un outil peu cofiteux pour la modélisation de scénes de composition
hétérogénes. Des exemples sur des cas tests plus réalistes issus d’expériences sur la thématique de la
CEM |[32], ainsi que des exemples d’utilisation en temps que méthode d’hybridation/parallélisation
entre différents schémas sont aussi proposés en illustrations complémentaires.

Chapitre 4 : Systéme PML généralisé.

Cette partie correspond au second point abordé : I’étude des conditions aux limites absorbantes.
En partant de Iécriture par un changement de variable complexe des équations PML [19, 49|, une
généralisation est proposée. Pour cela, nous procédons de maniére similaire & Lassas et Somersalo
[41] en définissant un miliew PML obtenu par une exhaustion de R? sur une variété plongement de
dimension 3 dans C3, coincidant avec R? sur 'intérieur du volume de calcul 2 bordé par les PML.
Une écriture en systéme différentiel augmenté est proposé sous forme de décomposition de type
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Gedney [34]. L’article de Lassas et Somersalo offrant ’existence, 1'unicité ainsi que la décroissance
exponentielle de la solution d’un systéme de Maxwell dans un milieu PML de type donné, en
fréquentiel sur une écriture intrinséque, nous proposons ici plutét une étude utilisant I’écriture en
systéme augmenté conformément aux applications visées. Les résultats d’existence, d’unicité (& un
ensemble dénombrable de fréquences, pouvant étre vide, prés) et de décroissance exponentielle dans
les couches sont démontrés.

A contrario des développement usuels de conditions aux limites PML obtenus sous forme de
complexification d’une ou plusieurs variables, dont une extension & tout type de géométrie convexe
est proposée par les Conformal PML [65] (le cas non-convexe est éliminé automatiquement par la
nécessité d’avoir un relévement bijectif de tout 2¢), la stratégie présentée ici correspond a associer
"localement" une valeur au champ PML en fonction de sa position sur la variété. Ainsi, un algorithme
de construction du domaine extérieur 2¢ ainsi que du maillage de celui-ci est détaillé. La description
du maillage de ¢ est alors donné en fonction des paramétres géométriques définissant les systéme
d’exhaustion employé.

Annexe A : Traitement des milieux semi-infinis.

Dans I’étude des problémes de CEM, un théme important est I'influence des milieux semi-infinis
(i.e. séparés par une interface surfacique ou volumique infinie). Citons par exemple la diffraction
d’antennes prés du sol, a travers des murs,... Classiquement ce type de représentation est traité soit
par utilisation de représentation par équation intégrale, soit par maillage de tout le domaine de
calcul. La premiére technique nécessitant une écriture différente du noyau de Green des équations
de Maxwell pour chaque géométrie ou composition de l'interface, elle peut utilisée en dehors de
cas plus ou moins académiques (voir par exemple [50]). La seconde présente les méme défauts que
dans le cas des stratégies mono-domaines sur les grandes scénes d’interactions électromagnétiques,
et nécessite de surcroit un traitement particulier pour borner artificiellement le domaine de calcul
[48]. Nous proposons donc ici un élargissement de la méthode multi-domaines décrite au chapitre 2
au cas des milieux semi-infinis afin de diminuer & ces défauts. Pour cela une stratégie d’étude en
temps fini, et de troncature du volume décrivant I'interface est détaillée.

Comme au chapitre 2, la correspondance entre les différents problémes (global et systéme d’équa-
tions de Maxwell) est donné. De plus, les résultats d’existence, unicité et stabilité sur la méthode
sont dérivés de I’étude mono-milieux/multi-domaine du chapitre 3.

Enfin, de premiers résultats numériques sont proposés en illustration de l'intérét de la méthode,
ainsi que de son efficacité.

Annexe B : Formule de rayonnement dans un milieu a pertes.

Dans cette annexe une extension de la formule intégrale approchée établie au chapitre 1 est
proposée pour le cas de milieux homogénes & pertes. Sa construction suit le méme principe que
celle détaillée au début de la thése. Les parties nécessaires sont donc donnés de maniére rapide
en reprenant les notations de la premiére partie. Le but de ce chapitre est de fournir la possibilité
d’étendre le procédé de rayonnement a des milieux plus généraux que ceux abordés dans les premiéres
parties de la thése.

Remarque 0.0.1 Les résultats de composition entre les formules de rayonnement dans les milieux a
pertes et les stratégies multi-milieux ne sont par fournis dans ce mémoire et sont donc laissés en tant
que perspectives méme si toutefois 'ensemble des études théoriques séparées de chacun de ces points
permette de donner a priori la compatibilité (en termes d’existence, unicité, stabilité et équivalence



avec le probléme de départ) de ceux-ci. En effet, si les propriétés vérifiées dans le chapitre 2, par la
formule intégral du chapitre 1, sont démontrées dans le cas de la nouvelle écriture pour les milieux
a perte, alors elles doiwvent permettre d’obtenir les résultats d’existence, unicité et stabilité de la
méthode de décomposition en sous domaines selon la méme démarche que celle développée dans le
chapitre 2 et redémontrées dans l'annexe A. La stratégie multi-domaine, ainsi que tous les résultats
obtenus au chapitre 2 s’en déduisent alors directement.






Chapitre 1

Formule de rayonnement en champs
"semi-lointain"

Ce chapitre s’intéresse a la mise en place d’une nouvelle formule de rayonnement pour les équa-
tions de Maxwell instationnaires. L’objectif principal de cette formule est de fournir une alternative
aux deux principaux types de formules de rayonnement : les formules dites de "champs proche -
champs lointain" et les formules "champs proche - champs proche".

Les premiéres, bien connues en modélisation électromagnétique, sont utilisées pour avoir une
évaluation des champs en dehors d’'un domaine borné et assez loin de celui-ci. Leur domaine de
validité ne permet pas alors de se rapprocher des objets a des distances de ’ordre de quelques lon-
gueurs d’ondes. Les secondes sont essentiellement des améliorations des premiéres. Elles permettent
d’avoir une estimation beaucoup plus fine des valeurs des champs a quelques fractions de longueurs
d’onde de ceux-ci. Toutefois cet accroissement en précision est accompagné d’un important surcott
par rapport aux techniques de champs lointain.

Dans ce chapitre nous proposons un autre type de formule de rayonnement, dont la précision
sera controlée, permettant d’avoir des valeurs de champs "lointaines" mais aussi de se rapprocher
aussi prés que voulu du volume de calcul sans pour autant engendrer les mémes surcotits que dans
le cas des formules "champs proche - champs proche".

1.1 Formules de rayonnement "champs proche / champs lointain"
et "champs proche / champs proche"

Un probléme courant en calcul numérique et en particulier en modélisation électromagnétique
est I'obtention de valeurs de champs & une distance assez lointaine de l'objet diffractant ou de la
source étudiée. Lorsque les calculs sont menés dans le domaine temporel, I'une des méthode les plus
utilisée consiste en 'utilisation d’une formule dite "de champs lointain" développée par Yee [73] et
dont I'implémentation sur la plupart des schémas numériques utilisés, tels que les différences finies
(FDTD), est trés aisée [47]. Le principe est le suivant (cf figure 1.1) : la source ou 'objet diffractant
étudié est entouré par une surface F permettant le prélévement de courants électromagnétiques
J et M traces sur cette surface des champs électromagnétiques E et H diffractés, puis pour un
observatoire choisi on évalue la contribution de ces courants en termes de champs E et H par
utilisation d’une formule de rayonnement.

Remarque 1.1.1 Dans la littérature électromagnétique numérique ces surfaces sont appelées sur-
faces de Huygens, ou encore de Kirchhoff lorsqu’elles sont utilisées avec les formulations intégrales
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_, Observatoire
. (EH)

\

Surface de prélévement(J, M) |

Domaine de calcul

F1G. 1.1 — Principe des formules de rayonnement.

de Kirchhoff. Les surfaces de Huygens représentant ausst des surfaces permettant d’introduire des
valeurs de courants dans les volumes de calculs, pour modéliser l'action d’une source (par ezemple
une onde plane) sur les éléments de la scéne, nous désignerons pour toute la suite, dans un souci de
clarté, par surfaces de prélévement les surfaces sur lesquelles les courants électromagnétiques sont
prélevés, et par surfaces de Huygens celles qui permettent d’introduire des termes sources dans les
domaines.

L’établissement de la formule de champs lointain de Yee part d’une écriture des équations de
Maxwell fréquentielles (obtenues par absorption limite), sur le probléme extérieur

(1.1)

(Pu iwE -V x H=1J, v € V(F)°
iwH+V xE=M, z€V(F)

ou V(F) deésigne le volume intérieur délimité par la surface F, et E(t, X) = Re (E(X )e_i‘”t> et
H(t,X) = Re (ﬁ(X)e_i“’t) (de méme pour J =n x Het M = —n x E). On écrit alors la solution
a 'aide du noyau de Green G de I’équation des ondes vectorielle [6]

—w?G(,Z)+Vx x (Vx x G(.,Z)) = =673, dansR?, (1.2)
la solution élémentaire G' de (1.2) étant donnée par
1

GX,Z)=—- (]Ig + 2

a%) 9(X,2), (X, Z) € R® x B,
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B eiw|X—Z| ] . . . 2 _ 3

avec g(X, Z) = WX 2] solution de I’équation de Helmholtz (A+w?I3)g(., Z) = —dzI3, dansR”.
7'(' —_—

L’intégration de (1.1), en utilisant G, permet ainsi d’obtenir ’expression suivante de la solution
fréquentielle de (1.1) donnée sous forme d’équations intégrales (cf par exemple [63]) :

1
E(X) = —iw|A+—V(V-A)|-VxF,
~ “ (1.3)
H(X) = —iw|F+—=V(V F)|+VxA4,

—iwd __ —iwd __
avec A(X) :/ 64 —J(2)dz, F(X) :/ 64 —M(Z)dz, et d=|X - 2|
F 7 F 7

Un développement limité pour d — 400 étant effectué, et les termes d’ordres 2 ou supérieurs
en 1/d dans la représentation (1.3) étant négligés on obtient une écriture fréquentielle du champs
lointain. Par transformée de Fourier inverse, le relévement temporel formel permet alors d’obtenir
la formule de champs lointain de Yee [73] :

1 1
Et,X) = / — txtxOJ(t—dY)+ —t x HM(t—d,Y))dyY,
f

4drd 4rd
1 1 (1.4)
H(t,X) = —txtXxXOM({t—d,Y)— —txoJ(t—d,Y) |dY,
F \4rd 4dnd

t étant, pour tout point courant Y sur F, le vecteur unitaire 1/d ﬁ, avec d =Y — X|.

Bien qu’une telle formule soit trés usité et notoirement reconnue pour son efficacité (tous les
termes s’obtiennent par description géométrique et ne nécessitent qu'une faible récursivité), elle
présente essentiellement deux défauts d’utilisation :

1. la formule (1.4) n’est considérée comme précise que pour des observatoires qualifiés de loin-
tains ; un de ces critéres étant donné (cf par exemple [67]) comme une distance supérieure a
2D? /), ot D est une grandeur caractéristique de F et A une longueur d’onde (caractéristique)
du signal,

2. la construction fréquentielle de (1.4) fait disparaitre ’hyper-singularité présente dans les équa-
tions de Maxwell temporelles au sommet des cones de propagation issus des points de F (en
effet on retrouve bien la singularité en espace pour un observatoire se rapprochant de F mais
pas la singularité a caractére temporel portée par la surface du cone de propagation).

Il est & noter que I’établissement de cette formule se faisant par développement de la trans-
formée de Fourier puis relévement direct, celle-ci ne prend pas correctement en compte les effets
transitoires. Cependant, di a la régularité des solutions de Maxwell, la forte décroissance spatiale
en O(d_3/ 2), pour d — oo, a un effet régularisant qui semble justifier I'obtention des bons résultats
(cf 'étude du caractére intégré en temps du champs lointain dans [57]).

Partant de ces constatations, d’autres formules ont été développées afin d’améliorer ces résultats.
Le point essentiellement travaillé est 'augmentation de la zone de validité des méthodes de rayon-
nement. Craddock et Railton [23] ont ainsi pris en compte un terme supplémentaire en 1/d? a (1.4)
afin d’introduire une formule permettant de se rapprocher plus de la surface appelée transformation
champs proche - champs proche, obtenant ainsi par exemple pour le champs E

1 1 1
E(t,r) = - t—d,Y)+ — M(t—d,Y)+ —— M(t—d,Y) ] dY,
(t:7) /F( 47rdatj( ’ )+47rdrxat ( ’ )+47rd2rx ( ’ )> 7

le point X étant ici repéré en coordonnées sphériques par le vecteur radial r.
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Elle est ensuite augmentée, par Shlager et Smith [61], de termes en 1/d> provenant d’un déve-
loppement de (1.3) relevé en temps (par transformée de Fourier “formelle”) et combinant en plus
des composantes normales et tangentielles des champs sources sur F, obtenant ainsi

1 , r—r ,
E(t,r)—47r/];< |r_r,|at ( r)—{—mxatM(t—d,r)

r—r r
—i—ixMt—d,r’—ki n-E(t + n-OF N dr.
r—r/3 ( ) v —r/[? { } /|2 { 2 )}

Cette derniére formule apparaissant comme trop coiiteuse dans son implémentation du fait de
ses b termes intégraux, ils ont alors développé [62] une autre écriture a partir d’une représentation
intégrale basée sur la représentation de Kirchhoff [29], obtenant une expression basée uniquement
sur I’extrapolation des champs E

E(t,r)_;ﬂ/fqn.m}E(t—d,r’H{n-H}@ (t—d,r')

1
EE {n-V}E(t-d, r,)) o

V' étant Popérateur différentiel gradient appliqué aux variables muettes sous 'intégrale (r'). Cette
nouvelle formule améne alors une diminution de moitié du stockage mémoire et des cotts calculs
par rapport & I'expression précédente.

Citons enfin Barth et al’s [12] qui ont, de maniére numérique, pour un code de résolution FDTD
(Finite Differences in Time Domain), implémenté le rayonnement d’éléments constituant les traces
du maillage sur F sous forme de diffraction de multiples dipoles, conduisant ainsi & une formule
similaire aux précédentes, temporelle par relévement formel, incluant des termes d’ordres plus élevés
en 1/d% et 1/d3.

Bien qu’assurant un rapprochement significatif de 'observatoire et de la surface de Huygens,
toutes les méthodes précédemment citées sont congues a partir de la transposition “formelle”, par
transformation de Fourier inverse, d’écritures établies dans le domaine fréquentiel. Afin d’établir une
formulation plus proprement temporelle Kragalott et al’s [39] ont utilisé directement une résolvante
des équations de Maxwell, en 2D, dans le domaine de temporel, prenant ainsi en compte le caractére
singulier de celles-ci. Le probléme rencontré est alors

— d’une part d’obtenir une implémentation réalisable, c’est-a-dire de traiter la singularité afin

de pouvoir effectuer les calculs,

— et d’autre part d’avoir un code efficace, les termes utilisés dans les écritures temporelles étant

donnés principalement par convolution, ce qui induit une récursivité lourde de la méthode.
Concernant la premiére problématique, la difficulté est d’évaluer des intégrales doubles de la forme

[ ] AL, 15

Ils procédent alors en deux étapes : d’abord ils remplacent le calcul de (1.5) par le passage a la
f(5.2)
Vi—s—d
utilisent une formule de quadrature approchée pour remplacer I'intégration de la fraction en dehors
de F. La précision dans le développement des termes intégraux et la possibilité de rapprochement
recherchées se font alors au détriment du deuxiéme point car elles induisent une récursivité de

certaines opérations assez importante.

limite formel en € tendant vers 0 sur I’écriture / / dsdZ avec d = | X — Z|, puis ils
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Remarque 1.1.2 Les deux problématiques rencontrées dans le travail directement temporel de la
formule de rayonnement sont typiques des écritures sous forme de formulation intégrale [27] et des
méthodes qui les emploient, plus particuliérement dans le domaine temporel [66, 40].

Sur le méme principe de fonctionnement et d’implémentation que la formule de champ lointain,
on propose ’écriture d’une formule intégrale approchée. Son établissement se fait & partir du noyau
de Green instationnaire des équations de Maxwell homogénes par développement par rapport & un
critére d’éloignement relatif selon un parameétre homogéne 6 /d (ot § est une grandeur caractéristique,
et adaptative, de découpage de la surface de prélévement). De plus, le caractére spatial du rapport
homogeéne §/d aura aussi une caractérisation spatiale comme rapport d’un retard relatif (ou local)
sur un retard moyen (ou global). Cette démarche garantit alors

— Pobtention d’une formule de rayonnement cohérente avec le caractére fortement singulier des
équations de Maxwell temporelles,

— un domaine de validité adaptatif et donc plus important, dit semi-lointain car donné par un
éloignement relatif (et non plus absolu) qui englobe entiérement le domaine de validité du
champ lointain classique,

— une facilité d’implémentation et une efficacité suivant les performances de la méthode de Yee
[47].

Le but de cette partie est ’établissement d’une telle formule de rayonnement, dont le compor-
tement asymptotique en d/d est contrdlé.

1.2 Création de la formule intégrale approchée

Le probléme de départ est le suivant : dans un milieu homogéne des hétérogénéités et des sources
sont disposées de telle sorte qu’il est possible de les contenir dans un volume compact V. L’objectif
est de pouvoir évaluer, sans calculer dans tout le milieu, les valeurs de (F, H) en des points donnés
hors du volume précédemment délimité. Par restriction du probléme & l'extérieur de ce volume,
(E, H) sont alors solution des équations de Maxwell instationnaires adminensionnées homogénes
avec second membre

OE -V x H = fp,
(P){ OH Y x B — (1.6)

ou fp = (nx H)dr et fr = —(nx E)dr sont respectivement les courants électriques et magnétiques
relevés sur le bord F du volume V, n étant la normale sortante a V. Enfin, d 7 est défini pour toute
fonction ¢ continue au voisinage de F par

((5.7:780) :/ (PdO',
f

ol do désigne la mesure induite sur F par la mesure de Lebesgue.
On peut alors donner 'expression exacte de la solution de (1.6)

Théoréme 1.2.1 La solution du systeme d’équations de Mazwell en espace libre avec second membre
(1.6) est donnée par :

< . ) (t.X) = <ZQ*(LX) com /Ot ( e >> (t, X), )
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ol Z9 est le noyau de 'équation des ondes, et COM est la comatrice du systéeme de Maxwell donnée
par :

Ope — O 050, 0,0, 0 0.0, —0,0,
0.0, Oy —0u  0,0.  —0.0, 0 0,0,
0,0. 0,0,  O0we—0On 0,0 —0.0 0 1)
0 —0.0, 00 Ow—0Ou 0.0, 0.0 '
0.0, 0 —0,00  0s0y Oy —Oun 040
—0,0, 0.0 0 0,.0- 0,0,  0..— O

Le théoréme 1.2.1 exprime la solution de 1.6 par convolution du noyau de ’équation des ondes
Z5 et de la comatrice des équations de Maxwell COM (1.7). Comme dans le cas des formules de
rayonnement en champ lointain, afin de localiser cette convolution et d’alléger les cotits de calcul nous
allons effectuer un développement de cette expression par rapport & une quantité X. En outre, les
surfaces de Huygens généralement utilisées dans les calculs étant polyédriques, ou traces de surfaces
courbes approchées par un maillage en éléments plans (essentiellement triangles ou quadrangles), il
parait naturellement intéressant de supposer que F est un polyédre. Ceci permettra alors d’éviter
les oublis de termes d’arétes ou de coins dans l’expression de la formule intégrale approchée. En
introduisant une grandeur caractéristique 6 du découpage de F en faces ou en sous-faces (par
raffinement de maillage par exemple) et en la comparant a la distance d de I'observatoire Xy a V,
on choisit alors comme paramétre de développement

A= 7 (1.9)

Une approximation de la solution de (1.6) quantifiable & §/d-prés permet alors un traitement
ajustable des calculs en jouant sur le paramétre de découpage ¢ :

— soit I'observatoire est loin (d >> 1) et donc on choisit de grands découpages de F (§ grand),

— soit X est proche de V (d << 1) et alors il suffit de raffiner le découpage de F (6 — 0),
I’objectif étant bien sur de laisser a prior:i aussi libre que possible le découpage de F afin d’obtenir
le meilleur rapport cott/précision, en fonction de la position de Xy, sur Palternative précédente.
Cette possibilité de comparer 1’éloignement absolu de l'observatoire (d) a une grandeur locale va-
riable (§) donne a priori un champ d’application plus vaste que pour les formules de rayonnement
"classiques", et explique le caractére semi-lointain de la formule proposée.

Le résultat principal de ce chapitre est donc la construction de la formule intégrale approchée
résumé dans le théoréme suivant :

Théoréme 1.2.2 (formule de rayonnement semi-lointain) Soit un polyédre V de surface exté-
rieure F = U;F; admissible (conformément a la définition 1.2.6). Si pour tout i les champs E et H
sont dans C?(RT, H5/2+7(Vi)), avec v > 0 et pour V; voisinage ouvert de F;, alors pour tout point
(to, Xo) € Rt x V° la solution de (1.6) est donnée par

L _ 1 fo 0 —I3 0. .0 n; x O H s
<H>(tO’XO)_;/E[4m{t"X(Hs o ) et (S5 ) o)

1 0 0 —I3 0, 40 o n; x H ‘

1 to—d; 0 0 n; x I 6Z
+47rd§’/0 {3t x t] x I — 2n; x n; x Ig} ( _(n; x E) ) (8,.)ds] dS; + O (sqp <d>) ,

(2 (3

_|_
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ou Iy, est Uopérateur identité de C*, et pour tout i, dS; est I’élément de surface de Fi, n; la normale

—
unitaire a F; sortant de V, d; est la distance d’un point X quelconque de F; a X, t9 = (d;) ™+ X? Xo,
et 8; est le diamétre de F;.

Plan de la construction du théoréme 1.2.2.

1. Pour construire la formule intégrale 1.10 sur une surface polyédrique nous devons dans un

premier temps séparer les termes de la convolution (1.7) sur les ensembles de normale n
constante. En outre, fg et fr étant distributionnels sur F, nous allons introduire dans la sec-
tion 1.2.1 une régularisation de la solution (1.7) obtenue par convolution des second membres
du probléme (1.6) avec des partitions de l'unité (sous-)face par (sous-)face.
Afin d’effectuer cette régularisation, il est préalablement nécessaire de définir une classe de
surfaces de polyédres admissibles éventuellement non-convexes (définition 1.2.6). A partir de
telles surfaces, il est alors possible de permuter la sommation sur le découpage de F avec
I'intégration sur le support de la convolution de Z5 et COM (proposition 1.2.9). Les éléments
de cette nouvelle expression étant alors a support disjoints et en relation avec une face (ou
une sous-face) F; de F nous pourrons alors travailler séparément sur chacun d’eux.

Ainsi les éléments intégrés sont en relation avec une normale n; constante sur leur volume
d’intégration. La convolution (1.7) faisant apparaitre le noyau de 1’équation des ondes nous
allons introduire la direction (locale) de dilatation des sphéres de propagation t; centrées en
I'observatoire Xj.

Nous avons alors deux cas & considérer :

— soit t; et n; ne sont pas colinéaires et peuvent alors étre complétés en une base de R? par
ajout d’un troisiéme vecteur s;,

— soit ti = :I:ni.

2. Dans une premiére partie, section 1.2.2, nous considérons que t; # +n; et nous formons alors
une base de R? : (t;,n;,s;), ot s; est choisi tangentiellement aux sphéres de propagation
et orthogonal a n;. A cette base est associé un systéme de coordonnées locales (7;,7;,0;)
(définition 1.2.17). La grandeur caractéristique J; relative & F; est ainsi directement reliée a
ce systéme de coordonnées locales par

0; = sup || .
Fi

En outre, le choix de ce systéme de coordonnées permet d’'une part de faire apparaitre une
coordonnée o; tangente aux sphéres de propagation et donc telle que les opérateurs 0, et
Zy sont localement "orthogonaux" (lemme 1.2.32). L’écriture de la comatrice de dérivations
COM dans ce systéme de coordonnées (proposition 1.2.30) permet de simplifier toutes les
dérivations tangentes. D’autre part, la coordonnée 7; représentant (localement) la dilatation
des sphéres de propagation, elle est donc liée au temps ¢. Ainsi, par utilisation contre Zo
de O, et 0, il est possible d’orienter le repére axialement par rapport a la dilatation des
sphéres et de "transformer" les dérivations d’espaces en dérivations temporelles (lemmes 1.2.33
et 1.2.34). Nous obtenons ainsi la premiére partie du théoréme 1.2.2 dans le cas t; # +n;
(proposition 1.2.39) par développement de 'expression simplifiée obtenue (1.30) pour §;/d;
petit, d; représentant la distance de Xy a F;.

3. Dans une deuxiéme partie, section 1.2.3, on construit une formule intégrale approchée dans
le cas limite : t; = £n;. Pour cela, nous utilisons un repére local en coordonnées cylindriques
autour de la normale n; qui est aussi direction de propagation : (r;,n;,s;). Les coordonnées
selon n; et r; jouent le role de 7; et 7; et sont donc "équivalentes" au temps t, c’est-a-dire
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qu’elles permettent de transformer les dérivations d’espaces 9, et 0, en dérivations temporelles
comme précédemment (lemmes 1.2.45 et 1.2.46). De méme la coordonnée polaire selon s; étant
tangente, elle joue le role de o;, et donc les opérateurs 0, et Zs sont localement orthogonaux
(lemme 1.2.44). Comme précédemment, on obtient alors de méme l'expression de la formule
intégrale approchée (proposition 1.2.50) dans le cas limite t; = +n; par développement de
I'expression exacte reconstituée (1.50) pour 6;/d; << 1.

4. Le lien entre le cas "général" t; # +n; et le cas limite t; = £n; est finalement traité dans
la section 1.2.3 en montrant que la formule obtenue pour le cas t; = 4n; est limite pour
t; — +n; du cas général, pour X décrivant tout chemin (proposition 1.2.53).

Remarque 1.2.3 Les termes vectoriels obtenus dans (1.10) étant géométriquement descriptibles,
celle-ci est alors indépendante du systéeme de coordonnées choisi; son implémentation (intégration
sur les F; et approximations des intégrales et des dérivées temporelles) se faisant suivant le schéma
numeérique de résolution choisi pour (1.6).

Remarque 1.2.4 La partie en /0t (termes en d; ') de la formule (1.10) correspond & une expres-
sion localisée en temps de la formule champs lointain de Yee [75].

Les termes d’ordre supérieurs (en 1/d? et 1/d3) peuvent aussi étre considérés comme certaines
des expressions (localisées) des termes supplémentaires présents dans les expressions de formules de
champs proche - champs proche [23, 61, 62, 12].

1.2.1 Formule intégrale, surfaces admissibles et séparation par faces

Comme précisé précédemment, il est plus intéressant a des fins d’implémentation d’envisager F
comme la surface d’un polyédre V. Ceci améne alors & considérer la normale extérieure a ¥V comme
un élément “naturel” de référence. Etant donné que les supports de fr et fy sont portés par F, et
que leurs écritures respectives font intervenir n, il serait utile de pouvoir séparer les intégrandes dans
(1.7) selon des éléments donnés pour une normale constante (donc portés par les faces, ou encore
par un découpage de celles-ci en “sous-faces”, de F) notées (F;);. A cette fin, il est intéressant de

1. séparer les différents supports F; pour pouvoir par la suite séparer les termes selon des sous-
faces de tailles ajustables sur lesquels n; sera constante,

2. régulariser les fonctions fg et fg afin de donner un sens a la re-formulation de I’expression
de (1.7) dans les nouveaux supports.

La solution envisagée pour assurer ces deux points est de découper 'espace d’intégration (I’ex-
térieur de V) en une partition de sous-volumes (V;); contenant les fonctions fp et fy régularisée
par convolution aprés translations de leurs supports & l'intérieur des V;. Cela permettra alors de
transformer l'intégration sur 7 = ) . F; en une somme d’intégrales, séparées, données sur chaque
V; tout en prenant en compte les éventuels termes portés par les arétes ou les sommets de V.

Remarque 1.2.5 La plupart des formules de rayonnement appliquées naturellement sur des sur-
faces F sont établies a parties d’équations intégrales de type Stratton-Chu. La surface F n’étant pas
C, il est alors nécessaire de modifier ces équations en ajoutant des termes de traces sur les arétes
afin de vérifier les équations de Mazwell [64]. Les expressions de E et de H, a partir des formules
de Stratton-Chu ESC et HYC | deviennent alors dans le domaine fréquentiel

E=EC+ v | [GH] d, e H=HC-'v [ [G]|E]- d,
w SF w 0Fk
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|[H]| et |[E]| désignant respectivement les sauts de H et de E sur le bord 0F de Fy, et [G] étant
le noyau de Green matriciel des équations de Mazwell. Ceci justifie alors lintérét du procédé de
décomposition par (sous-)faces proposé ici, ainsi que le choiz de la formule intégrale appliquée sur
les second membres régularisés.

Surfaces admissibles

Afin de garantir la réalisation de ces opérations, on est amené a caractériser les surfaces F
des volumes polyédriques V., que 'on considérera comme admissibles pour le probléme, c¢’est-a-dire
)] )
permettant le découpage de I'intégration spatiale par sous-faces, de la maniére suivante

Définition 1.2.6 Soit un polyédre V dans R?® de frontiere F. On note V° le complémentaire de V.
Enfin, on suppose que F est découpée en sous-faces fermées F; (i = 1..n) (F = U;F;), vérifiant :
1. Vi # j,Intr(F; N F;) = 0, ou Intr(A) est lintérieur de A C F pour la topologie induite sur
F,
2. F; est une face ou une “sous-face”, donc posséde une normale n; (sortante 4V ) constante sur
Fi.
Alors, une telle surface F sera appelée admissible si elle vérifie les hypothéses suivantes :
(H1). il existe des ouverts Vj(j = 1..N) (avec N > n) de R? tels que U;V; = R3, et Vi, 3lj, F; C
Vj (par renumérotation on indicera par i les owverts V; vérifiant F; C Vj),
(H2). il existe des vecteurs v;(i = 1..n) tels que
1. Vxg € ﬂa{l’O—Fk‘VZ’,O <k< 1} C Vf,
2. il existe eg > 0 tel que Ve €]0,¢0[,3(e) > 0,Vi # j, A N AS = 0 et tel que Vi, A5 C Vi,
ou A;E = U:Jce{:ro+svi,zoe.7:i}B (37, 5(5))

D’apres la définition précédente, si F vérifie 'hypothése (H1) alors il est immédiat de voir que
Vi#4,FNV;#0= (FNV;) CFr(V)). (1.11)

Par la suite il sera toujours supposé que les points d’observations (notés X) seront situés dans le
. L . 35C ALY
domaine extérieur V'~ délimité par F.
Dans toute la suite, la surface F sera considérée comme admissible.

Proposition 1.2.7 Tout polyédre étoilé est admissible.

Preuve. Si on choisit les (v;); comme donnés par S—XZ ou S est le sommet d’étoilement du
polyédre, et X; un point de référence sur F;. Les volumes (V;); sont alors délimités par les surfaces
triangulaires infinies de sommet S et dont les arrétes passent par deux sommets consécutifs de F;.
Pour tout € > 0 donné, un choix de d(g) peut étre assuré par 26(¢) = min; {d(F; +¢ev;,Vi)} > 0
(cf figure 1.2).

Il est alors immédiat de vérifier que pour de tels choix de (v;);, (V;); et d(g), la surface F vérifie
les hypotheéses (H1) et (H2) de la définition 1.2.6. m

La définition 1.2.6 généralise ainsi la notion "habituelle" de surface de Huygens (ie : convexe).
11 est alors possible de considérer des polyédres non-convexes (voir par exemple les cas tests étudiés

dans la section 1.3).

Corollaire 1.2.8 Tout polyédre convexe est admissible.
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Supp(Eanixd)

< s

Découpage de 'espace d’intégration Régularisation de E' X n;dr,
F1G. 1.2 — Exemple de contour admissible : polyédre étoilé

Preuve. Ce corollaire est une conséquence de la proposition 1.2.7 car les polyédres convexes
sont étoilés par rapport a chacun de leurs points. Toutefois, on peut aussi remarquer qu’il est aisé
de construire les vecteurs v; vérifiant la définition 1.2.6 dans ce cas. En effet, pour cela il suffit de
choisir comme découpage de F; les faces du polyédre, comme directions d’éloignement les vecteurs
v; donnés par les normales extérieures, et comme volumes extérieurs V; les volumes polygonaux
coniques convexes de base F; dont les arétes sont données par les demi-droites issues des sommets
de F; et de vecteur directeur donné par la somme des normales des faces Fj de méme sommet. ®

La notion de surface admissible dépendant du choix du découpage de F en les (sous-)faces U;F;,
et "approximation proposée dans le théoréme 1.2.2 étant donnée pour 9;/d; << 1 il est intéressant de
pouvoir diminuer §;, c’est-a-dire subdiviser les (sous-)faces F;. Pour garantir la validité des calculs
effectués sous 'hypothése F = U;F; admissible, il est nécessaire d’établir le caractére admissible
d’une subdivision des F;. Nous avons alors le résultat suivant

Proposition 1.2.9 Soit V un polyédre de surface F = U; F; admissible. Alors toute subdivision des
faces F; de F donne encore une surface admissible.

Preuve. Soit V un polyédre de surface F = U;F; admissible. Soit F; = Uj}"-j un découpage en

)

n; "sous-faces" (.7-"1] ) - de chaque face F;. Les trois premiers points de la définition 1.2.6 sont
]: 7... 7n7/

immeédiatement vérifiés par U; (Uj}"g ) du fait que U;F; les vérifiait déja.

Il reste alors & trouver des vecteurs Vg et des volumes Vl-j vérifiants (H1) et (H2). Pour cela on
fixe g > 0 et on choisit une face F;. On suppose que n; > 1, sinon fij = F; qui va vérifier toutes
les hypothéses. Par (H2-2) il existe d(gg) > 0 tel que A5 = Uge(goteqvi,mocr} B (2,9(€0)) C Vi Soit
Bs(v, R) la boule de S%(R) de centre v et de rayon R. Il est alors possible de choisir n; vecteurs
Vg € Bg(vy,0(g0)) différents deux a deux tels que les adhérences des boules Bg (v{, 5(60)/(2ni))

soient deux a deux d’intersection vide (choisir par exemple Vil = v; et les n; — 1 autres équirépartis
sur le cercle de S*(R) de centre v; et de rayon d(gg)/2). En notant 1/ une subdivision de V; telle

que U }B (x,0(e0)/(2n;)) C Vz-j les propriétés (H1) et (H2) sont alors vérifiées. Par

ze{xo—&—aovg,woe]:g
exemple, on pourra choisir les domaines intérieurs V) délimités par les surfaces de frontiére extérieure
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délimitée par

Fr (Vi) =#u

_ J J’ + j’ J
; (Uj’;«éj/]-'f/ﬂ}'fyéw {$ + A +v]),NeRT,x e F NnF; }) .

La proposition 1.2.9 permet alors de caractériser simplement un découpage de surface comme
étant admissible du moment que la surface F 1’était. Par la suite, on sera amené & découper les
faces F; de polyedre de surface admissible F en des "sous-faces" ; la proposition 1.2.9 assurera alors
la validité de ’établissement de la formule intégrale approchée sur de tels découpages. Plus précisé-
ment tous les développements menés supposeront que la face (et donc les sous-faces) est admissible,
le raffinement spatial du découpage sera directement induit par la proposition 1.2.9 sans avoir &
réétablir les résultats pour ces nouveaux découpages.

Enfin, par soucis de compatibilité avec les théories du scattering [70, 54|, nous citerons un dernier
résultat en relation avec la notion de "finite tiling" introduite par Wilcox [70].

Définition 1.2.10 (Finite tiling [70]) Soit F une surface délimitant un volume V. Alors F a la
propriété de “finite tiling” si il existe :

1. un ouvert O tel que F C O,

2. des compacts K; tels que (ONF) C U; K,

3. des vecteurs v; tels que Vrg € F N K;,{xg + kv;,0 < k <1} C V°.

Proposition 1.2.11 Si F vérifie les hypothéses de la définition 1.2.6 alors 2, le domaine extérieur
délimité par F, posséde la propriété de "finite tiling" ([70]).

Preuve. Soit I’ensemble de volumes fermés définis par K; = V; N O, les V; étant les volumes
définis dans le (H1) de la définition 1.2.6, et O 'ouvert V°. Alors les points 1 et 2 de la définition
1.2.10 sont immédiatement vérifiés. Enfin, les vecteurs v; définis dans I'hypothése (H2-1) de la dé-
finition 1.2.6 vérifient alors le dernier point. m

Remarque 1.2.12 La proposition 1.2.11 permet aussi d’assurer que F vérifie la propriété de locale
compacité [70] trés utile dans les problemes de scattering. En effet, alliée a la propriété de "non-
trapping" elle permet d’établir I’équivalence entre les études fréquentielles par amplitude limite et
par absorption limite. La définition couramment utilisée du "trapping" [54] peut étre énoncée de la
facon suivante :

Définition 1.2.13 Le domaine Q est dit "non-trapping” si pour tout R > p il existe T(R) > 0 tel
qu’aucune géodésique généralisée du d’Alembertien de longueur T'(R) ne soit contenue entiérement

dans Q N {x, |z| < R}.

1l est évident que les polyédres admissibles au sens de la définition 1.2.6 ne sont pas tous "non-
trapping”. Un contre-exemple peut étre donné en considérant par exemple un polyédre étoilé dont
deuz faces formeraient un angle rentrant inférieur o w/2. Un rayon paralléle a l'une des faces aura
alors un chemin infini a parcourir jusqu’a ’aréte frontiére entre ces deux faces, et sera donc piégé
(cf figure 1.8). Toutefois, il semblerait que ce soit une condition suffisante.

Enfin, il est possible d’envisager une notion généralisée de la notion de "non-trapping” en af-
faiblissant ’hypothése "d’aucune géodésique généralisée piégée” dans la définition 1.2.13 par "il
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F1G. 1.3 — Exemple de contour admissible "trapping"

n’existe aucun ensemble de direction d’incidence, de mesure non-nulle sur la sphére unité S*(R),
engendrant des rayons piégés". Méme si il n’a pas été possible de l’établir, il semblerait que cette
notion de "non-trapping généralisé” offre une condition nécessaire a la caractérisation d’une surface
polyédrique comme admissible. Un exemple du cas limite entre une surface admissible et une surface
non-admissible peut alors étre illustré par la figure 1.4 : le "U" droit (en pointillé) ne représente
pas une surface admissible au sens de la définition 1.2.6, mais un "U" écarté (en trait plein) est
admissible. Ce dernier est non-trapping au sens de la définition généralisée proposée.

F1G. 1.4 — Cas limite d’une surface admissible : "U" droit / "U" écarté
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Séparation par (sous-)faces

En conservant les notations précédentes, le probléme de départ (1.6) est alors approximé sous

la forme régularisée suivante
OF -V x H = fg,
(Pe){ OH +V x E = fy, (1.12)

ol les seconds membres f§ et f§ sont définis sur R x R3 par :

fE= <Z[(nz x H)op,| *(x) @f) . fa=— (Z[(nz x E)op,] *(X) gpf) ’ (1.13)

% %

P; étant le plan contenant F;, et ¢f = Yoy, *(x) ¢ pour ¢ une fonction telle que, pour d(g) > 0
assez petit,
¢ € Cp(R?),
Suppy C B(0,4(¢)), (1.14)
Je=1,

ot Y.y, désigne la fonction de Heaviside de I’ensemble A. de frontiére ’hyperplan de normale v;
passant par le point 0 + ev;, et tel que 0 ¢ A..
Les études des problémes (1.6) et (1.12) sont alors reliées par

Proposition 1.2.14 Le probleme (P) est le probléme limite au sens des distributions du probléme
a second membre régularisé (P:) pour € tendant vers 0.

Preuve. Par (1.14) on voit que pour tout i le support de ¢ est lié au paramétre ¢ et vérifie
lim.-_,g Suppy = {0}, donc lim._,op; =0. =

En étudiant le probléme régularisé (P.), il est alors possible d’énoncer la solution de celui-ci
sous la forme d’une somme de termes évalués uniquement dans un des volumes de découpage V;
précédemment construits. Les permutations entre sommations, dérivations et intégrations étant
alors induites par la forme suivante :

Proposition 1.2.15 Si F = U;F; est une surface admissible au sens de la définition 1.2.6, alors
le probléeme (P-) a pour solution, en tout point (tg, Xo) € RT x P¢

< i ) (t0, X0) = 3 < I]fr > (to, Xo) (1.15)

(i x H)op 8
_ Zolto — 5, X —YCOM/< (i > H)op ]« 60 N yygeay.
Zlgmmzﬂoso JCOM |\ (s x By v ge ) )9

%

Preuve. Par le théoréme 1.2.1, la solution de (FP.) s’écrit sous la forme

E _ ’ f%)
Xo) = Z —-5,X0—-Y)CO ., Y)dsdY.
()= [, 2to=sxo-vicom [1( ) .v)e

Le découpage en une somme sur les ensembles R x V; C R x R3 peut s’effectuer car ils sont
d’intersections de mesures nulles par rapport a la mesure de Lebesgue sur R?. Chacune des fonctions
f5 et f7 étant ainsi continue (nulle) au passage des frontiéres par la régularisation (1.14) et le
caractére admissible de F donné par la définition 1.2.6.
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De méme, pour un indice i donné les seconds membres [(n; x H)dp,] * ¢ et [(n; x H)dp,] * ¢f
sont identiquement nuls sur (V;)¢, donc en particulier sur tous les V; pour j # i. L’équation (1.7)
se découpe alors “naturellement” sur tous les volumes ainsi créés de la maniére suivante :

( g ) (o, Xo) = Z( fl ) (to, Xo) (1.16)

. K3
3

° i X H)op,] * ¢5
_ Zolto— 5, Xo—Y COM/ ( [(ni % XV ) (LY)dsdy.
Z /(S,Y)ERXVZ' 2{fo ° ) 0 = [(n; x E)op,] * ¢ L)

7

Ce qui, en réutilisant la nullité de [(n; x H)dp,] * ¢5 et [(n; x E)dp,] * 5 sur (V;)¢, donne (1.15). m

L’écriture de la solution de (P:) sous la forme (1.15) permet ainsi, dans toute la suite, de ne

considérer que le rayonnement (EZ-, H;) d’un élément indicé par i et caractérisé par la normale &

la face F;, limite de son support. Nous allons évaluer séparément les termes <El~, I:Ii>. Pour cela, il

est intéressant d’effectuer un changement de variable permettant de faire apparaitre les grandeurs
nécessaires a ’approximation de la formule intégrale. Le changement de variable proposé considére

deux grandeurs principales : la normale n; & la face F; propre au terme (Ei,fIO, et la direction

t; (localisée) de dilatation des sphéres de propagation centrées en Xj. Il s’en suit donc deux cas
distincts :

1. t; et n; sont linéairement indépendants,
2. t; est colinéaire a n;.
L’expression compléte de la formule de rayonnement s’obtient enfin par sommation de tous les

termes (Ei, HZ) ainsi évalués, puis par passage a la limite en 0 sur €.

1.2.2 Cas des faces non-perpendiculaires a la direction d’observation

La premiére étape a l'obtention de la formule intégrale approchée est I’écriture du systéme de
coordonnées locales, dans le cas le plus général ot nous disposons de deux directions privilégiées
distinctes : la normale & la face et la normale aux sphéres de propagations centrées en 1’observatoire
Xp. L’établissement de relations préliminaires de calcul dans ce repére est aussi effectué.

Définition du systéme de coordonnées locales

Soit X le point de référence choisi en dehors de la surface de Huygens F = U;F;. On note
Sr(Xp) la sphére de centre Xy et de rayon R. Soit X; un point de F;. On suppose que 'on peut
décrire F; dans un voisinage de X; par une équaton de la forme f(M) = 0, M € V(X;) N F;.
On supposera de plus que f est au moins de classe C! dans V(X;) N F;, et que F; est localement
convexe. Cette derniére hypothése est directement liée a la définition des surfaces admissibles. En
effet, celles-ci nécessitent que les F; soient plans mais ne pré-supposent rien d’autre sur la géométrie ;
entre-autres, elles pourront étre données comme des disques ou des morceaux de disques.

Soit h; une fonction définie sur un intervalle contenant 0, a valeur dans V(X;)NF;iNS)x, - x,|(Xo),
permettant de décrire localement autour de X; la courbe F; N S| X,— XO|(X0). La fonction h; associe
ainsi & tout point X7 de I'arc de cercle V(X;) N F; N S|x,_x,|(Xo) une abscisse curviligne o; telle
que X! = X; + hi(0y).
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X0 .

L S (X0

F1G. 1.5 — Description du systéme de coordonnées locales utilisé

Remarque 1.2.16 Pour obtenir une description explicite de la fonction h; il suffit de considérer
par ezemple la rotation R (0;)(.) d’angle o, de centre Xo et d’ave n;; un point X de V(X;) N
FiNS|x;—x,|(Xo) est alors repéré par :

X} = Ry, (0:)(X) = X+ (BY,(0)(X0) = X)) = Xi + hi(0). (1.17)

La définition de o; s’étend a tout point M € V(X;) de la fagon suivante : si X/ désigne l'intersec-
tion de I'arc de cercle V(X;) N F; NS x,—x,|(Xo) avec le demi-plan (affine) contenant Xo, M, et n;,
de bord (Xp,n;), alors abscisse curviligne o; de M sera celle de X conformément a la définition
précédente (cf figure 1.5).

Le systéme utilisé est alors défini par

Définition 1.2.17 Un point M € V(X;), sera désigné par M : (1;,1;,04), ol
— o; représente l’abscisse curviligne associée a la projection de M sur la représentation par h;
de F; N S\Xi—Xo|(XO):
— n; la coordonnée suivant la normale a F; en X; + hi(o),
— et 7; la coordonnée suivant la normale & Sx,—x,|(Xo) en X; + hi(o).

Conformément & la définition de o; pour tout point de l'espace, on a 7; € [—|X; — Xol, +00],
et on obtient un systéme de coordonnées de type cylindrique (7,6, z) déformées ou 7; joue le role
de z, et o; celui de 0. De plus, toutes les représentations h; de V(X;) N F; N S|Xi_X0|(Xg) étant
équivalentes, par commodité on choisira dans la suite une représentation sous forme d’une fonction
de [0, 27[ & valeur dans P;NS|x,—x,|(Xo) telle que h;(0) = 0 (cf par exemple la description (1.17) de
la remarque 1.2.16). De méme, 7; représentant la coordonnée selon la normale F;, elle sera choisie
telle que F; C {n; = 0}.

Proposition 1.2.18 Soit M € V(X;). Le passage des coordonnées (x1,x2,x3) (dans le repére car-
tésien classique) du point M, au repére local (1;,m;,0;) est donné pour tout k € {1,2,3} par :

Ti

i — TiDi 0
gt M(hi(ai)+Xi_X0)k+ i — Tip f (X; + hi(o3)). (1.18)

xp = (Xi + hi(04))
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Preuve. La relation 1.18 se vérifie directement a l'aide de la définition des coordonnées locales
1.2.17 m

Il est alors possible de créer un repére local associé aux coordonnées précédemment définies. Pour
un point M(7;,m;,0;) € V(X;), on note t; le vecteur normal & S)x,_x,|(Xo) au point X; + h;(0;),
n; le vecteur normal & F;, et s; le vecteur tangent a V(X;) N F; N S| x,—x,|(Xo) au point X; + h;(0;)
complétant (t;,n;) en une base. En désignant par p; le produit scalaire t; - n;, on a ainsi

0 — Vf(XZ + hz‘(Ui))
b VXA hi(on)]
b = hi(oi) + X; — Xo _ hi(oi) + X; — Xo
' |hi(o;) + X — Xo | X — Xo| ’
Si = Ohilos) Ti oL, + (i — Tipi)% - Ti%ni 9
do; do; do; do;
= (| X; — Xo| + Tz‘)gz + (g — Tipi)(;]:z — Ti((;ini.

Remarque 1.2.19 On peut alors constater que pour t; = £n; ce systéme de coordonnées est mal
(pas) défini (a Uinverse d’un systéme de coordonnées cylindriques classique), ce qui rejoint naturel-
lement la nécessité de traitement en deux étapes évoquée au début de la section 1.2 : p; # +1 puis
Pi = +1.

Simplifications (géométriques) préliminaires

Afin de simplifier tous les calculs suivants, p; = t; - n; dépendant a priori de la valeur de o; (car
t; dépend de 0;), on commence par établir le résultat suivant

Proposition 1.2.20 Le produit scalaire p; = t; - n; est indépendant de o;.

Preuve. Pour toute valeur de o;, le vecteur t;(o;) est obtenu par rotation de t;(o; = 0) autour
de Vaxe (Xo,n;), donc Yor, (t;(0;), n;) = (R;‘go(ai)(ti(o),ni) = (t;(0),n;). m

Il est alors possible de démontrer que le choix de coordonnées locales induit une base naturelle
correspondant & un repére orthonormé

Proposition 1.2.21 Soit r; le vecteur définit par r; = t; — p; n;. Alors le repére naturel associé au
changement de variable (1.18) est (r;,n;,s;).

De plus, le triplet ((1 —p)) V2, |si| sy, ni> forme un repére orthonormé.

Preuve. La différentiation en 7;, 0; et 7; de I'expression du changement de variable (1.18)
permet de vérifier immédiatement que (r;,n;,s;) est bien le repére associé a (74,1, 0;).

Montrons alors que <(1 —p2) " Y2ry, Isi| 7 sy, ni) est bien un repére orthonormé. Les vecteurs
|s;|~!s;, et n; sont évidement normés. Pour r; on a \ri\Q = \ti\z —Hol2 |ni\2 —2p;it;om; =1 —p?, d’ou
(1—- pf)_l/ 2r; est aussi un vecteur normé. Il reste & vérifier I'orthogonalité de ces trois vecteurs
deux & deux. Tout d’abord, la proposition 1.2.20 permet d’écrire

si-n; = (| X; — Xo| + 7 — 7) Osp(0;) = 0.
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Comme de plus F; est portée par un plan, il vient naturellement d,n; = 0, et donc I’expression de
s; devient

ot;
0o’

Puisque le vecteur t; est normé, on obtient ensuite t; - s; = 0, et donc

si = (| Xi — Xo| + i) (1.20)

si = (t; —pin;) -s; = 0.
Enfin lagti|_160ti = \si|_lsi donc n; x Ost; = |0st;|n; X (|sl| 1 ) De plus s;.n; = 0, et
|n,~ X (]si\*l sz)‘ =1;dou

Dt 1 1
o%i Si TR (1.21)

X —— =n; t; | =
i laati‘ ‘Sz‘ / /71 _p? i ,71 _p?

le signe + étant fonction du sens de parcours selon o de F; N V(X;) N S|x,_x,|(Xo). =

Remarque 1.2.22 D’aprés son expression, r; correspond en fait & la projection de t; sur F;. Il est
ausst le vecteur de base associé d la variable T; dans le repére différentiel naturel lié aux changement

de variable (1.18).
De plus, par (1.21) on remarque que pour p; = £1 on a alors par les formules précédentes r; — O

et (1 — p?)il/2

ti ~ :&:ni.
Enfin, le repére orthonormé ((1 —p?)

lr;| = 1; on retrouve bien le probléme de définition du systéme de coordonnées pour
—1/2 r;, |Si|_1 Si, ni) est direct lorsque X;+ h;(0;) parcours

FiN S\ x,-x,|(Xo) dans le sens direct autour de l’aze (Xo,1n;), et indirect dans le cas contraire.

De méme, le résultat intermédiaire suivant peut étre ainsi établi

Proposition 1.2.23 Pour tout o; € [0, 27|,
‘ (ti X 8Uti) . n,“ = 1 —p? ‘8criti|- (1.22)

Preuve. Comme (t; X Ost;) - t; = 0 et |[t; X O,t;| = |O5t;|, on en déduit alors que t; X dyt; =
+(1- p?)il/2 (—pi |Osti| t; + |05ti| n;), ce qui démontre (1.22) par passage au produit scalaire avec
n, N

Enfin il est possible d’établir les formules permettant d’obtenir les dérivations des vecteurs de
bases suivantes :

Proposition 1.2.24 Pour tout o; € [0,27], on a les relations de dérivations suivantes

(9 0
n,;) 87( n;) =0,
ga( >_
0 X, — Xoy,/ |S%|
I BT A
90 &l | Xi — Xo 1—29?'1«"‘}
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0 r; 0 S; 0
== )= =5 (0-hi) =0.
4 or <|rz|> or (]sz| 87'( whi)
Preuve. Ces formules s’obtiennent directement grace aux résultats précédents et en remarquant
que lﬁgti\ = ‘Xl — Xo’_l |8Uhi‘ = ’Xz — X()’_l. [ ]

Jacobien du changement de variable

Pour les manipulations ultérieures sur les dérivées apparues dans la comatrice COM, et pour
obtenir une expression de la formule intégrale approchée indépendante du systéme de coordonnées
locales, il faut commencer par exprimé le Jacobien du changement de variables effectué

Proposition 1.2.25 Le déterminant du Jacobien associé au changement de variable (1.18) a pour

exTPression :
T
J=1/1-7p? <1+Z>. 1.23

Preuve. Par (1.21) on sait que |r;| = /1 — p?, et par (1.20) il vient |s;| = (| Xo — Xi| + 7;) |0oti| =
(14 |X; — Xo|"'7). Donc comme (r;, n;,s;) forme une base orthogonale associée au changement
de coordonnées, on en déduit le résultat par ’expression du volume élémentaire |det (r;, n;, s;)|. ®

Noyau du d’Alembertien : 2,

L’utilisation de I’écriture compléte du noyau de Green des équations de Maxwell instationnaires
homogénes nécessite d’évaluer la solution élémentaire du d’Alembertien Zs. Pour cela, il faut procé-
der en utilisant les distributions de Riesz-Hadamard définies par parties finies de fraction rationnelles
de la distance hyperbolique (cf [59]). Ce résultat étant bien connu nous nous contenterons donc de
donner son expression dans le nouveau systéme de coordonnées. Toutefois une démonstration dans
le cas du milieu & pertes de I'obtention d’un tel résultat est fournie dans I’annexe B, proposition
B.1.2.

Proposition 1.2.26 Dans le nouveau systéme de coordonnées, la solution élémentaire du d’Alem-
bertien s’écrit :
Ot=|Xi+hi (o) +ritit+(m—ripi)nil

Zo(t, Xi + hi(oy) + 7iti + (i — Tipi)n;) = X, + (o) + 7t + (7 — mpr)m]” (1.24)
K2 (2 1Y (] K2 ]

ot t est choisi positif strictement.

Remarque 1.2.27 2, représente [’expression distributionnelle du noyau de ’équations des ondes
dans le systéeme choisi. Les intégrations de celui-ci devront alors faire intervenir le déterminant du
Jacobien du changement de variable.

Remarque 1.2.28 L’objectif étant d’évaluer la formule intégrale approchée au point Xy, dans la
suite, on fera porter la convolution sur le noyau du d’Alembertien tout en évaluant le résultat au
centre du repére, ce qui permettra alors la simplification suivante :

5to—t:a(ﬂ'ﬂ7i)

Zy(to —t, Xo — (Xi + hi(0i) + it + (0 — Tipi)m;)) = dma(rm)
1y '
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ot a7, m;) ne dépend pas de oy, et d; = |X; — Xo.

Le choiz de coordonnées locales effectué s’explique alors par le fait que o; devient une coordonnée
tangente a la propagation (Z9 ne dépend pas de cette variable), et que pour tout point de la surface
Fi (donc vérifiant n; = 0), la variable T; jouera le double réole de variables temporelle et spatiale.

Ecriture de la comatrice

Afin d’écrire les termes de dérivations sous une forme plus exploitable dans le systéme de coor-
données locales, on commence par introduire une simplification préliminaire

Proposition 1.2.29 Si pour tout i, les fonctions E et H définissant fg = > ,(n; x H)op, * ¢ et
& =>;(n; x H)dp, x ©5 vérifie ’hypothese suivante :

et appartiennent a C2(R*, HY/2*Y(V(P;))), pour V(P;) voisinage de P; et v > 0, (1.25)

alors fg, et f§ sont, au sens des fonctions, dans le noyau de l’équation des ondes vectorielles

{ FE et H sont solutions des équations de Mazwell

2

ot?

Preuve. Comme, pour tout i, n; x H et —n; X F sont donnés comme traces tangentielles sur

F de champs électromagnétiques (F, H) suivant les équations de Maxwell instationnaires homo-

génes au voisinage de F, elles sont donc solution de (1.26) (E et H le vérifiant déja). Enfin comme

fe="(n; x H)op, x¢5 et f& = —,(n; x E)ép, %5, en appliquant Popérateur 6713+ V x V x I3

aux membres de gauche des convolutions précédentes, on en déduit que ff, et f§ sont solutions de
(1.26). m

—I34+V xV xI3=0. (1.26)

I1 est alors possible de faire intervenir I’équation des ondes vectorielles & COM afin de simplifier
I’écriture de cette derniére. Ensuite, par utilisation du changement de variables avec les coordonnées
locales précédemment obtenues, on a le résultat de décomposition suivant :

Proposition 1.2.30 La matrice des cofacteurs COM associée au systeme de Mazwell exprimée
avec les nouvelles variables (re-notée COM; ), prise contre le vecteur (f5, f&)T s’écrit :

0
. ROTz _7]13
COM; = < R%TZ R(,())T > P ot : (1.27)
! —I3 ROT;
ot
ot ROT; est lopérateur auz dérivées partielles défini par :
V 1- pg Si 0
ROT;, = —5—— —113 + ——X —]13 +1n; x —I3, (1.28)
J |Sz‘ on

Flrzl

. . — . L. — 0 I
ou, par convention, pour tout vecteur | et toute variable v on désignera par @ x —Is Uopérateur

ov

0
qui & toute fonction f dérivable a valeur dans C associe le vecteur i x <8Vf>

Preuve. La formulation (1.27) s’obtient aprés avoir introduit I’équation des ondes vectorielles
(1.26) & COM;, comme f5, et f5; la vérifient, et ensuite effectué le changement de variables proposé.
En factorisant 'opérateur ROT; décrit par (1.28), une identification des termes de COM permet
d’obtenir (1.27). m
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Simplifications sur la convolution de Z5 par la comatrice

Partant de la remarque 1.2.28, et aprés avoir utilisé ’écriture (1.27) pour simplifier I'expression
(1.16) évaluée en (9, Xo), la comatrice de Maxwell se décompose sous la forme d’une somme de
deux opérateurs COM; = A; + B;, de la maniére suivante :

— un opérateur B; faisant apparaitre les dérivées tangentes au cone de propagation centré en

X, soit des dérivées selon o :

1—p2 . 0 ——TI
B, — VPO [si) o’
J 0o | s QHS 0
ot
+ Low o 5 ny x g ) + Lov o x SL
Vo T (s Vo xS
J  Ono \ [si 0 J  Ono |si ‘
Lo (s N L (s o
Joro \|ri| ~ |si] om0 Isi] e C°
-p 0 (s s Lo (s s
J2 00 \[si| ~ Isil T J2d; 0o \[si| T si| T °

ot I3 représente 'opérateur identité de L2(R3), et Ig celui de (LQ(]R?’))Q7
— un opérateur A; comportant les termes de dérivation suivant le support décalé de 25 (i.e. les
dérivations par rapport aux autres coordonnées : 7;, 7; et t)
0 0

. 0 ——I 0 ——I

J1—p2g 07 | ril Sl 0 J on Sl 0

1 82 r; r; 1 82
e T (T x X T ) = (T x oy X T
(1—p?)J67’7’( |ri\><|ri|>< 6>+J87777( n; X n; x )

2 2 .
+ 1 87 <J Ii X n; X ]Iﬁ) 71 4 <Jn, |:.Z‘ X H6>

/1 —p2J ont \U |4 /1 —p2J ont
1 0 J S; S;
— - X ]16
J(l—Pf)dzﬁT <1+Tz 1’51| |SZ| >

Remarque 1.2.31 Dans les écritures respectives de A; et B;, le terme 1/J est toujours mis en
évidence devant les dérivations, ces derniéres englobants tous les autres termes (produits vectoriels
et facteurs multiplicatifs). La motivation d’une telle factorisation est de pouvoir dans la suite faire
passer les dérivées partielles, présentes dans la convolution (1.7), de ces termes sur Zs. Le facteur
1/J permettra alors d’effectuer la simplification par le jacobien du changement de variables sous les
signes SoOmmes.

+

La séparation du terme (Ei, fﬂ) de (1.16) en deux parties, en se servant des opérateurs A; et

B;, donne alors

(f[?)(to,xo) = / Zy(to — 5, Xo — A/( > Y)dsdY.
i (5,Y)ERXR3

+/ ZQ(tQ — S,X() — Y)BZ/ ( g ) (.,Y)dsd}/. (1.29)
(s,Y)ERXR3 o \JH
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10
Afin d’évaluer le second terme, qui ne comporte que des dérivations de la forme T ft,1i,00,m5),
o

on établit le résultat suivant :

Lemme 1.2.32 Soient v l’application de C*®°(R*) définie par v : (t, X) — (to — t, Xo — X), et Q)
le sous-domaine de R x R3 défini par

Q/\ = {(t,TZ’,U,',m) G]to + )\,—FOO[X [—di + A, —1—00[ X [0, QW[XR}

pour X\ > 0 quelconque donné. Alors, pour toute fonction réguliere f telle que Suppf C 2, on a

7

0
/ (Z20 ’Y)(t,X)ia f(t,7i,00,m;) dtdridoidn; = 0.
o
Preuve. Soit f telle que Suppf C ). On a alors

/ (2o 07)(t7X);f(t7Ti,Ui,ni) dtdr;do;dn;
g

~ [ o) | [ o e non) do| dvardy.

car Z9 o y(t, X) ne dépend pas de o; d’aprés la remarque 1.2.28. Enfin, comme f est réguliére, on

0
a / —f(t,7i,04,m)do; =0. m
o€[0,27] Oo
Comme X, ¢ F; il toujours possible de trouver un A strictement positif (choisi suffisamment
petit) tel que les fonctions f§, et f§ vérifient les hypothéses Supp(f5;) C 2y et Supp(f§) C Q. Le
lemme 1.2.32 permet alors d’annuler le terme B; dans la décomposition de la comatrice.

Il ne reste plus qu’a évaluer la partie A; de la décomposition. Pour cela on va établir deux
lemmes techniques permettant de calculer les résultats de ces dérivations.

Lemme 1.2.33 Soient A > 0 assez petit, v la fonction et Q2 Uensemble définis dans le lemme
1.2.82, alors dans D" (€2y)

(Z2*,x) (Vi ®6x)) o(t, X) = Y(to —t — a(ri,m))

47[‘0[(7’1‘,’1%) ’
Ti 7} niong
avec a(7i,m;) = diy [ 14 2(1 —pf)j +(1- p?)d% + 2p,~df + d%’ et ou'Y; est la fonction de Heaviside

de lensemble {t > 0}.

Preuve. Soit f € D'(RT x R3\ {(0,0)}), alors

(Z2*4,x) (Vi ©0x), f) =/47T_|X|Y(t)f(t+s,X)dsdth:/W

£(t, X)ds dX,

Yt —|X])
4r| X|
en appliquant la translation v, D'(R* x R3\ {(0,0)}) devenant D’ (£2)), et en passant dans le repére

local ou | X — Xo| = a(7,n;). ®

d’ott 22 # (¢, x) (Yoo ® 0x) = dans D'(RT x R3\ {(0,0)}). Le résultat s’obtient finalement
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Lemme 1.2.34 Soient A > 0 assez petit, et Qy 'ensemble défini dans le lemme 1.2.32. Soit f une
fonction réguliére a support compact telle que Suppf C )y, alors on a les relations de dérivation
suivantes

1. Vu € {r,n},
Y toit*a TZ?”Z))Q
dra(Ti, n;) o

/ {Y(to —t—a(m,m)) N 6(to — t — a(mi,mi)) | (i, mi)
dmo(Ti, m;)? 4o, ;) O

(f(t, Tiy 04, T}Z)) dthidO'idni =

f(t, Tiy Oq, 771) dthidO'idni,

2. ¥(u,v) € {m,n}?,
/Y to—t—« Tzanz)) 0?

Ara(Ti, n;) ouv

(f(t,7i,00,m:)) dtdrido;dn; =

/ _OPa(mi,m) Y (to —t — a(mi,m)) n o 0a(7i,mi) 0a(7i,mi) ¥ (to — t — a(7i, mi))
v 4T, mi)? o v 4o, mi)3
_3204(71'777@') 6(to —t — a7, mi)) n 2304(7'1',771‘) Oa(ri,ni) 6(to —t — a(Ti, mi))
ovp dra(Ti, n;) o ov dra(Ty,m;)?
dau(i, mi) Oou(mi, i) 6(to — t — (i, mi)) . I
+ o v dma(Ti,m;) De| fEs 7,0 1) didradosdy,

ou Dy est l'opérateur de dérivation en t.

Preuve.
1. La premiére relation s’obtient par intégration par parties, en remarquant que

Y to—t— iy 1[5
/ o < - e ))f(t77—i70i777i)d75> drido;dn; = 0,

dra(T;, m)

car f est une fonction réguliére & support compact, et que son support ne touche pas les bords
du domaine d’intégration en (7;,7;). On a ainsi

0= — / Wf(to - OZ(Ti)ni),Ti, 0j, nl)dthldaldnz
i

_/ 804(73, ni) Y (to —t — a(ri, mi))
Ao (7, m;)

f(t,7i, 04, m;)dtdrido;dn;

Y(t o—t a(r,m;)) 0
— f(t, 73,04, m;)dtdr;do;dn;.
/ 47['04 Tum) 8Mf( e 77) T

0
2. Pour démontrer la seconde relation, il faut utiliser . avec la fonction E (f(t,1i,04,m;)), puis
v
que

/ da(ri,mi) 6(to — t — a7, 1)) g

8“ 47Ta(7-’i7 771) ov

0 ([ 9da(ti,n;) 1 L

5 ( (‘3/1 471'04(73,770 f(t() O‘(Tzam);ﬂ,%’m)>

d(to —t — T, mi)) Oa(Ti,mi) Oc(Ti,mi) g -

—i—/[ dro(Ti,m;) op oy ot (t, 75,046, 1;)
a aa(Tlanz) 1

Kz O Amwa(ri, mi)

(f(t,7i,00,m)) dt =

) O(to —t — almi,m)) f(t, 7, O'z‘,m)a] dt.
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Enfin, comme f est une fonction réguliére & support compact, et que Xy ¢ Suppf, on a

0 (Oa(ri,mi) 1 DN e o g
/]R:aal/( o 47ra(7'i777i)f(t0 0&(7—27771),7_1,01,7h>)deszdnz_07

d’ott le résultat en reportant dans I’expression obtenue a partir du ..

Remarque 1.2.35 Comme dans la suite (1;,m;,0;) € Suppfg,H et Suppf%}Hﬁfi =0, on en déduit
donc que o est C*° sur Suppfs, 4, et donc toutes les dérivées successives de a(T;,n;) présentent dans
les lemmes 1.2.32 et 1.2.34 sont définies.

Les deux formules précédentes utilisent complétement le caractére mixte espace-temps de 1’écri-
ture de la résolvante des équations de Maxwell choisie. En effet, elles permettent, en faisant porter les
dérivations spatiales des fonctions second membres sur Z,, de transformer des dérivations spatiales
(suivant 7; ou n; ; 0; étant tangent a Zs il n’intervient donc pas) en des combinaisons de dérivations
temporelles de ces fonctions. La formule intégrale compléte, et a fortior: la formule approchée, sera
ainsi donnée par combinaisons de termes ne faisant plus intervenir de dérivées selon les coordonnées
locales.

Ecriture de la formule intégrale compléte

A partir des expressions des différents termes (comatrice, convolution par le noyau de ’équation
des ondes,...) obtenues précédemment, ainsi que des lemmes 1.2.32, 1.2.33 et 1.2.34, nous pouvons
récrire la formule intégrale simplifiée dans le nouveau systéme de coordonnées. Toutefois, afin d’al-
léger le développement des termes de (1.16), aprés utilisation des lemmes 1.2.32, 1.2.33 et 1.2.34,
on pose préalablement certaines notations résumées dans la définition suivante

Définition 1.2.36 Pour tout A\ strictement positif assez petit, on introduit les quantités :

1. IC}L et IC?W : fonctions de |—d; + X, +00[ x R & valeurs réelles, indicées par (u,v) € {r,n}>.

Oau(Ti,m;)
1 . )
Oal(Ti, m;)
2 . R4
IC,Uﬂ/ . (Tia 772) = 8V,u, s

2. R}L, Ri’},, R2 - opérateurs indicés par (p,v) € {r,n}>, définis sur |—d; + X, +00[ x R de

(187
domaine CS.

1 0 —I

1 . . 1 .\ 3

R, (75, mi) — EIC#(TZ,nZ),u X ( I, 0 ) ,
1

Ruy & (1imi) = E’C};(Tiani)lci(nﬂ%)ﬁ x UV x I,
1

/R’ivl’ : (Ti’m) = E’Ci,u(n’ni)ﬁ XV x I,

r; .
——siu=71 (resp.v=r1),
avec T (vesp. V) ={ 1—p? : ( )

n;sig=mn (resp.v=n).
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3. R}LJ : opérateur défini sur (|—d; + A\, +oo[ x R) x 8.

v
dm(1—p3)

)

’Ci(ﬂwm)i X b x Is.

Ri’,a : (Tiani) = ’S| |S‘
i i

Par utilisation des lemmes 1.2.32 et 1.2.34, toutes les dérivations spatiales sont remplacées par
des combinaisons de termes, donnés par les défintions précédentes, et de dérivées en ¢. Il est alors
possible de permuter 'intégration en Jdtdrdodn et la convolution par ¢f. Finalement, par passage

a la limite en € — 0 et par la proposition 1.2.14, on trouve une écriture simplifiée du terme (Ei, FIZ>

de la formule intégrale exacte, résumé dans la proposition suivante :

Proposition 1.2.37 En utilisant les notations de la définition 1.2.36, et si les fonctions E et H
vérifient l'hypothése (1.25), alors le terme (Ei, I;Tl) de la décomposition (1.15), dans le cas t; # +n;,

est donné, pour tout X en dehors du polyédre de surface admissible F, par :

< flz ) (to, Xo) = /f 04(1 . Rulm) + > Ruu(mm) D (1.30)

! 7is i) ne{rn} (uv)e{rn}?

E 1 2

— R —R2 (ismi) + ———RYL (7, m;
* Q(Ti,ni) M<T7n)+ Z ( u,u(ﬂﬁ)*‘ a(Ti7ni) u,y(Tan)
netrnd ()€ (rn)?

1 2
S (———R2, () + R
* 2( (i, 1) “’V(T’H)Jrag(mm) o
(wv)e{rn}

_ Rtlf,U(Ti777i) ]I] ( (ni X ]{)(5}'Z

Rcl)',U(Ti7ni)
(| Xi — Xo| +7)

(mm)) I —

to — a7, m;), X)Jdridodn;,
(1X; — Xol + m)alr,n) | \ —(ni x E)dx, )(0 a(ri, m), X) Jdridoidn

ou Dy et I; sont respectivement les opérateurs de dérivation et d’intégration en t.

Remarque 1.2.38 Le caractére ponctuel de la formule intégrale (1.30) provient de la régularité
supposée dans l'hypothése (1.25).

Approximation de la formule intégrale

L’expression (1.30) propose une réécriture largement simplifiée dans une base spécifique de la
résolvante des équations de Maxwell avec second membre évaluée en (tg, Xo). Toutefois, les caractéres
récursifs et non-locaux espace-temps des termes qui la composent ne permettent pas a priori une
exploitation numérique suffisamment intéressante. Pour alléger celle-ci, une écriture approchée et
ne faisant plus intervenir le repére local est proposée :

Proposition 1.2.39 Si les fonctions E et H vérifient ’hypothése (1.25), et si elles vérifient de plus

n, x 4E(t<0,.)=n;xE(t<0,.)=0etn; xH({t<0,.)=n; x Ht<0,.)=0. (1.31)

alors sous U’hypothése t; # +n;, le terme <E~1,I;TZ> de la décomposition (1.15) vérifie, pour tout
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point (to, Xo) € RT x V°, vérifie

E’i _ 1 0 0 —Ij 0 0 n; x O, H .
< ﬁl > (tO’XO) N /_’]v.‘l |:47le {tz x < Hg 0 > +tz X t'L X ]I6 _(nl X 8tE) (tO dl,.)

1 0 0 —]I3 0 0 ) ) nZ‘XH )
+47rcl§{tix<]lg 0 >+3ti><ti><]l6 2n; X n; x Ig ~(n; x E) (to — d;,.)

1 to—d; . :
+447rd3 / {31‘:? x t) x Ig — 2n; x n; x ]Iﬁ} < ?;IXXFIE) > (s, .)ds] dS; + O (2) ,(1.32)
i J0 i ;

ou, dS; est l’élément de surface de F;, n; la normale unitaire a F; sortant de V, d; est la distance
d’un point X; quelconque de F; a X, t? = (d;))"' X; X, et 6; est le diametre de F;.

Remarque 1.2.40 L’hypothése (1.31) est trivialement vérifiée dans le cas d’un étude causale. En
effet, si les sources sont localisées dans Uintérieur du polyédre V délimité par U;F;, alors on a
effectivement n; x OfH(t < 0,.) =n; x 0fE(t <0,.) =0.

Preuve. La proposition 1.2.39 s’obtient, a partir de (1.30), en considérant que sur chaque face
Fi, T; et d; vérifient une relation de la forme Tidi_l << 1. Un développement limité de l'intégrande
de la formule (1.30) en 7;d; ! est alors effectué a I’ordre 0.

Dans un soucis de mise en évidence des homogénéités en 7;/d; et d;, notons & la fonction

a(y,m) = \/1 +2(1 = pP)y + (1= pf)y + 2pin/d; + 7 /d.
A partir des termes de la définition 1.2.36 introduisons les quantités suivantes :

1—p?+(1—pi)y

KL (v, m) =
= (v, M) R

= i + i/ d;

KL, (y,m) = DI

) = S
2
T T Gy, i) ad(y,m)/d?

2 1 (pi + ni/ds)*

IC. . s 1) = = o= ’
NisMi (’7 N ) a(’y, 7’]1) Olg('% nl)/d?

_ - 1—pZ + (1= p?)v) (pi +mi/di)
K2 (y,m) = K2 i:—( . . .
TisNi (77 77 ) Mi Ti (’77 77 ) &3(77 nz)/d?

Nous avons alors pour tout (y,v) € {r;,n;}> :
ICLIL(TZH 7]@) = K";IA(TZ/dZ? 7]@) et K;217V(Ti> 771) = ]az,u(Ti/div 771)

Le développement limité en v = 0 & Pordre 0, avec reste intégral, de chacun des termes de (1.30)
peut alors étre explicité. Pour cela on considére le développement limité des parties scalaires de
(1.30). On obtient donc des termes de la forme

an

K 1_pl2+(1_pi)28~ N (t — als.n: LS -~3 ; —al(s,n; S
o[ S R s = ) 0, (5 s ) £ 6 s, s,
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oun € N, v =m7/d, l@(’y, ;) est une des fonctions précédentes, et enfin f est une coordonnée
de &,E, &,H, E, H, [, E ou encore [, H. La premiére partie du membre de droite correspond a
Iexpression avant projection sur la surface F; de la formule approchée. Nous allons donc évaluer
successivement les restes intégraux des développements limités de tous ces termes.

1. termes en & (v, m)K’if(t —a(y,m)), i € {m,ni} : tous ces termes admettent une écriture
sous la forme

BM(S)

Wf (t —al(s,m;))| ds. (1.34)

K Au(s) "t — als. e
o[ | =) +

avec A, et B, polynémes en s :

Ar(s) = (1= p2 + (1 —p;)%s)°
Bri(s) = (1= p})(p? — (1 — p)(s + > + 1) + pami /d; + 2/ d?),

{ Ay () = (1= p})(pi + i/ dy)
By, (s) = (1= pi)(pi + ni/di)(1 + 5).

Comme p; € [—1,1], le coefficient de f" dans (1.34) est alors borné pour n; proche de 0 par
une constante C' indépendante de d; et p;. la premiére moitié de (1.34) peut donc étre majorée
par C'sup,¢joq | f'(r)]. Pour la seconde moitié de (1.34), en utilisant I'hypotheése de causalité

f(t<0)=0, (1.35)

il vient

B,(s) P,(s,s)

M
Wf (t—a(s,m)) = —/8 e F(t—als',m)) ds,

ou M > 0 est choisi tel que t — a;(M,n;) < 0 (donc M — oo pour t — o0), et P, est un
polynome en (s, s) :

Pr(s.8") = —(1=p}) (L + ") (0} — (1 = p})(s +1)?),

Py (s,8') = 2(1 = p})* (L + 8) (L + 8") (i + i/ dy).-

Comme précédemment, le terme 1/(G%(s,n;)/dy) est alors borné pour s > 0, par une constante
C pour n; — 0. La seconde partie de (1.34) est donc bornée par

Cs sup |Pu(s,s)|/(a(s',mi)/di) sup |f'(r)].
s'€[s,M] rel0,t]

Enfin, le polynéme P, (s, s") étant d’ordre 1 en s’, et &(s’,7;)/d; étant équivalent & s’ pour s —
00, le rapport |P,(s,s")|/(a(s',n:)/d;) est donc borné pour ' € [s, M]. C’est un grand O(1)
pour s au voisinage de 0 et s" € [s, M], le terme C(1 + s supyeps g |[Pu(s, 8)|/(a(s',mi) /di))
est donc équivalent a C' au voisinage de s = 0. On en déduit donc aprés intégration que le
reste intégral de &~ !(y, m)f(}if(t — a(7,m;)) est majoré par

< Cv sup |f'(r)]. (1.36)
rel0,t]
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2. termes en dil(fy,m)f(ﬁf(t —a(y, )KLt — aly,m)), (u,v) € {7i,m;}* : tous ces termes
s’écrivent sous la forme

+/0” [WH (S’Ui))JFas)(fof( a(s,mi))| ds. (1.37)

avec A, , et B, , définis par :

{ Anm(s) = (1 _p?)g(l + 3)3
Briri(s) = (1=p))* (1 +8)(07 — (1= p)(1 + 5)* + dpimi /d; + 207 /dF)

{ Apimi (8) = (1 —p; )(1 + 5)(p; +ni/d;)?
B, i (8) = 3(1 — p; )2(1 +5)(pi +mi/ds),
)

{ A‘th'(s) = (1_pz§ 2(1+5)2(pi+77i/di) ) ) )
By, i (s) = (1= pi)(pi + mi/di) ((pi +mi/di)* — 2(1 — p) (1 + 5)°) .
En procédant toujours comme précédemment, on majore le premier terme de (1.37) par
C'sup,¢joq |f'(7)], et, par utilisation de I'hypothése de causalité (1.35), le second terme est
récrit sous la forme

P

By ) — M MV(SS) _als o
e ) == [ e (et

ou P, est le polynéme en (s,s’) :
Prr(s,8) = —(1=p))* (1 + 5) (1 + ") (2(pi +mi/di)* — (1 = p}) (1 + 5)*),
Pyi(s,8') = 3(1 = pf)* (1 + 8)(1+ &) (ps + i/ di)?,

Pyori(s,8) = —(1 = p3)(pi + i/ di) (L + 8) ((pi + mi/di)” — 2(1 = p})(1 + 5)*) .

Il se majore alors par C's supg s ar [Pu(s, s')|/(a(s', nz)/d )sup,¢poq |f/(r)], ot le rapport
|Pu(s,s")|/(a&(s",m;)/d;) est borné pour s proche de 0 et s’ > 0. Fmalement le terme (1.37)
est & son tour majoré par (1.36).

3. termes en & 2(v, nl)f(}tf(t —a(y,m)), i € {Ti,mi} : ces termes se mettent sous la forme

Y Ai() — als.n; Bi() S. M P
+/0 [a4(5 m)/dsf (t —a(s,m)) + s, 77Z)/d?)f( a(s,mi))| ds. (1.38)

avec A, et B, polyndmes en s :

{ aote- (1 (14 8
By (s) = (1= p7) ((pi +mi/di)* = 2(1 = p}) (1 + s5)*)

{ Ay (s) = =1 =p})(pi + mi/di)(1 + s)
By, (s) = =3(1 — pi)(pi + mi/di) (1 + 5).
On traite ici le coefficient de f’ dans (1.38), comme le second terme de (1.34). En introduisant

I’hypothése de causalité
ft<0)=f(t<0)=0, (1.39)

on a ainsi

A,u(S) " — als.m)) = — M PM(S S) —als Y
Wf (t = als,m)) = /8 &t (s, m;)a(s, m)/d5f (t —a(s',m)) ds’,
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ou P, est un polynéme en s et s :
Pr(s,s) = =(1=p})*(L+5)(1 + &),
Pm.(s, 5/) =—(1 _p?)z(l + S/)(pi +ni/di)-
Comme précédemment, le terme 1/(&*(s,7;)/d}) est alors borné en s > 0 proche de 0 par une
constante C' pour 7; — 0. La premiére partie de (1.38) est donc bornée par
Cs sup |Pu(s,s')|/(a(s',mi)/di) sup |f"(r)],
s'€[s,M] rel0,t]
ou P est de degré 1 en s'. Pour le second terme de (1.38) on itére deux fois le procédé précédent
en utilisant (1.39), obtenant alors
Byu(s) M Qu(s,s) - /
T f (A, ——/ “ fr(t—a(s',m))ds
a0 = | St ga? ¢ o)
Qﬂ(s S S ) 14 14 /
f s',m;))ds" ds',
[ et )
ot finalement @, est un polynéme en (s,s’,s”) :
Qri(s,8,8") = (1= p})* (1 +5)(1 + 8")(1 + 5"),
Qui(5,8',8") = (1= pi)?(1+ &) (L + 8") (pi + i/ i)
Le rapport 1/(a3(s,n;)/d?) étant borné en s > 0 proche de 0 par une constante C pour 7; — 0.
La seconde partie de (1.38) est donc bornée par
Cs sup S/ sup |Q}L(87 8,7 S”)|/(&(S,7 ni)d(sﬂﬂ nl)/d?) sup |f”(7")|,
s'els,M]  s"€[s',M] re0,t]
oil, @, étant de degré 1 en s’ et en s”, le rapport |Q,(s,s’,s”)|/(a(s',m)a(s",m;)/d?) est
donc borné pour s’ et s” grands, et admet une limite en 0. Il est alors borné pour s proche
de 0, et pour tout s’ et s”. On en déduit donc aprés intégration que le reste intégral de
a2 (y,m)K,f(t — a(v,n;)) est majoré par
< Oy sup [f"(r)]. (1.40)
rel0,t]
4. termes en @~ 2(y, ;) KK f(t — a(y,m)) et @ (v, m) K2, f(t — a(v,m)), (1, v) € {ri,mi}?

les restes intégraux de ces termes s’écrivent sous la forme

Y
+/
0

ou Al et By, ,, (u,v) € {m, n;}%, désignent les coefficients obtenus

- pour 1 = 1 par les termes 572(7,771-)I~{;K,}f(t —a(y,m)),
— et pour i = 2 par les termes @' (7, m)Kﬁ,Vf(t —alvy,m)).

A I

Wf (t—a(s,mi)) +

Wf( a(s,m)) | ds. (1.41)
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Ils sont définis par :

{ AL () = —(1— P21+ 8,
BL L (s) = =21~ p2)2(1+ )((pi + m/d)” — (1= p2)(1 + 8)%),

{ pon(8) = 4(1 = ><1 +8)(pi + mi/di)?,
m,m 3) (1 - pz) (1 + 5)(pi + ni/di)Q,

E
{ Api(8) = —(1 = 0]) (i + mi/di) (1 + 5)?,
B71'i,7h‘(s) (1 _p?) (pz+771/d ( pz‘f‘m/d (1 — )(1+8)2) .
{ A2 - (8) = (1= p))* (1 + ) (i + mi/dy)?,
B 7 (s) = A(L = p})* (1 + 8)(ps + mi/ i),
{ Apn(3) = (L= pI)(L+9)°,
By () ==2(1 = p})*(1 +5) ((ps + mi/di)® — (1 = p*)(1 + 5)?) ,
{ A72'17772( ) = (L —p2)(pi +mi/di) (1 + )2,
BZ . (s) = (1—p})?(pi + ni/di) ((pi + mi/di)* — 3(1 — p*)(1 + 5)?) .
En procédant toujours comme précédemment, par utilisation de I’hypothése de causalité

(1.39), le premier terme est récrit sous la forme

e P Y Qg PICL) —a(s'. ) ds’
Wf (t —a(s,mi)) = /S (5. )als Th)/dﬁf (t—a(s',m)) ds,

N i ~ /.
ou PW, est un polynoéme en s et s’ :

P (s,8) = (1 =p) (1 +5)°(1+5),

Pyyi(s:8) = (1=p))2 (14 8) (1 + &) (pi + 13/ i),

Py (5,8) = =(1=p7)° (14 8)2 (1 + &) (pi + 13/ i),

P (s:8) = =(U= ) (L ) (L ') (s + 13/ 1),
Pr(s,8) = =(1=p})>(1+5)*(1 + ),

P (s,8) = (1= p])* (14 9)*(1+ ') (i + m:/di).
En suivant le méme procédé que précédemment, on en déduit alors que ce terme est majoré par
C's supges an 1B, (5, 8")|/ (@, mi) /di) suprepo ) | f7 ()], ottle rapport | By (s, s")|/(6(s”, mi) / di)
est borné en s'.
De la méme maniére, en utilisant (1.39), le second terme de (1.41) se récrit en

BZ() (8,8, 8") "N de dd
Wf( s m) / / 6(s,mi)a(s’, m)a (”,m)/dgf (8= a(s",m)) ds” ds',

ou @), est le polynome en (s,s’,s") :

ror (5,81, 8") = —(L=p}) (14 8)(1+8) (1 + ") (i +mi/di)* = (1= pi)* (1 +5))

TiyTi

b (8087 8") =41 = pI)P (14 8)(L+ ) (1 + 8")(ps + mi/ds)?,

por (8,88 = —(L=p2)(pi + mi/di) (1 + &) (L+8") ((pi + mi/di)® — 3(1 — pi)*(1 + 5)?) .

i,Ti



38 Formule de rayonnement en champs "semi-lointain"

2 m(s,8,8") = 4L =) (1 + 8) (L + ") (1 + ") (pi + i/ di)?,
Q% (5,8, 8") = =21 = P23 (L+ )(1+ &)L+ 8") (s +mi/d)* — (1 pi)2(1+ 8)2).
(58,8 = (L=p2) (ps +mi/di) (L + ) (L+8") ((pi + mi/di)® — 3(1 — pi)*(1 + 5)?) .
Il se majore alors par

Cs sup & sup |Q), (s, s")|/(@(s'sm)a(s",m)/d}) sup |f"(r)l,
s'€ls,M] s'€ls’,M] ’ rel0,t]

ou |Q!, ,(s,s',s")|/(a(s',ni)a(s",n;)/d7) est borné en s et s”. Finalement, le terme (1.41) est
a son tour majoré par (1.40).

5. termes en & 3(y, ) KAKLf(t — a(y,m)) et & 2(v,m) K2, f(t — a(v,m:)), (,v) € {ms,mi}?
les restes intégraux de ces termes s’écrivent sous la forme

i
/1

ou, avec les mémes notations que pour (1.41), Al , et Bu vy (v) € {7, m}Q sont définis par :

{ Az (s) = =2(1 = pi)(1 + 5)°,
Bl (s)=(1—p})*(1+s) (2(pi +mi/di)* — 3(1 — p*)(1 + 5)?),

i i

Wf( d(s’”i))+mf( a(s,m)) | ds. (1.42)

{ A%hm(s) = (L=p))(1+ s)(pi + ni/d;i)?,
Bmvm(s) =—5(1 - p?)Q(l + 8)(pi + 77i/di)27
{ ron(8) = (L= p) (L + 8)*(pi + mi/d
b (8) = (L= D)) (05 + i/ ) (200 + i/ d;)* = 3(1 = p*)(1 + 5)°).
{ A2 L (s) = (L—pi)2(1+ 8)(pi + mi/di)?,
B2 .(s) = 5(1 = P2 (L + s)(pi + mi/di)?,

{ Aéi,m(s) (1 fpl)Q(
B; . (s) = —(1—p})? (1+s)( (i +mi/di)* = 3(1 — p*) (1 + 5)?),
) = (

{ 2 (s (l—pz) pi + i/ di) (1 + 5)°,
BZ ,(s) = —(1=p})?(pi + ni/ds) (pi + mi/di)? — 4(1 = p*)(1 + 5)°) .

En procédant par utilisation de I’hypothése de causalité
fE<0)=f(t<0)=f"(t<0)=0, (1.43)

le premier terme de (1.42) est récrit sous la forme

AZ ,(9) i (s,8,5") . , o
g - ae = [ S - )

< i N / 1"
ou P, est un polynéme en s, s’ et s

Py (s,8',8") = (1=pi)°(1+5)°(1+ ) (1 +5"),

TiyTi

1 _ 2\3 2
Py (5,88 = (1= p;)°(1+s) (148 )(1+ ") (pi +m:/di)”.
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1 PN 2\4 2 / 1 ) ) )
PTzn(S,S,S ) =1 =p;) (1 +s)"(1+ )1+ ") (pi +mi/di),
P2 (s,8,8") = (1=p)) (1 +s)(1+ ") (1 + ") (pi + mi/ i),

P2, (s,8,8") = (1—p)H(1+ )1 +s)1+5"),

2 AN/A N 2\4 2 / " ) ) )

Pﬂ',m‘(s’s )8 ) - _(1 _pi) (1 + 3) (1 +s )(1 +s )(pz +7h/dz)~

Tout d’abord, le terme 1/(a%(s,n;)/d?) est alors borné en s proche de 0 par une constante C
pour 7; — 0. Ensuite, en suivant le méme procédé que pour les termes en f de (1.41), on en
déduit alors que le premier terme de (1.42) est majoré par

Cs sup S/ sup |Pﬁy(5’ 8,,S")|/(d(8/7T]i)d(sﬁﬂh)/d%) sup |f///( )|
s'€0,s] s"7€[0,s] ’ ref0,t]

ou P!, étant de degré 1 en s’ et s”, le rapport [P (s,s',s")|/(a(s',ni)a(s", ;) /d?) est alors
borné pour s’ > 0 et s” > 0.
De la méme maniére, a 'aide de (1.43) le second terme de (1.42) se récrit en

By, (s)
mf( a(s,m))

(s,s,s ,s")

" nmn i d ///d Ild /
/ / / a’(s,ni)a(s’ nz)d(s”,m) (”’,m)/dlof ( a(s 777)) s ds” ds,

o @), est le polynome en (s, s’,s",s") :

L (s,8, 878" = —(1=p2)P (1) (1) (L") (L") (20ps + mi/di)? = 3L — p)* (L + 8)%).

b (5,887 8" =5(1L—p}) 1+ s)(L+ )1+ ") (1 + ") (ps + ni/di)?,

nivr (887,87, 8") = —(L=p}) (pitmi /i) (148") (148") (148" ((ps + 13/ di)? — 4(1 = pi)*(L + )*) .
2 (5,8, 8", 8") = —(1=p))°(L+8) (1 + &)1+ ") (1 + ") (ps + i/ di)?,

moms (858788 = (1=pF) (1) (Ls") (15" (15™) (2(ps + i/ di)? = 3(1 = pi)* (1 + 5)*) ,
mir (5,887, 8") = (L=p]) (pirtmi /i) (1) (1+8") (1+8™) ((pi + i/ di)? — 4(1 = pi)*(1 + 5)°) .

Il se majore alors par

|Qz (s S, s" S/”)|
Cs sup s sup s§” sup = sup |f"(r)],
s'€[s,M] s'els’,M] s'"els!" M) a(3'777i) ( Tl ) ( " Uz)/df’ re(0,t]

ou |Q1, (s, s, 8", ")/ (a(s',m)a(s" " mi)a(s" ;i) /d3) est borné pour s proche de 0, et s’ > 0,
s" >0, s > 0. Finalement, comme P! , et Q!, , sont des O(1) au voisinage de s = 0, le terme
(1.42) est a son tour majoré par

< Cv sup [f"(r)|. (1.44)
rel0,t]

6. il ne reste plus qu’a traiter les deux derniers termes (reliés & R, , dans (1.30)); soit
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(a) un terme en &' (v, ;) K2 /(d;i(14+y))f(t — a(v,m:)) : le reste intégral de ce terme s’écrit

sous la forme

YA B(s)
[ = ) + o)
o La3(s,m)/d} a(s,mi)/d;
ou A et B désignent les coefficients obtenus par :

{ Als) = —(1 = p2)2(1 + 5),
B(s) = —2(1— p2)*(1 + s).

ft—a(s,m))|ds. (1.45)

En procédant toujours comme précédemment, par utilisation de ’hypothése de causalité
(1.39), le premier terme de (1.45) est récrit sous la forme

i/ Calsm)) = — M P(s,s’) Cals ) de’
d3(3,77i)/dgf (t (s,m)) = /S & (s, m)als, 77z)/d4f (t ( 7m))d ,

ol P est un polyndome en s et s :

P(s,s') = —(1—p2)3(1 +s)(1+5).

En suivant le méme procédé que précédemment, on en déduit alors que ce terme est ma-

joré par C s supyefy ) |P(s. )1/ (', 1) /) 50y | (7). ot [ P(s, )1/ (6 (' ) /)
est borné pour s proche de 0 et s’ > 0.
De la méme maniére, avec (1.39) le second terme de (1.41) se récrit en

B(s) Q(s, s, s") " o Lo
e e = [ ! € ) a0

ou @ est le polynéme en (s, s’,s”) :

Qls. o', ") = —2(1 = p)) (L4 8)(1+ &)(1 + 8").
Il se majore alors par

Cs sup s sup |Q(s,s',s")|/(@(s,m)a(s", mi)/dF) sup |f"(r)],
s'€[0,s] s"€0,s'] rel0,t]

ot pour s proche de 0, le terme |Q(s,s’,s")|/(a(s',n;)a(s",m;)/d?) est borné en s’ > 0
et s” > 0. Finalement, le terme (1.45) est donc a son tour majoré par (1.40).

un terme en & 2(y,n;) K /(d;(144)) f(t — &(v,m;)) : le reste intégral de ce terme s’écrit
sous la forme

Y & — als.n; A — als. n; S
+/0 [0/1(5 nl)/d2f (t = als,m)) + d5(8,ni)/d?f(t (s,mi))| ds. (1.46)

ou A et B sont les polyndémes en s :

{ A(s) = =3(1 = p})*(1 +5),
B(s) = —(1 - p})*(1 + ).

En procédant par utilisation de 'hypothése de causalité (1.43), le premier terme de (1.46)
est récrit sous la forme

AG) i as P(s, s, s") VR
(S 77z)/d2f (t nz / // a43m 3 77%) (//7nz)/d6f (t ( 7771))d d7
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ol P est un polynoéme en s, s’ et s”
P(s,s',s") = —(1—p)* (1 +s)(1+ &) (1 + 5").
On en déduit alors que le premier terme de (1.46) est majoré par

Cs sup s sup [P(s,s',s")|/(a(s',m)a(s",mi)/d}) sup |f"(r)],
s'€[s,M] s"els’ M| rel0,t]

avec |P(s,s',s")|/(a(s’,ni)a(s",n;)/d?) borné pour s proche de 0.
De la méme maniére, avec (1.43) le second terme de (1.46) se récrit en

o (1= )

Q(S s/ 3// 3///) " 7 nmog o3t
/ / / S(s,mi)a(s,mi)a(s”, n;)a(s",n )/d8f ( a(s ﬂ?z))ds ds"ds',

ou @ est le polynome en (s, s’,s”,s") :

Q(s,8',8", ") =31 —p2)°(1 +5)(1 + &) (1 + s")(1 + 5.
Ce terme se majore alors par

/ " n
Cs sup s sup s’ sup [Qs, &', 5", 57| 3 Sup L (7))

s'€[s,M] s'"els’,M] s"els' M) & ( 77) ( 777) ( //,’nl)/dz r€[0,t]

Finalement, comme Pﬁﬂ/ et wa sont des O(1) au voisinage de 0, le terme (1.46) est a
son tour majoré par (1.44).

A partir de toutes les majorations obtenues ci-dessus, on compare les hypothéses de causalités
avec les définitions de f correspondantes dans la formule intégrale compléte (1.30) :
— pour f donné par une composante de n; x O F ou de n; x 9;H (cas 1. et 2.), nous avons posé
la condition (1.35), ce qui correspond donc a

n,xﬁtE(th):nlxﬁtH(tSO)zo,

— pour f composante de n; x F ou de n; x H (cas 3., 4. et 6.a.), la condition de causalité est
alors (1.39), ce qui correspond donc a

nixE(tg()):nixH(th):nixatE(tSO):nix&tH(tSO)zo,

— enfin pour f composante de n; x ftE ou de n; X ftH (cas 5. et 6.b.), nous avons posé la
condition (1.43), soit

nixE(tSO):nixH(th):nixﬁtE(tSO):nix@tH(t§0):O,

la condition f(¢t < 0) = 0 correspondant ici a ft<0 n; X E(t ft<0 n; x H(t)dt =0 ce qui
vérifie sin; X E(t <0)=mn; x H(t <0) =0.
L’ensemble des conditions (1.35), (1.39) et (1.43) revient donc & satisfaire a I’hypothése (1.31).
Enfin, de méme par correspondances entre les différentes majorations, on obtient
— pour f composante de n; X &;F ou de n; x 9;H (cas 1. et 2.), nous avons posé la majoration
(1.36) qui porte sur f’ donc sur n; x 9?E et n; x 02 H,
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— pour f composante de n; x F ou de n; X H (cas 3., 4. et 6.a.), la majoration (1.40) porte f”,
donc elle est aussi sur n; x 9?F et n; x 02 H,
— enfin pour f composante de n; x [, E ou de n; x [, H (cas 5. et 6.b.), la majoration (1.44),
est sur f” soit encore sur n; x 02F et n; x 97 H.
En conclusion, en prenant le sup des 7; sur F;, le reste intégral donnant la différence entre la
formule intégrale exacte (1.30) et la formule approchée (1.32) est donc majoré par

(Si n; X 8ZH
—n; X 8t2E

“u

9

C([Oft]le(]:i))

ce qui termine la démonstration. m

Lemme 1.2.41 Lorsque n; — 0, et si l'on ne garde que les termes d’ordre 0 en 7;/d; dans les
expressions précédentes, alors on obtient les coefficients suivants :

1. Vn € N*,
lp=7|p=mn
1 1-p? | pi
7161 L) A i
a1, )" u(Tis ) dr dn
2. Vn € N¥,
1
W’C}L(Tum)’@(%m) ~ n =T w=n;
V="T; (1 _p?)2 pi(l —pg)
dy dr
(1 —p2 2
V=" pl( - pz) 7;
d; d!
3. Vn € N*¥,
1 2
(Tiﬂh‘) ~ n =T w=nmn;

_ 1—p} (1—p)? | —pi(1-p})
V="Ti qntt Pian! qnt1
(A (A (A

—pi(1 — 1) 1 p
+1 +1 +1
di i df

Lemme 1.2.42 Pour tout vecteur de l’espace tangent a F; x F; C (R3)2, on a l’égalité suivante :

nixnixﬂ6:ixixﬂﬁ+ixixﬂg. (1.47)
|si|  [si ri|  |r

Preuve. s’obtient directement en prenant ces expressions contre un élément quelconque de I’es-

. . S Iy
pace tangent, puis en décomposant dans la base <ni, ﬁ’ ||> et en reportant. m
Si| T4
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1.2.3 Cas limite : faces perpendiculaires a la direction d’observation

Bien qu’il soit toujours possible de choisir un X; sur F; tel que p; # +1, dans le cadre d’une
implémentation numérique un tel choix peut s’avérer délicat & mettre en place de maniére auto-
matique. De plus, ’étude de la proximité de cette configuration et le passage & la limite lorsque p;
tend vers +1 permet de lever un éventuel mauvais traitement, ou mauvais conditionnement, de la
formule.

Dans cette partie, on s’intéresse au cas ol le découpage de la solution des équations de Maxwell
sous la forme (1.15), et le choix des points de références par faces (notés X;) font apparaitre un (ou
plusieurs) élément F; dont le point de référence X; vérifie

XoXi

| X — Xo|

n; étant la normale (unitaire) a F;. Dans ce cas, une formule intégrale approchée spécifique est
construite sur F; dans la premiére partie. Le raccordement de celle-ci avec ’écriture obtenue en

déplagant légérement X; de sorte a ne plus avoir p; = +1 sera traité, dans la deuxiéme partie, afin
de justifier le passage a la limite t; — £n; dans la formule (1.10).

ti = :|:1’li,

Construction d’une formule pour une face de normale n; = +t;

Partant directement de I’écriture (1.15), cette partie ne va considérer que le terme (E”ﬁ’>

porté par une face F; vérifiant p; = 1. Afin de simplifier les calculs et les notations, on supposera
de plus que la normale & F; est donnée (en coordonnées cartésiennes) par n; = +(0,0, 1) ; avec bien

—_
stir Xo ¢ F; donné, et X; = (x;,yi, zi) € F; vérifiant X; X colinéaire a n;.

F1G. 1.6 — Description du systéme de coordonnées locales utilisé dans le cas t; = +n;

Le traitement de ce terme pour obtenir la partie correspondante dans la formulation intégrale
approchée s’effectue selon les mémes étapes que celles nécessaires pour établir le résultat résumé
dans la proposition 1.2.39. En utilisant les mémes considérations que celles qui ont permis de choisir
le systéme de coordonnées locales donné dans la définition 1.2.17, on est amené a prendre comme
choix de coordonnées le systéme cylindrique (translaté suivant z). On pose donc, pour suivre les
notations de la définition 1.2.17, le changement de variables suivant (cf figure 1.6) :

x = 7; cos(0;),
y = 7;sin(o;), (1.48)
z =di + pimi,



44 Formule de rayonnement en champs "semi-lointain"

avec d; = | X;—Xo|; (r;, 8, n;) désignant ainsi la base cylindrique orthonormée directe de R? associée
aux coordonnées (7;, 0, 7;).
Le jacobien de la transformation est alors trivialement : J = ;.

Ecriture de la formule exacte

En partant de I’écriture en coordonnées cartésiennes de la comatrice (1.8), et en simplifiant par
I’équation des ondes comme effectués précédemment, il vient la décomposition, similaire a cette
obtenue pour (1.27), suivante :

Proposition 1.2.43 La matrice des cofacteurs COM associée au systéeme de Mazwell exprimée
avec les nowvelles variables (re-notée COM;), prise contre le vecteur (f5, f5)T s'écrit :

0
A ROT;, ——1I3
COM; = < R(gT’ R(gT ) P ot : (1.49)
t —I3 ROT;
ot
0 1 0 0
ot ROT; =1; X EH?’ + ;isz' X %Ha +1n; X 877113.

Procédant comme pour les simplifications de (1.27) selon les dérivations effectuées, on décompose
la comatrice en somme de deux opérateurs A; et BB; avec
— B; opérateur faisant apparaitre des dérivées suivant o; :

2 2 2
B, = ;aamj(JanszXHG) tlma(Jrzxszxﬂe)+3£IU(SixniXH6)
9 2
+%£70(Sixrix}16) %aﬁ <1SZXI'1X]I6>+;88<1SzXSzXH6>
0
—1—18 1r x s; X 1 —g S; X . _&HS
Joo \J5 S ) P Gae |5 oy, ’
3

— A; opérateur contenant toutes les autres dérivées :

2 2
A = }%(Jnlxnzxﬂg) 38?77’ (Jn; x r; x Ig) + % 87_ (Jr; x n; x Ig)
9? 10 o1
1 1 — 5713
T a__ [ [ H 7 7 ]I T a_ 8t
+J87'7'(errx6) J@T(SXSX6 J(? 9
Hg 0
0
0 —=I3

ot

A Tlinstar de I’étude du cas t; # n;, le découpage de la comatrice sert & faire apparaitre d’une
part une quantité tangente a la propagation (0/0c) dont la dérivation prise contre le noyau de
I'équation des ondes s’annule, et d’autre part des quantités spatiales (9/91 et 9/0n) comparables &
t. Dans ce but, il est alors possible de démontrer des résultats analogues & ceux des lemmes 1.2.32,
1.2.33 et 1.2.34 décrits respectivement les lemmes 1.2.44, 1.2.45 et 1.2.46.
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Lemme 1.2.44 On note d; = | X; — Xo|. Soient v lapplication de C*°(R*) définie par v : (t,X)
(to —t, Xo — X), et Qy le sous-domaine de RT x R défini par

Q,\:{(t,x,y,z) ERT xR xR X [—d;, +o0[, 2 > —d; + Net |t — g >)\},

pour A > 0 quelconque donné.
Alors, pour toute fonction f telle que Suppf C Q) pour un A > 0 assez petit, on a :

/ (22 o 7)(t X) aa f(t Tz,UM?z) dthzdnszz =

Lemme 1.2.45 Soit A un réel strictement positif assez petit. Soient v Uapplication et yle domaine
définis dans le lemme 1.2.44. Alors dans D'(Q)) on a

Y(to —t— Ot(Ti, m))
dma(Ti, i)

)

(Za %) Y1) oy(t, X) =

i 772
TisTi) = d 1 + 2 + -+
avec Oé( n ) —I— d2 d 2

Lemme 1.2.46 Soit Q) le domaine définis dans le lemme 1.2.44, pour A > 0 assez petit. Soit f une
fonction réguliere a support compact telle que Suppf C €y, alors on a les relations suivantes

1. Yu € {1,n},

Y to—t (Tia"?i)) (9
= (f(t, 7, 04, m3)) dbdridoidn; =
D) D (141 11, o
Oa(ry,mi) [Y(to —t — almi,m))  0(to —t — o, mi))
t, 7,04, n;)dtdrdo;dn;,
/ op [ Ao, m;)? * 4oy, m;) J,7i; 01y i) dbdrido s

2. V(u,v) € {,n}?,

Y (to — t — a7, m)) 02
Adra(Ti, M) opv
/ ~BPa(mi,m) Y (to — t — a7, m)) n 2504(%‘,7]@') da(ri, i) Y (to — t — al(7i, mi))
v dmo(Ti,m;)? ou ov dra(ri, ;)3

(f(t, Tiy 04, ’I’]l)) dthidUidni =

_9Pa(ri,m) d(to — t — a(7i, mi)) n o 9T, i) Oax(i, ) 6(to — ¢ — a(7i, mi))
v ATy, mi) o v dma(Ti, m;)?
+8a(7i777i) dau(Ti, mi) O(to —t — 04(71'7771‘>)Dt F(t, 74, 04, m;)dtdridodn;,

o ov dre(Ti,m;)
ot Dy est l'opérateur de dérivation en t.

Les démonstrations des lemmes 1.2.44, 1.2.45 et 1.2.46 s’effectuent respectivement de maniére
similaire a celles des lemmes 1.2.32, 1.2.33 et 1.2.34.

Le lemme 1.2.44 permet donc d’annuler la contribution de B;, les dérivées selon o; étant tan-
gentes aux sphéres de propagations passant par Xg. Le lemme 1.2.46 permet de calculer les dérivées
par rapport aux autres coordonnées spatiales en les transformant en combinaisons de dérivées tem-
porelles. On pose enfin les notations suivantes pour écrire la formule intégrale compléte :

Définition 1.2.47 Pour tout )\ strictement positif assez petit, on introduit les quantités :
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1. K, et K7, : fonctions de ]—d; + A, +00[ X R d valeurs rélles, indicées par (p,v) € {r,n}°.

8a(7i777i)
1 .

/Cu 2 (Timi) e T,
3204(%‘,7]@')

]C/%,l/ : (Tia 772) = aylu

)

2. R, R,llly, R2, : opérateurs indicées par (u,v) € {r,n}?, définis sur (]—d; + \, +oo[ x R) a
domaine dans CS.

1o, — 0 —I3
EICM(T/l’T]'L)M X ( ]13 0 ) b))

1

Rpy o (1i,mi) — E’CZL(H,%)’CZ(T@',W)E) x UV x I,

1
RE, : (Ti,mi) > —
(75, m:) .

1. .
RM 2o (T mi) e

ICZW(TiaT]i)ﬁ) X 7 X ]167

avec i (resp. V) = { TS AT (resp. v =) .
n;sipu=mn (resp.v=n)

3. R;U : opérateur défini sur (|—d; + A\, +oo[ x R) x Ch.
1 1 1
Ro,a : (Tiani) = H’CT(Tmm‘)Si x s; X Ig.

L’écriture précédente permettant de faire porter toutes les dérivations sur ¢ ainsi que les opéra-
teurs R sur fg et f§, il est possible de permuter I'intégration en Jdtdr;do;dn; et la convolution par
¢%. Finalement, par passage a la limite en € — 0 et par la proposition 1.2.14, on trouve ’expression
du terme en p; = +1 pour la formule intégrale exacte :

Proposition 1.2.48 En utilisant les notations de la définition 1.2.47, et si les fonctions E et H
vérifient 'hypothése (1.25), alors le terme (EZ, fIZ) de la décomposition (1.15), dans le cas t; = +n;,

est donné, pour tout X en dehors du polyédre de surface admissible F, par :

E; 1 Z 1 Z RL1
~ t X = _— R iy 1) 7V iy Tl D
( H; >(0’ 0) /Rx}'i o(Ti, 1) (7)o a7 10) (D

pe{Ti,mi} (nv)e{mini}®
1 1 2 2 1,1
+ Z fRM(Th 771) + Z _Ru7u(7—i> Th) + fRM:V(Ti’ 77@)
a(7, ;) a(7,n;)
we{Timi} (nv)E(Timi}?
+ Z __r R2 (7i,mi) + LRM (1i,m:) | ¢ L (1.50)
a(Tivni) vt 042(”#71’) povie ' '

(nv)Efrimi}?
1 n x Hir,
_R;“gi (Ti7 771) - mné“o’z (Tiv nZ)Ht:| < —n X E(S]:]Z-‘ ) (t7 X)(Stoftfa(n,m)JdthidUidniv

ou Iy et Dy sont respectivement les opérateurs d’intégration et de dérivation en t.

Remarque 1.2.49 Ici, localiser lintégrale sur F; revient a prendre directement n; = 0.
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Approximation de la formule exacte

Afin de donner ici aussi une formule intégrale approchée, un développement limité en 7;(d;) ™1 <<
1 sera effectué. Ce choix de critére est cohérent avec celui choisi pour obtenir (1.10), car 7; a ici le
méme caractére descriptif que pour I’établissement de la formule dans le cas p; # +1 (cf figure 1.7).
En effet 7; donne une valeur comparable a la grandeur de F; : |1;| < v/|F| = vad; (a > 0).

Xg,

(a) Cas p; # £1 (b) Cas p; = 1
Fi1G. 1.7 — Détermination géométriques des tailles de découpage & partir des valeurs de 7;

Il est ainsi possible d’énoncer le résultat suivant

Proposition 1.2.50 Si les fonctions E et H vérifient Uhypothése (1.25), et si elles vérifient de plus
Uhypothése (1.31), alors, le terme <E~l,ﬁz) de la décomposition (1.15) dans le cas t; = £n; vérifie

pour tout (tg, Xo) € RT x V°

E; _ 1 , 0 —I3 . n; x O,H .
<ﬁi>(tOvX0)—/ﬂ {4wdi{tlx<]13 0 >+ththH6}<_(niXatE)>(t0 d;,.)
1 0 _H3 nixH A
+47rd12{t1><<]13 0 >+t’Xt’XH6}(—(nixE))(tO_d“')

to—di 1 n; x H di
T e (S ) soaasio (), o

ot dS; est ’élément de surface de F;, n; la normale unitaire a F; sortant de V, d; est la distance
d’un point X; choisi de F; a X, t? = (d;)"' X; X, et 6; est le diametre de F;.

Preuve. La proposition 1.2.50 se démontre comme la proposition 1.2.2. Aprés avoir établi
I'écriture exacte (1.50), elle se déduit par développement limité en 7; di_1 a l'ordre 0 sous les signes
intégraux, et par utilisation des lemmes 1.2.51 et 1.2.52. L’étude des restes intégraux pour chacun
des cas f = (n; x OH,—; X OE), f = (n; x H,—n; x E) et f = (n; x [, H,—n; x [, E) permet
alors d’obtenir une majoration de I'erreur d’approximation. m
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Lemme 1.2.51 Lorsque n; — 0, et si l'on ne garde que les termes d’ordre 0 en 7;/d; dans les
expressions précédentes, alors on obtient les coefficients suivants :

1. Vn € N*,
‘ B =T ‘ n="1;
1 1 Di
W’Cu(”ﬂh) ~| 0 o
’ K3
2. Vn € N*,
1
WK}L(Ti’ni)Ki(Tiam) Rl p=T ="
2 '
V=T O 0
1
V=" 0 @
3. Vn e N*7
1
'
! 0
d?"‘
V=1 0 0

Lemme 1.2.52 Dans le domaine définit par la sous-variété de (]R3)2 de codimension 2 engendrée
par F; X F;, on a l’égalité opératoire suivante :

rixr; xIg+s; xs; xIg=n; xn; xIg =t; x t; xI§, (152)

Preuve. Immédiat par le méme procédé que pour le lemme 1.2.42. =

Généralisation de la formule intégrale au cas t; — £n;

Nous avons vu précédemment que le cas t; = +n; empéchait la définition du systéme de coor-
données locales introduit dans la section 1.2.2 (cf remarque 1.2.19). Toutefois, dans ce cas précis
une formule a quand méme pu étre établie : (1.51), donnant la méme approximation que (1.32)
établie pour le cas général t; # +n;. Afin de compléter le théoréme 1.2.2, il est intéressant d’étudier
le passage au cas limite pour t; proche de 4n;, dans la proposition suivante :

Proposition 1.2.53 Soit F; une face et X; un point de F; tel que X; X soit colinéaire & la normale
n; de F;. Soit ' : p — Xip un arc continu de R a valeur dans R® N Fi, vérifiant T'(0) = X; et tel

—_—
qu’il existe po > 0 tel que pour tout p dans |0, po| le vecteur XXy n'est pas colinéaire a n;.
Alors, siles fonctions E et H vérifient l'hypothése (1.25), et si elles vérifient de plus I’hypothese
(1.81), alors la formule (1.51) est la limite de (1.32) pour p — 0.

Preuve. Soient p €]0, pgl, avec py > 0 assez petit, et un point X € F; N Sg1a,(Xo), ou
Ap = |X!P — X;| — 0 pour p — 0. Il est alors possible de définir le repére local (r?, n;,s!) centré

ey
sur X f , suivant la définition 1.2.17, car Xip X et n; ne sont pas colinéaires.
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De plus, il existe deux vecteurs orthonormaux r? et s? tels que (1[‘O n;,s g) soit un repére ortho-
normé direct, et tel que pour tout p, il existe un scalaire 6, € R vérifiant

V p d +A ( ,0) (rl) + dl+Apn“
N \/Ap + 2d 0
y m '
s = R™ (5 ) ¢ A, B0 (),
ot R™(0) (v) est 'image du vecteur v par la rotation vectorielle d’axe n; et d’angle 6.

0

Donc les opérateurs t? x t x I et t7 x ( I
3

—I . .
0‘3 > tendent respectivement uniformément vers

0 -—I3
Is 0
étant continues en t, et donc en p par la composition avec I, il vient donc

; p 0 _]13 o p nixﬁtH o
/-7:2' [47T(di+Ap) {ti X ( I, 0 >~I—ti x tf x g —(n; x O,E) (to — (d; + Ap),.)

1 , 0 —I . n; x O H . '
_47le {tlx (]13 0 >+tz><tz><]16}< 7(nz><3tE) )(to d17.):| dS’L —>P—>007

et de méme
/-7:1' [M {tf . ( ]E’, _(])13 >} < _?Iil;x}%) ) (to — (di + Ap), )
_471di {ti x ( ]E), _813 >} < _lélrilixxf-;) > (to — di,.)} dS; — p—0 0.

On en déduit de plus que lopérateur {t? x t? x Is — n; x n; x I} dans (1.32) tend uniformeé-
ment vers 0 pour p — 0, et donc pour (n; x H, —n; x E) € C(0,ty, L*(F;)) on a

t; xt; xIg et t; x ( > pour p — 0. Les traces (n; X O;H, —n; x O,F) et (n; x H,—n; X F)

1 n; x
—— {3t x t’ —on, . i )
/]__i |:47T(di + Ap)2 {3t x t! x Is — 2n; x n; x Ig} ( —(n; x E) ) (to — (d; + Ap), .)

1 n; X H
e (b b Do) ( —(n; x E) ) (to - duﬂ dS; —p—0 0,

et de méme

1 to—(d;+Ap) n x H
s Bt T 2 < T} [ (ol )
/]:, !47r(d‘+Ap)3{ i Xty X Is — 2n; x ny; x I} ) —(n; x E) (s,.)ds

n;, x H
4 d3 {t X t; X]I6}/ < Ill XE) )(S,):| dS@ —p—0 0.

Finalement, en désignant par (ENZ’) JH 14 ) (to, Xo) la formule approchée calculée par (1.32) et centrée

< 13,; ) (to, Xo) — < 5 > (to, Xo) —p—0 0.

sur le point X7, on obtient
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Remarque 1.2.54 La limite obtenue par la proposition 1.2.53 est indépendante du chemin I choist.
FElle signifie donc que la formule (1.51) tend continiment vers (1.32) pour t; — £n;. Il n’y a donc
pas de traitement numérique particulier a prévoir pour le cas limite t; — +n;.

1.3 Etude numérique de la formule intégrale approchée

Cette partie présente des exemples de cas assez simples visant & valider la méthode de rayonne-
ment. Conformément a I'objectif de généralisation de la formule de rayonnement en champs lointain
de Yee [73], les exemples numériques seront effectués en utilisant le schéma de différences finies
introduit par Yee [72| : FDTD (Finite Differences in Time Domain). Bien évidement tous ces résul-
tats s’étendent naturellement & de nombreux autres types de schémas numériques temporels, tels
que les volumes finis (employés dans le cadre de I’hybridation de schémas pour l'utilisation de la
méthode multi-domaines dans la section 3.3.2), les éléments finis ou le Galerkin discontinu, méme
si ces résultats ne sont pas présentés ici.

Afin de pouvoir obtenir une solution numérique suffisamment précise pour étre prise comme
référence, les cas tests ont étés choisis dans le contexte ou la FDTD donne les meilleurs résultats.
Les obstacles considérés seront alors donnés comme des cubes axés conformément a la grille de
maillage utilisée.

Remarque 1.3.1 Afin de pouvoir effectuer les calculs en utilisant des schémas et les formules cou-
ramment usités, et pour donner un "sens physique"” a ceuz-ci, les résolutions numériques seront
menées en dimensionnant la formule de rayonnement (1.10). Pour cela, il suffit de faire le chan-
gement de variable de t — cot, et les changements d’inconnues £ — \/eoE et H — \/uoH ; co
désignant la vitesse de la lumiére dans le vide (ou le milieu), € et uo les permittivités électriques
et magnétiques du vide (ou du milieu). L’expression dimensionnée de la formule intégrale approchée
est explicitée dans la section A.2.1 de l'annexe A.

1.3.1 Comparaisons et étude de la précision en fonction de la distance

Le cas considéré, illustré par la figure 1.8, se compose d’une boite métallique parfaitement
conductrice (donc vérifiant une condition d’obstacle de type conducteur électrique parfait) d’aréte
de longueur A (A & 2), et excitée par 'onde plane (E"¢ H'), solution des équations de Maxwell

dans le vide, suivante
Einc — &6—(001&—6—%2)26_;’
V €0 (1.53)

’ 1 2
Hine — _ﬁe—(cot—G-l—z) aj
La boite est entourée par une surface de prélévement cubique centrée sur le centre de la boite,
et placée a approximativement A de la surface métallique. Tous les calculs sont effectués en champs
diffractés donc la boite est excitée, sous forme de condition sur le bord de type Dirichlet, par le
courant électrique induit par le champs incident : n x H*¢. Enfin, le domaine de calcul est fermé
artificiellement par utilisation de couches parfaitement absorbantes (PML [14]).

Comparaisons entre les formules

Les résultats présentés dans cette partie sont obtenus en utilisant la FDTD sur une grille régu-
liere maillée en A\/10.
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N s =0

B P‘rc'k'up surface

Computational domain

F1G. 1.8 — Configuration du cas test : cube métallique parfaitement conducteur d’aréte A

Les termes prépondérants de la formule (1.10) pour d; — oo (i.e. ceux en d; ) étant les méme
que pour la formule de Yee, il est normal que ces deux formules donnent des résultat identiques
pour des points éloignés de la surface de prélévement. Cette derniére étant validée théoriquement
et numériquement, elle peut alors étre considérée comme référence dans son domaine d’application.
Ceci a été constaté numériquement dans les cas tests effectués. Une comparaison entre ces deux
formules pour un point situé a approximativement 10X est fournie sur la figure 1.9 montrant cette
adéquation.

Les exemples présentés ici s’intéressent donc plus au comportement en zone "plus proche", c¢’est-
a-dire en se rapprochant de 3\ jusqu’a A/10, A désignant une longueur d’onde "caractéristique" du
signal excitateur.

Afin de prendre en compte les éventuels effets de coins ou d’arréte, et comme sur ce type de
cas les phénoménes de diffractions les plus marqués se déroulent généralement le long des coins,
les valeurs numériques comparées seront relevées sur un axe porté par une des diagonales de la
boite. Les calculs ont étés faits tout le long de cet axe en tenant compte de toutes les composantes
du champ. L’évolution de la précision des différentes formules de rayonnement est fournie dans ce
paragraphe.

Les valeurs présentées correspondent donc aux points suivants de cet axe :

1. Py:(5.86,—5.86,5.86) sur la figure 1.10, soit & environ 3\ de la surface de prélévement,
2. P3:(3.55,—3.55,3.55)sur la figure 1.11, entre P; et Py, a A/2 de la surface.
3. et Pp:(2.52,—-2.52,2.52) sur la figure 1.12, soit & A/10 de la surface.

Pour chacun des points on représente les deux composantes du champ électromagnétique les plus
significatives E, et H, en fonction du temps ¢. Sur chaque figure, on trace alors les trois quantités
suivantes :

— le relevé FDTD au point, pris comme valeur de référence, (FDTD value)

— la valeur obtenue par calcul du champ lointain (Far Field),

— la valeur obtenue par la formule de rayonnement (1.10) (NTRF pour "Near-to-Relative-Far").

Il est alors possible d’observer que la formule de rayonnement (1.10) donne d’aussi bons résultats
en champ proche (figure 1.10) ou trés proche (de l'ordre de la maille sur la figure 1.12) qu’en champ
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Fic. 1.9 — Comparaisons a

Ex (V/m)

Ez (V/m)

Hy (A/m)
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lointain (figure 1.9). Il faut aussi souligner que le temps de calcul et le stockage mémoire nécessaires
pour obtenir ces deux valeurs sont trés similaires & ceux du calcul avec la formule de champ lointain.
De plus, si cette derniére n’est pas trés précise en zone proche (figures 1.11 et 1.12) on voit aisément
que lorsque la distance grandit sa précision s’améliore (figure 1.10).

Evaluation numérique de I’erreur sur les formules de rayonnement

Afin d’affiner les résultats précédents, I’erreur numérique introduite par utilisation des formules
de rayonnement va étre quantifiée et comparée ici. Pour cela, dans un premier temps, nous allons
représenter la différence entre la solution de référence et les formules de rayonnement par une erreur
quadratique discréte donnée par

S At (B*(nAt, X) — B(nAt, X)>2

o At (E(nAt7X)>2 ’ (1.54)

— At est le pas de temps utilisé dans le schéma numérique,
— N le nombre d’itérations en temps,
X le point considéré (X est choisi sur le segment [Py, P5]),
E*(nAt, X) est la valeur de E obtenue par la formule de rayonnement considérée au X au
temps nAt,
— et E(nAt, X) est la valeur obtenue par FDTD au point X au temps nAt.
Une formule similaire est utilisée pour le champ magnétique H.
La figure figure 1.13 présente alors ’évolution de cette erreur par rapport a la distance du point
d’observation X a la surface de prélévement (exprimée en multiples de A/10).
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F1G. 1.13 — Evolution de 'erreur avec la distance en norme 2

L’erreur obtenue sur le maillage en A/10 par utilisation de la formule (1.10) étant relativement
faible est quasiment constante a partir de \/2, le méme cas est alors réalisé en utilisant un maillage
plus fin en A/20. Les résultats obtenus sont représentés sur la figure 1.13. L’erreur quadratique
discréte de la formule (1.10) est alors divisée par 2 en passant d’un maillage en A/10 & un maillage
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deux fois plus fin. Il semble que l'erreur introduite soit donc majoritairement due a la précision
du schéma numérique employé & U'intérieur du volume délimité par la surface de prélévement. Ceci
confirme numériquement la précision a priori de la formule (1.10) en zone semi-lointaine. En outre,
méme si ce n’est pas son domaine d’application, on peut toutefois remarquer que la formule de champ
lointain induit des erreurs assez importantes en zone proche (environ 70% pour le champ E, et 55%
pour le champ H avec un maillage en A\/10 ou A\/20). Cette erreur croissant significativement pour
une distance tendant vers 0 et le fait qu’elle ne diminue pas par raffinement de maillage justifient
a posteriori le choix d’utiliser la formule (1.10) plutdt que les formules "classiques” (i.e. obtenues
en ne considérant que la distance comme critére de précision) pour effectuer par la suite la phase
d’anterpolation dans la méthode multi-domaine (cf chapitre 2).

Il semble aussi que les valeurs extrémes obtenues en utilisant la formule d’erreur (1.54) soient
aussi dues a une erreur d’appréciation des formules pour les amplitudes maximales. Pour répondre
a cela on propose alors de reformuler les résultats présentés sur la figure 1.13 en utilisant une
estimation différente de I’erreur, sous forme d’erreur absolue discréte, donnée par

max,—o_y |E*(nAt, X) — E(nAt, X)
max,—o. N |E"¢(nAt, X)| ’

(1.55)

ot E¢(nAt, X) représente la valeur du champs incident (1.53) au point X et au temps nAt.
Le méme type de formule est utilisé pour le champ H.

Les résultats obtenus sont représentés sur la figure 1.14.
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FiG. 1.14 — Evolution de lerreur avec la distance en norme oo

En utilisant I’évaluation de l'erreur par (1.55) on constate que les valeurs maximales ont changé
(divisées par un facteur 10 environ), mais l'allure générale de ’évolution est restée inchangée. De
plus, on note que la formule de rayonnement (1.10) offre toujours des résultats extrémement précis
aussi bien en champ proche qu’en champ lointain. Enfin, comme observé précédemment, il semble
que l'erreur introduite soit essentiellement liée a la précision du schéma numérique employé.
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Estimation de la consistance ponctuelle en §;/d;

Les résultats présentés sur les figures sont obtenus en évaluant ’erreur sur les champs E et H
en des points et en adimensionnant par rapport a la norme correspondante du champs incident.

La comparaison sur plusieurs points des résultats permet de vérifier I'influence de la distance
sur la consistance de la méthode. Pour cela, on & choisi des points placés sur la diagonale décrite
sur la figure 1.8 a différentes distances :

— (2.52,—2.52,2.52) soit & une distance d d’environ \/10 de la surface,

- (3.21,-3.21,3.21) : d = 0.5,

- (3.90,-3.90,3.90) : d =~ A,

— (4.59,—4.59,4.59) : d =~ 1.7},

- (5.29,-5.29,5.29) : d =~ 2.3\
Pour chacun de ces points, plusieurs simulations sont effectuées en faisant varier le paramétre de
précision € de 0.01 (= A/200) & 0.12 (=~ 3)\/50). En outre, comme il a été illustré précédemment que
la précision de la méthode utilisée peut étre un facteur de saturation pour la précision de la formule
de rayonnement, nous utiliserons ici un maillage régulier fin avec Az = Ay = Az = 0.05 ~ \/40.
La précision de la méthode sera alors de l'ordre de (Az/2)? = 6.25107* soit largement plus fine
que les valeurs de regroupement employées.

Les résultats des comparaisons sont donnés dans la figure 1.15 pour la norme infinie, et dans la
figure 1.16 pour la norme quadratique.
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F1G. 1.15 — Evolution de l'erreur en fonction du paramétre d;/d;, en norme oo

Sur les figures 1.15 et 1.16 nous constatons que toutes les courbes sont trés proches ce qui
confirme a priori que la précision de la formule intégrale approchée est indépendante de la distance
du point de calcul, et n’est donc liée qu’a la valeur du parameétre de regroupement d;/d; introduit.
De plus, on remarque que toutes ces courbes sont quasiment des droites, la formule semblant alors
donner une erreur ponctuellement d’ordre 1. Afin de le vérifier on calcule & partir des résultats
précédents 'ordre de la méthode en évaluant successivement

err(2e)
err(e)

ordre = log < ) /log 2,

ou err(e) et err(2e) sont les erreurs obtenues pour des regroupements respectivement de taille e
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F1G. 1.16 — Evolution de 'erreur en fonction du parameétre §;/d;, en norme 2

et 2e. En effectuant une moyenne sur les différentes précisions calculées on en déduit pour chaque
point 'ordre de la méthode. Ces résultats sont regroupés dans le tableau 1.1.

Ordre moyen de Terreur :\Distance a la surface : )\/10 0.5\ A .70 2.3\

E en norme 2 0.91 1.00 1.01 0.91 0.8
H en norme 2 0.82 091 1.00 1.00 0.93
E en norme oo 0.80 1.07 0.84 0.80 0.76
H en norme oo 0.88 1.03 097 0.97 0.92

TaB. 1.1 — Ordres moyens de l'erreur de la formule de rayonnement en fonction de la distance

Cette premiére étape valide alors numériquement la formule intégrale approchée (1.10). En
effet elle s’avére aussi précise pour traduire les interactions proches que lointaines, 'erreur qu’elle
introduit étant alors contrélable entres autres par la précision du schéma de résolution utilisé.

Toutefois, un des gains apportés par la définition des surfaces admissibles 1.2.6 étant la possibilité
de choisir des surfaces de prélévement non-convexes n’ayant pas été utilisé ici, nous proposons un
dernier cas de comparaison testant la validité de cette approche.

1.3.2 Exemple de rayonnement par surface admissible non-convexe

L’exemple illustré dans la figure 1.17 présente un cas test constitué par deux éléments rectan-
gulaires : une boite métallique parfaitement conductrice, et un barreau diélectrique de constante
gr = 60. Cet exemple est donné pour montrer I'utilisation de surfaces de prélévement non-convexe,
admissibles au sens de la définition 1.2.6, plus proches des éléments. Nous utiliserons donc une
surface entourant les deux éléments (cf figure 1.17) et placée a quelques cellules de ceux-ci.

Comme précédemment les résultats sont obtenus & partir d’une résolution par différences finies
sur un maillage & A/10, la scéne étant éclairée par I'onde plane (1.53),et le domaine de calcul est
borné par utilisation de PML.
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Fic. 1.17 — Configuration du cas test : boite métallique parfaitement conductrice accolée a un
barreau diélectrique (e, = 60)

Sur la figure 1.18 nous présentons les résultats obtenus, par comparaison entre un relevé de la
valeur calculée par FDTD et le champ obtenu par rayonnement en utilisant la formule intégrale
approchée (1.10), en un point placé au voisinage de la surface de prélévement (point P; sur la figure
1.17). Ce point est choisi de telle sorte qu'une surface rectangulaire englobant 1’ensemble boite-
barreau le contiendrait forcément. En outre, comme pour les exemples précédents (figures 1.11 et
1.12) il se trouve a une distance trés petite de la surface de prélévement : & environ 0.4\ de celle-ci.
Nous sommes donc dans un cas limite pour les formules de rayonnement classique de par sa position
dans le volume nécessaire au calcul et au prélévement des courants sur une surface convexe, et par
sa proximité a la surface. Enfin, dans un soucis de cohérence avec les résultats déja présentés (figures
1.11, 1.10 et 1.12) nous représentons sur la figure 1.18 le résultat de lapplication de la formule de
rayonnement en champs lointain & partir des courants prélevés sur cette surface non-convexe, méme
si toutefois il est clair que ce n’est pas un cas d’application de cette formule.

Nous observons alors sur la figure 1.18 que les résultats obtenus par FDTD et par la formule de
rayonnement sont quasiment identiques, validant ainsi ’approche par rayonnement dans un domaine
proche en utilisant une surface de prélévement non-convexe. Les légéres différences s’expliquent par
la nécessité de raffiner le maillage afin de garantir aux cellules proches de la surface d’obtenir la
taille nécessaire pour le parameétre 9.

Ce type de résultat motive alors I'utilité du choix de surfaces de rayonnement non-convexes afin
de relever des courants peu entachés d’erreurs de dissipation/dispersion et de limiter les volumes
globaux de maillages, diminuant ainsi les cotits de stockages pour la résolution. De telles applica-
tions se rencontrent dans la résolution par méthodes sur maillages non-structurés pouvant s’avérer
cotiteuses en fonction des volumes et des détails de constitutions des éléments en présence.
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Chapitre 2

Méthode de décomposition en
sous-domaines disjoints

Notation : comme dans toute la suite il sera souvent nécessaire de considérer un élément repéré
par un indice ¢ € I parmi un ensemble I C N, puis de regarder l'influence des autres éléments
(individuellement ou séparément), nous désignerons par i+ un indice quelconque tel que ix € I et
i* # 1. Ainsi, pour un ensemble d’éléments (f;);er donné, f;, désignera un f; quelconque d’indice
J # i, et nous aurons par exemple > .. fi. 1= Zj#i fi et Wi fis := 114 f5.

2.1 Principe de la décomposition multi-domaines

Considérons des sources et des objets diffractants placés dans un milieu homogéne et séparés les
uns des autres (cf figure 2.1). De plus, les éventuelles sources de type "ondes planes" (ie : solution des
équations de Maxwell dans le milieu en I'absence des objets diffractants) seront introduites autour
de chaque objet ou groupe d’objets par I'intermédiaire de surfaces ou de volumes de Huygens.

Surface de Huygens 2

Surface de Huygens 3

Surface de Huygens 1
F1G. 2.1 — Représentation du systéme avant découpage en sous-domaines

Dans tout la suite nous désignerons par (E¢, H"¢)! les sources de type "onde plane", et par
(Es™, H5™°)! tous les autres termes de sources. Le probléme présenté ici peut alors étre modélisé a
partir des équations de Maxwell, sous la forme :

63
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Probléme 2.1.1 (équations de Maxwell)

Trouver u € CY (R+, D <[Ao +A)TTY Al(91>> nct <R+, Lon—kA’](Rg)) solution de
0

<[AO + Aa] o + E Ao + IB) u=u"¢+ E Bl?iumc, o)
I p :
ult =0) =0,

ou :
— A0y + >, A0y représente Uopérateur de diffraction en espace homogéne, soit :

__ (ol O . 0 —-Vx )
Agdy == ( 0 ol > et ;A,al = ( ox 0 ) ;
— A0, représente la présence de permittivités variables (e,(z) et py(x)), soit :

ra (51"(5”) - 1)815]13 0
Aotk == < 0 (r(z) — 1)0p]3 ) ’

avec Aj uniformément coercif et a coefficients dans L™ (R3);
— B est un opérateur de multiplication représenté par une matrice a support compact a support
compact représentant les inhomogénéités du miliew ou des conditions aux limites ;

- LfA +A,](R3) est l’espace des fonctions de carré intégrables pour la norme associée au produit
0T 20

scalaire

0.8 [ ([ho+45] 0.6).

et D ([Ao +ApT? > Alal) est le domaine de Uopérateur [Ag + AL~ S, A8y a valeur dans

L fAO-ﬁ-Aa] (R?) ;

B ﬁ B E sre Esre ; ine Einc
enfjin u = H , U = Fsre et u = Hmc .

Avec les notations précédentes B peut alors étre, par exemple, une représentation de condition
limite maximale monotone, donc ne changeant pas la résolution du probléme 2.1.1, sur un obstacle
(élément conducteur, impédance électromagnétique,...). Enfin, pour une surface de Huygens H’
donnée, on désigne par (s une régularisation de la fonction caractéristique de V(H?) vérifiant
wi(r) = 1Yz € V(H) et p;(z) = 0Vx € V(PY)¢; lopérateur de trace sur H?, BJt, est alors défini

7 7
par
BH . 0 VQDHz‘ x I3
v —V(,OHi x I3 0 .

Remarque 2.1.2 Pour des raisons de régularités des seconds membres introduits dans (2.1) les
termes Bziumc seront portés par des volumes de Huygens, régularisés de surfaces de Huygens. Tou-
tefois, dans les applications numériques nous considérerons que ces volumes sont assimilables a
des surfaces, c’est-a-dire qu’ils sont d’épaisseur négligeable devant les grandeurs caractéristiques
du maillage. Ceci est possible car aucune épaisseur minimale n’est imposée pour les supports des
régularisations pqayi. L’expression de l'opérateur de trace sera alors notée

BH ~ 0 Ny, X Oy .
v —ny, X 6”—{1 0
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De méme les surfaces de prélévement P' seront supposées C et par la suite, dans Uécriture du pro-
bleme de décomposition en sous-domaines approché décrivant la méthode de résolution nous consi-
dérerons des surfaces de prélévement polyédriques et utiliserons alors la formule de rayonnement
"semi-lointain” établie dans le chapitre précédent.

Pour le probléme 2.1.1, on a alors le résultat suivant :

Proposition 2.1.3 Soit Q le support de B. Si u®"® et u'™® sont dans C* (R+, Lon—i-Ag](Rs))’ et si

B € L>(Q2) ou représente une condition aux limites maximales monotone sur 0S), alors il existe une
unique solution u au probléeme 2.1.1.

2
o+
caractére borné des coefficients de [Ag + A(] il existe deux constantes strictement positives C' et C”
telles que

L’espace L ](]R3) est uniformément équivalent & et L?(R?). En effet, par la coercivité et le

C P72 (psy < [|® C'||@ :
| ||L2(]R3)_|| ”LTAoJrA{)](RB) | HLQ(Rs)

La proposition 2.1.3 n’est alors qu’une simple application du théoréme de Hille-Yosida. Elle permet
simplement de poser un cadre fonctionnel & la décomposition du probléme (2.1) et & I'interprétation
des systémes couplés ainsi obtenus dans ce paragraphe. Afin de pouvoir continuer le travail de
décomposition en problémes couplés, nous nous placerons alors dans le contexte des hypothéses de
la proposition 2.1.3 dans tout ce paragraphe.

Dans la suite, au paragraphe 2.3 nous préciserons un cadre formel plus complet afin d’étudier,
en existence et en unicité, le systéme couplé détaillant la méthode multi-domaines.

Bord du domaine 2

/" Surface de Prélévement 2
Surface de Huygens 2

S SARMGaaEEEE S LEEeS : Bord du domaine 3
Surface de Prélevement 3
Surface de Huygens 3

Bord du domaine 1
Surface de Prélevement 1 P

Surface de Huygens 1

Fi1G. 2.2 — Représentation du principe de découpage en sous-domaines

Le principe de la méthode de résolution par décomposition en sous-domaines disjoints proposée
dans ce rapport peut-étre résumé de la maniére suivante (cf figure 2.2) :

1. Nous séparons les différents objets dans des volumes de calculs disjoints sur lesquels nous
utiliserons des méthodes classiques de résolution des équations de Maxwell (FDTD, FVTD,
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DGTD...). Ces domaines étant alors de volumes finis, ils seront bornés par l'utilisation de
conditions aux limites absorbantes (PML).

2. A partir de valeurs de courants prélevées & l'intérieur d’un volume de calcul donné nous
évaluons sa contribution aux autres volumes par utilisation d’une formule intégrale.

3. Puis, a partir du calcul des contributions de chacun des domaines, nous introduisons ces
valeurs de champs rayonnés sous forme de termes sources dans chaque volume en utilisant
des surfaces ou des volumes de Huygens. L’utilisation de surfaces ou de volumes de Huygens
pour imposer les sources permet de ne pas modifier les schémas numériques utilisés car cela
n’ajoute seulement qu’un second membre localisé en espace dans les équations de Maxwell.

4. Enfin toutes les sources seront considérées soit comme locales aux volumes de calcul (point
source, antenne...), soit solutions des équations de Maxwell homogénes (ondes planes) et donc
introduites a leur tour sur les surface ou volumes de Huygens, en méme temps que les champs
rayonnés par les différents volumes de calculs. Cette derniére hypothése est due a la nécessité
de borner les domaines de calculs, ’égalité entre les problémes bornés et non-bornés n’étant
obtenue que pour la propagation de champs diffractés en dehors de ces volumes.

Afin de pouvoir mettre en ceuvre une telle méthode, il est nécessaire d’effectuer 'hypothése
suivante :
Hypothése 2.1.4 (découpage géométrique et localisation des inhomogénéités)

1. Pour tout indice i il existe un domaine borné D' tel que Yi x Di N D* = (), et vérifiant

0 # V(HY) C Supp(py) SV(PH) S D

2. Les opérateurs B et Aj, dans (2.1) se décomposent en sommes d’opérateurs respectivement notés
B; et A{, et pour tout i les opérateurs B; et Aj sont a supports compacts dans Uintérieur du
volume V (H?) délimité par H', et on a alors

> Bi=B, et > Aj=A;
i i
3. Les termes des sources, sauf ondes incidentes, u’" sont & support dans compact dans UiV(Hi)

et peuvent donc se décomposer sous la forme u®® =3 2, u*Yy gy = 3, u*Yps.

La résolution du probléme (2.1) par la méthode de décomposition en n sous-domaines se raméne
alors & la résolution d’un systéme de problémes couplés :

Probléme 2.1.5 (systéme d’équations de Maxwell couplées)

Trouver (Uz‘)z‘e[l,n] € Ticp ) [C’O (R*,D ([Ao + Ag]fl > A181>) nCct <R+, LwaA&] (RS’))] 50-

lutions de

;

([Ao + Ag] Oy + ZA[@[ + BZ) Uj
l

. ) 2.2
= u*"Ypi + Bt | u™ + Z G * Bﬁuz*> , € R3 22)

1%

Vi € [1,n],

ui(t =0) =0, z € R3,

avec u; = ( Hl ) . B et A représentent la prise en compte des inhomogénéités propres au probléme
K]

i, et G est le noyau de Green de I’équation de Mazwell dans le vide. Les surfaces P* représentent les
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surface de préléevement permettant de relever les courants nécessaires au couplage. Ils sont exprimés
sous formes de traces o l'aide de [’opérateur de trace noté

pr _ 0 np, X (5731'
v —np, X (5731' 0 '

Comme pour le probléme 2.1.1, par le théoréme de Hille-Yosida on a alors le résultat suivant :

rc nc

Proposition 2.1.6 Soit Q; le support de B;. Si ’hypothése 2.1.4 est vérifice, si u™ et u'™® sont
dans C* (R+,L2(R3)), et enfin si pour tout i, B; € L*®(;), alors il existe un unique n-uplets de
solutions (u;)ic[1,n) au probleme 2.1.5.

La démonstration de la proposition 2.1.6 nécessite d’établir un résultat préalable :

Lemme 2.1.7 Soient i un entier dans [1,n], et T > 0. Soit g une fonction de C([0,T], L*(R3) a
support dans V (H?), alors le probléme

13 _ 3
([Ao + Ago + ;Alal —l—IB%i) v=g, x € R’ (2.3)

v(t=0,.)=0

admet une solution unique v € C° (IO,D ([Ao + Afﬂ = > A161)> nct <IO, [ho-+44] (RS)).

De plus, la convolution par G des traces tangentielles szv de v sur P définit une fonction dans
CY([0,T), LA(V(P%)°)), et qui vérifie en outre v = G % BFv dans le complémentaire de V (P?).

Preuve de la propositon 2.1.6. Cette proposition repose, comme pour la proposition 2.1.3,
sur le théoréme de Hille-Yosida. La différence essentielle se situe dans la présence au second membre
de la ™ équation de (2.2) d’un terme source lié¢ aux autres solutions u**. Le principe de la démons-
tration, comme utilisé dans le paragraphe 2.3, repose sur une utilisation du principe de Huygens.
Par 'hypothése 2.1.4 la distance d = min; (mini* d (V(Hi),Pi*)) est strictement positive. Il s’en
suit donc, pour tout i, par le principe de Huygens :

— pour tout t € [0,d] : BF ZG * Bzzul*> (t) =0,

— pour tout k € N\ {0} et tout ¢ € [kd, (k+ 1)d] :

Bl (Z G * Bﬁui*> =Bl (Z G B, [uixY]o k) (t)]) (t).

%

L’existence et I'unicité de la solution du probléme 2.1.5 s’obtiennent alors par une récurrence directe
en k € N sur le découpage en temps ainsi effectué en intervalles de longueur d, notés I, := [kd, (k +
1)d]. On obtient alors ainsi :

1. Sur le premier intervalle : pour tout i, par le théoréme de Hille-Yosida, le probléme suivant

Vi € [1,n], <[A0 +Ag] 0 + ;Alal + Bi) uj = u¥Ypi + Bl (u™), z € R3,

ui(t=0) =0, z € R3,

admet une unique solution u; € C° (IO,D ([AO + Ag]_l > A@)) nct <Io, lho--A1] (]R?’)).
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2. Pour un intervalle quelconque I, avec k > 0 : on suppose que toutes les fonctions u;, sont dans

ix]—1 c 12
o ([O, kd], D ([Ag + AP Y Alal)) nct <[0 kd], LfA +M*](R3)>, alors en considérant le

probléme posé pour ¢ € [0, (k 4 1)d]

([Ao + A{}]@t + Z A0 + BZ) Ujx
!

= u*"Ypi + Bl ( me 4 ZG * Bl [uinYo ) (t )}) (t), = € R?,

win(t =0,.) =0,

on en déduit que le terme B]t (3", G * BLui.) (t) est dans C* ([0, (k+1)d], LfA e (]RS))

par le lemme 2.1.7 . Par la coercivité et le caractére borné des coeflicients de [Ao + Ag] il
existe deux constantes strictement positives C; et C! telles que

il < 10lsz o CE Iy (2.4)
0T %0
et donc
< G
H(I)HLTAQM ](RS) i H(I)HLT +A/”}(R?’) (2.5)
O

Il s’en suit par (2.5) que Bl (3,, G * BLu;) (t) est dans C* ([0, (k+1)d], LfA ] (R3)),

a linstar de u™ et u*™ par (2.4). En remarquant enfin que la condition initiale v;(t =
kd) = wi(t = kd) est dans D ([Ao—i—Ag]_l > Alal> comme par hypothése u; est dans

o ([0, kd], D ([Ao + Ag] ! > Alﬁl)), par le théoréeme de Hille-Yosida le systéme

([Ao + Ag] Oy + Z A0 + ]BZ) V;

l

_ usrcYDi + BzH uine + Z G * Bﬁuz*) , T € Rga

i

vi(t = kd) = u;i(t = kd), © € R?,

\

admet une solution unique dans C° <Ik, D ([Ao + AJ*] - > Al@l)) nct <Ik, [Ao-+A4] (R3)> .
Les solutions (u;); de (2.2) sont ainsi prolongées & C? ([O, (k+1)d],D ([Ao +Aj] Zl Alal))

nct ([0, (k+1)d],L?

[Ao--A] (R3)>, ce qui permet d’itérer le raisonnement & U'intervalle gy q.

Preuve du lemme 2.1.7. Par le théoréme de Hille-Yosida, I'existence et 'unicité de la solution

v de (2.3) s’obtient dans C° <IO,D ([Ao + Ag]_l D Alal>) nct (Io, Lon—i—Agi](Rg))'
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Considérons maintenant le probléme extérieur posé par

(Aoat + ZA@) =0, z € V(P
l

G(t=0,.) =0, |
Muo(t,x) = Mu(t,z), x € P,

(2.6)

ol M est un opérateur donnant une condition aux limites maximale monotone ; par exemple avec

a€RT.
1 an; X n; X ]13 —n; X ]13
M=—= 1 .
2 n; X]Ig —n; X n; XH3
Q

D’aprés [55] (cf par exemple le théoréme 2.3.5 dans la suite), comme v € C*([0, T], L?(R3), le

systéme (2.6) admet une solution unique ¥ € C* (Io, LfA +A,i](V(Pi)C)).
0T

Enfin, le relévement distributionnel des traces szf) par convolution avec le noyau de Green G
des équations de Maxwell dans le vide ([59]) donne une fonction G * B’'% qui coincide avec ¥ sur
V(Phe.

Enfin, en remarquant que les choix équivalents de M pour la condition Mo(t,x) = Mv(t,x)
permettent d’assurer BF'o = BFv, on en déduit que G * BFv est dans C*([0,T], L2(V(P?)°)) et
vérifie v = G * BPv a l'extérieur de V(P?). m

I1 est alors nécessaire de lier I’étude du probléme (2.1) et la résolution du systéme (2.2).

Proposition 2.1.8 Soient u la solution unique du probléme 2.1.1, et (u1, ..., uy) le n-uplet solution
du probléme couplé 2.1.5. Si Uhypothése 2.1.4 est vérifiée, alors u est donnée par

u = Z [szul + YWHZ* (1 - (pHi*) G *(tw) szul > (27)
i
G*(1,z) désignant la convolution espace-temps par le noyau G des équations de Mazwell homogénes,
et pour tout ensemble A donné Y, est la fonction caractéristique de A.
2 3y 72 3 2(T3 e
Preuve. Par (2.4) et (2.5) les espaces L[A0+Ag*](R ) L[A0+Ag] (R®) et L*(R°) sont unifor

mément équivalents. Il en est alors de méme pour les domaines D ([Ao —i—Ag*]_l > Alﬁl) et

D ([AO +A)TTY, A181>. Par la proposition 2.1.6, les fonctions (u;); solutions de (2.2) sont dans
O (R*,D ([AO —|—Ag*rl > Al81)> nct <R+’Lon+Ag*](R3)>’ donc pour tout ¢ les traces tan-
gentielles BF u; sont définies dans H. 12 au voisinage de P?. Par combinaison de ces fonctions et

loc
par composition des traces avec la résolvante des équations de Maxwell, la fonction u proposée dans

(2.7) est alors dans C° (R+,D ([Ao +ATTY Alal)) net (R+, Lo (R3)>.

La solution du probléme 2.1.1 étant unique, il suffit de vérifier que la fonction u définie par
(2.7) vérifie (2.1). Pour cela, on applique 'opérateur Ag0; + >, A;0; + B & u. Tout d’abord, on a les
relations suivantes

0 np, X Opi
LY, A9Yp, ==Y, Alalyfc = BZ-D avec BZD = ( np, X O 0 D ) )

2. et Zl Ao (1 — QDHi*) =Bt

%0
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3. enfin, dit aux supports des fonctions @yi-, on a > A9y [T (1 — gpin)] = — >, B
Comme, par Phypothése 2.1.4, B =", B; avec B; & support compact dans V (H?) C D', il vient

{ Vi, Supp (B;) N (D7) =9,
Vi, Vj # i, Supp (B;) N Supp (I (1 — ppgix)) = 0.

On en déduit donc, aprés regroupement, et en utilisant la propriété (Agdy + >, Aj0;) (G * (t,2) U) =,
Pégalite

(2

(Aoat + ZA@ + B) U = Z{ Yopi (Aoat + ZA@ + B) Uj;
l l
— Z BZ:Hi*(l — SDH"*)YW (G * Blpuz)

L (1 — pgie) YWBZ’W} . (2.8)

On considére alors séparément chacun des quatre termes sous la somme dans le second membre de
(2.8) :
— Par I'hypothése 2.1.4, ensemble (D*)¢NSupp (I (1 — @i« ) )NP? se réduit & 0, la contribution
du dernier terme de (2.8) est donc nulle.
~ De méme BPTl, (1 — ¢p+) = BP donc

BP [u; — i (1 — ppgin) (G % Bz)uz)] = BP [u; — (G * BZ)UZH .

Or (Ag0; + >, A0, + By) G*Bipui = Bipui = 0 dans V(P;)¢, la trace Bfui étant dans H—1/2,
la fonction G * BZ’ u; donne ainsi une solution a

(Aoat + ZA@) v; =0, z € V(PC,
l .

’Ui:B;-P’LLi,CCEPZ, 4

vi(t=0)=0,z€ V(P

qui admet une solution unique par le théoréme de Hille-Yosida. La solution u; de la ¢¢¢

équation du probléme 2.1.5 étant elle aussi tracable dans H~/2 au voisinage de P?, vérifiant
elle aussi ce probléme et étant unique par la proposition 2.1.6, on a donc G Blpui = u; pour
x dans V(P;)¢. Leur traces tangentielles sur D; sont ainsi égales. Le second terme de (2.8)
s’annule donc lui aussi.

— Comme par 'hypothése 2.1.4 B = B; sur V(H;), alors par (2.2) on a

Yopi (Ao@t + Z A0 + E) U; = usrcYDi + BZH (ui"c + Z G * B£u1*> . (2.9)
l

%

— Enfin, par 2.1.4, Vi, (D*)¢ N Supp (IL;(1 — ©gix)) N Supp (Vprix) = Supp (Vppix), ainsi le
troisiéme terme de (2.8) se récrit sous la forme

_ Z Bl (1 — 1) Yipme (G BFu;) = — Z Bl (G Bl ;) . (2.10)
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En reportant (2.9) et (2.10) dans (2.8), puis en opérant une permutation sur les sommes en i et en

1%, on trouve enfin
(Ao@t + ZA[@[ + ]B) u = 0.
l

Finalement, les fonctions u; solutions de (2.2) vérifiant w;(t = 0) = 0, la fonction u proposée
vérifie alors a son tour u(t = 0) = 0.
Ainsi la fonction u proposée est solution de (2.1). m

Par la proposition 2.1.8, la décomposition en sous-domaines se raméne donc & remplacer le pro-
bléme de départ (2.1) en un systéme de problémes (2.2), tous définis sur R x R3, dont le couplage

entre les différentes parties est assuré par le terme BJ* (G x BLu ;*)

Enoncons enfin un corollaire de la proposition 2.1.8, pratique pour la mise en place et 'utilisation
numérique de la méthode

Corollaire 2.1.9 Sous Uhypothése 2.1.4 et avec les notations de la proposition 2.1.8, la solution u
du probléme 2.1.1 est déterminée a lintérieur des volumes délimités par les surfaces de Huygens,
par

Vi, V(t, X) € RT x V(HY), u(t, X) = u(t, X). (2.11)
De plus, a partir des traces tangentielles (B ul) des solutions (u;); du probleme 2.1.5 sur P?, la
fonction ', définie sur Rt x (U Dz) paru =3, G x* BZ- u;, Vérifie

W' (t, X) = u(t, X), V(t, X) € RT x (U;D)°. (2.12)

Preuve.
1. Soit k € [1,n]. Par restriction de (2.7) a V(Hy), on trouve

LU= Up + Z { V(M) YDl e i (1 — @gin) G 1) Blpul} .

Orsii=kona Yyp,) YW = 0 car V(Hy) C Dg. Pour i # k il existe un ix tel que ix = k

et donc Yy (3, ) I (1 — ppgi) = Yyrgy) (1= o) Winzr (1 — ppgie) = 0 car Supp (1 — @pqr) N
V(Hi) = 0. On obtient ainsi Yp, u = uy, soit (2.11).

2. Comme précédemment on s’intéresse a la restriction de (2.7) & UpDy. Il vient ainsi

(HkY—g) w= Z [(HkY—z) Ypiu; + (HkY—z> Yoy i (1= 9p0) G (1) szuz} .

Comme (Ukﬁg) ND! = () alors (Hkaz> Ypiu; = 0. Enfin comme pour tout i* on a Dif* -
Supp (1 — ¢i,) il s'en suit donc (HkY—z) Vg s (1 — opie) = (HkY—z). 11 vient ainsi
(M¥pg ) w= (MeYpe ) (G (o0 B wi) et done (2.12).

Remarque 2.1.10 Le choiz des surfaces de prélevement P°, des surfaces de Huygens H' et des
délimitations des différents domaines D, assure que toutes les fonctions u et u; construites ci-avant
sont bien définies ; la singularité du noyau de la convolution par G étant toujours évitée.
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Remarque 2.1.11 FEn utilisant les résultats de la proposition 2.1.8, une approximation des termes
de couplages du schéma (2.2) de la forme

Bl (G« BYuj,) ~ BIY ([G]BLAL. ).

pourra alors étre introduite a l’aide de la formule intégrale approchée (1.10). Elle permettra de plus,
via (2.12), d’obtenir une approximation du champ propagé, hors des volumes de calculs délimités

par U; D, par la formule
ZG*BZDuizZ[/GV*]BZDui;
i i

chaque solution u; étant ainsi calculée sur un domaine restreint a D' et auquel une condition aux
limites absorbante (par exemple PML) est adjointe.

La remarque 2.1.11 motive la recherche d’une formule intégrale approchée simple et efficace afin
de traduire au mieux les différents couplages entre domaines, d’ou I'intérét de I’écriture d’une telle
formule dans le chapitre 1 permettant une utilisation sur un large domaine de validité et offrant
une estimation de ’erreur commise.

2.2 Formulation de la méthode

Partant de la proposition 2.1.8, le découpage sous la forme (2.2) du probléme de départ (2.1)
semble plus simple a résoudre. En effet, chaque élément de (2.2) est isolable & I'intérieur d’un vo-
lume réduit D;, n’englobant qu'un ensemble restreint d’inhonomogénéités ; toutes les autres faisant
partie des domaines (Dj)ix. La résolution d’un seul élément de (2.2), a condition de pouvoir cal-
culer efficacement les termes de couplages entre les différents problémes BZ{ (G * Bgui*), sera ainsi
simplifiée. Par extension, la résolution de I'ensemble des problémes de (2.2) sera donc d’autant plus
simple qu’elle apparait naturellement parallélisable. La résolution de (2.1) se fera donc a travers
un schéma de résolution de plusieurs systémes d’équations couplés par des fonctions de transports
identifiées.

Le schéma d’approximation du couplage pour la méthode multi-domaine se fait selon deux
étapes principales, similaires a celles utilisées dans la résolution par la Méthode de Multipdles
Rapide (FMM) explicitée dans [27], de la maniére suivante :

1. Uanterpolation des champs (cf figure 2.3(a)) consistant & regrouper les courants relevés sur
la surface de prélévement et & évaluer leur contribution en un point de l'espace donné par
formule intégrale approchée,

2. linterpolation des champs (cf figure 2.3(b)) étant la reconstruction des courants sur les surfaces
de Huygens a partir de la donnée de champs en certains points de celles-ci.

A ces deux étapes se rajoutent aussi des phases nécessitant un traitement quasi-exclusivement nu-
meérique de pre-processing (découpage des surfaces, création des regroupements...), de transferts de
données, et de post-processing (combinaison des valeurs, évaluations de champs en des points...) qui
seront explicitées par la suite.

Le systéme approximé de (2.2) est alors
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(EjHj) values (EjxH i) values

(a) Anterpolation (b) Interpolation

F1G. 2.3 — Principe d’anterpolation/interpolation des champs

Probléme 2.2.1 (méthode de décomposition en sous-domaines)
n
Trouwver (u;)icnn € F <R+ x R3, (R3)2> solutions de

)
(Aoat + Z A0 + Bi) u;

l
Vi € [1,n], R 2.13
[ ] _ USTCYDi + Bz-luznc + [BZH} ( ( )

Z [ﬁ]BZuVJ , € R3,

1%

| wi(t=0)=0, 2R3

ou F (R+ x R3, (R3)2) est un espace fonctionnel précisé par la suite. L’approximation du terme de

couplage B]* (G x BRu;,) dans (2.2) par [Bl] (@Bﬁuz*> dans (2.13) est donnée par les opéra-
tions d’anterpolation et d’interpolation proposées :

1. anterpolation : [G*]Bﬁui* désigne lapproximation par la formule intégrale (1.10) du transport
des domaines ix sur vers des points de la surface de prélévement P* du domaine i, représentant
la phase d’anterpolation ;

—

2. interpolation : [B}Y] est le décqupage par sous-volumes (V;Hl)j du volume Supp(Vy,) entou-
rant la surface de Huygens H', puis l'approximation par constantes sur ces sous-volumes du
champ transporté aux points de référence correspondants (Yi)j ; soit :

B0 = X (s @B ) 214
J

ot xv(x) est la fonction caractéristique en x du volume V.

D’aprés le théoréme 1.2.2; 'erreur commise par 1’emploi la formule (1.10) dans la phase d’an-
terpolation est de l'ordre de §/d. Le gain apporté réside alors essentiellement dans la possibilité de
simplifier le calcul de la convolution par G en localisant toutes les opérations d’intégrations autour
de points de références pris sur un découpage de la surface de prélévement en sous-faces de gran-
deurs caractéristiques inférieures & §. Un tel procédé permet alors de simplifier le couplage (donc
gain en temps de calcul, en colit mémoire,...) par rapport a la prise en compte de la formule intégrale
compléte, tout en contrélant I'erreur introduite.
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Toutefois, le couplage entre les différents éléments de (2.2) nécessite de calculer les valeurs du
champ électromagnétique en tous les points des volumes Supp(Vyy) entourant les surfaces de Huy-
gens. Cette opération représente alors une perte importante de performances pour le schéma. L’effi-
cacité de la formule d’anterpolation repose en partie sur le découpage de la surface de prélévement
en sous-faces de grandeur caractéristique inférieure a § et telles que le rapport ¢/d soit suffisam-
ment petit. Suivant le méme principe, pour chaque j on introduit une partition U;[Supp(Vex)];
du volume Supp(Vpy) entourant la surface de Huygens ;. Cette partition est établie sur le méme
critére que dans le cas des surfaces de prélévement. La phase d’interpolation proposée dans (2.13)
consiste donc a interpoler par constante les valeurs de champs, en tous les points d’un élément
[Supp(Vn)]; de la partition, a partir de valeurs évaluées pour un point de référence X choisi sur
[Supp(Vp)];. Afin d’évaluer I'erreur d’approximation de cette formule, il vient alors naturellement
a étudier le passage possible d’un point Xy donné sur H a un point X{, sur le méme regroupement.

Dans le cadre du théoréme 1.2.2, erreur d’approximation était donné par O(sup; 0;/d;) qui peut
étre majorée par O(sup; 6;/ inf; d;). Pour chaque point Xy des supports des volumes de Huygens H/,
la distance critique d étant choisie comme inférieure a I’écart entre tout point Xo de Supp(Vyi)
et tout point de référence X; des surfaces de prélévement P7*, il est encore possible de la majorer
par :

0 <d <inf inf (inf \XO—XZ-!)} Sinf[ inf

J [ Xo€[Supp(Ven)l; Xi€Pir J | XiePix

Ainsi, si [Supp(Vx)]; est de grandeur caractéristique inférieure a 0 alors les formules intégrales
approchées obtenues par (1.10) en tous points de [Supp(V 1 )]; seront données a la méme précision :

X7 —XZ} :

7

d/d. L'erreur introduite est alors majorée indépendamment du choix de Xg sur [Supp(Ven));.
Cependant, comme le montre la figure 2.4, le déplacement de Xy en X|) induit un changement de
la définition du repére local utilisé pour calculer la formule intégrale approchée (1.10).

. /,” \
N\, 17 \
O Vs (X
"/ \ |

:Si X0)
Fi1G. 2.4 — Influence du déplacement de X sur le repére local

Nous avons alors le résultat suivant

Proposition 2.2.2 Soit P = U;P; une surface de prélevement admissible firée, et soient (X;)ic(1,n)
les points de références choisis respectivement sur (Pi)ie[l,n]' On suppose que les termes traces
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tangentielles sur P;, n; x E et n; x H, sont dans C*(R*, L1(P;)) et vérifient I’hypothése de causalité
(1.31). Alors, pour tous points Xo, X(, ¢ P tels que | Xo — Xj| < 0, et pour tout t > 0, I’écart entre
les valeurs des champs EetH transportés respectivement en Xo et Xy par des formules intégrales
approchées (1.10), est donnée par

< ]]‘3 ) (t, Xp) — < g > (t,Xo) = O <2> , (2.15)

ot les faces P; (i € {1,--- ,n}) sont de dimensions caractéristiques inférieures a 0, et inficgq .. ny | Xo—
Preuve. Soient une des sous-faces P; (i € {1,--- ,n}) de P et X; le point de référence sur P;

désigné par construction de (1.10). Soient Xy et X{, deux points n’appartenant pas a P;, et tels que
| Xo — X{| < 9. La formule (1.10) étant définie pour p; # %1, puis étendue par continuité, trois cas
sont alors a envisager selon les placements respectifs de X, X{, et Xj :

. e
- (XoXim) # #1et (X5Ximy) # 1,
_ (Xon'vni) =41et (XéXZ,nz> = :I:l’
XX, Py e —
_ (XOXi71’li> ==+1et (XOX,-,ni) # £1 (le cas (XoXi,nZ) # +1 et (XOXivni> — 41 s'obte-
nant en changeant Xy et X(’)).

En fonction de chacun de ces trois cas, la construction de (1.10) diverge (le repére de coordonnées
locales utilisé est défini différemment).

: : L . /! . ! g1y /I _ N—1 v v/
Introduisons les notations d; = | X; — Xo|, d; = |X; — X{|, t; = d; " X; X0, t; = (d;)" " X; X, et
enfin on désigne par v I’'arc paramétré :

7 R—=R3 s— X+ s(X) — Xop).

On a donc v(0) = Xp et (1) = X{. L’objectif est alors de montrer que 'on a les relations suivantes :

/P’ dzlnnlxanf( —di)—/ (d,)l nlxanf(t—d;)+0<3>, (2.16)

/ dzlnt x Of f(t — di):/ (d/)lsn i 6"f(t—d’)+o<i> (2.17)

ou f correspond a soit n; X F oun; x E, et n € {0,1}; ainsi que les relations

/ dglnnzxnzxat"g( di)—/ (d’)l nzxnzxatg(t—d’)—Q—O(g) (2.18)

1 N 1 i 5
/P, ot X ti X opg(t —d;) = / @ —g b Xt x Opg(t —di) + O <di> , (2.19)

ol g est soit [, n; x E soit [,n; x E, et n € {0,1,2}.
Toutes ces relations constituent les comparaisons deux-a-deux des termes constituant les formules
intégrales approchées aux points X et X{. On remarque alors, que ’établissement du résultat (2.15)

SN —_—

dans le cas (XoXi,nZ) = +1 et <X6Xz~,ni> = £1 ne nécessite que I’étude des relations (2.16) et
N —

(2.18). De méme, pour la démonstration de (2.15) dans le cas (XOXi, ni) ==xlet (X(')XZ-, ni) # +1

les vecteurs t; et n; sont alors confondus. L’étude de ce cas peut alors étre faite en démontrant les
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relations (2.16), (2.17), (2.18) et (2.19). Nous allons donc nous attacher a démontrer ces quatre
relations, ensemble de tous les choix possibles de X et X étant alors naturellement pris en
compte par combinaison de ces résultats.

Remarquons tout d’abord que si | X — X{j| < 0, alors

d/

|t — 7| < di HXiXO - X; Xy + (2.20)
(2

‘X X/

7

N _—

Traitons ensuite les 3 cas différents : (XOXZ-, nl-) # +1 et (X(’)XZ-, ni) % +1.

Comme pour la démonstration de la proposition 1.2.39 nous allons ramener les puissances de
1/d; et les ordres de dérivations en temps de 9;f & la méme valeur par utilisation d’intégrations
successives des dérivées de 8y f. Soit alors d(s) la fonction d(s) = |X; — (s)|. On a donc d(0) = d;
et d(1) = d. En outre, comme Xo — X} # 0 on a lim, .4 d(s) = +0c. Soit alors M > 0 positif
assez grand tel que t — d(M) < 0, et donc par I’hypothése de causalité (1.31) : 9 f(t — d(M)) = 0.
Il vient donc

~ M ~ ~
@vu—a@y:—/ ML F(t — d(s'))0sd(s') ds’ (2.21)
M M ’
:/ / P2 f(t — d(s"))0sd(s') Dud(s") ds" d,
/ / / 8n+2 ( ///))a d( )8362(8”) 8SJ(SW) ds™ ds" ds'.

Or 8,d(s) = <X — X},d(s) "1y (s) l), le vecteur d(s)~'7y(s)X; étant normé, on en déduit donc

,d(s)| < o. (2.22)

1. A partir des relations (2.22) et (2.21) nous allons évaluer (2.16). On trouve alors
— pour n=1

/ L x af(t—di) - / Lo x A f(t—d))
o, i o, d.

K3

d; — d; /
:/Pi Zd-d’ nixatf(t—di)-i-/ %nix (8tf(t—di)—8tf(t—di))
[ [Tt dopodts) o

/!nl /)@ F(t — d(s))0sd(s) ds

Comme (d; — d;)/(d;d}) < C§/d?, le premier terme est alors majoré en utilisant (2.22) par

52
< Cd— sup 102 ()| 11, (2.23)
i S€ [ )
De méme, en majorant 'intégration en s dans le second terme par
4]
< C’d— sup H@t )HLl(P) (2.24)

i s€[0,t]
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— pour n = 0 on procéde de méme en utilisant la double intégration de (2.21). Il vient ainsi
1 1
[ ot z->—/ - - d)
NG 62 (t — d(s"))sd(s) Dsd(s") ds'
= T2 n; d(s) 0sd(s") ds" ds

/ =" / / OFF(t — d(s'))0ud(s) Dud(s") ds' ds.

Comme ((d})? —d?)/(d;d})* < §(di+d;)/(did;)* < C8/d3, en appliquant (2.21), on en déduit
donc que le premier terme est majoré par

53
< Cd3 831[10p] H82 )HLl(Pi) . (2.25)

Le second terme est, selon le méme raisonnement que précédemment, majoré par (2.24).
La majoration (2.16) est donc vérifiée.

2. L’établissement de la majoration (2.17) est trés similaire a celui de (2.16). Pour ce faire, il
suffit de découper (2.17) en deux parties de la maniére suivante :

1 1 , 1 , i
/ d2” gt < O di)—/ @y zxatf(tdz’):/Pid?_n(ti—ti)xatf(t—di)
1 1

La seconde partie de (2.26) (deux derniers termes du second membre) se traite de la méme
maniére que (2.17) en remplagant n; par le vecteur normé t;. Elle est donc majorée par (2.23).
Pour la premiére partie de (2.26), nous utilisons la double intégration de (2.21) pour n = 0,
et la simple pour n = 1; on applique enfin (2.20).

— pour n =1 il vient ainsi

/i;(tit;)xatf(t_di):_/z / O2F(t — d(s))0sd(s) ds

qui est alors majoré par (2.23).
— pour n = 0 on obtient donc

M M
/ % (ti — t;) X f(t—d;) = / % (ti — t;) X/ 81,/2]“(1576?(5"))85(?(3’) 35J(s”) ds' ds”,
Pi %4 P; 4y s s’

qui est majoré par (2.25).
La relation (2.17) est ainsi établie.

3. la majoration (2.18) on procéde de maniére similaire & celle utilisée pour (2.16).
— pour n =2, 0n a

1 1
/.dnixnixdgg(t—di) / d,nzxnzxatg(t—d’)

2

d/
-/ dd, S / 83 g(t — d(5))0.d(s) ds
—/ 1,ni><nl-></ O g(t — d(s))Dud(s) ds
Pi di 0
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Les deux parties du second membre de cette égalité sont donc respectivement majorées par

52
<C— 2 Sup H@tg HLl (2.27)
et, pour la seconde partie, par
0 3
<C'd—Z sel[lopt]Hatg HLl P (2.28)

comme dans le cas n =1 de (2.16).
— pour n =1, il vient

1 1
/ dznz X n; X Og(t —d;) — / CAL gl X 1, X gt — d})

:/i(‘z;(%)dnzxnz / / DBg(t — d(s))0sd(s') ds’ d(s) ds

/ (d}) n; X n; X /0 / 03 g(t — d(s'))0,0,d(s") ds’ d(s) ds.

En suivant le méme raisonnement que pour le traitement du cas n = 0 dans (2.16), on trouve
directement que le premier terme du second membre de ’égalité précédente est majoré par

<C’6 sup H@tgg

d? se[0.] HLl

(2.29)

De méme, le second terme est quand & lui majoré par (2.27) comme pour le second terme
de (2.16) avec n = 0.
— pour n = 0, on a alors

/ d13nz xn; X g(t —dy) —/ (dl)?’nl xn; x g(t —db)
_ / | (ng (d, — & n x / / / gt — d(s"))0,d(s") ds" d(s) ds' d(s) ds

/ (a@)3™i / / / O3 g(t —d(s"))d(s") ds” 9,0,d(s') ds' d(s) ds.

[

On remarque que ((d;)® — d?)/(d;d})® < C§/d}, en appliquant (2.22) & la premiére partie
du second membre de 1’égalité ci-dessus, on la majore donc par

54
< C@ sup H(‘?tg HLl (2.30)
7 86[0 t]

De méme, en utilisant (2.22), la seconde partie de 1'égalité peut alors étre directement
majorée par (2.29).
Ceci établit donc l'inégalité (2.18).
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4. enfin, pour (2.19) nous allons procéder comme pour (2.17) en regroupant les termes de la
maniére suivante :

1 1 1 7 U
/d —t; x t; x 0;'g(t — d;) /(d’)3 —t; x t; x 9 g(t — d;)

[/ ——ti X t; x O g(t /t X t; x O g(t —d )] (2.31)

. 1 )
[/ danXtixatg(t_di)_/ s —t] x t) x Opg(t di)]
. 1 )
i [/ &> ZXt;xatg(t_di)_/ th Xt x 0 g(t—dé)} :
La derniére partie de (2.31) est identique a (2.18), il suffit de changer le vecteur unitaire t; en

n; ; elle admet donc bien une majoration en (2.28).
Le premier terme se traite, comme pour le cas (2.17) en utilisant (2.20). Il est ainsi donné par

1
A—/ —— (t; — t]) x t; x gt — d;).
Pi dz

De méme le second terme de (2.31) se récrit sous la forme

B= 31 Px (b —t)) x 0P g(t — dy).
Pid; "

On obtient donc
— pour n = 2, on a successivement

A:—ijm—éxtX/‘@g%->MUd,

M
B [ (-t x [ obglt - ds))d(s)ds
P; Y 0

qui se majorent alors tous les deux par (2.27).
— pour n = 1, il vient

A:—/Pi;%(ti—tg ) x t x/ / DBt — d(s))d(s') ds’ d(s) ds,

1 M M - - N
= —/ ?t; X (ti — t;) X / / 8§g(t —d(s"))d(s") ds' d(s) ds,
Pi Y 0 s

qui sont majorés tous les deux par (2.27).
— enfin pour n =0, on a

Ao /P ;3 (b — ) x ti x / / / DBt — d(s"))d(s") ds" d(s') ds' d(s) ds,

K3

M M M B 5 B B
B=— / o (6= ) x / / / Bg(t — d(s"))d(s") ds" d(s') ds' d(s) ds,
0 s s’

que l'on majore par (2.29).
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Ce qui finit de démontrer (2.19).

Enfin, en regroupant toutes les majorations (2.23), (2.24), (2.25), (2.27), (2.28), (2.29) et (2.30),
ainsi que les définitions respectives de f et g pour chacune de ces majorations, on en déduit, par re-
combinaison des termes, que la différence entre les deux calculs par formules intégrales approchées
aux points X et X} peut étre majorée par

57; n; ><6t2H
or (05 )

ol P est un polynéme réel de degré au plus 4 et de variance supérieure ou égale a 1. La relation
(2.15) est ainsi établie. m

)

C([Ovt]le(}—i))

La formule (2.15) permet alors d’établir que la méthode d’interpolation consistant a prendre la
valeur du champ électromagnétique constante sur chaque regroupement de la surface de prélévement
P, de dimension caractéristique inférieure a ¢, assure alors de conserver une erreur en O (§/d). Le
schéma numérique ainsi obtenu sera donc aisée a mettre en place (il suffit d’étendre la valeur
du champ calculée en un point d’un regroupement P; donné a tous les autres points de P;), et
n’introduira pas plus d’erreur que I'approximation déja effectuée par la formule intégrale approchée
(1.10). Nous avons donc une consistance a priori de 'ordre de O (§/d).

Remarque 2.2.3 D’aprés la remarque 2.1.2, une méthode pratique d’implémentation consiste a
poser que les volumes Supp(Vpn,) tendent vers les surfaces de Huygens H* ; le découpage introduit
sera alors un découpage en sous-faces de H' similaire & celui effectué sur P°.

Remarque 2.2.4 Tous les résultats sur les approrimations établis étant donnés pour une repré-
sentation continue de la solution du probléme (2.2), le passage a un schéma numérique est alors
immédiat et possible pour a priori tous types de méthodes de résolutions volumiques a l’intérieur des
domaines D*. La discrétisation des deux étapes principales précédentes se fera alors directement en
fonction du (ou des) schéma(s) numérique(s) utilisé(s). Enfin, ces étapes étant distinctes l'une de
Vautre, Uemploi de méthodes différentes sur chaque domaine D' est envisageable.

2.3 Etude de la méthode

L’objectif de cette partie est de fournir un a priori quant a la convergence de la méthode.
En effet, nous avons montré dans le chapitre 1 que 'erreur commise par la phase d’anterpolation
est donnée en O(d/d). De plus, précédemment nous venons d’établir que 'erreur commise dans
la phase d’interpolation est aussi en O(d/d). Toutefois, nous n’avons pas démontré, méme s’il est
naturel de le supposer, que l’erreur globale lors de 'utilisation la méthode est donc bien en O(d/d).
En outre, comme le but principal de ce chapitre est de proposer une méthode de résolution générale,
le schéma numérique employé pour le calcul de la solution de chaque domaine a volontairement été
laissé libre. Dans ces conditions il apparait difficile de proposer un résultat montrant la consistance
(puis la convergence) de la méthode. En conséquence, afin de laisser toujours le choix du schéma
a utiliser sur chaque domaine, nous allons donc montrer que le systéme d’équations de Maxwell
formulé dans (2.13) est bien posé en existence et unicité. Qui plus est, nous allons proposer une
inégalité induisant la stabilité du schéma (2.13) sous la forme continue espace-temps. Par la suite,
dans le chapitre 3, la consistance de la méthode sera analysée & travers des exemples numériques
afin de compléter cette étude, et d’appuyer ainsi la convergence de I'approximation (2.13).
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tan

Afin de montrer le caractére bien posé (en existence et unicité) de la méthode multi-domaines
telle qu’elle est présentée précédemment par I’approximation du couplage dans (2.2), puis de pro-
poser une inégalité induisant la stabilité de celle-ci, nous allons introduire des espaces fonctionnels
Hf. adaptés a I'étude des systémes de Friedrichs dont font parties les équations de Maxwell ins-
tationnaires. Ces espaces permettent la prise en compte de conditions de régularités sur les termes
de traces présents dans 'utilisation de la formule de rayonnement (1.10), ainsi que la description de
conditions aux limites fréquemment rencontrées (conducteur parfait, diélectrique, impédance,...).

L’établissement des résultats d’existence, unicité et de stabilité découle de I’étude de la régularité
de 'approximation du transport intégral par la formule (1.10) et d’'une premiére majoration de la
solution du systéme couplé (2.13) par rapport aux conditions initiales obtenue dans la démonstration
de l'existence et de I'unicité. Cette partie est donc organisée autour de I'obtention de ces résultats
de la maniére suivante :

1. Dans un premier temps (section 2.3.1) nous rappelons la définition des espaces Htkcm ainsi que
deux résultats importants pour la suite :

(a) le théoréme de régularité tangentielle (théoréme 2.3.4) donnant l'existence et l'unicité
de la solution & un probléme couplé de type Maxwell (2.1); il fournit également une
majoration, dans les espaces HF,,, de cette solution en fonction des seconds membres et
conditions initiales de (2.1);

(b) un théoréme (théoréme 2.3.5) établissant le caractére L? bien posé du systéme (2.1).
2. Ensuite, (section 2.3.2) nous pourrons fournir une premiére étude du systéme approché (2.2) :

(a) d’abord nous établissons la régularité de la formule intégrale approchée sur les espaces
c* (0,7, H,,,(DNV(H))) (proposition 2.3.6),

(b) puis ensuite (théoréme 2.3.8), & partir de ce résultat nous obtenons l'existence et 1'uni-
. . n
cité du n-uplet (u;); de solutions de (2.13) dans (ﬂ;:éC’J(O,T, Hkilfj)) , ainsi qu’une

tan

majoration donnant la dépendance aux données initiales de la solution du systéme (2.2).

3. Enfin, (section 2.3.3) des résultats précédents nous déduisons une majoration plus fine de la
solution de (2.13), donnant la stabilité la méthode, a partir de trois étapes :

(a) une hypothése de découpage "homogéne" des surfaces liée a la consistance du maillage
(hypothése 2.3.11) est formulée afin de donner la dépendance du nombre de sous-faces
utilisées dans (1.10) pour un ¢ garantissant 6/d << 1 a d fixeé,

(b) en outre, un résultat plus fin de régularité de la formule intégrale approchée (proposi-
tion 2.3.14) dans L? et H},, au voisinage des surfaces de Huygens est établi,

(c) enfin, & partir de cette derniére estimation et du théoréme d’existence et d’unicité pré-
cédent, la majoration fine est établie pour les solutions (u;); de (2.13) dans H},,, (théo-
réme 2.3.15).

Remarque 2.3.1 Le théoréme 2.3.15 permet d’établir que le systéeme couplé est stable, mais aussi
que chaque sous-systéme est lui-méme stable. Par extension directe, il garantit a priori la stabilité du
couplage entre schémas numériques dissipatifs ou conservatifs par la majoration sur tout volume V

W > 0%k €N ult, Mgawy < lult, g, v, (232)

2.3.1 Systémes de Friedrichs et espaces HF

tan

Soit 2 C R™ domaine ouvert, borné, d’un seul coté de sa frontiére 62 € C*.
On rappelle ici la définition, donnée dans [11, 56|, des espaces Hj},, (), ainsi que certaines
propriétés de régularités de systémes de Freidrich définis sur €.
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Définition 2.3.2 Un champ vectoriel v sur Q est dit tangentiel si et seulement si pour tout x €
0, (y(z),n(x)) = 0. Alors, pour tout indice s € N, l'espace H},, () est constitué par I’ensemble
des fonctions u € L*(Q) telles que pour tout r < s, et pour tout champs tangentiels (Vi)ie{lw-m}f
Y1 yeu € LA(Q).

On remarque que Hj,,(2) C Hy (). 11 est alors possible de donner une structure d’espace de

Hilbert aux espaces H;,, de la maniére suivante : pour tout p € {2
1. localiser u en ¢u au voisinage de p par partition de I'unité,

2. redresser localement le systéme de coordonnées sous la forme (z1,2’), de sorte que
Suppgbu - {|$| < 1> x> 0}7
3. enfin remarquer que les fonctions ¢u sont caractérisées par

Z H(x1817827 T 78n)a¢u||%2(Ri) < 00.

laf<s

Définition 2.3.3 Une fonction u est dans Hp,,(R") si u € L*(R"), ulg € HE, () et ulg. €
HL (Q°). La norme est donnée par
2 2 2
lulls @ny = lullgy @)+ lull e (2.33)

Par convention, on notera Hy,, = L.

Afin de pouvoir établir un comportement des solutions successives de 'approximation du pro-
bléme couplé (2.2), un autre résultat préliminaire de régularité de la solution générale du systéme
d’équation de Maxwell, avec inhomogénéités, est nécessaire. Pour cela, on utilise le théoréme de
régularité tangentielle énoncé par Rauch dans [55].

Théoréme 2.3.4 (Régularité tangentielle) Soit un entier k > 1. On suppose que A et B sont
respectivement de classe C*1 et C¥=11. Si de plus la condition initiale g et le second membre f véri-
fient respectivement g € H*(Q) et il existe T' €]0,T) tel que V0 < j <k, &/ f € LY(0,T, HE:7(Q)) N
LY0,T", H*=9(Q)), alors la solution u du probléme

@)+ X, Adhu+ Blzu = 1, (t,2) € 0,7) x B(O, R)
u(t=0,2) =g(z), v € Q, (2.34)
u(t,z) € N(t,z), (t,z) € [0,T] x 69,

est dans ﬂf;:OCj 0,7, Hfa;J(Q)) ; et de plus on a lestimation suivante

P (u)(0) |, (2.35)

LY([0,T],H},,7 ()

0<t<T

sup Pp(u)(t) <C zk: Hagf(
j=0

, et C est une constante ne dépendant que de €.

ot Oy (u)(t) = Zk: H&gu(t)‘ H} Q)
= tan

Le théoréme 2.3.4 est une extension du résultat suivant [55] que nous utiliserons pour le cas
particulier H, = L? dans la seconde partie de cette étude
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Théoréme 2.3.5 (Caractére L? bien posé) Pour tout g € L*(Q) et tout f € L' ([0,T], L*(Q2)),
il eziste un unique u € L*(0) solution de (2.34). De plus, u € C ([0,T], L*(2)), et on a Uestimation
survante

sup @o(u)(t) < C (11320 + Po(w)(0)) (2.36)
0<t<T

ot C est une constante ne dépendant que de €.

2.3.2 Existence, unicité et premiére majoration de la solution du systéme couplé

Conformément aux notations du paragraphe 2.3.1, nous travaillerons dans cette section et dans
la suivante dans les espaces HJ,, () ot Q C R3.

Régularité de la formule de transport

Pour une surface de prélévement donnée P, on isole les inhomogénéités a l'intérieur du volume
délimité par une surface de Huygens H ; le tout étant inclus dans un volume borné D. D’aprés la
proposition 2.1.8, si on ne considére que le cas mono sous-domaine, la solution u de (2.1) peut étre
calculée en dehors de D, a partir de traces tangentielles sur P, par u = G * Bjjy Dans la méthode
mise en place précédemment, le transport est approximé sous la forme u ~ [G*] BPu a I'aide de la
formule intégrale approchée (1.10). Le but est d’établir la régularité de ce transport par formule
intégrale approchée.

On obtient alors le résultat suivant

Proposition 2.3.6 Soit un entier k > 1 donné. Soient D un domaine borné et P = U;P; une
surface admissible, au sens de la définition 1.2.6, tels que ) G V(P) C V(P) & D.

Soient Q C D¢ et u une fonction définie sur [0,T] x V, V étant un voisinage de P, et vérifiant
BPu e U;,C* (0,T — do, L*(P;)), ot do = dist (2, P). Alors on a

Vje {0, k—1}, [GBPue 1 (0,7, B, (9).

Preuve. Il suffit de montrer que, pour  domaine borné de D¢ et j € {0,--- ,k — 1} fixé

quelconques, la somme multi-indicée 3, cns |q)<; Hatﬁ(al’aQ’ag)a[G*]BPuHLz(Q) est bornée pour

tout B € {0, ,k—1—j}.
Par la formule (1.10), [G*] B u se décompose en trois parties sous la forme [G¥|BPu = A+B+C,
ot A =3 pr Ay rassemble les termes en 0y, C' = > f’Pp Cp ceux en [, et B = 3 pr By, les

autres; soit encore

1 0 —I 9
Ap - |:tp X ( ]13 03 ) —I—tp X tp X H6:| EBPU(tO - dpa ')7

1 —I3 P
Bp:%[tpx<]13 0 >—|—3tp><tp><16—2np><npx]l6]B u(to—dp,.),

to—dp
Cp = {3t, x t, x I — 2n, x n, x Hg}/ B”u(s,.)ds,
0

1
4rd?
ou d, = | X, — Xo|, Xo étant un point courant dans 2. Cette décomposition prenant la forme de
la proposition 1.2.39 elle a priori valable presque partout, c’est-a-dire pour tout Xy hors des demi-
droites (D,), dans D¢. Chaque demi-droite D), est de sommet X, le point de référence choisi sur
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le découpage H = U,H,p, et de direction n,, la normale & H,, sortante au volume V(H) . Toutefois,
I’expression obtenue dans la proposition 1.2.50 étant la limite continue de celle de la proposition
1.2.39 (cf proposition 1.2.53), 'étude de ces cas s’en déduit alors immédiatement par passage a la
limite.

En désignant par D*? Popérateur différentiel (91? (01, 02, 03)?, il vient alors pour tout multi-indice
a € N3 tel que |a] < j

HID) ’ﬁ[G*]BPuHH(Q) = /szQN,;

N
< [ 2NN P, ||DP A ]
e 4
2 2 2
S6/21\”7% / )Da’ﬁAp‘ +/ ‘DaﬂBp’ +/ (Daﬁcp’
Q p Pp Pp Pp

N désignant le nombre de sous-faces de grandeur caractéristique inférieure & 7 constituant le dé-
coupage P.

On commence par étudier le premier terme (en A,) de (2.37), les autres se traitant de maniére
totalement analogue. Comme Q C D° G V(P)¢, on en déduit qu'il existe do = dist (2, P) > 0 tel
que pour tout Xg € Q, d, > dy > 0; ceci assurant I'infini dérivabilité des termes en (1/d,)" (v > 1).
De méme, le vecteur t, est défini, continu et infiniment dérivable sur Q (sa définition pour tout
Xo € D¢ sur les demi-droite D), étant alors par continuité £+n,). Le vecteur n, étant indépendant
du choix de Xj il est donc aussi infiniment dérivable (constant) sur €. La régularité du terme A,
aprés application de Popérateur de dérivation D®? est alors uniquement donnée en considérant la
régularité du terme 9; BYu(tp—d,, .) auquel les opérateurs de dérivation successives D#, pour tout
multi-indice o/ < «, sont appliqués. D’aprés expression de Ay, il est aisé de voir que I'application
d’un opérateur de dérivation spatio-temporel de la forme D va se traduire par une combinaison
linéaire de dérivées en espaces de d, de la forme D8 d, pour o’ < o/, et de dérivées temporelles de
BPu d’ordre B+ |a/| — || + 1. Par hypothése u est de classe C* en temps, le nombre de dérivations
temporelles étant donné par 5+ |o/| — || +1 < B+ j+ 1 < k, on en déduit alors que 85}1])0‘/’[314;,
est continu en temps.

/ D* (A, + By + Cp)
Py

Y

+[p*5i] p,, + [0
12(P,) L2(P,)

, (2.37)

De plus, on remarque encore que 'application d’un tel opérateur de dérivation & A, n’induit
aucune dérivation spatiale sur BPu. Les coefficients spatiaux, ainsi que ceux apportés par les déri-
vations successives, étant suffisamment réguliers on en déduit donc que si B¥u est dans L?(P), alors

‘Daﬂ [G+BPu

Da/’ﬁAp y sera aussi et donc

‘LQ(Q) sera majoré (les termes en B, et C), se traitant

de maniére similaire & A,). Or, par hypothése, BPu est dans L?(P); ceci justifiant le passage de la
premiére & la deuxiéme majoration dans (2.37).
Finalement, V8 € {0,--- ,k—1—j} et Va € N3 |a| < j, D*F[Gx|BPu € C°(0,T,L*(Q)).

Donc, [Gx|BY € C*=177 (0, T, H(12)), d’'out le résultat. m

En reprenant le procédé de construction de la proposition 2.3.6, il est de plus possible de formuler
une majoration de l'intensité du champs propagé par la formule intégrale approchée (1.10)

Corollaire 2.3.7 Soient k > 1 entier, D un domaine et P = UN,P; une surface admissible au
sens de la définition 1.2.6, tels que 0 G V(P) S D et V(P)N'D = . Soient enfin T > 0 et X un
point de DC.
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Si u vérifie BPu € U;Ck (O,T — do,LQ(PZ-)), ot dy = dist (X, P), et si Ym > 00" BPu(t < 0) =
0 alors pour tout entier j € {0,--- ,k — 1} il existe une constante C > 0 telle que

T, . 5 j+el+1 N )
/ ‘8{(61, Do, 03)*[G*| BT u(t, X)‘ dt < C Z sup <Z H@{”BPU(S, .)HLQ(PD> ,
0

m=max(j—1,0) s€[0,T—do] \ ;=1

pour tout multi-indice o € N3 tel que || <k —2— 3.

Preuve. Soit j € {0,--- ,k — 1}. En partant de I'inégalité (2.37) avec f=j et o] <k —1—j
' 27 pr |]D)avap‘2 et pr ‘ID)O‘JCP‘Q. D’aprés ce qui précéde,
D*J A, est une combinaison linéaire de termes 0F BPu, pour k € {j +1,---,j + 1+ |a|}, évalués
en (t—|Y —X|,Y) pour Y € P, et dont les coefficients sont des fonctions composées de la fonction
¢ Y eP,— Y —X|. Comme X € D° C V(P)°ona ¢ >dy> 0 sur tout Pp. ¢ est alors définie,

continue et donc bornée sur P, dans R\ {0}. Ainsi tous les coefficients sont bornés. Considérons
enfin la majoration suivante

T 2 =Y -X]| 2
/ / ‘8fBPu(t—\Y—X|,Y)’ det:// (afBPu(t,Y) dt dY
o Jp, Py J0

’ 2

il suffit de majorer les termes pr |D*3 A,

< max (0, (t — do)?)  sup ]/ ‘8pru(s,Y) ay,
Py

s€[0,t—do
le terme max (0, (t — do)?) traduisant la nullité de lintégrale fg_ly_)ﬂ BPu(s,Y)ds pour t < dy.
On en déduit alors que
2
LQ(%)) ‘

J+|al+1

/‘Da’jAp’2§C Z sup (H@fBPu(s,.)‘
Pp

k=j+1 s€[0,t—do]

De méme, D%J B, est une combinaison linéaire similaire de termes 9F B u pour k € {j,- - ,j + |al},

et D%IC,, est une combinaison linéaire de termes OF BPu pour k € {j —1,---,5 + |a| — 1} ou par
2

convention le cas k = —1 (obtenu pour 7 = 0) correspond a pr ‘fot—|Y—X| Bpu(s,Y)aLs’ dY qui

. 2
peut étre majoré par max (0, (t— d0)2) sup / ‘Bpu(s, Y)‘ dy.
s€[0,t—do] /Pp
En recombinant les majorations des trois termes Ay, B, et C,, et en sommant sur les facettes
Pp de P on en déduit le résultat. m

Etude du probléme couplé : existence, unicité et premiére majoration de la solution

L’hypothése 2.1.4 assure que la distance d; ; entre la surface de prélévement P et la surface de
Huygens H’ est strictement positive pour tout i # j. Soit alors d tel que min;x; d; j > d > 0. Nous
allons étudier la stabilité de la méthode sur un intervalle de temps fini I = [0, T]. Il se découpe alors
en au plus Ny + 1 fenétres d’études, avec Ny = [T'/d], de la forme I,, = [nd, (n + 1)d] (la derniére
fenétre, In, = [Nrd,T], vérifiant alors § € In, & [Nrd, (Nr + 1)d]). L’étude de la résolution
de (2.2) pour tout domaine D’ quelconque donné, sur Ukefo,n) Lk X R3, ne nécessite donc que la
connaissance des solutions (u; )i sur (Uke[o,n_” I x R?’)N*l, comme représenté sur la figure 2.5.

De la proposition 2.3.6 et du théoréme 2.3.4, on peut alors établir la régularité du schéma couplé
approximé
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D s
! 7 > r 7 7 t
i/ RN a .
Dl R X A AN
- e t
| | | | |
0 1 k (k<n) n k (k>n)

Fi1G. 2.5 — Décomposition de l'intervalle d’étude a I’aide du principe de Huygens, et répartition des
interactions entre les domaines

Théoréme 2.3.8 Soit un entier N > 0. Si Uhypothése 2.1.4 est vérifiée, et si il existe T' €]0,T)
tel que les termes sources u*™° ety . BlﬂumC vérifient

dlue e L1 (O,T, HQNTW*J'(R?*)) N LY (0,7, H2NTHN =i (R3)) |

tan

Vi, & BMtuime e L1 (o,T, HQNT+N_j(Di)> N LY (0,7, H2NTHN =5 (Di)) |

tan

Y0 < j < 2Ny + N,

alors le systéme de m probléemes couplés (2.13) admet un unique n-uplet de solutions (u;); dans
n
(MiZoc* (0.7, B (R?)))

tan
De plus, il existe une constante C > 0 telle que :

Nt

Vi, oy () (T) < CY / o [owen () (5) + Do (u) (5)] ds. (2.38)
k=0"5€INp—k

Preuve. Le théoréme 2.3.8 se démontre par itérations successives sur les fenétres de temps I,
en considérant le probléme (2.13) restreint & un domaine de calcul € bien choisi et en y ajoutant
des conditions aux limites. La restriction de la solution u; de (2.13) & Iy sera notée u¥.

1. Afin de pouvoir appliquer les théorémes de régularité sur les systémes de Friedrich précédem-
ment énoncés, nous devons préalablement restreindre le domaine spatial. Pour cela, 1’étude
étant menée pour ¢t € [0,7] et les termes sources étant a support compact dans V(P;), en
utilisant le principe de Huygens il est possible de définir une boule Bg de rayon R > 0 assez

grand tel que Vi, V(P;) C Bg, et
Vi, Vt € [0.T], wlsp, (t,.) = 0.

On adjoint alors au systéme (2.13) des conditions aux limites admissibles au sens de Rauch
sur la frontiére  Bg de Bp :

Vi, vt € [0,T], M ui‘&BR (t,.)=0. (2.39)
ou M est un opérateur donnant une condition aux limites maximale monotone ; par exemple
avec o € RT.

1 an; X n; X ]13 —n; X ]13
M=—- 1 .
2 niX]I3 fnaniXHg
«

Le nouveau probléme obtenu par cette restriction est alors identique au systéme (2.13) sur
([0,T] x Br)", et méme sur ([O, T] x R?’)n en utilisant un prolongement par 0.
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2. Sur la premiére fenétre, les termes de couplages [6;] sont nuls. Le théoréme 2.3.4 assure que,

pour tout indice 4, la solution u{ de (2.13) existe et appartient & ﬂQNT+NC'J (1o, H, EaNnT+N_j(BR)).

La fonction u{ est donc en particulier dans C?Nt+N=1([y Ht(m(BR)), on en déduit alors que
sur chaque facette 77; de la surface de prélévement P° la restriction de la trace Bl u? est

dans C2NT+N-1 (Io,Hl/Q(P;)> C C?Nr+N-1 (IO, LQ(P;)) D’oi, par la proposition 2.3.6, en
remarquant que {t +d, t € Iy} = I,

Vj € {0, 2Np + N = 2}, [GH]B7 (ulxs) € CHNT N2 (1, H, (D))

3. Pour tout k > 1, les fonctions u solutions de (2.13) pour ¢ € I, sont alors solutions de

(Agat + ZA@ + Bi) U
l

uTYpi + Bltu® + [BNY] (Z (G« BE, (Z ulr, (t )) ., V(t,x) € I, x Bp,
uf(t = kd) = ui "' (t = kd), Vx € Bg,
ZAlnluf(t,x) 0, V(t, .T) € I, X 0Bpg,
l

ol xy,, est la fonction caractéristique de 'intervalle I,.
Le résultat s’obtient ainsi par une récurrence directe. Pour cela, on suppose que ’hypothése

¢

suivante, déja vérifiée par u? pour m = 0, est vraie pour tout m € {0,--- ,k — 1}
(H,,) uft € NN (md, (m + 1)d, H2Nr+N-2m- J(BR)) :

Il vient alors successivement avec m =k — 1

(a) pour tout i*, les traces tangentielles B” (Zk ! ul xr, (t )) sont alors obtenues dans
UjCQNT+N_2k+1 (Ik,l, L2(77;*)), ol Zj,_1 représente le support en t de BP <ZI; é u xr, (t )) .
Par le principe de Huygens on en déduit que I, C Zi, et donc par la proposition 2.3.6,
on a ainsi pour tout j € {0,--- ,2Np + N — 2k}

k—1
(G BT | Yo ubox, (1) | € NN (1, (D))
p=0
d’ott par utilisation de la “restriction” [B}Y] :
o k—1 '
HBHGHBY | S ulxy, (1) | € Lt (o,T, H2Nr+N =2k (’Hi)> ;
p=0

(b) le second membre [BY] (Z [G*]B73 (Zm U X1, (t))) étant identiquement nul au
voisinage de P; C B, si il est dans H*(Bpg) alors il est donc aussi dans Hf,,(Bgr) et il
y a égalité des normes,

(c) enfin, la condition initiale vérifie

k‘fl(t — kd )e m2NT+N 2k+1— _]HQNT+N 2k+1— ](BR)

u; tan
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Finalement, par utilisation du théoréme 2.3.4 et de la combinaison de ces trois points, on en
déduit V'existence d’une solution

b € PPN N2k (kd, (k 4 1)d, H2Nr+N-2k= J(BR)) .

tan

L’hypotheése (Hy) étant alors vérifiée il est ainsi possible de réitérer le raisonnement.

4. En reconstruisant les solutions complétes u; sur [0,7] x R? par prolongement par 0 hors de
Bpr, on obtient le résultat.

L’établissement de (2.38) permet d’assurer l'unicité de la solution. La majoration (2.38) se
démontre elle aussi successivement sur chaque fenétre. Cependant, on procéde ici a l'envers en
partant de la derniére fenétre :

1. On suppose d’abord que N > 1. Pour m € {0,--- , Ny — 1}, on démontre que pour une fenétre
IN, —m donnée il existe une constante C' telle que la propriété (P,,) est vraie.

(Pr) © sup  Pypom(u) 7 "™)(t)

tEINT_m

<c / [ () (3) + v () ()]s

NT—m—l

+Z sSup (I)N+2m+2< Z uf*YIk> ( )+(I)N+2m( NT " 1)((NT_m)d)

% s€[0,(Np—m)d)] E—0

En effet, pour un probléme donné sur une fenétre In,_,, avec m € {1,---, Ny — 1}, par le
théoréme 2.3.4, il vient

sup o () () < C [ (T (N — m)d)

te]NT,m

+/ (@ N42m (u) (8) + Pnrom (u€) (s)] ds
€INg—m

N+2m |[Np—m—1 Nr—1
S et (e (3w ,
§=0 k=0 ik LY([0,T],H}2™=3(BR)

ou par définition du probléme ufvT*m((NT —m)d) = ul" " ((Np — m)d).

En utilisant le caractére constant par morceaux de [Bf] ainsi que le corollaire 2.3.7 on en
déduit finalement qu’il existe une constante C' > 0 telle que

N+2m ||[Np—m—1 Np—1
S e (z GB? ( > v ))
j=0 k=0 LY([0,T],Hyy t> ™ (BR)
N+2m+1 pz*
<’ sup HGJBP ‘
Z ZZ* s€[0,(Np—m)d] ; L2(P*)

le dernier terme étant alors, par domination de la norme de la trace sur chaque sous-face Py
par la norme H}, , majoré par

< CZ sSup (I)N+2m+2 (agBPu(S’ )) (5)7

s€[0,(Nyp—m)d]

an’

1%

démontrant alors (P,).
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—_—~

2. Enfin, sur Ip, le second membre se réduit a [B]*Ju’, la condition initiale étant nulle, (P,,)
pour m = Np est donc ici donnée par

sup @y o, (u )()<C’[ / Pnong (u) (s)ds| . (2.40)
tely e€lp

Ce résultat étant valable pour tout N > 0. On en déduit alors directement (2.38) en reportant

les majorations successives (P,,), ainsi que (2.40).

3. Dans le cas particulier o N = 0, le seul changement pour 1'obtention de (P,,) correspond a
la derniére fenétre en temps (m = 0). Sur Iy, d’aprés le théoréme 2.3.5, il vient :

sup o(u)'")(t) < C { @o(u}'™) (Nrd)

tEINT

+

o Nr—1
uYp: + Bt 4 [BM] (Z (G| B, ( Z Yy (t >>

Q%

L'(Iny.,L*(BR))

On remarque d’abord que @0( TY(Nrd) = Po(u ZNT_l)(NTd). Puis en utilisant la continuité
de BJ* et I'inégalité trlangulalre sur le terme de droite, on en déduit l'existence d’une nouvelle
constante, renotée C, telle que

sup (I)o(uZ].VT)(t) <C {(I) ( Np— 1)(NTd) /EI [(I)O (umc) (s) + ®o (v Ypi) (S)] ds

teln,,
o Np—1
[BH] (Z [G+|BE ( Z unYy (t ))

%

LY(In,.,L2(BR))

—~—

Comme précédemment, en utilisant le caractére constant par morceaux de [BZH] ainsi que le
corollaire 2.3.7, et la majoration des traces dans L?(P?) par la norme de ulNT dans H}., (Bg),
on en déduit finalement

aup Bo(u)() < c{ [ 0 ()0 0¥ ) ()]

teln,
Np—1
Z(I)Q ( Z U; Y[m>

Q%

+ sup

SEINT

+ Bo(u) T 1)(NTd)}.

Remarque 2.3.9 Le théoréeme 2.5.8 permet d’assurer la stabilité faible a priori de la méthode pour
tout schéma, ou hybridation entre schémas, numérique volumique dissipatif ou conservatif, par la
magjoration (2.38).

Le résultat obtenu ici n’est a priori pas optimal car on perd une régularité en temps sur chaque
fenétre par lutilisation de la formule intégrale approchée (1.10), ainsi qu’une régularité en espace
par le relevé des traces sur les surfaces de prélevement P'. Toutefois, il correspond encore  un large
champs d’applications, les termes sources u®™® et u'™°
ausst réqulieres que souhaité.

étant tres souvent pris comme des fonctions
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Remarque 2.3.10 L’ajout des conditions aux limites admissibles (2.39) dans la restriction du
probleme (2.13) a une boule Br permet aussi de prendre naturellement en compte la présence d’autres
conditions limites a l'intérieur des volumes V (H;) telles que la présence d’obstacles, a frontiére
réguliere et localement d’un seul coté, diélectriques ou diélectriques parfaits décrits par des conditions
d’impédance ; d’ou Uintérét d’utiliser les espaces HF,,.

2.3.3 Précision sur la stabilité de la méthode

Moyennant certaines hypothéses géométriques supplémentaires et en tenant compte des résultats
de régularités précédemment établis dans le théoréeme 2.3.8, il est possible d’améliorer 1’évaluation
de la dépendance aux données initiales et donc d’établir un résultat de stabilité plus précis pour la
méthode multi-domaine. L’objectif est ici d’introduire plus d’a priori sur le déroulement algorith-
mique de la méthode, et donc de proposer une évaluation de la majoration (2.38) plus cohérente
vis-a-vis de I'implémentation numérique qui sera faite dans la suite.

A I’hypothése 2.1.4 nous allons ajouter une 'hypothése de découpage géométrique des surfaces
de prélévement P*.

Hypothése 2.3.11 Soient dpr > 9y > 0 donnés. La surface de prélevement P est divisée en sous-
surfaces que Uon note Pj(j = 1..N). On suppose alors qu’il existe deuzx constantes strictement
positives mp et Mp ne dépendant pas de 6, et oy telles que

2
Vi, 30 € [0, ], mpg;w? < |Pj| < Mpd?.
M

Cette hypothése lie les sous-faces de P a des grandeurs caractéristiques § > 0 et force "l'unifor-
mité" du découpage. De maniére pratique, I’hypothése 2.3.11 est justifiée
— d’une part (pour la minoration) par la taille limite que ne peuvent dépasser les sous-faces due
a la taille du maillage (donc |Pj| > h?, ot h est le pas du maillage utilisé),
— d’autre part (pour la majoration) par la taille maximale que I'on demande aux P; (typique-
ment |P;| < §2 ound?),
— enfin, le découpage de P est effectué de maniére & garantir que pour chaque sous-face, de
grandeur caractéristique § > 0, on vérifie §/d < e < 1.
L’hypothése 2.3.11 sera alors vérifiée par un tel découpage en prenant par exemple dyy = ed, 0., = h,
m=1,et M =1oum.

Le nombre de sous-faces F; étant évidement une fonction décroissante de la taille maximale
tendant vers +oo pour §p; — 0. Parallélement, la surface des sous-faces tendant vers 0, on propose
alors de majorer le produit de ses deux entités

Lemme 2.3.12 Soit P une surface polygonale de R3. Si P est divisée en sous-faces P; vérifiant
I’hypothése 2.3.11 alors il existe deux constantes positives C et C' ne dépendant que de P;, O, mp
et Mp telles que

V8 €]0m, o], NMpd? < C83, + C'6°.

Preuve. P; étant un polyédre, on va noter n le nombre de cotés qu’il posséde, chaque face
regroupant un ensemble de sous-faces P;. Une telle face est alors incluse dans un carré de la forme
de coté I (ou a I'image d'un tel carré par une isométrie de R?). On en déduit donc que toutes les

om

l 2
faces comprennent au plus ({m (Sm} + 1> sous-faces de tailles supérieures a mpd2,62/ 5]2\4. On
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en déduit alors I'inégalité suivante

NMpé* <n q 5M} + 1) Mpo? < 2 M2 1 ’ 52, + 2nMp6>. (2.41)

V/md m o7,

Remarque 2.3.13 D’apres l'expression de C obtenue dans (2.41), la dépendance en 0,, fait appa-
raitre limgs, .o C' = 0o. Ceci est cohérent avec le fait que le nombre N de sous-faces peut tendre vers
Uinfini lorsque la taille du maillage (h) tend vers 0.

L’hypothése 2.3.11 permet alors d’établir un corollaire de la proposition 2.3.6 précisant la dé-
pendance de la constante C dans le corollaire 2.3.7, dans le cas d'une fonction u € C(0,T, HL,,,).

Proposition 2.3.14 Soient Dy et Dy deuxr domaines bornés d’intersection vide, P et Py deux
surfaces admissibles au sens de la définition 1.2.6. Soient Hi et Ho deux surfaces de Huygens
délimitant des volumes donnés pour les régularisation respectives 1 et po et telles que

Vi, 0 G V(H) S V(Pi) & Dy et PPNV (HY) = 0.

St de plus la surface Py admet un découpage en sous-faces vérifiant ’hypothése de 2.5.11 pour des
grandeurs caractéristiques maximales oy < d = dist ('HI,PQ), alors il existe une constante C' > 0
ne dépendante que de P? et de la régularisation @1, ainsi qu’un polynome Q € N[X] tels que, pour
toute fonction u vérifiant BYu € U;C? (0,T — d, L*(P?)) et 0"BYu(t < 0) = 0 Vm € {0,1}, les
mégalités suivantes aient lieu

Ty Ao P 2 8 T\ [T p e
/0 | u(t,X)’LQ(V(Hl)) dt<c[1+cﬂ} Q<d>/0 |BE 0 u(s, [ gpe ds. (2:42)

» 52 TN [T pao 2
/ H (G BPult, X)H o <O Bl ey /0 |BE 0 u(s, [ gpay ds, (2:43)

loc

et

Preuve. Dans un premier temps nous allons montrer la relation (2.42). La proposition 2.3.6

donne déja une majoration par C”|jul| (0.1, HL,,(V(P2)))- Le point délicat est alors de montrer la

tan

dépendance en 1+ §2/d? de la constante C’. Pour cela, on commence par décomposer [G*] en une
somme de trois termes comme éffectué pour la démonstration dur proposion 2.3.6, sous la forme

(G BPu(s, X) = Z/ (5= |X —Y,Y)+ By(s — | X = Y],Y) + Cy(s — | X — Y|, V)] 4.

Aj contenant les termes en J; sur la sous-face 77J2 de P2, C} ceux en ft, et B; les autres. Ceci permet
alors d’obtenir, en notant d = | X — Y| et en posant v = dyu
2

L2(V(HY))

(2.44)

|BTIG BE u(s..)

2
Z/ i(s—=d,Y)+ Bj(s —d,Y)+ Cj(s — d,Y)]dY| dX
'P2

/‘\/(Hl j=1

<6C Y Y NIP}

XeV(HY) J

+/ |Cj(s — d,Y)|2dY] ,
7)2

J

/ Ai(s —d,Y)]? dY+/ 1Bj(s —d,Y)|?dY
P2

J
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—_—~—

le terme C' ) XeV(HY) correspond au caractére constant par morceaux de [Bm, ainsi que la continuité

de la fonction de régularisation sur H'. Les termes Aj, Bj et C; sont évalués en ces points de
références X € V(H!). Alors pour tout Y € P? et pour tout X € V(H!) la distance d = | X — Y|
vérifie d > d > 0.

Chaque PJ2 vérifiant, par ’hypothése 2.3.11, |73j2\ < M6?, et que de plus 6 < d, on en déduit par
le lemme 2.3.12 qu’il existe une constante C(P?) > 0 telle que

Vvj, N|P;| < C(P?)(d* + 6%).

Il reste alors a évaluer successivement les termes en A;, B; et Cj.

1. A; est composé d'une somme d’opérateurs linéaires :

1 0 *]13 ) ] njxatH
Aj(s—dY) = 4d{t X(H3 0 >+t3XtJXHG}<—(njxatE))(S_d’Y)'

Les vecteurs t; étant normés, il existe donc une constante C' > 0 ne dépendant pas de la
géométrie de P? (prendre par exemple C' > 1/7) telle que

2
/ |Aj(s —d,Y)[>dY < <C> / |BJ oyw(s —d,.)
P2 d P2
J J

T 9 c\? [T-d >
/0 /P2 |Aj(s = d,Y)[7dY ds < (d) /0 |BY dyo(s, )| (p2) ds. (2.45)
J

2. De méme, Bj(s —d,Y) =

1 0 —Hg anH
W{t]x<]13 0 >+3tjxtjx}16—2n]><n]><116}<_(nij) >(s—d,Y),

donc il existe une constante C' > 0 telle que

2
/]Bj(s—d,Y)]2dY§<C2> / |BYv(s —d, )| dY
7)]2 d 73]2

- <;)2/@

En utilisant 'hypothése de causalité sur u et une majoration de type Cauchy-Schwartz sur le

2

Y

d’ou

2

s—d
/ BYow(s',Y)ds' + By v(0,Y)| dY.
0

temps, il vient alors

T—
//P (s —d,Y))2dY ds < %(T d)z/o ||BR o (s, Hsz)dS. (2.46)

3. Enfin Cj(s —d,Y) =

1 to—d; .
47rd3/0 {3t x t? x Is — 2n; x n; x Ig} < —?rzlixxi?) ) (s,.)ds

En procédant sur C'; comme précédemment pour (2.46), on trouve avec I'hypothése de causalité

T C T—d
/ / ICi(s —d,Y)|*dY ds < — (T — d)4/ | BY 0yv(s HL2 ) ds. (2.47)
o Jp2 d 0



2.3.3 Précision sur la stabilité de la méthode 93

En reportant les résultats des trois parties (2.45), (2.46) et (2.47) dans ’équation (2.44), on

obtient finalement
2 52 T T—d
L2(V(HY) — =C [1 + dz] R <d> /0 | BY 0pv(s HL2 ) ds,

ol R est le polynome a coefficients entiers donné par

|BHIGHBE v(s. )

R(m) =1+ (m+1)"+(m+1)",
ce qui établi finalement la majoration (2.42).

Pour démontrer (2.43) nous allons procéder de la méme maniére. Compte tenu du caractére
constant par morceaux de [B]!], pour majorer la norme H} (V(Hl)) il suffit alors d’évaluer la

norme L? des termes en 9, (m = 1,2, 3), dérivations spatiales, de [BH] [G*]BPU autour des points
de référence X € V(Hp). On procede alors, via un raisonnement similaire & celui de 1’établissement
de (2.42) en découpant en trois quantités A’, B} et C7. La dérivation Op, ([BH[G*]B;) u) fait alors
intervenir deux type de termes dans les quantités A}, B} et Cj :
— les termes de dérivations spatiales des quantités géométriques (vecteurs t; et distance d;)
présents sous les intégrations spatiales de [G*]ng , notés respectivement A;l, B;-l et Cj/-l,
— et les termes de dérivations spatiales de la partie en u dans [G*] B} u, respectivement A;?, B;-Q
et Cf.
Ces deux types de termes sont alors traités successivement.

1. Tout d’abord on a naturellement

1 YX e, —

e, représentant le m*®™¢ vecteur unitaire de base, Y; étant le point de référence pour le calcul
—
de la formule intégrale approchée sur 73]2, et donc dt; = Y; X.

Les dérivations des vecteurs de bases unitaires t;, ou de la distance d augmentent les majora-
tions des coeflicients de Ag-l, B}l et Cj’-l de 1/ d? par rapport aux calculs effectués respectivement
avec Aj, Bj et C; en prenant ici v = u. Par intégrations par parties en temps et majorations en
norme, on augmente alors 'ordre de dérivation en temps de B¥ du, puis on utilise le caractére
causal de u. Il vient ainsi

T—d
/ / A'l} T d) / / ‘BQ O (s — ’ ds,
P2 —dt P2

B < © (T —d)* o BY o d
J — " M .
i p;‘ ' Pz! Fow(s —d,.)["ds (2.48)
/T/ ‘C’.I‘Q —(T—d) /T d/ ‘B ow(s—d .)|2d3.
[ Jo Jp2 R 7 Jo P2 2 ’

2. Les termes de dérivation spatiale de u(t — d,.) dans @]Bﬁu

/\

Omu(t —d,.) = (Omd) deu(t —d, ),



94 Méthode de décomposition en sous-domaines disjoints

ol Opd € [—1,1]. Il est alors possible de reprendre les calculs de A;, Bj et Cj en prenant ici
v = (Omd) Oru, et on en déduit alors directement les majorations de A;-Q, B;Q et C'J’.2

( T T—d
‘A'-Q}z < ¢ ‘B;’@tv(s—d,.)lzds,
o Jpz' ’ d* Jo P?
T T r—d
2 C = 4
/0 /732 |B7|" < d4(T—d)2/O /7>2 |BY Oro(s —d,.)| ds, (2.49)
J - J
g 2 _ C g [T P 2
|CP" < =(T —d) | B3 0yv(s —d,.)|” ds.
o JP? d 0 P2

Par sommation de (2.48) et (2.49), et aprés avoir reporté dans (2.44), on en déduit alors

2 52 T T—d » )
L2(V(HY)) =C |:1 + d2:| Q <d) /0 HB2 8tU(8, )HL2(7DJ2) ds,

ol () est un polynoéme & coefficients entiers donné par

IN

|omBFIGH B u(s, |

Q(m)=2+2(m+1)°+2(m+1)"+(m+1)° (= R(m)),
ce qui montre alors (2.43). m

On peut alors énoncer I'expression de la stabilité pour le systéme (2.13) suivant

Théoréme 2.3.15 Soit T' > 0. On désigne par Nr la partie entiere de T/d, d étant la distance
minimale entre H' et PJ pour tout i # j.
On suppose que
— Uhypothése 2.1.4 est vérifiée,
~ les surfaces de prélevements (P*); sont admissibles au sens de la définition 1.2.6 et vérifient
Uhypotheése 2.8.11,
— il existe T' €]0,T)] tel que les termes sources u®"® et >, B'u™® vérifient

tan

ofue e L' (0,7, Hop ™ NI (R 0 L' (0,77, ANV (R?)),
Vi, & Bl e L1 (O,T, H2NT+N_j(Di>> N LY (0,7, H2NT+N=i(Di)) |

Y0 < j < 2Ny+N,

tan
Alors il existe une constante C positive ne dépendant que des surfaces de prélevement (P?); et de

la régularisation ¢ des surfaces de Huygens (H');, et un polynéme Q € N[X], tels que les solutions
(u;); de (2.13) obéissent a la majoration suivante

Nt
Vi, Vt € [O,T]7 (I)l(ui)(t) <C Hﬁt: AL sup o, 82(NT—k)uinc (t)
kz;) [ Nr—k } te[0,(h1)d] ( t )

+ sup D (83(NT7]€)USTC> (t))) ;
te[0,(k+1)d)

52
ol Akzgccg(k)\/kﬂ,/u?

(2.50)
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Preuve. Tout d’abord, comme pour la démonstration du théoréeme 2.3.8, afin de pouvoir ap-
pliquer les théorémes de régularité sur les systémes de Friedrich, nous allons restreindre le domaine
spatial. De la méme maniére que dans la preuve du théoréme 2.3.8, il est possible de définir une
boule Bg de rayon R > 0 assez grand tel que Vi, V(P;) C Bg, et Vi, Vt € [0,T], ulsp, (t,.) = 0.

On adjoint alors au systéme (2.13) des conditions aux limites admissibles au sens de Rauch sur la
frontiére 6 Bg de Bg :
Vi, Yt € [0,T], Y Amy uilsp, (t,.) = 0.
!
Le nouveau probléme obtenu par cette restriction est alors identique au systéme (2.13) sur ([0, 7] x Br)",
et méme sur ([0, T] x ]R?’)n en utilisant un prolongement par 0.

Pour démontrer (2.50), on commence par découper le probléme (2.13) en plusieurs sous pro-

blémes, notés (PF), chacun étant défini sur une fenétre temporelle I, = [kd, (k + 1)d] (pour
k€ {0,---,Nr}) sous la forme

(Aoat + Z A0, + Bi) ul
l
(PF) = u*"Yp: + Bl'u" + [B]1] (Z [f?v*]BZiUZi‘l) ,¥(t, ) € Iy x Bg,

%
E Alnl uf
l

[ (¢ = kd) = U~ (t = kd), Vo € Bp,

%

t,.) =0, V(t 1. x 0B
5BR(,> ) (7'%')6 kX R

otl, comme dans la démonstration du théoréme 2.3.8, uf représente la restriction de la solution u;
de (2.13) at € Iy; et ou UL (t,z) = ZZL:O ul(t, ) xr,, (t), pour k > 1.

Pour k = 0, le premier systéme est donné par

(Aoat +) MO+ IBi) u) = u"Ypi + Bl (t,x) € Iy x R,
l

ZA[H[ u?‘(SBR (t, ) =0, V(t,SU) € Iy x 6BR

l

uw(t=0)=0,zcR3

La démonstration de (2.50) s’effectue par une récurrence sur k. Pour cela on procéde en trois
étapes clés : 'établissement des premiéres relations pour £ = Np, puis pour 1 < k < Np — 1, et
enfin pour k£ = 0.

1. k= Nr. Soit t € Iy,. Par le théoréme 2.3.4 et la relation (2.35), il vient la majoration suivante

sup @1 (uNT)(t) < C (@1(U§VT)(NT¢)

tEINT

1
2
j=0

T .
<C <<1>1(u§VT)(NTd) + /N ) (@1 (1) (s) + @1 (u™°) (5)] ds

o {féﬁ] (z [a;wz:U;:T-l) }

e

o {Bﬁu”"a S + [BY <Z [E?]BZiUgT*) }

i* LY([Npd,T),Hp 9 (R3))

tan

(2.51)

1
2
§=0

Ll([NTdvT]leij(RS))

tan
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1
de
J

D’apres le théoréme 2.3.8 la fonction UZ-]X ™1 ala régularité nécessaire pour utiliser la propo-
sition 2.3.14, et vérfie de plus amUNTfl(t < 0) =0 pour m € {0,1}, on peut alors majorer le
terme en j = 0 de la somme précédente, grace a (2.43), par

<CQ f\/—NT\/ 52\// | BRopur ))2

L2(Pix)’

soit encore en passant au sup en t sous 'intégrale et en majorant la norme de la trace sur P**
par la norme H}

<CdQ \/—NT\/ \E sup @ at uhr- 1) (t).
t€[0,T]

En utilisant (2.42) il vient la méme majoration pour le terme en j = 0 de (2.51). On en déduit

finalement

T
sup @ (ulT)(t) < C (cbl(uj.VT)(NTd) + / [®1 (u™) (s) + @1 (u"°) (s)] ds

tEINT Npd

,Q \/ — NT\/ \/; sup (I>1 at UNT 1) (t)) , (2.52)
te[0,7)

en remarquant que 'on en a en plus la majoration

/ \/7\/NT+1 NT\/(NT;rl)d: No 1

< k < Np — 1. Soit t € I. D’aprés (2.52) il suffit de majorer les dérivées en temps
u, de plus en itérant la construction de (2.52) on voit qu’il faut majorer &/ uf pour
= 0,---,2(Ny — k). Or, d’aprés le théoréme 2.3.8 la solution uf de (PF) existe et est
unique ; de plus elle est de classe au moins C2N7=F)+1 en temps. Donc en utilisant I'unicité

\&\ﬂ

de la solution ainsi que sa régularité on peut alors affirmer que la fonction v( ) 6] u; est
I'unique solution (de classe C?(I, H}. (Bg)) du probléme obtenu par j dérivatlons en temps

tan
de (PF). En remarquant que &/ ([G*]BﬁUﬁ 1) [G*]Bﬁ@ka ! et en notant V( Dt z) =
anzo Ojult(t, x)xr,, (t), on se rameéne alors a résoudre le systéme
(Aoat + Z A0 + B; ) 87uS“Y + BHa]umc
l
(P(kyj)) : +[B7,7—q (Z [/C;\;]Bﬁmik_ld)) ) V(t,l’) € Ik X BR;
ZAlnl U,L-(k’j)‘ (t, l‘) = O, V(t,ﬂf) S Ik X 5BR
] 0Br
L 05t = kd, 2) = V) (¢ = kd, x), Vo € B,

Comme (P( ’] )) est mis sous la méme forme que (PZ-NT), en répétant le procédé de majoration

dans le cas k = Np sur le probléme (P-(k’j)), on en déduit pour tout 7 = 0,---,2(Np — k),

2
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une majoration similaire a (2.52)

sup 1 (o '>><><c< w0+ [ [‘1’1 (afui’”)< )+ @ (240) (o) s

tely
kd (k+1)d a 2 (k L,j)
Q< ) 7—k 1+ sup VT (@) ],
d2 d e k] ( ) Q

soit finalement pour tout j =0,--- ,2(Np —

sup @1 () uf)(t) < C (@1(6fu§)(kd)+ /k e [cpl (agw) (5) + (agu) (s)} ds

tely, d
52 j+2 5 k—1)
Qk)VET 1 /1+ 7S B (ag Uk ) @ . (2.53)
t€[0,(k+1)d]
3. Enfin k£ = 0. Sur Iy, comme précédemment on se ramene a la résolution pour j =0,--- ,2Np

des problémes

(A()at + ZA[@[ + Bi) Ugo’j) = 8tjusmYDi + Bzﬁﬁgumc, V(t, .%') € Iy X Bp,
]
P9y - A .(O’J')‘ tx) =0, V(t I x 6B
Zl: [n[’UZ 5BR(7:1:) ) (,$)€ 0 X R
v (t =0,2) =0, Va € Bg,

Le théoréme 2.3.4 donne alors la majoration pour tout j =0,--- , 2Ny

sup &L, (9 u0) (¢) < HBZfagumc (2.54)

7
telp

+ HB’Haj-i-l inc
(R3))

LY (I, H] LY(In,L2(R3))
La majoration (2.50) s’obtient alors finalement en reportant les inégalités (2.53) et (2.54) dans
(2.52), et en utilisant & chaque fois la relation

o9 (kd) = ful (kd) = 8jul =" (kd) =: o (kd), Wk =0.Np, ¥j=0,--- ,2(Np — k),

car la solution globale ainsi que toutes ses dérivées en temps jusqu’a l'ordre 2Ny sont continues par
le théoréme 2.3.8. m

Remarque 2.3.16 D’apres la magjoration (2.50), d’un point de vue numérique, la méthode multi-
domaines ne rajoute pas de condition supplémentaire de type CFL au(x) schéma(s) utilisé(s). Il sera
alors possible, comme présenter dans la suite de considérer des schémas différents sur les domaines
de calculs D' pouvant utiliser des pas de temps eux-aussi différents. Ce point sera utilisé dans le
chapitre 3 pour la mise en cuvre d’une telle stratégie de pas de temps locauz inter-domaines. Sur des
exemples numériques, nous pourrons alors vérifier que le choiz de pas de temps différents sur chaque
volume de calcul n'est pas limitant et n’induit pas d’instabilité sur la résolution globale de (2.13).






Chapitre 3

Etude numérique de la méthode

Cette partie présente la mise en oeuvre de la méthode de décomposition en sous-domaines dis-
joints établie au chapitre 2 ainsi que des exemples d’utilisations. L’objectif est de montrer I'efficacité
de cette méthode ainsi qu’un cadre d’application intéressant en termes de gains de précision et de
diminution des coiits (mémoire et temps calcul). Pour cela, nous allons dans un premier temps pré-
senter une description algorithmique de la méthode puis étudier I'influence des différents paramétres
(taille des regroupements, distance entre les sous-domaines) sur les performances et la précision des
résultats obtenus.

Nous proposons en outre, d’autres exemples d’applications montrant 'intérét de la démarche
sur des cas plus réalistes, ainsi que des exemples d’utilisation comme méthode d’hybridation de
schémas numériques (conforme et non-conforme).

Enfin, une stratégie de pas de temps locaux inter-domaines est présentée permettant ainsi de
diminuer les contraintes sur les pas de temps liés aux conditions CFL sur chaque sous-domaine.

3.1 Description de la méthode et stratégie de parallélisation

Afin d’introduire la partie numérique de I’étude de la méthode, nous commencons par rappeler les
principales étapes de la méthode multi-domaines telles qu’elles étaient données dans le chapitre 2 :

1. lanterpolation : désignant le calcul par la formule intégrale approchée (1.10) du rayonnement
des découpages de la surface de prélévement de chaque domaine vers les autres;

2. linterpolation : consistant & approximer par constantes sur un découpage de la surface d’in-
jection la contribution des autres domaines afin de les introduire comme termes sources dans
le volume de calcul.

Aucune de ses étapes ne porte sur la résolution des équations de Maxwell instationnaires. Le principe
de la méthode de résolution en sous-domaines disjoints n’améne donc qu’a peu de modifications par
rapport aux résolutions classiques . Une stratégie simple d’implémentation et de parallélisation de
la méthode, utilisée pour ’ensemble des exemples proposés dans ce chapitre, consiste a assigner
un processus par domaine de calcul D?. On peut alors détailler algorithmiquement les principales
étapes introduite dans les schémas numériques, au niveau du pré-traitement et durant le calcul, de
la maniére suivante :

Pré-traitement : il consiste essentiellement & créer les regroupements sur les surfaces de Huy-
gens et de prélévement, et & transmettre aux autres domaines les points de références des
surfaces de Huygens pour effectuer les calculs par la suite.

Etape 1 : la premiére étape consiste a effectuer les regroupements sur les surfaces de Huygens
afin d’obtenir les coordonnées des points de références pour le calcul des termes de couplage.
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Pour ce faire, chaque surface de Huygens H’ doit étre regroupée en sous-faces (H;)] de
grandeur caractéristique 5; donnée par 5} < 5d§ ou € est la précision demandée sur la
méthode multi-domaines, et d; est la distance de 'Hg- aux surfaces de prélévements des

autres domaines. Afin de calculer de maniére efficace et rapide la distance d;, les faces
constituant les surfaces de prélévements sont transmises & tous les domaines sous forme de
triplets points (A, A%, A%) décrivant un parallélogramme comme représenté sur la figure 3.1.

a=1 o=1 o=1
B=0 Az B "A3 B=1
a
- a
B:O Vv B S B=1
,,,,,,,,,,, u _
a=0 /1 _ i
= U A a=0
B=0, B 0=

F1a. 3.1 — Calcul des distances aux surfaces de prélévement

A partir des points fournis, la distance d d’un point X € H;- a une face ainsi décrite est
donnée par

i =% = 4= au— | + ol

—_— _ 1 -
ottu= A'A* v =A'A%2 n = ||u x v||”" uxv est lanormale de la face, X = X—(X—-Ab.
est le projeté de X sur la face, et enfin & = min(max(c,0),1) et § = min(max(3,0),1
ou le point X était repéré dans la base (u,v,u x v) par les coordonnées (a,(3,7)

=}

[N

—1 : ) . . . ..
( u v uxv ) (X — Al). Comme illustré sur la figure 3.2, & partir d’un point choisi
sur la face de Huygens considérée, tous les éléments voisins situés a une distance inférieure
a ed’ sont alors incorporés a 'Hj, et ainsi de suite.

Etape 2 : a partir de la donnée des points de référence ainsi construits sur les surfaces de

Huygens des autres domaines ainsi que des éventuelles coordonnées de points de sorties
hors des volumes de calculs, on procéde alors au regroupement des surfaces de prélévement
selon le méme principe. Les sous faces (73;) j d’une surface de prélévement quelconque sont
construites sur le méme principe que pour ’étape 1 : de grandeur caractéristique 5; < adé-
ol d;'. est maintenant simplement prise comme la distance d’un point X de 73;: a I’ensemble
des points de sortie éventuels ainsi que des points de référence des surfaces de Huygens des
autres domaines.

Etape 3 : calcul du retard minimum entre les domaines Tjy,.. Comme dans les démonstra-

tions de stabilité du chapitre 2 nous allons introduire le principe de Huygens afin de rendre
“indépendantes” les résolutions pour chaque domaine de calcul sur des plages de temps
de la forme Iy, = [k Tsync, (k + 1) Tsync]. Pour ce faire, il est nécessaire d’évaluer le temps
maximum Ty, & ne pas dépasser afin de pouvoir effectuer les couplages d'une fenétre de
temps I, vers I, 1. Pour chaque domaine i, a partir des points de référence précédemment
choisis X]Z: € 73; sur la surface de prélévement P?, nous évaluons pour chaque X; la distance

dn” (ij) de ce point aux points de regroupement des surfaces de Huygens des autres do-
maines, ainsi que la distance dei”tS(X;) aux éventuels points de sortie hors des différents
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Xo

' Elements pouvant etre regroupes

Y

\Lx

Surface de Huygens ou de prel evement

(a) Principe des regroupements (b) Exemple de regroupement, avec les points de ré-
férence, sur une face de maillage

FiG. 3.2 — Regroupement sur les surfaces de prélévement.

domaines. Le retard minimum est alors simplement obtenu par :

Toyne = min Tin, avec T, .

e
= min (4" (X}). (X)) Je,

J
¢ étant la vitesse de la lumiére dans le milieu considéré.

Calcul et stratégie de parallélisation : les étapes 1 a 3 étant accomplies, le reste de 'im-
plémentation de la méthode réside alors dans le déroulement du calcul. Pour cela nous avons
affecté un processus distinct & chaque domaine et utilisons un fractionnement de l'intervalle
de calcul en fenétres de longueur Ty,c.

Comme illustré sur la figure 3.1, le fonctionnement sur une fenétre de longueur Ty, peut étre

traité de maniére totalement autonome. Pour chaque domaine D¢, I'organisation du calcul en

fonction de I’évolution du temps ¢ est alors la suivante :

Etape 4 (t € [0, Tsync]) ¢ résolution du systéme de Maxwell par une méthode numérique
choisie (par exemple différences finies ou volumes finis), et calcul (et stockage) par la for-
mule intégrale approchée (1.10) du rayonnement de la surface de prélévement P? aux points
de référence des surfaces de Huygens des autres domaines ainsi qu’aux éventuels points de
sortie situés hors des domaines de calculs.

L’étape 4 est répétée sur I'ensemble des itérations en temps de 0 a Tiyec.

Etape 5 (t = Tyync) : ¢hange entre les domaines des valeurs de champs E et H calculées
pour t € [0, Tsync[ durant I’étape 4. Ces valeurs sont stockées et vont donc étre introduites
comme contributions pour ¢ > Tsype.

Etape 6 (t € [Tsync, 2Tsync[) : résolution du systéme d’équations de Maxwell. Les valeurs de
FE et H échangée précédemment, lors de ’étape 5, des domaines i* vers le domaine ¢ sont
sommeées en chaque point de référence des partitions Hj- de la surface de Huygens H’ et
introduites sous formes de courants n x H et —n x E sur l’ensemble des éléments de la
partition H; correspondante. En méme temps, les valeurs des champs E et H vers les points
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Domain (i) Domain (i*)
Initialization / Splitting of the surfaces|/ .
Transfert of reference points Pre—processing

Independant compuiti

Transfert of the coupling valu%s Data exchange

1 1
| |
¥ '

Fia. 3.3 — Déroulement en temps de la méthode multi-domaine et stratégie de parallélisation.

de référence des surfaces de Huygens des autres domaines, ainsi que vers les points de sortie
hors des domaines, sont calculés par (1.10).
Les étapes 5 et 6 sont alors répétées sur I'ensemble du calcul, respectivement pour ¢ = k Ty
et t € [k Toyne, (k+ 1) Toyne.

Remarque 3.1.1 Les étapes impliquant des échanges entre les différents domaines/processus de
calcul (étape 5, et a lintérieur des étapes 1 et 2) ne consistent qu’en des transferts de coordonnées de
points (sommets des surfaces de Huygens et de prélevement, points de regroupement sur les surfaces
de Huygens des différents domaines) ou de valeurs de champs en des points (t, X) déterminés a
Pavance. Le choix du type de méthode (conforme ou non-conforme) sur chacun de ces domaines
n’influe donc pas sur les autres éléments. La méthode qui en résulte est alors naturellement hybride.
Des exemples d’utilisations en tant que méthode hybride seront fournis dans les sections 3.3.2 et

3.4.

Remarque 3.1.2 QOutre le déroulement précédemment détaillé, les éléments de chaque domaine
peut étre traité de maniére dissociée de l’ensemble des autres. Ceci permet de réutiliser les éléments
de la scéne dans des configurations différentes et il est alors intéressant d’introduire des traitements
par reperes locaux des différents domaines. Les communications s’effectuent alors aprés passage des
différentes données (descriptions des surfaces de Huygens et de prélévement, coordonnées des points
de références des surfaces de Huygens, valeurs des champs E et H en ces points) dans un repére
désigné comme global. Ces données seront alors converties dans le repére local utilisé sur chaque
domaine pour ’ensemble du calcul.

3.2 Etude numérique de la méthode

Comme établi dans les chapitre 1 et 2, la précision de la méthode de résolution multi-domaines
est donnée par la plus grande valeur autorisée au rapport d;/d;. Or, comme explicité précédem-
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ment, ce rapport permettant d’effectuer les découpages en sous-faces des surfaces de Huygens et de
prélevement est a priori laissé libre. I1 doit étre choisi de sorte & garantir de ne pas introduire a
priori plus d’erreur par 'approximation des termes de couplages dans le systéme (2.13) que l'erreur
d’approximation numeérique du (des) schéma(s) numérique(s) employé(s). Nous allons donc nous
attacher a étudier l'influence des variations de ce paramétre sur les coiits des calculs (mémoire
et temps calcul) et sur la précision du résultat obtenu. En outre, la quantité d du rapport §/d
étant imposée par la géométrie du probléme (écartement des différents objets et position des éven-
tuels observatoires nécessitant un calcul par rayonnement). Nous allons aussi nous intéresser a son
influence sur la résolution globale du probléme, le principal objectif de la méthode multi-domaine
étant de rendre quantitativement et qualitativement possible le traitement de scénes étendues (donc
d arbitrairement grand).

3.2.1 Tests de regroupements

Dans une premiére étape, afin d’illustrer I'importance d’un choix judicieux de ces regroupements
sur la précision et les performances de la méthode, on se propose de comparer les résultats obtenus
en effectuant plusieurs tests successifs de regroupements sur un exemple assez simple.

Pour cela, considérons le cas test composé de deux boites métalliques, identiques & celle utilisée
précédemment pour I'étude numérique de la formule de rayonnement au paragraphe 1.3, et placées
en vis-a-vis comme représenté sur la figure 3.4. Pour les tests, la source utilisée est donnée par
I'onde plane (1.53) précédemment employée. La résolution est effectuée comme dans la section 1.3
par différences finies (FDTD). Le maillage sera donc naturellement régulier avec des cellules de taille
caractéristique A/10.

(a) Configuration mono-domaine. (b) Configuration multi-domaines.
Fi1c. 3.4 — Domaines de calculs pour les cas mono-domaine et multi-domaines.

Comme il a été montré dans la construction de la formule de rayonnement (1.10) pour la phase
d’anterpolation, et dans (2.15) pour la phase d’interpolation, les éléments des surfaces de Huygens et
de prélévements sont supposés étre de grandeur caractéristique inférieure a une valeur maximale de
d;, parameétre servant & décrire 'erreur introduite par le schéma. Pour une précision souhaitée € > 0
sur I'approximation des termes de couplage, nous allons comparer deux types de regroupements :

— des regroupements réguliers, ol chaque sous-face F; des surfaces de Huygens et de préléve-
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ments vérifie | F;| < 62, avec § < ed ot d est la plus petite distance [surfaces de Huygens -
surfaces de prélévement| et [surface de prélévement - observatoire] ;
— des regroupements proportionnels (c’est-a-dire optimisant le paramétre local ¢;/d;), vérifiant

pour toute sous-face F; : |F;| < (512 avec 0; < ed; calculé simplement en fonction de F;.
Le principe des regroupements proportionnels est représenté sur la figure 3.2. D’aprés les formules
(1.10) et (2.15) les erreurs sont données en O (sup;d;/d;), le but est alors, partant d’un point
de référence donné, d’incorporer le maximum d’éléments voisins vérifiant la contrainte 0;/d; < e.
D’aprés les résultats établis dans les parties précédentes, ’erreur de la formule de rayonnement et
lerreur de I'interpolation par constante sur de tels regroupements sera alors en O(g).

(a) Regroupements réguliers (2 x 2 x 2). (b) Regroupements non-réguliers (prop.0.1) .
F1G. 3.5 — Exemples de regroupements obtenus pour la surface de prélévement (face en z).

Afin de comparer les résultats nous introduisons un observatoire & mi-chemin des deux boites.
La distance minimale d est alors d ~ 5. Des exemples des regroupements obtenus par chacune des
deux techniques sont présentés sur la figure 3.5.

La précision du schéma de Yee est donnée par O (max {AacQ, Ay?, Az2}) ou Ax, Ay et Az sont
respectivement les pas de maillage en z, y et z. En prenant pour € cette valeur, avec Az = Ay =
Az = \/10 ~ 0.2 on obtient € ~ 0.04. Si on fixe la taille du sous-maillage telle que §/d < 0.04, avec
10 > d > 5, on obtient alors un sous-découpage régulier d’approximativement 2 cellules par 2 sur
toutes les sous-faces. Nous comparerons donc

— une grille réguliére de 2 cellules par 2 (désigné par la courbe reg.2 x 2 x 2),

— un regroupement proportionnel utilisant le critére §;/d; < 0.1 (représenté par prop.0.1),

— un regroupement proportionnel plus fin ¢;/d; < 0.05 (noté prop.0.05).

Les résultats obtenus pour ’observatoire placé & mi-chemin des deux boites sont représentés sur
la figure 3.6.

On constate que les résultats sont trés bons pour les regroupements reg. 2 x 2 x 2 et prop. 0.05,
et légérement moins pour prop.0.1. Ceci s’explique par le fait (cf figure 3.5) que le regroupement
régulier en 2 x 2 est plus fin que le regroupement proportionnel avec comme critére §;/d; < 0.1.
Ces résultats montrent alors qu’en affinant la précision sur le regroupement, le résultat devient plus
précis. Ceci est en accord avec la convergence de la formule de rayonnement et de l'interpolation
lorsque max; (0;/d;) tend vers 0.
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FiG. 3.6 — Comparaison entre les méthodes mono-domaine et multi-domaines avec différents types

et tailles de regroupements.
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Toutefois, afin de mieux évaluer I'importance de ce critére, il faut aussi prendre en compte la
vitesse de résolution. Pour cela, les temps de calculs pour ces différents types de regroupements
sont présentés dans le tableau 3.1 et comparé au temps du calcul de résolution mono-domaine pris
comme référence a 1.

Configuration : Temps de calcul : = Ny
Mono Domaine x1 -

MD reg. 2x2x2 [domaine 1] x40 486
MD reg. 2x2x2 [domaine 2] x41.5 486
MD prop. 0.1 [domaine 1] x1.6 36
MD prop. 0.1 [domaine 2] x1.4 40
MD prop. 0.05 [domaine 1] x3.5 97
MD prop. 0.05 [domaine 2] x3.2 100

TAB. 3.1 — Comparaison des temps de calculs entre les méthodes mono-domaine and multi-domaines.

Remarquons d’abord que la résolution mono-domaine est plus rapide que la résolution multi-
domaines. Ce résultat est tout a fait cohérent étant donné que le cas test présenté est trés petit et
est surtout un des cas ou la FDTD offrira les meilleures performances. Toutefois, il sera présenté
dans la section 3.2.2 un exemple assez similaire ou l'erreur de dispersion introduite par ce schéma
n’est plus négligeable pour le résultat, et ou la résolution multi-domaines permet avec la méme
précision d’éviter une erreur de dispersion aussi importante alors que dans un cas mono-domaine il
est nécessaire d’utiliser un maillage plus fin. Ceci amenant bien évidement & de meilleurs résultats
en termes de performances et de précision.

Le point le plus important est de remarquer que ’augmentation de la précision sur le critére
de regroupement proportionnel entraine une hausse significative du nombre de points nécessaires
au couplage (Njy;) et donc des cotits de calculs. Il est alors intéressant de choisir une valeur aussi
grande que possible pour ce paramétre. De plus, des regroupements de type non-réguliers, comme
présentés sur la figure 3.5, semblent amener & des résultats aussi précis et bien moins cotliteux que
dans le cas de regroupements réguliers. Le paramétre adimensionné d;/d; peut alors, selon les cas
étudiés, jouer un role prépondérant dans 1’équilibrage de la balance cotits/précision. Ainsi, pour des
configurations relativement simples et peu étendues comme celle montrée ici on remarque que la
décomposition en sous-domaines engendre un surcoiit par rapport & une résolution mono-domaine.
Toutefois, au vu des exemples numériques effectués, il semble que ce compromis est relativement aisé
a maintenir. En effet, sur les résultats présentés sur la figure 3.6 les résultats sont déja satisfaisants
pour un critére 9;/d; < 0.1, soit 2 a 3 fois la précision du schéma, tout en donnant des temps de
résolution comparables a ceux de la FDTD.

Dans la section 3.2.2, I'influence de ce paramétre sur le temps de calcul et le coflit en mémoire
est étudiée et montre que la méthode multi-domaine peut devenir assez vite rentable par rapport
au calcul mono-domaine, tout en amenant un gain de précision sur la solution.

Signalons enfin que pour chacune de ces approches, sous réserve de ne pas prendre un critére
0;/d; trop grand, les tests numériques sont réalisables et donnent lieu a des calculs stables.
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3.2.2 Efficacité de la méthode multi-domaines

Dans cette partie on s’intéresse essentiellement a 'efficacité numérique de la méthode de décom-
position multi-domaines, en termes de temps de calcul et de stockage mémoire.

Avant d’illustrer les comparaisons de performances entre les méthodes, on peut formuler une
évaluation a priori du cotit nécessaire pour la résolution par la méthode multi-domaines, pour un
domaine D' quelconque donné. Ainsi, d’aprés la description de l'implémentation donnée dans la
section 3.1, on en déduit que chaque domaine de calcul doit stocker en mémoire, en plus du coftit de
la résolution des équations de Maxwell :

— les valeurs des champs (E, H)T nécessaires au couplage sur toute une fenétre de temps,

— et les valeurs des champs calculés vers tous les domaines D,

De méme, en plus du temps de calcul de la résolution des équations de Maxwell sur le domaine, il
faut calculer le rayonnement en tous les points des domaines D™ & partir des valeurs des courants
sur les surfaces de prélévement.

Nous pouvons alors formuler les cotits par domaine D* et par itération en temps, en termes de
stockage

M%)om""O ZNijnj*Nmm‘i‘ZNijnj*Nzeg ’ (3'1)
J JF

et en terme de temps de calcul

Tbom +0 Z szng * Nére ) (32)
J#
ol Mgom et Tz)om sont respectivement la Mémoire et le Temps requis par le schéma numérique

employé pour résoudre le probléme posé sur le domaine D? sans couplage et
— anj et Nf;eg sont respectivement le nombre de points d’injection et de points regroupement
sur la surface de Huygens H’ et sur la surface de prélévement P,
- N;;Te est le nombre d’éléments constituant la surface de prélévement,
— Npin est le nombre minimum d’itérations en temps permettant 'autonomie des domaines
avant qu’il y ait nécessité de couplage.
D’aprés les évaluations a priori (3.1) et (3.2), et d’apreés les remarques effectuées précédemment,
les cotits (mémoire et temps de calculs) augmentent avec le nombre de points regroupés sur la surface
de Huygens et la surface de prélévement. Eux-mémes étant liés a la valeur maximale demandée au

critére local de regroupement ¢;/d;, il parait alors judicieux d’effectuer deux types de comparaisons

1. pour une configuration donnée, il est donc intéressant d’évaluer les coiits de calcul qu’en-
trainent le choix de différentes valeurs maximales de §;/d;,

2. pour une précision maximale de §;/d; fixée, la taille des regroupements évoluant naturellement
en fonction de la distance entre les domaines, il est intéressant de déterminer a partir de quelle
distance ce calcul devient peu cofiteux.

Pour illustrer cela, on considére le cas test composé des deux boites métalliques de la figure 3.4
mais ici placées diagonalement 1'une par rapport a 'autre comme illustré sur la figure 3.7. La source
utilisée est toujours 'onde plane (1.53) et le maillage utilisé, sauf indication contraire, est composé
d’une grille réguliére en \/10.

Pour répondre au premier point, on étudie 'influence de la valeur maximale du parameétre §/d
sur la scéne illustrée par la figure 3.7. Les résultats d’évaluation des cotits en terme de mémoire et
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Fi1c. 3.7 — Domaines de calculs pour la méthode multi-domaines.

en terme de temps calculs sont présentés sur la figure 3.8. Afin de permettre une comparaison plus
aisée, tous les résultats sont adimensionnés par division par rapport & la valeur du premier cas en
résolution par méthode mono-domaine. La méthode de décomposition en plusieurs sous-domaines
étant naturellement paralléle et les formules d’évaluation (3.1) et (3.2) étant présentées par do-
maines, on fournit ici les évaluations séparées sur chaque sous-domaine.

Le second point est traité en fixant la valeur maximale du paramétre §;/d; a 0.1, choix motivé
par les résultats précédents et la précision de la méthode employée, et en déplacant les cubes le
long de la diagonale. Les résultats de ces tests sont représentés sur la figure 3.9 en adimensionnant
encore par rapport & la valeur “référence” obtenue pour la résolution par méthode mono-domaine
sur le premier cas.
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Fic. 3.8 — Evaluation des coiits entre les calculs par méthode mono-domaine ou multi-domaines par
rapport & la valeur maximale du paramétre §;/d;.
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Fi1G. 3.9 — Evaluation des cofits entre les calculs par méthode mono-domaine ou multi-domaines par
rapport a 1’éloignement des boites.

Pour chacun des deux points on peut remarquer le comportement suivant :

— pour des valeurs trés faibles du paramétre considéré (la valeur maximale de 6;/d; sur la figure
3.8, et la distance entre les domaines sur 3.9) la méthode multi-domaines est moins intéressante
(voire plus cotiteuse) qu’une résolution naturelle en mono-domaine,

— pour des valeurs trés importantes de ce parameétre, la méthode multi-domaines est trés avan-
tageuse,

— pour des valeurs intermédiaires du paramétre considéré elle est dans le pire des cas aussi
performante que la résolution par mono-domaine.

Les faibles valeurs de ces paramétres amenant & des cotits a priori prohibitifs semblent donc peu
intéressantes. Les valeurs fortes n’ont quant a elles que peu d’intérét car elles induisent soit une
mauvaise précision (d;/d; trop grand), soit un couplage trés faible entre les différents domaines (d;
trés important pour tous les 7). Ces deux cas ne reflétent pas un bon cadre d’application de la
méthode.

Comme présenté précédemment, les valeurs intermédiaires des parameétres distance ou valeur
maximale de ¢;/d; sont les plus intéressantes car elles aménent & un résultat suffisamment précis
dans des cas ou les effets liés au couplage entre domaines restent non-négligeables. C’est donc ce
dernier cas qui définit a priori au mieux le champ d’application de cette méthode, amenant a la
fois & des résultats précis et & des performances améliorées.

On remarque de plus, sur les figures 3.8 et 3.9, que les colits en temps de calculs ou en sto-
ckage mémoire tendent vers une valeur asymptotique aussi bien lors de 'augmentation de la valeur
maximale de d;/d; que lors de 'augmentation de la distance entre les domaines. Ceci s’explique par
le caractére concurrentiel des quantités Nj,; et Npypn (la premiére diminuant avec la précision et
la distance, la seconde augmentant par rapport a ces critéres) qui tendent a s’équilibrer, en parti-
culier pour des valeurs importantes de d;. Toutefois, dans ce cas le volume de calcul nécessaire a
la résolution de chaque domaine D* pouvant étre réduit au plus proche des obstacles présent dans
celui-ci, les cotits de résolutions sont donc alors largement inférieurs a une résolution mono-domaine.

Enfin, afin d’illustrer 'intérét et 'apport de la résolution par cette méthode, on propose dans la
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figure 3.10 le résultat de calculs effectués sous la configuration décrite par la figure 3.7 en un point
placé au milieu de la diagonale reliant les domaines.
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Fi1G. 3.10 — Comparaison entre les résultats obtenus par méthode mono-domaine et multi-domaines.

Sur la figure 3.10 on représente les différentes courbes obtenues pour les cas suivants
— résolution mono-domaine en FDTD avec un maillage en A/10,
— résolution mono-domaine en FDTD avec un maillage en A/20,
— méthode Multi-Domaines avec FDTD en prenant 6/d < 0.1 et un maillage en A/10,

— méthode Multi-Domaines avec FDTD en prenant 6/d < 0.05 et un maillage en A\/10.
Les cotits de ces différentes simulations sont reportés dans le tableau 3.2.

Méthode : Temps CPU :  Cofit mémoire :
FDTD mono (A/10) 1 1
FDTD mono (A\/20) 16
FDTD multi 0.1 (A/10) [par domaine] 0.5 0.25
FDTD multi 0.05 (A/10) [par domaine] 1 0.5

TAB. 3.2 — Comparaisons des cotits pour un schéma FDTD dans un cas symmétrique.

Sur cet exemple on peut remarquer qu’une valeur maximale de d;/d; peu importante (0.1) avec
un maillage régulier en A/10 améne & de meilleurs résultats que la résolution directe en FDTD sur
le méme maillage. On constate effectivement sur la figure 3.10 que l'erreur de dispersion introduite
par le schéma numérique, visible en comparant les résultats obtenus pour des maillages en A/10
et A\/20, est considérablement réduite par 1'utilisation de la formule de rayonnement (1.10) pour le
couplage. Ceci permet de réduire de moitié le temps de calcul et du quart le stockage nécessaire. De
plus, avec une plus grande précision sur le paramétre d;/d; (inférieur & 0.05) on obtient des résultats

comparables & ceux d’une résolution mono-domaine sur un maillage en A/20 tout en ayant des cotts
comparables a la résolution mono-domaine sur maillage en A/10.

Remarquons enfin que méme si les domaines sont éloignés 'un de l'autre (environ 5 a 8)\),
les valeurs des termes de couplage restent non-négligeables dans tous les cas présentés ici, ce qui
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constitue l'intérét de cette décomposition avec couplage.

3.2.3 Convergence numérique de la méthode

La convergence a priori de la méthode n’est pas démontrée, méme si toutefois nous avons fourni
des estimations en O(d/d) pour les erreurs commises dans la phase d’anterpolation et dans celle
d’interpolation. En absence d’hypothéses sur le(s) schéma(s) utilisé(s), le procédé de résolution par
sous-domaines se réduit essentiellement a I'utilisation de ces deux étapes. Il est alors raisonnable de
supposer que l'erreur globale commise est elle aussi en O(d/d) ; ce qui, avec la stabilité établie dans
le chapitre 2, permettront ainsi d’assurer la convergence de la méthode.

Comme dans les exemples numériques du chapitre 1 pour I’étude numérique de la formule de
rayonnement, nous allons donc regarder sur une série de cas test ’évolution de la différence entre une
solution de référence et les résultats de calculs effectués par la méthode multi-domaine pour différents
choix du parameétre de précision maximale §/d. En outre, comme présenté précédemment, pour une
valeur fixée de ce parameétre le nombre de points d’injection (Njy,;) et celui de regroupements (Nycg)
varient en fonction de I'éloignement d des différents domaines de calcul. Il est alors naturel de
s’interroger sur l'influence de cette distance d sur la précision de la méthode.

(a) Domaine 1 : fil. (b) Domaine 2 : vide + point de sortie.
F1G. 3.11 — Maillages utilis’es pour I’étude de la convergence.

Pour pouvoir pleinement évaluer U'influence du parameétre §/d sur la précision de la méthode
nous allons considérer une configuration en deux domaines représentés sur la figure 3.11. Le premier
domaine sera composé uniquement d’un fil placé en espace libre simulant un dipdle électromagné-
tique. Il servira de terme source & ’ensemble du calcul et son action sur le second domaine, via
la formule intégrale approchée montrera l'influence de d/d sur la phase d’anterpolation. Le second
domaine sera constitué d’un volume vide au centre duquel nous effectuerons des relevés de champs.
Les sorties obtenues dans le domaine vide permettront d’estimer I'impact du choix de §/d dans la
phase d’interpolation reconstituant les contributions extérieures.

Ces deux volumes seront placés en vis-a-vis et le premier domaine de calcul sera arbitraire-
ment éloigné du second comme représenté sur la figure 3.12. Afin de suivre les exemples présentés
précédemment, le fil sera successivement placé a 4.5\, 6.5\, 8.5\ et 10.5A.

Les calculs seront effectués en utilisant la méthode de différences finies (FDTD) sur chaque
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F1G. 3.12 — Maillage utilisé pour ’étude de la convergence : différentes positions du fil.
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domaine et comparés & une solution de référence calculée par le méme schéma sur ’ensemble de la
scéne. Afin de réduire 'influence de 'erreur numérique introduite par le schéma numérique utilisé,
nous avons maillé les volumes de calculs & A\/20 ~ 0.1m.

Les résultats des calculs d’erreur pour chacune de ces configurations en faisant évoluer le rapport
0/d entre 0 et 0.20 (ie : 20 fois la précision € du schéma numérique), par pas de 0.005 (ie : 0.5 ) sont
représentés sur la figure 3.13 en utilisant la norme quadratique discréte introduite dans le chapitre 1.
La norme du champs incident, en I’absence de celui-ci, étant ici fixée a 1.
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Fi1G. 3.13 — Evolution de 'erreur avec la distance en norme 2

Sur la figure 3.13 nous pouvons remarquer que les courbes d’erreur, pour chaque position du
premier domaine, se décomposent en trois parties :

— pour 0/d proche de 0 toutes les courbes semblent effectuer un palier, celle pour d = 4.5\ ayant

le plus grand, et celle pour d = 10.5\ le plus petit;

— pour ¢/d proche de 0.2 les courbes forment a nouveaux un palier dont le début se situe de

maniére échelonnée autour de §/d = 0.1 pour d = 10.5, jusqu‘a §/d = 0.18 pour d = 4.5 ;

— enfin, entre ces deux paliers leur comportement est quasiment linéaire et elles sont presque

confondues.

Pour expliquer ces deux paliers ’évolution du nombre de points N}eg du domaine 1 servant a
I’anterpolation, et du nombre de points anj du domaine 2 servant & 'interpolation, en fonction de
d/d, sont représentées sur la figure 3.14.

Sur la figure 3.14 nous retrouvons les deux mémes paliers : un proche de ¢/d = 0, et un autre
pour 0 /d voisin de 0.2. L’allure de la courbe d’erreur de la méthode multi-domaines sur la figure 3.13
peut alors s’expliquer :

1. pour §/d proche de 0 par une limitation du nombre de regroupements effectués sur la surface
de Huygens du domaine 2 lorsque la précision induit des tailles caractéristiques § plus petites
que la taille de la maille sur la surface de Huygens. Dans ce cas, et a fortiori pour le cas
limite §/d = 0, le nombre d’éléments utilisés pour la phase d’interpolation est donné par la
nombre de mailles de la surface de Huygens considérée (ici : celle du domaine 2). La dimension
caractéristique J, a une taille de regroupement ¢ donnée, étant majorée par € d, celle-ci devient
alors plus vite inférieure & la taille des mailles pour des valeurs de d peu importantes. Nous
observons donc bien que ce phénoméne de saturation est plus important pour d = 4.5\ que
pour des écarts d plus grands; le palier le plus fin étant obtenu ici pour d = 10.5\.
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F1G. 3.14 — Influence de §/d sur les regroupements.

2. pour 4/d grand (jusqu’a 0.2) nous avons un comportement similaire. En effet, dans ce cas
la montée en taille des regroupements sur la surface de prélévement est limitée par la taille
maximale de celle-ci. Nous obtenons donc des paliers pour Nfeg a 6, c’est-a-dire le nombre de
faces de la surface de prélévement. Lors de ce phénoméne de saturation la valeur maximale e
du rapport §/d est alors largement inférieure a celle demandée, la précision de la formule de
rayonnement est donc supérieure a la valeur attendue. Dans ce cas, la grandeur caractéristique
0 majorée par €d devient supérieure a la taille de la face considérée de fagon plus rapide si
d est grand. Nous observons alors effectivement un palier plus important pour d = 10.5A, de

taille décroissante avec d jusqu’au minimum obtenu pour d = 4.5\.

3. enfin pour la partie linéaire en §/d nous observons le comportement de lerreur de la méthode
par rapport au paramétre de regroupement en dehors des phénoménes de saturation précé-
dents. Tout d’abord les courbes sont quasiment confondues ce qui confirme I'indépendance de
la précision de la méthode a la distance d en tant que seul paramétre. Ensuite, I’allure linéaire
convergeant vers 0 pour §/d tendant vers 0 de lerreur valide, numériquement tout du moins,
I’hypothése de consistance de la méthode par rapport a §/d. Enfin, le caractére linéaire de ces
courbes d’erreurs semble indiquer que, & l'instar des résultats numériques du chapitre 1 sur
la formule de rayonnement approchée, nous avons ici encore une erreur (ponctuelle) d’ordre 1

en 0/d.

Par soucis de cohérence avec les études numériques précédentes, les courbes d’erreurs pour les
champs F et H, pour les différentes positions du fil, en fonction de §/d sont représentées sur la
figure 3.15. Nous retrouvons sur cette figure toutes les mémes parties caractéristiques que sur la
figure 3.13. En outre, pour I’ensemble des valeurs de d/d entre les deux paliers le comportement
est encore linéaire et ne dépend pas de la position du fil. Ceci confirme encore le réle de paramétre
unique de ¢/d dans la précision globale (hors précision du schéma numérique employé), ainsi que la
dépendance a l'ordre 1 de celle-ci par rapport a §/d.

L’objectif principal de se cas test étant la mise en évidence de 'importance des contributions
respectives des phases d’anterpolation et d’interpolation, nous avons focalisé notre attention dans
la figure 3.14 sur les quantités principales : Nﬁeg et anj. Notons quand méme avec la figure 3.16

le comportement prévisible complétement symétrique des deux autres quantités (Nfeg et Nilnj)
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présentes dans le calcul. Ceci permet alors d’assurer le méme type d’influence du choix de §/d
que sur les figures 3.13 et 3.15 dans le cas, non-présenté sur cette exemple, d’une configuration
impliquant de multiples interactions entre les domaines.
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F1G. 3.17 — Evolution des temps de calculs en fonction de §/d et de la position.

Afin de compléter les résultats de la section 3.2.2, donnons finalement, pour ces exemples, sur
la figure 3.17 I’évolution des temps de calculs, en fonction des valeurs de ¢/d, pour chacune des
positions du fil. Conformément aux prévisions établies dans la partie 3.2.2 le temps de calcul pour
chaque domaine suit 1’évolution du nombre de regroupements de sa surface de Huygens et de la
surface prélévement de l'autre domaine. Il s’en suit une décroissance au carré par rapport a d/d
du temps de calcul comme dépendant de la quantité Nilnj donnant le nombre de découpages de
la surface de Huygens en sous-faces de tailles O(62). Enfin, la proximité des domaines induit des
valeurs plus élevés de Ny¢y et IV;; impliquant un temps de calcul plus grand, ce que ’on retrouve
en comparant les courbes : celle obtenue pour 4.5\ offrant les temps les plus élevés, et celle pour

10.5\ les plus bas.

3.3 Exemples numériques

Afin de compléter les exemples numériques déja présentés, nous proposons dans cette partie
d’illustrer deux aspects supplémentaires de la méthode.

Dans un premier temps, afin d’étre cohérent avec la démarche initiale qui était d’établir une
méthode fonctionnant sur un large éventail de configurations, il est intéressant d’introduire de nou-
veaux schémas non-nécessairement structurés comme c’était le cas avec la FDTD. La motivation
bien connue de ce type de schéma réside dans la prise en compte de certains phénomeénes électroma-
gnétiques, en particulier dans le cadre de la CEM (courants prés de parois d’objets,...), nécessitant
une bonne prise en compte de géométries courbes. Dans cet objectif, I'utilisation d’un schéma de
type volumes finis temporels (FVTD) a été testée, montrant ici encore 'intérét de cette méthode.

Enfin, dans un second temps, nous proposons 1’étude d’un cas test plus complexe mettant en
avant les avantages de la stratégie de décomposition en sous-domaines dans une configuration plus
réaliste. En outre, toujours dans 'optique de ne spécifier a priori aucun schéma numérique pour 1'uti-
lisation de la méthode, I'utilisation simultanée de deux schémas distincts, un structuré non-conforme
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(FDTD) et un non-structuré conforme (FVTD), montre un exemple d’hybridation naturelle de sché-
mas par la méthode multi-domaines.

3.3.1 Reésolution multi-domaines a I’aide d’un schéma de volumes finis

Comme présentée dans le chapitre 2, la méthode de décomposition en sous-domaines repose
essentiellement sur deux étapes : 'anterpolation et I'interpolation. Chacune de ces étapes travaille
avec des courants portés par les surfaces : a partir de courants sur la surface de prélévement pour
la phase d’anterpolation, et pour la création de courants sur la surface de Huygens pour la phase
d’interpolation. Les courants, relevés pour la premiére étape et injectés pour la seconde, sont donc
données par des flux aux niveaux de surfaces frontiéres entre des éléments (volumiques) du maillage.
Il apparait alors naturel de s’intéresser a des schémas permettant d’obtenir et d’introduire facilement
de tels termes de flux. Pour ce faire, nous avons choisi d’utiliser une méthode de type volumes finis
décentrés en espace et utilisant un schéma de type MUSCL en temps [17].

L’implémentation et I'utilisation de la méthode de résolution en sous-domaines disjoints se dé-
roulent de la méme maniére que pour un schéma FDTD, comme présenté au début de ce chapitre.
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(a) Vue en coupe du maillage complet (b) Vue en coupe du maillage multi-domaines

F1G. 3.18 — Exemples de résolution VF /VF : diffractions par deux sphéres

Le cas test représenté sur la figure 3.18 se compose de deux sphéres métalliques parfaitement
conductrices placées dans l’espace. Pour le maillage multi-domaines nous avons placés les deux
sphéres dans des surfaces de Huygens et de prélévement cubiques afin de pouvoir effectuer des
regroupements sur celles-ci.

Les domaines de calculs mono-domaines et multi-domaines sont pris de géométrie sphérique et
terminés par des conditions aux limites de type Silver-Miiller.

Les sphéres sont exposées au champ incident (1.53) mettant en évidence le couplage induit de
I'une sur I'autre en un point choisi 4 mi-chemin des deux sphéres afin de prendre au mieux les
contributions de chacune d’elles.
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Afin de pouvoir effectuer une comparaison des résultats obtenus, plusieurs maillages globaux de

plus en plus raffinés sont introduits :

— un premier maillage constitué de 23535 éléments dont le rapport volume /surface des éléments
(Apin), donnant la précision de la méthode ainsi que la condition CFL, est compris entre
2.891073 et 0.13,

— un maillage raffiné de 73493 éléments avec A, € [2.921073,7.351072],

— un dernier maillage encore plus raffiné de 137692 éléments avec Ay, € [2.65 1073,5.25 10_2].

Le maillage est le méme pour chaque composante utilisée pour la résolution par la méthode multi-
domaine. Il est composé de 18265 éléments avec A, € [3.17 1073,2.70 10*2]. Les valeurs les plus
importantes de A,,;, obtenues pour les maillages globaux correspondent aux cellules les plus éloi-
gnées des sphéres (cellules proches du bord du domaine de calcul). Dans ces conditions, le maillage
utilisé pour la méthode multi-domaine a donc une précision comparable au voisinage des spheéres a
celle obtenue pour le second maillage global.

Les résultats obtenus pour ces différents maillages, en un point de calcul situé & mi-chemin des
sphéres, sont représentés sur la figure 3.19.

Nous pouvons alors observer les bons résultats obtenus par la méthode multi-domaines par
comparaison avec les résultats sur le maillage complet, et tout particuliérement avec la solution
obtenue pour le maillage le plus fin. Les résultats obtenus par le schéma multi-domaines semblent
globalement meilleurs que pour ceux donnés par le calcul global avec le maillage de précision équi-
valente & 73493 éléments. Comme dans le cas de la résolution par différences finies I'utilisation du
découpage permet d’obtenir des résultats comparables & un calcul fin avec un maillage plus grossier.
Ceci donne alors une validation numérique, dans le cas de méthodes non-conformes, la méthode de
décomposition dans cette thése.

Méthode : Temps CPU :  Coftit mémoire :
FVTD (23535 elts) x1 x1
FVTD (73493 elts) x4 X3
FVTD (137692 elts) x6.7 x5.7
FVTD multi-domaines (18265 elts) [par domaine| x3.7 x1.3

TaB. 3.3 — Comparaison temps CPU et mémoire entre calculs mono et multi-domaines sur ’exemple
des sphéres avec un solveur FVTD

Enfin, sur le tableau 3.3 sont représentés les temps de calculs et les cotits mémoires respectifs
des différentes simulations. Afin de simplifier les comparaisons, les valeurs sont données relative-
ment a celles obtenues pour le maillage le plus grossier. Ici encore nous notons que la méthode de
décomposition en sous-domaines améne & des colits en mémoire et en temps calcul trés largement
avantageux par rapport a une résolution globale a précision équivalente.

3.3.2 Hybridation de schémas avec la méthode multi-domaines

Comme présenté dans le paragraphe précédent, selon le probléme traité le choix du schéma
numérique pourra changer en fonction des demandes de précision et de possibilité de réalisation
(temps calcul et cotit mémoire). Afin d’ouvrir la méthode multi-domaines, pouvant fonctionner avec
différents schémas, nous proposons ici d’adopter un traitement pouvant étre différent sur chaque
domaine.
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Fic. 3.19 — Comparaisons & mi-chemin entre les sphéres :
(FVTD) a trois précisions différentes / résolution multi-domaines volumes finis (MD)

(f) Champs H.

résolution mono-domaine volumes finis
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A partir du principe de parallélisation exposé au début de ce chapitre, I’hybridation de ces
deux méthodes (FDTD et FVTD) dans le cadre de la décomposition en sous-domaines disjoints est
quasiment immeédiate. En effet, chaque domaine ne devant transmettre que des valeurs ponctuelles
de champs aux points de références des surfaces de Huygens des autres parties de la scéne, le
fonctionnement global se fait alors de fagon quasi-autonome sans introduction de spécifications
liées aux schémas utilisés, comme c’est le cas dans les décomposition en sous-domaines adjacents
(conditions de raccords, position des inconnues, projections sur les fonctions de bases,...).

N
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F1a. 3.20 — Maillage hybride utilisé : antenne-sphére (coupe).

Afin de montrer la mise en en oeuvre et le gain de cette hybridation, nous nous intéressons &
I’exemple représenté sur la figure 3.20 composé d’une antenne large-bande émettant sur une bande
de fréquences allant de 20Mhz & 1Ghz, et d’'une sphére métallique parfaitement conductrice. La
configuration utilisée dans cet exemple est assez délicate & traiter et propose donc un exemple
propice a l'utilisation de méthodes hybrides. Il est alors intéressant de comparer ces deux types de
résolutions, et tout particuliérement au voisinage de la sphére car la bonne prise en compte de la
géométrie y est alors un critére de précision trés important.

Comme représentées sur la figure 3.21, nous proposons donc d’utiliser plusieurs précisions sur le
maillage de la sphére. Nous comparerons donc :

— un maillage global en différences finies maillé a la précision de 'antenne utilisée dans le cas de

la figure 3.20 (noté F'DT D), donnant une grandeur caractéristique h comprise entre 0.0125
et 0.1;
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— un maillage global deux fois plus fin que le précédent (noté F'DTD/2), de grandeur caracté-
ristique h € [0.005,0.05] ;
— un maillage global composé par morceaux de ’antenne raffinée précédente ainsi qu’un maillage
d’un maillage trois fois plus fin que le premier de la sphére en différences finies (noté F DT'D/3);
— et enfin le maillage multi-domaines de la figure 3.20 utilisant 'antenne du maillage simple et
une sphére maillée en volumes finis de précision globale de I'ordre du second maillage global,
soit h de 'ordre de 0.1.
Les différents résultats obtenus sont représentés pour un point situé & mi-chemin entre la sphére et
lantenne (figure 3.22, ainsi que pour un point juste devant la sphére (figure 3.23).

Nous constatons alors pour ces deux points que les résultats obtenus par les trois résolutions
de FDTD sont sensiblement différents mais semblent cependant converger. Parallélement & cela
les courbes FDTD/3 e¢ MD FD — FV sont globalement trés proches. La prise en compte de
la géométrie étant ici meilleure par utilisation d’'un schéma conforme FVTD, la méthode multi-
domaines hybridée fournit alors de bons résultats, aussi bien dans le cas de points choisis hors des
domaines et calculés par rayonnement que pour des points au voisinage trés proche des objets.
Toutefois, comme détaillé dans le tableau 3.4, 'apport principal de hybridation se situe ici dans le
gain de stockage & précisions quasi-égales.

Méthode : Temps CPU :  Cotit mémoire :
Mono-domaine F'DTD x1 x1
Mono-domaine FDTD /2 x10.52 x6.30
Mono-domaine FFDT'D/3 x22.48 x11.84
MD (prop. 0.08) [sphere / FVTD]| x6.49 x0.82

MD (prop. 0.08) |[antenne / FDTD| x22.02 x1

TaB. 3.4 — Comparaison des cofits pour les différentes résolutions FDTD mono-domaine et multi-
domaines hybrides.

Sur cet exemple, la principale restriction au choix de la méthode hybride réside a priori dans
le temps global d’exécution deux fois supérieur a celui de la résolution par F DT D sur le maillage
raffiné FDTD /2. Ceci s’explique par 'utilisation sur le domaine de I’antenne d’un pas de temps,
induit par la condition CFL sur le domaine FVTD, deux fois plus petit que requis pour le traitement
seul de cette partie. Il s’en suit donc un surcoiit nuisant aux performances globales. Pour remédier
a cela nous allons introduire, dans le paragraphe suivant, une stratégie de pas de temps local inter-
domaines diminuant significativement I'influence des conditions CFL de chaque domaine sur la
résolution compléte.

3.4 Pas de temps locaux inter-domaines

Comme remarqué sur l'exemple précédent, un point trés restrictif de I'utilisation de plusieurs
maillages différents, liés & un ou plusieurs schémaf(s) numeérique(s), avec la méthode multi-domaines
est donné par l'introduction éventuelle de conditions de stabilité, de type CFL, par chacun des
schémas. Chaque domaine impose donc un pas de temps maximal et la résolution globale, afin de
garantir la stabilité du traitement de chaque élément, doit employer le pas de temps le plus petit.
Ainsi, sur certains exemples, nous sommes amenés & choisir des pas de temps extrémement petits
par rapport & la condition CFL du domaine & traiter, et donc & augmenter de maniére significative
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Fic. 3.22 — Comparaisons de trois résolutions globales FDTD et d’une multi-domaines hybride
FDTD-FVTD : résultat obtenu par relevé entre la sphére et 'antenne.
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FDTD-FVTD : résultat obtenu par relevé au voisinage proche de la sphére.
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les cotits du calcul.

Toutefois, d’aprés le principe de fonctionnement et la stratégie de parallélisation de la méthode
présentés au début du chapitre, a partir d’'une plage de temps établie de longueur T, donnée
(étape 3), les processus sont indépendants sur tous les intervalles de la forme [k Tgyne, (kK + 1) Tsync]
(étape 6), la mise & jour des contributions étant obtenues a partir des valeurs échangées tous les
k Tsync (étape 5).

Ei
Tt
Domaine 1 ——T i ——— i .
! | : : | : Tmin
Domaine 2 l i i

F1G. 3.24 — Evaluations des contributions entre les domaines pour le schéma de pas de temps local.

L’algorithme présenté au début du chapitre peut alors se modifier comme représenté sur la
figure 3.24 de la maniére suivante :
Etape 3’ : calcul pour tout domaine 7 du retard minimum 77, . comme dans le paragraphe 3.1,
puis recherche sur I’ensemble des domaines du plus grand temps Typ. tel que :
Vi, Tsync < Tl

min

et v’L, ElNrL S N, Tsync - N’LAtH

ou At; correspond au pas de temps du domaine 1.

Etape 6’ (t € [k Tsync, (k + 1) Tsync]) @ calcul, par la formule intégrale approchée, sur chaque
des domaine des champs E et H aux points de références des autres domaines. Pour chaque
domaine 7, les contributions pour ¢ > k Ty, des champs F et H ainsi calculés par un domaine
1 sont stockées de maniére échantillonnée pour t = nAt;, n € N

Etape 5 (t = (k+ 1) Tsync) : pour chaque domaine i, les contributions des domaines i* sont
interpolées, selon les schémas respectivement utilisés sur ces domaines, afin de fournir des
champs F et H aux temps nAt;, n € N. Les valeurs ainsi ramenées sur des itérations de calcul
en temps du domaine ¢ peuvent alors étre directement introduites comme termes sources dans
I’étape 6’ selon le méme procédé que pour I'étape 6.

Remarque 3.4.1 Comme aucun des pas de temps n’est a priori spécifié pour les points situés hors
des domaines de calculs (points obtenus par rayonnement), ils peuvent étre arbitrairement associés
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a un des domaines de calculs et [’échantillonnage en temps se fera alors naturellement comme celui
utilis€ pour les points de référence sur les surfaces de Huygens du domaine choisi.

Nous proposons de tester cette technique de pas de temps locaux sur I'exemple d’utilisation de
I'hybridation des méthodes différences finies et volumes finis proposé précédement (cf figure 3.20).

Sur un tel exemple, la condition CFL du schéma volume fini impose un pas de temps de 'ordre
de 510725 alors que le maillage de I’antenne impose un pas de temps de 10~ s pour la résolution
FDTD. Nous avons alors effectué deux simulations successives sur le méme maillage : une avec les
mémes pas de temps 5107125 sur les deux domaines (notée M D FD — FV (prop0.08)), et une se-
conde simulation utilisant 5107125 comme pas de temps pour le domaine traité par FVTD et un pas
de temps deux fois plus gros pour celui traité par FDTD (notée M D FD — FV (prop0.08) / dtloc)

Les résultats de ces calculs ont étés représentés pour plusieurs points différents :

— un point situé entre 'antenne et la sphére (figure 3.25),

— et un point au voisinage direct de la sphére (figure 3.26) obtenu par relevé ponctuel.

Nous constatons qu’il n’y a aucune perte de précision induite par I'utilisation du pas de temps
local, et ce aussi bien dans le cas de points situés hors domaines et calculés par rayonnement que
dans le cas de points a l'intérieur des domaines.

Méthode : Temps CPU :  Coiit mémoire :

MD FD-FV (prop. 0.08) [sphére / FVTD] x1 x1
MD FD-FV (prop. 0.08) [antenne / FDTD] x3.47 x1.22
(
(

MD FD-FV (prop. 0.08) [sphére / FVTD] dt loc x1 x1
MD FD-FV (prop. 0.08) |[antenne / FDTD]| dt loc x1.81 x0.89

NN Na N

TAB. 3.5 — Comparaison des cotits pour les résolutions hybrides FDTD-FVTD sans et avec pas de
temps local inter-domaines.

Les temps de calculs et les cotits mémoires de ces simulations pour chaque domaine sont donnés
dans le tableau 3.5.

Nous pouvons d’abord remarquer que les temps de calculs et stockage mémoire du domaine
traité par FVTD sont identiques sur les deux configurations ce qui est naturel; le maillage, le pas
de temps, ainsi que les nombres de points de références de l'autre domaine (antenne) n’ayant pas
changé. Par contre, le temps de calcul du domaine traité par FDTD est significativement diminué
(=~ 48% de temps en moins), ceci s’expliquant logiquement par la réduction du nombre d’itérations
en temps demandées. Nous pouvons aussi noter que le stockage global est lui aussi considérablement
diminué (= 27% de moins), ceci s’expliquant par la diminution de la taille des fenétres de longueur
Tsyne une fois ramenées en nombre d’itérations sur le domaine.

Le schéma proposé ici permet donc & la fois une économie de temps calcul et de stockage mémoire,
sans pour autant diminuer la précision de la méthode. Sur cet exemple, la résolution hybride avec
pas de temps local inter-domaines s’est donc avérée trés avantageuse.

Remarque 3.4.2 La démonstration de stabilité du chapitre 2 étant obtenue dans le cadre continu en
temps et ne faisant intervenir comme constante de majoration qu’un polynome du nombre de fenétres
de taille Tgyne, la démarche présentée ici semble donc completement naturelle et n’induit a priori
aucun changement sur les conditions de stabilité de la méthode. Cette technique semble donc étre
un choix judicieur permettant une hybridation simple de méthodes, sous réserve que la configuration
géométrique s’y préte, et permettant d’alléger les conditions CFL souvent assez cotteuses (en temps
calculs et en stockage) sur de tels schémas.
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Fic. 3.25 — Exemple de résolution hybride FDTD-FVTD et utilisation de pas de temps local :
résultat obtenu par rayonnement & mi-chemin entre ’antenne et la sphére.
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Fi1G. 3.26 — Exemple de résolution hybride FDTD-FVTD et utilisation de pas de temps local :
résultat obtenu par relevé au voisinage proche de la sphére.
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3.5 Résolution d’un probléme de diffraction large-bande

Afin de montrer l'intérét de la méthode multi-domaine dans un contexte de compatibilité élec-
tromagnétique, nous allons nous intéresser a un probléme de diffraction composé de deux éléments :
une antenne large-bande ayant un spectre étalé de 20Mhz a 1Ghz (déja utilisée dans I’exemple de la
figure 3.20), et la partie métallique constituant la carrosserie d’une voiture. La configuration globale
de la simulation est représentée sur la figure 3.27.

Cet exemple, issu du projet européen GEMCAR, a déja été étudié dans [32] a 1'aide d’une
méthode hybride différences finies / volumes finis mono-domaine. L’un des objectifs, non traité ici,
était 1’étude fine des phénoménes d’inductions de ’antenne sur des céables situés a l'intérieur de
I’habitacle de la voiture. Pour cela, une bonne précision des courants portés par la carrosserie était
nécessaire. Celle-ci étant liée a la bonne prise en compte de la géométrie de la voiture, le traitement
par méthode conforme volumes finis a été utilisé. Toutefois, I'utilisation globale de cette méthode
n’était pas envisageable, d’une part a cause de la dissipation importante du schéma apparaissant sur
de grands maillages, et d’autre part pour des problémes de faisabilité numérique des simulations. Il
a donc été préféré 'utilisation d’un solveur hybride FDTD-FVTD décrivant finement les courants
au voisinage des cébles étudiés et offrant une plus grande souplesse d’exécution sur l’ensemble du
maillage de l’antenne ainsi qu’entre les deux éléments.

Dans ce paragraphe nous nous allons reprendre cet exemple, illustrant une configuration réa-
liste pouvant admettre un découpage en sous-domaines disjoints, et proposer des comparaisons de
résolutions obtenues soit sur des maillages globaux soit par la méthode multi-domaines.

Résolutions par différences finies et multi-domaines FDTD-FDTD

Dans un premier temps, il est intéressant de regarder 'apport sur cet exemple du découpage en
sous-domaines disjoints par rapport & une résolution globale. Pour ce faire, les simulations effectuées
vont comparer les résultats obtenus pour deux résolutions en FDTD sur toute la scéne et un calcul
par décomposition en sous-domaines. La résolution par décomposition en sous-domaines (notée M D)
sera menée sur le méme maillage que la premiére simulation globale (notée F'DTD). Un maillage
deux fois plus fin sera utilisé pour la seconde simulation globale (notée FDTD/2). Les maillages
mono et multi-domaines utilisés sont représentés sur la figure 3.27.

Afin de pouvoir comparer les résultats des différentes méthodes, les maillages (antenne et voiture)
utilisés dans la résolution par décomposition de domaines sont des parties extraites du maillage
global utilisé pour le calcul mono-domaine F DT D.

Notons en outre que ce maillage, bien que structuré, n’est pas régulier. En effet, le pas de
maillage d’espace utilisé a été pris variable afin de mailler plus finement les zones proches des objets
(essentiellement pres des fils de antenne) et plus lache aux endroits plus réguliers. Nous avons donc
une différence de condition CFL entre la partie découpée autour de I’antenne et celle englobant la
voiture. La méthode multi-domaine sera donc utilisée conjointement avec la stratégie de pas de
temps locaux inter-domaines précédemment présentée amenant ainsi un pas de temps 2.5 fois plus
grand pour le traitement de la voiture que celui utilisé pour I’antenne. Le pas de temps de ’antenne
correspond au pas de temps global de la résolution F'DTD mono-domaine. Le calcul FDTD/2
utilisant donc un pas de temps 2 fois plus fin.

Le volume de maillage & traiter étant plus gros pour la voiture que pour ’antenne, comme
détaillé ci-aprés cette utilisation de pas de temps différents permet sur cet exemple d’équilibrer les
cotits entre les différents domaines.

Les résultats des calculs sont donnés pour trois points importants :

— un point placé prés de 'antenne permettant d’observer la source (figure 3.28),
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(a) Maillage pour les calculs mono-domaines

(b) Maillage pour les calculs multi-domaines

Fia. 3.27 — Exemple diffraction d’une antenne par une voiture : maillages F'DT D utilisés
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Fic. 3.28 — Comparaisons devant l'antenne

(e) Champs Hy

(f) Champs H.

: mono-domaine (F'DTD) / mono-domaine raffiné

(FDTD/2) / multi-domaines FDTD 6/d < 0.15 (MD (prop0.15)) / multi-domaines FDTD
d/d < 0.1 (MD (prop0.1))
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F1G. 3.29 — Comparaisons a mi-chemin antenne-voiture : mono-domaine (F'DT'D) / mono-domaine
raffiné (FDTD/2) / multi-domaines FDTD §/d < 0.15 (M D (prop0.15)) / multi-domaines FDTD

d/d < 0.1 (MD (prop0.1))
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— un point & mi-chemin entre 'antenne et la voiture montrant le couplage (figure 3.29),
— un point prés de la voiture montrant I'influence du choix de maillage sur la résolution (fi-
gure 3.30).

Sur ces figures il est possible de remarquer 'importance de la finesse du maillage sur les résultats.
En effet, les écarts entre les courbes FDT'D et FDT D/2 sont, par endroits, assez importants. Ceci
justifiant a priori la nécessité d’étre précis sur la description des éléments ainsi que sur le rendu
de la propagation du signal émis par 'antenne. Pour la résolution par décomposition de domaines,
nous pouvons remarquer que, pour des maillages des deux domaines fixés, les courbes obtenues pour
la précision initiale (§/d < 0.15) sont trés proches de celles obtenues pour une précision plus fine
(0/d < 0.1). 11 s’en suit donc que nous ne sommes pas dans la phase saturation de la méthode
présenté dans la section 3.2.3. Ceci s’observant aussi de maniére numérique par la forte variations
du nombre de points de référence sur les surfaces de Huygens (Njy;) entre ces deux précisions. En
outre les résultats divergeant peu, tout du moins sur les composantes principales du champs (E, et
H,), la solution du couplage par la méthode multi-domaines, pour ces maillages, semble donc étre
rendue assez finement.

En comparant les courbes obtenues pour les différentes configurations, les résolutions par FDTD
sur maillage raffiné et méthode multi-domaines sont trés proches, bien que toutefois cette derniére
utilise un maillage extrait du cas test FDTD non-raffiné. De plus, les surfaces de Huygens et de
prélévement ont été choisies non-convexes et proches des géométries des deux éléments afin de
diminuer d’autant la quantité de mailles utilisées par la FDTD pour la prise en compte des courants
nécessaires aux phases d’anterpolation et d’interpolation. La méthode de décomposition améne donc
une amélioration des conditions de propagations entre I’antenne et la voiture. Globalement, ’effet
de raffinement du maillage global semble faire converger la solution obtenue par FDTD vers celle
évaluée sur les maillages tronqués auxquels la méthode de décomposition a été appliquée.

Méthode : Temps CPU :  Cotit mémoire :  Nij 1 At (x1071s)
Mono-domaine F'DT'D x1 x1 - 2
Mono-domaine F DT D /2 x13.61 x6.36 - 1
MD (prop. 0.15) |antenne] x5.01 x0.29 49 2
MD (prop. 0.15) [voiture] x3.24 x0.62 67 5
MD (prop. 0.1) [antenne| x9.01 x0.32 94 2
MD (prop. 0.1) |voiture] x8.47 x0.66 124 5

TAB. 3.6 — Comparaison des cotits pour les résolutions FDTD mono-domaines et multi-domaines.

En outre, sur le tableau 3.6 nous pouvons comparer les cotits respectifs des différentes résolutions
utilisées. La quantité de stockage totale de la méthode multi-domaines est trés largement inférieure a
celles des différentes autres simulations. De méme, le temps de calcul est meilleur sur la configuration
en sous-domaines disjoints, pour les deux précisions utilisées, que sur le cas test mono-domaine
raffiné. Les cotlts sont de plus trés proches entre les différents domaines grace & 'emploi de la
stratégie de pas de temps locaux inter-domaines. L’utilisation de la méthode de sous-domaines
semble donc étre trés intéressante sur ce type de configurations.

Remarquons enfin que ces cas tests sont “avantageux” pour les résolutions mono-domaines car
I’antenne et la voiture sont alignées et donc le maillage global est contenu dans un pavé relativement
étroit. Toutefois, pour des configurations légérement différentes, ot 'antenne serait placée & méme
distance mais dans une position oblique par rapport a ’axe de la voiture par exemple, le maillage
(et donc les cotits) pour la résolution globale s’en trouverait grandement augmenté alors que le cott
de la résolution par la méthode multi-domaines sera quasi-inchangé.
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Hybridation différences finies / volumes finis

A partir des expériences précédentes, et afin de suivre I'idée de [32], le domaine décrivant la
voiture va étre maintenant traité par la méthode de volumes finis (FVTD) déja employée dans le
paragraphe 3.3.1. L’antenne reste toujours traitée par différences finies (FDTD). Comme représenté
sur la figure 3.31, le domaine correspondant & la voiture est donc ici résolu par un solveur FVTD,
I’antenne utilisant le méme maillage que précédemment. Afin d’alléger la représentation sur la
figure 3.31, seules les surfaces de Huygens et de prélévement ainsi que les éléments (antenne et
voiture) de chaque domaine ont été représentés.

F1G. 3.31 — Diffraction d’une antenne par une voiture : maillage FVTD-FDTD utilisé (coupe).

Pour le calcul de ce cas test, le pas de temps CFL requis par le domaine de ’antenne est toujours
de 107!1s, alors que le maillage de la voiture impose un pas de temps de 5107 s sur le second
domaine. Cette différence s’explique par le caractére trés plat de certains éléments, imposés par la
géométrie, dans le maillage de la voiture. Nous utiliserons donc ici la méthode de pas de temps local
inter-domaines du paragraphe 3.4 avec un pas de temps 20 fois plus important pour le traitement
(FDTD) de 'antenne que celui utilisé dans la résolution (FVTD) de la voiture.

Sur les figures 3.32, 3.33 et 3.34 nous avons comparé les résultats de différentes simulations aux
mémes points que ceux utilisés précédemment et correspondant respectivement sur les figures 3.28,
3.29 et 3.30.

Nous avons donc comparé les deux calculs mono-domaines F DT D et FDTD /2 avec le calcul par
la méthode hybride M D FD — FV utilisant des regroupements dont le paramétre de regroupement
est fixé pour §/d < 0.15. En outre, les résultats obtenus par le calcul multi-domaines M D pour
cette précision est lui-aussi représenté.

Nous remarquons alors que sur la figure 3.32 les résultats obtenus pour les deux calculs par
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mono-domaine (FDTD) / mono-domaine raffiné
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F1G. 3.33 — Comparaisons & mi-chemin antenne-voiture : mono-domaine (F'DT'D) / mono-domaine
raffiné (FDTD/2) / multi-domaines FDTD ¢/d < 0.15 (M D (prop0.15)) / multi-domaines hybride
FDTD-FVTD §/d < 0.15 (MD FD — FV (prop0.15))
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Fi1c. 3.34 — Comparaisons devant la voiture : mono-domaine (FDTD) / mono-domaine raffiné
(FDTD/2) / multi-domaines FDTD 6/d < 0.15 (M D (prop0.15)) / multi-domaines hybride FDTD-
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la méthode multi-domaines sont quasiment identiques. Ces deux calculs sont obtenus proches de
I’antenne et comme le maillage utilisé est le méme dans les deux configurations nous y visualisons
donc essentiellement le rayonnement de I’antenne calculée en FDTD et qui donne donc naturellement
les mémes résultats. Les légéres différences éventuelles sont dues a la différence du nombre de points
de regroupements ainsi que du placement de ceux-ci dans ces deux cas. Ces deux paramétres étant
reliés, comme présenté au début du chapitre, aux placements des points de références sur la surface
de Huygens de 'autre domaine qui eux sont différents.

Dans le cas du point a mi-chemin entre l'antenne et la voiture (figure 3.33) nous pouvons
discerner a peu prés deux phases. La premiére phase concerne essentiellement le rayonnement de
I'antenne (pour environ ¢ < 1.5107%) et donne donc comme pour la figure 3.32 des résultats quasi-
identiques. Dans la seconde phase (¢t > 1.510~%) nous observons le rayonnement de la voiture en ce
point amenant & de légéres différences. Dans ce cas, le rendu par la méthode hybride semble étre
légérement meilleur & celui obtenu par F DT D — FDTD. Ce dernier proposant des niveaux un peu
plus hauts par endroits.

Enfin, sur la figure 3.34 correspondant au point placé en face de la voiture nous observons le
comportement du schéma hybride. Notons tout d’abord que les premiers pics sont rendus avec
une amplitude plus faible ceci étant a priori essentiellement d & la dissipation pour les hautes
fréquences de ce schéma de volumes finis; le maillage hors de la surface de la voiture devant étre
plus raffiné pour bien rendre ces phénoménes. Dans ’ensemble, et surtout dans les parties plus
basses fréquences, la précision semble globalement étre meilleure avec le schéma hybride que pour
I'utilisation du schéma FDTD — FDTD avec le méme critére de regroupement. Ceci justifie alors
I'introduction et 'utilisation de ce types de schémas hybrides conforme/non-conforme.

Méthode : Temps CPU :  Cofit mémoire :  Ny,; : At (x107Hs) :
Mono-domaine F DT D x1 x1 - 2
Mono-domaine FDTD/2 x13.61 x6.36 - 1
MD (prop. 0.15) [antenne - FDTD] x12.77 x0.57 74 2
MD (prop. 0.15) |voiture - FVTD]| x220.04 x4.68 140 0.05

TaB. 3.7 — Comparaison des cofits pour la résolution FDTD mono-domaine et multi-domaines

hybride FTDT-FVTD.

Finalement, d’aprés le tableau 3.7, notons tout d’abord que les cofits de calculs sont globalement
plus élevés pour la résolution FDTD — FVTD. Ceci s’explique, pour la partie FVTD du schéma
par le pas de temps 100 fois plus faible que celui utilisé dans le cadre F' DT D — F DT D augmentant
significativement le temps de calcul ainsi que le nombre d’itérations en temps sur les points de
couplages stockées; et pour la partie DT D par le plus grand nombre de points de références sur
la surface de Huygens du second domaine que dans le cas FDT'D — FDTD (140 contre 67). Pour
cette seconde partie les cofits se rapprochent alors logiquement de ceux obtenus pour la simulation
FDTD — FDTD avec regroupement a 0.1 (120 points sur la surface de Huygens du domaine de
la voiture). La différence sur le nombre de points de couplages Nj,; entre les simulations F'DTD
et F'VTD correspond aux géométries de surfaces de Huygens employées. En effet, sur le maillage
en volumes finis nous avons utilisé une boite parallélipédique alors que le maillage différences finies
avait une surface non-convexe plus proche de la géométrie de la voiture. Dans ce dernier cas, les
points de références se trouvent alors globalement plus éloignés du domaine de 'antenne et sont
donc moins nombreux & paramétre de regroupement égal. Ceci motivant ici encore 1'utilisation de
surfaces de Huygens et de prélévement admissibles non-convexes afin de diminuer les cotits tout en
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augmentant la précision des courants respectivement ajoutés et relevés.

Notons enfin que sur tous les exemples numériques, 1'utilisation de pas de temps locaux inter-
domaines n’a entrainé aucune instabilité, y compris sur cet exemple ou le facteur multiplicatif était
pourtant de 20.



Chapitre 4
Systéme PML généralisé

Le principe de découpage en sous-domaines disjoints présenté dans le chapitre 2 donne un sys-
téme d’équations de Maxwell (2.13). Chaque élément du systéme est donné sur [0, 7] x R? et est
constitué d’inhomogénéités et de sources localisées & l'intérieur d’'un domaine compact, I’extérieur
de celui-ci étant homogéne. La réalisation numérique du calcul nécessite alors 'introduction de
conditions aux limites afin de pouvoir réduire le volume de calcul & un sous-domaine compact de
R3. Les deux principaux types de conditions aux limites employés sont donnés

— soit par utilisation, et éventuellement restriction, d’équation intégrales sur la frontiére (voir

par exemple I'introduction des On Surface Radiating Conditions [7]),
— soit & I'aide d’un milieux absorbant fictif, le plus usité étant donné par les Perfect Matching
Layers (PML) introduites par Bérenger [14].

Dans le cadre du calcul par décomposition en sous-domaines, les conditions aux limites dérivées
par équations intégrales sont le plus souvent utilisées (voir par exemple [16, 38, 45]). Ceci s’ex-
plique par le gain en stockage obtenu par la restriction "proche des objets" qu’induit naturellement
I’absence d’hypothése de convexité des domaines dans ’écriture des équations intégrales. Toutefois,
les équations intégrales de frontiéres engendrent un surcotit en O(NZN7) (N, et N, représentant
le nombre de point nécessaires au calcul des termes de I’équation intégrale sur elle-méme si on ne
considére qu'une surface frontiére, ou d'une surface S, sur une surface "duale" S, si on introduit un
double maillage de la frontiére), et peut se réduire en O(N,log(Ns)Nylog(N,)) par utilisation de
techniques de compressions basées sur les décompositions en ondes planes, proches des FMM (voir
par exemple [46, 60]).

A contrario, écriture de systémes PML & partir d’une formulation dispersive (cf [24]) améne
& la recherche d’une solution approchée dont 'erreur est exponentiellement décroissante avec la
pénétration dans les couches et dont I'implémentation se fait & ’aide d’un systéme augmenté du
méme type que celui déja utilisé. Les cotits de calculs sont alors du méme ordre que ceux nécessaires
a la résolution des équations de Maxwell dans le domaine borné.

Nous avons donc choisi I’emploi de PML pour borner les domaines de calculs du systéme couplé
(2.13).
4.1 Ecritures par changement de variables

Dans un premier temps nous allons rappeler de maniére bréve les constructions des principaux

systémes PML. Par la suite, nous proposerons une nouvelle écriture de systémes PML sous une
forme s’inspirant de ceux-ci.

141
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4.1.1 Systéme PML de Bérenger et complexification des variables

En 1994, Bérenger [14] a introduit des couches absorbantes pour les équations de Maxwell en
deux dimensions. Le principe repose sur l'introduction d’un milieu fictif absorbant appelé Per-
fectly Matched Layer (PML). Les couches PML consistent en un dédoublement des composantes
du champs E et H, puis en leur détermination a partir d’un systémes d’équations augmentées.
L’objectif est alors d’absorber les ondes normales a la frontiére du domaine vide/PML.

En 1996,il montre [15] que ces conditions s’étendent au cas des équations de Maxwell en trois
dimensions par dédoublement de chaque composante de E et H en deux sous-composantes, en
remplagant la résolution du systéme d’équations de Maxwell par le systéme (4.1) dans le cadre d’'un
volume de calcul parallélipédique [—xzg, zo] X [—Y0, Yo] X [—20, 20] en coordonnées cartésiennes.

;

at-Egcy + O'yEa:y = ay (Hzx + sz)
atE:vz + UzE;Bz = —0; (Hyz + Hy:c)
at-Eyz + UzEyz =0, (Ha:y + sz)
615ny + Ua:Eyr = —0; (Hzm + sz)
8thr FopEyy = ax (Hyz + Hyz‘)
athy + UyEzy = _ay (H:py + sz)
8tny + O';ny = —ay (EZ;,; + Ezy)
8tsz + Uszz = az (Eyz + Eya:)
OHy. + 0 H,, = =0, (Eyy + Ey.)
OtHyy + 0y Hyy = Oy (B + Ey)
8t]i’zm + U;Hzm = _ax (Eyz + Eya:)
O Hay + 0 Hay = Oy (Eay + )

(4.1)

ou les fonctions o, et 0;, pour u € {z,y, 2}, ne dépendent que de la variable yu, sont nulles pour
W € [—po, po] et strictement positives pour || > po. Il a alors montré que, sous réserve de choisir
oy = a; pour tout u, toutes les ondes planes étaient absorbées par les couches PML, que celles-
ci n’induisaient pas de réflexion au niveau de 1’ interface et que leurs amplitudes décroissaient
exponentiellement avec I’éloignement a la frontiére du domaine.

A partir des travaux de Bérenger, les couches PML ont été par la suite réinterprétées en rem-
plagant le systéme (4.1) par une complexification des variables dans les équations de Maxwell (voir
par exemple [22, 19, 49]). Pour ce faire, les équations de Maxwell sont d’abord récrites sous forme
fréquentielle par une transformation de Fourier-Laplace de paramétre p = ik —e € C\R

’ (4.2)

Eet H désignant respectivement les transformées de Fourier-Laplace de E et H. Ensuite, une
complexification des variables x, y et z est introduite sous la forme de changements de variables a
valeurs dans C

~ 1 [#

) =+ [ o(s)ds, (43)

P Jo

ot les fonctions o, sont choisies comme précédemment. Les opérateurs de dérivations spatiales 0/0pu
présents dans les termes V X sont alors remplacés par des opérateurs de dérivations a coefficients

complexes 0/0n

0 1 0
T s o (44
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ou s, =1+ 0,/p. Le systéme (4.2) est alors remplacé par

{pE_YﬁH:O’ (4.5)

pI;T—FVXE:O,

ol les inconnues E et H sont remplacées respectivement par E et H, et ou VX est 'opérateur

0 10 190
s, 0z 5,0y
— 10 1 0
1o 190
5y 0y 5, 0%

Le systeme d’équations de Maxwell avec PML s’obtient alors finalement en effectuant la factorisation
de l'opérateur Vx (voir par exemple [24]) sous la forme

. s, 0 O 1
Vx=N({(VxX)M), avecM = 0 s, 0 et N = M, (4.7)
0 0 s SzSySz

puis en posant le changement d’inconnues E=MFEet H=MH ; on obtient alors

R 7
{pN ME -V x H=0, 48)
pNIM'H+V x E=0.

Cette écriture [24] peut s’interpréter comme la perturbation d’un opérateur différentiel (I'opérateur
symétrique de R? x R? définit par (f,g) — (=V x ¢,V x f)) par un opérateur d’ordre 0 et permet
ainsi d’étre implémentée sur des schémas de type volumes finis comme effectué par la suite.

Dans l'optique de cette thése, I’étude des équations de Maxwell instationnaires, le systéme
(4.8) peut se relever en un systéme d’équations temporelles. Développons alors les deux principales
formulations temporelles utilisées.

Formulation convolutive

Le produit N~'M~! donne une matrice diagonale contenant des poles en p; N~IM~1 =

SySz (p+oy)(p+o02)

0 0
Sz 0 0 p(p +0z)
0 S| 0 (p+02)(p+02) 0
Sy 55 p(p +oy)
0 0o =X 0 0 (p+02)(p+0y)
S
z p(p+o02)

Afin d’en établir un relévement il est nécessaire d’extraire de cette écriture des parties correspondant
& des transformées de Fourier-Laplace d’opérateurs différentiels ou intégraux et faisant apparaitre
une partie de dérivation temporelle qui, combinée & la partie en £V X, coincide avec les équations
de Maxwell & I'intérieur du domaine borné par les PML. Une décomposition possible de N~tA/—1
est donnée sous la forme [49]

pNT'M~' = pls + A+ Ry (pls + C) ' Ry,
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0, +0y— 0y 0 0 o, 0 0
avec A = 0 0.+ o0y — 0y 0 , C = 0 oy 0 [,
0 0 Oy + 0y — 0, 0 0 o,
Oy — Oy 0 0 Op — O, 0 0
Ry = 0 0, — 0y 0 et Ry = 0 Op — Oy 0
0 0 Oy — 0 0 0 Op — O,

Le systéme (4.8) est alors relevé en temps sous la forme

OE + AE + R\K(t) %, RoE — V x H = 0,
OH + AH + R\K(t) %, RoH +V x E =0,

e~tow 0 0
avec K(t) = 0 etow 0
0 0 etz
L’intérét de cette formulation repose dans 'obtention d’un systéme temporel bien posé et si-
milaire aux équations de Maxwell, donc facilement implémentable sur un schéma de résolution
classique.

Systéme augmenté : formulation de Gedney

L’autre type de relévement temporel du systéme (4.8) est I'écriture d’un systéme d’équations
de Maxwell "augmenté", c’est-a-dire ici donné par les équations de Maxwell couplé des équations
différentielles ordinaires (EDO) en t¢. La formulation la plus usité, proposée par Gedney [34], peut
étre assimilée a la décomposition de N~1M ! sous la forme

N*Mt =2,2,74, (4.10)
sy 0 0 s, 0 O s, 0 0

avec /1 = 0 s, O , Lo = 0 s; O et Zyp = 0 s, 0 |].On pose alors le
0 0 s, 0 0 sy 0 0 s,

changement d’inconnues D = Z3 A 'Eet B= ZoZy YH ; le systéme (4.8) devient alors

pZiD —V x H =0,
pZ1B+V x E =0,

soit encore, en remarquant que les matrices diagonales Z3 et Z; L commutent

pZiD -V xH =0,
pZak = pZoD,

pZ1B+V xE =0,
pZQH = pZOB.

(4.11)

Les matrices pZy, pZ; et pZs étant toutes des polynomes de degré 1 en p, (4.11) se reléve facilement
en temps sous la forme

D+ FD—-VxH =0,

OF + FZE =oD + FyD, (4.12)
OB+ FiB+VxE =0, '
OH + FyH =B+ FyB,
o, 0 O oy, 0 O o, 0 O
avec Fpy = 0 o4 O , By = 0 o, O et Fy = 0 o, O

0 0 o, 0 0 o, 0 0 oy
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L’intérét principal du systéme (4.12) par rapport a la formulation convolutive (4.9) réside dans
I’apparition de deux EDO a la place des termes convolution en temps, réduisant ainsi le stockage
de valeurs. Comme dans le cas de (4.9), sa formulation spatiale reste inchangée (& un opérateur de
multiplication prés) permettant ainsi une implémentation aisée dans les schémas classiques.

4.1.2 Généralisation a des géométries quelconques : Conformal PML

Le systéme de complexification des variables (4.3) a été étendu a d’autre types de géométries,
essentiellement canoniques, de la frontiére du domaine de calcul. Suivant le méme procédé, le chan-
gement de variables (4.3) a été par exemple appliqué (voir par exemple [24] et références)

— sur la coordonnée radiale p, dans le cas d’une frontiére sphérique pour les équations de Maxwell

écrites en coordonnées polaires (p, 0, ¢),

— ou sur les coordonnées radiale p et axiales z, pour des domaines en forme de tube dans le

systéme de coordonnées cylindriques (p, 0, z).
Dans chaque cas une formulation dispersive équivalente sous forme convolutive (4.9) ou de systéme
augmentée (4.12) a pu étre développée.

Une extension au cas de frontiéres quelconques a été proposé par Teizeira et al’s [65], reposant
essentiellement sur la complexification de la coordonnée suivant la normale £ dans le systémes de co-
ordonnées locales (s, ¢, £). Ils ont alors montré et vérifié numériquement [65] que les conformal PML
n’étaient pas correctes pour des couches PML non-convexe (cf figure 4.1. Toutefois en effectuant
une convexification par génération hyperbolique du maillage PML les résultats sont alors corrects.

F1G. 4.1 — Conformal PML : description dans le cas non-convexe

4.2 Variétés absorbantes

Une autre approche possible pour la généralisation des systémes PML est de considérer que
le domaine € est la trace sur R3, éventuellement & un difféomorphisme de R? prés, d’une variété
complexe M de C? comme illustré sur la figure 4.2.

Les changements de variables complexes précédemment introduits correspondent alors a des
exemples d’équations de telles variétés décrites par un difféomorphisme &1 : R3 — M c C3
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. c3

A
\
Py

w

Q

F1G. 4.2 — Description de I'exhaustion utilisée.

vérifiant ®~1(x) = x pour x € Q@ C M NR3. Lassas et al’s [41, 42] ont alors proposé de définir des
variétés pseudo-Riemaniennes complexes absorbantes généralisant ces propriétés. On entend par va-
riété pseudo-Riemanienne complexe une variété réelle de dimension 3, a fibrés tangent et cotangent
complexes, munie d’une métrique (ie un isomorphisme entre les fibrés tangent et cotangent défini
par une matrice complexe g symétrique, inversible et telle que la racine du déterminant de g aie
une détermination unique). L’objectif est de décrire géométriquement la "complexification PML" et
non-plus analytiquement par des changements de variables. Cette démarche va permettre d’intro-
duire plus d’a priori dans la construction du domaine extérieur définissant les PML & partir de sa
structure géométrique et de garantir le bon comportement du systéme ainsi obtenu. Nous allons donc
ici rappeler les principaux résultats démontrés dans [41] permettant I’étude des variétés absorbantes.

Rappelons tout d’abord quelques résultats sur le variétés permettant d’introduire les calculs
effectués par la suite. Une connexion linéaire : T'x T' — T : (u,v) — Vv, u € T,v € T, ou
T désigne le fibré tangent a la variété, est une application bilinéaire vérifiant, avec f une fonction
quelconque, les axiomes

Vu(v 4+ w) = Vv + Vyw,
vfuv = fvu'l),
Vu(fv) =u(f)v+ fVyv (régle de Leibnitz).

Si g(u,v) est la forme bilinéaire sur 7' x T' équivalente & l'isomorphisme sur 7%, la connexion de
Levi-Civita est la seule connexion linéaire qui "conserve" la métrique g, c’est-a-dire telle que

u(g(v, w)) = g(vuvy w) + g(v, vuw)'
Elle est donnée par
2g(vuv7 w) = uQ(Uv w) + Ug<w7 U’) - wg<u7 U) + g([u7 U]v w) - g([uv w]? U) - g([”? w], u)?

ou [u,v] désigne le crochet de Lie de u et v. Remarquons que si la composition u o v n’est pas une
dérivation a priori, w o v — v o u en est bien une.

Sur un systéme de coordonnées d,, de T, on a pour tout tenseur tj l]p , avec (p, q) quelconques,
en posant V; = Vp, la dérivée covarlante selon x;
1
HJ1dp Ji- Jp Juv gdihugp hy 4J1Jp
Vity,.i, = Oity,..q, + E :Fh,,, Uy, Ly ity iy

v=1
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ol ’yii sont les symboles de Christoffel

I, = 59] ¥ (8igkn + Ongix — Ongri) ,

gi* désignant les composantes de I'inverse de la métrique g. On aura donc sur une base donnée
Vi(Or,) = th&c ;- La connexion V est alors sans torsion si :
1. T(u,v) = Vyuv — Vyu — [u,v] = 0, ce qui donne une expression simple des crochets de Lie,

La courbure "complexe" s’exprime, selon le choix des conventions de signe, par
+R(u,v)w = V,Vyw — V,Vyw — Vo w-

Sur une base de T', comme [8@,8%.] = 0, la nullité de la courbure exprime la commutation des
dérivées covariantes. L’expression sur une base 0, ® dz* ® dz¥ @ dzf du (1,3) tenseur ainsi défini
est

ore  ore
+Ry,, = = = L T T0, — TR T
Oypr Opv

On voit ainsi que si g, ses dérivées partielles et son inverse dépendent holomorphiquement d’un
paramétre s, les composantes de R sont a leur tour holomorphes en s. Par la suite, sur les base A;0,,
et Aidy, cette condition se récrira sous la forme d'une matrice (I3 + SFQ)il devant étre holomorphe
en s (pour s ¢ R™).

Définissons enfin la transformée de Hodge par

Définition 4.2.1 Pour deux p-formesn et T, on note le produit scalaire n—t = 177 o J représente
l’ensemble des p indices ordonnés; et on définit la transformée de Hodge x par la relation

NA*T =T AN*n = (n-7)\/gdx1 A -+ N\ Zp.

On en déduit alors par calcul que * x 7 = 7 si la dimension de la variété est impaire, et *7 =
T/ gdry N - N Ty

Introduisons maintenant les variétés pseudo-Riemaniennes complexes absorbantes. Pour ce faire,
on désigne par g¢ la métrique euclidienne complexe dans C3, exprimée en coordonnées cartésiennes,
3

soit gc(u, v) = Z W, Yl v) e C3. A partir du changement de variable z — Z(x) nous définissons
j=1
alors une métrique complexe sur R?, notée g, : T,R? x T,R?> — C?, par

gz (u,v) = q¢ (dz(u),dz(v)), (4.13)

ou dZ est la différentielle de T.
Les variétés absorbantes sont alors définies par

Définition 4.2.2 (variétés pseudo-Riemaniennes absorbantes)
Une variété pseudo-Riemanienne (M, g) est appelée absorbante si
1. la variété (M, g) est plate et M est difféomorphe @ R3. On note ce difféomorphisme ® : M —
R3.
2. Il existe un ouvert relativement compact @ C M ou la métrique est euclidienne, et est donc
donnée par g = ®*g°; ®* le pull-back selon ® et g°¢ la métrique euclidienne.
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3. Pour tout vecteur réel du fibré tangent v € T, v # 0, on a g (v,v) # 0.

4. L’immersion & : M — C? vérifie
(Z(x1) — Z(x2))? = 0 si et seulement si x1 = xo, (4.14)

et il existe cy et c1 strictement positives telles que

R < i(2)° ) < -2 B (2)| > (4.15)
e < —2¢q pour |P(x c1. .
| ()]

La définition 4.2.2 indique alors que les tenseurs ®Z:1d:ii’“ et ®z:1da~c“ sont paralléles et leurs
dérivées covariantes sont nulles. En particulier la platitude de la variété (axiome 1) va permettre de
trouver un noyau de Schwartz a I'opérateur de Maxwell analogue & la convolution par le noyau de
I’équation des ondes et la matrice des co-dérivations permettant de trouver le noyau des équations
de Maxwell sur R3. La platitude assurant ici la commutativité des dérivations et des compositions
par convolutions.

Probléme de Helmoltz sur M

On s’intéresse tout d’abord a la résolution de I’équation de Helmoltz sur la variété M. L’opérateur
de Hodge * associé correspondant a la métrique g d’une variété absorbante (M, g) est défini par
I'identité

U NV = g(U,V)di* A di? A dis.
Il est alors possible de définir le Laplacien généralisé A pour les O-formes sur M par la généralisation

a la métrique g de la relation
A=xdxd—dxdx.

Alors, si par la définition 4.2.2 la variété M est plate, A correspond & 'opposé de 'opérateur de
Laplace-Beltrami A, : ¢ — gijVingo, car si la variété est plate [V;, V;] = 0, des composantes
d’une 1-forme quelconque exprimé a 'aide de la métrique g. On s’intéresse donc & la résolution de
I'équation de Helmoltz en utilisant A, avec pour second membre 'opposé du courant 6, dZ1 AdZoAdT3
dans (4.18). La recherche du noyau de Green de cette équation donnera ainsi la solution élémentaire
de I'équation de Helmoltz pour les 1-formes composante & composante.

Il vient ainsi

Théoréme 4.2.3 Soit (M, g) une variété absorbante telle que

Va,y €, \/(5@) — 51)? = || S (@5(2) — 7)) > 0. (4.16)

3
=1

J

Alors la fonction

cikV (@) =3 (y))?
Gu(z,y) = (4.17)

4y (#(x) — B (y))”
est la solution fondamentale de l'opérateur de Helmoltz Ay + k2, décrit sur M, et satisfait

(Ag +k*) Gu(z,y) = =6, (4.18)

De plus, Gy vérifie la relation asymptotique
G (z,y)] < Cye M@ pour |®(x)| > ¢, (4.19)

oticg >0, ca=co(y) >0et® : M — R3 est le difféomorphisme donné par la définition 4.2.2.
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Remarquons tout d’abord que la condition (4.16) correspond a la détermination d’une racine
carrée complexe. En effet, d’aprés la derniére condition de la définition 4.2.2 la partie imaginaire
de /Z(z) — Z(y) est strictement positive sous la condition |®(x)| > c(y). Il est alors possible de
fixer le signe de \/Z(z) — Z(y) pour (z,y) € Q x Q. Le choix y/Z(z) — Z(y) > 0 correspondant a
une condition de radiation d’onde sortante, et \/Z(x) — Z(y) < 0 & une onde entrante. Nous nous
intéressons donc ici au cas des ondes sortantes avec (4.16). Le signe de la racine carrée complexe

Z(x) — Z(y) pour (z(zx),Z(y)) peut alors étre déterminé sur la variété simplement connectée M x
M. Dans ce cas la variété M sera appelée variété absorbante sortante.

Le théoréeme 4.2.3 décrit la solution élémentaire (4.17) de la partie principale des équations de
Maxwell écrites sur la variété complexe M, soit de I’équation de Helmoltz (4.18) avec le Laplacien
Ay sur la variété. La relation (4.19) correspondant alors a la condition de décroissance a I'infini sur
la variété M.

Equations de Maxwell non-bornées sur M

A partir des résultats précédents, la résolution des équations de Maxwell sur la variété M est
étudiée afin de garantir dans un premier temps ’existence et I'unicité de la solution sur tout M.
Dans un second temps le probléme posé sur la variété M en domaine non-borné sera restreint a un
ensemble borné O décrivant le probléme PML en domaine borné avec condition limite.

Définissons tout d’abord 'opérateur de Maxwell M

_ 0 d\_ 7
e (4 )

et désignons par * (F, H) la transformation de Hodge du doublet (E, H) définie par (xE,*H ). Alors
pour deux 1-formes A et B telles que dA = dB = 0, on peut définir application G4 g(x,y) & partir
du noyau de Green G (x,y) de I'équation de Helmoltz sur M

uste) = (5O ) (G,

A Dinstar des variétés euclidiennes, sur la variété M D'application G4 p(x,y) vérifie alors les pro-
priétés du noyau de Green pour les équations de Maxwell

Théoréme 4.2.4 Soit (M, g) une variété absorbante sortante et y € M, alors G p vérifie
Ao,
T . — y
(*M +Zk) GA,B('7y) < B(Sy ) )
ainsi que les relations asymptotiques pour |®(z)| > ca = ca(y)

G ap(z,y) < Cly)e ¥ et [V,G4 p(w,y)| < Oly)e IO,

Considérons alors un relévement des équations de Maxwell sous forme de probléme extérieur a
un domaine Dy C  ouvert, régulier et relativement compact contenu dans la partie réelle de la
variété M. En écrivant la condition limite sur le bord de Dy comme la donnée de courants suffisam-
ment réguliers 7 et v pour les relévements respectifs des traces sur 0Dy des 1-formes F et H sur la
variété M, notés i} poE et i Dot le systéme a résoudre peut étre donné sur M \Dg par :
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Trouver les 1-formes E et H vérifiant dans (M\Dy) :

dE — ik + H,
dH = —ik x E, (4.20)
ZE)DOE =,

- o
ouiyn H =7,

et telles que les composantes de E et H décroissent exponentiellement pour |®(x)| — oo.

Comme dans le cas des équations de Maxwell sur une variété euclidienne, le systéme (4.20) peut
étre résolu en existence et unicité a ’aide d’une formulation similaire aux équations intégrales de
Stratton-Chu

Théoréme 4.2.5 Soit (M, g) une variété absorbante sortante. Alors le probléme donné par (4.20)
admet une solution unique donnée par

E = {/ (—77 VAN (Gdij,0)2 + 7y A (Gdij,[))l)} dj]7
9Dy

: (4.21)
H = {/6Do (=1 A (Gogzi)2 + 7 A (Go,d:zj)l)} did

De plus, au voisinage de Q\Do ot la métrique est euclidienne, la solution (E,H) est égale a
(Ese, Hse), restriction du probléme sans PML.

Equations de Maxwell bornées sur M

Pour restreindre les équations a un domaine borné avec conditions aux limites homogénes et
analyser erreur ainsi introduite nous allons, pour des choix de M particuliers et des solutions
réguliéres (correspondant a des données réguliéres) procéder a un relévement temporel analogue a
celui obtenu a partir de (4.8) puis considérer I'existence et I'unicité du probléme temporel restreint.

4.3 Dérivation algébrique de PML généralisées

Dans cette partie nous proposons d’établir directement une écriture du systéme PML a partir
d’un systéme de variétés absorbantes, de type (4.8) admettant un relévement temporel. Afin de pou-
voir construire aisément un systéme de PML généralisées, nous proposons ensuite une construction
des matrices constituant le systéme (4.8) a partir de critéres purement géométriques caractérisant
le domaine. Enfin, une écriture de type systéme augmenté de Gedney (4.12) est proposée afin de
faciliter 'implémentation numérique sur un schéma volumes finis par la suite.

4.3.1 Formulation des PML : écriture générale

Notations : les coordonnées contravariantes d’un point x quelconque de ’espace seront données

par z x = (x', 22, 23), les vecteurs de bases du fibré cotangent sont donnés par dz’,i =1,---,3 et
on désignera par di* la 2-forme élémentaire donnée par le produit extérieur da? A da* avec j # i,
k#ietj<k.

Afin de proposer une formulation proche de (4.8) en introduisant les variétés absorbantes, nous
récrivons les équations de Maxwell en transformées de Fourier-Laplace (4.2) en formulation implicite

{ —ik «€ e — d(h)

0,
—ik+€ h4d(e) =0,

(4.22)
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ot *¢ est I'isomorphisme de Hodge euclidien, comme dans (4.2), Eet H désignent respectivement
les transformées de Fourier-Laplace de E et H, et les 1-formes e et h sont respectivement données

en cartésien par
e= ZEidxi et h = Zszx’
i i

L’objectif est de restreindre les solutions des équations de Maxwell E & un domaine Q de R3.
Pour ce faire, commencons par introduire un difféomorphisme ¢ : R3 — R? de classe au moins
C! permettant d’amener la représentation des équations de Maxwell dans un autre systéme de
coordonnées éventuellement plus propice a 'introduction des PML. Un tel choix de ¢ sera donné
par la suite dans la construction des PML généralisées. Dans les exemples du premier paragraphe, ¢
était donné comme P’application identité. Soit alors le relévement de la partie de I'espace ¢(Q) C R3
dans une variété réelle (repérée par (r1,x9,73) € R3) & valeurs dans C3 décrite, pour chaque
coordonnée z;, par le changement de variables :

¥ = (pl@) — 2/ (pl)). (423)

Le changement de variables (4.23) est différent de celui proposé dans (4.3). En effet, la complexifica-
tion de chaque composante se fait & partir d'une fonction donnée sur tout R?, et ne dépendant plus
alors de la simple coordonnée choisie. En outre, pour 'instant, ce changement de variable ne préjuge
pas a priori de la forme donnée aux couches PML, ni de la direction d’absorption de celles-ci.

Afin de proposer un changement de variables proches des théories PML précédentes, les fonctions
f* seront choisies par la suite nulles sur (2 laissant ainsi le systéme inchangé, et positives croissantes
sur R3\Q (comme illustré sur la figure 4.2).

Remarque 4.3.1 Si les fonctions f* sont de classe C*, alors en notant M = h(]Rg), avec h :
R? — R3 z — p(z) — 1/(ik) (f'(¢(x)))i, est une sous-variété de classe C* de dimension 3 dans le

R-espace vectoriel de dimension 6 : C3.

Proposition 4.3.2 Le systéme de PML correspondant au changement de variable (4.23) est donné

par
—ik F(z)"'ComZy(k,x) (Zo(k,z)) ' F(x)E =V x H =0, (4.24)
—ik F(2) " *ComZy(k, ) (Zo(k,2)) ' F(x)H +V x E =0, ‘

ot Zo(k,z) =13 — iFOT(@(:c)) avec Fy(p(z)) et F(x) matrices définies respectivement par

(Fo(e(2)))ij = 05fi(W)ly— iy €t (F(x))ij = 0jpi(x).

Preuve. Comme pour 'obtention de (4.5) & partir du changement de variable (4.3) introduit
dans (4.2), nous obtenons donc par report de (4.23) dans (4.22)

—ikxe—d(h) =0,
{ —ikxh+d(e) =0, (4.25)
* désignant ici I'isomorphisme de Hodge sur la variété M.

Soit Zy(k,z) la matrice du jacobien de la transformation (4.23) :

Zo(k,7) = F(z) — = Fo(p(a)) F(z).
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A partir de Zy(k,z) la métrique g du changement de variable (4.23) est donnée par la matrice
G = Zy(k,z)T Zo(k, ). Par 'isomorphisme de Hodge * sur M, une 1-forme w = w;dz’ se transforme
en une 2-formes dont la composante en di* est donnée par \/ﬁgij wj, ol g% désignent les composantes
de I'inverse de g, et /g est la racine carré complexe du déterminant de g prise égale au déterminant

de Zy(k,z). On a ainsi
*w = {\/det )G~ } [wj]d avci

det(G)G™! = det(Zo(k,x))Zo(k, )" (Zo(k,z)T) . Le retour au coordonnées cartésiennes
s'effectue en remarquant que sur (M,g) la base duale réelle orthonormée de (dz',dz?,dz3) est
donnée par (9,1,0,2,0,3) qui est liée a la base cartésienne (9,1, 0,2,0,3) par

pls Up2, Uppd
(a 1,042, O ) [ (ax178x27 x3) = 7}7(%')(6331703:2) x3) ’
PR T T det(F(a))] | 0 | det(F(x))]
en posant G, = F(z)TF(z), et donc det( = y/det(Gy). Les composantes de e et h sont
données a partir de celles des vecteurs E et H par
€= (] B et hi = ——— (G,
' det(G,) = 7 ‘ det(G,) - 7T

les vecteurs E et H étant exprimés dans la base naturelle de R3 associée au changement de variable

z = @(x); soit (1/det(Gy)I,/det(Gy)0y2, \/det(Gy)d,s). Le systeme s’écrit alors vectorielle-

ment sous la forme

. det(G) 1. = . L

ik | S Bl dit —d |y Hidd | =
i det(G@)G Gy, | T A T 0,
. det(G) 1 ~ < Nj j o

Soit, en notant H, la composée de la transformée de Hodge et de la dualité 7% = G,(T) d'un
élément de T* A T™* sur la base de 'espace tangent (9,1,0,2,0,3).

. det(G) 1, = 7\
—lk HSD mG GSOE - H¢V X (H) = 0,
. det(G) 1., = -
Gk H, | — L H-+H E) =
Ho [ gy C G+ oV x (E) =0,

ot E et H sont les coordonnées des champs électromagnétiques exprimés comme vecteurs de R?, et
V x est le rotationnel contravariant de R? en coordonnées cartésiennes. m

Remarque 4.3.3 A partir du changement de variable (4.3) en coordonnées cartésiennes, il est
possible de donner localement 'expression des matrices Fy(x,y, z) et F(x)

ox(x) 0 0
Fy(z,y, 2) = 0 oy(y) 0 et F(z) = Is. (4.26)
0 0 o0.(2)

Par (4.24), on retrouve alors bien l’écriture du produit N~'M = proposée dans (4.8).
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4.3.2 Proposition et étude d’une forme de PML

Nous nous proposons dans cette partie d’expliciter une forme du changement de variables (4.23)
vérifiant alors la définition d’une variété absorbante et donnant, a partir des résultats de la section
4.2, un systéme PML bien posé et dont la restriction & un borné est exponentiellement proche de la
solution du probléme initial. Par la suite, en explicitant la construction de la matrice Zy de (4.25)
nous pourrons alors donner successivement une écriture fréquentielle puis un relévement temporel
de celle-ci définissant un systéme PML cohérent.

Dans [43], les auteurs étudient un changement de variable pour les domaines €2 convexes décrit
par

#(x) = p(2) + ir(h(@)n(a),

ou 7 est une fonction positive croissante, p(x) est la projection du point x sur 92, n(z) est la normale
a 0f) orientée dans le sens sortant a €2 et prise en p(x), et h(z) = |z—p(x)|; donc z = p(x)+h(xz)n(x)
. Ils montrent alors dans [41] que la variété définie par ce changement de variable est une variété
pseudo-Riemanienne absorbante.

Afin de simplifier la construction des PML et de gagner en généralité sur le cas présenté, nous
allons considérer €2 comme un domaine borné, de bord 0f2 suffisamment régulier, et choisir la variété

réelle de C? définie par (4.23) :
N 1
#(x) = p(a) = = f (p(2)),

ol ¢ est un C! difféomorphisme de R3, et f est une fonction C'' qui vérifie

(y1 = w2) - (f(y1) = F(y2)) > 0, ¥(y1,2) € (R})N\Q % Q, 51 # o, (4.27)
et I’hypothése de croissance
If @)
T — 00 pour |y| — 0. (4.28)

Le principal résultat est alors le suivant

Proposition 4.3.4 Si f vérifie les hypothéses (4.27) et (4.28), alors la variété définie par (4.23)
est une variété pseudo-Riemanienne complexe absorbante.

Preuve. Il suffit de vérifier les 4 points de la définition 4.2.2 :

1. Considérons lapplication ¥, : R? — C? définie par

Us(x) = () + s f (p(2)) -

Pour s réel positif ou nul, Iapplication ¥, est un difféomorphisme de R3 & valeurs dans R3,
et la variété décrite par x — W4(x) est donc plate car euclidienne. La courbure de la métrique
gs = U*gY correspondant au changement de variable 2 — W (z) étant une fonction analytique
de s sur C** = {Im(z) > 0} N {Re(z) > 0}, nulle sur tout RT, elle est alors nulle sur tout
C**. En particulier, pour s = —1/(ik) on en déduit que la variété engendrée par (4.23) est
plate.

2. Par le choix de la fonction f, I'application z +— Z(z) décrit un diffSomorphisme de R? et donc
la métrique g sur €) est bien euclidienne.

3. A partir du changement de variable (4.23), la matrice g = [g;;] est donnée par

e = F(z)" <H3 - illfFo(x))T (Hz - Z.lkFo(ﬂf)> F(z),
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ou F(z) = Jac(p)(x) et Fo(x) = Jac(f)(¢(x)). On en déduit donc par un simple changement
de variable que garantir la condition g,(v,v) # 0 pour v # 0 est équivalent a g,(u,u) # 0

pour u # 0 avec
5 — H_LF()T H_ip()
gz = | 13 Z.kol’ 3 Z.kol’ .

Reste alors a étudier deux cas : soit Fy(z) = 0 soit Fy(z) # 0. Dans le second cas la partie
imaginaire de g, (u,u) est donnée par (Fo(z) + Fp (ac)T) u-u. La croissance stricte de f hors de
Q implique que I'image numérique de f, Fy(z)x - x est strictement positive, (Fo(z) + Fo(:n)T)
est donc symétrique définie positive, d’ou g, (u,u) # 0 pour u # 0.
Si Fy(z) = 0, alors g, = I3 est le résultat est immédiat.

4. Soient m1 et xy tels que (Z(x1) — Z(w2))% = 0, alors en reportant (4.23), avec p = ik on trouve
pour la partie imaginaire

(f(e(@1)) = F((@2))) - ((w1) — (w2)) = 0. (4.29)
Comme précédemment, si (1, x2) n’est pas dans € x 2, en reportant par (4.27) on a alors
Tr1 = T2.
Enfin, dans le cas 1 € Q et 29 € Q est immédiat comme (Z(z1)—2(22))2 = |lo(z1) — @(22)||> =
0.

Remarque 4.3.5 L’hypothése (4.27) est a priori plus forte que de demander la croissance stricte
de f pour tout (y1,y2) € (R3\Q)2 correspondant a ’évaluation sur le support de f. Toutefois, on
voit dans la démonstration de la proposition 4.3.4 que le cas limitant est donné par y; € R3\Q et
y2 € Q (ou inversement) qui ne permet pas a priori d’assurer l'hypothése d’injectivité des variété
absorbantes (4.14). En effet, dans ce cas en posant p(y2) = p(y1) + u avec u orthogonal a p(y1)
et f(o(y1)) la partie imaginaire de (&(y1) — Z(y2))* s’annule et la partie réelle induit une condition
sur la norme de u qui peut alors ne pas étre réalisée selon les valeurs de k.

Une condition suffisante pour assurer la réalisation de (4.27), utilisée par la suite, est de choisir

f strictement croissante pour tout (y1,y2) € (R?’\Q)2 et d’assurer que 0 = {y, ||p(y)|| = c}.

Décroissance du noyau de Green

Avant de passer a la suite de la construction du systéme PML généralisé, regardons rapidement
la décroissance exponentielle attendue a l'intérieur des PML.

Dans le changement de variable cartésien "usuel" (4.3), la partie imaginaire de chaque compo-
sante fi(u) croit selon [3 o, (u)du avec Uéloignement au bord du domaine intérieur aux PML Q. Ce
type de complexification des variables modifie alors la partie principale des équations de Maxwell
harmoniques (équation de Helmholtz), et son noyau G g est alors obtenu algébriquement, & partir du

eik\/x2+y2+22
A/ 2% 4+ y2 + 22

etk T2 (2)+7% (y)+2%(2)

noyau de I’équation de Helmholtz Gy (x,y, z) = , en utilisant (4.3) avec p = —ik

Gu(w,y,2) = /T () + 2 (y) + 2%(2)
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ou Z(x), y(y) et Z(z) sont donnés par (4.3). Par exemple, dans le cas simple ou le point A(z,y, 2)
sortait de M uniquement par sa composante x, il vient §(y) =y et Z(z) = z, d’on

T 2 T
V@) 120 + 20) = \/362 _ % (/D ax(u)du> byt 2kx/0 on(w)du = \/Z (3.7, 7).

4

Pour |z| — oo la croissance et la positivité de o, donne alors
Re(Z(z,y,z)) — —o0 et Im(Z(x,y,z)) — +oo.

Ainsi arg(Z(z,y,z)) € [7/2,7], et donc /Z(z,y, z) est de partie imaginaire positive, ceci entrainant
la décroissance exponentielle de la solution dans les PML.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 0(&2)
”””””””””””””””””””””” o(¢1)

P

(a) PML de Bérenger (b) Conformal PML

F1G. 4.3 — Différentes décroissances a 'extérieur des PML (lignes iso-valeurs).

Dans le cas cartésien (cf figure 4.3), pour tout point M hors de 2, la décroissance s’effectuait
donc selon I’éloignement en x, y ou z du point a la face du domaine 2. De méme, dans le cadre des
Conformal PML, la décroissance du noyau de Green est donnée par ’éloignement a €2 calculé par
projection orthogonale sur la frontiére de Q.

Sur le méme principe, pour le changement de variable (4.23) la décroissance du complexifié du
noyau de Green de I’équation de Helmholtz est alors donnée par la croissance de la fonction f(¢(x))
pour |p(x)| tendant vers 'infini.

En reprenant Z(z) donné par (4.23), par le théoréme 4.2.3, on avait

ik (@(@)—3())?
dmy [ (E(z) — E(y))?

En notant le nombre complexe Z(z,y) = (&(z) — #(y))? sous la forme |Z(xz,y)|e’ 9% @) ayec
arg(Z(x,y)) € [-m, ], on en déduit que Im(Z(z,y)) > 0 par '’hypothése (4.27) et donc

arg( Z(x,y)) € [0,7/2].

La partie imaginaire de la racine carrée complexe de Z(x,y) s’écrit alors

\z<x,y>sm(”g<22<) +\/7\/ tan? (arg(Z(z,))/2)

1+ tan? (arg(Z(z,y))/2)’

GH(xa y) =
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cos(arg(Z(z,y))) + 1
sin(arg(Z(z,y)))

avec tan (arg(Z(x,y))/2) = + . En utilisant (4.28) on en déduit donc que

tan (arg(Z(x,y))/2) ~ % 1 (@) = Fle))Il pour [lp(z) —(y)ll — oo,

d’ou sin (arg(Z(x,y))/2) ~ 1+ o(1), et donc

Im (VZG3)) ~ 1 1(e@) ~ Fe)]l pour o) — o(w)]] - oo. (4.30)

L’équivalent (4.30) permet d’assurer la décroissance exponentielle du noyau de Green Gy selon

kI Z(z, o . : .
e m( (@ y)> pour z et y s’éloignant, mais montre aussi que pour = et y suffisamment loin 'un

de 'autre ce coefficient ne dépend pas de la fréquence réduite k. Les équations PML obtenues par
relévement temporel du systéme écrit sur M garderont donc a priori la méme décroissance a priori.

Remarque 4.3.6 Si x est un point de Q2 et si y € M\Q "s’éloigne de x", alors le coefficient de
décroissance est donné, aussi en bien en fréquentiel qu’en temporel, par e I pour ||o(y)|| —
00. Ceci rejoint les résultats obtenus sur les autres types de PML.

4.3.3 Expression locale des matrices PML

Afin de simplifier la construction des PML et de gagner en généralité sur le cas présenté, nous
allons considérer 2 comme un domaine borné, étoilé et de bord 9f) contintiment différentiable, et
choisir la variété réelle de C3 définie par

Tt = Yol — .
90(‘”)_;;0(37) t f(y) ol (lyll = 1), (4.31)

ou po(x) = |xo(x) — O] est la distance du centre d’étoilage O au point d’intersection unique zo(z)
de la demi-droite [0,7) avec 02, et o est une fonction strictement croissante sur R™, de classe
CHR*,R*), nulle sur R™, vérifiant

o(s—1)

— 00 pour s — +00. (4.32)
s

Typiquement nous prendrons o(s) = as"Y(s), avec « > 0, n > 2 et ou Y est la fonction de
Heaviside.
Le changement de variable (4.23) est alors décrit par

Ba) = —— + 1$a< ] —1). (4.33)

po@) * pllall” \polz)

On a ainsi

Proposition 4.3.7 Le changement de variable décrit par (4.33) avec une fonction o strictement
croissante et vérifiant [’hypothése (4.32) décrit une variété absorbante.

Preuve. Il suffit de montrer que le choix de f et ¢ vérifie les hypothéses (4.27) et (4.28) auquel
cas la proposition 4.3.4 pourra s’appliquer.
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F1G. 4.4 — Choix de la décroissance & 'extérieur des PML.
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1. Dans un premier temps, soient deux vecteurs y; et yo de R3\¢~1(Q), alors

(1 —y2) - (fyr) = fly)) = w1 - flyr) +y2- f(y2) — w1 fly2) — w2 - fy)-

Comme g £(5) = Iyill o(lyill — 1) et i - F(5) = cos(8) sl o(llys | — 1), ot 6 est Tangle
vectoriel (y1,y2), on a alors I’égalité suivante

(1 —w2) - (f(y1) = f(y2)) = (lwll = lly2l)) (o (llyall = 1) — o llyall — 1))
+(1 = cos(0)) (ly2ll o ([lyall = 1) + llyall o ([ly2ll = 1)),

dont le premier terme est positif si y1 # yo car o est supposée strictement croissante, et dont
le second terme est positif et ne s’annule que si cos(f) = 1 et sous 'hypothése ||yi|| = ||y2]|
soit y; = yo. L’hypothése (4.27) est alors vérifiée.

Supposons maintenant que I'un des deux vecteurs, par exemple yo, est dans ¢~ 1(Q). Alors,
f(y2) =0 et donc

(y1 —w2) - fn) =y - fly) — w2 - flyr).

Or, par la définition de ¢ le bord de Q est décrit par 9Q = o — 1)(S?), ot S? est la sphére
unité de R3. On a ainsi ||y1|| > |lyz|| et donc (y1 — y2)- f(y1) > 0siyr & ¢ 1(Q), d’ott y1 # yo.

2. La vérification de (4.28) est immédiate car || f (o ()| / [le(@)|| = o ([¢(z)]| — 1) / ||¢(z)| — oo
pour ||¢(x)|| — oo par (4.32).

Par la proposition 4.3.4 on en déduit alors que la variété décrite par (4.33) est bien absorbante. m
Sous ces notations, nous pouvons alors proposer une écriture de la matrice PML élémentaire

Lemme 4.3.8 La matrice Zy(p,x) du systéme PML (4.24) correspondant au changement de va-
1

riable (4.33) est donnée par Zy(p,x) = I3 + —Fp(x), ou
p

o' (lp)ll = 1) 0 0
. o (le@) - 1 .
Fo() = Q@) [Z6] Qlw), (43
. . 7 (le@) - 1)
(28]

avec Q(x) matrice de passage décrite par

()
Q(‘”‘( To@)]

ot u(x) et v(x) sont choisis de sorte que (p(x),u(x),v(x)) soit une base orthogonale de R3.

);
Preuve. Par la proposition 4.3.2, la matrice Fy(z) est donnée par
(y

dfi(y)
0y

[Fo(z)];; = .
y=p(z

On obtient ainsi la formule générale

o (le@l =15 ei@e@o (lp@l -1 _ pi@e;@o (le@)] = 1)
[ I T o Y

[FO(iﬂ)]ij =
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en remarquant que tous les termes et les dérivations dans (4.35) sont définis sur le support de o qui
est donné par {z, |[¢(z)|| > 1}. En remarquant que les valeurs propres de cette matrice sont alors
respectivement o’ (||p(z)|| — 1), et o (||¢(z)|| — 1) / ||¢(2)|| comme valeur propre double, une simple
recherche de vecteurs propres permet d’obtenir (4.34). =

Remarque 4.3.9 I est toujours possible de définir une base (p(x),u(z),v(x)) a Uextérieur de
car dans ce cas, par définition, p(x) # 0.

4.3.4 Ecritures sous forme de systémes augmentés des équations PML

Afin de pouvoir implémenter de maniére efficace le systéme PML et d’obtenir un systéme insta-
tionnaire total et "tronqué" bien posé a partir de I’écriture proposée dans (4.24) avec la construction
de la matrice Zy(p,z) décrite par (4.34), nous allons proposer ici une formulation convolutive du
type (4.9) et un systéme augmenté de type Gedney (4.12).

Pour cela, nous décomposons la co-matrice de Zy(p, z) par

Lemme 4.3.10 La comatrice de Zy(p,x) se décompose sous la forme
CO’I?’LZ(](p,QZ') = Zl(p7 x)Z2(pa :E)v (436)

ot comme dans (4.10), les Z;(p, x) sont des polynomes de degré 1 en p obtenus par permutation sur
les valeurs propres de Zy(p,x) ; Zi(p,x) =13+ 1/p F;(x), avec

7 (le@) - 1) . .
[ (@)l
Fi(z) = Q) 0 o (le@)] — 1) 0 Q™' (x),
. . 7 (le@) - 1)
lo(z) ]l
7 (le@)l 1) . .
[ ()]
et Fy(z) = Q(x) 0 o (le()] - 1) 0 Q' ().
llo(@)l
0 0 o (o)l = 1)

Preuve. A partir de la décomposition de Fy(z) (4.34) on a ainsi
1
ComZy(p,x) = ComQ(x) Com (]I3 + Do(a:)) Com@Q ' (x),
p
ot Dy(z) est la matrice diagonale de (4.34). En écrivant

Com (113 4 ;D()(:r)) - (113 + ;D1<x)> (Hg + ; Dz(x)) ,

ot les matrices D;(x) sont des permutations par 3-cycle des valeurs sur la diagonale de Dy(x), et
en remarquant finalement que

ComQ(z) = det(Q(x))(Q" (2)) ™! = det(Q(2))Q(x) et ComQ ™ (x) = det(Q(x)) ' Q™! (w),

car la matrice Q)(x) est orthogonale. On en déduit alors le résultat. m

A partir de cette décomposition nous retrouvons en particulier les commutations deux-a-deux
de Zl(p7 .T), ZQ(pax) et Z()_l(p7 iL')
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Formulation convolutive

En remarquant que
_ 1 1 _
Zy ' (p,x) =13 — Z;Fo(fﬂ) + ]?Fo(x)zo Yp,z)Fo(z),

on en déduit que le produit p~'F(z)Z1(p, ) Z2(p, 2) Zy ' (p, x) F(x) peut se mettre sous la forme
pF M) Z1(p, 2) Za(p, ) Z5 H (p, x) F(z) = pl3 + A+ F~ Y (z)R(x) (pl3 + Fo(z)) F(x), (4.37)

avec A = F71(z) (F1(z) + Fy(z) — Fo(x)) F(z) et R = (Fi(z) — Fy(z)) (Fa(z) — Fy(z)).
A partir du développement (4.37) le systéme PML en formulation convolutive peut s’écrire sous
la forme d’un systéme augmenté

—zkE+AE+F Y&)R(z)F(x)D =V x H,
(

_ka +~F ) o(z)F(z)D = E, i (4.38)
—ik H —|—~AH + F iz )R(:p)F(gc)B =—-VXE, '
—ik B+ F~Y(2)Fy(z)F(z)B =H,
qui se reléve en temps sous la forme
@E+AE+Fﬂ)mwﬂmD =V x H,
oD+ F Yz ) o(x)F(z)D =F, (4.39)
atH—i-AH—i-F Yz)R(z)F(z)B = -V x E, '
Oy B+ F~Y(z)Fy(z)F(x)B =H.

Remarque 4.3.11 Dans le cas ou la matrice Fo(z) et F(x) sont données par (4.26), cas cartésien
des PML par complezification des variables, alors les expressions des systémes (4.9) et (4.39) sont
quasi-identiques. En effet, les matrices A de ces deux systémes coincident, et les matrices Ry et
Ry de (4.9) sont en relation avec la matrice R(x) de (4.39) par R(x) = Ri1Rs; la décomposition
R1K(t) *; RoE pouvant se récrire RiRayK (t) %y E car Ry et K(t) (ou Zy(k,x) dans le domaine
fréquentiel) commutent.

Formulation de Gedney

A partir de la decomposition de la comatrice (4. 36), en posant les changements d’inconnues
success1fs D = Zy(k,2)Zy ' (k,2)E et B = Zy(k,2)Zy ' (k,x)H, et en utilisant la commutation de
o Lk, x) et Zo(k, ), le Systeme (4.24) se rameéne au systéme augmenté

—ikD + F Y (z)Fi(z)F(z)D =V x H,
—ik E+ F Y (2)Fy(2)F(z)E = —ik D+ F~Y(2)Fy(x)F(x)D
—ik B+ F Y (2)F(2)F(z)B = -V x E,
—ik H+ F Y (2)Fy(2)F(z)H = —ik B+ F~Y(x)Fy(z)F(x)B,

qui se reléve alors immédiatement en temps sous la forme

oD+ F Y 2)F(z)F(z)D =V x H,
OE+F Y (2)F(2)F(x)E =0, D+ F~ Y (x)Fy(x)F(x)D
OB+ F Y (z)F(z)F(x)B = -V x E,
O H+ F Y (2)Fy(2)F(2)H =0, B+ F Y (2)Fy(z)F(z)B,

Remarque 4.3.12 Comme pour l’écriture convolutive, dans le cas ot Fy(x) et F(xz) sont les ma-
trices (4.26), les écritures (4.40) et (4.12) sont alors les mémes.

(4.40)
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4.3.5 Etude qualitative du systéme PML instationnaire obtenu

Considérons le systéme de Maxwell, avec des seconds membres f localisés dans Dy C 2.

([Ao +A6] Oy + ZA@ —f—]B) u = f(t,l‘), (t,x) e Rt x R3
u(t=0)=0, l

ot Agd; + >, Ay0; représente 'opérateur de diffraction en espace homogeéne, soit :
__(0ds 0 [ 0 —Vx
Aol == < 0 Ol > et ZZ:M)Z - < Ux 0 > ’

et A{, et B correspondent aux variations des caractéristiques dans Dy C Q.
En posant g = f — Ajdyu — Bu, on se raméne au probléme équivalent

<A08t + Zl:Alal> u=g(t,x), (t,z) eRT xR (4.41)
u(t=0)=0,

ol g est encore un second membre & support dans Dy.
Si on suppose maintenant qu’il existe C' > 0, tg > 0 et a > 0 tels que g vérifie

lg(t)]| < Ce™", Vit > to, (4.42)

alors en symétrisant I'inconnue u par rapport a ¢t = 0, le probléme (4.41) est équivalent a la résolution
aprés transformation par Fourier du systéme & coefficient constants

<—z’k:116 +y° Alal> i =g(x), v € R?, (4.43)
l

ol u et g désignent respectivement les transformées de Fourier de u et g.
Considérons maintenant la résolution de (4.43) transporté sur une variété absorbante décrite
par (4.33) et mis sous la forme d’un systéme augmenté, comme dans (4.38), sous la forme

—ik€ +BE + AE = 0, z € R\ Dy, (4.44)
nx EPML —n x E, z € 6Dy ‘
~ ~ ~ o~ A
ou € = (EPML,D, HPML, B) , et B et A sont les opérateurs donnés par
A F Y 2)R(x)F(z) 0 0 0 0 -Vx 0
p_| I3 FY2)Fy(z)F(z) 0 0 ot A — 0o 0 0 0
0 0 A FYz)R(z)F(x) Vx 0 0 0
0 0 ~I3 F~ Y (z)Fy(z)F(z) 0 0 0 0

Par le théoréme 4.2.5, le systéme (4.44) admet alors une solution unique dans (L?(R3\ Dy, R?))?
qui vérifie de plus XML = B et HPME = H sur Q\ Dy.
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Par transformation de Fourier inverse on en déduit que les relévements en temps respectifs
(EPML, D, HPML B) de (EPML, D, HPML, B),son‘c la solution unique dans (C1(RT, L?(R3\ Dy, R?)))*

du probléme, relevé en temps de (4.44)

OE +BE + AE =0, x € R3\ Dy,
nx EPML —n x E, x € 6Dy, (4.45)
E(t=0,.)=0, z € R3\Dy,

ou & = (EPML,D,HPML,B)T. De plus, par la formule de Parseval on a aussi EXME = E et
HPML — [ sur Q\Dy.
En remarquant en outre que les systémes (4.43) et

. 4.46
nx EPML —n x E, z € 6Dy ( )

{ —ikE +BE + AE = §, x € Dy,
donnent par restriction & Dp la méme solution en (E , H ), on peut alors étendre la relation EPML —
E et HPML — H 3 tout Q, et donc finalement EXPME = E et HPML = H sur Q. On assure ainsi
qui plus est 'existence et 'unicité de la solution du probléme instationnaire complet sur tout R>

_ 3
{atc‘f—i-IB%S—FASg,xER, (4.47)

E(t=0,.)=0, z € R3

qui pourrait par ailleurs étre démontrées directement & 1’aide de la théorie sur les systémes de
Friedrich.

Nous allons maintenant nous intéresser a la restriction du systéme PML & un domaine borné.
Pour cela, a partir de la définition de ¢ dans (4.31), notons Qi l'ensemble

Qr=QU{z e RO\Q, [p(z)| <1+ R},

pour tout R > 0. On remarquera que par cette définition Qg = Q et que, pour les frontiéres 9
correspond aux ensembles {z, ||f(¢(z)|| = Fr}, ot Fr = o(R) > 0 est une constante dépendant
uniquement de f et de R.

Soit R > 0. Le probléme (4.47) revient sur {2 a résoudre

OE +BE + AE = g(t,x), (t,7) € RT x Qp,

E'PML
E(t=0) =0,

ott u’ML correspond au terme (EPME HPMINT ohtenu par (4.47), et M, comme dans la démons-

tration du lemme 2.1.7, M est un opérateur donnant une condition maximale monotone. Dans ce

cas, la solution &€ de (4.48) existe, est unique ([55]) et coincide donc avec la solution de (4.47).
Considérons maintenant le probléme tronqué obtenu & partir de (4.48)

e +BE + Al = g(t,z), (t,x) € RT x Qp,

EPML
E(t=0) =0,

Ce probléme admet & son tour une solution unique &, = (EgD ML D, H f ML BC)T.
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. T . -
Maintenant, en notant & =& — &, = (EéPML, Dy, HéDML, Bo) , la fonction &y vérifie sur Qg

01& +BE + A& =0, (t,z) € RT x Qg,

EPML
St =0) =0,

En transformant (4.50) par Fourier, et par le théoréme 4.2.5, on obtient une expression sous
représentation intégrale de la transformée de Fourier de &. Or, par la remarque 4.3.6, on sait que
pour R > 0 assez grand, le noyau de Green utilisé dans le théoréme 4.2.5 décroit en e . Il s’en
suit donc que la transformée de Fourier du terme de bord Mwu est majorée par Ce R ou C est par
exemple la norme de (n x E,nxH ) sur dDg. La norme de la transformée de Fourier de &y, et donc
la norme de &y par utilisation de la formule de Parseval, est alors majorée par Ce I,

Ainsi, pour R > 0 assez grand, la différence entre (EXME ML) solution du probléme avec
conditions aux limites (4.49), et (E, H) est majorée par Ce™ %,

Remarque 4.3.13 En utilisant, & partir de MuPMY sur 0Qpg, en wutilisant la formulation de
Stratton-Chu obtenue dans le théoréeme 4.2.5 on peut remarquer qu’a lintérieure de § I’erreur intro-

duite sur la troncature des PML, c’est-a-dire la norme de &y, est encore majorée par HMUPMLH e tr.

Lerreur globale a Uintérieur de Q est donc a priori majoré par Ce 2R,

4.3.6 Ecriture dimensionnée du systéme augmenté

Afin de pouvoir utiliser les PML dans un contexte physique dimensionné, on dimensionne (4.39)
et (4.40).
Formulation convolutive

Pour cela, E est remplacé par \/eE, H par \/uH, et t par t/,/eu. Le systéme (4.39) est alors
remplacé par

O, F+cAE +1 \;EF_l(m)R(x)F(m)D —V xH,
V10, D + %F*I(x)Fo(x)F(x)D =F,

u@H+uAH+;#f%@M@F®B =-VxE,
Ved; B + \;ﬁF‘l(x)Fo(x)F(x)B = H.

Posons ensuite le dimensionnement des inconnues fictives D — /eD et B — \/uB; il vient alors

HWE+AE+F Y2)R(z)F(x)D = év x H,

Oy D + F~Y(z)Fy(z)F(z)D =cF,
O H+AH+F\(2)R(x)F(x)B = -~V x F,
- H
O B+ F Y (z)Fy(z)F(z)B =coH,

ol ¢p = ,/f,tf1 est la vitesse de la lumiére dans le milieu, et en posant Fo(z) = coFo(x), Fi(z) =
coF1(z), Fa(x) = coFa(x) et donc R(x) = coR(x).
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Formulation de Gedney

En procédant de la méme maniére, avec E — \/eE, H — \/uH, et t — t/,/e, le systéme
augmenté (4.40) se récrit donc sous la forme

\

Vedy D + \}ﬁF_l(a:)Fl (x)F(z)D =V x H,

HE+coF Y2)F(2)F(z)E = \zat D+ coF Y (z)Fy(z)F(x)D
V10 B + \}gFl(x)Fl (£)F(z)B = -V x E,
O H + coF () Fo(a) F(e)H = ;ﬁat B+ coF Y (2)Fy(2)F(x)B.
Soit ensuite en dimensionnant les inconnues fictives D — \/eD et B — \/uB; il vient alors
0, D+ F\(2)Fy(2)F(x)D — év < H,
W E+ F Y a)Fy(z)F(x)E =00, D+ FY(2)Fy(x)F(z)D
0B+ F ' (2)F(2)F(2)B = -V x E,
. H N

O H+F Y 2)Fy(2)F(2)H =0, B+ F ' (2)Fy(z)F(z)B,

en utilisant les définitions précédentes de Fi(z),i=1,---,3.



Conclusion et perspectives

Dans ce travail nous avons traité de la résolution numérique des équations de Maxwell dans un
contexte instationnaire. L’objectif était de proposer des éléments méthodologiques permettant de
réduire le volume de calcul global nécessaire au traitement numérique de simulations électroma-
gnétiques, permettant par la méme d’augmenter la taille des scénes pouvant étre prises en compte.
Dans cette optique nous nous sommes intéressés & trois points en particulier.

Dans une premiére partie de ce travail, nous avons proposé une nouvelle formule de rayonne-
ment permettant le calcul du champs électromagnétique hors d’un volume borné donné a partir de
la donnée de courants sur la surface de ce volume. L’intérét d’une telle démarche est de limiter le
volume global de calcul tout en laissant la possibilité de considérer des points de mesure extérieurs
au maillage. Il s’en suit a priori un gain en stockage mémoire et en temps calcul pour ’ensemble
de la simulation, permettant ainsi de considérer des volumes de plus en plus importants. L’emploi
d’équations intégrales de surface étant généralement évité en raison du surcoiit qu’elles engendrent,
des formules dites de rayonnement (plus efficaces) approximant les équations intégrales sont alors
employées. Contrairement & la plupart de ces formules écrites pour des approximations par dévelop-
pement limité proportionnellement & l'inverse de la distance d entre ’observatoire et la surface de
rayonnement, nous avons effectué ici I’établissement d’une nouvelle formule de rayonnement dont
le critére de précision est donné par le rapport d’'une quantité de découpage local de la surface de
prélévement J et de la distance d. Cette méthodologie a ainsi permis d’obtenir une formule dont le
domaine de validité, qualifié de semi-lointain, permet de rapprocher ou éloigner 1’observatoire autant
que souhaité de la surface de prélévement. Pour une distance d fixée, en jouant sur le numérateur
du rapport 0/d nous pouvons alors donner une approximation du champ propagé a une précision
quelconque fixée. Notons en outre, que I’établissement de cette formule passe par la description de
surfaces qualifiées d’admissibles englobant 1’ensemble des surfaces convexes et méme une grande
quantité de surfaces non-convexes (étoilées par exemple). A contrario de la plupart des formules
de rayonnement nous pouvons alors considérer des surfaces de prélévement dont la géométrie peut
suivre finement celle des éléments rayonnant considérés. Il s’en suit donc une meilleure précision sur
les courants, traces tangentielles a la surface de champs numériquement calculés par des schémas
de résolution volumique, qui sont utilisés pour le calcul du rayonnement. De méme, 1'utilisation de
conditions aux limites bornant artificiellement le domaine non-convexes sera alors rendu possible.

Numériquement, cette formule pouvant étre assimilée a une généralisation de la formule dite de
champs lointain de Yee [73] s’avére extrémement simple & introduire sur des schémas numériques
de résolution volumique des équations de Maxwell temporelles. Les exemples traités ont montré que
la formule s’avérait toujours d’une grande précision aussi bien pour un observatoire placé loin de la
surface de rayonnement que lorsqu’il ne se trouve qu’a quelques mailles de celle-ci. Nous avons pu
en outre vérifier la consistance de cette approximation et 'utiliser dans le cas d’objets non-convexes
en choisissant des surfaces de prélévement suivant la géométrie de ceux-ci et constater qu’il n’y avait
effectivement aucune perte de précision dans ce cas.
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La seconde partie de cette thése consiste en 1’établissement, 1’étude théorique, puis la mise
en geuvre et ’étude numérique d’une méthode de décomposition en sous-domaines disjoints de
grandes scénes d’interactions électromagnétiques entre un (des) source(s) et un (des) élément(s) dif-
fractant(s). Nous avons ainsi proposé a partir de la formulation par les équations de Maxwell d’une
telle scéne, une écriture sous forme d’un systéme de systémes d’équations de Maxwell équivalent.
La particularité de ce nouveau systéme d’équations réside dans la localisation d’une ou plusieurs
source(s)/élément(s) pour chacune d’elle a l'intérieur d’'un domaine borné entourant uniquement
celle(s)-ci/celui(ceux)-ci. L’interaction des différents domaines entre-eux est alors donnée par un
terme de couplage introduit au second membre des équations de Maxwell sous forme de courants
électriques et magnétiques sur des couronnes(/surfaces) entourant 1’(es) inhomogénéité(s) considé-
rée(s) dans ce domaine, appelés volumes(/surfaces) de Huygens. Ces courants sont décrits par la
propagation, via le noyau de Green des équations de Maxwell, des champs électromagnétiques cal-
culés sur les autres domaines. Un tel systéme permet alors de travailler séparément domaine par
domaine, ou chacun d’eux peut étre borné a un volume n’englobant que la(es) source(s)/objet(s)
considéré(es) par utilisation de conditions aux limites transparentes ou absorbantes. Le traitement
par utilisation de la formulation compléte du noyau de Green étant a priori d’un coiit prohibitif
pour la résolution numérique de ce nouveau systéme, nous avons alors introduit une approximation
en deux étapes : l’anterpolation et linterpolation. La premiére étape consiste en ’approximation de
la propagation des courants issus domaines vers les points des volumes(/surfaces) de Huygens d’un
autre domaine & 'aide de la formule de rayonnement développée dans la premiére partie. La seconde
étape approxime quant a elle la distribution des courants sur les volumes(/surfaces) de Huygens
suivant la méme précision que celle utilisée pour le calcul du rayonnement (ie : I'erreur est donnée
par rapport a d/d). Nous avons alors montré que le systéme approximé obtenu par l'utilisation
conjointe de ces deux étapes est alors bien posé dans des espaces introduits par Bardos et Rauch
[11, 55] pour 'étude des systémes de Friedrich. En outre, en étudions le probléme continu en espace
et eb temps nous avons démontré que la stabilité globale de la méthode est garantie a priori, la
constante de stabilité étant alors exprimée par utilisation du principe de Huygens sous forme d’un
polynéome du nombre de fenétres de taille T},;, découpant 'intervalle d’étude en temps [0, 7], ou
Tsyne est le minimum sur I’ensemble des domaines des temps nécessaires a la propagation du champs
a partir de la surface de prélévement vers la surface de Huygens d’un autre domaine.

D’un point de vue numérique, l'implémentation de la méthode de décomposition en sous-
domaines disjoints a amené & un schéma naturellement hybride et paralléle. Nous avons ainsi pu
effectuer plusieurs simulations en utilisant un schéma non-conforme de types différences finies et
un schéma conforme volumes finis. Dans tous les cas la méthode s’est avérée amener & d’excellents
résultats, et fonction de la précision choisie sur le paramétre d’erreur §/d nous avons pu évaluer
les coups engendrés par la méthode par rapport & ceux obtenus par une résolution globale. Nous
avons ainsi pu constater que cette méthode a amené a des gains importants en temps de calcul et en
stockage mémoire, & précision équivalente, tout en diminuant les erreurs (dissipation et/ou disper-
sion) introduites par les différents schémas lors du parcours du maillage de I’espace libre situé entre
les différents composants des scénes considérées. Comme pour la mise en pratique de la formule de
rayonnement, nous avons pu vérifier expérimentalement la consistance de la méthode par rapport
au parameétre introduit 6/d, validant ainsi ’approche développée. En outre, a partir de 1’écriture en
continu du systéme couplé approximé nous avons introduit naturellement une hybridation entre les
différents schémas utilisés (différences finies et volumes finis) dont l'intérét a été mis en avant. De
plus, une stratégie de pas de temps locaux inter-domaines a été présentée permettant entre-autres
de diminuer les contraintes sur le pas de temps imposées par exemple sur 'hybridation des méthodes
par les conditions CFL propres aux différents schémas. Ce pas de temps local, sur les exemples étu-
diés, a amené des gains significatifs en temps de calcul et en colit mémoire tout en n’induisant pas
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de perte sur la précision globale de la méthode. Enfin, afin d’illustrer I'intérét global de la méthode
sur une configuration physique réaliste, nous avons utilisé cette méthode sur une scéne de couplage,
provenant de simulations réelles, entre une antenne large-bande et la carrosserie d’une voiture. Sur
un tel exemple nous avons mis en avant les intéréts conjoints de la méthode de décomposition en
sous-domaines, de la stratégie de pas de temps locaux inter-domaines, et proposé l'illustration de
la résolution par hybridation de méthodes.

Dans le cas de milieux homogénes & pertes, ou de milieux semi-infinis, nous avons suggéré en
annexe les éléments permettant la généralisation de la méthode développée.

Enfin, dans la derniére partie, nous nous sommes intéressé aux conditions aux limites absorbantes
permettant de borner artificiellement les domaines de calculs. Les tests numériques effectués dans
ce travail ont été obtenu en entourant les domaines de calculs par des conditions PML "classiques".
En s’inspirant des travaux de Lassas et al’s |41, 42| dans le domaine harmonique, nous avons établi
une formulation temporelle locale bien posée, s’appliquant & des domaines étoilés, et nous avons
étudié lerreur introduite par troncature (erreur sur-exponentiellement décroissante) dans des cas
réguliers.

Perspectives

Dans ce travail nous avons écrit une formule de rayonnement sous forme de développement
limité a l'ordre 0 en d§/d sous l'intégration sur la surface de prélévement. Nous avons alors montré
que pour des problémes suffisamment réguliers Ierreur commise était en O(d/d). Dans le cas de la
formule de champs lointain, le développement était effectué en 1/d et le reste était alors écrit comme
O(1/d). Toutefois, cette formule constitue le premier terme d’un développement en série de 1/d" du
champs électromagnétique, appelé développement de Atkinson-Wilcox [9, 68, 69]. Il a été démontré
que les termes d’ordres supérieurs (1/d", n > 2) s’obtiennent par une formule de récurrence a
partir du terme de champs lointain en utilisant un opérateur de Laplace-Beltrami. Une extension
possible de la formule de rayonnement proposée dans cette thése serait de calculer les termes d’ordres
supérieurs (6" /d™, n > 2). Il serait alors possible de proposer des formules de précision, donc pour
un observatoire fixé (donc une valeur de d fixée) d’effectuer des regroupements selon § plus grand
sur la surface de prélévement, augmentant ainsi la précision de la formule et diminuant les cofits.
En outre, la recherche d’une formule de récurrence sur les termes du développement en 6/d du
champs permettrait d’effectuer parallélement une montée en ordre sur la phase d’interpolation
dans le schéma multi-domaines. Ceci permettrait alors de réduire trés significativement le nombre
d’éléments nécessaires & la bonne prise en compte du couplage, et augmenterait donc a priori les
performances globales de la méthode.

Une autre perspective de cette méthode réside dans la possibilité d’hybrider plusieurs schémas
numériques. Afin de proposer un plus grand éventail de méthodes de résolutions pour traiter des
configurations plus complexes, I'utilisation de nouveaux schémas peut s’avérer intéressante. Ainsi,
par exemple, il semble a priori naturel d’utiliser la méthode multi-domaines avec des schémas de type
Galerkin discontinus. En effet, ces schémas travaillant au niveau d’échanges de flux entre les diffé-
rentes cellules du maillage, le prélévement et l'introduction de courants sur les bords de ces cellules
semble alors immédiat et I'implémentation de la méthode de résolution par sous-domaines disjoints
en devient alors naturelle. Dans le travail effectué, afin de garder le plus de généralité possible dans
le choix des schémas numériques employés, nous avons étudié séparément ’erreur introduite par
la méthode (erreurs d’anterpolation et d’interpolation) et de la restriction a des domaines bornés
par utilisation de PML. Toutefois, I'erreur globale de la méthode, c’est-a-dire la composition des
deux erreurs précédemment citées ainsi que celle introduite par le schéma numérique, pourrait étre
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évaluée en fixant a priori un schéma. Au vu des considérations précédentes, le choix du Galerkin
discontinu s’avérerait par exemple une piste intéressante pour obtenir un résultat de consistance
globale. Qui plus est, il se généraliserait alors aux hybridations hp de ces schémas (utilisation de
différentes caractéristiques de maillages (h), et de degrés d’approximations polynomiales variés (p)),
ainsi qu’a 'emploi des volumes finis (schémas obtenu pour p = 0).

Enfin, concernant les PML introduites dans ce travail, nous avons montré que la décroissance du
noyau de Green s’effectuait selon des lignes iso-paramétre par rapport au coefficient d’éloignement
au bord du domaine d’étude. Cette décroissance est donnée de maniére sur-exponentielle en d lors
du parcours de ces couches, et se réduit a la décroissante en 1/d du noyau de Green de ’équation
des ondes homogénes le long du parcours d’'une seule couche. Sur un maillage du domaine, les
fonctions de bases employées par le schéma numérique auraient donc deux décroissances a ’'intérieur
d’une méme cellule : une en 1/d dans les directions iso-paramétriques, et une exp(—o(d)), pour o
fonction positive croissante, dans les directions transverses. Il semble alors que 'utilisation d’une
approximation polynomiale a I'intérieur des PML ne soit pas a priori la mieux adaptée au traitement
de celles-ci, risquant méme de faire apparaitre des artefacts numériques. Un choix judicieux des
fonctions de bases utilisées a l'intérieur des PML est alors a étudier. On peut alors par exemple
envisager des approximations de exp(—x) par polynomes.



Annexe A

Traitement des milieux semi-infinis

Dans cette section nous présentons un élargissement de la méthode présentée dans le chapitre 2,
dans le cadre de scénes d’interactions dans un milieu homogéne, & 1’étude de scénes d’interactions
dans des multi-milieur semi-infinis homogénes ; ¢’est a dire un partitionnement de R3 en plusieurs
domaines non-bornés, chaque élément de la partition étant la donnée d’'un milieu homogéne, et les
séparations entre les différents éléments sont assurées par des surfaces ou des volumes non-bornés,
éventuellement de constitution hétérogéne, appelés interfaces.

P +
Milieu H

%

MilieuH ~

F1G. A.1 — Systéme avant découpage en sous-domaines

Afin de simplifier les notations et la description de la méthode, nous considérerons (cf figure
A.1) que R? est constitué de deux milieux infinis homogénes, dans lesquels sont placés les sources
et les objets diffractants, ainsi que d’une interface surfacique ou volumique de constitution et de
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géométrie quelconque. Toutefois, tous les résultats présentés ici s’étendent naturellement au cas de
n milieux semi-infinis homogénes (n > 2).

Dans toute la suite, on désignera par H* et H~ les deux domaines ainsi délimités. L’interface
sera alors donnée par Inter = R\ (HJr U H*).

Un tel probléme se représente alors a partir des équations de Maxwell, sous la forme :

Probléme A.0.14 (équations de Maxwell dans le multi-milieux)

Trouver u € CY <R+,D ([Ao +ANTTY, A,al» nct <R+,LfAO+A,](R3)> solution de
0

/ . src
([AO+AO]at+§l:Alal+B>u_u , (A1)
u(t =0) =0,

ol :
~ A0y + >, MO, représente Uopérateur de diffraction dans le bi-miliew homogeéne, soit :

[ ()03 0 ([ 0 —=Vx
Aoat__< 0 u(x)at]ls) « ZZ:A@_<VX 0 >

ot les permittivités diélectriques et électromagnétiques du bi-milieu sont données strictement
positives et constantes par morceaus : e(x) = ef et p(x) = u= pour v € H* ;
— A{0; représente la présence de permittivités variables (e,(x) et p,(x)), soit :

1o [ (er(@) —e(2))0s 0
Aoy == ( 0 (pr () — p())Oel3 ) ’

avec A uniformément coercif et a coefficients dans L*°(R3) ;
— B est un opérateur a support compact représentant les inhomogénéités du milieu ;

fA0+A6] (R3) est lespace des fonctions de carré intégrables

pour la norme associée au produit scalaire

— comme dans le paragraphe 2.1, L

0.6~ [ (1ho+85]0.).

et D ([Ao + AT A181> est le domaine de Uopérateur [Ag + Ab] ™" S7, A8y a valeur dans

LonJrA{)] (R?) ;

STC ) inc
- enfinu = < g >, u’C = < f[src ) et "¢ = < gmc )

Comme dans le chapitre 2, par le théoréme de Hille-Yosida on peut établir I’existence et 'unicité
de la solution du probléme A.0.14

Proposition A.0.15 Soit Q le support de B. Si ¢ et v sont dans C* (R+, LfA0+A’](R3))’ et
0

si B € L*>®(Q), alors il existe une unique solution w au probléme A.0.14.
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Computational domain & ) o
. Computational domain D

(E+,H+) fields (E+H+) fields

e L
p0

Computational domain B

omputational domain B~

Computational domain p 1~

F1a. A.2 — Systéme aprés découpage en sous-domaines
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A.1 Principe de la méthode

Suivant le méme procédé que celui introduit dans le chapitre 2, nous pouvons découper le principe
de la méthode de la maniére suivante (cf figure A.2) :

1. Les objets et sources de chacun des milieux H' et H~ sont séparés dans des volumes de
calculs disjoints, respectivement (D'"); et (D?); dans lesquels nous utiliserons les méthodes
numériques classiques.

2. Un traitement spécifique est introduit pour l'interface : elles est considérée soit comme dé-
limitation du milien H* pour le calcul du couplage avec les éléments de H™, soit comme
frontiére du milieu H~ pour la prise en compte des interactions avec les éléments de H ™.
Pour chacun de ces cas, I'introduction des contributions provenant des milieux H et H™ se
fera respectivement sur une surface de Huygens dans H ™ et sur une autre dans H .

3. Vu des éléments d’un milieu H' ou H~ les prises en compte des champs diffractés par les
éléments de 'autre milieu ainsi que par l'interface seront obtenus par le rayonnement d’une
surface de prélévement proche de l'interface respectivement dans H' ou H~. La prise en
compte des interactions des éléments d’'un méme milieu s’effectue de la méme maniére que
dans le cas mono-milieu du chapitre 2.

4. Enfin, on suppose que 1'étude s’effectue sur une plage de temps finie donnée ¢ € [0, 7] ce qui
permet alors de limiter la dimension du domaine interface & la zone compacte dans laquelle
les champs E et H seront non-nuls au cours du temps. L’interface et les surfaces de Huygens
et de prélévement des milieux H et H~ seront donc limitées a cette zone qui formera le
domaine de calcul D°.

Comme dans le chapitre 2, la description de la méthode nécessite de formuler une hypothése de
découpage géométrique et de localisation des inhomogénéités :

Hypothése A.1.1 (découpage géométrique et localisation des inhomogénéités)

1. Les éléments du milieuw HY U H™ vérifient les conditions de ’hypothése 2.1.4, c’est-a-dire :

(a) i Pour tout indice i il existe un domaine borné D+ tel que Vi x D't ND*+ = (), et
vérifiant O # V(H'™) C Supp(ppi+) S V(Pi+) S D' ;

i4. Pour tout indice j il existe un domaine borné DI~ tel que Vj* Di— NDi*— =, et

vérifiant ) # V(H'™) C Supp(ppi-) S V(PI7) S D'~

(b) . La restriction des opérateurs B et Ay dans (A.1) au miliew HT se décompose en
sommes d’opérateurs B;, et Ag“r, et pour tout i les opérateurs B;y et A8+ sont a
support compact dans lintérieur du volume V(H'™) délimité par H'™ ; et de plus on
aY Bip =BYpg+ et >, AT =AY+ ;

ii. La restriction des opérateurs B et Ay dans (A.1) au miliew H™ se décompose en
sommes d’opérateurs B;_ et Ag_, et pour tout j les opérateurs B;_ et Ag_ sont a
support compact dans l'intérieur du volume V (H’™) délimité par H7™ ; et de plus on
ad Bjo =BYy- et >, AjT =AYy ;

2. Le domaine Dy de l'interface vérifie dans le miliew HT™ U H™ :

a 1. Pour tout 1, ND+ = , et il existe deux surfaces et ans N telles
. P , DONDT =10, et il d HOF et PO dans DONHT tell
que HOT NP+ =0 et d (730+, Inter) > d (HO+, Inter) >0;

i. Pour tout j, D°NDI~ =0, et il existe deux surfaces H°~ et P°~ dans D° N H~
telles que HO~ NP~ =0 et d (730_, Im‘er) >d (HO_, Inter) >0;
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(b) . Soit x € D° N HY tel que d(z, Inter) > d(PO+,Inter) alors B(x)Ypo = 0 et
Af(z)Ypo =0;
i. Soit y € DY N H~ tel que d(y,Inter) > d(PO_,Inter) alors B(y)Ypo = 0 et
Ay(y)Ypo =0;
On notera alors Bg = BYpo et AY = A{Ypo, et il s’en suit donc

B=> B+ B +By et Aj=> AfT+Y AT +Ap.
i j i j
3. Les termes de sources u®"® sont a support compact dans D° U (U;V (H'T)) U (U;V(HI7)), et :
(a) pour tout x € DN HT tel que d(z, Inter) > d (730+, Inter) alors u™*(x)Ypo =0 ;
(b) pour tout y € D° N H~ tel que d(y, Inter) > d (P, Inter) alors u*"(y)Ypo =0
Suivant le méme principe que celui employé dans le chapitre 2, & I'aide de '’hypothése A.1.1

nous ramenons la résolution du probléme (A.1) a la résolution d’'un systéme de problémes couplés
qui définirons la méthode de décomposition en sous-domaines :

Probléme A.1.2 (systéme d’équations de Maxwell couplées)

Trouver le (n™ +n~ + 1)-uplet {uo, (uj)ie[l,nﬂ, (4 ) jefn] }, avec
g € CY ([O,T],D ([Ao +AP]T' Y Aﬁ,)) not <[0,T], LfAO+A60](R3)>,
Vi€ [l,nt], uf €0 ([O,T],D ([Ao + AT S md) ) Nt ([O,T], Lon%m(Ri”)),

~VjelnT], u; €O ([O,T],D <[A0 +Ag‘—]*1 ) A@)) aed <[0,T],LfAO+Ag_](R3)>,

solution du systéme

{ ([AF + Af10 + 30, A0 + Biy ) uf = u™Ypus
Vi : +B™MY) (Zi*(Gﬂ « BPul 4+ (G) « BQ’%O) , (t,z) € [0,T] x R3,
uf (t=0)=0, x € R,
([Ag + A0 + 32, A + IBBj,) u; = uYp, -
vj +B) (zj*(a—) « BT uz, +(G7) + ng’>u0) L (t,x) €0, T] xRS, (A.2)
u;j (t=10)=0, z € R3,
(140 + AF10: + Xy Al +Bo) uo = uYpo + BY ) (2,6 + B )
0 : +B) (Zj(c;—) s Bj(-P_)u;) . (tz) €[0,T] x R?,
up(t =0) =0, x € R3,

\

+ —
ot Ad = ( ETO]IS MEH3 > et Ay = ( ETOHS ,LLE]]I?, ) ; et o Gt (resp. G™) est la solution élémen-
T T

taire associée a l'opérateur Ag@t + >, 00, (resp. Ay Oy + >, A0).

. : (PH) (P) )
Pour tout ¢ (resp. tout j) le terme B, (resp. B; ) représente le terme de traces sur le

. . + —
surface de prélevement P (resp. P77), et Bl(H ) (resp. B )) est le terme de trace sur la surface

j
de Huygens H'* (resp. H/~) explicité au chapitre 2. De méme, Bépﬂ et B((]H+) (resp. B(()P_) et
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BéHi)) sont les termes de traces sur les surfaces de prélévement et de Huygens P°F et HOt (resp.
PO~ et HO).

+ —
Les traces B(()H ) et BéH ) sont obtenus comme dans le cas du chapitre 2 en utilisant une fonction
régularisation de 'unité ¢q telle que :

Vo € HY, d(x, Inter) >
Yy € H™, d(y, Inter) >
Vo € V(HY), pro(z) =

d (770+,Inter) , ono(x) =0,
d (730_, Inter), oyo(y) =0

L,

I

ott V(H®) est un volume du domaine D vérifiant :

~ H c OV(H®) et HO~ c OV (HO),
-Vt € [0,T], Vo € OV (H)\ (H°~ UHT), u(t,z) = 0, oit u est la solution sur [0,T] x R* de
(A.1); 'existence de cette fermeture étant donnée par ’hypothése de découpage A.1.1.

Comme pour le probléme A.0.14, par le théoréme de Hille-Yosida on a alors le résultat suivant :

TC

Proposition A.1.3 Soit Q;, Q;_ et Qg les supports respectifs de B;;, B;_ et By. St u®° est dans
C' ([0, T], L*(R?)), et si pour tout indice p € {i+,j—,0}, B, € L>(Q,), alors il existe un unique

(nt +n~ +1)-uplet {uo, (uf)le[l ] (U5 ) el n- }} au probléeme A.1.2.

Preuve. La démonstration repose sur le méme principe que pour la proposition 2.1.6. Par
I’hypothése A.1.1 il existe une distance minimale strictement positive d telle que :

~ Vi, mind (P, H"T) > d et d (P*F, H"T) > d,
~ V4, mind (PI~, H*7) > d et d (P, H"") > d.
]*

On découpe alors l'intervalle [0, 7] en sous-intervalles (I1)kejo,n,], 00 N7 est la partie entiere de
T/[max(ct,c¢)d] avec ¢& = 1/y/etpE. Pour tout k € [0, Ny — 1] on a I = [kd, (k + 1)d], et
In, = [Nrd,T]. Par application du principe de Huygens il vient alors

— pour tout t € I :

\V/’L' H+)<ZG+*BP)++(G+)*B( ) )(t)zo’

vj, B ZG « B ur, +(67) « B ug | (1) =0,

(Z Gt x j) &) +BI (Y 6 «BP ur | (1) =0
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— pour tout k € [1, Nr| et tout ¢ € I}, :

vi, B (ZGJF*BZ* ul 4+ (GT)« B )

+
= Bz(H Z G+ * Bz* uz*Yv[U kd] G+) * B uOYv[O,kd] (t)]> (t)v

(

i, B (S 6« BT up + (G0
= B;('Hi) Z G~ x B](‘fi {U Yo, ka) ( )] )« By [uoYiora ()] | (8),
B (Z Gt B§7’+>uj> &)+ B[S «BP ;| (1) =

+ + - - - -
5" )<ZG+*B§7’ Wuﬁﬁo,kd}(t)])(t”BéH) 26 B [ Vs ®)] |
i J

\
Comme dans la démonstration de la proposition 2.1.6, on suit une récurrence directe sur les inter-
valles de temps I, en commencant par I

1. pour t € Iy, le systéme A.2 s’écrit alors pour tout indice u € {i+,j—,0} sous la forme

([Ao + Agt] O + ZA@ + B“> vy = u’Ypu, x € Rg,
l
v (t=0)=0, z € R?,

qui a une unique solution v, € C° (IO,D ([AO + Aéﬂ_l > Alﬁl)) nct <Io, (40 +A’“](R3)>
par le théoréme de Hille-Yosida.

2. Pour un intervalle quelconque I, avec k > 0 : on suppose que toutes les fonctions u,, pour u €
{i+,j—,0}, sont dans C° ([O,kd],D ([AO +ANT'Y, A,a,)) not <[o k), L3, o (R3)>,

alors les traces tangentielles des fonctions u, sur les surfaces de prélévement P# sont dans

Hl;i/ % La convolution avec la résolvante des équations de Maxwell du milieu G* permet

alors d’assurer que les termes de couplages provenant des autres domaines dans les systémes

(A.2) sont dans C! ([0, (k + 1)d], LfA A,H](}R?’)) Comme dans la démonstration de la pro-

position 2.1.6, la coercivité et le caractére borné des coefficients de [Ao +A6“ ] permettent
d’établir I'équivalence entre les différents espaces LfAO-‘r 2] (R3). Les termes de couplages et
vérifient alors les hypothéses du théoréme de Hille-Yosida. Pour chaque solution u, on
a supposé que u, € C° (Ik,l,D ([AO + A/“]_l > Alﬁl», on en déduit donc que la restric-
tion du systéme (A.2) en temps a I, admet une condition en t = kd, u,(t = kd) qui est

dans D ([AO + Ag]fl > A181>. Le théoréme de Hille-Yosida assure alors l'existence d’une

solution unique wu,, dans C° (Ik,D ([AQ +A:ﬂ_1 > A,al)) not (Ik, 40 +A/“](R3)> pour
chaque systéme de (A.2).

src
u
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Chaque élément u, du (n™ +n~ 4 1)-uplet de solutions de (A.2) est ainsi contiiment prolon-

gée & O ([0, (k + 1)d], D ([Ao +AM7T S Alal)) net ([0, (k+1d). L2, +A,#](]1\23)), ce qui

permet d’itérer le raisonnement & l'intervalle Iy, 1.

Dans ce cas, comme dans le chapitre 2 avec la proposition 2.1.8, il est possible de lier I’étude du
probléme (A.1) et la résolution du systéme (A.2).

Proposition A.1.4 Soient u la solution du probleme A.0.14, et {uo, (uj)ie[l,rﬁr%(uj_)je[l,n*]}
I’ensemble de solutions du probléme couplé A.1.2. Si Uhypothése A.1.1 est vérifide, alors u est donnée
pour tout t € [0,T] par

+
u= Z [sz+u + Yoy (1 — op0) I (1 — ppgint ) G 5z ) B( ) ﬂ (A.3)

7

_ _ =y _
+Z [YDj*uj + Yy (1= 9p0) Wi (1= @350 ) G k(1. Bj(' )uj ]
J

+ —
+YDOU0 + YW [Hz (1 — QOHH-) G+ *(Lx) ng )uo + Hj (1 — gon—) G~ *(t,x) B[()P )U()

Preuve. Tout d’abord, comme dans la démonstration de la proposition 2.1.8 on utilise 1'uni-

forme équivalence entre tous les espaces LfA +A,H](R3) (n € {i+,j—,0}) et L?(R3) afin d’en dé-
0T 29

duire I’équivalence des domaines de tous les opérateurs D ([Ao + Ag‘ ]_1 > Al(?l). Par la propo-

sition A.1.4, chaque élément u, du (n™ + n~ + 1)-uplet de solutions du probléme A.1.2 est dans

o (R+, D ([AO + Ag”] - > Alﬁl>) nct (R+ LfA Al (R3)>, définissant ainsi les traces tangen-

tielles de ces fonctions sur les surfaces de prélevement P & valeur dans H, c/ au voisinage de P*H.

Par combinaison de ces fonctions et par composition des traces avec la résolvante des équations de

Maxwell du milieu G*, la fonction u proposée dans (A.3) est alors dans C'* ([0 T], LfA N A,](R?’)) N

¢ (10,71 D (Ao + AG1 ™ Xy Aidr) )

Par la suite, la démonstration de la proposition A.1.4 se méne de maniére similaire & celle de la
proposition 2.1.8 en appliquant 'opérateur Agd; + >, A;0; + B a la fonction u proposée dans (A.3)
et en envisageant les cas suivants :

1.z e H\V (DO),
2.z€V (DO),
3.z e H\V (DY),
ouV (DO) désigne un voisinage ouvert de D n’intersectant aucun des autres domaines D't et D7~
1. € HM\V (D) : dans ce cas

(Aoat + ZA@ + IB%) = Z {YDW (Aoat + ZA@ + IB%) ul + B( )
_B(D+)G (b B(P ) + ZB H+)G+ B(P+) + B(()H )G-‘r % Bz(PJr)uj_

B( )G+*B(P ) +}.
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Or siz € D, Agdp + 3, A0 +B = AJ 0 + >, A9, + By, donc

Ypit (A[)at + Z Ao+ B) u:r = Bi(Hﬂ (Z(G+) * B"L'(f+)u;;< +(G7) * B(()PHU()) .
l

1%

D’ou en ré-assemblant les termes :

2.

%

uYpir + B <Z<G+) Bl + (G + Bép+)“°)

ik

_B§H+)G+ " B(()’PJr)ua- . ZBZ(Z'{+)G+ " BZ(’PJr)u;Q—] _ Z YDHUSTC _ YH+us7‘c

%

En utilisant les mémes arguments que dans la proposition 2.1.8 on obtient :
BZ(DJr)u;r - B§D+)G+ *(,2) ngﬂuj =0.
Enfin si z ¢ V (D°) alors B(()Hﬂ =0, d’ou
<A08t +> MO+ IB%> w =Y+ u®. (A.4)
!
2. zeV (DY) :

<A08t + ZA[@Z -+ B) u = Ypo (Aoat + ZA[&[ + IBS) [ (A5)

l l

+BéD+)uO — B(()D+)G+ *(t,a:) Bép+)U0 + B(()Di)’U/Q — Bépi)Gi *(t,:}c) Bépi)uO

+
+ { (Aoat +) A0+ B) [(1 — ¢30) Yiprrye Mix (1 = @pgint) G (1) B )Uﬂ }
i l
3 { (Aoat +3 A+ B) (1= 0300) Yo Wi (1= p0-) G w9 B o7 | } :
§ ]

+
par hypothése le u(t,z) = 0 pour tout (t,z) € [0,7] x D" N Inter, les termes en B[()D )
proviennent donc des traces respectives sur DON H*.

Comme précédemment on a
+
BSD )uo — B[()D

ainsi que

(Aoat + Z A0 + B) ug = usrCYDo
l

7

+B{") (Z(Gﬂ * Bf’“@) + By (Z(G) . B§P>uj> .
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Enfin, pour tout ¢ on a

+
(Aoat + ZAZ& + IB) [(1 — QOHO) YWHZ* (1 — (P'H"*'*‘) G*t *(t,1) Bz(P )uj']
l

=B (@)« BPup) = BPIG vy BT uf = 3506« BT

(2 (2

La localisation a V' (DO) assure alors que la contribution des deux derniers termes est nulle.
De méme on obtient pour tout j

(A(]at + ZA[@[ + B) |:(1 — (pHO) YWHJ* (1 — (ij*—) G~ *(t,2) BJ(Pi)uj_
l

=B ((G7)« BTy )

En reportant dans (A.5), on en déduit sur V (D°) :

(Ao@t + Z A0+ E) ug = u*"Ypo. (A6)
l

3. Le dernier cas, x € H\V (DO), est similaire au premier; il s’obtient de la méme maniére.
Nous obtenons ainsi sur H~\V (DY) :

<A06)t + ZA[@[ + B) u=Yy-u®c. (A?)
l

Finalement, en reportant les résultats (A.4), (A.6) et (A.7), et en remarquant que Yy—u*"¢ +
Yr+u® ¢ + Ypou®© = u®¢ grace a 'hypothése A.1.1, on en déduit que la fonction u proposée
par (A.3), vérifiant trivialement u(t = 0) = 0, est bien solution de (A.1). m

Enfin comme dans le chapitre 2 avec le corollaire 2.1.9, il est possible de formulaire un corollaire
a la proposition A.1.4 permettant de simplifier par la suite 'utilisation du probléme couplé (A.2)

Corollaire A.1.5 Soit {uo,(uj)ze[l nt+]s (W ) jeftn- }} Uensemble de solutions du systéeme couplé

(A.2), alors sous Uhypothése A.1.1, la solutzon u de (A.1) est déterminée a l'intérieur des volumes
délimités par les surfaces de Huygens, par

Vie {l,--- Nt} V(t,z) € [0,T] x V(H'), u(t,x) = uf (t,2),
vje {1, N7}, ¥(t,z) € [0,T] x V(H™), ult,x) = u; (t,2). (A.8)
Y(t,x) € [0,T] x V(HY), u(t,z) = uo(t,z),

Enfin, a partir des fonctions ut et u™ définies par

wt =36« BT uf + (GF) # BY Vi (x)uo),

i

u = Z(Gf) * B;Pi)u; + (G7) * Bl [Yi- (z)uo],
J
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la solution u de (A.1) vérifie les relations suivantes a lextérieur des sous-domaines
u(t,z) = ut(t,z), ¥(t,z) € [0,T +d (z, (UPT)UPF) Jet] x (HJr N (YD U’DO)C) ,
u(t, ) = u(t,x), V(t, ) € [0,T +d (x, (U;PT) UP™) /] x (H— N (U DI~ U DO)C) :
(A.9)

ct et ¢ représentant la vitesse de la lumicre respectivement dans H' et dans H™ .

Preuve. Comme pour la démonstration du corollaire 2.1.9, (A.8) et (A.9) s’obtiennent & partir
de la proposition A.1.4 par restrictions aux ensembles concernés. Les termes de retard supplémen-
taires d (z, (U;P"T) UPY) /et et d (z, (U;P77) UPY") /¢~ se déduisent d’une application directe
du principe de Huygens fort vérifié dans les milieux homogénes H™ et H™~ & partir des contributions
connues sur [0,7]. m

A.2 Formulation de la méthode

A.2.1 Redimensionnement de la formule de rayonnement

Les deux milieux H' et H~ étant de constantes électriques et magnétiques (i et pF) a priori
différentes et donc non-forcément égales a 1, il est nécessaire afin de réaliser les calculs des termes
de couplages comme présenté au chapitre 2 avec la formule intégrale approchée obtenue au chapitre
1, de re-dimensionner cette derniére.

Pour cela on introduit le changement de variable et d’inconnues 1ié a I'adimensionnement des
équations de Maxwell :

— changement de variable t < ct,

— changement d’inconnues E « /eE et H « /uH ;
€ et p représentant les permittivités du milieu, ¢ = 1/,/ep étant la vitesse de la lumiére dans le
milieu. On a ainsi aux niveaux des opérateurs les changements suivants :

t—d t—d/c
Oy < Ofc et f(s)ds < / f(s)ds.
0 0

I1 vient ainsi & partir de la formule (1.10), et sous les hypothéses du théoréme 1.2.2 :

E(to, Xo) = 2/1

Z 1
+? <3tiXtiXJ(to—lTi,.)—QIlaniXJ(to—rfi .)—ZtiXM(tQ—TZ' ))

(]

1
E (Zti X t; X 6tJ(t0 —1T;, ) —t; X 8tM(t0 - T; )) (A.lO)

ez [t T ds; 5\
+d§5/0 (3t; x t; x J(s,.) —2n; x n; x J(s, .))ds] i +0 (sgp <dz> ,

H{(ty, Xo) = Z/’ [CZ (;t Xt X QM (to — Ty ) + ti X DT (to — T .)> (A.11)

1
—i-ﬁ(?)tiXtiXM(to—ﬂ,.>—2naniXM(to—ﬂ,.)—l—th‘XJ(tQ—T% ))

1

c to—Ts dsS; 0; 2
+Zd§’/0 (313@ X t; X M(S, ) —2n; X n; X M(S, )) d$:| . +0 Sl;p (d,) y
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avec les notations classiques en électromagnétisme : Z = ﬁ, J=nxHetJ=—-nxE;etou
€

T; = d;/c représente le retard entre le point de référence X; et 'observatoire Xj.

A.2.2 Méthode de décomposition dans le multi-milieux

Suivant le méme procédé que dans le chapitre 2, le systéme approximé de (A.2) est donné par :

Probléme A.2.1 (méthode de décomposition en sous-domaines)

(nt4+n~+1)
Trouver {uo, (U;r)ieu,nﬂa (uj_)je[l’n—}} eF <R+ x R3, (RS)Q) solutions de
(Aa_at + Zl Alal + IBH_) Uj_ = USTCYDi+
Vit B (S OB a4 [GTBY Tw) . (0) € [0,T] % B,

uf (t=0)=0, z € R3,

(Agﬁt + Zl A0+ Bj_) uj_ = u*"Yp;-

. H- AT 1 p(PT) - A (P

7 +B] (zj* (G=+BL u, + [G+|BY >u0) (La) €0, TI xR, (o19)
w; (t=0)=0, z € R, -

(Aods + 32, Asdy + Bo) ug = uYpo + [BST)] (Zi [G+*}B§P+)uj)

+[B(()H7)] (Z] [Gf*]B](P_)U;) ; (t,x) € [0,T] x R3,
ug(t =0) =0, x € R3,

ou F <R+ x R3, (]R3)2) est un espace fonctionnel précisé par la suite.

L’approzimation du terme Bi(HJr) (G+ *Bffﬂui*) dans (A.2) par [Bz.(HJr)] ([/CJ::]BZ(fﬂui*)

(resp. du terme Bi(Hi) (G* * B§f7)uj*> par [B](-Hi)} ([G—*]B](.f_)uj*)) dans (A.12) est donnée par
les opérations d’anterpolation et d’interpolation proposées :
—_ + —_— —
1. anterpolation : [GJﬁk]Bi(ZD )ui* (resp. [G"*]Bj(zkD )uj*) désigne l'approzimation par les formules
intégrales approchées (A.10) et (A.11) du transport dans le milieu H (resp. H™ ) des domaines
ix (resp. j*) sur vers des points de la surface de prélevement P du domaine i (resp. la surface

P~ du domaine j), représentant la phase d’anterpolation ;

2. interpolation : [B}Y] est le découpage par sous-volumes (VkHi)k du volume Supp(Vpy,) entou-
rant la surface de Huygens H', puis l'approximation par constantes sur ces sous-volumes du
champ transporté auz points de référence correspondants (Y*), ; soit :

BH @) =3 Xy @) BIFR)) (A.13)
k

ot xv(x) est la fonction caractéristique en x du volume V.

A.3 Etude de la méthode : principaux résultats

Comme dans le cas de la méthode multi-domaines du chapitre 2, nous pouvons ici présenter

deux résultats :
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1. le théoréme A.3.1 établissant ’existence et 'unicité de la solution du probléme approximé A.2.1
dans les espaces C'([0,T], HE,,) ; il fournit aussi une premiére estimation de la dépendance de
la solution aux conditions initiales (A.14);

2. le théoréme A.3.2 affinant 'expression de la constante de majoration dans la dépendance aux
conditions initiales (A.15), en faisant intervenir les paramétres du regroupement d et §, ainsi
que le découpage en sous-fenétres de I'intervalle d’étude [0, 7.
Pour cela, on désigne par d une distance strictement positive telle que :
— Vi, mind (P, H*Y) > d et d (P, H'T) > d,
%
~ V4, mind (P77, H*7) > d et d (P, H"7) > d.
J*
Comme vu dans la section précédente, 'hypothése A.1.1 garantit I'existence d’une telle distance.

Nous désignerons enfin par N7 la partie entiere de T'/ [max(c™,c7)d], cT et ¢~ étant les vitesses
de propagation respectives des milieux + et —; ¢& = 1/y/eTpu*.

Théoréme A.3.1 Soit un entier N > 0. Si l'hypothése A.1.1 est vérifiée, et si il existe T €]0,T)
tel que le terme source u®"¢ vérifie

Y0 < k < 2Np + N, 9Fu € I} <0,T, 2NN _k(IRi3)) Nt (o,T’, H2NTHN —k(R3)) :

tan

alors le systeme de n problemes couplés (A.12) admet un unique (n* 4+ n~ + 1)-uplet de solutions
N k N—k /o3 nt+4+n=+1
dans (ﬁkZOC <O,T,Ht(m (R )))
De plus, il existe une constante C' > 0 telle que :

Nr

Vi e [1,nt], @n (v) (T) < CZ/ . Doy (1) (s)ds,

k=0
Nr

vjeLn] oy () (@) <Oy / () (s)ds (A.14)
k=0"8€INp—k
Nr

Dy (ug) (T) < ckzo / . Doy, (uT) (s)ds.

Preuve. Ce théoréme se démontre exactement de la méme fagon que son équivalent dans le cas
d’un seul domaine dans le chapitre 2 (théoréme 2.3.8).

La régularité de la formule intégrale approchée n’étant pas changée par l'utilisation du re-
dimensionnement (A.10-A.11), la proposition 2.3.6 est toujours valable dans le cas des milieux
homogénes =+.

Nous pouvons alors démontrer le résultat par récurrence sur chaque sous-fenétre de [0,7] en
utilisant la régularité de la formule intégrale approchée et le théoréme 2.3.4. m

Théoréme A.3.2 Soit T > 0. On suppose que
— Uhypotheése A.1.1 est vérifiée,
— les surfaces de prélevements (P*T);, (P77); et PV sont admissibles au sens de la définition
1.2.6 et vérifient U'hypothése 2.53.11,

— il existe T' €]0,T] tel que le terme source u"®

vérifie

V0 < k < 2Np + N, 9Fu € [} <O,T, HQNT”LN_"’(R?’)) nL! (o, T, HZ‘NTW*’f(R?’)) :

tan
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Alors il existe une constante C positive ne dépendant que des surfaces de prélévement (P*);,,
(P77);, PY et de la régularisation o des surfaces de Huygens (H");, (H77);, H°, et un polynome
Q € N[X], tels que les solutions de (A.12) obéissent & la majoration suivante

,

Nr
Vi, @ (u)(T) < C e A sup @y (PN R el (1) )
1)) (kzzo [ m=Nr =k k} te[0,(k+1)d] ' ( ' ) ©
Nt
Vj, & (uT)(T) < C e A sup @y (0FYTTPue) (1) (A.15)
1)) <kzzo[ =Nr =k Le[o,(kﬂ)d] 1< ' >()
Np
Py (ug)(T) < C ng:NT—kAk] sup Py <8t2(NT7k)uSTC) )],
5=0 te[0,(k-+1)d]

2
oﬂAk:dCQ(/-c)\/k:—i—h/l—irgg.

Preuve. Si les surfaces de prélévement et les surfaces de Huygens de tous les domaines vérifient
I’hypothése de découpage géométrique 2.3.11, alors la majoration obtenue dans le chapitre 2 pour
la formule intégrale, dans la proposition 2.3.14 est toujours valable avec les formules dimensionnées
(A.10) et (A.11); la division de Ny par max(c™,c™) assurant la prise en compte de la plus petite
vitesse de propagation et ajustant ainsi le découpage de [0,77] en fonction du principe de Huygens.

La démonstration du théoréme A.3.2 est alors identique & celle de 2.3.15 en utilisant une récur-
rence sur le découpage de [0, 7] et la proposition 2.3.14. m

A.4 Algorithme et stratégie de parallélisation

En terme d’implémentation numérique, le traitement du bi-milieu change peut de celui de la
méthode multi-domaines déja exposé dans la section 3.1.

Milieu (-) Milieu (+)
e it D :
I 1 I i
1 . j
1 ] — . ar 1
} Domaine Ql L=~ Interface .-~"=~| Domaine Ql i

~ ’ I
I F~. s )t A PRl i

4

! . : L ’ ' l
| 1 - 1 | + ! I
1 ! Q I Q ‘\ i
i = S 0 P 0 ~- 4 o F i
i Domaine Q - Pig i S Domaine Q i
! 2 L _-" i N =-" 2 i
i - - 1 I I
! P! i
j N !
! ;L J

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

F1G. A.3 — Hiérarchie des communications entre les différents volumes de calculs

Comme dans le principe détaillé sous le probléme A.2.1 les traitements des milieux notés + et —
sont séparés par l'utilisation d’approximations du noyau de Green des équations de Maxwell avec
des permittivités différentes. L’interface, pour sa part, est séparée en deux parties : une dans le
milieu + et ’autre dans le milieu —. Il s’en suit deux surfaces de Huygens et de prélévement pour
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le domaine interface : une dans chaque milieu. L’algorithme proposé, illustré sur la figure A.3, suit
donc cette décomposition naturelle :

1. sur chaque domaine 4 du milieu H* le systéme, vérifié par la solution u:“

probléme A.2.1 entraine la résolution d’un probléme similaire a 2.2.1; nous appliquons, dans
le milieu 4+ une résolution numérique suivant l'algorithme présenté dans la section 3.1;

correspondante, du

2. pour chaque domaine j du milieu H~ le systéme vérifié est encore du méme type que le
probléme 2.2.1, la résolution suit donc ’algorithme de la section 3.1;

3. enfin, pour l'interface nous appliquons une résolution globale de tout le domaine interface, les
termes sources provenant
— pour la partie H° des éléments ¢ calculés dans le domaine +,
— et pour la partie H°~ des éléments j calculés dans le domaine —.

La stratégie de parallélisation est alors similaire a celle présentée dans le paragraphe 3.1 :

— chaque domaine est traité en tant que processus séparé et résolu par une méthode numérique

choisie,

— les processus sont synchronisés a intervalles de temps réguliers : tous les kT, et indépen-

dants sur des plages de temps successives de longueur Ty,

— les éléments d’un domaine + communiquent entre eux et avec la partie correspondante H%F du

volume de calcul de l'interface au cours de la phase de synchronisation a t = kTsyne (k € N).
Remarquons toutefois, dii & la nécessité, pour une fenétre de calcul en temps I, = [T syne, (k + 1) Tsync]
quelconque, d’avoir ’ensemble des contributions de chacun des milieux + sur les surfaces de Huy-
gens correspondantes H%F afin de résoudre le systéme 0 du probléme A.2.1, le temps minimal Tsyne
de synchronisation entre les différents domaines est choisi de maniére identique pour la résolution
dans chaque milieu.

Enfin, comme présenté sur la figure A.4, ’hypothése A.1.1 permet de limiter I'ajout de conditions
aux limites sur le domaine interface qu’aux parties correspondantes aux milieux =+, les termes de
bords traversant linterface étant supposés identiquement nuls pour tout ¢ € [0,7]. Les autres
éléments i et j du probléme A.2.1 étant donnés en espace libre hors de leurs domaines respectifs
D't et DI~ les volumes de calculs peuvent alors étre terminés par I'ajout de conditions aux limites
absorbantes telles que des PML.

A.5 Exemple numérique

Afin de tester le fonctionnement de la méthode multi-domaines dans le contexte d’un bimilieu
nous utilisons la configuration représentée sur la figure A.5 formée d’une source (domaine 1) donnée
par un fil utilisé comme dipdle & A =~ 1. dans le premier milieu, d’une boite métallique parfaite-
ment conductrice rectangulaire (domaine 2) de dimensions 0.5\ x A x A\ dans le milieu 2, et d’une
interface entre les deux milieux constituée d’incrustation de hauteurs variables de matériaux diélec-
triques de permitivité relative €, = 2. et coefficient de pertes diélectriques ¢ = 107° (domaine 3).
Conformément a la méthodologie détaillée précédement, les domaines 1 et 2 sont entourrés de PML
correspondant aux milieu dans lequel elles se trouvent (ici en air libre), et Uinterface (selon l'axe z)
est bornée par des PML uniquement dans ses parties supérieure et inféreure.

Pour effectuer les calculs nous utilisons une méthode de différences finies FDTD sur chacun des
domaines avec un maillage & A\/5, et avec un paramétre de regroupements “lache” : §/d < 0.08, soit
deux fois la précision du schéma numérique.

Les résultats sont comparés a deux résolutions complétes en FDTD utilisant respectivement le
méme maillage (notée FDTD) et un maillage raffiné (noté FDTD/2). Afin de vérifier la bonne
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Computational domain D*

1

Computational domain D 2

E+ H) field$ |

PML
l AE+,H+) fields \

| [

N

T ——

(E ,H-) flelds

\

~1 |

«— PML

N

| —1

E— H-) fieldd

_____Computational domain D %~

Computational domain p 1~

F1G. A.4 — Désignation des différents volumes de calcul
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Fic. A.5 — Maillage multi-milieux multi-domaines utilisé.
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prise en compte des conditions de transmission dans du milieu 1 vers le milieu 2 nous avons donné
des sorties locales des composantes des champs F et H en trois points :

— un point juste au-dessus de l'interface : figure A.6,

— un point juste en-dessous de interface : figure A.7,

— enfin un point proche de la boite métallique : figure A.8.

Les résultats sont tracés au-dela de la limite de validité en temps de la méthode se situant a
approximativement ¢ = 4.2107%s, mais qui peut étre allongée a prés de t = 8107 %s en tenant
compte de la position des points choisis par rapport aux bords de I'interface et en utilisant le retard
induit par le principe de Huygens.

Sur les figures A.6, A.7 et A.8 la résolution par la méthode de sous-domaines semble donner
des résultats trés proches des résolutions globales, dans la plage de temps fixée, méme si la valeur
prise pour le paramétre ¢/d est importante. L’erreur induite au niveau de l'interface est trés faible
(figures A.6 et A.7), et de méme pour la combinaison avec le procédé pour le calcul de I'interaction
avec la boite (figure A.8). Ceci semble confirmer numériquement la précision de la méthode.

Méthode : Temps CPU :  Cofit mémoire :
mono FDTD A\/10 x1 x1

mono FDTD A/20 x13 x4.1
multi-domaines [fil] x 20.7 x5.4
multi-domaines [boite| x9.7 x5.4
multi-domaines [interface] x28.6 X7.7

TaB. A.1 — Comparaison des cotits entre les différentes méthodes.

Il faut cependant noter (cf tableau A.1) que pour une telle configuration le procédé de décom-
position en sous-domaines reste plus cotliteux qu’une simple résolution sur ’ensemble de la scéne
par FDTD. Ceci s’explique en partie par la proximité des différents éléments (fil et boite) avec
I'interface. Dans ce cas, le nombre de points nécessaires au couplage pour chaque domaine est alors
important comme déja observé dans le chapitre 3. Le choix d’une configuration ici désaventageuse
pour la méthode multi-domaines était motivé par la possibilité de fournir une solution de référence
suffisament précise pour permettre des comparaisons. Toutefois, dans le cas ou les éléments sont
écartés de l'interface, les cotits de résolution par décomposition en sous-domaines diminuent trés
vite ; le nombre de regroupements sur les surfaces de Huygens et de prélévement étant une fonction
décroissante de I’écartement des domaines. Dans ce cas, il est nécessaire d’élargir le domaine inter-
face mais le surcofit engendré est largement compensé par la hausse de taille des découpages des
surfaces de Huygens et de prélévement. En outre, le volume rajouté a l'interface se situant a I'extré-
mité du domaine correspondant, il engendre alors les regroupements de tailles les plus importantes,
et donc nécessite peu de moyens de stockage.

Notons enfin que le méme cas a pu étre tester en changeant le domaine interface ou en déplagant
les éléments, ceci fournissant des résultats avec une précision et des cofits comparables sans nécessiter
de traitement (maillage ou introduction de conditions aux limites spécifiques au bord du bimilieu)
supplémentaires, conférant ainsi une grande souplesse pour I'utilisation de la méthode.
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1le—07

1le-07
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5e-05
3e-05 q
i A
1e-05 i
-le-05 q
) \ %
\
-3e-05 \ —— Multi-Domain| ]
---- FDTD
FDTD/2
—5e-05 . . . .
2e-08 4e-08 6e-08 8e-08 le-07
time t (s)
(d) Champs H,
5e-06
—— Multi-Domain
---- FDTD
3e-06 FDTD/2 ]
1e-06
-1e-06
-3e-06 q
_5e-06 . . . .
2e-08 4e-08 6e-08 8e-08 le-07
time t (s)

(f) Champs H.,

F1G. A.6 — Comparaisons FDT D, FDTD/2 et multi-domaines juste au-dessus de 'interface.
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Traitement des milieux semi-infinis

0.0002
—— Multi-Domain
0.0001
E
2
=} 0
2
I
w
-0.0001
-0.0002 L L L L
0 2e-08 4e-08 6e—08 8e-08 1le-07
time t (s)
(a) Champs F,
0.002
0.001
E
2
e} [ e — ~
2 |
N
u )
-0.001 | —— Multi-Domain
---- FDTD
FDTD/2
—-0.002 L L L L
0 2e-08 4e-08 6e-08 8e-08 le-07
time t (s)
(¢) Champs E.
1le-06
—— Multi-Domain A
---- FDTD \
FDTD/2
5e-07 q
/\
_ \
€ |
< |
z 0f-------- |
Q2
>
I
-5e-07 -
\
1
]
h
-le-06

. . .
4e-08 6e-08 8e-08

time t (s)

.
2e-08 le-07

(e) Champs H,

Ey field (V/m)

Hx field (A/m)

Hz field (A/m)

—— Multi-Domain
---- FDTD
0.008 FDTD/2 7
,,,,,,, ,/
-0.002 |
]
-0.012 . . . .
0 2e-08 4e-08 6e-08 8e-08 le-07
time t (s)
(b) Champs E,
4e-05
—— Multi-Domain
---- FDTD
FDTD/2
2e-05
0 ,,,,,,,,
-2e-05
—4e-05 . . . .
0 2e-08 4e-08 6e-08 8e-08 le-07
time t (s)
(d) Champs H,
5e-06
3e-06 - E
1e-06 q
”””” \
{
~1e-06 |- 1
4
—— Multi-Domain \
---- FDTD
—3e-06 FDTD/2 1
—56-06 . . . .
0 2e-08 4e-08 6e-08 8e-08 le-07
time t (s)

(f) Champs H.

F1G. A.7 — Comparaisons FDT D, FDTD/2 et multi-domaines juste au-dessous de 'interface.
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0.0001 0.005
—— Multi-Domain — Multi-Domain
---- FDTD
~o-Fom FDTD/2
FDTD/2 0.003 -
5e-05 1l
€ £ 0001
s 1 s
o o b h=l
° A\ 2
= N l Z -0.001
w
-5e-05 1
-0.003 -
-0.0001 : ! ! ! -0.005 : : ! !
0 2e-08 4e-08 6e—08 8e—08 1le-07 0 2e-08 4e-08 6e-08 8e-08 1le-07
time t (s) time t (s)
(a) Champs E, (b) Champs E,
0.002 : 4605
"
—— Multi-Domain \
---- FDTD —— Multi-Domain
FDTD/2 ---- FDTD
0.001 - 2e-05 - FDTD/2
E £
2 <
o o——+——— |V Ny s o —_—
2 3 = 0
0 \ kS
-0.001 - —2e-05 -
-0.002 : . . . -4e-05 : : : :
0 2e-08 4e-08 6e—08 8e-08 1e-07 0 2e-08 4e-08 6e-08 8e-08 1e-07
time t (s) time t (s)
(c) Champs E. (d) Champs H,
1e-06 2e-06
—— Multi-Domain ——— Multi-Domain
---- FDTD ---- FDTD
5e-07 |- FDTD/2 FDTD/2
1e-06 - q
B £
< <
o o °
] °
IS N
I I
0
-5e-07 -
_1e-06 ‘ ‘ ‘ ‘ —1e-06 . . . .
0 2e-08 4e-08 6e-08 8e-08 1e-07 0 2e-08 4e-08 6e-08 8e-08 1e-07
time t (s) time t (s)
(e) Champs Hy (f) Champs H.

Fia. A.8 — Comparaisons FDT D, FDTD/2 et multi-domaines au voisinage de la boite métallique.






Annexe B

Formule de rayonnement dans un milieu
a pertes

Dans ce chapitre on va s’intéresser & la propagation dans un milieu homogéne a pertes et non
plus homogéne sans pertes comme dans le cas du chapitre 1. L’objectif est d’élargir la méthodologie
établie dans le chapitre 1 & la prise en compte de milieux plus généraux, modélisant par exemple la
propagation dans le sol. Tout naturellement, la formule de rayonnement développée ici est compa-
tible avec la méthode de décomposition en sous-domaines présentée au chapitre 2 afin de modéliser
des interactions dans des milieux homogeénes a pertes, ainsi qu’avec la méthode de traitement des
milieux semi-infinis de 'annexe A afin, par exemple, de modéliser la propagation d’une onde émise
au-dessus d’un sol homogeéne (& pertes) et pouvant interagir avec des éléments présents dans celui-ci.

Par rapport au chapitre 1, le probléme de départ est alors modifié de la fagon suivante : dans
un milieu homogéne & pertes des hétérogénéités et des sources sont disposées de telle sorte qu’il est
possible de les contenir dans un volume compact V. Comme dans le cas du chapitre 1, I'objectif
reste de pouvoir évaluer, sans calculer dans tout le milieu, les valeurs de (E, H) en des points donnés
hors du volume précédemment délimité. La restriction du probléme a I'extérieur de V ameéne alors a
chercher (E, H) solutions des équations de Maxwell instationnaires homogeénes a pertes avec second
membre :

OWE -V x H+pE = fg
0 )
(P ){ OH+V xE = fu, (B-1)
avec p > 0, et ol fp = (nx H)dr et fg = —(n x E)dr sont respectivement les courants électriques

et magnétiques relevés sur le bord F du volume V, n étant la normale sortante a V.

La difficulté essentielle de la résolution du systéme (B.1) est d’obtenir une expression "conve-
nable" de la résolvante. En effet, la présence du terme pFE différenciant les traitements de E et de
H, celle-ci va faire apparaitre un terme de "pertes" sur I'un de ces termes et pas sur le second, d’ou
une écriture plus délicate de la formule exacte. De plus, les écritures respectives I’équation des ondes
vectorielles et de ’équation des ondes étant changées, ’obtention d’une formule aisée & implémentée
en est a priori plus difficile. Enfin, il est nécessaire d’obtenir une écriture du noyau de 1’équation
des ondes "a pertes" compatible avec les développements précédemment effectués.

191



192 Formule de rayonnement dans un milieu a pertes

B.1 Résultats préliminaires dans le milieu & pertes

En utilisant le calcul algébrique sur ’algébre de convolution introduite par les différentes diffé-
rentiations, il est possible d’exprimer la solution de (B.1), comme pour les milieux homogénes sans
pertes, sous la forme

Théoréme B.1.1 La solution du systeme d’équations de Maxwell en espace libre avec second membre
(B.1) est donnée par :

( 1 ) (%) = <Z5*<t,X> COM”/Ot < ;fl >> (t, X)), (B.2)

ou 285 est le noyau de l'équation des ondes “a pertes”

O3 + poils — A = 0, (B.3)
et COMP est la comatrice du systéme de Mazwell donnée par :
at (&5 + p)_l *(t) [A — patﬂg] B
COM? = , (B.4)
B" [A — p0]s]
Oz — Oyt 0.0y 0,0, 0 0.0y  —0y0;
avec A = 0.0y Oy — 0Oy 0,0, et B=-BT=| -0,0, 0 .0,
0.0, 0y0. 0ry — Oy 0y0r  —0,0; 0

Comme on pouvait s’y attendre, la présence de pE dans (B.1) a modifié le symbole principal de
I’équation ; la solution de (B.1) est alors donnée par la convolution avec un noyau de 1’équation des
ondes modifié Z§. Afin de pouvoir construire & nouveau une formule intégrale approchée a partir
du changement de variable et des développements proposés dans le chapitre 1, il faut préalablement
donner une expression de Z§ compatible (i.e. qui permettra de simplifier les dérivations tangentes et
permettra de reporter les dérivations spatiales sur les parties temporelles de la formule). On obtient
alors :

Proposition B.1.2 La solution élémentaire de I’équation des ondes “a pertes” (B.3) s’écrit :

e (B 1X2p/2 (B.5)
e (VEERER).
sey/i2 | xp X P

ol t est choisi positif strictement, Zo est la solution élémentaire du d’Alembertien, et I; est une

1
fonction de Bessel modifiée de premiére espéce I(z) = / cos(0)e* ) g,
T J10,7]

ZJ(t, X) = e "2 2,(t, X) +

Preuve. On commence par effectuer le changement d’inconnues u(t,X) = e~ Pt/ 2u(t, X), et
(B.3). On se raméne alors a la recherche de la solution de I’équation des ondes “amorties”

P2
Ot — 7 Av = 0. (B.6)

La solution élémentaire Z§ de (B.6) étant un cas particulier des noyaux des équations des ondes
amorties généralisés [59], elle est donnée par le passage a la limite (continu) suivant

lim Z§+
e e C\R :
e—0

_ zZP
_22,
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avec 25, _ donné par [59]

—— 1
P _ —2+4¢
Zove(t, X) = 21+e/27D (1 + 5) P

(52/16)"
MU (k+e/2) | |

(B.7)

ou s = y/t? — | X|2. La série en k est absolument convergente car représentant une fonction de Bessel
modifiée de premiére espéce [5], le traitement de la partie finie s’effectue alors en deux morceaux :

E=0et o0

1
— k=0

2R (14 5)T ()
vérifie alors la limite continue suivante [59]

Pf (8_2+E) est un noyau du d’Alembertien généralisé Zo, . et

lim ZQ+€ = ZQ,
e e C\R
e—0

— Y k>0 . compte tenu de la régularité en s de cette série, le terme en partie finie limite unique-
ment ’application de I'intégration espace-temps au cone C' = {(t, X)eRxR3, 5% — | X2 > 0}7
support de la distribution dans R x R? associée & la fonction s de (¢, X).

En remplacant I'indice muet k£ par k + 1 sous la sommation, on obtient alors

k
Yo e [y _(P57/16)
21+e/27D (1 + 5) = KT (k+¢2/2)
B Ye e 22 Z (p232/16)k:
2l+e/27D (14 5) 16 \ & (k+ D0 (k+1+¢/2) |’

avec (k+ DT (k+1+¢/2) =kIT'(k+ 1+ (1+¢/2)) et en factorisant le premier terme sous
la forme p/4s™'(ps/4)' ¢, le deuxiéme terme de la somme se récrit alors

_ pYC S—III /2 (E)
- . 7
21+¢/247<T (1 + £)° TN 2

ou Iy ./ est une fonction de Bessel modifiée de premiere espéce, et vérifie en plus hII(l) Iiycp=
E—

I, avec I continue sur C et vérifiant  lim s 1I;(ps/2) = p/2. Enfin lim 9l+e/247 5D <E> =
s—80€0C e—0 2 2
8w, d’ou

5 pYc

Zo = Z X
9 5 (t, )+87r511(8p/2>’

le résultat se déduit alors par le changement d’inconnue inverse.

Remarque B.1.3 Le choix dans la proposition B.1.2 de ’expression de la solution de I’équation des
ondes "amorties" donnée par [59], est motivé par la possibilité d’avoir une écriture faisant intervenir
une somme de deux termes : le noyau de ’équation des ondes "homogéne”, et une perturbation
exponentiellement décroissante dépendant de p, de la mesure hyperbolique et dérivée en temps. Un
tel choixz devrait permettre d’une part une implémentation simple de la formule de rayonnement "a



194 Formule de rayonnement dans un milieu a pertes

pertes" a partir de la version "homogéne”, et d’autre part de faciliter ’établissement des lemmes
techniques amenant a l’expression approchée.
D’autres écritures peuvent aussi étre envisagées. Par exemple, a partir de l’expression équiva-

lente [31]

1 1a] [t p
P _ _ - = ~
2 r 0 ®= / “ X 87"] /ﬁ d(a, b, c, €)1 (27) df] dadbde,

=g(a,b,c)

avecr = \/(x —a)2+ (y—b)2+ (2 — )2, v = /(t — )2 — 12, ou g décrit le support de ® sur le
cone de propagation, et Iy est une fonction de Bessel modifiée de premiére espéce.

Comme dans le cas de I'espace "sans pertes", il est nécessaire d’introduire ici une écriture "a
pertes" de I’équation des ondes vectorielles afin de pouvoir simplifier I’écriture de la comatrice dans
le repére local.

Proposition B.1.4 Soient (E,H) une solution donnée des équations de Mazwell homogénes a
pertes :

OF -V xH+pE =0,
alors E et H sont solutions de ‘“I’équation des ondes vectorielles a pertes”
6—2]I+Q]I +VxVxI3=0 (B.9)
oz P s =0 :

Preuve.

— pour E : en prenant le rotationnel de la seconde équation de (B.8) on en déduit que (E, H)
vérifie OV x H = =V x V x E; en différentiant par rapport a ¢ la premiére équation de (B.8)
et en reportant la relation précédente on en déduit que E vérifie (B.9).

— pour H : en prenant le rotationnel de la premiére équation de (B.8) et en utilisant la seconde
on obtient

OVXE=VxVxH-pVxE=VxVxH+ poH ,

en reportant dans la seconde équation de (B.8), aprés I'avoir différenciée en ¢, on en déduit
que H vérifie (B.9).

B.2 Ecriture de la formule intégrale approchée

Le principe de la construction de la formule intégrale dans le milieux & pertes est le méme que
dans le chapitre 1 :

1. on régularise les seconds membres de (B.1) selon le méme procédé que dans le chapitre 1,
obtenant un systéme du méme type que (1.12) dont la solution converge vers celle du probléme

de départ (B.1);

2. puis & 'aide des résultats sur les surfaces admissibles nous introduisons un découpage par
faces des éléments régularisés, obtenant une formulation similaire a (1.15);

3. a partir du systéme de coordonnées locales de la définition 1.2.17 nous obtenons une réécriture
de la comatrice (B.4);



B.2 Ecriture de la formule intégrale approchée 195

4. nous introduisons des lemmes de calculs des termes de dérivations successives sur les convo-
lutions avec Z¥ similaires aux lemmes 1.2.32, 1.2.33 et 1.2.34;

5. et enfin, aprés avoir simplifier I’écriture compléte de la formule intégrale, nous effectuons un
développement en 7/d des intégrandes afin de localiser.

Remarque B.2.1 Dans le cadre de l'obtention de la formule intégrale approchée pour le milieu
sans pertes, lintroduction du systéme de coordonnées locales n’était valable que sous l'hypothése t; #
+n;, sinon la définition 1.2.17 ne donnait pas un changement de variable. Il était donc nécessaire
d’envisager séparément les cas t; # +n; et t; = +n;. Il a ainsi été établi une formule pour chacun
de ces cas, le passage a la limite étant alors continu pour t; — +n; (proposition 1.2.53). Pour
Uécriture de la formule intégrale approchée dans le milieu & pertes nous nous contenterons d’établir
une écriture générale dans le cadre le plus vaste t; # +n;, sachant que le cas limite t; = +n; peut
s’éviter naturellement en changeant de points de références X; sur les découpages des surfaces de
prélevement.

On suppose que la surface de prélévement F est subdivisée en sous-faces (F;); est forme une sur-
face admissible au sens de la définition 1.2.6. Le probléme de départ (B.1) peut alors étre régularisé

sous la forme suivante
OFE -V x H+pE = fg,

(p;){ OH+V x E = fis (B.10)

ol les seconds membres fg et f§ sont définis sur R x R3 par (1.13) :

fe= (Z[(ni x H)dop,] #(x) s@?) , fh=— (Z[(ni X E)op,] (x) 90?) )

i i
P; étant le plan contenant F;, et ¢f = Y.y, *(X) ©° pour ¢ une fonction (partition de I'unité) telle
que, pour 0(e) > 0 assez petit ¢ vérifie (1.14) :
p € Cr(R?),
Suppy C B(0,4(¢)),
Je=1,

ou Y désigne la fonction de Heaviside.

Comme dans le cas du chapitre 1, les études des problémes (B.1) et (B.10) sont alors reliées par

Proposition B.2.2 Le probléeme (PP) est le probleme limite au sens des distributions du probléme
a second membre régularisé (PL) pour e tendant vers 0.

Preuve. Démonstration identique & celle de la proposition 1.2.14. m

A Taide de ce probléme régularisé il est alors possible de séparer les traitements des termes
comme pour (1.15)

Proposition B.2.3 5i F = U, F; est une surface admissible au sens de la définition 1.2.6, alors le
probleme (P:) a pour solution, en tout point (tg, Xo) € RT x P

< fl ) (to, Xo) =t Y < gl ) (to, Xo) (B.11)

. (2
3

= £ty — s, Xo — o [° i x H)op]xgf
= Z /(VSVY)GRXRS Zh(to — 5, X0 — Y)COM /0 < (s x E)op] * o (.,Y)dsdY.

2
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Preuve. Les surfaces admissibles permettent de séparer les supports de f3 et f; de telles sorte
que les compositions par COMP et Z§ n’induisent aucun terme de traces entre [(n; x H)dp,| * p$
et [(nj X H)(Sp].] * 5 pour @ # j (de méme en n; x E). La démonstration de cette proposition se
fait alors de facon similaire a celle de la proposition 1.2.15. =

Afin de simplifier I’écriture de COM? on introduit le résultat suivant
Proposition B.2.4 f§, et f}; sont solutions de “I’équation des ondes vectorielles a pertes” (B.9).

Preuve. Comme pour la démonstration dans le cas sans pertes (1.26) : E et H vérifient (B.9),
donc par passage aux régularisées des traces sur la surface, on en déduit que fg et f§ le vérifient
aussi. m

La comatrice COM? peut alors étre développée dans le repére local

Proposition B.2.5 La matrice des cofacteurs COMP associée au systéme de Mazwell exprimée
avec les nouvelles variables (renotée COM? ), prise contre le vecteur ([, it secrit :

0
-1
COMP — ROT; 0 Ot (O + p)~ " x@) ROT; _EH?’ 51

' 0 ROT; d : (B.12)

! 7]13 ROTl
ot
ot ROT; est lopérateur défini par (1.28) :
z/1— pg .
ROT;, = +—— Si X 7}13 +n; X g]lg

on

AR vﬁgihﬁ

Preuve. Comme pour la démonstration de la proposition 1.2.30 on introduit 1’équation des
ondes vectorielles “a pertes” (B.9) dans I'expression (B.4), puis on utilise les simplifications dans le
repére local développées au chapitre 1. m

Aprés avoir utilisé I'écriture (B.12) évaluée en (t9, Xo), la comatrice de Maxwell se décompose
sous la forme d’une somme de deux opérateurs COM? = A? 4+ B de la méme maniére que dans le
chapitre 1 :

— un opérateur Bf faisant apparaitre les dérivées tangentes au cone de propagation centré en

X, soit des dérivées selon o :

0

— 2 _
oo VTP s [ 0 —Hk
: J 0o | [si 9 0

o’
1—p? 52 , 1—p? 52
787 Si x n; X IP 787 nixixﬂﬂ
J  ono \si| J  Ono B

1 82 r; S; 1 62 S; r;
[ x = x1I el x TP
Yoo <\ri] si] ) t Jore <|sl-| o] >

1—p2 0 S; S; 0 1_pz 0 S;
i 9 (B B Yy Si < TP
7 a0 <|si| “Tsi B0 )* 72d, 9o <|S¢] X |sl| )
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ot I3 représente 'opérateur identité de L?(C?), et I? est 'opérateur de (L2(C3))2 définit par

-1
o (0@t xyls 0 (B.13)
0 I

— un opérateur A? comportant les termes de dérivation suivant le support décalé de Z (i.e. les
dérivations par rapport aux autres coordonnées)

0 0
. R 0 -2,
AP = 1867 J%X P ot +;§7) Jn; x | g ot
—p? i _ _
\/1—p;J at]lg 0 at]lg 0

1 2 r; r; 1 6?2
S S Iy i o TP —— (Jn; ; x 1P
*(1—p3>ww< e el )* (Jni xn; x TF)

1 2 i 1 2 i
/1_p12J8777 4] 1_p12Ja777 4]
1

0 J S; S; 0
J(l —pi>d2‘ or 1+Tidi ’SZ’ ‘SZ‘

Il reste & présent a établir des équivalents des lemmes 1.2.32; 1.2.33 et 1.2.34 (respectivement
B.2.7, B.2.8 et B.2.10), permettant d’évaluer les dérivations dans les opérateurs A? et B quand ils
sont combinés avec Z5, ainsi que le résultat suivant

Lemme B.2.6 Le terme 0; (0; + p)fl peut étre explicité, au sens des distributions, par
Oy (Or + p)~t =6y — pe . (B.14)

Preuve. Il suffit de remarquer que 9 (9 + p) " =8 —p (3 +p) ', et que (d 4+ p) ' =e . m

Lemme B.2.7 Soient v lapplication de C°(R*) définie par vy : (t,X) — (tg —t, Xo — X), et Q le
sous-domaine de R x R3 défini par

Q)\ = {(t, Ti,s 0'2'777,‘) E]to + /\, +OO[>< [—di + )\, +OO[ X [0, 27['[><R}

pour X\ > 0 quelconque donné. Alors, pour toute fonction réguliere f telle que Suppf C Q, on a

/ (2§ 0 '7)(t7X)88f(t7Ti70i777i) dtdr;do;dn; = 0.
a.

2

Preuve. Comme pour la démonstration de la proposition 1.2.32, il suffit de remarquer que dans
le repére local, par la proposition B.1.2

Ot —t— sl 1
2 091, X) = e/ urtetrn)
'

=Yio—t—a(rim) 1 (\/(to —1)? — Oé(Tz',m)Qpﬂ) ,

pe_p(to _t)/2

Jr87r\/(t0 —1)% — a7, 1)
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et donc ne dépend pas de o;; « étant la fonction définie dans le lemme B.2.8. On en déduit alors,
que pour toute fonction f telle que Suppf C Q)

0
/ (ZQP O’y)(t,X)%f(t,Ti,Ui,m) Jdtdrido;dn;

:/(Zﬁory)(t,X) [/aa(f(t,n,ai,m))doi dtdridn;.

a

0
Enfin, comme f est réguliére, on a / —f(t,7,04,mi)do; =0. m
0€[0,27] do

Comme dans le chapitre 1, on a Xy ¢ F; donc il toujours possible de trouver un A > 0 (suffisam-
ment petit) tel que f§, et f§ vérifient Supp(f5) C Qy et Supp(f5;) C Q). Le lemme B.2.7 permet
alors d’annuler le terme B; dans la décomposition de la comatrice.

Lemme B.2.8 Soient A\ > 0 assez petit, v l'application et Qy [’ensemble définis dans le lemme
B.2.7, alors dans D'(2)) on a

Yio—t—a(rim; .
Z2P(ri,mi) = (25 %q.x) (Vi @ 6x)) 0 9(t, X) = Zto—t—almimi) —pa(rimi)/2

471'0[(7',',7]1‘)
/tg—t—a('r,-,m) pY(S) e—p(to—t—s)/2
+
0 81/ (to — t — 5)2 — a(7i, 1)

I (Vi =t =) = al(mm)e/2) ds

2
op Ty T

Ti
avec o7, m;) :di\/l—i—Q(l—p?)d +(1 _pz)dz il 2

Preuve. En procédant comme pour la démonstration du lemme 1.2.33, il vient pour toute
fonction ¢ € D'(RT x R3\ {(0,0)})

/Y(t)Zg(s, X)p(s+t,X)dsdtdX = /Y(t)6p8/222(3, X)p(t+s,X)dsdtdX

pe ’*
Yy —|x)—P X[2p/2)¢(s + t, X)ds dt dX.
[yt - 1x) o (=TT )

Le premier terme de cette somme donne alors, par le changement de variable s — s — ¢, le crochet

de dualité <(3, X) — 45|7|;({|| e PIXI/2, > De méme, le second terme devient alors

pe_p(s
/Y V(s —t = X))~ LG5 = D2 = [XPp/2)e(s, X) ds dt dX

(s —1)? - !X\Q
B s—|X| pY(t —p(s—t)/
= < s, X) r—>/ o |X]2 1(V (s —1)2 =X ?p/2) dt,gp>

Donc en recombinant, dans D'(RT x R?\ {(0,0)}) on trouve (2§ = x) (Y; ® 6x)) (t, X) =

Yi x| —p|X/2+/t_|X pY(s) e Plt=9)/2 (\/WP/Q) e
0 8

4| X| (s—1)2 — [ X2

Le résultat final s’obtient alors en appliquant la translation « & ces deux termes, RT x R3\ {(0,0)}
devenant 2, dans le nouveau repére. m
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to—t—a(7i,m;)
Remarque B.2.9 La présence du Heaviside Y (s) sous le terme / (+--)ds correspond
0

a\/(to—t—s)2 —a(r,n)2 € R et annule donc les contributions de ce terme dans les calculs de
convolutions pour les valeurs de t telles que to — a7, m;) < t.

Pour alléger les notations dans 1’énoncé du lemme B.2.10 et sa démonstration nous omettrons
la dépendance en (7;,7;) de la fonction v dans les écritures.

Lemme B.2.10 Sotent A > 0 assez petit, et Q2 'ensemble défini dans le lemme 1.2.32. Soit f une
fonction réguliere a support compact telle que Suppf C Qy, alors on a les relations de dérivation
sutvantes

1. Ve {r,n},

/ZZP(Ti,m);H(f(thz‘,Uz‘,m))dthidaidm

_ 5(t0 —t— a) 2+ ap p2 —pa/2
_/{[ dra Jr(87T0z2 T 3o Ylto—t—ajle

~Jo+ TN }gaf(t, i, 04, 1;) dtdrido;dn;
"

avec les fonctions Jy et Jp suitvantes

to—t—a 2 —p(to—t—s)/2
praY(s)e ”

to—t—a — (to—t—s)/Q
paY(s)e P
j:/ I to—t—35)2—a2p/2) ds,
o dr (o — t — 5)2 — a2)°/2 (Vi ) 2)

2. Y(p,v) € {r,n}*,
82
Pl o A A
/ZZ (Tl,m)awj (f(t, 15, 00,m;)) dtdTidoidn;
to—t—a
= / [ / (T — TV Y (s) e P0=t=9/2qs L TV Y (tg — t — a)e /2
0

dada (4+pa)® a1

op dv  32mwa? vy dra
da Do e *P25(tg — t — )
ou v 4o

e 125(tg — t — )

Dy | f(t, 75, 04, m3) dtdridodn;,

ot Dy est lopérateur de dérivation en t, et les fonctions I, I1" et I5" sont définies par
v 0% o
0 Ovp 167 ((tg — t — )2 — a2)

7 (302 + (t0 — t— 5)%) 90 9
+47r((t0 —t—s)2— a2)2 a,ual/] Iy (\/(to —t—5)?— 042,0/2) ’

W _
7 =

fote pa N p((to—t—s)?+a? da da
Ovpdg ((tg —t — 5)2 — a2)3/2 A ((ty —t — 5)2 — a2)5/2 Ay v

3,2
pPa Oa Ja
+ — | to—t—s)2 —a2p/2),
3277((150—t—s)Q—az)?’/QaMaV] 1<\/(0 ) p/)
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z—/ﬂ/:870487062564—12804p+64042p2—|—8a3p3+a4p4 B 92a 2+ ap i
2 ou Ov 5127as oy \ 8ra? 39 )

Preuve.

1. Comme pour la démonstration du lemme 1.2.34, il faut remarquer que

/aa (/ ZZ’O(Tiani)f(t7Ti7ai7ni)dt) dTZdUZan - 07
n

car f est une fonction réguliére & support compact, et que son support ne touche pas les bords
du domaine d’intégration en (7;,7;). Et de plus, on a pour la premier terme de ZZ°(7;, ;)

9 Y;‘/O*t*a —paj2\ _ da 1 p 5(t0 —t— a) —pa/2
o < ita ©  ou \\47ma? * 8o Y{to—t-a)+ ey ¢ )

La fonction [;(z) étant équivalente au voisinage de z = 0 & z/2 [5] on a ainsi

L <\/(t0 —t—s)2— a2p/2> )

lim =,
s—to—t-a V(to —t —5)2 — a2 4

d’ott, comme 0,11(z) = Iy(z) — I1(2)/z, on obtient enfin pour le second terme de Z2Z°(7;, n;)

to—t—a —p(to—t—s)/2
y (/ pY(s)e L <\/(t0—t—s)2—a2p/2> ds)
0

8my/(to —t — 8)2 — a2

da p2 e—ap/2

to—t—a 2 —p(to—t—s)/2
praY(s)e ”
I —+—35)2 —a2p/2
—|—/0 167r((t0—t—5)2—062) 0(\/(t0 t 8) « p/ )dS

/to—t—a pO[Y(S) e_P(tO_t_S)/2
0 Ar ((tg — t — 5)2 — a2)*/?

L <\/(t0 —t—5)?— a2p/2) ds] .
2. On utilise i. pour calculer 0, (9, f), puis on évalue séparément les 4 termes de la forme

/Ak(t,n,m)(fi/f(tﬁuUz‘,m)dtdn’daidm.

O(tg —t
(a) Ay = ga(()404)epa/2 : comme dans la démonstration du 2. du lemme 1.2.34, on
1 T
écrit
Oad(ty —t — 04)6_C“”/2 0 9 [0a e—ap/2
@ Aoy g(f(ta 7—17027771)) dt = 5 % Tror f(to—a,TZ’U“m)

S(to —t — a)e=*"/2 da dax O

f(ta Tiy Oy 772)

o

Ao @%a
9 [ Oae—or/2
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Enfin, comme f est une fonction réguliére & support compact, et que Xy ¢ Suppf, on a

9 [ dae=or/2
/R3 % (8/1 A f(t(] — Oé,Ti,UZ',m)> dTidO'idm =0.

Les 3 cas suivants de A, vérifient la relation

0
/R3 o (Ag(t, 75,m:) f(to — o, 73, 04,m5)) dridodn; = 0 ;

ils sont alors factorisés sous la forme

ces fonctions étant dérivables (au sens des distributions), on obtient ainsi

/ Ak(tﬁum)gf(t,%Uum)dthz‘dUz‘dm (B.15)
R+ xR3 v

Oa 0
= - - Be(t, 75, mi) (L, 73, 04, i) dtdridod
/meauay k(7 ) (8 73, 03, 0) dEdridodny

2
—/ a7061’1)’]€(7f,7’1‘,T]i)f(t,7'1',0'1‘,7]1') dthidUidﬁi.
R+xR3 OV

Nous allons donc calculer leurs dérivées (au sens des distributions).

24ap  p? —pa)2
b) By = Z N\ v(tg—t— P2
(b) Bz ( 8ra?  32rw (fo aje
0 B 8 + 4dpa + p*a? —ap)2
aVBQ(thz7771) - < 39702 5(t0 —1— a)e

da

32 + 16ap + 8a?p? + pia?
+ %

64ma’

to—t—a 2 —p(to—t—s)/2
paY(s)e”
(c) B3 = —/0 167 ((fo —t— )7 —a?) Iy <\/(to —t—35)2— a2p/2> ds

to—t—a — (to—t—s)/2
paY(s)e P
d B:/ I to—t—8)2—a2p/2)ds
W Be= dr (o — t — 5)2 — a2)°/? (Vi ) 2)
Pour B3 et By, le calcul de 0,8, donne

Y(tg—t— a)epa/2>

0 oo to—t—a g
= Ty i b —by(s)d
al/Bk 81/ Sﬂt(l)rfntfa k(S) +/0 k(S) S,
to—t—a
ou By = / bi(s)ds. Or b3 et by n’admettent pas de limite finie pour s — tg — t — «, ils
0

doivent alors étre traités ensembles. On remarque tout d’abord que I'intégrande de la somme
Bs + B4 peut se mettre sous la forme b3y :=

pPaY (s) e Pllo—t=s)/2 Io (\/(to —t—s5)?— a2p/2> 20 (\/(to —t—5)?— 042/)/2)
32my/(to —t — 5)% — o V(to —t—35)2 —a2p/2 (\/(to —1—s5)2 —042/3/2)2 |
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dont il va falloir évaluer la limite pour s — ¢y — t — «. La fonction de Bessel I; vérifie par
définition 220211 (2) + 20.11(2) — (2* + 1)I1(2) = 0 et 8.1, (2) = Io(2) — I1(2)/z donc

RIS
z 22

== 83[1(2’) - Il(Z).

En utilisant le développement en série de I1(z) autour de z = 0 [5] on a I1(2) ~o 2/2 + 2°/16,
Joy o2) _ 24(2)

~p —z/8; donc finalement

z 22
4 —pa/2
. plaY (ty —t —a)e P/
1 = . B.1
st bos 5127 (B.16)
En outre,

0 da [ p? (36 + (to —t — 5)2) Y (s)e~(omt=5)p/2
—bgy = ¢ — Io (V(to —t — 5)2 — a2p/2
ov T oy { A ((tg —t — )2 — a2)2 " (\/( " Vet )

+P ((to —t—8)2+ a2) Y (s)e~(to—t=s)p/2
dr ((tg — t — 5)2 — a2)*/?

3.2 —(to—t—s)p/2
p’aY (s)e
I to—t—s)2—a2p/2) 3.
307 ((fo — t — 5)2 — a2)¥/2 (Vi ) / )}

L <\/(to —t—s)2— a2p/2>

Le résultat s’obtient finalement en recombinant & partir de (B.15).

Lemme B.2.11 Awec les notations du lemme B.2.10, on a

1. pour tout p € {1,n}
0

a[‘ﬁ—jo]:Y(to—t—a)j,

avec J définie par

B p2a e_p(t()_t)/Q
© 167 ((to — )2 — a2

- 211 (\/mpﬂ)

j \/(to—t)Q—CVQp/Q

1o (V=07 = aor2)

2. et pour tout (u,v) € {r,n}*
9

to—t—a
pn [/ {75 =TI} Y (s) ep(tots)/st] =-Y(to—t—a)Zu,
0

avec pour tout (p,v) la fonction I,

,, To (Vi =12 = a%p/2)

a2a %aﬁ p3 e_p(to_t)/2

T

=—J+ 4 (3% + (to — ¢
vy On OV 327 ((tg — t)2 — a2)*/? ( (to =) V(to —1)2 —a2p/2

b (V=07 = a%2)
(Va7 =a%p2)’

~2(a® + (to — 1)?)

— o’ (\/ (to — )% — a2p/2)
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Preuve. Il suffit de remarquer que pour tout fonction f réguliére on a

;)t/o Y () f(—t = s)ds = —Y(to — £ — @) ().

to—t—a
1. Comme dans la démonstration du 2. du lemme B.2.10 soit J; — Jo = / Jj(s)Y (s)ds, il
0

vient donc 5
g [J1 = Tol = =Y (to — t — @) lim j(s).
2. De méme
0

to—t—a
a |:/ {IgV _ I{W} Y(S) e_P(to—t—s)/QdS = —Y(to—t—a) hn’(l) [{Ié“’ - I{u/} e—p(toftfs)/2:| '
0 lin

Remarque B.2.12 Comme pour les lemmes 1.2.82, 1.2.83 et 1.2.3/, toutes les dérivées successives
de a1, m;) présentent dans les lemmes B.2.7, B.2.8, B.2.10 et B.2.11 sont définies car on va avoir
(Tiymiy00) € Supp [y et que Suppfg y NFi = 0, donc o est C* sur Suppf -

Ecriture de la formule intégrale compléte

Comme dans le chapitre 1 nous allons récrire la formule intégrale simplifiée dans le nouveau
systéme de coordonnées a partir des expressions des différents termes obtenues précédemment, ainsi
que des lemmes B.2.7, B.2.8 et B.2.10. Pour cela nous introduisons d’abord les notations suivantes
analogues a celles de la définition 1.2.36

Définition B.2.13 Pour tout A strictement positif assez petit, on introduit les quantités :

1. les fonctions IC}L et IC?W de la définition 1.2.36 définies sur |—d; + A\, +00[ xR a valeurs réelles,
indicées par (p,v) € {r,n}%

a7, m;)
1. M. )
,Cu t (T mi) = T’
ooz, m)
2 . '
K#’y : (Ti, 7’]2) — Byﬂ s

2. Rpllﬂ R”}ﬁ,, RpIQW : opérateurs indicés par (u,v) € {r, 77}2, définis sur |—d; + X\, +oo[ x R de

domaine CS.

e P/ 0 —I
R+ )= Skl (),
pL1 eror? 1 1 — = _Tp
Rey + (Tim) = — K (mimi) Ky (i mi) i < W x TP,
p2 e—poz/Q 2 — — p
R wy o (Ti777i> = an ICM,V(Ti777i)M X v x TP,
r;

———=siu=71 (resp.v=r),
avec 7 (vesp. V) ={ 1—p? : ( )

n;sig=mn (resp.v=n).
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3. RJP, et RIP,, : opérateurs indicés par (p,v) € {T, 77}2, définis sur |—d; + X\, +oo[ X R de
domaine C8.

0T, mi) — 0 —Is
14 . X .
RIP, + (tismi) =T o WX ( b 0 )

RIPuy + (rymi) = T x UV x I,

ouZ et J sont les fonctions définies dans le lemme B.2.11.

4. RPy 4 et RJ”;U : opérateurs définis sur (]—d; + X, +o00[ x R) x CS.

e—Pa/2 S S:
— K 7, mi) = x —= < TP,
A=) M g

J  Oa(Ti,m) si S;

X
1—p?) Ot sl Isi

Rp};,a 2 (T mi) e

RI L, (Tiﬂ?i)H(

Par utilisation des lemmes B.2.7 et B.2.10, toutes les dérivations spatiales sont remplacées par
des combinaisons de termes, donnés par les définitions précédentes, et de dérivées en t. Il est alors
possible de permuter I'intégration en Jdtdrdodn et la convolution par ¢f. Finalement, par passage
a la limite en € — 0 et par la proposition 1.2.14, on trouve une écriture simplifiée du terme (Ei, lEIZ)
de la formule intégrale exacte.

Comme pour le lemme B.2.10 et sa démonstration nous omettrons la dépendance en (7;,7;) de la
fonction « et des fonctions introduites dans la définition B.2.13 afin d’alléger les écritures de (B.17).

Proposition B.2.14 En utilisant les notations de la définition B.2.13, le terme (Ez,ﬁz> de la

décomposition (B.11), dans le cas t; # £n;, est donné, pour tout X en dehors du polyédre de
surface admissible F, par :

E; 1
(ff- )(to,Xg):/a SR+ D R Dy (B.17)

pe{rn} (nv)e{rn}?
+ Z l + L + ;)270[ RPl + Z _’RPQ + M'Rpl,l
a 2o 8 # e S« it
pe{rn} (nv)E(Tm}?
256 + 128ap + 64a2p? + 8ap® + atpt _ | 1 p P 9
rReLL_ 124 B P Re I
! 2 > ( 12802 v HETR wv ) (7
(mv)e{r.n}
T L] Rloo _, oRIGs |,
(1X; — Xo| +7) a 20 8 X —Xo|+7 (X —Xo|+m) [
P _ (4 (nZ X H)(S]:z . . .
+4 > aRJY, > arzf, Ht} ( e x BV (t, X)Jdtdrido;dn;,

pe{r,n} (pv)e{rn}?

ou Dy et Iy sont respectivement les opérateurs de dérivation et d’intégration en t.

Remarque B.2.15 Les termes générauz de la formule obtenue dans le cas du milieuw homogéne a
pertes (B.17) tendent continiment vers ceuz de la formule obtenue dans le cadre du milieu homogéne
sans perte (1.30) pour p — 0.
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Approximation de la formule intégrale

On peut alors proposer, sur le méme principe que dans le chapitre 1, une formule intégrale
approchéee

Proposition B.2.16 Sous 'hypothése t; # +n;, le terme (Ei,I:Ii> de la décomposition (B.11)
vérifie, pour tout point (tg, Xo) € RT x V¢, vérifie

E: e—Pdi/2 o 0 I . . n, X O, H
Nz = - U U p 7 _ )
(B om0 (2 ) tmstor) (8 ot

+1{C’pt?x< ) +(1+20°)t) x t? x 1P — C’pnixnix]lp}< niXH)>(t0
2
= "

di —(ni x FE
L[l pd; 0, 40
+$ 207 + 2 (CP+1) |t xt; xIP—2Cn; x n; x 1P
i Jo

42 p2e—P(T=d)/2 I (x/T2 - d2p/2> . 0 —Is
1 t
167 (12/d? — 1) VT? — d2p/2 . ( Is 0 )

e~ P(T—d)/2
d;pe 5 [ [6pd; (T2/d2 — 1) + 32pd;] I (\/7’27—de/2)

327 (T2/d2 — 1)
I (\/T2 - d2p/2)
VT? —d?p/2

Iy <\/T2 - d2p/2) ~9

+[16 + p*d*(T%/d* — 1)]

i
o2
" (dz’> ’
ot CP =1+ pd/2+ p2d2/8, T =tyg—t, dS; est l’élément de surface de F;, n; la normale unitaire a

Fi sortant de V, d; est la distance d’un point X; quelconque de F; a X, t? = (di)*1 X; X, et d; est
le diametre de F;.

9 x 2 x 17 < _‘E‘Iilixxf%) ) (s,.)ds| dS;

Preuve. L’établissement de la formule (B.18) est complétement analogue & celui de (Formu-
leIntegraleOrdreOnonperp) : on effectue un développement limités sous l'intégrale pour 7;/d; << 1
a l'ordre 0; les principaux résultats de calculs étant regroupés dans le lemme B.2.18. m

Remarque B.2.17 La formule "a pertes” (B.18) semble bien tendre contindment vers la formule
"sans pertes" (1.32) lorsque p — 0.

Lemme B.2.18 Lorsque n; — 0, et si l'on ne garde que les termes d’ordre 0 en 7;/d; dans les
expressions précédentes, alors on obtient les coefficients suivants :
1. VYn € N*,
‘ B =T =1

MKI(%%)“ ﬁe_pd"/z Dig—pdif2

a(r,n)™ * ar d"

)

—di,.)

(B.18)
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2. Vn € N*,
empa(mini)/2 L
W’Cu(n,m)’cu(mm) ~ W= Ti p=1;
o (l_pz) —pd; /2 (1_pz) —pd; /2
V=T ar ar
— p (1 7pz) —pd; /2 pz e Pdi /2
v=m; ar e d;‘
3. Vn € N*,
e—Po(Timi)/2 )
G o o
v=T 1_p1 —pd; /2 (1 _pz) —pd; /2 _pl(l pz) —pd; /2
v d;H—l d;’b-i-l d;’b-i-l
—pi(1 —p}) o Pdi/2 L—p7 _pd;)2
V=" dn+l pis/ dﬂ-i—l P/
4. en posant T =ty —t
jaa(%ﬁi) - Qd(l - )6 P12 I ( /T2 _ 2 /2> Il( r —d2p/2)
ar 167 (T2 2) |7 P VI? — &2 |’
jaa(Tz‘ﬂh’) p2dpiePT/? (\/7d2 /2) Il ( VI — d2p/2)
an 167 (T2 — P VTZ—&p)2 |’
5. enfin
pl1 = pR)e ™2
" on (T2 — 2

[6(1 — p})p(T* — d*)? + 32pd* (1 — p})(T? — d*) + 2p(T* — d*)*] I (VTQ - d2p/2)
+ [16d2\/T2 21— p)? + (1 — p2)d2pH(T? — d)3/? + (T - d2)3/2} I (\/TQ - d2p/2)}

ppi(1 _pZ)eprﬂ 2 212 2 (2 2
i 2 6p(T* — d 320d* (T —d?) | Iy (VT2 — d?p/2
" 3o (12 — ) 60 )\ 3200 ( )70 ( /)

+ [16d2\/T2 TRt PR(T? — 3/2] (\/T2 d2p/2)}

pe —pT/2
1-7777 P 2\3
327 (T2 — d2)

[6pp$(T2 — d?)? + 32pd?p? (T? d2) +2p (T2 — d2) } (\/ d2p/2>
n [16p§d2\/T2 — @2+ pPdPpA(T? — d?)%/? + 8(T% — d?) 3/2} (\/T2 d2p/2)}
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