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���<�r6 � ��� � �N( � k � (N.��
n�!=��� � %J*+�N��� p ������*+�t�)68!=*+�'� � H�!=.N���q����H���*p(�. � �2�]���[(�K 6�.a�2����� n�!=��� � ��6�.Nk86 � ��� p U�! � � � ��U��qn ��� �B�
�����e� j Vmk p V

;
1N��*+�$*+��*���� b � �2������� >e�'*+%QVs(��)��U�!=�� �� � *+��� Fitness
Total(Fitness)>_6������t� j k z

30%>_6������t� l v z
60%>_6������t� k j z
10%B�*��26�! j�z$z j�z z��

� �e��� j Vmka4 yaU�!#�� �� � *��gH�6��"!�6|��*�.�!=�����2��Hn*+.��".N�EH��'*+%�!#3��$�[(��)�06 } � � � �268� � *+��V

>�*+.��].���H��'*+%�!=3����q(��u� � � � � � ��68� � *+�Q^p*+��.N� � ! � ���).����uH���*�%s6�% � ! � ��U)(��-�'U�!=�� �� � *+�EHJ*+.N�G.��
� ��( � k � (�.

i
U�o+6�!=�)�i4 (1−Probi)

(N−1)

V

y



� �.��h �B� ���������E� � � � �B� ��� ��� �� ��� �
	 � �

A�)+.10:"$��%&�'��-E.&)�-]���'%1��0 �)cd6-�'U�!=�� �� � *+�����]ST6 � �`6�!=U�68�2* � ���������t�l^t.�� � S�*+���$U��$���t�@���
�26��N� � �t�����'k����a9
� � *+� (��i!�67k86�!#��.��-(QK 68(s6�HN�268� � *+�QV�;
1s6�OP.�� � ��( � k � (�.�6�(N*+�� i.����iHN��*+%s68% � ! � �2U$.�� � S�*+���$�
n
1/N

p (QKMm������$��U�!=�� �� � *+����U8V_ze�~o+U���U��26�!h^ !�6i �*��Pk����'o+���� ���(��$!LKR6�!=o�*+� � �21��$�uo�U���U�� � OP.��$���<�
!=���P���)���g.N� � ! � ��6��t�" ��������q�$U���1�*p(���V

A�)+.10:"$��%&�'��\!-E�4> �� ,�c�!�'% �q;
�������`�$U���1�*p(��e(��v��U�!=�� �� � *+�q6�.�o+�$���t�2�v!#���  r1s6��N ����_(���� � ��( � k � (�.��
(��|��6�.Nk86 � �'�&OP.s6�! � �2UuHs6��[��6�H�Hn*+�'����!=��.N�M���2�N������^ (��|Hs6��<� �  � Hn���G��!LKR6��$U�! � *+�26�� � *��i(��|!�6
HJ*�H�.�!�6�� � *��QV�zv��� �����l^� 8KR���'�v.��N�" �*+�$HJU�� � � � *��u���P�����"!#��� � ��( � k � (�.���(�KR.��N�"��*+.��x9 Hn*+H�.�!=68� � *+�
(��i�r6 � !=!#�

M
n
M ≤ N

p H�� � ���j68.�1�6��26��'( (�6�����!�6�Hn*+H�.�!=68� � *+�QV_c �gH�6��26��$3������
M

���<�
�N}aU&�$H�� � *+� � H�6��]!hKR.a� � ! � ��68�2��.���VNcvK � �N( � k � (N.g(N�-�$� � !#!=��.����[OP.s68! � ��U)Hs6����26�HNHJ*+�<�]��!�6���*�.��<9
HJ*�H�.�!�6�� � *��&�����26) �*+��� � (�U���U� �*����$�
k86 � �NOp.N��.��e���`�'����6q�'U�!=�� �� � *+���NU"HJ*+.N�e!LKR6�H�H�! �  l6�� � *��u(��
!LKM*+HnU��26��2��.N�@(N�G ��'* � �'���$���t�lVpc �CHs6��268��3��2���

M
,'*+.��C.��0���+!=� � �$Hn*+�'�26��t�v(s6����`!�6���U��21�*p(��

(�.j�2*+.��'��* � V
X[6����u!=�| �6��u*��

M = N
6�k��� 

N
���'�u!�6��r6 � !=!#�&(��$!�6iHn*+H�.�!=68� � *+�QVQc �$��U���.�! �r68�qHs6��)!=6

��U�!=�� �� � *+� (N�g!=6 ��U��21�*p(��j(�. �2*+.��'��* � (�*������E�  r1s68Op.N�gS�* � �|.�� �'��.�! � ��( � k � (�. OP. � ���'�
!=���$� � !#!=��.�� � ��( � k � (�. Hs6�����6�H�Hn*+�'�u�i!�6�k86�!=��.���(���!�6�S�*+�N �� � *+��*+%p,'�� �� � k+�8V  ��$Op. � ��U�(N. � �
!LKR6�!=o�*+� � �21��$�)o+U���U�� � Op.N�|6�.���6�!#o+*+� � �21��$�)(��&�'�� r1����� r1��$!=*p l6�! ���26lk86 � !#!�6��t�C��.���.N���|����.�!=�
��*+!#.N� � *+� �E!=6iS�* � ��V�;
�$� /pHJ�$(QKR6�!=o+*�� � ��1��$���)6jHJ*+.N� � �� �*+�tk�U�� � ���t�-(N�0 �*��Pk����'o+���uHs6��'S�* � �
�26�H � (��������P�"k����'�].��g*+HN� � �&.N� !=*p l68!LV
X[6�����!#�u �6��

M = 1
^J!�6$��U��21�*p(��-(N�&��U�!=�� �� � *+��(�.���*+.����N* �  �*+���'���'HJ*+�N(��0!�6$��U�!#�� �� � *��

6�!=U�68�2* � ���8V

X 0� 0�� �  qK�7E5�9:<�P 7 � &M<'-'7ECD; �:<,HJ<�L 9
c �0 ���* � ���������P�&67Hn*+.��-%N.N�|(QKM����� �  r1 � �-!=6E( � k+���'� � �2U0(N��!�6gHJ*+HN.�!�68� � *+� ��� ��6�� � H�.�!=6��t�u!#���

 �*+�$HJ*��26��t�2����(����� r1N��*+�$*+��*�������V ;
!=6���� � OP.��������P��^�!#���[ ���* � �����$���t������*+�t�����Pk � �26�o+U��)6lk+�� �(���.a}
Hs6������t�2�G���Go�U���3������t�G(���.a}E���NST6��t�2��VJw !d���<�[68H�H�! � OP.�Uq6�k��� u.����-HN��*+%s68% � ! � �2U

Px
^s �*+���-.���U��$���t�

6�H�Hn��!=!#U��)H��'*+%s6�% � ! � �2U[(��) ���* � �����$���t��VnD]H���3��]!hKR.a� � ! � ��68� � *+�0(��q!�6|�$U���1�*a(N�q(N�u�'U�!=�� �� � *+�gHJ*�.���!=�
 r1�* � }i(��)(���.a} � ��( � k � (�.���^N��*+.N�Co�U���U���*+���C.��g��*+�&%N���)6�!#Ul68��* � �'�

α ∈ [0, 1]
V

y �
(α ≤ Px)

^_�N*+.��&68H�H�! � OP.�*+���q!LKM*+HnU��26��2��.N�u(��� ��'* � �'���$���t�&�'.��-!#�� �*+.�H�!#��V_cd���-H�!#.��&68�� � �����
*+HJU��268����.��'��(��� ���* � ���������P��.N� � ! � ��U����'*+�t�i!LKM*+HnU��26��2��.N��(��7 ���* � ���������t��� .N� HJ* � �t�0���i� (���.a}
HJ* � �t�2���'.���(���.a}  r1N��*+�$*+��*��������� �*p(s6�o��7% � �s6 � �'��Vvw !=�� �*+�N�'� � �2.����t�i!�6 %�6�����(N����*+HnU���68�2��.����
(��� ���* � ���������t�lV ceKM*+HJU��268����.��)�i.���Hn* � �t��(N�$ ���* � ���������P�) �*+��� � �'�����i( � k � �'���� r1s68 �.�� (����)(���.a}
Hs6������t�2�G���7(���.a}gHs6��<� � ���C�$!=6$�$m��$��Hn*+� � � � *��Q^� r1�* � � � �u68.E1s68�26��'(QVncvKM���aST6��t� j ���'�] �*���Hn*+��U)(��
!�60H��'��� � 3����-H�6��'� � �q(�. H������ � ���CHs6��'���t�����[(��&!�6$(���.p} � 3��$�&Hs6��<� � �-(�.�(N��.a} � 3����-Hs6������t�)6�!=*����
Op.N�|!LKM���NST6��t� l����<�) �*+���<� � �2.�U&(N�&!�6$H������ � 3����uHs6��<� � �u(�. (���.a} � 3��$�-H�6������P�[����(��-!�60(���.a} � 3����
Hs6��'� � ��(�.gH��'��� � ���"H�6������P�[n0� �e��� j Vts p V

?
�����	��
��� j z j z j z j z
�����	��
���� z z j z z j z z

}

=⇒
��
�����
��� j z j z z j z z
��
�����
���� z z j z j z j z

�����e� j Vts�4EceKR*+HnU���68�2��.���(��) ��'* � �'���$���t�C� j Hn* � �t��V
w



��������� �  ��� � �   ��� �� � 	��� � �

ceKR*�HJU��268����.��g� (���.p}YHJ* � �t�2�i(��� ��'* � �'���$���t�g���<� � !=!=.N�'�2�'U7(s68���E!#���r6�%N!=�l68. n0� �e��� j Vmu p V`w !
 �*+��� � �'����� �N}a���j(���.p} Hn*+� � � � *�����V
cvKM���aST6��t� j �����26 !�6� �*+H � ��(�. Hs6��'���t� j ��� ������HN!�6���6��t�i�26
Hs68�'� � �j���t�2�'�7!=���0(���.a} HJ*�� � � � *+�N�$H�6��� ���!#!=�g(�. Hs68�����t� laV�?[� � ���� ���.�����6 !�6���m����g*+HnU���68� � *+�
Hn*+.��"(�U��2����� � �����"!LKM���NST6��t� l|��� � �t�2���<k+���'� � ����6��t�]!#��������!=���"(N����Hs6��'���t� j ���CHs6��'���t� lpV

? ?
����� � 
��� j z j z j z j z
����� � 
���� z z j z z j z z

}

=⇒
� 
 � ��
��� j z j z z j j z
� 
 � ��
���� z z j z j z z z

� �e��� j Vmua47ceKM*+HnU��26��2��.N�C(N�q ���* � ���������P�C� l|HJ* � �t�2��V
X[6��N�&!=���- r1s6�H � �2�'���u��. � k�68�P����^���*+.��-H���U������t��*+���|(QKR6�.N�������-*+HJU��268����.��'�-(��� ��'* � �'���$���t�&H�!#.��

6�(�6�HN�2U��C��!=6&�s68��.����)(��) r1s6�OP.��qH��'*+%�!=3����)�|�'U���*�.�(����8V

X 0� 0� �  qK�7E5�9:<�P 7 � & < H�P 9:5�9:;=C L
ceKR*�HJU��268����.��q(��0�-.N�r68� � *+�~6�H�Hn*+�<�2��6�.a}~6�!#o+*+� � �21��$����o�U���U�� � OP.����&!LKR6�!#Ul6i��U� ����'�26 � �����g.����

�:}NHN!=*+��68� � *+��� �  l6� ��0(���!LKM���'Hs6� ��8V�;
���-*�HJU��268����.��q��*+.��uot6���6��t� � �)OP.���!LKR6�!=o�*+� � �21��$�&o+U���U�� � OP.��
�'���26~��.��' ���Ha� � %N!=�7(�K 68�'�2� � ��(��'�E!=6 HN!=.�Hs68�'��(�����Hn* � �P����(N. (�*+��6 � ���E�'Ul6�! � ��6�%�!=�8Vv;
���<S)��� j x x$s
n�ml y�� p 6�(�U��$*+�t�2�'U0�21�U�*+� � OP.����$���t�|OP.��i!hK 6�!#o+*+� � �21N���|o+U���U�� � OP.��i �*+�tk+���'o+�j��� H��'*+%s6�% � ! � �2U$���
.N� � ! � �268�P�)!hKR*�HJU��268����.��q(��0�-.N�r68� � *+� ���u�268���& ��'* � �'���$���t�lV�c ���-H���*+HN� � U��2U��u(��� �*+�tk�����o����� ��i(����
6�!#o+*+� � �21N�����
o+U���U�� � OP.������'*+�t�G(�*��� �S�*+�'�����$���t��(�U�Hn���N(s6��t�2���](��) ����]*+HJU��268����.���V

;
����*+HJU��268����.��_(����&.a�r68� � *+�u���'��.N� � ! � �'U@6�k��� ".��N��H���*�%s6�% � ! � ��U n
Pm

p ��*+�$��U��
H��'*+%s6�% � ! � �2Uv(��
�&.a�r68� � *+�QVaX[6��N�C!#����6�!#o+*+� � �21N�����
o+U���U�� � OP.����C�| �*p(s6�o���% � �s6 � ���8^N ��������)H���*+%�6�% � ! � ��UG��KM���J�� ��2.s6 � �
�'.��"!=���"o+3������"���gU� r1s68��o+�l68�P�C��6|k86�!#��.��
(�� z � j *�.i(�� j � z ������*+�j��.N�"!=�[ r1��'*+�$*+��*+�$�G��*+.N�
���P� � ����V

parent
z j j z j z z

=⇒
enfant

z j z z j z j

� �e��� j Vmva4 ?[HJU��268����.��"(��q�&.N�268� � *+��(QKM.��E% � �

576 � �G6lk��� |.�� 68!=o+*+� � ��1�����o�U���U�� � OP.��u �*p(�U&68.N�2�'���$���t�l^n*+� 6�HNH�! � Op.N�u ��������-H��'*+%s6�% � !#��U)Hs6��
��6�H�Hn*+�'�_�]!hK � ��( � k � (�.��2*+.a�����P� � ���_������*+�u��.��_!=���_o+3�������V+y �

β
^�o�U���U���U�68!=Ul6��2* � �����$���t��^ 6�H�Hs6��<� � ���t�

�
[0, Pm]

^s��*+.N�]68H�H�! � OP.�*+���"!hKR*+HnU���68�2��.��"(��)�&.N�268� � *+�i��.N�C ���� � �N( � k � (N.QV

X 0� 0�� � KN9:GMC & < & 
1;=L	�+<�7:9:;=CDL
DGHN��3��G!LKMU��r68HJ�q(��-�-.N�r68� � *+��^s*+��.N� � ! � ���).����u��U��21�*p(��q(QK � ���'���'� � *+�EHJ*�.��Go+U���U��'���].����&��*�.a9

k���!=!#�]Hn*+H�.N!�68� � *+�QVPc *+�'�
(��G!�6u �*+���<�2��.N �� � *+��(��] ������2�GHJ*+HN.�!�68� � *+��^t*+�����]�2��*�.Nk+�[(N��k86��t�".��0kp��6 �
H��'*+%�!#3��$�E4dST6�.N�<9 � !vot68��(����-!=���-���NST6��t�2�|*+. !=���uHs6��'���t�2�&*�. % � ����.��� ����'�26 � � HJ*+.N�� ����t�r6�o+�0(����
(���.a}j���E�'����Hn�� ��r6��t�]OP.��u!=6-�r6 � !=!#�G(��)!�6&Hn*+H�.N!�68� � *+� nTF p �����'���u �*+���'�26��t�2���

x



� �.��h �B� ���������E� � � � �B� ��� ��� �� ��� �
	 � �

w !J��K 6�o � �`(��] �*+�� ���k+* � �
.N���G�<�2�26��2U�o � �C(QKRU�k+*+!#.N� � *+�0(N�G!�6)Hn*+H�.�!=68� � *+�QVPF]*�.��`( � �'� � ��o�.�*+���@(s6����`!�6
! � �'�2U��268��.����[(N��.a}g�<�2�26��2U�o � ���)4

� cd60H������ � 3��'�u�<�2�26��2U�o � ��^ ��*8�2U��
(N, Nf)

^n �*+�N� � �<�2�-�� r1�* � � � �]!#���[F � �N( � k � (N.��G�$Hs6��<� � ��(��
Nf

���aST6��t�2��(�U ,��� ���U�U���Hs68�G!=���[*+HnU���68�2��.����[(N�& ��'* � �'���$���t�[����(��&�&.a�r68� � *+�QVJX[6��N�[ ������2�
�'���268��U�o � ��^n*+����.NH�HJ*����|OP.��

Nf ≥ N
V��[.s6��N(

Nf = N
^���*+.N�[Hs6��'!=���'*+���](��-!=6��$U��21N*a(��

o+U��NU��26�� � *�������!#!=�[OP. � �'���$H�!�68 ���!=����Hs6������t�2��Hs6���!=���"���NST68�P����V
� cd6����� �*+��(��8^Q��*���U��

(N + Nf )
^� �*+��� � �'���|�0 r1�* � � � �G!#����F � ��( � k � (�.��G�0Hs6��<� � �](����

N
Hs6�9

�����P����(���!�6&Hn*+H�.�!=68� � *+�0HN��U� �U�(����t�2�q����(��
Nf

��*+.ak+�l68.a}j���aST6��t�2��V ZC�j l6��"Hs68�'� �  �.�! � ���`(��
 ������2���'���268��U�o � ��^d6�H�Hn��!#U���U��21�*p(���(QKMU��r6��u(�KRU�Op. � ! � %����8^d6gHn*+.��)H�� � �� � Hn��(�����6�.Nk���ot6��'(����
.����qo+�268��(��)Hs6��<� � �)(��)!=6�Hn*+H�.N!�68� � *+�i(s68���]!=6|o+U���U��268� � *+�j�'. � k86��t�2�8V D  r1�6�OP.�� � �2U���68� � *+�
OP.���!#Op.N���| r1��'*+��*���*+�$��� nTHs6��'���t�2� p 6l/t6��t�|!#���-�$� � !=!#��.��'�u �*��N�2�-�����'*+�t�|��U�!=U� �� � *+����U��|6 �s�
(��$ ���U����)(����u r1��'*+�$*+��*+�$��� �s!#�)Op. � �����$H�!=6� �����*+�t�q!=����H�!=.��)��6�.Nk86 � ��Hs6������t�2��V�c �������'�2�
(��)!�6|Hn*+H�.�!=68� � *+����.N�'k � �)���C�'���26� �*�H � U�(s68����!�6|��*+.Nk���!#!=��o+U���U���68� � *+�QV

cvKMU�! � � � ���$�7���'�j.��N� �<�2��68�2U�o � �� �*+�$H�!=U������P�26 � �'�7(���!=6 H������ � 3��'� �'�2��68�2U�o � �8V
w ![ �*+��� � �'��� �� �*89
H � ����OP.���!=OP.�������� � !#!=��.N���& r1��'*+�$*+��*+�$���$(s6��N��!=6 ��*�.Nk+��!=!=�jHn*+H�.�!=68� � *+�QV�w !C6� � ��'*��=��!hKR� �  �6� � �2U
(���!LKR6�!=o+*�� � ��1��$�qo�U���U�� � OP.��|%�6���U���.N��!�6��$U��21N*a(��-(QK � �������'� � *+� o+U���U���68� � *+������!=!#��VQceKM*+%p,'�� �� � S@���'�
(QKRU�k � �2����OP.���!=���G��� � !=!#��.��'�] r1N��*+�$*+��*���������* � ���t��Hn����(N.��q6�H���3���!=���[*+HnU��26�� � *����[(��| ���* � �����$���t�
����(N�G�&.N�268� � *+�QVp;
�����2�]��U��21�*p(��]6��$U�! � *+���" �*+��� � (�U��26�%�!#���$���t�`!=���`6�!#o+*+� � �21��$���eo�U���U�� � OP.�����^a l6��
��!=!#�0Hn���'�����|(��i �*��������'k+����^v��.��N� � �2U��268� � *+�

k
^_!=���$� � !=!=��.�� � ��( � k � (�.~�2��*�.Nk+Ui(s68���-�2*�.N�2���|!=���

HJ*+HN.�!�68� � *+�N��o+U��NU���U����]6��t�2U�� � ��.����������t�lV

X 0� 0�� / < �h9 & 
1587]7��N9
c �|�2���'�q(QKR6����'m���,'*+.���.�� ���+!#�|H�� � ��*���( � 6�!_(�6����)!=�],'.�o����$���t�q(���!�6iOP.s6�! � �2U&(N��� � ��( � k � (�.���V

ya*+� %�.N�&���'��(N����*+.��&6����'.������|!LKM*+HN� � �068! � ��U�^J(���!�6E��*+!#.N� � *+� �s��6�!=��*+%N�2���P.��iHs6��&!hK 68!=o+*+� � ��1����
o+U���U�� � Op.N��V
cd���] �� � �23��'����(QKR6����'m����C�'*+�t�C(��)(���.a}g��68�2.��'���)4
j V"DG�'��m��-6�H��'3��).�� ��*+�&%N��� �N}aU06jH�� � *+� � (���o+U��NU��26�� � *�����V�;GKM���<�-!=6j�'*+!=.a� � *�� �'�������P.��$!=*+�'�<9
OP.QKR.N���u(N.���U��u��6�} � ��6�!=�C(����2����HN�C(N�q �6�!= �.�!Q���'� � �$HJ*+�'U��8V

laV"DG�'��m���!=*+�'��OP.���!=6 HJ*�H�.�!�6�� � *��  ������'��(QKRU�k+*+!#.����0*+. �QKMU�k+*�!=.���HN!=.����'. � �26��$�$���t�lV
F]*+.��
��*+�$�$����6�!#*+���]����H��'U������� ��$(QKM.����|Hn*+H�.�!=68� � *+�71N*+��*�o+3����-(�*+�t��*+� Hn��.N�)Hn���N������OP.QKM��!#!=�
���)� � �2.��)�|!=6&H���*l} � � � ��UG(��)!LKM*+HN� � �&.N�EVa;
���2���'��(QKR6����'m����'���'���)!=��H�!#.��"*+%p,'�� �� � S����C!=�[HN!=.��
.N� � ! � ��U�V

w !_���'�G����*������COP.QK 68.� �.��N�- ����'� � �2.N(��u �*+�� �������6��t�[!�6�%n*+�����q �*+�tk�����o����� ��|(��u!hK 68!=o+*+� � ��1����]�QKM���'�
6����'.���U���V ;
*����$�)(s6������2*+.a�2�qH���*p �U�(�.����q(QKM*+HN� � � � �26�� � *��i!LKR6����'m��C���<�[6��'% � ���26 � ���8^����]!�6���*+!#.N� � *+�
� ���j�2����HN����� � �G���) �*+�N�'� � �2.��)OP.QKM.����u6�H�H��'*l} � �06�� � *���(��)!LKM*+HN� � �&.��gV

a@b�� � d-�j�is�gj�d	�du�
X[68���� ��q r1s6�H � �2���8^���*+.N�G6lk+*����]U��r6�%N! � !#����S�*+��(�68� � *+���"��U� ����'�26 � �����G��!�6& �*+��HN��U�1N����� � *+�g(����

6�!=o+*�� � ��1��$���vo+U��NU�� � OP.�����V�F]*�.���6lk+*����"��}aHn*+��U[����(�U��r6 � !n!#���`( � �JU��'���t�2����U��26�HJ����OP. �  �*+���<� � �2.����P�
!�6j�'�2�'.� ���.����0o+U���U��26�!#��(�KR.�� 6�!=o�*+� � �21��$�&o+U���U�� � OP.��74_;
*p(s6�o+�8^_�$U���1�*p(���(��0�'U�!=�� �� � *+�Q^d*+HnU���6�9
�2��.N����(��) ��'* � �'���$���t������(��)�&.a�r68� � *+�i6lk��� q!=��.N���"H��'*+%s6�% � ! � �2U���^a�$U���1�*p(���(QK � ���'���'� � *+�i���C!=�G�����'�

j�z



����� � � �  ��� ����� �  

(QKR6��'��m���V@>_*+.��� r1s6� �.�����(��E ����0U��26�Hn����^ � !��:} � �'���EH�!#.�� � ��.��'�0Hn*+��� � % � ! � �2U���Vec �E r1N* � } ���t�����7 ����
( � ��U������P�����`HJ*+�'� � % � ! � �2U�����*+.N�
Hn�����$���@(��] ��'U����@H�!#.�� � ��.��'�@k86�� � 6��t�2���`(N�]!hK 6�!#o+*+� � �21N���`o+U���U�� � Op.N��V
FC*��2�'�-�2��6�k86 � !_H�6���!�60�'. � ���&��K � �t��3�o+�'�|(s6�����!=6���U�Hn*+���'���� ������2�|Hn���'��Hn�� �� � k���HJ*+.N�G�2�'*+.Nk+����.����
�'*+!=.N� � *+���j ��|H���*�%�!=3����& �*+�&% � �s68��* � �'�04 �[.���!=����*��P�)!#�����$� � !=!=��.����]Hs6���6���3��2�'�������'�����P� � ��!=��OP. �

 ���U����t�`.N����k86�� � 6��t�2�"� �  �6� ���Hn*+.���!=6[��U��'*+!=.a� � *��|(QKR.N�$HN��*+%�!#3��$��(QKM*+��(N*+���s6��N ����$���t�@(�*+�t�v!hKR���a9
�'���&%�!#����(����C�'*+!=.a� � *����"��U�6�! � �26�%�!#���� 8KR���'�C!LKM���N�����-%�!=�)(��)Hn�����-.N�r68� � *+�N��V

X[6��N�G!=���] r1�6�H � �������]�'. � k86��t�2��^J�N*+.��GU�k86�!=.�*����]!=6|Op.�6�! � �2U)(��-�N*+�Ck86�� � 6��t�����C(��-!hK 6�!#o+*+� � �21N���
o+U���U�� � OP.��-6�H�H�! � OP.�U����[6�.p}gH���*+%N!=3��$���](QKM*+��(�*����s6��� ����$���t�[ �*+�� �������6��t��!=�qH���*�%�!=3����)(�.7k�*�/t6�9
o+��.��v(��C �*+�$������ ���^p��*+%��'1�*+HQ^P!#�CHN��*+%�!#3��$��(QK 6����2����� � ����6�o+��(����
6lk � *+�N�`���`!#��H���*+%N!=3��$��(QKM*+��(�*��a9
�s68�� ��������P��(����
k�U�1 �  �.�!#����(�6�����.��N�� r1s68���N�G(��[HN��*p(�.� �� � *+�0(QKR.N���[.�� � ����n� r1s6�!#!=���No+�GA�?CD[XGz@b
l z$z u �rl$x � p Hs6��$�26�H�Hn*+�<��� !�6�(�U�������� � ��68� � *+� (�������� � !=!#��.��'���&k86�!#��.��'�0(����0Hs6���6��$3��2�'����^@ � ��U��
 � 9 (N�����'.���^s���]6�H�H�! � OP.�U����� r1s6�OP.��)� /pHJ�)(��)H��'*+%�!#3��$����V

j j



� �.��h �B� ���������E� � � � �B� ��� ��� �� ��� �
	 � �

j l



� � � ���' � � �

� � � � � ��� 
 � �� � � ����� �	� �	��
 � �~� � ���'�� � ��


�	� � � ���� �	��


2QC H HJ5D; 7E<
� ��� ���
	����������	���
� ����������������������������������������������������� �8�
� ��� �_5&7(��4�*#-��� E��45&7%!S) ��������������������������������������������� �%J

OP, OP,�R �1% �'����"�)���'.i@B���'�'�����&�+"����)�/.k,�,$,�,X,$,�,$,�,$,�,$,X,�,$,�,$,�,$, RqU
OP, OP, O =��2�&"3.i���$�F��
3�&G�
3�+�P*'6&"�)��� ,�,$,�,X,$,�,$,�,$,�,$,X,�,$,�,$,�,$, RTM
OP, OP, z =��2�&"3.i���/.I6&
3���).3�&���&��"3. ,$,�,$,�,X,$,�,$,�,$,�,$,X,�,$,�,$,�,$, R�T
OP, OP, U =��2�&"3.i���/.i�X*�"���"�)���'.<,�,$,$,�,$,�,X,$,�,$,�,$,�,$,X,�,$,�,$,�,$, R�T

� �B� 	 ��.7%'��*E�)+	��*"� M&)H� �45�)�
 �&#-�.#�	 )H��"%G ������������������������� ���
OP, zP,�R 9A�>��%&���).���"�)���a���1��� �����!��
��"#����$�!%&�'%&"�)(+*'� ,$,�,$,X,�,$,�,$,�,$, R�Y
OP, zP, O �1�/.36&
��G�"�)���a
���G��)���$������� �����!��
��"#�����,�,$,�,$,�,$,X,�,$,�,$,�,$, R�Y
OP, zP, z 9A�>��%&���).���"�)���A,�,X,�,$,�,$,$,�,$,�,X,$,�,$,�,$,�,$,X,�,$,�,$,�,$, RT�
OP, zP, U ��
3�+6/�/.3.3*'.i���E@B���'�

(X∞
k )

,$,�,$,�,$,X,�,$,�,$,�,$,$,�,X,�,$,�,$, O�S
OP, zP, M ��
3�+6/�/.3.3*'.hGY�&
"*�
02%

(X l
k)

,�,$,�,$,X,�,$,�,$,�,$,$,�,X,�,$,�,$, O�S
OP, zP,XT � �g"#'%/��
�)�$��� 	�
3�&�)�P�����A�&"��[�&��"��T�&��� ,�,$,�,$,�,$,X,�,$,�,$,�,$, O�z
OP, zP,ZY 7:%/.*���"���"3.i����6/���+D!�&
�!�&�'6/� ,�,$,�,X,$,�,$,�,$,�,$,X,�,$,�,$,�,$, ORT

� �1J ^_"�&�('���E���
� ������������������������������������������������������� ���

p6b,a c �| �edIfSgj�`d	�d-�
X[6��N�&!=�� r1s6�H � �2���0H���U� �U�(N���t�l^��N*+.��|6lk+*����|H���U������P��Ui!=���-( � ��U������t�����| �*���Hn*+�268�P�����&(N��!LKR6�! 9

o+*�� � ��1��$�uo+U���U�� � OP.��|OP.��| ��|��* � �[!=�u �*p(s6�o+�8^�!=60��U�!=�� �� � *+�Q^�!#���[*�HJU��268����.��'��o+U���U�� � Op.N����(��| ���* � 9
�'���$���t�)����(N�&�&.N�268� � *+�����[!=���G��U��21�*p(����G(QK � �������'� � *+�QVQ576 � �P�����s68�P��^���*�.�����*+.�� � �t�2U������'������*+���
6�.p}�U���.�(����@�21�U�*+� � OP.����@���J�� ��2.�U����
�'.��@ ����<�r6 � �����ek86�� � 6��t�2���v(QK 68!=o+*+� � ��1����
o+U���U�� � Op.N��VPceKR*�%p,'�� �� � S
���� �*���HN��U)���'�C(��)H��'��.Nk����C!�6| �*��Pk����'o+���� ��-(��) ���!=!#���x9  � V
FC*+.��GHN��U��'���t�2����*+�N��^���*+.N�](QK 68%J*+�'(Q^n!�6|�21�U�*+� � �u(����[�� r1NU���6��[OP. � ���-S�*p l6�! � �'���t�CH�� � �� � Hs6�!=�������t�
�'.���!LKM���<� � ��68� � *+�E(���!�60�'.��'k � ��(QKM.�� � /pHJ��(��� r1��'*+�$*+��*+�$�&(QKM.�����o+U���U���68� � *+���i!�6�o+U���U���68� � *+�
�'. � k86��t�2�����j.N� � ! � ��6��t�
!hK 68!=o+*+� � ��1�����o+U���U�� � OP.��)% � �s6 � �'�[6lk+�� ).��j*+HJU��268����.��"(N�� ���* � ���������t�C6�k��� 

j k



� �.��h �B� ����� ���Fj �� ����� � ��� � ��� � �
	 � � 	���
��� � � � �B� ��� �� � �� ��� �
	 � ��
.���Hn* � �t�@���`!LKM*+HnU��26��2��.N�`(��C�&.N�268� � *+����.��`!=���`% � �2�@���`!�6)��U��21�*p(��C(��C��U�!#�� �� � *��0Hs6��@!�6��'*+.�!=��������V
>v. � ��^a��*+.��
��*+.�� � �t�2U������'������*+�����u!�6u�$*p(�U�! � �26�� � *��$(N�[!LKR6�!=o�*+� � �21��$�"o+U��NU�� � OP.��[6lk+�� �!=���
 r1s68�=�����
(�. 576�����*�knV F]*��26��$�����P��^�68.7�2��6�k86�.p}�(��|;
���'S �rl y ��OP. � 60�$*+�t�2�'U-!=60 �*+�tk�����o����� ��$��� H���*�%s6�9
% � ! � �2UG(��)!LKR6�!=o+*�� � ��1��$�]o+U���U�� � OP.��8V

p-bkp � zn{ dq�_	��vfSg �d� zn{�� t
\ � �'��*+� � OP.����$���t�l^n!=���[6�!#o+*+� � �21N�����Co�U���U�� � OP.����[% � �s6 � �'���C��*+�t��!#���[HN!=.��G6��� � �����]����*��P�G(�*+�� 

U��2U|!#���[HN!=.��[U��2.�( � U����'.���!=�uH�!�68���21�U�*+� � Op.N�&����H��'���s6��t�)���  �*+�$HN�2�-!LKMU�k+*�!=.N� � *+��(N������ r1NU���6���V
\]*+!#!�6���(GU��r6 � � !#��H������ � ��� ��HN��*+Hn*+����� !�6�H��'��� � 3�����k������ � *+�)(��v!=6`�21�U�*+� � ��(������' r1�U���6���^�!�6��'o+���$���t�
(�U�k���!=*�H�HJU���^s������. � �2�[H�6�� W *+!=(N%J����o �ru l �hV�FC*+.������26 � �2*+���@!=�G l6���(�KR.��iHN��*+%�!#3��$�G(QKM*+HN� � � � ��68� � *+�
(�*+�t�C!�6&S�*+�� �� � *��i*+%p,'�� �� � S����'�G����6�} � � � �'����V

5 0�5 0 X � K	�IL ;F9];=CDL	��
 CDLE& 5 HJ<�L 9:5 A=< �
Ddk86��t�](�KR���P�������C(�6����C!=�[k � S�(�.g��.�,'���l^ ��*+.N�CHN��U��'���t�2*����]OP.���!=OP.����](�U �s� � � � *����"(��)%s6��'��4

�6)��^�#%_��%1�'� { @ { @&` < AN):iN !0+�!" 0 F @��  ��hHh ���B��� ��� 	 ���� ��
A

	�� � �  ��� � � �
l(A)

�� �
� � �B� �
A =

a1a2...ai...al

�������
i ∈ {1, ..., l}, ai ∈ V = {0, 1}.   ����	�� ���
���  ���B����� ������������ ��� ��� � ��I���  �	��� ��� 	 ���� ��� �

�6)��^�#%_��%1�'� { @ { @ {=< A�" Z ) d - F @��  ��hHh ���B��� ����� �����
H

	���� �  ��� � � �
l
�  � � ���B�%�

H = a1a2...al�������
∀ i ∈ {1, ..., l}, ai ∈ V+ = {0, 1, ∗}.

�+�E��� �� ������� ��  h � ���B� � �  
i
��� �� � � � 	 ���

ai
h � � ���������

�  	�� � ������ � �� ��� � � ���
�6)��^�#%_��%1�'��{ @ { @
� < ���#� ��-/�!" 0 F @��  � ��� 	 � �� ��

A = a1a2...al
������� ���  .������ �� 	uj �  ����� �����

H = b1...bl
���&h � � ��� � � �

i
� ��� 	 ���

bi 6= ∗
�  �

ai = bi
�B�

D � ��� � ^
H = 010 ∗ 01

���'�).�� �' r1�U���6i����!#���[�'U�OP.����� ����
010001

���
010101

�'*+�t�)����������.N!=���
� ���<�r6��� �����V

�6)��^�#%_��%1�'��{ @ { @ �,<�8I�'� %_��%&�'� �!2�0���\8�'� %_��%&�'� .�%;9!�c0 F @ ��� �B� �  ����� �����
H
�!�  	��B� 	 ���

i
����

�� �_h � ���B� � �  �ul � 	��
H

���
ai = 1

� �
ai = 0

�#" �������  � ����� ���
ai = ∗

�
i
���� �  �_h � ���B��� �  � �������

	��
H
�

�6)��^�#%_��%1�'� { @ { @ � < � �c�,�c0 � ~� !��� " Z ) d - F @$�  ��hHh ���B��� � �?	���� 	�� ����� �����
H
�  � � �

o(H)
� ���

 � ������ 	�� h � ���B� � �  .���ul �� 	��
H
�

>_6��&��}a����H�!#��^�!#���� r1NU���6
H = 01 ∗ ∗10 ∗ 1

6�Hn*+.��&*+�'(����
o(H) = 5

^�!=�0�� r1�U��06
H ′ =

∗ ∗ ∗ ∗ ∗101
6-HJ*�.��`*���(��'�

o(H ′) = 3
V�?[�0�N*��2�]Op.�KR.��0�� r1�U��06

H
(��G!#*+��o+.���.��

l(H)
���
(QKR*���(��'�

o(H)
6�(��$���

2(l(H)−o(H)) � ���<�r6��N ����C( � ��U������t������V
�6)��^�#%_��%1�'� { @ { @ � < }D�'�!(' ,0+ !�&%F�'�#�,- d 0+��� -/.&0 F @'�  ��hHh ���B��� � �  ��� � � � � �  	���� �� ������� 	��
����� �����

H
� � 	��������� �� ���>h.������ � � �Oh ���� ������� h � ���B��� �  �ul �
	��

H
	�� � � 	����  ������� h � ���B� � �  �ul �

	��
H
���   � � � ���� � � � �  ��� � � � � �  	���� �� �������

d(H)
�

j s



� � � � ��� ��� � ����	�� ����� �����

D � ��� � ^N!#�[�� r1�U��06
H = 1 ∗ ∗01 ∗ ∗∗

6&Hn*+.��"!=*���o+.���.��
S�*+��(�6������t�r6�!#�
d(H) = 5− 1 = 4

^�!#�
�' r1�U���6

H ′ = 1 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗1
6
d(H ′) = 8− 1 = 7

^a���
HJ*+.N�
!=�]�� r1�U��06
H ′′ = ∗ ∗ 1 ∗ ∗ ∗ ∗∗

�N*+.��
6lk+*����

d(H ′′) = 3− 3 = 0
V

�g)����!%_��%&�'�6{ @ { @ � < b �!-]\!��-:��%&�'�6�D~  !�,0[�T)+i� ,0+�#" 0 F @ �  ��hHh ���B��� ��	���h �3����� �  	uj �  �#��� 	 ���� ��
A

�� � � ����� ��� h � ���B� � ��� 	 ���� � ���� � �%�����  .�
f(A)

�
f
����
� � � �  ����� �  ����� ������� � � � � �  ��� 	��

h ����������� �Om ������ �.	���� �
�g)����!%_��%&�'� { @ { @��,< b �!-E\,��-]��%&�'� �D~  !� � " Z ) d - F @ �  ��hHh ���B���
��	���h ����� � �  	uj �  ����� �����

H� � � ����� ���

f(H) =

∑2(l(H)−o(H))

i=1 f(Ai)

2(l(H)−o(H))

���4����
Ai

	 ����� � ���� �7�kj �� .� ��������� 	���I�  .���3�� ��� 	��
H
� �E�  .��� ���  � ��	���h ����� � �  	uj �  ����� �����

H
��j ���� � � ��� ����  �
	���
��	���h ������� �  .�
	�� � ����  .������ ��� �

5 0�5 0�5 �
	q<N9 �1& <?A=5 7E<  M7]C &MPI-'9:;=C L
ya* � �G.N�7���N�����-%�!=�

S = {A1, ..., Ai, ..., An}
(��

n
��U�Op.N���� ����)(��-% � �2��� � ��U����[68!=Ul6��2* � �����$���t��V

XG.N�26��t�C!�6&�'��H��'*a(�.N �� � *+�Q^� r1�6�OP.��-�'U�OP.����N ��
Ai

���'�C�'��H��'*a(�. � �2�)6lk��� q.����)H���*�%s6�% � ! � ��U-4

pi =
f(Ai)

∑n
i=1 f(Ai)

ya.�HNHJ*+�'*+����OP.QK � !
/ 6 � �|� !hK � ���'�26��t�
t
.N� ��*��&%����

m(H, t)
(��i��U�Op.N���� ������'��H��'U������t�r6��t��!=�

�' r1�U���6
H
(s68����!�6&Hn*+H�.�!=68� � *+�

S
V��I!LK � ���<�r6��t�

(t + 1)
^N�'�r6�� � �<� � Op.N���$���t�l^� ��)��*+�&%��'��k�68.N�)4

m(H, t+ 1) = m(H, t).n.
f(H)

∑n
i=1 f(Ai)

>_*���*+���

f̄t =

∑n
i=1 f(Ai)

n

f̄t

�'��H��'U��'���t�2��!�6$��*�/��������|(N�&!LKR6�(s6�Ha�r68� � *+�g(����G��U�OP.����� ����-��!LK � ���<�r6��t�
t
VQcd6�S�*+�'�&.�!=�qH��'U�9

 �U�(����P���u(N��k � ���P�q4

m(H, t+ 1) = m(H, t)
f(H)

f̄t

>_*���*+���
ct(H) = f(H)

f̄t
− 1

V�?�� *+%N� � ���P�q68!=*+�'�
m(H, t + 1) = (1 + ct(H))m(H, t)

w !����<�
(�*��� [ �!=6 � �@OP.QKM.��i�� r1�U��06a^�(�*+�t�"!hK 6�(�6�HN�r6�� � *������'��6�.p9 (�������.N�C(N�[!�6q��*�/+�������8^Nk+* � ���'*+�i��*+�&%N���
(��)�'��H��'U������t�r6��t�2�G6�.�o+�$���t������^s�'. � k86��t�C.����qH��'*+o+������� � *+�gOP. � ���<�G(���� /pHn�uo+U�*+�$U��2� � OP.���� � �N*+.��
ST6 � ��*+�N�|!LKR6�H�H��'*�} � �068� � *+� Op.N�

ct(H)
���'�� �*����'�26��t�0(s68����!#���2����H���VeDG!#*+���j4

m(H, t) = (1 +
c(H))t.m(H, 0)

y � ����.�!=�������t�[!�6�����H���*p(�.� �� � *+�EU��r6 � �G����,'��.Q^J!#���C�� r1�U��068�]S�*+�<�2�CU�! � � � ������6 � ���t�
����3�����6�H � (N���$���t��!=���"�� r1�U��06���ST6 � %�!=����V

j u



� �.��h �B� ����� ���Fj �� ����� � ��� � ��� � �
	 � � 	���
��� � � � �B� ��� �� � �� ��� �
	 � ��
5 0�5 0�� �
	q<N9 � & < � -�7]C ; �+<,HJ<�L 9 �

FC*+.����N*+.�� � �P��U��'�����'*+����(�6����� ���Hs6���6�o+��6�H�1��`�G!�6CH���*�%s6�% � ! � ��Ue(����'.��'k � �
ps(H)

(QKM.��&�' r1�U���6
H

!=*+�'�0(QKM.���� *�HJU��268� � *+� (��� ��'* � �'���$���t��H�6���!LKM*+HnU���68�2��.���(N�� ��'* � �'���$���t�i��� .N� HJ* � �t�lV`>�6��
��}a���$H�!=�8^`�'.�H�Hn*+��*����0OP.QKM.���� � ���'�26��� ��E(QKM.�� �' r1�U���6

H = ∗ ∗ 10 ∗ 1 ∗ ∗
�'* � �$ ���* � ��U��E6lk+�� 

.�����6�.N����� � ���'�26��� ���V��[.���!=!#�-���<�)!�6$H���*+%�6�% � ! � ��UuHn*+.��]Op.N�|!�60�'U�OP.����N ��$��U��'.�!#�26��t�2�&�'* � �G���� �*+���
.���� � ���<�r6��� ��)(��

H
�)w !d���'� � ��Hn*+��� � %�!#�[(��)��U�HJ*���(����q��}N6� ��2�������P�G��!�6&OP.����<� � *+�Q^s�2*+.a�]���EHN!=.��

HJ��.N�'9 *+��(�*+�N�����`.����[%n*+���N� � �aS�U�� � ��.��'�](N�G ��������Gk86�!=��.���VPw !n���'�� �!�6 � �vOP.��
H
�N�G�����26-H�6��
(�U��2�'. � �

� � !#�G� � �2�[(N�[ ��'* � �'���$���t�"OP. � ���'�"� � ��UG6�.i��*��'�"���'� � �NS�U�� � ��.N��� kgnT6�k86��t�"!#�GH��'��� � ��� j p *�.i��K � !n���'�
��.�HnU�� � ��.N�]� v nh6�HN��3���!#��(����'� � ��� j p V

?[�ik+* � �"(�*+�N � �$��U�( � 68�����$���t��OP.QKM.����)%n*+���N� � �NS�U�� � ��.����G(���!�6&H��'*+%s6�% � ! � �2UC(��)(�U�����. � ����.��
�� r1�U��06

H
���'� d(H)

(l−1)

VtXG*+�N C!=6[H���*�%s6�% � ! � ��U
(��"�'.��'k � �C(�6����v.��� ��'* � �'���$���t�v���<�
1− d(H)

(l−1)

VtXuK 6�.a�2���
Hs6��'��^ *+�� ��'* � �'��6�k��� $.�����H��'*+%s6�% � ! � �2U

px
V XG*+�N �^d!�6�H��'*+%s6�% � ! � �2Uu(�����.��<k � ��(�.��� r1�U��06

H
���'�

(�*+����U��uH�6���4

ps ' 1− px
d(H)

l − 1XG�` ��`��U��'.�!#�268�_���_(������'U��'.�!#�268�2��H���U� �U�(����t�2�e(NU� �*�.�!=�`.����
!#* � (QKMU�k�*+!=.N� � *+�q(QKM.�����Hn*+H�.N!�68� � *+��4

m(H, t+ 1) ' m(H, t)(1 + ct(H))(1− px
d(H)

l − 1
)

5 0�5 0�� �
	q<N9 �1& < � H P�9:589:;=CDL	�
ya* � �

pm

!=6�H���*�%s6�% � ! � ��U-(����&.a�r68� � *+� (QKM.��~% � �)(s68���).�������U�Op.N���� ���V�XG6����).�� �� r1�U��06
H
^

����.N!=���-!=���qHn*+� � � � *���� �N}a���&Hn��.Nk����t�|m��2����(�U�����. � �2����V_c�6gH���*�%s6�% � ! � ��U|(��0�'.��'k � �0(QKM.���% � �-U��r6��t�
1 − pm

^ !�6�HN��*+%s68% � ! � �2Uu(�����.��<k � �|(QKM.�� �� r1�U��06
H

 �*+�t�2���s6��t�
o(H)

Hn*+� � � � *+���M�N}a���u���'�
(1 −

pm)o(H) V�cd67H��'*+%s6�% � ! � �2U�(����&.a�r68� � *+� U��26��t�|��.�HNHJ*+�'U��iHn��� � �2��(���k86��t� j ^_.�� (NU�k+��!=*+HNHJ�������P�
! � � � ��U[6�.jH��'��� � ���"*+��(��'��(�*+���N�u.��N�qHN��*+%s68% � ! � �2U](��)��.��<k � �)U�ot68!=�)�

1− o(H)pm

V
ceKMU�OP.s68� � *+�g�s�s68!=����KMU� �� � �](N*+�� �4

m(H, t+ 1) ' m(H, t)(1 + ct(H))(1− px
d(H)

l − 1
− o(H)pm).

w !
���<�$�7��*������&OP.��0(s6����& ����'�2�i�$*a(�U�! � �268� � *+�Q^�!�67Hn*+��� � % � ! � �2U�(��� ���U����&Hs6��-!=���u*+HnU��26��2��.N���&(��
 ���* � ���������t�]���C�&.N�r6�� � *��i!=���� r1NU���6

H
6|U���Uq�NU�o+! � o+U���V

XG���] �6�!= �.�!=�
H���U� �U�(N���t�2�](�U� �*+.�!=���t�G(���.a}j�'U���.N!#�r6��2�)4

•
!=���[�� r1NU���6���^Q(N*+�t��!=���[!=*+�No+.���.N���GS�*+�N(s6��$���t�r6�!#���]��*+�t�)Hn��� � �2����^��'*+�t��H�!#.��GST6�9
k+*+� � �'U���OP.��u!#����6�.a�2������^s!#*+���"(��)!=6�o�U���U��268� � *+�i(QKM.����q��*+.ak+��!#!=��Hn*+H�.�!=68� � *+�QV

•
!=���
�' r1�U���6���^N(�*+�t��!#���
*���(��'�����'*+�t�"HJ��� � �2��^p��*��P��H�!=.��@ST6lk+*+� � ��U���OP.��[!#���"6�.a�2������^
!=*+�'�"(��)!�6&o+U���U���68� � *+�j(QKM.����)��*+.Nk���!#!=�)HJ*�H�.�!�6�� � *��QV

;
���@�'U��'.�!#�268�2�v �*���( � � � *+�N�����t�e!=6)OP.s68! � ��U�(�.� �*p(s6�o��C(N���v(�*+���NU�����Vpzv�$���J����^t!=���e�� r1�U��06��vOP. �

 �*p(����t�`!=���@(�*+�N��U����I�  � ���������� �%��]Hn*+.��v!=��H��'*+%�!=3����" �*+��� � (�U���UC(�* � k����t�
6�k�* � �v.��$*+�'(����C���@.����

j v



� ��� � � ��	 ��� ������� � �  -h.��� ���.���  �
	���� ����� � �

!#*+��o+.���.��_S�*���(s6��$���t�r68!=�vST6 � %�!#����^�6�!#*+���_OP.��"!=����(�*+�N��U���� � ���� .� �  � ��� �����
(�* � k����t�em��2���
 �*p(�U����eHs6��
(����&�� r1NU���6��&OP. � *��P�&.���*+�'(��������|.��N��!=*+�No+.���.N�uS�*+��(�6������t�r6�!#��U�!=��k�U���Ve;
���'�2�i�$*a(NU�! � �268� � *+�
���uHJ�����$���]Hs6��](QKR*�%N�2��� � �C(����G��U��'.�!#�268�2���21NU�*+� � OP.����G��*+! � (����]Hs68�]��6�H�Hn*+�'�G��!=6� �*��Pk����'o+���� ��|(��
!hKRD W ���C�26� �*+�$H�!#��} � ��U�V

p6b � � d-fn{ s�	��Dt)d	�d-� �$t)� � z$t
	l�j� fi� � t)��� d��
;
���'�2��(������ � 3�����68H�H���*p r1��|���'�q!�60HN!=.�����68� � �'ST6 � �26��t�2�u�r6��t�)��.N�q!#�&H�!=6�� �06��21�U��068� � OP.��8^JOP.��

�'.��] ���!#. � (��q!�6|��*p(�U�! � ��68� � *+�QVac ���C( � �JU��'���t�2�C*+HnU��26��2��.N���CU��r68�P�]H��'U������t�2U��] �*+�$�$�qHn���<�2.��'%s6��t�
.���H��'*a ����'��.��
576�����*�k � ���$����H���U������P�26��t�
!=6[HJ*�H�.�!�6�� � *��|�� r1s6�OP.���U��26�HJ�8VPF]*+.N�eH���U������t��*+���@ ����'�2�
��1�U�*+� � �����]!#���"H�� � �� � Hs68.a}i�'U���.N!#�r6��2�"(��q �*+�tk�����o����� ���V

5 0 � 0 X � C & K�A ; �+5�9];=CDL)&M< A�
15 A=BDC87E;F9:GIHJ< BDK�L KN9];=OQP <
c ����H�� � �� � Hs6�.p} ��U���.�! �r68���$6��'/p�$HN�2*�� � OP.����|HJ*+�<�r6��t�$( � ���� ��2�������P���'.���!=����68!=o+*+� � ��1������-o+U:9

��U�� � Op.N����^_*+�t�&U��2U�(�U�k+��!=*+H�HnU��|H�6��|;
���'S �rl y��`��.��&!=6E%s68����(����-�2��6lk�68.a}~(��j;�68��*+� � �ml$v��
���|(��
B���*+.ak+U � j�z l��hV ;
���)���26lk86�.a}���*+�t��S�*+��(NU�����.N��!�60�21NU�*+� � �&(�����HJ��� � �2����Hn���<�2.��'%s68� � *+���[6�!=U�68�2* � �����
(QKM.��uH���*p �������.N��(N/p�s6�� � OP.��@(��`� /pHn��5E6��?�8* k � ���QV�>v!#.���Hs6��'� �  �.�! � 3����������t�l^l!=6���1�U�*+� � �v(��
b �'� � (�! � �
���7� ���t������!=! �ts�y �� �*����'� � �2.N��!�6GH � ���'����(�K 6��No+!=�`(��� ����eU���.�(�����VPF]*+.N��(�*+���N*+��� �  � ^ OP.���!#OP.����v��U���.�! 9
�268�2�@Hs6��<� �  �.�! � 3��'���$���t�v��U�k+U�!=68�2��.����
(��]!=6q(a/a��6�� � OP.��](N���"6�!#o+*+� � �21N������o+U��NU�� � OP.�����^N(�U�k+��!#*+H�HnU��
Hs68�C;
���'SxV

D ���0(���H��'U� � �����`!#�C �6�(��'�C(N�] ��������]�'�� �� � *��Q^P��*+.��e�2��6lk�6 � !=!#���'*+��� �  � ��.N�`!=6)%�6����C(QKM.��� �*a(�6�o+�
% � �s6 � ����V

P
�'��H��'U������t�2�G!#�"��*+�&%N���"(���% � �2�e.N� � ! � ��U���HJ*�.��e!=�� �*a(�6�o+� nT!#*+��o+.N��.��e(�.$ r1��'*+��*���*+�$� p V

cd6qS�*��� �� � *+��(QKRU�k86�!=.s6�� � *��Q^
f
�'����6-(�*+�� G(�U��s� � �G�'.��
!hKR����Hs68 ��

E = {0, 1}P
�uk86�!=��.����@(s6����

R+
V

c �0HN��*+%�!#3��$�� �*+��� � �'���i�7!#*a �6�! � ������!hKR���������&%�!#�0(����&�06 } � �06jo+!#*+%s6�.a} (N�
f
^d*+.Q^��E(�U�ST6�.N��^�(��

����*+.Nk������268H � (��������t�����C� �  l68 ����$���t�](������'U�o � *+���"(��)!LKM���'Hs6� ���^ *��j���)� � �2.����t�] ����C�06 } � �06aV

5 0 � 0�5 � < � -'7E;  9:;=CDL 7]5  M;%&M< &M<WA�
&5DA=BDCD7];F9]GMHJ<
;
*+�$���]��*+.��
!LKR6�k�*+���
kp.i!hK 6�!#o+*+� � �21N���"o+U���U�� � OP.������'�".��j68!=o+*+� � ��1������<�2*p r1s6��'� � OP.�� � �2U��268� � S

OP. � *+HJ3����`��.���(N�������������&%�!=���e(��
Hn* � �P����V8cd6]k86�� � 6��t�2�
(N��!LKR6�!=o�*+� � �21��$��o+U���U�� � OP.��� �*+��� � (�U��'U������'�
%��� � �G�-!LKR6 � (��](N�G�2�'* � �`*+HJU��268����.��'�[4N�-.N�r68� � *+��^p ���* � ���������P�
���"�'U�!#�� �� � *+��^aOP.�����*�.���H��'U������t�2*+���
H�!#.���S�*+�'����!=!=�������t��Hs6���!=6&��. � �2��V

ya* � �
N
!�6|�r6 � !=!#�I�N}a�&(��u!�6�Hn*+H�.N!�68� � *+�Q^N��*��2*����

Xk

!=6$Hn*+H�.�!=68� � *+�g(��-!=6$o+U���U���68� � *+�
k
4 � !

��K 6�o � �[(�KR.��N�&�06��2� �  ��
Xk = (X1

k , Xk
2, ..XN

k )
(N�

EN (N*+�t��!=���
N
U�!=U��$���t���[��*+�t�)(����� r1s68�=�����

(���% � �2� nT r1N��*+�$*+��*������ p (���!=*+�No+.���.N�
P
VPc ��Hs6��'�26�o+�C(��C!�6[o+U���U���68� � *+�

k
��!=6)o�U���U��268� � *+�

k+1
^

 8KR���'�'9 ��9 ( � ����(N�
Xk

�
Xk+1

���q(�U� �*+�$HJ*+�'�)���j�2��* � ��U��r6�Hn���q4

Xk
Mutation
7−→ Yk

Croisement
7−→ Zk

Selection
7−→ Xk+1.

;
1s6� �.����q(��) ����]U��r6�Hn����Hn��.N�Cm������)�$*a(�U�! � ��U��]S�*+���$��!#!=���$���t��V

•
5E.N�268� � *+�

Xk
Mutation
7−→ Yk

j y



� �.��h �B� ����� ���Fj �� ����� � ��� � ��� � �
	 � � 	���
��� � � � �B� ��� �� � �� ��� �
	 � ��
ceKR*+HnU���68�2��.�� (��v�&.N�268� � *+�[ �*+��� � (�U��'Ue���<�_!#����. � k86��t�v4lHn*+.��  r1s6�OP.��v �*+��Hn*+��6��t�2�e(��e r1s68Op.N�
U�!#U��$���t�

X i
k

^s.�����k86�� � 6�%�!#�[(��q�
������*+. � !=! � (N�qH�6��26��$3������
Pm

���<�C� � �'U�� � ��(NU�Hn����(s68���$���t�
�����'. � k86��t�"!#�[��U���.�! �r68�"!hKRU�!=U������P��% � �s6 � ���]��}N6�� � ��UG���'�� r1�6���o+U�*+.i�N*+�QV,n z ���'�� r1�6���o+U����
j *�.g% � ��� j ��� z p V
cd60H���*�%s6�% � ! � ��U

Pm

(��u�&.N�r6�� � *��E(�* � �Cm������&H��'Ul6�!=6�%�!#���$���t�C r1�* � � � �q���G���'�Go+U��NU��268!=���$���t�
ST6 � %N!=��V
;
*+�$���q��*+.��G!=�)k+���'��*+�N�[Hs6��]!�6��'. � ����^n �����*+HnU��26��2��.N�v,'*+.��u.������+!=�q �!#U-(s6��N�G!�6$ �*+�tk����<9
o+���N ��q(��)!LKR6�!=o+*�� � ��1��$�]o+U���U�� � OP.��8V

•
;
��* � ���������t�

Yk
Croisement
7−→ ZkceKR*+HnU���68�2��.��[(��| ���* � ���������P�G.N� � ! � ��U-���'��!hKR*�HJU��268����.��](��| ��'* � �'�����P�[��.�� Hn* � �t��6lk��� |.����

H���*�%s6�% � ! � ��U�(��C ��'* � �'���$���t�
Px

�N}aU�� � � � � � 6�!#���$���t�lV8>_*�.��` �*+���<�2��. � ����!=6)Hn*+H�.N!�68� � *+�
Zk

^ N
2 �*+.NH�!=���"��*+�t�"S�*+�'��U����&Hs6��<� � �
(���!=6-HJ*�H�.�!�6�� � *��

Yk

nTHs68����}a���$H�!#�[���iST6 � �26��t�"68H�Hs6���68�=�����
!=��� � ��( � k � (�.��) �*+�N��U� �.N� � S��-(��

Yk

^d*+. % � ���~���~ r1�* � � � �'�26��t�|68. 1s6���6���(~���u.�� � S�*+���$U��$���t�
(���� � ��( � k � (�.��v(s68���

Yk

p Va>�*+.��` r1s6�OP.��� �*�.�H�!=�8^P.����]k86�� � 6�%N!=��(��[�`�����N*+.�!=! � (��[Hs68�26��$3������
Px

���<�@� � �'U���HJ*�.��e(�U� � (����`� � !=�" ���* � �����$���t�`6�.���6�! � ��.QVPy �  8KR���'�`!=�" �6���^P.��$� � �2��(��� �*+.NH�.����
���<�]� � ��U[6�.E1�6��26��'(Q^s����!#��������o+�$���t�2� �s�s68.a}g(�����(���.a}g r1��'*+��*���*+�$���"�'*+�t�]U� r1s6���o�U���V
Z]���i�N*+.Nk+��!=!#�0Hs6 � ����(QK � ��( � k � (�.��u���'�$6 � ��� � *+%a�2���P.�� n � (����t� � OP.����7!LKR6��� � ���N���0��K � !
�QK /�6
Hs6��q��.�(N�� ���* � �����$���t� p ���-�<�2*p ��U���(s6����q!�6iHn*+H�.�!=68� � *+�

Zk

V�ze� o+U���U���6�!L^ !#��Hs68�26��$3������
Px

���<�] r1N* � � � o+�26��N(QV
AC���068��OP.�*+���vOP.���!=���v*+HJU��268����.��'�v(��"�&.N�268� � *+�|���@(��� ��'* � �'���������P�@���"S�*+�t�vHs68� � �t�2���<k+��� � �
!�6&S�*+�� �� � *+�

f
^� ��q��*��P�C(����]*�HJU��268����.��'���'�2*p r1s6��<� � Op.N���C(QKR�:}aH�!=*+��68� � *+�QV ;GKM���<�G!#�[�2�'* � � � 3��$�

���"(N����� � ���
*+HJU��268����.���^N!=6-��U�!=�� �� � *+�Q^NOP. � o+. � (��[!�6qHJ*�H�.�!�6�� � *���k+�����"!#���
k86�!#��.��'��U�!#��k+U����"(��
!�6&S�*+�� �� � *+�

f
V

•
yaU�!=�� �� � *+�

Zk
Selection
7−→ Xk+1c ���

N
� ��( � k � (�.���(���!=6jHn*+H�.N!�68� � *+�

Xk+1

��*+�t�q*+%N�����P.��&68H���3��q�'U�!#�� �� � *+� (���� � ��( � k � (�.��
(��

Zk

V�?[�  �*+���'���<k+�$6 � �N� � !=��� �x�$� � !=!=��.������ � �N( � k � (N.��](N�
Zk

^ � ��(�U�HJ����(s6��$�����t���0!hK 6 � (��
(QKM.�����( � �'�2� � %�.a� � *��0(��[HN��*+%s68% � ! � �2UCOP. � ST6lk�*+� � ���[!#��� � ��( � k � (�.��
(N�

Zk

!=����� � ��.a}06�(�6�HN�2U���V
c �� r1�* � }�!=�[HN!=.��
S��'U�OP.����P�C���'��!LKM.�� � OP.��[( � �'�2� � %�.a� � *��0�2��!=!=�]OP.���!�6&H��'*+%s6�% � ! � �2UC(QKM.�� � ��( � 9
k � (�.E��* � �]HN��*+Hn*+�'� � *+�N����!#!=������*+�76�(s6�Ha�r68� � *+�Q^ � VM��Vs!�6|H��'*+%s6�% � ! � �2U�(��q��U�!=�� �� � *+�g(��u!hK � ��( � 9
k � (�.

Zi
k

���'�q4

Pi = P (Z i
k) =

f(Zi
k)

∑n
j=1 f(Zj

k)ze��� � ��6��t�
!#��� � ��( � k � (�.��`(s6����`!�6-Hn*+H�.N!�68� � *+�
Zk

 �*��NS�*+���$U��$���t��6�.a}�H���*�%s6�% � ! � ��U��
Pi
^a*+�

 �*+�N�'� � �2.��)!=6&��*+.Nk���!=!#�)o+U���U��268� � *+�
Xk+1

V

5 0 ��0�� � C & K�A=; �+5�9:; CDL
cd6|H���U������P�268� � *+�g�26�H � (��[(����]*�HJU��268����.��'�C�N*+.��"Hn�����$����(N�q�$*p(�U�! � ������!�6&�'. � ����(����

(Xk)k∈N����.����j r1s68�=���i(��g576�����*�kn^e(QKM����H�6� ��g(QKMU��r6��2�
E = ({0, 1}P )N VeceKR6�!=o+*�� � ��1��$��o+U���U�� � OP.��i���

(�* � �&(�*+�� iHs68�|m��2�'� � �t�2����H��'U���Ui �*+�$����.����jH��'*a �U�(�.��'�i(QKM*+HN� � � � �268� � *+� ��6 � �uH�!=.N�����| �*+���$�
.����q�06��' r1��)6�!#Ul68��* � �'�[(s6�����!hKR����Hs6� ��)(QKRU��r68����^ 68�'� � ��U��[k����'�]!#���"S�*+�'������k86�!#��.��'�C(N�

f
V

cd6EHN��*+H�� � U��2U0HN����� � 3����$(��� ��������0S�*+�'�06�! � ��68� � *+� ���<�&OP.���!=6E!=* � (N�
Xk

���'�|(�U��2����� � ��U���(��
�06�� � 3��'��.�� � Op.N�qH�6���4

j w



� ��� � � ��	 ��� ������� � �  -h.��� ���.���  �
	���� ����� � �

?
!�6|!=* � (��)!�6&o�U���U��268� � *+� � � � � � 6�!=�

X0

�

?
!=�v�$U� l68� � �'���e(��e���26���� � � � *+�)(��

Xk

�
Xk+1

^��$U� �6�� � ���$�e�� � ��(�U@���q�2��* � � U��26�Hn���
(�U��26 � !#!=U�����H��'U� �U�(����$�$���t�lV

;
�-�$U� �6�� � ���$��(��u���26���� � � � *+�jHn*+���'3�(��q�2*+.N����S�* � ��(����]H���*+HN� � U��2U��]���������t� � ��!=!#���COp. � S�*��P�]!LK � �p9
��U���m��C����!�6|H�. � ����6��� ��q(N�q ����'�2�)S�*+����6�! � �268� � *+��^'n �rl y�� p 4

•
w ! ���<�]1N*+��*�o+3���� n� �KM���<�'9x� 9 ( � ��� � �N(�U�Hn����(�6��t�](N�q!=6|o+U���U��268� � *+�

k
 �*���� � (�U��'U�� p V

•
w !Q���<� � �'��U�(N.� �� � %�!#��^N;GKR���'�'9 ��9 ( � ���G!�6&H��'*+%s6�% � ! � �2UC(��`,'* � �N(����](���.a}iHJ* � �t�2��OP.���! 9
 �*+��OP.����E(N� !hKR����Hs68 ���(QKMU��r6��2��^"��� .�� �N*+�&%��'� �s� � (���o+U���U���68� � *+���i���<�j��*+�
�p.N!=!=�|4

(∀x, y ∈ E) (∃r ∈ N) P [Xk+r = y |Xk = x] > 0.

cd�]��U� l6�� � ���$��HJ�����$���`(�*+�� ](QKM��}aH�!=*������@�2*+.a�
Hn* � �t�`(��G!hKR����Hs68 ��G(�KRU��r68����^a6�k��� 
.����)H���*�%s6�% � ! � ��UG��*��E�P.�!#!=��V

•
w ! ���<�G68HJU�� � *p( � Op.N��nT ��������u1t/pHn*��21�3����q�QKM���'�] ���HJ����(s6��t�]Hs6��"S�*+��(�6������t�r6�!#� p V

;
���iHN��*+H�� � U��2U��iHn���'�����������t�i(��  �*+�� �!#.������~!LKM����o�*a( �  � �2Ug(�� !�6  r1�68����� (N��576�����*�kn^"���j�
!hKR�:} � �'������ ��q(�KR.��gH��'*a ������'.��C! � � � ����V

> Z )��*� : d 0 { @�� @&` @ �  � ���.���  � 	�� � ����� � � � � ��� ���� � �B� ���?	�� ����������� ��h ����� ��	��
	 � � 	uj ��>h.� ��
	uj �������;� �  � ����I��� � ��	��
	 ��� ����h � �� �?	�� �� � �  �
	 ��� � �� � ��� 	�� h ����������B� �B� �
��������� �   ���B�� � � �  �o
� ��� ���� � � �

� �����%�E� �� � ����������� � �   ���B��� ��� � ����>h �  	 m � � � � �+��� ��������� �C�kj � 	 ���B� ������E	��Oh �������� �����#���B��������
	 � �  �����&h � � ��� � � �

y
� ��� � � �

�

µ(y) = lim
k→+∞

P [Xk = y|X0 = x]

F]*�.�����6lk+*+���$U�o+6�!=�������P�$OP.��j�2*+.a��U�!=U������P�$(��j!hKR����Hs6� ��E(�KRU��r68�������'��(��jH���*+%�6�% � ! � ��U���*+�
�P.�!#!=�[Hn*+.��� ��������q�$���'.����8V

B�*+.N�2��S�* � ��^e� �  ��E��U���.�! �r68�$��*+.N��Hn���'������(N�E��6�k�* � �$OP.QK � !"��} � �'�2�g.����E(N/p�s6�� � OP.��j(��jS�*+��(
(�� !hK 68!=o+*+� � ��1����jo+U���U�� � OP.��8^ � !C��*+.��j�����'���~����� (�U�������� � �N���i!=����H��'*+H�� � U���U���^
!LK � ���s.N���� �� (����
*+HnU���68�2��.����qn����](����CHs6���6���3��2�'���C6����'*a � U�� p Op. � ,'*�.����t�].��Eo��26���(g����!=�)(s6����C!=��HN��*p ����'��.���VQ>�*+.��
 ���!�6a^ ;
���<Se6 � �t�2�'*a(N. � �"!#���"��*8�r68� � *+���"�'. � k86��t�����)4

•
y �
x = (x1, ..., xN )

���'�].��jU�!#U��$���t�C(��
EN ���

i
.N�EHn* � �t��(��

E
^���*+.N�C�N*��2����*+���q4

f̄(x) = f̄(x1, ..., xN ) = max{f(xi) : 1 ≤ i ≤ N}

x̄ = {xk ∈ argmaxf(x)}

[x] = {xk : 1 ≤ k ≤ N}

XG�i��6�� � 3�����o+U��NU��268!=��^_!=���&!=�����2�'���
z, y, z, u, v...

(�U�� � o������t��(����|HJ*+HN.�!�68� � *+�N��^ � VM��V�(N���|U�!#U�9
�$���t�2��(��

EN ^s����!=����!#����������� i ^ j (�����HJ* � �t�2�"(�� E V

j x
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(X∞
k

)
;GKM���<�i��Hs6��'� � ��(��g ��EH���*p �������.N�0(��gS�*+��(�Op.�KR���'�i�'�� �*����'� � �2.NUE!hK 6�!#o+*+� � �21N����o+U���U�� � Op.N�E���

U��2.N( � 6��t�i�'����Hn���<�2.��'%s68� � *+���06�!=U�68�2* � ������Hs6���!#���0( � �JU������t�2�0*�HJU��268����.��'��V
w !]���<�i(�U���� �  �*+���$�
H���*p �������.N��! � � � �2��^_!=*+�'��OP.��g!=���$Hn���<�2.��'%s68� � *+���$*+�t�$( � �'Hs6��'.QV`;GKR���'��U�ot6�!#���$���t�$.����7 r1�68�����j(��
576��?�8*�kj��.��

EN (�*��P�C!#����U� l6�� � ���$��(����2��6���� � � � *+�i���<�C����3��]� � �$H�!=�[HN. � �'Op.N�u �*+���'����Hn*+��(�6��t�G�
!�6|� � �2.s68� � *+�i! � � � ���]�'. � k86��t�2��4

•
c ���

N
 �*+��Hn*+��6��t�2���C(��

X∞
k+1

��*+�t�] r1�* � � � ��� � ��(�U�HJ����(s6��$�����t�]���[�'. � k86��t�]!�6
!=* � .�� � S�*+���$�[��.N�]!hKR���������&%�!=�

X∞
k

�

•
c ��� � ��( � k � (�.��`(�*+�t�"!LKR6�(s68HN�r68� � *+���QKM���'��H�6�����6�} � ��6�!=�����

k
^N��*��P��U�! � � � ��U��@���

�QKR6�H�Hs6���6 � �'�����P�CHs68�C(�6�����!�6&o+U���U���68� � *+�
(k + 1)

�

•
c ��� � ��( � k � (�.��[(�*��P�)!hK 68(s6�HN�268� � *+�7���'�)��6�} � ��6�!=�8^n*��P�)(N���� r1s6��N ����q(��|�'.��'k � �
U�ot68!=�����

•
;
���'�2�� r1s68���N�����'�q�2*+.N�u(QKR6�%n*+��(~H � U�o+U��$(s6����q!LKM���N�����-%�!=�

S
(����-Hn*+H�.�!=68� � *+���

6l/t6��t�_!�6���m����v6�(�6�HN�r6�� � *�� n�*+.-���������&%�!#�`(����_Hn*+H�.N!�68� � *+��(QKMU�OP. � 6�(s6�Ha�r68� � *+� p ^
S = {x = (x1, ..., xN ) ∈ EN : f(x1) = f(x2) = ... = f(xN)}.

;
�����2�CHn*+H�.�!=68� � *+�|����H���U������t���G!=���@68�����26� ��2��.N���@(���!�6� r1s68�=���qn�k+* � �@z"V laVtsqH�!=.��v!#* � � p ^�H�. � �v��!#!=�
���'�G6�%��'*+��%nU��)Hs68�".����)HJ*�H�.�!�6�� � *��i.�� � S�*����$��^N(N�q�'*+�'���)Op.N�$4

(∀x ∈ EN) P [(∃xi ∈ x̄) (∃K) (∀k ≥ K)X∞
k = xi|X

∞
0 = xini] = 1

c *+�'��OP.��)!�6&Hn*+H�.�!=68� � *+�����'�C(���k����P.��u.�� � S�*����$�[���C���j!hK 6�%N�����N �� �  � (��)HJ���'��.���%s6�� � *�����^ � !����
���qHs6����'�uHN!=.��"� � ����V

;
�� � Hn��.a�-U�ot6�!=�������t�-�'�0�2��6�(�. � ���$����(�U �s� � ���268�P�-!=���-Hn*+H�.�!=68� � *+���).�� � S�*+���$���) �*����$��!#���
U��r6��2�C6�%��'*+��%s68�P���](N�q!=6& r1s68�=���

X∞
k

V

5 0 ��0 � 4 7]C -N< � �:P �  [<�7+9]P 7."qK
(X l

k
)

cd6u�$*p(�U�! � �26�� � *��|H���*+Hn*+�'U��GH�6��";
���'Sx^pHs6��'�`(�.�HN��*p ����'��.��
(��GS�*+��( n
X∞

k

p ^P(�U� �� � �� � 9 (������'.���^
Op. � ���'��HJ���'��.���%nUg6�!=U�68�2* � ���������P��V�cd6� r1s68���N�g(N�75E6��?�8* k?n

X∞
k

p (���k � ���t�0(N*+�� j.����g��. � �2�i(��
 r1s68���N���"(��q5768�?��*�k|n

X l
k

p ^N(�*+�t��!#�G�$U� l68� � �'���](��[�2��6���� � � � *+�����<�"(�*+�N��U�Hs6���!=6-��.N � ������ � *+�g(����
�2�268���'S�*+�'�06�� � *�����o+U���U��'U����CHs6���!#���"*+HnU���68�2��.�����V

X l
k

Mutation
7−→ U l

k
Croisement
7−→ V l

k
Selection
7−→ X l

k+1.
w ! ��*�.��"ST6�.N��Hn*+.��" ���!�6|�$*a(�U�! � �����
H���U� � �'U��$���t�C!=���C*�HJU��268����.��'��V

�  ���-]��%1�'�
X l

k
Mutation
7−→ U l

kc ���]�&.N�268� � *+���"��*��P�G(�U���� � ���G �*����$�)(����]HJ��� � �����CHJ���'��.���%s6�� � *����G68!=Ul6��2* � ����� � ��(�U�HJ����(s6��t�2�
(���� � ��( � k � (�.���^�(��q!�6�HJ*�H�.�!�6�� � *��

X l
k

V w !d���'�G6��'�����u�s68��.�����!�(�K � �P����*p(�. � ����!�6|H��'*+%s6�% � ! � �2U
pl(i, j)(������26���� � � � *+� (��0�-.N�r68� � *+� ���t�����0!#���uHJ* � �t�2�

i
���
j
(��

E
^� �*+�$�$�$.N����*�/t6�.�5E6��?�8* k � ���

pl

V
B_� � k � 6�!#���$���t�"*+�E6i4

∀i ∈ E
∑

j∈E

pl(i, j) = 1

l z
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ya.���!=6& r1s68���N�
X l

k

^s!�6&H��'*+%s6�% � ! � �2U](��q���26��N� � � � *+�0���t�2�'�u!#���"Hn* � �t�2�
x
���
u
(N�

EN ���<�u4

P [U l
k = u|X l

k = x] = pl(x1, u1)pl(x2, u2)...pl(xN , uN)

>e!=.��]H���U� � ��U��$���t�G����6c�s�7(QKR6��s68!#/p�����G!�6�(N/p�s6�� � OP.��u(��gn
X l

k

p !=*+�'��OP.��
l
������(Ek+���'�[!LK � �:�s� � ^

��*�.��`�'��Hn*+�'��*+��� �  � !=���@1t/pHJ*���1�3��'�����'.��@!=����*p(������`!�6[k � �����'���G(N�] �*+�tk+���'o+���N ���(����`H��'*+%s6�% � ! � �2U��
(����2�268��� � � � *��QV�>_*+.��- ���!=67��*+.N�|��.�H�Hn*+�'*+���|!LKM��} � �'�2���� ��0(QKR.N���N* /+6�. � �'��U�(�.� �� � %�!#��^

α
^_��.��

E
^

� VR�8VQ4
(∀i, j ∈ E), ∃{i0, i1, ..., ir}

nT 8KR���'�'9 ��9 ( � ����.N�E r1���� � �j(s6����Cz 6lk+�� 
i0 = i

���
ir = j)

�2��!=�"OP.��$4

∏

0≤k≤r−1
α(ik, ik+1) > 0

ceKR1t/pHn*��21�3����|(QK � �'��U�(�.� �� � % � ! � �2U�(�.��N* /+6�.
α
���'�[�����'���t� � ��!#!=��^n��!#!=�q6��'��.��'�&OP.��-�2*�.N�[Hn* � �t�](��

!hKR����Hs6� ��)���'�CHn*��2���t� � ��!=!#���$���t��k � � � �r68%�!=�8V
cd6-k � �2�����'�[(��� �*��Pk����'o+���� ��)(�.i��*�/t6�.

pl

^N���'�" �6��268 ��2U�� � ��U���H�6��
!#�[��U���!�Hn*+� � � � S
a
^a����!JOp.N�

pl6�(N�������2��!#��(�U�k���!#*+H�Hn���$���t�C��. � k�68�P�q4
(∀i, j ∈ E) (∀s)

pl(i, j) =

{

α(i, j)l−a + o(l−s)
� �
i 6= j

1− α(i, j)l−a + o(l−s)
� �
i = j

cd6  �*+��( � � � *+� (�� Hn*+� � � � k � �2UE(��
a
�N*+.��iHn�����$���j(N��ST6 � �'��( � �'Hs6���68�=������!#���iHn���'��.���%�68� � *+���

!#*+���'Op.N�
l
�2����(gk����'�]!hK � �]�s� � V

(∀i, j ∈ E)

liml→∞pl(i, j) = δ(i, j) =

{

0
� �
i 6= j

1
� �
i = j

Y ����%&�T0 d 0+���
U l

k
Croisement
7−→ V l

kw  � !hKR*+HnU���68�2��.��"���<�G�$*p(�U�! � ��U� �*+�$����� ���� ��2.�6��t�[(����]Hn��� � �2����HJ���'�2.N��%s68� � *+�N�]68!=Ul6��2* � �����"�'.��
(����" �*+.NH�!=����(��[!=6-HJ*�H�.�!�6�� � *��

U l
k

V�;
���" �*�.�H�!=���"��*+�t��S�*����$U���Hs68��!=����U�!#U��$���t�2���'.� � ����'� � S���(��G!�6
Hn*+H�.�!=68� � *+�Q^p!=�������26��N� � � � *+�N����*+�t�Co+U���U����]H�6��"!=����*�/+6�.�5E6��?�8* k � ���

ql
��.N�

E × E
4

P [V l
k = v|U l

k = u] = ql((u1, u2), (v1, v2))ql((u3, u4), (v3, v4))...
>_*�.��G ��&��*�/t6�.

ql
^J��*�.��[��.NH�HJ*������'*+���[!hKR�:} � �'������ ��&(QKM.�����*�/+6�. � �'��U�(N.� �� � %�!#�

β
�'.��

E × E
^

!=6-k � �2�������q(��) �*��Pk����'o+���� ��-���'�]6�!=*����"Hs6���6��$U��2�'U���Hs68�"!=����U���! Hn*+� � � � S
b
�2��! OP.���4

∀(i1, j1) ∈ E × E ∀(i2, j2) ∈ E × E ∀s

ql((i1, j1), (i2, j2)) =

{

β((i1, j1), (i2, j2))l
−b + o(l−s)

� �
((i1, j1) 6= (i2, j2))

1− β((i1, j1), (i2, j2))l
−b + o(l−s)

� �
((i1, j1) = (i2, j2))ceKRU�k86���*+. � ���'���$���t�)6��</a�$HN��*�� � Op.N�-(����[ ��'* � �'���$���t�2�[���'��U�ot6�!#���$���t� � ��Hn*+�'U��qHs6��G!=6�Hn*+� � � � 9

k � ��U�(��
b
4

∀(i1, j1) ∈ E × E ∀(i2, j2) ∈ E × E liml→∞ql((i1, j1), (i2, j2)) = δ((i1, i2).δ(j1, j2))

AN):.10+"$��%1���
V l

k
Selection
7−→ X l

k+1;GKM���'��!LKM*+HJU��268����.��`!=�CH�!=.N�
 �*���H�! � OP.�UC���
U�ot6�!#���$���t��!#�]HN!=.�� � �$HJ*+�<�r6��t�`H�. � ��OP.QK � !nHJ�����$���`!�6
 �*+�tk+���'o+���N ��uk����'�]!#���"*+HN� � ��6&(��

f
V

l j
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Fl
(N*+�t�);
���<S@��*+.��](�*+�����u.����&(NU��N9

� � � � *+�iH��'U� � ���8^sHJ*�.Nk86��t�]m��2�'�q�'U��'.���U��uH�6���4

Fl :{1, ..., N} × (RN
+ ) 7−→[0, 1]

(i, f1, f2, ...fN) →Fl(i, f1, f2, ..., fN)

����!=!#�[OP.��$4
� p
F (., f1, f2, ..., fN)

���'�C.����)H��'*+%s6�% � ! � �2UG�'.��
{1, ..., N}

�
��� p ;
��������HN��*+%s68% � ! � �2U-���'� � ��(�U�Hn���N(s6��t�2�$(��$!LK � ��(��:}N68� � *+� (����

f1, f2, ...fN

nT*+� HJ��.N�qHJ���<9
�&.N������!=���

fi

p �
��� � p cd6|H���*�%s6�% � ! � ��UGST6lk+*+� � �'��!=����U�!=U��$���t���

i
68����*p � U��C�|(�����k86�!=��.����"U�!=��k+U�����V

� VM��V y �
f1 ≥ f2 ≥ ... ≥ fN

DG!#*+���

Fl(1, f1, f2, ..., fN) ≥ Fl(2, f1, f2, ..., fN) ≥ ... ≥ Fl(N, f1, f2, ..., fN).

;
���$*+.N� � !���*�.���HJ�����$����(QKMU� �� � �'�i!�6 H��'*+%s6�% � ! � �2U0(N���2�268��� � � � *��  �*+�'�����'HJ*���(s6��t��� !�6 (����'� � 3����
U��r68HJ��4

P [X l
k+1 = x|V l

k = v] =
∏N

r=1
Yl(xr, vr)

;
�� � � � o+� � �s��OP.���!�6GHN��*+%s68% � ! � �2U`(����2��6���� � � � *+�&���'�@!=��HN��*p(�. � ��(����vH��'*+%s6�% � ! � �2U��_��.��e r1�6� �.��N�
(����

N
 �*+�$Hn*+�26��t������(��

E
V

cd6|H���*�%s6�% � ! � ��U
Yl

���P�����q(���.p}j �*+�$Hn*+�26��t�����
(xr, vr)

���'�C(�*�����U��qHs6���4
Yl(xr, vr) =

∑

{k:vk=xk}
Fl(k, f(v1), f(v2), ..., f(vN))

XG�$�$m��$�$OP.��$Hn*+.��)!=���-6�.a�2�����u*�HJU��26�9
�2��.N����^ !=6-S�*+�� �� � *+�j(��)�'U�!=�� �� � *+�j(�* � �"m������) r1�* � � � �q�����26|k � �2�����'�u(��) �*+�tk+���'o+���N ��- �6��268 ��2U�� � ��U���4

Fl(i, f1, f2, ..., fN) =
exp(cfi ln(l))

∑N
r=1 exp(cfrln(l))

(E.5)

;
�] r1�* � }� �*+���'����Hn*+��(0% � �����u.N���GH��'*+%s6�% � ! � �2U"(��]��U�!=�� �� � *+��6lk86��t�r6�o��l6��t��!#���vS�*+�'�����
6�(s6�HN�26�9
� � *�����6�.g(�U���� � �$���t��(����"ST6 � %�!#����^�!=���'U���! Hn*+� � � � S

c
� ��(N��}N6��t�C ����'�2��S�*+�� �� � *+�QV

c �i�$U� l68� � �'����(��j��U�!#�� �� � *�� *+HJU��26��t���'.��|!=��HN��*p ����'��.���(��iS�*+�N( n
X∞

k

p ^� �*���������Hn*+��( ��!�6
S�*+�� �� � *+�j(��)�'U�!=�� �� � *+�

F∞ (�U �s� � �qH�6���4

F∞(k, f(x1), f(x2), ..., f(xN)) =
1x̄(xk)

card(x̄)
;GKM���<�'9x� 9 ( � ����^�!�6i!=* � .�� � S�*����$�|��.��)!LKM���N�����-%�!=�

x = {xk ∈ argmaxf(x)}
���'�u!�6i! � � � �2�q(��
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� f F�XDYw} f k�� L�\ f k�� � * k��W(
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\DLN\ F�H
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I F�XDYw}�\ Px = 0.4

\DLN\ F�H
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Pm = 0.9
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��MOR";d�
?SL=;IMOA"; s ?SY�LNFGY Uq?gHb?SLNU�U�F XDF�U�?�a�MOaDRDU�?BHJLNMOAT� ∈ {V, 2 ∗ V, 3 ∗ V, ..., 10 ∗ V }
\hM�� � F<;IH Uq?

Hb?SLNU�U�F�XDR�aDY�MOj`U��G\�Fg\�?��DAyXDFuE�MO\]aD?SY�F�Y(F�H�XDFuX`VGa|?SYwHb?SzSFGY#UNF<;.HJY�MSL=; ;IHJY�?BHJV�zOL�FA;#F�H�FGA,\ 
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XQ¢£MSj`HJF�ADL�YdRDADFiHb?SLNU�UNF@MOa`H�L�\]?SU�FBk�� a|?SYwHJL�Y XDF�Uq? �|zSRDY�F�� ���
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10 × V
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6× V
k

n.? ;IHJY�?BHJV�zOL�F J H �W\hE�MOY�YIF<;IahMOA`X�x �
��� ��E�MO\�\]F�MOa�VGYJ?�HJFGR`Y XDF2EGY�MSL=;�F�\]F�A[H/?SaDa`U�L�efRDV2x]H�MOR"; UNF<;VGU�V�\]F�A[H�; X`F�Uq?�ahMSaDRDUq?�HJL�MSA��
Px = 1

�%F�H EGMO\�\]FiMOa�VGY�?BHJF�RDY X`F�\yR`HJ?BHJLNMOA ! � ? s FGE Pm = 0.9
\

F<;IH�Uq?y\�FGLNU�UNFGRDYIFV;IH�YJ?BH�VGzOLNFi? s FGE�RDADFiHb?BL�U�UNF�X`F�a�MOaDR`Uq?BH�L�MOA&V�z[?SU�Fix 8× V
k
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 Various sizes of population

Various strategies compared on Berlin52 benchmark 

St1:  edrx,  Pc=1, im, Pm=0.9
St2: edrx, Pc=0.4, im, Pm=0.9
St3:  edrx,  Pc=0, im, Pm=0.9
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 Various sizes of population

Various strategies compared on Eil101 benchmarks 

St1:  edrx,  Pc=1, im, Pm=0.9
St2: edrx, Pc=0.4, im, Pm=0.9
St3:  edrx,  Pc=0, im, Pm=0.9
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 Various sizes of population

Various strategies compared on kroA200 benchmarks 

St1:  edrx,  Pc=1, im, Pm=0.9
St2: edrx, Pc=0.4, im, Pm=0.9
St3:  edrx,  Pc=0, im, Pm=0.9
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\DL�\ F�H
Pm = 0.9

� �
IKJ H ����� FGX`Yw}�\ Px = 0.4

\DL�\ F�H
Pm = 0.9

� �
IKJ H�(����tFGXDY }<\

Px = 0
\|LN\ F�H

Pm = 0.9
� k

I FGAKF�}`?S\�L�A|?BAfH@U ¢ L�A��|R`FGADE�F�X`F,Uq? s ?SY�L�?BHJLNMOA�XDFgU�?�Hb?SLNU�U�F�XDFga�MOaDRDU�?BHJLNMOA N \QADMOR";iYIFG\]?SYw�
efRDMOA";]e_R`F�U�MOY�;�efRDF

N
E�Y�M��NH�U�F3EGYILNH ��Y�F � � J Z"XDVGE�Y�M��NHtk �p?SL';�x�a|?SYwHJL�YgXDF

6 × V
\�U�FA;

s ?SU�F�RDY.; XDF � � J Z XDFiEb^|?Be_R`F ;wHJYJ?�HJVGzSL�F<; YIF<;IH�FGA[HdaDY�FA;�efRDF ;IHb?BjDU�FA;dF�Ar\�M ]OF�ADADFSk
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XDF ;�V�U�FGE�HJLNMOAS;�R`Y Uq?�EGMOA s FGY�zSFGADE�F�X`F�U ¢£?SUNzOMOY�L HJ^D\�F/zOV�ADV�H�L�efRDF�zSVGADV�YJ?BH�L�MOADA`FGU k��dMOR";@R`H�L�UNL=;�F�Y�MOAL;;IL }]\]V�HJ^DM_XDFA;uXDFX;IVGU�F�E�H�L�MOA&F�HuXDF�R{}&LNA";IHJ?SADEGFA;%EGMOYIY�FA;�a�MOADX|?SA[H�F<; ?SR&aDYIMOjDU �G\�F�XDR s M ][?SzOF�RDY XDFE�MO\]\�FGYIEGF ;�]_\]V�HJYIL�efRDFSkZ��MORL;/aDY�VA;�FGA[H�FGY�MSA";iX|?SA";@R`AKa`Y�FG\�L�F�YdH�FG\�a";@U�¢ ?SUNzOMOYILNHJ^`\]FizOV�ADV�H�L�efRDF
zOV�ADVGY�?BHJLNMOADADF�U�?SLNA";�L(efRDF,U�FA;@\]V�HJ^DM_XDFA;@XDF ;�V�U�F�E�HJLNMOA5R`H�L�U�L';�V�F<;Gkh��MSR";i?SX|?Sa{HJMOA";/E�F<;/\�V�H�^DM{X`F<;
?SR�aDYIMOjDU �G\�F&XDFr\�L�A`L�\�L=;J?�HJL�MSAo���/k J kC?(k �,F�H�ADMOR";gV�HJRDXDLNMOA";gEb^|?SE�RDADFrXQ¢£F�U�UNF<;g?��|A¤XDFTXDVGE�FGUNFGYUNFGRDY�;dE�MO\�ahMOYwHJF�\]F�AfH.; F�HdU�F�RDY.;dL�A��DRDFGADE�F<;B;�RDYdUq?,E�MOA s FGYIzOFGA`EGFyXDF�Uq? s ?SYILq?SA[HJF/X`F2U�¢ ?SUNzOMOYILNHJ^`\]FzOV�ADV�H�L�efRDFBk �"Uq?Z�|A<\QADMOR";iE�MO\]aD?SY�MOAL;@EGFA;�\�V�H�^DM_XDF<;/F�H2A`MOR";/aDYIV<;�F�A[HJFGYIMOA";�EGF�U�U�F�e_R`L ;�Fg\]F�H
F�ArF~}`F�Y�zOR`F2F�H e_R`L.A`MOR"; a|?SY�?SLNH%U�?y\]F�L�UNU�FGR`Y�F a�MORDY U�?yY�V<;IMOU�R{HJL�MSA&XDRr�/k J kC?(k k

�]�J� � 12= $512�.-�*,+)� � 9&� 8 
 -i8�21i!#0~+�	3= �
��MSR"; R`HJLNU�L=;IFGYIMOA";uU�¢|?SU�zSMOY�L HJ^D\�F�zSVGADV�HJL�efRDF�zOV�ADVGY�?BHJLNMOADFGUZEt?SY�?SE�H�VGY�L';�Via|?SY/�
I n)?,a�MOaDRDU�?BHJLNMOAWF<;wHdEGMOA";wHJL HJRDV�F�X`F 2× V

;IMOU�R`H�L�MOAL;uzOVGA`VGY�V�F<; ?SU�VG?BHJMOLNY�F�\]F�AfHGk
I � ^D?SefRDFpEb^DYIMO\�M/;�MO\�FTY�FGa`Y�V<;IFGA[HJFpRDA E�L�Y�E�RDLNH���?S\]LNUNH�MOADL�F�A�\\;IMOU�R{HJL�MSA XDR aDY�MSjDU���\]FTXDF�/k J kC?(k|XDF/HJ?SL�UNU�F ��k
I R a�VGY�?BHJF�RDY,XDF3EGYIMOL=;IFG\�FGA[Hr�%Z�XDzOF3YIFGEGMS\yjDL�AD?BHJLNMOA¡EGYIM/;.;IM s FGYg� Z�> �	Ud�w�y?Sa`aDU�LNe_R`V3? s FGE
Px = 1

k
I R a�VGY�?BHJF�RDY%XDFi\yR`HJ?BHJLNMOAK� � A s F�Y.;IF�\yR`HJ?BHJLNMOA�� LN\g���u?SaDaDUNL�efRDVi? s F�E Pm = 0.9
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I n)?�\�V�H�^DM{X`F/XQ¢£LNA";�F�YIH�L�MOA3F<;wHdU ¢ VGU�L HJL';�\�FSk
I ��MORL;dR{HJL�UNL=;IFGY�MSA";uXDF�R{}TL�A";wHb?SA`EGF<; XDFi�/k J kC?(k � � f (����
I�� F�Y�UNL�A e � ;�MSArMOa{HJL�\�RD\ fopt

V�z[?SU)x � e ) �
I Z�L�U � f �@XZ¢£MOa{HJL�\�RD\ V�z[?SU6x * � 
U ¢£?SU�zSMOY�L HJ^D\�F[;�¢ ?BY�Yd
�HJFKU�MOY�;�efRDF5UNF5ADMO\yjDYIF�XQ¢£L HJV�YJ?BH�L�MOA \]?�}{L�\yR`\ �
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� MO\]\�FuE�Y�LNHd�GYIFuXDFuE�MO\]aD?SYJ?SL';�MOA<\BADMSR";�Y�FA;IHJMSA";!�|X���U�F%?SR,E�Y�L H �GYIFuXDRgYJ?BEGL�A`FuXDFuU�¢£F�Y�Y�F�RDY�efR|?SX`YJ?��
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Pi =
(1− fi

P

j∈Pop fj
)

N − 1M��
fi
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η− ∈ [0, 1]

a|?SY�?S\b��HJYIFA�`}{V�x aDYIL�MOYILO�
?.MOa)�
Lq�vF<;wH�MSY�XDMOA`ADV/HJFGU6efRDFiUNF/\�?SR s ?BL=;uEb^DYIMO\�M/;�MO\�F/aDYIFGADXTUq?,aDYIFG\�L��GYIF/ahMW;�LNH�L�MOA/�
S1 = 0

�
 � ��� L ��� ��
 � ��� !%���

Pi = η− + 2 ∗ (1−η−)∗(i−1)
(N−1)

�
��!-&  � ���
 � ��� L ��� ��
 � ��� !%���

Si = Si−1 + Pi−1

�
��!-&  � ���
 � ��� L ��� ��
 � ��� !%���

r = random ∈ [0, SN [
�

I ′i = Il
HJF�UQefRDF

Sl ≤ r < Sl+1

�
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� F�H�RDY�A

I ′1, I
′
2, ..., I

′
N

�

���+#����.��� � � ��������� �+� ��� &��
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G\�F�\]?SADL �GYIF�efRDFgUq?�\�V�H�^DM_XDFyMOYIXDY�FU�LNADVt?SLNY�F/? s FGE��

Pi =
t(N−i)

∑N
j=1 t

(N−j)

� �+#���� ��� ����� � * #���� � & &�� � F�HIHJF%\�V�HJ^`M{XDF aDY�M_E ��XDFuXDFvUq? \ 
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t
aD?SY

e
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Pi
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Variation de  RMSE pour  les six méthodes de 
sélect ion (Berlin52)
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Variation de RMSE pour les si x méthodes de 
sélection (Eil 101)
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I n6F 2
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n.?,\�V�H�^DM{X`F/XDFM;�VGUNFGE�HJL�MSATX`RTH�MORDY�A`MOL6? s F�E t = 0.8
MOR

0.9
;�MOYwH XDRTU�MSHH;IRDL s LNF/a|?SY%Uq?y\�V�H�^DM_XDF MOYIXDY�FyUNL�ADVG?SL�YIF 2? s F�E η− = 0.6
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?BL=;J?BAfH.;%a|?SY YJ?BaDahMSYIHd?SR{}&aDY�V�EGVGX`FGA[HJFA; \�V�HJ^`M{XDFA;Gk
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aXbd�&bdc �ViX�0nmloiX�Kuh��pWv�eQ�&e�bhbzbhbzbzbhbzbhb{bzbhbzbhbzbhbzb{bhbzbhbzbhbzb |Z�
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I'JQK8Ã ×\[ ¯S³$²^]$±8¬®§Tª<¢�¦¿M²o£$²:®§o¦±$£$§tª	°&ª$±$µ_¢`_¬j«_°M£¼«_£$«I¬j«_¢Mµ_§)³8§DÄ «B£$³$«BÀY«B³$±$¤aX

N = 2× V
[ Ã8ÎÐ°&±$+µ_§o¤´ÂX±$§oµB¤o¯8£8°&±$¤)¥o¢Mµ_¥:±$µ_°&£8¤+µB§o±$´¤+À�¢Mµ_§:±$®¤+³$§Cµ_¢
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Px = 1
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Pm = 0.9
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Min
»t²o³8«6¢M£$§

moyenne max
²:¥Z¢Mm¬{¬PrYª	§

&�²:¬®©$°G³8§
1 7879 8324 8376 8786 300.802&�²:¬®©$°G³8§
2 8024 8562 8472 8805 283.4594&�²:¬®©$°G³8§
3 7879 8406 8299 8560 247.7045&�²:¬®©$°G³8§
4 7805 8235 8212 8390 163.5615&�²:¬®©$°G³8§
5 8265 8395 8454 8781 169.0157&�²:¬®©$°G³8§
6 8011 8319 8274 8463 154.6315

����� JAK$Ã ×�LlM uK����lok0pIlon0prqZiX��s`uK����lovrujx`k���s`uÅvIl	� qZiX�jn0prqZi¶q�
�0uK�jn0p��8wYlok�kmlow`w$qZk0n�lox�Cs&p��<gjk�uji]n�uK��R¶gjnPTXqMs`uK�Qb

ÄÔ°&±$¤E®§o»T¢M´ÂY±8°&£$¤EÂX±$§ µ6¢T»t²:¬®©$°Y³$§ KTª\§:®»t§:¬C³S·Á°c]G¬j§o£8«_Eµ_¢tª8µ_±$¤Ôª\§A¬j«B¬®§ÆÀ�¢MµB§o±$Ô¢ZÀ&§o¥ ±$£ ²o¥o¢M´¬¬PrGª	§E³8§ × cciGÃkx#cGÃ�� µBµ_§z§o¤m¬)¤´±$«BÀY«_§zª<¢�+µ_¢¦»t²:¬®©$°G³8§ai¦¢ZÀ&§o¥E±$£$§ÔÀ�¢MµB§o±$ »t«_£$«B» ¢�µ_§É³8§ Ö 	 Ö �¦²:ÂY±8«BÀ�¢`_µ_§o£`¬®§Sp¾µ6¢¦»T²A¬j©$°Y³$§ × »T¢M«B¤)¢M±¼£8«BÀ&§o¢M±�³�·¹²o¥o¢M´¬h¬PrYª	§Cµ6¢ »t²:¬®©$°Y³$§�i¾§:¤´¬h»t§o«Bµ_µ_§:±$®§�Ã oEª$´½o¤o¯G£$°&±$¤¬j®°M±8À&°&£8¤)§o£�ÂX±<¢�¬®®«B½o»t§Ôª	°&¤®«I¬j«B°&£Tµ_¢Æ»t²:¬®©$°G³8§ c ¤´±$«BÀY«B§Eª<¢MÊµ6¢¦»T²A¬j©$°Y³$§�h¦§:¬)§o£¼³$§:®£$«B½o´§Eª$µ_¢M¥o§µ6¢¾»t²:¬j©8°G³$§�x ³8§¦¿M²o£$²:j¢�¬®«_°&£�³$§Dµ_¢¾ª\°Mª$±$µ6¢]¬j«_°M£¼«_£$«I¬j«_¢Mµ_§�Ã5hÉ§o¤z®§:» ¢M´ÂX±$§o¤z¤®°M£X¬U]$«B§o£¼ÀY«_¤´±<¢MµB«_¤®²:§o¤³<¢M£$¤{µ6¢ Ó ¿M±$®§¶¤®±8«BÀ�¢M£`¬j§�Ã

FHG
I'J�K$Ãvh L e�§o¤u]\°��B¬j§:¤upO»t°&±$¤´¬j¢M¥K©$§:¤ ³$§:¤¦À�¢MµB§o±$´¤Æ³$§tµ6¢ b °&£8¥:¬j«B°&£ °c]"d´§o¥A¬j« b §o£ b °&£$¥A¬j«_°M£È³$§t¤®«rÇ»T²A¬j©$°Y³$§o¤:Ã

oE«_£8¤®«¸¯8£$°&±$¤{®§:» ¢M´ÂX±$°&£$¤zÂX±$§¦µ6¢�»T²A¬j©$°Y³$§SKT¢t±8£$§�]\°��B¬j§�p¨»T°M±$¤´¬j¢M¥K©$§D¬j´½o¤{ª\§A¬j«B¬®§DÂX±$«�®§:º$½:¬j§µ_§ b ¢M«B¬+ÂX±$§E¥:§:¬®¬®§C»t²:¬j©8°G³$§z¬j´°&±8ÀM§C³$§o¤ÊÀ�¢Mµ_§:±$®¤Ê¬j®½:¤É¥:°&£$¥o§:£`¬j®²:§o¤h§A¬)ÂX±$§E¤´°&£ ¬®®°&«B¤®«_½:»T§zÂX±<¢Mm¬j«Bµ_§
Ö c
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§:¤´¬T«_£ b ²:®«_§:±$¨¢M±GÇ »t²o³8«6¢M£$§:¤¨³$§o¤ ¢M±8¬j´§o¤t»T²A¬j©$°Y³$§:¤t¥�ÃvpGÃÁ³�Ã ÂX±$§�¤®±$tÂX±<¢�¬j´§�´²Z¢MµB«_¤®¢�¬j«B°&£$¤o¯�±$£$§¤´§o±$µB§�ª\§:±8¬¦³$°&£$£$§:D±$£$§�À�¢Mµ_§:±$Cª$µB±$¤D»T¢M±8À�¢M«_¤´§¾ÂX±$§¨¥o§:µ_µ_§�³8§�³$§o±GÇ » ¢M±GÀM¢�«_¤®§:¤D®²o¢Mµ_«B¤j¢�¬®«_°&£$¤Ô³$§¥K©<¢�¥o±$£$§¦³�·Á¢M±8¬®®§o¤z»t²:¬®©$°G³8§o¤oÃ
�Å¬D¤´«Å£$°&±$¤D¥:°&»tª<¢M®°M£$¤Cª<¢MEj¢Mª$ª	°&m¬¶¢M± »t²o³$«_¢M£$§¾³$§�¥:§o¤D¤´«IÇ »t²:¬®©$°Y³$§o¤:¯S£$°&±8¤C¬j®°M±8À&°&£8¤¦³$¢M£$¤µV·Á°&´³$®§{³�·¹§��t¥Z¢�¥o«B¬®² L »t²:¬j©8°G³$§�K ^ »T²A¬j©$°Y³$§dc ^ »t²:¬®©$°G³8§ ×_^ »T²A¬j©$°Y³$§sx ^ »t²:¬®©$°G³8§ i ^ »T²A¬j©$°Y³$§shYÃ
�Å¬zª<¢Mz®¢Mª$ª	°&´¬Up�µ6¢ À�¢MµB§o±$h³8±�¬®®°&«B¤®«_½:»T§EÂY±$¢M´¬®«_µ_§

75%
L»t²:¬®©$°G³8§SK ^ »T²A¬j©$°Y³$§Rc ^ »t²:¬®©$°G³8§ i ^ »t²:¬j©8°G³$§ x ^ »t²:¬j©8°G³$§ h ^ »t²:¬j©8°G³$§ × Ã

� £ ª$´§o£<¢M£`¬E§o£�¥:°&»tª8¬j§¦µ_§¶¬j§:»Tª$¤{³�·¹§AÇG²o¥:±8¬j«B°&£ ¥:°&»T»t§¶»T°srM§o£ ³$§¦¥o°M»Tª<¢�j¢M«B¤®°&£�¯<£8°&±$¤E°�] _¬®«_§o£8³$®°&£8¤hµ_§C¬K¢l]$µ_§o¢M±O¤®±$«IÀM¢�£X¬ L

&�²A¬j©$°Y³$§
min moyenne max³$§o¤z¬j§:»Tª$¤h³S·Á§QÇ8²:¥o±8¬®«_°&£8¤

1 0.0 0.6 1.0
2 0.0 0.6 1.0
3 0.0 0.7 1.0
4 0.0 0.4 1.0
5 1.0 1.2 2.0
6 0.0 0.3 1.0

� � ��JfK$Ãvh L M uK�	��lok0pIlon0prqZiX�Ês`uK� n�u�RDwX�+s N u �&gK�jx`n0prqZitwYlok kmlow`w8qZk0nÉlox�¾s&p��<gjk�uji]n��ZR¶gjnPTXq�s`uK�Qb

ÄÔ°M±$¤¨®§o»T¢M´ÂY±8°&£$¤¨ÂX±$§�µ_¢ »T²A¬j©$°Y³$§9x §o¤´¬tµ_¢Rª8µ_±$¤¨µ_§:£`¬j§�¢ZÀ&§o¥�±$£$§�³$±$´²o§O»t°\rM§o£$£8§�ª$µB±$¤¿&®¢M£$³$§DÂX±$§¦µ_§:¤z¢M±8¬®®§o¤{³�·¹±$£$§¶¤®§:¥o°&£8³$§MÃ\Î ¢Mz¥:°&£`¬j®§�¯<µ6¢¾»t²:¬®©$°G³8§ c�§:¤´¬{ª$µ_±8¤{®¢Mª$«B³$§DÂX±$§¦¬®°&±8¬®§o¤µB§o¤z¢M±8¬®®§:¤o¯<¤®±8«BÀY«_§Dª<¢�{µ_¢¾»T²A¬j©$°Y³$§SK$Ã
e�§o¤ ®²o¤´±$µB¬j¢�¬j¤ ¥:°&£$¥:§o®£$¢M£`¬ µ_§É£8°&»w]$´§)³�·¹«B¬j²:j¢�¬®«_°&£8¤ ¤®°M£X¬ §:£$®§:¿&«_¤m¬j´²o¤Å³<¢�£$¤ µ_§Ê¬K¢�]$µB§Z¢M±9X ����� JkK$Ãji [ Ã

&�²A¬j©$°Y³$§
Min moyenne max³$§o¤{£$°&»w]8®§o¤z³�·¹«B¬®²o®¢�¬j«B°&£$¤

1 426 542 693
2 396 488 672
3 305 4795 10020
4 203 264 332
5 321 435 568
6 135 233 322

� � ��JfK$Ãji L�M uK� ��lok0pIlon0prqZiX�Ês`u)iXq R 
`k�u{s N pWn�gjkmlon0prqZiX�+wYlok kmlow`w8qZk0nÉlox�¾s&p��<gjk�uji]n�uK�ZR¶gjnPTXq�s`uK�Qb

oE«B£$¤®«V¯Éµ_¢ »T²A¬j©$°Y³$§ c ¤o·¹§AÇG²o¥:±8¬j§ §o£Ò±$£ £$°&» ]$®§ ³�·¹«B¬®²o®¢�¬j«B°&£$¤¼ª$µB±$¤�ª	§:¬j«I¬OÂX±$§Rµ_§o¤O¢�±8¬j´§o¤»t²:¬®©$°G³8§o¤oÃ
Ö&Ö
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y�z��;z { ��� 0 �G- �  1��X.B� |��U|

 670

 680

 690

 700

 710

 720

 730

 740

 750

 760

methode 1 methode 2 methode3 methode 4 methode 5 methode 6

F

min
mediane

moyenne
max

FHG
I'J K8Ãvi L�� q RDwYlokmlopr��qZiRs`uK�C�0p��9R¶gjnPTXqMs`uK�Cuji �6qZiX�jn0prqZi s`uK� �Zlovrujx`k��Cs`uÆvIl � qZiX�jn0prqZi q�
� uK�jn0p��Éw8qZx`kujpWv eQ�&e�b
e�¢z»T²A¬j©$°Y³$§BcÔ³$°M£$£$§Êµ6¢hª$µ_±8¤�ª	§:¬®«B¬j§ À�¢MµB§o±$�³$§Êµ6¢ b °&£$¥A¬j«B°&£¶°c]"d´§o¥A¬j« b ¯]¤´±$«BÀY«B§Êª$¢M�µ6¢zÂY±$¢�¬j´«_½o»t§»T²A¬j©$°Y³$§Oª\°M±$¨¥o§:¬´¬j§�«_£$¤m¬K¢M£8¥o§MÃ	� £ ª$®§:£<¢M£`¬ §:£ ¥:°&»tª8¬j§Oµ6¢ À�¢MµB§o±$�»t°sr&§o£8£$§�³$§Oµ_¢ b °M£$¥:¬®«_°&£°c]"d´§o¥A¬j« b ¯+¥:§:¬�°&´³$®§�§o¤m¬�ª$®²:¤®§:´À&² »T¢M«B¤Tª<¢� j¢�ª$ª\°M´¬,p µ6¢RÀM¢�µ_§o±8T»T¢]ÇG«_»¾±8» ³$§o¤¼³8«BÕ\²o®§:£`¬j§o¤§AÇG²o¥:±8¬j«B°&£$¤ µ_¢ »T²A¬j©$°Y³$§9KÈ§:¤´¬T»T§:«_µ_µB§o±$´§¼§:¬T£$°&±8¤t¬®®°&±8ÀM°&£$¤TÂY±8§�µB§o¤t³$§o±GÇ »t²:¬®©$°Y³$§o¤qi §A¬.x¤o·¹«_£`¬j´°G³$±8«_¤®§:£`¬Ô³8§:À�¢M£`¬{µ6¢�»T²A¬j©$°Y³$§Rc8Ã

 9

 10

 11

 12

 13

 14

 15

 16

 17

 18

 19

methode 1 methode 2 methode3 methode 4 methode 5 methode 6

E
ca

rt
 T

yp
e

Ecart type de F

ecart type

FHG
I'JfK8ÃjK L�� �Qlok0nÊn	�Mw$uhs`uK� �Zlovrujx`k��+s`u)vIl � qZiX�jn0prqZitq�
� uK�jn0p���w$qZx`k vruK� �0p�� R¶gjnPTXq�s`uK�Êw8qZx`kÊujpWv eQ�&e�b

Î�¢M�®¢Mª$ª	°&´¬ pÔµV·Á²:¥Z¢Mm¬�¬PrYª	§É³$§:¤ × � §AÇG²o¥:±8¬j«B°&£$¤�ª\°&±8�¥K©<¢�¥o±$£$§É³$§o¤Å»t²:¬®©$°Y³$§o¤:¯]£8°&±$¤�¬®®°&±GÀ&°&£$¤§o£�ª$®§:»T«B½o®§Dª	°&¤´«B¬j«B°&£�µ6¢¾»t²:¬®©$°Y³$§�i�¤®±$«IÀG«B§D³$±YxGÃ oEª8®½o¤z¥�·Á§:¤´¬Ôµ6¢¾»t²:¬j©8°G³$§SK¨ÂX±$« Ó ¿&±8®§D¤®±8«BÀY«_§³$§o¤Ð»T²A¬j©$°Y³$§:¤ × §A¬�c8Ã\e�¢z»t²:¬®©$°Y³$§ ih³$§o»T¢M£$³$§ §:£Æ»t°sr&§o£8£$§+±8£¦£8°&»w]$´§Ê§QÇG°&5]$«I¬K¢M£`¬�³�·¹«B¬®²o®¢�¬j«B°&£$¤ª<¢MC®¢Mª$ª	°&´¬C¢M±GÇ ¢M±8¬j´§o¤:Ã�Î ¢�C¥o°&£`¬®®§M¯\µ_§:¤E»t²:¬j©8°G³$§:¤�K¼§A¬Rc °&£`¬D³$§:¤C£$°&» ]$®§:¤C³�·¹«B¬j²:j¢�¬®«_°&£8¤Ô£$§³$²oª<¢�¤®¤j¢�£X¬Eª<¢M¤h§:£�»t°sr&§o£8£$§ÆµB§o¤ c ��� «I¬j²:j¢�¬®«_°&£$¤:Ã
Ö 	
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Ite
ra

tio
n

min
moyenne

max

FHG
I'J�K8Ãkx L�� q R 
`k�uÔs N pWn�gjkmlon0prqZiX�Ês`uK� ��p�� R¶gjnPTXqMs`uK� w$qZx`k ujpWvÐeQ�&e�b
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methode 1 methode 2 methode 4 methode 5 methode 6

Ite
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FHG
I'JfK$Ã c L�� q R 
`k�uÔs N pWn�gjkmlon0prqZiX�Ê�mloiX� vIlSR¶gjnPTXq�s`u{�Ew$qZx`k ujpWv eQ�&e�b

ÄÔ°M±$¤h®§:» ¢M´ÂX±$°&£$¤hÂX±$§Dµ_¢ »T²A¬j©$°Y³$§Si¾³$¢M£$¤�X���«_¿$ÃnK$Ãvx [ ¤:·Á§QÇ8²:¥o±8¬®§¶§o£O±$£O£$°&»w]8®§C§QÇ8°M5]$«I¬K¢M£`¬³�·¹«B¬®²o®¢�¬j«B°&£$¤Ð³$²oª<¢�¤®¤j¢�£X¬Ê§:£�»T°sr&§:£$£$§ × ������� Ã � £�¤®§h®² b ²o®¢M£`¬ pEµ6¢ Ó ¿&±$´§�X�� «B¿$ÃnK$Ã c [ ¯?µ6¢E»t²:¬®©$°Y³$§ K³$§:» ¢�£$³$§É§:£�»T°srM§o£$£$§hµB§Éª$µB±$¤ ª	§:¬®«B¬ £$°&»w]$´§)³�·¹«B¬®²oj¢]¬j«_°M£$¤o¯?¤®±8«BÀY«_§+ª<¢M µ_¢E¤®«rÇG«_½o»t§M¯?µ_¢E¥o«B£$ÂX±$«_½:»T§�¯µ_¢¾ª$®§:»T«B½o®§D§A¬{µ6¢¾³$§:±GÇG«_½o»t§¶»T²A¬j©$°Y³$§�Ã
Ö �
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methode 1 methode 2 methode3 methode 4 methode 5 methode 6

T
em

ps
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S
)

min
moyenne

max

FHG
I'JfK$Ã Ö"L�� u�RDwX�Ês N u �`gK�jx`n0prqZiTs`uK� �0p��wR¶gjnPTXqMs`uK� w8qZx`k+ujpWv eQ�&e�b
� £ ª$´§o£<¢M£`¬D§:£R¥o°&»tª8¬j§Æµ6¢ ³8±$®²:§¾»T°srM§o£$£$§�³S·Á§QÇ8²:¥o±8¬®«_°&£R³$§:¤C¤®«rÇ »t²:¬®©$°Y³$§o¤:¯Sµ6¢TÂY±$¢�¬j´«_½o»t§§o¤´¬+»t§o«_µBµ_§:±$®§+¤®±$«IÀG«B§zª<¢M µ6¢C¤´«IÇG«_½:»T§�Ã � £T§AÕS§A¬Z¯Xµ6¢C»t²:¬®©$°G³8§UK¦¤o·¹§:Õ\§o¥A¬j±$§{§o£T±$£$§z³$±$´²o§{»T°srM§o£$£$§²o¿`¢MµB§�pt±8£$§¶¤®§o¥:°&£$³$§�Ã

y�z��;z � ��� 0 �G- �  1 � 1�� / ( - { � �
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F
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max

FHG
I'J K8Ã 	 L�� q RDwYlokmlopr��qZiRs`uK�C�0p��9R¶gjnPTXqMs`uK�Cuji �6qZiX�jn0prqZi s`uK� �Zlovrujx`k��Cs`uÆvIl � qZiX�jn0prqZi q�
� uK�jn0p��Éw8qZx`k�)k�q?l�c����&b
	 �
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� £ »t°\rM§o£�¯{µ6¢ »T²A¬j©$°Y³$§ K�°c]G¬j«_§:£`¬�³$§:¤�À�¢Mµ_§:±$®¤�«_£ b ²o®«B§o±$´§o¤gp�¥o§:µ_µB§o¤�³$§ µ_¢ »t²:¬®©$°G³8§ c
X � «_¿$ÃnK$Ã 	 [ Ã�� £$¤®±8«B¬j§�¯ £$°&±$¤�¬®®°&±8ÀM°&£$¤¨µ6¢ »t²:¬®©$°Y³$§9h ¤®±$«IÀG«B§�ª<¢M�µ_¢ »T²A¬j©$°Y³$§Di8¯Åµ_¢ »T²A¬j©$°Y³$§9x§A¬z§o£�³$§o´£$«_½:®§¶ª\°M¤®«B¬®«_°&£�µ_¢¾»T²A¬j©$°Y³$§ × Ã
e�§o¤z»t²:¬®©$°G³8§o¤�hG¯�i8¯�xG¯<§:¬ × ¢M®´«BÀM§o£`¬z§o£�»T°sr&§:£�¢�ª$®½:¤{µB§o¤h»t²:¬®©$°G³8§o¤;K¨§:¬axGÃ
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methode 1 methode 2 methode3 methode 4 methode 5 methode 6

E
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Ecart type de F

ecart type

FHG
I'JfK8Ã � L�� �Qlok0nÊn	�Mw$uhs`uK� �Zlovrujx`k��+s`u)vIl � qZiX�jn0prqZitq�
� uK�jn0p���s&xt�)k�q?l�c����Cw$qZx`k vruK� ��p��uR¶gjnPTXqMs`uK�Qb

e ·Á²:¥Z¢Mm¬�¬PrYª\§�³$§:¤¾À�¢Mµ_§:±$®¤�³$§ µ6¢ b °&£$¥A¬j«B°&£ °c]"d´§:¥:¬®« b ³$§o¤¨³$«rÇ §QÇG²o¥o±G¬j«_°M£$¤�³$§�µ6¢�»T²A¬j©$°Y³$§ ×³$²:ª<¢M¤´¤®§Rµ6¢ ]<¢�®®§�³$§ × c ��� §A¬O¥M·¹§o¤m¬�µB§ ª$µB±$¤¼¿&®¢M£$³ ª<¢M¼®¢Mª$ª	°&´¬�¢M±GÇ ³8«BÕ\²o®§:£`¬j§o¤O»t²:¬®©$°G³8§o¤
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Et��� F�6 798�:;6 <z���>=¶���A� � �.<?8A@B=�8 G¦�¶� �Q�>CD6 < G�:z�.:)���)Et�.<

oÔ± ³$²^]$±8¬Z¯�µ6¢Oª\°Mª$±$µ6¢]¬j«_°M£ «B£$«B¬®«6¢MµB§M¯\±8¬j«Bµ_«_¤´²o§¨ª<¢M¦£$°M¬®®§T¢Mµ_¿M°&®«I¬j©$»t§�¿&²o£8²:¬j«BÂX±$§M¯Ð§o¤m¬¾¥o°M£$¤´¬®«�_¬j±$²:§¼³$§
N = 2 ∗ V

«B£$³$«BÀY«B³$±$¤oÃ�hÉ©$¢MÂX±$§¼»t°&«B¬®«_²�§o¤m¬ b ¢�]8®«_ÂX±$²:§Tª$¢MÆ±8£$§ »t²:¬®©$°G³8§,p�ª$¢M´¬ ^ µ_¢ª$®§:»T«B½o®§¶¥:°&£$¤´¬®®±$«I¬{³$§o¤Ô«_£$³$«IÀY«_³$±$¤h§:£�¤´§u]<¢�¤j¢M£`¬Ô¤®±${µ6¢�»t²:¬j©8°G³$§¶³$±�ª$µ_±8¤{ª8®°Y¥K©$§¦ÀM°&«_¤´«_£�¢Mµ_°M®¤ÂY±8§�µ6¢ ³$§:±GÇG«_½:»T§¾»t°&«I¬j«_²¦§o¤m¬D¥o°M»Tª	°&¤®²:§¾ª<¢ME³$§o¤D«B£$³$«BÀY«B³$±$¤Eª8®°Y³$±$«B¬®¤Eª<¢�C£$°M¬®®§¾»t²:¬®©$°G³8§%xGÃji8ÃÄÔ°&±$¤É¥Z¢MµB¥o±$µB°&£$¤Êª\°&±8+¥K©<¢�ÂY±8§C«_£$³8«BÀY«_³$±t¤j¢¦ÀM¢�µ_§o±8+³$§Eµ6¢ b °&£$¥:¬®«_°&£T°c]"d´§:¥:¬j« b ¢ Ó £ ³$§EµB§o¤É°M®³$°&£8£$§o§o£ °&®³$´§¨¥o®°M«_¤®¤®¢M£`¬ZÃ oÔ«_£$¤´«¸¯�µB§¾»t§o«_µBµ_§:±$E«B£$³$«BÀY«B³$±R¢M±$®¢OµB§¾£X±$»t²o®° � §:¬¦µB§�£Y±8»T²:®° XVÄ'_ ×\[ ¤´§o®¢¢�¬®¬®®«#]8±$²¶¢M±�ª$«_´§D«_£$³$«IÀY«_³$±�Ã
indice1 = 1%

³$§:¤{»t§o«Bµ_µB§o±$´¤)«_£$³8«BÀY«_³$±8¤)¤®§:®°&£`¬{®§:¥o°&ª$«B²o¤z³<¢M£8¤{µ_¢�£$°&±8ÀM§oµ_µB§Dª\°Mª$±$µ6¢]¬j«_°M£�¯
� �
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indice2 = 55%
³$§¨µ6¢�£$°&±GÀ&§oµBµ_§�ª	°&ª$±$µ_¢�¬j«B°&£ §o¤m¬¦µ_§�®²:¤®±$µI¬K¢�¬¶³8§T¥:®°&«B¤®§o»t§o£`¬¶³$§¨³$§:±GÇ ¥K©$´°&»T°`_¤´°&»T§:¤C¥K©$°&«B¤®«B¤D¢M± ©<¢M¤®¢M®³ L µ_§¾ª8®§o»t«_§:E³$§

1%
¯S§A¬¶µ_§ ³8§o±GÇG«_½:»T§ ª<¢M®»t« µB§o¤C²:µ_²:»T§:£X¬®¤D¢ r`¢M£`¬¶±$£«B£$³$«_¥:§C§o£`¬®®§

1%
§A¬

55%
³8§¦µV·Ï¢�£$¥o«B§o£$£$§Dª	°&ª$±8µ6¢�¬®«_°&£�Ã

¡E§:±GÇ¨¬j«B§o®¤ ³$§:¤ ¥o®°M«_¤®§:»T§:£`¬j¤Ê¤o·¹§:Õ\§o¥:¬®±$§o£`¬)¢�ÀM§o¥{µ¸·¹°&ª	²oj¢]¬j§o±8 ³$§z¥o®°M«_¤®§:»T§:£`¬  � ��� §A¬Ê±$£t¬®«_§:®¤¢ZÀ&§:¥zµ¸·¹°&ª\²:j¢�¬®§o±$ ³8§h¥o®°M«_¤®§:»T§:£`¬ �H � � � Ãce�§h´§o¤m¬j§{³$§hµ6¢C£$°M±8À&§:µ_µ_§hª	°&ª$±8µ6¢�¬®«_°&£¾§:¤´¬Ê¥o°M£$¤´¬®«B¬j±8²hª<¢Mµ_¢ »¾±8¬j¢�¬j«B°&£¼³�·¹±$£O«_£$³8«BÀY«_³$± ¥K©$°&«_¤´«�¢M±�©<¢�¤j¢M´³�³$¢M£$¤hµ¸·Á¢M£$¥:«_§:£$£$§Cª	°&ª$±$µ_¢�¬j«B°&£¼ª<¢�)µ¸·¹°&ª	²oj¢]¬j§o±8)³$§»¾±G¬K¢�¬®«_°&£ �
+ Ã

FHG
I'J&xYÃ ×cL�M l 
$qZxX�jvru¦w`k0pWiX�jpWwYlovru¾s`uÆiXqZn0k�u¾lovQO?qZk0pWnPTAR¶u O?gjiXgjn0pWV�xXu vrqZk��BV]xXu¦vIl ��lovrujx`kCs`u¦vIl �6qZiX�jn0prqZiq�
� uK�jn0p���s&x R¶ujpWvWvrujx`k pWiXs&p �Mprs&x ��lok0pruzujn iXuhk�uK�0n�u)wYlZ��� �&u)w`vWxX�ZV]xXuDeQ�CpWn�gjkmlon0prqZiX�Ab

hÉ§:¬´¬j§�«B¬®²oj¢]¬j«_°M£ §o¤m¬T´²oª	²:¬®²o§O¬K¢M£`¬tÂX±$§Oµ_§�£$°&» ]$®§O»T¢]ÇG«_»¾±$»
(NMax = 2000)

£�·Á¢Rª<¢M¤²A¬j²�³$²:ª<¢M¤®¤´²T§A¬¶µ6¢TÀ�¢MµB§o±$E³$§¨µ6¢ b °&£8¥:¬j«B°&£ °c]"d´§:¥:¬®« b ³$±R»T§:«_µ_µB§o±${«_£8³$«BÀY«_³8± §o¤m¬Æ´§o¤m¬j²o§¨¥:°&£$¤´¬j¢M£`¬j§ª	§o£$³$¢M£`¬E¢�±�ª8µ_±$¤z³$«rÇ�«B¬®²o®¢�¬j«B°&£$¤oÃ
ÌG«�µ6¢TÀ�¢MµB§o±$Ô³$§�µ6¢ b °M£$¥:¬®«_°&£ °�]"d´§o¥A¬j« b ³8± »t§o«Bµ_µB§o±$z«_£8³$«BÀY«_³8±�§o¤m¬¶®§:¤´¬j²:§�¥o°&£8¤´¬K¢�£X¬®§�ª\§:£$³<¢M£`¬³$«rÇ�«I¬j²o®¢�¬j«B°&£$¤:¯8µ6¢¾£8°&±8À&§:µ_µB§¦ª	°&ª$±8µ6¢�¬®«_°&£¼§:¤´¬{¿&²:£$²o´²o§¦¥o§:¬´¬j§ b °&«B¤h³$§¶µ6¢¾»T¢M£$«_½:®§D¤´±$«BÀ�¢M£`¬j§ L

hÉ©<¢�ÂY±8§�«_£8³$«BÀY«_³8± ³$§�µ¸·Á¢M£$¥:«_§o£8£$§�ª	°&ª$±8µ6¢�¬®«_°&£ ¤®±�]$«_®¢È±$£$§�®§:¥K©$§o´¥K©$§ µ_°Y¥Z¢MµB§�®§:£ b °&®¥:²o§ ª$¢MTµB§
]$«_¢M«_¤É³$§

N
»¾±8¬K¢]¬j«_°M£$¤h³$°&£`¬{µ_§C¬®®°&«B¤)ÂX±<¢M´¬{ª<¢�{µV·Á°Mª\²:j¢�¬®§o±$h³$§¶»¾±G¬K¢�¬®«_°&£ �
+ §A¬z±$£�ÂX±<¢�´¬{ª<¢MµV·Á°&ª	²o®¢�¬j§:±$ ³$§z»¾±8¬j¢�¬j«B°&£ 	�� �`� �AÃ e�§z»T§:«_µBµ_§o±8Å«_£$³8«BÀY«_³$±�°�]8¬j§:£Y±Tª<¢M ¥o§A¬®¬®§Ô´§o¥K©$§:®¥K©$§Ô¤®§o®¢Æ«B£$¤®²:®²³<¢�£$¤Cµ6¢t£$°&±8ÀM§oµBµ_§¾ª	°&ª$±$µ_¢�¬j«B°&£�Ãfe�¢¼¤®°Mµ_±8¬®«_°&£�³$§¾¥o§A¬¶¢MµB¿&°&®«I¬j©$»t§¶§o¤m¬Dµ_§Æ»T§:«_µ_µB§o±$z«B£$³$«BÀY«B³$±�³$§ µ6¢ª	°&ª$±$µ_¢�¬j«B°&£¼°c]G¬j§o£X±$§up¨Äd&go ��«B¬j²:j¢�¬®«_°&£8¤oÃ
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FHG
I'J�xYÃkh L1M l 
$qZxX�jvruDs`uEiXqZn0k�uClovQO?qZk0pWnPTAR¶u�O?gjiXgjn0pWV]xXuCvrqZk��BV�xXuEvIl �Zlovrujx`khs`uEvIl �6qZiX�jn0prqZiOq�
�0uK�jn0p�� uK�0nk�uK��n�gKuz�KqZiX�0nmloi]n�u{w8ujiXsXloi�n{eQ�CpWn�gjkmlon0prqZiX�Qb
Et��� � :����.8A�>=D���y�t�96 :)���^ET�.<��

e�§O¤®¥K©$²:» ¢R³$§O£$°M¬®®§�À�¢M®«_¢M£`¬j§�³$§OµV·Ï¢MµB¿&°&´«B¬j©8»T§t¿&²o£8²:¬j«BÂX±$§M¯ ÂX±$§�£$°&±$¤t¢ZÀ&°M£$¤Tª8®°&ª	°&¤®²O¥:«�_³$§o¤´¤®±$¤:¯G¢Cª	§o´»T«B¤ ³�·¹°c]8¬®§o£$«BÅ§o£¨µV·Ï¢Mª8ª$µ_«BÂY±$¢M£`¬ ¤´±$ ³$§o¤ «B£$¤´¬j¢M£$¥:§o¤ ³$§RX × � i�Y<µ_§:¤Å®²:¤®±$µI¬K¢�¬®¤Å¤®±$«IÀ�¢M£`¬j¤ L

Î ®°c]8µ_½o»t§ ¡E«_»t§o£$¤´«_°&£ �É°&´£$§D¤®±$ª	²o´«_§:±$z³$§o¤Ô¢M±8¬®®§o¤ ÄÔ°M¬®®§�]	°&®£$§D¤´±$ª	²o®«B§o±$
]	§o´µ_«_£�xch x�h ���,fD7 Ö x`KcK¤m¬ Ö � Ö � 	#c � � ���� � e¿& �3c �#c ���57 x × hGÃ Ö c
�X®°`¢ × ��� × ��� hchcx ��� ÃkhlK × 7@7�� � e��
	§:«_µ × � × × � ×  7�	 cci � ÃjK¢Ah 	 � h Ö � hcx Ö � 7 ����	

����� J'xGÃji L e�§:¤TÀ�¢MµB§o±$´¤T¬j´°&±8ÀM²o§o¤ ª<¢M £8°M¬j´§ ¢MµB¿&°&®«I¬j©$»t§�¿&²:£$²:¬®«_ÂX±$§�ª	°&±$t³$§:¤¼ª$®°�]$µ_½:»T§:¤T³$§
X × � i Y¸Ã

hÉ§:¤È´²o¤®±8µB¬K¢]¬j¤R»T°M£X¬®®§:£X¬ µV·Á±8¬®«_µB«B¬j²È§:¬ µ_§:¤ ¢�À�¢M£`¬j¢M¿&§o¤R³$§ ¥o§ ÂX±$§ £$°&±$¤ ¢ZÀ&°&£8¤Èª$´²o¥:°&£$«_¤´²MÃ¡ ·Ï¢l]\°&´³�¯ÅµV·Á±8¬®«_µB«_¤j¢]¬j«_°M£ ³8± ¥:°&±$ª$µB§¼§o³8mÇ §A¬ hÉ§o³$�Ç §:£ » m »t§ ¬®§o»tª$¤�¢ZÀ&§:¥�±8£$§ b ®²:ÂY±8§o£$¥:§�³8« b _
b ²o®§:£`¬j§{¤®±$ µV·Á§:£$¤®§:»w]$µ_§h³8§{µ_¢Cª\°Mª$±$µ6¢]¬j«_°M£¾¤®²:µ_§o¥A¬j«B°&£$£$²:§h¥o°&»t»T§É°&ª\²:j¢�¬®§o±$´¤ ³$§h¥o´°&«_¤´§o»t§o£`¬ ³<¢M£$¤µ6¢.]\°M±$¥oµB§�ª$®«B£$¥o«Bª<¢Mµ_§�Ã e ·¹°&ª\²:j¢�¬®§o±$D§:³$mÇ ª\§:®»t§:¬¦³$§¨¥o°&£8¤®§omÀ&§:ÆµB§o¤¶¢M m ¬j§:¤ÆÂX±$« ¤´§¨®²oª	²:¬®§o£`¬j§:£`¬³<¢M£$¤¶µ_§:¤Cª<¢M´§o£`¬j¤¶§A¬ hÉ§o³$�ÇRª\§:®»t§:¬D³8§�¥o°&£$¤m¬j´±$«_´§�³$§o¤D§:£ b ¢M£`¬j¤¶³$«IÕS²:®§o£`¬®¤D³$§o¤¶ª<¢M´§o£`¬j¤¶§:£ §:¤ _¤j¢ r`¢M£`¬z³$§Ô¥Z¢M¤´¤®§:o¯8³8§E¤®±8ª$ª$®«B»T§:ÉµB§o±$´¤É¢M m ¬®§o¤oÃ � £$¤®±$«I¬j§�¯G«BµfrT¢ µ_¢u]	°&±$¥:µ_§{¤®§o¥:°&£$³<¢�«_®§ÔÂX±$«S§:¤®¤j¢ rM§³$§ ¤´°&´¬®«_z³$±�»t«_£8«_»¾±$» µ_°Y¥Z¢MµS³$±$ÂX±$§oµ�µ6¢%]	°&±$¥oµB§Æª8®«_£8¥o«_ª$¢Mµ_§D£�·Á¢Tª$¢M¤Ôª8±�§o£�¤®°&m¬j«_zª	§o£$³$¢M£`¬E³$«rÇ
�Ah
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«I¬j²o®¢�¬j«B°&£$¤+§o£�±8¬j«Bµ_«_¤®¢M£`¬É³8§o¤z»¾±8¬j¢�¬j«B°&£$¤)´§o£ b °&´¥o²:§o¤{ÂY±8h¥K©<¢MÂX±$§¦²oµ_²:»T§:£`¬h³$§¶µ6¢¾ª	°&ª$±$µ_¢�¬j«B°&£�Ã"e�§o¤
]	°&£$¤Ê®²:¤®±$µI¬K¢�¬®¤É²:¬j¢M«_§:£`¬)¢M±T³$²:¬®®«B»T§:£X¬+³$± ¬®§o»tª$¤É³8§Ô¥o¢Mµ_¥:±$µ\ÂX±$«\¢ ¢�±$¿&»t§o£`¬j²{¥o°&£8¤®«_³8²oj¢l]$µ_§:»T§:£X¬oÃ
� £ ª$´§o£<¢M£`¬tµ¸·¹§AÇG§:»Tª$µB§ ³$§.]	§o´µ_«B£fxch�¢ZÀM§o¥Oµ¸·Á¢Mµ_¿M°&®«I¬j©$»t§¨¿&²o£$²A¬j«BÂY±8§�¿&²o£$²:j¢�¬®«_°&£8£$§oµ+ÂY±8«)®²:¤®±$µI¬j§³$§:¤)¬j´°&«_¤+³$§o´£$«_§:®¤h¥K©<¢Mª8«B¬j´§o¤:¯$µ¸·Á¢Mµ_¿M°&®«I¬j©$»t§z¤o·¹§AÇG²o¥:±8¬j§¦§o£O±$£$§D³8±$®²:§D»T°sr&§:£$£$§D³$§ � ÃjK�¤´§o¥o°M£$³$§o¤¢ZÀ&§:¥¶±$£$§S]	°&®£$§D¤´±$ª	²o®«B§o±$´§D³$±Oª$®°�]$µ_½:»T§ÔËDÃÍÌ\ÃÁÎ�Ã<²:¿`¢MµB§Sp Ö 	 � K¨¢�µ_°&´¤ÉÂX±$§¶³<¢M£$¤h£8°M¬j´§CÀM¢�®«6¢�£X¬®§£$°M±$¤h¬j®°M±8À&°&£8¤{µ_¢%]\°&´£$§D¤®±8ª\²:®«_§:±$®§¶³$§ Ö x`KcK¨§o£Yh � ¤®§o¥:°&£$³$§:¤oÃ

�ci
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� £¨±8¬j«Bµ_«_¤®¢M£`¬Å±$£8«_ÂX±$§o»t§o£`¬ ±$£¨°&ª	²o®¢�¬j§:±$Å³$§z¥:®°&«B¤®§o»t§o£`¬ ¢�±t¤´§o«B£�³$§zµ¸·Á¢Mµ_¿&°M®«B¬®©$»t§ ¿&²o£$²A¬j«BÂY±8§M¯«Bµ À�¢M±8¬¦»T«B§o±GÇ ±8¬j«Bµ_«_¤´§oCµV·Á°Mª\²:j¢�¬®§o±$R�@EF���;E5�<Ã �0µÊ§:¤´¬Æª$µ_±8¤¦¤m¬K¢�]8µ_§¨ÂX±$§  � ��� §A¬Æ°�]8¬j«B§o£`¬¦µ_§o¤¶ª$µB±$¤ª	§:¬®«B¬j§:¤ÆÀ�¢MµB§o±$´¤Æ³$§ µ6¢ b °M£$¥:¬®«_°&£È°c]"d´§o¥A¬j«IÀ&§MÃ ¡E°&£$¥�¯Å¢M± £$«BÀM§Z¢M± ³8§ µ¸·¹§AÇGª$µB°&j¢]¬j«_°M£È³$§Tµ¸·¹§o£$¤´§o»w]8µ_§³$§:¤z¤®°&µB±8¬j«B°&£$¤o¯8µ¸·¹°&ª\²:j¢�¬®§o±$*� EF���;EK�T§o¤´¬{µB§D»T§:«_µ_µB§o±$:ÃÄÔ°M±$¤¼¢ZÀ&°M£$¤�®§:» ¢M´ÂX±$²�ÂX±$§ ¤´«Ô£8°&±$¤¼£$°M±$¤ «B£X¬®²o´§o¤®¤´«_°&£8¤¼±$£$«BÂY±8§o»t§o£`¬�¢M±YÇ�°Mª\²:j¢�¬®§o±$´¤¼³$§»¾±G¬K¢�¬®«_°&£�¯�£$°&±$¤+¢ZÀ&°&£8¤Ê¬®®°&±8ÀM²ÔµV·Á°M®³$´§{¤´±$«BÀ�¢M£`¬Êª	°&±$ µ_§:¤ ¬j®°M«_¤ «_£$¤m¬K¢M£8¥o§o¤Ê³$§zËDÃÏÌ\ÃÏÎÐÃBÃ"e�§{»T§:«_µ_µB§o±$°&ª	²o®¢�¬j§:±$Ð³$§+» ±8¬K¢�¬®«_°&£¶§:¤´¬_$�I�¯Z¤´±$«BÀY«Xª<¢M $��
+ ¯�ÂX±$«X³$²oª$¢M¤®¤´§)³$§Êª\§:± 	�� �`� �AÃ hÉ§:¤ °&ª	²o®¢�¬j§:±$®¤�¤®°&£`¬¬j¢Mµ_°&£8£$²o¤hª<¢� 	 �"���`� �Æ§:¬{§o£�³$§o´£$«_½:®§¶ª	°&¤®«I¬j«_°M£�¯G°M£�´§:¬j´°&±8ÀM§ÆµV·Á°&ª	²o®¢�¬j§:±$)³$§¶»¾±G¬K¢�¬®«_°&£ 	
�"���)� �AÃ
oEª8®½o¤:¯8£$°M±$¤)¢ZÀY«_°&£8¤Éª$´«_¤Ê§o£¼¥:°&£$¤®«B³$²o®¢�¬j«B°&£ µB§o¤Ê³$§o±YÇ¼°&ª	²o®¢�¬j§:±$®¤+¿&²o£8²:¬j«BÂX±$§o¤)³8§E¥o´°&«_¤´§o»t§o£`¬§A¬Æ³8§t» ±8¬K¢�¬®«_°&£SÃ��Å¬Æ£8°&±$¤¦¢ZÀG«B°&£$¤D¬j´°&±8ÀM²T§:£È±8¬®«_µB«_¤j¢�£X¬C±$£$§¨¬K¢M«Bµ_µ_§Æ³$§tµ6¢¼ª	°&ª$±$µ_¢�¬j«B°&£ Ó ÇG§t¬®®°&«B¤¤m¬jj¢]¬j²o¿M«_§o¤hÂX±$«�¤´§Æ»t§:¬´¬j§:£X¬{§:£�§QÇ8§:®¿&±8§ L

� §:³$mÇ\¯
Px = 1

¯$«B» §:¬
Pm = 0.9

ÂX±$§¶£$°&±$¤{¢MµBµ_°&£$¤Éµ6¢�£$°&»t»T§:zÌY¬ ×_^
� §:³$mÇ\¯

Px = 0.4
¯$«B» §:¬

Pm = 0.9
£$°&»t»T²:§¶ÌY¬ h ^

� ÌX¬ i�§o¤m¬Ô¥:°&»tª\°&¤´²o§¶³$§¶§o³8mÇ\¯
Px = 0

¯<«_» §A¬
Pm = 0.9
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� e�¢�¥:°&µ_°&£8£$§ � �So ³8°&£$£$§tµ_§��¶À�¢MµB§o±$ �C¬j´°&±8À&²:§��Æª<¢M � »w]$±��X« �	S��� � X 	AxFY §o£È±8¬j«Bµ_«��j¢M£`¬D±$£¢Mµ_¿M°&®«I¬j©$»t§E¿&²:£$²:¬®«_ÂX±$§�]<¢ �´²¶±$£$«_ÂX±$§:»T§:£`¬ �´±$zµ_§��{» ±8¬K¢�¬®«_°&£�� ^
� e�¢t¥:°&µ_°&£8£$§D¿ �K��o b ¢�«B¬h´² b ²o´§o£$¥:§ ¢�±GÇ�À�¢Mµ_§:±$��h¬®®°&±8ÀM²o§��Ôª<¢� � » ]$±��X« �	3��� ��X 	AxFY ^
� e�¢�¥o°Mµ_°&£$£8§,eÐÌ,�So b ¢M«B¬¦®² b ²o´§o£$¥:§¼¢M±GÇÈ£$°M±8À&§:µ_µ_§��¦À�¢MµB§o±$ �¦¬®®°&±GÀ&²o§�� ª<¢� � »w]$± �Y« �	���� �
X 	#c Y¸Ã

e�§���®²��®±$µI¬K¢�¬���¬j®°M±8À&²�� �®°M£X¬Yp ª$«_§:³ ³�·¹²o¿`¢�µ_«B¬®²R¢ZÀ&§o¥teÐÌ,��o�§A¬�»t§o«Bµ_µB§o±$ ��ÂY±8§ÈµB§���¢M±8¬®®§��¢Mµ_¿&°M®«B¬®©$»t§�� � � �So��E§:¬ �0¿ �K�So��jÃ
� 	�� ��� �O� 8o� ���A� �

¡C¢�£	�¶¥o§�¥K©<¢Mª8«B¬j´§M¯�£$°M±	�¶¢ZÀ&°&£	�¦ª$´²��®§:£`¬j²t±$£$§¨£$°&±8ÀM§oµBµ_§ À�¢M´«6¢M£`¬j§�³S·Ï¢MµB¿&°&´«B¬j©8»T§¦¿&²o£8²:¬j«BÂX±$§MÃ
� µBµ_§D§��´¬{¥Z¢M®¢M¥:¬®²o´«��®²:§¶ª<¢M L

� e�¢Æ»T¢M£$«_½:®§z³$§Ô¥o°Y³$§o+µ_§��Ê¥K©$´°&»T° �®°&»t§��aX µ_¢¦´§oª$´²��®§:£`¬K¢�¬®«_°&£¼³8§��É«B£$³$«IÀG«B³$±	� [ ÂX±$«\¢Æ¥:°&£`¬j´«�_
]$±$²D§ �T¥o¢M¥o§:»T§:£`¬ap¾µ_¢ ³$«B»T«B£Y±G¬j«_°M£ ³$§Cµ_¢ À�¢Mµ_§:±$É³$§Dµ_¢ b °&£$¥A¬j«B°&£¼°c]"d´§:¥:¬®« b ³�·¹±$£$§¶ª<¢Mm¬h§:¬;p®§��®ª	§o¥:¬®§o{µ¸·¹°&®³8°&£$£<¢M£8¥o§o»t§o£`¬{³$§��{°Mª\²:j¢�¬®«_°&£	�h³8§¦¥K©$¢MÂX±$§¦¬��M¥K©$§¶³�·Á¢M±8¬®®§¶ª<¢Mm¬ ^

� e�¢Ôª	°&ª$±$µ_¢�¬j«B°&£D«_£$«I¬j«_¢Mµ_§�§��´¬�¥o°M»Tª	° �®²:§+³S·Á±$£Æ«_£$³8«BÀY«_³$±¶¿&²:£$²o´²É©$§:±$®«��´¬®«_ÂX±$§o»t§o£`¬Ð§:¬�³�·Á¢M±8¬®®§��¢Mµ_²o¢�¬j°M«_®§:»T§:£`¬ ^
� e�§�¥K©$°M«IÇ ³$§�µ¸·¹°&ª	²oj¢]¬j§o±8t³8§�»¾±8¬j¢�¬j«B°&£ ¢ ª	§o´»T«��¨³$§ �´°&´¬®«_¨³$§�� »t«_£$«B»¾±$» �¾µ_°Y¥Z¢M±YÇ §:¬³�·¹°c]8¬j§:£$«_z³$§��z»T§:«_µ_µB§o±$ �É´²��®±8µB¬K¢]¬ � ^
� e�§ ¥K©$°&«rÇÈ³$§�� À�¢MµB§o±$ �Æ³8§

Pm

§:¬
Px (Pm = 0.5 et Px = 1)

¢ b ¢�«B¬Æµ¸·¹²oÂX±$«_µB«#]$´§�§o£`¬j´§¼µ6¢»¾±8¬j¢�¬j«B°&£�§:¬{µ_§D¥:®°&«��®§:»T§:£X¬ ^
×&× c
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� e ·¹±8¬j«Bµ_«��j¢�¬®«_°&£T³$§¦¬®®°&«��h°&ª	²oj¢]¬j§o±8��{³$§Æ¥:®°&«��®§:»T§:£X¬�p¨µ6¢ b °&«��Ô¢¨ª	§o®»t«��h³8§Æ»t«_§:±GÇ�§QÇ8ª8µ_°&´§oµB§C³$°&»T¢M«B£$§D³$§��®°&µB±8¬j«B°&£	� L
�@EF���5E5�T�D°&ª\²:j¢�¬®§o±$h±G¬j«_µB«��´²C³$§o±YÇ b °&«�� �´±$z¥o«B£$Â4Ã
�5��E�� �D°Mª\²:j¢�¬®§o±$z±8¬®«_µ_«��®²Ô³$§o±GÇ b °M«�� �®±8{¥:«_£$Â4Ã
� �5��E � �D°&ª	²o®¢�¬j§:±$z±8¬j«Bµ_«��®²E±8£$§ b °&«�� �´±$z¥o«_£8Â	Ã

e�§�� §AÇGª\²:®«B»T§:£X¬j¢�¬j«B°&£	�Æ£Y±8»T²:®«_ÂX±$§��¾°&£`¬�»t°&£`¬j´² µ¸·¹§��t¥o¢M¥o«I¬j² §A¬�µ6¢�®°c]8±	�´¬®§����´§O³$§¼£$°M¬®®§ ¢Mµ_¿&°`_´«B¬j©8»T§�Ã�� £ §AÕS§A¬Z¯ ³$¢M£	�¾µ_¢�ª$µ_±8ª<¢M´¬ ³$§�� ¥Z¢ �:¯ «_µÊ³$°&£8£$§¼µ_§��¾»t§o«_µBµ_§:±$®§��¶À�¢MµB§o±$ �¾³$§¼µ_¢ b °&£8¥:¬j«B°&£°c] d´§o¥:¬®« b ³$²Bd5p�ª$±�]$µ_«B²o§��:Ã¡C¢M£���¥o§om¬K¢M«B£	��¥Z¢ �o¯Åµ_¢ ³$«_»t«_£X±8¬®«_°&£ ³$§�µ6¢ b °M£$¥:¬®«_°&£ °�]"d´§o¥A¬j« b ²:¬j¢M«B¬Æ¬j´½���µ_§:£`¬j§�¥o§�ÂX±$«h£8°&±	�¢ °�]$µ_«B¿&²�p¼¢M±$¿&»t§o£`¬®§oEµB§Æ£8°&»w]$´§ »T¢]ÇG«_»¾±$»�³S·Á«I¬j²o®¢�¬j«B°&£	�:¯	ÂX±$§ £$°&±	�D¢ZÀM°&£	� Ó ÇG²�¢�ª$®½��Sp c ��� ¯ª	°&±$hª	§o´»T§A¬®¬j´§Dµ6¢�¥o°M£XÀM§o´¿&§o£$¥:§ ³$§¶£$°�¬j®§¦¢MµB¿&°&´«B¬j©8»T§zÀ&§:��{µ6¢��®°&µB±8¬j«B°&£�°&ª8¬®«_»T¢Mµ_§�Ã
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���0/ 12�'#%�3
+���4!$#"�	� �������������������������������������������������������%� >
���$5 63�8!7�+�(����89� � !+$'�1$����-:;�+�<���������������������������������������������%���

=%> ?@>$A BDC �@EGF$HIFrq(E�JGK&L2M�N�OPN)RRQSHIOTK&L >U>V>W>U>V>U>V>U>V>U>W>V>U>V>U>V>U>XA'=Y=
=%> ?@>Z= [VC E C OPN�HIFrq(E�JGKV\�N�M$q(MG]G\�N�HIFrq(E�F$EGF$HIF�N�\0K >U>V>U>V>U>W>V>U>V>U>V>U>XA'=Y=
=%> ?@>Z^ � N�\0_S]G\+JGK&L&T@KS]GOTK&L2J N N�HIHTKSOIOIF0LTL`N)O�KUJGK&LaN ��Frq(E@L >U>W>V>U>V>U>V>U>XA'=Y=
=%> ?@> ? 4aM C OPN�HTKS]GO2JGKU_SO�q(F0LPK�RRKSEbH >V>U>V>W>U>V>U>V>U>V>U>W>V>U>V>U>V>U>XA'=Yc
=%> ?@>Zc 4aM C OPN�HTKS]GO2JGK'Rd]GHPN�HIFrq(E >U>V>U>V>W>U>V>U>V>U>V>U>W>V>U>V>U>V>U>XA'=Yc
=%> ?@> � 4aOPObN�EGFQOYOPN)RSRRKdJGKVEXq(HIOTKWN�\QO?q(OIF$HPTARRKUO C E C HIFWVb]@K >W>V>U>V>U>V>U>XA'= �

����e fD$�)��9���'#%�')D���+��$0�(��:;�+�b)g���������������������������������������������%� ?
���@? 63�8!��(������89� ��)�
+� )��+)�+�-#%���-�(�h8��i�	�(�-)&���-:;���j�����������������������%��k

=%> � >$A l \$m?q(OIF$HInGoRKVm C E C HIF0p�]@KD5 l2[ = >U>V>W>U>V>U>V>U>V>U>W>V>U>V>U>V>U>XA'=Yq
=%> � >Z= � C HInXqiJGKVJGKVOTK&_Tn@KSOT_Pn@K �i_'N�HIHTKSO 5 � �"= >V>U>V>U>V>U>W>V>U>V>U>V>U>XA'^Yr
=%> � >Z^ l \$m?q(OIF$HInGoRKUstFrq(EXq(o�F0p�]@KD5�s l = >V>W>U>V>U>V>U>V>U>W>V>U>V>U>V>U>XA'^%A

���-k uv�@������#@�8!7�+�(����89� ��
+� )��+)�+�-#%���-�(�*���������������������������������i/�/
���0w fD$�)��9���'#%�')x�����������������������������������������������������������i/�/
���@3 yW�(�+�b����)	��� � ���������������������������������������������������������i/@5

z 	 � F �v{}|�~�� � �a{���~ �
�}�v�����i���-�	�����9�����`�S�	�����������i�%�v�����3�(���-�i�	�������"�2�����i�	�����`�S� �¡�%�`���%��������¢���� �`£�¤@¢��������*�9�����P¥

�������`��� �S�i�%�*�������(���-�%�	� ��¢��v¢��¦�i£	���%���%�P�(§t¤@¢��¨�+�	¢��v©	�����¡����¢	�v�����`ª«�i�����i�G�S�¬¤@¢��¡�	���-���¬¢����-�-����£	�
�����d�����W���%�G�S���%�-�	¢������i£��`�-�	�	��;®I�����¯�i�%���d���°�S���i¢��%�	��¢���� ��£	¤�¢������	�v¤�¢������-���������������°�������	�d���i�&���
��¯���`�S���`�������S���%�¡�������i�����i���	�-���	§±���¦�������������&�i�G���-���vª«�	��©	�������g�����G�S���P���i�-�����v��¯���������`����� �S�i�i�Y�²�	�������
�������	� ��� �`£������S�����-�%�¦�(�%�	�g�-�����Y�����%�	� ����£	��£	�����G� �	¨�d¢³��£	���i�P�(§´���%¢	����� �S�(µ%�i�	�*���¶��£����%¢������
�	�*���`�%���-�	�������·¢��S���-�����i�G�R�¸�¯�i�-�i�%�����S¹������%£	��£	���-¤@¢��¬�(�i���¬�S�`�%���R����º9£	���	�@�����²ª«�i���	���-�%�	�°�%��»`�	�	����ª��
¤@¢��¬���%¢	�v�i���-�%���3�'¼����-�-�	��������"���������	§±���%¢��������i�+� �`�%�	�v��¢½�i�-�%�i������¹����v���¬���%��¢��-���S���%�·���%¢��3���
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	������� � ������������������� ��	 	!��"�"��#$#��&%�'��$#(��)&�*�,+�#
��£��`�%�-¢7�S�-�i�¬��¢¡���`�%���-�	���d�������� �¯�%�@»`���	����ª����`�V����ª«�i¢��������a�-�²�����-���-�	¢����Vª�� �	�%�¬�����4�¯�%�7�S�-�����`��� �	�
¢��S���-�����i�G�V�¸�¯�i���%�%�����S¹����W�%£���£��S��¤�¢��i

z 	�z �.-0/¡|t~ �21��43 - �65!7�{}{8-D|�|�� � �87HG(- �9-��:74;*��~ � �
< ¹���¤�¢��²�(���-�%�

i ∈ I = {1, 2, ..., P}
� ¢����R¹���¢��`�3����£	��¢��°��¯�i���`���i£��

Ti

§;�i¢����%¢��V���°����¤�¢����-���
���%��� �`� �`����¢����W�¸� ¹���¢����R��£	���-������¯�i���`���%£	�

Xi

§����i�	�W¢����Rª«�%¢��`�&¹��	�`�S�>=�¼7£��°���i�U¢����°¹���¢����°����b���S�	�P¥
����� �S�i�i���i¢ ���-¢	�����i�

Ei

����¢�����¹���¢�������¯���`�S���`�������S���%���i¢g���-¢	�W�&�i�`�
Li

+�´�¯�i�`�����i£��3��¯¢��<�Y�����%� �
���¬�(���i���	�3���������@�	���`�	�&�����*� ���i� �S�i���+�%�P�2� �`�%��¹���¢��`�d����£	��¢��

Ti

���V�+£	���i�������V������� �����%�������@�2¢��
���@?��

Avi

���`�����9
Api

�W���i�����-�@¢����iBAd� ���@�����P�i���-�-�°���°�S�����	�����-���-���i�
Sepij

�����`£��	¢������S£����i���
��£����i���	�d���	¢7¼ ���`�S���`�������S���%���V���R���	¢7¼ �(���-�%�	�U����±»	
�´� �%��»`�	�	����ª´���P�R���²��£	�S�	�����-���	��������¹���¢��`������¯���������`����� �S�i�i���������Y�����%�	�

Xi

�«�
C ¾ §ED7§����§¯�2�U¤@¢����+�	�P¥
�������S�	�G�²��� ���-�����������	�����¬��£����i�-���S£��S���&�i���i§���3�-�¡�������������@¢��-������� �i� ���P�²��� � ���-���-�i§���%¢��R�	�·�����P¥
�+�	�	�&���@�d�-���Dª«����©��S�`���W�	�W�-���V�-�G�S�	�`���i�-�����D��� �`£������S�����-�%�
�"�%¢��U�-���U� �(�7���%�	�U¤@¢������`�S���������G�W�-�	¢����V�S�i¢����U���%¢��U���`�S���`������§

Ei ≤ Xi ≤ Li ∀ i ∈ I
�*D� ¾ �

< ��� �
Xi = Ei + yi ∗ (Li − Ei)

� �
yi ∈ [0, 1]

�*D�FD%�
�"�%¢��´�S�%¢��a�(���-�%���;����£	��£	���i�G�D�4���(���-�%��» �`¢��2¢����W�����P�S�W�

∈ {1, 2, ..., R}
§G���

R
���P�¨���U���%�����`�

���R�����P�S���	§;�%�¶�2G
Xi + SEPij ≤ Xj

�*D7IHG�
J �%¢	�W�����U�����%���V���%�G���S�i���@�����	§����%¢	�U���-�����������%�	�

FX

�-�²ª«�%���	���-�%�¡�9�¯£��i���-¢������-�%�¡��� �KG

minFX = min
∑

i∈I

(Avi ×max{0, Ti −Xi}+ Api ×max{0, Xi − Ti})
�*D�IL@�

z 	NM O {�7R{ �9-P1Q5!7�|�{
R¨��� �����	µ3�	�´���¸��TS ¾%¾�U ������£����	�@�����G�2¢����Dª«�%�`��¢��-���S���%�R�����W�«�����2� ���%¢��±ª«�%�����¨�� ¢�� ���`�%�%�S�������

�-�-��£(�i����� ���°���i���-�i���-�������0¼7�����	b®I���������%��� �`���G� �`��¼R�	�%�G�S�S���-�G�S���±�i�������S���%�����	�-�����}�V=��²���a��£���¢��-�`�2�4�¯���P¥
���i������� ���i�-¢����-�%�	�	�}� �����i���-�	���v���`�3�i�-�i������£����%��¢ �Y�i����¢��h�i�-�%�i������¹����²¹��	¢������`�S��¤@¢�� ���vª�� ���%�
�%���S���*���-�´���v�	�������YµG�i�G�±�-�d�`���&¹��	���&¹��U���i�t�i�����%�`�����	�����	�V�+�i¢��±�����±�-�	�P�&�i�������t�� � D¥I���-�����i�`µ��NSWL U �
�-�����-��¤�¢��i�G�"»`¢	�`¤�¢9����X�Y �Y�����%�	��
Z´�`�	�`� ��� �i�4D�NSWLQH U �°����£������G�����G��¢��¦�i�-�%�i������¹����v��� ������������¼7� �`�+£	���-�i�a¤@¢��¨£	���i�-¢��*�S�`�������i���-����¥
���	�@� �����������	�v��¯�����������`��� �S�i�%�*����� �(���-�%����§t�	� ���¡��� ���i�G� ��¢��v�4�¯����ª«�%�`�*�����-�%�<�� �%�`�����¡�����`�S�����4
< �	�����R��£��S¹����������`�W�-�G�S£	�%��£	�R�i¢ ���	�-� �� ¢����R��£	�S¹��7�����������	�&¹����`�&¹��3¹���¢��`���`���-¤@¢��������	�V�¸� ���`���i���
��� �`�%�-¢7�S�-�i�	�D���i���������v��£	�S¹��7�������S�i���&¹�¥T�i����¥I���%¢����¶�+�i¢��U�-���3�«�����2�U�(�i���°¢����R�%¢¶���-¢	�`�-�	¢����
�����P�S���	\[����U£��&�i�����V���`£(�i�-�i������� �`�%�G�U�������-�Yµ%£	���U��� ��£��S�	�	�&���@�W�����Dª«����©	�S�`���U�����������	� ���	����£	���W�	�
�¸� �%�����`�����i�`���-��� �i���S�	��¢��v� �����`�S������¢ ���`�%�����������i¢·��� �S� ���%�`��� �`¢���£�������¢��`�i < �	���i�-�%�i������¹����
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J Z � ¢���� ��£�¤@¢��	�����3��¯�����������`��� �S�i�%� =7¼�£	�on
i← 0

n
XSEQ(i) = TSEQ(i)

n
� NSpqNLOQPSR

i← i + 1
n

DatePoss[i] = Max((XSEQ(j) + SEPSEQ(j),i), j = 0, ..., (i− 1))
n

XSEQ(i) = Min(LSEQ(i),Max(ESEQ(i), DatePoss[i]))
n

� K�Xar�K�_ts%IuPfr�K�P ���Zv��t¥ ¾ �
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 V�heW-XYi�jQjUk~}�m
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i← 0

n
XSEQ(i) = TSEQ(i)

n
� NSpqNLOQPSR

i← i + 1
n

DatePoss[i] = Max((XSEQ(j) + SEPSEQ(j)i), j = 0, ..., (i− 1))
n

�V �
TSEQ(i) < DatePoss[i]

��� GJh|RUX
XSEQ(i) = DatePoss[i] + y ∗ (LSEQ(i) −DatePoss[i])

n

�VJW�heW
XSEQ(i) = TSEQ(i) + y ∗ (LSEQ(i) − TSEQ(i))

n

� VJW��V
� K�Xar�K�_ts%IuPxrAK�P �«�Zv��t¥ ¾ �

���%�	� G
E y ∈ [0, 1]

�&¹��i���������-£(�b�S�%�����������G�#n
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XSEQ
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� �	�-���-��¢��
← � n��;�������-����¢�� ← � � n[��@����v>[����d�|v Y n

	 heK^R � M^P Y s �t¥ ¾�
 FwVJR[P
�V �

XSEQ(i) < TSEQ(i)
� � G�heRUX

Alpha = TSEQ(i) −XSEQ(i)

n
#V ��������¹��� [�������� � G�h|RUX

[��@�"��v�������¹��
� V>W #V

�VJW�heW
Alpha = XSEQ(i) − TSEQ(i)

n
�V �±������¹��� [��@���;� � G�h|RbX

[����d�|v�������¹��
� VJW��V

� VJW��V
� VJW 	 heK^R[��@����v��¶�-��� [�������§��¶�-�����

Ti − Ei

�'§��Zv Y�§����§����t¥ ¾ ������n
[��@�d�|v�� �-���&[��@���§�� �������

Li − Ti

�'§��Zv Y�§����§����±¥ ¾ ������n
�V � [��@����� Y%��� GJh|RUX

	 h�K^R � M^P ¾ s [��@�"� 
 FHV�R[P
	 heK�R » M�P Y s �t¥ ¾�
 FHVJR[P

YSEQ(j) = XSEQ(i) + i
n < ���-��¢������� � v��V� �°��n

#V ��� ���������	�-���-��¢��&� � GJh|RUX
� �����-����¢�� v � �������������-�-�	¢�� v�� �

� V>W #V
� V>W 	 h�K^R

� VJW 	 heK^R
� VJW��V
�V � [��@����� YG� � GJh|RUX

	 h�K^R � M^P ¾ s [��@��� 
 FHV�RUP
	 heK�R » M�P Y s �t¥ ¾�
 FHV�R[P

YSEQ(j) = XSEQ(i) − i
n < �i����¢������� �Cn

#V ��� ���������	�-���-��¢��&� � GJh|RUX
� �����-����¢�� v � �������������-�-�	¢�� v�� � n

� V>W #V
� V>W 	 h�K^R

� VJW 	 heK^R
� VJW��V

� �V¥ �¶���-���-�	¢��¨����� � �D¥!�������-���-�	¢���n

�"�R���i���-�i���-�
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∑
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∑
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π(s)
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"�v ¾ n
Xπ(1) = Eπ(1)

n
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"�v " 	 ¾ n
Xπ(s) = min[Lπ(s), max[Eπ(s), Xπ(t) + Sπ(t)π(s) t = 1, ..., s− 1]]

n
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8%$('�>42]0YU I=/�g.56*7/fÑ&2 2 Ù 2 - 2 á � 2&'�)mg
9)-k- � á � 7 �=�@� � 6 | 2 ���@8�� 9 � � 9 -k- '#/h� - g

9 � � Ù -k- '#/h� 9 g
d á à # à 7 � 9 à 7
#�#): d�� : 9 � � Ù -k- '#/h� - g

9k-"7 � ák� � á �=�@� � 6 | 2 ���@8�� Ù � i á"7:9 áNák� á Ô Ù87 '�/ 7[â g
Ù � i á"7:9 ák-Ná á Ô Ù 9 '�/ 7)� g

d���à Ùzá à Ù 9 à Ù;-bâ 7�: d�� : Ù � i á"7:9 á � 7 á Ô # '�/ á)- g
9k-"7 � ák� ����=�@� � 6 | 2 ���@8�� Ù^iaâ 7bá�7 - 7fÙ á Ô -"7 '�/ - �wg

Ù^iaâ 7bá�7 -�-k- á Ô -"7 '�/ � # g
d���à Ùzá à Ù 9 à Ùká)- #): d�� : Ù^iaâ 7bá�7 - � 7 á Ô - �J'�/ Ù89 g

f<g"h 
 á Õ - Ø �Sr��w�z|:��r�uam��)~X�j{a�j~V|:��r�� var�vb���f��mpr�{T����q�m��j�p��mpr�� �fozuam ��mpoz�	� �j{
����|:{[qsr��wr�� ��r�uam��)�pr�~X�
��v.xyr��b� ©
q�ua����oz{ r�{Pua���j�j�	��|:{5��|:�j®Uozm��j��¨a~\r�®U��{[������°Tu[r�~¯ua�j��� ©_oz���ªrsq���� ± �7h �����������ampr � |:����o¤l m���ozm7h�� � �ampr��>oz�7hJvar��
��|:����o����
 |:�pqp¨]�.�j~X�j��l$|:�j{5���!���ampr"�>oz�7h
#nr�¨Sh$�

�1/5gK2�Ñ&$(/fÑ;2&/A5:,K*-/A5 g�Ï4, 0=2,g >42HÏ@��)4,.2&'�I=2&,�g Ñ&,KI�5:[;,K2,gPÝ $()�5KI='�I(gK2;, d /�$('J94,.2 5K$-56*70B>42 G@I3$w.
0D*75KI=$(/ >�2 ,:*75KI=$ )�,KI=$-,KI35:*-I=,.2#2�5 /4$('R94,K2 >42�)fÏ4,KQ-2 : ÐO0YUW*-0=Q($-,KI35 Ô4'�2�QNÓ&/fÓ�5:I<×[Ï42 *HG-2:Ñ 0D*�Ü�$-/fÑ;5KI=$(/
>`U Ó�G7*-0<Ï+*S5:I=$-/ )M$-/4>fÓ&,�Ó&2 >4$-/4/42 >42ig , Ó,g�Ï4035:*75�gR'#2;I=0=032:Ï4,�g¤×[Ï42 0=*X'PÓ;5�Ô�$@>42�)+*�g?.�Ý�.C)4*�gR)L$bÏ4,J032,g
5:,K$-I(gBI=/�g.56*7/fÑ&2ig:Õ
| 0=$-,sg3×[Ï42 )+*-, ,K*-)4)L$(,.5�*NÏ >42;,K/4I32&,3Ñ;,KI35K[&,.2ed /4$('R94,K2 5K$-56*-0 >42 G@I3$(0D*S5:I=$-/ >42 ,:*S5:I=$X/4$(/ )4,KI3$w.
,KI35:*-I=,.2 : ÐV0D* 9+*70D*-/fÑ;2*gK2 )L2&/fÑsÔ42�2&/EÜ *HG(2HÏ4, >�2�0=* ']Ó�5�Ô4$E>42 )+*�gU.pÝ�.�)+*�gX×[Ï4I1$(9@5:I=2;/A5 >�2,g�G7*-0=2HÏ4,sg
I=/CÜ¬Ó;,KI=2HÏ4,K2igR)L$bÏ4, 0=2,g >42:ÏE� >42;,K/4I3[&,.2,gJI3/mg.5:*-/fÑ&2ig:Õ�8¯ÓH*7/4'#$-I=/mg\0YUW*-0=Q-$(,KI�5�Ô4'�2 QbÓ&/CÓ;5:IA×[Ï42 *HG(2HÑ 0D*
Ü�$(/fÑ;5KI=$(/ $(9}Û.2HÑ;5:I�Ü8)M$-/4>fÓ&,�Ó&2J,.2,g_5:2 *HG7*-/A56*-Q-2:Ï@�X)+*-,P,:*-)4)L$(,_5cÝ§Ñ;2ÎÑ&,.I35K[&,K2 2&/ 0 Ua*7)4)40=IA×[Ï+*-/A5¯Ý�0D*
)4,K2;'#I3[&,K2�I3/mg.5:*-/fÑ;2NÕ

b 2 g ÏCÑ:Ñ&[ig<>�2B0YUW*-0=Q($-,KI35 Ô4'�2?QNÓ&/fÓ�5:I<×[Ï42F'ÎÏ�035:I/.C$(9[Û.2:Ñ;5KIAÜ g"*XÓ;5�Ó 5K2&,./4I4)+*-,QgK*�>fÏ4, Ó;2F>`UW2 �JÓ:Ñ:Ï@5:I=$-/
*�gsg.25'J03$(/4QbÏ42TÕ��8/X2HÚM2;5zÐ�g:*#>fÏ4, Ó;2J'�$;6-2&/4/�2R2,g_5 -k- '#I3/}Ï@5:2,g%2;5�� Ù g.2:Ñ;$(/4>42igZ)M$NÏ4,P,�Ó,g.$bÏ4>4,.2J0D*
)4,K2;'#I3[&,K2BI3/mg.5:*-/fÑ;2F*-0=$(,�g)×[Ï`U I=04)4,.2&/4>�2&/A5K,K2 á Ô Ù 9 '�I=/[Ï�5K2,g12�5 á Ô --i '#I3/[Ï�5:2ig1)M$bÏ�,N0D*Z,�Ó,gK$-0<Ï�5KI=$(/
>42]0YU Ï4/ >�2,gF>42:ÏE� *NÏ�5:,.2,gHÕ

º���� ���R�O¿�Â;� 	�!�� �
�Z*7/mg Ñ&2ÅÑsÔ+*-)�I35:,.2NÐN/�$bÏmg�*HG($(/mg )4,�Ó,g.2&/A5�Ó�Ï4/ )4,K$-940=[;'#2 >VUW$(,.>4$(/4/4*-/fÑ&2;'#2;/A5#>�2 GbÓ:Ô�I<Ñ:Ï�0=2,g

)M$bÏ�,dÏ4/42�ÑsÔ+*w}D/�2R>42J)�,K$E>fÏfÑ;5KI=$(/GÕ x�U 2,g_5XÏ4/ )4,.$(9403[&'�2R, Ó;2&0"'ÎÏ4035KI9.�$(9}Û.2:Ñ�5:I�Ü g�×}Ï�IN*§Ó�5�ÓJ)4,.$()L$kg Ó
)+*-,dÏ�/&Ñ&$(/mg_5:,�ÏfÑ;5K2:Ï4,]*NÏ@5:$('�$(94I30=2�2;5Z>4$(/A5Z0 UW$(9[Û.2:Ñ;5KIAÜ Ó�56*-I32&/A5Z>�2�Ü�$bÏ4,./4I=,�Ï4/42ug�Ó:×[Ï42;/fÑ&2 >42\GbÓ�.
Ô4I<ÑHÏ40=2igRd ��Ï4/ 2+03' � : ×[Ï4I�$()�5KI='�I(g.2�0=2�'�I=2HÏ@� 032,gB5:,.$(I(g�Ñ&,KI�5:[;,K2,g g�Ï4I3G7*-/A5�g\Ø

1.
8P$('J9�,K2�5:$-5:*-0`>42�GEI=$-0D*75KI=$(/#>42,g%,:*75KI=$kg )4,KI3$(,KI�56*-I3,K2,gGà

2.
8P$('J9�,K2]>42])fÏ4,.Q(2,g$à

3.
8P$('J9�,K2�5:$-5:*-0`>42�GEI=$-0D*75KI=$(/mg<>42,gF,K*75:I3$kgB/4$(/ )4,KI3$(,KI�56*-I3,K2ig:Õ

�%/42ng.$(0<Ï�5KI=$(/\$()�5KI='#*-0=21>�2 Ñ;2 )4,K$-940=[;'#282,g�g:*�6(2BQNÓ&/fÓ;,:*-032&'�2&/A5O>VU ÓHÑH*-,_5:2&,"0=2ig"GbÓHÔ4I<ÑHÏ40=2igN*�6A*7/c5
0=2�'qp&'�2XÑ&,KI�5:[;,K2],:*75KI=$ 2�5�Ý�,.2&Q(,.$bÏ4)L2&,B0=2igBGbÓ:Ô�I<Ñ:Ï�0=2,g%*�6A*7/c5%0=* 'qp&'�2cÑ;$bÏ40=2HÏ4,:Õ

Ù87)�



�����)� � ������' � #��&���

b1UW$-,K>4,.2�>�2#)4,.I=$(,.I35 ÓJ>42 ÑsÔ+*N×[Ï42]Ñ&,KI�5:[;,K2 2,g_5 I3/4>4IA×}ÏCÓ�>4*-/mg]0=2ig\I3/mg.5:*-/fÑ;2,g:Õa8%$bÏmg\*HG($(/mg )4,KIlg
2;/�Ñ;$(/mgKI3>fÓ&,K*75:I3$(/ 5:,.$(I(gBI3/mg.5:*-/fÑ;2,g�×[Ï4I )4,K$-)M$kg.2&/A5P0YU $(,K>4,.2�>42])4,KI3$(,KI�5�Ó¯Ñ&I35 Ó\Ñ&I9.�>42,g�g ÏmgHÕ

�"$NÏ4,F, Ó,g.$bÏ4>4,.2¤Ñ;2])4,K$(9�0=[&'�2NÐ�I=0Y6 *�>42HÏ@� g_5:,:*S5�Ó&Q-I=2,gF)L$kgsg.I=94032,gXØ

� X7Z;[�X���{�\]^ ��� $-)�5:I3'#IlgK2&, )+*�g?.�Ý�.C)4*�g 0=2ig 5:,.$(I(g�Ñ;,KI35K[&,.2,g:Õ | Ï�5:,.2&'�2&/A5F>4I�5zÐ4'�I=/4I3'#IlgK2;,<032Z/4$('J9�,K2
5K$-56*70(>428G@I3$(0D*S5:I=$-/Z>fÏR,K*75:I3$F)4,KI3$(,KI�56*-I3,K2NÐ�2&/�g Ï4I�5:2?'#I3/4I='�I(g.2&,V0328/4$('J94,.28>42<)CÏ4,KQ(282�5)ÝF0D*�2+/
032</�$('J94,.2<5:$756*-0E>42 ,K*75:I3$�/4$(/R)4,KI3$(,KI�56*-I3,K2NÕ�x 2�5K5K2�g.5K,:*75 Ó&Q(I32 *dÓ�5�Ó<GEI�G(2&'�2&/A51,.2:Ñ;$('#'#*-/4>CÓ&2
)4*-,B0=2XÑ;$(/mg.5K, ÏfÑ�5:2HÏ4,�*TÏ�5:$('�$(94I30=2TÕ

� X7Z;[�X���{�\]^���� $-)�5:I3'#IlgK2&,ngKI='�Ï4035:*-/fÓ&'�2&/A5B032,g 5K,K$(Ilg�Ñ&,KI�5:[;,K2,gHÕ

8%$bÏmg%*HG($(/mgF)4,.$()L$kg Ó])L$bÏ4,�ÑsÔ+*N×[Ï42�g.5K,:*75 Ó&Q(I32XÏ4/42�G7*-,KI=*-/A5:2�>`UW*-0=Q-$(,KI�5�Ô4'�2�QbÓ;/fÓ;5KI<×[Ï42 Ø
• [�b { V�Z�\
X	�ayz^ { ��W �)X;\�
�fa^he�[�_ �� �sea[�_�� I=0V2,g.5�Ñ;$(/mg.5KI35 ÏfÓ]>42�5:,K$-I(gF*-03Q($(,KI�5�Ô4'�2,g<QbÓ&/CÓ;5:IA×[Ï42,gVØ��� ^�W�� �![�X � � Ø Ñ-U 2,g_5 Ï4/�*-0=Q-$(,KI�5�Ô4'�2�QbÓ;/fÓ;5KI<×[Ï42�×[Ï4IF$()�5:I3'#IlgK2 032 /4$('J94,.2 5:$-5:*-0B>42

GEI=$(0=*75:I3$(/X>�2 ,:*75KI=$kgZ)�,KI=$-,KI35:*-I=,.2 d�2 Ù;: ×[Ï4I�Ï�5:I30=I(g.2R0=*�']Ó�5�Ô4$E>42 � ���
 � �������
�������
 )L$bÏ4,
QbÓ;/fÓ&,.2&,F0D* )L$()fÏ40=*75:I3$(/ I=/�I35:I=*-0=2%2;5%0 UW$()	Ó&,K*75:2HÏ4,B>42]'ÎÏ�5:*75:I3$(/ �u �6�����
 Õ

��� ^�W�� � f Z�{ ^�� Ø �C0N$()�5KI='�I(g.2 032ÎÑ&,.I35:[;,K2 >42 /�$('J94,.2J>42 )fÏ4,.Q(2*g:*7/mg]*-035 Ó&,.2&,Z0=*#G7*-0=2HÏ4,
2 Ù 5K,K$bÏ�GNÓ&2���2&/�� 6%*75 � Ù 2&/3Ï@5:I=03I(gK*-/A5N0D*P']Ó�5�Ô4$E>42 � ���
 � �������
���%
 � � �� >42BQbÓ;/fÓ&,K*75:I3$(/
>42]0D*J)L$()fÏ�0D*75KI=$(/ I3/4I35KID*-032P2�5P0 UW$-)>Ó;,:*75K2:Ï4, >�2\'�Ï�56*75KI=$(/ �� ���P
 � � �� Õ

��� ^�W�� �![�X�� ���&Ø��C0 $()�5KI='�I(gK2P0=2cÑ;,KI�5:[&,.2 2 á g:*7/mgF>fÓ;5 Ó&,KI3$(,K2;, 0=2ig G7*-0=2HÏ4,sgB>42 2 - 2�5 2 Ù
2&/ 2;'#)403$76A*-/A5cÑ;$('�'#2 ']Ó�5�Ô4$E>42J>42RQbÓ&/fÓ;,:*75KI=$(/ >�2J0D*�)L$()fÏ�0D*75KI=$(/ I=/4I�5:ID*70=2 � ���
 � �����
���
�� �����%
 2;5�Ñ&$-'#'�2�$()	Ó&,:*S5:2:Ï�,B>42 '�Ï�56*75KI=$(/ �u �6������%
 Õ

• [�b { V�Z�\
X	�ayz^ { ��W �)X;\�
�fa^h[���^  "&VYW  X;\ V�W V����,^  X;\ " eQV�W�` ��Z ��^�� �C0(2ig.5nÑ;$('#)L$kg�Ó1>4210D* Ü�$-/fÑ�.5KI=$(/ $(9}Û.2HÑ;5:I�ÜL)M$(/�>fÓ&,�Ó&2
F = 10000×F1+100×F2+F3

Ð&>42 0=*�'PÓ;5�Ô�$@>42<>42BQbÓ;/fÓ&,K*75:I3$(/
>�2P0=*\)L$()fÏ40=*75:I3$(/ I=/�I35:I=*-0=2J� ���
=� ��� ���
�������
 2;5<5:,.$(I(g8$()	Ó&,K*75:2HÏ4,sg?>42%'ÎÏ�56*S5:I=$-/ �u �6�����
 Ð
�� ���P
 � � �� 2�5 �u �6������P
 Ï�5KI=0=Ilg ÓigMr � á Ü�$(Ilg¯ÑsÔ+*T×}Ï�2JI=/4>�I3GEI=>fÏ *HG(2HÑ1r 2,g_5Z0=*#0=$-/4QbÏ42HÏ4,
>CÏ ÑsÔ4,.$('#$�gK$('�2NÕ�b 2�'#2;I=0=032:Ï4,�I=/4>4I�GEI=>fÏ $(9�5K2&/[Ï )+*7,VÑ;2,g 'ÎÏ�56*S5:I=$-/mg]2,g.5 I=/�g Ó&,�Ó#>4*-/mg\0D*
)L$()fÏ�0D*75KI=$(/ g�Ï4I3G7*-/A5K2NÕ

b 2,g#, Óig Ï40�56*75sg�$(9�5K2&/[Ïmg g�Ï4, 032,g#5K,K$(Ilg#I3/mg.5:*-/fÑ;2,g�'�2;5.5:2;/c5�2&/ 2 ��2;,KQbÏ�2 0D*e>42:Ï@�@I3[&'�2 g.5K,:*75 Ó&Q(I32
2�5�0 Ua*-03Q($(,.I35�Ô�'#2PQbÓ&/fÓ�5:IA×}Ï�2¤Ñ;$(,K,.2,gK)L$(/4>4*-/A5Z2&/hgK2 , ÓHÜ¬Ó;,:*-/A5�*NÏ@� G7*-032:Ï4,�g%$-)�5:I3'�*-032,gB>42igdÑ;,KI35K[&,.2,g
'#*-0=Q-, ÓdÏ�/42 >CÏ4, Ó;2\>VUW2 �CÓHÑ:Ï�5KI=$(/ *�g�gK25'\0=$-/4QbÏ42TÕ
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�Z*-/�g¯Ñ;2;5K5K2\5K,K$(IlgKI3[&'�2Z)+*-,_5:I=2TÐ4/4$bÏ�gP/4$NÏmg gK$('�'#2igFI=/A5�Ó;,K2,g�g ÓigZ*NÏ@� )4,K$(9�0=[&'�2,gB>VUW$(,.>4$(/4/4*-/o.
Ñ;2&'�2&/A5�g g Ï�I3G7*-/A5VØ

chapitre 1
)4,.$(940=[;'#2�>42 �-$(9 & Ô4$() >42�5�6@)L2#d �CÐ r : à

chapitre 2
)4,.$(940=[;'#2�>`Ua*S5K5:2;,K,.I(gsgK*-Q(2]>42igP*HGEI=$-/mg g Ï4,�Ï4/42])4Ilg.5K2\>�2\0 Ua*TÓ&,K$-)M$(,_5 à

chapitre 3
)4,.$(940=[;'#2�>`UW$-,K>4$(/�/+*-/fÑ;2&'�2&/A5�>�2,gBGbÓHÔ4I<ÑHÏ40=2igP>+*7/mg�Ï4/42\ÑsÔ+*w}=/42]>42])4,K$E>fÏfÑ�5:I=$-/$Õ

�"$NÏ4,Z0D*�, ÓigK$(0AÏ�5:I3$(/ >fÏ )4,.$(9403[&'�2 � & �Ð`/4$bÏ�g�*HG($(/mg�)4,K$()L$kg�ÓJ0D*#G7*-,.ID*-/A5K2�g Ï�I3G7*-/A5:2J>�2J0YUW*-09.
Q($-,KI35 Ô4'�2�QbÓ;/fÓ;5KI<×[Ï42V×}Ï�I 2,g.5�Ñ&*-,:*NÑ�5�Ó;,KI(g�Ó&2])+*-,\Ø

� b 2XÑ;$@>+*7Q(2]>fÏ�ÑsÔ�,K$('�$kgK$-'#2Z2;/X/4$-'J94,K2�2;/A5:I=2;,F2&/A5:,.2 9 2�5Jd � �wr . Ù;: à
� b�*F)M$-)fÏ40D*S5:I=$-/�I=/4I�5:ID*70=2O2ig.5ÒÑ&$('�)L$kg Ó;2<>`U Ï4/ I=/4>4I�GEI=>fÏ]QbÓ;/fÓ&,�Ó�Ô42HÏ4,KIlg.5:IA×[Ï42&'�2&/A5"2;5 >`UW*NÏ�5:,.2,g
*70<ÓH*S5:$(I3,K2&'�2&/A5 à

� b�* 'PÓ;5�Ô�$@>42�>�2�g�Ó&032:Ñ;5KI=$(/ 2ig.5%0D* ,K$NÏ40=2�5K5:2�à
� b1U 2��@)403$(,:*75KI=$(/ >fÏ >4$('#*-I=/42�>42,g1gK$-0<Ï�5KI=$(/mg�g&U 2HÚM2:Ñ;5 Ï42 )+*-, 032 94ID*-IlgR>42 5K,K$(IlgJ$()	Ó&,:*S5:2:Ï�,sg
>�2XÑ&,K$-I(gK2;'#2;/A5P$-,K>42;, Ù Ð42;>4,_�>Ð+2�5P/�$-5:,.2�$()>Ó;,:*75K2:Ï4,F>42\Ñ;,K$(IlgK2&'�2&/A5�x 2;>4,_�>ÕLb�* )�,K$(9+*794I=03I35�Ó
>�2�Ñ&,.$(I(g.2&'�2&/A5Z2ig.5�>�2

Px = 1
'�*7I(g�ÑsÔ+*N×[Ï42 $()	Ó&,K*75:2HÏ4,�>42�Ñ&,K$-I(gK2;'#2;/A5XÝ§Ï4/�2�Ü�, ÓH×}Ï�2&/fÑ;2

>VUa*-)�)40=IAÑH*75KI=$(/ Ø?0=2ig#$()	Ó&,K*75:2HÏ4,sg#$(,K>�2&, Ù 2;5�2&>4,�� $-/c5]Ï4/42�Ü�, ÓH×}Ï�2&/fÑ;2 >42 - �k� *-03$(,sg ×[Ï42
x 2;>4,_� 2,g.5P2&'�)403$;6NÓ]*HG(2:ÑVÏ4/42XÜ�,�Ó:×[Ï42&/CÑ&2R>�2 Ù �k��à

� 8%$-5:,.2X$()	Ó&,K*75:2HÏ4, >42X'ÎÏ�56*S5:I=$-/$Ð?*->+*-)�5 Ó&Ý 0=* )4,K$-940<Ó;'�*75KI<×[Ï42 2;5 *TÏ�Ñ&$E>+*-Q(2µÏ�5:I30=I(g�ÓNÐ8*
)L2&,.'#IlgJ>42 gK$(,_5:I3, >42,g�'#I3/4I='�Ï4'tg 0=$}ÑH*NÏE� 2;5#>`U $(9�5K2&/4I3, >42,g�'#2;I=030=2:Ï�,sgJ,�Ó,g Ï�0356*S5�g:Õ �C0B2ig.5
*7)4)40=IA×[ÏfÓ�*HG(2HÑ¤Ï4/�2 )4,.$(9+*-9�I=0=I�5�Ó

Pm = 0.5
à

� b�* 'PÓ;5�Ô�$@>42�>VUWI3/mgK2;,.5:I3$(/ 2,g_5P0 U Ó;0=I�5:I(g.'#2TÕ
b 2,g�2��@)>Ó;,KI3'#2;/c5:*75:I3$(/mg#/}Ï�']Ó;,KI<×[Ï42ig dYf?gOh 
 Ù Õ â�: $(/A5 '�$(/A5:,�ÓX0 UW2�~]Ñ&*NÑ&I�5�Ó 2;5 0=* ,K$-9fÏmg.5K2,g�gK2 >42
/4$75:,K2 *70=Q($(,.I35 Ô4'#2TÕ��8/e2HÚM2;5:Ð >+*-/mg�0=* )40<Ï�)+*-,.5]>�2,g\ÑH*�gHÐ`I=0O>4$(/4/42 032,g�'�2&I=030=2HÏ4,K2igPG7*-0=2HÏ4,sg�>�2 0D*
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