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Chapitre i

Introduction

Le sujet de cette these est I'étude de la théorie des modeles des corps
munis d’'une dérivation de Hasse. Le choix d’aborder ces structures tire son
origine principale des récentes applications de la théorie des modeles a des
branches des mathématiques extérieures au domaine de la logique, en particulier
a la géométrie algébrique. En effet, Ehud Hrushovski a récemment donné une
preuve utilisant fortement des outils de théorie des modeles (voir [Hru96]) d’une
conjecture géométrique, dite de Mordell-Lang. Il a pour cela utilisé des théories
qui enrichissent le cadre “naturel” de la géométrie algébrique, celui des corps
algébriquement clos : il s’agit des corps différentiellement clos en caractéristique
nulle et des corps séparablement clos de degré d’imperfection fini non nul en ca-
ractéristique positive. L’étude logique de ces théories a commencé de plus longue
date. La notion de corps différentiellement clos a été dégagée pour la premiere
fois par Abraham Robinson dans les années 1950, puis étudiée par Lenore
Blum entre autres, s’appuyant sur des travaux de Joseph Ritt et Ellis Kolchin
en algebre différentielle. Les premiers résultats sur la théorie des modeles des
corps séparablement clos non parfaits ont été montrés par J.L. Ersov, puis leur
étude s’est poursuivie avec en particulier Carol Wood, Zoé Chatzidakis, Gregory
Cherlin, Shaharon Shelah, Gabriel Srour, Frangoise Delon et Margit Messmer.
L’étude commune de ces structures sera faite ici dans le langage des dérivations
de Hasse, notamment employé par Martin Ziegler ([Zie03b]). L’objectif est d’uti-
liser une telle étude comparée pour mieux comprendre la théorie des modeles
de chacune de ces structures, et particulierement les objets géométriques qui
y sont définis. En particulier, on définit une géométrie D-algébrique dans les
corps munis d’une dérivation de Hasse, et on montre qu’elle capture la notion
de groupes infiniment définissables en montrant une équivalence de catégorie
entre les groupes D-algébriques et les groupes infiniment définissables dans les
corps munis d’une dérivation de Hasse (avec les morphismes adéquats). On
montre aussi (au travers d’une autre équivalence de catégorie) que certains “pe-
tits” sous-groupes des points rationnels G(K) d’un groupe algébrique G, dits
sous-groupes rationnellement minces, sont déterminés par une D-structure sur
G, c’est-a-dire une structure de faisceau de D-algebres sur le faisceau des fonc-
tions régulieres de G. On étudie aussi la question des sous-groupes infiniment
définissables des points rationnels d’un groupe algébrique avec ’exemple du
groupe multiplicatif G,,, pour lequel on donne une description exhaustive des
sous-groupes définissables de G,,(K) contenant les constantes G,,(Ck). Don-
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8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

nons quelques précisions.

Dans le premier chapitre, on introduit les premieres définitions : une
dérivation de Hasse sur un anneau commutatif A est une suite dénombrable
(D;)icw de fonctions additives de A dans A satisfaisant les axiomes :

— Do =1ida

— Dy(zy) = ZmH:n D,,(2)D;(y) pour tout x, y dans A

= Do Dy = (""")Dyyn.

On donne aussi les premieres propriétés d’'une dérivation de Hasse, et on fait
le rapprochement entre les corps munis d’une dérivation de Hasse et d’autres
théories déja connues : en caractéristique nulle, une dérivation de Hasse n’est
rien d’autre qu’une dérivation “classique”, les autres fonctions D; pour i > 1
étant obtenues par itération; et en caractéristique positive, les corps K avec
une dérivation de Hasse non triviale qui sont stricts (c’est-a-dire tels que leur
sous-corps de constantes Ck est le sous-corps KP des puissances p-iémes) sont
des corps de degré d’imperfection 1, et en nommant une p-base canonique de K,
la dérivation de Hasse est définissable dans le pur langage des corps. Le reste
du chapitre relie la dérivation de Hasse a certaines notions algébriques de base
(D-homomorphismes, D-idéaux, D-modules, D-algebres), définit la D-algebre
des D-polynomes A{X} sur un D-anneau A, qui est une notion centrale dans
toute la suite, et donne quelques propriétés sur ses D-idéaux.

Le deuxieme chapitre utilise ces préliminaires D-algébriques pour in-
troduire les théories CHC,. La classe des D-corps existentiellement clos est
élémentaire ; a caractéristique p fixée, on rappelle une axiomatisation de leur
théorie CHC),, due a Lenore Blum pour p = 0 et a Margit Messmer et Ca-
rol Wood d’une part dans [MesWoo095] puis Martin Ziegler d’autre part dans
[Zie03b] pour p > 0 (leurs deux approches coincident dans le cas d’une seule
dérivation de Hasse que 'on considére ici). On remarque que ces théories cor-
respondent a la théorie des corps différentiellement clos en caractéristique nulle,
et aux théories des corps séparablement clos de degré d’imperfection 1 en ca-
ractéristique positive. On rappelle alors que ces théories CHC), sont completes
et admettent I’élimination des quantificateurs (voir par exemple [Poi87a] pour la
caractéristique nulle, et [Del88] pour la caractéristique positive, dans un lan-
gage introduit implicitement dans [Woo79]) ; et aussi les premiéres conséquences
modele-théoriques pour ces théories : description des types, stabilité, élimination
des imaginaires, description de ’algébricité et de la définissabilité.

Le troisieme chapitre est consacré a l'introduction de la géométrie D-
algébrique. Les résultats modele-théoriques dégagés dans le chapitre précédent,
comme ’élimination des quantificateurs, permettent des constructions assez
semblables a celles de la géométrie algébrique. On montre ici en particulier un
analogue du théoréme des zéros de Hilbert dans les modeles K de CHC,, suffi-
samment saturés ; et on définit alors la D-topologie dont les fermés correspondent
bijectivement aux D-idéaux radiciels de K{X} (en caractéristique nulle, on re-
trouve la topologie utilisée par Ellis Kolchin dans les corps différentiels). On en
déduit alors la construction d’une catégorie des variétés D-algébriques (et aussi
des groupes D-algébriques) ; les propriétés géométriques de ces objets refletent
les propriétés des théories CHC), en particulier la D-topologie est noetherienne



si p = 0, mais ne l'est pas si p > 0 (dans ce cas, les D-fermés ne sont pas
définissables en général mais infiniment définissables).

Les points rationnels des variétés algébriques sont des cas particuliers de variétés
D-algébriques, mais la D-topologie leur donne d’avantage de structure. Il existe
ainsi, en caractéristique positive, des variétés algébriques irréductibles qui ne
sont plus irréductibles quand on les voit comme variétés D-algébriques. Toute-
fois, on étend ici un résultat d’irréducibilité de Kolchin valable dans les corps
différentiels decaractéristiquenulle (voir’appendice Cde[Mar96]) pourlesvariétés
algébriques lisses, en caractéristique quelconque :

Théoréme i.1 (ITL.1) Soit V une variété algébrique lisse et irréductible, alors
V' est encore irréductible dans la D-topologie.

Cette propriété particuliere au cas lisse permet la construction d’un foncteur de
prolongation sur la catégorie des variétés lisses irréductibles; c’est une version
déformée des fibrés tangents d’ordre quelconque (voir la définition IT1.12). Ces
objets ont déja été etudiés en caractéristique nulle (par exemple dans [Pil96a]
et dans [Mar00]); en caractéristique quelconque, le bon comportement de ces
prolongations est assuré par la proposition III.6.

Dans le cas de la caractéristique positive, il existe d’autres constructions
algébriques qui permettent de comprendre la structure des points rationnels
V(K) de la variété V' dans un corps non parfait . L'une d’elle est une famille de
foncteurs A,,, dont on peut trouver une construction explicite dans [BouDel01] :
pour une variété affine V., A,V est la cloture de Zariski des racines p-iemes des
coordonnées des points de V(K) dans une base fixée de K en tant que KP"-
espace vectoriel. Une autre construction est la restriction du corps de base de
K & K?" pour une variété V définie sur V; c’est un objet universel dans la
catégorie des variétés algébriques définies sur K?" envoyées dans V.

Dans la section II1.2.2, on établit les relations entre ces différentes constructions ;
en particulier, on montre que la restriction du corps de base de K & K?" est
possible pour des variétés algébriques quelconques quand K est un modele de
CHC,. Plus précisément, on montre les résultats suivants :

Proposition i.1 (II1.8) Pour V une variété algébrique définie sur V., Fr™ o
A,V est une restriction du corps de base de K ¢ KP" pour V.

Proposition i.2 (II1.9) Pour V une variété algébrique lisse et irréductible
définie sur K, Fr™ o A,V est isomorphe a la (p"™ — 1)-éme prolongation de
V Apn_1V.

La derniere construction que l'on fait ici est une généralisation de la notion de
D-structure qu’Alexandru Buium avait définie dans des corps différentiels de
caractéristique nulle (voir [Bui92]). Une D-structure sur une variété algébrique
V' est une structure de faisceau de D-algebres sur son faisceau de fonctions
régulieres Oy (définition II1.15). Une étude modele-théorique de ces D-structures
est aussi menée par Piotr Kowalski et Anand Pillay (dans [KowPil03] en
caractéristique nulle, en cours pour la caractéristique positive). Pour les variétés
lisses et irréductibles, on montre ici que la donnée d’une D-structure sur V est
équivalente a la donnée d’une famille de sections pour la famille projective des
prolongations (A;V);e,. Cela nous permet d’établir des critéres pour qu’une
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variété algébrique V' (lisse et irréductible) puisse étre munie d'une D-structure;
des criteres cohomologiques avaient déja été dégagés par Alexandru Buium dans
le cas de la caractéristique nulle ; pour la caractéristique positive, on donne ici
une condition sur les corps de définition :

Proposition 1.3 (II11.13) La variété algébrique lisse et irréductible V peut étre
munie dune D-structure si et seulement si, pour tout n, il existe une variété
algébrique V,,, définie sur KP" | isomorphe  V, Uisomorphisme induit entre V,,
et Vg1 étant de plus défini sur KP".

Ce chapitre se termine par deux théoréemes d’équivalence de catégorie. Le pre-
mier est un analogue dans CHC), du théoreme de Weil affirmant qu’un groupe
constructible dans un corps algébriquement clos n’est rien d’autre qu’un groupe
algébrique; il recouvre une équivalence de catégorie déja montrée dans le cas
de la caractéristique nulle par Anand Pillay (voir [Pil97]) et approfondit un
résultat de plongement des groupes infiniments définissables dans les points ra-
tionnels d’un groupe algébrique di a Elisabeth Bouscaren et Francoise Delon
(voir [BouDel01]) :

Théoréme i.2 (II1.3) La catégorie des groupes D-algébriques irréductibles,
munies des p-homomorphismes, est équivalente a celle des groupes infiniment
définissables connexes.

L’autre théoréme généralise lui aussi un résultat montré par Alexandru Buium
dans le cas de la caractéristique nulle. II fait intervenir une notion de minceur :
on dit qu'un ensemble définissable (avec parametres dans k) est mince si, pour
chacun de ses points z, le corps k({x}) engendré par x et ses dérivées successives
est une extension algébrique d’une extension finiment engendrée au dessus de
k, qu'il est trés mince si k({x}) est une extension algébrique séparable d’une
extension finiment engendrée au dessus de k et rationnellement mince si k({x})
est finiment engendré au dessus de k. Le résultat est le suivant :

Théoréme i.3 (II1.5) La catégorie des groupes algébriques irréductibles munis
d’une D-structure est équivalente a celle des groupes D-algébriques irréductibles
rationnellement minces.

Dans le quatrieme chapitre, on utilise les outils construits précédemment
pour déterminer la structure supplémentaire apportée par la dérivation de Hasse
aux groupes algébriques, c’est-a-dire comprendre quels sont les sous-groupes infi-
niment définissables de G(K) pour un groupe algébrique G et pour K un modele
suffisament saturé de CHC). On constate que ce probleme repose surtout sur
la compréhension des prolongations de G : en effet, la donnée d’un sous-groupe
infiniment définissable H de G correspond a une famille (Hp,)new, avec Hy,
un sous-groupe de la n-ieme prolongation A, G, telle que les H, vérifient des
conditions de compatibilités (voir la proposition et définition IV.1). L’objet de

la proposition suivante est de comprendre la structure de groupe algébrique de
AG :

Corollaire i.1 (IV.1) Le groupe A, G est une extension de G par un groupe
unipotent.
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De plus, dans le cas de la caractéristique positive, le lemme sur les groupes
algébriques démontré en annexe B permet d’avoir des renseignements sur la
puissance de p qui annule le groupe unipotent en question.

On s’intéresse ensuite au cas particulier du groupe multiplicatif G,,,. Les noyaux
des projections A, G,, — G,, sont facilement décrits, mais ne suffisent pas
pour obtenir une description des sous-groupes infiniment définissables de G, (K).
Toutefois, une description précise du quotient G,,(K)/G,,(Ck) nous permet
d’obtenir en section IV.2 une description exhaustive des sous-groupes infiniment
définissables de G,,(K) contenant G,,(Ck) :

Proposition i.4 (IV.10) Soit a € G, (K) \ G, (Ck) fizé. Il existe une bi-
jection croissante entre les sous-groupes (infiniment) définissables de G, (K)
contenant G, (Ck) U {a} et les sous-groupes additifs (infiniment) définissables
de Ker Dp_;.

On exhibe en particulier un sous-groupe (infiniment) définissable de G, (K) qui
n’est pas définissablement isomorphe au groupe multiplicatif d’un corps (infini-
ment) définissable dans K.

La derniere partie de ce chapitre se concentre sur les sous-groupes minces infi-
niment définissables dans les groupes algébriques. L’étude de ces sous-groupes
s’est avérée essentielle dans la preuve de la conjecture de Mordell-Lang par
Ehud Hrushovski. En caractéristique nulle, il a été exhibé un noyau de Manin
dans les variétés abéliennes, c’est-a-dire un sous-groupe définissable, mince (ou
trés mince, ou rationnellement mince, car les trois notions coincident en ca-
ractéristique nulle), Zariski-dense et minimal avec ces propriétés. Les critéres
pour qu'un groupe algébrique commutatif soit muni d’une D-structure dus a
Alexandru Buium ([Bui92]), et le théoréme IIL.5 liant les groupes rationnelle-
ment minces au D-structures permettent de montrer :

Proposition i.5 (IV.14) En caractéristique nulle, tout groupe algébrique com-
mutatif admet un sous-groupe définissable mince et Zariski-dense.

L’analogue du noyau de Manin en caractéristique positive est la partie divi-
sible p® A(K) de la variété abélienne A. Il était déja connu que p™ A(K) est
mince. Toutefois, un des enjeux de la compréhension de ces sous-groupes est
de trouver une preuve “directe” de la conjecture de Mordell-Lang, c’est-a-dire
qui ne fasse pas intervenir le résultat de dichotomie sur les géométries de Za-
riski invoqué dans la preuve donnée par Ehud Hrushovski. Un tel objectif a été
atteint dans le cas de la caractéristique nulle par Anand Pillay ([Pil04]); en ca-
ractéristique positive, on connait une preuve directe dans le cas o p™ A(K) est
trés mince (voir [PilZie03]). Dans la proposition IV.17, on donne un critére pour
que p*° A(K) soit trés mince, qui porte sur la séparabilité d’une factorisation du
Verschiebung (l'isogénie duale du Frobenius) & travers les restrictions du corps
de base de A de K aux KP?". Dans cette optique, on s’intéresse aussi & savoir si
p™ A(K) est rationnellement mince. D’apres la proposition IV.18, c’est le cas si
et seulement si A est isogéne & une variété abélienne munie d’'une D-structure.
Un argument apporté par Damien Roessler permet de répondre positivement a
la question de “descente au corps des constantes” :

Corollaire i.2 (IV.6) Soit A une variété abélienne munie d’une D-structure,
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alors A est isomorphe a une variété abélienne définie sur le corps des “constantes
. < L2 100 e
infinies” Cg = KP .

On en déduit alors que p™ A(K) est rationnellement mince si et seulement si A
est isogeéne & une variété abélienne définie sur C%° (corollaire IV.8).

On obtient aussi, en utilisant ’annexe A donnant une condition suffisante pour
qu’un ensemble définissable soit treés mince, le résultat suivant :

Corollaire 1.3 (IV.9) Si A est une courbe elliptique qui n’est pas isogéne a
une courbe elliptique définie sur C5¢, alors p® A(K) est trés mince mais pas
rationnellement mince.

Enfin, le cinquiéme chapitre est consacré a la caractéristique nulle. On
reprend tout d’abord la description due & Joseph Ritt ([Rit50]) des D-idéaux
premiers de k{X}, qui correspondent aux types sur k. Ensuite, on généralise
deux notions de rang qui étaient définis jusqu’a maintenant dans le cas de 1-
types (voir [Poi78] ou [Mar96]) : il s’agit du rang RH, qui est une description de
la dimension topologique des D-fermés, et du rang RD, une généralisation du
degré de transcendance qui peut prendre des valeurs ordinales infinies. Enfin, on
s’intéresse au rapport entre les différentes notions de rang (les rang de la stabilité
RU et RM et ces rangs ad hoc RH et RD) et les notions de types génériques
(c’est-a-dire de types de rang maximal) qui y sont associées. On regarde plus
particulierement ce qui se passe dans le cadre des groupes définissables. D’un
c6té, Anand Pillay et Wai Yan Pong ont montré dans [PilPon02] que les rangs
RU et RM d’un groupe définissable dans la théorie CHCj sont égaux; mais
de l'autre, on donne ici des exemples qui montrent que la situation est tres
différente du cas des corps algébriquement clos, ot I’équivalent des rangs modele-
théoriques (RU et RM), topologique (RH) et algébrique (RD) coincident. En
effet, on construit :

— un groupe connexe avec deux types de rang RH maximum

— un groupe connexe et irréductible ol 'unique type générique au sens topo-

logique est différent de I'unique type générique au sens modele-théorique

— un groupe irréductible qui n’est pas connexe.

Cette derniere partie a été l'objet de la publication [Ben02].



Chapitre ii

Notations et conventions

Le vocabulaire de théorie des modeles que l'on utilisera vient principale-
ment de [Poi87a]; il peut étre considéré comme standard, sauf éventuellement
le fait que 'on appelle fils (respectivement peére) d’un type ce que d’autres
appellent plutot extension (respectivement restriction) d’un type. Outre le vo-
cabulaire, on recommande aussi la référence [Poi87a] pour se familiariser avec le
contexte modele-théorique de ce qui suit ; pour certains points (sur la stabilité
géométrique évoquée au chapitre IV par exemple), citons aussi [Pil96b].

A partir du chapitre III, nous utiliserons aussi des notions de géométrie
algébrique. Il est hors de question de citer une approche géométrique moderne
comme référence, en partie parce que la maniere de voir les objets de la géométrie
algébrique aujourd’hui est totalement différente de ce qu’elle était il y a cin-
quante ans. L’approche utilisée ici est plutot cette derniere. Elle est plus “naive”
et sans doute plus intuitive pour les non spécialistes ; les objets que I’on considere
pourront étre vus comme des ensembles de points, nous ne parlerons jamais de
schémas. Parmi toutes les références possibles, citons [Lan58], [Har77] et [Spr98].
Les conventions different d’un ouvrage a I’autre ; mais précisons simplement que :
— un morphisme ou une fonction réguliére sur une variété algébrique sera
toujours pour nous partout définie, et si ce n’est pas le cas, on en donnera

un ouvert de définition

— pour la notion de corps de définition d’une variété algébrique, on suit les

références données; et le corps de définition d’un morphisme sera celui de
son graphe

— pour un morphisme de variétés algébriques, on rappelle que la notion

de surjectivité n’a pas son sens ensembliste : on dira qu'un morphisme
est surjectif s'il est séparable et si son image est dense (qu'il s’agisse de
variétés irréductibles ou non).

Parmi les notations utilisées, citons :

S(k) espace des types d'une théorie complete fixée sur un ensemble de pa-
rametres k en un nombre fini de variables quelconque mais fixé

C inclusion au sens large

C  inclusion au sens strict

F, corps a p éléments si p est premier, et Q si p =0

Z  anneau premier dans I,

(j) coefficient binomial dans Z si j > i, et 0 sinon

K3

13
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[m]z  x#...*xa dans un groupe de loi *
—

m fois
K% sous-corps des puissances ¢g-iemes des éléments de K, pour un corps K de

caractéristique p et ¢ une puissance de p

K™ ou K*™ en cas d’ambiguité puissance cartésienne de K

Oy  faisceau des fonctions régulieres sur une variété algébrique V'

f#*  morphisme de faisceaux Oy — Oy associé au morphisme de variétés
algébriques f : V. — W, par la relation f#(h) = ho f

G, groupe additif

G,, groupe multiplicatif

Xa(G)  groupe des caractéres additifs du groupe algébrique G

Xm(G) groupe des caracteres multiplicatifs du groupe algébrique G
Ext(G,H) groupe dont les éléments sont les groupes algébriques commutatifs
qui 8’écrivent comme une extension de G par H (voir [Ser59])



Chapitre I

Premiers éléments de
D-algebre

1.1 Dérivations de Hasse

Définition 1.1 On dit qu’un anneau A (commutatif) est muni d’une dérivation
de Hasse s’il existe une famille D = (D;);e,, d’applications additives de A dans
A, vérifiant les axiomes suivants :

1. Dy =idy
2. Dn(2y) = 30 11—n Dm(x)Di(y) pour tous x, y dans A
8. Do Dy = (") Dy

m
Le couple (A, D) sera appelé un D-anneau. S’il n’y a pas d’ambiguité, on dira
aussi que A est un D-anneau.

Exemples Tout anneau A peut étre muni d’une dérivation de Hasse, dite tri-
viale, en posant Dy = id4 et D; = 0 pour ¢ > 1.

Si A est un D-anneau, on peut munir 'algebre de polyndmes Aft] (ainsi que
lalgebre des séries entieres A[[t]]) d’une structure de D-anneau, dite standard,
prolongeant celle de A, en posant Dq(t) = 1 et D;(t) = 0 pour 4 > 1. On obtient
immédiatement par I'axiome 2 que D;(#/) = (Z)tj_i’ pour tous ¢, j.

Pour un D-anneau A, les propriétés suivantes sont obtenues facilement. On
pourra consulter & ce sujet la section I.1 de [Oku63].

Proposition 1.1 Dans un D-anneau A :

1. Dy est une dérivation sur A, c’est-a-dire une application linéaire de A
dans A qui vérifie la régle de Leibniz : Vx,y, Di(xy) = xD1(y) + D1(x)y.
2. Dp(1.w @m) =22 4 i —n Dis (1) . Diy ()

_ (1,1++’Ly,)’ .
3. Dil 0...0 Din = 71’1!‘-.’%! Di1+---+in 5

en particulier D} = %Dm (ou D} représente la composition de D; n
fois),

15
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et si p est un nombre premier et n = Zf:o cpt la décomposition de n en

base p, alors
n!

N— ————

non divisible par p

Dfoo...oD;:‘é:

4. La dérivation de Hasse (D)) est triviale.
5. Si A est de caractéristique p, alors Dn(mpc) = 0 si p° ne divise pas n, et
Da(@?") = (Dyn(@))"" sin = mpe.

Définition 1.2 On dit que k est un D-corps si c’est a la fois un corps et un
D-anneau.

On va étudier la théorie des modeles des corps munis d’une dérivation de Hasse,
dans le langage du premier ordre Ly = {0,1,+, —, ., (D;)i>0}-

Définition 1.3 Pour p nul ou nombre premier, on note CH, la théorie des
corps de caractéristique p muni d’une dérivation de Hasse dans le langage L.

Proposition 1.2 Soit A un D-anneau intégre. La dérivation de Hasse D se
prolonge de maniére unique au corps de fraction de A pour en faire un D-corps,
par la formule suivante (pour (x,y) € A x A*) :

Y Y '

Preuve La formule donnée est imposée par I’axiome 2, ce qui donne 'unicité.
Le fait qu’on obtienne bien une dérivation de Hasse sur le corps de fraction de
A est immédiat. |

Définition 1.4 Soit A un D-anneau. On note
Cy:={x € A|Dy(x) =0}

et
CY = {x € Alvn > 0, D, (z) = 0}.

Fait 1.1 Pour D-anneau A, Cy et CY sont des sous-anneaux de A. Si A est
un corps, ce sont de plus des sous-corps de A.

Fait 1.2 Sile D-anneau A est de caractéristique nulle, alors Cy = C¥ (d’aprés
la proposition 1.1.5).
Si A est de caractéristique p > 0, alors AP C Cy (d’aprés la proposition 1.1.5).

Définition 1.5 Soit p > 0 et k = CH,. On dit que k est un D-corps strict si
Cy = kP.

Exemple Soit k un corps parfait de caractéristique p > 0, muni de la dérivation
de Hasse triviale. On munit k(¢) de la dérivation de Hasse standard au-dessus de
k. Alors k(t) est un D-corps strict. On remarque tout d’abord que pour montrer
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que Cyyy = k(t)?, il suffit de le montrer sur k[t] : en effet, si % € Cr), ot f(t)
et g(t) sont des éléments de k[t] premiers entre eux, avec f(t) unitaire, alors

f)N _ Di(f()g(t) — f(H)Di(g(t) _
Dy (ﬁ) = 9(0)2 =0
et donc soit D1 (f(t)) = D1(g(t)) = 0, et on est ramené & k[t], soit % =

giggg;, ce qui est exclu par le choix de f et g car deg D1(f(t)) < deg f(¢).

Maintenant, pour h(t) = Y, a;t" € Cyyy, on a Di(h(t)) = > iait"™" = 0, et
donc h(t) € k[tP] = E[t]? car k est parfait.

Fait 1.3 Si k est un D-corps strict, alors pour tout n > 1,
kP ={x € k|V1 <i < p", Di(z) =0},

et
C=k" =) #".

new

Proposition et définition 1.1 Soit k |= CHp, pour p > 0. Il existe un plus
petit D-corps strict contenant k, on le note kSt¢t. L’extension k3"’ [k est
purement inséparable. Par convention, pour p = 0, on note k5"t .= k.

Preuve On construit par induction une suite croissante de D-corps (k;)ie.. Soit
ko = k, et supposons k; construit. Pour  dans Cy,, on a D,,(x) = 0 pour tout m
non divisible par p (proposition I.1.3), et il s’ensuit que D’ := (Dg, D), Dap, . . .)
est une dérivation de Hasse sur Cj,. On pose alors k;y; 1= C,ii/p, et on munit
ki1 de la dérivation de Hasse issue de D’ par D, (z) = D!, (zP)'/?. Alors ki
est bien une D-extension de k; (car pour x € k;, D), (zP) = Dpp(2?) = Dy (x)?
d’apres la proposition 1.1.5), purement inséparable car k? +1 C Ck,.

Alors ksi¢t .= U;ck; est bien la plus petite D-extension stricte de k ; et c’est
une extension purement inséparable de k. [l

Exemple Si k est un corps de caractéristique p non nulle et de degré d’im-
perfection 1 (c’est-a-dire que [k : kP] = p), tout élément b € k \ kP forme une
p-base de k : 1,b,...,bP! est une base de k en tant que kP-espace vectoriel.
On peut définir alors une dérivation de Hasse sur k, en posant Dq(b) = 1 et
D;(b) = 0 pour ¢ > 1. On obtient ainsi un D-corps strict. On va maintenant
regarder la construction inverse.

Définition 1.6 Pourp > 0, soit k = CH,, de degré d’imperfection1; etn > 1.
On dit qu’un élément b de k est une p-base de k si 1,b,...,bP~ 1 est une base
de k en tant que kP-espace vectoriel. On dit que cette p-base est n-canonique
st D1(b) =1 et D;(b) = 0 pour tout 1 < i < p™. On dit que b est une p-base
canonique si c’est une p-base n-canonique pour tout n.

Fait 1.4 Soit b une p-base d’un D-corps k de degré d’imperfection 1. Alors, pour
tout entier n, (b')o<i<pn forme une base de k en tant que kP" -espace vectoriel,

et les applications D; pour i < p" sont kP -linéaires. Si x = f:al x;b' est
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la décomposition d’un élément x de k dans cette base, alors F,({b})(;)icpr =
F,({b})(Di(x))icpn. La relation entre ces deux p™-uplets est donnée matriciel-
lement par

Dy () Dy(1) Do(b) ...  Dg(b*" 1) zo
Di(x) | [ Di(1) Dy(b) ... D" T
Dpn_'l(x) Dpn;l(l) Dpnil(b) : Dpn,lﬁbp”—l) zp;_l

Si de plus b est une p-base n-canonique, la matrice Di(bj)i7j<pn est triangulaire
supérieure car D;(b7) = (1)b~" (conséquence de la proposition 1.1.2).

Définition 1.7 Pour une p-base fixzée d’un D-corps K de degré d’imperfection
1, on note <pn(x) = (zo,...,%pn_1) le p"-uplet d’éléments de K?" tel que x =

S b

Corollaire 1.1 Soit k un D-corps de degré d’imperfection 1, admettant une
p-base canonique b; soit | := F,(b). Pour tout entier n, on écrit, suivant les
notations de [Del98],

p"—1
r= 3 Ninla)"V
i=0
la décomposition d’un élément x de k dans la base 1,b,...,b°" ! de k en tant

que kpn—espace vectoriel (c’est-a-dire que )\fz =y ). Alors
U{ah))** =1 (2)ln € N,0 <0 < p" —1).
Preuve D’apres le fait précédent,
1({x}) =l \im(z)?" |n € N,0 < i < p" —1).

Pour tout n € Net 0 < i < p" — 1, /\i,n(x)p" est dans kP", donc annule
Di,...,Dpn_q : (I({z}))**"*** doit donc contenir \; ().

On obtient alors I’égalité voulue en montrant que I[(A; ,(z)|n € N;0 < i < p"—1)
est strict. Soit y € I(Ajn(z)ln € N,0 < i < p" — 1) tel que D1( ) = 0. Les
relations de composwlon des fonctions A, ,, exposées dans [Del98] montrent que
I(Ain(z)n € N,0 < i < p™ — 1) est stable par ces fonctions. Or D;(y) = 0
équivaut & A\ 1(y) = ... = Ap—11(y) = 0, donc y = o1 (y)P € l(Ain(z)|n €
N,0<i<p"—1)P. 0

Fait 1.5 (section 1 de [Del98]) Si un corps k de caractéristique p admet une
p-base b, et si | est une extension de k, alors l’extension est séparable si et
seulement si b & IP.

Proposition 1.3 Soit k un D-corps strict, avec une dérivation de Hasse non-
triviale. Alors le degré d’imperfection de k wvaut 1. De plus, pour tout entier
n > 1, il existe dans k un élément b qui est une p-base n-canonique pour k.
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Preuve On montre d’abord que pour un élément b tel que D;1(b) = 1, b est
une p-base l-canonique. On obtient en effet, d’apres la proposition 1.1.3, que
D;(b) =0pour 1 <i<p;etsiag+ab+...+a,b™ =0 est une combinaison
linéaire a coefficients dans C}, avec m < p, on obtient en appliquant D,, que
am = 0. La famille 1,b,...,bP~! est donc libre sur Cj.
On montre alors par récurrence sur ¢ entre 1 et p que

{x €k|Di(z) =0} =Cr @ Crb D ... D CRb ™.
C’est la définition de C) pour i = 1; ensuite, pour i < p, si Diﬂ(x) =0, alors,

par hypothese de récurrence, Dy (z) = ap+...+ a;_1b""1 avec a; € C, et alors
Dy (z — (agb+ ...+ “=2b")) =0, donc z € Cy & ... & Cyb'. Comme D} = p!D,

est nul sur k, on en déduit que 1,b,...,bP~! est une base de k sur Cj, = kP.
On construit ensuite une p-base n-canonique par récurrence sur n. Pour n = 1,
il suffit de trouver un élément b tel que D;(b) = 1. On sait qu'il existe un

élément ¢ de k et un entier m > 1 tel que D,,(c) # 0, on choisit un tel m
minimum. Nécessairement, m est une puissance de p; en effet, soit ¢ la plus
grande puissance de p inférieure & m, alors (Z’) Dy (¢) = Dyp—g 0 Dy(c) # 0 (car
(7;’) vaut [ 7], qui est compris entre 1 et p —1), donc Dy(c) # 0. Ensuite, par
choix de ¢, D;(c) = 0 pour tout 1 < i < ¢, donc, comme k est strict, il existe
c tel que 9 = ¢ d’apres le fait 1.3; on a alors Dy (¢/)? = Dgy(c) # 0. Enfin,
puisque DY (¢’) = p!D,(¢') = 0, il existe un plus petit entier [ (1 <1 < p) tel
que DY(c/) # 0 et DITY(¢/) = 0. Posons alors b = E;Bll(g;), on a bien D;(b) = 1.
Ensuite, en supposant connue b une p-base n-canonique, on cherche une p-base
n+1-canonique sous la forme b’ = b—c?" . En effet, un tel b’ vérifie D;(b') = D;(b)
pour tout 0 < ¢ < p™, donc reste une p-base n-canonique, et on cherche c tel
que Dy (b') = 0. On a Dyn (V') = Dyn(b) — D1(c)P" ; or pour tout 1 < j < p",
D;(Dyn (b)) = Dpn(D;(b)) = 0 puisque Dnj(b) vaut 0 ou 1. Comme k est strict,
il existe donc d € k tel que Dyn(b) = dP . Reste donc a trouver ¢ € k tel que
Di(c) = d, ce qui est possible si D,_1(d) = 0 (car d’aprés le premier point
de cette preuve, on a alors d € Cy @ ... ® Cxb?~2, donc d est intégrable). Or
(Dpr ()" = Dynss_pn (@) = Dpss_yn 0 Dy (b) = (V1) Dysa (b) = 0, ce
qui permet de trouver b’ tel que Dpn(b’) = 0. On a bien trouvé une p-base

n + 1-canonique, puisque pour p™ < j < p" 1, D;(b) = DJ‘%D)P"(”) =0. O
on

Remarque La proposition précédente est aussi montrée de maniere différente

dans [Zie03a).

Proposition 1.4 Soit k un D-corps strict et | une D-extension de k. Alors
cette extension est séparable.

Preuve Si D est triviale sur k, alors, puisque k est strict, k? = Cy = k, donc k
est parfait et toute extension de k est séparable.

Si D est non-triviale, il existe par la proposition précédente une p-base 1-
canonique (b). Pour montrer que extension I /k est séparable, il suffit de vérifier
que b & I[P ; c’est évident puisque Dy (b) # 0. O

Dans le cas de la caractéristique nulle, la théorie C'Hy n’est rien d’autre que
la théorie des corps différentiels, comme le montre la proposition suivante.
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Proposition 1.5 Soit (k,d) un corps de caractéristique nulle, muni d’une
dérivation, alors il existe une unique dérivation de Hasse D sur k telle que
D, =d.

Preuve Si D est une dérivation de Hasse telle que D; = d, la proposition 1.1.3
impose que, pour n > 1,

1
D, (z) = ado ...od(z).
n fois
On obtient immédiatement par récurrence que, si D = (D;);c. est donnée par
ces formules a partir de d, D est bien une dérivation de Hasse sur k. ([l

Ce qui précede n’est pas valable en caractéristique positive, puisque n! peut
s’annuler. D’apres la proposition 1.1.4, il suffit de connaitre les D, pour toutes
les puissances ¢ de p pour connaitre la dérivation de Hasse sur k. La donnée
de D; ne permet de connaitre Dyn que sur k" (puisque Dyn (2P") = (Dy(x))?"
d’apres la proposition 1.1.5) ; I'utilité des dérivations de Hasse en caractéristique
positive est de prolonger ces applications a k tout entier.

[.2 Autres éléments de D-algebre

1.2.1 D-homomorphismes et D-idéaux

Définition 1.8 Soient A et B deuxr D-anneauz (respectivement D-corps). On
dit qu’une application ¢ : A — B est un homomorphisme de D-anneauz (res-
pectivement de D-corps) si ¢’est un homomorphisme d’anneauz (respectivement
de corps) qui commute avec la dérivation de Hasse. On emploiera aussi le terme
de D-homomorphisme.

Définition 1.9 Soit A un D-anneau. On dit que I est un D-idéal de A si c’est
un idéal de A stable par Uapplication de D = (D;);>o.

Fait 1.6 Soit I un D-idéal d’un D-anneau A. Alors il existe une unique struc-
ture de D-anneau sur A/I telle que la projection A — A/I soit un
D-homomorphisme.

Proposition et définition 1.2 Soit U une partic d’'un D-anneau A. Il existe
un plus petit D-idéal de A contenant U, c’est l’idéal engendré par la famille

(Di(2)) icw - On le note {U}.
zeU

Définition 1.10 Soit I un idéal d’un D-anneau A. On appelle radical de I, et
on note \ﬁ, l’idéal
VI:={zec A3 ecN,z"cI}

On dit que I est radiciel si I = /1.

Fait 1.7 Pour tout idéal I, \/I est le plus petit idéal radiciel contenant I.
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Définition 1.11 Soit I un idéal d’un D-anneau A et S une partie multiplicative
de A (c’est-a-dire 1 € S et (x,y € S = xy € 5)). Alors on note

ST ={xec AFy € S,xy I}

Proposition 1.6 Si I est un D-idéal d’un D-anneau A et S une partie multi-
plicative de A, alors S™1I est un D-idéal.

Preuve Il est tout d’abord clair que S™1'I est un idéal.

Pour montrer que S~1'I est un D-idéal, considérons a € S~'I, et b € S tel que
ba € I. Alors, pour tout ¢ > 0 et h > 1, Di(bha) € I. On montre par récurrence
sur h que pour tout 0 < i < h, il existe ¢ € A tel que D;(b") = cb" . C’est clair
si h = 1; supposons la propriété montrée pour un h > 1, et montrons-la pour
h+1. Le résultat est clair sii = h+1; et pour 0 <4 < h, il existe ¢cg,...,c; € A
tels que :

K3
D" =" Dy (") Di;(b)

j=0

i ) i—1 o ‘

= ZCjb}L_]Di—j(b) = (Z Cjbz_]_lDi,j(b) + Ci)bh+1_1.
Jj=0 j=0

On en déduit, par récurrence sur i, que pour tout i > 0, b1 D;(a) € I. On
utilise pour cela la relation suivante, ou cq,...,c; sont les éléments de A que
I’on vient d’exhiber :

Di(b"a) = D;(0" ) Dij(a) = b Di(a) + Y ¢ Di(a).
N—— =0

el =1

el

On obtient ainsi que D;(a) € S7'1, donc S7'I est un D-idéal. O

Nous aurons besoin dans la suite de la décomposition des D-idéaux radiciels
en intersection de D-idéaux premiers.

Lemme 1.1 Soit I un D-idéal d’un D-anneau A, et ab € I. Alors pour tous
entiers i,7, D;(a)D;(b) € V1.

Preuve La démonstration se fait par récurrence sur n = i+ j. Pour n = 0, c’est
I’hypothese ab € I.
Ensuite, pour iy, jo fixés tels que ig + jo = n, on a :

Dlo(a‘)DJo(b)Dn(a’b) = Z Dl(a)Dlo(a)Dj(b)Djo(b) el

it+j=n

Or, pour ¢ < i, i+jo < n donc D;(a)Dj, (b) € V1, et pour i > ig, ig+j < n donc
D;,(a)D;(b) € VI. Donc (Dy,(a)Dy,(b))? € VI, et donc D;,(a)D;,(b) € VI
puisque /T est radiciel. O
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Proposition 1.7 Soit I un D-idéal d’un D-anneau A, et S une partie multi-
plicative de A, disjointe de I. Alors il existe un D-idéal premier P contenant I
et disjoint de S.

Preuve L’union d’une famille bien ordonnée par l'inclusion de D-idéaux conte-
nant I et disjoints de S est un D-idéal contenant I et disjoint de .S, donc d’apres
le lemme de Zorn, il existe un D-idéal P contenant I et disjoint de S maximal
pour ces propriétés.

On va montrer que P est premier. Supposons le contraire et fixons a & P, b & P
tels que ab € P (c’est la seule possibilité pour que P ne soit pas premier, puisque
1 ¢ P). Les D-idéaux P’ := (P, D;(a))icw et P" := (P,D;(b));je. contiennent
strictement P, donc ils rencontrent S, c¢’est donc aussi le cas de P'.P” puisque
S est multiplicative. Or, d’apres le lemme précédent,

P'.P" = (P, Di(a)D;(b))i jew C VP,

donc VP rencontre S, donc P rencontre S puisque S est multiplicative ; ce qui
contredit '’hypothese sur P. O

Proposition 1.8 Soit I un D-idéal propre d’un D-anneau A. Alors

VI = ﬂ P | P lensemble des D-idéaux premiers contenant I.
PeP

En particulier, VI est un D-idéal.

Preuve Si P est un idéal premier contenant I, on a /I C P.

Pour l'inclusion inverse, si z € v/, alors S := {z"|n € N} est une partie mul-
tiplicative de A, disjointe de I, donc par la proposition précédente, il existe un
D-idéal premier P contenant I et disjoint de S; d’'olt (\pep P C VI. O

Nous aurons aussi besoin du lemme technique suivant (lemme 1.14 de [Mar96]).

Lemme 1.2 Soit S et T deux parties d’un D-anneau A. Alors

VASHWAT}Y € V{ST}.

Preuve Soit z € S. Alors 7 1\/{ST} := {y € Alzy € \/{ST}} contient T,

et c’est un D-idéal radiciel (c’est clairement un idéal radiciel, et c’est un D-
idéal d’apres le lemme 1.1). Donc \/{T} C z=*/{ST?}, ou encore z\/{T} C
VAIST}. Ainsi, (\/{T}) ' \/A{ST} = {x € Alz\/{T} C \/{ST}} contient S, et
c’est un D-idéal radiciel (car (\/{T})~'\/{ST} = N,e T 271/{ST}). Donc

VISTVITY ¢ V5T, O

1.2.2 D-modules

Définition 1.12 Soit A un D-anneau. On appelle D-module sur A, ou encore
A-D-module un A-module M muni d’applications additives (D;);>o de M dans
M wvérifiant :
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- Doy =idpy
- Dplaz) =3 D, (a)D)(x) pour tout a dans A et x dans M

m-+l=n —m
- DypoD, = (m:,;n)Dm+n
On appelle encore dérivation de Hasse (pour un module) cette famille d’appli-
cations.
Un homomorphisme de A-D-modules est un homomorphisme de A-modules qui

commute avec la dérivation de Hasse.

Fait 1.8 Si M et M’ sont deur A-D-modules, on peut munir M & M' d’une
structure de A-D-module en posant D, (x + z') = Dy, (x) + D,(2'); ainsi que
M ®a M' en posant Dy (x @') = > 1, Dm(z) ® Di(z').

1.2.3 D-algebres

Définition 1.13 Soit A un D-anneau. On appelle D-algeébre sur A, ou encore
A-D-algébre, un D-anneau B muni d’un D-homomorphisme de A dans B.

Un homomorphisme de A-D-algébres est un homomorphisme de A-algébres qui
commute avec la dérivation de Hasse.

Exemple Soit (A, D) un D-anneau. On considere la A-algebre des séries entiéres
A[[t]], que I'on munit de la dérivation de Hasse standard au-dessus de (A, D)
(dérivation triviale sur A), donnée par

D> ath) =) (Z) a7t

>0 j>i

L’homomorphisme T : (A, D) — (A[[t]], D*), dit de développement de Taylor,
donné par

a— T(a):= ZDi(a)ti7

i>0

est un D-homomorphisme; il fait de A[[t]] une A-D-algebre.
Réciproquement, si A est un anneau, et s’il existe un homomorphisme 7' : A —
A[[¢t]] tel que T'(a) = @ mod ¢ pour tout a € A, alors il existe une unique famille
D de fonctions sur A telle que T soit ’homomorphisme de développement de
Taylor. Cette famille D vérifie tous les axiomes des dérivations de Hasse, sauf
éventuellement 'axiome 3 d’itérativité. Cet axiome est vérifié si et seulement si
D%t oT =T oD, et T est alors un D-homomorphisme.

Fait 1.9 Si B et B’ sont deuz A-D-algebres, on munit B®a B’ d’une structure
de A-D-algebre en définissant la dérivation de Hasse de la méme maniére que
pour les A-D-modules.

I.3 L’algebre des polynomes différentiels

I.3.1 Définition de A{X}

Définition 1.14 Soit A un D-anneau et X = (X1,...,X,) une multivariable.
On appelle algébre des polynémes différentiels en X a coefficients dans A, et on
note A{X?}, Ualgébre des polynomes en une infinité dénombrable de variables
Ald; X)i>0 (ot d; X désigne la multivariable (d; X1, ...,d; X))
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La A-algebre A{X } peut étre naturellement munie d’une structure de D-algebre
sur A en posant D;(d;X) = ("17)d;;;X. On veillera a ne pas confondre D; (P)
et P' = j—)]z pour les polyndémes P en une variable.

Définition I1.15 Soit P € A{X} un polynéme différentiel non-nul et X; (1 <
i < r) une variable. On appelle ordre de P en X;, et on note ordrex,(P),
lindice mazimum j tel que d;X; apparait dans P. Par convention, on pose
ordrex,(P) = —1 si aucun d;X; n’apparait dans P.

On notera A{X}<,, la sous-algébre de A{X} formée des polynémes d’ordre en
chacune des variables inférieur ou égal a n.

Définition 1.16 Soit P € A{X} un polynome différentiel non-nul et X; (1 <
1 < r) une variable telle que j := ordrex,(P) > 0. On appelle séparante de P par
rapport a X;, et on note Sx, (P), la dérivée partielle 835(1_ . Sim est le degré de P
en d; X;, on appelle majeur de P par rapport ¢ X;, et on note Mx,(P), le coeffi-
cient dans P de (d; X;)™ ; c’est un élément de A{ X1, ..., X1, Xiv1, Xp { X} <.

Fait 1.10 Soit P € A{X} d’ordre j en la variable X;. Alors, pour tout entier
h > 1, il existe Q@ € A{X}, avec ordrex,@Q < h+ j tel que

Dh(P) = SXi (P) (h j ]) thrin + Q.

I.3.2 Description des D-idéaux de A{X} en caractéristique
nulle

Dans cette section, A est un D-anneau commutatif integre et de
caractéristique nulle. Dans le chapitre V, on donnera une description assez
détaillée des D-idéaux de A{X}, principalement issue de [Rit50]. Cette descrip-
tion ne repose pas sur ce qui sera fait par la suite, et nous donnons simplement
ici les résultats (respectivement le lemme V.1, le théoreme V.1, le corollaire V.1
et la proposition V.1) qui seront utiles pour les prochains chapitres. Ces résultats
peuvent aussi étre trouvés dans [Mar96] et dans le chapitre 6 de [Poi87a).

Lemme 1.3 Soit X une monovariable, et P € A{X}\ A un D-polynéme non-
scalaire, de séparante S et de majeur M. Pour tout Q € A{X}, il existe Q1 €
A{X}, avec ordrex(Q1) < ordrex(P) ou (ordrex(Q1) = ordrex(P) = m et
degaq, xQ1 < dega,, xP), et des entiers i,j tels que S'M’Q = Q1 mod {P}.

Théoréme I.1 (Ritt-Raudenbush) Supposons que A satisfasse la condition
de chaine ascendante pour les D-idéaux radiciels, et soit X une monovariable.
Alors A{X} satisfait la condition de chaine ascendante pour les D-idéaux radi-
ciels.

Corollaire 1.2 Soit k = CHy et X une multivariable. Alors k{X} satisfait la
condition de chaine ascendante pour les D-idéaux radiciels. Ainsi, tout D-idéal
radiciel propre de k{X} s’écrit comme intersection finie de D-idéaux premiers.
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Proposition 1.9 Soit I un D-idéal premier non nul de k{X} pour une mono-
variable X. Alors il existe un D-polynome P dans I tel que

I:=1Ipy={Q € k{X}|il existe des entiers u,v,Sx(P)*"Mx(P)"'Q € {P} },

et réciproquement, pour tout D-polynéme irréductible P de k{X}, I(py est un
D-idéal premier de k{X}.

Si Q € I(py vérifie ordrex(Q) < ordrex(P) ou (ordrex(Q) = ordrex(P) = j
et degq; x@Q < dega,x P), alors @ = 0.

Si Q est un D-polynome irréductible de I py, de méme ordre que P, alors il
existe un élément a € k non nul tel que Q = aP ; en particulier, I py = I(q).

[.3.3 Séparabilité et cloture minimale

Proposition 1.10 (Satz 7 de [HasSch37]) Soit k un D-corps, et k(x) une
extension algébrique séparable de k. Alors il existe une unique dérivation de
Hasse sur k(x) prolongeant celle de k.

Preuve Notons g(u) := u™+aju™ ' +...+a, le polynéme minimal (séparable)
de z sur k. On reprend la construction du développement de Taylor T : k —
K[[t]] donnée dans la section 1.2.3 : soit G(u) := u™ +T(ay)u" ' +...+T(ay,) €
klu][[t]]. On a alors dans k;(x)i[t]],, modulo 'idéal maximal engendré par t,
G(z) = g(z) = 0 et 4¢(z) = 92(x) # 0 par séparabilité de g. On en déduit,
d’apres le lemmme de Hensel, qu'il existe z € k(x)[[t]] tel que G(z) =0et z =x
mod t. L’homomorphisme

kfu] — k() [[¢]]
bou™ 4+ ...+ by —  T(by)z™+ ...+ T(bp)

étend T et envoie g sur G(z) = 0; il induit donc un homomorphisme T : k(x) —
k(z)[[t]], qui étend T et qui vérifie T(z) = z = x mod t. D’apres la section
1.2.3, cet homomorphisme définit une famille D sur k(zx), qui est une dérivation
de Hasse a I'axiome 3 pres, et qui coincide avec D sur k puisque T prolonge 7.
Pour montrer que D est une dérivation de Hasse, on montre que, pour tout
y € k(z), D;oD;(y) = ("7)Dit;(y), par récurrence sur i+j. Soit f un polynome

minimal séparable de y sur k, on sait d’apres le fait .10, et sans utilisation de
I’axiome 3, que

Dl(f) = j%le + fz(doX, ey di_lX) pour un certain fz € k[Xo, ey Xi—l]a
df ! df
D;(Di(f)) = ﬁDj(di)Q+2Dk(ﬁ)Djfk(diX)+Dj(fi(dOXa oy di1 X)),
df
Diy(f) = ﬁdeX*'ij(doX, cooydipj—1X) pour un fii; € k[Xo, ..., Xipj-1].

L’axiome 3 dans k{X} donne que D;(D;(f)) = (itj)DHj(f), et d’autre part,
dans k(x), D;(D;(f(y))) = Di+;(f(y)) = 0. Donc si on suppose par récurrence

que D; o D,,(y) = (H'lm) Dyt (y) dés que I +m < i + j, on obtient

> il ) D w(Di(w) + D5 (f(Dolw). -, D a()
k=1
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1+ — -
=< ; )fi+j(D0(y)7---aDi+j1(3/))7
et donc Dj o Dy(y) = (") Diy;(y).

L’unicité vient aussi du fait I1.10 : pour une dérivation de Hasse D sur k(z),
et y € k(x) de polynome minimal séparable f sur k, il existe un polynéme
fi € k[Xo,..., Xi—1] tel que

df
Di(f(y) = 75 W)Di(y) + fi(Do(y), .-, Di-1(y)) =0,
ce qui donne I'unicité de D par induction sur 3. O

Corollaire 1.3 Soit k un D-corps. La dérivation de Hasse de k s’étend de
maniere unique en une dériation de Hasse sur la cloture séparable k5P .

Proposition I.11 Soit k un D-corps strict, on prolonge la dérivation de Hasse
de k a k*¢P. Alors (k*¢P, D) est strict.

Preuve On fait la preuve pour p > 0 (si p = 0, il n’y a rien & montrer). Soit
a € k*P avec D;(a) = 0. Posons f(X) = X% +aq_1 X9 1 +...+ag le polynome
minimal séparable unitaire de a sur k. En appliquant D; & la relation f(a) = 0,
on obtient

Dy(ag—1)a®" + ...+ Di(ap) =0,

et donc, par minimalité de f, on a, pour tout ¢, Dq(a;) = 0 et il existe b; € k
tel que a; = b?. Le polynéme g(X) := X% +by_1 X971 +... 4 by reste séparable
(car en élevant & la puissance p une éventuelle racine commune a g et & ;—)gp on
obtient une racine commune a f et a %) et tous les éléments b de k%9 tels que
bP est solution de f sont solutions de g : il existe donc b € k*¢P tel que b = a.

Corollaire 1.4 Soit k un D-corps. Alors (k*¢P)strict = (Jstrictysep,

Preuve Par construction et la proposition précédente, (k17¢t)%°P est le plus
petit D-corps strict et séparablement clos contenant k. Pour montrer qu’il en
est de méme de (k*¢P)strict il suffit de vérifier que ce corps est séparablement
clos, ce qui est le cas car c’est une extension purement inséparable du corps
séparablement clos k*¢P (voir la proposition et définition I.1). O

On donne maintenant, dans le langage des corps avec dérivation de Hasse, une
traduction du lemme 2.1 de [BouDel01], qui reste valable dans le cas d’une
caractéristique nulle. On fixe pour cela un D-corps k de caractéristique p quel-
conque, et X une multivariable de taille n.

Proposition 1.12 Soit I un idéal premier séparable de k[X], vu comme sous-
k-algébre de k{X}. Alors il existe un polynome S dans k[X]\ I, et un D-idéal
premier Q de k{X} tel que Q est le plus petit D-idéal premier contenant I et
pas S. C’est aussi le plus petit D-idéal premier tel que Q NK[X] = I.



1.3. ’ALGEBRE DES POLYNOMES DIFFERENTIELS 27

Preuve Soit k; le corps de fraction de k[X]/I, et (x1,...,z,) 'image de X par
la projection naturelle. Le corps k1 = k(x1,...,x,) est une extension séparable
de k donc, quitte & réordonner les variables, on peut supposer que (1, ..., 2;,)
est une base de transcendance séparante de ki sur k, pour un entier r entre
1 et n. Soit ky le corps de fraction de k{X1,..., X}, les différentes variables
(diX;)i>1,1<j<r sont vues comme des éléments algébriquement indépendants
au-dessus de ki, et k(z1,...,2,) est vu comme un sous-corps de ko par 'iden-
tification z; = doX; (1 < j < r). Il y a disjonction linéaire entre ky et k; au-
dessus de k(z1,...,x.), et k1 est algébrique séparable sur k(x1,...,z,), donc
ks := kiko = ko(2p11, ..., Ty) est algébrique séparable sur ky. Comme ko est un
D-corps, il existe par la proposition .10 une unique structure de D-corps sur
ks qui prolonge celle de k5. Posons

Q:: {PEk{Xde ':P(xla'”?xn) :0}7

on va montrer que ) convient.
Par construction, Q Nk[X] = I.

Pour r + 1 <4 < n, notons P;(Xy,...,X,, X;) le polyndme minimal de x; sur
k(x1,...,2.), cest un polynéme séparable en la variable X; donc
j)‘?i (x1,...,2p,2;) # 0, donc S; := j;i ¢ I. D’autre part, on montre par
récurrence sur j que Dj(z;) € k{x1,..., 2, }<j[xi][Si(z1,. .., 2p 2;) 7 ]; il suffit

pour cela d’utiliser la relation

O = Dj(}Di(’l,’l, e ,Z'T,l'i)) = Si(l'l, e ,ZT,IL’i)Dj(IL'i) -+ Q@j(l‘l, e ,ZL’T,SQ),

ou Qi,j c k{Xl, . ,Xr}gj{xi}<j. Soit alors Gi,j S k{Xl, e 7XT}§j [XZHSl(X)il}

tel que, pour un entier m; ; suffisamment grand,
Si(X)nLi’j (dez — Gi,j(Xla . 7X'm Xi7 SZ(X)_l)) € Q

Soit R un D-idéal premier de k{X} tel que I C Ret S:=17_ _,S; € R; et
y:= (Y1, -.,Yn) une réalisation de R.

Posons C := k{Xy,..., X, }[X;+1,. .., Xn]; puisque ko est une extension pure-
ment transcendante de k(z1,...,2,), et que ko et ki sont linéairement disjoints
au-dessus de k(z1,...,2,), QN C =IC C RNC, d’ott un homomorphisme de
k-algebres :

k{x1,..., e Trg1, .- 20 = C/(QNC) — C/(RNC) ~ k{y1, .-« s Yr }[Yr+1,- - -

Puisque R est premier et ne contient pas S, cet homomorphisme s’étend de
maniere unique en un homomorphisme :

E{z1, ..., 2. Trg1, o 2n][Srar ()Y, Sul) Y] —

k{ylv B ’yT}[yTJrl» <. "yn][s?”rl(y)_la .. '7Sn(y)_1]'

Puisque R est un D-idéal, il contient lui aussi les D-polynémes S; (X )" (d; X; —
Gii(X1,..., X, X4, S:(X)™1)), et done 'homomorphisme précédent induit de
maniere unique un homomorphisme de k-algebres

E{zy,...;zn} — k{y1,- .-, Yn},

envoyant, pour tout ¢,j, D;(z;) sur D;(y;). C'est donc un homomorphisme de
k-D-algebres de k{X}/Q dans k{X}/R, envoyant la classe de X sur la classe

»Yn-
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de X ; et donc Q C R.
Donc @ est bien le plus petit D-idéal premier contenant I et pas S'; et par suite,
c’est aussi le plus petit D-idéal premier tel que Q Nk[X] = I. |

Remarque Si r désigne encore le degré de transcendance de k[X]/I sur k,
notons que pour tout j, le degré de transcendance de k{X }; sur k vaut jr.



Chapitre 11

Les théories CHC),

II.1 Axiomatisation

Théoréme IL.1 Pour p nul ou nombre premier, la théorie CH, admet une
modeéle-complétion notée CHC).
Pour p =0, la théorie CHCy est axiomatisée par :
— les axiomes de C'Hy
— un schéma d’axiomes affirmant : pour tout couple de D-polynomes non-
nuls P,Q en une variable X, tels que ordrex(P) > ordrex(Q), il existe
une solution au systéme P=0AQ # 0
Pour p > 0, la théorie CHC), est axiomatisée par :
— les axziomes de CH,
— Vaziome FxD1(x) # 0 (la dérivation est non triviale)
Vaziome Yx3y(D1(z) = 0= x = yP) (le corps est strict)
— un schéma d’axiomes affirmant : pour tout polynome P tel que (‘f—fé #£0, il
existe x tel que P(x) =0 (le corps est séparablement clos)

Preuve Ces théories CHC), sont des extensions des théories C H,,. On va mon-
trer ici que tout modele k& de C'H, se plonge dans un modele K de CHC,,
c’est-a-dire que les théories CH, et CHC), sont compagnes I'une de l'autre.
La fin de la démonstration arrivera plus tard, comme corollaire du fait que les
théories C HC), admettent 1’élimination des quantificateurs.

Pour p = 0, on reprend la démonstration que 'on peut trouver dans le cha-
pitre 6 de [Poi87a]. On va construire une suite croissante (k;)ie, de D-corps,
avec ko = k, tels que pour tout couple (P, Q) de D-polynémes non nuls & coef-
ficients dans k;, avec ordre(P) > ordre(Q), il existe dans k; 1 une solution au
systeme P = 0 A @ # 0. Supposons k; construit et désignons par (Py, Qu)acs
une énumération ordinale de tels couples. On construit par induction une suite
croissante (k; o)acp+1 de D-corps, avec k; o = k; et pour tout a« € B+ 1, k; o
contient une solution & tous les systemes P, = 0 A @), # 0 pour v < «. Pour
cela, on pose k; o = Uy<akiy si a est un ordinal limite. Puis, en supposant
ki construit, on considere T,, un facteur irréductible de P,, de méme ordre
que P,, dans k; o{X}. D’apres la proposition 1.9, (7, ) est un D-idéal premier
de k; o {X}, qui ne contient pas Q.. On pose alors k; 441 le corps de fractions
du D-anneau integre k; o {X}/I(7,). L'image de la variable X dans cette D-

29
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extension de k; . est bien une solution au systeme P, = 0 A Qo # 0.
Puis, en posant ki1 := Ugki o et K 1= Ujeu ki, on trouve bien que K est une
D-extension de k qui est un modele de CHC.

Pour p > 0, la démonstration qui suit est essentiellement extraite de [ZieO3b].

Soit X une variable et k; le corps de fraction de la k-D-algebre k{ X}, k1 est une
D-extension de k avec une dérivation non triviale. En utilisant le corollaire 1.3 et
la proposition et définition 1.1, posons K := (k{F)s"¢t c’est une D-extension
de k. Le D-corps K est strict et séparablement clos (d’apres le corollaire 1.4) et
la dérivation de Hasse est non triviale sur K. Donc K est bien un modele de
CHC,. a

Exemple En caractéristique p > 0, considérons F,(¢) muni de la D-structure
standard. C’est un D-corps strict (voir 'exemple suivant la définition 1.5; et
donc, d’apres le corollaire 1.4, (F,(¢))**” est un modele de CHC,. En
caractéristique nulle, on ne connait pas de modele “naturel” de CHCj.

Remarque Signalons qu’il existe d’autres axiomatisations des théories CHC),
de nature géométrique. Elles ont été données par David Pierce et Anand Pillay
dans le cas de la caractéristique nulle (voir [PiePil98]), et par Piotr Kowalski
dans le cas de la caractéristique positive (voir [Kow05]). Ces axiomatisations re-
posent sur la notion de prolongation, qui sera développée dans la section IT1.2.1.

I1.2 Eliminations des quantificateurs et
conséquences modele-théoriques

11.2.1 L’élimination des quantificateurs

Théoreme I1.2 Soit p nul ou premier fixé. Les théories CHC), sont complétes
et admettent I’élimination des quantificateurs.

Preuve Remarquons tout d’abord que les formules atomiques dans le langage
Ly, avec parametres a (uplet éventuellement vide), sont équivalentes (modulo
la théorie CHp) a des équations polynomiales de la forme P(a) = 0, pour
P e F,{X}. Par conséquent, deux uplets a et b (éventuellement vides) de deux
D-corps K et L satisfont les mémes formules atomiques si et seulement s’ils
engendrent deux sous-D-corps isomorphes, par un isomorphisme envoyant a sur
b.
On doit donc montrer que, pour deux modeles Rg-saturés K et L de CHC, :
— K et L ont le méme D-corps premier
— si a et b sont deux uplets de K et L respectivement, qui engendrent des
sous-D-corps isomorphes par un isomorphisme envoyant a vers b, et si ¢
est un élément de K, alors il existe un élément d de L tel que a,c et b,d
engendrent des sous-D-corps isomorphes par un isomorphisme envoyant
a,c vers b, d.
Pour le premier point, comme K et L ont méme caractéristique p, ils ont méme
corps premier F,. D’apres les propositions 1.1.4 et 1.2, la dérivation de Hasse
Dy, est triviale, donc K et L admettent pour D-corps premier F;, muni de la
dérivation de Hasse triviale.
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Pour le deuxiéme point, soit k et [ les deux sous-D-corps engendrés par a et b
respectivement, ® un isomorphisme de k vers [ envoyant a vers b et ¢ un élément
de K.

Pour le cas p = 0, on reprend la démonstration du théoréme 6.16 de [Poi87a].
Soit I/ := {R € k{X}|R(c) = 0} le D-idéal annulateur de ¢ dans k{X }. Soit
J Timage de 1./, par ®. C’est un D-idéal premier; d’apres la proposition 1.9,
il est donc soit nul, soit de la forme I(py pour P un D-polynome irréductible
de I{X}. Dans les deux cas, on peut trouver par Rg-saturation de L un élément
d de L tel que I5,; = J : I'ensemble de formules {P(z) = 0 A Q(x) # 0|Q €
H{X}, ordrex(Q) < ordrex(P)} (respectivement {Q(z) # 0|Q € I{X}\ {0}} si
J = 0), dont les parametres peuvent étre choisis parmi b, est en effet finiment
consistant, et une réalisation d de cet ensemble de formules vérifie respective-
ment I, = I(py (car P est irréductible et d’ordre minimal dans le D-idéal pre-
mier I, et la derniere assertion de la proposition 1.9 s’applique) ou /4, = 0.
Ainsi, I{d} ~ I{X}/J est isomorphe & k{c} ~ E{X}/I par un isomorphisme
prolongeant ® et envoyant ¢ sur d.

Pour le cas p > 0, la preuve donnée ici correspond & une traduction dans le
langage L de la preuve de la proposition 27 de [Del88]. Remarquons tout
d’abord que K contient une p-base canonique (car K est Np-saturé et contient
une p-base n-canonique pour tout m); quitte a lui ajouter un élément de CF
transcendant sur k (ce qui est possible car k est finiment engendré comme D-
corps et K est Nyp-saturé), on peut supposer que cette p-base e est transcendante
sur k. On trouve de méme une p-base f dans L, transcendante sur [, et ainsi 'iso-
morphisme ® se prolonge en un isomorphisme de k(e) vers I(f), avec ®(e) = f.
D’autre part, en utilisant la construction de la “cloture stricte” (proposition et
définition I.1), on remarque que cet isomorphisme se prolonge de maniére unique
en un isomorphisme ® de ki := k(€)™ dans Iy := I(f)*!"!; les hypotheses
de Np-saturation pourront encore étre utilisées puisque que kq et [; sont inclus
dans la cloture définissable de uplets finis (respectivement a, e et b, f).

Soit Io/, = {R € ki{X}|R(c) = 0} le D-idéal annulateur de ¢ dans k;{X},
on doit trouver un élément d de L tel que Iy, soit I'image de I./;, par ®.
Puisque L est RNg-saturé, il suffit pour cela de trouver, pour tout n, un élément
de L tel que Iy, NIi{X}epn = ®(Lo/p,) VA1 {X}<pn. Comme K est strict, il
existe (¢;)icpr dans K tel que ¢ = Zﬁal cfnei. L’extension kq(c¢;)i<pn/k1 est
séparable en tant que sous-extension de la D-extension K /kj, qui est séparable
car k; est strict. On peut donc extraire de (¢;);<pn» une base de transcendance
séparante (c;;); (c’est-a-dire ky(cq;); est purement transcendante sur ki, et
k1(ci)i<pn est algébrique séparable sur ki(c;;);. Comme L est Ng-saturé, on
trouve dans L des éléments (d;;); algébriquement indépendants au-dessus de
l1 ; puis, comme L est séparablement clos, on trouve, pour tout ¢ < p”, d; € L
tel que I11(dy;);(di) ~ ki(ci;)j(ci) par un isomorphisme de corps prolongeant &
et respectant les indices. Posons alors d = Zf:o_ ! d? ’ fi, ® se prolonge en un
isomorphisme de corps

k1 (Do(0), -, Dyn1(€)) = ka (e Jicpm 2 la(d? )icpn = 1 (Do(d), ..., Dpn_1(d)),

ce qui termine la démonstration. O
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1I1.2.2 Les conséquences

Corollaire II.1 Pour p fizé, la théorie CHC, est la modéle-complétion de la
théorie CH,.

Preuve En effet, les théories CH, et CHC), sont compagnes I'une de l'autre,
et CHC), est complete avec ’élimination des quantificateurs (voir le chapitre 5
de [Poi87a] pour la caractérisation des modeéle-complétions). O

Si A est un ensemble de parametres dans un D-corps, le D-corps k engendré par
A est inclus dans la cloture définissable de A ; ainsi il est équivalent d’étudier
les types sur A et les types sur k.

Corollaire I1.2 Soit k un D-corps et n > 1. L’ensemble des n-types sur k est
en bijection avec l'ensemble des D-idéauz premiers de k{X} (X multivariable
de longueur n), par Uapplication associant a tout type t le D-idéal premier Iy :=
{P e k{X}|“P(X)=0"€t}.

Corollaire I1.3 Soit k C | une extension de D-corps, s € Sy (k) et t € S,(1).
Alors t est un fils de s si et seulement si I; N k{X} = I.

Corollaire I1.4 Soit K = CHC,, et | une D-extension de K. Soit a une
réalisation d’un type sur K. Alors tp(a/l) ne dévie pas sur K si et seulement si
[ et K({a}) sont algébriquement disjoints au-dessus de K, si et seulement si l
et K({a}) sont linéairement indépendants au-dessus de K.

Preuve Ces caractérisations, et la démonstration, suivent la proposition 36 de
[Del88]. Puisque K est un modele, on sait (voir par exemple la proposition 3.8 de
[Pil83]) que tp(a/l) ne dévie pas sur K si et seulement si les mémes formules sont
représentées dans tp(a/l) et dans tp(a/K). D’apres ’élimination des quantifica-
teurs, cela équivaut au fait que les mémes D-polynoémes sont représentés dans
I,k et dans I, /;, ce qui signifie exactement que K ({a}) et [ sont algébriquement
disjoints au-dessus de K. Puisque l'extension K C [ est réguliere, cela équivaut
aussi au fait que K ({a}) et [ sont linéairement disjoints au-dessus de K (voir
[Lan58]). O

Corollaire I1.5 La théorie CHCy est w-stable.
Pour p > 0, la théorie CHC,, est stable mais non-superstable.

Preuve Pour p = 0 et k |= CHy, les D-idéaux premiers de k{X } (monovariable)
sont soit nuls, soit déterminés par un polynéme minimal, donc |S1 (k)| < |k].
Pour p > 0, les types sont déterminés par des idéaux de k{X}, qui sont
dénombrablement engendrés puisque k{X} est une union croissante d’anneaux
de polynémes noetheriens ; donc |51 (k)| < |k|“. Enfin, un modele K de CHC,
admet une suite strictement décroissante infinie de sous-corps définissables

KP" = {x € K|Vi < p", D;(z) = 0},

donc CHC), n’est pas superstable (voir [BerLas86]). O

Corollaire I1.6 Les théories CHC), admettent I’élimination des imaginaires.
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On utilise pour cela la proposition suivante issue de [MesWo095] (proposition
4.8).

Proposition II.1 Soit T' une théorie de corps stable. Supposons que pour tout
n > 1, il existe un ensemble (éventuellement infini) d’indéterminées (X;);c tel
que pour tout modéle F de T, il existe une correspondance bijective entre S, (F)
et un sous-ensemble des idéaux de Uanneau de polynomes F[X;|;cy telle que
pour tout automorphisme o de F, o fixe un type si et seulement s’il fixe l’idéal
correspondant. Alors T admet I’élimination des imaginaires.

Le corollaire s’en déduit puisque la correspondance t — I; vérifie 'hypothese
exigée : si o est un D-automorphisme de K = CHC), et p € S, (K), o(I) =
Ia’(t)'

I1.2.3 Algébricité et définissabilité

Proposition I1.2 Soit ¢ un type algébrique de CHC,, sur k = CH,, et a un
élément qui réalise le type t. Alors a est algébrique sur k au sens de la théorie
des corps.

Preuve La preuve dans le cas olt p = 0 suit celle du lemme 5.1 de [Mar96], elle
utilise le lemme suivant :

Lemme II.1 On suppose p = 0. Soit P un D-polynome irréductible de k{X},
ou X est une monovariable, | une D-extension de k et QQ un facteur irréductible
de P dans I{X}. Alors I\ gy Nk{X} = I(p).

Preuve du lemme Notons tout d’abord, en utilisant la théorie de Galois, que
tous les diviseurs de P dans I[{ X} sont conjugués par k-automorphismes, ils sont
donc tous de méme ordre que P ; et d’autre part ce sont des facteurs simples de
P.

Si R € I(p), il existe des entiers u et v tels que M(P)"S(P)'R € {P} C {Q}
(par définition). Si on note P = AQ), on obtient facilement que S(P) = AS(Q)
mod {Q} et que M(P) = M(A)M(Q), donc M(A)*M(Q)*AS(Q)"R € {Q},
c’est-a-dire M(A)"A"R € Ig). Or M(A)"A" est d’ordre inférieur ou égal a
celui de @, et non divisible par @ (puisque @ ne divise ni les autres facteurs
irréductibles de P, ni M(A) qui est d’ordre strictement inférieur & celui de Q) ;
donc d’apres la proposition 1.9, R € ().

Réciproquement, si R € Ig) N k{X}, on trouve par le lemme 1.3 des entiers
u et v tels que M(P)*S(P)YR = Ry mod {P}, avec R; € k{X} vérifiant
ordrex(R1) < ordrex(P) ou (ordrex(R;) = ordrex(P) = j et degq,x R1 <
degdeP)7 A fortiori, Ry € [(q), et Ry est d’ordre inférieur ou égal a celui de
@, donc @ divise Ry (proposition 1.9). Puisque R; € k{X}, tous les conjugués
de @ par k-automorphismes divisent R, donc P divise Ry, et donc R € I(p).0]

Dans le cas p = 0, I; = I(py pour P un D-polynéme irréductible de k{X},
ou I; = {0}. Si P est d’ordre nul, P est une équation algébrique a coefficients
dans k satisfaite par a. Si ce n’est pas le cas, soit K un modele de CHCy conte-
nant k, K contient toutes les réalisations de ¢. On considere I'extension de ¢ sur
K donnée par le D-idéal nul si I; = {0}, et par le D-idéal I si I; = I(py, o
Q est un facteur irréductible de P dans K{X}, de méme ordre que P. Dans les
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deux cas, ce type n’est pas réalisé dans K, puisque le D-idéal correspondant ne
contient pas de D-polynéme d’ordre nul ; ce qui contredit que K contient toutes
les réalisations de t.

Pour le cas p > 0, considérons tout d’abord le cas ou la dérivation de Hasse
est non triviale sur k. Dans ce cas, on sait que K := (k*P)5"¢t est un modele
de CHC,, il contient donc toutes les réalisations de t. Or K est une extension
algébrique de k, donc toute réalisation a de t est algébrique sur k. Maintenant,
dans le cas quelconque, considérons K un modele de C'HC), contenant k, et donc
aussi toutes les réalisations de ¢. Soit x un élément transcendant au dessus de K,
le corps des fractions rationnelles k(x), que 'on munit de la D-structure stan-
dard, est linéairement disjoint de K au dessus de k (donc aussi algébriquement
disjoint, voir [Lan58]). Par disjonction linéaire, k(z)K est isomorphe au corps
de fraction de k() ® K, on le munit de la D-structure définie dans le fait 1.9, ce
qui en fait une D-extension commune de k(x) et de K. D’apres le cas précédent,
une réalisation a € K de ¢ est algébrique au dessus de k(x). Par disjonction
linéaire, a est algébrique au dessus de k. O

Proposition I1.3 Soit A un ensemble de pammér_ﬁres dans un modéle K de
CHC,. La cloture définissable dcl(A) de A est k5!, ou k est le D-corps en-
gendré par A.

Preuve Le fait que k%"t C dcl(A) est évident, puisque k est la cloture de A
par les applications D et les opérations de corps, et que tout élément de k5tmict
est dans k si p = 0 ou défini par une équation purement inséparable X?" = q
avec a € k sip > 0.

Réciproquement, considérons a € dcl(A), et t le type de a sur k517t, D’apres la
proposition précédente, a est algébrique sur k7’| notons P son polynéme mi-
nimal ; P est séparable car k%"t est strict (proposition 1.4). Il vient d’aprés la
proposition 1.10 que ¢t est isolé par ’équation P = 0; donc le polyndme séparable
P n’admet qu’une seule racine, il est donc de degré 1, c’est-a-dire a € k5t"¢t.[0



Chapitre 111

Géométrie D-algébrique

III.1 Notions de base de géométrie D-algébrique

Par analogie avec les objets de base de la géométrie algébrique naive, on
présente ceux de la géométrie D-algébrique, qui en constitue un enrichissement.
Fixons K un modele N;-saturé de CHC),. Soit n un entier supérieur ou égal a
1; X désignera la multivariable (X1,...,X,).

I11.1.1 La D-topologie

Définition III.1 On appelle sous-variété D-affine de K™, et aussi variété D-
affine, l’ensemble des zéros d’une partie A de K{X}, on le note

V(A) :={x € K"|VP € A, P(z) = 0}.
Proposition ITII.1 Si V est une sous-variété D-affine de K™, alors
Z(V):={P e K{X}|Vx € V, P(x) = 0}

est un D-idéal radiciel de K{X}.

Les applications I — V(I) et V +— Z(V) sont des bijections inverses l'une de
Dautre entre 'ensemble des D-idéaux radiciels de K{X} et l’ensemble des sous-
variétés D-affines de K™.

Preuve La premiere assertion est évidente.

Les applications I — V(I) et V — Z(V) sont décroissantes, et vérifient I C
I(V(D)) et V C V(Z(V)). Pour montrer que ces applications sont bijectives
entre les ensembles annoncés, il ne reste donc plus qu’a montrer que pour deux
D-idéaux radiciels I; € I, V(I2) C V(I1).

Puisque I; est lintersection des D-idéaux premiers le contenant (proposition
1.8), il existe un de ces D-idéaux qui ne contient pas I ; quitte & remplacer Iy
par cet idéal, on peut supposer que I; est premier.

Soit (Py)acp une famille d’éléments de K{X} qui engendrent I; en tant que
D-idéal radiciel ; on peut choisir 8 fini si p = 0, et dénombrable si p > 0 (section
1.3.1 et théoreme I.1). Soit @ € Iz \ I;. Le corps de fractions L de K{X}/I1
est une D-extension de K, la classe x de X dans L est un élément qui vérifie
P, (xz) = 0 pour tout « et Q(x) # 0. Puisque K est un D-corps existentiellement

35
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clos, et Ny-saturé si p > 0, il existe un élément a € K tel que P,(a) = 0 pour
tout « et Q(a) # 0, c’est-a-dire a € V(I1) \ V(I2). O

Remarque La démonstration précédente montre que I’hypothese selon laquelle
K est Ny-saturé est superflue quand p = 0. Ce n’est pas le cas pour p > 0.

En effet, soit & = F,(t)*? le modele de CHC), exhibé dans 'exemple de la
section II.1, tel que t est une p-base canonique, et L une extension élémentaire
N;-saturée de k. Notons (a;)ic, une énumération des éléments de kP = Fglg.
Il existe dans L un couple (x,y) vérifiant D;(z) = 0 pour tout ¢ > 1 et
D,i(y)(x —a;) = 1 pour tout i € w (car il existe par N;-saturation un élément x
dans L™ \Fglg , puis un élément y vérifiant les conditions voulues qui sont

. j
finiment consistantes : considérer 'élément y; = >°._ %) Soit I l'idéal
J

annulateur de (z,y) dans k{X,Y}, alors I C k{X,Y} et pourtant dans k,
V() =V(E{X,Y}) =0.

On munit K™ d’une topologie, appelée la D-topologie, en fixant pour fermés
de K™ les sous-variétés D-affines de K™. Toute sous-variété D-affine de K" sera
considérée munie de la topologie induite par la D-topologie de K™, qui sera
encore appelée D-toplogie.

Si k est un sous-D-corps de K, on définit la D-topologie a coefficients dans k
en fixant pour fermés de K™ les sous-variétés D-affines de K™ de la forme V(A)
pour A une partie de k{X}. C’est bien entendu une topologie plus grossiére que
la D-topologie.

Pour tout entier m > 0, on peut aussi définir la D<,,-topologie : les fermés
pour cette topologie sont les zéros des D-idéaux de K{X}<,,, c’est-a-dire les
intersections des D-idéaux de K{X} avec K{X}<,,. Les D<,,-topologies sont
clairement ncetheriennes; en particulier, la D<g-topologie est la topologie de
Zariski.

Par construction, la D-topologie est la limite des D<,,-topologies : un sous-
ensemble F' de K™ est un D-fermé si et seulement s'il s’écrit ' =1, <o Fm, ot
chaque F},, est un D<,-fermé.

Sauf mention explicite du contraire, les termes topologiques employés dans la
suite se rapporteront toujours a la D-topologie.

Définition ITI1.2 Soit V une variété D-affine. Si, pour un sous-D-corps k de
K, il existe un sous-ensemble A de k{X} tel que V.=V(A), on dira que V est
définie avec parameétres dans k, ou encore que k est un D-corps de définition
pour V.

Remarque On réservera l'expression “étre défini sur” aux  variétés
algébriques, avec le sens usuel de la géométrie algébrique. Il est bien connu (voir
la section 2 de [Pil98] par exemple) que pour un corps k non parfait, une variété
affine peut étre définie avec parametres dans k sans étre définie sur k.

Proposition II1.2 Soit V une wvariété D-affine. Il existe un D-corps de
définition pour V' qui est dénombrable.

Preuve D’apres la proposition 1, V. =V(Z(V)); Z(V) est un D-idéal de K{X},
et K{X} est 'union dénombrable des anneaux ncetheriens K{X }<,,, pour m €
w. On en déduit que Z(V') est dénombrablement engendré en tant qu’idéal; et
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on obtient le résultat voulu en notant k£ le D-corps dénombrable engendré par
les coefficients d’une partie génératrice dénombrable de Z(V). ]

Proposition II1.3 Toute variété D-affine est compacte. Sip = 0, la D-topologie
sur K™ est netherienne. La D-topologie sur K™ n’est pas neetherienne pour
p> 0.

Preuve Pour p = 0, on sait d’apres le théoreme de Ritt-Raudenbusch (théoreme
I.1), que tout D-idéal radiciel est finiment engendré en tant que D-idéal radi-
ciel. Par conséquent, il n’existe pas de suite strictement croissante infinie de
D-idéaux radiciels, donc la, D-topologie est noetherienne, et a fortiori compacte.
Pour p > 0, on peut exhiber une suite infinie strictement décroissante de fermés :
la suite (Kpm)mzo. Quant a la compacité, on a vu qu’on peut écrire toute variété
D-affine V sous la forme V(A) pour A une partie dénombrable de K{X}, de
méme que tout fermé de V' ; en particulier, il n’existe pas de chaine stricte-
ment décroissante de fermés de V' de longueur plus que dénombrable. Donc, s’il
existe une famille de fermés de V dont l'intersection est vide, on en déduit une
chaine, de longueur au plus dénombrable, de fermés de V', d’intersection vide.
La conjonction dénombrable de toutes les équations D-polynomiales définissant
chacun de ces fermés n’a donc pas de solution dans K, pas plus que dans les ex-
tensions élémentaires de K puisque K est Ni-saturé. Cela implique donc d’apres
le théoreme de compacité de la logique du premier ordre qu’une sous-famille fi-
nie de ces fermés a une intersection vide. (|

Définition II1.3 On appelle variété D-affine irréductible une variété D-affine
qui n’est pas Tecouverte par une union de deux fermés propres.

Fait IT1.1 Une variété D-affine V est irréductible si et seulement si (V') est
un D-idéal premier.

Définition I11.4 Soit V' une variété D-affine irréductible, et k un D-corps de
définition dénombrable pour V. On appelle point générique de V au-dessus de
k un élément x € V tel que, pour tout P € k{X}, P(z) = 0 si et seulement si
PeZ(V).

Proposition II1.4 Les points génériques existent toujours dans les variétés D-
affines trréductibles. Si V' est une variété D-affine définie avec paramétres dans
k (dénombrable), l'adhérence d’un point générique de V' au-dessus de k, pour la
D-topologie sur k, est V.

Preuve Soit V' une sous-variété D-affine irréductible de K™ et k un D-corps de
définition dénombrable pour V. Alors Z(V) N k{X} est un D-idéal premier de
E{X}, il correspond donc & un n-type sur k (corollaire I1.2). Par R;-saturation
de K, il existe une réalisation x de ce type dans K", c’est un point générique
de V. O

Remarque Pour p = 0, on sait qu’il existe un D-corps de définition finiment
engendré pour les variétés D-affines; il suffirait donc en fait de supposer que K
est Np-saturé pour parler de point générique.
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II1.1.2 Fonctions et morphismes

Définition IIL.5 Soit V' une variété D-affine et I = Z(V). La K-D-algébre
K{V} = K{X}/I s’appelle anneau des D-coordonnées de V.

Définition IT1.6 Soit V une variété D-affine. On dit qu’une fonction f : V —
K est D-réguliere en un point x € V' s’il existe un ouvert U de V' contenant x,
et des D-polynomes P et Q de K{X}, tels que Q ne s’annule pas sur U et tels
que flu = g‘U.

Si p > 0, on parlera de fonction p-D-réguliére en x s’il existe un ouvert U de
V' contenant x, un entier n > 0 et des D-polynomes P et Q de K{X}, tels que
Q ne s’annule pas sur U et tels que flpUn = £|U (par convention, pour p = 0,
p-D-régulier signifiera D-régulier).

Pour un ouvert U de V', on dit qu’une fonction [ est D-réguliére (respectivement

p-D-réguli¢re) sur U si elle est en chacun des points de U. On note O (U) la
K-D-algebre des fonctions D-régqulieres sur U.

Remarque Les fonctions p-D-régulieres sont en particulier continues. Pour f
une fonction D-réguliere sur V, on notera Z(f) 'ensemble fermé des zéros de
f, et D(f) son complémentaire I’ouvert maximal sur lequel f est inversible. Les
Z(f) forment une base des fermés de V' : si W est un fermé de V, il s’écrit

W= mfGI(W) Z(f)~

Proposition III.5 Il existe un homomorphisme injectif de K-D-algébres de
K{V} dans OR(V).

Si 'V est irréductible, ces deux K-D-algébres sont integres et ont le méme corps
de fractions; il est noté K(V') et appelé le corps des D-fonctions de V.

Preuve L’opération de restriction & V fournit un homomorphisme de K-D-
algebres K{X} — O (V). Par définition, le noyau de cet homomorphisme est
Z(V), d’ott 'homomorphisme injectif K{V} — O (V).

Si Z(V) est premier, K{V} est intégre par définition; OD (V) est aussi integre
car V est irréductible et fg = 0 dans OF (V) signifie que V = Z(f) U Z(g). O

Remarque Dans le cas d’une variété algébrique affine V' définie sur un corps
algébriquement clos K, il est bien connu que I’lhomomorphisme de 'anneau de
coordonnées K[V] dans ’ensemble des fonctions régulieres Oy (V') est un isomor-
phisme. Ce n’est pas le cas ici. Pour p > 0, on peut exhiber I’exemple suivant,
qui ne fait pas intervenir les dérivations de Hasse mais simplement le fait que K
n’est pas algébriquement clos : si V := Al(K) est I'espace affine de dimension 1,
et si b€ K\ KP?, alors la fonction w7 est dans O (V), mais pas dans K{V'}.
On peut aussi exhiber un exemple valable quelque soit la caractéristique (donc
méme dans le cas ou p = 0 et K est algébriquement clos) : considérons V la
sous-variété D-affine de K définie par le D-idéal (d; X );~¢. Soit a & C%°, alors la
fonction w1 est dans OF (V), mais pas dans K{V'}, qui s’identifie avec K[X].
Définition II1.7 Soit V une sous-variété D-affine de K™ et W wune sous-
variété D-affine de K™. On appelle morphisme (respectivement p-morphisme)
de variétés D-affines une application f : V. — W telle que les composantes
(f1,..., fn) de f sont des fonctions D-réguliéres (respectivement p-D-réguliéres)
sur'V.
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I11.1.3 Les variétés D-algébriques

Définition III.8 On appelle variété D-algébrique un espace topologique V', muni
d’un recouvrement ouvert fini Uy, ..., Uy, tel que :
— pour tout 1, il existe une bijection bicontinue f; : Uy — Vi, pour une
certaine variété D-affine V; ;
— pour tous i, j, si on note Vy; := fi(U;NU;) C V; et Vy; := f;(U;NU;) C Vj,
Uapplication f; o ffl : Vij — Vji est un isomorphisme de variétés D-

affines.

Définition IIL.9 Soient (V, (U;), (fi), Vi)) et (W, (T}), (g5), (W;)) deuz variétés
D-algébriques. On appelle morphisme (respectivement p-morphisme) de variétés
D-algébriques une application f : V — W telle que pour tous i, j, g]»Of|Ui0fi_1 :
Li(f74(Ty)) N V; — W; est un morphisme (respectivement p-morphisme) de
variétés D-affines.

En particulier, on appelle fonction D-réguliére (respectivement p-D-réguliére)
sur une variété D-algébrique V' un morphisme (respectivement un p-morphisme)
de V dans K.

Fait I11.2 La composée de deux morphismes de variétés D-algébriques est un
morphisme de variétés D-algébriques. La composée de deux p-morphismes est
un p-morphisme.

Définition II1.10 Soit V' une variété D-algébrique. On munit V d’un faisceau
OP de K-D-algebres en définissant, pour tout ouwvert U de V, OR(U) comme
étant la K-D-algébre des fonctions D-régulieres sur U.
Si 'V est un irréductible, on appelle corps des D-fonctions de V' la limite induc-
tive :
K({V):= lim o).
0#£U ouvert CV

Remarque Si V est une variété D-algébrique irréductible, la K-D-algebre
K (V) est un D-corps, et la définition est cohérente avec la précédente dans
le cas ot V' est une variété D-affine ('argument est exactement le méme que
dans le cas de la géométrie algébrique).

Fait IT1.3 SiV et W sont deux variétés D-algébriques, on munit V. x W d’une
structure de variété D-algébrique exactement comme en géométrie algébrique.
En particulier, au niveau des faisceaux de fonctions réguliéres, on a l’isomor-
phisme
D D D
Ovuw ~ Oy @k Oy

C’est un isomorphisme de faisceaux de K-D-algébres quand on munit O%,? QK
OF de la dérivation de Hasse donnée dans le fait 1.9, a savoir celle définie par

Dn(f®g) = ZDz(f) ® Dn—i(9)-
=0

Définition II1.11 On appelle groupe D-algébrique une variété D-algébrique G,
munie de deur morphismes de variétés D-algébriques m : G x G — G et
1. G — G, ainsi que d’un point distingué e € G tels que (G, m,” ", e) soit un
groupe.
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II1.1.4 Les variétés algébriques vues comme
variétés D-algébriques

Soit V une variété affine définie sur K, d’idéal I dans K[X]; alors V(I) est
une variété D-affine. D’autre part, une fonction réguliére est un cas particulier
de fonction D-réguliére (car les ouverts de Zariski sont des D-ouverts). Il en
résulte donc un foncteur, noté

VsV o ¢

de la catégorie des variétés algébriques dans celle des variétés D-algébriques
(respectivement de la catégorie des groupes algébriques dans celle des groupes
D-algébriques).

Pour V une variété algébrique, la D-topologie sur V est plus fine que la topologie
de Zariski. On a le résultat suivant :

Théoréme III.1 Soit V une variété algébrique lisse et irréductible. Alors 1%
est irréductible.

Remarque Pour p = 0, 'hypothese selon laquelle V' est lisse est superflue;
on peut en trouver la démonstration dans [Mar96], appendice C. Pour p > 0,
cette hypothése est au contraire indispensable. Considérons par exemple la sous-
variété affine de K3, irréductible mais non-lisse

V={(x,y,2) € Ks\xp + 9Pz =0}.

On sait par la proposition 1.12 qu’il existe un plus petit D-idéal irréductible @
de K{z,y,z} tel que Q N K[z,y, 2] est I'idéal de V; en particulier y ¢ Q et
diz € Q. On constate alors que V est recouvert par deux D-fermés propres,
dont les D-idéaux sont respectivement @ et le D-idéal engendré par (z,y).

Preuve On montre tout d’abord le résultat dans le cas ol V' est une variété
affine. Soit [ lidéal (dans K[X]) du type générique (au sens de la géométrie
algébrique) de V. Puisque I est un idéal séparable, on peut considérer (proposi-
tion 1.12) @, le plus petit D-idéal irréductible (dans K{X}) tel que QNK[X] =
I. On sait qu’il existe S € K[X]\I tel que @ est le plus petit D-idéal irréductible
contenant I mais pas S. On doit montrer que V = V(Q), et on va utiliser pour
cela le lemme suivant, qui correspond au lemme C.2 de [Mar96].

Lemme III.1 Avec les notations précédentes, soit o € V(K). Il existe une
D-extension L de K, et € V(L) tel que S(B) #0 et Ig) C o)k

Preuve du lemme Soit M, I'idéal maximal de I’anneau local Oy, et d la
dimension de V. Comme « est un point rationnel et simple (car V est lisse),
'espace vectoriel M, /M?2 est de dimension d. Fixons t1,...,t; dans M, tels
que leurs images forment une base de M, /M?2. On obtient alors un homomor-
phisme injectif ¢ de Oy, dans anneau des séries formelles K[[t1, ..., tq]], par la
méthode présentée dans [Lanb8], page 206 : pour w € Oy 4, il existe une unique
suite (f;);ew telle que pour tout m € w, fy, est un polynéme homogene de degré
m & coefficients dans K en les variables t1,...,t5 et w = Z;’;O f; mod M™FL
On pose alors ¢(w) = ijo f;. Par passage aux corps de fractions, on en déduit
un plongement de K(V'), le corps de fonctions de V', dans le corps des séries
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de Laurent L := K((t1,...,tq)). On remarque que ¢ envoie M, vers l'idéal

(t1,...,tq).
L’homomorphisme 7 : Oy, — K d’évaluation en « s’étend naturellement en
I’homomorphisme de K[[t1,...,t4]] dans K, associant & une série de entiere son

terme de degré nul.

Prolongeons les dérivées de Hasse de K & K((t1,...,tq)) en posant D;(t;) =0
pour tout i > 0 et 1 < j < d. En particulier, le sous-anneau K{[t1,...,tq]] est
stable par D, et chacun des D; transforme un polynéme homogene de degré j
en un polynéme homogene de degré inférieur ou égal a j (éventuellement nul),
obtenu en appliquant D; & chacun des coefficients du polynéme. Alors 7 est un
homomorphisme de K-D-algebres entre K[[t1,...,tq]] et K, puisque :

Di(w(Y_ f7)) = Dilfo) = 7(>_ Dilf;)) = 7(Di(Y_ f))-

j=0 =0 Ji=0

Soit 8 = (x1,...,2,) les fonctions coordonnées dans Oy, C L (via le plon-
gement ¢). On a bien entendu 7(3) = a, et alors pour tout f € K{X}, si
f(B) =0, alors f(a) = f(n(B)) = 7(f(B)) = 0. On a donc bien Ig/x C Io/k,
et S(B) # 0 puisque S ¢ I et B est un point générique dans V(L). O
Alors, pour tout o € V(K), soit f € V(L) déterminé comme dans le lemme.
On a I C Ig/k et S ¢ Ig/i; donc par minimalité de Q, @ C Ig/x, donc
aussi Q C I,k par construction. Ainsi, o € V(Q), donc V= V(Q) et V est
irréductible.

Maintenant, dans le cas général, soit V = Uy U ... U U, un recouvrement de
V par des ouverts irréductibles, et pour tout 7, des applications bicontinues
fi 1 U; — V;, les V; étant des variétés affines irréductibles et lisses. Supposons
qu’il existe un recouvrement de 1% par deux fermés propres F' et GG, alors pour
tout i, on a U;(K) C F ou Us(K) C G, car V; est irréductible d’apres le cas par-
ticulier précédent. Puisque F' et G sont des fermés propres, aucun d’eux ne peut
contenir tous les U;(K) ; disons donc par exemple que Uy (K) C F, U1 (K) ¢ G
et Ux(K) C G. On sait que Vig := f1(U; NUs) est un ouvert non-vide de V7,
Vi2(K) est donc dense dans Vl, qui est irréductible. On en déduit que le fermé
f1(U1 N G)(K), qui contient Vio(K), est égal & V7 ; et donc Uy (K) C G, ce qui
est une contradiction. O

III.2 Structure supplémentaire sur les objets de
la géométrie algébrique

On s’intéresse ici aux objets de la géométrie algébrique naive, c’est-a-dire
obtenus par recollement de variétés affines dans K, sans considération sur les
schémas. Pour comprendre quelle structure supplémentaire leur est donnée par
les dérivations de Hasse, on considére les constructions (purement algébriques)
suivantes.

I11.2.1 Les prolongations

La premiere construction considérée est celle des prolongations. L’étude de
ces prolongations a déja été faite dans le cas de la caractéristique nulle (voir par
exemple [Pil96a] et [Mar00], ot une version de la proposition III.6 est montrée) ;
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pour la caractéristique positive, signalons que Piotr Kowalski et Anand Pillay
ont aussi travaillé indépendamment sur ces objets.

On définit tout d’abord les prolongations pour les sous-variétés affines de K™ ;
X, X désigneront des multivariables de taille n.

Soit P € K[X], on notera D;P le polynome de K[X(© ... X0U)] tel que, dans
K{X}, D;j(P)=D;P(dX,...,d;X).

Définition II1.12 Soit V une sous-variété affine de A™ définie sur K, et j > 0
un entier. On appelle j-éme prolongation de V la sous-variété affine de AU+D",
définie sur K, dont les points K-rationnels sont :

AV(K) ={(z©,...,20)) e KU+
VP e I(V), Y0 <i<jDiP®,... 2%) =0}

Soit i < j deux entiers. La troncature (z(© ... 20— (2 . . 2() définit
un morphisme de A;V dans A;V, noté m; ;. On a la relation : 7y ; = m;; o T ;.
Pour x € Vet P € I(V), on a D;(P(z)) = (D;P)(Do(x),...,Di(z)) = 0,
donc (Do(z),...,Dj(z)) € A;V(K). On notera ¢; l'injection L£p-définissable
de V(K) dans A;V(K) ainsi définie. Ces injections vérifient, pour tout ¢ < j,
d; = mj, 0 0;, et en particulier 7 0 d; = idy.

Proposition IT1.6 Supposons que V' est une sous-variété lisse et irréductible
de A", de dimension d et définie sur K. Alors A;V est lisse, irréductible, de
dimension (j+1)d et 6;(V') est Zariski-dense dans A;V ; et les morphismes 7; ;
sont surjectifs, dans le sens ensembliste et en tant que morphismes (c’est-a-dire
génériquement surjectifs et séparables).

Preuve On fixe k un corps de définition dénombrable de V', et a une réalisation
du type générique de V au dessus de k, exhibé dans le théoreme III.1. On va
montrer par récurrence sur j que A;V est lisse et de dimension (j + 1)d; que
c’est la cloture de Zariski (au dessus de k) de d;(a) et que le morphisme 7; ;1
est surjectif au sens ensembliste et séparable. On va aussi montrer que pour tout
¢ dans V(K), 7rj_’§ (c) est irréductible.

Pour j =0, V = §p(V) = AgV est de dimension d et est la cloture de Zariski
de dp(a) = a d’apres le théoreme III.1.

Soit Py, ..., P, un systéeme de polynomes générateurs de I(V'); puisque V est
lisse, la matrice jacobienne

oP;, P,
9X:1 ' 0Xn
JV)=1 : Lo
% aPm
0X1 09X,

est de rang n — d en tout point de V.
Par définition, les polynémes (D;P},)o<i<j1<h<m appartiennent a I(A;V), et
donc le rang de la matrice jacobienne en un point x de A;V est supérieur a celui
de la matrice
oD, P,
A(r) = (7(x))0<i<j 1<h<m*

g) ~ 7 U], 1N
ox,% 0<g<j,1<0<n
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Les propriétés des dérivations de Hasse donnent (voir le fait 1.10) :

n
oP, R

&Xi Xl( ) pour un polynéme Qp, ;.
l

DiPy = Qp (X, X0y ¢
=1

Par conséquent, la matrice A(x) s’écrit par blocs ((7+1) x (j+1) blocs de taille
mXxn):

Jﬂ'_;’,o(ﬂ?)(v> 0 0
Az) = ¥ 0@ (V) 0
* e * Jﬂjyo(m)(V)

En particulier, le rang de A(x), et donc celui de J,(A;V), vaut au moins (j +
1)(n — d), donc la dimension de l’espace tangent & V' en tout point x est au plus
(j+ 1d.

Notons F' la composante irréductible de d;(a) dans A;V ; d’apres la remarque
suivant la proposition 1.12, la dimension de ¢;(a) au dessus de k est (j + 1)d,
et l'inégalité précédente sur les espaces tangents donne que la dimension de F'
vaut (j + 1)d, que 6;(a) est un point générique de F' au dessus de k et que F
est lisse, en tant que composante de A;V. En particulier, F' est disjoint des
éventuelles autres composantes irréductibles de A;V. D’autre part, puisque d;
est un isomorphisme de variétés D-algébriques entre V, qui est irréductible, et
5;(V), on obtient que d;(V) est contenu dans F.

Montrons la surjectivité de m; ;1. Puisque V est lisse, la matrice jacobienne
Je(V) est de rang n — d pour tout ¢ € V(K). Pour une suite d’indices 1 <41 <
... <ip—q < n, Iensemble des points ¢ de V(K) tels que les colonnes d’indices
i1y, in—q de J.(V') sont linéairement indépendantes forme un ouvert de V (la
condition s’exprime par la non nullité de certains mineurs, dont les coefficients
sont des polynémes en c). Les images réciproques de ces ouverts par m;_i g
forment un recouvrement ouvert de A;_;V ; ces ouverts sont notés O
Soit b € Aj_1V(K) et c= 7'('3'_170(19)7 alors

B15eesln—d*

xgj) Q1,j-1(b)
W;jl_l(b) = {(b,x(j)) e KUtOn| g (v) N = 0}
stj) Qm,jfl(b)

L’ensemble des points b € O;, .. ;. , tels que (Q1,;-1(b) ... Qm, j—1(b)) soit dans
I'image de J.(V) forment un fermé de O;, . ;, , (annulation de mineurs dont
les coefficients sont des polynémes en b). Or pour §;_1(a), qui est un point
générique de A;_,1V, le systeme

) Q1,j-1(0j-1(a))
.- E 0

J(V) |
2 Qm,j—1(dj-1(a))
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a une solution (& savoir D;(a)), donc pour tout b € A;_;V(K), le systeme

i Q1,j-1(b)
TeomyWV) [ 0 1+ : =0
£ Qm,j—1(b)

a une solution. Il existe donc e € A;V(K) tel que 7 ;_1(e) =b.

Pour montrer que le morphisme 7; ;_1 est surjectif, il suffit donc de montrer
maintenant qu’il est séparable. C’est clair car un point générique e de la préimage
wj_)jlil(b) est b concaténé avec une solution générique d’un systeme linéaire a
coefficients dans k(b), et donc extension k(e)/k(b) est purement transcendante.
On montre maintenant que, pour tout ¢ € V(K), 7'(';& (¢) est irréductible. C’est

le cas pour w;_ll,o(c) d’apres 'hypothese de récurrence. On vient de voir que
pour tout b € ﬂ'jill’o(c), le systeme

zy @1,5-1(b)
JW | |+ : =0
o) Qm,j—1(b)

a une solution. On peut obtenir une solution rationnelle : si on suppose par
exemple que les n — d premieres colonnes de J.(V) sont linéairement
indépendantes, il suffit de fixer :cffldﬂ = ... = azgf) = 0, et les autres va-
riables s’obtiennent rationnellement en fonction de Qi ;—1(b),...,Qm j—1(b).

On obtient donc une application rationnelle s : w;_ll_ro(c) — ijé (c) telle que

mjj—1 08 = id. Comme 7} ,(b) est irréductible pour tout point b (c’est un

Ji—1
espace affine), on en déduit que W;&(C) est irréductible.
On conclut maintenant en montrant que A;V est irréductible. On a vu que
la composante irréductible de V' contenant 0;(V'), notée F', est disjointe de la
réunion des autres composantes irréductibles, notée G. S’il existe b dans G, soit
¢ =;0(b). Puisque W;é (c) est irréductible, et que F' et G sont disjoints, 7'(‘;&(0)
ne peut pas rencontrer & la fois F' et G; or, b € G et §;(c) € 6;(V) C F sont
envoyés sur ¢ par m; o, ce qui contredit I’existence de b.
On obtient ainsi que A;V est irréductible, lisse et de dimension (j + 1)d; et
c’est la cloture de Zariski de 6;(a). O

Soit O = O\ F une variété quasi-affine (c’est-a-dire un ouvert d’une sous-
variété affine), lisse, irréductible et définie sur K. Le fermé F' est défini par une
conjonction d’équations polynomiales dans K[X]; en identifiant K[X] & une
sous-algebre de K[X (... X0U)] (par I'injection donnée par X — X)) on
obtient un fermé F(X (). On définit alors :

A;O:=A;0\ F(X©).

On vérifie qu’on a encore une injection d; : O — A;O et que §;(O) est relati-
vement Zariski-dense dans A;O.

Les prolongations A; des morphismes
Soit O une variété quasi-affine, lisse, irréductible et définie sur K, et f = P/Q
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une fraction rationnelle de O dans K, définie sur K (Q ne s’annule pas sur O).
On définit, pour i < j, D;f € K(X© ..., X0)) par

Dif = DiP -3, thDith.

Q
Pour z € O, on constate aisément que D; f(5;(x)) = D;(f(x)). Cette propriété
caractérise la fraction rationnelle D; f, car 6;(O) est dense dans A;O. En par-
ticulier, cela implique que D;f est indépendant du choix du représentant P/Q.
On note Ajf = (Dof,...,D;f) le morphisme de variétés quasi-affines entre
AjO et A]‘Al.
Soient V' et W deux variétés quasi-affines lisses, irréductibles et définies sur K,
et f:V — W un morphisme, défini sur K. On construit alors un morphisme
Ajf AV — AW en appliquant localement la construction précédente sur
chacune des composantes de f. Par densité de §,;(V) dans A;V, on obtient en-
core que A f est le seul morphisme de A;V dans A;W tel que dj0 f = Ajfod;
sur V(K).

Notons qu’on obtient ainsi des applications entre faisceaux de fonctions Oy —
Op,v. Pour i < j, et f € Oy, la i+ 1-eme composante D;f de A;f est un
élément de Oa;v. Si h > j > i, on peut aussi voir D;f comme la i 4+ 1-eme
composante de A,V ; et cette fonction est 'image par W# j de la composante
D;f de A;V (car ;o 6, = d;). Pour préciser le domaine de la fonction, on
notera 773#z oD;f € Oa,v lai+ 1-tme composante de A;V.

De la caractérisation 7rj#l o D;f(0;(x)) = D;i(f(z)), on déduit aisément que les
applications Trfi oD; : Oy — Op,v vérifient des propriétés semblables a celles
de la dérivation de Hasse pour la somme et le produit : ce sont des applications
additives, avec Wfo oDy = wfo, et telles que

i
77?; oD;(fg) = Z(th ° th)(ﬂfjfh o Dj_pg)-
h=0

Les prolongations A; comme foncteurs de la catégorie des variétés
algébriques lisses et irréductibles

La construction de la famille de foncteurs (A;) e, sur la catégorie des variétés
quasi-affines lisses, irréductibles et définies sur K s’étend a la catégorie des
variétés algébriques lisses, irréductibles et définies sur K de la maniere suivante.
Soit V' une variété algébrique lisse irréductible et définie sur K, recouverte
par des ouverts (Us), avec des homéomorphismes fs : Us — V; pour des
sous-variétés affines lisses irréductibles V, définies sur K. Les isomorphismes
fst == fio f7! entre les variétés quasi-affines lisses Vi := f;1(Us NU) et
Vis i= ft_l(Us N U;) induisent des isomorphismes A; fg; @ AV — A; Vi, qui
permettent le recollement des sous-variétés affines (A;V;) le long des ouverts
(A;Vst). La variété algébrique lisse ainsi obtenue est notée A;V.

On peut étendre carte par carte la construction de l'injection 0, : V(K) —
A,V (K), son image est dense dans A;V; ainsi que la construction des mor-
phismes surjectifs m;; : A;V — A,V (pour ¢ < j). Ces applications vérifient
encore les relations : m ; = m;; 0 Ty €t 0y = 7 00;.
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Les constructions des morphismes A;f : A;V — A;W s’étendent sans diffi-
culté pour les morphismes de variétés algébriques lisses irréductibles f : V —
W, et les diagrammes suivants sont commutatifs :

VK) L wk) AV 2 AW

5 P .
ij;(;() Asf AjI/IL(JK) A%VJ 24 A}V[;

Soit (G, m,!,e) un groupe algébrique irréductible défini sur K. Les propriétés
fonctorielles de A; font de (AjG,Ajm,Agl,éj (e)) un groupe algébrique. Les
A; sont des foncteurs de la catégorie des groupes algébriques irréductibles. Les
applications d; et 7;; sont des homomorphismes de groupes.

On a ainsi obtenu qu’une variété algébrique V', lisse, irréductible et définie
sur K, vient avec un systeme projectif (A;V,m;;). On dispose de “sections”
définissables §; : V(K) — A;V(K) pour ce systéme; la question de lexistence
de sections rationnelles sera discutée dans la section I11.2.3.

I11.2.2 Foncteurs II,, et restriction du corps de base

Dans cette section, on suppose p > 0.

Rappelons la construction des foncteurs I1,,, composés du foncteur Frobenius a la
puissance n (F'r™) et des foncteurs A,,, explicitement construits dans [BouDel01],
section 1.2.4. Cette construction dépend a priori du choix d’une p-base (b) et des
applications coordonnées ,, : K — (K?")*P" pour la base correspondante de
K sur K?" (plus précisément, z = f:g Y on.i(x)b?, comme dans la définition
1.7), mais |’ interprétation en terme de restriction du corps de base montrera
que les foncteurs II,, obtenus sont isomorphes au-dessus de K?".

Si O = O\ F est une sous-variété quasi-affine, définie sur K, de A™, avec
F = V/(I), alors on définit I1,,0 comme sous-variété affine de A™P" par :

ILO(K?") = 0, (0) \ V(Y Xib')),

ou I( f:al X;b") désigne l'idéal de K[Xy, ..., X,n_1] obtenu en remplagant X
par Zf:al X;b" pour chaque élément de I.

L’image ¢, (0) est relativement Zariski-dense dans II,,(O), et ¢, est une “sec-
tion” définissable pour le morphisme

Pn - 11,0 — O
(@osicpnor Ny @b

Pour un morphisme de variétés quasi-affines f : V. — W, le tout étant défini
sur K, on définit II,,f comme étant le seul morphisme de I,V dans IL, W
vérifiant IT, f (pn(2)) = ©n(f(z)) pour tout x € V.

On obtient ainsi un foncteur de la catégorie des variétés quasi-affines définies
sur K, on I’étend par la méme méthode de recollement que dans la section
précédente en un foncteur de la catégorie des variétés algébriques définies sur
K, ainsi qu’en un foncteur de la catégorie des groupes algébriques définis sur K
(dans ce cas, @, et p, sont des homomorphismes de groupes).
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Fait I11.4 Si une variété algébrique V est définie sur le corps K, alors 11,V
est définie sur K?" .

Proposition IT1.7 Pour une variété algébrique V' définie sur K, le morphisme
pn I,V — V est surjectif.

Preuve Il est génériquement surjectif car K est séparablement clos et pour tout
z € V(K), = pn(pn(2)).

Pour montrer que p,, est séparable, considérons une composante irréductible F
de I1,V, d’image G par p,. Soit I(G) I'idéal premier séparable de G dans k[X]
(ol k désigne un D-corps de définition dénombrable contenant la p-base fixée
b). D’apres la proposition 1.12, il existe un idéal @ de k{X}, minimal tel que
QNE[X] =I(G). Soit y € G(K) réalisant I'idéal Q. Puisque IL,V est la cléture
de v, (V(K)), il existe un point x € G(K) tel que @, (x) soit générique dans F'.
La minimalité de @ donne que I, (/i C Iy, )k (car cet idéal a une inter-
section avec k[X] égale & I(G)); et comme F est une composante irréductible
de II,,V, cela signifie que I(F) = I, (). Or, puisque y est une réalisation de
Q, on a que k({y}) est une extension purement transcendante de k(y) (voir la
proposition 1.12), ce qui donne que k(p,(y)) est une extension purement trans-
cendante, donc séparable, de k(p,(pn(y))) = k(y). O

Rappelons maintenant la notion de restriction du corps de base, développée
dans [Spr98].

Définition II1.13 Soit E C F une extension finie de corps, et V une variété
algébrique définie sur F'. On dit que V' admet une restriction du corps de base
s’il existe une variété algébrique lp gV, définie sur E, ainsi qu’un morphisme
surjectif (défini sur F) mp g : g gV — V, tels que :

pour toute variété algébrique W définie sur E et tout morphisme ¢ - W — V|
défini sur F, il existe un unique morphisme ¢ : W — Ilp gV, défini sur E,
tel que ¢ = Tp/p 0.

Si V' admet une restriction du corps de base, celle-ci est définie a unique iso-
morphisme défini sur E pres.

Si V et W admettent des restrictions du corps de base, et si f: V — W est
un morphisme défini sur F', alors il existe un unique morphisme Iy, g f, défini
sur F, tel que le diagramme suivant commute :

1% 7, 0%

TWF‘/E T’TF/E
I
MV 5 W

On obtient ainsi un foncteur (partiel) de la catégorie des variétés algébriques
définies sur F' dans celle des variétés algébriques définies sur F.

Remarque La définition de la restriction du corps de base donnée ici est moins
restrictive que celle donnée dans les appendices 2 et 3 de [Oes84], qui fait porter
la propriété universelle sur des schémas. Mais elle n’est pas constructive, en ce
sens qu’elle ne permet pas de connaitre directement l'idéal de lp,gV si 'on
connait l'idéal d’une variété affine V. Dans [Spr98], 'existence de la restric-
tion du corps de base est montrée dans les cas particuliers d’une variété lisse et
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irréductible, ou d'une variété quelconque pour une extension de corps séparable,
et la construction en termes d’idéaux est explicitée. Pour notre part, nous nous
intéresserons uniquement aux extensions du type K /K P" K désignant toujours
un modele de CHC,.

On peut aussi définir la notion équivalente dans la catégorie des groupes
algébriques définis sur F.

Définition ITI1.14 Soit G un groupe algébrique défini sur F. On dit que G
admet une restriction du corps de base s’il existe un groupe algébrique 11y, pG,
défini sur E, ainsi qu’un homomorphisme surjectif de groupes algébriques (défini
sur F) mp/p : p/pG — G, tels que :

pour tout groupe algébrique H défini sur E et tout homomorphisme de groupes
algébriques ¢ : H — G, défini sur F, il existe un unique homomorphisme de
groupes algébriques ¢ : H — lp/pG, défini sur E, tel que ¢ = mp;p o).

Si G admet une restriction du corps de base, celle-ci est définie a unique iso-
morphisme de groupes algébriques défini sur E pres.

Si G et H admettent des restrictions du corps de base, et si f : G — H
est un homomorphisme de groupes algébriques défini sur F, alors il existe un
unique homomorphisme de groupes algébriques Ilp, g f, défini sur E, tel que le
diagramme suivant commute :

G S, H

TT"F/E TWF/E
II
Uy 5G LY Uy pH

On établit maintenant le lien entre le foncteur 1I,, et le foncteur de restriction
du corps de base I xpn . Ce lien a aussi été établi en partie dans [Del02].

Proposition II1.8 SiV est une variété algébrique définie sur K, alors le couple
(IL,V, pn) est une restriction du corps de base de K & KP" .

Si G est un groupe algébrique, (IL,, G, p,,) est une restriction du corps de base
dans la catégorie des groupes algébriques.

Preuve Par construction, II,V est une variété algébrique définie sur K*" et
prn, un morphisme de II,V dans V, défini sur K, qui est surjectif d’apres la
proposition III.7.

On doit montrer que si W est une variété algébrique définie sur K?" et f :
W — V un morphisme défini sur K, alors il existe un unique morphisme,
défini sur K*", g : W — I,V tel que f = pp 0 g.

Puisque K?" est séparablement clos, il suffit, pour déterminer g, de le déterminer
comme morphisme entre les points KP" -rationnels. D’autre part, on sait que p,
est une application bijective de IL,V/(K?") dans V(K), de bijection réciproque
¢n ; donc g vérifie nécessairement g = ¢, o f : W(K?") — IL,V(KP?").

Reste & montrer que 'on définit ainsi un morphisme de variétés algébriques,
défini sur KP". Considérons un ouvert affine U de W, sur lequel f est défini
comme une fraction rationnelle P/Q. En écrivant P(z)/Q(z) = N(z)/Q(x)?"
et en notant ¢, (N) le polynome (& coefficients dans K?") obtenu en appliquant
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@, aux coefficients de N, on obtient, pour z € U(K?") :

Ne) ) _ oo
Qz)P" Qz)P"
Cette fraction rationnelle remplit les conditions cherchées.

Dans le cas d’un groupe algébrique, le morphisme ¢ ainsi construit est un ho-
momorphisme puisque ¢,, et f en sont. O

ealF(@) = ou(

Remarque Pour m > n, la proposition précédente montre qu’il existe un
unique morphisme, que I'on notera p, , de II,,V dans II,,V, défini sur K "
et tel que py, = pn © P n. On remarque facilement que (II,,V, py, ) est une
restriction du corps de base de K?" & K?" pour II,V.

Proposition IT1.9 Soit V une wvariété algébrique lisse. Alors 11,V est iso-
morphe & Apn_1 V. Si de plus V' est un groupe algébrique, l’isomorphisme obtenu
est un isomorphisme de groupes algébriques.

Preuve On fixe ici une p-base n-canonique (b). Pour 1 < j < p™—1, D; s’annule
sur K?", donc, pour = € K, on a les relations (y compris pour j =0) :

p—1

Dj(x) = > @nilx)D;(b").
i=0

Ainsi, le p"-uplet d,n_1(x) est image du p™-uplet @,(x) par la matrice
(indépendante de z) A := (D;(b%))o<i j<pn—1-

Comme D;(b%) = (;) b*=J (voir 'exemple suivant la définition I.1), cette matrice
est triangulaire, avec des 1 sur la diagonale, donc en particulier inversible.

On en déduit deux bijections réciproques 'une de lautre entre ¢, (V(K)) et
dpn—1(V(K)); par densité, on obtient deux isomorphismes réciproques l'un de
lautre entre 11,V et Apn_1 V.

Supposons maintenant que (V, m) est un groupe algébrique, et que ® : I,V —
Apn_1V est 'isomorphisme précédemment construit. Les lois de groupes m; sur
I,V et mg sur Ayn_1V sont telles que, pour tous z,y dans V(K),

m1(on (@), 9n(y)) = pn(m(z,y)) et ma(dpn—1(2), Gpn—1(y)) = dpn—1(m(z,))

donc ® o my = mg o (P, D) sur ¢, (V), donc sur I,V par densité. O

Fait IIL.5 Pour m > n, les isomorphismes n, : Apm 1V — 1V et 4y, -
Apm 1V — 1,V exhibés dans la proposition précédente font commuter le
diagramme :

Apm V. I ALV TRy
lwm l"/)n /pn
IL,,V Ay I,V

I11.2.3 Variétés algébriques avec D-structure

On s’attache ici a généraliser les constructions de Buium ([Bui92]) dans le
cadre de corps de Hasse de caractéristique quelconque.
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Définition I11.15 Soit V' une variété algébrique définie sur un D-corps K. On
appelle D-structure sur V une famille (D;);>0 de morphismes de faisceaur de
Oy dans Oy, telle que pour tout owvert U de V, D;(U) : Oy (U) — Oy (U)
munisse Oy (U) d’une structure de K-D-algébre.

On notera OF le faisceau de K-D-algébres ainsi défini.

Fait IT1.6 Par passage aux corps de fractions, une D-structure sur une variété
algébrique irréductible V' fait de son corps de fonctions K(V') un K-D-corps.

Définition II1.16 Soit (V, D) et (W, D) deux variétés algébriques munies d’une
D-structure. Soit f : V. — W un morphisme, et f# : Oy — Oy le mor-
phisme de faisceaux induit. On dit que f est un morphisme de variétés algébriques
avec D-structure si f# est un morphisme de faisceaux de K-D-algébre.

Définition II1.17 Soit V une variété D-algébrique (respectivement une variété
algébrique munie d’une D-structure), définie sur K. Soit L un K-D-corps et U
un ouvert (affine) de V. On appelle D-point de V, & valeurs dans L, et localisé
sur U, un morphisme de K-D-algébre OF(U) — L.

On note VP (L) I’ensemble des points de V a valeurs dans L.

Remarque Pour un ouvert affine U de V, on peut identifier un D-point de V' a
valeurs dans L et localisé en U avec un uple de L, en associant & un morphisme
OR(U) — L T'image de la multivariable X. Cette identification permet de
considérer VP (L) comme une variété D-algébrique dans L :

— si W est une sous-variété D-affine de K™, homéomorphe a un ouvert U de
V', les D-points a valeurs dans L et localisés sur U sont identifiés avec la
sous-variété D-affine de L™ {z € L"|VP € Z(W), P(z) = 0}. En particu-
lier, si L = K, on retrouve VP (K) = V.

— si V est une variété algébrique munie d'une D-structure, V(L) est un
sous-ensemble des points V(L) au sens de la géométrie algébrique; si de
plus V est une sous-variété affine de K™, VP (L) = {z € V(L)|Vi D;(z) =
(D;(X))(x)} est une sous-variété D-affine de L™.

Proposition I11.10 Soit V' une variété algébrique irréductible définie sur K,
munie dune D-structure. Alors VP(K) est Zariski-dense dans V.

Preuve On se place sur un ouvert affine U de V. La structure de D-algebre sur
Oy (U) donne une unique structure de D-corps sur le corps de fonctions K (U),
le plongement O (U) — K (U) est alors par construction un morphisme de
D-algebres, donc un D-point a valeurs dans K(U). Alors, si X € K(U) désigne
les fonctions coordonnées, on peut trouver, par saturation de K, un point a € K
tel que tp(a/k) = tp(X/k), ot k est un corps de définition dénombrable pour V
et pour les fonctions D;(X). On obtient alors que a € VP (K), et que a est un
point générique de V', donc VP (K) est Zariski-dense dans V. O

Définition IT1.18 Soit G un groupe algébrique défini sur K. On appelle D-
structure sur G- une D-structure sur la variété algébrique sous-jacente a G telle
que e soit un D-point et que la multiplication G x G — G et l'inverse G — G
soient des morphismes de variétés algébriques avec D-structure (ou encore, la
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comultiplication p : OF — OF @ OF et Uantipode 1 : OF — OF sont des
morphismes de faisceaur de K-D-algébres).

Exemple Tout groupe algébrique G défini sur le corps des constantes C'% peut
étre muni d’une D-structure, dite triviale : pour chaque ouvert affine U, Og(U)
est de la forme CF[U] ®ce K, on lui donne une structure de K-D-algebre en
étendant la dérivation de Hasse trivialement de C'g¢ a C2[U]. L'unité, la multi-
plication et I'inverse sont définis sur C'%, et ils respectent donc cette D-structure
triviale.

Remarque Il est sous-entendu ici que G X G est muni de la D-structure déduite
de G de la méme maniere qu’exposée dans le fait II1.3 pour la dérivation de Hasse
sur I’anneau des fonctions D-régulieres d’un produit de variétés D-algébriques,

c’est-a-dire
n

Do(f @9) =Y Di(f)Dni9)-

=0

Apres l'introduction des D-structures en caractéristique nulle par Alexandru
Buium, cette notion a aussi été étudiée par David Marker dans [Mar00] et par
Piotr Kowalski et Anand Pillay dans [KowPil03] (et ils ménent aussi une étude
sur les D-structure en caractéristique positive). En particulier, il est établi le lien
entre les D-structures et les sections pour les prolongations; nous développons
ici ce lien en caractéristique quelconque (les notations sont celles de la section
111.2.1).

Proposition IT1.11 Soit V' une variété algébrique lisse irréductible définie sur
K. Alors V admet une D-structure si et seulement si le systéme projectif
(A;V,mj;) admet une famille de sections (sj : V. — A;V)j>0, rationnelles,
définies sur K et compatibles, c’est-a-dire vérifiant so = id, m;; 0 s; = s; pour
tous i < j, et (lfj)sﬁj oDiy; =57 oD;o sj’é o D; sur Oy pour tout i,j.

La donnée de cette famille de sections équivaut o la donnée de la D-structure.
Une D-structure de groupe algébrique correspond a une famille de sections qui
sont des homomorphismes de groupes algébriques.

Preuve Etant donnée une famille (s;) de sections vérifiant les conditions de la
proposition, on définit une D-structure sur le faisceau Oy par :

D; := S?&OE

Puisque s? = s;% o Wfi pour ¢ < j, on a aussi D; = sj’é o
#

57" est un homomorphisme d’anneaux, D; vérifie les mémes propriétés que D;
pour la somme et le produit. D’autre part, la condition D; o D; = (i"’i‘j)DiH
équivaut & la condition ("17)s¥. joDiyj = s oD o sf o D, ; on obtient donc
bien une D-structure sur Oy .

Connaissant une D-structure (D;) sur Oy, on va définir les sections sur chaque
ouvert affine. La cohérence de la définition sera assurée par le fait que la D-
structure (D;) respecte les restrictions dans le faisceau Oy . Plagons-nous donc
sur une variété affine U, isomorphe & un ouvert de V', définie par un idéal I de
K[X]. Pour P € K[T], étant donné que Oy est une K-D-algebre, la définition

de D; donne formellement que, pour tout f € O,

Di(P(f)) = (DiP)(Do(f), - -, Di(f))-

77;%1 o D;. Du fait que
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Si on continue & désigner par X le uplet des fonctions coordonnées dans (O )™
(pour un certain entier m), on obtient donc que la fonction (Do (X),...,D;(X))
envoie U dans A;U. On définit alors

S5 1= (Do(X), ‘e 7l)]()())

C’est bien un morphisme de U dans A;U, puisque chacune des composantes
de s; est une fonction réguliere sur U. Par construction, on obtient bien que
Tji08; = 8 pour ¢ < j. Pour vérifier que la famille (s;) satisfait la propriété
de composition des sf o D;, il suffit, d’aprés 1’équivalence avec la propriété
d’itérativité de la famille (D;) que l'on a montrée précédemment, de vérifier que
les applications (s;) — (D;) et (D;) — (s;) sont inverses 'une de Pautre.

Or, si s; = (Do(X),...,Di(X)), on a pour tout f € Oy,

(s7 o Di)(f) = Dif (Do(X), ..., Di(X)) = Di(f(X)),

et si D; = sft owfi oD; pour i < j, Di(X) = D;X o 55, oll DX = X
représente le ¢ + 1-eme uplet de coordonnées dans K[X(O), . ,X(j)} ; et on a
donc s; = (Do(X),...,D;(X)).

Dans le cas d’un groupe algébrique G, les applications (D;) ainsi construites
donnent une D-structure de groupe algébrique si et seulement si les sections
(s;) sont des homomorphismes. Pour montrer cela, considérons l'action de la
comultiplication. D’apres la définition fonctorielle de la loi de groupe sur A;G,
la comultiplication p de G et la comultaplication p; de A;G sont reliées par le
diagramme commutatif suivant :

Oc L Ocxa
! G ()0 ! j+1
(Oa;c) —  (Oa,axa,0)

Pour i < j, on obtient donc, pour la i + 1-eme composante, en utilisant le fait
I11.3, que :

i
o ﬂ'ﬁ oD; = Z(’f[‘fh oDp® Wfi—h oD;_p)op.
h=0

Les sections (s;) sont des homomorphismes si et seulement si p o 3;# =

st ®s?) o i, ce qui équivaut (puisque Oa . ¢ est engendré en tant que K-
J J K 3
algebre par les images de O¢ par les (Wﬁ 0D;)i<y) &

Vi<j , postonl,oD;=(s7 ®s’)op;ont oD,

c’est-a-dire
Vi<j , poDi=(sf®s¥)oy (n¥,oDp@n?,_,oDip)op =" (Dn®D;_p)op,
h=0 h=0

ce qui signifie exactement que p est un morphisme de faisceaux de K-D-algebres
pour la D-structure donnée par les (D). O
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Fait II1.7 Soit V une variété algébrique lisse et irréductible définie sur K, L
un D-corps contenant K et (s;);>0 une famille de sections correspondant a une
D-structure sur V. Alors

VP(L) = {2z € V(L)|Vi > 0,6;(x) = s4(x)}.

SiV et W admettent une D-structure, donnée respectivement par les familles
(si) et (t;), alors un morphisme f : V. — W est un morphisme de variétés
algébriques avec D-structure si et seulement si, pour tout i, le diagramme suivant
commute :

Vo o2L AV
Lf . L air.
w = AW

Proposition II1.12 Pour p = 0, la donnée d’une D-structure équivaut a celle
d’une section s1: V — AV

Preuve La preuve précédente montre en particulier que la donnée d’une section
s1:V — A1V est équivalente a la donnée d’une dérivation D7 sur le faisceau
Oy, étendant la dérivation de K. On a vu (proposition I.5) qu’en caractéristique
nulle, cela équivaut a la donnée d’un D-structure sur Oy . O

Proposition II1.13 Pour p > 0, une variété algébrique V lisse irréductible
et définie sur K admet une D-structure si et seulement s’il existe une famille
(Va, @ )new telle que :
- VOZV Etaozid
— pour tout n, V,, est une variété algébrique définie sur KP"
— pour tout n, oy, : V,, — V est un isomorphisme, et l'isomorphisme o, o
i1t Vug1 — Vi, est défini sur Kr".
Plus précisément, il existe une application A qui a une D-structure sur V as-
socie une telle famille (V,,, an)new €t une application B qui a une telle famille
(Vi @p)new associe Vi et une D-structure sur Vy. Ces applications vérifient les
Propriétés :
- BoA=1d
— deuz familles (Vi an)new €t (Wh, Br)new sont telles que B((Vy,an)) =
B((W,,, 8n)) si et seulement si Vo = Wy et pour tout n, 8, o, est défini
sur KP" .
Dans le cas ou la variété V' considérée est un groupe algébrique, les applications
A et B font correspondre les D-structures de groupe algébrique avec les familles
telles que les V,, sont des groupes algébriques et les a,, des isomorphismes de
groupes algébriques.

Preuve On va utiliser la proposition II[.11 qui permet de décrire une D-
structure sur V' en termes de famille de sections (s;);ecw, €t aussi remarquer
que la donnée d’une telle famille équivaut a la donnée de la famille (3, )necw,
avec §, = Pp o spn_q1 : V. — ILV (¢, : Apn_1V — I,V désigne l'isomor-
phisme construit dans la proposition II1.9) : connaissant syn_1 = ¥, Log,, il
suffira de poser s; = mpn_1,; 0 spn_1 pour p" ! < i < p".

On va maintenant construire les applications A et B. Supposons connue une
D-structure sur V, déterminée par la donnée de s, : V — IL,V pour tout
n. Rappelons que p,, : I,V — V fournit une bijection de HnV(Kpn) dans
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V(K), de bijection réciproque ¢, (voir la section I11.2.2). Sur VP(K), on a
alors ¢, (z) = P 0 6pn_1(x) = 3,(z) € I, V(KP"), notons V,, la cloture de
5,(VP(K)) de Zariski dans II,,V. La sous-variété V,, de II,V est définie sur
KP?" en tant que cloture d’un ensemble de points & valeurs dans K?". On sait
déja que py, 05, = idy, et sur VP (K), 5,0 pp(5,(2)) = 3, 0 pplpon(x)) = 3. (2),
donc 3, o p, = id sur 3,(VP(K)), donc sur V,, par densité. On en déduit que
Qn i= pPn|y, est un isomorphisme de V;, sur son image. Cette image contient
VP(K), et comme VP (K) est Zariski-dense dans V (proposition I11.10), oy, est
un isomorphisme de V,, sur V. Puisque IV =V et 5§y = id, cela montre aussi
que Vy = V. Pour montrer que la famille vérifie bien les propriétés voulues, il
ne reste donc plus qu’a montrer que a;}rl oy Vy, — Vi1 est défini sur
KP", ou encore qu’il envoie un sous-ensemble de V,,(K?"), dense dans V, dans
Vi1 (KP"). Or, 3,(VP(K)) est dense dans V;, par définition, & valeurs dans
KP" et pour 2 € VP(K), ayly 0 an(30(@)) = 4yl () = 011 (@) = oo (@) €
VnH(KPTLH)7 ce qui donne le résultat voulu.

Construisons maintenant Iapplication B, & partir d’une famille (V,,, ap)new-
Posons V' = Vj. D’apres la proposition II1.8, on sait que pour tout n, il existe
un morphisme 3,, défini sur K?", tel que le diagramme suivant commute :

Vi = v
\ Bn /" P
I,V

Posons §,, := 6nooz,§n1. POu{'ﬂ m > n, on sait que (IL,,V, pm. n) est la restriction du
corps de base de KP a KP  pour la variété IL,,V, et on a la situation suivante :

-1
Vm anjm Vn ﬂ) V
l Bm l Bn /‘ Pn

m,v 2% 1,V

Puisque o

’ . n ) . . 7’ _
o0y, est défini sur KP , I'unicité de (3, donne que B, = Py n 0 Bm ©
a;ll o au,, et donc que 5, = Py © 5. On revient aux sections s; : V. — A;V
en posant spn_1 = Y103, et s; = Mpyn_1,,0 Spn_1 pour Pt < i < p"; en

utilisant les correspondances (pour m > n)

Tpm _1 pn_1

Apm_lv e Apn_lv
1 ¥m Lo
,,V oy I,V

on obtient bien que m;; 0s; = s; pour i < j.
Pour montrer qu’on a ainsi défini une D-structure sur V, il reste a vérifier la
propriété de composition des s?& o D;. Pour i et j donnés, on fixe n tel que
p" > i+ j. Puisque Vj, est défini sur K?" (qui est séparablement clos), on sait
que a, (V,(KP")) est Zariski-dense dans V' ; donc pour U un ouvert de V et f €
Oy (U), il suffit de vérifier I'égalité () sﬁ_j oDiy,(f) = s¥oDjo sf oD;(f) sur
cet ensemble (intersecté avec U). Or pour x € V,,(KP"), ay, () = ppoBa(x), avec
Bn(z) € 1L,V (K?"). Comme on sait que p,, fournit une bijection de IL,V (K?")
dans V(K), de bijection réciproque ¢,,, on obtient que 8, (z) = @, oay, (). Donc
pour y = an(x) € an(vn(Kpn))v @n(y) = fno a;l(y) - gn(y) En appliquant
-1, on obtient s,n_1(y) = dpn_1(y) ; et en appliquant m,»_1 , pour b < p™—1,

n



II1.3. LES FONCTEURS 55

on obtient sp(y) = 0p(y). On a alors sﬁ_j 0 Diyi(f)y) = Diy;f(6it5(y)) =
Dirs(F()), et 5 0 Do 5% 0 D3(£)(y) = Dils? o Dy(H)(w)) = DalD; (FW))),
d’ou I’égalité voulue.

Maintenant, dans le cas ot (V,,, an)necw = A((V, 8n)new), on a par définition
V., C IL,V et a,, = Pr|v,, s de bijection réciproque s,,. Donc la construction de
B((Vi, @n)new) donne que G, est I'inclusion de V,, dans IL,V (par unicité) et
on retrouve donc bien s,, = 3, o a;; 1, c’est-a-dire Bo A = Id.

Soient deux familles (V;,, & )new €t (V. @l )new, on leur associe les factorisations

Vi, o, 1% |74 Lo, 1%
\ Bn ya et \ B S pn
I,V IL,V

Alors B((V, o)) = B((W,,, 8,)) si et seulement si pour tout n, §, = §, avec
= fPpoa;let & =8 ol '.Si5, =45, alors 3, ct 3, ont méme image
V" dans I1,,V, définie sur KP". Puisque 3, et (&, sont les premiers facteurs des
isomorphismes «,, et a, ils induisent des isomorphismes 7, : V,, — V. et
. V) — V| définis sur K?". On obtient alors que a, " oay, =/, "' 0, est
défini sur K?". Réciproquement, si a;_l oy, est défini sur K?", Punicité de 3,

dans la factorisation de «,, donne que 3,, = ﬁ;oa;_loan, c’est-a-dire §, = §,. O
On déduit du fait II1.7 les descriptions suivantes.

Fait II1.8 Soit (V,,, an)new une famille décrivant une D-structure sur V = Vj.
Alors
VD(K) = ﬂ an(Vn(Kpn))
n>0
Si on a deux D-structures (V,,, n)new €t (Wh, Bn)new sur Vet W respective-
ment, et un morphisme f de V dans W, alors f est un morphisme de variétés

algébriques avec D-structure si et seulement si pour tout n, B, o foay, : V, —
W, est défini sur KP" .

I11.3 Les foncteurs

IT1.3.1 La catégorie des groupes infiniment définissables

On suit pour les définitions suivantes la présentation faite dans la section
5.d de [Poi87b]. Ces définitions et les résultats donnés sont généraux, ils ne
supposent en fait que la stabilité (ou l'w-stabilité pour le corollaire II1.2) des
théories envisagées, ici les théories CHCy,.

Définition II1.19 On appelle groupe infiniment définissable, avec paramétres
dans un D-corps k, la donnée de familles, éventuellement infinies, de formules
(vi(@)), pj(z,y,2) et vj(x,y) a paramétres dans k, ot x,y,z sont des multi-
variables libres de longueur n, telles que \; i (K3™) et N, i (K2™) sont des
graphes de fonctions m: G x G — G eti: G — G, ou G := /\j v (K™), qui
donnent & (G, m, 1) une structure de groupe.

Si les conjonctions Ay (w), A% (@) A A () A A, 15(2) A A, 3,3, 2) et
N;vi(@) AN () AN L@, y) sont chacunes équivalentes d une formule, on
dira que (G,m, 1) est définissable.
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La différence entre un groupe infiniment définissable et un groupe définissable
tient uniquement dans la définition de ’ensemble sous-jacent, comme le montre
le fait suivant, conséquence du théoreme de compacité.

Fait ITI.9 (Section 5.d de [Poi87b]) Soit (G,m,i) un groupe infiniment
définissable. Il existe un ensemble définissable D contenant G, et des fonctions
définissables m : D x D — D eti: D — D tels que m = mgxq et i=1iq-

Le théoreme suivant est di & Ehud Hrushovski, on peut en trouver une preuve
dans [Poi87b] (théoreme 5.18). II utilise le fait que la structure K soit stable.

Théoréme II1.2 (Hrushovski) Soit (G,m,i) un groupe infiniment
définissable, avec m = m gxq €t i = ijg pour des fonctions définissables m et i.
Alors il existe un ensemble définissable G contenant G, tel que (é, mléxé’;lé)
s0il un groupe.

Corollaire ITI.1 (Théoréme 5.17 de [Poi87b]) Un  groupe  infiniment
définissable (G, m,1) est lintersection d’une famille de groupes définissables.

Dans le cas ou p = 0, K est w-stable. Puisqu’il n’existe pas de chaine infinie
strictement décroissante de groupes définissables dans une structure w-stable
(théoréme 1.6 de [Poi87b] par exemple), on en déduit le corollaire suivant.

Corollaire IT1.2 (Corollaire 5.19 de [Poi87b]) Un  groupe  infiniment
définissable dans CHCy est en fait définissable.

Définition IT1.20 La catégorie des groupes infiniment définissables, avec pa-
rametres dans un D-corps k, est la catégorie dont les objets sont les groupes in-
finiment définissables avec parameétres dans k, et dont les morphismes G — H
sont les homomorphismes de G dans H dont le graphe est infiniment définissable
(ou de maniére équivalente : relativement définissable dans G x H) avec pa-
rametres dans k.

Nous utiliserons dans ce qui suit les outils développés dans le cadre général des
groupes stables (dans [Poi87b] par exemple).

Définition IT1.21 Soit G un groupe infiniment définissable. On dit que G est
connexe si et seulement si G n’admet pas de sous-groupe infiniment définissable
d’indice fini.

Définition II1.22 Soit G un groupe infiniment définissable et D un ensemble
définissable (avec leurs parametres dans k). On dit que D est générique s’il
existe un nombre fini d’éléments ay,...,ap de G tels que G = a1.(DNG)U...U
ah.(D N G)

Soit t € S(k) un type dans G. On dit que t est un type générique dans G si et
seulement si tout ensemble D défini par une formule de t est générique.

Fait II1.10 (Section 5.a de [Poi87b]) Dans un groupe infiniment définissable
G, il existe un type générique.

Le groupe G est conneze si et seulement s’il existe un unique type générique.

Le type générique d’un groupe connexe est invariant par passage a l'inverse et

par translation (plus précisément, si a € G et si b est une réalisation du type

générique au-dessus de a, alors b=1, a.b et b.a sont génériques).
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I11.3.2 Equivalence de catégories entre les groupes
D-algébriques et les groupes infiniment définissables

Théoréme II1.3 La catégorie des groupes D-algébriques irréductibles, mumnie
des p-homomorphismes de groupes D-algébriques, est équivalente a celle des
groupes infiniment définissables connezes.

Preuve

Premiere étape : on construit le foncteur ¥ de la catégorie des variétés D-
algébriques irréductibles, avec p-morphismes, dans celle des ensembles infini-
ment définissables.

Soit V' une variété D-algébrique (pas nécessairement irréductible pour l'ins-
tant) ; notons V' := (V, (), (fi), (Vi))1<i<m, ou les (U;) forment un recouvre-
ment ouvert de V', et chaque f; est une application bicontinue de U; dans une
variété D-affine V;. Les (V;) seront considérées comme sous-variétés D-affines
d’un méme K" pour un certain n.

Fixons (¢;)icw une suite de constantes distinctes dans K. Pour 1 < i < m,
U, .= U, \ (U1 U...UU;_1) est un fermé de U;, donc V= fi(Ui) x {¢;} est une
sous-variété D-affine de V; x {¢;}, donc en particulier un ensemble infiniment
définissable dans K™+, On pose alors

(V) :=V1U...UV,,

c’est un sous-ensemble infiniment définissable de K™*!,
Notons aussi que :
— on dispose d’une bijection fy : V — U (V) obtenue par recollement des

filﬁi x{c;}:U; — v (les U; sont deux a deux disjoints), on verra encore

U(V) comme un espace topologique avec la topologie transportée par fy .

— si V = (V,V,id, V) est une variété D-affine avec sa présentation “naturel-
le”, alors ¥(V) =V.

— si W est un sous-espace fermé de V' := (V, (U;), (fi), (Vi)), muni de la struc-
ture naturelle de variété D-algébrique (W, (U; N W), (fijv.nw ), (fi(Usi N
W))), alors ¥(W) C ¥(V).

Soit h : V — W un p-morphisme de variétés D-algébriques irréductibles, avec
Vo= (V,(U),(fi), Vi) et W = (W,(X},), (g;),(W;)). On va construire une
application & graphe relativement définissable U(h) : (V) — T(W), telle que
le diagramme suivant commute :

vV — W
fv fw
v(v) Y gy
Pour tous i, 7, la restriction h;; de gj o ho f; ' & Pouvert A, ; := V; N (ho

7 7Y(X;) est par définition un p-morphisme de variétés D-affines, de A, ;
dans W;. Il existe donc un recouvrement fini par des ouverts non vides A; ; =
U Aij,s, des entiers n; ;¢ (nuls si p = 0) et des D-multipolynémes P; ; , et
Q5,5 tels que

CpTidis Pi7j75

e = Qi

Relativement & A; ; x Wj, le graphe de h; ; est donc donné par la formule

Yig =\ Qijs@y” """ = Pija(z) ;
S
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en effet, la formule Q; ; ((z)h(z)? " = P, ; s(x) définit un fermé de A; ;, conte-
nant I'ouvert non vide A; ;s : cette formule est donc vraie sur A; ; tout entier
(car A; ;, en tant qu’ouvert de 'espace irréductible V;, est irréductible).

Six = (z1,...,2441) € Y(V) = Viu...UV, C K1 1a relation z € V;
est donnée, relativement & ¥(V'), par la formule z441 = ¢;; et de méme pour
y € U(W) C K. En restreignant le graphe des applications h; ; (ou plus exac-
tement ilm c A x{ei} — W; x {¢;}) aux ensembles deux & deux disjoints
Vi x (fw o ho fi;*)~1(W;), on obtient donc pour W(h) un graphe relativement
définissable dans U (V) x ¥(W) donnée par la formule :

\/(.’E € ‘;;/\yé Wj /\’yi,j(l’l,'~';xd7y1a"'aye))'
5,J

Deuxieme étape : ce foncteur induit un foncteur, toujours appelé ¥, entre les
catégories annoncées. En effet, si on considére un groupe D-algébrique
irréductible (G,m,™1,e), il est clair que (¥(G), ¥(m), ¥(~1)) est un groupe
infiniment définissable (car le foncteur ¥ transforme une structure de groupe
en une structure de groupe). Notons aussi que, par transport de topologie via
la bijection fg, U(G) a une structure de groupe topologique irréductible (les
translations et le passage & l'inverse y sont continues); il reste & montrer que
U(G) est connexe.

On va utiliser pour cela les faits suivants concernant les groupes topologiques,
certains généraux (1, 3, 5) et d’autres liés a la topologie particuliere de ¥(G)
(2, 4).

Fait III.11

1. Soit D un sous-ensemble relativement définissable de U(G), tel qu’un
nombre fini de translatés de D recouvrent U(G), alors D est dense dans
U(G).

Preuve : par continuité des translations, si ¥(G) = a1.D U ... U q;.D,
alors l'espace irréductible U(G) est recouvert par une union finie de fermés
a;.D, et donc D est dense dans ¥(G).

2. Soit D un sous-ensemble relativement définissable et dense dans V(G),
alors D contient un ouvert non-vide de W(G) (on ne fait aucune hypothése
sur Virréducibilité de G).

Preuve : reprenons la définition de la premiére étape U(G) = GiU...U
G, ; G1 est par construction un ouvert de U (@) pour la topologie apportée
par la bijection fg, et la topologie induite sur Gy est la D-topologie induite
sur Gy. Alors, puisque D N Gy est dense dans G; pour la D-topologie
induite, il vient par élimination des quantificateurs que D N G1 contient

un ouvert non-vide de G;. Donc D contient un ouvert non-vide de U(G).

3. Soit G un groupe topologique et H un sous-groupe dense dans G contenant
un ouvert non-vide de G, alors H = G.
Preuve : par continuité des translations, a.H contient aussi un ouvert
non-vide pour tout a dans G, ce qui donne a.H N H # (), et ainsi G = H.

4. Soit H un sous-groupe infiniment définissable dense dans ¥(G), alors
H = 9(G) (on ne fait aucune hypothése sur lirréducibilité de G).
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Preuve : d’apres le corollaire ITI.1, H est I'intersection de sous-groupes re-
lativement définissables de ¥(G), qui sont tous denses dans ¥(G). D’apres
les deux points précédents, ces groupes sont égaux a U(G), et donc H =
U(G).

5. Soit G un groupe topologique et H un sous-groupe de G, alors son adhérence
H est un sous-groupe de G.
Preuve : par continuité de l'inverse, H est invariant par 'inverse. Par
continuité des translations, H est invariant par translation par les éléments
de H. L’ensemble {a € Hya.H C H} = N,czH.b~" contient donc H, et
il est fermé, donc H est invariant par translation (a gauche, et de méme
a droite)

11 vient alors que, lorsque G est irréductible, U(G) est connexe : soit Gy un
sous-groupe infiniment définissable de ¥(G), d’indice fini; ¥(G) est recouvert
par un nombre fini de translatés de Gy, et donc G est dense et contient un
ouvert non-vide de ¥(G) (fait II1.11.1 et II1.11.2), et donc Gy = ¥(G) (fait
II1.11.3).

Troisieme étape : le foncteur ¥ est pleinement fidele, c’est-a-dire que si G et
H sont deux groupes D-algébriques irréductibles définis sur k, ¥ réalise une bi-
jection de I’ensemble des p-morphismes de groupes D-algébriques de G dans H
dans l'ensemble des homomorphismes relativement définissables de ¥(G) dans
L’injectivité vient immédiatement du fait que pour h : G — H, on a h =
fio¥(h)o fa.

Pour la surjectivité, on considere ¢ un homomorphisme relativement définissable,
avec parametres dans k, de ¥(G) dans U(H). Considérons a € ¥(G) un point
générique de U(G) sur k; b := ¢(a) est dans la cloture définissable de k U
{a}, donc par la proposition I1.3, il existe des D-multipolynémes P et () dans

(E{X})™, avec Q(a) # 0, et un entier n tels que b*" = ggzg Le point a est

contenu dans I’ensemble D défini par la formule Q(z) # 0AQ(x)p(z)?" = P(z).
Un nombre fini de translatés de D recouvre ¥(G), donc D contient un ouvert
non vide U, et ¥(G) = a1.UU...Uq;.U par compacité. Sur chacun des ouverts
a;.U, ¢|q,.v est une fonction p-D-régulicre en tant que composée de fonctions
p-D-régulieres (fait II1.2)

0. U SU 250 (1) 2w ().
On en déduit immédiatement que ¢ est 'image par ¥ du p-morphisme de
groupes D-algébriques f 51 ogpo fa.

Quatrieme étape : le foncteur ¥ est essentiellement surjectif.

Etant donné un groupe infiniment définissable connexe (T, i1, t), on va trouver
un groupe D-algébrique G tel que U(QG) est isomorphe & T' (dans la catégorie
des groupes infiniment définissables). Dans le cadre des groupes constructibles
dans les corps algébriquement clos, cette derniere étape est connue sous le nom
de théoreme de Weil ; on va 'utiliser sous la forme suivante, issue de [Wei55] :

Théoreme I11.4 (Weil) Soit V' une variété irréductible, définie sur un corps
K. Soit u une fonction rationnelle (partielle) de V xV dans 'V, définie sur Ky,
vérifiant les conditions :
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- six ety sont des points génériques de V', indépendants au-dessus de K,
alors Ko(z,y) = Ko(y,u(z,y)) = Ko(z,u(z,y))
- st x, y et z sont des points génériques de V', indépendants au-dessus de
Ky, alors u(u(x,y), z) = u(z,u(y, 2)).
Alors il existe un groupe algébrique (G,.), défini sur Ky, et une application
birationnelle (partielle) 5 de V dans G tels que, pour tous x, y génériques
indépendants au-dessus de Ky, B(u(x,y)) = (z).0(y).

Proposition III.14 Soit I' un groupe connexe infiniment définissable dans K,

alors il existe un plongement définissable de T' dans U(G), pour un certain groupe
algébrique irréductible G.

Preuve de la proposition On va suivre la preuve donnée dans le cas d’une
caractéristique p > 0 (et dans un langage différent) dans [BouDel01] (proposi-
tion 4.2) et dans [Mes94] (proposition 2.4). On peut aussi trouver une preuve
différente (utilisant la construction d’un pro-groupe algébrique) dans le cas ou
p = 0 dans [Pil97] (proposition 3.1).

On se fixe K7, un sous-D-corps de K Nj-saturé et contenant les parametres
nécessaires a la définition de (T, i, ¢) ; en particulier I'(K7) reste un groupe. On
supposera K |K;|"-saturé. D’apres la caractérisation de la cloture définissable
(proposition 1.12), et par compacité, il existe des entiers m et r (avec r = 0 si
p = 0), et des fractions rationnelles My, ..., My et I1,..., I} & coefficients dans
K tels que les disjonctions suivantes soient vraies pour tous a et b dans I :

k
V(@b = Mi(on(@).6,0)) et \/ (@) = Li(5m(@).

Soit ¢ le type générique de I' sur K; et g une réalisation de q. On pose

2 27 27 27

Ki((9)) = Ki(p(a,9)" ", (g, a)", p(a, o(9))” ", 1(1(9), @) aer(sy)-

Puisque L(g)p’ € K1(0m(9)), 5m(b(g>)p7 = Opmpr (L(g)p’) € Ki(Om+mpr(9)), et,
pour a € T(K1), p(a,u(9))?" € Ki(6m(u(g))? C K1 (0m4mpr(g)). Ainsi, pour
N :=m+mp", on voit que K1((9)) C K1(dn(g)), et donc K1((g)) est finiment
engendré au-dessus de K : il existe une multi-fraction rationnelle [ telle que
K1((9)) = K1(I(0n(g))). On obtient ainsi une fonction partielle I o d sur I
Puisque gpzr € K1((g)), on peut supposer que la composante 2P apparait dans
lody ; en remplacant les autres composantes de [ o § par 0 aux points de I" ou
elles ne sont pas définies, on obtient une bijection « relativement définissable
de T" sur son image H. Par saturation de K, H est un ensemble infiniment
définissable; il devient un groupe infiniment définissable (H,*,~!), isomorphe
a I' dans cette catégorie, par le transport de la structure de groupe via «.

Soit h = a(g), h est une réalisation du type générique de H sur K, et on a

Ei(h7) = Ki(a(u(9) = K1((«(9))) = K1((9)) = Ki(a(g)) = Ki(h),

donc ! est génériquement rationnelle dans H.
De la méme maniere, si b € H (K1), c’est a dire b = a(a) pour a € I'(K1), u(a, g)
reste un point générique de I' sur K; et donc

Ki(bxh) = Ki(a(p(a, 9))) = Ki((a x g)) = Ki((9)) = Ki(a(g)) = K1(h),
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et aussi K1 (h *b) = Kq(h).

Fixons K¢ un modele de CHC), dénombrable, inclus dans K, et contenant une
p-base canonique et les parametres nécessaires a la définition de I' et a (donc
A la définition de (H,*,71)). Soit b = a(a) un point générique de H(K;) au-
dessus de Ky et h = a(g) un point générique de H au-dessus de K;. On a vu
que b*x h € K;(h); d’autre part, puisque * est définissable & parametres dans
Ko, on a bx h € Ko({b}, {h})*t"ct = Ko({b})*"" ' Ko({h})*"t (cette derniere
égalité est évidente dans le cas p = 0; si p > 0, c’est la conséquence du fait
que Ko({a})®*"t = Koq(An(a))new, voir le corollaire 1.1). Or tp(h/K1) ne dévie
pas sur Ky (en tant que type générique du groupe H, qui est défini sur Kp),
donc d’apres le corollaire I1.4 (caractérisation de la déviation), Ko({h})strict
est linéairement disjoint de K7 au-dessus de Ky, donc en considérant le schéma
d’extensions

KO({h})stm'ct s Ko({b}, {h})strict

T T

Ko(h) —  Ko({b})*""“*Ko(h) — Ki(h)
T T
Ky B K

on obtient que Ki(h) et Ko({b}, {h})5'"* sont linéairement disjoints au-dessus

de Ko({b})*t"“ Ko(h), et donc bxh € K1 (h)NKo({b}, {h})*"it = Ko(h)Ko({b})strict.
On obtient de méme que h * b € Ko(h)Ko({b})strict.

Soit alors k' et h” deux réalisations indépendantes au-dessus de Ky du type
générique de H au-dessus de Kj. Le couple (h',h”) réalise le méme type que
(h,b) et que (b,h) au-dessus de Ko, donc h' x h” € Ko(h')Ko({h"})5t"ct N
Ko(h")Ko({h'})strict; or Ko({h'})5!"t est linéairement disjoint de Ko ({h"})strict
au-dessus de Kj, donc en considérant les extensions

KO({h/})strict N KO (h//)KO({h/})strict

7 T
Ko(h') - Ko(h', h") = Ko(h)Ko({n"})>me
T T
KO SN KO ({h//})stm’ct

on obtient que Ko(h')Ko({h"})stt et Ko(h")Ko({h'})t"t sont linéairement
disjoints au-dessus de Ko(h',h"), et donc que b/ x b € Ko(h',h”) : la multipli-
cation * est génériquement rationnelle dans H.

Soit t le type générique de H, on considere V la variété algébrique affine
irréductible définie par l'idéal ordinaire I; N Ky[X]. Soit u et v les fonctions
rationnelles, a coefficients dans Ky, telles que u(h,h’) = h* h' et v(h) = h™!
pour des réalisations indépendantes du type générique de H au-dessus de Kj.
Les formules suivantes

T = u(u(:c,y),v(y)) y Y= u(v(a:),u(ac,y)) ) u(x,u(y, Z)) - u(u(xay)v Z)

s’écrivent dans le langage des corps, et sont vraies pour des points (h,h', h'")
génériques deux a deux indépendants dans H (car alors les couples (hxh', h'=1),
(h=Y,h % h'), (h*h',h") et (h,h' * h"") sont des couples de points génériques
indépendants), qui forment un point générique de V x V x V'; ces formules sont
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donc vraies pour tout triplet générique (au sens de la géométrie algébrique) de
VxVxV.

Les hypotheses du théoreme II1.4 sont donc satisfaites, et on trouve un groupe
algébrique connexe (G, .), et une application birationnelle partielle 5 de V' dans
G, définis sur Ky et tels que, pour tous x,y génériques indépendants dans V,

B(u(z,y)) = B(x).B(y). Puisque V est une variété affine, on a (V) = V, et
W(B3) est une application partielle de V dans ¥(G), quitte & la restreindre, on
la supposera définie uniquement sur les points génériques de V.
L’application ¥(3) se prolonge en un homomorphisme définissable et injectif j
de H dans ‘II(G) : pour tout a dans H, on peut choisir un point générique h de
H indépendant de a au-dessus de Ky, et on pose j(a) = ¥(3)(h).¥(8)(h~!x*a).
On montre que :
— cette définition est indépendante du choix de h; en effet, si h et h' sont
deux points génériques de H indépendants de a, on obtient, pour A" un

point générique indépendant de a, h, b/,

U(3)(h)-C(B)(h™"xa).W(B)(a™ *h") = W(B)(h).W(B)(h™"+h") = W(B)(h"),

et de méme pour k', donc W(B3)(h).¥(B)(h~1*a) = ¥(B)(R').¥(B) (W' ~1xa).

— lapplication j est définissable : si ¢ est un isomorphisme de K fixant K
et a, b’ := p(h) est un point générique de H indépendant de a au-dessus
de Ko, et donc ¢(j(a)) = U(B)(K).¥(B)(K'~" * a) = j(a).

— l'application j prolonge ¥(f3), car si h, b’ sont des génériques indépendants,
h et h= % k' le sont aussi

— l’application j est un homomorphisme, car si a,b € H, et si h, h’ sont des
points génériques indépendants de a et b et entre eux, alors

j(a)-5(b) U(B)(h)-W(B) (R~ *a).U(B)(h').U(B)(h'~" * )
= U(B)(h).U(B)(h txaxh)U(B) (K xb)
U(B)(axh)W(B)((axh)txaxb)=jlaxb).

— Tapplication j est injective ; en effet, si ¥ (3)(h).¥(B)(h~txa) = Ly (¢ pour
a € H et h générique indépendant de a, alors, pour A’ un point générique
inépendant de a et h, on obtient U(3)(h'xh~1) = U(B)(K).¥(B)(h~'xa) =
U(B)(h'*h~txa), et donc a = 1z car ¥(f) est bijective sur les génériques.
En composant par I'isomorphisme définissable «, on trouve bien un plongement
définissable x de I' dans ¥(Q). O
Pour terminer la démonstration, soit I 1’adhérence de x(T'), on a vu que I
est un sous-groupe de W(Q@) (fait I11.11.5). On sait aussi qu’il existe une sous-
variété D-algébrique G’ de G telle que I = U(G'); précisément, G’ := fGTl(F’)
est un sous-groupe fermé de G, G’ a donc méme une structure de groupe D-
algébrique. Le groupe x(T') est infiniment définissable et dense dans ¥(G’), donc
X(T) = U(G’) (fait II1.11.4) ; on obtient donc que x est un isomorphisme de I'
sur U(G@).
Et on vérifie que ¥(G’) est bien irréductible : si T désigne l'ensemble des
réalisations du type générique de ¥(G’) (qui, comme T', est connexe), on obtient,
d’apres le fait II1.10 et la continuité du passage a 'inverse et des translations,
que son adhérence T est un sous-groupe infiniment définissable de ¥(G"). Par le
corollaire IT1.1, T est une intersection de sous-groupes relativement définissables
et génériques de ¥(G'); tous ces groupes sont donc d’indice fini dans U (G’), et
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donc égaux & U(G'). Puisque T est 'ensemble des réalisations d’un type com-
plet, son adhérence ¥(G’) est irréductible. O

I11.3.3 Equivalence de catégories entre les groupes ration-
nellement minces et les groupes algébriques munis
d’une D-structure

Définition II1.23 Soit k = CH), et a une réalisation d’un type ¢ € S(k). On
dit que le type q est :
— mince si le degré de transcendance de k({a}) sur k est fini
— trés mince s’il existe un entier m tel que k({a}) est algébrique séparable
sur k(Dg(a), ..., Dm(a))
— rationnellement mince si k({a}) est finiment engendré sur k (ou de maniére
équivalente s’il existe un entier m tel que k({a}) = k(Do(a), ..., Dmn(a)))

Remarque Un type rationnellement mince est en particulier trés mince, un
type trés mince est en particulier mince, et un type mince est rangé par RU
(avec RU(a/k) < deg.tr(k({a})/k)).

Si p = 0, les trois notions coincident : en effet, si a est une réalisation d’un type
mince, il existe m tel que k({a}) soit algébrique sur ! := k(Dy(a), ..., Dp(a)).
Soit P le polynéme minimal de D,,4+1(a) sur [; en appliquant, pour ¢ > 1, D;
a la relation P(Dj,4+1(a)) = 0, on obtient (mn'lf{l)%(Dmﬂ(a))DmHH(a) +
Q(Do(a),...,Dm+i(a)) = 0 (o Q est un polynéme & coefficients dans k), ce
qui donne par induction que k({a}) = k(Do(a),. .., Dm+1(a)).

Si p > 0, les trois notions sont différentes; et aucune d’elle ne dépend de la
dérivation de Hasse sur K (seulement de I'imperfection de K'). On donnera un
exemple de type tres mince mais pas rationnellement mince en IV.3. Un exemple
de type mince mais pas tres mince est donné dans [PilZie03] (section 6) : soit
k un sous-D-corps dénombrable de K et ¢ € C¥ transcendant sur k, on sait
qu’il existe dans K un élément a, transcendant sur k, tel que Dyi(a) = e
pour tout ¢ > 0 (cet ensemble de conditions est finiment consistant, en prenant
a; =Y 7_,c? 't?" pour une p-base canonique t fixée). Alors tp(a/k) est mince
mais pas tres mince. On peut remarquer que RU(a/k) = deg.tr.(k({a})/k) = 2.
Dans [BloKru04], il est montré qu’on peut construire un type mince, non trés
mince de RU = 1 et de degré de transcendance 2. On ne peut pas obtenir de
degré de transcendance inférieur, comme le montre la proposition suivante, dont
la démonstration figure dans 'annexe A.

Proposition ITI.15 Soit a une réalisation d’un type ¢ € S(k), ot k = CHC,,.
Supposons que le degré de transcendance de k({a}) sur k vaut 1. Alors q est
trés mince.

Proposition II1.16 Soit ¢ € S(k) un type rationnellement mince. L’image de
q par une application f (a paramétres dans k) D-réguliére en une réalisation
de q est un type rationnellement mince.

Preuve En effet, soit b 'image d’une réalisation a de ¢ par f; puisque f est
D-réguliere en a, on a k({b}) C k({a}), et puisque k({a}) est finiment engendré
sur k, c’est aussi le cas de k({b}). O
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La proposition précédente permet de donner un sens & la définition suivante.

Définition 111.24 Soit V' une variété D-algébrique irréductible. On dit que V
est rationnellement mince si son type générique est rationnellement mince.

Théoreme IIL.5 On se place sur K un modéle Ry -saturé de CHC),. La catégorie
des groupes algébriques irréductibles munis d’une D-structure est équivalente a
celle des groupes D-algébriques irréductibles rationnellement minces.

Preuve On définit le foncteur © de la catégorie des groupes algébriques
irréductibles munis d’une D-structure dans celle des groupes D-algébriques par :

— soit (G, D) un objet de la catégorie, on définit ©(G, D) = GP(K)

— soit f : (G, D) — (H, D) un morphisme de la catégorie, on définit O(f) =

flec,p)

Etant donné (G, D), on note (s;);>0 'ensemble des sections associées & la D-
structure sur G par la proposition II1.11. Puisque §; et s; sont des morphismes de
groupes D-algébriques de G' dans A;G, on a bien que GP (K) = {r e G(K)|Vi >
0, s;(x) = 0;(z)} (par le fait ITI1.7) est un sous-groupe fermé de G, c’est donc un
groupe D-algébrique. Il est Zariski-dense dans G d’apres la proposition I11.10.
Notons k un D-corps (dénombrable) sur lequel G et les sections (s;);>o sont
définis. Pour z € GP(K), on a, pour tout i, &;(x) = s;(x) € k(z), et donc
tp(x/k) est rationnellement mince.
Pour montrer que GP (K) est irréductible, on se place sur un ouvert affine U de
G. Soit F' un D-fermé de U(K) contenant a, un D-point générique de G. Le D-
fermé F' est défini par une conjonction d’équations D-polynomiales P;(d,(z)) =
0 (les P; sont des polynémes). On définit un fermé de Zariski F de U par la
conjonction d’équations rationnelles P;(s,(x)) = 0 (quitte & restreindre 'ouvert
U, on peut supposer que s,, est défini par une fraction rationnelle qui ne s’annule
pas sur 'ouvert en question ); on a alors F' N UP(K) = F N UP(K). Puisque
F contient a, qui est générique dans G, on a F = U, et donc UP(K) = F. On
en déduit facilement (voir par exemple la fin de la démonstration du théoreme
IIL.1) que GP(K) est irréductible.
Considérons f : (G, D) — (H, D) un morphisme de groupes algébriques avec
D-structure, on doit vérifier que O(f) est bien un morphisme de groupes D-
algébriques entre GP (K) et HP (K). Puisque c’est la restriction d’un morphisme
de groupes algébriques, il suffit de vérifier que si x € GP(K), f(z) € HP(K).
Or, pour un ouvert affine U de H contenant f(z), f# est par définition un
morphisme de D-algebres entre OF (U) et OF(f~1(U)); 'image de = par f est
donc le morphisme de D-algebres composé

# xz
OR(U) 0B (f (U)K,
c’est donc un élément de HP (K).

On a donc montré que © est un foncteur entre les catégories annoncées, mon-
trons qu’il est pleinement fidele. Soit (G, D) et (H, D) deux groupes algébriques
irréductibles avec D-structure, on doit montrer que

O : Morph((G, D), (H, D)) — Morph(GP(K), HP (K))
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est bijectif.

L’injectivité vient du fait que GP (K) est Zariski dense dans G : si f et g sont
deux morphismes de groupes algébriques, tels que figp(x) = gjar(k), alors
=g

Si g € Morph(GP(K), HP(K)), considérons un D-point générique x de G sur
k (contenant les parametres nécessaires & la définition de G, des sections as-
sociées & sa D-structure et de g), alors g(x) € k({z}) = k(x) : on a donc un
homomorphisme génériquement rationnel, qui se prolonge en un morphisme de
groupes algébriques de G dans H, que ’on appelle encore g. Pour montrer que g
préserve les D-structures, on doit montrer que g7 est un morphisme de faisceaux
de D-algebres, c’est-a-dire que pour tout ouvert U de H, pour tout f € Oy (U)
et pour tout i, g% (D;(f)) = D;(g7 (f)). Comme d’habitude, il suffit de vérifier
cette égalité sur UP (K), et on utilisera le lien avec les sections données par les
formules D; = sfé o D; de la proposition IIL.11, ot D; désigne toujours le mor-
phisme de faisceaux entre Og et Oa,q, caractérisé par D;(f)(6;z) = D;(f(x))
(on utilise les mémes notations pour H). Avec ces notations, on doit vérifier
que Di(f) o 5509 = Dilf 0 g) o 53 or, pour @ € UP(K), g(x) € HP(K),
donc s;(z) = §;(x) et s;(g(x)) = §;(g(x)), ce qui donne D;(f) o s; o g(x) =
Di(f)ediog(x) = Di(f(g(x))) et Di(fog)osi(x) = Di(fog)odi(x) = Di(fog(x)).

Donc g est un morphsime de groupes munis de D-structure.

Il reste a montrer que O est essentiellement surjectif. On se donne donc T’
un groupe D-algébrique irréductible et rationnellement mince (défini avec pa-
rametres dans k). Soit & un point générique de I' sur k£ et m un entier tel que
k({z}) = k(6m(x)). L’application d,, fournit un isomorphisme (dans la catégorie
des groupes D-algébriques) de I' sur son image I, et on a que pour un point
générique y de TV, k({y}) = k(y). 1l vient alors directement que la multipli-
cation et le passage & 'inverse sont génériquement rationnels dans I'V. Comme
dans la preuve de la proposition II1.14, on peut alors appliquer le théoreme de
Weil (théoréme II1.4) pour trouver un groupe algébrique G connexe tel que I
soit un sous-groupe D-algébrique de G. Quitte a considérer I’adhérence, pour la
topologie de Zariski, de IV dans G (qui reste un groupe algébrique irréductible
car IV est un groupe irréductible pour la D-topologie, qui est plus fine que la
topologie de Zariski), on peut supposer que I est dense dans G. Soit  un point
générique de I", il est aussi générique dans G. Puisque k({z}) = k(z), 'homo-
morphisme §; de G dans A;G est rationnel en x, il se prolonge donc en un mor-
phisme de groupes algébriques s; : G — A;G. Ces homomorphismes forment
une famille de sections pour le systeme (7, ;), puisque les égalités m;; 05; = s;
sont vraies génériquement (des que s; = 0; et s; = 0;), donc partout dans G.
Pour montrer que la famille (s;) correspond & une D-structure sur G, on doit
montrer, pour tout 7,5, que (itj)sﬁj oDy, =5 oD;o s}# o D;. Puisque le
point x, générique dans I, est aussi générique dans G, il suffit, pour montrer
cette égalité, de montrer que pour tout ouvert U de G, pour tout f € Og(U),

(7)o Dir; (f)(x) = ¥ oDjostoD;(f)(w). Or,ona (1) ¥, ;o Diy;(f)(z) =

(") Diri () (sigs(x) = () Digs (F)(0i4(2) = () Dis(£(2)), et s o Dio
st o D5()(@) = Dils* o D;(£))(6:()) = Di(D;(£)(35())) = Di o Dy(f(@)), i
y a donc égalité.

On a donc obtenu un groupe avec D-structure (G, D), il reste & montrer que IV =
O(G, D). Si x un point générique de IV, on sait (par la fin de la démonstration
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du théoreme I11.3) que I est Padhérence de z. Par construction, un tel point
x vérifie les formules s;(z) = 0;(x) pour tout i, donc x appartient au fermé
O(G, D), et donc I" C ©(G, D). Par ailleurs, le fermé I est défini (sur chaque
carte affine) par des conjonctions d’équations D-polynomiales A, P;(6,(X)) =
0; comme précédemment, on définit un fermé de Zariski I’ de G par les conjonc-
tions d’équations rationnelles A, P;(s,(X)) = 0 sur chaque carte affine, de telle
sorte que I = T NO(G, D). Comme I" est Zariski-dense dans G, T’ = G et donc
I"=0(G, D). O

Remarque La démonstration précédente montre que l'image du foncteur ©
est la classe des sous-groupes I' infiniment définissables dans G(K), pour G un
groupe algébrique défini sur K, tels que les points génériques de = de I" au-dessus
d’un corps de définition k vérifient k({z}) = k(z).



Chapitre IV

Sous-groupes infiniment
définissables dans les
groupes algébriques

IV.1 Utilisation des prolongations

Dans cette section, on désigne par G un groupe algébrique connexe défini sur
K, ou K est un modele de CHC), Ri-saturé si p > 0. D’apres le théoreme I11.3,
on considérera librement G(K) comme un ensemble (infiniment) définissable,
avec une topologie qui lui vient de la topologie de G. On va chercher ici &
déterminer les sous-groupes infiniment définissables de G(K). On utilisera pour
cela les prolongations, et en particulier les résultats montrés dans la proposition
II1.6, qui sont valables dans le cas d’un groupe algébrique connexe.
D’apres les faits 111.11, les sous-groupes infiniment définissables de G(K) sont
fermés. On sait que les fermés, pour la D-topologie, s’écrivent comme l'inter-
section d’une famille (F),)n<w, out F,, désigne un fermé pour la D<,-topologie.
D’autre part, par définition, un fermé de G(K) pour la D<,-topologie corres-
pond, via la projection , o, & un fermé de A, G pour la topologie de Zariski.

Proposition et définition IV.1 A tout sous-groupe infiniment définissable H
de G(K), on associe une suite (Hp)n<w, ot Hy, est le sous-groupe de A, G(K)
défini par :

Zariski

H, :=6,(H)
Les propriétés suivantes sont vérifiées :
1. pour m < n, Tpm(Hy) = Hp,
2. H =0, (Hn)
En particulier, Hy est la cloture de Zariski de H dans G. On supposera dans la

suite que H est Zariski-dense dans G, c’est-a-dire que Hy = G.
La cléture de H dans G pour la D<,-topologie est

n

H =0, (H,).

n

67
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Si H est en fait un sous-groupe définissable de G, alors, pour un certaine en-

. =N . .
tier N, on a H = H . On obtient alors facilement que pour tout n > N,
Hy =7, \y(Hy).

La compréhension des sous-groupes infiniment définissables de G(K) passe donc
par celle de la structure des prolongations A,,G. Ces prolongations sont décrites
en tant qu’extensions successives de groupes algébriques

Tn,n—1

1— Ker(mpn-1) — AG == A,_1G — 1, (*)n
ou directement
1 — Ker(mp,o) — AGTSG — 1. (%),

Sur les points K-rationnels de ces groupes algébriques, il existe une “section”
définissable pour la suite (), : c’est I'application §,. L’existence d’une section
rationnelle est liée au corps de définition de GG, comme le montre la proposition
suivante.

Proposition IV.1 Sile groupe algébrique G est défini sur Ck, la suite exacte
(xx)1 est scindée.
Si le groupe algébrique G est défini sur C$2, toutes les suites (sx)y, sont scindées.

Preuve Supposons que G est défini Ck. Puisque ce corps est séparablement
clos, on sait que G(Ck) est dense dans G. Sur G(Ck), la “section” définissable
91 est rationnelle (elle associe au uplet x le uplet (x,0), et on définit ainsi une
section s : G — A1 G qui est un morphisme de groupes algébriques.

Si G est défini sur C, les “sections” définissables ¢,, se prolongent de G(C%)
en des sections s,, : G — A, G. O

Dans le cas p > 0, la proposition suivante permet de préciser la situation pour les
corps intermédiaires entre Cx et C'%°, en englobant la proposition précédente.

Proposition IV.2 On suppose p > 0. Si le groupe algébrique G est isomorphe
a un groupe algébrique défini sur KP" | la suite exacte (x%)pn_1 est scindée.

Preuve On utilise ici I'isomorphisme 4, : II,G — Apn_1G exhibé dans la
proposition IIL.9, et alors 7, ¢ admet une section si et seulement si p, admet
une section. On rappelle que (I, G, p,,) est une restriction du corps de base pour
I'extension K/KP".

Si G est défini sur KP", on sait, puisque K?" est séparablement clos, que G(K?")
est dense dans G; et sur G(K?"), la “section” définissable ¢, = (id,0,...,0)
est rationnelle. On peut donc définir une section s : G — II,,G qui est un
morphisme de groupes algébriques. (I

Remarque Les réciproques des deux propositions précédentes sont fausses en
général. On verra des réciproques partielles dans les cas de groupes algébriques
munis d’'une D-structure.

Proposition IV.3 Sile groupe algébrique G est commutatif, il en est de méme
de A, G pour tout n.
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Preuve C’est une conséquence directe du fait que d,,(G) est dense dans A,,G,
et commutatif puisque ¢, est un isomorphisme. O

Proposition IV.4 Pour tout entier n, le noyau Ker(m, ,—1) est un groupe
algébrique vectoriel.

Preuve La peuve donnée ici reprend les arguments donnés dans le cas de la
caractéristique nulle par le lemme 4.1 de [Pil96a] (tel qu’il est énoncé, ce lemme
n’est pas exact : il montre seulement que Ker(m o) est un groupe vectoriel, et
Ker(mp,0) n’est qu'un groupe unipotent, qui n’est pas nécessairement un groupe
vectoriel si G n’est pas commutatif).

Soit U C K™ un ouvert affine contenant 1g, on peut supposer que ses coor-
données sont (0, ...,0). Soit d la dimension de G, quitte & intervertir I'ordre des
variables, on peut supposer que (z1,...,z4) forment un systéme de coordonnées
locales au voisinage de 1 ; on utilisera le fait que, pour (z1,...,2,,) dans U,
x; est algébrique séparable sur k(z1,...,z4) pour tout i (k est un corps de
définition pour G), et que les fonctions ccordonnées z1, . .., x4 forment une base
de Despace vectoriel M1, /M3 _, ot My, désigne I'idéal maximal de I'anneau
local des fonctions régulieres au voisinage de 1@, Og 1. On en déduit aussi que
le noyau de J,, la matrice jacobienne de G en 1, est 'espace vectoriel de base
(3?1, ces ,xd).

On sait, d’apres la description des prolongations donnée dans la preuve de la
proposition II1.6, qu’il existe un uplet @ tel que

A UNKer(mppn-1) =
(n)

1
{x:(0,...,0,xln),...,x£g))eKm(n-H) Ji, ZQ}
o
D’aprés ce qu'on a dit sur le noyau de J;,, Papplication T — (x&"), o ,x&n))

fournit donc un isomorphisme de A, U N Ker(m, n—1) sur K,

Soit  M(14,14) lidéal maximal de Ogxa (16,16) = Oc1c @k Oc1g, et
b Ogis — Oaxa,(ig,1e) la comultiplication dans G au voisinage de 1¢.
D’apres le chapitre IX de [Lan58] (page 222), on a, pour 1 <14 < d,

wr) =z;®1+1®x; mod M%lc,lc)'

Soit D,, : Oc,1c — Oa,c,1a, 'application exhibée dans la section I11.2.1,

caractérisée par le fait que D,(f)(6,(z)) = Dn(f(x)) ; en particulier, on a

pour les fonctions coordonnées D,,(r;) = xgn). On note D,, 'application cor-

respondante de Ogxa,(16,16) dans Oa,Gxae,(1a,61a,6)s €lle vérifie D, =
Ziﬂ.:n # oD ® w(#;) o D;. Par définition de la loi de A, G (voir la preuve de

n,i n

la proposition HI.ll),,la comultiplication u,, vérifie :
fin© Dy =Dypop
et donc, pour 1 < i <d,
(n)y _ .(n) (n) HWaVE
pn(z; ) =27 @1+1®@x;7 mod Dn(M{ 1)

i
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Or, pour f,9 € M(14,14)

Do(fg) = > (Tnirmni)® 0 Di(f)-(mn s, mnj)* 0 Dig)

it+j=n

et pour i < n, et 2z € Ker(myn—1)> C Ker(m,;)?, on a

(Tnis i) * 0 Di(£)(2) = Di(f) ((7oni, Tn.i)(2)) = Di(£)(0) = D;(f(0)) = 0.

On obtient donc que, pour 1 < ¢ < d, la comultiplication est donnée, sur
Ker(myn—1), par
(@™ =2 e1+10aM™ |

et donc Ker(m, ,_1) est isomorphe au groupe vectoriel G¢. ]

Corollaire IV.1 Pour tout j > i, le noyau Ker(w;;) est un groupe algébrique
unipotent. Si de plus G est commutatif et p = 0, alors Ker(m; ;) est un groupe
vectoriel.

Preuve En effet, une extension d’un groupe unipotent par un groupe unipotent
reste un groupe unipotent ; et en caractéristique nulle, un groupe unipotent com-
mutatif est un groupe vectoriel. O

On obtient alors un résultat d’unicité (déja énoncé dans [Bui92] pour le cas
p=0).

Corollaire IV.2  Si x,(G), le groupe des homomorphismes de groupes
algébriques de G dans le groupe additif G, est réduit a 0, alors, pour tout n,
il existe au plus une section pour la suite exacte (xx),. En particulier, un tel G
admet au plus une D-structure.

Preuve Il suffit de remarquer que la différence entre deux sections donne un
homomorphisme de G dans Ker(m,, ). Comme ce groupe est unipotent, cet ho-
momorphisme est nul. O

On donnera dans la section IV.3 un exemple de D-structure non triviale sur
le groupe additif.

Dans le cas de la caractéristique positive, on obtient des résultats plus précis en
passant par les foncteurs II,,.

Proposition IV.5 Pour p > 0, on considére la restriction du corps de base
,G "5, G. Alors Ker(pnn—1) est annulé par [p].

On utilisera pour cela le lemme suivant sur les groupes algébriques. Ce résultat
est cité dans [Hus87] (p. 239) pour les lois de groupe formelles, on trouvera une
démonstration dans I’annexe B.

Lemme IV.1 Soit Og, l'anneau local des fonctions définies au voisinage de
lUunité e de G et M son idéal maximal. Soit q une puissance de p, et f un
élément de M. Alors f o [g] € M1.
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Preuve de la proposition On reprend les notations de la preuve de la proposi-
tion précédente : U C K™ désigne un ouvert affine de G contenant 1g, Apn_1U
est un ouvert affine de A,»_1G contenant 1 Apn_1 Gy que I’on suppose de coor-
données (0,...,0) € K" . Les éléments de Ayn_U N Ker(myn_q pn-1_1) sont
de la forme (0, ...,0, (xgj); 1<i<m,p" 1 <j<pr—1)).

L’application [p] dans Apn_1G est donnée par les relations suivantes, pour
0<j<p"—1:

[p]ﬁpn,IG o Wﬁ”*l,j Oﬁj = Tr;%lflhj ODijo [p]g : OG — OApn,lG'

Quand on applique cette égalité & la fonction coordonnée z; (1 < i < m) de
Og, on obtient d’apres le lemme précédent :

[plﬁpn,lc(xgj)) € mh_150 D; (ML)

On montre que ceci est réduit & 0 : si fy,... sont dans M, on a, d’apres
9 'Jp G )

le point 2 de la proposition 1.1 (qui s’applique car Wﬁfl’j

du produit, comme mentionné dans la section I11.2.1)

o D; vérifie la regle

# . _ # . # .
an—l,joDj(flu'fp) = Z Tpn 1,4y ODil(fl)"'Trp"—l,ip o Di,(fp)-
i1t tip=j
Or parmi 7y,...,1p, il y en a nécessairement un qui est strictement inférieur a
p" 1 (car iy +...+i, = j < p"); et pour un tel i, < p" 1, Wﬁ‘—l,ihoDih, (fn)=0

sur Ker(myn_q1m-1_1) : en effet, pour z € Ker(myn_q pn-1_1),

T 1, © Din (f1)(2) = Diyy (fn)(mpm 1,6, (2)) = Di (f)(0) = 0.

On a donc bien que Ker(myn_q pn-1_1) est annulé par [p], donc Ker(ppn—1)
aussi par isomorphisme. O

IV.2 Un cas particulier : le groupe multiplicatif

On considere dans cette section le groupe multiplicatif G,,. On sait d’apres
la proposition IV.1 que les suites exactes (xx), sont scindées. Les formules du
produit (axiome 2 de la définition I1.1) donnent directement une interprétation
de A,,G,, en terme de groupe linéaire.

Proposition IV.6 Le groupe A, G,, s’identifie au groupe linéaire formé des
matrices

xo l‘l . x"
0 zp m Tp-1
M(I’Oa axn) = 0 0 ,CCO#O.
0 0 Zo T
0 0 i)

Le noyau Ker(my0) est le sous-groupe formé des matrices M (1,21, ...,zy).



72CHAPITRE IV. SOUS-GROUPES DANS LES GROUPES ALGEBRIQUES

Proposition IV.7  Soit H un sous-groupe infiniment définissable dense de
Gm(K) et pour n € N, H,, le sous-groupe de A, G,, correspondant par la pro-
position et définition IV.1. Alors H, est de la forme G,, x H/, ot H] est un
sous-groupe de Ker(my, o).

Preuve On sait que tout groupe linéaire commutatif est isomorphe au produit
d’un produit de groupes multiplicatifs par un groupe unipotent. Puisque H,, est
un sous-groupe de G, x Ker(m, o), qui se projette surjectivement sur G,,, il
est de la forme annoncée. (Il

Corollaire IV.3 Soit H un sous-groupe infiniment définissable dense dans
G (K). Alors H contient G, (C7). Sip >0 et si H est de plus D<y,-fermé, il
contient G, (KP").

Preuve En effet, puisque, pour tout n, G,, x 0 C H,,, on obtient que la cloture
de H pour la D<,-topologie vérifie

H' = {z € Gu(K)|6a(2) € Hy} D G (K*"),
ce qui donne directement le résultat voulu. 0

Dans le cas ot p > 0, on peut utiliser la proposition suivante et son corollaire,
donnés dans [BouDel02], qui concerne plus largement les groupes algébriques
commutatifs divisibles.

Proposition IV.8 Si G est commutatif et divisible, alors tout sous-groupe in-
finiment définissable conneze de G(K) rangé par le rang U est divisible.

Preuve Pour H un tel sous-groupe, la propriété d’additivité du rang U donne,
pour tout entier n,

RU(Ker [n]) + RU(nH) < RU(H) < RU(Ker [n]) ® RU(nH).

Puisque G est divisible, Ker [n] est fini dans G(K) et donc dans H, ce qui
donne que RU(H) = RU(nH). Puisque H est connexe, c’est donc que H est
n-divisible. ]

On en déduit :

Corollaire IV.4 Le seul sous-groupe infiniment définissable de G,,(K) a la
fois conneze, rangé par le rang U et dense est G, (CFF).

Preuve Soit H un groupe vérifiant ces propriétés. Puisque H est dense,
G, (C2) C H. De plus, la proposition précédente implique que H est divisible,
il doit donc étre contenu dans G, (C%). O

Remarque Si 'on n’exige plus que ce sous-groupe H soit connexe, on sait
simplement que sa composante connexe Hy est G,,(C%). Dans ce cas, on ne
peut pas avoir [H : Hy) fini et non-nul; on aurait en effet un élément a € H \ Hy
qui serait algébrique sur C'F, qui est un corps algébriquement clos. Toutefois,
on connait un exemple de groupe H tel que [H : Hy| = oo :

soit H =, U;<pn b KP" (ot best un élément de K\ KP), alors Hy = G,,,(C%),
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et H/HO ~ Z(p).

En étudiant précisément le quotient G, (K)/G;,(Ck), on peut donner une des-
cription exhaustive des sous-groupes infiniment définissables de G,,(K) conte-
nant G,,(Ck).

Proposition IV.9  L’application d:x — DlT@ est un homomorphisme
définissable de G, (K) dans G4 (K), de noyau G, (Ck).
Sip =0, cette application est surjective.

Sip >0, limage de cette application est
Imd={y € Go(K)|Dp-1(y) = y"}.

Preuve La premiere assertion est une conséquence de la formule de Leibniz.
La surjectivité de d quand p = 0 vient de ’axiome suivant de CHCy, :

VyJeDy(z) = xzy Az # 0.

Dans le cas p > 0, on va construire, étant donné un élément y € K, une suite
(un)o<n<p—1 définie par up =y et, pour 1 <n <p—1,

Di(tup—1) + ytn—
m )

Up =

On voit aisément que u,, s’exprime comme un polynome a coefficients dans F,
en les variables Dy(y), ..., D,(y). On note, pour des entiers i, . . ., i, positifs ou
nuls, ¢ ;- le coefficient dans u, du monome Do(y)% ... Dy,(y)™. On identi-
fiera dans la suite ¢j; ;o aveccy ;. et on fixera la valeur de ces coefficients
a 0 des qu’un des entiers 7; est strictement négatif. L’expression de u,, donne
alors la relation

1/ , _ . .
Clpnin = H(Cn SR CIRR VLo ws DRSO CHIREE N e PR Y B

§0yeeeyin 10— 1Lyenyin seesin

On remarque que dans cette formule, la somme jo + 251 + ...+ (n + 1)j, est
constante pour tous les coefficients c;, .. ;. qui interviennent dans le membre de
droite, et vaut (ig +2i1 + ...+ (n+1)i,) — L.

On sait aussi que ¢ = 1 et que tous les autres coefficients dans ug sont nuls. La
relation de récurrence et la remarque précédente donne alors que les coefficients
ci i, sont nuls, sauf éventuellement si ig + 2i1 + ...+ (n+1)i, =n+1 On
montre alors par récurrence sur n que si ig +2iy + ...+ (n+1)i, =n+1,

n n+1
o= , —.
oetn gl 4,120 (n 4 1)

Cette formule est vérifiée pour le coefficient ¢, et si elle est vraie pour les

coefficients de u,_1, on a
1 ( n
n\(ip — !...5,120 ... (n+ 1)

n _
10,0y n

+

n
(io + DI(iy — D). 01201 (n+1)

(io-‘rl) in+"’+
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n
o - )
M it + Dl = D20 F1 (5 1)

1
- 4 — (ig+2i1+. .. 1 n) _
iol...ipl20 L. (n+ 1) (ZOJr i1+ .4 (n+l)i

n+1
G0l in120 (4 1)in

En particulier, on obtient, pour ig + 21 + ... + pi,_1 = p, que

-1 o p
cfo""’ip_l N ol .. .ip_l!Qil .. .pil)*l ’
Le dénominateur n’est pas divisible par p, excepté pour les suites d’indices
(p,0,...,0) et (0,...,0,1). On obtient donc que

Up—1 = ﬁDo(y)” + Dp-1(y) = —y" + Dp-1(y),

puisque (p—1)! = —1 mod p (car dans F, 1 et —1 sont les seuls éléments égaux
a leur inverse).

L’équation de 'image de d s’en déduit. Si z € G,,(K), posons y = d(z). On
obtient aisément par induction que nD,(z) = xu,_1 pour tout 1 < n < p, ce
qui donne u,_1 = 0 et donc y vérifie D,_1(y) = yP.

Réciproquement, supposons que y vérifie D,_1(y) = yP, c’est-a-dire que la
suite précédente vérifie u,—1 = 0. Si y = 0, y = d(z) pour n'importe quel
élément de G,,(Ck); sinon, il existe un entier 1 < n < p — 1 tel que u,—1 # 0
et u, = 0. La formule de récurrence définissant cette suite donne alors que
Dy (un—1) + yun—1 = 0; et donc en posant & = qu’ on obtient d(z) =y. O

Cet homomorphisme définissable d induit une bijection entre les sous-groupes
(connexes) de G,,(K) contenant G,,(Ck) et les sous-groupes (connexes) de
Imd.

On se place désormais dans le cas p > 0. On peut utiliser la proposition suivante
pour déterminer les sous-groupes de Im d.

Proposition IV.10 Fizons a € G,,(K) \ G,,(Ck). Soit ¢, lapplication de
Im d dans Ker(Dp_1) (en tant que sous-groupe de Go(K) définie par :

xP

ba(z) =2 — dlap 1

Alors ¢, est une isogénie, de noyau d(a)F,. L’homomorphisme ¢, 0d permet de
réaliser une bijection entre les sous-groupes de G,,(K) contenant G,,(Ck) et a
et les sous-groupes de Ker(Dp_1).

Preuve L’application ¢, est clairement un homomorphisme. Puisque K est
séparablement clos, ¢, est surjectif de G,(K) dans G4(K) ; et comme
D,_1(d(a)) = d(a)?, on a

" Dyor(d(a) = Dy-r(w) — ¥

Dp-1(¢a(2)) = Dp-1(z) - o

et donc = € Im d si et seulement si ¢,(z) € Ker(Dp_1). Le noyau de ¢, défini
par x = xP/(d(a)P~!), est un sous-groupe additif de cardinal p et contenant
d(a), c’est donc d(a)F,.
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Si H est un sous-groupe de G,,(K) contenant a, d(H) est un sous-groupe de
Im d contenant d(a)F,, et ¢, réalise une bijection entre de tels sous-groupes et
les sous-groupes de Ker(D,_1), d’ou la derniére assertion. o

Remarque On peut se ramener & des choses déja étudiés dans [Blo01] et [Blo04]
pour déterminer les sous-groupes de Ker(D,_1) : en utilisant la décomposition
en coordonnées dans une p-base 1-canonique, ce groupe est isomorphe & G, (Cr )P~!
(voir la preuve de la proposition 1.3).

Exemple Si p > 2, Ker(D;) est un sous-groupe non-trivial de Ker(D,_1), on
obtient ainsi, pour tout a € G,,(K) \ G,,(Ck), un groupe H tel que G,,(Ck)U
{a} C H C G,,(K), défini par

H={z¢ Gm(K)IDl(DIf) - dg;zgszJ =0}

Si p = 2, il n’existe pas de sous-groupes connexes de Ker(D;) qui sont D_o-
fermés; mais on peut aussi définir de tels H en considérant des groupes définis
a un ordre supérieur.

De tels groupes H ne peuvent pas étre définissablement isomorphes & G, (L)
pour L un corps (infiniment) définissable dans K. D’apres le théoreme 3.6 et le
corollaire 3.9 de [Mes94], de tels corps sont en effet définissablement isomorphes
a K ou a C%. Puisque RU(G,,(C%¥)) = 1 et que H contient G,,(Ck) qui
n’est pas rangé par le rang U, H ne peut pas étre définissablement isomorphe a
G (CF), et on conclut par la proposition suivante.

Proposition IV.11 Les seuls sous-groupes infiniment définissables de G, (K)
définissablement isomorphes a G,,(K) sont les G, (KP") pour n > 0.

Preuve Soit H un sous-groupe infiniment définissable de G,,,(K), on suppose
qu’il existe un isomorphisme définissable ¢ : H — G,,(K). Le sous-groupe
H est alors définissable, et d’apres le corollaire IV.3, H contient G,,(K?")
pour un certain entier » > 0. On a vu (théoréme II1.3) que l'isomorphisme
¢ est un p-morphisme de groupes D-algébriques, faisant intervenir les dérivées
Dy, ...,Dps_1 pour un certain entier s. On en déduit que pour m plus grand
que s et 7, @G, (krm) S’écrit comme un p-morphisme de groupes algébriques,
de G,,(K?") dans G,,(K). Comme ce p-homomorphisme est injectif, c’est une
puissance du Frobenius F'r™, ou n € Z vérifie n + m > 0 (car 'image de ¢ est
contenue dans G, (K)).

Alors, pour tout = € H, on a Fr™(z) € KP" et donc Frog¢(z) = ¢(Fr™(z)) =
Frm*n(g), et donc ¢(x) = Fr™(z). Puisque I'image de ¢ est G,,(K), on doit
donc avoir H = Fr—"(G,,(K)) = G,,,(K? "). O

En appliquant une puissance convenable du Frobenius, la proposition IV.10 per-
met aussi de décrire tous les sous-groupes infiniment définissables H de G,,,(K)
qui vérifient Gm(KT’"H) C H C G,,(K?"). Pour exhiber des sous-groupes H
qui ne vérifient pas ces inclusions, on va étudier plus précisément la structure
de Ker(my, ), ou, de maniére équivalente, de Ker(pn,,0). On utilise pour cela
les résultats exposés dans [Ser59]; on rappelle en particulier les faits suivants
concernant les groupes de Witt (section VIL.8 de [Ser59]).
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Fait IV.1 1. Le groupe W,, des vecteurs de Witt de longueur n est un groupe

unipotent annulé par p™. Pour (z1,...,x,) € Wy, on a [pl(x1,...,2,) =
(0,2%,...,28 ). Pour touti < n, on a donc dim(Ker([p™'])/Ker([p])) =
1.

2. La troncation

Tn : Wn — Wn,1
(1, ..yxn) = (T1,.. . Zp_1)
et le décalage
S, W, — Wit
(z1,..yzn) —  (0,21,...,2,)

sont des homomorphismes.

3. Tout groupe connezxe unipotent commutatif est isogéne d un produit de
groupes de Witt
o wik.

Les entiers d; sont déterminés de maniére unique par les relations

dim(Ker([p™])/Ker[p™~']) = A,
dim(Ker([p™~1))/Ker[p™~2]) = dpm, + dm—1
dim(Ker([p))) — A dpr ety

Lemme IV.2 Soient m,n deux entiers avecn > m > 0. Alors Ker(mpn_1 pm_1) =
Ker([p™~™]). Sa dimension est p™ — p™.

n—m

Preuve Pour j < p" et 7 € G,,(K), on sait que D;(2P" ") vaut D,jpm-—n ()P
si p"~™ divise j (et alors jp™ ™™ < p™) et est nul sinon. On en déduit que dans

Apn_1G,y, Vimage du uplet (zo,...,xpn_1) par [p" ] est un uplet formé des
x?nim pour j < p™. Ainsi, Ker(mpn_1 p,m_1) = Ker([p"~™]); la dimension vient
du fait que dim(A;G,,) =i+ 1 (proposition II1.6) O

Proposition IV.12 Le noyau Ker(py0) est isomorphe au produit
L Wi,
avecd, =p—1etd; = (p—1)2p" "1 pour 1 <i<n-—1.

Preuve D’apres la proposition V.9 page 103 de [Ser59], le groupe Ker(py, o), iso-
morphe au groupe des matrices M (1,z1,...,zpn_1) donné dans la proposition
IV.6, est isomorphe a un produit de groupes de Witt. Les entiers d; sont donnés
d’apres le calcul des dimensions dim(Ker([p"~1])/Ker([p"~*71])) = pitt — p'
dans Ker(pno)- O

Cet isomorphisme est assez difficile a expliciter dans une forme exploitable en
général. Faisons le pour p = 3 et n = 1 ou n = 2. Cela revient, d’apres 1'iso-
morphisme entre II,,G,, et Ayn_1G,,, & étudier les noyaux Ker(m; o) (pour
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j < 3%2—1=8), que I'on a décrits sous forme matricielle dans la proposition
IV.6.
Les applications

a:r—>D1(x) et xHDl(M)

sont des homomorphismes de G, (K) dans G4 (K) qui sont “D<s-constructibles”,
ils induisent donc des homomorphismes de AyG,,, dans le groupe additif W; qui,
restreints au noyau Ker(mg o), s’expriment :

Yi(z) =21 et y(x) = —29 — 22
Cela permet d’écrire ’isomorphisme

(1,%2)
=5

Ker(ma,o) VV12

Pour Ker(ms ), le groupe Ws intervient. On trouve une expression de la loi de
Wy (en caractéristique 3) dans [Wit37] :

(w0, 1) * (Y0, y1) = (o + Yo, T1 + Y1 — xgyo - on(z))-

On remarque alors que, dans Ker(mws o) N Ker(1s), I'application = +— (21, x3)
est un homomorphisme vers Ws. Apres avoir trouvé une section a la suite exacte

0 — Ker(ms o) N Ker(yg) — Ker(7r3,0)E>W1 — 0,
on trouve 'homomorphisme (11, v3) : Ker(ms9) — Wa, avec
Y3(z) = v3 — 2122,
qui permet d’écrire I'isomorphisme
Ker(7r370)((wli3)>'w2)W2 x W.

On trouve de la méme manieére que 1 et 12 des homomorphismes de Ker(ms o)
dans W7 obtenus a partir des homomorphismes définissables

oo (20 ey (P) (P (P2

T x €T

ce qui donne

Vu(x) = x4 — 2]+ 23+ 2%y — 173

VYs(z) = —x5+ 104 + 2320 + 25 — 2123 + 2ox3 — 2323
vr(x) = a7+ Pr(xy,...,26)

vg(x) = —xg+ Ps(x1,...,27)

pour des polynomes Py et Pg a coefficients dans Fg.

Pour obtenir I'isomorphisme entre Ker(msg) et W3 x Wi, il nous reste & ex-
pliciter un autre homomorphisme de Ker(mgo) dans Ws. Pour cela, on re-
marque que le couple (z2,x¢) suit la loi de Wy dans le groupe Ker(mg,o) N
Ker((v1,12),%4,%5). En trouvant une section a la suite exacte

0 — Ker(mgo) N Ker((1,2), V4, 5) — Ker(mgo) — Wa x WE — 0,
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on obtient alors I’'homomorphisme (2, 1) : Ker(mg,0) — Wa, avec
2, .3 2 2,2 3
Ye(x) = —x6 — x5 + 2703 — T1T4 + X125 + T1T5 + 12203 + Taxg + T5.
On a alors obtenu l'isomorphisme

(1, 3), (Y2,106), Y, 5, 7, 08)  Ker(mso) — W3 x Wik

Via ces isomorphismes Ker(m o) ~ Wi et Ker(mso) ~ Wi x Wi, il est clair
que la projection mg o : Ker(mg o) — Ker(ma,) correspond & ’homomorphisme
de troncation qui envoie W5 sur Wy et Wi sur 0. On va utiliser ces descriptions
pour construire un sous-groupe de G,,(K) & partir de 'exemple précédent.
Pour a une p-base canonique de K, on a construit le sous-groupe D<s-fermé

D 2Dy (x)3
Py = {:c € Gm(K)’D1< iz) _a 13(55) ) _ 0},
x x
qui correspond au sous-groupe Hs de As>G,, caractérisé par

HyNnKer(myo) = {(z1,72) —z2 — 2] + ax? =0}
= {x € Ker(my)|a(z) + apy (x)* = 0}.

Un groupe H D<g-fermé, correspondant & un sous-groupe Hg de AgG,,, vérifie

H = F, si et seulement si ms 2(Hs) = Ha, ce qui équivaut au fait que I'image
de Hs N Ker(ms,o) par I'isomorphisme ((v1,v3), (¢2,%6), Y4, Vs, 7,1s) soit le
sous-groupe

{((u1,u3), (uz, ug), ug, us, uz, ug) € Wi x Witlug + au$ = 0}.
Considérons le sous-groupe
{((u1,us), (uz, ug), ug, us, uy, ug) € W2 x Witlug + aud = 0 A ug + a®ui =0},

il lui correspond le sous-groupe D<g-fermé

H o= {reg, - 20 (Bl (Bl
- Dala) _ (Dala)y? | (Die)ys Do)
(DY D) | Dr(a)Dslo)
(DADDDsla) | Dalw)Di) | (Dala)y?

Ds(x Dy (xz)D2(x)\3

+a3< () _ D )2 2( )) :0}.
x x

D’apres les remarques précédentes sur la projection g 2, on voit qu’on a obtenu

un sous-groupe H tel que " = Fy, et F5 contient strictement G, (Ck) (qui est
D<s-fermé), et donc H ¢ G,,,(Ck).
D’autre part, les formules définissant H montrent que 2> € H si et seulement si

_De(x?’) B <D3($3))2 N GS(Dg(x?)))g _

3 3

3

(-2 (2L (242 )

€T T
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et donc H N G,,(Ck) = [3]F2 € G, (Ck).
On a donc exhibé, comme on le voulait, un groupe H tel que G,, (K pz) C H,
mais H ¢ G,,,(K?) et G,,,(K?) ¢ H.

IV.3 Sous-groupes minces
dans les groupes algébriques

Commencgons par une conséquence directe du théoreme III.5.

Proposition IV.13 Soit G un groupe algébrique irréductible ; alors G(K) ad-
met un sous-groupe infiniment définissable irréductible, rationnellement mince
et Zariski-dense si et seulement s’il existe un groupe algébrique irréductible G
admettant une D-structure et un homomorphisme génériquement surjectif de G
dans G.

Preuve Pour le sens direct, on a vu dans le théoreme II1.5 qu'un tel I' sous-
groupe infiniment définissable de G(K), irréductible et rationnellement mince
est isomorphe, en tant que groupe D-algébrique, a GP (K) pour un certain
groupe algébrique G admettant une D-structure. Or on a sait aussi (proposition
I11.10) que GP(K) est dense dans G, et pour un point générique = de GP (K)
au-dessus d’un D-corps de définition k, k({z}) = k(z) ; et donc I'isomorphisme
GP (K) — T est rationnel et se prolonge en un homomorphisme de G dans G.
Cet homomorphisme est génériquement surjectif car I" est Zariski-dense dans G.
Pour la réciproque, il suffit de constater que I'image de GP (K) est irréductible
et rationnellement mince car GP (K) I'est (voir la proposition I11.16) et Zariski-
dense dans G car ’homomorphisme de G dans G est génériquement surjectif.C]

Cas des groupes algébriques commutatifs en caractéristique
nulle

Dans le cas olt p = 0, les trois notions de minceurs coincident. Dans [Bui92],
Alexandru Buium a donné des criteres pour déterminer les groupes qui ad-
mettent une D-structure. Dans le cas des groupes linéaires, ce critere s’exprime
simplement ; cela donne un cas ot la proposition IV.1 admet une réciproque (a
isomorphisme pres).

Théoréme IV.1 (Chapitre 2 de [Bui92]) Soit G un groupe linéaire conneze
défini sur K. Alors G admet une D-structure si et seulement si G est isomorphe
a un groupe linéaire défini sur Ck .

11 est aussi donné dans le chapitre 3 de [Bui92] un critére concernant les groupes
commutatifs. Ce critere fait intervenir la cohomologie de De Rahm du groupe
algébrique en question. Nous ne ’expliciterons pas ici; nous préférons revenir
sur ses conséquences : en utilisant le lien fait entre la cohomologie de De Rahm
d’une variété abélienne et son extension universelle par un groupe vectoriel dans
[MazMe74], Alexandru Buium a montré que cette extension universelle admet
une D-structure.
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Il est donné dans [Mar00] une preuve plus simple du fait que E(A) admet une D-
structure. C’est cette méthode que nous utiliserons pour prouver la proposition
IV.14. Rappelons pour cela la caractérisation de I'extension universelle.

Proposition et définition IV.2 (Proposition 11 de [Ros58]) Soit A une
variété abélienne. Il existe une extension f : E(A) — A de A par un groupe
vectoriel (de méme dimension que A), dite universelle, déterminée a unique
isomorphisme preés par la propriété suivante :

pour toute extension g : G — A de A par un groupe vectoriel, il existe un
unique homomorphisme h : E(A) — G tel que goh = f.

Proposition IV.14 Tout groupe algébrique commutatif et irréductible admet
un sous-groupe définissable irréductible, mince et Zariski-dense.

Preuve Commencons par définir un analogue de ’extension universelle pour
un groupe algébrique commutatif quelconque. On sait d’apres [Ros56] (théoreme
16) qu'un tel groupe G admet une décomposition en suite exacte de la forme

0—L—G-2A4—0

pour L un sous groupe linéaire irréductible de G et A une variété abélienne. On
dispose aussi de la suite exacte

0—V—BA)La 0,
pour un groupe vectoriel V' ; ce qui permet de définir
E(G) = E(4) x4 G = {(z.y) € E(4) x G|f(x) = gn)}.
On a ainsi obtenu une extension de E(A) par 0 x L :
0—0xL— EG)ZSEA) — 0.

On va montrer que E(G) admet une D-structure, ce qui va donner en utilisant
la proposition IV.13 (puisque E(G) — G est génériquement surjective) que
G a un sous-groupe irréductible, mince et Zariski-dense. On montre que E(G)
admet une D-structure en montrant que l'extension m1 o : A1 E(G) — E(G) est
scindée (proposition II1.12). Puisqu’on sait que le noyau de 71 ¢ est un groupe
vectoriel (proposition IV.4), il suffit de montrer que pour tout groupe vectoriel
W, le groupe des extensions commutatives Ext(E(G), W) est réduit a 0, c’est-
a~dire au produit cartésien.

On commence par montrer cette propriété pour E(A) : si H € Ext(E(A),W))

0—>W—>HL>E(A)—>O
alors H s’écrit comme extension de A par W’
0— W — HI%A4 0,

avec
0— W —Ww-LVv —o,
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et donc W’ est un groupe vectoriel. La propriété universelle de ’extension uni-
verselle permet alors de trouver b : E(A) — H tel que fogoh = f. Or l'unicité
de ’homomorphisme g o h dans le diagramme

B(A) foid A
\ goh / f
E(A)

donne que goh = id, c’est-a-dire que 'extension H € Ext(E(A), W) est triviale.
Maintenant, pour E(G), on utilise le fait que la suite exacte

00— L — E(G)ﬂE(A) — 0
donne, d’apres la proposition 2 page 166 de [Ser59], la suite exacte
Ext(E(A),W) — Ext(E(G),W) — Ext(L,W).

Or, en caractéristique nulle, les groupes linéaires commutatifs sont des produits
de G, et de G, ce qui donne Ext(L,W) = 0; et comme on vient de voir que
Ext(E(A),W) =0, on obtient Fxzt(E(G),W) = 0. O

Remarque Dans le cas d’une variété abélienne, on sait qu’il existe un unique tel
groupe irréductible, mince et Zariski-dense qui est minimal pour ces propriétés,
appelé “noyau de Manin” (voir [Man66]). Ce n’est pas le cas si on suppose
seulement que G est commutatif, comme le montre ’exemple suivant, signalé
par Anand Pillay.

Soit G = G, X G,. En tant que groupe défini sur le corps des constantes C'x, G
peut-étre muni de la D-structure triviale D°, avec GP (K) = G(Ck). On peut
aussi munir G d'une structure D!, donnée par

GP'(K) = {(z.y) € G(K)|Di(z) = zy A Di(y) = 0}.

Alors GP° (K) et GP 1(K ) sont tous les deux irréductibles, minces et Zariski-
dense dans @, mais GP°(K)NGP' (K) = G,,(Ck) x {0}, qui n’est pas Zariski-
dense dans G : il n’existe donc pas de plus petit sous-groupe définissable Zariski-
dense dans G. Une telle situation existe aussi dans le groupe additif, ou il existe
une famille de sous-groupes Zariski-denses bG,(Ck) d’intersection nulle deux
a deux quand b décrit G,,(K)/G,,(Ck) ; toutefois, tous ces sous-groupes sont
isomorphes dans ce cas. Ici, on a de plus que GP° (K) et GDl(K) ne sont pas
isomorphes : en effet, un tel isomorphisme induirait d’apres le théoréeme II1.5
un automorphisme de G' qui transporte D° sur D!. Or, puisque x,(G,,) = 0 et
Xm(Gg) = 0, les automorphismes de G sont de la forme ¢(x,y) = (2™, ay) pour
meZetac€ Gy(K). Orsi(z,y) € GDO(K) et ¢z, y) € GDl(K), on obtient
ayz™ = Dy(z™) =0 et donc y = 0.

Cas des variétés semi-abéliennes en caractéristique positive

Dans le cas ot p > 0, la proposition IV.14 n’est plus valide, comme le montre
I’exemple suivant.
Pour p = 2, fixons une p-base canonique b de K, et posons

G = Ale = FT_ll_.[le.
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Ses points K-rationnels sont donnés par
G(K) = {(z,y) € K*?[a® + by* # 0},

ils sont en bijection définissable avec G,,(K) via I’homomorphisme
p: (x,y) — 22 + by?. On peut noter que G est isomorphe & G,, x G, via 'iso-
morphisme (z,y) — (z 4 b'/2y, #1/2?,) de G dans G,, x G, au dessus de K'/2
mais pas au dessus de K.

On montre que G(K) n’a pas de sous-groupe infiniment définissable dense,
connexe et rangé par RU (donc a fortiori pas non plus mince) : un tel sous-
groupe donnerait par la bijection p un sous-groupe dense, connexe et rangé par
RU de G, (K), or le seul tel groupe est G,,(C5), qui correspond a

P G (CF)) = {(2,0) € K%z € G, (CF)} C G(K),
qui n’est pas dense dans G.

Considérons plus particulierement les variétés semi-abéliennes. Les ensembles in-
finiment définissables minces sont nécessairement rangés par RU (car RU (a/K) <
deg.tr(K{a}/K)); citons la proposition suivante issue de [BouDel02].

Proposition IV.15 (Lemme 3.5 et proposition 3.6 de [BouDel02]) Sup-
posons p > 0 et que G est une variété semi-abélienne. Le seul sous-groupe de

G(K) infiniment définissable, irréductible, Zariski-dense et rangé par RU est

PPG(K) :=),>oP"G(K). Ce sous-groupe p*G(K) est mince, avec

deg.tr(k({a})/k) = dim G

pour a un point générique de p*G(K) et k un corps de définition de G.
Si de plus G est définie sur C, p®G(K) = G(CR).

Il est intéressant de savoir quand ce sous-groupe p°G(K) est “plus” que mince.
Dans [PilZie03], Anand Pillay et Martin Ziegler ont montré comment obtenir
une preuve directe de la conjecture de Mordell-Lang dans le cas o p™°G(K) est
tres mince. La question de savoir si p>G(K) est trés mince pour toute variété
semi-abélienne G est encore ouverte aujourd’hui. Une condition suffisante pour
que ce soit le cas est que G soit ordinaire (voir [PilZie03]) ; cette condition est
purement algébrique, c’est-a-dire qu’elle ne fait pas intervenir la dérivation de
Hasse.

Donnons maintenant un critére purement algébrique pour que p>*°G(K) soit tres
mince. Rappelons que I'isogénie “Frobenius a la puissance n” Fr” : G — Fr"G
admet une isogénie duale, définie sur K, appelée Verschiebung, V,, : Fr"G —
G. Ces isogénies vérifient V,, o Fr"™ = [p"]g et Fr" oV, = [p"]|Frq-

Définition IV.1 On pose oy, lunique homomorphisme défini sur KP" donné
par la définition 111.14 tel que le diagramme suivant commute

Fr*G — G

N S
II,G

On pose G, l'image de Fr"G dans I1,,G par a,.
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Proposition IV.16 Pourn > m, pym(Gn) = Gm ; €t pp m|c, est une isogénie

de G, sur G,,.
Preuve Pour n > m, on a la situation suivante :
Voem v,
FrG — Fr™G - G
N\, ¥m " pm
1L,,G

ou V,_,, est lisogénie duale de Fr"~™ : Fr"™G — Fr"G. La relation sur
'isogénie duale d’une composée d’isogénies (voir [Lan59]) donne que V;, = V,;, 0
V! _ - On a d’autre part V;, = p, 0o apy = pp © p,m © . Cela donne deux
écritures de ’homomorphisme V,, o Fr™»™™ : Fr"G — G :

—m]

n—m n
pmopn,moanoF’r :pmoamo[p |FrmG-

Puisque les homomorphismes py, m 0, 0 F7™ ™™ €t (0 [p" "] ppm; sont définis
sur KP" | ils sont donc égaux par unicité de la factorisation via II,,G. Puisque
Iimage de [p"~™]|prmq est dense, on a donc pn ., o an(Fr"~"(FrG)) =
am (Fr™G), cest-a-dire pp m(Gp) = G-

Pour montrer que p, g, réalise une isogénie, il suffit donc de montrer que
G, et G, ont méme dimension. Or ce dernier point vient du fait que «,, tout
comme V,,, a un noyau fini, et donc dim G,, = dim Fr"G = dim G, et de méme
pour Gy,. O

Proposition IV.17 Le sous-groupe p>*G(K) est trés mince si et seulement s’il
existe un entier m tel que le morphisme py, m|c,, : Gn — G est séparable pour
tout n > m.

Preuve Pour b € p™G(K) générique, considérons a € G(K) (lui aussi générique)
tel que b = [p"]a, et a, = a, o Fr*(a) € G,,(KP"), qui est générique dans G,,.

On a py(a,) = V,, 0 Fr*(a) = [p"]la = b; et comme p,, est une bijection de

I1,G(KP") dans G(K), de bijection réciproque ¢,, (voir la définition 1.7), on a

an, = @n(b).

On suppose tout d’abord que p™G(K) est trés mince; et soit m tel que k({b})

est algébrique séparable sur k(Dg(b),. .., Dpm_1(b)) = k(¢m(b)). Pour n > m,

le point a,, générique dans G,, que l'on vient de considérer vérifie a,, = ¢, (b) et

donc pp, m(an) = ©m(b). Dans la suite d’extension

k(em (b)) C k(pn(b)) C k({b}),

on sait que k({b}) est algébrique séparable sur k(¢ (b)), et donc k(p,, (b)) aussi :
on a donc que p, ;n|q, est séparable.

On suppose maintenant que py G, @ Gn — G est séparable pour tout
n > m. Pour n > m, fixons b, a et a,, comme précédemment ; on a a, = ¢, (b),
et donc pp m(an) = @m(b). Comme p, e, est une isogénie séparable, on ob-
tient que k(p, (b)) est algébrique séparable sur k(¢ (b)). Comme c’est vrai pour
tout n > m, on a donc que k({b}) est algébrique séparable sur k(¢ (b)), et donc
que tp(b/k) est trés mince. O

Remarque Ce critere est clairement vérifié dans le cas ou la variété semi-
abélienne G est ordinaire, puisque dans ce cas les isogénies V,, sont séparables,
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et donc les isogénies p,g, aussi.

Pour savoir si p™G(K) est rationnellement mince, on utilise la proposition IV.13
en la précisant.

Proposition IV.18 Le sous-groupe p®G(K) est rationnellement mince si et
seulement si G est isogéne & une variété semi-abélienne admettant une D-
structure.

Preuve Le sens réciproque de I’équivalence est une conséquence évidente de la
proposition IV.13, puisqu’une isogénie est un homomorphisme surjectif.

Pour le sens direct, la preuve est la méme que pour la proposition 1V.13, sauf
qu’on doit en plus vérifier que le groupe algébrique G construit dans cette preuve
est une variété semi-abélienne isogéne & G. Or dans la construction de G, donnée
par le théoreme IIL.5, on a vu que l'isomorphisme ¢ : p*G(K) — GD(K)
envoie un point générique z de vers un point ¥ (x) générique dans G, avec
E(¥(x)) = k({z}) (k désigne un corps de définition dénombrable de G). Cela
nous donne donc, par la proposition IV.15, que

dimG = deg.tr(k({z})/k) = dimG.

Puisque I'homomorphisme de G dans G est génériquement surjectif, on obtient
donc que c’est une isogénie, et donc que G est une variété semi-abélienne. [

Ici, pour p > 0, nous ne disposons pas de critéres aussi aboutis que ceux donnés
par Alexandru Buium dans [Bui92] en caractéristique nulle pour savoir si un
groupe algébrique admet une D-structure. Toutefois, une conséquence directe
de la proposition III.13 pour les variétés semi-abéliennes est le critére suivant :

Corollaire IV.5 Une wariété semi-abélienne définie sur K admet wune

D-structure si et seulement si, pour tout entier n, elle est isomorphe a une
sy - 7 ’ . n

variété semi-abélienne définie sur KP .

Preuve Par rapport au critere donné dans la proposition I11.13, on a seule-
ment omis la condition sur les corps de définition des isomorphismes. On peut
le faire d’apres le théoreme de rigidité des variétés semi-abéliennes : si A et B
deux variétés semi-abéliennes définies sur le corps séparablement clos K" sont
isomorphes, elles le sont par un isomorphisme défini sur K?" (voir le théoreme
5 page 26 de [Lan59)). O

Pour les courbes elliptiques, il est facile de voir, en utilisant la notion de j-
invariant(voir [Hus87] par exemple), que cette condition se réduit au fait que la
courbe elliptique est isomorphe & une courbe elliptique définie sur O = (| K P
Ce résultat se généralise pour les variétés abéliennes de dimension quelconque
a I’aide d’un argument donné par Damien Roessler, et aussi discuté avec Jean-
Benoit Bost, Elisabeth Bouscaren, Anand Pillay et Thomas Scanlon.

On doit utiliser pour cela la notion de “schéma de modules”, pour laquelle on
prend comme référence [MumFog82].

Définition IV.2 Soit G une variété abélienne de dimension g définie sur k.
Une polarisation w est un homomorphisme de G dans sa variété abélienne duale
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G, associé o un “faisceau inversible ample” sur G. Une structure de niveau n
sur G, sur k, est la donnée d’une base x1,...,Ta4 de la n-torsion dans G(k).
Les triplets (G,w, (x1,...,%24)) sont les objets d’une catégorie dont les mor-
phismes sont les homomorphismes de variétés abéliennes qui commutent avec
les polarisations de la source et de limage, et qui respectent la structure de
niveau n de la source et de l’image.

Proposition et définition IV.3 (Théoréme 7.9 de [MumFog82]) Quels
que soient les entiers g,d > 1, et n suffisamment grand, il existe un schéma
de modules Ag 4 au-dessus de Fp, qui représente le foncteur Ag qn, qui a tout
corps k O T, associe l'ensemble des variétés abéliennes de dimension g définies
sur k, munies d’une polarisation de degré d? et d’une structure de niveau n sur
k, a isomorphisme prés.

En d’autres termes, pour tout corps k O Fp,, 'ensemble des k-points Ag g, (k)

correspond “naturellement” & 1’ensemble des classes d’isomorphismes des triplets
(G,w, (x1,...,T24)), définis sur k, ot G est de dimension g et w de degré d>.

Corollaire IV.6 Si une variété abélienne G, définie sur K, admet une D-
structure, alors elle est isomorphe a une variété abélienne définie sur C%.

Preuve Pour G donnée, de dimension g, il découle de la construction de la
variété duale (¢ une polarisation w sur G (théoréme 10 page 117 de [Lan59] par
exemple), de degré de la forme d?, d > 1 (proposition 6.13 de [MumFog82]).
D’autre part, choisissons n assez grand pour que la proposition et définition
précédente s’applique, et premier avec p. Puisque K est séparablement clos, on
sait alors que la n-torsion de G est contenue dans G(K), caractérisé par une base
a 2g éléments (voir par exemple [Hin98]). On obtient une structure de niveau n
sur K en fixant cette base B.

Ensuite, pour tout m, soit G,, une variété abélienne définie sur K?" et iso-
morphe a G, exhibée dans le corollaire IV.5. On transporte w et B sur G,, par
isomorphisme ; on obtient alors w,,, qui reste une polarisation sur G,,, et B,,,
qui est une structure de niveau n sur K?" car la n-torsion de G,, est dans
G (KP™). On a ainsi un point dans Ag’d’n(Kpm).

Puisque le point de A, 4., (K) correspondant & (G, w, B) correspond aussi & tous
les (G, Wi, B ), ce point est dans l'intersection [, Ag,d,n(K?’m) =A,.4n(C%).
Il correspond a ce point une variété abélienne définie sur C'%¢, isomorphe a G.0J

Corollaire IV.7 Toute variété abélienne définie sur K et munie d’une D-
structure (G, D) est isotriviale, c’est-a-dire isomorphe a (Go, D°), ot Gg est
une variété abélienne définie sur C et D° la D-structure triviale qui lui est
attachée.

Preuve C’est une conséquence directe du corollaire précédent et du corollaire
IV.2 : soit G une variété abélienne définie sur C'gf isomorphe a G, en transpor-
tant la, D-structure de G, on obtient une D-structure sur G°. Cette D-structure
ne peut étre que triviale du fait du résultat d’unicité exprimé dans le corollaire
1V.2. O

On déduit de la proposition IV.18 et du corollaire IV.6 :
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Corollaire IV.8 Soit G une variété abélienne définie sur K. Alors p™G(K) est
rationnellement mince si et seulement si G est isogéne a une variété abélienne
définie sur C%.

Comme annoncé dans la section II1.3.3, on en déduit un exemple de type tres
mince mais pas rationnellement mince. Considérons pour cela une courbe el-
liptique F définie sur K, et non isogéne a une courbe elliptique définie sur
C% (il suffit pour cela de choisir son j-invariant dans K \ C§, car C% est
algébriquement clos).

Corollaire IV.9 Pour une telle courbe elliptique E, p*E(K) est trés mince
mais pas rationnellement mince.

Preuve D’aprés ce qui précede, p™® E(K) n’est pas rationnellement mince.
Puisque deg.tr(k{a}/k) = 1 pour un point générique a de p* E(K), p™® E(K)
est trés mince d’apres la proposition I11.15 (ce dernier point était déja connu
en utilisant des résultats de classification des courbes elliptiques : celles-ci sont
soit ordinaires, soit isomorphes a une courbe elliptique définie sur Fglg Cc C¥.
Dans le premier cas, le cas particulier signalé apres la proposition IV.17 permet
de conclure que p*G(K) est tres mince. Dans le second cas, on a p*G(K) =
G(C%) d’apres la proposition IV.15, et ceci est rationnellement mince). O

Un exemple de D-structure non triviale sur le groupe ad-
ditif en caractéristique positive

Quand G est un groupe algébrique (défini sur C%) tel que xo(G) n’est
pas trivial, on trouve des sous-groupes rationnellement minces de G(K) autres
que ceux donnés par la D-structure triviale, a isomorphisme pres. Ainsi, pour
le groupe additif G,, on construit & partir d’'un exemple donné par Thomas
Blossier une D-structure D sur G, telle que (G,, D) n’est pas isomorphe &
(G4, DY), le groupe additif muni de la D-structure triviale.

On peut tout d’abord remarquer que (G,, D) est isomorphe & (G,, D°) si et
seulement si GP(K) est un espace vectoriel (de dimension 1) au dessus de C'%°
(c’est un sous-groupe de la forme aG,(C%¥)).

Soit b une p-base canonique de K, et posons I le sous-groupe de G, (K) préimage
de G,(C%) par Visogénie = — £=2°. Pour z € T, z s’écrit donc & = =P + by
pour un certain y dans G,(C%), ce qui donne

x — xP

Dy() =y ="=" Ry b)),

puis par une induction sur n > 1 :
Dpn(x) = Dpn () = (Dpn—-1(2))? € Fp(b)(x).

On obtient donc que Fj,(b)({z}) = F,(b)(x), ce qui donne d’apres la preuve du
théoreme 1115 que I' = G2 (K) pour une certaine D-structure D sur G,. Et on
constate que I' n’est pas isomorphe a G,(C$), puisqu'il n’est pas invariant par
multiplication par des éléments de CF.

Toutefois, dans cet exemple, GP (K) est encore isogene a G,(C%°) (par l'isogénie

— P A . .
x + ¥=5%). On ne connait pas pour I'instant de sous-groupes rationnellement
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minces autres que ceux qui sont isogenes a G(CF) pour un certain groupe
algébrique G défini sur CF ; on a vu par exemple (corollaire IV.8) que dans les
variétés abéliennes, les sous-groupes rationnellement minces sont nécessairement
iosgeéne a un certain G(C).

La question de 'existence d’autres sous-groupes rationnellement minces, et mini-
maux, équivaut, d’apres le théoreme de dichotomie sur les géométries de Zariski,
a l'existence d’un sous-groupe rationnellement mince et localement modulaire :
on peut associer a un type minimal g une géométrie. Si la géométrie associée au
type g vérifie certaines propriétés sur la dimension (voir [Mar98] pour plus de
détails), le type ¢ est dit type de Zariski.

Dans [Hru96], Ehud Hrushovski a montré que les types minimaux minces dans
la théorie CHC), sont de Zariski, et cela a été généralisé pour les types mini-
maux quelconques dans CHC), par Frangoise Delon dans [Del98]. Le résultat de
dichotomie sur les géométries de Zariski prouvé dans [HruZil96] se traduit dans
notre contexte par le résultat suivant (voir [BouDel02]) :

Proposition IV.19 (Fait 4.8 de [BouDel02]) Un type minimal g non tri-
vial est soit localement modulaire, soit non orthogonal a C%.

On en déduit :

Corollaire IV.10 (Proposition 4.7 de [BouDel02]) Un groupe infiniment
définissable minimal H est soit localement modulaire, soit isogéne ¢ G(CP) pour
G un groupe algébrique de dimension 1 défini sur C3F.
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Chapitre V

Cas de la caractéristique
nulle : description des
types, rangs et types
génériques

Ce chapitre regroupe différents outils et résultats propres a la caractéristique

nulle. Tl reprend et compléte la publication [Ben02]. Dans la théorie C'HCy,
les rangs de la stabilité RU et RM, et le rang topologique RH dont on don-
nera une définition, ne coincident pas nécessairement. Néanmoins, Anand Pillay
et Wai Yan Pong ont montré dans [PilPon02] que les rangs RU et RM d’un
groupe définissable dans CHCj sont égaux. Au contraire, nous allons montrer
ici (section V.3) que les rangs RM et RH d’un groupe définissable peuvent étre
différents, et peuvent méme conduire a des notions de type générique qui ne
sont pas équivalentes.
Avant cela, nous commencerons par donner une description des D-idéaux de
kE{X}, déja bien connue des théoriciens des modeles quand X est une monova-
riable (voir le chapitre 6 de [Poi87a] par exemple), et complétée pour un nombre
supérieur de variable essentiellement grace aux travaux de Joseph Ritt ; et aussi
les preuves des résultats de la section 1.3.2 que 'on avait utilisés dans les deux
premiers chapitres.

V.1 Description des D-idéaux de k{X}

D’apres le corollaire I1.2, la description des n-types sur un D-corps k équivaut
a celle des D-idéaux premiers de k{X}, pour X une multivariable de taille n.
La plupart des outils pour cette description, dans le cas de la caractéristique
nulle, se trouvent dans [Rit50].
Dans ce qui suit, A est un D-anneau commutatif integre et de caractéristique
nulle. On reprendra les notations de la section 1.3.1, ou 'on a défini la D-algebre
des D-polynomes A{X}.

Définition V.1 Soit X wune monovariable. On définit un préordre <x sur

89
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A{X} par :

— 51 X apparait effectivement dans les deux D-polynomes P et Q, P <x Q si
ordrex(P) < ordrex(Q), et, en cas d’égalité (ordrex (P) = ordrex(Q) =
m), dega,, x(P) < dega,, x(Q)
— st P et Q sont deur D-polynémes non-nuls, et si X n’apparait pas dans
P,0=<x P=<x Q
On note respectivement <x et ~x le préordre strict et la relation d’équivalence
associés a <x.

Fait V.1 5iQ divise P, alors Q <x P. Si X apparait dans P, 0 <x Mx(P) <x
Sx(P) <x P.

Les deux résultats de cette section reposent sur le lemme suivant, issu de [Rit50].

Lemme V.1 Soit X une monovariable, et P € A{X}\ A un D-polynéme non-
scalaire, de séparante S et de majeur M. Pour tout Q € A{X}, il existe Q1 <x
P et des entiers i,j tels que STM’Q = Q1 mod {P}.

Preuve Soit m := ordrex(P). On montre par récurrence sur ordrex (Q) qu’il
existe Q2, avec ordrex(Q2) < m, et un entier i, tel que S'Q = Q2 mod {P}.
Pour cela, on utilise que, pour tout entier h > 1, Dy P = (mnth) Sdpm+n X + R,
avec ordrex(R) < m + h (fait 1.10). Donc, si ordrex(Q) = m + h, et si
d = dega,, . ,x(Q), on trouve un D-polynéme Q3, avec ordrex(Q3) < m+h, tel
que SYQ = Q3 mod {P}, ce qui fait fonctionner le raisonnement par récurrence.
Ensuite, en utilisant la division euclidienne dans B := A{X}<,,[M ~!][dnX],
on trouve Q4 € B, de degré en d,, X strictement inférieur a celui de P, tel que
Q2 = Q4 mod (P). En multipliant par une certaine puissance de M, et en utili-
sant le fait que degq,, x (M) = 0, on obtient donc Q1 € A{X}, tel que @1 <x P
et STM'Q = Q; mod {P}. O

Le théoreme suivant est attribué a Ritt et Raudenbush, la démonstration donnée
suit celle de [Mar96], théoréme 1.16.

Théoréme V.1 (Ritt-Raudenbush) Supposons que A satisfasse la condition
de chaine ascendante pour les D-idéauz radiciels, et soit X une monovariable.
Alors A{X} satisfait la condition de chaine ascendante pour les D-idéaux radi-
ciels.

Preuve Remarquons tout d’abord qu'un D-anneau satisfait la condition de
chaine ascendante pour les idéaux radiciels si et seulement si tout D-idéal radiciel
I est finiment engendré, c’est-a-dire s’il existe une partie finie J telle que I =
VT

Remarquons aussi que si le D-idéal radiciel \/{J} est finiment engendré pour
une certaine partie J d’un D-anneau A, alors il existe un sous-ensemble fini

Jo C J tel que \/{Jo} = \/{J}. En effet, soit ay,...,a, des éléments tel que
VIt = vHai,...,am}. Pour 1 < i < m, il existe un nombre fini d’éléments

(b;,j) de J, une suite presque partout nulle (¢ ;) d’éléments de A et un entier
n; > 1 tels que :

a:-” = Z ai,jthh (bz,g)
Jh
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Alors /{J} = \/{(bi ;)}, puisque c’est le plus petit D-idéal radiciel contenant
les (b; ;), et donc les (a;).

Supposons qu’il existe dans A{X} un D-idéal radiciel qui n’est pas finiment
engendré. Par le lemme de Zorn, il existe un tel D-idéal I maximal pour ces
propriétés (si une union croissante de D-idéaux radiciels est finiment engendrée,
cette chaine de D-idéaux doit étre stationnaire).

Montrons tout d’abord que I est premier. C’est un idéal propre, et s’il existe
ag I, b¢lI tels queab € I, alors \/{I,a} et \/{I,b} sont finiment engendrés;
notons I; et I les parties finies de [ telles que \/{I,a} = \/{I1,a} et \/{I,b} =
V/{I2,b}. Alors, par le lemme 1.2, \/{I1,a}\/{I2,b} C /{ab,aly,bls, 1115} C
Iietsiz €I, 22 € /{l,a}\/{I2,b} C /{ab,al;,bls,1I5}, donc z €
Vdab,al1,bl, I I} D'ou I = /{ab,al1,blz, 1 I}, ce qui contredit que I n’est
pas finiment engendré. Donc I est premier.

Par hypothese sur A, I N A est un D-idéal radiciel finiment engendré (par un
ensemble fini Jy d’éléments de A), notons J = /{Jo} dans A{X}. Puisque I
n’est pas finiment engendré, il existe un élément P € I\ J, choisissons le mini-
mal pour =<x et notons M et S respectivement son majeur et sa séparante.
Ona P = M(d,X)%+Py, avec Py <x Pet M <x P;par conséquent, M & I\.J.
De plus, si on avait M € J, on aurait Py € I\ J, ce qui est impossible par mi-
nimalité de P. On a donc M ¢ I. On montre de méme que S ¢ I, puisque
P= é(an)S—&— Py, avec P, <x P.

Comme I est premier, MS & I ; et done, par choix de I, \/{I, M S} est finiment
engendré : il existe une partie finie Iy C I telle que \/{I, MS} = \/{Io, M S}.
De plus, par le lemme V.1, pour tout Q) € I, il existe des entiers u,v et Q1 <x P
tels que M*S'Q = @1 mod {P}; on a alors Q1 € I, et par minimalité de P,
Q1 € J. On a ainsi M ST C \/{Jy, P}. On en déduit, puisque I est radiciel :

I = 12 ¢ I1J{I,MS}
¢ /IoI, MSI}
C V {IO;J07P} C I)

et donc I = /{ly, Jo, P} est finiment engendré. O

Corollaire V.1 Soit k = CHy et X une multivariable. Alors k{X} satisfait la
condition de chaine ascendante pour les D-idéaux radiciels. Ainsi, tout D-idéal
radiciel propre de k{X} s’écrit comme intersection finie de D-idéauzx premiers.

Preuve La premiere assertion découle immédiatement du théoreme V.1 par
récurrence, puisque le corps k satisfait trivialement la condition de chaine as-
cendante pour les idéaux.

Pour la deuxieéme assertion, s’il existait un D-idéal radiciel propre de k{X} qui
ne soit pas intersection finie de D-idéaux premiers, on pourrait d’apres la condi-
tion de chaine ascendante trouver un tel D-idéal I maximal pour cette propriété.
En particulier, le D-idéal propre I n’est pas premier, donc il existe a & I, b ¢ I tel
que ab € I. Les D-idéaux \/{I,a} et y/{I,b} sont donc soit égaux & k{X}, soit
intersections finies de D-idéaux premiers. Or, \/{I,a}/{I,b} C /{I,ab} =1
d’apres le lemme 1.2, et donc pour ¢ € \/{I,a} N+\/{I,b}, > €I et donccel;

dott I = \/{I,a} N /{I,b}. D’apres les propriétés de /{I,a} et \/{I,b},
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puisque I est propre, I est une intersection finie de D-idéaux premiers. O

On utilise maintenant le lemme V.1 pour donner une description des D-idéaux
premiers de k{X} (pour k¥ = CHp et X une multivariable de taille n). Les
notions utilisées viennent de [Rit50].

Définition V.2 Soit P un D-polynéme non-scalaire de k{X}. On appelle in-
dice de P l'unique entier i tel que P € k{Xy,..., X;} \ k{X1,..., X;_1}.

Définition V.3 On dit qu’un r-uplet (Py,...,P.) (éventuellement wvide)
d’éléments non scalaires de k{X }, d’indices respectifs (i1,...,1,), est une chaine
St

i < ... <1y

— pour j < h, Py =X, P;

Définition V.4 Soit (Py,...,P.) une chaine de D-polynémes, d’indices res-
pectifs (i1,...,4,.), et S la partie multiplicative

{Sxil (Pl)sl . SXiT (.Pr)s“"]\4)(i1 (Pl)ml . MXiT (PT)7'L"|81, ey Sp My, My € N}

On pose

I(ph___7pr) = Sil{Pl, e ,Pr}.
Lemme V.2 Soit (Py,..., P.) une chaine de D-polyndmes, d’indices respectifs
(i1,...,1r), et S défini comme ci-dessus. Pour tout polynome @, il existe un

D-polynome @1, et IT € S, tels que 1IQ = @1 mod {Py,...,P.} et que, pour
1 <7< r @ =X, P;. Si, de plus, Q est d’indice i > i, on peut choisir

Ql in Q

Preuve Ce lemme consiste en une itération du lemme V.1. Notons pour cela
que, si P et @ sont d’indices respectifs i et j, avec i < j, le D-polynéme @Q; est
obtenu, d’apres 'algorithme du lemme V.1, en remplacant dans @ les variables
dn»X; par des fractions rationnelles d’indice inférieur ou égal a 4, puis en faisant
une division euclidienne par P, d’indice i, et dont le majeur est d’ordre en X;
strictement inférieur a celui de P. Il découle de cela que @1, tel que @1 <x, P et
qu’il existe des entiers u, v tels que Mx, (P)"Sx,(P)'Q = Q1 mod {P}, vérifie
aussi Q1 Xx; Q.

Le résultat cherché est donc obtenu en trouvant successivement @, ..., Q1, tels
que

Mx, (Pr)"Sx, (P)""Q=Q, mod {P,} et Qr <x,, Pr
MXiT71 (Pr—l)urilsX,;ril (Pr—l)vrilQr = Qr—l mod {Pr—l} et Qr—l <X,~,T Pr—l

-1

]\4-)(1.1 (Pl)UISXil (Pl)leQ = Ql mod {Pl} et Ql '<X1'1 P.

Le D-polynome Q; vérifie alors bien la condition exigée, y compris si @) est
d’indice supérieur a ,. O

Théoréme V.2 Soit I un D-idéal premier de k{X}. Il existe une chaine de
D-polynémes (Py, ..., P.) de I (et une suite (i1,...,4,) d’indices associée), tels
que, de maniére équivalente :
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1. I est le plus petit D-idéal premier contenant Pi,..., P. et ne contenant
pas SXil (Pl), ey SXir (PT), ]\4)(i1 (Pl), ey MXir (PT)

2. I =1Ip,, . . P

Preuve On va construire, par récurrence a partir de la chaine vide, une chaine
(P1,...,Ps) de D-polynémes de I, d’indices (i1, ...,1s), telle que, pour tout s :
— I ne contient ni Mx, (Ps), ni Sx,_ (Ps)
~INk{Xy,..., X, } =Ip,,...p) VE{X1,..., Xo, }
Cette construction va s’arréter quand I(p, .. p,) = 1.
On considere la chaine (P, ..., Ps) déja construite, soit J = I(p, ... p,). SiJ =1,
(P1,...,Ps) est la chailne recherchée, sinon, il existe Q € I\ J. On choisit @
d’indice 541 minimum, puis minimum pour < Xigy Par le lemme V.2, on trouve
Q1 tel que IIQ = Q1 mod {P,..., P} pour un produit IT de M; et de S;
(1 <j < s), et tel que Q1 _<Xij P; pour tout 1 < j < s et @ 5X1~S+1 Q.
Puisque Q € I\ J, Q1 € I\ J (en effet, @1 € J implique IIQ € J, et donc
Q € J par définition de J); par minimalité dans le choix de @, Q ~Xi Q.
Parmi les facteurs irréductibles de @1, il y en a un dans I \ J, notons-le Py, ;

par minimalité dans le choix de @, on doit avoir @ ~Xio, Q1 ~Xi, Py,
Cette construction de P, vérifie bien :
- (P1,...,Ps11) est une chaine; en effet, 4541 > is puisque
(I\NI)Nk{Xy,....,X;.} =0, et pour tout 1 < j < s, Psyq =X, Q1 <X,
Pj- . . .
— I ne contient ni Mx, (Ps41), ni SXi, (Psy1).
En eﬁet, M = MXis+1 (Rg_;,_l) <Xis+1 Ps+1 et T := SXi5+1 (R€+1) <Xis+1

Ps41, donc ils n’appartiennent pas & I \ J par minimalité de Psi1. De
plus, s’ils sont dans J, et si (deS+1)d est le monome dominant dans
Py 1, alors P’ := Py — M(d,, Xs41)% € T\ J, avec P’ <X P.41 (ou

respectivement P := Pyyq — TW €I\ J, avec P” <Xi ., Psiq),
ce qui contredit la minimalité de Py ;. &

- Iﬂk{Xl, ce ’Xis+1} = I(pl,__”psﬂ)ﬂk{Xl, ce ’Xis+1}‘ En effet, si R, d’in-
dice inférieur ou égal & i511 est dans I, on trouve, par le lemme V.2, R; tel
que R <X, P;pourtout 1 <j<s+1letlIR=R; mod {P,...,Psi1}
pour un produit IT des majeurs et séparantes de Pi,..., P;41. En par-
ticulier, Ry € I, et par minimalité de Psy1, R1 € I(p, . p,), et ainsi
R € Ip,. p.,)- Réciproquement, si R € Ip . p_,), B € I puisque
I est premier, et contient Pi,..., Ps41 mais pas leurs majeurs ni leurs
séparantes.

Cette construction s’arréte nécessairement, puisque les chaines dans k{X} ne
peuvent pas étre de longueur strictement supérieure a n; on trouve ainsi une
chaine (Py,..., P.) tel que I = I(p, . p.-

Montrons maintenant que les caractérisations 1 et 2 sont équivalentes. Si J

est un D-idéal premier contenant Py, ..., P mais pas Sx, (FP1),...,5x, (P),
Mx, (P1),...,Mx, (P:), il est clair que I(p, . p,) C J. Réciproquement, la
chaine (Py,..., P.) qui a été construite vérifie bien ces hypotheses. O

En particulier, dans le cas de k{X} ol X est une monovariable, les D-idéaux
premiers sont soit le D-idéal nul, soit déterminés par une chaine qui se réduit
a un D-polynome irréductible. Il est utile d’établir la caractérisation suivante
pour ce D-polynéome “minimal”.
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Proposition V.1 Soit I un D-idéal premier non nul de k{X} pour une mo-
novariable X, et (P) la chaine déterminée dans le théoréme précédent telle que
I=1Ip.

SiQ el et Q<x P, alors Q@ = 0.

Si Q est un D-polynome irréductible de I, de méme ordre que P, alors il existe
un élément a € k non nul tel que Q = aP ; en particulier, I = I py = I ().

Preuve La premiere assertion découle directement de la construction donnée
dans la preuve précédente. Pour la deuxieme assertion, on trouve en effectuant
la division euclidienne de @ par P un D-polynéme R <x P, un D-polynéme
A et un entier u tels que Mx(P)“Q = AP + R. Comme R € I, ona R =0;
et comme P est irréductible et ne divise pas son majeur, P divise (). Comme
Q est irréductible, @ et P ne different que par la multiplication par un élément
non nul de k. Il découle ensuite directement de la définition que I(q) = I(p). U

V.2 Quelques rangs dans la théorie CHC)

Outre les rangs RU et RM que l'on peut définir dans toute théorie w-stable,
on définit les deux rangs suivants, qui se rapportent respectivement aux pro-
priétés topologiques et algébriques des modeles de CHCy. Les définitions et
propriétés données ici ne sont que des généralisations au cas de plusieurs va-
riables des notions de rang développées dans les corps différentiellement clos de
caractéristique nulle (voir [Poi78] ou [Mar96]). Pour la définition de la notion
de rang au sens de Lascar, on peut consulter le chapitre 17 de [Poi87a].

V.2.1 Lerang RH

On définit le rang RH comme un rang de profondeur sur les D-idéaux pre-
miers. Pour cela, on utilisera la correspondance associant a un type p € S(k),
pour k = CHy, le D-idéal premier I, de k{X} comme défini dans le corollaire
I1.2. Pour I’étude de ces D-idéaux, on utilisera la correspondance avec les objets
de la géométrie D-algébrique décrits dans la section III.1.1. Le corollaire V.1,
qui est un résultat de finitude, permet de donner des versions fortes des résultats
de cette section.

Fait V.2

1. La proposition III.1 est valable quand K est simplement un modéle de
CHCy.

2. Toute variété D-affine admet un D-corps de définition finiment engendré
en tant que D-corps.

3. L’existence des points génériques dans les variétés D-affines est assurée
deés que K est un modéle Rg-saturé de CHCYy.

Définition V.5 On définit la relation RH(p) > « par Uinduction sur l'ordinal
a, simultanément pour tout k = CHy et p € S(k) :
- si « est un ordinal limite, RH (p) > « si et seulement si RH(p) > [ pour
tout ordinal § < «
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— pour un ordinal successeur, RH(p) > a+ 1 si et seulement s’il existe un
fils ¢ de p sur unl = CHy contenant k, et un type r € S(1) tels que Iy C I,
et RH(r) > a.
S’il existe, le plus petit ordinal 8 tel que RH(p) # (B est un ordinal successeur
a+1. On définit alors RH(p) = «; dans le cas contraire, on dit que p n’est pas
rangé par RH.

Proposition V.2 Le rang RH est un rang au sens de Lascar.

Preuve La définition de RH est évidemment préservée par isomorphisme de
modeles. La propriété de filiation du rang (le rang d’un pére est supérieur ou
égal a celui de ses fils) découle aussi directement de la définition.

Pour les propriétés d’extension et de multiplicité bornée, on va utiliser la des-
cription de la D-topologie de la section II1.1.1. Si k est inclus dans un modele K
de CHCY, les types sur k correspondent aux variétés D-affines avec parametres
dans k, irréductibles en tant que D-fermés sur k. Il découle de la proposition III.1
que les propriétés topologiques entre les diverses variétés D-affines ne dépendent
pas du modele K considéré; on omettra donc de le préciser, supposant seule-
ment qu’il contient tous les ensembles de parametres. Avec cette identification,
on a la caractérisation suivante :

Lemme V.3 Soit p € S(k) rangé par RH, et q € S(1). Alors q est un fils de p
de méme RH si et seulement si V(I;) est une composante irréductible en tant

que D-fermé sur l de V(Ip).

Preuve du lemme Supposons que g est un fils de p de méme RH. Puisque
I, C I, V(1) C V(I), et V(I,) est défini avec parametres dans { par définition,
et irréductible en tant que tel. Un tel V(I;) est contenu dans une composante
irréductible F' de V(I,) en tant que D-fermé sur [; et alors Z(F) NI{X} est
un D-idéal premier de I{X}, donc c’est l'idéal I, d’un type r € I[{X}. En
intersectant les inclusions I, C I, C I, avec k{X}, on obtient I, N k{X} = I,
(puisque I, N k{X} = I,). Le type r est donc un fils de p et I, C I;; puisque
RH(p) = RH(q), on doit donc avoir que I, = I, : V(I;) est une composante
irréductible en tant que D-fermé sur [ de V(Ip).

Réciproquement, supposons que V(I,) est une composante irréductible en tant
que D-fermé sur [ de V(I,,). Les isomorphismes de K fixant k& permuttent les
composantes absolument irréductibles de V(1) ; notons F' 'union des conjugués
de V(I;) par k-isomorphisme. Alors le fermé F' est stable par k-isomorphisme,
et donc, en utilisant I’élimination des imaginaires (corollaire I1.6), on obtient
que le plus petit D-corps de définition pour Z(F') est inclus dans k. Puisque
V(I,) est k-irréductible, on obtient que V(I,) = F' : les conjugués de V(I,) par
k-isomorphisme recouvrent V(I,). Le fermé V(I, Nk{X}), défini sur k, contient
tous les conjugués de V(1) par k-isomorphisme, il est donc égal & V(I,,) : on a
donc I, N k{X} = I,, c’est-a-dire que ¢ est un fils de p.

On montre maintenant par induction sur RH(p) que ¢ a méme rang que p.
Puisque RH(q) < RH(p), c’est évident quand RH(p) = 0. Si RH(p) = a + 1,
par définition, il existe une extension k' de k, un fils p’ de p sur k' et r €
S(k') tel que RH(r) = o et I, C I,. Regardons les composantes absolument
irréductibles de V(I,,), dans un modele K contenant k, k' et [; V(I,/) est une
composante irréductible de V(I,) en tant que D-fermé sur k' (car p’ a méme
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rang que p par choix de p’, et la premiere partie de 1’équivalence s’applique) et
V(I4) est une composante irréductible de V(I,) par hypothese, donc V(I,/) et
V(I,) s’écrivent tous les deux comme union finie de composantes absolument
irréductible de V(I,). Par hypotheése d’induction, une composante absolument
irréductible de V(I,.) correspond & un fils de r (sur K) de méme rang que r;
et elle strictement contenue dans une composante absolument irréductible de
V(Ip). Par k-isomorphisme de K, on peut transporter cette composante dans
une composante absolument irréductible de p contenue dans V(I,); on trouve
donc des types ¢’ et ' sur K qui sont dans la configuration suivante : V(1) est
une composante absolument irréductible de V(I,), et donc correspond & un fils
de ¢ sur K, et elle contient strictement V (I,), avec RH (r') = a car c’est 'image
par isomorphisme d’un fils équirang de r. Cela montre donc que RH(q) = o+ 1.
Dans le cas ou RH(p) = a est un ordinal limite, on suppose par I'absurde que
RH(q) = 8 < . Comme RH(p) > 8 + 2, il existe, dans une extension &’ de k,
un fils ¢’ de p et r € S(K') tels que I,y C I, et RH(r) > § + 1. D’autre part,
RH(r) < a (car sinon RH(r) > o+ 1), et on peut donc appliquer ’hypothese
d’induction pour 7 : sur un modele K contenant k' et [, il existe une composante
irréductible V(I;) (avec t € S(K)) de V(I,), et RH(r) = RH(t). Or cette
composante irréductible V(I;) est contenue dans une composante absolument
irréductible V(I) de V(I,), et on a donc RH(s) > RH(t) = RH(r) > f+1. Or
toute les composantes absolument irréductibles de V(I,,) sont conjuguées, donc
V(1) contient un des conjugués de V(I;), et donc RH(q) > RH(s)3 + 1. Cette
contradiction conclut la preuve du lemme. O
La propriété d’extension vient alors directement de I’existence des composantes
irréductibles. On en déduit aussi la propriété de multiplicité bornée (et méme
finie) : d’apres le corollaire V.1, V(I,) n’a qu'un nombre fini de composantes
irréductibles, et donc un nombre fini de fils de méme rang RH dans S(I). O

Lemme V.4 Soit p € S(K) pour K = CHCy un modéle Rg-saturé. Alors
RH(p) > a+1 si et seulement s’il existe t € S(K) tel que I, C I et RH(t) > a.

Preuve Soit ¢, € S(I) donnés comme dans la définition de RH (p) > a+1. Soit
K' = CHCy contenant [. Les inclusions I, C I, C I, donnent V(I,.) C V(I,)
dans une puissance cartésienne de K’. Soient a et b des uplets de parametres
qui engendrent des D-corps de définition de V(I,) et V(I,) respectivement,
avec a € K. Soit ¢ une réalisation de tp(b/a) dans K. Soit ¢(z,b) la conjonc-
tion d’équations D-polynomiales définissant V(I,), alors, dans une puissance
cartésienne de K, on a :
— ¢(K,c) € V(Ip) car c’est une formule de tp(c/a)
— ¢(K,c) est irréductible car c’est une conjonction infinie de formules de
tp(c/a); et donc il existe un type ¢t € S(K) tel que ¢(K,c) = V(1)
— RH(t) = RH(r) > « car t est 'image de r par un isomorphisme envoyant
b sur c.
Cela donne le résultat voulu. (]

Proposition V.3 Tous les types sont rangés par RH.

Preuve Supposons le contraire : soit p € S(K) non rangé par RH ; on peut
aussi supposer que l’ensemble de parametres K est un modele Rg-saturé. Pour
tout ordinal o, RH (p) > v+ 1, donc d’apres le lemme précédent, il existe g, tel
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que I, C I, et RH(gq) > . Puisqu’il ne peut pas exister dans S(K) des types
de RH arbitrairement grand (le nombre de variables est fixé), cela signifie qu’il
existe parmi les ¢, un type p; non rangé par RH. En réptant cette construction,
on trouve une suite infinie dénombrable de types p;, non rangés par RH, et tels
que

I,CI, C...CL, C...

Cela contredit la condition de chaine ascendante pour les D-idéaux premiers
(corollaire V.1). O

Remarque On voit facilement que le type p est 'unique type de RH maximum
de V(I,,) ; pour tout sous-ensemble définissable A de V(I,,) contenant p (en par-
ticulier les ouverts relatifs & V(I,)), on dira que p est le type générique au sens
topologique de A.

Proposition V.4 RM < RH

Preuve D’apres la caractérisation 1 du théoréme V.2, pour tout p € S(k) tel
que I, # 0, il existe des D-polynoémes P, ..., P, My,..., M., S1,..., 5, tel que
si g € S(k) vérifie

PL=0A...AP,=0AM; #0A...AM, 20AS1 Z0A...AS, #0, (%)

alors I, C I; et d’autre part la formule (%) est dans p. On en déduit que la
formule () isole p des types de RH supérieur ou égal ; et donc, par une induction
aisée, que RM < RH. O

V.2.2 Lerang RD

Le rang RD est une généralisation du degré de transcendance, prenant des
valeurs ordinales dans le cas ou celui-ci est infini. C’est surtout un outil de calcul
efficace pour déterminer les autres rangs ; pour pouvoir le comparer au rang RH,
on utilisera essentiellement le rang RD pour des types sur des modeles K.

Ce rang RD est lié a la notion de polynéme de Kolchin d’un uplet sur un corps
différentiel ; on pourra consulter a ce propos [Pon99], [Pon00] et [Joh69].

Proposition et définition V.1 Soit p € S,,(K). Il existe des entiers o, et (3,
tels que pour toute réalisation a de p, et pour tout entier r suffisamment grand,

degtr(K({a}<r)/K) = ap.r + fBp.

Ce polynome r — ay,.r + B, est appelé polynéme de Kolchin du type p. On a
toujours By > ay,.

Preuve Soit a une réalisation de p. Pour r > 0, notons

my = deg.tr(K({a}<r41)/K({a}<r))

(m, est indépendant du choix de la réalisation a de p). Le résultat est alors
une conséquence du fait suivant : la suite (m,),>o est décroissante. Pour mon-
trer ce fait, il suffit de constater que si D,.(a1),..., Dy(aym,,_,) est une base de
transcendance de K({a}<,) sur K({a}<,—1) extraite du uplet D,(a) (quitte
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a modifier l'ordre des variables), alors pour tout m, < ¢ < n, on obtient, en
appliquant D7 a 1'égalité P(D,(a;)) = 0, ou P est le polynéme minimal de
D, (a;) sur K({a}<,—1)(Dy(a1), ..., Dy(am,_,)), une égalité donnant D, 1(a;)
comme élément de K ({a}<,)(Dy11(a1),...,Drr1(am, ,)); doum, <m,—1.0

Définition V.6 Soit p € S(K). Sir — ap.r + By est le polynéme de Kolchin
du type p, on note RD(p) = w.cpp + (Bp — ap).

Remarque La fonction RD obtenue ne peut pas étre a proprement parler
considérée comme un rang, puisqu’elle ne porte que sur les types sur des modeles
de C HCj. Toutefois, une fois définie de maniere restreinte, et apres avoir montré
la proposition suivante, on peut étendre la définition de RD pour p € S(k), avec
k = CH, : c’est la valeur de RD(q), pour ¢ un fils non-déviant de p sur un
modele K contenant k.

Proposition V.5 On obtient ainsi un rang au sens de Lascar.

Preuve Les propriétés de filiation et de conservation par isomorphisme de
modeles sont évidemment vérifiées. Pour montrer les propriétés d’extension et
de multiplicité bornée, il suffit de montrer la caractérisation suivante :

pour deux modeles K C L et ¢ € S(L) une extension de p € S(K), RD(p) =
RD(q) si et seulement si ¢ est un fils non déviant de p.

Supposons tout d’abord que ¢ est un fils non déviant de p, et fixons une
réalisation a de ¢. D’aprés le corollaire I1.4, cela signifie que K({a}) est
algébriquement disjoint de L au dessus de K, et donc que RD(a/K) = RD(a/L).
Réciproquement, si RD(p) = RD(q) et si a est une réalisation de ¢, alors pour
tout entier r suffisamment grand, deg.tr(K({a}<,)/K) = deg.tr(L({a}<,)/L).
On montre alors que tout ensemble algébriquement indépendant au dessus de
K parmi Dqy(a),...,D,(a) le reste au dessus de L. En effet, si on compléte un
tel ensemble en une base de transcendance B de K ({a}<,) sur K, alors tout
élément de L({a}<,) est algébrique sur L(B); et comme

card(B) = deg.tr(K({a}<,)/K) = deg.tr(L({a}<,)/L),

B est algébriquement indépendant au dessus de L. On en déduit que K({a})
est algébriquement disjoint de L au dessus de K, et donc que ¢ est un fils non
déviant de p d’apres le corollaire I1.4. O

On note aussi que, si RD(p) est fini, RD(p) = deg.tr(K{a}/K) pour toute
réalisation a de p.
D’autre part, il existe une autre détermination de «, :

Définition V.7 Soit k C | une extension de corps différentiels, on dit qu’un
sous-ensemble A de l est §-algébriquement indépendant sur k si [’ensemble

{D;(z);x € A,i € N}

est algébriquement indépendant sur k.

On définit, dans NU {oo},

0.deg.tr(l/k) = sup{card(A); A C 1 est §-algébriqguement indépendant sur k}.
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Remarque Dans le cas ou | = k{a1,...,a,}, on peut prendre parmi ay,...,a,
un ensemble J-algébriquement indépendant maximal de [ sur k, et on a donc
d.deg.tr(l/k) <mn.

Fait V.3 Soit p € S, (K), alors o, = d.deg.tr(K{a}/K) pour une réalisation
a de p, et donc oy, < n, avec égalité si et seulement si RD(p) = w.n.

Soient deux types p et ¢ de S(K) tels que I, C I, alors pour tout r suffisamment
grand, on a
1,0 K{X}e, € [N K{X}<,

et donc RD(p) > RD(q).
On en déduit :

Proposition V.6

— Pour tout ensemble définissable irréductible, son type générique au sens
topologique est son unique type de RD maximal
— Pour tout type p, RH(p) < RD(p).

V.2.3 Relations entre les différents rangs

On vient de voir que l'on a :
RU < RM < RH < RD.

De plus, si oy, = d.deg.tr(K{a}/K) pour une réalisation a de p, on a d’apres
les inégalités de Lascar et la définition de RD :

w.op < RU(p) < RM(p) < RH(p) < RD(p) < w.(ap + 1).

En particulier, pour chaque type p, tous ces rangs sont simultanément finis, et
on pourra parler sans ambiguité de type de rang fini.

L’inégalité entre RU et RM peut étre stricte, ce résultat a été montré par Hru-
shovski et Scanlon dans [HruSca99]. Notons que ’égalité entre les rangs RU et
RM dans tout groupe de rang de Morley fini (théoréme V.4) ci-dessous, montré
dans un cas plus général dans [Las85], page 462) montre que le type exhibé dans
[HruSca99], qui est de rang fini, ne peut étre inclus dans aucun groupe de rang
fini.

L’inégalité entre RM et RH peut étre stricte, il est montré dans [Poi78] (et aussi
dans [Mar96]) que le 1-type de D-idéal associé I(3xa,x—d,x) est de RM = 1
et de RH = 2; plus précisément I 4, x) est le seul D-idéal premier de RD = 1
contenant I(2Xd2X—d1X) .

L’inégalité entre RH et RD peut étre stricte, comme le montre I'’exemple de
Iéquation de Painlevé, étudié par Kolchin : il est prouvé dans [Mar96] que le
1-type de D-idéal associé I (g, x —3x2—a), pour x € K \ Ck, est de RH =1 et de
RD =2.

Puisque tous ces rangs sont différents, ils peuvent donner des notions différentes
de type générique (c’est-a-dire de type de rang maximal dans un ensemble
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définissable).

On a vu que, dans un ensemble définissable irréductible, les deux notions “étre
de RH maximal” et “étre de RD maximal” coincident. Ce n’est plus le cas si
Pensemble n’est plus irréductible, si on définit par exemple p et g dans Sy (K)
par Ip = I(g,x —3X2—2,dyY —3Y2—a) (pour z € K\Ck) et I, = I(4,x,4,v), on voit
facilement que RD(p) = 4, RH(p) = 2 et RD(q) = RH(q) = 3, donc p est le
type de RD maximal de D := V(I,) UV(I,), et g est le type de RH maximal
de D.

Un autre exemple de différence entre les notions de type générique est donné
grace aux types p et ¢ de S1(K) définis par I, = laxd, x—d, x) et Ig = I(a, x);
alors p et g sont deux types de V(I,,), p est 'unique type générique au sens
topologique de V(I,,), mais V(I,) a deux types de RM maximum, p et ¢. Dans
cet exemple, le type générique au sens topologique est encore de RM maximum.
On verra dans la section V.3 un fermé irréductible ou les deux notions différent
totalement, cet exemple sera de rang infini; on n’en connait pas de tels de rang
fini.

Ce méme exemple montre que le RH, méme pour des rangs finis, n’est pas
conservé par bijection définissable, ce qui sera une question importante pour
la suite. En effet, I'application qui & tout élément & de D := (2zDs(x) =
Dy (z) A Di(x) # 0) associe (x,y) avec y = 1/’ est une bijection de D sur
son image, et elle envoie p, qui est de RH = 2, sur le type r défini par
I = loxda,x—d,x,yd, x—1), et le fait que [(4, x) soit le seul D-idéal premier
de RD =1 qui contient I, permet de montrer que RH(r) = 1. On verra dans la
section V.3 un autre exemple, de rang infini et plus exploitable pour construire
des groupes, de bijection définissable qui ne conserve pas le RH.

V.2.4 Rangs et types génériques dans les groupes définissables

On a rappelé dans la section II1.3.1 les notions de connexité et de type
générique pour les groupes définissables dans une théorie stable. Dans le contexte
de la théorie CHCy, ou l'on dispose des rangs précédemment évoqués, le théoreme
suivant, montré dans [Poi87b] pour le rang de Morley, donne une nouvelle ca-
ractérisation du type générique.

Théoréme V.3 Soit G un groupe, et R une application définie sur S1(G) a
valeurs ordinales, invariante par multiplication par les éléments de G et telle
que G ne contienne qu’un nombre fini de types de rang R maximum.
Alors le groupe G est connexe (c’est-a-dire sans sous-groupe propre définissable
d’indice fini) si et seulement si G ne contient qu’un type p de rang R mazimum.
Dans ce cas, ce type p est le type générique de G au sens des groupes.

Ce théoreme s’applique en particulier quand R est le rang U ou le rang de
Morley, qui sont conservés par bijection définissable, et on obtient ainsi :

Corollaire V.2 Soit G un groupe définissable dans la théorie CHCy. Alors G
est conneze si et seulement si G ne contient qu’un type de RU (respectivement
de RM ) mazimum. Dans ce cas, ce type est le type générique de G au sens des
groupes.

On peut aussi citer le résultat suivant, issu de [PilPon02], qui montre que les
rangs RU et RM ont des comportements proches dans les groupes définissables
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dans la théorie CHC.

Théoréme V.4 Soit G un groupe connexe défini dans la théorie CHCy, de
type générique p. Alors RU(p) = RM(p).

Si de plus G est de rang fini, alors les rangs RU et RM coincident dans G tout
entier.

V.2.5 Le cas des groupes de rang fini

Le cas des groupes de rang fini est particulier du fait de la proposition
suivante :

Proposition V.7 Soit f une bijection définissable avec paramétres dans un D-
corps k, de domaine E, et soit a un élément de rang fini de E dans une extension
de k. Alors RD(a/k) = RD(f(a)/k).

Preuve Il suffit de remarquer que le fait que f soit une bijection définissable
implique que k({a}) = k({f(a)}) (voir la proposition II.3). On en déduit directe-
ment en considérant les degrés de transcendance que RD(a/k) = RD(f(a)/k).0

Remarque Ce résultat n’est pas valable pour les types de rang infini.
Considérons en effet application qui & un élément x associe le couple (z, Dy (x)),
elle envoie bijectivement le 1-type générique (c’est-d-dire de D-idéal associé
nul), qui est de RD = w, sur le 2-type de D-idéal associé Iy _g, x), qui est
de RD = w + 1. Les exemples qui seront donnés dans la section V.3 reposent
également sur une bijection qui ne conserve pas le rang RD.

D’autre part, RD range tous les types, et si D est un ensemble définissable,
les types de RD maximal de D se trouvent parmi les types génériques au sens
topologique de chacune des composantes irréductibles de G' (puisque sur un en-
semble irréductible, le type générique au sens topologique est le seul type de
RD maximal), et il y en a donc un nombre fini puisque la D-topologie est noe-
therienne.

Le théoreme V.3 s’applique donc au rang RD, et permet d’obtenir pour des
groupes irréductibles, dont le type générique au sens topologique est le seul
type de RD maximal :

Proposition V.8 Un groupe G irréductible et de rang fini est connexe, et son
type générique au sens des groupes est son type générique au sens topologique.

Remarque Comme dans les corps algébriquement clos, il existe des groupes
définissables connexes et non-irréductibles : on peut transporter de maniere
définissable sur le fermé non-irréductible (XY = 1) U (0,0), la structure de
groupe additif connexe de K = CHCj en utilisant la bijection donnée par la
premiere projection ; on obtient un exemple de rang fini en prenant la trace sur
le plan des constantes C'x X Ck.

Toutefois, dans cet exemple, le type générique au sens des groupes est tout de
méme 'unique type de RH maximal. On ne sait pas si le type générique au
sens des groupes est toujours de RH maximal pour des groupes de rang fini;
on verra dans la section V.3 un contre-exemple pour un groupe de rang infini.
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V.2.6 Le cas des groupes D-algébriques

Dans le théoreme II1.3, on a vu ’équivalence entre les groupes définissables
connexes et les groupes D-algébriques irréductibles. Dans ces derniers, les trans-
lations sont continues donc préservent la topologie du groupe D-algébrique ; cela
explique que I'on obtienne le théoreme suivant.

Théoréme V.5 Soit G un groupe D-algébrique. Alors G est conneze si et seule-
ment s’il est irréductible. Dans ce cas, son unique type générique au sens des
groupes coincide avec son unique type générique au sens topologique.

Preuve La plupart des outils pour cette démonstration viennent de la preuve du
théoreme II1.3. Ce théoreme permet de voir le groupe D-algébrique G comme
un groupe définissable; on a montré en utilisant le fait II1.11 que si G est
irréductible, alors G est connexe en tant que groupe définissable. Si on suppose
maintenant que G est connexe, de type générique p (au sens des groupes), on
va montrer que G est irréductible de type générique topologique p.

Soit G := |J!,F; une décomposition non redondante de G en fermés
irréductibles. On va montrer qu’il n’existe qu’une de ces composantes qui
contienne 'unité e, et cette composante est un sous-groupe de GG. Remarquons
tout d’abord que pour a dans G et F; une des composantes irréductibles, on a,
par bicontinuité de la multiplication par a, que a.F; est un fermé irréductible
maximal de G, c’est donc une autre composante irréductible Fj; de méme
pour ijl. Supposons que e € Fy, comme Fy ¢ Fo U...U F,, il existe b €
Fi\ (F, U...UF,). Alors si F; est une composante contenant e, b.F; est une
composante irréductible contenant b, c’est donc Fi, et de méme b.F; = F}, donc
Fy = Fj : c’est donc la seule composante irréductible contenant e. Ensuite,
puisque F1_1 est une composante irréductible contenant e, Fy L= Fy; et pour
tout a € Fy, a~! € Fy, donc a.F; est une composante irréductible contenant e,
c’est donc Fi. Ainsi Fj est bien un sous-groupe de G.

On en déduit que G est irréductible. En effet, pour tout a dans G, a.F; est parmi
le nombre fini de composantes irréductibles de G, donc Fj est un sous-groupe
d’indice fini de G, donc F; = G et G est irréductible.

Montrons maintenant que p est le type générique au sens topologique de G.
L’ensemble définissable D (réunion des fermés V(I,) vus dans chacun des ou-
verts de carte) contient p done, par définition, il exite des éléments ay,...,q
tels que G = a1.pU...Ua;.p. Or G est irréductible, et tous les a;.p sont fermés,
donc G = a;.p pour un cerain i, c’est-a~-dire G = p : p est le type générique au
sens topologique de G. ]

On sait par le théoreme II1.3 que tous les groupes définissables connexes peuvent
étre munis d’une structure de groupe D-algébrique irréductible. Mais les rensei-
gnements donnés par le théoreme précédent sur les types génériques des groupes
D-algébriques ne donnent pas de renseignements sur le type générique du groupe
définissable originel, avec la topologie induite par la D-topologie. En effet, quand
on considére un groupe D-algébrique comme un groupe définissable, cela ne se
fait qu’a isomorphisme définissable pres, et ces isomorphismes “oublient” la
topologie du groupe D-algébrique. Ce fait va étre illustré par les exemples sui-
vants, qui montrent qu’en prenant les images par isomorphismes définissables
de groupes D-algébriques affines, ni le fait d’étre irréductible, ni la notion de
type générique au sens topologique ne sont conservés.
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V.3 Contre-exemples pour les types génériques
de rang infini

Les objets que 'on définira dans cette section garderont leur signification
tout au long de celle-ci.

V.3.1 Les bijections &,

Pour n > 1, on définit une application ®,, qui associe (y1,y2) a (z1,x2) avec :

€2 T2
y1 =210y (*) Y2 = $2Dn<7)~
X1 T
Cette application est une bijection de A,, := {(z1,22) |21 # 0 A Dn(%) #0}
sur lui-méme (car yo/y1 = x2/x1), la bijection réciproque étant donnée par :

Y1 Ty = Y2
D, (y2/y1) Dy (y2/y1)

Soit p le type de Sy(K) défini par I, = I(4,x,); on remarque que pour tout
entier n, p € A,, et on note p,, := ®,(p). On va montrer que les bijections ®,,
ne conservent ni le rang RH ni le rang RD du type p.

Ir, =

Rangs des types p et p,

Si (21, x2) est une réalisation de p, les éléments o, x1, D1(x1),...,d;(z1),. ..
sont algébriquement indépendants au-dessus de K ; les inégalités de Lascar et
le calcul du polynéome de Kolchin donnent :

w+1<RU(p) < RM(p) < RH(p) < RD(p) =w + 1.

d’ott RM (p) = RH(p) = w+1 et aussi RM (p,,) = w+ 1, d’apres la conservation
par bijection définissable.

Proposition V.9 Pour toutn > 1, RH(p,) =w+n+ 1.

Preuve On cherche une chaine minimale de polynémes pour lidéal I, .

Soit (y1,y2) une réalisation de p,,, image de (z1,22). En appliquant Dy & 1'ex-
pression yo = 22Dy (z2/x1), on obtient Dy (y2) = (n+1)z2Dpt1(z2/21) (puisque
D (z2) = 0), ce qui donne une équation d’ordre n+ 1 en y; et en yy vérifiée par
(y1,92) :

Diy(y2) . Dy i1(y2/y1)
v YD Gl

ce qui peut s’écrire, apres multiplication par les dénominateurs, sous forme
d’équation D-polynomiale :

P(y1,y2) = (n+ 1)y2y7 Dy, + 1(%) — Di(y2)yi Dy, (%) =0.
1 1

Le terme de P en d,,+1Y2 est (n + 1)Y2Y1”+1dn+1Y2, et la séparante de P par
rapport & Y est Sy, (P) = (n+ 1)Y2Y"™!. On va montrer que P constitue une
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chaine minimale de polynoémes pour I,, ; pour cela, il suffit de montrer qu’iln’y a

pas de relation algébrique sur K non-triviale entre (D;(y1))i>o0 et ¥2, ..., Dy, (y%
(puisqu’alors, y; est générique sur K et P(y;,Y2) est un polyndéme minimal de
ya sur K({y1})).
Soit, pour r > 0,

Kr = K({yh y2}§r)~

Le polynéme P permet d’écrire D,,11(y2) comme fraction rationnelle en les va-
riables y1,..., Dna1(y1),¥2, .-, Dn(y2), et on obtient donc par induction sur
r > n, en appliquant D,._,11) a cette relation, que D,.(y2) s’écrit comme frac-
tion rationnelle en les variables yi,..., Dy(y1),¥2, .., Dn(y2), et donc :

KT‘ = K(yh s 7D7'(y1)7y27 .. aDn(yQ))

Pour montrer que (D;(y1))i>o0 €t y2, - - ., Dn(y2) sont algébriquement indépendants
sur K, on va montrer que deg.tr(K,/K) = (r + 1) + (n + 1) pour tout r as-
sez grand ; lexpression précédente de K, montre déja que deg.tr(K,/K) <
(r+1)+(n+1).

Soit > 2n—1, en appliquant D; pour tout i < r—n a la relation 1 = m,
on obtient que x1, ..., D,_,(x1) sont dans K, ; d’autre part, zo = est

dans K,.. De plus, on a la relation

2
Dy (y2/y1)

2
i) X
y2 = 22D (22) = =22 Dy (1) + Ro(wr, ., D (1), 2)
X1 xrq
pour une certaine fraction rationnelle Ry, et comme n—1 < r—n, on vient de voir
que Ta,%1,...,Dy_1(x1) sont dans K., donc D, (x1) également. En appliquant
D; a la relation précédente pour ¢ < r, on obtient,

n+i\ z2
Di(y2) = < n >$§Dn+1(:€1)JrRi(xl,---aDn+i—1(‘Tl)ax2)
1

pour une certaine fraction rationnelle R;, ce qui permet de montrer par récurrence
que Dy (z1),...,Dpir(21) sont dans K,.. Ainsi, K, contient z1,. .. ,x§n+r),x2,
qui sont algébriquement indépendants par définition de p, donc deg.tr(K,/K) >

r+n+2desquer >2n—1,etilyaen fait égalité :
deg.itr(K,/K)=r+n+2.
On a donc montré que I, = I(py, et aussi que
RH(p,) < RD(p,) =w+n+1,

et on va trouver une chaine de D-idéaux premiers qui prouvent que RH(p,) >
w+n+1.

Pour tout entier m > 0, on note @, le D-polynéme Q,,, = }/'f”HD,n(%)7 et
qm le 2-type sur K défini par I,,, = [(q,,)- Soit m > 1, on utilise le théoreme
2 : puisque Q,, € I(Qm—l) et SYQ(Qm) =YY" ¢ I(Qm—l)’ I(Qm,) - I(Q'm,—l)' De
méme P € (g, et Sy,(P) = (n+ 1)Y2Y""" & I1.), donc I(p) € I(g,), d'ott
la tour de D-idéaux premiers I, C I, S 1y, , S ... S Iy, avec Iy, = I(y,) de
RH =w. Donc RH(p,,) > w+n+ 1.

Ceci prouve que RH (p,) =w+n+ 1. O

1 07



V.3. CONTRE-EXEMPLES DE RANG INFINI 105

V.3.2 Un groupe connexe avec deux types de RH maxi-
mum

On considere le sous-groupe du groupe additif
G = { (1, 22) | D2(x2) =0},
et (G1 le sous-groupe de G défini par
Gi:={(z1,22) | D1(22) =0}.

Le groupe G est connexe, et son type générique ¢ (au sens des groupes, mais
ici les différents sens coincident) est défini par I; = I(4,x,); et G est un groupe
connexe de type générique p. Les inégalités de Lascar et le calcul du polynome
de Kolchin donnent

RU(t) = RM(t) = RH(t) = RD(t) = w + 2.

On va construire un groupe définissablement isomorphe a G, avec deux types
de RH maximum, en envoyant le type non générique p de G vers un type de
RH =w+ 2.

L’ensemble définissable A := A; N Gy est inclus dans G, son type de RM
maximum est le type p. Le groupe G est en bijection définissable avec

H:=d,(A) x {0} U(G\ A) x {1},

et on transporte sur H la structure de groupe (connexe) de G.
Or

Bi(4) € (Y1 £00 D1 (32) £0A256¥2Ds (1) = Div)YEDi (1))

Y1
2 3 (Y2 3 (Y2
C (YaY2 £ 0N 2Y,Y3Dy (?1) — D, (Y2)Y{D, (71)> cV(I,,),

et p1 = ®1(p) est dans ®1(A), donc le type de RH maximum de ®;(A) est py,
avec RH(p1) =w+2; et celui de G\ A est t, avec RH(t) = w + 2. Donc H est
un groupe connexe avec deux types de RH maximum.

Cela permet aussi de voir le phénomene suivant :
soit H; le sous-groupe de H image du sous-groupe G;. Comme H; contient pq,
ona RH(H,) = RH(H) = w+ 2, et pourtant l'indice de H; dans H est infini.

V.3.3 Un groupe connexe irréductible avec deux notions
différentes de type générique

On considere le fermé irréductible V(I,,,) ; celui-ci contient le type ¢z, d’idéal

associé I . On a vu précédemment que RU(p2) = RM(p2) =w+1 et
(Y13 D, (%) )

RH(p2) = w+3, et les inégalités de Lascar et I'utilisation du rang RD montrent

que RU(g2) = RM(q2) = RH(q2) = RD(q2) = w + 2, on obtient donc déja un

exemple ou les notions de type générique topologique (ici p2) et de type de RM
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maximum, et aussi de RU maximum (ici g2), d'un fermé irréductible sont to-
talement disjointes; ce qui differe du cas des variétés algébriques irréductibles
(c’est-a-dire définies dans le pur langage des corps) pour lesquelles il est montré
dans [Pon99] que le type générique au sens topologique est de RU maximum.
On ne sait pas si ce phénomene peut exister en rang fini.

On va de plus mettre sur une partie de V(Ip,) contenant a la fois ps et go
une structure de groupe. Pour cela, on utilise toujours le groupe G, en envoyant
le type t, de RM maximum dans G, sur g2, qui est de RM maximum dans
V(I,,) mais pas de RH maximum, et le type p, non générique dans G, sur po,
le type générique au sens topologique de V(I,,).

On définit d’abord une injection ¥ de G dans V(I,,), qui associe (y1,y2) &
(z1,22) comme suit :

—si 21 # 0 et Da(x2) = 0, on pose y; = x1 et y2 = 122, la réciproque
étant donnée par xo = y2/y1 ; alors (y1,y2) € (Y1 # OAY3 Dy (%) =0)C
V(I4,), et en particulier que g2 = ¥(%),

—sizp =0 et Dy(xze) =0, on pose y1 = 0 et yo = xo; et alors (y1,y2) €
V(I,,) car le polynéme minimal de I, est Q2 = deng —YidiYidi1Ys —
Y1daY1Ys + Ya(d1Y7)?, de séparante Sy, (Q2) = Y7 et on remarque donc
que

I(Qz) - I(dlyhszZ) c I(Y1,d2Y2)7

d’out (y1,¥2) € V(I4,)-
Le groupe G est en bijection définissable avec

F .= (I)Q(Gl N AQ) U \IJ(G \ (Gl N AQ))a

ces deux ensembles étant disjoints puisque ®o(Az) = As et U(G) C V(Iy,).
D’autre part, F C V(I,,,), et F contient po = ®3(p), donc F est irréductible, de
type générique topologique ps.

On transporte sur F, par bijection définissable, la structure de groupe connexe
de G, et alors son type générique au sens des groupes est I'image de celui de G,
cette image est go = ¥(¢) puisque t € Gj.

Donc F est un groupe irréductible et connexe, mais son type générique au sens
topologique (p2) ne coincide pas avec son type générique au sens des groupes

(q2)-

V.3.4 Un groupe irréductible non-connexe

Le groupe F précédent permet immédiatement de construire un groupe
irréductible et non-connexe :
soit F; l'image du sous-groupe G; dans F'; en particulier, po € Fj. Soit a un
élément de F'\ F1, alors a.F est toujours inclus dans F' donc dans V(I,,).
On munit
F2 = F1 @] a.F1

d’une structure de groupe définissable isomorphe & Fy x Z/27Z (en tant qu’union
de deux copies de F); ladhérence de Fy est V(I,,,). Donc F5 est un groupe
irréductible et non-connexe.



Annexe A

Proposition A.1 Soit K = CHC,, et q un type sur K, de rang de transcen-
dance 1. Alors q est trés mince.

Preuve Soit a une réalisation de g. Puisque pour tout D-corps L contenant
K, lextension L/K est réguliere, on sait que a est transcendant sur K. On va
mener la démonstration dans le cas ou ¢ est un 1-type; on peut toujours se
ramener a cette situation en extrayant du uplet a une base de transcendance
séparante.

On va montrer par récurrence sur n que K (a)%¢? est stable par Dy, ..., D,,. Pour
cela, il est (nécessaire et) suffisant de montrer que Dy(a),. .., Dy(a) € K(a)%°P.
En effet, si c’est le cas, on a D;(K(a)) C K(a)*? pour tout ¢ < n; puis, si
b e K(a)*P, et si f(X) désigne son polyndéme minimal (séparable) sur K(a),
alors on obtient par récurrence sur ¢ < n que D;(b) € K(a)*°? puisque l'on a la
relation (fait 1.10)

_ g

0= Di(f()) = 7

avec g; € K(a)*?[Do(b), ..., D;_1(b)] C K(a)*P et 2L (b) # 0.

On sait aussi que si I'on a I'hypothese de récurrence pour n = p" =+, on I’a pour
p" — 1, puisque tout D;, pour ¢ < p" — 1, s’écrit (& un coefficient non nul pres)
comme composée de Dy, Dy, Dp, ..., Dyr-1.

Il s’agit donc de montrer que Dyr(a) € K(a)**P, sachant que K (a)®°P est stable
par Dg,...,Dpr_1.

Supposons le contraire. Comme D, (a) est algébrique sur K (a), on peut choisir
n minimal tel que D,-(a)?" € K (a)**?, avec n > 1. On note

F(X) =X+ fa1(a) X 4+ fola)

le polynéme minimal séparable unitaire de Dy, (a)?" sur K (a), ol les f; désignent
des fractions rationnelles a coefficients dans K (et fq = 1).

Appliquons Dyr & f(Dpr(a)?"), en utilisant le fait que D;(z") = D;jpn (z7)P
si p” divise j, et 0 sinon. On obtient

(b)Di(b) + gi,

r—1

n

avec
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n

(si 7 < n, le seul terme est D, (f;(a))Dpr(a)?")
Puisquen > 1, p" ™" < p”. On va montrer que ’hypothése de récurrence implique
que D;(Dyr(a)?) s’écrit h(Dpr(a)), ot h est un polynoéme & coefficients dans
K(a)®? (de degré au plus i). L’expression

Dj(x') = Dp(x)Dj_n(z'™")
h=0

montre qu’il suffit d’obtenir le résultat pour D;(D,(a)).
D’apres I'hypothese de récurrence, pour j < p”, D;(a) est algébrique séparable
sur K (a), et on considere u le polynéme minimal séparable de D;(a) sur K(a).
Puisque K (a)*? est stable par Dy, ..., Dyr_1, on obtient

du

Dy (u(X)) = u”" (X) + ix

der + U(dOX, ey dprle),
ot uPr" est le polynéme obtenu en appliquant D, aux coefficients de u et v est
un polynoéme & coefficients dans K (a)*¢?. D’autre part, on constate que pour
une fraction rationnelle ¢(X) a coefficients dans K,

Dy (1(a)) = 5-(@) Dy (a) +,

avec b € K (a)°P.
On en déduit qu’il existe «, 5 € K(a)%¢P tels que

_du

0 = Dy (u(Ds(@))) = 7

(Dj(a))Dyr 0 Dj(a) + aDpr(a) + 3.

Puisque 4% (D;(a)) est un élément non nul de K (a)*?, on obtient I'expression
voulue pour D; o Dyr(a).

Traitons & part le terme correspondant & j = 0 dans 'expression (x); on a le
terme D, (fi(a))Dyr(a)®", avec Dy (fi(a)) = jég (a)Dpr (a)+c, pour un élément
c de K(a)®P.

En regroupant le tout, on obtient un polynéme g & coefficient dans K (a)*P tel
que

Si on considere cette expression comme un poynéme P a coefficients dans
K (a)®°?, évalué en D,r(a), on voit que l'on a :

S
[u

dpP
T Dpr(a@) =

%

e @Dy ()",

IS

I
=)

Puisque D,r(a) n’est pas par hypotheése séparable sur K(a), cette derniere ex-
pression doit s’annuler. Mais on obtient alors un polynéme de degré strictement
inférieur & d, & coefficients dans K (a), et qui s’annule en D, (a)?". D’apres la
minimalité du polynome f, cela impose que 3’;@ (a) = 0 pour tout 7. Puisque a

est transcendant sur K, c’est donc que jﬁé =0, et donc f;(X) = ¢;(XP) pour
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une certaine fraction rationnelle g; & coefficients dans K.
On applique maintenant D, & I'expression f(D,r (a)p") =0:

d—1
n

3" Di(gi(a”)) Dyr (@) = 0.

=0

Puisque D;(g;(a?)) € K(a) et que f est le polynome minimal de Dpr(a)pn(sgn"
Py (X

A . . . Ql (X) ’
pour P; et Q; des polyndmes premiers entre eux, et avec P; unitaire, on a

Py(a?)\  PPi(a?)Qi(aP) — Pi(a?)Q7" (aP)
Dl(@-(w)) - Qi(ar)?

et comme a? est transcendant sur K, on a PiDlQi—PiQZDI = 0. Or, comme P; est
unitaire, le degré de PZ.D ! est strictement inférieur a celui de P; ; et I'irréducibilité
de D’écriture % donne donc PiD1 = QZD1 = 0. Comme K est strict, P; et (); ont
donc leurs coefficients dans KP, et il existe donc une fraction rationnelle h;, &
coefficients dans K, telle que g;(aP) = (h;(a))P.

Mais on obtient alors, en prenant la racine p-ieme de I'expression f(Dpr (a)pn) =
0:

K(a), on doit avoir D;(g;(a”)) = 0 pour tout i. Or, si on écrit g;(X) =

:O7

n—1

+ ha_1(a)Dpr (@)@ P" " 4 4 ho(a)Dypr(a)? = 0.

n—1

Dyr (a)dp

n—1 . . . 7 s .
Donc Dyr(a)?”  est racine d’'un certain polynéme f & coefficients dans K (a);
c’en est une racine simple car

df o df o\ /P
D@ ) = (D @) T Ao,

Ainsi Dy (a)P" " est séparable sur K (a), ce qui contredit la minimalité de n. OJ
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Annexe B

Soit G un groupe algébrique connexe défini sur un corps k de caractéristique
p; on notera Og . 'anneau local des fonctions définies au voisinage de I'unité e
et M son idéal maximal.

Lemme B.1 Soit ¢ une puissance de p, et f un élément de M. Alors folq] €
Ma.

Preuve On se donne un syteme de coordonnées locales x4, ..., z4 au voisinage
de e; en particulier, les z1,...,24 engendrent 'idéal M dans Og ., et forment
méme une base du k-espace vectoriel M /M?. 1l suffira donc de montrer le lemme
pour ces fonctions 1, ..., z4.

Puisque la loi * de G est un morphisme de G x G dans G, il existe un ouvert V'
de G x G contenant (e, e) et une fonction rationnelle g telle que z xy = g(x, y)
pour tout (x,y) dans V. Pour tout ¢ entre 1 et d, on peut décomposer la i-éme
coordonnée de g selon les puissances de I'idéal maximal M de Ogxa (e,e) :

qg—1
(@*y)i=gile,y) =i +yi+ > 9" (x,y) mod MY,
n=2
avec g§”) € M"/M"* vu comme le k-espace vectoriel des polynomes ho-
mogenes de degré n en les variables x1,...,24,¥y1,- .., Y4 (ces fonctions forment
en effet un systéme de coordonnées locales au voisinage de (e, e) dans G x G).
En regroupant correctement les différents termes, on peut écrire :

n—1
(n) (n,m)
) = ) Ty, T, sy s
9; E 9; ( Y y )

m=1
mtermes n—mtermes

ou les gin’m) sont des fonctions n-linéaires et x, y représentent abusivement
les vecteurs z1,...,zq4 €t y1,...,y4. Dans cette écriture, il n’apparait pas de
termes de la forme gfn’n)(ac7 ...,x) ou gfn’o) (y,...,y) car on a (x *xe); = x; et
(exy)i =y
On obtient finalement, pour (z,y) € V, Pécriture (en tant que d-uplet) :

q—1 n—1

(z xy) :x+y+z Z g™ (2, .. x,y,...,y) mod MY,
n=2m=1
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Ensuite, 'ensemble U = ﬂ?;ll{ xz € G| ([l]x,z) € V } est un ouvert contenant e,
c’est donc un ouvert dense; et pour tout x € U, et [ entre 1 et ¢ — 1, on pourra
donc utiliser la fonction g pour calculer :

([ + ) = ([ + x) = g([l], z).

Considérons la décomposition du d-uplet :

Mz = ([[]2)™ mod MY,

n=1

ot ([I]z)(™ est un élément de M™/M™ ! qui s’écrit comme polynome homogene
de degré n en les variables x1,...,xq4. Pour n = 1, on voit aisément que 'on a
([[J2)™) =1z; et pour I =1, 0n a ()M =z et (x)(™ =0 pour n > 1.

Ensuite, ’expression de g permet de calculer par récurrence sur [ et n tous les
termes ([I]z)™ ; on a en effet, pour n > 1, la relation :

(r+ 1}95)(") = ([J2)™+

d ma) ()@ ()@ o
Z Z g (([l] ) 77([1] ) ) ) )

m=2 j=1 ag,..., a;>1

a1t oy =n—mtj m—jtermes

Appelons termes les fonctions obtenues en composant les différents d-uplets
de fonctions g(™™) (en respectant l'arité des fonctions), et T(™) Pensemble des
termes de degré n, c’est-a-dire les termes qui apparaissent dans I’écriture des
différents ([I]z)™ pour I entre 1 et q.

On a alors :
W = {id}

et la relation de récurrence suivante pour n > 2 :

(n) _ (m,j) . . 2<m<n;1<j<m—1;aq,...,a; >1
T =4g (t1,...,t,1d,. .., id) o1ty =gt €T @)

Si t est élément de T, il apparait dans ([[Jz)(™) avec un coefficient f;(1). Pour
montrer que le d-uplet ([g]z) est dans MY, il suffit donc de montrer que, pour
tous les termes ¢ de degré n, avec 1 <n < q— 1, p divise fi(q).

Pour calculer ces fonctions f;(1), procédons par récurrence sur le degré du terme
t. Si t est un terme de degré 1, on a t = id et fi;(I) = [. Ensuite, si t =
g(m*j)(tl, .oy tiyid, ... id) est un élément de T avec t;, € T(@) on a, par
une récurrence simple & partir de Pexpression de ([l + 1]z)™ :

thl - Sy (0)-

Plus généralement, associons a tout arbre fini 7" une fonction de N dans N de la
fagon suivante :

— si T est un feuille, f7(I) =1

— si T est un arbre avec j embranchements a la racine, avec pour sous-arbres

correspondants 71, ..., Tj, fr(l) = ZZ (@) o fr (4).
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Pour tout arbre fini 7', il existe un terme ¢, qui est nécessairement de degré au
moins n(7T), tel que les fonctions f; et fr coincident :
— si T est une feuille, le seul terme possible est ¢ = id, qui est de degré

n(T) =1
— si T est un arbre dont les sous-arbres a la racins sont 71, ..., T}, les termes
t possibles sont ceux de la forme ¢("9) (t1,...,t5,1d,. .., id), ou les termes

tn correspondent aux arbres T}. Le degré d’un tel terme vérifie la relation
deg(t) = deg(t1) + ...+ deg(t;) +m — j, avec la condition j < m — 1, le
degré minimal possible pour ¢ est donc n(T) = n(Ty) + ...+ n(T;) + 1;
cela montre par récurrence que n(7T) est le nombre de noeuds de T

On est donc ramené & montrer un résultat de type combinatoire : si ¢ > n(T),
alors p divise fr(q).

On consideére la famille de fonctions P, pour n > 0 définies par P,(l) = (TZL)
quand I > n et P,(l) = 0 pour 0 < I < n; et on va montrer par induction
sur l'arbre T que fr est une combinaison linéaires, a coefficients entiers, des
fonctions P1,...,P, 7y, ce qui donnera le résultat puisque si ¢ est une puissance
de p telle que 1 < n < g, p divise (7).

Si T est une feuille, on a fr(l) =1, c’est-a-dire fr = Py.

Si T est I'arbre dont les sous-arbres a la racine sont T7,...,7}, on sait que
frl) = Zi;i Jr, (i) ... fr;(i). Par hypothese d’induction, chaque fr, est une
combinaison linéaire a coefficients entiers des fonctions Pi,..., P, (r,). Remar-

quons qu’on a la relation P, 1(l) = Zi;} P, (). Montrons que pour deux entiers
r et s, P.P, est une combinaison linéaire a coefficients entiers de P,s,...,FP
(P n’apparait que si r et s sont nuls), par récurrence sur r + s :

— sir=0ous =0, c’est évident puisque Py =1

— sinon, on écrit, pour tout [ :

P()P()= > Pea(i)Psa(j)

0<i,j<l—1
I-1i—1 -1 1-1j5-1
=3 > Pea(i)Paci () + > Proa(i)Paci (i) + > Y Peoa(6)Paca ()
=0 j=0 1=0 7=03=0

(Pr_1(i)Pa(i) + Pr_y(i)Pa1(i) + Po(i)Ps_1()).

D’apres I’hypothese de récurrence, il y a a I'intérieur de la parenthése une
combinaison linéaire a coefficients entiers de P4 5_1,...,Py, évaluée en i;
ce qui donne en sommant pour ¢ de 0 a [ — 1 une combinaison linéaire a
coefficients entiers de P, 4s,...,P;.
Ainsi on obtient que fr(l) est la somme pour ¢ de 0 & ! — 1 des évaluations en
i d’une combinaison linéaire & coefficients entiers de P (7)) y.. 4n(T))y - P15 €t
ainsi fr est une combinaison linéaire a coefficients entiers de P, (ry,...,P1, ce
qui termine la démonstration. O
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