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I. Notations

e O est un domaine borné de RY, N > 1.

o Wol’p(Q) = {u € LP(2),Vu € LP(2),u = 0 sur 92} est I'espace
de Sobolev réflexif, (p > 1).

o Wyl (Q) = {u c L1(Q),Vu e L1(Q),u = 0 sur 89} est I'espace
de Sobolev non réflexif.

e ML(Q) est I'’ensemble des mesures bornées dans 2.

e BV(Q2) = {u c L1(Q),Vu ¢ Ml(Q)} est I'espace des fonctions
a variations bornées dans 2.
BV (€2), muni de la norme ||Vu|[1+||u||1 est un espace de Banach.



II. Introduction

On définit I'opérateur non-linéaire p-Laplacien, p > 1 par:

Apu = —div(|VulP2Vu).

A est une valeur propre du p-Laplacien si elle vérifie I'e.d.p. suiv-
ante:

Apu = Au

ou u est une fonction propre associée a .

On démontre que la premiere valeur propre du p-Laplacien est
donnée par:

A= inf / VP
uEW&’p(Q) S
Jullp=1



II. Introduction

La premiere valeur propre du l-Laplacien est définie classique-
ment comme le réel positif

A= inf /|vu| . (1)
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II. Introduction

LLa premiere valeur propre du l-Laplacien est définie classique-
ment comme le réel positif

A = inf /|Vu| . (1)
uEWC)l’l(Q)
Jull =1

Le probleme dit relaxé est défini par:

= inf , 2
= it S{ Vul +a!2 ul (2)

ull1=1
Il y a existence d'une solution au probleme relaxé, qui réalise
dans un certain sens, |I'équation suivante:

Cdiv (V%) = A
V|

[F.Dem]



II. Introduction

Proposition. Soit u € BV(Q), o € L®(Q,RY) et dive € LYV (Q).
Pour tout ¢ € C(Q) NCY(), on a la formule de Green suivante:

(o Vu, ) = /(lea)u¢ /(a Vo) u—l—/a Tu b (1)

T la normale unitaire a 6%2.
Soit uw € BV() et U € BV(RY < Q). On definit & I'extension
suivante:

_ u in €2,
u = __
U in RY Q.
» 4 € BV(RY)
> Vu = Vuxg + VUxpn o+ (U —u) dsq-

» (c-Vu) = (o - Vu)XQ—I—J n (U —u) d50.
» |o-Vau| < |lo||co|Vaul.



III. Approximation de la lere valeur propre du l-Laplacien.

III.1. Enoncé du probleme

On introduit le probleme de pénalisation suivant:

>‘1,n .
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uEW()l’l(Q)
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III. Approximation de la 1lere valeur propre du 1-Laplacien.

III.1. Enoncé du probleme

On introduit le probleme de pénalisation suivant:

)‘1,n

= ”1“1 /|Vu| +n /|u| —1
ueWy'~(£2) S O

2\

\\

/

Ainsi que sa forme relaxée:

>\1,n —

inf
ue BV (L2)
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III. Approximation de la lere valeur propre du l-Laplacien.

III.2. Résultat principal

Theoréme Principal. Soit 2 un domaine borné dans ]RN, N >1,
de classe Cl. ¥n € N*, le probléme relaxé (4) admet une solution
un, (qu’on peut supposer positive) dans BV (S2). De plus, upn
réalise les e.d.p suivantes:

p

—div oy 4+ 2n /un —1|sgnt(un) =0 dans
Q
(Pn){on € L°(2,RY), [lon)loo < 1,

| un, NON identiquement nulle, —op, - 7 (un) = un  sur O52.

e 7 la normale exterieure sur 0S2.

® o - Vup €st une mesure a définir.

e sgn 1T (uy) fonction dans L>°(2) tq: (sgn 1 (un))un = un dans Q.
De plus \q ,, converge vers A1 et un converge vers une lere fonc-
tion propre u.



III. Approximation de la lere valeur propre du l-Laplacien.
II1.3. Idée de la preuve du Théoreme
LLa preuve se fait en 4 étapes:

Etape 1: Régularisation du probleme de minimisation en ap-
prochant BV par W3’1+€,e > 0.

Etape 2: Convergence de I'équation ‘“réguliere’ .
Etape 3: Les limites réalisent les E.D.P définies par (Pr).

Etape 4: A1, — A1 et up converge vers une lere fonction
propre, quand n — 0.



Etape 1: Régularisation du probleme de minimisation.

On introduit pour € > 0,

4 2\

Myeni= it 3 [[VuFeqn ] [jutte-
ueWy TR |4 S

\ /

7\

~~
.



Etape 1: Régularisation du probleme de minimisation.

On introduit pour ¢ > 0,

( 2\

Alten = {nlf /|Vu|1+€ Tn /|u|1+€ —1
ueWy ) |4 &

\ /

N\
Ve
.

On montre |'existence et I'unicité d'une solution positive un e qui
réalise:

—diV(| Ve 1 Vune) + 2n / ulte—1]ug . =0 (En.c)
2



Etape 2:

Lemme. Soient un.e €t on e = |Vun,e|* 1 Vun.e solutions de I'equation
(Ene). On a alors les convergences suivantes:

> Une — up faiblement dans BV (RY), € — 0.

» one — on faiblement dans L1(2), V1< g< oo, €—0

> wne = uf, . — sgn T(un) faiblement dans L4(S2), V1 < g < oo



Etape 2:
e On prolonge up e par zéro hors €2

> Une est uniformément bornée dans BV (RY)

> Une — up faiblement dans BV (RY)



Etape 2:
e On prolonge up par zéro hors €2

> Une est uniformément bornée dans BV (RY).
> Unec — up faiblement dans BV (RY)

o on.e = |Vun.e| 1 Vun  est uniformement bornée dans LI(Q2), V1 <
q < o

» ope — op faiblement dans LI(€2), V1 < g < o©

> |lonfloc <1



Etape 2:
e On prolonge up par zéro hors €2

> Un est uniformément bornée dans BV (RY)
> Une — up faiblement dans BV (RY)

o one = |Vun.e| 1 Vun  est uniformement bornée dans LI(Q2), V1 <
q < o0

» one — op faiblement dans L9(€2), V1 < g < o0
> [[onlloo <1

e up . est uniformement bornée dans L9(2), V1 < g < oo

> wn,e = uy, . — wp faiblement dans L9(<2)

> wp = sgn T (uy)



Etape 2: Passage a la limite.

Pour ¢ — O dans |I'équation

—divon.e + 2n / ulte—1|ug,. =0
2
on a.

_divoy, + 2n /un—l sgn t(un) = 0.
Q

(En.e)

(En)



Etape 3: u, et oy sont-elles solutions de (Pp)7?
lin.e I'extension de un e par 0 dans RY \ Q.
> Unec — up faiblement dans BV (RY).
> Une — vn  dans LERY), V k< g
» Vine— Vo, vaguement dans M1(RY)
> gi_%W(ﬁn,e)\l_"e = i
tel que: v = 0 dans RY \ Q et up = vp g

On obtient alors:

{an Vup = |[Vun| dans Q.



Conclusion: un et o, Vérifient I'E.D.P correspondantes au probleme
de minimisation, défini par >\1,n

2

—div oy, + 2n /un —1|sgnT(u,) =0 dans €,
&
on € L°(2,RY), [lonlleo < 1,

| un, NON identiquement nulle, up > 0

N\




Etape 4: A\, — A1 quand n — 07



Etape 4: A\, — A1 quand n — 07

> limsupAq , < Aq

n—aoeo

2

on /un — 1| bornée par \q
Q

n—aoo

Q



Etape 4: A\, — A1 quand n — 07

> lim SUD)\l,n < A\

n—oo

2

o n /un —1 bornée par \q
Q

o Im [up,=1
n— 00

Q

» un l'extension de wu, par O dans RY Q.

e U, — u faiblement dans BV (RY)

u = 0 hors Q.



Etape 4:
)\1§/|Vu|§/|Vu|—|-n /u—l
RN RN N
< liminf /|va:n|+n /@:n—l
n—aoo

RN N

< limsup >‘1,n < A1.

n—aoeo

Donc Aq , — A1 quand n — oo.




Etape 4:
)\1§/|Vu|§/|Vu|—l—n /u—l

RN RN N

< liminf /|Vﬁn|—|—n /an—1
n—oo

RN N

< IlimsupAq p, < A1,

n—oo

Donc >\1,n —— A1 qQuand n — oo.

> lim /|van| - /|vu| =/|vu|+ /|u|.
RN RN Y 02

2

> n /un—l —— 0 quand n — 0.
Q

> /unsgn+(un)=/un—>/u=1
Q

Q Q




Conclusion

On multiplie I'e.d.p suivante par un

—div oy, 4+ 2n /un —1]sgnT(un) =0
Q
On obtient, aprés une intégration par parties et passage a la
limite, I"'approximation de la 1ére valeur propre A1:

> —2n /un—l — A1 quand n — oo.
Y



IV. Probleme d’obstacle

Pour ¢ € Wol’p(Q) et f € Lp'(Q), on définit le probleme d’obstacle
sur WP, p > 1 par:

—Apu > f
u € Wy (), u >4

On introduit la formulation variationnelle suivante:

gv[l/n);(gz) p/|Vu|p /fu

On obtient I’existence et l'unicité d’'une solution « ssi u est la
plus petite fonction f-superharmonique, u > .



IVV. Probleme d’obstacle sur BV

On considere le probleme d’'obstacle suivant:



IV. Probleme d’obstacle sur BV

On considere le probleme d’obstacle suivant:

P = inf /|Vu| —/fu :
ueWy () |4 5
u>
> f e L), [[fllo < A1

» Etendre le probleme de minimisation a BV
» Relaxer la condition au bord

» EXistence d'une solution faible.



IV. Probleme d’obstacle sur BV

Proposition. Soit Q un domaine borné de RN, N > 1, ¢! par

morceaux. Soit ¢ € W&’I(Q) et u € BV(Q2), tel que uw > . 1l
existe une sous suite up € Wg’l(Q), un > 1 tel que

/|un—u|—>0, quand n — oo
Q

/|Vun| —>/|Vu| + / lul, quand n — o
Q Q 0<2



IV. Probleme d’obstacle sur BV

On définit la formulation relaxée du probleme d’obstacle par:

Ppy = inf /|Vu\-|— / |u| — /fu

ueBV(Q2)
u>p

»Ppy =P.



IV. Probleme d’obstacle sur BV

On définit la formulation relaxée du probléme d'obstacle par:

»Ppy =P.

» On régularise le probleme en approchant BV par Wol’H'e.

»On fait le calcul du probleéme dual.



IV. Probleme d’obstacle sur BV
IV.1 Approximation du probleme.

On définit le probleme d’'approximation suivant, pour € > 0




IV. Probleme d’obstacle sur BV
IV.1 Approximation par un probleme.

On définit le probleme d’'approximation suivant, pour € > 0O

1
Pe = inf /|Vu|1_|_6 /fu
ewliteq) |1 t+e 4
u>1
Proposition. Soit ue une solution du probléme d’approximation
defini par Pe.

»ue — u faiblement dans BV (£2), u solution du probléme defini
par Pgy .

»limP. = P.
e—0



IV. Probleme d’'obstacle sur BV
IV.2 Calcul dual.

Soient X et Y deux espaces de Banach, Y™ le dual topologique
de Y. On introduit le probleme de minimisation suivant:

P = inf {F(u) + G(Au)}

e [ est une fonction convexe sur X
e (G est convexe sur Y
e Ne L(X,Y) est lineaire et continue sur X.

Le probleme dual de P est alors:

P* = sup {—F*(-N\*"p") — G*(p*)}.
p*EY*



IV. Probleme d’obstacle sur BV

IV.2 Calcul dual.

Proposition (Ekeland-Temam). On a immédiatement une premiére
relation d’extrémalité donnée par:

P* <P

Soit F' une fonction définie sur X. S'il existe ug € X,tel que
F(ug) < oo et si G est continue en Nug,alors:

inf. {G(Au) + F(u)} = psgp*{ G*(p*) — F*(=N"p")},

De plus P* admet une solution.



IV. Probleme d’'obstacle sur BV
IV.2 Probleme dual

LLe calcul du probleme dual donne:

P = sup /mp
(0,7)EL®(QLRY)xMT(Q) |4
7>0,|0|<L1
divo+7+f=0

ou M+(Q) désigne |'ensemble des mesures positives.
pP* < P. cf.[Ekeland-Temam]

» La fonctionnelle dans P n’est pas continue dans L1()



IV. Probleme d’obstacle sur BV
IV.3 Probleme pénalisé et relations d’extrémalité

On introduit le probleme de pénalisation suivant:

Ps(¢) = inf /\Vv| _|_%/(v_¢)— —/fv
Q Q

veWy () |4

fe Le(€2), lIfllo < A1(£2).



IV. Probleme d’obstacle sur BV
IV.3 Probleme pénalisé et relations d’extrémalité

On introduit le probléeme de pénalisation suivant:

Pswy=int 3 [Ivel+ s [w-w) = [ 5o
Q Q

veWy () |4
fe LX), |Iflloc <A1(€2).

Théoreme. Soit 2 un domaine borné, de classe ¢l dans RN,
N > 1. Soit f € L°°(2) tel que ||f|lco < A1, €t ¥ € Wol’l(Q).
»Ps — P quand 6 — O.

»(us) — u faiblement dans BV (£2) (a sous suite pres).
u est solution du probléme d’obstacle défini par P.



IV. Probleme d’obstacle sur BV

IV.3 Probleme pénalisé et relations d’extrémalité

P5 = sup /nb
(0,7)EL®(,RM)XL®(Q) |4
0<r<%,lol<1
divo+7+ f=0.



IV. Probleme d’obstacle sur BV

IV.3 Probleme pénalisé et relations d’extrémalité

P5 = sup /nb
(0,7)EL®(QLRN)XL®(Q) |4
0<r<$,lol<1
divoe+7+ f=0.

»Ps =Ps. cf.[Ekeland-Temam].



IV. Probleme d’obstacle sur BV

IV.3 Probleme pénalisé et relations d’extrémalité

Ps = sup /ﬂp
(0,7)EL®(QLRYN)XL®(Q) |4
0<7<$ |0|<1
dive+7+ f=0.

»Ps = Ps. cf.[Ekeland-Temam].

pP* <P < IimPs = limPs < P
0—0 0—0

P =P,



IV. Probleme d’obstacle sur BV

IV.3 Probleme pénalisé et relations d’extrémalité

Ps = sup /T?,D
(0,7)EL®(QLRN)XL®(Q) |4
0<r<%,lol<1
dive+71+4 f=0.

»Ps =Ps. cf.[Ekeland-Temam].
»P* <P < limPs = limPs < P
d—0 d—0

>P*="P.

Remarque. S/ ¢ < 0:
» zéro est l'unique solution au probléme d’obstacle défini par P.



IV. Probleme d’obstacle sur BV
IV.4 Exemple dans le cas unidimensionnel

Soit 2 =]0,1[ et v € W11(J0, 1]

Théoreme. Soit f continue et positive sur 10, 1], tel que || fl|lco <
2 = A\1(]0,1[). Soit v € WL(Q), qui admet un unique maxi-
mum, strictement positif, en un point v €]0, 1[.

Il existe alors une unique solution qui réalise P donnée par v =

Xjo,1{Maxy. De plus P vaut (2 — [ f) maxd et P* admet une
unique paire de solutions (o,7) donnée par:

( T
1 1—/fsix<7
T = 2—/f 6y, o(x) =7 0
0

1
—1+/f9x>7

\



