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®» Données fonctionnelles : données assimilables a des courbes
ou des surfaces

» Exemples : courbes de croissance, courbes de températures,
images satellite, ...

w Références : RAMSAY et SILVERMAN (2002, 2005)
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Modeéles considérés

Régression linéaire fonctionnelle : pour i=1,...,n:

Y, = (0, X)) + i = /1 a()Xi(£)dt + €;

avec : i

= X; variable (aléatoire ou non) a valeurs dans L2([0,1]) :

variable explicative

®» Y variable aléatoire réelle : variable d'intérét

= ¢; variable aléatoire d'erreur

= o ¢ L2([0,1]) fonction inconnue
Références : RAMSAY et DALZELL (1991), CARDOT, FERRATY et
SARDA (1999, 2003)

Extensions : CUEVAS, FEBRERO et FRAIMAN (2002), FERRATY
et VIEU (2006)



= Si E(]|X]|?) < 400, on définit I'opérateur de covariance de X :

Txu=E(X,u)X), uel?(]0,1])
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Probleme lié a la dimension infinie

= Si E(||X]|?) < +oo, on définit I'opérateur de covariance de X :

Fxu=E(X,u)X), wuel?(]0,1])
® | es valeurs propres de cet opérateur décroissent rapidement
vers 0
» Conséquence : situations liées a des problémes inverses mal
posés

®» Solution envisagée : régularisation par pénalisation
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®» Données : (Xj, Y;)i=1,...n couples de variables aléatoires i.i.d.
de méme loi que (X, Y) avec Y € Ret X € L2([0,1])

= Soient 7 €]0,1[, x € L2(]0,1]), le quantile conditionnel {(a, x)
sachant X = x d’ordre 7 est défini par :

P(Y <{ar, X)X =x)=7
®» Propriété :
(ar, x) = argminE (I-(Y — a)|X = x)
aeR
avec :

Ir(u) = ul + (27 — 1)u

w Référence : KOENKER et BASSETT (1978)
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®» But : estimation de «, par splines de régression
®» Onsedonne ke N*, ge N

zq Z; Ly

\//

£ sous-intervalles

» By, =(B,..., Bk+q)T base (B-splines)
= G, =B[,0=> 0B
j=1
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®» @ solution du probleme de minimisation

min
OcRk+aq

1 n
S Y~ (B0, X)) + 0| (BL,0)™
i=1

2
12



Estimation de 0

® @ solution du probleme de minimisation :

eéanknﬂ{ Z/ —(B],0,X )—l—pH B/ 0)(™

= Pas de solution explicite (algorithmes de résolution)

:)
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Résultat de convergence (1)

Notations :
®» [ x ., : version empirique de I'opérateur de covariance I'x

~ . (m) (m)
- Cp = <<rX,n(BJ)’ Bi) +p<Bj By >>j,/:1,...,k+q



Résultat de convergence (1)

Notations :
®» [ x ., : version empirique de I'opérateur de covariance I'x
= €, = (rxn(B). B) + (B, B™))

= On consideére (1,) telle que

1=, k+q

P (Ain(€p) > €mn) ——— 1

n—-—+00



Hypotheses :
» (A1) ||X]2 < G < +oo0,

p.s.
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Résultat de convergence (2)

Hypotheses :
» (A1) || X]|2 < G < +o0, p.s.

= (A.2) La fonction a, est p’ fois dérivable et o) vérifie :

a)(t) —a¥(s) < Gilt = sl", s,;te0,1],

avec C; > 0 et v € [0,1]. Dans la suite, on pose p=p’ + v et
on suppose que g > p > m.
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= (A.3) Les valeurs propres de 'x sont strictement positives.



Résultat de convergence (2)

Hypotheses :

» (A1) || X2 < G <400, p.s.
= (A.2) La fonction a, est p’ fois dérivable et o) vérifie :

a)(t) —a¥(s) < Gilt = sl", s,;te0,1],

avec C; > 0 et v € [0,1]. Dans la suite, on pose p=p’ + v et
on suppose que g > p > m.

= (A.3) Les valeurs propres de 'x sont strictement positives.

= (A.4) Pour x € L?, la variable aléatoire ¢ = Y — (., X) a une
densité conditionnelle £, sachant X = x, continue et bornée

inférieurement par une constante strictement positive,
uniformément par rapport a x € L2.



Théoreme (cf. CARDOT, CRAMBES et SARDA, 2005) :
Sous (A.1) — (A4), si k =k, ~ n® et p=p, ~ nO"1)/2
(8,7 €]0,1]) :



Résultat de convergence (3)

Théoreme (cf. CARDOT, CRAMBES et SARDA, 2005) :
Sous (A.1) — (A4), si k =k, ~ n® et p=p, ~ nO"1)/2
(8,7 €10,1[) :
®» (, existe et est unique sur un espace dont la probabilité tend
vers 1 lorsque n tend vers +oc.
» Ona:

1 1 p2 m—

o 2 n 2(m—p)
ar — aq|[r, = Op +—+ T ook

H er (k,%p m, kn , nRn >

avec [[ulf, = (Fxu, u)



= Conséquences : pour np ~ pp/kn :

~ 1
I = rll, = Oe (35 + 2 + o+
n

kﬁ(m—P))

«O>» «F»r « =)

« =

DA



= Conséquences : pour np ~ pp/kn :

1

~ 2

I = rll, = Oe (35 + 2 + o+
n

et pour kp ~ nt/(4p+1) et p. ~ p=2p/(4p+1) .

ks(m—P))

lar — a7—|||2-x =0p (n_z"/(‘”’“))
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Commentaires et perspectives

Conséquences : pour 1, ~ pp/kn

N 1 kn m—
18- = arlf, = O (35 + -+ oo k™)

et pour k, ~ nt/(4Pt1) et p, ~ n=2p/(4p+1) .

Har - OCTHEX = Op (”_2p/(4p+1)>

Amélioration de la vitesse 7

Extensions : cas d'une variable d'intérét multivariée ou
fonctionnelle, cas de X; dépendants, ...

Perspectives : autres méthodes d'estimation (Fourier,
ondelettes, noyau, ...)
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=» Modele :
Yi = (Xi,a) + €, i=1....n
» E(e)=0,E () =02, E(eX) =0

«Or «Fr <=

«=>

o
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(équirépartis)



Présentation du modéle

=» Modele :

Y,':<X,',Oé>—|—6,', i=1,...,n

» E(e) =0, E(?) =02, E(e|X) =0

= En pratique, les courbes sont observées en t; < ... < t,
(équirépartis)

®» But : donner un estimateur de « basé sur les splines de lissage
avec les observations (X, Y;)i=1,..n



Fonctions splines naturelles

» NS™(tq,...,tp) : espace des splines naturelles de degré
2m —1 (m € N) de nceuds en ty, ..., t,

» (by,...,b,)" base de NS™(t1,...,t,)
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Fonctions splines naturelles

» NS™(tq,...,tp) : espace des splines naturelles de degré
2m —1 (m € N) de nceuds en ty, ..., t,

» (by,...,b,)" base de NS™(t1,...,t,)
= b(t) = (bi(t),..., bp(t))" B = (bi(t;)); ;1.

=» Pour tout w = (wy, ..., Wp)T € RP, il existe une unique
interpolation spline sy, :
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Fonctions splines naturelles

NS™(ty1,...,tp) : espace des splines naturelles de degré
2m —1 (m € N) de nceuds en ty, ..., t,

(by,...,b,)" base de NS™(t1,...,t,)
b(t) = (ba(t).. ., bp(£)T. B = (bi(t))i 1y,
Pour tout w = (wy, ..., Wp)T € RP, il existe une unique
interpolation spline sy, :
sw(t) =b(t)"(B"B) !B w
Référence : Eubank (1988)



FEstimation de o (1)

®» Probleme de minimisation :

: 1 2 1(m) 2
min s +P/O s (t)de

avec Y = (Y1,..., Ya) ", X = (Xi(t)))i=1..n

1
Y — —Xa
p




®» Probleme de minimisation :

1 b m) 2
min Y——Xa +p sa (t)°dt
acRp 0
avecY = (Y1,...,Y,) ",

= (Xi(t))i= Lo

Jj=1....p



FEstimation de o (1)

®» Probleme de minimisation :

)1 1, |? )2
min ¢ — [|[Y —=Xal|| +p [ s ’(t)°dt
acRr [ n p 0
avec Y = (Y1,..., Ya) T, X = (Xi(t)))i=1....n
j:17"'7p

®» o : paramétre de lissage

®» s, : interpolation spline de a € RP



FEstimation de o (1)

®» Probleme de minimisation :

min 1 2+ /1 (m)(t)zdt
aE]IRP n p 0 %

avec Y = (Y1,..., Ya) T, X = (Xi(t)))i=1.
.I_]-:"'7P

1
Y — —Xa
p

®» o : paramétre de lissage
®» s, : interpolation spIine de a e RP

.,/ o™ ()24t = TA*



»

vy vy

FEstimation de o (1)

Probléeme de minimisation :

) 1
min —
acRrP | n

1
Y — —Xa
p

avec Y = (Y1,..., Ya) T, X = (Xi(t)))i=
.I_]-:"'7P

p . parameétre de lissage

Sa : interpolation spline de a € RP

1
/ S (t)2dt =
0

Solution explicite :

A~ %k _
Qrjs x =

1
p

€

1
—a’A%a
p

—fxTX#—p
np?

2 1
+o |
0

sa(’")(t)th}

1,.

—1
A*) X'y



= A’ a m valeurs propres nulles
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» A* a m valeurs propres nulles
®» [, : sous-espace propre correspondant
» P,, : matrice de projection sur E,,
» A,=P,+A,
= On consideére :
1

_ 1 -
ar| s x = ni,D (np2XTX + zAm> XTY



FEstimation de o (2)

» A* a m valeurs propres nulles

®» F,.. : sous-espace propre correspondant
» P,, : matrice de projection sur E,,

» A,=P,+A,

®» On considére :

N 1 /1 -t
OFIS X = n7p (WXTX + f;Am) xTy

®» Estimation de « :

QFLS X = Saps x



Notation :

1
2
’ ||u||rX,n,P = ;u_’_(

_xTx> .
np

<Oy <Fr <=
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Résultat de convergence

Notation :
1 1
2 T T
= |ullf, =-u <X X) u
sn,p p np
Hypotheses :

» (H.1) a est m fois dérivable et o™ € L2(]0,1])



Résultat de convergence

Notation :
1 1
2 T T
= |ullf, =-u <X X) u
sn,p p np
Hypotheses :

» (H.1) a est m fois dérivable et o™ € L2(]0,1])
» (H.2) il existe (1 > 0 telle que (en probabilité) :

sup  sup [ Xi(t)| < G
i=1,...,nj=1,....p



Résultat de convergence

Notation :
1 1
2 T T
= |ullf, = —u <X X> u
mPp np
Hypotheses :

» (H.1) a est m fois dérivable et o™ e [2(]0,1])
» (H.2) il existe C1 > 0 telle que (en probabilité) :

sup sup [Xi(tj)| < G
i=1,...,nj=1,....p

Théoreme (cf. CARDOT, CRAMBES, KNEIP et SARDA, 2006) :
Sous (H.1) — (H.2), pour p assez grand :

1
~ 2 o
larsx —ealf, = 0Op (np + p>



= Conséquence : pour p ~ n~1/2

. 2
larsx —allr,

o ()

«O» «F»r « =

Er <



Commentaires et perspectives

= Conséquence : pour p ~ n~1/2

|lopis x — 04||? = Op (n /2
X,n,p

®» Amélioration de la vitesse (travaux en

= Résultats de vitesse sur avp s x et cours avec A.
prise en compte de |'approximation du KNEIP et P.
produit scalaire dans le modele SARDA)

({o, Xi) = 5 220 alt)Xi(t) + di)
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Présentation du modéle

=» Modele :
Yi=(Xj,a) +¢€

Wi(t) = Xi(t;) + 0

= (8j)i=1,....nj=1,..p €St une suite de variables aléatoires i.i.d.,
E (6;) =0, E(62) =032



Présentation du modéle

=» Modele :

Yi=(Xj,a) +¢€

VVi(tj) = Xi(tj) + 5,‘j
®» (0jj)i=1,..nj=1,..p €st une suite de variables aléatoires i.i.d.,
E(4;)=0,E (52) =032
®» But : donner un estimateur de « basé sur les splines de lissage
avec les observations (W;, Yi)i=1,..n



Cas multivarié (1) : X; € RP

= probleme de minimisation (cas non bruité) :

1 2
. 1 Y,-—X-T>

=

MC Ord




Cas multivarié (1) : X; € RP

® probleme de minimisation (cas bruité) :

1 2
min {Z [(Yi—X,Ta> +’Wi—xi||2}}
acke XieRe | n &

=

MC Orth
Y prooeeeees X
. X
Xl L




®» Ecriture explicite de arrys :

1
G = (WTW _ ailp) wTy
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®» Ecriture explicite de arrys :

1
Girs = (wTw—ail,,) wTy
» —ailp : correction
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Cas multivarié (2)

» Ecriture explicite de &Tis :
~ T 20\t
Brs = (w w —akl,,) wTy

» —a,%lp : correction
» 0% est la plus petite valeur propre non nulle de la matrice
T
(W,Y)" (W,Y)



Cas multivarié (2)

» Ecriture explicite de &Tis :
~ T 20 \ LT
arLs = (w w —aklp) wTy

» —a,%lp : correction
» 0% est la plus petite valeur propre non nulle de la matrice
T
(W,Y)" (W,Y)
= Référence : VAN HUFFEL et VANDEWALLE (1991)



FEztension au cas fonctionnel (1)

®» Probleme de minimisation :

n

. 1
min — E
acRP X;eRr | n 4
i

1.7\, 1 2
Yi—=X/a)] + = |[|X;i =W
—~ p p

+ paTAma}
p

ol X; = (Xi(t1), ..., Xi(t,)) ", Wi = (Wi(t1), ..., Wi(t,)) "



FEztension au cas fonctionnel (1)

®» Probleme de minimisation :

n

. 1
min — E
acRP X;eRr | n 4
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®» Probleme de minimisation :
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FEztension au cas fonctionnel (1)

®» Probleme de minimisation :

1.7\, 1 2
Yi—=Xja| +—[X; - Wi
p p

ou X; = (X,'(tl), ..
®» Solution :

1 n
min — E
acRP X;€RP | n 4

i=1

+ BaTAma
p

LX) Wi = (Wilt), ..., Wilt)T

. 1 /1 -t
(7= /RN n7p ( p WTW+ pA O'ilp) WTY

ou oy est la plus petite valeur propre de la matrice

i
(5) (Gr) (o)
n\p P p\ 0 0



= Probleme (numérique) : instabilité de o7

«O» «F»r « =

=



Extension au cas fonctionnel (2)

= Probleme (numérique) : instabilité de o2

®» Proposition : on a

1 1 o2
—WTW=—"X"X+-21,+R
np2 np2 p2 p

1
avec ||R|| == OP ([‘]1/2p>
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sup sup Xi(t) < G
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Résultat de convergence
Hypotheses :

» (H.1) a est m fois dérivable et a(™ ¢ [2(]0,1])
= (H.2) il existe C; > 0 telle que (en probabilité) :
sup sup |[Xi(t)| < G
i=1,0nj=1,....p
» (H.3) il existe C; > 0 telle que E(67) < G
= (H.4) Y; et 0;; sont indépendants
» (H5
ap

) il existe C3 > 0 telle que, pour n et p assez grands, on
1/2

ninxTXaH > Ds

Théoreme (cf. CARDOT, CRAMBES, KNEIP et SARDA, 2006) :
Sous (H.1) — (H.5) :

R R B 1 1
larFrs —arsxlr, = Or n2pi 2,2 i



» Conséquence : pour p assez grand :

~ 2
s — a||rxyn,p

o ()

«O» «F»r « =

=



Commentaires et perspectives

» Conséquence : pour p assez grand :

~ 2 -1/2
larrs —allf, = OJP’(” / )
®» Travail réalisé aussi pour I'estimateur par splines de régression

®» Simulations : résultats assez satisfaisants



Commentaires et perspectives

» Conséquence : pour p assez grand :

~ 2 -1/2
larrs —allf, = OJP’(” / )
®» Travail réalisé aussi pour I'estimateur par splines de régression

®» Simulations : résultats assez satisfaisants

® Autre piste : lisser les courbes X; (lissage a noyau) pour
supprimer le bruit (travail en cours)
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= 9 variables : NO, N2, 03,DV, VV,... (mesures horaires)
®» 6 stations de mesure
= 4 années : 1997 — 2000 (15 Mai - 15 Septembre)
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Présentation des données (2)
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Présentation des données (2)

Ozone
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1
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But : prévision du maximum de O3 (variable d'intérét) connaissant
une ou plusieurs variables la veille
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Prévision par la moyenne conditionnelle (1)

®» On a utilisé les splines de régression

= On construit & = By 40 avec @ solution du probleme de
minimisation :
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Prévision par la moyenne conditionnelle (1)

®» On a utilisé les splines de régression

= On construit & = By 40 avec @ solution du probleme de
minimisation :

i J1S (v _ (BT 6 X\ T gy |’
eéanknw{n Z(Y:*<Bk,q97X:>) +PH(Bk,q9) 2

Référence : CARDOT, FERRATY et SARDA (2003)
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= Solution explicite : 8 = ;(;DTD +pG)7IDTY

D = ((Bj, Xi)i=1,....nj=1,....k+q)

G= ((Bj(m)7 B,(m)>j,/:1,...,k+q)

®» Choix des parameétres : k=8, ¢g=3, m=2
= Choix de p : validation croisée généralisée (cf. Wahba, 1990)

» Modele avec plusieurs variables explicatives : algorithme
backfitting
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Prévision par les quantiles conditionnels

On a utilisé les splines de régression

Pas de solution explicite : algorithme de moindres carrés itérés
pondérés

Choix des parametres : comme pour |'estimation par la
moyenne conditionnelle

Modele avec plusieurs variables explicatives : algorithme
backfitting



» Echantillon d’apprentissage : (Xa;s Yay)i=1,...n, (na =332)
= Echantillon de test : (Xe, Ys)iz1. .0 (n; = 142)
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Qualité des modeles

= Echantillon d’apprentissage : (X, Ya,)i=1,...n, (na = 332)
= Echantillon de test : (Xe, Ye)i=1,...n (ne = 142)

®» Prévision par la moyenne conditionnelle :

1 & .
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L
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Qualité des modeles

= Echantillon d’apprentissage : (X, Ya,)i=1,...n, (na = 332)
= Echantillon de test : (Xe, Ye)i=1,...n (ne = 142)

®» Prévision par la moyenne conditionnelle :

1 ~
-~ > (Yo —Y)
t
Cl — I:l
1 t
” > (Yo —Ya)
i=1

®» Prévision par la médiane conditionnelle :

1 &
= los(Ye — Ys)
L
G

-~ > hs(Ye — qos(Ya))
ti=1



Résultats (1)

Modeles ‘ Variables H G ‘ G ‘
N2 0.814 | 0.906
1 variable 03 0.414 | 0.656
VvV 0.802 | 0.902
03, NO 0.413 | 0.643
2 variables 03, N2 0.413 | 0.637
03, W 0.414 | 0.635
03, NO, N2 0.412 | 0.644
3 variables 03, N2, bV 0.409 | 0.645
03, N2, VV 0.410 | 0.642

| 4 variables [ 03, NO, N2, VWV [ 0.400 [ 0.634 |

| 5 variables | 03, NO, N2, DV, VV [ 0.401 | 0.639 |
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Résultats (2)

Maximum de O3 prédit (médiane conditionnelle) en fonction du
maximum de O3 mesuré (variables explicatives : O3, NO, N2, VV)
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100
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» Référence : CARDOT, CRAMBES et SARDA (2006)

® Résultats satisfaisants (a comparer avec d'autres méthodes)



Commentaires et perspectives

» Référence : CARDOT, CRAMBES et SARDA (2006)

® Résultats satisfaisants (a comparer avec d'autres méthodes)

®» Utilisation des splines de
lissage (travaux en cours avec
= Prise en compte du bruit A. KNEIP et P. SARDA)
dans les variables
explicatives
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