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Resumé

L’objet de cette these est d’étudier les propriétés mathématiques de
quelques modeles utilisés en traitement d’image. Suivant S. J. Osher, L. Ru-
din et E. Fatemi, nous décomposons une image f € L?(R?) en une somme
u + v ou u appartient a un espace de Banach fonctionnel F et v appartient
a L%(R?). L’espace E doit modéliser les objets contenus dans I’image et la
décomposition optimale minimise energie J(u) = |Jul| g+ ||f — u||3. La dif-
ficulté majeure est de choisir un espace E adapté. Les choix classiques sont
E = Bl1 ’1(R2), qui conduit au célebre “wavelet thresholding” de Donoho, ou
E = BV(R?), I'espace des fonctions & variations bornées. Le dernier choix
définit 'algorithme d’Osher-Rudin-Fatemi. Ces deux choix ont des défauts.
Le premier efface les bords nets. Le second ne conduit pas a un seuillage des
coefficients d’ondelette. Nous proposons alors de prendre E = B%’OO(R2),
qui conserve les bords nets et conduit & un seuillage des coefficients d’onde-
lette. C’est les deux premieres parties de la these. Dans la troisieme partie,
nous étudions les propriétés mathématiques de ’algorithme d’Osher-Vese
qui traite mieux les composantes texturées.

Mots clés : BV (R"), textures, espaces de Besov, fonctions oscillantes,
modeles “u+v”, wavelet shrinkage, algorithme d’Osher-Rudin-Fatemi, algo-
rithme d’Osher-Vese.

Abstract

The purpose of this thesis is to investigate the mathematical properties of
some models which are currently used in image processing. Generalizing an
approach by S.J. Osher, L. Rudin and E. Fatemi, we decompose an image
f € L%*(R?) as a sum u+v where u belongs to some functional Banach space
E while v belongs to L?(R?). The Banach space E is aimed at modeling the
objects contained in the given image and the optimal decomposition mini-
mizes the energy J(u) = |[ul|z + A [|f — u/3. The main difficulty is to choose
an adapted Banach space E. The common choices are £ = Bll 1 (R2) which
leads to the well-known Donoho’s wavelet thresholding or E = BV (R?)
the space of functions of bounded variations. The latter choice is the Osher
Rudin Fatemi algorithm. These two choices are suffering from severe draw-
backs. In the first case, sharp edges are erased. The second choice does not
lead to a wavelet thresholding. That is why we propose E = Bil "*°(R?) which
yields sharp edges and is given by wavelet thresholding. This is the the two
first parts of the thesis. In the third part, we investigate the mathematical
properties of the Osher-Vese newest algorithm which keeps track of the tex-
tured components.

Key words : BV (R"), textures, besov spaces, oscillating patterns, “u+v”
models, wavelet shrinkage, Osher-Rudin-Fatemi algorithm, Osher-Vese algo-
rithm.



Introduction

L’objet de cette these est d’étudier et de comparer trois modeles utilisés
en traitement de I'image. Plus précisément, nous nous intéresserons a des
images fixes, en noir et blanc. Le niveau de gris est noté f(z). On a f(z) =1
(ou 255) si le point x est blanc et fortement éclairé. En revanche f(x) =0
si x est noir. Dans les trois modeles, une image est considérée comme une
fonction de carré sommable définie dans le plan tout entier (beaucoup d’au-
teurs se limitent & des images définies sur le carré unité). Le premier est le
célebre modele d’Osher, Rudin et Fatemi (ORF)[66]. Dans ce modele, une
image en noir et blanc est, comme nous 'avons dit, considérée comme une
fonction de carré sommable qui représente le niveau de gris de I'image. Dans
cette image f(x), on cherche & distinguer des structures géométriques dont
I’ensemble est noté u(z). Le modele consiste a écrire f = u + v ot v n’est
pas structurée. En fait, on trouve dans v les textures incluses dans 'image
ainsi que le bruit. La décomposition optimale dépend d’un parametre A > 0
et est définie en minimisant I'énergie E(u) = ||lul| gy, + A ||v||3. L'utilisation
de la norme BV modélise 'hypothese que les lignes de niveau et les bords
des objets que l'on trouve dans u sont de longueur finie.

Les inconvénients de ce modele sont maintenant bien connus. Ils sont rap-
pelés dans le Chapitre 1. Leur analyse fait appel & une norme qui, en un
sens, est la norme duale de BV. Nous nous familiariserons avec cette norme
et I’espace fonctionnel correspondant dans le Chapitre 2. Plus précisément,

nous montrerons que les textures ont une petite norme dans l’espace dual.
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Nous étudierons soigneusement la stabilité (continuité holderienne) de I'ap-
plication non linéaire ®, définie par ®,(f) = u dans le modele ORF. Nous
montrerons, au Chapitre 3, que si deux images, f1 et fo, ne different que
par leurs composantes texturées, mais contiennent les mémes structures
géométriques, alors ®)(f1) et ®,(f2) sont proches en norme L2. Ce résultat
et ses généralisations sont originaux et constituent le point de départ de
cette these.

Le Chapitre 4 nous servira de transition entre l'algorithme d’Osher-Rudin-
Fatemi, d’une part, et les nouveaux algorithmes étudiés dans la seconde
partie de la these. Suivant Antonin Chambolle [29], nous étudions des algo-
rithmes oft 'on minimise [|u|y + X ||v]|3 pour diverses normes fonctionnelles
|-/l x- A partir du Chapitre 5, nous présenterons deux variantes du modele
ORF. Dans la premiere variante, I’espace BV est remplacé par ’espace tres
voisin B%’OO. Pour justifier I'utilisation de B%’OO, nous montrerons que si
f = xE est la fonction indicatrice d’un ensemble Borélien arbitraire, alors
les normes BV et Bi’oo de xg different au plus d’'un facteur 2. En suivant
Gérard Bourdaud et Yves Meyer [16] [17], nous étendrons ce résultat aux
fonctions étagées a N niveaux, f = cixg, + ... + CNXEy-

Comme nous 'avons dit, la premiere variante consiste a remplacer |lul| 5
par ||'LL||B%,OO dans le modele ORF. On cherchera & minimiser HUHBll,oo +A ||’UH§
sur I’ensemble de toutes les décompositions f = u + v. Cela conduit a une
variante du wavelet shrinkage qui sera analysée au Chapitre 7. La seconde
variante consiste & introduire directement la “norme texture” dans la for-
mulation de I'énergie. On cherche alors a minimiser J(u) = ||ul| gy + A [|v]l,
(ou |||, est la norme dans le “dual” de BV') sur l’ensemble de toutes les
décompositions f = u + v.

Nous montrerons les trois résultats suivants :

1) Ce dernier modele est plus performant que le modele ORF. Nous mon-

trons, par exemple, que si f = xqo ou 2 est un ouvert borné régulier, alors



u = f deés que \ est assez grand (théoréme 8.4.1). Ceci ne se produit jamais
avec le modele ORF, car il y a toujours une partie de f qui est alors regardée
comme une texture. Ce résultat s’étend aux fonctions dites “simples”.

2) Nous montrerons ensuite que si f = g+h ot g est une fonction “simple” et
h est une texture, le nouvel algorithme fournira cette méme décomposition,
A une erreur pres dont la norme L? tend vers 0 quand ||k, tend vers 0.

3) Gardons-nous d’un optimisme exagéré! Les résultats précédents doivent
étre relativisés par une mauvaise nouvelle :

Pour certains f et certaines valeurs de A, il n’y a pas unicité de la décompo-
sition optimale.

I1 convient donc de préciser soigneusement les assertions 1) et 2). Ces résultats
ouvrent des perspectives de recherches passionnantes. Nous terminerons par

I’énoncé de quelques problemes ouverts.

Observons que ce dernier modele (et certaines de ses variantes) a été
utilisé par Stanley Osher et Luminita Vese d’une part [74][75], par Jean-
Frangois Aujol et ses collaborateurs [11][9][12] et enfin par Jérome Gilles [52].
Dans les trois cas, les auteurs ont ajouté un terme supplémentaire a J(u)
pour remédier au manque d’unicité. Nous rappelons brievement (voir an-
nexe) les différents algorithmes proposés ainsi que des résultats numériques
obtenus par Jérome Gilles.

Pour conclure, rappelons que certains des résultats de cette these ont été
présentés lors d’un séminaire au laboratoire Jacques-Louis Lions (université
Paris VI), en février 2004, ainsi que lors d’un workshop & 'TPAM (UCLA),

durant ’automne 2004.
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Premiere partie

L’Algorithme
d’Osher-Rudin-Fatemi
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Un ensemble de modeles décrivant les images naturelles consiste a les
décomposer en une somme de trois composantes u, v et w. La premiere
composante modélise les objets contenus dans 'image fixe f. Ces objets sont
délimités par des bords qui sont des courbes de longueur finie. Disons plutot
que ceci est la définition des objets dans notre modele. Le célebre “flocon
de neige” est une image, mais ne sera pas un objet dans notre theése. Nous
reviendrons a ’analyse de ces structures fractales. Comme nous le verrons
dans ce chapitre, cela implique que u appartienne a I’espace BV des fonctions
a variation bornée. Les deux autres termes v et w sont regroupés en un
seul dans le modele d’Osher-Rudin-Fatemi (ORF) qui servira de point de
départ a notre travail. La décomposition optimale f = u + v décrite par le
modele ORF minimise le critére variationnel |[u|| 5, + A [|v]|3 sur I'ensemble
de toutes les décompositions possibles f = u+v. La décomposition optimale
est caractérisée par les deux conditions suivantes [58] :

1) Si || fIl, < g, alors u=0et v =f.

2) Si [I£]l. > g, alors [[vll, = g5 et [uvdz = Jull gy [lv]],

ou ||-||, est, en un sens qui sera précisé, la norme duale de BV'.

Ces deux résultats amenent a modéliser les textures par la condition || f||, < e
ou ¢ est un seuil qu’il convient de définir. Nous adopterons ce point de vue
dans toute cette these (nous donnerons par ailleurs d’autres raisons de penser
que ||f]], < e définit une texture). On peut formuler I'objection suivante :
si f est une texture en ce sens, alors, pour A suffisamment grand, Af cesse
d’étre une texture, ce qui est génant.

Le Chapitre 1 débute par des rappels sur la dualité entre BY (le complété
des fonctions de test pour la norme BV) et son dual BV*. La norme dans
BV* est ||-]],. Le résultat principal de ce chapitre est le théoréme suivant : la
condition f € BV* ne se réduit pas a ’appartenance locale uniforme (vérifiée
sur les petites échelles). Il y a aussi une condition portant sur les grandes

échelles. En d’autres termes, BV* n’est pas un espace amalgamé.
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Chapitre 1

L’espace des textures BV*(R?)

L’objet de ce chapitre est de présenter des résultats, maintenant clas-
siques, concernant ’espace BV des fonctions a variation bornée. Nous étu-
dierons son “dual” BV*. Ce dual jouera un role essentiel dans I'analyse des
textures. Ce premier chapitre se conclut par un résultat original. L’espace
BV* n’est pas un espace amalgamé. Le probleme posé est le suivant : une
distribution f appartient-elle & BV* si et seulement si f appartient locale-
ment & BYV* et si cette propriété locale est vérifiée uniformément par rapport
aux translations ? Nous verrons que ce n’est pas le cas (théoremes 1.3.4 et
1.3.7). L’appartenance a BV* est un mélange entre une propriété locale et

une propriété globale (comportement aux grandes échelles).

1.1 Fonctions a variation bornée

L’espace BV (R?) que nous utiliserons est défini de sorte que sa norme ait
la méme homogénéité que la norme L?. C’est pourquoi nous n’imposerons

jamais la condition f € L'(R?) que certains auteurs introduisent.

Définition 1.1.1 Nous définissons l’espace BV (R?), noté encore BV sauf
confusion, comme l’espace des fonctions définies sur R? vérifiant :
— f(z) tend vers 0 a linfini, au sens faible,
— le gradient au sens des distributions de f, noté V f, est une mesure de
Borel (a valeur vectorielle) bornée.

15



Une définition plus faible serait de ne considérer que les fonctions f vérifiants
la deuxieme condition. Dans ce cas, on montre que f = g+ c ou g vérifie les
deux conditions de la définition précédente et ¢ est une constante. De plus,

la fonction g est dans L?(R?) et vérifie

lglly < Clfll By - (1.1)

On peut alors considérer BV comme un sous-espace de L?(R?). La preuve
de 1.1 repose sur la formule de la co-aire. Cela demande aussi de définir la
norme dans ’espace BV'. Nous y reviendrons plus loin et prouverons, apres
avoir défini la norme BV, qu’on peut choisir C' = ﬁ

La condition & I'infini dit que f * ¢ tend vers 0 & I'infini des que ¢ € S(R?).
Par exemple, toute fonction de LP(R?) pour 1 < p < oo tend vers 0 & l'infini
au sens faible. Observons que si f € BV, il existe une constante C telle que
pour toute fonction continue a support compact g, on ait ||[V(f *g)|l,, <
C||9|| - Réciproquement, cette propriété caractérise BV

Nous sommes tentés de dire que la fonction indicatrice yp d’un ensemble E
appartient a ’espace BV si et seulement si sa frontiere 0F a une longueur
finie. Cette longueur est alors la norme BV de xg. Ceci est vrai dans le
cas d'un bord de classe C! mais faux en général. Pour traiter le cas général,
De Giorgi [39] a introduit la notion de frontiere réduite 0* E' d’un ensemble
mesurable E et prouva que la norme BV de xg est H'(0*E), H! étant la
mesure de Hausdorff unidimensionnelle. Afin de définir la frontiere réduite,
notons B(z,r) la boule ouverte centrée en z et de rayon r. Nous suivons De

Giorgi [39].

Définition 1.1.2 La frontiére réduite 0*F de E est l’ensemble des points x
appartenant au support fermé de u = Vxg tels que la limite suivante existe :

o BT}

N B )} = v(x). (1.2)

16
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Fi1G. 1.1 — Frontiere réduite

I1 établit le théoréme suivant :

Théoréeme 1.1.1 Une fonction indicatrice x g appartient a BV si et seule-
ment si HY(9*E) est fini.

Prenons l'exemple de la figure 1.1. On considere le carré unité [0,1]2. A

I'étape k = 1, on divise le carré en 9 carrés de coté 1/3 et on enléve le carré

central. A I'étape k = 2, on divise les 8 autres carrés en 9 carrés et on enleve

les carrés centraux. Ainsi, & Pétape k > 1, on enleve 851 carrés de cotés

mesurant 3~% et on obtient une suite décroissante Fj, dont I'intersection est

E. L’ensemble final F sera de mesure de Lebesgue 1 — Y 87197% = 0 alors
k>1

que sa frontiere topologique sera de longueur infinie. Par contre, la frontiere

réduite de E est I’ensemble vide.

Revenons a la définition de BV. Pour utiliser l'algorithme d’Osher-
Rudin-Fatemi (que l'on définira au Chapitre 3), il faut faire un choix d’une
norme dans ’espace BV. On la prendra systématiquement isotrope, c’est-a-
dire invariante par translation, dilatation et rotation. Dans le cas ou f € BV
et Vf € LY(R?), la norme BV de f sera définie comme étant || f|| g, =
IVfll; = [IVf(z)| dz. Nous introduisons alors 'espace BV(R?),

17



Définition 1.1.3 On définit lespace BV(R?) comme l’ensemble des fonc-
tions f de BV (R?) telles que Vf € L*(R?).

Dans le cas général ou V f est une mesure de Borel, nous posons j; = 9;f
et considérons la mesure de Borel o = |u1| + |p2|. Le théoréme de Radon-
Nikodym fournit I’existence de fonctions Boréliennes 6;(z) a valeurs dans
[—1,1] telles que pj = 6;(x)o, pour j = 1, 2. Finalement, on définit |V f| =
\/m o et on conclut par la définition suivante :

Définition 1.1.4 La norme BV d’une fonction f est la masse totale de la
mesure borélienne |V f|.

Par abus de langage, nous écrivons || f|| g, = [ v/pd + p3dz. Notons que la

norme BV ainsi définie se calcule par dualité;

15y = Sup{/ f(a)dive(z)de; ¢ € CL(R?) et oll, <1} (1.3)

Nous aurions pu définir deux autres normes BV en considérant, pour une

fonction f tendant faiblement vers 0 a l'infini, les normes

o W@ ) = £l
y#0 ’y|

(1.4)

et
2T

sup~— [ |f(x +ru(8)) — f()||, do (1.5)

r>0 T 27

ou u(f) = (cosf,sinf). Il est évident de vérifier que ces deux normes et la
norme standard sont invariantes par translation, rotation et vérifient une
relation d’homogénéité ||Af(A-)|| = ||f]|- Elles sont aussi équivalentes. Pour
le voir, notons C1 = ||V f]|, C2, C3 les normes définies par 1.4 et 1.5 respec-
tivement. Clairement, on a C3 < Cy < (. Il reste a prouver que Cy < 3Cs,
B > 0. Pour cela, on considére une approximation de lidentité ¢, (z) =
n2p(nz) ot p € S(R?) est radiale, positive, d’intégrale 1. On a || f x ¢n || gy =
| f*Veoull =nllf *n(@)|l; ot p = Vo = ¢ (r)u(d). Or f*ip(z) = [ f(z—
y(y)dy = [(f(z —y) — f(x))¢(y)dy. En utilisant les coordonnées po-
laives, on a || % gull gy < 1 [ J27N1£ (2 — ru(8)) — £(@), 716 (o) ddr.

18



En majorant a l'aide de C3, on a || f * o (2)|| gy, < 27 [ 0372 |/ (nr)| dr Cs =

(2m [,° % |¢' ()| dr) Cs. Pour conclure, il suffit d’utiliser le lemme suivant :

Lemme 1.1.1 (approximation faible-forte) Soit f € BV et f, = f *
Yn, 0U pn est une approrimation de l’identité, positive, réguliére. Alors f, €
BV | fllgy = nhjgo [fnllgy €t limn oo [|f = fall, = 0.

Le fait que f, € BY et que f, converge dans L? est facile. Prouvons la
convergence des normes BV Le fait que ¢, > 0 implique || fi|| gy, < || fll 5y
Cependant, la norme BV se calcule par dualité et f, tend vers f dans L2.

On en déduit que || f|| gy < liminf,_ || fnll gy - Le lemme est prouvé.

Pour compléter le lemme 1.1.1, citons le lemme évident suivant,

Lemme 1.1.2 Toute suite bornée de BV (R?) qui converge dans L*(R?),
converge, au sens de la norme L?, vers une fonction de BV (R?).

Cependant, ces normes ne sont pas égales. Pour s’en convaincre, il suffit
de calculer ces quantités dans le cas ou f est la fonction indicatrice d’un
rectangle de longueur L et de largeur I, L > I. On a Cy = 2V L2 + 12,
C3 = %(L + 1) alors que ||f|lg, = 2(L + ). Nous ne choisirons pas ces
définitions, mais la définition 1.1.4. Avec ce choix, le calcul de la norme
duale est délicat (si 'on veut un calcul exact) alors que pour le choix Co
ou Cj3, ce calcul est impossible. En utilisant 1’équivalence des trois normes,
on a gratuitement le fait que |||z, < C | f|lzy- En fait, on a mieux :
1F5llpy < [ Fllgys oit £+ = sup(£,0) et £~ = sup(—£.0). En effet, on a la

propriété suivante :

Théoréme 1.1.2 Sif est une fonction Lipschitzienne (6 € L™ ; les dérivées
sont prises au sens des distributions), il vient :

105y < 16| 111 v - (1.6)

Pour prouver ce résultat, on raisonne en deux temps.
(a) Si f € BV, alors V(0(f)) = 0'(f)V [ (cette formule pose un probléme
hors de ce cadre, car on multiplie 8/(f) € L par Vf qui serait, si f ¢ BV,

une mesure singuliere par rapport a la mesure de Lebesgue) et la relation
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1.6 est alors triviale.

(b) Si f € BV, on utilise une approximation faible-forte, f,,, définie au
lemme 1.1.1. Nous avons f,, € BY, limy,—oo || fmll gy = [|fll gy €t fm tend
vers f au sens de la norme L2. Alors ' € L™ et || f — fi |l — 0 impliquent
18(£) = 0wl — 0. Maintenant, [6(fu)lly < 16/ | finll gy ot il suffit
de passer a la limite.

Ainsi, f € BV implique |f| € BV. Cependant la réciproque est fausse. Voici
un contre-exemple. Prenons la fonction f définie en coordonnées polaires par
f(r) = e e, De facon évidente, |f| € BV (R?) alors que f ¢ BV (R?)
(Vintégrale [ r|f'(r)|dr diverge).

L’approximation ”faible-forte” (lemme 1.1.1) converge dans L? mais pas
dans BV. Voici deux fagons d’obtenir la convergence forte dans BV et a

fortiori dans L2 :

Lemme 1.1.3 Les fonctions bornées de BV sont denses dans BV .

Pour le voir, on se sert du lemme suivant :

Lemme 1.1.4 Soient 1, ..., N des fonctions lipschitziennes de la variable
réelle s’annulant en 0 et f € BV. Posons m = |||} (z)] + ... + ¢y ()

Alors 3301 g (Dl gy < m 1 fll gy

On a SN, oDy = XX,

conclut immédiatement. Le cas général s’obtient en utilisant la limite faible-

H|oo'

@;(f)“vf(a?ﬂdx, si f € BY et l'on

forte et la semi-continuité inférieure de la norme BV'.

Revenons au lemme 1.1.3. Prenons ¢ réguliere, a support dans [—1,1],
s'annulant en 0 et vérifiant 1 = Y7, ., ¢'(x — k) = > cp9u(x) et 1 =
sup, Sy [¢h(2)]- Alors, par ce qui précede, on a 3 lor(H)ll gy < I Flpy-
Posons alors fy = Zi\f:_N vk (f) et montrons que fx tend vers f dans BV.
On considere N’ > N. Alors || fxr — [yl gy < Dpsn lek(f)llgy = en — 0.

Par ailleurs, fn+ tend vers f dans L?, d’ou la conclusion. |
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Voici une autre fagcon de prouver le lemme 1.1.3.
Lemme 1.1.5 Pour f € BV, on construit une fonction fy en tronquant
si |f(x)| > N. On définit fy = On(f) ot On(x) = max(—N,min(z,N)).
Alors fn converge vers f dans BV.
On ne peut, bien évidemment, raisonner par densité. On pose u = sup(f,0),
v = sup(—f,0) et 'on a alors fy = un — vn et donc ||f — fn|lgy <
lu —un|lgy + [[lv — vn| - On peut donc se limiter a f > 0.
On utilise alors la formule de la co-aire (voir théoréeme 1.1.3). On observe
que [|f — fnllgy = foool(t)dt ou I(t) = HX{f—fN>t}HBV- Or {f—fv>1t}=
{f>N+t}etdonc ||f — fyllgy =[x Hx{f>t}HBth — 0 (N — +00).

Nous avons donc approché, dans BV, la fonction f par des fonctions
bornées fy. Nous présentons maintenant une facon d’approcher f, toujours
dans BV, par des fonctions a supports compacts. Considérons alors une
fonction 0 < ¢ < 1 réguliere, a support dans |z| < 2 et valant 1 si |z] < 1.

Posons fe(x) = f(z)p(ex). Alors
Lemme 1.1.6 La suite f. tend vers f dans BV, quand € tend vers 0.

Remarquons que 1 —p(ex) = 0si [z| < e let 1—p(ex) = 1si o] > 21
Ona V(f — fo)(z) = (1 — pe)Vf(x) — dive(exr) f(z). Le premier terme est
majorée en norme par f\mIZE*l |V f| (x)dz qui tend vers 0 quand € tend vers
0. Quant au deuxieme terme, il vaut I = — fe—1§|m|§2e—1 |div (ex) f(z)| dz.
On le majore en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Il vient |I| <
C[feflgmgze*l f2(z)dx]'/?. 11 est alors évident que I tend vers 0 quand e

tend vers 0.

Revenons a la définition 1.1.4. Nous avons alors la formule de la co-aire
[76][48][55][59],

Théoréme 1.1.3 (Formule de la co-aire) Soit f(x) une fonction a va-
riation bornée a valeurs réelles. Notons £, t € R, l’ensemble mesurable
défini par

Q = {x € R?|f(x) > t}. (1.7)
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Notons 0*Qy la frontiére réduite de I’ensemble Q et I(t) = H1(0*Qy). Alors

I(t) € LY(R) et
+oo

£y = [ 10 (18)

—00

En d’autres mots, la norme BV de f est la somme des longueurs des lignes

de niveaux de f. Cette identité est complétée par 'observation suivante :

[e.9]

ﬂmzlmp/mmmﬁ—m1 (1.9)

m—00
—m

ou la limite est prise au sens de la topologie faible* de BV'.

Les travaux pionniers de Fleming et Rishel [49] ont fourni une version ap-
prochée de ce théoreme ; De Giorgi a complété ce résultat. Le théoreme 1.1.3
dit, en quelque sorte, que toute fonction de BV peut s’écrire comme combi-
naison convexe de fonctions indicatrices de domaine a frontieres rectifiables.
S’il existe une constante v > 0 telle que la norme ||-|| dans un espace de
Banach B vérifie ||xg| < vH'(0*E) pour tout ensemble Borélien E, alors

BV est contenu dans B et || f|| < v f|lgy- Appliquons cette remarque a

1
V27’

L?(R?). L’inégalité isopérimétrique implique v = ceci prouvant 1.1.
On observera que 1.8 est évidemment faux si [(¢) est défini comme la
longueur du bord de Ey = {x| f(z) = t}. Pour s’en convaincre, il suf-
fit de considérer f(z) = xp(,1).- On aurait, I(t) = 0 pour ¢t ¢ {0,1} et
1(0) = (1) = 2m. Donc [7°_I(t)dt = 0. Méme si f(z) est supposée réguliere,
on ne peut définir [(t) par H!(9E;). Voici un contre-exemple ot 1(0) n’est
pas défini. On reprend ’exemple de la figure 1.1 qu’on modifie 1égerement.
On considere le carré unité auquel on enléve des carrés ouverts @y, disjoints
deux & deux, tels que [0,1]?\ |JQk = E soit de mesure strictement posi-
tive. Pour chaque carré Qj, on considere une fonction ¢y (z) € C°(R?), de
support exactement égal & Qy, et telle que @i(x) > 0 sur Q. Alors la fonc-

tion >_,o ¢k(z) = f(z) est C°(R?) et Ey = E. Finalement, H'(E) = +o0.
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Pour conclure cette section rappelons l'inégalité de Poincaré qui sera
utile par la suite.

Lemme 1.1.7 (Inégalité de Poincaré) Il existe une constante C' > 0
telle que pour f € BV(R?), on a :

[ / (f(x) - P2da)/? < C / IV f|de (1.10)
Q Q

ot Q=1[0,1% et f = Jo f(z)dz.

Précisons que fQ |V f|dx désigne la variation totale de |V f| sur le cube
ouvert Q. Celle-ci peut étre définie par dualité en utilisant les fonctions
test & support dans Q. L’ensemble () peut étre remplacé par n’importe quel
domaine lipschitzien €2 et dans ce cas, la constante C' = C(Q2) figurant dans

1.10, est invariante par dilatation : C(AQ2) = C(£2) pour A > 0.

Remarque 1.1.1 L’ezposant 2 ne peut étre remplacé par p > 2, mais L?
peut aussi étre remplacé par Uespace de Lorentz L*>'. Nous n’utiliserons pas
cette amélioration.

Pour la commodité du lecteur, nous donnons la preuve usuelle de 1.10. Quitte
a remplacer f par f — f, nous supposons que f = 0.

e Cas f € Cl ) et fol f(x1,x0)dxe = fo (x1,22)dx1 = 0.
Posons A(z1) fo 81,2 (21,1 ‘dt et B(xs) fo
|f (w1, 2)| < A1) et |f(21,72)] < B(xa). Donc |f|? (901751?2) < A(z1)B(x2),

t T9 )dt. I1 vient
ceci impliquant de fagon évidente H f—f H2 < |V flly-

e Cas f € CHQ).
Afin d’alléger les notations, et sans ambiguité, nous notons ||-||, la norme
Il i () o1t i = 1 oui = 2. Posons a(z1) fo (x1,t)dt, B(x2) fo f(t, x2)dt.
On remarque que fo |/ (x1)|dx1 < ||V f]]; et fo |6/ (z2)| dxa < ||V f]l;. De
plus fo (x1)dz = fo (z2)dzy = 0. 11 vient |a(z1)] < ||01fl;, |8(z2)] <
|02 f]|. Définissons alors la fonction r de telle sorte que f(z1,z2) = a(x1)+

B(x2) + r(z1,x2). Alors r vérifie les criteres du cas précédent. Donc |7, <
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IVrl[y- De fagon évidente, on a [[Vr|l, < 3[|VF]; et [flly < lIrlly + lledly +
181l < 31V £lly + 101f1ly + 1182111 Done [Iflly < 3+ v2) [V f]]; -

e Cas général : f € BV(R?).
On considére une approximation de lidentité ¢,, = m2p(mz) telle que
¢ est positive, réguliere a support compact inclus dans |z1| < 1, |zo| <

1 et d’intégrale 1. On définit Q,, = [%,1 — L2 et f,, la restriction de

[ * om sur Q. Alors f,, est CL(Qn) et m£r£m||f = fmll20,,) = 0- Par
application du cas précédent, on a Hfm — f;IHP(Qm) < CvamHLl(Qm)‘
Mais W}EPOO [ fmn = f;”HLZ(Qm) =|f- f”L?(Q)' De plus

19 fmll s o) Jo, IV F 5 ()]

Or om(z—y)=0siy ¢ Q et x € Q. Donc

IVfmlligny < Jo. Jre XQ(y)som( —y) V] (y) dydx
< fR? fR? XQW)em(z —y) IV (y) dydx
= Jrz X@W) V£ (y )dy
< JoIVfI(y)dy

Finalement,

19 = llixig) <€ [ 1941 @y
Q
|

Ceci clot les définitions et rappels nécessaires a 1’énoncé des résultats ori-
ginaux de cette these. Le théoreme suivant découle facilement de I'inégalité
de Poincaré et nous sera utile a la section 1.3 dans I’étude des textures (ici

modélisées par u(x)).

Théoréme 1.1.4 Soit f € BV (R?) et u € L®(R?) une fonction telle que
pour tout k € 72, on ait fQJrk p(x)dr =0 ou Q = [0,1]%. Il existe alors une
constante C > 0 indépendante de f et de u, telle que :

/f 2)dz| < Clull |11y (1.11)
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Pour le voir, on écrit :

[ t@u@as =Y [ (@) - foute)ds (1.12)

keZ? Q+k

ot fi, = fQ S (z)dz. Apres passage a la valeur absolue et en utilisant le

lemme de Poincaré, on a

\ [ s

<Y Clul [ V11 (113)

kez? Q+k
Donc
] [ @] < el [ 19514 (1.14)
Finalement
' [ @u@iia] <l 151y (1.15)
ce qui conclut la preuve. |

Le théoreme 1.1.4 nous dit que si u(x) € L™ et si fQJrk p(x)dx = 0 alors

i € BY*, le dual de BY. Nous introduisons alors la norme duale sur BV* :

Définition 1.1.5 On note |-||,, la norme duale dans l’espace BV*, le dual
de BY muni de la norme BV'.

Cependant, on n’a pas L C BV* : 1 ¢ BV*. Par ailleurs, comme le montre
le théoreme 1.1.4, la fonction e™* € BV*, pour w € 27Z? non nul, et sa
norme est ‘%" (on utilise ’homogénéité). Si w ¢ 27Z2, on utilise I'invariance
par rotation de la norme duale pour se ramener au calcul de la norme duale
de e'l“l*1. A ce stade, on utilise 'invariance par dilatation pour A = |w|. On
a |wl He”‘"'le* = ||e”*]|,. Finalement, pour tout w € R2, ¢* € BV* et sa
norme duale est C ]w\fl. Si u € L% est 1—périodique en chaque variable
et si [ 0 w(x)dr = 0, alors les hypotheses du théoreme 1.1.4 sont vérifiées et

i € BY*. On a méme mieux :
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Théoreme 1.1.5 Si Q) est le carré unité et si p(x) € L est 1—périodique
en x1 et xa, alors

/u(x)dx =0<= pe BV (1.16)

(a) En sens direct, le théoréme 1.1.4 s’applique et répond a la question. Don-
nons une autre preuve qui exploite la périodicité. On écrit p, a 'aide de sa
décomposition en série de Fourier, sous la forme g =", >, ckyle%”(’”“““).

Or cp,0 = 0. On écrit alors
= Z Z Ck’le2i7r(km1+lx2) 4 Z coge?imiez, (1.17)
k£0 1 10
Désignons par A(zy,z2), le premier terme de droite et par B(z1,z2) le se-
cond. On peut alors écrire A(x1,x2) = O1mq et B(x1,x2) = dama ol my
et mo sont des fonctions périodiques de période 1 et appartenant a L et

1= 01mq + Oams. Il est alors facile de voir que u € BV*.

(b) En sens inverse, si u € BV* et est 1—périodique en chaque variable, alors
= c+r ol er(a:)dx = 0. Alors d’apres (a), r € BV*. Donc ¢ € BV*, Ce

qui est impossible a moins que ¢ = 0.

Ceci nous ameéne naturellement & I’étude de I'espace dual BV™.

1.2 Espace dual BV*

Commencons par un résultat tres utile dans la pratique,

Lemme 1.2.1 Sig¢c L? et f € BV alors

\ [ gty

< [ Fllsv llgll.- (1.18)

Par dualité, nous avons ce résultat dans le cas ou f € BV. Pour passer a BV,
nous utilisons I'approximation “faible-forte” caractérisée par le lemme 1.1.1.
Soit fr, = fx@n, ot p,(x) > 0 est une approximation, réguliere, de l'identité.

Alors fn € BY, [Ifallgy < Ifllpy et [If = fally = 0. Or | fu(2)g(x)dx| <
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Il foll v 9]l et cette intégrale converge vers [ f(x)g(x)dz. Donc, par pas-

sage & la limite, on a }f f(a:)g(:z:)da:‘ <\ fllgv lgll.- [ |

Ce lemme se généralise ainsi :

Lemme 1.2.2 Soient f € BV et g € BV* localement intégrable, telles que
fg e L. Alors [ [ f(z)g(z)dx| < || fll v 9l

Voici la preuve. On considere d’abord la suite f. définie par le lemme 1.1.6.
Alors lime g [ fe(z)g(z)dx = [ f(z)g(xz)dz. 11 suffit alors de montrer le
lemme dans le cas ou f est a support compact K. On considére mainte-
nant la suite de fonctions bornées f. y construites en appliquant le lemme
1.1.5 & la fonction f.. Il est évident que [ feng(z)dz — [ feg(z)dz quand
N — +oo. 1l suffit alors de prouver le lemme 1.2.2 & la fonction f. . Afin
d’alléger les notations, on note f cette fonction. Elle est bornée a sup-
port compact dans K ; elle n’est pas nécessairement dans BY. Nous uti-
lisons donc une approximation faible-forte, notée f,,. Il est classique que
fm(x) — f(x) presque partout. On a alors |fi,(x)g(z)] < N |g(x)| xx(x)
et fm(x)g(x) — f(x)g(z) presque partout. Par application du théoréme
de convergence dominée, on en déduit que [ fn,(z)g(z)dz — [ f(z)g(x)dx
[ Fm(@)g(@)dz| < |l fmllpy lgll. < 1/l llgll.- T

reste & passer a la limite pour conclure que U f(:v)g(ac)d:v‘ < | fllgv lgll.-

quand m — oo. Mais,

La preuve du lemme 1.2.2 est complete. |

On g’intéresse maintenant au lien entre BV* et les mesures de Guy David :

Définition 1.2.1 (Mesure de Guy David) Soit u une mesure de Borel
positive. On dit que p est une mesure de Guy David s’il existe une constante
C telle que pour tout disque D du plan, on ait

w(D) < CR (1.19)
ot R est le rayon de D.

Par exemple, prenons I' une courbe rectifiable dans le plan et notons o la

longueur d’arc sur I'. Alors ¢ est une mesure de Guy David si et seulement
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si I' est réguliere au sens de Ahlfors. Cela signifie que I' est localement rec-
tifiable et qu'’il existe une constante C' > 0 telle que H*(I' N B(z,r)) < Cr,
pour tout x € I" et » > 0. Guy David a prouvé que cette condition est
équivalente & ce que l'opérateur intégral de Cauchy agissant sur L(I', do)
soit borné. Ces courbes I s’appelle aussi les courbes de Guy David. Si p est
une mesure de Borel signée, on dit que u est une mesure de Guy David si

|p| vérifie 1.19 et la constante optimale C' sera notée ||pl| -

L’étude de l'espace BV* débute par le théoreme suivant [58] :
Théoréme 1.2.1 Les formes linéaires positives continues sur BV(R?) sont
des mesures de Guy David. Réciproquement, toutes les mesures de Guy Da-
vid sont des formes linéaires continues sur BY(R?).

Ce théoreme ne nous permettra malheureusement pas d’effectuer les calculs
précis de la norme || f||,, f > 0, dont nous aurons besoin plus loin. En effet,
le théoreme 1.2.1 ne fournit qu’une équivalence de normes et ne permet,
en aucun cas, de faire des calculs exacts. L’énoncé du théoreme 1.2.1 est
paradoxal. En effet une mesure de Guy David p est, en général, singuliere.
Une fonction f € BY n’est définie que presque-partout. Il n’est donc pas du
tout évident que [ fdu ait un sens.

On peut interpréter la conclusion du théoreme 1.2.1 dans le cadre des espaces
de Morrey-Campanato. Rappelons que f € MP* < 3C VB(xo,R), R >
0, 79 € R? (fB(a:O,R) |f[Pdz)'/? < CR* o1 0 < a < n/p. Sip = 1, on
étend cette définition en remplacant f par une mesure de Radon positive.
On lit alors |u| (B(zo, R)) < CR®. Le cas des mesures de Guy David est le
cas a = 1. Le théoreme 1.2.1 concerne le pré-dual X de I’espace de Morrey-
Campanato M. 11 s’agit de 'ensemble E des fonctions qui vérifient |f] < w
ouw = Y Ajxj, Aj >0, Y AR; < o0, x;j est la fonction indicatrice d'un
disque (par ailleurs arbitraire) de rayon R;. Nous formulons alors un énoncé

équivalent :

Corollaire 1.2.1 BY C X.
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Cet énoncé est paradoxal. Le théoreme de la co-aire fournirait une décom-
position atomique utilisant des fonctions indicatrices d’ensembles rectifiables
au lieu de disques. Bien entendu, le théoréeme 1.2.1 ne signifie pas que le
dual de BV soit I’ensemble des mesures de Guy David. De plus, le théoreme
1.2.1 est faux en dimension autre que 2, car un domaine  C R? vérifiant

H2(0Q) < 1 peut étre non borné.

La preuve du théoreme 1.2.1 n’est qu’esquissée dans [58]. Pour la commodité
du lecteur, nous donnons ici une preuve détaillée.

La preuve de la condition nécessaire est essentiellement triviale. La preuve
de la condition suffisante utilisera de fagon subtile la formule de la co-aire.
e Soit u une forme linéaire positive continue sur B)Y. Considérons un disque
D de rayon R. Quitte a faire une translation, nous supposons que le disque D
est centré en 0. Désignons par g, la fonction, définie en radiale par g (r) =1
pour 7 < R, ge(r) = % pour R<r < R+eetgl(r)=0sir>R+e
Alors g € BV, [|9ellgy = m(2R +€) et xp < g.. Comme g est positive,
pw(xp) < p(ge) < Cllgell gy car p est continue sur BY. Il reste a faire tendre

€ vers 0 pour conclure.

e Réciproquement, on considére une mesure de Guy David notée u. Cher-

chons a montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que, si f € BV, on
ait

(A < C ladlg 11l g (1.20)

La relation 1.20 ne peut fonctionner si f € BV et si p est une mesure

de Guy David car u(f) n’a aucun sens. On doit donc se limiter a BY. Mais

alors on ne peut plus raisonner par densité des fonctions étagées dans BYV.

En effet, les fonctions étagées ne sont pas denses dans BY car elles n’ap-

partiennent pas a BY. On procede donc en deux temps. Tout d’abord on

régularise p. Alors on peut oublier f € BY et considérer f € BV. On peut

alors utiliser les fonctions étagées. Voici les détails de la preuve.
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Nous considérerons d’abord le cas ou p est une fonction réguliere et f une
fonction “étagée simple”. Puis nous généraliserons au cas ou f est une fonc-
tion de C2°(R?), puis au cas f € BY quand p est une mesure de Guy David
quelconque.

Considérons une approximation de I'identité ;. Posons p; = p * ¢;. Alors
p; est une fonction réguliere, bornée. Pour alléger les notations, nous rem-
placons la mesure p; par p. Désignons par Q) ;, le cube dyadique de taille
279, j €7, situé en k277,

Définition 1.2.2 (Fonction étagée simple) On appelle fonction étagée
simple, une fonction f de la forme

fz) = Z CkjX Qs (1.21)

kEFj
ot F}; est un sous-ensemble de 72 de cardinal fini.

Lemme 1.2.3 Il existe une constante C' telle que pour toute fonction étagée
simple f, on ait [u(f)] < C|plle [ f]zy-

Considérons une fonction de BV, f. On écrit f = f* — f~ et nous savons
que Hft HBV < || fll gy- On peut alors se restreindre au cas ol f est positive.
Considérons alors une fonction f positive de la forme f(z) =, Fy Chj XQu -
Appelons A1 > Ao > -+ > Ay = 0 les valeurs prises par f et posons pour
tout indice i,5 € {1,...,N} :

B ={f(z) = A\i}

Fy=A{f(z) = Ai}

~ 1; j, la longueur de la frontiere de I'ensemble E; (N E;

— 1;, la longueur de la frontiere de ’ensemble F;.

Alors f s’écrit f(x) = Zfil i XE;- Pour évaluer | f|| 5y, on considere la

norme équivalente H % H + (%’; ou ||-||, désigne la norme des mesures de
* *
Radon. Or
N-1 N
of of
— —| = E (AN = X))l j. (1.22)
O0z1 ||, Oz2 ||, — =
=1 j=141
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Il existe donc une constante C' vérifiant,

N—-1 N
Z Z()‘i_)‘)w—CHfHBV
i=1 j=i+1

Evaluant pu(f). Pour cela, on remarque que E; = F;\F;_1, pour i > 1 (Fy =
0). Alors

N-1
Z Nip(E Z Ai(p(F) — p(Fi-1))

N—-1
=) (N — i) F).
=1

Comme p est une mesure de Guy David, on a pu(F;) < ||pl|q l(F;) ot I(F;)

désigne la longueur du contour de F;. De plus,

Lemme 1.2.4

i-1 i
l(Fi):h—i-b—i-“'-l-li—?Z Z lkj (1.23)

k=1 j=k+1

i N
=> > Ly (1.24)

k=1 j=i+1
En effet, pour calculer [(F;), on somme les longueurs des frontieres de Ej
avec E; pour k < ¢ < j. Ceci revient a considérer les longueurs totales
l; et & retrancher les longueurs des frontieres avec E; pour j < 4. Or,
ly = lg1 + -+l n. Dans l'expression l; + --- + l;, on compte 2 fois la
longueur de la frontiere entre Ej et E;, c’est-a-dire [, ;, 1 < k # j < i. La
premiere formule est alors démontrée. La seconde découle immédiatement

de la précédente.

Revenons a la preuve du lemme 1.2.3. Ainsi

n(f) < zg;iw— M) Dt Zilia by il
< D= 1NZ k+1lk,j23’k(%—&+1) 1l
< k=1 Z] 1 Ui (A = A7) el -
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Finalement, en combinant les inégalités obtenues, nous avons, pour toute

fonction étagée simple, u(f) < C|lplla 1 fllgy - [

Essayons d’étendre ce résultat aux fonctions f € C2°(R?).

Lemme 1.2.5 Pour toute fonction f € C°(R?), il existe une suite de fonc-
tion étagée simple (f;)jen et un compact Ko vérifiant :

supp(fj) C Ko, supp(f) C Ko
fi ey f
Ifill gy < Collfllgy ot Co est indépendante de f
Le cas ou f = 0 est trivial. Considérons alors le cas f non identiquement
nul. Soit K le support de f et Ky un cube dyadique fermé contenant K. On
découpe alors K en cubes dyadiques de taille 277, j € N. Notons F} tous
les points k € Z2 tels que Qy,; est inclus dans Ky. Posons
fi@) =" erixan,
kEFj
oll ¢, ; est la valeur moyenne de f sur Q ;. Montrons que lim; ., o || f — fjl|, =
0. On a
2 2 2
IF-5l=> [ r-fta =3 [ 15 -yl
k‘GFj Qk,j kEFj Qk,j

Nous appliquons alors 'inégalité de Poincaré : il vient

[ @ = aslar<cl [ 9@ < vz
Q. Q.

5]

Donc,
If = £ill; < C279 |V |15, cardF, (1.25)
Or card(F;) = |Ko|2¥. Finalement, ||f — f;|l, & 277, qui tend vers 0 en

I'infini.

Maintenant, évaluons || f;[ 5, . Il existe une constante C' telle que || f;|| 5, <

af; af;
|52, + | %

|

) et, en posant e; = (1,0) et ea = (0, 1),

* *
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1
== D Lok — choergl + lerg = cheol-
* k‘EFj

or;
ox1

o1

Oxo

*

Cette expression peut s’écrire

> o | [ @)~ a2+ 30 | (4(a) o~ 2 ea))dal.

Py 27|Qx 1 g i 27|Qx 51 g
Maintenant, on écrit f(z) — f(z — 27 7e1) = foz_j (S)Tcl(x — tey)dt. Alors
2—J
—j of
(f(z) = flx —277€y1))dz| < Fr (x — tey)dzdt (1.26)
r1
k,j 0 Qk,j

Mais z — tey varie dans Q) ; U Qk—1,;. Donc I'estimation 1.26 devient

iy iy of af
_ _ J < J _ _
[ @)= s —2eas <29 [ | @aes [ @)
kg k. Qr—1,5
(1.27)
I1 ne reste plus qu’a sommer sur k € F; pour en déduire que
. . af
3 /(f(a:)—f(x—2 Jey))da| < 227791 (1.28)
8.%1 %

kEFj

1l suffit de faire la méme chose pour la composante f(z) — f(z — 2 7es).

Ainsi || fj]| 5 < 2C<H%{

P .
*_|_ H&%H*) < Co || fll gy ot Cy est une constante

absolue. La preuve du lemme 1.2.5 est complete. |

Appliquons ce lemme. Soit f € C2°(R?) et f; une suite tendant vers f au sens
de la norme |[|-||, et telle que || f;|| 5, < Co || f]| gy~ D’apres le lemme sur les
fonctions étagées simples, on sait qu’il existe une constante C' > 0 telle que
\n(fi)] < Cllpllq1f5ll gy - Les fonctions f et f; sont & support compact K.

La fonction 4 est réguliere et f; tend vers f au sens de la norme ||-||,. Donc

limj 400 p(f) = p(f)- Ainsi |pu(f5)] < Cllpllg £l gy < C Collull 11y
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Par passage a la limite, quitte a changer les constantes, on a, pour tout
f e cx®2), ()] <l 11l 5y

Etendons ce résultat aux fonctions de BY. 1l suffit d’utiliser la densité de
C2°(IR?) dans BY pour la norme ||-|| gy-. Pour conclure la preuve du théoreme,
il reste a revenir au cas général, c’est-a-dire traiter le cas ou p est une mesure
de Guy David quelconque.

Soit 1 une mesure de Guy David et ¢; une approximation de I'identité. On

note p; = u * ;. Alors, pour toute fonction f € S(R?),
Lemme 1.2.6 limj_, o p;(f) = p(f).
La preuve du théoreme 1.2.1 est achevée. |

Remarque 1.2.1 Dans toute la suite de la thése, nous désignons par G le
dual de BY et nous notons ||-||, ot |||, la norme duale de BY.

Une caractérisation équivalente de I'espace G et de la norme duale est

la suivante :

Lemme 1.2.7 Une distribution f € G si et seulement si il existe g =
(g1, 92) € (L°(R?))? tel que f = div g. On a alors

11l = inf{llgll, = H\/g% I

Dans un sens, supposons f € BV*. On regarde une fonction de BV(R?)

| f = div g}. (1.29)

comme le couple formé par ses dérivées partielles, qui appartiennent & L.
On considere alors I'inclusion continue BY C L'(R?) x L'(R?) définie par
f — (01f,02f); BV est donc le sous-espace fermé de L' x L' défini par les
couples (u,v) tels que dyu = dyv. Par le théoreme de Hahn-Banach, il existe
un prolongement de f sur L' x L! tout entier. Il existe alors deux fonctions
g1, g2 € L™ telles que || f|, = ||gll.. = Vg7 + 93 et telles que, pour h € BV,
Jhfdz = — [Vh-gdx. Donc [hfdx = [ hdiv gdz, dou f = div g. Main-
tenant, si § € L™ vérifie f = div g, alors, de fagon évidente, || f||, < |17/l --
Or |IfIl, = llgll,- Finalement, la relation 1.29 est vérifiée. La réciproque est

triviale. [ |
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Le fait que la preuve ne soit pas constructive joue un role essentiel dans la

théorie. Elle explique la difficulté de calculer la norme duale.

Les mesures de Guy David sont encore utiles pour spécifier les multipli-
cateurs ponctuels de BV (R?). Ces derniers vont intervenir pour délimiter

les textures.

Définition 1.2.3 On dit qu’une fonction mesurable m est un multiplica-
teur ponctuel de BV si, pour tout f € BV, la fonction g(x) = m(z)f(z)
appartient aussi a BV .

Le théoreme du graphe fermé implique la continuité de ’application T}, :
f(z) — m(x)f(x). Il existe alors une constante C' vérifiant, pour tout f €
BV,

Im(z) f(2) gy < Clfllpy - (1.30)

Théoréme 1.2.2 Une fonction m est un multiplicateur ponctuel de BV (R?)
si et seulement si m € L°(R2) et Vm est une mesure de Guy David.

La preuve n’est qu’esquissée dans [58].

e Soit m un multiplicateur ponctuel de BV. Du fait de la relation |||, <
Il gy/» m appartient a L2, . Pour prouver que m € L, il suffit de spécifier
fn(x) = n\/@(n(y—=)) out ¢ définit une approximation de I'identité positive,
réguliere, & support compact, et y est un point de Lebesgue de la fonction
m?. Pour la commodité du lecteur, nous rappelons la définition
Définition 1.2.4 (Point de Lebesgue) Si f € L} (R™), on dit que ¢ est
un point de Lebesgue pour f(x) silim,_or—" f‘x_mgr |f(x) — f(zo)|dx = 0.

Alors, presque partout, g est un point de Lebesgue de f.

Par hypothese, [[m(z)fu(z)lpy < Cllfallpy. Done, [[m(z)fa()ll, <
CH\/EHBV. Mais ||m(x)fn(x)|, tend vers |m(y)|. Finalement, comme la
propriété d’étre un point de Lebesgue est vraie presque partout, m € L.

Montrons alors que Vm est une mesure de Guy David. On prend f = xp ol
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D est un disque quelconque. Quitte a faire une translation, on suppose que
D est centré en 0. On désigne par g, la fonction radiale dont le profil est une
fonction trapeéze égale a 1 sur [—R, R], 2 0 hors de [-R—¢, R+¢€] et affine sur
[-R — ¢, —R|U[R, R+ €. Cette fonction appartient a BY et vérifie f < g,
lgell gy — [Ifllgy quand e tend vers 0. On a V(mge) = mVge + g:Vm.
Donc [ g |Vm|dz < (C+|mll) |gell gy- Mais [ f|Vm|dz < [ ge |Vm|dz.

On fait alors tendre € vers 0. Finalement, Vim est une mesure de Guy David.

e Réciproquement, posons p = |Vm/|. Alors d’apres le théoréme précédent, p
est une forme linéaire continue positive sur BV . Il existe donc une constante
C vérifiant |u(f)| < Cllpllg1fllgy, f € BY. Or V(mf) = mVf+ fVm.
Donc |V(mf)| < |m||Vf| + |fVm|. Ainsi mf appartient & BV (R?) et

Imfllpy < Clllmlo +llulle) 1l zy-

Il reste alors a considérer le cas ou f est une fonction a variation bornée. Pour
cela, nous considérons une approximation “faible-forte” f;, définie par le
lemme 1.1.1.La suite f; vérifie f; € BV, |[f — fill, = 0et [ fill g < Ifll5y-
La suite mf; est alors bornée dans BV et converge vers mf dans L?. Par

application du lemme 1.1.2, on a mf € BV. Finalement,

lmfllgy < Clmllo +lulle) 115y -

Remarque 1.2.2 Soit f = xq € BV(R?) ou Q est un domaine a frontiére
rectifiable. Alors V f est une mesure de Guy David si et seulement si OS) est
une courbe de Guy David.

Définition 1.2.5 Nous définissons une norme équivalente a la norme de
Vopérateur de multiplication par m(z), noté Tp,, par [[Tmlly = [Imlly +

lell -

Remarquons que HTm(A')HM = ||T ||, pour A > 0.

Dans beaucoup d’application, nous considérerons un modele de texture, de
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la forme m(z)f(x) ou, en quelque sorte, m délimite la texture dans l’es-
pace, et f(x) représente le caractere oscillant de la texture (par exemple une
fonction de L* de moyenne nulle, périodique en chaque variable). Pour esti-
mer la norme duale de certaines textures, modélisées comme précédemment

(m(x)f(z)), nous énongons le théoréme suivant :

Théoreme 1.2.3 Il existe une constante C' > 0, telle que si m est un mul-
tiplicateur ponctuel de BV et f € L?, on ait

lm (@) (@)l < ClTnllar 1711, - (1.31)

Faisons deux remarques. La premiere est lorsqu’on utilise 'homogénéité de
la norme duale. On remplace uniquement f(z) par f(Az), A > 0. Alors,
d’apres 'homogénéité,

171

Im(2) f(A2)|l < CllTmlla =

(1.32)

La norme duale de m(z)f(\z) est de 'ordre de A~

La deuxieme remarque est que 1.31 n’a pas de sens en général. Par exemple,
soit f(x) = o, la mesure longueur d’arc sur le cercle |z| =1 et m = xp, ou
B est le disque unité |z| < 1. Alors m(z) f(x) ne peut étre défini.
Démontrons le théoréme 1.2.3. On souhaite estimer [ f(z)m(z)g(z)dz pour
g € BY. Nous allons appliquer le théoreme 1.2.2. Le probléme qui se pose
est que l'opérateur T,, envoie BV sur BV, mais n’envoie pas BY sur BV :
mf n’appartient pas, en général a BY. Nous remplacons alors m par m %
©e = Mg, Ol pe(x) > 0 est une approximation de l'identité. Alors T,
envoie BY sur BY et [Ty < [Ty Ainsi | [ f(z)me(z)g(z)dz| <
C || Tl s 9]l gy 1 fl.- Maintenant, il ne reste plus qu’a faire tendre € vers 0.
Remarquons que f(z)g(x)m.(z) tend presque sturement vers f(z)g(z)m(x)
et que |fgme| < ||m| |fg|- Par application du théoreme de convergence
dominée de Lebesgue, on déduit 1.31. |

2
loc

Remarque 1.2.3 Le théoreme 1.2.3 reste valable si l'on suppose f € L
et m € L™ a support compact. La preuve est identique.
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Cette remarque nous servira a étudier un modele de toit, utile pour I’analyse

de certaines images SPOT.

Pour traiter les applications aux textures, nous nous proposons d’évaluer, f
étant fixée, la norme Hewx f(x) H* quand |w| — 400. Plus précisément, nous
cherchons a caractériser les f telles que, pour une certaine constante C, on
ait

1@ < 1.3)

On a alors
a) Si f € L™ et Vf est une mesure de Guy David, alors la propriété 1.33
est satisfaite.

b) Si f € L*>° N BV, la propriété 1.33 n’a pas lieu, en général.

La preuve du point (a) est facile. Pour g € BV et ||g|| 5, < 1, on cherche a
estimer [ = [ e f(z)g(x)dz. Mais [[fgllgy < Co(lfll + IV fllc) lgll gy

et il suffit, pour conclure, d’observer que si g € BV, on a Ug(az)ei“"xdﬂ <

gl
]

Revenons a la propriété 1.33. Il est trivial d’observer que, pour tout A > 0,
f(z) et f(Ax) conduiront & exactement la méme constante C' dans 1.33.

Si l'on avait ||’ f(z)||, < C'Hf”°°|2|||f”BV, il suffirait de jouer avec les

dilatations pour obtenir en passant a la limite He“‘"“’c f(x) H* <C H‘mro, ce qui

est évidemment faux (il suffit de prendre f(z) = p(x)e* ot ¢ € C°(R?)).
1.3 L’espace BV*(R?) et les textures

Dans [58], Y. Meyer montre que les structures oscillantes ont une petite
norme dans ’espace G :

Théoréme 1.3.1 On considére une suite de fonctions (fn)n vérifiant

1) il existe un ensemble compact K tel que toutes les fonctions f,, ont leur
support dans K,

2) il existe C et ¢ > 2 tels que, pour tout n, || ful, < C,
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3) la suite (fn)n tend vers 0 au sens des distributions.
Alors || full, tend vers 0.

On ne peut remplacer la condition ¢ > 2 par ¢ > 2. Prenons, pour s’en
convaincre, ¢ = 2 et f, = np(nzx) ou ¢ est réguliere & support compact.
Cette suite vérifie les hypotheses du théoreme 1.3.1. Pourtant || f,,|, = [|¢]|.
ne tend pas vers 0.

Une texture est donc vue comme un élément de l'espace G ayant une pe-
tite norme. Ceci est justifié par ’exemple qui suit. Nous verrons ensuite que

cette hypothese de travail est contestable.

Nous donnons un exemple de texture rencontrée dans certaines images
SPOT (voir figure 1.2). Prenons I’exemple de certaines images SPOT de la
ville de Nimes. On y voit un motif périodique de toits. Ces motifs peuvent
étre modélisés de la facon suivante. Nous considérons une fonction p a-
périodique en la premiere variable p(z; + «a,z2) = u(x1,x2). La période «
doit étre vue comme un petit parametre. Nous supposons que foa w(t, xo)dt =
0. On peut mettre en cause cette derniere hypothese; on y reviendra plus
tard (section 3.3). Cette fonction p modélise le caractére périodique du
toit. Il nous faut encore délimiter la position de celui-ci. Cela est fait en
considérant la fonction indicatrice du toit ou plus généralement par une
fonction f € L* telle que V f est une mesure de Guy David. Le modele du
toit est alors donné par p(z)f(z). Il nous faut estimer ||u||,. Les inégalités

de Bernstein impliquent

Lemme 1.3.1 (], < Fa|lu -

D’apres la remarque 1.2.3, le toit a une petite norme dans I'espace G. Plus

généralement, en se libérant de I’hypothese de périodicité, il vient :

Théoréme 1.3.2 Soit f € L>®(R?) telle que Vf soit une mesure de Guy
David et soit p € L™ (R?) une fonction vérifiant Jorx@)dz =0 0u Q =
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Fic. 1.2 — Image SPOT de Nimes

0,112, k € Z2. Alors

1 (@) (@)l < Cllilloo 1T¢ 11y - (1.34)

Nous allons donner une preuve directe du théoreme 1.3.2. Remarquons que,
d’aprés ce qui précede, la fonction f est un multiplicateur ponctuel de
BV (R?). 1l existe Cy > 0, tel que || fgllzy < Co Tty 9l gy, pour g €
BV (R?). Par le théoréme 1.1.4, on a |f f(@)g(z)p(z)dz| < Cy ||l 19l 5y -

En combinant les deux inégalités, nous obtenons, pour tout g € BV :

'/f(fv)u(x)g(x)dx < Cllplloo 1T¢llpr gl -

Donc f(z)u(z) € BV et [|f(z)u(@)l, < Cllulloo 1T - u

Remarque 1.3.1 En utilisant ’homogénéité de la norme duale, on a, sous
les hypothéses du théoréme précédent, || f(z)u(Nz)||, = O(%)
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Corollaire 1.3.1 Sipu désigne toujours une fonction vérifiant les hypothéses
du théoréme précédent, alors, pour tout f € L?(R?),

i f(@)uNz)ll, = 0. (1.35)

En effet, pour € > 0, il existe g € S(R?) tel que || f — gl < €. Or g est claire-
m|lg(z)u(Nz)ll, = 0.

li
N—+o00
Il existe un rang pour N, a partir duquel, ||g(z)u(Nz)||, < e. Il suffit main-

ment un multiplicateur ponctuel de BV. Il vient

®

tenant d’éerire || f(z)p(Nz)|, < I(f(2) = 9(=))u(N2)|, + llg(@)p(Nz), <
1(f(2) = g(@)p(Nw)|ly + € < ellpllo + 1)- u

Nous verrons comment tenir compte de ce résultat pour comprendre ce que
fait I’algorithme ORF face a ce type d’images. Nous verrons comment il
traite I'image dans le cas ou la valeur moyenne sur une période n’est pas

nulle.

Cependant, il est faux de croire que la condition ||-||, < « définisse une

texture comme le prouve le théoreme suivant :

Théoreme 1.3.3 Pour tout ensemble Borélien E, on a
el < 5= B2, (1.36)
T 2ym

Cette estimation est mauvaise si ' est un ensemble tres effilé. Par exemple,

Lemme 1.3.2 Si E = [0, N] x [0,1] ou N >> 1, alors ||xg|, ~ 1

Dans toute la these, la notation a ~ b signifie qu’il existe deux constantes
absolues B > v > 0, telles que va < b < fBa. Le lemme 1.3.2 sera tres
important dans la suite. Pour la preuve, on a ||xgll5 < |x&lgy Ix2l,-

Donc ||xg||, > ﬁvﬁ Il reste a majorer ||xg||,. Pour cela, on écrit xg =

D2 (x(0,n](21)0(22)) olt O(z2) = inf(sup(—5,22 — 3),5). Il vient |[xg], <

10/l = 3- Donc [|xgll, — 3 quand N — 4oc.
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La preuve du théoréeme est immédiate. Il suffit d’utiliser la comparaison
Il < # | fll- Ce théoreme justifiera le fait que l'algorithme ORF ef-
T

face les objets de taille petite.

Le théoréeme qui suit va encore dans le méme sens ; nous construisons des
fonctions de normes ||-||, petites qui n’ont pas lieu d’étre considérées comme

des textures,

Théoréme 1.3.4 Soit (fi)rez2, une suite de fonctions (ou distributions)
appartenant a BV*(R?) et vérifiant, pour tout k € 72,

i) el =1,

i) [ fe(z)dz =0,

iti) supp fr C {x; 2| < Co}.

Alors la fonction

F=> fz—k) (1.37)

kez?
appartient a BV*(R?) et || f|l, < C1.

On pourrait penser, a la lecture de ce résultat, que BY* est un espace amal-
gamé et 'on peut poser la question suivante : “Une fonction ou une dis-
tribution appartient-elle & BV* deés qu’elle appartient localement & BV* et
que cette propriété est vérifiée uniformément par rapport aux translations 7”
Nous verrons qu’il n’en est rien.

La preuve du théoreme 1.3.4 débute par deux lemmes.

Lemme 1.3.3 Sir € L>®(R?), suppr C Q = [-m,7)? et er(x)dac =0,
alors il existe r1, ro € L®(R?) telles que

- r= 617’1 + 82?"2
— suppr; C Q et ||ril|o, < C|r|ly pouri=1, 2.

Pour la commodité du lecteur, rappelons la preuve du lemme 1.3.3. Posons
s(z1) = [r(z1,t)dt. 11 est évident que s € L¥(R) et il existe C' tel que
[15]loe < C'|I7|| - On écrit s = %T ou T(z1) = [* s(t)dt. Alors suppT C

[—m, 7] et |T||, < C|r| - Prenons alors une fonction ¢ € C2°(R) a support

dans [—m, 7] et telle que [ ¢ = 1. Posons g(z1,z2) = r(z1,22) — s(z1)p(x2).
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Alors, pour tout x1, [ g(z1,t)dt = 0 et le support de g est inclus dans Q.

Posons 7(x1,22) = [2

g(z1,t)dt. On a alors g = Oo7 et le support de 7
est dans @, ||7]|,, < C'||r|l, quitte & changer de constante. Finalement, on
écrit 7(x1, x2) = 01(T(x1)p(x2)) 4+ 027 (21, 22). Le lemme 1.3.3 est démontré.

Servons-nous de ce lemme pour montrer le lemme suivant,

Lemme 1.3.4 Si f € BV*(R?) est a support dans |z| <1 et [ f =0, alors
il existe deuz fonctions uy, uz dans L>®(R?) telles que
- f == 81U1 + 32u2
— les fonctions uy, ug sont a support dans Q et ||u| < C|fl, pour
i=1,2.

Pour prouver cela, on considére ¢ € C°(R) & support dans [—, 7] valant
1 sur [—1,1]2. On écrit f = d1uq + ouz ol uy,us € L™ et H\/WHOO =
Il £l Ecrivons alors f = fo = 01(pu1) + 02(puz) —r(z1, 22), ot (21, 22) =
u101p + us0ap. Mais fQ f= fQ 01(puy) = fQ D2(puz) = 0; donc [rdz = 0.
Son support est inclus dans le support de ¢ et |||, < C'[/f]|,. On applique

alors le lemme 1.3.3 pour conclure la preuve du lemme 1.3.4.

Revenons au théoreme 1.3.4. On peut écrire, fi(z — k) = 01 fr,1 + O2fr2,

<
0o =

C | frll,- I vient f = 01(> 4 frn) + 02> fi2)- De fagon évidente, | f]], <
C supy, || fill.-

pour tout k € Z?, ot le support de fi; est inclus dans k + Q et || fr;l

Cependant, comme nous ’avons déja dit,

Théoréme 1.3.5 BV* n'est pas un espace amalgamé du type 1°(Z2, F) o
F désigne la version locale de BV*.

Pour le voir, on considére une fonction ¢ € S(R?), & support compact, telle

que 1 =Y ¢(xz — k) identiquement. Alors p(z — k) € BV* et |p(x — k)|, =
k

ll¢ll,, pour tout k. Mais 1 ¢ BV*(R?).

Nous pouvons cependant préciser une réciproque au théoreme 1.3.4. Pour
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cela, nous introduisons I'espace BV*(Z?), dual de I’espace BV(Z?) que nous

définissons juste aprés avoir défini BV (Z?) :
Définition 1.3.1

BV(Z%) ={ax, k € 2% |)  |Thyer — k| + [Thter — 21| < 00}
k

ou e; = (1,0) et ea = (0,1).

Si (zr) € BV(Z?*), on pose f(z) = Y, zrXxo+k ot @ = [0,1[% Alors
fe€BVR?) et |fllgy = Sk [Thter — Tk| + |Thie, — Tk 11 existe alors une
constante ¢ et une fonction g € BV (R?) telle que g € L?(R?) et f = c + g.
Nécessairement, g s’écrit g(z) = 32, (xr — ¢)xo1k €t |lglls = 34 [2x — ¢/* <
0. Il existe alors une unique suite (yx) € BV (Z?) telle que (yi) € 12(Z?) et

(xr — yi) est constante. On définit ensuite

Définition 1.3.2

BV(Z?) = {yr € P(Z*)] ) |Ykter — Ykl + [Yhter — Uil < 00}
p

Nous avons [1(Z?) C BV(Z?*) C 12(Z?), avec inclusions continues. Par dua-
lité, nous avons les inclusions continues 12(Z?) C BV*(Z?) C 1°(Z?). Avant
d’énoncer une sorte de réciproque au théoreme 1.3.4, donnons quelques
résultats sur BV(Z?) et son dual. Pour motiver I’étude de BV(Z?), on ob-
serve qu’une image numérique est échantillonnée sur une “grille fine” hZ? ot
h > 0 est petit. On a alors deux options. Ou bien on construit les opérateurs
de restriction et de prolongement notés Ry et P, vérifiant RyP, = I,
Ry, : BV(R?) — BV(Z?) et P, : BV(Z*) — BV(R?); ou bien on étudie
directement les espaces de suites. En fait, ces deux points de vue sont
équivalents, comme nous allons le montrer.

Nous nous limiterons & h = 1 dans la discussion qui suit. Remarquons qu’on
ne peut restreindre naivement une fonction f € BV (R?) a Z2, car elle n’est
définie que presque partout. L’opérateur de restriction R est en fait défini

sur §'(R?) par R(f) = (f * ¢(k))r ot ¢ € S(R?) vérifie >, p(z — k) =1
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identiquement. Nous prouvons que R est un morphisme surjectif de BV (R?)

dans BV(Z?), d'une part, et de BV*(R?) dans BV*(Z?), d’autre part.

Lemme 1.3.5 Soit 1 € S(R?). Alors les deux conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) ZkeZ2 w(w - k) =0.

b) b = @1(x +e1) — o1(x) + pa(z + e2) — pa(x) ot 1,02 € S(R?).

La propriété (b) implique (a) de fagon évidente. Pour montrer la réciproque,
on considere une fonction ¢y € S(R) vérifiant ), po(z — k) = 1. Pour

prouver le lemme 1.3.5, il suffit de choisir

pr(@) = (D > bla—k))eo(2) (1.38)

k1=0 ko€Z
pa(w) = Y (P — kaea) — (O t(x — lea))po(wa — ka)). (1.39)
ko=0 <y

La preuve est alors une simple vérification.
Théoréme 1.3.6 (a) Soit p € S(R?) vérifiant >, p(x — k) = 1. Alors,
pour toute suite (zy) € BV(Z?),

< CkaHBV‘ (1.40)
BV

Z zrep(r — k)
k

(b) En sens inverse, considérons f € BV (R?) et ¢ € S(R?). On pose
zp = [ f(x)o(x — k)dz. Alors (zy) € BV(Z?). Plus précisément, il existe C
telle que |[zx| gy < C|fllpy-

(¢c) De méme, si f € BV*(R?) et ¢ vérifie encore >, p(x — k) = 1, alors
la suite yr, = [ f(x)p(x — k)dx appartient a BV*(Z?). Plus précisément, il
existe une constante C telle que |lyill, < C|fl,-

La preuve de l'estimation 1.40 est laissée au lecteur. Prouvons le point (b).
On écrit z, —xp—e, = [ f(z)(p(x—k)—p(z—k+e1))dz. Il est facile d’écrire
() —p(z+e1) = D11 avec 1 € S(R?). On le voit par exemple en passant
dans le domaine de Fourier. Ainsi z —zg_e, = [ f(2)01¢1(x — k)dz et donc

ok — Tr—ey Iy < 1D0p 01(x — k)|l [|fll gy~ En fait de méme pour zp —2p_c,.
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Finalement, il existe C', ne dépendant que de ¢ telle que [|z;| 5, < C ||| gy -

Quant au point (c), on consideére une suite (x;) dans BY(Z?). Posons g(z) =

Yk k(@ —Fk). Alors |lg|l gy < C llakll gy~ Done 3oy wrye = [ 9(x) f()dr <
ClIf 1 lzkll gy Done (yi) € BY*(Z?). u

Complétons ce théoreme,

Lemme 1.3.6 Si ¢ € S(R?) alors, pour toute suite (yi) € BV*(Z?),

< Cllell, - (1.41)

> yepl(a — k)
k

En effet, considérons g € BV(R?). Posons x;, = [¢(z — k)g(z)dz. Le
théoreme 1.3.6 implique (zg) € BV(Z?). Or [(3, yrp(z — k))g(x)dz =

2o Uk < vkl 2l gy < Cllyellgy 19l gy - Ceci conclut la preuve. u

Le théoreme qui suit est, en quelque sorte, la réciproque du théoreme 1.3.4.

Théoréme 1.3.7 Toute fonction f € BV* peut s’écrire sous la forme
f@)=> ILwp(z—k)+ > fulz —k) (1.42)
k k

ou
~ fr €BV*, ke Z? et||fill, < C|fll, ot C ne dépend que de .
— supp(fy) C{z/|z| <1} et [ fr, =0,
- (Iy) € BV*(Z%),
— et ¢ est une fonction réguliére vérifiant Y, p(x — k) =1 et dont le
support est inclus dans {|z| < 1}.

Pour le voir, on considere une fonction ¢ € S(R?), de support dans {|z| < 1},
vérifiant >, o(z — k) = 1. Posons I}, = [¢(z — k) f(z)dz et fi(x — k) =
(f(z) — Iy)p(x — k). On écrit alors f(x) = >, fulx — k) + >_p Inp(z — k).
De plus, nous avons dans 1’ordre,

- f@)e(x—k) € BV*(R?) (|f(@)e(z k)l <),

- [ =0,

— pour tout k € Z2, |I;| < el gy 111
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= fell < C S,
D’apres le théoreme 1.3.4, 3", fi € BV*(R?) et comme f € BV*(R?), il vient

Son Iep(z — k) € BV*(R?).
Le théoréme 1.3.6 prouve que (1) € BV*(Z?). [ |

Proposition 1.3.1 Soit ¢ € S(R?) vérifiant Y, o(x — k) = 1. Alors les
propositions suivantes sont équivalentes,
— il existe une constante C > 0 telle que, pour tout & € R?, on ait

ST 18 (€ + 2km) > C. (1.43)
k

— Pour toute suite (xx) on a

> app(z — k) € BV(R?) = (x) € BV(Z). (1.44)
k

Commencons par prouver le sens direct. Pour cela, on définit la fonction
h € S(R?) par
h(§) =

g&(f) . 1.45
> 18I (& + 2km) (1:45)

k
Alors [ h(z — )p(z — k) = 6. Posons f =", zxp(z — k) € BV(R?). On

axz = [ f(z)h(x — k)dz. On applique alors le (b) du théoréme 1.3.6.

Réciproquement, on raisonne par ’absurde. Supposons qu’il existe &y tel
que pour tout k € Z2, ¢(& + 2wk) = 0. Comme Y, o(x — k) = 1, alors
@(27k) = ;. 1l en résulte que & # 0[27]. Posons alors u(x) = ¢(x)e %0w
et h(z) = Y, u(zr — k). La fonction h est 1-périodique. Ses coefficients de
Fourier sont h(k) = @(2rk) = $(&y + 2mk) = 0. Donc h = 0. Ainsi

D e Fopw—k)=0 (1.46)
k

1l suffit d’appliquer I’hypothese pour en déduire que (e~**¢0) € BV(Z?), ce
qui est absurde (& # 0[27]). [ |

Dans le méme ordre d’idée, nous avons

47



Proposition 1.3.2 On considére ¢ € S(R?) vérifiant >, o(x — k) = 1,
SRR (E 4+ 2nk) > C > 0 et S yro(z — k) € BV*(R?). Alors (y.) €
BV*(Z?).

Pour prouver cette proposition, on considere h défini comme précédemment.
Alors h € S(R?), [ h(z—k)p(z—1)dx = 6k et >, h(x — k) est une fonction
constante. On pose alors g(z) = Y., zxh(z — k) pour (z) € BV(Z?). La
fonction g est alors dans BV (R?) et ||g|| gy < C ||zg gy Posons f(z) =
e kp(z — k). Alors |[ g(a) f(@)de| = 53, ol < C okl gy~ Done . €
BV*(Z?). [ |

Terminons ce chapitre par quelques remarques :

Théoréme 1.3.8 BV*(R?) n'est pas un espace séparable.

Il suffira de montrer que BV*(R?) contient un sous-espace isomorphe 2
[°(N). En effet, soit ¢ € C° & support dans |z| < % et [¢(z)dz = 0.
On suppose ¥ = J1p ou @ est de méme support que . Posons pour toute
suite (z;) € [*(N),

T(zj) = f(z) = Y zjb(a — j). (1.47)

JEN

Montrons que f(z) € BV*(R?) et que || f||, ~ [|2;]] .-
Pour le premier point, il suffit d’écrire f(z) = (D ;enzjp(z — j)) avec
S enaie@ =) < Bllajll, ot 8> 0. On a done |£]l, < Bl 1

reste & prouver I'inégalité inverse. Notons que z; = ([ ¢?(z)dz)™* [ f(z)(z—

j)dz. Donc |z;| < v f]|,, oy > 0. |

Indiquons que, malgré les apparences, BY n’est pas un espace amalgamé.
On pourrait croire que f € BY < ¢(z — k) f(z) = fr € BV, k € Z2, et que
Yo llfellgy < oo. Ceci impliquerait que >, ||f(z)Ve(z — k)|, < +oo. 11
If’en est rien. Il suffit, pour s’en convaincre, de choisir pour f une fonction

réguliere et égale & |z|™ (1 < a < 2) lorsque |z| est grand. Alors f € BV
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mais la somme est divergente.

Pour terminer cette section, observons que si & # 2n7Z2, alors €0k ¢
BV*(Z?). En fait, la propriété continue correspondante est exacte. Si w # 0,
w € R% alors e® € BV*(R?). Pour le voir, on écrit w = (w1,ws) et I'on a
soit wy # 0, soit we # 0. Dans le premier cas, il vient ™% = (jw; )~ 10;e™?.
Alors % € G et Hei‘“'xH* < ﬁ En faisant le meilleur choix, il vient

e |, < “f' (1.48)
Insistons sur le fait que f € BV* n’implique pas |f| € BV*. La fonction
x — |x| n'opere pas sur BV*. 1l suffit de considérer f(x) = €™ pour
w # 0. Voici un autre contre-exemple. Prenons pour f(z) = ell?l’ On a
|f(x)] = 1 ¢ BV*. 1l reste a prouver que f € BV*. Pour cela, prenons
0 < ¢ <1 une fonction réguliere, a support compact dans |z| < 1, valant 1
sur |z| < 5. Notons ¢ = 1 —¢; ¢ est nul sur |z| < § et vaut 1si |z| > 1. On
écrit alors f(x) = f(x)p(x) + f(x)¢(x). Le premier terme est dans L?(R?),
donc dans BV*. Traitons le second terme. On remarque que, uniquement en
dimension 2,

61%—126“”&‘2 + 821.7226“3”2 = 2j¢thl”, (1.49)

|z ]

On écrit alors

2icll p(z) = amf;ﬁeﬂw%(x))+az<%ei'w*2¢<w>>—

|z
x—lzei|x‘281gb(m) - x—%eimQ@ng(x).
|| ]
Mais E—Tée“mﬁqﬁ(aj) € L™ et ;‘—fﬁeimg@jé(aﬂ) € L% pour j = 1,2. Donc

ei‘x|2¢>(x) € BY*.

Ce chapitre a montré 1'utilité et les limites de l'espace BV*(R?) pour
modéliser les textures. Nous avons énoncé un résultat permettant d’estimer

la norme d’un modele de texture “u(x)f(x)”. Le chapitre qui suit montre
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toute la difficulté de calculer la norme duale ||||,. Dans la plupart des cas,

on se contentera d’un ordre de grandeur de ||-||,.
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Chapitre 2

Calculs de normes dans
I’espace GG

L’algorithme d’Osher, Rudin et Fatemi et les algorithmes apparentés
reposent sur ’hypothese de travail suivante : I'image s’écrit f = u+ v ou les
structures géométriques simples contenues dans 'image sont regroupées dans
u tandis que le bruit et les textures sont regroupés dans v. Dans 1’algorithme
ORF, on a |jv]|, < %

Cet énoncé n’est utile que si l'on sait calculer la norme duale ||-||,. Nous
savons que By (R2?) € BV*(R2) C Bx"™(R2), avec inclusions continues.

Cela implique que 'on a

VI pzree < MFIl < BN gz (2.1)

mais que I'on n’a pas, si ¢ < 00, y|[|f|/g-1a < [If[|, et que I'on n’a pas, si
q> 1 fll < Bl pgra-

Il y a donc un probleme pour estimer ||f]|,. A notre plus grande surprise,
ce probleme est plus ardu que ce que nous pensions. Pour en savoir plus,
nous avons voulu tester (2.1) sur des fonctions pour lesquelles I’écart entre
les deux membres de (2.1) est le plus grand possible. C’est le cas si f =
25 2k CGaVik(@) ot el = 1 et hyp(z) = 204)(29x — k). Alors on a
évidemment |3, ¢; x0j k()| =~ 27 et il en résulte que f ¢ Bt

Le premier probleme qui se pose est donc de savoir si HZ j Dok cj,ki/)xk(x)H
*
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peut étre finie lorsque |cj,| = 1. On peut chercher & en savoir plus en

N ) . *
cherchant & mesurer I'explosion de la norme de ;> ¢ k¥ k(2) dans BY
quand |¢; x| = 1. Une mesure est fournie par la conjecture suivante que nous
n’avons pas réussi a établir

N—

Z Z cirtik(z)|| < BN (2.2)

j=0 k .
ou B >~ > 0 sont deux constantes.

Nous montrerons 2.2 dans certains cas particuliers. Un autre axe de re-
cherche concerne le bruit blanc. Il est donné par sa décomposition en série
Z(,w) = S Z+Y 50 A Z 0w SoZ = ¥y gr(@)pla—k) et 8,7 = X gi(w)tyle)
et ol les gi(w), gjk(w) sont i.id. de loi N(0,1). Il est évident que Z(x,w)
n’appartient pas a BV*. En fait Z(x,w) n’appartient méme pas a B>
Mais la encore on peut chercher a quantifier cette information en rem-
placant (1) >272,A;Z par Z;V:Bl A;Z et en (2) localisant le bruit blanc.
On considere alors une version locale filtrée du bruit blanc et ’on cherche a
évaluer sa norme dans G' = BY*(R?). La encore nous n’obtiendrons pas une
information précise (un facteur N sépare les deux estimations).

Nous allons commencer par montrer que ) .y x ¢ik¥jk(z) ¢ G, pour
lcjx] = 1. Pour cela, nous utiliserons l'inclusion BV* C v—ABMO (qui
résulte par dualité de ce que Vf € H! implique f € BV). Ici, nous utilisons
la caractérisation que ’on trouve dans le travail de Tataru-Koch sur Navier-
Stokes :

>0 2ok Cikbjk(z) € V—ABMO si et seulement si D520 2k cjp(2x —

k) € BMO, ce qui revient a la condition de Carleson, a savoir

> leul?27¥ < Co|R (2.3)
Qj,kCR
pour tout cube dyadique R. Mais |cj;| = 1 et, pour chaque niveau j fixé,

ZQMC[OJP 272/ = 1. On obtient en sommant sur j une série divergente. On

observera que la méme démonstration permet de minorer la norme dans G
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de ij:_ol S Ciktjx(w) par VN,

Le principal message de ce chapitre est que 1'on ne peut calculer ||-||, en
utilisant l'ordre de grandeur des coefficients d’ondelette. Cela reflete le fait
que 'espace BV n’est pas caractérisé par des conditions portant sur les mo-
dules des coefficients d’ondelette [34]. Cela aménera & comparer, au Chapitre
*(

6, I'espace BV a l’espace B% légerement plus grand) qui est caractérisé

par des conditions simples sur les modules des coefficients d’ondelette.

2.1 Bruit blanc

Dans cette section, nous montrons que le bruit blanc n’appartient pas a
I'espace BV*. Il en est de méme de la version simpliste oti les g;x(w) sont
remplacés par des tirages de Bernoulli indépendants +1.

Nous commencons par estimer la norme BV* de la version localisée du bruit
N-1
blanc > Y gjr(w)Yr(r) = Sn(z). On majore cette norme par la
j:() |k‘|§002j
5—1,1 N=1
norme dans Bs, ', c’est-a-dire par >, sup |gjr(w)|. Posons o;(w) =
J=0 |k|<Co27
SUP|k|<cy2i [95.k(w)]. Rappelons un théoréme classique sur les tirages i.i.d.
N(0,1),
Théoréeme 2.1.1 Soit X, k € N, des variables aléatoires i.i.d. de loi
N(0,1). On pose Z, = max | X%|. Alors E(Z,) ~ v2Inn.
SKESNn
Appliquons le théoreme précédent & X = gjx. On a E(g;) ~ C'+/j. Or,

E(|Sx10) < SV, E(oy). Comme Y, ~ NV, on a
E(|Sn |l g=11) < BNVN. (2.4)
Il importe ici d’avoir une minoration. Nous observons d’abord que BV* C
Bo_ol’oo. Cette inclusion est duale de I'inclusion B% 1« Bv. L’appartenance
d’une série d’ondelettes f(z) = 3. > ) ¢jptbjr(x) a B3> est triviale car

on a, pour deux constantes C7; > Cy > 0,

O sup ey ] < [1f] 5000 < Co sup el (2.5)
]7 ]7
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Appliquons ce résultat a Sy. Nous minorons E(||Sy||,) par E( sup |gjx(w)]).
0<j<N
|k|<Co27

Cette espérance est équivalente (théoreme 2.1.1) & vv/ N, ou v > 0 est une

constante absolue.

Revenons au bruit blanc. Nous avons

Théoréme 2.1.2 Le bruit blanc n’appartient pas o BY*.

Rappelons, a cet effet, un théoreme du a P.Levy [50] :

Théoreme 2.1.3 Si X;(w), j € N, sont des variables i.i.d de loi normale
N(0,1), alors on a presque strement

lim == =1, (2.6)

Ainsi, dans notre cas, en prenant X; = g;x(w), on a sup; ;g r(w)| = +00
presque stirement. Donc le bruit blanc n’appartient pas a B3> et a fortiori

il n’appartient pas a BV*.

Pour conclure cette section, on s’intéresse a la version simpliste du bruit
blanc, & savoir Z ij k)5 (x) ot wj sont des tirages i.i.d. suivant une loi
de Bernoulli. Commengons par la version discrete définie par la suite des

variables aléatoires wy, k € Z2, ot les wy, sont des variables de Bernoulli +1.

Alors,
Théoréme 2.1.4 On a, presque sirement, (wy) ¢ BV*(Z?).

Pour démontrer ce théoreme, on raisonne par dualité. En intégrant contre

0 <ki, ks <R (R — +00), il viendrait
Z Z wk1,k2 S C(w)R, (27)
0<k1, ko<R

ou C(w) serait presque strement finie. Or cette propriété n’a pas lieu. En

effet, on le vérifie en utilisant la loi du logarithme itéré [50]. Elle s’écrit, pour
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une suite de variables aléatoires i.i.d, (X)r>1, de moyenne m et de variance

a2,

. Xi+...+ X, —nm
lim sup

=1 p.s 2.8
n—00 O'\/’EVQIDIHTL ( )

X144 Xy —
liminf 2L T AR T (2.9)

n—00 ov/nv2Inlnn

11 suffit de prendre X = w(k, k2) o on ordonne les couples (kj, k2) en une

suite en prenant ’ordre spiralé. Nous concluons avec

Théoréme 2.1.5 La version de Bernoulli du bruit blanc n’appartient pas a

BV*.
2.2 Exemple construit sur la base de Haar

On considere la base de Haar en dimension 1 définie par h = 27 12h(20 2 —
k), j € Z, k € Z avec h(x) = X4~ Xdar
Posons de méme ¢; ;(x) = 21/2p(20x— k) avec ¢(x) = X[o,1{(%) et définissons
Fn(z,y) = Z;Vd D k= (ky ko )ez2 ik P (2)05,k2 ()
Proposition 2.2.1 Pour 1 < ¢j, < 2 on a |Fn||, = N, alors que Fi ¢
L?(R?).
Il est immédiat de voir qu'il existe 3 > 0 telle que ||F||, < GN. 1l suffit
d’écrire h(z) = %H(x) ol f(x) = (min(z,1 —x))" est & support dans [0, 1].
Ce raisonnement ne tiendrait plus si ’on remplacait la fonction oscillante h
par . Dans ce cas, il viendrait Fiy ~ 2/V. La fonction Fy n’appartiendrait
plus & G. La présence des oscillations permet de tomber de 2V & N.
Comme annoncé en introduction, la minoration est délicate. Pour ce faire,
nous considérons la fonction g(z,y) = X1y (z)X[0,1(y) (qui appartient &
BV) et calculons I = [ Fy(z,y)g(x,y)dzdy. 1l suffit de prouver que I est
de l'ordre de grandeur de N pour conclure sur la minoration. Nous avons
alors

N
I=>.>.2 / By ()1 () / @1k (W) X0, (¥)ly

J=1 k1 ko
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2792 ()< ky < 2

Un calcul évident donne fol ©ike (y)dy = { 0 sinon

Remarquons que la valeur de I'intégrale en x est nulle si le pomt n’est pas

a l'intérieur du support de hj g, . Or il existe un seul coefficient kg € Z tel

que 0 <i< ko“ et dans ce cas, hjy,(3) = (—1)J. Alors

kofl /2
1 1% hjg(3)dr = —2 ; si j est impair.
3
/hj,ko(x)dx = ko+1/2 kot1 i
1 2912 [, 2 dw—232fk+1/2 a;——2§ si j est pair.
3 3 2J
o N —2i-1 279/26j/2 1o N ;
Ainsi T = =301 > 520 Ci(kosks) 3 /2. Finalement |I| > - Ceci

prouve que ||Fx||, > vNN avec v > 0 constante et donc ||Fy||, = N.

2.3 Cas d’une base d’ondelettes a support com-
pact

On considere une base d’ondelettes a support compact définie par v et ¢

dont les supports sont dans [—1, 2] et [0, 3] (ondelette de Daubechies & un mo-
. . j_ oo .

ment). On considere la fonction Fy(z,y) = Z] S e 20 (27 ) (27—

Proposition 2.3.1 Pour1<c¢;; <2 ona ||Fn||, = N alors que |[Fy|| ~
2N/2,

Pour prouver 2.3.1, on procede de la méme maniere que dans l'exemple
fondé sur la base de Haar. La majoration étant triviale, on s’intéresse a
la minoration en yN. Pour cela on prend g(z,y) = Xx0,11(Z)X[0,1](y) et on
calcule I = [ g(z,y)Fn(z,y)dzdy.

Le calcul de I revient & estimer A = fol ©(27y — k)dy. On a

2-J fo?’ oy)dy 0<k< 27 —3

2-J f02 o(y)dy k=2 —2

277 fol o(y)dy k=21 —1
sinon
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Alors I = f02 r)dx fo oy dyzj 122] % 27J¢;j, +O(1). La double somme

est équivalente a N. Finalement, il existe v > 0 tel que |Fn||, > vNV.

Remarque 2.3.1 La démonstration précédente reste valable si l’on considére,
plus généralement, Fn(xz,y) = Zjvzl Yo 2 (2x — k1)p(2y — ko) avec
k1<0

1§Cj,k§2-

2.4 Ondelettes de la classe de Schwartz

Dans cette section, nous reprenons la construction d’une base ortho-
normée d’ondelettes donnée dans [57]. On considere une fonction 6(¢) de
S(R), paire, avec 0 < 0(£) < 1, vérifiant (&) = 1 si [¢] < 2T, 6(¢) = 0 si
€] > 4 et 0%(€) +6%(2m — &) = 151 0 < £ < 27. On considere alors les fonc-
tions ¢ et ¢ définies par G(&) = 6(¢) et (&) = (P(§/2)* — P(£)?)/2e~¢/2,

I1 vient alors

Z Y(x1 — k1) = cos(2mxy). (2.10)
k1€Z
> p(ra— ko) = 1. (2.11)
ko€Z

N - - .

On s’intéresse a la fonction fy(z1,22) = > > 279 (27x1 — k1)p(27 29 — ko),
j=1'%

ot k = (ki, ko) € Z2. 1l vient fy = Zjvzl 27 cos(272mx1).

Proposition 2.4.1 | fn|, = N

Pour démontrer ce résultat, on utilise le lemme suivant :

Lemme 2.4.1 En dimension 1, on a l’équivalence :

o d
feGe=3AeL™/f= A et |fl. = |l

La preuve du lemme est laissée au lecteur. De méme,

Lemme 2.4.2 Si f(21,22) = g(z1) (f ne dépend que de z1), alors || f||gge) =
||9HG(R)
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En effet, on écrit g(x1) = d%lh(xl) avec h(ry) = f;;l g(t)dt. Et donc

1fllgrzy < [[7llo- 11 suffit d’optimiser en zo pour conclure que || f|[gge) <

190l g )

En sens, inverse, c’est moins évident. On écrit f = 0191 + Oag2 ol ||g|,, =

| f1l,. Alors on forme % f(;[ f(z1, 20 + t)dt = fr(x1,22) = g(x1). Mais

T
1 1
fT(xl,Ig /gl T, o+t dt] T[92($1,l‘z-l-T)—gQ(xl,:Eg)]. (2.12)
0

On utilise alors le lemme suivant :

Lemme 2.4.3 Si g1 € L=(R?), il existe une suite T;, croissante, de limite
+o0, telle que T% fOTj g1(x1, 22 + t)dt tende vers v(xzy) € L°(R) au sens de

la topologie o(L*(R?), L'(R?)). De plus, [[V[| oo ) < 191/l o0 (r2)-

En effet, la suite % fOT 91(z1, 22 +t)dt est bornée par [|g1| 0 g2). On utilise
alors la compacité faible* de la boule unité de L>°(R?) pour extraire une suite
T; croissante vers 400 et tel qu’il existe une fonction v € L>(R?) vérifiant
T%- fOTj g1(z1, 2 + t)dt tend vers v(z1,z2) pour la topologie faible*. Il est
évident de prouver que v ne dépend pas de @3 et [|V[| o) < (|91 oo (r2)-

Revenons a la preuve du lemme 2.4.2. On a fr, (1, 72) = g(71). En passant a
la limite, on a g(z1) = fv(a1). Done, ||gllom) < [Vl ey < 911 o re)y <

1 ll g(r2)- La preuve est compléte.

Revenons a la preuve de la proposition 2.4.1. On applique le lemme 2.4.2

a la fonction fy. Il faut alors estimer ’Zle sin(27r2j:1:1)H . Clairement,
o0

cette norme est majorée par N. Il reste a la minorer. Il suffit de calculer
I’expression pour le point particulier z; = %E La particularité de ce point
est que 23z1 = z1 (mod 27). On obtient un cycle! On vérifie sans peine

que sin(%F) + sin(4) + sin(%F) # 0. La norme L™ est alors de l'ordre de

grandeur de .
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2.5 Généralisation

On suppose € < £. On désigne par 6(§) = 0(£) une fonction paire de la
variable réelle z, appartenant a C§°(R), nulle sauf si 7 — e < |£] < 27 + 2¢,
égale a 1 sur [m + €,2m — 2¢| et vérifiant les conditions usuelles conduisant
a4 une base orthogonale d’ondelettes : 62(&) + 62(2¢) = 1si [ — 7| < e et
O?(m + 1)+ 6%(r —t) = 1 si |t| < e. On pourra supposer 0 < (&) < 1.

On définit alors ¢ par (&) = e %/20(¢) et l'on sait que 29/2)(2Vx — k),
j € Z, k € 7, est une base orthonormée de L2(R). On note 1 la dérivée de

. On désigne par ¢ une fonction de S(R) vérifiant [ ¢(z)dz = 1.

On cherche a prouver le résultat suivant :

posons
In(zr,20) = Z Z ci k22 P2z — k)20 xo — ko). (2.13)
J=1kez?
Alors
Conjecture :

Nous ne savons démontrer qu’une version faible de cette conjecture, a savoir

Proposition 2.5.1 Supposons que la suite des coefficients (c; i) est telle
que ¢ = 0 pour ky = 1,2 (mod 4) et 1 < c¢jp <2 sinon. Posons

N

fN(acl,xg) = Z Z Cj7k2j1z(2jx1 — /ﬁ)gD(2j:E2 — kg) (2.15)

J=1keZz?

Alors || fn]], = N.

Nous nous imposons donc deux restrictions, d’une part sur les coefficients

cjk, d’autre part, on remplace ¢ par sa dérivée .

Pour prouver ce résultat, nous nous ramenons en dimension 1 en intégrant

par rapport a la deuxiéme variable y. Appliquons le lemme 2.4.3 a la fonction
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fn. On fait 'hypotheése que ¢ est & support compact inclus dans [0, C],
cik =081k =1,2[4] et 1 < ¢jp < 2 sinon. On calcule la moyenne en la

deuxiéme variable sur [0, 7). Il vient aprés de simples calculs,

T
;,/fN z1,t Z Z Cik +0 (2.16)
0

k1 ko=

Posons Ap = ZLTZ};OC cjk- Alors Ar est bornée pour tout j € {1,...,N},
k1 € Z. On y extrait, par le procédé de Cantor, une sous-suite convergente
de sorte que A7, — dj g, pour tout j € {1,...,N}, ky € Z. 1l est facile de
vérifier que 1 < dj, < 2 pour k1 = 0,3[4] et dj, = 0 pour ky = 1,2[4].

Posons alors

N
=38 djr2i (20w — k). (2.17)

j=1keZ
Par application du lemme 2.4.3, il vient
T
7 [ e it = gla) (2.18)
0

au sens des distributions et ||g||, < |/fn]l,. Or

N
lgll, = D2 djnp(Pay — k)| (2.19)

Jj=1keZ 0

Remarque 2.5.1 On obtient le méme résultat si l'on suppose ¢ € S(R).

Posons f(z) = Zf;l S pdigp(22z—k), z € R. Estimons || f|| . L’estimation
repose sur trois idées importantes :

1) Les produits de Riesz [77].

On suppose n1 > 1 et nj4y1 > 2nj, j > 1, n; € N. On fixe r € [-1,1] et 'on

forme

o
H (1 +7cos(2mn x)). (2.20)
j=1

60



Alors du est une mesure de probabilité sur [0, 1] et 'on a

du(x) =1+r Z cos(2mn;x)Pj_1(x) (2.21)
j=1

ot Py(x) =1et Pj(x) = (1 +rcos(2mniz))... (1 + rcos(2mn;x)).

La localisation fréquentielle de du(z) en découle. La transformée de Fourier
de du est portée par une réunion de “galaxies” [n; — (n1 +...+nj_1),nj +
(n1 4 ...+ n;j_1)] assez éloignées les unes des autres si, comme nous allons

le supposer, n; = %241, 7 >1.

2) La périodisation.
On part de f(z) = Zjvzl Sk dik(29z — k) et I'on forme f,(z) = L[f(z)+
fla=1)+...4+ f(x —m+1)]. Il vient

:Z§

J=1

3

" (2 — ) (2:22)

S\H

l

I
o

Pour tout j et tout k, on peut extraire une sous-suite m,, n > 1, telle
que -~ Zl 01 d;p—12s — bjk. En utilisant le procédé diagonal de Cantor, on
fabrique une suite m,, convenant a tous les j et k. Alors f,, () — F(x) uni-
formément sur tout compact et || F|| o < || f]lo, ou F(z) = % Sbi (2w —
k). e

Notons Fj(z) = Y bjx(27x — k). Il est clair qu'on a, pour j > 1, by > 1
des que k£ = 0,3 [kil} et b; = 0 sinon. Pour j = 1, on a pour tout k € Z,

bi, > 3.De plus bj ki = bjk pour tout j > 1. On a alors F(z + 1) = F(x)

211 :
et F(x) s’écrit comme F(z) = z Z bjgik oy = Y (2w —k —271)
j=1 k= lez

est 1—périodique.

3) Les résonances.
On pose n; = %16& J = 1. Ce choix implique que pour 0 < § < %, la “ga-
laxie” I'; = 2n{nj+einj_1+...+€j_1n1; ¢, = 0,1, —1} est incluse dans [(7+

€)167, (2m —2€)167]. On calcule alors I = fol F(x)dp(x). On a fo x)dzr =0
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et il vient I =1} 22, I; ou I; = fol F(x)cos(2mnjx)Pj_1(x)dxz. Nous mon-
trerons que pour j > %, I; =0.

On a par ailleurs, F(z) = Zjvzl F;(z). Maintenant, on observe que les
intervalles [(7 + €)27, (21 — 2¢)27] sont deux & deux disjoints. Sur chacun

de ces intervalles, 1&(2‘j/§), j' # 7, sont nulles. Ceci entraine que I, =

fol Fyj(x) cos(2mnjz)Pj_1(x)dx et 45 < N.

Il reste a calculer I;.

On revient a Fyj(x) = Zz by 1baj k(). Calculons d’abord

L, = /zp4j7k(a:) cos(2mnjx)Pj_1(x)dz.
0

On part du calcul élémentaire suivant

1
/6_2i””x1/_)j7k(:v)d1: = /e_2i7rnr¢(2ja: — k)dzr = 2_je_2iwnk2_j@@(27rn2_j).
0
Si maintenant n € I';, il en résulte que
1
/€2i7rnx,¢j7k($)dx _ 274j6—2i7m(k+%)2*4j’
0

et, en combinant ces intégrales grace a

cos(2mn;x) Pj_1(z) = Z cj(n)e2 ™,
nGF]-

il vient
1 . 1 . .
I, = cos(2mn;(k + ;)2_4])Pj,1((k: + ;)2_43)2_43.
Mais n; = 3243 et donc

3 1 I TY
Ij,k:COS(;(/‘C+;))P;'—1((/€+£)2 47)9~4,

Maintenant, comme on ne considére que k = 0,3 [4], on a cos(3F(k + 3)) =

\[ . Les I}, sont tous négatifs; il en est de méme de I;. Il vient

2471 247 1
Ll= ) ban | k|>f > P+ ) )27y
k=0,3[4] k=0,3[4]
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Pour conclure, on vérifie que la somme de droite est égale a % Finale-
ment ]Z 1‘ V2N et |T] > r¥2N. Or [I| < ||F|l, < ||fllo.. Donc

1flle > 7¥6 N ce qui conclut la preuve.

Remarque 2.5.2 Si l'on supposait que [(x)dx # 0, la conjecture 2.14
serait vraie : ||fn||, &= N. Pour le voir, on reprend le méme raisonnement
mais au liew d’utiliser les produits de Riesz pour estimer la norme L, on
calcule la valeur moyenne sur [0,T] pour T tendant vers linfini.

Le but de ce chapitre a été de prouver, si besoin était, que le calcul de
la norme dans I'espace G = BV*(R?) n’est pas facile. Dans bien des cas, ce

calcul dépasse notre compétence.

63



64



Chapitre 3

Quelques propriétés
mathématiques de
I’algorithme
d’Osher-Rudin-Fatemi

Le but de ce chapitre est de répondre a la question fondamentale sui-
vante : le modele d’Osher-Rudin-Fatemi (ORF) est-il cohérent avec la décom-
position d’'une image en une somme u + v ou u + v + w ou u représente les
objets contenus dans 'image, v la texture et w le bruit ?

Pour répondre a cette question, nous calculons la décomposition ORF d’une
image synthétique construite comme une somme u+v entre un terme u € BV
et une fonction tres oscillante v. Nous vérifions qu’effectivement, dans le cas
asymptotique (v tres oscillante), I'algorithme fournit @ 4+ v lorsqu’il est ap-
pliqué & u + v (@ étant le résultat de I'algorithme appliqué a u seul). C’est
a la fois une bonne et une mauvaise nouvelle. En effet, on s’attendrait a
retrouver la décomposition de départ (c’est-a-dire u + v). Mais nous savons
par ailleurs que, méme si u est une fonction indicatrice d’'un ouvert borné

régulier, algorithme, appliqué & u seul, ne redonne pas u [58].
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3.1 Présentation

L’algorithme d’Osher-Rudin-Fatemi (ORF) consiste a décomposer une
image, modélisée par une fonction de deux variables a valeurs réelles a
énergie finie, f € L?(R?), en une somme u+ v oi1 la fonction u représente un
sketch de I'image, modélisée par l'espace des fonctions a variation bornée,
BV (R?), et la fonction v représente les textures et le bruit. Les fonctions u et
v sont a valeurs réelles. Cet algorithme s’écrit sous la forme d’un probleme
de minimisation d’une fonctionnelle Jy : étant donnée une image f, nous

cherchons ug € BV, minimisant

Ia(w) = llull gy + X f = ull;. (3.1)

Le role du parametre de réglage A > 0 est de décider a partir de quelle
taille les objets sont vus comme des textures. Dans [58], Y. Meyer montre
I’existence et 'unicité de la solution ug. La fonction f — ug correspond a la
partie texturée de I'image f ; on la note vg. On dit alors que le couple (ug, vp)
est la solution du probleme ORF, ou que ug est la solution du probleme ORF'.

Enoncons la caractérisation de la solution (ug,vp) :

Théoréme 3.1.1 (Y. Meyer) Soient f € L? et (ug,vo) € BV x L?.
Si || fll, < 55 alors Uimage est regardée comme une tezture et l'on a donc
Uy = 0.

Il y a équivalence entre
a) | fll, > 5 et (ug,vo) solution du probleme ORF

b) f =uo+vo, lvoll, = 55 et [uovodz = [lug| gy [[voll, > 0.

Une premiére application de ce théoréme est donnée par Yves Meyer [58]

pour calculer la décomposition d’une fonction indicatrice de disque :

Proposition 3.1.1 Soit f = xp, ot D est un disque de rayon R, et f =
ug + vg la décomposition optimale au probleme ORF. La norme de f dans
lespace G est % et

-S> %, u(]:(l—%)XD €tU0:%XD.

—sz’)\gﬁ, alors ug =0 et vg = f.
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La caractérisation donnée par le théoreme 3.1.1 nous amene a introduire la

notion de couple optimal :

Définition 3.1.1 (couple optimal) Un couple (u,v) € BV x L? est dit
optimal s’il vérifie

o=ty toll. 32)

Dans [29], Antonin Chambolle donne une autre caractérisation de la solution

optimale v, ainsi qu’une méthode algorithmique pour résoudre le probleme
- o 1

ORF. Pour cela, il introduit I'ensemble K = {v € L*(R?) / |||, < 5} Cet

ensemble est convexe et fermé dans L?(R?). Il vient alors

Théoréme 3.1.2 Caractérisation par projection [29]
La fonction v € L?(R?) est la solution minimisant l’énergie J\(f —v) si et
seulement si

v = Pk(f), (3.3)

ot Pk est la projection orthogonale sur K (I’espace de Hilbert de référence
est ici L?(R?)).

Nous reviendrons sur ce résultat dans la section 4.1. Pour la commodité du
lecteur, voici la preuve du théoreme 3.1.1.

Soit (u,v) la solution de ORF. Alors pour toute fonction h € BV, pour tout
ee€R,onaJ(u) <J(u+eh). Donc

lull gy + Alolly < lullgy + lel 17l gy + Aol + 1Al - 26/vhd93)-

Apres simplification et en faisant tendre € vers 0 a droite et a gauche, on a,

' / vhda

pour tout h € BV :

< @) by - (3.4)

Donc

o], < (3.5)



Reprenons le calcul précédent et choisissons h = u. Alors ||u+¢eh|/ 5, =

(1 +¢)||ull gy - Ceci implique

/uvdm — @) full gy - (3.6)

1
Or [uvdz <|lullgy [lv], et [jv]l, < 5

Supposons, dans un premier temps, ||f], > %
Dans ce cas, u ne peut pas étre la fonction nulle car sinon v = f, ce qui est

contraire a 3.5. Ceci étant, 3.6 et 3.5 impliquent ||v]|, = 1

ﬁ.
Réciproquement si (u,v) € BV x L? vérifie 3.6, ||[v||, = % et u non nulle,

1
alors ||u + vl|, > - En effet,

Jut ol fellpy > [ (u-t vyuds = [l + [ woda

donc,

2
lu+ ol Mlull gy = l[ullgy ([0l + llully > vl ull gy -

Finalement, ||u + v, > ||[v||, = %

Supposons maintenant || f||, < %
Le raisonnement précédent montre que si v est non nulle, alors forcément
vll, = % et, par ce qui précede, ||f|l, > ||v|,, ce qui est absurde. Donc

u=0etv=Ff. |

Définition 3.1.2 Nous désignons par @) et ®, les applications qui & une
fonction de L? associent la solution du probléme ORF et la composante
texturée respectivement :

2 — L2
P, :

f— u
. 2 2
N :L — L



Quand il n’y aura pas de confusion, nous poserons ® = ®y et ® = ®,. Il est
clair que @, et ®, ne sont pas des applications linéaires. Il est évident que
I'image de @) est incluse dans BV. Cependant, toute fonction de BV n’ap-
partient pas nécessairement a I'image de ®,. Commencons par caractériser
I'image de @) :

Théoreme 3.1.3 Une fonction u € BV appartient a ’image de ®y, pour

tout A, si et seulement si il existe une fonction non identiquement nulle
v € L? telle que [uvdz = ||ul gy ||v],-

Observons que pour toute fonction u € BV, il existe un élément du dual de
BV, noté h tel que h(u) = ||ul| gy, et ||h||, =1 (o ||-||, est la norme duale).
Mais h n’est pas une fonction, ni méme une distribution tempérée.

Donnons alors un exemple de fonction de BV qui n’est pas dans I'image de
®. Prenons u(x) = e~ 171%/2 ot supposons par ’absurde qu’il existe v = div g,
vll, = llglle = 1, telle que [w(z)v(z)dz = |lu||lgy. Alors [u(z)v(z)dz =
Vu(x)

Vu(z)]

— [g-Vu(z)dz = [|Vu(z)|dz. On a nécessairement g(z) =
—ﬁ. Cela entraine div g = —ﬁ ¢ L?. Donc u ¢ ®(L?).

En revanche, une fonction radiale réguliere v valant 1 pour 0 < r < 1 et 0
pour r > 3 appartient a I'image de ®. Nous y reviendrons au chapitre 8.
Nous ne savons pas caractériser I'image de ® par une propriété qui ne soit
pas trivialement équivalente a la définition.

Pour finir cette section, rappelons que ®(f) = 0 si et seulement si ||f||, <
(2A)~1. Etant donné un couple optimal (u,v) avec v # 0, la démonstration
précédente montre que la décomposition de la fonction u+v par ’algorithme

ORF de parametre A = (2 ||v||,)~! donne ®(u + v) = u (cela provenant du

fait que ||u +v||, > ||v],).

3.2 Etude de la stabilité

Nous allons établir des résultats de continuité sur les fonctions ® et

®. Pour cela, on établit dans un premier lieu, un résultat de stabilité de
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I’algorithme d’ORF.

Théoréme 3.2.1 (Théoréme de stabilité) Soit J(u) la fonctionnelle d’Osher-
Rudin-Fatemi , définie par ||ul| gy + \||f — ull5 pour f € L*(R?). Notons
(uo,v0), la solution du probléme ORF associé au parametre \ vérifiant || f||, >

%. Supposons que (u,v) € BV x L? vérifient :

f=u+v
[oll, = llvoll, + 6 >0, BeR ; (3.7)
Ju@o(z)dz = ||ullgy vl =, a>0

alors il existe une fonction v(a, B, A, f) vérifiant :

HU - uOHZ < ’7(04757)\7]0)
lim O’y(a,ﬂ,)\, f)=0 (3.8)

(a,)—

Nous allons donner deux choix possibles pour « selon que f est a variation
bornée ou simplement dans L?. Le second choix (hypothese plus forte f €
BYV) sera plus précis que le premier. Donnons une preuve du théoreme de sta-
bilité. Ecrivons f sous la forme f = ug+vg = u—+v. D’apres la caractérisation
de la solution du probleme ORF, on a [wugvodz = ||uol gy [|vol,. Cette re-
lation reste valable méme si ||f]|, < (2A)7L, car alors ug = 0.
Onawu—uy=uvy—vet |lu—upls= [(u—u)(vg—v)de.

Ainsi

|u — UOHS Juvodx + [wovdr — [uvdx — [ugvodz

[ull gy ool + lluoll gy V[l +a = lull gy V]l = lluoll gy [[voll.
a+ (vl = llvoll)(luoll gy = Il gy)
a+ B(lluollpyv = llullpv)

IAIA

Distinguons selon le signe de S.
*3>0
Nous savons que .J(ug) < J(0), donc [[ugl gy < A|If3. Ainsi [lu — ul|3 <

a+ BA|f5 -

3 <0
On majore simplement [lu — ug||3 par a — 3 ||| gy~ Tout le probleme revient

a majorer ||u . Pour cela, on remarque que 4uv = (u + v)? — (u —v)? <
BV
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(u+v)? = f2. Donc, en se servant de I'hypothése et apres intégration, on a

4l gy o], < 112+ 4a. Ainsi u - uol3 < @ — B Jull gy, Clest-a-dire

> BAf 113 + 4o
- <q-2lil2 T8 .
Ju— ol < 0= G (39)
e Conclusion : la fonction positive v(«, 3, A, f), définie par :
2
4 .
, O‘_%iufkg_)\ﬁa si3<0
Y, B, A, f) = ; (3.10)
a+ BM|Ifl3 sinon
répond a la question.
e Considérons alors le cas ou la fonction f est a variation bornée.
a) Dans le cas § > 0, comme J(ug) < J(f), on a
2
= woll3 < a + Blluoll gy < a+ B flly - (3.11)

b) Dans le cas § < 0, on a || f|| gy = llu+ vl gy > [vll;" [(u+v)vde. Donc,
en négligeant le terme en ||v|3, il vient || f||zy > |vll;! [uvdz. Compte

tenu des hypotheses, on a || f|| g, > |lull gy — 2A(2A8 + 1) 71, c’est-a-dire
lull gy < 1fllpy + 20208 + 1)~ (3.12)
Ainsi
lu —uoll3 < @ Bllullpy < a=B(Ifllpy +22a2A8+1)71).  (3.13)

Finalement, la fonction positive 7, définie par

a—B(Ifllpy +20a@A8+1)71) sif<0
P, B\ f) = , (3.14)
a+ B fll v sinon

répond a la question. |

Remarquons que I'expression 3.14 est stable lorsque A tend vers +oo alors

que l'expression 3.10 explose. Cette amélioration, dans le cas ou f € BV,
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nous servira a I’étude asymptotique de 'algorithme ainsi qu’a la comparaison
de I’algorithme avec le wavelet shrinkage.

Le cas particulier 8 = 0 implique le corollaire suivant :

Corollaire 3.2.1 Soit f = ug+vg, la décomposition d’Osher-Rudin-Fatems
de la fonction f € L*(R?) associée au parametre X et f = u+v, u € BV (R?),
une autre décomposition vérifiant :

{ ol = & |
fuvdac > ullgy lvll, —a,  a>0

Alors
Ju—uoll, < Va.

Remarque 3.2.1 Si a et 8 sont de l'ordre de grandeur de % alors = est,
dans les deux choix, de l'ordre de grandeur de ﬁ

Le théoreme de stabilité nous permet de prouver que la fonction ® définie sur
(L% ||]l,) dans (L2, |-|l,) est, en un certain sens, lipschitzienne d’exposant

de Holder 1/2.
Corollaire 3.2.2 Soit fy, fi € L?. Supposons que fo = ug + vg et fi =

uy + vy sont les décompositions de ORF. Alors, en posant € = || f1 — foll,,
on a

1B(f1) = @(fo)lla < CO) 11 = foll (I follz + [1f1]15). (3.15)

La constante C'(\) sera explicitée. Ce corollaire découle de ’estimation sui-

Ae
lur = wolly < 24/ 75 (1follz + l1f1ll2), (3.16)

pour € < ﬁ et || fill, > % ou |[foll, > % En effet, si ||foll, < % et

vante :

1]l < 35, alors u; = up = 0. Supposons maintenant 3.16 et montrons 3.15.
On distingue deux cas. Pour € < SL)\ (auquel cas on minore le dénominateur
de 3.16 par 1/2), on prend C(\) = 4v/\. Pour ¢ > 8%\ (on majore |lu; — uol|,
par 2(] folly + 1)), on prend C(A) = 4V3VA.

Notons que estimation en €'/2 est la meilleure possible. Pour s’en convaincre,

on considere fo = xp et f1 = xpr ou D et D’ sont deux disques de centres
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0 et de rayons respectivement 1 et 1+ e. Nous savons alors que, pour A > 1,

fo=(1- %)XD 4 %XD et f1 = (1— ﬁ)XD’ + ﬁXD’ représentent

les décompositions optimales fy = ug + vg et fi = u; + v1. La fonction
h = f1 — fo est ici, la fonction indicatrice de la couronne délimitée par les
disques D et D’. Pour calculer sa norme dans ’espace GG, on passe en co-
ordonnées polaires. 11 vient ||A, = ||2 f; sh(s)dsHoo ot h(r) = X1,144(7)-
Apres calcul, on obtient ||h||, ~ € et ||ug — ug||y ~ /€. Les termes de gauche
et de droite de I’équation 3.15 sont équivalents.

On ne peut avoir le méme résultat sur la partie texturée v. En effet, on
aurait |Jv1 — volly < Cve(||folly + || fill5)- Ceci, combiné & 3.15, impliquerait
lf1 = folly < 2CVe(|lfolls + I fillo)- 1L suffit de prendre f; = 0 et de faire
tendre € vers 0, pour se convaincre de ’absurdité.

On ne peut avoir la propriété a laquelle on pourrait s’attendre par ho-
mogénéité : [lur — uolly < CVe(|| folly+lf1lly)"/?. Pour le vérifier, on considere
I’ensemble formé de N disques de rayon 1 dont les centres sont alignés et
on note fy la fonction indicatrice de cet ensemble. Prenons f; = 0. A Daide
de la proposition 8.3.3, en supposant que les disques sont assez éloignés les
uns des autres, on a ||[fol, = 3. On a ||fol3 = 7N et | follgy = 27N.
La fonction fo vérifie || fol3 = || foll gy |l foll,- Sa décomposition par 1'algo-
rithme ORF est donnée par f = (1 — %) fo+ % fo (cette décomposition est
un couple optimal dont le terme de texture a une norme duale de (2))~1).
Alors |Jus —uglly = (1 = §)27N, € = || f1 — foll, = 3. 1 suffit de prendre N
suffisamment grand pour tomber sur une absurdité.

Ce méme contre-exemple montre que les relations suivantes n’ont pas lieu :

[ur = uolly < CVellfolly et [lur = uoll gy < Cllf1 = follz-

Donnons une preuve du corollaire 3.2.2. On peut supposer, quitte & rempla-
cer fo par fi, que || foll, > % On applique le théoreme 3.2.1 a la fonction

fo qui s’écrit de deux manieres : d’une part fy = ug + vg et d’autre part
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fo=wu1+ (v1 —h), ou h = fi1 — fo. Posons u = u; et v = v; — h. Cherchons

a estimer les parametres 3 et . On a

18] = [l[oll = llvoll] < lIAlls +[l[orll. = llwoll.] (3.17)

En distinguant les cas ot || f1||, est supérieur ou inférieur & (2))~1, il est
facile de prouver que le dernier membre de droite est majoré par ||h|,.

Quant a «a, on peut dire que :

0 < a<2ullpy Ikl < 2113 A1, - (3.18)

D'apres le théoreme 3.2.1, il vient [lug — uo[3 < 2(a+ 5= (|l foll3 +40)).
Précisons que le facteur 2 de I'expression précédente vient du fait qu’on ne
connait pas le signe de 8. Apres simplification, on a |ju; — ugl3 < 2(1 —
4xe) Y (Ae [l foll3 + @). On utilise la majoration sur « et on a finalement

lur = woll3 < 4(1 = 4Xe) = Ae( folla + 1 full,)?. Ainsi

e
s —wolly < 2/ T2l + I1al) (3.19)

Le théoréme qui suit complete le corollaire 3.2.2. En effet, en utilisant
ce corollaire et la domination de la norme |||, par la norme ||-||,, on prouve
que ® de (L?,]|-]|,) dans lui méme est Hélderienne d’exposant 1/2. Mais on
a mieux :

Théoréme 3.2.2 Les applications ® et & de (L?,||-||,) dans lui-méme sont
Holderienne d’exposant 1.

La preuve de ce théoreme est triviale si on se sert de la caractérisation par
projection (théoréme 3.1.2) de la solution au probleme ORF. Nous donnons
ici une preuve différente. Commencons par prouver que ® est Holderienne.

Soient f,h € L? et posons Jy(u) = ||ul| g+ |[v]|5 pour f = utwv. Désignons
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par ug = ®(f), vo = ®(f + h) et par u; = ®(f + h), v; = ®(f + h). Alors
J¢(ug) < Jf(W) et Jppn(ur) < Lq.“%). Nous avons alors

2

uo + ug vo+v —h

A
+ 2

BV

2
HUOHBV + A ||U0H2 <

)

2

d’ou

s _ Jwollpy | gy A 2
ol gy +A ol < 2BV Y L 2 g + oy 3432 [ (vo-+v1) )

Remarquons que ||vg + v1]3 = 2(||vol|3 + |lv1]|3) = ||v1 — vo||3. En combinant

les deux derniéres relations et apres simplification, on a

ol gy + A lvol e gy +llenl3
oy £ A0 1 2 oy — v < UYL 4 A g2 [ (wo-tor)ha)
(3.20)

On fait de méme en se servant de Jpip(u1) < Jf+h(u0—2ku1). Il suffit de

remplacer dans 3.20 h par —h et les indices 0 par 1 et vice-versa. Ainsi

gy + Al ol gy + ol
v 22 12 oy — w3 < PO EN00 2 s [ (o tor )

(3.21)

Il suffit alors de sommer les équations 3.20 et 3.21 pour conclure que P est

Holderienne d’exposant 1 :
o1 = wolly < IRl (3.22)

Il est alors évident que ® ’est aussi. |

Si T'on perturbe f € L? par h € BV, on a H@ f+h)— H
1/2 1/2
V2ATY2 || gy - Pour le voir, on reprend la preuve du théoreme 3.2.2 ou
I’'on regarde h comme un objet. Ce résultat ne s’applique pas a la fonction
® comme on peut le voir en considérant f = 0 et h = xp, D un disque de

rayon suffissamment grand pour que ||f + A|, > (2A)~!

Grace au théoreme de continuité 3.2.2, on peut énoncer le corollaire

suivant :
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Corollaire 3.2.3 Pour toute fonction fy et fi appartenant ¢ L? on a

fo+ fi,  @(fo) + 2(f1)
2 2

ot

<|fr — foll-
5

Ce résultat est évident, il suffit d’appliquer deux fois le théoreme 3.2.2 pour

fo et f0~2Ff1 tf0-|2-f1‘

et pour f] e

3.3 Exemple d’application

Considérons un domaine € du plan R?, représenté par sa fonction ca-
ractéristique xqo. On suppose que {2 est un ensemble rectifiable et que sa
frontiere 9 est une courbe de Guy David, ou, de fagon équivalente, que
xq est un multiplicateur ponctuel de BV. Cette derniere hypothese sera
remise en question. On considére une fonction p(z), 1—périodique en chaque
variable de moyenne 1 sur @ = [0,1]2. On décompose p(z) = 1 + u(z) ou
€ L™ vérifie fQ p(x)dx = 0. On définit ensuite, fy(x) = p(Nz)xa(z).
On voudrait avoir une idée de la décomposition d’Osher-Rudin-Fatemi de la
fonction fy, notée uy + vy.

Typiquement, l'objet représenté par la fonction fy est une texture (de
moyenne égale a 1) délimitée par un domaine 2. Donc, I’algorithme d’Osher-
Rudin-Fatemi devrait retrouver le sketch de 'image, c’est-a-dire séparer le
domaine €2 de la partie texturée. Pour le vérifier, on applique le théoreme
précédent a la fonction fny qu’on décompose de deux facons différentes.
D’une part, fy = uny + vy, c’est-a-dire la décomposition d’Osher-Rudin-
Fatemi de la fonction fy. D’autre part, fxy = ug + v ot ug + (xo — uo) est
la décomposition d’Osher-Rudin-Fatemi de la fonction xq.

Nous avons || fxlly < (1+ lull.0) [xally- Donc [|f Il + [lxall, est borné (par
rapport a N). D’apres le théoreme 1.3.2, on a || fx — xall, = [[#(Nz)xall, =
O(%) On peut alors appliquer le corollaire 3.2.2, et en déduire que

Théoréme 3.3.1 Sous les hypothéses précédentes,
1

lun —uolly = O(ﬁ)' (3.23)
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Appliquer I’ algorithme d’Osher-Rudin-Fatemi sur fy revient & appliquer
sur I'image sans la texture, c’est-a-dire sur xgq.

Remarque 3.3.1 On a fait l’hypothése que O) est une courbe de Guy Da-
vid. Ceci implique ||p(Nz)xal, = O(%). Sans cette hypothése, le corollaire

1.8.1 prouve que o et 3 tendent vers 0 quand N augmente. Donc, ||un — ug|y
tend vers 0. On perd uniquement l’estimation de l’ordre de grandeur.

3.4 Premiers exemples

On se pose le probleme de savoir a quelle condition une fonction donnée
g(z1,22) peut étre la composante u de la décomposition f = u + v dans
I’algorithme d’Osher-Rudin-Fatemi. Voici deux résultats. Le premier est po-
sitif. Le second est négatif. Dans le Chapitre 8, nous donnerons davantage
d’exemples.

Théoreme 3.4.1 Soit Q, un ouvert borné dont la frontiére est une courbe

de classe C%. Alors la fonction indicatrice de Q0 est la composante u d’une
fonction f € L*(R?), a support compact, dans ORF.

Remarque 3.4.1 La méme démonstration fournira l’exemple w = c1xq, +
...+ cenxa, ou ; sont des ouverts emboités a frontiéres C?etotcy,...,cn
sont des constantes. Alors u(x) est une fonction étagée simple.

La preuve est basée sur la caractérisation f = u + v par |jv[|, = 55 et
J wvdz = ||ul| gy ||v]|.. Rappelons que ||v||, = inf{||g|, /v = 0191 + Oag2}-
On construit g en partant de la normale unitaire extérieure n en I' = 02
que 'on prolonge en g (de classe C') de fagon a respecter ||g||, = 1. Ensuite
on pose w = D191 + Daga. On a alors [po uwdz = [, div gdz = [pn - gds =
HIT) = [lull -

Par ailleurs ||wl]|, < |lg|lc = 1 et donc [po vwdz < ||lull gy [|w]], < [lull gy -
Finalement nous avons établi que |ul|gy, < ||ullgy l|lw]l, < |lullgy, ce qui
implique [|wl|, = 1 et [uwdz = ||u| gy [|w]|,. On forme alors f = u+ 55w =
xa + %divg = u + v. On a, par construction, ||v|, = % et [uvdr =

llul| gy [lv],- I en résulte que la décomposition de f est optimale, ce qui
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FiG. 3.1 — Un ensemble qui ne peut étre solution du probleme ORF

démontre le théoréme. [ |

Théoréme 3.4.2 Si () est un ouvert borné dont la frontiére est C' par mor-
ceaux avec des points anguleux, alors u = xq ne peut provenir de ORF.

Pour le voir, on raisonne par I’absurde. On aurait donc f =u+v = xq +v
et |lull gy + A |v]|5 est minimale. Nous allons contredire cette minimalité en
corrigeant 2 en €, comme indiqué sur la figure 3.1 (on enléve un triangle
curviligne de cotés €).

Au niveau de |[xq.| gy, on gagne au moins e (y > 0 ne dépend que de
Pangle au sommet). Au niveau de [|v[|3, on le remplace par ||v + we||3 ol
w, est la fonction indicatrice du triangle curviligne notée T,. On a alors
w3 < Ce® et | [ vwedz| = ‘fTe Udl" <C(Jr. 0] dz) V2 | T2 < w(e)e, on
w(e) tend vers 0 avec e. Finalement on a gagné e et 'on a perdu au plus
w(€)e+ O(€?). Le gain I'emporte et 'on a donc intérét & rogner les coins. Le

théoreme 3.4.2 est prouvé. |

3.5 Etude du support de la solution u

Nous allons montrer par deux contre-exemples que le support de la solu-

tion ug du probléme d’Osher-Rudin-Fatemi n’est pas forcément inclus dans
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le support de f. Mais commencons d’abord par rappeler un résultat établi

par Y. Meyer dans [58] :

Théoréme 3.5.1 Si f € L?(R?) est telle qu’il existe deux constantes m et
M vérifiant m < f < M, alors m <u < M (presque partout).

Cependant, le support de u n’est pas nécessairement celui de f. Nous al-
lons donner deux contre-exemples. Le premier est I’exemple des bandes sur le
disque unité D. On considere la fonction (1, z2) impaire, 1-périodique en
1, valant 1 sur 0, £[xR. Puis on pose hy(z) = xp(z)h(Nz) ot z = (z1,z2)
et fv = w = fo+ hTN Notons que le support de fy représente en su-
perficie la moitié de celle du disque D. Notons uy et ug, les décompositions
obtenues en appliquant 'algorithme ORF pour un parametre A > 2 (de
sorte que ug # 0). Comme fy est une fonction indicatrice d’un disque,
up = (3 — +)xp. D’aprés le théoreme 1.2.3, ||hn|, = O(+). Le corollaire
3.2.2 appliqué & fy et fo prouve que |luy — uol3 = O(+). Maintenant,
si on suppose que le support de uy est contenu dans celui de fp, alors
lun — uoll3 > [ D\supp f u3(z)dz. Cette derniere quantité est une constante
non nulle : le membre de gauche ne peut donc pas tendre vers 0 quand N

est grand. Le support de uy n’est donc pas contenu dans celui de fy.

Le deuxieme exemple est calqué sur le premier. On considere la fonction

fn définie en coordonnées polaires par :

sip< g
sii<p<letfe[Hr AT+ 2] kef0,...N}.
sinon

fn(z) =

o N =

Concretement, on considere une fonction fy définie sur le disque de centre 0
et de rayon 1 et qui prend la valeur 1 sur le disque de centre 0 et de rayon % ;

qui vaut 2 sur les N rayons régulierement placés qui relient les deux disques

79



et 0 ailleurs. Notons

fo= XD(0,1)
—_— 1 sur les rayons
N7 -1 ailleurs

x la fonction indicatrice de la couronne comprise entre les deux disques
fn = un + vy la décomposition d’ORF.

Alors fy = fo+ xrn.

Nous allons établir que pour N “assez grand” le support de uy n’est pas

inclus dans le support de fx.

2la

Lemme 3.5.1 [[xry]|, <

Pour cela, écrivons x ry = %(%QN(G)X), ot gn () est 2r—périodique, paire

et vérifie gn(0) = NO pour 0 € [0, 7]. Alors gy € L¥(R) et [|gn|lo < T,

pour N € N. Pour calculer la norme dans BV*, on se sert de la dualité avec

I’espace BV :
o 1
Ixral, = sup / 2 (L gn)h(a)d. (3.24)
heBY 00 N
Irllgy <1
Or 2 = —y2 + 22 1l faut d lcul
90 — y@x —|—I‘8y. au onc calculer

1

o 0 1
Z(= h(z)dz et Z(= h(z)d
/yax(ngN) (v)dz e /Hfay(ngN) (z)ds,
Q Q

ou (2 désigne le support de x. La formule de Stokes nous dit :

divgde = | ¢.7mdz, 3.25
g g

ol 70 est le vecteur normal extérieur sur 99 et i = (1,0). En particulier si

/;gdx = /g.ﬁ.?ds. (3.26)
Q

— -
g =g i alors:

a0
Dans notre situation, nous pouvons écrire
JoygE(mxgn)h(@)de + [o xxgn g (yh(a))de = fo S (yxx gnh(z))dz
—
= Joq ¥ X9gNYh(z)T i ds
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Donc

UQ y%(%g]vx)h(:r)dx‘ < % (fQ 1y gn| ‘%(h@«"))‘ dx
(3.27)

+ Joq lygn|h(x)| ds) .

La premiere intégrale du membre de droite est facilement majorée par 7 || h|| gy -

Pour majorer la seconde intégrale, on se sert du théoreme de trace suivant :

Théoreme 3.5.2 Si Q est un ouvert lipschitzien, I' = 02, alors la trace
sur T' de f € BV(Q)) a un sens et appartient a L'(T).

On majore alors le deuxiéme membre de droite de 3.27 par 7 [, |h(x)| ds
qui est encore majorée par A ||h|| 5, car BV(D) s’injecte continliment dans

LY(T'), T étant le cercle unité et D le disque associé.

Finalement, on obtient une majoration du membre de gauche en O(%)
. A ’ 0 (1
On obtient le méme résultat pour [, T g, (wgnX)h(w)da.

Donc |rnx|, = O(%), ce qui conclut la démonstration. |

Reprenons alors notre contre-exemple. Nous écrivons fy de deux fagons
différentes, d’une part a ’aide de sa décomposition obtenue par ’algorithme
d’Osher-Rudin-Fatemi, c’est-a-dire fy = uy + vy, et d’autre part sous la
forme fy = ug+ vg+rynx, ou fo = ug + vg est la décomposition d’Osher-
Rudin-Fatemi appliquée a la fonction fy

Nous allons encore une fois appliquer le corollaire 3.2.2 a partir de fy et fy.

Nous avons, ||fx — foll, =[xl < % Nous aboutissons a ||uny — ugl|y =
O(Jx)
Maintenant, supposons que le support de uy soit inclus dans celui de fy.
Alors
(uo — uy)>dz > / uddz
D(Ovl) D(Ovl)\supp(f]\’)

Cependant, ug = (1—$)XD(O,1)- Donc fD(o D\supp(fx) u? dx est une constante

indépendante de N. On ne peut avoir NhI—Ii—l luny —uglly = 0! [
— T 00
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Nous donnerons, en fin de chapitre, d’autres exemples ou ’algorithme d’ORF

ne conserve pas le support.

3.6 Etude de 'asymptotique A =0 N

Commencons par fixer f € L?(R?) et & faire tendre \ vers +oco. Appelons

f =wuy + vy la décomposition ORF de f.

Lemme 3.6.1 On a |[vylly < [/ fll5-

En effet, la décomposition f = uy + vy 'emporte sur la décomposition tri-

viale f =0+ f.

La croissance de J(A) = ||u]| gy + A [[vall3 quand X tend vers +oo donne un

renseignement tres précis sur la régularité de f. En effet, on a

Théoréme 3.6.1 Si 0 < v < 1, alors les deux propriétés suivantes sont
équivalentes

(a) JA) <CX, A >1

(b) Les coefficients d’ondelette de f réordonnés en une suite décroissante
¢t wérifient ¢, < Cn=P, B = (1+~)"L.

Observons que 'on a toujours J(A) < A ||f||§, ce qui explique v < 1.

Prouvons que (a) implique (b). Par hypothese [[uy| gy < CAY et |[uy]ly <
CA=(1=7/2_ On pose A = 27 et Pon estime le cardinal de Iensemble des
ondelettes donnant lieu & un coefficient supérieur a 2 - 277, Cela implique
soit que le coefficient d’ondelette de uy) dépasse 277, soit que celui de vy
dépasse 277. Dans le premier cas, on utilise le théoreme de A. Cohen, W.

Dahmen, I.Daubechies, R. DeVore [34], et il vient
Card{ ondelettes ¥y, , |< uy, by, >| > 277} < ¢'270+7), (3.28)

Dans le second cas, on utilise I'estimation triviale (I C [%°°) et il vient
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Card{ ondelettes 1y, , |< vz, Uy >| > 277} < 22227717 = 0221(1+7)

(3.29)

Finalement, on obtient bien C”2/(1*7) comme annoncé par (b).

En sens inverse, on développe f en série d’ondelettes écrite dans 'ordre

des modules décroissants des coefficients. Il vient f = ZmZO CmWm avec

lem] < # On décompose f en ZZ:O Cm¥m + D s N Cm¥m = u+v.

On a fullgy < CoXh_gleml (car [¥mllgy = [¥llpy) et Yoy lom| <

c, NY/(+1),

Par ailleurs 3", _ vleml® < C2Y, N m20+D) 7 = C’;N_(l_w/(l‘k”). On

lie A & N par A= NO+tD™" et I'on a ainsi llull gy < CXY et A o]l < CAY.

Que se passe-t-il dans 'asymptotique suivante :

On traite une image texturée

fn(@) = folx) m(Nx)

oum(x) =14 p(x), p périodique de période 1 en 1, x2 et d'intégrale nulle.
On suppose que p est une fonction L>(R?) et que fo est & la fois & variation
bornée et est un multiplicateur ponctuel de BV. Cette derniere hypothese
est vérifiée par exemple si fj est la fonction indicatrice d’un domaine €2 dont
la frontiere est une courbe de Guy David. L’asymptotique étudiée est celle
ouA=60N ou 0 < 6 <1 est un petit parametre. Vérifions que 'algorithme
d’Osher-Rudin-Fatemi appliquée a la fonction fy, a 0 fixé et N tendant vers

I'infini, fournit un sketch uxy proche de fy au sens de la norme ||-||,.

Théoreme 3.6.2 Sous les hypothéses précédentes,
1

Ju = foll, = O(=

). (3.30)

Notons que le corollaire 3.2.2 ne s’applique pas ici pour donner ce résultat.

En reprenant les notations de ce corollaire, on voit que la constante C()\)
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est de l'ordre de v/ alors que ¢ = O(%) Donc C(\)e'/? ~ 91/2,

Pour prouver le théoreme 3.6.2, on se sert du théoreme de stabilité 3.2.1.
Ecrivons fy = ug+wvg, sa décomposition d’Osher-Rudin-Fatemi pour A = N.
Alors fn peut s’écrire fn = ug + (vo + pu(Nx)fo).

Comme d’habitude, posons § = ||vg + p(Nz) foll, — ||vol|,. Alors

16 < llu(Nz) foll,

Calculons

/ wo(vo + (N 2) fo)dz = [[uo gy o], + / up fop(Nz)da.

Donc

/UO(UO +u(Nz)fo)dr > |luoll gy [lvo + w(Nz) foll, — 2 [Juoll gy (N ) foll, -

Posons alors o = 2 |Jug|| gy [|(N2) fo .. Majorons les coefficients «, .

Comme fy est un multiplicateur ponctuel de BV, le théoreme 1.3.2 donne
Pexistence d’un réel A tel que ||u(Nw) fo|, < 4. Donc |8] < 4. De I'inégalité
J(ug) < J(f), on en déduit 0 < a < 2||foll gy &

Par application du théoreme 3.2.1, dans le cas d’'une fonction a variation

bornée, nous écrivons

a—B([lfollpy +2X(2A8+1)71)  sif<0
v (@, B,A fo) = (3.31)
a+ B foll gy sinon

et

[un —uolly < ¥(ev, B, A, fo) (3.32)

Etudions alors la fonction v selon le signe de (.

— Si B8 >0, alors par ce qui précede

3A
’}/2(C¥,,8,)\,f0) S ;

(3.33)
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— Si B < 0, alors en supposant 6 < ﬁ,

2A
P8 o) < ollgy 3+ ). (3:34)

20

Ainsi dans les deux cas la fonction ¥? est de I'ordre de grandeur de %

Montrons maintenant que ug est proche de fy au sens de la norme ||-||,.

Pour cela, nous savons que J(ug) < J(fo). Donc A fo — uoll3 < I foll gy

Finalement 1/2
_ lolly2

1fo—uolly < JoN (3.35)

Donc ||uny — foll, est de ordre de grandeur de \/% [

3.7 Comparaison avec le Wavelet shrinkage

Dans cette section, on se propose de comparer le résultat obtenu a ’aide
de la fonctionnelle ORF inf ||u|| gy, + A [v]|3 et le seuillage des coefficients
d’ondelette. On se place dans ’asymptotique A — +o0o et ’on suppose que
A=060Nou0 < 6 <1 est un “petit” parametre. On montre que, dans
certains cas, le wavelet shrinkage et ’algorithme d’ORF sont équivalents.
Pour finir, on donne un exemple de texture que le wavelet shrinkage efface
completement alors que 'algorithme d’ORF conserve essentiellement cette
texture.

Le wavelet shrinkage est défini de la fagon suivante. On considere une base
orthonormée v 1,, ot ¥ € {11, 12, ¥3}. Pour une fonction f € L?, on met &
zéro tous les coefficients < f, 1) >= c; 1 vérifiant |c; 1| < € olt € > 0 est un
parametre dépendant du support de 1. On sait que le couple optimal (u,v)
vérifie dans tous les cas [|v]|, < 55. Cela entraine |< v,1h; ) >| < %. Un
seuil de 'ordre de grandeur de % devrait effacer la composante texturée de
f- Mais ce seuillage, appliqué a f, modifie aussi la partie “objet” w.

Pour étudier la réciproque, on considere les images texturées de la forme

fn(x) = fo(x)m(Nzx) o m(x) € L™ est 1-périodique en x1,z2, d’intégrale
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égale a 1. La fonction fj est supposée étre a variation bornée. On écrit
m = 1+ p ot u est de moyenne nulle sur [0,1]%. Notons uy = ®(fy), la
solution de l'algorithme d’ORF appliqué a fy. Si 'on suppose que fy est
un multiplicateur de BV, alors |[uny — up||y < % Pour le voir, on applique
le corollaire 3.2.2 et la remarque 1.3.1. Dans le cas contraire on peut juste
dire que ||luy — upl|, tend vers 0 quand N augmente. Ici, ug + vy désigne
la décomposition optimale d’Osher-Rudin-Fatemi de fy. On se place dans
I’asymptotique A = N et N — oo. Notons fb, f;\/ les fonctions obtenues par
seuillage des coefficients d’ondelette des fonctions fy et fy au seuil € = %
Posons v = p(Nz) fo, et a = ||v]|,, de I'ordre de 3. On suppose § << 1 de
sorte que o << e. Il vient

Proposition 3.7.1 Sous les hypothéses précédentes, il existe une constante
C, telle que

| v = o, < 22 ol (3.36)

Ainsi

f;\/ — uoH2 est de Pordre de N=1/2 : en d’autres termes, appliquer
le wavelet shrinkage ou l'algorithme d’ORF a fy revient essentiellement au
meéme, au sens ou les fonctions f;v, un et ug sont proches dans L2.

Passons a la preuve de la proposition 3.7.1. Rappelons qu’on a évidemment

1fo — wolly < A2 | foll e - (3.37)

Nous allons montrer que
|7 = 5|, < ox21sle et [fo— o, < ON2UANEE . (3:38)

Pour cela, on se sert encore du théoreme établi par A. Cohen, W. Dahmen,

I. Daubechies et R. DeVore [34],

Théoréme 3.7.1 Pour toute fonction f de BV (R?), la suite des coefficients
d’ondelette c;j appartient a IY(A) faible, ou A est l’ensemble des indices
j €Lk €72 eti € {1,2,3} définissant I'ondelette 11, 1o ot 1b3. En
particulier, si on ordonne les coefficients |c; k| par ordre décroissant, la suite
Clfllpy

n

réarrangée c;,, n € N*, vérifie ¢, <
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On ordonne alors les coefficients d’ondelette de fy de telle sorte que la suite
des valeurs absolues soit décroissante; on les note fo,, n € N*. De méme,
pour le méme réarrangement, on note v, les coefficients d’ondelette de v.
Nous avons [vs] < pa oit p = [[¢l|gy et |fonl < 4 ott A = C|foll gy C
étant une constante indépendante de fy et IN. Les coefficients d’ondelette de

la fonction fx sont fo, + v,. Notons ¢, ceux de fN et d,, ceux de fg.
A

Si |fon + vn| <€, alors ¢, = d,, = 0. En particulier si o tap <e cest-a

dire. n > , alors ¢,, = d, =0.

A
€—ap
De méme, si |fon| > €+ ap, alors ¢, = fon +vn et dp = fon.

Sie—ap < |fon < e€alorsd, =0etc, <2 On a nécessairement n <

A

€E—ap’
Sie < |fon| < €+ pa, alors d, = fon et |cy] < 2e. On a nécessairement

A

2
. ; z 2 A
On veut estimer HfN —f0H2 = Zn21 |en, — dyp|*. Pour n > —ap 0 =

d, = 0. Quant aux trois autres cas, on remarque que |d,, — ¢,| < 4e. Ainsi

Hfzv—fon < Ce”foljve?. (3.39)

On obtient de facon évidente, la méme estimation pour fo, c’est-a-dire

- 2
|70 5[ < clfillsy « (3.40)
Il suffit alors de combiner les équations 3.37, 3.39, 3.40, d’utiliser le fait que
€= % et a << €, pour achever la preuve. |

Remarquons que si a est de I'ordre de grandeur de % I’estimation 3.39 n’est

plus valable. Dans ce cas, on ne peut rien dire.

Pour conclure, nous allons démontrer, comme annoncé, que, dans cer-
tains cas, le wavelet shrinkage efface complétement I'image tandis que 1’algo-
rithme ORF conserve essentiellement I'image, au sens ou || f||, ~ [|2(f)],-

Pour cela, on reprend le modele de texture présenté au Chapitre 2. On
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considere une base orthonormée de L?(R?), 2/4)(2/x — k), j € Z, k € Z?,
Y € {91, o, Y3} o1 ¢ € C! est & support compact. On considere alors, pour

une suite ¢ de réels de valeurs absolues 1, la fonction

N
(@) =" e r2(2z — k). (3.41)

j=1 k
Il est facile de prouver que ||fn||, < BN (cf. Chapitre 2). Le probleme est
la minoration. Nous ne savons pas montrer en général que || fy||, > 7N ou

v > 0. Nous avons montré, au Chapitre 2, que cette norme est minorée par

YN/2,

Cependant fy n’est pas dans L?(R?). Pour y remédier, on remplace la

somme sur k par une somme finie. Posons alors

N
In(@) =) a2 — k) (3.42)
J=1 |k|<2
On a ||fn]l, = 2V. On renormalise alors notre suite de fonctions en posant
Fyn = 27N fx. Cette fonction vérifie alors ||Fix|, = 1, ||[Fx], > 72~VVN,
toujours par I'argument des mesures de Carleson. Si ’on applique a Fiy 1'al-
gorithme ORF avec le seuil A = 32" ott B > 0 est une petite constante,
alors on obtient Fy = uy + vy ot |lony|l, = (2A)71. On a, en fait | Fn||, >
AN1/22=N >~ g=19-N-1 — (2))~1 L’algorithme ORF conserve essentiel-
lement I'image alors que le wavelet shrinkage efface completement 'image :

¢,k 2 N<ﬁ:75 -

3.8 L’algorithme ORF et les fonctions radiales

Le premier exemple connu de résolution de I'algorithme d’ORF est le cas
d’une fonction indicatrice d’un disque [58]. V. Caselles, G. Belletini et M.
Novaga([14] [13] [15]) ont résolu, d’une fagon différente, le probleme d’'ORF

sur certaines fonctions. Les auteurs exhibent des solutions au probleme

88



—div (%) = u et montrent le lien avec la résolution du probleme d’ORF.

Nous y reviendrons en détail a la section 8.3.

Dans cette section, nous donnons quelques exemples de résolution de
lalgorithme d’ORF dans le cas ou la fonction est radiale. Nous retrouvons
ainsi certains résultats de [13][15]. Nous commencons par caractériser les
couples optimaux dont les fonctions sont radiales.

L’invariance par rotation des normes utilisées dans la fonctionnelle J conduit

au résultat suivant :

Lemme 3.8.1 Soit f € L? une fonction radiale. Alors ug = ®(f) et vg =
O(f) sont aussi des fonctions radiales.

En effet, considérons 6 un parametre angulaire et rg la rotation de centre
Porigine et d’angle 6. Posons fy(z) = f(rg(z)) et de méme pour wuy et vg.
On a [lugll gy = luoll gy et l[vplly = olly- De plus f(ro(x)) = f(z), o € RZ.
Nous avons alors f = ug 4+ vg = ug + vg et J(up) = J(ug). L'unicité de
la solution de ORF implique ug = ug, 8 € R . Donc u est radiale. Mais

v = f —u, donc v est radiale. |

Dans le cas radial, on peut facilement calculer la norme duale :

Théoréme 3.8.1 On considére une fonction radiale de L*(R?) notée encore

f(r) € L¥(rdr). On a alors

r

1
1. = | [srts)as| (3.49)
0 o0
Pour prouver ce résultat, posons h(r) = % for sf(s)ds. Il vient par simple cal-

cul, f(r) = %(%h(r)) + a%(%h(r)). Donc f = div g avec g = (£h(r), %h(r))
Il vient ||f]l, < ll9llc = lIh]|- II reste & montrer l'inégalité inverse. Pour

cela, nous écrivons
+oo
1. = w2 [ f)glr)rds
g
0
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ou g(r) € BV vérifie ||g|| g, = 27 f0+°° rlg'(r)|dr <1.0r 0+°° g(r)rf(r)dr =
— JoF° g (r)h(r)dr. Tl vient alors [|g]|, > ||| |
Considérons alors un couple (u,v) radial et demandons-nous a quelles

conditions il est optimal. Nous obtenons le résultat suivant :

Théoreme 3.8.2 Soit u et v deux fonctions radiales.
Posons \(r) = %for to(t)dt et M = ||\ (on a M =||v||,). Alors les propo-
sittons suivantes sont équivalentes :
— 1) (u,v) est un couple optimal
— i) p = —ru/(r) est une mesure de Radon de masse totale finie, portée
par l'ensemble fermé défini par A(r) = £M avec accord entre le signe

de X\ et celui de p

Ce théoreme nous aidera a trouver la solution au probleme ORF dans des
cas particuliers (théoréme 3.8.3). La preuve du théoréme 3.8.2 est triviale. 11
suffit de noter que [jul| gy, = [;° [v/(r)| rdr et que v(r) = 1(rA). Le couple

(u,v) est optimal si et seulement si il vérifie

/u(r)v(r)rdr:/‘u’(r)‘rdr A ]| o - (3.44)
0 0
Remplacons v en fonction de A, il vient
[N @y = [ a0 rar Al
0 0
D’ou - -
—/u'(r)r)\(r)dr = M/‘u'(?")‘rdr-
0 0
Finalement (u,v) est optimal si et seulement si
/(Mr [/ ()| + A(r)rd (r))dr = 0. (3.45)
0

Etant donné que la mesure A(r)ru/(r) est dominée par Mr |u'(r)|, 'équation

3.45 est équivalente a
Mr |/ (r)| + A(r)rd’ (r) = 0. (3.46)
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Cette identité est une égalité entre mesures. La fonction A est clairement
continue ; donc 'ensemble défini par A(r) = £M est fermé et la mesure

—ru/(r) est portée par cet ensemble. [ |

Remarque 3.8.1 Le théoreme 3.8.2 est important. Il donne une allure de
la solution v au probléeme étudié. En effet, si u(r) est par exemple dérivable
de dérivée strictement positive (respectivement strictement négative) sur un
intervalle ouvert mon vide alors A = M et v = % (resp. X = —M et

Uz—%}.

Remarque 3.8.2 De méme si A n'atteint pas la valeur M sur un intervalle
ouvert non vide, nécessairement u est constante.

L’idée est alors, étant donnée une fonction radiale f, de chercher pour u =

®(f) une fonction radiale qui est constante sur certains intervalles et de la

forme f + # sur d’autres intervalles.
Théoréme 3.8.3 Soit f = f(r) une fonction de classe C*(RT) wvérifiant
fooo f2(r)rdr < co. On suppose qu’il existe un réel to positif tel que sur l'in-
tervalle [0,to] la fonction rf(r) soit croissante concave puis décroissante sur
[to, +oo[. Alors la fonction u, solution du probléme ORF de paramétre \
vérifiant || f|l, > (2X\)71, est de la forme suivante :

il existe v >0, a >0 et R > a tels que

u(r) =~ pour 0 <r<a;

sur lintervalle [a, R] u(r) = f(r) — % ot M = (2)\)"Let u est décroissante ;
u(r) =0 pour r > R.

Les parametres v, a et R sont solution du systéme (£) défini par

RF(R) = M
2 [tf(t)dt —af(a) = M

y=fla) -4
a< R

()

Pour prouver ce résultat, il suffit de montrer que le systeme (£) admet une
solution. Remarquons que le fait que la fonction r f est décroissante a I'infini
et que f € L%(rdr) implique lim, o, 7f(r) = 0. De plus, f est nécessairement

positive.
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La fonction f vérifie || f||, > (2A)~!, donc la solution (u, v) du probleme ORF
est un couple optimal et ||v]|, = (2A)~L. En posant A, (r) = £ = Jo to(t)dt, il

vient que (u,v) est solution de ORF si et seulement si

Aollo ™ }u/(r)‘ + Ao(r)rd/ (r) = 0 (3.47)

et
loll. = (23~ (3.48)
Posons M = (2X)~!. On sait par ailleurs que [|v]|, = [|Ay|,,. Pour prouver

le théoreme il suffit alors de vérifier qu’il existe des constantes v, a et R > a
telles que la fonction u ainsi définie vérifie I'’équation 3.47 et que ||\, ||, = M.
Il suffit pour cela que les quatre conditions suivantes soient vérifiées :
— 1) u soit continue sur R*
~ 2) u est dérivable par morceaux et u'(r) < 0 pour r € [a, R]
3) Aol = 2071
) 2(r) = Mo, sur [a, ]

La condition (1) est équivalente &

M
=

1= fla) = et f(R) = (3.49)

La condition (2) est équivalente a
—f'(r)yr? > M. (3.50)

La condition (3) nous dit que M = ||A||

Quant a la condition (4), en tenant compte de la condition (3), remarquons

que

Or v(r) = %\4 sur lintervalle [a, R], donc
a a
Ao(r) = =Ap(a) — —M + M.
() = “Aofa) — M+

92



Ainsi la condition (3) est équivalente a
Ao(a) = M. (3.51)

Calculons A, (a) en fonction de nos inconnues :

w@ =2 w0 -de =2 [erwi- (1@ -2,
0 0
car v = f(a) — % Ainsi A\y(a) = M est équivalent a
: f tF(£)dt — af(a) = M (3.52)
|
Posons alors
s1(r) = rf(r)
) =
=yt - rf( )
) = r fo tf

Pour prouver le théoreme, il sufﬁt de montrer que le systeme suivant a une
solution en les inconnues v, a et R

[Ao]loe = (2X
v=fla) =7
a< R
Sl(R) =M
so(r) > M, a<r<R
sg(a) =M

-1

~—

<

(3.53)

Il nous faut étudier les positions relatives des 3 fonctions s1, s9 et s3. Mais il
sera utile d’étudier dans un premier temps la fonction Ay de la variable » > 0.

Notons que Ay est positive. On a )\’f( r) = % fo tf(t)dt). Appe-
lons v(r) le terme entre parentheéses. On a v (r) = rsl(r). Donc v et s; ont
les mémes variations. Ainsi d’apres les hypotheses, la fonction v est crois-

sante sur [0,%o] puis décroissante sur [tg, oo[.

Du coup, la fonction v ne peut s’annuler avant sur ]0, to].

En effet les propriétés v(0) = 0 et v croissante impliqueraient que v = 0
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;
Courbe de A\, pour f(1j=e™"
0.35 T T T

Il
03

0.251

02

01f

0.051

2

F1G. 3.2 — Fonction Ay pour f=e™" .

sur un intervalle [0,z¢]; donc f serait de la forme % au voisinage de 0,
contredisant le fait que f € L?(rdr) ou f # 0.
De plus, [[Af]|,, < oo car [[f||, < oo et les hypotheses impliquent de fagon
claire que lim, 4 Af(r) = 0. Donc A atteint sa borne supérieure, qui n’est
autre que || f]],, en une valeur r,, supposée étre la plus petite possible. Donc
Np(r«) = 0, c’est-a-dire v(r.) = 0. Ceci implique Af(r.) = s1(r).
Donc v est strictement positif sur |0, r,[, puis négatif sur [r,oo[. Donc, A;
est strictement croissante sur [0, r,] puis décroissante.

Nous pouvons passer a I’étude des fonctions s;, 1 = 1,2, 3. 1l est facile de

vérifier que
s1 — sg =18y (r)
S9 — s3 =rsh(r) .
s1— s3 = 2rNj(r)

e Position relative de sy et so :
s1— 82 > 0 < si(r) > 0 Donc s; > sy sur [0,t0] et s1 < s9 sinon. Remar-

quons que s1(r) = sa(r) si et seulement si 7 = 0 ou s} (r) = 0.

e Position relative de s1 et s3 :
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2
ot
courbes S, S, S pour f(r)=e

—r2

F1a. 3.3 — Fonctions s1, s2 et s3 pour f(r) =e

s1 — s3 est du signe de )\}, donc s1 > s3 sur |0, 7| et s1 < s3 sinon. Remar-

quons que 83(7°*) = 81(7’*) = HfH*

e Position relative de s9 et s3 :

s9 — s3 est du signe de s5. On a s5(r) = r—lQ(—r?)f’(T) +r2f(r) =2 [5 tf(t)dt).
Appelons v le terme entre parentheses. Il vient que v'(r) = —r2s{(r). La
concavité de sy sur [0, o] implique que v est croissante sur [0, tp]. Comme
v(0) = 0, alors s5(r) > 0 sur [0,%g]. Or sur [tg,r.] on a prouvé que s3 < s
et s9 > s1, donc sg > s3. Alors s4 est positif sur [to, ry.

Finalement sg est croissante et so > s3 sur [0, r].

Nous sommes en mesure de prouver ’existence de a et R.
Nous savons que s3(0) = 0, s3(rx) = || f||, > M et s3 est croissante sur [0, 7] ;
donc par théoreme des valeurs intermédiaires, il existe un réel a €]0,r,] tel

que s3(a) = M.

Remarque 3.8.3 On pourrait démontrer l'unicité de a sur Uintervalle [0, r,],
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mais on peut s’en passer, car si u est solution au probleme ORF, u est
UNIQUE.

Définissons alors R. Nous savons que s est croissante sur [0, ¢o] puis décroissante
et tend vers 0. Or s1(ry) = || f]|, > M et . > to, donc s1(tg) > M. Ainsi il
existe un réel R > r, > a vérifiant s1(R) = M.

Il reste a vérifier que ces choix de a et de R conviennent. Vérifions alors le

systeme (S) 3.53.

e Vérifions que sa(r) > M, r € [a, R] :
Sur lintervalle [a, 7], on a s3 < s9 et s3 > s3(a) = M, donc sg > M

Sur lintervalle [ry, R], on a s1 < sy et s1 > s1(R) = M, donc s9 > M

e Vérifions enfin que ||A\,]|, = (2\) L.

Nous savons déja que A\,(a) = M, par 3.51. Le fait que v = % sur [a, R]
implique que sur cet intervalle A\, (r) = M. Nous savons aussi que A, (0) =0
(une simple application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz).

Pour montrer que ||\, ||, = M, il suffit de prouver que 0 < A, (r) < M sur
[R, +oo[ et que X (r) > 0 sur [0, a].

Sur [R, +oo[, Ao(r) = L [T to(t)dt = L(MR+ [5,s1(t)dt). Or 0 < s1(t) < M,
donc 0 < Ay(r) < M. Sur [0,a], \o(r) = 2[5 tu(t)dt — v5. Alors N,(r) =

%2(7“2]"(7“) — Jo tf(@)dt) — % Posons 1 = r2(r? f(r) — [; tf(t)dt). Un petit

calcul prouve que n(a) = % Donc M\, (a) = 0. Montrons alors que 7 est
/
décroissante. On vérifie que 7'(r) = _337(7“)‘ Or s3 est croissante sur [0, a]

donc 7' est négative, c’est-a-dire n est décroissante, et donc X, (r) > 0.
Finalement, on a bien ||\, = M.
Ainsi la fonction w, définie comme dans les hypotheses du théoréme, est

solution du probleme ORF. |

Les figures 3.4 et 3.5 mettent en évidence le fait que u disparait quand A

1
2[IfIl.

diminue jusqu’a atteindre la valeur “d’extinction” Lorsque A diminue,
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2
décomposition de f(r)=e™"
1 : ‘

A=2.5
a=0.86
R=1.39

0 I I I I L
0 05 1 15 2 25 3

r

2

FiGc. 3.4 — Décomposition par ORF de f =e™"".

a crolt et R décroit et ces valeurs tendent vers la méme limite. Dans le méme

temps, v tend vers 0.

Voici un autre exemple d’application du théoreme. Considérons la fonc-
tion f(r) = (1 —7)%. On a alors s1(r) = r(1 — 1), so(r) = r? et s3(r) = %
pour r < 1. Il est facile de vérifier que || f]|, = 1% La résolution du systeme
(S) donne, pour M = (2\)7!, a = v/3M, R est solution de R(1 — R) = M
etR>a,et'y:1—%a. SiM:||f|]*,alorsa:R:%,’y:Oetu:O.
Lorsque M décroit vers 0, a tend vers 0 et R tend vers 1. Dans ce cas,
tend vers 1 et la fonction u tend vers f, au sens de la norme L? (méme au

sens de la norme BV). La figure 3.6 illustre cet exemple.

Les exemples précédents ont illustré le fait que la composante objet u
disparait si M tend vers ||f||, et est proche de f lorsque M — 0. L’étude
du comportement de I'algorithme ORF sur les fonctions radiales vérifiant
les hypothéses du théoreme 3.8.3 a aussi mis en évidence le fait que cet
algorithme crée des marches. Ce phénomene n’est pas nouveau. Il a été
observé, d’un point de vue numérique, par W. Ring [69].

Le théoreme 3.8.3 ne prend pas en compte le cas des fonctions “marche”,
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FiG. 3.5 — Décomposition par ORF de f =e™"".

09F b

f)=(2-1)"

0.7 T
u pour A=16

0.6 1
05F 1

04t -

03F B

u pour A=4

F1G. 3.6 — Décomposition par ORF de f = (1 —r)™.
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c’est-a-dire les fonctions radiales étagées. C’est I’objet de la section suivante.

3.9 Fonctions radiales constantes par morceaux

Dans cette section, on se propose de compléter le théoreme 3.8.3. Nous
montrons que 'algorithme ORF conserve la structure étagée d’une fonction
(dans le cas radiale). Cependant, les plateaux sont modifiées.

On considere une fonction radiale f de L?(R?). On note f(r) cette fonc-
tion. On fait hypothese que f est d’énergie finie ([rf?(r)dr < oo) et
est constante par morceaux. Il existe alors des nombres fo, f1,..., fn et
ro <711 < ...<ryavecryg=0et fy =0 tel que f(r) = f; sur [r;,ri41]
pour i € {0, N — 1} et f(r) = 0 pour r > ry.

La décomposition ORF appliquée a f(x) s’écrit @ + 0. Les fonctions 4 et ©
sont alors radiales. Que peut-on dire de plus?

Lorsque f(r) a une seule discontinuité (N=1), f est la fonction caractéristique
d’un disque, la solution du probleme ORF est u(r) = (1 — %Tl)f('r) Que de-
vient ce résultat pour N > 17 Le théoreme suivant répond en partie a cette

question.

Théoreme 3.9.1 Dans les conditions précisées ci-dessus, la solution 4 du
probléme ORF associé a un paramétre X\ tel que || f|l, > (2\)7!, est une
fonction constante par morceaux construite o partir de la méme subdivision

(ra)o -

Dans le cas ou || f||, < 5, nous savons que @ = 0. Pour prouver ce théoréme,
nous considérons un autre probleme : on minimise la fonctionnelle ||ul| 5, +
A||f — ul|3 sur ensemble des fonctions constantes par morceaux sur la méme
subdivision (r;)Y. Ce probleme (discret) admet clairement une unique so-
lution @. On vérifie ensuite que u et v = f — u est solution du systéme

r(||h]lo || + h(r)uw' (1)) =0 et ||h| . = % ou h(r) =r1 for tv(t)dt.
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Considérons une fonction u(r) définie par ses valeurs prises (u;);. Posons

v; = fi — uy. 1l vient

!
lull gy + Aol Z lui — ui—1|ri + Z v (rd — i)
=0
Notons J(ug, u1,...,un—1) le terme de droite. Notons (ﬂz)év la solution mi-

nimisant J.

Nous traitons dans un premier temps le cas ou, pour tout ¢, @; # u;+1. Nous
reviendrons par la suite sur le cas général.

Dans le cas ou @ est discontinu en chaque r;, ¢ = 1...N, on pose ¢ =

signe(tj—1 — u;) pour ¢ > 1 et

N N
A
JQ(UO, ULy ,’LLN_l) = E riei(m;,l — ul) + ; E U?(T?_,_l — ’I“,LQ) (3.54)
i=1

=1

Alors (4;); minimise Jy d’ou 8% Jo(u) = 0. Apres calcul, on obtient

Vi € {0 ...N — 1} Tit1€i+1 — Ti€ = )\ﬂi(T?+1 — 7"22) (3.55)

Pour vérifier que r((2\) ™! [@|[+h(r)@ (r)) = 0, il suffit de vérifier que h(r;) =

2% pour ¢ > 0 (i = 0 ne pose pas de probléeme).

Pour ¢ = 0 on a alors 7y = )\6—?}1 Or par un simple calcul, h(ry) = %,
d’ou h(r) = —3\ Par récurrence, supposons alors que h(r;) = 5 )\ Alors
2
i1 I RN
h(riz1) = 7“z+1 Jot to(t)dt = v (rih(ri)+—"5—"0;). On remplace alors

h(r;) par €;(2)\)~! et utilise 3.55 pour conclure que h(r;y1) = €;+1(2\) ¢
I reste a vérifier que ||h]|, = (2)\)~1. Nous avons |h(r;)| = (2A) 1. Montrons

que h(r) ne dépasse pas cette valeur pour r € [r;, 7;4+1]. Par le méme calcul
2 _ e . e
que précédemment, on a rh(r) = T21§\z + 1714%.Mais p; = [it1Cil T T

)\(7’1'2+1 - 7”12) ’

donc

r. L — e
2)\?”]1(7“) = T;€; + —H_IG;—H ;61 (?”2 — TZQ)
)\(7’1'+1 - 7"2')

On peut réécrire cette expression sous la forme

1
—sleri(rf — %) + eivaria (0 = )],
Tit1 =Ty
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Tout revient a montrer que
leiri(riiy = 1%) + ciparipa (r? = 0f)| < (i — ).

On majore le terme de gauche par r;(r?,; — r%) + ri11(r?* — r?) qui s’écrit
(r* + 7i7i41) (ris1 — ;). Comparons-le avec r(r?,; —r?). La différence s’écrit
(riv1 — 1) (r® = r(riy1 + i) + ririg1) ouw encore (ripq — 7)) (r — 1) (r — rig1)

qui est négatif pour r € [r;, ri41].
Ainsi le théoreme est vérifié dans le cas particulier ot pour tout i, @; # U;11.

Revenons au cas général. Notons sy = 0, s1,...,s, les valeurs r; pour
lesquelles u est discontinue. Notons pour k € {0,...,p}, Iy 'ensemble des
indices 7 tel que sy < r; < sp41 et I la valeur prise par @ sur [sg_1,sk|[.

Posons €, = signe(ly_1 — li). Alors [ minimise

p p—1
Ja(1) = ser(lo—1 — Ix) + %Z ST — )0 —1D). (3.56)
k=1

k=01icl}

En écrivant %Jg( ) =0, il vient la relation

2 2
Ski1€ki1 — Sk€k = A E vi(ri — i)
i€l

Comme précédemment, pour vérifier 7((2)) =1 [o/|+h(r)u/(r)) = 0, on prouve
que h(sg) = €x(2X) L. Il restera ensuite & prouver que ||k = (2A)~%

Le premier point est trivial (méme preuve que le premier cas). Il reste a
prouver que ||hl|,, = (2A)~!. On procéde comme dans le premier cas. On se
place sur [r;, r;41]. La seule différence est que |h(r;)| et |h(r;+1)| ne sont pas
connus. Cependant nous prouvons d’abord que ces valeurs sont majorées par
(2)\)~L. Pour cela, on revient & la fonctionnelle .J. On sait que @ minimise .J.
Soit alors u une autre fonction étagée sur la subdivision (r;);. On a J(u) <

J(u + tu) pour t € R. Par le méme raisonnement que dans la preuve du
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théoreme 3.1.1, il vient que

2)\‘/1711,

Choisissons u(r) = X[o,r,]- Alors |[ul| g, = ri; dolt [h(r;)] < (2X)71.

< Jlull gy -

Posons a = r; et b = r;41, par simple commodité. On a rh(r) = ah(a) +
Y (r*—a*). Donc bh(b) = ah(a)+%(b2—a2). On en déduit % = W.
Alors 7h(r)(b? — a?) s’écrit, aprés calcul, ah(a)(b? — r?) + bh(b)(r? — a?). 1l
ne reste plus qu’a conclure comme dans le premier cas. |
Dans le cas ou f est étagée, 'algorithme d’ORF conserve donc la struc-
ture étagée. Les calculs précédents ont montré que la solution u est alors
construite a partir de la méme subdivision : les marches de f se retrouvent
(au sens large) dans u. Rien n’empéche a ’algorithme d’ORF, a priori, d’ef-
facer certaines discontinuités de f. Il se peut donc que ’algorithme efface

les trous. Dans la section suivante, nous présentons quelques exemples qui

illustrent ces phénomenes.

3.10 Quelques exemples

Nous sommes toujours dans le cadre des fonctions radiales. Le but des
exemples suivants est de prouver d’'une part, que si f = xg, algorithme

ORF ne donne pas systématiquement u = ax g, et d’autre part que l'algo-

rithme d’ORF efface les “petits trous”. Pour cela, on choisit E = [0, 15¢] U

[13€,1], o € est supposé petit. Un calcul simple donne [|f|, = 15¢. On
suppose alors 1 —e > A1

On cherche alors une fonction u, constante sur [0, 1], de valeur a > 0, mini-
misant J = [|ul| g+ [v]l5- Ona J(a) = a+3((1—a)?(1—e)+ae). La valeur
optimale vérifie %J (@) = 0. Il vient @ = 1 — } — €. Cette valeur est bien

strictement positive. Pour que u ainsi défini soit solution de ORF, il suffit

que h(1) = (2X\) " et ||h] o = (2A)71. On rappelle que h(r) = r=! [ to(t)dt.
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Le premier point est une simple vérification. Pour calculer ||A||, on constate
que |h(r)] < h(1), pour r > 1, car v(r) = 0 a partir de » = 1. On calcule
1—¢

h(15€) et h(1E€). On vérifie facilement que ces valeurs sont de l'ordre de

grandeur de (4)\)~!. On se sert alors du lemme évident suivant,

Lemme 3.10.1 Pour R > 0, si |h(a)] < R, |h(b)| < R et siv est constante
sur [a,b], alors h est bornée par R sur [a,b].

Ainsi |h(r)| < (2X) 7L

Théoreme 3.10.1 Le probleme ORF appliqué a f donne u = ax[p,1j, avec
a=1-\"1—e

Remarquons que pour f = (g1, @ =1 — A~1. L’algorithme ORF ne prend
pas en compte la discontinuité et ne conserve pas le support. La fonction u(r)
est alors proche de (1 — )\_I)X[O,l]' On vérifie ainsi le théoreme de stabilité.
En effet, posons fy la fonction indicatrice du disque unité et f; la fonction
indicatrice de ’ensemble 7 € E. Alors ug = (1-A"1) fo et ug = (1-\"1—¢) fo.
Ona[lfi — foll, = e(L+€)7", Jur —uoll, = ey/7.

Prenons un second exemple. On considére encore la fonction fo(r) =

X[o,1] et f1 = X[e1)- Alors | f1]l, = 1 _262. Supposons A > 1. Par la méme
méthode que précédemment, les solutions ug, u; de l'algorithme ORF ap-
pliqué & fo, f1, sont u3 = (1 — A71 —€2)fg et ug = (1 — A71) fo. Alors
lur —uoll, ~ €2, alors que || fi — foll, ~ €. Ceci est en accord avec le
théoreme de stabilité. Par ces deux exemples, nous avons vérifié que les
“petits trous” disparaissent.

Concluons cette section et ce chapitre par un dernier exemple. On considere

. On

Wi

la fonction f(r) = x[1,9- On vérifie que ||f], = % Supposons A >
cherche u constante par morceaux. Il existe alors deux constantes a et b
(qu'on sait appartenir a I'intervalle [0,1]) telles que u = ax(,1) + bx|1,2- La
recherche de a et b se fait par minimisation de la fonctionnelle J(a,b) =

b — a|+|b| + 3 (a® +3(1—b)?). En distinguant les différents cas, il reste deux
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situations possibles :

)a=b= ﬁ et J(a,a) = 2a + % (4a® — 6a + 3).
2)a<baveca=A"tetb=1— A1 pour A > 2.

Pour ) € [%, 2[, seul le premier cas est possible. On obtient u = ax|g 4. Pour
A= %, on a v = 0 comme prévu. Pour A = 2 les deux situations sont iden-
tiques. Pour A > 2, il faut comparer les valeurs prises par .J. Sans faire de
calculs explicites, on peut s’intéresser a A tres grand. Dans le premier cas,
J(a,a) tend vers l'infini alors que dans le second cas, a tend vers 0 et b vers

1. La fonction u est alors donnée par le deuxieéme cas et u se “rapproche”

de f quand A tend vers 'infini.
On vient de mettre en évidence par cet exemple que 'algorithme ORF

ne conserve pas la propriété f = axp ou « est une constante et yg est une

fonction indicatrice : f = axg n’implique pas u = Bxr!
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Chapitre 4

Théoreme du mini-max et
algorithme ORF

Ce chapitre a deux buts. D’une part nous y présentons et démontrons
I’analyse faite par Antonin Chambolle de 'algorithme ORF. Nous générali-
serons cet algorithme en y remplagant [|-|| 5, par une autre norme fonction-
nelle et démontrerons ’analogue du théoreme de Chambolle. Ceci nous sera
tres utile au Chapitre 7. D’autre part, nous démontrerons le théoreme fon-
damental (4.5.1), qui est un résultat de stabilité semblable & ceux développés

au Chapitre 3. Cette seconde partie est originale.

4.1 Minimisation par projection

Dans cette section, nous présentons les résultats obtenus par Antonin
Chambolle [29]. Ce dernier compare ’algorithme de minimisation ORF au

probléeme de minimisation suivant :

inf {1~ ol (4.1)
vl <5
f étant une fonction de L? donnée, |-||, désignant la norme duale de BV.

Il s’agit en fait d’un probléme de projection. Notons K = {v € L?/ ||v|, <
%} L’ensemble K est évidemment une partie convexe, fermée dans L2, car

lvll, < ﬁ |v]l5- Il n’est cependant pas compact dans L2, car non borné.
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Alors 4.1 admet une unique solution vy = Pk (f) ot Pk est la projection

orthogonale de L? sur K. Cette projection est caractérisée par,

vo = Pr(f) <= vy € K et /(fvo)(vvo) <0 pour tout v € K. (4.2)

Théoreme 4.1.1 La solution du probléme d’ORF est donnée par ug st et
seulement si vg = f — ug est solution de (4.1).

Dans le cas ou ||f||, < (2A\)7!, on a Px(f) = f et donc le théoréme est
vérifié.

Considérons alors le cas [|f]|, > (2\)7! et désignons par g la solution du
probleme ORF, appliqué a f. Il suffit de prouver que vg ainsi défini vérifie la
caractérisation (4.2). Pour cela, on utilise le fait que le couple (ug, vp) est “op-
timal”, c’est-a-dire [ ugvo = |luo| 5y [[voll, et que [jvoll, = 55. Soit v € K.
Alors, on a fugv < luollgy [0l < luollgy ool Donc, [uov < [ uovo
c’est-a-dire [(f —vo)(v — vp) < 0. De plus vy € K. Donc, la caractérisation
(4.2) est vérifiée. La fonction vy est bien la solution de (4.1).
Réciproquement, considérons vy solution de (4.1). On décompose f = u; +
v1 par lalgorithme ORF. D’aprés ce qui précede, on a v; = wvg. Donc,

ug = f — vg = uy est solution du probleme ORF. |

Ce théoréme donne gratuitement le fait que ® : L2 — L? est Holderienne
d’exposant 1 et que ® et & vérifient la propriété de convexité. Dans le
Chapitre 3, nous avons montré que ® : BV* — L? est Holderienne d’exposant
1/2. Contrairement & ce que ’on pourrait croire, la preuve de ce résultat n’a
rien a voir avec 'espace BY. Dans la section suivante, nous présentons le

cadre général ou le théoreme fondamental est énoncé et démontré.

4.2 Généralisation

Nous désignons par S(R™) I’ensemble des fonctions de la classe de Schwartz

et par §'(R™), ’ensemble des distributions tempérées. Nous considérons un
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espace de Banach fonctionnel £ muni d’une norme notée ||-||, c’est-a-dire un

espace de Banach vérifiant

S(R") € E C S'(R") (4.3)

ou les inclusions sont continues. La fermeture de S(R™) dans E n’est pas
E en général. Nous la désignons par Ey. Nous notons alors E* I'espace de
Banach dual de Ey muni de la norme duale notée ||-||,. Notons que E* n’est
pas forcément le dual de E. Prenons I'exemple E = BV (R?). Alors Ey est
I'ensemble des fonctions f € L?(R?) vérifiant Vf € L'(R?). Le dual de Ey
est inclus dans S'(R?) tandis que le dual de BV n’est pas un espace fonc-
tionnel [58]. En effet, BV # BV qui est défini par Vf € L*(R?) ou, ce qui
est équivalent, par BY est la fermeture de S(R?) dans BV. Il existe donc
une forme linéaire continue A sur BV qui est nulle sur S(R?) et est égale
a 1 sur la fonction xg ot Q = [0, 1]%. Cette forme linéaire continue A n’est
pas de la forme A(f) =< S, f > ou S est une distribution. En effet, cette

distribution serait identiquement nulle.

Revenons au cas général. On se place en dimension n et on fixe un
espace de Banach fonctionnel E. Considérons une fonction f € L?(R") et

définissons pour u € E N L*(R™), I'énergie J(u) par
J(u) = Jull + ALf =l (4.4)

Le lemme qui suit prouve que la décomposition optimale f = @ + v existe

et est unique des lors que 'espace de Banach F est quasi-complet :
Définition 4.2.1 Un espace de Banach E est quasi-complet si la propriété
suivante est vérifiée :

Si une suite uj, j € N, converge vers u dans L*(R™) et vérifie |[u;| < 1 alors
u€E et |ul <1.

Lemme 4.2.1 Sous cette hypothéese, la décomposition optimale f = 4+ v
existe et est unique.
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En effet, posons p = inf, J(u) et considérons une suite u; minimisante,

lim;_,o J(uj) = p. Montrons que la suite u; est de Cauchy. On a

U+Uk 1 1 A 2 2 A )
T < D L+ 2+ o) = 2 g = el
Ainsi
A 2 J(uj)+J (ug) witu
oy —unlly < == = J(F),

Il existe jo(e) € N tel que pour j,k > jo(e) on ait J(u;), J(ug) < p+ €.
Or J(W) > p. 11 vient [luj — ugll, < 2 %e. Ainsi u; converge dans
L? vers une fonction notée u € L?. D’apres 'hypothese faite sur E, il vient
u € E et ||u| < liminf;||u;||. Donc J(u) < liminf; J(u;) = p. L’existence

d’une décomposition optimale est alors prouvée. L’unicité est évidente, par

stricte convexité. [ |

Apres avoir prouvé I'unicité et l'existence du probleme de décomposition

sous contrainte, nous souhaitons prouver le théoréme suivant

Théoréme 4.2.1 La décomposition optimale f = u+v définie par le lemme
4.2.1 est donnée par

o = Arg inf{||f = vlly/ ol < -} (45)

Avant de prouver ce résultat fondamental dans la section suivante, ob-
servons que le sous-espace F' C L*(R™) défini par |[v[|, < 5 est fermé dans
L?(R™). La preuve du théoréme 4.2.1 est une conséquence du théoréme du

minimax de John von Neumann [10].

4.3 Théoréeme du mini-max

Théoréme 4.3.1 (Théoréme du mini-max) Soit E un espace compact
et convezre, F' un ensemble convexe et V une application de E X F' a valeurs
réelles ayant les propriétés suivantes :

(1) x — V(z,y) est conveze et s.c.i. sur E, pour touty € F.

(2) y — V(x,y) est concave sur F, pour tout x € E.
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On pose a = infyepsupyep V(z,y) et B =supyepinfeer V(x,y).
Alors, il existe T € E tel que

supV(z,y) = a = 0. (4.6)
yeF

Si de plus, (3) F est compact, alors il existe un point selle (Z,y) € E X F,
c’est-a-dire vérifiant pour tout x € B, y € F,

Vi(z,y) <V(z,y) < V(7). (4.7)

Nous nous servirons, par la suite, d’un corollaire du théoréme du mini-max,

Corollaire 4.3.1 Supposons (1), (2) et (3°) :“ il existe §j € F tel que =
infrep V(x,y) et x — V(x,y), est strictement convexe sur E, pour tout
y € F7. Alors (Z,7) est encore un point selle.
En effet, il existe 2’ € F tel que § = inf,cp V(z,y) = V(2/,5) car E est
compact et x — V(z,7) est s.c.i. Il vient

V(a',y) = 6= inf V(z,5) <V(z,9) <supV(z,9) =a.  (4.8)

el yeF

Le théoreme du mini-max implique a@ = (. Donc les inégalités de 4.8 sont
des égalités. Il vient V(2/,7) = V(Z, 7). On en déduit par stricte convexité
que 2’ = Z. Montrons alors que (Z,y) est un point selle. On a V(Z,7y) =

a = SupyeFV(jay) Z V(jvy) De mémev ﬁ = V(jag) = inf:ﬁEE V(x,gj) g

Vix,y). [ |
4.4 Version abstaite du théoréme 4.2.1
On considére H un espace de Hilbert sur R. On note ||-|| la norme sur H

et le produit scalaire associé est noté x-y. On considere F' C H un ensemble
convexe, fermé, non vide. On définit p : H — R U {400} par
p(z) =supz - y. (4.9)
yeF
Il est facile de vérifier que p(Ax) = Ap(x) pour A > 0. De plus p est convexe
et semi-continu inférieurement. La version abstraite du modele ORF est

définie par ce qui suit. Parmi toutes les décompositions f = x + y pour
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f € H donnée, nous cherchons celle minimisant J(z) = p(z) + \||f — z|*.
Nous cherchons a étudier les propriétés de la solution z € H solution de
J(z) = infrepm J(z). Le théoréme suivant répond a cette question. On prend

A= % Pour revenir au cas général il suffit de remplacer F par (2)\)"1F,
Théoreme 4.4.1 La décomposition optimale f = T + § est définie par

g= Arg inf{|f —yl Jy € F}. (4.10)

Ce théoreme découle du théoreme du mini-max. Choisissons yo € F' et pre-
nons R > ||f —yol. On définit £ comme la boule fermée de H définie
par ||z| < R. Cette boule est équipée de la topologie faible*. Alors E est

métrisable et compact. On définit la fonction V sur E x F par

Viz,y)=z-y+A|f— x| (4.11)
Nous avons
J(x) = sup V(z,y). (4.12)
yeF

Nous définissons Q(y) = infecp V (z,y). La fonction J est s.c.i sur E. Alors
J atteint son minimum en Z et a = J(Z). Nous allons prouver que

— @ atteint son maximum § = Q(y) avec f =T + ¥

— (Z,y) est un point selle

— ni Z, ni ¥ ne dépendent de R pour R assez grand.

Calculons y. Posons f = f —y. Il vient

Viwy) = (| F - 12 - 7. (413)

On a Q(y) = inf|;<g V(z,y). Pour cela, on distingue les cas y € Fy et
y € Fyavec Fy = {y € F/|ly— f|| <R} et Fy = {y € F/ |y — /| > R}.

Pour y € Fy, Qy) = 5(IF17 = If —vl?) et, si y € F1, Qly) = 3(R* +
IfI* = 2R||f — y||). Dans le premier cas, la borne inférieure est atteinte
pour ' = f — y; dans le second cas la borne inférieure est atteinte pour

~11—1 -
x = RHfH f. Alors si y € Fy et v € Fy, il vient Q(y') < Q(y). Donc
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sup,cp Q(y) = sup,cp, Q(y) = 3 supyep(lf1* — I — ylI*). Nous venons de

démontrer le lemme suivant :

Lemme 4.4.1 On a § = sup,er Q) = 5(|f1” = [If ~ 7*) = Q(7) o g
F est le point le plus proche de f. De plus, Q(g) = V(2',7) avec 2’ = f —

S
Y.
Il reste & combiner ce lemme avec le corollaire 4.3.1. Les hypotheses (1), (2)
et (3’) sont vérifiées. On obtient 8 = inf,ep V(x,7) = V(2',7) = V(Z,7).
Par stricte convexité, il vient 2’ = Z. De plus, ¥ est la projection orthogonale

de f sur F. Le coefficient 3 ne dépend pas de R, pour R assez grand. La

preuve du théoreme 4.4.1 est alors complete. |

4.5 Stabilité de la décomposition

On considere un espace de Hilbert H muni d’une norme notée ||-|| et une
norme notée ||-||, définie sur H, qui est finie sur un sous-espace V' dense de
H. On définit ||z||, = +oo si ¢ V. On suppose que ||z||, est semi-continue

inférieurement sur H :
zill, <1 et [z -] - 0= |z, <1. (4.14)

Notons F' = {x € H / ||z||, < 1}. L’ensemble F est alors une partie convexe,
fermée de V. Notons Pr la projection orthogonale sur F', définie sur H. Si
x € H, on note z = Pp(z) le point de F' qui minimise la distance de = a F.
On écrit l'algorithme ORF comme z = y + z, y = Rp(x) = v — Pp(z). Le

résultat de cette section est le suivant :

Théoréme 4.5.1 Six € H, 2/ € H et ||z’ — x|, <1, alors

1/2

*

|Rr(a") = Rp(a)|| < 11 || — /|7 (||=] + ||2"|))- (4.15)

Ce théoreme doit étre mis en relation avec le corollaire 3.2.2. On y a prouvé

que [|®(f1) = (fo)ll, < CO) 11 = Folla* (I folly + 1 £1llp), ot C(A) = VA.

Nous verrons a la section 4.6 comment retrouver ce résultat a partir du
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théoreme général 4.5.1. Si 'on remplace F' par (2\)~!F, alors, la constante
11, dans 4.15, doit étre remplacée par C(\) ~ V/A.
La preuve commence par le lemme suivant :

Lemme 4.5.1 Soit FF C H un ensemble fermé convexre contenant le point
0. Soit z9 = Pr(x0) la projection orthogonale sur F' et yo = xo — z9. Soit

= |lyo|| la distance de xo a F. Si xog = y1 + 21 avec ||y1]| < d+e€ etz € F,
alors

2
[y = woll < 2(eoll + )V (4.16)

+ 2 — 2 2
| [ = Sl +

La preuve est facile. Il suffit d’évaluer
2
ly1]1?). En observant que W € F,on a HWH > d2. Or |jyol|* +

. 2
y1]]? < d? + (d + €)? = 2d2 + 2de + €2. Ainsi, ‘%”2 < de+ <. On

conclut en notant que 0 € F', donc d < ||zo]|.
A partir de maintenant on considere F' = {z € H/||z|, < 1}. On se
donne xy € H, s’écrivant comme précédemment xg = yg + 29, avec zg =

PF (xo) Il vient

Lemme 4.5.2 510 < e < 1,0<n <1, v > |zol, zo = y1 + 21 avec
ly1]] < d+ ey et 2], <140, alors

ly1 = oll < TVe+ - (4.17)

Pour prouver ce lemme, on écrit xg = 1 + 21 avec 21 = (1 4+1)"121. Il vient

IZ1ll, < 1, |5 ]| < d+ B avec 8 = Ly — {24 > 0. De plus la définition de

g1 implique g1 —y1 = 73721 Or [lz1]] < lzoll + [[1]]. Comme [|y1[| < d + ey

et d < ||zo]| <, alors
- U
91—yl < — (2 +e)y (4.18)
14+n

Finalement, le lemme 4.5.1 appliqué a z¢p = y1 + 21 entraine |y1 — yo| <
2(8 ||xol| + %2)1/2. Nous pouvons majorer 3 par (e +n)~. Alors 2(3 ||xo|| +
%2)1/2 < 4y/e +n~. De méme, la relation 4.18 se majore trivialement par
3y€+n7y car n est majorée par < (/e +n et € par 1. Mais ||y1 — yo|| <
lyr — o1l + 191 — woll < 7Ve+n7-
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Nous arrivons enfin au lemme principal

Lemme 4.5.3 Six et 2’ sont des éléments de H et z = Pp(z), 2/ = Pp(a2))
etx=y+z 2 =y +2 etl|r—2, <1 alors

ly =o' < 112" — ]|/ (=) + ||’ )- (4.19)
Pour le voir, on commence par prouver que
/ € /
|d—d| < E(Haz” + 12| (4.20)

oud = |lyll, d" = [ly'[| et e = [z — 2],

L. _ o — gz = Vi
Pour cela, on écrit x = o/ + 2 — "+ 4+ - "+ 2", avec

=1+ r—a) ety =y + (2 +ax—2). Alors, [[27]], < 1.
Il vient |ly|| < ||| car = y + z est optimal. Nous avons ||y”|| < ||| +
el o =2 Or 2" + 2 -2’ =z —y et ||y < [2'||. I vient donc

|z +x — 2’| <||z]| + ||2/]]. En combinant ces estimations, on a
d<d + - ). 4.21
<d+ (el +|J«']) (1.21)
Mais z et z’ jouent un role symétrique. Il vient
d<d+ = . 4.22
<d+ (el + ] (122

L’estimation 4.20 s’ensuit.

On écrit ensuite x = y+z et x = ¢y +w ot w = 2’ +x—2'. Alors |w||, < 1+e€
et ||| < d+e(||z| + ||2|), d’apres 4.20. On peut alors appliquer le lemme
4.520tn=cety=|z|+]2]. Il vient ||y — /|| < 7v/2¢~. On obtient bien
4.19. |

Donnons sans plus tarder, une application a ces résultats.

4.6 Lien avec I’algorithme ORF

Nous allons appliquer le théoréme 4.4.1 dans le cas ot H = L*(R?) et
F={velL? |v|, <1}. Rappelons que ||-||, est la norme duale de la norme

dans BY. L’ensemble F’ est alors convexe et fermé. Il n’est ni compact pour la
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topologie o(F, L?), ni pour la topologie o (F, BV). Toute la difficulté provient
de ce que [wwdz n’a pas de sens si u € BV et w € BV*. Pour contourner

les difficultés, nous disposons du lemme 1.2.1 ainsi que du lemme suivant :

Lemme 4.6.1 Siu € L?, on a |ull g, = sugfuv.
vE

On désigne par ¢ une fonction positive de classe C2, & support compact et
d’intégrale égale & 1. On pose @ = € 2p(%) et uc = u * ¢.. Alors (lemme
1.1.1), ||u — ue||5 tend vers 0 quand € tend vers 0 et lime_q ||uc|| gy = ||l gy -
Il existe aussi une suite we € G telle que [ucwedr = |juc| gy et |well, =
1. On écrit alors we = div G ou |G|, = 1. Alors il vient [wcwedz =
— f Vu.Gedz. Or Vue € L. 11 existe donc un réel R suffisamment grand,

tel que, si 'on pose G¢ gr = GeX|g|<pr, On ait
‘/VUEGE,RdaH— el gy | < €. (4.23)

On écrit enfin [ Vu.Gerdr = — [udiv (ge x Geg)dz (on suppose que
p(—z) = ¢(x)). On a [[div (Ger* @e)ll, < [[Ger*@ello, < [Gerlly < 1.
Alors |[|ull gy — [ udiv (pe * Ge,r)| tend vers 0 quand e tend vers 0. Le fait

que div (¢, *x Ger) € L? permet de conclure. |

Dans ce cas, la fonction p définie sur L?*(R?) par p(u) = sup,cp [uvdz
est p(u) = |Ju| gy La fonctionnelle J est alors J(u) = ||[ul| gy + || f — ul/3. 11
ne reste plus qu’a appliquer le théoreme 4.4.1 pour retrouver le fait que v est
la projection orthogonale de f € L? sur (2A\)'F. Le théoréme de stabilité

4.5.1 s’ensuit.

Concluons cette partie en indiquant que nous allons utiliser les résultats
de ce chapitre a ’espace B% "°°_ La partie qui suit a pour but de montrer le lien
entre les espaces BV et Bll’oo. Puis, nous étudierons un nouvel algorithme

basé sur la fonctionnelle [|ul| 51,00 + A llv]|3-
1
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Deuxieme partie

Premiere variante de
I’algorithme ORF
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Chapitre 5

Espaces de Besov homogenes

Comme nous ’avons montré au Chapitre 2, le calcul des normes dans

Pespace BV* est difficile et méme impossible dans certains cas. Ceci ex-
plique pourquoi ’on cherchera & remplacer BY et BV* par deux espaces plus
simples, dont les normes soient d’acces direct. Dans [40], Ronald De Vore et
ses collaborateurs proposent d’utiliser ’espace B% 1 qui est caractérisé par
la propriété suivante. Soit 279 (27x — k), j € Z, k € Z2, 1 € {41, o, Y3},
une base orthonormée d’ondelettes régulieres et localisées. Alors f € Bll’l
équivaut a f(x) = Zch,ijw(ij — k) ot 323 ekl = ||f”3i1 (cette
égalité qui définit le m]err]fbre de droite doit étre rejmglacée par une équivalence
si une autre norme est choisie pour B} ’1).
Le défaut de cette approche est que les fonctions indicatrices d’ensembles
rectifiables n’appartiennent pas a B% 1 La vertu de cette approche est que
minimiser H“HB}J + A ||v||§ sur 'ensemble des décompositions f = u + v
conduit au wavelet shrinkage. Plus précisément, notons u;; et f;x les co-
efficients d’ondelette des fonctions u et f. On cherche alors a minimiser
2200 sk
ik

72, [wjk| + A fik — uj,k|2. La solution est donnée par ;= €; k(| fj x| — %)Jr

+X |\ fik — uj7k|2. Cela revient & minimiser, pour chaque j € Z, k €

ol €, est le signe de f; .
Dans ce chapitre et le suivant, nous étudions une variante de 1’algorithme

d’ORF ou B% 1 est remplacé par B11 ">, Non seulement nous montrerons que
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I'on a
[l gree < 20 Fllpy < 21 fll groe (5.1)

si f est la fonction indicatrice d’un ensemble Borélien arbitraire, mais nous

verrons que cette équivalence de normes est encore vraie si, 'entier NV étant
N

fixé, f = Zl ¢jXE; ou les ¢; sont des constantes arbitraires et F; des en-
]:

sembles Borélien arbitraires. On a alors

1
S gt < I fllpy < CoN I fll grie - (5:2)

Ces remarques montrent que I'algorithme d’ORF basé sur la norme Bi " a,
en un sens, une triple vertu :

(a) il permet d’obtenir des bords nets,

(b) la solution est fournie par un algorithme trivial,

(c) pour des images étagées, la fonctionnelle d’énergie est du méme ordre de

grandeur que celle utilisée dans ORF.

5.1 Espaces de Lorentz

Commencons par quelques rappels sur les espaces de Lorentz. Pour une

fonction f, définie sur R”, a valeur dans R, on définit f, par

fele@) = [{z e R*/[f(2)] > i, (5-3)

ol a > 0 et | E| est la mesure de Lebesgue de E. La fonction f, est alors une

fonction décroissante. On définit la “fonction inverse” f*(¢), pour t > 0,

[ () = nf{a/ fi(a) < t}.

La fonction f* est alors décroissante. A partir de la, on définit I'espace
de Lorentz LP4(R™), 1 < p,q < oo, comme étant l'espace des fonctions

mesurables de R" a valeur dans R vérifiant
+o0

([ ity

0

A

00. (5.4)
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Le lecteur modifiera la définition dans le cas ou p = oo ou g = oco. Cette

derniere quantité définit la norme dans cet espace, notée ||-, .

Quant a LP*°, p > 1, on pose en général ||f||, ., = supyso A{|f(2)] >
AP, Ceci ne définit pas une norme. L’inégalité triangulaire est mise en

défaut. Pour remédier a ce probleme, on se sert de I'inégalité de Kolmogorov :

Lemme 5.1.1 Une fonction f appartient a ’espace de Lorentz LP'™° si et
seulement si il existe une constante C telle que pour tout ensemble Borélien
de mesure finie F,

/f(a;)dx < C|E|'4 (5.5)
E

<11 P _ ., ez
ol ;4 = 1. On définit alors || f[|, ., = supp |E]| 1/a UE f(x)dx‘. L’inégalité
triangulaire est alors immédiate. Cette nouvelle fonction définit bien une

norme sur L»>. Cette observation ne s’applique pas & L.

Pour la commodité du lecteur, nous donnons une preuve du lemme 5.1.1.
Montrons le sens direct. Pour cela on introduit Qo = {|f(z)] < 2%} et
F; = {27 < |f(z)] < 271} pour j > jo. Considérons un ensemble Borélien
E de mesure finie. On écrit E = (ENQ) Y N (ENEFj).

J=Jo

Alors, on obtient

/f(x)dm < / F@)lde+ Y / f(a)da| < 20|E|+ 3 cartla v,
E

ENQo Jj=2Jo NF; J=jo
D’ou

/f(:c)d:c < C(2°|E| + 2(1-P)io),
E

Prenons jo tel que 290 ~ |E|~1/?. 1l vient alors |fEf(:U)dx| < C|E|"Y1.
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Réciproquement, supposons que 5.5 soit vérifiée. Pour tout A > 0, posons
E = {|f(z)] > A}. On écrit E = ETUE™ = {f(z) > A} U{f(x) < =A}.
Montrons que ET et £~ sont de mesures finies. Pour cela, considérons
E, = ETn{|z| < k} pour k > 0. Alors A |Ey| < [, f(z)dx < C |Eg| M.
Donc |Ex| < CPA™P. En faisant tendre k — oo, on a |ET| < CPAP. De
méme, on a |[E~| < CPATP.

Or |E| = |ET|+|E~|. Donc |E| < 2CPX7P, ce qui achéve la preuve. [

5.2 Reéalisation des espaces de Besov homogénes

Dans cette section, nous rappelons la définition des espaces de Besov,
homogenes et inhomogenes en dimension n. Pour cela, nous suivons G. Bour-
daud et Y. Meyer [16] [17]. Puis, nous parlerons bri¢vement des problemes
de “réalisation” des espaces de Besov homogenes en vue de faire du calcul

fonctionnel [18].

On considere une partition dyadique de I'unité

D (2 =1, ¢eR™\{0}. (5.6)
JEZ
ou ¢ € S(R™) est telle que sa transformée de Fourier zﬁ est portée par la
couronne % < [€] < 2. On définit la fonction ¢ € S(R™) par sa transformée

de Fourier

P& =1-) _¥(277¢). (5.7)

=1
On vérifie aisément que @ est portée par |{| < 2 et que p(§) =1 €] < 1.
On introduit alors les opérateurs Aj, j € Z, définis sur les distributions
tempérées par A;f = fx1; et Sof = fx o ¢;(§) = 2Vp(29€). A
ce stade, on observe que pour tout polynéme f, A;f = 0, j € Z. Les

opérateurs A; operent sur S’'(R™)/P ou P est I'espace des polynéomes. Le
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fait que ¢(&) + 32 ¥(277¢) = 1 implique
i>1

f=58f+)_Ajf YfeSRY. (5.8)

i>1
Cette série converge dans S'(R™). On voudrait le méme énoncé en exploitant

la relation 3 1(27€) =1, € # 0, et écrire
JEZ

F=>Y A1 (5.9)

JEZ
Mais cette relation ne peut avoir lieu dans S’(R™). Pour s’en convaincre, on
considere pour f un polynéme non nul. Alors le membre de droite est identi-
quement nul. La relation 5.9 est valable pour f € S'(R™)/P et la convergence

a lieu dans S'(R™)/P.

On définit alors I’espace de Besov homogene By ?(R"), s € R, 1 < p, ¢ <

+00, comme le sous-espace de S'(R™)/P défini par

14, £1l, < 27e;. (5.10)
ol € € [9(Z). On définit la norme de Besov par

1050 = |27 12571,) (5.11)

.
Cette norme est presque homogeéne : il existe deux constantes 0 < ¢; < ¢

tel que pour tout f € By?(R™) et tout A > 0,

1 [ £l gge < XV £ g < e lF] g (5.12)

Pour obtenir une norme homogene, on remplace la partition discrete 5.6 par

une partition continue [73], ot on définit

£l = (5.13)

1+ (@),

La(dt/t)
ou YP(xz) = t"p(tx). Cette nouvelle norme est équivalente a celle définie par

5.11 et est homogene : || f(A-)|| = X*~™P || £(-)].
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On définit 'espace de Besov inhomogene B,?(R™), comme le sous-espace

de §'(R™) défini par
Sof € P(R™) et pour j> 1, [Aif], <27%¢,  (5.14)

ot ¢; € 19(N).

On définit la norme de Besov par

71530 = 1501, + |/ 14, £1)s1 | - (5.15)

Cette norme est composée de deux termes d’homogénéité différente (au sens
strict, aucun des termes n’est homogene, mais presque homogéne). En vue
de nos applications en traitement d’image, on préférera utiliser les espaces
de Besov homogenes. Les deux normes de Besov définies par 5.11 et 5.13
sont invariantes par translation. La définition équivalente 5.13 est aussi in-
variante par dilatation. Pour imposer l'invariance par rotation, on impose a
la fonction ¢ d’étre radiale. Une fagon de construire une telle fonction est
de considérer une fonction radiale ¢ € S(R") vérifiant ¢(0) = 1. La fonction
¢ est alors radiale. On impose que @(§) = 1si |§] < 1et $(§) =0si €] > 2.
On pose alors ¥(x) = p(x) — 27 "p(xz/2). Alors Ejezzﬁ(?f) =1 pour £ #0
et 1) est portée par la couronne % < €] < 2. Par ce choix de la fonction 1,

les normes 5.11 et 5.13 sont invariantes par rotation.

Apres avoir défini les espaces de Besov homogenes et une norme inva-
riante par translation, rotation et dilatation (définition donnée par 5.13),
nous souhaitons faire du calcul fonctionnel. Le probleme qui se pose est
que BpY(R™) est défini modulo les fonctions polynémes. Par exemple, faire
“opérer” la fonction |-| sur By?(R™) n’a pas de sens. Pour y remédier, il faut
choisir un représentant pour chaque classe d’équivalence de facon linéaire
et continue. C’est ce qu’on appelle “réaliser 1'espace Bf;’q(R”). Pour plus

de détails, le lecteur pourra se référer a [16] [18]. Nous donnons quelques
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exemples de réalisations.

Le premier exemple est 0 < s < n/p, ¢ = 1. Soit f € B,S,’l(R"). En

utilisant les inégalités de Bernstein [57] [63], pour p > p, on a
HAijf, < 02 (1/p=1/p) HAijp < anj(l/pfl/ﬁ)fsjej (5.16)

ot €; € I1(Z). En choisissant p telle que 1/p—1/p = s/n, on réalise B (R™)

en ayant démontré la continuité de linclusion B! (R™) c LP(R™).

Le deuxiéme exemple est s = n/p, p < 400, et ¢ = 1. Dans ce cas, les
inégalités de Bernstein, pour = +oo, donnent ||A; f||_ < C2"/P 1211, <
Ce;. Ainsi ) A;f converge normalement dans Cy. Or Co NP = {0}. On

JEZ

réalise alors Bj /p "'(R") en considérant l'inclusion continue By /P LR € Co.

Le troisieme exemple est s = 0, p = +o00 et ¢ = 1. On reprend le
deuxiéme exemple. La différence est que la série Y A;f converge normale-
ment dans L. Or L* NP = {constantes}. On rjl’ef donc pas encore réalisé
BY'(R").Ona f=3Y Ajf € L. De plus, la distribution f tend faible-
ment vers 0 a l'infini ]ﬁé][IS}, c’est-a-dire limy_o f(5) = 0 dans §'(R"). On
consideére alors Cy ensemble des distributions tendant faiblement vers 0 &

Vinfini. Alors Co NP = {0}. On réalise alors BX'(R™) en considérant I'in-

clusion B%' (R™) ¢ C.

Le dernier exempleest s = p =1, ¢ = +o0 et n > 1. Nous nous proposons

de réaliser I'espace B (R") en établissant que B> ¢ LV, n/ = i
En fait, f(z) = j;“_’oo Ajf et |A;f]l, < C279. Grace aux inégalités de

Bernstein, on a [|A;f]| < C2"~YJ. Considérons alors I'ensemble E =
{If(x)] > A}, A > 0. Désignons par m, un entier tel que % < o2n=hm < %
Alors | Ajf(x)] < 3 et done |f(z)] > A implique |5, Ajf| >

jzm
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. Ona HZjZm A, le < 202-™. On applique D'inégalité de Bienaymé-
Tchebychev a la fonction },-, Aj;f(x). La mesure de I'ensemble E est
majorée par [{[ X5, A f(z)| > %H qui est majorée par w AT

Donc f € L™,

L’inclusion Bl1 < L™ implique (en fait est équivalente &)

/ ()| dx < C B[ (5.17)

. . . . 58,1
Pour conclure cette section, nous rappelons I'inclusion continue de By (R),

1 < s < 2, dans l'espace de Holder homogene C571. Cet espace est défini par

|f ) = f(@)]

ly — ™
a la section 5.5. En fait, nous avons mieux. Nous montrons I'inclusion conti-

la condition sup,, < +o00. Nous nous servirons de ce résultat

nue de Bf’oo(R) dans C*~!. Pour prouver cette inclusion, on considére jo
tel que |y — x| &~ 279, On éerit f(y) — f(z) = 2 Ajf(y) — Ajf(z). On
découpe cette somme en deux morceaux selon j > jg et j < jo. Le fait
que [|A;fll; <2 %¢;, €; € 1°°, implique, en utilisant les inégalités de Bern-
stein, [[Ajf < C2(1=)i¢;. Alors, dans Dexpression de f(y) — f(z), on
majore la somme sur j > jg par la norme infinie. On a une majoration en
2~ (s=1jo ¢est-a-dire, de l'ordre de |y - l‘|s_1 Il reste a traiter la somme
sur j < jo. OnécritA-f() Ajf(x) = [V AL p(tyar. Or Lfe By
On a HA H < 272-(=1ij¢

Jdx

J, ej € [*°. Ainsi la majoration sur j < jp

est de I’ ordre de |y — 2| 2250 ¢’est-a-dire de ordre de |y — z|*~".

5.3 Caractérisation de B;"™

51 o Lo
Nous allons nous concentrer sur B;"”(R™) et définir une norme équivalente

a celle définie par 5.11;

Théoréme 5.3.1 Soit f € L}, (R"), n> 1. Alors f € B%’OO st et seulement
si 4l existe une constante C' telle que, pour tout y € R™,

1f(x+y)+ flz—y) =2f (@), <Clyl. (5.18)
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4 . 51 “ 1, . s
On définit alors une norme sur Bl’oO en considérant la borne inférieure des
constantes C' vérifiant 5.18. Il s’agit d’une norme équivalente a celle définie
par

sup 2/ || f « 2"4(27z) |, (5.19)
J

ou ¢ (x) est une fonction de S(R™) définie comme dans la section 5.2.

Commencons par prouver le sens évident. On suppose 5.18 et on veut mon-
trer que f € B%OO Avant de calculer A;f, il faut prouver que c’est bien
défini. Pour cela, on montre qu'une fonction f vérifiant 5.18 est forcément

a croissance lente, vérifiant

| lt@)ds = o(rY) (5.20)

B(0,R)
ou N fixé.
En effet, posons ¢ = fQJrk |f(z)|dx ot k = (k1,ko) € Z? et Q = [0,1]? et
gi(x) = f(x +¢) — f(z) oui € {1,2} et e; = (1,0), e2 = (0,1). Alors 5.18

entraine

/ g1 (2)] d < / g1(@)| d + C. (5.21)
Q+k Q+k—ey

Il en résulte, de facon évidente, que

/ g1(2)] de < k| C + / 1) (5.22)

Q+k Q+koez

Remarquons aussi que

Chte; — Ck < / lg1(x)| dz. (5.23)
Q+k

En effet, |g1(z)| > |f(z + e1)| — | f(z)| que 'on integre sur @ + k.
En combinant les relations 5.22 et 5.23, et en majorant fQ+(0,k‘2) lg1(x)| dz

PAr C(0,k,) t C(1,k,), ON Obtient

Clkn i) < CL(L+ k1)) (c(o,p) + €(112)) + K- (5.24)
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Il suffit de faire la méme chose par rapport a ez. On obtient alors ¢(g x,) <
¢(0,0) + C k3, de méme pour ¢ j,. Finalement ¢, < C(1 + |k|?). La relation

5.20 s’ensuit.

Ensuite, désignons par t(z) une fonction radiale définie comme dans la

section 5.2, alors

85 (@) = [ a2 gty = [(far2 g o221 @) )dy.

Et done [|A;fl, < C27UHD [ |y| |¢] (y)dy.

En sens inverse, on suppose ||A; f||, < C277 et 'on utilise le lemme suivant

Lemme 5.3.1 Pour toute fonction f, on a

£ (@ +y) + f@ —y) = 2f @) 1wy < 4V21yl” sup |02 fll,- (5:25)
s

Pour prouver le lemme 5.3.1, on utilise la fonction auxiliaire ¢(t) = f(x +
ty) + f(x —ty) —2f(x) a laquelle on applique la formule de Taylor avec reste

intégral
1
o(1) = 6(0) + ¢/(0) + / (1 0)¢" (t)dt. (5.26)
0

Le résultat 5.25 s’ensuit.

Revenons & la preuve du théoréme 5.3.1. On part de
o [o.¢]
=) 8if=) 1 (5.27)
—00 —0o0

On définit m € Z par 2™ =~ |y| et I'on pose

9= _Aif, h=> Af.

m—+1
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Alors, sans tenir compte de la différence seconde et en utilisant la majoration

If5l, <C277, on a

1h(z +y) + h(z —y) = 2h(2)]l, <4 ) 1fll, < C27™ (5.28)
m—+1

En ce qui concerne g, on utilise le lemme 5.3.1 et le lemme de Bernstein :

HaikfjHl < C2% ||f;]|,. Alors

lg(x +y) + g9z —y) —29(@)|l, <Cly? Y 2 <Clyf2m.  (5.29)

Pour compléter la preuve du théoreme 5.3.1, il suffit de combiner 5.28, 5.29

et 27™ & |y|. [

Le résultat suivant est original a notre connaissance. Généralisons le
théoréme 5.3.1 de la maniére suivante : on considere p €]0,1[ et ¢ =1 —p

et l'on a alors

Théoréme 5.3.2 Soit f € L} (R"), n > 1. Alors f € B%’OO si et seulement

loc
st il existe une constante C' telle que, pour tout y € R”,

lqf (@ +py) +pf(x—qy) — flz)]; < Clyl. (5.30)

Montrons le sens direct. On commence par les lemmes suivants

Lemme 5.3.2 Soit f une fonction de la variable réelle x. Alors on a
t—x
Y

af @+ p0) + S (o = ay) = 1) = pay [ £/©0( Tat,
ot 0(t) est la fonction définie a la figure 5.1.

La preuve de ce lemme s’obtient facilement en intégrant deux fois par partie.

Cela s’écrit aussi

af (x + py) + pf(z — qy) — f(z) = pay” / f (x4 ty)6(t)dt,

et finalement

laf @+ py) +pf (= = ay) = F@) pramy < 597 [17]],- (5.31)
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—q 0 p

Fi1G. 5.1 — Fonction 6

Lemme 5.3.3 Soit f une fonction définie sur R™. Alors il existe une constante
C telle que, pour y € R",

2
laf (@ +py) +pf(z = qy) — (@) 14wy < C lul* | VS]], (5.32)
ou V? = (8]2k)
Pour démontrer 5.32, on peut se ramener, par rotation, au cas ou y =
(h,0,...,0). On commence par geler les variables xa, . .., z,, et I'on interprete

qf(x+py)+pf(x —qy) — f(x) comme une fonction de la variable réelle x;.

On obtient donc, pour tout zo, ..., z, fixés,

[ last w4 pie - an) - s@l ey < o [ 'angm,xg,...,xn) dzy.
1

(5.33)

Il suffit ensuite d’intégrer 5.33 en xo, ..., Ty. |
Lemme 5.3.4 Si f € BI"™(R"), on a

laf (x +py) +pf(z = qy) = F@) 1 (awy < Clyl 1F ] groe -

Pour le voir, on définit I'entier m € Z par 27™ < |y| < 27™FL. On écrit la

série de Littlewood-Paley de f sous la forme f =g+ h ot g=>"_f; et

128



h =73 fjavec fj = Ajf.
En ce qui concerne les f;, on utilise le lemme 5.3.3 et les inégalités de Bern-

stein. Il vient

laf(z +py) +pf(x—aqy) — f@)], < Clyl 22 |1 £, - (5.34)

Mais f € Bll’oo(R“) signifie || f;]|, < C27J HfHB%oo Cela entraine

m
lag(a +py) +pg(e — ay) — 9@, < Clyl* 1f | groe D 2.
—o0

Done, comme |y| ~ 27", [lqg(z + py) + pg(x — qy) — g(x)[l; < C[[fl| 51 ly]-
Quant & b, on éerit [laf;(z + py) + pfs(& — av) — 5@, < 205511, T vient
alors [|gh(x + py) +ph(z — qy) = h(z)[l; < C277 || f]| g1

Réciproquement, supposons que [|¢f(z + py) +pf(z — qy) — f(2)|11(40) <
Clyl, pour tout y. Estimons ||A; f||; ot A f = f*1); sont les blocs dyadiques.

Posons R(z,y) = qf (x+py)+pf(r—qy)—f(x). Alors | R(-, y)||, < Clyl|, pour

tout y. Ceci implique ||A;R(-,y)[|; < Cly|. La transformée de Fourier envoie
L' dans l'algebre de Wiener A : HfHA = || f|l;- Donc HR(f,y)zﬁ(Z*j&)HA <
Cly|. Or R(E,y) = (qe'P*¥ + pe™"1¥ —1) f(€) = g(¢, ) f(£). On calcule alors

la valeur moyenne de g sur la sphere |y| = 277. Appelons do(y) la mesure

surfacique et notons B(&§) = f|y‘:2_j 9(&,y)do(y). Alors

|fere9Be)|, <c2. (5.35)

A

Remarquons que B ne s’annule qu’en £ = 0 et au voisinage de 0, B(§) =

(1€]1277)% + o(|¢]?). Alors, quitte & changer v, la relation 5.35 peut s’écrire

[ee-ieie)|, <c2 (5.36)

Ainsi ||A;f|l, < C279. Donc f € Bll’oo(R”). Ceci clot la démonstration du
théoreme 5.3.2. [
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5.4 Multiplicateur ponctuel de Bl1C>O

Dans cette section, on se place en dimension 2. On s’intéresse aux mul-
tiplicateurs ponctuels de B% . Commencons par la remarque suivante. La
fonction % appartient a B% "> qui est inclus dans L?*°. Mais si I’on considere
w # 0, alors mewz n’appartient plus a Bl1 **° mais reste toujours dans L**.
Pour éclaircir cette remarque, on est amené a étudier les multiplicateurs de

B% "*°. Le théoréme suivant répond partiellement & la question.

Théoréme 5.4.1 Sim € B%’OO(R2)HL°°(R2), alors m est un multiplicateur
51
ponctuel de By'™. On a HmeBll,oo < C(|m| o + ”mHBfoo) Hf”B%oo

Ce théoréme n’est pas contradictoire avec la remarque précédente : @ ¢
B%’OO pour w # 0. En effet on remarque que Ag(e™®) = e ¢ Ll si|w| = 1.
Ce théoreme se démontre par l'algorithme du “paraproduit” [2]. Par ailleurs,
ce résultat n’est pas une caractérisation des multiplicateurs de B11 "°°. Voici
les détails de la preuve.

Soit f € Bl1 °?. On décompose, par la méthode des paraproduits la fonction

mf en

m(z)f(x) =Y Sj—a(m)A;(f) + > Sj—s(H)A;m)+ > Ai(f)Ay(m)
J J li—3"1<1
(5.37)
Notre démarche est la suivante. Nous allons traiter chacun des trois
termes séparément et montrer qu’ils appartiennent a Bil °e,
D’apres les hypotheses, [|A;(f)||, < C277 et que[|Aj(m)||, < C27%. De

plus, le fait que m € L> implique clairement que ||S;j_3(m)||_ < ||m| -

loo

Lemme 5.4.1 Si les f; sont des fonctions, par ailleurs arbitraires, telles
que || fill, < C277 et ||Af|l, < C27, alors > [; est dans Bll’oo.

Ici Af; désigne le laplacien de fj, a ne pas confondre avec le bloc

dyadique dans l'analyse de Littlewood-Paley A;f = f x1;. Laissons la
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preuve de ce lemme de c6té et revenons au théoreme principal. Nous trai-
tons d’abord le premier membre de droite de 1’équation 5.37. Il suffit d’ap-
pliquer le lemme 5.4.1. En effet posons f; = S;_3(m)A;(f). On a [/ fj[|; <
1S5—3(m)|| , 1A (Ol < Climls ||f||Bi,oo 277. Les inégalités de Bernstein
peuvent s’appliquer a f;, car le support de la transformée de Fourier de f;
est inclus dans |¢] < C27. Elles fournissent [|Af;|, < C27. Donc ) ; [i est
dans By

Traitons le dernier terme de I'’équation 5.37. Posons f; 7 = A;(f)Aj(m)

pour |j — 7| < 1. 1l vient

”fj 111

< 128Nl [[A5(m)]] , < €27

De méme les inégalités de Bernstein donnent ’

lemme 5.4.1, z‘j_j/|<1 fj.j est dans B%OO

1 < C27. Donc, par le

Il reste & traiter le second terme de I’équation 5.37. On écrit Sj_3(f)

IA

> ir<j Ay (f). Or, toujours d’apres les inégalités de Bernstrein, HA]-/ (f) Hoo

f)H1 < 027, Donc 15j-3(f)|l, < C27. Posons maintenant f; =
Si-s(DAm). Alors [flly < IS5-s(Dll [1A50m)l, < €27, Toujours
d’apres les inégalités de Bernstein on a ||Af;;, < C27. Donc par appli-
cation du lemme 5.4.1ona > fj € B>

La preuve du théoreme 5.4.1 est alors complete.

Revenons maintenant a la preuve du lemme 5.4.1.
On écrit f; = > ) Ag(f;). Notons f; = Ay(f;). Posons alors Fy =3, fjk.
Cherchons & estimer ||F}|l;.

Pour cela on estime de deux manieres ||f;x||;. D’abord on écrit || f;|l,

£l < C279. Dot 3oy I fikell, < C27F

IN

Ensuite pour j < k, on fait intervenir Af;. Pour cela on ecrlt Af; fi(§) =

s fj(f). Donc fj,k = fjw(; ). On introduit alors 1 défini par w( )= Qﬁ )
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Il vient alors que fj = @Z(Qkx) * A fj. Donc
1l S 1ALl |[F2a)||, < c2727%

Drou > [Ifiklly < C3k 2072k < C27%. Finalement || F|, < C27F
et donc > f; € B>, [ |

5.5 Calcul fonctionnel sur B>

Dans cette section, nous suivons [16][17], et montrons que la fonction
x — |z| opeére sur l'espace de Besov homogene Blloo(R”) Dans [17], Y.
Meyer et G. Bourdaud montrent ce résultat dans I’espace de Besov B,?(R"™)
oup € [1,+o0], ¢ € [1,4+00] et s €]0, 1+1/p[. Dans [16], les auteurs montrent
ce résultat dans les espaces de Besov homogenes associés. Nous présentons,
pour la commodité du lecteur, une preuve légerement plus simple. Pour cela,
nous adoptons la méme démarche et montrons dans un premier temps que
x — |z| opére sur Bf’l(R) pour 1 < s < 2, puis nous étendons ce résultat a
la dimension n en utilisant la propriété de Fubini que possede Bfl(R") On

51,00 . . .
conclut sur B par approximation non linéaire.

Rappelons qu’une fonction f est élément de ’espace Bf ’I(R”), 0<o <1,

si et seulement si f € LP(R™), avec 1 —1/p=0/n et

IU://If(y)—f(w)ldIdy<oo
ly—al "+

On définit alors la norme de f dans Bf’l par

1l gt = 1, (5.38)

Il est alors trivial de vérifier que, pour toute fonction lipschitzienne ®

telle que ®(0) = 0, on a f € BY''(R") = &(f) € BY'(R™). Plus précisément,

1Bl 5 < (18] 171 500 (5.39)
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Sil < s <2, il faut remplacer I, par

I, = // \f(x+y)+f(:c—y)—2f(w)ldxdy

ly—a|"*7

et le raisonnement précédent n’est plus valable. Si n = 1, rappelons que
B (51 (section 5.2). Dans ce cas, on observera que f € BY(R) <

e Bi"l(R), o =s—1;o0nadonc

Lf'(y)—f" (@)
ns,1 = —————dzd
£ = [ [ 0L dnay

Lemme 5.5.1 En dimension 1, pour 1 < s<2,0=s—1, on a

Jo 2 1F] g (5.40)

Pour A € R, on note 0)(z) = (z — \)™.

Théoréeme 5.5.1 Si 1 < s < 2 et n > 1, il existe une constante C

dépendant de n et s telle que, uniformément en X\, on ait, pour tout f €
58,1 n
B17 (R )7

105 gea < C 171 o (5.41)
Remarque 5.5.1 Le théoréme 5.5.1 est trivial dans le cas 0 < s < 1 et

n > 1. On étudiera plus loin les cas extrémes s = 0 et s = 2 ainsi que le cas
particulier s = 1.

Nous débutons la preuve du théoreme par le cas n = 1 et les deux lemmes
suivants :
Lemme 5.5.2 Soit0 <o <1etp=1/(1—0), alors
B! ¢ Lt

Lemme 5.5.3 Soit 0 < o < 1. Il existe une constante C' telle que, pour
So,1
tout f € By,

[ el @z < 1l g
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Le lemme 5.5.2 implique de fagon immédiate le lemme 5.5.3 car la fonction
-0 q,00 1., 1__
x| € LT, avec o + o = 1.

Démontrons le lemme 5.5.2. Pour cela, montrons d’abord qu’il existe une
constante C' telle que pour toute fonction f vérifiant || f]|; < 1 et [|f| <
1, ona |fll,; < C. En effet, il est facile de vérifier que f*(¢) < % et
(1) < |Ifll - 1L suffit alors de décomposer || f||,, ; (défini par (5.4)) en deux

morceaux

0.) 1 00
£l _/f*(t)t”dtg/”f”oot"dtJr/Hlet1"dt.
0 0 1

Le fait que 0 < o < 1 assure l'existence de la constante C' annoncée.

Cela entraine que pour f € L' N L, on a £l < C||f|]}/p||f||;1/p
comme on le voit en jouant sur les dilatations pour se ramener a ||f||; =
| flloo = 1. Pour achever la démonstration du lemme 5.5.2, il suffit d’appli-
quer cette derniere estimation & chaque bloc dyadique A;(f) pour f € Bf 1,
<OV [18;(Nll; 5

done |A;(f)l,; < C277 | Aj(f)]|,. Ainsi, aprés sommation en j € Z, on a

On se servant des inégalités de Bernstein, on a [|A;(f)|l

1fll,1 < C Ilfll g1, o C est une constante ne dépendant que de o.
’ 1

Lemme 5.5.4 Si0 <o <1, f € L'a,b] et fab f(z)dz =0, alors on a

‘ﬂ? o y,lJrO'

b b b
/\f(wﬂ |z —al™% dx < C/ dedy (5.42)

ou, C ne dépend que de o

Pour démontrer cette estimation fondamentale, on commence, par un

changement d’échelle pour se ramener au cas ot a =0 et b= 1.

Pour établir (5.42) on découpe [0, 1] x [0, 1] en U;j>oW; ot la partition W,

J € N, est définie par la figure 5.2 (o1 par les lignes qui suivent) Posons I, =
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F1G. 5.2 — Construction de Wj.

k277, (k + 1)277[. Remarquons que Iz = Ijt12% U Lj41 2541 et définissons
W; par
W; = U (Lit1,26 X Ljp1,2641) U (L1261 X Ljg,2k)-
0<k<27

Remarquons que si (z,y) € W; alors |2 — y| < 277. Posons

6;—//|f o)\ |y — 2]~ dady

A fortiori, il vient ffW]- |f(z) — f(y)|dady < 277%;. Appelons mjj la

moyenne de f sur I;;. On a donc

/ / Fy))dady| < ;275

J
0<k<2 J+1, 2k 1. J+1,2k+1

ce qui entraine
2—s)j
E Mok — M1 ok] < €207
0<k<2J

De fagon évidente my;, = %(mﬁmk + mj41,2k41), donc

Y Imgk = mypaan] < 2070 (5.43)
0<k<2J
et de méme
> mye = myjpropa| < €207 (5.44)
0<k<27
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Revenons alors & [ ij |f(x) — f(y)| dxdy que 'on minore par

27 1 20 -1
S [ [ ve-roa|asy [ [ @ - | a
k:01j+1,2k Iit1,2k4+1 k=0 Livi2k41 | Lit1,2k
) 27 -1 4 L 27 -1 '
=3 > / |f(z) — myjt1,2641] 27 da+ > / | f(x) — myy10k] 277 da.
k= I 0 k:01j+1,2k+1

Appelons alors f;(x) la fonction égale & mj;, sur I; . En remplacant m;q o

et mji12k41 Par m;y grace a 5.43 et 5.44, il vient

1

/ ) = f5()| do < 2%, (5.45)

0
Or moo = fol f(z)dz = 0. De proche en proche (5.43) et (5.44) entraine

2—3s)

qu’il existe une suite €; € [1(N) vérifiant |m; | < €j2( J. Ceci implique

que [|fjll, < €j2<2_8)j. Alors, quitte a modifier ¢; et €;, on a

1fj — fioll,, < &2 (5.46)

et grace a (5.45),
1 = fimally < €27 (5.47)

Ceci entraine que [|f; — fj-1l[,; < (¢; + €). 11 suffit alors de sommer sur j
pour en déduire que f € LP1[0,1]. Si f est prolongée par 0 en dehors de [0, 1],
cette nouvelle fonction appartient alors a L} (R). Puisque |z|~7 € L, cela

conclut la preuve du lemme 5.5.4.

Revenons a la preuve du théoréme 5.5.1 en commencant par la dimension
1. Considérons une fonction f € Bf’l(R), 1< s<2etoc=s—1. Rappelons
que dans ce cas f € C7. A ce titre, f est continue, modulo les fonctions

constantes. On raisonne sur un représentant de cette classe, noté encore f.
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L’ensemble Q = {f(z) > A} est ouvert; il est donc réunion d’intervalles ou-
verts disjoints |a;, b;[ auxquels il convient, peut-étre, d’ajouter une ou deux
demi-droites | — oo, 8] ou |a, oo

Posons fj(z) = f(x) — Asia; <z <bj, fj(x) =0 ailleurs, g(z) = f(z) — A
six <3, g(x) =0 ailleurs et h(z) = f(z) — Asix > a et g(z) = 0 ailleurs.
On a évidemment 0, f(2) = g(x) + h(x) + > 32, fj(x). On a alors

Lemme 5.5.5 [l existe une constante Cy ne dépendant que de s, telle que,
pour tout A € R et toute f € Bf’l(R), on ait

o
19l o1 + 0l gz + S 155l ger < Coll (5.48)
7=0

Le lemme 5.5.5 entraine évidemment la version unidimensionnelle du théoreme

5.5.1. Pour établir 5.48, nous montrerons que

bj by
|f'(z) = f'(y)]
Fill s < C //Sd:vdy 5.49
” J ||B1 0 ’x - y’ ( )
a; a;
et que
gl ger + Pl s < Co g - (5.50)

/ _ 7
dedy. On écrit alors

Ona |l fillzn =/ J

1fillger = 11+ Iz + I3,

avec b b
N
he | [LD=10],,
S eyl
zg:/’ / 17(@)| |2 — |~ ddy
{z€la;,b;],y¢(a;,b;1}
et

I3 = / / |f' ()] |z — y|~* dady.

{z¢[a;.bjly€laj,b;]}

137



Le premier terme d’erreur vaut (s—1)~* ffj lf(2)] (Jz — aj|7+|z — bj|"7)dx
J
et est estimé grace au lemme 5.5.4. On observera que f;?' f(z)dx = f(bj) —
J
f(aj) = X — X = 0. Le second terme d’erreur est identique. La preuve de

5.50 utilise les mémes arguments.

Le théoreme 5.5.1 est alors démontré pour n = 1. Passons a la dimension n
et 1 < s < 2. Pour cela on se sert de la méthode des rotations.
Rappelons qu’on peut choisir comme norme équivalente dans ’espace Bf 1 (R™),

pour 1 < s < 2, la norme

90 = [ [ 15649+ @ =) = 26 @) 1ol ™ dody

Employons la méthode des rotations. On pose, a cet effet, y = pr et x = tv+z
our,teR,ve S et zv =0.Alors, on a2dxzdy = |p|" ! dpdtdo,(z)do(v),
ou doy,(z) est la mesure superficielle sur z - v = 0 et do(v) la mesure sur

Sn=L. Posons g = 0,(f). On a alors
// l9(z +y) + g(z —y) — 2g(2)| [y| ™" dzdy =

s [ [ 1ot w5 2) 4 gl = g+ 2) = 29000+ 2] 1o dpddon (2)do ()

Considérons alors la fonction f(t) = f(tv + z), v et z fixés. f est clairement
élément de Bfl(R) On applique donc le théoreme 5.5.1 a la fonction f puis

on intégre par rapport a z et v pour achever la démonstration. |

Prouvons maintenant que f — 60)(f) opere sur Bl1 °(R™). Pour cela on

utilise une méthode d’approximation non linéaire.

Lemme 5.5.6 Une fonction f appartient a BII’OO(R”) si et seulement si il
existe une suite (f;)j>0 dans l'espace Bf’l(R”), s > 1 et une suite positive
(€j)j>0 € I° telles que

= () I fill gor < 527671
= (i) ||f = fill, <277
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de plus la norme | f|| g0 est estimée par la borne inférieure des || ||
1
associée a toutes les suites f; que l’on peut envisager.

La preuve de ce lemme n’est pas compliquée. Il suffit de prendre f; = S;(f).
Les propriétés (i) et (ii) se vérifient immédiatement. La réciproque est aussi

évidente.

Venons-en au théoreme principal de cette section :
Théoreme 5.5.2 [l existe une constante Cy telle que, pour tout A réel, on
ait

165Dl g1 < Coll g1 (5.51)
Pour le démontrer, nous allons appliquer le théoreme 5.5.1 aux fonctions f;.
En effet, soit f € B%’OO(R"). La suite f; = S;j(f) est dans Bf’l(R"), pour s >
1, et vérifie les hypotheses du lemme 5.5.6. Posons g; = 5(f;). Nous savons
que f — 0(f) opere sur B (R™). Le théoréme 5.5.1 donne l'existence d'une
constante C, indépendante de 7, telle que HgJHBf’l <C|f; HB;:,I. Il en résulte

que

lgsl go < Oz~ (5.52)

Or 10x(f) = gill, < Ilf = filly, donc

1(f) = g5ll, < e527 (5.53)

On est alors en mesure d’appliquer a la fonction 6)(f) la réciproque du
lemme 5.5.6 et conclure. |

Revenons au cas s = 1. Nous étendons le théoreme 5.5.1 pour s = 1.
Pour cela, on utilise un lemme d’approximation non linéaire similaire au

lemme 5.5.6 :

Lemme 5.5.7 Un fonction f appartient a Bll’l(R”) si et seulement si il
existe une suite (f;)j>o0 dans Uespace Bf’l(]R”), 1 < s <2 et une suite posi-
tive (5)j>0 € I telles que
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= () I fill g1 < 527670
= (i) |f = fill, <277 ;

de plus la norme || f|| g11 est estimée par la borne inférieure des ||&;]|, .
1

Il suffit de reprendre le raisonnement utilisé pour Bl1 2 (R™).

Etudions les cas extrémes s = 2, s = 0 et considérons la fonction
x — |z| = Op(x) + Oo(—z). Plagcons-nous en dimension 1 et vérifions que
le théoreme 5.5.1 n’est plus valable. Prenons fy une fonction réguliere a sup-
port compact vérifiant fo(x) = x sur [—1,1] et posons f(z) = |fo(x)|. En

raisonnant par I’absurde, supposons que f est dans B% >°. Alors || f]| fioo =
1
ff ‘f/(x+y)+f/(x_y)_2f/

|z —y[°
Vintégrale double sur le pavé [—3,0] x [0,3] et on remarque que sur ce

(az)‘ dxdy. On minore le terme de droite par

pavé on a la relation f'(z +vy) + f'(z —y) —2f'(x) =2six+y > 0 et
fx+y)+ f'(x —y) —2f' () =0 si  + y < 0. On obtient alors

'V
\O
\wh—l
B

(NS
=

vy

oW

<

QU

8

1£1l 2.0

Or l'intégrale de droite est divergente pour s = 2 (méme pour s > 2).

Pour s = 0, il suffit de considérer f(x) = ﬁ@(m) ou 6 est une fonction
xln®|x
positive, réguliere, valant 1 sur [—%, %] et a support inclus strictement dans

[—1,1]. Alors ||A;f|l, = ]% alors que [|A; |f]|l, = |71| (voir [77] chapitre V).
Donc f € Bg’l alors que |f| ¢ B?’ll

Pour conclure, disons que le théoreme 5.5.2 permettra de comparer les
normes BV et Bl1 "%, Ce sera 'objet du chapitre suivant. Notre motivation
est de remplacer, dans le modele ORF, la norme BV par la norme Blloo
L’inclusion continue BV C B%’Oo nous donne une majoration de la norme
B} "> par la norme BV. La minoration, dans le cadre des fonctions étagées

a un nombre de niveaux fixe, découlera du théoreme 5.5.2.
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Chapitre 6

Comparaison des normes BV
51,00
et 5,

Nous commencons par traiter deux cas particuliers avant d’accéder au
théoreme général (théoreme 6.3.1). Ce théoréme contient les cas particuliers,
mais les preuves données ont leur intérét propre. Dans tout ce chapitre, nous

nous plagons en dimension 2.

6.1 Ensembles a bords réguliers

On consideére une partie A de R? telle que 9A soit C2 et x4 € BV. On
souhaite montrer que, dans ce cas, les normes BV et B11 "> sont équivalentes.
Pour cela, on considére une fonction ¢ définie par ¢ (z) = ¢(z) — 1p(%) o
¢ est positive, radiale, réguliere, a support dans |z| < % et d’intégrale 1. On
pose Y (z) = t*2w(%), t > 0. Cette fonction est radiale, d’intégrale nulle et

a support dans |z| < ¢. On a alors

Lemme 6.1.1 I existe une constante C' ne dépendant que de v telle que

lim I x A : 1/)t||1

lim = Clxallpy

En effet, notons B(x,t) la boule de centre = et de rayon t. On a I =
XAxP(z) = fAﬂB(:}c " Ui(z —u)du. Six ¢ 0A+ B(z,t), soit B(x,t) C A soit
AN B(x,t) = (. Dans ce cas x4 * ¢(x) = 0.
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Considérons alors un point € 9A + B(z,t). On peut écrire x = g + atn
pour zg € 0A, a € [—1, 1] et n désigne le vecteur normal extérieur & la courbe
0A en xg. Nous utilisons une méthode Blow up, expliquée par L.Evans dans
[48] :
Notons H(zo) = {y/n - (y — z0) = 0}, H"(z0) = {y/n - (y — z0) = 0},
H (z0)={y/n-(y —x0) <0} et Ay(xo) ={y/t(y —x0) + 20 € A}. Alors
Lemme 6.1.2

PE}] HXH_(ID) - XAtHLllOC =0 (6.1)

Remarque 6.1.1 Ce résultat reste valable si A est de périmétre fini et xq
appartient o la frontiere réduite 0* A.

En faisant le changement de variable y = “7%+x, il vient I; = i Y(x—
A¢(z)NB(z,1)
y)dy. Or y € A;(x) signifie y — atn + an € Ay(xg). Donc

I = / V(T = Y)X A, (20) (Y — atn + at)dy. (6.2)
B(z,1)

Posons J; = fB(zJ) V(T—Y)XH - (20) (Y—tn+at)dy. D’apres 6.1, %ir% I — Ji| =

0. Effectuons le changement de variable u = y — atn sur J;. Il vient

Jy = / V(T — U)X H~(20) (0 + an)du = J. (6.3)

B(Io,t)
Ainsi %in% I, = J. Or 1 est invariante par rotation et H ™ (zg) est un demi-
plan, donc J = fB(O,l)@Z)(—u)XH—(IO),xO(u + an)du = G(a) avec G(a) =

an Y(u)du ot Ay = {z = (z1,12)/23 + 23 < 1529 > a}.

\ \ . . 1
Revenons a notre probléme. On veut estimer }EI(I) faA+B(0,t) 7 Ixa *i(z)] da.
Pour cela, on utilise les nouvelles variables s et « ou s désigne une abscisse
curviligne sur 0A et a est défini par x = xo(s) + atn(s); n(s) désigne encore

la normale extérieure en z((s). Appelons 7 la courbure en zg. Il vient

1
K= % / Ixa % i(2)] dz = 18{_/(1 + ay(s)t)t [xa * Yu(x)| dads

DA+B(0,t) 1
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Cette expression se décompose en deux termes

Kt_//l|x,4*¢t(w)\dads+t//la'y(s)|x,4*z/zt(w)\dads

0A -1 0A —1
Le second terme tend vers 0 avec t car v est bornée.
Quant au premier, nous savons que |xa x ¥ (zo + atn)| converge presque
partout vers |G(«)|. En fait, il y a méme convergence uniforme. Le théoréme

d’Egorov [22] permet d’affirmer que :

}ig%//l!x,q*wt(a:)ydads_/1;G(a)da /ds. (6.4)

0A -1 -1 0A

Or [y, ds = ||xal gy Posons C' = fil |G(a)| da. 11 ne reste plus qu’a mon-
trer que C' > 0. Montrons que G(a) # 0sia = 2. OnaG(3) = fA1/2 (u)du.
On remplace alors 1 en fonction de ¢. Il vient G(3) = | A, Plu)du —
f%Aa ¢(u)du. Mais, comme ¢ est & support dans |u| < %, le premier terme
est nul. Finalement, G(3) = — f%Aa w(u)du < 0. Ainsi la constante C' est

non nulle et convient. |

Remarque 6.1.2 Le lemme 6.1.1 reste valable lorsque f = ciXE,+...CNXEx
ou E; sont des ensembles fermés disjoints deux a deuz, a frontiére régqulicre
et ¢; des constantes arbitraires.

Peut-on généraliser a des ensembles Boréliens moins réguliers ?

6.2 Ensembles a bords absolument continus

On considere un ensemble E défini a partir d’une fonction absolument

continue A(zxy) :

Définition 6.2.1 Une fonction A(x) de la variable réelle x est absolument
continue si sa dérivée A'(x), prise au sens des distributions, appartient a

L'(R).
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Théoréme 6.2.1 Soit A(z1) une fonction absolument continue sur [0, 1]
vérifiant A(x1) > 0 pour tout x1 € [0,1]. On appelle E = {x = (z1,22); 0<
x1 <1,0 < zo < A(z1)}. Alors, il existe v > 0 tel que

IxEllgre > vlxElgy (6.5)
1

ot v ne dépend que du choiz de la norme Bll’oo

1
Pour le voir, on appelle ¢(z) la fonction ce 1-2° pour |z| < 1 et 0 sinon ott ¢

est défini par f_ll ¢(z)dx = 1. On posera ¢(z) = ¢"(2) et O(z) = [ @(t
Ensuite ¢ (t) = 2p(L), ve(t) = L¢(L) et 0.(t) = 6(%). On pose finalement

),
{ Y(x1, 22) = (1)U (22)
VYe(w1,22) = e(21)1he(2)

Le théoreme découle alors évidemment du lemme suivant :

Lemme 6.2.1 )
limint = g * vl = 715l gy - (6.6)

Avant de donner la preuve du lemme 6.2.1, prévenons le lecteur de ce que
SUP.~q || f * 1ell; n'est pas une norme équivalente & la norme de f dans Bl1 0
En effet, 'ondelette utilisée est dégénérée : sa transformée de Fourier 1[1 ne

vérifie pas la condition d’admissibilité 0 < ¢ < fo

t{)’ % < ey < 00
presque partout en &. Mais liminf_o e ! |[xg * ¥} < [[xEl 51

1
La preuve du lemme 6.2.1 se décompose en plusieurs étapes. Tout d’abord

on a,

Lemme 6.2.2 Posons

x9 — A(x1 — eu)

YA (21 — eu)du. (6.7)

1
Iara) == [ a2
]

Alors on a xXg * () = Je(x1,22) pour e <xzp < 1—e.

En effet,

X * () = / / Gelar — y1)ge (s — ya)dyrdys =

{0<y1<1,0<y2<A(y1)}
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/ / e — y1)fe(ws — Alyr))dyn

{0<y1 <1}

car 0(xq) fol Ye(r1 —y1)dy1 =0 pour e <z <1 —e.

Arrivés & ce point, on integre par partie. Les termes intégrés sont nuls car

¢' (1) =0 et ¢/ (£=1) = 0. Il vient

€

T1—Y1

)oe(za — A(y1)) A (y1)dy.

XE*Ve(x) = — [ ¢'(

o

On fait alors le changement de variable y; = x1 — eu. Il vient

W)A’(m — eu)du

€

1
XE *Pe(x) = — [ &' (u)p(
/

comime annonceé.
Revenons au lemme 6.2.1. 1l vient, en faisant le changement de variable
To = A(x1) + €v,

1—e

1—e
6_1//\XE*w6(x)dx2dm1: //|K€($1,U)d’udl‘1

€

avec

€

K (z1,v) = /cp’(u)go(A(xl) +ev= Al +e) VA (21 + eu)du.

I1 vient :

Lemme 6.2.3 On a presque-partout en x1,
lir% Kc(x1,v) = A'(21) / o (u)p(v — A'(z1)u)du. (6.8)

La preuve de ce lemme repose sur la notion de point de Lebesgue d’une
fonction intégrable. Nous renvoyons le lecteur a la définition 1.2.4. Dans

notre situation, la fonction intégrable est A’(z1) et nous avons donc

1
m%/ A1) — A2y + ew)| du = 0.
21

145



Puisque ¢ est continue, il vient
hH(l) Ke(x1,v) = A'(21) / o' (w)p(v — A'(z1)u)du = K (21, v)
€e—

comme annonceé.

Maintenant, considérons la fonction wy(t) = [ ¢’ (u)Ap(A(t — u))du. On a

Lemme 6.2.4 [] existe une constante cg > 0 tel que pour tout A > 1,
[ |wa(®)] dt > ¢o.

La preuve facile de ce lemme est laissée au lecteur.

Nous pouvons conclure. Le lemme de Fatou implique

1 1—¢
// |K (x1,v)| dvdx; < limiglf // | Kc(z1,v)| dvdzy < limiglfef1 IXE * el -
0 €

Il reste a minorer le terme de gauche. On commence par intégrer en v, x;
étant fixé. On a [ |K(z1,v)|dv = [ |4 (z1)] ][ ¢'(w)e(v — A (21)u)du| dv >
co |A'(x1)] si |A'(21)] > 1 grace au lemme 6.2.4. Il ne reste plus qu’a intégrer
en 1. Il vient une minoration en ¢ f{\A’(m)\zl} |A'(x1)| dx.

Par ailleurs, on a f{IA’(z1)<1\} |A'(21)] dz1 < 1etil existe ¢; > 0, ne dépendant
que de v, tel que liminfc_.g||xg * ¥e(x)||; > c1(|A0)] + |A(1)] + 1) (on le
voit par exemple en reprenant la preuve vue dans la section précédente).

Finalement il existe v > 0 tel que liminf._o ||x£ * ()|, = vIIxEl 5y- La

preuve du lemme 6.2.1 est complete. |

6.3 Généralisation

Nous souhaitons nous libérer des hypotheses faites sur le bord des en-
sembles considérés. Nous commencgons par un résultat tres utile, établi par

Yves Meyer :
Théoréme 6.3.1 Si f = g, on a 3 11l gree < NF gy < £l g2
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La preuve du théoreme 6.3.1, utilise le lemme évident suivant :

Lemme 6.3.1 Sia,b,c € {0,1}, alors

la —b| <|a—2b+ ] (6.9)
Alors si ||f”Bi,oo <1,ona

I(y) = If(z+y) + fl@—y) = 2f @) 12 (aw) < Y]

Mais on a

[f(@+y) = f@)| < |f(@+y)+ flz—y) —2f(2)]

et donc
1f(z+y) = F@) 1w < lyl-

Finalement, || f]|z,, < 1. En toute généralité, il en résulte que || f||5, <

1 fllgroe st f = x

L’autre inégalité est immédiate, il suffit d’utiliser

[f(@+y)+ flz—y) =2f (@) < [f(z+y) = f(@)[+[f(x—y) - f@)].

|
Essayons de généraliser ce résultat a des fonctions qui prennent plusieurs
valeurs. Voici un premier résultat :

Corollaire 6.3.1 Soit F C R ou C un ensemble fini et soit f € By™(R?)
une fonction a valeurs dans F. Alors f € BV (R?) et il existe une constante
C(F) telle que |y < C(F) 1] e

Pour le voir, on choisit p €]0, 1[ et ¢ = 1—p de telle sorte qu’aucun élément de
F ne s’écrive comme barycentre de deux autres points de F', a coefficients p et
q. Alors si a, b et ¢ appartiennent & F', on a bien |b — a| < C(F) |pa + ¢b — c|.
On prend a = f(z + qy), b= f(x —py) et ¢ = f(z). On conclut en utilisant
le théoreme 5.3.2. |
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Dans I’énoncé qui suit, nous montrons que C(F') ne dépend en fait que
de la cardinalité de F', ce que la méthode précédente ne permettait pas

d’établir.

Théoréme 6.3.2 Soit N un entier, E1,Es,...,E, C R? des ensembles
Boréliens arbitraires et c1,ca,...,cy des constantes réelles arbitraires. Po-
sons f(x) = cixp, + - + cNXEy- Alors il existe une constante C telle
que

1
S lsm < 1f Iy < ON Ifll g2 (6.10)

L’inégalité 6.10 pose le probleme ouvert de savoir si la constante C'IN est
nécessaire. La premiere inégalité de 6.10 est évidente et ne suppose pas que
f(x) soit une fonction étagée & N niveaux.

Pour démontrer la seconde, nous utilisons le théoreme 5.5.1.

Posons 0 (t) = (t — A)*. Alors il existe C tel que pour tout A on ait

163l g1 < ClIF g1 (6.11)

Alors, posons pour I = [a,b] un segment de R, a < b, posons 77(t) = 0 si
t<a,7(t) =t—asia<t<betr(t) =b—asit> b En remarquant
que 17(z) = (x —a)T — (x — b)" = 0,(x) — () et en utilisant le théoréme

5.5.2, il vient

Il ree < C Nl g1 (6.12)

Considérons une fonction f, étagée a N niveaux. On écrit f = u — v ou
u = sup(f,0) et v =sup(—f,0). Nous savons alors, grace & 6.11 pour A = 0,
que HuHBILOO <C HfHBll,oo et de méme pour v. On se raméne donc au cas ou
f > 0. On change alors un peu les notations et ’on range les valeurs prises
par f dans l'ordre croissant, soit 0 < ¢; < cg < --- < cpn.

On appelle ©; I'ensemble des z tel que f(x) > 0, Qo = {z/f(z) > 1} ...,
QOn ={z/f(z) > eny—1}. Alors

f(z) =cixa, + (c2 —c1)xa, + -+ (en — eN=1) XN -
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Appelons I1 = [0,¢1],...,In = [en—1,¢cn] et fi = 11,(f), -, v = T (f)-

Alors
T, (f) = Cixa,
7,(f) = (C2 — C1)xq,

71y (f) = (Cn — Cn—1)Xay
On en déduit, en appliquant A.2,

ctllxaillgree < Cllfll gree

(env —en-1) [Ixanllgre < Clfllree
Arrivés & ce point, on utilise le fait que pour une fonction indicatrice, les

normes BV et B% "> sont équivalentes. Il vient donc

e lxaullgy < C 1 fll g

(en = en-1) [Ixay gy < C Il pre

Finalement, ||f|gy < CN [|f]| .. ]

FEncore une fois, nous ne savons pas si la constante C'N est nécessaire.
Nous allons maintenant examiner un cas particulier ou la fonction f prend
une infinité de valeurs de la forme 277 avec j > 0. On établira un résultat
de méme nature. Pour cela, on a besoin d’un lemme préparatoire

Lemme 6.3.2 Soit p €]0,1[, p ¢ Q et g =1 —p. Alors il existe y(p,q) > 0
tel que, pour tout (j1,j2,j3) € N3, on ait, soit p2/t + ¢272 — 273 = 0 et alors
J1 = ja = ja soit |[p27" + 292 — 23| > ~(p, q) sup(271, 272, 2J3).

En effet, posons m = sup(j1, j2). On distingue trois cas :

e Si j3 < m — C, alors 273 est beaucoup plus petit que p2/t + ¢272 >
inf(p, ¢) 2™. On peut prendre par exemple C tel que 27¢ < %inf(p, q). Et
alors

}pgh + 272 — 2]3{ > 3 inf(p, q) 2™ (6.13)
e Si j3 > m + 1, alors p2it + ¢272 < 2™ et
. . ) 1 .
‘p2]1 +q272 — 2]5} > 52]5_ (6.14)
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e Sim—C+1< j3 <m, alors on met 2™ en facteur en supposant, pour

simplifier les notations, j; > jo. Il vient
p2j1 + q2j2 _ 93 — Qm(p +q27" — 2_8) (6.15)

our € Net 0 < s < C —1. On a par hypothese p # 279 pour ces valeurs de
s (p ¢ Q). Dong, il existe § > 0 tel que |[p —27%| > (. Alors, il existe une
constante positive Cy, ne dépendant que de p et g, telle que, si r > C1(p, q),
I’expression p+q2~" —27° ne peut s’annuler. On peut prendre, par exemple,
C1 tel que 271 < g Il ne reste alors qu’un nombre fini de valeurs de r a
tester.

Supposons alors que p+ ¢27" —27% = 0. Alors, comme p ¢ Q, r =s =0 et

donc j; = jo = j3 comme annoncé. La preuve du lemme est alors complete. Bl

Lemme 6.3.3 Sous les hypothéses du lemme 6.3.2, on a

soit |p271 4 ¢2792 — 2733| = 0 et alors j1 = jo = j3

soit [p2791 4 q2792 — 2733| > ~(p,q)27" ou | = inf(j1, j2, J3).

La preuve découle du lemme précédent. |
Théoréme 6.3.3 Soit f € Bll’oo(]R2) une fonction a valeurs dans

{]-’ %7--.7%7"'70}‘ AlOTS f € BV(Rz)

En effet, il suffit de remarquer que ‘2‘31 — 2_j2| < 27t Donc

1
|f(z+qy) = f(@—py)| < pf(z+qy) + af (@ —py) — f(z)]
v(p. q)
Il ne reste qu’a intégrer en x et utiliser le théoreme 5.3.2. |

Pour conclure, disons néanmoins que les espaces BV (R?) et B%’OO(]RQ)
sont distincts. En effet nous savons que la fonction f(z) = ﬁ appar-
tient & B™°(R?). De méme que (|z|? + 1)~Y2. Mais f n’est évidemment
pas dans BV (R?). Cet exemple prouve que B% *°(R?) n’est pas inclus dans

L?(R?). Par ailleurs, Bil "*°(IR?) est inclus strictement dans L*°(R?), comme
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le prouve I’exemple de la fonction g définie par g(x) = 277 si 2/ < || < 27+,
j€Net g(x)=2si|z| < 1. En effet, il est clair qu’il existe C' tel que, pour
tout A > 0, on ait |{|g(x)] > A}| < CA~2. 1l est évident que g n’appartient
pas & BV (R?), donc ne peut appartenir & Bll’oo(RQ) d’apres le théoreme
précédent.
Rappelons aussi que les fonctions bornées de BV sont denses dans BV. Ce
résultat est faux dans Blloo Pour le voir, on montre qu’il existe 6 > 0
tel que ||f_g||B%,oo > §, ot f(z) = |z|™' et g € B™ N L™. Posons
h = f — g et utilisons un argument de “Blow-up” ou “zoom”. On forme
Ah(Az). On obtient f(x) — Ag(Az) — f(x) au sens des distributions. Si l'on
avait || f(z) — )\g()\f)HBi,oo — 0, on aurait f = 0 ce qui est absurde.

Apres avoir traité ces différents cas, fort de la remarque 6.1.2, on peut
énoncer la conjecture suivante
Conjecture : Existe-t-il deux constantes C7 > Cy > 0 telle que si f =

C1XE, + ...+ CNXEy, ON ait

Collfll e < Niwllpy < Crllfwllgre? (6.16)

En utilisant le lemme 6.1.1, on peut étayer cette conjecture : si les ensembles
E; sont tous des cubes dyadiques () ; a une résolution j fixée, alors I'inégalité
de droite est vraie avec une constante Cp calculée comme dans le lemme
6.1.1, donc ne dépendant pas de la résolution.

On peut compléter le théoreme 6.3.3 en se posant la question suivante : si
[ est a valeurs dans N, a-t-on || f| 5, < C HfHBll,oo ?

Observons pour commencer que c’est le cas si la progression arithmétique
{0,1,2,...} est remplacée par la progression géométrique {1,2,22,...,27 ...}

Le raisonnement est le méme que pour le théoreme 6.3.3.
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Chapitre 7

Nouvel algorithme

Nous avons mis en évidence, au Chapitre 6, le lien entre la norme B% °(R?)
et la norme BV (R?). Il est naturel de remplacer, dans la fonctionnelle
d’Osher-Rudin-Fatemi, la norme BV par la norme Bll’oo et d’étudier ce
nouveau probleme. On cherche alors a décomposer une image f = u + v
supposée & énergie finie, f € L?(R?), en un sketch u dans l'espace de Be-
sov homogene B11 "°° et une composante texture ou bruit v dans B! en

minimisant la fonctionnelle
2
lull gy + Aol (7.1

L’espace Bo_ol’l jouera, en quelque sorte, le role de dual de Bllc>O Nous

définissons alors cette norme duale

-

Définition 7.0.1 Par analogie avec le chapitre 3, nous posons ||-||, = ||| g-1.

Un probleme se pose immédiatement : quelle norme sur B% *°(R?) choi-
sir 7 Le choix de la norme définie par le théoreme 5.3.1, c’est-a-dire || f[| g1.00 =
1
ir;g Wl (@ +y) + fle—y) — 2f (@)l 1 (ar) & Vavantage d’étre invariante
y

par translation, dilatation et rotation. On a, pour A > 0,

INFO) gt = (1] gt (72)

L’inconvénient est qu’on ne sait pas calculer la norme duale correspondante.

Dans la pratique, on lui préfere la norme, équivalente, définie & partir des
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coefficients d’ondelette.

Considérons une base d’ondelettes orthonormale 2/4)(2/x — k), j € Z, k € Z?
et ¥ € {1, o, 3} ou Y1, 1o et 13 sont des fonctions de la classe de
Schwartz S(R?). Nous définissons alors une norme équivalente & celle définie

par le théoreme 5.3.1, en posant
Il =00 3 e (7.3)

ol les ¢, sont les coefficients d’ondelette de la fonction f. De méme, on
considére lespace Fy, la fermeture de S(R?) dans B;*°(R2). On définit

,1

5—1 , . N
alors sur Boo '~ une norme, équivalente a la norme duale de Ej, en posant

£l = ngp 5.1 (7.4)
i

L’utilisation des ondelettes permet alors de calculer la décomposition op-
timale pour le probleme 7.1. Nous verrons qu’il s’agit d’une forme de wa-
velet shrinkage. Cependant, cette méthode présente deux inconvénients. La
décomposition dépend du choix de 'ondelette et les normes définies par 7.3

et 7.4 ne sont plus invariantes par translation, rotation et dilatation.

7.1 Caractérisation de la solution

Rappelons que B est un espace de distributions tempérées. Par exemple,
f(z) = § 7229 cos(29x1), & = (21, x2), appartient & Bog'. En outre, Bi’oo
n’est pajsiilnclus dans L?, mais est inclus dans lespace de Lorentz L>°.
Lemme 7.1.1 Supposons f € L2(R2), u € By (R?) et v € Bx"'(R?). Si
f =u+v alors u et v appartiennent nécessairement a L*(R?).

Pour prouver le lemme, nous établirons une propriété plus précise, a savoir

que

2 2 2
lellz +llvllz < A1 + 2 Mol l[ull gree (7.5)

Pour démontrer 7.5, le plus commode est d’utiliser une base d’ondelettes

et d’utiliser les normes équivalentes définies par 7.3 et 7.4. On appelle a;
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les coefficients de f, 3,1 ceux de u et 7 ceux de v, pour j € Z, k € 72,
On a donc o = Bjk + ik et a € 12(Z x Z2), sup; >, Bix] = ||U”Bi,oo,
supy [l = € € 14(2) avee [, = o]l

Ceci étant, on en déduit que ) ﬁ?’ ;. est finie et la méme propriété s’applique

a vk =ojr— Bjr Ona ozik = ﬁik + 7]27,6 + 28 k- 11 en résulte que

2 2
Z%k Z Zﬁj,k + Z’yj,k = 2|Jull g1~ €
k k k
ou encore

2 2 < 2 e €
Zk:ﬁg,k + Zk:f)/],k = Zk:a],k +2 HUHB} €j

Il suffit de sommer en j pour conclure. |

Notons, F' = {v € L?/ [v]| =11 < 1}. L’ensemble F' est une partie convexe,
fermée de L? : on le vérifie en considérant les coefficients d’ondelettes.
Considérons une suite v! € F convergeant vers v € L? dans L2. Notons vik
les coefficients d’ondelettes associés. La convergence L? implique v‘g?k — Vjk
quand | — oo. De plus, sup; » \vé x| < 1. Il suffit alors d’appliquer le lemme
de Fatou pour en déduire que sup; » ; [vj x| < 1. Donc v € F.

. 51
Pour toute fonction u € B, on a

Lemme 7.1.2
Ul p100 = Sup/uvdaz. 7.6
” HB1 e ( )

On peut alors appliquer les résultats du Chapitre 4. En particulier, nous

avons,

Théoréme 7.1.1 Pour toute fonction f € L?, la solution vy du probléme
7.1, est caractérisée par

vo = Pr(f), (7.7)
ou K = (2\)7'F.

1

55> on a [lvll, = (2A)~%. Dans le cas contraire,

En particulier si ||f|, >
vg = f. Comme I’a montré A. Chambolle dans le cadre du modele ORF, ce

théoreme est équivalent au résultat suivant :
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Théoréme 7.1.2 (Caractérisation)

Considérons f € L*(R?) et soit up + v la décomposition optimale au
probléeme 7.1.
Sillfll. < @N)"" uwo=0
Dans le cas contraire, f = u+ v est la solution optimale au probléme 7.1 si
et seulement si [[v]|, = (2\) 7 et [uvdz = |Ju| g1 [J0]],.

1

Avant de démontrer ce théoreme, indiquons une conséquence essentielle. La
composante v ne peut étre nulle, sauf dans le cas trivial ou f = 0. Le nouvel
algorithme a le méme défaut que ’algorithme ORF : s¢ f est une image com-
posée uniquement d’objets, ’algorithme ne redonne pas f. La composante v

contient aussi des structures géomeétriques. Démontrons alors le théoreme

7.1.2.

Soit h € B;">°NL2. On a, pour tout € > 0, Hu0||Bi,oo—|-)\ [vol3 < |juo + fh”Bi,oo‘i‘
A|Jvo — €hl|3. Tl est classique d’éliminer le terme en €2, |e| ”h”B}*“ < 2Xe [ hvpdz.
Ainsi pour tout b € L2 N B, on a [ hvode < (2A)7! HhHB%,oo. Il vient
|voll, < (2A)~!. Maintenant, fixons h = ug. En reprenant les calculs précédents,
on a (2)\)71 ||u0||B},oo = [wovodz. Or [wuodz < ||’U/OHB},00 lvoll,-

Ainsi, dés que wo # 0, [[opl], = (20)1.

eSupposons || f||, > (2A)~!. On a nécessairement, par ce qui précede, uy # 0;

donc [|vol, = (2A)~" et [ uovodz = fJuoll, [[voll..-

eSupposons || f||, < (2A) L. Montrons par I’absurde que ug = 0. Dans le cas
contraire, on aurait uy # 0 et donc |Jvg|, = (2A)~!. On montre comme dans
le cas du modele ORF 3.1.1 que || f]|, > |lvoll,, ce qui est absurde. Donc

uonetvozf.

Réciproquement, supposons que u,v € Bll’oo X Bo_ol’l vérifient f = u + v
et Jull gre [Jv]l, = [uvdz et ||v]|, = (2A)~!. D’apres le lemme 7.1.1, u et v
1

appartiennent & L?. La démonstration est alors identique a celle du théoréme
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3.1.1. |
Nous pouvons énoncer un premier théoreme de stabilité, identique a celui
du modele ORF, a savoir

Théoréme 7.1.3 stabilité
Soit f € L*(R?). Supposons que | f||, > 5. Notons ug-+vo la décomposition
obtenue par le nouvel algorithme. On considére un couple (u,v) € B%’oo X
B wvérifiant f =u+ v, [uvde > |ull g1.00 [J0]], — a et |[v—woll, < B, ot
1
a>0 et peR. Alors
lim ||lu — ugll, = 0. 7.8

Jim =l (7.9
Nous verrons, quelques sections plus loin, d’autres théoremes de stabilité
utiles dans I’étude de cas concrets. Ce théoréeme ne découle pas de son ana-
logue dans le modele ’'ORF (théoréme 3.2.1) car Bx"' € BV*. La preuve
de ce résultat est identique a celle rencontrée dans le cas du modele ORF.
Il nous faut néanmoins justifier 'utilisation de ’espace B;ol’l(]Rz) pour

modéliser les textures. Nous nous placons en dimension 2.

Théoréeme 7.1.4 Soit (f,), une suite de fonctions vérifiant :
a) supp fn C K, pour tout n, et K est un compact fizé,

b) il existe ¢ > 2 et C > 0 tels que pour tout n, || ful, < C,

¢) fn — 0 au sens des distributions.

Alors, f,, tend vers 0 pour la norme B Ll

Pour prouver le théoreme 7.1.4, nous montrons que pour ¢ > 0, il existe
N tel que pour n > N, [|fn]], < €. Pour cela on choisit une base ortho-
normée d’ondelettes ¢;, = 2/4(2/x — k) pour j € Z et k € Z*. La norme
de f, dans Despace By"'(R2) est estimée par ||f,||, = > jsupg [¢j | olt
ik = [ fn(@)tjp(x)de

Nous allons donner deux majorations différentes de |c; ;|. Les deux se servent
des hypotheses (a) et (b). Soit p défini par %Jr% = 1. Alors |¢j,| <
1 fnllg 15kl < C201-2/p)i [4]|,,- Remarquons que p < 2, donc 1 —2/p < 0.

Ainsi nous avons

lejk| < Co2=2/P)I, (7.9)
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De méme, nous savons que || f,||;, n € N, est une suite bornée. Il vient

lcik] < Co27. (7.10)

Grace aux majorations 7.9 et 7.10, il existe un rang jo € N tel que pour tout
entier n, 3 /171>, SUPk [¢j k| < €. Il reste & majorer I =3, supy [c;l.
Prenons 1 a support compact. Le nombre de coefficients ¢ non nuls, a j
fixé, est fini, majoré par 27°(a une constante multiplicative pres). L’expres-
sion a majorer, I, est composée d’un nombre fini de termes ne dépendant
que de e. Or par 'hypothese (c), on sait que lim, . ¢j; = 0. On peut alors
trouver un rang N tel que pour n > N , 37, . supy [cjx| < €. La preuve

est complete. [ ]

Cet algorithme a aussi la propriété d’effacer de la composante u les objets

de taille petite. En effet on a

Théoreme 7.1.5 Il existe une constante C' telle que pour tout ensemble
Borélien E on ait
Ixsll, < 1BV (7.11)

Rappelons ici que L? n’est pas inclus dans Bt Ce résultat est plus fort
que 1’énoncé correspondant ou |||, est la norme dans BV*. Pour prouver
le théoreme 7.1.5, considérons une ondelette ¢ et posons v = 2iah(2x —
k) pour j € Z, k € Z* Posons c¢jr = [xE(x)¢;r(z)dr, les coefficients
d’ondelette de la fonction yg. Fixons jg € Z que nous spécifierons plus tard.
Clairement, si j > jo, |cjxl < 277 [|l; et si j < jo lejul < 27 ([0 |E|.
On utilise alors la norme équivalente dans Bx"' définie par 37 ;5 Supy [cikl-

Il existe alors une constante C', ne dépendant que du choix de I'ondelette 1

telle que

Ixell. < C@7 +|EB|27). (7.12)
Il suffit de trouver le jo optimal. Il vérifie 270 ~ |E\71/2. La preuve est
complete. [
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Fic. 7.1 — Fonction peigne.

7.2 Un exemple

On considere la fonction fy définie comme la fonction indicatrice de
’ensemble représenté par la figure 7.1. On choisit a de sorte que || fx]|; = %
Le parametre a est de Pordre de ;. On note C' le carré [0,1] x [0, 1]. Nous
écrivons fn = %XC‘HJN ougn = fN—%Xc- La suite g vérifie les hypotheses
du théoreme 7.1.4. Il vient limy_ . [|gn]|, = 0. Décomposons, de facon

optimale, fy en uy + vy et %Xc en ug + vg. Par le théoreme de stabilité,

nous avons limy_, ||un — uglly = 0.

7.3 Stabilité

On note toujours ® I'application de L?(R?) dans Bll’oo(Rz) qui & une
fonction f, associe la composante v du nouvel algorithme. En reprenant la
démonstration du corollaire 3.2.2, en posant € = || fi — fo||,, nous établissons,

pour fo, f1 € L*(R?),

Théoréme 7.3.1
12(f1) = @(fo)lly < C' (I folly + 1 f1ll,)- (7.13)
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Ce résultat est, en fait, une conséquence des résultats obtenus au Chapitre 4.
En effet le théoreme de stabilité 4.5.1, entraine I'estimation 7.13. Toutefois,

nous ne pouvons remplacer € par ||f1 — fol| g1« : on ne peut avoir, pour
1

v > 0 fixé,
Vfi, f2 € LAR?) [ @(f2) —2(f)l, < Cllfo — illjpiee - (7.14)
Pour le voir, nous considérons la fonction f(x) = %1/3()0(%‘) ol ¢
|| [In(|z)]

est une fonction radiale réguliere & support compact de valeur 1 au voisi-
nage de 0. Nous allons prouver que f est dans la fermeture de L?(R?) dans
B}’OO(RQ). Pour cela, on considere f, = min(f(z),n). Nous montrons que

|.f — fnll g1« tend vers O pour n tendant vers I'infini.
1

En effet, remarquons que f — f, = (f —n)*. Notons h = (f —n)" et r,

la solution de %1/3 = n. Alors pour n assez grand,
rn|In(ry)]

1 _
(f =n)t = |zl |1n<\x(|)>\1/3

n stz <r,
sinon
Evaluons [|A[| 51..-. Pour cela, on choisit une ondelette radiale ¢ a support
1

dans |z| < 1, uniquement pour des raisons techniques. Calculons Ajh(x) =

[ h(z — y)2%1(27y)dy. De fagon évidente A;h(z) = 0 pour |z| > 1, +277.

Il nous faut estimer ||A;h||;. Commencons par les échelles j vérifiant r,, <

277, 11 vient

1 T 9-i
AR, < /h z)dx < /d:c:27r/dr§27r.
14571, 7] (@) || [In(|z|)[/? I r|'/? (7))
| <rn | <rn 0
Ainsi pour j tel que r, < 277,
9—J
1A;h, < 21——o (7.15)

[n(ry)|

On peut remarquer que l'estimation précédente reste valable pour les j

tels que 7{—3 < 277 < r,. 1l reste & considérer les j tel que 277 < %.
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On décompose ||Ajh|l, = Iy + Iz + I3 avec I} = ﬁx‘gz,jH |Ah(x)| de,

Iy = f2—j+1§|x\§rn72—j |Ajh(x)| dz et I3 = frn,Q_jgmgrnH_j |A;h(x)| de.

I; et I3 s’estiment simplement :

n< [ oam@iars [ [ -9l ey dyds

o] <2-i+1 | <2-3+1 Jy|<2-4

3.277

<l [ |daz<c/ TNETC

|x|<3-2—3

9—J
[In(ra)| V%
I,. Comme 1) est radiale d’intégrale nulle, on écrit 2Ah(x) = f‘y|<1(h($ +

Il vient [ < C On obtient la méme estimation pour I3. Estimons

) + h(z — 277) — 2h(2))yY(y)dy. Remarquons que pour |z| < r, — 277
et [yl <1, on ax+ 2y, x — 277y et x sont de norme inférieure & 7,. On
peut alors remplacer h par f dans le calcul de A;h(z) pour |z| < rp —277.

Un petit calcul permet de majorer ‘f(:c +279y) + f(z — 277y) — 2f(x)| <

(2_ 3’y|) 73 Alors
(lz] =277) [In(ry )|
272 d 277
B e e
P i 2 i
Ainsi, en combinant les estimations de Iy, I», I3, pour j tel que 277 < 1, il
vient A
9—J
Ah||, <C——. 7.17
|| J ||1 — |1H(’I”n)| ( )
Finalement, grace aux estimations 7.15, 7.17, nous avons [|h|| 51,00 “(C’)‘I/g
1 n(ry

qui tend vers 0 quand n tend vers I'infini. Ainsi la suite f,, tend vers f dans

B (R?).

Considérons alors une suite n; telle que anjJr1 - fnj HBLOO < 277, Si on sup-
1

< C277. Donc la suite (un,) converge vers

u dans L. Or nous avons déja prouvé que ||vy,,, — vn, H2 Cllfrer = [, Hl/lzoo <

pose 7.14, il vient H“nj+1 — Un; H2

C279/2. On en déduit que la suite Up; converge vers v dans L?. Or f, = ;=
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Up; + Vn;. Donc fp, converge dans L?, donc dans L*>*. De plus, nous avons
prouvé que f,, converge vers f dans B% *°(R?), donc dans L**°. Par uni-
cité de la limite, on a f = u + v. Donc f € L?(R?), ce qui est absurde. La

conjecture 7.14 est fausse. |

7.4 Résolution du probleme par ondelette

Nous nous servons des coefficients en ondelette pour résoudre le probleme
7.1. On considere f € L? et f = u + v sa décomposition optimale. On
appelle f; ., u;, v; les coefficients en ondelette de f, u, v respectivement.
On suppose aussi || f]|, > (2A) L.

Nous avons

lull roe = sup D uj
Ik

o]l = Zsllip Vsl -
i

L’inconvénient de ce choix est que I'on perd l'invariance par rotation et par
translation. L’avantage est de pouvoir calculer “explicitement” la décompo-
sition. Le théoreme qui suit montre que ce nouvel algorithme consiste a
faire un “threshold” sur chaque échelle j, le seuil dépendant de j. Plus
précisément,

Théoréme 7.4.1 Sous les hypothéses précédentes et si || f||, > 5, il existe
une unique suite (v;)jez G termes positifs vérifiant 3 vj = (2\) 71 et
ik = € min(vy, | fixl)
- ujk = €5k max(|fix| — v;,0)
— €k = signe(fir)-

Le fait que |uj | < |fj x| implique le corollaire suivant :

Corollaire 7.4.1 Si f appartient a un espace de Banach fonctionnel E,
caractérisé par les coefficients en ondelette, alors uw = ®(f) appartient o E.
En particulier, f € LP = uw € LP, 1 < p < ooy, si f appartient a un espace
de Besov, ou de Sobolev, alors u appartient a ce méme espace.

Pour prouver ce théoreme, on utilise le théoréeme de caractérisation 7.1.2.

Posons v; = supy, [vj k| et uj = > [ujxl. Alorsona v = (2X\)~L. Il reste
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a montrer que vj i = € min(vj, | fj x|)-
Nous avons [ uvdr = |ul| g1 |[v]|,. Ceci s’écrit & l'aide des coefficients en
1

ondelette

> ujpvie = O vj)supu;.
Jik J J

Y wikvie <y Y gkl ol @) Y vjuy <@ QO vj) sup ;.
J.k gk J j J

Pour avoir égalité, il faut qu’il y ait égalité dans chaque inégalité.

Il y a égalité en (1) uniquement si u; ,v; est positif, donc si u;x et v;y de
méme signe. Or f; . = u;r +vj k. Donc uj g et vj sont du signe de f; . En
particulier si f;; = 0, on a nécessairement u;j = vj; = 0. Supposons alors
pour simplifier les notations que f;; > 0. Il s’en suit u;; > 0 et v, > 0.

Il y a égalité en (2) si et seulement si, pour tout j € Z et k € Z2, (v; —
v k) ujkr = 0. Donc v, = vj des que u; ) # 0.

Iy a égalité en (3) si et seulement si, pour tout | € Z, (sup; u; — uy)v; = 0.

eSupposons fj > v;. Alors u;, = fjr — vjr = fir —v; > 0. Donc d’apres

I'inégalité (2), v = vj.

eSupposons fj < vj. Comme u;; > 0, il vient vj, < v;. Donc par (2)

ujr = 0 et donc v, = fj-

eSupposons fjr = v;. Montrons que v;; = v;. Dans le cas contraire, on
aurait v < v;. Toujours par (2), ujr = 0. D’olt vj, = fjr = v;! Donc

Uch = Uj.

Finalement, dans tous les cas, v, = min(vj, f;x) et donc w;, = max(f;, —

vj,0). Donc la suite (v;) convient. Remarquons que l'inégalité (3) n’a pas
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encore servi.

Quant a l'unicité, considérons une suite vj, positive, vérifiant ) ;U =
(2A)71, v; & = min(vj, fjx)(on suppose encore f;j > 0). Nous allons montrer
que nécessairement v; = supy, vj . Clairement, supy v;; < v;. On a toujours
vjr < v; et il y a encore égalité dans les inégalités (1) et (2). Par I'absurde,
supposons qu’il existe un jg tel que supy vj, 1 < vj,. Nous devons avoir égalité
dans l'inégalité (3). Il vient uj, = sup; u;. Or par I'égalité (2) et le fait que
Vjo.k < Vjy, OUS avons uj, r = 0 pour tout k. Donc uj, = 0 et sup; uj = 0.
. . . . _1
Ainsi on doit avoir u =0 et v = f. Or [jv[|, < 32, v; = (2A) 7" < [|f],.. C’est

absurde. Finalement, v; = supy vj k. |

Il nous faut trouver une méthode pour déterminer algorithmiquement la
suite vj. Pour cela, on fait toujours Uhypothese fj, > 0 et || f], > (2A)~L.
Posons f; = supy, fj - 11 vient Zj f; > (2A)~L. Alors nous savons que f; =0
implique u; ; = v; = 0. Supposons alors f; > 0 et ordonnons les indices j de
sorte que Y, f;r décroisse. On note encore (f;);jen cette suite. Nous avons
remarqué qu'il y a égalité en (1) et (2). Pour determiner la suite (v;);jen
il faut donc se servir de (3). Posons, pour j € N, gj(z) = > . (fjrx — )"
Cette fonction est continue, décroissante, affine par morceaux et s’annule
si et seulement si x > f;. Elle n’est pas forcément définie en 0 car >, fjx
n’a aucune raison de converger. Posons M = HUHB%,OO > 0. Siv; > 0,
nécessairement g;(v;) = Y, ujr = M. Il est facile de voir que si vj, = 0
alors pour j > jo, v; = 0. En effet, on a pour j > jo, g;(0) < g;,(0) < M.
Donc en posant v; = 0 pour j > jo, on obtient égalité dans (3). Par unicité,
c’est la solution. De méme, par contraposée, si vj,—1 > 0, alors pour tout
indice j < jo, v; > 0. Supposons alors que la suite v; s’annule pour la

premiere fois a 'instant jo. Il reste a déterminer vy, ..., vj,—1. Pour cela, on
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écrit
go(vo) = g1(v1) = ... = gjo-1(vjp—1) = M (7.18)
et

1
U0+1)1+...+7)j0_1:5. (7.19)
Ainsi, pour 0 < j < jo, on a v; = g;l(M) ol g;l est la fonction
réciproque (aussi continue affine par morceaux, strictement décroissante)
de g; quand celle-ci existe. L’inconnue M est alors I'unique solution de

(9" + 9+ +gL)(M) = —. (7.20)

On est alors en mesure de calculer v;. L’algorithme est alors le suivant :
— (1) On pose vg = (2A)~1. On calcule M = go(vg). On pose jo = 1.
- (2) Si M > g,(0) alors, pour j > jo, v; = 0. FIN
~ (3) jo := jo + 1. On calcule M solution de (gy* + ... +gj:J£1)(M) =
(20)~L et, pour j < jo, v; = g]fl(M).
— (4) Retour a (2).
Il faut pouvoir calculer g, Ly o+ gj_OEl. Cela ne pose aucun probléeme

compte-tenu du fait que chacune des fonctions est affine par morceaux.

7.5 Etude d’un exemple

On prend l'exemple d’une route définie par la fonction indicatrice de
I'ensemble [0, N] x [0,1] notée fy. On définit uy et vy comme étant la

décomposition fy = ux + vy minimisant [lu| g1 + A ||v]|3. Nous avons
1

Lemme 7.5.1 On a ||fn|, ~InN,

olt ||-||, désigne la norme dans Bx,"'. La preuve est facile. Pour la domination
de ||fn]l, par In N, le lecteur se reportera a 1’étude des coefficients d’onde-
lette de fy faite plus loin. Quant a la minoration, il suffit d’intégrer fy
contre la fonction || € B}’OO. Apres caleul, on a [ fn(z) |z dz ~InN.

Rappelons que dans le cas du modele ORF, || fx|/s ~ 1 ot G = BV*. Pour
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un parametre A choisi de sorte que || fnllg < (2A)71 et ||fnll, >> (2A) 7L,

c’est-a-dire ﬁ << A < 1, Palgorithme ORF efface la route; elle est in-
terprétée comme du bruit alors que le nouveau modele l'interprete comme
un objet. Nous avons ||vn||, = o(In N), ou encore ||fx —un||, = o(||f¥]l,)-
Visiblement, uy sera proche de fr. Cependant, la fonction uy sera tres com-
pliquée; elle ne peut pas étre de la forme u = a1 xp, +. .. +apXE, pour p fixé.
En effet, soit u de cette forme et v = fy —u. Le probleme ORF nous dit que
AN = A 713 < llull gy + Allol3- Supposons que [luf e + AfJul3 << AN
Il existe Cy vérifiant ||ullz, < Co HuHBi,oo, Co ne dépendant que de p
(théoréme 6.3.2). Alors AN < HU/HBll,oo + M]3 << CoAN, ce qui est ab-
surde. Cherchons alors a modéliser notre route par les coefficients d’onde-
lette.

Nous prenons les normes équivalentes définies & partir d’'une base d’on-
delettes de Daubechies. Les ondelettes utilisées sont ¢ (x) = ¥(x1)p(x2),
Y(x1)1(z2) ou enfin (x1)1(x2). Les premieres donnent un résultat nul apres
intégration en z7. Finalement, il reste & traiter 2/¢(27x1)y(2/23) et donc &
évaluer les coefficients d’ondelette de la forme fON fol 20p(2 1 — Ky )ap(2 g —
ka)dxidzo. Pour 'essentiel, 'intégrale en x1 vaut 1 (sauf effets de bords dus
aux ondelettes qui chevauchent le bord). Il reste fol 1/1(2jx2—k2)dx2. Sij >0,
on obtient des termes qui sont dus aux effets de bords et seront négligés. Il
reste j < 0 et alors I'intégrale en xo est essentiellement ¢ (—k2), c’est-a-dire
un ensemble fini de constantes. Ces remarques conduisent au modele sui-
vant :

les coefficients d’ondelette de fn, pour N = 29, valent 1 st —q < j < 0 et

0 < k1277 < 29 et 0 sinon. Dans toute la suite, on changera j en —j et on

adoptera ce modele.

On considere une suite fj, non nulle uniquement pour 0 < j < ¢

et 0 < k < Nj. Notons s; = >, fjx- Appliquons l’algorithme. Repre-
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nons les notations de la section précédente. Nous avons pour 0 < j < ¢,

gj(z) = sj — Njz. Or si v; > 0 alors gj(v;) = M. Donc v; = Sjjng. Or
85 1
—~ N;  2X

z] vy = (2)\)71 Dou M = ]z:l
N;
j J
Supposons alors (s;j) décroissante. La suite v; est déterminée de la fagon

suivante : '
Jo

C— N; 2)
on cherche 0 < jg < ¢ tel que =0 - > Sjo+1 €t jo = ¢ sinon. Alors M

j=o M
est le terme de gauche et v; = % pour 0 < j < jg et v; = 0 pour j > jo.

Dans notre cas, N; = 2977 et s; = Nj. On a ||f||, = qo + 1. On suppose
207 (o +1 — (2A) 7Y

Jo
> Y
=0

et jo < q et jo = q si I'inéquation précédente n’a pas de solution. Cela s’écrit

go+1 > (2)\)7L. L’instant jg est alors défini par >1

apres simplification, 27071 (jo—55) > —1. Alors jo = E(55) ou jo = E(55)+1.

A
_ogdot1—(2N)7!
OnaM =24 ST 1

27
2d0+1 1"

et pour j < jo,v; = 1—(jo+1—(20)7 1)
Calculons [|uy|3 = ijvjzk. Un calcul simple montre que [lvy||, ~ 1. Donc

un est proche de fy.

Dans ce chapitre, nous avons étudié un nouvel algorithme basé sur I’es-
pace de Besov B%OO Nous avons établi le lien et les différences entre cet
espace et I’espace BV. Nous avons mis en place une méthode de résolution
du nouveau modele, basée sur les coefficients d’ondelette, qui est une forme
de wavelet shrinkage. De ce fait, nous perdons les invariances par translation,
rotation et dilatation. Cet algorithme possede les mémes inconvénients que
lalgorithme d’Osher-Rudin-Fatemi : la composante texturée n’est jamais
nulle (sauf cas trivial). Concluons en disant que tous les modeles de la forme

|ull g + Aljvll5, ot E est un espace de Banach fonctionnel, ont ce défaut.
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En effet, dans ce cas, on a, avec les notations du Chapitre 4, |||, = (2\)~1
deés lors que ||f|l, > (2A\)~!. Pour pallier ce probleme, Yves Meyer [58] a
proposé de remplacer |[v]|3 par la norme dans Uespace des textures |[v],. Ce

sera 1’objet du chapitre suivant.
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Troisieme partie

Seconde variante de
I’algorithme d’ORF
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Chapitre 8

Algorithme d’Osher-Vese

8.1 Présentation

L’algorithme d’Osher-Vese est une variante de I’algorithme ORF. L’image
n’est plus considérée comme une fonction de L?, mais comme une distribu-
tion tempérée dans S’(R?). Plus précisément, I'image appartiendra & ’espace
G. Le but est de décomposer I'image en deux composantes u et v : les objets
contenus dans l'image définissent la composante u alors que les composantes
texturées ainsi que le bruit constituent la composante v. La fonctionnelle a
minimiser est O(u) = ||ullz, + A|v|,. Ici et dans tout ce chapitre, ||-||,
est la norme dans G (I’espace B% *°° du chapitre précédent est abandonné).
Une décomposition optimale existe mais n’est plus unique en général comme
nous le prouverons en détail. Nous considérerons deux classes de fonctions
particulieres : les fonctions simples et les fonctions extrémales. Nous prou-
verons,

(a) si f est extrémale, alors, pour un parametre A convenablement choisi,
toute décomposition de la forme af + (1 — ) f, 0 < a < 1, convient.

(b) Pour f simple, et A suffisamment grand, 1’algorithme d’Osher-Vese donne
une unique solution u = f.

Les réciproques des points (a) et (b) sont des problemes ouverts. Disons,
pour finir, que le role du parametre A n’est plus le méme que dans ORF,

comme le montre le lemme 8.2.2.
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8.2 Fonctions extrémales et simples

Commencons par une remarque évidente :

Lemme 8.2.1 Pour toute fonction f € BV, nous avons || f||3 < ||l gy | £1l,
et

1 1
£l < N 1£1l2 < 5 1l 5y (8.1)

L’estimation de droite est 'inégalité isopérimétrique, celle de gauche découle

de celle de droite par dualité.

Lemme 8.2.2 Pour 0 < A < 4w l'algorithme Osher-Vese admet 'unique
solution minimisante u =0, v = f.

Ceci doit étre comparé au résultat similaire dans l’algorithme ORF : || f||, <
(2\)"! = u =0, v = f. La preuve du lemme est immédiate. Nous avons
pour tout u € BV, |Ifll, < ul, + If - ull, < 2 lullgy + IIf - ul,. Ceci
implique A[|f]l, < & |lullgy + Af —ull,. Pour 0 < X\ < 4m, ©(0) est
strictement inférieur & ©(u) pour u # 0. Le probleme d’Osher-Vese a alors

une solution unique u = 0.

Remarque 8.2.1 Dans le cas A\ = 4w, u = 0 est toujours solution du
probleme Osher-Vese, mais nous perdons ['unicité. En effet, si f désigne
la fonction indicatrice d’un disque de rayon R, alors || f]], = % et | fllgy =

2nR. Il vient, pour A = 4w, ©(0) = O(f)!

L’étude du manque d’unicité nous conduira a la classe suivante,

Définition 8.2.1 Une fonction u € BV est dite simple s’il existe une
fonction non nulle v € BV vérifiant [wvdz = |u| gy ||v]|,. Elle est dite
extrémale si on peut choisir v = u.

Proposition 8.2.1 Une fonction u € BV est simple si et seulement si elle
est, pour un certain A > 0, la composante “objet” ou BV du probléeme d’ORF
appliqué a une fonction f € BV.

La preuve de la proposition 8.2.1 est évidente. Elle vient de la caractérisation

de la solution au probleme ORF.
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Nous connaissons en théorie toutes les fonctions simples, sans pour au-
tant savoir les caractériser. Des exemples seront donnés plus loin. Qu’en
est-il des fonctions extrémales ? La premiére qui vient a l’esprit est la fonc-
tion indicatrice d'un disque. Donnons une famille d’exemples de fonctions

extrémales dans le cas radial.

Pour cela, on considere f(r) une fonction radiale de BV. Cela signifie que

rf'(r) est une mesure de Radon bornée portée par [0, +o0co[. On la suppose

extrémale. Posons h(r) = 1 [/ tf(t)dt. Cette fonction est continue, nulle en
0 et ||h|l = || fl],- Il vient, comme nous I'avons déja vu,

Lemme 8.2.3 f(r) € BV est extrémale si et seulement si la mesure de
Radon bornée r(||h|| o | f'(r)] + h(r)f'(r)) est nulle.

Nous allons chercher les solutions de ce probleme parmi les fonctions f(r)
constantes par morceaux avec discontinuités sur une subdivision donnée par
ap=0<a; <...<ayp. Notons A\, k =0...n — 1, la valeur prise par f(r)
sur |ag, ag+1[ et Ay, = 0 la valeur de f(r) pour r > a,. On impose de plus

171l = 3-

Proposition 8.2.2 Pour chaque (€1,...,€,) € {—1,1}", il existe une unique
fonction extrémale f(r) vérifiant les conditions précédentes et signe(Ag_1 —
i) = € pour 1 < k < n. Les coefficients \ seront explicités.

Le fait que f est constante par morceaux et || f|, = ||l = 2 impliquent,

comme nous l'avons déja vu au lemme 3.10.1, que si |h(ag)| = % et |h(ak+1)| =
1, alors h(r) est bornée par 5 sur Uintervalle [ag, ax41]. Grace a ce résultat
et au lemme 8.2.3, on a

signe(Ap—1 — Ag)

f(r) est extrémale <= Vk € {1,...,n} h(ax) = 5 . (8.2)
Or, par un calcul direct, h(a1) = A% ; cela implique \g = 2—11. De méme
2 2
a1 —a .
hag1) = E* = ak1+1 (arh(ag) + )‘kw) On en déduit pour 1 < k <

n,

€k4+10k+1 — €0
A = .

2 2
Ak+1 — A
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Une simple vérification montre que signe(Ag_1 — A\x) = €, pour 1 < k < n.

La preuve est complete. |

Remarque 8.2.2 (e résultat a été démontré de facon indépendante par

G.Bellettini, V.Caselles et M.Novaga ([13], exemple 5) en cherchant a résoudre
Vu
[Vl

léquation v = — div( ). Nous y revenons a la section suivante.

Demandons-nous alors quelles sont les fonctions radiales simples wu(r)

vérifiant les mémes hypotheses que précédemment. En fait,

Proposition 8.2.3 Toute fonction radiale constante par morceaux est simple.

La preuve consiste a exhiber une fonction radiale v(r) constante par mor-
ceaux sur la méme subdivision telle que [u(z)v(z)dz = ||lullgy ||v], ou
encore r(||h|| o, [/ ()] + h(r)u/(r)) = 0 en mesure avec, dans le cas “fonction
simple”, h(r) = % Jo tv(t)dt. La fin de la preuve est laissée au lecteur.
Nous disposons d’une grande famille de fonctions simples. On peut ra-

jouter, comme nous ’avons déja vu, les fonctions indicatrices d’ensembles a

bords C?(section 3.4).

8.3 Lien avec les solutions de “—div(|g—“u‘) =u

2

Nous nous intéressons au lien entre les fonctions extrémales et les solu-
tions de I’équation, au sens des distributions,

Vu

—div
(IVU\

) = u. (8.3)

La définition du membre de gauche sera précisée. En toute généralité, considérons
une fonction simple u € BV associée a la fonction non nulle v € BV 1l vient
J uwvdz = ||ul| gy [|v]|,. On peut supposer |v||, = 1. Alors Y. Meyer montre

dans [58], que l'on a

v=—divg, g€L®R?), |glo=1letg=20 (8.4)
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ou 0 = (01, 602) et 0; sont les dérivées de Radon Nikodym de d;u par rapport
a |Vu|. Rappelons que ||g,, = H\/H% + 9§H .
[oe)

On a [uvde = [g¢-Vudr = [|Vu|dz. Ceci s'écrit [(|Vu| — gVu)dz = 0.
Or g - Vu est dominée par la mesure |Vu|. Donc g - Vu = |Vu|. C’est en ce

sens que 'on écrit que (u,v) est solution de

v = —div(—). 8.5
(=) (5.5)
Dans le cas ol u est extrémale, v = ”qf” et u est solution de I’équation
suivante
L= —div() (3.6)
— = —div(—). .
llell, [Vul
Ainsi i Y est solution du probleme 8.3.

lull.

Réciproquement, supposons que u soit solution de 8.3. Alors il existe g € L™
telle que gl =1, g =6 ot = (61, 62) est défini comme dans 8.4. Posons
alors v = —div g et remarquons que |[v||, < 1. On a [wvdz = |ul g, <
llull gy [lv]l, < [lull gy Donc |jv||, = 1. Par hypothese, v = u. On a alors

lull3 = ||ull gy |ull,. La fonction u est extrémale.

Lemme 8.3.1 Une fonctionu € BV est extrémale si et seulement si ||ul|, v
vérifie 8.3.

Remarquons que la proposition 8.2.2 donne des exemples de solutions de
I’équation 8.3. Dans [15], V. Caselles, G. Bellettini et M. Novaga donnent
plusieurs types de solutions de I’équation 8.3. Avant d’énoncer les résultats
obtenus par ces derniers, rappelons quelques définitions.

Soit © C R? tel que yo € BV. On note A\q = %. On dit que 012 est de
classe Cb! si, quitte & changer de systeme de coordonnées, 9€) peut s’écrire
localement en chaque point comme le graphe d’une fonction f de classe C*
telle que ﬁ f, soit une fonction lipschitzienne continue; en outre {2 est lo-

calement ’épigraphe de f. Si 9Q € C™! alors on note kg la courbure de 9.
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Cette courbure est définie H'-presque partout. Nous pouvons enfin donner

des exemples de solutions de 8.3.

Théoréme 8.3.1 (V. Caselles, G. Belletini, M. Novaga [14]) Soit 2
un ensemble connexe rectifiable. Alors les deux propriétés suivantes sont
équivalentes : (a) la fonction u = Aqxa est solution de 8.3; (b) Q0 est
conveze, 02 € CH1 et ess sup kg < Aq.

o0

Ce premier exemple englobe le cas ou f est la fonction indicatrice d’un
disque. Dans ce cas ko = % et A\ = % ou R est le rayon du disque.

Plus généralement, si Q C R? n’est plus supposé connexe, mais est la réunion
d’un nombre fini d’ensembles connexes C1,...,C,,, on a [14],

Théoréme 8.3.2 La fonction uw = Y ;* bixc, vérifie 8.8 si et seulement
si les quatre propriétés suivantes sont vérifiées : (i) b; = A¢,, pour tout
1 < i < nj; (i) C; est conveze et IC; € CYY; (idi) ess suproc, < A¢;

k3

k
) ) > ) 1< < 191, ..., 0
(iv) HXE21 AAAAAAA 2 jZleqj gy POUT tout 1 < k < m, ot i1,...,%n €
{1,...,m} sont quelconques, deuz a deux distincts et E;, __;, est un ensemble

réalisant le minimum de la fonctionnelle ||xg| g, parmi les ensembles E
contenant U?:l Ci, et contenus dans R*\ Ujeri1 Ci; -

Remarque 8.3.1 Dans le cas ou ¢, = A¢; pour it # j, il vient Ag = A,
et u = Aqgxqa est solution de 8.3, dés lors que les ensembles C; vérifient les
hypotheses du théoréme précédent.

La condition (iv) impose que les ensembles C; sont assez éloignés les uns des
autres. Pour le vérifier, on considere le cas particulier m = 2 et ’on montre

le résultat suivant :

Proposition 8.3.1 Soitm = 2 et (', Cy deux ensembles convexes, connexes.
La condition (iv) est équivalente a

HXconv(C’lLJCQ) HBV > chl HBV + HXC2 HBV : (87)

Ici, conv(-) désigne I’enveloppe convexe. Pour prouver cette proposition, on

se sert du lemme suivant :
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Lemme 8.3.2 Soit E un ensemble contenant un ensemble convexe fermé
Cy. Alors [Ixel gy = Ixcillpy-

Ce lemme découle du résultat suivant :

Proposition 8.3.2 Sia, b € C1 et si l’on peut joindre a a b par une courbe
de longueur L située en dehors de Cy, alors on peut joindre a a b par une
courbe de longueur L' située sur la frontiére de Cy avec L' < L.

Pour prouver cette proposition, on désigne par Pg, : R? — (1, Papplica-
tion réalisant la projection orthogonale sur Cy. On a |Pg, (2') — P, (z)| <
|z’ — z|. Donc Pg, réduit les longueurs. L'inégalité L > L' s’établit en pro-

jetant L sur Cf.

Revenons a la proposition 8.3.1. On considére deux ensembles convexes
connexes C1, Cy. La condition (iv) est toujours vérifiée pour k = 1. Considérons
le cas K = 2. Prenons un ensemble ouvert E contenant C7 U Csy. Si E
n’est pas connexe, C] est inclus dans I'une des composantes connexes de
E ainsi que (. Les convexités de C7 et Co impliquent, d’apres le lemme
8.3.2, |Ixellgy = lIxcillgy + lIxc. || gy - La condition (iv) est encore vérifiée.
Considérons alors le cas ou E est connexe. On diminue la norme BV en
considérons 1’enveloppe convexe de E, conv(E). Il vient conv(Cy U Cq) C
conv(E) et HXconv(C1U02)HBV < HXconv(E)HBv < |lxel gy Ainsi, la condi-

tion (iv) revient a prouver que ||xc, |l gy + lIxcall gy < HXconv(ClUCQ)HBv' [ |

Reprenons 'exemple 1 [14]. Les ensembles C; et Cy sont des disques
de rayon R distants de L. L’équation 8.7 devient L > wR et dans ce cas,
f = xc, + xc, est une fonction extrémale. Si, maintenant Cj,...,Cn sont
des disques de rayon R dont les centres sont alignés et distants d’au moins
mR, alors

Proposition 8.3.3 La fonction f = xc, + ...+ Xcy est extrémale.

Ona||f|lpy =27NR, |fll, = VaNR et | ]|, = .
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Nous allons donner une démonstration de 'implication (b) = (a) du
théoreme 8.3.1 différente de celle donnée par V. Caselles, G. Belletini et M.
Novaga [14]. Nous conservons les notations précédentes et posons, pour tout
ensemble de périmetre fini E, P(E) = ||xEl|| gy < co. Le point de départ est
le lemme suivant ; celui-ci découle de la définition des fonctions extrémales,

Lemme 8.3.3 Soit un ensemble Borélien E. La fonction indicatrice xg est
extrémale si et seulement st
|E|

Ixell. = PE) (8.8)

Notons qu’on a toujours |E| < ||xg| gy IxEll,. La seule difficulté est de

|E]

prouver que [|xg|, < PE)

Notre preuve de I'implication (b) = (a) du théoreme 8.3.1, est basée sur le

théoreme de E. Giusti que nous rappelons :

Théoréme 8.3.3 [54]

Soit Q un domaine convexe de R? tel que OQ soit de classe C'. Notons
k(z,y) la courbure de O au point (z,y). Alors les propositions suivantes
sont équivalentes,

— Pour tout ensemble de périmétre finie E C Q, E# 0, Q, on a

PE) P
] > Ql (8.9)
: P(©)
ess S(;g) k< T (8.10)

Nous revenons maintenant a la preuve de (b) = (a). Considérons alors un

ensemble convexe 2 tel que 99 est de classe C! et tel que la norme L>(992)

de la courbure est majorée par P’gf) On applique le théoréme 8.3.3. Pour
tout sous-ensemble D C {2, on a Péﬁ) > sz)

Lemme 8.3.4 Sous les hypothéses précédentes, on a, pour tout ensemble
de périmetre fini D,
P(D) _ P(©)
DN — |Q

(8.11)
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La preuve est facile. On applique le théoreme 8.3.3 a I’ensemble DNS2. Il vient
P(DNQ) N P(Q)
IDNQ| = 9]
En effet le fait que £ soit convexe implique que, pour tout ensemble E

. Maintenant, il suffit de prouver que P(D) > P(DN{).

contenant 2, on a P(E) > P(Q)(lemme 8.3.2). Posons alors E = QU D,
A=DnNQet B =D\ Il vient [15], comme 2N B| = 0, P(E) =
P(B) + P(Q2) — 2H}(0*B N 0*Q) > P(), d’ou

P(B) > 2HY(0*Q N 9*B) (8.12)

De méme, D = AU B, |[ANB| = 0. Il vient P(D) = P(A) + P(B) —
2HY(0*A N d*B). Donc P(D) — P(A) = P(B) — 2H(0*Q2 N 0*B). Cepen-
dant, il est clair que H1(0*ANd*B) = H(0*Q N 0*B). Ceci, combiné avec
le résultat 8.12, implique P(D) > P(D N Q).

Finalement, on étend ce résultat aux fonctions de BV par le lemme suivant,

Lemme 8.3.5

Wemw&,/ﬂmmsggwmv (3.13)
Q

Le lemme 8.3.4 permet d’établir ce lemme dans le cas ou f est une fonction
caractéristique. De facon générale, on sait que la suite f,,, = ffom xq, (z)dt —

+o0

m tend vers f pour la topologie faible* de BV et que || f|| 5, = [ lIxoull gy dt,
—00

avec 4 = {x/f(z) > t}. Il vient

i [ fu(@naleids = [ f)da.
Q

Q e
De plus | [q, fm(z)dz| < P’((|2)_{1 x|l gy dt. 11 reste a faire tendre m vers

I'infini pour conclure.

€]

Le lemme précédent implique évidemment que || xql|, < IZ(OR Or [ xaxadz =

1€2]. Donc ||xall, > P|§2S’2) Finalement, xq est une fonction extrémale.
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8.4 Stabilité

Montrons que dans certains cas, ’algorithme d’Osher-Vese est meilleur
que ORF'. En particulier, nous montrons que, pour f simple et A convenable,
I’algorithme d’Osher-Vese fournit u = f alors que ceci ne se produit jamais

pour 'algorithme d’ORF.

Théoréme 8.4.1 Invariance et stabilité

— a) Soit f € BV une fonction simple. Il existe une constante \g > 0
telle que pour A > Ao, lalgorithme d’Osher-Vese ait une unique solu-
tion donnée par u = f, v =0.

— b) Pour f =g+ h ot g est simple et ||h||, < e, il existe une constante
Ao > 0, ne dépendant que de g, telle que pour A > Ao, l’algorithme
d’Osher-Vese donne une décomposition f = u+ v ot u est proche de
g dans L?. Plus précisément

_ _ 2)\e
[z —glly, <CMWVe, u—gll, <

. 8.14
v )

Les constantes A\g et C'(\) sont explicitées. La partie (a) du théoréme ne se
produit jamais dans ’algorithme ORF : quelques parties significatives des
objets sont toujours incorporées dans la composante v. Dans la partie (b)
de ce théoreme, on ne peut affirmer 'unicité de la décomposition Osher-
Vese comme le montre la remarque 8.4.3. C’est pourquoi 'on parle d’une
décomposition. Insistons sur le probléme de la réciproque de a). Nous ne

savons pas si u = f, v = 0 pour A > )\g caractérise les fonctions simples.

Ce théoreme justifie les expériences faites par Jérome Gilles [52]. Ce der-
nier considere des images contenants des routes fines et longues. Ses résultats
montrent que ’algorithme d’Osher-Vese considere ces routes comme des tex-
tures : on les retrouve dans la composante v de I'image. Pour le justifier,

on modélise une route par la fonction h = x Alors, en utilisant

0.21x[0."
I'invariance par dilatation et le fait que HX[O,T]X[O,H H* ~ 1 quand T >> 1,

on obtient |h|, ~ e. Le point (b) du théoreme 8.4.1 nous dit que h est
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essentiellement dans la composante texturée.

L’exposant 1/2 dans 8.14 est optimal comme le montre I’exemple suivant.
On prend pour g la fonction indicatrice du disque de centre 0 et de rayon
1 et prenons h comme la fonction indicatrice de la couronne délimitée par

1 <r <1+4e. Alors A\g = 4m. Un petit calcul donne ||h|, = 622;'_266 ~ €. Alors

f = g+h est la fonction indicatrice du disque de centre 0 de rayon 1+e¢. Cette
fonction est extrémale. L’algorithme Osher-Vese donne, par application du

théoréme précédent pour A > 4x, u = f. Il vient ||a — g||, = ||kl ~ V2e.

L’application que nous avons & l’esprit est le cas ou f représente une
image texturée. Alors g est vue comme la fonction indicatrice des objets
présents dans I'image et h représente la texture. Nous savons que les textures
de moyenne nulle ont une petite norme duale. Supposons que la fonction g
est simple. Comme nous ’avons vu, cela signifie grossierement, que les objets
sont convexes, leurs bords n’ont pas de points anguleux et que les objets sont
éloignés les uns des autres. Sous ces conditions, pour un parameétre A assez
grand, les solutions de 'algorithme Osher-Vese appliqué a 'image texturée
(on ne sait pas s’il y a unicité) sont proches (au sens de la norme duale)
de I'image objet. Encore une fois, les expériences de Jérome Gilles [52] le

montrent.

Commencons par prouver la partie (a) du théoréme 8.4.1. La fonction f est
simple; il existe alors une fonction non nulle g € BV vérifiant [ fgdx =
| fll v llgll,. Pour w € BV, comparons ©(u) et | f| 5. On peut écrire
If =l Mlgllpy = [(f—wgdz = [ fgdz—[ugdz = || fll gy llgll.—llull gy 9]
Divisons cette inégalité par ||g||,. Il vient || f|| gy < [Jull gy + lollpy |f —ul,.

llgll.

Posons alors A\g = ”ﬁl}lfv. Pour A > X\g et u # f on a ®(f) < ®(u); algo-

rithme Osher-Vese a donc une unique solution u = f.
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La preuve de la partie (b) est similaire. La fonction g étant simple, il existe

vp € BV mnon nulle telle que [ gvodz = ||g|| gy [|voll,. Posons Ao = ”ﬁzgfv.

Calculons de deux manieres I = [ fvodz.

I= /(g + h)vodz = ||g| gy [lvoll + /hvodfc > [|lgll gy Ilvoll.. — €llvoll gy -
(8.15)

Nous avons aussi
I'= /(u + v)vodz < [[al| gy [[voll, + llvoll gy 191, - (8.16)
Comparons les inéquations 8.15 et 8.16. Il vient apres division par ||vo]|,,
9l By — Aoe < [[all gy + Ao |7, - (8.17)

Mais
all gy + Aol < llgll gy + AllR]. - (8.18)

En combinant 8.17 et 8.18, il vient pour A > Ag,

_ A+ Ao
< . 1
o1l < S50 (5.19)

Comme g — @& = ¥ — h, il vient immédiatement |lg — @, < )\2_)‘6)\0. Quant

a la deuxiéme estimation, nous écrivons que ||@l| 5, < ||g/l 5y, + Ae. Donc

lg =@l gy < 2llgllpy + Ae < 2]gll gy + A pour e < 1. 11 vient ||g — a3 <

_ _ 22(2 + A
lg —all, g — allpyy < 2CIolay £

€, ce qui acheve la démonstration. ll

Remarque 8.4.1 Dans tous les cas A\g > 4mw. Ceci est en accord avec le
lemme 8.2.2.

Remarque 8.4.2 Si f est extrémale et si A = \g = H‘J(JUHBV, alors 4 = f,
*

v = 0 minimise la fonctionnelle ©. Mais toute décomposition de la forme
f=af+(1—a)f, 0 <a<1, alaméme énergie. Il n’y a pas unicité dans
le probléme d’Osher-Vese.

Dans le cas ou f est simple, le raisonnement de la remarque précédente ne

tient plus.
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Remarque 8.4.3 Les hypothéses de (b) du théoréme 8.4.1 ne peuvent four-
nir 'unicité de la décomposition d’Osher-Vese. Pour s’en convaincre, on

/1l pv

considére une fonction extrémale f telle que Ay = K > 4. On décompose
*

f enla somme g+ h ou g est la fonction indicatrice d’un disque quelconque
et h = f—g. Alors le coefficient Ao du point (b) vaut 4w. Pour A = Xy > Ao,
la remarque précédente montre qu’il n’y a pas unicité.

Le point (a) du théoréeme 8.4.1 ne peut s’étendre aux fonctions de BV en
général comme le montre le contre-exemple suivant. En effet prenons pour
f la fonction radiale e~171°/2 notée encore f(r) et supposons qu’il existe un

rang Ao a partir duquel I’algorithme Osher-Vese pour A > A\g donne @ = f,

<

= 0. Ecrivons f = u) + vy la décomposition ORF associée au parametre

A (section 3.8). On connait dans ce cas la fonction uy qui est alors radiale :

vy 0<r<a
ux(r)=4q f(r)=M/r a<r<R.
0 r>R

Les inconnues sont déterminées par le systeme suivant

M= (2))"!
201 foa rf(r)dr —af(a) = M
Rf(R)=M
a< R

Considérons alors le probleme d’Osher-Vese pour une valeur A qu’on spécifiera
en fonction de A. Mettons en compétition u = f, v = 0 avec u = uy, v = vy.

Cela revient & comparer || f| 5y avec I = |juy| gy + Alvall,. On a

o o0
s = [ #1760 dr = [ s0)ar (520
0 0

Estimons I. Apres calcul, il vient

R
T=af(a)+ MG —1— 1n<§)) + / F(r)dr (8.21)

R
a
vient I < fORf(r)f(r)dr. Donc I < |[|f||gy - 1l suffit alors de fixer A suffi-

Faisons maintenant le choix A = 1 + In(£). Puisque f est décroissante, il

samment grand pour que A dépasse Ao (si A tend vers l'infini, X tend vers
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I'infini car R tend vers l'infini et a tend vers 0). Il y a donc une contradiction !

Pour || f|l, < (2X\)71, Palgorithme ORF donne u = 0, v = f. Qu’en est-il
de ’algorithme d’Osher-Vese. Etant donné le role joué par le parametre A,
on peut se poser la question suivante :
Conjecture : || f|| gy > A|f|l, = @ =0, v = f dans 'algorithme d’Osher-
Vese.
La conjecture est vraie si 0 < A < 47 et est fausse sinon. Nous avons déja
traité le cas A < 4w et A = 47 en considérant la fonction indicatrice d’'un
disque. Prenons maintenant A > 47 et montrons que la conjecture est fausse.
On reprend 'exemple de la roue dentée 3.5. Pour N entier, on pose fy la
fonction polaire définie par fn(r,0) = xp(r) + rn(0)xc(r) ou D désigne le
disque de centre 0 de rayon 1 et C = {3 < r < 1}, ry(0) = (=1)* pour
S [%,W] On sait que |ryxcll, < % Donc ||fn|l, ~ 3. De plus,
Ifnll gy ~ 2N. Pour N assez grand, il vient || fn |z, > Al fnl,, ©(0) ~ 3
et O(xp) ~ 2m. Comme A > 4, il vient O(xp) < ©(0) pour N assez grand.

On ne peut alors avoir u = 0!

En résumé, en dehors du cas trivial A < 47, nous ne connaissons pas de
critere d’unicité pour 'algorithme d’Osher-Vese. Dans le cas des fonctions
simples et pour certaines valeurs de A, il y a une décomposition unique qui
est f = f+ 0. Cet algorithme est donc une amélioration de celui d’ORF et
des autres modeles rencontrés au Chapitre 4. Quant au cas particulier des
fonctions extrémales et pour un A bien choisi, nous avons mis en évidence
une infinité de fonctions minimisants ||u|| 5y, + A [|v]|,. Cependant, ces solu-
tions sont de la forme af + (1 —a)f, 0 < o < 1. Ces solutions sont, d'un
point de vue numérique, les mémes : on y retrouve les mémes objets et tex-

tures. On peut alors énoncer la conjecture suivante :
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Conjecture : Supposons que, pour le paramétre A\g = Hﬂf‘/, toute décom-

position af + (1 —a)f, 0 < a <1, soit solution du probléme d’Osher-Vese,

appliqué a f pour ce parameétre \y. Alors f est extrémale.

Enfin, le théoréeme de stabilité 8.4.1, méme §’il n’y a pas unicité au
probleme d’Osher-Vese, donne une idée des résultats possibles. Toute so-
lution u est proche, au sens de la norme L2, de la partie objet de I'image

initiale.
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Conclusion et Perspectives

Le travail effectué par Y. Meyer [58] sur le modele d’Osher-Rudin-Fatemi
a été le point de départ de cette these. Nous y avons présenté quelques
problemes variationnels en traitement d’image. Nous les avons résolus dans
certains cas (radial). Notre contribution majeure a été d’établir (en toute
généralité) un théoreme de stabilité de l'algorithme d’ORF. Ce théoréme
donne une idée de la solution u. Cependant, comme annoncé des le début,
I’algorithme ne sépare pas entierement les objets des textures : il y a toujours
une partie texturée, méme si I'image n’est composée que d’objets. C’est un
des défauts majeurs de ’algorithme ORF. De plus, I'utilisation de la norme
BV complique les calculs. Cela provient du fait que BV n’est pas caractérisé
par une relation sur les coefficients d’ondelette [34]. Nous établissons alors
un théoreéme qui compare, dans le cas des fonctions étagées, la norme BV et
la norme dans B% %%, Suivant G. Bourdaud et Y. Meyer, nous avons observé
qu’il existe une constante C' > 0, telle que pour f = cixg, + ...+ CNXEys

on ait

1
S lgee < 1flpy < ON Il e (8.22)

Nous avons observé que dans certains cas la majoration ne dépend pas de N.

Peut-on généraliser 8.22 au cas ou f prend une infinité de valeurs discretes 7

. ) . 2

Ceci étant, nous avons alors proposé un nouveau modele : |[ul| 51,00 + X [|v]|5.
1

Dans ce cas, nous avons mis en place une méthode de résolution basée

sur les coefficients d’ondelette de f dans une base orthonormée. Nous ob-

tenons une forme de wavelet shrinkage. La différence est que le seuillage
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dépend de I’échelle. Cette méthode est un moyen efficace pour résoudre le
probleme. L’inconvénient est qu’on perd l'invariance par translation, rota-
tion et dilatation. C’est génant. L’autre inconvénient est que, comme pour
le modele ORF, la composante v contient toujours de l'information, méme
si 'image est un objet. Nous avons établi le lien entre ’algorithme d’ORF
et le nouveau en généralisant ces résultats aux problemes variationnels de la
forme ||u||; + A |[v||3, ot E est un espace de Banach fonctionnel. Nous avons
redémontré, de fagon générale, le théoreme de projection de A. Chambolle
[29] : lorsque ||u|lz = sup,ep [uvdz ou F = {v € L?| |jv]|, < 1}, alors
la solution v est la projection orthogonale (dans L?) de f sur (2)\)~"'F. De

plus, nous avons, un théoreme de stabilité

lur = wolly < C LA = foll 2 (I folla + 11 £11l5)- (8.23)

Rappelons, dans le cas £ = B% % que I'algorithme est une forme de wa-
velet shrinkage. De ce fait, si la fonction a certaines propriétés de régularité,
caractérisable par les modules des coefficients d’ondelette, alors u aura les
mémes. En particulier, si f est dans un espace de Besov homogene (ou L
pour 1 < p < o0), alors u le sera aussi. Cette question reste ouverte dans le
cadre de l'algorithme d’ORF.

Enfin, pour pallier ce défaut |jv||, = nous avons étudié 1’algorithme

1
2\
d’Osher-Vese. Nous avons mis en évidence le probleme majeur : le manque
d’unicité. C’est une question ouverte. Cependant, nous y avons apporté
une réponse dans des cas particuliers. Pour cela, nous avons introduit deux
classes de fonctions; celles dites simples et celles dites extrémales. Ces fonc-
tions nous ont montré, dans ces cas, la supériorité de l'algorithme d’Osher-
Vese sur celui d’Osher-Rudin-Fatemi. Le cas des fonctions extrémales est
particulierement intéressant. Nous avons montré que pour un choix particu-

lier de A, il n’y a pas unicité : les autres décompositions optimales u+v qu’on

connaisse sont de la forme af + (1 — ) f. En un sens, la décomposition peut
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étre considérée comme unique. Cette propriété est-elle uniquement vérifiée
par les fonctions extrémales ?
Concluons en rappelant le lien entre les fonctions extrémales et certains

problemes d’EDP étudiés par V. Caselles et ses collaborateurs [14]

Vu

W). (8.24)

u = —div (

Une fonction u est extrémale si et seulement si W vérifie 8.24.
*
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Annexe A

Méthodes numériques

Dans cet annexe, nous rappelons quelques algorithmes pour résoudre le
probleme d’Osher-Rudin-Fatemi [29] ainsi que celui d’Osher-Vese [74] [11].

Nous présentons quelques résultats obtenus par Jérome Gilles [52].

Dans [29], A. Chambolle propose un algorithme de projection pour résoudre

le probleme d’ORF,

. 1 2
inf ||u —|f —u Al
Jinf Jullgy + — I1f =l (A1)
Comme nous l'avons prouvé, la solution ug est telle que vg = f —
up correspond a la projection orthogonale de f sur AK ou K = {v €

L?(R?)/ |lv|l, < 1}. Cet ensemble est convexe et fermée dans L2. Pour
résoudre le probleme A.1, il suffit de pouvoir calculer la projection ortho-
gonale de f sur AK, c’est-a-dire minimiser |f — Adiv g3 pour g € K. A.
Chambolle propose 'algorithme suivant :

1) On pose g° = 0.

2) Puis on calcule g"*! par la relation

i1 9+ T(V(div(g") — f/N))
= T AV (div (") — F/A)] (4.2)

3) On fait un test d’arrét quand I’écart entre ¢g" et g"*! est suffisamment

faible.
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Théoréme A.0.2 (A. Chambolle [29]) Pour un paramétre de T < 1/8,
la fonction Adiv(g™) converge vers vy.

Pour résoudre le probleme d’Osher-Vese,
inf A A.
it ullgy + Aol (A3)
L. Vese et S.J. Osher propose de remplacer A.3 par

inf A f—u—divgl; 2+ g3
i sy AF = = aivall 4o + 3

Ils remplacent v par divg ou g = (g1,92) € L™ et approchent la norme

’\/WH . L’idée est d’approcher la norme L par la
P

(A4)

p

duale de v par
norme LP, pour p assez grand. Le lecteur trouvera tous les détails de la
résolution et discrétisation du probleme A.4 dans [74]. Cependant, il n’y a

aucun résultat permettant de comparer les solutions de A.3 et A.4.

Toujours pour résoudre le probleme D’Osher-Vese, J.F. Aujol et al. pro-
posent la méthode des projections non linéaires. Ils considerent le probleme
suivant :

. 1 )
; TR A5
(%U)EIBVXGH ||u||BV - 2\ Hf U UHQ ( )

ou G, = {v € G/ |v|, < u}. Ils proposent alors de résoudre A.5 en
minimisant d’abord par rapport & v puis par rapport a u. La minimisation
par rapport a v correspond a une projection orthogonale de f — u sur uK :
0 = P,g(f — u) ou Pg est 'opérateur de projection orthogonale sur un
ensemble convexe, fermé E. Quant & la minimisation par rapport a u, on
obtient & = f — v — Pyxg(f — v). L’algorithme est alors le suivant. On ini-
tialise u? = v° = 0 puis on calcule, dans cet ordre, v" ™! = P, (f — u") et
u™tl = f—u" - Py (f —v™*1). Les projections orthogonales sont calculées
par l’algorithme de Chambolle. Dans [11], le lecteur trouvera de plus amples

détails (la preuve de la convergence de cet algorithme, le role du parametre

A). A. Aujol et al. montrent le lien entre la solution (unicité) de A.5 pour

192



F1a. A.1 — Image originale f : Barbara

A — 0 et une solution de A.3.

Passons aux résultats numériques. Nous reprenons quelques résultats
donnés par J. Gilles [52]. Nous considérons 'image de Barbara (512 x 512)
et nous présentons les décompositions u + v obtenus pour les algorithmes
ORF, d’Aujol et al. et d’Osher-Vese pour p = 1. La décomposition d’ORF
est obtenue pour A = 10 et 7 = 0.004. Le test d’arrét est soit 500 itérations

nt1 egt inférieure a 0.005.

soit la norme L™ entre g" et g
La décomposition d’Osher-Vese est obtenue pour p=1et A = p = 0.1.

La décomposition d’Aujol et al. est obtenue pour A\ = p = 10. Les projec-
tions sont calculées jusqu’a 50 itérations ou une erreur inférieure a 0.005.

La décomposition est obtenue apres 10 itérations des projections successives

selon v et w.
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Fia. A.2 — Composante u (en haut) et v(en bas) par I'algorithme ORF
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Fia. A.3 — Composante u (en haut) et v(en bas) par 'algorithme d’Osher-
Vese (p=1)
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F1G. A.4 — Composante u (en haut) et v(en bas) par l'algorithme d’Aujol
et al.
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Resumé

L’objet de cette these est d’étudier les propriétés mathématiques de
quelques modeles utilisés en traitement d’image. Suivant S. J. Osher, L. Ru-
din et E. Fatemi, nous décomposons une image f € L?(R?) en une somme
u + v ou u appartient & un espace de Banach fonctionnel E et v appartient
a L?(R?). L'espace E doit modéliser les objets contenus dans l'image et la
décomposition optimale minimise Uenergie J(u) = ||u| g+ || f — ull3. La dif-
ficulté majeure est de choisir un espace E adapté. Les choix classiques sont
E= B11 1(R2), qui conduit au célebre “wavelet thresholding” de Donoho, ou
E = BV(R?), I'espace des fonctions & variations bornées. Le dernier choix
définit I’algorithme d’Osher-Rudin-Fatemi. Ces deux choix ont des défauts.
Le premier efface les bords nets. Le second ne conduit pas a un seuillage des
coefficients d’ondelette. Nous proposons alors de prendre F = Bi’oo(Rz),
qui conserve les bords nets et conduit & un seuillage des coefficients d’onde-
lette. C’est les deux premieres parties de la these. Dans la troisieme partie,
nous étudions les propriétés mathématiques de l’algorithme d’Osher-Vese
qui traite mieux les composantes texturées.

Mots clés : BV (R"), textures, espaces de Besov, fonctions oscillantes,
modeles “u+v”, wavelet shrinkage, algorithme d’Osher-Rudin-Fatemi, algo-
rithme d’Osher-Vese.

Abstract

The purpose of this thesis is to investigate the mathematical properties of
some models which are currently used in image processing. Generalizing an
approach by S.J. Osher, L. Rudin and E. Fatemi, we decompose an image
f € L3(R?) as a sum u+v where u belongs to some functional Banach space
E while v belongs to L?(R?). The Banach space E is aimed at modeling the
objects contained in the given image and the optimal decomposition mini-
mizes the energy J(u) = |lul|z + \||f — u||5. The main difficulty is to choose
an adapted Banach space E. The common choices are F = B% ’1(}R2) which
leads to the well-known Donoho’s wavelet thresholding or E = BV (R?)
the space of functions of bounded variations. The latter choice is the Osher
Rudin Fatemi algorithm. These two choices are suffering from severe draw-
backs. In the first case, sharp edges are erased. The second choice does not
lead to a wavelet thresholding. That is why we propose E = B} "*°(R?) which
yields sharp edges and is given by wavelet thresholding. This is the the two
first parts of the thesis. In the third part, we investigate the mathematical
properties of the Osher-Vese newest algorithm which keeps track of the tex-
tured components.

Key words : BV (R™), textures, besov spaces, oscillating patterns, “u+v”
models, wavelet shrinkage, Osher-Rudin-Fatemi algorithm, Osher-Vese algo-
rithm.



