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Chapitre 1

Introduction

1.1 Cadre de I’étude

Cours du pétrole, taux de cholestérol, radars automatiques, trente-cing heures ou pollution
4 l'ozone, sujets communs des journaux télévisés qui font I’objet de questions sur... séries
temporelles et modélisation. Le cours du pétrole augmente et les analystes cherchent des
causes dans les guerres télégéniques et des solutions dans les énergies renouvelables. Le
taux de cholestérol est élevé et les médecins n’arrétent pas d’expliquer que faire du sport
le diminue. Le gouvernement introduit des radars automatiques en espérant réduire le
nombre de tués sur les routes et justifie, selon la couleur politique, la hausse ou la baisse
du chémage par les trente-cinq heures. Ces réponses et justifications sont basées sur des
valeurs observées au cours du temps, des séries chronologiques que 1’on essaie d’expliquer,
modéliser et prédire.

Pour la majorité de ces phénoménes, il existe souvent une dépendance temporelle entre
les observations, ce qui méne & des modélisations de type autorégressif : on utilise le passé
pour expliquer le présent et prédire le futur. Modéliser et prédire une série chronologique
suppose, dans la plupart des cas, de faire des hypothéses sur son comportement. Puisqu’il
s’agit de séries non-détérministes, il va falloir que la composante aléatoire “varie, mais pas
trop”. Cette condition se traduira par la “stationnarité”, qui implique une certaine régularité
du processus et permet de dériver ses propriétés asymptotiques.

Dans toute la suite, on se place dans un cadre paramétrique : trouver un modeéle pour les
observations revient & déterminer les paramétres d’une fonction dont la forme est connue
“a priori” et qui vérifie

v = f (6, ye-1,--)

ou y; représente I'observation & l'instant ¢ et €; est le bruit aléatoire.

Depuis les années 20 (par exemple 1’étude de Yule sur les taches solaires publiée en 1927)
et jusqu’aux années 80, les modéles linéaires a bruit gaussien AR ont tenu la téte d’affiche.
Ils modélisent le présent par une combinaison linéaire d’un nombre fini de retards plus un
bruit :

11



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Yt =00 + a1yYt—1 + .- + apYt—p + &¢

Largement utilisés pendant ce temps, ils ont ’avantage d’une écriture simple qui permet
le dévelopement d’une théorie statistique compléte et de plus ’estimation des paramétres
ne demande pas des capacités de calcul importantes. Cependant, depuis une vingtaine
d’années, les limitations des modéles linéaires ont été soulignées, les données réelles ayant
souvent des caractéristiques non-linéaires qui ne sont pas prises en compte. Dans les séries
financiéres, par exemple, on observe des périodes trés volatiles, suivies de périodes plus
stables. Ce phénoméne appelé “volatility clustering” ne sera donc pas expliqué par un
modéle & volatilité constante dans le temps. Pour d’autres séries on peut avoir d’autres
non-linéarités comme ’asymétrie dans les valeurs des crues d’une riviére ou la périodicité
qui apparait dans l’évolution du PIB suivant les périodes de récession ou de croissance
économique.

Pour résoudre les problémes évoqués, des modéles plus complexes ont été proposés a partir
des années 80. Sans chercher I’exhaustivité, en voici quelques-uns des plus utilisés aujour-
d’hui : les modeéles & volatilité conditionnelle hétéroscedastique de type ARCH, GARCH
(Engle (1982), Bollerslev (1986)), les modeéles & seuil ou linéaires par morceaux (Tong
(1983)), les modeéles a changements de régime (Hamilton (1989)) ou méme les modéles
provenant de l'intelligence artificielle comme les perceptrons multicouches qui ont la pro-
priété pratique d’approximateurs universels (Hornik et alii (1989)).

Dans ce document, on s’intéresse en particulier aux séries ayant des changements de régimes
ou des périodicités et aux modeles pouvant étre employés dans ces cas. Pour avoir un apercu
du sujet et des résultats intéressants qu'un modéle & changements de régime peut apporter,
mais aussi des problémes statistiques qui peuvent apparaitre, voici un exemple.

1.2 Périodisation du bimétallisme international 1821-1873

Avant que le standard Or ne se soit répandu & partir des années 1870, le systéme mo-
nétaire international reposait sur deux métaux précieux, l'or et I’argent, ce qui créa des
opportunités d’arbitrage sur les taux de change et les payments internationaux dans les
principaux centres financiers européens, Hambourg, Londres et Paris. Une période inté-
ressante a étudier sur ces trois marchés commence en 1821, année & partir de laquelle les
billets de la Banque d’Angleterre sont convertibles en or, et s’étend jusqu’a 1873 quand, da
4 la position de leader économique et financier de I’Angleterre, le standard Or est adopté
en Allemagne, France et Etats Unis.

Dans notre étude (Boyer-Xambeu et alii (2006)) on a voulu montrer que pendant cette
période, on peut déja parler d’un systéme monétaire européen opérant entre trois marchés
et mettant en contact trois organisations différentes, le standard Or & Londres, Argent
a4 Hambourg et le double standard Or-Argent & Paris. Ce systéme apparait comme une
alternative & I’hypothése d'un seul systéme basé sur un seul pays puissant et la monnaie
correspondante. Ce mode de fonctionnement des trois marchés est appelé “bimétallisme
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1.2. PERIODISATION DU BIMETALLISME INTERNATIONAL 1821-1873

international” et constitue, peut-étre, le précédent historique d’'un possible systéme de
payment basé sur deux monnaies principales, I’euro et le dollar américain.

Les buts de la modélisation ont été, d’une part, de justifier I’hypothése de ’existence de ce
systéme monétaire réglé par les trois principales monnaies et, d’autre part, d’expliquer le
role majeur des trois marchés, en particulier celui de Hambourg qui reposait sur 1’Argent.
En méme temps, il fallait regarder l'influence de facteurs extérieurs comme les réformes
institutionnelles ou les chocs monétaires et politiques. Un modéle & changements de régime
a été choisi pour révéler ’éventuelle existence de sous-périodes distinctes, pendant lesquelles
I’évolution des marchés serait différente.

La base de données a été construite & partir des principaux journaux de I’époque avec
des valeurs manquantes dues soit & I’absence de certains journaux dans les archives, soit &
I'arrét des quotations & cause de crises financiéres ou politiques. Pour améliorer la qualité
de la base et réduire le nombre de “trous”, les données manquantes de la premiére catégorie
ont été remplacées par des valeurs moyennes estimées & partir d’une classification non-
supervisée réalisée avec une carte de Kohonen. Les séries dont on a disposé sont les rapports
des taux de change entre les trois monnaies, les cours locaux des métaux précieux qui sont
libres de l'intervention d’une banque centrale (’Argent & Londres et ’Or & Hambourg),
ainsi que I’évolution du rapport Or/Argent sur les trois marchés.

Le modele estimé explique I’évolution du rapport Or/Argent & Paris (poa (t)) en fonction de
ses valeurs passées (poa (t — 1) et poa (t — 2)) et des autres variables disponibles (le rapport
Or/Argent a Londres et Hambourg, lgs (t) et, respectivement, hoa (t) et le rapport entre
les taux de change des trois monnaies hpl (t)). Il s’écrit sous la forme :

poa (t) = ay,poa (t — 1) + a2 poa (t — 2) + a3 lgs (t) + ay,hoa (t) + a5 hpl (t) + 0g,et,

ol x; est une chaine de Markov homogéne & deux états.

On obtient deux régimes trés stables (P(zy =i | z,—1 = 1) > 0,8 pour 4 = 1,2) : dans le
premier, il y a une forte corrélation avec le méme rapport & Hambourg et avec les valeurs
passées & Paris, tandis que dans le deuxiéme, la corrélation avec Hambourg est toujours
présente, mais beaucoup plus faible, et apparait, avec un coeflicient trés important, le
rapport entre les taux de change des trois monnaies. Ceci peut aussi étre vu comme une
séparation entre un régime dans lequel Paris et Hambourg fonctionnent indépendament de
Londres et un deuxiéme régime dans lequel les trois marchés fonctionnent ensemble.

De plus, en identifiant “a posteriori” les périodes de temps qui correspondent & chaque
régime a l'aide des probabilités conditionnelles estimées (dans la Figure 1.1, la probabilité
conditionnelle d’étre dans le premier régime est représentée en pointillé), on obtient que
le deuxiéme régime correspond & des périodes de crise au Royaume-Uni : 1824-25, 1827-
28 crises économiques et bancaires, 1832-33 supression de l'esclavage dans tout I’Empire
Britannique et des priviléges de la Compagnie des Indes, 1855 guerre de Crimée, 1857
récession économique due & une surproduction d’or qui engendre la faillite des systémes
bancaires aux Etats-Unis et en Angleterre.

La dépendance forte du cours a Paris avec celui de Londres pendant ces périodes de crise et
leur séparation nette par le modéle & deux régimes, ainsi que la corrélation avec Hambourg,
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-
1 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
1821 1821 1822 1823 1824 1825 1826 1827 1828 1829 1830

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
1849 1850 1851 1852 1853 1854 1855 1856 1857 1858 1859

F1G. 1.1 — Le cours Or/Argent a Paris (en ligne continue) et les probabilités conditionnelles
du premier régime (en pointillé)
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qui se révéle plus importante pendant les périodes “calmes” au Royaume-Uni confirment
I’hypothése de I'existence d’un systéme monétaire européen basé sur trois marchés inter-
dépendants et met en évidence un phénomeéne de contagion quand le marché anglais est
en crise. Cet exemple, ainsi que d’autres présents dans la literature économique (Hamilton
(1989), Hamilton et Raj (2002)) montrent combien les modéles & changements de régime
sont importants dans la pratique et peuvent répondre & des questions diverses. Cependant,
leur propriétés statistiques n’ont pas toujours été établies, surtout dans le cas ou le nombre
de régimes n’est pas fixé a I'avance.

1.3 Organisation de la thése

Ce document s’organise autour du but suivant : comment trouver un bon modéle autoré-
gressif pour les séries temporelles qui subissent des changements de comportement ? Les
exemples les plus courants, et celui de la section 1.2 en fait partie, sont les séries provenant
des marchés financiers ol des périodes trés volatiles alternent avec des périodes moins tur-
bulentes. Dans un premier temps on décrit les modéles & changements de régime en général
et on s’intéresse a une application a la quantification des chocs sur les marchés financiers.
Le probléme du choix du nombre de comportements différents ou de régimes apparait alors
naturellement. Deux approches seront proposées, la premiére est basée sur un critére de
vraisemblance pénalisée, la deuxiéme revient & faire une classification non-supervisée des
données.

Voici les résumés des différents chapitres :
Chapitre 2 : Modéles non-linéaires a changements de régime

Ce chapitre est dédié & un bref état de ’art sur les modeles autorégressifs non-linéaires.
Parmi tous les modéles proposés pendant les vingt derniéres années, on s’intéresse aux
modeles & changements de régimes et a leur possibles applications dans la pratique pour
détecter des comportements différents & 'intérieur d’une série de données chronologiques.
Plus précisément, on étudie les cas ou les changements de régime sont engendrés par une
autre série non-observée qui peut étre considérée comme une variable endogéne cachée
& valeurs dans un espace d’états fini et dont les passages d’'un état vers un autre sont
markoviens. Dans la suite de ce document on sera obligé parfois de se restreindre au cas
particulier des changements d’état indépendants. e nombre de régimes sera défini dans la
suite par la dimension de ’espace d’états de la variable cachée.

Chapitre 3 : Caractérisation des crises financiéres a 1’aide des modéles hybrides
HMC-MLP

Les marchés financiers sont le lieu de violents mouvements qui font réguliérement ’actualité
de la presse économique. Pour quantifier ces turbulences, un indicateur de crise IMS (Index
of Market Shocks, Maillet et Michel (2003)) s’inspirant d’une analogie avec 1’échelle de
Richter et calculé a partir de la volatilité historique a été introduit récemment. Le but étant
de caractériser les formes de ces turbulences -violentes et de courte durée versus étalées
dans le temps et de durée plus longue- une modélisation & changements de régime a été
proposée. On s’attend & pouvoir séparer un régime exceptionnel, qui régit les événements
extrémes, et un (ou plusieurs) régimes qui correspond(ent) aux évolutions “normales” des
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marchés. Pour tenir compte de la forte non-linéarité de la volatilité et donc de 'IMS, le
modéle choisi est doublement non-linéaire : d’une part on prend en compte des changements
de régime markoviens et d’autre part on utilise des perceptrons multi-couches dans chaque
régime. Ce type de modéle hybride a été abrégé en HMC-MLP, Hidden Markov Chain -
Multilayer Perceptron. Dans ce chapitre, aprés la description des données et la construction
de l’indice de crise, on présente ’algorithme d’estimation et d’ajustement aux données, la
qualité du modéle en prévision et une étude de la séparation des états - crise versus accalmie.
Finalement, le probléme du choix du nombre de régimes est évoqué.

Chapitre 4 : Stationnarité et propriétés de dépendance faible des modéles au-
torégressifs 4 changements de régime markoviens

Pour estimer le nombre de régimes d’un modéle autorégressif, on travaille dans un cadre
dépendant. Des résultats asymptotiques comme la loi des grands nombres et le théoréme
central limite ont été démontrés récemment sous des conditions de stationnarité et mé-
langeance, cette derniére notion assurant une indépendance asymptotique. Pour pouvoir
démontrer les résultats énoncés au chapitre suivant, on revient sur ces deux propriétés et
on rappelle sous quelles hypothéses, un modéle & changements de régime les vérifie.

Chapitre 5 : Estimation du nombre d’états pour les modéles autorégressifs a
changements de régime

Estimer et tester le nombre d’états dans un modéle & changements de régime souléve le
probléme de la non-identifiabilité du modéle. Sous cette hypothése, les conditions de régu-
larité usuelles ne sont pas vérifiées et la théorie classique de la convergence de ’estimateur
du maximum de vraisemblance ne peut pas étre appliquée. Récemment, Keribin (2000) et
Gassiat (2002) ont montré la consistence d’un estimateur de maximum de vraisemblance
marginale pénalisée dans le cadre des modéles de mélange et, respectivement, des chaines
de Markov cachées. Le cas des modéles autorégressifs n’a pourtant pas été traité.

Dans un premier temps, on étend le résultat de Gassiat aux modeéles autorégressifs a chan-
gements de régime indépendants. La consistence de ’estimateur du nombre de régimes est
démontrée sous des conditions portant sur la stationnarité, la S-mélangeance et ’entropie
& crochets de la classe des fonctions scores généralisés. Ces hypothéses sont ensuite véri-
fies dans le cadre d’un bruit gaussien, le probléme de la non-identifiabilité étant résolu
par une reparamétrisation du modéle inspirée de Liu et Shao (2003). Des simulations sont
proposées pour illustrer le résultat, ses propriétés de stabilité et sa vitesse de convergence.
Dans la derniére partie, on démontre qu’une extension aux modéles autorégressifs a chan-
gements de régime markoviens n’est pas immeédiate, la fonction de cott utilisée n’étant
plus un contraste.

Chapitre 6 : Une méthode empirique pour calculer le nombre d’états dans un
modéle & changements de régime

Les inconvénients de I’estimateur consistent construit au chapitre précédent sont évalués :
si on veut rester sous des hypothéses assez faibles, on n’a pas la vitesse de convergence, ni
la loi limite et ’extension du critére de vraisemblance marginale pénalisée des modéles a
changements de régime indépendants & ceux a changements markoviens n’est pas possible.
Cela nous a encouragé & chercher d’autres méthodes pour déterminer le nombre de régimes.
Puisqu’on considére le cadre oil dans chaque régime la fonction de régression est linéaire,
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trouver le nombre de régimes revient & trouver le nombre d’hyperplans de régression qui
caractérisent le modéle global. Cette derniére formulation peut étre traitée comme un
probléme de classification non-supervisée et a l’avantage de ne pas tenir compte de la nature
des changements de régime qui peuvent étre indépendants, markoviens ou dépendant de
seuils. On propose un nouvel algorithme ot 'on combine les cartes de Kohonen et une
classification hiérarchique pour laquelle on définit une nouvelle dispersion. La méthode est
testée sur plusieurs jeux de données, simulées et réelles, et on discute ensuite ses avantages
et ses limites.
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Chapitre 2

Modéles non-linéaires a changements
de régime

Parmi la large variété des modéles non-linéaires cités dans 'introduction, on s’intéresse a
ceux qui subissent des changements de comportement ou de régime. Ce chapitre est consa-
cré & un bref état de ’art sur le sujet. On commence par rappeler la définition des chaines
de Markov cachées et on continue avec leur généralisation dans un cadre autorégressif. On
passe en revue les problémes liés a ’estimation, les différentes méthodes proposées et les
propriétés statistiques démontrées dans la littérature. Pour chaque classe de modéles, on
présente la question restant parfois ouverte du calcul du nombre de régimes, en soulignant
les contributions que ce document se propose d’apporter.

2.1 Chaines de Markov cachées

Introduites dans la reconnaissance de la parole & la fin des années 60, les chaines de Markov
cachées sont les “pionniers” des modéles & changements de régime. De maniére formelle, la
définition est la suivante :

Définition 2.1 : Une chaine de Markov cachée est un processus bivarié (Xi,Y3),cq tel
que

— (X%) est une chaine de Markov homogéne & valeurs dans un espace d’états fini de di-
mension fitée E = {ei,...,en}, N € N, caractérisée par sa matrice de transition

A= (aij)i,jzl,...,N7 ot
Q45 = P(Xt+1 =€ | Xt = ei)

— (Y};) est une suite de variables aléatoires a valeurs dans RY, d > 1, indépendantes condi-
tionnellement a (X;) et L(Y; | Xy = €;) = L;.

Sans perte de généralité, on peut identifier 'espace des états E a la base canonique de RY.
Schématiquement, un modéle & chaine de Markov cachée fonctionne comme dans la Figure

2.1:
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Fia. 2.1 — Diagramme d’un modéle & chaine de Markov cachée

Puisque la chaine de Markov (X;) n’est pas observée directement, ce type de modéles regoit
I'adjectif “caché” et la remarque essentielle & faire est que 'inférence statistique s’étudie
uniquement & partir du processus observé (Y;), les probabilités conditionnelles d’appartenir
aun régime ou & un autre (on appelle “régime” un état e; de (X)) se calculant “a posteriori”,
une fois les parameétres du modéle estimés.

Dans toute la suite, on se place dans un cadre paramétrique, la loi de Y; conditionnellement
4 X; = e; dépend d’un parameétre #; qui est supposé a l'intérieur de ©, sous-ensemble
compact de R¥ | k > 1. Le paramétre global sera noté

0 = (aij,’i,j = 1,---,N,9¢,’l. = 1,___’N) = ]O,l[NXN x @N

Largement utilisés depuis leur introduction par Baum et Petrie (1966), ces modéles sont
devenus des outils indispensables dans la reconnaisance de la parole (Rabiner (1989), Bour-
lard et Morgan (1994)), I’analyse des séquences biologiques et la bio-informatique (Durbin
et alii. (1998)), mais des applications dans I’économétrie et I’analyse des séries temporelles
(De Jong et Shephard (1995), Chan et Ledolter (1995), Mac Donald et Zucchini (1997),
Kim et alii. (1998)) ont aussi donné des résultats intéressants.

Cependant, leurs propriétés statistiques n’ont commencé & étre étudiées que récemment.
Une premiére approche avait été proposée par Baum et Petrie (1966), mais dans un cadre
restreint. En supposant le processus (X;) stationnaire (la loi de probabilité initiale est
égale a la loi invariante) et 1’espace des valeurs de (Y}) fini, ils ont montré la consistence et
la normalité asymptotique de ’estimateur de maximum de vraisemblance de 6. Le cadre
théorique a été élargi quelques dizaines d’années plus tard. En considérant un espace to-
pologique général pour (Y;) et sous 'hypothése de stationnarité de (X;), Leroux (1992)
a démontré la consistence de l'estimateur de maximum de vraisemblance. La normalité
asymptotique a été obtenue, sous 'hypothése de consistance, d’abord de maniére locale
par Bickel et Ritov (1996) et puis globale par Bickel, Ritov et Ryden (1998).

Des résultats dans le cadre non-stationnaire ont été démontrés par Bakry et alii. (1997),
qui étendent la preuve de Baum et Petrie (1966), et Le Gland et Mevel (2000a, 2000b)
qui, indépendamment des travaux de Leroux et Bickel et alii., ont développé une technique
différente pour démontrer la consistence et la normalité asymptotique dans le cas ou (Y})
prend des valeurs dans un espace séparable et complet.
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Tous ces résultats ont été démontrés sous ’hypothése d’un nombre de régimes fini, connu
et fixé & l'avance. Travailler avec un nombre inconnu souléve des problémes de non-
identifiabilité du modéle et les conditions de régularité usuelles ne sont plus remplies.
Récemment, Gassiat (2002) a proposé un estimateur de maximum de vraisemblance mar-
ginale pénalisée pour le nombre de régimes d’une chaine de Markov cachée pour lequel, avec
une condition de stationnarité sur la chaine de Markov étendue (X3,Y;), elle a démontré
la consistence faible. Cependant, les questions sur la vitesse de convergence et 1’existence
d’une loi limite restent ouvertes.

Ces derniéres années, des généralisations aux chaines de Markov & espace d’états infini ont
été proposées. La normalité asymptotique a été prouvée parallélement par Jensen et Pe-
tersen (1999) et Douc et Matias (2001). Les premiers se placent dans un cadre stationnaire
et utilisent les techiques de Baum et Petrie (1966) et Bickel, Ritov et Ryden (1998) pour
obtenir le résultat sous I’hypothése de consistence de 1’estimateur, tandis que les derniers
étendent la méthode de Le Gland et Mevel (2000a, 2000b) et démontrent la consistence,
la normalité asymptotique et ’efficacité sans conditions de stationnarité.

La problématique abordée dans ce document ne s’adresse donc pas aux modéles généraux
du dernier paragraphe. Dans les modéles qui seront considérés par la suite, le processus
observé (Y;) est défini sur un espace continu et la chaine de Markov (X}) est & nombre
d’états fini, comme dans la Définition 2.1.

2.2 Modéles autorégressifs localement linéaires & changements
de régime markoviens

En faisant intervenir des retards dans ’expression de Y;, les modéles autorégressifs & chan-
gements de régime markoviens deviennent une extension naturelle des modeéles a chaine de
Markov cachée. Dans ce cas, le processus observé Y; ne dépend plus uniquement de X;, mais
aussi de son passé Y;_1,...,Y;_p avec p > 1 fixé. Pour des raisons d’écriture plus simple,
on a choisi de considérer le méme nombre de retards dans tous les régimes. Prendre des
nombres de retards différents dans chaque régime est immédiat, il suffit d’annuler des coef-
ficients. Dans ce cadre, le modéle est autorégressif, linéaire par morceaux et ses parameétres
peuvent étre vus comme des réalisations de la chaine de Markov (X3).

On introduit la définition suivante pour décrire cette classe de modéles :

Définition 2.2 : On définit un modéle autorégressif linéaire par morceaux et d change-
ments de régime markoviens HMC-AR (p) par un processus bivarié (X;,Y;),cq tel que

~ (Xy) est une chaine de Markov homogéne & valeurs dans un espace d’états fini E =
{e1,....,en}, N € N*, caractérisée par sa matrice de transition A = (a;;) ou

aij = P(Xt—l—l = 6j | Xt = 6,‘)

i,j=1,...N’

- Y, =Fx, Yi-1,...,Ye—p) + ox,6t , 0U, pour touti=1,...,N,

Fei (Y:f—la "'7Y:f—p) = a’gi + a’iiyé—l + ...+ G'Ie)iyvt—p
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DR . N
est une fonction linéaire & coefficients dans un compact de R%, Oe; € {01,.c,on} C (]Rj_)
et (¢¢) est une suite i.i.d.

Cette extension des chaines de Markov cachées a été introduite par Hamilton (1989) pour
modéliser la série du Produit National Brut aux Etats-Unis. Le caractére périodique de
cette série dii & des périodes de croissance ou de récession a motivé ce choix, les changements
d’une période & l'autre n’étant pas, de plus, observés directement. Hamilton (1989) a
construit un modéle basé sur deux régimes, le premier associé a un “taux de croissance
positif” et le deuxiéme & un “taux de croissance négatif”, en espérant pouvoir déduire
un critére objectif pour définir et mesurer les récessions économiques. Une justification
théorique du choix de deux régimes contre toute autre possibilité n’a cependant pas été
fournie.

Pour ’estimation des parameétres, Hamilton (1989) utilise une méthode de type filtre pré-
dictif pour calculer la vraisemblance et I’estimateur de maximum de vraisemblance. Dans
un article ultérieur (Hamilton (1990)), il propose un algorithme de type EM pour appro-
cher l'estimateur de maximum de vraisemblance. Parallélement, des procédures récursives
d’estimation ont été aussi proposées (Millnert (1986), Holst et alii. (1994)). Depuis, en s’ap-
puyant sur la validation empirique de ’algorithme EM, les modéles linéaires a changements
de régime ont été largement employés, surtout en économétrie ot ils ont fourni des résultats
intéressants en séparation des données et prévision. Cependant, aucun résultat théorique
sur I’estimation n’avait été démontré jusqu’a trés récemment. Francq et Roussignol (1998)
et Krishnamurthy et Ryden (1998) ont prouvé la consistence de l’estimateur de maximum
de vraisemblance sous I’hypothése de stationnarité pour (X;). Dans ces résultats, le nombre
de régimes est fixé a ’avance, la construction d’un estimateur pour le nombre de régimes
posant les mémes problémes de non-identifiabilité du modéle qu’on vient de citer dans la
section précédente et sur lesquels on reviendra dans les chapitres 4 et 5. Au chapitre 5, on
étendra le résultat de Gassiat (2002) au cadre des modéles autorégressifs & changements
markoviens.

Méme si cela reste en dehors de notre sujet, il faut citer le résultat trés général démontré
dans Douc, Moulines et Ryden (2004) qui permet & (X;) de prendre des valeurs dans
un espace compact infini. Sous des conditions de régularité standard et sans I’hypothése
de stationnarité de (X;), ils ont prouvé la consistence et la normalité asymptotique de
I'estimateur du maximum de vraisemblance.

2.3 Modéles hybrides avec des perceptrons multicouches et
changements de régime markoviens

La généralisation des modéles précédents aux modéles plus complexes oul les fonctions
autorégressives dans chaque régime peuvent avoir n'importe quelle forme non-linéaire est
immédiate. Dans cette section on présente briévement une classe de modéles non-linéaires
& changements de régime pour lesquels chaque régime est caractérisé par un perceptron
multi-couches (MLP - Multilayer perceptron). Rappelons que dans le langage statistique,
un perceptron multi-couches (MLP) est une fonction paramétrique non-linéaire s’inspirant
des neurones biologiques. Pour que 1’exposé soit complet, on commence par introduire la
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CHANGEMENTS DE REGIME MARKOVIENS

définition du neurone formel et du perceptron multi-couches et ensuite on donne la défini-
tion des modeéles hybrides HMC-MLP (Hidden Markov Chain - Multilayer Perceptron).

Le neurone formel ou le perceptron simple, introduit par Cullogh et Pitts (1943) et Rosen-
blatt (1962), est une approximation trés schématique du neurone biologique (voir la Figure
2.2).

0 W X +vy )

F1G. 2.2 — Schéma d’un neurone formel

La description formelle est la suivante :

Définition 2.3 : Si X1,...,X, sont les variables d’entrée et Y est la variable de sortie, un
neurone formel est défini par la fonction

p
Y=¢ (Z w; X; + ’LU())

=1

ol wo, w1, ..., wp Sont les parameétres (appelés aussi poids) et ¢ : R — R est une fonction
d’activation sigmoide :

et _ e T

z)=th(r) = —

#(a) = th(@) = S

Dans 'analogie avec le neurone biologique, w, ..., wp, sont les poids synaptiques, —wg la

valeur seuil au dela de laquelle le neurone s’active, Y, w; X; + wo le potentiel, tandis que

¢ (O-F_, w;iX; + wo) représente la sortie de axone.

Dans les applications, le neurone formel fonctionne trés bien lorsque sa tache est de sé-
parer deux ensembles linéairement séparables, mais il fait défaut dans la modélisation
d’une fonction non-linéaire simple comme le “ou exclusif” (XOR). Pour résoudre ce type
de problémes plus complexe et non-linéaires, des perceptrons multi-couches (MLP) ont été
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introduits (LeCun (1985), Rumelhart et McClelland (1986)), ainsi qu'un nouvel algorithme
d’apprentissage basé sur la minimisation d’une fonction de cofit. L’extension est naturelle,
un MLP n’étant autre qu’un réseau de neurones formels. Dans la Figure 2.3, on présente
le schéma d’un perceptron & une couche cachée, avec deux variables en entrée, deux unités
cachées et une sortie linéaire.

Fi1G. 2.3 — Schéma d’un MLP & une couche cachée et une sortie linéaire

Chaque unité de la couche cachée, ainsi que 'unité de sortie sont des neurones formels
(appelés aussi perceptrons simples). De maniére générale, un MLP se définit comme suit :

Définition 2.4 : Si Xy, ..., X, sont les variables d’entrée et Y1, ..., Y, les variables de sortie,
un perceptron & une couche cachée est défini par la fonction

c P
(Y)icn,.s = | D aij# (Z wjk Xk + ww) + ai
j=1 k=1 i=1,0,8
ot ¢ représente le nombre d’unités cachées, wjo, wj1, ..., wjp les poids de l'unité cachée u;,
j =1,....8, @p,0ai1,-.-,aic les poids de l'unité de sortie i, 1 = 1,....s, et ¢ : R — R est
une fonction d’activation sigmoide. L’extension de la définition a un nombre quelconque de

couches cachées est immédiate.

Les propriétés fondamentales du perceptron multi-couches ’ont rendu trés populaire dans
la modélisation non-linéaire. On pourrait citer celle d’approximateur universel, valable
pour toute fonction continue & support compact, ’identifiabilité du modéle et la facilité
des calculs numériques par des équations de propagation et rétro-propagation.

Combiner des MLP et des chaines de Markov cachées pour créer des modéles hybrides
HMC-MLP (Hidden Markov Chain - Multilayer Perceptron) pourrait donc fournir des
résultats intéressants dans la modélisation des séries fortement non-linéaires. Une définition
formelle d’'un HMC-MLP est la suivante :

Définition 2.5 : Un modéle hybride HMC-MLP (p) est un processus bivarié (X;,Y;),c4
tel que
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CHANGEMENTS DE REGIME INDEPENDANTS

— (Xy) est une chaine de Markov homogéne G valeurs dans un espace d’états fini E =
{e1,...,en}, N € N*, caractérisée par sa matrice de transition A = (a;;) ot

aij = IP(XH_l = 6j | Xt = 6i)

i,j=1,..,N?

- Y, = Fx, (Yi-1,...,Yi—p) + ox,&t, 0u, pour tout i = 1,...,N, F; (Yi_1,...,Yi—p) est un
perceptron multi-couches o valeurs dans R paramétré par le vecteur des poids W;, o; €
o1,-..,0n} € (R N et (e;) est une suite i.1.d. gaussienne centrée et réduite.
o 9

Ces modeéles, ainsi que leurs propriétés statistiques de consistence et normalité asymp-
totique de l'estimateur de maximum de vraisemblance ont été étudiés dans Rynkiewicz
(2000). 11 les a aussi appliqués & deux séries de données : la série laser compléte de “Santa
Fe time series prediction and analysis competition” (Weigend et Gershenfeld (1993)) et
les pics de pollution & l’ozone en région parisienne. Pour la premiére série, les résultats
sont comparables avec ceux déja existants en littérature (Weigend et alii.(1995)), mais ils
améliorent la modélisation par une réduction importante du nombre des paramétres et
une bonne segmentation de la série. Sur la deuxiéme série, il y a de bonnes valeurs pour
les erreurs de prévision et ce malgré le fait qu’il y a des données manquantes. Dans le
chapitre 3 de cette thése, on utilise ces modeéles pour étudier et éventuellement prévoir des
renversements de tendances sur une série quantifiant les chocs sur les marchés financiers.

2.4 Modéles autorégressifs localement linéaires et & change-
ments de régime indépendants

Cette derniére section traite d’un cas particulier de modéles autorégressifs a changements
de régime. L’idée centrale de ce document étant la construction d’un estimateur consistent
pour le nombre de régimes, le caractére markovien des changements est parfois une condi-
tion trop faible et on n’arrive pas toujours & déduire la convergence. D’ou la nécessité, au
Chapitre 5, de se restreindre au cas particulier des changements de régime indépendants.

Les modéles autorégressifs a changements de régime indépendants, appelés aussi mélanges
de modeles autorégressifs (“mizture autoregressive models”), sont donc un cas particulier de
la Définition 2.2. Dans ce cas, (X;) est un processus i.i.d. & valeurs dans un espace d’états
fini F = {ey,...,en}, N € N*. Leur définition a été formalisée par Wong et Li (2000)
qui ont motivé ces modéles par leur propriétés de prendre en compte les distributions
conditionnelles multi-modales et 1’hétéroscédasticité d une série chronologique. Cependant,
leur article porte uniquement sur des conditions de stationnarité faible et le calcul des
estimateurs du maximum de vraisemblance via un algorithme de type EM. La consistence
et la normalité asymptotique des estimateurs se déduisent immédiatement du cadre général
markovien traité dans la section 2.2.

En ce qui concerne le probléme de sélection du nombre de régimes, Wong et Li (2000) ont
montré de maniére empirique le bon comportement des critéres pénalisés (BIC, AIC), mais
sans en démontrer la convergence. Dans le Chapitre 5, on démontre la consistence faible
de l'estimateur du maximum de vraisemblance pénalisée pour le nombre de régimes, en
utilisant des techniques de processus empiriques pour des données dépendantes.
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Chapitre 3

Caractérisation des crises financiéres

a ’aide des modéles hybrides
HMC-MLP

De violentes turbulences des cours secouent souvent les marchés financiers et un indice de
crise - appelé IMS, Index of Market Shocks (voir Maillet et Michel (2002)) - a été récemment
introduit pour tenter de quantifier les turbulences des marchés se produisant a 1’occasion
de ces crises financiéres.

L’objet de ce chapitre est de fournir, a ’aide de plusieurs modélisations, une description
du comportement de ’indicateur IMS, calculé sur le marché international, en essayant de
caractériser la présence de régimes dans la série. Des modéles plus simples sont étudiés au
début (autorégressifs linéaires, perceptrons multi-couches), la justification de l'utilisation
des modéles hybrides étant ici plutét empirique. Une justification théorique du point de
vue de la sélection de modéles sera présentée aux chapitres suivants.

Les modéles a changements de régime ont déja été employés dans la modélisation de la
volatilité conditionnelle des rentabilités boursiéres (Hamilton (1994)), ainsi que des crises
bancaires et financiéres du siécle dernier (Coe (2002)). Par ailleurs, les modéles hybrides
combinant une chaine de Markov cachée a des perceptrons multicouches ont été utilisés dans
l’étude des pics de pollution (Rynkiewicz (2000)), partageant a priori quelques similitudes
avec les phénomeénes de crise observés sur les marchés financiers.

Ce travail a été présenté dans plusieurs colloques pour des séries de I'indicateur IMS cal-
culées sur les marchés ameéricain et francais (ACSEG 2003, ESANN 2004, AEA 2004) et
s’est concrétisé dans un article paru dans la Revue d’Economie Politique (Maillet, Olteanu
et Rynkiewicz (2004)).

3.1 Motivation de I’étude

Les marchés financiers sont le lieu de brusques mouvements qui font réguliérement 1’ac-
tualité de la presse économique. Qu’il s’agisse de la Grande Dépression des années 30, du
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krach d’octobre 1987, de la chute brutale des cours suite aux attaques terroristes du 11
septembre 2001, de la lente dégradation de forte ampleur du second semestre 2002, les
marchés financiers sont passés par de fortes turbulences depuis leur création.

Néanmoins, caractériser la forme de ces turbulences - violentes et de courte durée versus
étalées dans le temps et de durée plus longue - et fournir une mesure objective de leurs
conséquences financiéres et réelles restent un exercice délicat qui se résume souvent & une
analyse post-mortem au final peu utile. Récemment, un indicateur de crise appelé IMS,
Index of Market Shocks (Maillet et Michel (2002)) a été proposé pour traduire de maniére
simple la turbulence des marchés. Fondé sur 'approche originale de Zumbach et alii. (2000a
et 2000b) sur le marché des changes, l'indicateur IMS est une mesure de risque multi-
échelle calculée & partir de la volatilité historique qui s’inspire d’une analogie avec 1’échelle
de Richter, couramment utilisée pour quantifier 'importance des tremblements de terre.
Cependant, il reste & définir précisément une crise financiére au sens de la mesure introduite.
Maillet et Michel (2002) ont proposé une définition d’une crise financiére : I'indicateur IMS
a franchi & la hausse la valeur arbitraire de 3, ce qui correspond approximativement a la
valeur du dernier décile de l'indicateur calculé sur les échantillons francais et américains
étudiés. Cette valeur seuil a un caractére ad hoc certain et une caractérisation endogéne
plus fine reste a fournir. C’est le principal objet du présent travail.

Les travaux pionniers d’Engle (1982) et de Bollerslev (1986) sur la volatilité conditionnelle
hétéroscédastique ont été suivi par de nombreux développements. Un courant de la litté-
rature sur les modeéles ARCH, GARCH fait apparaitre I’existence de régimes ou de seuils
(SWARCH (Hamilton et Susmel (1994), TARCH (Rabemananjara et Zakoian (1993)) avec
des transitions ou des franchissements plus ou moins doux (ANST-GARCH (Anderson et
alii. (1999)). La volatilité - mesure traditionnelle du risque financier - se préte ainsi bien
a ce type de modélisation. Par ailleurs, le paroxysme du risque est atteint pendant les
crises financiéres et c’est aussi un modeéle a changements de régime qui a été choisi (Coe
(2002)) pour étudier I’histoire mouvementée du monde bancaire américain au siécle der-
nier. Enfin, certaines crises financiéres ont de particulier le fait que leurs amplitudes sont
hors de proportion par rapport aux événements rythmant la vie quotidienne des marchés.
Une telle démesure s’accommode donc facilement d’une représentation & plusieurs régimes :
un régime exceptionnel qui régit les événements extrémes et un régime (ou plusieurs) qui
correspond(ent) aux évolutions “normales “ des marchés. On retrouve ici a priori quelques
similitudes avec d’autres phénomeénes de “pics”, comme la pollution a 'ozone (Rynkiewicz
(2000)), qui nous ont encouragés a utiliser des modeéles a changements de régimes fortement
non-linéaires de type hybride HMC-MLP définis dans la section 2.3.

La distinction endogéne des épisodes de turbulence des marchés est importante & plusieurs
titres. Une caractérisation fine des crises et du risque systématique permettrait un meilleur
contrdle de leurs évolutions : les acteurs du marché et les autorités de tutelle sachant
mieux distinguer les crises, les mesures préventives et curatoires pourraient étre mieux
proportionnées. Une mesure plus fine du risque systématique peut aussi jouer un role
pour une meilleure optimisation des choix micro-économiques d’allocation stratégique et
tactique. Si la relation de long terme entre risque et rendement est effectivement inversée
pendant les périodes de crise financiére, les conclusions & en tirer en termes d’optimisation
de portefeuille ne sont pas négligeables. Enfin, plusieurs auteurs, par exemple Sornette
et alii (2003), ont mis en avant la distinction entre crises endogénes et crises exogénes.
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Une caractérisation par états des crises financiéres peut servir de premiére étape a une
classification - endogéne versus exogéne - des chocs de marché. Il est en effet intuitif
de considérer que certaines crises sont purement imprévisibles (par exemple, la crise de
septembre 2001 liée aux attaques terroristes), tandis que d’autres épisodes de turbulences
pourraient avoir été précédés de signes larvés de krach imminent.

Le reste de ce chapitre est organisé comme suit : on continue par une description de l'in-
dicateur IMS (définition et propriétés) et des données qui seront utilisées. Ensuite, la série
est modélisée par des modéles simples (autorégressifs et perceptrons multi-couches) pour
finir avec des modéles plus complexes comme les HMC-MLP. L’ajustement aux données,
les qualités en prévision et ’étude de la séparation des états - crises versus accalmies - sont
ensuite présentés. Le “meilleur” modéle est choisi de maniére empirique, plusieurs critéres
étant proposés. La conclusion résume les résultats obtenus et propose de nouvelles pistes
de recherche concernant 1’étude de la variabilité du risque systématique.

3.2 Définition et propriétés de 'indicateur de crise IMS

Les mesures de risque traditionnelles comme la volatilité historique et le spectre multifractal
sont souvent inadaptées pour quantifier les turbulences des marchés financiers puisqu’elles
ne tiennent pas compte de la variabilité de I’étendue et de la durée des périodes de crise.
De plus, le niveau de la volatilité, par exemple, dépend de la fréquence des données et
de ’horizon choisi (variations intra-journaliéres, variation entre deux cours de cloture,
tendances a long terme). Il fallait donc définir un indicateur des chocs sur les marchés
qui prenne en compte I’hétérogénéité des intervenants, en intégrant leur différents horizons
d’observation et de décision.

Une premiére approche a été proposée par Zumbach et alii. (2000a et 2000b) sur le marché
des changes. En faisant une analogie entre les fluctuations sur le marché et les mouvements
continus de la surface terrestre et en remarquant les similarités entre 1’énérgie mécanique et
la volatilité des prix, ils ont introduit une échelle logarithmique de l'agrégation pondérée
de mesures de volatilité intégrant les différents horizons des agents économiques. Cette
définition est assez intuitive si on garde l’analogie avec la géophysique : l'intensité d’un
tremblement de terre suit une loi exponentielle et 1’échelle de Richter n’est autre qu’une
transformation logarithmique de I’énergie totale dissipée.

Maillet et Michel (2003) ont généralisé cette définition aux marchés financiers. Leur indice
des chocs de marchés, appelé IMS (Index of Market Shocks) est une transformation loga-
rithmique des volatilités des cours. Pour calculer une observation de I'IMS, on a besoin des
variances des variations des cours de ’échelle la plus fine & la plus grossiére. Par exemple,
si on s’intéresse a 'indice CAC40 en haute fréquence, on pourrait calculer la valeur journa-
liere de ’'IMS comme une transformation pondérée d’une trentaine de variances allant des
observations faites toutes les dix minutes jusqu’au cours de cloture. Les avantages de cette
définition sont, d’une part, 'absence de référence & la valeur précédente de 'indicateur et,
d’autre part, I’absence du biais de saisonnalité. Il reste cependant un inconvénient majeur
qui est l'impossibilité de calculer cet indice en temps réel.

Schématiquement, I'IMS se construit de la maniére suivante :
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— On récupére les valeurs du cours d'un indice de marché (CAC40, Dow Jones etc.) ou
d’un titre en haute, moyenne ou basse fréquence et on calcule les volatilités instanta-
nées associées & un pas de temps sur plusieurs fréquences ou échelles d’observation. Par
exemple, si on s’intéresse & la série IMS journaliére associée au CAC40 pour lequel on
dispose des valeurs enregistrées toutes les dix minutes, on calcule des volatilités journa-
lieres pour des fréquences qui peuvent étre de dix minutes, une demi-heure, une heure
jusqu’a la fréquence maximale qui est la valeur entre deux cours de cloture. A l'instant
t (par exemple, au jour t), la volatilité associée a chaque fréquence s’écrit :

1 2
o (Aty, Aly) = [772 (pt; —pt,-+At,)2]

=1

ou At, représente le pas de temps (par exemple un jour), I est le nombre d’observations
entre les instants ¢ — 1 et ¢ ou encore le nombre d’observations dans l'intervalle At, et
At, = % est Iincrément de temps entrant dans le calcul de chaque volatilité ou encore la
fréquence (par exemple dix minutes ou une heure). Les autres notations sont n = Alta’ un
facteur qui sert & standardiser les volatilités avec N le nombre de jours ouvrés de I’année
et py, la séquence des prix avec t; =t — iAt,.

A chaque instant ¢, on pose o; = (ag, ...,atL), ou L est le nombre de fréquences considé-
rées. Si chaque instant est une journée, o; représente le vecteur des volatilités journaliéres
calculées sur des fréquences allant de dix minutes & une journée.

B v . 12 . o1 . .
Les composantes du vecteur o; étant corrélées avec un corrélation qui dépend des fré
quences choisies, on les transforme en les rendant indépendantes :

1. puisque les variances sont log-normales (voir Andersen et alii.(2001)), on applique
une transformation logarithmique au vecteur o;

2. a partir des valeurs transformées, des facteurs non-corrélés sont extraits par une ana-
lyse en composantes principales et puisqu’il s’agit de variables normales, les facteurs
sont de plus indépendants. Le nouveau vecteur s’écrit donc

01 = (At15 -0 AtK)

ou K est le nombre de facteurs retenus aprés ’ACP.

— Avec des variables qui sont maintenant normales et indépendantes, on peut définir, en
analogie avec 1’échelle de Richter, I'indicateur IMS & ’instant % :

K

IMS;, = — Z [wrloga (1 — F (Aex))]
k=1

ol wy, est la contribution du k-iéme facteur a la variance totale et F' (-) est la fonction de
repartition de la loi normale.

Maillet et Michel (2003) ont montré que 'IMS est relativement robuste aux hypothéses
utilisées pour sa construction, notamment la log-normalité des variances, ce qui autorise
des comparaisons historiques et des mises en perspective des différentes crises.
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3.3 Description des données

L’étude des récentes crises financiéres repose dans ce texte sur le calcul d’un IMS journalier
(fin de journée), fondé sur l'indice englobant des pays développés et des pays émergents
MSCI (Morgan Stanley Capital International) World Equities Index. On dispose d’une base
de données en haute fréquence comprenant les valeurs enregistrées toutes les dix minutes
sur la période 25 juin 1998 - 25 juillet 2002 et en appliquant 1’algorithme de calcul de 'TMS
décrit a la section précédente (on a calculé 19 variances journaliéres, la plus haute fréquence
étant de dix minutes, la plus basse la différences entre les cours de cloture journaliers). On
obtient finallement une série de 1066 observations de I'TMS.

Cette période est intéressante & étudier puisqu’on y retrouve les derniéres crises ayant
marqué l’économie mondiale comme la crise russe en aott 1998, brésilienne en janvier
1999, la bulle informatique en 2000-2001 et les attaques terroristes du 11 septembre 2001.
Les valeurs de l'indice MSCI et de l'indicateur de crises IMS sont représentées dans la
Figure 3.1. On reconnait la période correspondant & la bulle informatique, ainsi que les
valeurs élevées de 'IMS pendant les autres crises.

MSCI World Equities Index
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IMS pour MSCI World Equities Index
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Fia. 3.1 — MSCI World Equity Index et 'IMS correspondant
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FiG. 3.2 — Ecart par rapport & une loi gaussienne de la série IMS

Le caractére gaussien des données est étudié de maniére empirique en tracant I’histogramme
et le diagramme quantile-quantile de la serié IMS (Fig. 3.2). L’hypothése de normalité est
donc rejetée & cause de I'écart important par rapport a une loi gaussienne.

La série IMS est fortement autocorrélée et cela est di & la redondance des informations
prises en compte dans son calcul, mais aussi & une autorégressivité généralement consta-
tée des variances conditionnelles. Cette hypothése est renforcée par la représentation des
versions empiriques de la fonction d’autocorrélation et de la fonction d’autocorrélation
partielle dans la Figure 3.3 qui montrent un possible caractére non-linéaire de la série.

Si z1,...,x, sont des observations d’une série chronologique, on rappelle que la fonction
d’autocorrélation empirique est définie par :

(h
(0)

=2)

p(h) = , —n<h<mn

=)

—n
respectivement, la moyenne empirique.

ot ¥ (h) = 1 Z?:_IW (Tigp) —T) (2 —T) et T = 1S™% | x; représentent la covariance et,

L’autocorrélation partielle empirique est définie par :

&(0) =1
a(h) = pn, h>1

ol ngShh est la derniére composante de ah = f;lfy\h avec T, = [7 (3 _j)]?,j:l et y, =
~ ~ T
G @),y (R)-
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Fia. 3.3 — IMS - autocorrélation et autocorrélation partielle empiriques pour A =0, ..., 30

3.4 Etude préliminaire

Nous travaillons sur la série centrée et réduite. Cette précaution est plutot d’ordre numé-
rique, pour éviter les éventuels phénomeénes de saturation dans les fonctions d’activation
des perceptrons. Pour comparer les modéles étudiés, on a choisi de diviser la série de don-
nées en un ensemble d’estimation ou d’apprentissage (800 observations) et un ensemble de
validation (266 observations).

Dans un premier temps, on a estimé un modéle linéaire, pour vérifier ensuite si un modéle
non-linéaire de type MLP ou HMC-MLP améliore les résultats.

3.4.1 Modéle linéaire

Le modéle linéaire optimal au sens du critére BIC (Schwarz (1978)) est un AR(11) dont
les résultats sont reportés dans le tableau 3.1 et les Figures 3.4 et 3.5 :

11
IMS, = Z a;IMS;_; + &

=1

Le tableau 3.1 contient les valeurs estimées des coefficients et leurs écarts-type calculés sur
I’ensemble d’apprentissage.
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‘ ‘ aq ‘ a2 ‘ as ‘ Qa4 ‘ as ‘ Gg ‘ ar ‘ ag ‘ a9 ‘ ai0 ‘ ail ‘
coefl. 0.65 | 0.33 | -0.05 | -0.16 | -0.25 | 0.22 | 0.17 | 0.05 | -0.08 | -0.14 | 0.14
ecart-type | 0.03 | 0.04 | 0.04 | 0.04 0.04 | 0.04 | 0.04 | 0.04 | 0.04 | 0.04 | 0.03

TAB. 3.1 — Coefficients du modéle AR(11)

Dans la Figure 3.4 on représente les caractéristiques des résidus. Les deux premiers gra-
phiques contiennent les fonctions d’autocorrélation des résidus et des valeurs absolues des
résidus, les deux derniers sont le diagramme quantile-quantile de la fonction de répartition
empirique par rapport a une loi normale et 'histogramme des résidus. On obtient donc des
résidus non-corrélés et non-gaussiens, avec une queue épaisse a gauche.

ACF des residus

des valeurs absolues des residus

00 02 04 06 08 10
00 02 04 06 08 10

ACF

Residus
1
40 60

&
20

Loi normale Residus

F1G. 3.4 — Les propriétés de corrélation et normalité pour les résidus du modele AR(11)

Les erreurs sur les deux séries (apprentissage et validation) sont reportées dans le tableau
3.2. Elles ont été calculées comme les sommes des résidus au carré divisées par le nombre
d’observations.

\ Données | MSE |
‘ Ensemble d’apprentissage (800 obs.) ‘ 0.344 ‘
‘ Ensemble de validation (266 obs.) ‘ 0.349 ‘

TAB. 3.2 — Erreurs du modeéle AR(11) sur les deux bases

Les résultats en prévision sur ’ensemble de validation sont présentés dans la Figure 3.5,
les vraies valeurs étant en continu, les sorties du modéle linéaire en pointillé. On remarque
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3.4. ETUDE PRELIMINAIRE

sur ce graphique que les valeurs moyennes sont plutot sur-estimées, tandis que les pics sont
le plus souvent sous-évalués.

Valeurs réelles et prédites de I''MS

F1G. 3.5 — Prévision sur I’ensemble de validation pour le modeéle AR(11)

3.4.2 Modéle MLP

Le modéle non-linéaire de type MLP a été estimé en utilisant le logiciel REGRESS déve-
loppé par Rynkiewicz (2000), avec le nombre de retards fixé égal a celui qui a été obtenu
dans le cas linéaire par le critére BIC, 11. Pour réduire le temps de calcul, on a choisi d’étu-
dier uniquement les perceptrons & une couche cachée et avec un nombre d'unités cachées
variant de 1 & 10. Le meilleur modeéle au sens du critére BIC (voir la Figure 3.6) retient
une unité cachée, les coefficients des retards 3, 8 et 9 et la constante étant nuls.
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CHAPITRE 3. CARACTERISATION DES CRISES FINANCIERES A L’AIDE DES
MODELES HYBRIDES HMC-MLP

IMS,.,
IMS..,

IMS,,

IMS,_, 2 1785 - IV,

FiG. 3.6 — Modéle MLP & 11 retards

Notons que les résidus (Figure 3.7) sont non-corrélés et non-gaussiens, avec une queue
épaisse a gauche.
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FiG. 3.7 — Les propriétés de corrélation et normalité pour les résidus du modele MLP & 11
retards

En termes d’erreur quadratique, méme si le modéle linéaire semble mieux adapté aux
données (0.344 versus 0.347 sur 'ensemble d’apprentissage), le MLP est 1égérement meilleur
en prévision (0.349 versus 0.346 sur I’ensemble de validation).

La performance en prévision sur ’ensemble de validation est présentée dans la Figure 3.8,
les vraies valeurs étant en continu, les sorties du perceptron en pointillé. On remarque
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3.5. ESTIMATION PAR UN MODELE HYBRIDE HMC-MLP

‘ Données ‘ MSE ‘
‘ Ensemble d’apprentissage (800 obs.) ‘ 0.346712 ‘
‘ Ensemble de validation (266 obs.) ‘ 0.345865 ‘

TAB. 3.3 — Erreurs du modéle MLP a 11 retards sur les deux bases

sur ce graphique que les valeurs moyennes sont plutét bien prédites, tandis que les pics
sont le plus souvent sous-évalués. Le perceptron fait donc légérement mieux que le modéle
linéaire, mais n’arrive toujours pas a capter les pics, d’ou l'intérét d’introduire un modéle
& plusieurs régimes, dont un spécifique aux pics.

Valeurs réelles et prédites de I''MS
1
|

FiG. 3.8 — Prévision sur ’ensemble de validation pour le MLP & 11 retards

3.5 Estimation par un modéle hybride HMC-MLP

Une étude visuelle de la série ne permet pas de décider si le vrai modéle est a plusieurs
régimes. La décision reste cependant empirique. Aprés I'utilisation des modéles plus simples
(linéaire, MLP) qui sous-estiment les pics, on s’attend a ce qu'un modele & deux ou plusieurs
régimes arrive a capter ce phénomeéne.

3.5.1 Le modéle et la procédure d’estimation

Dans la suite de ce chapitre, on utilise des modéles & deux ou a trois régimes. Pour chaque
architecture étudiée, le nombre de régimes est donc supposé connu et fixé égal & deux ou
& trois. Estimer des modéles pour lesquels le nombre de régimes n’est pas fixé “a priori”
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CHAPITRE 3. CARACTERISATION DES CRISES FINANCIERES A L’AIDE DES
MODELES HYBRIDES HMC-MLP

méne & des problémes de non-identifiabilité quand le vrai nombre de régimes est surestimé.
Ce probléme sera abordé largement aux chapitres suivants et on proposera un critére
d’identification du modéle consistant.

En ce qui concerne les autres paramétres, le nombre de retards a été fixé égal a celui
sélectionné par le critére BIC dans le cas linéaire (onze), tandis que le nombre de couches
cachées varie entre 0 (modele linéaire) et 1 (MLP) et le nombre d’unités cachées sur une
couche peut aller de 1 & 3. Le choix de fixer le nombre de retards a été dicté principalement
par le temps de calcul. En effet, méme avec ces contraintes, pour un modéle & trois régimes
il y a vingt architectures différentes & estimer et chaque estimation dure plusieurs heures
sur un processeur 512 MHz.

Les paramétres de chaque configuration possible sont estimés en maximisant la log- vrai-
semblance via un algorithme de type EM (Rabiner (1989)). Pour éviter les problémes de
mauvaises initialisations, ainsi que les minimas locaux, on a fait plusieurs initialisations
différentes. Dans le cas de la série IMS, 10 initialisations ont suffi pour avoir des résultats
satisfaisants.

A défaut d’une justification théorique de la consistance d’un critére d’information de type
BIC pour ces modéles, le critére d’identification a été choisi de maniére empirique. Plu-
sieurs méthodologies ont été envisagées, comme par exemple choisir le modéle qui donne la
meilleure prévision au sens des moindres carrés ou encore choisir le modéle qui maximise
la trace de la matrice de transition de la chaine de Markov cachée. Les meilleurs résultats
au sens de la modélisation des pics ont été obtenus avec le deuxiéme critére et sont ceux
qui sont présentés dans la suite. La justification intuitive pour le choix de ce critére sur la
trace est le fait qu’on obtient ainsi le modéle avec la meilleure segmentation empirique de
la série.

3.5.2 Les résultats

3.5.2.1 Modéle hybride HMC-MLP a deux régimes

Le modéle HMC-MLP & deux régimes (Figure 3.9) comporte une composante linéaire si on
est dans le premier régime ou un MLP & deux unités cachées si on est dans le deuxiéme.
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3.5. ESTIMATION PAR UN MODELE HYBRIDE HMC-MLP

IMS

-1

IMS

t=2

IMS,t; (D

Regime 1 Regime 2

Fi1G. 3.9 — Modéle HMC-MLP & deux régimes

La matrice de transition estimée A pour la chaine de Markov cachée est :

i (0899 0.125
— 0101 0.875

Les résidus (Figure 3.10) sont non-corrélés et non-gaussiens avec un queue épaisse a gauche.
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F1G. 3.10 — Les propriétés de corrélation et normalité pour les résidus du modéle HMC-
MLP & deux régimes

Les erreurs quadratiques sur les deux séries (apprentissage et validation) sont résumées
dans le Tableau 3.4. Le modéle semble mieux ajusté aux données que le modéle linéaire
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MODELES HYBRIDES HMC-MLP

‘ Données ‘ MSE ‘
‘ Ensemble d’apprentissage (800 obs.) ‘ 0.316263 ‘
‘ Ensemble de validation (266 obs.) ‘ 0.361532 ‘

TaB. 3.4 — Erreurs du modéle HMC-MLP & deux régimes

ou le perceptron, mais sur ’ensemble de validation I’erreur est beaucoup plus importante,
suggérant un phénoméne de sur-apprentissage. Cela correspond en général & la situation
ou le modéle est “trop bien” ajusté aux données d’apprentissage et perd en conséquence son
pouvoir prédictif. La cause usuelle d’un sur-apprentissage est un mauvais dimensionnement.
Ici, cela pourrait se produire a cause du nombre de retards considéré. En effet, il n’y a pas
de raison pour que le bon nombre de retards dans le cas linéaire soit toujours le bon dans
le cas d’'un modéle a changements de régimes, mais 1& on est malheureusement confronté a
I’absence de critéres théorique de sélection, ainsi qu’aux limitations imposées par le temps
de calcul.

La Figure 3.11 montre les prévisions du modéle & deux régimes sur la série de valida-
tion (valeurs réelles en continu, valeurs prédites en pointillé), ainsi que les probabilités
conditionnelles du premier régime en sachant toutes les données (filtrage “bilatéral”). On
remarque que la probabilité d’étre dans le premier régime est grande quand les valeurs
de l'indicateur IMS sont faibles. Il semblerait donc qu’il s’agit d’un régime linéaire pour
les périodes plus calmes et d’un régime non-linéaire, controlé par un perceptron, pour les
moments de forte volatilité sur le marché.
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3.5. ESTIMATION PAR UN MODELE HYBRIDE HMC-MLP

Valeurs réelles et prédites de I''MS
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Probabilités conditionnelles

0.2
1

0.0

0 50 100 150 200 250

FiG. 3.11 — Prévision et probabilités conditionnelles du premier régime sur ’ensemble de
validation pour le modéle HMC-MLP & deux régimes

3.5.2.2 Modéle hybride HMC-MLP i trois régimes

Le modeéle HMC-MLP & trois régimes (Figure 3.12) est composé de trois perceptrons, le
premier a une unité cachée et les deux autres deux unités cachées.
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IMS IMS ... |IMS
-2

Regime 2
g Regime 3
IMS ‘ IMS
t-1 t1
IMS ‘ ‘ IMS

Fic. 3.12 — Modéle HMC-MLP 4 trois régimes

La matrice de transition estimée A pour la chaine de Markov cachée est :

X 0.626 0.049 0.190
A= 0.068 0.826 0.147
0.306 0.125 0.663

Les résidus (Figure 3.13) sont eux aussi non-corrélés et non-gaussiens, avec une queue
épaisse & gauche.
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ACF des residus
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FiG. 3.13 — Les propriétés de corrélation et normalité pour les résidus du modéle HMC-
MLP & trois régimes

Au niveau des erreurs quadratiques résumées dans le Tableau 3.5, ce modéle est le mieux
ajusté aux données, mais se comporte trés mal en prévision. L’erreur élevée sur I’ensemble
de validation, ainsi que le nombre important de parameétres du modéle montrent qu’on est
clairement dans un cas de sur-apprentissage.

\ Données | MSE |
‘ Ensemble d’apprentissage (800 obs.) ‘ 0.314859 ‘
‘ Ensemble de validation (266 obs.) ‘ 0.379248 ‘

TaB. 3.5 — Erreurs du modéle HMC-MLP 4 trois régimes

La figure 3.14 présente les prévisions du modéle HMC-MLP & trois régimes sur la série
de validation (valeurs réelles en continu, valeurs prédites en pointillé), ainsi que les pro-
babilités conditionnelles des deux premiers régimes (le premier en continu, le deuxiéme
en pointillé) en sachant toutes les données. Ici, la corrélation des régimes avec le niveau
de l'indicateur IMS est difficile a établir et & interpréter & I'oeil nu. On pourrait faire des
analyses supplémentaires pour identifier & quelles valeurs de I'IMS correspond le premier
régime, le deuxiéme etc., mais le but de 1’étude étant d’arriver & une caractérisation des
périodes de crise, le modeéle & deux régimes semble étre suffisant.
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Valeurs réelles et prédites de I'MS
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F1G. 3.14 — Prévision et probabilités conditionnelles des deux premiers régimes sur l’en-
semble de validation pour le modéle HMC-MLP & trois régimes
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3.6. CONCLUSION

3.5.3 Caractérisation des crises financiéres a 1’aide du modéle HMC-
MLP a deux régimes

L’utilisation des modéles hybrides n’a pas permis d’améliorer ’erreur de prédiction de la
série IMS. Ceci est assez intuitif compte tenu du caractére imprévisible de certaines crises
financiéres. L’étude des probabilités conditionnelles est toutefois intéressante puisque 1’on
obtient une séparation entre deux états relatifs & deux comportements différentes de I'indice
et du marché. Le second régime semble correspondre aux périodes de crises et de fortes
turbulences, tandis que le premier s’adapte aux périodes moins agitées.

Quand on s’intéresse plus précisément & certaines périodes troublées de I'histoire récente
des marchés financiers, cette intuition semble nettement se confirmer. A titre d’exemple, on
représente dans la Figure 3.15 'evolution de 'indicateur IMS (en pointillé) et les probabili-
tés conditionnelles du second régime (en continu) pendant les crises russe (aotit-septembre
1998), brésilienne (janvier 1999) et celle qui a suivi les attaques terroristes du 11 septembre
(septembre-octobre 2001). On constate sur les graphiques que les turbulences durent plu-
sieurs semaines ininterrompues, pendant lesquelles les probabilités conditionnelles restent
trés proches de la valeur limite unitaire.

3.6 Conclusion

L’étude de I'indicateur IMS & 1’aide d’un modéle hybride HMC-MLP ne permet pas d’abou-
tir & de meilleurs résultats en termes de prévision qu’un modéle linéaire ou non-linéaire plus
simple de type MLP. Ce résultat est conforme & I’hypothése d’efficience faible des marchés
financiers et correspond a la difficulté de prévoir les variations des cours, spécifiquement
quand de grands événements surviennent sur les marchés. Néanmoins, cette modélisation
fournit une séparation des états du marché représentée par deux régimes, I’'un caractérisant
les crises et l'autre les périodes stables. Quand on représente ’evolution des probabilités
conditionnelles pour le second régime, on est capable d’extraire précisément les dates cor-
respondant aux décisions ou aux événements générant de larges fluctuations de marché, et
plus généralement d’évaluer la durée totale d’une crise. Cette modélisation permet aussi
d’obtenir une caractérisation des crises sans recourir & des éléments ad hoc d’une définition
arbitraire. C’est ici en effet le modéle, et plus précisément 1’état de la chaine de Markov
cachée a un instant donné, qui autorise la classification de tel ou tel événement de marché
comme crise majeure sur les marchés financiers.

D’un point de vue économétrique, la prochaine étape de ce travail aurait été une classi-
fication des périodes de marchés, en faisant intervenir I'indicateur IMS, les probabilités
conditionnelles des différents régimes et les rentabilités associées aux différents régimes de
turbulence, dans le but de caractériser plus en avant la nature des crises financiéres.

Cependant, on a choisi de s’intéresser au probléme de non-identifiabilité et du choix du
nombre de régimes. La convergence des critéres de vraisemblance pénalisée a déja été dé-
montrée pour les mélanges de lois et pour les chaines de Markov cachées (Keribin (2000),
Gassiat (2002)). Au Chapitre 5, on étend ces résultats au cadre des mélanges de processus
autorégressifs, mais on rappelle d’abord au Chapitre 4 les principales notions dont on a be-
soin plus tard. Puisqu’on travaille dans un cadre autorégressif et donc dépendant, on passe
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3.6. CONCLUSION

en revue rapidement les différents types de dépendance et les théorémes limites associés,
ainsi que les conditions de stationnarité et mélangeance pour les modéles autorégressifs a
changements de régime.
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Chapitre 4

Stationnarité et propriétés de
dépendance faible des modéles
autorégressifs & changements de
régime markoviens

Trés utilisés dans la modélisation des séries temporelles depuis les années 90, les modéles
autorégressifs 4 changements de régime n’ont été étudiés du point de vue théorique que ré-
cemment. Les applications nombreuses en économétrie manquaient d’un support théorique
concernant leurs propriétés de régularité et stabilité comme la stationnarité, ’ergodicité
ou la dépendance faible. De plus, ces propriétés sont nécessaires pour pouvoir étudier le
nombre de régimes, construire un estimateur de ce nombre et établir les propriétés asymp-
totiques.

Ce chapitre sera donc dédié & un état de I'art non-exaustif sur les conditions suffisantes de
stationnarité, ergodicité et dépendance faible des modéles autorégressifs & changements de
régime markoviens, suivis de quelques résultats asymptotiques développés dans ce cadre et
qui sont employés par la suite.

4.1 Conditions suffisantes de stationnarité pour les modéles
autorégressifs & changements de régime markoviens

Dans l'introduction, on a mentionné la propriété de “stationnarité” des séries temporelles,
en la définissant de maniére trés intuitive comme une propriété de régularité du processus.
Plus précisément, si (Y;),c5 est une suite de variables aléatoires définies sur un espace de
probabilité (2, K, P), on définit les notions suivantes :

Définition 4.1 : La série (Y3),c, est stationnaire au sens stricte si la loi du vecteur
(Y, Yit1,...,Yin) est indépendante de t, pour tout h € Z.

Définition 4.2 : La série (Y3),c, est stationnaire au sens faible si EY; et Cov (Y3, Yiip)
existent, sont finies et indépendantes de t, pour tout h € Z.

49



CHAPITRE j. STATIONNARITE ET PROPRIETES DE DEPENDANCE FAIBLE
DES MODELES AUTOREGRESSIFS A CHANGEMENTS DE REGIME
MARKOVIENS

Tout processus strictement stationnaire qui admet des moments d’ordre deux finis est donc
faiblement stationnaire.

Voyons maintenant sous quelles hypothéses les modéles autorégressifs & changements de
régime markoviens vérifient les conditions de stationnarité stricte.

Dans cette section, on se place dans un cadre général qui comprend les modéles localement
linéaires et les modéles hybrides avec des perceptrons multicouches décrits au Chapitre 2.
On considére donc un processus bivarié (X;,Y}),c, qui vérifie le modeéle suivant, noté dans
la suite HMC-NAR(p) :

}/t = FXt (Y:f—la "'7}/t—p) + & (Xt) Ofl)

— (X%) est une chaine de Markov homogene, apériodique et irréductible, a valeurs dans
un espace d’états fini E = {e1,...,en}, ot N € N* et caractérisée par sa matrice de
transition A = (), ;_, » et sa mesure invariante p = (1i);=1 . n

- {F,,, i=1,..., N} est une famille de fonctions nonlinéaires autorégressives

— pour tout 4 = 1,..., N, (&¢ (€;))cz est un bruit i.i.d., les suites (e (€;));<;<n €étant indé-
pendantes. o

Introduisons maintenant les hypothéses suivantes, dans le cas particulier p =1 :
Hypothése (HS)

(HS1) Les fonctions de régression Fe, sont continues et sous-linéaires, ¢’est-a-dire que pour
tout ¢ = 1,..., N il existe (a;,b;) € Rﬁ_ tels que |Fe; (y)| < aily| +bi, y € R

(HS2) Pour tout i = 1,..., N, le bruit ¢; (¢;) admet une densité strictement positive par
rapport & la mesure de Lebesgue et il existe s > 1 tel que E|e; (e;)]° < oo

(HS3) Le rayon spectral de la matrice @, vérifie la rélation p (Qs) < 1, ou

(@)’ m1 -+ (an)’mn
QSZ : :

(a1)’mn1 -+ (an)’ 7N

Pour le modéle HMC-NAR(1) et sous 'hypothése (HS), Yao et Attali (2000) ont mon-
tré l'existence et 'unicité d’une solution strictement stationnaire et géométriquement er-
godique, ainsi que ’existence des moments jusqu’a l'ordre s pour la mesure stationnaire
de Y;.

On rapelle qu'une chaine de Markov (Y;) est dite géométriquement ergodique s’il existe
0 <n<1eta(y)> 0 une fonction borélienne qui vérifie [ a(y) u (dy) < oo tels que

Vo> 1, [P*(y,-) = pillye, < a(y)n™

ol ||-||y 4, représente la variation totale.

On peut donc remarquer que tout modéle & changements de régime markoviens et fonctions
de régression linéaires qui est stationnaire dans chaque régime, c’est-a-dire pour lequel
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4.2. RAPPELS SUR LES PROPRIETES DE DEPENDANCE FAIBLE DES
PROCESSUS AUTOREGRESSIFS

la;| < 1,4 = 1,..., N, est globalement stationnaire puisque dans ce cas la matrice Qs
devient sous-stochastique et 'hypothése (HS3) est immédiatement vérifiée.

Dans le cas particulier des modéles a changements de régime indépendants, les probabilités
de transition deviennent

mj=P(X;=j| Xy =i) =P (X, =j) =

et ’hypothese (HS3) s’écrit :

N
Z ; (ai)s <1
=1

La généralisation au cas p € N* est immédiate en reécrivant le modéle. Si on considére
maintenant le processus multivarié de dimension p :

Zt = tht—p+1 = (Ytta Yrtfla ) Yttfp—}—l)T ’

(Z;) peut s’exprimer comme un processus vectoriel autorégressif d’ordre 1, sous la forme

Fx, (Yi-1, ..., Yip) et (X¢)
Y1 0 ~ ~
Zy = : + : = Fx, (Zi—1) + & (Xy)
Yipt1 0

Le nouveau processus (X, Z;),c7 est une chaine de Markov et admet une unique solution
strictement stationnaire et géométriquement ergodique avec des moments d’ordre s > 1
sous les hypotheses (HS’) identiques aux hypothéses (HS) sauf en ce qui concerne la
premiére condition qui est remplacée par

(HS1’) les fonctions de régression ﬁei sont continues et sous-linéaires, c’est-a-dire que
pour tout ¢ = 1,..., N il existe (a;, b;) € R2 tels que || Fe, (Y1, -, Yp) || < @i [|(y1, - yp) || + bi,
(Y1, - Yp) € RP, on ||-|| est une norme quelconque.

4.2 Rappels sur les propriétés de dépendance faible des pro-
cessus autorégressifs

La stationnarité au sens strict n’est pas suffisante pour obtenir des résultats asymptotiques
dans le cadre des séries temporelles et donc des suites de variables aléatoires dépendantes.
Il est nécessaire d’introduire une mesure de la dépendance et de la quantifier. L’idée est
de se rapprocher d’une indépendance asymptotique en considérant des suites de variables
aléatoires dont le passé et le futur lointains sont indépendants. Cette indépendance asymp-
totique appelée aussi “dépendance faible” est mesurée par des coefficients de mélange et les
suites ayant cette propriété sont appelées mélangeantes ou faiblement dépendantes.
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CHAPITRE j. STATIONNARITE ET PROPRIETES DE DEPENDANCE FAIBLE
DES MODELES AUTOREGRESSIFS A CHANGEMENTS DE REGIME
MARKOVIENS

4.2.1 Coefficients de mélange et processus absolument réguliers

Dans ce document, on utilise les coefficients de mélange introduits par Volkonskii et Ro-
zanov (1959) et appelés coefficients de S-mélange ou absolument réguliers. Ce choix est
justifié d’un coté par la large variété d’exemples qui vérifient ’hypothése de régularité abso-
lue et d’un autre coté par I’existence de résultats asymptotiques dans ce cadre, notamment
un théoréme limite central uniforme. Pour un état de I’art sur les autres coefficients définis
dans la littérature et leurs propriétés, se rapporter & Doukhan (1995) et Bradley (2005).

Dans la suite, soit (2, C,P) un espace de probabilité. Un coefficient de S-mélange sera
défini en général comme une mesure de dépendance entre deux tribus :

Définition 4.3 : Soient A,B C K deuz o-algébres. Le coefficient de -mélange entre A
et B est :

I J
BAB) = supy 3 3P (4; 0 By) — P (4) B (B;)

i=1 j=1

ot le sup est considéré sur toutes les partitions finies de 2, {A1,..., Ar} A-mesurable et
{Bji, ..., By} B-mesurable.

On considére maintenant (Y;),c,, suite de variables aléatoires définies sur (€2, K, P) non
nécessairement stationnaire. En notant

Fi=0, k<t<l)

la tribu engendrée par les variables Y;, £ < ¢t < [, on peut introduire la définition suivante :

Définition 4.4 : Pour chaque n > 1, on définit les coefficients de B-mélange de la suite
(Y2)iez par

B (n) = supgezB (Tfoo,f,gin)

La suite (Y3),cq est absolument réguliére ou B-mélangeante si B (n) — 0 quand n — oo.

Si, de plus, la suite (Y;),, est strictement stationnaire, alors I’écriture des coefficients de
[-mélange se reduit & :

B(n) =B (Flo F)

On a vu a la section précédente que les processus autorégressifs & changements de régime
markoviens et fonctions de régression nonlinéaires pouvaient s’écrire comme des chaines de
Markov. Pour cela, on s’intéresse dans la suite aux conditions qui assurent la propriété de
régularité absolue aux chaines de Markov & espace d’états continu.

Soit (Y}),cz une chaine de Markov & valeurs dans un espace continu et non nécessairement
stationnaire. Alors, par la propriété de Markov, les coefficients de S-mélange s’écrivent :
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B (n) = suprezf (0 (Yi) ;0 (Yiyn))

Si de plus (Y3),cy, est strictement stationnaire, on a :

B(n)=p(o(Yo),0(Yn))

Avec ces définitions, on peut maintenant citer le résultat suivant (Doukhan (1995)) :

Théoréme 4.1 : Soit (Y}),cy une chaine de Markov strictement stationnaire et soit j1 sa
mesure invariante. St Y est aussi géométriquement ergodique, alors Y; est B-mélangeante
et il existe 0 < n < 1 tel que B (n) = O (n").

Remarquons donc que les modéles autorégressifs & changements de régime markoviens qui
vérifient les hypothéses (HS?) de la section précédente seront en particulier S-mélangeants.

4.2.2 Reésultats asymptotiques pour les processus absolument réguliers

Au chapitre suivant, on s’intéresse & un estimateur du nombre de régimes pour un modéle
autorégressif de type HMC-NAR(p) et pour obtenir sa consistance, on a besoin d’utiliser
des théorémes limite classiques dans le cadre des processus stationnaires et faiblement
dépendants.

Soit (Y}),cz un processus aléatoire qui vérifie les hypotheéses de stationnarité et S-mélangeance.

Sous la condition E|Y;| < oo, la loi forte des grands nombres se déduit du théoréme
ergodique.

En ce qui concerne un théoréme limite central, on travaille dans la suite avec des processus
indexés par des classes de fonctions et on a donc besoin d’un résultat fonctionnel uniforme.
Le résultat qui suit est tiré de Doukhan, Massart et Rio (1995). Pour I’énoncer, on va
d’abord rappeler quelques notions sur les processus empiriques et ’entropie & crochets et
ensuite on introduit une nouvelle norme fonctionnelle et I’espace associé.

4.2.2.1 Rappels sur les processus empiriques

Construits & partir d’un échantillon aléatoire, les processus empiriques sont des processus
stochastiques indexés par des fonctions permettant d’étendre les théorémes limite sur les
variables aléatoires & des fonctions mesurables sur un espace arbitraire quelconque. On ne
s’intéresse pas ici au cas plus général des événements non nécessairement mesurables, pour
cela se rapporter au livre de Van der Vaart (2000) duquel cette sous-section, ainsi que la
suivante sont inspirées.

Rappelons, par exemple, que si X1, ..., X, est un tirage i.i.d. de variables aléatoires de
fonction de répartition F', alors la fonction de répartition empirique est

1
Fp (t) = E Z 1{X¢§t}a teR
=1
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Plus généralement, si X1, ..., X,, est un tirage de fonctions mesurables indépendantes de
loi P, définies sur un espace de probabilité (€2, X,[P) et a valeurs dans un espace arbitraire
X, on définit la mesure empirique

1n
P, == Ox,
n n; X;

ol § est la mesure de Dirac. Si F est une classe de fonctions mesurables f : X — R, on
introduit le processus empirique indexé par F :

{]P’an Sy | fef}

Avec cette définition, la fonction de répartition empirique peut étre représentée comme un
processus empirique pour lequel X =R et F = {1],00,75], te R}.

On introduit maintenant deux classes de fonctions qui sont importantes dans la suite et
qui permettent des généralisations en version uniforme de la loi des grands nombres et du
théoréme limite central :

Définition 4.5 : Une classe de fonctions mesurables F est P-Glivenko-Cantelli si
supser |Pnf — Pf| — 0p.s.

o Pf = [, f (z) P (dz).

Définition 4.6 : Une classe de fonctions mesurables F est P-Donsker si
Gy, ~ G dans [?° (F)

0t Gy, = +/n (P, — P), ~ est une notation pour la convergence faible, |°° (F) est I’ensemble
des fonctions bornées définies sur F a valeurs dans R et G est un processus gaussien indexé
par F, de moyenne nulle et covariance E(f (X)g (X)) —Ef (X)Eg(X),V f,g € F.

4.2.2.2 Rappels sur ’entropie a crochets

Une classe de fonctions sera Glivenko-Cantelli ou Donsker en fonction de sa complexité ou
son entropie. Plusieurs conditions suffisantes ont été établies dans la littérature, suivant
les différentes définitions de ’entropie. Ici on considére uniquement la notion d’entropie a
crochets.

Soit F une classe de fonctions mesurables et pour tout r > 1, L, (P) est ’espace des

fonctions mesurables vérifiant

1/r

lglly.p = [[x 19 (@)I" dP ()] 7" < 0.
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Pour tout € > 0, on définit un e-crochet dans L, (P) par un couple de fonctions l,u € L, (P)
telles que P{I(X) <wu(X)} =1et [l —ul,p <e.

Une fonction f € F appartient au crochet [[,u] si P{l(X) < f(X) <u(X)} =1.

L’e-entropie & crochets de JF par rapport a la norme de L, (P) , notée H(j (¢, F, Ly (P))
se définit alors comme le logarithme du nombre minimum de e-crochets nécessaires pour

couvrir F noté Ny (e, F, Ly (P)).
Deux théorémes établissent si F est Glivenko-Cantelli ou Donsker en fonction de
Hy (e, F, Ly (P)) (Van der Vaart (2000)) :

Théoréeme 4.2 : Soit F une classe de fonctions mesurables. Si on suppose que
M (e, F, L1 (P)) < o0

pour chaque € > 0, alors F est P-Glivenko-Cantell.

Théoréme 4.3 : Soit F une classe de fonctions mesurables. Si on suppose que

J52 /My (e, F Lo (P))de < o,
alors F est P-Donsker.

4.2.2.3 Un théoréme limite central uniforme pour les séries stationnaires ab-
solument réguliéres

Une généralisation de la propriété de Donsker pour des séries d’observations dépendantes
et absolument réguliéres a été propsée par Doukhan, Massart et Rio (1995).

Tout d’abord, ils ont introduit une nouvelle norme notée |[-[|, 5 et construite & partir des
coefficients de S-mélange. Pour la définir, introduisons quelques notations.

Soit (Y3),cz un processus strictement stationnaire de loi marginale P, défini sur un espace
de probabilité (2, K, P) et a valeurs dans un espace polonais X'. On suppose que (Y;) est
absolument régulier et que la série des coefficients de S-mélange est sommable.

On définit la fonction de f-mélange de (V;) par 'extension cadlag de By, 8 (u) = By avec
la convention £y = 1.

Pour toute fonction non-décroissante 1, on note par 9! son inverse :

P~ (u) = inf {t, ¢ (t) < u}

Finalement, pour chaque fonction f € Ly (P), soit @ la fonction quantile de | f (Yp)| définie
comme inverse de t — P (|f (Yo)| > t).

On considére maintenant I'espace Lo g (P) qui comprend toutes les fonctions mesurables
vérifiant :
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1
I fllo,p = \//0 Bt (u) [Qy (w)]? du < oo

Le résultat de Doukhan, Massart et Rio (1995) est alors le suivant :

Théoréme 4.4 : Soit (Y3),cq une suite strictement stationnaire et B-mélangeante de va-
riables aléatoires (ou vecteurs aléatoires) de loi marginale P. On suppose que la série des
coefficients de B-mélange est sommable et on considére une famille de fonctions F telle
que F C Lo (P). Si Uentropie & crochets de F par rapport a la norme |[|-||5 5 vérifie la
condition d’intégrabilité

1
/ VM (6. F Lo (P))de < oo
0

alors :

(i) La série ), ., Cov (f (Yo), [ (Y)) est absolument convergente sur F vers une forme
quadratique non-négative T (f, f) et

(@S INY = F e < 1 lla,p

(ii) Il existe une suite (Z("))n>0 de processus gaussiens indexés par F avec la fonction
de covariance I' et des trajectoires p.s. uniformement continues telle que

supger | = 3 (F (%) = P) = 20 (1) 570
=1

quand n — 0.

On a donc établi des conditions suffisantes de régularité et stabilité des modéles autoré-
gressifs a changements de régime markoviens. Sous les hypothéses (HS?), on a vu que les
modéles HMC-NAR (p) étaient strictement stationnaires, géométriquement ergodiques
et en particulier géométriquement [-mélangeants. Sous ces mémes hypothéses, on peut
maintenant traiter au chapitre suivant le probléme d’estimation du nombre de régimes.
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Chapitre 5

Estimation du nombre d’états pour
les modéles autorégressifs a
changements de régime

Ce chapitre est consacré & I’étude d’un estimateur de maximum de vraisemblance pénalisée
pour le nombre d’états d’'un modéle autorégressif & changements de régime. On suppose
dans la suite qu'un n-échantillon (Y1,...,Y;) d'une série temporelle & valeurs réelles (Y;),.,
a été observé. On suppose aussi que Y; dépend de Y;_1 et d’un processus caché & valeurs
discrétes (X¢), ce dernier pouvant étre soit i.i.d. (modeéles autorégressifs a changements
de régime indépendants), soit une chaine de Markov homogéne (modéles autorégressifs a
changements de régime markoviens). Le processus caché peut prendre un nombre fini de
valeurs, chacune d’elle définissant ce qu’on appelle un “régime” ou un “état”.

Les résultats théoriques concernant ces modéles et cités au Chapitre 2 ont été obtenus
dans le cadre particulier d’un nombre de régimes supposé connu a ’avance. Si le nombre
de régimes n’est pas fixé, tester quelle est sa vraie valeur souléve un probléme de non-
identifiabilité sous I’hypothése alternative. Dans ce cas, sous I’hypothése nulle, la matrice
de l'information de Fisher est dégénérée, les conditions de régularité usuelles ne sont pas
remplies et la théorie sur la convergence du rapport de vraisemblance vers une distribution
du chi-deux ne s’applique pas.

Cependant, plusieurs méthodes pour estimer le cardinal de l’espace d’états de (X;) ont été
proposées dans le cadre particulier des mélanges : des techniques nonparamétriques dans
Henna (1985), Roeder (1994) ou Izenman et Sommer (1998), des méthodes de moments
dans Lindsay (1983) ou Dacunha-Castelle et Gassiat (1997) et des méthodes de maxi-
mum de vraisemblance pénalisée dans Leroux (1992b), Keribin (2000) et Gassiat (2002).
D’ailleurs, Gassiat (2002) a montré la convergence en probabilité vers le vrai nombre de ré-
gimes pour un estimateur de vraisemblance pénalisée dans le cas oil le processus (Y, X¢),cz
est une chaine de Markov cachée (voir la Définition 2.1). On va étendre ce résultat au cadre
des modéles autorégressifs non-linéaires & changements de régime, avec des modifications
étant dues aux problémes de dépendance qui apparaissent entre les observations.
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CHAPITRE 5. ESTIMATION DU NOMBRE D’ETATS POUR LES MODELES
AUTOREGRESSIFS A CHANGEMENTS DE REGIME

5.1 Le modéle

Dans un premier temps, on étudie les modéles autorégressifs & changements de régime
indépendants. On verra plus tard si les résultats qu’on va montrer peuvent s’étendre au
cadre plus général des changements de régime markoviens. Dans toute la suite, on considére
que le nombre de retards est connu et égal & un, la généralisation & un nombre de retards
fini quelconque étant immédiate.

Soit donc le processus (X3, Y;),cz qui vérifie le vrai modéle :

Y, = F%, (Yi 1) + &0 (X0) (5.1)

ou

— (X}) est une suite non-observée de variables aléatoires i.i.d., prenant des valeurs dans un
espace fini {1,...,pg} et ayant pour distribution la loi discréte 7° = (7‘!’?)1.:1,_“,[)0 ;

— pour chaque i = 1,...,pg, F? (y) est une fonction nonlinéaire autorégressive qui dépend
du paramétre 99 € E, avec E sous-ensemble compact de R ;

— pour chaque i = 1,...,pg, (&¢(%)),cz est un bruit ii.d. et les suites (g4 (4));<;<n sont

indépendantes.
Introduisons maintenant les hypothéses suivantes :
Hypothéses (HS)

(HS1) Les fonctions de régression sont continues et sous-linéaires, c’est-a-dire que pour
tout 4 = 1,...,po, il existe (a?,b?) € R tels que |FZ-0 (y)‘ <adly|+8),yeR

(HS2) Pour tout i = 1,...,po, le bruit (e (i)) admet une densité f? strictement positive
par rapport a la mesure de Lebesgue, qui dépend du parameétre 6 et il existe s > 1 tel que

Ele; (1)]° < o0
(HS3) La loi 7° des X; vérifie la rélation :

Avec les hypotheses (HS) et suivant le résultat de Yao et Attali (2000) décrit a la sec-
tion 4.1, le modeéle (5.1) admet une unique solution, strictement stationnaire et géométri-
quement ergodique, donc en particulier géométriquement S-mélangeante, dont la mesure
stationnaire a des moments finis jusqu’a ’ordre s.

5.2 Construction du critére de vraisemblance pénalisée

On consideére maintenant qu’on a observé un n-échantillon {y1,...,y,} de la série (Y}),z.
Pour chaque observation y;, la vraie densité conditionnelle sachant la valeur précédente
y¢—1 et marginale par rapport a (X;) s’écrit :
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Po
Felyea) =Y w7 (e — Y (1)

=1

Remarquons que les changements de régime étant indépendants, (Y;) est une chaine de
Markov et f (y: | y1—1) n’est autre que sa densité de transition. Dans ce cas, il s’agit donc
d’un processus markovien & transition de type mélange de populations.

Le but étant de construire un estimateur consistent du nombre d’états py du processus
caché (Xy),cz, on considére la famille de tous les mélanges de densités conditionnelles
jusqu’a un nombre maximum de régimes P > 0. Soit donc

P
Gr=J G
p=1

P P
Op = {g | 9o ly) =) mifilya—Fi(pn)), m >0, Y m= 1}
=1 =1

ou, pour chaque ¢ = 1,...,p,

— F; est une fonction nonlinéaire autorégressive qui dépend du parameétre 8; € E
— f; est une densité strictement positive par rapport & la mesure de Lebesgue, qui dépend
du paramétre 6; .

On fait de plus une hypothése sur la compacité de ’espace des paramétres :
(HC) Pour tout i = 1,...,p, (7;,6;) €T x E, avec T x E C [0,1] x R? ensemble compact.

Pour chaque g € Gp, on définit le nombre de régimes de g par :

p(g) =min{p € {1,... P}, g € Gy}

Avec cette notation, le vrai nombre de régimes est pg = p (f).

On introduit maintenant p, ’estimateur de maximum de vraisemblance pénalisée pour le
vrai nombre de régimes po défini comme ’argument qui maximise

T, (p) = SngEgpln (g) — Qn (p) (5'2)
pour p € {1,..., P} et ou
n
In(9) =) logg (yi | y1-1)
t=2

est la log-vraisemblance marginale par rapport & Xi,..., X, et a,(p) est un terme de
pénalité qui reste & définir.

Nous prouvons maintenant dans la section 5.3 que p est un estimateur consistent de py.
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5.3 Consistance de ’estimateur du nombre de régimes dans
le cadre des changements de régime indépendants

Avant d’énoncer le résultat principal, on a besoin pour le démontrer de 'inégalité suivante,
qui est une extension au cas multivarié du résultat de Gassiat (2002) et dont la preuve qui
est identique est donc omise :

Proposition 5.1 : Soit G C Gp une famille paramétrique de densités conditionnelles
contenant le vrai modéle f. Pour chaque g € G, on considére la fonction score généralisé

9ly2ly1) _ 4
Sg (ylayQ) = %
HT B ‘ L2 ()

ot p est la mesure stationnaire de (Y;—1,Y;). Alors on a linégalité :

(Z?:Q Sg (Yt—1, yt))2
Z?:z (39)2_ (Yt—1, 1)

1
SUPgeg (ln(g) —la(f)) < ESUPQEQ
avec la notation (sq)_ (yi—1,yt) = min (0, sg (yi—1,yt))-
A T'aide de cette inégalité, on peut énoncer et prouver le résultat suivant :

Théoréme 5.1 : On considére le modéle autorégressif (X, Y:),c, @ changements de régime
indépendants défini par (5.1) et le critére de vraisemblance pénalisée T, (p) introduit dans
(5.2). Faisons aussi les hypothéses suivantes :

(A1) ay (-) est une fonction croissante de p, an (p1) — an (p2) = 00 quand n — oo pour
tout py; > py et a"T(m

(A2) le modeéle (Xy,Y:) vérifie une propriété d’identifiabilité faible :

— 0 quand n — oo pour tout p € N

p Po p Po
S omifilyr = Fi()) =Y m £ (we — F (gs-1)) © D> mido, = Y _ 7690
i—1 i=1 =1 =1

o, pour tout x € E, §; est la mesure de Dirac concentrée en x.

(A3) pour tout i = 1,...,p, la paramétrisation 0; — f; (y2 — F; (y1)) est continue pour
chaque (y1,1y2) € R? et il existe une fonction m (y1,y2), intégrable par rapport a la mesure
stationnaire de (Y3, Y;—1), telle que ¥V g € G, |log (g)] < m

(A4) le modéle (X3,Yy),cq vérifie Uhypothese de stationnarité (HS) et la famille de
fonctions scores généralisés

9(y2ly1)
S = 8g, Sg(y1,92) = Sl - eg, H% -1

= #0
H%_l‘m(u)

L2(p)
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5.8. CONSISTANCE DE L’ESTIMATEUR DU NOMBRE DE REGIMES DANS LE
CADRE DES CHANGEMENTS DE REGIME INDEPENDANTS

est dans L2 (1) et pour chaque ¢ >0 :

Hi) (&: 8, [I-llp) = O (Jlog e])

Alors, sous les hypothéses (A1)-(A4) et (HC), p — po en probabilité quand n — oo, ow
p est Uestimateur qui mazimise Ty, (p) pour p € {1, ..., P}.

Preuve :
La preuve de ce théoréme est une légére adaptation de celui de Gassiat (2002).

On montre dans un premier temps que p ne surestime pas la vraie valeur py :

P
P(>po) < 3 B(Tn(p) > To () =
p=po+1
P
= Z P (SUPgEgp (In(g9) = In (f)) —an (p) > SUPgeGp, (In(g) = In(f)) —an (pO)) <
p=po+1

z 1 (X, 54 (Yie1, V7)) )
< Pl =su =279 ! an (p) — ay,
<2 (2 Pty (s (¥, vp )T (o)

en appliquant I'inégalité de la Proposition 5.1 et en remarquant supgeg,, (In (9) —In (f)) >
0.
Sous I’hypothése (HS), il existe une unique solution strictement stationnaire (Y;) qui est

aussi géométriquement ergodique et en particulier geométriquement S-mélangeante. Alors,
en remarquant que

/B,SIYt*l;Yt) — lBYt

n—1»
la suite bivariée (Y;_1,Y;) est aussi strictement stationnaire, ergodique et géométriquement
[-mélangeante.

Doukhan, Massart et Rio (1995) ont donné des conditions suffisantes basées uniquement sur
lanorme Ly pour que la condition sur 'entropie a crochets Hyj (e, F, Lg g (P)) du Théoréme
4.4 soit verifiée. Ainsi, si les coefficients de S-mélange convergent géométriquement vers 0,
il suffit que

Hy(e,S, L2 (P)) = O (|log €l)
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pour qu’on ait la convergence uniforme du Théoréme 4.4.

Le processus (Y;—1, Y}) étant géométriquement S-mélangeant, cette remarque et I’hypothése
(A4) permettent d’appliquer le théoréme 4.4 et on aura que

{\/%Z% (Yi—1,Y}) | g€gp}

t=2

est une suite uniformément tendue et vérifie un théoréme limite central uniforme, alors

2
1 n

SUPgeg, 7 (Z Sg (Yt—hYt)) = Op (1)
t=2

En méme temps, S C L2 (u) et en utilisant ’hypothése (A4) une nouvelle fois, S? =
{(sg)z, g€ gp} est Glivenko-Cantelli. Et finallement, puisque (Y;—1,Y;) est strictement
stationnaire et ergodique, on aura la convergence uniforme en probabilité :

. 1 O .
angegpm Z (59)2_ (Yie1,Y:) — angegp ”(39)_ ||i2(u)
t=2

quand n — oo.

Pour finir la premiére partie, il reste & montrer que

infgeg, ”(39)—HL2(N) >0

Si on suppose, au contraire, que in fyeg, || (8q = 0, alors il existe une suite de fonc-

)Mz
tions (sg,),~; avec g, € Gy et telle que ||(sgn)7”L2(u) — 0 quand n — oo. La convergence
en Ly de (sq,)_ implique aussi la convergence en Li, ainsi que p.s. pour une sous-suite
89, de sg,. Puisque [sg,du = 0 et sg, = (sg,)_ + (5g,),, 01 (8g,), = maz (0, s,),
on obtient que [ (sg,), du = — [(s4,)_dp = [ |(sgn)_‘ dp et donc (sg,), tend vers 0 en
Ly et p.s. pour une sous-suite sq ,,. L’hypothése (A4) assure l'existence d’une fonction
dominante de § de carré intégrable et on a finalement qu’il existe une sous-suite de s,
convergente vers 0 p.s. et en Ly, ce qui contredit le fait que [ sgdu = 1, pour tout g € Gp.

On obtient alors que

(St G Y0P _ )

SUPgeg =
S 5 (89)” (Yie1, Vi)

En utilisant la suite uniformément bornée en probabilité au dessus et I’hypothése (A1),
on a

P(p>po) =0
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quand 1 — oo.

Maintenant il reste & démontrer que p ne sous-estime pas py :

po—1
PG <po) < 3 P(To(p) > T (p0)) =
p=1
po—1
= Y P (supgeg, (In (9) = In (f)) = an (p) > supgeq,, (In (9) = In (f)) — an (po)) <
p=1

n—1 n—1

< poz_:lﬁl’ (supgegp (In (9) = ln (f)) > an (p) —an (pO))

p=1
en utilisant le fait que supgeg, (In (9) — i (f)) > 0.

Sous ’hypothése (A3) la classe de fonctions {log%, g € gp} est Glivenko-Cantelli et on a

la convergence uniforme en probabilité suivante :

1

mSUpgegp (ln (g) —ln (f)) — SUPgeg, /lOQ%dﬂ

D’un autre coté, p < pg et en utilisant ’hypothése (A2), la limite est négative. Ceci avec
I’hypothése (A1) donne finalement

P(p<po) =0

quand n — oo et la preuve est compléte.

5.4 Application pour les modéles & bruit gaussien

5.4.1 Le modéle
Dans cette section, on s’intéresse aux applications du théoréme précédent. Il s’agit de savoir

si les hypothéses (A1)-(A4) sont vérifiées dans le cadre d’'un modele o les fonctions de
régression sont linéaires et le bruit est gaussien.

On consideére le processus (X¢,Y}),cz qui vérifie le vrai modele :
Y, = F%, (Yie1) + o%,e (5.3)
ou
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— (X}) est une suite non-observée de variables aléatoires i.i.d., prenant des valeurs dans un
espace fini {1,...,pg} et ayant pour distribution la loi discréte 70 = (7TZQ)Z.:1 20

— Pour chaque i = 1, ...,po, FY (y) = aly + b est une fonction autorégressive qui dépend
du paramétre 99 = (a?, bg, O'ZQ) € E, avec E C R? x R ensemble compact

~ (&t);¢z est un bruit i.i.d. suivant une densité gaussienne centrée et réduite.

5.4.1.1 Stationnarité et ergodicité du modéle

Le processus vérifiant le vrai modele (5.3) est stationnaire et ergodique si les hypothéses
(HS) énonceées a la section 5.1 sont vérifiées.

Mais, comme les fonctions de régression sont linéaires et que le bruit est gaussien, la seule
condition & vérifier est (HS3). Pour qu’elle soit remplie, il suffit de supposer que chaque
régime est stationnaire, c’est-a-dire de faire I’hypothése supplémentaire :

Hypothéses (HS?) : Pour chaque i € {1,...,po},

a?‘ < 1.

Avec cette hypotése, on a le résultat suivant, qui garantit la stabilité du modéle, ainsi que
I'existence d’'un moment exponentiel pour Y; qui servira dans la suite :

Proposition 5.2 : Sous Uhypotheése (HS’), le processus (Xy,Yy),cq vérifiant le modele
(5.3) est strictement stationnaire, géométriquement ergodique et, en particulier, géométri-

quement S-mélangeant. De plus, il existe 6 > 0 tel que E (e‘SYt2> < 00.
Preuve :
La premiére partie du résultat est une conséquence du Théoréme 2 de Yao et Attali (2000).

Pour démontrer ’existence d’'un moment exponentiel, faisons d’abord quelques notations.
: _ ) 0, _ , 0 _ , 0

Soit donc 0 = maxi—1,.. p,0;, P = MAT;=1,... po |ai | <letb=maz;—1,. p, |bi ‘ Alors, pour

tout s € N*, on a :

2
Y[ = |F%, (Yio1) + o%,e]” < (p|Vioa| +b+oe])* < ... <

00 2s 00 2s
< <b+a|£t| +Zpk (b—l—a|€t_k|)) = (Zpk (b+a|et_k|)>

k=1 k=0

En passant & l'espérance par rapport a la loi stationnaire de Y; :

1
s

1 [e's) 2s\ 2 o N
E(|v*)" <E (Z P oto |et_k|)> <Y o (b +E (jersl™) )
k=0 k=0

et comme p < 1 et que la norme Ly est dominée par la norme Lgg, on obtient :

1
1 b+0]E(|5t|25>2s 1
E |1/t|23 2s < Sb+0E ‘5t|25 2s
1—p 1-
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Le moment exponentiel peut s’écrire

E(e‘SYtQ):Z]En,Zl sk < ZIE|Zt'|2IC

k=0 k=0

k
5 b+o\’
I—p
Le dernier terme étant la fonction génératrice des moments d’une loi x? (1), il est fini pour

2
tout & tel que 0 < 6 < % (ﬁg) )

5.4.1.2 Construction de ’estimateur de maximum de vraisemblance pénalisée

Pour estimer le vrai nombre de régimes du modéle py, on suppose qu’on peut fixer une
borne supérieure P > 0 et considérer la famille de toutes les densités possibles pour Y; ,
conditionnellement & Y;_; et marginales en (X3) :

P
gP = U gp
p=1

p
gp:{g|gy2|y1 Zﬂ'zfz ( )),Wi2n>0,Z7Ti:1}

=1

olt, pour chaque i € {1,...,p}, F; (y) = aiy +b; et f; ~ N (0,0?), avec 0; = (a;, bi,0;) € E,
ECR?x R compact. La condition m; > 7 > 0 est assez naturelle et, de plus, garantit la
consistence des estimateurs de maximum de vraismblance quand p est fixé.

On définit alors p comme ’argument qui maximise le critére de vraisemblance pénalisée

T, (p), ou

Ty (p) = supgeg,ln (9) — an (p)

avec I, (g) et an (p) définis dans la section 5.2.

Sous les hypothéses du théoréme 5.1, p converge en probabilité vers py quand n — oc.
Avec un bon choix de la pénalité, ’hypothése (A1) est vérifiée. Il suffit, par exemple, de
considérer pour ay, (p) le terme de pénalité du critére BIC. L’hypothése (A2) est vérifiee
si les densités sont gaussiennes selon le résultat de Teicher (1963), tandis que (A3) est
immeédiatement vraie dans le cas gaussien.

L’hypothése clé & vérifier est donc (A4). Pour le montrer, soit S la classe des fonctions
score généralisés :
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9(y2ly1) g
S = Sg» Sg(yla?ﬂ):MagegPa ‘__1 750
T
L2(p)
ot f(ya|y1) =20 70f0 (yo — F? (y1)) est la vraie densité conditionnelle marginale en

X} et p est la mesure stationnaire de (Y3, Y;_1).

On vérifie dans la suite que cette classe est bien définie et qu’elle vérifie la condition sur
I'entropie & crochets de I'hypothése (A4).

5.4.2 Fonctions scores généralisés et vérification de la propriété de Dons-
ker

5.4.2.1 Existence des fonctions scores généralisés

Pour que le quotient des densités soit intégrable dans le cadre gaussien, on montre qu’il
faut que les modéles possibles considérés ne soient pas trop différents du vrai modéle.

On commence par étudier le cas le plus simple d’un vrai régime unique contre deux régimes
possibles, pg = 1 et p = 2. Dans ce cas, la vraie densité conditionnelle est

Flyzly) = £ (v2— F° (m1))

et les densités possibles ont la forme suivante :

gy | y) =7fi(ye — F1(y1)) + (1 = 7) fa (y2 — F2 (y1))

Avec ces notations, on peut alors montrer le résultat qui suit :

< 0
L2(u)

est que o? < 2(00)2 et ‘ai —a0| < \/(5 (2 (00)2—03) pour i = 1,2 et § > 0 tel que

Proposition 5.3 : Une condition suffisante pour vérifier linégalité H% — 1‘

%
E (e‘Wt2) < 0.
Preuve :

Si p! est la mesure stationnaire de Y;, on a

2 2
- 9@ely) ) N
LGy /?llayze]R <f iy )7 (y2 | y1) dyzdp’ (y1)

2
g (y2 | y1) 1
- I 2 LYY oyt (1) — 1

/R Flyo [ yn) 222t ()

66



5.4. APPLICATION POUR LES MODELES A BRUIT GAUSSIEN

et en remplagant par g (y2 | y1) = 7f1 (y2 — F1 (y1)) + (1 — ) f2 (y2 — F> (y1)) et utilisant
Vinégalite

2f1 (v — F1 (11)) fo (y2 — Fo (1)) < f£ (o — F1 (w1)) + f3 (v2 — Fa (31))

on obtient :
2 2 _ . 2 .
[FIRY Y . RS URERIES. 1 LEES TR YRS
f L2(n)  JyryeeR f(y2 [ y1)

Le dernier terme est fini si, par exemple,

2 (1 —
S gaer M?@?dewdﬂl (y1) < o0

2 (y2—F:
S gaer %dwdul (y1) < o0

Si on remplace maintenant fi, fo, f par des densités gaussiennes centrées d’écarts-type
o1, 09 et, respectivement, o¥ et Fy, Fy, F° par des fonctions linéaires, pour i = 1,2 les
intégrales au-dessus deviennent égales &

o _(1__ 1 o m(yn))? (Fi(yl)—go(m)z
/ (/ o e (012 2(00)2)(?! (y1)) dy2> e 2(c0) _%2 dﬂl (y1)
y1ER Y

2
2ER 2ai

2(0°) 2 Fy(y1)— 02 FO(1)
2(00)2701-2

ot m (y1) =

Pour que l'intégrale en ys soit finie, il suffit d’avoir o7 < 2 (00)2 et, en utilisant 1’existence

._ 0
d’un moment exponentiel fini pour Y;, I'intégrale en gy est & son tour finie si 2(:;0)7;_)02 < 4.

La généralisation au cas p,pg € N quelconques se déduit aisément du cas précédent :

< o0 est
) L2(p)
que pour chaque i € {1,...,p}, il eziste k € {1,...,po} tel que o? < 2 (02) et |ai — a2| <

\/(5 (2 (02)2 — 02-2) avec § > 0 et E(e‘syf) < 00.

Preuve :

Proposition 5.4 : Une condition suffisante pour vérifier l’inégalité H% -1

Dans le cas général, la vraie densité conditionnelle est notée

Flya lyn) = m £ (v2 — FY (1))

=1
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et les densités possibles ont la forme suivante

g (y2 | y1) Zﬂ'zfz Y1)

Alors, en notant u! la mesure stationnaire de Y;, la norme de la fonction score généralisé
1A 3
s’écrit :

2
y15y2€R f

L2 () (y2 | 1)

2
_ / (s mifi (y2 = Fi (1)) dyadp’ (y1) — 1
Yy

1,y2€R Zfil W?fio (y2 - Fio (yl))

En utilisant 'inégalité (3-8, mifi (yo — F; (y )2 < P mif? (y2 — F; (y1)), Vintégrale est
finie si, pour chaque i =1, ..., p,

/ f? (y2 — Fi (y1))
v192€R Doy T fY (y2 — FP (1))

dyadp’ (y1) < 00

D’un autre coté, Y 22, w0 £ (y2 — FYL (y1)) > 7o f2 (y2 — FY (y1)) pour tout k = 1,...,py et
donc la norme est ﬁnle si pour chaque i€{l,..,p}, il existe k € {1,...,po } tel que

2 (g2 — Fi (1))
/yl,y2eRfk (yg—FO( ))dy?dﬂ( Y1) < 00

Finalement, par la Proposition 5.3, cette derniére intégrale est finie si 07 < 2 (02)2 et

(ai— “k)2
2(02) —Ui <9.

Par ailleurs, puisque I'hypothése d’identifiabilité faible (A2) est vérifiée pour les mé-
langes de lois gaussiennes (Teicher (1963)) et comme on a supposé m; > n > 0 pour
tout i € {1,...,p}, les estimateurs de maximum de vraisemblance 6,, = (é1,n, ey ép,n) sont
consistants. La preuve de ce résultat dans le cas plus général des changements de régime
markoviens se trouve, par exemple, dans Krishnamurthy et Rydén (1998). Mais la consis-
tance des estimateurs est suffisante pour que les conditions de la proposition 5.4 soient
remplies pour n suffisament grand.

L’existence des fonctions scores généralisés étant prouvée, il reste & montrer que pour tout

e >0, My (e,S,-lly) = O (llog ).
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5.4.2.2 Veérification de la propriété de Donsker pour la classe des fonctions
scores généralisés S

Pour chaque g € Gp, soit p = p(g) le nombre de régimes de g. On considére le paramétre
global ® = (8, 7) ou 0 = (61, ...,0p), # = (71, ..., ™p) et la fonction score généralisé associée :

9 _
7 1

P

8¢ 1= 8¢ =
§

L*(u)

En général, vérifier des conditions sur I’entropie & crochets d’une classe de fonctions in-
dexées par un paramétre est assez immédiat sous de bonnes conditions de régularité, selon
le résultat suivant tiré de Van der Vaart (2000) :

Proposition 5.5 : Soit X1, ..., Xy, un n-échantillon aléatoire de loi P et soit F = {fy, 0 € ©}
une classe de fonctions mesurables indexée par ensemble borné © C RE. Sl existe une
fonction mesurable m telle que P |m|> < oo et

|fo, (x) = fo, ()] < m(2) |01 — 02

pour tout 01,02 € ©, alors il existe aussi une constante K qui dépend uniquement de d et
de ©, telle que

diam ©\?
sr (s

3

N (e limlls,p 1

pour tout 0 < € < diam ©.

En ce qui concerne la classe de fonctions &, des problémes de régularité apparaissent

L) — 0 et le résultat énnoncé ne peut pas étre appliqué directement.
w
Dans ce cas, 'idée consiste a diviser S en deux sous-ensembles, Sy et S\ Sp, tels que

H% —1‘ 20 — 0 sur Sp. Il existe donc 6 > 0 tel que Sy = {sq4, g € Fo} ou Fy =
I

{g € Gp, H% B 1HL2(M) <9 H% B 1) L2(u) 7 0}'

Sur S\ Sy, il est immédiat de voir que

lorsque H% -1

g _ 92
f f

g1 _ 92 _ )
; 1 _ f? 1 2 L2(w)
-1 !

% - 1
pour tous les g1,g92 € Gp \ Fy et donc

92 _ g1 _
f f

L?(p) ‘ L*(u) Lz(u)_ ‘ L>(u)

69



CHAPITRE 5. ESTIMATION DU NOMBRE D’ETATS POUR LES MODELES
AUTOREGRESSIFS A CHANGEMENTS DE REGIME

91 g2 __
F 1 r 1
91 _
7 1‘

9 g
F T

<2
)

L2 ()

|

D’un autre c6té, les conditions énoncées a la Proposition 5.4 pour assurer 1’existence des
fonctions score généralisés garantissent aussi que % admet des dérivées partielles d’ordre
un de carré intégrable. Ceci permet d’appliquer la Proposition 5.5 et on aura finalement

que

92
i 1)

L2(u) ‘ L2(u) L2 (p)

1\ 4P
Mi(e,8\ S, [ll) =0 <E>

Il reste donc a prouver que Sy est Donsker. Pour cela, I'idée est de reparamétriser le
modeéle de fagon & ce qu'une partie des nouveaux paramétres soit identifiable et le reste
regroupe toute la non-identifiabilité avec pour but d’arriver & obtenir un développement
de Taylor autour de la vraie valeur du paramétre identifiable. Dans la suite, on utilise une
modification de la méthode proposée par Liu et Shao (2003).

Remarquons que puisque g — f sur Fy, on est dans le cas p > pg. Lorsque j% -1=0,
I’hypothése d’identifiabilité faible (A2), ainsi que la condition 7; > 1 > 0 pour tout i =
1,..., P, impliquent ’existence d’un vecteur t = (ti)ogz’gpo qui, modulo une permutation,
permet de réécrire le parameétre ® comme suit :

_ o _p —qo t; .0 o
O 141 = . =06 =0, et ij:ti,lﬂ m; =7, pour tout i = 1,..., P.

Dans le cas général, on va alors définir s = (8i);<;<,, €t ¢ = (qj)1<j<p tels que, pour
chaque 7 € {1,...,po} et pour chaque j € {t;_1+1,...,t}, o

t;

_ ) 0o ., _ T4
8 = E: T T T 45 = I
j=ti_1+1 Zl:ti—l +1 7
E i = Sl idere alors 1 11
n remarquant que par construction on a SPO = i=1 S§;, Ol considere alors la nouvelle

paramétrisation @y = (P, 9¢) ol

by = ((ej)lsjgp ) (Si)lgiﬁpo—l) et Py = (qj)lgjgp

Avec cette reparamétrisation, ¢¢ contient toute la partie identifiable du modele, alors que
1 contient les parameétres non-identifiables. Pour le vrai modéle g = f, on a donc

pp= (67,...60 ., 6,..60, 0,.,0)"
N— —— S~
t1 tpo = tpo—1 Po—1
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Maintenant, on s’intéresse & ’existence d’un développement de Taylor & 1’ordre deux de
9 — 1 autour de ¢{. Pour cela, on introduit d’abord quelques notations qui permettent de
faciliter 1’écriture. Soit donc

fi (y2 — Fj (y1))
£ (y2 — F? (1))

95 (Y1,92) = g; (Y2 | 1) = 7 -1

Avec les paramétres nouveaux définis, le quotient des densités s’écrit alors

et comme sp, = —Zpol i, on a

ktslla

po—1 po—1 tpg
SEDMCEEID oS I 9P B DR Y

1=1 j=ti—1+1 1=1 j:tp0_1—|—1

En remarquant aussi que lorsque ¢y = ¢?, le rapport % ne varie pas en fonction de ),

nous allons étudier la variation de ce rapport pour ¢ dans un voisinage de ¢? et pour
fixé. On utilise les notations suivantes pour les ¢¢-dérivées partielles de la fonction quotient
calculées en ¢} :

ag 839'
= g, (), o) = (¢t,¢t) § = gr (9094
J
Avec ces notations, on a la proposition suivante :

Proposition 5.6 : Pour chaque ¢ fizé, il existe un développement de Taylor & l'ordre
deur autour de ¢ :

1
% —1= (¢t - ¢2)T (¢0 wt) (¢ ¢t)T I(,¢0’¢t) (¢t - ¢2) + O(D (¢t’¢t))
i D (g 90) = ||F =1,
t; T Po
(66— )" 9 sp.00) Zvr thZHqﬂj —600 | g+ ;siggg (5.5)

et
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T
Po t;
(¢ ¢t)T ,(I¢°,wt) (¢t - ¢i’) = Z 2s; Z qi0; — 9? git+
i=1 j=ti_1+1
t;
S g (6, 69)" gt (65— 6°) (5.6)
Jj=ti_1+1
De plus,
T 1 T n _ 40y _ _ 40
(¢t ¢t) (¢0 ,¢t) (¢ ¢t) (¢0,’¢1t) (gbt ¢t) 0= ¢t ¢t (57)
Preuve :

Le premier terme se calcule facilement en remarquant que le ¢¢-gradient de % — 1 calculé
au point (¢2,¢t) s’écrit :

. . a(4-1
- pour i € {1,...,po} et j € {ti_1 +1,.... 4}, (59] ) (62, 4¢) = g5

— pour i € {1,...,pp — 1},

a(2-1 t
(851 ) (62, 9) = 2fr, 14193900 — 27%, 14193903, = o0 — 902,

Le terme d’ordre deux s’obtient directement, une fois que la matrice hessienne est calculée

en (¢2a¢t) :
o (5-1)

- g (#04e) = majgi, pour i =1, po et j = tici + 1,0ty
- yagw (#0,46) = 0, pour j,l =1,...,p avec j #1

- 62821352) (49,4¢) = 0, pour 4,k =1,...,po — 1

- %( $e) = gjg}, pour i = 1,.opp — L€t j = ti 1 + 1.ty

62 . .
- 62,-6@- (¢2,¢t) = —qjg]'oo, pouri=1,...pg —let j=1t,_1+1,....%p
— les autres dérivées croisées de s; et ¢; sont nulles

Montrons maintenant que le reste est o (D (¢, %t)). Pour cela, il suffit que les ¢¢-dérivées
partielles a I'ordre trois de %4 —1 soient uniformément dominées par une fonction d’intégrale
finie. Mais, en utilisant ’expression (5. 4) il est immeédiat que ces dérivées s’écrivent comme
des combinaisons linéaires de g;, g(';,i, 90 gg’ , 1 €{1,...,p} et donc il suffit que ces fonctions
soient uniformément dominées par une fonction d’intégrale finie.
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Vérifions cette derniére affirmation. On commence par calculer gj, gy, gp., i € {1 }
Comme 0; = (a;, b;,0;), les dérivées partielles d’ordre un de g;, ¢ = 1,...,p sont :

Jgi 1 ofi ofi ofi
S ) = s (VIR G (1 10) VIR G 1) VIR G (2 1)

ou

of; —i(w—Fi(yl))rZ
\/%8_5 (y2 | y1) = y—g(y2 —F;(n))e >

of; 1 — L (y2a—Fi(y1))?
VB 2 1) = 5 (= B 2T

ofi (yo— Fy (11))* 1 S5y (y2—Fi(y1))®
\/2_7Ta—ai(91|92): [a—g*_a_g e i

La matrice hessienne de g;, ¢ = 1, ..., p, s’écrit comme suit :

0% f; 02 f, 0% f,

5 ) Var Sk (y2 ly1) V2w —aangz (y2 | y1) v2r _8%5,0 (y2 [ y1)
= V2 yo |y1)  V2rlhi(ya |y1)  V2mgdi (y2 | y1)

6022 /27Tf (y2 | yl) 3a ab 8b2 ab (90'7,

2 agigai (g2 |y1) v2m 8(22{{0 (2ly) v 277 (yZ | v1)
avec
i v — Ly (ga—Fi(y1))?
Var Bf el = |-+ 2 = Fr))?] e
(2 7
Vil ORI TS T ] P el
8a,~8bz- Y21 91) = 0'? 15 y2 h
0 f; 31 -5 (y2—Fi(y1))*
V2Waa,‘3f;, (2 ly1) = [—%(yz—ﬂ-(w))+%(y2—ﬁ’i(y1))3]e 207 W2
(2 (2 Z 4

82 11 — 5oz (12— Fi(n))’
" o0 p .

S 82 i 3 1 7%(21 *Fi(y ))2
zﬂabga (v2 [ 1) [__4 (y2—Fi(y) + = (2 — F (y1))3] e @i Y
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0? 1 5 2] —55p-Filn)’
2 af (y2 [ 1) = ?(QZ_Fi(yl))ll—g(yz—ﬂ(yl)y—i—g 2072 '

Pour les dérivées d’ordre trois, on remarque qu’elles s’écriront comme des combinaisons
linéaires de puissances de U%,, y1 et yo — F; (y1), multipliées par des fonctions de type

5oz (12— Fi(y1))® . . . . ,
i . Cette remarque, ainsi que les conditions énoncées en début

1
v . . _ one
de cette section, c’est-a-dire que pour tout 7 € {1,...,p}, il existe k € {1,...,po} tel que

02 < 2 (02)2 et |ai —a2| < \/5 (2 (02)2 —01-2) avec 0 > 0 et E(e‘sYtQ) < 00, assurent

le fait que les fonctions g; et leurs dérivées partielles jusqu’a l’ordre trois sont dominées
uniformément par une fonction intégrable.

Il nous reste & montrer la derniére partie de la proposition et comme I’implication inverse
est évidente, il faut prouver uniquement que

T n

(e = )" Glgpn) + 3 (B = 8 gl s (B0 = 8) =0= 60 = o

Pour cela, on va énoncer et démontrer le lemme suivant :

Lemme 5.1 : La famille de fonctions

9990 Ogg0 1 Oggo N ggo ggo °ggo 0%gge  0’gge  0’ggo i1
90 Ba; > 9b; " 00 0oy | 062 ' Ba? ' 002 Oa:do;’ Das0b; Obgdoy Y

est linéairement indépendante.

Preuve du Lemme 5.1 :

Pour prouver l'indépendance linéaire, on a d’abord besoin de l’identité suivante qui est
vraie pour 69 = ( 98,0 ) i € {1,...,po} distincts :

Z’ 17 Z

_2(0_10)2 (yQ—Fio(yl))2 .
ZPi(yl’yQ)e ¢ :05 (v)yl’y2¢>f)i(ylay2)zoaz:17"'ap0

oit P; (y1,y2) sont des polynomes en y; et yo et FP (y1) = adys + Y, pour i € {1,...,po}-

Cette identité se démontre facilement en supposant que, aprés une éventuelle permutation,
les vecteurs des paramétres 69 sont ordonnés de sorte que l'on ait :

- op, > .. 2 0F
— pour tous les indices 4 tels que az+1 = 00 on a b 12 b

— pour tous les indices i tels que o) ; = o) et bY, | = b0 onaal; >al
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L’identité peut se réécrire :

> Pi(yy)e () =0, V)y,y2 &

5 (12— FZ, (un)”

o e o) [Pyo (y1,92) +
po—1 L (52— P2 )+ (v (yl))
+ Z R (yl,yg) e 2(0’?) 2(020) - O, Vyl;y?

=1

Comme les paramétres sont distincts et en utilisant le réarrangement au dessus, le deuxiéme
terme dans la somme tend vers zéro quand yo — o0 et y; — oo et donc on obtient
Py (y1,92) = 0, (Y) y1,y2. Aprés, par récurrence, on aura Pj(yi,y2) = 0, Vy1,y2,9 €

{1, ...,po}.

L’identité démontrée, on peut maintenant prouver l’indépendance linéaire. On considére
I’égalité suivante :

Po Po T 1 T n _
1o Ciggo + 30021 B gi + 30027 9f =0

, 895() agg() agg() T " 9* 990 32990 a2990 82990 82960 82960 T T
_ . T _
aveC g; = | Bq; "8 2 B0y | 0 9i T 6(12 ) ab2 ) 302 ' Da;0b; > Da;90;° 9b00; | 0 Pi

(Bi1,Bi2, Bis) et YL = (Vi1 Yi20 Vi3s Vids YVis5 Vis6)-

En utilisant les expressions analytiques des dérivées partielles, on peut réécrire 1’égalité

Po Po Po Po - (y2 FY( y1
D g+ Y Blgi+ > gl =0 Pily,y)e T, _Zaz
i=1 i=1 i=1 i=1
ou
P; (y1,y2) = L ! o+ Bi1—— (yz—FQ(yl))+ﬂ'2—1 (y2 — FY (1)) +
e f(y2 [ 1) V2ro? R (U@) ’ " (09)2 L
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+7i,6 (—ﬁ (y2 — F (1)) + = (yo — F} (yl))3>]

(e7)
En considérant maintenant yo — oo, le terme de gauche de ’égalité s’annule et donc
3P0, @; = 0. D’aprés I'identité qu’on vient de montrer, on a alors que P; (y1,y2) = 0, pour
tout ¢ = 1,...,pg. Ensuite, il ne reste qu’a identifier les coéfficients. Pour les termes y%,
ylyg, yg’, y%y% et ylyg on obtient immédiatement que v; 3 = vi5 = Vi = Vi1 = Via = 0 et
les termes qui restent sont

;4P (o) 1) 5 (y2 — F (yl))+ﬂi,2# (y2 — F (1)) +Bis (# (y2 — F (yl))2 - %) +

1 1 2
+%i,2 (‘ + 7 (12— F) (1)) ) =0, (V)y1,92

Ici encore on procéde par identification des coefficients, d’abord de y2, puis de y1ys et de

b ;13 et i1 = Bi2 = a; = 0 et 'indépendance linéaire

y2 et on aura finalement que v;2 = —
est démontrée.

(fin de la preuve du Lemme 5.1)R

Revenons maintenant & la preuve de la Proposition 5.6. Il nous reste & montrer "implication
suivante

T 1

1
(¢t - qs(t).) (¢0 'l/}t) (¢ qst) (¢0 ’l/)t) (451: - ¢2) =0=> ¢t = 2
Pour 9 fixé, on considére ¢y qui vérifie ’égalité
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T

(b= 80 G000y 3 (B = 8 ol ) (30— ) =0

En remplagant les deux termes par les expressions (5.5) et (5.6), 'égalité est équivalente
a:

Po t; r Po
Z my Z 90, — 0} | gi+ Z 8iggo+
i=1 j=ti—1+1 i=1
T
Po t; t; T
Y (28| D @8 -6 d+ml D a4 (6,-67) gl (6;-67)| =0
=1 j=ti—1+1 Jj=ti—1+1
ou encore, en regroupant les termes,
T
PO Do t;
Z Si99? + Z (71'? + 23i) Z qj'ej - 99 gé—i—
=1 i=1 J=ti—1+1
ti T
+Z7r > g (6,-6)) gf (6, -67) =0
1=1 Jj=ti—1+1

D’aprés l'indépendance linéaire du lemme 5.1, 1’égalité a lieu si et seulement si

— les coefficients de gyo sont nuls, ce qui implique s; =0, 7 =1, ..., po
2
62990 829 0

. 6% .
— les coefficients de - et - sont nuls et alors, pour tout ¢ =1,..., po
2 3

t; t;
0 0y2 _ .0 02 _
T E: q](a] az) =T §: qJ(UJ 02) =0
J=ti—1+1 Jj=ti—1+1
i 12 4 . .y - , .
et comme 7r? et g; = W ont été supposés strictement positifs, on aura nécessaire-
I=t;_1+1 7

ment a; = a? et o5 = O'ZQ pour tout s =1,...,p9, 7 =t;—1+1,..., %

En remplacant les coefficients s;, a; and o par leurs expressions, 1'égalité devient

Po ti 32
990
0 0 i
2| D abi—b ab %) T =0
1=1 J=ti—1+1 = j=t;_1+1 {
et toujours en raison de l'indépendance linéaire, b; = b pour tout i = 1,...,p0, j =

ti 1+ 1,...,t;, ce qui donne finalement ¢y = @Y.
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En utilisant le développement de Taylor qu’on vient d’écrire, on peut maintenant prouver
que Sy peut étre plongé dans une classe de fonctions qui vérifie la propriété de Donsker.
Ce résultat est résumé dans la proposition suivante :

Proposition 5.7 : Le nombre d’s-crochets Npj (¢, So, ||-l|,) nécessaires pour couvrir Sy est

d’un ordre plus petit que O (%)gpo.

Preuve :

L’idée de la démonstration est de borner M (g, So, ||-||;) par le nombre d’e-crochets néces-
saires pour couvrir une classe plus large de fonctions. Pour chaque g € Fy, on considére la
reparamétrisation @y = (¢¢,1¢) qui permet d’écrire un développement de Taylor & lordre
deux de 4 — 1 autour de la vraie valeur du paramétre ¢9. On verra dans la suite que
M (g,80,|I-Il) est majoré par le nombre d’e-crochets recouvrant I’ensemble des dévelop-

pements limités, pour tout @ = (¢¢, 1) dans un ensemble compact.

Selon la proposition 5.6, & 1 fixé, on a

9(pr, 1 T
2 1= (b= ) g T3 (= ) G0 (8= 90) +0(D (Be,3)
ot (¢g — ¢t)T g'( w) © et 3 (¢t — qSt)T '(' ) (¢t — ¢?) sont des combinaisons linéaires de
960 g, 97,1 =1,...,po et donc on aura l’ecrlture suivante :

d 0?
¢t,wt 1_Za1900+25,1 Zﬁzzab 2&3(1 Z3 a§§?>+

Po gp & ggo & gpo o ggo & 9% ggo
+ i1~ T 25+ i3t AT 5 a0 (D
; 'Yz,l 8&12 Zz:; 72,2 8022 Zz:; ')’z,3 Baiaai Zz:; ')’z,4 Bazabl ; 71,5 8[)180'2 o ( (¢ta ¢t))

Comme, selon le lemme 5.1, la famille de fonctions

9gg0 3900 1 9gq0 3299? 8299? 82999 62999 32909 62909 -
990 9a; " b " 0¥ Doy | b7 " 0a? 902 0aido; 0a;db; dbidoy’ ' P

est libre dans Lo, il existe une constante m > 0 telle que pour tout vecteur

(04, BijoYikst=1,...,p0,7 =1,...,3,k =1,...,5) de norme 1, on a

>m
L2 (u)

Po Po Po
3y iggo + > Blgni+ ) 92
=1 =1 =1
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9940 9940 dgg0  9%gy0
N QT T _ T _ [ [ 1 0% )
ou ;81 - (ﬁi,laﬂi,%ﬁi,{i)a Y = (’)’z‘,l,’71',2,’)’1"3,’)'1-’4,%-,5), 91,z' = <—8a; , _Bbq;l ) o0 602 + Bb?z
2 1
T 9%9g0 0°9q0 0%gg0 %940  Oggo
— 2 2 2 2 2
et gQ;i - aa? ’ Bo’i2 ’ 0a;00; 7 0a;0b; 7’ Ob;0o; | *

En méme temps, on a aussi

9(e,98)
i 1

=1
Hg(mﬂﬁt) _ 1‘

L2(w) 1l L2(p)

et donc on déduit que la norme euclidienne des coefficients de la combinaison linéaire dans

9(oe.9¢) ¢
le développement & l'ordre deux de 1ag—5 est majorée par %
H o HL2(,,)
Remarquons aussi que si la norme des coefficients dans le développement de % —1n’est

pas unitaire, on peut normaliser en divisant les termes du dénominateur et du numérateur
par la norme elle-méme, 'identité (5.7) de la Proposition 5.6 assurant le fait qu’elle est
non-nulle.

Par conséquant, on peut plonger Sy dans

1
m

Po
H= {Z (igao + BT gia + 7 9i2) +0 (1), || (s BT 7T i = Topo) || < }
=1

I1 est alors évident que le nombre de crochets recouvrant H est O (%)gp ® et donc V[ (g, So, [I-Il,)

est d’un ordre plus petit que O (%)gpo.

La derniére proposition montre donc que I’hypothése (A4) sur l'entropie de la classe des
fonctions score généralisées du théoréme 5.1 est vérifiée. On peut donc construire un es-
timateur consistent pour le nombre de régimes d’'un modeéle autorégressif stationnaire, &
fonctions de régression linéaires et a bruit gaussien.

5.5 [Est-il possible d’étendre le résultat aux changements de
régime markoviens ?

5.5.1 Le modéle

Dans cette section, on étudie le point suivant : les résultats de consistence obtenus pour
I'estimateur du nombre de régimes d’'un modéle a changements de régime indépendants
peuvent-ils s’étendre au cadre plus général des modéles & changements markoviens 7 Comme
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dans le cas indépendant, on considére que le nombre de retards est connu et égal a un. Soit
le processus (X3, Y}),c;, qui vérifie le vrai modeéle :

Y= FY, (Y1) + (X) (55)

ou

— (X}) est une chaine de Markov homogeéne, apériodique et irréductible, & valeurs dans un
espace d’états fini S = {1,...,p0}, po € N* et caractérisée par sa matrice de transition

A= (=% et sa mesure invariante 7° = (7‘('0) .
K 1,J=1,...,p0 ¢ /i=1,mp0

— pour chaque i € {1,...,pp}, Fio (y) est une fonction nonlinéaire autorégressive qui dépend
du paramétre 9? € E, avec E C R? ensemble compact

— pour chaque ¢ € {1,...,po}, (¢t (4));ez est un bruit iid., les suites (g (7));<;<p, étant
indépendantes.

Suivant la section 4.1, on introduit les hypothéses suivantes qui garantissent l’existence
d’une unique solution strictement stationnaire et ergodique :

Hypothése (HS)

(HS1) Les fonctions de régression sont continues et sous-linéaires, c’est-a-dire que pour
tout ,i = 1,...,po il existe (a?, b)) € R2 tels que |FZ-0 (y)‘ <ad |y +8),yeR

(HS2) Pour tout ¢ € {1,...,po}, le bruit (& (¢)) admet une densité strictement positive par
rapport a la mesure de Lebesgue et il existe s > 1 tel que E|eq (1)]° < oo

(HS3) Le rayon spectral de la matrice @, vérifie la relation p (Qs) < 1, ou

((1,(1)) ’ 7T(1)1 T (ago)s W?Po
Qs = : :
(a(l)) ’ 71-1(301 T (ago) ’ 71-1(7)0170

L’hypothése (H3) est immédiatement vérifiée si, par exemple, la matrice Q5 est sous-
stochastique et pour cela il suffit d’avoir a? < 1 pour tout i = 1, ..., po.

5.5.2 Existence d’une fonction de coiit ?

Soit maintenant {y,...,yn} les valeurs observées d'un n-échantillon de la série Y; qui
vérifie le vrai modéle (5.5). Le but étant d’étendre au cadre markovien la construction
de l'estimateur de vraisemblance pénalisée défini & la section 5.2 plusieurs inconvénients
apparaissent : d’un coété la non-identifiabilité du modéle, mais on a vu précédemment que
ce probléme peut étre contourné par une reparametrisation bien choisie et d’'un autre coté
(X3:), qui est un processus markovien non-observé. La dépendance du processus caché ne
permet pas une expression explicite de la densité de Y; conditionnellement au passé et
marginale en (X3) :

Po

Fel gty mvn) = > P(Xe =i [ grm1, - 01) £ (e — FY (1))
=1
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car P(Xy =i | y4—1,...,40) n’a pas une expression analytique et se calcule de maniére ré-
cursive.

Pourtant, (X;) étant un processus stationnaire, on peut introduire une nouvelle fonction
de colit construite & partir de sa distribution invariante.

Comme dans la section 5.2, on fixe une borne supérieure pour le nombre de régimes P > 0
et on considére tous les mélanges de densités jusqu’a P composantes :

P
Gr=J G
p=1

p p
Op = {9 | 9(yye) =Y mifily2 = Fi(y1)), m >0, Y m = 1}
i=1 i=1

ol, pour chaque ¢ =1,...,p,

— Fj; est une fonction nonlinéaire autorégressive qui dépend du paramétre ; € F
— fi est une densité strictement positive par rapport a la mesure de Lebesgue, qui dépend
du parameétre 6; € E.

Pour chaque g € Gp on définit le nombre de régimes comme

p(g) zmin{pe {1""’P}a gegp}

et on introduit la nouvelle fonction de cotit

In(9) = logg(yi—1,y1) = > _log (Z mifi (yr — Fi (%—1)))

t=2

Cette fonction de colit peut étre vue comme une approximation de la vraisemblance margi-
nale. On rappelle que pour un ensemble d’observations non nécessairement indépendantes
{y1,--,Yn} et une densité g, la log-vraisemblance marginale est définie par

In(9) =) log g (y)
t=1

Dans notre cas, pour chaque y;, on conditionne par rapport a y; 1 et on approxime
P(X¢ =14 |y—1) par la probabilité invariante. On s’attendrait donc a ce que I, (g) soit
maximisé par la “vraie densité”

DPo
Fynye) =D mfP (v2 — F (1))

=1
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Vérifions maintenant si ’lvn (g9) remplit les conditions pour étre une fonction de contraste
et notamment si elle atteint son maximum en f. Pour cela, soit (X,Y7,Ys) une variable
générique ayant pour distribution la mesure stationnaire de la chaine de Markov étendue
(X, Yg—1,Yx). On aura alors :

Po
Elin(g) — In(f)] = Y P(X = ) E [zn§ X = ] _
=1

£ (y2 — F (1)) pi (1) dyrdys

2o Y1 mifi (ya — Fj (y1))
= o In J
>

LR P w0 f9 (o — FO ()

ol p; (y1) est la mesure stationnaire de Y7 conditionnellement & X = 7 et finalement, par
le théoréme de Fubini, on obtient :

Efin(g) —In(f)] =

217k (g2 — Fj (1) | &
[ | SR | S a9 (e — B (1) s () dide
vy R j=17571; (y2 - Fj (yl)) =1

L’inégalité de Jensen permet de voir immédiatement que le dernier terme est négatif dans
chacune des situations suivantes :

— i (y1) = p(y1) pour chaque @ € {1,...,po}, ce qui correspond au cas des changements
de régime indépendants traité aux sections précédentes

— Fj (y1) et F? (y1) sont des fonctions constantes pour chaque j € {1, ...,p} et i € {1,...,po},
mais ceci revient au cas des chaines de Markov cachées déja étudié dans Gassiat (2002).

Cependant, dans le cas général, il n’y a pas de raison pour que le signe de la derniére
intégrale soit négatif. Des résultats sur des simulations qu’on verra plus tard dans la section
consacrée aux résultats numériques montrent que ’estimateur de vraisemblance pénalisée
pour le nombre de régimes p diverge quand le vrai modéle est, par exemple, un autorégressif
& deux états et & changements de régime markoviens.

Ceci signifie qu’une généralisation de la “vraisemblance marginale” n’a pas les “bonnes”
propriétés pour étre une fonction de contraste et que le probléme de ’estimation du nombre
de régimes pour un modéle autorégressif n’est résolu que partiellement dans ce document.
On est arrivé & construire un estimateur consistent du nombre de régimes dans le cadre
des changements indépendants, mais pour les changements markoviens la question reste
toujours ouverte.

Utiliser la vraisemblance exacte pourrait étre une piste possible de recherche, quelques
résultats dans ce sens ayant déja été démontrés. Gassiat and Keribin (2000) ont montré
que la statistique du test du rapport de vraisemblance diverge dans le cas particulier des
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chaines de Markov cachées, mais la consistance d’un estimateur de vraisemblance pénalisée
a été prouvée sous de bonnes hypothéses. D’un autre coté, Leroux (1992b), Ryden (1995)
et Francq, Roussignol et Zakoian (2001) ont déja démontré qu’un critére de vraisemblance
pénalisée ne sous-estimait pas le vrai nombre de régimes dans le cas des mélanges, des
chaines de Markov cachées et, respectivement, des modéles GARCH dont les coefficients
dépendent des états d’une chaine de Markov non-observée. Etendre ces résultats aux mo-
déles autorégressifs & changements markoviens est assez immédiat, la partie difficile qui
reste a résoudre est de montrer que le méme critére ne surestime pas le vrai nombre de
régimes.

5.6 Résultats numériques

Une fois le résultat théorique vérifié dans le cadre des modéles autorégressifs a changements
de régimes indépendants, on s’intéresse a quelques exemples numériques pour l'illustrer.
Trois questions seront d’intérét dans cette section : la vitesse de convergence de l’estima-
teur du nombre de régimes puisqu’on ne l'a pas calculée théoriquement, la stabilité des
algorithmes proposés et 'influence du terme de pénalité. A cause du temps de calcul assez
élevé, seulement la pénalité correspondant au critére BIC a été considérée, mais d’autres
possibilités pourraient étre étudiées dans le futur.

Cette partie est organisée comme suit : dans un premier temps, on décrit un algorithme de
type EM pouvant étre utilisé dans le cas des changements indépendants. Des algorithmes
de descente de gradient de type Newton sont présentés ensuite pour les fonctions de cofit
introduites & la section 5.5. Finalement, des résultats numériques sur des données simulées
illustrent la stabilité et la convergence de l’estimateur dans le cas des changements de
régime indépendants, ainsi que la divergence dans le cas des changements markoviens.

5.6.1 Algorithme EM

Les algorithmes de type EM (Expectation/Maximization) sont particuliérement adaptés
aux calculs des estimateurs de maximum de vraisemblance pour des données incomplétes
dont les modéles autorégressifs & changements de régime font partie. Les arguments qui
maximisent la vraisemblance sont calculés de maniére itérative, une description détaillée de
Palgorithme étant disponible dans Dempster, Laird et Rubin (1977) ou Redner et Walker
(1984). On présente ici, de maniére trés succinte, le principe et les pas de I’algorithme EM
pour le cas particulier des modéles autorégressifs & changements de régime indépendants.

Selon le modeéle (5.1), on dispose d’un échantillon observé y7 = {yi1,...,yn} de la série
(Y3),cz, chaque observation y; dépendant de ;1 et d'un processus caché iid. (X;) a
valeurs dans l’espace d’états discret {1, ..., po}. Pour une borne supérieure de pg fixée, P >
0, l'estimateur du nombre de régimes p se calcule donc comme ’argument p € {1,..., P}
qui maximise

T (p) = SngGQpln (9) — an (p)
ou
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n
= "logg (yi | yi-1)
t=2

et

p
gpz{g\gyzlyl mez y2 — F, )),mZO,Zmzl}
i=1

A p fixé, la partie difficile consiste & maximiser la fonction I, (g) pour g € Gp. Ici, on
se place dans le cadre décrit & la section 5.4.1, c’est-a-dire que les fonctions de régres-
sion sont linéaires et le bruit est gaussien centré : pour chaque i € {1,...,p}, F;(y) =
ay +b; et fi ~ N(O,Uf), avec 0; = (a;,b;,0;) € E, E C R x R% compact. Soit

0 = (0)1<i<p»™ = (Ti)1<i<p ) le paramétre global correspondant a g.

Dans ce cadre, la vraisemblance conditionnelle & y; des données incomplétes ou la vrai-
semblance marginale des observations ¢ conditionnellement & yjest

n

Lyt | ®) =]]9wlwv) H (Zﬂ'zfz i (Y- 1)))

t=2 t=2
Supposant qu’on connait aussi les valeurs du processus caché =7 = {z1,...,z,}, la vrai-

semblance marginale des données complétes conditionnellement aux observations initiales
41 et xq1 s’écrit :

L(yt, =zt | @) Hﬂwtf:vt Fy, (y1-1))

et donc, en utilisant la formule de Bayes, la vraisemblance des variables non-observées
conditionnellement aux variables observées est

H Wztfa:t Yt — F (yt—l))

L (a7 | yT, @) 5 21 Tifi (e — Fi (ye-1))

Avec ces notations, on peut maintenant écrire I’algorithme EM qui se déroule de maniére
itérative selon les étapes suivantes :

~ Pas 1 (Initialisation) : Poser k = 0 et choisir ®(©)
~ Pas 2 (Expectation) : Poser ®* = ®*) et calculer 'espérance de la log-vraisemblance
des données complétes conditionnellement & la distribution a posteriori des observations :

Q(®|®*) =E(log L («7,y7 | @) | yT', ®*) =

84



5.6. RESULTATS NUMERIQUES

=E (Zlog (R o (= Fy () | @*) -
t=2

D n . -
= 3" tog (mifi (g — Fi (ye-1))) — fF (ye — Ff (ye-1))

=1 1=2 Y (yt - Fr (yt—l))

— Pas 3 (Maximization) : Trouver § = argmaz Q (® | ®*). On obtient les formules
explicites, pour ¢ € {1,...,p} :

h; (yt, yt71)

G = Z?:Z Zgzz yth? (yt, yt—1) hf (yt', yt’—l) (yt—l - yt’—l)
;=
Z?:Q EZZQ yt—lh;‘ (yt, yt—1) h? (yt', yt’—l) (yt—l - yt'—l)

b = Z?:z 23:2 Yy —1h; (Yt, Y1) hy (Yo, yr—1) (Y1 — Y1)
; =
Z?zz E?:z yt—1h? (yt, yt—l) hf (yt’ayt’—l) (yt’—l - yt—l)

N2
2t (yt —Qiyr—1 — bi) (Yt Y1)
g, =

' ot i (e Y1)

avec la notation

o f (ye — Ff (y1-1))
AT (yt - Fr (%—1))

h? (ytaytfl) =

— Pas 4 : Poser ®*) = & et recommencer au Pas 2 jusqu’a ce qu'un critére d’arrét soit
satisfait.

En utilisant I’inégalité de Jensen, on peut immeédiatement montrer que 1’algorithme aug-
mente la valeur de la log-vraisemblance a chaque itération et converge vers un maximum
local. Afin d’éviter de tomber dans un maximum de mauvaise qualité, la procedure est
initialisée plusieurs fois avec des valeurs différentes : dans notre cas, dix initialisations ont
fourni des résultats satisfaisants. Le critére d’arrét est appliqué soit quand il n’y a plus
d’amélioration dans la valeur de la vraisemblance, soit quand un nombre maximal d’itéra-
tions a été atteint. Il faut, tout de méme, que le nombre d’itérations soit assez élevé , la
vitesse de convergence de ’algorithme étant assez faible.
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5.6.2 Algorithmes de type Newton

Utiliser un algorithme EM pour optimiser la fonction de cotit introduite & la section 5.5.2
n’est pas possible, car cette fonction ne représente une vraisemblance que dans le cas
particulier des changements de régime indépendants. On a donc choisi d’'implémenter aussi
des algorithmes plus classiques d’optimisation de type descente de gradient.

Comme dans la section 5.6.1, on dispose d’un échantillon observé y7 = {y1,...,yn} de
la série (Y3),cz, chaque observation y; dépendant cette fois-ci de 131 et d'une chaine de
Markov cachée (X;) a valeurs dans l'espace d’états discret {1,...,po}. Pour une borne
supérieure de pg fixée, P > 0, I'estimateur du nombre de régimes p se calcule donc comme
Pargument p € {1, ..., P} qui maximise

T, (p) = SngEQpin (9) — an (p)
ou

In(9) = > 1 ologg (ys—1,yt)

et

p p
Op = {9 | 9(yiy2) =Y mifily2 = Fi (1)), m >0, Y mi = 1}
i-1 i=1

De plus la classe de fonctions G, vérifie les hypothéses suivantes : pour chaque ¢ € {1, ..., p},
F;(y) =a;y +b; et f; NN(O,O’Z?), avec 0; = (a;, b, 04) € R? x Rj_

Pour chaque p € {1, ..., P}, il faut donc trouver les parameétres qui maximisent In (g9)- Les
algorithmes de descente de gradient étant des méthodes d’optimisation sans contraintes,
on a choisi de reparamétrer m; et o; par :

. 1. o _ o
— pour chaque i € {1, ...,p}, on considére a; = In - On a donc o = 0 et les 7; s’écrivent
en fonction de o; comme suit :

) eap (o)
1+ ezxp(a1) + ... + exp (oy)

o

— pour chaque ¢ € {1,...,p}, on fait la notation g; = Ino;

Soit donc ® = (a = (@i)1<icp 0= (0i)1<icp B = Bi)i<icp @ = (O‘i)lgigp) le nouveau pa-
ramétre global correspondant au modéle donné par la fonction g € Gp.

La fonction de cotit devient alors I, (g) := I, (®) oil

~ e P exp (o) 1 (- F (y1-1)°
h(®= tz:; e (Z 1+ exp(ai) + ... + exp (op) \2mexp (Bi) r ( 2ezp (26:) >)

=1
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L’idée des ces algorithmes est de minimiser la fonction —I, (®) de maniére itérative en
modifiant & chaque itération la direction de descente. On aura donc une suite de parameétres
(®k)pen telle que

Bpp1 = O — Y Hi Vi, ()

ou Hj est une matrice définie positive qui approxime l'inverse de la matrice hessienne
calculée au point @ et 7, est un pas qui assure que la fonction & minimiser décroit a
chaque itération. Plusieurs méthodes sont disponibles, selon le choix de Hj et ;. Pour
la fonction —I, (®), on a codé I'algorithme du gradient congujué de Polack et Ribiére et
lalgorithme quasi-newtonien de Broyden, Fletcher, Goldfarb et Shanno (BFGS). Ce sont
des algorithmes classiques, dont on peut trouver le détail dans Press (1992). Comme pour
la méthode EM, plusieurs initialisations sont nécessaires pour éviter de tomber dans des
minima locaux de mauvaise qualité.

Remarquons aussi que l~n (®) représente la vraie vraisemblance dans le cas particulier des
changements de régimes indépendants et donc les deux algorithmes présentés donneront
les mémes résultats dans ce cas. L’avantage en temps de calcul reste cependant du coté des
algorithmes de descente de gradient qui ont une convergence quadratique par rapport a la
méthode EM qui ne converge que linéairement.

5.6.3 Résultats empiriques - stabilité et convergence

Apreés avoir décrit les algorithmes d’optimisation de la fonction de colt pour les modéles
& changements de régime, illustrons maintenant les résultats théoriques présentés dans ce
chapitre par quelques exemples numériques. Le but des simulations était d’étudier la vitesse
de convergence de l'estimateur, ainsi que linfluence du terme de pénalité. Finallement,
comme le temps de calcul est assez important (environ une heure sur un processeur 512
Mhz pour tester si un échantillon de 2000 observations provient d’un modéle & un, deux

ou trois régimes), on a considéré uniquement le terme de pénalité du critére BIC (Schwarz
(1978)) :

an (p) = log (n),

ol k est le nombre de parameétres d’'un modele & p régimes et n est la taille de ’échantillon.

Tout d’abord, on a étudié la convergence de ’estimateur de vraisemblance pénalisée pour
les modéles autorégressifs & changements de régime indépendants. On a considéré que le
vrai modéle est & deux régimes et sa densité conditionnelle est

Flyzly) =m0 f7 (v — FY (1) + (1= 70) £3 (y2 — F3 (1))

avec FZ-O (1) = a?yl + b? et f? ~N (O, (0?)2), pour i € {1,2}.

Pour chaque modéle, on simule 20 échantillons de tailles n = 200, 500, 1000, 1500 et
2000 et on fixe la borne supérieure pour le nombre de régimes & P = 3. La vraisemblance
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est maximisée via un algorithme EM et, pour éviter les maxima de mauvaise qualité,
dix initialisations différentes des paramétres ont été considerées. L’algorithme s’arréte soit
quand il n’y a plus d’amélioration dans la valeur de la vraisemblance, soit quand le nombre
d’itérations, fixé ici & 200 pour des raisons de temps de calcul raisonnable, est atteint.

Pour tous les modéles, les écarts-type sont égaux o = 69 = 0.5. Les résultats sont résumés

dans les Tableaux 5.1 et 5.2. Dans le Tableau 5.1, on considére des termes constants assez
éloignés, b = 1, b9 = —1, et on fait varier les coefficients des retards, a, a3 € {0.1,0.5,0.9},
et les poids des deux régimes, 7r(1) € {0.5,0.7,0.9}. On remarque que la convergence est
atteinte rapidement pour ces exemples, 500 observations étant suffisantes en général.

En ce qui concerne les exemples du Tableau 5.2, on a gardé les mémes valeurs pour o9,
09, a?, a§ et 7¥, mais on a rapproché les constantes, Y = 0.5 et b3 = —0.5. Dans ce cas,

discriminer entre les deux régimes est une tache beaucoup plus difficile et la convergence
n’est obtenue en général que sur des échantillons supérieurs & 2000 observations.

Dans la derniére partie concernant les exemples numériques, on s’intéresse a I'illustration de
la divergence de la fonction de coiit I, (¢) introduite a la section 5.5 quand le vrai modéle
est un autorégressif d’ordre un avec changements de régimes markoviens. Pour cela, on
considére de vrais modéles & deux régimes avec trois matrices de transitions possibles :
M, = ( 82 gg ), M, = ( 8? 8; ) et M3 = ( g? gg ) La premiére matrice de
transition correspond en fait & un modéle avec des changements de régime indépendants, ce
qui nous rameéne au cas traité précédemment, tandis que la deuxiéme engendre des régimes
assez persistants.

En ce qui concerne les fonctions de régression, on a deux possibilités pour chacune des trois
matrices de transition : soit des fonctions linéaires, FY (y) = 0.8y — 1 et FY (y) = 0.3y +1,
soit des fonctions constantes, F (y) = —1 et FY (y) = 1. Pour tous les modéles considérés,
les deux densités conditionnelles sont des gaussiennes centrées avec les écarts-type of =

o) =0.5.

Pour optimiser la fonction de colit on a utilisé ’algorithme du gradient conjugué de Polack-
Ribiére. L’execution est arrétée soit quand le gradient devient nul, soit quand le nombre
maximum d’itérations, fixé a 250, est atteint. De méme que pour EM, les paramétres sont
initialisés avec des valeurs différentes dix fois pour éviter des points extrémes de mauvaise
qualité. Les résultats des simulations sont résumés dans le Tableau 5.3.

Les coefficients dans les fonctions de régression étant assez éloignés, la convergence ou,
respectivement, la divergence sont atteintes rapidement. Dans le cas des changements de
régime indépendants (matrice de transition M;) ou des fonctions de régression constantes
(cas des chaines de Markov cachées), ’estimateur trouve le bon nombre de régimes. Cepen-
dant, dans le cas général des modéle autorégressifs & changements markoviens, le nombre
de régimes est trés rapidement surestimé.
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M, Mo M;
n | p=1 p=2 p=3|p=1 p= =3 |p=1 p=2 p=3
FP(y)=08y—1 200 0 20 0 0 15 5 0 17 3
F)(y)=03y+1 500 0 20 0 0 17 3 0 8 12
1000 0 20 0 0 6 14 0 4 16
1500 0 20 0 0 1 19 0 5 15
2000 0 20 0 0 19 0 5 15
F(y)=-1 200 0 20 0 0 20 0 0 20 0
Fy) =1 500 0 20 0 0 20 0 0 20 0
1000 0 20 0 0 20 0 0 20 0
1500 0 20 0 0 20 0 0 20 0
2000 0 20 0 0 20 0 0 20 0

TAB. 5.3 — Résultats sur des modeéles & changements de régime markoviens. Pour chaque
choix des paramétres, on indique le nombre de fois ol I’algorithme sélectionne un, deux ou
trois régimes (sur 20 simulations)

5.7 Conclusion

Nous avons montré la consistence faible de l'estimateur de maximum de vraisemblance
pénalisée du nombre de régimes pour le modeéle (5.1), sous des conditions qui tiennent
principalement en compte la complexité de la classe de fonctions score généralisées. Les
hypothéses du résultat principal ont été vérifiées ensuite dans le cas particulier des modéles
4 changements de régime indépendants, avec des fonctions de régression linéaires et bruit
gaussien. Des exemples sur des simulations ont illustré la vitesse de convergence de esti-
mateur et ont montré que choisir comme pénalité le terme du critére BIC donne d’assez
bons résultats.

Finalement, on a montré que généraliser la vraisemblance marginale aux modéles & chan-
gements de régime markoviens ne fournit pas de fonction de contraste. Le probléme reste
donc ouvert dans ce cas et l'utilisation de la vraisemblance exacte ou d’un autre contraste
bien adapté pourrait permettre de donner une réponse.

A titre d’exemple, on a regardé si de maniére empirique le critére BIC sélectionne le bon
nombre de régimes. Les données utilisées pour les simulations sont celles des deux cas de
divergence du Tableau 5.3. La log -vraisemblance a été maximisée directement par op-
timisation différentielle via un algorithme proposé par Rynkiewicz (2000). Les nouveaux
résultats sont présentés dans le Tableau 5.4 et on remarque que cette fois on arrive a
sélectionner le bon nombre de régimes. En conséquence, le critére BIC et 'utilisation de
la vraisemblance exacte semblent bien adaptés empiriquement pour les modéles autoré-
gressifs & changements de régime markoviens, il reste & faire I'important travail théorique
correspondant.
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M, M;
n |p=1 p=2 p=3|p=1 p=2 $p=3
FP(y)=08y—1 200 0 16 4 0 15 5
FP(y)=03y+1 500 0 16 4 0 19 1
1000 0 17 3 0 19 1
1500 0 18 2 0 19 1
2000 0 19 1 0 20 0

TAB. 5.4 — Résultats sur des modéles & changements de régime markoviens avec la vraisem-
blance exacte et le critére BIC. Pour chaque choix des paramétres, on indique le nombre
de fois ou ’algorithme sélectionne un, deux ou trois régimes (sur 20 simulations)
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1 0.5 0.7 0.9
n |p=1 p=2 p=3|p=1 p=2 p=3|p=1 p=2 p=3
ad =01 200 0 20 0 0 20 0 0 18 2
a9 =0.1 500 0 20 0 0 20 0 0 20 0
1000 0 20 0 0 20 0 0 20 0
1500 0 20 0 0 20 0 0 20 0
2000 0 20 0 0 20 0 0 20 0
ad =01 200 0 20 0 0 19 1 1 19 0
a3 =05 500 0 20 0 0 20 0 0 20 0
1000 0 20 0 0 20 0 0 20 0
1500 0 20 0 0 20 0 0 20 0
2000 0 20 0 0 20 0 0 20 0
ad =01 200 0 20 0 0 20 0 4 16 0
a3=0.9 500 0 20 0 0 20 0 0 20 0
1000 0 20 0 0 20 0 0 20 0
1500 0 20 0 0 20 0 0 20 0
2000 0 20 0 0 20 0 0 20 0
ad =05 200 0 19 1 0 18 2 0 20 0
a3 =05 500 0 20 0 0 20 0 0 18 2
1000 0 20 0 0 20 0 0 20 0
1500 0 20 0 0 20 0 0 20 0
2000 0 20 0 0 20 0 0 20 0
ad =05 200 0 19 1 0 20 0 11 9 0
a3=09 500 0 20 0 0 20 0 0 20 0
1000 0 20 0 0 20 0 0 20 0
1500 0 20 0 0 20 0 0 20 0
2000 0 20 0 0 20 0 0 20 0
ad =09 200 0 20 0 0 20 0 0 16 4
ay=09 500 0 20 0 0 20 0 0 20 0
1000 0 19 1 0 20 0 0 20 0
1500 0 20 0 0 20 0 0 20 0
2000 0 20 0 0 20 0 0 20 0
TAB. 5.1 — Résultats pour b9 =1, b3 = —1, 0¥ = 6§ = 0.5. Pour chaque choix de a{, a9 et

7Y, on indique le nombre de fois ou 1'algorithme sélectionne un, deux ou trois régimes (sur
20 simulations)
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7l 0.5 0.7 0.9

n = =3|p= = = = = =

ad =01 200 0 0 20 0 0 20 0 0
a3 =01 500 2 0 18 2 0 20 0 0
1000 6 0 9 11 0 11 9 0

1500 14 0 4 16 0 5 15 0

2000 15 0 0 20 0 1 19 0

a =01 200 8 0 13 7 0 20 0 0
a3 =05 500 19 0 6 14 0 18 2 0
1000 20 0 1 19 0 14 6 0

1500 20 0 0 20 0 8 12 0

2000 20 0 0 20 0 7 13 0

ad =01 200 20 0 4 16 0 17 3 0
a3=09 500 20 0 0 20 0 11 0
1000 20 0 0 20 0 11 0

1500 20 0 0 20 0 16 0

2000 20 0 0 20 0 20 0

a =05 200 2 0 20 0 0 19 1 0
a3=05 500 0 0 19 1 0 19 1 0
1000 6 0 13 7 0 10 10 0

1500 11 0 5 15 0 15 0

2000 17 0 0 20 0 17 0

al =05 200 11 0 11 9 0 20 0 0
a3=0.9 500 20 0 7 13 0 19 1 0
1000 20 0 0 20 0 19 1 0

1500 20 0 0 20 0 18 2 0

2000 20 0 0 20 0 14 6 0

a =09 200 0 0 19 1 0 19 1 0
a3=0.9 500 0 0 18 2 0 17 3 0
1000 6 0 7 13 0 11 9 0

1500 13 0 5 15 0 17 0

2000 14 0 0 20 0 20 0

TAB. 5.2 — Résultats pour b = 0.5, b3 = —0.5, o)
et 7, on indique le nombre de fois ou I’algorithme sélectionne un, deux ou trois régimes

(sur 20 simulations)
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Chapitre 6

Une méthode empirique pour
calculer le nombre d’états dans un
modéle a changements de régime

Dans ce chapitre, le probléme du choix du nombre d’états dans un modéle autorégressif
& changements de régime est abordé par une méthode différente de celle présentée au
chapitre précédent et qui permet une reformulation de la question. Il s’agit d’'une méthode
empirique qui provient de I’analyse des données et plus particuliérement de la classification
non-supervisée. On voit dans la suite comment on peut transformer le probléme du choix
du nombre de régimes en un probléme de classification en utilisant des cartes de Kohonen
et une nouvelle dispersion dans la classification hiérarchique. Des exemples sur des données
réelles et simulées illustrent ensuite la méthode qui a ’avantage de pouvoir étre appliquée
a tout type de modeéle & changements de régime (modeéles a seuil ou avec des chaines de
Markov cachées), mais qui reste néanmoins une méthode descriptive et donc fortement
dépendante du modéle et de I’échantillon.

6.1 Reformulation du probléme du choix du nombre de ré-
gimes en probléme de classification

Le probleme du choix du “vrai” nombre de régimes peut se réécrire comme un probléme
de classification en transformant 1’échantillon observé par une fenétre glissante. Soit y7" =
{y1,---,yn} une observation d'un n-échantillon de la série (Y;),., . On suppose que (¥;)
suit le vrai modéle :

Y, = F%, (Yie1, ., Yio)) + ¢ (Xy) (6.1)

ou

— le nombre de retards [ > 1 est connu
— (X}) est une suite non-observée de variables aléatoires & valeurs dans un espace fini

{1, ...,p()}
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— pour chaque i = 1,...,po, F° (y:) = a®, + a®,ys—1 + ... + a¥,y;_; est une fonction autoré-
p q y 9 PO, L7 \Y 1,0 i,1Y i1Yt-1
gressive linéaire d’ordre [ qui dépend du parameétre 9? = (a?jo, agjl, - a?}l) € RiA!

— pour chaque i = 1,...,po, (€¢(9));cp est un bruit ii.d., les suites (g4 (4)),<;<ny étant
indépendantes.

Le nombre de retards étant connu, le vecteur des observations de dimension n peut s’écrire
comme un tableau de données en lui appliquant une fenétre glissante de pas I. On obtient
alors

Y = {Y, Y15 Yot himig1,n € R(n=0x(+1)

Trouver le nombre de régimes revient donc a trouver le nombre d’hyperplans de régression
qui s’ajustent le mieux aux données Y.

Pour illustrer le probléme, un exemple trivial est présenté dans la Figure 6.1. Il est évident
qu’ajuster une seule droite de régression aux données n’est pas le bon choix. En revanche, si
on suppose qu’on est arrivé & séparer les données en deux classes et qu’on ajuste une droite
de régression dans chaque classe, le nouveau modéle semble mieux adapté aux données.
Le critére de comparaison le plus naturel est de regarder les sommes des résidus au carré
du premier modéle et le total des sommes des résidus au carré dans les deux classes du
deuxiéme. Une premiére question serait donc comment classer les observations de la maniére
la plus pertinente ?

2.0

15

1.0

0.5

0.0
1

2.0 25 3.0 35 4.0 2.0 25 3.0 35 4.0

FiG. 6.1 — Ajustement d’'un modéle & deux régimes

Remarquons tout d’abord qu’une classification qui conduit & une bonne séparation des ob-
servations est fortement liée au modeéle & partir duquel les données ont été obtenues. Méme
si le nombre de méthodes de classification est trés grand, des centaines d’algorithmes étant
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disponibles, la plupart d’entre elles reposent plus sur 1’échantillon observé que sur le modele
qui ’a généré. Cependant, l'idée de classer des données en utilisant des conditions tirées du
vrai modéle n’est pas nouvelle dans la littérature. Le concept de classification probabiliste
est présent dans quelques méthodes comme les méthodes & partition fixée (“fixed-partition
methods”), un exemple étant la classification de type régression (“regression-type cluste-
ring”), la classification en composantes principales, la méthode des directions révélatrices
(“projection pursuit”) ou celle des supports convexes, les modeéles de mélange ou les clusters
a “haute densité” (“high-density clusters”).

La méthode proposée dans ce chapitre est assez proche du “regression-type clustering” qui
est basé sur 1'idée suivante : identifier les hyperplans qui s’ajustent le mieux aux données
suivant un critére basé soit sur la minimisation de la somme des résidus au carré, soit
sur la maximisation de la somme des projections orthogonales des observations. Dans le
premier cas, il s’agit d’'une généralisation de la régression linéaire, dans le deuxiéme d’une
généralisation de lanalyse en composantes principales (voir la Figure 6.2). La méthode
“regression-type clustering” a été introduite par Charles (1977) et des développements ont
été proposés ultérieurement par Spath (1979), DeSarbo et Cron (1988) ou Lou, Jiang et
Keng (1993). En résumé, lalgorithme est une généralisation de la méthode des centres
mobiles en remplagant les vecteurs centroides par des hyperplans de régression.

F1G. 6.2 — Régression linéaire (& gauche) et analyse en composantes principales (& droite)

Dans notre cas, on utilise la méthode suivante : on commence par regrouper les observations
en clusters les plus homogénes possible, avec un nombre de clusters largement supérieur au
“vrai” nombre de régimes. Ensuite, on ajuste le contenu de chaque cluster par un modéle, on
calcule la somme des carrés résiduels obtenus dans chaque classe et on définit une nouvelle
inertie intra-classes par la somme des carrés résiduels de chaque classe. Le dernier pas
consiste a regrouper les deux clusters qui font augmenter le moins possible cette inertie et
ensuite on recommence : on ajuste le contenu de chaque classe par un modeéle, on calcule
la somme des carrés résiduels, etc jusqu’a ce qu’on obtienne une seule classe. Si le bruit n’a
pas une variance trés importante, on s’attend a avoir un saut important dans les valeurs de
Iinertie intra-classes dés qu’on passe du vrai nombre de régimes & un nombre plus petit.
Remarquons aussi qu’une “bonne” classification initiale signifie qu’on a obtenu des classes
qui contiennent des observations provenant du méme régime et, en méme temps, avec assez
de données pour avoir de bons estimateurs des coefficients de régression.
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En ce qui concerne la classification initiale, on a choisi I’algorithme de Kohonen (Kohonen
(1984)) en raison de ses propriétés de visualisation, d’homogénéité des clusters et de la pos-
sibilité de fixer un grand nombre de clusters dans cette étape d’initialisation. La méthode
de regroupement successif des clusters est une variante de la classification hiérarchique
ou l'inertie usuelle (somme des carrés des écarts aux centres des gravités des classes) est
remplacée par la somme des carrés résiduels aprés ajustement des données sur un modéle
a l'intérieur de chaque classe.

6.2 Méthodes hiérarchiques et cartes de Kohonen - rappels
sur les méthodes de segmentation destinées & mettre en
évidence des classes dans les données

Cette section est consacrée 4 un bref rappel des deux méthodes de segmentation de données
utilisées dans la suite, les cartes de Kohonen et la classification hiérarchique. Les deux
algorithmes font partie des méthodes de segmentation non-supervisées qui reviennent 3
partitionner un ensemble de points sur la base de leur similarité sans avoir d’information
“a priori” sur le “vrai” nombre de classes ou sur l’etiquetage de chaque observation. Dans
la classification hiérarchique, le nombre de classes n’est pas fixé a ’avance, il est déterminé
“a posteriori” selon un critére spécifié, tandis que dans les cartes de Kohonen, le nombre de
classes est un parameétre fixé dés le début de ’algorithme qui est choisi supérieur au “vrai”
nombre de classes.

6.2.1 Classification hiérarchique, méthode de Ward

La classification hiérarchique correspond & quoi, vu le titre, on s’attend de maniére intuitive.
Elle produit une représentation hiérarchique des données dans laquelle, par exemple, une
classe au niveau k est obtenue en regroupant deux classes du niveau k — 1. On obtient
une structure arborescente appelée aussi dendrogramme avec, sur le niveau le plus bas, un
nombre de classes égal au nombre d’observations et contenant chacune un seul point et,
sur le niveau le plus haut, une seule classe qui contient toutes les données.

Ici, on s’intéresse aux méthodes agglomératives : on commence au niveau le plus bas, avec
N observations et donc N classes, et & chaque pas on regroupe les deux classes les plus
proches au sens d’une distance ou d’une dissimilarité qui reste a définir, jusqu’a ce qu’il
reste une seule classe.

La premiére étape consiste & calculer toutes les distances deux & deux de toutes les ob-
servations et regrouper les deux plus proches pour former une nouvelle “classe”. 11 s’agit
alors de définir une distance entre ce groupe et les observations restantes, pour remplir &
nouveau la table de toutes les distances et continuer les regroupements successifs. Il est
donc nécessaire de définir la distance d’une observation & une classe et la distance entre
deux classes.

11 existe plusieurs méthodes pour définir des distances entre les classes, mais celle qu’on dé-
veloppe dans la suite est celle de Ward définie ci-dessous. On rapelle que si X = (z;) =1, N
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est un nuage de points dans RP et si on suppose que chaque point & la méme masse %, on

définit ’inertie totale du nuage par

N

2

I=3 llei—gll
i=1

N N s -
oll g = % >;L; ; est le centre de gravité du nuage et ||| est la norme euclidienne.

S’il existe une partition du nuage des points notée C1, ..., Cs, la relation de Huygens fournit
une décomposition de 'inertie totale :

S S
1= #Cilgr —gl?+3° 3 llas — gull® (6.2)
k=1

k=1z;€Cy

ol g = #Lck le ec, Ti est le centre de gravité de la classe Cj.

Le premier terme de la relation (6.2) mesure linertie inter-classes Ijnter, tandis que le
deuxiéme est la somme des inerties a l'intérieur de chaque classe, appelé I;,4q. Quand on
regroupe deux classes, Ijnirq augmente et Iinier diminue. Au premier pas d’une classification
hiérarchique, Linyrq = 0 €t Linter = I, au dernier on a le contraire Ijprq = I €t Lipter = 0. On
souhaite que les variations de ces deux inerties soient les plus progressives possibles et cela
conduit a choisir la distance de Ward, qui a pour propriété de conduire aux regroupements
qui font le moins gagner d’inertie intra (et le moins perdre de l'inertie inter).

Pour définir cette distance, considérons le gain d’inertie inter qui résulte du regroupement
de deux classes C; et Cj. Il vaut

#Ci llgi — 91> + #Cj llg; — gl — (#Ci + #C;) |l9ciue; — g (6.3)

ol go,uc; est le centre de gravité de la classe C; UCj et, d’aprés le théoréme de la médiane
généralisé, on obtient

#Ci - #C;

L2

A chaque étape, on regroupe donc les classes (& un ou plusieurs éléments) qui réalisent le
minimum de cette quantité qu’on appelle distance de Ward des classes Cj; et C}.

Remarquons que cet algorithme est aussi trés sensible aux valeurs extrémes et fournit
souvent des classes déséquilibrées.

6.2.2 Cartes de Kohonen - principe de I’algorithme

Les cartes de Kohonen ou les cartes auto-organisées sont des processus itératifs, qui re-
groupent les observations en un nombre fini de classes en ayant comme caractéristique le
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fait de préserver la topologie des données. En effet, une notion de voisinage est définie a
priori sur les classes et les observations proches dans 1’espace des variables se retrouvent,
aprés classement, dans la méme classe ou dans des classes voisines. Il y a plusieurs mé-
thodes pour choisir le voisinage entre les classes et la dimension de la carte qui dépendent
de la dimension intrinséque des données, méme si en général les utilisateurs préférent des
grilles & deux dimensions.

Le principe de l’algorithme, qui a une structure itérative, est le suivant : on associe a
chaque classe des vecteurs code initialisés aléatoirement dans ’espace des observations et,
& chaque etape, une observation est tirée au hasard parmi les données et présentée en
entrée, le vecteur code le plus proche est alors désigné comme gagnant et il est rapproché,
ainsi que ses voisins, de ['observation présentée.

Soit donc X = (z;);,—; n un nuage de points défini dans RP et soit les vecteurs codes
Cy,...,Cs € RP correspondant aux s classes de la carte. En notant C;(t), i = 1,..., s, les
valeurs des vecteurs codes a 1’étape ¢ et z (¢ + 1) 1'observation tirée au hasard, les pas de
I'algorithme & I’étape ¢ + 1 sont les suivants :

— on choisit la classe gagnante

io (t+1) = argminieq,.. s} |z (¢ +1) = C; (D)

ou [|-|| est le plus souvent la distance euclidienne

— on met & jour le gagnant ainsi que ses voisins
Cit+1)=Ci(t)+e(t+1)o(io(t+1),7)(z(t+1)—Ci(t))

ou e(t+ 1) est un paramétre d’adaptation, constant ou décroissant et o (i,7) est une
fonction de voisinage définie par

(4, 7) 1, siles classes i et j sont voisines
o(i,j) = .
" 0, sinon

Remarque : la taille du voisinage doit décroitre lentement vers zéro au cours du temps
pour que l’algorithme soit convergent.

La méthodes que nous proposons pour les données provenant des modeéles & changements de
régime consiste & faire une classification initiale par ’algorithme de Kohonen et & pratiquer
ensuite une classification hiérarchique en modifiant les définitions de l'inertie intra et de
I'inertie totale.

6.3 Généralisation de la méthode de Ward, classification des
données provenant des modéles & changements de régime

6.3.1 Classification initiale des données

Le but étant de trouver le meilleur ajustement et de choisir le nombre d’hyperplans de
régression qui expliquent le mieux les données, on a besoin d’adapter la méthode de classi-
fication hiérarchique a ce cas. Deux points sont & noter : les classes ne sont plus caractérisées
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par leur centre de gravité, mais par un hyperplan et, de plus, puisque dans chaque classe
on doit estimer des coefficients de régression, on ne peut pas avoir, sur le niveau le plus
bas de ’arbre de classification, de classes contenant une seule observation.

Le deuxiéme probléme sera contourné en appliquant une classification initiale qui n’impose
pas cette contrainte comme les cartes de Kohonen. On utilise ici la propriété des cartes
auto-organisées de créer des classes homogénes et qui regrouperont donc des observations
provenant du méme régime. Cependant, si les coefficients des fonctions de régression dans
les différents régimes sont proches et si le bruit est important, cette propriété peut étre
mise en défaut.

Une autre question qui apparait est alors : est-ce qu’il y a assez de points dans chaque classe
de la classification initiale pour estimer une régression 7 Au cas ou il existe des classes qui
ne contiennent pas assez d’observations, leur contenu est rattaché, en utilisant la topologie
de la carte, & la plus proche classe ayant suffisament de points et les classes qui restent
ainsi vides sont enlevées dans la suite.

Une fois la classification initiale obtenue, reste & définir la classification hiérarchique &
appliquer. Dans tout le reste de ce chapitre, on fait la convention d’appeler “clusters” les
classes obtenues par une carte de Kohonen et “classes” les regroupements éventuels de deux
ou plusieurs “clusters”.

6.3.2 Classification hiérarchique autour des hyperplans de régression

Soit donc y = {y1, ...,y } un n-échantillon observé de la série (Y;),., qui vérifie le modele
(6.1) et soit

Y = {yt, yr-1, ---,ytfz}t:,H,___,n e R(n=0x(+1)

le tableau de données avec n — [ lignes et [ 4+ 1 colonnes obtenu en appliquant une fenétre
glissante de taille /.

On suppose aussi que les données Y ont été classées par une carte de Kohonen bidimension-
nelle (M lignes, M colonnes, M? clusters) et que la distance considérée est celle générée
par la norme euclidienne. Les M? clusters obtenus sont regroupés ensuite dans un arbre
hiérarchique, en utilisant une distance définie ci-dessous :

Supposons qu’on se place au niveau k de 'arbre avec les classes C1, ..., Cr et qu’on veuille
passer au niveau supérieur k£ — 1. Au niveau k, on définit la somme des carrés résiduelle
par :

k
SSEinira (k) = Z SSEC]-
j=1

ou

~ ~ ~ 2
SSEc; = Z (y: — @y 0 + ac; 1yt 1 + - + 8oy Y1)
teC;
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est la somme des carrés des résidus pour la régression estimée dans la classe C}, acj,o,
ac;1,---,0c¢;, étant les estimateurs des paramétres de régression dans la classe C; pour
i=1,..,k.

Si, pour passer au niveau k — 1, les classes C; et Cj, ont été regroupées, la somme des
carrés résiduelle devient :

k
SSEgr,L‘zflv‘a (k) = Z SSECl + SSECjUCj,
i=1,#7,i#]!

Le principe de regroupement des classes est le méme que celui de Ward : on regroupe
les classes qui minimisent le gain dans la somme des carrés résiduelle. On cherche donc
J, 31 € {1,...,k} qui minimisent

ASSEL (k,k—1) = SSELY, (k) — SSEinta (k) = SSEc,uc;, — SSEc; — SSEg;,
Cette quantité est toujours positive et si les deux classes proviennent du méme régime,
alors elle devrait étre trés proche de zéro. De plus, Toyoda (1974) a montré que si les

bruits des classes C'; et Cj, suivent des lois gaussiennes centrées de variances 0]2- et o?-,, alors

ASSE%;M (k,k — 1) suit approximativement une loi 0?2 (I + 1), ot 02 est une moyenne

pondérée de ajz- et 0]2-, bien choisie.

6.3.3 Algorithme

On peut maintenant écrire les pas d’un nouvel algorithme qui réalise, en méme temps,
une classification des données et une modélisation dans chaque classe. On remarquera au
passage que méme si I’objet principal de I’étude est 'analyse des modéles autorégressifs,
l'algorithme suivant peut étre appliqué pour des modéles de régression & changements de
régime comprenant aussi d’autres variables explicatives que le passé.

Alg.1

Pas 1 : Choisir les variables explicatives ou/et le nombre des retards [ avec un critére
d’information de type AIC, BIC

Pas 2 : Construire la matrice des données Y en utilisant une fenétre glissante de taille [

Pas 3 : Choisir la dimension et la topologie pour la carte de Kohonen et faire une classi-
fication initiale des données en M? clusters. Dans cette étude on a utilisé uniquement des
grilles carrées, le choix de la taille de la grille étant liée au nombre de données et au nombre
de variables de régression. Les clusters devraient contenir assez de points pour pouvoir es-
timer une régression, mais pas trop, pour ne pas mélanger des observations provenant de
régimes différents dans le méme cluster. Bien str, il n’y a pas de réponse théorique pour ce
probléme et éviter le mélange des observations devient impossible quand les modéles dans
chaque régime sont trés proches. Ceci souléve une autre question : quand les modéles sont
proches, est-ce que cela a du sens, en pratique, de considérer plusieurs régimes? Comme
régle empirique, les grilles ont été choisies telles que M? soit égal au nombre d’observations
divisé par cinq fois le nombre de variables explicatives.
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Pas 4 : Construire la classification hiérarchique des M? clusters.
4.1 : Poser k = M?
4.2 : Estimer les k hyperplans de régression dans chaque classe

4.3 : Calculer (jo, 7)) qui minimisent ASSEZI (K k—1)

wnira

4.4 : Regrouper les classes jy et jj et poser k =k — 1. Si k # 1, retourner au pas 4.2

A la derniére étape, il n’y a qu’une seule classe et une seule régression. Pour choisir le
nombre de régimes, on représente graphiquement 1’évolution de la somme des carrés rési-
duelle au cours du regroupement des classes, en s’attendant a observer un saut important
lorsqu’on passe du vrai nombre de régimes a un nombre plus petit.

De plus, a chaque pas de la classification hiérarchique, des tests d’égalité des coefficients
peuvent confirmer si les classes qui sont regroupées proviennent du méme régime. Si, par
exemple, au passage de k a k — 1 classes on regroupe C; et C}, on considére les hypotheses
“Hy : C; et Cj proviennent du méme régime” contre “H; : C; et C; appartiennent & des
régimes différents” et on pratique un test de Fisher sur I’égalité des coefficients de régression
dans les deux classes. Utiliser ce type de tests a pourtant ’inconvénient de surestimer le
nombre de régimes. En effet, si la classification initiale contient des clusters qui mélangent
des observations de deux ou plusieurs régimes, le test deviendra significatif dés que ces
clusters interviendront dans les regroupements de classes.

6.4 Reésultats numériques

La méthode proposée étant empirique, sa validation ne peut étre apportée que par des
exemples numériques. On 1’a testée d’abord sur plusieurs modéles simulés & changements
de régime et ensuite on 1’a appliquée & des données réelles.

6.4.1 Modéles a seuil de type TAR

Les modeéles a seuil de type TAR (“Treshold Autoregressive models”) introduits par Tong
(1983) font partie des premiers modeéles non-linéaires & changements de régime. L’idée est
de donner des comportements autorégressifs différents & une série, selon un ou plusieurs
seuils pour les retards.

Pour les simulations, on a pris ’exemple suivant :

(6.4)

v { 08Yi1 —0.9Y, 5~ 3+ ,siYp <15
P70 03Y-1 —02Y; 0+ 2+¢ ,siY;o>15

avec (g;) un bruit i.i.d. de densité gausienne centrée et réduite.
Trois échantillons contenant 200, 400 et, respectivement, 800 points ont été simulés.
Regardons d’abord 1’échantillon de taille 200. Pour la classification initiale, on a choisi

une grille de taille 5 x 5, les variables utilisées étant {Y7,Y;_1,Y; 2}. Les résultats sont
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Contenu des 25 cellules Camemberts de @ variable : elal

ey

o0
o0
o0
0000
00000

F1a. 6.3 — Classification initiale par carte de Kohonen pour un modéle TAR (200 observa-
tions)

Regime 1 Regime 2
Constante Y;_1 Yi;_o | Constante Y;_1 Yi_o
Valeurs estimées -2.82 0.59 -0.89 14 0.37 0.32
T-statistique (Student) -19.15 13.09 15.89 8.24 596 4.79
Vraies valeurs -3 0.5 -0.9 2 0.3 -0.2

TAB. 6.1 — Les coefficients estimés du modeéle TAR (200 observations)

présentés dans la Figure 6.3. Les profils des individus dans chaque cluster sont représentés
a gauche. On a choisi ce graphique pour confirmer 1'utilisation des cartes auto-organisées :
les clusters sont bien homogénes, les observations similaires se retrouvent ensemble et, de
plus, la préservation de la topologie permet d’avoir des clusters voisins avec des observations
qui se ressemblent et qui devraient appartenir au méme régime.

Cette observation est renforcée par le graphique de droite sur lequel on a croisé les clusters
avec la variable booléenne 1y, ,<15). La carte de Kohonen est bien arrivée a séparer les
deux régimes dans chaque cluster, mais aussi au niveau topographique.

Si on fait tourner maintenant ’algorithme de classification hiérarchique sur les 25 clusters,
la somme des carrés résiduelle évolue comme dans la Figure 6.4 et le choix de deux régimes
semble raisonnable.

De plus, ’ajustement de régressions dans les deux classes finales fournit de bons estimateurs
des parameétres (voir le Tableau 6.1), le seul parameétre qu’on n’arrive pas & estimer avec
cette méthode étant la valeur du seuil. Ce type de classification permet de distinguer
I’existence de plusieurs régimes, mais la question du type de modéle - & seuil, & changements
de régime markoviens ou indépendants - ne peut étre résolue que par des hypothéses a
priori.

Pour les échantillons de 400 et, respectivement, 800 observations les résultats sont trés
similaires. On a choisi de ne pas les détailler, mais d'illustrer seulement (Figure 6.5) les
clusters obtenus par des cartes de Kohonen de dimensions 7 X 7 et, respectivement, 9 x 9.
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FI1G. 6.4 — Somme des carrés résiduelle pour le modéle TAR (200 observations)

Ils sont homogénes et chaque cluster correspond & un regime, suivant le croisement avec
la variable 1ty; ,<1.5}. Dans la Figure 6.6, I'évolution de la somme des carrés résiduelle
au cours des classifications hiérarchiques indique ’existence d’au moins deux régimes dans
chaque cas.

Carmemberts de ia variable : elal Carmemberts de ia variable : elal

F1G. 6.5 — Classification initiale par carte de Kohonen pour un modéle TAR (400 et 800
observations)
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F1G. 6.6 — Somme des carrés résiduelle pour le modele TAR, (400 et 800 observations)

6.4.2 Modéles autorégressifs & changements de régime markoviens
6.4.2.1 Un modéle a deux régimes

Le modéle théorique est le suivant :
Y, = F%, (Yio1,Yi2) + 0%, e (6.5)

ou

Flo (Y;_l, n_g) =0.5Y;—1 +0.1Y;_5 + 0.2
FJ (Y 1,Y;2) =0.9Y;; —0.1Y; 5 +0.3 ’

o) =0.03, 0J = 0.02 et la matrice de transition de la chaine de Markov (X;)

o (09 02
A= ( 0.1 0.8

Comme pour les modeéles TAR, trois échantillons de 200, 400 et, respectivement, 800 ob-
servations ont été simulés.

Les résultats pour ’échantillon de 200 observations sont présentés dans les Figures 6.7,
6.8 et le Tableau 6.2. En croisant les clusters obtenus par les cartes auto-organisées avec
une variable catégorielle indiquant le régime, on remarque qu’il existe des cas ol les deux
régimes se chevauchent dans le méme cluster. Ce probléme se répercute sur la classification
hiérarchique. Méme si la somme des carrés résiduelle indique clairement qu’il y a au moins
deux régimes, choisir entre deux et trois n’est pas évident.
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Camemberts de @ variable : elal

FiGc. 6.7 — Classification initiale par carte de Kohonen pour un modeéle & changements
markoviens et & deux régimes (200 observations)

Contenu des ¥ cellues

(RS e

200

Regime 1 Regime 2
Constante Y;_1 Yi_o | Constante Y;_1 Yi_o
Valeurs estimées 0.19 0.50 0.14 0.47 0.43 0.23
T-statistique (Student) 9.59 6.55 2.15 4.76 1.42  0.98
Vraies valeurs 0.2 0.5 0.1 0.3 09 -01

TAB. 6.2 — Les coefficients estimés du modéle & changements markoviens et & deux régimes
(200 observations)

Remarquons aussi que 'utilisation de la distance euclidienne dans les cartes de Kohonen
apporte une perte de I'information contenue par les données qui est leur caractére temporel.
Une distance qui prendrait en compte cette propriété pourrait donc fournir de meilleurs
résultats. On discutera cette possibilité dans les sections suivantes.

En ce qui concerne les échantillons de 400 et 800 observations, le nombre de clusters mélan-
geant des points des deux régimes est moins important et les résultats de la classification
hiérarchique sont en faveur d’un modéle a deux régimes (Figures 6.9 et 6.10).
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05
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FiG. 6.8 — Somme des carrés résiduelle pour un modeéle & changements markoviens et a
deux régimes (200 observations)

Camenmberts de la variable : etal Carmemberts de ia variable : elal

Fi1G. 6.9 — Classification initiale par carte de Kohonen pour un modeéle & changements
markoviens et & deux régimes (400 et 800 observations)

106



6.4. RESULTATS NUMERIQUES

MSE
MSE

° o0
oooooooo
oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

F1G. 6.10 — Somme des carrés résiduelle pour un modeéle & changements markoviens et &
deux régimes (400 et 800 observations)

6.4.2.2 Un modéle a trois régimes

Regardons maintenant ce qui se passe si au modeéle a deux regimes, on rajoute un troi-
siéme régime & caractére explosif. On a choisi comme exemple un modéle qui admet un
régime explosif, mais reste globalement stationnaire (les fonctions de régression vérifient
les hypothéses (HS) de la section 4.1) :

Y; = F%, (Y1, 2) + 05,6 (6.6)
ou
F? (Y;—1,Y;_2) = 0.5Y;_1 4 0.1Y;_ + 0.2
F (Y-1,Y-9) =0.9Y;1 — 0.1Y; 2+ 0.3 ,
F (Y 1,Y; 2) = 1.2Y; 1 +0.5Y; 5 + 0.5

o) = 0.03, 09 = 0.02, 6§ = 0.03 et la matrice de transition de la chaine de Markov (X;)
est

0.8 0.1 0.6
A= 0.1 08 02
0.1 0.1 02

Les résultats de la classification présentés dans les Figures 6.11 et 6.12 correspondent & un
échantillon de 400 observations. La classification initiale par une carte de Kohonen révéle
une bonne séparation des régimes, avec le troisiéme isolé en bas de la carte & droite et
quelques clusters ol les deux premiers régimes se mélangent.

Remarquons aussi le cluster situé en bas & gauche de la carte. Il ne contient que quatre
observations, avec des profils trés différents et qui proviennent des trois régimes. De plus,
un représentation en trois dimensions des variables {Y;,Y;_1,Y;_2} montre que ces quatre
valeurs sont trés éloignées du reste des données (voir la Figure 6.13).

107



CHAPITRE 6. UNE METHODE EMPIRIQUE POUR CALCULER LE NOMBRE
D’ETATS DANS UN MODELE A CHANGEMENTS DE REGIME

En regardant la classification hiérarchique sur les clusters, il semblerait y avoir quatre

classes, mais, en regardant leur composition, trois classes correspondent bien aux trois

régimes tandis que dans la quatriéme on retrouve uniquement le cluster contenant des

valeurs extrémes. L’algorithme de classification hiérarchique proposé est donc sensible aux
Camemberts de ka variable : elal

valeurs aberrantes, comme la méthode de Ward.

FiG. 6.11 — Classification initiale par carte de Kohonen pour un modéle a changements
markoviens et a trois régimes (400 observations)

Contenu des 64 cellules

80
L

MSE

40
L
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Number of clusters

F1G. 6.12 — Somme des carrés résiduelle pour un modeéle & changements markoviens et a
trois régimes (400 observations)
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Y(t)
e
A
.
Y(t-2)

FiG. 6.13 — L’échantillon provenant d’un modeéle a changements markoviens et & trois
régimes (400 observations)

Regime 1 Regime 2 Regime 3
Const. Yi 1 Yi_2 Const. i1 Yio Const. Y:i 1 Yi_o
Valeurs estimées 0.23 0.20 0.09 0.28 133 -0.53 0.52 1.20 0.48
T-stat (Student) 28.37 53.94 10.71 6.62 22.07 -9.15 31.64 122.86 30.85
Vraies valeurs 0.2 0.5 0.1 0.3 0.9 -0.1 0.5 1.2 0.5

TAB. 6.3 — Les coefficients estimés du modéle & changements markoviens et & trois régimes
(400 observations)

6.4.3 Données réelles

Les résultats sur les données simulées étant encourageants, reste a appliquer la méthode
4 des jeux de données réelles : le premier est le “classique” Old Faithful Geyser Data,
le deuxiéme est la série du PNB (Produit National Brut) aux Etats-Unis, série utilisée
par Hamilton (1989) pour introduire les modéles autorégressifs a changements de regime
markoviens.

6.4.3.1 Old Faithful Geyser Data

Les données Old Faithful Geyser du parc national Yellowstone sont disponibles dans la
plupart des logiciels statistiques de type R ou S-Plus et constituent I'un des bancs d’essai
pour la validation des méthodes de classification. Elles contiennent 299 observations &
deux composantes qui sont le temps d’attente entre deux éruptions w; et la durée de
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I’éruption suivante d;. Les données ont été enregistrées entre le ler et le 15 aotit 1985 et
sont exprimées en minutes. A cause des mesures inexactes pendant la nuit (les appareils
ne sont plus surveillés, il y a des erreurs), pour plusieurs relevés la durée a été approximée
par des entiers : 53 points ou d; = 4 (durée longue), 20 ot d; = 2 (durée courte) et un
point ou dy = 3 (durée moyenne).

Il existe plusieurs études sur ces données. La majorité des auteurs se sont intéressés soit
& trouver une classification pertinente des données, soit & souligner une dépendance tem-
porelle entre événements successifs. Un passage en revue de la littérature, ainsi qu’une
modélisation par des séries temporelles en supposant “a priori” I'existence de deux classes
sont disponibles dans Azzalini et Bowman (1990).

Une approche pour expliquer les données simultanément par une classification et par une
dépendance entre les variables a été proposée par Hennig (2000) qui a introduit la méthode
“fixed-point regression clustering”. Notre algorithme est assez proche de cette derniére par
le fait qu’on essaie de déterminer le nombre de classes, tout en ajustant un modéle de
régression dans chaque classe.

On a vu que l'algorithme de classification décrit dans ce chapitre utilise la distance eu-
clidienne entre vecteurs dans les cartes auto-organisées et perd ainsi l'information selon
laquelle les variables explicatives sont des retards de la série. Il peut étre appliqué dans un
cadre plus général que les modeéles autorégressifs et donc en particulier aux données Old
Faithful Geyser. On cherche donc a expliquer la durée des éruptions en fonction des temps
d’attente par le modéle :

dt = ag(twt + b())(t + ag(tet (67)

ol X; est un processus non-observé a valeurs dans ’espace fini {1,...,pg}, po inconnu, et
€ est un bruit blanc.

Pour déterminer pg, on applique la méthode proposée : on commence par une classification
initiale des variables {d;, w;} avec une carte de Kohonen sur une grille de taille 6 x 6 et
ensuite on regroupe suivant une classification hiérarchique les clusters obtenus. La repré-
sentation de la somme des carrés résiduelle au cours du regroupement des clusters dans la
Figure 6.14, indique l'existence de deux classes.

Choisir deux classes semble donc la décision raisonnable & prendre et ceci est confirmé par
les Figures 6.15 et 6.16. Dans la premiére, on a représenté les classes obtenues “a posteriori”
par la méthode de classification hiérarchique. La séparation au niveau topologique est évi-
dente. Dans la Figure 6.16, on a représenté les observations en prenant les temps d’attente
en abscisse et la durée en ordonnée. Les cercles sont les observations de la premiére classe,
les triangles de la deuxiéme. Au niveau de l'interprétation, la premiére classe contient les
points avec des durées d’éruption longues précédées de temps d’attente variables, tandis
que la deuxiéme est concentrée autour des points avec durée dy = 2 et de longs temps d’at-
tente (les coefficients de régression pour les deux classes sont présentés au Tableau 6.4).
Cette conclusion est cohérente avec ’hypothése “a priori” de Azzalini et Bowman (1990)
qui apportent des arguments géologiques pour ’existence de deux régimes dans le modéle
de la durée d’éruption.
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Fi1aG. 6.14 — Somme des carrés résiduelle pour les données Old Faithful Geyser
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Fi1Gg. 6.15 — Classification initiale par carte de Kohonen pour les données Old Faithful
Geyser
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F1G. 6.16 — Représentation a deux classes pour les données Old Faithful Geyser

Regime 1 Regime 2
Constante Wy Constante wy
Valeurs estimées 5.095 -0.012 2.315 -0.004
T-statistique (Student) 38.71 -6.42 7.11 -1.06

TAB. 6.4 — Les coefficients estimés du modéle a deux régimes pour les données Old Faithful
Geyser

6.4.3.2 La série PNB aux Etats-Unis

La série du PNB d’aprés guerre aux Etats-Unis a été utilisée par Hamilton (1989) pour
introduire et illustrer les modéles autorégressifs & changements de regime markoviens. Ces
modéles ont permis une segmentation de la série qui est cohérente avec le cycle économique :
les taux de croissance positifs sont associés a des périodes normales de 1’économie, tandis
que les taux de croissance négatifs correspondent & des périodes de récession. Cependant,
le choix de deux régimes n’est pas justifié de maniére statistique dans ses travaux.

La série, notée GNP (Gross National Product) et disponible dans Business Conditions
Digest (Février 1986), contient 136 observations enregistrées tous les trois mois entre 1951
et 1984. En raison de l’existence évidente d’une tendance (voir la Figure 6.17), on cherche
d’abord & la stationnariser et on considére la série des rendements :

GNP,
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F1G. 6.17 — La série GNP et la série stationnarisée des rendements

Le nombre de retards dans Hamilton (1989) a été choisi arbitrairement égal a 4. Pour des

raisons de cohérence et d’interprétabilité des résultats, on a conservé ce nombre dans la

suite. La classification initiale est réalisée sur une grille 4x4 pour les vecteurs (Y;, Ye—1, Yt—2, Yt—3, Yt—4)-
Le résultat de la classification hiérarchique sur les seize clusters est présenté dans les Fi-

gures 6.18 et 6.19. Le premier graphique de la Figure 6.19 contient la somme des carrés

résiduelle selon le nombre de classes, le deuxiéme détaille la modification en pourcentage

de la somme des carrés résiduelle. Deux sauts importants, méme s’ils sont d’une amplitude

moindre que dans les exemples précédents, indiquent 1’existence de plusieurs régimes.

Pour confirmer ’hypothése de I’existence de plusieurs régimes, on a utilisé le test de Chow
(Chow (1960)) pour ’égalité des coefficients dans deux régressions linéaires.

Si on étudie par exemple le passage de trois & deux classes, notons Cy, Cy, C3 les trois
classes existantes & ce niveau et supposons que Cy et C3 sont regroupées. Dans ce cas,
on considére les hypothéses “Hj : les observations des classes Cy et C3 proviennent du
méme régime” et “Hi : les observations des classes Cy et C'3 appartiennent & deux régimes
différents”. La statistique du test est

(SSEcyuc, — SSEc, — SSEg,)

F=188E, + SSEc,) ] (#Ca + #Cs — 21)

ol [ est le nombre de retards. Sous des conditions de normalité du bruit et homoscédasticiteé,
F ~F(l,#Cy + #C3 — 2l) sous '’hypotheése nulle. Puisqu’on travaille avec des rendements
d’une série financiére, on sait qu’en général la distribution est proche d’une log-normale.
De plus, Toyoda (1974) a montré que méme si on n’a pas ’homoscédasticité, le test reste
significatif si au moins une des classes contient suffisamment d’observations. L’emploi de ce
test est donc justifie. On a #Co = 92, #C3 = 21 et la statistique du test est Fp; = 9, 938.
Le (1 — «)-quantile de F(4,105) vaut 2,458 pour a = 0,05 et 3,5031 pour @ = 0,01 et
donc 'hypothése d’égalité des coefficients est rejetée a 5% et méme a 1%.

De la méme maniére, on montre que la statistique du test est significative au passage de
deux & un régime. On déduit donc D’existence de plusieurs régimes, mais on n’arrive pas
& trancher entre deux et trois. La décision finale en faveur de deux régimes est prise en
s’appuyant sur I’argument économique de l’existence d’une périodicité récessions - périodes
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normales (les coefficients de régression pour les deux régimes sont présentés dans le Tableau
6.5).

F1G. 6.18 — Classification initiale par carte de Kohonen pour les données GNP

F1G. 6.19 — Somme des carrés résiduelle et variation en % de la somme des carrés résiduelle
pour les données GNP

Regime 1 Regime 2
Const. Ye-1  Ye-2  Yt-3  Yi-a Const. Ye-1  Yt-2  Yt-3  Yi-4a
Valeurs estimées -0.16 -0.07 021 0.11 -0.01 1.60 -0.03 -0.14 0.13 0.08
T-stat. (Student) -0.89 -0.65 1.79 0.93 -0.11 10.32 -0.25 -1.70 150 1.11

TAB. 6.5 — Les coefficients estimés du modéle & deux régimes pour les données GNP
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6.5 Alternative a la distance euclidienne dans la classification
initiale

6.5.1 Une distance fonctionnelle pour les séries temporelles

Les sections précédentes ont montré, de maniére empirique, que 1'utilisation des cartes de
Kohonen avec distance euclidienne fournissait de bons résultats pour mettre en évidence
I’existence de plusieurs régimes dans un modéle autorégressif. Cependant, la distance eu-
clidienne ne tient pas compte des caractéristiques temporelles des données, des structures
des corrélations des variables retardées entre elles et une partie de 'information est perdue.

Lee et Verleysen (2005) ont proposé récemment une généralisation de la norme fonctionnelle
Ly qui revient & la discrétiser pour pouvoir 'utiliser sur des données vectorielles. On étudie
dans la suite si le remplacement de la distance euclidienne par la distance proposée par
Lee et Verleysen améliore les résultats de la classification hiérarchique.

Pour cela, rappelons d’abord quelques notations et propriétés.

Siy:R — R est une fonction de carré intégrable, on définit la norme Lo de y par :

ol = [ ) dt);

Si on considére maintenant un échantillon observé yf = {y1,...,yn} de la série V; et la
matrice obtenue par une fenétre glissante de taille [,

Y = {Yt, Y15 Yot himip1,n € RO Dx (1),

Lee et Verleysen définissent, pour chaque vecteur y () = (ys, Yr—1, .-, %1—1) ", la norme Lrss
obtenue par la discrétisation de la norme Ly :

l 2
ly @)llrse = (Z i 1+Ai+1)2>

=0
ou
3 luil , YiYfi1 >0 % luil s YiYit1 > 0
Ai_l = I% A < 0 et Ai+1 = T |Z/i‘2 7. < 0
2 [yl w0 VYl 2Tyl Hyima] YVt

avec 7 strictement positif fixé, A_; =0 et A;41 = 0.

Avec cette définition, ||y (2)||pg , représente la norme Ly de la fonction linéaire par morceaux
obtenue en reliant les composantes du vecteur y (t) (voir la Figure 6.20).
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Yt

Yt

FIG. 6.20 — Calcul de la norme ||y (¢)||75.2

La norme ||-||;g o engendre alors la distance suivante :
)

drsp (y @),y ) =y () =y @) 152
Dans toute la suite on considére 7 = 1 et on a la relation :

1
2

!
drsa (y 1),y (1) < ( (y1—i — y{tz)2>
-0

7

avec égalité si toutes les coordonnées sont soit positives, soit négatives.

On peut alors modifier le Pas 3 de ’algorithme Alg.1 (section 6.3.3) en remplagant la
distance euclidienne par la nouvelle distance drs2. Dans un premier temps, on a implé-
menté la méthode de Kohonen & zéro voisin. Implémenter 'algorithme avec des cartes
auto-organisées et comparer ses performances par rapport aux méthodes “regression type
clustering” sont sur la liste “a faire” des prochains mois.

Etudions maintenant si la distance drg2 est mieux adaptée aux données sur les exemples
suivants.
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6.5.2 Utilisation de la distance fonctionnelle pour des modéles autoré-
gressifs 4 changements de régime markoviens

6.5.2.1 Un premier exemple

Le premier exemple reprend la série & deux régimes de la section 6.4.2.1. On rappelle que
la série est générée par ’équation suivante :

Y, = FY, (Yio1,Yi2) + 0%,& (6.8)

avec

F? (Y41,Y;2) = 0.5Y;_1 4 0.1Y;_5 + 0.2
FY (Yi—1,Y—2) = 0.9Y;_1 — 0.1Y;_5 + 0.3 ’

0.9 0.2

0 _ 0 — 0 —
o] =0.03, 0y =0.02 et A° = < 0.1 08

Markov X;.

) comme matrice de transition de la chaine de

Sur un échantillon de 200 observations, ’algorithme utilisant la distance euclidienne (voir
la section 6.4.2.1) montrait ’existence de plusieurs régimes avec des ruptures importantes
dans la somme des résidus au carré aux passages de trois & deux régimes et de deux a un
régime. La classification initiale était assez mauvaise, la moitié des clusters mélangeant des
observations des deux régimes. Pourtant, les deux régimes avaient été choisis de maniére a
étre assez éloignés (Figure 6.21) et une bonne métrique aurait di mieux séparer les données
dans les clusters.
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o
=

Y(t-1)

Fi1G. 6.21 — La représentation 3D du nuage des points correspondant au modéle & change-
ments de régimes (6.8)
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Si maintenant on fait tourner 1’algorithme de classification en utilisant la distance drg 2 et
une classification initiale ayant toujours 16 clusters, on obtient les résultats illustrés dans
la Figure 6.22. Le premier graphique représente les observations (v, ¥:—1,yt—2) contenues
dans les clusters. Le deuxiéme graphique présente le croisement des clusters avec la va-
riable indiquant le régime. Cette fois-ci, le nombre d’observations “mal classées” est moins
important, ce qui montre que la nouvelle distance est mieux adaptée a ce type de données.
De plus, dans la classification hiérarchique des clusters (Figure 6.23), la rupture au niveau
du passage de deux & un régime est beaucoup plus importante et permet de décider qu’il
existe deux régimes.

—
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F1G. 6.22 — Classification initiale par la méthode Kohonen & 0-voisin pour le modéle a
changements de regimes (6.8)

Nombre de classes

F1G. 6.23 — Somme des carrés résiduels pour le modéle & changements de régime (6.8)
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INITIALE
Regime 1 Regime 2
Constante Y;_1 Y;_ o | Constante Y; 1 Yi o
Valeurs estimées 0.17 0.41 0.24 0.35 0.73 0.01
T-statistique (Student) 10.37 6.29 5.05 8.79 517 0.11
Vraies valeurs 0.2 0.5 0.1 0.3 09 -0.1

TAB. 6.6 — Les coefficients estimés du modeéle & changements markoviens et a deux régimes
(200 observations)

6.5.2.2 Un second exemple

Pour le second exemple, on a gardé les mémes équations pour générer la série, le méme
nombre de régimes, les mémes fonctions de régression et la méme matrice de transition,
mais on a augmenté la variance du bruit. Le nouveau modéle s’écrit alors

Y, = F%, (Yi-1,Yi-2) + 0%,e (6.9)

ou

FY (Y 1,Y; ) = 0.5Y; 1 +0.1Y; 5 +0.2
F)(Y;—1,Y;2) = 0.9Y;_1 — 0.1Y;_5 + 0.3 ~

0.9 0.2

0 _ 0 — 0 —
o] =03, 09 =02et A = (0.1 0.8

Markov X;.

) comme matrice de transition de la chaine de

On a simulé une série de longueur 200 et dans la Figure 6.24 on a représenté le nuage de
points (y¢, yt—1,Yt—2) en trois dimensions. On remarque que dans ce cas les deux régimes
se superposent.

L’utilisation de l’algorithme Alg.1 (section 6.3.3) avec la distance euclidienne n’arrivant
pas & donner un résultat satisfaisant, on a testé l'algorithme avec la distance drg 2. Les 25
clusters produits par la classification initiale avec la méthode Kohonen & 0-voisin sont assez
homogeénes, méme si la plupart contiennent des observations appartenant & des regimes
différents (Figure 6.25).

La classification hiérarchique des 25 clusters (Figure 6.26) révéle un saut important au
passage de deux a une seule classe et on décide alors de sélectionner deux régimes.

Regime 1 Regime 2
Constante Y1 Y;_o | Constante Y;_1 Y;_o
Valeurs estimées 0.32 -0.06 0.42 0.16 1.11  -0.28
T-statistique (Student) 8.54 -0.69 547 3.00 14.30 -3.27
Vraies valeurs 0.2 0.5 0.1 0.3 0.9 -0.1

TAB. 6.7 — Les coefficients estimés du modéle & changements markoviens et & deux régimes
(200 observations)
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Fi1G. 6.24 — La représentation 8D du nuage des points correspondant au modéle & change-
ments de régimes (6.9)
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F1G. 6.25 — Classification initiale par la méthode Kohonen & 0-voisin pour le modéle a
changements de régime (6.9)
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FI1G. 6.26 — Somme des résidus au carré et augmentation en % de la somme de résidus au
carré pour le modéle a changements de regime (6.7)

6.6 Conclusion

On a proposé une méthode empirique basée sur des méthodes de classification non-supervisées
qui permet d’illustrer la présence d’éventuels régimes dans un modéle autorégressif. L’étude

a porté sur des modeéles & fonctions de régression linéaires dans chaque régime, mais une
modification pour d’autres fonctions non-linéaires comme les perceptrons multi-couches
pourrait étre envisagée. Cependant, dans ce cas il faudrait travailler sur des ensembles de
données suffisamment larges pour permettre une bonne estimation des paramétres.

L’algorithme proposé a été testé sur plusieurs exemples simulés ou réels. Sur les exemples
simulés on a montré que les résultats sont corrects et qu’on choisit le bon nombre de
régimes lorsque les paramétres des modéles dans chaque régime sont assez éloignés et que
le résultat risque de surestimer le vrai nombre de régimes lorsqu’on rapproche les hyperplans
de régression caractérisant chaque régime. De plus, il semble que la classification initiale
est trés sensible aux valeurs extrémes. Les résultats sur les données réelles (Old Faithful
Geyser Data et le Produit National Brut aux Etats-Unis) sont encourageants par leur
concordance avec la littérature existante.

Ensuite, on a abordé le probléme de perte d’information sur les données a cause de la
non-prise en compte de leur caractére temporel dans la classification initiale. On a utilisé
la modification de la norme Lo proposée par Lee et Verleysen (2005) de fagon a ce qu’elle
devienne une distance vectorielle et on a montré une amélioration générale des résultats.

En absence d’une réponse théorique compléte concernant la sélection du nombre de ré-
gimes dans un modéle auto-régressif, cette méthode peut étre utilisée avec, pourtant, de la
précaution. En effet, la classification initiale peut mélanger des observations provenant de
régimes différents si les coefficients de régression sont trés proches ou si la variance du bruit
est importante. Dans ce cas, il serait indiqué d’accompagner le choix empirique du nombre
de régimes d’un test statistique sur I’égalité des coefficients de régression, en sachant qu’on
risque de surestimer le modéle si les clusters initiaux mélangent des observations provenant
de régimes différents.
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Chapitre 7

Conclusion et perspectives

Le but de ce document a été de mettre en évidence l'utilité des modéles autorégressifs
& changements de régime dans l’analyse des séries temporelles, en particulier des séries
financiéres, et d’illustrer les problémes théoriques qu’ils soulévent.

Dans un premier temps, on a mené une étude qui essaie de quantifier les turbulences sur les
marchés en modélisant un indice de crise appelé IMS (Index of Market Shocks). Cette étude
a montré que les modeéles & changements de régime fournissent une bonne segmentation
de la suite de données et permettent une évaluation de la durée des crises. Cependant, il
n’y a pas de justification théorique pour le choix du nombre de régimes, ce qui conduit &
une certaine subjectivité de la modélisation. On a donc choisi de s’intéresser & ce probléme
ensuite.

Le principal inconvénient de ce type de modéle est la non-identifiabilité des paramétres.
En effet, la théorie classique sur les tests du rapport de vraisemblance ne s’applique pas et
Gassiat et Keribin (2000) ont montré la divergence de ce rapport dans le cas des chaines
de Markov cachées. En revanche, une approche par maximum de vraisemblance pénalisée
semble envisageable et la consistance faible d’un estimateur du nombre de régimes par
critére de vraisemblance pénalisée a été montrée par Gassiat (2002) pour les chaines de
Markov cachées.

Dans ce document, on a abordé deux classes de modéles autorégressifs : & changements de
régime indépendants et & changements de régime markoviens. Dans les deux cas, le nombre
de retards a été considéré connu et fixé a ’avance.

Dans le cadre des modéles autorégressifs & changements de régime indépendants, on a
montré la consistance faible d’un estimateur de vraisemblance pénalisée pour le nombre de
régimes. La preuve est faite pour des processus stationnaires et absolument réguliers, sous
des hypothéses de régularité et de complexité de la classe des fonctions scores généralisés.
Ces hypothéses ont été vérifiées ensuite pour des modéles autorégressifs & bruit gaussien et
les résultats de convergence ont été illustrés par des simulations. Le but des simulations a
été principalement d’étudier la vitesse de convergence de ’estimateur selon les différentes
valeurs des paramétres dans chaque régime. L’influence du terme de pénalité n’a pas été
abordée dans ce document et c’est un des points que nous souhaitons étudier maintenant.
Toutefois, il faut remarquer que 'utilisation du terme de pénalité du critére BIC a fourni
de bons résultats.
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En ce qui concerne la généralisation aux modéles autorégressifs a changements de régime
markoviens, on a montré que l'utilisation d’une vraisemblance marginale conduit & une
fonction de contraste et & un estimateur consistant uniquement dans le cas des chaines
de Markov cachées pour lesquelles les fonctions de régression sont constantes. Le résultat
de divergence dans le cas général a été illustré par des simulations. Une approche par
un critére de vraisemblance pénalisée en utilisant la vraie vraisemblance pourrait alors
étre envisagée. Démontrer qu’un critére de ce type ne sous-estime pas le vrai nombre de
régimes est assez immédiat. Il suffit d’étendre les résultats de Leroux (1992), Rydén (1995)
et Francq, Roussignol et Zakoian (2001) qui portent sur les mélanges de lois, les chaines
de Markov cachées et, respectivement, les modéles GARCH & coefficients dépendant d’une
chaine de Markov cachée. La partie difficile qui resterait & résoudre est de montrer que le
méme critére ne surestime pas le vrai modéle.

L’approche par maximum de vraisemblance pénalisée ne répondant que partiellement &
la question de la sélection du nombre de régimes, on a proposé au dernier chapitre une
méthode empirique qui combine les cartes de Kohonen et une classification hiérarchique
pour mettre en évidence ’existence de régimes dans un modéle autorégressif. Dans ce cas,
le type de changements de régime (modéles a seuil, & changements de régime indépendants
ou markoviens) ne compte plus, la seule hypothése est que les données observées sont
caractérisées par plusieurs régressions linéaires.

La méthode proposée a été testée sur plusieurs exemples de données simulées ou réelles,
les résultats obtenus étant assez encourageants. De plus, une modification de la distance
euclidienne dans l'algorithme de Kohonen pour qu’elle prenne en compte le caractére de
dépendance temporelle entre les données a été introduite. Avec cette nouvelle distance,
les résultats ont été généralement améliorés. Cependant, cette méthode est a utiliser avec
précaution. Des coefficients trop proches dans les différents régimes ou un bruit avec une
variance trop importante peuvent conduire & une classification initiale mélangeant les ré-
gimes dans les clusters et le vrai nombre de régimes est souvent surestimé.

Une autre question qui est alors apparue concerne les données provenant de modéles non-
stationnaires. I’approche par vraisemblance pénalisée étant démontré uniquement dans le
cas stationnaire, on aurait souhaité trouver au moins une réponse partielle au probléme du
choix du nombre de régimes en utilisant la méthode empirique du Chapitre 6. La réponse
n’est pourtant pas immédiate. Si, par exemple, dans le modeéle (6.6) on considére que le
troisiéme régime qui est explosif apparait plus souvent (il suffit pour cela d’augmenter la
probabilité de rester dans cet état dans la matrice de transition A®), alors les observations
correspondant & ce régime sont réparties sur la plus grande partie de la carte de Kohonen
et les deux régimes stationnaires se retrouvent écrasés dans un coin de la carte. Que faire
dans ce cas?

Une généralisation importante de la problématique étudiée dans ce document serait de
considérer que le nombre de retards est aussi inconnu et de repenser la question de sélection
de modéle comme une double sélection : du nombre de régimes et du nombre de retards. De
nouveaux problémes apparaissent dans ce cas, le plus difficile étant, peut-étre, de trouver
une bonne reparamétrisation de cette double non-identifiabilité. Une réponse partielle a
été apportée par Chambaz et Matias (2006) qui étudient la sélection jointe de la mémoire
d’une chaine de Markov & chaine de Markov cachée et du nombre de régimes de la chaine
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de Markov cachée dans le cas ou le processus observé est a espace d’états fini, mais la
généralisation & un espace d’états continu n’est pas encore établie.
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