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Schéma d’ordre 1 en temps
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Motivation

∂u

∂t
(x, t)− ν∆u(x, t) + u(x, t) · ∇u(x, t)︸ ︷︷ ︸

convection non-linéaire

+∇p(x, t) = f(x, t)

Caractère non-linéaire

⇒ difficulté de résolution théorique
⇒ résolution numérique
⇒ Méthode à deux grilles

Réduire la complexité du schéma

Conserver l’ordre de convergence

Gagner en temps de calcul
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⇒ résolution numérique
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⇒ difficulté de résolution théorique
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Conserver l’ordre de convergence

Gagner en temps de calcul
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Problème de Navier-Stokes (N-S)
Étude du comportement d’un fluide incompressible dans un
domaine Ω ⊂ IR2, borné de frontière assez régulière Γ = ∂Ω et de
normale extérieure −→n.

Figure: Domaine de travail
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Problème de Navier-Stokes (N-S)

B Équations de Navier-Stokes:

∂u

∂t
(x, t)− ν∆u(x, t) + u(x, t) · ∇u(x, t) +∇p(x, t) = f(x, t),

dans Ω× [0,T ]
(1)

B Condition d’incompressibilité:

div u(x, t) = 0, dans Ω× [0,T ] (2)

B Condition de Dirichlet:

u(x, t)|∂Ω = 0, sur ∂Ω× [0,T ] (3)

B Condition initiale:

u(x, 0) = 0 sur Ω. (4)
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Étude théorique
Étude numérique
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Existence de la solution

Soient
V =

{
w ∈ D(Ω)d ; div w = 0 dans Ω

}
,

V =
{
w ∈ H1

0 (Ω)d ; div w = 0 dans Ω
}
,

H = {w ∈ H(div; Ω); div w = 0 dans Ω} ,

où H(div; Ω) = {w ∈ L2(Ω)d ; div w ∈ L2(Ω)}.
Soient

f ∈ L2(0,T ;H−1(Ω)d) et u0 ∈ H.
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Existence de la solution

Théorème d’existence

Soit d = 2 ou 3 et T <∞. Pour f ∈ L2
t (H

−1
x ),u0 ∈ H et ν > 0

donné, ∃ au moins une solution de (1)–(4) u ∈ L2
t (Vx)∩ L∞t (Hx) et

p ∈ W−1,∞
t (L2

0x).
Si d = 2, u ∈ C0([0,T ];H) et si d = 3,u est continue de [0,T ]
dans H muni de la topologie faible de L2(Ω)3.

De plus,
du

dt
∈ L2(0,T ;V ′) si d = 2 ou L4/3(0,T ;V ′) si d = 3.
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Historique & Idées des schémas à deux grilles

Unicité de la solution

Théorème d’unicité

Si d = 2, le problème (1)–(4) a une unique solution u telle que
u ∈ L2(0,T ;V ) ∩ L∞(0,T ;H).

Problème Ouvert

En d = 3, question ouverte d’unicité!
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Plan
Motivation

Présentation du problème & Technique à deux grilles
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Plan
Motivation

Présentation du problème & Technique à deux grilles
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Régularité de la solution

On se restreint à la dimension d = 2.

Théorème de régularité...

Si f ∈ L2
t (L

4/3
x ) alors

∂u

∂t
∈ L2

t,x,u ∈ L2
t (W

2,4/3
x ) et p ∈ L2

t (W
1,4/3
x ).

Si en plus Ω convexe et f ∈ L2
t,x alors u ∈ L2

t (H
2
x ) et p ∈ L2

t (H
1
x ).

...suite

Si f ∈ L∞t (L
4/3
x ) alors u ∈ L∞t (W

2,4/3
x ) et p ∈ L∞t (W

1,4/3
x ).

Si de plus Ω convexe et f ∈ L∞t (L2
x) alors u ∈ L∞t (H2

x ) et
p ∈ L∞t (H1

x ).
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Étude théorique
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Historique & travaux précédents

B Quinzaine d’années

B Équations elliptiques semi-linéaires stationnaires (Xu,
Niemistö)

B Problème de (N-S) stationnaire (Fairag, Layton, Layton &
Lenferink et Girault & Lions)

B Problème de (N-S) instationnaire, semi-discret (Girault &
Lions)
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Idées des schémas à deux grilles

Pour Navier-Stokes stationnaire:

− ν∆u + u · ∇u +∇p = f, div u = 0, u|∂Ω = 0. (5)

L’idée:

B Discrétisation de (5) sur une grille grossière de pas H.
B Discrétisation de (5) sur une grille fine de pas h en
linéarisant u · ∇u par uH · ∇uh.

Résultats:
Discrétisation d’ordre 1, l’erreur sur u en norme H1 est en
O(H), en norme L2 est en O(H2). La contribution du facteur
u dans l’erreur de u · ∇u est en norme L2, donc en O(H2).
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Historique & Idées des schémas à deux grilles
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Idées des schémas à deux grilles

But:

B Ordre 1 (resp. 2) Si h = H2 (resp. h2 = H3), l’erreur à la
fin des deux étapes est O(h) (resp. O(h2)).
B Diminuer le temps de calcul, i.e gagner en coût de calcul.
B Conserver la précision et réduire la complexité du schéma.

Difficulté: Estimation d’erreur en norme L2 basée sur un
argument de dualité.

Outils: → Discrétisations:
1 spatiales: pas d’espace H et h.
2 temporelle: pas de temps ∆t = T

N avec intervalle de temps
[0,T ] et tn = n∆t, 0 ≤ n ≤ N.
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Schéma d’ordre 1 en temps
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Historique & Idées des schémas à deux grilles
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Schéma d’ordre 2 en temps
Conclusion & perspectives

Problème de Navier-Stokes (N-S)
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Historique & Idées des schémas à deux grilles

3 Schéma d’ordre 1 en temps
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Étude théorique
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 LE MAILLAGE GROSSIER : 

Grille Grossière: problème non-linéaire

1

∆t
(un+1

H − un
H , vH) + ν(∇un+1

H ,∇vH) + (un+1
H · ∇un+1

H , vH)

−(pn+1
H , div vH) +

1

2
(div un+1

H ,un+1
H · vH) = 〈fn+1, vH〉,

(qH , div un+1
H ) = 0,

(6)

où (· , ·) produit scalaire de L2(Ω).
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 le maillage fin : 

Grille Fine: problème linéarisé

1

∆t
(un+1

h − un
h, vh) + ν(∇un+1

h ,∇vh) + (un+1
H · ∇un+1

h , vh)

−(pn+1
h , div vh) = 〈fn+1, vh〉,

(qh, div un+1
h ) = 0.

(7)

avec u0
H = u0

h = 0 et un
H = R(un

h), où R est une restriction
adéquate de Xh dans XH .
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Espaces des E.F & Condition inf-sup

E.F ”mini-élément”: P1+“bulle” /P1

Rôle de la bulle : Assurer la condition inf-sup.
Espaces des E.F:

Xη =
{
vη ∈ C 0(Ω)2; ∀κ ∈ Tη, vη|κ ∈ [P1 ⊕ Vect(bκ)]2, vη|∂Ω

= 0
}

et
Mη =

{
qη ∈ C 0(Ω); ∀κ ∈ Tη, qη|κ ∈ P1,

∫
Ω

qηdx = 0
}
.
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Schéma à deux grilles d’ordre un
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Espaces des E.F & Condition inf-sup

Condition ”inf-sup” de Babus̆ka-Brezzi :

inf
qη∈Mη

sup
vη∈Xη

∫
Ω

qη(div vη)dx

‖qη‖L2(Ω) ‖∇vη‖L2(Ω)

≥ β?, (8)

où β? > 0 est indépendante de η.

Dans la suite, f(tn+1) est approchée par la moyenne:

fn+1(x) =
1

∆t

∫ tn+1

tn

f(x, t)dt, p.p. x ∈ Ω. (9)
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Erreur de base de (N-S)

Théorème 1: A chaque pas de temps, solution un+1
η unique de (6) si ∆t

assez petit. Si u ∈ L∞t (H1
x ) ∩ L2

t (H
2
x ), u′ ∈ L2

t (H
1
x ) et p ∈ L2

t (H
1
x ), alors

∃α, β,C et k0 > 0 indép. de η et ∆t t.q pour ∆t ≤ k0 :

sup
0≤n≤N

∥∥un
η − u(tn)

∥∥2

L2(Ω)
+

N−1∑
n=0

∥∥(un+1
η − u(tn+1))− (un

η − u(tn))
∥∥2

L2(Ω)

+
ν

2

N−1∑
n=0

∆t|un+1
η − u(tn+1)|2H1(Ω) ≤ C (η2 + (∆t)2). (10)

Sous l’hypothèse ∆t ≥ αη2

sup
n
|un

η|H1(Ω) ≤ C . (11)
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Étude numérique

Erreur de base de (N-S)
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Quelques estimations de Stokes

L’estimation d’erreur d’ordre 2 en temps dans L2(Ω×]0,T [)2 est
basée sur un argument de dualité pour le problème de Stokes
dépendant du temps.

∂v

∂t
(x, t)−ν∆v(x, t)+∇q(x, t) = g(x, t), div v(x, t) = 0+

{
C .I
C .L

Régularité (Grisvard, Temam)

B Si g ∈ L2
t,x alors v ∈ L2

t (W
2,4/3
x ) ∩ L∞t (H1

x ), v′ ∈ L2
t,x et

q ∈ L2
t (W

1,4/3
x ).

B Si Ω est convexe alors (v, q) ∈ L2
t (H

2
x )× L2

t (H
1
x ).

B Sans la convexité, si g ∈ H1
t (H−1

x ) et g(0) ∈ L2(Ω)2

alors v′ ∈ L∞t (L2
x) ∩ L2

t (H
1
x ).
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Régularité (Grisvard, Temam)

B Si g ∈ L2
t,x alors v ∈ L2

t (W
2,4/3
x ) ∩ L∞t (H1

x ), v′ ∈ L2
t,x et

q ∈ L2
t (W

1,4/3
x ).

B Si Ω est convexe alors (v, q) ∈ L2
t (H

2
x )× L2

t (H
1
x ).

B Sans la convexité, si g ∈ H1
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Schéma d’ordre 1 en temps
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Problème de Stokes rétrograde

(S) discrétisé

1

∆t
(vn+1

η − vn
η, zη) + ν(∇vn+1

η ,∇zη)− (qn+1
η , div zη) = (gn+1, zη),

(λη, div vn+1
η ) = 0.

B Argument de dualité basé sur le problème de Stokes rétrograde
(Sret):

(Sret)

1

∆t
(wn+1 −wn) + ν∆wn −∇λn = vn

η − v(tn),

div wn = 0, wn|∂Ω = 0, wN+1 = 0.
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Problème de Stokes rétrograde

Estimations a priori:

′′L∞t (L2
x)
′′,′′ L2

t (H
1
x )′′ et (

N∑
n=0

∆t

∥∥∥∥wn+1 −wn

∆t

∥∥∥∥2

L2(Ω)

)1/2 majorées

par: (
N∑

n=0

∆t
∥∥vn

η − v(tn)
∥∥2

L2(Ω)
)1/2.

(Sret) pb de Stokes stationnaire avec second membre
wn+1 −wn

∆t
+(v(tn)− vn

η). Quand Ω convexe, wn ∈ H2(Ω)2, λn ∈ H1(Ω) et

( N∑
n=0

∆t(|wn|2H2(Ω) + |λ
n|2H1(Ω))

)1/2

≤ C
( N∑

n=0

∆t
∥∥vn

η − v(tn)
∥∥2

L2(Ω)

)1/2

.
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Estimation L2(Ω×]0, T [)2

Théorème 2: H.A, V.Girault, T.Sayah

Si Ω convexe, g ∈ L2
t,x, g

′ ∈ L2
t (H

−1
x ) et g(0) ∈ L2(Ω)2, alors ∃C t.q

( N∑
n=0

∆t
∥∥vn

η − v(tn)
∥∥2

L2(Ω)

)1/2
≤ C (η2 + ∆t).

Idées de la preuve: Prendre
N∑

n=0

∆t((Sret), e
n) où en = vn

η − v(tn) :

N∑
n=0

∆t ‖en‖2
L2(Ω) =

N−1∑
n=0

(wn+1, en − en+1)− ν

N∑
n=0

∆t(∇wn,∇en)

+
N∑

n=0

∆t(λn − rηλ
n, div en)
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Résultat de superconvergence

Rappel du but: Estimation d’ordre 2 en norme L2 de un
η − u(tn): une

contribution linéaire et une autre non-linéaire:

B Linéaire ||vn+1
η − u(tn+1)||L2(Ω) estimée d’après le Théorème 2

avec gn+1 = fn+1 − u(tn+1) · ∇u(tn+1).

B Superconvergence: H.A, V.Girault, T.Sayah

Pour la non-linéaire ||vn+1
η − un+1

η || :

′′L∞t (L2
x)
′′ et ′′L2

t (H
1
x )′′ sont en O(η2 + ∆t).

⇒ ( N−1∑
n=0

∆t
∥∥u(tn)− un

η

∥∥2

L2(Ω)

)1/2
≤ C (η2 + ∆t),

où C est une constante indépendante de η et ∆t.
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Plan
Motivation

Présentation du problème & Technique à deux grilles
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Schéma à deux grilles d’ordre un
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Schéma à deux grilles d’ordre un
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Estimation d’erreur de la pression
B

(
∑N−1

n=0 ∆t
∥∥pn+1

η − rηp(tn+1)
∥∥2

L2(Ω)
)1/2 ≤ 1

β?
{C1(η + ∆t)

+S2(
∑N−1

n=0 ∆t
∥∥∥ (un+1

η −u(tn+1))−(un
η−u(tn))

∆t

∥∥∥2

L2(Ω)
)
1/2
? }

B Hyp. de régularité suppl. Tη : ρmin ≥ τ̃ η5, où ρmin = inf
κ∈Tη

ρκ.

⇒ sup
n
|un

η|W 1,5/2(Ω) ≤ C

⇒ (· · ·)1/2
? ≤ C (η +

√
∆t).

D’où

(
N−1∑
n=0

∆t
∥∥p(tn+1)− pn+1

η

∥∥2

L2(Ω)
)1/2 ≤ C (η +

√
∆t).
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Schéma d’ordre 1 en temps
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Estimation d’erreur de la vitesse fine

Théorème 3: H.A, V.Girault, T.Sayah

Si u ∈ L∞t (H1
x ) ∩ L2

t (H
2
x ) ∩ C0

t (W 1,4
s ),u′ ∈ L2

t (H
1
x ), p ∈ L∞t (H1

x ),

p′ ∈ L2
t,x, f ∈ L2

t,x, f
′ ∈ L2

t (H
−1
x ), f(0) ∈ L2(Ω)2,Ω convexe et si ∆t

suffisamment petit, alors l’unique solution de (7) satisfait l’estimation

sup
0≤n≤N

‖un
h − u(tn)‖L2(Ω) +

√
ν
( N−1∑

n=0

∆t|un+1
h − u(tn+1)|2H1(Ω)

)1/2

+
( N−1∑

n=0

∥∥(un+1
h − u(tn+1))− (un

h − u(tn))
∥∥2

L2(Ω)

)1/2

≤ C (H2 + h + ∆t),
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Estimation d’erreur de la pression fine

Théorème 4: H.A, V.Girault, T.Sayah( N−1∑
n=0

∆t
∥∥p(tn+1)− pn+1

h

∥∥2

L2(Ω)

)1/2

≤ C (h + H2 + ∆t),

Sous l’hypothèse: ∃ α′ et γ′ > 0 indépendantes de ∆t et H t.q

α′H2 ≤ h ≤ γ′H2, (12)

alors

Ordre 1 ( N−1∑
n=1

∆t
∥∥p(tn+1)− pn+1

h

∥∥2

L2(Ω)

)1/2
≤ Ch.
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h

∥∥2

L2(Ω)

)1/2
≤ Ch.
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Implémentation numérique

B Avec FreeFem++

B En imposant f = f(t, x , y), on trouve
(u(t, x , y), p(t, x , y)) = (rot ψ(t, x , y), p(t, x , y)) avec:
ψ = te−t2(x+y)y2(1− y)2 sin2(πx), p = te−t cos(2πx) sin(2πy).

B 2 résolutions 2G:

1 G.F: un
h · ∇un+1

h +
1

2
div un

h · un+1
h

2 G.F: méthode des caractéristiques
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Stabilité par rapport au temps
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Étude théorique
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Comparaison exacte et numérique

Vec Value
0
0.00438509
0.00877018
0.0131553
0.0175404
0.0219255
0.0263105
0.0306956
0.0350807
0.0394658
0.0438509
0.048236
0.0526211
0.0570062
0.0613913
0.0657764
0.0701615
0.0745466
0.0789316
0.0833167

Vec Value
0
0.00434038
0.00868077
0.0130211
0.0173615
0.0217019
0.0260423
0.0303827
0.0347231
0.0390634
0.0434038
0.0477442
0.0520846
0.056425
0.0607654
0.0651057
0.0694461
0.0737865
0.0781269
0.0824673
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Comparaison exacte et numérique

IsoValue
-0.349468
-0.312682
-0.275896
-0.23911
-0.202324
-0.165537
-0.128751
-0.0919652
-0.0551791
-0.018393
0.018393
0.0551791
0.0919652
0.128751
0.165537
0.202324
0.23911
0.275896
0.312682
0.349468

IsoValue
-0.349781
-0.312962
-0.276142
-0.239323
-0.202503
-0.165684
-0.128864
-0.0920449
-0.0552254
-0.0184059
0.0184136
0.0552331
0.0920527
0.128872
0.165692
0.202511
0.239331
0.27615
0.31297
0.349789
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Comparaison en temps de calcul

Ng × Ng points 5 × 5 6 × 6 7 × 7 8 × 8 9 × 9

t1G (en sec.) 85.63 236.46 597.94 1475.75 3265.38

1
◦

t2G (en sec.) 86.54 233.16 576.89 1403.93 3083.30
|t2G−t1G |

t1G
(en %) ? 1.39 3.52 4.86 5.57

2
◦

t2G (en sec.) 59.05 138.844 409.047 1061.16 2448.34
|t2G−t1G |

t1G
(en %) 45 41.2 31.5 28.09 25.02

Table: Comparaison en temps CPU des 2 schémas d’ordre 1 en temps.
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Étude théorique
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Plan
Motivation

Présentation du problème & Technique à deux grilles
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Grille Grossière

1
2∆t (3u

n+1
H − 4un

H + un−1
H , vH) + ν(∇un+1

H ,∇vH)− (pn+1
H , div vH)

+(un+1
H · ∇un+1

H , vH) +
1

2
(div un+1

H ,un+1
H · vH) = 〈fn+1, vH〉,

(qH , div un+1
H ) = 0.

(13)

Grille Fine

1
2∆t (3u

n+1
h − 4un

h + un−1
h , vh) + ν(∇un+1

h ,∇vh)

+(un+1
H · ∇un+1

h , vh)− (pn+1
h , div vh) = 〈fn+1, vh〉,

(qh, div un+1
h ) = 0.

(14)

avec u0
H = u0

h = 0,u1
H et u1

h obtenus par une itération du schéma d’Euler

en temps: erreur est donc en O(∆t2).
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2∆t (3u
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H − 4un
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H , vH) + ν(∇un+1

H ,∇vH)− (pn+1
H , div vH)

+(un+1
H · ∇un+1

H , vH) +
1

2
(div un+1

H ,un+1
H · vH) = 〈fn+1, vH〉,

(qH , div un+1
H ) = 0.

(13)

Grille Fine

1
2∆t (3u

n+1
h − 4un

h + un−1
h , vh) + ν(∇un+1

h ,∇vh)

+(un+1
H · ∇un+1

h , vh)− (pn+1
h , div vh) = 〈fn+1, vh〉,

(qh, div un+1
h ) = 0.

(14)

avec u0
H = u0

h = 0,u1
H et u1

h obtenus par une itération du schéma d’Euler

en temps: erreur est donc en O(∆t2).
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Espaces des E.F & Condition inf-sup

E.F Taylor-Hood: P2/P1

Espaces des E.F:

Xη =
{
vη ∈ C 0(Ω)2; ∀κ ∈ Tη, vη|κ ∈ P2, vη|∂Ω

= 0
}

et

Mη =

{
qη ∈ C 0(Ω); ∀κ ∈ Tη, qη|κ ∈ P1,

∫
Ω

qηdx = 0

}
.
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Étude théorique
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Erreur de base de (N-S)

Théorème 5: Si u ∈ L2
t (H

3
x ),u′ ∈ L2

t (H
2
x ),u(3) ∈ L2

t,x et p ∈ L2
t (H

2
x ), il

existe C et k0 > 0, indép. de η et ∆t t.q, pour tout ∆t ≤ k0,

sup
1≤n≤N

∥∥un
η − u(tn)

∥∥
L2(Ω)

+
( N−1∑

n=1

∥∥δ2(un
η − u(tn))

∥∥2

L2(Ω)

)1/2

+
√
ν
( N−1∑

n=1

∆t|un+1
η − u(tn+1)|2H1(Ω)

)1/2

≤ C (η2 + (∆t)2).

avec
δ2an = an+1 − 2an + an−1.
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Schéma d’ordre 2 en temps
Conclusion & perspectives
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Quelques estimations de (S)

(S) discrétisé

1

2∆t
(3vn+1

η − 4vn
η + vn−1

η , zη) + ν(∇vn+1
η ,∇zη)− (qn+1

η , div zη)

= (gn+1, zη),

(λη, div vn+1
η ) = 0.

B Argument de dualité basé sur le problème de Stokes rétrograde
(Sret):

(Sret)

−wn+1 − 4wn + 3wn−1

2∆t
+ ν∆wn−1 −∇λn−1 = vn−1

η − v(tn−1),

div wn−1 = 0,wn−1|∂Ω = 0,wN+1 = wN = 0.
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Schéma d’ordre 2 en temps
Conclusion & perspectives
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Étude théorique
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Problème de Stokes rétrograde

Estimations a priori:

′′L∞t (L2
x)
′′,′′ L2

t (H
1
x )′′ et (

N∑
n=0

∆t

∥∥∥∥wn+1 − 4wn + 3wn−1

2∆t

∥∥∥∥2

L2(Ω)

)1/2

majorées par (
N∑

n=1

∆t
∥∥vn

η − v(tn)
∥∥2

L2(Ω)
)1/2.

(Sret) pb de Stokes stationnaire avec second membre
v(tn−1)− vn−1

η − (wn+1 − 4wn + 3wn−1)/2∆t. Quand Ω

convexe, wn ∈ H2(Ω)2, λn ∈ H1(Ω) et

( N∑
n=0

∆t(|wn|2H2(Ω) + |λ
n|2H1(Ω))

)1/2

≤ C
( N∑

n=0

∆t
∥∥vn

η − v(tn)
∥∥2

L2(Ω)

)1/2

.
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Estimation L2(Ω×]0, T [)2

Ces estimations permettent de déduire

Théorème 6: H.A, V.Girault, T.Sayah

Si Ω est convexe, g ∈ L2
t,x, v ∈ L2

t (H
3
x ), q ∈ L2

t (H
2
x ) et v′ ∈ L2

t (H
2
x )

alors il existe C t.q

(
N∑

n=1

∆t
∥∥vn−1

η − v(tn−1)
∥∥2

L2(Ω)
)1/2 ≤ C (η3 + (∆t)2 + η(∆t)2).

Rappel du but: Estimation d’ordre 2 en norme L2 de un
η − u(tn): une

contribution linéaire et une autre non-linéaire:

B Linéaire ||vn+1
η − u(tn+1)||L2(Ω) estimée d’après le Théorème 6

avec gn+1 = fn+1 − u(tn+1) · ∇u(tn+1).
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Si Ω est convexe, g ∈ L2
t,x, v ∈ L2

t (H
3
x ), q ∈ L2

t (H
2
x ) et v′ ∈ L2

t (H
2
x )

alors il existe C t.q

(
N∑
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∆t
∥∥vn−1
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L2(Ω)
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Étude numérique

Résultat de superconvergence

B Superconvergence: H.A, V.Girault, T.Sayah

Pour la non-linéaire ||vn+1
η − un+1

η || :

′′L∞t (L2
x)
′′ et ′′L2

t (H
1
x )′′ sont en O(η3 + (∆t)2 + η(∆t)2).

⇒ ( N∑
n=0

∆t
∥∥u(tn)− un

η

∥∥2

L2(Ω)

)1/2
≤ C (η3 + (∆t)2),

où C est une constante indépendante de η et ∆t.
Et

(
N∑

n=1

∆t
∥∥p(tn+1)− pn+1

η

∥∥2

L2(Ω)
)1/2 ≤ C (η2 + (∆t)3/2 +

η3

√
∆t

).
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Résultat de superconvergence

B Superconvergence: H.A, V.Girault, T.Sayah

Pour la non-linéaire ||vn+1
η − un+1

η || :

′′L∞t (L2
x)
′′ et ′′L2

t (H
1
x )′′ sont en O(η3 + (∆t)2 + η(∆t)2).

⇒ ( N∑
n=0

∆t
∥∥u(tn)− un

η

∥∥2

L2(Ω)

)1/2
≤ C (η3 + (∆t)2),

où C est une constante indépendante de η et ∆t.
Et

(
N∑

n=1

∆t
∥∥p(tn+1)− pn+1

η

∥∥2

L2(Ω)
)1/2 ≤ C (η2 + (∆t)3/2 +

η3

√
∆t

).
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Estimation d’erreur de la vitesse fine

Théorème 7: H.A, V.Girault, T.Sayah

Si ∆t suffisamment petit, l’unique solution de (14) satisfait
l’estimation

sup
1≤n≤N

‖un
h − u(tn)‖L2(Ω) + (

N−1∑
n=1

∥∥δ2(un
h − u(tn))

∥∥2

L2(Ω)
)1/2

+ sup
1≤n≤N

∥∥2(un
h − u(tn))− (un−1

h − u(tn−1))
∥∥

L2(Ω)

+
√
ν(

N∑
n=1

∆t|un
h − u(tn)|2H1(Ω))

1/2 ≤ C (H3 + h2 + (∆t)2).
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Estimation d’erreur de la pression fine

Théorème 8: H.A, V.Girault, T.Sayah

( N−1∑
n=1

∆t
∥∥p(tn+1)− pn+1

h

∥∥2

L2(Ω)

)1/2
≤ C (h2 + H3 + (∆t)2).

Sous l’hypothèse: ∃ α′ et γ′ > 0 indépendantes de ∆t et H t.q

α′H3 ≤ (∆t)2 ∼ h2 ≤ γ′H3, (15)

alors

Ordre 2 ( N−1∑
n=1

∆t
∥∥p(tn+1)− pn+1

h

∥∥2

L2(Ω)

)1/2
≤ Ch2.
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Schéma à deux grilles d’ordre deux
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Plan
Motivation

Présentation du problème & Technique à deux grilles
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Comparaison vitesse exacte et numérique

Vec Value
0
0.00438367
0.00876733
0.013151
0.0175347
0.0219183
0.026302
0.0306857
0.0350693
0.039453
0.0438367
0.0482203
0.052604
0.0569876
0.0613713
0.065755
0.0701386
0.0745223
0.078906
0.0832896

Vec Value
0
0.00438353
0.00876707
0.0131506
0.0175341
0.0219177
0.0263012
0.0306847
0.0350683
0.0394518
0.0438353
0.0482189
0.0526024
0.0569859
0.0613695
0.065753
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0.0789036
0.0832871
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Comparaison pression exacte et numérique

IsoValue
-0.349447
-0.312663
-0.275879
-0.239095
-0.202311
-0.165527
-0.128743
-0.0919596
-0.0551758
-0.0183919
0.0183919
0.0551758
0.0919596
0.128743
0.165527
0.202311
0.239095
0.275879
0.312663
0.349447

IsoValue
-0.349595
-0.312795
-0.275996
-0.239196
-0.202397
-0.165598
-0.128798
-0.0919987
-0.0551993
-0.0183999
0.0183996
0.055199
0.0919984
0.128798
0.165597
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Schéma d’ordre 2 en temps
Conclusion & perspectives
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Ordre de convergence

Ng = 4, 9, 16 et 25 avec N2
f = N3

g ,T = 1 et nbiter = T × Nf .

mailles Nf L2 H1 L2 pression

H = 1/4, h = 1/8 8 -1.9665 -.0392877 -1.91479

H = 1/9, h = 1/27 27 -3.91066 -1.78782 -2.99626

H = 1/16, h = 1/64 64 -4.91066 -2.44335 -3.74569

H = 1/25, h = 1/125 125 -5.50908 -2.75303 -4.32621
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Étude théorique
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Schéma à deux grilles d’ordre deux
Étude théorique
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Comparaison en temps de calcul

Nf × Nf points 8 × 8 27 × 27 64 × 64 125 × 125

t1G en secondes 7.25 304.953 13346.01 363402.083

t2G en secondes 4.89 196.25 7340.34 174433

|t2G − t1G |
t1G

(en %) 32.5 35.64 45 52

Table: Comparaison en temps de calcul CPU.
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Étude théorique
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Schéma à deux grilles d’ordre deux
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Conclusion

On a bien montré que si h = H2 (resp. h2 = H3) et ∆t = h
alors l’erreur finale du schéma à deux grilles est

(
N∑

n=1

∆t|un+1
h − u(tn+1)|2H1(Ω))

1/2 = O(h) (resp. O(h2)).

La précision de la méthode sur la grille fine est la même que si
le champ advectif est traité non linéairement.

La comparaison en temps de calcul montre les potentialités de
la technique à deux grilles.
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Perspectives

Schéma à deux grilles correspondant au problème implicite
non anti-symétrisé, d’ordre un en temps.

Analyse théorique des deux étapes grossière et fine intercalées.

Application du concept à d’autres problèmes non-linéaires:
aux systèmes dissipatifs non-linéaires (Kuramoto-Sivashinsky,
Ginzburg-Landau, Cahn-Hilliard, Réaction-diffusion, Burgers,
etc).

Utilisation d’autres types d’éléments-finis: discontinus,
l’élément fini de Crouzeix-Raviart, etc.
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Plan
Motivation

Présentation du problème & Technique à deux grilles
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