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I. ABREVIATIONS ET NOTATIONS

A. Abréviations

EQM : Erreur Quadratique Moyenne

REQM : Racine carrée de I’Erreur Quadratique Moyenne
RSB : Rapport Signal a Bruit

BCR : Borne de Cramer Rao

MIF : Matrice d’Information de Fisher

BBK : Borne de Barankin

BBA : Borne de Bhattacharyya

B. Notations
Xk, z représentent des vecteurs colonnes (complexes ou réels)
C,ﬁ, m représentent des matrices (complexes ou réelles)
M (K, N) désigne I’ensemble des matrice & K lignes et N colonnes
Id; représente la matrice identité de dimensions (LI)
X}T, ?T, CT,f{T, m? représentent les grandeurs transposées
Y*, ?*, C*,ﬁ*, m* représentent les grandeurs conjuguées
YH 2 CH,f{H ,m* représentent les grandeurs transposées conjuguées

(?1, L7 N)L désigne le sous espace vectoriel orthogonal a la famille de vecteurs (?1, TN
=

() désigne I’application vectorielle qui a tout vecteur 7 associe 7 = (?T, zH )T = < ?7* )

Si @ =7 +j7, =Re {7} + jIm {7} est un vecteur complexe, alors 7 = [77,7;7]"

Si @ est un vecteur, x; ou (7) ; représentent sa i®™m€ composante

C;,; représente I’élément de la matrice C situ€ a la ™€ ligne et a la j™¢ colonne

Tk, 0, f; représentent des scalaires (complexes ou réels)

P( ) représente une probabilité

P (A | B) représente une probabilité conditionnelle

fo(x) représente une densité de probabilité (d.d.p.) fonction du parametre

fo(x | y) représente une densité de probabilité conditionnelle fonction du parametre 6

E [ ] représente ’espérance mathématique

m? =F [?] représente la valeur moyenne du vecteur aléatoire 7

Var| ] représente la variance

Cry=F [(? — m?)(ﬁ — my)H ] représente la matrice de covariance des vecteurs aléatoires 7,7/
C = C4 3 représente la matrice de covariance du vecteur aléatoire 2

N (H, C) représente un vecteur aléatoire gaussien réel d’espérance 7 et de matrice de covariance C

N (m, C) représente un vecteur aléatoire gaussien complexe circulaire d’espérance 7 et de matrice
de covariance C

Tr (C) représente la trace (somme des éléments diagonaux) de la matrice carrée C
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|C| représente le déterminant de la matrice carrée C

(] ) et] || représentent respectivement un produit scalaire et sa norme associée définis sur un espace vectoriel
Ofog(x) _ | 9fe(2) 99(00) __ | 9g(0)
90 ol 0. a0 a0 P
s T .9 o 0 o 9 L
Si 6 :(61,92,...,0L) ,alors. m:<m,%,...,m), ﬁ:(ﬁ) :grad7
(n) _ d"h@) g4 Lriva ieme ; :
h\™) (x) = =5~ désigne la dérivée n'“"“de la fonction h () de la variable x

7 représente un estimateur de r

Si z = x + jy est une variable complexe, alors : /h (z)dz = //h (z,y) dxdy

Si 7 est un vecteur de dimension K, alors : /h(?) da = //h (1,...,xg)dey ... deg
D D

Bl@nDl= [¢(@) @07, Bl 0= [ o)l = L]
ELS) B

o(a™) =a" (x) ot lime () =0
z—0

oF:est1sik=10sik#I
Si D est un sous-ensemble d’un ensemble 2, alors D désigne le sous-ensemble complémentaire de D

Si D est un sous-ensemble d’un ensemble €2, alors IIp (?) désigne la fonction indicatrice associée

C. Fonctions

~L(@-m) (T -mw) —(Z-m)"Cc-1(Z-niw)
In(e)(@) = — I (mc) (@) = -
N(R,C) \/ﬂ]\/@ ’ N"(m’c) 7('1 |C|
-y (1-1) -5 -
2 oy _ € 7 2y (Va N A
fXI(:(xJJ' y O )_ o2 Ill( o2 ) < 1 ) ) fXIC(.T,O,O' )_ o2 (0_2> (1_1)'
2
1
Ir (x) = oy /6“05(9) cos (10) d6
0
N I 00
en () = EOF iV 20 , /tNe_tdt = ey (z)e TN
0si N <0 ;
T ot
EM@:/@rm
132 .
erf(z) = —/et2dt
s
0
1
B(p,q) = /t”_l(l—?f)q_1 dt
0
sinc () = P (x)’ cosc (x) = cos ()




II. INTRODUCTION

A. Motivation de la recherche

Le travail présenté dans ce document est motivé par certains résultats obtenus dans la theése de Nicolas-Bertaux
”Contribution a I’Utilisation des méthodes du Maximum de Vraisemblance en Traitement Radar Actif”, thése de
I’ENS-CACHAN soutenue le 14 janvier 2000 et co-encadrée par Pascal Larzabal pour 'ENS, Claude Adnet et
Eric chaumette pour Thales. L’'un des principaux résultats de cette thése est que I’on peut étendre les propriétés
asymptotiques, au sens d’un nombre d’observations indépendantes tendant vers I’infini [6], des Estimateurs du
Maximum de Vraisemblance (EMV) de parametres déterministes, a savoir :

« la consistance, c’est a dire que les estimées convergent vers les vraies valeurs,
«» Defficacité asymptotique, c’est a dire que la variance d’estimation des parametres atteint la borne de Cramer-
Rao (BCR) qui est la variance minimale accessible a un estimateur localement sans biais,

lorsque asymptotique est pris au sens d’un rapport signal a bruit (RSB) tendant vers I’infini et pour le modele

d’observation général suivant :
=0 d+7 (1)

ot ¢ = [WT,d7] estle vecteur de paramétres déterministes inconnus de dimension finie, 77 est un bruit complexe
circulaire gaussien blanc temporellement et spatialement (C = O'%Id) [36][38].

Notre objectif était de montrer que ’on pouvait utiliser la BCR comme un estimateur fiable des performances
statistiques - au sens de I’Erreur Quadratique Moyenne (EQM) - du vecteur de parametres 6. En effet, il est
généralement impossible de fournir une expression analytique valable pour toutes les valeurs du RSB. Cette
utilisation prédictive des bornes inférieures de 'EQM a été initiée dans les années 70 [12][13][14] et poursuivie
par la suite [23][24][28][34] mais pour des modeles d’observation relativement simples. Notre travail porta donc
sur la validation de ce principe appliqué a la BCR pour un modele d’observation plus général (1) représentatif de
I’application radar.

Malheureusement I’ensemble des simulations réalisées durant cette recherche nous montra que la région asymp-
totique cessait d’étre valide pour les RSB d’intérét dans les applications radar, lesquels sont déterminés par
des exigences opérationnelles en détection dans la plage Pp = [0.5,0.9] (Pp : probabilité de détection) et qui
correspondent a des RSB < 13dB au niveau du test de détection (donc tous gains de traitement intégrés) pour le
modele d’observation (1).

Ce constat d’échec relatif fut néanmoins bénéfique car il nous poussa a regarder d’un peu plus pres ce qui se passe
dans le zone ol 'EQM s’éloigne de la BCR. Nous arrivimes alors a la m&me conclusion que nombre d’autres
chercheurs sur le sujet [12][16][23] - mais dont nous n’avions pas connaissance a 1’époque - : la dégradation de
performance de ’EQM est due a une exploration grandissante (au sens de la probabilité) des lobes secondaires de
la fonction d’ambiguité du filtre adapté généralisé [36], solution au sens du MV du probleme d’estimation associé a
(1). En effet, comme 1’ont fort bien démontré Rife et Boorstyn [16] dans le cadre de 1’estimation spectrale appliquée
a une unique fréquence noyée dans du bruit, 'EQM peut étre modélisée par :

EQM (GMV) = QU%C’R + (1 - Q)agpriori
2

ol ¢ est la probabilité que 'EMV soit dans le lobe principal de la fonction d’ambiguité, 0%, est la BCR et o2 priori
est la variance de ’EMV sur bruit seul (variance a priori). Une piste de recherche aurait pu étre 1’extension des
résultats de Rife et Boorstyn au modele d’observation (1). Mais nous (P. Larzabal et E. Chaumette) fimes sceptiques
sur la possibilité d’évaluer la probabilité ¢ pour une fonction d’ambiguité quelconque, notamment dans un contexte
de sources multiples. Cette approche fut néanmoins étudiée par E. Boyer [42], un autre membre de I’équipe de
recherche, qui a étendu les résultats de Rife et Boorstyn au cas d’une moyenne quelconque de périodogrammes
indépendants pour une source déterministe ou stochastique, avec application a 1’analyse spectrale Doppler pour
radars profileur de vents Strato-Troposphériques. Pour 1’anecdote et la vérité du cheminement scientifique voila
quelle fut alors notre analyse : puisque le probleme est I’exploration des lobes secondaires par 'EMYV, il n’y a qu’a
contraindre 'EMV a rester dans le lobe principal. C’était une solution simple, il ne restait plus qu’a la mettre en
pratique. Pour cela deux solutions nous semblaient théoriquement envisageables :



« construire une fonction d’ambiguité avec des lobes secondaires suffisamment bas pour que la probabilité ¢
soit négligeable dans la zone de RSB opérationnels pour le radar. Malheureusement, si les avantages et les
désavantages de ce type de compromis sont bien connus dans le cas mono-source, il n’existe aucun résultat
général exploitable dans le cas de sources multiples. De plus, du point de vue du radariste, c’est prendre le
probléme a I’envers, car ce sont en général les objectifs opérationnels qui déterminent les traitements et non
I’inverse. Cette solution n’était donc pas viable.

o prendre en compte le test de détection qui devait éliminer les observations de faible énergie et donc les
observations obtenues sur lobes secondaires de la fonction d’ambiguité. En effet, dans un radar la détection
précede I’estimation.

Si cette idée nous parait triviale maintenant car découlant naturellement de la bonne formulation des problemes
conjoints Détection-Estimation, elle n’était guere répandue au moment ot nous avons commencé notre recherche et
ne I’est toujours pas d’ailleurs, ce qui donne une certaine originalité a notre travail. En effet, a notre connaissance
et apres un examen relativement étendue de la littérature courante sur le sujet, les probleémes de détection et
d’estimation ont toujours été abordés séparément par la communauté du traitement du signal, notamment dans
les ouvrages de référence méme les plus récents [11][22][25][32][33][41]. Seuls certains cas particuliers ont été
abordés récemment pour I’estimation de parametres aléatoires [37] (MAP estimateurs et test d’hypotheses binaires)
[63] (performances en poursuite Radar) sans donner lieu a I’exposition d’une théorie générale sur le sujet.

Notre objectif était de ce fait double :

o établir une formulation théorique rigoureuse des BCR conditionnées par un test de détection,

« valider notre intuition quant a I’effet du conditionnement sur la qualité de la prédiction de 'EQM par la BCR

pour des RSB dans la plage d’intérét des applications radar.

B. Présentation de la partie théorique (§111-p17, §1V-p45, §V-p48)

Nous nous sommes donc intéressés a la caractérisation des problemes conjoints Détection-Estimation les plus
fréquemment rencontrés en écoute passive ou active (radar, télécoms, sonar, ...) : ’estimation des parametres
déterministes d’un signal d’intérét intermittent en présence d’un environnement permanent. Ce probleme peut étre
modélisé par le test d’hypotheses binaires suivant :

Hy (environnement seul) 7 = 7 (6_>) 2)

H, (environnement et signal) 7 = ( ) +3 (9_;)

— — . N . .. . . . . zn
0, et 0, sont respectivement les parametres déterministes inconnus de I’environnement et du signal d’intérét,

0—> 7 2\ 7T ) , 5 : & 0i

0 = (9,, , 05 ) représentant ’ensemble des parametres inconnus des problémes conjoints. Dans ce contexte,
nous qualifierons de “clairvoyante” toute grandeur dont la définition dépend des parametres inconnus 7 et nous
qualifierons d’”’observable” toute grandeur dont la définition ne dépend que des observations ' et de constantes
indépendantes des parametres inconnus 9

On remarquera que le modele (2) ne préjuge pas de la forme du signal d’intérét, lequel peut donc étre mono-source
ou multi-sources; il inclut donc naturellement le modele (1). Cependant, pour simplifier notre exposé, nous nous
plagcons quasi-systématiquement dans le cas d’un seul parametre inconnu a estimer appartenant implicitement a une
unique source de signal, le modele général (2) devenant :

Hj, (environnement seul) i 7 3)
7=0

H; (environnement et signal) + 9 (0)

Cette approche est justifiée par le fait que :

o I’étude des performances en estimation dans le cas de parametres multiples se déduit naturellement de 1’étude
a parametre unique (ce que nous développons §III-L-p35),
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« la définition d’une regle de décision ne dépend pas, au moins dans son formalisme, du nombre de parametres
inconnus considérés.

Nous avons choisi d’aborder la caractérisation des problémes conjoints Détection-Estimation, non pas dans
leur ordre réel d’apparition (détection puis estimation), mais dans ce qui nous semble étre leur ordre naturel
de formulation : estimation des parametres d’un signal ... qui n’est pas toujours présent. Ainsi, nous débutons par
quelques éléments de la théorie de 1’estimation (§I1I-p17), puis la prise en compte d’un modele d’observation non
unique nous permettra d’introduire bri¢vement les concepts fondamentaux de la théorie de la détection (§IV-p45),
pour finir par la caractérisation des deux problémes conjoints (§V-p48).

Les performances en estimation (§III-p17) des estimateurs sont évaluées par leur EQM locale, mesure classique
qui pose néanmoins de nombreuses questions sur sa réelle valeur informative, notamment lorsqu’elle tend vers
I’infini comme dans notre application (cf. §VII-A-p62). Les premieres sections de notre partie théorique y sont
consacrées et nous verrons que 1’on peut définir différents niveaux d’information sur la précision d’un estimateur
et notamment le concept de précision a priori pour 'EQM. La propriété remarquable de ’EQM, et qui la distingue
des autres mesures possibles de la précision d’estimation, est d’étre une grandeur algébrique : c’est en effet une
norme associée a un produit scalaire particulier. Cette simple constatation est d’importance fondamentale puisqu’elle
donne la clé permettant de comprendre et d’établir toutes les bornes inférieures de I’EQM pour estimateurs sans
biais ou localement sans biais. En effet, parmi d’autres démonstrations possibles (Inégalité de Covariance [23][32],
vecteur d’information [11]), toutes les bornes inférieures de ’'EQM connues sont les solutions d’un probleme de
minimisation d’une norme sous un ensemble de contraintes linéaires appropriées [14][40]. C’est pourquoi nous
consacrons une partie de nos développements théoriques a la généralisation “naturelle” au cas multi-parametres
réels (§III-L-p35) et/ou complexes (§III-M-p38) des résultats établis précédemment par [14] et [40] dans le cas
d’un unique parametre réel.

On pourra étre surpris, en premiere lecture, que nous abordions la formulation des bornes inférieures par la borne
de Barankin (BBK), peu utilisée dans la pratique contrairement a la borne de Cramer-Rao (BCR). C’est parce que
la caractérisation des estimateurs sans biais introduite par Barankin peut &tre considérée comme la caractérisation
génératrice de toutes les bornes inférieures. Elle offre une compréhension d’ensemble des raffinements possibles
dans la définition de la qualité sans biais d’un estimateur - ponctuellement sans biais, localement sans biais, sans
biais - et permet de les formaliser rigoureusement et de les relier aux différentes bornes inférieures de ’EQM : la
BCR, la borne de Bhattacharyya (BBA) et la BBK.

De plus, elle joue un role fondamental dans la caractérisation des problemes conjoints. En effet, la généralisation
de la BCR lorsque le test de détection est observable est une extension “naturelle” de 1’approche utilisée par les
auteurs d’origine [3][4][5][6] : il s’agit simplement dans les démonstrations de remplacer 1’univers d’observation
initial €2 et la densité de probabilité (d.d.p.) non conditionnée fy (7) par respectivement, I’événement conditionnant
D et la d.d.p. conditionnelle fy (? | D). Or si le test de détection est clairvoyant, ce résultat n’est plus applicable
(cf. §III-I-p30, Remarques Fondamentales). D un point de vue pratique, cette limitation n’est guére problématique,
car dans une application réelle, les estimateurs et les détecteurs sont nécessairement observables. Par contre d’un
point de vue théorique, ce résultat semblait mettre un terme a la caractérisation des problémes conjoints pour les
regle de décision optimales (Bayes ou Neyman-Pearson) généralement clairvoyantes. Or il n’en est rien, et c’est ce
que nous avons démontré a I’aide de I’approche de Barankin, mé&me si au final, il s’avére que dans ce cas la BCR
est généralement triviale (idem pour les BBA d’ordre fini, cf. §V-C.2-p51).

La problématique du test d’hypotheéses multiples (§IV-p45) sur le modele d’observation est abordée de facon
succincte et limitée a notre probleme d’intérét (2) : le test d’hypotheses binaires. Il s’agit d’introduire les notions
fondamentales associées a ce type de probléme - fondements du probleme, regles de décision, régles optimales
et éventuellement sous optimales - et nécessaire a la compréhension de la véritable problématique, a savoir que
nombre de problemes pratiques sont la combinaison indissociable d’un probléeme de détection et d’un probléme
d’estimation. En effet, dans de tels problemes, les différentes hypothéses de modele d’observation dépendent de

parametres déterministes inconnus.

Ceci nous permet finalement d’aborder (§V-p48) les problemes conjoints de la détection et de I’estimation, les
solutions possibles - le test du Rapport de Vraisemblance Généralisé, par exemple - puis les caractérisations



potentielles telles que les bornes inférieures de ’EQM conditionnées par une regle de décision observable. Le
probléeme de ce type de caractérisation est qu’elle dépend du test de détection considéré, elle est donc relative.
On peut néanmoins la rendre absolue dans le cas du critere de Neyman-Pearson (ou celui de Bayes) qui établit
naturellement une hiérarchie dans la recherche de I'optimalité : il s’agit en premier lieu de trouver la régle de
décision optimale, puis une fois cette régle mise en oeuvre, de trouver les estimateurs optimaux. L’application de
ce principe permet de définir une borne locale des problemes conjoints par la donnée :

o de la régle de décision optimale,

o et d’une borne inférieure de I’EQM locale conditionnée par la regle de décision optimale.

Néanmoins ce principe souléve a notre avis la question suivante : ce choix représente il le meilleur compromis en
terme de performances conjointes Détection-Estimation ? En réponse a cette question, nous proposons une premiere
analyse intuitive permettant la définition d’un critere alternatif aux régles de décision optimales : la minimisation
de la densité d’EQM.

C. Présentation de la partie applicative (§VI-p54, §VII-p62, SVIII-p77)

L’objet de cette section (§VI-p54) est d’introduire une application pratique relevant des problemes conjoints
Détection-Estimation pour illustrer non seulement la mise en oeuvre de ce type d’analyse mais également pour
vérifier notre intuition initiale qui a motivé ce travail de recherche : la prise en compte du test de détection permet
elle d’étendre le domaine en RSB prédictif” de la BCR ?

Nous avons choisi la mesure de la Direction d’ Arrivée (DA) d’une source de signal & 1’aide d’un dispositif d’écoute
(antenne) composés de deux voies de réception de type "Monopulse”. Ce choix est motivé a la fois :

» par I'importance pratique de cette application, car il faut savoir qu’elle est non seulement I’une des plus
anciennes techniques haute résolution - inventée en 1941 par le Naval Research Laboratory (USA) - mais
qu’elle reste également la technique la plus répandue dans les systemes de poursuite actuels, notamment pour
son rapport performance a prix. En effet, si nous considérons par exemple I’APAR qui est le radar de poursuite
le plus avancé au catalogue Thales (développements exploratoires exclus), constitué de 4 faces rayonnantes
(poursuite simultanée sur 360 degrés), chacune composée d’un millier de capteurs, sa mesure angulaire haute
résolution est fournie par la mesure du rapport d’ écartométrie “Monopulse” obtenue a partir de faisceaux
formés par le calcul.

o et par son intérét théorique car elle correspond en fait a I’estimation au sens du MV du vecteur direction-
nel d’une antenne a 2 capteurs (cf. §VI-D-p60), estimation qui bénéficie d’une caractérisation statistique
étendue (moyenne, variance et BCR conditionnées) pour différents couples (détecteur, estimateur) solution des
problémes conjoints, lorsque la source de signal est de type Rayleigh.

N

Apres avoir exposé les principes généraux de cette mesure de direction d’arrivée ainsi que sa connexion a
I’estimation au sens du MV, nous explorons, a I’instar de la partie théorique, la formulation des problémes conjoints
Détection-Estimation :

« estimation avec hypothe&se d’observation unique (signal toujours présent), ce qui permet d’introduire le paradoxe
apparent soulevé par Kanter [51] (variance infinie), lequel a fortement motivé notre analyse de la valeur
informative contenu par ’EQM (précision a priori, cf. §III-E-p23),

« estimation avec hypotheése d’observations binaires, dont la premiere formulation historique (détecteur, estima-
teur) est plus une réponse au paradoxe introduit par Kanter qu'une réelle analyse théorique des problémes
conjoints, analyse que nous avons introduite et publiée [43][69],

o borne inférieure (BCR) de 'EQM conditionnée par le test de détection dans le cas ol le couple solution
(détecteur, estimateur) est obtenu au sens du MV (test du Rapport de Vraisemblance Généralisé). Cette partie
nous donne I’occasion d’illustrer les nombreux effets de la sélection des observations par un test de détection sur
le comportement d’un estimateur (qualité sans biais, efficacité) et fournit un exemple original d’un estimateur
au sens du MV asymptotiquement efficace (en la valeur du seuil de détection) a faible RSB.

La derniere partie confirme notre intuition initiale, en ce sens que la prise en compte du test de détection améliore

notablement la qualité ”prédictive” de la BCR dans la région dite "transitoire” de RSB, laquelle inclut la plage de
RSB opérationnels d’un systeme radar.
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Enfin, nous présentons également I’ensemble des nouvelles caractérisations statistiques (moyenne, variance)

N

relative a I’estimation du rapport d’écartométrie conditionné par certains test de détection obtenues durant ce
travail de recherche.

D. Contributions

Partie théorique : Détection-Estimation

nous avons introduit une nouvelle approximation de la borne de Barankin (§III-K-p34) dont la complexité de
mise en oeuvre n’excede pas celle de la BCR,

nous avons formalisé I’extension “naturelle” de 1’approche “minimisation d’une norme sous contrainte”,
introduite par [14] et [40] pour interpréter les bornes inférieures de 'EQM locale, au cas de I’estimation
de fonctions multiples dépendant de parametres multiples réels et/ou complexes,

nous avons formalisé 1’extension “naturelle” de 1’approche de Barankin au cas de I’estimation de fonctions
multiples complexes dépendant de parametres multiples complexes,

nous avons formalisé I’extension “naturelle” des bornes inférieures de ’'EQM locale conditionnées par un
événement observable,

nous avons dérivé les expressions de la BCR et des BBA d’ordre fini conditionnées par un événement
clairvoyant et démontré qu’elles sont triviales (nulles) en général,

nous avons proposé un nouveau critere d’optimisation des performance des problemes conjoints : la densité
d’EQM locale

Partie applicative : Antenne Monopulse

nous avons complété la caractérisation historique des problémes conjoints Détection-Estimation du rapport
d’écartométrie | E'[r, | D], Var|r, | D],D = ?gH S| >T }) lors d’observations multiples lorsque la loi de
fluctuation d’amplitude est de type SWOE [65] et SW3-4 [66] (cf. §VIII-p77),

nous avons formulé le Test du Rapport de Vraisemblance Généralisé dans le cas d’une antenne a 2 capteurs
de type "Monopulse” (cf. Annexes XII-G-p133, XII-H-p139, XII-I-p145) dont nous avons dérivé une nouvelle
solution (détecteur, estimateur) que nous avons caractérisé analytiquement (E [r, | D], Var[r, | D],

D= QH 3 + XH X > T}), pour les lois de fluctuations d’amplitude du signal source de type SW1-2 [43]
(cf. §VII-C-p65) et SWOE [44] (cf. §VII-p77),

nous avons, cal_c)ulé la BCR du rapport d’écartométrie 7, conditionné par les test de détection SH g > T et
HY L XHX > T (cf. Annexes XII-E-p123 et XII-F-p128)

Autres

nous avons établi les expressions de certaines Espérance Incompletes de Vecteurs Aléatoires Gaussiens Circu-
laires a composantes Indépendantes Identiquement Distribuées (cf. Annexe X-G-p87)



16

E. Publications et communications

Les travaux effectués durant cette thése ont donné lieu aux publications et communications suivantes :

Revues internationales

o E. Chaumette, P. Larzabal, P. Forster, ”On the Influence of a Detection Step on Lower Bounds for Deterministic
Parameters Estimation”, & paraitre dans IEEE Trans. on SP,

o E. Chaumette and P. Larzabal, "Monopulse-Radar Tracking of Swerling 3-4 Targets using Multiple Observa-
tions.”, correspondance soumise a IEEE Trans. on AES, Novembre 2003, en révision,

o E. Chaumette and P. Larzabal, "Monopulse Tracking of Signal Source of Unknown Amplitude using Multiple
Observations”, correspondance soumise a IEEE Trans. on AES, Septembre 2003, en révision.

Congres avec comité de lecture et actes
o E. Chaumette, P. Larzabal, ”Optimal Detection Theory Applied to Monopulse Antenna”, Conférence ICASSP
2004
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III. ELEMENTS DE LA THEORIE DE L’ESTIMATION

A. Formulation du probléme

Dans un souci de clarté et de simplicité, nous nous placerons dans un premier temps dans le cadre de I’estimation
“classique” d’un unique parametre déterministe réel. Dans ce cadre, les observations disponibles sont des vecteurs
aléatoires 7 € R” constituant un sous-ensemble € de RZ appelé espace d’observation ou univers de I’expérience
aléatoire. Cet univers {2 est caractérisé par une densité de probabilité fy (?) de forme connue mais dépendante
d’un parametre réel inconnu # appartenant a un sous-ensemble © de R appelé espace des parametres. Dans la suite,
et sauf mention du contraire, © est un intervalle continu de R - éventuellement confondu avec R - et 6 est une
valeur particuliere de 6.

Rappelons que nous qualifierons de ”clairvoyante” toute grandeur dont la définition dépend du parametre 6 et
que nous qualifierons d’”’observable” toute grandeur dont la définition ne dépend que des observations 7 et de
constantes indépendantes du parametre 6.

Notre probleme initial est le suivant : nous désirons, a partir des seules observations 2, déterminer la valeur d’une
fonction du parametre inconnu 6 : g (). Il s’agit donc de déterminer une fonction observable h (7) dont le résultat,
pour chaque valeur de 2, constituera une valeur estimée de g (0). En effet, puisque 7 est un vecteur aléatoire,
toute fonction observable i (?) de €2 dans R non réduite a une constante constitue une variable aléatoire (VA). Par
conséquent, dans la plupart des cas - par exemple, si la fonction de répartition de h (?) est continue - la probabilité
que la valeur observée h (Y) soit exactement la valeur recherchée ¢ (0) est nulle : dans un tel probléme on ne peut
pas accéder a la valeur recherchée mais a une valeur estimée. Il est alors 1égitime de se demander si cette valeur
estimée aléatoire est d’un intérét pratique quelconque pour résoudre notre probleme initial qui est 1’identification
d’une grandeur déterministe. Ce paradoxe apparent est le fondement de la théorie de I’estimation dans laquelle une
fonction telle que £ (?) est appelée “estimateur de la grandeur g (6)” et pour laquelle une notation plus explicite est
g(0) (?) Cette théorie repose principalement sur le fait que dans un grand nombre d’applications pratiques (radar,
sonar, télécoms, imagerie, ...) une connaissance approchée de la grandeur recherchée est satisfaisante. Néanmoins,
la qualité de cette approximation ne peut &tre arbitraire et dépend étroitement de 1’application considérée et de la
grandeur recherchée, ce qui pose naturellement le probléme de sa mesure. Si I’ensemble des estimateurs considérés
est obtenu a partir d’un unique espace d’observation 2 nous utiliserons également 1’écriture contractée g (0).

B. Mesure de la qualité d’un estimateur - Introduction

—

La qualité - la précision - d’un estimateur g (f) peut étre mesurée en prenant comme critére le risque d’erreur
d’estimation défini par :

Ro [9(0).c] =P (jg0) (@) —g(0)| > <) @

ou ¢ définit I'erreur “admissible” sur 1’évaluation de ¢ (6) et Ry [g/@), 5} mesure la probabilité que cette erreur
dépasse ¢. Ce risque sera identifié par la suite comme le risque “canonique”, c’est a dire celui se déduisant
naturellement du probleme étudié : I’adéquation entre les observations d’une variable aléatoire et une valeur
déterministe d’intérét. Nous le qualifierons également d’exhaustif, en ce sens qu’il integre toute I’information
disponible sur le probleme, a savoir les probabilités. Par conséquent, nous dirons que (4) définit la (mesure de)
précision exhaustive. Une fois le critere de qualité défini, la question qui survient naturellement est la suivante :
existe-t-il un “meilleur” estimateur au sens du critere de qualité retenu ? Pour répondre a cette question, il faut
munir I’ensemble des estimateurs de ¢ (f) d’une relation binaire d’ordre (réflexive, antisymétrique, transitive). On
peut alors s’inspirer de la relation d’ordre dite “’stochastique” [39, §3.1.3] existant entre 2 VA z et y :

st
r>y<—=VeeR, Px>ec)>P(y>e¢) 3)

pour définir a ’aide de notre critére (4) la relation “plus précis que” (p.p.q.) entre 2 estimateurs g (6) et ¢’ (0) :

— —

g(0) (pp.q) g (0) <= Ve>0, Ry [97@,6} > Ry [g/@),S] (6)
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Malheureusement, dans le cas général la relation (p.p.q.) n’est pas antisymétrique. En effet 1’application de la

st
propriété d’antisymétrie de la relation > implique seulement que :

90) (@) —g(0)] = |7 @ () -g()

ce qui définit 2 solutions :

O = 20) g (0) () (72
g (0)(F) = g(0)(7) (7b)

On peut rendre la relation (p.p.q.) antisymétrique en restreignant I’ensemble des estimateurs considérés, par exemple
en imposant que tous les estimateurs aient la méme valeur moyenne : Ejy [g (9) (7)] = FEy [g’ (0) (7). ce qui
permet d’éliminer la solution (7a). Mais méme dans ce cas on aboutit seulement a une relation d’ordre partiel

(propriété de Szt) : on ne peut pas comparer tous les estimateurs entre-eux. Pour que la relation (p.p.q.) deviennent
une relation d’ordre total il faut encore limiter I’ensemble des estimateurs considérés, par exemple en se restreignant
aux estimateurs gaussiens de valeur moyenne identique (cf. §III-C-p19). Par conséquent, la détermination d’un
estimateur observable - de d.d.p. quelconque - "plus précis que” les autres est a notre connaissance un probleme
non résolu 2 ce jour (si on rejette la solution triviale ¢ (A) (7°) = ¢ (@) qui n’est pas observable).

De plus la mise en oeuvre de la relation (p.p.q.) reste complexe. En effet le calcul de (4) requiert la connaissance
de la densité de probabilité (d.d.p.) de la VA y = ¢ (0) (Z) :

9(0)+<
Rolo @] =1= [ oty ®)
9(0)—¢

densité que I’on ne sait pas calculer pour la plupart des fonctions g/@) (7). quelle que soit la forme de fy (7).
Une alternative consiste a introduire un risque plus simple a mettre en oeuvre. Une famille de risques candidats est
suggérée par ’inégalité de Markov-Bienaymé-Tchebychev (cf. Annexe X-A-p82) :

o |[40) @) -9 0)]|

Ry |9(0),¢] < - . ken ©
ou :
g|[i@ @ -g0f| = [li@@ -s0| nea (100
Q
- /|z|kfg(z)dz _ [W} (10b)

est le moment absolu d’ordre k de la VA z = gf(g) (') — g (). Le principal gain en simplicité apporté par le
risque (9) est de remplacer le calcul de la fonction fy(y) par celui du nombre Ej []z]k] dont la forme (10a)
permet d’espérer un calcul direct. La forme usuelle du risque (9) est obtenue pour k = 2 et correspond a I’Erreur
Quadratique Moyenne (EQM) :

—

£Quy [§0)] = £ |(40) () -9 )] = [ (50 @) - 90))" o ()7 (an
Q

La premiere raison (historique) de ce choix est qu’il permet les calculs les plus simples : c’est en effet la plus
petite valeur de k pour laquelle le risque (9) est développable. La seconde raison [3][4][6] est qu’il définit un critere
algébrique. Il est en effet fondamental de remarquer que (11) peut également s’écrire :

2

BQM; [90)] = 90 (@) -9 0)| (12)

0
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ot || ||, est la norme associée au produit scalaire

(g () | h(T))g=Eglg (@) 0 (T)] = /[9(7)h(7)]f9 (T)d, (13)
Q

défini sur ’espace vectoriel Fo () = < h(Z) de Q dans R tq /h (Z)? fo (2)d7 < o0
Q

Ainsi, 'utilisation de ’'EQM comme critere de précision permet de bénéficier des nombreux résultats établis sur les
espaces vectoriels munis d’un produit scalaire (cf. §III-G-p25), dont une application directe est 1’établissement de
bornes inférieures (minorants) de ’EQM pour certaines classes d’estimateurs (cf. §1II-H-p27, §III-1-p30, §III-J-p32).

La contrepartie de cette simplification calculatoire est qu'un tel risque est non exhaustif, en ce sens qu’il ne
fournit plus qu’une caractérisation partielle du probléme initial - au sens du critere (4) - comme le montre I’étude
des estimateurs gaussiens (cf. §III-C-p19) ou certains autres exemples choisis (cf. §III-D-p21).

C. Mesure de la qualité d’un estimateur par 'EQM - Cas gaussien

Une VA z est dite gaussienne et sera notée N (my,o,) si sa d.d.p. suit une loi normale (loi de Laplace-Gauss)

définie par : i
f(x)= L 671(1 “) . me=E[x], o0,=+Varlzl. (14)
o271
Les VA gaussiennes occupent une place prépondérante en probabilité par I'intermédiaire du théoreme de la limite
centrale [39, § 4.3.3] dont I’énoncé est le suivant :
Si (2n),,cn- est une famille de VA indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) telles que
FE [ZL‘2] =F [xz] < 00, alors :

n

T+ Ty by
N

N

converge en loi N (E [x], VLM) . (15)
N—o0

Rapporté a notre probleme initial, le théoréme de la limite centrale nous indique que pour un nombre N suffisamment

N
grand d’observations indépendantes 7*,, de la méme expérience aléatoire, I’estimateur + > g(0) (2,) tend vers

n=1
— V ] /0\ ?
la VA gaussienne N | Ey [g (9) (?)} , w . Par conséquent, méme si tous les estimateurs ne sont pas

gaussiens, la propriété précédente justifie I’intérét que 1’on peut porter aux propriétés de cette famille d’estimateurs.
Par exemple, si la VA g est un estimateur gaussien de la grandeur réelle g, alors un exercice classique de manipulation
des VA gaussiennes montre que (4) devient :

oL, =
—| >

1—02] V1-p2
. m;—g =_ €
VEQM [g] VEQM [g]

o m_ = Eg] (ma — g) et b représentent respectivement le biais et le biais normalisé (rapporté a son EQM)

R[G.c]=P | |N(0,1) -

—R [E,z] (16)

a7)

de I’estimateur g. On remarquera au passage que R [E, E} est une fonction paire de b, ce qui fournit un exemple
concret de la non “antisymétrie” de la relation (p.p.q.) dans le cas général. Considérons maintenant I’ensemble des
estimateurs de ¢ d’EQM identiques. L’étude de

‘Z‘ 4z ‘E’ _z

RIbE =1—= |erf | — L | —exf _ (18)
P \vevice) T\ i

1
2
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PROBABILITE

| 1 I 1
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Erreur admissible normalisée par 'TEQM

1

Fig. 1. Risque exhaustif R [E, E] pour estimateurs gaussiens d’EQM fixe en fonction du biais

dans ce cas montre que :
e si € > 1 (précision recherchée supérieure 2 \/EQM) alors R [E, E] est minimale pour b = VEQM <
Varlg] =0.
o si £ < 1 (précision recherchée strictement inférieure & /EQM) alors R [E, E] est minimale pour b = 0 <
Varlg] = EQM.

Ces deux exigences antagonistes pour deux domaines complémentaires de I’erreur admissible () montrent que,
dans I’ensemble des estimateurs gaussiens (de g) d’EQM identique, la relation (p.p.q.) ne peut €tre qu’une relation
d’ordre partiel : cet ensemble n’admet pas de meilleur estimateur au sens de la relation (p.p.q.). Ceci est également
illustré par la figure (1) qui représente le calcul de la précision exhaustive R E,E pour £ € [0,2] et différentes

valeurs du biais normalisé b = [0,0.5,0.75,0.8,0.85,0.9,0.95,1.0]. Cette figure (1), par la grande variabilité de
la precision exhaustive qu’elle fait apparaitre, suggere également de comparer la précision exhaustive entre deux
familles d’estimateurs d’EQM différentes (EQM; et EQM>). C’est I'objet de la figure (2) qui présente une telle
comparaison pour deux représentants (valeur particuliere du biais normalis€ b, bn sur la figure) de la famille
d’estimateur EQM; (b = 0 et 0.95) et un représentant de la famille EQM5 (b = 0) lorsque EQM> = 2EQM;.
La principale conclusion provenant de cet exemple est que ’EQM n’est pas une mesure tres fiable de la précision
d’un estimateur au sens de (p.p.q.). Il s’agit plutdt la d’une “absence” d’information exhaustive, en ce sens que
rapportée a notre probleme initial, elle traduit simplement que 1’implication :

EQMy [9(0)] < EQMy g7 (6)] = Ro |9 (0).¢] < Rq [ (0).]

est fausse en général. Une conséquence immédiate est que la minimisation de ’EQM d’un estimateur gaussien ne
garantit pas que cet estimateur sera plus précis que tous les autres, méme si on réduit cette comparaison a une
erreur admissible e donnée (si € < 0.8\/EQM; dans notre exemple figure (2)).

Toutefois, si on restreint ’ensemble des estimateurs gaussiens de g aux estimateurs sans biais (mg = g) alors
(18) devient une fonction croissante de 'EQM (égale a la variance dans ce cas) et (p.p.q.) devient une relation
d’ordre total sur cet ensemble. Dans ce cas, la recherche de I’estimateur “’plus précis que” tous les autres coincide
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, — EQMT, bn=0
09F N — EQMT, bn=0.95 1
. =+ EQM2 = 2*EQM1, bn = 0

0.8
0.7r
0.6
0.5

ol

0.3

PROBABILITE

| | L "
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Erreur admissible normalisée par EQM1

Fig. 2. Risque exhaustif R [E, E] pour estimateurs gaussiens d’EQM différentes

avec la recherche de I’estimateur d’EQM minimale. Hélas, cette propriété ne peut étre étendue a I’ensemble des
estimateurs sans biais de loi quelconque comme nous le montrons dans le paragraphe suivant.

D. Mesure de la qualité d’un estimateur par ’EQM - Cas de lois différentes

Quel que soit I’estimateur g sans biais d’une grandeur réelle g, EQM (g) = Var[g] et :

L S (19)

VEQM [g] EQM [g]

ou Uz constitue la VA centrée (£ (Ug) = 0) réduite (Var [ng] = 1) associé a g. On peut donc comparer deux
estimateurs sans biais de lois de d.d.p. différentes en utilisant (19). Considérons alors deux estimateurs sans biais
G et g> de g tels que Uy et Uy, suivent respectivement une loi normale centrée réduite A (0,1) et une loi de
Student de parametre n centrée réduite S (n) dont la d.d.p. vérifie :

1 1 n
f(r)=a - T A= (20)
\/ﬁﬁ (%75) <1+ (ax)2>% n—2

R[4 =P(th] >3 = RE. U=

La figure (3) représente I’évolution de la précision exhaustive (19) en fonction de I’erreur admissible () normalisée
par EQM_G= EQM [q1] (1 gaussien) lorsque EQM_S= EQM [§2] = EQM [§1] et EQM_S= EQM [g2] =
2% EQM [g1] (g2 Student) et que le parametre de la loi de Student est 3 (n = 3). Cette figure montre clairement
que méme pour des estimateurs sans biais, 'EQM ne peut en général permettre de comparer la précision de 2
estimateurs de lois différentes au sens de la relation (p.p.q.). Ceci est confirmé par la figure (4) qui montre la
méme comparaison mais pour 2 estimateurs ¢» de type Student et d’EQM infinie (n = 2) qui se révelent suivant
les parametres de la loi (M1_ABS= E'[|g2|]) plus ou moins précis que I’estimateur gaussien d’EQM finie !! (voir
aussi §VII-A-p62).
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Fig. 3. Risque exhaustif R [£] pour estimateurs sans biais de d.d.p. de nature différente
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Fig. 4. Risque exhaustif R [£] pour estimateurs sans biais de d.d.p. de nature différente
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E. Mesure de la qualité d’un estimateur par '’EQM - Précision a priori

A ce stade de I’analyse, il faut bien comprendre que le choix de 'EQM - ou d’un autre moment absolu - comme
mesure de la qualité d’un estimateur représente un compromis entre la capacité a évaluer le critere de qualité -
faire les calculs - et sa valeur informative. En effet, les sections §III-C-p19 et §III-D-p21 ont permis de montrer
que 'EQM ne permet pas en général de comparer la précision relative - au sens de la relation (p.p.q.) - entre
plusieurs estimateurs, qu’ils soient de familles de lois identiques ou différentes. On peut déja conclure que I’'EQM
ne permettra pas en général de mettre en oeuvre une stratégie (un critére) visant a I’obtention d’un estimateur plus
précis que les autres. Si ce résultat semble négatif au premier abord, il faut néanmoins le relativiser.

En effet dans un grand nombre d’applications pratiques, I’exigence de précision sur un estimateur g (f) d’une
grandeur g (6) se réduit & une contrainte de la forme :

P(lg® @) -9

Le probléeme n’est donc pas tant de trouver I’estimateur le plus précis que de trouver au moins un estimateur
satisfaisant cette contrainte. Or, d’apres (9) pour k£ = 2, celle ci sera satisfaite si

EQM, [9/(5)]

2
€0

>50>§P0, O<Py<l, 0<eg . Q1)

<Py = EQMy [g(0)] < Poct (22)

ce qui traduit une condition suffisante (mais non nécessaire) pour que 1’estimateur g () soit une solution possible
au probleme. Ainsi ’EQM peut étre interprétée comme une mesure de précision a priori au sens de : “au premier
abord, avant toute expérience” [71]. En effet, I'inégalité (22) définit un sous ensemble de contraintes de précision

d’estimation Cgf(\o) = {(5’,P’) e R*x]0,1[ / P (’g/@) (Z)—g (0)‘ > 5’) < P'} pour lesquelles I’estimateur

g (0) est une solution a priori possible. Ce sous ensemble constitue le domaine de précision a priori d’un estimateur
et il est entierement déterminé par la valeur de son EQM. Ainsi une EQM infinie correspond a C a0 = g, c’est a
dire a une absence de précision a priori (voir exemple §VII-A-p62).

On peut alors partitionner ’ensemble des estimateurs de g () par la relation d’équivalence (réflexive, symétrique,
transitive) “’est a priori aussi précis que” qui se traduit par 1’égalité des EQM, et définir sur les classes d’équivalence
ainsi construites, la relation d’ordre total “est a priori plus précis que” (a priori p.p.q.) :

—

— ——

9(0) (a priori pp.g.) g (0) <= EQMy |¢/ (6)| > EQMy [(0)] - (23)

Cette relation d’ordre permet alors de comparer deux estimateurs quelconques sur la base de leur domaine de
précision a priori. En effet, selon (21), un estimateur est a priori d’autant plus précis que pour un ¢y donné Fy
est petit. Par conséquent, la valeur de 'EQM d’un estimateur permet de prédire pour chaque ¢ la valeur de Py a
priori accessible (au sens d’un majorant). Rapporté a cette relation d’ordre, I’estimateur ”a priori” le plus précis
est donc celui dont 'EQM est la plus petite.

Finalement, on retiendra que 1’on peut associer une valeur informative partielle - information a priori - a 'EQM
d’un estimateur sous la forme d’une relation d’ordre “a priori p.p.q” entre deux estimateurs mais qu’elle ne permet
pas en général de les comparer au sens de la relation (p.p.q.). Néanmoins la relation “a priori p.p.q.”” permet de
doter la mesure de qualité d’un estimateur par ’EQM d’un critere de recherche d’un meilleur estimateur, a savoir
celui d’EQM minimale, ce qui pose a la fois la question de son existence et de la meilleure précision a priori
accessible, ce qui est précisément I’objet du calcul de borne inférieure de 'EQM.

FE. Minimisation de ’EQM - Choix du critére

Dans les sections précédentes nous nous sommes implicitement limités a 1’étude de la précision des estimateurs
d’une valeur réelle particuliere - g (6) , 0 fixé - afin de poser le probleme de la mesure de la qualité d’un estimateur et
du choix d’une mesure applicable : ’EQM. Ces résultats peuvent &tre étendus a notre probléme initial : I’estimation
d’une fonction du parametre inconnu € : ¢ (#), pour § € © C R, O étant un intervalle continu de R. 1l s’agit dans
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ce cas de trouver un estimateur observable g/(g) satisfaisant une contrainte de précision éventuellement fonction de
0 (21)
P(lg@ (@) -g@)|>c®)<P®). 0<PO)<1, 0<=(0) . 4

traduisant le fait que 1’exigence de précision peut dépendre de la grandeur a estimer. La premiere question que 1’on
doit se poser est : le probleme admet-il au moins une solution ? La seconde est : comment déterminer une solution
possible ?

Pour tenter de répondre a ces deux questions, il est judicieux de reformuler la contrainte (24) sous la forme d’une
contrainte suffisante (mais non nécessaire, cf. §III-E-p23) correspondant a la recherche d’un estimateur observable
g (0) tel que :

EQMy |g(9)] <P (0)c(6), voeo (25)

Sous cette forme (25), les deux approches suivantes sont possibles :

« minimisation de ’EQM globale pondérée. Cette approche consiste a aborder la contrainte (25) dans son

—— glob
ensemble sous la forme de la recherche d’un estimateur optimal g (O)ipot minimisant 'EQM globale
pondérée :

EQM[ /EQMG g(9 de—// g(6))2f9 (Z)6(0)dTdo  (26)

ol ¢ () est une fonction de pondération strictement positive définie sur O et vérifiant / d(0)do = 1. Le

principal intérét de cette approche est qu’elle bénéficie de I’ensemble des résultats établis ?ur I’estimation des
parametres aléatoires a travers 1’étude du risque Bayésien [11, p 56][27] dont la forme est identique a (26)
lorsqu’on interprete la fonction de pondération § (#) comme la d.d.p. a priori du parameétre 6.

Par exemple, 1’étude des bornes d’estimations - bornes inférieures sur le risque Bayésien - [27] peut fournir
un moyen d’infirmer I’existence d’une solution a (25). En effet si une telle solution existe, elle doit vérifier,
quelle que soit la fonction de pondération strictement positive § () :

EQMy |g(9)] < P (0)2(6)" ,¥0 € 6 = / EQM; |¢(0)] 5 (6)d6 < / P(0)c(0)%5(0)dd (27
© ©

Par conséquent, si BB; est une borne inférieure de (26) (Borne Bayésienne associée a la d.d.p. a priori ¢ (6))

et qu'elle vérifie [ P (0)e(0)*4(0)df < BBj, cela indique manifestement que (25) ne peut étre satisfaite.

0]
Cependant I’étude de ces bornes d’estimations ne permet pas de confirmer 1’existence d’une solution pour
(25), la réciproque de (27) n’étant pas vraie en général, ce qui limite I’intérét de ce type d’étude.
Un autre résultat notable est que la minimisation de (26) admet une solution observable [11, p 56] :

/ 9 (6)5(8) fo (T)db
g @) (7) =2 28)
/ 5(0) fo (T)d6
[C]

glob
Malheureusement 1’exploitation de ce résultat présente 3 difficultés majeures : 1) le calcul de g () Op: est sou-

vent impossible, 2) le calcul de 'EQM locale EQ My [g/(g)] est généralement tres difficile méme numériquement,

3) il n’existe pas de stratégie connue pour déterminer une fonction de pondération § (6) permettant d’atteindre
le minimum minimorum de ’EQM globale pondérée et par conséquent il n’existe pas de stratégie connue pour
déterminer § (#) tel que (25) soit satisfaite.

Son emploi reléeve donc plutot d’une démarche empirique ou 6 (6) pourra étre choisie en fonction de la forme
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— glob
de fy (7) afin de permettre 1’obtention d’une expression analytique de g (Q)ipot . L’idéal est alors d’avoir a
disposition une famille de fonctions ¢ (6) fournissant une famille d’estimateurs observables (28) parmi lesquels

on retiendra soit celui pour lequel '’EQM globale pondérée est minimale, soit celui qui s’approche au mieux

de (25), par exemple celui qui minimise / (EQMg [g (9)0; ] —P(0)e (9)2> de.

« minimisation de P’EQM locale. Comme nous venons de le voir, la mise en oeuvre d’une approche globale
est complexe et ne garantit pas 1’obtention d’une solution a notre probleme. Une approche alternative est donc
une approche locale - pour chaque valeur de 6 - que 1’on peut décliner en deux étapes :

— loc — loc
1) existe-t-il un estimateur g (¢),,,, (7') éventuellement clairvoyant mais non trivial (g (0) opt () #g (9)> a
priori suffisamment précis pour que (25) soit vérifiée ? La réponse est oui si :

—1 —

EQM, [g (e)o;i] — min {EQMO [g (9)]} <P(0):(0)?2, VoeO (29)

—

2) existe-t-il un estimateur observable ¢ (0) a priori suffisamment précis pour que (25) soit vérifiée ? La

réponse est : éventuellement si (29) est vérifiée, non dans le cas contraire.

Si la mise en oeuvre de cette approche semble plus simple que 1’approche globale, elle ne garantit pas pour
autant le succes car il semble assez intuitif que cette méthode ait peu de chance de produire un estimateur
observable quelque soit la forme de fy (?) , puisqu’elle repose sur une optimisation locale.

Si aucune des deux approches (globale ou locale) ne semble capable de fournir une stratégie générale pour
résoudre notre probléme initial, ’approche locale présente I’avantage de fournir une quantification du domaine
local - pour chaque valeur de 6 - de précision a priori accessible (29) pour un modele d’observation donné
(fo (?) ,7 € Q). Cette information est d’importance, car elle permet de vérifier, avant toute recherche d’un
estimateur observable, que le probleme d’estimation considéré n’est pas un probleme impossible a résoudre. Pour
cette raison nous concentrerons notre étude sur la caractérisation des performances locales a priori accessibles.

G. Minimisation de I'EQM - Minimisation d’une norme

Comme nous ’avons évoqué au paragraphe §III-B-p17, une propriété fondamentale de ’EQM est d’étre une
grandeur algébrique, en ce sens qu’elle peut toujours étre interprétée comme une norme associée a un produit
scalaire (| ) (forme bilinéaire symétrique définie positive), qu’il s’agisse de 'EQM globale pondérée (26) :

EQM [¢(0), 9]

avec (g (7,0) |h(?79)>6

2

ls@ @ -g0) (30)

0

Elg(0)h(7.0) = [[lo(@.0)h (7.0 (Z.0)aTds
oN

et f(T,0) = fo(T)5(0)

ou de ’'EQM locale (11) :
2

BQM, [90)] = ||s0) (@) -g00), (1)
avee (g(@) | 0(7)y = Eolg (D)D)= [ o) (@) 1o (@) a7
Q

Parmi les nombreux résultats établis sur les espaces vectoriels munis d’un produit scalaire, deux résultats fonda-
mentaux sont plus particulierement mis en oeuvre lors de la recherche d’une borne inférieure de ’'EQM :

« la généralisation de I’'inégalité de Cauchy-Schwartz aux matrices de Gram [4][6][20][32][23],

« la minimisation d’une norme sous contraintes linéaires [14][40].
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Inégalité de Cauchy-Schwartz généralisée

Soit U un espace vectoriel euclidien de dimension quelconque (finie ou infinie) sur le corps des réels R muni d’un
produit scalaire ( | ). Alors la matrice de Gram associée aux deux familles de vecteurs @, . = (U1, W2,..., UN)
et @ . = (71, Ca..., k) de U est définie par :

<gl | zﬁ <gz \ zﬁ <gN |_7:1>
G (U gy @) = < 1[02> < 2l02> o N10K> € M (K,N) (32)
(1| Cx) (U2 @) ... (dn]|7Ck)

Par construction, la matrice G (7[”], 7[1_N]) de RY — R est positive :

N
> Aty
n=1

[1,N]

VX ERY X £ 0, NG (W0 Wy,

>0<:>G(71N],71N]) >0 (33)

et vérifie (cf. Annexe X-B-p82) :
G (o Ti) 2 G (T P i) G (T ) G (T Pi) (34)

[1,N] [1.N]? [1.K] [1.K]? 1,N]?

(7 KD < o K]) est 1nvers1ble, C’est A dire si et seulement si (¢1,..., ¢ x) forme une famille libre de U. De

plus si (7 . 7 N < 1y~ ? i) forme une famille libre de U (cf. Annexe X-B-p82) alors I’inégalité (34) est
une inégalité stricte. L’1nega11te de Cauchy-Schwartz constitue un cas particulier de (34) sous la forme :

_ Uy | 7))
G(T,7) 2 G (1, )G (7, 707 G (7,7 = (7> S
1
Lorsque le produit scalaire { | ) correspond a une espérance, comme c’est la cas pour 'EQM (30)-(31), alors
I’inégalité (34) est généralement désignée sous le vocable de “Inégalité de Covariance” [32].

Minimisation d’une norme sous contraintes linéaires

Soit U un espace vectoriel euclidien de dimension quelconque (finie ou infinie) sur le corps des réels R muni d’un
produit scalaire ( | ). Soit (¢f,...,cx) une famille libre de K vecteurs de Uet ¥ = (vy,...,vx)” un vecteur de
RX . Alors le probleme de la minimisation de ||/ ||” sous les K contraintes linéaires (% | &) = v, k € [1, K]
admet pour solution (cf. Annexe X-C-p83) :
min {||7”2} =7'G (? ?[1«1)_1 7 pour opt Z ok i (353)

[1.K]?

ag)’ = G (7 @) T (35b)

(041 K]

)

Equivalence

Bien qu’abordés de facon indépendante dans la littérature courante, ces deux résultats - (34) et (35a-b) - sont
équivalents. En effet, considérons une famille de vecteur u = (71, U, ... , u ) et le probléme de minimi-
sation suivant :

[1.N]

N 2
- -
min{ ||STN || b sous G (T Tps) =V, XN ERY, N £ T (36)
n=1
Il est équivalent a :

N ’ al - = - =

S A Tal| p sous G (. ) X = G <Z Anm,?m> =VX, XeRV, XN #£0

n=1 n=1
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et vérifie donc d’apres (35a) :
2

N
S T = NG (W Tn) X 2 (VX)) G (T Pu) (VX)) X er. X 2T
n=1
soit encore :
NTG (W W) X = AT (VTG (2 ) V) X, XeRV, X £7,

qui est précisément 1’inégalité (34).

Dans la suite nous privilégierons la forme (35a-b) car son utilisation permet une meilleure compréhension des
hypotheses associées aux différentes bornes inférieures de 'EQM. En effet, son principal mérite est de poser
explicitement en premier lieu le probléme de la formulation de contraintes pertinentes, lesquelles déterminent alors
la valeur de la borne inférieure de la norme.

H. Minimisation de 'EQM Locale - Estimateurs sans biais

Comme nous I'avons évoqué précédemment dans le cas des estimateurs gaussiens (cf. §III-C-p19), le choix d’un
estimateur ¢ (6) (') sans biais de g (), c’est & dire vérifiant

B [510)(@)] = [ 40 @) £ (@) = g(6).
Q

est un choix arbitraire lorsqu’une seule observation de 1’expérience aléatoire est disponible, en ce sens qu’il ne
garantit pas I’obtention d’un estimateur plus précis que les autres.

Par contre, si N observations indépendantes sont possibles, ce choix devient stratégiquement - au sens de la
relation (p.p.q.) - recommandable. En effet dans ce cas, une stratégie simple pour améliorer la précision a priori
est de construire I’estimateur “moyenne”

(90) = %ig/@ (@) (37)
n=1
dont ’EQM
o ar, (0 K o
EQM, [(90) | = - e[g]f)( )]+<E9 i@ @] -90) (38)

Y

(B [s0) ()] - 9(0))”

est décroissante a2 mesure que le nombre d’observations indépendantes augmente. Il est clair que si ¢ (6) admet
un biais, cela limitera la précision a priori accessible asymptotiquement - quand le nombre d’observations tend

— — Vare |g(0) (T
vers ’infini -. D’autre part (g (6 tend vers la VA gaussienne N | Ey |g (0 z , M pour
N N

laquelle nous avons montré (cf. §II-C-p19) que si la précision recherchée ¢ (6) (24) est strictement inférieure

a \/ EQM, [<g/(§)>N} alors la précision maximale (risque exhaustif minimal (4)) pour une EQM donnée est

obtenue pour un biais nul.
Par conséquent, ces 2 résultats, bien qu’asymptotiques (N — o), indiquent qu’il est préférable de rechercher
un estimateur g () (?) sans biais, en particulier si le probleme d’estimation a résoudre est caractérisé par une

contrainte de précision d’estimation (24) forte <5 (0) << \/ EQM, [<g/(§)>N] >
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Appliqué au probléme de la minimisation de 1’EQM£cale, c’est a dire pour une valeur particuliere 6y de 6, ce
principe se traduit par la recherche d’un estimateur ¢ (6y) (?) ponctuellement sans biais

Ep, [9(60) (3)] = 9 (00) (39)
vérifiant : - -
min { EQMy, |9 (60)| } sous Eo, [g(60) ()] = g (60) (40)

Malheureusement, sans autre condition, la solution de (40) est la solution triviale
9(00) () = g (8) & EQM, |g(60)] =0,

qui n’est évidemment pas acceptable car elle ne dépend pas des observations. En effet rappelons que notre objectif
”idéal” est de trouver le meilleur estimateur observable au sens de la relation (a priori p.p.q ). Un objectif ra/is_(&nable
est donc de trouver le meilleur estimateur clairvoyant mais non trivial. Pour cela il suffit d’imposer a g (o) (')
des contraintes que la solution triviale/g(\@o) ne peut vérifier.

Une telle contrainte “idéale” est que ¢ (6g) () soit un estimateur sans biais de ¢ (6),V0 € © :

B [5160) ()] = 9.(6) = [ 9060) () 1o () a7, w0 € © @
Q

Dans ce cas le probleme (40) devient :

min{EQM(,U [g/(eT)} } sous Ey [g/(eT) (?)] —g(8), ¥0coO 42)

et correspond a la recherche de I’estimateur localement le meilleur et sans biais. Ce probleme peut étre résolu
en appliquant les travaux de Barankin [8] qui a établi la forme générale de la plus grande borne inférieure d’un
moment absolu quelconque d’un estimateur sans biais. L’EQM est donc un cas d’application de cette théorie.
Elle a bénéficié de nombreux travaux complémentaires [10][12][13][14][15][29][30][31][40] visant non seulement
a traduire les principaux résultats de la théorie (mathématique) de Barankin en une forme accessible a la plupart
des ingénieurs [12][13][14], mais également a obtenir des bornes inférieures “calculables” approchant la borne de
Barankin généralement incalculable. Nous proposc&sﬁi une syntheése de ces travaux mettant en lumiere 1’ensemble
des résultats clés (43)(44)(47)(49)(50)(51a-c). Si g (Ay) (?) est un estimateur sans biais (41), il vérifie

en particulier :

Eo, [9(00) ()] = 9(00) = [ 9(00) () fo, (¥) AT W0, € O,

Par conséquent V5 € RV :

anEe |: 90 (? ] an - (90>)
soit encore :

Ey, [( (60) (% )(Z )] an w) = 9(60)) 43)

Or d’apres (35a-b), la minimisation de EQ Moy, [g (90)] sous la contrainte (43) conduit a [8] :
2
wn g (02) ~ 9 (60)
n=1

Ca|(Se)

n=1

=

EQMj, |9 (60) (44)
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L’inégalité (44) est valide quelque soit le sous-ensemble de points test {9"}[1, N] de © considéré et Vid € RV,

—

Aussi Barankin en déduisit que, si g (fp) est un estimateur sans biais, alors son EQM est bornée par :

S (o) —g<eo>>]2

EQM,, [m] > lim sup n=l 5
N—00 ﬁ {0 }[1 N] E0 <% w fe,,(?))
n=1 " f”O(?>

(45)

0

(voir [15] pour une interprétation géométrique). Une forme plus concise peut néanmoins étre trouvée en remarquant
que [12] :

2
Z g (0o)) E)TAg
n=1 ] :<E?TRH)’ Rum /fe feu )d? Agy =g (0n) —g(00) (46)

—

TA . — - - .
En effet, %2— est maximale pour W = AR~ Ag et vaut alors Ag” R~'Ag. Par conséquent une autre expression
de (44) est :

EQMy, [g(60)] > Ag"R " Ag @7
conduisant a la forme “réduite” de la borne de Barankin (voir aussi Annexe XI-C-p97) :

EQMy, [g(60)] > tim s {XgTRIAG) (48)
’ N—ro0 {‘9::.}[1 N

On remarquera que (47) est également la solution du probléme de minimisation suivant :

min {EQM@O [g/(QT)]} sous Fy, [g/(QT) (?)} =g(0n), {Gn}[l’N} €0 (49)

ce qui traduit le fait que la plus grande borne inférieure de ’EQM pour un nombre fini de points test {Hn}[l’ N]
est obtenue simplement en exprimant la contrainte ”’sans biais” en les points tests [12]. Considérant directement ce
résultat, Glave [14] a alors démontré qu'un maillage uniforme de © permet d’assurer une convergence - au sens
de 'EQM - de (48) vers (45). Par conséquent I’estimateur sans biais et localement le meilleur vérifie (47) :

R (%) =29
. — N on (2
Jim 3 g0 () - g (00) = 3 Bl (50)

EQM,, [g (90)] > AgTRIAG = AgT

soit, en posant % =df = 0,41 — 0y, [29][40] :

/K 0.0)w (@) d0' = g(0)—g(0y), K (9,9’):/%5—7%? (51a)
o Q ’
9(00),pe () =9 (00) = %w(g)de 51b)
@ 0
QM [960)] > [ (9(0) =g (@) w(®)as 510)

2]
Hélas, dans la plupart des des cas pratiques, la résolution analytique de (51a) est impossible et ne permet pas d’obtenir

une forme explicite de ¢ (90) ¢ i de la borne inférieure de 'TEQM. La forme itérative (50) n’est guere plus pratique
car il n’existe pas de résultat sur sa vitesse de convergence vers (51a). De plus ce probléme n’admet pas toujours
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une solution. Il faut en effet que R existe et soit inversible, VN > 1 (47). Une condition suffisante a 1’existence
de R est que :

2
fo (@) > 0 et By, [(;‘;"—g})) ] < 50, ¥6,00 € ©

0

Lorsque R existe, alors en remarquant que

o
R = G(7[1N]771N])7 771:%())7 <|>:E00[]7

0

. N . .. P . ’ LR : f On (7)
il apparait qu’une condition nécessaire et suffisante pour qu’elle soit inversible est que les vecteurs NG
%0 [

de I’espace vectoriel des fonctions de R* — R forment une famille libre, c’est a dire que la famille ( fo, (?))[
soit une famille libre, VN > 1. Autrement dit, il faut que

{g(0) | h (0 K»—(//m h(0') dode’

définisse un produit scalaire sur I’espace vectoriel des fonction de © — R.

Ainsi, si la recherche d’un estimateur sans biais minimisant ’EQM locale représente notre probleme idéal, sa
résolution ne fournit pas en général une solution exploitable dans la pratique ce qui en limite quelque peu I’intérét.
Comme nous venons de le montrer le principal écueil de ce probleme est qu’il correspond en fait a un continuum
de contraintes “ponctuellement sans biais”. Si le nombre de contraintes est fixé a un nombre /N arbitraire alors une
solution calculable existe généralement ((50), N fixé), ce que nous illustrons dans les sections suivantes.

1,N]

L. Minimisation de '’EQM Locale - Estimateurs localement sans biais

Rappelons que notre objectif premier est de trouver une solution non triviale au probleme :

min{EQMgo [g/(fe?)}} sous Ej, [g/(QT)(?)} =g ()

Pour éviter la solution triviale, il semble naturel d’introduire 2 contraintes symétriques “ponctuellement sans biais”
supplémentaires (N = 2) [12] :

Egyva0 |9 (00) ()| = g (60 + db)
Ego—ao |9 (00) ()| = g (60 — df)
associées au vecteur de pondération w = [1,—1]. Dans ce cas (44) devient :

[g (80 + dO) — g (0 — db))?

S

g (B0 + d6) — g (60 — dO)]°
<f90+d€ (?>_f60~d€ (7) > ?

E@%J/\\> . Vo +do,0,—db e O (52)

et en particulier :

E@%Jﬂ%ﬂ>nm

53
T d0—0 (53)

Ey,

fay (%)

Tout estimateur sans biais au voisinage de y - c’est a dire sur un intervalle [#y — df, 0y + df] € ©,VdO - possede
nécessairement une EQM supérieure a (53). Par conséquent, cette borne (53) permet de caractériser les estimateurs
de ¢ (0) localement sans biais au voisinage de 6, c’est a dire vérifiant - pour ¢ (#) continue en 6 - :

- Epy+ao |9 (0 7 (60) ()] = g (60 + d6)

; (54)
d0—0 | Eg,_qp |9 (0 )(7) g (6o — db)
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ce qui représente la définition minimale (limite) que ’on peut associer a la qualité ”sans biais” d’un estimateur
de ¢ (0) au voisinage de y. D’autre part, on remarquera que (52) est majorée par la borne de Barankin (51a-c)
calculée sur un intervalle |6y — ¢, 0y + d[,d > 0. Par conséquent si la borne de Barankin existe alors la limite (53)
existe.

Cette limite peut étre exprimée de manidre plus “compacte”, si ¢ (f) et f, (7’) sont dérivables en 6y et si

| (% ey
g 6]

EQMj, |9 (60)

existe, par :

agézo)} 2 [agwo)} 2

> | o= (55)
E afﬂo (?) 1
0o 00 fso (?)

Sous cette forme (55), la borne (53) est généralement appelée borne de Cramer-Rao bien qu’elle semble avoir
initialement été démontrée par Doob [3] puis Fréchet [4]. Dans ce cas, cette borne (55) coincide avec la plus
grande borne inférieure de ’'EQM locale (au sens de (47), cf. Annexe XI-A-p95) et la définition d’un estimateur
localement sans biais (54) est alors équivalente a :

dg (6o)

Eoyas |9 (00) ()] = g (60) + =520 + 0 (d0) (56)
La borne de Cramer-Rao correspond donc a la solution de :
. — —— dg (0
min { EQMy, [g(80)] } sous Ey a0 [9(60) ()] = g (60) + %da + 0 (df) (57)

soit :

—

Ey, [9(00) ()] = 9 (60)

min{EQ.Ma0 [m}} sous Ep, [m(?) alnf(;lé(?) _ 89{%0)

(58)

Remarques Fondamentales

On retiendra que la borne de Cramer-Rao (55) correspond a une exigence locale du caractére sans biais d’un
estimateur (58), a la différence de la borne de Barankin qui inclut implicitement le continuum de contraintes :

Eo, [9(60) (3] = 9 (60)
Ey [m(?) onf(T)| _ 200 g e @

Cette différence est d’importance et ne semble pas avoir été percue par les auteurs d’origine tels que Doob [3],
Fréchet [4, p. 187], Cramer [6, p. 475] ou Rao [5] dont les dérivations respectives reposent sur 1’implication
“classique” suivante :

__ OEy |9 (00) () . om
By [100) ()] =9(0), e o= — : - | B8O _ gy [y @) L] (59

laquelle présente trois inconvénients :

e le premier, mineur, est le risque de confusion entre les propriétés requises pour un estimateur sans biais (41) -
c’est a dire V0 € O - et celles requises pour un estimateur localement sans biais (56) - c’est a dire au voisinage de
fo - qui pourrait conduire a penser que la borne de Cramer-Rao (55) et la borne de Barankin (51a-c) s’appliquent
aux mémes types d’estimateurs.

e le second, plus important, est un cadre d’application limité au cas ou I’espace d’observation §2 est implicitement
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supposé indépendant du parametre a estimer 6, les observations ne dépendant de 6 que par leur ddp fy (?) Dans
ce cas :

O[5 _ [ e e ()
5 | [9@0 @ n @ az | = gt @ Lz
Q Q

.0 () ) ) . . .. .. ..
est vraie si —;;—* est uniformément continue, ce qui semble a priori une condition suffisamment peu restrictive
dans la pratique pour étre supposée vraie implicitement. Par contre, si I’espace d’observation dépend du parametre
a estimer - Q = Q (0) C R - alors cette égalité n’est plus vraie car dans ce cas - si o) (?) désigne la fonction
indicatrice du sous-ensemble 2 (0) - :

0Fy [3?97) (?)]

) [ 560 (@) fo () o) () a7

00 90
RL
) — 2
= [ s iz [ @ P
Q(0) RE
£ [ 560 @) gt () a7

Q(0)

ce qui conduit a I'impossibilité apparente - mais non réelle - de 1’extension des bornes de Cramer Rao (et celles de
Bhattacharyya, cf. §III-J-p32) au cas général d’un espace d’observation éventuellement “clairvoyant” (cf. §V-C.2-

pS1).

e le troisieme enfin, est qu’elle limite I’existence la borne de Cramer-Rao (et celles de Bhattacharyya, cf. §III-J-p32)
au cas ou f, (7) est dérivable, alors que I’approche de Barankin permet de montrer son existence méme lorsque
£, (?) n’est dérivable qu’a gauche et a droite sans étre dérivable (cf. Annexe XI-A-p95).

J. Minimisation de 'EQM Locale - Des estimateurs localement sans biais aux estimateurs sans biais

On peut g/én\éraliser la borne de Cramer-Rao de la fagon suivante. Supposons qu’un critere de qualité pour un
estimateur ¢ (fy) (2°) d’une grandeur g (0) soit défini par :

Ey [@(?)] —h(f) YOecO (60)

Dans le cas ot h (0) = g (#), la qualité recherchée est ’sans biais”. Alors I’estimateur localement le meilleur et de
qualité h () est la solution exacte de

min {EQMg0 [m]} sous Ejy [m (?)} =h(0), V0 €O,

laquelle, si elle existe, est fournie par les travaux de Barankin (51a-c). Malheureusement comme nous 1’avons
vu précédemment, on ne saura pas la calculer dans la plupart des cas. Cependant, on peut tenter d’avoir acces
a une forme approchée en relachant le critere de qualité (60). Parmi les approches possibles, une approximation
intéressante est fournie par le développement de Taylor au voisinage de 6 des deux termes de 1’égalité (60) :

oh (o) 0" h (6o) do”

h (60 + df) = D (60) + —7=db + ... + —5 P,+o(d9P)
et
of, (7 o’ f, () do*
feu+(m (?) = fau (7) + %d@ +.. .+ J;+9()F + o5 (dGP)

4
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- - o (®)
Eoysa0 9 (60) (7)] = Eo, [ (80) ()] + Eo, |9 (60) (@) 5 |0+

apf&g (?) 0P

+ Ep, m (2) %)— Jr 7O (d6")

%0
en supposant bien évidement que toutes les dérivées et les intégrales existent. En effet, la contrainte
Eoyao |9 (00) ()] = b (60 + d6) = o (d6") (61

permet d’introduire une distance locale a la qualité h () attendue - plus P est grand, plus 1’estimateur est proche
localement de la qualité recherchée - qui présente 1’avantage de pouvoir s’exprimer a 1’aide de P + 1 contraintes
linéaires (unicité du développement de Taylor) :

of, (7)

Eo, [9(60) ()] = 1 (60) et Ea, |9T60) () 725 | = P10 y<p<r (62)
équivalentes 2 - sachant que / 20 () g —01<p< P -
6
Eo, [9(60) (F) = 9 (60)] = 1 (00) — g (80) (632)
Eo, | (900) (@) = 9 (00)) % = ) cp<p (63b)

Par conséquent, I’estimateur localement le meilleur et localement de qualit¢é h( ) & 1’ordre P est fourni par
I’application de (35a-b) a la minimisation de EQ My, [g (90)] sous les P + 1 contraintes (63a-b). Si nous notons

min {EQMQU [m] }h( P41 la borne inférieure ainsi obtenue et Cp,; 1’ensemble des P + 1 contraintes (62),
+
alors selon (61), les cas P = 1 et P = oo correspondent respectivement a la plus faible et a la plus forte (idéale)

formulation de la qualité h () attendue, et vérifient (puisque C; C Cp C C) :

min{EQMgo [ﬂe\o)]} | < min {EQMQU [m]} < min {EQMGU [m} }h( (64)

eSS

h( )| h( )P+

oumin { EQMy, |g (@]} . min{EQMy, [9(60)|}, . min{EQMy, [s(60)|}
+

tivement la borne de Cramer—kao, la borne de Bhattacharyya [7] d’ordre P et la borne de Barankin pour les

estimateurs de qualité A ( ).

sont respec-
00

Finalement, rappelons qu’un développement de Taylor d’ordre fini est un développement limité local et n’est
généralement précis qu’au voisinage de la valeur (6y) pour lequel il est établi. Par conséquent, la borne de Cramer-
Rao représente une approximation “locale” du critere de “qualité” (60), au contraire de la borne de Barankin qui
représente sa satisfaction exacte, alors que la borne de Bhattacharyya permet d’exprimer la transition possible entre
ces deux extrémes a mesure que I’ordre du développement de Taylor augmente - s’il est convergent sur © - .

On peut d’ailleurs démontrer que la borne de Bhattacharyya correspond a la satisfaction limite des N = 2P

contraintes symétriques additionnelles

) Egoytpao |9 (00) (T)| = g (60 + pdf)
lim

SN 1<p<P, (65)
40—0 | Ep,_pao |9 (00) ()| = g (80 — pdf)

et qu’elle est la plus grande borne inférieure satisfaisant ces contraintes (cf. Annexe XI-B-p96).
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K. Minimisation de 'EQM Locale - Autres bornes inférieures pour estimateurs sans biais

Alors que les bornes de Cramer-Rao (55) et de Barankin (51a-c) représentent les deux caractérisations extrémes
(la plus faible et la plus forte) de la qualité sans biais d’un estimateur, certains auteurs se sont attachés a dériver
des caractérisations intermédiaires, alternatives possibles a I’utilisation des bornes de Bhattacharyya qui sont
généralement impossibles a évaluer pour les ordres de dérivation a partir desquels elles se démarquent notablement
des bornes de Cramer-Rao. Il s’agit donc généralement de bornes dont la difficulté calculatoire est comparable a
celle de la borne de Cramer-Rao mais qui tentent de prendre en compte la propriété sans biais dans son ensemble
(V0 € ©), a I’instar de la borne de Barankin [8] dont elles découlent. Nous citerons :

e la borne de Hammersley-Chapman-Robbins [9] qui correspond au cas N = 2 ({Hn}[l 9 = {60,600 + db}) de
la forme réduite” de la borne de Barankin (48) :

— g (60 + dO) — g (00)]2 lg (00 + dO) — g (60)]
EQM, [4(00)] > sup : = sup (66)
o f60+d6<?) 0 6g+do —Je 2
0y+d6cO é . J7 1 0y+d6cO B, [(f ) Efg% 0(7))

On remarquera que cette borne est toujours supérieure a celle de Cramer-Rao puisqu’elle la contient (cas df — 0).

¢ la borne de McAulay-Seidman [12] qui est la forme “réduite” de la borne de Barankin (48) associée a I’ensemble
de points test {6}y 1) = {00} U{0n}p ) dont la forme usuelle est :

fo. (@) fo.. (T)
fo, ()

Cette borne est la forme pratique de la borne de Barankin généralement utilisée [24][30][31][34].

BQMy, [7000)] = 37 [R-TT7| " 39, Rum =By, {

] . Agu=g(62)—g(60), (67)

e la borne de McAulay-Seidman-Hofstetter [12][13] qui consiste & combiner la borne de Cramer-Rao (55) et la
borne de McAulay-Seidman (67) sous la forme du systeme de contraintes suivantes :

— olnf, (T X
Ea, [3160) () 2270 | - 2o

Ey, |9(80) ()] = g (80) (68)
Ea, 5100 () 25 =000, 1810

dont la généralisation est la borne d’Abel [23] qui prend en compte la borne de Bhattacharyya d’ordre K et qui
correspond donc au systeéme de contraintes :

Ep, [g/(bo\) @) (D)) _ 20 g << g
Ey, |9(00) (7)) = 9 (60) (69)

o, 5100 () 23] =00, 1023

¢ la borne de Chaumette-Larzabal qui consiste a appliquer la propriété localement sans biais en un ensemble de
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points tests {0n}ty; yi1) = {00} U{On}p n

Eg,+ao [m (?)] — g(6n) + dg (0n)

00

df + o (df)

_ fo,+a0 ()
= Fy, {9 (60) (T) W]

0

Ofo, (?)

—— fo, (Z) — 50
Eo, [g @) (2) W] + B, (51600 (7) 2 | 49+ 0(d0)

et correspond par conséquent au systeme de contraintes :

( dln f, ] .
Eet,[< 0 (@) 2t B ] _ 2uft)

) —
[g/?)@ = g(60)
By, [gwo)(? (D =90, Bl

Eg, [9(90)(?) 5”?) = 240, {0n}p N

(70)

On notera que les bornes (68)(69)(70) sont des formes spécialisées (norme euclidienne, choix particulier du vecteur
de pondération E)) des bornes décrites p. 487 et 488 de [8].

L. Minimisation de I'’EQM Locale - Estimation simultanée de plusieurs fonctions de paramétres multiples

%
Nous supposons maintenant que la d.d.p. des observations 7 e dépend d’un vecteur de parametres 6 : f§> (?)

. . . o b N b 3 H > _>
La généralisation des bornes inférieures de I’EQM locale au probléme de I’estimation d’un vecteur ? ( 0 ) dont
les composantes sont des fonctions du vecteur de parametres inconnus 6, s’obtient par prolongement de la qualité

. . . - -\ . .. L.
attendue (sans biais par exemple) des composantes d’un estimateur 7 ( 0 ) de ¢ ( 0 ) a toute combinaison linéaire
de ces composantes [13]. Pour alléger les notations :

. . - - N . . . . R .
« les dimensions de # et de 7 ( 0 ) seront laissées implicites car la démarche est valide quelles qu’elles soient,

. 7 (?), 7 (0_5), 7 (?) et ? (0_(;) seront également notés respectivement?z, ?% 77 et 70—5.

1) Forme générale de la Borne de Barankin :

Si 7% est un estimateur sans biais de 7% c’est a dire si :

By [77(#)] = /70() )d7. vi €O

_>
alors V' A 5 [YT?\ (?)} —_NTg [?\ ] = —>T? —
7 o 7197 ( )] XTG4, V0 €0 (1)

S -
ce qui exprime que A T?ﬁ est un estimateur scalaire sans biais de A T?y. On peut alors lui appliquer I’inégalité
de Barankin (43)(44) qui devient :

(72)
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soit encore :

Ve (T -2) (T @) -73) | 3 2

N N T
N - :
2| (2 n23)
ce qui matriciellement s’écrit :
T
By [(?} @) -75) (T2 @) - 700)T > (A7?T(RA§m : (73a)
8y =[T5- T Tz~ Ta)s Fam= [ 1E (z)(f%(?)d? (730)
Q 0o

et représente 1’inégalité de Barankin multidimensionnelle, dont la forme “réduite” est donnée par (47)(49) (voir

aussi Annexe XI-C-p97) :

g |(Ta ) - 73) (7071 75) | 2 agmay =

On remarquera que (74) peut étre obtenue directement en appliquant le résultat établi §III-G-p25, a savoir que :

N 2
min{ > Mty } s0us G (7, 1y ) =V G (U yn)y ) 2 VIG (T @) V(5
n=1
En effet, un estimateur ?} sans biais de ?0—> vérifie les N contraintes :
— f ()
By, [(% @ =T7) | =z

ce qui est équivalent a :

vi=G (7[1-N]’?[1-K1)T =G (7[ 7[LN]) =Ay

1.K]?

en posant :

S _ (2@ @Y
v S\ @ T @)
(g (@) | h(T) = Eplg(T)h(T)]
Alors :
(7[1-N17 ?[1 w) = Eg: [?[uq 7[71—’.N]i|
G (7[1 N]? 7[1 N]) - E9_> |:(§9t£ (?) - 79_3) (79_3 (?) - 79_5)21
G (?[Mﬂ’?[l K]) = R
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ce qui conduit immédiatement a (74).

Cette démarche peut étre appliquée a toute extension d’une borne inférieure de I’EQM locale au cas multi-parametres
(puisqu’elles dérivent toutes de 1’inégalité de Barankin (72)(74)). A titre d’exemple, considérons le cas de la borne
de Cramer-Rao.

2) Forme générale de la borne de Cramer-Rao :

Il s’agit alors d’étendre le critere localement sans biais (a ’ordre 1) :

Ep,+ao [m(?)] — (60) + Bga(go)

9 + o (d)

—

au cas multiparametres pour chaque composante de 7? :
0

= o (@)Y
Er i [0 8) )] =)« (27 7o ()

soit, sous une forme plus concise :

o7 (@)

£ [710) ) =7 () + L7+ (Ja]
ce qui combiné avec : ST
firesy =13+ (25570 o a7

se traduit en terme de contraintes linéaires par :

07 () an

En posant :
— 1
Ty =07 (@) =T Tunm ( o 1 (7) ) L @) h(@) = Ep g (@) (T)]
a4
(77) devient : 6>T
G (T yn Pr) = By [P 0| = {am)r —v
00T

avec

00

— T
nxys € [1_K]) = 6> E? [<8lnfﬂ_[,(?>) <8lnf(,—%(?)>

ce qui conduit a ’'inégalité (75) :
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7 T n fa (2 nf— (7 T
B (T @) - 70) (Ty - 75) | 2 [379[)] ) (61 I ))(81 I >> [@]

040 24T 046 040 06T
(78)
ou :
T
— ol f5 (Z)\ [9ln fz (2)

F(0) = Ep L " (79)

’ 046 040
représente la Matrice d’Information de Fisher (MIF) [11, p. 80], qui peut également étre obtenue par [11, p. 79] :

9% n f (7))

— _ 9

F (90)1‘,]' =~k [ 90,00 (80)

On remarquera que ce prolongement par combinaison linéaire permet également de caractériser 'EQM Totale

(EQMT) locale définie par :
pouty [77] - &5 |75 ) - 73

2
] @1

puisque :

M. Minimisation de 'EQM Locale - Paramétres complexes

L’ensemble des résultats établis dans le cadre de 1’estimation de parametres réels peut étre étendu sans difficulté
au cadre de I’estimation de parametres complexes en remplacant le produit scalaire (forme bilinéaire symétrique
définie positive) par un produit hermitien (forme bilinéaire hermitienne définie positive) :

(g (T) [ h(T))g=Eq[g(F)n(T)] = / 9 (Z) W (T)"] fo (T) AT (82)
Q
et en définissant 1’application vectorielle (j) par :
3= (@7, = ( ES ) (83)

Ainsi dans ce cas :

e ’inégalité de Cauchy-Schwartz généralisée (34) devient (cf. Annexe X-B-p82) :
_)
G (W W) 2 G (W @) G (T Ti) G (T )

[1,N] 1,N]? 1.K]?

e le probleme de la minimisation de || ||* sous les K contraintes linéaires ( | &f) = vy, k € [1, K] admet pour
solution (cf. Annexe X-C-p83) :

min {| 7"} = TG (T @) T pour Wop = Zakck (842)

(al,...,aK)TzﬁzG(_c) K

[1.K]?

) (84b)

[1.K]
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e I’équivalence entre les deux propriétés prend alors la forme duale :

$iG (W pnyy Cony) =V e G (W Uy >VIG (T

[1.N]?

Zon) V(85

[1.K]?

N 2
Z_;Anﬁn $iG (W, 7h,) =VeG (U, 1,)>va (7ZK177[’ZK1) V(386
o si 7[1_N] et ?[Uq désignent respectivement des vecteurs de variables aléatoires complexes u (7) et ¢ ('),
alors :
G(h ) =B [2@) 7 (@) =B [F@ @]
G(T* 2% =G (W, 2) =Ey |7 (@) ()" &
G (1.7 =B [7 (@) 7 (@) =5 [T @ T @)

ki
G (@) = B [@ ()7 (7)"]

Nous considérons le cas ou la d.d.p. des observatlons et les composantes du vecteur complexe a estimer ?

dependent d’un vecteur de parameétres complexes 9 = 9 + ]9] = Re{ } +7 Im{ } ot jZ2 = —1. Pulsque
_)
0, = 7 + 7 et 9 7%0 ces deux grandeurs peuvent naturellement étres reparamétrées sous les deux formes

équlvalentes su1vantes

— — 0 =T
. f? (?) et 7 ( [ ) = 77 avec § = |0,7T, ng} représentant I’ensemble des paramétres réels du probleme,

. fg(?)et7<:9>>=7=§avec:9>= 5}9

probléme.

= =
L’estimation du vecteur complexe 7? = E? (9) jg_} (9) = Re {?3} + jIm {?:{5} est équivalente a
A _—
. Par conséquent ¢ <9> (7) 73 (Z') est un
_)
0

estimateur sans biais de ?3 si et seulement si z (?) () = ?\? () = [ﬂ/(?) ()", g_;/(\ (7)T]T est

un estimateur sans biais de 77.

) représentant I’ensemble des parametres complexes associés au

T
S . — —
I’estimation du vecteur réel @? = [g,« ( 0 ) » 95 (

1) Borne de Barankin complexe :

Dans ce cas, d’apres la section precedente (§III-L-p35) ce probleme est entierement caractérisé par 1’étude des
combinaisons linéaires de 77 ) :

XT3 =017 () @)+ 015 (8) (@), avee X = [W37]"

que I’on peut reformuler de la fagon suivante (Y = /\_: +7 )\_j)
= —— T = —— -
o o NG (@) + T3 (@)X XTG=(T)+ 75 ()X
A @@ {A 73(?)}: ) 2 - 2
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Ainsi, si ?\Z (7) est un estimateur sans biais de 7:, alors il vérifie (71) :

= =~ =1 = — —

Eﬂw‘ﬁ?( )+ 74 (7 } E:[/\ 7:, +7§(?)H>\]:)\H73+7%1/\, Ve co,
propriété qui peut étre étendue aux combinaisons linéaires complexes :
- = — - —
E- [/\H73 (@) +73 (7)H7} = /\H779> +7%Iﬁa Ve €0
ce qui conduit a I’inégalité de Barankin Multidimensionnelle complexe (43)(84a), vV e CN
— H 2
[AH (77 -77)+ (72 -75) 7”
n 0 n 0

-
0o 0 0o - 2
E-
9[)

laquelle, en remarquant que :

g+ it = (

N re ()
L, W)

n=1 60

=)
N————
VN
ala|
N———
Il

N
Tl
N————

T

<

est équivalente a :

N = = N = = H
_ _ H [an(gﬁ—gﬁ) Ewn(g;—g;)]
B (52 =32 ) (9, (-7, ) |2 e
' N 6o 6o 0o - N fe (?) 2
E- Wy, -2
0o nz::1 ”’f?o(?)
soit encore :
H
— — m(Aasw) (asw)
= = = = g g
B (9;(7)— g;;) <gj(?)— g;;) ] > =R , (88a)
f= (T) [~ ()
— 7. -7 AR _ O 0,
A;=Gs =50 90 ~0z]s Fum / i (88b)
Q 0o
dont la forme “réduite” est donnée par (47) (voir aussi Annexe XI-C-p97) :
— — H
= B = = R-IAH
Es [(g;)@) 990> <990 (7) %,) IZAQR Al (89)

On se rappellera que cette inégalité matricielle permet de caractériser a la fois :
« les combinaisons linéaires réelles des composantes reelles (Re{ }, Im{7} ) des estimateurs complexes par
comparaison des normes d’un vecteur complexe de type )\ = ()\ ToX NH
« et les combinaisons linéaires complexes des estimateurs complexes par comparaison des normes d’un vecteur

— T
complexe (/\T, ﬁT) quelconque.



41

2) Borne de Cramer-Rao complexe :

Bien que I’on puisse établir I’expression de la borne de Cramer-Rao complexe a partir de ’inégalité de Barankin
complexe (88a)(89) comme nous I’avons fait dans le cas réel, une méthode plus simple consiste a transposer le
résultat établi dans le cas multidimensionnel réel (cf. §III-L..2-p37) au cas multidimensionnel complexe. En effet,
si les composantes du vecteur complexe a estimer 73 et la d.d.p. f? (?) sont analytiques par rapport a 6 et 7*

alors :
L @N L @NT
fvag () =17 (@) + <af—9_(¥) o, + (af—”_Q> @t +o([a?])
J

= 00, o0
)
ofs (@)\" ofs (T)\"
Fro (=85 G (T ) 8 (T2 o)
- ()\" =
fi.a3 =@ () i ([a7]

et

les dérivées réelles et complexes vérifiant [19] :
d _0
90 _ ORe{0 _
0" dTm{0}

Dans ce cas, le critére localement sans biais a I’ordre 1 s’écrit :

T2 (@) =75+ b+ ([ad])

bo

DO =N —
vorssol |
| S
-
_
|
[\
—
=
S
*
I
N
S
N———
*

= = [
Oo+do

7o @] =75+ 5574 7 (|4))

E- - [
Oo+do 0o

soit finalement :
= _ = 6o =
B a [950(?)} A (J@])). ©0)

ce qui représente la forme la plus générale de (56) et (76), et qui en terme de contraintes linéaires se traduit par :

oD
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En posant :

T =97 (D) =42, Ty = <31“f?0(7)>* g (@) [h () = By [g (7)) h (7)]

(91) devient :

avece |

=T
1 0
G(70 ) = | = oinf= (F)\* (01 fa (7)) 7
0 Ep < =
0 o0 a0
ce qui conduit a I’inégalité (86) :
* -1 =
— H 99~ ol f~ (T) ol f- (Z)\ " G -
= = 0(] 00 00 90
E;[(g;m 7)) (72 -5;) | = | =%| & ( A )( A ) ’
0 0 0 J a 9 0 89 80 89
92)
qui est la forme la plus générale de la borne de Cramer-Rao, ot :
N Ol fe (T)\" (0l fz (T) r
F (90) = E; = = (93)
’ 00 00
est la Matrice d’Information de Fisher Complexe (MIFC) [26], laquelle peut également €tre obtenue par :
e . &In fo (T) o4
( 0>i,j S 06700, oY

On remarquera que cette inégalité matricielle étend la caractérisation initialement décrite par [26], en ce sens qu’elle
permet de caractériser a la fois :

« les combinaisons linéaires réelles des composantes reelles (Re{ }, Im{7} ) des estimateurs complexes par

comparaison des normes d’un vecteur complexe de type /\ = (/\ ToX i
« et les combinaisons linéaires complexes des estimateurs complexes par comparaison des normes d’un vecteur

T
complexe (YT,ﬁT) quelconque.
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N. Minimisation de 'EQM Locale - Estimateurs avec Biais

sl N . . , p -
Considérons le probleéme de I’estimation d’un vecteur réel 7 ( 9) = ?7, dont les composantes sont des

: . o — s —— :
fonctions du vecteur de parametres réels inconnus 6. Alors si ¢ ( 9) (7) = 7? (7') est un estimateur de

%
7 (9 ), ses performances, au sens de I’EQM locale, sont entierement déterminées par 1’étude de la matrice (cf.
SIII-L-p35) :

—

[T 730) (70 - 79) | - 3 (T 75 (Fa 001 | 7 Vo

en posant :

<l

?? =By [?\7 (?)] (96)

70y

s
e A . —~— p - s . . o
ou b =3 est appelé biais de 1’estimateur 77 (Y) Par conséquent I’identité (95) fait clairement apparaitre que
6
. S g - - Ly .
les performances d’un estimateurs avec biais ( b = # 0)de 7 ( 0 ) se déduisent simplement des performances
[

d’un estimateur sans biais du vecteur h 7= ?7 + b = Il suffit alors de remplacer 77 par h 7 dans toutes

6

les expressions établies §III-L-p35.

Ce résultat s’étend au cas complexe ol I’identité (95) devient :

2 [(3’% (?)—375) (?}% (@) —33)}1] - B, [(?} (?)—ﬁly}) (3’% (?)—ﬁ%ﬂ)H S
avec : - o0
= Es [7?5 (?)}
sl 7 )
b = %7; - ??

O. Stratégies d’estimation

Nous appelons stratégie d’estimation tout principe, méthode, algorithme permettant de formuler de fagon systématiqu
a partir des observations, un estimateur observable du parameétre inconnu a estimer. Parmi d’autres stratégies
possibles [6][25], nous limiterons notre exposé a 3 stratégies que 1’on peut relier aux bornes inférieures de ’EQM.

1) Estimateur au sens du Maximum de Vraisemblance :

La méthode du maximum de vraisemblance introduite par R.A. Fisher [2] est une stratégie tres répandue en théorie
de I’estimation statistique. Son importance provient non seulement de la variété des modeles d’observation auxquels
elle s’applique [41], mais également des ses bonnes performances statistiques asymptotiques. En effet, un estimateur
au sens du Maximum de Vraisemblance (EMV) est [6] :

« consistant, c’est a dire que I’estimateur converge asymptotiquement en probabilité vers la vraie valeur,
« asymptotiquement efficace, c’est a dire que la variance de I’estimateur tend vers la BCR,
¢ asymptotiquement gaussien,

ol asymptotique doit étre pris au sens d’un nombre d’observations indépendantes tendant vers 1’infini.
De plus, pour certains modeles d’observation [38][36] (cf. §II-A-p11), cette propriété est également vérifiée dans
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le cas d’une unique observation, pour les parametres des signaux sources lorsque leurs RSB tend vers I’infini.
Cette stratégie est la réponse de bon sens a la question : sachant que nous observons 7 et que nous connaissons
le modele de la d.d.p. fy (?), quelle est la valeur du parametre # qui rend notre observation la plus probable ?
C’est vraisemblablement la valeur de 6 qui maximise la probabilité d’apparition de 2, car si ce n’était pas le cas,
nous observerions certainement une autre valeur de 2. Mathématiquement ce concept se traduit simplement par la
stratégie d’estimation suivante :

OV () = axg mae (f (7)) 99)

2) Estimateur solution de la minimisation de ’EQM globale:

Comme nous I’avons déja mentionné (cf. §III-F-p23), une stratégie d’estimation alternative également liée a la
minimisation de ’EQM, peut étre obtenue comme solution de 'EQM globale pondérée par ¢ (6) :

03 (0) fo (') dO

0(

) =2 , /5(0)d0=1, 5(0) >0 (100)
[s@ @
(€]

Cette stratégie est a notre connaissance peu, voire pas, employée pour I’estimation de parametres déterministes.
Elle n’en constitue pas moins un axe de recherche possible.

3) Estimateur solution de la minimisation de I’EQM locale :

Par construction (35a-b), chaque borne inférieure de 'EQM locale est la variance d’un estimateur spécifique.
Malheureusement cet estimateur est généralement clairvoyant, par conséquent ce principe ne constitue donc pas a
proprement dit une stratégie d’estimation. Néanmoins, il existe des modeles d’observation pour lesquels 1’estimateur
atteignant la borne inférieure est observable, ce principe mérite donc d’€tre pris en considération.

A titre d’exemple, considérons le cas le plus simple : I’estimation d’un unique parametre inconnu 6 dont dépend
la d.d.p. d’observation fy (?) Dans ce cas, I’estimateur atteignant la BCR vérifie (cf. Annexe XI-D-p97) :

B () 1 9lnfo ()

Oopt ( —9:F(9> 5 . V7 e (101)

Un tel estimateur est dit efficace [6]. La recherche des d.d.p. fy () pour lesquelles I’estimateur efficace /Q\opt (7)
est observable a été traitée par Fréchet [4]. Il les qualifia de ”d.d.p. distinguées” et montra qu’elles sont de la
forme :

fo (@) = 5 [M(T)=01+nO+(T) ayec h (), 1(T) et 1 () telles que /f9 (Z)dz =1,
0

ou /Q\OPt (2') = h () constitue I’estimateur efficace, qui est également Iestimateur au sens du MV. En effet, il est
dans ce cas solution de I’équation :

dln fo () 0
00 -

Cette propriété a fortement contribué a I’ utilisation quasi-systématique des estimateurs au sens du MV pour résoudre
les problemes d’estimation.
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IV. ELEMENTS DE LA THEORIE DE LA DETECTION

Le propos de cette section n’est pas d’exposer la théorie du test d’hypotheses multiples dans son cadre le plus
général (N > 2 hypotheses [11][33]). Il s’agit simplement & partir du cas le plus simple, le test d’hypotheses
binaires (/N = 2), d’introduire les notions fondamentales associées a ce type de probleme quel que soit le nombre
d’hypotheses considérées : fondements du probleme, reégles de décision, régles optimales et éventuellement sous
optimales. De plus, le test d’hypotheses binaires est le cas le plus fréquemment rencontré dans la pratique ou il
s’agit en général de savoir si le signal observé contient ou non un signal d’intérét superposé a un signal de bruit
(thermique).

A. Formulation du probléme

Jusqu’a maintenant nous avons implicitement supposé que notre espace d’observation 2 C R était caractérisé
par une unique densité de probabilité fy (?) Or un grand nombre de problémes pratiques ne correspondent pas a
cette hypothese implicite. Parmi d’autres exemples possibles, considérons le probleme de I’observation d’un signal
d’intérét - électronique, optique, acoustique - intermittent. La nature méme de ce probleme indique que 1’ensemble
des observations possibles se divisent en 2 sous-ensembles :

« I’ensemble des observations faites lorsque le signal d’intérét est présent,

o I’ensemble des observations faites lorsque le signal d’intérét est absent.

Une conclusion hétive conduirait a penser que le probleme est finalement tres simple a résoudre, s’il était vrai que
I’absence du signal d’intérét correspondait a un observation nulle 7= ﬁ . Malheureusement la réalité physique
est moins idyllique, en ce sens que quel que soit le systéme d’observation - électronique, optique, acoustique - il ne
peut échapper a I’agitation thermique, sauf a opérer au voisinage du zéro absolu, dont la premiere conséquence est
de générer un signal observable toujours présent que 1’on appelle précisément le “’bruit thermique”. Partant de cette
constatation, nous n’avons d’autre choix que de considérer I’existence de 2 modeles (hypotheses) d’observation
possibles - que nous désignons arbitrairement par Hy et Hy - :

— . .
e Hy: 7 = g , bruit présent seul,
« H : 7 =10 + ¢, bruit et signal d’intérét présents.

Il est clair que si Qp, = {7 = T et Qp, = {7 = T + ¢+ sont disjoints (Qp, N Qp, = @) alors la
détermination de I’hypothese observée (choix de Hy ou de H;) est un probleme déterministe trivial. Malheureuse-
ment, un modele courant pour le bruit thermique est d’€tre un vecteur aléatoire (généralement gaussien) pouvant
prendre toutes les valeurs possibles de R”. Par conséquent sous cette hypothése Qpy, = Qpy, = Q = RX. Dans ce
cas, puisque toute valeur observée E peut provenir de I’un ol I’autre des modeles, une solution est de se doter
d’une regle de décision, laquelle consiste a partitionner I’ensemble des observations en deux sous-ensembles Dy et
D1 (Do UD; = Q et Dy ND; = @) représentant respectivement une hypotheése de modele d’observation (Hy ou
Hl) .

si? € Dy alors je suppose que j’observe le modele H (102)
si 7 e D alors je suppose que j’observe le modele H;

A premiere vue et sans information complémentaire, la détection de la présence ou non du signal d’intérét (choix
de Dy et de D;) semble relever d’un choix arbitraire aux performances incertaines. Cependant, I’issue de ce
probleme se trouve grandement modifiée si 1’on dispose d’une expression analytique des densités de probabilité
(conditionnelles) associées a chaque modele d’observation possible : f (7 | Hy) et f (7 | Hy). En effet dans ce
cas, certaines stratégies de décision (régles de décision) peuvent étre mises en oeuvre afin de minimiser le risque
d’erreur dans le choix du modele (hypothese) observé.
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B. Régles optimales de détection

Si en plus des expressions de f (7’ | Hy) et f (2 | Hy), la probabilit¢ que chaque modele d’observation se
réalise P (Hy) et P (Hy) (probabilités a priori) est connue, alors on peut évaluer la probabilité de commettre une
erreur de décision induite par une reégle donnée (Dy et D;) - critere de Bayes [11, p. 30] - :

Perrewr = P (supposer Hy lorsque H; se réalise) + P (supposer H; lorsque Hj se réalise) (103)
— P((7 €Dy)NH)+P((Z €Di)N Hy)
P (7 €Dy | H) P(H,)+ P (% €D | Hy) P(Hy)

- /f(?|H1)d?P(H1)+/f(?|Ho)d?P(Ho)
Dy D1

La regle de décision optimale s’obtient aisément en se rappelant que, puisque Dy et D; sont complémentaires, alors
P(# €Dy | H)+ P(7 €Dy | H) = 1. Par conséquent la probabilité d’erreur (103) peut également s’écrire :

P = /f(?|H1)d?P(H1)+ 1—/f(7|H0)d? P (Ho)
Dy Dy

— P(Ho)+ [ [F(F | H)P(H) - [ (7 | Ho) P (Ho)) 7
DU
et elle est minimale pour Dy = {7 € Qtq f (7' | H)) P (Hy) — f (@ | Hy) P (Hp) < 0}, ce qui correspond 2 la
regle de décision suivante - reégle de Bayes - :
f(@ ) P P(H
f(@[Hy) £ P(H)

(104)

Malheureusement, dans la plupart des cas pratiques, si le signal est qualifié d’intermittent, c’est que sa présence
est irréguliere et non prévisible statistiquement : il se produit de temps en temps. Dans ce cas la regle de bayes
(104) basée sur la minimisation de I’erreur globale de décision n’est plus applicable, néanmoins on peut définir un
nouveau criteére sous-optimal basé sur une analyse opérationnelle.

En effet, dans ce type de probleme la vraie question est : pourquoi cherche-t-on a faire la distinction entre les deux
hypotheses ? Parce qu’en général la présence d’un signal d’intérét implique la mobilisation d’une ressource, et que
cette ressource est en quantité limitée. A titre d’exemple considérons un radar chargé de la protection d’un navire
équipé d’une batterie de NV missiles (la ressource) pour assurer sa défense et naviguant au large d’un pays hostile.
Le contexte fait que tout signal regu par le radar qui n’est pas du bruit thermique seul (Hy) provient nécessairement
de la superposition du bruit thermique et du signal émis par le radar et rétrodiffusé par un objet volant (H;) hostile
qui devra étre détruit par le lancement d’un missile. Si le bateau ne veut pas gaspiller sa ressource de défense (/V
missiles) sur des erreurs de décision sur bruit seul - fausses alarmes - le radar doit rendre la probabilité de cette
erreur

PFA:P(?EDl|H0):/f(?|Hg)d? (105)
D1

aussi petite que possible. Une solution triviale est Pr4 = 0 < D; = &. Le probleme d’une telle solution est qu’elle
ne permet pas non plus de détecter la présence d’un objet volant lorsqu’il est présent, car alors la probabilité de
détection

PD=P(?6D1|H1)=/f(?|H1)d? (106)
D1

est également nulle. Il s’agit donc de trouver le meilleur compromis en terme de perte de ressource acceptable sur
fausse alarme (Pr4) et d’allocation optimale de ressource lorsque le signal d’intérét est présent (Pp), compromis
que I’on peut formuler a travers le critére suivant - critere de Neyman-Pearson [11, p. 33] - :

max { Pp} pour une Pr4 donnée (107)
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Il s’agit donc d’une maximisation sous contrainte égalité :
max /f (2| Hy)da } sous /f (7 | Hy) d@ = (Ppa),
Dl Dl
dont la solution s’obtient aisément par la maximisation du Lagrangien associé
WD) = [ £(@ | H)aT 40| (Pl - [ £ | Ho) T .
Dl Dl

dont les maxima coincident avec ceux de Pp lorsque [ f (2 | Hy)da’ = (Pr A),- En outre
D

(D)) = A(Pra)g + / (7 | H) = M (T | Ho)dT,
D,

par conséquent, V., la fonction ¥ (D) est maximale si Dy = {2 € Q tq f (7 | Hy) — Af (7' | Hy) > 0}, ce qui
correspond a la regle de décision suivante - régle de Neyman-Pearson - :

f( | Hy)

H,
>
A (108)
f (2 | Hy) ;
Cette regle fixe de fagon générale le couple optimal (max {Pp (\)}, Pra (\)) pour une valeur de A > 0 donnée.
La solution de notre probléme est donnée par la détermination de A et Dq (\) selon (108) tel que :

/ (7 | Ho)d7 = (Pra),

D1(N)

Finalement, on retiendra que dans le cas du test entre deux modeles d’observation - test d’hypothéses binaires -
les regles de détection optimale (104) ou sous-optimale (108) se présente sous la forme commune suivante :

(@ Hy)

H,
>
RV (%) = T (109)
(@) f (@ | Ho) ;
ou RV (?) est le Rapport de Vraisemblance et T' représente un seuil de décision que nous appellerons également
par la suite seuil de détection.
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V. CARACTERISATION DES PROBLEMES CONJOINTS DETECTION-ESTIMATION

A. Test d’hypotheses composites

En fait, nombre de problémes pratiques sont la combinaison indissociable d’un probléme de détection et d’un
probléme d’estimation. C’est en effet le cas lorsque les différentes hypotheéses de modele d’observation dépendent
de parametres déterministes inconnus. On parle alors des problemes conjoints de la détection et de I’estimation ou
du probléme du test d’hypotheéses composites (Composite Hypothesis Testing Problem [11]).

Par souci de simplicité nous ne développerons I’analyse du probléme que dans le cas du test d’hypotheses binaires
avec un seul parametre inconnu commun aux deux hypotheses, les cas plus généraux - nombre d’hypotheses > 3
et/ou parametres multiples non tous communs - s’en déduisant aisément a partir des résultats établis §III-L-p35.

Dans notre cas, non seulement les observations peuvent provenir de 2 modeles différents, mais leurs d.d.p.
conditionnelles associées - f (2 | Hy) et f (@ | Hy) - et éventuellement leurs probabilités a priori - P (Hy) et
P (H,) - dépendent du paramétre inconnu ¢ € ©. Il est clair que notre probléme initial - estimation de ¢ (0) a
partir des observations Z € - est devenu un probléme composite qui requiert idéalement la démarche en 2 étapes
suivante :

1) choix du modele d’observation, c’est a dire choix du modele de la d.d p. conditionnelle des observations
fo (? | Hp) ou fy (7 | Hy), a partir d’une régle de décision optimale (109),

2) application d’une stratégie d’estimation pour g (6) (cf. §III-O-p43) adaptée au modele de d.d p. choisie.

Malheureusement, par construction, le Rapport de Vraisemblance définissant la regle de décision optimale (109)
est maintenant a priori fonction du parametre inconnu 6 :

_fe(@ | H)
RV (¥) = 1 T = RV, (?)

Si le parametre inconnu @ ne peut étre éliminé du Rapport de Vraisemblance, alors la regle de décision optimale
sera clairvoyante. C’est le cas en général, ce qui présente peu d’intérét en pratique ol 1’on recherche évidement
une régle de décision observable. Notre premiere étape se transforme de ce fait en un premier probléme : comment
déterminer un test de détection observable, si possible le meilleur au sens du critere d’optimalité retenu ((103) ou
(107)) ? Une méthode possible est I’application de la théorie de I’estimation a I’estimation de fy (? | Hy) sous
Hy et fo (2’ | Hy) sous H; afin de construire un estimateur de RVj (') :

v (7 = L LLH) (@) (110)
fo (| Ho) (7)

dont une forme particuliére est obtenue en remplacant le parameétre inconnu 6 par un estimateur obtenu sous chacune
des hypotheses :

fom (@) (7| Hy)
- f@\o(?) (7 | Ho)

RV, (7) (111)

I1 semble intuitivement assez évident que 1’on cherchera, sous chaque hypothese Hy— H;, des estimateurs 6, (?)
et 0y, (?) aussi précis que possible afin que le test observable ainsi construit définisse une regle de décision aussi
proche que possible de la regle optimale désirée :

@ TH) p@ )
B fg/ljl)(?) (Z | Ho) ~ f(3 | Ho)

Malheureusement, comme nous [’avons vu précédemment (cf. §III-p17), I'inexistence d’une stratégie générale
d’estimation optimale rend le choix de I’estimateur du parametre inconnu 6 sous chaque hypothese a priori arbitraire,
si ce n’est a prendre en considération certaines propriétés asymptotiques - en le nombre d’observations ou en le
rapport signal a bruit - en générale non vérifiées par le probleme courant. C’est le cas de la détermination de

RV (7)) = RV ()
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6/?1-1: (?) et 0/;1 (7) au sens du Maximum de Vraisemblance (cf. §III-O.1-p43), (111) devenant alors le Rapport
de Vraisemblance Généralisé (Generalized Likelihood Ratio - GLR) conduisant au test de détection :

H,

f@MV( (ﬁ | Hl >

T 112
f@MV( (? |H0> I§ ( )

0

Finalement on retiendra que dans la plupart des applications pratiques, les problémes de détection (choix du modele
d’observation) et d’estimation (estimation des parameétress de chaque modele 6 et des parametres d’intérét g (6))
sont conjoints - joint avec, uni a [71] -. En effet, pour estimer de facon appropriée il faut connaitre le modele
d’observation, lequel dépend de parametres inconnus qui doivent au préalable étre estimés également.

B. Bornes d’estimation conditionnées par un événement observable

Comme nous venons de le voir dans la section précédente, un test de détection observable ((110), (111), (112))
réalise une partition de 1’ensemble des observations a travers deux sous-ensembles indépendants des parameétres
inconnus Dy et D1 (Do UD; = Q et DyN'Dy = @), lesquels définissent les sous-ensembles d’observations associés
a chaque modele d’observation. Ce sont sur ces sous-ensembles que seront appliquées les stratégies d’estimation
du parametre d’intérét ¢ (f) adaptée a I’hypotheése choisie. D’un point de vue probabiliste, ce procédé correspond
a un conditionnement - restriction de 1’'univers d’observation €) - par un événement observable D C () caractérisé
par la densité de probabilité conditionnelle :

fo (2| D) = / ?zﬁ(g, VZ €D (113)
fo (@ b

ou fy (?) est la d.d.p. définie sur €. Or les principales propriétés nécessaires au développement de 1’inégalité de
Barankin (44), a savoir :

o les propriété algébriques de I’'EQM locale (31),
o la définition d’un estimateur sans biais (41),

peuvent étre étendues formellement lors du conditionnement des observations par un tel événement, en remplagant
dans toutes les expressions €2 et fy (') respectivement par D et fp (2 | D). Pour preuve, la forme adaptée du
produit scalaire (31) au nouvel univers D est :

(g (@) | h(@))gp = Eolg (F) 1 (F) | D] = /[9(7) h(Z)] fo (¥ | D)dT, (114)
D

et la définition d’un estimateur sans biais (41) devient :

) [§60) (@) 12] =9(0) = [ 5T00) (@) o7 | D) a7, WO <0, (115)
D

I’inégalité de Barankin (44) s’écrivant alors, Vi € RV, V{@n}[L N € O :

2
wn (g () — g <9o>>}
1

2
<% w fﬂn(?'D)) |D
n=l1 n foq (?\’D)
Ce résultat trivial montre que toutes les bornes inférieures se déduisant de I’'inégalité de Barankin (44)(116) peuvent
étre étendues dans le cas ol les observations sont conditionnées par un événement observable D C €2, notamment

les bornes de Barankin (51a-c), de Cramer-Rao (55), de Bhattacharyya (§III-J-p32) et autres bornes introduites
6III-K-p34.

M=

n

Il

(116)

EQMy, |9 (%) | D] =
Ey,
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A titre d’exemple nous développerons dans la suite le cas de la borne de Cramer-Rao car elle est non seulement
la plus simple a exprimer, mais elle est également la plus générale, en ce sens qu’elle représente la plus grande
borne inférieure associée a la plus faible formulation de la qualité ”’sans biais” d’un estimateur (cf. §III-J-p32).
Ainsi, sous sa forme générale, elle correspond a la solution du probleéme :

min {EQMQU [f(a?) | D} } sous Eg, a0 [m (7) | D} = g(60) + %da +0(dO) (117)

laquelle vérifie :

2]

e

Lors de la mise en oeuvre des calculs, on pourra préférer 1’utilisation des 2 formes équivalentes suivantes :

- Kw)? | D} . [(mf | D] B (M)Q (119)

EQMy, |9(60) | D > (118)

a0 20 a0
2 2
B, [(8lnf908(9?|7))) |D] R {a 1nf22(6?|p) |D} (1200
B d%1n fo, (T) 9%1In Pp ()
= —E, {T |D} g (120b)

La premiere (119) se démontre aisément en remarquant que :

olnfo(FID) _ 9lnfo(T)  aInPp(6)
= o0 Bl

20
£ {3111?0(?) lp} _ 9InPp(9)

00

ce qui permet d’appliquer la formule de la variance : Var (z) = E [:152] —F [:13]2 La seconde (120a-b) est la forme
duale classique de (119) qui découle de I’exploitation de la propriété :

/fg(?|p)d?:1;»/wcz?:m) [%ﬁ’;?)w] =0.
D D

C. Bornes d’estimation conditionnées par un événement clairvoyant

1) Motivation : bornes locales de performance des problemes conjoints Détection-Estimation

Si dans toute application pratique relevant des problemes conjoints Détection-Estimation, 1’objectif premier est la
détermination d’une regle de décision et d’estimateurs observables, le calcul de bornes de performances associées a
des grandeurs éventuellement clairvoyantes est d’une égale importance. Comme nous 1’avons déja évoqué dans le cas
de I’estimation (bornes inférieures de I’EQM) ou de la détection (borne inférieure de I’erreur de décision ou borne
supérieure de la probabilité de détection), le calcul de ces bornes peut permettre de savoir si un probleme donné
mérite un développement pratique ou s’il est par avance voué a I’échec. Il apparait donc souhaitable de pouvoir
déterminer les performances d’ensemble (en détection et en estimation) de certains problémes conjoints Détection-
Estimation. Un cas particulierement intéressant est la caractérisation du probleme d’estimation d’une fonction g (6)
d’un parametre inconnu # d’un signal d’intérét intermittent superposé a un signal de bruit (thermique, cf. §IV-p45),
dont un modele simplifié est
._>
{ Hy: 7 = b

, 121
H12?27+8_9> ( )
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et qui représente les problemes conjoints Détection-Estimation les plus répandus dans la pratique. Dans ce cas, il
est communément admis que 1’attribution de probabilité a priori a chaque hypothese (P (Hy) et P (H;)) releve
de l’arbitraire et que le critere de Bayes (103) n’est pas exploitable. Dans ce cas, on préfere appliquer comme
critere de décision optimale le critere de Neyman-Pearson (107) qui conduit, rappelons le, a la régle de décision
(cf. §IV-B-p46)

opt

RVy (%) = ";f((? || 501)) Dz T et T tel que / f (T | Hy)da = Ppy, (122)

opt
Dy

généralement clairvoyante. Dans ce type de probléme, ol 1’objectif est I’optimisation de la gestion de ressources
limitées a mobiliser en présence du signal d’intérét (cf. §IV-B-p46), les performances d’ensemble optimales sont
assez simples a exprimer. Elles sont obtenues lorsque, pour la regle de décision optimale, 'EQM de I’estimateur de
g (0) est minimale, ce qui traduit I’exigence d’une utilisation de ressources limitées avec parcimonie et précision.
Il est alors possible de définir un concept de bornes locales de performance en 6, associé a ce probleme par la
donnée :

o de la régle de décision optimale (122),

» et d’une borne inférieure de ’EQM locale conditionnée par la régle de décision optimale.

2) Cas des estimateurs localement sans biais :

Les bornes d’estimation conditionnées par un événement clairvoyant Dy peuvent étre obtenues pour les estimateurs
localement sans biais en utilisant ’approche de Barankin, comme le montre la discussion suivante dans le cas
’classique” ot :

e la d.d.p. fy (?) existe sur €2, V6 € © = toute d.d.p. conditionnelle fy (? | Dy) définie sur Dy est prolongeable
sur €, VO € O.

e les événements Dy vérifient d%imODHdg =Dy,¥0,0 + db € O.
—)

Dans ce contexte, la définition d’un estimateur sans biais (41) de ¢ (f) devient :

/g@) (T) fo (3| D) dT = g (6) (123)
r

ce qui, au voisinage de 6, se traduit par :

[ (50 @)= 9(60)) farran ( | Dogsan) 4 = 9 (60 + d8) ~ g 60)

Prowe i (124)
[ (560 @)= 9.60) fo, (7 | Da,) a7 =0

D"U

Alors, en remarquant que (124) s’écrit également :

[ (560 ()= 5 (60)) Moy s () fuean (7 | Dogsan) 4 = 9 (60 + d6) = g 60)

Uy, .
rote Uy, a9 = Dpy+a0IDp,

[ (560 (@)~ g 60)) Tin,, () fa, (7 D) 47 =0

Uoy.ae
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— 2
on peut calculer la plus grande borne inférieure (47) de la grandeur / (g (60) (Z) — g (90)) fo, (T | Dy,) d @
Us a6
sous les contraintes (124). En effet, celle-ci vérifiant :
— 2 —
lim [ (9(00) (@) =g (00)) fo, (T | Do) d7 = EQMg, |g(00) | D, (125)
d0—0
I/{HUJIH
elle permet d’établir que (35a-b, cf. Annexe XI-E-p99) :
[5%30)} ?
EQMs, [9 (0o) | Deo] 2 T ) (126a)
llm 072
do—o 4
2
T | Doy ya0)”
2, (00 +df) = Jovtas ( 7' butd)” o /fg(]+d9 (7| Doyrap) AT (126b)
Jo, (2| Dy,)
Doy +as Deoy+a6NDe,

ce qui est la forme la plus générale de la Borne de Cramer-Rao (incluant notamment (118)).

Malheureusement, 1’étude de la fonction 2y, (0o + dB) révele qu’elle est (cf. Annexe XI-E-p99) :
e du second ordre si I’événement conditionnant est observable (Dy = D, V60 € O),

e du premier ordre si I’événement conditionnant est clairvoyant,

ce qui conduit a des bornes de Cramer-Rao nulles (triviales) lorsqu’elles sont conditionnées par un événement
clairvoyant, en général.

Ce résultat s’étend également aux bornes de Bhattacharyya d’ordre fini (cf. Annexe XI-E-p99) auxquelles s’appliquent
également la propriété de convergence (125).

Le probléme du calcul d’une borne d’estimation conditionnée par un événement clairvoyant non triviale reste donc
un probléme ouvert qui devra faire I’objet de recherches complémentaires. A ce stade de 1’analyse, la principale
difficulté semble étre que la mise en oeuvre de bornes pour estimateurs sans biais - et non plus seulement localement
sans biais - ne peut pas faire appel a la propriété de convergence (125).

D. Critere d’optimalité des problemes conjoints Détection-Estimation

Le critere de Neyman-Pearson est un critere qui optimise le choix du modele d’observation. L’application de
la régle de décision optimale associée ol de régles observables qui en dérivent (cf. §V-A-p48) conduit donc
implicitement a subordonner les performances en précision a priori potentiellement accessibles (borne inférieure
de ’EQM locale) a I’optimisation du choix d’hypothese, ce qui souleve a notre avis la question suivante : ce choix
représente il le meilleur compromis en terme de performances conjointes Détection-Estimation ? Pour répondre
a cette question, il faut se doter d’un critere de mesure de performances conjointes. Pour cela considérons deux
régles de décision R! ﬂ2 associant respectivement les domaines (clairvoyant ou observable) D' C Q et D? C Q
a I’hypotheése Hi, et g (Ap) un estimateur de ¢ (6p). Alors si

EQMj, |g(60) | D'| = EQM, |g(60) | D] et Pps (6) > Pp: (60)

ou si
EQM,, [g (6o) | Dl} < EQMy, [9(90) | DQ} et Pp: (o) = Pp= (0o)
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on peut dire que la régle R' fournit de meilleures performances conjointes que la régle R?. Dans les deux cas, on
vérifie que
EQMy, [9(60) | D'|  EQMp, [9(60) | ?]

. 127
P (B0) P (B) (127

La grandeur ainsi définie ((127), rapport de ’'EQM et de la probabilité de détection) est une fonction des perfor-
mances conjointes. Si la probabilité est interprétée comme une certaine mesure des sous-ensembles de (2, cette
grandeur est homogene a une densité : nous I’appellerons par la suite la densité d’EQM associée a un couple
(regle de décision, estimateur) donné solution des problémes conjoints.

L’inégalité (127) suggere qu’un critere d’optimisation des performances conjointes soit la minimisation de la densité
d’EQM.

Ce critere est conforté par ’analyse de la densité d’EQM associée a une régle de décision R observable (D C 2
associé a ’hypotheése H;), car dans ce cas, la densité d’EQM admet une borne inférieure non triviale (129).

e

En effet, pour tout estimateur g (fy) localement sans biais de g (), la densité d’EQM vérifie :
2 _—
24" EQMy, [9(60) | D]
5 < P (00) (128)
n fo, =z D \V0
Ejp, [(W) | D| Pp (o)
Or d’apres (119) :
dln fo, (7| D)\? aln fo, (7))
E00 [( By | D < Eou 90 | D
1 dln fo, ()2
<
D
1 Oln fo, (7))
<
< o | (Pt o (@)a
Q
par conséquent : ,
EQMQ() [g (90) | D:| S [8!](;20)} (129)
Pp (69) - [(8111 foo (T) > ?
Eq, - 00

On remarquera que la borne inférieure de la densit¢é d’EQM (129) n’est autre que la borne de Cramer-Rao non
conditionnée, laquelle est obtenue pour la regle de décision idéale qui ne se trompe jamais et pour laquelle
la précision a priori est potentiellement la meilleure. Ainsi, cette borne inférieure représente bien la qualité
asymptotique recherchée en terme de performances conjointes, renforcant le choix de la densit¢ d’EQM comme
mesure de performances conjointes.

Par conséquent, un critere alternatif au critere de Neyman-Pearson peut étre I’optimisation des performances
conjointes au sens de la densité d’EQM. Il est défini par la recherche de la regle de décision qui minimise la
densité¢ d’EQM sous une contrainte de probabilité de fausse alarme donnée :

EQMy, |g(00) | D
min Pp[(eo) ] sous D/f(7|H0)d7:(PFA)U, (130)

Sa mise en oeuvre concrete requerra au préalable la dérivation de bornes d’estimation conditionnées par un
événement clairvoyant non triviale.



54

VI. ESTIMATION DE LA DIRECTION D’ ARRIVEE A L’ AIDE D’UNE ANTENNE A 2 VOIES DE RECEPTION

L’objet de cette section est d’introduire une application pratique relevant des problémes conjoints Détection-
Estimation pour illustrer non seulement la mise en oeuvre de ce type d’analyse mais également pour vérifier notre
intuition initiale qui a motivé ce travail de recherche : la prise en compte du test de détection permet elle d’étendre
le domaine en RSB “prédictif” de la BCR ?

Nous avons choisi la mesure de la Direction d’Arrivée (DA) d’une source de signal a 1’aide d’un dispositif d’écoute
(antenne) composé de deux voies de réception de type "Monopulse”. Ce choix est motivé a la fois :

o par I’'importance pratique de cette application, car il faut savoir qu’elle est non seulement I’une des plus
anciennes techniques haute résolution - inventée en 1941 par le Naval Research Laboratory (USA) - mais
qu’elle reste également la technique la plus répandue dans les systeémes de poursuite actuels, notamment pour
son rapport performance a prix,

o et par son intérét théorique puisqu’elle bénéficie d’une caractérisation statistique étendue pour une source de
signal de type Rayleigh.

A. Principe de la mesure angulaire

L’objectif de ce paragraphe est d’introduire brievement les principes généraux de la mesure angulaire de type
Monopulse. Une étude plus compléte du sujet pourra étre entreprise en consultant les ouvrages de référence [57]
et [58].

D’un point de vue fonctionnel, une voie de réception résulte de I’association d’un capteur - antenne élémentaire
caractérisé par un diagramme de rayonnement émission-réception - et d’une chaine de réception électronique chargée
de la mise en forme” des signaux recus (démodulations, amplifications, filtrages). Les 2 voies de réception seront
désignées par voie “somme” (X) et voie “différence” (A). Considérons alors une source de signal située sur une
droite faisant un angle 6 (orienté) avec la bissectrice de 1’axe passant par les centres de phase des deux capteurs,
comme le montre la figure (5). Sous I’hypothese d’un systeéme de réception bande étroite, le modele d’observation
usuel du signal recu sur les deux voies de réception, apres filtrage de Hilbert (démodulation en phase et en
quadrature), et en présence d’un bruit complexe circulaire centré gaussien blanc temporellement, est le suivant :

T () = < iE?) ) — a(t) ( giig; >+ ( Zi((g ) —a()F6) + 7 (1) (131)

N

ou :

e «a(t) représente I’amplitude complexe de la source de signal au point de la chaine de réception ou est effectuée
la mesure angulaire (elle inclut notamment le bilan de propagation, les éventuels gains de traitement de la chaine
de réception),

e ¢ (0)=(gs (0),ga (0))" représente le vecteur des gains complexes en amplitude (diagramme de rayonnement)
de chaque capteur pour une direction d’arrivée §. Ce vecteur est généralement appelé vecteur directionnel de
I’antenne : c’est la fonction de transfert spatiale de I’antenne (en hypothése bande étroite),

e ny (t) et na (t) représentent les bruits thermiques (cosmiques + électroniques) sur chaque voie de réception; ils
peuvent éventuellement €tres corrélés spatialement.

Dans le cas particulier d’une antenne a 2 capteurs, il semble assez évident que la direction d’arrivée est contenue

dans le rapport des gains en amplitude r (0) = gg(z) si la fonction & — r (6) est inversible pour 6 € [SF, 1.
Dans ce cas, I’équation d’observation (131) s’écrit plus naturellement sous la forme équivalent suivante :
ga (0)\"
TO=F0TO+T 0. F=alem®), FO- (120 (132)

et le rapport r () = giéz; est alors appelé rapport d’écartométrie. Il est dit "MonoPulse” parce qu’il correspond a

une mesure simultanée sur deux voies de réception distinctes, ce qui fut a une certaine époque (1941) une prouesse

o
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Fig. 5. Antenne a 2 capteurs

suffisamment significative pour qu’on lui attribuat un qualificatif [57]. Historiquement les antennes monopulse sont
une mise en oeuvre particuliere de ce principe de mesure de la direction d’arrivée. A 1'origine, il s’agit d’une
antenne a 2 capteurs dont les centres de phases sont colocalisés mais disposant chacun d’un type de diagramme de
rayonnement préformé spécifiquement pour satisfaire la condition d’inversibilité de r (6). Parmi d’autres réalisations
possibles [57][58], la plus simple consiste a combiner linéairement les signaux recus par 2 capteurs élémentaires
de type cornet de diagramme de rayonnement identiques de la facon suivante [58, p. 290] (cf. figure (6)) :

E(t)=C1(t) + (1)
A(t)=Ci(t)—Ca (1)
Cette combinaison a pour effet :

e d’additionner et de soustraire les signaux recus en phase (d’ou les noms de voie “somme” (X)) et “différence”
(A)),

e de synthétiser une fonction r (0) = 92(0) bijective dans un domaine angulaire égale a I’ensemble du lobe principal
de la voie somme Y (entre les 2 premiers nuls),

e de maintenir la blancheur spatiale du bruit.

Par conséquent, pour obtenir une fonction r (#) bijective sur [_7”, %] il suffit simplement d’adapter la taille des

cornets pour agrandir le lobe principal de la voie somme .. Ce procédé fournit une solution idéale si les signaux
observés ne contiennent qu'une seule source de signal a localiser, car en présence de P sources la recombinaison
des signaux regus

ap () ga (0p)

.
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Fig. 6. Antenne Monopulse simple

empéche toute exploitation rationnelle de la relation # — r (#). L’isolation” de chaque signal source peut étre
réalisée par filtrage spatial, c’est a dire par I’introduction de capteurs directifs (spatialement discriminant). Une
solution historique simple au probleme de 1’exploration spatiale discriminante est :

e d’accroitre la discrimination angulaire par I’association d’une antenne cornet et d’un réflecteur (antenne a
réflecteur) dont I’effet est de concentrer 1’énergie au voisinage d’une direction principale de rayonnement,

e d’explorer I’espace par rotation de la direction principale de rayonnement.

On remarquera que depuis I’introduction de cette solution, toutes les antennes de réception fonctionnent sur ce
principe, si ce n’est que la rotation n’est plus nécessairement mécanique si I’on considere les antennes a Formation
de Faisceaux par le Calcul (FFC). Ainsi, dans un contexte potentiellement multi-sources, la mise en oeuvre d’une
mesure de direction d’arrivée par une antenne a 2 capteurs reléve d’un compromis : la capacité a isoler chaque
source des autres et la capacité a mesurer sa direction d’arrivée sans ambiguité. En effet, une conséquence de la
réduction du lobe principal de rayonnement est I’introduction d’une ambiguité dans la mesure angulaire car rien
n’empéche de mesurer une source de forte puissance en dehors du lobe principal. Pour éviter cette mesure de source
par lobe secondaire, on peut réduire le niveau des lobes secondaires (mais on rencontre rapidement une limitation
technologique) ou ajouter une voie auxiliaire dite d’”’annulation d’échos par lobe secondaire” dont le diagramme
de rayonnement est supérieur a celui de la voie somme 3 sauf dans le lobe principal de la voie somme. Une
simple comparaison des amplitudes regues sur cette voie et la voie somme permet de rejeter les signaux sources
provenant d’un lobe secondaire de la voie somme. D’ailleurs la plupart des radars modernes a vocation commerciale
(démonstrateurs exclus) y compris les radars a FFC se contentent de synthétiser 3 voies d’écartométrie asservies
a la direction de pointage (une voie somme, une voie différence site, une voie différence gisement) complétées
éventuellement par une voie d’”annulation d’échos par lobe secondaire”. La mesure de la direction d’arrivée par
rapport d’écartométrie a donc encore de beaux jours devant elle.

Dans la suite nous considérerons que :
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Fig. 7. Gains d’alignement en Décibels des voies 3 et A

o les signaux traités sont uniquement recus dans le lobe principal de la voie somme,
o I’antenne, équivalente a un réflecteur plan illuminé par une distribution uniforme de courant pour la voie
somme et linéaire impaire pour la voie différence, génere les gains d’alignement suivants [74, p. 72,73] :

o) = LTV Tsine (1(9)

w0 = VT AT sinc(h(@))ﬁ—cose(h(ﬁ))

h() = ﬂxsin(e)

ol L est la dimension de I’antenne et A est la longueur d’onde. L et A sont ajustées pour obtenir un lobe
principal 2 —3dB pour la voie somme de 1° (953‘“9 =1°). Les diagrammes de gains d’alignement des voies
Y et A pour 0 € [—5,5] 953‘”3 exprimés en Décibels sont représentés figure (7). La figure (8) propose
quant a elle une représentation linéaire des ces gains dans le lobe principal ainsi que le rapport d’écartométrie
associé.

« le signal source conserve la méme direction d’arrivée (#) relativement a 1’antenne pendant toute la mesure
angulaire (scénario statique).

B. Lois statistiques de I’amplitude du signal source : lois de Swerling dans le cas du Radar

En radar actif les cibles - rétrodiffuseurs passifs - sont classiquement répertoriées suivant 3 lois de rétrodiffusion
statistiques dites lois de Swerling [48]. Ces lois caractérisent le comportement au cours du temps du coefficient de
rétrodiffusion complexe de la cible p, et par conséquent celui de I’amplitude complexe de la source de signal «
(qui inteégre également les autres termes de propagation ainsi que les éventuels gains de traitement de la chaine de
réception) :
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Fig. 8. Gains d’alignement linéaire des voies ¥ et A et rapport d’écartométrie dans le lobe principal de X

o Swerling 0 (SWO) : le coefficient de rétrodiffusion ne fluctue pas au cours du temps :
|o|* = SER
ou SER est la Surface Equivalente Radar.

o Swerling 1-2 (SW 1-2) : le coefficient de rétrodiffusion fluctue au cours du temps selon une loi complexe
circulaire gaussienne centrée de puissance la SER moyenne de la cible :

Lpl2
€ SER

= —sgr &P = Vre? f(2) = fy,(2,0,SER),  f(p) =5~

Dans ce cas la SER suit une loi de Rayleigh.

fp)= fNC(O,SER) (p)

o Swerling 3-4 (SW 3-4) : le coefficient de rétrodiffusion fluctue au cours du temps selon une loi racine carrée
du ”Khi 2” complexe centrée a 2 degrés de liberté de puissance la SER moyenne de la cible :

41p* e SER

2 , 1
€ SRR = p= \/E€]LP’ f(CU) = fxgc(‘r?o? T)v f((p) = %

2
|

f (p> = TI’(SER)z

Dans ce cas la SER suit une loi du ”Khi 2” complexe centrée a 2 degrés de liberté.

Il s’agit a travers ces 3 lois de remplacer une mesure réelle de diagramme de rétrodiffusion en chambre anéchoique

par un modele comportemental reposant sur I’analyse au premier ordre suivante :

« siun rétrodiffuseur est de forme simple et de grande dimension devant la longueur d’onde, alors I’approximation
de I'optique géométrique s’applique. Sa SER peut étre approximée par sa surface optique, peu dépendante de
I’angle sous lequel il est observé et peu dépendante d’une faible variation de la longueur d’onde : c’est le
modele SWO.

« si un rétrodiffuseur est de forme complexe alors il admet une décomposition dite en points brillants. Un
point brillant est un rétrodiffuseur élémentaire caractérisé par une position dans I’espace et un diagramme
de rétrodiffusion constant dans un domaine de longueurs d’onde donné. Si la distribution spatiale des points
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brillants n’admet pas d’axe de répartition privilégié (un avion par exemple) alors 1I’étude du coefficient de
rétrodiffusion en fonction de I’angle d’observation pour une longueur d’onde donnée, ou en fonction de la
longueur d’onde pour un angle d’observation donné, montre qu’il se comporte statistiquement comme une
loi normale complexe circulaire (SW1-2). Par contre, si la distribution spatiale des points brillants admet un
axe de répartition privilégié (un missile par exemple) alors I’étude statistique du coefficient de rétrodiffusion
montre une “contraction” de la distribution des amplitudes, ce que traduit le passage de la loi de Rayleigh a
une loi du ”Khi 2” complexe centrée a 2 degrés de liberté (SW3-4)

La différence entre SW1 et SW2 ou entre SW3 et SW4 correspond a une différence de comportement du signal
source lors d’observations multiples : pour les lois SW1 et SW3 la rétrodiffusion est déterminée par la premiére
observation et ne varie plus d’observation a observation (une seule réalisation de la loi de fluctuation), pour les lois
SW2 et SW4 la rétrodiffusion varie d’observation a observation (autant de réalisations de la loi de fluctuation que
d’observations).

A ces 3 lois classiques nous ajouterons la loi Swerling 0 étendue (SWOE) qui correspond & une généralisation de
la loi SWO lorsque I observations sont disponibles mais que la loi de fluctuation est inconnue. La rétrodiffusion de
la cible est alors caractérisée par un vecteur de coefficient de rétrodiffusion 7 = (pl‘ ) [)T et une SER moyenne

P 7’
définie par SER= u

C. d.d.p. de I'observation en fonction de la loi d’amplitude

Nous considérons le cas ol pour réaliser la mesure angulaire nous disposons de I observations indépendantes
aux instants t; _t; correspondant au modele d’observation (131). De plus nous supposons que le signal source
conserve la méme direction d’arrivée () relativement a 1’antenne pendant les I observations (scénario statique).
Dans ce contexte et par la suite nous adopterons les notations suivantes :

g =790, T=70)

7 = mi):(ii):mmi:mmi

T
T T NT
V o= (S5,....SnAL. AT = (3 A )
Alors la d.d.p. associée aux I d’observations en fonction de la loi fluctuation du signal source considérée s’écrit :

e si SWOE :
o~ (V-to) 03! (V-ito)  —11r(c5'G3)

V} _ _ 133
fSWOE( ) 7721‘07‘ (r2|Cz]) "
C 11 Id[ (07)12 Id[ :| = — < 392 >
“v [ Cy)i2Idr (Cy)ypldy | Cr =G mv aga
1L
= 7 Z —a; g 0)(Vi—oid (9))H
=1
e si SWI1-2:
_VHC'V —[tr(C;é;)
s (7) = =t o

TI'QI‘CV‘ a (71'2‘0?‘)[

(07)11 Id; (07)12 Id; 2 H
Cs = 1 , Cu =02 +C
v {(Cﬁ)mldl (C)pp 1d; v=0.99"+Cq

1
— 1
=1
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o si SW3-4 (cf. Annexe XII-B-p107) :

~Itr(C'C+)
fSW4(7> = eﬁ

(=[]
¢ = Z2g7iicy

1
— 1 "

I 2
( ! AT
2 2 _
1+ %7HC#7 2

U%Hé‘lﬁ\z)] (135)

=1

D. Estimateur au sens du MV de la direction d’arrivée et rapport d’écartométrie

La mise en oeuvre de la stratégie d’estimation dite du Maximum de Vraisemblance (cf. §III-O-p43), lorsque le
bruit est supposé blanc spatialement (C5 = U%IdQ), pour les fluctuations de type SWOE [68] et SW2 [67] conduit
dans les 2 cas a la détermination de I’angle d’arrivée selon le critere :

SThY 7<9>Hﬁ%7<9>} 1 i
oMV = arg max , Ry == 7171
e a{ 70770 7 I;

que 1’on suppose la puissance de bruit 027 connue ou non. Ce criteére peut prendre la forme équivalente suivante :

P argmax{? ()" Ry (6) } CP= (12 <9))T — (L @)

7 (0)7 2 (9) = (0)
ou encore, si la fonction # — r (6) est inversible, :

< — — THR T
oMV = 1 (TMV> et rMV =arg max{??—}]7 , T =(1,r"
ce qui admet finalement pour solution [43][44][49] :

. ) o e () 2
T () rmTr(Ry)—i—\/TrgR;}?g 4‘R7‘ QH e

Par conséquent, ceci démontre que dans le cas particulier d’une antenne a 2 capteurs, la mesure de la direction
d’arrivée a 1’aide du rapport écartométrie est en fait une mise en oeuvre particuliere de la méthode du Maximum
de Vraisemblance, que ce soit dans le cas du Maximum de Vraisemblance Déterministe (ou Conditionnel, loi de
fluctuation SWOE) ou dans le cas du Maximum de Vraisemblance Stochastique (loi de fluctuation SW2).

On remarquera que ce résultat ne requiert pas a priori que le rapport d’écartométrie soit une grandeur réelle.
Toutefois dans la pratique, les voies de réception > et A d’une antenne monopulse sont appariées en phase de
facon a obtenir un rapport d’écartométrie réel. Cette contrainte facilite non seulement 1’inversion de la fonction
6 — r (6), mais fournit également un test de détection simple de la présence simultanée de plusieurs sources de
signal [S7][S56][58][59]. En effet dans ce cas Im {r ()} # 0, alors que Im {r (0)} = 0 dans le cas d’une unique
source. Par conséquent, il est préférable d’estimer la forme complexe (136) du rapport d’écartométrie dont la partie
réelle fournit la mesure angulaire :

oMYV =1 (r@) avec 7"?4\‘/ = Re {7"/M\V} . (137)

et dont la partie imaginaire fournit un critere de validité de cette mesure angulaire. L’étude du rapport d’écartométrie
réel au voisinage de la direction principal de rayonnement de I’antenne (¢ = 0) montre que c’est une fonction
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Fig. 9. Rapport d’écartométrie dans le lobe a 3dB de la voie somme ¥

linéaire de la direction d’arrivée recherchée dans le lobe principal a 3dB (cf. figure 9). C’est pourquoi dans
la littérature courante [57][58] on approxime généralement la relation § — 1. (f) par une relation linéaire
rr (0) =~ k6. La principale conséquence de cette approximation est que l’estimateur de la direction d’arrivée
retenu n’est plus ’estimateur au sens du Maximum de Vraisemblance, par conséquent il ne sera vraisemblablement
pas asymptotiquement (lorsque le nombre d’observation ou le RSB tend vers ’infini) efficace (cf. §III-O-p43). Ce
”défaut” doit cependant étre relativisé si I’estimateur obtenu permet d’atteindre la précision exigée (opérationnelle)
sur ’estimation de la direction d’arrivée, laquelle en terme d’EQM s’écrit :

rﬂ)? ’ Varrym)v
(oo TN ] v T (e

(138)

Ainsi, sous cette approximation, la caractérisation statistique de I’estimateur de la direction d’arrivée se déduit
immédiatement de celle - de la partie réelle - du rapport d’écartométrie. Nous nous placerons par la suite sous cette
hypothese et limiterons de ce fait notre discussion a la caractérisation de 1’estimation du rapport d’écartométrie.

La forme exacte (136) de I’estimateur au sens du MV du rapport d’écartométrie est connu depuis les années 1970.
Elle a été obtenue par Mosca [49] qui en a dérivé la formulation approchée suivante :

— DL

MV n 7= 139
= (139

valide lorsque ﬂf H >> H A||, c’est a dire au voisinage de la direction principale de rayonnement de la voie somme
3. C’est cette formulation qui a été étudiée par la suite et que nous utiliserons également. On remarquera que dans
le cas d’une seule observation (I = 1), la forme exacte (136) et la forme approchée (139) sont identiques et :

. A
r=—=

by
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VII. CARACTERISATION DES PROBLEMES CONJOINTS DETECTION-ESTIMATION D’ UNE ANTENNE A 2 VOIES
DE RECEPTION

Nous nous placons dans le cas d’un signal source de loi de fluctuation d’amplitude de type Swerling 2 lorsque
le bruit additif est blanc temporellement et spatialement et de puissance connue (027). Dans ce cas la d.d.p des
signaux observés au cours de [ observations indépendantes (134) devient :

fons (V) -

VICSV o rn(C3Cy)

ey (0w

_ 2
CiId; Chold; ] o | =z Co = Cyp =TT + 0% 1d,

C =
v { CrId; Chld; Ch — Cnm=od%

o = %2771"

A. Un résultat paradoxal historique

Les premieres caractérisations statistiques (moyenne, variance) de 1’estimateur du rapport d’écartométrie sous sa
forme approchée 7, = Re { %} (139) pour un nombre quelconque d’observations I furent obtenues par Kanter
[51] qui calcula la d.d.p. et tous les moments absolus centrés de cet estimateur. Il démontra en outre que :

* (t,0,C _el 1 >
E[T/‘;] _ g—iv Var [7:; 2’21’1 /sz 11)dt 2(0(;10)2 T—1° ;__ 2

Le fait d’obtenir une variance infinie dans le cas mono-observation posa alors un réel probleme a la communauté
scientifique travaillant sur la mesure Monopulse, sauf peut étre a I’auteur qui dans ce cas déclara simplement :
”When I = 1, a measure of the spread of the pdf is its absolute first central moment which is easily shown to
be given by ....” sans plus d’analyse. L’explication laconique de Kanter est pourtant correcte et évidente si au
préalable on a pris le soin d’analyser I’information réellement contenue dans un moment absolu : une information
de précision a priori (cf. §1II-E-p23). Dans ce cas, une valeur infinie pour un ordre donné signifie simplement une
absence d’information sur la précision a priori a cet ordre et qu’il faut donc avoir recours a un ordre différent. Sans
cette analyse, une confusion assez répandue est d’assimiler I’absence de précision a priori avec une absence de
précision exhaustive (cf. §III-B-p17). En effet cette variance infinie fut interprétée par la suite par différents auteurs
[571[54]1[59][60] comme un résultat paradoxal qui contredisait les bonnes performances obtenues dans les radars
de poursuite opérationnels, lesquels fonctionnaient déja depuis 40 ans avant que Kanter ne publie ses résultats.
Ils leverent le paradoxe non pas en analysant I’information réellement contenue dans un moment absolu mais en
montrant que les calculs de Kanter ne s’appliquaient pas aux systemes réels. En effet dans un systéme réel :
o la loi d’inversion non approchée #" = ot (r,{\/f V) définit un domaine borné puisque limité par la taille du
lobe principal de la voie somme X (cf. §VI-A-p54) [57][54],
« une étape de détection de la présence du signal utile précéde 1’estimation du rapport d’écartométrie associé
[591[601,

par conséquent dans un tel systtme tout moment absolu est borné.

Une conséquence de cette analyse est qu’elle introduisit la premiere caractérisation [59][60] des problémes
conjoints Détection-Estimation associés a la mesure d’écartométrie Monopulse (cf. §VII-B-p63).

Pour illustrer le véritable sens d’une variance infinie, c’est a dire 1’absence d’information sur la précision a priori,
nous allons comparer les performances au sens de la précision exhaustive (4) :

R[i.el =P (i (V) —r| > )
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de I’estimateur §7; (7) = Re {%} et d’un estimateur fictif Gaussien ér\r (7) de variance égale a la BCR du
parametre r,.. Nous considérons le cas ou le signal source se trouve dans la direction principale de rayonnement
de la voie somme X (§ = 0), ce qui correspond a la fois au maximum du RSB sur la voie ¥ (RSBy) et au cas ou
le rapport d’écartométrie est nul (r = 0). La comparaison des BCR du parametre r, pour estimateur avec ou sans
biais (cf. Annexe XII-E-p123) en prenant en compte le biais de 1’estimateur Sry (V) (E [6/’7’\,, (7)] = Re {g—ﬁ})
fournit un critere pratique pour définir la zone de RSBy a partir de laquelle cet estimateur peut &tre considéré
sans biais, comme le montre la figure (10). Par exemple, cette zone correspondra a RSBy, > 20dB si I’on se
fixe comme critére une différence entre les 2 bornes < 0.05dB. Dans cette zone, ’'EQM se réduit a la variance
(cf. §III-N-p43) dont la borne inférieure est la BCR pour estimateur sans biais. Le calcul de R [gr\r, 5} s’obtient

aisément par intégration numérique puisque la forme de la d.d.p. de §r\r (7) est une loi de Student [51] :
r.+e
R [Srrie] = [ fowa (57) d5r,

Tr—¢&

fswa2 <§ﬁ) _ _I© 5 ! 3

2(Cn) \/( |Cl\)2 + (Srr Re{g_%})g

1+s707 1 o3
I s= RSBy = -
g

2(1 + s)? — 2
1+sTHZ s
\/ (145)? + (STT - s+1r7°>

soit encore pour r =0 : . .

2(1+s) —°
(1+s) + ST‘T

fswa (§r\) = (140)

—

Le calcul de R [Grr, 5] s’obtient par :

2
R[Gre] =11 et (e ) —ext (e ||, 5= RSBo =22
2 BCR(s) BCR (s) o

Les comparaisons de R [gﬁ,a] et R [é.r\r,s] en fonction de RSBy, pour ¢ = (0.1 et ¢ = 0.01 sont présentées
figures (11) et (12). Elles illustrent parfaitement I’absence d’information sur la précision a priori dans ce cas, en
ce sens que, bien que la variance de gr\r (7) soit infinie quelque soit RSBy, sa pre01s1on exhaustive relativement
a Grr varie notablement avec RSBy pour I'atteindre a fort RSBy, alors que Grr est un estimateur a variance
minimale !!!

B. Caractérisation historique

Comme nous ’avons évoqué dans la section précédente (§VII-A-p62), la premiére caractérisation [59][60] des
problémes conjoints Détection-Estimation associés a la mesure d’écartométrie Monopulse fut une réponse au
paradoxe apparent soulevé par Kanter. Elle s’inscrit dans la conception historique de cette mesure pour laquelle
I’adjonction de la voie différence A était uniquement destinée a s’affranchir de la limite de résolution (lobe a 3dB)
qu’impose le critere de Rayleigh lors de la réception d’un signal source sur une unique voie somme. Lorsque la
détection est uniquement obtenue a partir de la voie somme 3, alors la loi de détection optimale selon le critere
de Neyman-Pearson (107) s’écrit (cf. Annexe XII-G-p133, §3.1) :

i .
l; |g|g(229)|2| H§H2 % T (141)
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ce qui définit un test observable. Utilisant les propriétés des densités conditionnelles de variables aléatoires mutuelle-
ment gaussiennes (cf. Annexe X-E-p84), Tullson [59] étendit de facon simple tous les résultats établis par Kanter

2
[51] (qui utilisa les fonctions caractéristiques) conditionné par 1I’événement D = {HSH >T } :

~ Ct
E[rh | D] = —Ci
ICl &7 T _
0o ey B <c_11> , I=1
. |C| fxg (tvov Cll)
Var[r, | D] = = dt =
ZPDCH t 61—2< L )
t>T €| 3 ‘u I1>2
= 2(I-1)(C1) e1_1<cin)’ -
- T
PD = eC11 €r—1 (C—H>

N

ou :

e le seuil de détection T est fixé par la Probabilité de Fausse Alarme désirée :

2.
Ppa=e"ner1 | —
9%

e I (x) et ey (x) sont définies §I-C-p10

C. Caractérisation théorique : test d’hypothéses composites

Si nous avons qualifié d’historique la caractérisation précédente, c’est pour illustrer le poids de I’histoire dans
certaines techniques et notamment la mesure monopulse. En effet jusqu’a nos travaux, le couple (détection sur
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Fig. 13. Puissances (normalisées) recues en Décibels sur les voies X, A, ¥ + A

la voie somme, estimateur approchée de Mosca (139)) n’avait jamais été remis en cause, par ce que |I’approche
”séparée” traditionnelle des problemes de détection et d’estimation avait prévalue, alors que le simple fait d’ajouter
un capteur change naturellement la nature du probléme a traiter : les problemes conjoints de Détection-Estimation
d’un systeme a 2 capteurs. Et pourtant, sans méme penser a une application systématique de la théorie de la
détection optimale, revisiter les fondements théoriques de la mesure monopulse est suggérée assez intuitivement
si I’on compare les puissances recues sur les différentes voies (somme, différence, somme + différence) dans le
lobe principal de la voie somme comme le montre la figure (13). Il apparait alors assez évident qu’en dehors du
lobe a 3dB de la voie somme Y, la détection devrait se faire non plus sur la voie somme ¥ mais sur la voie
différence A, ou du moins a partir d’une mesure combinant les 2 puissances, comme leur somme par exemple.
Cette intuition est confirmée par la comparaison des probabilités de detectlon obtenues pour les 3 tests de détection

suivants : le test de Neyman-Pearson (142), le test sur la voie somme HgH > T, et le test sur la puissance totale

HSH + H A H > T. La figure (14) montre les résultats obtenus pour une Pr4 = 10~ 4 et une source de signal dont

le RSBy, est adapté pour obtenir P HQH >T ) = 0.9 pour # =0 (lorsque la source est dans 1’axe principal de

rayonnement), ce qui est en général I’exigence contractuelle pour un radar de poursuite.

Si I’amélioration globale de la probabilité de détection est flagrante, un doute subsiste néanmoins a ce stade

de lanalyse sur les conséquences potentielles du test de détection “puissance totale” sur la précision de 7, =
Re {%} en dehors du lobe a 3dB : le dénominateur ne va-t-il pas faire “diverger” la précision, annulant ainsi
le bénéfice obtenu sur la probabilité de détection ?
C’est pour répondre a cette question et comparer les performances d’ensemble du couple solution historique
(détecteur, estimateur de 7,) avec d’autres couples solution que nous avons entrepris de revisiter le probléme
de la mesure de la direction d’arrivée par une antenne a 2 capteurs de type monopulse sous I’angle général des
problemes conjoints de Détection-Estimation.
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Fig. 14. Probabilités de Détection, ] = 1, Pra = 107*

En fait notre probleme est I’estimation de 7, sachant qu’il y a 2 modeles d’observation possibles (cf. §IV-p45) :

o~ 1tr(C5'Cx)

Ho (bruit seul) :  fowo (7 | Hy) = NETa Cy = 0%1d,
H, (bruit et signal) VIH _ ) Cs =277 4+ 0%1d
Onitetsigna < sws (V1) = © S O =3R4 o,

ou 6% = %Zle 71751 . La regle de détection optimale de Neyman-Pearson (cf. §IV-B-p46) s’écrit alors (cf.
Annexe XII-G-p133, §3.1) :

—GOTOT\ | TOIT |
Tr<077”7(9)“2 )‘Z @ | 5" e

et elle est caractérisée par :

"ﬂ :f“‘ﬂ

T
Pp =ecnerq

PFA 26%61_1 < > (14321)

, Ci =%+ 03|70 (143b)

Q

1

Pour obtenir une regle de décision observable a partir du test clairvoyant de Neyman-Pearson (142), on peut
remplacer les paramétres inconnus (azﬁ, a%, r(0) = r.(0) + jr;(#)) par leur estimateur au sens du MV sous
chacune des hypotheses (cf. §V-A-p48) et obtenir ainsi le test du Rapport de Vraisemblance Généralisé (cf. Annexe
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XII-G-p133, §3.2) :

_— N2 _ >
Tr (C?) + \/Tr (C7> —4 ‘C?‘ o 0% = 0% , si 02, connue
=S 2T, (144)
202, Ho < Tr(C3)-/Tr(C%)’~4|C%| , si o2 inconnue
O—ﬁ = ) n

ainsi que I’estimateur au sens du MV de 7, (139) :

B i Gl R e G e s i

MV —
o SRS

(145)

Le couple (détecteur (144), estimateur de 7, (145)) forme la solution au sens du MV des problémes conjoints
Détection-Estimation, solution alternative a la solution historique.

Si une comparaison des performances des 2 solutions est toujours possible de nos jours par simulation de Monte-
Carlo a grand nombre de tirages, il est toujours néanmoins intéressant d’obtenir une formulation analytique des
performances en détection et en estimation de chaque couple solution candidat. La complexité du couple solution au
sens du MV ne permet pas d’obtenir facilement une caractérisation analytique. Aussi, nous nous sommes attachés a
obtenir un couple solution approché basé sur une approximation différente de celle de Mosca et respectant la forme
symétrique en X et A du couple solution au sens du MV (cf. Annexe XII-G-p133, §3.3). Lorsque la puissance de
bruit est connue, cette approximation prend la forme suivante :

(@) <[ [T £ o nene 53]

Finalement, hormis le test de détection, I’estimateur de 7, est celui déja dérivé par Mosca : nous appellerons par
la suite ce couple solution (détecteur, estimateur) le couple Mosca-Puissance. Le couple historique :

2 H, HX
HQH >T et 7, =Re DR (147)
Ho SES

sera appelé couple Mosca-Somme et le couple au sens du MV sera appelé couple MV.

La caractérisation analytique du couple Mosca-Puissance est détaillée en Annexe XII-D-p118. Les principaux
résultats sont les suivants :

o = {PIET I3[ 27}

T
Prya = e"7eg_ 1< )
ﬁ

S

|

cLl? . |C
P(D) = / fu (@ ﬁ %)fxéc(t,o,On)d:cdt
x+t>T
- 1 C; e e
E[F|D] = Cﬁ // e f |CH|)fX (t,0,C1y)dwdt

z+t>T

|C| fra (£,0,C11)

R 1 Ic|
E||F? = =
[Irl ID] Yen // frree(a 011 tG . dwdt
:c+t>
Ci‘z , 1€l
011 / f 1+2 Cll Cu)fx (t,O,Cll)dIdt
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Fig. 15. Probabilités de Détection, ] = 2, Ppa = 10~*

50171~ gy () [ et

o C=Cy =037 7"+ Cy.

. 1G]

Cn)fX2 (t 0 CU)dl‘dt

011

Le calcul de E[r, | D] et Var[r, | D] s’en déduit alors aisément, notamment en exploitant 1’identité :

Re {7} = %[|ﬂ2+Re{?2}] (148a)
Var[Re {7} | D] = E[Re{?}2|D]—Re{E[?|D]}2 (148b)

On remarquera que le calcul de E[7| D], E [|?|2 | D}, E [7? | D] lorsque I > 2 se réduit au calcul d’intégrales

simples de fonctions bornées sur [0,77]. La seule difficulté survient lorsque I = 1 pour le calcul de F [|ﬂ2 | D]
qui fait apparaitre I’intégrale d’une fonction non bornée sur [0, 7] (cf. Annexe XII-D-p118).

Finalement il reste & comparer nos 3 couples solutions pour vérifier si notre intuition a été fructueuse. Pour cela nous
nous plagons dans le cas de référence pour un radar moderne : le radar multifonctions qui doit assurer non seulement
la veille (détection) a longue portée mais également la poursuite d’un certains nombre de cibles et la conduite de tir
de missiles pour intercepter les cibles menagantes. Dans ce type de radar “a tout faire”, la principale contrainte est
le temps radar, c’est a dire la cadence a laquelle le radar doit renouveler I’ensemble de ses informations. Pour un
radar multifonctions, il est rare que cette contrainte de temps lui permettent de réaliser plus de 2 observations par
cible poursuivie pour calculer la mesure du rapport d’écartométrie. Nous nous placerons donc dans ce cas (I = 2)
qui représentera par la suite notre situation opérationnelle de référence. Pour un tel radar, la Pr 4 standard au niveau
de la mesure d’écartométrie est Pr4 = 10~ et les exigences contractuelles de performance en précision angulaire

2
portent sur une source de signal dont le RSBy, est adapté pour obtenir P <||§H > T) = 0.9 pour 6§ = 0 (lorsque

la source est dans 1’axe principal de rayonnement).
Les résultats sont présentés figures (15) et (16) qui représentent respectivement la probabilité de détection et
la REQM (racine carré de 'EQM) obtenue pour chaque couple (détecteur, estimateur de r,). Les performances
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Fig. 16. EQM de 7 =Re{§}, I =2, Pra =107"

des solutions Mosca-Puissance et Mosca-Somme ont été obtenues a I’aide des expressions analytiques précédentes,
alors que celles de la solution MV ont été obtenues par tirages de Monté-Carlo (10 tirages pour la Pr4 et 10°
tirages pour la Pp et la REQM).

Ils montrent clairement la supériorité du couple Mosca-Puissance sur le couple historique Mosca-Somme en ce
sens, que pour une EQM comparable, le couple Mosca-Puissance fournit une performance globale en probabilité
de détection - sur le lobe principal de la voie somme - bien supérieure. Dans notre cas de figure (I = 2), la solution
Mosca-Puissance fournit méme une meilleure solution que la solution MV, prouvant une fois de plus que le Test
du Rapport de Vraisemblance Généralis€é ne conduit pas nécessairement au couple (détecteur, estimateur) optimal.

D. Caractérisation théorique : BCR conditionnée par un test de détection

Historiquement [3][4][5][6], les bornes inférieures de ’EQM locales furent introduites pour évaluer la précision
d’estimation a priori (cf. §III-E-p23) potentiellement accessible pour un probleme d’estimation donné et par
conséquent, pour mesurer la précision relative d’un estimateur observable solution possible du probléme d’estimation.
Néanmoins, a partir des années 70 [12][13][14] une nouvelle application pour ces bornes apparut : la prédiction
de la précision a priori des estimateurs au sens du MV (cf. §II1-O.1-p43). En effet, si cette stratégie d’estimation
est trés populaire, parce qu’elle est généralement simple a mettre en oeuvre (filtre adapté) et qu’elle bénéficie
de D'efficacité asymptotique (en nombre d’observation ou en RSB) lorsque le nombre de parametres est fini (cf.
6II1-O.1-p43), le calcul analytique exact de son EQM est généralement impossible. L’avantage de la plupart des
bornes inférieures de I’EQM locale est qu’elles bénéficient d’une expression analytique (cf. de §III-H-p27 a §III-
K-p34) : on peut donc espérer pouvoir les calculer pour le probleme d’estimation considéré. Ainsi depuis les
années 70, de nombreux travaux [24][28][34][23][40] ont été consacrés a la mesure de la valeur “prédictive” -
lower bound tightness - associable aux différentes bornes inférieures. Ces travaux ont montré que I’ensemble des
bornes inférieures de '’EQM locale pour estimateurs sans biais pouvait étre divisé en 2 classes : la classe des
bornes pour “Erreur Faible” - Small Error bounds - et la classe des bornes pour “Erreur Forte” - Large-Error
bounds - dont les représentant caractéristiques sont respectivement la BCR et la BBK. En effet, dans les problemes
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d’estimation non linéaires en les parametres a estimer, trois régions comportementales peuvent étre distinguées.
La région dite ”Asymptotique”, dans laquelle 'EQM est faible et généralement proche des bornes pour “Erreur
Faible” et notamment la BCR. La région dite ”a priori” correspondant soit a un faible nombre d’observations ou a
un faible RSB. Dans cette région le signal d’intérét ne participe que trés faiblement aux observations si bien que
la valeur de ’EQM est proche de celle obtenue en I’absence de signal, ce qui constitue en général I’information a
priori du probleme (hypotheése Hj). Enfin, entre ces deux régions extrémes se trouve la région dite ”de transition”.
Dans cette région, 'EQM des estimateurs au sens du MV s’éloigne rapidement des bornes pour ”Erreur Faible”
et fait souvent apparaitre un effet de décrochement” (dégradation brutale de la précision) dont rendent compte les
bornes pour “Erreur Forte”. Dans le cas du filtre adapté, ce comportement est imputable [12][16] a 1’exploration
des lobes secondaires de la fonction d’ambiguité lorsque le RSB devient faible.

Toutefois, I’ensemble de ces résultats a toujours été établi en supposant que le modele d’observation était unique.
Or dans la plupart des domaines scientifiques et d’ingénierie, nombre de systemes mettent en oeuvre un test
d’hypothéses de modele d’observation. Comme nous 1’avons déja évoqué (cf. §IV-A-p45), un cas pratique courant
(radar, sonar, télécoms, ...) consiste en 1’observation d’un signal d’intérét intermittent mélangé a du bruit. 1l s’agit
alors de définir une regle de décision - si possible optimale - qui déterminera le sous-ensemble des observations
D a partir duquel les parametres recherchés seront estimés (cf. §IV-B-p46, §V-A-p48). Ainsi d’un point de vue
purement théorique, toute caractérisation des performances en estimation doit tenir compte de ce changement
d’Univers d’observation, ce qui en probabilité correspond au conditionnement par un événement D. Il est clair
que le conditionnement peut apparaitre comme une difficulté majeure car il faut non seulement savoir exprimer
la d.d.p. conditionnelle mais également pouvoir calculer les différentes bornes inférieures. C’est pourquoi nous
limiterons notre caractérisation a 1’étude des BCR conditionnelles. Outre le point de vue théorique, I'intérét majeur
de la prise en compte du conditionnement est 1’espoir intuitif que le test de détection devrait permettre d’étendre le
domaine “prédictif” des bornes pour “Erreur Faible”. En effet, un tel test devrait majoritairement sélectionner les
observations a forte énergie constituées de signal et de bruit, et rejeter les observations a faible énergie constituées
de bruit seul qui dégradent ’EQM et I’éloigne des bornes pour “Erreur Faible”.

Une application pratique mettant en oeuvre un test d’hypotheses binaires est par exemple la mesure de la direction
d’arrivée par une antenne monopulse. La section précédente §VII-C-p65 nous a permis d’établir la forme générale,
au sens du MV, du couple solution observable (détecteur, estimateur) des probleémes conjoints Détection-Estimation.
Dans le cas particulier mono-observation (I = 1) cette solution coincide avec la forme approchée que nous avons
pu caractérisée analytiquement (146) :

Hq — A
ISP+ AP =T et T,MV:Re{E},

0

elle constituera donc notre cas d’étude pour valider ou infirmer notre intuition. Le calcul de la BCR de r, est
détaillée en Annexe XII-F-p128 dans le cas général I > 1. Bien que le calcul aurait pu étre conduit en utilisant le
formalisme réel (cf. §III-L.2-p37), la forme de la d.d.p. des observations (134) rend le formalisme complexe (cf.
6II1-M-p38) plus approprié. La puissance de bruit (027) étant supposée connue, le vecteur de parametres inconnus

se réduit a 3 = ga%, rrf )T, ce qui offre un exemple de calcul des BCR dans le cas d’un vecteur de parameétres
hybride, c’est a dire composé de parametres réels et complexes. Nous considérons le cas ol le signal source se
trouve dans la direction principale de rayonnement de la voie somme X (# = 0), ce qui correspond a la fois au
maximum du RSB sur la voie ¥ (RSBy) et au cas ou le rapport d’écartométrie est nul (r = 0).

Les résultats/le\s plus significatifs sont fournis par les figures (17), (18) et (19). Sur ces courbes sont représentées
la REQM de rMV = Re {%} et les BCR (conditionnée ou non) de r, pour un estimateur localement sans biais
en fonction du RSB sur la voie somme Y, pour une Pr 4 donnée. En effet, dans le probleme du test d’hypotheses
binaires, la Pr4 est la grandeur d’importance pratique car elle représente la proportion de bruit seul capable de
franchir I’étape de détection et qui sera transmise au processus d’estimation. A chaque Pp 4 (0.99997 1074, 10_10)
correspond un seuil de détection 7" (0.01,5.9,13.2) calculé a I’aide de la relation :
= T

ieq 5

o5
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Fig. 17. /EQM et BCR de MV = Re {2}, T =1, Ppa = 0.9999
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Fig. 19. /EQM et BCR de MV =Re {2}, I =1, Ppa =107"°

Dans notre exemple, nous sommes dans le cas un peu particulier ou la région dite ”de transition” ne présente pas
d’effet de décrochement (cf. figure (17)) en I’absence de conditionnement (Pr4 = 0.9999). En effet dans ce cas,
I’estimateur au sens du MV du parametre recherché r, présente une d.d.p. unimodale (loi de Student (140)) de
moyenne constante nulle et de variance lentement décroissante en fonction du RSB. Néanmoins cet exemple permet
déja de formuler certaines considérations d’ordre général.

La premiere, conforme a la théorie, est la nécessité de prendre en compte le conditionnement par le test de
détection pour qu’une borne inférieure donnée conserve sa propriété de bonne inférieure pour les problémes conjoints
Détection-Estimation. Ceci est parfaitement bien illustré pour le domaine de RSB [—10, 10] dB sur les figures (18)
et (19) ou seule la forme conditionnée de la BCR est pertinente.

La seconde est la confirmation de notre intuition : la prise en compte d’un test de détection peut notablement
modifier le comportement des bornes pour “Erreur Faible” dans la région de transition. Le test de détection joue le
role de sélecteur des observations de plus fortes énergies qui contiennent nécessairement le signal utile (tant que
Pp >> Pr4), puisque les observations ne contenant que du bruit ne peuvent franchir ce seuil que dans la proportion
fixée par la Pr4. Ce mécanisme a globalement pour effet d’améliorer la représentativité de la BCR conditionnée
sur ce sous-ensemble d’observations et il est parfaitement illustré par les figures (18) et (19) ou I’accroissement du
seuil de détection étend progressivement le domaine “prédictif” de la BCR conditionnée. Toutefois nous ne nous
attendions pas a une telle prédictivité de la BCR dans la zone de transition. En effet, comme MV suit une loi de
Student, il ne peut étre efficace (atteindre la BCR, cf. §III-O.1-p43) a fort RSB. Il est par conséquent assez original
d’exhiber un estimateur au sens du MV asymptotiquement (en le seuil de détection) efficace au voisinage de 0dB
! Ceci révele simplement que le conditionnement par un test de détection peut modifier notablement les conditions
requises pour atteindre la BCR. Ce phénomene est illustrée également par la figure (20) qui représente, pour un
RSB donné (0dB) dans la région de transition, la convergence de rMV vers un estimateur efficace a mesure que
le seuil de détection augmente. L’analyse théorique de ce phénomene est un sujet pour de futures recherches, car
il releve d’un probleme plutdt complexe consistant a rechercher les d.d.p fy (?) vérifiant (cf. §III-O.3-p44)

~ 1 [0nfy (7)) 9nPp(6)

Oopt () —0=F (0| D) 5 = , V# eDcQ
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Fig. 20. Efficacité conditionnelle de rMV = Re {£}. en fonction de la Ppa, I =1

La troisieme est qu’il existe une limite a la pertinence de I’information fournie par la BCR méme conditionnée
pour les estimateurs sans biais a faible RSB, puisqu’il apparait clairement (figures (18) et (19)) que 1’accroissement
du seuil de détection n’a pratiquement aucun effet sur la valeur “prédictive” de la BCR dans la région dite ~a
priori”. La principale raison est qu’un estimateur localement sans biais d’un parametre du signal source n’existe
généralement pas lorsque le RSB tend vers 0. Pour dépasser cette limitation, on peut avoir recours a la BCR avec
biais (cf. §III-N-p43), si ce dernier est connu. Comme le montre la figure (21) ce raffinement théorique permet de
restituer a la BCR avec biais sa propriété de borne inférieure, sans toutefois prolonger sa valeur “prédictive” a la
région dite “a priori”. Malheureusement le biais dépend toujours de I’estimateur spécifique considéré et n’est en
général pas connu en pratique, ce qui limite ’utilisation pratique de la BCR avec biais.

Enfin, on peut se demander si I’absence de valeur prédictive de la BCR conditionnée pour estimateur localement
sans biais dans la région “a priori” constitue un réel probleme pratique pour la caractérisation des problémes
conjoints Détection-Estimation. En effet, d’un point de vue opérationnel, la caractérisation des performances en
estimation n’a d’intérét que si le signal utile a été détecté avec une probabilité suffisamment grande représentant un
objectif opérationnel. Généralement, en dega de cette probabilité le signal d’intérét est tout simplement considéré
comme non détecté. A titre d’exemple, convenons de définir le domaine de valeurs de RSB ot I’estimateur MV
est localement sans biais comme le domaine ou la BCR conditionnée avec biais et la BCR conditionnée sans biais
sont identiques a 0.1dB pres. La borne inférieure de ce domaine (RSB minimal) est représentée en fonction de la
Pr 4 figure (22). La probabilité de détection Pp obtenue pour ce RSB minimal est représentée en fonction de la
Pr 4 figure (23). Ces 2 figures montrent que :

« lorsque les observations sont conditionnées par un événement, la qualité sans biais (localement ou globalement)
devient également une qualité “conditionnelle” : son domaine de validité dépend du test considéré et de son
point de fonctionnement (Pr4),

» si les probabilités de détection opérationnelles de notre probleme sont > 0.1, alors dés que I’exigence sur la
Pra est Prg < 10725 I’estimateur MV est toujours sans biais et le probléme d’estimation est parfaitement
caractérisé par la BCR conditionnée sans biais.
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Fig. 21. /EQM et BCR avec et sans biais de r/M\V =Re{§}.I1=1, Pra=10""

Cet exemple montre que les contraintes opérationnelles dans la pratique peuvent exclure la région dite “a priori”
de la zone ou la prédiction des performances en estimation présente un intérét pratique. Par conséquent, il est donc
opérationnellement plus intéressant de porter ses efforts de caractérisation sur la prise en compte du conditionnement
des observations et de son effet sur la région dite “transitoire” que sur la description fine des performances en
estimation dans la région a priori”.
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Fig. 22. RSB minimal pour un estimateur localement sans biais en fonction de la Pra, I =1
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VIII. COMPLEMENTS SUR LA CARACTERISATION STATISTIQUE DU RAPPORT D’ECARTOMETRIE 7 = ST

DL

Rappel de I’état de ’art sur la caractérisation statistique de 7 = ST

Lorsque nous avons commencé notre recherche, les caractérisations statistiques suivantes avaient été établies :

le calcul de la d.d.p de Re{7} pour I observations indépendantes, lorsque les signaux observés résultent du
mélange d’un signal source non fluctuant (SWO0) et d’un bruit gaussien éventuellement corrélé spatialement.
Ce calcul fut établi par Kanter en passant par les fonctions caractéristiques [52]. Malheureusement, la forme
de la solution obtenue est peu pratique, si bien que le calcul des moments d’ordre 1 et 2 (moyenne et variance)
n’a pu étre réalisé que dans le cas mono-observation (I = 1). De plus, cette technique interdit toute prise en
compte d’un conditionnement des observations.

Cependant, dans le cas ol la composante non fluctuante (SWO) disparait, I’expression de la d.d.p. précédemment
obtenue se simplifie notablement et permet 1’obtention de tous les moments absolus de Re{7}. On obtient alors
la caractérisation d’une source fluctuant en SW1-2 en présence d’un bruit gaussien éventuellement corrélé
spatialement [51].

Ce résultat fut redémontré trés simplement par Tullsson [59] en utilisant les propriétés des d.d.p. conditionnelles
de vecteurs aléatoires mutuellement gaussiens (cf. Annexe X-E-p84). Contrairement a I’ utilisation des fonctions
caractéristiques, la technique proposée par Tullson est compatible du conditionnement des observations par le

test de détection sur la voie somme Hy) > T) , ce qui lui permit de formuler la d.d.p. et tous les moments
absolus de Re{7}, conditionnés ou non.

Parallelement, Seifer [60] étendit, dans le cas mono-observation, la caractérisation initiale de Kanter en
introduisant le conditionnement des observations par le test de détection sur la voie somme (|Z]|2 > T).

Il établit ainsi les expressions de la moyenne et de la variance conditionnées de Re{7}, lorsque la source de
signal est non fluctuante (SWO0) en présence d’un bruit gaussien éventuellement corrélé spatialement.

B. Contributions nouvelles

Au cours de notre recherche nous avons établi les résultats complémentaires suivants :

I’extension des résultats de Seifer pour un nombre I quelconque d’observations indépendantes : c’est le cas
d’une source de signal SWOE en présence d’un bruit gaussien éventuellement corrélé spatialement (cf. §VIII-
C-p78).

le calcul analytique de la moyenne et la variance de Re{7} conditionnée par le test de détection sur la voie

somme ( H3 > T) pour un nombre I quelconque d’observations indépendantes lorsque le signal source
fluctue en SW3-4 en présence d’un bruit gaussien éventuellement corrélé spatialement (cf. §VIII-D-p78).

la formulation du Test du Rapport de Vraisemblance Généralisé dans le cas d’une antenne a 2 capteurs de
type "Monopulse” (cf. Annexes XII-G-p133, XII-H-p139, XII-I-p145) dont nous avons dérivé une nouvelle
solution (détecteur, estimateur) que nous avons caractérisé analytiquement (E [r, | D], Var[r, | D],

D = §H§ + XHX > T}), pour les lois de fluctuations d’amplitude du signal source de type SW1-2 (cf.
§VII-C-p65) et SWOE (cf. §VIII-E-p80).
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C. Caractérisation statistique de 7 conditionné par D = {E)H 3 > T} : cas SWOE

Le détail des calculs est fourni Annexe XII-A-p103, C= C.

=5 T

EER
Ppa = e"mer1 |
75

P (D) = / fxéc(t,la%,a%)dt

t>T

R C* IO’% C*
E[r|D]:C—i+P(D) ( Cﬁ’) /f 1 (t IO‘F 0—3

t>T

|2 |C]| dt C dt
E|[f?| D| = | =22 +7/ (t, 1 12/11151 —
[|7“| | ] Ch1 D)1y e 07 Jg - Ch fxzj 77 03)752
1 2 \2 |, Ch o o\ dt
+ oy %) - / fupslt10%.0%)5
t>T

Io?
? _ TQ % / 2 2 ﬂ
+ P(D)2Re r CU 011 fxéj'l(t’lo-?’gg) 7
t>T

D. Caractérisation statistique de T conditionné par D = {E)H E) >T } :cas SW3-4

Le détail des calculs est fourni Annexe XII-B-p107.

z T
Ppy = e"er (—2>
0=

P(D) = — 4

E[Re{F} | D] = Re{gﬁ}j@[s(ﬁ)w}
Var[Re{7} | D] — E[s(ﬁ)2|p]—E[s(ﬁ)D]2



‘(5 o Izl +(1+ ko) ‘C

el (oy] - L[5 ) (2)

2(Cu) 1+ £
esi]>2
s [(T)17] = 222 ol Re (ny €]
~ ~ 12
)’ ] _ ‘C‘ Iog .\ 12 H
"L et T
et

= 01!'32‘ ??H—i_cﬁ

C
— k _ .
7=<gz)=gz? ; k=<k1)=c—17 , "Z(%+§—;)

gn

I um .,
= > T (Cll) er—1+m (C‘_> (I—1+m)!
m=0 11
- o ]
Al - ALO Z p? (Cll) €r—24+m (6’_> (I —24 m)':|
Lm=0 11
1 R= ~ m T
Ay = 4 Zoh}n—l (Cu) er-24m (5‘_11) I—2+m) ]
LTh=
r7—2 "
=7 C T (I—14m)!
Az = 1 m_0h71n—2 (Cn) er-1+m (5_11) i 1+77n+1 ]
1 1] ~ m
Ay =4 Zoh}n—l (C1l> er-1+m (Cn) —14m) ]
L=

oll p}* et A" sont les coefficients des polynomes récursifs P; (¢) et Hy (t) définis par :

‘ 2

I 2
Pl(t):QI1(t)+bH11(75):[219}”237”} t=1 et b:%?

m=0 1n

Qi (t) = [ 1 (2) —[ q;ntm] 0ot Qolt) =

dz =
0
t
[Qr(z)dz =

0

1
2.
m=0
1
2

Hy (t) [ Oh’,"tm] t+l et Hy(t) =
m=

0'2 ~ 2
SAy+T(I—1) {76* |ks|? Re {n} ]c”
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E. Caractérisation statistique de v conditionné par D = {SH S + AN > T} : cas SWOE

Le détail des calculs est fourni Annexe XII-C-p114.

z T
Ppay = e"ea <O’T>
w

P (D) = // fxéa(:c,la%|r|2,ai)fxé(:(t,fa%,a%)dxdt

)

a+t>T
r (IO’%) 11 (t, Io%, 0%)
N _ 2 2 oyl VTR OE
BFID)= 5 // fo (. 10% I 0%) : dedt
a+t>T
2. 2
1 fxéc(tﬂlgﬁ”’g?)
~2 _ 2 " 2 (2 2
E[|7"| |D] =P D) oA // frr (I,IJE}M 0%) ; dxdt
et>T

f £+1(t,102 ,0%)
+ |r]? (IO’%) 023 // fxéjz(x,fo%|r|2,a%) e t2ﬁ = dxdt

s+t>T

fX;rz (t, IO'

i (10%)° // fya(eI0% I 0%)

T+t>T

2
r? <102 ) 112(t, [0, 0%,)
? X2e ’ ?7 f

x+t>T

E[/*|D] =
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IX. CONCLUSION ET PERSPECTIVES

o Le travail rapporté dans ce document a concerné la caractérisation des performances des problémes conjoints
de détection-estimation. Nous avons mis en évidence les limites des approches traditionnelles qui travaillent
dans une vision de I’estimation déconnectée de la validation de I’hypotheése d’observation. Nous avons été
vraiment surpris de constater que personne, a notre connaissance, ne remet en question cette approche qui
n’est satisfaisante que pour de fortes valeurs de probabilités de détection. On pourrait penser que cela est
imputable a I’accroissement de complexité introduit par le conditionnement. Or une complexité au moins aussi
grande apparait également lorsqu’on cherche a caractériser les performances de 'EQM dans les zones non
asymptotiques, sujet sur lequel nombre de chercheurs travaillent ... Ce constat nous conforte dans 1’idée que
nous sommes en présence d’une réminiscence historique avec laquelle il faut rompre si nous voulons progresser
dans la caractérisation des vrais problémes.

« Pour développer cette theése, nous avons proposé un cadre statistique autorisant de nouvelles approches dont
nous montrons qu’elles doivent €tre conjointes, et auxquelles nous associons des criteres de performances
pertinents. Ce travail a été rendu possible par 1’extension d’un formalisme général (minimisation d’une norme
sous contrainte linéaire) suggéré par un examen approfondi des hypotheses et mécanismes sous jacents au
développement des bornes. Il reste néanmoins a compléter par la recherche de bornes non triviales de ’EQM
locale conditionnée par un événement clairvoyant, grandeurs nécessaires au calcul pratique des criteres de
performances conjointes proposés.

o L’application que nous avons retenue pour valider notre theése reste un cas particulier en traitement du signal :
en effet la fonction d’ambiguité associée est monomodale. Pour confirmer la validité de notre intuition initiale,
il nous semblerait pertinent de la confronter au cas le plus généralement rencontré, a savoir une fonction
d’ambiguité présentant des lobes secondaires. Une premiere application candidate sera la caractérisation des
problémes conjoints détection-estimation en estimation spectrale monofréquence a I’occasion de la theése de
Cédric TAILLANDIER dont j’assurerai le co-encadrement au sein du laboratoire SATIE.
Ce travail constituera une premiere €tape vers la caractérisation conjointe des problemes d’estimation plus

généraux relevant du type de I’équation (1).

o On pourra également contribuer a la caractérisation des zones non asymptotiques en mettant en application la
variante que nous avons proposée (70) pour la borne de Barankin.



82

X. ANNEXES MATHEMATIQUES
A. Inégalité de Markov-Bienaymé-Tchebychev

Soit D, {7 €Qtq ‘g/(g) () —g (9)‘ > 5}. Si Ey “g/@) (Z)—yg (O)H existe, alors :
B |[s@ @) g0 | - / ) () —g((ﬂ\’“fe (@)dT

- /\g g0 o2 dm/\g ) =90 fo(@) a7

Y

/  fo (7)dT

De
*P(D.)

Y

Par conséquent :

0[50 @) 9 0)] |

>e ) <
oy

:

P(le@@ a0 ><) < (@@ -90)

B. Inégalité de Cauchy-Schwartz généralisée

Soit U un espace vectoriel de dimension quelconque (finie ou infinie) sur le corps des complexes C muni d’un
produit hermitien (forme bilinéaire hermitienne définie positive) noté (7 | 7), si 7 et ¥ sont deux Vecteurs de
U. Alors la matrice de Gram associée aux deux familles de vecteurs 7 = (U1, doy..., Un) et € o =
(?1, o,.. ?A) de U est définie par :

(W1 |21 (We| 1) ... (x|
(U1 | @9 (Wy| 2) ... (Un|7Tk)

[1,N]

G (U Con) = ) : : e M (K, N) (149)
(U | Cr) (Wa| ) - (7N | k)
Par construction, si ﬁ[w%] = 7[1>N]U? K] = (71, L UN, e, ) alors la matrice G (U))[l_NJrK], H}[I_NW]
de CNTE 5 CN+K est positive :
— T pasy
VX eCVTE X 20, Xfla (wwm,mmm Z /\m), > 0= G (Wy ipyy Cpning) >0
En reformulant G (ﬁ[m 1579 L_J[LN +K]) sous la forme “’bloc” suivante :

6 @ Bonn) =[] SR E) = [ €]

alors, si C~! existe et si D = [ Idy —-BC! ], par construction la matrice :

A Bl.g _ 1] A B Idy
1] A B Id
= [Tdy -BC ]| gy c} [—c—fVBH}
_ 11| A-BCT'BA
= [Idy -BC™'] _ 0

= A-BC'B”
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est positive. Par conséquent :
(7 7[1 N]) Z ( 1K]’7[1 N]>G(?[l K]’?[IK)

> (71N1’ 1K1)H (?

—
Il y a égalité si et seulement si 3\ € CV tel que :

YH<D[‘A B DH>YH:0:(DHYYWiA B](DHY)

AP (150a)

[1.K]?

C
(T nys @ oney) (150b)

G (
G [1.N]?

[1.K]? 1. K])

Bf C Bf C

c’est a dire si et seulement si Elﬁ € CN*TE tel que :
N+K

ﬁHG (m[l.N+K]7E?[1.N+K Z Mlml

Autrement dit I'inégalité (150a-b) est stricte si et seulement TJ
est une famille libre.

Par analogie formelle, on établit le méme résultat pour les espaces vectoriels sur le corps des réels ol (7 | 7)
désigne alors un produit scalaire (forme bilinéaire symétrique définie positive). Dans ce cas, il suffit de remplacer
I’opérateur de transposition conjugaison (H ) par 'opérateur de transposition seule (T)

N+K

=0+ Z Mzwl:ﬁ
l 1
_7 :(71,...,7N7717“'7?I()

[1,N+K] [, N] [1 K]

C. Minimisation d’une norme sous contraintes linéaires

Soit U un espace vectoriel de dimension quelconque (finie ou infinie) sur le corps des nombres complexes C muni
d’un produit hermitien (forme bilinéaire hermitienne définie positive) noté (7 | ﬁ), si 7 et W sont deux vecteurs
de U. Soient (cl,.. C—K>) une famille libre de K vecteurs de U et o = (v1,. vA)T un vecteur de C¥. Nous
cherchons la solution du probléme de minimisation de (i | i) sous les K contraintes linéaires (7 | ¢f) = v,
ke [l, K]

Appelons C' le sous-espace vectoriel généré par les K vecteurs (c_f, . cK) Alors Vi € U, W = 7(; + du
ol U est la projection orthogonale de W sur C, c’est a dire le vecteur W ¢ € C tel que <7 e | ck> =0,

K
k € [1, K]. Soit q = (g, ... ,aK)T les coordonnées de /¢ dans la base (c_f, o 7C—K>> de C (W ¢ = > L),

elles vérifient (7 | &) = (W ¢ | &), k € [1, K]. Si de plus U satisfait les K contraintes (1 | ¢) = Uk,17€ é 1, K]
alors ses coordonnées vérifient finalement G = o, ot G est la matrice de Gram (149) associée a la famille de
vecteurs (¢i,...,cq) Gy = (¢f | ¢). L’équation G@ = ¥ admet pour solution unique o = G~ 7'; notons
alors U o le vecteur de C correspondant a cette solution. Par conséquent, VU € U et vérifiant les I& contramtes

alors (W | ) = < cw | 70 2) + <du | du> > < cw | 70 +)» et le minimum est atteint pour du = 0 ce

qui signifie quew - est la solution du probléme, la norme minimale valant (7o | U w) = @7G1d =

THGIY.

De plus, ce probléme de minimisation est invariant par transformation bijective des K contraintes linéaires.
N 1=K

En effet, soit T € M (I, K) une matrice inversible et ¢, = 3 T,k c;, alors le probleme de minimisation
=1

— —
de (W | &) sous les K contraintes linéaires <7 \ c§€> = v}, k € [1,K], v/ = TH% admet pour solution
— —
win {( | @)} = o7 (G)

— j=K — — :
Or le = <07 | c;€> = < Z T; ng | E Tik ¢ > = TkHG?l ou T} et ?l représentent respectivement la k¢ et la

1#me colonne de la matrice T. Par conséquent, G/ = THGT et min {(¥ | @)} = (T# )" (THGT) ' THY =
TGV,

Par analogie formelle, on établit les mémes résultats pour les espaces vectoriels sur le corps des réels ot (7 | 7)
désigne alors un produit scalaire (forme bilinéaire symétrique définie positive). Dans ce cas, la norme minimale

vaut <7C77 | 7077> =G Y =7TG V.



84

D. Inverse d’'une matrice partitionnée (inversion par blocs)

Soit A € M (N, N) une matrice inversible partitionnée de la maniere suivante :

A A }

A =
{AQI A

ot Aj; € M (N1, Ny) et Ays € M (No, Ny) avec Ny + Ny = N. Alors, sous réserve que 1’ensemble des inverses
mises en jeu existent [72] :

(A1 — ApAy) Ay - —A A [As — Ay AT A !

ATl= ~1 -1
—[As — Ay A A ] Ay AL [Ags — Aot A Ao

E. Densité de probabilité conditionnelle entre 2 vecteurs aléatoires complexes circulaires mutuellement gaussiens

La d.d.p. conditionnelle entre 2 vecteurs aléatoires 7 = (uy,...,ur) et v = (v1,...,vy) mutuellement
. . . . . . T
gaussiens est également gaussienne [21]. Dans le cas de vecteurs complexes circulaires, si W = (YT, 7T)

alors : u
() O3 (W)

€
f08) = 1.V = ——qewiaor— = /(T D@ (151)
avec -
(T Taa) O3l (V- 212)
(0| W) = (152)
N ’Cym’
. B i e il
) =—=xey
c, C
ou: Cy = [ 0%77 Cﬁ_f } , Cyw=Cy—Cl _CCqyy, Wiy =niy+Clh_ CH (T -niy)

FE. Certaines propriétés des fonctions de Bessel modifiées de 1ére espeéce

2w
I; (z) = % / e cos (I0)dh, Ie€N  [73,03.02.07.0007.01] (153)
0
> 1 2\ 2k+1
T (z) = k; ERIT (5) . IeN  [73,03.02.02.0001.01] (154)
3161) (2) _ Iy (z) — (£> Z;(z), I€N, I>1 [73,03.02.20.0004.01] (155)
z z
7 I
9 é(z) =T (2) + (—) Z;(z), IT€N, I>0 [73,03.02.20.0005.01] (156)
z z
3152(2) = %[I,_l (2)+Zr41(2)], T€N, I>1  [73,03.02.20.0006.01] (157)
2(I+1)
Ii(s) = =TI (2) + Ira2(2), T€N, 120  [73,03.0217.000101] (158)
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I] (2) = I[_Q (Z) - 2 (I — 1)

2[Zr-1(2) = Zr41 (2)]

Zr1(2), IT€eN, I>2 [73, 03.02.17.0002.01] (159)

I (2) = 57 IeN, I>1 [73,03.02.17.0005.01] (160)
1 I-1
9 Zr (2av/z) <£) =T (2aV/z) <£> ., TeN, I>1 (161)
0z a a
y -1 Y N2
/ (2ay/) ((7)1)!dz = /I1 (2av/%) <§> (CC(I _Z>2)! dz (162)
0 0

= /z,_l (2av/z) <€>1_1dz =1T; (2a\/x) (g)l IeN
0

/:L‘\/ZIl (2a/7) (ZE(I__Z););de =a (?)II, (2av/x), T€N (163)
0
j 2Ty (2ay/z) (“EI__Z;!de = (?)IL (2ay/x) + a® <§>1+1L+1 (2av/x), TeN (164
0
j T, (2av/%) (32[__2)2]);2&2 = a2 (%E)IHI,H (2av/z), IT€N (165)
](x —2) 11 (2aV/%7) (%)H dz = (?)IHLH (2av/x), I€N (166)

0

Démonstrations:

o (161) :
9 17, (2a/2) (%)1] - 81’@“\/;)%<g) +T; (2ay/%) <—Z>I I

dz BE a
{L 1 (2av/z) - QaW] (%)I 1+L (2av/2) (%) QL

e (g)’*
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(I —2)!
Jz 2 (q;—z)[_?’
= [T, (2avz) [ —rd
0/ ( a ) (I —3)!
x \/E I-1
= Irq (2(1\/2) — dz
Jr e (2)
I
= TI; (2aV/x) <?>
e (163) :
e 2z — )2 ’ Z(x—2) 72
/\/211 (2av/%) ((I—)Z)! dz = a/L (2 \/Z>§((I—)2)' d
0 0
z _ -1
= a/IO (Qa\/g) ((I—)l)‘ dz
0
I
= al; (2a\/§) <§>
e (164) :

r x—z)? r x—z) 72 f z—2)"
/zIO (2ay/z) ((I—)Q)! dz = :C/Io (2av/2) ((I—>2)! dZ—/IO (2a\/%) ((I—)Z)! dz
0 0 0

-1 1
= 2174 (2&\/5) (?) - (I - 1)11 (2('7’\/5) (?)

I

v [%L (20v) +Tra (Qaﬁ)] <g>1_1 — (I =1)T; (2a/7) <§>

— <g>lz, (2ay/7) + a® <g>mz,+1 (2av/)

e (165) :

T

[z ) G2
0

T

dz = a2/12 (2a\/5) ({)2 (:U(I__Z);)fdz
0

)1—2

2)!

= a’T141 (2a/7) (?) o
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e (166) :

/x(x —2) 11 (2aV/%) (?) =t dz = /le (2a+/7) (ﬁ)]dz e <§)I+1
0

a
0

G. Espérance incompleétes de Vecteurs Aléatoires Gaussiens Circulaires a composantes Indépendantes Identique-
ment Distribuées

Soit 7 un vecteur aléatoire gaussien complexe circulaire N, (ﬁy,aQIdI) a composantes indépendantes et
identiquement distribuées caractérisé par la d.d.p. :

e~ (T-7)" (F-77)

(wo?)!

f/\ﬂ;(ﬁ?,(ﬂld[) (?) =

et = a variable aléatoire du i 2” complexe a I degrés de liberté vérifiant :
Xl 7)1 iable aléatoire du "Khi 2” plexe a I degrés de liberté vérifiant [18]

E[X] = Io°+ (2]’
_eme | (I-1)
2 oy _ € 7 2|zl Vo VT
faalital o) = Tz (TR (e
o e o2 EANE 1
Fa. (2,0,0%) = o? (02) (I-1)!
alors, VI > 1 :
E[7n(Z77 2T)] =w / foz (@ 72, 0%)da (167)
xz>T

E[Z@10 (@17 >T)] = Ce / Fs @ Iz |* o) de + T it / fe (@ |z |* o) de (168)

x>T a>T
E[Z7T0 (F77 > T)] =nigniy / Fee (i 2]* o) dx (169)
x>T
PIETT 2 1] = / Fu (@, 72|, 0%)da (170)
xz>T
et Vn >0 : = .
b {n?n“ nEE ET)} =z / fx;:1<fvall%||2,az>¢§n (171)
x>T

??H H o 2 2 d_x I 9 ) dr

E “?Hn N (? £ ZT)] = C?x>/T fxgj1<$7||m?|’ O )ﬁn +m?m7$>/T fxéjz(x,Hm?H , O )\/En
777 ) o (172)

H _ T 2 €T

E[—W (@ ?zm] _m?mi /T f otz o) 173

Démonstrations : ||77i—|| # 0,1 > 2



Considérons le changement de variable défini par (théoréme d’orthogonalisation de Gram-Schmidt [72, p. 15]) :

m H?
“= <—umu>

U2=m§? @7:M7avecMHM:MMH:Id1
ujsz]?

alors U est un vecteur aléatoire gaussien circulaire de dimension [ tel que :
iy = Mg = ([Fg].0,....0"
Cy = M7CyM=0"1d;
wi = M) MZ =7IMIMT =707
Par conséquent :
E[@n (@17 >1)] ME [¥ n (W" >T)]
E[@Z"n ("7 >T)] = ME[@d"n (@7 >1)) M7
E[@ZTn(@*7 >17)] = ME[wW"n (@7 >1))M”"

avec

F (W) = fx (o, 02) (1)

wr-1) = f-1(wr-1,0,07)

I
WU =y +Z|ui|2 =2+ wr-1 ol

=2

up = \/zel?
L

I
&
wio1 =Y gl
1=2

e Démonstration de (167)

Vi>2:
Elwn(@21)] = [ wify (s na) (00T
WUHEU>T
I
= / wi | ] fvo.02) (1)) Fn (o 02y (1) di
UHU>T J=2
= 0
car :
. f/\/‘(;(mﬁ,oéldj) (7) est une fonction paire de u;( m,, = 0)
st (Ugy e Uy ug) GD:{7H7 zT} = (U1y...,—Uj...,ur) €D

donc Uz’ch(mﬁ o°1d;) (7) est une fonction impaire sur D

I
Par contre pour i = 1, considérons le changement de variable u; = /ze/? et w;_1 = 3 |uz|2 Alors
1=2

I
Elmwn (@2 >1)] = / ULfx (s 02) (1) | [T 002 () | 478
WHE>T =2
_ztfmag|? 2 0 LRQ{\/gejem* }
_ 9. € o2 elVes2 uy
- // Sy (wr-1,0,0 )702 vz / 5 do | dzdwr_y
z4wr_1>T 0

2

sty |

; e 2 2z |my,
= eV // fxggl(wl—l,O,UZ)T\/zzl <#> dzdwr—q

g

z4wr—12>T

88
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car si my, = |my,|e’¥ alors :

2 2

50 ;z_sRe{\/Ze.v‘Hm:l} ) J(0—) ;22\/E|m,,,,1|cos(0—w) ) 2
/e ¢ dgzew/e ¢ d@:e]wIl M
27 2 o?
0 0
Finalement, si nous posons z = z + wjy_; et y = z, alors
Eluyn (Wi >1)] = / ol j 7, (2l Vi) @)
“ DG |V T T
x>T 0
et on reconnait (163) avec a = [ ce qui permet d’aboutir 2 :
o~k VEN L (2)me| VT
E[ulﬂ(ﬁHWZTﬂ = 6]7’/)/ —— | My, | Iy | /Y ) de
o? |1, | o?
x>T
_ 2 2
= My, [ (@, my, |7, 0%)dx
z>T
Finalement nous avons montré que :
E[@0 (@17 21)] =y [ fule [Tl o})is
x>T
)
E[Zn(Z"F >T)] = / foe (o, [, 0%)da
x>T
e Démonstration de (168)
Vi,j>2,1#j:
Blu; 0 (@7221)] = [ wiihy i, e, (00T
WHEYU>T
I
= / uu; [H IN.(0,02) (uk)] N (s 0?) (uy) dl
WA ST h=2
=0
car :
. ch(Wiﬁ o?1d,) (7) est une fonction paire de u; et de u; (my,, = my, = 0)
(ul,...,—ui,...,uj,...,uj) eD
oS (UL, Uy Uy U ) GD:{7H7 ZT} = (Utyeno s Uiy eony—Uj, ... ur) €D
(Wry.ovy =Wy ooy —Uj, ... ur) €D
donc w;uj f N (i 071d; ) (W) est une fonction impaire sur D
Vi>2:
Bluin (@ 727)] = [ wilfy (i, ora,) (707
AHEU>T
I
= / wif [H Ix(00%) <uk>] TN (g o) (1) A
WA ST h=2
= 0

= F [u}‘ulﬂ (7H7 ET)]
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car :
. ng<m7 o*1d;) (7) est une fonction paire de u;( m,, = 0)
st (Upy e Uy ug) ED:{ﬁHﬁzT} = (ugy...,—Ujy...,ur) €D

donc Uiuff/\fc(mﬁ,ﬂldl) (7) est une fonction impaire sur D

I
Pour ¢ = 1, considérons le changement de variable u; = \/Eejg etwr_1= >, |ul|2 Alors :

i=2
I
E |:|u1’2 N (7}17 Z T):| = / |u,1‘2 f/\f,,»(mwl"’Q) (Ul) Hf/\fc(o,0'2) (UJ) d7
WU ST =2
_ ettt [Faneaen) 1
= fxgc—l(wl—la O )TZ o ~AWr—1
z4wr—1>T 0
Ll il
= // fXIv—l(wI_]_,O, 02)72,210 <72u1> dzdwr_q
2¢ o o
z+w1_12T
T 2| 7 (@)
— £ - 7 = - dy| d
/ (02)! /y °< o2 ) T—2r Y
z>T 0
alors en appliquant (164) pour a = |n;—21| on aboutit a :

E [l 0 (@72 > 7)] = o* / Fopn (@ [ |2 02) o + [, 2 / Fopr (@, |2 0?)de
x>T xz2>T

, I
Pour i > 2, posons u; = /zel? et 6,1 = |lu1|* + 3 |ug|? avec £ (07_1) = fra=1(dr-1, My, |*, 02), alors :

1=2,j#1
I
E [‘UZP N (7H7 > T)] = |Uzl2 fM,(m,,l,JZ) (uy) H IN(0,02) (1) dd
UHU>T j=2
2T s
(& o2
= // fX£:1(51—1,|mu1|27g2) /227r02d9 dzddr_y
z407-1>T 0
e~
- // fXé,Tl((SI_l’ |mu1|230'2)z 0_2 dZd(S]_l
z+07-1>T
el T -2
e o2 2‘mu1| \/,y O.Q\/g
= 7 —y)Lr_
/ (0-2>1 /(-T y) 1-2 ( o2 |mu1‘ dy | dx
x>T 0
| |

et on reconnait (162) avec a =

ce qui permet d’aboutir a :

B[l n (@77 > 1)] = 0? / F oo (@ [, 2, o) da

x>T



Finalement nous avons montré que :

E[uaf n(d"d >T)] =Cy / Fo (@, W |* 0®)da + b5 it / e (@, [ |*, 0®)da

xz>T x>T

0

E[@Z"n(@"7 >T)] =Cy / Fus (2112 0% da + i / Fuse(a, |72, 0?

z>T x2>T
e Démonstration de (169)
Pour les raisons évoquées lors de la démonstration de (168) ci dessus,
Vi,j 22, i# 75
E [uin N (71{7 > T)] =

Vi>2:
E [uiul N (71_]7 > T)] =0

‘ I
Pour i = 1, considérons le changement de variable u; = /ze/? et w;_; = > |u;]?. Alors :

E[n (@97 >T)] = / B Fr (o HfN i
LHEU>T
- ejQGBW%Re{\/ZeJ"m:I}
= / fXI_l(w1—170702) df dZdUJ]_l
2e 27
Z+UJ1_1ZT
_\_I_
72 2
= % / fra-r(wi- 1,00) 5 ( \/_|mul|>dzdw1_1
o
z4wr_1>T

car si my, = |my,|e¥ alors :

2 : 27
20 .= Re{v/zel'my, 2(0— " O—1p
/eﬂ ew= Refvzer'm }de_ew/eu ¥) 7 V2| | cos( >d9:6j2w12<2\/2|§%|>
[

27 27
0 0
Finalement :
E[n (@7 >T)] = 2 / =t /x 2[mu, |V (@ — >172d d
“ = =€ (02)! v o2 (I-2)! gl
xz>T 0
et on reconnait (165) avec a = ’m | ce qui permet d’aboutir a :
2 H 2 €_I+|:'ml|2 o Vv ' 2 |my |\/_
Blin @2 2m] = o [ S (L) g (Al o
ag Uy

xz2>T

- w2, / o (@ [ 2, 0%

x>T

' I
Pour i > 2, posons u; = \/ze/? et 0,1 = [u [P+ 3 |ui|* avec f (07_1) = fra=1(0r-1, |, |2, 02), alors :

=25

)dx

91



92

1
FE [UZQ N (7H7 Z T)] = / u%f/\fc(mnl,(fz) (ul) H fv/\[‘:(o’az) (u]) d7
THA>T J=2
2w s
e o2
- / fX£:1(5[—17|mu1|2’0'2) /ZWGJQQCZQ d2d51_1
Z+61_1ZT
= 0

Finalement nous avons montré que :

E [77T N (ﬁHﬁ Z T)] = mﬁm% / fxéj-z(x, ||m7||2,0'2)dl'
xz>T

0
E[Z77n (277 >T)] = memL / fope (o |21 0?)de
xz>T
Démonstrations : ||| = 0,1 > 2

Dans ce cas toutes les composantes sont centrées et M représentent une matrice unitaire quelconque, par exemple
Id; pour laquelle U=7 (Hﬁ = m? =0).

e Démonstration de (167)

Vi>LE[un (82 >T)=0=E[@n(Zi7 >T)] =0 == / Foe (@, |27, 0%)da
x>T
e Démonstration de (168)

Les calculs pour |u;|* et |ug]?,i > 2 sont identiques, par conséquent :

E [77]{ N (7H7 >T)] =Cy / frn(z, ||W7H2 0% dx
x>T
e Démonstration de (169)

Vi, j, E [uguj N (7}17 >T)|=0=FE [77T N (7H7 >T)|] =0 =m7m% / frre(z, ||m7||2 ,0%)dx

x>T

Démonstrations : [ =1
Dans ce cas x = uy = \/ze/, m, = |my| el?.
e Démonstration de (167)

24 |mag|? 2m 2 R T

e ez e{\/Ze- m,}
E[xﬂ<|a:|22T)} = / —Vz / 5 do| dz
o T
z>T 0
2tlmy|?
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e Démonstration de (168)

2 .
/ e_z+|;n:p[2 ﬂ'e:z_f Re{ﬁe]“m;}

E[\x|2m(|x]22T)] - > - do| dz
z>T 0
_z+|;m2 5
_ /@_;Zzo (M)dz
ag ag

z2>T
or Iy (z) = 27, (z) + I» (z) (158) par conséquent :
2 2 2 2
(B} L () (2
g g g

B ||

ce qui conduit finalement a :

Ellaf0 (jal? > T)| = o / Fe, (2 mal? %) dz + |mf? / Fee, (2 Imal? %) dz

2>T z>T
e Démonstration de (169)
o~ [T a2 Re{VEerm: }
E [xz N (\x|2 > T)] = / 52 / df| dz
o 2
z2>T 0

z4|ma|?

= (o) [ () m ()

22T
= w2 [ fyGlmaf 0%
z2>T

Démonstrations : (171) (172) (173)

NE

Elles se déduisent aisément des démonstrations (167) (168) (169) en remplagant respectivement /= par Trer

z z

2 Par e €L 2 par e lors du changement de variable initial.

H. Espérance incomplétes de Vecteurs Aléatoires Gaussiens Circulaires a composantes colorées

Soit 7 un vecteur aléatoire gaussien circulaire N, (my, C-) caractérisé par la d.d.p.
f (@) = e~(F—7i2)"C3! (T -wtz)
Ne(iz,C=) 1 |C+]

alors une extension immédiate des résultats de I’Annexe X-G-p87 s’écrit : VI > 1,Vn > 0 :

7

@rogmE | ETED

dx
_ H ~—1
x>T



E[(

Ea

THCT)®

7T

P|———
[(?Hc%l?)E

n(@"c}'7 >1)

n(@"c}'7 >1)

p[@ca > 1]

_ dx
x>T

x>T

_ d

x>T

:/fxéc(a:,m%cgm?,l)dx

x>T

dx
\/ETL
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XI. ANNEXES DETECTION-ESTIMATION

A. Complément sur la Borne de Cramer-Rao
Un estimateur sans biais vérifie (43), Vg + df, 6y — df € O
Ea, |9(60) ()] = g (60)
(S) 3 Eoyvan |9(00) ()] = g (69 + ab) (174)
Eg,—ao |9 (80) ()] = g (60 — db)

Pour la minimisation de EQMjy, [m], le systeme de 3 contraintes (S) est équivalent (transformation bijective,
cf. Annexe X-C-p83) a :

=g (B + db) — g (6)

=g (0o —db) — g (6o)

Supposons que f, (?) soit dérivable a gauche (%@) et a droite (af(;é? )> en 6y. Alors deux cas sont

possibles :

(@) etc_q (7) = Fonsan (F) ~Juy (%)

of, (?) est dérivable en 6, par conséquent les fonctions ¢ (7) = Jagan (¥ e
%o

)=/,
f90( )
sont asymptotiquement (df — 0) liées et (S’) se réduit asymptotiquement 2 :

Eo, [@(7) —g(fo)| =0
E@O {(m (?) —g (60)) alnf"()(?) — 8g(90)

00 00

()

conduisant a (35a-b) :

EQMy, [9(00)]

v
VR
&
g o
N—
S
o
IS
| — |
VR

[S5)

5
S
IJ|e

A
N~
no

2]

Ey, [<—alnf5(é(7)>2

ce qui est la forme classique de la borne de Cramer-Rao (55) lorsque f, (7) est dérivable en 6.

7)-f, (7
e f, (') n'est pas dérivable en , par conséquent les fonctions ¢; (7') = oo (F) oy (7) et ey () =

N S fo (T)
f"”‘“’J(c E;;"‘)( ) sont asymptotiquement (df —» 0) libres et (S’) devient asymptotiquement :

an {m (@) -9 <eo> =0

olnf, ( dg(0o
(8" Eo, ( (6o) ( 39+ = géo)

ol f, (7 dg(0,
Ey, (9 (6o) ) 90— = gée)




conduisant a :

(1 0 0 17!
0 T 0 B omf, (@))° LY (%) oy, (2) 0
EQM, [@] > dg(6,) 0o 90+ 0o 20+ 90~ dg(00)
0 - agzg‘)) ol f, () ol s, (7) omy, (7)) agzg“)
0 Eg, 96T 96~ Eoo |\ —a0=—
oms, (7))° oms, (7)) omf, (¥)omf, (T)
{89 (eo)r Ep, [(T) + Eo, a0+ 2E9, a0+ 0~

o omy, (7)) omy, (7)) o, () omy, (7)]°

0o 90~ Ep, 90+ Ep, 90+ 0~

ce qui est la forme non classique de la borne de Cramer-Rao lorsque f, (?) n’est pas dérivable en 6.

Dans les 2 cas, on obtient la plus grande borne inférieure (49) satisfaisant asymptotiquement (.5).

B. Complément sur les Bornes de Bhattacharyya

A titre d’exemple, considérons le cas P = 2 (N = 4). Par transformation bijective (cf. Annexe X-C-p83), le
systeme des NV + 1 contraintes initiales (5)

' Eg,+240 |9 (0o) (?)- = h (0o + 2d0) Ee()+2d9 (90)(?) 9(90)- = h(6y +2d0) — g (6o)
Egora0 |9 (80) ()] = h (69 + d6) Eguran |9(90) (T) = g (00)] = h (90 + d6) — g (8o)

() Eo 960 @) =hi00) 8 Ea,[900) ()~ g(60)] = h(80) ~ g (00)
g0 |9 (00) ()] = h (69 — db) Eoy—a0 |9 (60) () — g (80)| = h (6 — dB) — g (60)
Ey,—240 m (7{ = h (6o — 2d0) Ey, 240 9/(9\0) (T)—g (90). = h (0o — 2d0) — g (0o)

Ey, |(9(00) () = 9(60)) e2 ()] = vy = HOE2D2H0 LA 100

Eo, [ (900) () = 9.(00) ) 1 ()] = vy = L h00)
() 3 o, [(9000) () = 9(00) ) o ()] = vo = B (6) — g (6) (175)
Eo, [(9(00) (F) = 9 (60)) -1 (F)] = vy = Ll hgo=dt)
Ey, [(9(00) () = 9(00)) -5 (F)] = vy = MO0 d0) h(00)
o : ( 60+2d6 @ 6g+db £l 60 £l
C9 (7) = f (( ))(d;fjg)%()() )+f ( )
fao+ds fsg
e (T) = )
() =1
60 ) 6g—de £
oo ((d%)%’(?)( )@) (@)
fog—2a6 —2foq—ae +fo,
| 2 (T) = (d6)? o, ()

Par conséquent, la forme générale de la borne de Bhattacharyya d’ordre 2 pour les estimateurs sans biais est :

EQMs, [m} > dé}igoﬁc;—lﬁ, U =[v_g,,v9], Gij=Eyl[c;(@)e;i(T)], i,j€[-272] (176)
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et elle correspond (au sens de (47)) a la plus grande borne inférieure satisfaisant (65) pour P = 2. Cette limite
peut étre exprimée de maniere plus “compacte” si h () et f, (?) sont dérivables au second ordre en 6, et si

01, (%) 04, (F) 4
o GH 06 <f90 (7))‘
(égalité des dérivées a gauche et a droite) :

Ea, | (91001 ()~ 9 (00)) (o™ oty )| = o
(S") Ey, [(g/(g\o)(?) _g(g()))ﬁn () 1 _ on(8y)

Ey existe pour i,j € [—2,2]. En effet dans ce cas le systeéme (175) se réduit a

00 fﬁo (7) - 00
Ey, |(9(60) () — 9 (60)) | = R (80) — g (60)
ce qui n’est autre que ’expression de (63a-b) lorsque P = 2.

Comme nous ’avons détaillé précédemment dans le cas de la borne de Cramer-Rao (cf. Annexe XI-A-p95),
rappelons que plusieurs formes asymptotiques sont possibles pour (S’) suivant que les dérivées successives 2
gauche et a droite de h (¢) existent sans que h (#) soit pour autant dérivable.

C. Complément sur la borne de Barankin
On peut introduire un raffinement supplémentaire dans la forme “réduite” de la borne de Barankin :
—1 = —
EQMy, |9(00)| = 3g"R™'2g

en prenant pour I'un des points test 6. En effet, considérons [N +1 points test tels que {6, }; 17 = {00 }U{0n}; ny-
Dans ce cas (46)

1 ... ... 1
— 4 ... R
Ag=10,g(61) = g(00),---,9(On) —g(fp)] et R=| = Tbb 0 T

1 Rni ... RnnN

ce qui permet, par inversion par bloc (cf. Annexe X-D-p84), d’obtenir la formule suivante :
_— — -1 —
EQMy, [9(60)] > AgT [R' = TT7] " ag
R ... R
= / 1,1 1',N
ob Ag' =[g(01) —g(0o),....9(0n) —g(f)] et R'=| : :
RN71 - RN,N

qui présente I’intérét d’étre d’une complexité réduite (inversion matrice (N, N) au lieu de (N + 1, N + 1)) pour
une borne inférieure identique.

D. Complément sur les estimateurs efficaces

Nous nous plagons danslg cadre défini par la section §III-L-p35 : la d.d.p. des observations 7 e dépend
d’un vecteur de parametres 6 : fﬁ (7) Rappelons que nous considérons le probleéme de I’estimation d’un vecteur

— . N . —
7 6 |, dont les composantes sont des fonctions du vecteur de parametres inconnus ¢ . Dans ce cas, nous avons
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/:
établi (cf. §III-L-p35) que I'estimateur efficace (dont ’EQM coincide avec la Borne de Cramer-Rao) ? (90)
opt

—
de 7 (90> est la solution du probleme de minimisation :

—

N 2 0 T
min Z MU (T) s0us G (U s yys @ prey) = Eg [_c)[l_mﬁf’;m] = | [o7 (@) 1l =v am
n=1 0 Yl

- 1
Uy =97 (@) =Tz Cp= < oln 2 (7) ) , {9 (@) [ h (D) =By g (T) h(T)]

Pour simplifier les écritures, posons :
Uy (T) = up (F), W

ce qui permet de réécrire (177) sous la forme suivante :

=U(T), Cym=7(T)

[1.N]

oT
win{| X2 (@), | sous G (2.2) = B, [ () 7 ()] - [ay?x)r v
57

laquelle est équivalente a :

min{HYw mH;} sous G (7, 7) X = VX < min { |37 @)

2

probléme admettant pour solution (34-b) :
T
~NT —T = - - N 1 0

soit :

N7 (T)= NTVIG (2, 7) 2 (7)o T (7)=VIG (T, ) 2 (7),

solution qui conduit finalement a :

R
7 () =?(0_5)0pt (@) -9 (f) = {%'9%)] F(?o)laln—g‘%@ (178)

et se réduit dans le cas de I’estimation d’une seule fonction dépendante d’un seul parametre a :

T () — g 6) = 896(990) . (160) alng%(?)
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E. Complément sur les Bornes d’estimation conditionnées par un événement clairvoyant

En reprenant les notations développées §V-C.2-p51, la forme “classique” de la borne de Cramer-Rao pour les
estimateurs localement sans biais correspond a la satisfaction des contraintes (U, 40 = Dy, U Dy, +dp) :

/ (m (7) -9 (00)) H'Dy(, (7) fgo (? | Deu) d? =0

Uy .ae
()
3 fog+ae ?'Da() a6
| (600 @) =g 00) T, () RslZmssd @ D) 4 = g 80+ d8) =g (60)
Ugy,ae
(179)
conduisant a (propriété de convergence (125) et lemme de minimisation (35a-b)) :
T -1
— 0 G, (6g+db) 0
EQM, > li _ 180
[39(00)]2
a0
= . 2, (00+d0)
lim U—deg—
df6—0
ol :
Gu=1 Gun= /feo+d0 (T | Dgytan) 7
Doy+a6MNDa
G, (6g+df) = o 0 21D 2
Go1 =G Gy = /fg(]Jr];:,((?ll;:[,Jr)dﬁ) a7
Doy +ao
2
7| D 2
2, (00 +df) = Joorao ( ?‘ k)" o /fgoerg (7 | Dgyrag) A7 (182)
fo, (2 | Dy,)
Doy +ao Dyy+asNDe,

ce qui est la forme (126a-b) de la Borne de Cramer-Rao introduite §V-B-p49.

Posons :

. (fo (7' | Do) — fo, (T | Do)’
wey (6) = / fo. (2 | Dy,) a7

B fo (@ | Dy)?
w@ = | Dy !

Do

v, (6) = / foo (7 | Do) dT — 1
Dsy

6,0 = 1-| [ 0@ |D)az
DDy,
On vérifie alors que :
- 2, (00 +dO) = u, (0o +db) +1t, (0o +db),
- w,, (0) = u,, (0) +v,, (6),
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- w,, (o) = u, (0o) =v, (6o) =t, (6o) =0,
- sous des conditions assez générales, w, (0), u, (¢), v, (¢) sont deux fois dérivables au voisinage de 6,
- w, () est une fonction du 274 ordre au voisinage de g (elle est minimale en fj),

- v, (0) est une fonction du 1°" ordre au voisinage de 0y (v, (¢) n’a aucune raison d’étre extrémale pour ¢ = 6,
V0o € ©, sauf si Dy, = D est un événement observable),

par conséquent u, (¢) est une fonction du 1¢ ordre au voisinage de 6.

De plus, la fonction Lo, (f) est minimale en 6y, donc si elle est dérivable, sa dérivée est nulle, sinon elle n’est
dérivable qu’a gauche et a droite.

Ainsi, dans tous les cas, z, (f) est une fonction du 1" ordre au voisinage de 6o vérifiant :

1 de

————=lim— =0
0 ((90+d6') d0—=0 z‘*n (6[]+d0)
2 do

. z
lim
d9—0
ce qui traduit que (sous des conditions assez générales) la Borne de Cramer-Rao conditionnée par un evénement
clairvoyant est nulle.

Par contre si Dy, = D est observable, alors v, (0) =t, (0) =0 et z, (0) = u, () = w, (0) est du second
ordre, aboutissant a2 une Borne de Cramer-Rao non triviale.

Cette analyse est généralisable aux bornes de Bhattacharyya d’ordre fini pour lesquelles la propriété de convergence
(125) s’applique également. Elles correspondent alors a la prise en compte de contraintes additionnelles du type :

/ (9/(03 (T)—g (90)> D4, 4 a0 (Z) foo+pdo (T | Doyipae) AT = g (60 + pdf) — g (6o)

Uo .o

oll Zx[gmdg =Dy, UDg,+q9 U ... U D61,+pd0 U...

A titre d’exemple, considérons le cas particulier de ’ordre 2, pour lequel les contraintes localement sans biais
deviennent (Uy, 49 = Dy, U Dgytap U Doy+24p) :

;

/ (m (?) -9 (90)) H'De(, (?) f90 (7 | DG()) d? =0
Uy .a0
)] [ (000 (@) =000 T (7) LR fy (@ | Dy, 07 = (60 + ) = g 60)
Us.a6
[ (S0~ 000) T, () P, (D) a3 = (00 + 208) = 0)
\ Usy.a0

Par transformation bijective (cf. Annexe X-C-p83) le systeme (.S) est équivalent a :

[ (500 @) =9 00)) o (@) 4o, (7| Du,) 7 =0

Uy . a6
(9000) (@) = 9(00)) e1 () fo, (| Da,) d = LG

Usy.a0

(9000) (@) = 9.(00)) 2 () fo, (T | Dy,) dT = L2 20(0,10) 9(0)

\ Usg.a0
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9

co () =Tp,, ()
_ Hf’eo+(w (?)f"(ﬂ-dﬁ (?|D9()+49)_H‘Deo (?)fﬁo (?"D"o)
(@0)Fo, (7151,
HD90+2da (?)fﬂo‘”‘“’ (7|D"0+24")_2HD30+(M (?)f"o“" (7|’D‘fu+dﬂ)‘*‘HD(;0 (?)fﬂo (?‘Dﬂo)

lim

C1 (7) =
C2 (7) = (d@)zfeo (?|D60)
ce qui conduit a (propriété de convergence (125) et lemme de minimisation (35a-b)) :
o\ 0
EQMy, |g(60)| > lim | 2% | G, (g +dp)~" | 250
[ ( 0 ] df—0 829(900) ( 0 ) 82_((]3(000)
0260 026
ol :
Gu=1 Gu=[ & (@)er(@) 1o, (7| Do) a7 Gua= [ (F)ca(F) fo, (7 | D) 4T
Z/{y()A,m I/{SO\JU
G, (0+do) = | G1=Cr2 Gn=[a (T)e1 (T) fo, (T | Dy,) dT G23=/ c1 (T) o (T) fo, (T | Dy,) d 7
Usyy.a6 U .a0
Gs31=Gi3 G30= Ga23 Gsz= [ 2 (?) c2 (?) ft‘)o (? | Deo) d?
L Ug.a6
soit encore (apreés inversion par bloc, cf. Annexe X-D-p84) :
. Gs3—Gi3  G1aGi3 — G
99(00) G12G13 — Gz Gy — Gy _agggo)
00 (GoaGlag — G3y) — (Gaa G2y + G33G2y — 2G12Gl13Glag) \ LL00)
(184)

0 9
] Z ( 829&())
020

EQMj, |9 (60)

2fy (7| D

dfo (T | Da)}
o, 2

Pour analyser la limite (184), considérons le développement limité suivant :
kdf)?
, (kdo)

Fovinas (T | Dayssan) = fou (3| Do) + (k) [
dfe (7| Do)

lequel conduit a :
00 ] 9,

Foorkdo (T | Doy sran) foor1ao (T | Doy y1an) = fa, (T | Do) + d6 (k +1) fo, (T | Dy,) [
([8f0 (7| Da)} )2} + o3 (d6?)
0o

k2 412\ [9%fy (7 | Dy) ki
) [ ]90 " 0 (3 1 Day) a0

+ d92f90 (? | D, ) { ( D) 026

ce qui, par intégration, permet d’aboutir a :

/ Jortrds (T | Doy ias) fovstao (T | Doyuao) s _ /fau (7 | Dg,) d T +d6 (k + l)/ [M] 47

fo, (2 | Dy,) - .

Deoy+1aeMNDey+1a6 Deoy+1a6MNDeoy+1a6 Doy+rae Doy t1a6
2
k2 + 12\ [9%f, (? | Dy) kl afs (? | Dy)
2 dz 2
+d9/{< 2 )[ 920 L(]Jrf(,(,(?mao) [ 90 LO + 0 (d6?)

Deoy+ra6MNDeoy+1a6
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soit, au 1" ordre, a :

foorkao (T | Do,y kao) foov1a0 (7 | Doy+1a0) = ¢ _ /fo(, (7 | Do) dT —1+ (185)
fo, (7 | Dy,)
Deoy+ra6NDey+1a6 Doy+rasMDo+1a6
de (k+l)/ {W} A7 + o (d6)
0o

Doy +1a6MNDeoy+i1a6

Considérons maintenant la fonction :

/f00 (?) d?
g60 (k’l7d9) = /fao (? | DOO d? —1= Dog+ra6MDog+1a6 1
Doy +raoNDeg+1a6 /f90
D"n

€o (k,l,df) vérifie &o (k,1,0) = 0 mais n’a aucune raison d’étre extrémale pour 6 = 0y, V6, € O (sauf en des
valeurs particulieres de 6y € © ou si Dy, = D est un événement observable, cas pour lequel &, (k,1,d0) = 0).

Par conséquent £, (k,1,df) est du 1" ordre (sauf en des valeurs particulieres de 6y € ©), ce qui implique que
I’expression (185) est également du 1¢" ordre (sauf en des valeurs particuliéres de 6y € ©).

On en déduit que dans la limite (184) :

Gio =
G12 ~ gf Gi33 — G%:& G12G13 — Gag
137 g G1oGis — Gog  Gag — G2
lim { G~ % = lim g = lim adf = 0
df—0 Glog ~ 3_5% d0—0 (G22G33 — G23) — (G22G13 + G33G12 — 2G12G13G23) df—0
G33 ~ g—;%

ce qui traduit que (sous des conditions assez générales) la Borne de Bhattacharyya d’ordre 2 (184) conditionnée
par un evénement clairvoyant est nulle.
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XII. ANNEXES ECARTOMETRIE MONOPULSE

A. Calcul de P (D), E[F| D), E ||7|* | D}, E [7* | D] lors d’observations multiples lorsque la loi de fluctuation
d’amplitude est inconnue et D =

LSS > T}.

Rappelons que les I observations sont indépendantes et que le bruit additif (77;) est blanc temporellement et
éventuellement corrélé spatialement :

77; = ( Ei_ ) = ﬁz? + ﬁiv ﬁz = 39y, ? = (17T)T7 r= g_A

A; gs
K

a) = (alv"'aaf)a ﬁ:(ﬁl)'-.aﬁl)v U%:—:LQEPO%

I
i — Zl,,EI,Al,,AI) — i\ ,A
(

(V-ip) o5 (V-uiy)

e —
I (79 .Co) (7) - a1 ‘C‘—;‘ N (Fiz 2. C2%) (A | §> In.(7ig.cz) <§>
| Cnld; Cyoddg _ mg _ ?
“v = [ Clold Cypldy ] Biae ( niz ) - < i )
Cn = U% Ci2
C = C5, Cy = 022 =Ca

ag = Ma+ o2 (S-mg) = 28+7, 7 -tz - ity
Cl

_ 2 2 _ I~
CX|§ = UX|§IdI’ UX|§_011

P g%’ D= {315 >T}

Pour simplifier les écritures nous conviendrons que :

N (3.Cx3) (X | f) =/ (K | 3)’ TN (7,0) (§> =/ (3)

e Calcul de P (D)

2
,aé)dt

ro) = [ £(E)dE= [ rut

Bl =

|

(170) = / P (8, 10%, 0%)dt

t>T

o Calcul de E[7| D]
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senn = [ [ S @1%)a]r(3) a2
|=] 2
- [ SRR ()
|=] 2 B,
H *
- | mzlirdEE)s
|=] 2
B H
E[FnD] = gip(p) / %f@)di =
=] =
B H
171) = g—%P(DH mg/fxéjl(t,WQQ,a%)j;] =
t>T
- Gr e [ el T

e Calcul de F [\?F | D]

plpenn] = f {/Wzﬂmf(zf)dz_f@)ds

avece |

‘QHW ﬁ‘ Cl?

Cagus S -

Ci

(B72) 4+ FHEIF 4 2Re {§H7012 } SEb|
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par conséquent :

O
B[ nD| = ok« /’ f( )dg

F?HZXF 5| ">r
+7H / _é§%§7f<§)d§ 7+2Re{ /‘ §§§f(§)d§ 723}
_Hi*lfﬂ“( ) IS]fFer
(=
Bhex < [ ]
ggZT t>T
m/ Wf( )= = / Oggntt [t o) + Ay it [ o3
[ et () = s [rolaf
H§”22T ST
donc

porsoyy [ utefiel o ot t [ fgee]f o

t>T t>T

lﬂﬁmﬂ:%%

&t c dt
‘7Hm§‘/if* sl oz *”“{m%7gﬁ}u/f¢r@\m§Haﬁﬂy
t>T ST
Finalement :
~ Cr 2 C dt 0'2 C* 2 dt
E [|7"|2 | D] = C—ﬁ + % / fxgc(t,fo%,U%)— + %IU% r— C—i / fxéfl(t’IU%’U%)t_Q
t>T 5T

t

r —

Cll

+P%K”%

/f+ tlaﬁogd

t>T

Io2
3 Cly\ Cri2 dt
rme{ (=) & [ i

e Calcul de E [7? | D]
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E[*nD] = / {/i’;ﬁﬁgﬁ (21 5)dx | f(T)as
[=]">r
- SRR (R1%)aE] s (B) aF
[=]">r
§>H g
- ek g g (5) 45
|=]">r

avece |

(Stxe) = (S280E 1 07) = (G) (278) 4+ 775057 428y vy

par conséquent :

E[?QQD]:<S_E>2 / f<§>d§ _|_ﬁT / ;}g 2f(§>d§ ?
fsifor s (5)
o (R)as| =l
SO e
|=[">7
or : SBT
dg mgm f ‘mgH og
3”[>T (SHS) t>/T \[
donc :
E[?%D]:(E—E)QP(D)JF /f 142 ‘W{SH ag dt+2ﬁ{ Vgi /fxéjl(t,ngHQ,a%)%
Finalement :

ey ) dt
E[r |D]—<Cn) + P D) < Cn) /f tlaﬁag

t>T

t

Io?2
g CTy C12 d
+P(D)2<r C’11> 011 /f tlag 03
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B. Calcul de P (D), E[r| D), E [|?|2 | D}, E [#? | D] lors d’observations multiples lorsque la loi de fluctuation
d’amplitude de type Swerling 3-4 et D = {§H§ > T}

Rappelons que les I observations sont indépendantes et que le bruit additif (77;) est blanc temporellement et
éventuellement corrélé spatialement :

7@’ = < il > = Bz? + ﬁia Bz = 49y, ? = (I’T)Ta r= g_Aa ? = (gzng)T
7 gz

a) = (041,---,041)7 ?:(/817"'7IBI>’ U%ZE[’/Bz‘Q] :|92|2U§, UizE[’ai‘Q]

Po= %%, D:{fHE?ZT}

. e~ MHCHT,
Tn(@ea) M) = ey
4|ai]2 —2|';1'|2 i, dp; =2 1
floa) = We o, oy = el f(xl)_(o_g)Qe oy f(@i)—%

1) Calcul de f (0;):
Pour simplifier les écritures nous poserons Vi=V,a;=aeto?= % Alors :

ol? 6521— []a\2+02(7—a?)HC%l(7—a7)]
1= [ 1@y (5.0, (F—aTda= [ 12 da

(02)? w2 |C3|

or
A = o+ (¥ —ag)" CZH (T - a7)

= PVICHV +[af 1+ 0*FHCT ) —20°Re {THCH' G0}

27HC;17 2 0271{(}—17 2
_ 27Hc 1T 4 (1 2 H (-1 ¢ 7 _ 7
7 7 U+ (e CHT) o 1+02gHC g 1+02gHClg
2 7HC—17‘2 027}10;17 2
_ 2| wHEelT - g ‘ I 1 22 H (-1 _ 7
7 i 1+02gHC g +(1+0"77CTT) fa 1+02gHC g
2colggHe! 2 gHC Y 2
4 = 2pH o 794 (1+ o] _ i
PN - egmey | LU TICRT) e e
027HC%17 ?

= FZPICTT + (1+ 077 CY)

a

1+ 027HC%17
~ 2 ~
C = C7+0277H =C3 + 02—0‘77}1, ‘C‘ = |C+]| (1 + 027HC%>17)

par conséquent :

2

do

—THET 2 _iseyfietigl, 27MGY

() = / - 5€ e HATCT
7 |Cy| 7 (02)

|2 _1+027Hc%17 ”27HCT—’)17 2

_TWHC-1Y
e © / o P TS da
= 2.2 (C 271{0*17 2
otn? |Gl (1 +0 7 9) W(1+a2 UHC%I )

e

2

e o2 ) oghctvy
22 ‘6‘ 1+027HC%}7 1+027HC%}7
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et :
= ! o*|g"cs ]
2 ‘a‘ 1+o02gHC g 1+027Hc -7
Or :
g —s
14+ o2gHC

Finalement :

ray = 1 ro? |7 ey (186)

o
2 |(~3‘ 1+02gHC g
- 2
C = Cp+297"  Cy=Cp+aigq”
2) Calcul de f (7)
Lorsque I observations indépendantes sont disponibles, alors la d.d.p. de
T
V= (S S AL AT = (ST,XT)
est donnée par (186) :
(7) =2 (B3) =TT (gt s Bfreaf ) o= T
1(V)=rzz (%)= = 2 T+ foe=Twricy
R }_[1 =le| \1+57@icla 2 2
(187)

3) Changement de variable, calcul du jacobien:

La forme (187) de f (7) ne permet pas d’appliquer le schéma de calcul précédent (cf. Annexe XII-A-p103)

reposant sur les propriétés des variables aléatoires gaussiennes. Néanmoins une méthode alternative basée sur le
méme principe consiste a décomposer f (7) sous la forme d’un produit de polynémes et de d.d.p. gaussiennes
pour se ramener au calcul de moments de variables aléatoires gaussiennes. Pour cela, il suffit de considérer le

changement
de variable :
DAY

(0= S Wi

Le jacobien de la transformation s’écrit alors :

oSS ATAT) [ RS S, R 4jA]
2z (U W) = R = = - S
( W] U T, ) =U, +jU;, W =W, +jW;
o <A (W/HW/> Uivi s, —W~>
7 |Wzl27 7 7 o
Or :
Id] 0 8<ET7EJ>T> ~r
D) _ | 0 M a(wrwe)” S
JQ,X( ’W> - 0 0 8<ET7E;T> - aET QET
0 0 3((7,?T7[7>J_T)T ou;  oU;
_|oarr||oar oA (9,7 oA} [72, p. 21]
ou, || o,  oU, \ ou, v, ’

(188)
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avec :
NG — L FINCUN B
— =W 0 0 = =W 0 0
oU, 0 o Re(w: oU; 0 g —m{wi}
(Wi ? W ?
Im{W,} Re{W1}
ONT | M ! ! AT Wil ! !
—-=WIw | 0 |, T =TEW| 0
U, 0 0 Im{W;} an 0 0 Re{Wr}
[Wr| (W]
Finalement :

‘ mewy 0 0 )
s (T =) (1) 5T
=1 ‘ 0 0 Re{lVVI} =t

4) Changement de variable, expression de la d.d.p.:
Les calculs précédents conduisent donc a :
2
T I (f;)H f;))
F(ET)=tsz (T 8= QHS( Lo ) A
3 A El ZI E |Zi|2
ce qui peut étre décomposé sous la forme :

(3 7) Fu (7 e3) (3) (i) (ﬁ) B (ﬁf) (189)

ou :

C 2 000 ~ 50
o = ‘iﬁl 0 .0 |, mY= Clzﬁl :
Cll H 0 0 |21|2 Cll H |2]|2
1
B(ﬁ,i) — TI* (U,,f)
=1
2 C 2 |2
o U_a 2u . eq |Ei|
b (qu) = h+ D) |k’2’ 511 (Ceq) (Ul mUi)-I-nﬁ
i

— k ~_ kl 612 : 1
7 = <92>:g?7 k:( 1>:C177 n=\{-—+—=— s h = 3
9 B ko ka ' Oy 1+%gHCcly

L’idée directrice est d’utiliser le changement de variable défini ci-dessus pour traduire les calculs d’espérances
conditionnelles en calculs d’espérances de polyndmes de variables aléatoires complexes circulaires gaussiennes. En

effet, quelle que soit la fonction s (ﬁ), d’apres (189) :

E| // )dfdﬁ /E (ﬁ 3)} V(T c5) @) 43 (190)

Pp
[Z] > [=] >
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B 3)] = ()5 (03] h gy ()

Afin de pouvoir utiliser les résultats disponibles pour les variables aléatoires complexes circulaires gaussiennes
centrées [21], il est judicieux de considérer la fonction s (ﬁ) définie par :

s(ﬁ):ZRe{Ui—m%}:Re{?}—Re{%} (192)
=1

11

ol :

-W; = U;—my}! sont des variables aléatoires complexes circulaires gaussiennes centrées de d.d.p. f v (6’ CC,,) (W) ,
k] c ) ﬁ

B (U, %) =p(W.%) :i]ﬁlbi (W), b (Wi ) =h+ % hal? |C|( o Wi+ n Bl [

car alors :

E(Re{f}|D) = E's

/N

ﬁ)whm{%}
(7)17]
~ £|s(B)'19] - £ [s(T) 17

5) Espérance Conditionnelle, formulation intermédiaire :

Var (Re{r} | D) = Var

—
V)

D’apres (190), pour obtenir F [s (ﬁ) | D], nous devons commencer par évaluer [s (7) B (527 S)]

s[(T)5(2.3)] = gE[Re{Ui_mgg}b,.(Ui,ff)]HE{bj %))

— S [re v it} (0 fﬂﬁ g gﬁ

ou :

E[bi (U?)] - éiHJr%%% (193)

[ (7.5)] - T2 o (%)) (104

C\ =2

MEj

(195)

E[Re {U; —mif} br (U, 5)] = 2 |1<;| ’

égalités obtenues a partir des identités suivantes :

‘<U ) +"%Z_|?f = [Wil* + |n? (%) +2Re {Win''} 2 bk
E[Wz] =0 s [WZ] =V, [WiQWZH] =0, [|W| ] = UW = 0‘%]

2 |C 2 ) 2
ht % ko L'—a—u, ik = (122
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Finalement :

o) ¥ pe[B (0.5 o6
”)Zf\ B[ (0 9)

oo ()0 (3)) - (e

6) Variance Conditionnelle, formulation intermédiaire :

2 2
Drapres (190), pour obtenir £ [s (H}) | D], nous devons commencer par évaluer £ {s (ﬁ) B (ﬁ, 3)} Or
(192) :

1
s (ﬁ)Q => Re{W;}* +2> Re{W;} Re {W;}
i=1 1<j

ce qui permet de décomposer le calcul de [s (ﬁ)Q B (ﬁ, f)} en 2 composantes :
. W _ 9, 7% E 1
E[Re {Wi}* B (W?)] -Lp B (Ui’)] {1 + 22 ko A 3)] }

L 2 o C EPErE[E(TE
E[Re{Wi}Re{Wj}B(W,S)} - (2k2 alRe{n}) H§H4E[m (Ulf[)]l(?[b] (23)}

égalités obtenues a partir de (195) et des identités suivantes :

E :Re {wi}? Wz] =0, E [Re {WZ}Q} = F [Im{Wl}Q] _ i

E :Re{Wi}A‘] —3E [Re{Wi}2]27 E [Re{Wi}%m{Wi}ﬂ [Re{W} ]E [Im{Wi}ﬂ

£ [Re (W2, (W2 2)] = (4 G pnkaf? [57) 72 ( 155 %L)[ <2> +TT]

Finalement :

5[+ (0)" 2 (7.5)] - | 237 =)] | oaimar (E)%E[ (7-5)] s

S &) R E)

|
(sl g 2 C5)
(e o) Sl )

Q
Q

/N

7) Espérance et Variance Conditionnelles, formules analytiques :

En reportant (196) dans (190) nous parvenons a :

B[ (ﬁ) 2] - ( % |2 ‘ ‘ e{n}) Z/‘\E \2 E (ﬁf)} Tn(.cz) <§>d§>

[E)=r
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Or :

1) e (3) ] 2(02) gy (O 7 = o) (9)2[0(2.2)

par conséquent :

o2 ) C U 2
E[s (ﬁ) \D] - (2@1@ Cﬂ’Re{n}) S E ‘E’;‘QE[@ <;§>] D (198)

=1

De la méme facon (197) devient :

o lel, ]
E[s (ﬁ) |D] 2011 H§H2|

o2 |ky|? (Cj) S E =4 | D
S Aa) B R @)

2

,2 ‘a‘ 2 il 155
+( o |C—HRe{n} ;E HSH“E[b@(Uzg)] [ (Ujj)] (199)

Enfin, pour calculer les espérances conditionnelles restantes, nous avons procédé de la facon suivante :

1) Reformulation des espérances conditionnelles en fonction des espérances des variables aléatoires wy, xy et yj
définies par :

I = =
— 15 = D { I {momte
=1

rp=wr1+tu, 1227 | yy=wro+tur—1+u;, I>3

Sz s S
avec f (z) = 21 (1 + % |g521|1 Z¢> ;o f () =

Cn Cn Cu
Alors :
1 1 T fwn) 1 e
P’D = ff wr dOJ]; E HBHZ |D = ﬁjjj Y dUJ[ ; E H§H4 |D = gj‘[ (wI)ZdCLJ[
et
| L | 1 ff(w) b [ 5] |
E s | D| = —= Cdrr + =—F s D
B 7] = me L + AE |R T )
1 _ 1 T ) b op| DA
E _”3“4 |D_ - P‘Déll/][ (551)2 dl‘[ + 611E [H§||4E[b (U g)] | D
-# | o Freng, 1 % DA
Pl P| = men | e~ ooy L wor o + EGSIEOCE)
avec b = % gC -1
2) Calcul de f (wy), f (xr) et f (yr). Par récurrence, on montre que :

flwr) = 5bfi1 7P (wr), IT21



@

C
1
Y

f(zp) = (5111),(651%621—1 (xr), I>1

I
C11

=1 ¢ Hy_ I1>2
f (yl) (Cll)l (011)1_2 I 2 (yI) i —

avece |

Pr(t)=Qr-1(t) +bH;_1 (t) = [ éopgntm} -1

—

Qi (1) = [ Pr (=) dz = S| ¢ e Q) =1

0 m=0

Hy(t) = ftQ, (2)dz = [ZI; h}"tm] tItlet Hy(t) =t
0

m=0

3) Reformulation des espérances conditionnelles en fonction de P (¢), Q; (t) et Hy (t) :

Pp= e Tn t)dt
D %)(C“)u 1()

1 o “En Pi(t)
E ||E’H2 |D] T P (6511)2’ i dt

:P}_D:f T Hia) g

[ oo -t t [z
1 DAEDAE _ 1 e 11 1
PRI ) et 5] ”] =7 | G <0f h Hi-z (u) d“} d2> at

o0
4) Finalisation des calculs grace a I'identité : [ t!e~'dt = e T Ile; (T), 1 >0
T
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C. Calcul de P (D), E[F| D), E ||F* | D], E [#? | D] lors d’observations multiples lorsque la loi de fluctuation
SIENE Uh St

d’amplitude est inconnue et D =

Rappelons que les I observations sont indépendantes et que le bruit additif (77;) est blanc temporellement et
non corrélé spatialement :

v, = (Ei>zﬂi7+ﬁ>i, Bi = aigs, 7:(1,7“)T, r=94
Ai g%
I H2
@ = (a0, B=GuB), o =1l =jgsPel
Vo= (21,...,21,A1,...,A1)T:( )

e~ (V=7v) 05! (Vo)

2l ’CT}’ = (20 C2p2) (K | 3) Ix(7s.C5) (§>

o = [T e e (52)-(5)

N —
w(zoas) (B1E) = feaon (B): Mzm=mz Oxg=cigldn oig=ok

L RS U S

Pour simplifier les écritures nous conviendrons que :

Pt s (B 1) =1 (81). S () =4 (5)

e Calcul de P (D)
1) Calcul général :

P(D) = / /f(X\f)dX f(i)df
[E17z0 [IZ]] zmase (][] )

(170) = / / Fo (@

20 | ezmax(r[=10)

% g)dx f (3) di

(170) / / Fu( @) | Lo [T o
t>0 x>max(T— tO
P(D) = / / Fu (o 7 * o) dadt

x+t>T

= // f (@ IJE,|T| fx (t, IU? 0‘3 )dxdt

c+t>T



: 2 _ 2 _ 92 .
2) Calcul direct si 04 =0x =05

2

b= SIS+ AIK = 7H7 est une loi du X, “complexe” a 21 degrés de liberté de d.d.p. f,: (1, HmV H o2) =
H?H |7 ||”, 02;). Par conséquent :

- / et To% [T %)t

t>T
e Calcul de E[7| D]

E[FnD] = / /%H—% (AE?) <§)d§)
[F1720 LRI 2mex(z- 2] 0)
- [ 2L E )R | (E)E
[Z]">0 B[ zmas(r-[[<]"0)
167) = / % e /f s HFZ @H 0% ) d f(f) is
[=]">0 | ezmax(1-[[F]0)
H
EFND] = /fxézrl(:l:,HmK|§H2,02X|§) /%f(i)di g g
@20 _HE)HQZmax(T—:Jc,O)
H
(171 = >/0f e IE'H mg/fxéjl(t,ngH2’a%)% g g
x t>max(T—z,0)
f J_rl(t, m 2,02)
— |§> /f I+1 ‘m EH O'K|§ 2 H tSH b dxdt
c+t>T
7| D] = / [ funteda i o) == (t’f%’aé)dxdt

a:+t>T

o Calcul de F [m? | D]
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plrenn] - [ |[EEEETE (3 )0 (3) e

e [ (57F)
[EEEE
[ S |3 (31R)aE | e (3) o
EEI SRR

or d’apres (168) :

[ 325 (R12) R = [ogmign [y o) + Mg hoe [dyg] ok o
| B zmax (7] 2] 0) ozmax(7-[Z]"0)

donc :

|7"| ﬂD —a—>|§>/f I+ Hm IE»H JKE» |:/ﬁf g

||§H >max(T—1,0)

bl
R o i (%)

x>0

3 s gdx

5 2mastr o
or :

[5f C)E = [ree[ms] T

H§H2ZmaX(T—x70) t>max(T—z,0)

/%f (%)ds = /[Cffxéjl(l’,ngu27a%)—i—mfm%fxgcﬂ(x,HHBHQ,U%)]% (cf. (172)
( ! ) t>max(T—z,0)

Hgszmax(T—m,O)

Finalement :

|7"| ﬂD —a—>|§> //f I+1 Hm |§H 02'3 ,(t H ,?H O%)d:pdt

c+t>T

m
NN T ) o L P HtfH A

r+t>T

At ’ o)
N ey L th;H D

z+t>T




et:

E[i# ] = ﬁ {a‘g

f 1. (t,IJ%,O'%)

// fxéj-1<$,10'2ﬁ|7'|2,0'2z>) ! ; dxdt
a+t>T
111 (t, Io%,, o2
+ |r]? (IO’%) 023 // fxéjz(x,lo%|r|2,a%)fxzc ! ;? E>)dxalt
a+t>T
+2(t, Io%,, 02%,)
—|-|7"| IJ!TJ( I+2 SL'IO'ﬁM' ,J—> tQﬁ B dxdt}
e Calcul de E 7| D]
pion) = [ | (R 9) 3 () a8
el [ 5)
L [[3[ zmax(r=[[Z]0)
_ / E;H / ARTy A|§ dx %f(?) bS|
[Z] >0 5] 2ma X( =] 0)
S| Sk
(169) = / % /FZ L s har @HQ,O—QK@)@ STl (EJ’) as
[Z] >0 [zzmax(7-[[£]0)
i ST
E[PND] = x>/0f I+2 ||FZ @zH UZ@ /(g g) (§> as maﬁdm
| [ zmr—eo
(173) = /f 142 ||m @H Uzﬁ mgm /f 142 ng” 03 m—>|§>d:1:
2>0 i t>max(T—a,0)
foe(ts || Pz || o)
- () ] nlisal L
a+t>T
Finalement :
A2|D //f 42 (2, 102 |7’|2 2 o (t’;a%’gé)dx

z4+t>T
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D. Calcul de P (D), E[r| D), E [|?"\|2 | D], E [#% | D] lors d’observations multiples lorsque la loi de fluctuation
=
d’amplitude est une loi de Rayleigh et D = {SHS + AHA > T}.

Rappelons que les I observations sont indépendantes et que le bruit additif (77;) est blanc temporellement et
éventuellement corrélé spatialement :

71’ = ( il ) = 51? + ﬁia Bi = 59y, ? = (17T)Ta r= g—A
i g%

(S S AL AT = (iT,KT)T

ol

=
I

—?H0517 N
ch(ﬁ,Cv) (7> DY PO R A PRCR (A | 3) fM(ﬁ,Ca) <§>>

20 ’07’
CrId; Copld;
c - [ Cii = U% Ci2

=Cy =277 +C
Ty 022=02£> V. =98 +&w

1Cl
X = Chy

Ciy
mﬁg = C’Hg C—>|§—U—>|§>Idlv

I3 o (R RR 1)

Afin de simplifier les écritures nous conviendrons que :

TN (igz.Cx12) (K | S) =/ (K | 3)’ In. (7ig.c3) (§> =/ (§>

Pour faire les calculs, on applique I’approche développée Annexe X-G-pX-G pour le changement de variable :
H
uy = M4 & W =M7 avec MM = MM* = 1d,,

_ w7

~ " . . . . . . . " .
lorsque A est conditionné par 3 Alors U est un vecteur aléatoire gaussien circulaire de dimension I conditionné
également par X et il vérifie :

) T

— H —
<l

_ H o2 2
Cmg = M C—>‘§>M 7|§>Id1, 07@ O'—>|§> Oy

THT = (MA) MA = AAMIMA = AHX




D’apres I’ Annexe X-G-p87 :

13 (305 ) z«f] _ Eun(@2 1) ]

= mulﬁ/fxifl(x’Hmﬁ|§H2’U2ﬁ|§)da"
2ST

; 5‘? f(37F 5 7) i] = a1 F]
= Gili’/fxéi”(x’HmmiHQ’UQmE’)dx
>T
o L (VIR e R
a>T
E ng N (XHZ*ZT) 3] =m’ 5 / fxéj—z(m,Hm7|§H27027‘§>)d1‘
«>T

e Calcul de P (D)

P(D) = / /f(X|§)dX
[E170 [IZ] zmae (][] 0)

7 (3) is

170) = / /fX ]m@H 0% )da f(i) is
[Z20 | wzmax(r-[Z]"0)
[ ] [re IR ok ae] o (5) 0%
[Z]">0 {azmax(r —H§||2 )
(170) = /[/fx w)dr| fu( ngHQ’U%)dt
t>0 >m TtO
PD) = // fal C11 b _> fxgc(t,ngHZ,a%)d:cdt
c+t>T
_ // Fu gi 'Cffl’ (0,01 dedt
c+t>T

e Calcul de E[7| D]
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epnol - f /iHA )iZ |1 () a3

FP>o0
" |2 H >mX( -{[=["0)

o - f T RS [ g o g oy [ £(2) a2
[Z[720 | 171 azmax(r- |3 0)

E[FND] = / cu/f CH ]iH ohg)d f@)dg

[EF20 | wzmax(r HSH 0)

012 // 012 |C|
- £,0,Cyy )dxdt
CH f Cll CH ( 11) x
T t>T
1 012 // C12 |C|

£,0,Cly)dadt 204

P(D ) C11 I | Chy CH (s 11)dx (204)

T+t>T
« Caleul de E |7 | D]
SLIE

H? Wf(xlf)dz’ f(2)ds

(RS

E[m?mp} _ / /

[Z] =0

(201) = / Hgﬁ /f 141 H A@H UZ)|§ )d f(f) f
[£7z0 [0 wzmas(r-[¥0)
+ / gg‘ /f 142 H A@)H 02@ )dx f(f) 3
(Bl | ‘ romax(7- 2] 0)
Efno] - ‘éflx // fur 51? gflr f0.00),
011 // Faz 011 |C€f1| 1 (t,0,C11)dxdt
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’C’ sz (t 0 Cll)

N 1 |C|
E|f?|D| = —12 dadt
[|r| | } D) Ci // fgr® 011 Cn t N
x+t>T
C* C
+ / f 1+ 12 ’ |)fX (t,(), Cll)dl‘dt

) |Ci

"1Cn 011

e Calcul de E 7 | D]

— 2
EPnol = | /(?;A) L (31%)a | (3
Hf“gzo e 2H H
2] zmax (=] £ 0) ]
milﬁ 2 SAY !
oo = E}/ =T e [z oy | 7 ()4
[=]I=0 g 2>mx( 1= )
= <g—%>i+[>:rfxgg(m C—n |C(f1|)fx (t,0,C1y)dxdt
E[2|D] = (1 <gi>x+/wf+ g—ﬁ Cu)fY (t,0,C11)dxdt

e Mise en oeuvre des calculs

Pour calculer les expressions précédentes, il peut étre astucieux de remarquer que :

Oty |” , 1€ ICI -
/ f (@, i Cl)fx (t,0 C’u)dxdt—l—/ fr ( Cll )fX (¢,0,Ch1)dxdt =1, Vi, j>1
TH>T THt<T
Par conséquent :
T —
Cl
1 (¢,0,C / —= t —)dx | dt
/ e 11) 011 011)
0
|enf*, [ cnl?, IC)
12 t,0,C11)dxdt = 1 — / fys (£,0,C / 21 ¢ = )dx | dt
J[ s |2 0 g e 0.0 | [ he ]S 1,
z+t>T 0
Cf2 |C| fyg (£,0,C11)
2c t:
/ fa(@ " Cn Cll) t ded
c+t>T
T T—t oo 2 cl
~1(t,0,C / (x| =2t = de | dt |, T >2
Cll ( O/fX 11 J sz(:< Cll Cll) -
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Ch, | |C| [y (£,0,C11) 766_11
/ fa.lx "1Cn Cn) t v Ct +
et>T
Tf £0.C1) T—t A
X3 11
1- 2 —£| t,—)dx| dt
/ O/fXQ( Ci Cn)
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E. Borne de Cramer-Rao conditionnée du rapport d’écartométrie lorsque la loi de fluctuation d’amplitude est une
loi de Rayleigh et D = {iHi > T}

Rappelons que les I observations sont indépendantes et que le bruit additif (77;) est blanc temporellement et
non corrélé spatialement de puissance connue :

71’ = < il ) :/87,?—’_%)1’ /Bi:aigza ?:(17T)Ta r:g_A
i gz

= (anoan), B =8, o3=E[B] =lgsPod o2 =E[lai’]
(S S AL AT = (QT,XT)T

ol

=
|

! I —wrC3',

f (7 | Hl) = f/\/a(?,cv) <7> = il;[lf/\/c(o,C) () =1] ‘

i=1 (2 |07|>I
Cy = a%??H +Cy, Cy= U%Idg

n

= T
Puisque f (7 | H1> dépend naturellement du vecteur de parametres 6 = (a%,r, rH ) nous considérerons

I’expression de la borne de Cramer Rao complexe (92) conditionnée par un événement D associée a la matrice de
Fisher sous la forme (120a) :

F(?)klz— E- Mu} —M PD<:9>>:D/f3<7

i | 00,00, 907,00, :

e A . . c 9%In f= .
Le calcul de F (0) peut donc étre décomposé en deux étapes : le calcul de E= {Ww | D] puis de
] 1
=
9%1n Pp 0 =
W. De plus les propriétés de symétrie hermitienne de F (9) limitent ces calculs a 1’évaluation des
k
92 d? 92
termes 302 802’ r-00%* Ordr= > Or- o7

In [~ (7)
]) Calcul de E? W | D) -

Les calculs de dérivations sont simplifiés s’ils sont effectués sur le rapport de log-vraisemblance car f (? | H())
ne dépend pas des parametres inconnus et :

f (? | Hl) _ fM(an) (‘_}) _ e_m(cyég) |C—>|1 _ XI:
F(ViH) (3.03) (V) ol o in(ciGa) 2

e 1tr((C3'=C3')Cv)

CT',,
(0%)"
or :
27?H
-1 _ 2 H 2 L _ 1 95
CZl = (o377 +0%1dy)" oz Idg—ﬂW -

Cyl = ‘Uﬂ7?H+UﬁId2‘—U 0%—#0%?[{?)
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par conséquent :
I ‘7/21 ?HC—,)7
F(V1m) R

F(ViH) (14 Zwnz)

et finalement :

(Vi)

. . a0 . e T .
11 est donc plus simple de reparamétrer le modele d’observation par 6§ = (s, rrH ) ou s représente le RSB sur

9% 1In f? (7)

la voie Somme (X). Le calcul de E=9> [W | D} se fait alors en 3 étapes :

—

:z{ : ?HﬁY—ln(lJrs?H?)], R-S7 -
oR

T+s707 (200

qQ
:J}‘"mqw

a) Calcul des dérivées du 1¢" ordre :

Jln fz (7) , ny (fi) Jln fz (‘_}) o no (ﬁ)

0s (1+s7H7) or* (1+s7H)

ou :
m(R) = FIRT - 0T (1+577)
ng (ﬁ) = ?fﬁ? (1 + S?H?) —-r (S?Hﬁ? +1+ S?H?> , Ea= (0, l)T

b) Espérance des dérivées du 2" ordre :

(2 f (V) ] _H R
[ o] - e (717 s [ (R) 19])

021 = (V) ] R . ~
£ [Tait o) - Trsgmap (A7 = 122 8) e [ (8) 1]

:821nf:> ‘_/> | _Is2y ~
Es 32—1*()'73 = MW(“ﬁH—?Eﬂ”?(R)'DD

E-
0

o (V) D] o B [m(R)ID)

oror* T (1+ S?H?)Z% T ltsaHT
Is

. m KS?HE? [ﬁ | D] R S?H?) tr (S?HEzé [ﬁ | D] o+ sr*ﬂ

b [0 ) 2L [R12] P Y e [R1 ] 7]

ol :
E= i (R)|D| = @B [R|D|7 -7 (1+s777)
E- [ng(ﬁ)m} = 2{p- [ﬁ|D]?(1+57H7)—r(3?HE3 [ﬁ|D]?+1+s?H?)

On remarquera que si D = (), alors :
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£ 1 ()] =

o [oms (M 1@y [T (V)] —rznzes
g 975 T (ltszHT)Y 0| orflas | T (14saHT)
5 82 lnf:—; (7) _ —17}1? (1 + S) 82 5 82 lnf3 (7) _ _ISZTQ
0| oA (1+szHT) 0| ororf | T (14 saHT)
¢) Caleul de = [ﬁ | D] :
Par définition :
R . - - E?;IE’ K;i
E- [R|D| = = [saEa [C3 1| = [ (XHS)H <z |1D
7 I 1
avec
f?Hc 1y
_>
f/\/c(?,cv) (7) - C‘—}‘ = IN. (x5, Cx2) (A | 3) ch(ﬁaCB) (3)
. Cllld[ Clgld]
Cy = { CiId;  Cald; }
Cn =o% Ci2 o
C = . Cn= Cy =032 7" +Cyp
_ » _lc
HZW 0—1137 C—>|§> (T |§>Id[ UK‘B = C—H

Afin de simplifier les écritures nous conviendrons que :

TN (i25.C212) (K | 3) =/

(X | 3)’ In(7s.05) <§> =/ (3)

Alors :
Es [EHSmD] - / {/E)Hﬁf(Zi)dX f(i’)di’: / fJ)Hf})f(f)>d§
[g]r 13 [
= / thrﬁc(t 0 J§>
3r2no] = f L/zf(zz?)dz )= [ (Ge) 5 (3)aE
[=] =7 [=[">r
- g_i/tfxéc(t 0,0%)dt



Finalement :

2) Calcul

r—

BLS)

I

S

I

AKX

I

| D

| D

| D

8?—In Pp

de

Par conséquent :

avec :
f(s) =
gz) =

Finalement :

9?1n P (?)
D

0%s

PnP <:9>)
D

or=0s

0

-

I Pp (3) — h(s)

BT
- 1P (D)
[ tfyn (0,02 )dt
_ Cwsr
- Cu IP (D)
tfo (t,0,0%)dt

_ o, fap

Cn  |Cn IP (D)
]
L In |e T
0%—#0% = 027"‘0%

X

]2

[ (

==

C|
=y
( Ci

[

IQP(D) +

Cii

[ tfy, (8,0, 0% )dt

N

)

Cii

Sit)
Cll

*
C(12

t>T

/KHKf(Zﬁ)dX

a0 00, °

—lnPD <

f (3) 4%

sl 1 (5) 2
) s (2) o

2
/ tfy (t,0, J%)dt

=9lf=)]= { B () = g [f ()] [FO ()] + gD [ (] £ (s)
T (1) _ 1 (2) 2
1+s:>f (5) (1+s) ) (1+5)°
2
r—Infe;_q (x)] = 9(1) (z) = Zj Eg @ (z) _ij Ez; + [Zj Eg]
[ (@E)] or | (E)] e (E)| 2
er—1 (%) (1+ 3)3 er—1 (%) er—1 (%) (1+ 8)2
3 =

126



G =
3) Calcul de :

=T -

a6
Nous nous intéressons a :g}; =93 = E=0> [R?{?} (2) | D]. Or [59] :
- Cr 029292 * s
E-[F(T)| D] = =2 = 2[ g . F T
0 Cu 0% +oigegy 1+s

par conséquent :

B [Re{r} (#) | D] = 1 (TET*)

et :

=T =T

5. OB [R/e\{r}(?)w]_ cer\
aae 9 Y. < : <+>

- S \@+s)? 2

"1+s2° 1452

127



128

F. Borne de Cramer-Rao condltlonnee du rapport d’écartométrie lorsque la loi de fluctuation d’amplitude est une
loi de Rayleigh et D = { Hi AHA > T}

Le principe des calculs est identique a celui mis en oeuvre Annexe XII-E-p123, a ceci pres que 1’événement D

_ 9—InPp( 6 03
ayant changé, il faut mettre a jour E- [Cﬁ | D] s 50758 et —4.
0 R a0

1) Calcul de E3 [(/l% | D} :

B [$1SnD] = / /f<X|§>)dX BESHSIES
[E120 [[[Z] 2zmex(r-[| =] 0)

(170) = / /fxéc(x, s 2 @)de| SIS (ST
[Z] 20 || szmax(r-[E]"0)
Ch|’, ICI
L (o] 2 tCH)<C >fX (£,0, Cyy ) dawdt

r H

E§[Z>H§HD] - / /Xf(X|§))dX ﬁf(i)di)

[E1 20 [[&] zmax(7—|=]"0)
- H

(167) = / mmg /fxézrl(a: HZSHQ’U%@) dx Bf (3) di
[0 | el

B [R0%00] = [ | [ e |2 2 0 | S48 (3) aF

Cn i
HgH >0 x>max( ng 0)

_ Ch|, IC]
= 012 / f 1+1 011 CH) 011 fX (t 0, Cu)dxdt
c+t>T

E- [XHXQD} - / /f(§)|z>)d§) NHX ¢ (X)dZ
|20 [[Z]f zmax(r-]| 2] 0)

TN (i3,2.0212) (§> | K) =/ (§> | X) v I (g cz) <X) =/ (X>

Ci2 2 2
m§|z = —3, C§>|K:o§|—>1d1, 03@2—

ou :
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soit, par analogie avec le calcul de E§ [QH 3 N D} :

Cha |?
| Can

. 1Gl

N
Es [X"XnD| =Gy / o (@ s

z+t>T

) <022> Fr, (t,0, Cog)dadt

Finalement, en remarquant que :

t
<P> Fa (£:0,0%) = £ (£,0,0%)

—gHi\ | Cll C* ’C‘
FE- Dl = = , 12 1 (1,0, Cyy )davdt
|1 Pp / Fe o) &0 Cn)f +1(1,0,Cn1)da
- - z+t>T
SN _
F- | D — 12 / f I+1 12 ‘ ’)f I+l(t 0 Cll)dl’dt
’ I 11 CH
- - w+t>T
By
ATA 022 012 ]C\
B3 D = I+1
0 I | / on 022 ng)f + (t,0, Co)dxdt
- - w+t>T

821nP—D(9)
2) Calcul de W g

=
Une autre forme de Pp <0> peut étre obtenue en remarquant que :

C =02 (s77" +1dy) = 0% [s 4l (IT%) (%)H +1d,

ce qui signifie que C peut étre diagonalisée sur la base orthonormée de vecteur propres <H§—H, (ﬁ) > =

2

’ SZTB
g

w

(U1, ) associées aux valeurs propres \; = 027 (s 120 + 1) and \p = 027. Considérons alors le changement

— = T
de Varlable [ U U ] o, et posons V' = (ng, .. .,171T> . Dans ce cas :

7 (7) =15 () 13 (%)

et :

PD@) - /f?)><7>d7= / f3<17)d17: / /f(?)d?’ f(?)d?

[V]=r [V/]|= |20 | |&7[] zmasx (7| 7] "0)
=\ =
(170) = / /fxén(x,o,AQ) d f(E’)dZ’: / Fu (2,0,09) fur (1,0, ) dedt
|90 [s2max (1| 0) PHT

= [ @002 fy (80.0% (1T 1)) deat
z+t>T

=
L’ utilisation de cette forme de Pp (9) permet de calculer les dérivées recherchées de la facon suivante :
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=
a) Reformulation de (— In Pp <9)) sous la forme :

(i) = ((9)

=
g(\) = In //fxéc (2,0,0%) fyr (£,0,\) dadt | | A(&):a‘% (sxx +1)

c+t>T

9%2—In Pp =0>) =
b) Reformulation de —g=—77—= en fonction des dérivées de g(A) et A <9> :

s i) w6 (3)#() 5(6(5) () (5

005,00, - oA 005,00, * 9%\ 005, 00,
¢) Calcul de a%—()\’\) et %:
Puisque : ( )
afyr (t,0, A I
— S = L [ (0.0 = g, (1,0,)]
il s’ensuit que :
dg (A 1 1
% = X 1— g / fXéc (;L',O, 0‘2%)) fxé;{—l (t,O, )\) dxdt
zH>T

et :

2 —
g\ _—1og(h) I / F, (2,0,0%) £z (£,0,X) dadt (I +1)

THt>T
F, (2,0,0%) f (8,0, 0) dadt
ZHt>T
2
L 2 \) dzd
_P_D fXéc (:c,O, Uﬁ) fxé;l—l (t,O, ) xdt
a+t>T
(e (6
d) Calcul de 6gk) et 60{(&91) :
= = =
m(e) ax(e) au(e)
T = U%?H?, T = 0'2757", T = 0'2%)87’*
= = =
a%(e) aa(e) m@) aa(e)
Y7 N N — o2 -0
0%s ’ Ords T Oror* S0 Or*or*

e) Recombinaison finale :



5Py (?5) g </\ (3)) 2
2 —H
25 = 92\ (Oﬁ? ?)
) = = ) =
0°Pp | 0 g | A [ 0 gl A0
_ 2 % H
oros oo gy (05) T T
2 vt 2 3
0°Pp | 0 g || 0 gl A0
_ 2 2
o = B3 05S+ D) (aﬁ) Srsr
2 3 2 7
0°Pp | 0 gl N0
= —7 (02—>sr*)2
or*or* 02\ n
a=>
3) Calcul de —% :
Nous nous intéressons a :g% =95 = [Re {7} (Z) | D]. Or d’apres (204) :
=
o) )
E=[F(Z)|D 12
0 C11 Pp ) 1 + S Po <3)
ol
p(e) = / fn (@, |22 iy (t,0,Cyy)dadt
) >T & Cl C11 x0T G
T+t>
7\ _ Cha |’ , 1Cl
Pp <9> - />T Fut @ G| g (1.0, C o
T+t>

Par conséquent :

B [Re{r} (x) | D] = (’””’*) s P<9)

et :

=T =T = =T + =T =
00 00 Pp <9> 00 00 Pp <9>
=
Lorsque r = 0 alors 6 = (s,0,0) et

=
=
69? . P<9) RG{T‘} S 1 S 1 T_ P(S,0,0) 0 S 1 s 1 4
83T_PD<3> (1452 1+s2"1+52)  Pp(s,0,0) \"1+52 1+52
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ABSTRACT

Estimation of the direction of arrival of a signal source by
means of a monopulse antenna is one of the oldest and most
widely used high resolution techniques. Although the sta-
tistical performance of this estimation technique has been
extensively investigated, it has never been analyzed from
the view point of a two-sensor system. This deficiency is
responsible for the form of the common solution (detec-
tor/estimator) which restricts the accessible performance.
Applying the optimal detection theory to this problem, when
a Raleigh-type signal source is present, shows that chang-
ing the detector is necessary to optimize the overall perfor-
mance. The analytical performance of the new solution has
been established, thus complementing the existing charac-
terization of the common solution.

1. NOTATION

7(), Z denote vectors (complex or real)

C,ﬁ., m denote matrices (complex or real)

3, B;, g=,nx,, 7, . .. denote scalar values (complex or real)
P() denotes a probability

f() denotes a probability density function (pdf)

F () denotes a cumulative distribution function (cdf)

7 denotes an estimator of r

C+ denotes the covariance matrix of random vector X

Id; denotes Identity matrix with dimensions (I,I)

_(1+6?) -1
Fultdo?) =" 1 NVAVEUANE
xI\b B - ) I-1 o2 u
N 21

™
EN (T) - Zﬁa
n=0

I (t) = % /et co3(8) bog (16)do
0

2. INTRODUCTION

A monopulse antenna (radar or telecom) determines the angular
location of a signal source (radar target or telecom transmitter) by
comparing the returns from difference (A) and sum (3) antenna
pattern [2] [1]. Although simple (only 2 parameters if the noise
power is assumed to be known, see (6)) it has — to our knowledge
— never been covered by a full technical analysis from the view

Pascal Larzabal

Ecole Normale Superieure, Cachan, France.

point of a composite hypotheses testing problem applied to a 2-
sensors reception device. The open literature [1]-[7] on this subject
reveals a separate analysis of detection and estimation. The con-
tribution of the difference channel has always been limited to the
estimation part of the problem, which as early as the sixties was
covered by theoretical work on the formulation of a monopulse
ratio estimator (exact MLE, approximated form) [2], then of its
statistical performance [3]. The first analyses [4] [5] which in-
cluded the detection test appeared as late as the nineties. However,
when reading these papers, it seems that the major motivation of
the authors was the paradoxical result introduced by Kanter [3]:
in the single-observation case, the variance (non conditioned) of
the monopulse ratio’s MLE is infinite. Seiffer [5] indeed wrote in
his abstract: "Such conditioning is shown here to be necessary in
order that the noise power be finite ..." and Tullson [4] only covers
the thresholding aspect in an appendix. Even lately, authors [6]
[7] involved in target tracking have introduced and characterized
anew statistical description of monopulse parameters dedicated to
support Kalman Filter Tracking performance study: for each inde-
pendent monopulse measurement, the complex monopulse ratio is
conditioned on the measured amplitude ... of the sum signal

In this paper, we formulate the optimal detector — the Neyman-
Pearson criterion — applied to the monopulse antenna, and the
associated composite hypotheses testing problem, as certain pa-
rameters are unknown. To solve the composite hypotheses test-
ing problem, we apply the GLRT method and establish the an-
alytical expressions of the detector and associated estimators, in
particular that of the monopulse ratio. Lastly, we develop two
approximations of the (detector, monopule ratio estimator) pair.
The first is based on the common "historical" approach. The sec-
ond, which we characterized analytically, proposes an apprecia-
ble improvement of the performances of the composite hypotheses
testing problem. While retaining a comparable estimation Root
Mean Square Error (RMSE), it helps achieve detection perfor-
mance characteristics close to the optimum over the complete main
lobe of the sum channel, an improvement which is illustrated by
an example.

3. PROBLEM FORMULATION

A common model for the receiver signal vector is:
(¢
70-( 2 ) 07170

where G (6) = (g95(6), ga (8))7 is the array response vector (steer-
ing vector). It represents the array complex response to a narrow-
band point source situated at an angle #. The complex envelope
of the source (including power budget equation, signal process-
ing gains) is denoted by « (¢), and 7 (t) is an 2x1 additive noise



vector. Consider the following detection problem:

H T () — ()5 00) + 7 (1) @)

Based on I independent array snapshots @ (£1),..., v (1), we want
to decide whether to accept the null hypothesis (noise only) Ho, or
to accept the alternate hypothesis (signal plus noise) H1.

3.1. Optimal Detector: LRT

If the pdf of the measurement is known under both hypotheses, the
optimal detector - in the Neyman-Pearson sense [8] - is the Likeli-
hood Ratio Test (LRT). In the problem at hand, the additive noise
T (t) is a circular, zero mean, white (both temporally and spa-
tially), complex Gaussian random vector process with variance o2 .
The signal o (¢;) is (Raleigh case) a circular zero mean, temporally
white, complex Gaussian discrete random process with variance
o2, independent from the noise. The signal source does not alter
its relative position with respect to the array during the I snapshots

T
(static situation: 6q is constant). Denote by vV - (fT, ZT) s

where ¥ — (24, -, Z,)Tand A= (A1, .y AI)T, the 27 dimen-
sional observation vector related to the I snapshots, then:

_ e—U—I%Tr(ﬁ.) R 1 I _)
f<V|H0) = W, R:j;v tl)v i
N e—lTr(c*lﬁ)
() = e

where: C = Cw () =057 (00)7 (00)7 + 02ld,
Under these assumptions the LRT takes the form of:

e 1(@1m) (e )

2T (3)
T Z
f (V) | Ho) %C‘ Hy
and can be reduced to:
I 2
Tr ﬁ?(eo)?(eg)H -3 ?(GE))H?U fg T
g (60)l =1 1'g @)l Hp

Denote by D the event of a threshold detection. Then, Probability
of False Alarm - Pp4 = P (D | Hp) - and Probability of Detec-

tion- Pp = P (D | Hy) - are given by (Chi-Square law):
= T
Pra—=e“her 4 (E) (4a)

2 QHT ”2 T
Pp =entealld@al® e, (4b)
o2 + 02 |7 00)]”

3.2. GLRT

For cases in which some of parameters are unknown, the detection
problem in (2) becomes a composite hypotheses testing problem
(CHTP) [8]. Although not necessarily optimal, the GLRT (Gener-
alized LRT [8]) is widely used in such problem. Let’s denote by

P ; the unknown parameters vector under hypothesis 5, the GLRT
for deciding whether to accept Ho or to accept Hy is given by:

f(‘_/)|l_)s;1) I;IT (5)
1(V1%,)

where G ; stands for the Maximum Likelihood Estimates (MLE)
[8] of the unknown parameters under hypothesis 5.

In the problem at hand, the observation equation (1) may be rewrit-
ten according to an equivalent form:

TH)=B1)T +7 (1) (6)

where: 3 (£) = a () g=(00), T = (1,7(00))" ,7(0) = 22

This is the "Monopulse Ratio" reformulation of the observation
equation. Under this formulation, the possible unknown parame-
ters are {07, 0, r }, and the final form of (5) depends on whether

the noise power (2 ) is an unknown parameter (7) or not (8) [9]:

—
maxy, (V | ?1>
max, (V | \po) a

GLRT =

2
Tr (R) -
GILRT +—= ——2+ 2T @)
I
GLRT «— o (ﬁ) i VT; (A) _4’R’ 2 =T (8
Ho

In both cases:

~ N\ 2 N —2
r (R) +/7r (R) —4|R| 2|3
r= 9

2R ®
Form (7) of GLRT is a constant false alarm rate (CFAR) detector
which tests the sensors correlation under Hy and Hy [9]. As most
of CFAR process, its performance (Pp vs Pr4) is poor for small
number of snapshots. This is the reason why o2 estimation is al-
ways performed at a different stage of the processing, generally at
the output of the Matched Filter, where a large amount of samples
is available. Therefore, hereinafter, it is assumed that o2 can be es-
timated precisely enough to be a known parameter of observation
model (6) leading to form (8) of GLRT.

3.3. Practical GLRT approximations
Except for case I = 1, where:

T, 7= (10)

GLRT = |A]* +|3)? S

o
the exact solution of the CHTP, forms (8) of the GLRT and (9) of
the MLE of r, is unpractical for establishing analytical results. Al-
though the computing power of today’s computers allows a precise
study of its performance through a Monte-Carlo type simulation
with a large number of draws, it is always interesting to be able to
establish analytical results based on approximated solutions which
may be used as calibration tools for this type of simulation (num-
ber of draws necessary for a representative measurement).

The usual "historical" approximation consists in restricting the use
of the difference channel A to computation of MLE of r only,
where detection is achieved using the sum channel 3. only. Under



this assumption, the samples which pass the detection test and par-
ticipate in the estimation process mostly belong to the sum beam

(2 2
width (see figure 1) and verify H b)) H > HAH . In this case:

S H
o = 1= 2[E7A|
rr(R) -4 R|~ |5 - |Z] +
I

—

=128, . BEA

GLRT<:>HEH > T, P (11)
S B

This approximated form of r was introduced by Mosca [2] as the
solution of "the problem of estimation of angle of arrival in ampli-
tude comparison monopulse radars", but with no reference to the
associated detection test (see introduction).

A more global approach is the theoretical approach disclosed above.

It leads to a symmetrical form (relative to A and E)) of the GLRT
(8) and therefore suggests an approximation based on a symmet-
rical criterion, such as the correlation of the 2 channels under

SLINE

ISR~

H;.with o2 large. In this case

R e (8) o IR
TT(R) —4’R’zTr(R)—2 L
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R — —
e m ()R]

(12)
Under this form, the GLRT becomes a simple quadratic detector
based on the use of the energy available on the 2 reception chan-
nels. The detection performance (Pp vs Pr4) of this type of de-
tector are well known (21 order Chi-Square laws) and is very close
to that of the optimal detector (4a-b) (see figure 1 for an example).
However, the form of 7 obtained is not a great deal simpler than

—12 — 2
(9). It is simplified when H b H > H A H . We then have again the
form (11) of 7 and (12) becomes:

orrr =[5 + |3 £ 7.7 THHK

A large number of Monte-Carlo simulations have shown [9] that
solution (13) offers better performances than solution (12) over the
complete main lobe of channel 3:: same P, but lower RMSE (see
figure 2 for an example). Solution (13) is therefore a near-optimal
solution of the CHTP for which an analytical formulation of the
performances has been derived. We shall designate hereinafter the
various solutions (8-9) (11) (12) and (13) of the CHTP as "exact
glrt", "mosca sum", "power glrt", "mosca power", respectively.

(13)

4. STATISTICAL PREDICTION

Assessing the statistical performances of the CHTP requires a joint
analysis of the performance of the detector (GLRT) and the MLLEs
of the unknown parameters. It is indeed the expressions of the
unknown parameters estimators which determine the form of the

GLRT, which in turns selects (conditions) the observations par-
ticipating in the estimation. Thus, in strict logic, studying the
performances (mean, variance) of the MLLEs should make use of
conditional expectation, as the estimation is conditioned by the
detection test. This aspect is seldom covered in the open litera-
ture, including in reference works [8] (and others) where detection
performance and estimation performance are covered as separable
problems. The main reason is probably the fact that the formula-
tion and assessment complexity increases significantly in the gen-
eral case. Further, this approximation is fully justified when the
detection probability is close to 1, i.e. for SNRs high "enough" —
per the detection test. The problem of estimating the angle of ar-
rival of a monopulse antenna is therefore of special interest for the
theory of the CHTP as it is a true practical problem which has an
analytical solution.

Characterization of solution "mosca sum" has been covered in [4]:

— —|2
o= {715 =7}
_T T __T_ T
PFA — e 0%61_1 (;), PD — e Cun er—1 (—Cll)

(,0,C1y
E(F| D)= VarReff}) =55 /7)
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where v = &2,
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o~ {71 [ + [ =)
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o

n

2 %192_ In the case of solution "mosca

Pp :// fa (@17 4,6%) £,z (¢,0,Co1) dadt

z+t>T

E (Re {7} | D) and Var (Re {7} | D) are computed from E (7| D),
E (|7 | D), E (¥* | D) using the following identities:

Re{F = 5 [IFF +Re {7}]
Var (Re{f}) = E(Re{F}’|D)-Re{E(F| D)}’

which enables to assess also statistical prediction of Im {7} (see
[4](Sec. V), [5](Sec. V) and [3] for applications):

- ¥
E(F| D)= e /fx§+1 (z,v*t,0%) frz (8,0,C11) dzdt

4+t>T
2
E'(?ﬁ2 | D) = IZ_// fxé+2 (I, |fy|2 t, 0-2) fx§ (¢,0,C11) dzdt
P e+t >T
(t 0,C11)
(|A1 P //f 1+1 ,|W/| t,o ) n ————dzxdt
o+t>T
2
+%// fyr (z, 9" t,0?) fyt (8,0,Cu1) dadt
T4+t>T

The above expressions have been derived in the general case of a
complex correlation matrix between ¥ and A Therefore they can
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Fig. 1. Probability of Detection, Pra = 10 *

take into account any mixture of Raleigh targets, jammers and cor-
related thermal noise. Additionally there are simple to compute
[9]. When I > 2, they can all be reduced to the simple integral on
domain [0, 7| of a bounded function and assessed using numerical
integration. The only difficulty arises when I = 1 for comput-
ing £ (|ﬂ2 | D) which requires the evaluation of an integral on
domain [0, T'] of a unbounded function.

5. PERFORMANCE COMPARISON

As an example of performance comparison, we consider the case
where 2 independent observations are available (I = 2). The
probability of false alarm is Pr4 = 10~%. The Signal to Noise
Ratio (SNR) is adapt to obtain Pp = 0.9 when signal source is
on boresight and detected on 3. channel only. The monopulse an-
tenna model corresponds to a rectangular surface sum antenna (1°
beamwidth) with a plane surface uniform current distribution as-
sociated with an appropriate difference beam. Figure (1) and (2)
depicts respectively the variation of Pp and RMSE within 3 chan-
nel main lobe, according to (detector,estimator) solution pair of the
CHTP. In figures (1) and (2) "Theo" and "Simu" stands for The-
oretical (assessed using analytical formula) and Simulation (as-
sessed using Monte-Carlo runs). All Pr 4 measurements has been
performed on 10° independent trials. All Pp and RMSE mea-
surements has been performed on 10° independent trials. The two
figures clearly illustrates the superiority of "mosca power" solution
over "mosca sum" solution (almost equal RMSE and improved Pp
close to the optimum), and additionally demonstrate the perfect ad-
equacy between simulations and theoretical formulas derived for
"mosca power" solution.

5.1. Conclusion

This paper emphasizes the existence of a better detection test asso-
ciated with the common monopulse ratio estimator and sets forth
an analytical characterization of the new (detector, estimator) so-
lution pair. In addition to the expected impact on the future imple-
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—=— Power GLRT Simu

Lin

T T T |
1 0.8 0.6 0.4 0.2 0 0.2 0.4 06 08 1
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Fig. 2. Conditional RMSE, Pr 4 = 10™*

mentation of monopulse antennas, it depicts the often unacknowl-
edged or underestimated interaction between the components of
the (detector, estimator) solution pairs of the CHTP. This is par-
ticularly true in real systems (radar, telecoms, sonar) where the
(contractual) operating area of interest seldom corresponds to Pp
= 1, which is the only case where detection and estimation are
disconnected problems.
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ABSTRACT

Estimation of the direction of arrival of a signal source by
means of a monopulse antenna is one of the oldest and most
widely used high resolution techniques [1]. Although the sta-
tistical performance of this estimation technique has been
extensively investigated for decades, recent work [2] based
on an analysis of the problem from the point of view of op-
timal detection applied to a two-sensors system, has shown
that the common solution (detector/estimator) restricts the
accessible performance. Indeed, changing the detector is nec-
essary to optimize the overall performance. First derived in
the particular case of Rayleigh-type signal source, this ap-
proach can be extended to the case of a signal source of un-
known amplitude (including the non fluctuating case). The
present paper establishes analytical performance of both new
and common solutions in that case.

1. NOTATION

< =
X, @ denote vectors (complex or real)

C,f{,, m denote matrices (complex or real)

3, 8,595, 15;,T, . .. denote scalar values (complex or real)
P() denotes a probability

f() denotes a probability density function (pdf)

F() denotes a cumulative distribution function (cdf)

7 denotes an estimator of r _
C5 denotes the covariance matrix of random vector X

Id; denotes Identity matrix with dimensions (I,1)

!t+u2!
- , Q,u\/l_f ﬁ (I-1)
P I-1 02 n

fxé(t7/‘27‘72) =

N g L 2w
ex (=310 1= 5 / ¢t<) cos (16 d6
n=0 0

2 / _¢2
erf(m) = ﬁ € dt
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2. INTRODUCTION

A monopulse antenna (radar or telecom) determines the an-
gular location of a signal source (radar target or telecom
transmitter) by comparing the returns from difference (A)
and sum (3) antenna pattern [1][3]. It is a particular solu-
tion of the more general problem of finding the direction
of arrival (DOA) of a signal source. As mentioned lately
in [2], the usual approach related to this particular solu-
tion [3][4][5](ref.[3],[12],[20],[27]) limits the contribution of
the difference channel to the estimation part of the problem,
and therefore reveals an "historical" separate analysis of de-
tection and estimation. A improved (detector, estimator)
couple has been derived in [2] in the case of Rayleigh-type
signal source by applying optimal detection theory to the
monopulse antenna. Nevertheless, if the Rayleigh case is of

fundamental interest for some applications (mainly radar ap-
plications), most of signal sources (telecom for example) have
different amplitude fluctuation laws. If it seems unrealistic
to try to solve the problem of optimal detection/estimation
using the statistics averaged over all possible observations,
for every amplitude fluctuation law of interest, a suboptimal
but very general approach consists in solving the problem
for each observation, regarding the amplitude fluctuation law
as unknown (the most likely hypothesis when measuring an
unknown actual signal source). Additionally, this character-
ization may also be useful to support tracking performance
analysis where monopulse measurement is a preliminary step
of nonstationary process as the Kalman Filter.

In order to allow straightforward comparison with results
derived in [2], the present paper keeps the same analysis
breakdown of the optimal detection problem [6], including
equations numbering. Thus, we first formulate the optimal
detector — the Neyman-Pearson criterion — applied to the
monopulse antenna, and its associated composite hypothe-
ses testing problem, as certain parameters are unknown. To
solve the composite hypotheses testing problem, we apply
the GLRT method and establish the analytical expressions
of the detector and associated estimators, in particular that
of the monopulse ratio. Lastly, we develop two approxima-
tions of the (detector, monopulse ratio estimator) pair. The
first is based on the common "historical" approach [4][7].
The second, which we characterized analytically, proposes an
appreciable improvement of the performances of the compos-
ite hypotheses testing problem. While retaining a compara-
ble estimation Root Mean Square Error (RMSE), it helps
achieve better on average detection performance character-
istics, an improvement which is illustrated by an example.

3. PROBLEM FORMULATION

A common model for the receiver signal vector is:
Y (t
70-( 1)) —ecoTE 7O W

where g (0) = (952(0),9a(8))” is the array response vector
(steering vector). It represents the array complex response
to a narrowband point source situated at an angle 6. The
complex envelope of the source is denoted by a (¢), and 7 (¢)
is an 2x1 additive noise vector. Consider the following de-
tection problem:

Ho:v (t)=7(t @)
Hi: 7 (t)=a(t)g(0)+7 ()
Based on an observation consisting of I independent array
snapshots ¥ (t1),..., v (t1), we want to decide whether to

accept the null hypothesis (noise only) Hp, or to accept the
alternate hypothesis (signal plus noise) Hi.

3.1 Optimal Detector: LRT

If the pdf of the measurement is known under both hypothe-
ses, the optimal detector - in the Neyman-Pearson sense [6] -



is the Likelihood Ratlo Test (LRT). In the problem at hand,
the additive noise 7 (t) is a circular, zero mean, white (both
temporally and spatially), complex Gaussian random vec-
tor process with variance 02. The signal a (t) represents
the complex envelope of the source (including power bud-
get equation, signal processing gains) at time ¢ and its a
priory fluctuation law is unknown. The signal source does
not alter its relative position with respect to the array dur-
ing the I snapshots (static situation: @g is constant). De-

— =r 7T T — T
note by V. = (E , A ) , where ¥ = (¥1,..,%7) and

N
A = (A1,..,A1)T, the 21 dimensional observation vector
related to the I snapshots, then:
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Under these assumptions the LRT takes the form of:
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f (V | Ho) Ho

and can be reduced to:
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Denote by 1) the event of a threshold detection. Then, Prob-
ability of False Alarm - Pra = P (D | Ho) - and Probability
of Netection - Pp = P (D | H1) - are given by (real Gaussian

law):
Py, — 1=t (D) (4a)
2
1— erf (T— 2102 ||§’(60)||2)
Py § (1)
2 _@HE _ 1 (&2
where: o, = 4% =1 ;|ai|
3.2 GLRT

For cases in which some of parameters are unknown, the
detection problem in (2) becomes a composite hypotheses
testing problem (CHTP) [6]. Although not necessarily opti-
mal, the GLRT (Generahzed LRT [6]) is widely used in such
problem Let’s denote by ; the unknown parameters vec-
tor under hypothesis j, the GLRT for deciding whether to
accept Hop or to accept Hi is given by:

— —
maxz, f (V | ?1) f (V | ?1) Hy
= =< 27 (5

GLRT = — -
—
maxz f(V | goo> f

where E)j stands for the Maximum Likelihood Estimates
(MLE) [6] of the unknown parameters under hypothesis j.
In the problem at hand, the observation equation (1) may
be rewritten according to an equivalent form:

T (t:) =B(t:) T + 7 (t) (6)
where: §(t;) = a (t;) g=(00), T = (1,7(80))" ,r(6) = ﬁ:_;

This is the "Monopulse Ratio" reformulation of the observa-
tion equation. Under this formulation, the possible unknown

U?L7T7E}} 7? - (617"761)T7 and the ﬁnal

form of (5) depends on whether the noise power (Ui) is an
unknown parameter (7) or not (8) [8]:

parameters are {
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In both cases:
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Form (7) of GLRT is a constant false alarm rate (CFAR)
detector which assesses the noise power (U%) under Hp and
H; [8] using the smallest eighenvalue of R:

—~ ~\ 2 —~
Tr (R)— TT(R) —4’R’
~2
g, = 2

As most of CFAR process, its performance (Pp vs. Pra) is
poor for small number of snapshots. This is the reason why
02 estimation is always performed at a different stage of the
processing, generally at the output of the Matched Filter,
where a large amount of samples is available. Therefore,
hereinafter, it is assumed that o2 can be estimated precisely
enough to be a known parameter of observation model (6)
leading to form (8) of GLRT. It is worth noticing that in case
of Rayleigh signal source (8) and (9) have the same form [2].

For completeness, let’s mention that in the particular
case where 8, = 8, = .. = 3; (non fluctuating case), ex-
pressions (7), (8), (9) and &, are different [8]. From an
operatlonal pomt of view, it is preferable not to use expres-
sions derived in that case because of their specificity and the
dubious validity of the hypothesis of non fluctuating signal
source in most cases.

3.3 Practical GLRT approximations

FExcept for case I = 1, where:

2 o M ~ A
GLRT <= |A” + 3" 2 T, F= 5 (10)
H

[o]

the exact solution of the CHTP, forms (8) of the GLRT and
(9) of the MLE of r, is unpractical for establishing analytical
results. Although the computing power of today’s computers



allows a precise study of its performance through a Monte-
Carlo type simulation with a large number of draws, it is
always interesting to be able to establish analytical results
based on approximated solutions which may be used as cal-
ibration tools for this type of simulation (number of draws
necessary for a representative measurement).

The usual "historical" approximation consists in restricting
the use of the difference channel A to computation of MLE
of r only, where detection is achieved using the sum chan-
nel ¥ only. Under this assumption, the samples which pass
the detection test and participate in the estimation process
mostly belong to the sum beam width (see figure 1) and

verify HE)HQ > HKHQ In this case [2]:

SHA

—12 1
GLRT < HzH >T, Fa (11)
Ho

This approximated form of r was introduced by Mosca [3] as
the solution of "the problem of estimation of angle of arrival
in amplitude comparison monopulse radars", but with no
reference to the associated detection test (see introduction).
A more global approach is the theoretical approach disclosed
above. It leads to a symmetrical form (relative to A and E))

of the GLRT (8) and therefore suggests an approximation
based on a symmetrical criterion, such as the correlation

of the 2 channels under H; with HF large. In this case
‘?HX 2
~1 and [2]:
RNk

GLRT < Tr (ﬁ)

BV
IS
=3)
2

Under this form, the GLRT becomes a simple quadratic de-
tector based on the use of the energy available on the 2 re-
ception channels. The detection performance (PD vs. Pr A)
of this type of detector are well known (2I order non cen-
tral Chi-Square laws). However, the form of 7 obtained is
not a great deal simpler than (9). It is simplified when

12 12
I=] > |2
and (12) becomes:

l

GLRT<:>HZH JFHAHQH1 P HEHA

A large number of Monte-Carlo simulations have shown [8]
that solution (13) offers better performances than solution
(12) over the complete main lobe of channel ¥: same Pp
but lower RMSE (see figure 2 for an example). Solution
(13) is therefore a better solution of the CHTP for which an
analytical formulation of the performances has been derived.
We shall designate hereinafter the various solutions (8-9) (11)
(12) and (13) of the CHTP as "exact glrt", "mosca sum",
"power glrt", "mosca power", respectively.

(13)

4. STATISTICAL PREDICTION

Assessing the statistical performances of the CHTP requires
a joint analysis of the performance of the detector (GLRT)
and the MLEs of the unknown parameters. It is indeed
the expressions of the unknown parameters estimators which
determine the form of the GLRT, which in turns selects
(conditions) the observations participating in the estimation.

We then have again the form (11) of 7

Thus, in strict logic, studying the performances (mean, vari-
ance) of the MLEs should make use of conditional expecta-
tion, as the estimation is conditioned by the detection test.
This aspect is seldom covered in the open literature, includ-
ing reference works [6] (and others) where detection perfor-
mance and estimation performance are covered as separable
problems. The main reason is probably the fact that the for-
mulation and assessment complexity increases significantly
in the general case. Further, this approximation is fully jus-
tified when the detection probability is close to 1, i.e. for
SNRs high "enough" — per the detection test.

E(Re{r}| D) and Var (Re {7} | D) can be computed from
E(F| D), E(|7* | D), E

ties:

(?2 | D) using the following identi-

Re{F} = 5 [IFf +Re{7}]

Var (Re {7}) E (Re{F}’ | D) —Re{E (7| D)}?

Il

which also enables to assess statistical prediction of Im {7}
(see [5](ref.[12],]27]) for applications). For sake of simplicity
in formulas, we assume that the noise has been normalized
(62 = 1). Characterization of solution "mosca sum" in the
general case of colored noise has been covered in [4] (I = 1)
and [7] (I > 1). In the case of white noise, it comes:

o= {715 1)

-T 2
Pra=¢e "e;_1(T), Pp= /fxé (t,1og,1)dt
t>T
fx1+1 (t, IO’?.], 1)

— _ 2

E([| D)= P dt
t>T
forte (t,]o’%, 1)
~2 2 X2
R

t>T
f;(t,[aé,l)
2 X2
E(]7?| D) = / yEr

ST
for+ t,]a%,l
a2 - 7 ( )dt
Ppt?
>T

forse (t,]a%,l)
+ul® /—x'z dt

Ppt?
t>T

I
A= (5 ).
In the case of solution "mosca power" [8]:
— — |2 — 12
o= (V15[ + ]3] =7}
“Tear_a (T)

fxé (x IU/;; |r| )

where: p=rlog, X=|r|’Io},

PFA:e

Pp :// (t IU/;;, )dacdt

a+t>T
I+1 (t IUﬁ’ )
E(| D)= //f1+1 acIcr,3|r|,) Pot ———————dxdt
z+t>T
I+2 t IU,B,
E (7 //f1+z z, Iog|r)*, 1) = }(Dﬁ )dxdt
z+t>T
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E(7*| D) = /fxéﬂ ALY

x+t>T
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z+t>T
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/fx§+2 (x, IO’% 72, 1) =2~ daxdt

2
+pl Pt

c+t>T

The above expressions ("mosca power") are simple to com-
pute [8]. When I > 2, they can all be reduced to simple
convergent integrals of bounded functions and assessed us-
ing numerical integration. The only difficulty arises when
I = 1 for computing F (|?“\]2 | D) which requires the evalu-
ation of a simple integral on domain [0,7] of a unbounded
function.

5. PERFORMANCE COMPARISON

As an example of performance comparison, we consider the
multifunction Radar case. Due to time budget constraint,
the maximum number of observations available per tar-
get is generally 2 (I = 2). A likely probability of false
alarm is Pra = 10°*. The Signal to Noise Ratio (SNR)
is adapted to obtain Pp = 0.9 when signal source is on bore-
sight and detected on 3 channel only. The monopulse an-
tenna model corresponds to a rectangular surface sum an-
tenna (1° beamwidth) with a plane surface uniform cur-
rent distribution associated with an appropriate difference
beam. Figure (1) and (2) depicts respectively the variation
of Pp and RMSE within ¥ channel main lobe, according
to (detector,estimator) solution pair of the CHTP. In fig-
ures (1) and (2) "Theo" and "Simu" stands for Theoretical
(assessed using analytical formula) and Simulation (assessed
using Monte-Carlo runs). All Pra measurements has been
performed on 10° independent trials. All Pp and RMSE
measurements has been performed on 10° independent tri-
als. The two figures illustrates the on average superiority of
"mosca power" solution over "mosca sum" solution (almost
equal RMSE and improved on average Pp), and additionally

Mosca Sum Theo

Mosca Power Theo
2r Mosca Power Simu 1

Power GLRT Simu

, ,
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Normalised Angle Deviation (unit = Sum Beamwidth)

Figure 2: Conditional RMSE, Pr, = 107*

demonstrate the perfect adequacy between simulations and
theoretical formulas derived for "mosca power" solution.

6. CONCLUSION

This paper, generalizing results derived in [2], emphasizes
the existence of a better (detector, estimator) solution pair
of the monopulse antenna CHTP, whatever the amplitude
fluctuation law, and sets forth its analytical characteriza-
tion. In addition to the expected impact on the future imple-
mentation of monopulse antennas, it contributes to illustrate
the often unacknowledged or underestimated interaction be-
tween the components of the (detector, estimator) solution
pairs of the CHTP. This is particularly true in real systems
(radar, telecoms, sonar) where the (contractual) operating
area of interest seldom corresponds to Pp = 1, which is the
only case where detection and estimation are disconnected
problems.
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Modern Monopulse Tracking
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Abstract : Estimation of the direction of arrival (DOA) of
a signal source by means of a monopulse antenna is one
of the oldest and most widely used high resolution
techniques [1]. However, an analysis of the problem from
the point of view of optimal detection applied to a two-
sensors system alows to design a new (detector / angle
estimator) solution improving the overall accessible
performance. Performance comparison with standard
monopulse (detector / angle estimator) solution is
illustrated by Monte-Carlo runs.

K eywor ds: monopul se antenna, optimal detection theory

1 Notation

X denotes a— column — vector (complex or real)
P(D) denotes a probability (of event D)

P(A | D) denotes a conditional probability

f(x) denotes a probability density function (pdf)
f(x | D) denotes a conditional pdf

I denotes an estimator of r

E(x) denotes the expectation of random variable x
Var(x) denotes the variance of random variable x

2 Introduction to standard monopulse DOA estimation

A monopulse antenna (radar or telecom) determines the
angular location of asignal source (radar target or telecom
transmitter) by comparing the returns from difference (A)
and sum (%) antenna pattern [1]. Indeed, a common model
for the received signal vector at time t - after Hilbert
Filtering —is:

o (ZM)) _ g5 ). (NsM) _ oo =
v(t) = (A(t)) = G(t)(gAj +(HA(t)J =BMx+n(t) (1)

where:

T

* B)=a(t)gs, 7<=[l x =g—AJ ;
O

«  A(t) =(ns (), na(t))" represents an additive receiver

noise. In the problem at hand, the receiver noise is a

circular zero mean, white (both spatialy and
temporally) complex Gaussian random vector process

with covariance matrix C_ = Eﬁ(t)ﬁ(t)H] :oﬁld,

* gs and gprepresents the one way real antenna

voltage pattern for each channel, at angle 6 - off-
boresight angle - where a narrow band point source is
Situated,

e 0f(t) represents the complex envelope of the source
(including power budget equation, signal processing

gains),
s = 95 iscalled the monopulse ratio.
9
The angular information 6 is contained in the monopulse

—9a (6)

ratio curve r,(6) o) Between the first sum pattern

b3
nulls, this curve/relation can be inverted, leading to the
deviation angle function 8 =daf (r, ), as shown on Figure
1

Figure 1: Monopulse M easurement Principle

If we focus on the static situation in which the signal
source does not alter its relative position (angle 6) with
respect to the monopulse antenna during | independent
observations at times (ty, t,, ..., t;), Mosca [2] - in the
sixties - derived the exact maximum likelihood estimator
(MLE) of the monopulse ratio and proposed the following
more practical approximated form — for point source close
to boresight -:

P =Re{f} = Re{i%} )

where 5 =[2(t)),...2(t)]", A =[At)....A)]".

If alinear relation r, = kO is assumed — which is true at

the vicinity of boresight, as shown on Figure 1 (see [1]
and [12] for a more detailed analysis) -, then datistical
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prediction of 0= % can be easily derived from statistical

prediction of T, . It's the reason why, in open literature:

» thedeviation angle function is generally reduced to a
linear function characterised by a Monopulse Slope,

* most of statistical performance analysis are related to
r, (monopulse ratio statistical prediction).

Lastly, a monopulse tracking system is generaly
completed — after various analogue and/or digital
processing dedicated to maximize the Signal-to-Noise
Ratio (SNR) — by a detection step. On this subject, the
open literature shows an “historical” separate analysis of
detection and estimation. Although, as early as the sixties,
monopulse ratio estimation was covered by theoretical
work on the formulation of its MLE (2), then of its
gtatistical performance [2][3][4], questioning on detection
step fell somewhat into oblivion. Indeed, the contribution
of the difference channel has always been limited to the
estimation part of the problem, since it was originaly
introduced to overcome the Rayleigh resolution limit —the
well known beamwidth at (—3dB) - inherent to a single
sum antenna pattern. As a consequence, monopulse
tracking systems has kept since the same detection
scheme as surveillance systems. a threshold detection
applied to the receiver sum-channel,

SHS>T 3

As the monopulse measurement is performed only on
detected samples, if we denote the event of a threshold
detection by D={3/3M5>T}, probability density
function, mean and variance must be computed taking

into account this observation selection criterion regquesting
use of conditional statistics f(f, |D) E(r, |D)
Var(fX|D). First datistical predictions including the
detection test appeared as late as the nineties [5][6] and
have been completed lately [7]-[9].

Unfortunately, all these statistical predictions do not
exactly provide the relevant information, which is the
dtatistical predictions of DOA 6. Indeed as previousy
mentioned, actual angle inference characteristics
(deviation angle function) are not linear functions but
ary

ybZ+r2

computations of E(é‘D) and Var(é‘D) request the

rather closed to 6= [12]. Therefore, exact

knowledge of f(?x |D),sincefor any function h(é):
E(h[é”D) = E(h[é(fx)”D) = [0l 6 D), @

£, |D) has only been derived o far for:

* mixture of unknown amplitude signals and Rayleigh
type signals[4] and unconditional statistics (T = 0),

* Rayleigh type signa source [5] and conditional
statistics.

3 Improved monopulse processing
3.1) Theoretical Background

Asfar as we know, the “historical” monopulse processing
was never questioned until recent works [10][11] that
have shown the interest of investigating monopulse
processing from the point of view of optimal detection
theory [13] applied to a two-sensors system. In the
particular case of the monopulse measurement, the
detection problem is to decide, based on | independent
snapshots Vv(tq), ..., V(t;), whether to accept the null

hypothesis (noise only) Hy, or to accept the alternative
hypothesis (signal plus noise) H; when the observation
model is described by (1):

Ho : V(t) = A(t)
Hy @ V(t) = B(t) X +n(t)
If the pdf of the measurement is known under both

hypothesis, the optimal detector — in the Neyman-Pearson
sense—isthe Likelihood Ratio Test (LRT)

Hl
tucty).....V(t))| Hy] > .
flucty),.... ()| HO]H<

that maximises the probability of Detection
Po :P(D|H1) for a given probability of False Alarm

Pep = P(D| Ho), if D denotes the event of a threshold

detection. Nevertheless, the LRT is not directly usable as
some parameters are unknown (at least r, ). They must be

replaced by estimators and the detection problem becomes
a composite hypotheses testing problem (CHTP).
Although not necessarily optimal, the GLRT method
(Generalized LRT) is widely used in such problem. It
consists in replacing the unknown parameters by their
Maximum Likelihood Estimates (MLE). Application of
the theory to the monopulse observation model has been
detailed in the case of a point source with a Rayleigh [10]
or unknown [11] amplitude fluctuation law. One of the
meaningful results - under the hypothesis of a spatially

and temporally white noise of power oﬁ— is the

demonstration of the following common GLRT and
monopulse ratio MLE expressions for both amplitude
fluctuation laws:

Hl

2T (5)

A max

oh

T(R)+ Tr(é) ZH _ - ZHEHZ (6)

ivai)vai)'* :

i=1

-

. F}:IE

e 82=Ap, Of 62 =02 depending on whether the

noi se power oﬁ is an unknown parameter or not,

*  Amax and f\min are the 2 eighenval ues of R.
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Form (6) of T is a generalization of Mosca result [2] for
complex monopulse ratio (see [3] and [5] for applications
involving the imaginary part). Form (5) of GLRT is a
congtant false alarm rate (CFAR) detector which assesses

the noise power cﬁ using the smallest eighenvalue of R.

As most CFAR process, its performance (Pp vs. Pra) is
poor for small number of snapshots. This is the reason

why cﬁ estimation is always performed at a different

stage of the processing, generally at the output of the
Range-Doppler Matched Filter, where a large amount of
samplesisavailable.

It is quite obvious that the exact solution of the CHTP -
forms (5) of the GLRT and (6) of the MLE - seems
unpractical for establishing analytical results. However,
two approximations of the (detector, monopulse ratio
estimator) pair can be derived from GLRT:

HET Ay %

T

R CP R
o |

based on the standard "historical" approach (7) - point
source close to boresight - or on the correlation between
the two receiving channels (8) [10][11]. In the case where

oﬁ can be estimated precisely enough to be a known

parameter of observation model, (7) and (8) have been
characterized analytically [5]-[11] in terms of conditional
mean and variance. These analytical statistical predictions
show that expression (8) proposes an appreciable
improvement of the performances of the CHTP. While
retaining a comparable estimation Root Mean Square
Error (RMSE), it helps to improve overall detection
performance over the main lobe of the sum channel. A
restriction on the interest of these results is the underlying
assumption of alinear deviation angle function in order to
be extended to angle statistical prediction (see 81).
Unfortunately, this is a quite general restriction, as actual
forms of deviation angle functions combined with the
difficulty of evaluating f(fx |D) prevent from performing
analytical computation.

Therefore, a step forward consists in not focusing on
statistical predictions but in investigating the DOA
estimation performance of exact (5)-(6) or approximate
(7)(8) solutions of the GLRT scheme through a Monte-
Carlo type simulation with a large number of draws, as it
is possible nowadays with the computing power available.

3.2) Improved Monopulse Processing

According to section 3.1, the recommended monopulse
processing is the following (detector, estimator) pair:

Tr( )+,/Tr( ) 4R‘ HlT ©

Gn

r=

Tr ( )+1/Tr( )H A‘R‘ 2“2” W
2A">
6=daf(f,), =Ref} (12)
where G2 isanoise power estimator.

This processing can be easily implemented in actua
single floating point DSP, what could have been a major
issue afew decades ago.

We shall designate hereinafter the various solutions (9-
10), (7) and (8) of the CHTP as “glrt”, “mosca sum” and
“mosca power” respectively.

3.3) Generalisation

The problem is to find out if expressions (9) and (10) can
be the solution of the GLRT method for any kind of
amplitude fluctuation law. Unfortunately, some basic
computations leads rapidly to a negative answer. Let's

consider the simplest case where the noise power oﬁ isa

known parameter (oﬁ =1). In that case, al unknown

parameters of the LRT belongs to hypothesis H; and the
GLRT method now only consists in assessing them in the
ML sense. Assume that fB(t), ..., B(f) ae |
independent identical random variables with a known pdf
f(3), independent from the noise. Then the pdf of
observation model (1) is:

f[V(tl),...,V(t|)|Hl]:jf[\*/(tl),...,\*/(tl)\r,(z] t(8)dp

and the MLE of r — the only unknown parameter left - is
solution of:

01 [u(ty)..... V(t))| Hy] -0
arH

where: f(ﬁ):f[[}(tl),...,

(12)

|
Bl =77(®)
=1
-3 ot PR
B R . e i=1
fv(tl),...,v(tl)\r,B]= =T

After some straightforward calculi, (12) can be rewritten
as:

3 188t vt | r.B] £ E)o

r= i=1
ZI Bet)°f [val),...,wn ) r,B] £ (§)a
i=1

which is an implicit equation in r whose solution has
obviously no reason to be the same whatever the form of
f(3). Therefore (9) and (10) can not be the general

solution of the GLRT method applied to monopulse
measurement.

However, the GLRT method originates from asymptotic
ML Estimates properties [13] which are - under
reasonably general conditions - unbiasness and efficiency
(estimator variance reaches the Cramer Rao lower bound),
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when the number of independent observations tends to
infinity. A thorough implementation of the GLRT method
congists in finding ML estimates not only of the
monopulse ratio r but also of the parameters @ of the

amplitude fluctuation law f (B|@). Actually the use of (10)

asMLE of r for any given value of §=[B(ty),....B(t,)|"is
equivalent to look for estimators of r (and B) that are

unbiased for each value of the nuisance parameter B
whereas the true GLRT method looks for estimator of r
(and ) that are unbiased only over the set of possible

values of the nuisance parameter B Such estimation

scheme can be related to Miller and Chang lower bound
[14] (a modified Cramer-Rao lower bound) as optimality
criterion. Thus, the use of (9) and (10) whatever the
amplitude fluctuation law can be regarded as a Modified
GLRT method and therefore as a reasonable genera
(detector, estimator) solution pair of the CHTP as shown
in next section.

4 Performance Comparison

As an example of performance comparison, we consider
the multifunction Radar case tracking a signal source
which amplitude fluctuation law is either of Swerling 0,
Swerling 2 or Swerling 4 type. Due to time budget
constraint, the maximum number of observations
available per target is generally 2 (I = 2). The noise power
is assumed to be known. A likely probability of false
alarm for such radar mission is P-4 = 10™*. Whatever the
Swerling case, the Signa-to-Noise-Ratio (SNR) is
matched to obtain P, = 0.9 when signal source is on
boresight and detected on sum (%) channel only. The
monopulse antenna model corresponds to a rectangular
surface sum antenna (%, 1° beamwidth) with a plane
surface uniform current distribution associated with an
appropriate difference beam (A, linear odd current
distribution).

All simulation results have been gathered on a single page
to offer an overview. They are divided in 2 figures (Figure
2 and 3) consisting of 3 plots, one per Swerling case, from
SWO to SW4 (top to bottom). On each plot, the
performance of the 3 solutions “glrt”, “mosca sum” and
“mosca power” of the CHTP are displayed.

Figure 2 and Figure 3 depicts respectively the variation of
Pp and normalized RMSE of the angle estimator (11)
within the main sum beam [— O3B - 93dB]. In Figure 2

“Theo” stands for Theoretical, i.e. assessed using
analytical formulas.

All Pra measurements have been performed on 10°
independent trials. All P, and RMSE measurements have
been performed on 10° independent trials.

The two figures illustrates the on average superiority of
GLRT solution (9)-(10) over Standard solution (7): amost
equal RMSE and improved on average Pp. This result is
also obtained for non Gaussian pdf of observations (SW4
mixture) that confirms the robustness of the Modified
GLRT method applied to monopulse measurement.
Another valuable result is the amost equivaent

performance of “gIrt” and “mosca power” solutions,
which makes dtatistical prediction of “mosca power”
solutions a very attractive problemin future.

5 Conclusion

This paper, generalizing results established lately in [10]
and [11], emphasizes the existence of a better (detector,
estimator) solution pair than the “historical” one for the
monopulse CHTP. It provides a significant improvement
of overall performance and proves to be robust to
amplitude fluctuation law type. In addition to the expected
impact on the future implementation of monopulse
antennas and tracking performance, it contributes to
illustrate the often unacknowledged or underestimated
interaction between the components of the (detector,
estimator) solution pairs of the CHTP.
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