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Notations

Tout le long du texte, les regles de notation suivantes ont été adoptées :

— les quantités d’ordre au moins égal a 1 apparaissent en caracteres gras;
— les vecteurs sont désignés par des lettres latines minuscules ;

les tenseurs d’ordre 2 sont désignés par des lettres grecques minuscules ;
les tenseurs d’ordre 4 sont désignés par des lettres latines majuscules.

Les exceptions a cette regle de notation seront précisées.

De méme, tout au long du texte, les variables relatives au matériau hors discon-
tinuité et a la discontinuité sont différentiées :

— les variables relatives au matériau hors discontinuité sont notées avec une barre
superposée ;

— les variables relatives a la discontinuité sont, quant a elles, notées avec deux
barres superposées.

Notations spécifiques au cadre théorique (chapitres 2 et 4)

Au chapitre 1 est défini le tenseur acoustique noté : Q = n - C - n. Nous en
explicitons ici 'expression en notation indicielle :

Qij = nkcikljnl

ol la convention de sommation d’Einstein a été adoptée.

Notations spécifiques au cadre éléments finis (chapitres 3 et 4)

Les regles de notation énoncées ci-avant sont encore valables.

En revanche, la manipulation des quantités tensorielles se fait en notation vec-
torielle pour les tenseurs d’ordre 2 et matricielle pour les tenseurs d’ordre 4.

Ainsi, un tenseur de déformation écrit en notation tensorielle :

€xz Ezy CEzz
€= [€ay Eyy Eyz

€xz ECyz Ezz




Notations

sera écrit en notation vectorielle :

822
2 Eqy
2¢€,,

|26y, ]

Le tenseur de contrainte écrit en notation tensorielle :

Ozez Ogzy Ozxz
O = [Ozy Oyy Oyz
Ozz Oyz Oz

sera écrit en notation vectorielle :

Les tenseurs d’ordre 4 sont manipulés sous forme matricielle. Vu les conventions
adoptées pour I'écriture vectorielle des déformations et des contraintes, le tenseur
d’¢élasticité, dont ’expression en fonction des coefficients de Lamé est :

C=A®1+2ul

s’écrit sous forme matricielle, en se placant dans le cadre des déformations planes :

A+20 A A0 0 0
A A+20 A 0 0 0
a_ | X A A+22 0 0 0
0 0 0 00
0 0 0 0 pu 0
0 0 0 0 0 pu

Les notations matricielles des tenseurs d’ordre 4 sont construites de la méme
facon.




Introduction

La maitrise du comportement des structures du Génie Civil est tres complexe du
fait, en particulier, de la diversité des sollicitations auxquelles elles sont soumises.
Leur construction est maintenant réglementée au niveau européen : les normes en
vigueur sont de plus en plus strictes et prennent en compte, jusqu’a 1’état limite
ultime, un grand nombre de scénari de sollicitations : sollicitations mécaniques sé-
veres telles que 'impact ou le séisme, sollicitations multiphysiques en environnement
agressif telles que les agressions chimiques, le vieillissement, ...

Les modeles de comportement de matériaux et de structures doivent intégrer
I’évolution de ces criteres de dimensionnement et deviennent, ainsi, de plus en plus
complexes, fortement non linéaires. De plus, ils sont capables de tenir compte de
phénomenes multiphysiques et reposent bien souvent sur des approches multiéchelles.

Si les lois de comportement sont de plus en plus fines et complexes, leur emploi
dans la simulation numérique du comportement des structures n’en reste pas moins
limité. Ces modeles, souvent basés sur des approches phénoménologiques, sont ca-
pables de reproduire la réponse du matériau jusqu’au pic. En revanche, ils continuent
de se heurter aux problémes numériques liés au phénomene de localisation des dé-
formations. La réponse post-pic, caractérisée par la localisation des déformations,
n’est alors que tres rarement décrite de fagon satisfaisante.

Le caractere prédictif de ces lois de plus en plus fines, et donc également la
perspective de leur utilisation pour des applications pratiques s’en trouvent alors
tres largement remis en cause.

Néanmoins, la simulation numérique des structures ne peut s’affranchir d'une
description objective de la phase post-pic du comportement du matériau. En effet,
les structures étudiées, dont le niveau de complexité ne cesse de croitre, sont, généra-
lement, tres largement hyperstatiques. Ainsi, certaines parties de 'ouvrage peuvent
étre tres fortement endommagées sans que 'intégrité de la structure ne soit, pour
autant, remise en cause. L’évaluation de la charge limite ultime impose donc de
pouvoir décrire localement, dans les zones dégradées, le comportement post-pic du
matériau. Ceci garantit une évaluation fiable de la charge limite ultime ainsi que de
I’énergie dissipée dans la structure.

Comme nous ’avons souligné précédemment, ’origine des problemes numériques
que l'on souhaite traiter se trouve dans les phénomenes de localisation des défor-
mations : une réalité physique qui reste encore difficilement appréhendée par les
techniques de calcul numérique standards.

Le premier chapitre de ce mémoire s’attache a décrire ces phénomenes de lo-
calisation pour différents types de matériaux mais également, et surtout, a passer
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en revue les techniques expérimentales qui en permettent la détection. La localisa-
tion des déformations est caractérisée par une perte d’homogénéité de I’éprouvette :
sa détection expérimentale est donc indispensable a I’exploitation des résultats des
essais permettant de qualifier le comportement du matériau.

Par ailleurs, ce premier chapitre met également en évidence les problemes nu-
mériques - dépendance au maillage - engendrés par la simulation de ce phénomene
physique. Les aspects mathématiques permettant de mettre en avant le caractere
mal posé du probleme dans le cas d’'un matériau a comportement adoucissant sont
également discutés, les criteres de localisation sont rappelés.

De nombreuses techniques ont été développées depuis les années 80 afin de pallier
les problemes de dépendance au maillage. Ce premier chapitre tente - tres certai-
nement de fagcon non exhaustive - de les passer en revue en mettant en lumiere
leurs aspects positifs comme leurs écueils. Cette analyse nous conduira, pour finir,
a définir d’'une maniere tres précise les objectifs de notre étude ainsi que son cadre
d’application.

Notre étude s’inscrit dans le cadre des modeles a discontinuité de déplacement
initiés plus récemment (au début des années 90). L’objet de cette technique de
régularisation est de prendre en compte l'effet des bandes de localisation sur le
comportement global de la structure étudiée sans chercher a avoir une description
fine de ces zones de localisation.

La plupart des travaux réalisés dans ce cadre suppose que la dissipation dans
la structure est uniquement liée a I'apparition et au développement des bandes de
localisation, le matériau hors bande de localisation est ainsi supposé rester dans le
domaine élastique. Ce type de modélisation est adapté a la description du compor-
tement des structures non massives pour lesquelles, les phénomenes de dissipation
hors bande de localisation sont effectivement négligeables devant ceux ayant lieu
dans les zones de localisation. En revanche, lorsqu’il s’agit de décrire le comporte-
ment de structures massives, négliger 1’énergie dissipée dans le matériau hors bande
de localisation n’est pas une démarche satisfaisante, les phénomenes de dissipation
localisés ne sont en effet plus prépondérants mais du méme ordre de grandeur que
ceux ayant lieu dans la « masse » de la structure.

Ainsi, 'approche développée ici propose d’étendre les modeles a discontinuité de
déplacement de fagon a combiner deux types de dissipation :

— une dissipation volumique gérée par des modeles continus classiques et qui
permet de prendre en compte tous les phénomenes dissipatifs ayant lieu dans
le matériau hors bande de localisation ;

— une dissipation surfacique qui rend compte a 1’échelle de la structure des phé-
nomenes dissipatifs localisés a 1’échelle des bandes de localisation. Cette dissi-
pation est gérée par I'introduction d’une discontinuité de déplacement, traitée
comme une interface cohésive. Une loi « traction - saut de déplacement » lui
est associée, qui assure le controle de cette dissipation localisée.

Les aspects théoriques et numériques du modele proposé sont présentés, respec-
tivement, aux chapitres 2 et 3 de ce mémoire. Ceci est réalisé dans un cadre tres
général, sans supposer a priori de comportement de matériau particulier. Afin de
mettre en évidence les points clés de la méthode dans un cadre simplifié, un exemple
unidimensionnel est, néanmoins, traité en début de chacun des deux chapitres.
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Dans le chapitre 2, apres un rappel concernant la construction des modeles conti-
nus classiques, la définition du modele relatif a la discontinuité est présentée, les
conditions d’introduction de la surface de discontinuité sont discutées. Ce chapitre
met également en évidence le parallele entre la construction du modele continu,
qui permet de controler les phénomenes de dissipation diffus, et le modele de type
« discret » qui gere, quant a lui, les phénomenes de dissipation localisés.

La prise en compte dans la simulation numérique de discontinuités de dépla-
cement « intra-élément » suppose des modifications des techniques éléments finis
classiques. Le chapitre 3 propose une revue des techniques employées dans la litté-
rature afin de décrire des champs de déplacement discontinus puis s’attache a pré-
senter la technique utilisée dans ce travail. Cette derniere s’appuie sur la méthode
des modes incompatibles : la base des fonctions de forme est enrichie d’une fonction
de forme incompatible présentant une discontinuité. Le formalisme de la méthode
des modes incompatibles est alors utilisé afin de résoudre le probleme modifié issu
de 'enrichissement de la cinématique des éléments.

Enfin, le dernier chapitre particularise les équations développées dans les deux
précédentes parties, aux cas de la rupture ductile et de la rupture fragile en consi-
dérant, respectivement, un modele de comportement élasto-plastique et un modele
élasto-endommageable. Pour chacune de ces deux applications, les spécificités des
modeles continus et discrets sont précisées, le choix des interpolations ainsi que des
techniques numériques de résolution adoptées pour chacun de ces deux cas est dis-
cuté. Enfin, des simulations numériques mettant en évidence le caractere régularisant
de la technique ainsi que l'intérét de la prise en compte de deux types de dissipation
combinés sont présentées.

Pour finir, nous présentons les conclusions de ce travail et proposons diverses
perspectives, envisageables a plus ou moins long terme, a ce travail.
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Chapitre 1

Phénomenes de localisation : limites
et extensions des modeles continus
locaux

La localisation des déformations est un phénoméne bien connu :
les déformations se concentrent soudainement dans des zones
de faibles épaisseurs qui seront le siége de la rupture. Ce phe-
nomene a été tres largement étudié tant d’'un point de vue ex-
périmental que des points de vue théorique et numérique. Ce
premier chapitre tente de passer en revue, sans prétendre a I'ex-
haustivité, les différents aspects de la localisation : sa caractéri-
sation expérimentale, son approche théorique et son traitement
numéerique.
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1. Phénomenes de localisation : limites et extensions des modeéles continus locaux

1.1 Mise en évidence du phénomene de lo-
calisation

1.1.1 Les aspects expérimentaux : compréhension du phéno-
mene de localisation

Lors du chargement d’une éprouvette, il est fréquent d’observer, peu avant rup-
ture, 'apparition de zones de faible épaisseur dans lesquelles se concentrent les défor-
mations. Ces zones sont initiées par des micro-défauts du matériau ou des conditions
aux limites (tout ceci conduisant a 'apparition d’hétérogénéités du chargement).

Caractérisées par un fort gradient de déformation, elles sont le siege de la rupture
conduisant a la ruine de 1’éprouvette.

En fonction de la nature du matériau considéré, ces zones de localisation des
déformations sont qualifiées de :

— bandes de cisaillement pour les matériaux métalliques élasto-plastiques et les

matériaux granulaires tels que les sables ou les poudres;;

— bandes de localisation dans le cas des matériaux quasi-fragiles tels que les

bétons ou les roches.

Les phénomeénes mis en jeu lors de la formation et du développement de ces
bandes sont tres différents et dépendent de la nature des matériaux considérés.

Dans le cas des matériaux métalliques, apres une phase de chargement élastique,
I’entrée dans la phase de plastification se caractérise par un comportement quasi-
homogene : la dissipation (et donc la plastification du matériau) se répartit de fagon
diffuse dans I’éprouvette, [Chrysochoos et Louche, 2000]. Progressivement, les défor-
mations, initialement homogenes se concentrent dans une bande de faible épaisseur,
générant d’'importants glissements localisés qui seront responsables de la rupture.
La dissipation, quant a elle, se trouve confinée dans ces bandes de cisaillement.

Dans le cas des matériauxr granulaires, apres un réarrangement des grains, l'ap-
parition des bandes de localisation se caractérise par d’importants glissements inter-
granulaires localisés (voir la figure 1.1). Ces bandes de cisaillement sont également
observables a des échelles bien supérieures a celle des éprouvettes de laboratoire.
Ainsi, les glissements de terrain sont la manifestation, a grande échelle, de 'appari-
tion de bandes de cisaillement dans les sols.

Dans le cas des matériauz quasi-fragiles, la réponse de 1’éprouvette se caractérise

par trois phases :

— une premiere phase correspond a la réponse élastique de la structure ;

— une deuxieme phase se caractérise par I'apparition de microfissures réparties
de facon homogene dans I’éprouvette ;

— enfin, si le chargement est poursuivi, certaines microfissures vont coalescer pour
donner naissance a une macrofissure responsable de la ruine de I’éprouvette. En
géotechnique, 'apparition de failles sur le globe terrestre est la manifestation
de ces bandes de localisation.

Quel que soit le matériau, la localisation des déformations se caractérise par

un passage plus ou moins brutal d’un état de déformation homogene vers un état
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1.1. Mise en évidence du phénomene de localisation

Figure 1.1: Bande de cisaillement dans un sable lors d’un es-
sai triaxial, [Colliat-Dangus, 1986] d’aprés [Desrues et
Chambon, 2002]

localisé. Les déformations se concentrent dans des bandes de faible épaisseur alors
que, dans le reste de I’éprouvette, elles évoluent peu, voire méme diminuent. A ce
stade, les gradients de déformations sont tels que 1’éprouvette ne peut plus étre
envisagée que comme une structure. Le dépouillement des essais s’en trouve, alors,
modifié : il doit tenir compte de différents modes de déformation du matériau.

Il est donc important de détecter correctement 'instant correspondant au passage
en mode localisé. Ainsi, de nombreuses techniques expérimentales ont été dévelop-
pées, visant a identifier le basculement vers un état de déformation localisée.

Ces méthodes peuvent étre classées en trois grandes catégories :

— les méthodes directes;

— les méthodes quantitatives ;

— les méthodes par mesures de champ de déformation.

Les méthodes directes

Elles s’appuient sur 1'observation visuelle et/ou microscopique [Wong, 1982] de
I’éprouvette au cours du chargement. Ces techniques permettent non seulement de
détecter la localisation de la déformation mais offrent également la possibilité par
I'observation de I’évolution de ’échantillon de comprendre les mécanismes physiques
qui conduisent a cette localisation.

Les méthodes quantitatives

Elles permettent de suivre 1’évolution des déformations et de I'état de 'éprou-
vette en fonction de grandeurs physiques caractéristiques. Les méthodes les plus
abondamment utilisées dans le contexte de la détection de la localisation sont 1’émis-
sion acoustique et les ondes ultrasonores. Ces méthodes ont I’avantage de donner des
informations sur I’évolution de I’état de déformation dans le volume, contrairement
aux autres méthodes qui ne fournissent des informations que sur des surfaces de
I’éprouvette. Parmi ces méthodes dites quantitatives, on peut également citer les
méthodes par analyse thermographique infrarouge qui permettent I’analyse des phé-
nomenes de localisation dans les matériaux métalliques élasto-plastiques.

— Les méthodes par émission acoustique [Lockner et al., 1992] s’appuient sur

9



1. Phénomenes de localisation : limites et extensions des modeéles continus locaux

le fait que 'apparition de déformations locales génere des pulsations acous-
tiques. L’instant de la localisation est caractérisé par une augmentation des
déformations locales et donc également par une augmentation des émissions
acoustiques (figure 1.2). Cette technique est plus particulierement adaptée a
I’étude de la localisation dans les matériaux quasi-fragiles pour lesquels les

déformations locales sont générées par ’apparition de microfissures.

mSTRAIN

P 2
displacement ( mm)

Figure 1.2: Processus d’apparition de fissures dans un granite (de
Westerly) lors d’un essai triaxial : localisation des évé-
nements acoustiques et courbe contrainte/déplacement,
d’apres [Lockner et al., 1992]

— Les méthodes par ondes ultrasonores [Berthaud, 1987] s’appuient, quant a
elles, sur la mesure de la vitesse de propagation des ondes élastiques dans le
matériau. Cette propagation est perturbée par la présence d’hétérogénéités :
la diffraction sur ces dernieres entraine une atténuation des ondes planes P et
S. La mesure des vitesses de propagation fournit des indications sur le niveau

d’endommagement de 1’échantillon étudié.

— Enfin, pour les matériaux métalliques, la localisation des déformations se carac-
térise par une forte plastification dans la zone localisée. Or, les phénomenes de
plastification sont accompagnés d’augmentations sensibles de la température
liées aux phénomenes de dissipation. Ainsi, ont été développées des techniques
reposant sur des mesures thermographiques [Louche et Chrysochoos, 2001].
Les champs de température sont directement reliés au niveau de dissipation
dans I’échantillon, lui-méme directement en correspondance avec les niveaux de
déformations plastiques (voir figure 1.3). Contrairement aux méthodes quanti-
tatives présentées précédemment, cette technique ne fournit, a priori, que des

informations surfaciques.
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Figure 1.3: Champ de dissipation et de vitesse de déformation pour
un essai de traction simple sur un acier, d’apres [Louche
et Chrysochoos, 2001]

Les méthodes de mesures de champs de déformation

Ces méthodes permettent de mesurer les champs de déplacement et/ou de dé-
formation dans I’échantillon. En permettant le suivi de ’évolution des champs de
déformation au cours de 'essai, elles permettent de détecter le seuil de localisation
des déformations par la perte d’homogénéité du champ mesuré. Plusieurs méthodes
de mesures de champs de déformation ont été développées parmi lesquelles :

— La stéréophotogrammétrie de faux relief [Butterfield et al., 1970], [Desrues,
1984], [Torrenti et al., 1988], [Desrues et Chambon, 2002]. Cette méthode re-
pose sur 'analyse par vision stéréoscopique de photographies de 1’échantillon
prises a des instants différents sous un méme angle. La déformation entre deux
états consécutifs se matérialise par un faux relief. L’analyse de ces faux reliefs
permet de construire une carte de déformation sur la surface de 1’échantillon
et ainsi de déterminer le seuil de localisation (voir figure 1.4).

— La granularité laser ou SPECKLE [Berthaud, 1991], [Bascoul et al., 1993].
Cette technique consiste a éclairer la surface de 1’échantillon étudié par un
faisceau de rayons paralleles (par exemple des rayons laser). Les rayons sont
réfléchis sur la surface de I’échantillon. Or, les irrégularités de la surface de
I’échantillon créent des interférences entre les rayons. La mesure de ces interfé-
rences permet de remonter aux déformations et ainsi, d’étudier la localisation
de ces dernieres. L’inconvénient majeur de la méthode réside dans la taille
limitée de la zone d’étude par rapport a la taille de ’échantillon. La zone de
localisation peut donc tres bien se trouver en dehors de la zone d’étude.

— Les mesures multiples par jauges de déformation [Hadley, 1975], [Santarelli,
1990], [Haied et al., 2000]. Il s’agit dans ce cas de déterminer le seuil de loca-
lisation par la perte de linéarité des déformations transversales. Les capteurs
de déformation sont placés de facon a fournir des mesures de déformations en
différents points de ’éprouvette et dans différentes directions. La détection du
seuil de localisation s’appuie alors sur le simple fait que, a la localisation, les
champs de déformations perdent leur homogénéité.

— Les mesures de champs par corrélation d’images en lumiere blanche [Hild et al.,
2002]. Cette technique permet, par intercorrélation d’'une image de référence
avec une image déformée prise au cours du chargement (a 1’aide d’une caméra
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Figure 1. Force-mean displacement curve of plain concrete.
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Figure 2. Displacement field evolution (plain concrete). Figure 5. Distorsion map evolution (plain concrete).

(a) Courbe effort/déplacement et champs (b) Champs de distorsion
de déplacement

Figure 1.4: Détection de la localisation pour un essai de compression
sur béton : 1.4(a) courbe effort /déplacement, champs de
déplacement, 1.4(b) cartes de distorsion (obtenues par
stéréophotogrammétrie), d’apres [Torrenti et al., 1988]

CCD) d’obtenir une carte du champ de déplacement de la zone observée. Par
dérivation, une carte du champ de déformation peut également étre obtenue.
Il est alors possible de déterminer le lieu de la bande de localisation et, si
un nombre suffisant d’images a été pris au cours du chargement, l'instant
correspondant au passage en mode localisé. Ces techniques sont également
utilisées pour déterminer ’apparition de fissures et en suivre ’évolution .

1.1.2 Aspects numériques de la localisation : limites des modeles
continus locaux

Difficile a caractériser expérimentalement, la localisation des déformations consti-
tue également une difficulté du point de vue théorique et numérique. Cette derniere
met, en effet, en exergue les limites des modeles continus locaux. Nous nous propo-
sons ici de mettre en évidence les difficultés posées par les phénomenes de localisation
tant d'un point de vue purement mathématique que d’un point de vue numérique.

Pour ce faire, nous étudions, dans un premier temps, un probléeme unidimension-
nel considérant un matériau adoucissant. Dans un deuxieme temps, nous générali-
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serons ces résultats a des cas bi- et tridimensionnels.

1.1.2.1 Un probléme unidimensionnel

Les aspects mathématiques

Considérons une barre de longueur L et de section A, sollicitée en traction comme
représenté sur la figure 1.5(a). L'une des extrémités est supposée fixe, 'autre étant
laissée libre. Nous noterons F' 'effort appliqué aux extrémités de la barre et u le dé-
placement de ’extrémité libre. Supposons, de plus, que le comportement du matériau
constitutif de la barre est un comportement élasto-plastique présentant deux phases :
une premiere phase élastique jusqu’a atteindre la contrainte o, et une deuxieme
phase adoucissante comme indiqué sur la figure 1.5(b).

Pour ce comportement, la fonction seuil peut étre écrite :

¢(0,q) = |o| = (o, = q) (1.1)

ou ¢ est la variable associée a la variable interne £ qui représente la déformation
plastique cumulée. q est supposée s’écrire :

q=-K¢ (1.2)

ou K est le module d’adoucissement. Le module d”Young de la barre sera noté : F.

F ] :EAU

o Er e

(a) Barre unidimensionnelle (b) Comportement en traction
Figure 1.5: Barre unidimensionnelle sollicitée en traction

Notons que ce probleme de traction simple sur une barre unidimensionnelle admet
comme champ de contrainte solution un champ constant :

Vre[0,L] o =cste (1.3)

Cette remarque sera importante pour la suite du raisonnement : la contrainte
peut étre déterminée en tout point de la barre.

Avec les hypotheses précédentes sur le comportement du matériau, le chargement
de la barre en traction présente deux phases distinctes.
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La premiere phase correspond a la réponse élastique de la « structure » : tous
les points sont sollicités dans la phase élastique du comportement :

Ve e [0,L] e<egp (1.4)

La déformation reste homogene et constante tout le long de la barre. Il en est de
meéme pour les contraintes. Ceci reste vrai jusqu’a atteindre la valeur de la contrainte
o, correspondant a la limite élastique de notre matériau (ou de fagon équivalente,
la déformation €g), la barre entame alors la deuxiéme phase du comportement.

Si le chargement est poursuivi, la contrainte devant rester constante le long de
la barre et vu le comportement supposé du matériau, la contrainte doit diminuer
partout dans la barre. Ainsi, pour tout point de la barre, deux trajets de chargement
sont possibles :

— une décharge élastique : la déformation et la contrainte diminuent ;

— le passage dans la phase adoucissante du comportement. Dans ce cas, les

contraintes diminuent mais les déformations continuent de croitre.

Notons A la longueur cumulée des points de la barre qui entrent dans la phase
adoucissante du comportement. L — h correspond a la longueur de la barre qui se
décharge de fagon élastique.

Ainsi, le déplacement u a I'une des extrémités de la barre (I’autre étant supposée
fixe) peut s’écrire :

B F Fep—eo
u=(L h)EA+h(5f s ) (1.5)

La réponse de la barre en terme d’effort F' - déplacement u est ainsi complétement
déterminée par la longueur h de barre qui entre dans la phase adoucissante du
comportement.

Or, pour une barre supposée homogene initialement, chargée de fagon homogene,
rien ne permet de déterminer cette grandeur h. Le probleme est donc mal posé : il
admet une infinité de solutions (autant que de valeurs de h). La figure 1.6 donne
une représentation de la réponse effort-déplacement a ’extrémité libre de la barre
en fonction de hA/L. On constate que la solution est bien évidemment largement
dépendante de h/L et que, a la limite, pour h — 0, la barre peut casser sans dissiper
d’énergie (I’aire sous la courbe est nulle).

Dans la pratique, ce sont les défauts du matériau, de la barre (changement de
section, ...), du chargement qui décident de cette grandeur h.

Nous avons ainsi mis en évidence le caractere mal posé d'un probleme unidi-
mensionnel considérant un matériau adoucissant 7.e pour lequel, dans le cas 1D, la
relation o — € n’est pas bijective.

Les aspects numériques

Considérons toujours I'exemple précédent d'une barre unidimensionnelle sollici-
tée en traction. Une modélisation EF de la barre est réalisée en considérant diffé-
rentes finesses de maillage. La barre est supposée encastrée a I'une de ses extrémités,
I’autre étant soumise a un déplacement imposé w.
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Figure 1.6: Réponse effort-déplacement de la barre en fonction de
h/L (E=1 A=1,0,=0.05ete;=0.2)

Afin de modifier le probleme de bifurcation en un probleme de point limite, un
élément est affaibli : il s’agira ici de I’élément central de la barre. Sa limite élastique
sera prise égale a 99% de la limite élastique du reste de la barre.

Les calculs sont menés en considérant 5 maillages différents : 3, 7, 15, 25 et 47
éléments. Les résultats en terme de déplacement imposé a l'extrémité libre/effort
sont donnés sur la figure 1.7(b). La figure 1.8 donne le profil des déformations le
long de la barre pour un déplacement a 'extrémité libre donné.

On constate que la solution dépend pathologiquement du nombre d’éléments
choisi pour mailler le probleme. Plus le maillage est fin, moins la barre dissipe
d’énergie pour se rompre et plus son comportement se rapproche d’un comporte-
ment quasi-fragile. On constate également sur la figure 1.8 que toute la déformation
se concentre dans un seul élément : 1’élément affaibli. Ainsi, seul cet élément entre
dans la phase adoucissante du comportement, tous les autres se déchargeant de fa-
con ¢élastique. La dissipation se trouve donc concentrée dans cet élément. Une simple
analyse permet d’écrire cette derniere sur un intervalle de temps [0, ¢] sous la forme :

hoopt
E
Doale:// oy—— ¢ signe(o) dx dt (1.6)
! o Ji—o "E+K

ou h correspond a la taille cumulée des éléments qui sont entrés dans la phase
adoucissante du comportement. Notons que I'intégrande est borné. Ainsi, lorsque la
taille des éléments h tend vers 0, la dissipation dans la barre tend, elle aussi, vers 0.
On aboutit alors a un paradoxe : la barre se casse sans dissiper d’énergie.

La solution du probleme éléments finis issu du probleme continu décrit précédem-
ment et dont nous avons montré le caractere mal posé, est donc pathologiquement
dépendante de la discrétisation éléments finis choisie. Cette dépendance au maillage
est a relier au caractere mal posé du probléme continu (perte d’unicité de la solution)
lié, dans notre cas, a la non-bijectivité du comportement matériau choisi.
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1. Phénomenes de localisation : limites et extensions des modeéles continus locaux
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Figure 1.7: Influence de la finesse de maillage sur la réponse ef-
fort/déplacement d’une barre en traction
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Figure 1.8: Etat de déformation dans la barre en fonction du nombre
d’éléments (u = 0.008)
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1.1. Mise en évidence du phénomene de localisation

1.1.2.2 Unicité et stabilité des matériaux anélastiques

Nous venons de mettre en évidence les problemes numériques et mathématiques
engendrés par l'utilisation de comportements unidimensionnels adoucissants. Nous
nous proposons de voir, dans cette partie, quelles sont les conditions qui conduisent
a un probleme mal posé dans le cas général d’'un probleme tri-dimensionnel. Ces
conditions sont dites « conditions de bifurcation ». De nombreux travaux ont été
réalisés, dans ce cadre, afin de déterminer, pour différentes classes de comportements
de matériaux, les conditions de localisation conduisant a un probléeme mal posé d’un
point de vue continu. Nous nous limiterons ici a exposer les conditions de localisation
dans le cadre des matériaux indépendants du temps.

Condition d’unicité pour les solides finis

L’étude de la localisation pour les lois de comportement indépendantes du temps
est en grande partie due aux travaux de Hadamard [Hadamard, 1903], Hill [Hill,
1958], [Hill, 1962], Thomas [Thomas, 1961], Mandel [Mandel, 1966] et Rice [Rice,
1976].

Considérons un domaine €2 soumis a des efforts volumiques b, a des efforts im-
posés h sur une partie de sa frontiere : 9,2 et a des déplacements imposés g sur une
partie 9,2 de sa frontiere (voir figure 1.9). 9,9 et 9,52 sont telles que :

D, Q

Figure 1.9: Domaine ), conditions aux limites en efforts et déplace-
ments

QUL =00 et 90N00 =0 (1.7)

Soit v = u, la vitesse dans le solide €.
Supposons, par ailleurs, que la loi de comportement du matériau considéré s’écrit
sous forme incrémentale :

c=L:e(v) (1.8)
ou,
I — C si le matériau se charge ou se décharge de fagon élastique (1.9)
| H sile matériau se charge de facon anélastique '
et,
e(v) = Vv = €(u) (1.10)
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1. Phénomenes de localisation : limites et extensions des modeéles continus locaux

Dans ces conditions, I’équation d’équilibre s’écrit sous forme incrémentale :
div[H:e(v)]+b=0 (1.11)

et les conditions aux limites :

6-n=[H:e(v) -n=h surdQ
{ v=g surd,} (1.12)
La forme faible de ces équations donne alors :
Vv € CA, / o:e(v)dQ= [ h-vdl+ / b-vdQ =0 (1.13)
Q 0,02 Q

ou C'Ay est 'espace des déplacements cinématiquement admissibles a 0.

Afin de tester I'unicité de la solution, considérons deux champs solutions du
probleme en vitesse : v; et vq, ceux-ci vérifient la forme faible des équations d’équi-
libre écrite précédemment. Nous noterons o et o5 les champs de contrainte associés
respectivement a chacun de ces deux champs de vitesse.

On peut donc écrire,

Vv € C'A,, / (61— 69) 1 €(¥)dQ2 = 0 (1.14)
Q

Soit, en particulier pour le champ de vitesse virtuel v = v; — v, cinématiquement
admissible & 0 (les deux champs vérifient les mémes conditions aux limites sur la
frontiere 0,(2) :

/Q(Ul — 0'2) . [E(Vl) — E(Vg)] d2 =0 (115)

En se rappelant que :
oc=L:e(v) (1.16)

et en notant respectivement L; et Ly les modules tangents associés aux champs de
vitesse solutions v; et v,, on obtient :

[ L o)~ L efva))  elv1) ~ elval]d2 = 0 (1.17)
Notons alors Z(vy, vs) la fonctionnelle définie par :
Z(vi,ve) = /Q [Li : e(vy) — Ly : e(va)] : [e(vy) — &(vy)] A (1.18)
L’unicité de la solution au probleme en vitesse est donc assurée par :
Z(vi,va) #0 pour vy # vy (1.19)

En fait, on peut montrer que cette condition d’unicité peut toujours s’écrire :

Z(vi,ve) >0, V(vi,vy) € CA et vy # vy (1.20)
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1.1. Mise en évidence du phénomene de localisation

Dans [Hill, 1958], [Hill, 1962], I'auteur a montré que, lorsque le module L est
symétrique, la fonctionnelle Z(vy, vy) est toujours supérieure ou égale a la fonction-
nelle H(vy,vy). H est écrite en considérant le solide linéaire de comparaison pour
lequel il n’y a pas de décharge permise : le matériau se charge uniformément avec le
module tangent : H.

Iwbw)>Hwhw)zzﬁdw)—dwﬂ:H:k@ﬂ—ewgwﬂ (1.21)

Le critere de Hill fournit donc une condition suffisante d’unicité de la solution
au probleme en vitesse sur le solide réel : si I'unicité du probleme est vérifiée sur le
solide linéaire de comparaison, alors, elle ’est aussi pour le solide réel.

Une condition plus forte consiste a imposer que l'intégrande est en tout point
positif :

VxeQ, e(v):H:e(v)>0 (1.22)

Ceci fournit une condition suffisante d’unicité pour le solide linéaire de compa-
raison.

La condition (1.22) est vraie si le module H est défini strictement positif.

Ainsi, la condition :

dn | det(n-H-n)=0 (1.23)
constitue une borne inférieure de la bifurcation dans le solide linéaire de comparai-
son et, par conséquent (en raison de (1.21)), également pour le solide réel. Cette
condition correspond a la perte d’ellipticité des équations d’équilibre pour le solide
linéaire de comparaison, elle s’interprete physiquement comme ’apparition d’une
onde stationnaire de normale n [Hill, 1962].

Ces résultats issus de la théorie de Hill [Hill, 1958] ont été généralisés a la déter-
mination de la stabilité et des criteres de bifurcation pour les systemes irréversibles
obéissant au principe de dissipation maximale [Nguyen, 1984], [Nguyen, 1987].

Condition d’apparition de zones de localisation

Nous venons de voir quelles sont les conditions qui conduisent a un probleme mal
posé. Nous souhaitons ici écrire les conditions d’apparition de bandes de localisation.
Nous considérons ici des matériaux indépendants du temps et de la température. Le
taux de contrainte est une fonction homogene de degré 1 du taux de déformation.

Comme nous 'avons vu précédemment, la localisation des déformations se carac-
térise par le passage d'un état de déformation homogene a un état de déformation
hétérogene localisé. Le probleme posé ici est d’écrire les conditions sous lesquelles il
est possible d’obtenir, dans un solide homogene soumis a un chargement homogene,
un champ de déformation localisé. Les travaux sur ce sujet ont été en grande partie
initiés par Rice [Rice, 1976].

Considérons, pour cela, un domaine {2 homogene, déformé de facon homogene.
Q2 est soumis, de fagon quasi-statique, a un incrément de déformation qui génere des
taux de contraintes solutions du probleme :

dive +b=0
-n=h sur 0,2 (1.24)
v=g sur 0,52
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1. Phénomenes de localisation : limites et extensions des modeéles continus locaux

L’objectif, ici, est de déterminer sous quelles conditions peut apparaitre une
bande de localisation, c’est-a-dire une surface de discontinuité du taux de déforma-
tion.

Nous noterons I', cette surface de discontinuité et n le vecteur normal a cette
surface. I'y coupe le domaine €2 en deux sous-domaines : Q et Q= (voir figure 1.10).

Figure 1.10: Domaine () et surface de discontinuité du champ de taux
de déformation

Les conditions de continuité des taux de contraintes normales & travers la surface
de discontinuité s’écrivent :

[6] - n=0 (1.25)

et les conditions de compatibilité de Maxwell imposent que le taux de déformation
vérifie :

[eE]=m®n (1.26)
ou m est un vecteur non nul. Si m est orthogonal a n, on parle de bande de cisaille-
ment, si m est colinéaire a n, il s’agit d’'un mode I d’ouverture.

Si on considere le solide linéaire de comparaison, la loi de comportement écrite
sous forme incrémentale s’écrit :

6=H:é (1.27)

Ainsi, pour le solide linéaire de comparaison, la condition d’apparition d’une
bande de localisation s’obtient en combinant les équations (1.25), (1.26) et (1.27)

sous la forme :
(n-H-n)- m=0 (1.28)

(n-H - n) est le tenseur acoustique pour le solide linéaire de comparaison.
Ceci revient a écrire :
det(n-H-n) =20 (1.29)
Cette condition n’est autre que la condition de perte d’ellipticité des équations
d’équilibre pour le solide linéaire de comparaison.
Dans le cas du solide réel, la loi de comportement s’écrit sous forme incrémentale :

6=L:é (1.30)
avec

L=

C, en élasticité
(1.31)

H, pour un chargement anélastique
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1.1. Mise en évidence du phénomene de localisation

Nous noterons L™, le module dans 2~ et L™, le module dans Q7.

Ainsi, en utilisant les équations (1.25), (1.26) et (1.31), on obtient finalement la
condition d’apparition d’une surface de discontinuité du champ de taux de déforma-
tion sous la forme :

(n-L" n) m+ ([L]:¢7) - n=0 (1.32)

Si [L] =0 et L = H, on parle de bifurcation plastique-plastique (le cas [L] =0
et L = C ne peut pas étre envisagé en raison du caractere strictement défini positif
du module d’élasticité C).

Dans le cas contraire, on parle de bifurcation élastique-plastique : une partie du
domaine se décharge de fagon élastique alors que I'autre partie se charge de fagon
anélastique.

Rice et Rudnicki [Rice et Rudnicki, 1980] ont montré que si le module d’écrouis-
sage est monotone décroissant en charge anélastique, la bifurcation élastique-plastique
n’apparait qu’apres la bifurcation plastique-plastique. Ainsi, la condition :

dn | le tenseur acoustique (n - H - n) est singulier (1.33)

constitue une condition nécessaire et suffisante de bifurcation en mode localisé pour
le solide réel.

Les conditions de localisation ont été largement étudiées, de nombreuses publi-
cations sur le sujet ont permis de les préciser pour des classes de comportement
tres larges [Benallal et al., 1991] allant des matériaux élasto-plastiques [Runesson
et al., 1991] en comportement associé ou non associé, aux matériaux granulaires
[Laouafa et Darve, 2002], [Servant et al., 2003], ou encore aux lois de comportement
endommageables [Ortiz, 1987], [Rizzi et al., 1995], [Carol et Willam, 1997].

1.1.2.3 Bifurcation et problemes discrétisés : non-objectivité de la solution

Nous venons de voir que les modeles continus locaux peuvent présenter, dans
certaines conditions que nous avons brievement précisées, une perte d’unicité de
la solution : les équations d’équilibre écrites sous forme incrémentale constituent un
probleme mal posé. Le nombre de solutions du probléme étant infini, il n’est pas pos-
sible, apres détection de 'apparition de la localisation, de prédire le comportement
post-bifurcation de la structure. Ceci est, en particulier, lié au fait que les modeles
continus locaux classiques ne contiennent pas « intrinsequement » de longueur ca-
ractéristique. Ainsi, il est impossible de prédire la taille des zones de localisation,
lorsque celles-ci sont détectées.

Lorsque de tels comportements sont modélisés par une approche éléments finis,
le probleme se trouve modifié. En effet, les approximations EF classiques imposent
que les champs de déplacements et de déformations restent continus dans un méme
élément, les discontinuités du champ de déformation sont alors repoussées aux fron-
tieres des éléments. Une longueur « caractéristique » apparait alors naturellement
lors de I'approximation EF : la taille des éléments.

Ainsi, lors du calcul EF d’une structure pour laquelle une zone de localisation
apparait, la taille de la zone de localisation est prise, en raison méme de la nature
des interpolations EF, égale a la taille des éléments. Le calcul peut alors étre pour-
suivi dans la phase post-localisation et les déformations se trouvent confinées dans
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1. Phénomenes de localisation : limites et extensions des modeéles continus locaux

une rangée d’éléments. La dissipation se trouve alors également confinée dans cette
méme rangée d’éléments. Lorsque le maillage de la structure est raffiné, la taille des
¢léments diminuant, la taille de la zone de localisation diminue elle aussi et la dissipa-
tion se trouve concentrée dans un volume (ou une surface, selon le type de probléeme
traité) dont la mesure tend vers 0. On met ainsi en évidence une dépendance patho-
logique de la solution a la discrétisation EF en terme de taille des éléments mais,
également, en terme d’orientation, de nature, de distorsion des éléments (voir figure
1.11). Le « paradoxe » réside alors dans le fait qu’une structure peut, dans la limite
ou la taille des éléments tend vers 0, casser sans dissiper globalement d’énergie alors
qu'une énergie finie a été dissipée dans les éléments dans lesquels la déformation
s’est concentrée.

b BEsaRacE: SSR:
H H R
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: A i
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Figure 1.11: Mise en évidence de la dépendance de la solution a la
discrétisation EF, d’aprés [Sluys, 1992]

Comme nous venons de le voir, la dépendance de la solution a la discrétisation
EF est directement liée a I'absence de longueur interne dans les modeles continus
locaux classiques. Pour remédier a cette dépendance de la solution au maillage, il
est donc nécessaire de régulariser les équations afin de les rendre bien posées et
d’introduire une longueur caractéristique qui permettra de gérer la taille de la zone
de localisation lorsque celle-ci est détectée.

1.2 Extension des modeles locaux : traite-
ment de la non-objectivité

Nous venons de montrer que lorsqu’un état bifurqué est atteint, la solution perd
son unicité : le probleme est mal posé. D’un point de vue éléments finis, cette perte
d’unicité de la solution se traduit par une dépendance pathologique de la solution a
la discrétisation éléments finis choisie.

Afin de s’affranchir de ces problemes numériques, différentes méthodes dites «
limiteurs de localisation » ont été développées. Nous nous proposons ici de les passer
en revue en s’attachant particulierement a mettre en évidence a la fois leurs points
positifs et leurs aspects négatifs. Ces méthodes ont pour objectif de régulariser les
équations de fagon a pallier les problemes de dépendance au maillage. Pour cela,
deux voies peuvent étre adoptées : la premiere consiste a intervenir au niveau du
modele numérique, la deuxieme consiste a intervenir des 1’écriture du modele continu
de facon a assurer I'unicité de la solution.
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1.2. Extension des modeles locaux : traitement de la non-objectivité

1.2.1 Modeles a conservation de I’énergie de fissuration

Cette approche a été introduite par des travaux de [Dugdale, 1960] et [Baren-
blatt, 1962]. L’approche la plus simple qui ait été envisagée est d’ajuster la partie
adoucissante du comportement en fonction de la taille des éléments de facon a assu-
rer 'objectivité de la solution par rapport au maillage choisi [Pietruszczak et Mroz,
1981], [Bazant et Oh, 1983]. Dans ce cas, une longueur caractéristique est introduite
dans les éléments, longueur a l'intérieur de laquelle se concentre les déformations
anélastiques. Cette longueur permet de régulariser les équations du modele continu
et donc de traiter les problemes de dépendance au maillage.

Une approche similaire s’appuyant sur la mécanique de la rupture non linéaire a
été introduite par [Hillerborg et al., 1976] sous le nom : « fictitious crack model » pour
les matériaux quasi-fragiles et par [Needleman, 1987] pour les matériaux élasto-
plastiques sous l'intitulé « cohesive zone models ».

Pour les matériaux quasi-fragiles, I'idée est d’imposer une énergie de fissuration
Gy indépendante de la taille des éléments. L’hypothese de base consiste a considé-
rer que la « fracture process zone »est traversée par une ligne de discontinuité du
déplacement. En notant ¢, la traction normale transmise par la discontinuité et w
I'ouverture de la fissure, t,, est supposée étre une fonction de w :

tn = flw) (1.34)

L’aire sous la courbe f(w) représente I’énergie de fissuration : I'énergie nécessaire
par unité d’aire de la surface de discontinuité pour obtenir une complete décohésion.
La discontinuité n’est alors pas considérée comme telle mais répartie sur une longueur
caractéristique L.. Le saut de déplacement est alors transformé en une déformation
anélastique sur une longueur L.. Cette longueur L. est prise égale a la taille des
éléments qui correspond a la taille de la bande de localisation telle que déterminée
par le calcul EF. Les parametres matériaux de la partie adoucissante de la loi de
comportement sont alors choisis de telle facon que I’énergie dissipée pour « casser »un
élément reste la méme que celle obtenue par la mécanique de la rupture non linéaire.

L’avantage de telles méthodes est qu’elles sont relativement faciles a implanter : il
« suffit » d’ajuster les parametres de la loi de comportement a la taille des éléments.
L’inconvénient réside dans le fait que, de ce fait, les parametres matériaux dépendant
du maillage, perdent toute signification physique. De plus, chaque calcul réalisé avec
un maillage différent demande un traitement différent, les parametres matériaux
devant étre recalculés pour chaque discrétisation EF.

1.2.2 Modeéles continus généralisés : modeles de Cosserat

Cette approche s’appuie sur les travaux des freres Cosserat [Cosserat et Cos-
serat, 1909]. L’idée est d’introduire, en chaque point matériel du milieu, des de-
grés de liberté de rotation supposés indépendants des déplacements. Aux équations
d’équilibre classiques vient, alors, s’ajouter une équation d’équilibre sur les moments
qui permet de gérer les degrés de liberté ajoutés. Cette approche a été reprise par
[Muhlhaus et Vardoulakis, 1987] et [De Borst et al., 1993] pour traiter les problemes
de localisation. La description du comportement d'un tel matériau nécessite alors
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1. Phénomenes de localisation : limites et extensions des modeéles continus locaux

I'introduction d’'un module de flexion par I'intermédiaire duquel une longueur carac-
téristique est naturellement introduite dans le milieu.

La régularisation des équations est assurée par l'introduction de cette longueur
caractéristique qui correspond a la taille des grains. Le degré de liberté de rotation
permet alors de décrire les mouvements de rotation des grains dans la bande de
localisation.

Il est a noter que le degré de liberté supplémentaire entraine une modification de
I’écriture du comportement du matériau, non seulement dans la phase adoucissante,
mais également dans la phase pré-pic. D’autre part, ces modeles ne présentent pas
de difficultés d’implantations particulieres. En revanche, les mécanismes sous-jacents
(rotation des grains) pris en compte ne permettent une utilisation de ces modeles
que pour la description du comportement des matériaux élasto-plastiques ou granu-
laires pour lesquels les phénomenes de localisation se manifestent par I’apparition de
bandes de cisaillement. Ces modeles ne sont en aucun cas adaptés a la description
de la rupture des matériaux quasi-fragiles.

1.2.3 Modeles dépendant du temps

Les phénomenes de localisation sont des phénomenes dynamiques : les vitesses
de déformations dans les bandes de localisation peuvent en témoigner (voir la fi-
gure 1.3). Or, 'introduction des effets de vitesse a un effet régularisant. Les modeles
que nous nous proposons de présenter dans cette partie s’appuient sur ce constat.
L’introduction de parametres de viscosité permet d’obtenir une longueur caractéris-
tique qui régularise le probleme : les équations restent hyperboliques, le probleme
est bien posé. Cette approche a été développée dans le cadre des matériaux élasto-
plastiques par [Needleman, 1988]. Elle a également été adaptée aux matériaux élasto-
endommageables (voir par exemple [Dubé et al., 1996]).

Pour ces modeles, les difficultés résident dans le choix du parametre de visco-
sité : il ne s’agit pas forcément d’'une propriété du matériau mais bien souvent d’un
parametre numérique régularisant. D’autre part, la prise en compte d’effets de vi-
tesse s’accompagne de I'introduction de temps caractéristiques (qui, tout comme le
parametre de viscosité, n’ont pas forcément de réalité physique bien identifiée) ce
qui impose des pas de temps limites pour le calcul.

Parmi ces modeles dépendant du temps, nous pouvons également citer les mo-
deles a effet retard [Allix et Deii, 1997], [Deii, 1997]. Ces modeles ont été développés
dans le cadre de I'endommagement des composites sous sollicitations dynamiques.
A Tinstar des méthodes visco-régularisantes précédentes, ces modeles introduisent
un parametre de viscosité, dans ce cas, dans la loi d’évolution de I’endommage-
ment. Cependant, le point clé de ce modele réside dans l'introduction d’un taux
d’endommagement limite ce qui revient a introduire un temps critique minimal de
propagation de I’endommagement.

1.2.4 Modeéles non-locaux

Cette technique de régularisation a été introduite par Pijaudier-Cabot et Bazant
[Pijaudier-Cabot et Bazant, 1987] puis développée ensuite pour différents types de
lois de comportement.
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De facon tres schématique, cette approche consiste a remplacer une ou plusieurs
variables locales du modele par sa moyenne sur un voisinage du point considéré.

En notant f(x) une variable locale du modele sur le domaine €2, la variable
non-locale qui lui est associée est calculée par :

f(x) :/Qw(x,s)f(s)ds (1.35)

ol w(x,s) est une fonction de pondération dépendant du point considéré.
Cette fonction de pondération est tres souvent prise égale a une gaussienne :

—Jx—sl°
w(x,s) = exp (2—62) (1.36)

La longueur /. correspond a la longueur caractéristique du modele non-local.
L’un des inconvénients de ce type de technique de régularisation est que le modele
non-local est tres sensible au choix de la fonction de pondération w [Planas et al.,
1993].

En outre, le choix de la longueur caractéristique est loin d’étre aisé et constitue
un point clé de la méthode dans la mesure ou c¢’est précisément cette longueur qui
caractérise la taille du voisinage « d’influence » d'un point donné.

D’autre part, 'implantation numérique de tels modeles est loin d’étre triviale et
nécessite des modifications importantes de ’architecture globale du code de calcul.
En effet, en raison du caractere non-local du modele, les quantités en un point ne
peuvent étre connues que par l'intermédiaire de la connaissance de ces mémes quan-
tités dans le voisinage du point considéré, voisinage dont la taille est indépendante
de la taille des éléments. Ainsi, si dans le cas de modeles continus locaux, le compor-
tement peut étre calculé localement au niveau de chaque point d’intégration, dans
le cas des modeles non-locaux, les éléments doivent pouvoir « communiquer » les
uns avec les autres, de fagon a correctement évaluer les quantités non-locales.

1.2.5 Modeéles a gradient

Deux types de modeles a gradient ont été développés :
— la théorie du second gradient ;
— les modeles a gradient de variables internes.

La théorie du second gradient

Il s’agit d’intervenir dans ce cas, des I’écriture des équations d’équilibre, en sup-
posant que la puissance des efforts intérieurs dépend non seulement du taux de
déformation mais également du gradient de la vitesse. Ainsi, la micro-structure sous-
jacente a chaque point matériel est prise en compte par l'introduction d’une ciné-
matique enrichie. En un point du domaine €2 considéré, les variables cinématiques
considérées sont :

— le taux de déformation : € = V*v (premier gradient des vitesses) ;

— le gradient des taux de déformation : VVv (second gradient des vitesses).

A chacun de ces champs sont associés des champs duaux, respectivement :

— le tenseur des contraintes : o ;
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— un tenseur de contraintes d’ordre 3 : T.
La puissance des efforts intérieurs s’écrit alors :

Pint = —/ (0 :e+4+7:VVv)dQd (1.37)
Q

L’application du principe des puissances virtuelles permet alors d’écrire 1'équa-
tion d’équilibre local sous la forme (en statique) :

dive —divdivr +b =0 (1.38)
Les conditions aux limites en effort se trouvent également modifiées, elles s’écrivent :

(0 —divr)-n=h (1.39)
T-n=m
ol m est une densité surfacique de moment.

Les fondements théoriques de ces modeles ont été jetés par Toupin [Toupin,
1962] et Mindlin [Mindlin, 1964] et repris par Germain [Germain, 1973 qui étend
I’application du principe des puissances virtuelles aux gradients d’ordre supérieur.
Ainsi, le modele est écrit dans un cadre thermodynamique rigoureux. Il est a noter
que les modeles de Cosserat présentés précédemment peuvent étre interprétés comme
un cas particulier de la théorie du second gradient pour lequel seulement certains
gradients des vitesses sont retenus. L’essentiel des travaux réalisés dans ce cadre
traitent de comportements adoucissants hyperélastiques [Triantafyllidis et Aifantis,
1986]. Cependant, peu de travaux concernent l'utilisation de tels modeles dans le
cadre de comportements anélastiques [Chambon et al., 2001].

S’appuyant sur le cadre thermodynamique strict proposé par Germain, Frémond
et Nedjar [Frémond et Nedjar, 1996] ont étendu la théorie du second gradient aux
modeles d’endommagement : 'endommagement est représenté par un déplacement
microscopique considéré comme lié a 'endommagement du matériau. D’autres au-
teurs ont développé des modeles comparables s’appuyant sur I'introduction de I'évo-
lution de la porosité du milieu [Pijaudier-Cabot et Burlion, 1996], souvent dans un
cadre thermodynamique moins rigoureux que celui proposé initialement par Ger-
main. Dans tous les cas, les équations sont régularisées par ’enrichissement de la
cinématique.

L’inconvénient de tels modeles réside dans 1'écriture des conditions aux limites
qui sont difficiles a évaluer. En outre, I'implantation numérique nécessite I'utilisation
d’EF adaptés pour lesquels la prise en compte du second gradient des vitesses est
rendue possible. Cela a pour conséquence d’alourdir les calculs réalisés avec ce type
de méthodes.

Les modeles a gradient de variables internes

Dans ce cas, il s’agit de régulariser le probleme en ajoutant dans les équations
du modele, le gradient des variables internes. Parmi ces approches a gradient de
variables internes, on peut distinguer deux catégories :

— les modeles a gradient explicites ;
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— les modeles a gradient implicites.
Les modeles a gradient explicites :

Dans ce cas, il s’agit d’introduire directement le gradient de certaines variables
internes dans les équations constitutives et lois d’évolution du modele. Ce type de
modele peut étre interprété comme le symétrique des modeles non-locaux, présentés
précédemment, par rapport aux modeles continus locaux classiques. En effet, alors
que dans le cas des modeles non-locaux il s’agit de remplacer, dans les équations du
modele, les variables internes par leur convolution sur un voisinage spatial donné,
dans le cas des modeles a gradient, il s’agit d’introduire dans les équations du modele,
les dérivées spatiales de ces mémes variables internes.

Cette approche a été, dans un premier temps, développée dans le cadre de la
plasticité a écrouissage négatif [Muhlhaus et Aifantis, 1991], [de Borst et Muhlhaus,
1992].

Pour ce type de modele, le Laplacien de la variable d’écrouissage (déformation
plastique cumulée) est introduit dans la définition du seuil de plasticité. En notant
¢ la variable d’écrouissage et ¢ sa variable duale, le seuil de plasticité s’écrit :

Useuil(g) = Uy - Q(g) = Uy + K(é + £2A£) (14())

ou A note le Laplacien et ¢ est une longueur caractéristique.

Avec ce type d’expression pour le seuil de plasticité, la condition de cohérence
va s’écrire sous la forme d’une équation différentielle du second ordre. Se pose alors
le probleme de la définition des conditions aux limites : il est, en effet, difficile
de déterminer les frontieres de la zone de localisation sur lesquelles sont définies
les conditions aux limites de ’équation différentielle. D’autre part, la présence des
gradients d’ordre 2 des variables internes dans les équations rend l'implantation
numérique du modele peu aisée.

Il est a noter que ce type de méthode de régularisation ne modifie les équations
du modele continu classique que lorsque la localisation a été détectée : tant que les
déformations plastiques restent homogenes dans la structure, A¢ reste nul ce qui
conduit aux équations classiques.

Les modeles a gradient implicites :

Ces modeles ont été initialement développés dans le cadre de 'endommagement,
[Peerlings et al., 1996]. 11 s’agit, dans ce cas, non pas d’introduire directement le
gradient des variables internes dans les équations mais de définir a partir des variables
locales, des variables « non-locales » solutions d’une équation différentielle du second
ordre.

Dans le cas du modele a gradient d’endommagement développé par Peerlings
[Peerlings et al., 1996], la force thermodynamique associée a 'endommagement, Y,
est remplacée par Y définie comme la solution de :

Y —2AY =Y dans Q

% 1.41
O_Y =0 sur 0f) ( )
on
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¢ est une longueur caractéristique, elle permet la régularisation des équations et la
définition d’une taille de zone de localisation.

Comme cela a été montré par Peerlings [Peerlings et al., 2001], ces modeles
sont proches des modeles non-locaux. Ils sont, en fait, équivalents si la fonction de
pondération introduite dans la convolution pour les modeles non-locaux w est prise
égale a la fonction de Green.

Ces modeles ont été plus récemment repris pour décrire la localisation de la
déformation dans le cas de la plasticité [Lorentz, 1999], [Engelen et al., 2003].

La encore, se pose le probleme du traitement des conditions aux limites.

1.2.6 Modeles a discontinuités

Ces approches ne cherchent pas a décrire finement les bandes de localisation, mais
plutot, a prendre en compte leurs effets a 1’échelle de la structure. La régularisation
est assurée par l’enrichissement de la cinématique du milieu continu en permettant
I’apparition de surfaces de discontinuité du champ de déformation ou du champ de
déplacement. Parmi les méthodes dites « limiteurs de localisation », ces techniques
de régularisation sont parmi les plus récemment développées.

1.2.6.1 Discontinuités faibles

L’idée des modeles a discontinuités faibles a été introduite initialement par les
travaux de Pietruszczak et Mréz [Pietruszczak et Mréz, 1981] puis Ortiz [Ortiz
et al., 1987]. Ces travaux ont ensuite été repris pour des éléments a quatre noeuds
[Belytschko et al., 1988], [Klisinski et al., 1991].

L’idée est ici d’intervenir au niveau de la construction des éléments finis afin de
les rendre capables de reproduire des champs de déformation discontinus. Si dans les
éléments classiques, les discontinuités du champ de déformation sont repousées aux
frontieres des éléments (conduisant a la dépendance de la solution a la discrétisa-
tion), les éléments finis développés dans le cadre des modeles a discontinuités faibles
autorisent ’apparition de discontinuités du champ de déformation a l'intérieur des
éléments.

Pour chaque élément, une étude de localisation est réalisée au cours du calcul
(dans les travaux d’Ortiz, I’étude est réalisée au niveau du point central de 1’élé-
ment). Lorsqu'un mode de localisation est détecté, la base des fonctions de forme
est enrichie par des fonctions autorisant la prise en compte d’une discontinuité avec
les orientations (n, m) données par le critere de localisation (n correspond au vecteur
normal a la bande de localisation, m donne la direction du déplacement).

Des éléments non compatibles sont alors obtenus : les fonctions de forme ne
vérifient pas en général les criteres de continuité C° au niveau des frontieres des
éléments (voir la figure 1.12 pour un exemple).

Il est a noter que les fonctions de forme ajoutées sont écrites sous forme vecto-
rielle. Une représentation de leur projection sur le repere global (x, y) est donnée a
la figure 1.12, dans le cas d’une localisation en mode II.

En revanche, un seul parametre scalaire permet de gérer 'amplitude du saut de
déformation dans la direction donnée par m, un parametre est introduit pour chaque
mode localisé détecté. Ceux-ci constituent des degrés de liberté supplémentaires.
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L5

ﬂN

projection sur x prOJeCtIOH sur y

l’

Figure 1.12: Elément localisé et fonctions de formes incompatibles
ajoutées (dans le cas d’un mode II)

Ces degrés de liberté étant propres a chaque élément, en s’appuyant sur le principe
variationnel de Hu-Washizu (& trois champs), ils peuvent étre éliminés au niveau
global du calcul par condensation statique élémentaire.

L’inconvénient de la méthode proposée par Ortiz [Ortiz et al., 1987] réside dans
le fait que seule une surface de discontinuité est introduite dans un élément. L’ap-
parition de bande de localisation reste donc encore dépendante, dans une certaine
mesure, de la taille des éléments : les bandes de localisation sont définies par deux
surfaces de discontinuité du champ de déformation, chacune ne pouvant apparaitre
que dans des éléments différents.

Les travaux de Belytschko [Belytschko et al., 1988] quant & eux introduisent, non
pas une surface de discontinuité du champ de déformation dans les éléments, mais
une bande de localisation (soit deux surfaces de discontinuité). En cela, ils rejoignent
les travaux de Pietruszczak et Mréz [Pietruszezak et Mroz, 1981]. Ces derniers intro-
duisent, en effet, dans des éléments a trois nceuds, des bandes de dimension donnée
dans lesquelles sont supposées se concentrer les déformations plastiques, le maté-
riau hors bande de localisation est considéré demeurer élastique. Aucune fonction de
forme supplémentaire n’est explicitement introduite dans les éléments, en revanche,
le comportement a ’échelle de 1’élément est modifié par I'introduction des bandes de
localisation, Belytschko et. al s’appuient sur le principe variationnel a trois champs
de Hu-Washizu pour gérer les déformations dans la bande de localisation. Pour ces
modeles, la position des bandes de localisation ne peut pas étre précisée, en revanche,
les aires relatives de la bande de localisation et de la zone non localisée constitue un
parametre important.

On met ainsi en évidence I'un des points faibles de la méthode : la taille minimale
des éléments est imposée. En effet, I’épaisseur des bandes de localisation doit rester
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inférieure a la taille caractéristique de I’élément. Or, la taille des bandes de localisa-
tion n’est pas donnée par le modele mais plutot par des résultats expérimentaux, par
exemple. Ceci a pour conséquence d’imposer une taille minimale pour les éléments.
De plus, Sluys [Sluys, 1997] a montré que si la solution semble indépendante de la
taille des éléments, il persiste une dépendance a l'orientation des éléments.

En revanche, le développement de ces modeles a discontinuités faibles a constitué
le point de départ a I’écriture des modeles a discontinuités fortes qui font 'objet du
paragraphe suivant.

1.2.6.2 Discontinuités fortes

Pour ces modeles, il s’agit d’introduire dans les éléments des discontinuités du
champ de déplacement ce qui conduit a un champ de déformation singulier dont le
traitement, nous allons le voir, n’est pas forcément aisé.

Ces modeles s’appuient tres largement, dans leur principe, sur les idées dévelop-
pées pour les modeles a discontinuités faibles.

Les premiers travaux sur le sujet sont dus a Dvorkin et al. [Dvorkin et al., 1990],
Klisinski et al. [Klisinski et al., 1991] et a Simo, Oliver et Armero [Simo et al., 1993].

La régularisation des équations est assurée par l'introduction d’une longueur
caractéristique indépendante de la taille des éléments puisque nulle. En effet, le
point clé est de concentrer 1’énergie dissipée dans les bandes de localisation sur une
surface de mesure nulle dans ’espace dans lequel on travaille. Ainsi, I’objectif n’est
pas de décrire finement les bandes de localisation (champs de déformations, champs
de contraintes, ... ) mais simplement de prendre en compte leurs effets sur la réponse
globale de la structure.

Ainsi, un champ de déplacement discontinu est introduit dans le domaine consi-
déré suivant une surface I'y (voir la figure 1.13).

Q+

S

Q- 8
Figure 1.13: Domaine §) coupé par une surface de discontinuité Iy en
deux sous-domaines Q= et QF
Le champ de déplacement s’écrit alors :
u(x) = u(x) + u(x)Hr, (x) (1.42)

ou u(x) correspond a la partie continue du champ de déplacement et u(x) correspond
au saut de déplacement sur la surface I'y (u(x) est souvent pris constant le long de
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la surface I' ). Enfin, Hr, note la fonction de Heaviside qui est telle que :

1 sixeQF
HF3<X) - { 0 six c Q_ (143)

Ainsi, le champ de déformation se décompose en une partie réguliere et une partie
singuliere sous la forme :

e(x) = &(x) + (@ ® n)* or, (x) (1.44)

La difficulté réside, alors, dans le traitement de la singularité du champ de dé-
formation.

Certains auteurs [Simo et al., 1993], [Oliver, 1995], [Oliver, 1996], [Armero et
Garikipati, 1995] font I'hypotheése que ces champs de déformation sont compatibles
avec les équations de la mécanique des milieux continus, ce qui les conduit a écrire des
conditions de compatibilité qui permettent de définir les conditions de localisation
(instant auquel la discontinuité est introduite) ainsi que des lois traction/saut de
déplacement pour la discontinuité.

Pour d’autres auteurs, la singularité des déformations est traitée par 'introduc-
tion d’une loi de comportement pour la discontinuité déduite des phénomenes phy-
siques qui doivent étre représentés [Wells et Sluys, 2001a], [Wells et Sluys, 2001b],
[Ibrahimbegovi¢ et Brancherie, 2003]. La dissipation dans la bande de localisation
est gérée par cette loi de comportement discrete.

Il va de soi que l'introduction d'une discontinuité de déplacement dans les élé-
ments n’est pas compatible avec la construction classique des éléments finis, qui
n’autorise aucune discontinuité excepté aux frontieres des éléments (pour les défor-
mations ou les contraintes).

Ainsi, 'implantation de tels modeles demande un traitement numérique particu-
lier.

La difficulté résidant essentiellement dans la représentation d’un champ de dé-
formation singulier, certains auteurs contournent cet obstacle en régularisant la dis-
tribution de Dirac Jr, [Larsson et al., 1995], [Oliver, 1996].

Jirdsek [Jirdsek, 2000] propose une revue des techniques numériques pour traiter
la discontinuité. Il les classe en trois catégories : SOS ( statically optimal symme-
tric), KOS (kinematically optimal symmetric) et SKON (statically and kinematically
optimal nonsymmetric).

Nous ne nous attarderons pas ici sur ces différentes techniques, cela faisant 1'objet
d’une prochaine partie.

En revanche, nous noterons un point important : les modeles développés dans le
cadre des méthodes a discontinuités fortes ne s’appliquent qu’a une certaine classe de
structures pour lesquelles les phénomenes de dissipation hors bande de localisation
restent négligeables devant ceux ayant lieu dans les bandes de localisation.

En effet, les différents travaux réalisés dans ce cadre considerent, pour la grande
majorité, un matériau hors discontinuité qui reste élastique. Ainsi, la seule dissi-
pation permise se trouve confinée sur les bandes de localisation soit, dans le cas
présent, sur les surfaces de discontinuité de déplacement.
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1.3 Définition de nos objectifs

Nous nous proposons ici de clarifier, au vu des différentes remarques précédentes,
les objectifs de notre travail.

Nous avons vu que :

— les phénomenes de localisation observés expérimentalement sont difficiles a

modéliser par les techniques numériques classiques ;

— les méthodes développées pour pallier les problemes de dépendance au maillage

présentent quelques inconvénients :

— une difficulté d’interprétation ou de justification physique pour certaines;
— une difficulté d’implantation numérique pour d’autres;

— un cadre d’application limité pour d’autres encore.

Ainsi, nos objectifs sont de proposer une démarche permettant de régler les
problemes numériques liés a la localisation des déformations :

— qui soit adaptée a une large classe de matériaux;

— qui permette une implantation aisée dans les codes de calculs a I'architecture

classique ;

— qui soit adaptée a I’étude de structures massives de grande taille que sont les

structures du Génie Civil.

Pour cela, nous nous proposons de nous appuyer sur les modeles a discontinuités
fortes présentés au 1.2.6.2. Ces techniques sont, en effet, adaptées a la modélisation
de divers modes de rupture (bandes de cisaillement, rupture en mode I, ... ) et offrent
la possibilité d’une implantation numérique ne nécessitant pas de modification de
I’architecture globale du code de calcul.

En revanche, comme nous 'avons vu au 1.2.6.2, ces méthodes ne sont adaptées
qu’a la modélisation de structures pour lesquelles les phénomenes de dissipation ont
essentiellement lieu dans les bandes de localisation (soit des structures minces, par
exemple).

Or, nous souhaitons appliquer ces modeles a la simulation du comportement de
structures massives pour lesquelles les phénomenes de dissipation hors bandes de
localisation ne sont pas négligeables, les « process-zones » dissipant une énergie non
négligeable.

Ainsi, nous nous proposons d’étendre les modeles a discontinuités fortes a la

modélisation des structures massives. Ceci suppose de :

— réexaminer l’écriture du modéle pour tenir compte de deux types de dissi-
pation : une dissipation volumique ( « process-zones » ) et une dissipation
surfacique (bandes de localisation) ;

— réexaminer les conditions de localisation et [’écriture des lois discretes intro-
duites sur la discontinuité de déplacement ;

— adapter limplantation numérique pour tenir compte d’un nouveau mécanisme
de dissipation.

Ces différents points font I'objet des développements des chapitres qui suivent.

Nous nous limiterons dans la suite de nos développements a des matériaux indé-
pendants du temps et de la température. En outre, les chargements sont supposés
isothermes et vérifier les hypotheses des petites perturbations.
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Chapitre

2

Discontinuités de déplacement :
formulation théorique

Dans ce chapitre, la formulation théorique du modele a discon-
tinuité de déplacement est présentée, en particulier, les modifi-
cations liées a la prise en compte de deux types de dissipation.
Ceci est réalisé dans un cadre trés général sans supposer, a
priori, un comportement materiau particulier. Les conditions cor-
respondant a I'introduction de la discontinuité sont discutées, les
lois discretes introduites sur la discontinuité sont précisées.
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2. Discontinuités de déplacement : formulation théorique

L’objet de ce chapitre est de présenter les modifications des modeles continus
classiques nécessaires a la prise en compte de discontinuités du champ de déplace-
ment. Comme nous I'avons vu précédemment, I'un des objectifs du travail présenté
ici est de combiner deux types de dissipation :

— une dissipation volumique qui sera gérée par les modeles continus classiques
et qui permet de prendre en compte les phénomenes dissipatifs ayant lieu en
dehors des bandes de localisation, phénomenes qui, dans le cas des structures
massives, ne sont pas négligeables par rapport aux phénomenes dissipatifs
localisés ;

— une dissipation surfacique qui sera gérée par I'introduction d’une discontinuité
du champ de déplacement et d’une loi discrete traction/saut de déplacement.
Cette discontinuité permet de rendre compte, a 1’échelle de la structure, des
phénomenes dissipatifs ayant lieu a des échelles bien inférieures (1’échelle des
bandes de localisation).

Afin de clarifier les idées et de présenter le modele dans un cadre particulierement
simple, nous nous proposons, dans un premier temps, de développer les équations
dans un cas unidimensionnel en considérant un matériau élasto-plastique (adoucis-
sant).

Nous généraliserons par la suite ces résultats a ’écriture du modele dans un
cadre tri-dimensionnel sans supposer a priori un modele de comportement pour le
matériau constitutif de la structure considérée.

2.1 Un probleme unidimensionnel

Nous considérons, ici, une barre de longueur L, de section homogene A, solli-
citée en traction. La barre est encastrée a I'une de ses extrémités et soumise a un
déplacement imposé a extrémité libre (voir figure 2.1).

| =

L

Figure 2.1: Barre unidimensionnelle sollicitée en traction

Nous nous limiterons, ici, a I’étude de la barre en petites déformations. Sous ces
hypotheses, les équations d’équilibre de la barre s’écrivent :

do(x)

b(x) =0 2.1
D+ b(a) (21)

du(x)
= 2.2
c(w) = 0 (22)

avec pour conditions aux limites :

w(0)=0 et u(lL)=U (2.3)
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2.1. Un probleme unidimensionnel

ou u(x), () et o(x) désignent, respectivement, le déplacement, la déformation et la
contrainte de Cauchy en un point z de la barre. b(x) désigne les forces réparties éven-
tuellement appliquées a la barre. Notons que, si b = 0, la contrainte o est constante
le long de la barre. Nous ferons cette hypothese pour la suite des développements.

Comme nous l'avons vu au 1.1.2.1, dés que le matériau entre dans le régime
adoucissant, le probleme devient mal posé et admet une infinité de solution. L’intro-
duction d’une discontinuité de déplacement permet de rendre la solution du probleme
unique et donc de régulariser les équations.

Nous allons, dans un premier temps, présenter le modele adopté pour la phase
d’écrouissage du comportement, nous préciserons ensuite les conditions de bascule-
ment dans la phase adoucissante (qui, dans le cas 1D, présenté ici, sont triviales) qui
permettent de déterminer 'instant auquel les discontinuités de déplacement sont a
introduire. Enfin, nous finirons en développant 1’écriture du modele constitutif pour
la discontinuité, modele qui permet de gérer la dissipation surfacique correspondant
a la dissipation ayant lieu dans les bandes de localisation.

Notations
Les variables relatives au modele hors discontinuité seront surmontées
d’une barre, celles relatives a la discontinuité seront surmontées de deux
barres.

Le modele continu hors discontinuité

La barre est supposée constituée d’un matériau élasto-plastique avec écrouissage
isotrope. Nous n’entrerons pas ici dans le détail de I'obtention des différentes équa-
tions relatives a ’écriture du modele, nous préciserons uniquement les grandes lignes
du raisonnement. L’écriture des modeles continus locaux est, par ailleurs, développée
dans un cadre général au 2.2.

La construction du modele nécessite de se donner :

— une définition des variables d’état et des variables associées :

Dans notre cas :

‘ Variables d’état ‘ Variables associées
g o
la déformation plastique &P o
la déformation plastique cumulée & q

Tableau 2.1: Variables d’état et variables associées pour le modele de
la barre

— une hypothese de décomposition additive des déformations :
gE=¢e°+¢éf (2.4)

— une énergie libre de Helmholtz dépendant des variables d’état :

P(&%,€) = ég‘eEée +Z(€) (2.5)

ou =(&) est associé a ’écrouissage ;
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2. Discontinuités de déplacement : formulation théorique

— une fonction seuil permettant de définir le domaine d’élasticité :

¢(0,q) = lo] = (0, = q) <O (2.6)

ou o0, désigne la contrainte limite d’élasticité;
— une écriture de la dissipation sous la forme :

og@w—ga_%wf@>
0 o) . O 2D
B (U_ 856) L 5

Il convient alors d’examiner deux cas :
— le chargement est élastique : il n’y a pas d’évolution des variables internes.

$(0.q)<0 , #=0, =0 , D'=0 (2.8)

De l’écriture de la dissipation (équation (2.7)), on peut alors déduire les équa-
tions d’état sous la forme :

87]1 ai/_J =€ = =p
:%:_ﬁ:E&? —E(éf—&f)
~ (2.9)
7 = —2= (par analogie
q 3 (p gie)
La deuxieme loi d’état ci-dessus est obtenue par analogie a la premiere.
— le chargement est plastique : il y a alors évolution des variables internes.
$0,0) =0 , 0<D'=0&+qé , ##0 , £#0 (2.10)

L’utilisation du principe du maximum de dissipation plastique et 'introduc-
tion d'un multiplicateur de Lagrange permettent alors d’écrire les équations
d’évolution :

P = y—— = Jsigne(o)
o
i (2.11)
s .0 .
£ = Tag =7
et les conditions de charge/décharge (conditions de Kuhn-Tucker) :
¥20,9<0 = =0 (2.12)

L’écriture de la condition de cohérence (¢ (o,q) = 0 pour un chargement plas-
tique) permet alors de déterminer la valeur du multiplicateur de Lagrange :

g—fEé _ Eesigne(o)

__ 9gT _ (2.13)
96 06 | 96 0%

A=
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2.1. Un probleme unidimensionnel

_d’=E
ou K = —.
1 T
Ce qui conduit finalement a 1’écriture des équations d’évolution des contraintes :
Ee ¥=0
. 8¢ 1709 z
o= 7 _ E?—UE@ ze EK_é 550 (2.14)
96 06 | 0¢ 7 0b
5B + K5t E+ K

La « condition de localisation »

On peut constater a partir de équation précédente (2.14) que, tant que K > 0,
la contrainte croit avec la déformation (pour un chargement plastique). En revanche,
si K < 0, le matériau passe dans la phase adoucissante du comportement. Comme
nous l'avons vu au 1.1.2.1, dans ce cas, le probleme devient mal posé et admet une
infinité de solution.

Nous considérerons que la condition K < 0 correspond & la condition de locali-
sation et donc a l'introduction de la discontinuité de déplacement.

On peut constater que, dans le cas 1D, cette condition correspond a la condition
d’apparition d’une bande de localisation telle que écrite au 1.1.2.2 :

EK
E+ K

det(n-H-n)=0 avecici H=C? = (2.15)

Le modele pour la discontinuité
Une fois la condition K < 0 vérifiée, une discontinuité de déplacement est intro-
duite dans le milieu, le champ de déplacement s’écrit alors :

u(x,t) = a(x,t) +a(t) Hr, () (2.16)

Notons que ¢ désigne ici un « pseudo-temps » qui nous permet de réaliser 1’étude
sous chargement quasi-statique.

La discontinuité est introduite en x = z = I, ceci permet de définir deux sous-
domaines de la barre : le domaine Q% défini par > Z et le domaine = défini par
r<Zx.

La fonction Hr, (z) est telle que :

0 ref)”
e ={ 1 TS0, 1)

Le champ de déplacement se décompose donc en une partie continue et une partie
discontinue.

Notons que cette décomposition du déplacement conduit a une modification de
I'écriture des conditions aux limites essentielles (équation (2.3)). Considérons ainsi
un intervalle de la barre : |a, b] avec a < T < bet a, b € [0, L]. Soit p(z) une
fonction C! (au moins) par morceaux sur [0, L], telle que :

wo={? 7els
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2. Discontinuités de déplacement : formulation théorique

Avec ces notations, on peut écrire, sans en modifier les valeurs, le champ de
déplacement u(z,t) sous la forme :

u(z,t) = ulx,t) +a(t) [Hr, (z) — o(z)] (2.19)

’ Uz, 1) = alz, ) + 1()e(@) (2.20)

Le champ de déplacement u(z, t) prend, alors, les mémes valeurs que le champ de
déplacement total u(z,t) sur les bords de la barre ou sont appliquées les conditions
aux limites essentielles. Les conditions aux limites en déplacement peuvent donc étre
imposées de fagon équivalente a I'un ou 'autre de ces deux champs. L’introduction de
cette fonction ¢(x) aura son importance pour le choix des fonctions d’interpolation.
Notons que U'intervalle |a , b] est, a priori, quelconque, tout comme la fonction p(z).

Le champ de déplacement se décompose donc en une partie continue et une
partie discontinue. Le champ de déformation associé se décompose alors en une
partie réguliere £ et une partie singuliere :

e(z,t) = W = &(x,t) + a(t) or, (x) (2.21)

ou or, désigne la distribution de Dirac au point z.
Remarque :

Précisons que la déformation se décompose en une partie réguliere et
une partie singuliere au sens des distributions [Balabane, 1993]. Une
distribution 7' est qualifiée de réguliere sur un ouvert Q de R? si elle
peut étre définie par :

Vo € D(Q), <T,g0>:/Tgon<oo (2.22)
Q
ou D(2) désigne 'espace vectoriel des fonctions infiniment dérivables a
support compact dans €2 et T est une fonction localement intégrable.

Ceci est équivalent a dire que :

Yo € D(Q), / TpdQ=0 VQde mesure de Lebesgue dans R? nulle
Q

On parle de distribution singuliere dans le cas contraire.

Il reste alors a déterminer la loi de comportement associée a la discontinuité. La
littérature propose deux voies permettant de traiter la discontinuité et de déterminer
la loi de comportement de cette derniere :

— une approche « continue » s’appuyant sur I’hypothese que les modeles conti-
nus classiques sont compatibles, sous certaines conditions, avec un champ de
déplacement discontinu (ou, ce qui est équivalent, un champ de déformation
singulier) [Simo et al., 1993], [Armero et Garikipati, 1995], [Oliver, 1996], [Oli-
ver, 2000]. La loi discrete sur la discontinuité et la condition de localisation
(ou d’introduction de la discontinuité) se déduisent de ces conditions de com-
patibilité.
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2.1. Un probleme unidimensionnel

— une approche « discrete » qui considere la surface de discontinuité comme
une interface cohésive [Wells et Sluys, 2001al, [Wells et Sluys, 2001b]. Une
loi de comportement « traction-saut de déplacement » est construite pour la
discontinuité en accord avec les mécanismes dissipatifs qui sont associés a cette
derniere.

Dans le cas unidimensionnel traité ici, ces deux approches sont tres proches, nous

ne présenterons donc que ’approche continue.

L’approche « continue »

Celle-ci s’appuie sur le fait que les modeles continus classiques sont compatibles,
moyennant certaines hypotheses, avec un champ de déformation singulier. Nous
allons donc nous appuyer sur les équations développées précédemment afin de dé-
terminer le modele relatif a la surface de discontinuité.

En tenant compte de (2.14) et de l'expression de la déformation, le taux de
contrainte peut s’écrire, pour une phase de chargement plastique :

BR (é + iéps) (2.23)

T EYK

La traction sur la discontinuité étant définie par tr, = o - n, soit, dans un cas
unidimensionnel, ¢, = o|r,, le taux de traction s’écrit alors également :

. EEK /. -
ir. = 1, _ (5 o (:z)) (2.24)

T E+K
(0p, (%) désigne la valeur de la distribution de Dirac au point = = 7 ).

Or, pour conserver un sens physique (dans le cas 1D traité ici, la contrainte reste
homogene et bornée sur la barre), le taux de traction doit rester borné. Ceci impose
que la partie singuliere de la relation (2.24) soit nulle :

EK

—u =0 2.25
E+K (2.25)

1B

ce qui équivaut & K =0 (@ # 0 et E # 0) : on retrouve la condition de localisation
énoncée précédemment.

On a, de plus, d’apres I'équation (2.9), les équations d’évolution et I’expression
de la déformation :

d:EKé—#):E(é+ﬁ&;—7$gw®» (2.26)

Le taux de contrainte ¢ doit rester borné. Ceci impose que le multiplicateur de
Lagrange 4 se décompose, comme la déformation, en une partie réguliere et une
partie singuliere sous la forme :

et que la partie singuliere de (2.26) soit nulle, soit :

i = 7 signe(o) (2.28)
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2. Discontinuités de déplacement : formulation théorique

Le saut de déplacement peut, ainsi, étre interprété comme une déformation plas-
tique localisée : &7 = u. Ceci autorise une décomposition de la déformation plastique
en une partie réguliere et une partie singuliere :

el =&l + EPop, (2.29)
Il reste alors a écrire la condition de cohérence du modele pour un pas de char-
gement plastique :
) 0
32 + —¢q = 0 = gsigne(o) + ¢ (2.30)

Or, la variable duale ¢ associée a la déformation plastique cumulée est telle que
(en tenant compte de (2.9) et de (2.27)) :

6=

(= —Ké=—Kiy=—K (? + %5ps> (2.31)

¢ - de la méme facon que ¢ - doit rester borné ce qui impose que le module d’écrouis-
sage vérifie :
1 1 1
—(r) ==+ =9
(@) = T+ =0,
La condition de cohérence écrite en x = T permet alors de déduire la relation
liant le vecteur traction tpr, = |p, sur la discontinuité et le saut de déplacement :

(2.32)

ir. = Kt (2.33)

Rappelons que cette expression a été établie en supposant un pas de chargement
plastique sur la discontinuité. Elle n’est donc valable que dans le cas ou '7/ > 0, ce
qui suppose également une évolution du saut de déplacement .

At= tioe, instant de la localisation, tr, = o(t;,.) = o,. De I'équation (2.33) on
peut alors déduire une loi de comportement pour la discontinuité sous la forme :

G(tr., @) = ltr.| -

(o —q) <0 (2.34)

avec G tel que § = —K¢.

Notons que la surface de discontinuité de déplacement apparait comme une in-
terface rigide-plastique. Nous avons, en effet, mis en évidence le fait que le saut
de déplacement n’est autre qu’'une déformation plastique localisée. De plus, aucune
déformation élastique n’a été introduite sur I',. La décharge de la surface de discon-
tinuité se fait donc de fagon rigide, sans évolution du saut de déplacement. La figure
2.2 donne une représentation du comportement de la surface de discontinuité, dans
le cas d’'un comportement adoucissant linéaire.

Remarque :

On souhaite représenter des phénomenes adoucissants, le module
d’écrouissage K est donc négatif. Ceci permet de conclure que, lorsque
la discontinuité est active, les points de la barre hors discontinuité se
déchargent de fagon élastique (avec les hypotheses faites précédemment,
la contrainte doit rester constante et homogene dans la barre).
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2.2. Cas des problemes tridimensionnels

>
>

il

Figure 2.2: Comportement en traction de la surface de discontinuité :
comportement rigide-plastique

Avec la décomposition des variables internes et de la déformation en une partie
réguliere et une partie singuliere et le fait que les variables duales o et ¢ restent
bornées, la dissipation s’écrit (voir équation (2.7)) :

D= (aép + qf) + (tpﬁ - 55) or, (2.35)
D Bor,

On identifie, ainsi, une dissipation volumique D et une dissipation surfacique D
localisée en x = 7.

Remarquons, de plus que, en se rappelant que les variables duales o et ¢ restent
bornées, I'énergie libre de Helmholtz peut se décomposer en une partie réguliere et
une partie singuliere sous la forme :

Y(e, e, &) = P(E, &, €) + (T, €)dr, (2.36)

ot ¥(, £) est associée & la surface de discontinuité et permet de construire les lois
d’état relatives a cette derniere.

Il est alors aisé de constater que les modeles sont construits de facon similaire : les
variables et équations du modele continu de la phase d’écrouissage (surmontées d'une
barre dans notre développement) ont leur équivalent sur la discontinuité (surmontées
de deux barres). Les deux modeles sont, par ailleurs, reliés par les conditions de
compatibilité du modele continu classique avec un champ de déformation singulier.
Ces conditions fournissent également l'instant de l'introduction de la surface de
discontinuité dans le cas 1D traité ici.

2.2 Cas des problemes tridimensionnels

Nous nous proposons ici de généraliser les résultats obtenus sur un cas 1D au cas
des problemes bi- ou tridimensionnels.
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2. Discontinuités de déplacement : formulation théorique

2.2.1 Définition du probleme

Considérons un domaine {2 soumis a un déplacement imposé g, sur une partie
de sa frontiere 0,2, et a un effort imposé h, sur une autre partie de sa frontiere 9,52.
0:Q) et 0,82 sont telles que :

QU0 =00 et 9,0N0,0=2 (2.37)

Des efforts volumiques b sont, par ailleurs, imposés en tout point du milieu
considéré.

Le domaine 2 est traversé par une surface de discontinuité supposée réguliere,
que nous noterons I'y (voir figure 2.3).

Figure 2.3: Domaine ) traversé par une surface de discontinuité I’

Nous supposerons, dans le reste de nos développements, que le chargement du
matériau est isotherme (ce qui est certainement une hypothese abusive si l’objec-
tif est de représenter des phénomenes de localisation qui, comme nous l'avons vu
au chapitre précédent peuvent étre accompagnés d’augmentations de température
non négligeables). Nous nous plagons dans le cadre des petites déformations et de
la thermodynamique des processus irréversibles. Nous nous limitons, ici, a présen-
ter les développements pour des lois de comportement associées. Ceci constitue, a
priori, une limitation importante quant aux types de matériaux pouvant étre trai-
tés par lapproche proposée ci-apres. Néanmoins, les développements qui suivent
peuvent, moyennant [’écriture d’un pseudo-potentiel de dissipation différent de la
surface seuil, étre généralisés aux cas de matériaur a lois de comportement non
associées, matériaux relativement répandus dans le domaine du Génie Civil.
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2.2. Cas des problemes tridimensionnels

Le probleme a résoudre s’écrit sous forme forte :

Trouver (u) vérifiant :
— [’équation d’équilibre :

dive+b=0 VYxe (2.38)
— les conditions aux limites :
— essentielles :
u(x,t) =g Vxe€ o, (2.39)
— naturelles :
o-n,,=h VxegQ (2.40)

— la condition de continuité des tractions sur la surface I'y :

[[O']] r, " n= [[tps]] =0 X o -n= trs (241)
— la relation de compatibilité :
e = Viu (2.42)
— la relation de comportement (écrite sous forme générique incrémentale)
o=1f(g) (2.43)
— la relation de comportement de linterface T's (écrite sous forme générique
incrémentale) '
tr, = g(u) (2.44)

n,, note la normale sortante au domaine €2 en tout point de la frontiere 0f2.

La forme faible de ce probleme s’écrit :

Trouwver (u) tel que : _ ,
e=Vu,o=7f(~¢), tr, =g(u) et

Vv € W, / (dive +b)-v dQ+/ (h—0o-n,,)v dF+/ [o],, n-vdl, =0
Q

02 Is

ou nous avons noté V, l'ensemble des champs de déplacement cinématiquement

admissibles 2 0 : Vo = {v:Q — R? | v(x) =0, Vx € 9,Q}.

2.2.2 Modele continu classique

Pour résoudre le probleme défini précédemment, il est nécessaire de préciser
le modele constitutif considéré (permettant, entre autres, de définir la fonction f
de I"équation (2.43)). Pour cela, nous nous placerons dans un cadre général sans
supposer a priori de comportement de matériau particulier.

Les variables du modele sont décomposées, de facon classique, en une série de
variables d’état et une série de variables associées (ou duales) récapitulées dans le
tableau 2.2.
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2. Discontinuités de déplacement : formulation théorique

‘ Variables d’état ‘ Variables associées

€ o
v A

Tableau 2.2: Notations : variables d’état et variables associées

v et A désignent, respectivement, le vecteur des variables internes et le vecteur
des variables associées (ces vecteurs peuvent contenir des scalaires, des vecteurs
et/ou des tenseurs en fonction du matériau considéré).

La construction du modele impose alors de se donner :

— I’énergie libre de Helmholtz qui s’écrit, de facon générale, comme une fonction

des variables d’état :

¥ (e,v) (2.45)

— la fonction seuil qui permet de définir le domaine d’élasticité i.e. aussi, les
variables d’état A admissibles :

¢(A) <0 (2.46)

A partir de ces fonctions, la dissipation dans le matériau peut étre définie par :

0<D= a’:é——dw(i’v)
- o:é- awa? Ve 31#6(;7 )y (2.47)
) %_a¢@wqé_aw@v%
B Oe ov

Plusieurs cas sont alors a examiner :
— le matériau se déforme de facon élastique sans évolution des variables internes.

On a alors :
v=0 , D=0 , ¢(A)<0 (2.48)
Avec lexpression de la dissipation (2.47), on peut alors déduire les équations
d’état : o0 (e.v)
Y
=T 2.49
o e (2.49)
et, par analogie, pour les variables associées :
O (,v)
A=—7"—- 2.50
o (2.50)

En tenant compte de ces relations dans ’équation (2.47), on obtient une nou-
velle expression pour la dissipation :

0<D=Av (2.51)

— le matériau est chargé de facon anélastique. Dans ce cas, les variables internes
évoluent au cours du chargement :

v£0 , D>0 , ¢$(A)=0 (2.52)
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2.2. Cas des problemes tridimensionnels

Afin de déterminer I’évolution des variables internes, considérons le principe
du maximum de dissipation [Lubliner, 1990], [Maugin, 1992] : parmi tous les
jeux de variables duales A admissibles, seuls conviennent ceux qui mazimisent
la dissipation :

A)=ar min [—D (A" 2.53

) =ag{ min [-D(a7)]] 253)
La détermination des variables duales impose donc de résoudre un probleme
de minimisation sous contraintes. Une fonctionnelle de Lagrange £ (A) et un
multiplicateur de Lagrange + sont alors introduits, permettant de transformer
le probleme précédent en :

A) =arg<max min LP(A" A
» g{wo SN 7)} (2.54)

avec L(.) = —=D(.) +%o(.)

On obtient, alors, les équations d’évolution des variables internes en écrivant
les conditions de stationnarité de la fonctionnelle de Lagrange :

oL (A 96 (A 96 (A
a,(A) o:—v+y% = v:w% (2.55)

Les conditions de Kuhn-Tucker du probleme de minimisation précédent per-
mettent également d’écrire les conditions de charge/décharge :

720, ¢(A)<O0 , J0(A)=0 (2.56)

Il reste alors a déterminer la valeur du multiplicateur de Lagrange 7. Pour
cela, considérons la condition de cohérence qui apparait sous la forme :

i (A) =0 (2.57)
Ainsi, pour un pas de chargement anélastique (4 > 0), on peut écrire :
: 99 (A) 4
A) = A= 2.
(A) = A =0 (2.58)

En dérivant les équations d’état (2.50) par rapport au temps, on obtient :
82w <€7V)€ 82¢ (€7V)V
Jedv ov?

En tenant compte de ces expressions et de 1’équation d’évolution (2.55), la
condition de cohérence (2.58) s’écrit :

9 70 (V)] . | [00 Pv(ev)] D6
[8A Bedv ]”{aA V2 ]VaA_

A= (2.59)

0 (2.60)

ce qui permet d’écrire le multiplicateur plastique sous la forme :
90 P (V)
. \JA Oedv
%P0V %
0A 0v? O0A

(2.61)
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2. Discontinuités de déplacement : formulation théorique

ou,

99 Py ¥y 0¢ 0%
OA Dedv £~ DA, Dedv;

¢ 8 (e,v a¢ 96 0% (e,v) 0o
OA ov? ZZ 0A; Ov,0v; OA,

\

(2.62)

avec (A;, v;) le ieme couple de variables associées du modele (pour le cas d'un
modele de pasticité avec pour variables internes £ et P, les couples (A;, v;)

sont : (o, €P) et (g, &) ).

En dérivant 'équation d’état (2.49), on obtient finalement les équations d’évo-
lution des contraintes, dans le cas d’un chargement anélastique, sous la forme :

821/1 . 021/1 )
852 8v8€
ol w(ev

(9% 0% (aA Dedv ) ‘8gz5
= 92" Ovoe 3¢ 321“” 5¢ OA

V

Q-

Nous adopterons, pour la suite, les notations suivantes :

L ¢(a2¢ L a%)aqs

0A

=92 A \DvE  Ovoe " edv

8% 9 8¢ 2
1 b _ _ 7 1_ T
voeoA ' PToAgenC T2

(2.63)

(2.64)

C et h sont, respectivement, le tenseur d’élasticité et le module d’écrouissage

(ou adoucissement) du matériau.
Les équations d’évolution s’écrivent alors dans le cas général :

C:¢ =0
o= C_(C:a)@(b:C)
h+b:C:a

4> 0

Remarque :

(2.65)

Il était important de rappeler les points clés de la construction des
modeles continus classiques. En effet, le modele continu utilisé pour
décrire la dissipation volumique hors bandes de localisation est construit

ainsi.

Par ailleurs, nous allons voir, dans la suite, que I’écriture du modele rela-
tif a la surface de discontinuité et permettant de décrire les phénomenes
de dissipation surfacique liés au développement de bandes de localisa-
tion se construit d’une facon tout a fait analogue. Ceci fera l'objet du

2.2.4 ci-apres.
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2.2. Cas des problemes tridimensionnels

2.2.3 Champs de déplacement discontinus : cinématique

Comme nous I'avons vu, le point clé du modele est l'introduction d’une sur-
face de discontinuité du champ de déplacement dans le domaine €2 considéré et ce,
afin de prendre en compte les phénomenes localisés ayant lieu dans les bandes de
localisation.

Le domaine € est donc supposé traversé par une surface de discontinuité : I'y de
normale n comme représenté sur la figure 2.4.

Q-‘r

Figure 2.4: Domaine ) coupé par une surface de discontinuité I'; en
deux sous-domaines Q= et QF

La surface I'y d’abscisse curviligne s et de vecteur unitaire normal n coupe le
domaine €2 en deux sous-domaines que nous noterons Q% et Q.
Dans le cas ol la surface de discontinuité est une ligne droite, les domaines Q"
et 0~ sont définis par :
Of={x|x-n>0}
Q" ={x|x-n<0}
(ou l'origine des coordonnées est prise sur la surface de discontinuité).

Apres l'introduction de la surface de discontinuité de déplacement, le champ de
déplacement s’écrit :

(2.66)

u(x,t)=u(x,t)+u(x,t)Hr, (x) (2.67)
ou Hp, est la fonction de Heaviside définie par :
0 sixe)”
Hr, (x) = { 1 sixe Q' (2.68)

Notons que 'écriture des conditions aux limites essentielles (équation (2.39)) se
trouve perturbée par l'introduction de la discontinuité. Imposer une condition sur le
champ de déplacement revient, en effet, a écrire une condition sur les deux champs
u(x,t)etu(x,t).

Ainsi, considérons un ouvert €); de € entourant la surface de discontinuité I';.
Nous supposerons que 1’on peut construire 24 tel que : 9,22NQ; = &. On peut alors
définir une fonction p(x) C par morceaux sur Q qui vérifie :

0 sixeQ\Qy
p(x) = . 2.69
(x) { 1 sixe QN\QF (2.69)
On peut alors écrire le champ de déplacement sous la forme :
u(x,t)=u(x,t)+u(x,t)(Hr, (x) — ¢ (x)) (2.70)

47



2. Discontinuités de déplacement : formulation théorique

u(x,t)=u(x,t)+u(x,t)px) (2.71)

Le champ de déplacement u (x, t) prend les mémes valeurs sur d,£2 que le champ
de déplacement total u (x, t). Les conditions aux limites peuvent donc étre impo-
sées, de maniere équivalente, au champ de déplacement u (x, ¢t) ou au champ de
déplacement total.

Ceci aura une importance pour la construction des interpolations éléments finis
des différents champs. Notons également que le domaine 2; est, tout comme la
fonction op(x), choisi de fagon arbitraire.

Remarque :

Il est possible d’interpréter les différents champs de déplacement dans
une logique multiéchelle. Ainsi, le champ de déplacement u (x, t) peut
étre vu comme le champ de déplacement associé a 1’échelle grossiere de
I’étude. Le champ de déplacement u(x, t) est alors associé a 1’échelle
fine de 'analyse, dans notre cas, 1’échelle des bandes de localisation.
Ceci constitue le point clé de I'analyse multiéchelle réalisée par certains
auteurs a partir des modeles a discontinuités fortes [Garikipati et Hu-
ghes, 2000].

Le champ de déformation associé a ce champ de déplacement s’écrit alors, en
considérant ’équation de compatibilité (2.42) et les résultats sur la dérivation des
distributions [Stakgold, 1979], sous la forme :

e(x, 1) =€&(x, )+ (ﬁ (x, 1) ®n>86ps (2.72)

ou (+)® note le gradient symétrique, dr, est la distribution de Dirac associée a la
surface I'; et

E(x,t)=Vu(x,t)=Vu(x,t)-V*[u(x, t)¢(x)]+Vu(x, t)Hr,(x) (2.73)

En supposant que la surface ['y est une surface matérielle physique qui n’évolue
plus une fois créée, le vecteur normal n est tel que n = 0, le taux de déformation
s’écrit alors :

E(x, 1) =&(x, )+ (u (x, 1) ®n>86ps (2.74)

2.2.4 Condition de localisation et modele constitutif pour la dis-
continuité

L’obtention de la condition de localisation définissant, dans notre cas, l'instant
auquel la discontinuité de déplacement est introduite et 1’écriture du modele consti-
tutif relatif a la discontinuité nécessitent de distinguer entre deux approches déve-
loppées dans la littérature :

— l'approche « continue » qui suppose que les modeles continus sont compatibles

avec I'écriture d’un champ de déformation singulier [Simo et al., 1993], [Armero
et Garikipati, 1995], [Oliver, 1996], [Oliver, 2000].
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2.2. Cas des problemes tridimensionnels

— lapproche « discrete » [Wells et Sluys, 2001a], [Wells et Sluys, 2001b] qui
considere la discontinuité comme une interface cohésive munie de ces propres
lois en accord avec les mécanismes que l'on souhaite prendre en compte au
niveau des bandes de localisation. C’est cette approche que nous avons plus
particulierement considérée. Nous nous sommes attachés, ici, a la présenter
dans le cadre de la thermodynamique des interfaces. Nous mettrons ainsi en
évidence le parallele qui apparait naturellement entre le formalisme continu et
le formalisme discret.

Nous allons développer chacune de ces deux approches.

2.2.4.1 L’approche « continue »

Le point clé de cette approche est de supposer que si les modeles continus clas-
siques sont capables de prédire I'apparition de sauts dans le champ de déformation,
ils sont également capables de prédire I'introduction d'un champ de déplacement dis-
continu ce qui, en d’autres termes, suppose qu’ils soient compatibles avec un champ
de déformation singulier.

Ecrivons7 dans un premier temps, la puissance des efforts internes sur le domaine
2 en considérant un champ de taux de déformation singulier (voir équation (2.74)) :

Pint :/U:édQ
Q

:/QU; e+ (ion) o] a0 (2.75)

:/Qa:édQ—F/FSU: <ﬁ®n>sdrs

La puissance des efforts internes est une quantité bornée. Les contraintes doivent
donc rester une distribution réguliere (si ces derniéres s’écrivaient comme la somme
d’une partie réguliere et d'une partie singuliere, la puissance des efforts intérieurs
sur la discontinuité ne serait pas définie). Ceci constituera un point important de la
suite du raisonnement.

Les équations écrites dans le cadre de la mécanique des milieux continus clas-
siques sont supposées étre encore valables. Ainsi, le champ de taux de contrainte
s’écrit, d’apres I'équation (2.63) et en tenant compte de 'expression du champ de
déformation (équation (2.74)), sous la forme :

0% .
ovoe

&=C: [é + (ﬁ@ n>sars} + v (2.76)

Remarque :

Le module d’élasticité C est une distribution réguliere ou distribution-
fonction du domaine €). Par analogie, nous supposerons qu’il en est
de méme pour toutes les autres dérivées doubles du potentiel d’état :

(e, V).
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2. Discontinuités de déplacement : formulation théorique

Avec cette expression du taux de contrainte, le taux de traction sur la disconti-
nuité s’écrit :

tpszd'~n

m-—{C:[é+<ﬁ@nQS&JxQﬂ%n§Zi~V}-n (2.77)

Les contraintes devant rester une distribution réguliere, il en est de méme pour le
taux de contrainte et le taux de traction. Ainsi, la partie singuliere de I’équation
précédente doit s’annuler. Pour cela, deux cas sont a examiner :

— v est une distribution réguliere. Dans ce cas, on doit avoir :

[C:(ﬁ@n)s}‘nzo Vi <= (n-C-.n)-a=0 (2.78)

Or, C est le tenseur d’élasticité du matériau, il s’agit donc d’un tenseur défini
positif (symétrique). L’équation précédente ne peut donc étre vérifiée que si
u = 0. Ceci interdit le développement de la discontinuité. L’hypothese « v
régulier » n’est donc pas satisfaisante. .

— v est une distribution singuliére. On écrira v = v + Vo, .
Faire une telle hypothese, revient a considérer des phénomenes de dissipation
localisés. Nous verrons que ceci reste compatible avec le cadre de la thermo-
dynamique des interfaces.
Dans ce cas, le taux de contrainte reste borné (ou régulier, au sens des distri-
butions) si, sur T'; :

(mcquﬁz—(gi«ﬁ-n (2.79)

Soit, en tenant compte de I’équation d’évolution (2.55) donnant 1'expression
de v en fonction du multiplicateur de Lagrange, on a :

i =4 + 7, (2.80)
et . LRy 00
(n-C-n)-u:—y(aVas-a—A>-n (2.81)
La condition imposant que les contraintes restent bornées s’écrit, quant a elle :
- 0% 09

— (2.82)

C: <ﬁ®“>s ~ Tovoe 9A

Ecrivons, alors, ’équation de cohérence pour un chargement anélastique (équa-
tion (2.58)), on a :
A)=—-
SA) = o4
Soit, en tenant compte de 1’équation (2.59) et de I’écriture du champ de défor-
mation :

H(A) = 0= 29 { oy &+ (ﬁ@n)séps] _ 9 5+ For. | @} (2.84)

A=0 (2.83)

OA | Oedv ov2 OA
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2.2. Cas des problemes tridimensionnels

L’équation précédente ne peut étre vérifiée que si la partie singuliere de gb(A)
s’annule sur I'y. Ainsi, on doit avoir :

o 0% /- s .0 0% 0¢ B
5aeaw (091) +i55 Fuiga =0 (2:85)
L’équation (2.82) permet d’écrire (C est défini positif symétrique donc inver-
sible) :
- s - 0% 0
= _ = -1 e
(ien) =-50 [avas 6A} (286)

Cette expression introduite dans I’équation (2.85) permet, alors, d’écrire :

;{ 09 O 1 Y 09 | 09 0% 9¢] _0

T OA g0V~ OvOe OA | OA OV OA (2.87)

En tenant compte du fait que 5 > 0 (pour écrire la condition de cohérence) et
en reprenant les notations définies a ’équation (2.64), on peut écrire :

hy.. =0 (2.88)
Par ailleurs, les résultats de 1’équation de cohérence donnent (voir équation
(2.85)) :
09 ¢ (= °
- DA dedv (u ® 1’l>
Y= ¢ 029 0o (289)
OA 9vZ DA
Soit, en tenant compte du fait que hy. =0,
90 ) (& on)
- OAdedv 500
fy_ 8_(]5821#071 821/)8_¢ ( N )
OA Dedv Ovoe DA
Cette expression de 5 dans Péquation (2.81) permet alors d’écrire :
9¢ 9%y ® 9%y 9¢
OA Dedv = Dvoe DA =
n- C—%E)Qw e 0g | D u=0 (2.91)
OA Jedv Ovie OA

Ce qui revient a écrire que le tenseur acoustique élasto- « anélastique » (élasto-
plastique ou élasto-endommageable ou ...) est singulier.

La condition précédente fournit deux informations :

— l'instant auquel la discontinuité peut-étre introduite ;

— l'orientation avec laquelle elle est introduite et ce, par la détermination du
vecteur n, qui, rappelons-le, est un vecteur unitaire normal a la surface de
discontinuité.

Notons, également, que cette condition n’est autre qu’'une condition de locali-
sation telle que celles présentées au 1.1.2.2. Remarquons cependant qu’elle ne cor-
respond pas a la condition de localisation du matériau constitutif du domaine 2
mais a la condition de localisation pour un matériau élasto- « anélastique » parfait
(R, = 0).
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2. Discontinuités de déplacement : formulation théorique

Enfin, cette condition de localisation donne la direction du vecteur a:
i € Ker (n- C™|,—¢ - n)

ou C*"* désigne le module tangent élasto- « anélastique ».

Les équations précédentes obtenues sur I'y sont similaires aux équations écrites
pour le matériau hors discontinuité. Ces équations permettent de définir le compor-
tement de la discontinuité.

Notons que les variables duales A, comme les contraintes, sont des distributions
régulieres de . Ainsi, on peut définir : A et A, les valeurs de A, respectivement,
sur I'y et Q\I'.

Dans ce cas, la dissipation s’écrit en tout point x du domaine €2 :

D(A(x)) = D(A(x)) + D(A(x))dr, = AV + Avdr, (2.92)

La dissipation se décompose, alors, naturellement en une partie réguliere corres-
pondant a la dissipation volumique sur Q\I'y et une partie singuliére correspondant
a la dissipation surfacique ayant lieu sur I'.

De plus, en reprenant 1'expression de la dissipation écrite a ’équation (2.47), on
peut encore écrire :

. . s d
D :a':é+0':<ﬁ®n> 5F5_d—zf(€’v)
IR T/ SO TR TR
=0:ie- 5 e— o v+ lo:(u®n 5 \a@n 5V | or.
En remarquant que o : <‘:1 ® n>s = tr, - a, on peut mettre en évidence deux

jeux de couples de variables associées pour la dissipation :
— les couples de variables associées au matériau hors discontinuité :

(0,8) et (A,V)
— les couples de variables associées a la discontinuité :

(tr,, @) et (Z\ , 6)

Ces considérations permettent alors d’écrire I’énergie libre de Helmholtz sous la
forme :

(e, v) = $(&,v) + ¥(n,v)dr, (2.94)

Notons que, dans le cas de 'approche continue, le modele sur la discontinuité
étant directement déduit de celui écrit hors discontinuité, les fonctions v et ¢ ne
sont pas indépendantes : 1 se déduit de 'écriture de 1) en considérant ’expression
de cette derniere pour des champs de déformation et de variables internes singuliers.

Finalement, les « ingrédients » de I’approche continue sont les suivants :
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2.2. Cas des problemes tridimensionnels

— Décomposition des variables internes en une partie réguliere et une partie
singuliere :
V=V-+ ‘:’6I‘s (295)

— Décomposition du multiplicateur de Lagrange en une partie réguliere et une
partie singuliere :

§ =4+ Ao, (2.96)
— Décomposition de I'énergie libre de Helmholtz :

U(e,v) = ¥(€,v) + ¥(, v)dr, (2.97)
— Décomposition de la dissipation en une partie réguliere et une partie singu-

liere : B _
D(A) =D(A) +D(A)or, (2.98)

— Condition de localisation : .
(n-C"j—o-n)u=0 (2.99)
permettant de gérer I'introduction de la surface de discontinuité et son com-

portement.

L’approche « continue » peut paraitre insatisfaisante. En effet, la condition d’in-
troduction de la surface de discontinuité ne coincide pas - sauf dans certaines si-
tuations tres particulieres - avec la condition de localisation classique au sens de
Rice [Rice, 1976]. Runesson et al. [Runesson et al., 1991] ont montré (pour des lois
élasto-plastiques) qu’il existe un module d’écrouissage critique au dela duquel la
localisation des déformations ne peut pas avoir lieu. Pour que la condition d’intro-
duction de la discontinuité coincide avec la condition de localisation, il faudrait donc
que le module d’écrouissage critique soit égal a zéro ce qui n’est vrai que pour des
situations tres particulieres (chargement particulier ou matériau particulier).

De plus, certains auteurs ont montré [Garikipati, 1996], [Borja et al., 2000],
dans le cas de la plasticité, que la condition d’introduction de la discontinuité est
vérifiée apres que la condition de localisation ait été atteinte. Ainsi, le limiteur de
localisation - la discontinuité de déplacement - n’est pas introduit a l'initiation de la
localisation des déformations responsable de la perte d’objectivité de la solution vis
a vis du maillage. On peut, alors, tout naturellement remettre en question l'efficacité
du limiteur de localisation.

Néanmoins, ceci n’a pas de conséquences dans la plupart des travaux réalisés
dans le cadre des modeles a discontinuité forte. En effet, dans la plupart des cas,
le matériau hors surface de discontinuité est considéré comme élastique. La condi-
tion d’introduction de la surface de discontinuité sert donc uniquement a déterminer
Iinstant du passage dans le régime adoucissant correspondant, dans ce cas, égale-
ment au régime dissipatif (puisque toute la dissipation est supposée localisée sur la
discontinuité). Cette condition sert, également et surtout, a fixer 'orientation de la
discontinuité.

Dans notre cas, le matériau hors discontinuité est considéré comme dissipatif,
il se peut donc tout a fait que la condition de localisation des déformations et la
condition d’introduction de la discontinuité soit en « conflit ».
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2. Discontinuités de déplacement : formulation théorique

2.2.4.2 L’approche « discrete »

Dans ce cas, I’hypothese de compatibilité des modeles continus classiques avec
un champ de déformation singulier n’est pas retenue. La surface de discontinuité de
déplacement est alors vue comme une interface cohésive sur laquelle est dissipée une
énergie localisée.

La surface de discontinuité introduite est une surface matérielle du domaine 2,
nous pouvons appliquer les méthodes de construction de lois de comportement d’in-
terfaces cohésives qui lient, sur la discontinuité, la traction au saut de déplacement.

Ces lois d’interfaces se construisent, dans le cadre thermodynamique classique, de
la méme fagon que les modeles continus classiques présentés au 2.2.2 (voir [Frémond,
1987], [Klarbring, 1990], [Lemaitre, 1992b],).

Les variables du modele sont décomposées en variables d’état et variables duales
(voir tableau 2.3).

‘ Variables d’état | Variables associées ‘
— .
A

cl

<l

Tableau 2.3: Notations : variables d’état et variables associées pour
la discontinuité

Il est alors nécessaire de se donner :
— D’énergie libre surfacique de Helmholtz associée a la surface de discontinuité :

(@, V) (2.100)
— une fonction seuil : o
#(A) <0 (2.101)
— une dissipation surfacique définie par :
_ . dy(@, v
D(A) =tp, -1— dy(u,v)
_dt - (2.102)
= aw(ua V) = 8¢(u> V) =
= tr -a — = u— =
° ou ov

Tout comme pour I’écriture d’'un modele continu classique, deux cas sont a exa-
miner :
— la discontinuité se déforme sans dissipation d’énergie. On a alors :

V=0 , DA)=0 , ¢A)<0 (2.103)
Ceci permet d’écrire les équations d’état :
90(a, V)
tr, = — 2.104
p= T (2:104)
et par analogie : -
A a'@z(fh ‘:7)
A=-— — 2.1
ov (2.105)
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2.2. Cas des problemes tridimensionnels

En tenant compte de ces relations, on peut réécrire la dissipation surfacique
sous la forme :

DA)=A-v (2.106)

— la discontinuité se déforme de facon anélastique. On a alors :

VA0 , DA)>0 , ¢(A)=0 (2.107)
Le principe du maximum de dissipation [Lubliner, 1990], [Maugin, 1992] per-

met de définir les jeux de variables duales A convenant comme étant ceux qui
maximisent la dissipation :

(A) = one {gg?@ (&), } 2.108)

Ce probleme de minimisation sous contraintes est résolu par l'introduction

d’une fonctionnelle de Lagrange et d’un multiplicateur de Lagrange 7 :

(f&) = arg {max min L(A*, ﬁ)}
V30 V(A®)

avec L =—D+7(.)

(2.109)

Les conditions de Kuhn-Tucker de ce probleme donnent les équations d’évolu-
tion des variables internes :

(2.110)

<l
I
=2l
N s
}I\‘ Sl

et les conditions de charge/décharge :

>0, G(A)<0 , F6(A)=0 (2.111)

-

Enfin, la condition de cohérence permet de déterminer I'expression du multi-
plicateur de Lagrange :

(% PULT) ) i
= o0& M/ (2.112)
99 029(u,v) 9¢
dA OV HA

2l

Les équations d’évolution de la traction s’écrivent, a partir des résultats précé-
dents, sous la forme :

(ﬁﬁ 5_0
o 7=
tp, = ) - - - (2.113)
82175 <g%:a>®<b:%) . .
= — == u ¥>0
| du h+b:5E:a
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2. Discontinuités de déplacement : formulation théorique

avec .
L 00 |0 @) (90 0| 0
T 9A | ov? ovoua \ ou? ouov | oA
(2.114)
N ou? OvVou YA A 0uov \ ou?

Le modele utilisé pour le matériau hors discontinuité est un modele continu
classique du type de ceux présentés au 2.2.2. Nous noterons les grandeurs relatives
au matériau hors discontinuité ¢.e. celui responsable de la dissipation volumique avec
une barre superposée.

On vient de montrer que le modele pour la discontinuité et celui relatif au maté-
riau hors discontinuité se construisent de fagon similaire. En remarquant que toutes
les grandeurs surfaciques sont des grandeurs volumiques concentrées sur une surface,
on peut unifier la construction des deux modeles en notant qu’on obtient les mémes
équations en considérant un seul modele pour lequel toutes les variables internes,
I’énergie libre de Helmholtz et la dissipation seraient décomposées en une partie
réguliere et une partie singuliere.

On retrouve alors les résultats :

v(x) = v(x) + v(x)dr,

Il reste alors a déterminer la condition de passage a un mode de déformation
localisé, i.e. 'instant auquel la discontinuité peut étre introduite et avec quelle orien-
tation.

Pour cela, n’importe quelle condition peut convenir. Cette condition peut, par
exemple, découler d’observations expérimentales. Quoiqu’il en soit, elle doit étre en
accord avec la fonction seuil ¢(A) introduite sur la surface de discontinuité (ou
inversement).

At = tioe, instant de la localisation, la discontinuité commence a étre active.
Ainsi, la fonction seuil doit étre telle que :

VE<tie, O(A) <0 et GA)=0 at=rtp (2.116)

Notons que, dans la mesure ou nous souhaitons régler, par I'introduction de dis-
continuités de déplacement, les problemes de dépendance au maillage, la condition
d’introduction d’'un champ de déplacement discontinu doit étre simultanée ou an-
térieure a la condition de localisation classique qui correspond a l'instant de perte
d’unicité de la solution.

C’est essentiellement dans I’écriture de la condition d’introduction de la discon-
tinuité que different les approches « discrete » et « continue » : pour la seconde,
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2.3. Conclusion

la condition d’introduction de I'y et le modele écrit pour la discontinuité découle
directement des lois de comportement écrites pour le matériau hors discontinuité.
Pour la premiere, la condition d’introduction de la discontinuité et la loi de compor-
tement adoptée pour la discontinuité peuvent résulter de considérations physiques,
de résultats d’observations expérimentales, de résultats d’analyses multiéchelles, ...

2.3 Conclusion

Nous avons, dans ce chapitre, rappelé les points clés de la construction des mo-
deles continus anélastiques.

Les modifications des modeles continus locaux induites par I'introduction d’une
discontinuité de déplacement ont été présentées en considérant deux approches : une
approche dite « continue » et une approche dite « discrete » .

Nous avons montré que les approches « discretes » et « continues » conduisent
a des résultats similaires. La différence essentielle, soulignée ci-avant, réside dans
I'obtention de la condition d’introduction de la discontinuité et la construction de
la fonction seuil relative a cette derniere.

Le tableau 2.4 résume les différents ingrédients nécessaires a la construction du
modele et souligne la similitude entre les variables et grandeurs introduites hors
discontinuité et celles introduites sur la discontinuité.

Matériau hors discontinuité Q\I'; | Discontinuité I'

Variables d’état observables 3 u
Variables associées o tr,
Variables internes v v
Variables associées A A
Multiplicateur de Lagrange ~ 5
Energie libre de Helmholtz )(€,V) b(1, V)
Fonction seuil H(A) o(A)
Dissipation D D

Tableau 2.4: Mise en correspondance des variables et fonctions rela-
tives a la construction des modeles hors discontinuité et
sur la discontinuité

A ces fonctions et variables vient s’ajouter la condition d’introduction de la
discontinuité qui permet de déterminer :
— [instant t,,. auquel la discontinuité est introduite dans le domaine €);
— Dorientation de la discontinuité via [’obtention du vecteur normal a la discon-
tinuité : n .
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2. Discontinuités de déplacement : formulation théorique

Notons que la surface de discontinuité est active des lors que cette condition est
vérifiée. Ainsi, la discontinuité n’a aucun effet sur le comportement du matériau
avant cet instant. La surface de discontinuité peut donc étre considérée comme une
interface rigide - « anélastique », 'anélasticité étant activée a partir de t = ;... Le
caractere rigide de la discontinuité pose, nous le verrons, des difficultés d’implanta-
tion numérique du comportement localisé.
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Chapitre 3

Aspects numériques de la prise en
compte de discontinuités de
déplacement

Dans ce chapitre, nous présentons l'implantation numérique de
I'approche présentée au chapitre préecédent. Nous développons
dans un premier temps l'implantation numérique dans le cas
du probleme unidimensionnel détaillé au chapitre précédent.
Nous présenterons ensuite brievement les différentes techniques
mises en ceuvre dans la littérature pour prendre en compte des
discontinuités de déplacement. Enfin, nous détaillerons les points
clés de la méthode utilisée pour I'implantation numérique du mo-
dele a discontinuité de déplacement présenté précédemment.
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3. Aspects numériques de la prise en compte de discontinuités de déplacement

3.1 Un probléeme unidimensionnel

Nous considérons, ici, toujours le probléme unidimensionnel défini au 2.1. L’objet
de cette partie est de détailler I'implantation numérique du modele a discontinuité
forte dans un cas particulierement simple unidimensionnel.

Interpolations des champs de déplacement et déformation

Les éléments finis sont construits, dans leur version standard, a ’aide de fonctions
d’interpolations supposées, au moins, continues par morceaux. Ainsi, les champs de
déplacement représentés sont continus sur la structure considérée. Nous souhaitons
ici prendre en compte une discontinuité du champ de déplacement, un enrichissement
de la base des fonctions de forme classiques est donc, a cet effet, nécessaire.

Nous avons vu que le champ de déplacement s’écrit :
u(z,t) = u(z,t) + u(t)Hr,(x) (3.1)

Remarque :

Les quantités relatives a ’approximation éléments finis seront notées
avec un h en exposant.

La barre est discrétisée par des éléments de barre a deux nceuds. Nous ne consi-
dérons ici que les restrictions des champs a un élément présentant une surface de
discontinuité.

Nous allons supposer que la partie continue du champ de déplacement s’ap-
proche ; de fagon classique, sur un élément ; sous la forme :

w(z,t) = Y No(x)ia(t) (3.2)

a=1,2

ou N,(z) est la fonction de forme associée au nceud a; u,(t) est la valeur de u(z,t)
au noeud a.
Ainsi, le champ de déplacement total s’écrit sous forme approchée :

u(2,) = Y Na(2)ta(t) + alt)Hr, () (3.3)

a=1,2

Or, nous souhaitons exprimer le déplacement total en fonction des déplacements
nodaux d,(t). Ces derniers sont donnés, d’apres les équations (3.2) et (3.3), par :

do(t) = u(we, t) = u,(t) +u(t) si z,>7 (a€QM)

(3.4)
do(t) = w(xg, t) = Ug(t) sioz, <z (a€)

Nous noterons 1 le noeud de 1’élément dans 2~ et 2 celui se trouvant dans Q7.

On a ainsi :
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3.1. Un probleme unidimensionnel

L’approximation de wu(x,t) peut alors s’écrire :

u(z,t) = Ny(z)dy(t) + No(x)da(t) — No(z)u(t) + u(t)Hr, (x) (3.6)
ce qui s’écrit, encore, sous forme condensée :
u'(z,t) = Y No(x)do(t) — Na(z)a(t) + a(t)Hr, (x) (3.7)

ce qui peut, encore, s’écrire :

u(z,t) = Y Na(x)da(t) + M(x)a(t) (3.8)
a=1,2
ou M(z) = Hr,(z) — No(z). La fonction M (z) est nulle sur les noeuds de 1’élément.

Remarque :

Rappelons que nous avons vu au 2.1 que, afin de ne pas perturber
I’écriture des conditions aux limites en déplacement, le champ de dé-
placement total pouvait s’écrire :

u(x,t) = u(x,t) +a(t) (Hr,(z) — ¢(z)) (3.9)

olt la fonction op(x) est une fonction continue (C'* par morceaux) définie
sur un sous-domaine Q¢ de ) et vérifiant :

(z)=0 z€Q\Q%"
{ z(:c) =1 z€QN\Q" (3.10)

La fonction Na(z) joue ici le role de ¢(z). Nous aurions ainsi pu, pour
construire les interpolations des déplacements, partir de la décomposi-
tion (3.9), supposer que le champ continu w(z,t) s’interpole de fagon
classique puis choisir la fonction ¢(x). Cette derniére est arbitraire.
Cependant, pour ne pas modifier les regles d’intégration classiques des
éléments enrichis, le sous-domaine Q% est confondu avec 1’élément consi-
déré et la fonction ¢(x) appartient a 'espace vectoriel défini par la base
des fonctions de forme de 1’élément. Dans le cas unidimensionnel traité
ici, la fonction ¢(x) est alors completement définie par les conditions
(3.10).

Avec cette interpolation pour le champ de déplacement, le champ de déformation
approché s’écrit :
" =" Bu(x)dy(t) + G, (x)u(t) (3.11)
a=1,2
avec B, = LN,(z) et G,(x) = LM (x), ou L est 'opérateur matriciel associé a V.
Notons que, vu la forme de la fonction M (x), la fonction d’interpolation G,.(z)
peut s’écrire comme la somme d’une partie réguliere et d'une partie singuliere sous
la forme :

G.(x) = =Bs(z)+ Ir, (3.12)

—— =~

G'r(ff) GT(SFS
La figure 3.1 donne une représentation des fonctions d’interpolation du champ de
déplacement pour un élément a 2 noeuds traversé par une « surface » de discontinuité.
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3. Aspects numériques de la prise en compte de discontinuités de déplacement

N1 NQ M:HFS —NQ

(b) Champs de déplacement

Figure 3.1: Fonctions d’interpolation et champs de déplacement pour
un élément de barre a 2 nceuds contenant une disconti-
nuité

Résolution du probleme

En constatant, au vu des équations précédentes, que le degré de liberté u(t) est
une variable définie au niveau de chaque élément et non au niveau de la structure
(contrairement aux déplacements nodaux) et en considérant l'interpolation des dé-
formations de 'équation (3.11), il est aisé de remarquer que le champ G,.(z)u(t) peut
étre considéré comme une déformation ajoutée.

De ceci est née I'idée d’appliquer a ce probleme les résultats de la méthode des
modes incompatibles [Wilson et al., 1973], [Wilson et Ibrahimbegovi¢, 1990], [Ibra-
himbegovi¢ et Wilson, 1991, initialement développée afin de régler les problemes de
blocage en flexion de certains éléments. La méthode sera présentée ultérieurement,
nous en donnons, ici, simplement les points clés.

Les champs de déformation virtuels sont interpolés avec une fonction d’inter-
polation éventuellement différente de celle permettant d’interpoler les champs de
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3.1. Un probleme unidimensionnel

déformation réels (équation (3.11)) :

= ) Bu(@)dw,(t) + Gy(x)de (3.13)

a=1,2

ou G,(x) est une fonction vérifiant :

Gy(z)dQ° =0 (3.14)
Qe
de fagon a assurer le passage du « patch-test ».
De plus, vu la forme de la fonction G,(x), nous supposerons également que G, (z)
se décompose, de méme, en une partie réguliere et une partie singuliere :

Go(z) = Gy() + Gy(7)dp, (3.15)
En s’appuyant sur la version modifiée de la méthode des modes incompatibles

[Ibrahimbegovié¢ et Wilson, 1991], la fonction G,(x) est construite a partir de la
fonction G, (z) :

ou A° :/ dQe.

Avec ces interpolations, le probleme a résoudre s’écrit, alors :

(@) = Gol) — % / Gy o (3.16)

Nelem
A1 [ / B o dQr — Ndefo} ~0
e= e Qe

he = / Gy(x)o dQ° = / Go(2)odQ° + G (T)tr, =0 Ve € [1, Nuem)
(3.17)

ou Nelem est le nombre d’éléments utilisés pour la discrétisation de la barre.

La premiere équation de ce systeme n’est autre que I'équation d’équilibre glo-
bal résolue classiquement. Elle est écrite sur toute la structure. En revanche, la
deuxieme équation est écrite, de facon indépendante, sur chaque élément présentant
une discontinuité : il s’agit d'une équation d’équilibre local permettant d’imposer
la condition de continuité des tractions le long de la surface de discontinuité sous
forme faible.

La linéarisation de ces équations conduit au systeme suivant :

( Nelem
|:K€ (Z)Ad( + F e(z)A — f° _ e(i)
e=1
, = Ot 4 , = Ot —(i
he® 4 (FeO" + G, ) AdY + | HD + G, === [ AT =0 Ve € [0, Netens]
od ou

~—~

\ K@

(3.18)
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3. Aspects numériques de la prise en compte de discontinuités de déplacement

ou :

K¢ () / BTOan (z)B d0e ’ Fre (%) / BTOan (Z)Gr d0e
e QE
fe = / NTpdQe - @ = [ BTs®dQe (3.19)
e Qe
F, o0 = / G,C"UBdQ° ; HY = / G,C* WG, A0
Qe Qe
L’équation d’équilibre local h¢ = 0 est résolue, de facon incrémentale, au niveau
de chaque élément, pour un incrément de déplacements nodaux donné Ad®. Puis,
par condensation statique, I'inconnue « élémentaire » Aa¥ est éliminée :

— (s . = /. -1 . = 8t .
AT = = [H20) = O] {Fvem +G, &ﬂ Ad® (3.20)
Le systeme linéarisé (3.18) se réécrit alors :
Nejem
A [K DAQW = ¢ — re@} (3.21)
avec
K@ =K@ 0 [He @ f(@] - [Fve(” + :Ua;ﬂ (3.22)

On se ramene alors a la résolution d’un probleme éléments finis classique. Notons
que la matrice K nest pas symétrique ; la résolution du probleme doit en tenir
compte.

Pour le cas 1D que nous présentons ici, les équations sont particulierement
simples et, comme nous l'avons vu au chapitre 2.1, le matériau hors discontinuité
se décharge nécessairement lorsque la discontinuité est active; le module tangent
élasto- « anélastique » C () est alors le module d’Young E du matériau.

D’autre part, 'enrichissement de la base des fonctions de forme, afin de prendre
en compte un champ de déplacement discontinu dans les éléments, se construit a
partir des fonctions d’interpolation classiques. Ceci a pour conséquence de ne pas
imposer de modifications des regles d’intégration numérique sur les éléments.

Quelques résultats numériques

Afin de mettre en évidence, 1'objectivité de la solution par rapport a la dis-
crétisation éléments finis choisie, nous présentons, ici, les résultats obtenus apres
implantation du modele présenté précédemment, dans un cas unidimensionnel.

Pour cela, une modélisation EF de la barre précédente est réalisée en considérant
différentes finesses de maillage (3, 7, 15 et 47 éléments). La barre est supposée encas-
trée a 'une de ses extrémités et soumise a un déplacement imposé a son extrémité
libre. Afin de modifier le probleme de bifurcation en un probleme de localisation
(si la barre est supposée homogene, la localisation des déformations peut avoir lieu
en n’importe quel point de la barre), un élément est affaibli : sa contrainte limite
d’élasticité est réduite de 1% par rapport au reste de la structure.
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3.1. Un probleme unidimensionnel

La barre est discrétisée a I'aide d’éléments de barre a deux nceuds. La condition
d’introduction de la surface de discontinuité correspond a la condition de localisation
K(E) =0,

La fonction seuil choisie pour le matériau hors discontinuité s’écrit :

¢(0,q) = lo| = (0, —q) <O (3.23)

avec § = —K £+ (5, — 0x) (1 —exp [—B£]) (ot K <0 et 5, < 5o0).
La fonction seuil choisie pour la discontinuité est la suivante :

Htr., @) = tr, — (5, — Q) (3.24)

ou g, = o al'instant de 'introduction de la discontinuité et ¢ = 7, ( 1 — exp |-/ §: :

Les lois de comportement continue et discrete sont schématisées sur la figure 3.2.

o tr,
Ou
€ u
(a) Loi de comportement hors discon- (b) Loi de comportement sur la discon-
tinuité tinuité

Figure 3.2: Représentation des lois de comportement continue et dis-
crete

La barre est supposée de longueur L = 1m et de section unitaire A = 1m?2. Les

propriétés du matériau hors discontinuité et sur la discontinuité sont récapitulées
dans le tableau 3.1.

‘ Modele continu ‘
Module d’Young | 3000 MPa

Gy 10.0 MPa
Foo 15.5 MPa
K -5 MPa
I¢] 100

‘ Modele discret ‘

I} 400 m~*

Tableau 3.1: Propriétés du matériau hors discontinuité et sur la dis-
continuité
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16 T T

14 Y,
/ \ —— 3 éléments
el F — 7 éléments
,.-'t \ 15 éléments
] == 47 éléments

F(MN)
"

it U (i)
i \ [ 99% o, -

0 0.01

Figure 3.3: Courbes effort-déplacement imposé pour différentes dis-
crétisations EF' de la barre

Les résultats en terme de déplacement imposé/effort a l'extrémité libre sont
donnés pour les différentes discrétisations choisies sur la figure 3.3. On constate
aisément que la réponse est indépendante de la discrétisation EF choisie. L’énergie
dissipée dans la structure au cours du chargement est la méme quel que soit le
nombre (et donc la taille) d’éléments choisi pour discrétiser le probleme. De méme,
la charge limite de la structure est également indépendante de la discrétisation.

Pour un cas unidimensionnel comme celui présenté ici, les deux classes de dis-
sipation introduites dans la modélisation - dissipation diffuse et dissipation locali-
sée - sont activées successivement sans jamais « cohabiter ». Ainsi, jusqu’a atteindre
le pic, la dissipation trouve son origine dans la plasticification volumique du ma-
tériau constitutif de la barre. Le pic ayant été dépassé, les déformations plastiques
volumiques demeurent fixes, la dissipation est uniquement liée a I'apparition et au
développement d’une surface de discontinuité sur laquelle se concentrent les méca-
nismes de plastification et donc de dissipation.

Une décharge a été entreprise au cours de la phase post-pic pour le maillage a 3
éléments. Cette derniere conduit a 'apparition d'une déformation plastique résultant
a la fois du comportement élasto-plastique du matériau hors discontinuité et du

comportement rigide-plastique de la discontinuité.
L’introduction de surfaces de discontinuité permet donc de représenter de facon

satisfaisante les trois phases du comportement :
— la phase élastique;;
— la phase de dissipation plastique volumique caractérisée par 1’évolution de la
plasticité dans le matériau hors discontinuité ;
— la phase post-pic caractérisée par l'apparition et 1’évolution de la surface de
discontinuité
et ce, de fagon indépendante de la taille des éléments choisis.
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3.2. Une revue des techniques de la littérature

3.2 Une revue des techniques de la littéra-
ture

La représentation numérique d’'un champ de déplacement discontinu ne présente
pas de réelle difficulté dans le cas unidimensionnel présenté précédemment. En re-
vanche, le cas des probléemes bi- et tridimensionnels est plus difficile a traiter. Di-
verses méthodes permettant de représenter un champ de déplacement discontinu
sont disponibles dans la littérature. Nous nous proposons, ici, de les présenter avant
de développer celle que nous avons, plus particulierement, utilisée.

Cette partie s’appuie, tres largement, sur plusieurs articles publiés par Milan
Jirdsek [Jirdsek, 1998], [Jirdsek, 2000]. Nous nous limiterons, ici, & présenter uni-
quement les points clés caractéristiques des différentes techniques utilisées dans la
littérature pour prendre en compte des surfaces de discontinuité de déplacement
dans les éléments finis. Les lecteurs souhaitant de plus amples développements sont
invités a se reporter aux articles mentionnés ci-avant.

3.2.1 Définition du probleme, formulation variationnelle

Le domaine considéré ici est celui présenté a la figure 3.4.

h

Figure 3.4: Domaine §2,conditions aux limites en efforts et déplace-
ments

b désigne les forces volumiques appliquées au domaine §2; h et g sont, respecti-
vement, les efforts et déplacements imposés sur la frontiere du domaine €2.

La formulation variationnelle du probleme s’appuie sur le principe variationnel
a trois champs de Hu-Washizu [Washizu, 1982]. Trois champs de déplacement, dé-
formation et contrainte, supposés indépendants, sont ainsi pris en compte : u, € et
T.

Dans ce cas, les équations du probleme s’écrivent sous forme faible :

YV (du, de, 07) admissibles,

/5s:a(s)dQ+/5T:(Vsu—s) dQ—l—/T:(Vséu—ée) dQ
Q Q Q

—/5u-bdQ—/ su-hdl'=0 (3.25)
Q 0tQ)
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ou (du, de, dT) notent, respectivement, les variations des champs u, € et 7. o(e)
est un tenseur de contrainte vérifiant la loi de comportement.

3.2.2 Discrétisation du probleme

La discrétisation EF du probleme précédent nécessite de se donner les interpola-
tions des champs u, € et 7. Nous supposerons qu’ils s’écrivent, de fagon générique,
sous la forme discrétisée suivante :

u" = Nd + Mu
e" =Bd + Ge (3.26)
Th = Ss

avec B = LIN ou L est 'opérateur associé au gradient symétrique V*®. Les variables
d, u, e et s sont supposées indépendantes. Nous noterons, de plus, G, = LM ;
fert = / N”bdQ + / Nhdl et £ = / M’bdQ+ [ MThdr.
Q 8:Q Q 2:Q
Avec ces interpolations, 1’équation (3.25) se réécrit :

v (0d, éu, ée, ds), od” [/ BTo-(s)dQ—/NdeQ— NThdr]
Q Q

02

+ e’ { / G'o(e)dQ — / GTSsdQ] + os” { / STG,ud — / STGedQ}
Q Q Q Q

+ ou’ U GrTSsdQ—/MdeQ—/ MThdr] =0 (3.27)
Q Q 02

En tenant compte du fait que les variables (0d, du, de, ds) sont indépendantes,
on obtient, finalement, les équations :

(
/ Blo(e)dQ = £ (3.28a)
Q
Glo(e)dQ — / G'SsdQ=0 (3.28b)
Q Q
/ G,”Ssd) = £ (3.28¢)
Q
/ STG,udQ — / STGed2 =0 (3.28d)
\ J/Q Q

Pour la suite, nous supposerons que les éléments traversés par une surface de
discontinuité ne sont pas chargés, on a alors : £ = 0.

En différentiant les équations du systéme (3.28) par rapport au temps et en
tenant compte du fait que :

& (eh) = com [Bd + Gé] (3.29)
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ou C*" est le module tangent anélastique, on obtient le systeme matriciel suivant :

/ BYC*"B d / BTC™G dQ 0 0

Q 2 d fe:vt
/ GTC™B dQ / GTCmGd — / GTSdN 0 -

Q Q Q - 0
0 _ / STG dQ 0 / STG,d | | 8 0
Q Q u 0

0 0 / G, 'Sd0 0

L Q i

(3.30)

3.2.3 Choix des interpolations

Les différentes techniques utilisées dans la littérature différent par le choix réalisé
pour les fonctions d’interpolation : M et G.

Nous détaillons trois techniques utilisées dans la littérature afin de prendre en
compte numériquement un champ de déplacement discontinu :

— la méthode dite « Statically Optimal Symmetric » ;

— la méthode dite « Kinematically Optimal Symmetric » ;

— la méthode dite « Statically and Kinematically Optimal Nonsymmetric » .

Pour chacune d’entre elles, nous précisons le choix des fonctions d’interpolation.

Notons que, en remarquant que les interpolations des contraintes, des déforma-
tions et des déplacements ajoutés (Mu) ne sont pas nécessairement continues d’un
élément a l'autre, les équations (3.28b) a (3.28d) peuvent étre écrites sur chaque élé-
ment de discrétisation du domaine 2. Nous noterons, dans la suite, ces éléments (2¢
et considérerons, uniquement, les restrictions des interpolations a ces sous-domaines.

3.2.3.1 Meéthode « Statically Optimal Symmetric » (SOS)

Dans ce cas, les champs de déplacement sont interpolés de fagon classique (u =
0), ainsi, toutes les équations relatives a la variable u sont supprimées.
L’équation (3.28c) est alors supprimée et (3.28d) devient :

/ STGedQ* =0 (3.31)

Pour passer le « patch-test » (contraintes constantes dans les éléments), cette
équation doit étre vérifiée pour S = I (ou I est la matrice identité). Ceci impose
alors que la matrice d’interpolation des déformations enrichies G vérifie :

GdQ =0 (3.32)
Qe

Avec ce résultat, le systeme (3.30) se réduit a :

/ BYC*B d° / BTCG dO¢ [

ol Q.-

] = {fegg’e ] (3.33)
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Cette technique est dite « Statically Optimal Symmetric » car la fonction G est
déterminée par des considérations relatives a 'espace des contraintes, permettant
d’assurer, le long de la surface de discontinuité, la continuité des tractions sous
forme faible. Par ailleurs, si la matrice C*" est symétrique, le systeme a résoudre est
également symétrique.

3.2.3.2 Meéthode « Kinematically Optimal Symmetric » (KOS)

Dans ce cas, contrairement a la méthode SOS, le déplacement ajouté n’est pas
supposé nul. Une fonction M est choisie et la fonction G, = LM qui lui est associée
est également construite. La fonction G est alors prise égale a la fonction G,. Il y a
donc compatibilité des champs de déplacement et déformation, d’ou le qualificatif «
Kinematically » donné a la méthode.

Avec ce choix de fonctions d’interpolation, le systeme (3.30) s’écrit alors :

g} = {feag’e ] (3.34)

On retrouve alors le méme systeme a résoudre que pour la méthode SOS. 1l s’agit
d’un systeme symétrique pour les mémes raisons que pour la méthode SOS.

/ BTC*B dN° / BTC™G dO° [

GTC"BdQ* / GT'CG dQ°

Qe Qe

3.2.3.3 Méthode « Statically and Kinematically Optimal Nonsymmetric »
(SKON)

La grande majorité des travaux portant sur les modeles a discontinuités fortes
s’appuie sur cette technique de résolution numérique. Dans ce cas, une combinaison
des deux précédentes techniques est réalisée (ce qui justifie en partie son nom).

La fonction G est prise égale a G, pour l'interpolation des champs de déformation
réels. En revanche, 'interpolation des champs de déformation virtuels s’appuie sur
une fonction d’interpolation que nous noterons Gy et qui vérifie 'équation (3.32).

Ainsi, I’équation (3.28b) s’écrit désormais :

G, o(Bd+Ge)dQ* =0 (3.35)
Qe

Le systeme (3.30) se réduit alors a :

/ B"C*"B dQ° / B'C"GdY | [ 4 feat, e
=170 e

/ G, /C"BdO° /ﬁ G, 7Cc™GdQ
Qe Qe

En regle générale, les fonctions Gy et G sont différentes. Le systeme précédent
n’est donc plus symétrique méme si la matrice C*" est symétrique (d’ou le « non-
symmetric » utilisé pour désigner cette technique).
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3.2.3.4 Quelques éléments de comparaison

Les termes choisis afin de désigner les différentes techniques présentées précé-
demment mettent a jour les points forts et les points faibles de ces dernieres.

La méthode SOS est optimale du point de vue des équations de la statique :
la condition de continuité des tractions est assurée au sens faible sur la surface
de discontinuité. En revanche, les conditions de compatibilité entre le champ de
déformation et le champ de déplacement ne sont pas assurées. Les redistributions de
contraintes, liées a 1’évolution du saut de déplacement sur la surface de discontinuité,
ne sont alors pas forcément correctement prises en compte.

La méthode KOS est, quant a elle, optimale du point de vue des équations
de la cinématique : les conditions de compatibilité des champs de déformation et
déplacement sont assurées. En revanche, la condition de continuité des tractions
(sous forme faible) le long de la surface de discontinuité n’est pas garantie. Ainsi, la
méthode KOS peut présenter des problemes de blocage.

Enfin, la méthode SKON combine les avantages des deux précédentes méthodes :
la condition de continuité des tractions est assurée de facon faible sur la surface de
discontinuité et la compatibilité des champs de déformation et déplacement réels
est garantie. En revanche, ceci suppose un choix des fonctions d’interpolation des
champs de déformation virtuels différent de celui des champs de déformation réels.
qu’il en soit les résultats fournis par cette méthode restent plus satisfaisants que
ceux fournis par les deux précédentes.

3.2.3.5 Quelques remarques

Pour les méthodes présentées précédemment, le saut de déplacement apparait
comme une inconnue locale qui, par condensation statique, au niveau élémentaire,
est éliminée des équations d’équilibre global. Ainsi, les seules inconnues du probleme,
au niveau global, restent les déplacements nodaux.

Certains auteurs [Wells et Sluys, 2001al], [Wells et al., 2002] se sont appuyés,
afin de prendre en compte numériquement une « vraie » surface de discontinuité de
déplacement (dans le sens ou le champ de déplacement approché est, effectivement,
discontinu), sur la méthode de partition de I'unité (ou PUM) développée par Ba-
buska et Melenk [Melenk et Babuska, 1996] comme une généralisation des techniques
éléments finis classiques.

Dans ce cas, l'interpolation des champs de déplacements nodaux réels et virtuels
prend en compte la surface de discontinuité de déplacement par l'introduction d’un
enrichissement de la cinématique, en particulier de l'interpolation des champs de
déplacement. Ainsi, le champ de déplacement est interpolé par :

u"(x,t) = N(x)d + Hr,N(x)u (3.37)

Les champs de saut de déplacement u ne sont alors plus des inconnues élémen-
taires définies indépendamment d’un élément a son voisin. Il s’agit, dans ce cas, de
degrés de liberté supplémentaires introduits sur chaque noeud dont le support est
traversé par une surface de discontinuité.

Une telle approche permet de prendre en compte un champ de saut de déplace-
ment qui ne soit pas nécessairement constant par élément (le degré d’interpolation du
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champ de saut de déplacement est le méme que celui du champ de déplacement) et
de reproduire, effectivement, un saut de déplacement d’un point de vue numérique.

En revanche, les champs de saut de déplacement deviennent des inconnues glo-
bales. Cette approche conduit donc a une augmentation du nombre de degrés de
liberté du probleme résolu.

Par ailleurs, I’enrichissement des nceuds dont le support est traversé par une
discontinuité se fait au fur et a mesure de 'avancée de la surface de discontinuité.
Ainsi, au cours du calcul, la taille du probleme évolue.

D’autre part, I'introduction de la fonction Hr, dans 'interpolation des déplace-
ments fait apparaitre, dans ’écriture de la forme faible des équations d’équilibre du
probleme, des intégrales sur les sous-domaines élémentaires définis par la surface de
discontinuité : Q¢ et Q¢ . Ceci a pour conséquence de modifier la stratégie d’inté-
gration numérique : des points d’intégration doivent étre ajoutés pour assurer une
intégration numérique satisfaisante sur les sous-domaines élémentaires. Ainsi, pour
un triangle a 6 nceuds comportant avant introduction de la discontinuité de déplace-
ment 3 points d’intégration, le nombre de points d’intégration est considérablement
augmenté par la présence d'une discontinuité de déplacement [Wells et Sluys, 2001a]
comme représenté sur la figure 3.5. Des points d’intégration supplémentaires sont
introduits sur la discontinuité et les sous-domaines définis par la surface de discon-
tinuité sont triangularisés (par exemple, par des méthodes de Delaunay) ; a chaque
triangle ainsi défini, sont attribués 3 points d’intégration.

Figure 3.5: Points d’intégration pour un élément triangulaire a six
neeuds avant et apres introduction de la surface de dis-
continuité. Les croix représentent les points d’intégration
du milieu continu, les cercles les points d’intégration asso-
ciés a la surface de discontinuité (d’aprés [Wells et Sluys,
2001a))

Si ces techniques ont I'inconvénient d’augmenter la taille du probleme par l'in-
troduction de degrés de liberté supplémentaires, elles ont, par ailleurs, ’avantage
d’assurer la continuité du trajet de la discontinuité. Des comparaisons de trajets de
fissuration « expérience - calcul » sont ainsi envisageables.

Notons que ces méthodes sont tres proches de la méthode X FEM (eXtended
Finite Element Method) développée par Belytschko et al. [Belytschko et Black, 1999],
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[Sukumar et al., 2000], [Moés et Belytschko, 2002] dans le cadre de la propagation
de fissures cohésives dans un milieu élastique.

La différence majeure entre les travaux de Wells et Sluys [Wells et Sluys, 2001a]
et ceux de Moés et Belytschko réside dans le choix des fonctions d’enrichissement.

Wells et Sluys [Wells et Sluys, 2001a] ajoutent le produit des fonctions de forme
classiques par la fonction de Heaviside alors que Moés et Belytschko prennent éga-
lement en compte un type d’enrichissement qui permet de représenter le champ de
déplacement au niveau de la pointe de fissure; le choix de ces fonctions est fait a
partir des résultats de la mécanique de la rupture linéaire. Ceci suppose l'introduc-
tion d'un deuxieme type de degré de liberté supplémentaire, ajouté sur les noeuds
de I’élément contenant la pointe de fissure.

3.3 Méthode de résolution globale : la mé-
thode des modes incompatibles

Les interpolations classiques des déplacements en méthode éléments finis ne sont
capables que de représenter des champs de déplacement continus.

Nous souhaitons ici prendre en compte une discontinuité du champ de déplace-
ment. Il est donc, pour cela, nécessaire d’enrichir la base des fonctions de forme. Cela
aura, bien évidemment, pour conséquence une modification du schéma de résolution
classique.

Nous nous proposons ici de présenter ces différents aspects dans le cadre de la
méthode des modes incompatibles.

3.3.1 Définition du probleme, formulation variationnelle

Afin d’écrire la formulation variationnelle du probleme, nous nous appuyons sur
le principe variationnel & trois champs de Hu-Washizu [Washizu, 1982]. Nous défi-
nissons, alors, deux types de champs :

— les champs tests;

— les champs d’essai.

Les champs tests seront notés w, 7 et i et correspondent, respectivement, aux
champs tests de déplacement, de contrainte et déformation. Ces trois champs sont
supposés indépendants (deux a deux).

Les champs d’essai seront, quant a eux, notés u, o et & (respectivement champs
de déplacement, contrainte et déformation). Ils seront également supposés indépen-
dants.

Nous traitons, ici, de comportements élasto-anélastiques (dans notre cas, élasto-
plastiques et élasto-endommageables), or, il a été montré [Temam, 1983], que I'exis-
tence d'une solution au probleme impose de choisir les champs de déplacements non
pas dans H'(Q), comme cela est le cas pour la résolution de problémes élastiques,
mais dans BD(2).

Rappelons que BD(£2) correspond a 'espace des fonctions dont 'énergie de dé-
formation est finie [Matthies et al., 1979], [Temam, 1983].

73



3. Aspects numériques de la prise en compte de discontinuités de déplacement

Ainsi, les champs tests et les champs d’essai sont tels que :

w,u € BD(Q) telque BD(Q) ={ueL'(Q),e;u)eM(Q),ij=1,..,3}

n,e € M'Y(Q) tel que M'Y(Q)=<e| sup /sgo(x)dQ<oo
peC=(Q) Ja
lp(x)|<1

o, 7T€ES telque S={o|o;eL*(Q)}

Avec ces notations, le principe variationnel a trois champs de Hu-Washizu [Wa-
shizu, 1982], associé a notre probleme, s’écrit :

'/sz;adQ—/w-bdQ— w-hdl =0 (3.38)
0 Q EXo)
V(w,T,n), /T:[Vsu—s] dQ2 =0 (3.38b)
Q
/17 to(e) —o] d2=0 (3.38¢)
\Jo

ol o(e) est un tenseur d’ordre deux vérifiant la relation de comportement.
Le point clé de la méthode des modes incompatibles est de supposer que les
champs € et ) s’écrivent :

{e:Vu—l—e (3.3)

n=Vw+1
Avec cette hypothese, le systeme (3.38) se réécrit :

'/sz:adg—/w-bda— w-hdl =0 (3.40a)
Q Q hQ

V(w,T,m), /T:ng:() (3.40Db)

Q
Viw : [o(e) — o] dQ + / n:o(e) — o] dQ =0 (3.40c)
N Ja Q

Notons que les champs w et 1 sont supposés indépendants. Les trois variables w,
1 et 17 ne sont reliées que par la relation (3.39), tout couple, composé de deux parmi
ces trois variables, est donc un couple de variables indépendantes. Nous considérerons
ici le couple (w, 7).

En combinant les équations (3.40a) et (3.40c), le systeme (3.40) se réécrit :

)
/sz:a(e)dQ—/w-bdQ— w-hdl'=0
0 Q a0

/T:ng:O

Viw : [o(e) —o] dQ2 =0

V(w,T,7m), (3.41)

| [ loe) - ol an =0
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La méthode des modes incompatibles consiste alors a construire l'espace des
champs de contraintes, T et o, et des champs de déformations ajoutées, n et g,
comme orthogonaux.

Ainsi, on a :

/T:ng:0 et /a:ﬁdQ:O (3.42)
Q Q

et le systeme (3.41) s’écrit :

 /V%nd@d2—/w4mQ— w-hdl =0
Q Q 0Q

/ Viw : [o(e) — o] dQ2 =0 (3.43)

\Aﬁ:ﬂ@dﬁzo

ou il a été tenu compte de 'orthogonalité des espaces des contraintes et des défor-
mations ajoutées.

La derniere étape consiste a supposer que le champ de contrainte vérifie la relation
de comportement sous forme forte. On obtient alors le systeme :

/szza(s)dQ—/w-bdQ— w-hdl'=0
Q Q 9.0
(3.44)
/ﬁ:a’(e)dQ:O
Q

Supposons, alors, que les champs de déformations ajoutées € et 1 sont singuliers
avec :

E=¢+E&0r

[QYIN

s

(3.45)
7= 7+ 70,
get % sont choisis dans ’espace vectoriel : {a tenseur d’ordre deux | a;; € 52(9)}.
Ainsi, on a bien € et 7 € M 1(Q) ce qui assure que les équations précédentes soient
encore définies en présence de champs de déformations ajoutées singuliers.

Les équations du systeme (3.44) s’écrivent alors (en tenant compte des résultats
sur les distributions) :

/sz:a(s)dQ—/W-bdQ— w-hdl'=0
Q Q 20
(3.46)
/’ﬁ:a‘(s)dQ—F/ %:a‘rs(s)dl“s:()
Q

s

Si, par ailleurs, la partie singuliere des champs de déformation ajoutée est sup-
posée dériver d'un champ de déplacement discontinu, on peut écrire :
¢=(®n)’
(3.47)
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Avec ces notations, le systeme (3.46) devient alors :
/VSW:U(S)dQ—/W~bdQ— w-hdl'=0 (3.48a)
Q Q GXo)

/ n: o). (e)dQ —I—/ w-[o(e) -n] dl'y=0 (3.48b)
Q

s

3.3.2 Formulation approchée, choix des interpolations

Nous avons vu que le champ de déplacement s’écrit, apres introduction de la
surface de discontinuité, sous la forme :

u(x,t)=u(x,t)+u(x,t)Hr, (x) (3.49)
Nous avons montré que ce champ peut, également, se mettre sous la forme :
u(x, t) =u(x, t)+u(x,t)(Hr, (x) - ¢ (x)) (3.50)

oll p(x) est une fonction C'(2) par morceaux, définie par :

0 sixeQT\Qy
plx) = { 1 sixe QN\QF (3.51)

ou {2, est un domaine arbitraire inclus dans €2 et entourant la surface de discontinuité
r,.

Nous n’allons pas choisir la fonction p(x) a priori mais la construire a partir de
la forme approchée du champ de déplacement total et en tenant compte du fait que
les champs u (x, t) et u(x, t) prennent les mémes valeurs sur 0f2.

Considérons une discrétisation Q" du domaine €2 en Nelem éléments sous la

forme :
Nelem

o= | o (3.52)
e=1

On peut écrire le champ de déplacement sous forme approchée :

u'(x,t)=1"(x, t)+ 10" (x, t)Hp, (x) (3.53)
Nous supposerons que le champ 0" (x, t) (continu sur le domaine Q") peut s’in-

terpoler de fagon classique sous la forme :

Nelem Ng

o' (x, 1) = ) Y Ni(x)u"(x,, t) (3.54)

e=1 a=1

ou N, est le nombre de neeuds de I’élément e, N,(x) est la restriction & 1’élément e
de la fonction de forme associée au nceud a de coordonnées x,.
Le champ de déplacement total s’écrit alors :

Nelem Ne

u(x, 1) = Y Y Nyx)u"(x,,t)+0"(x, ) Hr, (x) (3.55)

e=1 a=1
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Nous supposerons dans la suite des développements que les champs de saut de
déplacement u et de vecteurs normauz n sont constants par élément (la discontinuité
est un segment de droite sur chaque élément).

Soit 2¢ un élément de Q" traversé par une discontinuité, le champ de déplacement
sur {2° s’écrit sous forme approchée :

uo. (x, 1) = Y No(x)0" (X4, ) + 0o (£) Hr, (x) (3.56)

a=1
Les déplacements nodaux sont alors donnés par :

0" (xq, t) + 0o (t) siaeQF
d,(t) =u" (x,,t) = (3.57)
a" (x,, t) sia € Q°°

L’approximation du champ de déplacement total peut alors s’écrire :

u'oe (x, t) ZN — ) Na(x)Ujoe () + Woe (t)Hr, (%) (3.58)

acQe+

Ne

Notons que le champ ZNa(X)da(t) prend les mémes valeurs que u
a=1

nceuds de Q°. Notons, également, que la fonction Z N, (x) est C* sur Q" (elle est

acQe+t

h sur les

C' sur Q°) et qu’elle vérifie :

Y Nu(x) z{ 0 x=x, aveca €l (3.59)

~. 1 x=x, aveca € Q°"
IS

La fonction Z N,(x) peut donc étre interprétée comme la forme approchée
aeQet
d’une fonction p(x) telle que définie a 'équation (3.51) avec Q2 = Q°.
Remarque :

Le choix de la fonction ¢(x) établi précédemment comme une combi-
naison linéaire des fonctions de forme classiques assure la compatibilité
du degré d’interpolation des déformations enrichies - dont, nous allons
le voir, la construction dépend de la fonction p(x) - avec les regles
d’intégration numériques associées a 1’élément considéré. Un degré d’in-
terpolation de la fonction ¢(x) supérieur a celui des fonctions de forme
classiques aurait nécessité une modification du nombre de points d’in-
tégration de I’élément.

Nous noterons M¢(x) = Hr,(x) — Z N, (x)

ace+t
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Le champ de déplacement total, sur I’élément €2¢, s’écrit alors :
u'oe (x, ) = Y No(x)da(t) + Me(x) U0 (£) (3.60)

Dans la suite, nous ne considérerons que les restrictions des champs a un élément
Q¢ de Q", nous abandonnerons donc, afin d’alléger les notations, Iindication de la
restriction a Q° : (-)|qe.

A partir du champ de déplacement construit a 1’équation (3.60), le champ de
déformation réel approché apparait sous la forme :

e'(x,t) = > By(x)da(t) + Ge(x)u(t) (3.61)

ou B,(x) = LN, (x) et G;(x) = LM¢(x) avec L la matrice associée a l'opérateur de
gradient symétrique : V®. Le terme G (x)u(t) correspond a la partie « ajoutée » (ou
incompatible) des déformations. Notons que, vu la forme de la fonction M¢(x), la
fonction de forme G, (x) servant a interpoler les déformations incompatibles réelles
peut se décomposer en une partie réguliere et une partie singuliere (au sens des

distributions) :

Gi(x) == ) Bu(x)+ ndr, (3.62)
ace+t
- M~
Gr(x) Gr(x)dr,
ol
n, 0 O]
0 n, O
0 0 n,
n= n, n, 0 (3.63)
n, 0 n,
| 0 n, ng|

Afin d’écrire la forme faible des équations du probléme, nous nous appuyons sur
la méthode des modes incompatibles présentée au 3.3.1.

Notons que, pour la méthode des modes incompatibles, les champs de déplace-
ment sont interpolés de facon classique. Un champ de déplacement dit « incompa-
tible » est introduit afin de pouvoir construire - et uniquement afin de construire
- le champ de déformation ajoutée (comme dérivant de ce champ de déplacement
incompatible) [Ibrahimbegovié et Wilson, 1991], [Ibrahimbegovi¢ et al., 1998].

Le champ de déplacement discrétisé considéré s’écrit donc sous la forme :

wo (x, 1) = Ng(x)d(t) (3.64)

Afin d’appliquer la méthode des modes incompatibles, il nous reste a construire
les champs de déplacement et de déformation virtuels.
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Les champs de déplacement virtuels sont construits de la méme fagon que les
champs de déplacement réels et s’écrivent donc sous la forme :

= 3 N wa(t) (3.65)

Les champs de déformation virtuels, quant a eux, sont construits de facon simi-
laire aux champs de déformation réels :

ZB £) 4 Gy (x)W(t) (3.66)

La fonction Gy (x) interpolant la déformation virtuelle ajoutée est, a priori, diffé-
rente de la fonction G, interpolant la déformation réelle ajoutée. En effet, I’équation
(3.48b) doit étre vérifiée pour un champ de contrainte constant par élément afin d’as-
surer le « patch-test ».

Ainsi, on doit avoir :

vw(t), wi(t) [ G, o(e)dQ*=0 (3.67)
Qe
pour o(e) = constante, ce qui s’écrit également :
G, doc =0 (3.68)
Qe

Afin de construire G, nous nous appuyons sur la version modifiée de la méthode
des modes incompatibles [Ibrahimbegovi¢ et Wilson, 1991]. La fonction Gy est alors
construite a partir de G,

Gy (x) = Gy (x) — % . G, (x)d2° (3.69)

ou A° = / dQ° est la mesure du domaine 2°.

La fonction Gy, ainsi construite, vérifie bien 1’équation (3.68) et s’écrit :

— > Bu +—/ Z n+n5p (3.70)

d -
Grv C_;v (SFS

p. note la mesure de la surface de discontinuité : fy, = / dr’s.
T, _
Remarquons que, tout comme G,, G, se décompose en une partie réguliere G,
et une partie singuliere Gy.
Pour la suite, nous noterons :

N(x) = [Ni(x) - Ng(x) - - Npye(x)]
(3.71)
B(x) = [Bi(x) - Bu(x) - - Bye(x)]
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et
VVl(t)

w(t) = | wa(t) (3.72)

| we(t).

Avec ces interpolations et ces notations, le systeme (3.48) s’écrit :
V(w(t), w(t)),

w! (t)BTo(e)dQ — [ wl(tH)N'bdQ — / w! (t)NThdQ° = 0
Qe Qe 2.0e

w(t)'Glo(e)d + [ w(t)'Gy o). (g)dl, =0
Qe Ts
(3.73)

On obtient alors, apres avoir remarqué que la deuxieme équation du systeme pré-
cédent (3.73) ne fait intervenir que des grandeurs locales définies indépendamment
d’un élément a 'autre, le systeme :

Nelem
A 5.0~ £5,0] =0 (3.74a)
he(t) =0 Ve | Q¢ localisé (3.74b)
avec
£, = | Blofe)ae
fo.(t) = / NTb dQ° + / N'hdQ° (3.75)
€ 0:Q)e
he(t)= | GTo(e)d + [ Gy o (e)drl,
\ Qe Fs
Nelem

A est opérateur d’assemblage sur la structure Q.

e=1

Notons que, avec expression de Gy (équation (3.70)), h®(t) s’écrit :

h'(t) = [ Glo(e)dQ + / n’o. (e) dly (3.76)
Qe Dy N———
tr

s

Sous cette forme, I’équation (3.74b), écrite au niveau local sur chaque élément
localisé, apparait comme la forme faible de I’équation de continuité des tractions le
long de la surface de discontinuité I';. L’équation (3.74a), quant a elle, est écrite sur
toute la structure et correspond a la forme faible de I’équation d’équilibre, écrite
classiquement en méthode EF.

Notons que le saut de déplacement u(t) a été supposé constant par élément. La
traction sur la discontinuité tr, est alors également constante par élément.
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3.3.3 Résolution

Le systeme (3.74) est non linéaire (en raison de la non-linéarité des lois de com-
portement liant o et e, tr, et 1), sa résolution nécessite donc la linéarisation des
équations (3.74a) et (3.74b).

Rappelons le probleme que nous souhaitons résoudre :

Trouver le couple (d(t), u(t)) tel que
Nelem
A { / o (e) d0° — £ (1 } (3.77a)
e=1 Qe
/ Glo(e)dQ° + / G, tr.dr =0 (3.77b)
avec :
ejoe = Bd(t) + G,u(t) (3.78)

Notons que les contraintes o sont une distribution réguliere sur Q€ (voir le cha-
pitre 2). Ainsi,

/ B'o (Bd(t) + Gt )) Qe = /Q . B’o (Bd(t) + Gj(t)) e

et ’
/ Glo(Bd(r) + Gea()) A = / Glo (Bd(1) + Gei(r)) dex

. Qer,

(3.79)
Ceci est justifié par le fait que la surface de discontinuité I'y est de mesure nulle pour
la mesure de Lebesgue associée a 2°.

Considérons l'itération i du pas de temps n + 1. Nous noterons :

d(tye)? =dy),  Ata)? =1, (3.80)
et
i i+1 i i+1)  =(i
Adf(z)ﬂ = dflil) - d7(z)+1 Aun+1 = 117(1:1) u7(1)+1 (3.81)

La linéarisation compléte du systeme (3.77) par rapport aux inconnues d et u
conduit a la résolution du probleme :
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Connaissant (dfﬁl, ﬁﬁfll) , trouver le couple (Adfjil, AﬁffL) tel que :

( Nelem .
(@)
A / B7 27 q0¢| Ad¥,
=t Qs od |, "
; Nelem
80' (2) . . .
T e = (%) . e.ext e,int(i)
+ /Q LB AunH} = A g -l
(3.82)
. Tao- (4) _ Tatl" (2) 0
h€7(1) _I_ G_V _ dQe + GV s dF Adn+1
Qe\rs ad n+1 s ad n+1
(4) (@)
_ - t L
+ ar g / &% ar| as®, — o
\ Qe\l's ouf, I, n+1
© 0 =0
ou () = () <dn+1> ﬁn+1>
n+1

Afin de résoudre ce systeme d’équations, il reste a préciser la valeur des dérivées
partielles des contraintes o et tractions tr, par rapport aux inconnues du probleme
d et u.

Nous avons vu au chapitre précédent que les équations d’évolution des contraintes
et tractions s’écrivent, de maniere générale, sous la forme :

Lo s (389
Avec l'interpolation des déformations (équation (3.78)), on peut écrire :
Al = Cpf [Bad(, + Geaal), | (3.84)
De meéme,
At = ComY AR, (3.85)

ol C;ﬁ(i) et (:]%Z‘r(i) sont, ici, les modules tangents cohérents [Simo et Taylor, 1985]
associés a chacun des deux modeles.

Ainsi, le systeme linéarisé (3.82) se réécrit :

Nelem Nelem
e(®) (@) e (i) = (1) _ e,ext e,int(1)
é {KnJrl Adn+1 +Fe Aun+1} = él {fn+1 -1 }

(3.86)
hfﬁ)l + [Fvng(l) + KSZLH] Adv(j—)&—l + [HZE:)I + K(ai)n—l—l} Aﬁx—)l-l =0
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3.3. Méthode de résolution globale : la méthode des modes incompatibles

avec .
Ke(i) _/ BTCan(i)B d0e . F e (i) _/ BTCan(i)G d0e
n+1 — n+1 ) rn41 — n+1 r
F e(i) _ BTCan(i)G doe - He(i) o GTCan(i)G d0e
vatl = n+l v e T A A (3.87)
(i) . Otr, |

i e an(®
Kdn+1 = i1y ad ) thz%‘rl = ngCnH

n+1

La résolution du systeme linéarisé (3.82) par une méthode itérative du type
Newton-Raphson - résolution de 1I’équation globale et de 1’équation locale simulta-
nément - nécessite de stocker toutes les matrices de la linéarisation d’une itération
a la suivante. Ceci suppose, y compris pour des problemes de taille raisonnable, des
espaces de stockage prohibitifs.

Ainsi, en profitant du fait que le systéme se compose d'une équation globale et
d’une équation locale, il est possible de mettre en place une stratégie de résolution
ne nécessitant pas de tels espaces de stockage.

3.3.3.1 Meéthode de résolution : « operator split »

L’idée est de résoudre de fagon séquentielle le systeme (3.77) en profitant du fait
que les deux équations ne sont pas écrites au méme niveau de ’architecture du code
de calcul (pour un code de calcul classique).

Ainsi, pour une valeur donnée du champ de déplacements nodaux dS-)i-l (fournie
par la résolution de I’équation d’équilibre global au niveau de la structure), ’équation
locale (3.77b) est résolue par une méthode incrémentale itérative et ce, au niveau de
chaque élément localisé indépendamment.

Ainsi, en notant j U'indice de l'itération locale, 1’équation (3.77b) s’écrit sous
forme linéarisée (linéarisation par rapport a u; d est supposé fixe) :

b7+ (B + K | aal) = o (3.88)

ol les quantités hzszij ), stzij ) et Kg;ﬁl sont évaluées en (dﬂl , ﬁgji) >

A Tissue de la procédure de résolution itérative locale (3.88), le vecteur ﬁfjll
obtenu vérifie :

b (a0l ) =0 (3.89)

Ainsi, le systéeme linéarisé, a résoudre au niveau global, devient :

Nelem Nelem
e () (@) e(®) A5 _ e,ext e,int(i)
él {K"+1 Ad”+1 +Fe ) AunJrl} = ééll {fn+1 £ }

(3.90)
e (9) i i e(i i —(i
P KO ] adl + [+ KO, | Al =0
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3. Aspects numériques de la prise en compte de discontinuités de déplacement

Ce qui s’écrit sous forme matricielle :

Nelem , ' |
A o K\ F.o) AdY gocvt _ geint(d
e=1 B
0 o | i + KO HO KD aa, 0

(3.91)

Nelem

ou i permet de noter que le premier jeu d’équations doit étre assemblé

0 xqe

sur toute la structure alors que le second est écrit sur chaque élément e (yqe est la
fonction caractéristique du domaine Q°).
Par condensation statique de la deuxieme équation au niveau élémentaire, on

obtient :

'+ K

A, = [H KO R AdY) (3.92)
un+1 n+1 an+1 vn+1 dn+1 n+1 .

Ceci permet de rééerire le systeme (3.91) sous la forme équivalente :
Nelem 1
e(t e (i e (i i N e (4) i i e,exr e,int(i
é { |:Kn-(i-)1_Fl"nSr)1 |:Hng-)1 + K&L—i—l] [sz-i-l + K¢(i7)z+1]:| Adfm-)‘rl = fn-‘rlt_fn—i-l ©

(3.93)
Ce qui revient alors a résoudre I’équation classiquement résolue au niveau global
d’un code de calcul d’architecture classique :

Nelem
A (K9 adl, =t - @) (3.94)
avec
r>e (i e (i e (i e (i i -1 e (i) i
K =k - Tl [+ k0] R K, (3.95)
Remarque :

La détermination de l'incrément de saut de déplacement (équation
(3.92)) impose que la matrice HZS:)l + Kg)n .1 admette un inverse.

3.3.3.2 Quelques remarques sur la méthode de résolution

Vu I'équation (3.93) et le choix des fonctions G, et Gy, la matrice de raideur élé-
mentaire Kfﬁ)l n’est, en général, pas symétrique. Ceci suppose d’adapter, en consé-
quence, la résolution de ’équation globale (3.94).

Par ailleurs, vu la forme de I’équation (3.94) obtenue apres condensation sta-
tique au niveau élémentaire, on peut remarquer que l'introduction d’une surface de
discontinuité au niveau élémentaire est équivalente, au niveau global de 'architec-
ture du code de calcul, a I'intégration d'une loi de comportement. La résolution du
probleme ne nécessite donc pas de modification de ’architecture globale du code de
calcul, mais uniquement une intervention au niveau élémentaire.

Notons également que la résolution du systeme se fait de facon séquentielle a
trois niveaux :
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3.4. Conclusion

— le niveau global fournit la valeur des champs de déplacements nodaux d;

— le niveau élémentaire fournit la valeur des champs de saut de déplacements u;

— le niveau du point d’intégration fournit la valeur des variables internes v et
v respectivement associées au modele hors discontinuité et au modele sur la
discontinuité.

3.4 Conclusion

Nous avons, ici, présenté I'implantation numérique de ’approche a discontinuité
dans le cadre de la méthode des modes incompatibles. Nous avons montré que la
résolution du probleme est équivalente, au niveau global, a I'intégration d’une loi de
comportement supplémentaire au niveau de chaque élément.

L’utilisation de la méthode des modes incompatibles permet, en effet, de prendre
en compte les modifications liées a l'introduction d’une surface de discontinuité,
uniquement au niveau élémentaire, sans modification de I’architecture globale du
code de calcul.

Le schéma 3.6 résume les différentes étapes de la résolution du probleme aux
différents niveaux du code de calcul.
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3. Aspects numériques de la prise en compte de discontinuités de déplacement

fext

Pas de temps n+1 : 5

Nelem

e=1

Ad(l)

n+1

— [térations i =1, 2, 3, - - -

e (i i e,ex e,int (i
A {Kng-)l Adf%-)‘rl - fn—Ht fn+1 ( )}

Résolution de I’équation d’équilibre global :

— [térations j =1, 2, 3,---

Résolution de I’équation d’équilibre local :

b7 (B + KL Al =0

AunZ+J1
— Itérations k=1, 2, 3, - -
_(i.5) Lois de comportement :
A&, 11 )
(ﬁn@(lld) + d) == 0

5¢>

i+ o2 =0

(00 gl

Fsnt1» 0n+1
(,3) (i, 4)
an an
Cn+1 Cn+1

-

Figure 3.6: Schéma itératif a trois niveaux

86




Chapitre

4

Modeles de rupture et implantation
numeérique : cas de la rupture ductile et

de la rupture fragile

L'objet de ce chapitre est de particulariser les équations et tech-
niques de résolution présentées aux chapitres précédents aux
cas de la rupture ductile et de la rupture fragile. Pour cela, deux
modeles de comportement sont considérées : un modeéle élasto-
plastigue et un modele élasto-endommageable [Brancherie et
Ibrahimbegovi€¢, 2003]. Pour ces deux cas, les modéles consti-
tutifs associés respectivement au matériau hors discontinuité et
a la discontinuité sont précisés. Le choix des interpolations et des
méthodes de résolution spécifiques est présenté. Enfin, des ré-
sultats de simulations numériques permettant de mettre en avant
le caractere régularisant du modele proposé ainsi que l'intérét de
la prise en compte combinée de deux types de dissipation sont
également présentés.
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4. Modeles de rupture et implantation numérique : cas de la rupture ductile et fragile

Dans cette partie, nous nous attachons a appliquer les développements présentés
aux chapitres 2 et 3 aux cas de deux modeles : un modele de plasticité et un modele
d’endommagement. Cette présentation s’appuie tres largement sur les développe-
ments présentés aux chapitres précédents. Ainsi, seuls les points clés spécifiques a
chacun de ces deux modeles seront présentés.

Les développements sont réalisés sous 'hypothese des petites déformations et en
supposant des cas de chargements en déformations planes.

4.1 Cas de la rupture ductile : modele de
plasticité

Nous nous proposons, dans cette partie, de préciser les modeles utilisés afin de
décrire les phénomenes de dissipation volumique et surfacique dans le cas d'un mo-
dele de plasticité [Ibrahimbegovié¢ et Brancherie, 2003]. Ceci est réalisé dans le cadre
précisé au chapitre 2.

L’implantation numérique du modele, présentée de fagon générale au chapitre 3,
est, ici, reprise en mettant en évidence les particularités de cette derniere liées, entre
autres, aux modeles traités.

Enfin, nous présenterons quelques résultats caractéristiques illustrant le caractere
régularisant de la méthode développée ainsi que l'intérét de la combinaison de deux
types de dissipation pour la description de la rupture ductile.

4.1.1 Spécificités du modele

L’objet de cette partie est d’expliciter les points spécifiques a la construction des
modeles tant continus que discrets. Les fonctions seuils choisies sont, en particulier,
précisées ainsi que les conditions d’introduction de la surface de discontinuité.

4.1.1.1 Le modéle continu local

Le modele continu local, utilisé pour décrire les phénomenes de dissipation plas-
tique volumique, est un modele classique de plasticité associée avec écrouissage iso-
trope. La surface seuil permettant de définir le domaine élastique est une surface du
type von Mises.

Le modele utilisé étant particulierement classique, nous ne rappelons, ici, que les
résultats clés permettant de le construire sans en détailler I'obtention.

Les variables internes et duales du modele sont données dans le tableau 4.1.

‘ Variables d’état ‘ Variables associées ‘

€ o
la déformation plastique €”
la variable d’écrouissage &

2 Q

Tableau 4.1: Variables d’état et variables associées pour le modele
continu de plasticité
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4.1. Cas de la rupture ductile : modele de plasticité

L’énergie libre de Helmholtz s’écrit de facon classique :

Y(E,EP, &) ==(6—&):C°: (E—&’)+Z(€) (4.1)

(DO | —

P(ee)

ou Z(§) correspond a I’énergie libre associée a I’écrouissage et ou la décomposition
additive des déformations en une partie élastique et une partie plastique a été consi-
dérée :

g=¢+¢é’ (4.2)

Avec cette expression de I’énergie libre, la dissipation se met sous la forme :

0<D :a:é—%ws‘,s‘p,f)

(4.3)
d=(€) -
i

En supposant un pas de chargement élastique, on peut alors écrire les équations

d’état : ~ ~
o B oY 8@/} ¢ e
FER e asp_c'g

_ YN L= L&D
(o 3ée)'€+a€ —=2f

(4.4)
S _dE©
3
En tenant compte de ces expressions, la dissipation se réécrit alors :
D=0+ (4.5)

Il convient ensuite, afin d’écrire les équations d’évolution des variables internes, de
préciser la surface seuil permettant de définir le domaine élastique. Nous avons,
comme cela a été souligné précédemment, utilisé un critere de von Mises pour lequel
le domaine élastique est défini par :

#o,q) = \/%Hdev{a] | = (3, =9 <0 (4.6)

ou dev[o]| = o — 3tr(o)1 désigne le déviateur des contraintes.

L’évolution des variables internes est alors déterminée en considérant le principe
du maximum de dissipation plastique [Lubliner, 1990] [Maugin, 1992]. Le probleme
de maximisation ainsi introduit est résolu par I'introduction d’une fonctionnelle de
Lagrange £P et d'un multiplicateur de Lagrange 7. Les équations d’évolution des
variables internes s’écrivent alors :

o . 00 .dev[a'] \/7

90 ||deV[U] | (4.7)
- .00
§= ’Ya—q
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4. Modeles de rupture et implantation numérique : cas de la rupture ductile et fragile

Les conditions de charge/décharge s’écrivent, quant a elles :
720 , <0 , =0 (4.8)

L’écriture des conditions de cohérence : '_ygg = 0, dans le cas d'un chargement plas-
tique, permet de déterminer la valeur du multiplicateur plastique :

) 9 -Ce: & 6
=gt = Vo devio]  (4.9)
TG B BREE (Bt K(©)devio]
_ 2=(¢
ol K(§) = dgg) est le module d’écrouissage (positif ou négatif) du modele et

désigne le module de cisaillement du matériau.
Ceci permet, enfin, d’écrire les équations d’évolution des contraintes sous la
forme :

c=C%:¢ (4.10)
ol

Ce
C¥=1 c°- 2 dev [o] ® dev [o] 0
___ 5 >
(1+ %) |dev [o]]2

ol

=0
0 (4.11)

Une étude de localisation d'un tel modele (voir par exemple [Runesson et al.,
1991]) montre que, dans le cas de chargements en déformations planes comme sup-
posé ici, le tenseur acoustique élasto-plastique peut devenir singulier pour des mo-
dules d’écrouissage (ou adoucissement) négatifs. La loi d’écrouissage choisie ici s’écrit
sous forme générale :

4(§) = —K&+ (3 — 0o0) [1 — exp(—5¢)] (4.12)

avec 0, < Goo. Pour une telle loi, Iévolution de K (&) est monotone et conduit &
des valeurs négatives. Ainsi, la condition de localisation des déformations peut étre
atteinte au cours du chargement.

4.1.1.2 Condition de localisation et modele constitutif pour la discontinuité

Nous précisons ici le critere utilisé afin de décider de I'introduction de la surface
de discontinuité. Nous présentons, dans un deuxieme temps, la loi de comporte-
ment associée a la surface de discontinuité permettant de gérer les phénomenes de
dissipation localisés.

La condition de localisation

Nous souhaitons, par 'introduction de surfaces de discontinuité, régler les pro-
blemes numériques liés a la localisation des déformations. Ainsi, nous avons choisi
comme critere d’introduction de la surface de discontinuité la condition de localisa-
tion classique :

n - C? . n est singulier
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4.1. Cas de la rupture ductile : modele de plasticité

Nous traitons ici de problemes en déformations planes. Sous de telles hypotheses,

il a été montré par Runesson et al. [Runesson et al., 1991] que le module d’écrouissage

critique correspondant a la bifurcation d’un mode de déformation homogene vers un
mode de déformation localisé s’écrit :

— 91 +v)

Kcrit - _2,u 45_2
)

(51 + 2)° (4.13)

ou, i est le module de cisaillement du matériau, v est le coefficient de Poisson et ot 51
et sy désignent, respectivement, les valeurs principales du déviateur des contraintes
avec s1 > So.

La discontinuité est donc introduite des que le module d’écrouissage (ou adou-
cissement) est inférieur au module critique K. La direction de la surface de dis-
continuité est alors donnée par le vecteur n. En notant :

cos(0)
n = |sin(#) (4.14)
0

les coordonnées du vecteur n dans le repere principal défini par les contraintes prin-
cipales s1 et sy , 'angle 6 vérifie [Runesson et al., 1991] :
(1 —=v)(s1 —vsg)

tan?(0) = v (L )5, (4.15)

Remarquons que 6 et —6 sont solutions de I’équation précédente. Il existe donc deux
orientations possibles pour la surface de discontinuité. Rien ne permet a priori de
choisir I'une ou l'autre de ces deux orientations. Dans notre cas, nous avons choisi
le vecteur n tel que 'angle 6 soit positif.

Comme nous l'avons déja noté au chapitre 2, la condition de localisation telle
que présentée ici est, en regle générale, différente de la condition d’introduction de
la surface de discontinuité résultant d’une approche dite « continue ». Pour une
telle approche, la condition d’introduction de la surface de discontinuité s’écrit, en
supposant la compatibilité des équations des modeles continus classiques avec un
champ de déplacement discontinu, sous la forme :

(n-C%_ -n)u=0 (4.16)

Cette condition n’est équivalente a la condition de localisation classique que dans le
cas oll 81 = —So, soit pour un état de chargement en cisaillement pur ou pour un
matériau incompressible (ou quasi-incompressible). Dans ce cas, angle § vaut +45°
(par rapport au vecteur x du repere global (x, y)).

Il est en fait possible de montrer, moyennant quelques développements, que le
critere d’introduction de la surface de discontinuité écrit a I’équation (4.16), ou u

est supposé porté par le vecteur tangent m a la surface de discontinuité, revient a

imposer la valeur maximale du cisaillement maximal défini par 7,,,, = = (s1 — $2).
max 2

Ceci nous conduit a imaginer une autre possibilité quant a I’écriture de la condi-
tion d’introduction de la surface de discontinuité et a son interprétation. La surface
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4. Modeles de rupture et implantation numérique : cas de la rupture ductile et fragile

de discontinuité peut, en effet, étre interprétée comme le lien entre deux échelles de
dissipation : I’échelle de la structure et des échelles beaucoup plus fines (comme par
exemple, 1’échelle des bandes de localisation). A Déchelle de la structure, les phéno-
menes de dissipation sont pris en compte, de fagon homogénéisée, par I'introduction
de modeles continus classiques. Aux échelles plus fines ont lieu des phénomenes
de dissipation spécifiques qui ne peuvent pas étre pris en compte par les modeles
continus utilisés aux échelles supérieures. Ces phénomenes dissipatifs ne sont alors
pas décrits de facon fine et précise aux échelles auxquelles ils ont lieu, mais pris en
compte par 'introduction de la surface de discontinuité. Cette derniere, a laquelle
est affectée un comportement dissipatif, permet de rendre compte, a I’échelle de la
structure, de I’énergie dissipée a des échelles bien inférieures. Ainsi, en fonction du
type de phénomenes que 'on souhaite représenter, I’écriture de la condition d’in-
troduction de la surface de discontinuité peut s’appuyer sur des considérations bien
différentes. On pourrait, par exemple, choisir d’introduire la surface de discontinuité
dans un milieu élasto-plastique lorsque la contrainte de cisaillement maximal atteint
une valeur fixée. Une autre possibilité consisterait a supposer que la surface de dis-
continuité rend compte de tous les phénomenes adoucissants et est introduite des
que le module d’écrouissage devient négatif ou nul. Il est alors, bien stir, nécessaire
de construire la loi discrete associée a la surface de discontinuité en accord avec les
considérations qui ont conduit a son introduction dans le milieu.

Le modéle constitutif sur la discontinuité

Les développements précédents nous ont permis de mettre en évidence diverses
possibilités dans I’écriture de la condition d’introduction de la surface de disconti-
nuité pour un matériau hors discontinuité supposé répondre a un critere de plasticité
de von Mises. Notons que cette condition nous permet essentiellement de déterminer
I’orientation de la surface de discontinuité.

Afin de construire le modele relatif a la surface de discontinuité, nous nous
sommes appuyés sur les développements réalisés en considérant une approche «
continue ». Nous considérerons donc les développements présentés dans un cadre
général au 2.2.4.1.

Avec ces équations et en supposant un modele de plasticité de von Mises, on doit

avoir :
. s . [3 dev]o]r,
— 5, /2 SVI9ir, 41
(Gon) =43 [deviolr.] (4.17)

ol la contrainte o est calculée sur la surface de discontinuité I'y et i est la partie
singuliere du multiplicateur de Lagrange.

. S
Ainsi, le tenseur (1:1 ® n) doit étre déviatorique ce qui impose :

i-n=0 (4.18)

le vecteur u est donc porté par le vecteur m tangent a la surface de discontinuité.
S

Notons également que 1’équation (4.17) permet d’interpréter le tenseur (1:1 ® n)

comme une déformation plastique localisée sur la surface de discontinuité. La surface
de discontinuité apparait alors comme une interface rigide-plastique. Par ailleurs,
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4.1. Cas de la rupture ductile : modele de plasticité

I'équation (4.17) nous permet de déduire que le tenseur dev|o|r,, défini sur la surface
de discontinuité, s’écrit dans le repeére (n, m, k) associé a la surface I'g sous la forme :

0 n-deviolr,-m 0
deviolr, = |n-dev[o]r, - m 0 0 (4.19)
0 0 0 (n,m. k)
Dans la suite, nous noterons 7. = n - dev|o|r, - m. Avec cette notation et en

considérant ’expression précédente du tenseur dev|o]r,, on peut réécrire I’équation
(4.17) sous la forme :

Ceci implique, dans la mesure olt 5 > 0, que signe(ﬁ -m) = signe(7,_). De plus, la
condition de cohérence (2.83) sur la surface de discontinuité s’écrit, dans le cas de
la plasticité de von Mises, sous la forme :

‘m =53 signe(7;..)
-n=20

e g

(4.20)

oo =0 =512
do_ Oq 4.21
/3 dev|o]r, (4.21)

=4/ = :de\'/a + g
2[deviolr]  deVlolr. +d

Or, ¢ =—-K(§) (f‘y + éy(5ps>. Ainsi, afin de garantir que ¢ reste une distribution régu-

liere (au méme titre que les contraintes), le module d’écrouissage (ou adoucissement)

K doit étre tel que :
1 1 1

— == — + =—=0p, (4.22)
K K@) K¢

On peut alors écrire sur la surface de discontinuité : ¢, = g=-K (E )':y, ou K (§ ) <0

dans la mesure ou nous souhaitons représenter des phénomenes d’adoucissement sur

la surface de discontinuité. La condition de cohérence précédente se réécrit alors :

- 3 dev|o]r ' =

oo, q)p, =0= §HdeV—[U]F:H devio]. — K(§)Y (4.23)

ce qui permet de déduire la valeur du multiplicateur de Lagrange sous la forme :

2l

K@) \V 2]dev(o]r,| K(6)

Ainsi, la loi liant le glissement sur la discontinuité a 7. s’écrit :

_ ( 3 devlolr, dev'[a]rs> = 13 signe(r,.) (4.24)

- 3
u-m=——="7, (4.25)
K(¢)
Notons que cette équation impose que l'on ait : signe(ﬁ -m) = —signe(7; ) car

K <0.
Il est important de remarquer que 7. = [(o" - n) - m] |r,. Ainsi, 7. n’est autre que
la composante tangentielle de la traction sur la surface de discontinuité : 7. = tr,-m.

s

93



4. Modeles de rupture et implantation numérique : cas de la rupture ductile et fragile

L’équation (4.25) apparait alors comme reliant le glissement au cisaillement sur la
surface de discontinuité. Cette relation n’est autre qu'une loi de Schmid [Asaro,
1983] utilisée en micromécanique pour décrire le comportement des dislocations. Par
ailleurs, le domaine élastique associé a la surface de discontinuité est alors défini, en
considérant un modele de plasticité de von Mises, par :

o(tr,. ) = V3[tr, -m| — (5, - 7) <0 (4.26)

ou g, correspond a la valeur de |tr, - m| a I'instant ol le critere de localisation est
vérifié. -

Ces développements - en particulier la construction de la fonction seuil ¢ -
peuvent étre utilisés pour construire la loi de comportement de la surface de discon-
tinuité avec le formalisme développé au chapitre 2.

Ainsi, souhaitant reproduire des phénomenes de plasticité localisés sur la surface
de discontinuité, nous définissons les variables d’état et duales relatives a la surface de
discontinuité comme présenté dans le tableau 4.2. ot u? correspond au déplacement

‘ Variables d’état ‘ Variables associées ‘
a tr,
u? tr,
la variable d’écrouissage 5 q

Tableau 4.2: Variables d’état et variables associées pour le modele
discret de plasticité

plastique sur la surface de discontinuité. Dans le cas traité ici d’'un modele rigide-
plastique, le déplacement plastique u? et le saut de déplacement u sont identiques.

L’énergie libre de Helmholtz correspondant au modele rigide-plastique associé a
la surface de discontinuité est définie par :

G(@, 0, €) = Iga_ar—oy + =(E) (4.27)

olt Itg_gar—oy est la fonction indicatrice du convexe défini par u —u? = 0 (I =
0sit—a? =0 et I=o0 dans le cas contraire) et Z(£) est 'énergie libre associée a
I'écrouissage (ou adoucissement) sur la surface de discontinuité. B

Par ailleurs, le domaine élastique est supposé défini par la surface seuil ¢(tr,, )
supposée s’écrire :

(tr,, ) = V3[tr, -m| — (5, — ) <0 (4.28)

Avec ces définitions, la dissipation sur la surface de discontinuité s’écrit :

D=tp, -tu+ g (4.29)

Les développements réalisés au chapitre 2 nous permettent alors d’écrire les équa-
tions d’évolution des variables internes sous la forme :

{ 1-m = 5v/3signe(tr, - m)

(]}

: (4.30)

=7

taatl
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4.1. Cas de la rupture ductile : modele de plasticité

Notons que ces expressions permettent de déduire que :

5 (4.31)

[u-m| =

%\

(ou il a été tenu compte du fait que u-m = 0 a t = t;,., instant de I'introduction
de la surface de discontinuité).

L’écriture de la condition de cohérence permet alors de déterminer la valeur du
multiplicateur de Lagrange ? :

7:}a5tm-magw@n.m) (4.32)

Ceci permet finalement d’écrire les équations d’évolution des tractions en fonction
du saut de déplacement sous la forme :

‘m si >0 (4.33)

:u

br, - K(€)

E]

OJI»—t

Dans le cas ou f:y = 0, le caractere rigide-plastique de la surface de discontinuité ne
permet pas de calculer le module tangent du modele discret.

Dans les développements qui suivent, nous avons choisi une loi d’adoucissement
associée a la surface de discontinuité linéaire. Ainsi, la variable duale ¢ associée a
I’adoucissement s’écrit :

= —K¢E (4.34)

Ll

ou K est une constante.

4.1.1.3 Analyse de la dissipation

Nous considérons ici un domaine ) traversé par une surface de discontinuité I';
de longueur ¢r_. Nous avons vu au chapitre 2 que la dissipation en tout point du
domaine €2 se décompose en une partie réguliere et une partie singuliere sous la
forme :

D =D + Dér, (4.35)

En tenant compte des expressions de la dissipation volumique (équation (4.5)) et
de la dissipation localisée (équation (4.29)), la dissipation sur le domaine €2 dans un
intervalle de temps [0, ¢] sécrit :

Df@’ﬂ:/ot/gl\[ S

En tenant compte du fait que :

dQ dt+ / / [\f Atr, -m ‘~l—q’y dr, dt
(4.36)

to,y =0,y  (437)
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et

V3t - ﬁ—l—qv 5[ Valtr, -m| = G, - 9] 45,7 =57 (438)

-~

76=0

la dissipation sur le domaine € dans I'intervalle de temps [0, t] s’écrit :

t . t -
PO = / /Q €5, A dt + / / €5, dT, dt (4.39)
0 0 s

Ceci permet d’évaluer ’énergie dissipée dans le domaine 2 au cours de 'intervalle
de temps [0, ¢]. Nous allons, néanmoins, plus particulierement nous intéresser a la
dissipation sur la surface de discontinuité. Pour cela, nous introduisons 1’énergie de
rupture Gy correspondant a I'énergie devant étre fournie a la surface de discontinuité
pour passer de I’état u - m = 0, correspondant a l'instant ¢ = ¢;,. ou la surface de
discontinuité est introduite, a un état libre de traction a l'instant ¢t = t5. G est

définie par :
Gy :/ / tr, - -adtdr, (4.40)
s Y loc

Par ailleurs, nous avons vu que le saut de déplacement correspond a une déformation
plastique localisée sur la surface de discontinuité. Vu la loi de comportement associée
a la surface de discontinuité précisée précédemment, et en particulier, vu I’équation
(4.30), on a :

Gf:/ f|tpg m|é dt dT, _/ / §) € dt T, (4.41)
tioc tioc

Ceci s’exprime également en fonction de la dissipation localisée sous la forme :

Gy // 25 dtdF
.stl

/ / ZZDdtdF s [w( 2) — D(tioe) (4.42)

s Ytoc

= [t2, t10c] 10,

=D +/4
T FSQK

En tenant compte du fait que la loi d’écrouissage a été supposée linéaire et que
la traction est supposée constante sur la surface de discontinuité, on a :

t2

t2 B B q: o 62
Gy = Ir, / — (o, —q) = dt = lr, [—6yq+ 2—_] (4.43)

tioe tioe

Or, a l'instant de la localisation ¢ = t;,., on a ¢ = 0 et, a t = t5 instant ou la surface
discontinuité devient libre de traction (dans la direction m), on a ¢ = ,. Ainsi,
I'énergie de rupture Gy s’écrit :

2
Gy =—lp,—L (4.44)
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4.1. Cas de la rupture ductile : modele de plasticité

En notant gy I'énergie de rupture par unité de longueur, on a :

K=—--% (4.45)

le parametre d’adoucissement K associé a la surface de discontinuité est donc relié

a des quantités de la mécanique de la rupture.

Remarque :

Il est également intéressant d’analyser la dissipation dans une optique
multiéchelle. Rappelons, en effet, que la surface de discontinuité peut
étre interprétée comme le lien entre deux échelles de dissipation : elle
permet de condenser, a I’échelle de la structure, 'information émanant
des échelles plus fines : ’échelle des bandes de localisation.

Nous avons vu au chapitre 2 (équation (2.70)) que le champ de dépla-
cement se décompose en une partie u associée a 1’échelle grossiere ou
macro et une partie u associée a I’échelle fine : I’échelle des bandes de
localisation. Le champ de déformation construit a partir de ce champ de
déplacement peut donc se décomposer en une partie que nous pourrions
qualifier de « macro », V*u (x, t), et une partie qualifiée de « micro »,
g,

e(x,t) €(x,t)+ (u®@n)’or,

u(x, t)\—VS [a(x,t)p((x)]+ (@®@n)’or, (4.46)

-~

€

Ainsi, 'expression de la dissipation sur le domaine €2 s’écrit sous la
forme :
—_— . dr,?[)
Dq = o:Viuto:e——| dQ (4.47)
Q dt
Or, nous avons vu au chapitre 3 que les champs de contraintes o et de
déformations ajoutées € sont supposés orthogonaux. Ainsi, ’expression
précédente de la dissipation s’écrit :

Dq :/ [o‘ Vsa — @} dQ (4.48)
Q dt

Il apparait donc que l'expression de la dissipation totale dans le do-
maine 2, traversé par une surface de discontinuité, peut s’écrire a partir
du champ de déplacement « macro ». La condition d’orthogonalité de
I’espace des champs de contraintes et de 1’espace des champs de défor-
mations ajoutées, interprétée au chapitre 3 comme la forme faible de la
condition de continuité des tractions, peut, ainsi, également étre inter-
prétée comme la condition permettant d’assurer le lien entre les deux
échelles de dissipation.
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4.1.2 Les aspects numériques

Nous présentons, ici, les points clés de 'implantation numérique du modele pré-
senté précédemment. Nous présenterons rapidement quelques points de I'intégration
numérique des lois de comportement développées ci-avant. Nous nous attarderons,
ensuite, sur la prise en compte de la surface de discontinuité : le choix des interpo-
lations et les spécificités relatives a la résolution numérique.

4.1.2.1 Intégration des lois de comportement

La résolution du probleme tel que nous 'avons présenté au chapitre 3 nécessite
I'intégration numérique des lois de comportement, intégration que nous présentons,
ici, rapidement.

Intégration numérique du modeéle continu

La loi utilisée pour le matériau hors discontinuité est particulierement classique.
Ainsi, nous ne nous attarderons pas, ici, sur son intégration numérique mais en
présenterons simplement les quelques points clés.

A chaque pas de temps et pour chaque point de Gauss, sont stockées les variables
internes du modele : &7 et £.

Les champs de déplacements nodaux d¥ ni1 et de sauts de déplacement §L JJ sont
donnés par la résolution, respectivement, des équations d’équilibre global et local
(voir schéma 3.6) au pas de temps n + 1 que nous considérons ici.

Ainsi, sont connues, a ’entrée de la routine d’intégration de la loi de comporte-
ment :

— la déformation calculée par :

Nen
n+1 - Z B dan—H + G 72—7{-7{ (449)
a=1

(Nous préciserons Gy dans la suite).

— les variables internes P et &, correspondant a ’état convergé du pas de temps
précédent n.

Remarque :

Pour des raisons de lisibilité, nous ne rappellerons pas, dans les équa-
tions qui suivent, les exposants ¢ et j permettant de désigner les itéra-
tions globales et locales. Nous ne reporterons que les indices n + 1 et n
permettant d’indiquer a quel pas de temps sont calculées les variables.

Une prédiction élastique calculée en supposant aucune évolution des variables
internes permet de définir I’état de contrainte d’essai :

olisl = € (81 — &) (450)
La valeur d’essai de la fonction seuil s’écrit alors :
ol = |devle i §1] — (5, — @) (4.51)

Deux cas sont alors a traiter :
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- g <0
Dans ce cas, ’état d’essai est admissible. On peut écrire :
On+1 = Ufzr—&l;all
cfﬁﬂ = ?ﬁ (4.52)
£n+1 = gn
- >
Dans ce cas, I'état d’essai n’est pas admissible, le pas est plastique avec évo-
lution des variables internes. Il reste alors a déterminer I’évolution de ces der-
nieres. La résolution de la condition de charge ¢, 1(pi1, Gny1) = 0 permet de
déterminer la valeur de 7, ;.
Moyennant quelques développements que nous ne présenterons pas ici [Simo
et Hughes, 2000], il est possible d’écrire finalement ’état de contrainte réel en
fonction de I’état de contrainte test sous la forme :

) dev[a.trial]
rial — n+1
Ont1 = UZH - QM’YnHm (4.53)
avec, de plus :
dev{o,1] \/§
=P _ zp = n+1 2
S = S e, )] V 2 (454)
§nt1 = &n + Tnt1
Par ailleurs, le module tangent numérique défini par :
e doy,
CP, == (4.55)

86_771Jr1

se calcule comme suit (voir [Simo et Taylor, 1985] ou [Simo et Hughes, 2000]) :

2 1— 249,
C, = <A+—M)1®1+2u¢

3 |devioy 11|
1 2 _n dev o.tm'al dev o.tm'al
—2pu o I - ;r«:az | Z:Zl] [ ijriz] (4.56)
1+ Kntig,  |devloy (][ | |devio, (]| — |dev]o, 7|

ot A et u sont les coefficients de Lamé du matériau et K, 1 = K (41

Intégration numérique de la loi discrete

Comme nous I’avons précisé précédemment, la surface de discontinuité est une in-
terface cohésive rigide-plastique. Le caractere rigide de cette interface pose certaines
difficultés quant a I'implantation numérique d’un tel modele.

Une possibilité permettant de surmonter cette difficulté consiste a utiliser une
méthode de pénalisation : la surface n’est alors plus rigide-plastique mais « quasi-
rigide »-plastique. Ceci est réalisé en affectant a l'interface un module d’élasticité
choisi suffisamment grand pour assurer le caractere « quasi-rigide » de la surface
de discontinuité. Cette méthode revient alors a introduire un saut de déplacement
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élastique (négligeable devant le saut de déplacement plastique compte tenu du mo-
dule d’élasticité pénalisé introduit). L'intégration de la loi de comportement est alors
réalisée de facon classique en utilisant une méthode de type « return-mapping » ana-
logue a celle utilisée pour I'intégration de la loi de comportement continue présentée
précédemment.

Nous avons, ici, choisi, afin d’'intégrer numériquement le comportement de la
surface de discontinuité, de profiter de I’équation de continuité des tractions résolue
de facon faible au niveau élémentaire.

Considérons le pas de temps n + 1. A Titération i de la résolution de I’équa-
tion d’équilibre global (voir schéma 3.6), est donné le champ de déplacement nodal
d;il Le champ de saut de déplacement 7(1 Jrjl) est alors donné, a l'itération j, par la
résolution locale de I’équation de continuité des tractions.

Seule la composante tangentielle tr,-m de la traction doit étre traitée, 'interface
étant purement rigide dans la direction normale.

L’état de traction test est défini a partir de I’équation de continuité des tractions

par :
. 1
gl m = — e | Glodw (4.57)

ou le vecteur traction tr, est supposé constant le long de la surface de discontinuité.

Par ailleurs, a partir du saut de déplacement ugl +]1) correspondant, pour la surface

de discontinuité, a un déplacement plastique traité comme une variable interne, peut
étre deﬁnle la valeur des variables internes du modele, i.e. le déplacement plastique

cumulé £n 11

A partir de cette valeur de 5 +1, il est possible de définir la valeur seuil de la
traction en considérant la surface seuil (équation (4.28)), on doit avoir :

Valtr, - m| < (5, - 7(&131)) (4.58)

Dans le cas ot v/3[t{*! - m| < (5y —q(& (l+]1 )) I’état test est admissible, la surface de

discontinuité se décharge de facon élastique. Le module tangent relatif a la surface de
discontinuité ne peut alors pas étre défini, la décharge de la surface de discontinuité
est alors prise en compte par le traitement du caractere rigide de l'interface (que
NOUS Verrons ci-apres).

Dans le cas ot v/3[t{" - m| > <5y - cj({flﬂ )> I'état test n’est pas admissible,

la traction sur la discontinuité est alors telle que :

b = = &1, : ria 1
£, m = <0y - (J(fﬁﬁf)) signe(t{" - m)—= (4.59)

V3

Dans ce cas, la surface de discontinuité se charge de fagon plastique, le module
tangent élasto-plastique relatif a la discontinuité vaut alors :

—ep (i,7) 8t b ]72 m i,
et = e — = R (4.60)

n+1,mm
aunJrl
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4.1.2.2 Interpolation EF : la méthode B-bar

L’implantation numérique du modele présenté précédemment a été réalisée dans
le code de calcul FEAP développé par le Pr. R.L. TAYLOR [Zienkiewicz et Taylor,
2000] a I’Université de Berkeley. Nous présentons ici les choix spécifiques réalisés, en
particulier, pour le choix des interpolations et des techniques de résolution.

Choix des interpolations

Le choix des interpolations doit ici permettre de traiter deux difficultés :
— les phénomenes de blocage induits par le choix d'un critere de plasticité de
von Mises rendant les déformations plastiques incompressibles et donc les dé-
formations quasi-incompressibles [Nagtegaal et al., 1974] [Hughes, 1987];
— la représentation de la surface de discontinuité.
Afin de résoudre ces deux points, nous avons choisi de travailler avec des éléments a
4 noeuds hybrides. Le caractere quasi-incompressible des déformations est traité par
'utilisation d’interpolation EF s’appuyant sur la méthode B-bar [Hughes, 1987]. La
représentation du champ de déformation singulier se fait, quant a elle, en s’appuyant
sur la méthode des modes incompatibles comme cela a été présenté au chapitre 3.

Nous allons ici présenter la méthode B-bar sans, pour le moment, supposer la
décomposition du champ de déformation en une partie compatible et une partie
incompatible. Afin de construire une interpolation mixte du champ de déformation,
nous décomposons cette derniere en une partie déviatorique et une partie volumique
sous la forme :

1
e = dev[V?°u] + 591 (4.61)

ou 6 est une variable indépendante de u. Le champ de contrainte, quant a lui, est
supposé se décomposer sous la forme :

o =dev(o(e)] + pl (4.62)

ou p est une variable indépendante de o et o (&) est le tenseur de contrainte vérifiant
la loi de comportement.

Les champs u, # et p sont donc supposés indépendants, leurs variations seront,
respectivement, notées du, 66 et op.

Avec ces notations, la formulation variationnelle du probleme est écrite en consi-
dérant le principe variationnel a trois champs de Hu-Washizu [Washizu, 1982] :

' / (dev(o(e)] : dev[V*6u] + p tr[V*5u]] dQ — 6TL,,, — 0
Q

——
div [6u]
V (0u, dp, 60), / Op[tr[Viu] —0]dQ2 =0 (4.63)
Q H/—/
div [0u]
/ 50]—p + p(6)] dQ = 0
\ JQ

ou p(f) est la pression hydrostatique associée a la contrainte o (e) vérifiant la loi de

comportement (p(f) = tr[o(e)]), 6w = / du-bdQ+ du-hdI' ou b désigne les
Q EXe!
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forces volumiques appliquées au domaine €2 et h les efforts appliqués sur la frontiere
0,2 du domaine.

Afin d’écrire cette formulation sous forme discrétisée, il est nécessaire de préciser
I'interpolation des trois champs indépendants u, 6 et p.

Les champs de déplacement et de variation de déplacement sont discrétisés, de
facon classique, sous la forme :

Nen

Qe — Z Na(x)da(t)

Nen (4.64)

Xt|Qe ZN

ou d,(t) et dd,(t) sont les champs de déplacements nodaux et variations de dépla-
cements nodaux. N, (x) désigne la fonction de forme classique associée au neeud a,
Nen correspond au nombre de nceuds de 1’élément. Nous noterons B, = LN, ou L
est la matrice associée a 'opérateur V*. Les fonctions B,(x) sont décomposées en
leur partie volumique et déviatorique :

B, (x) = B{’(x) + B&(x) (4.65)
on peut ainsi écrire :
Nen Nen
tr ZB dy ] = Bd,(t)
a=1
(4.66)
Nen Nen
dev [~ Bada(t)] => Bid,(t)
a=1 a=1

La formulation variationnelle (4.63) écrite précédemment impose que les champs
de déplacement soient continus d’un élément a l’autre. En revanche, les champs de
pression p et de déformation volumique # peuvent étre définis indépendamment sur
chaque élément sans condition de continuité inter-élément. Leur interpolation sera
construite comme suit :

0|Qe - Ngg 60|Qe - Ngég
plac =N, p dploe = N, dp

ou Ny et N, ne sont, donc, pas forcément continues d'un élément a l'autre. Par
ailleurs, elles sont choisies identiques : Ny = N,, et constantes par élément. Nous les

noterons par la suite : Ny = N, = N.

Avec ces notations, la formulation variationnelle écrite précédemment se met
sous la forme discrétisée (on note Nel le nombre d’éléments servant a discrétiser le

102



4.1. Cas de la rupture ductile : modele de plasticité

domaine) :

Nel

A / (6d” (t)B* " dev(o(e)] + 6d” ()B™ Tp) dQ° — 61l.y = 0

e=1 Qe

v (8u, dp, 60), / spNT (BVOld(t) - Ne) A =0 Vee[l, Nel|

/ JONT (—Np + p(e)) A =0 Vee[l, Nel|
Qe

\

(4.68)
Des équations précédentes, on peut déduire :
0 = Bld(t)
-1
o~ ~ 4.69
p= ( / N'N dsze) NTp(h) dQ° (4.69)
e Qe
ot1 nous avons noté : B = H 'N”B* dQ° avec H = NTN dQe.
Qe Qe
En remarquant, par ailleurs, que :
/ sdf (B Tpde = / sd” (B TH ( N”p(6) dQe) doe
¢ ¢ Qe (4.70)

= / sd” (H)BY Tp(0) dQ°
Qe

ces expressions permettent finalement d’écrire la formulation variationnelle (4.68)

sous la forme standard :

Nel

A [ BTo(e)dor — =t =0 (4.71)

e=1 Qe
ot le champ de déformation s’écrit :
e(x,t) = B(x)d(t) avec B(x)=B%(x)+ B"(x) (4.72)

L’équation obtenue n’est autre que l'équation d’équilibre global classique pour
laquelle I'expression des fonctions d’interpolation des déformations a été modifiée.

Pour des éléments a quatre nceuds, les fonctions d’interpolation Ny et IN,, sont
choisies constantes par élément. Ainsi, N = 1. La fonction d’interpolation des dé-
formations volumiques sur un élément €2¢ s’écrit alors :

_ 1
B! (x) = e / B! dO° (4.73)

ou A® = / dQ°. BY(x) est donc constante par élément.

Lorsquge2 la surface de discontinuité est introduite, nous devons également construire
un champ de déformation incompatible comme cela a déja été vu au chapitre 3.
Chaque élément traversé par la surface de discontinuité I'y se trouve partagé en
deux sous-domaines : Q¢ et Q°~. Nous avons vu au chapitre 3 que la fonction
d’interpolation des déformations ajoutées réelles notée G, est construite a partir
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des fonctions de forme classiques. Or, nous souhaitons, ici, combiner la méthode B-
bar, permettant de gérer les problemes d’incompressibilité, a la méthode des modes
incompatibles permettant, quant a elle, de représenter le champ de déformation sin-
gulier. La construction de la fonction G, doit donc tenir compte du choix réalisé
précédemment pour représenter les champs de déformation volumique. Ainsi, avec
la prise en compte de la modification des fonctions d’interpolation des déformations,
la fonction G, est construite comme suit :

Ge(x) == ) Bu(x)+ndr, (4.74)
aeQet
n est ici tel que :
n, 0 0]
0 n, O
0 0 n,
n= n, n, 0 (4.75)
n, 0 n,
| 0 n, n|

Remarquons que seule la partie réguliere de la fonction G, est affectée par 1'utilisa-
tion de la méthode B-bar. Ceci s’explique par le fait que, vu le choix réalisé pour le
comportement de la surface de discontinuité (le saut de déplacement u est supposé
porté par le vecteur m tangent a la surface de discontinuité), le champ de défor-
mation singulier est purement déviatorique et ne nécessite donc aucun traitement
particulier vis-a-vis des problemes de blocage liés a la quasi-incompressibilité des
déformations.

La fonction Gy, permettant d’interpoler les déformations ajoutées virtuelles s’écrit,

quant a elle :
1

B E Qe
soit, en tenant compte de 1’équation (4.74), de la décomposition des fonctions d’in-

terpolation classiques écrite a I’équation (4.72) et de l'expression (4.73), la fonction
G, s’écrit :

Gy(x) = G, G, (x)dQ° (4.76)

1 J4s
GV(X) _ Z <B26V(X) . E/ BSGV(X) dQe) — ﬁl’l—F Iléps (477)
. acfle+ e

Gv Gyér,

otl nous avons tenu compte du fait que BY!(x) est constante par élément.
Notons que le choix d'une fonction G, définie par :

e

¢
Gy(x) = — 2; n + ndr, (4.78)

convient également. Cette fonction vérifie, en effet, la condition :

G, (x)dQ2 =0 (4.79)

Qe
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4.1. Cas de la rupture ductile : modele de plasticité

qui assure le passage du patch-test. Cependant, contrairement a la fonction Gy
écrite a I’équation (4.77), cette derniére n’assure pas un degré d’interpolation des
déformations virtuelles identique a celui des déformations réelles.

Nous avons choisi, comme cela a été précisé précédemment, de travailler avec des
éléments a quatre nceuds. Pour de tels éléments, pour lesquels le champ de contrainte
n’est pas homogene, se pose la question de la position de la surface de discontinuité.
L’une des possibilités consiste a vérifier le critere de localisation sur chaque point
de Gauss. Ceci suppose d’étre capable de traiter, dans un seul élément, plusieurs
surfaces de discontinuité. Nous avons choisi d’introduire la surface de discontinuité
sur le point central de I’élément : une seule surface est alors traitée par élément.

Les éléments choisis sont du type de celui représenté a la figure 4.1 ou les points
marqués d’une croix sont les points d’intégration de I’élément. Un point de calcul
des contraintes est rajouté, ce dernier est placé au centre de I’élément. Il ne participe
pas a l'intégration numérique mais permet de vérifier le critere de localisation dans
I’élément.

Figure 4.1: Elément a 4 noeuds traversé par une surface de dis-
continuité : points d’intégration et points de calcul des
contraintes

Rappelons, par ailleurs, que le champ de saut de déplacement est, comme nous
I’avons vu au chapitre 3 supposé constant sur la surface de discontinuité.

Spécificités de la technique de résolution locale

La résolution du probleme est alors traitée comme présenté au chapitre 3. Nous
décrivons, cependant, ici, les spécificités de la résolution de I’équation de continuité
des tractions qui est, comme nous ’avons déja vu, résolue au niveau élémentaire
(voir schéma 3.6).

Avec les interpolations construites précédemment, I’équation résolue localement
et permettant de déterminer la valeur du saut de déplacement s’écrit :

hé(t) =0 = / GlodOs + / tr, dT, (4.80)
Qe S

Cette équation est résolue par une méthode itérative au niveau de chaque élément
traversé par une surface de discontinuité et ce, pour chaque itération globale i du
pas de temps considéré (noté ici n + 1). La résolution est menée en supposant le
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4. Modeles de rupture et implantation numérique : cas de la rupture ductile et fragile

champ de déplacements nodaux dn 11 fixe (voir schéma 3.6). En notant j Iindice
de l'itération locale, le champ de déformation permettant de calculer le champ de
contrainte o apparaissant dans I’équation (4.80) s’écrit :

el =B(x)d\); + Gu(x)al}) (4.81)

Le champ de traction, quant a lui, est calculé a partir de la valeur du champ de saut

de déplacement : ugL J&

A la fin du processus itératif, on obtient la valeur du champ u7(13r1 pour laquelle

I'équation (4.80) est vérifiée (le champ de déplacements nodaux dn 1, ayant été fixé).
Il est alors nécessaire de modifier la matrice de rigidité élémentaire afin de tenir
compte, comme cela a été explicité au chapitre 3, du comportement de la surface de
discontinuité. Cette correction suppose de calculer les matrices Frfﬁ)l, FVZS:)I, Hflgf)l,
KSZL 4 et Kan .1 définies a I'équation (3.87). Ces dernieres se calculent aisément
dans le cas ou le saut de déplacement évolue. Dans le cas ot aucune évolution du
champ de saut de déplacement n’est détectée, la surface de discontinuité se décharge
de fagon « élastique » en suivant son comportement rigide. Il est, alors, nécessaire de
traiter le caractere rigide de 'interface afin de pouvoir calculer la matrice de rigidité
élémentaire modifiée.

Traitement du caractere rigide de l'interface

Nous avons vu que la surface de discontinuité apparait comme une interface
rigide-plastique dans la direction m, purement rigide dans la direction n. Ceci doit
étre pris en compte dans la résolution de ’équation de continuité des tractions.
Dans tous les cas, I'interface est traitée comme rigide dans la direction normale n, la
projection de I’équation (4.80) sur le vecteur n est automatiquement vérifiée. Ainsi,
on peut écrire :

Kg)n-u n=0
Hiﬂ -0 (4.82)
T (i)

KEZ7)’L+1 n= _FVn+1 "n

La matrice de rigidité élémentaire n’est alors pas modifiée dans la direction n puisque
(Fvﬂzl) + th)z-i-l) ‘n=0.

Le méme type de traitement est réalisé pour la composante selon m de 1’équation
(4.80). Si la surface seuil associée a la surface de discontinuité dans la direction du
glissement m n’est pas active, 'interface est gérée comme une interface rigide, la
projection de I’équation (4.80) sur le vecteur m est alors automatiquement vérifiée
et I'on a :

K((Jf)nJrl'm: 0

H,) m=0 (4.83)
Kfﬁm m = _FVn+(1) - m

Dans ce cas, la matrice de rigidité associée a I’élément considéré n’est pas modifiée,

on a, en effet : Fan£1) + K¢(17)1+1 0.
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4.1. Cas de la rupture ductile : modele de plasticité

4.1.3 Quelques résultats numériques
4.1.3.1 Un essai de cisaillement pur

Nous présentons ici un exemple relativement simple permettant de mettre en
avant le caractere régularisant de ’approche a discontinuité pour un modele élasto-
plastique. Le test réalisé ici est un essai de cisaillement pur. La géométrie considérée
(un carré de 100 mm de coté et d’épaisseur unité) ainsi que les conditions aux limites
de T'essai sont représentées a la figure 4.2. Afin de mettre en évidence le caractere
régularisant de ’approche proposée, trois discrétisations de la géométrie précédente
ont été choisies. Les maillages different par la taille des éléments (maillages a et
b) mais également par leur orientation et leur distorsion (maillages b et ¢) (voir la
figure 4.2).

Les parametres des modeles continus et discrets sont donnés dans le tableau 4.3.

‘ Modele continu ‘

Module d"Young 210 GPa
Coeflicient de Poisson | 0.4999

a, 0.35 GPa
0o 0.55 GPa
3 200

K -0.5 GPa

Parametre de la loi discrete

K -0.05 GPa/mm

Tableau 4.3: Paramétres des modeéles continus et discrets

La loi d’écrouissage choisie pour le matériau hors discontinuité s’écrit :

Q(g) = —Kf—f— (631 — 0oo)(1 — eXp(—Bg)) (4.84)

avec 0o = 0y. Le module d’écrouissage K est choisi négatif. Ainsi, le module
d’écrouissage total K (&) s’écrit :

K(§) = K+ (00 — 6y) BQXP(_B@ (4.85)

Les parametres 0o, 0y, K et 3 sont tels que K(0) est positif. Ainsi, le module
d’écrouissage prend initialement des valeurs positives pour devenir négatif au fur et
a mesure de I'évolution de &, la déformation plastique cumulée. Le module d’écrouis-
sage prenant des valeurs négatives, la condition de localisation peut étre vérifiée au
cours du chargement.

Par ailleurs, si la structure considérée est supposée homogene, a la localisation, le
probleme présente un point de bifurcation : la localisation peut avoir lieu indifférem-
ment en n’importe quel point de la structure. Ainsi, afin de transformer le probleme
de bifurcation en un probleme de localisation, un défaut est introduit dans la barre
en réduisant la contrainte limite d’élasticité &, ainsi que o, (les éléments affaiblis
apparaissent en grisé sur la figure 4.2).
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\
A

maillage a maillage b maillage ¢

Figure 4.2: Essai de cisaillement pur : conditions aux limites et
maillages considérés

La résolution du probleme est menée par une méthode Arc—length (ou longueur
d’arc) [Crisfield, 1983]. Les résultats en terme d’effort mesuré dans la direction x
sur le bord supérieur de 'éprouvette (voir figure 4.2) en fonction du déplacement
horizontal du point A sont donnés, pour les trois maillages, a la figure 4.3. Notons
que pour ce cas de chargement en cisaillement pur, la localisation a lieu des que le
module d’écrouissage devient négatif.

L’orientation et la position des surfaces de discontinuité en fin de test sont don-
nées sur la figure 4.4.

La figure 4.3 met en évidence les trois phases du comportement :

— une premiere phase purement élastique ;

— une deuxieme phase, jusqu’au pic, caractérisée par de la dissipation volumique
générée par I’évolution de la plastification dans le matériau. Cette phase se
poursuit jusqu’a ce que le critere de localisation soit atteint dans les éléments
affaiblis. A partir de cet instant, des discontinuités sont introduites dans les
éléments localisés, la « structure » entre alors dans la phase post-pic du com-
portement.

— La troisieme phase correspond a la phase post-pic du comportement caractéri-
sée ici par de la dissipation surfacique : les surfaces de discontinuité introduites
précédemment commencent a glisser de facon irréversible générant de la plasti-
cité localisée. En raison du caractere unidimensionnel de la sollicitation consi-
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4.1. Cas de la rupture ductile : modele de plasticité

dérée ici, la plastification diffuse n’évolue plus, le matériau hors discontinuité
se décharge de fagon élastique.

35

an)

g

g

~

Z,

o

~— “‘\ , . . .

T -o- maillagea | = |

-=— maillage b
| ‘ ‘ ‘ +~ maillage c :
10*‘\““ """" ST T
B -
Oc;; 1 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
U (mm)

Figure 4.3: Essai de cisaillement pur : courbe effort mesuré / dépla-
cement imposé au point A

Figure 4.4: Essai de cisaillement pur : lignes de discontinuité

L’analyse de la figure 4.3 permet, également, de conclure a l'objectivité de la
solution vis-a-vis du maillage : la solution est quasi-indépendante de la taille des
éléments et de leur distorsion. Les surfaces de discontinuité sont, dans tous les cas,
orientées orthogonalement a 1’axe des y soit a 45° par rapport a l’axe de chargement
(la diagonale du carré).

Pour cet essai, I'utilisation combinée de la méthode B-bar et de 'approche a
discontinuité permet de représenter, de fagon satisfaisante, les trois phases du com-
portement ; aucun probleme de blocage - en particulier dans la phase post-pic - n’est
détecté.
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4.1.3.2 Un essai de cisaillement simple

L’essai présenté ici est un test de cisaillement simple en déformations planes.
La géométrie considérée est un rectangle de 200 mm de long, 100 mm de haut et
d’épaisseur unitaire. Les parametres utilisés pour les modeles continus et discrets
sont donnés dans le tableau 4.4.

Modele continu

Module d’Young 210 GPa
Coeflicient de Poisson | 0.4999

oy 0.55 GPa
0o 0.75 GPa
B 200

K -1.8 GPa

Parametre de la loi discrete

K -0.05 GPa/mm

Tableau 4.4: Parameétres des modeéles continus et discrets

La loi d’écrouissage utilisée pour le matériau hors discontinuité est, comme dans
le cas précédent, une loi d’écrouissage avec saturation telle que le module d’écrouis-
sage prenne initialement des valeurs positives et évolue, de fagon monotone, vers des
valeurs négatives.

Notons que le matériau considéré est supposé quasi-incompressible (v ~ 0.5).
Ceci nous permettra de tester 'efficacité de 'utilisation combinée de la méthode
B-bar et de ’approche a discontinuité.

Par ailleurs, afin de tester le caractere régularisant de ’approche, le calcul est
mené pour deux maillages différents (I'un comportant environ 130 éléments - le
maillage a - 'autre composé d’environ 380 éléments - le maillage b). Les conditions
aux limites du calcul ainsi que les deux maillages considérés sont représentés sur la
figure 4.5. Afin de controler le passage de la structure dans le régime adoucissant
de son comportement, le calcul est mené en déplacements imposés. La réponse de
la structure, pour les deux maillages considérés, est donnée a la figure 4.6 en terme
d’effort mesuré (par unité d’épaisseur) sur le bord supérieur de la barre en fonction
du déplacement imposé. La courbe de réponse pour les deux maillages considérés
permet de conclure a 'objectivité de la solution vis a vis de la discrétisation EF :
les courbes de réponse sont quasi-identiques ; I’évaluation de la charge limite ultime
et de I'énergie dissipée donnent, dans les deux cas, les mémes résultats.

La figure 4.6 permet, également, de mettre en avant l'efficacité de 1'utilisation
couplée de la méthode B-bar et de 'approche a discontinuité : aucun phénomene
de blocage propre aux problemes quasi-incompressibles n’est observé (ici essentielle-
ment dans la phase post-pic du comportement, I'efficacité de la méthode B-bar n’est
plus & démontrer pour les problemes classiques).

Comme dans l’essai de cisaillement pur précédent, la courbe de réponse présente
trois phases relativement distinctes. En revanche 'interprétation de ces trois phases
est modifiée par l'effet de structure intervenant dans cet essai de cisaillement simple :
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4.1. Cas de la rupture ductile : modele de plasticité

-
v
maillage a maillage b

Figure 4.5: Essai de cisaillement simple : conditions aux limites et
maillages considérés

80

oF - - - T e

— maillage a
off - .. | -- maillage b 1

a sans Bbar
o - - - ; ; g

Figure 4.6: Essai de cisaillement simple : réponse effort/déplacement

— la premiere phase correspond a la réponse élastique de la structure;
— la deuxieme phase voit, dans un premier temps, la plastification diffuse évoluer
dans la structure de facon non homogene. Cette phase uniquement caractérisée
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4. Modeles de rupture et implantation numérique : cas de la rupture ductile et fragile

par de la dissipation volumique se poursuit jusqu’a ce que le critere de localisa-
tion soit atteint dans un élément (points A et B sur la figure 4.6). Une disconti-
nuité est alors introduite dans cet élément. Notons que, a ce stade, la structure
n’a pas encore atteint le point limite de la courbe effort/déplacement (figure
4.6). La plastification diffuse se poursuit dans la structure, simultanément la
plastification localisée se développe le long de la surface de discontinuité in-
troduite. Au fur et a mesure de 'augmentation du déplacement imposé, le
critere de localisation est atteint dans les éléments voisins de celui dans lequel
elle s’est initiée. Les surfaces de discontinuité se propagent ainsi, de proche en
proche, a travers la barre. Durant cette phase du comportement coexistent les
deux types de dissipation : certaines zones sont dominées par des phénomenes
de dissipation volumique alors que d’autres sont le siege de phénomenes de
dissipation localisée.

la troisieme phase du comportement est entamée des lors que la barre est
traversée de part en part par des surfaces de discontinuité. La réponse de
la barre entre alors dans son régime adoucissant; le glissement le long des
surfaces de discontinuité s’intensifie. Si une décharge est entreprise au cours
de cette phase, cette derniere se fait en suivant une pente correspondant au
module élastique et fait apparaitre un déplacement irréversible. Ce dernier est
lié au développement de la plastification diffuse mais également au glissement
irréversible installé sur les surfaces de discontinuité.

Les figures 4.7 et 4.8 donnent 'orientation et la position des surfaces de discon-

tinuité introduites pour chacun des deux maillages.

Figure 4.7: Lignes de discontinuité pour le maillage a

Figure 4.8: Lignes de discontinuité pour le maillage b

Les figures 4.9 et 4.10 représentent, sur la configuration déformée, les champs de

déplacement dans la direction x, pour les deux maillages, en fin de test soit pour un
déplacement imposé U = 3.6 mm.
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Ces figures permettent de mettre en évidence le fort gradient de déplacement
s’'installant dans la bande d’éléments localisés. Le déplacement imposé est repris en
quasi-totalité par la rangée d’éléments dans lesquels les surfaces de discontinuité
ont été introduites. Le reste de la structure se décharge au fur et & mesure que le
déplacement imposé croit.

DISPLACEMENT 1

-3.60E+00
—-3.00E+00
—-2.40E+00
-1.80E+00
—-1.20E+00
—-6.00E-01
1.67E-16
6.00E-01
1.20E+00
1.80E+00
2.40E+00
3.00E+00
3.60E+00
Min =-3.60E+00
Max = 3.60E+00
Time = 3.60E+00

Figure 4.9: Champs de déplacement dans la direction x en fin de test
pour le maillage a

DISPLACEMENT 1

—-3.60E+00
-3.00E+00
-2.40E+00
-1.80E+00
-1.20E+00
-6.00E-01
1.67E-16
6.00E-01
1.20E+00
1.80E+00
2.40E+00
3.00E+00
3.60E+00
Min =-3.60E+00
Max = 3.60E+00
Time = 3.60E+00

A A s

Figure 4.10: Champs de déplacement dans la direction x en fin de
test pour le maillage b
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4.1.3.3 Un essai de traction

L’essai présenté ici est un essai de traction sur une barre bi-entaillée. La structure
considérée et les conditions aux limites de I’essai sont précisées a la figure 4.11.

ik

Figure 4.11: Essai de traction : discrétisation EF' et conditions aux
limites

La barre a une longueur de 200 mm, une hauteur de 100 mm et est supposée
d’épaisseur unitaire. Les entailles d'une largeur de 5 mm et d'une hauteur de 20 mm
sont placées a 65 mm et 130 mm du bord gauche de la barre. L’essai est réalisé a
déplacement imposé U croissant.

Les parametres des modeles continus et discrets sont donnés dans le tableau 4.5.

Modeéle continu

Module d’Young 210 GPa
Coefficient de Poisson | 0.4999

oy 0.55 GPa
Ooo 0.75 GPa
B 200

K -1.8 GPa

Parametre de la loi discrete

K -0.001 GPa/mm

Tableau 4.5: Paramétres des modeéles continus et discrets

Les figures 4.12 et 4.13 présentent les champs de déformation plastique cumulée &
a différents instants de ’essai ainsi que 1’évolution des surfaces de discontinuité. On
constate aisément que la plasticité diffuse se concentre dans la partie de la poutre
située entre les deux entailles. Au fur et a mesure que cette déformation plastique
évolue, les surfaces de discontinuité initialement introduites au niveau des entailles
se propagent. Il est intéressant de remarquer que la propagation des surfaces de
discontinuité est précédée d’une intensification de la plastification dans les éléments
en aval sur le trajet de la discontinuité. Cet exemple permet ainsi de mettre en
évidence la progression de la « process-zone » au fur et a mesure de la progression
des surfaces de discontinuité.
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3

0.00E+00

1.57E-03

3.13E-03

4.70E-03

6.27E-03

7.83E-03

9.40E-03

1.10E-02

1.25E-02

1.41E-02

1.57E-02

1.72E-02
1.88E-02
Min = 0.00E+00
Max = 1.63E-02
Time = 7.00E-01

(a) U =0.7 mm

3

0.00E+00

1.57E-03

3.13E-03

4.70E-03

6.27E-03

7.83E-03

9.40E-03

1.10E-02

1.25E-02

1.41E-02

1.57E-02

1.72E-02
1.88E-02
Min = 0.00E+00
Max = 1.88E-02
Time = 9.13E-01

(b) U = 0.913 mm

Figure 4.12: Evolution de la déformation plastique cumulée et déve-
loppement des discontinuités
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- =

(a) U = 0.983 mm

(b) U = 0.9846 mm

Figure 4.13: Evolution de la déformation plastique cumulée et déve-
loppement des discontinuités

3
0.00E+00
1.57E-03
3.13E-03
4.70E-03
6.27E-03
7.83E-03
9.40E-03
1.10E-02
1.25E-02
1.41E-02
1.57E-02
1.72E-02
1.88E-02

Min = 0.00E+00
Max = 1.88E-02
Time = 9.83E-01

3

0.00E+00
1.57E-03
3.14E-03
4.71E-03
6.28E-03
7.85E-03
9.42E-03
1.10E-02
1.26E-02
1.41E-02
1.57E-02
1.73E-02
1.88E-02
Min = 0.00E+00
Max = 1.88E-02
Time = 9.85E-01
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La figure 4.14 donne, sur la configuration déformée (augmentée 20 fois), le champ
de déplacement dans la direction x a la fin de ’essai.

DISPLACEMENT 1

0.00E+00
8.20E-02
1.64E-01
2.46E-01

| 328E-01

| 4.10E-01
H i 4.92E-01
- 5.74E-01
- 6.56E-01

——t 7.38E-01
——t 8.20E-01

. 9.03E-01
9.85E-01
Min = 0.00E+00

Max = 9.85E-01
Time = 9.85E-01

Figure 4.14: Essai de traction : maillage déformé (x20) et champ de
déplacement dans la direction x

La déformation se concentre tres clairement sur le trajet des surfaces de dis-
continuité. Le déplacement imposé a l'extrémité libre de la barre est en majeure
partie repris par le glissement le long des surfaces de discontinuité introduites dans
le milieu.

4.2 Cas de la rupture fragile : modele d’en-
dommagement

L’objet de cette partie est de « particulariser » les équations développées aux
chapitres 2 et 3 au cas de la rupture fragile. Comme pour le cas de la rupture
ductile traité précédemment, nous présentons, dans un premier temps, les spécificités
des modeles continus et discrets choisis pour décrire, respectivement, les phases
de dissipation diffuse et de dissipation localisée. Nous présentons ensuite les choix
réalisés quant aux interpolations et aux techniques de résolution utilisées.

4.2.1 Spécificités du modele

Les principes de construction des modeles permettant de représenter les phéno-
menes de dissipation volumique et surfacique ont été précisés au chapitre 2. Nous
nous proposons ici de les développer dans le cadre de la modélisation de phénomenes
de rupture fragile par la prise en compte d’endommagements diffus et localisé.

4.2.1.1 Le modéle continu local

Nous souhaitons prendre en compte dans le matériau hors discontinuité des phé-
nomenes d’endommagement liés a I’apparition progressive de microfissures réparties

117



4. Modeles de rupture et implantation numérique : cas de la rupture ductile et fragile

de fagon quasi-homogene et affectant le comportement du matériau de fagon iso-
trope. Ainsi, le modele choisi afin de décrire et controler la phase de dissipation
volumique du matériau est un modele élasto-endommageable isotrope et associé.
La construction du modele se fait en reprenant les différents points clés détaillés
au chapitre 2. Il est donc, dans un premier temps, nécessaire de préciser les variables
internes et associées du modele. Celles-ci sont indiquées dans le tableau 4.6.

‘ Variables d’état ‘ Variables associées ‘
3 o
la variable d’endommagement D Y
la variable d’écrouissage & q

Tableau 4.6: Variables d’état et variables associées pour le modele
continu d’endommagement

En notant C le module d’élasticité éventuellement endommagé du matériau, D,
correspondant & la complaisance du matériau (sain ou endommagé), est défini par :

D=C"! (4.86)

Dans la suite, nous noterons C¢ le module d’élasticité du matériau sain, le module
de complaisance initial sera, quant a lui, noté : D¢.
L’énergie libre de Helmholtz ¢ associée au modele sera définie par :

i, D, 8 = %a D et 5 (4.87)
_—
%(€,D)

ot Z(€) correspond & la partie de I'énergie libre associée au phénomene d’écrouissage.
Ceci permet d’expliciter la dissipation qui s’écrit, d’apres les résultats présentés
au chapitre 2 (équations (2.47) et (2.51)) :
o . W= d

g,lj = :;——7. ——_D———E_;
0 o€ pE € D dé (€)¢

:<0'—ﬁ_1:€_):.ﬂf‘%—%(ﬁ_l:ajzﬁ:(ﬁ_lzé)—di5

Cette expression permet, alors, en supposant un pas de chargement élastique, de
définir les équations d’état sous la forme :

(4.88)

(&)

[1]

( o = a&(éi ﬁu ) _ ﬁ_l 5
) af(g- D 5; 1 1
\/ E’ ’ _ ! .= L e =
4 Y:—CZT—§<D .€>®<D .s>—§a®a' (4.89)
\ q= _d_€E<€)

La force thermodynamique d’endommagement Y ne dépendant que de 1’état de
contraintes, nous considérerons comme jeu de variables associées : (o, q).
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4.2. Cas de la rupture fragile : modele d’endommagement

En outre, en tenant compte des lois d’état définies précédemment, 1’expression
de la dissipation peut étre réécrite sous la forme :

_ 1
D:§U:D:U+(j§ (4.90)

Il est alors indispensable de préciser la fonction seuil choisie afin de définir le
domaine élastique. Cette derniere a été construite de fagon a assurer 1’évolution
isotrope de I'endommagement. Ainsi, nous verrons par la suite que la variable in-
terne tensorielle D peut, en fait, étre remplacée par une variable interne scalaire
correspondant a I’état d’endommagement du matériau.

La fonction seuil ¢ a ainsi été choisie sous la forme :

N

_ 1
¢(0,q) =Vo:D¢:0——=(6;—q) <0 (4.91)
VE
ol E est le module d"Young du matériau considéré.
Notons que Vo : D¢ : o définit une norme sur I’espace des contraintes. Nous la

noterons dans la suite : |-|pe. Il est également important de remarquer que ¢ =
Vo : D¢ : o est une fonction homogene de degré 1 des contraintes. Ainsi,
96 96 ~
—0=—:0=¢(0 4.92
e =0 o =il0) (492
Ce résultat sera utilisé par la suite afin de simplifier les expressions obtenues.
La derniere étape de la construction du modele consiste a préciser les lois d’évo-
lution des variables internes. Le principe du maximum de dissipation, permettant de
définir les couples de variables duales admissibles, est alors utilisé. Le probleme de
minimisation ainsi introduit est résolu, comme cela a été présenté au chapitre 2, par
I'introduction d’une fonctionnelle de Lagrange £ et un multiplicateur de Lagrange
7. L’écriture des conditions de Kuhn-Tucker du probléme de minimisation conduit
aux équations d’évolution :
= .0¢(a,q
D:o= 779252 9
.06 o (4.93)
=7

Y.

q

Avec le choix de la fonction seuil précisé a I’équation (4.91) et en tenant compte
de (4.92), I’équation d’évolution des variables internes devient :

p-;2gl L _, D

oo 80¢(0) lo|pe (4.94)
Foz00_ .1 |
~ o VE

L’expression de D peut étre directement obtenue en considérant 1'équation D =
. 09
oy
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4. Modeles de rupture et implantation numérique : cas de la rupture ductile et fragile

Remarquons que, en introduisant un multiplicateur de Lagrange généralisé fi

——— T’équation d’évolution de D peut se mettre sous la forme :

défini par ji = ol

D = jiD¢ (4.95)

En intégrant cette expression sur 'intervalle de temps [0, ¢] et en tenant compte
du fait que D(0) = D¢ et que (0) = 0, on obtient :

D(t) =[1 + i(t)]| D avec i€ [0,+o0] (4.96)

Ceci met en avant le caractere isotrope de la loi d’endommagement introduite
dans le matériau hors discontinuité. Il est ainsi aisé de montrer que la fonction seuil
choisie permet d’écrire le modele en utilisant le concept de contraintes effectives
[Lemaitre, 1992a]. En effet, en introduisant la variable scalaire d’endommagement d
définie par : B

i=-F_ . acp (4.97)
1+pn

on peut réécrire I’équation d’état associée a la contrainte sous la forme :
c=C:é=D"':e=(1-d)C°:¢ (4.98)

En suivant toujours la démarche proposée au chapitre 2, I’écriture de la condition
de cohérence dans le cas d'un chargement « endommageable » permet de déduire
I’expression du multiplicateur de Lagrange :

1 o:E

=+ 1+i Jofpe
s T el

et ainsi de déterminer les équations d’évolution des contraintes :

1 . .
o=—-U.C°:¢e ¥=0
1+pn .
. L e +@)lolde | - - (4.100)
1+ 4 fE + EK
=103
ou K = >~
0¢?
Nous avons ici choisi comme énergie libre associée a 1’écrouissage :
R
=) = §K§ (4.101)

ot K est une constante. Ceci correspond & une loi d’écrouissage linéaire :
g=—-K¢ (4.102)

Le modele d’endommagement proposé ici est construit de facon tout a fait si-
milaire aux modeles de plasticité. Ceci autorise, comme nous ’avons vu, ’écriture
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4.2. Cas de la rupture fragile : modele d’endommagement

d’un module tangent élasto-endommageable ce qui permet ’étude de la singularité
du tenseur acoustique élasto-endommageable.

Une étude de localisation pour un tel modele peut étre réalisée en suivant la
méthodologie proposée par Runesson et al. [Runesson et al., 1991]. Il est alors pos-
sible de montrer que pour le modele d’endommagement proposé, la singularité du
tenseur acoustique élasto-endommageable ne peut se produire, dans le cas traité ici
des déformations planes, que pour des modules d’écrouissage K négatifs. Le mo-
dele proposé ici, pour lequel K est choisi constant et positif, ne vérifie donc pas la
condition de localisation classique.

Notons que les équations (4.87) a (4.90) et (4.93) relatives a la construction
du modele d’endommagement continu sont valables pour un choix différent de la
fonction seuil ¢. Le formalisme présenté ici permet ainsi de construire les modeles
continus d’endommagement de fagon tout a fait analogue aux modeles de plasticité,
ce qui autorise en particulier I’écriture du module tangent nécessaire a une étude de
localisation.

4.2.1.2 Condition de « localisation » et modeéle constitutif pour la disconti-
nuité

« Condition de localisation »

Comme nous ’avons vu au chapitre 2, deux voies peuvent étre suivies afin de
choisir I'instant de l'introduction de la surface de discontinuité. Chacune d’entre
elles a été discutée au chapitre 2. Notre choix s’est porté, comme nous 'avons déja
précisé, sur ’approche discrete qui consiste a construire le critere d’introduction de
la surface de discontinuité en accord avec les phénomenes dissipatifs qui souhaitent
étre représentés.

Nous souhaitons, ici, reproduire le comportement de matériaux quasi-fragiles
pour lesquels le mode de rupture privilégié est le mode I. Le critere d’introduction
de la surface de discontinuité est ainsi basé sur la valeur de la contrainte principale
maximale (on peut aussi, afin de déterminer I'instant de 'introduction de la surface
de discontinuité, se baser sur un critere en déformations principales). Lorsque celle-
ci atteint une valeur limite notée oy, la surface de discontinuité est introduite avec
pour orientation (donnée par le vecteur normal n) le vecteur principal associé a la
contrainte principale maximale précédente.

La surface de discontinuité I'y est ainsi introduite des que :

n-o-n=ay (4.103)

ou n est le vecteur principal associé a la contrainte principale maximale.

L’introduction de la surface de discontinuité est ici décidée, non pas par la sin-
gularité du tenseur acoustique élasto-endommageable, mais par une réalité physique
correspondant a l'apparition, dans les matériaux quasi-fragiles, de macrofissures is-
sues de la coalescence de microfissures.

Dans ce cas, la surface de discontinuité assure la prise en compte des phénomenes
dissipatifs qui ne peuvent pas étre représentés par le modele continu d’endommage-
ment qui permet de traiter, de facon homogénéisée, les phénomenes de dissipation
ayant lieu dans le volume de la structure [Ibrahimbegovi¢ et al., 2003]. La surface
de discontinuité est alors associée a un phénomene dissipatif spécifique et localisé.

121
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Modele constitutif pour la discontinuité

Nous avons construit le modele associé au matériau hors discontinuité et explicité
la « condition de localisation » (ou dans notre cas, la condition d’introduction de la
surface de discontinuité). Il reste alors a préciser le modele discret relatif a la surface
de discontinuité.

Tout comme pour le modele continu, il est nécessaire de préciser :

— les variables primales et duales;

— I’énergie libre de Helmholtz ;

— et la forme du domaine élastique.

Nous souhaitons ici représenter des phénomenes d’endommagement. La surface
de discontinuité est introduite afin de prendre en compte la macrofissuration ayant
lieu dans le matériau apres coalescence des microfissures produites par la phase
d’endommagement volumique. La surface de discontinuité sera, ainsi, considérée
comme une interface endommageable avec pour variables internes et associées les
variables présentées dans le tableau 4.7.

‘ Variables d’état ‘ Variables associées ‘

u t

—
)

la variable d’endommagement (3

S]] D-<H

la variable d’écrouissage &

Tableau 4.7: Variables d’état et variables associées pour le modele
localisé d’endommagement

La variable Q est le tenseur de complaisance endommagé de la surface de discon-
tinuité. A I'état « sain » de la surface de discontinuité, c’est-a-dire a I'introduction
de cette derniere, le tenseur de complaisance Q est nul : la surface est rigide.

Remarque :

Contrairement a la regle de notation énoncée au début du mémoire, le
tenseur Q désigne ici, non pas un tenseur d’ordre 4, mais un tenseur
d’ordre 2. Il en est de méme pour le tenseur Y.

L’énergie libre de Helmholtz associée a la surface de discontinuité est supposée
définie, de fagon tout a fait similaire a ¥(€, D, §), par :

- = 1. =, - =
J3.Q.8=5-Q" a+2(0 (1104)
Avec ce choix, la dissipation sur la surface de discontinuité s’écrit :
=1\ . dE:
i (Q ) - =
_ - (4.105)
-Q'-Q-Q'-a

Afin d’écrire les équations d’état pour la discontinuité ainsi que les équations
d’évolution des variables internes, deux cas sont a considérer :
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4.2. Cas de la rupture fragile : modele d’endommagement

— le pas de chargement est élastique : la discontinuité se déforme sans dissipation
ni évolution des variables internes.
Dans ce cas, 'expression de la dissipation permet d’écrire les équations d’état
sous la forme :

alz :_1 —
t _ —— = .
e o
_ oy 1
Y = _@:—Q 5131"5 ® tFé (4106)

Il est important de remarquer, ici, que vu la forme de la loi d’état liant la
traction au saut de déplacement sur la surface de discontinuité et vu que Q =
0 avant introduction de [y, la surface de discontinuité apparait comme une
interface rigide-endommageable. Ceci aura des conséquences sur 'intégration
numérique de la loi de comportement associée a la surface de discontinuité.

D’autre part, comme pour le modele continu précédent, la variable Y ne dé-

pendant que de tr,, seules sont considérées les variables duales : (tr, , q).
En considérant ces expressions, la dissipation peut se réécrire sous la forme :

1 Z =
§tFS Q- tr, + € (4.107)

D

— le pas de chargement est anélastique : la surface se charge en s’endommageant.

Dans ce cas, il est nécessaire de préciser la forme choisie pour le domaine
élastique.

Vu le choix du critere d’introduction de la surface de discontinuité, il est naturel
de construire une premiere fonction seuil permettant de gérer le comportement en
mode I de cette derniere. Ainsi, le domaine d’élasticité est défini par une premiere
surface seuil notée ¢, définie par :

G1(tr,, @) = tr, - n—(3;—7) <0 (4.108)
~——

#1(try)

Notons que cette surface devient active des lors que la surface de discontinuité est
introduite. En effet, a t = ¢, instant de 'introduction de la surface de discontinuité,
ona:g=0ettr, - n=mn-0-n= 0oy cequiconduit a #1 = 0. Notons également que
cette fonction permet d’introduire une unilatéralité du comportement de la discon-
tinuité qui ne peut s’endommager que si la composante normale de la traction est
positive. Aucune évolution de I'endommagement sur la discontinuité n’est possible
si la composante normale de la traction est négative.

Afin d’introduire les effets du cisaillement sur la surface de discontinuité, une
deuxieme surface seuil, ¢, est considérée. Celle-ci permet de gérer la composante
tangentielle de la traction en fonction de la valeur du glissement sur la discontinuité ;

elle s’écrit : _
iy = = Os =
¢a(tr,,q) = |tr, - m|—(0s — =q) <0 (4.109)

¢a(try)
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ou g4 correspond a la valeur limite du cisaillement sur la surface de discontinuité
et m correspond au vecteur tangent a la surface de discontinuité (nous avons choisi
m tel que (n, m) soit un repeére orthonormé direct). Il est & noter que cette surface
ne peut en aucun cas étre active a I'introduction de la surface de discontinuité, ceci
s’explique par le choix du critere d’introduction de la surface de discontinuité : le
vecteur n est, a I'instant ¢t = ¢;,. un vecteur principal du champ de contrainte, on a
donc: (o -n)-m=tp, -m=0.

Notons également que la variable ¢ est commune aux deux surfaces seuils, elle
permettra ainsi de coupler I'’endommagement associé a la surface seuil en traction
¢1 a celui associé & la surface seuil en cisaillement ¢,. Nous présenterons dans la
partie 4.2.3, quelques exemples de chargements sur un cas test extréemement simple
permettant de mettre en avant le « couplage » induit par la variable §.

Le modele choisi pour la discontinuité est donc développé dans le cadre des mo-
deles multisurfaces. Ainsi, I’écriture des équations d’évolution des variables internes
nécessite d’adapter la méthodologie proposée au chapitre 2 afin de construire le com-
portement de la surface de discontinuité. Pour cela, les développements proposés par
Govindjee et al. [Govinjee et al., 1995] pour un modele continu d’endommagement
multisurface ont été adaptés au traitement d’une loi d’interface gérée par un critere
multisurface.

Comme dans le cas d’'un critere « monosurface », les équations d’évolution des
variables internes sont obtenues en supposant un pas de chargement anélastique.
Le principe du maximum de dissipation [Lubliner, 1990], [Maugin, 1992] permet
de définir les jeux de variables duales admissibles comme ceux qui maximisent la
dissipation sous les contraintes :

{ Giltr., 4) <O (4.110)
P2(tr,, @) <0
On a ainsi :
(tr., §) = arg{  min [—f) (t., (j*)} (4.111)
51 (85,17 <0
P2 (tf,,q*)<0

Ce probléme de minimisation sous contraintes est résolu par l'introduction d’une
fonctionnelle de Lagrange que nous noterons £ et de deux multiplicateurs de La-
grange 1 et 7o associés, respectivement, a ¢; et ¢9. Ainsi, le probleme a résoudre
s’écrit :

(tr,, g) = arg { max  min L(t{ ,q") (4.112)
’é}’1 >0 (tl*“s»q*) s
H2>0
avec ) ) i
L(tr,,q) = —D(tr,, @) + Y _ Wwo(tr., q) (4.113)
k

ou k = 1,2 dans notre cas.
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Les conditions de stationnarité de la fonctionnelle de Lagrange permettent alors
d’écrire les équations d’évolution des variables internes sous la forme :

oL : 8¢k 8¢k
T —Q-tr, + Z% =0 Q-tp, = Z% T (4.114)

A

ce qui s’écrit encore, en tenant compte des propriétés des fonctions ¢; et ¢s :

- .1 9¢p _ 09
Q=) W= aébk ® —af’“ (4.115)
& ¢ I's T's
et _ - =
OL = = 0o : oz O
oL _ _ k - i 411
5 s+§kjvk g 0 T T (4.116)

Avec le choix des fonctions seuils précisé précédemment (équations (4.108) et
(4.109)) ces expressions se mettent sous la forme :

= . K ].
Q="n NN+ ———mem (4.117)
trs ‘n |tps . m|
et ) _
E=N+ 7= (4.118)
Of

Enfin, les conditions de Kuhn-Tucker du probléme de minimisation précédent per-
mettent d’écrire les conditions de charge/décharge sous la forme :

?120 : Qzﬁl(tps,q:)éo ; ’Yl¢1(tm, 7 =0 (4.119)
Yo=0 , ¢oftr,,q) <0 72¢2(tha q)=0

Les conditions de cohérence permettant de déterminer la valeur des multiplicateurs
de Lagrange 7, et 75 sont, par ailleurs, données par :

71¢1(tr5, q)=0 72¢2(tr5, q)=0 (4.120)

Ainsi, dans le cas le plus général ot 'endommagement évolue sur la discontinuité,
les deux surfaces seuils étant actives en méme temps, la valeur des multiplicateurs
de Lagrange s’obtient en utilisant les conditions de cohérence écrites pour un pas de
chargement anélastique (33 # 0 et 55 £ 0 ) :

= _ Oby 0
8tp 8
(4.121)
Saltr @) = 0= 0% g 4 P
° otr, ° 8_
L’exploitation des dérivées temporelles des équations d’état :
=07 E-Q Q0
. - - = - d?E(€ (4.122)
i--kOE ; k=T
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permet de réécrire les conditions de cohérence en fonction des multiplicateurs de
Lagrange sous la forme :

5 %[

Z%M] _p @@ [Z kam] (123)

‘On
:H

Otr

Nous noterons J,; = {z \ 51 = O}. Ainsi, dans I’équation précédente, 7 € J o et

k€ Jaet.
Cette équation peut étre réécrite sous forme matricielle :

- oo A -
[, - @] o

u [’:yk] est le vecteur des multiplicateurs de Lagrange associés aux fonctions
keJact

seuils actives et G est une matrice dont les composantes G;; , (i,7) € Joer X Jaet,
sont définies par : ~
0o

9o; O = acbj
Dtr. *

Otr, 3q 9q
La résolution de I’équation (4.124) permet d’écrire les multiplicateurs de Lagrange
sous la forme :

G’Lj = -Qil.

(4.125)

Y=y [6],Q" 9 & (4.126)

ot
jE -]act FS

ce qui, introduit dans les équations (4.122), permet d’exprimer les équations d’évo-
lution des tractions sous la forme :

Q' u Vi =0k=1,2
{] = = _ _ = _ 8 = _ 8:2‘ = =
o2 e foe g )] e
e
(4.127)

Une expression explicite des 4 possibilités (en fonction du nombre de surfaces seuils
actives) subsistant dans notre cas pour calculer le taux de traction s’écrit :

(Q'-u N =0 7=0
A—1 ~A—1 ~A—1 1 = = S
Q- (a7 n)e (a7 n) o H+K] 8 A0 k=0
= = = 1 = =
. Q_l — (Q_l m) ® (Q_l m) - — 3 u =0 v%>0
m- Q' -m+ K (3)
;-1 -1 -1 a_ﬁzj 51 00 BER =
Q _{212} [G LJ{[ otr ® 1Q 6131“3]} u 71 >0,9%>0
i={1.2}

(4.128)
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Dans notre cas, la matrice G s’écrit :

n-Q'-n+K(E K@)z
€\ A N AL (4.129)
K(§)g m-Q ' m+ K(&) (—)

De plus, vu la forme de I'équation d’évolution de la complaisance (:Q (équation
(4.117)) et vu que, initialement Q = 0, la complaisance peut s’écrire dans le re-
pere de la surface de discontinuité (n, m) sous la forme :

2 énn _O
0= { 0 Qmm] (m.m) (430

ce qui permet de simplifier encore les équations présentées précédemment.

L’intégration du modele permet de montrer que la matrice G est toujours inver-
sible quelle que soit 'histoire de chargement.

Il reste, ici, a préciser le choix de la loi d’adoucissement permettant de relier la
variable duale associée & 1’écrouissage ¢ et la variable d’écrouissage &. Nous avons
choisi une fonction exponentielle dont ’expression permet également de définir le
module d’adoucissement K :

q=dy [1 — exp <_§5>] = K= 4 _ —Bexp (—:ﬁé) (4.131)
o d§ of

Le parametre 3 permet de controler les phénomenes de dissipation ayant lieu sur
la surface de discontinuité. Nous montrerons au 4.2.1.3 que ce parametre peut étre
relié a 'énergie de fissuration.

En outre, moyennant quelques développements (intégration du modele) que nous
ne présenterons pas ici, il est possible de montrer que le choix d’une telle loi d’adou-
cissement conduit a une relation bilinéaire entre la traction et le saut de déplacement
sous la forme :

tr, -n =0y 6un f—|a-m|
9 (4.132)
Os - >= =0s =
|tr, - m| = —(af—ﬁu-n—ﬁ_—|u-m|>
af af

Ces expressions ne sont valables que si la surface seuil associée a la composante de
la traction considérée est active. Par ailleurs, ceci permet de montrer qu’il existe une
valeur limite du saut de déplacement a partir de laquelle la surface de discontinuité
est libre de traction et peut alors étre considérée comme une fissure non cohésive.
Cette valeur limite est définie par :

(4.133)
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4.2.1.3 Analyse de la dissipation

Soit un domaine €2 traversé par une surface de discontinuité I'y de longueur /r,.
Nous avons vu au chapitre 2 que la dissipation se décompose en une partie réguliere
et une partie singuliere sous la forme :

D = D + Do, (4.134)

olt D est la dissipation associée au matériau hors discontinuité et D correspond a la
dissipation localisée sur la surface de discontinuité.

Ainsi, sur le volume €2 on a, en considérant les expressions de la dissipation
volumique (équation (4.90)) et de la dissipation surfacique (équation (4.107)) :

1 - . L P
Dq = /Q (50' :D:o+ q§> dQ + / (§trs Q- tp, + qg) dr, (4.135)

La dissipation sur la surface de discontinuité n’est activée qu’a partir de I'instant
t10e correspondant a l'introduction de la surface I'y. Ainsi, ’énergie dissipée dans le
domaine € sur un intervalle de temps [0, t] s’écrit :

3 1 - K ¢ 1 = ==
DF}”:// “o0:D:o+qt det+/ / “tr, - Q- tr, + € ) AT, dt
0 Q 2 tioe s 2

(4.136)
Rappelons, par ailleurs, qu’il a été montré que :
- .0¢p .De:
D:o= ’_y—(b =% i
Jo JO’HDe
Q- tr, = 3 o
° - otr,

La dissipation sur le domaine € durant 'intervalle de temps [0, ¢] s’écrit alors :

oa  [* 1.
o' = [ [ File]
0 Q
t 1 - - = 5-8 = =
tioe s f

Cette expression permet d’évaluer la dissipation dans le domaine {2 au cours d’un
intervalle de temps donné. Néanmoins, nous allons ici traiter plus particulierement
la dissipation localisée sur la surface de discontinuité. Nous introduisons, pour cela,
I'énergie de fissuration G . Cette derniere est définie par :

1 .
e + —~qdQ dt

to .
Gf:// tr, - wdtdl, (4.139)
rs

tioe

ol t;,. correspond a 'instant d’introduction de la surface de discontinuité, ¢, corres-
pond a l'instant ou cette derniere devient libre de traction.
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Nous allons, par ailleurs, supposer que la surface de discontinuité est sollicitée de
telle fagon que seul le mode I d’ouverture soit actif (la surface ¢;). Ainsi, I’énergie

de fissuration s’écrit :
G, _/ / (tr, - ) dtdr, (4.140)
loc

ce qui s’exprime également en fonction de la dissipation localisée sous la forme :

sz// 13 @Z dtdr, (4.141)

Nous avons vu précédemment (équation (4.132)) que l'intégration de la loi de com-
portement associée a la surface de discontinuité permet, en supposant que la surface
de discontinuité s’endommage en mode I, d’écrire la traction dans la direction n sous
la forme : B

tr, - n=05;— 3 -n (4.142)

Ainsi, I’énergie de fissuration s’écrit, en tenant compte du fait que le saut de dépla-
cement et la traction sont supposés constants le long de la surface de discontinuité,

sous la forme :
Gy = / / o — 3a - n) <ﬁ : n) dt dT's (4.143)
loc

Par ailleurs, a linstant ¢t = %, correspondant a l'introduction de la surface de
discontinuité, on a u-n = 0; a t = ¢, correspondant a l'instant ol la surface est

libre de traction on atr, - n=0etu-n=

| Q!

L’énergie de fissuration s’écrit alors :

to

— tioc
157
= érs ——=
2p
(4.144)
En notant gy I'énergie de fissuration par unité de longueur, on a donc :
.
0= (4.145)
29y

Ainsi, les parametres de la loi de comportement associée a la surface de discontinuité
)

peuvent étre reliés a des quantités issues de la mécanique de la rupture telles que,

ici, 'énergie de fissuration.

4.2.2 Les aspects numériques

Nous présentons, ici, les points clés de I'implantation numérique du modele pré-
senté précédemment. Apres avoir montré comment sont intégrées, par une méthode
de « return-mapping », les lois de comportement développées ci-avant, nous nous
attarderons sur la prise en compte de la surface de discontinuité et plus particulie-
rement sur le choix des interpolations et des méthodes de résolution.
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4.2.2.1 Intégration des lois de comportement

La résolution du probleme nécessite l'intégration numérique des lois de compor-
tement présentées précédemment. Nous montrons ici comment ces dernieres sont
menées. Ceci nous permettra également de montrer comment sont calculés les mo-
dules tangents cohérents pour les lois de comportement considérées.

Intégration numérique du modeéle continu

Nous avons vu précédemment que la construction du modele continu d’endom-
magement se fait de facon tout a fait similaire a celle des modeles de plasticité
classique. L’intégration numérique du modele s’appuie tres largement sur ce constat
et utilise ainsi une procédure de « return-mapping » afin de déterminer ’état de
contrainte et ’évolution des variables internes.

Nous considérons, ici, I'itération globale ¢ du pas de temps n + 1, le champ de

déplacement nodal d?, . ; est donné par la résolution globale de I’équation d’équilibre,

le saut de déplacement u; +1) est, quant a lui, fourni par la résolution de I’équation de

continuité des tractions. De plus, a chaque pas de temps sont stockées, pour chaque
point de Gauss de I’dlément, les variables internes : fi et & du modele.

Ainsi, sont connues, a I'entrée dans la routine de résolution de la loi de compor-
tement :

— la déformation : sn it dependant de d!,; et S +]1) ;

— les variables internes fi,, et &, correspondant a I’état convergé du pas de temps

précédent n (les variables D,, et g, sont donc également connues).

Remarque :

Afin d’alléger les notations, nous ne rappellerons pas les exposants i et
j indiquant que les variables sont calculées a l'itération ¢ globale et 'ité-
ration j locale. Seul sera conservé l'indice n 4+ 1 permettant d’indiquer
que la résolution est faite au pas de temps n + 1

L’état d’essai est calculé en supposant aucune évolution des variables internes.
Ainsi, les contraintes d’essai sont calculées par :

ot =D g, (4.146)

n
et la valeur d’essai de la fonction seuil s’écrit :

Jtrial trial 1
Dni1 = o

ntl — 10 pntt1 |pe — ﬁ(gf — qn) (4.147)

Deux cas sont alors a traiter :

tmal
n+1 \

Dans ce cas, 'état d’essai est admissible, le pas est élastique sans évolution
des variables internes. On a alors :

_ _trial
On+t1 = O0piq

Eni1 = En (4.148)
Hnt1 = [hn
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a0,
Dans ce cas, I’état d’essai n’est pas admissible, le pas est anélastique avec
évolution des variables internes. Il reste alors a évaluer cette évolution, telle
que ¢n+1(On+t1, Gur1) = 0.
L’intégration temporelle des équations d’évolution (4.94) permet d’écrire les va-
riables internes au pas de temps n + 1 sous la forme :

ﬁn+1 = ﬁn + AﬁnJrl
= = = 4.149
{ Ent1 = &n + A&t ( )
ou
— B D¢ B .
ADTL-‘,—I = Tn+1 = Aﬂn—i—lD
||10n+1 |- (4.150)

A7n = V41— —=
Ent1 VH\/E

Les équations d’état (équation (4.89)) permettent, quant a elles, d’écrire :

ﬁ : o,trial
Enyl =3 =" ntl — — 4.151
H { Dyt :0pp = (Dn + ADn+1) P Ont1 ( )

dont on peut tirer l'expression de la contrainte d’essai en fonction de 'état de
contrainte réel (ou inversement) :

) Ce
O'Z_ﬁl = Op+1 + m : Aﬂn_HDe L 041 (4152)
w_n/ ——
D, AD;41
Dans la suite, nous noterons N,, ;1 = ” a"+||1 . Ainsi, 'équation (4.152) se réécrit :
Opn+1||De
‘ , -1 Do
NI ot Ioe = Nustlonslpe +%unD,y : Tt (4.153)
|o i1 |pe
En remarquant que :
—1 Do =1 1
— =D :D°: N, = 4.154
n+1 H0'n+1HD€ n+1 n+1 1+ jin ( )
on obtient :
Nloi o = Noa | 7250 + lowsalos (4.155)
n
>0
Ceci permet finalement de conclure que :
Nur1 =N (INsifpe = NG [pe = 1) (4.156)
; Tn+1 .
ozl = T+ [l
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Il est alors possible de réécrire la fonction seuil ¢,41(0 41, Gus1) sous la forme :

- 1
¢n+1(0n+17 q_n—l-l) =0 ||CTn+1||De - ﬁfﬁf - €7n+1)
— o — 2 (6 — ) + —=(Gusr — )
L+ VE VE
“trial 7n+1
n+1 1+ ,u \/E [ 5 +1 = )}
ﬁi’n+1
(4.157)
Ainsi, le multiplicateur de Lagrange s’écrit :
_triall
= n
Yn+1 = W (4.158)

1+Mn

ce qui permet de déterminer la valeur des variables internes et des contraintes sous
la forme :

( _ = ’_YnJrl — f_)/n+1
fnt1 = Hn =+ [ [ = Hn + — Antl
On+1|De ” Un+1 HDe 1+fin
Cni1 =& + — =Tt (4.159)
trial 7"4‘1 trial
Opil =0 —N
\ n-+ n+1 1 + Tin n+1

Il reste alors a calculer le module tangent cohérent correspondant au module tangent
numérique du modele.
Ce dernier est défini par :

80n+1
Ced 4.160
n+l — ae—n+1 ( )
En tenant compte des développements précédents, il est possible d’écrire :
ao.trial 1 aNt’rial 1 8’7 1 )
Cpp1 = —L — 5, ntl " @ Nl 4.161
T e T iy 08 L fin 08 (4161)

Il est alors nécessaire de calculer les différentes dérivées par rapport a la déformation
€n+1. On a ainsi, vu 'expression de la contrainte d’essai (équation (4.146)) :

trial e
oo 0011 -1 _ C
=D = —— (4.162)
88n—i—l I+ M
En remarquant que :
trial trial trial trial
aNn-l—l o a:"\In—s—l . 8a-n—i-l o a]'\In—i-l A -1 (4 163)
Oe B trial ° de - B trial = M :
n+1 Onti n+1 Oni1
et que
trial trial
ONyY 0 ( Tl )
trial trial trial
do "4 do g ||Un+1t D; iial
I . nrjﬂl ® (De : nrfr%) (4 164)
” trial ” ” trial H3 ’
Opni1lDe 1Tn+1
_ . trial trial
o ” otrial “ ” otrial “ (Nn+1 ® Nn+1)
n+1 De n+1 De
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on peut, de plus, écrire :

aNf’LTiall C* 1 e rial rial
Oe 1 = 1+ la : ||o.trial De {I —-D": (NiH-l ® N;-‘rl >}
n—+ n 1 n+1 o i (4165)
_ ' Q¢ _ Niria Niria
o Ipe (1 + fin) | it © Nodl

Le calcul de la dérivée partielle du multiplicateur de Lagrange 7,1 se fait en

considérant :
trial

ai/n+1 o 8/7n+1 i 80’n+1
aén+1 80'21%1 ’ 8€_n+1

(4.166)

Or, on a vu que 9,41 s’écrit en fonction de la valeur d’essai de la fonction seuil
(équation (4.158)), ce qui permet d’écrire :

Mny1 1 a&fﬁrzﬁl
ao.tm'al - 1 K aa.trial
i 1+ﬁn1+ E Tl (4.167)
e . rial
= 17+KD NG
I+in ' E
On peut alors en déduire :
M1 1 1 ;
T _ —Nirial (4.168)
O€n+1 1+1ﬂn + % L "

Ces développements permettent, finalement, d’écrire le module tangent cohérent
sous la forme :

Ce 1
Cf,,d = (1 - ’_Yn+1 — - )
1+, (1+ fin) |otria! | pe

1 Yn+1 1 trial trial
+ — p— — - NJj_al ® NJj_al (4.169)
(1 + H’n)Q ("alel De ﬁ + %)

Intégration numérique de la loi discréete

L’implantation numérique de la loi de comportement associée a la surface de
discontinuité est, comme nous 'avons déja évoqué, alourdie par l'utilisation d’un
modele multisurface et par le caractere rigide de l'interface avant activation des
deux surfaces seuils permettant de décrire le domaine élastique.

L’implantation numérique est réalisée en utilisant, comme pour le modele associé
au matériau hors-discontinuité, une méthode de « return-mapping ». Nous nous
placerons a l'itération j de I’étape de résolution locale de I’équation de continuité
des tractions, 'itération globale sera notée i et le pas de temps considéré n + 1. La
résolution de I'équation de continuité des tractions permet de déterminer la valeur
du saut de déplacement ﬁ,(fﬂ On cherche ici la valeur de la traction correspondant
a ce saut de déplacement (voir le schéma 3.6). A chaque pas de temps sont stockées
les variables internes : Q et €.
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Afin d’intégrer la loi de comportement présentée précédemment, nous définissons
un état d’essai construit en supposant que les variables internes n’ont pas évolué du
pas de temps n au pas de temps n + 1 (prédiction élastique). La définition de cette
prédiction élastique est rendue complexe par le caractere rigide de la surface de
discontinuité.

Nous traiterons, dans un premier temps, le cas le plus simple pour lequel les deux
mécanismes d’endommagement ont déja été activés, i.e. Q # 0. Le cas ol 'une ou
I'autre des composantes de Q dans le repere (n, m) an ou Qmm, est nulle sera
traité ensuite. B ~

Ainsi, dans le cas ol Qny, # 0 et Qo # 0, 'état d’essai est défini par :

Atrial
{ il -Q. (4.170)
n+1 gn

ce qui permet de calculer la traction d’essai comme :

trial = Q' -l (4.171)

n

Notons que I’état de traction « réel » vérifie :
Is n+1 n+1 A7

Ainsi, on peut écrire en considérant les équations (4.171) et (4.172) :

—i én . ttr?jal
£z+]1) = { Q(z‘,j)rftr (4.173)
TL+]. s

Par ailleurs, 1’évolution des variables internes entre le pas de temps n et le pas
de temps n + 1 s’écrit sous forme incrémentale :

C%n+1 Qn + AQnJrl (4174)
fn—i-{ - Sn + Agn—l—l
avec B _
AQn+1: N pent —2 mem
tr, - n_ [tr, - m| (4.175)
ALY =5 + 72—f

Ceci permet d’exprimer 1’état de traction « réel » en fonction de I’état de traction
test sous la forme :

tr, =t — Q' - [fin + Jom signe(tr, - m)] (4.176)

En projetant cette équation sur le repere (n, m) de la discontinuité et en remar-

quant que signe(tr, - m) = signe(t{"* - m), on peut écrire :
{ tFS 1N = tirsial ’lennn (4177)
[tr, - m| = [t m| — 32Q 0.,
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ot Qunn €t Quumn désignent les valeurs des composantes de Q dans le repere de la
discontinuité au pas de temps convergé précédent n.

Avec la définition de I'état d’essai donnée a I’équation (4.171), sont testées les
valeurs d’essai des fonctions seuils :

G (e ) = 6 n (5 — )

5§rml<ttrial =trial Os —trial) (4178)

Ty aQn—i-l) = |t?;ial ’ m‘ - 5S - :_qn+1
af

Quatre cas doivent alors étre considérés (tableau 4.8).

‘ H Q;grial >0 ‘ Q;grial < 0 ‘
ptrial > 0 || Cas 1 Cas 2
Pt < 0| Cas 3 Cas 4

Tableau 4.8: Différents cas pour I'intégration numérique de la loi dis-
crete

Les cas 2 et 3 sont traités de facon analogue en échangeant le role joué par cha-
cune des deux surfaces seuils. Nous ne traiterons donc que les cas 1, 2 et 4. On

définit alors Ji"ia! I'ensemble des surfaces seuils tests actives Jriel = {z | pirial > 0}.

Simo et al. [Simo et al., 1988] ont montré que 'ensemble des surfaces seuils sup-
posées actives lors de la prédiction élastique, J@! ne correspond pas forcément i
I’ensemble des surfaces seuils effectivement actives, le processus d’intégration de la
loi de comportement doit donc permettre de déterminer les surfaces seuils actives.

Cas 4 : (Zﬁ”“l <0 et @”“l <0.

Dans ce cas, la discontinuité se charge ou décharge de fagon élastique, 1’état
test est admissible :

t_FS — tt’l"siill
9n+1 ::Qn (4179)
gn-‘,-l = gn

Cas 2 (ou Cas 3) : el > 0 et ¢irial < 0 (ou girial > 0 et Glrial < 0).

Dans ce cas, la surface 1 est active, on doit donc avoir :

¢1(tr,,q) =0 (4.180)

En reprenant, 'expression de la traction « réelle » établie a I’équation (4.177),
I’équation a résoudre peut se mettre sous la forme :

G1(F1) =0 =glial — 5, (n Q! ~n> - (f?ff;? - c?iz) )
= el — 3 (n Q' n) — Gy eXp(—%fn) [1 - exp(—%%)

(4.181)
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Cette équation est résolue par une méthode itérative du type Newton-Raphson.
La valeur du multiplicateur de Lagrange choisie pour initialiser le schéma ité-
ratif est prise égale a :
Ttrial
= - e — (4.182)
(Il ) le ’ Il) + K(fn)

Il est alors important de remarquer que, une fois obtenue la valeur du mul-
tiplicateur de Lagrange vérifiant I’équation (4.181), la valeur de la variable

d’écrouissage £ est réactualisée. Ainsi, la variable duale ¢ est également mo-
difiée conduisant a une diminution du seuil en traction et donc également
en cisaillement sur la surface de discontinuité. Il est alors nécessaire avec les
valeurs actualisées des variables internes de vérifier, a nouveau, 1'état de la
surface 2. Si ¢irel(5;) < 0, la surface 2 est encore inactive et on a Jo = {1}.
Dans le cas contraire, la surface 2 doit étre supposée active et le cas 1 doit
alors étre considéré.

Cas 1 : ¢!" > 0 et ¢ > 0. Dans ce cas, les deux surfaces seuils sont suppo-

sées actives. On doit done avoir :

EEs

En considérant les expressions établies a 1’équation (4.177), ce systéme peut
se mettre sous la forme :

101, 92) = ¢ — (n Q- n) - (Z(ifr{) - €7n)

L - 5o (4.184)
¢2(71772) = ng b V2 (m : in : m) - E__f (Q£L41]1) - qn>

avec

(@~ @) = arexp (—%&) [1 ~exp <—6_% (% " Z—f»yz))] (4.185)

Ce systeme est résolu par une méthode itérative du type Newton-Raphson, les
valeurs initiales des multiplicateurs de Lagrange sont calculées par :

(AT
(1’1 ) Qr_ll . n) + R(gn)
=0 — Q:sté?"ial <4186)
k V2 ( .le -m) + f((gn) (%)2

Par ailleurs, comme cela a été montré par Simo et al. [Simo et al., 1988], on
n’a pas forcément J7i = J,,. Ainsi, apres la résolution du systeme (4.183),
les valeurs de 7; et 75 doivent étre controlées (rien n’assure que ces dernieres
soient effectivement positives).

Alinsi, trois cas doivent étre considérés :
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~ N =20ety =0
Les deux surfaces sont réellement actives et on a J, = {1,2}.

- ’?1 > 0et ’72 <0
Seule la surface 1 est réellement active. Il faut alors reconsidérer le cas 2.

- <0etym=>0
Dans ce cas, seule la surface 2 est active et le cas & doit étre considéré.

Nous avons ici uniquement traité le cas ou les deux mécanismes de dissipation
pris en compte au niveau de la surface de discontinuité ont déja été activés, c’est-a-
dire, de maniere équivalente, le cas ot les composantes Qp, €t Qmm du tenseur de
complaisance au pas de temps n sont non nulles.

Or, nous avons vu que le comportement de la surface de discontinuité est rigide-
endommageable. Ainsi, le cas ot Qp, = 0 et/ou Q,,,» = 0 ne peut pas étre ignoré.
Vu la forme du tenseur de complaisance dans le repere de la discontinuité et vu la
loi d’état liant la traction au saut de déplacement, la composante normale tr, - n de
la traction et la composante tangentielle tp, - m peuvent étre traitées séparément.
Nous ne traiterons donc que le cas de la composante normale de la traction.

Toute la difficulté réside alors dans 1'écriture de 1'état d’essai (ou prédiction
élastique).

Nous distinguons, pour cela, deux cas :

a7 n=0et Qu =0.

Dans ce cas, la prédiction élastique est calculée en profitant du fait que la
traction sur la surface de discontinuité vérifie encore I’équation de continuité
des tractions sous forme forte (les mécanismes d’endommagement n’ont pas
encore été activés). Ainsi, la composante normale de ’état de traction test est
calculée, a partir de I’état de contrainte hors discontinuité, par :

ti" . n=n-olnr, ‘n (4.187)

ol o est calculée, par 'intégration de la loi de comportement associée au maté-
riau hors discontinuité, sur un point appartenant a la surface de discontinuité.
Remarquons que la prédiction élastique telle qu’écrite a 1’équation (4.173) in-
dique que la composante normale de la traction test est bornée mais ne permet
pas d’en estimer la valeur.

a7 n#£0et Qp =0.

Dans ce cas, la prédiction élastique écrite a 1’équation (4.171) permet de dé-
duire directement que la valeur test de la composante normale de la traction
prend une valeur infinie. La surface seuil ¢, est donc forcément active.
Remarquons que, dans ce cas, la dérivée temporelle de la loi d’état liant la
traction au saut de déplacement permet d’écrire :

ﬁ-n:(n-Q-n)(tps-n)qL(n-Q-n)(ﬁps-n) (4.188)
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Or, (n - Q- n) =0 et tp, - n est borné. Ainsi, on peut écrire :

i-n= <n : Qn) (tp, -n) =5 (4.189)

Ce qui, sous forme incrémentale (entre le pas de temps n et le pas de temps
n+ 1), s’écrit :

AT = 56 = 5, (4190)
car u, -n = 0. Ceci permet de réactualiser les variables internes et de calculer
I’état de traction « réel ».

Tous les cas a traiter, tant pour le calcul de la prédiction élastique que pour le
calcul des incréments de variables internes, sont présentés a ’annexe A.

Il reste alors a déterminer le module tangent numérique ou module tangent co-
hérent du modele. Pour cela, nous nous appuyons sur les développements établis
pour les critéres multisurfaces par Simo et al. [Simo et al., 1988] pour déterminer le
module tangent cohérent.

Les équations écrites dans la suite ne sont, a priori, valables que dans le cas ou
les deux surfaces seuils ont déja été activées i.e. dans le cas ou les composantes dans
le repere (n,m) du tenseur de complaisance Q,, sont non nulles au pas de temps
n. En fait, nous verrons que cette condition n’est pas nécessaire et que ’expression
établie pour le module tangent consistent, sous cette hypothese, est encore valable
si I'une et/ou 'autre des composantes de Q,, sont nulles.

Le module tangent cohérent au pas de temps n + 1 est défini par :

—ed atl"s,n+1

C,..= (4.191)

aﬁnJrl

Pour en évaluer 'expression, écrivons, dans un premier temps, 1’évolution des
variables internes et duales sous forme différentielle, nous avons :

_ _ _ _ 06 _ 06
[dQn+1:| troni1 = — [QnJrl — Qn:| dtr, ny1 +dm 8551 + d¥2 aébQ
) % 5 r, Lo (4.192)
iy = dn 8_1 + d¥2 0—2
avec )
dtr, ni1 = Qn+1 [dun+1 — |:dQn+1:| tFS,n+1l
_ ¢1 B 8¢2 (4.193)
dGns1 = —K(€n+1)d%a—q — K (&n1)d7 9

Par ailleurs, en différentiant les conditions de cohérence, on obtient (si les deux
surfaces seuils sont actives) :

0o
at—dtf‘s,n—H + 9 —=dgn41 =0
T, q (4.104)

0o 39252
Dty ——dbp, p1 + =
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Ainsi, en remplagant dans le systeme (4.194) dg@,+1 et dtr, ,4+1 par leurs expres-
sions établies a I’équation (4.193), on obtient :

= 001 Q-1 da,
A [dzl] = [“—Fs g “] (4.195)

9 1 o=
vy ﬁindunﬂ
ou
- - _ - \2 _ - -
01 -1 9¢1 % 9% % 0¢1 0¢2
AL |0 Qo +K”“(6q:1 ) Bt a0 (4.196)
ntl = _ - - -\ 2 .
= 9410 a O¢a d
B RO o (%)

Ceci permet finalement, d’écrire I'incrément de multiplicateur de Lagrange sous

la forme : _

- 91 A1 5

) _ 1 | Quldit (4197)
Ay e 8¢’2 Q Yd,41 '

Nous désignerons, a partir d’ici, par [An +1] la composante (i, 7) de la matrice

Al Avec cette notation, on peut écrire :

n+1-°

_ 0b: = . _
B = Y (A, et Qe (4.198)

En combinant ceci a I’équation (4.193), on obtient :

N A
_ 1 1 [ 1 J 1
dtp, pe1 = [Qn — ; (Qn . Dir. ®Q," - 3trs> [An+1] ] du, 4, (4.199)
ce qui permet de calculer le module tangent cohérent de la discontinuité sous la
forme :

Crn=0' =% <_n1 096 qQt %> [AL], (4.200)

si les deux surfaces seuils sont actives. En fait, avec 'expression des surfaces seuils
choisies, le module tangent cohérent se met, dans le repére (n, m) de la discontinuité
sous la forme :

—ed 1 Kni1 f={n+1§—;SigHe(trs -m)
Cn+1 = — _ _\2 _ I:( Ts o (t ] ) K (: )2
L+ K (Qmm,n (&) + an,n> G SIERELT, n+1 (5
(4.201)

si les deux surfaces seuils sont actives. Notons que cette expression peut étre calculée
meéme si les composantes an et/ou Qmmn sont nulles. En revanche, il apparait

—ed
clairement que le module tangent cohérent Cn 41 n'est pas inversible. L’incrément de
saut de déplacement n’est pas défini de facon unique en fonction de I'incrément de
traction sur la surface de discontinuité. Cependant, si la résolution locale est menée
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a saut de déplacement imposé, ceci ne pose pas de difficulté : I'incrément de traction
est alors défini de facon unique. Dans le cas contraire, il est nécessaire de revoir la
technique de résolution locale. Cette indétermination est due au fait que lorsque les
deux surfaces seuils sont actives, la composante tangentielle de la traction est liée a
la composante normale par une loi de type Coulomb.

Un raisonnement similaire a celui présenté dans le cas ou les deux surfaces sont
actives permet d’obtenir le module tangent cohérent dans le cas ol une seule surface
seuil est active :

—ed = = a:i = a:i 1
Co1=Q' - ( e 85) ®Q," - 85) ) — - (4.202)
Is s 0¢i Q—l 0d; + K <%>
dtr, on Otr, n+l \ 5

ou ¢ correspond a l'indice de la surface seuil active.
Si, par exemple, seule la surface 1 est active, on peut écrire le module tangent
cohérent dans (n, m) sous la forme :

! K, 0
—ed % 3 ntl
Cop1 = L+ Knt1 Qe 1 (4.203)
O =
Qmm,n

Remarquons que cette expression n’est valable que dans le cas ou la surface seuil 2
a déja été activée. Si tel n'est pas le cas, i.e si la surface de discontinuité est rigide
dans la direction m, le caractere rigide de I'interface doit étre pris en compte. Ceci
est réalisé¢, non pas au niveau de l'intégration de la loi de comportement, mais au
niveau, juste supérieur (voir schéma 3.6), de la résolution locale de I’équation de
continuité des tractions. Nous détaillerons la prise en compte du caractere rigide de
Iinterface ci-apres.

4.2.2.2 Interpolation EF

L’implantation numérique de ’approche a discontinuité présentée précédemment
a été réalisée dans le code de calcul FEAP développé par le Pr. R.L. TAYLOR
[Zienkiewicz et Taylor, 2000] a Berkeley. Nous présentons, ici, les spécificités liées
a I'implantation numérique de ce modele, en particulier, les choix réalisés pour les
interpolations et la résolution numérique.

Choix des interpolations

L’implantation numérique du modele a été réalisée sur des éléments a trois
neeuds. Pour de tels éléments, I'état de déformation et donc également de contrainte
est constant par élément. Ainsi, la condition d’introduction de la surface de discon-
tinuité est vérifiée partout dans I’élément au méme moment. La discontinuité peut
alors etre introduite en n’importe quel point de I’élément. Les contraintes étant cal-
culées sur le point de Gauss de 1’élément, nous avons choisi d’introduire la surface
de discontinuité sur ce point.

Par ailleurs, le critere d’introduction de la surface de discontinuité est controlé a
chaque fin de pas de temps. Ainsi, si ce dernier est vérifié a la fin du pas de temps
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n, la discontinuité est introduite au pas de temps n + 1. Ceci permet de controler
le critere d’introduction de la surface de discontinuité sur un état de contrainte
convergé (vérifiant les équations d’équilibre global).

Lorsque le critere d’introduction de la surface de discontinuité est vérifié, la
surface I'y est introduite dans le domaine avec pour orientation le vecteur principal
associé a la contrainte principale maximale. Le sens de ce vecteur n n’est pas, a
priori, fixé. Nous avons, dans notre cas, choisi le vecteur n tel qu’il soit orienté dans
le sens des x positifs ((x,y) est le repere global de notre probleme).

Avec un tel choix d’élément, il reste alors a spécifier les fonctions d’interpolation
permettant d’approcher le champ de déformation ajoutée induit par la présence de
la surface de discontinuité.

Pour cela, nous devons préciser, comme cela a été développé dans un cadre général
au chapitre 3, le choix des fonctions G, et G, permettant de construire I'interpola-
tion des champs de déformation ajoutée réels et virtuels.

Nous avons vu au chapitre 3 que la fonction G, est construite a partir des
fonctions de forme classiques sous la forme :

Gr(x) == ) Bu(x)+ndr, (4.204)
acfe+
- —~
Gl‘(x) Glr'él"S

Ce choix de la fonction G, découle de la construction d’une fonction de forme dis-
continue M du type de celle présentée sur la figure 4.15

Figure 4.15: Fonction de forme M permettant de construire G, pour
un élément a trois noeuds

Les éléments considérés étant des éléments a trois noeuds, les fonctions B,(x)
sont constantes par élément. Il en est alors de méme pour la fonction G,.

La fonction Gy permettant de construire I’approximation des déformations ajou-
tées virtuelles se construit, quant a elle, sous la forme :

G (x) = Gu(x) — % [ Grx)aer (4.205)

ce qui, en tenant compte de I'équation (4.204) et du fait que G, est constante par
élément, s’écrit :
e

4
Gy(x) = — 2; n -+ ndr, (4.206)
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ou /1 est la longueur de la surface de discontinuité introduite dans I'élément e
considéré et n s’écrit comme défini a 'équation (3.63).

Spécificités de la technique de résolution locale

Nous décrivons ici les spécificités de la résolution de I’'équation de continuité des
tractions, équation résolue au niveau de chaque élément dans lequel une surface de
discontinuité a été introduite. Ces spécificités sont liées a la fois aux modeles et aux
interpolations choisis.

Avec les interpolations construites précédemment, ’équation résolue localement
s’écrit : P

he(t)=0 = / —ﬁnTa dQe +/ tp, dT,
‘ s (4.207)

=t n"o + (5 tr,

Ainsi, dans le cas d’éléments a trois nceuds, I’équation de continuité des tractions
est vérifiée sous forme forte (les formes fortes et faibles sont, en fait, équivalentes).

Rappelons que cette équation est résolue au niveau élémentaire par une méthode
itérative du type « operator-split ». La résolution est ainsi réalisée pour chaque
itération globale i du pas de temps n + 1 en supposant le déplacement nodal fixé a
dgf)+1 (voir le schéma 3.6). Ainsi, en notant j l'indice de l'itération locale, le champ
de déplacement permettant de calculer le champ de contrainte s’écrit :

Nen

75;?1 Z B a n+1 Z B Sjﬂ (4208)

acQet

Ce champ de déformation sert d’entrée a l'intégration de la loi de comportement
associée au matériau hors discontinuité.

Afin de faciliter la résolution, 1’équation (4.207) est projetée sur le repere de
la discontinuité (n, m). La résolution est alors complétement menée dans ce repere
local.

La valeur du saut de deplacement T

n+1
de déplacements nodaux fixé d" +1) I'équation (4.207) ayant été déterminée, il reste
a corriger la matrice de rigidité élémentaire. Pour cela, il est nécessaire de calculer
les différentes matrices définies par ’équation (3.87). Ces derniéres sont calculées,
comme cela a été précisé au chapitre 3, en tenant compte des modules tangents
cohérents de chacun de deux modeles, modules tangents cohérents dont le calcul a
été développé précédemment.

Notons que lorsque les deux mécanismes associés a la surface de discontinuité sont
activés, les composantes de la traction ne dépendent que du saut de déplacement.

permettant de vérifier (pour le champ

I,

ot .
Ainsi, la matrice K&n =59 est nulle. Il est important de remarquer que c’est

par 'intermédiaire de cette matrice que se fait le traitement du caractere rigide de
I'interface.

Ainsi, les seules particularités de la résolution numérique de 1’équation (4.207)
par rapport aux développements présentés au chapitre 3 résident dans le traitement
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de la rigidité de l'interface dans la direction n ou m et dans la prise en compte du
caractere unilatéral de I'ouverture en mode I de la surface de discontinuité.

Traitement du caractere rigide de ["interface

Nous avons vu que l'interface demeure rigide, par exemple dans la direction m,
si la composante Q,,m du tenseur de complaisance de la discontinuité est nulle.
Dans ce cas, la composante u - m du saut de déplacement est également nulle. La
traction sur la surface de discontinuité n’est alors pas calculée en intégrant la loi de
comportement discrete associée a la surface de discontinuité mais, simplement, en
considérant la condition de continuité des tractions. Ainsi, tant que le mécanisme
d’endommagement associé, ici, a la surface 2 n’a pas été activé, I’état de traction ne
dépend que des déplacements nodaux et pas du saut de déplacement :

L+ fina

Nen
CE
tps-m:(a~n)-m:< ZB anH)-m (4.209)

La projection de I’équation (4.207) sur m est alors automatiquement vérifiée.
Dans ce cas, on peut écrire :

Kg31+1'm20

HY, - m=0 ) (4.210)
) e ed\® T (i
KE!2L+1 = {p Cn%rl = _FVn—&(-l) -m

puisque (FVZJr(l) + KgﬁlH) -m = 0.
Traitement du caractere unilatéral de l’interface

La surface de discontinuité est considérée comme une surface matérielle représen-
tant, dans notre cas, une fissure cohésive. Ainsi, seules les valeurs positives ou nulles
de la composante normale du saut de déplacement dans la direction normale n sont
autorisées. Lorsque la surface de discontinuité est détectée comme étant totalement
refermée, la surface est supposée ne plus étre active dans la direction normale, elle
reprend son caractere rigide traité comme cela a été présenté ci-avant.

4.2.3 Quelques résultats numériques

Nous présentons ici quelques résultats numériques permettant de mettre en avant
le caractere régularisant de la méthode ainsi que l'intérét de la prise en compte
combinée d’une dissipation surfacique et d’une dissipation volumique.

4.2.3.1 Réponse de la surface de discontinuité

Afin de mettre en évidence, la réponse de la surface de discontinuité lorsque
les deux modes d’endommagement localisés sont activés, nous considérons, ici, un
exemple extrémement simple permettant de tester le comportement des éléments
construits. Le maillage considéré est composé de deux éléments (voir figure 4.16).
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La réponse de I'un des deux éléments (I’élément 1) est donnée en terme d’évolution
des quantités relatives a la surface de discontinuité. La barre est supposée homogene
de longueur 20 mm et de largeur 10 mm pour une épaisseur supposée unitaire, les
parametres des modeles continus et discrets sont donnés dans le tableau 4.9.

Uy

€y

Figure 4.16: Barre a deux éléments

‘ Modeéle continu

Module d"Young 38 GPa
Coefficient de Poisson | 0.0
5’f 2 MPa
K 100 MPa
‘ Modele discret ‘
of 2.55 MPa
0s/0 0.3
By 2.55 MPa/mm

Tableau 4.9: Parameétres des modeéles continu et discret

La barre est chargée a son extrémité libre par des déplacements imposés U, et U,
dans les directions x et y. L’évolution de ces déplacements en fonction du temps (en
fait, ici, un « pseudo-temps ») est donnée a la figure 4.17. Une premiere phase du
chargement consiste a imposer le déplacement dans la direction x, le déplacement
dans la direction y étant maintenu constant. La deuxieme étape consiste, a l'inverse,
a incrémenter le déplacement dans la direction y, le déplacement dans la direction
x étant maintenu constant.

En raison de la valeur du coefficient de Poisson, la premiere étape de chargement
correspond a un chargement des éléments en traction simple. Le déplacement imposé
dans la direction x est tel que le critere d’introduction de la surface de discontinuité
est vérifié au cours de cette phase. Les discontinuités apparaissent dans les 2 éléments
au méme instant avec pour orientation : n = e,.

L’évolution des composantes tr, - n et tr, - m de la traction sur la surface de
discontinuité et de la complaisance Qn, et Qmm en fonction, respectivement, de u-n
et u-m est donnée a la figure 4.18.
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pseudo-temps ¢

z

Figure 4.17: Evolution des déplacements imposés

de la complaisance, @,

t Uy, ainsi que

Nous donnons également a la figure 4.19, I’évolution en fonction du temps des
) Uy €

composantes du saut de déplacement

et Qm.
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(©) Qun / Tin (d) Qum / im

Figure 4.18: Evolution en fonction des composantes du saut de dé-
placement des composantes de la traction et de la com-

plaisance
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Figure 4.19: Evolution en fonction du « pseudo-temps » des compo-
santes du saut de déplacement et de la complaisance
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Lors de la premiere étape du chargement, seule la surface ¢, est active : la com-
posante normale du saut de déplacement évolue alors que la traction sur la surface
de discontinuité diminue. Dans le méme temps, la composante de la complaisance
Qnn augmente reflétant I’évolution de I’endommagement sur la discontinuité.

Durant la seconde étape du chargement correspondant a I’évolution du déplace-
ment dans la direction y, le déplacement dans la direction x étant maintenu constant,
deux phases de la réponse de la surface de discontinuité peuvent étre distinguées.
Au cours de la premiere phase, les quantités i, m, Qun €t Qmm ainsi que tp, - n
demeurent constantes (voir figure 4.19). Parallelement, la composante tangentielle
de la traction sur la surface de discontinuité commence a évoluer dans le régime
rigide de l'interface et ce, jusqu’a atteindre sa valeur limite. Cette valeur dépend de
I'état d’endommagement déja atteint sur la surface de discontinuité dans la direction
normale. A partir de cet instant, la surface b9 est activée. Ceci s’accompagne d’une
évolution de Qnm et i,. Cette deuxiéme phase du comportement est également
caractérisée par une évolution de Q,,, et i,. Ceci est dii au couplage induit par la
variable associée & I'adoucissement g. L’activation de la surface ¢, conduit & une
évolution (augmentation) de ¢ qui, elle-méme, entraine I'activation de la surface ¢;.

On peut également noter, en observant les courbes 4.18(a) et 4.18(b) que l'intro-
duction d’une loi d’adoucissement exponentielle reliant § et & conduit & une relation
linéaire entre tr, - n et u,, tr, - m et u,, ainsi que entre tr, - n et u,, et, récipro-
quement, entre tr, - m et u, (ceci n’est pas représenté ici mais peut étre facilement
montré).

Conclusion

Cet exemple relativement simple a permis de tester la réponse de la surface de
discontinuité dans un cas de chargement activant les deux mécanismes d’endomma-
gement introduits. Le couplage entre les deux mécanismes induit par la présence de
la variable ¢ commune aux deux surfaces seuils a ainsi pu étre mis en évidence.

4.2.3.2 Un essai de traction simple : indépendance de la solution au maillage

Afin de mettre en évidence le caractere régularisant de la méthode proposée, nous
présentons ici les résultats obtenus en considérant un essai de traction simple. La
structure considérée est une barre de 200 mm de long, 100 mm de haut et d’épaisseur
unitaire. Le test est réalisé en considérant deux maillages différents : I'un grossier et
non structuré, 'autre fin et structuré et ce, afin de mettre en évidence les propriétés
d’objectivité de la solution par rapport a la taille des éléments mais également par
rapport a leur orientation et leur distorsion. Les conditions aux limites imposées sont
indiquées sur la figure 4.20 représentant, également, les deux maillages considérés.
Les propriétés du matériau sont données dans le tableau 4.10.

Afin de simuler un défaut dans la barre et de transformer le probleme de bi-
furcation en un probléeme de point limite (I’état de contrainte est homogene : la
localisation peut avoir lieu en n'importe quel point de la barre), un élément est af-
faibli en réduisant la contrainte o; correspondant a l'introduction de la surface de
discontinuité. Ces éléments apparaissent en grisé sur la figure 4.20.

En vue de controler le passage de la réponse dans la phase adoucissante, le test est
réalisé en déplacements imposés. Les résultats sont donnés en terme d’efforts mesurés
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sur lextrémité libre de la barre en fonction du déplacement imposé U (figure 4.21)
(les efforts sont mesurés par unité d’épaisseur de la barre).

‘ Modele continu ‘

Module d’Young 38 GPa
Coefficient de Poisson | 0.18
of 2 MPa
K 1000 MPa
‘ Modele discret ‘
o 2.55 MPa
2.5 MPa (élément affibli)
05/0f 0.3

By 2.55 MPa/mm

Tableau 4.10: Propriétés du matériau hors discontinuité et sur la dis-
continuité

\VARAV/
3

ANV N NN

(a) Maillage grossier non structuré

V=

(b) Maillage fin structuré
Figure 4.20: Maillages, conditions aux limites et éléments affaiblis

La courbe de réponse (figure 4.21) permet de mettre, tres clairement, en évidence
les trois phases du comportement :

— la premiere phase élastique;
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— la deuxieme phase est caractérisée essentiellement par la dissipation volumique
liée a I’évolution de I'endommagement continu. L’évolution des propriétés élas-
tiques du matériau au cours de cette phase est mise en évidence par une dé-
charge. Cette derniere se fait en suivant une pente correspondant au module
apparent endommagé de la structure;

— enfin, la troisieme phase du comportement marque I'entrée du comportement
dans sa phase adoucissante. Cette phase est caractérisée par I'apparition de
surfaces de discontinuité traversant, de part en part, la barre (voir figure 4.22).
La dissipation au cours de cette phase du comportement est uniquement sur-
facique : les surfaces de discontinuité s’ouvrent et s’endommagent.

Ces trois phases du comportement seront décrites de fagon plus précises dans I’exemple
numérique suivant.

300
A
250 - L - - - - . . - ]
. =|= Maillage grossier
Maillage fin
200 - ]
El
~
. 150 - ]
S~—
L3
100 - ]
50} - .
0 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120

U x 100 (mm)

Figure 4.21: Courbes effort mesuré/déplacement imposé pour le
maillage régulier et le maillage irrégulier

Notons que les décharges entreprises au cours de la phase d’endommagement
diffus et également au cours de la phase d’endommagement localisé témoignent de
I’évolution des propriétés élastiques apparentes de la barre : ces décharges se font avec
un module d’élasticité endommagé qui évolue tres clairement au fil du chargement.

La figure 4.21 permet, également et surtout, de conclure a l'objectivité de la
solution vis a vis du maillage en terme de réponse effort /déplacement mais également
en terme d’évaluation de la charge limite ultime de la structure ainsi que d’énergie
dissipée.
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\VARRV/
<

JANVANERANVAN

(a) Maillage grossier non structuré

(b) Maillage fin structuré

Figure 4.22: Trajet des lignes de discontinuité

La figure 4.22 représente les surfaces de discontinuité créées dans la barre au
cours du chargement, leur orientation est indépendante du maillage choisi.

En revanche, on peut constater que la longueur cumulée des surfaces de disconti-
nuités est liée au choix de maillage réalisé. Ceci est dii au fait qu’aucune contrainte
de continuité des lignes de discontinuité n’est imposée d’un élément a son voisin.

La longueur cumulée des surfaces de discontinuité vaut, pour le maillage régulier
fin, environ 133 mm et, pour le maillage non structuré grossier, environ 157 mm.
Cette différence n’a cependant, au regard des courbes présentées a la figure 4.21, pas
de conséquence sur la réponse globale de la structure. En fait, il est aisé de montrer
(voir équation (4.207)) que la réponse de la surface de discontinuité est indépendante
de la longueur de cette ligne.

Conclusion

Cet exemple a, essentiellement, permis de mettre en avant la caractere régulari-
sant de la surface de discontinuité : les résultats obtenus pour un essai de traction
simple en considérant deux maillages qui différent par la taille des éléments, leur
orientation et leur distorsion sont similaires en terme d’évaluation de la charge li-
mite ultime et de 1’énergie dissipée et en terme de prédiction de l'orientation des
surfaces de discontinuité.
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4.2.3.3 Essai de traction simple : effet de la prise en compte d’'un endomma-
gement diffus

L’objet de cet exemple est de mettre en évidence sur un test de traction simple,
I’effet de la prise en compte d’'un endommagement diffus. Pour cela, nous considérons
la barre déja considérée dans 'exemple précédent. Ayant déja démontré I'indépen-
dance de la solution a la discrétisation EF, dans I'exemple précédent et pour ce type
d’essai, nous nous limiterons a analyser la réponse du maillage fin (figure 4.20(b)).
Comme précédemment, le mécanisme de localisation est controlé par 'introduction
d’un défaut obtenu en diminuant la contrainte limite 7, de deux éléments du maillage
(en grisé sur la figure 4.20(b)). La barre est soumise a un déplacement imposé a son
extrémité libre. Le déplacement imposé est alternativement positif et négatif afin
de reproduire des phases de charge et décharge dans le matériau hors discontinuité
mais également sur la surface de discontinuité.

300

200f - - - - - -0y - /- S NG oA

100f - - - - - eSS IR N

(N/mm)

[y ~100F - - - - - L Lo o

-200 - - - - - S ) e e

-300F - - /4 e o oo oo

—400 I I I I
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

U (mm)

Figure 4.23: Courbe effort mesuré / déplacement imposé a l'extré-
mité libre pour un maillage régulier fin

La réponse de la barre est donnée en terme d’effort mesuré (par mm d’épaisseur) a
I'extrémité libre en fonction du déplacement imposé (figure 4.23). Cet essai, bien que
relativement simple, permet de mettre en évidence diverses phases du comportement
de la barre.

Le chargement de la barre comporte plusieurs étapes :

— une premiere étape est réalisée a déplacement imposé positif croissant ;

— une deuxieme étape correspond a une décharge, le déplacement imposé demeu-

rant positif;
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— au cours de la troisieme étape, le déplacement est a nouveau augmenté ;

— la quatrieme étape correspond, a nouveau, a une décharge, le déplacement
imposé est, cette fois, autorisé a prendre des valeurs négatives ;

— enfin, la derniere étape correspond a un accroissement du déplacement imposé
jusque dans les valeurs positives.

Sous ce chargement, la réponse de la barre présente également différentes phases.

— la premiere phase correspond a la réponse élastique de la barre ;

— la deuxieéme phase s’initie a partir d'un effort /7 = 200 N/mm correspondant a
une contrainte dans la barre de 2 MPa, contrainte limite élastique du matériau
constitutif de la barre. A partir de cet instant, 'endommagement diffus évo-
lue : la décharge entreprise au cours de cette phase de chargement témoigne
de I’évolution des propriétés élastiques du matériau. Cette phase d’endomma-
gement diffus, caractérisée par des champs de contrainte et de déformation
homogenes se poursuit jusqu’a atteindre 1’état de contrainte correspondant a
I'introduction de la surface de discontinuité dans les éléments affaiblis. Les
surfaces de discontinuité sont alors introduites dans les éléments affaiblis et le
champ de contrainte perd son homogénéité. Notons que, a ce stade, la barre
n’a pas encore atteint le point limite de la courbe effort /déplacement imposé,
point limite correspondant a la charge limite ultime de la barre. ’endomma-
gement diffus poursuit alors son évolution précédant ’apparition des surfaces
de discontinuité qui, au fur et a mesure de 'augmentation du déplacement
imposé, se propagent d’élément en élément jusqu’a atteindre le bord opposé
de la barre.

— La barre a alors atteint I'effort limite ultime et entame la phase adoucissante
de son comportement. Le déplacement imposé augmentant, les discontinuités
introduites « s’ouvrent », le saut de déplacement dans la direction normale
augmente. Si une décharge est entamée dans cette phase du comportement, les
discontinuités ouvertes dans la phase précédente se referment jusqu’a atteindre
le point (U =0, F =0).

— Si la décharge est poursuivie en compression, les discontinuités créées dans la
phase de traction sont totalement refermées. En raison du caractere unilatéral
du comportement de ces derniéres, les surfaces de discontinuité sont totale-
ment inactives, seul le matériau hors discontinuité est sollicité. Le module de
chargement en compression est différent du module de décharge; on observe
en effet une rupture de pente au point (U =0, FF = 0) correspondant a une
restauration de rigidité lors du passage en compression.

Ainsi, la premiere phase de la réponse en compression se fait avec un module
d’élasticité apparent correspondant au module du matériau hors discontinuité
endommagé par la premiere phase de chargement en traction.

Si le chargement est poursuivi en compression, le seuil d’endommagement est
a nouveau atteint et 'endommagement diffus évolue a nouveau.

— La derniere phase de la réponse correspond au rechargement de la barre. Tant
que le matériau demeure en compression (soit tant que U < 0), la recharge de
la barre se fait avec le module d’élasticité endommagé a la fois par la phase de
traction et la phase de compression.

Une fois le point (U = 0, F' = 0) atteint, la barre est a nouveau soumise a de la
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traction ; les surfaces de discontinuité - également sollicitées en traction - sont
a nouveau actives et se réouvrent. Néanmoins, cette phase de réouverture des
surfaces de discontinuité se fait sans évolution de I'endommagement localisé.
Il est important de noter que cette phase se caractérise par un module d’élasti-
cité apparent différent de celui avec lequel la fermeture des discontinuités s’est
produite. Ceci s’explique par le fait que le module d’élasticité apparent de la
barre fait intervenir le comportement des surfaces de discontinuité mais éga-
lement celui du matériau hors discontinuité. L’endommagement de ce dernier
ayant évolué dans la phase de compression, le module d’élasticité apparent de
la barre s’en trouve modifié. Notons que ceci n’aurait pas pu étre reproduit si
le matériau hors discontinuité avait été supposé non dissipatif.
Enfin, si le chargement est poursuivi, la barre entre a nouveau dans la phase
adoucissante de son comportement des lors que l'effort a atteint la valeur
correspondant a l'initiation de la décharge précédente. A partir de cet instant,
le saut de déplacement sur les surfaces de discontinuité évolue a nouveau de
méme que 'endommagement localisé.

La figure 4.24 donne, pour l'un des éléments affaiblis, I’évolution du saut de

déplacement dans la direction normale n en fonction du déplacement imposé.

0.8

Figure 4.24: Evolution du saut de déplacement sur 1’élément affaibli
en fonction du déplacement imposé

On retrouve une premiere phase ou le saut de déplacement n’évolue pas; les
surfaces de discontinuité n’ont alors pas encore été créées. Lorsque le déplacement
imposé est tel que la contrainte atteinte dans 1’élément considéré correspond au cri-
tere d’introduction de la surface de discontinuité, le saut de déplacement commence
a évoluer, la surface de discontinuité « s’ouvre ». Lorsque la décharge est entreprise,
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la surface de discontinuité se referme alors tres clairement. Pour des déplacements
imposés négatifs, le saut de déplacement demeure nul, la surface de discontinuité est
fermée et inactive.

Lorsque le déplacement imposé atteint a nouveau, lors de la phase de rechar-
gement de la barre, des valeurs positives, la surface de discontinuité se réouvre a
nouveau jusqu’a atteindre la valeur d’ouverture atteinte a l'initiation de la phase de
décharge. A partir de cet instant, le saut de déplacement évolue plus rapidement,
I’évolution de 'endommagement sur la surface de discontinuité a repris.

Notons que le comportement de la barre reproduit ici est tres clairement aniso-
trope. Cette anisotropie est induite par le comportement unilatéral des surfaces de
discontinuité mais également par la prise en compte d'une dissipation volumique dans
le matériau hors discontinuité. L’approche a discontinuité de déplacement a ainsi per-
mis de construire un modele d’endommagement anisotrope pour lequel ’anisotropie
n’est pas inhérente a la construction du modele mais induite par 'apparition des
surfaces de discontinuité. Il est également important de noter que cette anisotropie
est ici décrite a l'aide de relativement peu de parametres (les parametres indiqués
dans le tableau 4.10).

Conclusion

Cet exemple a permis de mettre en évidence 'intérét de la prise en compte d’une
dissipation volumique. Nous avons montré que, avec relativement peu de parametres
(les parametres des modeles continus et discrets), il est possible de reproduire un
comportement complexe anisotrope prenant en compte la fermeture des fissures, le
caractere unilatéral de ces dernieres et la restauration, en compression, des propriétés
élastiques du matériau hors discontinuité. Ce type de comportement n’aurait pas pu
étre reproduit sans la prise en compte de phénomenes de dissipation volumique.

4.2.3.4 Essai de flexion : mise en évidence de l'intérét de la prise en compte
d’une dissipation volumique

L’objet de cet exemple est de mettre en évidence l'intérét de la prise en compte
de la combinaison de deux types de dissipation. Pour ce faire, le calcul d’'une méme
structure soumise a un chargement complexe est mené en considérant deux modéli-
sations différentes :

— la premiere prend en compte la combinaison d’une dissipation surfacique au
niveau des bandes de localisation et d’une dissipation volumique ayant lieu
dans le matériau hors discontinuité ;

— la deuxieme considere que la dissipation dans la structure a lieu uniquement
au niveau des bandes de localisation ; le comportement du matériau hors dis-
continuité est supposé demeurer élastique.

La structure considérée est une poutre entaillée telle que représentée a la figure
4.25. Le maillage considéré afin de discrétiser la structure est le méme pour les deux
modélisations et est donné a la figure 4.26, les conditions aux limites sont également
précisées sur cette figure. Le chargement auquel est soumise la poutre consiste a
imposer les déplacements dans les directions x et y sur le bord droit de la poutre
selon le trajet de chargement donné a la figure 4.27.
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5‘
100

300

Figure 4.25: La structure considérée, ses dimensions (en mm)
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Figure 4.26: Maillage considéré et conditions aux limites
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Figure 4.27: Chargement au cours du temps de la poutre : évolution

La premiere modélisation considérée prend en compte deux types de dissipation.

des déplacements imposés U, et U,

Les parametres des modeles continus et discrets sont donnés dans le tableau 4.11.

Les surfaces de discontinuité a la fin du chargement (U, = 2.0 mm, U,

2.28 mm) sont représentées sur la figure 4.28. Ces discontinuités apparaissent es-
sentiellement durant la phase pendant laquelle les déplacements U, et U, évoluent
simultanément. La phase de flexion précédente voit essentiellement se produire de
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‘ Modele continu ‘

Module d’Young 38 GPa
Coefficient de Poisson | 0.0
5'f 0.5 MPa
K 1000 MPa
‘ Modele discret ‘
of 2.55 MPa
0s/0 0.3
By 2.55 MPa/mm

Tableau 4.11: Paramétres des modéles continus et discrets

la dissipation diffuse par évolution de I’endommagement continu dans le matériau.

Figure 4.28: Surfaces de discontinuité pour la modélisation avec dis-
sipation volumique (U, = 2.0 mm, U, = 2.28 mm)

La deuzieme modélisation suppose que la dissipation dans la structure est uni-
quement liée a I'apparition de bandes de localisation : le matériau hors discontinuité
est ainsi supposé demeurer élastique. Les propriétés élastiques du matériau et les
parametres du modele discret sont les mémes que pour la modélisation précédente
(voir tableau 4.11). Pour ce type de modélisation, I’apparition des surfaces de dis-
continuité a lieu beaucoup plus tot que dans le cas précédent.

La figure 4.29 donne la position et 'orientation des surfaces de discontinuité pour
un état de déplacement imposé tel que U, = 0 mm et U, = 0.08 mm (« pseudo-temps
» t =0.084).

Figure 4.29: Surfaces de discontinuité sans dissipation volumique
(U, =0 mm, U, = 0.08 mm)

Ces résultats permettent de mettre en avant le fait - plus ou moins trivial - que
la prise en compte d’une dissipation volumique retarde notablement 1’apparition des
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surfaces de discontinuité. Ce retard est, en grande partie, dépendant des parametres
de la loi d’écrouissage du modele continu. La conséquence, dans le cas d'un char-
gement complexe, est que le trajet final des surfaces de discontinuité et le mode de
rupture de la structure peuvent se trouver completement modifiés. L’évaluation de
la charge limite ultime et de ’énergie dissipée se trouve alors, également, totalement
modifiée.

Pour des structures massives fortement hyperstatiques et soumises a des char-
gements complexes, comme celles communément rencontrées dans le domaine du
Génie Civil, I'intérét de la prise en compte d'une dissipation volumique semble évi-
dente. Pour ces structures, la taille des « process-zones » et ’énergie dissipée dans
ces derniéres ne sont plus négligeables (contrairement aux structures minces). Ces
« process-zones » engendrent localement des redistributions d’efforts qui modifient
I'orientation des macrofissures apparaissant plus tardivement et responsables de la
rupture. La prise en compte de la dissipation diffuse i.e., en d’autres termes, d’'une
microfissuration précédant ’apparition de macrofissures, assure une meilleure repré-
sentation du comportement des structures, de leur mode de rupture, ...

L’exploitation des résultats fournis par cet essai permet d’étendre encore les
conclusions liées a la prise en compte combinée de deux types de dissipation. La
figure 4.30 représente ’évolution au cours du temps des variables permettant de
quantifier les endommagements continu et discret :

— la variable interne i associée au modele continu et permettant de quantifier
I'endommagement continu;

— la variable Q,, correspondant & la complaisance dans la direction n de la
surface de discontinuité et permettant également de qualifier 1’état d’endom-
magement de la surface de discontinuité.
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Figure 4.30: Evolution au cours du temps des endommagements
continu et localisé dans un élément
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Apres une premiere phase correspondant au développement de I’endommagement
diffus - la surface de discontinuité n’a pas encore été introduite - I'introduction de la
surface de discontinuité se traduit par le début de I’évolution de I'’endommagement
localisé, 'endommagement continu demeurant dans un premier temps constant.

Puis, plus tard au cours du chargement, I’évolution de '’endommagement continu
reprend, 'endommagement localisé continuant, parallelement, & évoluer. Ceci permet
de mettre en évidence le fait que les deux mécanismes d’endommagement et donc
de dissipation peuvent coexister et se développer simultanément dans un meéme
élément. Ceci s’explique par le fait que la complexité du chargement et de la structure
conduit a des redistributions d’efforts qui ont pour conséquence de faire évoluer
le champ de reperes principaux, les axes principaux des contraintes tournent au
cours du chargement. Ainsi, il est tout a fait envisageable, sous certaines conditions
de chargement, que le critere d’introduction de la surface de discontinuité soit a
nouveau atteint dans un élément dans lequel une discontinuité est déja présente.
Ceci nous conduit a évoquer des perspectives a ce travail. La simulation de structures
complexes soumises a des chargements complexes nécessite de pouvoir prendre en
compte plusieurs surfaces de discontinuité dans un méme élément.

4.3 Conclusion

Nous avons, dans ce chapitre, appliquer les résultats présentés aux chapitres
2 et 3 a deux classes de comportement : un comportement élasto-plastique et un
comportement élasto-endommageable.

Les développements théoriques mais également numériques relatifs a chacun des
deux modeles ont été explicités.

Le caractere régularisant de I’approche a discontinuité a été mis en avant a travers
quelques exemples et l'intérét de la prise en compte d’une dissipation volumique a
également été souligné.

Il apparait, d’'un point de vue théorique, que la surface de discontinuité, qui
constitue 1'outil de régularisation de I'approche proposée ici, peut étre interprétée
comme le lien entre deux échelles différentes de dissipation : 1’échelle de la struc-
ture et ’échelle des bandes de localisation. La surface de discontinuité permet de
condenser, a I’échelle de la structure, I'information relative aux échelles fines dont le
comportement ne peut pas étre décrit par les modeles continus classiques.

D’un point de vue numérique, nous avons vu que l'intégration du comporte-
ment de la surface de discontinuité nécessite de traiter des comportements rigides-
anélastiques. Une technique d’intégration a ici été proposée. En revanche, ces per-
formances ne sont pas garanties dans toutes les configurations : la résolution de
I'équation d’équilibre local (équation de continuité des tractions) constitue, dans
certains cas, un facteur limitant du choix du pas de temps.

La similitude entre les cas d’interfaces rigides-anélastiques traités, ici, et les pro-
blemes de contact avec frottement nous conduit a imaginer une alternative a la
résolution de I’équation d’équilibre local. L’idée serait de résoudre cette équation en
utilisant le formalisme développé pour les méthodes de Lagrangien augmenté [Simo
et Laursen, 1992], couramment utilisées pour les problemes de contact.
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L’objectif de ce travail était de proposer et construire une base théorique et
une modélisation numérique permettant de régler les problemes numériques liés a la
localisation des déformations qui soient :

— adaptées a une large classe de matériaux caractérisés par des modes de rupture

différents ;

— facilement mises en ceuvre dans un code de calcul a architecture classique ;

— adaptées a ’étude des structures massives de grande taille caractéristiques du

domaine du Génie Civil.

L’approche développée ici propose d’étendre les modeles a discontinuités fortes
a la prise en compte combinée de deux types de dissipation :

— une dissipation volumique représentative des phénomenes de dissipation ayant
lieu dans la « masse » de la structure et pouvant étre représentés, de fagon
homogénéisée, par un modele continu classique;

— une dissipation surfacique rendant compte a 1’échelle de la structure de phé-
nomenes dissipatifs ayant lieu a ’échelle des bandes de localisation et pris en
compte par I'introduction d’'un modele de type « discret ».

Nous avons montré que la combinaison de ces deux types de dissipation peut
se faire dans le cadre combiné de la thermodynamique des modeles continus et
de la thermodynamique des interfaces. Ceci nous a conduit a mettre en évidence
le parallele pouvant étre fait entre la construction du modele continu et celui de
I'interface ou surface de discontinuité.

Une question importante réside dans 1’écriture de la condition d’introduction de
la surface de discontinuité. Nous avons discuté les différentes possibilités et montré
que le fait de se placer dans le cadre de la thermodynamique des interfaces permet
de considérer la surface de discontinuité, dans une perspective multiéchelle, comme
le lien entre deux échelles de dissipation. La surface de discontinuité apparait alors
comme un outil permettant de condenser I'information des échelles inférieures vers
I’échelle de la structure. L’écriture de la condition d’introduction de la surface de
discontinuité dépend, alors, des phénomenes dissipatifs localisés qui souhaitent étre
pris en compte.

Une part importante du travail a également consisté en 'implantation numé-
rique, dans un cadre éléments finis standard - le code de calcul FEAP développé
par le Pr. R.L. TAYLOR a Berkeley - du modele. Ceci a été réalisé en s’appuyant
sur la méthode des modes incompatibles. Les discontinuités de déplacement ne sont
pas prises en compte comme telles, un enrichissement du champ de déformation
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par des fonctions singulieres permet de rendre compte de ’apparition, dans un élé-
ment, d'une surface de discontinuité. Aucune contrainte de continuité des surfaces
de discontinuité d’un élément a son voisin n’étant imposée, I’enrichissement a lieu au
niveau local sans affecter ’architecture globale du code de calcul. Ceci consistuait
I'un des objectifs fixés a ce travail.

Les aspects théoriques et numériques ont été abordés dans un cadre tres général
sans supposer, a priori, de comportements de matériaux particuliers. Deux applica-
tions a des modeles élasto-plastique et élasto-endommageable ont été présentées.

Dans le cadre de la plasticité, 1’écriture des modeles continus et discrets de-
meure classique. L'implantation numérique a été réalisée sur des éléments a 4 noeuds.
L’originalité du travail a été de coupler 'approche a discontinuité de déplacement
a la méthode B-bar permettant de gérer les problemes de blocage liés a la quasi-
incompressibilité du matériau.

Dans le cadre de I'’endommagement, le formalisme proposé pour I'écriture du
modele continu permet l'obtention du module tangent ce qui autorise une étude
de localisation. Ceci constitue 1’écueil de certains modeles d’endommagement pour
lesquels le module tangent n’est pas disponible. Le modele discret a été construit
dans un formalisme similaire adapté aux criteres multisurfaces.

Les simulations numériques présentées ont permis de mettre en avant le caractere
régularisant de I'approche adoptée. L’intérét de la prise en compte de deux types de
dissipation a également était mis en évidence.

Cependant, certaines réserves ont été émises quant a l'efficacité de la résolution
de I’équation d’équilibre local.

Ceci nous conduit a évoquer les diverses perspectives qui pourraient étre envisa-

gées a ce travail a plus ou moins long terme.

— Nous avons évoqué les difficultés de résolution au niveau local liées, en par-
ticulier, au caractere rigide de l'interface. Une technique de résolution a été
proposée. Cependant, ses performances, dans certaines configurations, restent
limitées. Les problemes traités ici présentent une certaine similitude avec les
problemes de contact : la rigidité de l'interface peut étre assimilée a la condi-
tion de non interpénétrabilité des solides en mécanique du contact. Ainsi, une
alternative envisageable a la résolution de I’équation d’équilibre local pourrait
étre développée dans le formalisme des méthodes de Lagrangien augmenté,
utilisées pour la résolution numérique des problemes de contact.

— Nous avons également noté que, par le jeu des redistributions d’efforts liées,
entre autres, a la complexité des chargements considérés, il peut s’avérer né-
cessaire (la condition d’introduction de la surface de discontinuité ayant été
atteinte) d’introduire de nouvelles surfaces de discontinuité dans des éléments
dans lesquels ces dernieres sont déja présentes. Ceci suppose d’étre capable de
gérer plusieurs surfaces de discontinuité, en particulier leur interaction, dans
un méme élément. Une telle démarche a déja été envisagée pour des compor-
tements ne prenant pas en compte la phase de dissipation volumique [Manzoli
et Shing, 2003]. Une extension a la prise en compte combinée de deux types
de dissipation pourrait étre envisagée.
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— Vers une analyse mutiéchelle
Nous avons vu que les modeles développés ici supposent l'introduction d’une loi
d’interface permettant de condenser, a 1’échelle de la structure, les phénomeéenes
de dissipation ayant lieu a des échelles beaucoup plus fines. L’identification de
ce type de loi nécessite donc une connaissance des phénomenes ayant lieu a des
échelles fines du matériau : I’échelle des bandes de localisation. La question se
pose de l'identification de la loi d’interface a introduire afin de reproduire au
mieux, a ’échelle de la structure, les phénomenes dissipatifs localisés.
L’une des possibilités pouvant étre envisagée, afin de contruire les lois d’in-
terface, consiste en I’observation expérimentale fine des mécanismes dissipatifs
localisés.
Une autre possibilité consiste a envisager, dans une approche que nous pour-
rions qualifier de multiéchelle, d’identifier le comportement « macroscopique
» de l'interface par des techniques numériques permettant de décrire les ma-
tériaux a l’échelle de leurs hétérogénéités. Parmi ces méthodes, les modeles
discrets dont une version est développée au LMT — Cachan [Ibrahimbegovié
et Delaplace, 2003] (voir [Brancherie et al., 2002] pour une comparaison des
deux modeles). Ce type de modele permet, par la prise en compte des hété-
rogénéités du matériau, de qualifier le comportement de ce dernier dans un
cadre statistique. Le matériau est représenté par un assemblage de particules
indéformables liées par un réseau de poutres dont les propriétés mécaniques
(dans le cas présent, la contrainte a rupture) sont supposées réparties de fagon
aléatoire. Une analyse a 1’échelle de la bande de localisation par ces approches
discretes pourrait nous permettre d’appréhender le comportement dissipatif «
macroscopique » de l'interface. La figure 5.1 représente un résultat caractéris-
tique fourni par les modeles discrets. Le test réalisé ici consiste en un essai de
traction sur un carré de 10 cm de coté et d’épaisseur unitaire. La figure 5.1(a)
représente le volume considéré apres rupture de ce dernier. La figure 5.1(b)
donne la courbe de réponse homogénéisée de 1’échantillon.
Notons que les modeles discrets permettent de décrire finement le mode de
rupture des matériaux. Une étude des trajets des fissures, de leur tortuosité,
de leur rugosité peut étre raisonnablement envisagée par le biais des modeles
discrets.

— Dans T'optique multiéchelle déja évoquée précédemment, une approche cou-
plant les modeles discrets et les modeles a discontinuité forte pourrait étre
envisagée. Ceci pourrait permettre des zooms structuraux sur des zones sur
lesquelles une information précise concernant le trajet de fissuration, son profil,
.. est nécessaire. Ces zones pourraient étre calculées par des modeles discrets
qui, comme nous l’avons vu, autorisent une description fine du mode de rup-
ture, le reste de la structure étant modélisé a I’aide des modeles a discontinuité.
Une difficulté se pose alors : comment définir les conditions aux limites de I'un
et lautre des deux modeles aux interfaces modele discret/modele & disconti-
nuité ?

— Dans le cas des matériaux a rupture fragile, les surfaces de discontinuité intro-
duites peuvent étre interprétées, nous l'avons vu, comme des fissures cohésives.
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Figure 5.1: Essai de traction

Néanmoins, si les surfaces de discontinuité ont une interprétation physique ai-
sée, 1'utilisation des modeles a discontinuité pour des analyses multiphysiques
des structures, n’est pas encore possible. Dans cette perspective, des informa-
tions telles que 'espacement des fissures, leur ouverture, leur tortuosité,
sont nécessaires.

Dans I’état actuel, ’espacement des fissures, et donc également leur ouverture,
dépend de la finesse du maillage et ce, essentiellement parce que, seule une
surface de discontinuité est autorisée par élément.

La perspective, déja évoquée précédemment, d’étendre ces modeles a la prise
en compte de plusieurs surfaces de discontinuité dans un méme élément parait
donc nécessaire a l'utilisation des modeles a discontinuité dans le cadre de
I’analyse des structures dans leur environnement soit sous des sollicitations
autres que purement mécaniques, par exemple, des sollicitations chemo-hydro-
mécaniques.

Par ailleurs, une deuxieme perspective envisageable afin d’affiner les informa-
tions telles que 'espacement des fissures ou la description de la « process-zone
» précédant I'apparition de la surface de discontinuité consiste a enrichir, lo-
calement, les interpolations. Ceci peut passer par des techniques de remaillage
ou maillage adaptatif permettant d’augmenter le nombre d’éléments et donc
également la finesse de la représentation des champs. Cependant, ces méthodes
restent cotiteuses. Une alternative intéressante a ces techniques de remaillage
consiste a coupler les méthodes éléments finis classiques aux méthodes sans
maillage [Nayroles et al., 1992], [Li et Liu, 2002]. Dans ce cas, le maillage
éléments finis reste inchangé, l'enrichissement de la description des champs
est obtenue en ajoutant des particules dans les zones ou une meilleure préci-
sion est souhaitée. Ce type de couplage a déja été envisagé par divers auteurs
[Liu et al., 1997], [Huerta et Ferndndez-Méndez, 2000]. L’idée de combiner les
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méthodes sans maillage aux modeles a discontinuité forte pourrait permettre
d’accéder a une meilleure représentation des champs de déformation et ainsi,
également, une meilleure représentation de la localisation des déformations et
de I'apparition des surfaces de discontinuité.

Enfin, les bases théoriques des modeles a discontinuité forte avec combinaison
de deux types de dissipation ayant été jetées, une perspective a plus court
terme consisterait a étendre I'implantation numérique a des problemes tridi-
mensionnels. Si une telle extension est assortie d’une application a des lois
de comportement plus représentatives du comportement des matériaux du do-
maine du Génie Civil, des simulations numériques d’ouvrages massifs pour-
raient étre envisagées et, espérons-le, fournir des résultats prédictifs en terme
de calcul des charges limites ultimes, énergie dissipée, et également modes de
rupture.
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Annexe A

Intégration de la loi de
comportement discrete

Calcul de I’état d’essai

Vu la forme de (3 et vu que initialement Q =0, (3 au pas de temps n s’écrit :

N énn _O
2= [T o) A

Les composantes tr, - n et tp, - m de tp, peuvent étre calculées séparément.

Plusieurs cas doivent étre traités (on ne considere ici que la composante tr, - n,
les mémes équations peuvent étre écrites pour l'autre composante) :

Q... # 0 Dans ce cas, tr, - n s’écrit :

trial __
t, = =

U, (A.2)

nn

Q... = 0 Dans ce cas, deux cas sont a considérer :
u, = 0 On est, alors, sur la partie rigide du comportement,

tiriel — (g -m) - m (A.3)

I’équation de continuité des tractions est encore vérifée sous forme forte : la
discontinuité n’est pas encore ouverte.
u, # 0 On est, ici, assuré que la surface 1 est active :

tirial s oo (A4)
On prend également :
Cjﬁﬁl = Cjn
B - (A.5)
f;z—cil =&
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A. Intégration de la loi de comportement discrete

Test des fonctions seuils

Avec les valeurs d’essai précédentes, les valeurs d’essai des fonctions seuils sont
calculées :

Ttrial (ptrial =Strial\ __ trial = =trial

¢1 (tFS 7Qn+1> - tFS ‘n— (Uf - Qn+1)

“trial (ptrial Strial\ _ |4trial = 65 =trial
2 (trs v Oni1) = |trs m| — (Us - c:f_f qn+1)

4 cas doivent alors étre traités :

‘ H égrial >0 ‘ (Egrial < 0 ‘
ptriel > 0 | Cas 1 Cas 2
Pl <0 || Cas 3 Cas 4

Il suffit de traiter les cas 1 et 2 : le cas 3 est équivalent au cas 2 en échangeant
les roles joués par chacune des deux surfaces seuils. Le cas 4 correspond au cas ou
les valeurs d’essai sont admissibles.

Casl

Plusieurs cas sont a envisager en fonction des valeurs de Q et u :

Qun # 0 Cas 1.1 Cas 1.2 Cas 1.3
Qun =0 et @i, =0 || Cas 1.4 Cas 1.5 Cas 1.6
Qun=0ct u, #0 | Cas 1.7 Cas 1.8 Cas 1.9

Il suffit de traiter les cas 1.1, 1.2, 1.3, 1.5, 1.6 et 1.9.

Le cas 1.4 est équivalent au cas 1.2 ou les indices désignant chacune des surfaces
seuils sont échangés. De méme, le cas 1.7 est équivalent au cas 1.3 ; le cas 1.8 au cas
1.6.

Cas 1.1

La détermination de 7; et 7, se fait par la résolution simultanée des équations :

(&
o
Les valeurs obtenues pour 7; et 4, doivent alors étre vérifiées :
—n>0et Y >0: Jo = {1,2};

-1 >0et Y <0: Jyu = {1}, le cas 2 doit alors étre considéré;
- <0etF >0: J,iu ={2}, le cas 3 doit alors étre considéré.

1,72) =0
) =0 (A.7)

2l 2l
21 2l

1,
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Cas 1.2
Dans ce cas, il est nécessaire de résoudre :
51 (”:Yl) =0 (A-S)
La fonction seuil ng”“l doit étre vérifiée avec la valeur de 7, calculée précédemment.

Deux cas sont alors a considérer :
— QT(3) > 0 1 Ju = {1,2}

tr, - m = (55 - 2_(’}1)) signe(tiriol) (A.9)
af
~ (G <05 o = {1}
Cas 1.3
La surface seuil 52 est forcément active.
On a de plus,
(A.10)

V2 = |ﬂm|
La fonction seuil ¢{" doit étre vérifiée avec la valeur de 7, calculée précédem-
ment. Deux cas sont a considérer :

- Q:Stlrmlﬁ/?) >0 Joa = {1,2}
La détermination de 7; se fait par la résolution de :

$1(31,792) = 0 (A.11)
- étlrwl(’:)?) <O0: Jo = {2}
Cas 1.5
Les deux surfaces seuils sont actives : J,; = {1,2} et :
tr, -n= (77 — itf“l)
tr, -m= (7, — ?iﬁ”“l) signe(tiriol) (A-12)
of
Cas 1.6
La surface seuil 52 est forcément active.
On a de plus,
(A.13)

V2 = |ﬂm|
La fonction seuil ¢ doit étre vérifiée avec la valeur de 7, calculée précédem-

ment. :Deux cas sont a considérer :
- Qstimal('%) >0: Jot = {172}
On a alors :

tr, - = (77 = q(72)) (A.14)
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~ (%) <O Jaw = {2}

Cas 1.9

Dans ce cas, les deux surfaces seuils sont actives : J,o = {1, 2}.
On a de plus,

(A.15)

—N
B
O

1l

Cas2

Il faut a nouveau considérer plusieurs cas :

| | Quim # 0 Qi = 0 et @y, = 0

Qun # 0 Cas 2.1 Cas 2.2
Qun=0¢et u,=0| Cas 2.3 Cas 2.4
Qun =0¢t u, #0 | Cas 2.5 Cas 2.6

Les cas <C:2mm =0 et u,, # 0) ne sont pas considérés car ils correspondent for-

cément & @5 > 0 (or, nous traitons, ici, le cas 2 pour lequel ¢5° < 0).

Cas 2.1
~1 est déterminé par la résolution de 1’équation :
1) =0 (A.16)

La surface seuil gz:%”“l doit alors étre vérifiée avec la valeur de 7; calculée précé-
demment.
— oirial > 0 : J,e = {1,2}, il faut alors se reporter au cas 1.1;

_ ggm'az <O Jy = {1}
Cas 2.2
1 est déterminé par la résolution de I’équation :
$1(51) =0 (A.17)

La surface seuil ng”“l doit alors étre vérifiée avec la valeur de 7; calculée précé-
demment.
— @il > 01 Juy = {1,2}, il faut alors se reporter au cas 1.2;

- @Mal <0: Jact = {1}

Cas 2.3
On a alors J, = {1} et :

tr, -n= (6, — /1) (A.18)
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Cas 2.4

Meéme cas que précédemment.

Cas 2.5

La surface 1 est, dans ce cas, forcément active.
On a de plus :

La surface seuil ¢l doit alors étre vérifiée avec la valeur de 7; calculée précé-
demment.

- gzé';”:al >0 : Juee = {1,2}, il faut alors se reporter au cas 1.4;
— Qe L0 1 S = {1}

Cas 2.6

La surface 1 est forcément active.
On a de plus :

= Un (A.20)

La surface seuil ¢ doit alors étre vérifiée avec la valeur de 7, calculée précé-
demment.

- qzzﬁ’;”al > 0: Jue = {1,2}, il faut alors se reporter au cas 1.8. (équivalent au cas
1.6);

— Plrial L0 ¢ Ju = {1}
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RESUME :

Lors du chargement d’une structure jusqu’a rupture, il est fréquent d’observer
I'apparition de zones de faible épaisseur (dites zones de localisation) dans lesquelles
se concentrent les déformations. La représentation numérique de ces phénomenes
pose des difficultés liées, en particulier, a la dépendance pathologique de la solution
a la discrétisation éléments finis. De nombreuses techniques dites « limiteurs de
localisation » ont été développées afin d’assurer 1'objectivité de la solution vis-a-vis
du maillage.

Notre étude s’appuie sur les modeles a discontinuités fortes et vise a en étendre
I’application au calcul des structures massives dans lesquelles cohabitent des phé-
nomenes dissipatifs volumiques liés au développement de « process-zone » et des
phénomenes dissipatifs localisés liés a ’apparition de bandes de localisation. Ainsi,
I'originalité de la méthode proposée est de combiner deux types de dissipation :
une dissipation volumique produite a 1’échelle de la structure et prise en compte
par des modeles continus classiques et une dissipation surfacique produite a 1’échelle
des bandes de localisation et décrite par 'introduction de champs de déplacement
discontinus associés a des lois « discretes » liant traction et saut de déplacement.

Cette approche a été développée et implantée pour des modeles de plasticité
(représentation de bandes de cisaillement) et pour des modeles d’endommagement
(prise en compte de 'apparition de « macro-fissures »).

MOTS-CLES : problémes de localisation, rupture, plasticité, endommagement, dis-
continuité forte, méthode éléments finis.

ABSTRACT :

When loading a structure up to rupture, it is often the case that the strains
concentrate in very thin zones referred to as “localization zones”. The numerical
description of such phenomena raises some problems due, in particular, to the mesh
dependency of the computed response. A lot of remedies known as “localization
limiters” had been developed in order to eliminate this pathological dependence on
the discretization.

Our study lies in the framework of the strong discontinuity models and aims at
enlarging their applications to the computation of the behavior of massive structures.
For such structures, bulk dissipative phenomena due to the development of “process-
zones” cohabit with localized dissipative phenomena produced by the apparition of
localization zones. The main originality of this work is then to combine two types of
dissipation : a bulk dissipation produced at the scale of the structure and taken into
account by classical continuum models and a localized dissipation taking place at
the scale of the localization zones and described by the introduction of discontinuous
displacement fields and discrete laws linking the traction and the displacement jump.

This approach has been developed and implemented for plasticity models (for
the description of shear bands) and for damage models (to take into account the
apparition of “macro-cracks”).

KEYWORDS : localization problems, rupture, plasticity, damage, strong disconti-
nuity, finite element method.



