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ȳ, x̄, z + 1
2 x̄+ y, y, z + 1

2 x, x− y, z + 1
2 y, x, z + 1

2 x− y, ȳ, z + 1
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ŷ
�*���

x̂
?yp}�4�	 ��,���	�����	
��D���+M�(	"N�������P�	�K"�����

O���#���a�O�;
G��
��K�h0f��-	�������.�������^��������"#�����I�	���	�	 
�L�����Y�

σD(ε̂) = σD⊥ sin2 θ + σD‖ cos2 θ.
� � ? ���

i��������K�+ 
�H�
�	�����	

�K���	M�(+"N���#�����H�
(+�{��0f �

���#���Y��(	����������(	�{"N�\QR����:C�
σD(ε̂) = σD1 + σD2 cos 2θ

� � ? � �
�;:

σD1
�O�
σD2

�������{"��
�I
����	�=�&�����������+���	�	 ��
�{�����L�
σD1 = 1

2
(σD‖ + σD⊥ )

σD2 = 1
2
(σD‖ − σD⊥ ).

W����H�
(.����(+�����} 

����#���Y"N�4�	 
�H�
�	�	���	

�\���	M�(+"N���#���o�	(����
��:C�L�	�#�,��"��������� 
"#�

O�����#')(	���R 
')(����������
� ? ��������(	�{"N�\QR����:;�j�

σD(ε̂) = 1
3
(2σD⊥ + σD‖ ) + 1

3
(σD‖ − σD⊥ )(3 cos2 θ − 1)

= σDiso + 1
3
σDdic(3 cos2 θ − 1),

� � ?2���
�;:D"��$����M�����"<�#�����������H�

σDiso
�m
��
"�(+�<:;�
��(	�� /��(	�B(	�	�/�,��(+�	���G�}�
�=�v"��{:;�65��
�+�	���	�/"N�A����
����#���D�O�C

��

��h02��-	�������+���#��� ��(	�K����(	�K"��
�K���	M�"��
�Y�	�C"e0w�
���	��

���B�O�D"��;���#M�����"$�	�#
&%	����_`')(	�;�
���\�	 !6	�	��
���:C:;�4"N��	�#g, 
���
�	
��K���)�����L"����A����M�����(.>

σD‖
�O�
σD⊥

?p��L���#M�����",�������������,�o��������(	�������	���	�+ Y�	�����L�
σDiso = 1

3
(σD‖ + 2σD⊥ )

σDiso = σD1 − 1
3
σD2 .�P�
(.>Y:;�
��(	���������	�	 ��,���	���������
�
�6
��������
���,���+�������BZ*�	�
(.>L���	M�"#�
�

θ
�	�#g, 
���
�������
�������$"N���H��"������#������������	�
�o���65����	�P7 ���o"x02�t>+�K���+����')(	�\�+�D"e0w 

&%����)����"#"���� �m�����P�O>.��:C�	"#�
θ = 0

���
θ = π

2

�O�,�,����:;�������
����h02�GX������C��


�F
�T��(d���#M�����"I�#�����������H��?9W����,��(+�T��(+�����{��-+���
�	�#�4"��^����M�����"I�������������H�^����(	�	�a����(	"��:C����(	������� �	"��#sG�����["#��
����#���&��"LZl"x02���+M�"���tO:U��M���')(	�/tV������"o'<(+�
3 cos2 θ − 1 = 0

?Ap�������M�����"�	��
&%	����_`')(	�L�����A����"�'<(+�C�
σDdic = σD‖ − σD⊥
σDdic = 2σD2 .W��4�,��(+�9�	�����
�$')(h0f�#"	�
�=�9�,�������#-	"��I�	�A:;�
��(	�����9
��
�9��������:CFO�����
�S�	�A"N�o�	 ��,���	�����+

�����	M�(	"���������	�4"e0f��-	�������+���������	���L���G5����+�Y7 �GX���
C(+��Qm���#��
��G��(������&��"#�
:;�
���o�	�����H��"N�������� �?hpS0f��:;�	"��!��(	�	�K�	�
���g,�����I�����A�	 
���	:;�����+�*�	�#X<�#�� P�	���*�	��(.>,?yz$�T�Og1�O�G�+X<([')(	�o"��{X���
�����(	�A�,��"N���������V�������k�

ε̂
�/�	���!�*nO������,�����H�
�	�	�#

(	"�����������(�X��

O���
(+�j�	���	��������M��V������� �

k̂
�O�}Qm�������U(	�+��:C�65��
�	�	�T��(	�j"����\�	�#����
����#���	�K�	�

  7



�)���<�����k� ��������
���� ��� � �3� ���O~ 
����F��� �	� �
� � � ��
�� �����H~�
����
�H��"N�������������#���U�����	�A(	�[�	"N���[�H�
���,���	�	��
�(	"N�������PZ

k̂
�	���	�	�L(	�[�� 
��(+"#�&�V�A�	�#g, 
���
���A�h0w(	�	�L:C�65��
�	�	���(+�A����(+���
�A"����{�+������
��������	���	�K"x0f��������

�C�m

���A�h0f(+�	�L�,��(+�	���G�O?W����H�
(+�����O������(+X����P"������� 
��(	"#�������{

�s3��	������(+�����k(+���#"��#�������A"N�DQR����:D(	"#�Y��(	�#X���������� QR����:D(+"��o 	?w ����M��\�<r�ro�	�;q2]��Vu ���

σD(ε̂) = σD(0, 0) − 1√
2
(3 cos2 θ − 1)σD(2, 0).

� � ?2���
�;:

θ
�
���K"e0f���	M�"��4�
�������U"x02�V>.�4���+����')(	�;���K"N�[�,��"N���������V�������

ε̂
�	���\���G5����	�K7\?}p��;�	���
:;���
�o���
��:;��	�[

�O�����^�J>.�	���������#���l�
���;"��k���

O���#�������;
G��
��[�h02��-	�������+���#�����������������,��?vp��[�	�
(<>+�#F
:;��������:;�T�	�

�O�����T�O>.�	���������������	 �

���!�j"N�a�	 
�H�
�	�	���	

�^���+M�(	"N�������;�	(c���,��
������T�h0f��-	�������+�������h?B��"��h0w�������
��X<�#�
��������K�����	�Y"��;
G���\�	�;:C����(	���
�K��(	�K�	�
�K�,��(+�	�����\�	(	�#��')(	�C����:;�65��
�+�	�U��(	�K����(	�Y"��
�K���	M�"��
�Y�
�=��
 ����4� ∫

Ω
(3 cos2 θ−1)dΩ = 0

�J?�p�����

��:C�H�������)���
�}���
�+���������
"#"����
σD(`, 0)

�������v�+�
���+��:D-	���
���� 
��"��
?zS"�"#�
�L���4�������	��QR����:;�
���\
���:;:C�j"#�
�L%�����:C���+��')(	�
�Y���+%	 
����')(	�
�
Y 0
`

����(	�Y"e0w��g,���K�h0w(	�	�;�����������#���h?W��a�+�����
σD(ε̂) = σD‖

���
θ = 0

�O�
σD(ε̂) = σD⊥

���
θ = π

2

?HWo�[��-.���������P��"������
σD‖ = σD(0, 0) −

√
2σD(2, 0)

σD⊥ = σD(0, 0) + 1√
2
σD(2, 0)

� � ?2���
���D���c���O������(+X��["����D�O>.�	���
���������	�j�	�
�j �')(������#���	� � ?2�.� � ? � ��� � ?2�.?vi��
�j�	���������#���	�D���
�������j(+���#"�����H��(	�{"e0w ���(+�	�\�	(a���
��:C�Y')(����	��(	�H��"N���#���Y 
"#�

������#'<(+�C�H"N�4�	 
�H�
�+�����	
��4���	M�(	"��������o�	(����
��:;�\')(��t3�	��(	�,��"N���#���� �"���
�������')(	�*�����$�	"#(	�v
���:C�+"���')(	 ��*')(	�I

��"�"#���	(j������:;�*�	�#�,��"��������/ �"���
�������')(	�������j(+����"#�������"#�����I�	�o���
"�"#�
��QR����:D(	"#�
�I�H��(	�I"��4�+ 


��������?

������ � ��������� 2�3 ' � �13 !$#&%('&�(�)� *,%(�,- .8�)�(2�35� �5� %(' 60�,-/.8�(#&97��:;-='&-<� ��>�'&@�B

68#A�)! .8��#&9
p��K������:;�K')(����	��(	�H��"��������o 
"���
�������')(	�Y�	�K"N�4���

O���#�����O�C

��

�\�h02��-	�������+���#���^�	 
�H�
�	�bZ4"N�jQR���#��	�o"��\�	�����

O�������T�	�
�*X��

����
(	�����H��"������#�����������

ε̂
���I�	��������M������#���

k̂
�	���I���G5����	�*7D?�zS"#"��P�����{�	���+�	 
������o�

σ(ε̂, k̂) = π2α~ω
∑

f

|〈ψf |(ε̂.r)(k.r)|ψi〉|2δ(Ef − Ei − ~ω).
� � ?!r 7��

|B��(+�BnO�����$�	"#(	��

"��������������$�	���	�	�$��
���"����}�� 
��(	"#���������	�$"N�I�	 ��,���	�����+

�/���	M�(	"��������v�	(L������:;�9')(��t3�	��(	�,��"N���#���{ 
"���
�������')(	�o�+�o"N�\���

��������T�O�;
G��
��Y�102��-+�������+���#���h?�i��O�����o�	 
�H�
�	�	���	

�L���
���j�J>+�+"���')(	 �������+�D"��;��������M������	%	�U��(	�#X������
�������+�\
&%���')(	�T

���[�R

�������	�	��� ���D-, ���5<" �J�B�H��(	�K�	�
�D�����������&���������	������=���#

(	"#��F
���
�*�+�Y"��j�,��"������#�����������C�	�
�A���65����	�A7 ���A�	([X���
�����(	�P�+��������M������#���b�
k̂
�J?

���������
	���	�
 p����	 ��,���	�����	
��^���	M�(	"��������C�+(����
��:C�U'<(	���	��(+�,��"��������C �"���
�������')(	�������4�	�!g1 ������)����H��(	�9"��A

�������	�+���C��(U�H��(	�$"��{-, ���5<"e?<i����,���	�������
�+�����+�/"#�
�9�	�
(.>C

���
��Qm���#���A��(	-+���/��(C
����#���&��"H(+�	������&���������[��(.����(	�A�	�
k̂
�
k̂
�������,�����H�
�	�	�#

(	"��������LZj"e0f�V>.�Y���+���#'<(+�Y�+�Y"x0f �
&%��������#"�"#���y�/���)���������	�L(	�	��	 ��,���	�����	
��\���	M�(	"����������	�L�, ����#�.�	�

π
�m
���:C:;�o�����+�{"#�o
G���A�	([������:;�o�	���H��"��������P 
"#�

O�����#')(	�6�P�

σQ(ε̂, k̂) = σQ1 + σQ2 cos(2θ) + σQ3 (ε̂, k̂) sin(2θ)
� � ?#r�r6�

�;:
θ
�
����"e0f���	M�"��o�
�������\"x02�t>+�L���.����')(	�Y�	(a

���#������"�����"N�j�,��"N���������V�������T�	�
�{���G5����	��7\�H�O�P� :

k̂
������H�
���H�
�+�	��
�(	"N���#���UZ�"e0f�V>.�����+����')(	��?vp��
�D���
��:;�
�

σQ1
���
σQ2

�������4�	�
�j
����	�������������
�S"��;������:;�
σQ3�	 ��,���	�C�+�{"x0f�����������&���������D�+�

ε̂
�O�
k̂
�����	�$"���
G���$�	(;

�������	�+���^�

σQ3
�
���9�)(	"������	�$"��*

���$�	(C-H 
�=5<" �O?

 	r



��� ��� 
 ~ �����)���
	��S��� ���
� �
� �
�
�
	Z� �

 ��� ���������S���O~ ����� � � ��
�� �����H~�
����
|}��(	���J>+�+"���')(	����"N�;�	 
�H�
�+�����	
��C���	M�(	"��������K�	(k���
��:C�K'<(	���	��(+�,��"��������\ �"��

O������')(	�T�R 
')(����������

� ?#r�rt�O�$����X���(+����"��#�����j"��TQR����:C��"#����:;���	�^"e0f���=����
�"��bqf]��tu����6?/W��d�J>+�+����:;�["����C
��.�����	���	�+ 
�
�C�	�
�
X��

O����(	���{�h0w���	�	�;� ~k = kk̂

�9���A�	���H��"������#�������������
ε̂
�/�����	�*(	�[�����,F����o���=��%	���	����:C��"y"��# ���(T
����#���&��"e?p$0f�V>.�

ẑ
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û =




cos θ cosφ
cos θ sinφ
− sin θ


 .

Wo�a�,��(+�P��"������A 


�������
k̂


��:C:;�o(	�	�K

��:D-+�������#�����["#���	 
���������	�

û
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1 (û) = −

√
3
4π

√
1
2
sin θeiφ = −

√
3
4π

√
1
2
(ux + iuy)

Y −1
1 (û) =
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ẑ
�I�
�=��"#�Y���
�HF
���\���=��%	���+����:; L�����	�{"���'<(+�
"}�����	 6��	�!�{"��
�{�H�����!�������	��	�
��������:C���I�	�L"N�D������(	
O��(	���K�+���������^
&%+�
��
&%+�DZj
G��"#

(	"#�
�I"��D���

O���#���a�O�;
G��
��K�h0f��-	�������.�������h?

p��
�}�O>.�	���
���������	�B�+�
�} 
"� �:C������� ∑
m |p̃Ra,s,`=1,m〉(−1)mY −m

1 (ε̂)
�GX��



ε̂
���
"#���K��(	


��
�����#X��
:;�
���

x̂
�
ŷ
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� 1√
2
(x̂+ ẑ)
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(ẑ + ŷ)
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ŷ2
J �

qsr�r 7Vuẑ1
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ẑ2
J = X̂+Ŷ√
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2
J

 0�4R& *QT+M%4�O%.F;

,�T\O�4�OP*Q6'. 
 ,'*Q6'Mq02*dM�O�K�T'")O�T/K%. � � � 
�� �<8 K%IL4�O%.F�<"�ILK�K%.�M�UjIL6','*Q6'"�.�M .)6XO�K%. T/6 K%.)U 	)K%.�ILK�O�$'IL6'ILK�(n&
�
x̂1
J , ŷ
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λ
1 (r̂)
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� ���!��� �C��� *��!80� ?
�1%�	 6!�
- (�8 6!��% ?�� 9:�!%'�

Ç*+ H ;=:<3 H D43812E5RM:<+.12E - 12-U�V) - 12@.E5-[J.E5;=J.E814- H 1 -¾K )V38;=RS10¿
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q |ψ〉 >Æ; � ψ 193
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1u



1⊕

�
������� YS���	� � �9EFC*)������  ���� ����4���)'$5"����

p
�*)
d
 �$5���!6���� 
 C���EFC*)������&�S(*)'$�C� 	����786�� J �

h K ��6�)���� 
 ���<$5"�� J C3v K �
Ç	�@,

;:A

�����8� �-

��� * #%��

������� � �����8

���������-� :B� ��� * �+�0CD�����8�"��E-�3#"�8
&�8����� * �FE-��#"��� ������1����
2"�j¿���


�8G�# ���3��� * �"�91��3���-EH� � 7 ÇI�=

�-��
B�H� �3����� * 
&�-����
J���-�K�8� * CD#"�8

������� * �"�92"�����3� ��EH��� * 

�-2 �"�4�"�L����� ���"�
#"�8
&�8� * �B�NM�:;#%�8�����SÇ

h

�%�
C3v 7O/ C?�"�3��EP�
�-��QL�-���R���F,

S2"���-��� * # �3� � * �"�������"EPT"���"���
�3�8G����-���3:;#"�

( ,
�����GÂ-1��-����< 7 È ) ¸º ( ~x, ~y, ~z ) ! �8� �UQL�-�,��� � * ���3� 2%�8���
�-� ~x, ~y �%�
~z

�3�����"���42"� �����-#�

�����"�7¿
ΩLj ( j 
����V

��� * �;Wj¿AX ) !���

Ω
� �N�*���I2 �"�L����� * � �0CD��2"��
&T * �3�I�"�

Lj
�"�3���V
JEH�����K�8����� * � ����1�

� * j 7º ( ~X, ~Y , ~Z ) ! �8� �OQ���� ~Z ���
���Y2"� �����-#�

������¿ �5CZ
[���

C3
�%�.�8� �OQL�-� ~Y �3����� * 

�-� ���IE���

� ( ~x, ~y )%7\	

��� �V
B���-�K�8� ! ��� * #%��

���������3# E�
&��# :B� ��������2 

� * �"�4�8��

�-�3���8�����-�6QL��
 * �3�-EP���V

����� �9# ��� 2"������Q���� �4�%�

���I2 

� * � �.�8��

�-�3���8�����-� * ��EH� �V

�����"�$# ��� 2%�8����QL�-� � 7

W^] È



����� �	²´µ������ 	 � ¶ � ��� � ���9µh³ � µ � ��� ������� ² � � � ���9µ.�

~z

~y

~x

~Z

~Y

~X

~Z � 1√
3
(−~x + ~y + ~z)

~X � 1√
6
(−~x + ~y − 2~z)

~Y � 1√
2
(−~x− ~y)

~z � 1
3
(−

√
6 ~X +

√
3~Z)

~y � 1√
6
~X − 1√

2
~Y + 1√

3
~Z

~x � − 1√
6
~X − 1√

2
~Y − 1√

3
~Z

��� � ��YS� �	� 
 $56�(�I�� �!��('I�C*E.$  �� "M1 �S(*)'$�>� 	���]��6���"���796��*"T"����a ��*6	� 4<$�����������)�I���������EFC���� J
~x, ~y, ~z K �*)J

~X, ~Y , ~Z K �����9)0 �C	���������/���T������)��F�	���*"%$5)��������  ��&(�I<$5��
 �*EF�*�9)T �� 4<$��'�
�


 7;� �04�A �;A > �04=B .3�,1E7�.3!$> + �,A 7�#54 �5+-#5) � 7�A-BD.3#54 '
\	
&�-� ���I2�
&� * �I���8

�-�3���������-�$E-�-���":;�"���4QL��
 * ���-EH� �V
&�����"�'# ��� 2%�8����QL�-� � ( 1s→ 3d ! �-�
��# �"��� ] ) !�0CD��EP#"�8
&��� �-� O = 1

2
k(ε̂.r)(k̂.r)



E-E�

�N�8��� ����
 ��
��3� E-�3# ���"����
&�������;�����3# * ��2"�8�������Y� (0/ 3v ) ! QL�-� �����6QL�-�
�����K� �V
.,&
����"�-� * ���0C?

�-1 ��� θ � ���������5CZ
[��� * C?��� * ��� 3

�%� �V
6EP���V

�3���8
[�8���
�
ε̂ * � � ��
^M
���-�-* ���.��� ,
� 2"��� �-�

* � E-����E-

1�
&������� ~k = kk̂
���"�3����EH� �3EP�"� * ��2 ����

���3��
+�0C?
[��� C3 7 � � �4ÅP�"� ! ���SEP�"��� * #"2 ��:BEP�
��� � ��� �

,�� 2%�8�"�-���
ε̂
�%�
kk̂ * 

�-� ���I�3� EHT �3� ( ~X ! ~Y ! ~Z ) ����������
�� ����:B���

ε̂ =




εX
εY
εZ



 kk̂ =




kX
kY
0





� CD��EP#"�8
&��� �-� O ,&

���6
�������� � 
 �

2O = (εXkX)[X2 − Y 2] + (εXkY + εY kX)XY + (εZkX)XZ + εZkY Y Z. ( < 7 < )
��������� � ��� ��� ����2"�8�����-�

X2 − Y 2 ! XY ! XZ ! Y Z 

E-E�
&�3�8��� �-��� ����
 � ( C3v ) ! * ���-2 O 
&E-E�

���
�8���"�-�-�"�L��
 � ( C3v ) 7 �O� �4���8

���������������9EH� �3:;����� �42 ���-2"� �3�-� ��� * ����2+���"�4�8��

�-���K�8�����-�.,�� �3�����"�	#"�8
&�8�
* �I�3M�:B#"�8�3���9� (0/ 3v ) ! QL�-� 2"�����3� ��EH��� * � ����
-�V
�� �����$

���A�����-�K��
���� � * �4� M�EH�	�

g (�� h ) �"�'�
2g (�� h ) �"�

�3M�:;#%�8�3���A��2"�8

# * ����QL�-� ( ,
����� ��
&����� 

� < 7Z>�) 7�� � EP�"��� � ��E-����:;�"�,��� ��� �
�-2"�������-�
X2 − Y 2 ! XY !

XZ
�"�
Y Z

� ��� ���-2%�8���
� * � �	,&

�3�V

����� �
x ! y ! z 7 � ��

�-�8
 

���-��� �0CD�%��E-�3� ���3����� * � 2"� ��� ����2"�8�����-�

* � C3v

� �!� ���-2%�8����� * �"��� ���-2%�8���
�-� * � � h 7 �O� �J�3# �3�����8
&�8� * � 2�G�

�-1
� :B� ��� * �A,&

�3�V

�.��� �����
�L�
��� 1
�����-EH# � * 

�������	��

�.����
&� < 7#"�7 �+CD# QL��
[�8���
� < 7 < * �%,���� �����

� � � 3 � 0 3S5 HR3K8;B �
ε̂
3KH
k̂
D;7 J 0 3KFUH%$�HRB23%: 3KBR:03SFPDIJ>5�8;<>=@JGBR3 � [ ( 79FP5%7 FV= <G= BR3K<>= H2JG7 F

εXkX + εY kY = 0
[

W'&)(



�������������
	���
������ ������������������	��������

2O = (x2 − y2)[ εZkY√
6

+ εXkY +εY kX

2
√

3
]

+(x2 + y2 − 2z2)[ εZkX

3
√

2
− εXkX

3
]

+xy[−4 εXkX

3
− 2 εZkX

3
√

2
]

+xz[2
3
εXkX

6
+ (εXkY +εY kX)√

3
+ εZkX

3
√

2
− εZkY√

3
]

+zy[−2
3
εXkX + 1√

3
(εXkY + εY kX) − εZkX

3
√

2
− εZkY√

6
].

( < 7Z>�)

ZX � 1
3
√

2
[(x2 + y2 − 2z2) − 2xy + zx − zy]

ZY � 1√
6
[(x2 − y2) − zx − zy]

XY � 1
2
√

3
[(x2 − y2) + 2zx + 2zy]

X2 − Y 2 � 1
6
[2(−x2 − y2 + 2z2) − 8xy + 4xz − 4yz]

������� YS� �	�����	���������������  ����0WX����(*)��������
X2 − Y 2 ? XY ? XZ �*)

Y Z
 ��

C3v
�*� WX����(*)������  ���� WX����(*)�������� �� �

h
� � � ����)��*�'$ 796��&"����0W ����(*)��������

2z2 − x2 − y2 �*) x2 − y2 $5���<$5��)����*�����*�8) N+�
g
J �

h K-?�*)0796��L"���� W ����(*)��������
xy ? xz ? �*) yz $5���<$5��)����*�����*�8) NH) 2g J � h K �

� �=EH� ���6�"�-���-�K�8� � CD������# ���"���3� � 
 E.���-�3��� �����.2�

�.E�
&�3�8��2 �������"�����
� �O���3��QL�-� �V
;EP� ��

�����8
&�������

ε̂ * �"����
�M����-�! � �3� E-

�8
�����T ����
��0C?
[���
C3 ! 
 �����3� εX = εY = 0 7�O�S,��"2"�8�"�-� * C?��� * � ( ~k = kk̂ ) �"�3�;�-���"� ���N�8G-�
�-����:;
�� 


ε̂ 7 �O� �B����������
 ��� � ����� * # � �������3�
* � �0C?

�-���
��E�������� �������$��� � �
���-�K��
���� �

XZ
�"�
Y Z

QL�-�92 ���3���"��EH��� * �"�L�S

��� �����-�K��
���� � * ��NM�:B#"�������I�
g (�� h ) �"�.�

2g (�� h )%7� �O���3��QL�-�
ε̂
�"�3�9EP�"��EH� � * ��2 �.�V

������
 �0C?
[��� C3 ! 
�������� εZ = 0 7 �O� �.���3�-���8
����"�'����� * # �"��������� * ��5CZ

�������3E��8����� �3���������"�4���3�-���8
����"�

XY
�%�
X2 − Y 2 ! QL�-�U2 ���3���"��EH��� * �"�L��
&���@�
���-�K��
���� � * ��NM�:B#"�������I�

g (�� h ) �"�.�
2g (�� h )%7� �O���3��QL�-� ~k = kk̂

�"�3�	��� � QL�-�
k̂ = Ŷ

�"�
ε̂

 EP�����42 ����� * ���-�-#"� � ε̂ =

√
2√
3
X̂ − 1√

3
Ẑ ! 
������3��3� ����� � ���"�6�
���-�K��
���� � * �I� M�EH�

t2g ( � h ) �3�����6����� * # � � �#" 7� �O���3��QL�-� ~k = kk̂
�"�3�I�8� �RQL�-�

k̂ = Ŷ
�"�
ε̂

 EH���-�42 ����� * �
�-�-# �"� ε̂ = 1√

3
X̂ +

√
2√
3
Ẑ ! 
������3��3� ����� � ���"�6�
���-�K��
���� � * �I� M�EH�

eg ( � h ) �3�����6����� * # � � ��� 7

 7;� �34?A �;A-> �34=10A !$> +-�"A-7;#54 �5+-#5) � 7�A-BD.3#54 '

\	

�-�0���@2�

� * �@�8�8
&�-���K�8���
�-�AE-����� :B� ��� * ��EP� ��

���3� �B# ��� 2"������Q���� � ( 1s → p ! ���
�8#"� �.W ) ! ��
�3M�:B#"������� * ���5C?�
EP#"�8
&��� �-� O = ε̂.r * #"EP�"� *A* � �5CZ
&�-1 ��� θ � ���������0C?
[��� * C?�
� * �3� 3
�"� �V
	EH� ��

�����8
&�������

ε̂ * � �.�8
�M
���-�$ 7�&% � ε̂ �"�3� E�

�8
 ����T ��� 
 �0C?
[���
C3 ! O‖ = ε̂‖.r



E-E�

�N�8��� ����
 �V
 ���"E-��#"��� ���8
&�8����� ���3��# * �-2"���������

1 ( C3v )%7 �O� � ���8

�-�3���������-� EH� �3:;����� ��2 ����2 � �3�-� ��� * �
�-2���� �����8

����������������,
� ���-��� ��#"�8
&�8� * ��NM�:B#"�������'


1 ( C3v )%7
/ �'������� * ���-2���� �R#%��
&��� pZ QL�-���3����� ���
� * # � 7L/ � � #%��
&���R�-�$EP�"��,��"�L�+E-

�
�"C?G�M��-��� * � � 
�,��"2 * �"� #%��
&��� * �6�NM�:;#%�8�����.� ( C3v ) ! 2�

�+����� � CD����� E-

� �V
I:('":;�Y�NM�:;#%�8����� 7*) 

�2"�����8��� ! ����� * ���K,�� ��� �"C?G�M��-�3� * �"� 
�,�� 2A�-�-� 2"��:J�-����

���3��� ������#�

����� * � � �����-�K��
���� �

dxz (�� h ) !�,+.- < 3 ) J � HR3 3KF � =@JQH 8;F;3 JGF ' F;JQH2NED � = 8IH2BR3 �$� 7 <G8IHRJQ79F � H23S<Q<G3 �$# 8;3 � 3K8;<G3 � <G3 � 7 B ! JXHL=@<G3 � DI3,H % : 3
t2g - % h . � 79JQ3SFUH� 7 FPDINS3 � - 5�3 � � 7 <G8IHRJQ79F � � 79FUH HR3K<G<Q3 � # 8;3 εZ =

√
2εX

3KH
3k2

Y − k2
X = 0

+ = 0 3S5
εXkX + εY kY = 0 . [���/- < 3 ) J � HR3 3SF � =@JQHZ8;F;3 JQF ' F;JQH2N D � =@8IHRB23 ��� 7 <G8IHRJQ79F � HR3K<G<Q3 � # 8P3 � 3K8P<Q3 � <G3 � 7 B ! JG<XHL=@<G3 � DI3 H % :03

t2g - % h . � 79JQ3SFUH� 7 FPDINS3 � [
W &�W



��� ��� 	���������������������� ����� � � ������� 
������ 	 � � ������� �

dyz ( � h ) �%�
dxy (�� h ) 7 � � EH� ���9�%��E-�3��:B� � ���"� � �
�-2"�������-�

dxz ( � h ) ! dyz ( � h ) �%�
dxy (�� h ) �"�

� ���-2%�8���
�-� * � � � ���-2%�8�����-� * � ��

�3� * � C3v ( ,
�����'�8

����� 

� < 7 W'( ) 7
zx � 1

3
X2 + 1√

3
XY + 1√

3
XZ − 1√

6
ZY − 1

3
Z2

zy � −1
3
X2 + 1√

3
XY − (

√
3 ×

√
6)XZ − 1√

6
ZY + 1

3
Z2

xy � − 1√
6
X2 − 2

3
√

2
XZ + 1

2
Y 2 − 1

3
Z2

� �D��� YS��
��	�����S�������'���������0 ���� WX����(*)��������
dxz ? dyz �*) dxy  �� � h �*�aW ����(*)������  ���� W ����(*)��������  ��

C3v
�

� �J���":A

�3QL�-�$QL�-� �V
92"��:J�-����

������� �����-#�

�����
xz−yz+xy = 1

2
(X2+Y 2−2Z2)



E�E�

�3�����"�L�

 ��
F��� E���# �3� ����
[�8���
� ���3��# * �-2"��������� 


1 ( C3v ) 7 �O� �B�����-�K��
���� �
pZ ( C3v ) EH� ��,
� ��� �"C?G�M��-��� * � �
�,�� 2 �V
 2"��:J�-����

���3���$�����-#�
&�����

dxz − dyz + dxy ( ���
�8#"� da1 )$* ���3M�:B#"�8�3��� 

1 ( C3v )%7� % � ε̂ �"�3� EH� ��EH� � * ��2"���V

����� 
��0C?
[��� C3 ! O‖ = ε̂⊥.r



E-E�

�N�8��� ����
 ��
I��� E���# �3� ����
[�8���
�;������# * �-2 ��8��������� ( C3v ) 7 �O� �	���8

���������������9EH� �3:;����� �42 ���-2"� �3�-� ��� * ����2+���"�4�8��

�-���K�8�����-�.,�� �3�����"�	#"�8
&�8�
* �	�NM�:B#"�������	� ( C3v ) 7-/ �4������� ��� �'#%��
&���

pX
�"�
pY ! QL�-� EH� ��,
� ���6� CDG�M������ * � �Y
�,��"2����"�'#"�8
&�8�

* � �3M�:B#"�8�3��� � ( C3v ) ! ���
������� � #"�8
&�8� 2 �
�����"��EH��� * 
&�L��
S�
g ( � h ) �%��
 �

2g (�� h ) � � �3M�:B#"�8�3���
��2%��

# * ����QL�-� 7

\	
&�-�-��
=�������8� ! ��� E-�3# 2 �����;EP������2�G�
&Q���� ����� (0/ � ! H�� ) ���"�����8

�����������������3�-��2"� E���������� � * �A���
E-��� * �-����� * 

�������IE-��#"���"�-��� 7
	 7��54�#5.0A-+�
 13. ) �37;> 8:# 1E� �34

Al2O3

'
Cr3+� 
=2"���
��1
�-�8
&������� # ��� 2%�8���
�-��QL�-� * � Cr3+ � �N�����9���

3d3 7 �O� � �
���-�K��
���� �I� ↑
2g (�� h ) ! QL�-� 2 �
�����"� �

EP��� * � ���B

��� #"�8
&�8� 
 ↑
1 (0/ 3v ) �"� � ↑ (0/ 3v ) ! ������� ���
��
���� :B� ���J�3� :BE������ � ( ,��
�����-1��-��� < 7 W'( )%7R/ � �V


��:BE�����Q���� ��� �
	,���
	 ��� �Y�8��

�-���K�8�����-�'E-�3# �3� ���8#"� � * 

�-�����4�8

����� 

�=< 7 W�W 7

� h C3v

����� ��YS��
��	� �S(�I�C*E.$  	6 ���*E ��"����'�'$ 
 �& ����#����: �/$56	�
3d

 ��
Cr3+

�
% ���-�V
���1��-�3� < 7 W�W ! ��� ,
����� QL�-� ���;E-��#"���"�-��� �%��EH# ����:;�"����
�� � �N� 

���3� �S�-��� � �3� E-�3� * �-����E�

�

���J2 
���2"��� 7 ��
 EH���3���8����� * ��E-�3# �3� �-��� E�

�	��

E-EH���3�I

����� �����R�"�3��
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?A.5D��C-YI=<U:,7,-#]�.87�-17,H�-YIR6�7,7,G1-�o
Fe3+ v Ti3+ 6�: Fe2+ v Ti4+

q�?[6�:-�.7�-�L�IR-�:a{@V5G�6�/QG1B��ED�-1Lz-�7X]`D�LE.5V�G1-�L�c
x�-1L�I,DNLCBS.57,H�-1L

Fe2+ v Ti4+ o^macST�UWV o1$zq)6�: macYX « V o>ZFqCqZLE6�7XBP?=7�:,LiH16�:-�CBE-�LP8`:R-B7N-�LiI,D�L�B�.57RH�-�L
Fe3+ v Ti3+ o^macnj[XWV o1$�qZ6�:�mac w�« V o>ZZqEq�c r�7�-�\�-�B�J�7d<UD�7XBE- �S.�H1BSDN6�7�G�7N-�H1B��E6�L�B�.�BED�8;:,-Q-�7XB8�C-

Fe2+-1B
Ti4+ -�L�BO?=7�:RL#��6��CBE-F8`:R-WH1-�7 7�-Z-17;B��E-

Fe3+ -1B
Ti3+

cAx�<U-�7X]`D��E657,7,-�/Q-�7XBe.5:RBE6�:-�YI,-,7^<_DN/2?,:��E-1BEG
D�LE687�G�-Po

Fe3+ 65: Ti3+ qz-�L�BuB��E��L&LEDN/2D 7>.5D��E-u� 7d<U-�7X]`D��E657,7,-�/Q-�7XBu.5:RBE6�:-�sI,-�7>.Z?A.�D��E- Fe3+ v Ti3+
c;r�7

-,\K-1B�J56�7@.)]`:08`:R-�7�-�L�I,D�L�B�.57,H1-�L J D v^] LE657;BOl5c`_XjaV -1B&m`c`bXjcV IA.57,L Al2O3

}
Ti3+

o�H1� B�.�|=7�-�.5:@jac`TaJ
?A.5V�-0l m�U;q�J`-1BO6�7\/Q6�7XB8�C-ZD�H1DK8;:=<U-�7 7�-1LYLE6�7XBil�cY_XjdV -�BMmacYbeXfV IA.57RL
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}
Fe3+ v Ti3+
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Al2O3

}
Fe3+ v Ti3+

6�:
Al2O3

}
Fe2+ v Ti4+ -�L�Be.5LELC-��WI,Dl\KG �C-�7XB�c

m 1 %.��n (+%$# , % # # ' 2 %.�&3 %$*+* ' * % #B35* 1)- % 10/21)- * / 2 / ( �"%
Fe3+ o Ti3+

* '
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Al2O3
}
Ti3+

-1B
Al2O3

}
Fe3+-�LCBiLC:,?[G �EDN-�:-�C- o
bacNl�l�-jpiqe� 7�.2LC6�/2/Q-�IR-�LZG17,- �CV�D�-1LZI,-�LFLC:,?[- �EH1-�7 7�:=7N-�L

Al2O3
}
Fe3+ v Ti3+

o�?A.
�
�3.5H�-�qu-1B

Al2O3

crq -1BCBS-ZIRDl\KG �E-17,H�-e]5.�:RBIbRc~l « -jp LED $ -e-1B J D�LE657;B#IA.57,L#IR-�:a{t6aH�B�.5�1I-�E-1L 7�DNG�L&?A.
�.
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D�7XB8�C6aI,:RDNBSLYI,.57,L

Al2O3

c
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Fe2+ v Ti4+ c s DR6570LE:,?,?[6�LC-Y8`:R-�7d<UG1B�.TB�-�{aH�D~BSG#-1LCBs|,DN-�7 �C-�?-�CG�LE-17XBSGO?A.
� 7�.)LE:R?K-"�EH�-�7 7N:=7�-uH�6�7XBS-17A.57XB
7>.W?A.5D��E-
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Sz = 3

c s �,- �C/t.57� l j «
	 .�G1]�.87�:RG 7�.�IRDl\KG �E-17,H�- I=<UG�7,-"�EV�DN- -17XB8�E- 7d<U6��E|RDNB�.@7�-9B ↓2g 7�6`H�.87ND�LCG�-fLC:-�+7^<�.TBS6�/Q- Fe2+ -�B
7d<U6��C|,DNBS.87�-FB
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7�6`H�.@7�D�LCG�-WLE:-� 7^<�.TBS6�/Q-
Ti4+
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�Z:,7�H�.@7�H�:>7�:RBED 7�DNLS.57XB
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]Z7 ?K-1:RB .5:RLELEDeH�6�/Q?A.
�C- �
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d
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e
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Fe2+ v Ti4+

7�D�G1-O?A.
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d � mac`T[UFV -1B
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Fe3+ v Ti3+
-�B

Fe2+ v Ti4+
o(l�c « -jpiq�c q -P7=<U-�L�B)?,.5L7�-FH�.5L�c k 7N:,LEDN-�:-�CL�7ND�/QDNBS.�BSDN6�7,LsH�6�7RH�- �C7,-�7XB 7�-FH�.87�H1:=7�I,-

Ec
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Fe3+ v Ti3+

o �E-1LE?=c
Fe2+ v Ti4+
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x�. ��657,- IR- � �CD 7 7�6�:,DN7 . G�BSG G�H��A.�7;BED 7 7�6�7,7RG�-�-�7 :,7 LC-�:=7W?K65D�7XB�ca]Z7 . H��,6�DNLEDiI=<U:RBSD 7�DNLE- �
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C37�6`H�.87N-u.�:RBS6�:�� I,-?7>.M?A.5D��C-s-�LCBzH�6�7,LC- ��]�G�-YLCD 7N-�LbD�6�7RLb��-"� -�B�BSD~B�.57R-uLC6�7XBzI,-1:a{�6`H1BS.5��I��E-�L�.5I
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]F72.I�E-1?-�EG1LE-�7XBEG)LEH��RG�/2.�BSDN8`:R-�/Q-�7XB&LE:-�E7>.HtAV5:-�E-Mjac~l w 7�-1Ls7,DN]5-�.5:a{0I=<_G17,- �CV�D�-OI,-1LsLE:,?[- �CH�-�7 7�:=7N-�L
Al2O3

}
Fe3+ v Ti3+ -1B

Al2O3

}
Fe2+ v Ti4+ c

���� �
�� �
� �
�	
bRc`b

v�l « c`X

l « c`X LC?,D�7 :,? LE?,DN7�IR6�
O7

�
�� ��
���� ��

�� ��
��� � !" #$%& '()*

+, -.

���� �
�� �
� �
�	
bac`b

v�l « cYX

l « c`X LC?,D�7 :,? LC?,D�7 I,6/
O7

0
12�34

5678
9:;< =>

?@ AB CDEF GHIJKL MN
OP QR

���������
	��)D�
\�������0$%�r)%���9)%�0�������&1��2)�+L10�����&�
d
)%���5���&!'-4���9)%�DB<�0(2�0�2)%�H�����������V)������9$%���H��$%.��0(&���0����$%����)%�

D @ ���&!'-4���V��!'�>�&�0�J���R�V$%���G.J����(&� Fe2+ F Ti4+
;�=>��$��&3���8����I)%10=Z10��10(&���&���0�����E)%� �&.%��� )%�G���

��$%. �0(&���0����$%���E�����
2S + 1 = 5 : !'$ $%���4.J����(&� Fe3+ F Ti3+

;T)�(&!'���&�O8�����)%10=Z10��10(&���&���0������)%�
��.%����)%�����h��$%. �0(&���0����$%���D�����

2S+1 = 7 :@? ?A@ ���&!'-4����)�+e����$%-/���%��$%- ? B�D ���&!'-4���A)�+L!�^ �
=Z�0���c	�d���H���&!'-4���H)%�hBS�0(D�0��)%�������������G�&!'�>�D)������D)%���D!R�0���'��)�(&��������1���.J��(�B<�'���c	R�d���D���0(&�0�����D�&!'�>�
�����#10�����&�])�$4B<�0( ? �����C��(������%=c�����C���0$�^E)�$������������c	T�d���]���
-h7 !'�����*.%���0�����C(&�0.%(&1��&�0�>�&�0�R�������C10�����&�!
���0$%.�1�� ? �����9���R-�7�!'�����2�R��)%���A(&�0.%(&1����0�>�&�0�>�������210�����&�9�R��)%���"	

�TS 2VUXW&3YU[Z\Z S Z]U
Fe3+ o Ti3+ x�-�LMG1B�.TBSL

d↑
I,:9��-"�eLC6�7XBeBE6�:,L6�E-�/Q?=7ND�L�c,x�-1L)G�B�.�BEL

d↓
IR:���- �MLE657;B

BS6�:,LY]`D�IR-�L�c q -�7>.0H�6��3�E-1LE?[6�7,I�|,D�-179� 7d<UD�/2.5V�-e8;:,-�7^<_657 .QI=<U:,7�.�BS65/2-FI,-
Fe3+ c x�-1LOG1B�.TBSL d I,-7d<_.�BS6�/Q-)IR-iBEDNBS.57,-ZLC6�7XBY]aDNI,-�L1JAH�-F8;:,D�-1LCBO-�7�I,G1LS.5H1H�6��CI9.�]�-1H,7d<UD�/2.5V�-M8`:R-�7^<_657 .�I,-

Ti3+
.�]�-1H

:,7�G�7�-1H1B8�C6�7�LE:-�O:,7,-i6��C|,DNBS.87�-
d
c

�TS 2VUXW&3YU[Z\Z S Z]U
Fe2+ o Ti4+ �)-�:`{0G1BS.�BSL I,:���- � -1B�IR:�BSD~B�.57,-u6�7XBz-�{,.�H1BS-1/2-17XB 7>.M/ h1/2-uG�7,-"�EV�DN-5J

H�-@8;:,D�D�/Q?=7�DN8;:,-�:,7R-Q�Xg`|-�CD�IA.�BED�6�7�-17;B��E-@H�-1LPIR-�:a{�G�B�.�BEL�c�x�- �E-1/2?>7�D�LCLS.5V5-�I,-�LW6��C|,DNBS.87�-1L
d
I,:

��- ��-�B�IR:�BSD~B�.57,-@-1LCB�|RD�-�7 -�7 .�H�H�6
�EI .�]�-1H07^<_DN/t.5V5-08`:R-07d<U6�7�.�I=<U:,7 .TBS6�/Q-2IR-
Fe2+ -1BPI=<_:R7

.�BS6�/Q-FI,-
Ti4+ c

x�-�LeH�.87NH�:=7NLOI,-�I,-17,LED~BSGPI=<_G�B�.�BEL)7,65:,Le/Q6�7XB8�C-�7XBZ:R7 �E-1/2?>7�D�LCLS.5V5-WH16����C-�H�BZIA.57RLF7�-WH�.�LeI,-�7>.
LE:,?[- �CH�-�7 7�:=7N-tH16�7XBS-�7,.57XB 7>. ?A.5D��E-

Fe2+ v Ti4+
c � 7&�3.5:aBfh1B��E-2?=7�:,LP?-�E:RI,-�7XB@.�]�-1H 7>.�LE:,?[- �CH�-�7 7�:>7�-

H�6�7XBS-17A.57XBA7�.\?A.5D��C-
Fe3+ v Ti3+ J�H�.&��7�. IR-�7,LCDNBSGQI=<UG1BS.�B d↑ -�L�B�8;:A.5LCDu7;:=7 7�-0IA.�7,L�7�.S�EG�V5D�6�7 I,-�L

G1B�.TBSLO6aH1H�:,?[G�L1c
l-U X



��� � � ��
 	���� � 
 ��� � ��� ��� ���>��� � ��� � �R����	 y � �by���� �
� �"!#��� �������
	 ��� � �����(%�� ��� �=� ��������%����D� ����
�� ���=� 
 � �����

Al2O3 � Ti3+ �
� 	��Z%��������

Al2O3 �
�������=� �

x�-�L�LC?K-1H1B��E-�L �HZ��er s -�{a?KG"�EDN/2-17;BS.5:a{P.5:�LE-�:RD 7 9 I,:�BEDNB�.�7,-sIA.57,L
Al2O3

}
Ti3+

-1B
Al2O3

}@$A-�v
J D�6�7XBMG1BEGW-17-�E-1V�D�L�B8�CG�LM.5:�H�6�:-�CLOI,-,7>.�H�.�/2?A.�V�7,-iI,-i/2-1LE:-�C-Pm�bebXm�LC:-�&7>. 7�DNV�7,- �(��lpm�o3r s ��$ J� �E-�7R6�|=7�-�q�c[x�-�?-�C65BS6`H�687�-W-�{a?KG"�EDN/2-17;BS.87b-�LCB)H�-�7�:,DbI,G�H"�ED~B)IA.�7,L 7>.@LE-1H1BED�6�7 « cNl�J[?A.
��BSDN- � �Wo3?A.5V5-
« j�q�c�x�-�L�LE?[-�H1B��E-1L&LC6�7XB�B8�E.5DNBEG�L�-17@:RBSD 7�D�LE.57XB.7�.)/QG1BS�R6aI,-elWo3LC-�H1BED�6�7 URcNl�J�?A.
��BSD�- � ��J�?A.5V�-$UXj�q�c5x�-1LLE?[-�H�B8�C-�L �HZ��er s -�{R?[G �CD�/Q-�7XB�.�:a{�LE657;BiB��E��LFLCD�/QD 7�.5D��C-�L�c ]Z7 ?K-1:RBiH�-1?K-17,IA.57XBP7,65BS-"�F8;:,-�7N8`:R-�L
?[-1BSD~BS-1LMIRDl\KG �E-17,H�-1LO-�7XB8�C-�7N-�LYI,-1:a{�LE?[-�H�B8�E-1LP}

� x�- �S.5?R?K6���B Ic
Ie

I,-�LWD�7XBS-17,LED~BSG1LWIR-�Li?,D�H1L
c
-1B
e
LC:-�,7�-0LC?K-1H1B8�C-2-17 ?[6;7�.
�EDNLS.�BED�6�7�?A.
�S.@7 7���7�-

-1LCBM?=7�:RLMV
�S.57,I LC:-�&7�-FLE?[-�H�B8�C-PI,-
ST i

c
� x�<UG�?A.5:>7�-�/Q-�7XB

d
I,:�LC?K-1H1B��E-Q-�7 ?K6;7�.
�EDNLS.�BED�6�79?A.
�S.@7 7���7�-�IR-

SFe−T i
-1LCBPI,G�?=7�.5H�G0]5- �EL�7�-1L

?[-1BEDNBS-1LuG17,- �CV�D�-1Lu?,.
�+�S.5?,?[6���B �WLS.W?K6�LCDNBED�6�7@LE:��?7N-MLC?K-1H1B��E-)IR-
ST i

c q -�7>.PH16����C-�LC?K6�7RIk.5:a{
L�B8�E:RH1BS:��E-�L

c
-�B
d
:-� 7�-\LC?K-1H1B8�C- -�7�?K6;7�.
�EDNLS.�BED�6�7 ?K-"�E?[-�7,IRD�H�:>7>.5D��E-k�C7�.f/ h1/2-\G17,- �CV�D�-

o U _ w j�-jpFq�c]Z79.�:-�S.5D~BM.5D�/QGF6�|,LC- ��]�- �e:,79IRG�H�.@7>.5V�-F-179G17,- �CV�D�-iI,-1L)I,-1:a{�LE?[-�H�B8�E-1L�cKr�79-,\K-1B�J47>.0I,Dl\KG �C-�7,H1-
I=<UG�7,-"�EV�DN-2/Q-�LC:-�EG1-2-17XB8�E-
7�-1LiLE-�:RD 7�LiI,-

Ti2O3

o 7N-QIR-�V��CGQI�<_6�{`g`IA.�BSDN6�7�IR: BSD~B�.57R-0-�LCBA� � � ��qF-�B
I,- J D�] 2

o 7�-@I,-1V��EGQI=<U6p{`g`IA.�BED�6�7 I,: BEDNBS.57,-@-�L�B � �jpiqF-�L�B�IR-km -jp � lA_eX 	 c��hH�D^J�7�-�LiI,-1:a{ LE-1:,D 7NLLE657;B)8;:A.5LEDN/2-17XB)�
7>.@/ h1/2-iG17,- �CV�D�-to^�ibRc « -jp ?-�E�1L)LE:�� 7N-WLC?K-1H1B��E-
σ‖
q�c ]F7�7,-W/2-�B)I,657,HP?,.5L

-�7\G�]`D�I,-17,H�- 7�.�?-�CG�LE-17,H�-FI�<_DN6�7,L
Ti4+ o3?,.
�$�E.5?,?[6��CB#��I,-�L D�6�7,L

Ti3+
qsIA.57,L

Al2O3

}@$A-�v J Ddc�k 65:-�-�{`B��S.5D��E-@?=7�:RLWI�<_DN7R��6��E/2.�BED�6�7fIR-QH1-�LWLE?[-�H�B8�E-1L �cZ��)r s J�I,-1LPH�.87�H1:=7�LF657;BWG�BSGB�EG�.@7�D�LCG�Li� ?A.
��BSD��
I,-1L�LE:,?[- �CH�-�7 7�:>7�-�LP?-�EG1H�G1I,-�7XBS-1L�JsH�657;BE-�7A.�7;B�:,7,-k?A.�D��E-H$A-�v J D^J « bf.�BE6�/2-1L�I=<_.87N:,/2DN7,D�:R/ -1BfU w.�BE6�/2-1LuI�<_6�{`g`V���7,-Qo B�.5|>7�-�.�:\jac~lAXXq�c ]Z7\.WH��,6�DNLED[I=<_:aBSD 7ND�LC- � 7�-�L&H�-�7 7N:=7�-1Lu65A07�-�L&D�657,L&��-"� -�B BSD~B�.57R-
LE657;BQI,-1:a{�6`H1B�.���I-�C-�L2.5I
�E.5H1-�7XBSL
7�DNG�L0?A.
���3.�H�-5csx�-1L2LC?K-1H1B8�C-�LQH�.87NH�:=7NG�L@LE657;BQ?-�CG�LC-�7XBSG1LtLE:��B7�.
tAV�:��E-Pjac~lA_Rc

LC:,?K-"�EH1-�7 7N:=7�- 7;|=c.$A- 7;|=c J D 7`|�crZF7 7`| ] I,G1V,cALE?,DN7
q
T i3+

b l « l U w m
q
Fe2+−T i4+

l l « b U w T
q
Fe3+−T i3+

l l « b U w j
�C�r�r� �
	�����
 NR$%.��0(&���0����$%�����E$%���������&1����/. !'$%(/�����4�"�����0$%���4)%�T��. ���0��(&���GM#����KCN�	�� � )%10=Z10��10(&���&���0�����O)%�

��.%���������A��� �c�����0$%(
2S + 1

��-/. !c�&1��H��!'(&�2)�$O�"�����0$%�,	

x�-�L�B8�C6�D�L=H�.87�H1:=7�L �EG�.@7�D�LCG�L=LC:-�=B8�C6�D�L�LE:,?[- �CH�-�7 7�:=7N-�L=IRDl\KG �E-17XBS-�Luo
CT i3+

J
CFe2+−T i4+

-1B
CFe3+−T i3+

q
LE657;B�.5LCLE-��tLED�/QD 7�.5D��C-�L�o3H1�(c tAV5:-�E-tjac~lA_Xq�c s :���7N-�LiLE?[-�H�B8�E-1L�-�7 ?K687>.
�CD�LS.TBSD�657�?A.
�S.@7 7���7�-�J�6�7 ?K-1:RB
7,65BE- �Z8;:,- 7N-�LE-1:,D 7Yo3?,DNH

γ
q)-1LCBiI,G1H�.87NG�]�-"�EL,7�-1LZ�A.5:aBS-�LFG17,- �CV�D�-1LF?K65:-�

CFe3+−T i3+
o
bRc w -jpiqe-�B

CFe2+−T i4+
o�l�cYbQ-jpFqOLC:-��7�-iLE?[-�H�B8�E-

σ‖
?A.
�.�E.5?,?[6��CBe�

CT i3+
c x�-W?,D�H

δ
.5?,?A.&�S. �NBM�2?=7N:,LO|A.5LELC-

G�7R- �EV5D�-9o
bRc�m�-jpFqi?[6�:-�
CFe2+−T i4+

-�B
CFe3+−T i3+

c x�. ��6��E/Q-@I,:�?,DNH
ε − ζ

-1LCBJ�C-�7�.�BSD~]�-�/Q-�7XB
I,D \�G"�E-�7XBE-#IA.57,L.7�-�L B8�E65D�L�H�.87�H1:=7�L1c s :-�.7N-�LzLC?K-1H1B8�C-�L�-170?K6;7�.
�EDNLS.�BED�6�7W?[- �E?[-�7RI,D�H1:=7>.5D��E-�JT:R7,-#LCB��E:,H�v
BS:��E-M.5?,?A.&�S. �NBz]�-"�EL T�bebXmZ-jp LE:-�E7N-YLE?[-�H1B��E-MI,-&7>.FLE:R?K-"�EH�-�7 7N:=7�-

CFe2+−T i4+
o3H16����C-�LC?K6�7RIA.57XBu��7�.

LCB��E:,H�BS:-�C-
η
-172?[6;7�.
�EDNLS.�BED�6�7P?A.
�S.@7 7���7�-�q�c�]F7Q.F]`:28;:,-&7�-1L�LE?[-�H�B8�E-1L��cZ��er s LE6�7XB&LE-17,LEDN|=7�-1L&�iIR-

B8�C��L�?[-1BEDNBS-1L�]�.
�ED�.�BSDN6�7,LbLCB��E:,H�BS:-�E.87�-1LMo3H1�(c�LE-1H1BSDN6�72jac~l�c « J�?A.�V�-Zl meT5q�c � 7aLE-1/�|=7�-Y7RG�.57,/Q6�DN7,L�8;:,-�7N-�HZ �)r s LE65DNB#?[-�:tLE-�7RLED�|>7�-F�H7�.P?-�CG�LC-�7,H1-FI,- 7d<UD�/Q?,:-�C-1BEGO��-"�#IA.57RL :,7\LCDNBS-eH�.�BED�6�7RD�8;:,-O]�6�DNLED�7tI,-
7d<_.�BE6�/2-M.5|RLE6��C|K-1:-� I,-MBSD~B�.57,-�c`x�- �HZ �)r s LE-1/�|=7N-)H�-1?K-17,IA.57XBIh�B8�C-eB8�C��L 7NG�V��"�E-1/2-17;BuLE-17,LEDN|=7�-)�

l+U;j



��� �������
	 y ��� ��
���� y � 	 y ���[��� � 	 y��`y ��� � � � � 	 y ���

4960 4980 5000 5020

Energie (eV)

0

1

2

A
bs

or
pt

io
n 

(u
ni

t.
 a

rb
.)

4960 4980 5000 5020

Energie (eV)

S
Ti

S
Fe-Ti

C
Ti

3+

C
Fe

2+
-Ti

4+

C
Fe

3+
-Ti

3+

σ//
Exp. Calc.

b

c

d

e
f

g

β

γ

h

δ

ε
ζ

η
θ

4960 4980 5000 5020

Energie (eV)

0

0.5

1

1.5

2

A
bs

or
pt

io
n 

(u
ni

t.
 a

rb
.)

4960 4980 5000 5020

S
Ti

S
Fe-Ti

C
Ti

3+

C
Fe

2+
-Ti

4+

C
Fe

3+
-Ti

3+

β

Exp. Calc.

b

c
d

e

γ
δ

εσ⊥

���������
	�����
�N
�0$%������� )�$������������H)������
Al2O3



Ti3+

8
ST i

: �0�2)������ Al2O3

 ;��@F>=��]8

SFe−T i
: 	`�]!'-/.J��(����_F�&!'�I)%���]�����0����!'���C���E�"�'�����

σ‖
8�3J��$%� : �0� σ⊥ 8�7J�'� : �@^�.�10(���-4�0�R���������V8<;H=>��$���3�� : �0���"�����0$%��1����8<; )�(&!'���&� : )������G����� )����Z�0(&�����/��$%.��0(&���0����$%�����G)%� D @ ���&!'-4���/�0(&1����"	=� �O��$%.��0(&���0����$%��� CT i3+��!'�>�����0�R���H���&!'-4�V)%�

Ti3+ ? ? �V���&!'-4���2)�+e����$%-/���%��$%- �0�'B�D/���&!'-4���9)�+L!�^ �R=Z�0���c	;�r�G��$%.��0(fF
���0����$%���

CFe3+−T i3+
��!'�R�����0�>�E��.J����(&�

Fe3+ F Ti3+ ?r?A@ ���&!'-4���H)�+e����$%-/���%��$%- �0� B�DI���&!'-4���
)�+L!�^ �
=Z�0���c	 � �T��$%. �0(&���0����$%���

CFe2+−T i4+
��!'�>�����0�R���G.J����(&�

Fe2+ F Ti4+ ? ?A@ ���&!'-4���h)�+e����$�F-/���%��$%-g�0�<B�D/���&!'-4���5)�+L!�^ �R=Z�0���c	l-U w



��� � � ��
 	���� � 
 ��� � ��� ��� ���>��� � ��� � �R����	 y � �by���� �
7>.W]5.@7�-�7RH�-)IR- 7>.P?,.5D��C-�$A-�v J D=.5:kLC-�:,D 7:9 I,:kBEDNB�.�7,-5J 7d<U-,\K-1BY?��ED�7RH�D�?,.87 G1B�.�7;B#:,7,-FLCB��E:,H�BS:-�C-F?=7�:RL
/2.
�E8;:,G1-e]�-"�EL/T[bebXmW-jp LE:-�27�-MLE?[-�H1B��E-ZIR-

CFe2+−T i4+
8;:,-)LE:-�uH�-�7N:,D[I,-

CFe3+−T i3+
Ja8;:,-�7 7�-e8;:,-

LE65DNB 7�.2?[6;7>.&�ED�LE.�BSDN6�7 I,-�LI�E.�g�6�7,L ��c�� 7 7=<U-�LCBi?,.5Le]��S.�D�/Q-�7XBZ?[6�LELCD�|=7N-�DNH�DbI,-�]�.87�DNI,- �M:,7�/Q6aIR��7�-
-�{a?[G �CD�/Q-�7XB�.87^c
k 6�:��#.87 7�- �s?=7N:,L 7�6�DN7QI,.57,L H1-1BCBS-)G�BS:,IR-5J`6�7k?[6�:-���E.5DNB��3.�D��E-�7�-1LuH�.87�H1:=7�L �cZ��)r s LC:-�27N-�L&I,-�:`{

LE:R?K-"�EH�-�7 7N:=7�-1L\H�6�7XBS-17A.57XB�7�-1Lk?A.5D��E-�L
Fe2+ v Ti4+

-1B
Fe3+ v Ti3+

7ND�G�-1Lk?A.
� .&��h1BE-5c/]Z7 ?[6�:-���E.5DNB
.5:,LCLEDA-1LE?[G �E-"�u:R7,-OI,Dl\KG �C-�7,H1-M7R65B�.5|>7�-YLE:�� 7�-�Ls?-�CG�LC-�:,D 7�L�9 IR:QBEDNB�.�7,-YIA.57,L

ST i
-1B
SFe−T i

c �hH1DdJ;7N-
?-�CG�LE-1:,D 7K-�{a?[G �EDN/2-17XB�.87[-�L�BO?K-1: t .5|=7N-5J;]a:�7�.WBE-�H��,7,DN8;:,-F:RBSD 7�DNLEG�-M?[6�:-� -�{`B8�S.�D��E- 7�- �HZ��er s c ]Z7
?[6�:-���E.5DNBu.5:RLELED[�3.5D��C-O:,7,-ZG�BS:,I,-eLEDN/2D 7>.5D��E-Y.5:tLE-�:RD 7.9 I,:t��- �uIA.57,L

Al2O3

}
Fe3+ -1B Al2O3

}@$A-�v J DdJH�-i8;:,D�?[6�LE-"�S.5D~BOLS.57RLeI,65:RBS-F/Q6�D�7RLYI,-iI,D "QH�:>7NBSG1L�7�6��CLYI,-�LO-�{R?[G �CD�-17,H�-1L�c
� �"!#��� $G
 �e'�%���� ��
��

x�-�L9H�.87�H1:=7�L I,- /QD�7,DN/2DNLS.�BED�6�7 I=<_G17,- �CV�D�- LE-1/�|=7N-�7XB9/Q6�7XB8�C- � 8;:=<UD 7Fg . :,7 .
���E.57,V�-1/2-17XB
?-�CDN]`D 7NG�V�DNGMIR-�LY?A.5D��E-1L $A-�v J D�IA.57RL 7�-ZLE.5?,�,D�� |=7N-�:=Ja?A.
� �S.5?,?[6���BY��:,7 .
�3�S.57RV�-�/Q-�7XBY.@7�G�.TBS6�D��E-MI,-
��- �e-1BFIR-�BSD~B�.57,-�c[xb.2I,G1BE- �E/QD�7,.�BSDN6�7�IR-A7>.QLCB8�C:,H1BE:-�E- 7N6aH�.87�-W.5:aBS6�:-�eI,-�H1-�LZ?A.�D��E-1LZ�t?,.
�CBED��MI,-
7d<_.57A.@7Ng`LE-FI,-1LOLE?[-�H1B��E-1L �HZ �)r s -�LCBMI,D "QH�D 7N-5c

l+U _
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Al2O3 $ Cr2O3 %

x�.�H16�:=7N-�:-�0I,-1L0/2DN7,G �E.5:a{�I,G�?[-�7,I�I,-�7�.fH�6�7,H1-�7XB8�E.�BSDN6�7 -�7 G�7NG�/Q-�7XB@H�687�6��E.57XB � l « j`J « b 	 cx�-��C:,|,DNL9�C6�:,V�-to
Al2O3

}
Cr3+ qYH�657;BED�-17;B)-�7�V�G�7,G"�S.87��C:,LC8;:=<��28`:R-�7�8;:,-1L)?[6�:-�MH�-17;B)I=<UD�6�7,L Cr3+ cx�6��ELC8;:,- 7>.tH16�7,H1-�7XB8�E.�BSDN6�7�-�7�H��-�C6�/2-�.5:,V�/Q-�7XBS-�J�H1-0H�6�/Q?K65LEG�I,-�]`D�-�7XBF?[-�: �k?[-�:F�C6�LE-�J=?,:,DNL

V��CD�L�cax�6��ELC8;:,- 7>.WH�6�7RH�-�7XB��S.�BED�6�7\-17\H��-�E6�/Q-)I,.57,L/q$�
x
ZF7

2−x
]

3
-�L�BYLE: "QLE.57XBS-2o

x ' bRc w �tl q�JaH1-H�65/2?[6�LEG�I,-1]`D�-17XBW]5- ��B�c�x�<U-�L >�6;7>. %dBS-
Cr2O3

-1LCBi:,7�/QD�7,G"�S.87bI,-0H16�:=7�-1:-�Z]�-"�CBE-5c�x�.kH�6�:>7�-�:��ZI,:
�E:R|,D�Lio

Al2O3

}
Cr3+ q -1BOI,- 7^<_-1L >�6;7>.&%^BS-�o Cr2O3

q -1LCBOI,:R-P�A7�.�/ih�/Q-ZD�/Q?,:-�C-1BSG)H��-�E6�/Q-5JRIA.57,L�7N-
/ih�/Q-ZBhga?[-iI,-iLED~BS-2o�]

h

I,D�L�BS6��CI,: q�J,.p]5-�H�7>.�/ih�/Q-Z]�.87�-17,H�-�c
�Z.57,LtH�-fH��A.�?,DNB��E-5J&6�7�]�-�:aB G1BS:RI,D�-"�B7^<_DN7 �A:,-17,H�-�LE:-� 7�. H16�:=7N-�:-�2I,- 7�. H�657,H�-17;B��S.�BED�6�7 -�7

H��-�C6�/2-9IA.57,L q$�
x
ZF7

2−x
]

3
c k 6�:-�tH�-�7�.RJ&6�7 .�H16�:,?=7NG9?=7N:,LEDN-�:-�CLtBS-1H��,7,D�8;:,-1L\-�{a?[G �EDN/2-17XB�.87N-�L�J

7,65BS.5/Q/2-17;B�7�-1L�LE?[-�H�B8�C6�LEH16�?,D�-1L�I=<_.5|,LC6��E?RBED�6�7�J IA.�7,LA7�-1L�I,6�/2.5DN7,-�L�6apMvjpZDNL�-�B0I,-�L �S.�g�6�7RL �
o3LC-�:,D 7�L@x

2,3

-1B2LE-�:RD 7�9Wq�c�x�-1L2I,D~]�-"�EL@G�H��A.�7;BED 7 7�6�7,L0:aBSD 7ND�LCG�L06�7XB@G1BEG�L�g`7;BE�,G1BED�LCG�Lt?,.
�E$ c � 6�7`vI,DN6;7�D �'& c q -0LC6�7XBiI,-�LF?[6�:,I��E-�LgZ 7 2−x q$�
x

]
3

J�8;:,D�6�7XBFG1BEG0?-�EG1?A.
�EG1-�LF?A.&�Z:,7,-0/QG1BE�,6aIR-�I,6�:,H1-
I,-MBhga?[-)LC6;7~v"V�-�7^J�LE:RDN]`D�-MI=<U:,7,-)H�.87�H1D�7A.TBSD�657 � m�b 	 c`x�-�L V5-�7�Lu.5/Q6��E?R�,-�L&I=<U�;g`I-�C6�{ag`I,-FI�<�.87N:,/QD�7,DN:,/-1B�I,-kH��-�C6�/2-26�7XB0G1BEGkH�6Tvh?-�CG�H�DN?,DNBEG�LPIA.57,L�IR- 7d<_.5/Q/26�7RD>.58;:,-�o �)(

4

]*(ZqW�9?A.
��BSD��PI,-t7,DNB��S.�BE-
I=<_.87�:R/2DN7,D�:,/ o ZF7"o �H]

3

q
3

q�-1B@IR-\7,DNB��S.�BE-kI,-\H��-�C6�/2- o
q$�po �H]
3

q
3

q�-17 LE6;7N:RBSDN6�7 ��?+( � _Rczx�-1L�Xg`I-�E6�{`g`I,-�LO.5/Q6��C?,�,-�L&H�6Tvh?-�CG�H�DN?,DNBEG�L1JX6�7XB G�BSGF7�.�]�G�Lu.�]�-1H)?-�CG�H�.�:RBSDN6�7k��7d<U-�.5:QI,D�L�BSD 7 7�G1-5J�?,:,D�L&LEG�v
H��,G1LYIA.57,LY:,7k��65:-�#H�7�.5LELCD�8;:,-F�2l m�b), q -�BY-�7 tA7 ?,D 7NG�L I,.57,L#:,7\/Q6���BSD�-"�u-17�.5VX.�BE-5cax�-1LY?K65:,I-�E-1L
6�|RBE-�7;:,-1Lt6�7XB2G1BSG�-�7RLE:,D~BS-�H�.87NH�D�7RG�-�LQ� 7d<_.5D��1J�IA.�7,L2:R7 ��6�:-�@G�7�-�H�B8�CD�8;:,-5Js?[-�7,I,.57XB « �,-�:��E-�Lt�l « b�b),7q)cAx�-1LMG1H��A.57XBSD 7 7N6�7,L#6�|aBS-�7;:,LY��6��C/2-17XBO:,7,-iLE6;7N:RBSDN6�7kLC6;7�DNI,-ZH �CD�L�B�.87 7�D�7R-MB��E��LO?,:��E-5JA8;:,-�7 7N-8;:,-WLE6�D~B�7>.0H�657,H�-17;B��S.�BED�6�7 -179H��-�C6�/2-�cAx�-�LMG�H��A.�7;BED 7 7�6�7,L 6�7XBeG�BSGiH�.&�S.5H�BSG �CD�LCG�LO?A.
�OLE?[-�H�B8�C6�LEH16�v
?,DN-#G�7N-�H1B��E6�7RD�8;:,-5J�I,Dl\P�S.�H1BSDN6�7�IR-�L �S.�g56�7,L ��J ��7 � I,- 27 ZF7^J�BE�,- �C/26�V
�S.�]`D�/QG1B8�CD�-�JTLC?K-1H1B��E6�LCH�6�?,DN-6apMvjp)D�L � m�b 	 cx�<�.57,.87Ng`LE-eI,-�L LE?[-�H1B��E-1L#I=<_.5|,LE6
�E?RBED�6�7�6/pev�pZD�L)o3H��(caLC-�H�BSD�657 w c~l qs7R6�:,L ?[- �C/2-�B#I=<UG1]�.87N:,- �?7�-1L-,\K-1BEL�I,-�L�?A.
�E.5/Q�1B8�C-�L�I,-�H��A.�/2?iH �CD�L�B�.87 7�D�70o

∆
-�B
B
q�LE:-��7�-1L�?K65LEDNBED�6�7RL=I,-�L�|A.�7,I,-�L�I=<_.5|,LC6��E?aBSD�657

-1B#I,-ZB8�E.57,LE/QD�LCLEDN6�7=c`x�.�LE?[-�H1B��E6�LCH�6�?RD�-FI=<_.5|,LC6��E?RBED�6�7tI,-�LY�E.pg56�7,L � .�:a{kLC-�:,D 7�LYx
2,3
I,:\H����E6�/Q-
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o3H1�(c LC-�H1BED�6�7 w c�m�qO-1LCBeH�6�/Q?=7NG�/Q-�7XB�.5D��E-FI,-�7>.@LE?[-�H�B8�C6�LEH16�?,D�-PI=<_.5|,LE6
�E?RBED�6�7+6apMvjpZDNL�JA?,:RD�LE8;:=<U-�7 7�-LE6�7,IR- 7�-1L�6��C|,DNBS.87�-1L

3d
8;:,D&-�7XB��E-�7XB0-17 �C-�:D7�6��CLPI,:�?-�E6`H�-1LELE:RL0I,-tH16;7�6��E.�BSDN6�7=cCq -�BEBE-\.57A.87~g`LE-

-�LCBi8;:A.�7;BEDNBS.�BSD~]�-5J ��6�7,IRG�-�LC:-� 7�-1L)H�.@7�H�:>7�L)/�:=7NBED�?=7N-1BSL1J -1BZ?[- �C/2-�BFI=<UG1]�.87N:,- � 7�-�L)?A.
�S.�/2��B8�E-1L)I,-
H��A.5/Q? H �CD�LCBS.87 7ND�7 o

∆
-�B
B
q�cux�<_.57A.87~g`LE-9IR-�LtLC-�:,D 7�LF9 I,: H��-�C6�/Q- o3H��(cuLC-�H�BSD�657 w c « q0IA.57,LB7>.LE6;7N:RBSDN6�7\LE6;7ND�I,-

Al2O3

v
Cr2O3

o^r �cZ�$ s q 7R6�:,LY��6�:-�C7,DNB�7N-�LYI,DNLCBS.57,H�-1LOI,-�LM?=7�:RLY?-�E6`H��,-�LY]56�D�LCD�7,L
I,: H����E6�/Q-5caq -�BEBS- .57,.87Ng`LE-�. G�BSG�-,\K-�H�BS:,G1- ?[6�:-�\H1D�7,8 ]�.87N-�:-�CL\I,-

x
I,- q$�

x

ZF7
2−x
]

3

cYx�-�L
LE?[-�H1B��E-1LM657;B BS6�:,L G1BSGi.�7A.87Ng`LCG�LY.�]�-1H,7>.P/ih�/Q-)/QG1BE�,6`I,-5J 7�-�L$�EG�LC:=7NBS.�BSL LE6�7XBO.5DN7,LEDKI,D��C-�H�BS-�/Q-�7XB
H�6�/Q?A.
�E.5|=7�-1L�cax�-�L /Q-�LC:-�E-1L#I,:kLC-�:,D 7 9 I,- 7d<U6�{ag`V��17,-@o�H1�(c`LE-�H�BSDN6�7 w c`Tac~l q&-�B#I,- 7d<_.5D�/2.57XB�.�BED�6�7@�LS.�BE:-�S.�BED�6�7�o�H1�(cXLE-1H1BED�6�7 w c`Tacnm5q�-17Q��657,H1BED�6�7@I,- x IA.57,L�q$�

x

ZF7
2−x
]

3

7,6�:,L&?K-"�E/Q-1BCBS-�7XB&I=<UG1]�.87N:,- �
7�-�LODN7;BE- �E.5H1BED�6�7,LO-17;B��E-�7�-1LMDN6�7,LYH��-�C6�/Q-WIR-�7�.@LC6;7�:aBSD�657\LE6;7ND�I,-

Al2O3

v
Cr2O3

}:7�.���6��E/2.�BSDN6�7kI,-
7>.�|A.�7,I,-

3d
IA.�7,L 7�-1L H16�/2?[6�LCG�L/q$�

x

ZF7
2−x
]

3

-�L�BY/QD�LE-e-�7kG�]`D�I,-17,H�-�JA.5D�7RLED[8`:R- 7d<UG1]56;7�:RBED�6�72I,-�L
H�6�:,?>7>.5V�-1LO/t.5V57,G1BED�8;:,-�LY-17XB8�E-WD�657,LYH��-�E65/2-�c

� 	�� �
	C-��?!<���H�
�2��	���- ��	�!����B��- ��� �.�� ���� �
Al2O3

'
Cr3+ � - !(��-

��� -&���H� � *�� !�- �
Cr2O3

�
� ���s��� ���� '"!$#&%(')#+*-,/. �� 0 % � '1'2! �� 

x�-�L LE?[-�H1B��E-1L#6�?RBED�8;:,-�L I,: �E:R|,D�LZo
Al2O3

}
Cr3+ q&-�B#I,-F7d<U-�L43�6;7>.65dBS-�o Cr2O3

q&?-�CG�LC-�7XBS-17;BMI,-1:a{
|A.57,I,-1LsI=<�.�|,LE6��C?RBSDN6�7�o�]56�D���tAV�:-�C- w cNlpq�c�x�.F|A.57RI,-YLED~BS:,G1-O� 7d<UG�7,-"�EV�DN- 7>.)?>7�:,L�|A.�LELE-Y-1LCB&7,6�/Q/QG�-
ε1
J�H�-�7 7�-\LCDNBE:,G�-���?=7�:RLQ�,.5:RBS- G17,- �CV�D�- -�L�B2.5?,?[-�7�G1-

ε2
c<q -�LQLE?[-�H�B8�C-�Lt65?RBSDN8`:R-�L@?K-1:R]�-17XB h�B8�E-

D�7XBS-"�E?-�CG1BSG1L I,-C7>. �3.�4�6�7 LC:,DN]�.57XBS-�cY��<_.5?-�C��L�7�-1Lk?-�E-1/2DN� �C-f-1B I,-1:a{aD��1/2-@�C��V;7N-�LkIR- (e:,7,I�J�7�-
BS- �C/2-sLC?K-1H1B8�C6�LEH16�?,DN8`:R-u��6�7,I,.5/2-17XB�.87�I�<_:,7PD�6�7

Cr3+ DNLE6;7NG5Jp.�gX.�7;B�7>.YH16�7 tAV�:��S.�BED�6�7iG�7N-�H�B8�E657,D�8;:,-� Z9� 	 3d3 -�LCB 4 7 -�7�L�ga/QG1B��EDN-�LE?R�,G �CD�8;:,-5c s D 657�7,G�V;7ND�V�-�7d<UD�7XBE- �S.�H1BSDN6�7�I,-�H�65:,?=7>.�V�-�LC?,D�7av"6��E|RDNBS-�J-�7kV�G16�/QG1B8�CD�-O6`H1B�.�G�I-�CD�8;:,-5J 7>.i?A.
��BSDN-MI�<_6��C|,DNBE- 7 I,:2BE- �C/2- 4 7 ]56�DNB&LS.PI,G�V�G17,G �C-�LCH�-�7RH�-2o L = 3
J

I,G�V,c � odm L 8 l q � j�q07N-1]�G1- -17 B��E6�DNL\?A.58;:,-�BSL�I=<_G�B�.�BEL I=<_G17,- �CV�D�-�H"�E6�DNLELS.�7;BE- } Z 2g
J�9

2g
-1B:9

1g�+; c�x�-�BE- �C/2- Z 2g
-�L�B�7^<_G�B�.�BF��657,IA.5/Q-�7XB�.@7dc=x�.\|A.57RI,-@I=<_G17,- �CV�D�-

ε1
I,-1LPLC?K-1H1B8�C-�LW6�?RBED�8;:,-�LiI,:

�E:,|,DNLko
Al2O3

}
Cr3+ qF-1BWI,-
7d<U-�L43�6;7>.65dBS-�o Cr2O3

qZH�6��3�E-1LE?[6�7,I�.�:a{�B8�E.57,LED~BSDN6�7,L 4 Z
2g →4 9

2g

J<7>.
|A.57,I,-�I=<_G17,- �CV�D�-

ε2
H�6
���E-1LE?[6�7,I�.5:`{�B��S.57RLEDNBED�6�7RL 4 Z

2g →4 9
1g

cK�Z.57,LF7�-WH�.5LZI�<_:,79D�6�7
3d3 J 7N-�L?A.
�S.�/2��B8�E-1LOI,-iH��A.5/Q?�H"�EDNLCB�.@7 7�DN7

∆
-1BMI,-�<M.5H�.��

B
LE657;BMI,657,7,G�LO?A.&� � l m�j;J�lAXXm 	 }

∆ = ε1
o w c~l q

B =
ε2 − ε1

3
× 2ε1 − ε2

9ε1 − 5ε2

o w c�m�q
x�-1LFI,6�7,7RG�-�Li6�?aBSD�8;:,-1LZI,-=<O-�DN7,-�7�o(lA_eXe_�q � lAXXm 	 H�6�7RI,:,D�LC-�7XBW� ∆ � mac�m[Uk-jp -�B

B � bRc`b w bt-jp?K6�:��B7N- �C:,|,DNLfo
Al2O3

}
Cr3+ q�J ∆ � m`c`bXj�-jp -1B

B � bRc`beT w -jp ?[6�:-�
7d<U-�L43�6;7>.65dBS- o
Cr2O3

q�cux�-
�S.5?,?[6���B ∆

B

.5:RV�/2-17XBS- 7�6
�ELE8;:,-,7�.�H�6�7,H1-�7XB8�E.�BSDN6�7
x
-�7�H��-�E6�/Q-FI,-dq$�

x

ZF7
2−x
]

3

.�:,V�/Q-�7XBS-�c
x�.ZH�65:=7�-1:-��I,: �E:,|RD�Lz-�BsI,-�7d<U-�L�356;7�.>5dBE-#-�L�BsI,:,-O?-�EDN7,H�DN?A.87N-�/Q-�7XBz� 7�.)?K65LEDNBED�6�7�I,-�Ls|A.57RI,-�L�I,-

B8�S.�7,LE/QD�LCLED�657to�/2DN7,D�/�:,/ I�<�.5|RLE6��C?RBSDN6�7 q=I,:WLE?[-�H1B��E-u6�?RBSDN8;:,-5c �Z.�7,L�7N-+�E:,|,DNL�Jp:,7R-uI,-1L |,.57,I,-1L I,-
B8�S.�7,LE/QD�LCLED�657Q-1LCBuLED~BS:,G1-MI,.57,L 7�-OI,6�/2.5D�7R-#I=<UG�7,-"�EV�DN-eH16����C-�LE?[6�7,I,.57XB#.5:B�E65:,V�-5JXH1-e8;:,DADN7,I,:,D~BE7>.
H�6�:=7N-�:-�R�E6�:,V5-#I,: �E:,|RD�L�c5x�<�.5:aB8�E- |A.57,I,-YIR- B8�E.57,LE/QD�LCLEDN6�7�-�L�B�LED~BS:,G1-YIA.57,L.7�-�L.7�6�7,V5:,-�:-�CLzI=<U6�7,I,-
�@?�A ¡ § ¡ 6 ¢ �)1p�H� ¡ £ ¡ �h§CB�£d�C�21pª "�£d��ª �5�ED h
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Cr3+ b�0{z£6 '~O3658N NLH4Ri36M;9�N��b�S2��4?�rN5��7?kA_>@36M=?7V�C���9=H4A��<N8JS>@M	�KA_>@36M�9��!C��S?8A\NL5=2BA_5�N��ZCd3^2"��C��jR�N8H727>@?��+�K5;A_3658N9=5�2UT�N836J��(�4?8A,�7?8?��7MnAL>��<CFC���c	��365;?>�aD,36M=?!�,9=36RsA_HjR	365�N,CGFIH7J��<N��,5=9��KC���A�]^R��m9!F0�,R=R8NL3^2UT��(�B\sRiHONL> `J��7MnA���C��,VNR	��NY?LR3�72BA�NL3,?L273,R=>���9ZF �,<;?L3�N8R;A_>@36Mq9��4?*N��W],36M=?C�bVsrN5���M;365=?��WD63,M=?cJe>d? �7M0�m5;D N��lRi3658N9=HBA��<N8JS>@M��<N@C���?kA�NL5;24A_58N��KC@3s2���C��>�K5;A_3658NY9=5S2UT�NL3,J��,�4AY9=5Sx��ONY9��,M=?^C��*273�N8>dM=9=3,M a Al2O3

b<c^� �75^\H72UT��,MnA_>GCFCd36M;?�9��
Be3Si6Al2O18 �Cr3+ 36MnA�H4ALHSHBA_5=9=>@H7?�c�1=��R�N��4JS>��<NmH72UT��,MnA_>GCFCd36M��4?8Aw5=M�2ONL>d?kA���C?8]^MnA_T;H4A_>@rN5��,VQrN5=>cM=3,5=?���H4A_H�R�N?�4ALHpR	��Ng�"c:uCT��7>FCGC��BA �KV�9=5�u �7MnA\N���9�� �>�72UT��ONL2UT��4?0~OHBA�N836X�N�� `R=T=>@rN5��7?;�4Ab�jH73^2UT=>dJe>drN5�� a u ��~E�gV � �,M=9=�m5;D N��<`'C@�7?@` � �KM=24],V�� N��,M=2��wb<c��'C ��H4ALH�?8]^MnA_T=HBA_>d?8HqR	��ND63,>��qTn]^9�N83,A_T��ONLJ���C���c�u �BALA��qA��42UT=M=>drN5����7?8A�5;A_>FCd>d?8H���9��4R=5=>d?!C��7?@�,M=M=H��7?0zW�6�6��c o CGC��S2436M=?L>@?8A��p�9=>@?L?L3,5=9�N����0T��,5;A���A��7JeRiHON��KAL5�N��@�4AjT	�K5;A��gR�N��7?8?L>d3,M�9��7?j?��OCd?j9!F0��C@5=JS>@M=>d5;J
V=9��g<iHON8] CGC@>d5=J�V�9��?L>FCd>@27>d5;J �4Aj9��g2UT8NL36J���9	�,M;?j5=M��g?L3�Cd5;AL>d36M-�Kr^5��75=?����K27>d9���c�u �427>�2436M=9=5;>@Am�05=M��IC��7MnA���2<N8>d?8A���C `

Cd>@?��KAL>d36M c�u �4AjH42UT	�,MnA_>FCGC@36M
?k]^MNALT=H4AL>drN5��g2436MnA_>��4MnA�5=M=>@rN5��7J��7MnAj9=5|2UT�NL36J�� a �7MnD^>GN836M�z��,�,�SR=R=J�7M�2UT�N836J��+�KA_3,JS>@r^5��wb<c	�'C1�05=M���xy3�NLJ��+��CFCd36M=X,H���?��<C@36M CGF0��\ ��36RsA_>drN5���c�1=��?��42736M;9�H42UT	�,MnA_>FCGCd3,M
�7?kAl5;M��wH4J��ON��,5;9��mM	�KA_58N��<CFC��KV=rN5=>�2736MnA_>��7MnAf9=5
D)�,M��,9=>d5;J
Vs9=5
x��ON,�BAf9=5|2UT�N836J�� a �7MnD^>GN836M��K�6�R=R=J�9��p2UT	�,rN5���>dJeR=5�N��4ALH#�KAL36JS>@rN5��wbdc��'C�� C��
xy3�NLJ��02���N��KALH<N8>d?8AL>drN5��09��7?�2<N8>d?8A��,5s\�9��p<iHON8] CGV2,FA�7?kA�`�� `�9=>FN��m5=M��mxy3�N8J��m9���24] Cd>@M=9�N��b��<	�,?��wT��`\��,X636M	��C���c	1����,5=?L?8>GV CGF0��\ �m36R;AL>drN5��;�7?8A CGF0��\ �m9=524] C@>dM=9�N���c�1=�7?,�B\sR	H<N8>��7M;2��7?�9!F0�,<=?L3�NLR;AL>d36M�9��7?:N��W],36M=?�� �,5�?��45=>GC :$9;5|2UT�N836J��m9	�KM=?�2��7?f9��75^\H72UT��,MnA_>GCFCd36M;?w36MnAwH4ALH NLH���Cd>@?LH��4?@�K5�273658NL?b9ZF[5=M��02"�,JeR	�,X,M��S9��qJ��7?L58N��7?@�7M(�,�,�n��?85�NZC�� C@>dX6M��� �bz�� a oE¡ ���YV:�5N��7M;36<�C���b�?��<Cd3,M C��SR�NL3,AL3s243�C����B\sR�C@>drN5=H09	�KM=?ZC��
R	��N8AL>��S�L�UV¢?��72BA_>@36M(£�chz a R	�,X��£n¤�bdc�1=�7?g?8R��424A\N��7?��,5(?��75=>FC :¥9;5¦2UT8NL36J��036MnA�H4ALHJN��42736M=?kA�N85=>@AL?g?��<C@36M C��
JSHBA_T=3^9��JN��KR=R��OCdH��
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9	�,M=?HC���R���N8AL>��0�8�UV�?��424A_>@36M&%	c � a R	�,X��'%n�\b<c�~���N���CGC@�<C��7J��7MnAg�t2��4?<�B\sRiHONL>��7M=2��7?7VQ5=M�� �,R=R�N83s2UT��R�Cd5=?*A_T;H73�N8>drN5��
��H4ALH
�,9;36R;A_H��,V	R	��Nf9��7?�2"��C@275�C@? �Kw(�
�)�
	#�*� a ?��424A_>@36M d c@zwR	�,X5�w��%q9;5|2UT	�,R;>@A�N�� d9��MC��gR	��NkA_>��j�8�L�Ybdcu ��2UT	�,R=>hA�N��6�4?8AS3�NLX5�,M=>d?8H�9�� C��tx����736M¦?L5;>@D)�,MnA���cQ�*�,M=? C��t?��424A_>@36M���c@z,V CGFA�7MnD^>GNL3,M=M��7J��7MnA
Cd3^2"��C��,5;A_3,5�N�9=5�2UT�N836J��g9��,M=?5CGFIH7J��<N��,5=9��+�4?8Am9=HBA��ONLJe>dM=H�R���N5CGF0�,M	��Ch]^?���9=5�?8R��424A�N�� o �l��� ¡�,5�?��75=>FC : 9;5�2UT�N836J���c¢�*�,M=? C��p?��424A_>@36M��Uc �sV�2��7? NLH7?85�C@A��KA_?;�B\sR	H<N8>dJ��7MnA��,5^\�?836MnAb2436M;x N836MnA_H7?��5;Mt2"��C@275�C�9��IC��q?kA�NL5;24A_58N���R	��N�Je>dM;>dJe>d?���A_>d3,Mp9!F[H4M��<N8X6>���c��*�,M;? C��q?��424AL>d36M���c[£;VDC��7? N8H7?85�C@A��KA_?9�� CGFI>dMnA��<NLR8NLH4A��KA_>@36M�9��7?b?LR3�724A\N��4?b��� � oE¡ �,5�?��75=>FC : 9;5�2UT�NL3,J��S?L36MnA
�4M�R=T	�K?��%�WD5�4202��45s\36<;A��4MN5=?�?85�N)C��j?8>@A��m9=5�2UT�N836J��j9��,M=?)C��5N85=<=>d?�c
+��-, .0/21 �436587:9<; .>=@? 1BA 587 A'C-D&E FGA HJI6K�L�M 7 FG1N/ 5 D�OQPRM 7TS

KU1BAGF 7

1=�7?Q?8R��424A�N��7?Y>d?L3KA�NL3,R��4?1�4AE9=>d2UT8NL3�CGr^5��7?Q9!F0�,<=?L3�NLR;AL>d36M�9��)N��W],36M=?Q� �K5s\�?��45=>GC@? : 9=5e2UT�NL3,J��9	�,M=?:CGFIH7J��<N��,5=9��j?k]sMnALT=H4AL>drN5�� a Be3Si6Al2O18 �Cr3+ bC?836MnAfR�NLH4?��7MnALH7?l?85�N)C���V X658N�����chz�c
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 ��������&'�����*1)X 3<7%��"$�'��&'(�"$#J1��:�;3YV-"$#%�ZY (���"$&'��"$��� ��&^1�(��\[���"^]`_��%�M3<� ������(��ba 1�� �\[���"$6M� 1%3<#%�
�`X 9�6M���;3<�%1�� / Be3Si6Al2O18



Cr3+ =\�

1=��?L>hA��g9=5�2UT�NL3,J���9	�,M;? C��g<iHON8] C �pRi3,5�Nm?8]^JSHBA�N8>��
32
c�1=�7?�?L>{\��KAL36J��7?m9!FI3a\^]^X6�4M��S9��[C��?LR=T=�ON��09��q273^3�N89=>dM	��A_>d3,M�9;5�2UT�N836J��S?L36MnAw9=36M=2q� C���J"c7J���9=>d?kA��,M=2��q9�� CGF0�KA_3,J��g9��S2UT�NL3,J��2��7MnA\N���C cC� �|R�Cd5=?4V2C}F �KM=X�C�� �4MNA\N�� C}F ��\���9��
?8]^JSHBA�N8>��

3
�4A C��4?q� C@>��,>@?L36M;?eu^NY`kv �4?8A C��|J"c7J���c1QF0�,M	��C@]^?��09;5�?��758Cc?L>@X6M	��CE>d?83,A�N836R��S?L5�2�A�R	365�Nw36<;A��4M=>GN C��|9;>d?8A��,M=2���u^NY` v 9��,M=?ZC}F[H4J��ON��,5=9���c1QFI>dMsxy3�NLJ��KA_>@36M|?85=R=R�C@H7J��7MnA��K>GN��br^5��eR	365�NXN��,>hA�M=3,5=?(�,R=R	3�N8A��<N5C}F �,M���C@]^?��b9=5�?L>dX,M	��C�9;>d2UT�N83�C rN5��

�7?8A CGF0�,M=X�C��*�4MNA\N��MCGF0��\ �j9��m?8]^JeH4A\NL>��
3
�BAf5=M��MCd>��,>d?836M�u^NY` v!c
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��� �"!$#&%('*),+-%/.$01�2�3!�.4%(5"6�785:9�' 1=�t?8>dX6M	��Cl>d?83,A�N836R3�/�7?kA6�,M	��Ch]s?8Ht9�� C���J"c7J��|x����436M rN5��9	�,M;?JC���R	��N��,X�N��,R=T��t¤Uc@z�c@z a R	�,X5��z��K�\b<cY1=�t9=36J��,>dM�� �7M k 5;AL>GC@>d?LH�R	365�NJC���A�N��KM=?8xy3�N8JSH���9��� 365�N8>��<N(�4?8A��gc %<;w` ��c d=;?> −1 cO1=�7?mxy36M=2BA_>d3,M=? o �l��� ¡ 36MnA�H4ALHSR	36M=9;H<NLH��7?�R���N k3 c¢1���?8A\N��KALH7X6>���,9=3,R;A_H���R	365�N!C��6V=A<�4?8A[C���?85=>@D)�,MnA�� � 9	�,M=?�5=M(R�N��7Je>��<NwA��7JeR=?4V�36M �t>d?L3�CdH C���2736MnA�N8>d<=5sA_>d3,M9��4?cD636>@?L>dM;?C3W\^]sX,�7M��m?��45�C��4J��4MnA 7A@ V;9	�KM=?c5=Mp9��45s\s>d�4J��lA��7JeR=?7Vs36M ��273,M=?L>@9=H<N8H CGFA�7M=?��7J�<8C���9��4?A�N836>d?j24365=2UT��4?b2436M=?8AL>@AL5=H��4?�9��7?mD636>@?L>dM;?�3W\^]^X6�7M��,V�<iHON8] CGC@>d5=J �4A�?8>GCd>@27>@5=J ci�*�,M;? C��0?L5=>hA��,V�?��75�C@?
C��4?*NLH4?L5�ChA��KAL?C243�N\N��7?LR	36M=9��,MnAf��2���9��45s\s>d�4J�� V;AP?L36MnAPR8NLH7?��7MnA_H4? a D63,>GNCA��,<�C����,5p��chz*�BAZV X65�N��j��c ��gX �,5=2UT��wb<c

R a >+b σ a >�b N ∆E0 a �CB+bu^N@`kv z�c[�n¤
5

�Uc ��% ;Uchz6z a ' �\b `���c �,�u^NY`AD � �UcE; % �Uc ��% £�c[£=; a ' £\b %	c %�du^NY` ¡ > £�c �F; �Uc �n¤ %	c %n� a ' �\b d�c[£=;
�����
	�W����A
3G29��'����&;3<&��@1��*�`X 3<# 3<��V����)1��H�'������&'���IH8YKJML � (���"$&'��"$���)1��*�`X 9�6M���;3<�%1��A�
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��� �"!$#&%('P),+Q%/.$01�2�"!R)2.TSVU 785"WYXZ+ ' 1=�7?�?L>{\�9=>d?kA��,M;2��7?bu^NY` v 9��[C��p?LR;T=�<N��q9��e273^3�NL9;>dM	�KAL>d36M9=5�2UT�NL3,J��g?836MnAwH4X ��C��7?7V
C��7?m2436MnA�NL>@<=5;AL>d36M=?l9��7?�R�N��4JS>��<N8?lD636>@?L>@M=? a �KAL36J��4?�9!FI3W\s]^X6�4M��wb;�,5�9=> `2UT�N83�C ?8J��
?L36MnA#�`\s2<Cd5;?L>@D��7J��7MnAp9��4?#�\[��4AL?#�,M;X65�C��K>GN��4? a CGFI3^24A��K�79�N���xy3�N8JSH�R	��N C��4?S?8>h\ �KA_3,J��4?9!FI3W\s]^X6�4M��*�4?8AY9=>d?kA_3�N89=5!V �,5q?��7M=?Y354 C��7? �,M=X�C��7?Yvr`ku^N@`kv M��*D)��C��4MnACR	�K?C�6�^]w3,5|z d6�_]�bdc^1QF0�,M	� `
C@]^?��S9��[C���273,5=2UT��q243�N\N��7?8Ri36M;9	�,MnA�� C��p273,MNA\NL>@<=5;A_>@36M�9��7?�D636>@?L>@M=?m3a\^]^X6�4M��0R3�<NLJ��4A8A�N��,>@A;��C@3�NL?9��e9=H4A��<N8JS>@M��<NMCGF0�,M=X�C���vr`ku^N@`kv 9;5�?8>@A��e3^24A��KH79�N8>drN5���9=>d?kA_3�N89=5�9=5�2UT�N836J��e9��,M=? CGFIH7J��<N��K5=9���c
;4`ba3ced8f&d8gih8j2kml\npo�d8g8n�q4nbd8rEnsotc\duo G nwv�n�lec\xEq4xEguqby/rzk{v�xzq$jCk|guobns}~f4� @ npqTj2otc\���uf4xzqTn�nbg(j�f4nK�e� �(�M��nbjw�\� �/� 5 �s�za¤,�
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u �727>i9=>@A7V�C��*?L>@X6M	��C�9=>@2UT�NL3)C rN5��f9 � ��2��4A8A���R�N��4JS>@�<N��*24365=2UT���9��fD,36>d?8>dM=? �w5=M���x��,>@<�C��>�,JeR�C@>@A_5;9��R	��N,N��KR=Ri3�N8A*�g2��45s\�9��4?,�,5;A�N��7?cD,36>d?8>dM=?�c=�'C'�7?kA*Ri3,?L?L>@<�C��lr^5�� C���R�N��7Je>��<NCR=>d2�9�� C��wA�N��,M=?kxy3�NLJeH��9��m� 365�NL>��<NY9=5p?L>@X6M	��C	9=>d2UT8NL3�CGr^5��j2736MnA_>��7M=M���5=M��jR	��N8A_>��l9��4?P2736MnA\NL>d<;5;A_>@36M=?C9��7?>�,5;A\N��4?cD636>@?L>dM;?7VM=3,A��KJSJ��7MnAf9��7?!�KAL36J��4?P9���<iHON8] CGC@>d5=J a 2��45s\�`�24>¢2436MnA�N8>d<=5��4MnA�xy3�NkA��4J��4MNA!�,5�?L>@X6M	��C�9;>d2UT�N83�C rN5��2"��NY>GCd?Q?��lA�N8365;D5�4MnACA_3,5=?C9	�KM=?C5=MqR�C��,MSR	�,?8?��,MnAPR	�K?^CGF0�KAL36J��P9��l2UT�N836J�� �,<=?83�NL<3�75�N �4ACR��ONLR3�7MU`9=>d245�C��,>FN��*� CGF0��\ �f3,R;A_>@r^5��wb<c^1?�m9=H4A��<NLJe>dM��KA_>@36M�9�� C��j9=>d?kA��,M=2���u^N@`kv �BAC9��:CGF0�,M=X�C��

θ
�7MnA\N��:CGF0��\ �36R;A_>@rN5��*�4A*C��!C@>��,>@?L36Mqu^NY` v �4?8A*9=> 2S24>GC���csv�M �b36<;A��7MN5�5=M���D)��C��45�NC9���z�c[�6� > R	365�N*C��b9=>@?8A��KM=2��u^NY`kv �4Am5=M���D)��C��75�Nl9�� ;,��chz�]pR	365�N5CGF0�,M=X�C��

θ
�7MnA�N��HCGF0��\ �g36R;A_>@rN5��
�4A C�� Cd>��,>d?836M�u^NY` v!c'��3,5=??L36JeJ��4?PA�NL�4?)NLH7?��<NkD6H7?�?L5�N)C��bD���Cd>d9;>@A_H�9��MC���D)��C��45�NP9��MCGF0�,M=X�C���c

+���� � P�� 7 KUM C /G1�� C-LB/ F 7 D-1 5 �8K AGH�� A6K 7 F 7 D O PRM 7 K 1NAGF 7 	 1 K
F 7R5 HZ1 D-HZA'D 5 F 7 M C /'C-M C 5 1�� C-LB/ F OQPR/ 7 K�
NC 7

~ ��N���CFCd�OC��7J��7MnAq� CGF0�,M	��Ch]^?�� o �l��� ¡ VCr^5;>lM=365;? ��R��ONLJe>d?q9��tJ��4?L5�N��<N C��7?09=>@?8A��,M=2��4?p9��7?R�N��4JS>��<NL?:D,36>d?8>dM=?Q9��:CGF0�KA_3,J��P9��*2UT�N836J���9	�KM=?2C}F[H4J��ON��,5;9��,V65;Mq2"��Cd2758C 9���Je>dM;>dJe>d?���A_>d3,Mw9!FIH7M��<NY`X6>�� a 24x@cO?��424A_>@36M ;Uchz6V�R��,X5�p��%|9=5�2UT	�,R=>hA�N�� ;|9�� C��
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y, x, 1

2 x− y, ȳ, 1
2 x̄, x̄+ y, 1
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9=5�?8]^?kA_�7J��mR=5=>@?LrN5��5C��w?L5=R3�<N82��<CFCd5�C��*�7?kAfX�N��,M;9�� a �6¤F;Uchza� > 3 b �4A*273,MNAL>��4MNA�; d+�KA_36J��7?�c;� C��BV M9=5�2"��Cd2758CGV C��7?�xy3�NL2��4?j?7FA�B\ �<N��"�,MnA�?L58N5C��7?(��A_36J��7?�?836MnAm>dM;xyHONL>��75�N��7?j���,�0J��CB L > a �OCGC��4?�H4A��,>��4MnA>dMsxyH<NL>��75�N��7?��

39
J��CB L >�9	�,M=? C��t2��,?�9�� C�� N��OC���\��KAL>d36M �,5sA_365�Np9;5 2UT�N836J���9��,M=? C�� NL5;<=>d?

a Al2O3 �Cr3+ b�be1=�4?Sxy36M=2BA_>@36M=?�9!FI36M=9�� �4A C���9��7M=?8>@ALH|9��
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θ
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cos θ = 1√
3

q4cex j
θ = 54.7 - �
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Be3Si6Al2O18 Be3Si6Al2O18 �Cr3+ Be3Si6Al2O18 �Cr3+>@?L3,A\NL36R3� 2����d245��u^NY` v z�c[�6� z�c �6¤
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��89@2�#&>@�<:��1 �P�

~O3652WCc`\^A#W#`K>FWJcP9�`aD*`,MnA#`,X
cP9!FI>dM;xy3�WLJf`KA_>@36M=?�92cf2Zc7?Q?LR4c72BA#Wdc7?7VNM=3,5=?M`WD636M=?Cc\[	c72BA_5=H*9�c4?Q2=`��@275��@?R	365�WqAJc7?8AJc�Wp9=> [ZHZWJc4MNAL?�JS3^9=���Gc7?S?8A#W85=24AL5�W#`K5s\�c*1?`�9;H7Jf`�WL2UT�ct?85=>@D^>Gc c7?kA �"`�J"c7JOc�rN5�ct2�cZ�F�Gc5;AL>F�d>@?LHZc09b`,M=?U�Gcp2=`,?�9�c4?�>dJeR=5�WJcBA_H4?gRb`�W#`KJ�`,X,M=H4AL>drN5�c7?�c��(c45s\¦Je3s9=�Z�Fc4?�?8AJWL5=2BA_5�WJ`,5s\¦36MnA�H4ALH5;AL>F�d>@?LH4? �
� �GcwJe3s9;���Fc WJcZ�"`�\sHKVi9=3,M=M=HbR�`�W(�Gcb2=`*�d2752�¢92cRWJcZ�"`�\2`KAL>d36M�9�cS�F`S?85=R	cZWL2Zc��F�@5��Fc

1 × 1 × 1
r^5;>2436MnA_>Fc4MnA	; dO`�A_36JOc7?P9=3,MNAf5=M `KAL36Jfcl9�cm2UT�WL36JOc a 243s9�c��������	b`V

� �GcPJS3^9=���GcPM=36M WJcZ�"`�\sHKVn2,Fgc7?8AY` � ` 9=>FWdc*2�c��@5=>=9=3,MNA��"`�?kA#W85=24AL5�WJc c7?kAC2Zc��F�GcP9=5e<iHZW8]N�GV65;M�`KAL36JOc9�cm2UT�W836JOc Wdc7JeR��"`��=`,MnA%c`\�`K24A#c4Jfc4MnAl5=M `KAL36Jfcl9!F `*�d5=Je>dM=>@5=J 9=5�2�WL>@?8A#`�� c1:F `KMb`��@]^?dc
9=5�?LR4c72BA#WJc����(h oE¡ c4?8AfWLH=`*�d>d?8H�c�X
W��,2�c `,5s\¦2�`��d245��d?����� !��"��!��R�WLH4?Jc7MnALH7?p9b`,M;?f�F`Rb`�WkA_>Gc��L�8�UVW?Jc424A_>@36M�;Uc[£ a Rb`,X�cE¤,�\b<c71ic7? �"� 
��3��� R	3,AJc7MnA_>Gc��d?i5;A_>G�d>@?LH7?Z?L36MnA�9�c:A�]^R	c$#?WL3,5��F�@>Fc�W&% `�WkA_>dM;?
� za�6� �}Vb`WD
c42[�Gc7?c2�`�W#`�A_H�W8>d?kA_>drN5�c4?P9=5pA `,<2�Fc=`K5���c �gc=1icj?LR4c72BA#WJcj�l��h oE¡ 2=`��@275��@H�c7?kA*2736MnD,3
�d5=HmRb`*W5=M�c �d3�WJc7MnA��7>Fc4M=M�c

L(E) = 1
π

γ
γ2+E2

9�c7�"`�W8X
c752W���Je> `�T�`,5;A#c45�W a �('*)�%Xb
2γ
c�1icwR�`�W#`,Je�4AJWJc

2γ2UT=36>@?L>4c7?kA%�FcfJ c4JfcfrN5�cl2Zc��@5=>i5sA_>F�@>d?8HfR	365�W��Fcf?LR4c72BA#WJc�`,50?Jc45=>F�	j 9=502UT2WL36JOcl9b`KM=?K�Fc WL5;<=>d? a 2Bx@cV X652WJcw¤Uc ¤sV=Rb`,X�ceza�,�\b<c
¡ 5�W �"`(V X65�Wdcb�Ucz;sV�36M
2736M;?8A `�A#c�r^52cS�Fcm2�`��d245���5;A_>G�d>d?J`,MnAV�FcmJe3s9=�Z�FcQWdc��"`�\;H WJc4R�WL3^9=5=>hAfJS>Gc75s\

�GFgcB\sR	H�W8>Fc7M;2�cmrN5�cw2Zc��@5=>�5;A_>G�d>@?#`,MnA%�GcjJS3^9=���Gc�?8AJWL5=2BA_5�WJ`���M=36M WJcZ�"`�\sH�c ¡ 5�WV�Fcm?L>@X6Mb`��Z>d?L3KA#WL3,R	cKV��Fc4?9=> [ZHZWJc7M;2�c7?Qc4MnA#WJcU�Gc7?�92c75s\�2=`��@275��@?l?Jcg?8>@AL5�c7MnA�D�c�WL?m�,�6�6��cE;fcCB�V!�6�6�6��cE;OcCB cBAm�6�n��% cCB!c ¡ 5�W��Gc?L>@X6Mb`��O9=>d2UT2WL3,+Gr^52c,V��Gc7?j9=> [ZHZWJc4M=2�c4?j?L36MnAmRb`�WkA_>@275��@>d��Wdc7JOc7MnAfDs>@?L>@<��Fc4?lD
cZWL?��6�n�F;OcCB!c�uXc4?j2=`��@275��@?M=365;?�R4c�W8JfcBALA#c4MnA�9�cmD*`��d>@9�c�W%�Gc�Je3^9=���Gc�?kA#W85=24AL5�W#`��0Wdc��"`�\;H�Rb`�W W#`KR=Ri3�W8A;`,5�JS3^9=���Gcm?8A#W85=24AL5�W#`*�M=36M WJcZ�"`�\sH�c
z^d6£
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Calc. (modèle 1)
Exp.

Calc. (modèle 2)

����	A
�W
���
� +*@�� �#�>&�� � Y�J���H�+ ��8 � ���#89�D) a -
8 �\[9&�<=67�[-������%)`X51#67�#&���8�-9�f!
Be3Si6Al2O18

�
Cr3+

$J� �.� �
�P��)��#89)��(��<=�3� ���b� �#�>8�1 �(-������ )`X���@9@9&�< ���D6 ���>��<=� -
�D@2<=)B���D&��S1#)�� �#�>&>� _*8�� �#� � <=6Q@N��&�1 ��TU)`X5�	�
@21��
&>���#67� �Q!"�#� 
:&��=�J$J���.��67<�-��#)�����!F�>&����D�L@9)��#�D�Y$?� ����)��C67<*-��#)��K�>�>&>8��#�>89&���)�&��#)B� �91:���.��67<�-��#)����
!F�>&����D�C�#�U@�<=�D�3�>�D)D)�1 �d$M� �>� )��K67<�-��#)��V�>�>&>8��#�>89&���)4��<=�U&��#)B� �91:�

+��
	 � L�/GHTD-A 5 C�LB/
�&.�6�'�)2+_SuU2785�
 '�) �"�2% !�����
 '<7u�3+,) ' uC36JeJOcj9b`,M=?V�Fcj2�`,?*9=5 WL5=<=>@? a Al2O3 �Cr3+ bBV2�Fcj?L>hA#c9=5S2UT2WL36JOcc9b`,M;?C�}F[H4JfcZW#`,5;9�c a Be3Si6Al2O18 �Cr3+ b�c7?kA�`,?L?dc �*9=> [iH�Wdc7MnAQ9=5�?L>hA#cc92c �}F `*�d5=Je>dM=>@5=J9b`,M=?Q�Gcw<	H�Wk]Y� a Be3Si6Al2O18

bdc o M ce[�cBAWV��F`q9=>@?8A `KM=2�c�uXWY`kv/9b`,M;?��GFIH7JOc�WJ`,5=9�c[c7?8A�z�c �6¤
5
>bV	�"`9=>d?kA `,M=2Zct�(� `kv 9b`,M;? �Fc�<	H�Wk]Y�fD*`,5;Atz�c[�6��>9cPuC36JeJfc
9b`,M=? �Gc�2=`K?09=5 WL5=<;>d?7V��Fc
2UT�WL36JOc c4M>dJeR=5�WJcBA_Hj9b`KM=?V�Fcj<	H�W8]N��>dJeR	36?Jc�?J`e?8R=T=�ZWJc�9�cm273^3
WL9=>@Mb`KAL>d36M)c

Je>dM=HZW#`��
∆ BW85=<=>d? �gc � % ��c[� d6�H7JOc�W#`K5=9�c �gc �6� ��c[�6�n¤

���	��
 W
���
��� ��&���6
�#�>&�� � -9� �\[N��6Q@ �#&>���>����)D)D�D� !
∆
$��#� @N��&���6
�#�>&�� � -9� G��=�P� [ !

B
$�-������ )�� &>89/9���

!
Al2O3

�
Cr3+ $����������4�#� )`X51#67�#&���8�-9�S!

Be3Si6Al2O18
�
Cr3+

$�������� '9�#�O� ���

 ."!#�<78'N�2SF' ) ' SF51+2!T' + 7 ' �~6/7u' !$' 7u+%$�.T%�785~+ 0:' '=6 !��&��
 '<78�"+2)2'('1' 7�6�' 1ic7?q?8>@AJc7?09=52UT�WL36JOc|9�`,M=?O�Fc WL5=<=>@?*)
Al2O3 �Cr3+ + c4AS9b`,M=?f�GFIH7JOc�W#`K5=9�c,)

Be3Si6Al2O18 �Cr3+ + ?836MnA `,?8?Jc �?L>dJe>F�F`,>FWdc7? � �F`�9=>d?kA `,M=2ZcjJS3a]�c7M=M�c�uXW�-kv�9b`,M=?V�Gc�WL5=<;>d?Kc4?8Amz/.[�n¤ >bV2c��F�Gc�D*`,5;Amz0. �n¤
5

9b`,M=?%�Gc�2=`,?9�cS�}F[H4JfcZW#`,5=92c1) z/. �,� >$R	365�W �"`�9=>@?8A `KM=2�c�uXW2-kv$2�`��d245��dHZc + .ZuXc4R	c4M=9b`,MnAQ�Gc7?�27365��Gc75�W8?�92c7?�9�c45s\JS>@M=H�WJ`,5s\q?L36MnA*<=>Gc7Mp9=> [ZHZWJc7MnAJc7?�.=1QFa`,Mb`*�@]^?Jc�92c7?P?LR4c72BA#Wdc7?*36R;AL>drN5�c7?P9;5 WL5=<=>@?Kc4A*92c��GFIH7JOc�WJ`,5=9�cR	cZWLJOc4A�9ZF[HBD�`*�d5�cZW��FcwRb`�W#`KJS�BA#WJc�9�c�2UT�`,JSRt2ZWL>@?8A `*�F�d>@M�9b`,M=?�2Zc7?�Je>dM;H�W#`K5s\3)yD63,>FW�A#`,<��Gc=`,5|�4. � + .1?`�9;> [iH�WJc4M=2�c c4MnA#WJc �Gc7?�R�`�W#`,Je�4AJWJc4?�9�c02UTb`KJSR�2ZWL>d?kA `��G�d>@M�9�c �}F[H4JfcZW#`,5;9�c�cBA�9=5 WL5=<;>d?5)}�,�n�,�27J −1 + c7?8AfR��@5=?PX
WJ`,M=9�cjrN5�c �"`�9=> [ZHZWJc4M=2�c7c7MnAJWJc7�Fc4?fR�`�W#`,Je�4AJWJc4?P9�cm2UTb`,JeR�2ZWL>@?8A `*�F�d>@Mq9=5 WL5;<=>d?
c4A�9�cS�}Fac4?�6,3��"` +}A#c

Cr2O3

)kz^%�d,�e24J −1 + .�1ic7?l9;> [iH�WJc4M=2�c4?l9�c�9=>@?8A `KM=2�c4?;c4MNAJWJc[�GFIH7JOc�W#`K5=9�c7)kz/.[�n¤
5> + cBAQ�GFgc7?86,3
�F` +GAJc

Cr2O3

)kz/.[� d > + ?836MnAlx `,>@<��Fc4?�.iv�M `SD^5�rN5�cR�F`eD*`�W8>"`KAL>d36M�9�cb9;>d?8A#`,M=2ZcguXW2- v
z d�%
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9b`,M;? �F`0?L3
�@5;A_>@36M�?83
�d>@9�c
Al2O3

-
Cr2O3

c4?8AmA_3,5;A��85=?8AJc�?L5��e?#`KMNAJcSR	365�WQc`\sR��d>@r^52c�WQ�"`qD*`�W8>"`KAL>d36M9�c�2UTb`,JeR
2ZWL>@?8A `*�F�d>@M09�c7�"`g?83
�d5;AL>d36Mp?83
�d>@9�c0.=1?`gD*`�WL>F`KA_>@36Mp9�cm9=>@?8A `KM=2�c7c7MnAJWJc �Fc7WL5=<;>d?Vc4A �GFIH7JOc -
W#`K5=9�cRc4?8A7`��@3
WL?�?#`,M;?�9=365;AJcbA#W836R|x `,>@<��Fc�R	365�W(c`\sR��d>@r^52c�Wl?dc75��GcR�"`e9=> [iH�Wdc7M=2Zcg9=5�Rb`*W#`,Je�4AJWJc

∆c7MnAJWJc�2�c4?e92c75s\(Je>dM;H�W#`K5s\ .�10`t273aD*`��Fc4M=2�cp9�c �F` �d>F`,>d?836M(uXW2- v��83,5�cp?#`,M;?e9;365;A#cp5;MHW83
�FcqM=36MM=H4X
�d>@X
c=`,<2�Fcj?L52W(�"`�273,5��Fc45�W�.	1ic7?�H��Fc424AJWL36M=?f9�c[�"` �d>"`K>d?L3,M|uXW�-kv 92cS�GFIH7JOc�WJ`,5=9�c�?L3,MNAlR��d5;?�9=HZ�d3 -2=`*�d>d?8H7?QrN5�cf9b`,M=?M�FcVW85=<=>d? ) �"`��d>F`,>d?836MUc7?kACR2�d5=?Q273aD*`��Gc7MnA#c + .N1:F `KMb`��@]^?dcf92c7?E?Jc75;>F�d?E1
2,3

9=5S2UT2WL36JOc9b`,M;?
Be3Si6Al2O18 �Cr3+ R	cZWLJOc4A8A#W#`K>@AQR4c75;A2-Qc4AJWJcf9�clrN5b`KMNAL> VbcZWY5;M�c�HBD
c4MNAL5�c��G�FcfD�`*WL>"`�A_>d3,Mg9�c(�F`Mb`KAL5�WJcm9�c7�F`R�d>"`K>d?L3,M�uXW2- v�9b`,M;?;�}F[H4JfcZW#`,5=92c0.v�Mf`jJe36MnA#W8HP2��"`K>FWJc4Jfc4MnA�rN5�c*2736MnAJW#`,>GWJc7JOc7MnAC`,5^\g>d9;H�c7?MWdc �752c7?7V��F`�D*`�WL>F`KA_>@36M�9�c%�F`�9=>d?kA `,M=2ZcuXW2- v�M2ctR	c45;A�Rb`,?�� cZ�F�Fc|?Jc752�Fc c`\;R2�d>drN5�cZW �"`�D*`�W8>"`KAL>d36M�9=5 2UTb`,JeR 2�WL>@?8A#`��F�@>dM

∆
.*v�M `�D^5?L52WO�}Fac`\Yc7JeR��Fcp9�c �F`�?83
�d5sA_>d3,M�?L3
�@>d9�c

Al2O3

-
Cr2O3

) 24x�.�2UTb`,R=>hA#WJc2d + rN5�c �"`�D*`�W8>"`KAL>d36M�92c�2ZcRb`�WJ`,Je�4A#Wdc:9�cE2UTb`,JeR�2ZWL>@?8A `*�F�d>@M
∆
M�cE2736MnAJWL>d<;5�cQr^52cER�`�W8AL>Fc��G�Fc4Jfc4MNAi`,5w2UT�`,M=X
c4Jfc4MNA¢9�cE273,5��Fc45�W�.10`02736M;2��d5;?L>d3,M �"`qR2�d5=?�>@JSR	3
WkA `,MnA#c�9�c�2Zcg2UTb`,R=>hA#WdcRc7?kAm9=36M=2�rN5�cU�F`SD*`�WL>F`KA_>@36M�9�cR�"`S9=>d?kA `,M=2ZcuXW2- v�M�cmR4c75;A c`\;R2�d>drN5�cZW*?Jc752�Fc7�"`bD*`�W8>"`KAL>d36M092c�24365��Gc75�WVc7MnAJWJc7�FcQW85=<=>d?%cBA �GFIH7JOc�W#`K5=9�c0.

z^d=;
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�

��� `���`������Jc! �c"�#�%$4c"&('JWJc(�) 
�a`�*+�%,�W%$-'%./,0�1 �c"�AWJ`2�0,0�+�O� `�3541�dc"3+.G�/��j6 2c"�# -. [87�WJc(�9'#c"�#./:;$+3�WJc<'=7(�
&",��>'Jc"�>3�c(�1 b`?�+���Fc(�@:;./�+7ZW#`�354 `��G�/,�&BA�W%,0:f`?'%./C>3�c"�D�+,�3+�7`E$	cZW%:;./�F 
�G,�*-'#c(�+.FW@ 2c"�H./�5IJ,
W%:f`?'=.�,0�+�
�K'JW%3+&<'=3�WJ`��Fc(�Vc('L7��Gc"&('JW%,0�-./C>3�c"�D�K3�WV�M�gc"�9N�.FW%,��+��c":Oc"�9' `�35'=,03�WD �cO&Zc"�D./:;$+3�Wdc('=7(��.

hF,03-�K`2N0,0�-�P7(N�,5C>3+7��Gc"�Q +. �;&(3���'%7"�XcR45$87ZW%./:Oc"�9'#`��Fc(����./7�c(�TS �"`O$�W%7(�Jc(�+&�cH �c(�T$+.�&"�! �cU +. [�WJ`�& -
'=.�,0�V�%32WQ�Fc"�H�K$	c(&('JWJc"�7c<'7�Fc"�H -. �;&"3��W'=7(�@ 
�X./�9'#cZW%$�WK7(' `Y'=./,��V �c"�O�%$4c"&<'#Wdc"�O b`��+�Q�F` W%7(Z0./,0�V$2W%,�&BA�c
 +3[�Jc(3+.F� . hF,�3+� `\N�,0�+�]:^,��>'JW%7_&(,0:^:Oc"�9'Q�F``'#c(&BA+�+./C>3�c; �c W%,?' `?'%./,0�a35'=.F��./�K7�cb$c,03�WQc(��WJc(Z0./�d'#WJcZW
�Fc(�e�%$4c"&('JWJc(�P 
�a`�*+�%,�W%$-'%./,0�;$	cZW%:Oc('K' `�.W'e �cF�dcF -7"*b`�WJ`��%�dc�W! �c"�!$+./&(�Q 2cF +. [�WJ`�&('%./,0� .9��� `� �`�$-' `Y'=./,��
 �cF&�c('K'#c@:;7('%A+,� �c�`�3`&=`��!$b`�WK'%./&(3��/.Gc�We +3`fl��hUg ¡ $4c�WK:fc<'P 
�gc"��Wdc"Z0.��K'JWJc�W! �c"�T�%$4c"&('JWJc(�h$��/3+�CW#` -
$+.� �c":Oc"�9'QC>3
� `2N�c"&(�F`H:^7<'=A+,� �cD./�+.W'=.F`��Fc?iY�K..�M�X,0�j +./�K$8,0�dcD �c"�Q�%$4c"&<'#WJc(�Pg)f@kUl�m_&",
WdWJc"�K$8,��+ b`��9'=� .
n c��F`E$	cZW%:Oc('K'#W#`E$4c"35'8-Qc<'#Wdc_3+��cj7('%3+ �c_$���3+�H�K���K'%7":f`?'=.�C>3�c_ �c"�O�K$	c(&('#Wdc"�Hf@k(hUgQmV +./&BA�WK,,+oC>3�c(�
`�3p�Jc(3+.F�0jq �c"�D7���7":Oc"�9'=�D&(,
�/,
WJ`��9'=�h b`?�+�V�Fc"�h:;./�-7�W#`?354 `��G�/,�&BA�W%,�:�`?'%./C>3�c(��.

hF,03-�7`\N�,0�+�H:;,0�9'#WK7R`�3+�K�%.)C>3
�X3+��c_:;7('%A+,� �cr �c_&�`��/&(3��sIJ,0�+ +7Zc_�%3�W��Gc"�@&(,5 2c"�@ �cr&=`���&"3��t �c
�K'JW%3+&<'=3�Wdc^ 2c^*b`?�+ �c;$	cZW%:Oc('] �c_I `�.FWdcj �c"�[`��b`��W���Jc"�O$�WK7"&(./�Jc(�r �cj�K$	c(&('#Wdc"�]f@k�hFgQm c(']IJ,03�WK�+.�'
�+,�'#`�:;:fc(�>'L �c(�U.��-IJ,
W%:f`?'%./,0�+�T�K'#WK3+&('%3�W#`*�Fc"�RVu��c(�U�K3�W(�F`j�d'#WK3+&('%3�WJc1 �c"�F&",0:;$8,��%7"�L7('%3+ +.�7"��.8�0`
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&ZW%7"7Zc"�Cc"�9'#WdcD&�c('K'#cD./:;$+3�Wdc('%7%c('M�Fc(��./,0�-�� +3j&�W%.��K'#`�� �K,03�ch3-�^Z
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+ ,03 �FcH*c7�Wd�Y� )
Be3Si6Al2O18
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A1 Γ1 0
E ′ Γ6
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2
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U ′ Γ8

3
2

E Γ3 2
T2 Γ5 1̃

E ′′ Γ7
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2
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E ′ Γ4

1
2

A2 Γ2 0̃
E Γ3 1
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3
2E ′′
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2
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�
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1 (û) =

√
3
4π

√
1
2
sin θe−iφ =

√
3
4π

√
1
2
(ux − iuy)

Y 0
1 (û) =
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1 (û))

uz =
√

4π
3
Y 0

1 (û)
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