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Etat de ’art



1.1 Introduction

Un systeme algébrique polynomial est un ensemble fini de polynomes multivariés a
coefficients dans un corps F'. Résoudre un tel systeme revient a trouver les zéros communs
de ses polynémes dans une cloture algébrique F de F'.

La question posée est de décrire I’ensemble de solutions de ce systeme en distinguant deux
cas possibles :

- Si cet ensemble est fini (i.e., le systeme est zéro-dimensionnel), celle-la revient a
donner ces solutions explicitement.

- Si cet ensemble est infini (i.e., le systeme est de dimension positive), une fagon de
les décrire est d’exprimer les variables du systeme comme de fonctions de quelques
parametres qui peuvent étre pris parmi ces variables.

La résolution des systemes algébriques est 1'un des problemes importants de la
géometrie algébrique et du calcul formel. La simulation de plusieurs phénomenes phy-
siques [85, 107, 44], chimiques [41, 44, 54], optimisation [122], interpolation [109, 110, 54],
robots [55, 31, 109, 110] et des problemes géométriques [47, 83] conduit a des systémes
d’équations polynomiales a parametres. Un systeme algébrique paramétrique est une
collection infinie de systemes algébriques paramétrisés par un nombre fini de variables
appelées les parametres du systeme.

1.1.1 Notations

Considérons une famille (f1,..., fx) de polynémes dans F[u, X| paramétrés par les
variables u = (uq,...,u,) (les parametres) , homogenes en les variables X = (Xo,...,X,)
de degré d chacun. Ces polynomes définissent un systeme polynomial paramétré f; =
«o- = fr = 0, 'ensemble P = T sera appelé lespace des paramétres. Pour tout point
a=(ay,...,a,) € P (spécialisation des parametres), on note par V@ la variété projective
de P"(F) définie par les polynomes homogenes fl(a), ce f,ia) € F[Xo,...,X,], ot

fi(a) :fi(ala"'7a7‘7X07"'7Xn)a 1 Slgk

D’une maniere générale, pour un polynéome g € F(uq,...,u,)[Xo, X1,...,X,], on note
par ¢'® le polynéme de F[Xo, X1,...,X,] obtenu en remplagant us, ..., u, par ay,...,a,
respectivement dans g lorsque les dénominateurs des coefficients de g ne s’annulent pas en
a.

Exemple 1.1.1 Considérons le systéme paramétré suivant qui décrit I’état d’un bras ar-



ticulé constitué de deuz tiges de longueur 1 [55, 109, 110] :

T1+Ty =1U
Tg+ 2Ty =0
2 2 1
r]tr3 =
3422 =1
Les vartables u et v sont les parametres, les inconnues sont les variables x1, ..., x4.

1.1.2 Résolution

Pour un tel systeme algébrique paramétré (fi,..., fr), on peut poser la question
suivante : Qu’est-ce qu’une résolution ?

La réponse a cette question dépend du probleme original qui a donné naissance a
ce systeme. Par exemple on se demande parfois de trouver les valeurs des parametres la ou
le systeme spécialisé (i.e., le systéme obtenu apres spécialisation des parametres) admet
une solution, i.e., trouver le lieu de consistance du systeme dans 'espace des parametres.
Ceci est équivalent & calculer I'ensemble U; = {a € P, V@ £ ()} qui n’est autre que la
F-réalisation dans la théorie des corps algébriquement clos de la formule suivante :

(E|X0)"'(HXn)fl(Ul,...,UT,X(),...,Xn) = - :fk(ul,...,ur,Xo,...,Xn) =0

cette formule admet uq,...,u, comme variables libres. Le calcul de U; revient donc a
éliminer les quantificateurs de cette formule, ce qui sera étudié dans le chapitre 2.

Parfois on se demande de calculer I'ensemble Uy C U; C P formé par les valeurs

des parametres a € U, tel que la variété V(@ est un sous-ensemble fini de P*(F), i.e., le

.= ,ia) = 0 est zéro-dimensionnel. Ou bien de décrire les sous-ensembles

systeme fl(a) =
Us s de Uy 1a on le systeme associé admet exactement s solutions distinctes dans P"(F),
ie., Upy = {a € Uy, #(V@) = s} pour tout 1 < s < d". Par conséquence, calculer
les solutions de ce systeme d’une facon uniforme sur les parametres, i.e., décrire une
représentation paramétrique des solutions comme de fonctions rationnelles paramétrées
des racines d’un polynéme univarié paramétré [109, 110], ce qu’on appelle une résolution
géométrique paramétrique du systeme (voir le paragraphe suivant et le chapitre 3). Celle-ci
est donnée dans 'exemple suivant :

Exemple 1.1.2 Reprenons l’exemple précédent, une résolution géométrique paramétrique
de ce systeme est donnée par [109, 110] :

T, = Lp o tui=?
4 2,2 4,2 4 I =yt T2y
9 1u*+ 2uv us+v 0 . 1Yoy
x4—vx4—|—4 w2 + 02 — Ty = =y Tat 5
T3 = —T4+V



Soit le sous-ensemble constructible U, de lespace des paramétres C* défini par les
meéquations suivantes :

u#0, u+vP#£0

Pour toute spécialisation (a,b) des paramétres (u,v) dans Uy les solutions (x4, ..., x4) € C*
du systéme correspondant sont obtenues par extraction des racines (i.e., xy) d’une équation
du second degré a coefficients dans C. Les valeurs de (x1,xo,x3) sont données en fonction
de ces racines.

Dans le cas général, peut-on décomposer 1’espace des parametres P en un nombre fini
d’ensembles constructibles U deux a deux disjoints tel que pour chaque U le nombre des
composantes absolument irréductibles de la variété associé est constant, i.e., pour tout
a,b € U les deux variétés projectives V(@ et V® ont le méme nombre des composantes
absolument irréductibles qui est borné par le nombre de Bézout d" [66, 125, 15, 112].
En plus décrire chacune de ces composantes W par I'intermédiaire de deux voies suivantes :

a) Calculer un point générique efficace de W [125, 22, 23, 101]. Ceci est équivalent
a calculer des polynémes ¢, By,..., B, € F(C,u)(t1,...,t,—m)[Z] et x € F(u)[C] ou
m = codim(W), ti,... ,t,_, sont de variables algébriquement indépendantes sur F et
C, Z sont de nouvelles variables et a calculer un indice s, 0 < s < n et une puissance p”
ou p est le caractéristique de F' (p” est supposé égale a 1 si F' est de caractéristique zéro).

Pour tout a € U, il existe une racine ¢ de @ dans F qui vérifie :

- Les coefficients rationnels de ¢, By,..., B, (resp. x) sont bien définis en (c,a)
(resp. a).

- La composante W n’est pas contenue dans 'hyperplan V(X,) C P*(F).

v v

p p
- Les fractions (%) ey (§—3> sont des fonctions rationnelles sur W définies
par
pl/
()" =B
¢(c,a) (0) =0, .

(&) =50

ou ¢ est algébrique sur le corps F(ty,...,tn_m) de polyndome minimal diviseur de
PV € F(ty, ... ta_m)|Z).

Ceci nous donne une résolution géométrique paramétrique au sens de [47, 52| pour
chaque composante, i.e., une représentation paramétrique des éléments de toutes les
composantes par une spécialisation des parametres par des valeurs dans U.

b) Calculer une famille finie de polynémes homogenes 1, ..., ¢y € F(C,u)[Xo, ..., X,].



Pour tout a € U, il existe une racine ¢ de x dans F qui vérifie :

- Les coefficients rationnels de 11, ..., 1y sont bien définis en (c, a).
- Les polynomes homogenes %C’a), e ](\j’a) € F[Xy,...,X,] définissent la compo-

sante W, i.e.,

W=V, ey c pr(F).

Exemple 1.1.3 Reprenons encore une fois l’exemple précédent, on se demande que se
passe-t-il pour des valeurs (a,b) des paramétres dans C*>\ Uy, i.e., a =0 ou a®> +b*> =0 2.

En effet, on peut décomposer C? en 4 ensembles constructibles Uy,...,U, donnés
par les équations et les inéquations qui les définissent ainsi pour chacun d’eux on donne
une représentation paramétrique des solutions wvalable pour toute spécialisation des
parameétres dans cet ensemble. Plus précisement,

ro= L0+ Y
U= (£ 02402 £0), g2 —FAE—wt ) =g g
1 ) ) U2+U2 ) T3 :_%6+37U

Uy ={u#0,u”>+v> =0}, pas de solutions.

T =40
2 —_ —
Us={u=00£0}, 6+%—1=0 (™ =°
4 T3 =3
Ty _g
I =0
Uy ={(0,0)}, #*+¢—1=0, T2 =0
X3 = —t
Ty =t

On remarque que le systeme est zéro-dimensionnel sur Uy, Us, Us et de dimension 1 sur Uy
(t est un parametre qui prend des valeurs dans C).

Dans cette these nous considérons le cas général en décrivant un algorithme qui donne
une telle partition de 'espace des parameétres et en étudiant sa complexité (voir le dernier
paragraphe de ce chapitre et le chapitre 5 pour plus des détails). D’abord nous décrivons
quelques algorithmes de la littérature pour résoudre des systemes polynomiaux paramétrés
avec leurs bornes de complexité dans le paragraphe suivant et ensuite nous montrons
nos algorithmes dans le dernier paragraphe. Il faut signaler que personne n’a étudié la
décomposition de variétés paramétrées en composantes irréductibles avant notre contribu-
tion.
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1.2 Historique et Algorithmes

Nous montrons dans cette section quelques algorithmes de résolution de systemes
algébriques avec parametres.

1.2.1 Résolution de systemes linéaires paramétrés

Considérons le cas d'un systéme paramétré d’équations linéaires (i.e. chaque
fi, 1 < i < k est une forme linéaire en X = (X, ..., X,,) a coefficients dans Flus, ..., u,]).
Plus généralement, les systemes linéaires paramétrés avec second membre ont été étudiés
par Heintz en 1983 [66]. Sa méthode est basée sur une version paramétrique de 'algorithme
d’élimination de Gauss et elle est utilisée pour décrire un algorithme d’élimination de
quantificateurs dans la théorie des corps algébriquement clos. Un autre algorithme presenté
par W. Sit [113, 114] qui décompose le lieu de consistance (i.e., ’ensemble U; défini
ci-dessus) en un nombre fini de sous-ensembles S (appelés régimes du systeme). Pour
chaque S, cet algorithme calcule une matrice Z de dimension n x (v + 1) a coefficients
des fonctions rationnelles de F'(u) avec colonnes Zy, Z1,. .., Z, qui vérifient les propriétés
suivantes :

a) Les entrées de Z sont bien définies sur S, i.e., pour tout a € S, les dénominateurs de
ces entrées ne s’annulent pas en a.

b) Pour tout a € S, Zéa) c V@ (ie, Z(()a) est une solution particuliere du systeme
spécialisé par a) et la famille {Zl(a),...,Z,Sa)} forme une base du systéme homogene
associé.

1.2.2 Calcul d’un P.G.C.D. d’une famille finie de polynémes uni-
variés paramétrés

Pour n = 1, Grigoriev [59] a décrit un algorithme de résolution d’'un systéme pa-
ramétrique d’équations polynomiales univariées par la construction d’un plus grand com-
mun diviseur d’une famille des polynomes univariés a coefficients paramétriques. De
méme, dans [8], chapitre 1, on trouve un algorithme de méme nature que celui de Gri-
goriev [59], basé sur une version paramétrique de I’algorithme d’Euclide. Ces algorithmes
décomposent l'espace des parametres P en de sous-ensembles constructibles W deux a
deux disjoints. Pour chaque ensemble W, ’algorithme calcule un polynéome paramétrique
g € Fluy, ..., u)[X;] qui constitut un témoin du P.G.C.D de la famille des polynomes
fi,-- oy fx € Fluy,...,u.][Xy], i.e., pour toute spécialisation des parametres a € W, le
polynome ¢@ € F[X;] est un P.G.C.D de f{”, ...,/ € F[X,].

Donc pour tout a € W, V@ = V(g@) C F, i.e. V(@ coincide avec I’'ensemble des racines
du polynome ¢'* = g(a, X;) € F[X;] dans F. La complexité de 'algorithme de [59] est
polynomiale en k, d et exponentielle en r tandis que celle de [8] est exponentielle en k, d et
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r (voir le chapitre 2 pour plus de détails et pour d’autres algorithmes pour ce probleme).

1.2.3 Résolution de systemes algébriques paramétrés

Nous décomposons ce paragraphe en deux parties : la premiere partie traite les algo-
rithmes et les méthodes existants qui calculent l’ensemble Us défini ci-dessus en le parta-
geant en un nombre fini d’ensembles constructibles et en décrivant les solutions (en nombre
fini) du systéme correspondant par une représentation paramétrique. La deuxieme partie
considere le cas général.

1- Cas dimension zéro :

Plusieurs algorithmes sont destinés a la résolution de systemes algébriques paramétrés
zéro-dimensionnels. Parmi les outils et les techniques utilisés on distingue 'opérateur de
Newton-Hensel [109, 110, 65], le calcul d’une base de Grobner paramétrique [60, 100], les
ensembles triangulaires paramétriques [33, 111] et les variétés discriminantes [84]. Dans ce
paragraphe on décrit les entrées et les sorties de ces algorithmes, leurs représentations, les
conditions sur le systeme d’entrée ainsi que leurs complexités.

1-a- Résolution géométrique paramétrique [109, 110, 65] :

On se place dans le cas ou fi,...,fx € Fluy,...,u., X1,...,X,] et k = n, soit
K = F(u) = F(uy,...,u,) le corps des fonctions rationnelles en les parametres a
coefficients dans F. Considérons l'idéal I =< fi,...,f, >C Fluy,...,um, X1, ..., X,],
J =1 : jac((fi,..., fn), X)™ est la saturation de I par le Jacobien déterminant de
(fi,..., fn) et Jx est Pextension de J dans K[X, ..., X,].

Une résolution géométrique paramétrique du systéme (fi,..., f,) est une description des
solutions simples du systeme de la maniere suivante :

r, = B1 (0)
¢(0) = 0,
r, = B,(0)
ou ) = Zlgign a;x; est un élément primitif de 'extension finie K C K[Xy,...,X,]/Jk,
les polynémes ¢, By,...,B, € K[Z], les degrés de leurs coefficients par rapport aux

parametres sont bornés par d”.

Dans sa these Schost [109, 110] a décrit un algorithme probabiliste qui calcule une
résolution géométrique paramétrique du systeme (fy,..., f,) avec une complexité d°™
simplement exponentielle en le nombre d’inconnues du systeme. Cet algorithme calcule
aussi ’équation d’une hypersurface S de l'espace des parametres la ou la spécialisation
échoue, i.e., Va € P, si a € S 'un de dénominateurs des coefficients de ¢, By,..., B,

12



sannule en a et si a ¢ S, les solutions simples du systeme f” = --- = £ = 0 sont
obtenues par une spécialisation des parametres en a dans la résolution paramétrique.
Le degré de cette équation est borné par d°(™ et la variété S est appelée une variété
discriminante du systeme au sens de [84].

Remarquons que puisque Jx est un idéal zéro-dimensionnel de K[X7,...,X,], une
représentation rationnelle univarié [108, 49, 51, 2] nous donne une résolution géométrique
paramétrique.

1-b- Bases de Grobner paramétriques :

En ce qui concerne les bases de Grobner paramétriques dans le cas zéro-dimensionnel,
un algorithme est décrit dans [60] qui calcule les équations et les inéquations qui
définissent I’ensemble constructible Us défini ci-dessus. Cet algorithme partage Us en un
nombre fini d’ensembles constructibles W chacun avec une base de Grobner paramétrique
Gi,...,Gm € F(u)[X] qui vérifient :

1) Les coefficients de Gy, ..., G,, dans F(u) sont bien définis sur W.

2) Pour tout a € W, la famille G§“>,...,G£,‘i) est une base de Grobner réduite du
systeme (£, ..., f,ﬁ“)) (pour un ordre monomial fix¢).

3) Le vecteur des multiplicités des solutions du systéme est constant sur W et il
est calculé par 'algorithme.

Cet algorithme a une complexité d°™) simplement exponenticlle en le nombre n
des variables dans le cas ou f1, ..., fi sont donnés en représentation dense.

Dans [61] Grigoriev montre que le nombre des vecteurs des multiplicités des solu-
tions des systemes polynomiaux est doublement exponentiel en le nombre n des variables.
Plus précisement, pour des systemes avec n = d, il construit N > d*™ ¢léments de
I’espace des parametres distincts deux a deux et pour chacun d’eux il attribue un certain
systeme polynomial zéro-dimensionnel avec des vecteurs des multiplicités distincts deux a
deux. En particulier, le nombre des ensembles constructibles qui constituent une partition
de P avec les propriétés 1), 2) et 3) ci-dessus est doublement exponentiel en n, ce qui
donne une borne inférieure doublement exponentielle en n de la complexité de construction
d’une telle partition.

1-c- Ensembles triangulaires paramétriques[33, 111] :
Soit V.= V(fi,...,fn) C "7 la variété affine définie par fi,....fn €
Fluy,...,u., X1,...,X,], on suppose que la projection de V sur les r premiers va-
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riables ui,...,u, est dense dans F pour la topologie de Zariski. Cette condition
implique que lextension J de l'idéal I =< fi,..., f, >C Fluy,...,u,, X1,...,X,]| dans
F(u)[X,...,X,] est un idéal zéro-dimensionnel. Les zéros de J sont appelés les solutions
génériques de V. Dans [33] on trouve un algorithme probabiliste qui calcule un ensemble
triangulaire paramétrique (T1,...,7T,) € F(u)[Xy,...,X,] tel que J =< T3,..., T, >,
T; € F(u)[Xy,...,X;] unitaire en X; et les degrés des coefficients de chaque 7T; par rapport
aux parametres sont bornés par 2d*" tandis que dans [111] ces degrés sont bornés par 4o,

Cet algorithme calcule aussi une hypersurface S C F défini par un polynome de
degré < d™ tel que Va ¢ S, les dénominateurs des coefficients de T7, ..., T}, ne s’annulent
pas en a et V(Tl(a), . ,TT(LQ)) = V( l(a),..., ,S“)). La complexité de cet algorithme est
d°) polynomiale en la taille de sa sortie.

1-d- Variétés discriminantes [84] :

Soit 7 la projection de 7 osur espace des paramétres P = F . Une variété
discriminante du systeme paramétré (fi,. .., fr) est une sous-variété W de P tel que pour
tout ouvert U de P\ W, la restriction de 7 sur 771(U) NV est un revétement analytique
de U.

La variété discriminante minimale du systeme (fi,..., fx) est Uintersection de toutes
ses variétés discriminantes. Lazard et Rouillier [84] ont proposé un algorithme efficace
du calcul de la variété discriminante minimale. Le degré de cette variété ainsi que la
complexité de cet algorithme sont simplement exponentiels en le nombre n des variables.

2- Cas général :

Cette section recouvre les deux cas : zéro-dimensionnel et dimension positive.
2-a- Résolution géométrique paramétrique[47] :

Sous certaines conditions sur le systeme (fi,..., fx), la cloture algébrique de Zariski
U, de U, est un hypersurface de 'espace des parametres. Une équation polynomiale de
degré minimal qui définit cet hypersurface est donnée dans [47]. Il s’agit d’appliquer la
méthode de résolution géométrique de [49, 52] sur le systeme paramétrique (fi,..., fx)-
Une description d’'une solution générique du systeme est donnée comme une fonction
rationnelle des parametres définie sur cet hypersurface.

2-b- Bases de Grobner paramétriques :
Les bases de Grobner constituent un outil pratique pour résoudre des systemes

algébriques [13, 31, 38]. Elles permettent aussi de calculer la cloture algébrique de Zariski
U, de U; par une méthode d’élimination des variables X1,..., X,, [31]. Pour un systéme
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algébrique paramétré (fi,..., fr), on procede de deux fagons suivantes :

- Calculer une base de Grobner de [lidéal engendré par fi,...,fr dans
F(uy,...,u.)[X1,...,X,] en respectant un certain ordre monomial sur les monoémes
en Xl,...,Xn.

- Calculer une base de Grobner de lidéal engendré par fi,...,fr dans
Fluy,...,u., Xq,...,X,] en respectant un certain ordre monomial sur les monomes
en Ui, ..., Up, X1,...,X,.

Dans ces deux stratégies on se ramene a calculer un sous-ensemble constructible de
P tel que la spécialisation des parametres par des valeurs de cet ensemble conduit a une
base de Grobner de l'idéal spécialisé [70, 46, 53, 54, 31, 75]. Notons aussi les bases de
Grobner compréhensive [121, 122] qui partagent I’espace des parametres en des ensembles
constructibles chacun avec une base de Grobner paramétrique (pas de borne de complexité
pour cette construction). D’ailleurs, on peut étudier les conditions sur les parametres pour
que le systeme n’a pas de solutions, a un nombre fini de solutions, s solutions ou s est un
entier quelconque, de dimension s ou 'existence de solutions réelles.

2-c- Ensembles caractéristiques et triangulaires :

Pour un systeme d’équations et d’inéquations polynomiaux paramétrées, les auteurs
de [44] décrivent le lieu de consistance U; en le décomposant en un nombre fini d’ensembles
constructibles chacun avec un ensemble triangulaire paramétré qui représente les solutions
génériques du systeme. En particulier la dimension du systeme est constante sur chacun
d’eux. D’ailleurs, il n’y a pas une analyse de complexité dans [44].

Des implémentations des méthodes basées sur les ensembles caractéristiques se trouvent
dans [120].

3- Solutions réelles :

Des études sur les solutions réelles des systémes paramétrés se trouvent dans [83, 84,
85] (une étude sur le nombre de solutions réelles d’un systeme d’égalités et d’inégalités
dépendant des parametres) et dans [41] (une étude des conditions sur les parametres pour
qu'un systeme paramétrique venant de la chimie admet trois solutions réelles positives).
Ainsi dans [124], on trouve un algorithme qui partage P en des ensembles semi-algébriques
chacun avec un nombre constant des racines réelles distinctes et leurs multiplicités pour
un polynome univarié paramétré (pas de borne de complexité pour cet algorithme).
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1.3 Nos contributions principales

Nous décomposons cette section en quatre paragraphes. Dans le premier paragraphe,
nous précisons le modele de calcul utilisé dans nos algorithmes.

Dans le deuxieme paragraphe, nous décrivons un algorithme de résolution de systemes
algébriques paramétré zéro-dimensionnels qui sera le sujet du chapitre 3. Cet algorithme
calcule des U-résultants paramétriques du systeme paramétré f; = --- = f = 0 et décrit
les solutions du systéme en utilisant le théoreme de I’élément primitif (Shape lemma
paramétrique) et l'algorithme de résolution de systéemes algébriques non-paramétrés
de [23, 58, 22].

Dans le troisieme paragraphe, un algorithme de factorisation absolue de polynomes
paramétrés qui formera le contenu du chapitre 4. Cet algorithme utilise une version pa-
ramétrisée du lemme de Hensel avec un algorithme d’élimination de quantificateurs dans
la théorie des corps algébriquement clos [24] pour réduire le probleme de la représentation
des facteurs absolument irréductibles a celui de la représentation des solutions d’un certain
systeme polynomial paramétré zéro-dimensionnel.

Le quatrieme paragraphe est une illustration du chapitre 5 qui contiendra un algo-
rithme de résolution de systemes polynomiaux paramétrés de dimensions positives. Cet
algorithme est une paramétrisation de 'algorithme de Grigoriev [58] qui décrit toutes les
composantes irréductibles d’une variété algébrique par des points génériques efficaces et par
des systemes algébriques qui les définissent. Cette paramétrisation n’était pas évidente, il
fallait dépasser toutes les difficultés rencontrées pour aboutir a de meilleures bornes sur les
degrés des polynomes de la sortie et sur la complexité totale de I'algorithme. Cet algorithme
décompose 'espace des parametres par induction sur la codimension des composantes ab-
solument irréductibles, durant cette induction une intersection d’une certaine variété avec
le plan générique conduit a un certain systeme paramétré zéro-dimensionnel. D’ott le be-
soin d’utiliser les deux algorithmes des chapitres 3 et 4 comme sous-algorithmes de cet
algorithme.

1.3.1 Modele de calcul

Le corps de base F' est une extension finie d’une extension purement transcendante
de son corps premier H, ot H = Q si car(F) = 0 et H O F, est une extension finie de

cardinal assez large si car(F') = p > 0 est un nombre premier, i.e., F' := H(Ty,...,T;)[n] ou
Ty, ...,T; sont algébriquement indépendants sur H, I’'élément 7 est algébrique, séparable
sur le corps H(Ty,...,T;), de polynome minimal
oM
¢ = 7@ qbzz) Zie H(Ty,...,T))[Z]

0<i<deg(¢)
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avec (bgl), ¢ € H[TY, ..., T;] et deg(¢®) est le plus petit possible qu'on peut extraire.

Les polynomes f1, ..., fi de I’entrée de nos algorithmes sont codés en représentation dense,
i.e., ils sont donnés par tous leurs coefficients dans le corps H. Chaque f;,1 < 7 < k
peut-étre représenté d’une maniére unique (a un élément pres de H*) sous la forme

Qiigyeyin,1yedr i j1 i i ;
— 500,55 J 150 e qdr X0 L X
fi= > g Xy X

0<i<degz(¢).j1,-.Jr,80,in

OU Qio,...injirir, 0 € H[T1, ..., 1] et deg(b) est le plus petit possible.
On définit le degré de f; par rapport aux variables T, ...,7T; par

deng,_le (fg) = max {deng,...,Tl (ai,io,...,in,jl,...,jr)adeng,...,T,(b)}

1,805+ +5n,J 15057

De la méme fagon on définit degy,  7,(#) le degré de ¢ par rapport a 71,...,T;.

On désigne par I(f;) (resp. [(¢)) la longueur de f; (resp. ¢), qui est le maximum
de longueurs des coefficients (tailles binaires) dans H de monémes en Tj,...,T; des
polynomes a; ;. i, jr...;, €t b (resp. ¢§1) et ) (voir 'appendice pour les propriétés des
longueurs).

On suppose qu’on a les bornes suivantes :

deng,...,n,Z(¢) < dy, l(ﬁb) <M,

et
degy, 7,(f;) <do, degy,  x. (f;) <d, deg,, ..(f;) <6, I(f;) < M.

Nous calculons deux sortes des complexités dans nos algorithmes : le nombre d’opérations
élémentaires dans le corps H et la complexité binaire totale en considérant les tailles bi-
naires des polynomes intermédiaires des algorithmes. Ces deux complexités sont exprimées
en fonction des valeurs suivantes : k,n,d,r, 0,1, dy, ds, My, My, p.

1.3.2 Résolution de systéemes paramétrés zéro-dimensionnels

Nous conservons les mémes notations de I'introduction et nous introduisons ’ensemble
U des valeurs a € P des parametres tel que le systeme fl(a) = ... = f,ga) = 0 est zéro-
dimensionnel et n’admet pas de solutions & I'infini, i.e la variété V(@ est un sous-ensemble
fini de P*(F) avec V@ N V(X,) = (. Nous résumons cet algorithme de la fagon suivante
(voir théoreme 3.5.3 du chapitre 3) :
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1- Algorithme :
On peut produire une décomposition de I'ensemble constructible ¢ en (au plus)
(8ddy)Or

ensembles constructibles A deux a deux disjoints qui vérifient :

1) Les degrés des équations et des inéquations qui définissent chaque A par rap-
port a uq,...,u, et par rapport a 11, ..., T; ainsi que leurs tailles binaires sont simplement
exponentiels en n et r (voir le théoreme 3.5.3 du chapitre 3 pour les bornes explicites).

2) Le nombre des solutions D est constant sur .4, ce nombre est borné par d".
3) Le vecteur des multiplicités est constant sur A et il est calculé par I'algorithme.

4) Pour chaque A, I'algorithme calcule de polynémes x, 41, ..., ¢, € F(uq,...,u,)[Z] de
degrés inférieurs ou égale a D. Toute spécialisation des parametres a € A vérifie :

- Aucun des dénominateurs des coefficients de x, 91, ..., 1, ne s’annule en a.

- Les degrés des coefficients de x,1,...,1, par rapport a ui,...,u, et par rapport
a T1,...,T; ainsi que leurs tailles binaires sont simplement exponentiels en n et 7.

- Une représentation paramétrique des solutions du systeme fl(a) = ... = ,§“> =0

est donnée par
x 7! a)
(&) =@

()" =0

2- Complexité :
Le nombre des opérations élémentaires dans H utilisés dans cet algorithme est borné par
((Sdg) 2(14+1)) (dd )O(n2r2 1+1))
Sa complexité binaire est
(pMy Ma)© M) (3d) O (ddy ) O r 1)

Cette borne de complexité est exponentielle en n et r, analogue a celles obtenues en 2000
par Grigoriev et Vorobjov [60] (par un calcul des bases de Grobner paramétriques), en 2003
par Schost [109, 110] (opérateur de Newton-Hensel) et en 2004 par Lazard et Rouillier [84]
(variétés discriminantes).
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Remarque 1.3.1 L’algorithme de [58, 23, 22] (voir aussi le chapitre 2) s’applique sur
des systémes algébriques (non paramétrés) zéro-dimensionnels a coefficients dans le corps
F = H(Ty,...,T))[n] défini ci-dessus pour décrire les solutions (en mombre fini) par des
représentations univariées polynomiales (RUP). Appliquons directement cet algorithme
sur le systeme paramétré f; = --- = fr = 0 en le considérant a coefficients dans le
corps F' .= H(Ty,...,T},Ti11, ..., Ti4r)[n] ot pour tout 1 < j < r, Ti; = uj. On ob-
tient une représentation générique de solutions valable seulement pour les valeurs des pa-
rametres qui n’annulent aucun des dénominateurs des expressions qui interviennent dans
cette représentation.

1.3.3 Factorisation absolue des polynéomes paramétriques

La factorisation absolue des polynomes paramétrés constitue un premier pas vers la
résolution des systemes algébriques paramétrés de dimensions positives (pour le moment
considérons le cas k = 1, i.e., le systeme est formé d’une seule équation paramétrée, les
composantes absolument irréductibles de I'hypersurface V(f;) sont définies par les fac-
teurs absolument irréductibles de f1). Pour k£ > 1, I'utilisation de la factorisation absolue
paramétrique dans la résolution du systeme f; = --- = f, = 0 n’est pas visible pour le
moment et sera étudié dans le chapitre 5.

1- Algorithme :

Nous décrivons dans le chapitre 4 un algorithme de factorisation absolue des polynomes
paramétrés. Cet algorithme décompose 'espace des parametres P en

<5dd1)0(nr2d2)

pieces U deux a deux disjoints qui sont des ensembles constructibles tel que la factori-
sation absolue de f; est donnée d’une maniere uniforme sur chaque piece. Plus précisement :

1) Chaque U est donné par des équations et des inéquations dans Flu] de degrés
par rapport a u et par rapport a 11, ...,7; ainsi que leurs tailles binaires sont simplement
exponentiels en n, r et d (voir la section 6 du chapitre 4 pour plus des détails sur les
bornes explicites).

2) Pour chaque U l'algorithme calcule s polynémes Gi,...,Gs € F(C,u)[Xy,...,X,]
(s < d) et un polynome x € F(u)[C] o C est une nouvelle variable. Pour toute

spécialisation des parametres a € U, il existe ¢ € F, racine de x? € F[C] (aucun des
dénominateurs des coefficients de x ne s’annule en a) qui vérifie :

- Aucun des dénominateurs des coefficients de G; ne s’annule en (c, a).

- Les degrés des coefficients de x,Gi,...,Gs ainsi que leurs tailles binaires sont
simplement exponentiels en r et d.
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- La factorisation absolue du polynome fl(a) = fila, Xo,...,X,) € F[Xq,...,X,]
est donnée par :

fl(a) = H G;C’a), G§c’a) est absolument irréductible.

1<j<s
En particulier, le nombre des facteurs absolument irréductibles distincts de fl(a) est constant
sur U et est égale a s. Par conséquence, si s = 1, f; est absolument irréductible sur U.
2- Complexité :
La complexité totale de cet algorithme est
(5d2)0(r21)(ddl)O(m«QZdS)
en tant que nombre d’opérations dans H. Sa complexité binaire est
(pM1M2)O(1)(5d2)0(r21)(ddl)O(nTQZd?’)'
Cette borne de complexité est exponentielle en n,r et d.
Exemple 1.3.2 Considérons le polynome paramétré suivant :
f=?+v)2? +ury +ve +uy +v

x ety sont deux variables, u et v sont deux parametres. L’algorithme décompose [’espace
des parametres sous la forme :

C’=U,UuU,LUs

ot Uy = {u? + v = 0}. Pour tout (a,b) € Uy on obtient la factorisation absolue :
£ = (z 4+ 1)(ay +b).

Uy = {u® +v # 0,u # 0}. Pour tout (a,b) € Uy, f\®* est absolument irréductible.
Us = {u = 0,v # 0}. Pour tout (a,b) € Us, il existe ¢ racine cubique primitive de ['unité
(dans ce cas x = C® — 1) qui vérifie

flab) — b(x —c)(x — ).

1.3.4 Résolution de systemes paramétrés de dimensions positives

On résume dans ce paragraphe le résultat principal du chapitre 5, il s’agit de 1’algo-
rithme suivant de résolution de systemes algébriques paramétrés. Cet algorithme a pour
entrée un systéme paramétré (fi,..., fr) (avec les notations ci-dessus), codé par une
représentation dense et comme sortie une description de toutes les composantes abso-
lument irréductibles des variétés projectives V() d’une maniere uniforme sur les valeurs a
des parametres (voir théoreme 5.2.5 et corollaire 5.7.1 du chapitre 5).
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1- Algorithme :

L’algorithme partage 'espace des parametres P en (au plus)
n3
k(5ddy) 40
ensembles constructibles ¢ deux a deux disjoints vérifiant les propriétés suivantes :

1) Chaque U est donné par des équations et des inéquations dans Flu| de degrés
par rapport a u et par rapport a 17, ...,7; ainsi que leurs tailles binaires sont doublement
exponentiels en n et simplement exponentiels en r et d (voir théoreme 5.2.5 pour les
bornes explicites).

2) Pour tout ensemble U et a € U, le nombre L des composantes Wl(a),...,WL(a)
absolument irréductibles de la variété projective V(@ < P"(F) est le méme i.e., L est
indépendant de a. En plus L < deg(V @) < (kd)°™ (inégalité de Bézout [66, 125, 15, 112]).

3) Pour chaque U, lalgorithme calcule une base Yj,...,Y, de lespace des formes
linéaires en Xy, ..., X, a coefficients dans H. Chaque composante absolument irréductible
W parmi Wy,..., Wy, de codimension m, est donnée par un systéme représentatif

paramétrique et un point générique efficace paramétrique au sens suivant :

Systéme représentatif paramétrique :

Pour chaque U, Tlalgorithme calcule des  polynomes ..., 0¥N €
F(C,uy,...,u)[Yo,...,Y,] homogenes en Yp,...,Y, de degrés < d°™ et un po-
lynome x € F(uy,...,u,)[C]. Pour tout a € U, il existe ¢ € F racine de x* € F[C] (les
coefficients de y sont bien définis sur U) qui vérifient :

- Aucun des dénominateurs des coefficients de ¥4, ...y ne s’annule en (¢, a).

- N < dO0*),
- Les polynéomes homogenes wlc’a),...,w](\?a) € F[Yy,...,Y,] définissent la variété
W@ ie.,

W@ = v ey c PYF).

Point générique efficace paramétrique :

i) La variété W(@ n’est pas contenue dans I'hyperplan V(Yy) C P™(F).

.. . . Y., _
ii) Les fonctions rationnelles ¢; = %,...,tn_m = 5 oswr W@ forment une base

de transcendance de F(W®) sur F.
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iii) Pour chaque U , Tlalgorithme calcule des polynomes ¢,By,...,B, €

F(Cup, .. up)(ty, o tn-m)[Z] et une fonction rationmelle § = 3 . ozj% avec

0<q; < deg(WU(i)) < d™. 1l calcule aussi une puissance p” (p” = 1si car(F) =0et v >0
si car(F) = p > 0). Pour tout a € U, il existe ¢ € F racine de (¥ € F[C] vérifiant :

- Aucun des dénominateurs des coefficients de ¢, By,..., B, dans F(C,uy,...,u,)
ne s’annule en (c, a).

- Un point générique efficace de W@ (voir [58, 23, 22] et le chapitre 2 pour sa
définition) est défini par la représentation univariée polynomiale suivante des éléments de
W .

p" c,a
(%) :B§7 )<t1,...,tn,m,6)
QS(C’a)(tl)"'atn—m)e) - 07 :

p c,a
E—

4) Les degrés des coefficients de 1y,...,¢¥N et Bi,..., B, ainsi que leurs tailles bi-
naires sont simplement exponentiels en n, r et d tandis que ceux des coefficients de
X et ¢ sont doublement exponentiels en n et simplement exponentiels en r et d (voir
théoreme 5.2.5 pour les bornes explicites).

Remarque 1.3.3 On pouvait considérer le systeme (f1,..., fr) comme un systéme a co-
efficients dans le corps F' = F(uy,...,u,) de fonctions rationnelles en les paramétres et
appliquer ensuite l'algorithme de [58, 23] sur ce systéme en considérant uq, ..., u, comme
de variables algébriquement indépendantes sur H. De cette facon on représente les points
génériques efficaces et les équations définissantes de toutes les composantes irréductibles
de la variété V(fi,...,fx) C P™(F') par de polynomes a coefficients rationnelles en
Uy, ..., uU.. Alors on peut construire un hypersurface S de l’espace des paramétres sur lequel
les dénominateurs de ces coefficients s’annulent identiquement. Pour tout a ¢ S on obtient
une description de toutes les composantes absolument irréductibles de la variété V@ (i.e.,
un point générique efficace avec une famille de polynomes qui définit la composante) par
une simple spécialisaion des paramétres en a. Par contre pour a € S [’algorithme ne dit
rien sur les composantes absolument irréductibles de V(®). D’ot le besoin d’un algorithme
qui décrit toutes les composantes absolument irréductibles de toutes les variétés V@ pour
tout a € P par des spécialisations simples des parametres.

2- Complexité :
La complexité totale de I'algorithme est
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en tant que nombre d’opérations dans H. Sa complexité binaire est

(pM; M)7™ (5d1d2)0(r4(l+1))dT4(l+1)dO("3) .

Cette borne de complexité est doublement exponentielle en le nombre n des variables du
systeme paramétré, simplement exponentielle en r et d. Vu qu'une borne inférieure du
probleme de résolution de systemes algébriques paramétrés zéro-dimensionnels est dou-
blement exponentielle en n (voir [61] et la section précédente), la borne ci-dessus pour la
résolution de systemes algébriques paramétrés de dimensions positives est donc proche de
la borne exacte (i.e., borne inférieure).

Exemple 1.3.4 1) Reprenons l’exemple précédent et considérons lhypersurface V.=V (f)
défini par le polynome
f=?+v)2* +ury +vr +uy +o

L’espace des paramétres est décomposé en 3 ensembles constructibles Uy, Us et Us. Pour
tout (a,b) € Uy Uhypersurface V@Y admet deuz composantes absolument irréductibles
définies par les polynomes x + 1 et ay + b. Sur Uy on a une seule composante absolument
irréductible car f est absolument irréductible. Pour tout (a,b) € Us Uhypersurface
V@b gdmet deux composantes absolument irréductibles définies par les polynémes x — ¢
et x — ¢ ou ¢ est une racine cubique primitive de ['unité.

2) Considérons le systéme polynomial paramétré suivant apparu dans [13, 121, 44] :

Ty — Ug + Ug = 0

T4+ T3+ To+ X1 — Ug — U3 — Uy =0

T3Ty + T1X4 + Tox3z + 173 — U U4 — UU3 — UgUg = 0
T1T3T4 — UTU3U4 = 0

ou les variables uq, ..., us sont les parametres et les variables x+, ..., x4 sont les inconnus

du systeme.

On peut décomposer lespace des parameétres C* en 3 ensembles contructibles Uy, Us
et Us qui vérifient :

_ 1 2 B
r1 = _u27u49 + ugguz;@ - Up—ug
_ 1 2 d
Uy = {uy —ug #0}, 6% — b+ 30 — uyuzuy = 0, T2 = 52U4‘9 u2fu40 T o
T3 =

Ty = Ug — U2
Uy = {us — ug = 0, uyuguy # 0},  pas de solutions.

xlz—%e—t—i—%

Us = {uy —uy =0, uguzuy = 0}, 92—(u%+u§+ui—25):0, intl o
[L’3—§0+§
l‘4:0
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ol o = wuy + uz + ug, B = wug + uuz + usuy, o = wuy + us + ug et

B = uyus + uruz + ugUz — Usty + U3.

Remarquons que pour toute spécialisation (ai,...,ay) des paramétres dans Uy, le
systeme associ¢ admet 3 solutions qui correspondent auxr 3 racines ay,az et ayg de
Iéquation 03 — af? + 30 — uyuzuy = 0. Pour (ay,...,as) € Us le systéme associé est de

dimension 1.

3- Perturbation :

On peut perturber le systeme (fi,..., fx) en introduisant une nouvelle variable € et le
nouveau systeme (f1,. .., fx) défini par :

fi = fi —eXPe F(O|uy, ..., up, Xo, ..., X,], 1<i<k

Ce systeme forme une intersection complete. Une paramétrisation de I'algorithme de [22]
permet de partager l’espace des parametres en un nombre fini d’ensembles construc-
tibles et de construire toutes ses composantes absolument irréductibles par de systemes
représentatifs paramétriques et par de points génériques efficaces paramétriques. Un pas-
sage a la limite ¢ — 0 (voir [106]) donne toutes les composantes absolument irréductibles
du systeme d’origine (f,..., fr) d’'une maniére uniforme sur les valeurs des parametres
(i.e., au sens de lalgorithme ci-dessus). La complexité d’une telle construction est plus
grande que celle donnée ci-dessus, i.e., cette borne est au moins double-exponentielle en le
nombre n des variables.
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Chapitre 2

Quelques algorithmes intermédiaires
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2.1 Factorisation de polynomes sans parametres

Considérons un polynome f € F[Xi,...,X,] a n variables X,..., X}, & coefficients
dans un corps F. On dit que f est irréductible dans F[Xy,...,X,] (i.e., irréductible
sur F) s’il n’existe pas deux polynoémes fi, fo non constants dans F[X, ..., X,] tel que

f = fifz2. Il est bien connu que f se décompose d’une maniére unique (a un facteur pres
de F*) en produit d'un nombre fini de polynémes fi,..., fs, irréductibles sur F. Cette
décomposition est appelée la factorisation de f sur F.

Etablir des algorithmes efficaces qui permettent de calculer les facteurs irréductibles
d’un certain polynome f est un probleme fondamental en algebre commutative et
en géométrie algébrique (par exemple, une factorisation de f donne les composantes
irréductibles V(f1),...,V(fs) de I'hypersurface V' (f) dans I’espace affine F™).

2.1.1 Factorisation sur le corps des nombres rationnels

Kronecker a factorisé de polynomes univariés a coefficients entiers avec un algorithme
de complexité exponentielle en le degré (voir [71, 96]).

En se basant sur lalgorithme de Berlekamp [10, 11] et le lemme de Hensel (voir
e.g., [118, 96, 102, 103, 22, 58, 126]), Zassenhaus (voir e.g., [96, 126]) a fait un algorithme
de factorisation de polynomes dans Z[X] mais aussi avec une complexité exponentielle en
la taille de I'entrée. Le premier algorithme de factorisation de polynomes univariés sur Q
avec une complexité polynomiale en la taille de l'entrée a été publié en 1982 dans [89]
par A.K. Lenstra, H-W. Jr. Lenstra et L. Lovasz (LLL -algorithme). Cette complexité est
d'? + d%log® 1 o d est le degré du polynome considéré et [ sa taille binaire.

L’utilisation de l’algorithme LLL avec une version multivariée du lemme de Hensel
ont conduit en 1982 a un algorithme polynomial de factorisation des polynomes multi-
variés a coefficients dans Q par Chistov et Grigoriev [25] (voir aussi [58, 22, 23]).

Quelques mois plus tard en 1982 Kaltofen (voir [74]) a décrit un algorithme déterministe de
réduction de la factorisation de polynomes multivariés a celle de polynomes univariés. Cet
algorithme a une complexité polynomiale en le degré d et la taille binaire des coefficients
du polynome considéré lorsque le nombre des variables est constant.

2.1.2 Factorisation sur un corps fini

Vers la fin des années 60, Berlekamp [10, 11] a décrit un algorithme probabiliste qui
factorise un polyndéme univarié a coefficients dans un corps fini a ¢ éléments par des
méthodes d’algebre linéaire avec une complexité polynomiale O(d®log q) ot d est le degré
de ce polynome (voir aussi [96]).
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Chistov et Grigoriev (voir [25, 58, 22, 23] ont présenté des algorithmes polynomiaux en la
taille de 'entrée pour factoriser des polynomes a n variables a coefficients dans F, i.e.,
leur complexité est (d”logq)®Y. Ces algorithmes sont basés sur le calcul d'un vecteur
minimal des réseaux en utilisant I’algorithme LLL de [89].

Von zur Gathen et Kaltofen [119] ont décrit deux algorithmes polynomiaux pour
factoriser de polynomes a deux variables a coefficients dans F,, le premier algorithme est
probabiliste avec une complexité (dlogq)®®) et le deuxieme est déterministe avec une
complexité (dq)®" ol d est le degré du polynome a factoriser.

La méme borne de complexité (i.e., polynomiale) est obtenue en 1983 par Lens-
tra [90] pour la factorisation des polynomes multivariés a coefficients dans un corps fini.

La complexité de factorisation des polynomes univariés a coefficients dans F, est
amélioré en 1995 par Kaltofen et Shoup [73] et elle est devenue O(d"#5logq) par une
famille d’algorithmes probabilistes.

Une amélioration sur 'exposant O(1) de ces bornes de complexité est réalisée dans [12] en
décrivant un algorithme déterministe avec une complexité O(d“*!) et un autre algorithme
probabiliste avec une complexité O(d”) pour factoriser de polynomes bivariés a coefficients
dans F, ou w est 'exposant de l'algebre lineaire [118], i.e., la multiplication de deux
matrices carrés d’ordre n se fait en n“ opérations élémentaires dans le corps de base ou
2 <w <3 (w<2.376 dans [29)).

2.1.3 Factorisation sur une extension algébrique

En 1982, dans leurs travaux sur la décomposition des variétés algébriques en compo-
santes irréductibles, Chistov et Grigoriev (voir [25, 58, 22, 23]) ont décrit un algorithme
polynomial de factorisation de polynomes multivariés a coefficients dans un corps qui est
une extension finie d’'une extension purement transcendante de son corps premier, i.e., le
corps F' = H(Ty,...,T;)[n] introduit au chapitre 1.

Dans le cas ou [ = 0 et F est de caractéristique zéro, ie., F©' = Q[n] ou n est
algébrique sur Q de polynéome minimal ¢ € Q[Z]. La factorisation d’un polynome
multivarié f € Z[n|[Xi,...,X,], se fait dans un temps polynomial aussi en la taille

d’entrée [74, 78, 91|, les coefficients des facteurs sont représentés par de polynomes en 7
de degrés < deg(¢). Plus précisement, ce temps est (hdeg(¢)d™)°M) ot1 d est le degré de f
en Xq,...,X, et h est la taille binaire maximale des coefficients de f dans Z.

2.1.4 Factorisation absolue

Un polynome f € F[Xy,...,X,] est dit absolument irréductible §'il est irréductible
sur la cloture algébrique F' de F', ceci est équivalent a que f est irréductible sur toute
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extension algébrique de F'. La factorisation absolue de f est sa décomposition en produit
de facteurs absolument irréductibles.

Deux stratégies sont adoptées pour factoriser absolument un certain polynome f :

1- Un calcul symbolique :

Il s’agit de trouver une extension primitive F|a] de F représentée par le polynome mi-

nimal de v sur F', qui contient les coefficients de tous les facteurs absolument irréductibles
de f.

En 1983, Chistov et Grigoriev [23] (voir aussi [22]) ont proposé un algorithme avec
une complexité polynomiale de réduction de la factorisation absolue a la factorisation sur
le corps de base. Cet algorithme est combiné avec un autre algorithme polynomial de
factorisation sur le corps de base pour produire un algorithme polynomial de factorisation
absolue.

En 2003 Gao [42] propose un algorithme probabiliste de factorisation absolue de
polynomes bivariés a coefficients dans un corps de caractéristique zéro ou de ca-
ractéristique p > d(d — 1) ou d est le degré des polynomes a factoriser. Cet algorithme
est basé sur la résolution de systemes linéaires larges et sur la factorisation de polynomes
univariés sur le corps de base, il se fait avec O(d5 ) opérations élémentaires. Cette borne de
complexité était améliorée par Cheze et Lecerf [20, 19] et elle est devenue O(d*) par un
algorithme déterministe et une complexité sous-quadratique O~(d(‘”+3)/ %) en la taille d* du
polynome d’entrée par un algorithme probabiliste. Ces algorithmes sont implantés et ils
sont efficaces en pratique [19].

2- Un calcul numérique :

Il s’agit de calculer une approximation des coefficients des facteurs absolument
irréductibles de f lorsque F' = Q. Soit fi,..., fs les facteurs absolument irréductibles de
feQ[X,Y]et fi---f, € CIX,Y]. On dit que f ~ f;--- f, est une factorisation absolue
approximative de f avec une précision € si pour tout 1 < ¢ < s les coefficients de ﬁ
sont des approximations numériques de ceux de f; avec une précision €, i.e., pour tout
1<i<s, || fi—fillo< €0l | g o est le maximum des valeurs absolues des coefficients
de g.

Cheze et Galligo [21, 19] ont établi un algorithme qui reconstruit les facteurs exactes a
partir des facteurs approximatifs, i.e., les facteurs f1,..., fs a partir des facteurs fi--- f,.

Plusieurs algorithmes géométriques effectuent une approximation numérique des co-
efficients des facteurs des polynémes bivariés a coefficients rationnels [19, 21, 30, 43, 116].
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2.2 Résolution de systemes algébriques sans pa-
rametres

2.2.1 Historique

Supposons qu’on a une famille de polynomes f1,. .., fr € F[Xy, ..., X,], de degré borné
par d chacun et on cherche a trouver les zéros communs de ces polynomes dans une cloture
algébrique F' de F'. Nous verrons comment représenter ces zéros dans les exemples suivants :

Exemple 2.2.1 Soit le systeme linéaire suivant

X+2Y—-Z-3 =0
X=-Y—-4Z+9 =
Y+27—-4 = 0

o

Ce systeme admet une infinité de solutions représentées par la paramétrisation suivante :

X = 3t-5
Y = —t+4
Z = t

ou t est un parametre. Cela veut dire que Z joue le role d’un paramétre, les autres variables
X etY sont exprimées en fonction de Z.

Peut-on généraliser cette représentation pour un systéeme non-linéaire ?
Exemple 2.2.2 Soit le systeme non-linéaire suivant

XYZ*-XY+1 = 0
- XY +X -1
X2+ Z+1 =0

I
o

Ce systéme est équivalent au systéme suivant (par un calcul d’une base de Grébner en
respectant l’ordre lexicographique) :

ZA+ 73 -72—~7+1 = 0
Y+Z22+2722-1 = 0
X —-72-272%+1 =0

Ce dernier systéme est zéro-dimensionnel et ses solutions sont données par la
représentation suivante :

= 0% 420 — 1
=0 -0 +1
=0

' +0°—60>°—6+1=0,

N <
|
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Exemple 2.2.3 Soit le systeme

X2+ XY +Y -1 =0
—X?24VY?242X -1
BX+Y +4Z+3 = 0

)

La variété définie par ce systéeme se décompose en deuzr composantes irréductibles Vi (de
dimension 0) et Vo (de dimension 1) qui sont définies par :

X+1 =0
Vi - X+ 7 =0
- X+Y+1 =0

Vo X+Y—-1 =0
2V vY+Z7 =0

Les polynémes fi,..., f, définissent une variété algébrique V= V(fi,...,fr) C F .
Les variétés algébriques sont des objets fondamentaux en géométrie algébrique, leur
décomposition en des objets géométriques plus simples (i.e, leurs éléments dans le cas
zéro-dimensionnel et les composantes irréductibles dans le cas de dimension positive) est
un probleme naturel et intéressant qui rend leur manipulation plus facile pour faire de
calculs géométriques.

La théorie d’élimination permet de résoudre de systemes polynomiaux en éliminant
les variables (I'une apres l'autre [117] ou toutes a la fois [24]) et en réduisant ces systémes
a d’autres systemes équivalents et plus faciles a résoudre par une méthode qui calcule
les racines de polynomes univariés. Cette théorie a été étudié par Macaulay [93] dans le
cas projectif et k = n, i.e., fi1,..., f, sont de polynémes homogenes en X;,..., X, (voir
chapitre 3). Macaulay a calculé un polynéome en les coefficients du systeme étudié, appelé
le résultant du systeme tel que son annulation est équivalent au fait que le systeme admet
une solution dans 'espace projectif (n — 1)-dimensionnel P"~!(F).

1- Résolution de systemes algébriques zéro-dimensionnels :

Pour tout 1 < ¢ < k, considérons ﬁ I’homogénisation de f; par l'introduction d’une
nouvelle variable Xy. Dans le cas ou le systeme fl == fk = 0 admet un nombre fini
de solutions dans P"(F), la théorie d’élimination calcule un autre polynome, appelé le
u-résultant du systeme, noté R, a coefficients dans F', homogene en des nouvelles variables
Uy, ..., U, tel qu’il existe une correspondance bijective entre les solutions du systeme
dans P"(F) (comptées avec leurs multiplicités) d'une part et les facteurs linéaires de R
A coefficients dans F d’autre part, i.e., pour tout facteur linéaire L = & Uy + --- + &,U,
de R dans F[Uy,...,U,], le point (& : -+ : &) € P"(F) est une solution du systéme
fi = -+ = f = 0, sa multiplicité est égale & celle de L en tant que facteur de R

(voir [93, 117, 81, 58, 17] et le chapitre 3 pour des algorithmes qui calculent le u-résultant).
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Une borne de complexité double-exponentielle d** est connue dans les travaux de
Kronecker (voir e.g., Collins [28] et Heintz [66]) pour la résolution de systeémes zéro-
dimensionnels. Lazard [81] a calculé le u-résultant des systemes zéro-dimensionnels
d’équations homogenes par une méthode basée sur la réduction des matrices en exécutant
d°™ opérations élémentaires, polynomial en le nombre de solutions.

Dans le cas ou F' est une extension finie d’une extension purement transcendante de son
corps premier H (i.e., le corps introduit au chapitre 1), Grigoriev [58] (voir aussi [22, 23])
a décrit un algorithme qui combine le u-résultant du systeme fl = = fk = (0 avec le
lemme de I’élément primitif (Shape lemma) [50, 76, 2] pour décomposer ’ensemble fini de
solutions du systeme en de classes de conjugaison Cf,...,C, sur F' tels que pour chaque
classe C' I'algorithme calcule des polynémes ¢, By, ..., B, € F[Z], un indice jo, 0 < jo < n
et une puissance p” de la caractéristique p de F' qui vérifient :

- ¢ est séparable et irréductible sur F'.

- Une représentation univariée polynomiale de solutions du systeme dans C est
donnée par :

v

()" o

v

E

i.e., toute solution (& : --- : &,) € P*(F) du systeme dans C' vérifie £, # 0 et les fractions

()f—J> sont obtenues par un calcul des racines du polynéme univarié ¢ dans F et par
J0

extraction des racines p”-eme d’éléments de F. En particulier, le cardinal de C' est égal au
degré de ¢ en Z. La complexité de cet algorithme est pd®™ polynomiale en la taille de la

sortie.

Cette maniere de représenter les solutions des systemes algébriques zéro-dimensionnels
est devenue célebre par Fabrice Rouillier [108] (voir aussi [2, 8]) sous le nom de RUR
(Représentation Univariée Rationnelle). Cette représentation exprime les solutions du
systeme f; = --- = fr = 0 comme des fonctions rationnelles des racines d'un polynome
univarié tout en conservant les multiplicités et les racines réelles, i.e.,

_ Bi(6)
X1 = ¢'(0)
#(0) =0,
_ Bw(9)
Xn = G0

ou ¢,By,...,B, € F[Z], ¢ est séparable dans F[Z]. La complexité de la construction
d’une telle représentation est d°™ polynomiale en le nombre des solutions du systeme.
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En 1965, Bruno Buchberger (voir e.g. [13]) a inventé les bases de Grébner qui per-
mettent de transformer le systeme étudié a un systeme triangulaire qui peut-étre résolu
par la recherche des racines des polynomes univariés. Cette méthode est une généralisation
de l'algorithme d’élimination de Gauss a des systemes non-linéaires et de l’algorithme
d’Euclide a des polyndomes multivariés [27, 82]. Pour une bonne exposition des bases de
Grobner et leurs applications voir les livres de Cox et. al. [31, 32]. La complexité du calcul
d’une base de Grobner d’un idéal zéro-dimensionnel est d°( | polynomiale en la taille de
I'entrée du systeme définissant 1'idéal [82, 77, 39]. Cette borne de complexité est améliorée
dans [64] et elle est devenue polynomiale en max{S, D"} ou S est la taille de 'entrée
pour la représentation dense et D est la moyenne arithmétique des degrés des polynomes
d’entrée.

Si les polynémes de I’entrée sont représentés par un programme d’évaluation (Straight-line
program [76]), des algorithmes probabilistes existent dans [51, 49, 67] avec des complexités
polynomiales qui calculent une résolution géométrique du systeme.

La théorie des ensembles triangulaires [86, 4, 5] et les ensembles caractéristiques [120]
permettent de décomposer I’ensemble de solutions du systeme étudié en un nombre fini
d’ensembles de zéros d’ensembles triangulaires.

Si le systtme f; = --- = f, = 0 admet un nombre fini de solutions dans F alors
lalgebre A = F[Xy,..., X,]/(f1,..., fx) est de dimension finie sur F' et donc on peut
manipuler des méthodes d’algebre linéaire pour calculer les solutions du systeme.

Une méthode simple de résolution des systemes zéro-dimensionnels consiste a calcu-
ler les valeurs propres des endomorphismes ®x, de l'algebre A, pour tout 1 < ¢ < n,
ou &y, est la multiplication par X; dans A. Il suffit d’évaluer les polynémes fi,..., fi
en (A,...,\,) ou \; est une valeur propre de ®x,, en tenant compte que pour tout
f € F[Xq,...,X,)], les valeurs propres de ®; sont les f(x) ot z est une solution du
systeme f; = ... = fr = 0. La complexité de cette méthode est parfaitement large.

D’autres méthodes consistent a calculer les espaces propres des endomorphismes de
multiplication de A [6, 99, 32, 35].
2- Résolution de systeémes algébriques de dimensions positives :

Dans le cas ou le systeme f; = -+ = fr = 0 est de dimension positive, sa résolution
revient a calculer les composantes irréductibles de la variété algébrique V.=V (f1,..., fi).

En 1983, Chistov et Grigoriev [23, 22, 58] ont décrit un algorithme qui décompose
une variété projective arbitraire a ses composantes irréductibles. Chaque composante est
donnée par les deux voies suivantes :
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i) Un point générique (voir [125, 101, 79, 23, 22, 58| et le paragraphe suivant).
ii) Une famille finie de polynomes homogenes qui définit cette composante.

Dans le paragraphe suivant, nous détaillons les grandes lignes de leur algorithme
géométrique effectif qui sera paramétrisé dans le chapitre 5 pour résoudre des systemes
algébriques paramétrés. Notons que sa complexité est polynomiale en dn’.

En 1988, Gianni et. al. [45] utilisent les bases de Grobner et les idéaux quotients
dans lanneau polynomial F[X,..., X,] pour calculer une décomposition primitive de
l'idéal I =< fi,..., fr > (voir aussi [31, 35]). La factorisation des polynémes fi,..., fx,
combinée avec I’algorithme de Buchberger permet aussi de décomposer la variété V' [56, 57].

Giusti et Heintz [48] ont établi en 1990 un algorithme bien parallélisable qui décompose
la variété V' en composantes équidimensionnelles et en composantes irréductibles avec une
complexité séquentielle d’ordre k5d°"*) et en 1993 [50] un algorithme bien parallélisable
aussi qui calcule la dimension, le degré géométrique et les points isolés de la variété V' dans
un temps séquentiel polynomial en la taille de la sortie. Elkadi et Mourrain [36] proposent
aussi un algorithme probabiliste basé sur les matrices Bézoutiennes avec la méme borne
de complexité.

Giusti et. al. [49, 52] ont calculé une résolution géométrique qui donne une représentation
paramétrique de solutions qui est une généralisation du lemme de 1’élément primitif
et de la représentation univarié rationnelle au cas dimension positive. Notons qu’une
représentation des composantes irréductibles par des points génériques [23, 22, 58] donne
aussi une telle représentation (voir le paragraphe suivant).

Récemment Lecerf [87, 88] décrit un algorithme qui calcule une résolution géométrique de
chaque composante équidimensionnelle de la variété V' avec une complexité polynomiale
en kd".

En 2002, Jeronimo et Sabia [69] proposent un algorithme probabiliste qui représente
chaque composante équidimensionnelle de V' par une famille de n 4 1 polynomes de degrés
< d". Ces polynomes sont codés par un programme d’évaluation de longueur polynomial
en kd".

Sommese et. al. [115] proposent un algorithme numérique pour la décomposition de
la variété V' en composantes irréductibles. Chaque composante W est donnée par les deux
voies suivantes :

- Un sous-ensemble fini des points de W de cardinal égale au degré de W qui est
calculé par l'algorithme.
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- Une famille de polynémes qui la définit comme dans ii) ci-dessus.

En particulier, 'algorithme calcule I’ensemble des points isolés de V.

2.2.2 Algorithme de Chistov-Grigoriev

Nous montrons dans ce paragraphe les entrées et les sorties de ’algorithme de Chistov-
Grigoriev [23, 22, 58] avec sa borne de complexité. Le corps de base de cet algorithme
(i.e., le corps des coefficients des polynomes du systeme d’entrée fi,..., fx) est le corps
F = H(Ty,...,T})[n] introduit au chapitre 1. On suppose que fi,..., fr € F[Xo,..., X,]
sont homogenes en Xo, ..., X, et qu’ils sont codés en représentation dense par leurs vecteurs
des coefficients dans le corps H. On suppose aussi qu’on a les mémes bornes sur les degrés
et les tailles binaires de polynomes fi, ..., fr qu’au chapitre 1, i.e., pour tout 1 < j < k

degr, .1 (fj) < do, degy, . x,(f;) <d, U(f;) < M.

-----

et
deng,...,ﬂ,Z(¢) <dy, Il(¢) <M

ol ¢ est le polynéme minimal de n sur le corps H(17,...,T;). La taille binaire de f; (resp.
®), notée I(f;) (vesp. I(¢)), est le maximum de longueurs binaires des coefficients dans H
de monoémes en 71, ...,T; dans f; (resp. ¢).

Notons par F? " l’extension purement inséparable maximale de F, i.e.,

ol B
={a€cF, o cF}

ot p = car(F). Si car(F) = 0 alors FP"~ := F (voir [79]).

Toutes les bornes sur les degrés des polynomes intermédiaires et sur la complexité
binaire totale de cet algorithme sont mesurées en fonction des valeurs suivantes :

k7d7 n7lad1ad2a Ml; M27p'

Dans la suite nous rappelons la notion des points génériques [125, 101, 79, 23, 22, 58]
dans les deux cas affine et projective afin que nous décrivions le résultat fondamental de
I’algorithme qui consiste a la description de toutes les composantes irréductibles de la

variété projective V.=V (f1,..., fr) C P"(F).
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1- Points génériques :

1-a- Cas d’une variété affine :

Nous distinguons deux types des points génériques, les F-points génériques [101] et les
points génériques efficaces [23, 22, 58] et nous verrons que le deuxieme conduit au premier
(théoreme 2.2.7).

Soit V' C F" une variété affine définie et irréductible sur F, anneau F[V] des fonctions
polynomiales sur V' est isomorphe a 'anneau quotient F[ Xy, ..., X,]/I(V) = Flxq,...,x,]
ou I(V) C F[Xy,...,X,] est I'idéal premier de F[X,...,X,]| formé par les polynomes
qui s’annulent identiquement sur V' et pour tout 1 <i < n, x; est la classe de X; modulo
I(V), le point = (x1,...,x,) est appelé le F-point générique canonique de V.

D’une maniere générale, un F-point générique de V' est définit par :

Définition 2.2.4 Un point x € V est dit un F-point générique de V si tout polynome
f e F[Xy,...,X,] qui s’annule en x, il s’annule en tout point de V ( i.e., f s’annule
identiquement sur'V' ).

Exemple 2.2.5 Soit g,...,g9, € Q[X1] et V C C" la variété affine définie sur Q par :
V=V(Xs—g2(X1),.. ., X = gu(X1))

Lidéal (Xo — go(X1),..., Xo — 9u(X1)) C Q[X1, ..., X,] est un idéal premier car il est le
noyau de ’homomorphisme suivant :

Q[Xl,...,Xn] — Q[Xl]
X1 — X1

Donc V' est définie et irréductible sur Q. Le point (m,g2(7),...,ga(m)) € V est un
Q-point générique de V. En général, pour tout a« € C transcendant sur Q, le point
(a, ga(@), ..., gn()) € V est un Q-point générique de V.

Le corps F'(V') des fonctions rationnelles sur V' est le corps de fraction de 'anneau integre
F[V], alors F(V) = F(21,...,2y).

Notons que si m = codim(V') alors le degré de transcendance de F(V) sur F est
degtr F'(V) = dim(V') = n — m, soit t1,...,t,_,, une base de transcendance de F'(V') sur
F alors F(V) est une extension finie de F(t1,...,t,—y). Soit p¥ une puissance maximale
(v >0), 27" est séparable sur F(t,...,t,_pm) pour tout 1 <i < n (p¥ = 1 si car(F) = 0)
alors Fi(z? ..., 2%") est une extension finie et séparable de F(ty, ..., ty_m).

35



Définition 2.2.6 Un point générique efficace de V' est défini par l’existence de l'isomor-
phisme de corps suivant

T F(ty, . taem)[0] — F(a? ... 2P) C F(V)
ot 0 est un élément primitif de Uestension F(x! ... 2%} sur F(ty,... ty_m), 0 est
algébrique séparable sur F(ty, ..., t,—m) de polynome minimal ®(Z).

L’existence d'un point générique efficace de V' (i.e., d’un tel isomorphisme de corps) donne
une représentation paramétrique rationnelle des éléments de V' (analogue a celle obtenue
par une résolution géométrique [52, 47, 87, 88]) de la fagon suivante :

pY _ ¢)1(t1,...,tn_m,9)
Xl d)(tl’n-,tn—nz)

<I>(t1,...,tn_m,9) :0, :
v _ d)n(tlymytnfmye)
Xﬁ - w(tl,...,tn_m)

oun ¢; € Flt1,....tn-m, 2], 0 # ¢ € Flt1,... ty—m] et deg, ¢; < deg, ® pour tout
1< <n.

Dans le cas ou V est fini (dim(V) = 0 et m = n), on obtient une représentation
paramétrique polynomiale des éléments de V' :

X7 =g¢(0)

XU = 6,(6)

n

ou ¢; € F[Z] et deg, ¢; < deg, ® pour tout 1 <i < n.

Le théoreme suivant montre qu’un point générique efficace est un F-point générique.

Théoreme 2.2.7 Si F a un degré de transcendance infini sur F, alors tout point générique
efficace de V' est un F'-point générique de V.

Preuve. Il existe un isomorphisme o de F (:cfy, ..., xP") sur un sous-corps de F. Le point
a= (ar,...,a,) ot a; = o(zf ) € F est un F-point générique de V. En effet, pour tout
polynéme f € I(V) on a

flay, ... a,) = a(f(x’fy, . ,mf:)) = J(fpy(xl, . ,xn)> =0 dans F
car f(xy1,...,x,) = 0 dans F(V), ce qui montre que a € V. D’autre part, soit f €
F[Xy,...,X,], supposons que f ne s’annule pas identiquement sur V alors f ¢ I(V),
ce qui implique que f(xy,...,2,) # 0 dans F(V'). Donc
flay,...,a,) = a(fpu(azl, . ,xn)) #0 dans F
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car o est injectif. D’oll @ est un F-point générique de V.

1-b- Cas d’une variété projective :

Soit W C P"(F) une variété projective non vide définie et irréductible sur F,
FW] =2 F[Xo, X1,...,X,)/IW) = Flxg,x1,...,2,] ou I(W) est I'idéal homogene
premier de F[Xy, Xq,...,X,]| formé par les polynomes qui s’annulent identiquement sur
W et pour tout 0 < i < n, x; = X; mod I(W), le point = (zg,1,...,x,) est appelé le
F-point générique canonique de W, ce point est non nul car W est non vide.

De la méme maniere qu’au cas affine, on peut aussi définir un F-point générique
de W comme étant un point de W tel que tout polynéme homogene de F[Xg, X1, ..., X,,]
qui s’annule en ce point, il s’annule identiquement sur W.

Le corps F(W) des fonctions rationnelles sur W est le sous-corps du corps de frac-

tion de I'anneau intégre F[W] formé par les quotients £ ou g, h sont des polynomes

homogenes dans F[Xo, X1,...,X,] de méme degré et h ¢ I(W), alors

FW) = F(2 0<ij<n) = P22, 58) oita, 40 (X, ¢ 101)
T T T
Considérons m = codim(W), soit ti,...,t,_, une base de transcendance de F(WW) sur F.

Un point générique efficace de la variété W est défini par I'isomorphisme de corps suivant :

T, b)) — F();;f X;(m (%)p (f{”)p> CEW) (2.1

ou 0 < s < n est choisi de telle maniere que la variété W n’est pas contenue dans I’hyperplan
défini par I'équation X; = 0, 0 est algébrique séparable sur le corps F'(ti,...,t,_m), de
polynome minimal ®(Z) € F(ti,... th-m)[Z], lcz(®) = 1. En plus 0 = >, ozj% ou
a; € Z et 0 < a; <deg(WW), les éléments % sont des fonctions rationnelles sur W, p¥ =1
sicar(F)=0et v >0sicar(F)=p>0.

Cet isomorphisme donne une représentation paramétrique rationnelle des éléments de V
sous la forme :

& py _ ¢0(t1r~~7tn7m79)
Xs w(tlpn,tnfm)

(I)(tlv s )tnfmv 9) = 07

Xn p _ ¢n(t1,‘..,tn,m,9)
- d)(tl,...,tn,m)

ou ¢; € Flty,...,th—m,Z], 0 # ¢ € Flt1,...,th_m] et deg, ¢; < deg, ® pour tout
0<j<n.

A chaque choix de 7,...,7,_m dans F qui n’annulent pas ni v, ni les dénominateurs
des coefficients du polynoéme univarié ®(Z) € F(t1,...,th—m)[Z], 6y racine de
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d(rm-m) (7)€ F[Z] dans F, on obtient un point de W par extraction des ra-
cines p”-eme d’éléments de F'.

On peut démontrer un résultat analogue au théoreme 2.2.7 qui caractérise l'idéal
I(W) C F[Xy,...,X,] et qui est donné par le lemme 2.7 de [58] :

Lemme 2.2.8 Soit ¥ € F[Xy,...,X,] un polynéme homogéne, v s’annule identique-
ment sur W (i.e., v € I(W)) si et seulement si pr<X° X &) = 0 dans le corps

X0 X0 X
F(ty,...,th—m)[0] en utilisant l'isomorphisme (2.1).

Proe. 0 (B 8) - (@) (0) o (8)) -
P(ty,...,th—m,0) pour un certain P € F(t;
Alors ¢ € I(W) si et seulement si 0 = w(
au fait que P(t1,...,th—m,0) =0.

..y tn—m)[0] en utilisant I'isomorphisme (2.1).
0 X1 &) € F(W) et ceci est équivalent

e

X X0 X,

Pour vérifier si une variété W C P"(F') définie et irréductible sur F', donnée par un point
générique efficace, est inclue dans une composante de la variété V.= V(f1,..., fx), on
utilise la procédure suivante :

Test : Pour une valeur de 4 allant de 1 & k, on calcule f?° (%, ey %) € Fty,...th—m)[0]

par isomorphisme (2.1). Si pour un certain i cette valeur n’est pas nulle alors W n’est
pas contenue dans une composante de V' et si on obtient des zéros pour tout 1 <1 < k
alors W est inclue dans une composante de V.

2- Algorithme :

L’algorithme décompose la variété projective V(f1,..., fr) C P"(F) en ses compo-
santes irréductibles W qui sont définies et irréductibles sur le corps FP " . Chaque W de
codimension m est représentée par les deux voies suivantes :

i) L’algorithme calcule un point générique efficace de W, i.e., il produit une base
de transcendance ti,...,t,_,, de F(W) sur F, un élément algébrique 6 séparable sur
le corps F(ti,...,tn_m) avec son polynome minimal ®(Z) € F(t1,...,tn_m)[Z] et les

. . . x:\P . . . .
expressions de fonctions rationnelles <X—J> , 0 < 7 < n par l'isomorphisme 7 ci-dessus
S

avec les bornes suivantes :
- PP < AP, degy(®) < deg(W) < d™.

B degTh...,Tl,tl,...,tn_m(®)7 deng,...,Tl,tl,...,tn_m (qu)?degTh...,Tl,tl,.‘.,tn_m (Q/)) S d2(dmd1)0(1)
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- Les tailles binaires de coefficients de ®, ¢;, 1 sont données par

U®), Uey),U) < (M + My + (n+ 1) logy d (dmd1>o(1).

ii) L’algorithme calcule une famille de polynomes homogenes 1y, ..., ¥y € F[Xy,..., X,]
qui définit W, i.e.,

W =V (,...,¥n) C P*(F)

avec les bornes suivantes :
- N < m2d*™.
- degyx, . x, (W) < A, degy, () < da(d™dy )0

- La taille binaire de coefficients de ; est donnée par

o(1)
() < (M + My + Uogydy ) (d7dr)
La complexité binaire totale de ce calcul est bornée par
(pk M1 M)°M) (d"dy dy) Ot

ou ¢ = 1 + maxdim(W) < 1+ n. Donc pour p, My, My, dy, dy, [ fixés, cette complexité est
polynomiale en dn*.

iii) L’algorithme représente chaque composante absolument irréductible W; de W
par un point générique efficace et par une famille finie de polynomes qui la définit
avec les mémes bornes sur les degrés et les tailles binaires de polynomes intermédiaires
comme dans i) et ii). L’algorithme calcule une extension séparable maximale F'(c) de F' la
ou W est définie et irréductible avec le polynome minimal x € F[C] de ¢ sur F' qui vérifie :

- dego(x) < deg Wy, degy, 7, (x) < da(d™dy)°W.

- La taille binaire de coefficients de x est donnée par

100 = (Ml + M, + (n+1) log, d2> (dmd1>0(l)

La complexité binaire totale de cette construction est égale a celle de 1) et ii).

Cet algorithme est basé sur un algorithme polynomial de factorisation de polynomes
multivariés sur le corps F' décrit dans [25, 23, 22, 58]. L’idée de représenter les com-
posantes irréductibles d'une telle fagon vient du cas k = 1, i.e., la variété V. = V(f;)

est un hypersurface de P"(F). Dans ce cas si on factorise f; en produit de facteurs
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irréductibles ¢q,...,gs sur F' alors les composantes irréductibles de V' sont les hyper-
surfaces V' (g;), 1 < i < s définis par les polynomes gi,...,gs. Prenons un certain g; et
I’écrivons comme un polynoéme univarié en X,,, i.e.,

gi = gl(X(l)juqugj) = Ath—i_ +A1Xn+AO

ot h = degy (i), 0 # Ap,..., A1, Ag € F[Xo,...,X,1] et p” est la puissance maximale

qu’on peut extraire. Posons t; = %, cotnor =

éléments de V' (g;) est donnée par

L une représentation paramétrique des

(I)(tb e ,tnfla 0) = 07 Xn-1

ou 0 est algébrique sur F(ty,...,t,_1) de polynéme minimal

gi(tla"wtnfl?Z)
d(7) =
( ) Ah(tla"wtnfl)

€ F(ty,... ta1)|Z]

(g; € F|Zy,...,Zy,] est irréductible sur F' ou Zy, ..., Z, sont de nouvelles variables).

2.3 Elimination de quantificateurs dans la théorie des
corps algébriquement clos

Cette section est divisée en trois paragraphes. Nous décrivons dans le premier
paragraphe le probleme d’élimination de quantificateurs dans la théorie des corps
algébriquement clos. On passe dans le deuxieme a I’histoire de ce sujet avec les meilleures
bornes de complexité des algorithmes qui le résolvent. Dans le troisieme paragraphe, on
détaille 'algorithme de Chistov-Grigoriev décrit en 1984.

2.3.1 Description du probleme

Une formule est une collection des atomes avec les symboles des connections V (ou),
A (et), = (négation) et les quantificateurs 3 et V. Un atome est de la forme P = 0 ou
P # 0, ou P est un polynoéme de F[Xy, ..., X,]. Pour une formule ¢, il y a deux sortes des
variables, les variables liées (ou quantifiée) et les variables libres (ou non-quantifiée). On
note lib(¢), 'ensemble des variables libres de ¢, cet ensemble vérifie les propriétés suivantes :

- Un atome P = 0 ou P # 0, ou P € F[Xy,...,X,] est une formule avec variables
libres X4,..., X,.
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- Si @1 et ¢ sont deux formules alors ¢ V ¢9 et ¢1 A ¢ sont aussi de formules et

- Si ¢ est une formule alors —¢ est une formule avec lib(—¢) = lib(¢).

- Si ¢ est une formule et X € [lib(¢) alors (IX )¢ et (VX )¢ sont aussi de formules
avec lib((3X)¢p) = lib((VX)¢p) = lib(¢) \ { X }

Une formule est dite non-quantifiée si elle ne contient pas de quantificateurs. Une
formule ¢ sans variables libres, i.e., lib(¢) = () est appelée sentence.

D’une maniere génerale, on peut représenter une formule ¢ a coefficients dans F
avec variables libres uy, ..., u, par :

¢ = ¢(U1, s o 7u1") = (Qle) T (Qan)f(Xh s >Xn7u17 s 7ur)

ou @Q; € {3,V} et F est une formule non-quantifiée qui contient des polynomes de
F[Xy,..., X, u,...,u,]. Celle-ci est appelée la forme normale prenex de ¢ et Xq,..., X,
sont ses variables liées.

La F-réalisation de ¢, notée R(4, F ), est Pensemble des a = (ay,...,a,) € F tel
que la sentence obtenue ¢(a) est vérifiée, i.e.,

-

R($,F ) :={a=(ay,...,a,) € F /o(a)}.

Deux formules ¢ et 1) avec les mémes variables libres uq, ..., u, sont dites F-équivalentes

si R(¢, F ) =RV, F).
Exemple 2.3.1 Considérons la formule suivante :
¢1 := p1(ug,ur, ... up) = (FX, u, X"+ -+ X +up = 0)

dont X est la seule variable liée et ug, uq,...,u, sont ses variables libres.

La C-réalisation R(p1,C™™1) est l'ensemble des uples a = (ag,aq,...,a,) € C'!
tel que le polynome univarié associé P(X) = a, X"+ -+ a1 X + ag admet une racine dans
C, ceci est toujours vérifié a moins que P(X) est un polynéme constant non nul. Donc

R(¢1,C™) ={a € C"™, Vicicr(a; # 0) V (ag = 0)}

En d’autre terme, la formule quantifiée ¢1 est C-équivalente a la formule non-quantifiée
Y1 qui est définie par :

Yy = ¢1(U07 Ugy .- 7u1”) = vlﬁiﬁr(ui 7é 0) v (UO - 0)
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Exemple 2.3.2 Soit la formule
¢ = (X, 0, X"+ -+ w X + ug # 0)

R (¢, C™1) est I'ensemble des uples a = (ag,ay,...,a,) € C™ tel que le polynéme uni-
varié associé n’est pas nul. Donc

R(¢2, C™) = {a € C™™', Vocicr(a; # 0)}
et ¢o est C- équivalente a la formule non-quantifiée suivante :
Yy == Vo<i<r(u; # 0).

Définition 2.3.3 Un ensemble constructible de F' , défini sur F, est la F-réalisation d’une
formule non-quantifiée a coefficients dans F

Le probleme d’élimination de quantificateurs dans la théorie des corps algébriquement clos
est I'un des problemes essentiels de la théorie d’élimination et de la géométrie algébrique. Il
s’agit d’éliminer les quantificateurs dans une formule quantifiée ¢(uy, ..., u,), i.e., calculer
une formule non-quantifiée 1 (uy, ..., u,) qui est F-équivalente & ¢.

L’étude de ce probleme se ramene a trouver des méthodes constructives efficaces
qui calculent 1. Par conséquence, étudier la complexité de ces algorithmes en tant que
nombre d’opérations élémentaires dans le corps de base F'.

2.3.2 Historique

Plusieurs algorithmes connus pour ce probleme sont basés sur lefficacité d’une
procédure qui résoud le probleme de décision suivant : Décider si une famille de polynomes
multivariés a coefficients dans F admet une solution algébrique commune dans F.
Géométriquement, ceci est équivalent au probléeme de décider si une variété algébrique est
vide ou non, plus généralement, décider si un ensemble constructible est vide ou non.

Il est bien connu que par le théoreme des zéros de Hilbert, ce probleme de décision
est équivalent a celui d’appartenance d’un polynome a un idéal polynomial dont ’agebre
linéaire [93] et les bases de Grébner [31] le résolvent.

D’autres algorithmes pour ce probleme de décision utilisent la théorie des résultants
pour éliminer les variables (si les polynomes sont homogenes) et le ramenent a tester si
une certaine quantitée (appelée résultant de la famille de polynomes) est nulle ou non
(Voir [117, 93] , la section précédante et le chapitre 3).

Notons que dans la théorie des corps réellement clos, I'élimination des quantifica-
teurs d'une formule quantifiée avec atomes de la forme P = 0,P > 0,P < 0 ou
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P e F[Xy,...,X,], ici F est un corps réellement clos, a été étudié par Tarski et Seiden-
berg en décrivant une procédure d’élimination des quantificateurs avec une complexité
hyperexponentielle. Par une décomposition algébrique cylindrique, Collins [28] a décrit un
algorithme d’élimination de quantificateurs sur les réels avec une complexité doublement
exponentielle de la forme :

(kd)°M"™

ou k est le nombre d’atomes et d est une borne supérieure de degrés des atomes dans la
formule ¢ étudiée.

D’autres algorithmes avec le méme genre de complexité ont été fait par Ben-Or,
Kozen et Reif [9], Weispfenning [123], Davenport et Heintz [34] (pour une borne inférieure).

Le probleme de décision dans le cas réel se fait dans un temps simplement expo-
nentiel en n (voir [63, 62, 16]) et dans un temps doublement exponentielle en le nombre
d’alternance de quantificateurs dans la formule étudiée, i.e., de la forme :

(kd>0(n+r)

4m—2

ou m est le nombre d’alternance de quantificateurs [63]. Heintz et. al. [68] et Renegar [106]
ont montré que le probleme d’élimination de quantificateurs par bloc se fait avec des
algorithmes bien parallélisables de complexités doublement exponentielles en m. Nous
n’abordons pas le cas réellement clos dans la suite de cette section et nous nous intéressons
seulement au cas algébriquement clos.

Une borne de complexité doublement exponentielle en n a été établi par Heintz
dans [66] pour I’élimination des quantificateurs dans la théorie des corps algébriquement
clos. La premiere borne simplement exponentielle en n et doublement exponentielle en m
est réalisée dans les travaux de Chistov et Grigoriev [24], i.e., de la forme

(k)0

Nous détaillons au paragraphe suivant leur algorithme qui sera utilisé tout au long de
prochains chapitres surtout les bornes sur les degrés et les tailles de polynomes obtenus qui
définissent la formule non-quantifiée. Cet algorithme est parallélisable si le caractéristique
de F' est positif et n’est pas parallélisable si le caractéristique de F' est zéro car il utilise
I'algorithme LLL de [89] pour calculer un vecteur minimal.

Fitchas, Galligo et Morgenstern [40] ont décrit un algorithme bien parallélisable
avec une complexité séquentielle simplement exponentielle en n. En 1998, Puddu et
Sabia [104] décrivent un algorithme bien parallélisable d’élimination de quantificateurs
avec une complexité séquentielle

(kd)O(n-i-r)m

simplement exponentielle en n et doublement exponentielle en m, la sortie de cet algorithme
est représentée par un programme d’évaluation.
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2.3.3 Algorithme de Chistov-Grigoriev

Cet algorithme [24] élimine les quantificateurs d'une formule définie sur une large
classe de corps, i.e., le corps F' = H(Ty,...,T;)[n] introduit au chapitre 1. Il est basé
sur leur algorithme de factorisation de polynomes multivariés a coefficients dans F' d'une
part et sur leur algorithme de décomposition d’une variété algébrique en composantes
irréductibles [23, 22, 58] d’autre part. Nous montrons ici 'entrée, la sortie, la complexité
binaire totale de cet algorithme ainsi que les bornes sur les degrés et les tailles de
polynomes de la sortie.

Considérons la formule quantifiée suivante :
D(u, ... up) = (3X1) -+ (3Xn) (Mi<i<infi =0 A g #0)

ou fi,g € Fluy,...,u., Xy,...,X,], de degrés bornés par d (resp. §) par rapport &

Xi,..., Xy, (resp. uy,...,u,), les variables uy,...,u, sont les variables libres de ®. Ces
polynomes sont donnés en représentation dense par leurs vecteurs de coefficients dans
H, leurs bornes sur les degrés par rapport a T1,...,7; ainsi que leurs tailles binaires de

coefficients dans H sont comme dans le chapitre 1.

L’algorithme construit une formule non-quantifiée W(uy, ..., u,), qui est F-équivalente &
®(uyq,...,u,) et définie par

T(u,... u) = \/ (/\uﬁhanw@¢oO

1<i<a M1<j<p

avec pour tout 1 <i<aetl<j<fona:

1) BV, €O € Fluy, ... u).

2) degul ..... . (BJ@) < 5(/{Zd)4(n+r+2)(2”+3)~
3) deg,, ., (CY) < §(3kd)>"+3,
4) degy, _7,(BY) < ddyd]™ (kd)©*n)

77777

6) I(B)") < (Ml + My + (n+7+1)log, d2> 5d°W (ka)yow ).

7)1(CD) < <M1 + My + (n + 7+ 1) log, d2>5d?<1><kd)0<n>.

8) a, B < &(kd)°"*),
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La complexité binaire totale de cet algorithme est

(po M, My)O0) (dldQ)O(n—f—'r-H) (kd)O(n(n+r)(n+r+l)) ‘
Si la formule ® est définie par m blocs de quantificateurs, i.e., de la forme
Q(uy, ..., up) =3I X, o, Xi o )V( X1, Xosy) - I Xonas -, Xinsy ) F
ot F est formule non-quantifiée avec k atomes dans Fluy, ..., ur, X11,. .., Xpsn]-

L’itération m fois de l'algorithme précédent sur la formule ® conduit a une formule
non-quantifiée F- équivalente a ® définie par des atomes h € Fluy, ..., u,| vérifiant :

1) deg,, . (h) < 6(kd®)OE" ™™,

seeeylU

2) degT1,...,Tl (h) < 5d2d?(m)(kd5)o(82m)m'
3) 1(h) < (My + M, + llog, dg)dlo(m)<kd5>o(s2m)m'
4) Le nombre des atomes h est borné par §(kd®)OE* ™™,

La complexité binaire totale de cet algorithme est
(p(SMl M2>O(1) (d;ndQ)O(SJrl) (k,ds)o(s3l)m

ous:=r-+8 +- -+ 8, est le nombre total de variables.

2.4 Résolution des systemes linéaires paramétriques

Considérons le systeme linéaire

AX =0

ou A = (A;j)1<ij<n est une matrice carrée d’ordre n et b = (b;)1<i<, €st un vecteur.
Les entrées A;; et b; (1 < i,j < n) appartiennent a 'anneau polynomial Flus,...,u,]
de degrés bornés par 6. Les variables (uy,...,u,) sont de parametres qui prennent des
valeurs dans Despace F' qui sera appelé l'espace des parametres. Le systeme AX = b est
ainsi appelé un systeme linéaire paramétré. Nous allons étudier dans ce paragraphe la
dépendance de solutions de ce systeme en fonction de parametres.

Il est bien connu qu’un systéme linéaire (non-paramétré) se trouve uniquement dans

I'un de trois cas suivants : aucune solution, une seule solution, une infinité de solutions.
L’ouvert de F' défini par det(A) € Fluy, ..., u,] est le lieu 1a oul le systéme associé admet
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une seule solution dans F. Cette solution est donnée par les formules de Cramer comme
une fonction rationnelle de parametres :
. det(AJ)

Xi=—+2¢cF o) 1< <
J det(A) S (u17 7U’) ~J=n

ou A; est la matrice obtenue en remplacant la j-¢me colonne de A par le vecteur b.

On s’intéresse aussi au complémentaire de cet ouvert dans l’espace de parametres
i.e., la ou la matrice A est non inversible. Nous avons cité au premier chapitre les travaux
de Heintz [66] et de William Sit [114, 113] qui a décrit un algorithme qui décompose
I’espace de parametres en un nombre fini d’ensembles constructibles S deux a deux
disjoints. Le rang de la matrice A est constant sur chaque S et une base de l'espace de
solution du systéme homogene associé est donnée comme une fonction rationnelle de
parametres (évidemment 'un de ces ensembles constructibles est le lieu d’inconsistance
du systeéme). Le nombre de ces ensembles est exponentiel en n.

2.4.1 Algorithme de Gauss paramétrique

La paramétrisation de l'algorithme de Gauss consiste a performer l’algorithme de
Gauss ordinaire et a séparer dans chaque étape le cas ou le pivot de Gauss est nul ou
non. Celui-ci est un élément de Flug,...,u,| et le fait qu’il est nul ou non définit un
sous-ensemble constructible de I'espace des parametres.

Le corps F' considéré ici est le corps H(11,...,1;)[n] du premier chapitre. Les entrées A; ;
et b; (1 <i,j <n) sont données en représentation dense par leurs vecteurs de coefficients
dans H. Leurs degrés par rapport a T, ...,T; sont bornés par ds et les tailles binaires de

leurs coefficients dans H sont bornées par Ms.

Cet alg_orithme construit donc une famille des couples (C’(i), A(i)), 0 < i < n ou
CO =F A = A C® (1 <i<n) est un sous-ensemble constructible de F' donné par

ses équations et ses inéquations qui le définissent et A®) = (Ag)
7/ 1<5,t<n
coefficients dans F'lug, ..., u,| obtenue a partir de A par transformations linéaires sur les

lignes et par de permutations. Cette matrice est donnée par :

est une matrice a

AN L Aé%
O A2’L72 DY . . DY ... A217n
o0 : P
A= o 0oAY o L AD
: 0 AEQI,PA E Al('il,n
0 0 o0 o0 AD. ... aAD
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Pour tout @ € C'® . '
AP (@) #0,..., A% (a) #0.

)

Cette construction se fait par induction sur i. On suppose qu’a l’étape i, C est défini
par des équations et des inéquations de la forme g =0 et h # 0 ou g,h € Fluy,...,u,] qui
vérifient :

- Les degrés de g, h et Ag’g (1 < s,t < n) par rapport & uy,...,u,. (resp. T1,...,T;) sont
bornés par 9 (resp. idsy).

- Les tailles binaires de coefficients de g, h et ASQ (1 < s,t < n) sont bornées
par
i(My+1)

L’étape 7 4+ 1 consiste a faire les démarches suivantes :

- Si A,EQM. 41 € Flui,...,u,] est linéairement dépendant des polynomes g, échanger
la (i + 1)-eme ligne de A® par la (i + 2)-eme ligne et tester de nouveau si AE?ZJH
est lincairement dépendant des éléments g et ainsi de suite. Chaque test correspond a
résoudre un certain systeme linéaire d’au plus ¢ inconnues et (H;“S) < (i0)" équations a
coefficients dans F. Cette résolution se fait avec (i6)°) opérations dans F [95]. Chacune

de ces opérations se fait entre deux éléments de degrés < idy par rapport a T1,...,7] et
des tailles binaires < i(Ms + 1). Alors chaque test se fait avec

(i16dydy) OV
opérations dans le corps H. Sa complexité binaire est bornée par

M, My (i6dydy)°T

- Si tous les Agi, s > i+1, t > i+1 (apres des échanges des colonnes aussi) sont linéairement

dépendants de polynomes g alors Ag,)f(a) = 0 pour tout a € C. Dans ce cas I'algorithme
s’arréte et ne considere pas le couple (C*+Y) | A+ Le nombre des tests & effectuer ici est
égale & (n —1)2. Ces tests se font avec

n2(i5d1d2)o(”)
opérations dans H et avec une complexité binaire bornée par

n2M1M2 (’i(Sdldg)O(rl)

- S’il existe s > 1+ 1, tg > i+ 1 tel que Ag?’to est linéairement indépendant de polynomes
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g alors on pose CH) = o6 N {AD

on met AY

soto 7 0}. Apres échange des lignes et des colonnes,

soto dans la position (i + 1,7 4 1) et on applique les transformations linéaires
ordinaires sur les hgnes t 4+ 2,...,n sur la matrice obtenue qui rendent zeros les entrées

au-dessous de ASO to (Ag50 4, ©€st le pivot de Gauss paramétrique, i.e. ASO to( a) # 0 pour

tout @ € C*D). Donc AW+ est la matrice obtenue vérifiant A" | = A4Y

i1, Z+1 ne s’annule
pas sur 0+,

$0,%0

Par la méthode de Bareiss (voir e.g., [14, 8]), les coefficients A Hl € Fluy,...,u)
sont des (i + 1) x (i + 1) mineurs de la matrice A donnés par la formule :

A171 . Al,i Al,t

AUFD — det ' : :
’ Ai,l . Ai,i Ai,t
Asq oo Asi Asy

)

+1
ce qui prouve les bornes de récurrence ci-dessus sur la taille binaire et les degrés de A ’

par rapport a uq,...,u, et par rapport a 11,...,T;.

Puisque le nombre d’étapes est au plus n alors la complexité totale de l'algorithme
de Gauss paramétrique est
(n5d1d2> (rh)

opérations dans H. Sa complexité binaire totale est
M1M2 (nédldg)o(rl) .

Cette borne de complexité est polynomiale en la taille n de la matrice A et le degré
des entrées de A par rapport aux parametres. Elle est exponentielle en le nombre r des
parametres. On peut résumer cette section par le théoreme suivant :

Théoreme 2.4.1 [l existe un algorithme, appelé algorithme de Gauss paramétrique qui
pour un systéeme linéaire paramétré AX = b vérifiant les conditions ci-dessus, produit une
partition de Uespace des paramétres F' sous la forme :

U

0<i<n

ot chaque U; est un ensemble constructible vérifiant :

a) Le rang de A est constant sur U; et est égale a i, i.e., pour tout a € U;, rg(A(a)) = i.
b) L’algorithme calcule (n — @ + 1) wecteurs Zy, Zv,...,Zn—; de F(ui,...,u,)" ot

Zy est une solution particuliére paramétrique du systeme AX = b et {Zy,...,Z,_;} est
une base paramétrique de l’espace de solutions de dimension n — 1 du systéme paramétré
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homogene, i.e., pour tout a € U; on a :
i) Les dénominateurs des entrées de Zy, Z1, ..., Zn_; ne s’annulent pas en a.

ii) Zéa) est une solution particuliere du systéeme spécialisé en a (i.e., le systéme
ADX = b@) et la famille {Z\V, ..., ZSI_)Z} forme une base du systéme homogéne associé.

c) Les degrés des équations et des inéquations qui définissent U; et des entrées de
20y L1y ooy Dop—i paT TAPPOTE G U, . . . Uy (Tesp. Ty, ..., ;) sont bornés par nd (resp. nds).
Leurs tailles binaires sont bornées par

nMg.

d) La complezité de cet algorithme est celle qui est donnée juste au-dessus du théoréme.

2.5 Calcul d’un P.G.C.D. d’une famille finie de po-
lynéomes univariés paramétrés

Considérons une famille finie {f,..., fx} C Fluy,...,u,, X] de polynémes paramétrés
univariés, de degrés bornés par d (resp. § et dy) par rapport a X (resp. uy,...,u, et
Ty,...,T;). Ces polynomes sont donnés en représentation dense par leurs vecteurs de
coefficients dans H, de tailles binaires bornées par Ms. On s’intéresse dans ce paragraphe
au calcul d’'un p.g.c.d. de la famille { fl(a), . f,ga)} C F[X] d’une maniere uniforme pour
toute spécialisation a = (ay,...,a,) des parametres dans 'espace des parameétres ' ol

fi(a) = fi(ay,...,a,,X) pour tout 1 < i < k.
Ecrivons chaque f; (1 <i < k) sous la forme :

fi= D fuX? oufy € Flu,....w], deg(fiy) < 4.

0<j<d
On s’intéresse a l'ouvert
U=F \V(f;,1<i<k0<j<d)
de F' pour la topologie de Zariski.

On présente dans cette section trois algorithmes qui calculent un p.g.c.d. de la fa-
mille { fl(a), Cey fka)} C F[X] d’une maniére uniforme pour toute spécialisation a € U.
Le premier algorithme est exponentiel en k£ et d et basé sur l'algorithme d’Euclide.
Le deuxieme et le troisieme algorithme sont polynomiaux en k,d et exponentiels en r.
Le troisieme est basé sur la résolution des systemes linéaires paramétrés de la section
précédente.
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2.5.1 Algorithme Al

Supposons que k = 2 et considérons f;, fo comme de polynomes univariés a coeffi-
cients dans le corps F'(uy,...,u,) de fonctions rationnelles en les parametres. Calculons la
séquence

(RQ,Rl,...,RS,RS_H = O) C F(ul,...,ur)[X]

des restes de divisions euclidiennes successives appliquées sur Ry := f1 et Ry := fo, i.e.,
pour tout 2 < i < s+ 1, R; est le reste de la division euclidienne de R;_o par R;_;. Cette
séquence ne couvre pas les p.g.c.d. de fl(a), an) pour toutes les spécialisations a € U de
parametres pour les deux raisons suivantes :

1) Les zéros des dénominateurs des coefficients de Ry, Ry,...,Rs ne sont pas cou-
verts.
2) Pour tout @ € U qui n’annule aucun dénominateur de coefficients de Rs,..., R;,

R € F[X] nest pas nécessairement un p.g.c.d. de f{” et f{”) méme il est non nul.
Tandis que Ry est un p.g.c.d. de f; et fo dans F(uq, ..., u,)[X].

Le premier probleme peut-étre éviter par un calcul des séquences de pseudo-restes
de divisions euclidiennes successives :

Définition 2.5.1 Soient g,h € Fluy,...,u,|[X] deuz polynémes univariés.

a) La pseudo-division de g par h est la division euclidienne de lc(h)i89)—des(h)+lg
par h dans F(uy,...,u,)[X] ot 0 # le(h) € Fluy,...,u,] est le coefficient dominant de h.
Alors ils existent de polynomes uniques Q, R € Fluy, ..., u,|[X] tel que

le(h)dee@—deeMtly — Oh + R avec  degy(R) < degy(h)

Q est appelé le pseudo-quotient et R est le pseudo-reste de la pseudo-division de g par h,
noté Prem(g,h).

b~) La séquence de pseudo-restes de pseudo-divisions successives appliquées & Ry = g et
Ry := h est la séquence

(Ro, Ry, ..., Ry, Rypy = 0)
ot pour tout 2 < i < s+ 1, R; est le pseudo-reste de la pseudo-division de R;_s par R;_;.

Le lemme suivant nous montre que la séquence de pseudo-restes permet aussi de calculer
le p.g.c.d. et nous donne les bornes sur les degrés et les tailles binaires des polynomes qui
constituent la séquence :

Lemme 2.5.2 Soient g,h € Fluy,...,u.][X] deuz polynémes univariés de degrés < d
ot F est le corps H(Ty,...,T))[n]. On suppose que les degrés de g et h par rapport
a uy, ... u. (resp. Ty1,...,1;) sont bornés par § (resp. ds), leurs tailles binaires sont
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< M. Soit (Rg,fh, e ,ﬁs,RS+1 = 0) la séquence de pseudo-restes de pseudo-divisions
successives appliquées a Ry := g et Ry := h. Alors

a) Ry est un p.g.c.d. de g et h dans Fluy, ..., u,][X]. Pour tout a € U qui n’est pas zéro
de tous les coefficients dominants de la séquence, R e F[X] est un p.g.c.d. de g'¥ et h(@.

b) Pour tout 0 < i < s, le degré de R; par rapport & uy,...,u, (resp. Ti,...,T})
est borné par O(d?8) (resp. O(d*dy)). La taille binaire de son vecteur de coefficients dans
H est < O(Myd?log, d).

c¢) Le calcul de cette séquence se fait avec
0((5d1d2)2d9)
opérations dans H. Sa complexité binaire est
0 ((6d1d2)2M22d13 log? d) .

Preuve. Toutes les bornes de ce lemme se déduisent des estimations de théoremes 6.54,
6.62 et de l'exercice 6.54 de [118].0

Le deuxieme probleme peut-étre évité par la considération de troncations :

Définition 2.5.3 Soit g = ¢, X™ + -+ + go € Fluy, ..., u,][X] ot m := deg(g).
a) Pour tout 0 < i < m, la i-eme troncation de g, notée Tro;(g), est le polynome
Troi(g) = ¢ X"+ ---+go € Fluy, ..., u][X]

b) L’ensemble de troncations de g, mnoté Tro(g), est un sous-ensemble fini de
Fluy, ..., u.][X] défini par

_ {9 si gm =lc(g) € F
Trolg) := { {9} UTro(Trom,-1(g)) sinon

Définition 2.5.4 [8] Pour chaque polynome R € Tro(f), on associe un arbre de
séquences de pseudo-restes de divisions de fi par fa, noté TRems(f1, f2), qui a R comme
racine. Les fils de R sont les éléments de l’ensemble de troncations de fy. Chaque noeud
N contient un polynome Pol(N) € Fluy,...,u,][X]. Un noeud N est une feuille de l’arbre
si Pol(N) = 0. Si N n’est pas une feuille, les fils de N sont les éléments de l’ensemble de
troncations de Prem(Pol(p(N)), Pol(N)) ot p(N) est le pére de N. L’ensemble de tous les
arbres associés auz éléments de Tro (f1) est appelé la forét de séquences de pseudo-restes
de divisions de fi par fy, elle est notée par T(f1, fo).
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Remarque 2.5.5 Chaque arbre T Rems(f1, f2) dans la définition 2.5.4 se termine puisque
le passage d’un niveau a un autre dans l’arbre se fait par une pseudo-division et donc par
une diminution de degrés par rapport a X. Donc nous avons un nombre fini de feuilles
dans l’arbre.

Définition 2.5.6 Soient Ry € Tro(f1) et TRems(f1, f2) Uarbre de racine Ry. A chaque
feuille L de T Rems(f1, f2), on considére l'unique chemin Cp := {Rg, Ry, ..., Rs, Rs11 :=
Pol(L) = 0} liant L a la racine Ry ot Ry € Tro(fs) est un fils de Ry et on associe a L
un sous-ensemble constructible Uy, de F' défini par la formule non-quantifiée suivante :

/\ degy (R;) = degy (Prem(Riq, Rzel))
2<i<s+1

Théoreme 2.5.7 Les ensembles constructibles Uy, := U, N U ou L sont les feuilles de la
forét T'(f1, f2) forment une partition de l'ouvert U. Cette partition vérifie les propriétés
sutvantes :

a) Le nombre de feuilles L de T(f1, f2) est borné par d.

b) Les degrés des équations et des inéquations qui définissent chaque Uy par rapport
a up,...,u, (resp. Th,...,T;) sont bornés par O(d*8) (resp. O(d?dy)). Leurs tailles
binaires sont bornées par O(Myd? log, d).

c¢) Pour toute feuille L de T(f1, f2), le chemin Cr, :== {Ry, Ry, ..., Rs, Rs11 := Pol(L) = 0}
(voir définition 2.5.6) constitue une séquence paramétrée de pseudo-restes de fy et fa, i.e.,
pour tout a € Uy, la séquence (Rff”,R@, R R = Pol(L) = 0} C F[X] est la
séquence de pseudo-restes de £\ et £, En particulier, 0 # R\ € F[X] est un p.g.c.d. de
fl(a) et fz(a). Les degrés et la taille binaire de Ry sont analogues a ceux du point b) ci-dessus.

d) La construction de la forét T(f1, f2) se fait avec
(6dydp)?dO@
opérations dans H. Sa complexité binaire est
(6dydy My)2dO D,
Preuve. Toutes ces bornes se déduisent du lemme 2.5.2 ci-dessus.O
Revenons maintenant au cas général, i.e., k > 2 et calculons une partition de U en

un nombre fini d’ensembles constructibles chacun avec un p.g.c.d. paramétrique.

Théoréme 2.5.8 Soient fi,..., fr € Fluy,...,u.][X] de polynomes paramétrés vérifiant
les mémes bornes ci-dessus sur les degrés et les tailles binaires de leurs coefficients. On
peut construire une partition de Uowvert U de F' en

d(k—l)d
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ensembles constructibles U qui vérifient :

a) Les degrés des équations et des inéquations qui définissent chaque U par rapport
a Up,...,u. (resp. Ty,...,T;) sont bornés par O(d®*~=25) (resp. O(d®*~2dy)). Leurs
tailles binaires sont bornées par O(Myd®*=2) logh~'d).

b) Pour tout ensemble constructible U, il existe un polynome g € Fluy,..., u][X]
tel que pour tout a € U, ¢ € F[X] est un p.g.c.d. de fl(a), ey f,ia). Les degrés et la taille
binaire de g sont analogues a ceuxr du point a).

¢) La construction de cette partition de U se fait avec
(5dydy)2dO%)
opérations dans H. Sa complexité binaire est
(8dydy My)?dO*D).

Preuve. La démonstration se fait par induction sur k, le cas k = 2 est le théoreme 2.5.7.
Supposons qu’a I'étape k — 1 nous avons une partition de U en d*~2¢ ensembles construc-
tibles V chacun avec un polynoéme paramétrique G € Fluy, ..., u,|[X] vérifiant les points
a) et b) du théoreme (pour fi,..., fr—_1). Pour chaque couple (V,G), on calcule la forét
T(G, fi) et pour chaque feuille L de cette forét, on consideére ’ensemble constructible

VL ZIVﬂUL

ou Uy, est I'ensemble constructible associé a L dans T(G, fi) (voir définition 2.5.6). Les
ensembles V; ou L sont les feuilles de T(G, f) pour tous les couples (V,G) de étape
k — 1, forment une partition de U. Pour chaque Vi, le polynome g := Pol(p(L)) €
Fluy, ..., u,][X] vérifie le point b). Les bornes sur les degrés et les tailles binaires de a) et
b) ainsi la complexité totale se déduisent du théoreme 2.5.7.0

2.5.2 Algorithme A2

En 1989, Grigoriev [59] décrit un algorithme qui calcule un p.g.c.d. paramétrique de la
famille {fi,..., fi}. Cet algorithme décompose U en

Ny < k(0 + d)°
ensembles constructibles U qui vérifient :
i) Les degrés des équations et des inéquations qui définissent U par rapport a uq, ..., u,

(resp. 11, ...,T;) sont bornés par
(6 + d)°W
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(resp. da(di (0 + d))o(l)). Leur nombre est borné par k(5 + d)°) et les tailles binaires de
leurs coefficients dans H sont bornées par

(M1 + My+ (1+7) 1og2(d2)> (dl(é + d)) o

ii) Pour chaque U, lalgorithme calcule un polynéme paramétrique g € Fluy, ..., u,, X]
qui vérifie :

..........

-l(g) < (Ml + My + (I +7) 1og2(d2)) (dl(d + d)) O(I).

- Pour tout a € U, le polynéme ¢® € F[X] coincide avec le p.g.c.d. de la famille
{1, Y CFlx).

La complexité binaire totale de cet algorithme est

(kM M)W (dydy)OD (6 + d)Or+D.

2.5.3 Algorithme A3

L’idée de cet algorithme vient du lemme suivant :

Lemme 2.5.9 Soit hy,...h € F[X] de degrés < d et h = pgcd(hy, ..., hg). Alors

a) 1l existe de polynomes ¢y, ..., g € F[X] de degrés < d tel que

h = Z gili

1<i<k
b) Le degré de h est donné par
D = deg(h)
= min{deg(g);3g1,...,9x € F[X],deg(g;) < d, V1 <i<k,g= Z gihi # 0}

1<i<k

Pour tout 0 < ¢ < d, on considere le systeme linéaire paramétré S; défini par la propriété
suivante :

Z g:fi est un polynéme unitaire de degré t avec deg(g;) < d.
1<i<k
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Ecrivons chaque g; sous la forme :
9i = Z gszj
0<j<d
Alors Sy est défini par les équations linéaires paramétrées suivantes :
0 S t<s<2d
> Gifiss= 1 Si s=t
1<i<k,0<j<s

Les inconnus de ce systeme sont les variables g;;, leur nombre est £d, le nombre d’équations
est 2d — t. Les degrés des entrées du systeme S; par rapport aux parametres uq, ..., u,
(resp. T4, ...,T;) sont bornés par § (resp. ds), leurs tailles binaires sont bornées par M,.

Appliquons D'algorithme de résolution des systemes linéaires paramétrés de la sec-
tion précédente sur les systemes Sy, . .., Sy, ceci nous permet de calculer de sous-ensembles
constructibles Uy, ..., Uy de U avec de fonctions rationnelles

gO,i,j7-~-7gd,i,jEF(U/I;---;UT); 1§Z§]€,0§j<d

qui vérifient :
1) U= Uogtgd?/lt ou Z/{t = Ut \ UOSt’<t Ut/.

ii) Pour tout 0 < ¢t < d, U, est le lieu de consistance du systeme S;, i.e., pour tout
a € Uy, le systeme S; spécialisé en a admet le vecteur

—=kd
() 7
1<i<k,0<j<d

comme solution particuliere. Donc pour tout a € Z;{Vt le polynome unitaire gt(a) € F[X] de
degré t, coincide avec le p.g.c.d. de fla), ey ,ia) € F[X] ou

gt — Z gt,l,jX]fl E F(UI, e ,UT)[X]

1<i<k,0<j<d

iii) Les degrés des équations et des inéquations qui définissent chaque Z/N{t ainsi de ¢y
(0 <t < d) par rapport a uy,...,u, (resp. T1,...,7;) sont bornés par kdé (resp. kdds).
Leurs tailles binaires sont bornées par kdMs;.

De la complexité de D'algorithme de Gauss paramétrique (voir théoreme 2.4.1), on
déduit que cet algorithme se fait avec

(kéddydy)°TD
opérations dans H. Sa complexité binaire totale est

My My (kdddydy)°Y.
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Chapitre 3

Résolution de systemes algébriques
paramétrés de dimensions zéros
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3.1 Introduction et notations

Considérons k polynémes paramétrés fi, ..., fr € Flui, ..., u,, Xo, ..., X,] homogenes
en Xyp,...,X,, de degré Dy,..., D, < d respectivement. Le corps F' est le corps
H(Ty,...,T))[n] introduit au chapitre 1 ot H = Q si car(F) = 0 et H D [, est un
corps fini si car(F) = p. Chaque polynome f; (1 < j < k) est donné en représentation
dense par ses coefficients dans H. On suppose que

deg,, ., fi < 0,degr nfi <ds

La taille binaire de f; est bornée par M,. On rappelle que M; est une borne supérieure de
la taille binaire du polynéme minimal ¢ € H(T},...,T;)[Z] de n sur le corps H(T},...,T;)
et que deg, 7, 1,(¢) < di.

Ces polynomes définissent un systeme algébrique paramétré f; = --- = f = 0, les
variables wuq, ..., u, sont les parametres du systeme, leur nombre est borné par le nombre
de coefficients de fi,..., fx, i.e., 7 < kd". Ces parametres u = (uq,...,u,) prennent

de valeurs dans espace P := F' qui sera appelé comme d’habitude I'espace des paramétres.

Pour une certaine fonction rationnelle ¢ € F(uq,...,u,), le degré de g par rapport
a up,...,u, est défini comme étant le maximum entre le degré de son numérateur et de
son dénominateur par rapport a uq,...,u, (de la méme maniere on définit le degré de ¢
par rapport & 71, ...,T;). Pour tout a € P, ¢ € F est I'évaluation de g en a & condition
que son dénominateur ne s’annule pas en a. On note V@ la variété projective de P"(F)

définie par les polynomes fl(a), - f,ﬁ“) € F[Xo,..., X,

L’outil de base de ce chapitre est le calcul du résultant de chaque systeme
F9— 0= s — 0 (¢ € P) d'une manitre uniforme sur les paramétres. On in-
troduira ce qu’on appelle un U-résultant paramétrique ou U = (Uy,...,U,) sont de
nouvelles variables algébriquement indépendantes sur le corps F(uq,...,u,, Xo, ..., X,).
Chaque U-résultant paramétrique R est un polynoéme de Fluy,...,u,,Uy,...,U,| ho-
mogene en Uy, ..., U,, associé a un sous-ensemble constructible W de P tel que pour tout
a € W, R% € F[Uy,...,U,] est le U-résultant du systeme FfO == f,i“) = 0 (voir
les sections 1 et 2). Lorsqu’un U-résultant paramétrique (W, R) est calculé, on réduit R
a des polynomes univariés paramétrés (par des spécialisations convenables des variables
Uy, ..., U,) qui nous permettent par un calcul d’'un p.g.c.d. paramétrique (voir le chapitre
2) de trouver le vecteur des multiplicités de solutions du systeme fl(a) = ... = f,ga) =0
d’une maniere uniforme sur les valeurs a € W des parametres (voir la section 3). La
section 4 est consacrée a la description de solutions du systeme fl(a) =... .= fka) = 0 par
une représentation univariée polynomiale uniforme sur les valeurs des parametres (voir
théoreme 3.5.3).

On s’intéresse dans ce chapitre aux systemes surdéterminés, i.e. lorsque le nombre
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d’équations est plus grand que celui des variables et on étudie le sous-ensemble U de P
formé par les valeurs a € P des parametres tel que le systeme associé fl(a) == f,ga) =0
est de dimension zéro et n’admet pas de solutions & linfini, i.e., la variété V(@ est un
sous-ensemble fini de P"(F) et V@ NV (Xy) = 0.

3.2 Résultant paramétrique

Définition 3.2.1 Le systeme résultant d’un systeme polynomial fi = -+ = fr = 0 est
un ensemble fini de polynomes Ry, ..., Ry € Fluy, ..., u,] tel que pour toute valeur a € P
des parametres, le systéme fl(a) = ... = f,ga) = 0 admet une solution dans P"(F) si et

seulement si R\" =0,..., R = 0.

Proposition 3.2.2 Chaque systeme f1 = --- = fr = 0 admet un systéme résultant
Ri,...,Rs € Flug, ..., u,l.

Preuve. Voir paragraphe 80 de [117], voir aussi [92, 37].0

Le nombre k d’équations du systeme paramétré f; = --- = fr = 0 est supposé
> n. Dans cette section, nous étudions le cas & = n + 1 (i.e., n + 1 formes homogenes
en n + 1 variables Xj,...,X,). On peut montrer l'existence d'un seul polynome
R € Fluy,...,u,], appelé le résultant du systeme f; = -+ = f,.1 = 0 tel que pour tout

a € P, le systeme fl(a) == f,ga) = 0 admet une solution dans P"(F') si et seulement si
R@ =0 (voir [93, 117, 32, 35, 17, 18, 94]).

Proposition 3.2.3 Soit R le résultant du systeme f; = --- = f,o1 = 0. Alors
degy, 7 (R) < (n+1)dod”, deg,, ,, (R) < (n+1)dd"

Preuve. Pour tout 1 < j < n + 1, le degré de R par rapport aux coefficients de f; est
borné par
Di-Dy _
D; -
(Voir [93, 117, 32]). Ce qui prouve la proposition.O

Cette notion de résultant est une généralisation de celle du résultant de deux po-
lyndmes univariés qui est défini comme étant le déterminant du matrice de Sylvester. Dans
le cas général, on peut exprimer le résultant R du systeme f; = --- = f,41 = 0 comme le
quotient de deux déterminants :

_ det(M)

det(M')

n+D
n

D:i= > (Dj-1)+1= > D;—n

1<j<n+1 1<j<n+1

M est une matrice carré d’ordre N := ( ) ou
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Les entrées de M sont parmi les coefficients de fi,-- -, foi1 dans Flug, ..., u,], M’ est une

sous-matrice de M d’ordre
n+D Dy Dy
( n ) - Z Dy
1<j<n+1

La matrice M est appelée la matrice de Macauly [93] ou la matrice type de Sylvester
associée au systeme f; = --- = f,.1 = 0, Rest le résultant de Macauly du systéme (voir [35,
32] pour la construction de ces matrices). Cette formalisation du résultant est valable
seulement pour les valeurs a € P des parametres tel que det(M’) ne s’annule pas en a. Pour
éviter I'annulation de det(M’) et pour calculer les résutants associés a tous les systémes

fl(a) == 75621 = 0 (pour tout a € P), Canny [18] (voir aussi [94]) introduit la notion
du polynome caractéristique généralisé du systeme f; = --- = f,.1 = 0 (une généralisation

du polynéme caractéristique du matrice associée a un systeme linéaire homogene). On
perturbe ce systeme par une nouvelle variable v en considérant les polynomes perturbés
suivants :
fj ::fj—vXJp_jl, 1<j<n+1.
On peut montrer que le résultant R du systéme perturbé f; = --- = fn+1 = (0 s’écrit sous
la forme :

. det(M — vl)

~ det(M’ —l)

ou I est la matrice unitée convenable.

€ Fluy, ..., u[v]

Définition 3.2.4 Le polynéme R est appelé le polynéme caractéristique généralisé du
systeme fy = -+ = froo1 =0.

Proposition 3.2.5 Le polynome R vérifie :

- Dy--Dy,
a) deg,(R) = 21§j§n+1 %'

b) Le résultant R du systeme f; = --- = f,r1 = 0 est le terme constant de R dans
Fluy, ... u,].

¢) La taille binaire de R est donnée par
I(R) < My Myrldy(6dy )M al™.

Preuve. Les points a) et b) sont évidents. Pour ¢), I'exercice 18, page 105 de [32] montre
que R s’écrit sous la forme :

P
R=_
Q@
ou P (resp. Q) est le coefficient non nul dans Fluy,...,u,| du monéme de degré minimal

en v du numérateur (resp. dénominateur) de R. Les tailles de P et @) sont

UP),UQ) < D" (M +1) < ((n+1)d) (M +1)
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Leurs degrés par rapport a uy, ..., u, (resp. 11,...,71;) sont bornés par ((n+ 1)d)"0 (resp.
((n+ 1)d)™ds). La taille binaire de R s’obtient par application du lemme 1.3 de [22]. O

Donc I’hypersurface de I'espace P défini par le résultant R du systeme f; =--- = f,11 =0
est le lieu de consistance du systeme. Pour décrire le sous-ensemble de P la ou le systeme
n’admet pas de solutions a l'infini, on considere les polynomes homogenes suivants :

g; ‘= fj(O,Xl,...,Xn) GF[Ul,...,UT,Xh...,Xn], 1 §j§n+1

Soit R’ € Fluy,...,u,| le résultant du systeme g; = -+ = g,,1 = 0, alors nous avons la
proposition suivante :

Proposition 3.2.6 L’ouvert de P définit par le polynome R € Fluy, ..., u,| est [’ensemble

des points a € P tel que le systeme associé fl(a) == T(Li)l = 0 n’admet pas de solutions
a l’infini.
Preuve. Pour tout a € P, le systeme fl(a) =...= ,(Li)l = 0 n’admet pas de solutions a

I'infini si et seulement si le systeme g§a) == gﬁfﬂl = 0 n’admet pas de solutions dans

Pri(F).

3.3 U-Résultant paramétrique

On suppose dans cette section que le nombre k£ d’équations du systeme paramétré
fi = - = fr = 0 est > n. La généralistion de la notion de résultant a des systemes
surdéterminés a été faite par Lazard [80, 81]. Dans cette section, nous étudions la
notion de U-résultant du systeme f; = --- = fr = 0 qui était étudié par Kronecker et
Van der Waerden [117] en introduisant une forme linéaire en Xy, ..., X, a coefficients
indéterminés. Nous allons suivre dans cette section les constructions de [81] (voir aussi [58]).

Supposons que d > Dy > --- > D, et posons
On introduit de nouvelles variables Uy, ...,U, qui sont algébriquement indépendantes

sur F(uq,...,u., Xo,...,X,) et une forme linéaire fryy = UpgXo + -+ + U X, €
F(U,l,...,ur,Uo,...,Un)[Xo,...,Xn].

Notons par B; (respectivement B) l’espace des polynomes homogenes en Xo,..., X, a
coefficients dans le corps F(uy,...,u,,Uy,...,U,) de degrés D — D; (respectivement D)
pour tout 1 <7 < k+1ou Dy = 1.

On considere I'application F'(uq, ..., u,, Uy, ..., U,)-linéaire suivante :

V:B & - @By — B
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définie par :

\I](hla--'ahk—i-l) = Z hzfz pour tout (hl,...,hk+1) € Bl@"'@Bk_H.

1<i<k+1
Posons N; := dim(B;) = ("Hi;Di), 1<i<k+1let N=dim(B)= ("ZD) (les dimensions
sont données en tant qu’espaces vectoriels sur F'(uy, ..., u,, Uy, ..., Uy,)).

Soit M la matrice associée a ¥ dans les bases de Bi,...,Bii1, B formées par les
monomes. On peut représenter M sous la forme :

M:M(ul,...,ur,Uo,...,Un):(Ml MQ)

ou M est une matrice N x <21<i<k NZ-> aentrées dans F'luy, ..., u,] et M est une matrice
N x Ni.1 dont ses entrées sont des formes linéaires sur F' en les variables Uy, ..., U,.
Remarque 3.3.1 Les entrées de My sont prises parmi les coefficients de f1, ..., fi dans
Fluy,...,u.]. La construction de M dépend du rangement de polynéomes fi,..., fr (sous
la condition Dy > --- > Dy) et du classement des éléments des bases monomiales de
By, ..., By, B.

Exemple 3.3.2 Soit le systéme paramétré (fy, fo, fs) € Q)[v2][u,v, Xo, X1, Xa] sui-
vant :

fi = wtXoX; + V20X?E + XoXo + X2

fg = UXg + ?}tXlXQ

fs = 3v2X3 — 2t X X1 + 5uX 1 X,

On introduit la forme fy = UgXo + U1 X1 + Uz Xy, Dy = Dy = D3 =2 et Dy = 1. Alors
D=3,N=10et N;=3 (1<i<3), Ny=6. Donc M est la matrice 10 x 15 suivante :

0 0 0 « 0 0 0 0 0O U 0 0 0 0 0
wt 0 0 0 w 0 =2t 0 0 U, Uy 0 0 0 0
1 0 0 0 0 w O 0 0o U, 0 U 0 0 0
V2o wt 0 0 0 O 0 =2t 0 0 U 0 Uy, 0 0
0 1 wt vt 0 0 bu 0 -2t 0 Uy Uy 0 Uy O
M = 1 0 1 0 0 0 3v2 0 0 0 0 U, 0 0 U
0 2000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 U 0 0
0 0 V20 0 ot 0 0 5. 0 0 0 0 Uy U 0
0 1 0 0 0 o 0 3v2 50 0 0 0 0 Uy, Uy
0 0 1 0 0 0 O 0 32 0 0 0 0 0 U,

Les lignes (resp. les colonnes) de M sont indexées par les monomes en Xo, X1, Xo de degré
D =3 (resp. D — D; pour tout 1 <i < 4). Ces mondmes sont rangés en respectant l’ordre
lexicographique avec Xo > X7 > Xs.
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La description de I'ensemble U et le calcul de solutions du systeme f” = ... = f,ga) =0
pour tout a € U sont basés sur le théoreme suivant [80, 81] :

0

Théoréme 3.3.3 1) Soit a = (ay,...a,) € P, le systéme f9 = = f,ga) =
) = N ou

admet un nombre fini de solutions dans P"(F') si et seulement si rg(M
M@ = M(ay,...a,,Uy,...Uy,) est a coefficients dans le corps F(Uy, ..., U,).

a

—~
=

2) Pour tout a € U, lidéal engendré par les déterminants de toutes les sous-matrices
N x N de la matrice M@ est un idéal principal de FlUy,...,U,] engendré par leur plus

grand commun diviseur R, € F[Uy, ..., U,] de degré égal a N — rg(/\/lga)).

8) Pour tout a € U, le polynéme homogéne R, € F[Uy,...,U,] se décompose sous
la forme :

Ra:HLi ou L;= Z fj(i)Uj avec fj(z) eF

0<j<n

chaque point (f(()i) Dt &(f)) € P"(F) est une solution du systéme fl(a) =...= ’ga) =0,
sa multiplicité est égale a celle de L; en tant que facteur de R,, le nombre de solutions de
ce systéeme (comptées avec leurs multiplicités) est égale a degy,,. v, (Ra)-

Preuve. Voir [80, 81].0

Définition 3.3.4 Pour tout a € U, le polynéme homogéne R, € F[Uy,...,U,] est appelé
le U-résultant du systéme fl(a) == f,i“) = 0.

Pour tout a € U, le calcul du polynéme R, est basé sur le lemme suivant [81] :

Lemme 3.3.5 Pour tout a € U, le polynome R, coincide avec nimporte quel déterminant
non nul d'une sous-matrice N x N de M@ qui contient rg(/\/lga)) colonnes de Mﬁ“).

Le calcul des U-résultants paramétriques annoncés au début de ce chapitre se fait par
I’algorithme suivant :

Lemme 3.3.6 Il existe un algorithme qui décompose U en (au plus) N en-

sembles constructibles W1y, ... ,Wyx. Pour chaque W;, [algorithme calcule un po-
lynome R; € Fluy,...,u.,Uy,...,U,], appelé U-résultant paramétrique du systéme
fi=---= fr = 0. Chaque couple (W;, R;) vérifie :

a) R; est homogéne en Uy, ..., U, de degré N —i < N. En plus deg, R; < id < NJ,
degTthl Rz S ng S ng et Z(RZ) S ZMQ S NM2

b) Les degrés des équations et des inéquations qui définissent W; par rapport a u et
T1,...,T; sont respectivement bornés par N et Ndy. Leurs tailles binaires sont bornées
par N Ms.
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c) Pour tout a € W;, R, = R§“) € F[Uy,...,U,] ot R, est le polynéme du point 3) du
théoreme 3.3.3 et Rga) est le polynome obtenu a partir de R; en spécialisant les parameétres
par a, i.e., les coefficients des formes linéaires facteurs de RZ@ sont les composantes des
solutions a distance finie (solutions qui ne sont pas contenues dans l'hyperplan a l'infini
{Xo = 0} € PMF)) du systeme £\ = - = £\ = 0. En particulier, le nombre de so-
lutions (comptées avec leurs multiplicités) est constant sur W; et il est égal a degu,...u, (R;).

Cet algorithme se fait avec

(N6dydy)©Y

opérations élémentaires dans H. Sa complexité binaire est

M My(Ndydy)°T

Preuve. Considérons la matrice de Macaulay M de taille N X <Z1§i§k+1 NZ-> a entrées
dans F'[uq,...,u,] ou F' := H(Ty,..., T}, Uy, ...,Uy,)[n]. Appliquons I'algorithme de Gauss
paramétrique du chapitre 2 sur M. Cet algorithme décrit un ensemble constructible W la
ol le rang de M est maximal, i.e., pour tout a € W, rg(M () = N. Donc par le point 1) du
théoreme 3.3.3, W est le sous-ensemble de P la ou le systeme fl(a) == f,i‘” = 0 admet

un nombre fini de solutions dans P"(F'). Cet algorithme permet aussi de décomposer P
en N ensembles constructibles U; deux a deux disjoints qui vérifient :

- Le rang de M; est constant sur chaque U; et il est égal a ¢, ie., pour tout

a ey, rg M) =i

- Les degrés des équations et des inéquations qui définissent U; par rapport a uq,...,u,
(resp. T4, ...,T;) sont bornés par N§ (resp. Nds). Leurs tailles binaires sont bornées par

N M.

Pour chaque U;, calculons R; € Fluy,...,u,, Uy,...,U,] le déterminant d’une sous-matrice
N x N de M qui contient ¢ colonnes de M.

Soient A; = degy, . Ri = N —iet I; € Flug,...,u,] le coefficient de U dans
R;. Posons

Les ensembles W7y, ..., Wy forment une partition de U et les couples (W;, R;) (1 <i < N)
vérifient les points a) et b) du lemme. Le point c) est assuré par le lemme 3.3.5 et I'existence

de I;. L’estimation de la complexité de cet algorithme se déduise de celle de 'algorithme
de Gauss paramétrique.O

Remarque 3.3.7 Si k = n, on obtient un seul couple (U, R) qui vérifie les points a), b)
et ¢) du lemme 3.3.6 o
U=wn{I+#0}

63



W est le sous-ensemble constructible de P calculé dans la preuve du lemme 3.5.6.
Le U-résultant paramétrique R du systeme fi,..., [, est le résultant du systéme
fiseo oy foy fon = UgXo + -+ + Up Xy, (n+ 1 équations homogénes en n + 1 variables)
au sens du section précédente, i.e.,

_ det(M)
~ det(M)

ou M’ est une sous-matrice de My (det(M’) est indépendante des variables Uy, ..., U,).
Par une perturbation du systeme fi,..., fn, fur1, on peut calculer R par le point b) de la
propposition 3.2.5.

3.4 Vecteur constant des multiplicités

On fixe un certain couple (W;, R;) du lemme 3.3.6 (1 < i < N). Pour tout a € W, le
polynome homogene RE“) se décompose sous la forme

Rl(a) — L‘il . Lzh

oules L; (1 < j < h) sont de formes linéaires distinctes en Uy, ..., U, a coefficients dans

F. Les solutions du systeme fl(a) = ... = f,ia) = 0 sont données par les coefficients de
Li,..., Ly, au sens du point 3) du théoréme 3.3.3. Le vecteur s = (s1,...s,) € N est

appelé le vecteur des multiplicités de solutions du systeme fl(a) = ... = ,ga) = 0 (pas
d’ordre sur la séquence s1,...,s,). On voudrait dans cette section calculer uniformement
les vecteurs des multiplicités pour tout a € W; i.e., décomposer W; en un nombre fini
d’ensembles constructibles tel que le vecteur des multiplicités est constant sur chacun d’eux.

Pour tout 1 < j < n, considérons les polynomes paramétrés suivants :
Qj = Ri(Ug,O,...,O,Uj,O,...,O) € F[ul,...,ur,Ug,Uj]

et

Gi(2"7) = Qi(Z,~1) € Fluy,...,u][Z] (3.1)
ou Z est une nouvelle variable et p*s est une puissance maximale qu’on peut extraire, i.e,
G; & Fluy,...,u,][Z%] (p = 1si car(F) = 0). Le lemme suivant détermine la relation
entre les solutions du systeme fl(a) =...= fka) = 0 et les racines dans F des polyndmes
G\, ... G\ € F|Z] (pour tout a € W;).

Lemme 3.4.1 Soient a € W; et £ = (§o : ... : &) € P™(F). Si £ est une solution du
systéme fl(a) == f,ga) = 0 de multiplicité 3 alors pour tout 1 < j < n,

N\ pTd o
(%) est une racine de G§a) € F[Z] de multiplicité > p.
0
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Preuve. Si ¢ est une solution du systeme f\% = ... = f,ga) = 0 de multiplicité 3 alors
(&oUy + -+ + &U,)P divise nga)‘ Donc pour tout 1 < j < n, (&Uo + &U;)P divise

Qg.a)(Uo, U;), ce qui prouve le lemme.O

Pour calculer les vecteurs constants des multiplicités des systemes fl(a) == f,ga) =0
(a € W;), nous aurons besoin d’'un algorithme qui calcule un vecteur constant des
multiplicités des racines d’'un polyndéme univarié paramétré :

Lemme 3.4.2 Soit G € Fluy,...,u.][Z] un polynéme univarié paramétré de degré par
rapport a Z (resp. uq,...,u, et Ty,...,T;) borné par d' (resp. &' et d,), de taille binaire
M. Il existe un algorithme qui décompose l’espace des paramétres P en

(5/ + dl)O(T)
ensembles constructibles V deux a deux disjoints qui vérifient :

a) Les degrés des équations et des inéquations qui définissent V par rapport a uy,. .., u,
(resp. Ty, ..., T;) sont bornés par (8'+d')°V (resp. d}(dy(&' —|—d’))0(1)). Les tailles binaires
de leurs coefficients dans H sont bornées par

(M1 + M5+ (L+7) logZ(d’Q)) (dl(é’ + d’)> .

b) Pour chaque V, lalgorithme calcule un vecteur s = (s1,...,s,) € NP tel que_pour
tout a € V, le vecteur s est le vecteur des multiplicités des racines du polynéme G*) € F|[Z].

c) Cet algorithme se fait avec
()0 (5 + )0
opérations dans H. Sa complexité binaire est
(MM (s )OO + ).

Preuve. Pour tout 1 < j < deg,(G) < d, l'algorithme A2 du chapitre 2 permet de

calculer un plus grand commun diviseur paramétrique de la famille {G,G’,...,GY} C
Fluy, ..., u,][Z] des dérivées successives de G. Cet algorithme représente ce p.g.c.d. sous
la forme :

AjymZm + Aij_lzm_l + -t Aj7(] c F[Uh ce ,UT][Z]

avec deg,, ., (Aja) < (0 + d)°W pour tout 0 < o < m < d — j . Le degré de
p.gcd. (G G, ...,GD) pour tout 1 < j < d’ détermine le vecteur des multiplicités des
racines de G. Considérons les ensembles constructibles suivants :

Via ={Aja*ja0} CP
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ol %, € {=,#}. Ces ensembles constituent une décomposition de P, sur chacun d’eux le
vecteur des multiplicités des racines de GG est constant. Les degrés, les tailles binaires ainsi
que la borne de complexité se déduisent de ceux de l'algorithme A2 du chapitre 2. O

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de cette section, i.e., le cal-
cul des vecteurs constants des multiplicités de solutions des systemes fl(a) == f,ga) =0

(a e W) :

Lemme 3.4.3 Soit (W;,R;),1 < i < N un couple donné au lemme 3.3.6 (R; est un
U-résultant paramétrique du systeme f; = --- = fr = 0). Il existe un algorithme qui
décompose W; en

(N(s)O(m")

ensembles constructibles VW deux a deux disjoints qui vérifient :

a) Les degrés des équations et des inéquations qui définissent W par rapport a uq, . .., u,
(resp. T, ..., Ti) sont bornés par (N§)°W (resp. dy(NSdi)°W). Les tailles binaires de
leurs coefficients dans H sont bornées par

(M1 4 My + 7l 1og2(d2)) <N6d1>0(1)

b) Pour chaque W, lalgorithme calcule un vecteur s = (si,...,s,) € N tel que
pour tout a € W, le vecteur s est le vecteur des multiplicités de solutions du systéme

c¢) Cet algorithme se fait avec
(d1d2)0(l) (N(S)O(rJrl)

opérations dans H. Sa complexité binaire est
(MlMQ)O(l) (dldg)o(l) (N(S)O(T-H)

Preuve. Considérons les polynomes paramétrés G, ..., G, € Flu,...,u,|[Z] définis ci-
dessus par (3.1). L’application de I’algorithme du lemme 3.4.2 sur G; permet de décomposer
W; en un nombre fini d’ensembles constructibles W;,, chacun avec un vecteur constant
s = (sgl), o ,sgl)) € N™ des multiplicités des racines de G. De nouveau, W;, se
décompose en des ensembles constructibles W; ,, 4, chacun avec un vecteur constant s(® =

(s§2) ey s,(i)) € N2 des multiplicités des racines de Gy et ainsi de suite. On obtient & la fin

une partition de W; en un nombre fini d’ensembles constructibles Wl(;?qn Pour chaque

ensemble VW parmi eux, on pose h = min(hy, ..., h,) et pour tout 1 < j < h,

5 1= min(s(-l), . ,s§

n)
j )

Alors par le lemme 3.4.1, s := (s1,...,s) est un vecteur constant des multiplicités de
solutions du systeme fla) == fka) = 0 pour tout a € W. Les degrés, les tailles binaires

66



ainsi que la borne de complexité se déduisent du lemme 3.4.2 en tenant compte que pour
tout 1 <5 <n,

degZ(Gj) < degUO,...,Un<Ri) <N, degul,..A,ur<Gj) < N9, deng,...,Tl(Gj) < Nd;

et la taille binaire de G; est bornée par NM,.O

3.5 Shape lemma paramétrique

Fixons un ensemble constructible W C W, du lemme 3.4.3 avec le U-résultant
paramétrique R; du systeme f; = --- = f = 0 et les polynomes univariés paramétrés
Gi,...,G, € Fluy,...,u,)[Z] définis par (3.1). Nous avons vu que pour tout a € W les
composantes des solutions du systeme fl(a) == f,i“) = 0 sont les racines des polynomes

univariés Gga), o ,Gg{l) € F[Z] (lemme 3.4.1). Dans cette section nous allons partager

de nouveau W en un nombre fini d’ensembles constructibles et exprimer les solutions
du systeme fl(a) = ... = f,ga) = 0 comme des fonctions polynomiales des racines d’un
polynome univarié a coefficients dans F' d’une maniere uniforme sur chaque ensemble
constructible (voir théoreme 3.5.3).

Soient K = F(uy,...,u,) le corps de fonctions rationnelles en les parametres et
pour tout 1 < j < n, A; une racine de @);(Z,—1) dans K. Chaque )\1;] est algébrique
séparable sur K de polynome minimal diviseur de G; dans K[Z]. Le lemme suivant

construit un élément primitif ¢ de l'extension E = K [)\fuj,...,)\f;”] sur K avec son
polynéme minimal x € K|[Z].

Lemme 3.5.1 Sous les notations et les hypotheses ci-dessus, il exviste un algorithme
qui calcule un élément primitif 0 de Uextension E = K[}, ..., \""] sur K avec son
polynome minimal x € K[Z] vérifiant :

- deg,, .. (x) < (5(Nd1)0("),degTh__’Tl(X) < dg(Ndl)O(”). La taille binaire de x est
bornée par (M + My)rldy(Ndy)O™.

- Cet algorithme se fait avec

(5d2)0(rl) (Ndl>0(m“l)

opérations dans H. Sa complexité binaire est
(le MQ)O(l) <5d2)0(rl) (Nd1>0(nrl)

Preuve. Nous construisons un élément primitif ¢; de l'extension finie et séparable
V1 Vi A .. . . .
E;:=K[N ..., )\g ] sur K avec son polynome minimal y; par induction sur j.

Pour j = 1, calculons y; € K[Z] un facteur irréductible unitaire de G; dans K[Z]
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admettant )\fyl comme racine par application de l'algorithme de factorisation de po-
lynomes multivariés de [22] (voir aussi [58]) sur le corps H(T1,..., T}, u1, ..., u.)[nl, ie,
X1 est le polynéme minimal de X" sur K. Le lemme 1.3 de [22] montre que les degrés

de x1 par rapport & uy,...,u, et 17, ...,T; sont respectivement bornés par §(Nd;)°M) et
da(Ndy)°W. Sa taille binaire est

[(x1) < (M1 + Ma)ridy(Ndy)°W.
La factorisation de Gy [22] se fait avec
(6N dydy)°Y
opérations dans H. Sa complexité binaire est
(pM, M3)° W (SN dydy)°.

Supposons qu’_é I'étape j — 1, un élément primitif 6;_; de l'extension E;_; =
KN v '] sur K est calculé avec son polynéme minimal x,;_; € K[Z] vérifiant
deg, (xj-1) < 8(Ndi)?Y), degy, g, (xj-1) < d2(Ndi)?D) et 1(x;-1) < My Morldy(Ndy)°V.

Calculons h; € E;_1[Z] un facteur irréductible unitaire de G; admettant A?Vj comme ra-
cine, i.e, h; est le polynome minimal de ijj sur E;_; [22]. De méme deg, (h;) < §(Nd;)°W,
degr, . 7(hj) < do(Ndi)°W et I(h;) < MyMarlds(Ndy)°Y (lemme 1.3 de [22]). La com-
plexité de factorisation de G, sur E;_; est égale a celle de Gy ci-dessus. Nous avons
I’extension

Ey=KN " N = BN = K0,
finie et séparable sur K de degré inférieur ou égale a N. Fixons des éléments

0 = o¢,...,cn € H distincts deux a deux et considérons les éléments
0,-1 + ClA?J,...,ej_l + CN>\§J de E;. Le théoreme de l’élément primitif implique
I'existence d'un élément 0, = 0;_; + c)\;’yJ parmi eux qui est un élément primitif de

I'extension E; sur K.

Pour calculer le polynome minimal x; de 6; sur K, il suffit d’exprimer les puis-

sances de ¢; dans la base 0%, ()\?Vj>ﬁ, 0 < a < degy(xj-1), 0 < B < degy(h;) de E; sur
K. Les coefficients de x; forment une solution non triviale d'un certain systeme linéaire
homogene a coefficients dans K (si ce systéeme n’admet pas de solutions non triviales
alors l'algorithme considére un autre élément ¢ parmi ¢y, ..., cy). C’est un systeme carré
d’ordre (degZ(Xj_1)> (degz(hj)> = deg,(x;) < N, les degrés de ses entrées par rapport

A up,...,u, et Ty,..., T} sont respectivement bornés par 6(Nd;)°Y et dy(Ndy)°W,
leurs tailles binaires sont bornées par M;Myrldy(Nd;)°Y). Donc par les formules de
Cramer, les degrés des coefficients de x; par rapport a wus,...,u, et Ti,...,7T; sont
respectivement bornés par §(Nd;)°U) et dy(Nd;)°U), leurs tailles binaires sont bornées
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par (M, + My)rldy(Nd,)°Y). La résolution de ces systemes (pour tous les ¢ € {cy,...,cn})
se fait avec
(0dy)°D (N dy )OUr

opérations dans H. Sa complexité binaire est
M My (8dy)°TD (N dy)OUmD,
Prenons 6 := 6, et x == x, € K[Z] alors E, = K[\, ... X" = K[f] = E. O

Lemme 3.5.2 On peut calculer de polynomes i, ..., 0, € K|[Z] de degrés strictement
inférieurs a N tels que pour tout 1 < j < n,

X; T =1;(0)
Ces polynomes vérifient :

- Les degrés des coefficients de 1y, ...,1, par rapport a ui,...,u, et Ty,...,T; sont
respectivement bornés par §(Ndy)°™ et dy(Nd,)°™. Leurs tailles binaires sont bornées
par (My + My)rldy(Nd;)O™

- Le calcul de v, ..., 1, se fait avec
(6dy)CD (N d, )0
opérations dans H. Sa complexité binaire est
M1M2(5d2)0(rl) (Ndl)O(nrl)

Preuve. Le calcul de ¢4, . . ., ¥, se fait par récurrence sur j. Pour j = 1, on a )\’ful = 6. Sup-
posons que )\nyl, e )\é’ij{ " sont exprimés en fonction de 6;_; par de polynomes a coefficients
dans K de degrés par rapport aup,...,u,etpar rapport a Ty, ..., T; respectivement bornés
par 6(Nd;)°W et dy(Nd,)OU Pulsque 0, =0;_ 1—|—c/\1D (voir preuve du lemme 3.5.1), on ex-

i\ B
prime les puissances de ¢; dans la base 5, ()\p ) , 0 <a<degy(xj—1), 0 < B < degy(hy)

de E; sur K. Pour exprimer 0;_; et )\? comme de combinaisons linéaires des puissances
de 0; a coeflicients dans K, il suffit de résoudre un systeme linéaire carré d’ordre < N.
Par les formules de Cramer, les degrés de 'expression de /\p K par rapport a ul, co, Uy et
par rapport a 77, . .., T} sont respectivement bornés par (N dl)O(J et dy(Nd; )™, sa tallle
binaire est bornée par MlMgrldz(N d;)°U). Par substitution de 'expression de Qj_l dans
les expressions de X', .. /\§7 ., on obtient les expressions de A" ... )\é’ij; ' comme des
combinaisons linéaires des puissances de 0; a coefficients dans K. Cette résolution se fait
avec

(6d3)°UV(Ndy)OUT™)
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opérations dans H. Sa complexité binaire est

M, My (8dy)° (N dy)©U™ .0

Désignons par ¢ € Flup,...,u,] le P.P.C.M des dénominateurs des coefficients de
X U1, -« . ¥p. Considérons I'ensemble constructible P, =W N {y =0} C P.

Pour tout a € W \ Pj, une représentation paramétrique de solutions du systéme
fl(a) =...= f,ga) = 0 est donnée par (voir les lemmes 3.4.1 et 3.5.2) :

(2)" -0

()" —0)

Cette représentation de solutions du systeme f; = --- = f = 0 est valable seulement
sur W\ P;. Le théoreme suivant montre qu’on peut construire des représentations pa-
ramétriques pour toutes les valeurs des parametres a € W N P;. Ce théoreme résume
I’algorithme principal de ce chapitre :

Théoreme 3.5.3 Soient f1 = --- = fr = 0 un systeme paramétré et U un sous-ensemble
de P vérifiant les conditions ci-dessus. Il existe un algorithme qui partage U en

(Ngdl)O(nrz) < (5dd1)0(n2r2)
ensembles constructibles A deux a deux disjoints qui vérifient :

1) Les degrés des équations et des inéquations qui définissent A par rapport a uyq, ..., u,
et par rapport a T, ..., T; sont bornés par

d250(r) (Ndl)O(nr) < d250(r) (ddl)O(n2r)
Leurs tailles binaires sont bornées par

(M + My)ldo8°T (N dy)O™) < (My + My)ldy 6% (ddy )O*n)

2) Le nombre D des solutions est constant sur A, ce nombre est borné par N < (nd)".

3) Le wvecteur des multiplicités est constant sur A, ce vecteur est calculé par 1'algo-
rithme.

4) Pour chaque A, Ualgorithme calcule de polynéomes x, w1, ..., 0, € F(uy,...,u,.)[Z] de
degrés inférieurs ou égale a D. Toute spécialisation des parameétres a € A vérifie :
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- Aucun des dénominateurs des coefficients de ne s’annule en a.
s P11y s Wn

- Les degrés des coefficients de x,v1,...,%, par rapport a ui,...,u, et par rapport
a Ty, ..., T, sont bornés par

d250(7“) (Ndl)O(m") < d250(r) (ddl)O(nzr)
Leurs tailles binaires sont bornées par

(M; + My)ldy6°T (N dy) O < (My + My)ldy0° (ddy )

- Une représentation paramétrique des solutions du systeme fl(a) = ... = f,ﬁ“’ = 0 est
donnée par

()" =)

prn ' a
() =0
P
En plus, 6 = Z1gj§n v; <§—;) avec 0 < v; < D < N est un entier.

5) Cet algorithme se fail avec
((5d2)0(7‘21)(Nd1)O(m“2l) < (5d2>0(r2l)<dd1)0(n2r2l)
opérations dans H. Sa complexité binaire est
(leMQ)O(l) (5d2)0(r2l) (Ndl)O(nTQZ) S (leMQ)O(l) (5d2)0(7“2l) (ddl)O(n2r2l)

Preuve. La preuve se fait par une continuation de la discussion juste avant ce théoreme.
Reprenons la variété W N P, ¢ F', Palgorithme de résolution de systémes algébriques
de [23, 58, 22| (voir aussi le chapitre 2) calcule pour chaque composante irréductible S; de
codimension m de la variété W N P; un point générique efficace défini par I'isomorphisme
suivant :

Flt, .o b)) = F(S1) (3.2)

ou ty,...,t._, sont algébriquement indépendantes sur F', u est algébrique séparable sur
le corps F(ty,...,t,—y) de polynome minimal ® € F(ty,...,t._,)[Z]. Cet isomorphisme
permet d’exprimer chaque variable u; (1 < i <r) comme élément de F(ty,...,t—m)[ul.

Par substitution de ces expressions dans les polynéomes G; € Fluy,...,u|[Z], on
obtient de polynémes g; € F'(t1, ..., t—n)[1][Z] avec deg,(g;) < N.

L’application de cet algorithme [23, 58, 22] se fait avec
(dlArAz)O(rl)
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opérations dans H ot A = 69 (Nd;)°™ est une borne supérieure de degrés des équations
de W N P, par rapport a uy,...,u,, Ay = d250(1)(Nd1)O(”) est une borne supérieure de
degrés des équations de W N Py par rapport a T3, ..., 7T; (voir lemme 3.3.6, lemme 3.4.3 et
lemme 3.5.2 ci-dessus). Ce nombre est borné par

(5d2)0(r2l) (Ndl)O(m"Ql)
Sa complexité binaire est bornée par
(leMé>O(1) (dlArAz)O(rl)

ott M = (My + M)rldy§°M (Nd;)°™ est taille binaire des coefficients des équations de
W N P, dans H. Cette complexité est bornée par

(pM1M2>O(1) (6d2)0('r2l) (Ndl)O(nT2l)

La méme procédure précédente (voir lemme 3.5.1) calcule un élément primitif §0)
de lextension K'[N] 1,...,)\%”"] sur K’ avec son polynéme minimal y € K'[Z] ou
K':=F(ty, ... te—m)[0] et X " est une racine de g; € K'[Z] dans K'.

En tenant compte des degrés des expressions des variables wuq,...,u, comme élément
de F(t1,...,t,—m)[u] donnés par l'algorithme de Chistov-Grigoriev (voir chapitre 2), les
degrés de chaque g; par rapport a p,tq,...,t_,, et par rapport a T1,...,7; sont bornés
par

dy69) (Ndl)O(m")

Sa taille binaire est
(M + My)ldy6°") (Ndy)O™n)

Ils existent de polynémes v, ...,¢, € K'[Z] de degrés inférieurs ou égale a N tels que
pour tout 1 < 7 < n, _
N7 = ().

Désignons par vV € F[ty,... t,_,] le P.P.C.M des dénominateurs des coefficients de
X U1, - .., Y. Exprimons ™M (resp. x,%1,...,%,) comme un élément de Fluy,...,u,]
(resp. des éléments de F'(uq,...,u,)[Z]) en utilisant I'isomorphisme (3.2). Considérons la
variété Py = S; N {1 =0} C Ial

Pour tout a € S; \ P, une représentation paramétrique de solutions du systeme
9= = 11 = 0 est donnée par (voir les lemmes 3.4.1 et 3.5.2) :

)\ @
o (%) | R
(8)" —vem)
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Les lemmes 3.5.1 et 3.5.2 ainsi que l'isomorphisme (3.2) montrent que les degrés
de x,v1,...,%, par rapport a wuq,...,u, et par rapport Tj,...,7T; sont bornés par
d20°) (Nd;)°). Leurs tailles binaires sont bornées par (M; + My)ldy§°T) (Ndy)O™),
La complexité de ce calcul est

(5d2)0(rl)<Nd1)O(nrl)

On applique de nouveau la méme procédure sur la variété P, l'algorithme se termine
apres un nombre fini d’étapes (au plus r étapes) car a chaque étape la dimension de la
variété diminue (dim(P,) = dim(S;) —1=r—m —1).

Les bornes sur les degrés et sur la complexité totale de cet algorithme se déduisent
de la discussion ci-dessus et des lemmes 3.3.6, 3.4.3, 3.5.1 et 3.5.2. Il reste a estimer
le nombre des ensembles constructibles A. En effet, le nombre des W, est au plus N
(lemme 3.3.6) et le nombre des W est < (N6§)°™) (lemme 3.4.3). Les degrés des équations
qui définissent W N P, par rapport & uy,...,u, sont bornés par (Ndd;)°™ (voir les
lemmes 3.3.6, 3.4.3 et 3.5.2). Le nombre des composantes S; de W N P; (de méme pour le
nombre des composantes de chaque S; N Ps) est borné par

deg(W N Py) < (Néd,)0mn)

Puisque le nombre d’étapes est au plus r alors le nombre total A/ des ensembles A du
théoreme est :

N N(N3)O™) (N§dy)°™)

(N6dy)°) .0

VARVAN
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Chapitre 4

Factorisation absolue des polynomes
paramétreés
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4.1 Introduction et notations
Considérons un polynéome paramétré f € Fluy, ..., u.|[Zo, ..., Z,] vérifiant

degzo,...,zn(f) <d,deg,(f) <9

Le corps F' est comme d’habitude le corps H(T1,...,T;)[n] du chapitre 1.

Dans un premier temps, nous supposons que F' = H et que chaque coefficient de f
est un parametre. Alors f est linéaire en les parametres et le nombre r des parametres est
égale au nombre des coefficients de f en tant que polynome en Z,..., 7, de degré < d.
Le cas général sera étudié dans la sixieme section de ce chapitre.

Le polynome f s’écrit sous la forme

ou I = (ig,...,in) € N*TL |I| = ig+ -+, est la norme de [ et Z! = Z{°--. Zin. Les
variables (ug)7<q sont les parametres u = (ug,...,u,) de f. Alors r = (”:ﬂd) est le
nombre des coefficients de f (voir le lemme 6.2.1 de I'appendice).

On pose Hy[Zy,..., 2, = {h € H[Zy,...,Z,], deg(h) = d}, 'ensemble des po-
lynomes de degrés exactement d en Zy, ..., Z,. Il existe une bijection entre Hy[Zy, ..., Z,]

et 'ensemble
n-+d n+d)

P (ﬁ( )\{(0,...,0)}> « FH

qui sera appelé 'espace des parametres. Le premier facteur correspond aux monomes de
degrés d, le second correspond aux monomes de degrés strictement inférieurs a d.

Pour toute spécialisation a = (ai,...,a,) € P des parametres ui,...,u,, on note
par f@ € H[Zy,...,Z,] le polynome obtenu en remplacant les u; par les a;. Nous nous
intéressons dans ce chapitre & la factorisation absolue de f(* d’une maniére uniforme sur
les valeurs des parametres (voir théoreme 4.5.1).

Dans la deuxieme section nous préparons le polynome paramétré f aux hypotheses du
lemme de Hensel (lemme 4.3.1). Cette préparation se fait par une premiere décomposition
de I'espace des parametres P en un nombre fini d’ensembles constructibles chacun avec un
changement paramétrique des variables et un polynome paramétré vérifiant les hypotheses
du lemme de Hensel (voir lemme 4.2.1). La troisieme section est un rappel d’une version
du lemme de Hensel pour les polynomes multivariés. Nous appliquons le lemme de Hensel
pour partager de nouveau P et calculer les facteurs absolument irréductibles de f d’une
maniere uniforme dans la quatrieme et la cinquieme section.
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4.2 Préparation au lemme de Hensel

L’outil essentiel de ce chapitre est le lemme de Hensel (voir le lemme 4.3.1). Ce lemme
ne s’applique que sur les polynomes g € F[X,Y;,...,Y,] vérifiant les deux conditions
sulvantes :

(H1) : lex(g) = 1, i.e., g est unitaire par rapport a X.

(H2) : go(X) := ¢(X,0,...,0) est séparable dans F[X].

ou lcx(g) est le coefficient principal de ¢ considéré comme un polyndéme univarié
en X a coefficients dans F[Yy,...,Y,].

Pour a € P, f% € H|[Z,...,7Z,] ne vérifie pas nécessairement les conditions (H1)
et (H2). Le lemme suivant évite ce probleme :

Lemme 4.2.1 Sous les notations ci-dessus, il existe un algorithme qui décompose [’espace

des paramétres P en
dO(n)

ensembles constructibles VW deux a deuzx disjoints qui vérifient :

1) Les degrés des équations et des inéquations qui définissent chaque W sont bornés par
2d. Leurs tailles binaires sont bornées par O(nd?logy(d))

2) Pour tout ensemble W, ils existent une transformation linéaire des wvariables
X, Y1,...,Y, et un polynome g € H(u)[X,Y1,...,Y,] (un polynome a coefficients ration-
nels en les parameétres). Toute spécialisation des paramétres a € W vérifie :

- Les dénominateurs des coefficients de g dans H(u) ne s’annulent pas en a.
- deg,(9) < 2d°, degx(g) < d, degy(g) < 2d° et l(g) < O(nd’logy(d)).

- Le polynome g9 € H[X,Yi,...,Y,] vérific les conditions (H1) et (H2) ci-dessus,
1.e.,

lex(9@9) =1, ¢'9(X,0,...,0) est séparable dans H[X].

Pour démontrer ce lemme nous aurons besoin de quelques notations et résultats in-
termédiaires. Tout d’abord, pour des raisons techniques on suppose que |H| > 2d? (dans
le cas ou car(H) = p > 0). On commence par un lemme connu sous le nom du lemme de
Zippel-Schwartz (voir aussi [118, 8]) :

Lemme 4.2.2 Soit K un corps commutatif et h € K[X, ..., X,] un polynéme non nul de
degré total d. Alors pour toute famille finie {by,...,by} d’éléments deux a deuz distincts
de K, il existe (t1,...,t,) € {bo,...,ba}" qui vérifie 0 # h(ty,... t,) € K.
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Preuve. Par induction sur n. La propriété est vraie pour n = 1 car un polynome univarié
non nul de degré d admet au plus d racines dans K. Supposons que cette propriété est
vraie jusqu'a n — 1, considérons A comme un polynome univarié en X,, a coefficients dans
K[Xi,..., X 1], I'un de ses coefficients est non nul. Par hypothese de I'induction, il existe
(t1y .. tn1) € {bo,...,bq}" 1 tel que h(ty, ..., t,_1, X,) est non nul dans K[X,,], de degré
< d. D’ou l'existence de t,, € {by,...,bqs} tel que h(ty,...,t,) # 0.0

A chaque couple (a,T) ou a € P est une spécialisation des parametres et T une matrice
carrée d’ordre (n+1) a coefficients dans H, on associe le polynéme g1y € H[X, Y1, ..., Y,]
défini par

Jary (X, Ve, Vo) = fOT(X,Yh,. ., Y,).

Proposition 4.2.3 On peut produire explicitement une famille {Ty,...,Txn,} des matrices
inversibles d’ordres (n + 1) a coefficients dans H. Pour toute valeur a € P (i.e., fl@ e
HglZy, ..., Zy)), il existe 1 <i < Ny = (d+1)" tel que le polynome g1, vérifie

0 7& ch(g(a,Ti)) € H.

Preuve. Soient a = (ar)jyj<a € P et T = (t;j)1<ij<nt1 une matrice d’ordre (n + 1) a
coefficients considérés comme des indéterminés sur H. Alors

10
Jar) (X, Y1,...,Y,) = Z ar (tl,lX +tioY1 4+ tl,nJrlYn)
[1]<d
(tn-l—l,lX +lpp12Y1 + o+ tn+1,n+1Yn>
= Z alt?lté{l e 't;"+1,1 X'+G
i tin—|I|=d
avec degy (G) < d et
0# h:=lex(9@r) = Z altlﬁt%l et € Hlta,ta, o g )
it in=|I|=d

h est un polynome homogene en ¢ 1,%21,...,t,4+11 de degré d. Ce polynome est non nul
car a € P, i.e., 'un des as (|I| = d) est non nul.

On fixe by,...by € H, distincts deux a deux (si car(H) = 0 alors on prend b, = i
et si car(H) = p > 0, on prend b; € Fpym ot p™~ ! < d < p™). Par le lemme 4.2.2, il existe
(tl,la t271, R 7tn+1,1) S {bo, C bd}(n—i-l) tel que h(tl,la tg’l, e 7tn+1,1) 7é 0. Puisque h est
homogene alors on peut prendre ¢;; = 1. En tenant compte de la condition det(7") # 0,
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on peut prendre

1 0 0 0
ton 1 0 0
T = ts1 0
: U |
thy11 0 ... 0 1

ou les coefficients de T' sont tous nuls a I'exception de la premiere colonne et la diagonale
principale. Ce qui prouve la proposition en prenant Ny = (d + 1)".0

Corollaire 4.2.4 On peut décomposer [’espace des parameétres P en Ny = (d + 1)"
ensembles constructibles W,; deux a deuz disjoints. Pour chaque W, il existe une transfor-
mation linéaire inversible T; et un polynome paramétré g; € H{ul[X,Y1,...,Y,] vérifiant :

a)deg,(g;) =1, degy(g;) =d, degy(g:) <d. Sa taille binaire est l(g;) < dlogy(d).
b) Pour tout a € W;, 0 # ch(gi(a)) €H.

Cette partition se fait avec (d + 1)*"*' opérations dans H. Sa complexité binaire
est (d+ 1)**11ogy(d).

Preuve. Pour chaque matrice T; (1 < ¢ < Nj) du proposition 4.2.3, considérons les
polynomes suivants :

Gi = gy € Hul[X,Y1,...,Y,] et h;:=lcx(g;) € Hlul.
Prenons W, I’ensemble constructible défini par les équations et les inéquations suivantes :
h1:O, ...,hi,lzo, hl#O

La taille binaire de chaque coefficient de T; est bornée par log,(d) (voir la preuve du
proposition 4.2.3). La complexité de cette partition est égale a celle du calcul des polynomes

gi,---,9nN; ou
g, = f(X,tQ’lX +}/17 .. ,tn+1X —|—Yn>

Ce qui prouve le corollaire par le lemme 6.1.5 de 'appendice. O

Par une division de chaque g; par son coefficient principal h; on obtient un polynome
de H(u)[X,Y1,...,Y,] qui vérifie la condition (H1) ci-dessus pour toute spécialisation
a € W;. Nous procédons maintenant a la démonstration du lemme 4.2.1.

Preuve du lemme 4.2.1 :
Pour assurer la séparabilité (i.e., la condition (H2)), nous fixons un triplet (W, g;, h;) du
corollaire 4.2.4. Pour tout a € W, il existe un exposant ¢ tel que p' est la plus grande

puissance qui divise tous les exposants de X dans le polynome h(la> gﬁ“) € HX,Yy,...,Y,)
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Pour tout 0 < t < L%J (ou || est la partie entiere de *), considérons le polynéme

gir € H(u)[X,Y,...,Y,] défini par :
h%gi(X,Yl, LY = g (XYL LY
et le sous-ensemble constructible W;, défini dans W; par 'inéquation :
- (9it) # 0 (4.1)
Alors

1 d
0<t<| g2 |

et pour tout a € W;,, le polynome gz(;) € H[X,Y1,...,Y,] vérifie :

- Les degrés des coefficients de g;; par rapport a u sont égaux a 1.

- gﬁ) est unitaire par rapport a X

- 2 (g) £ 0, degx(g4)) = dpt, degy(g.9) < d.

Si car(F) = 0, on obtient W, = W,y qui est défini par (4.1) avec la convention
00 =1.

Fixons un ensemble W ; et calculons le discriminant suivant :

. 4 0
Dis := Discx(git) = resx (gTi,t, 8_X(g”)) € Hu)Y1,...,Ys)

Ce polynome vérifie (voir le lemme 6.2.3 de 'appendice) :

- degy (Dis) < d(2dp™ —1) =: D;.

- Les degrés de ses coefficients par rapport a u sont bornés par 2dp~ — 1 < 2d.
- La taille binaire de Dis est [(Dis) < 2d*log,(d).

Considérons les deux ensembles suivants :

WY = {a € Wiy, 0= Dis® € HY,,....Y,]}, WY = {a € Wiy, 0# Dis®}
alors 0 o
1 2
Wiy = VVi,t U Wi,t

On commence a décomposer Wi(j), pour cela on fixe by, ...,bp, € H deux a deux distincts

(si car(F) = p > 0, on prend b; € Fym ot p™ ' < D; < p™). Pour chaque a € I/Vl-(i),

le lemme 4.2.2 montre qu'il existe c) = (cgj),...,c,(f)) € {bo,...,bp, }" qui vérifie
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0 # Dis@(cW) € H. Alors gﬁ) (X, ) est séparable dans H[X].
Pour tout 1 < j < Ny = (D; 4 1)™, considérons le polynome
Girg (X, Vi, Vo) = g (X Y+ e Y+ ) € HW)X, Y, Y
et le sous-ensemble constructible WZ(?] ) défini dans I/Vz(f) par 'inéquation :
Dis(cW) #0
ot Dis(cW) € H(u) est de degré borné par 2d et de taille binaire < O(d? log,(d)). Alors

2 2,5
Wi(,t): U Wi(,t])

1<j<N2

Pour tout a € VVi(j), le polynome g(a) (X,Y1,...,Y,) € HX,Y,,...,Y,] vérifie :

i7t7j
- Les degrés des coefficients de g, ; par rapport a u sont égaux a 1.

- degy (ging) = dp™', degy(gir;) < d et 1(gir;) < O(dlogy(d)).
- gz(‘?] est unitaire par rapport a X (i.e., la condition (H1)).
- gﬁ?j(X, 0,...,0) est séparable dans H[X] (i.e., la condition (H2)).

Pour décomposer VVS), on considere les deux polynomes univariés P = g;;, @ =
2(gis) € K[X] ot K = H(u)[Y1,...,Y,]. Calculons la suite signée suivante des

sous-resultants de P et @) :
Sde—t, Sde—t_l, ....5R,SRy € K[X]

par l'algorithme 8.73 de [8].

Pour tout a € Wifi), les dénominateurs des coefficients de cette suite ne s’annulent
pas en a. Puisque degy (P@) = degy (P) et degy(Q¥) = degy(Q) (P est unitaire en X)
alors la suite signée des sous-resultants de P(® et Q@ est :

SR(a)

dp7t7

SRy yseo o SEY,SRYY € HIYi, .. Y, [X]

(proposition 8.71 de [8]).

Puisque deg,(P) = deg,(Q) = 1 et degy(P),degy(Q) < d, les propositions 8.68 et
8.69 de [8] montrent que :

deg, SR; < 2d, degy SR; <2d*, I(SR;) < O(nd*log,(d)), 0<j<dp™"
Ecrivons SR; sous la forme
SRy = AV XI ...+ AY
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ou A,(j) € H(u)[Y1,...,Y,] et degy A,gj) < 2d*. Pour tout 1 < j < dp™, soit le sous-ensemble
constructible Wﬁ] ) de VVZ(? défini par les équations et les inéquations suivantes :

AV =0,..., 477" = 0,49 £ 0.

J

En tenant compte du corollaire 8.55 de [8], pour tout a € V[/i(;’j), SRg-a) € H[Y,...,Y,][X]
est un p.g.c.d. de P et Q* de degré j en X.

En plus par cette construction on obtient la partition suivante :

Soit b = Agj) € H(u)[Yy,...,Y,] et m le premier entier pair plus grand que dp~* — j +
1. Par la division Euclidienne de 0™g;; par SR;, on calcule deux polynomes @);, R; €
H(u)[Y1, ..., Y,][X] avec

bmgi,t = SR]'Q]' + Rj, degX Rj < ]
(En d’autres termes, effectuons la pseudo-division de g;, par SR; dans K[X]).

Pour tout a € Wﬁﬁ’j), Rg-a) =0 et le polynome Qéa) € H[X,Y1,...,Y,] vérifie :
- Les degrés des coefficients de Q; par rapport a u sont bornés par 2d.

- Q;a) est unitaire par rapport a X (i.e., la condition (H1)).

- Q;a)(X, 0,...,0) est séparable dans F[X] (i.e., la condition (H2)).

- degy (Q\) = dp — j,  degy(QV)) < 2d% et 1(Q;) < O(nd®logy(d)).

Il reste a estimer le nombre M; des ensembles constructibles obtenus par la parti-
tion préparatoire de I’espace des parametres :

log, d
Ny +d
logQPJ( 2+ d)

(d+ 1)”d<(2d2 + 1)+ d)

< d°™ g

M, < Ni|

AN

Corollaire 4.2.5 L’algorithme du lemme 4.2.1 se fait avec

dO(n)

opérations dans H. Sa complexié binaire est

d%™ log?(d).
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Preuve. Dans la preuve du lemme 4.2.1, le calcul du discriminant Dis se fait avec
O ((2dp~" — 1)%37) < O(d*3™) opérations dans H(u)[Y7,...,Y,] [29]. Chacune de ces
opérations se fait entre deux éléments de H(u)[Y1,...,Y,] de degrés < (d+1)(2dp~"—1) <
4d? en (u,Yy,...,Y,), et des tailles binaires < O(d?log,(d)). Donc le calcul de Dis se fait

avec
O(d2.376)d0(n) < dO(n)

opérations dans H. Sa complexité binaire est bornée par d°™ log;(d).

La construction de tous les Wl(fj ) cofite

N, (n + Dl) < JOm)
n

opérations dans H. Sa complexité binaire est bornée par d°™ log;(d).

Le calcul de la suite signée des sous-resultants de P et () se fait avec O(dp_t(dp_t — 1)) =

O(d?) opérations dans K (Voir Algorithme 8.73 de [8]). Chacune de ces opérations se fait
avec d° opérations dans H. Le calcul de la suite signée des sous-resultants se fait donc
en utilisant d° opérations dans H. Sa complexité binaire est bornée par d°™ log3(d).

La division Euclidienne de b™g;; par SR; se fait par (dp~" — j + 1)(2j + 3) = O(d?)
opérations dans K (Algorithme 8.6 de [8]). Donc cette division se fait avec d°™ opérations
dans H. Sa complexité binaire est bornée par d°™ log(d). O

4.3 Lemme de Hensel
Nous rappelons dans cette section le lemme de Hensel (voir [126, 103, 102, 22, 58, 96, 118]).

Lemme 4.3.1 Soit Ry = F[Yi,....,Y,]/(Y1,....,Y,)"V), ot 1 < N < oo, et Ry =
FIVi,.... Y.
Soit N > 1 et g € Ry[X] vérifiant les propriétés suivantes :

(H1) lex(g) = 1.

(H2) go(X) = g(X,0,...,0) est séparable dans F[X].

Alors pour toute décomposition de gg sous la forme gy = g(()l) x -g(()s) ot g(()l), e ,g((]s) € FX]
sont unitaires on a :
Pour tout multi-indice I = (iy,...,1,), |I| > N > 1, il existe des polynomes uniques

951)7 s 79?) € F[X} q/lﬂ Ué?"iﬁent N

i) deg(g¥)) < deg(g"), |I>1, 1<j<s.
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it) Dans la complétion de Ry[X] en respectant (Yi,...,Y,) nous avons la décomposition
suivante : ‘ .
g=Gy---Gs, o1 Gj:géj)—i- ZQ?)YI, 1<y <s.
1]>1
Pour N' < N la décomposition ii) de l'image de g par [’homomorphisme naturel v :
Rn[X] — Ry/[X] est obtenue en appliquant v.

Pour prouver le lemme de Hensel nous aurons besoin du lemme suivant [118] :

Lemme 4.3.2 Soit K un corps commutatif et f,g,h € K[X] trois polynomes univariés
tels que f et g sont premiers entre eux et deg(h) < deg(f) + deg(g). Alors il existe de
polynomes uniques u,v € K[X] tels que

uf +vg=~h

et
deg(u) < deg(g), deg(v) < deg(f).

Preuve. Par 1'égalité de Bézout, ils existent @, 0 € K[X] tel que af + vg = 1. Alors
(ha) f + (hv)g = h. Effectuons la division Euclidienne de ha par g, ils existent ¢, u € K|[X]
tels que hit = qg + u et deg(u) < deg(g). Donc

uf + (qf +hv)g=h

ce qui prouve l'existence de u et v := qf + hv. Puisque vg = h — uf alors deg(vg) <
deg(h) < deg(f) + deg(g), ce qui prouve que deg(v) < deg(f). S'ils existent uv’,v" € K[X]
tels que v’ f +v'g = h et deg(v') < deg(g), deg(v’) < deg(f) alors

(=) f + (v —1)g =0

donc ¢ divise (u — u') car g est premier avec f, mais deg(u — u') < deg(g) alors u —u' =0
et par suite v — v’ = 0. Ce qui prouve 'unicité et le lemme. O

Preuve du lemme 4.3.1

Ecrivons g sous la forme g = gg + Z\IIZI grY!T ou g; € F[X], deg(g;) < deg(go) car
lex(g) = 1. Nous allons montrer ce lemme par récurrence sur s. Commengons par le cas
§=2:

Existence : L’égalité g = GG dans ii) est équivalente a :

9”97 + 9579y = hy pour tout  |1] > 1 (4.2)
ou
1 2
hi=g— > 4¢”,
1<]71<]1]
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Supposons que pour tout |J| < |I|, ggl), 952) existent et vérifient la condition i). Donc h;

est construit et deg(h;) < deg(g(()l)) + deg(g(()2)). Puisque go est séparable alors g(gl) et g(()z)

sont premiers entre eux, ce qui prouve l’existence de ggl) et g?) vérifiant 1) par application
du lemme 4.3.2.

Unicité : S’ils existent de polynomes 951),g§2) € F[X], |I| > 1 qui verifient les
conditions i) et ii) du lemme, alors ils vérifient les égalités (4.2). Ce qui prouve leurs

unicités par le lemme 4.3.2.

Supposons que cette propriété est vraie jusqu'a s — 1 et démontrons-la pour s. Po-
sons hg = gi - g(()s) alors gy = g(()l)ho vérifie les conditions (H1) et (H2) ci-dessus. Par

I’hypothese de récurrence, il existe de polynomes uniques 951), §§2) € F[X] tels que

deg(g\M) < deg(gl"), deg(3\”) < deg(ho)

et
g=GiGy ot Gyi=ho+ > g7V
[7]>1
G est unitaire par rapport & X (i.e., vérifie la condition (H1)) et Go(X,0,...,0) = hg
se décompose en produit de (s — 1) facteurs vérifiant la condition (H2). Ce qui prouve le
lemme par application de ’hypothése de récurrence pour (s — 1). O

Sous les hypotheses du lemme de Hensel, une généralisation des égalités (4.2) au
cas s > 2 est donnée par les équations suivantes qui sont équivalentes au condition ii) du
lemme 4.3.1 :

a= > JI 4 =1

Uo<i<sJ1=1 0<k<s

Alors
1 i—1) (j) (+1 s
gr=3 g Vg gdt g v, 1= 1 (4.3)
1<j<s
ou V7 dépend seulement des polyndmes ggl), . ,gf,s) |J| < ||
Soit D := degy(g) = deg(go). Pour |I| fixé, les coeflicients de g}l),...,g?g) forment

un vecteur de F'P qui est la solution unique du systéme lineaire Bz = b; obtenu par (4.3),
ou B est une matrice carré d’ordre D dont ses entrées dépendent seulement des coefficients
de g(()l), e ,gés) (B est inversible par I'unicité de g§1), e ,g}s) dans le lemme 4.3.1). Le
second membre b; dépend des coefficients de g; et V.

Remarque 4.3.3 Dans le cas s = 2, on obtient que B = Sylv(gél),gém) est la matrice de

Sylvester de gél) et g(()2).
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Notations : Pour tout 1 < j <'s, soit k; = deg(g((]j)) alors D =, k;. Posons
g(()J) — ij + Z Oél(j)Xi, ggﬂ) — Z al(ij)Xi
0§i<kj 0§i<kj

et
gr = Z v X', I > 1

0<i<D

Théoreme 4.3.4 Sous les hygothése(s )du lemme 4.3.1 et les notations ci-dessus, pour tout
1

|I| > 1, les coefficients de g§ ,..., g7 sont des fonctions rationnelles des coefficients de
g(()l), e ,g(()s) et des coefficients de g et sont donnés par :
P = L 1 <j<s 0<i<k

C T [det(B)IT

ot Pi(j’[) est un polynome dont ses wvariables sont les coefficients de g(()l), e ,g(()s) et les
coefficients de g considérés comme des indéterminés sur H. Ses coefficients sont des
éléments de H. En plus,

a) Les degrés par rapport aux coefficients de g(gl),...,g(()s) et ceux de g sont donnés

par
deg, o (P) < (21| = 1)(D = 1)(s = 1), deg,(det(B)) < (D~ 1)(s — 1)

et
deg,, ,(PY") < 21| = 1)(s — 1).

(2

b) Si F = H et M est une borne supérieure de taille binaire de g alors celle de Pi(j’l) est

bornée par
sM+ 2l —1)(D—=1)(s—1).

Preuve.

On donne la preuve dans le cas s = 2, le cas général est analogue.

Pour s = 2, on démontre le théoréme par récurrence sur |/| :

Pour |I]| = 1, écrivons les formules de Cramer du systéme linéaire Bx = by :

Oé(j’l) _ det(A)
i det(B)

ou A est la matrice obtenue a partir de B en remplagant une certaine colonne (qui cor-
respond & j, ) par le vecteur b; qui est formé dans ce cas des coefficients v;  de gr seulement.

Le polynome Pl-(j’l) = det(A) vérifie les bornes sur les degrés et la taille binaire du
théoreme.
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Supposons que les conditions a) et b) du théoreme sont vérifiées pour tout multi-
indice J tel que |J| < |I| et montrons-les pour I. Les entrées du vecteur b; sont donnés
par :

bp_1 =vp_1; et by =vpr — Z Z 25 D 0<k<D-2

1<|J|<|1] 0<I<k
En utilisant 'hypothese de récurrence on obtient :

1
. N YD Sl o
1<|J|<|I| 0<I<k

De nouveau les formules de Cramer nous donnent 042@’]) = jﬁ;gg;, on développe det(A)

suivant le vecteur by :

det(A) = > (=1)*bydet(By) = (—1)P 'wp_y s det(Bp_y)

0<k<D-1

1 € 2[ 2 _ (1,J) 2[ J)
+W Z (—1) Uk’[(det 1= Z Z P k l det(Bk)

0<k<D—2 1<|J|<|I) 0<I<k
ou chaque By est une sous-matrice de B d’ordre D — 1. Donc on peut écrire chaque a(] 2

sous la forme :

(D)
NN
© T {det(B))I

deg, o (P7") < maz {(2/1) =2+ 1)(D — 1), (21J] = )(D — 1) + (2] = J| = 1)(D — 1) + (D - 1)}
U =1)(P 1)

A

et

deg,, ,(PY") < maz{1,(2|J] - 1)+ /I — J| - 1)}

<
< (2HU[-1).
Sa taille binaire est donnée par

l(P-(j’]))

7

maz{M + (2|I| =2+ 1)(D —1),2M + (2|1| = 1)(D — 1)}

<
< oM+ (2] - 1)(D —1).0
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4.4 Partition de ’espace des parametres par le lemme
de Hensel

Revenons au résultat du lemme 4.2.1 et fixons un couple (W, g) ou W est un en-
semble constructible, g est un polynéme paramétré, ie., g € H(u)[X,Y1,...,Y,]. Toute
spécialisation des parametres a € W vérifie :

lex(g@W) =1, ¢“9(X,0,...,0)est séparable dans H[X].

(i.e., g@ satisfait les conditions (H1) et (H2) du lemme 4.3.1).

Soit D := degy(g) < d, degy(g) < 2d® (voir lemme 4.2.1). On écrit g sous la
forme :

g=XP"+ Z v XY =gy + Z grY?!

0<|I|<2d3,0<i<D 1<|1]<2d3
ou v;;y € H(u). Soit & = (ki,...,ks) € N° une partition de D, c’est a dire
D =Fk+--+ksy k > -+ > kg, on associe a cette partition un sous-ensemble

Uy de W défini par :

Définition 4.4.1 Uy est l’ensemble des valeurs a € W des paramétres tel que le polynome
associé ¢\ vérifie la condition suivante :

H3) :ils existent des polynomes unitaires g( ), e ,g Ve HIX qui vérifient
0 0

g(()a) — g(()l) .. .g(()s)’ deg(g(()j)) = kj, 1<5<s

et tel que par application du lemme 4. 3’1 on obtient une factorisation de ¢'“ dans
H[X,Y1,...,Y,]. En d’autres termes les G (1 < j < s) donnés par le lemme 4.3.1

sont dans H[X,Y1,...,Y,]. Cette condition sera appelée la condition de terminaison.

Ecrivons les fonctions rationnelles v; ; (coefficients de g) sous la forme :

Si .
Vi1 = RJ ou SZ'J, R@[ € H[u]

i
avec Rl(al) # 0 pour tout a € W.

La condition g{* = g{" -+ ¢ est équivalente & :

Si(,%) = Rz%) Z H alm L., 0<i<D (4.4)

0=lp<l1 <--<ls=i 1<m<s

oll ozgf) =1, 1<j<setles a(]) sont les coefficients de g( 7 (comme dans la section
precedente) :
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Rappelons que chaque G est écrit dans le lemme 4.3.1 sous la forme :

[]=1

Les coefficients de 91 ) forment la solution unique d’'un certain systeme linéaire Bx = by
(voir la section précédente). Nous allons établir dans la suite une condition équivalente a
la condition de terminaison.

Lemme 4.4.2 Soit I un multi-indice, |I| > 2d>. Alors g}j)
seulement si V; =0 (o0 Vi est donné par (4.3)).

=0 pour tout 1 < 5 < s st et

Preuve. Puisque g; = 0 (car degy (g) < 2d?). Alors V7 = 0 si et seulement si le second
membre by du systeme linéaire Bx = by est nul, ceci est équivalent a que ce systeme admet
0 comme solution unique, ce qui prouve le lemme. O

Théoreme 4.4.3 La condition de teminaison est équivalente a que
V=0, 2d°<|I| <2sd’

Preuve.

La condition de terminaison est équivalente & que degy (G;) < 2d* pour tout 1 < j < s,
donc a gg) = 0 pour tout 1 < j < s et |I| > 2d>. Par le lemme 4.4.2, ces conditions sont
équivalentes a que V7 = 0 pour tout |I| > 2d3. Nous faisons la preuve dans le cas s = 2, le

cas géneral se fait d’'une maniere analogue. Nous avons

1 2
Z 95 )gl(r )J

1<]J|<|T]

La seule chose qu’il faut montrer est que V; = 0 pour tout 2d* < |I| < 4d® implique V; = 0
pour tout |7| > 2d3. Le lemme 4.4.2 montre que g\" = ¢! = 0 pour tout 2d3 < |I| < 4d?,
montrons par récurrence sur ¢ que V; = 0 pour |I| = 2d® +t et tout ¢ > 2d> + 1. En effet
pour t = 2d® + 1 (i.e., |I| = 4d® + 1). On décompose V7 en deux sommes :

1) (2
Z gJ 91)J+ Z QS)9§)J

1<|J|<2d3 2d3 <|J|<4d?

Pour 2d® < |J| < 4d3, 951) = 0 alors la seconde quantité est nulle et pour 1 < |J| < 2d?
on obtient 2d® < |I — J| < 4d3 et g?_) ;7 = 0 et donc la premiere quantité est nulle, d’ou
V; = 0. Supposons maintenant que V7 = 0 pour 2d® < |[I| < 2d® +t et t > 2d® + 1. Alors
pour |I| =2d*+t+1ona:

Z g 91 J+ Z 951)9§22J

1<|J|<2d3 2d3 <|J|<2d3+t
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pour 2d® < |J| < 2d® + t, on obtient ggl) = 0 (hypothese de récurrence) et pour
1< |J| < 2d® on obtient 2d3 < [T — J| < 2d% +t et g¥, =0, donc V; = 0. O

Nous donnons les équations sur les parametres qui sont équivalentes a la condition
de terminaison du théoreme 4.4.3. Chaque polynome V; € H (@EJ),U)[X ] donné par (4.3)
dépend seulement des polynomes {gf,j)}| J|<|1),1<j<s- Remplacons les coefficients des po-
lynomes {g(Jj)}1§|J|§25d3, 1<j<s dans les conditions de terminaison V; = 0, 2d® < |I| < 2sd?
par leurs expressions données par le théoreme 4.3.4, on obtient des équations polynomiales
de la forme :

QP =0, 28 <|I|<2sd®, 0<i<D-2 (4.5)
ot chaque Q1) € H[a" 4], les a) sont les coefficients de g,
Les degrés de ces équations par rapport aux parametres u et par rapport aux agj)
sont donnés par le corollaire suivant :

Corollaire 4.4.4 Pour tout 2d®> < |I| <2sd®>, 0<i<D-2ona:

deg, Q1) < 2(1T| = 1)(D = 1)(s — 1)
< 2(28d® —1)(D —1)(s — 1)

et
deg, (@) < 4d*(1] = 1)(s — 1)
< 4d*(2sd® —1)(s — 1)
Preuve. (cas s = 2)
Q= S PP

1<|J|<|1],0<I<i

En utilisant les bornes des degrés dans le théoreme 4.3.4 on obtient

deg, (@) < (2] =1)(D—1)+ I - J| - 1)(D - 1)
= 2|1 - 1)(D - D).

et

deg,, (@) < @] —1)+ @Il —J]-1)
= 2(]1| - 1)

En tenant compte aussi que deg,(g) et donc deg(v; ) sont bornés par 2d* (lemme 4.2.1)
on obtient

deg, (Q\") < 4d*(|1] — 1).0
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Corollaire 4.4.5 Soit k = (k1,...,ks), s> 2 une partition de D. Alors l’ensemble Uy,
est la H-réalisation dans VW de la formule quantifiée suivante :

3o 1<j<s 0<i<k; quivérifient (4.4) et (4.5). (4.6)

1 )

Preuve. la preuve est donnée par le théoreme 4.4.3 et la discussion ci-dessus. O

Nous allons maintenant établir une borne supérieure M sur les tailles binaires des
polynomes QZ(I) des équations (4.5).

Si H =TF, alors les coefficients des QEI) sont dans [F,, on prend M = log, p.

Si H = Q, dans ce cas on commence a calculer une borne supérieure sur les lon-
. N Lo .
gueures des polynomes Pi(] ) du théoreme 4.3.4 par le lemme suivant :

Lemme 4.4.6 Pourtout1 <j<s, 0<i<k;, [[|[>1ona:
[(PY) < 50(nd®logy(d)) + (2|T| — 1)(D — 1)(s — 1)

Preuve. C’est une conséquence directe du point b) du théoreme 4.3.4 et du fait que
M = O(nd?log,(d)) est une borne supérieure des tailles binaires des coefficients de g dans
H (voir le lemme 4.2.1). O

Corollaire 4.4.7 Pour tout 2d® < |I| < 2sd®, 0<i<D-2ona:
Q) < sO(nd*logy(d)) +2(]T] = 1)(D — 1)(s — 1)
< s0(nd*log,(d)) + 4sd*(D — 1)(s — 1).

Preuve. (cas s =2) on a :

Q= Y P

1<|J|<|1],0<I<i
donc par la proposition 6.1.2 de 'appendice et le lemme 4.4.6, on obtient
Q") < max {l (PP }
J
< O(nd*logy(d)) +2(|I| — 1)(D —1).0

Corollaire 4.4.8 Le nombre d’équations dans la formule (4.6) est

2sd? 2d°
N:(D—l)((n+ sd)_ <n+ d))+D§dO(”)
n n

Le nombre des quantificateurs de cette formule est D < d, les degrés de ses équations par
rapport aux a?) sont bornés par D < 4d°. Leurs degrés par rapport a u sont bornés par
§ < 8d". La taille binaire des coefficients de ses équations dans H est bornée par

M = O(nd®log,(d))
dans le cas ou H =Q (M =logy,p si H=TF,).
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Preuve. Le nombre d’équations dans la formule (4.6) est donné par le lemme 6.2.1 de
I’appendice. Les autres bornes se déduisent des corollaires 4.4.4 et 4.4.7 en tenant compte
que s <D <d. O

Lemme 4.4.9 Soit k une partition de D, alors on peut produire la décomposition suivante :
=Y Aw -0 20l
Jé] «

avec pour tout o, 3 on a :

1) B, C® e Hluy, ..., u,).

2) deg, (B, (BY) < o),

) deg, (CP), 1(CP)) < O,

4) Le nombre des « et celui des 3 sont < dOnrd®)

Cette décomposition se fait avec
dO(nr2d3)

opérations dans H. Sa complexité binaire est bornée par

pO(l)dO(nr2d3).

Preuve. Par application de D'algorithme d’élimination de quantificateurs de Chistov-
Grigoriev [24] (voir aussi le chapitre 2) sur la formule (4.6) qui définit Uy (corollaire 4.4.5)
en tenant compte des bornes du corollaire 4.4.8. O

Les ensembles constructibles U, ou les k sont les partitions de D ne forment pas
une partition de W parce qu’ils ne sont pas deux a deux disjoints et pour tout a € Uy,
la décomposition ¢(® = G§“)---G§“> donnée par le lemme de Hensel n’est pas une
factorisation absolue de ¢(*). Pour avoir une partition de WV en ensembles constructibles et
une factorisation absolue de ¢(* uniforme sur chacun d’eux, nous introduisons la définition
suivante :

Définition 4.4.10 On dit qu’une partition k' = (ki,...,k,) de D est plus fine qu’une
autre partition k = (ky,...,ks) de D si pour tout 1 <1 <'s, ky =kj +kj -+ k;l+1_1
pour certains 1 < i1 < --- <114 < h.

Proposition 4.4.11 Si k' est plus fine que k alors Uy C Uy,.

Preuve. Voir la définition 4.4.1. O
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Théoréme 4.4.12 Pour chaque couple (W, g) du lemme 4.2.1, I’'ensemble constructible
W se partage sous la forme :

w= J U

kept(D)

ot pt(D) est l’ensemble des partitions de D. Pour chaque Uy, ils existent de polyndmes
Gl,...,Gs € H(Cl,...,C'D,U)[X,le,...,yn]

ou C,...,Cp sont de nouvelles variables. Pour toute spécialisation des parameétres a € Uy,
il existe (¢1,...,cp) € FD, une solution du systéme algébrique défini par (4.4) et (4.5) qui
vérifient :

- Aucun des dénominateurs des coefficients de G; ne s’annule en (c1,...,cp,a).
deg, (G)) S 845, dege, o (Gy) SAP, degy(G;) D <d, degy(G) < 2"
- La taille binaire de G; est [(G;) < O(nd®logy(d)).

- La factorisation absolue du polynome g € H[X,Y1,...,Y,] est donnée par :

g\ = H Géq"”’c“a), chl,...m,a) est absolument irréductible.
1<j<s

Preuve. Pour tout k € pt(D) prenons

U, = U\ | Ur

K £k

la réunion est faite sur les partitions &’ de D plus fine que k. Les ensembles constructibles
Uy, k € pt(D) forment une partition de W. Les polynémes G4y, ..., G, sont donnés par le
lemme de Hensel, leurs coefficients sont de fonctions rationnelles des parametres u et des
coefficients C',...,Cp de g(()l), e ,g(()s) (voir théoreme 4.3.4). Les bornes sur les degrés et
la taille binaire se déduisent du lemme 4.2.1 et du théoreme 4.3.4. O

4.5 Théoréeme principal

Dans cette section, nous voulons remplacer les variables (', ..., Cp du théoreme 4.4.12
par une seule variable C' et nous décrivons le passage retour de la factorisation absolue de
¢ donnée par le théoreme 4.4.12 & celle de f(® d’une maniere uniforme, ce qui constitue
le résultat final de ce chapitre (théoreme 4.5.1). L’idée principale de cette section est
I'utilisation de I’algorithme de résolution des systemes algébriques de dimensions zéros du
chapitre 3.
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Fixons un certain ensemble constructible U, C W donné par le théoreme 4.4.12 et
considérons le systeme algébrique paramétré S défini par les équations (4.4) et (4.5) ci
dessus, les parametres de ce systéme sont les variables u = (uq, ..., u,), les inconnues sont
les variables C4,...,Cp qui remplagent les agj ) dans ces équations. Pour tout a € U} le
systeme S(® obtenu apres spécialisation des parametres en a dans ses équations admet
de solutions (corollaire 4.4.5). En plus, S® admet un nombre fini de solutions qui
correspondent aux permutations des facteurs de g(()a) (voir la définition 4.4.1 de Uy).

Les degrés des équations du systeme S par rapport a u (resp. C1,...,Cp) sont bornés
par 8d" (resp. 4d%), leur nombre est N < d°(. Les tailles binaires des coefficients (dans
H) de ces équations sont bornées par O(nd® log,(d)) (voir théoréme 4.3.4 et corollaire 4.4.8).

L’algorithme de résolution des systemes algébriques paramétrés zéro-dimensionnels
décrit dans le théoreme 3.5.3 du chapitre 3 permet de décomposer U, en

dO(r2d2)
ensembles constructibles V deux a deux disjoints qui vérifient :

1) Les degrés des équations et des inéquations (dans H[u]) qui définissent V' sont

bornés par dOd®)  Leurs tailles binaires sont < ndOrd),

2) Pour chaque V), l'algorithme calcule de polynémes x,vn,...,0p € H(u)[C] ou C
est une nouvelle variable. Toute spécialisation des parametres a € )V vérifie :

- Aucun des dénominateurs des coefficients de x, 91, ..., 1¥p ne s’annule en a.

dO(rd2)

- Les degrés des coefficients de x, 11, ..., ¥p par rapport a u sont bornés par . Leurs

tailles binaires sont < ndOd*).

- degq(x), dege (1h;) < d°@ pour tout 1 < j < D.

- Pour toute solution (cy,...,cp) € A du systeme S| il existe ¢ € H, racine de
X' € H[C] tel que

o =5 (o)
Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme principal de ce chapitre :

Théoreme 4.5.1 Sous les notations de la section 1, il existe un algorithme qui partage

I’espace des paramétres P en
dO(nr2d2)

93



ensembles constructibles U deux a deux disjoints qui vérifient :

1) Chaque U est donné par des équations et des inéquations dans Hlu] de degrés et

des tailles binaires bornés par downrd?)

2) Pour chaque U [algorithme calcule de polynomes fi,...,[fs € H(C,u)|Zo,...,Z,)
(s < d) et un polynome x € H(u)[C] ou C est une nouvelle variable. Pour toute
spécialisation des paramétres a € U, il existe ¢ € H, racine de x'* € H[O] (aucun des
dénominateurs des coefficients de x ne s’annule en a) qui vérifie :

- Aucun des dénominateurs des coefficients de f,, ne s’annule en (c,a).

- dege(fm), dege(x) < dO@,  deg,(fm), deg,(x) < dO0®).
- Les tailles binaires de f,, et x sont < ndOrd).
- La factorisation absolue du polynome f9 € H[Zy,...,Z,] est donnée par :

@ = H flea) o flea) oot absolument irréductible.

1<m<s

En particulier, le nombre des facteurs absolument irréductibles distincts de f@ est
constant sur U et est égale a s. Par conséquence, si s = 1, f est absolument irréductible
surU.

Cet algorithme se fait avec
dO(nr2d3)

opérations dans H. Sa complexité binaire est
pO(l)dO(nr2d3)

Preuve. Reprenons la discussion au dessus du théoreme 4.5.1, fixons un ensemble construc-
tible V C U, C W ou U est donné par le théoreme 4.4.12 et (W, g) est donné par le
lemme 4.2.1. Remplagons les expressions

G =¢i(0)

Cp = (C)

dans les coefficients des polynomes G; € H(Cy,...,Cp,u)[X,Yr,....Y,] du
théoreme 4.4.12, on obtient de polynomes ¢g; € H(C,u)[X,Y1,...,Y,] qui vérifient :

dege(g;) < A9 deg,(g;) < dOUT), degy(g;) < d, degy(g;) < 2d°,
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- La taille binaire de g; est I(g;) < nd°0®).

- Pour tout @ € V, il existe ¢ € H, racine de x? € H[C]. La factorisation absolue
du polynéme ¢@ est donnée par :

g = H gj(.c’a), g](.c’a) est absolument irréductible.

1<j<s

Ceci est une factorisation absolue uniforme du polynéme g € H(u)[X,Y:,...,Y,] sur
V. Nous allons voir comment obtenir uniformement (i.e., dans le sens du théoreme) la
factorisation absolue de f € Hlu|[Zo, ..., Z,]. Pour cela, nous revenons a la forme du
polynéme g associé a VW dans la section 2 (revoir la preuve du lemme 4.2.1). Deux formes
étaient obtenues :

Cas ou W = Wﬁ’j) pour certain i,t,j fixés :

Dans ce cas g = ¢+, on calcul la matrice inverse T, ! de T; et pour tout 1 < m < s on
pose :

FulZos- o Z) = gm(XP Vs =Y, — 9 e H(C,w)[ 2, ..., Z0]

on (X,Yy,....Y)" = T7YZ,...,Z,)". Ces polynomes vérifient le point 2) du
théoreme 4.5.1.

Cas ou W = Wi(’i’j) pour certain i,¢,; fixés :

Dans ce cas g = @, pour tout a € V, ils existent ¢ € H, racine de x¥ € H[C] et

un vecteur @ = (aq, ..., a5) € N avec apky + -+ - + asks = D tel que :
g =TI (o) "
1<m<s

Cette propriété permet de partager V en des sous-ensembles constructibles V,. Pour tout
1 <m < s posons

I Zos - Z0) = g2 (XP" Yh, ..., Y,) € H(C,u)[Zo, . .., Zn)

ot (X,Y1,....Y,)" = T, Y(Z,...,Z,)". Ces polynomes vérifient le point 2) du
théoreme 4.5.1.

Il reste a compter le nombre des ensembles constructibles qui partagent 1’espace
des parametres P et a estimer la complexité totale de l'algorithme. Le lemme 6.3.2 de
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'appendice montre que le nombre des partitions de D est < DP*!. En tenant compte du
nombre des W (lemme 4.2.1), celui des Uy (< dt1) et celui de V (< d°C*)) on obtient
le nombre totale des ensembles constructibles du théoreme.

Pour tout multi-indice I, le calcul des coefficients de g?), 1 < j < s (ie., résolution du
systeme linéaire Bx = by ) colite O(d*37). Pour construire la formule quantifiée (4.6)
qui définit Uy, il fallait calculer tous les polynomes gy ), 1<j<s 1<|I| <2sd La
complexité de ce calcul est bornée par

<n + 2sd?

n

)O(d2.376) < dO(n)

Puisque le nombre des partitions & de D est < d@*!) (lemme 6.3.2 de I'appendice), alors
la complexité (lemme 4.4.9) de la construction de tous les Uy est

dd+1d0(nr2d3) < dO(nr2d3)

opérations dans H. Sa complexité binaire est po(l)do("’”st).

La complexité de l'algorithme de résolution des systemes algébriques paramétrés
zéro-dimensionnels (voir le théoréme 3.5.3 du chapitre 3) est d°°¢) opérations dans H.

Sa complexité binaire est nd®* @),

En tenant compte de la complexité du construction des W (corollaire 4.2.5), on
obtient la borne de complexité totale du théoreme. O

4.6 Cas général

Revenons au cas général qui consiste a considérer le corps F' = H(Ty,...,T;)[n] du
chapitre 1. Soit f € Flul][Zo,...,Z,] un polynome paramétré de degré par rapport aux
parametres u borné par 9, son degré par rapport aux variables T7,...,7; est < dy et sa

taille binaire I(f) est < M. L’espace des parameétres dans ce cas est P = F .

En suivant les différentes étapes de l'algorithme précédent (théoreme 4.5.1) et en
tenant compte des bornes établies dans le chapitre 3 sur la résolution de systemes
paramétrés zéro-dimensionnels, on peut produire un algorithme qui partage P en

<5dd1)0(nr2d2)
ensembles constructibles ¢ deux a deux disjoints qui vérifient :
1) Chaque U est donné par des équations et des inéquations dans Flu| de degrés

par rapport a u et par rapport a 11, ..., T; sont bornés par dzéo(”)(ddl)o("rdQ). Leurs tailles
binaires sont bornées par

(M + M;)lds6°") (ddy )0 ™)
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2) Pour chaque U lalgorithme calcule de polynomes fi,...,fs € F(C,u)[Zo,...,7Z,]
(s < d) et un polynéme y € F(u)[C] ou C est une nouvelle variable. Pour toute
spécialisation des parametres a € U, il existe ¢ € F, racine de x* € F[C] (aucun des
dénominateurs des coefficients de x ne s’annule en a) qui vérifie :

- Aucun des dénominateurs des coefficients de f; (1 < j < s) ne s’annule en (c, a).

- degg(f;), dego(x) < 6d°@,  deg,(f;), deg, (x) < 690dOCE),

----------

- Les tailles binaires de f; et x sont < n(M 4 M;)6°0) dydOC®).
- La factorisation absolue du polynome f@ € F[Z, ..., Z,] est donnée par :

fla) = H f;c’a), f(c’a) est absolument irréductible.

j
1<j<s
La complexité totale de cet algorithme est bornée par
(5d2)0(r2l) (ddl)O(nTQZdS)
en tant que nombre d’opérations dans H. Sa complexité binaire est

(pMMl )O(l) (5d2)0(r2l) (dd1>0(nr2ld3)‘
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Chapitre 5

Résolution de systemes algébriques
paramétrés de dimensions positives
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5.1 Introduction et notations

Considérons un systeme polynomial paramétré f; = --- = fr = 0 ou
fi,o o fx € Fluy,...,ur, Xo,..., X, sont de polynomes paramétrés homogenes en
X = (Xo,...,X,) de degrés < d. Le corps F est le corps utilisé dans les chapitres
précédents, ie., F = H(Ty,...,T})[n] ot H = Q si car(F) = 0 et H D F, est un corps
fini de cardinal supposé (dans ce chapitre) > kd" si car(F) = p > 0. Les degrés des
coefficients de ces polynomes ainsi que leurs tailles binaires sont comme dans le chapitre 3.
Ces polynomes sont donnés en représentation dense par leurs vecteurs des coefficients
dans H. Les parametres u = (uq,. .., u,) prennent des valeurs de I’ensemble P := F' qui
est appelé 'espace des parametres.

On s’intéresse dans ce chapitre a la résolution des systemes algébriques
fl(a) :---:fk(:a) :0
(a) I

(i.e., la décomposition des variétés projectives V(@ .= V(fl(a),..., ,) C P"(F) en
composantes absolument irréductibles) d’une maniére uniforme sur les valeurs a € P des
parametres dans un sens qui sera précisé ci-apres (voir corollaire 5.7.1).

Dans la deuxiéme section, on définit pour chaque a € P un arbre T tel que les
feuilles de cet arbre sont associées aux composantes absolument irréductibles de la variété
V(@) Ces arbres sont appelés les arbres des composantes des systemes fl(a) =...= f,ga) =0.
Ensuite, on présente le résultat général de ce chapitre (théoreme 5.2.5) qui est un algo-
rithme qui calcule toutes les variétés absolument irréductibles associées aux noeuds de
I’arbre des composantes. La preuve du théoreme 5.2.5, i.e., la construction de ces arbres
se fait par un calcul de combinaisons linéaires hq, ..., h,yq de fi1,..., fr & coefficients dans
le corps H et par un changement paramétrique des variables X, ..., X,,. Ce calcul se fait
par induction sur le niveau m des arbres des composantes, la premiére étape (section 3)
n’est autre que 'algorithme de factorisation absolue de polynomes paramétrés présenté au
chapitre 4. La formalisation des hypotheses de I'induction se situe dans la section 4. Le
coeur de I'induction (i.e., I'étape m + 1) constitue le contenu du section 5.

5.2 Arbres des composantes

A chaque spécialisation a € P des parametres, on définit un arbre 7(®) des composantes
associé au systeme fl(a) = ... = f,ia) = 0 de la fagon suivante (voir [58] dans le cas non
paramétrique) :

La racine de T@ est l'espace projectif P"(F) tout entier, le niveau d’un certain
noeud de cet arbre est le nombre des branches qui le relient au racine. Le nombre des
niveaux de I'arbre 7@ est au plus n + 1. Pour chaque noeud de niveau m (noté v,,), on

associe une variété projective ngi) C P"(F), absolument irréductible de codimension m
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(pour m = n + 1, on prend Wﬁ:}rl = (). La construction de ces variétés est basée sur le
lemme suivant :

Lemme 5.2.1 [] existe un algorithme qui partage l’espace des parametres P en un nombre
fini d’ensembles constructibles. Pour chaque ensemble U parmi euz, [’algorithme calcule
des combinaisons linéaires hy, ..., hyyq1 de f1,..., fr a coefficients dans le corps H tel que
tout a € U vérifie la propriété suivante :

Pour tout 1 < m < n + 1, la codimension de chaque composante absolument

irréductible de la variété V(hga), . .,hﬁs)) C P™(F) qui n'est pas une composante abso-
lument irréductible de V' *) est m. Par conséquence V@) = V(hga), e hﬁfjl).

Supposons pour le moment que ce lemme est démontré et fixons un ensemble construc-
tible U de cette partition de P avec les polynoémes hq, ..., h,.1 associés. Retournons a la
construction des arbres 7@ pour a € U, les fils de la racine sont les composantes absolu-
ment irréductibles de I’hypersurface V(hga)). Pour un noeud v,, de l'arbre, ses fils sont les
composantes absolument irréductibles de la variété

Wi = WOV ().

v

On peut distinguer deux catégories des noeuds :

Définition 5.2.2 Un noeud v,, de larbre T'Y) est dit du premier type (i.e., vy, est une
feuille de T ) si la variété Wv(:;? est une composante absolument irréductible de V(@) et v,,
est dit du second type si Wv(,‘j) ¢ Vi),

Corollaire 5.2.3 Pour tout 1 < m < n+ 1, les composantes absolument irréductibles de
la variété V(hga), e ,h,(f;)) sont les variétés Wéfn) pour tous les noeuds v,, de niveau m de
T et les variétés W5f) (7 < m) qui sont des composantes de V' (i.e., les feuilles v; de
Uarbre de niveaux j < m).

Preuve. La démonstration se fait par induction sur m en se basant sur la construction
ci-dessus des arbres des composantes.(

Proposition 5.2.4 Pour tout a € U, toutes les composantes absolument irréductibles de
V(@) sont ¢ Uintérieur de T'Y, i.e, pour une composante W de V@ de codimension m, il
existe une feuille v,, de T“ de niveau m tel que W = WQEZ)

Preuve. Ona W C V@ ¢ V(hga), ey hgﬁ)), alors W est contenue dans une composante
absolument irréductible de V(hga),...,hgﬁ)), mais W ¢ Wv(f ) pour toute feuille v; de
niveau j < m, alors il existe un noeud v, de T tel que W C Wv(zb) (corollaire 5.2.3), or
dim W = dim W” = n —m donc W = W%, O

Dans la suite de ce chapitre, on démontre un résultat plus important que le lemme 5.2.1,
celui-ci donne une partition plus fine de I'espace des parametres en ensembles construc-
tibles et calcule toutes les variétés W@(Z) pour tout noeud v, de I'arbre T(® d’une maniere
uniforme sur chaque élément de cette partition :
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Théoreme 5.2.5 Sous les notations et les hypotheses ci-dessus, il existe un algorithme
qut partage [’espace des parametres P en

k(6dd, )"
ensembles constructibles U tels que tout ensemble U vérifie les propriétés suivantes :

1) U est donné par des équations et des inéquations dans Flu] de degrés par rap-
port a w et par rapport a T, ..., T, bornés par

ds6°0) (ddy )4,
Leurs tailles binaires sont bornées par (M + Mg)dgéo(rs)(ddl)’“sdo(RB).

2) Pour tout 1 < m < n + 1, le nombre des noeuds de niveau m est constant sur

U, i.e., pour tout a,b € U, le nombre des noeuds v,, de Uarbre T'®) est égale & celui de
T®.

3) L’algorithme calcule une base Yy, ...,Y, de Uespace des formes linéaires en Xo, ..., X,
a coefficients dans H. Chaque variété absolument irréductible W, —de codimension m, est
donnée par un systeme représentatif paramétrique et un point générique efficace
paramétrique au sens suivant :

Systeme représentatif paramétrique :

Pour  chaque U,  [l’algorithme  calcule  des  polynomes — y,...,0N €
F(C,uy,...,u)[Yo,..., Y] homogénes en Yy, ...,Y, de degré < d°0™ et un polynome
X € Flui,...,u,)[C]. Pour tout a € U, il eviste ¢ € F racine de X9 € F[C] (les
coefficients de x sont bien définis surU) qui vérifient :

- Aucun des dénominateurs des coefficients de 11, ... 1¥n ne s’annule en (c,a).
) )

- dege (1) < 800D degy(x) < 600G,
- deg, (1) < 600D deg, (x) < 5O,
- degy, 4, (¥;) < dp60UI@O ) degy 1 (x) < dy§OT) gria®™)

- Les tailles binaires des coefficients de (resp x) sont bornées par
(Ml+M2>d250(r2)d0(n37~2d2) (Tesp. (M1+M2)d2(50(7” dr3d0n >)

- N < dom?)
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- Les polynomes homogénes wﬁ‘*“),...,wﬁ“) € F[Y,,...,Y,] définissent la variété
Wﬁ:@), i.€e.,

W@ =yl ey c prF).

Point générique efficace paramétrique :

i) La variété WY nest pas contenue dans hyperplan V(Yy) € P(F).

i1) Les fonctions rationnelles t, = %,...,tn_m = Y’;,;’" sur WU(Z) forment une base
de transcendance de F(W,Sf,?) sur F.

iii) Pour chaque U , lalgorithme calcule des polynomes ¢, By,..., B, €
F(Ciuy, ... u)(t1, ... thom)|[Z] et une fonction rationnelle § = Zoggn&j% avec

0<q; < deg(Wéfn)) < d™. Il calcule aussi une puissance p* (p” =1 sicar(F)=0etv >0
si car(F) =p > 0). Pour tout a € U, il existe c € F racine de x'¥ € F[C] vérifiant :

- Aucun des dénominateurs des coefficients de ¢,Bi,...,B, dans F(C uy,..., u,)
ne s’annule en (c,a).

~dego(B;) < 8dO7D | degy(¢) < 600 dra,
- dog(B,) < FOCIOUTE)  og (4) < 500
-degy, v, (Bj),degy, . (0) < dor),

- degr,  7,(Bj) < dy60*) gon*r?d?) degr, .7,(0) < d250(r3)d’”3do(n3).

- deg,(B;) < degy(¢) < dOMm et p¥ < d°0.

- Les tailles binaires des coefficients de B; (resp. ¢) sont bornées par
2 2,72 n3
(M + My)dy0CC) dOw*r* ) (regp  (My + My)dy 60T dr*d®™ ),

- Un point générique efficace de la wvariété quf,? est donné par [isomorphisme de
corps suivant :

FF(L ) (5)) = Pttt 5.0

Cet isomorphisme est défini par la représentation univariée polynomiale suivante des
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éléments de qui) :
p c,a
(%) :B§ )<t177tn*m’6)
¢(c,a) (tl, L 7tn—m7 9) — O’
p c,a
<§Z> :B7(1 )<tla--'7tn*m’6)

ot 0 est algébrique sur le corps F(ty,...,tn—m), racine du polynéme @& €
F(ty, ... thm)[Z]. Ceci définit un point générique efficace des variétés Wi d'une maniere

umforme sur chaque U.

La démonstration de ce théoreme se fait par induction sur le niveau m des arbres des
composantes (i.e., la codimension). Dans chaque étape de cette induction, I'espace des
parametres P sera partagé convenablement pour aboutir aux résultats souhaités dans le
théoreme 5.2.5 :

5.3 Base de 'induction

Pour m = 1, on prend hy = f; € Fluy,...,u,, Xo, X1, ..., X,], Valgorithme de factorisation
absolue de polynomes paramétrés décrit au chapitre 4 partage ’espace des parametres en
(au plus)

<6dd1)0(nr2d2)

ensembles constructibles U; deux a deux disjoints qui vérifient :

1) Chaque ensemble U; est donné par des équations et des inéquations dans F[u]
de degrés par rapport & u et par rapport a 77, ...,7T; sont bornés par dod?™ (dd;)° O(nrd?)
Leurs tailles binaires sont bornées par

(M + My)ldo8°") (ddy)O ),
2) Pour chaque Uy, l'algorithme calcule des polynomes G, ...,G € F(C,u)[Xo,. .., X,]
(s < d) et un polynéme x € F(u)[C] ou C est une nouvelle variable. Pour toute
spécialisation des parametres a € Uy, il existe ¢ € F, racine de y@ € F [C] (aucun des
dénominateurs des coefficients de x ne s’annule en a) qui vérifie :
- Aucun des dénominateurs des coefficients de G; ne s’annule en (c, a).
- degc(G)), dega(x) < 8d%9,  deg,(G;), deg, (x) < 6900
- deng,...,Tl(Gj)a deng,...,Tl(X) < 5o(r)d2do(rd2)~
- Les tailles binaires de G et x sont < n(M; + Mz)éo(”dgdo(”‘ﬂ).
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- Chaque G est homogene en Xj, ..., X, de degré inférieur ou égale a d.

- La factorisation absolue du polynéme hﬁ“) € F[Xo,...,X,] est donnée par :

h§“> - H ch’a), ch’a) est absolument irréductible.

1<j<s

La famille des variétés ng ) ot vy est un noeud de niveau 1, coincide avec la fa-

mille des composantes absolument irréductibles de la variété V(hga)) C P™(F), cette
derniere famille est formée par les hypersurfaces I/Vj(“) = V(G;C’a)). Chaque V[/j(a) est définie
paramétriquement par le polynéme homogene G, i.e., {G;} est un systéme représentatif
paramétrique de la variété Wj(a) au sens du théoreme 5.2.5.

Pour construire paramétriquement un point générique efficace de chaque VVj(a), il

faut tout d’abord calculer une base de transcendance de l’extension F(Wj(a)) sur F.
Pour cela, nous utilisons le lemme 2.2 de [58] avec son corollaire qui calcule une base
de transcendance de chaque composante de dimension maximale d'une variété projective
donnée (i.e., une composante de dimension égale a celle de la variété) :

Lemme 5.3.1 Soit V= V(gy,...,95) C P"(F) une variété projective de codimension
m, définie par de polynomes homogenes gy,...,9s € F[Xo,...,X,]. Alors les conditions
suivantes sont équivalentes :

DVAV(Xp,..., X)) =0
2) le systeme d’équations
Gi(Xo, t1Xo, .- tp-m X0, Xn—mg1, -, X)) =0, 1<i<s

a coefficients dans le corps F(ty,...ty—m) 0t ty, ... t,_m sont algébriquement indépendants
sur F', a un nombre fini de solutions dans P™(F(ty,...t,_m)) et n’admet pas de solutions
a linfini (i.e., solutions qui sont contenues dans ’hyperplan V (Xj)).

De plus, si ces conditions sont vérifices et si W est une composante irréductible de

V' de dimension mazimale (i.e., dim(W) = n — m) alors les fonctions rationnelles
%, cee X;g’" forment une base de transcendance de F(W) sur F.

0 0
Preuve.

1) = 2) : L’ensemble des solutions du systeme du point 2) est en bijection avec ’ensemble
Vi C P"(F(ty,...th—m)) des solutions du systeme

gl:"‘295207Xl_thOZ"':Xn—m_tn—mXOZO'
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D’une part Vi NV (Xy) = VN V(Xo,..., Xpn_m) = 0, d’autre part par le théoreme de
la dimension de l'intersection [125, 112, 101, 31] on a dim(V; N V(X)) > dim(V;) — 1
donc dim(V;) < 0 et par suite V; est un ensemble fini. Si V3 N V(Xy) # 0 alors

VNV(Xo,...,Xn-m) # 0, ceci est en contradiction avec la condition 1).
2) = 1) : Supposons qu’il existe un élément (0 : ... : 0 : & ppy1 : ... : &) €
VNV(Xo, ..., Xpn—m). Alors (0 : &yt ... 2 &) € P™(F(t,...th—m)) est une solution

a l'infini de 2).

Soit W une composante irréductible de V de dimension maximale. Supposons que
Xy s’annule identiquement sur W alors WNV(Xy, ..., X,,—n) = WNV(Xo,..., Xp-m) C
VNV(Xo,...,Xn-m) = 0, dou la contradiction par le théoreme de la dimension de
l'intersection qui montre que dim(W NV (Xy,..., X)) > dimW — (n —m) = 0. Donc

. . Xn_ . , .
les fonctions rationnelles %, S bien définies sur W.

Il reste a prouver que ces fonctions rationnelles sont algébriquement indépendantes

sur F. Supposons qu’il existe un polynéme multivarié homogene ¢ € F|[Xy,..., X,
tel que ¥(Xo,...,Xp-m) = 0 sur W. Par une transformation linéaire on
peut supposer que lcx,(¢) = 1, alors d'une part W N V(Xy,..., X, ) =

WNV(Xy,. ., Xpom) NV(W(Xoy .., X)) = WNV(Xo, ..., Xpm) = 0, d’autre part
par le théoreme de la dimension de l'intersection on a dim(W NV (Xy,..., X)) > 0,
ceci conduit a une contradiction, ce qui prouve le lemme. O

En général, I/Vj(a) N V(Xo,...,X_1) # 0, on ne peut pas donc appliquer directe-
ment le lemme 5.3.1 sur la variété T/Vj(a). Par contre le lemme suivant [58] montre
Iexistence de formes linéaires Yy, ..., Y, 1 en Xy,..., X, a coefficients dans le corps H
qui vérifient :

W NV (Yo,...,Yn) = 0.

Lemme 5.3.2 On peut construire une famille My, p,—pma formé des (n —m + 1)-uples
des formes linéaires en Xo,...X, a coefficients dans H tel que pour toute variété V C

P™(F), codim(V) =m, deg(V') < d, il existe (Yo,...,Yn—m) € My pn_ma avec
VAV(Yo,...Yeom) = 0.

En plus, card(Mp n—m.d) = (n’fﬁrl) et My, n—ma est construit dans un temps polynomial en
card(M n—m.q)-

Preuve. Soit N = 1+ nd et «ay,...,ay € H distincts deux a deux, considérons
les formes linéaires Y; = Zog i<n ang pour tout 1 < ¢ < N. Montrons que ’ensemble
des collections (Y; Y Joul <ig<-: - <ip_m, < N vérifie les conditions du lemme.

09 in—m

En effet, soit V' une variété projective de codimension m, de degré < d, montrons
par induction que pour tout 0 < [ < n —m, il existe 1 < 45 < .-+ < 43 < N tel
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que dim(V NV (Y,,....Y;)) = n—m — [ — 1. En particulier, pour [ = n —m on a
VNnV(Y,...,Y; . )= 0. Supposons que cette propriété est vraie jusqu’a [ — 1, il suffit de
prouver qu'’il existe une forme linéaire Y;, 1 < j < N qui ne s’annule pas identiquement
sur la variété Vi = VNV (Y,,...,Y;_,). Sinon, puisque deg(V;) < degV < d alors par le
principe de Dirichlet (voir appendice), il existe une composante V5 de V; et (n+ 1) formes
linéaires Y, Y, qui s’annulent identiquement sur V5 et donc Vo C V(Yj,,...,Y;,) =0

Jor o T n
car la matrice du systeme linéaire homogene qui définit la variété V(Y Y;,) est la

s s
matrice de Vandermonde. D’ou la contradiction, ce qui prouve le lemme. O

Dans [48], on trouve une version affine et zéro-dimensionnelle du lemme 5.3.2 :

Lemme 5.3.3 Soit I' un sous-ensemble fini de ¢ éléments de H et d un entier vérifiant
(n —1)d < ¢. Pour tout sous-ensemble fini V de F', de cardinal au plus d, il eziste o € T
tel que VNV(Y)=0ouY =X, +aXy +---+a" 1X,.

Preuve. Soit Z une nouvelle variable et P(Z) un polynome défini par

PZ)= J] G+&Z+ - +&2").
(f1,...,§n)€v

Ce polynome est non-nul et de degré borné par (n — 1)d. Puisque card(I') > (n — 1)d, il
existe a € I" tel que P(«) # 0. Ce qui prouve le lemme. O

Remarque 5.3.4 Une meilleure construction des lemmes 5.3.2 et 5.3.83 se trouve
dans [26], mais dans notre cas, celle-ci n’améliore pas les bornes sur les degrés de la sortie
de notre algorithme.

Pour tout a € Uy, dim(I/Vj(a)) =n-—1cet deg(T/Vj(a)) < d, le lemme 5.3.2 assure l'exis-

tence d'un élément (Yp,...,Y,—1) € M, ,,_14 tel que VVj(a) NV (Yy,..., Y, 1) = 0. Ceci
permet de décomposer chaque ensemble U; en des ensembles constructibles ﬁu, 1<t<
card(M,, ,—1,4) définis par :
Ue=Un\ | Ui
1<t<t
ou
Uy ={ael, VVj(a) N V(Yo(t), . ,Yn(t_)l) =0 pourtout 1<j<s}.

Fixons un certain ¢ et posons Yo(t) = Y, ... ,ertjl = Y,_1 qui sont linéairement
indépendantes sur H par construction (voir la preuve du lemme 5.3.2), complétons-les
en une base Yy, ..., Y, de l’espace des formes linéaires en Xy, ..., X,, a coefficients dans H.
En exprimant X, ..., X,, en fonction de cette base, on peut représenter chaque G; comme
un élément de F(C,uq,...,u.)[Yy,...,Y,]. Pour tout a € (N]Lt, il existe ¢ € F, racine de
(@ avec Wj(a) NV(Yy,...,Y, 1) = 0 pour tout 1 < j < s. Le lemme 5.3.1 montre donc

. . Yoo
que les fonctions rationnelles ¢; = %, ..ty = =21 forment une base de transcendance

Yo
de F(Wj(a)) sur F' pour tout j.
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Proposition 5.3.5 Chaque Uy, est un sous-ensemble constructible de U,. Les degrés des
équations et des inéquations qui le définissent par rapport a u (resp. Ty, ..., T;) sont bornés
par

5O(r)d0(rd2)

(resp. 5O d Y d,dotrd®) )). Leurs tailles binaires sont bornées par

n(M; + My)5°0doM g, q@trd®)

Preuve. a € Uy, si et seulement si (0:...:0:1) ¢ I/Vj(“) C P*(F) pour tout 1 < j < s.
Alors Uy, est la F-réalisation dans U; de la formule quantifiée suivante :

iC, G;(0,...,0,1) #0, x(C)=0 1<j<s.
Les degrés des atomes de cette formule par rapport a C' (resp. u et T1,...,T;) sont
< §5d°@

(resp. < 0dOU®) et < §dyd®®)), leur nombre est au plus d + 1. Par application de
'algorithme d’élimination de quantificateurs décrit dans [24] (voir aussi le chapitre 2) sur
cette formule, on obtient les bornes sur les degrés des équations et des inéquations qui
définissent U; ;. O

Fixons aussi j et posons G; = ij (YOPVj, e ,be’uj) avec éj € F(Ciuy,...,u-)[Zo, ..., 2]
(Zo, ..., Z, sont de nouvelles variiibles) et v; est le plus grand entier possible (p* = 1 si
car(F) = 0), alors pour tout a € Uy,

G§C’“) = G (ca) (Yp ’ Ypuj) et é’j(c’a) est absolument irréductible.

n

p"I
Posons 0; = <§;—g> et

Qb](Z) = éj(lvtla s 7tn—17Z) € F(C7u17 s 7u7“)(t17 s 7tn—1)[Z]

Pour tout a € Uy, le polynome <;5§~c’a)(Z) € F(ty,...,t,1)[Z] admet 6; comme ra-
cine (par le lemme 2.2.8 du chapitre 2) et vérifie :

degc(¢ ) < 0dOD, deg,(¢;) < §OWAOTE) degr, . 7,(¢;) < §0) dydOr )
degy, .. wg<dad%ﬂ@)<d

Un point générique efficace de VVj(a) est donc donné par l'isomorphisme de corps
suivant :
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— - }/1 Yn—l Yn P
T F<t17-'-;tn1)[6]']—>F(_0"”’ Yo ’(?o) )

défini par 7 (t;) 1<i<n-—1, 7(0)=(=)p".

— 4
= ¥,

Ceci termine la construction des toutes les variétés absolument irréductibles quf )
(Ies vy sont les noeuds de 7@ de niveau 1) par des systémes représentatifs paramétriques
et par des points génériques efficaces paramétriques. Le lemme suivant établie une borne
supérieure sur la complexité de cette premiere étape.

Lemme 5.3.6 La base de ["induction se fait avec
(5d2)0(r2l) (ddl)O(nTQZdS)
opérations dans H. Sa complexité binaire est
(pM1M2>O(1) (6d2)0(r2l) (ddl)O(m”Zld?’)'

Preuve. La complexité de I'algorithme de factorisation absolue de polynomes paramétrés
appliqué sur le polynome h; est

(5d2)0(r2l) (ddl)O(nT2ld3)
en tant que nombre d’opérations dans H. Sa complexité binaire est

(leMQ)O(l) (5d2)0(7’21) (ddl)O(nrzldS).

Pour tout 1 < ¢t < card(M, n—1.4) < ("dgrl) < d°™ la construction de U, se fait par
application de 'algorithme d’élimination de quantificateurs sur la formule du preuve de la
proposition 5.3.5 en utilisant

60(7"2[) (dl d2)O(rl)dO(r2ld2)

opérations dans H. Sa complexité binaire est

(pM; My)CW 600D (d, d,)OD gO*1)

5.4 Hypotheses de I'induction

On suppose qu’a I'étape m + 1 de l'induction, les polynomes hq, ..., h,, sont construits,
I’espace des parametres est partagé en

Nm < (5dd1)0(mnr2d2)
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ensembles constructibles U,,, deux a deux disjoints vérifiant :

1) Chaque U,, est donné par des équations et des inéquations dans Flu] de degrés
par rapport a u et par rapport a 13,...,1; bornés par

d260(7’) (ddl)O(mnrdQ)
Leurs tailles binaires sont bornées par

(M + Ma)ldo6°T) (ddy ) mmrd®)

2) Pour chaque U, il existe une base Yj,...,Y, de l'espace des formes linéaires en
Xo,.--, X, a coefficients dans H. Chaque vari¢t¢ absolument irréductible W, de
codimension j < m, associée au noeud v;, est donnée par un systeme représentatif pa-
ramétrique et un point générique efficace paramétrique au sens du théoreme 5.2.5,
i.e., par exemple, pour une variété W, :

Systéme représentatif paramétrique :

Pour chaque U,,, on suppose qu’ils existent des polynomes y,...,05y €
F(C,uy,...,u.)[Yo,...,Y,] homogenes en Yp,...,Y, de degrés < d°™ et un po-
lynome x € F(uy,...,u,)[C]. Pour tout a € U,, il existe ¢ € F racine de x* € F[C] (les
coefficients de y sont bien définis sur U,,) qui vérifient :

- Aucun des dénominateurs des coefficients de 1y, ... 9y ne s’annule en (c, a).

- dege (1)), dege(x) < 0d°.

- deg, (1), deg,, (y) < 69O,

- deng,...,Tl (¢j>7degT1,...,n<X) < 5O(r)d2do(mrd2)

- Les tailles binaires des coefficients de 1); et x sont bornées par (M; + M2)5O(T)d2do(m”d2).
- N < ¢Otmn),

- Les polynomes homogenes wﬁc’“),...,l/;}&”) € F[Yy,...,Y,] définissent la variété

Wﬁi), ie.,

Point générique efficace paramétrique :
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i) La variété W, n’est pas contenue dans I'hyperplan V(Yy) C P™(F).

Y1 Yn-m

ii) Les fonctions rationnelles ¢, Yor--ootnom = —§7% sur WU(Z) forment une base

de transcendance de (W) sur F.
iii) Pour chaque U,, , on suppose qu’ils existent des polynoémes ¢,Bi,...,B, €
F(Ciuy, ... ,u)(t1, ..., th_m)[Z], une fonction rationnelle § = Zog]’gn aj% et une puis-
sance p” (p” = 1 si car(F) = 0 et v > 0 si car(F) = p > 0). Pour tout a € Uy, il existe
c € F racine de (¥ € F[C] vérifiant :

- Aucun des dénominateurs des coefficients de ¢, By,..., B, dans F(C,uy,...,u,)
ne s’annule en (¢, a).

- deg(By), degp(¢) < 6O, deg, (B,), deg, (¢) < §0C)dOm ),

- degy, . (By),degy, 4, (¢) < a7

- degy, 1, (Bj),degr,  1,(9) < d,60(r) O(mrd?)

- degy(B;) < degy(¢) < d°™ et p” < d9m).

- Les tailles binaires des coefficients de B; et ¢ sont bornées par (M; + Mz)dz(so(T)dO(mrdQ).

- Un point générique efficace de la variété WIEZ) est défini par les expressions suivantes :
pu c,a
(%) =Bty tym, 0)
Pty tm, 0) =0, :
pu c,a
(%) = BY t1, ..ty 0)

oit 0 est algébrique sur le corps F(ty,...,tn_m), racine du polynéme ¢&% ¢

Fti, ... .tem)Z].

5.5 Coeur de 'induction

L’étape m + 1 de I'induction consiste a partager de nouveau chaque U,, et a introduire

le polynéme h,,+1 (combinaison linéaire de fi, ..., fx) pour calculer paramétriquement un
point générique efficace et un systeme représentatif homogene pour chaque composante
absolument irréductible Wi de la variété W = W n V(hfslrl) définie au section 2

ci-dessus (les w,, sont les fils des noeuds v, qui ne sont pas des feuilles de I'arbre 7®)).
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5.5.1 Construction de h,, 1

Soit a € U,,, alors par la définition de I’arbre 7@, la famille des variétés WU(Z)H ol Vi1
sont les noeuds de niveau m + 1 coincide avec la famille des composantes absolument
irréductibles des variétés ngn) ol v,, sont les noeuds du second type, de niveau m. Donc
le polynome h,(z)ﬂ ne doit pas s’annuler identiquement sur toutes les variétés Wv(,',? ol Uy,
sont les noeuds du second type, de niveau m.

La construction de h,,;; est basée sur le lemme 2.2.8 du chapitre 2 et le lemme
suivant [58] :

Lemme 5.5.1 Pour tout a € U,,, le nombre des noeuds v,, de niweau m de [’arbre (@)
est inférieur ou égale a d™.

Preuve. Pour tout 1 < m < n, les variétés Wﬁg} (les v, sont les noeuds, de niveau m)
sont des composantes de la variété V(hga), Ce hﬁfi)) (corollaire 5.2.3) alors leur nombre est
borné par deg V(h{™, ... @) < dm. O

Proposition 5.5.2 Soient N := (k — 1)d™ + 1 et ay,...an € H, N éléments non-nuls
de H distincts deux a deux. Pour tout a € U,,, il existe un polynome parmi h((fl), e ,h&%
ot pour tout 1 < s < N,

ha, = Z O‘gilfj

1<j<k

qui ne s’annule pas identiquement sur toutes les variétés WU(Z) ol v,, sont les noeuds du
second type, de niveau m.

Preuve. Sinon, par le lemme 5.5.1 et le principe de Dirichlet, il existe un noeud wv,,
du second type, de niveau m de T@ et k éléments Qs ...,0q, parmi o, ...,ay, tel

que h&i)l,...,h&i)k sannulent identiquement sur W.". Alors fl(“),..., f,ga) s’annulent

identiquement sur Wv(i) car ag,, ..., 0, sont deux a deux distincts, ceci en contradiction
avec le fait que v,, est du second type. O

Pour tout 1 < s < N, on pose
Uns ={a € Uy, hg’s) ne s’annule pas identiquement sur toutes les qu:?, U St}

et _
Um,s - Um,s \ U Um,s’

1<s’'<s

ol s.t est une abréviation de "second type”.
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Lemme 5.5.3 Les ensembles ﬁm,s (1 < s < N) forment une partition de U,,. Chaque
Un,s est un sous-ensemble constructible de Uy,. Les degrés des équations et des inéquations
qui le définissent par rapport a w (resp. Ty, ...,T;) sont bornés par

50(7") dO(mrd2 )

(resp. §O(T)d?(1)d2do(m””d2)). Leurs tailles binaires sont bornées par
(Ml + Mg)éo(r)dlo(l)dgdo(mrdQ).

Preuve. Par le lemme 2.2.8 du chapitre 2, ’ensemble constructible U, s est la réalisation
de la formule quantifiée définie sur le corps F'(t1,...,t,_m) par :

30, 6, has<1,Bl(C,9),...,Bn(0,9)>;&O, X(C) =0, ¢(C,0) =0

Ceci pour tous les noeuds v, du second type. Le nombre des atomes de cette formule est
borné par 3d™ (par le lemme 5.5.1), leurs degrés par rapport aux variables (C, ) (resp. u
et Ty, ...,T}) sont bornés par
5d0(md)

(resp. 60O d) et §O() g, dO(mrd))  Leurs tailles binaires sont bornées par (M; +
Mg)éo(r)dgdo(m’"d2) en tenant compte des expressions et des bornes sur les degrés de
X, ®, B, ..., B, donnés par les hypotheses de 'induction (voir section 4 ci-dessus). Ce
qui prouve le lemme en appliquant Ialgorithme d’élimination de quantificateurs de [24]
(voir le chapitre 2 aussi). O

5.5.2 Reéduction au cas paramétrique zéro-dimensionnel

On s’intéresse dans ce paragraphe aux variétés

Wi = Wi nv(ng)
= V@, o8, he) ¢ PYF)

pour tout noeud v,, de 7@ du second type et ceci pour tout a € ﬁms. Puisque
h&f? ne s’annule pas identiquement sur la variété absolument irréductible Wv(i) alors
dim(W(a) ) =n —m — 1 et la dimension de chaque composante W,Sfiz de Wl(,f;) est égale a

Um

n —m — 1 (Théoreme de la dimension de 'intersection [125, 112, 101, 31]).

Fixons un ensemble U,,,, le lemme suivant construit une base de transcendance
commune des corps des fonctions rationnelles de toutes les composantes Wl(u‘f,z :

Lemme 5.5.4 Sous les hypotheses et les notations ci-dessus, on peut produire une
partition finie de U,, s en (au plus) d°™ ensembles V. Pour chaque V, il eviste une
transformation linéaire inversible Zy, . .., Z, a coefficients dans H tel que pour tout a € V
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et pour tout noeud v,, du second type de T on a :

i) Les variétés Wq,(fj,z ne sont pas contenues dans l'hyperplan V (Zy).

. . . Znm_
ii) Les fonctions rationnelles t; := g—;,...,tn_m_l = ”Z—Oml forment une base de

transcendance commune de chaque composante Wéfir)b de W£Z3 )
Preuve. Soit a € ﬁmys, puisque deg(qufn)) < d™ (par I'inégalité de Bézout ), alors le
lemme 5.3.2 assure l'existence d'un élément (Zy, ..., Z,_m—1) € M = M, p_pm—14m+1 qui
vérifie
W NV (Zo, ..y Zoen) = 0.

Pour tout élément (Zy, ..., Z,_m-1) de M, on associe un sous-ensemble V de ﬁm,s défini
par :

V= {a € Uy, Wl(,fn) NV(Zo, ..., Zn-m-1) =0, pour tout v, s.t.}.

Ces ensembles forment une partition de ﬁmﬁs et vérifient les points i) et ii) ci-dessus par le

lemme 5.3.1 en complétant chaque Z, ..., Z,_,,_1 en une base Z, ..., Z, de 'espace de
formes linéaires en Yy, ..., Y, a coefficients dans H. O
On fixe un certain ensemble V du lemme 5.5.4 avec la base (Zy,...,Z,) correspon-

dante. On peut écrire ¥V comme intersection des ensembles suivants (pour tous les noeuds
Uy, du second type) :

Vy,, :=1a € ﬁm,s, Wl(,zl) NV(Zo,...s Zn-m—1) = 0}.

En exprimant Yj,...,Y, en fonction de cette base, on peut représenter chaque po-
lynome ; comme un élément de F(C,wy,...,u,)[Zy,...,Z,| et h,, comme un élément
de Fluy, ..., up, Zy, ..., Zy]. On fixe un certain noeud v,,, du second type et on considere
le corps F' := F(t1,...,tn_m_1). On définit un systeme algébrique paramétré S, par :

m

S . wj(Z07t1207"'7tnfmflzoaznfma'-~7zn) :O, 1 S] < N
O hay (Zoyt1 20y s tnem120y Ly - 5 Zn) = 0

Pour tout a € V, on note par ngfn) le systeme algébrique & coefficients dans F’ obtenu &
partir de S, par évaluation de ses équations en (c,a) ou ¢ est une racine de Y@ € F[C).
Ce systéme est zéro-dimensionnel dans P™1(F’) et n’a pas de solutions & I'infini par le
lemme 5.3.1. Par les hypotheses de I'induction, les degrés des équations de ce systeme par
rapport & u et par rapport a Ty,...,T; (resp. C et t1,...,t, 1) sont bornés par

d260(r)d0(mrd2)

(resp. 6dOmd) et dOm). Leurs tailles binaires sont < (M; 4+ My)dy6°dOmrd®)  Teurs
degrés par rapport & Zo, Zn_m, . - ., Zy sont < d°™ . Leur nombre est < d°mm)
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Théoreme 5.5.5 Sous les notations ci-dessus, il existe un algorithme qui partage chaque
ensemble V), en

(6ddy)"

ensembles constuctibles £ vérifiant :

1) Chaque &£ est donné par des équations et des inéquations dans Flu| de degrés
par rapport a u et par rapport a Ty, ..., T; bornés par

T,SdO(m2n)

> (ddy)

T.SdO(mzn)

Leurs tailles binaires sont bornées par (M + Mg)ldgéo”g)(ddl)

2) Pour chaque &, lalgorithme calcule des polynomes B, _p,..., B, € F'(C,u)[Z]
de degrés inférieurs ou €gale a dOm®) . [1 calcule aussi un polynome xo € F(u)[C] tel que

pour toute spécialisation des parameétres a € £, il existe ¢ € F, racine de Xga) qui vérifie :

- Aucun des dénominateurs des coefficients de Bp_pm, ..., B, ne s’annule en (c,a).
- Les degrés des coefficients de B, _,, ..., B, par rapport a u et par rapport a T1,...,T;
(resp. C et ty,... ty_m_1) sont bornés par

dQéO(rz)dO(m?’TQdQ)

(resp. 6dOm* ) e do(m2”)). Leurs tailles binaires sont bornées par (M; +
M2>d250(r2)d0(m3r2d2)

- L’ensemble de solutions du systeme Sf,f,? est divisé en (au plus) dOm*n)
classes S de solutions. Pour chaque classe S, [algorithme calcule un polynome
' € F(Coulty,...,th_m-1,7Z] tel qu'une représentation paramétrique des éléments
de S est donnée par

p“‘ c,a
(%) =B

(5) =5

Les degrés des coefficients de I et xo par rapport a u et par rapport a Ty, ..., T, (resp. C
et ty,...,tn_m—1) sont bornés par

3dO(m2n)

d250(r3)dr

m2n . . . ,
(resp. FOT) gr2d?m o qOm®n) ) - Lewrs tailles binaires sont bornées par (M +

M) dodO0) gra®m™
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Preuve. Pour tout a € V, . le systeme Sf,i? admet un nombre fini de solutions dans
P™+L(F7) et n’a pas de solutions & l'infini, alors I’algorithme du théoréme 3.5.3 du chapitre
3 permet d’obtenir une partition finie de V), en ensembles constructibles .A. Pour chaque A,
'algorithme calcule de polynomes A, B,,_,, ..., B, € F'(C,u)[Z]. Pour toute spécialisation
a € A, il existe ¢ € F, racine de @ tel qu’une représentation paramétrique de solutions
du systeme Sf}f,? est donnée par

p“ c,a
(%) =B

Alea) (n) =0, :
z.\" (c.0)
() =82
Les bornes sur les degrés et les tailles binaires des coefficients de B,,_,,, ..., B, ainsi que

celles de A (voir le point 2 du théoreme 5.5.5) se déduisent du théoreme 3.5.3 en tenant
compte de celles du systeme S, ci-dessus.
A

Ecrivons A sous la forme A = A—; ou

Al € F(Cau)[tla s 7tn7m717Z]7 A2 € F[tla s 7tnfmfl]

avec deg, (Ay) < §O0) O r*d) of deg,, 4 . z(A1) < dOm*n) - Appliquons I’algorithme
de factorisation absolue de polynomes paramétrés du chapitre 4 sur le polynome A; ou
les variables sont tq,...,t,_m_1,Z. Cet algorithme partage chaque A en un nombre fini
d’ensembles constructibles G.

Pour chaque G, Tlalgorithme calcule au plus do(m*n) polynomes G €
F(C,u)lt1,. .., th—m-1,Z] et un polynéme x; € F(u)[C]. Pour tout a € G, il existe
¢ € F racine de y\*) vérifiant :

Al = H G G est absolument irréductible.
G

Appliquons maintenant ’algorithme A2 du chapitre 2 pour calculer les p.g.c.d. pa-
ramétriques de y et y; dans F(u)[C]. Cet algorithme partage de nouveau chaque G en
un nombre fini d’ensembles constructibles £. Pour chaque &, 'algorithme calcule un
polynome yo € F(u)[C] tel que pour tout a € &£, le polynéme Xga) est un p.g.c.d. de y@
et \\* dans F[C).

Pour chaque polynéme G, prenons

I:= ¢ € F'(C,u)[Z]
Ay
Ces polynomes partagent 1’ensemble de solutions du systeme Séfn) au sens du point 2)
du théoreme 5.5.5. Le nombre totale des éléments de cette partition de V,  ainsi que les
bornes sur les degrés et les tailles binaires sont obtenus par le théoreme 3.5.3, la section 6
du chapitre 4 et 'algorithme A2 du chapitre 2. O
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5.5.3 Construction d’un point générique efficace paramétrique

de chaque composante W&Q

Fixons un ensemble constructible € du théoreme 5.5.5, pour chaque couple (c,a) € Fx&

)

A\ . a . N . ’ c’, 7
ol ¢ est une racine de Xé , on considere I’anneau suivant de coordonnés de la variété affine

W n {Zy #0} sur F :
A = FWE N {Z#0)]

_ F[Zl,...,Zn}/@fc’“)(l,zl,...,Zn),...,w](\?’“)(l,Zl,...,Zn),hgi)(l,Zl,...,Zn)>
Dans la suite nous allons établir une adaptation du lemme 2.5 de [58] au cas paramétrique

pour élaborer une correspondance bijective entre les composantes absolument irréductibles
Wi de W,Efn) et les classes (S,T'(“®) du systeme Sq(ffn) (lemme 5.5.8 ci-dessous). Celle-ci

m

permettra d’avoir un point générique efficace de chacune de ces composantes d’une maniere
uniforme (voir corollaire 5.5.9). Nous aurons besoin de deux lemmes suivants [125, 79).

Lemme 5.5.6 Il existe une correspondance bijective entre [’ensemble des composantes ab-
solument irréductibles de la variété ngi) et l’ensemble des idéaux premiers minimaux de
l’anneau A.

Considérons 1'ensemble multiplicatif P = F[Z),...,Z, 1] \ {0} C A. La localisation
P~'A de A en P est un anneau local, i.e, admet un seul idéal maximal.

Lemme 5.5.7 Les idéauzx premiers minimauz de 'anneaw P~*A sont de la forme P~1I
ou I est un idéal premier minimal de A qui n’intersecte pas P.

Lemme 5.5.8 Sous les notations ci-dessus, les trois ensembles suivants sont en bijection :

1) L’ensemble des composantes absolument irréductibles Wéff,)l de la wvariété WSZ),
i.e., Uensemble des fils w,, du noeud v, de Uarbre T'®.

2) L’ensemble de classes d’homomorphismes d’algébres PT'A — F' de méme noyauz sur
le corps F' = F(ty, ..., tn_m_1)-

8) L’ensemble des classes (S,I'®) du systéme S5 (voir théoréme 5.5. 5).

Preuve. 1) < 2) : Soit Wéﬁz une composante absolument irréductible de Wéf,? alors par

le lemme 5.5.6, l'idéal 1, := 1 (Wi’g) est un idéal premier minimal de A. Puisque [,,,,
n’intersecte pas P car Zy,...,Z,_n,_1 sont algébriquement indépendants dans 1’anneau

I fuizﬂ{Zo = 1}], alors par le lemme 5.5.7, P11, est un idéal premier minimal de P~ A.

Or P7!'A est une algebre de dimension finie sur F(tl, ceostp_m—1) car le systeme
55 admet un nombre fini de solutions dans P+ (F7), alors P11, est un idéal maximal

m
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de P7'A et F' c P'A/P7'I,, est une extension finie des corps. Alors il existe un

homomorphisme des corps o
PtA/P'L,, — F

qui envoie Z; en t; pour tout 1 < ¢ < n —m — 1. Donc on associe a W&‘Q la classe
d’homomorphismes de méme noyaux engendré par la composition de cet homomorphisme
avec la surjection canonique P~'A — P~1A/P7'],, .

Réciproquement, pour une classe d’homomorphismes, son noyau est un idéal maxi-
mal de P~'A, par le lemme 5.5.7 il est de la forme P~'J ol I est un idéal premier minimal
de A qui n’intersecte pas P, il lui correspond une composante absolument irréductible de
Wéfn) par le lemme 5.5.6.

2) < 3) : Soit 7: P7'A — F” une classe d’homomorphismes sur F’, le point
E=0,7Zpn_m)y---,7(Zy))

est une solution du systeme ng‘fn) alors il existe une certaine classe de solutions S avec son
polynome associé I'»® tel que & € S (théoreme 5.5.5). Donc il existe une racine 7 de
[« ¢ F'[Z] tels que les équations

T(Zn-m)? =B ()

r(Z)” =B )

nous donnent 1'égalité suivante :

on associe a 7 la classe (S, '(¢).

a)

m )

Reciproquement, soit (S,F(C’“)) une classe de solutions du systeme Sq()
suivante des corps (par le point 2 du théoréme 5.5.5) :

Fy) = F[(f’;om)p”, . <§_o>p]

ol 7] est une racine de e e F'[Z]et (&0 : &nm: ... 1 &) € S. Il existe un homomorphisme
de F'[n] dans F’, celui-ci peut-étre prolongé a un homomorphisme

on a l'égalité

U:ﬁ[ézgm,...,g—z] — I
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est purement inséparable. Puisque (& : & m @ ... @ &) est une solution du systeme Sl
alors il existe un homomorphisme d’algebre sur F” :

bm  bn
& e

Donc on associe I'homomorphisme o o 7 a cette classe de solutions. O

7r:P_1A—>F[

Corollaire 5.5.9 Sous les notations ci-dessus, on peut construire un point générique ef-
ficace pour chaque composante Wﬁz de la variété ngn) Les bornes sur les degrés et les
tailles binaires des expressions qui interviennent dans la représentation du point générique
efficace sont comme dans le théoréeme 5.2.5.

Preuve. Soit w,, un fils de v,,, par le lemme 5.5.8, on associe une classe (S,F(C’“)) de
solutions du systeme S»L(,fn) et un homomorphisme de F’-algebre

oc:P'A—F

de noyau P~'I, . Il existe donc un homomorphisme P~'A/P~'I, —— F’ ceci nous
donne 1’égalité

Fly) = F[o<zn,m)p“, . ,a(zn)p“]

olt 7 est une racine de I'®®_ D’ot1 I'isomorphisme de corps suivant qui définit un point
générique efficace de la composante Wéff,z :

T nl Zl Zn—m—l Zn—m ¥ Zn Pt -
I :F(—,..., ( ) (-) ) FW @),
TG 222 (T 7)) < Fove)

Cet isomorphisme est défini par les expressions suivantes :

z _
( Z_(1] — tl
Zn—m— _
(ca) PER IR
r c,a Znm ca
(), (Z—O) = 37(1—721(77)
p“ ‘ c,a
(&) =8
Les bornes sur les degrés et les tailles binaires de polynomes B,,_,,, ..., B, et I sont données

par le théoreme 5.5.5. O

118



5.5.4 Construction d’un systeme représentatif paramétrique de
chaque composante qu(:z

Fixons dans ce paragraphe un ensemble constructible £ du théoreme 5.5.5 et un fils
w,, du noeud v,,, de second type. Nous voulons dans ce paragraphe partager de nouveau
£ en un nombre fini d’ensembles constructibles. Pour chacun d’eux, nous calculons de
polynémes Wy,... W, € F(C,u)[Z,...,Z,] homogene en Z,...,Z, tels que leurs
spécialisations en (¢, a) définissent la variété Wéfﬁ pour toute valeur a des parametres dans
cet ensemble et ¢ une racine de Xg‘” (voir le lemme 5.5.12).

On associe au fils w,, un F-sous-espace vectoriel, noté €2, , de l'espace de tous les
polynomes homogenes de F|[Zy, ..., Z,| de degrés d™! par :

Q. ={9€F|Z,...,7Z,), homogene, deg(g)=d™"", g¢g=0 sur Wls)‘ir)b}

11 est évident que Wi C V() olt V(Q,,) C P"(F) est Pensemble des zéros communs
des polynomes de €2, . Pour montrer 1’égalité entre ces deux variétés, nous aurons besoin
du lemme suivant [66, 58] :

Lemme 5.5.10 Soient W, C Wa C P"(F) deux variétés projectives avec deg(W1) < d.
Alors il existe un polynome homogéne g € F|Zy, ..., Z,] de degré < d qui s’annule iden-
tiguement sur Wy. En plus, pour toute composante absolument irréductible W3 de Wy

qui n'est pas une composante absolument irréductible de Wy on a dim(W3 N V(g)) =

Proposition 5.5.11

Wi = V(Qu,,).
Preuve. Supposons que V' (€Q,,,) € W alors il existe un élément & € V(Qy,,) et € ¢ Wi
Appliquons le lemme 5.5.10 sur les deux variétés W, := Wlf,‘f,)L et Wy := Wéﬁz U{&}, puisque
deg(Wﬁz) < deg(qufn)) < d™*! alors il existe un polynéme g € €2, et par suite g(¢) = 0,
donc ¢ s’annule identiquement sur Wy et pour toute composante absolument irréductible
W3 de Wy, on a W3 NV (g) = W3, ceci est une contradiction avec le lemme 5.5.10. O

Lemme 5.5.12 Sous les hypotheses ci-dessus, il existe un algorithme qui partage € en (au
plus) dOm*n®) ensembles constructibles U. Pour chaque U, l’algorithme calcule un systeme
représentatif paramétrique Uy, ...,V € F(C,u)[Z,...,Zy) de Wy, . Les bornes sur les
degrés et les tailles binaires de ces polynomes sont comme dans le théoreme 5.2.5.
Preuve. Soit (c,a) € F x £ ol ¢ est une racine de Xg"“’, la proposition 5.5.11 montre que
si {g1,...,9m} est une base de Q, alors

ng)iz - V(glamgM)
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ou
n _|_ dm+1

M = dlmf(me) S (
n

Remarquons que par le lemme 2.2.8 du chapitre 2, un polynome g € F[Z,...,Z,], de
degré d™*! est un élément de Q,, . si et seulement si

L \ P* Za \ P! —
g<17t17"->tnm17 (TO) g ooy (70> ) =0 dans F(tly-'-atnfmflﬂn]

Zt

pH
Zo) sont données par l'isomorphisme du

ou les expressions des fonctions rationnelles (

preuve du corollaire 5.5.9 qui définit un point générique efficace de Wéffz

Cette équation définit un systeme linéaire homogene paramétré obtenu en mettant

tous ses coefficients en ty,...,t, ,,_1,n égaux a zéros. Le degré de cette équations par
rapport a ty,...,th_m_1,n est < dO(WZ”), alors le nombre d’équations de ce systeme est
borné par

(dO(m2n))(n—m) < dO(anQ)
Les inconnues de ce systeme sont les coefficients de g, leur nombre est

(n + dmtt

n

Les degrés des équations de ce systéme par rapport a u et par rapport a 71,...,7; (resp.

C') sont bornés par
d250(r2)d0(m3r2d2)

(resp. 0d°U™ D) (voir théoreme 5.5.5). Grace au lemme 5.5.10, ce systeme vérifie la
propriété suivante :

Pour tout a € &, il existe ¢ € F racine de Xé“) € F[C] tel que le systéme ho-

mogene a coefficients dans F' obtenu apres évaluation des variables C' et u en ¢ et a
respectivement admet une solution non triviale.

On applique D'algorithme de Gauss paramétrique du chapitre 2 sur ce systeme, ce
qui permet de décomposer £ en (au plus) dO(m*n*) engembles constructibles U vérifiant :

- Les degrés des équations et des inéquations de chaque U par rapport a u et par
rapport a 11, ...,T; sont bornés par

d2 5O(T2)do (m3r2d?) ]

- Pour chaque U, lalgorithme calcule des polynomes Uy,..., Wy, € F(C,u)[Z,..., Zy)
qui vérifient :

120



1) dego(¥;) < 6dOmD, deg,(W;) < 69UNAOMTE) et degp 4, (W) <
dgéo(’j)do(mwd% pour tout 1 < j < M.

2) Pour tout a € U, il existe ¢ € F racine de Xga) € F[C] tels que :

- Aucun des dénominateurs de Uy, ..., Uy, ne s’annule en (¢, a).
- Les vecteurs des coefficents de \Ifﬁ‘*“), o \Ifg\cf) € F[Zy,...,7,] forment une base

de I'espace (1, de solutions du systeme homogene correspondant. Ceci est équivalent a
dire par la proposition 5.5.11 que

W = v L we?) c Pr(F).O

5.6 Analyse de la complexité totale de I’algorithme
du théoreme 5.2.5

Le nombre totale d’éléments de cette partition finie de 'espace des parametres ainsi
que les bornes sur leurs degrés et leurs tailles binaires double-exponentielle (en n) (voir
théoreme 5.2.5) s’obtiennent des hypotheses de I'induction (section 4), du lemme 5.5.3,
lemme 5.5.4, théoreme 5.5.5 et du lemme 5.5.12.

Nous analysons la complexité de I'étape m + 1 de l'induction, en effet, la complexité de
la construction des N' = (k — 1)d™ + 1 ensembles U,, s est juste celle de 'algorithme
d’élimination de quantificateurs de [24] appliqué sur la formule décrite dans la preuve du
lemme 5.5.3, elle est donc bornée par

<5d1d2>0(r2l)d0(mrzld2) )

La complexité du calcul de tous les ensembles constuctibles £ du théoreme 5.5.5
est déterminée par celles de l'algorithme de résolution de systemes paramétrés zéro-
dimensionnels du chapitre 3 sur le systeme S, définis ci-dessus et de l'algorithme de
factorisation absolue de polynomes paramétrés du chapitre 4. En tenant compte des bornes
établies dans la preuve du théoreme 5.5.5 sur les degrés et les tailles binaires des entrées
de ces algorithmes, cette complexité est donnée par

4ldO(m2n)

((Sd] dQ)O(r4l)dr
Cette borne est doublement exponentielle en m?n vu que celle de 1'algorithme de factori-

sation absolue de polynomes paramétrés du paragraphe 6 du chapitre 4 est exponentielle
en le degré du polynome a factoriser (ici ce degré est do(m%)).
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D’otu la complexité de I’étape m + 1 de l'algorithme est bornée par
(8 )OO 1a% .
en tant que nombre d’opérations dans H. Sa complexité binaire est
(p M1 My)OW (3 dy) 0D gr 14

Remarque 5.6.1 Le passage de [’étape m a l’étape m + 1 entraine un passage des bornes
(sur les degrés et sur le nombre des ensembles constructibles) exponentielles aux celles
doublement exponentielles. Vu cette croissance on peut penser que puisqu’on a n étapes
a parcourtr pendant l'induction pour décrire toutes les variétés absolument wrréductibles
associées aux noeuds des arbres T, les bornes deviennent n- fois exponentielles en n a la
derniere étape de linduction. En fait, ceci n’arrive pas parce que dans chaque étape de [’in-
duction, le degré du polynéme paramétré Ay a factoriser (voir la prewve du théoréme 5.5.5)
reste toujours borné par d°™™ . Donc toutes les bornes de la sortie de ’algorithme sont
doublement exponentielles en n. De méme, la complexité totale de [’algorithme est

(8 )OO 1%,
en tant que nombre d’opérations dans H. Sa complexité binaire est

4 4 n3
(pMy M2)P D (5d,dy) D grta®™

5.7 Description des composantes des variétés V(@

Revenons maintenant a la description des composantes absolument irréductibles des
variétés V(@ = V/( l(a), NN ]ga) ) d’une maniere uniforme sur les valeurs des parametres.

Par la proposition 5.2.4, ces composantes sont parmi les variétés W,Si) associées aux noeuds
Uy, des arbres des composantes T@ (i.e., les feuilles de T@).

Corollaire 5.7.1 Chaque élément U de la partition finie de ’espace des parameétres en
ensembles constructibles du théoreme 5.2.5 vérifie :

- Le nombre des composantes absolument irréductibles est constant sur U, i.e., pour
tout a,b € U, le nombre des composantes absolument irréductibles de la variété V(@ est
égale o celui de V.

- Chaque composante absolument irréductible W@ de V@ est donné par un point
générique efficace paramétrique et un systeme représentatif paramétrique. Les
bornes sur les degrés et les tailles binaires des expressions qui interviennent dans leurs
représentations sont comme dans le théoreme 5.2.5.

Preuve. Par le lemme 2.2.8 du chapitre 2, on peut vérifier si une variété WIEZ) de I'arbre
T@ donnée par un point générique efficace, est une composante de V(¥ . Les autres points
de ce corollaire se déduisent du théoreme 5.2.5. O
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Chapitre 6

Appendice
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6.1 Notions de complexité

Nous utilisons deux sortes de complexité, la complexité algébrique comme étant le
nombre d’opérations élémentaires dans le corps de base F et la complexité binaire en
tenant compte de la représentation des éléments de F' (voir aussi [118]).

6.1.1 Complexité binaire

Définition 6.1.1 1) La longueur d’un élément a € F,m est égale a log, p™.

2) Soit a € Z\ {0}, si a = (=1)"3cic, @2" est la représentation binaire de a
avec a, =1, a; € {0,1} alors la longueur (taille binaire) de a, notée l(a) est définie par :

l(a)=n+1=|log,lal] +1 <logyla|+1, 1(0)=1
ot | x| est la partie entiére de x.

3) La longueur (taille binaire) d’un polynome f € Z[Xi,...,X,], notée I(f), est le
mazimum des longueurs (tailles binaires) de ses coefficients dans Z.

Proposition 6.1.2 (Propriétés des tailles binaires)

i) Sia,b € Z\ {0} alors
l(a+b) <max{l(a),l(b)}

et
I(a) + 1(b) — 1 < I(ab) < U(a) + (D)

i) Si f,g € Z[X1,...,X,) alors I(f + g) <max {I(f),l(g)} +1 et I(fg) <I(f)+1(g9) + 1.
6.1.2 Symboles de complexité
Définition 6.1.3 Soient f(k) et g(k) deux fonctions positives.

1) On dit que f(k) est un O(g(k)) (ou bien f(k) = O(g(k))) s’il existe une constante
¢ >0 et un élément ko tels que pour tout k > ko on ait f(k) < cg(k).

2) On dit que f(k) est un Q(g(k)) (ou bien f(k) = Q(g(k))) s’il existe une constante ¢ > 0
et un élément ko tels que pour tout k > ko on ait f(k) > cg(k).

3) On dit que f(k) est un ©(g(k)) (ou bien f(k) = ©O(g(k))) si et seulement si
f(k) = O(g(k)) et f(k) = Q(g(k)).

4) On dit que f(k) est un o(g(k)) (ou bien f(k) = o(g(k))) si pour tout e > 0 il
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existe un élément ko tel que pour tout k > ko on ait f(k) < eg(k). Ceci est équivalent a

que
m @ =0
k—+o00 g(k) .

5) On dit que f(k) est un w(g(k)) (ou bien f(k) = w(g(k))) si pour tout € > 0 il existe un
élément kqy tel que pour tout k > ko on ait f(k) > eg(k). Ceci est équivalent a que

Définition 6.1.4 1) Un algorithme est dit polynomial (i.e., effectuant un calcul dans un
temps polynomial) si sa complexité (i.e., temps d’exécution) est de la forme KO o k est
la taille de son entrée.

O(k)

2) Un algorithme est dit exponentiel si sa complexité est un e ou k est la taille

de son entrée.

8) Un algorithme est dit sous-exponentiel si sa complexité est un O(e/®)) ou f(k)

est un o(k) et k est la taille de son entrée. Par exemple, f(k) = m.

6.1.3 Complexité d’évaluation des polynomes multivariés

La complexité d’évaluation d’un polynome multivarié est donnée par le lemme suivant :

Lemme 6.1.5 Soit h € F[Xy,...,X,] un polynome non nul de degré < d et (ty,...,t,) €
F™. Alors ’évaluation de h en (ti,...,t,) (i.e., le calcul de h(ty,...,t,)) se fait avec
(”:d) < (d + 1)™ opérations élémentaires dans F. St F = 7Z et l(h),l(t;) < M pour
tout 1 < i < n alors la taille binaire de h(ty, ..., t,) est

U(A(t,. ... tn)) < (M +1)d.

6.2 Algebre linéaire

Nous rassemblons dans cette section quelques lemmes (voir [118, 8]) qui sont utilisés
dans les chapitres précédents.

Soit F[X,...,X,]<q le F-sous-espace de F[Xj,...,X,] formé par les polynomes de
degré total borné par d. Le lemme suivant montre que F[Xy,..., X,]<q est de dimension
finie sur F' et calcule sa dimension.

Lemme 6.2.1 Le nombre des monomes de F[Xy,...,X,| de degré < d est (”Zd) < (d+
)"
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Corollaire 6.2.2 Le nombre des monémes de F[Xy, ..., X,] de degré d est ("*7).

Lemme 6.2.3 Soit A une matrice carré d’ordre m a coefficients dans F[X,...,X,] de
degré borné par d. Soit D = det(A) € F[Xq,...,X,]. Alors

deg(D) < md.

6.3 Théorie combinatoire

6.3.1 Partitions des entiers

Définition 6.3.1 Soit d un entier non nul. Une partition de d est une famille {dy, ..., ds}
d’entiers qui vérifient :
d:d1_|_..._|_ds7 dlZ"'st-

On note par pt(d) l'ensemble des partitions de d.

Lemme 6.3.2 Pour tout entier naturel d, le nombre d’éléments de pt(d) est borné par
4+t

Preuve. Le nombre d’éléments de pt(d) est borné par

Z(d—ljs—l) < Z<d_1>s

2<s<d 2<s<d
d-—1)"' -1 2
d—1
< 4O

Une meilleure borne sur le nombre d’éléments de pt(d) est donnée dans [3], & savoir 24¢.

6.3.2 Principe de Dirichlet

Rappelons ici un principe de la théorie combinatoire appelé le principe de Dirichlet,
qui est énoncé par le mathématicien allemand Dirichlet en 1842 de la fagon suivante :

Si n éléments sont distribués dans m ensembles et si m est strictement inférieur a
n, alors il y a au moins un ensemble qui re¢oit au moins deux éléments.

Une autre forme de ce principe s’énonce ainsi : si n éléments sont distribués dans n

ensembles sans qu’il y en ait deux dans un méme ensemble, alors chaque ensemble contient
exactement un élément.

126



6.4 Variétés projectives

Soit F' un corps commutatif et K une extension de F. L’espace P" = P"(K) := (K™ \
{0})/ « est appelé I'espace projective n-dimensionnelle sur le corps K ot « est la relation
d’équivalence définie par :

(0 -y xn) (Yo, -5 Yn) <= IA € K\ {0}, (zo,---,T0n) = AY0s---,Un)

Pour un élément (o, ..., z,) € K"\ {0}, sa classe d’équivalence modulo - est notée par
(o :...:2p), le.,

(o oo impn) = { M@0, ..., xn), A € K\ {0}}.

Définition 6.4.1 Un polynome f € F[Xo, ..., X,] est dit homogéne de degré d si tous ses
monomes ont le méme degré d.

Proposition 6.4.2 Tout polynéme g € F[Xo,...,X,] s’écrit d’une maniére unique sous
la forme
9= Z 9i
0<i<d

ot d = deg(g) est le degré total de g et g; € F[Xo,...,X,]| est homogéne de degré i pour
tout 0 <7 < d. Les polynomes g; sont appelés les composantes homogéenes de g.

Proposition 6.4.3 Soit f € F[Xy,...,X,] un polynéme homogéne et a = (ag : ... :
a,) € P"(K). Si f s’annule en (aq,...,a,) alors f s’annule en A (ao,...,a,) pour tout

A e K\ {0}.

Preuve. Il suffit de remarquer que f(AXoy,..., X,) = Mf(Xo,...,X,) pour tout \ €
K\ {0} ou d=deg(f). O

Définition 6.4.4 Soient fi,..., fr € F[Xo,...,X,]| de polynémes homogénes. L’ensemble
Vic(fi,-- fx) ={(ap: ... a,) € PK), fi(ag,...,a,) =0, pour toutl <i < k}
est appelé une F-variété projective de P"(K) définie par fi, ..., fx.

Définition 6.4.5 Un idéal I de F|Xy,...,X,] est dit homogéne si pour tout g € I, ses
composantes homogenes sont aussi dans I.

Théoréme 6.4.6 Soit I un idéal de F|[Xo,...,X,]. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

i) I est un idéal homogeéne de F[Xy,...,X,].

i) I = (f1,..., fx) ot f1,..., fx sont de polynomes homogénes de F[Xy,. .., X,].
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Corollaire 6.4.7 Soit I un idéal homogéne de F[Xy,...,X,]. L’ensemble
Vk(I) :={a € P"(K), f(a) = 0pour tout f € I}
est une F-variété projective.

Proposition 6.4.8 Soit V' C P"(K) une F-variété projective et Ip(V') l'ensemble défini
par
Ip(V):={f € F[Xo,...,Xy], f(a) = 0pour touta € V'}.

Si K est un corps infini alors Ir(V) est un idéal homogéne de F[Xy, ..., X,].
Définition 6.4.9 Une F-variété projective V. C K™ est dite irréductible sur F' si V ne

peut pas étre décomposée en union de deux F-variétés propres i.e., si V =V UV, ou V4
et Vo sont deux F-variétés alors Vi =V ou Vo =V.

Définition 6.4.10 Une F-variétée V..C K™ est dite absolument irréductible si elle est
irréductible sur F'.

Théoréme 6.4.11 Toute variété projective V. C P"(K) s’écrit d’une maniére unique sous
la forme :
V=Wu---uV,

ot Vi est une variété projective irréductible avec V; € V; pour tout i # j. Les variétés
Vi,..., Vi, sont appelées les composantes irréductibles de V.

6.4.1 Dimension

Dans la littérature, on trouve plusieurs définitions équivalentes de la dimension, notée
dim V', d’une variété algébrique V. Nous illustrons dans ce paragraphe une telle définition.
1- Indépendance algébrique :

Tout au long de ce paragraphe E désigne une extension de F'.

Définition 6.4.12 Des éléments ay,...,q, € E sont dits algébriquement indépendants
sur F sl n’existe pas un polynome non nul a r variables et a coefficients dans F qui
s’annule en (oq, ..., o) € E".

Définition 6.4.13 FE est dite une extension purement transcendante de F s’il existe une
famille finie oo, ..., q, d’éléments de E, algébriquement indépendants sur F' tel que E =
Flag,...,a;).

Proposition 6.4.14 Soit aq,...,«, € E algébriguement indépendants sur F et a € E.

Alors aq, ..., ., a sont algébriguement indépendants sur F' si et seulement si a est trans-
cendant sur F(aq, ..., a;).
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Définition 6.4.15 Une famille B = {ay,...,a,} d’éléments de E est une base de
transcendance de extension E/F si et seulement si :

i) a1, ..., . sont algébriquement indépendants sur F.

i) B est mazimale avec la propriété i), i.e., B n'est pas strictement contenue dans
aucune famille B d’éléments de E, algébriquement indépendants sur F.

Corollaire 6.4.16 Soit B = {«ay,...,a.} C E tel que aq,..., . sont algébriquement
indépendants sur F'. Alors B est une base de transcendance de E/F si et seulement si E
est une extension algébrique de F(aq, ..., ;).

Théoréme 6.4.17 i) Ils existent des bases de transcendance de ’extension E/F.

i1) Deuz bases de transcendance de E/F ont le méme cardinal.

Définition 6.4.18 Le cardinal commun de toutes les bases de transcendance de E/F est
appelé le degré de transcendance de E/F, noté degtrpE.

Proposition 6.4.19 E est une extension algébrique de F' si et seulement st degtrpFE = 0.
Théoréme 6.4.20 Soit F' C E C L une suite d’extensions. Alors
degtrpL = degtrgl + degtrpE.

2- Dimension d’une variété irréductible :

Soit V' une F-variété affine de F", irréductible sur F'. Le corps des fonctions rationnelles
F (V) est une extension de F'.

Définition 6.4.21 La dimension de V', notée dimV, est le degré de transcendance de
F(V)/F, i.e., dimV est le nombre mazimal d’éléments de F(V') qui sont algébriquement
indépendants sur F.

Définition 6.4.22 Si V' est une F-variété de F™, dimV est le maximum des dimensions
des composantes irréductibles de V.

Définition 6.4.23 La codimension d’une variété algébrique V', notée codimV , est égale a
n—dimV.

Proposition 6.4.24 1) Soit V| et Vo deux variétés algébriques. Si Vi C Vi alors
dim V; < dim V5.

2) Si F est algébriquement clos et f € F[Xo,...,X,] un polynéme homogéne non-
constant. Alors dim V' (f) =n — 1.
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Théoréme 6.4.25 (Théoréme de la dimension de l’intersection)
Supposons que F est algébriquement clos et fi,..., fr € F[Xo,...,Xn] de polynomes ho-
mogénes. Alors dim V' (fy,..., fx) > n —k.

Proposition 6.4.26 Soit V' une variété algébrique.
1) V' est un ensemble fini si et seulement si dim'V = 0.

2)V =10 si et seulement si dimV = —1.

Théoréme 6.4.27 Supposons que F' est algébriquement clos et V. C P™(F) une variété
irréductible sur F'. Soit f € F[Xy,...,X,] un polynéme homogéne qui ne s’annule pas sur
V' alors dim(V NV (f)) = dimV — 1 et la dimension de chaque composante de la variété
VAV(f) est dimV — 1.

3- Base de transcendance d’une variété algébrique :

Définition 6.4.28 Une base de transcendance d’une variété V définie et irréductible sur
F' est une base de transcendance de son corps des fonctions rationnelles F(V') sur F'.

Soit V. = V(I) C P"(K) une variété projective définie par l'idéal homogene
I=(q1,...,9s) C F[Xo,...,X,], de codimension m.

Les bases de Grobner permettent de calculer la dimension de V et éventuellement
de calculer une base de transcendance :

Des variables Xj,...,X; sont algébriquement indépendantes sur F' si et seulement
si I NF[Xo,...,X;] = {0}. Cette derniere condition peut-étre tester par un calcul d’une
base de Grobner G de I en respectant 'ordre lexicographique Xy > --- > X; > --- > X,
parce que G N F[Xy, ..., X;] est une base de Grobner de I N F[Xo, ..., X;] (voir [31, 98]).

6.4.2 Degré

Définition 6.4.29 Soit V une variété affine et irréductible, de dimension r. Le degré
(géométrique) de V', noté deg(V), est défini par (voir [66])

deg(V) = sup{tVNLiN---NL.; Ly,...,L. hyperplans etV N Ly N---N L, est fini}
= sup{V N H; H sous espace de F" de dimensionn —r,V N H est fini}.

Définition 6.4.30 Soit V une variété affine. Le degré de V' est la somme de degrés de ses
composantes irréductibles.

Théoréme 6.4.31 (Inégalité de Bézout [66, 15, 125, 112, 31]. Soient Vi et V, deux
varietés algébriques, une borne supérieure du degré de Vi NV, est donnée par

deg(V1 NV2) < deg(V1) deg(V2).
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