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INTRODUCTION

Ce travail cherche & contribuer a 1'analyse statistique de certaines
mesures gaussiennes sur des espaces fonctionnels de dimension infinie
(généralement des espaces de Banach) en ce qui concerne ses fondements
et ses applications. Nous donnons ici une présentation unifiée de travaux
déja publiés ou acceptés pour publication. L'essentiel de la premiére par-
tie de ce travail est consacré & certains problémes d'estimation et de test
de la moyenne d'un processus gaussien dont une traject‘oir‘é est observée,
Les résultats obtenus nous ont permis de proposer une ééﬁéralisatlon de
l'analyse de la variance dans le cas de facteurs a variation continue et
de traiter certaines applications. La derniére partie regroupe des résultats
permettant 1'évaluation numérique des régions critiques.des' tests présentés.
Nous renvoyons le lecteur aux articles correspondants pour une étude dé-

tailiée et les démonstrations.

Depuis longtemps des statisticiens se sont intéreséés a I'étude
statistique des processus aléatoires gaussiens et plus particuliérement aux
problémes d'estimation de la moyenne de ces proceésus. Une solution gé-
nérale du probléme d'existence d'estimateurs linéaires de laf moyenne fut
donnée par U, GRENANDER ({26 a]l, [26Db]) ! il avait aussi envisagé
([26b]) le calcul effectif de ces estimateurs pour certains processus
stochastiques. L'outil principal utilisé alors parf GRENANDER était une
représentation en série orthogonale des processus en question, dite repré-
sentation de Karhunen-Loéve. La théorie des espaces autoreproduisants fut
pour la premiére fois appliquée dans les problémes d'estimation par
E. PARZEN ([32]), qui fournit 'des estimations basées sur une discrétisa-
tion de la trajectoire observée du processus. Plus tard, Y.V. ROZANOV
([451]1) clarifiat le role des espaces autoreproduisants dans les problémes
d'estimation linéaire de la moyenne d'un processus gaussien et en donnait
une représentation géométrique (développée également par T. KAILATH

([30a]). En grande partie ces travaux ont en commun 1'étude des problémes



de statistigue issus d'observations de processus gaussiens dont le paramé-
trage est de dimension finie. Les solutions qui vy sént proposées se prétent
mal au calcul pratique. Nous appuyant sur certains résultats sur les espaces
de Wiener abstraits selon L. GROSS ([29]), dans le premier chapitre de

ce travail nous formulons nos résultats dans l'esprit de la statistique mathé-
matique infinidimensionnelle introduite par J.L. SOLER ([50]). Ce premier
chapitre regroupe les résultats de deux articles ([3], [4]) et il développe
des méthodes d'estimation et de test de la moyenne de fonction aléatoires
gaussiennes en les présentant comme des généralisations naturelles des

méthodes classiques d'analyse multidimensionnelle,

Un article ([6]) & paraftre en 1984 et une note aux Comptes
Rendus de l'Académie- des Sciences de Paris ([5]) constituent le deuxiéme
chapitre. La théorie des produits tensoriels d'espaces de Wiener abstraits
et les résultats de 8. CHtVET ({16]) et de R. CARMONA ([13]) sur ces
produits tensoriels sont utilisés pour présepter une généralisation de l'ana-
lyse de la variance de la moyenne d'un processus gaussien lorsque l'en-
semble des niveaux des facteurs est quelconque. Les tests d'hypothéses
linéaires du chapitre I fournissent alors une solution satisfaisante au

probléme de l'analyse de la variance.

Le troisiéme chapitre est consacré a l'amélioratyion de certains
travaux de J.B. WALSH ([5A]) sur un modéle probabiliste de :la décharge
électrique d'un neurone. Le formalisme des chapitres précédents conduit
a la définition d'un processus d'Ornstein-Uhlenbeck en dimension infinie.
Certains résultats de R. CARMONA et A, KLEIN ([15]) permettent de
donner de nouvelles propriétés de ce processus. Sa covariance n'est plus
un produit direct de covariances ef les hypothéses du chapitre Il sous
lesquelles l'analyse de la variance a été développée ne sont pas satisfai-
tes. Néanmoins les idées essentielles sont adaptées grace a une représen-
tation de l'espace autoreproduisant du processus d'Ornstein-Uhlenbeck en

intégrale hilbertienne de produits tensoriels d'espaces autoreproduisants.

Les résultats de ce chapitre ont fait 1'objet d'une publication ([7]).



Dans le dernier chapitre nous nous intéressons au calcul effectif
des régions critiques des tests quadratiques utilisés dans les chapitres
précédents., Nous y présentons les résultats d'un rapport de recherche
([9]) sur les formes quadratiques de processus gaussiens.,.

Aprés avoir passé en revue la plupart des méthodes d'évaluation exacte

ou approchée des fonctions de répértition des statistiques utilisées nous
nous contentons de réaliser' ce calcul pour les tests qui impliquent le mou-
vement brownien. En effet un résultat, ayant un intéréet indépendant, paru
dans une note aux Comptes Rendus ([8]), fournit une méthode assez géné-
rale de transformation d'un processus gaussien a covari‘a‘nceiconnue en un
processus de Wiener & valeurs vectorielles. En annexe a ce chapitre les

méthodes des chapitres précédents sont illustrées par dés simulations et

quelques tables statistiques des applications envisagées sont données.

D‘une maniére générale ce travail tente de donner un nouvel
éclairage sur certains problémes de décision sur les stkuctures statistiques
infinidimensionnelles. Les outils d'analyse utilisés permettent d'obtenir des
réponses satisfalsantes & ces problémes et de mener & bien certaines appli-

cations.






CHAPITRE 1

PROBLEMES DE DECISION SUR STRUCTURES STATISTIQUES GAUSSIENNES

DE DIMENSION INFINIE A MOYENNE INCONNUE

Nous résumons dans ce chapitre les principaux résultats de [3]
et [4] . Une extension en dimension infinie de la théori%a de l'estimation
et des tests d'hypothéses linéaires sur. la moyenne d'un processus gaussien
est donnée et une méthode d'estimation de la dimension de j’certains espa-
ces gaussiens est proposée. Nous rappelons briévement les.y,problémes po-
sés et nous les situons dans le contexte de la théorie des structures

statistiques infinidimensionnelles.

Les résultats préliminaires utiles pour la suite ainsi que les no-
tations qui seront va}ables tout au l{)ng de ce mémoire sont regroupés
dans le premier paragraphe. Les résultats sont énoncés sous forme de
.proposttion dans les paragraphes suivants. Le dernier paragraphe est cocn-

sacré a des exemples illustratifs. &

Nous observons une fonction aléatoire g;‘aussienne réelle (Xt)t €T
a trajectoires continues de variance connue Q sur T XT et de moyenne

inconnue m .

La structure statistique associée A cette observation est
]

(e, s(c) , [NC(T)(m.Q) imew < u(Q) })

od C(T) désigne l'espace des fonctions numériques continues sur l'espa-

ce topologique T .

L'ensemble © traduit une hypothése a priori sur la moyenne



inconnue m , la condition ©C H(Q) rendant la structure statistique do-
minée. Souvent ® sera un sous-ensemble de ¥(Q) contenant un sous-
espace vectoriel de ¥H(Q) . Nous obtenons alors des tests d'hypothéses

linéaires sur m , c'est-a-dire des tests de l'hypothése "m €V" contre

“m 4&V" pour certains sous-espaces V contenus dans © .

Dans le cas o T est un ensemble fini le test fait intervenir
une forme quadratique de l'estimateur xV de la moyenne mV . brojection
orthogonale de l'observation x (resp. de m) sur un sous-espace vectoriel
V  contenu dans ® . Lorsque T est infini, I'espace autoreproduisant
h(Q). est de mesure nulle pour N(0,Q) dés qu'il est de dimension infinie
et donc l'observation x ne saurait &tre projetée sur un sous-espace vec-
toriel de M (Q) . Néanmoins, dans [3], nous avons conservé 1'idée de
projection et nous avons proposé une solution satisfaisante du probléme,
solution qui d'une part est adaptée au calcul et qui d'autre ‘part permet

de faire les liens avec les résultats existants sur 1'estimation de formes

linéaires de m obtenus par E. PARZEN ([38]) et Y.V. ROZANOV ([451).

En général la dimension des sous-espaces V est inconnue. Nous
proposons une méthode d'estimation de cette dimension et nous étudions

ses propriétés asymptotiques.

§1. NOTATIONS - PRELIMINAIRES.

Sauf mention explicite du contraire tous les éléments aléatoires
considérés seront définis sur le méme espace probabilisé complet
(Q,a, Pr) . Si B eit un espace de Banach réel séparable, nous notons
. HB sa norme, B% son dual topologique et (.,.) la forme *bilinéaire
canonique mettant B et B en dualité séparante (i.e si f €B et
x €B , f(x) sera noté (f,x)) . Tout opérateur linéaire continu et idempo-
tant sur B sera un projecteur dans B et I désignera l'opérateur iden-

B
tité de B . Dans la suite Y sera une mesure de probabilité sur la tribu



borélienne § de B de carré fortement intégrable et centrée, c'est-3-
dire telle que j “x“z du(x) < +« et f x du(x) =0 .
B B
Comnie la mesure p est de carré fortement intégrable, 1'intégrale

de Bochner J’ fly) v duly) est parfaitement définie pour tout f dans

B
LZ(B, B, u) et définit un élément de B . Soit S 1'opérateur linéaire de

LZ(B,ﬁ,p) dans B défini par

St= [ Hyly duly) .
B

172
Nous avons (cf.[32]) : ||Sf|| = ( j’ “y“z du(y)) nEN 9 (1)
B B , L

2
et par conséquent S est continu. En identifiant L (B, &, p) a son dual,

k3
il est possible de définir l'opérateur adjoint S de S selon

(s x £y, = (x50 = | x"() Hy) duly)
LZ B

pour toute f eLZ(B,p) et tout x*é B* . Il est clair que S* n'‘est autre

que l'application qui 3 tout élément de B* associe:sa classe d'équivalence

dans LZ(B,a,u) . Nous noterons H la fermeture dans LZ(B,p) de

SI(B*) i nous obtenons bien entendu un espace de Hilbert sf"éparable. De

plus Ker 8 = H* et Im S = S(H) . En effet Sf=0 équivaut a (x ,Sf)=0.

pour tout x  de B* , donc a f&S*(B*)J’ = Hf, i suffit.‘iensuite de

décomposer L2 en L2 = H éh‘Hl pour voir que Im S = S(H) . Nous

poserons S(H) = ¥ et nous désignerons par l'application de H sur

np restriction de pS & H ..Il est clair que § est bijective.

Ainsi ¥ est en correspondancg bijective linéaire avec l'espace de Hilbert

H , de :orte qu'on peut transporter la structure hilbertienne de H sur

l'espace u“ . De plus avec l'inégalité (1) l'inclusion naturelle cie H dans

B , notée j , est continue et compacte (cf. [32]). En notant j 1'opérateur

S o S* de B* dans ¥ le mécanisme des applications introduites se ré

sument avec le diagramm: sujvant :

*
B —mm 4§ &——» B

*
i L



et permettront de résoudre certains des problédmes de statistique que nous
avons envisagé. A
*® . x .
Si {ei , iz1} est une famille de B telle que -{8 (ei), iz1}
. b3 A
soit une base orthonormée de H alors {j (ei )}, izl1} est une base

orthonormée de hp . Pour tout entier nz1 nous noterons

(ex, x) e

'.'K k3
K Ko ek—J](ek),X&B

W
T -]

T {x) =
n

L'opérateur linéaire et continu de B dans B ainsi défini-est idempotant :
c'est un projecteur. Sa restriction 3 Zﬁ“ est la projection orthogonale sur

le sous-espace vectoriel hn de }‘«p engendré par {ei, i=T,n1} .

Dans la suite W sera supposée gaussienne centrée (la condition

J \‘,x\\z du(x) <+ est alors satisfaite). L'espace de Hilbert hu est

B
alors l'espace autoreproduisant associé au noyau de covariance KH de U

défini par

K * ) L * *
Kp(x 5y ) = f x (z) y (z)du(z) (x ,y ) €B XxB .
5 .

Dans le cas gaussien nous avons p(up) =0 et p'(FH) =1

De plus la suite des projecteurs (7 ) converge fortement vers 1'iden-

nnzl
tité IB M- presque sQrement. Le triplet (j, llp,B) est ainsi un espace
de Wiener abstrait (cf.[29]) dans le sens ou j transforme la mesure
cylindrique gaussienne canonique de hu en une vraie mesure sur B .

d savoir la mesure gaussienne W .

k3 x
Le plongement jj de B dans B avyant un ro6le important dans

les applicatigns envisagées il s'agira de le caractériser.



§2. ESTIMATION ET TESTS QUADRATIQUES.
Nous étudions successivement l'estimation sans biais de la mo-

yenne m et certains tests quadratiques d'hypothéses linéaires dans la

structure statistique gaussienne

L = (B, a,{Pm ; m € WQ) 1)
ol Pm = NB(m,Q) .

Donnons d'abord une définition ([3]).

Définition 1.2.

~

"Dans la structure statistigue ¥ un estimateur sans biais m

m est dit efficace si et seulement si_pour tout estimateur sans biais

de
m

*
de m et tout y dans B on a

-2 -2
E, ((y,m-m" ) = E; ({y, m-m)", ).
m B ,B ‘ m B ,B )

Dans les applications, on veut tester l‘;appartenanqé de m a
des sous-espaces V de MQ) , quand V parcourt une fé_mille donnée
de sous-espaces Mn de MWQ) de la forme définie au par(a.graphe précé-
dent et dont l'union lrJl hn - est dense dans M(Q) (voir exemple 3.1,
du paragraphe 3).

Pour tout entier N 21 , nous noterons ZN la structure gaussienne

définie par
- (B,a,{Pm;menNcn(Q) 1)

et L sera la structure définie par :



’

* X
Sm=(B,ﬁ{Pm;m€j(B) C H(Q) 1 ) .

L'entier N définit la dimension du modéle linéaire gaussien. Nous pou-

vons maintenant énoncer ([4] prop.3.1, th.3.3)

PROPOSITION 1.2.

"Pour tout entier nz1 , la statistique x—»ﬂn(x) définie sur

Zn = (B, B {Pm; m € ﬁnCﬂ(Q) 1) ou m  est le projecteur de B sur

hn définit un estimateur linéaire sans biais de m eXhaustif et de varian-

ce _minimum. De plus sur L la suite (nn(x) , nz1) est une suite d'es-

timateurs asymptotiquement efficaces ",

Pour tout n=21 , les structures statistiques Zln ainsi que Zm
sant exponentielles canoniques saturées ([491]). La proposition est alors
une conséquence de la proposition 4, chapitre IV, paragraphe 3 de [50].

Nous renvoyons le lecteur a [4] pour la démonstration compléte .

L]

REMARQUE 1.2. - Nous avons considéré dans la propositioh 1.2 des sous-
espaces vectoriels de M(Q) contenus dans j*(B*) . Au cas ou. V serait

un sous-espace vectoriel quelconque de ¥®(Q) de dimension n ayant pour
base les vecteurs {vk ., k=1,n} , chacun des éléments l!;_l(vk) de

H deéfinit une variable aléatoire linéaire sur B , c'est-a-dire une fonction-
nelle B-mesurable définie et linéaire sur un sous-espace vectoriel B

k
de B de PO = M probabilité égale & 1 . (cf. [38] ou [45]). Le choix

~

n
2 . —1 . ¥ ] Pl .
d'une détermination de 3} vi U (Vi) conduit & un estimateur lindaire
i=1 n
sans biais de m de variance minimum, estimateur défini sur ) Bk a
. k:l
valeurs dans V . C'est la méthode d'estimation de m proposée par

Y. ROZANOV dans [45] et par E. PARZEN dans [38] . Cette méthode reste

néanmoins théorique car elle nécessite la connaissance de | et surtout

10
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n
une caractérisation de N B1 . Le choix des Mn évite ce probléme et
izl

permet le calcul immédiat de l'estimation au vu de l'observation.

La proposition 1.2, conduit a une extension simple en dimension

infinie des tests d'hypothéses linéaires classiques. En particulier ([41)

PROPOSITION 2.2.

" Soit (X(t))t €T une fonction aléatoire gaussienne & trajectoires

continues sur un espace métrique compact T de novau de covariance K

continu sur T XT et de moyenne dans H(Q) . Avec les notations précé-

dentes, pour tout nombre réel o de [0,1], il existe au moins un test

déterministe _de 1'hypothése linéaire “m € Hn " contre "m i: Hn " , sans
biais, de seuil o . Ce test quadratique est de la forme

—

- 1/2
1 si [q o(I-m) (x)]1°7% >4
X €C(T) o (x) = H no @

“‘La 0 sinon

+ .
ol q“(x) = j'xz(t) du(t) et pe€ M (T) coné des mesures boréliennes

positives sur T

i

L'objet du dernier chapitre de ce mémoire est en p’artie le calcul
de la constante JLOL pour ce;tains processus gaussiens et certaines me-
sures boréliennes positives H .,

La méthode d'estimation et de test de la moyenne des propositions
précédentes repose sur une seule observation dans les structures statisti-
ques correspondantes. En particulier l'estimation est optimale lorsque la
dimension du modeéle est connue. Nous nous proposons maintenant, lorsqu‘on

dispose d'un échantillon dans L~ d'estimer l'indice de la derniére compo-



sante non nulle de m sur la base (ei)iz ) de H(Q) avec 1'éventualité
d'une détermination infinie au cas ol m n'appartiendrait & aucun des

sous-espaces vectoriels Hn

* % )
Le sous-ensemble j (B ) de ®(Q) peut se partitionner sous la forme

* 0k
ho=0 et M_=jB)\ U ¥

avec M =3# \ ¥
L 1<k <+w

k 1’

Si dans la structure statistique 200 , le paramétre m appartient a Mk

nous dirons que k est la dimension de m

Avant d'énoncer les résultats, rappelons la définition suivante

([32]) :

DEFINITION 2.2.

- Soit W une _mesure de probabilité sur (B, 8) ,.centrée de novau

de covariance K et fortement d'ordre 2. On dit que la mesure | satisfait

la loi du logarithme itéré si et seulement si pour toute suite‘.v d'éléments

aléatoires a valeurs dans B indépendants et de loi w on a

S (w)
P ( {w;{ 1 ;nzl} estconditionnellement }) = 1
v/2n log log n compact dans B
ou (Sn)nzl désigne la suite des sommes partielles. =
Ainsi si (X ) est un échantillon de taille infinie dans £ ,
n'n€&€IN ) 0
la loi commune des variables aléatoires (Xn— m) est Po et PO satis-

fait la loi du logarithme itéré (cf. [32]).



Pour tout x de B et tout € réel strictement positif posons

rix,e) = min{k€N ; \\(I-nk) (x) “B <eg }

ou I est l'opérateur identité de B et est le projecteur de B sur

k
Hk . Nous avons alors ([3]) :

PROPOSITION 3.2.

"Soit (X ) un échantillon de taille 1nf1nie sur ¥ . I1
nné&lN , > ‘%

——

existe une constante réelle positive c¢ telle que, pour tout €>0 ,

r(“s—(n . cpn(e ,c)) est un estimateur de la dimension du paramétre m

( 2 Log log n )1/2

n.

(e +c)

Pr-presque sQrement convergent, ol cpn(e,c) =

- Y
et Xn = 1.2;1 X1 .

REMARQUE 2.2. - Nous renvoyons le lecteur 3 [3] pour une démonstration
directe de cette proposition. Dans [4] une démonstration y.est donnée
mais nécessite une modification de B en un espace de Banach séparable

Bo possédant une base de Schauder. La constante c¢ est donnée par

c = sup H\qk(x)“B i k2l , x€K} ou q = Ig»ﬂk .

13



§3. EXEMPLES,

’
Nous nous proposons dans ce paragraphe de regarder certains
exemples spécifiques illustrant les notions précédentes et qui seront repris

tout au long de ce mémoire,

Notons ici qu'en analyse multidimensionnelle classique les struc-
tures statistiques auxquelles nous avons 3 faire sont toujours dominées,
Pour des processus stochastiques gaussiens tels qu'ils ont été étudiés
dans les paragraphes précédents I'hypothése de 1'appartenance de la moyen-
ne & l'espace autoreproduisant est une condition nécessaire et suffisante
d'absolue continuité des mesures Pm a Po . Cette hypothése pourrait
gtre apparemment sujette a critiques. En fait, reprenant les arguments de
SLEPIAN ([48]), une hypothése de perpendicuiarité de Pm ‘ié PO signi-
fierait plutét que le modéle statistique proposé mangue de réalisme car
trop spécifique. C'est ce point de vue que nous avons adopté dans la ‘
suite. D'autre part dans les modéles classiques finidimensionnels la cova-
riance des éléments aléatoires observés est supposée connue a un facteur
positif prés. Apparemment donc, l'hypothése d'une fonction de covariance
entiérement connue dans les structures statistiques que nous considérons
est assez restrictive. En réalité elle est simplement une coﬁséquence du
fait que l'on peut observer entiérement une ou plusieurs trajé'ctoires des

processus gaussiens en question, du moins pour les exemples que nous

considérons.

EXEMPLE 1.3. - Soit B = C{([0,1]) l'espace de Banach des fonctions

réelles continues sur [0,1] (pour la norme de la convergence uniforme).
Le dual topologique B* de B est l'espace M([0,1]) des mesures
boréliennes bornées sur [0,1] . Nous considérons ici le cas ou PO

est la mesure de Wiener sur C([0,1]) , c'est-a-dire la mesure gaussien-

ne centrée sur B dont le novau de covariance K est défini par
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K(w,v) = [ [ min(s,t) du(s) dvlt)  p,ve M([0,1]) .
0°0

Nous avons alors ([3]) :

PROPOSITION 1.3.

L'espace autoreproduisant W(K) associé a la mesure de Wiener

sur C([0,1]) est l'espace des fonctions continues de la forme

f(x) = J'x g(t) dt évec g € L2 ([0,1],4dt) . Il est muni du produit sca-
0 C
laire défini par

. ’ 1

(f,h >N(K) = IO f(u) h(u) du .

*
Le plongement naturel j de M([0,1]) dans M(K) est donné par

. X
weM0,11) 3w ) = [ u(lt,1]) a
0

" ; Y
et I'image j (M([0,1]) contient tout polynome dé&fini sur [0,1] et

admettant zéro pour racine.

Nous obtenons ([4] Proposition 4.1)

PROPOSITION 2.3.

)

Soit la structure statistique de Wiener

[c(fo,1]) , e(c(fo,1])) , [N(m.QK) i m € NHK) }]

et soit }tk le_sous-espace vectoriel de M(K) constitué des polyndmes

réels de degré au plus égal & k et admettant zéro pour racine.

15



La statistique M de C([0,1]) dans Nk est définie par :

~

x—m b o meM = p we b epon
k k 2 :
avec pour x dans C([0,1])
(k] 1
h ) = x(1) p (1) - jox(t) B, (1) dt

2

(-t k(k+i-1) !
P r-1) 172 (k1) 4

kL, k+l, i; 141, 1t
3P2( k k i; i )

p (t) =
1

Les fonction hypergéométriques qu sont données par

avec (s)r = s(s+1) ...(s +r-1) et (s)O =1

PROPOSITION 3.3. ([9])

Soit la_ structure statistique de Wiener

[ c([0,1]1), B(c([0,1]) , {N(m, Q) ; m€uK) )]

et soit H le sous-espace vectoriel de H(K) engendré par la famille

k+1
de fonctions { L P } définies par

l6
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@ (t) = sin(nmt) , n21 , et o (t) = t
n o
nt /2
*x P
Quel que soit k entier, ukﬂ est _contenu dans j (M([0,1]) .
La_ statistique T+ de C([0,1]) dans nkﬂ est définie par
k ’
nkﬂ(x) (t) = EO £, cpi(t) avec & (x) =x(1) et
i 1 '
‘ii(x) = (-1)°(J2) x(1) + (v2) im [ x(t) sin(int) dt pour 121
0 . .

Pour terminer citons un deuxiéme exemple que nous utiliserons dans

la suite,

EXEMPLE 2.3. Processus de vitesse d'Ornstein-Uhlenbeck réel.

Soit B = C([0,T]) I'espace de Banach des fonctions réelles
continues sur [0, T] o4 T est un nombre réel stri{’ctementvpositif.
Nous considérons ici la mesure gaussienne centrée PO sur B de noyau
de covariance K défini sur B par

T T .
K(,v) = [ [ exp(-alt-s|) du(s) dv(t) M,y € M([0,T}) .
0 0 |

Notons p la mesure borélienne positive sur [0,T] définie par

do(u) = 2q e 20U 4 4 g20T 6, (du)

)

ol 6,1, est la mesure de Dirac concentrée en {1} .

PROPOSITION 4.3.

L'espace autoreproduisant M(K) associé au processus d'Ornstein-
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Uhlenbeck de paramétre o sur [0,T] est l'espace des fonctions conti-

nues sur [0,T] de la forme

R T
f((t) = eOLt f g(u) dp(u) avec g € Lz([O,T] , dp )”
t

Il est muni du produit scalaire défini par

T

1 1 .. 2
(f, h >H(K) = 5 { £(0) h(0) + £(T) h(T) } +-2—a— ‘fo (fh+a"fg) du .

b3
Le plongement naturel j de M([0,T]) dans H(K) est donné par :

* at T " oy
Jw @ =e” [ (] e duly)) dp(u) , peM([0,T])
t 0

* .
et j (M([0,T]) contient tout polynome réel défini sur [0,T]

Le lecteur se reportera a [4] pour la premiére partie de cette

proposition. La deuxiéme partie est donnée dans [6] .

Nous remarquerons ici que

—
i

i () (©)
*
t=13 (k) @

’ *x .
et tL=j (uk) (t) pour k=2 2 avec

+ &6 )

(ads + 6{0} T

duO(S)

dys, (s) =—2% (onz‘sds - 5oy + (1+aT) by )

et

I

- 1 -
§|E‘ {[—-——1—— o.zsk—sk 2]ds + — (aTk—Tk 1) &
o k(k+1) k

du, (s) T }.

Nous pouvons ici aussi en déduire l'expression des statistiques nn lors -

que Nn est l'espace des polynomes de degré au plus égala n sur [0,T]
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CHAPITRE 1I

ANALYSE DE LA VARIANGCE A VARIATION CONTINUE

DU NIVEAU DES FACTEURS

Nous commengons par présenter (paragraphe I) les résultats de [14]
et [16] sur le produit tensoriel d'espaces de Wiener abstre{its et qui cons-
tituent le premier volet des publications [5] et [6]. Le péragraphe 2 résume
~les résultats de [6]. Enfin le dernier paragraphe est consacré a un exemple

d'application. m

Les méthodes usuelles d'analyse de la variance d'ordre 2 ont pour
but 1'étude de 1'influence, sur la moyenne d'un phénoméne aléatoire gaus-
slen, de deux facteurs prenant respectivement un nombre fini r et s de

valeurs. Pour étendre ces méthodes au cas o les ensembles Tl et T2
des niveaux des facteurs sont quelconques, les trois espaces Rr ' RS et

Rrs de la théorie finidimensionnelle sont remplacés .'par les espaces auto-
reproduisants ui (i=1,2) de deux rixesures gaussiennes 'centrées “l sur
Bi et par leur produit tensoriel Hl ®2 HZ , ou Bi désigne un espace de
Banach séparable de fonctions réelles sur Ti . l;:n suivant .t:ine démarche
analogue a celle de [10], chapitre IV, et grace ‘'aux résulta‘t‘s du chapitre I
du présent mémoire nous aboutissons a l'extension de l'anal‘fse de la va-

riance dans un cadre général.

§1. MESURES GAUSSIENNES SUR PRODUIT TENSORIEL D'ESPACES DE BANACH.

Nous rappelons briévement quelques notions sur le produit tensoriel
d'espaces de Banach. Les résultats établis par S. CHEVET et R. CARMONA
([14], [16]1) sur le produit tensoriel d'espaces de Wiener abstraits et qui



nous seront utiles, sont regroupés dans ce paragraphe sous forme de

théorémes,

Si B1 et B2 sont deux espaces de Banach réels séparables

nous noterons B1 ® B2 leur produit tensoriel algébrique.

Nous désignerons par B1 ®€ 82 l'espace de Banach B1 ®,B2 muni de la

norme

*
;Y €Ug ]
1 2

* * *
€ = sup { [(x ®y ,u)|; x €Up

oiu U est la boule unité fermée de B, , et B, ®B
B i 1 €72

i
de B1 ®€B Rappelons ici quelques propriétés du e-produit tensoriel

sera la complétion

2

* *
([19]). Comme B1 et B2 sont séparables 1'espace B1 ® B2 sépare -

les points de B1 ée B2 et est faiblement * dense daris (B»1 ®€ Bz)* .

Si W est un sous-espace vectorielAfermé de B1 alors W®€ B2 est un
sogs—espace vectoriel fermé de B1 ®€ B2 . De plus si W est une droite,
W@e 82 est isomorphe & B2 . Si T1 et T2 sont deux espaces métri-j

ques compacts et si (T1XT2) est l'espace métrique muni de la distance

d ((s,t), (s',t") = max(d, (s,s'),d. (t,t') ,
T xT, T T, f

A
nous avons C(Tl) ®e C(Tz) o~ C(Tlez) . lorsque ces espaces sont munis

de la topologie de la convergence uniforme,

Si H1 et H2 sont deux espaces de Hilbert sépa;vables, Hl ®2 H2

sera l'espace de Hilbert complété de l'espace préhilbertien H. ® H muni

1 2
. . ® ® =
du produit scalaire (hl h2 , k1 k2 )H ® 1 <h1’kl )H (hz,k.2 >H
1 2 1 2
Soient B1 et B2 deux espaces de Banach réels séparables
munis de leurs tribus boréliennes 031 et 032 respectivement. Nous dési-

gnons par (et Vv deux mesures gaussiennes centrées sur (Bl,ﬁl) et
(Bz, ﬁz) respectivement de noyaux de covariance K“ et Kv . Rappelons
le résultat fondamental de S. CHEVET (Théoréme 2.1 ci-dessous) (cf.[16])
et les’ améliorations apportées par R. CARMONA et S. CHEVET ([14],[17]))

que nous utiliserons par la suite.



THEOREME 1.1.

Soient “1 et “2 deux mesures gaussiennes centrées sur

(Bl,ﬁl) et (Bz,ﬁz) de covariances respectives l(1 et K“2 . Il existe

A Y
une unique mesure gaussienne centrée sur B1 ®€ 82 , hotée =My ®e My
qui satisfait a

(*@* *8 *)“K(* * (**

*
1

*

* K X
pour tout (xl, yl) dans B1 X B )

x % 4 B*
et (xz,yz) ans ;sz

Réciproquement, si | est une mesure gaussienne centrée de va-

A
riance Q sur B1 @e B2 . une condition nécessaire et suffisante d'existen-

ce de mesures gaussiennes “1 et “2 sur B1 et 82 respectivement
A :

telles que u = My ®e My est qu'il existe des formes quadratiques positives
k3

*
Q1 et Q2 sur B1 et 82 telles que

* ® * ~ * *
Q(x1 X, ) = Ql(xl) Qz(xz)
£ 3 * X *
pour_tout (Xl‘ x2) dans B1 € B2

THEOREME 2.1.

Si (j1 . Hl, Bl) et (]2, HZ,BZ) sont deux espaces de Wiener

abstraits, le triplet (j1 @jz , o 8 M , B ée B

L & B, ] ) est encore un espace

2

de Wiener abstrait.

REMARQUE 1.1, - L'opérateur 11 @ 12 désigne le prolongement par conti-

nuité du produit tensoriel algébrique des applications linéaires continues
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et : notons que 1'application jl ® jz ainsi obtenue est injective,

" e faib
1 9 est faible-

-~ *
ment « dense dans le dual de B1 ®e B2 , l'opérateur adjoint (j1 ® jz)
; *

de (j1 ®j2) est entiérement déterminé par ses valeurs suf B: 882 et
(; ®.}*(*®*)“**)®'*(x) A x) q
nous avons (j, ®j, X, ®x,) = 31(x1 j,(x,)  pour tout (XI’XZ e

* *
B1 X B2 (cf. [147).

h I
continue et d'image dense., Compte tenu du fait que B

’

Dans la suite nous nous préoccuperons d'espaces de Banach

B1 et Bz qui sont des espaces de fonctions réelles.

§ 2. ANALYSE DE LA VARIANCE.

Ici, B1 et Bz sont des espaces de Banach séparables de fonc-

tions numériques définies respectivement sur des ensembles T1 et 'l‘2 .

Nous disposons d'une observation d'un élément aléatoire gaussien X &

valeurs dans B1 ®€ B de moyenne inconnue m appartenant a l'espace

2
A ~
autoreproduisant }tl ®2 3&2 de la loi By ®€pz de (X-m) . Le probléme

d'analyse de la variance est formulé dans la structure statistique gaussienne

~

L= (B 8 B, , 6(B, & B) , {Nm, Q ®Q,) ; men & J)

ol Q1 et Q sont des formes quadratiques connues définies positives

*

sur Bi et B2 respectivement,

Nous ferons les hypothéses suivantes :

(H1) pour i=1,2 il existe dans hi un élément lT tel que
. . i
j, 1Ti) soit la fonction constante égale a 1/| lTi i N, sur T, .
*
(H2) pour i=1,2 , 1'élément 1’1‘ est dans l'image de ji ; il existe

d e B tel > *1) 1
onc ei i tel que }i ei = Ti .
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REMARQUE 1.2. - L'hypothése (H1) permet de s'assurer que l'espace
f.

autoreproduisant de pl ®€ M

9 contient les fonctions constantes. L'hypo-
thése (H2) permet de résoudre le probléme d'analyse de la variance en uti-
lisant les tests d'hypothéses linéaires du Chapitre I. Ces deux hypothéses

sont toujours satisfaites dans le cas finidimensionnel.
Le lemme suivant, qui généralise la décomposition de la moyenne

obtenue dans [10], chap. IV, paragraphe 5, est démontrée dans [6]

(Lemme 1).

LEMME 1.2,

. A ‘
Soit m un élément de WU = Nl ®2 Nz . Alors m peut s'écrire

sous la forme :

m=mo+ml+m2+m12

ou m_ est une_fonction constante sur T1 X T2 , mi(i= 1,2) est soit

nulle soit une fonction non constante sur T

est_soit nulle soit_une

i M2
indécomposable en somme d‘tihe fonction

fonction non nulle sur Tl x T

2
sur T1 et d'une fonction sur T2 . Sous_certaines contraintes cette dé-

PN

composition est unique.

'

En termes d'analyse de la variance on peut considérer que m‘

représente la contribution du facteur 1 & la moyenne inconnue m et

que m est la contribution & m de l'intéraction des deux facteurs.

12
Avec les résultats du paragraphe 1, nous identifierons isoméiriquement

® . - L
B] . 12 (R ITZ) a B1 et jl(R ]Tl) ®e B2 a B2 . Désignant par IB

I'opérateur identité sur Bi , nous notons :

i



x *
U, = (1Bl - (el,.) ]1(1,1,1)) ® (ez,.) JZ(ITZ)

* *
Uy =(en) 3 (1) (I, -(e,,.) i, (1, ))
1 1T, B, 2 2''T,

les opérateurs linéaires définis sur B1 ®€ B2 a valeurs dans

Jl(RlTl) 8. J, (R ITZ) . By ®€ 12(R sz) , il(R 1Tl

respectivement.

)®€B2 et Bl ®€ B2

Nous avons alors ([6]) :

PROPOSITION 1.2,

Dans la structure statistique % , les statistiques x—»Uo(x) ,

X ——»Ul(x) , X -»Uz(x) et x— Ulz(x) sont indépendantes et définissent
| p o+ My, et
m12 respectivement. Les structures statistiques images de L  par Uo .

— des_estimateurs sans biais de variance minimum pour mO , m

U et U sont respectivement :

1 = Y2
* *
% = (R, &[R) , {N(m, Ql(el) Qz(ez) h, h2 ) ; mER)
. _ * x . x »
vy o= (B].ﬁl,{N(m,h2 Qz(ez)(Qlo[IBI—(el,.)Jl(lTl)] ) ; m¢€ B, et
<m,1T »=01})
1
et -

* * * :
L, = (B2'®2'{N(m'thl(el)(QZO[IBZ_(eZ")JZ(lTZ)] );méuz et

(m, 1, »=0})
T
2 2

ou h =102 et n =10 ) ||
1 1Tl B1 2 2T2 B2

24



PROPOSITION 2.2,

- Si Hl et H2 sont satisfaites, soit & la_structure statistique

gaussienne a moyenne inconnue définie par :

¢ = (CG(T, xT,) , B(C(T, xT,)) , {N(m.Ql €Q,) i meu &, U, 1 .

Pour tout réel o de [0,1] , il existe un test quadratique sans biais de

niveau de signification a our tester ]l'absence d‘influence d'un des fac-

teurs sur m (resp. l'absence d'intéraction). Un tel test est de la forme

1 si qg(x)l/2 >4

X €EC(T, xT,) @ (x) = o
1 2 €. 14

‘ a 0 ' sinon

’,

‘O

qg (x) = | Ui(X)Z (s) d&(s) pour § EM+(Ti) L 1=1,2
T

i

(cesp.  q_(x) = | U, 5,0 de(s.t) pour € eMT(r xt)) .
g . V12 1%%,
Tlez oo

x:] .
REMARQUE 2,2. Au cas ou Hl = Rr et uz =R les propositions précé-

dentes conduisent aux énoncés de [10], chapitre 1V, paragrakphe 5. Remar-

quons aussi que l'analyse de la variance décrite ici pour deux facteurs se
généralise directement au cas de plusieurs facteurs.

L'énoncé suivant ([6]) permet dans la plupart des applications de
vérifier les hypothéses (H1) et (H2) ; notons Cn([O,T]) I'espace des
fonctions n fois continoment différentiables sur [0,T] , muni de sa

norme usuelle,

.25
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PROPOSITION 3.2,

Soit {X(t) , t=0} un processus gaussien réel séparable station-

naire ayant une densité spectrale rationnelle f de la forme :

1
f(x) = - - nz.l' qoqn#O
2 9. (ix)
k=0

les coefficients qk étant réels. -Alors pour tout T positif, si RT est

la restriction de la covariance de X a [o0,T] x[0,T] , les hypothéses{

(H1) et (H2) sont satisfaites avec = Cn—l([O,T]) et W= n(RT) .

REMARQUE 3.2. - Les conditions de.la proposition 3.2, ne"sont que suffi-

santes pour la validité des hypothéses (H1) et (H2). Par exemple le noyau
1-|t-s| si |t-s| < 1

R défini par R(s,t) = 0 sinon ' satisfait les hypothéses

(H1) et (H2) mains ne remplit pas les conditions de la proposition.

§3. EXEMPLE.

Nous reprenons ici un exemple de [25]. Une image arretée est
observée par sa luminance X(s,t) , seflo0,T] , te[O,TZ]
Ce processus bitemporel a une partie aléatoire gaussienne de covariance
K((s.,1) , (s,t') = a® exp(-a_[s-s'|) exp (-8, |t=t'|) , les parametres
Bh et BV étant spécifiques du nombre moyen de niveaux de luminance
selon les directions horizontales et verticales respectivement (cf.[25],[52]).
Si l'image observée est composée d'une suite d'objets de densité uniforme
selon une direction, la moyenne du processus , m(s,t) sera constante selon

cette direction.

La covariance K du processus de luminance est le produit des
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noyaux l(i de la forme Ki(s,s‘) = exp(-—Bils—s'l) . Ces derniers sont

28

i
associés & une densité spectrale du type f()\) = et
1 2 2 .2
B'i + 41 A

. "
satisfont a la proposition 3.2, D'autre part pour i=1,2 , les mesures ei

sont données par la proposition 4.3 du chapitre I. Nous obtenons ainsi :

PROPOSITION 1.3. Soit

[ C(10,1,1%00,7,1) , B(G(LO,T,1x0,7,1), [N(m,K &K)), mEUK, )8 UK,)})

la_structure statistique associée au processus de luminance.

La statistique appropriée pour tester que la moyvenne m est constante dans

la direction horizontale est donnée par :

T T T, -

x(s,0) x(s,Tz) BZ 2 Bl BZ 1 72
5 + — + - f x(s,t)dt - 2 f f x(s,t) ds dt
0 0 o0
) B, 12 B, 1 :
- Jo x(0,0) d - = jo (T t)de - — j’o x(s,0) ds
B, 1 x(0,T,)  x(r,,0) 0,00 x(r,T)
- — f x(s,T, )ds - —— - - - A
4 7 2 4 4 4 4

Un résultat analogue est valable pour la direction verticale.
Nous verrons au cours du chapitre suivant une autre application des

résultats de ce chapitre.






CHAPITRE 1II

ANALYSE DE 1A VARIANCE POUR LA MOYENNE DE LA

REPONSE EN POTENTIEL D'UN NEURONE

Comme nous l'avons déja exposé dans I'introduction, nous étudions
dans ce chapitre un modéle mathématique pour la réponsg en potentiel d'un

neurone proposé dans [54] par J.B. Walsh.

Le formalisme des probabilités gaussiennes sur un espace de Banach
nous conduit a la définition d"un processus d‘Omstein-Uhlehbeck en dimen-
slon infinie dont diverses propriétés probabilistes sont étudiées dans [7].
Nous abordons ensuite un probléme d'analyse de la variance pour la moyen-

ne de ce processus en utilisant la méthode du chapitre précédent.

Le premier paragraphe de ce:chapitre est consacré é.v la mise en
place des notations et & la description du probléme. Dans le deuxiéme
paragraphe nous résumons les résultats de [7]. Parnii ces dérniers ceux
figurant sous forme de théorémes appartiennent. a J.B. WALSH_ tandis que les
résultats nouveaux de [7] sont présentés sous forme de propositions. Enfin
le dernier paragraphe est consacré a l'analyse dg la varlandé. Nous renvoyons

le lecteur & [7] pour avoir une idée précise des démonstrations. m

Dans [54], J.B. WALSH propose une nouvelle modélisation pour le
probléme de la réponse en poteptlel d'un neurone. En résumé, idéalisant un
motoneurone comme un segment rectiligne de longueur L , il considére
pour le potentiel électrique V(t,x) du neurone en la position x et & l'ins-~

tant t 1'équation suivante :

oV (t,x) - d

(1.1) -1) Vv(t,x) + W(t,x) .

ot ox



Dans 1'équation (1.1) , W(t,x) désigne un bruit blanc gaussien a deux pa-
ramétres, Avec des conditions aux bords appropriées -1'équation est résolue
et son unique solution apparaft comme un processus gaussien a deux para-

meétres qui est étudié dans [54] par un développement en série,

Dans la premiére partie de [7], nous décrivons le probléme en
termes de processus gaussiens & valeurs dans un espace de Banach. Cette
‘démarche nous permet d'une part de retrouver plus facilement certains ré-
sultats de J.B. WALSH et d'autre part de développer de nouvelles propriétés,
Enfin, dans la deuxiéme partie de [7], nous illustrons la théorie du chapi-
tre précédent par la résolution d'un probléme d'analyse de la variance pour

la moyenne du processus solution de (1.1).

§1. DESCRIPTION DU PROBLEME ET NOTATIONS.

2
Nous noterons H = L'([0,L],dx) l'espace Hilbertien des fonc-
tions de carré intégrable sur [0,L] . Nous désignons par A l'opérateur

linéaire sur H défini A partir de l'opérateur différentiel

L2
3

~

+1) sur H en imposant & ce dernier des conditions aux bords de

( -

OX : 4
type Neumam. Le domaine D{A) de l'opérateur autoadjoint,inférieurement
borné par 1 , A est dense dans H . Le spectre o(A) de A est cons-

2 .
titué de la suite {)k = (EE—) +1 ; k20} avec pour fonctions propres

correspondantes {cpk , kz0} définies par

1/2

k
/2 cos X ) .

pour k>0 et cpo(x) = (

]

0 () = 2/1)

. | 1 _
L'opérateur inverse (2A) de 2A est un opérateur de Hilbert Schmidt
sur H admettant une représentation intégrale dont le noyau, que nous

-1
notons encore (2A) est défini par :
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-1 e 1
(28) "(x,¥) = & — o (x) o (y)

_ 2
la convergence de cette série étant uniforme sur [o,L]" .

Nous noterons [Na, o€R} 1'échelle Hilbertienne déduit de A

c'est-a-dire la famille d'espaces hilbertiens

W= fesd?) / (f,q >"‘a = ((28)7f, (28) ¢ Y }'.

Le semi-groupe fortement continu d‘opérateurs autoadjoints sq,t H , engendré

tA

par A , sera noté f{e ,t20} . Ces opérateurs admettent une représenta-

tion intégrale dont le noyau, noté encore e t est défini par

w0 - t ’
e,y = 1 e X P, (%) @, (v) (x,y) €[0,L]12".
k=0 -

Le novyau (ZA)—] est défini positif et vérifie 1'inégalité
-1 -1 S | 4 . . 2
|2A) “(x,x) - 2(2R) “(x,y) + (2A) (v.y)| = - x-y| , (x,y) €[0,L]" .

Ainsi, si B est l'espace des fonctions numériques continues sur [0,L] ,
noté aussi C([O,L])/ nous pouvons énoncer la proposition ({7}, paragra-

phe 2).

PROPOSITION 1.1,

Il existe sur (B, @) une mesure gaussienne u centrée de cova-

riance (28)7! . L'espace de Hilbert autoreproduisant H“ de u est l'es-

pace u1/2 . 81 » désigne l'identification de u; a N“ imposée par
*

K
la_dualité naturelle de B et B on a pour tout v dans B




. * -1 -1
(jowo j) (v) = (28) "v() = I(ZA) (x,.) v{dx)
ou j est le plongement naturel de :ﬁ“ dans B .,

Nous sommes en mesure maintenant de définir un processus

d'Ornstein-Uhlenbeck sur B comme dans le cas finidimensionnel ([37]).

Nous noterons {Wt , t20} le processus de Wiener B-valué
construit sur la mesure u . Il s'agit d'un processus stochastique & trajec-
toires continues tel que WO =0 et tel que pour tous nombres réels

0 Stl < tz <t3 < e <tn les éléments aléatoires a valeuré dans B ,
{[tj-—tj_l]q/z (Wt --Wt ) , j=1,n} sont indépendants et isonomes
j=1

de loi . Nous désignerons dans la suite par {gt , t>0} la famille de

sous tribus de t engendrée par le processus W .

Pour tout o de ]0,:]1‘—[ , la famille {fét(u) ; t20, uz0} d'opé-

rateurs définis par

(2!\)1/2 e—‘(t—u)A si 0<u<t

0 sinon

constitue une famille d'opérateurs bornés de B dans Ha telle que
t .

* ~
stochastique I E;t(u) dW(u) . Nous avons alors ([7]) ( ﬁt(u) désigne la
0

restriction de §t(u) a 311/2 ).

PROPOSITION 2.1.

‘ t
Le processus stochastique {V(t) = f ‘it(u) dW(u) , t>0} est un
0

processus gaussien centré B-valué A trajectoires continues. Il est isonome

J \\Et(u) “f*l-—S du <+« , ce qui, d'aprés [33], donne un sens & I'intégrale
t
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a _la solution de 1'équation différentielle stochastique (1.1) avec pour condi-

tion initiale V(0,x) = 0 .

Dans la suite nous considérons le processus (Z:' , t20) défini

sur (Q,aq, Pr) et a valeurs dans B par
Z = e V+Vt avec v € B .

Ce processus peut etre considéré comme la solution de 1'équation (1.1) avec

pour condition initiale V(0,x) = v(x) .

§2. UN PROCESSUS D'ORNSTEIN-UHLENBECK SUR B .

Nous noterons :’it la sous-tribu de @ engendrée par
{Z: + 0ss=<t ] (pour tout t=20 on a évidemment ?t C(‘t ) et

Q = C([0, t=[; B) sera l'espace des fonctions continues sur [0, +]
a valeurs dans B . , .
Pour tout t=20 , Yt sera 1'application de ' dans B définie par

Yt tw -—»Yt(m) = w(t) .
Nous noterons % la tribu de d engendrée par‘ la famille “'_-(Yt ; 0st <+w)
et W(t la sous-tribu de % engendrée par (YS ; 0<sst) . Les opérateurs

de translations Gt sont définis par

[6 wl(s) = wls¥t) s,tz20, weq

Pour tout v € B , nous désignerons par Pv la mesure de probabilité sur
(o', m) telle que la loi de Y = (Yt , t=20) sous PV soit la loi de pro-
babilité sur (B, @) de (Z:’ » £t20) . Nous avons alors



THEOREME 1,2,

Le processus stochastique Z défini par

Z_={[(Ql7]\)l?7(tlYtlet,PV],tZO,VEB}

est _un processus_de Markov fort. Il définit la représentation canonique d'un

processus d'Ornstein-Uhlenbeck sur B de paramétre 1'opérateur A

REMARQUE 1.2. - Ce théoréme regroupe un certain nombre .de résultats de

J.B. WALSH mais est énoncé dans le cadre de la dimension »infinie. Remar-
quons néanmoins que la propriété de Markov forte est énoncée dans cet
article sans démonstration. Le lecteur est renvoyé a [7] pour une démons-
tration.

4

Nous résumons maintenant les résultats obtenus dans [7].

PROPOSITION 1.2.

Le processus stochastique

Z = Q 2 ‘
Z L ’m)’mt’Yt‘et'Pv]'t 0, veB )

admet pour unique mesure invariante la mesure gaussienne | .

PROPOSITION 2.2.

Pour tout t> 0 et tout v de B les probabilités de transition

Pt(v,.) de Z sont équivalentes & la mesure invariante M de Z .




Rapellons ici que Pt(v..) pour t20 et v €B est la mesure
sur (B, 8) définie par Pt(v, A) = Pv(Yt €M) . Nous supposons d'ailleurs
de maniére implicite que Po(v,.) est la mesure de Dirac concentrée en

{v]

Les résultats suivants sont relatifs au semi-groupe d'opérateurs
(Ut , t=20) , Uo = IB sur LZ(B,p) , associé aux probabilités de transition

de Z . Nous avons pour toute fonction f positive @-mesurable

(Ut f) (v) = EP (f(Yt)) vVEB .
: \'
2,k .
Notons CO(R ) la classe des fonctions réelles deux fois continGment dif-
férentiables & support compact dans Rk et soit IL 1le gér_iérateur infinité-
simal du semi-groupe (Ut , t20) défini sur LZ(B,M) .

Nous obtenons la proposition ([7]) :

PROPOSITION 3.2,

Si g¢ Cg (Rk) . la fonction G A& valeurs réelles définje sur B

G(v) =g(v1,...,vk) avec v, = <c91'V)H ci=1,k

appartient au domaine D(L) de I etona °

] k a2 k
LG) (v) = (=— © R RS
2 =1 vi =1

Q

°9 )

| oV Vi =gy
Pour tout entier n nous notons hn le polynobme de Hermite défini
par (cf. [35]) :

ho(x) = ()" e® S (e

Rappelons alors ([40]) :



DEFINITION 1,2,

Pour toute suite entiére {nj }jzo =[n] telle que Y n, < +o
J j=0
nous dirons que O[n] est une fonction cylindrique de Hermite définie sur
‘ j
B d'ordre [nj] si pour tout x de B on a :

nj -1/2 :
x) = (I n 27 I h (WJ/h, (o, % )) .
j=z0 J jz0 j J ] H

Avec cette définition nous avons ([7]) :

PROPOSITION 4.2,

La_famille {O[n] } des fonctions cylindriques de Hermite sur B

de tout ordre constitue uné base orthogonale compléte de Lz‘(B, o).

De plus pour toute [nj] on a

L O = -( D xjnj)O

[nj] i3 0 [nj]

DEFINITION 2.2, ([44])

Soit (Q,a,P) un espace probabilisé et soit h une fonction réel-

le définie sur IN et & valeurs strictement positives. Une suite (an)nEIN

de sous-tribus de @ est dite h-mélangeante si et seulement si pour tout

2
f dans LZ(Q,am,P) et tout g de L‘(Q,an,P) on a

|J f9dp - (] £dP [ gdaP) | < h(|m-n] |t |ol,
Q Q Q
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PROPOSITION 5.2,

La_ suite (ﬁn)nz de sous-tribus de % engendrées par

1
{Yt , nsStsn+l ) st h-mélangeante avec pour h la fonction définie sur

—_—

IN par hi(n) = exp{-a(n-1)} o0 o est un nombre strictement positif.

COROLLAIRE 1.2,

Le processus de Markov Z est récurrent.

REMARQUE 2.2. - D'aprés la proposition 4.2. nous savons que 0 est

une valeur propre simple et isolée du spectre o(ILL) du générateur L .
Cette remarque et la propriété de Markov de Z sont les clés de la démons-
tration de la proposition 5.2. Le corollaire 1.2. en est une conséquence
immédiate. Il est également prouvé dans [34] en utilisant une décomposition

trés technique des trajectoires de 2 .

Enfin, pour terminer ce paragraphe, nous énongons une propriété
supplémentaire de Z qui n'est qu'une application directe d'un résultat
plus général de R. CARMONA et KLEIN (cf. [15]) sur les temps d'atteinte

de processus Markoviens uniformément ergodiques §

PROPOSITION 6.2.

Il existe une constante réelle strictement positive k telle que,

pour tout v €B et tout A ouvert de B , Oon a

o.TA

]EP (e ) <+ dés que a< kp(h) , od

Tl\ est le temps d'atteinte de A pour Z .
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REMARQUE 3.2, - ©&i la décharge de potentiel du neurone a lieu en un point

xO de [0,L] , le premier instant de décharge est un temps d'arrét de Z ,
T, . défini dans [54] par T, = inf {t=0 ; (Yt,'a ) >8) od &  est
X

la mesure de Dirac en X Nous obtenons dans [7 ] pour T l'in%galité

0
suivante

2

- as
(1.2) PO(TB/t) z 1 2exp ( "

ol a est une constante positive indépendante de t . Ainsi nous pouvons
affirmer gqu'une proportion importante de trajectoires de (ZZ , t 20) ne pré-
senteront pas de décharge dans [0,T] & condition que T soit suffisam-

ment petit.

§3. ANALYSE DE LA VARIANCE POUR IA MOYENNE DU PROCESSUS
D'ORNSTEIN-UHLENBECK SUR B

Dans la suite {ZZ , t20} désignera le processus d'Ornstein-
Uhlenbeck sur B issu de v et de paramétre l'opérateur A .
S'il n'y a pas de décharge ce processus est une modélisation: réaliste pour
le potentiel électrique d'un motoneurone. Généralement les biologistes sup-
posent qu'd l'instant initial le potentiel est uniforme le long 'du neurone,
Cette hypothése se traduit par 1'homogénéité sur [0,L] de _la rﬁoyenne
de {ZZ; t=0 } . Il est donc intéressant de tester une telle hypothése au
vu d'une ou plusieurs observations de {Z:; t=0]} . En réalité nous ne
pouvons observer une réalisation de ce processus car le neurone se décharge
a l'instant aléatoire TB . Cependant la remarque 3.2 du paragraphe précé-
dent nous permet de considérer raisonnablement le probleéme d'analyse de
la variance pour la moyenne du processus (ZZ , t€[0,T]) & condition de
prendre T suffisamment petit. Nous utiliserons pour cela les notions du

chapitre 1II.

Notons vy la mesure dénombrement sur IN et S le produit



[o,T] x[0,L) . Soit {K k €IN } la famille de noyaux symétriques

k !
définis positifs sur S x 8 avec

-k \t—sl_ —xk(t+s)

o ) @, (x) cpk(y)

Kk((S.X).(t,y)) = (e

2)\k

ou ((s,x),(t,y)) € Sx S . Nous avons :

PROPOSITION 1.3.

L'espace de Hilbert autoreproduisant H(X,S) associé au processus

d'Ornstein-Uhlenbeck (ZS , t €[0,T]) est isomorphe & 1'intégrale Hilber-
37 .
tienne f M(KK,S) d y(k) engendrée par la famille des' espaces autorepro-

N
duisants associés aux novaux Kk

. 2
Désignons par Ké le noyau défini sur [0,T] par

-5 Jt-s| - (tts)
K‘:(s,t) =1 (e k -e K ) et par Ki " le noyau sur
2\ N
k

[O0,L] x[O0,L] défini par
K2 (x,y) = 9 () @ (¥)
k! k 3 )

Nous pouvons énoncer la caractérisation suivante de ¥(¥X,S) ([7]) :

PROPOSITION 2.3.

L'espace de Hilbert autoreproduisant H(¥,S) est l'espace des

fonctions continues sur S définies pour (t,x) de S par

39
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(1.3) htx) = 2 £ (0 g G
kz0
avec f  appartenant & M(Kl) t (|f “2 1, ; k=0) €1?
k k' = k Si(Kk) ! ’

D'aprés (1.3) I'ensemble des fonctions constantes sur S est conte-
nu dans M(k,S) . En fait la décomposition orthogonale suivante de H(%,S)

est immédiate :

&

B(k,S) =‘34(KO, Sy & | MK, 8) dy(k)

N- {0}

et nous pouvons énoncer :

PROPOSITION 3.3.

Soit =z = {z(t,x) , t €[0,T] , x€[0,L] ) une observation du

processus {ZZ . 0=tsT , veB } . Pour tout a de 10,1[ il existe un

test guadratique sans biais de seuil « pour tester I'hypothésefde non in-

fluence du facteur position sur la movenne de '{ZZ . t€[0,T], veE€B } .

Ce test e‘st de la forme

Pt (v)
a :
0 sinon
L : T L ‘
2
ot ylt,x) = z(t,x) - [ z@t,x)dx , a0 =[] [ y't.x dn,x et n
0 0 0O

est _une mesure borélienne positive sur S .

-Les techniques de démonstration des propositions de ce paragraphe
sont celles du chapitre II. Nous renvoyons le lecteur a [7] pour le détail

des démonstrations.

e RS s
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CHAPITRE 1V

TRANSFORMATIONS DE MESURES GAUSSIENNES SUR UN ESPACE DE

BANACH - FORMES QUADRATIQUES ET APPLICATIONS

Dans les de.ux premiers chapitres du présent mémoire, nous avons
obtenu une généralisation en dimension infinie de la théorie ;,de I'estimation
et des tests d'hypothéses linéalres dans les structures s%atlstiques gaussien-
nes a moyenne inconnue. Les statistiques de test font intervenir des formes
quadratiques de certaines fonctions aléatoires gaussiennes. Nous résumons
ici les résultats de [9] relatifs au calcul de la loi exacte ou approchée de

ces tests. @

Les probléemes de tests d'hypothéses linéaires que nous avons étudiés
étaient posés dans la structure statistique gaussienne

: [ ]
¥ =(B,ﬁ,{thCk):nlenm)“

avec B l'espace de Banach des fonctions numériques réelles continues sur
l'intervalle [0,T] et H(K) I'espace de Hilbert autoreproduisant associé
a un noyau de type positif K continu sur [0,T] 2 . Pour cértains sous-
espaces Mn de H(K) , nous avons défini l'exte:‘nsion a B ﬁ‘du projecteur
orthogonal de W (K) sur hn . hoté nn . La statistique de test intervenant
pour le test de l'hypothése "m € nn" contre m ¢ Mn est de la forme

Gi = IZ (1g-m) &Fu)du&)

ol M est une mesure positive boré&lienne sur [0,T] .

Dans un premier paragraphe, nous énongons un résultat général,

publié en [8], sur la transformation de certaines fonctions aléatoires gaus-
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siennes en processus du mouvement brownien. L'utilité de cette transformation
dans le cas des tests d'hypothéses linéaires est soulignée. Ce résultat a

été repris en [8bis], sous des conditions moins restrictives.

Le deuxiéme paragraphe est consacré au calcul de la loi exacte ou
. 2 . . ,
approchée de Gn . Nous établissons l'expression du novyau Kn du proces-

sus (yrl = (I -ﬂn) (x) ) intervenant dans l'expression de G2 Suivant

B n

l'expression de Kn nous proposons diverses méthodes de calcul. lLes résul-
2
tats sont illustrés par des exemples et des tabulations de la loi de Gn

pour certains noyaux Kn . (cf. annexe).

Enfin, en annexe nous avons simulé certaines structures statistiques

gaussiennes a moyenne inconnue. L'estimation et les tests sont appliqués

a4 ces simulations et les résultats sont discutés.

§1. TRANSFORMATION DE CERTAINES MESURES GAUSSIENNES A VALEURS
DANS UN BANACH EN PROCESSUS DE WIENER. r

Nous résumons dans ce paragraphe une méthode exposée dans [8bis]
pour transformer, sous certaines hypothéses, une fonction aléatoire gaus-
sienne a valeur dans un espace de Banach réel séparable B -en un mouve-
ment brownien sur B . Nous conserverons la plupart des notations utilisées
dans les chapitres précédents. Ainsi, tous les éléments aléatoires considérés
seront définis sur le méme espace probabilisé (Q,Q, Pr) . Nbus désignerons
par W une mesure gaussienne centrée sur (B, ) de support l'espace tout
entier B et d'espace autoreproduisant N“ . Le triplet (i'HH'B) sera
l'espace de Wiener abstrait associé & W . Pour T réel strictement positif
{W@) , 0st=<T } sera le processus de Wiener dans B construit sur W

(cf. §1. Chapitre III).

Notons m la loi de probabilité d'un processus réel gaussien

centré défini sur [0,T] A& trajectoires continues et de noyau de covariance
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I' . La mesure m est donc une mesure de probabilité gaussienne sur
B’l‘ = C([0,T]) . Si j est le plongement naturel de I'espace autoreprodui-
sant W(I) de m dans BT . le triplet (j,N(l‘),BT) est également

un espace de Wiener abstrait.

0y

Notons H(m) (resp. H()) 1'espace gaussien associé a la mesure
m (resp.p) et u(resp.V) I'isométrie de H(m) (resp.H(u)) avec H(T)
(resp. M“) . Enfin {Y(t), t€[0,T]] sera la fonction aléatoire gaussienne
a valeurs dans B associée A la mesure gaussienne produit m ®u sur
B, X B . Nous nous proposons de transformer le processds ainsi défini en

T
un processus de Wiener sur B construit sur H .

La restriction de noyau I' a [0,t] x[0,t] ou t€1]0,T] sera
notée 1“t et Ot désignera l'opération de restriction & [0,t] des fonc-
tions numériques définies sur [0,T] . Le sous-espace vectoriel fermé de
#(T) engendré par la famille de fonctions {I(s,.) , s€ [0,t]] sera noté

H et P sera le projecteur de M(T') sur H . Si Ht(m) désigne le

t H t
t
sous-espace fermé de H(m) engendré par [63 , 0s=st} ., nous avons
Ht(m) _ H (m)
u(Ht(m)) = Nt et uo E = PH oi E est l'espérance condition-
A _

nelle a ‘Ht(m) . Nous formulons l'hypothése suivante sur m :

(H) : 1l existe f dans M) telle que la fonction positivte wf définie

sur [0,T] par

2 _ A
bt = llo, f “u(rt) ) “Put i
soit continue et strictement croissante.

Notons X 1'élément de H(m) ' associé a la fonction f de I'hypotheése,

je X-= u—l(f) . Pour tout t de [0,T] nous pouvons choisir une ver-

Ht(m) . Ht(m)
sion de E (X) définie sur BT que nous notons E x) .
Soit alors (Xt . t€[0,T]) la fonction aléatoire sur (BTXB . tﬁT@ﬁ , m&pu)

(ﬁT tribu complétée de _BT pour m) a valeurs dans (B, 8) définie par :
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@) X(xv=E" ® () .y pour (xy) € By X B

Nous avons alors ([8 bis]) :

PROPOSITION 1.1,

La fonction aléatoire X = {X(t) , t€ [0,T]]} a valeurs dans B
définie par (2) est un processus gaussien centré sur B de .covariance défi-

* 0k *® 2
nie pour (x ,y ) dans (B )~ par ;

X * x K ,
R (x,y )= ymin(s,t) i (x),i(y) >u
V!

De plus X admet une modification séparable & trajectoires continues.

REMARQUE 1.1. - Le résultat est particuliérement intéressant si pour tout

H, (m) ‘

t de [0,T] , E (X) peut etre identifié & une mesure “t élément de

* B
BT . Avec cette hypothése nous obtenons dans [8] la transformation de

-~

m ®€ M en un mouvement brownien sur [0,T]

Si Y désigne la fonction positive sur [0,T] définie par

Y(t) = y(t) - ¢(0)
d'aprés (H) , v est une bijection continue de [0,T] sur [0,a] ou
a = ani(r) = ¥(0) . Posons Z(t) = X(t) - X(0) et désignons ‘par

{Z(t) , t€[0,a]) 1la fonction aléatoire & valeurs dans B définie par

~ -1
Z(t) = Z(y "(t) ) . Nous pouvons énoncer :
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PROPOGSITION 2.1,

Le processus {Z(t) , t€ [0,a]) est un processus de Wiener

dans B construit sur la mesure gaussienne W .

REMARQUE 1.1. - Les propositions 1.1 et 1.2 sont énoncées dans un cadre

général. Au cas ou B =R , elles donnent une méthode pour transformer un
processus gaussien centré réel de loi m sur C([O,T]:) en un mouvement
brownien réel sur [0,a] . Dans le cadre des tests d'hypoghéses linéaires,
si la covariance du processus gaussien y, = (I—nn) (x)‘_ vérifie 1'hypothese
(H), la proposition 2.1 permet de transformer ce dernier en un processus
(.N'Z.n(u) , w€[0,a]) qui sous l'hypothése nulle "m eun" evst un mouvement
brownien réel. Une statistique de test équivalente a Gﬁ est alors

~ 0- ~
Gi = IO Zi (u) du , dont nous calculerons les quantiles dans le paragraphe

~

suivant. Evidemment Gi présente un intérét comme test de "m € un "
contre "m € D(fn)" ol fn est la fonction de 1'hypothese (H1) et
R ,
= € . . .
DI ) =¥ 0 {m HEK ) ; (O m, O; f )N(K;) #0 )

Pour terminer ce paragraphe citons quelques exemples de mesures

gaussiennes centrées m sur C([0,T)]) qui satisfont a (H).

(1) Soit m une mesure gaussienne centrée de covariance triangulaire
I'(s,t) = a(min(s,t)) b(max(s,t)) od a et b sdnt des foné'_tlons continues

sans 0 sur [0,T] et telles que % soit strictement croissante.

Alors (H) est satisfaite avec f = a et wf est strictement croissante,

(2) Toute mesure gaussienﬁe m sur C([O0,T]) dui satisfait aux

hypothéses de la proposition 3,2 du chapitre II, §2, vérifie H .

(3) La mesure gaussienne m centrée sur C([0,T]) de covariance

1 - |s-t] si |s-t| <1

0 sinon \

T'(s,t) =



vérifie également H avec f =1 et q;f est strictement croissante,

§2. LOI DE FORMES QUADRATIQUES DE PROCESSUS GAUSSIENS.

Rappelons l'expression générale des opérateurs TTn.: de B sur
WK) tels qu'ils ont été définis dans le chapitre I. Pour tout x de B

nous avons

K= D (er.x . )= % .. -
1 (x) = e .x) , i) = e ,x) , ‘e
n k=1 * B ,B KW oy K BB K

la famille (ek.)kzl étant une base orthonormée de H(K) .

Notons Qn le projecteur orthogonal de ¥H({K) sur ﬁn . Nous obtenons ([9]):

PROPOSITION 1.2.

Si X = (X(t), t€[0,T]) est un processus gaussien.réel 3 trajec-

toires continues sur [0,T] de covariance K , quel que soit nz21 le

processus Yn = (Yn(t) , t€{0,T]) défini par Yn(t) = (IB—nI;) X) (t) est

un_processus gaussien de novau de covariance Kn défini par

Kn(sl') = (IK(K) - Qn) (K(Sl-)) S E[O,T]

et _d'espace autoreproduisant si(Kn) 1'orthogonal de Zﬁn dans H(K) .

De plus l'expression analytique suivante est valable pour Kn :

o) =Ko - B o6 el () eloal”

En reprenant les résultats de [27] ou [48] la fonction caractéristi-

T
que de Gi = f Yi dt s'exprime en fonction du déterminant de Fredholm
0

>

46
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du noyau Kn . Plus précisément

P Z(S) = Dn(Zis)‘-l/2 = 0 (1-2is x(kn))-l/z

G kz1
n

R (n)
ol (kk )k21
associé au noyau Kn . On en déduit alors théoriquement par inversion de

est la famille des valeurs propres de I'opérateur intégral

Fourier la densité de Gi . Plusfeurs auteurs ([27], [48],[42]) ont propo-
sé des méthodes plus ou moins adaptées au calcul numérique pour l'inversion
de ch2 ou pour l'approximation numérique de la densité. de;.'. Gi . Comme
n o
il semble difficile et peu intéressant de condenser les résultats de ces ap-
proximations nous renvoyons le lecteur a la premiére partie de [9] pour en
avoir une idée précise. Nous ne résumerons dans ce paragrap_he que les ré-
sultats originaux de [9] sur la loi de Gi pour 'certainf.s noyaux Kn .
Citons d'abord la proposition suivante qui établit le lien de ce paragraphe

avec la remarque 1.1 du paragraphe précédent :

PROPOSITION 2.2.

Soit (W() , t€[0,1]) un processus-de mouvement brownien sur

—

[0,1] de covariance R(s,t) = s At . La fonction de répartit.i'on de la va-
1 i

riable aléatoire G2 = j' Wz(t) dt a pour expression dans R;+
0 ‘
32 2 (-0F (k) 4k +1
(1.2) F o) =2 T = (1-2( ))
G k=0 k1 I'(%) 2%

ou ¢ désigne la fonction de répartition de la loi gaussienne centrée réduite

sur R .

Nous donnons en annexe dans la table 1 la valeur de certains quan-
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tiles de cette loi. Pour les calculs seuls les dix premiers termes de la

série (1.2) contribuent 3 l'expression numérique de F 9
G

Citons également sous forme de théoréme le résultat suivant de ANDERSON

T.W. et DARLING [2], qui nous sera utile par la suite,

THEOREME 1.2.

Soit (Y(t) , t € [0,1]) un _pont brownien sur [0,1] de cova-

riance R(s,t) = sAt - st . La fonction de répartition de la variable aléa-
] .

‘ +
toire Gcz) = f Yz(t) dt a pour expression dans R
0
2
. _ 4+ )
1 j+ % — j +
@) 0= L oy TUTE) g oo 6% (D
GO WX j=0 T(1/2)j ¢ 16 x
ol K1/4(x) est une fonction de Bessel standard.
Une table de valeurs de F 9 est fournie dans [2]. La table 2 de l'annexe
G .
o

en est la reproduction.

Pour terminer ce paragraphe, nous proposons une méthode générale
2 . )
d'approximation de la loi de Gn que nous avons appliqué d_ans certains
exemples et qui donne des résultats trés satisfaisants. Rappelons que pour

. 2 .
tout entier n la variable aléatoire Gn admet la représentation

2 _ [n] 2
(3.2) Gn k}:‘,l A k §k

N

ol (Ek)kzl est une famille de variables aléatoires indépendantes gaussien-

Lol

R est la famille des valeurs propres du

nes centrées réduites et (

noyvau K
: n
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Nous savons également (voir par exemple [4€]) que les cumulants “[n]

de la loi de Gi peuvent étre calculés par

zk

(4.2) X = 27 k-1 jl REM (5,5) ds
| o KX

1
. [nl] - (n] - [n] [n]
od R™ V(s,t) =K (s,1) et R (s,t) J‘O RY, “(s,u) R™ (u,t) du .
L'expression (3.2) permet alors de proposer pour les quantiles de la loi de
Gi des approximations de Cornish-Fischer ([1]). Plus préc_iéément nous

obtenons pour yp tel que F 9 (yp) = 1-p l'approximation

G
n

it

Y m + Ow

2 4 .
= + e o o
avec w = x+vy, hl(x) ty, hz(x) Ty, hll(x) + ty, hllll(x) ol

xLnl
x =¢ (p) et Yoy = ! 7 Cr=3,4,...
(u[z"})

Les fonctions sont tabulées dans [1] pour diverses valeurs de p .

Mk 1

Reprenons maintenant la structure statistique de Wiener de la“ proposition

!

3.3 du paragraphe 3, chapitre I. L

Les sous-espaces Hk+1 de MU(K) étant engendrés par la famille de

fonctions {cpo,. oW, } définies pour t dans [0,T] par :

N

g ) =t cpj(t) Ty sin (jmt) j=1

Nous avons
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PROPOSITION 3.2,

{n]

Avec les notations précédentes, les semi-invariants }{3, de_ la
loi de Gi , =0 , sont donnés par l'expression
[n] 23172 (1) 2711y [n]
}(,j {BZJ\ - 2 A}_ =1,2,.
(29) 1 o
ol (Bk)kzl est la suite des nombres de Bernoulli et ou
n j
1
A[_n] = 3 ('g) pour nz1l et A[,O] =0 ,
J k=1 K ]

La proposition 3.2. nous permet donc d'aprés ce qui précéde d'appro-
cher la loi de (}rz1 quel que soit n =0 . Nous donnons en annexe (table 3),
les quantiles de Gi pour n=20,1,...,5 . Remarquons d'ailleurs la qualité
de l'approximation en comparant les quantiles approchés de G(z) a ceux dé-

terminés par la table exacte 2.

)

) ) ) 2
Par la méme méthode, nous avons comparé les quantiles de Go

pour un processud d'Ornstein-Uhlenbeck stationnaire aux quantiles exacts de
la meme loi, déterminés avec les méthodes de [48]. L'approximation de

Cornish-Fischer est 13 aussi trés bonne (cf. [9]).
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a 0.10 0.05 0.025 0.010 0.005
X 1,19582 1.65574 2.13471 2.78745 3.29191
a

1 2
TABLE 1. -~ Valeurs de certains quantiles de la loi de J’ W7 (t) dt ou

W est un mouvement brownien standard sur [0,1] . Ce,s0 valeurs ont
été calculées a l'aide de la Proposition 2.2 du chapitre IV. Pour ¢ dans

[0,1] , xOL désigne le nombre réel tel que P( ‘f(l) Wz(t)dt ﬁxa) = l-q .



02480 .01 .08562 .34 17159 .67
02578 .02 05744 .33 17568 .63
03177 .03 .08928 .30 .17992 .69
.03430 .04 L0015 .87 18433 .70
03656 .03 L0920 .38 . 18892 .71
03363 .06 L0999 .39 19371 C 72
.01061 .07 09696 40 10870 £
247 .08 .09896 AL 20302 74
.04427 .09’ .10100 A2 20939 .75
.04501 .10 .10308 .43 .21512 " .76
04772 11 .10520 A4 L2211 CLTT
.04939 12 .10736 .45 .22748 .78
.05103 13 .10936 .46 23417 .79
.05265 A 11182 .47 24124 .80
05426 15 | 42 .48 .24874 .81
.05586 - .16 11647 .49 .25670 C .82
.03746 17 . 11888 .50 .26520 . .83
05904 .18 12134 .51 .27429 C .84
.03063 .19 .12387 .52 . 28406 .85
.06222 .20 12646 .53 .29460 .86
.06381 .21 12011 54 .30603 .87
06341 .22 13183 .55 .31849 .88
.06702 .23 13163 . .56 .33217 .89
.06863 .24 .13751 .57 .34730 .90
.07025 .25 .14046 .58 36421 91
.07189 .26 14350 .59 .38331 .92
.07354 .27 .14663 .60 .40520 .93
07521 .28 14986 .61 .43077 .94
.07690 .29 .15319 .62 .46136 .95.
.07860 .30 15663 .63 " .40920 .96
.05032 .31 .16018 .G4 .54885 .97
.08206 .32 16385 .65 .61981 .08
.03383 .33 16763 .66 74346 .99
1.16786 .999

TABLE 2. - Cette table reprodult les valeurs de [2] sur la

fonction de répartition de J‘ W (t) dt od W est le

pont Brownien,
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TABLE 3.

0.75 0.90 0.95 0.975 0.99 0.995 0.9975 0.999

0.20247 0.34670 0.46717 0.59415 0.77407 0.90193 1.03636 1.21472

0.08062 0.11737 0.14647 0.17611 0.21516 0.24393 0.27157 0.30575

0.04900 0.06604 0.07891 0.09803 0.10875 0.12138 0.13374 0.14953

o.owa%p. 0.04488 0.05233 0.05972 0.06944 0.07674 0.08401 0.09351

0.02677 0.03363 0.03856 0.04341 0.04979 0.05462 0.05948 0.06594
Cette table donne l'approximation des quantiles de w n=0,... 4 obtenus I'aide de la proposi-

tion 3.2 du chapitre 1IV. Ils sont donnés pour o = 0.75, 0.90, 0.95, 0.975, 0.99, 0.995, 0.999.



63

a .25 .10 .05 0.025 .01 .005 .0025 .001

X .mwa»o 1.28155 H.mpwmm. Hnwmwmm 2.32635 2.57583 N.moqow 3.09022
SHOQ -.09084 .Hoqom .28426 .47358  .73532 .93915 1.14657 1.42491
chc -.07153 =-.07249 -.02018 .06872 .23379 .39012 .5707Q .84331
SHH€¢ .07663 .06106 -.01878 -.14607 -.37634 -.59171 -.83890 -1.21025
wwoa .00398 =-.03464 ~-.04928 -.04410 -.00152 .06010 .14841 .30746
WHNOQ .00282 .14644 .17532 .10210 -.17621 -.53531 =-1.02868 -1.89355
wHHHO& -.01428 -.11629 =-.11900 -.02937 .25195 .59557 1.06301 1.86787
U»G& .00998 .00227 -.01082 -.02357 -.03176 -.02621 -.00666 .04591
WNNGQ -.03285 .00776 .05985 .09659 .07888 -.01226 -.19116 -.59060
WHch -.05126 .01086 .09462 .16106 .16058 .05366 -.17498 -.70464
WHHNGQ .14764 -.10858 ~.39517 -.55856 -.36621 .35696 1.60445 4.29304
h (x) -.06898 .09585 .25623 .31624 .07286 -.46734 -1.39199 -3.32708

1111

Coefficients pour 1'utilisation du développement asymptotique

TABLE 4.

de Cornish-Fisher.
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1.0

0.0
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Figure 1
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SIMULATIONS

Nous avons appliqué les méthodes d'estimations et de tests des

ohapltres précédents pour la structure statistique

{ cllo,1]) , a(c([0,11) , {N(m,Q);: m eH(Q)}))

o N(0,Q) est la mesure de Wiener sur C([0,1]) et avec

m (1) = 10t - SyZsint | 3/Zsin2t cp(t)-l-a [®) + (1)
m L1

Les fonctions ®; étant celles de la proposition 3.3 du chapitre I et
ao=10 a1=—5 az=6.

Pour obtenir l'observation y(t) = mo(t) + w(t) nous avons généré un mouve-
ment brownien d'aprés le théoréme de Donsker avec n = 1000, et nous
avons simulé 100 observations indépendantes de meéme loi que

{y(t), te[0,1]} . Nos résultats sont résumés dans le tableau qui suit.

= 9, 8768 a, = -5.035 a, =5,574
o = 0.78 éa = 0,49 ' Sa = 1,03
Nombres de rejets de "m EHN“ pour les valeurs données de N dans 100
répétitions indépendantes |
1-a N = 3 N=2  N-=1 N =0
0.90 13 37 53 92
0.95 8 21 42 78
0.99 3 15 32 61
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STATISTICS ON BANACH Sf’ACE VALUED GAUSSIAN RANDOM VARIABLES

by A. ANTONIADIS

1. Introduction.

Whereas the classical theory of statistical inference in finite di-
mensional gaussian models is almost completely developed,‘ in the infinite dimen-
sional case many problems are unsolved. It is the purpose . of ‘~fhis paper to
provide some methods of statistical inference on gaussian infinite dimensional
models. Our approach is based on recent developments of the theory of infinite
dimensional statistical spaces and on the use of tcchniques from the theory of

gaussian measures on Banach spaces.

Let us now be more specific and introduce the basic notations and

conventions in order to summarize the results.

Let x = (x(t))t&'l‘ be an obsecrvation of a real random function

(X(t;))t -~ such that

X = {X(t) = m(t) TR ) 5 teT )

where T is a compact metric space and (Xo(t)) 1s a real gaussian func-

t €T
tion with zero mean and known covariance K on 'd x T ., We +hall assume that
the mean function m belongs to the reproducing kernel Hilbert 'space H(K) of

K . The statistical space corresponding to this model is

R, & &R, IN K meng (1.1)
teT Rl

, } ] 01‘
where N T(m,}\) denotes the gaussian measure on R with mean m and

covariance K . A statistical space is a triplet (E,c,¢) , that is, the mathe-
matical model associated with a statistical experiment where E is a real vector
space representing the set of all the possible observations x , € is the ¢-field

of subsets of E generated by the observable cvents and 8 iy a family of

hypotheses concerning the probability distribution of the observed random varia-
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ble X in (E,€) . Assuming the model (1.1), statistics for astimating the mean

function m are given and tests of hypotheses of the form - "m& V" , where V

is a finite dimensional subset of WK) , are performed,

An often adopted model for V is to regard it as’ the linear span
of a family of known functions on T . The tests performed are optimal when
the dimension of V is known. Thus, the next problem we are dealing with,

is to define an estimation procedure for the dimension of V .7

7
The representation of our model in terms of gaussian measures on

Banach spaces is discussed in section 2.

In section 3, we survey some results of { 1] which we shall need,
concerning the estimation of the mean and the tests. Section 4 is devoted to
the estimation of the dimension, which appears as an application of a result

valid for wmodels more general than model (1.1).

2. Notations. Preliminaries.

This section covers the basic definitions and notations necessary
to the following work. All random variables considered from now on will be de-
fincd on a complete prebability space (0, G, P‘\) .

. *
Il B is a real scparable Banach space with norm -] ||, B de-

notes the topological dual of B  and the symbol (.,.) denotes. the duality

Letween B and Bw‘ . As usual B denotes the Borel g-field of B

Let w be a centered probability measure on (B, 8) such that

dulx) -~ +« and let K denote the covariance function of o defined by

. K,
R(E,0) = | (%) (@,%x) dub) (g €B)
B

Then according to lemma 2.1 of [3], the reproducing kernel hilbert

space  #(K) of K can be realized as a subset of B and the natural inclusion

map of WK} into B , say ] , is linear, one to one and continucus, The
*® *
same properties are tgue for the adjoint map T from B into MK} if we
S

* ok
identify ® (K) and W) in the usual way. TFurthermore, | (8 ) is dense in
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L . ‘ * ‘ Nk
) . lence, there is a subsetl {‘uj ;j2 1} of B such that {} ((—:j)-—‘ej;j-‘r:l}
is a C.O.N.S in H(K) . Purther, the lnoar opecators
N A
i, (m) o= 3 2, %) e anc (x) = Xx~-1 , Nz
N( ) (¢ . <) e, and QN( ) = x N(x) N
k=1
are continuous from B to B .
For every Nzl , let HN denote the linear span of [81; 1<jun}

which is also the range of nN H UN

orthogonal projections onto their range.

and QN when restricted to H(K) are

Finally, if Po denotes tha gaussian measure on  (B,8) with

. 2
zero mean and covarlance K o, then j Hxll dPo(x) < 4+« and the above holds.
B s

For every m in H(K) , let Pm be the image measure of P.O by the map

i X+tm , x €B

3, Estimation and quadcatic tests.

For applications, it {s natural to suppose that the C.O.N.S
{ej ;jz 1) of H®(K) is given. With the notations of the above section let ¥

be the gaussian statistical space

%= (B, ﬁ,[Pm; m € UN <OHEK) ) )

i

Here, we give the estimation procedure of the unknown mean m

and some quadratic tests of the hypothesis “m € H " against "m ¢HN"

The proof ot these results will appear elsewhere [1] .

Proposition 3.1, Iet ¥ = (B, ﬁ,{l”m ;N &HN CH(K)}) be agaussian

statistical space. The statistic
X - T_{X
N
is sufficient for m , of wmaximum likelilhood and defines an unbiased linear es-

thination of minimum variance.

w *
Remack. In the statistical space L = (8,8, U”m;mé] B)})
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by using the extension of the Cramer-Rao ineguality in Banach spaces as it is
stated in [ 2], it is easy to check that the identily is an efficient estimator of
m . By efficiency of an unbiased estimator m of m we mean that for any

w
unbiased estimator M of m and any f in B wa have

- 2 - y
B ((f,m-m)“ ) < };‘P ((f,nv—m)z’) .

P

m m
It is also known that in the gaussian case, 'nN(x) converges to  x E’m a.s,
It follows that the sequence | ﬁN(x) s Na 1Y} is asvmptoticaly efficlent.

Next, when we assume B to be lhe space C(T) of continuous
functions on a compact metric space T , we have

Proposition 3.2. Let (X{t)). . be a gausslan random function

&T
with a.s. continuous sample paths on T , with covariance function K conti-

nucus on T x T and mean function m in WK) . Then, for every a , 0sas] ,

there exists an unblased quadratic test of size o for testing "m € H_" against

¥ N
“In o HN”. . Such a test is of the form
x Ty, I (O (x) (t))2 dvit) » 4 ==» m ¢ H
‘ ) S N ' Q N

for some positive Borel measure v on T  and some positive real number »ta .

4.  Estimation of the dimension.

The estimation procedure 1:>rese3:nfec1 in section 3, requires the know-
ledge of the dimengiornn N and it s then optimal. Thug, we éfe faced with
the problem of f:hef,x)siragvt,i“:e appropriate dimension that will fit a given set of
observations. A typical example of this problem is the choice of degree for a
polynoemial regression. In this section we prescnt an estimation of the dimension

of the model. Before stating the main result we shall establish some terminology.

Let us consider an n-sample in the statistical space
. ‘ * X
Y= (B, B4 P'“ rme] (B )} ) . Since we can consider the parameter space

j (B ) partitioned in the following wavy
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Feh = U M

N<1 N

A «
where MN 2 HN \HN__1 and M_ =] (B )\I s}k\£<+mHN , x\fe shall call di-
mension of our model the subscript N of MN such that m belongs to MN
in L‘m .

For each x in B and ¢ strictly positive, set
r(x,9) = min [ j; an(x) <o) (1.1)

where Qj = 1d - \Tj . 1':j being the orthogonal projector onto o IIl

The estimation procedure can be formulated in the following corollary whose proof

will follow easily from the general convergence result obtained in theorcm 4.1,

Corollary 4.1. Let (Xn) be a sequence of i.1.d random variobles in I

n€IN
There is a positive constant M such that, for any <>.0 , r(Xn,cpn(e, M))

defines an estimator of the dimension of the wmodel, P a.s. convergent, where
p

4 AY

r is defined in (4.1), cpn(e,M) = (2109 log n )
n

/.‘ - n
V2 (eaM) and X =1 9 x
. n n 1-_—] 1

Before stating our result let us recall a definition which is used

in theorem 4.1,

L

Definition 4,1, Let u a probability measure on (B, 8) , with mean zero,co-

2, .
variance K and such that B“(HXH )< +e . The peasure . is said to satisty
the law of the iterated logarithm if for any sequence of f.i.d B-valued random

variables on (Q,U,Pr) such that S(Xl) =1, we have

S (w) |
p ( wEQN ; ,mi__....w—.- i nz2 | is conditionally compact in B )xl
r J2nlog log n
n
) g ~ M
where un 1%;1 xl

If y satisfles the LIL then, according to [3] ,

1/2

Pr(lim d ( {(2n loglogn)* Sn' S) =0) =1 (4.2.)

where S denotes the unit ball of  H(K)
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o (¢ v { 210109 N €4 M)
N n( €M) (\ n ) ( W)

It tollews from (4.3), (1.6) and (4.1) that for any n an ('v':,t{:)

(X {w) , 0 (¢,M)) = d
n n
and consequently
P (lim sup (X ,o ) =d) = 1 4.7).
r n N n

Set F o= {w&Q; lim inf r(fin(uz) , cpn) <d} andlet & be an

element of P . Thus, for any integer n there exists k(w) 2 n  such that
r(}‘_(k (w) ,~‘pk) < d

and since H] H2 S Il_j it follows that

d(X (1), H ) < 4.8).

k™0 d- Tk

(X, (), H ) = ¥ () ~m, H - m) and therefore

But d-1 "

joy
oo

d-1

d{m, H »1) < d (j\fk (), m) + Q{)P

N

d

or equivalently
' k 1/2 ‘A '
(---~-~—-w~»~ ) dim, H )= |le () ll+(c+M)  (4.9).
VU 21og log k d-1 k .

Since the dimension of m is d , we have d(m, Hd 1) > 0 . Hence, for any

v in Fowe have  lim sup || 5. (W) || =4 . Combining this with (4.2) we
i !

c
theorem 4.1,

then have P (F) = 0 . Now (4.7) and Pr(}‘) = 0 implies the assertion of the

To finish the preof, let us consider the case of an infinite d ,
X Fad
that is ot ) (B )N L H,, . We will prove here that

P (i inf 1(:'( ;W y ok w) = {(4.10).
r I n

74



75

Set A={w¢a; lim inf r()—('n,cpn) <+= ] and let & be an element of [ .
There exists an integer K(w) such that for any u , there is a kzn which

satisfies

(X

K t'pk) < K(w)

Thus inequality (4.8) holds with d-1 =KW)~1 . Ilence we have

(4.11)

(7))

dfm, W ~(e+M) = ||g )|
2 log log k ( L(m)-—l) | k ‘

But d =+» and therefore d(m, “I’(m)—l) > 0 . Now (4.10) follows from (4.11)

and (4.2), so the proof is complete.

The proof of corollary 4.1 is immediate since the law PO satis-

fies the LIL. However we stated it becausc it is the most uséful in applications.
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SUR CERTAINS PROBLEMES D'ESTIMATION ET DE TEST
CONCERNANT LA MOYENNE D'UN PROCESSUS GAUSSIEN

par

Anestis ANTONIADIS

Institut de Recherche en Mathématiques Avancées
Université Scientifique et Médicale de Grenoble

B.P.53 X , 38041 Grenoble Cédex

RESUME. - Le but de cet article est d'étudier certains problémes d'esti-
mation et de tests concernant la moyenne dans des modéles linéaires
gaussiens de dimension infinie. Notre approche est basée sur les dévelop-
pements récents de la théorie des structures statistiques infinidimension-
nelles et sur les résultats concernant les probabilités gaussiennes sur un

espace de Banach,

Les deux principaux résultats que nous obtenons sont d'abord une
extension en dimension infinie de la théorie des tests d'hypothéses liné-
aires de dimension finie ; ensuite une méthode ;d'estimatlor}‘ de la dimension

de certains espaces gaussiens.

ABSTRACT. - In this paper we are concerned with some problems of esti-
mation and tests on the mean' in Infinite dimensional gaussian linear
models, Our approach is based on recent developments of the theory of
Infinite dimensional statistical spaces and on the use of techniques from

the theory of gaussian measures on Banach spaces,



More precisely, if u is the mean function of a gaussian process
whose sample paths fall in some Banach space B , we obtain tests of

the linear hypothesis u € Hn against LIE Hn , where the Hn are

n dimensional subspaces of B

Furthermore an estimation procedure of the dimension n is pro=-

posed and it's asymptotic properties are studied.

1. INTRODUCTION

Tandis que la théorie statistique de 1'estimation de's‘ parameétres et
des tests quadratiques dans les modéles linéaires gaussiens est trés avan-
cée en dimension finie, en dimension infinie.plusieurs probiémes demeurent
sans solution, Néanmoins certains résultats de J.L. Soler ,[\‘8] nous ont
permis d'envisager la construction de tests d'hypothéses linéaires concer-
nant la moyenne d'un processus gaussien au vu d'une trajectoire de celui-ci,

Plus précisément on dispose d'une observation x = (X(t) )teT
d*une fonction aléatoire réelle (X(t) )tET de la forme '

X = {X(t):Xo(t)+ m{t) ; t €T }

ot T est un ensemble, et (Xo(t) )tET une fonction aléatoire réelle
gaussienne centrée et de variance Q «connue sur T X T . La structure

~

statistique associée a cette observation est

(R™, & 8&®), { Np7 (m,Q‘) FmEBCHQ) 1)

L'ensemble © f{raduit uné hypotﬁése a priori sur la moyenne inconnue m ,
'hypothése ©< H(Q) rendant la structure dominée. Sous ces conditions
nous obtenons des tests d*hypothéses lindaires concernant m , C'est-a-
dire des tests de l'hypothése “"m €V "™ contre " m é‘\l " pour certains

sous—-espaces V de ©
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Dans le cas o T est un ensemble fini (cf. par exemple [11])
le test fait intervenir une forme quadratique de l'estimateur Xy de la
moyenne inconnue mv . projection orthogonale de x (resp. m) sur

le sous-espace vectoriel V de © ,

Lorsque T est infini, 1'espace autoreproduisant H(Q) de la
loi de Xo est de probabilité nulle dés qu'il est de dimension infinie
et donc l'observation x ne saurait &tre projetée sur un sous-espace
vectoriel de ¥H(Q) . Néanmoins en conservant l'idée de "projection" nous
~ proposons une solutlion satisfaisante du probléme, solutlon_qui nous permet
en outre de faire le lien avec les résultats existants sur '-l"estlmatlon de

m obtenus par E, Parzen [6] et Ju.A, Rozanov [7] . .

Le test proposé est optimal lorsque la dimension du sous-espace V

est connue. Nous définissons donc un estimateur de cette dimension.

Les hypothéses utilisées reposent sur la théorié des probabilités
dans les espaces de Banach, c'est pourquol‘ le §2 sera consacré a l'intro-
duction des notations et au rappel des résultats que nous utiliserons.
Aprés les §3 et §4 sur 1'étude de l'estimation et des tests sur la moyenne,

nous consacrons le §A5 a l'estimation des dimensions.

2, NOTATIONS - PRELIMINAIRES.

Le but de ce paragraphe est de fixer les notations ‘é't d'énoncer
les résultats nécessaires pour la suite. A moins que le cdritraire ne
soit explicitement mentionné nous Supposerons toujours qu'un espace pro-
babilisé complet (Q,a, Pr) ‘est donné et tous les éléments aléatoires

considérés seront implicitement définis sur cet espace probabilisé.

Si B est un espace de Banach réel séparable, nous noterons
.l sa norme, B* son dual topologique et (.,.) la forme bilinéaire

canonique mettant ces deux espaces en dualité séparante, L'espace B



x
sera muni de sa tribu borélienne ® et la topologie de B sera celle

de la convergence uniforme sur les compacts de B . Nous parlerons de
T projecteur dans B pour dire que 1T est un opérateur lindaire continu

2 -

sur B vérifiant 1% = q

Nous dirons que PO est la mesure de probabilité gaussienne sur B ,
centrée et de variance la forme quadratique définie positive Q sur B ,

*
si pour tout v de B les variables aléatoires réelles ,

(-.y) ¢ x> (x,7)

définies sur (B, 8, PO) sont gaussiennes centrées de variance Qly) et

telles que

IB x,9) (x,¥") dpo(x) = Kly,y")

~

ou K est le noyau symétrique de type positif relié 8 Q . Enfin un &1é-
ment aléatoire X défini sur (Q,Q, Pr) & valeur dans B sera dit

gaussien si sa loi de probabilité est une mesure gaussienne sur (B, ®) .

Le caractére gaussien de PO permet de ciéfinir 1'application liné-
aire I de B* dans LZ(B,ﬁ,PO) telle que pour tout y de B7k ,
I{y) soit la classe de Po-équivalence associée a 1:1 varialgle zléatoire
(.,y) définie sur (B, 8, PO) . L'adhérence de I(B') dans L°(B,8, PO)
sera notée H et n'est autre que l'espace gaussien associél ala f.a.r,

(21 .

linéaire (I(y) )yE ¥

La formule

* ‘ 2 *
(1 (f),y')&%f,I(y))2 , fGL(B,ﬁ,PO),YEB
. L

*
définit 1'opérateur adjoint 1 de I qui est une application lindaire

continue de LZ(B,{:’;,PO) dans B .

*
On notera ¥(Q) l'espace I (H) et on désignera par ., l'application

30



*
de H dans M(Q) , restriction de I a H .

H(Q) est un espace de Hilbert réel séparable mis en correspondance
bijective avec H par § dont la fermeture dans B est le support
de Po ([2]) . C'est l'espace autoreproduisant de Po . éans perdre de
généralité nous supposerons dans la suite que le support de P0 est

I'espace B tout entier,

Nous désignerons enfin par ] 1'Injection canonique continue de Q)
. *
dans B et I* sa transposée. En identifiant M(Q) ‘et son dual ¥ (Q)

les applications introduites se résument sur le diagramme suivant :

k3

I \I‘

H — Q) ——» B

2
L7(B, ﬁ,PO)

* % * -
J (B ) étant dense dans ¥ (Q) = H(Q) il existe un sous-ensemble
* N Kk '
{ ej* ;jz21} de B tel que {] (ej)jZI } ~ solt une base orthonormée

de H(Q) . ’

Pour tout entier nz 1 nous définissons le projecteur nn de rang fini

de B par

gr=]

2

(x, ef) I*(e*)
j:l ) j

i n(x) o

(nn n'est rien d'autre que le prolongement & B du projecteur orthogo-

nal Qn de H(Q) sur le sous-espace Hn engendré par

* %
{1 (ej) i1=§=<n}) . Il est bien connu par ailleurs (voir [2]) que pour
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PO presque tout x ﬂn(X) converge vers x quand n-« ({(au sens

de la norme de B)

*
L'espace vectoriel engendré par {] (ej ) =ej ; 1<j<n} sera noté Hn

dans la suite.

Enfin, o désignera la norme du plongement canonique de ¥(Q) dans B .

3. ESTIMATION - TESTS QUADRATIQUES

On supposera donnée dans tout ce paragraphe une ,‘étructure statis-

tique gaussienne décrite avec les notations du paragraphe précédent par :
(B.&, {P_;meuQ)})

ou Pm désigne la mesure gaussienne sur B , image de PO par l'ap-
plication linéaire x-— x+m et od ®Q) est l'espace autoreproduisant

de P
0
On étudiera successivement l'estimation sans biais du paramétre m

et certains tests quadratiques d'hypothéses linéaires sur m

On a, avec les notations précédentes,

PROPOSITION 3.1, .

Soit % = (B, 8,1 Pm; mEHnC #{Q) ) wune structure ‘é‘tatistique
gaussienne, Soit ‘ﬂn le projecteur orthogonal de B sur':Hn . Alors

la statistique
X~ 7 (X)
n
est exhaustive, de'maximum de vraisemblance et définit un estimateur

linéaire sans biais de m de variance minimum.

PREUVE, - L'espace Hn est un élément de la famille des sous-espaces
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vectoriels de .dimension finie de #(Q) , de dimension n . En prenant
n

N
mn ()= (..e ) e
n =1 i
est une base de I-In , la statistique linéaire x —»nn(x),, est & valeurs

| le projecteur de B sur Hn , ol (e1,1=1,...,n)

dans (an, ﬁ(’Rn)) et la structure image est une structure gaussienne

AR agn , (m (P ) iméH )]

ol nn(Pm) désigne la loi de probabilité image de P'm par nrl ; cette
derniére est une loi gaussienne sur Rn de moyenne m et de variance
connue nno Q o tﬂn . On se rameéne donc a 1'étude d'un probléme dans

une structure gaussienne classique de dimension finie et le résultat de

la proposition est immédiat. =

REMARQUE 3.2. - Nous avons considéré dans cette:propositlon des
sous-espaces vectoriels de #(Q) contenus dans I*(B*) . Au cas ou

Hn est un sous-espace vectoriel de dimension n de #(Q) quelconque,
ayant pour base (Vl ;i=1,...,n) , chacun des éléments :de H . ll:—l(vi)
définit une variable aléatoire réelle linéaire sur B , c'est-a-dire une
fonctionnelle B mesurable définie et linéaire sur un sous-espace vec-

toriel B1 de B de probabilité égale & 1 . (cf. par exemple (8] ou

n
(71) . Le choix d'une détermination de J) v, y 1(vl) conduit a un
i=1
estimateur linéaire sans blais de m de varignce minimum, estimateur

n
défini sur ﬂl Bl a valeurs dans Hn . C'est la méthode d'estimation
i= 2

proposée par Ju.A. Rozanov dans [7] ainsi que par E. Parzen dans [6] .

. n
Cette méthode suppose donc une caractérisation de () Bi
, i=1
Le choix de sous-espaces vectoriels de ¥(Q) contenus dans
* %
] (B') évite ce probléme et permet le calcul immédiat de 1'estimation

au vu de l'observation. =

x

La proposition précédente conduit finalement & une extension



simple en dimension infinie des tests d'hypothéses linéaires classiques ;

en particulier,

THEOREME 3.,3. - Soient T un espace métrique compac;f et (Xt)tET

une fonction aléatoire réelle gaussienne presque sOrement d trajectoires
continues sur T de moyenne m , de fonction de covariance K conti-
nue sur T X T et telle que m € ¥(K) . Avec les notations précédentes,
pour tout réel a de [0,1] , il existe au moins un test déterministe
de I'hypothése linéaire " m € Hn " contre "m ¢ Hrl ", sans biais, de
seuil a . Ce test est de la forme :

1/2

1 si [qu (I-—nn)(x)] >JLOL

0 sinon

. +
ol qp(x) =j xz(t) du(t) et W €M (T) c6bne des mesures boréliennes
T

positives sur T

En effet ici B = C(T) et (Xt)tET peut étre considérée comme
un élément aléatoire gaussien & valeurs dans B . La structure correspon-

dante au probléme de test est alors :

(B, &, {Pm;meu(K)CB 1)
et le test de l'hypothése “m € Hn " contre "m GtHn " équivaut au
test " ﬂn(m) =0 " contre " rrn(m) #0 " , On peut alors utiliser un
test quadratique de seuil o proposé dans [8] .

4, EXEMPLE

Soit B = C([0,1]) 1l'espace de Banach des fonctions réelles
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. *
continues sur  [0,1] (pour la norme sup ). Le dual topologique B de

B est l'espace M([0,1]) des mesures boréliennes bornées sur [0,1] .

La mesure de probabilité gaussienne centrée PO -de covariance K

définie par

1 1
K(pa,v) = j f min(s,t) du(s) dv(t) ; u,v € M([0,11])
0 0

est la mesure de Wiener sur C([0,1]) .

*
Un calcul élémentaire donne le résultat suivant pour l'opérateur | du

paragraphe 2 :
* x

wEM(I0L]) T () () =[ u(lt,1]) at 4.1)
: 0

Rappelons également que 1'espace de Hilbert autoreproduisant #(K) asso-
cié a la mesure de Wiener sur C([0,1]) est I'espace des fonctions de

la forme

X
() = [ oW at o ger’(l0,1],ar),
0

muni du produit scalaire

1

(f,h) J f@® n'@ a . - - (4.2)
0 ,

H(K)

t

i
Soit Hn 1*espace vectoriel des polyn6mes de degré au plus
*
égal & n définis sur [0,1] . Nous remarquerons que H}nCI (M([o,1])
En effet si fp définit la fonction

fp( u) = uP

193
-1
alors f (u) = (t) dt avec (t) = ¢ P
o [ g (t) g (1) =p

0

- En prenant alors



li
o

= (p+1) &, - (p+
Mor (p+1) 8 - (p+1) Hy avec g
P
ou _61 est la mesure de Dirac au point 1 et “gp la mesure sur
B8([0,1]) admettant gp pour densité par rapport & la mesure de

Lebesgue, nous avons pour tout pz0

(x) (4.3)

[t,1]) = P )
o (1D = ) P et g "

(x) =1
ptl p

’

Vu ces diverses correspondances, construire une base de ’Hn revient a

déterminer des polynémes orthonormés dans LZ([O,l], dt) d'ou

PROPOSITION 4.1. - Soit la structure statistique de Wiener

(c(lo,1]),B(C(l0,1])) , {N(m, Q) i mEUK })

et soit Hn le sous-espace vectoriel de #(K) constitué des polyndémes
de degré au plus égal & n et admettant zéro pour racine, Alors la

statistique L de C([0,1])  dans Hn est définie par :

n . N
x.-»‘rln(x) ou TTn(X) (t) = iz=)1 h[?]Fx) t! ., te[o,1]
avec pour tout x de C([0,1])
[l'l] wl ]
hy "x) = x(1) p,1) - Jo x(t) p,(t)dt  ou
i-1 .
pi(t) = (-1) Alnti-1) ! Pz(—n+l,n+l,i Jitl, 1;t)

(0% [(1-1)1 7 (n-i) ¥

Les fonctions hypergéométriques qu sont données par



F. (s, ,s , S
P gl

o o ;tlooot N
2 p' 1 '"q

1)
[y

(s)Ir = s(st1)...(s+r-1) et (s)o

La démonstration de cette proposition est donnée en annexe,

ainsl que quelques valeurs particuliéres des coefficients h[?](x) .

5. ESTIMATION DE LA DIMENSION

La méthode d'estimation et de test de la moyenne dans les para-
graphes précédents repose sur une seule observation et est optimale lors-
que la dimension n de Hn est supposée connue. Nous nous proposons

ici, au vu d'un échantillon dans la structure statistique
. * K
L= (B.ﬁ,{Pm;mEI (B)< ®Q)})

d'estimer 1l'indice de la derniére composante non nulle de la moyenne m

sur la base (e)) de H(Q) avec 1'éventualité d'une détermination

i'tz1
infinle au cas oi m n'appartiendrait a aucun des sous-espaces vecto-

riels H
n

!

i
Nous noterons S la boule unité fermée de H(Q) :

}

S ={x€enQ) ; “XNH(Q) <1

et ¢ la norme du plongement canonique ] de #(Q) dans B . Nous
sommes maintenant en mesure d'énoncer le résultat de T].Kuelbs que nous
utiliserons, non pas sous sa forme générale ([4]) mais sous une forme

adaptée a l'utilisation que nous allons en faire :
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LEMME 5.1. - Soit B un espace de Banach séparable, Soit (Xn)nélN

~

une suite d'éléments aléatoires indépendants définis sur (Q,Q, Pr) a
valeurs dans B , de loi gaussienne centrée P de covariance Q ,

Alors la suite (in) d'éléments aléatoires définis par :

nz3
1

5 n
& = (2n log logn) 7 X,
n : =1 1

est telle que

P{lim d{(g ,8)=0)=1 .
rn.4+m n

Pour tout & réel strictement positif et pour tout x de B

nous notons

i(x,8) =min{j| || %=1, (x) <81 (5.1)

les opérateurs Tfj étant les projecteurs sur Hj . Comme nous l'avons
rappelé dans les préliminaires T’fj(x) tend P presque sOrement vers x

et donc i(x,8) est P-presque sdrement fini quel que soit 6§

En utilisant les mémes notations que dans le lemme 5.1 nous -

obtenons

THEOREME 5.2, - Soit (Xn)nél une suite d'éléments aldatoires indé-
pendants de méme loi Pm dans la structure statistique § . Il existe
une constante positive M , telle que, pour tout ~€>0 , si on pose

pour n=z=3

1/2
2log logn
n n

on a

(i) si m EHN\HN—l , 1()\.n,6n) est un estimateur de N , Pr—presque

sQirement convergent
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Ak —
(i1) si meJ] B)Y\NU Hi, P( lim 1(xn,cn)==w)=1 ol

ji=1 r n- +w
- 1 n .
X = = 7 X
LI £
DEMONSTRATION. - Avant de commencer la démonstration nous remarque-

rons (voir Remarqué 5.3 ) qu'il est possible, quitte & modifier l'espace B,
de supposer que la suite des projecteurs (nn)nzl est uniformément bornée

par une constante ¢ . Nous étudierons séparément les cas (i) et (ii) .

Cas(i) : mE€ HN \ HN~1

Cette condition équivaut a .

nN(m) =m et nN—l(m') #m .

Pour n i+ 3 nous avons

1 n
)5 L (X ~m)

. 2loglogn = ,
1%, ( I Lo
n (2n loglogn)
1 n
. 2 loglogn 2 iZ-:Jl (Xj— m) .
U d 77, + S|+ sup (vl
n . (2 n loglogn) , yES

Or  sup (|lyll) = o norme du plongement canonique de ¥(Q) dans B .

ye€S
D'ou :
1
_ 21og logn \?2 ‘
| X -m| = (——i—_g__) (d(§ ,K) +0) (5.2)
n n n
. n
ou 2o (X -m)
i=1 !
¢ = .
.

(2n loglogn)l/z



Considérons maintenant
o -5 < T o Y + i - o H
1% =mg ZO = IR =mif + fimy m) - m (%) |

Les projecteurs T étant uniformément bornés par ¢ nous avons :
X -my(® )il = (c+1) X -m || (5.3)

En réunissant (5.2) et (5.3) nous obtenons finalement, avec M = c+1

, 5 |
I Xn"”N(Xn) | < M (Zlogiog n ) {d(§n,3)+qf} (5.4)

La suite (&;n)nzg satisfait aux conditions du lemme 5.1. Par conséquent

il existe A €@ avec ~Pr(A') =1 tel que, pour tout w €A et tout € > 0

il existe n(¢,w) € N , et pour tout n = n{e,n) on ait d(@n(m),S) <eg

L'expression (5.4) devient alors

1
z
— - {2 loglogn
- < [RontSimutt= s S
I X (w) My %, @) | <M ( " ) (1+€) ¢
| L
2
Posons 6= M(.%.l...s._l._q._) (+e)o
n

Nous avons alors pour tout n=2n(e,w) d'aprés (5.1)
i (X 5 ) =
x(Xn(w), n) N

et par conséquent

i i 5‘ b = - .
Pr(hm sup l(Xn, n)< N) 1 (5.5)

Notons F = {w € Q : lim inf i(Xn(w), 6n) <N } et soit ® un élément
de F . Nous avons alors

Pour tout n € N , il existe k{w)=n tel que i(Xk(w), 6k) <N



Mais alors d(Xk(m), HN— ) <~ b car les sous-espaces I-Ii sont emboités,

1 k

1

Or d(xk(m)l IIN_ N_l

) = d(Xk(tn)~m, H -m) et

donc d(m, H

) = d(Xk(u)),m) + 6k

N-1

et

DO~

, k
——— d(m,H_ ) < ||g || +c(1+e)M  (5.6)
( 2 log log k) N-1 | k I+o .

Mais comme m € HN on a pour tout h de HN—I

(m,ve;\]) eN = (TIN—TIN_]) (m-nh)

e | ey
N-1 92 ¢

et danc d(m, H
Finalement nous obtenons en reportant dans (5.6)

e

1
I Y _
N ( a )2 | (m, e )-5(1+e) M|

N ﬁk(m) " 2
2cC 2 loglogk

d'od pour tout w de F
lim sup || %k(m) | = +e

D'aprés le lemme 5.1 nous avons Pr(P) = 0 et donc

Pr(lim (i()—(n, bn) =N) =1

* Kk n
Cas (ii) : me] (B)\U

H1 . Nous montrerons dans ce cas que
i=1

i i(X = 4w =
Pr (lim inf 1(Xn,6n) ) 1



Soit F = {w€Q;lim inf i(Xn,én) < +o} et soit w€F ., Il existe

donc K(w) < +» tel que :

pour tout n € N il existe k = n satisfaisant a

(R, @),5,) < Kiw)

En reprenant 1'inégalité (5,6) avec K(w) a la place de N-1 nous

obtenons
1
_..__":__..__,___) 2 d{m,H ) —o(l+e)M s || W] (5.7)
2 loglog k TKw) k y .

* % .
Or mé€7J (B )\ Ul Hi et donc d{m, H ) > 0 car KWw) < +o
i= i

K(w)
Nous déduisons donc de(5.7) que lim inf || g, W | =+« pour tout w de F

et d*aprés le lemme 5.1 , Pr(P) =0 .8

REMARQUE 5.3. 1la remarque sur laquelle s'appuie la démonstration

du théoréme 5.2 est basée sur les résultats de L. Gross ([31) repris
par H.H. Kuo dans [5] (cor. 4.2. page43). Il est dérhontré qu'il existe
un espace dé Banach séparable Bo contenu dans B tel que

P(Bo} =1, H{(Q) = BO , de norme plus forte que celle de B et pour

lequel la famille (I(ei))iﬂ constitue une base de Schauder,

Les projecteurs nn sont dans ce cas uniformément bornés

(cf. [10] page 15).
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Annexe

I. Démonstration de la proposition 4.1,

Notons (”k)k'->0 les polyn6mes de Legendre sur® [-1,+1] .

Rappelons que

1 \ 2n+1
] o (u) 7 (u)du =
‘ n m
-1 » )
0 sinon
i pe () = /InFl n (2t € ami
En posant qn(t) J2n+1 nn(Zt 1) , te [0,1] la famille (cpn)nzo
de polyn6émes ainsi définis, forme une base orthonormée de Lz([O,l 1, dt)
La famille des polyn6mes {wn ;n=0,...,k} ou

X
b () = Jo v, (1) dt

est alors une base orthonormée de uk+1 .
Posons
/ n+l
N n+l i
b= o amth (1)
n i=1 i

Il est aisé de voir que la mesure Vi de M([0,1]) telle que
N . .

] v = , st définie par
J n an est de p
n+l
. +1 .
Vo= 7, (Fl ) ., ou “1 = iél-m
n i=1 1 1 gl"‘l

Nous avons alors

k k+1 k j+l

! R . (G+1) .. (1+1)
noo(x)(t) = 20 (x,v)y ()= t° 7 a 2.oan (p,, %)
kel j=0 1 =1 j=t1 * =1 b

iéme
et la mesure correspondant au 4 coefficient est



k j+1
k+1 \ i J
‘i[L ] > a(J;l) b a(j.ﬂ) M, (2)
j=4-1 i=1 ! !

D'aprés les propriétés des polynémes de Legendre (voir [9] par exemple)
on a

n

ﬂn(2x-—1) = (-1) 2 1

(-n,n+l;1;x) et

bx) = ——— (1 @x-1) -7

2/Ta¥1 M et

n-1

Aprés identification avec (1) nous retrouvons alors d'aprés (2) l'expres-

g[k+1]

sion de
4

qui conduit & la proposition.

Valeurs particuliéres des expressions h [in](x) :

[3] ' !
n =3 h | 7(x) =3x(1) -~ 60 [ tx(t)dt +36 [ x(t)dt
0 0
3] 1 1
hy 'x) = -12x(1) + 180j’ x(t)dt - 96f x(t) dt
;31 1 1 -
hy '(x) =10x(1) - 120] tx(t)dt + 60 [ x(t)dt

0 0
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ANALYSIS OF VARIANCE ON FUNCTION SPACES

’ : A. ANTONIADIS 1

Summary. In this paper, we introduce the notion of analysis of variance
on spaces of real functions defined on a product set and th‘é ordinary ana-

lysis of variance in two way arrays appears as a special case. In order to

obtain the results the theory of gaussian measures on Banach spaces is em-

ployed and a decomposition into orthogonal subspaces of a direct product
type Hilbert space is discussed. The details of the analysis are illustrated

by an example.

Key words : Analysis of variance, gaussian process, Banach space, tensor

product, reproducing kernel Hilbert space, quadratic tests, random pictures.

1. Introduction

Our approach into the formulation of a method of analysis of va-
riance on function spaces relies upon certain tests concerning the mean

function of gaussian processes (see A. ANTONIADIS (1980, 1981)).

Let (x(s,t)) be an observed sample of "a real random

(s,t) €SxT

function of the following form ;
X(s,t) = m(s,t) + Xo(s,t) s €S , teT (1.1)

where S and T are compact metric spaces and where

{XO (s,t), (s,t) € SXT} denotes the zero mean gaussian process with known

covariance function K on (SxT) x (SxT) . We shall assume that the mean

97

function m belongs to the reproducing kernel Hilbert space of K (R.H.K.S),

1 Laboratoire I.M.A.G, B.P. 53 X 38041 Grenoble-Cédex
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#(K) ; in this case, the statistical space corresponding to (1.1) is dominated.
With the use of this structure, tests of hypotheses are performed to analyse

the effect of the continuous factors s and t on the mean function,

Models of the above form have been succesfully used in problems
concerning scanning processes of random pictures (see L.E. FRANKS (1966)
and M. TASTO (1977)). In such problems, a still picture is scanned via its
luminance X(s,t) . Usually, this luminance has a gaussian random part

Xo(s,t) with a covariance of the form

K((s,t), (s',1') = dexp (- B, |s-s']) exp (-8 _|t-t' )

where the parameters B8 and ‘Bv specify the average number of luminance

levels in a unit distanc: alohg the horizontal and the vertical directions res-
pectively. If the scanned picture is composed of a continuous sequence of
objects with uniform density in one direction, the mean m(s,t) will be
constant in this direction. It seems therefore, interesting to test such an

hypothesis.

The representation of our model in terms of gaussian measures on
tensor product Banach spaces plays an important role in our anélysis and

is discussed in section 2.

The analysis of variance is discussed in section 3 in terms of

the model provided in section 2,

This formulation is an appealing orie because the absvt‘ract setting
looks exactly like the finite dimensional and because it provides a unified
treatment of the analysis of variance problem. In practical applications we
shall be concerned with finding the corresponding abstract formulation which
leads to an easy treatment of the problem. Such an application is given in

section 4 for the luminance process described above.

2. Preliminaries.

»

This section covers the basic notations, definitions and i:roperties

necessary for the present work. All theorems of this section are known and
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have been proved by S, CHEVET (1977) and R, CARMONA (1977) and we in-

clude their statements for the sake of completeness,

2.1, Tensor products of Banach spaces.

Here and in the following all the vector spaces aré real, If B

is a Banach space, its norm will be. denoted by || “B . The symbol (, )B
*
will be used to denote the duality between B and its dual B . The closed

unit ball of B will be denoted by U_ . Hilbert spaces will be identified

B
to their duals via the Riesz identification.

If B1 and B2 are two Banach spaces, B1 ®32 -will denote the
® B
€

algebraic tensor product of B and B, . We shall denote by B

1 2 2

equiped with the following norm

1

®
the space Bl Bz

* x * *
elu) =sup{|(x ®y ,u)| ;x €U ,,y €U , ]}

B, By

and B1 ®e B2 will denote the completion of B1 ®€ B2 . Let us point out

here some of the properties of the e-—té’ns'or product. If we assume that

x . Kk
B1 and B2 are separable Banach spaces, then B1 & B2 separates points

R * * | o,
* R
of B1 ®e B2 and B1 ® B2 is weakly dense in (B1 ®e 52) .(see

J. DIESTEL and J. UHL (1977)). If W denotes a closed linear subspace

® 2 i}
of BI , then W . B2 1:®€ B2 . More

over if dim W =1 , the linear subspace W ®e 82 is isomorphic to B2

In the following the identification of W@%&/B2 to B, will be isomorphic,

A typical and extremely useful class of examples is obtained

is a closed linear subspace of B

when we take Bl to be the space C(T) of continuous functions on a

compact metric space (T,dT) and 82 to be C(S) where (S,dS) is

another compact metric space., Let S x T be the metric space defined by
the distance

dg, ((s,t), (s',t') = max (dS(s,s'),dT(t,t‘)) .
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In this case we have C(T) ®€ C(S) ~ C(SxT) , the norm of these spaces
being the supremum norm,
Another example of tensor product B-spaces useful in applicationé is obtai-

ned when we take B1 to be the space Ck{{a,b]) of all real functions

defined on {a,b] which have continuous derivatives of order up to and

including k , B, to be O&({c,d}) , the corresponding norm being

2

NEW = sup - ( max |D'Ee)|) .
C"[a,b] x€la,b] O0sic<k

If H, and H, are two real Hilbert spaces, HI ‘® H, denotes

1 2 2 2
the Hilbert space obtained by completing the prehilbertian space H1 ® Hz
for the scalar product (h1 ®h2 . kl ®k2 )H1 ®H2 = (hl,k1 )‘H1 (hz,kz )Hz.

This subsection will be closed with a few words about induced

operators., If B_l . 82 . B3 and B4 are Banach spaces and 01 : B1 — Bz ‘
and 02 : BS-—»» B4 are bounded linear operators, consider |
O1 ®Oz : B1 ®B3v——+ Bz ®B4 defined by
n n
(0, ® 0, ( xi®yi) = D Ol(xi) ® Oz(yi) .
i=1 ‘ i=1 -
The operator O1 ®02 is a well defined operator sending B, ®B into

1 3

B2 ®B4 and has an unique bounded linear extension to an operator

O.® O :B. ® B. —B. ® B
1 "¢ € €

2 1 3 2 4

2.2. Gaussian measures on tensor product B-spaces.

The notion of gaussian tensor measures on Banach spaces is well
known. Nevertheless, we shall recall here some results on tensor gaussian
measures in order to make the paper understandable to the reader who is not

quite familiar with this notion.
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et B, and B be two separable Banach spaces and let §

1 2 1
and 0’32 be the ¢ ~field of Borel subsets of B1 and 82 respectively.
~Let 4 and v be two gaussian measures on B and B respectively,

1 2.
with covariance functions Ku and Kv . Our concern in the following is

with a gaussian measure on B ®€ B whose covariance is the "product"

| 2
of KM and Kv . This problem was examined by S. CHEVET‘(1977a, 1977b) Ina

very general context. More precisely we have :

Proposition 1. Let and be centered gaussian measures on B
M Ho ~ 1

and B2 with covariance functions Ku and sz respectﬁ/ely. There
1

exists a unique gaussian measure on B

1®€B

g denot'ed by u =y ®€ My

which satisfies

x® 'S *@ w k3 * I X
Kp(xl Xy 0 ¥y y2)~K“1(xl.y1)K“2(x2,y2)

* ® * * x X X ‘k_
for all (xl,y]) in leBl and (xz,yz') in BZXBZ .

We have the following characterisation :

Proposition 2., Let B1 and B2 be two real separable Banach spaces and

let 4 be a centered gaussian probability measure on B1 ®€ B2 . For gaus-

sian measures and ¢ to exist on B and B respectively, such
2 1 .

2

it is necessary and sufficient that there exists positive

1

= &
that p p] epz

* K
definite quadratic forms Q and QZ on B1 and B which satisfies

1 2

K

x B * K
. Q(x] ® X, ) = Ql(xl) QZ(Xz)

k% * *
for all (xl,xz) in BIXBZ

Without loss of generality, we can assume that the topological
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supports of My and }.12 are the entire spaces B and B To end this

1 2"
section we shall expose briefly some known results on the relationship exis-

ting between a gaussian measure and its reproducing kernel Hilbert space,

Iet W and ¥ be the R.K.H.S'S of the measures and W, ..
M1 ) ‘ 1 2
Then, according to the abstract Wiener space theory {see L. GROSS (1965)),

for each i{i=1,2) , the space ﬁu can be realised as a s;ubset of Bi
i

and the natural inclusion map of ﬁp into Bi , say }i , is continuous

* .
linear, one to one, with dense range. The linear map Ii (transposed of

*
}i) from Bi into 24“ is also continuous and with dense range. With this
i _

terminology, one can prove that (I1 ®€ 12 . ﬁp éz Hp . B1 é’e Bz) is an
1 2 :

abstract Wiener space {(see R. CARMONA (1977)).

* * * - *
Now, since B1 @ BZ- is weakly dense in (Bl ®€ ’Bz) , the

-~ * -~ v
adjoint operator (]1 ®€ ]'2) of ]1 ®€ 12 is entirely defined by its values

* *
on Bl ® B2 and we have

- * 0k * * X Uk ®
(1, 8 1) 6y @ xy) =T, 6)) € Ty

* ) x . x
for all (xl,xz) of 81X82 .

In the following, we shall deal with Banach spaces -lB1 and Bz

which are spaces of real functions,

3. Analysis of variance.

4

3.1, The Problem.

Let B1 and B2 be separable Banach spaces of numerical func-

tions defined respectively on sets ‘l‘1 and Tz . Let x be an observation

of a random gaussian B1 ®e B2 valued vector X , with mean m belonging
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to the reproducing kernel (I1 ®£]2) (u ®u) the law of X-m being Hy @ Uy
From now on the reproducing kernel Hllbert space u ® nz will be identified

with the dense subspace (] ® ]2) (Hl ®2 112) of Bl ®€ Bz . So, within the

framework of section 2 the corresponding statistical space which we will use is

Py

8, . ® |
. 2,na(B ® B, ) , N(m,Ql®Q2),mEH1 z“z) (3.1)

(B
For example, if S and T are compact metric spaces and if we consider
a random gaussian process (X(s,t) ; (s,t) € SxT) with a.s. continuous

sample paths on (SXT ,d ) and with covariance K =K ®K2 the

SXxT 1
random process {X(s,t) ; (s,t) € SxT} defines a random vector X taking

on its values in the space C(SxT) and the corresponding statistical space

is

K

= { G(8) @ C(m), #(C(SxT)) ,N(m.QKl®QK2) ;m":#’l ®, N,Z

We can also consider with some additional assumption on X , statistical

spaces of the form

— k < L . . <
v=(c"([a,p]) ® C'(lc,d]), B: N(m, Q,®Q,) i mEHQ ) &, ¥(Q,) .

In order to tackle the analysis of variance problem we assume

Assumption 1. For 1=1,2 there exists in Mi an element _1T + such
i

that ]i(lTi) is the constant function equal to 1/. on T
I Tll
*

* *
Assumption 2. For {1=1,2 , 1Ti is in the range of ]i ; let e1 € Bi

K x
such that ]1 (ei) = lT1
Assumption 1 is used to ensure that the reproducing kernel Hilbert
space of the process contains the constant functions on 'Tl X T2 and also
the constant functions on Ti (1=1,2). Assumption 2 is used to assure that a
solution to the analysis of variance problem exist. These conditions are auto-

matically satisfied in the finite dimensional case,

Lemma 1. Let m be an element of } = ul @92 uz
Then m can be written as

m=m_+m, +m, + m,,
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where mO is a constant function on Tl X T2 , mi(i=1,2) is either zero

or a non constant function on 'I‘i and mlz is either zero or a non zero

function on T1 X ‘I‘z , which can not be written as the sum of a function

on Tl and a function on T2 . Moreover, such a decomposition is unique,

Proof. According to Assumption 1, 1, ® 1 = 1 is an element of
R TI T2 TI xTz
= &
H ﬁl 5 uz

Let }61 ’ %2 . 51,2 be the linear subspaces (clos_ed) of 341 , Biz

and ¥ , spanned respectively by the functions lTl, sz and lTI X Tz .
Iif MJI' and HJZ' denotes the orthogonal subspaces of }Cl abnd }(2 , then
according to the preliminaries of section 2, }£1 éz RZ and }q éz )ﬁz are
closed linear subspaces of’ HlA %)2 uz . Isomorphic to R;‘ a'hd lﬂ; respec-

tively. Moreover it is obvious that they are orthogonal in ¥ and orthogonal

to Ml 9 According to this orthogonal decomposition of H , for every ele-

ment m of H® we have

where mO denotes the orthogonal projection of m on }él 2?, my the
L2 e A
® i ; ®
projection of m on }il ) }62 m, the projection of m on }41 ) }62
and mlzzm-mo—-m1—m2.h
We have m ={m, 1, ®1_ ) 1. ®1
© S Ty
If ]1n denotes the identity operator on ﬁl . by‘identifying
- 1 ,
Nl ®2 R with hl we consider the operator
U, =(n, -<«1 N T N - D N |
1 Hl '1'1 ' Hl ‘I‘1 'I‘z, Hz 'I‘2

L

;)

as a projector from ¥ onto }ﬁJl' ®2 }£2 (isomorphic to ¥



According to this we have m1 = Ul(m) . In fact if m is of the form

m = f{®qg with fékll and gEMZ we have

m.=TU (m) = (f-Cf,1, ) 1 ) ® (1., ,4g9) 1.,
1 1 Tl Hl Tl TZ 112 '12

and for (s,t) € '11 X T2

m](s,t) = af(s) - aB where «,B are real.

In a similar way, we have

m =U2(m) where

(1 L) 1 ® (I . .
2 Ty " T, 2 2w, 2

c
I

In terms of analysis of variance, we can formalize the above by

saying that the function m, represents the effect of the factor T1 on the

unknown mean m , the function m.2 the effect or influence of the second
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factor T on m and that m is the interaction of T1 and '1‘2 on m .

2 12

1
cal space related to the analysis of variance problem is

Remark 1. In the case that T, = {1,...,n] T, '={1,...,p] the statisti-

(" er®, a®"") , Nm, » _en RE meR"P )
R R

The RKHS is the all space. With the previous notations we have

n p
mo=m= Loy maLg)
NP y=q y=1

P
2\ m(i:l) -m

) = 1
m 0 = Uy ) @) = g2

N
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m, () = U, m) () =

fo I8 Y

n
Z} m(l,j) - m
i=1

These are the classical formulas which are handled in a two way analysis

of variance (see for ex. C.R.RAO (1973) p.247).

3.2, Estimation and tests.

We assume here that assumption A2 holds. This is not a very

restrictive hypothesis as we shall see later. Consequently there exists

w ® * )
e, €B, (i=1,2) such that I1 (ei) =1

i T

i

By identifying B ® J,(R) to B, and J (R)é B,to B, , we may consider
1 7¢7°2 1 1 e 2 2
L= -6 D50 ® e
1 1 2
and
,u * ® *
2 =) T ) @ (1 -(e, L) T (1))
1 .2 2
5 ' ; | ]
as operators from B1 e B2 on B1 and from fl ®€ B2 on B2 respecti
vely. Let us also consider the operator u =f{e, )7 (1 ) @ ( D I (1) .
o} 1, 1 2 2 T2
In fact the operator ui (i=0,1,2) is the extension to B1 ®€ B“2 of the
orthogonal projection U1 of ul ®2 142 onto the subspace -(i=0 1,2) .
Then if 2’ denotes the g¢-product gaussian statistical space defmed by
(3.1), we have, with h “I(l ) “B , i=1,2 :

Proposition 4, With the above notations, the image statistical spaces of £

by u’o ’ul and uz respectively are :

*
Z =(R,B R’ N(m; Q(el)Q(f ))hhz;mER).
I * * * N
£, = (Bl. , N(m Q (e2 (Q, 0 [IIBI-(el'.) II(ITI)] );mEHICHI)
*x
X *x A
L, = (Bz,ﬁz. N(m,gin(el) (Q, 0 [0y -(e, ) IZ(IT )] );mé}ﬂzcﬁz).

°2 ' 2



Moreover, the statistics x ._,U, (x) , x —.u (x) , x -»ll« (x) and

x——»ulz(x) where UIZ =1]B uv u u and x €B ® B2 are

1 &8y 1

independant and sufficient for mo , m_, m2 , M

1 12

Proof. The details of the proof are mainly computational and therefore we
shall prove here only one of the assertions ; the others can be obtained in

a similar way.

Let p be the gaussian measure N(m, Q ®Q2) on B-l ®€ B2 and
let ‘\l (4) = v be the image of u by u . The measure v is a gaussian

measure on B1 with mean Ul(m) and Ul(m) belongs to J{'l' ®2 Hz which

4
is isomorphic to h.l . For the covariance of Vv we have

* O % * * * * N
Qv(x ) = Qz(ez) Ql(x - (]1.(1T1)'x )BxB*el ) for all x in B, .

Hence, the image of ¥ by ul is 21 given in the proposition. The

independancy follows from the l}ﬁimality of x and the orthogonality of the

projectors ,u,] ,uz ,ulz and

that L is of canonical exponential type statistical space (see J.L. SOLER
(1977)). = )

A The sufficiency follows 'ffom the fact

The above proposition allows us to propound a class of tests

usefull in analysis of variance. More precisly

Theorem 1. Let us consider the gaussian statistical space

{CT xT,), B(C(T, xT)) , (N(m, Q, ®Q,); meH; @ k) }

where T1 and T2 are compact metric spaces. If A1 "and A2 holds, for

every o, 0sa=1 , there exists an unbiased quadratic test of size a for



testing the effect of one of the factors on m (resp. the presence of interac-

tion), Such a test is of the form

1 qg(x)}'/z S
x € C(TIXTZ) @g L (x) =
' 0 »otherwise

where
aglx) = | W’ (s) dus)  for Temim) 1=1.2
T, * i
i
(resp. q, ) = U (x)z(s,t) d&(s,t) for § €M (T, XT,))
g T X, 12 1772
1

+ , : :
where M (T) denotes the ‘cone of borel regular positive measures on 8&(T) .

Proof.- Since the statistics ui(x) are sufficient for m, (i=1,2) , to test
the hypothesis “mi = {" against "mi%()" we can restrict ourselves on the
statistical space E‘.i of proposition 4. The assertion of the theorem follows

immediatly from proposition 5.1 of J.L. SOLER (1980).

Remark. The critical level Jba can be at least theoriticaly coinputed by the
remark following proposition 5.1 of J.L. SOLER (19%0).

4, Applications.

Ir; this section we consider some examples illustrating the analysis
of variance, To apply our results to these situations, the corres-ponding
R.K.H.S. must contain the constant functions. We shall give some sufficierit
conditions in order to ensure this. To conclude, the computations are given
in detail for the random picture process of our introduction and for testing

the homogeneity in the mean of two or more gaussian processes.

Let {X({),t=z0]} be a real separable stationary gaussian process
with a spectral density function { and covariance kernel‘ R . We shall
denote by RT the restriction of R to [0,T] x{0,T] where T>0 .
We have then :

108
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Theorem 2. Let {X();tz0] be a real separable stationary gaussian

process with a rational spectral density function of the form

1

= >
f(\) N — n>0, 9,4, #0 (4.1)
| © qj(m’\
j=0
n ' '
where the polynomial Q(x) = 2 q, x* 1is real. Then for every T >0 ,

j=0
assumptions Al and A2 hold with B=Cn-1([O,T]) and }4=H(RT) .

Remark 2. It is known that if g is a rational spectral dehsity of a real
stochastic process (see J.L. DOOB (1953)), it is even and c;an always be

represented in the form

2
[P
g)) = — (4.2)
Qi) |
m k n B k
where the polynomials P(z) = 2 P 2 and Q(z) = 2 q, z (n>m)
k=0 k=0

have no common roots, pm qo qn 74 0 and are such that all the roots of the

denominator are non real and lie in the upper half of thé com’plex-plane. The

function f given in (4.1) iIs a special case of a rational spectral density

with m=0 and pO =1 and covers an important class of stationary processes.

Remark 3. It is known that every stationary separable gaussian process
(X(t) ; t=0) with a rational spectral density of the general form (4.2), has
a version with a.s. continuous sample paths in Cn—mnl([(), +o[ ) and
therefore (X(t); t€[0,T]) defines a random vector with values in the
Banach space ch-m-1 ({0,T]) (see RAJPUT and S. CAMBANIS (1972)).
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Proof of theorem 2., To prove the theorem, we note that for T > 0 , the
following functions
T “ok

[ R(s,t)at , -
0 os

RT(SI')J’ k: Iloccln—‘l

are in H(TT) . This is an immediate consequence of theorem (7C) of

PARZEN (1967) (p.330) since

T T
(i) f I R(s,t) ds dt < += (R is continuous)
0 0 "

and
(ii) for 1 sk<n-1 which also means 2k <2n-1 the partial deri-
bZk ‘ :
vatives we—— . R{s,t) are finite on [0,T] x[0,T] accor-
k. .k
os ot
ding to Ch. XI, th.10, p.545 of J.L, DOOB (1953).
Furthermore, we have
T +oo :
[ Ris.t)ds = | L 2imxt , 2Tt rgax - (4.3)
0 —w 21TIX
and
k +o
d i :
( RGs.t)__ =] (-2im0f e*1 ¥ ¢ ax
k s=0
os -
, (4.4)
k +®
21 -
( S R(s,t))__. = (Ziﬂx)k e 2imx(T t)f(x) dx
ask s=T Cw

i

Expression (4.3) is an application of FUBINI'S Theorem and follows from the
fact that f 1is a density and an even function. Expressions (4.4)‘are imme~
diate after justification of differentiation under the integral. This is obvious

4
since f is continuous on R and | lxlkf(x) dx is finite for all k

o]



lower than n-1 , The next step in the proof is to show that for any t in

[0,T] we have

4
[ a Q(ix) (eZinxt N ezmx(T‘t))f(x)dx 1 4.5)

—w © 2imx

The integrand in expression (4.5) is a function u defined oﬁ R -{0} by

qa, 1
u(x) = —

. 2imx  Qix)

2iTTxt 21t x(T~t)
e e

+

( )

where Q(ix) denotes the conjugate of Q(ix) . Since Q(ix). has all its

roots non real and lying in the upper half complex plane, u {s a holomorphic

function in the neighbourhood of every point of the upper (closed) half plane,
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except at 0 which is a simple pole for u . According .to a standard residue

arguement, (4.5) follows since

+ o

J' u(x) dx = im Res(u,0) = 111(—?-——) = 1
- 2in

Now from (4.5), (4.4) and (4.3) we obtain

N ‘. i
T n-1 q q, o n-1 q_q, )
t=ap [ Remds+ 3 2 _wen) - p 2

(. =0 o™l o j=0 (-2m!*! 3§

SO lT belongs to u(RT) as a linear combination of elements of N(RT)
and assumption Al is satisfied. On the other hand, according to remark 2,

the corresponding stochastic process defines a gaussian measure on

n-1
C ([0,T]) and since 1T is a linear combination of linear continuous

functionals of R , assumption A2 holds.. =

(R(s ,t))s“;0
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Remark 4. The conditions of theorem 2 are only sufficient to ensure that

1. €HR,) . For example, the kernel R defined by R(s,t) = min (—-}—— ,——1—-) B>0
T T s+8 t+8

is such that 1T € MRT) but does not satisfy the conditions of theorem 2.

Let us now consider the random picture process X of our intro-
duction, with covariance kernel on [O'TI] X [O,Tz] given By
K((s,t), (s',t') = exp(- [31| s-s'|) exp(- B, |t-t'|) . This covariance kernel

K is the "product" of covariance kernels Ki(s ,8') = expl(- Bi |s-s*|) on
[O'Ti] (1=1,2) . The spectral density function corresponding to Ki is

231

given by fi(>\) = and satisfies the conditions of theorem 2.

af + 4TT2 }\2

Therefore, the corresponding gaussian measures u, are on B‘1 = C([O,Ti])

i
and according to the results of section 2, X can be realised as a gaussian

vector with values in C([O,Tl] x[O,TZ]) . The assumptions A1l and A2

hold and we have for each i

-8, N |
1 1 i A
lp = — X0, + =K (T,00+— [ K(s,.)ds (4.6)
']f'1 2 i 2 i 2 0 i

Moreover, it can be seen easily that H(Ki) (i=1,2) is the space of func-

tions on [O’Ti] of the form

Ty ‘
ByS 2 |
f(s) = e [ ot dm , geL(o, 1] ,dm)
s
. -98; u C-28yTy |
where dmi(u) = ZBi e du + e 6T , GT being the dirac mea-

H i
sure concentrated at {Ti} .

*
The following expression holds for the operator Ii : M([O,Ti] ) — Iii

Ty u

Bi v |
J (e ') dmw) pem(ro, T 1)

. S
(Iru) (s) = ea1
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and from (4,6) it follows that the regular borel measure on [O’Ti] corres -

ponding to 1 is

Ty
g ds o} 6T
p = + -—9 .— "
i 2 2 2

Assuming that the unknown mean of the luminance process is in

ﬂ(Kl) ®2 H(KZ) . the appropriate statistic for testing that m 1is constant

in the horizontal direction for example (i.e m, = 0) is given by theorem 1

T sg T, T

X(s,0) X(s,T) B 2 1Py 1 "2
WL () = + = _f X(s,t)dt -~ —= [ [ X(s,t)dsadt
2 2 2 4 0 0
riz Ty Bz Ty B T,
- — [ x,t)a - = [ XT ,)dt - — [ X(s,0) ds
4 4 % ! 0
3 :r] X(0,T,)  X(T,00  X(0,00 X(T,.T,)
- — | X(s.T,)ds - - - - 4.7) .
4 0 4 4 4 4

Another example of application is to test the homogeneity in the
mean of several stochastic processes with the covariance kernel K but not

necessarily independant. For example if K 1is of the form

K(s,t) = e—Bls_t‘

such a problem can be formulated by observing the gaussian process
(X(,t) ;i=1,...,n ; t€[0,T]) on R" ®€ C([0,T]) whose known cova-

riance kernel is given by -

-Bls-t|

K ((i,1'); (s,t)) = a. e . .

Furthermore, we shall assume that the matrix A = (aU) is positive definite

and we shall denote by B = (b“) its inverse.
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- The statistical space we are dealing with is then

(R" ®_ C([0,T]) ; N(m, 28Q) i meR" &, UK )

Thus by applying the results of section 3, it is easy to establish that for
every x in RrR" ®€ C([0,T]) the statistics Iu,o(x) . 'U,l(x) . ,uz(x) are
defined by '

i n n T n
U o = (D B ebg) [ x(td + b x(1,0 +
0 2Tr (A) i=1 j::l 0 i,jzl ]

lul(X) (i)

. |
/uvz(X) (t) L L b x(i,t) —'U« (x) .
Tr(a)  i,4=1 9 ©

T
(8 [ x(,t)at + x(1,0) + x(i,T)) —uo(x)
0

Il

Finally, results of this type are quite general and the extension
of analysis of variance to the infinite dimensional case comes.out directly

and naturally.
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PROBABILITES. — Analyse de la variance d deux Jucteurs G ensembles_de niveaux
quelconques. Note (*) de Anestis Antoniadis, présentée par Robert Forlet.

Le but de cente Note est d'étendre les méthodes classiques de Panalyse de la variance a deux facleurs au cas
ou les ensembles de niveaux des facteurs sont quelconques.

PROBABILITY THEORY. - Analysis of Two Way Variance for Arbitrary Level Sets.
The aim of this paper is 10 extend the ordinary two way analysis oj variance in the case of fuctors with arbitrary
level sets.

PrecimiNaires. — Les méthodes usuelles d’analyse de la variance d’ordre deux ont
pour but Pétude de Pinfluence, sur la moyenne d’un phénoméne aléatoire gaussicn, de deux
fucteurs prenant respectivement un nombre fini r et s de valeurs. Pour étendre ces
méthodes au cas on les ensembles ‘I, et T, des niveaux des facteurs sont quclconqués les
trois espaces de fonctions 1, &* ¢t & de la théoric usuclle sont remplacés par les espaces
autoreproduisants (i = 1, 2) de deux mesures gaussiennes centrées Mi sur B; et par leur
produit u.nsom.l H @A 3, on B; désigne un espace de Banach séparable de fonctions
réclles sur T En suivant une démarche analogue a celle de [4), chap. IX, on aboutit a
¥extension ds, Fanalyse de la variance dans un cadre général. Par la suite le triplet
Ji, A 4, By) (i=1,2) désignera espace de Wiener abstrait associé a la mesure Wi (ef [1)).
En désignant par B, ®.B; le produit tensoriel inductif de B, et B, et J, ®.J; le prolongement
par continuité a Pespace de Hilbert produit tensoriel #,®,0¢; de J, ®J, on sait (cf 12D
que (1, ®J,, A @, 5, B, ®.B;) st aussi un triplet de Wiener, la mesure gaussicnne
correspondante sur B, ®B, étant notée 1@z Enfin si T est un espace métrique C(T)
désignera Pespace des fonctions numériques continues sur T. Si T est un intervalle de R,
c (T) désigne Fespace des fonctions k fois continument dérivables sur T.

. POSITION DU PROBLEME ET livPOTHESES. — On suppose que 'on obscrve un elcmcm
alx.almrc gaussicn X 4 valeurs dans B, ®,B;, de moyecane m inconnue appartenant a
I'espace autoreproduisant ;&% 7, la loi de X —m étant M ® 3. On est conduit a
formuler le probléme de Panalyse de la variance dans la structure statistique gaussienne :

(h (“|®.~Bm #4(B, ®c“1), { N(m, Qi®Q)); mex,u@z‘*z }),

ou Q, et Q, (covariances de py et pz) sont des formes quadratiques définics posmvu sur
Bfet BY respectivement et <4 (B,®,.B,) est la tribu borélienne de B, ®,B..
On fait de plus les hypothéses suivantes :

(H1) pouri=1,2 il existe dans #; un élément Iy, tel que J; (1) soit la fonction constanlc
égale a | sur T,
(H2) pouri=1,2, I'élément 1y, est dans Pimage de J?; il existe donc e? élément de BY tel
quc JF (ef) = Iy,
Dans le cas finidimensionnel les hypothéses (H1) et (H2) sont vérifiées.
Pour que la démarche de I'Analyse de la variance usuelle s’applique il convient de
disposer d’une décomposition orthogonale de # = ¢ ® 4. »
(H1) étant satisfaite, on peut considérer X'y, ¥, K, , les sous-espaces vectoricls
(fermés) de 'y, A ct # engendrés respectivement par les fonctions Iy, |r,. et by, x1,
Si X'} et #'} désignent les supplémentaires orthogonaux de X', et X5, 4 ,®,4% et
.® 2472 sont des sous-espaces fermés de J¢' isomorphes 4 X'} et X'} respectivement.

CORL 9S24 Semestre (1. 294) Série b - 2
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De plus ils sont orthogonaux dans # et orthogonaux a Ay, 2. D’aprés cette décomposition
orthogonale de s on peut alors obtenir (cf. [3]) la représentation suivante pour les
éléments de #°,®,0¢,.

2.1. LEMME. — Soit m un élément de H=H R4, Alors m peut 8’ écrire de maniére
unique sous la forme :

2) m=mo+my+m,+my,,

ou mg est une fonction constante sur T, x T2, m; (i=1,2) est soit nulle soit une fonction non
constante sur Ty, my, est soit nulle soit une fonction non nulle sur Ty x T, indécomposable
en somme d'une fonction sur T, et d’une fonction sur T,.

En termes d’analyse de la variance on peut considérer que la fonction my représente la
contribution du facteur T, a la moyenne inconnue m, que m; représente la contribution
du facteur T, et que m,, est la contribution de Pinteraction des deux facteurs 4 m.
L’analyse de la variance est alors ramenée aux problémes d’estimation-et de test de
Pinfluence d’un des deux facteurs ou de leur interaction.

2.2. Remarque. — Au cas ol ), =R et H#'2=R* on retrouve la décomposition de la
moyenne obtenue dans [4], chap. IX, paragraphe 5, conduisant aux formules classiques de

I'analyse de la variance finidimensionnelle. B

3. Resurrars. — En id‘cntiﬁént B, &R a B, et R®.B, a4 B, et en désignant par Iy,
I'opérateur identité sur B, on note : :

Ui=(ls,—(ef, ) Ji (1) ®(e3, . ) J2(11)),

Uz=(et,.) 5,:(1r)®s, — (1, .) J, (11)),

les opérateurs définis sur B, ®.B, a valeurs dans B, et B, respectivement. De plus, U,
désignant Vopérateur défini sur B.@ch-par Up=(et, .) Ji(1))®(e, ) 1, (I+,), on a
(e/ 3D : -

3. 1. PropPOSITION. — Les structures statistiques images du modéle (1) par Uo, U,, Uy
sont respectivement :

Zo=(R, B(R), {N(m; Q(e?) Qz(e})): meR}), §
Li=(By, B, {N(m; Q (e*) (Qyolls, — (e}, I (Ir)*)): me#, et (m, It,>=0}),

¥

Z2=(Bs, #y, {N{m; Qi (1) Qzoils,—(e3, ) L (ir)]*)) me A5 er<m, iv, >=0}).
De plus, les statistigues x - Ug(x), x — U, (x), u—->Uz(x) et x— 'Ulz(x) ou
U12=ln,¢§¢n —Uo—U, U, sont indépendantes et exhaustives pour mg, my; m,y et m,
respectivement.

Au cas ou T, et T, sont des espaces métriques compacts et ou B;=C(T;) on peut en
utilisant la proposition 5. | de [5] démontrer (¢f. {3]) le résultat suivant :
3.2. PrOPOSITION, — Soit I la §tructure statistique gaussienne définie par :
E=(C(Ty xTo), B(C(T; xT2)), {N(m, Q®Q); me H#,®,#,}).

Pour tout réel o, 0 S a5 1 il existe un test quadratique sans biais de niveau de signification o
pour tester I'absence d'influence d’un des facteurs sur m (resp. absence dinteraction), Un
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tel test est de la forme :

| sio qe(x)V? >,
eC(SxT), ()=
xeC5xT) ‘P“'“) { 0 sinon,

ou :

qg(x)=f U, (x)2(s) dE(5) pour EeM*(T), i=12 -
T

lrew- ag(x)=J U2(x)2 (s, 0) dE(s, ) pour Ee M * (T, xTz)]
T, xT, .

en désignant par M” (T) le cone des mesures boréliennes réguliéres positives sur 4 ( T)..
Enfin Pénoncé suivant (¢f. (3])) permet dans la plupart des applications de vérifier les
hypothéses (H1) et (H2). _
3.3. Prorosirion. — Soit { X (1), t =0} un processus gaussien réel séparable stationnaire
ayant une densité spectrale rationnelle f de la forme :

o |
J)= 7573, n2lL 4oq.#0,

Y q;tixy

j=0

les coefficients q; étant réels. Alors quel que soit T>0, si Ry désigne la restriction a
[0, T} x [0, T] du noyau de covariance de X, les hypothéses (H1) et (H2) sont satisfaites avec
B=C" '((0, T]) et # = (Ry). '

3.4. Remarque. — Au cas ol ', =R" et H,=R" les propositions 3.1 ¢t 3.2
précédentes conduisent aux énoncés de [4), chap. IX, paragraphe 5. Remarquons aussi
que I'analyse de la variance et les tests associés décrits ici pour deux facteurs se généralisent
de maniére directe au cas de plusieurs facteurs.

(*) Remise le 25 janvier 1982, accepiée aprés révision le 22 février 1982.

{1} L. Gross, J. Funct. Anal., 1, 1967, p. 123-181.

{2] S. Cukver, Compies rendus, 284, séric A, 1977, p. 441.

[3] A. ANTONIADIS (& puraitre).

{4} J. R. BaRRA, Notions fondamentales de siatistique mathématique, Dunod, Paris, 1971,
(5] ). L. SOLER, Banach Cemer Publications, Pologue, 6, 1980, p. 289-302.

I.R.M.A., Université scientifique et méx"livul«,,

B.P. n" 53X, 38041 Grenoble Cedex.
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UN PROCESSUS D'ORNSTEIN-UHLENBECK EN DIMENSION INFINIE

ASPECTS PROBABILISTES ET STATISTIQUES

par

Anestis ANTONIADIS

Institut de Recherche en Mathématiques Avancées,
Université Scientifique et Médicale de Grenoble
B.P. 53 X, 38041 Grenoble Cédex

RESUME. - Un modéle mathématique pour la réponse en potentiel d'un
neurone a été proposé dans [23] par J.B. Walsh. On en donne une nou-
velle formulation en termes de probab.ilités gaussiennes sur un espace de
Banach B . Cela conduit & la définition d'un processus d'Ornstein-Uhlenbeck
en dimension infinie dont diverses propriétés sont étudiées. Enfin une ana-

lyse de la variance est effectuée pour la moyenne du processus en question.

ABSTRACT. - A new formulation in terms of Banach valued gaussian proces-
ses is given for a mathemétical model of neural response proposed by

J.B. Walsh [21]. This formulation allows us to define a prototypé of a
Ornstein-Uhlenbeck process in infinite dimension whose main properties
are studied. The final part of this paper is devoted to an analysis of va-

riance problem for the mean of the process introduced above.
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1. INTRODUCTION.

Dans [23], J.B. Walsh propose une nouvelle modélisation mathé-
matique pour le probléme de la réponse en potentiel d'un motoneurone.
En résumé, idéalisant un motoneurone comme un segment rectiligne de lon-

gueur L , il a considéré 1'équation suivante

dV(t,x)
ot

(1.1)

a2

= ( - 1) V(t,x) + W(t,x)
2

oX .

pour le potentiel électrique V(t,x) du neurone & l'instant t, & la position
x . Dans 1'équation (1.1) , W(t,x) désigne un bruit gaussien blanc en

les deux variables, apparaissant comme limite de bruits poissonniens ., Avec
des conditions aux bords appropriées 1'équation (1.1) est rés.olue et 1'unique
solution {V(t,x) , t=z0 , x€[0,L] } apparaft comme un processus gaussien

a deux paramétres qui est étudié dans [23] par un développement en série.

Dans un premier temps on se propose de décrire le probléme en
termes de processus gaussiens A valeurs dans un espace de Banach. Cette
formulation nous conduit & définir le processus { V(t,x) (t20,xe[0,L]}
comme un processus d'Ornstein-Uhlenbeck en dimension infinie. Cela permet
d'une part de démontrer plus facilement certains résultats de B.J. Walsh,
et d'autre part de développer de nouvelles propriétés. Enfin, la derniére par-

tie de ce travail est consacrée & un probléme d'analyse de la variance pour

la moyenne du processus { (V(t,x)) t=0 , x€[0,L]) .

2. NOTATIONS ET PRELIMINAIﬁES.

Le but de ce paragraphe est de fixer les notations et d'énoncer

quelques résultats nécessaires pour la suite.

On notera H =L2 ([0,L],dx) Il'espace Hilbertien des fonctions
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de carré intégrable sur [0, L] . L'opérateur linéaire sur H défini & par-

3]

s d . Z s C 2 Y :
tir de l'opérateur différentiel (——9_2 + 1) sur L~ en imposant A& ce dernier

oxX .
des conditions aux bords de type Neumannest-noté A . Il est connu (cf.[10])

que A est un opérateur autoadjoint borné inférieurement par 1 de domaine

s (A) dense dans H . Le spectre o(A) de A est constitué de la suite
2
{Xk = (-k—LD) + 1; kz2z0]} avec pour fonctions propres correspondantes

.

{q)k; kz0]} définies par

cpk(x) = (Z/L)l/2 cos E—LTBS pour k>0 et cpo(x) =(2/L)1/2 .

L'ensemble {cpk , k=0,1,...] “est un systéme orthonormé complet dans H .

L'inverse (ZA)“1 " de l'opérateur 2A est borné sur H . Il posséde
p -1 ’
un noyau intégral,noté encore (2A) , défini pour (x,y) €[0,L] x [0,L] par

e

(2.1) @2a)  x,y) =

1
— ¢, (x) o (y)
k=0 2 Xk k k
ol la convergence de cette série est uniforme sur [O0,L] x[0,L] .
De plus (ZA)—1 est un opérateur de Hilbert-Schmidt. On peut alors définir
une échelle Hilbertienne déduite de A (cf.[41,[7]) i.e, une famille
{ ha ,a€ R } d'espaces Hilbertiens :
Of

o= {fes@®) / (fg), = (A
T ¥

o
AR

D'aprés [14] pour tout a >0 , ua est contenu dans l'espace de Banach B
des fonctions continues sur [0,L] , l'injection de ua dans B étant

continue quand B est muni de la norme uniforme. L'espace B sera égale-

ment not¢ C([O0,L]) .
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L'opérateur A engendre un semi-groupe fortement continu
-tA . “
(e ,t=0) d'opérateurs autoadjoints sur H . Ces opérateurs admettent

une représentation intégrale dont le noyau est défini pour (x,y) €[0,L] 2

par
~tA 2 gt
(2.2) e Txy)= 9D e M cpk(x) cpk(y) .
k=0
En fait pour tout t >0 , l'opérateur e applique B dans l'espace des

fonctions indéfiniment différentiables sur [0,L] , noté C;‘(}O,L[) . De
plus pour f €B on a (ethf) (0) = (e”tAf) (L) = 0 . Donc quel que soit
1'élément f de B , e—tAf appartient au domaine JA(Ad) de A . Soit

: . : + 3
alors a < -41'- . Comme a + %— < 1 implique H(B) < .b(AOL =),

on peut conclure que (ZA)I/2 e—tA f e Ha quel que soit 0 <a <i— . De

plus on a
1/2 -thA .2 .2 ats -t 2
(2.3) | 2n) e f\‘n = (Zkk) e <f.q:>k>Hs
o k=0 '
© -t A ot
< D e fea e |2
k=0

Sauf mention explicite du contraire, tous les éléments aléatoires
§
considérés sont supposés étre définis sur le méme espace probabilisé com-

plet (Q,G,Pr) .

-1 : R
Le noyau (23) étant défini positif, il existe une fonction aléa-

toire réelle gaussienne centrée notée {X(x),x€[0,L]} définie sur
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) : ~1
(Q, Cl,Pr) de covariance (2A4) . D'aprés le lemme 4.4 de [23] on a

E, (X6 Xy = @8 Hax) - 228) Y, y) + @) My y) =
)

2
© (g (x)-q(y) ’
-y kK s L oix-y| .
k=0 2)'k ‘ n

Par conséquent, la fonction aléatoire [X(x),xE[O»,fL] } définit un
processus centré gaussien X , Pr p.s & trajectoires contir:_xues sur [O,L]}
(cf. [18]). On peut donc considérer sur B la mesure centrée gaussienne
i de covariance (21\)_1 . Il est aisé de voir que l'espacen Hilbertien auto-
reproduisant 31“ de | n'est autre que ul/z . Si B* désigne le ‘dual
topologique de B et 1 I'injection canonique de Hp dans B on a le

schéma suivant

* x* R
(2.4) B e—mws ¥ " ¥ c——» B
' LA [Py | M .
i i i

X -
La dualité entre B et B étant imposée il faut préciser l'identi-

K . .
fication ® de Mp avec up . Rappelons que l'ensemble des éléments de
n
B de la forme v(idx) = fdx ou f est dans H est faiblement dense

* *
dans B . Donc il suffira d'identifier ®e¢ i sur cet ensemble. On a

* ,
(i (v).9) 4 = (v, ilg)) 4 = (f,g)
o, H B ,B H
Par conséquent
L

i*(fdx) : g-—»j‘ f(x) g(x) dx
0

w
et i (v) doit étre identifiée a la fonction f .
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On a alors par définition de ¥

2.5 (w09, = e Pa. DwLen e, = 6o,
M

En particulier pour g élément de BH(A) 1'équation (2.5) entrafne

(R0, = (®ei M), @MYy = @M (ag), .

)

Comme {(2A)(g) ; g€ 5(A) } est dense dans H il s'ensuit que
(2.6) (1eoRoi) () = (28)° 19

Le schéma de dualité (2.4) sera fréquemment utilisé dans la suite.

Nous sommes maintenant en mesure de définir un processus
d'Ornstein-Uhlenbeck sur B comme dans le cas finidimensionnel, Nous le

comparerons avec la solution de 1'équation (1.1).

3. UN PROCESSUS D'ORNSTEIN-UHLENBECK SUR c(fo,L]).

Dans tout l'article on notera, selon la terminologie ﬁsuelle,
(Wt ,t20) le processus de Wiener B- valué construit sur lé mesure gaus-
sienne u . Ce processus fut introduit et étudié pour la premiére fois dans
[12] . 11 s'agit d'un processusistochastique & trajectoires continues tel que

Wo = 0 et tel que pour tous nombres réels t. < t2 < v <tn les éléments

aléatoires & valeurs dans B, {[tj-tj_1 ] -1/2 (Wt —Wt ), i=1,...,n)
j i-1
sont indépendants et isonomes de loi u .

Selon les préliminaires du paragraphe 2, pour tout t >0 l'opéra-
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-tA 1/2 . . : .
teur e o (2A) / ° i peut étre considéré comme un opérateur de Hilbert-

1
Schmidt de ;ul/z dans Ma (avec 0<a<z ) . De plus pour t>0 on a

t 2 t « =2(t-u)x, @ 2
~-(t-u)A 1/2 < k
f [\e( WA o172 Hggde = [ © e kzxku |, du =
0 0 k=0 N2 c a
o -2 )\kt 20.-1
= 2 (l-e ) A
k=0 k
Mais xk i kz et par conséquent les séries suivantes
*zxkt 201 w | 1+8
2, (1-e ) M et ) (E- ) avec B>0
k=20 k=0 .

1 P
sont de méme nature pour 0 < g < 1 On peut donc considérer 1'ensemble

{E,t(u) ; t20 uz 0} d'opérateurs bornés de B dans Na définis par :

1 -(t-u)A
(ZA)'/2 e (t-u) si 0=<uc<t
% (w) =
0 sinon.
t 2 ' t
Comme [ || g () || du <+« , I'intégrale stochastique | €, (u) dW(u)
0 H-S 0 .
a un sens d'aprés [15] .
t .
De plus toujours grace a [15], le processus - { V(t) = J‘ &‘,t(u)dW(u),t> 0}
0

est gaussien, centré, na- valué,a trajectoires continues et définit une mar-
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tingale sur ¥ relativement a la famille de sous-tribus (Qt)t> engen-

a 0

drée par le processus W ., On peut vérifier que pour f et g dans Y
o
on a

t

Ej ((f,v(t) Y« (g,V(s) ), ) = E, ((A"“f,A“V(t) Y (A% ,a%(s)) )
r H r H

H oW o, H
a o} a o :
sAt %
=] (g f, g (ug) , du
0 H
vl

~

ot at(u) désigne la restriction & H de 1'opérateur Et(u)" . Il vient alors
. v ,

(3.2) E, ((f,V(t)) . (g,V(s)) , ) =
r : H ,H

Dans le cas particulier od f et g sont égaux a q l‘équation (3.2)

donne

]E.Pr((cpk,v(t)>* (g V(s)) )=

H ,H H ,H
a o a o

f
+

sAt
J, ((ZA)-I/Z e—(t—u)A

0

—l/Ze—(s—u)A ) du =

K%

SAt -y (t-u) =), (s-u) -\ - -
= e & ek Tgu=-L (e el s‘—e Xk(&S))

0 2N
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Le processus Ak(t) = (cpk V() ) . % est alors un processus
0 e

d'Ornstein-Uhlenbeck sur R et V() admet le développement suivant

<]

(3.3) Ve = D (g VD, g = A g
k=0 k=0

Le processus (V(t),t=20) peut etre considéré comme processus
gaussien centré a valeurs dans B et a trajectoires continués, puisque

d'aprés les résultats préliminaires l'injection de Ha dans ' B est continue.

La représentation (3.3) entratne que le processus ‘
{v(t,x) ,tz0,%x€[0,L]} est de méme loi de probabilité que la solution
donnée par Walsh a 1'équation différentielle stochastidue (1.1) avec pour

condition initiale V(0,x) = vo(x) =0 .

Dans la suite on considére le processus (ZZ , t 2.0) défini sur

((z,a,Pr) et a valeurs dans B par l'expression

(3.4) 2z = e v + V ol v E€EB .

Naturellement (ZZ . t20) peut etre considéré comme la solution de 1'équa-
tion (1.1) avec pour condition initiale vo = v . Nous appellerons
(ZZ , t 20) le processus d'Ornstein-Uhlenbeck sur B , Issude v ,

de paramétre l'opérateur A . Nous allons maintenant étudier ce processus,

4. ETUDE DU PROCESSUS (ZZ . t20) .

On notera Qt la tribu engendrée par {W(s),0ss <t ]} et rit

la tribu engendrée par {Zto , t=20} (pour tout t 20 on a évidemment



t 1
v+ j (2R)
<

v -At _ e—(t-s)A /2 e-—(t-—fu)A

(4.1) Z -e Ty = Vt dW(u) .

Le premier terme du membre de droite de (4.1) est %S mesurable., Comme
W est & accroissements indépendants le second terme est indépendant de
QS et donc de 5‘5 . Par suite V est conditionnellement indépendante

t
de 5‘8 sachant VS - Pour tout borélien A de B , posons

. v
(4.2)_ Pt(v,!\).— Pr(Zt € AN)

L'expression ci-dessus définit une fonction de transition Markovienne. Plus
précisément, pour tout v fixé dans B considérons la fonction h défi-

nie sur B par

h =1

A _ e’(S"‘t)A

(v)

ol IC désigne la fonction indicatrice de I'ensemble C .

L'égalité (4.1) entrafne que

FrasVeh) = Bp (000 = Ep (Bp (03 ) /V,)) =

-At'
=IEP (f h (e VS+z) dp

(z))
r B )

Vit

Il vient alors
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-At
Pt+s(v' A) = I h(z) dPV(t+s)(Z) = fB IB h(e y+2z) dPV (z) dPV (y) .

B t s
Mais
-At '
[ P y.N) Plv,dy) = [ P (z+e ™v,N) P (0,dz) =
] t , S t
B B
= J P (V + e'ASz + e_(Hs)A veEAN) dP, (z) =
r s Vv
B t
o -As
=] f hiy+e z) dPV (y) dPV (z)
B B ] t
On a donc
(4.3) Pig Vi) = fB P ly,A) P (v,dy)

De plus pour tout réel strictement positif t fixé et tout v de B .
Pt(v,.) est par définition une mesure de probabilité sur la tribu borélienne #

de B . Pour tout t>0 fixé et A dans @& , Pt("M est une fonction

mesurable sur B puisque v -— e tv est continue. Donc ‘Pt(v,A) défi-
nit une fonction de transition Markovienne sur B . De plus.favec les mémes

notations on a

t
v e -(t+s)A
P(Zt+s € A/Qt) = IIIPr (IA(e v + j'o E.“S(U) dW(u) +

t+s

ol e () dW(u))/(jt) =

't+s
t °
-SA \% t+s .
= IEPr (Il[\(e (Zt ) + J't €t+S(U) dW(u))/Qt) =



t+s
= ]EPr (IA(y+ ft B dW() / G, )y= e-sA(Zz,)) =

+s
(2A)1/2 e-—(t+s—u) A

t
= [ (]’A(*y + ft dW(u)) /Qt)y= e—SA(Z":’ ))

r
-sA S
= E, (IA(e z + [ B (W) dW(w)) . V) =
r 0 z—Zt

_ v
= Ps (Zt

. A)
Cela implique la propriété de Markov simple pour le processus Z;’

Le calcul ci-dessus ne differe pas fondamentalement de celui de Walsh.
Dans [23] la propriété de Markov forte est énoncée sans démonstration.
En fait, si on regarde 7V = (ZZ

simple associé au semi-groupe (Ut ©, t20) défini a partir des transitions,

. t20) comme un processus de Markov

la propriété de Markov forte est facile & obtenir. Plus précisément, soit h

une fonction continue bornée sur B .

Considérons la fonction

ttJ(h) t v —=U(h) v = jB P, (v.dy) h(y) .

On a

|Uth(gn) - Uth(f)l < [ |h (e'Atfn+y) - h(e'Atfﬂ}) |de (y)
B t

L'opérateur e-At de B dans B étant borné et h étant continue sur

B on a

™t +y) - hEePrry) | — o
n f —f
n B
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De plus h étant bornée on peut appliquer le théoréme de convergence do-
minée de Lebesgue, el en déduire que (Ut , t=z0) est fellerien. Ainsi,
le processus stochastique (ZZ , t =2 0) est fellerien A trajectoires continues ; -

il est donc de Markov fort d'aprés le théoréme 3.10 de([#1] (p.99)).

Soit Q' = C ([0, +=[ ,B) l'espace des fonctions continues sur
[0, +«<[ & valeurs dans B . Pour tout t =0 soit Yt 1'application de

(' dans B définie par
Y, rowr-Y ) =) .

On note 7 la tribu de Q' engendrée par la famille (Yt ; 0st<+2) et
'Mt la sous-tribu de % engendrée par (YS ,0<s <st) . On note aussi
Gt les opérateurs de translation définis par

[Btw 1(s) = w(s+t) s,t=20, wen'

Pour tout v € B on désigne par PV la mesure de probabilité sur (Q',%)
telle que la loi du processus Y = (.Yt ,t20) sous PV soit la meéme que
la loi de probabilité sur B du processus (ZZ , t=20) . Aihsi, d'aprés les

résultats précédents, le processus de Markov fort normal

Z = Q'Lm) ., m ., Y , 8, ,tz0 , -

Lo 0 Moy 6. P 1 . tz0, veB)
a espace d'états B est la représentation canonique d'un processus d'Ornstein-
Uhlenbeck sur B

Cette nouvelle formulation permet de pousser plus loin l'analyse du

modéle de Walsh, ’
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PROPOSITION 4,1, - Le processus stochastique

z={C" m,m. Y.0

A ,PV) ,t=20, veEB} admet pour unique mesure

invariante la mesure gaussienne y .

Preuve. - Nous avons vu précédemment que pour toute mesure de Radon

* ,
vk de B associée a la fonction cpk , le processus stochastique

sur R issu de (e v,cpk)

t = 0) sous PV est un processus d'Ornstein-Uhlenbeck

*
q - La famille {(R-° i)(\i()=cpk; k=20 }

étant constituée d'éléments orthogonaux dans “1/2 . quelle- que soit la

probabilité P, les processus réels {(Y , v ) , t20 }k=0,...,n,..
v t k g B*

sont indépendants. Pour k = 0 , les processus de Markov *{(Yt,\‘(), tzO,PV)

sur R ont une mesure invariante unique My (cf.[19 ]) qui est la me-

1
sure centrée gaussienne de variance ——}:— . 81 u est la mesure de pro-
k -1
babilité gaussienne centrée sur B de variance l'opérateur (2R) , pour

tout entier k = 0 , la loi de probabilité de <Vk , ) est My et

B*.B

les éléments aléatoires ( (v k =2 0) sont indépendants,

c V%
k* B-,B '
La mesure p est donc une mesure invariante pour le processus Z .

De plus, a partir de l'inégalité (2.3) du paragraphe 2, on a pour tout v

dans B

i (21&)1/2 ey | — 0 quand t-+o
B
11 découle alors de la proposition 6 de([24] (p.18))que la mesure invariante

4 de Z est unique. ®

PROPOSITION 4.2, - Pour tout t>0 et tout v de B les probabilités
de transition Pt(v,.)

sont  é&quivalentes & la mesure invariante u de 2 .
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Preuve. - Par définition pour tout t>0 et v dans B la mesure
Pt(v,.) sur B est gaussienne de moyenne e—At v et de variance l'opé-

rateur sur B*

2tA /2

Q, = @™ (1 - e = @ (1 - o2 )

/2 e-2 tA

. *
car les opérateurs (2A) ! ) commutent sur B < )31/2

et (IB* -
Pour prouver 1'équivalence de Pt(v,.) et Pt(O,.) il suffit  de montrer que

e*At(v) appartient a l'espace de Hilbert autoreproduisant dé Q, . Or

t
-2 -

(IB* - e tA) est défini positif et e ZtA(v) € ul/z . Donc d'aprés le

théoréme 3.3 de [15] les mesures Pt(O,.) et p sont équlvalentes. Malis

alors l'espace autoreproduisant de Qt est le méme que celui associé a yu ,

c'est-a-dire 341/2 . Par conséquent Pt(v,.) et Pt(O") sont équivalentes. ®

REMARQUE 4.1. - Les théorémes 2 et 4 de ([22 ] (p.83)) permettent

dP, (v,.)
d'obtenir l'expression suilvante des densités ——
2nt “At
ap (v, .) - -2 t 1/2 (A (vF +vi)e )\—zxkvkyke kY
(4.4) ——— (y) =10 (1-e ) exp - "jn
d k=0 “on T
: . (1-¢ % )
ol v, = (V‘vk)B,B* = (v,cpk)H et y, = (v, ”k)B,B* = (v, cpk)H ..

On se propose maintenant d'étudier le semi-groupe d'opérateurs

(Ut)tzo , U = IB , associé aux probabilités de transition du processus

d'Ornstein—-Uhlenbeck sur B
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Pour toute fonction f positive @-mesurable on a

(4.5) (Ut f) (v) = IEP (f(Yt})

v

o v E€B et IEP désigne l'espérance par rapport a la mesure de proba-
v

bilité Pv sur ' . Notons ici que nous supposons de maniére implicite
que Po(v,,) est la mesure de Dirac en v . D'aprés la proposition 4.1

la mesure gaussienne | est invariante pour Z . On a donc

J Pt(v,l\)u(dv)” u{pA) t=20 , NEB.
B

Le semi-groupe correspondant (Ut , t 2 0) définit alors une famille d'opé-

rateurs bornés sur l'espace de Hilbert LZ(B,;;) .

Soit Cé (Rk) la classe des fonctions deux fois continament dif-

~

férentiables & support compact dans Rk . La proposition suivante caractérise

le générateur infinitésimal L du semi-groupe (Ut , t=20) .

PROPOSITION 4.3. - Si g € Cg (Rk) , la fonction G & valeurs réelles

définie sur B par

G(v) =glv,,...,v,) ol v, =g ,v ), ,i=1k

appartient au domaine D) de L et on a

(4.6)  (LG) (v)=(-1- > 2% - D nv,
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Preuve, - Le processus vectorie} a valeurs dans Rk
7k - ( (vi 'Yt >B* B’ i=1,k , t 20) est un processus d'Ornstein-Uhlenbeck

k-dimensionnel dont le générateur infinitésimal satisfait 1'équation (4.6).

(cf. [19 ]) d'ou le résultat. =

En remarquant que D(L) N LZ(B,u) est dense dans LZ(B,p)

) 2
I'opérateur [ se prolonge en un opérateur encore noté L sur L (B, u) .

Le caractére gaussien de la mesure p sur (B, ®) conduit & la
décomposition suivante (Chaos de Wiener) de L2(B,p) en somme directe

de sous-espaces orthogonaux (cf. [18] ch. VII)

4

(a.7) LB, = o H
n
n=0

Dans la décomposition (4.7), Hn est le sous-espace fermé de LZ(B,p)

engendré par la famille de fonction numériques sur B de la forme

Shl(x)= n h («/“X'ihpl,x}H) . L n=n €
ier i iel

ou hn désigne le ni-éme unidimensionnel polynome de Hermite défini par
i :

(cf. [17])
©.\n x2 dn —x2
h (x) = (-1) e = (e ) .
n dx
Pour toute suite [nj]jz() de IN telle que J, n, <+o la fonction cy-
jz0
lindrique de Hermite O[n ] est définie sur B par :
j
nj ‘—1/2
O = ! 2 . ]
(n &= Gt 20y R gy )
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La proposition 2 de [20] prouve que la famille {O[n 1 } est une base
j
2
orthonormée compléte de L"(B,u) . De plus pour toute [n,] on

a
4.8 L O = - A.n O
j j
Soit G la fonction définie sur B par
k _
Glx) = ‘II h (ﬁj (cpj,x )H) .
=1 ]
D'aprés la proposition 4.3 la fonction G appartient & D(L) et
k 2 k
1 5] o
CENx =5 » =L - » a y 22
zj=1 Byz j=1Jj dov./ y, = (g, %)
j RS TR S R
k
od  gly;s.v.uy) = noh (ﬁj yj)
i=1 ] ,
D'ou
Bzh d3h
k 1 % "
LG)(x) = 3 = A -\ Y Hh] .
2 n.|y. =z (g, ,x)
En utilisant la formule
d2 dh
—— h - 2% n = _2nh
2 n n
dt dt
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on obtient

k
(LG) (x) =-( ¥ x, n) 1 'hn(ﬁihpi.x}H)
i

qui conduit a 1l'équation (4.8).

Comme {O[n ]} est une base orthonormée compléte de LZ(B,p)
1'équation (4.8) prouvejque 0 est une valeur propre simple' et isolée de
I'opérateur L . Le spectre o (L) peut s'écrice o(l.) = Ty {0} ou § est
un sous-ensemble fermé de R ne contenant pas l'origine. Les remarques
précédentes vont nous permettre d'obtenir d'autres propriétés du processus Z ,

Rappelons d'abord la définition et le lemme suivant de [24] .

4

DEFINITION 4.1. - Soit (Q,a,P) un espace probabilisé et soit h une
fonction a valeurs réelles définie sur IN et strictement positive, Une suite
(a) de sous-tribus de (@ est dite h-mélangeante si et seulement si,

nnelN 9 2 .
pour tout f dans L(Q,am,P) et tout g de L (Q,an,P) on a

| [ foar - ([ fan(f oan | = h(jm-n] e, ol -
Q Q Q - |

LEMME 4.1. (cf. [24]). - Soit (an)nzl une suite de sous-tribus de @ ,

h-mélangeante pour une fonction h telle que ¥ h(n) = p<+« , Soit
nzl

(An)nzl une suite d'événements de (@ telle que pour tout n , An € an .

(U A) ona
m
1 m=n

En notant A =
o]

b
D €



PA) =0 si  H PA)<+= et PA)=1 si T PA ) =+= .
=1 n=1

A présent considérons l'espace probabilisé (Q.‘W"Po) ol
Q' = C([0,+=[,B) , m désigne la tribu borélienne de Q' et P0 corres -
pond & la mesure invariante du processus Z . Désignons par @n la sous-

tribu de % engendrée par {Yt , t€[n,n+1]} . On a alors

PROPOSITION 4.4. - La suite (ﬁn)nzo de sous-tribus de 7 engendrées
par {Yt , nst <n+1 } est h-mélangeante avec pour fonction h 1la
fonction définie sur IN par h{(n) = exp {-a(n-1)] od o est un nombre

strictement positif.

Preuve. - Soient n et m deux entiers avec n<m . Pour tout élément

X de LZ(Q',B ,P) et U de LZ(Q',ﬁ ,P ) on a, d'aprés la
n-1"" o : m o ,

propriété de Markov de 24 :

p ((X-E, () (U-E, () -
(o] O o o O 0o

IEP xu) - ]EP X) ]EP (V) = E

n m
-, {Epo amp (x-E, (0) (U-F, (U)/ U 8)/ U & H -

0 o} o) j=0 j=0

_ ]EPO (EP EX_EPO(X))/ Y’n] E, [(U—]EP ) / Ym})

o] O O

En utilisant maintenant la propriété de Markov

_ _ ~(m-n)L
E, (XU)-E, () E, (U) = B, (£,(Y) [,(v ) = (£, e 6,0,
o) o) o : o) L (B,u)

140



od (Y ) = IEPO((X—IEPO(X))/YH) et f,(Y )= IEPO(.( U- EPO(U))/Ym) .

Mais

(f.. e-(m—n)[. ¢

_ ~(m-n)L. :
1 2) - <f . € f > - (f1i1> <f211> ¢

2, 1 2
L8, 2 148,

puisque par définition de f, et f. on a <f1'l Yy =0, 1i=1,2 .

1 2 .
Nous avons remarqué précédemment que 0 était une valeur propre isolée
de l'opérateur L ; donc 1'opérateur e—(m-n)‘L défini sur LZ(B,u) admet

1 pour valeur propre isolée. En remarquant que o = inf {o(-L) \{0}} >0

le théoréme de représentation spectrale montre que

+ x

~(m-n)L ~(m-
| ey ey, | = ] (m-nlhg @, ) |
-a |m-n| -~ a(m-n)
< Il ey, = e Ix1, U,
Donc (Bn)nzﬂ est h-mélangeante pour PO . =

COROLIAIRE 4.1. - Le processus de Markov Z est récurrent.

Cela signifie que quel que soit l'ouvert A de B et 1'élément

v de B, Pv (Yt € A pour une suite croissante de t) = 1

Preuve. - Soit A un ouvert non vide de B . Pour tout entier n ,

...1 ,
Sn = Yn (A) appartient & Bn et r_(an)nzl est h-mélangeante d'aprés
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la proposition 4.4, De plus, les mesures Pn(O,.) et . étant équivalen-

tes d'aprés la proposition 4,2 et puisque p{(A) > 0 on a Pn(O, A) = PO(Sn)>O .

La mesure y étant invariante pour le semi-groupe (Ut tzw() on a
lim P (0, A) = u(A) . Par conséquent la série 3, P (Sn) = +o et d'aprés
n-+o n nzl ©

le lemme 4.1 on a PO(SOO) = 1 c¢e gqui prouve bien la récurrence du proces-

sus 2 . =

REMARQUE 4.2. - La récurrence de Z était prouvée dans 23] en utilisant
une décomposition trés technique des trajectoires de Z . Ici elle découle
directement de la proposition 4.4 assez naturelle pour‘ un processus d'Ornstein-

Uhlenbeck.

Un autre probléme abordé par J.B. Walsh dans [23] est lié au pre-
mier instant & partir duquel le potentiel électrique du neurone dépasse un
seuil donné. On se propose de montrer que cet instant posséde des moments
exponentiels en appliquant un théoréme général sur les temps d'atteinte de
processus Markoviens uniformément ergodiques énoncé et démontré dans [5' 1.
Nous donnons d'abord une autre caractérisation de la décompdv‘sition LZ(B,p)
en somme directe d'espaces orthogonaux. Cette caractérisation apparaft clai-
rement dans [5] et sera trés utile :par la suite. En effet dané la décompo-
sition de I.Z(B,p) donnée p'ar I'expression (4.7) les sous-espaces Hn
peuvent étre interprétés de maniére différente. Plus précisément, HO est
le sous-espace vectoriel des fonctions constantes sur B quviA sont toutes
invariantes par U ; H est le sous-espace fermé de LZ(B;M) engendré

t 1

par les fonctions de la forme f : B 3 X b (Y,X)Bm B lorsque y parcourt

le dual B® de B . Plus gén¢ralement Hn est le sous-espace fermé de

! .

L (B,4) engendré par les produits tensoriels symétrisés Yy ®s Yo ®S .o ®yn
! »n '

ol (yl,...,yn) € (B ) . Nous avons alors

PROPOSITION 4.5. - Il existe une constante réelle strictement positive k
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telle que, pour tout v €B et tout A ouvert de B , on a

aT

E, (e N)<+o des que a<kp(A) , ou
v

TA désigne le temps d'atteinte de A pour Z .

Preuve. - La clef de ce résultat est le théoréme 2.1 de [5] dont nous

allons vérifier les hypothéses.

Nous remarquerons d'abord que le semi-groupe de contractions (Ut)tzo sur

LZ(B,H) est fortement continu. En fait sur Hl on a

(U y)x) = E_, (y(Y)) = (y.e  x)
t Px t BB

. -At . *
Les opérateurs Ut et e coincident sur Hl ;: sur B  leurs valeurs

commune est la mesure de densité par rapport & la mesure de Lebesgue

L
[e™)ylw = (] ™ (v,u yldv) ]
0

Plus généralement on a

-tA -tA ~tA
& ...® =
U, (y1 ®s vy & A yn) (e yl) ®S (e yz) ®S ®S (e yn) .

Donc le semi-groupe (Ut)tzo est fortement continu, De plus, comme le

spectre du générateur infinitésimal L de (Ut)tzO admet 0 pour valeur
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propre isolée, on a d'aprés [16]

It
=

1
lim - f U, dt

2
ou Il est le projecteur orthogonal de L (B,u) sur HO . On en déduit

que la famille {Pt(x,.) ; t20, xe€B ]} des probabilités de transition est

u ~uniformément ergodique.

D'aprés la proposition 4.2, pour tout t>0 et v dans B
Pt(v,.) est absolument continue par rapport a M . Les hypothéses du théo-

réme 2.1 de [5] sont maintenant satisfaites, d'ou la proposition.

REMARQUE 4.3. - En supposant que la décharge de potentiel du neurone
a lieu en un point Xo de [0,L] , le premier instant de décharge est

défini dans [23] par T, = inf{t20; (Y ,s_ )>6 } ol &  désigne la
) t’ X, X
mesure de Dirac en X, - On a pour le temps d'arrét T d_éfini sur

0
(Q',7):

2

(4.10) P (T >t) » 1-2exp (- 298 )
O 8 i

ou a est une constante indépendante de t .

[

En effet avec la proposition 4.2. de [23] on a

E. ([(v .6 )% -(v.s )2
P L[ t’ X s’ x
O B,B* O

) <b ]t—sll/z
B,B*
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ou b est une constante positive indépendante de x0 et (t,s) .
Si (w(s), s»0) est un mouvement Brownien réel standardsur (Q,O,Pr) .

on a alors l'inégalité

2
]EPO((Yt(XO) - Y (x) ) < ¢ EPr( |wis)|) ,

qui avec le lemme 5.2 de [12] donne

PoLC sup (Y G )-Y (x )| >€)) =P (( sup lwis)| >26))
Os=s=st _ ‘ 0ss st

ol A est une constante positive indépendante de t . En utilisant le

corollaire 2.1, de [ [6], p.244] on a

' 2 2
P ( sup | w ]>}\b)s2P(lw(t)[>k6)SZexps—Le—l‘29--3—
0Ossst  °© d ( 96t

ce qui permet de conclure. =

5. ANALYSE DE LA VARIANCE POUR LA MOYENNE DU PROCESSUS
D'ORNSTEIN-UHLENBECK SUR B .

Dans la suite {Zv(t) ,t20]) désignera le processus d'Ornstein-
Uhlenbeck issu de v €B et de paramétre A . S'il n'y a pas de décharge,

ce processus est une modélisation réaliste pour le potentiel électrique d'un
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motoneurone, Généralement les biologistes supposent qu'a l'instant initial
le potentiel est uniforme le long du neurone, Cette hypothése‘se traduit
alors par l'homogénéité sur [0,L] de la moyenne du processus stochasti-
que (ZZ; t=z0) . Il est donc intéressant de pouvoir tester une telle hypo-
thése au vu d'une ou plusieurs observations de (ZZ , t=z0) . En réalité
on ne peut observer une réalisation du processus en question car le neu-
rone se décharge a l'instant aléatoire T6 . Cependant, avec l'inégalité
(4.10) du paragraphe précédent, on peut affirmer qu'une proportion impor-
tante de trajectoires de (ZZ , tz0) ne présenteront pas dev décharge dans
l'intervalle [0,T] & condition que T soit suffisamment petit. Il semble
donc raisonnable, du moins théoriquement, de considérer le probléme d'ana-
lyse de la variance pour la moyenne du processus (ZZ ; t €[0,T],vEB) .
Pour cela nous utiliserons les notions d'analyse de la variance sur des

espaces infinidimensionnels tels qu'il ont été introduits dans [2] et [3].

Pour définir un test d'homogénéité de la moyenne de (ZZ , tef[0,T])
nous étudions d'abord la structure de l'espace autoreproduisant du processus
centré (Z? , t €[0,T]) . On note vy la mesure dénombrement sur IN
et S le produit cartésien [0,T] x [0,L] . Soit {K ,k€IN} la famille

k
de novaux symétriques définis positifs sur S X S avec

L A desl oyl
6.1 K ((s.x), (t,y) = o (e -e ) g (x) % (v)

k

od ((s,x),(t,y) € 8x S et ol )\k et P sont les ko™ valeurs propres

et fonctions propres de A . On a

PROPOSITION 5.1, - L'espace de Hilbert autoreproduisant M(¥,S) asso-

cié au processus d'Ornstein-Uhlenbeck (ZS , t€[0,T] ) est isomorphe



(3
a l'intégrale Hilbertienne J‘ M(Kk,S) dy (k) engendrée par la famille
IN

des espaces autoreproduisants associés aux noyaux Kk

Preuve. - Remarquons d'abord que pouf tout ((s,x),(t,y)) de S xS 1la

fonction réelle
k > Kk ((S,X) ) (t:Y))

est mesurable sur (IN,¢(IN),y) . Donc, selon [18], on peut définir
un champ mesurable d'espaces Hilbertiens {N(Kk, S),k€IN]} ou N(Kk,S)

est l'espace autoreproduisant du noyau K, . On a aussi pour tout (s,x)

k
de S
-2\ s
Jy Kllsmod) v = B == ee Fgito <t
k z0
) |
L@
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Donc (cf[18]) l'intégrale Hilbertienne j H(KK,S) y(dk) est bien définie.

IN
Elle est isomorphe & l'espace autoreproduisant du noyau X ‘sur 'S xS dé-

fini par

h(s.x) . (ty)) = 2 K (s,x), (6,y).
k 20

o)
qui est le noyau du processus gaussien (Zt , te[0,T]) . @

Si K; désigne le noyau défini sur [0,T] x [0,T] par
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1 —xk |t-s| —xk(t+s)
Kk (s,t) = — (e -e ) , l'espace autoreproduisant

H(Ki,[O,T]) de Ki est donné (cf. [3]) par

-Au T

H(Ké,[O,T])=={f€C([OJﬂ; fu) =e J glw)dm (w) , g ELZH(LT],mk)]
u
-2\, W -2\ T

ot dm (w) = e K dw + — e K &

k 2\ {1}

k
De plus
2 T 2 2
Wel =J O f+1) (0 du + 2 £ (1) .

H(KI,[O,T]) 0

Avec ces notations on a la caractérisation suivante de H(K,S) :

PROPOSITION 5.2, - L'espace de Hilbert autoreproduisant aséocié au novau
¥ est l'espace des fonctions continues sur § = [0,T] x [0,L] définies

pour (t,x) dans S par

'
]

(5.2) hit,x) = 3 () %, %)
k 20
avec f, € (K ,[0,T]) et (el k=20) € £

MK, [0,T]



Preuve. - Pour tout entier k , le noyau Kk sur S est un produit tenso-
1 2
riel des noyaux Kk et l(k sur [0,T) x[0,T] et [O,L] x[O,L} res-

pectivement avec Ki(x,y) = cpk(x) Cpk(Y) . D'aprés le théoréme 1II.2 de [9],

le noyau Ki est défini positif et H(Ki ,[0,L]) est le sous-espace de

Hilbert de Lz([O,L] ,dx) engendré par cpk . Comme Kk est le produit

tensoriel des noyaux K‘i et Ki , l"espace Hilbertien H(KK,S) est le

produit tensoriel H(K; ,[0,T1) &2 n(Ki , [0,L]) (cf.[3]). Donc pour tout

k , M(Kk,S) est l'espace des fonctions sur S de la formgz‘

h (t,x) = f () cpk(x)'

1 .
avec fk € ?tl(Kk ,[0,T]) . Le résultat est alors une conséquence immédiate

de la proposition 5.1. =

Il est clair d'aprés 1'expression (5.2) que l'ensemble des fonctions
constantes sur S est contenu dans M#(X,S) . En fait, H(%,S) étant une

intégrale hilbertienne on a la décomposition orthogonale suivante :

(5.3) W(h,8) = ukK ,8) & | w(K ,S) dylk) .
o k ,
IN- {0} .
- On peut maintenant énoncer :
PROPOSITION 5.3. - Soit z = {z(,x) ; 0st<sT , x € [0,L]} une obser-

vation du processus {Zv , 0stsT, véB] . Pour tout o €]0,1[ il existe

t
un test quadratique sans biais de seuil a pour tester l'hypothése de non
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influence du facteur position sur la moyenne de ZZ . Ce test est de la

forme
1 si qﬂ(y) > 4,
P, V)=
08 .
0 sinon
L T L, |
o ylt,x) =zlt,x) - [ z(t,x) dx , q ) =] [ yt,x) dnlt.x) et n
0 0 0

est une mesure borélienne positive sur S .

Preuve. - L'hypothése de non influence du facteur position sur la moyenne
de {Z: , 0<tsT,veB ] signifie que la fonction f de W(X,S) définie
par f(t,x) = IEP (ZZ)(X) = (e~Atv) (x) est constante en x sur [0,L]

L'hypothése & tester est alors équivalente & 1l'hypothése de nullité de

f- U y . proj
E(KO,S)(f) ot HM(KO,S) est le projecteur orthogonal de H(¥X,S) sur
ﬁ(KO, S) . Le test linéaire correspondant découle des résultats de [1] a
condition de trouver une expression.de n}i(K S) et de son extension a
OI
C([0,T] x[0,L]) . Remarquons ici que puisque
-Z)\ks

j' Ki (s,x) dvyk) = T _1.._ (1-e ) < 4+ on peutli'définir I'inté-

tégrale Hilbertienne
@ t

#l= [ w001 dY ()
N

Soient Iﬁl l'opérateur identité sur 311 et O le projecteur de H sur

H(K(Z) ,[0,L]) . L'opérateur ¢ est défini par
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On a alors

= &
. u(KO,S) Iy ©

ol Inl ® ¢ est défini sur M(X,S) par
n
(L, ®6) (h) = nlin:_w kZ;O Li) & ole) = f @ ¢

avec h = 3 fk ® ® comme en (5.2).
k z0 ‘

En notant que C([0,T] x [0,L]) = C([0,T]) 58 C([0,L]) o
c([{o0,T]) ée C([0,L]) désigne le e-produit tensoriel complété de ces
espaces de Banach (cf. [8]) , l'extension & C([0,T] x [O,L]) de l'opé-

rateur est (cf. [8]) :

Ly ,8)
O

(5.4) I, ® O

ou I, est l'opérateur identité de B et ou o est défini sur C([O0,L}) par
K
g— 06 (g) = (\)O,g) N , v étant la mesure de Lebesgue

(o]
c*(fo,L]1),c([0,L])

sur [0,L]

Par conséquent, si z = {z(,x); 0st=<T, xe€[0,L]]} est une observa-

tion du processus (Z;’ , t €[0,T],vEB) , la statistique appropriée pour



le test de l'hypothése f -1 (f) = 0 est donnée d'aprés (5.4) par

HK ,S)
O

y = Us(ro,r1x10,1]) B8 0 )2

La proposition est alors une conséquence du théoréme 3.3. de [1]. =
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PROBABILITES. - Transformation de certaines fonctions aléatoires gaussiénnes d
valewrs dans un espace de Banach en processus de Wiener. Note (* ) de Ancstis Antoniadis,
transimise par Robert Foriel.

Dans cetie Note on propose une méthode pour transformer, sous certaines hypothéses, une fonction aléatoire
gaussieane a valeurs dans un espace de Banuch réel séparable B en un mouvement brownicn sur B.

PROBABILITY THEORY. — Change of Some Random Gaussian Functions with Values in a Bunach Space
inlo Wicner Process.

This paper provides a method for transfiorming a random gaussian Junction with values in real separable Banach
spuce B imo a B-valued Brownian motion.

L. Norations. PRecimiNnaires. — Tous les éléments aléatoires considérés seront définis
sur le méme espace probabilisé (Q, o, P). Soit B un cspace de Banach récl séparable.
Nous noterons || . |l sa norme et ¢, Dy .y la dualité < B*, B). Nous désignerons par p une
mesure gaussienne centrée sur (B, :4) ou A est la tribu borélicane de B. Nous supposerons,
sans perdre de géncralité, que B est égal au support de la mesure §; ainsi, Pespace de
Hilbert 7 ,, espace autoreproduisant de p, peut ére identifié a un sous-cnsemble de'B par
une injection continue i et le triplet (i, HA'y, B) est un espace de Wiener abstrait (¢f. [1]).
Si T est un réel strictement positif nous noterons { W(1), 0S¢ T } le processus de Wiener
dans B construit sur p, c’est-a-dire la fonction aléatoire gaussienne centrée définie sur
[0, T] & valeurs dans B tclle que ses trajectoires soicnt continues, ses accroissements soient
indépendants et, une fois normalisés, aicnt pour loi la mesure gaussienne p (¢f. [1]).

Nous noterons m la loi de probabilité d'un processus récl gaussien centré défini sur
[0, T}, & trajectoires continues et de covariance I'. La mesure m est done unc probabilité
gaussienne sur I'espace de Banach réel séparable By, noté aussi C( [0, T]), des fonctions
réelles continues sur [0, T} Si () est Pespace autoreproduisant de m et si jest le
prolongement naturel de # (') dans By le triplet (4, s (I), By) est également un espace
de Wicener abstrait, ,

La proposition 3 de [2], page 122, nous assure de 'existence d’une mesure de probabilité
gaussicnne P sur C([0, T])®¢B=(.‘([O, T B), od C([0, ThH®. B désigne le produit
tensoricl inductif complété de ces deux espaces de Banach. Pour celte mesure P, les
fonctions coordonnées Y (1) de C( 10, T}; B) définissent une fonction aléatoire gaussSicnne
centrée Y= { Y (1), 01T } a valeurs dans B, 4 trajectoires continues dont la covariance
est donnée pour s et ¢ dans [0, T) et x* et y* dans B* par :

Ep( <X, Y () D <y, Y(O)u ca =T, ¥ (x), i* 0 >x'“,

ou i* désigae la transposée de i. . A

2. POSITION DU PROBLEME ET HYPOTHESES. —, Nous nous proposons ‘dans la suite de
transformer la fonction aléatoire gaussicnne { Y (1), 01T } en un processus de Wiener
{ W), 0=t Za ) construit sur p. Pour cela nous sommes conduits formuler certaines
hypothéses sur la mesure gaussienne m. .

La restriction du noyau de covariance T a [0, 1] x[0, 1], ou ¢ apparticat-a J0, T}, sera
notée I, et Oy désignera Popération de restriction a [0, 1] des fonctions définies sur 10, T).

D’aprés la proposition 3.15 de [3], si ', désigne le sous-espace fermé de # (I) engendré
par la fumille de fonctions { I'(s, .), s€(0, 1] }, Popérateur O, est un isomorphisme de
sur A (1) Si fet g sont des éléments de . (I') nous avons :

(n COS O dwwy= < Pu S, Pu 8 Do ),

[$3]
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ou Py, est le projecteur de #(I) sur #,. De plus le supplémentaire orthogonal de #,
dans 5 (I') est formé des fonctions de # (') nulles sur [0, 1].

Nous ferons les hypothéses suivantes sur la mesure m :

(H 1) il existe une fonction fde 5 (I'), appartenant a I'image j* (B¥) telle que la fonction
positive y définie sur [0, T] par :

V()= " o f I!gr «y

soit strictement croissante et vérifie pour tout s et ¢t dans [0, T}:
[W(O—-¥y )| se(|t-s]),

ol ¢ "est une fonction réelle continue croissante sur R* avec @(0)=0 et
+w -
f (p(e"‘z)dx< + 0.
0 B
(H2) pour tout ¢ dans [0, T}, il existe une mesure p, borélienne sur [0, T] a support dans
[0, 1] telle que :

J* () =Px, (f).

3. Resurtats. — En identifiant R®.B a B et en désignant par I Popérateur identité
de B, nous noterons pour >0 :

U= Japn,d G* (1)) @1,

Popérateur sur C([0, T]; B) a valeurs dans B défini pour y dans C([0, T}]; B) par :

T . ]
2 U= j y(u)'ux(du)=f Yy () p, (du).
0 0

3.1. TukorEME. — La fonction aléatoire X = { X (1), te[0, T1} a valeurs dans B définie
par X (t)=U,(Y) est un processus aléatoire gaussien centré sur B de covariance :

Ris, o (¢, p)=Y(min(s, )i (x), i* () e,  pour (s, )]0, T] et (', y)eB*%
De plus, X admet une modification séparable a trajectoires continues.

Démonstration. — Les opérateurs U, étant linéaires sur C([0, T]; B) et Y étant
gaussienne centrée, il en est de méme pour le processus { X(9), te[0, T] }. Pour s et ¢ dans
[0, T] et x’ et y* dans B* nous avons par définition de U, :

Ry (¥, y)=Ee (X', X(5) D", <V, X () Dn , w) .
=Ep({X, Us(Y) D, 5 <), Us(V) Du, v)
= 7M1, J* (1) Doe @y (P (X)), ¥ () D e,
Mais d’aprés I'hypothése (H 2) nous avons :

¥ (s J* (1) >x*_(n= KPw, [ Px [ D)
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I’autre part, si s<t, /', est un sous-espace fermé de J, et :

< Px', f; Px‘, f Dx u‘)‘—“_< Px, ﬁ Px, f Dx oy

CPu, [P [ P ary= <O L0y [ D wy=V ()

Donc :

R, (X Y)=Y (s A Ci* (X)), i* () Doe,:

Soit D la boule unité fermée de B* (pour la topologic faible o (B*, B) de B¥*).
Pour tout ¢ ct s de [0, T] et pour tout (u,, u;) de D x D nous avons :

(3) Ro o —uz i —u2) SC sup B || i* (u2) ||,

et

(1) (R, oy, u) 2R (y, u))+ R, (04, uy))
S L10E10] Ili‘(u.)llif,_S.kIW(S)*\If(t)I-

Le noyau symétrique défini positif { (s A t) peut étre considéré comme la covariance d’un
processus réel gaussien centré V sur [0, T). D’aprés 'hypothése (H 1) I'écart quadratique
di (s, 1) de V est tel que :

di (4, )=E((VO=V )= |y (O)—¥ )| S@(|t—s|).

D’aprés le lemme d’intégrabilité de Fernique (cf. [4]), V posséde une modification
séparable a trajectoires continues sur [0, T]. Avec les inégalités (3) et (4) les hypothéses de
la proposition 2 de (2], chap. IV, page 118, sont satistaites et donc ‘le processus
{ X(1), tel0, T} } posséde une modification séparable a trajectoires continucs: sur
[0,T. =

Nous noterons y la fonction positive sur [0, T} définie pour ¢ dans [0, T} par :

Y(O=y()—-{(0).

D'aprés (H 1), v est une bijection continue de [0, T] sur [0, o} ot a=|| f |3 ) ¥ (0).
Posons Z(1)=X(1)—X (0) et désignons par {Z(t), tel0, a] } la fonction alcatonre a
valeurs dans B définie par Z(l)~—Z(y“(l))

2. COROLLAIRE. — Le processus gaussien centré { Z (1), t€[0, o] } est un processus de
Wicner dans B construit sur la mesure gaussienne .

Démonstration. — Il est clair que (Z (1), te[0, o] } est un processus gaussicn centré a
trajectoires continues tel que Z(0J=0. La covariance de Z est, pour s et ¢ dans [0, aj et
(x’, y') dans B*?;

F(<Z(S) X u, ut <Z(t).y >u, ) =Y (v A=Y O)C*(X), i* () D,
=min(s, ) (i* (x'), *O))x,

d’ou le corollaire. M
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3.3. Exemeres. — Citons quelques exemples de mesures gaussiennes m sur C({0, T])
qui vérifient les hypothéses (H 1) et (H 2).
(1). Soit m la mesure gaussienne centrée sur C([0, T}) de covariance :

| 1
I'is,t)=o min{ —, — |, o, y>0.
(0 (s+7 t—H') v

L’hypothése (H 1) est vérifiée avec f Ia fonction constante sur [0, T} égale 4 1. En effet f
pouvant aussi sécrire sous la forme (T+7v)/a (T, .) appartient donc & # (') et nous
avons Y (t)=(t+y)/o. En considérant les mesures p,=(t+7v)/ad ,, ou & ,, désigne la
mesure de Dirac concentrée en { t }, nous avons j*(u)y={(t+y)/al (¢, .) =Py f Donc
I’hypothése H 2 est également vérifiée.

(2). Soit m la mesure gaussienne sur C([0, T}) de covariance I'(s, f)=a min{(s+7)",
(t+7)F) avec pel0, 1l et a, y>0.

L’hypothése (H 1) est vérifiée avec pour fla fonction définie sur [0, T} pax @y=@+yPr.
En effet f=1/aI"(T, .) et appartient & »# (T').

De plus y(1)=(t+7v)F/a est strictement croissante et lipschitzienne. En notant y, la
mesure borélienne égale & p,=1/ad, nous avons j*(u)=1/al(t, .)=Ps f Donc
Ihypothése (H 2) est également vérifiée,

{3). Soit m la mesure gaussienne centrée sur C([0, T]) dont la covariance est la
restriction de la covariance d’un processus réel gaussien stationnaire de densité spectrale
rationnelle de la forme : : '

g(k)—--— avec aca,#70 et AeR.

a; G ;\-)}{

D’aprés la proposition 3.3 de [5], la fonction constante égale d 1 sur {0, T} appartient
a o (I) et Y(£)=adt+(ay, ap)/n. Donc Thypothése (H 1) est vérifiée. De plus pour tout
t dans [0, T] il existe p, telle que j* () =Py, f.

(*) Remise le 28 février 1983,

1] L. Gross, J. Funct. Anal, 1, 1967, p. 123-181.

[2} R. CarmoNA, Thése &' Etat, Aix-Marseille H, 1977.

3} 3. Neveu, Processus aléatoires gaussiens, Presses universitaires de Montréal, 1968,
14} X. FErNiQUE, Comptes rendus, 258, 1964, p. 6058.

[5] A. ANtoNIADIS, Comptes rendus, 294, série 1, 1982, p. 417.

Labaratoire 1M.A.G.,
Université scientifique et médicale, B.P. n° 53 X, 38041 Grenoble Cedex.

160



161

TRAVSFCRMATLGN DE CERTAINLS FONCTIONS ALRATOIRES

GAUSSTIENMES REELLES EN PROCESSUS DE WIENER

(Annexe & la note aux COMPTES RENDUS

L. NOTATIONS. FRELIMINAIRES | -~ Tous les éléments aléatoires considérés

seront détinis sm le wéme espace probabilisé (), L, P ).31 T est un réel

strictement positif, nous noierons {W(t), 0t $ 'I'j le procgssus de Wiener

réel sur [0,‘1‘ |. Nous noterons m la loi c{e probabilité d'un processus réel

gaussien centré définl sur lO, T ] A trajectoires conuin.ues etﬁ de covariance T.

[a mesure m est donc une probabilité gaussienne sur l‘esbéce de Banach réel

séparable BI noté ausst C 0,7 ], des fonctions numériques continues sur [0,T ].

ai J'(/f’) est l'espace auteroproduisant de m et si j est le prolongement naturel

de J{{/’) dans B, le triplet (7, /({/’),Br) est un espace de Wiener abstrait ([1],
Nous désignerons par H(m) l'espace gaussien associé a la mesure m sur

B’I‘ et nous noterons u 1'isometrie de H(m) avec %(‘7 Enfin ( Y(t), t elo,T])

sera la fonction aléatoire assoclée a: la mesure m.

2. POSITION DU PROBLEME ET HYPOTHESES., - Nous nous proposons dans
la suite de wanslormer la fonction aléatoire gaussienne {Yﬂl(t) 0st<sT)
en un processus de Wiener (W), 0st<a) ow ®>0 ., . Pour cela
acus sommes conduits @ formuler certaines hypothéses sur ia mesure Jgaus-
sienre I |

N

la restriction du noyau de covariance 1 a [0,t] »[0,t] , ol
t appartient a J0,T}] , sera notée I‘t et Ot désignera l'opération de
restriction & [0,t] des fonctions définies sur [0,7T] .
D'aprés la proposition 3.15 de [3], si ul désigne le sous-espace fermé
de  #(]) engendré par la famille de foncticns {I'(s,.), s€[0,t]}) , l'opé-
rateur ()t est un isomorphisme de ut sur “(It) .81 f et g sont
des éléments de  ® () nous avoens
n "'Otf,()g> = (P f,P.“q)

t u(I‘t) Mt t  ®I)

O P“ est le projecteur de W(TI) sur ht . De plus »le supplémentaire

t : ) A
arthcaonal de B dans W) est formé des fonctions de M) nulles



e plus s Ht(m) désigne le ‘sous-espace vectoriel fermé de
Hirm) engende® par ls lamille { (;q, st} de B,

wo i (in) ) He(m) , ° ; .
ll(Ht(m;) = .t:it et ue B = I’u , E Htant l'espérance condition-
g 't

nelle a ﬂt(m) .

, 11OuUS avons

Nous ferong 'hypotheése suivante sur la mesure  m .
() il existe une fonction [ de WT) , telle que la fonction positive

\Uf définie sur [0,T] par

g . 9 2 = > i Z
() () = | 0, £ “(rt) B “lHti H'n(l“)

soit continue.

REMARQUE 1. - Soit pour tout t € [0,T] , H +(m) = ,-Hs(m) .

t s>t

Si pour tout f de #R) la fonction ¢ définie sur [0,T] par (¥) est
continue 1l'ensemble {t€([0,T] ; Ht(m) # H I(m)} est vide et réciproque-
i+

ment. Cette condition est vraie en particulier pour tout processus gaussien

markovien a trajectoires continues sur un intervalle ouvert contenant

[0,T] (cf. [31]).

3. RESULTATS. - Notons X l'élément de H(m) associé & la fonction f

. -1 &
de l'hypothése H , i.e X =u (f) . Pour tout t de [0,T] , nous pou-

L(m) - -
vons choisir une version de & t (X) définie sur BT que nous notons
I'It(m) D
E (X) . Soit alors (Xt , t€[0,T]) la fonction aléatoire sur
(BT , a‘-&T , m ) & valeurs dans .M_ définie par
Ht(m) .
(2) Xt (= ) = E (X) (x) pour x. & BT ‘

3.1. THEOREME. - La fonction aléatoire (Xt , t€[0,T] définie par (2)

est un processus aléatoire gaussien sur [R., centré de covariance

Rt = {(min(s,t)) pour (s,t) € (0,11 et

De plus le processus admet une modification & trajectoires continues.

162
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I)é 1 r ) |(‘ [ [ |~ =Y > i o i 3
mausation, - Soiu (tl.t,/,..., ln) un n-uple de points distincts da 10,7 ). Paur

tout i dans - ariable et dnme . . )
[1,. ... n]la variable X‘ est dans H(m) par construction. Done toute

:ombir ) > 5 (i gt a1iC o - -
CO inaison linéaire des .\t est dans [l(lﬂ) et est gdl.ss‘ieune centrée car H(Il.) (

25t

i
un espace gaussien centré,

o]
Pour (s,t) dans [0,T]" nous avons

., H (m) Hs( K ' |
Rs,0= & (D0 ) BT g pe @fs dm) g2 sy,
D' autre part '
(3) R(s,s) - 2 R(s,t) + Rlt,0)= j¥(s) - y(t) |

Le noyau symétrique délini positif y(sAt) peut etre con.s'ildéré comme la

covariance d'un processus réel gaussien centré V sur [0,T] .

La continuité de | entrafne que V admet une modification séparable a
trajectoires continues sur [0,T] (cf. [3], Théoréme 6, Chap.1vV, §5).
Avec les inégalités (3) et (4) les hypothéses de la proposition 2 de [2],
chap. IV, page 118, sont satisfaites et donc le processus {[X(t), t€[0,T])

pocsséde une modification séparable & trajectoires continues sur [0,T]. =

3.2. - REMARQUE. - L& théoréme 3.1 est particuliérement intéressant dans

Hy ()
les applications si pour tout t de (0,T] , E

(X) peut etre identifié
, *

3 ung mesure de Radon My sur [0,T] (élément de BT) . Du fait que
(1) est vraie, cette mesure de Radon est alors a support dans [0,t] et

le processus (Xt , te[0,T]) peut etre définl par X, =J'"-Y(s) pt(ds) .
0.

Nous noterons ¥y la fonction positive sur [0,T] définie pour t
dans [0,T] par

, y(t) = (t) - 4(0) .

Si de plus la fonction § de l'hypothése H est strictement croissante

alors y est une bijection continue de [0,T] sur [0,a] o

a = | f“i(l“) - 4(0) . Posons 2Z(t) =X(t) - X(0) et désignons par

{é(t) , t€[0,a]] la fonction aléatoire a valeurs dans fR_ définie par
) __] .
2(t) = Z(y (t)‘)



3.2, COROLIAIRE. o

- Le processus gaussien centré Lz(t), t€[0,a])
un processus de Wiener dans

est

(ﬁ construit sur la mesure gaussienne [T

Démonstration. I est clair que (Z(t),t<[0,a]} est un processus gaus-

sien centré a trajectoires continues tel que 2(0) = 0 ., La covariance de 2
est, pour s et t dans [0, o] )

E( Z(s) Z(t) ) =Ly s At))-y(0)]

= min(s,t) d'ou le corollaire. w

3.4. - EXEMPLES. - Citons quelques exemples de mesures gaussiennes
centrées m sur C([0,T]) qui vérifient I'hypothése H .
(1) Soit m une mesure gaussienne centrée sur C([0,T]) de covariance
triangulaire T'(s,t) = a(min(s,t)) b(max(s,t)) o a et b sont des fonc-

a
tions réelles continues sans 0 sur [0,T] et telles que ™ soit stric-
)

tement croissante. Le fait que T'(s,t) est une covariance entrafne la
positivité de -E- . Une telle mesure gaussienne m est markovienne (cf.[3]).
L'hypothése H est satisfait pour une telle mesure m .

En effet soit f = a

Nous avons f =T1(,T) . . a .

b(T)
Donc f est un élément de ¥(T) .

2 2
D'autre part \\Ot f“u(r) = \\Ot a“H(I‘) =
t . t
i, 1 a(t)
= \_._....:..i.-. “ = .—2-...- P(tlt) = ——
b(t) u(rt) b (t) b(t)
Donc H est remplie. Mais de plus pour My L & nous avons
b(t)
w 1
j (ut) = —— TI(t,.) =P f.

b(t) By



(11)  Censidérons la covariance :
165

V- ds-t] si fs-t} -1
F(s,t) = 5 | 5=t
(0 sinon.

I est facile de vour qu'il existe une mesure gaussienne centrée 1 sur
C([0,T]) de covarianze T

Soit f la fonction constante et égale & 1 sur fo,t]
Fi 3

Nous avons

nT—l
B =t 3 (aged) [ DU+ T4 ]
ZnT“ j= 0 .

o ng, est le nonbre entier tel que T & [nT-l, n,l,[ .

Donc {  ast un élément de W(1) et pour tout Lt =z0 et

n, -1

I
(0 fls) =———= 3" {(n-i) [T{,s) + T-j,s)]
L T t
T -0

Far un caleul direct on a

+ 1

““t) 2 B, - t

‘)

~ette function est continue et strictement craissanté. Donc 'hypo-

these 1 est satisfaite. De plus en prenant pour tout t =0

S .
99 B },/ (nt j) (bj + bt—j)

k1
ona | (p.t) = Pli f .
t

(1] L.GROSS ,J.FUNCT,.Anal,1,1967,123-182
[2 ] R. CARMONA ,These d‘état, 1977

13} ].NL‘"J[:U Processus aléatolres gaussiens, Montréal

(4] GIKHMAN,I et SKOROHOD,A,V ,1965,SAUNDERS, Philadelphia
[5 ] A.ANTONTADIS Note CRAS,294,1982
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QUELQUES METHODES D'EVALUATION NUMERIQUE DE LA FONCTION DE REPARTITION

DE CERTAINES FORMES QUADRATIQUES DE PROCESSUS GAUSSIENS

par

Anestis ANTONIADIS
Laboratoire IMAG
Boite Postale 68
36402 SAINT-MARTIN-d'HERES CEDEX

SOMMAIRE. - Nous rappelons certaines propriétés des formes quadratiques

de processus stochastiques gaussiens et nous passons en revue diverses
méthodes d'évaluation de la fonction de répartition de ces formes quadratiques.
Nous commengons par la présentation de méthodes plus-ou moins classiques,
soulignant quelques résultats originaux. Enfin nous proposons une méthode
basée sur la transformation de certains processus gaussiens en mouvel;lent

brownien.

SUMMARY. - In this paper, we are giving a survey of di'ﬁferent methods
for the numerical evaluation of the_ distribution function of -quadratic forms
in gaussian stochastic processes with some new results. The second part
of the paper is concerned with a transformation of some gaussian processes

into a brownian motion.
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§1. Introduction.

Dans un travail précédent ([3],[4]), nous avions étudié certains
problémes d'estimation et de test concernant la moyenne de processus aléa-
toires gaussiens. Nous avions obtenu une généralisation en dimension infinie

de la théorie des tests d'hypothéses linéaires.

Plus précisément, disposant d'une ou de plusieurs observations
d'une fonction aléatoire gaussienne (Xt , t €[0,T]) sur l'intervalle réel
[0,T] , & trajectoires continues de moyenne inconnue m ;ét de novau de
covariance K connu sur [0,‘1‘]2 , nous avions étudié le ‘probléme de test
d'hypothéses linéaires de la forme "m EHn" contre "m EHn" dans une

structure statistique gaussienne

£ =(B,8, {P ;meuK )
m

ou B est l'espace de Banach des fonctions continues sur [0,T] , Pm
est une mesure gaussienne' sur B de moyenne m et de noyau de cova-
riance K et ¥®(K) est l'espace autoreproduisant associé au'noyau K .
Le caractére gaussien des mesures Pm nous avait permis de définir un

espace de Wiener abstrait (j , #(K), B) associé & ¥ et dé choisir une

~ ok
base orthonormée de ¥ (K) constituée de vecteurs de la forme (j (ek))kzl
N .
ol ek sont des éléments du dual topologique de B .

Les espaces Hn des hypothéses. linéaires, sont les sous-espaces de MK)

*x A
engendrés par les n premiers vecteurs (] (ek), k=1,...,n) . En notant

™ I'extension & B du projécteur orthogonal Qn de H(K) sur Hn les

tests étudiés font intervenir des statistiques de la forme
T
2 2
G = fo (I-m) ()" () dplt)

W étant une mesure borélienne positive sur [0,T] .
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Le but de ce rapport est de proposer et de discuter certaines tech-
niques de calcul numérique pour la détermination des quantiles de la loi
de probabilité des variables aléatoires Gi . Notre approche sera comparée

avec celle de la dimension finie,

Dans un premier temps, nous établissons l'expression générale de
la covariance Kn des processus (yn(t) , te[0,T]) ou y = (IB—nn) (x) .
L'évaluation des quantiles de la loi des statistiques Gi est alors un pro-
bleme de détermination de la loi d'une forme quadratique d'un processus
gaussien & trajectoires continues sur [0,T] , de covariance Kn . Suivant
la forme des noyaux Kn , nous proposons des méthodes dé calcul adaptées.

Les résultats sont illustrés par plusieurs exemples,

~

La derniére partie de ce rapport est consacrée a une méthode per-
mettant de transformer certains processus gaussiens en mouvement Brownien
et l'utilité de cette méthode dans les tests d'hypothéses linéaires est

soulignée.

§2. Forme générale des noyaux de covariance Kn et de la fonction carac-

2
téristique des statistigues Gn .

2.1, - Les novaux K
n

Rappelons l'expression des opérateurs " de B sur u(K) telle

qu'elle est donnée dans [3].

Pour tout x de B nous avons

» L n: EN
(e, .x) o Jle,) = ¥ (e, ¥) , €

K
) B ,B

nn(x) =
1 B ,B k

-~
P ™Mo

Il



*

ou ( , )* désigne la forme bilinéaire canonique mettant B et B

B ,B
en dualité séparante.

Le noyau de covariance K du processus observé (Xt , L€ [0,T]) étant

continu sur [O,T}Z et la famille: ( k 21) définissant une base ortho-

e
k i
normée de H(K) , de la proposition 3.7 de [8] nous déduisons

2.1) Ks,) = 5 els) e () s,tef0,T]?
k=1

la convergence de cette série étant uniforme et absolue sur: [0,T] 2 .
Désignons par Qn le projecteur orthogonal de H(K) sur Hn , dont T
en est l'extension a B . D'aprés la proposition 3.15 de [8]1, le processus
gaussien (Yn(t), te[0,T]) défini par (I- nn) Xyt = Yn(t).:_ avdmet le

novau de covariance Kn "avec

(2.2) ' Kn(s,.) = (I )-Qn) (K(s,.)) sefo,T] .

#(K

170

L'espace autoreproduisant ‘n(i{n) associé au noyau Kn est' le sous-espace

de Hilbert de #({K) orthogonal a li‘n . Grace a (2.1) nous obtenons ainsi

'expression analytigue suivante pour Kn

. ; n )
(2.3) | Kn(s,t) = 2 ek(s) ek(t) =K(s,t) - T ek(s} ek(t) .
k zn+l : k=1

Exemple 2.1. Consgidérons la structure statistique de Wiener

(G(fo,11), e(c(L0,11)) , {N(m,K) ; me HK)})

ol K(s,t) = min(s,t) et notons ﬁn le sous-espace vectoriel de H(K)

constitué des polyndmes & coefficients réels de degré au plus égal & n
et admettant 0 pour racine. Si n=1 , nous avons pour T {proposition

4.1 de [3])

1
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n](X) t)y = x(1).t x € Cc([0,T])

et Kl(s,t) = min(s,t) - st .

Nous obtenons ainsi la covariance d'un pont Brownien sur [0,1]

2.2, - Fonction caractéristique de Gi .

Dans la suite, la mesure borélienne p intervenant dans I'expression

de Gi sera la mesure de Lebesgue sur [0,T] . Nous aVons donc

T

2 2

(2.4) G, = f Yn(t) dt

0
ol Yn est un processus gaussien, centré, sous l'hy‘pothése “mEHn" .
et de noyau de covariance Kn .
(n)
Si ()\k

intégrale associée au noyau Kn et si (f

, kz1) est l'ensemble des valeurs propres de l'équation
(n)
k
fonctions propres correspondantes, nous avons d'aprés le théoréme de

Mercer ([7]) ;

. kz1) est la famille des

e (n)
(2.5) Kn(s,t) = )‘k

: e (Mo 6o erom?
k=1 k ’

’

la convergence du second membre de. (2.5) étant uniforme et absolue sur
[O,T]2 . Le noyau Kn étant symétrique défini positif toutes les valeurs

propres ()\(n) , k21) sont positives et les fonctions propres correspondantes

(n) k

(1’k , kz1) forment une famille orthonormale dans Lz([O,T] ,dx) .

Il est connu ([7]) que le processus (Yn(t) , t €[0,T]) est
isonbme au processus (Zn(t) , t€[0,T]) défini par
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(2.6) z0 =5 i gy
n k k k
kz1
ot (€ ) est une famille de variables aléatoires indépendantes de loi

k'k=z1
P » ] Il ] '3 P4 . 2
gaussienne centrée réduite. Ainsi la loi de la variable aléatoire Gn est

identique & la loi de la variable aléatoire

- 2 -
(2.7) G =[] 2 M®d=2 r &
et donc la fonction caractéristique de Gi est

.. (n) .
(2.8) (s) = 10 (1-2isx>") = D (2it)
chrzlS (21 is K N i

ol Dn est le déterminant de Fredholm du novau Kn (rz1) .

Remarque 2.1. - Nous pourrions d'une maniére plus générale définir des

formes quadratiques de Yn de la forme

T T ; .
Qv =[ [ Y () Y(s) dvis,t)
0 0 ,
ou Vv est une mesure borélienne positive symétrique sur [0,T] .
En effet dans le cas finidimensionnel d'un vecteur réel gaussien Y non
dégénéré centré et de covariance A sur ]Rp il est commode de considé-

rer la forme quadratique Qp "associée a 1\_1 . Nous avons alors
() () ( P
[0 u) =¢ . (u) =det(1 -2iu .

Qp(Y) tyn~ly p

o . t -
Ainsi, par le choix de Qp , YA 1Y s'exprime comme une somme non

pondérée de carrés de var.al. gaussiennes centrées réduites indépendantes.
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Il semblerait naturel d'étendre ce type de résultat dans le cas
infinidimensionnel par le choix convenable d'une mesure v . Pour cela il
faudrait choisir une mesure v de sorte que la forme quadratique Qn(\))

soit non dégénérée et que l'opérateur linéaire Uv défini sur H(Kn) par

(U (MNk) = f f(u) K (t,x) dv(x,u)
v ) n
[o,T]

ait une valeur propre égale & 1 de multiplicité infinie. En particulier ceci
signifierait que Uv est de rang fini et donc Q\) ne pourrait étre non dé-

générée ; une telle mesure v n'existe pas, m

Dans la suite, nous nous proposons d'évaluer les quantiles de la
loi de Gfl en’ utilisant soit l'expression (2.7) soit la formule (2.8).
Certains des résultats ont été proposés par divers auteurs auxquels nous

renvoyons le lecteur pour le détail des démonstrations.

. . 2 . s
§3. Densité de Gn par_inversion de la fonction caractéristique.

. ) ‘
La fonction caractéristique de la loi de Gn est donnée dans l'ex-

pression (2.8) du paragraphe précédent en fonction du déterminant de Fredholm

du novyau Kn . La formule d'inversion de Fourier donne alors. pour la densité

de probabilité de la loi de Gi 'expression

-1/2

~ixt D (1) A, x€ R .

T
(3.1) gn(x) = r™ J e
n -

Sauf pour quelques cas particuliers que nous donnons dans la suite, le
calcul de Dn()\) , A\ €C , est souvent difficile et méme si nous disposons
de Dn( \) , l'inversion (3.1) ne présente qu'un intérét théorique et est

mal adaptée & tout calcul numérique.
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n
x( )
, k
toutes distinctes, (3.1) peut aussi s'écrire par le choix convenable d'un

Dans le cas ol les valeurs propres , k=1) de Kn sont

chemin d'intégration

1

18

2 X 1.
1 1

2 >\k--l

1 -Xy
= — 2 .
(3.2) gn(x) - e Dn( Y dy

k

Par ailleurs (cf.[7]), si les valeurs propres s'accumulent :_dans un voisinage
de 0 , seuls les premiers termes de la série (3.2) contribuent significati~
vement & la somme, pour x en dehors d'un voisinage de ‘:0 . Ainsi, si
on dispose d'une approxirhatién de gn(x) pour x petit, (3.2) permet le
calcul d'une approximation de gn(x) en tout x positif. Lorsque cette
approche est retenue, il est impératif de déterminer le déterminant Dn de
Kn . Nous nous proposons d'énoncer un théoréme de [13] utile pour la dé-
termination de Dn lorsque le déterminant D du novau K. est connu.
Pour cela notons }\1 < }»2 < +++ les valeurs propres de K zet (fk)kZI
les fonctions propres correspondantes, orthonormées dans L7([0,T],dt) .

De plus posons

T .
Ay = <ek’fj> , = f ek(t)fj(t) dt k=1,...,n; j=21
L 0 ,
2
w (lk. 7 B
P, ) =1+x B N #, k=1,...,n
j=1 1-)/) J
® C(.ij C(-k,
PO =r o L oa#n, ,i#¢k ;7 i,k =1,...,n.

Nous avons alors
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Théoréeme 3.1, ([13], p.1918)

Le déterminant de Fredholm du novau Kn sur [OP,T]2 défini par

K (,8) = Kis,t) - 1

; ek(s) ek(t)
k=1

®
42}
-

|

Dn(x) = D()\) An(x)

ou D est le déterminant de Fredholm du noyau K et Aﬁ‘( \) est le dé-

terminant de la matrice symétrique P()\) = (Pij()\))

ilj=Il'°'lh .

Remarque 3.1. - Tout noyau Kn est différence d'un noyau K et d'un

n
noyau de type positif de la forme ) ek(s) ek(t) . D'aprés le principe du
k=1
maximum des valeurs propres d'un opérateur intégral associé & un noyau de
ce type (cf.[11]), les valeurs propres de l(n sont majorées par celles du

noyau K . =

Nous terminons ce paragraphe en traitant queldueS'_exemples.

Exemple 1. - .Considérons le processus gaussien centré ('_Wt . t€[0,1])

[}

de noyau de covariance K(s,t) = min(s,t) . C'es}: le mouvement brownien

1 : .
sur [0,1]. Posons G2 = f Wz(t) dt . Nous pouvons énoncer
0

’

Proposition 3.1.

1
La fonction de répartition de la loi de probabilité de G2 = I Wz(t)dt
0

oa W est un mouvement brownien sur [0,1] est donnée par :




Ik + 1 ))

| ) K )
(3.3) F ,(s) = 2%/% 5, LD Tkt 3) (1-2 (
G k=0 T(%) k! 2Js

oa ¢ est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

Preuve : Les valeurs propres Xk de 1'équation intégrale associée au noyau
de covariance K du processus W = (W() , t€ [0,1]) sont (cf.[12],

par exemple) :

A . k=1,2,...

(Zkf.--l)2 nz

La transformée de Laplace de la loi de G est donc

-sG) i (1+8s (Zk—l)"z n’z) s 20

G kz1

. -1/2
qui n'est autre que le développement de cosh (J/2s) /

Or (cf.[1]1) , nous avons

) ) 1 _.
(3.4) cosh(WZs) 2 = yr oy L Tk+3) o orsly T
k=0 T(3%) k! 2

D'autre part,

nous savons que pour tout réel o strictement positif, exp (—OM/Z—‘S) est

la transformée de Laplace en s de la fonction de répartition

Ha(x) = 2(1-¢(a/Wx)) (cf.[1]1) . D'aprés le théoréme d'unicité pour la
transformation de Laplace (cf. [11]), 1'expression (3.4) conduit a la formule

de la proposition 3.1. =

Pour le calcul numérique, nous avons remarqué que seuls les dix
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premiers termes du second membre de (3.1) contribuent significativement &
la somme. Nous avons ainsi obtenu les quantiles de G2 , qui sont repro-

duits dans la table I de ce rapport.

1
2
Exemple 2. Nous considérons ici la loi de la variable GO‘= ‘r Yf(t) dt
ou (Yl(t) . t&[0,1]) est un pont Brownien sur [0,1], de covariance
Kl(s,t) = min(s,t) - st . Cet exemple est entiérement traité dans [2]. On

P 2
y trouve l'expression de la fonction de répartition de Go

. _tk+n? )
F o) = —-1——_— ;o Mkt E) gy e 16x Ky 4 (LK)
Go Myx k=0 T(%) k¢ 16 x

«

ol K1/4 est une fonction de Bessel standard.

La table II reproduit l'ensemble des valeurs de F 9 dénné dans [2].

o

Pour terminer ce paragraphe, remarquons qu'il semble difficile, sauf

pour certains cas particuliers, d'évaluer Dn()\) d'une part et F 2(s)
o G
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n
d'autre part. Dans le paragraphe suivant nous discuterons de certaines métho-

des d'approximation de F 9

G
n .

N

§4. Méthodes d'approximation de la loi de Gn .

' . 2
Nous avons vu dans le paragraphe 2 que la variable aléatoire Gn

admet la représentation
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2 (n) .2
Gn = xk N
k21
ol }\(n) sont les valeurs propres du noyau K et ot (€ ) est une
k n k'k21

famille: de variables aléatoires indépendantes gaussiennes centrées réduites.

Pour la plupart des noyaux de covariance la suite () ) se comporte

kKk=1

1 .
comme (—=) et donc d'aprés la remarque 3.1 du paragraphe précédent
k2 k=1
il en est de méme pour la suite des valeurs propres des noyaux Kn

Les cumulants de la loi de probabilité de Grz1 sont donnés par

k
k™ = 2y p 0
jz 1

(n)

Méme si on ne connait pas la suite des valeurs propres ()\j ,jz1) , les
cumulants peuvent étre calculés en fonction des noyaux itérés de Kn

Ainsi, en posant

T

R(ln) (s,t) = K (s,t) et R‘(::_)l (s,t) = j’o R(kn)(s'”) R(1n)(u,'t). du
on obtient
() _ k-1 e o)
(4.1) Y= 20 T (k-1) ! Io R (s,s) ds

Dans le cas ol les valeurs propres de Kn s'accumulent au voisinage de 0,
. 2 .
S.O. RICE ([10]) propose une approximation de Gn par une loi gamma

centrée de densité

4.2) glx) = (_“;_>
e}
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2

. (n) 2 _ W) rz_mz_

2

Dans le méme ordre d'idée, vu la représentation de Gi , les appro-
ximations de type Cornish-Fisher (cf.[1]) pour les quantiles de la loi de

Gi sont valables. Ainsi si yQL est le (1-a) quantile de Grz1 nous avons

G
n
et
g = m® g g )
a v
oo w1 s e+ () ) )
o +(“(1) (zn) hipglxg) * ‘Y(n)) PER LR B
’ (n)
avec x = Q_](l—a) et Yr(r:.)’z = —--r-—-——/——, r=3,4,..._.,
(}c(") )
les fonctions hijkl, étant tabulées dans [1] pour diverses'_'valeurs de o .,

. A
En général, les cumulants (h[n] k=1,...,6) de Gn sont ra-
rement déterminés de maniére analytique et il faut avoir recours a des
méthodes d'intégration numérique de la trace des noyaux itérés R(kn)

Néanmoins nous avons leurs expressions dans un cas particulier intéressant,

Proposition 4.1.

Soit (Yn(t) , t€[0,1]) un processus gaussien centré de noyau




de covariance Kn défini par

n
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K (5,0 = min(s,t) - T e (s) e (5,00 €[0,1]°
k=0 '
ou e (t) =t et e (t) = JZ sin(kmnt) pour k=1 . Les cumulants }{[n}
o k k k
2 Lo
de la variable aléatoire Gn = f Yn (t) dt sont donnés par
0
[n] ngwz k-1)t . Zk—l [n].j
L " B, | - o (-1t AL
(2k) B ‘
L ‘ [n] n 1 k
ot (B) est la suite des nombres de Bernoulli et o A 2 ()
n'nz0 K j=1 2

si n#0 , A[km = 0  pour tout k .

Preuve : Notons K le noyau syméirique défini positif sur [0,'1‘]2 déter-
miné par K(s,t) = min{(s,t) . La famille (ek)kZD
position 4.1 est une base orthonormée de l'espace autoreproduisant ¥(K) ,

des fonctions de la pro-

et posséde de plus la particularité d'étre une famille orthogohale dans
2 ) .
L°([0,1],dt) , (cf.[12]). D'aprés le §2 de ce rapport nous obtenons donc

l'expression suivante pour les novaux Kn :
't = . N b3 t
Kn(s ) > ek( ) ek()
“kzn+1

‘ 1 . ,
et nous en déduisons par un calcul élémentaire la formule suivante pour les

itérés de Kn :

(n) @ | k-1
(4.3) R (s,t) = L ( ) s e .
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grace a (4.3) nous obtenons pour les cumulants de Gi

1 " k
(n) _ k-1 (), oy a. o k-1 ° 1
K =2 (k-1 Io R, (sﬂ,s)ds =20 (k-1)t D lmy)

j=ntl j T

d'on l'expression des cumulants dans la proposition. =

La table III est constituée des o quantiles de Gi pour
n=2~0,1,2,3,4 et pour diverses valeurs de o . Nous remarquerons que la
premiére ligne de cette table donne les quantités de G?) i;;ui sont d'autre
part donnés de maniére exacte dans la table II, La qualité" des approximations
par la méthode de Cornish-Fischer est remarquable. Par contre ayant utilisé
I'approximation de RICE S.0. [10] pour ces meémes exemples nous n'avons

pas trouvé des approximations raisonnables.

Enfin signalons une méthode d'approximation par des schémas

d'intégration numérique, décrite dans [71.

Cette méthode suppose d'une part qu'un certain nombre de valeurs
propres du noyau Kn sont connues et que d'autre part on dispose d'une
. 2 '
approximation de la densité de Gn au voisinage de 0 . La fonction ca-

ractéristique de Gi est alors approchée par un produit fimi

—

L (1-2i 2™ y 172

(4.4) cpk(t) = j
1

it

J

A condition que les valeurs propres de Kn s‘accumulent au voisinage de

en —~1~2——— . En prenant la dérivée logarithmique de (4.4) et en appliquant

] N
la transformation de Fourier inverse on obtient pour la densité de probabilité

de Gi 1'équation

X
(4.5) xg (x) = [ e, h(‘?)(x—y) dy
0
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—x/ 200

avec h(kn) (x) =—;—

M
(6]

i=1

1L'équation (4.5) est alors utilisée comme base d'un schéma numérique d'in-

tégration pour la loi de Gi

Pour x suffisamment petit une bonne approximation de 9, est donnée par

(c£.[71) :

(k/2) - 1 -
gn(X) = x p (1--2 by 1 )
' k 1 . (n)
2k/Z (I )\J‘n)) r(__izg) 4(k/2) = 1 >\j
=1

En utilisant une formule d'intégration trapezoidale l'approximation discrétisée

de gn est donnée par

p-1
6 (p) =——— 5 g (48) 0\

1() L=1
(2 ©))

[(p-4) 81 p=2,...

qui exprime 9, (pA) en fonction de termes en g d‘argument plus petit.

le lecteur de51rant plus de détails se reportera a [7].

Pour notre part nous avons appliqué ce schéma d'mtegratmn pour
oqs -t sur [O,T]x[0,T] .

Les figures 1 et 2 reproduisent respectivement la densité et la fonction de

un processus Y de noyau K donné par K(s,t) =

répartition de Gz =% fT Yz(t) dt pour T=5 et a=2 , alors que la

table IV donne les valeurs de la fonction de répartition. Nous avons .com-
2 .
paré les résultats a ceux de la loi exacte de G calculée autrement dans

[7] et 1'approximation s'avére excellente.

Enfin mentionnons également 1'approximation de la fonction de répartition

de la variable aléatoire Gi par des méthodes de simulation.
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En effet les processus (Yn(t) , t€ [0,T]) sont a trajectoires continues et

nous savons alors (cf.[8]) que pour toute suite de sous-ensembles Ak

de [0,T] ayant un nombre fini d'éléments 4{t';,...,t:: } et de limite

dense dans [0,T], nous avons
T

j Yiu)dts x) .
0

) £x) = P(

=3 |

lim P (
K 4o

Wl'—-

Nous pouvons donc obtenir une approximation du second membre en simulant
un nombre important de trajectoires indépendantes du processus

(Yn(t) , t€[0,T]) . Remarquons que cette méthode est assez coQteuse.

§5. Autre approche du probléme par transformation du processus Yn en

mouvement Brownien.

Nous supposons ici que le processus (Yn(t) , te€[0,T]) admet
un noyau de covariance Kn suffisamment complexe pour que les méthodes
de calcul de la-loi de Gn décrites dans les paragraphes précédents ne
puissent étre appliquées. Nous nous proposons de transformer (Yn(t),tE[O,T])
en un mouvement brownien standard et définir ensuite une statistique de
test équivalente a Gﬁ .. Nous énoncerons le résultat dans une fprme géné-

rale et discuterons ensuite de son application.

Etudions d'abord le cas de la dimension finie. Soii‘ (Y(t),t=1,...,p)
un vecteur gaussien. centré sur Rp de covariance non dégénérée N\ .
Dans la plupart des problémes liés a un tel vecteur il est commode de trans-
former Y en un vecteur X dont les composantes sont indépendantes.
Dans le cas continu il semble naturel de transformer un processus gaussien
en mouvement brownien. Le caractére gaussien du vecteur qléatoire Y nous
permet de définir un espace de Wiener abstrait (j, MH(A),B) avec

_1 .
B = RP , W(p) = Rp muni du produit scalaire associé a A , la transposée
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i“ de j étant identifiée a l'application linéaire A de (RP ) =~ RP
dans RP = ®(A) . |

Soit 1 le vecteur de Rp de composantes égales & 1 et notons Ak
la restriction de A & [1,2,. ..,k}2 et Ik la' restriction de 1 &
[1,...,k] . Nous avons alors pour k=1,...,p

2

k) = |1
bl “h)

_ -1
= Trace(h{_k]}

ou A{k] est la matrice carrée principale d'ordre k associée & A .
. +
Ainsi la fonction { est une application de {1,...,p} dans R stric-

tement croissante.

Soit  (X({t), t=1,...,p) le vecteur aléatoire sur Rp défini

par
K -1
X(k) = 35 (A 1) () Y@) .
=1

Nous avons pour (k, %) € {1;--.;13}2

E(X(K) X(1) = E((e,¥) (e, V)

ol ‘e est la fonction sur {1,...,p} définie par

(A~11) (t) si tsk

ek(t) =
0 si t>k .
Nous obtenons ainsi ,
* ok ot - , 2’ -
E(X(k) X(0) = (5 e vdeydygy = o hep= U100 I mingo)

= ds(min(kl, ) .

Le calcul précédent du cas finidimensionnel, nous conduit & dé-
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finir une transformation séquentielle analogue dans le cas continu ; nous
introduirons pour cela certaines notations et certaines hypothéses sur le

processus (Y(t) , te[0,T]) .

Nous noterons v la loi de probabilité du processus réel gaussien
centré (Y(t), t«[0,T]) A& trajectoires continues et de noyau de cova-
riance T . La mesure Vv est donc une probabilité gaussienne centrée sur
C([0,T]) noté encore BT et (i, N(I‘),BT) est un espace de Wiener

abstrait.

Pour tout t dans ]0,T] , -notons Ft la restriction du noyau T
2 . ‘. B R .
a [0,t] et désignons par Ot I'opérateur de restriction a [0,t] des

fonctions définies sur [0,T]

D'aprés la proposition 3.15 de [8], si ut désigne le sous-
espace fermé de W(T') engendré par la famille de fonctions
{I'(s,.) , sc[0,t]] , l'opérateur Ot est un isomorphisme de Ht sur

M(I‘t) . Si f et g sont des éléments de H(T) nous' avons

-1 Y] = s
(5.1) <Otf Ot g >H(F) (Pn f Pu g >1l(I‘)
t t t
ou Pkt est le projecteur de ¥H({') sur Ht . De plus le s'_"upplémentaire

orthogotnal de Ht ‘dans  #(T) est formé des fonctions de H(T) nulles

sur [0,t]

Nous ferons les hypothéses suivantes sur la mesure Vv :

. * *
(H1) il existe une fonction f de W(l') , appartenant & j (BT) telle
que la fonction positive § définie sur [0,T] par

2

vt = o “n(rt)

soit strictement croissante et continue sur [O0,T] .

o

(H2) pour tout t dans [0,T] , il existe une mesure pt borélienne



sur [0,T] telle que

*
() = P, ()
t

Pour t €[0,T] , notons Ut 'opérateur sur BT a valeurs dans

R défini pour y dans B‘I‘ par .

¢ ‘
U = (u, ,Y)B* L f@ y() y (da) .
T'°T
Nous avons :
Proposition 5.1. - La fonction aléatoire X = {X({t) , tE[O,’f‘}} a_valeurs

réelles définie par X(t) '"—'»f»Ut(Y) est_un_processus gaussien centré de

covariance

R(s,t) = y(min(s,t) , (s,8) €[0,71° .

De plus X admet une modification ‘_séparable a trajectoires continues.

. * e
Preuve : Les opérateurs Ut sont des éléments de B‘I‘- et 'Y étant
~ ' 2
gaussien centré il en sera de méme pour X . Pour (s,t) dans {[0,T]

nous avons par définition de Ut :

R(s,t) = EQWM0, UM =E ((n, ¥, (a9, ) =
' B..B B..,B

T*OT R
_ _ '“k‘ x '
= I‘(ut,us) = (j (ut),j (us) >3:i(T) .

Mais d'aprés l'hypothése (H2) nous avons

* *
CiGuds g (u) o = (P, £,P £) .
s t T Y H B

186
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D'autre pait, si s <t , ns est un sous-espace fermé de nt et

<P)$f’P7ﬁf> z(Pnf,Pnf) 2(0{,Osf} .= yls) .

e s W) ¢ s WD) S W)

Donc Ri{s,t) = {{(min(s,t)) .

D'aprés le théoréme 6, chap.IlV, §5 de [6], X posséde donc une modi-

fication séparable & trajectoires continues sur [0,T] . ®

Nous noterons Yy la fonction positive sur {O,T}:' définie par

Y = ¢~ y(0) .

D'aprés (H1), Y est une bijection continue de [0,T] dans [0,a]

avec o = |if “i(f) - 4(0) . Posons Z(t) = X(t) - X(0) et soit

{i(t) ., te[0,a]} la fonction aléatoire réelle définie par E(t) =Z(\(“}(t))

sur [0,a} .

*

Proposition 5.2. - Le processus gaussien centré {Z{t), t€[0,a]l] est

un processus de Wiener standard sur [0, o]

Preuve : Il est clair que (2(t) , te [0,a]) est un processus gaussien
centré 3 trajectoires. continues tel que Z(0) = 0 , la covariance de 2

~est pour {s,t) &{D,&]z :
E(Z(s) ) = [ ¥(y (sA)) = 4(0) 1 = min(s,0)
d'ot le résultat, =

Citons quelques exemples de mesures gaussiennes v sur C([0,T])

qui vérifient les hypothéses (H1) et (H2) .



Exemple 1.

Soit m la mesure centrée gaussienne sur C([0,T]) de noyau

de covariance I'(s,t) = a min ( 1 . 1 ) a,y>0 . L'hypothése (H1)

s+ Y t+y
est vérifiée avec f la fonction constante sur [0,T] égale a 1.
t

+ +

En effet f = AT+y) T(T,.) appartient & #H(T) et () = Y
o} o

En considérant = _(__t___+_\_(__l_ ) oua 6 est la mesure de Dirac
t o {t} {t}

% :
en {t} nous avons j (ut) = PH (f). Donc (H2) est également vérifiée.
t .

Exemple 2.

Soit v la mesure gaussienne centrée sur C([0,T]) dont la
covariance est la restriction de la covariance d'un processus réel gaussien

stationnaire sur [0, +*[ de densité spectrale rationnelle de la forme

1
= € .
g(\) - aoan#O , \ R,

|y adin)? |
j=0

D'aprés la proposition 3.3 de [4], la fonction constante égale a 1 sur

. . 2 a; 9y .
[0,T] appartient & WT) et () = a_t + ——— Donc (H1)
T

*
est vérifiée. De plus pour tout t il existe WM telle que j (pt) = Py, ().

t

Nous avons vu que le 'processus (Yn(t) t€ [0,T]) intervenant
dans les tests d'hypothéses linéaires est un processus gaussien de cova-
riance Kn et centré sous l'hypothése nulle. Si donc, il existe
frl € Z:t; = ﬂ(Kn) vérifiant les hypothéses de la proposition 5.1, nous pou-
vons en déduire que sous l'hypothése nulle, le processus
(in(u) ,ucflo, an]) de la proposition 5.2 est un mouvement brownien

2, . 2
standard sur [O,cxn] . Une statistique Gn équivalente a Gn est

188
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. T ‘
alors an = f Zi {u) du dont la tabulation est donnée dans la table I.
0 .

Bien évidemment ce test présente un intérét comme test de "m¢ nn"
ER

“ . " 5 - - | . #
contre “"m¢& Dfn ot Dfn o N {me K(Kn) ; (Ot m, ot'fn )B(Kn.‘t) # 0

pour au moins un- t dans {[0,T]} . =
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Résumé: Ce travail se place dans le cadre de la statistique
infinidimensionnelle. Par généralisation en dimension quel-
conque de certaines méthodes d'analyse multidimensionnelle
classique il fournit des solutions satisfaisantes pour des
problémes de décision concernant la moyenne de certains pro-
cessus gaussiens.

La premiére partie est consacrée a 1'étude de tests
quadratiques d'hypothéses Tinéaires et & 1'extension en di-
mensicn infinie du modéle I d'anaiyse de la variance.

Dans Ta deuxiéme partie les aspects probabilistes
d'un modéle mathématique pour la réponse en potentiel d'un
neurone sont étudiés et une application de 1'analyse de 1la
variance est déeveloppée.

Enfin le dernier chapitre aborde les problémes de
calcul effectif des régions critiques des tests utilisés.

Mots clés

Structures statistiques infinidimensionnelles- Analyse de
la variance~ Tests quadratiques- Processus d' Ornstein~Uhlen-
beck-Formes quadratiques de processus gaussiens.
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