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Introduction

Les nanosciences regroupent I’ensemble des recherches sur des objets et structures de
tailles comprises entre 1 et 100 nanometres (nm). Un nanometre est le milliardieme de
metre, ce qui correspond approximativement a la longueur formée par quatre atomes de
silicium alignés. Par comparaison, les protéines, les plus grandes molécules intervenant
dans les réactions biochimiques des cellules, mesurent entre 2 et 20 nm. Au début des
années 1990, un transistor avait une taille légerement inférieure au micrometre. Aujour-
d’hui, des microprocesseurs dont les transistors ont des tailles inférieures a 100 nm, sont
produits de facon industrielle et embarqués dans les ordinateurs personnels. Les extrapo-

lations montrent qu’en 2010 ces dimensions seront de l'ordre de la dizaine de nanometre.

Au niveau mondial, en plus d’étre une véritable révolution conceptuelle, les nanos-
ciences et les nanotechnologies sont un secteur stratégique essentiel, en croissance rapide,
avec un énorme potentiel de développement économique [1] [2]. Ce secteur en plein essor
fait 'objet de programmes importants, notamment dans le cadre du 6eme programme-
cadre de recherche (PCRD) de 1'Union Européenne, et bénéficie de soutiens financiers
considérables dans de nombreux pays. En 2005, I'effort mondial (académique et industriel)
pour les nanotechnologies a été estimé a 9 milliards de dollars par la National Nanotech-
nology Initiative (NNI) américaine, selon une répartition a peu prés uniforme entre les
pays d’Asie, d’Europe et d’Amérique du Nord. Entre 1998 et 2003, les investissements

publics ont été multipliés par six en Europe, par huit aux Etats-Unis et au Japon.

A I’évidence, les nanotechnologies devraient, ces prochaines années, avoir des répercus-
sions économiques majeures. Toutefois, seules quelques réalisations existent a ce jour et
beaucoup restent encore aujourd’hui du domaine du réve. La manipulation de la matiere
a I’échelle du nanometre ouvre la voie a de futures innovations qui sont a la base du tres

large intérét que les nanosciences suscitent actuellement.

Toutes les techniques d’observation et d’élaboration de nanostructures recouvrent de

nombreux domaines de la physique, de la chimie et de la biologie. La complémentarité de
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ces disciplines ouvre la voie a de nouvelles technologies qui préfigurent I’aube de révolution
dans différents domaines, tel que I'informatique, la médecine, I'industrie pharmaceutique
et chimique, ’environnement, la biotechnologie, ainsi que les technologies de la communi-

cation et de l'information.

Cette these s’inscrit plus spécifiquement dans le cadre de la plasmonique. Dans ce do-
maine de recherche de I'optique des métaux, nous nous intéresserons plus particulierement
a I’étude des phénomenes d’interaction entre la lumiere et des particules métalliques dont
la taille est inférieure a la lumiere incidente. Dans le spectre d’absorption de ces objets
apparait une résonance appelée résonance de plasmon de surface. Pour les métaux nobles
tel que 'argent ou l'or, elle se situe dans la gamme visible du spectre de 1'électroma-
gnétique. Ses caractéristiques - position, largeur spectrales et sensibilité a la polarisation
de la lumiere- dépendent a la fois des propriétés intrinseques des nano-objets et de leur

environnement local.

Les plasmons de surface sont des modes électromagnétiques liés a une interface métal-
diélectrique. Ce sont les modes propres des oscillations collectives des électrons libres dans
les métaux. Comme les électrons possedent une charge, ces oscillations sont associées a un
champ électromagnétique. Les conditions de raccord des différents champs amenent a des
conditions différentes pour 'excitation des plasmons suivant la nature chimique du métal,
de la forme de la particule ou de la surface, et également de la nature de I’environnement
diélectrique. Découvert récemment, cet effet explique pourquoi des particules métalliques
ajoutées a du verre génerent des couleurs intenses. Sans connaitre le principe de cet effet,
I’Homme exploita ce phénomene des le Moyen—Age pour créer des vitraux. Jouant sur les
concentrations des solutions d’or, d’argent ou de cuivre, le maitre verrier parvenait a créer

des colorations intenses.

De nos jours, des études s’interrogent sur les propriétés particulieres des plasmons et
leur applications technologiques. Citons en premier les propriétés de propagation et de
guidage des plasmons [3, 4] qui suscitent ’émulation des chercheurs afin de réduire en
taille les dispositifs optiques classiques [5]. L’onde de plasmon-polariton peut se propager
sur quelques micrometres (um) le long d’un fil métallique de section sub-longueur d’onde.
Le guidage peut également étre assuré par une chaine de nanoparticules d’or par couplage
de plasmons localisés [6] ou bien par des rainures creusées dans un film mince métallique

[7].

D’autre part, le concept d’éléments de base de circuit aux fréquences optiques a été
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introduit récemment par N. Engheta et al. [8]. Les auteurs proposent une analogie entre
la réponse de nanoparticules métalliques et non métalliques a ’application d’une onde
incidente, avec celle des trois composants passifs linéaires de base en électrotechnique. Les
effets de résonance des nano-particules sont comparés aux effets résistif, capacitif et auto
inductif d’'un circuit électrique [9]. Ces concepts de nano-capacité, de nano-résistance,
et de nano-inductance en optique formeraient la base pour 1’élaboration de circuits plus
complexes fonctionnant aux fréquences optiques [10].

Enfin, le contréle du champ proche optique par des plasmons de surface de nano-
particules ouvrent de nouvelles perspectives dans le domaine de 'adressage optique de
molécules [11]. L’enjeu principal est de faire réaliser des fonctions logiques, non plus a
partir de matériaux semi-conducteurs, mais par des molécules.

La plasmonique, par les propriétés de propagation, d’interaction et de controle des
plasmons de surface, croise les espoirs concernant le développement de composants ultra-

rapides [12] (Fig. 0.1) pour la réalisation d’ordinateurs tout optique.

L’observation dans I'espace direct des processus optiques a 1’échelle submicronique, y
compris les plasmons de surface, a été possible par I’émergence des microscopes en champ
proche. Contrairement aux microscopes optiques classiques, leurs principes de fonctionne-

ment et de détection permettent de s’affranchir de la limite de la résolution imposée par le
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critere de Rayleigh. Pour détecter les informations en champ proche, plusieurs configura-
tions expérimentales sont possibles. On distingue deux types génériques d’appareillages :
les SNOM (Scanning Near-field Optical Microscope) et les PSTM (Photon Scanning Tun-
neling Microscope). Ces microscopes sont tout deux basés sur la combinaison d’un type
de sonde (avec ou sans ouverture) avec un mode d’éclairage (en réflexion ou en trans-
mission). Dans le cas des microscopes SNOM, une sonde locale est amenée au voisinage
d’une surface afin de l'illuminer. Le signal diffusé par cette surface est recueilli en trans-
mission ou en reflexion. Les PSTM sont basés sur 1’éclairage en réflexion totale interne et
mettent en jeu l'effet tunnel optique en frustrant 'onde évanescente produite. L’élément
clé d’'un microscope optique en champ proche est la sonde. En effet, la composition de
la sonde locale influence la nature du signal détecté. Lorsque la sonde d'un PSTM est
purement diélectrique, les images expérimentales présentent les mémes contrastes que les
cartes théoriques de la distribution spatiales de I'intensité du champ électrique, calculées
en 'absence de pointe [13]. Si la pointe diélectrique est métallisée, le contraste des images
peut changer et le signal enregistré s’apparente alors a la distribution spatiale de I'inten-
sité du champ magnétique [14, 15]. Cette observation suggere que la pointe se comporte
comme un dipole magnétique. En 2001, U. Schroter et A. Dereux utiliserent le modele des
modes propres de plasmons de surface de cylindres diélectrique métallisés pour démontrer
quun mode plasmon lié a la couche métallique crée un moment dipolaire magnétique
supérieur au moment électrique [16]. Les auteurs suggérerent alors d’étudier les modes
de plasmons liés a des tores afin de vérifier si cette propriété se retrouve sur d’autres
types d’échantillons présentant une symétrie circulaire. Une telle expérience nécessite une

étude théorique préalable des modes de plasmons dans le systeme de coordonnées toriques.

Depuis l'article de Pendry en 2000 [17], de nombreuses études ont envisagé la possibilité
de produire un matériau possédant une fonction diélectrique € et une perméabilité magné-
tique p toutes deux négatives. Pour un tel matériau,la théorie prévoit un changement de
signe de I'angle de réfraction dans la loi de Snell-Descartes, permettant la création d’une
"super lentille” optique. Aux fréquences optiques, la réalisation de ces matériaux a indice
de réfraction négatif (NIM: Negative Index Material) implique que des nanostructures
métalliques capables de soutenir un moment dipolaire magnétique soient réalisables. De
nouveau, I’étude de la géométrie torique apparait pertinente La microscopie optique de
champ proche et les progres récents dans le domaine des NIM motivent donc 1'étude des

plasmons de surface des tores entreprise dans ce travail.
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Parce que les propriétés optiques des particules métalliques de taille nanométrique
dépendent drastiquement des formes, des dimensions et du milieu diélectrique environ-
nant [18], une étude théorique est nécessaire avant toute expérience, afin de déterminer
les parametres structuraux pertinents. Pour des particules tres petites, qui autorisent
I’approximation non retardée, ces investigations théoriques reposent généralement sur la
résolution de I'équation de Laplace dans le systeme de coordonnées correspondant a la
géométrie de la particule. Notre étude est donc construite sur la résolution des équations

de I’électrostatique dans le systeme de coordonnées toroidales.

Le chapitre 1 est articulé autour de deux axes. Le premier est consacré a la question
de la perméabilité magnétique aux fréquences optiques. Aux fréquences optiques, les di-
poOles magnétiques ne sont pas attendus naturellement. Cependant, nous verrons que la
possibilité d’obtenir des dipoles magnétiques dans le visible a ’aide de structures artifi-
cielles ouvre la voie a la réalisation de nouveaux matériaux et pose certaines questions
plus fondamentales dans le domaine de I’électrodynamique quantique. Le second axe de
ce chapitre rappelera certaines notions et phénomenes de 'interaction de la lumiere avec

des petites particules métalliques.

Le chapitre 2 présentera en détails le systeme de coordonnées toroidales avant de se
tourner plus particulerement vers les difficultés de résolution de I’équation de Laplace dans
ce systeme de coordonnées. Nous décrirons alors les fonctions spéciales qui apparaissent
lors de cette résolution. Nous verrons que les propriétés de ces fonctions rendent leur

évaluation délicate.

Le chapitre 3 est dédié au calcul analytique des relations de dispersions des plasmons de
surface des tores métalliques. Nous verrons, tout d’abord, comment trouver ces relations,
et enfin, comment exprimer les potentiels et les champs électriques relatifs aux différents

modes.

Le chapitre 4 sera focalisé sur le probleme de 'interaction d'un nanotore avec un champ
électrique incident. Cette étude nous permettra d’anticiper les propriétés optiques d’un
tel objet. Des expressions simples des sections efficaces d’extinctions seront obtenues dans

le cas de tores fins.

Les formules des sections efficaces faisant intervenir explicitement les relations de dis-
persion de certains modes, leur évaluation sera réalisée dans le chapitre 5. La structure
des modes propres sera également calculée et étudiée. Nous montrerons quun tore métal-

lique possede un mode soutenant un moment dipolaire magnétique non nul alors que son
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moment dipolaire électrique est nul.

Le chapitre 6 est dédié a la validation du modele analytique. Nous effectuerons une
comparaison entre plusieurs résultats analytiques et numériques. Nous comparerons éga-
lement les spectres d’extinction expérimentaux et analytiques dans le cas des nanotores
d’or obtenus en incidence normal.

Nous conclurons par une discussion des perspectives ouvertes par ce travail.



Chapitre 1

Interaction lumiere-matiere

Lors de l'interaction de la lumiere avec la matiere aux fréquences optiques, la nature
favorise 'interaction dipolaire électrique. Ce phénomene explique ’absence de matériaux
dont la perméabilité magnétique est différente de celle du vide a hautes fréquences [19].
Apres quelques rappels sur les équations de Maxwell et sur les systemes d’unités, nous
évoquerons une nouvelle classe de matériaux artificiels, développés récemment, possédant
un indice de réfraction négatif aux basses fréquences. Cette extraordinaire propriété est
associée a une perméabilité magnétique négative. La perspective de réaliser un indice de
réfraction négatif aux fréquences optiques a déclenché des recherches sur des structures
artificielles susceptibles de posséder un dipole magnétique a ces fréquences. En plus des
attentes soulevées par une éventuelle dispersion de la perméabilité magnétique, la possi-
bilité d’identifier de tel dipoles magnétiques ouvre certaines perspectives inédites dans le

domaine de I’électrodynamique quantique.

Dans la seconde partie du chapitre, nous décrirons les phénomenes de diffusion et
d’absorption d'une onde électromagnétique incidente par des particules dont la réponse
est modélisée par une fonction diélectrique. Nous nous intéresserons plus particulierement
aux interactions lumiere-matiere dans les systémes mésoscopiques et nanoscopiques. Apres
des rappels sur la méthode du développement multipolaire ainsi que sur la théorie de la
diffraction de Mie. Nous étudierons les modes de plasmon pour des particules sphériques
et cylindriques afin de discuter les expériences de détection du champ magnétique en
champ proche. Nous verrons que des expériences sont des preuves indirectes qu’un mode
de plasmon de surface lié a la pointe peut soutenir un dipole magnétique aux fréquences

optiques. Cet indice motivera I’étude des plasmons de surface de particules toriques.
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1.1 Systemes d’unités et équations de Maxwell

La définition des unités est un point délicat en électromagnétisme. J.M. Maxwell fut le
premier a réussir a inclure des unités électriques et magnétiques dans le systeme métrique.
Durant la premiere moitié du XIXe siecle, le systeme CGS (centimetre, gramme, seconde)

fut le plus utilisé. Historiquement, les équations de Maxwell furent donc écrites dans ce

systeme::
10B(r,t)
V x E(r,t) Y (1.1)
VxHrg) = 2Pm0 ATy (1.2)
c Ot c

Les vecteurs E(r,t) et B(r,t) sont appelés respectivement vecteur électrique et induction
magnétique. L’effet des champs sur la matiere est introduit au travers de la densité de
courant extérieur Jo.(r,t), du déplacement électrique D(r,t), et du vecteur magnétique

H(r,t). Ces équations sont complétées par deux autres relations :

V- -D(rt) = 4mpes(r,t) (1.3)
V-B(rt) = 0 (1.4)

Ol Pegt(r,t) est la densité de charge électrique extérieure.

Ces quatre équations relient donc cing quantités vectorielles (E(r,t), B(r,t), H(r,t),
D(r,t) et Jepi(r,t)) et une quantité scalaire (pe.(r,t)). Pour qu'une résolution soit possible,
il est nécessaire d’introduire les relations qui décrivent la réponse des milieux aux champs.
Compliquées en général, ces relations dites constitutives, sont supposées linéaires dans le

présent travail :

+oo
D(rt) = / dT/dr’ e(r—r'7)E(rt—1) (1.5)

0
B(rt) = / dr/dr’ p(r—r'7) H(x' ;t — 7) (1.6)

0
Jeat(r,t) = / dT/dr' or—r' 7)) E@'t—1) (1.7)

0

oue(r —r',7), pu(r —r',7) et o(r — r',7) représentent respectivement les réponses diélec-
trique, magnétique et de conduction linéaires du systeme de charges dans I’approximation
dipolaire (les entités polarisables sont plus petites que la plus petite longueur d’onde as-

sociée a la décomposition de Fourier des champs appliqués E et H). 7 = ¢ — ¢’ représente
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le temps écoulé. Les transformées de Fourier des champs (R =J, E, D, H, B):

+oo k.
/ dt/dr R(r,t) e 8T gt (1.8)

et des diverses réponses de la matiere (o =€, pu, 0):

+o0 k.
ak,w) / dr/dr afr,r) e T o7 (1.9)

permettent d’écrire les relations constitutives plus simplement dans 1’espace réciproque:

Dkw) = ekw)Ekw) (1.10)
Bkw) = pkw)H(kw) (1.11)
Jkw) = okw)E(kuw) (1.12)

La perméabilité magnétique u(k,w) représente la capacité de la matiere a se magnétiser
sous 'action d’un champ magnétique tandis que la constante diélectrique e (k,w) représente
la réponse de la matiere a un champ électrique. o(k,w) désigne la conductivité électrique.

Dans le régime optique, la dispersion spatiale des champs est négligée ce qui s’ex-
prime par k — 0. La fonction diélectrique, la perméabilité magnétique et la conductivité

électrique sont alors définies dans le régime optique par:

f(lw) = llim e(k.w) (1.13)
i) = Jim plkew) (1.14)
o(w) = l?ino o(kw) (1.15)

Dans la suite de ce travail, la dépendance temporelle des champs sera considérée comme

harmonique ou comme étant une superposition de champs harmoniques. Posant :
E(rt) = E(r)e ™" (1.16)

les dérivées temporelles tranforment les équations (1.1)-(1.4) comme suit :

V x E(r) — %‘"B(r) (1.17)
VxH() = D)+ L (1.18)
V-D() = 4npelr) (119)

V-B(r) = 0 (1.20)
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Jert(r) = o(rw)E(r) (1.21)
D(r) = e(rw)E(r) (1.22)
B(r) = p(rw)H(r) (1.23)

La dépendance en r de ces trois quantités signifie que dans le cas d'un systéeme inhomogene,
les quantités e(rw), pu(rw) et o(rw) sont supposées résulter de la juxtaposition spatiale
des réponses macroscopiques €(w), pu(w) et o(w) de chaque milieu homogene inclu dans
le systeme inhomogene. La dépendance en r ne signifie donc pas que le transformée de
Fourier spatiale

Les réponses diélectrique et magnétique du milieu entrainent donc l'apparition d’une
polarisation et d'une aimantation de la matiere. On définit alors la polarisation électrique

P(r) et la magnétisation M(r) du milieu par:

D(r) - E(r) e(rw)—1

P(r) = yp = g E(r) = xe(r,w)E(r) (1.24)
M(r) = B<r);TH(r) - ”(r’ﬁ ~ L H(r) = o (r.0)H(x) (1.25)

Les vecteurs P(r) et M(r) définissent respectivement le moment dipolaire électrique et
magnétique par unité de volume. Les coefficients x.(r,w) et x,,(r,w) représentent les sus-
ceptibilités électrique et magnétique du milieu.
Le vecteur polarisation P(r) permet de définir une densité de courant électrique induit
en posant :
tw
4r

Jina(r) = —iwP(r) = [e(rw) — 1]E(r) (1.26)

Nous pouvons donc réécrire 1'équation (1.18) sont la forme:

47

V x H{r) — —%"E@H " Jina) + T ()] (1.27)

Les lettres SI désignent le Systéme International d’unités (metre, kilogramme, se-
conde). Il s’agit d’un systeme d’unités cohérent approuvé internationalement qui est utilisé
de nos jours de fagon systématique par les ouvrages et publications scientifiques et tech-

niques. Le systeme SI, basé sur les unité MKSA, remplace le systeme CGS. Les équations
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de Maxwell, apres transformation de Fourier, s’écrivent en SI comme suit :

V xE(r) = wB(r) (1.28)
VxH(r) = —iwD(r)+ Jeu(r) (1.29)
V-D(r) = p(r) (1.30)
V-B(r) = 0 (1.31)
Les relations constitutives font alors apparaitre deux nouvelles constantes :
Jeut(r) = o(rw)E(r) (1.32)
D(r) = gpe(rw)E(r) =P(r) +E(r) (1.33)
B(r) = pop(rw)H(r) = po(M(r) + H(r)) (1.34)

oll &g est la permittivité du vide (eg = 8.854 102 F.m ™) et g est la perméabilité du vide
(o = 4w 107" Hom™1).

Dans cette these, sauf indication contraire, le systeme international est appliqué par
défaut. Nous allons ponctuellement utiliser le systeme d’unités CGS, en particulier, lors
des discussions sur les moments dipolaires électriques et magnétiques. En effet, dans le
systeme CGS, les moments dipolaires électriques et magnétiques s’expriment sous les
mémes unités (statvolt.cm™2), ce qui les rend comparables. Une table de conversion de

I'un a 'autre des systemes d’unités est 'objet de 'annexe A.

1.2 Dipole magnétique aux fréquences optiques

1.2.1 Perméabilité magnétique aux fréquences optiques

La plupart des matériaux géologiques sont des matériaux diamagnétiques, paramagné-
tiques ou antiferromagnétiques. Leur permittivité est proche de celle du vide c’est a dire
1o- Cependant, les matériaux ferrimagnétiques et ferromagnétiques montrent des valeurs
de perméabilité magnétique beaucoup plus élevées dans le domaine des basses fréquences
(250 fois pour le cobalt et 600 fois pour le Nickel). Le domaine de I'optique correspond
au régime des hautes fréquences, ou la perméabilité magnétique ne differe pas de celle du
vide pour tous les matériaux. Afin de comprendre ce phénomene, reprenons le calcul de

Landau et Lifchitz exposé dans leur ouvrage de 1969 [19]. Ce calcul consiste a chercher
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dans quelle mesure la grandeur
M(r) = ————= (1.35)

conserve son sens physique de moment magnétique par unité de volume.
Par définition, le moment magnétique total créé par toures les particules chargées en

mouvement a 'intérieur du corps correspond a (unités CGS):

m = 2% (r x j(r)) dr (1.36)

= /M(r) dr (1.37)

ol j( ) est la moyenne temporelle de la densité microscopique de courant. J( ) est reliée
aux moyennes temporelles des champs électrique e(r) et magnétique b(r) microscopiques

par I’équation de Maxwell microscopique :

AT e
V x b(r) = %j(r) - %e(r) (1.38)
A Téchelle microscopique, il n’existe pas de champs d(r) et h(r). A ’échelle atomique ou
moléculaire, tous les courants sont inclus dans j(r). Prendre les moyennes temporelle et

spatiale de cette relation permet de revenir a 1’échelle macroscopique [20]:

V xb(r) — 47%-(—1«) - %’@ (1.39)
& VxB(r) — %J(_r) -~ “B() (1.40)

A T’échelle macroscopique, en I’absence de courant extérieur, I’équation (1.18) devient :
V x H(r) = — = D(r) (1.41)
c

En retranchant cette derniére équation a I’équation (1.40), nous obtenons 1’égalité suivante
(en vertu de (1.24) ):
¢V x M(r) — iwP(r) = j(r) (1.42)

En introduisant cette derniere égalité dans 'équation (1.36), nous avons:
1
m = /(rxVxM())dr——/rxP ¥)) dr (1.43)

_ /M dr——/rxP ) dr (1.44)
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M(r) n’a de sens physique (moment dipolaire magnétique par unité de volume) que si

I'intégrale (1.36) ne peut étre mise sous la forme:

m = / M(r) dr (1.45)

Cela dépend donc de la possibilité a négliger le terme wP(r) dans la relation (1.42). Nous
allons donc examiner quel est 'ordre de grandeur de chaque terme dans cette relation.
Partons de: _

V x E(r) = —%B(r) (1.46)

donc E ~ (wl/c)H ou | est la dimension du corps. Comme P(r) = x.E(r), nous avons:

2
WP(r) ~ YwE(r) ~ %Xe H(r) (1.47)
Par définition M(r) = x,,H(r), donc les dérivées spatiales du moment magnétique ont

pour ordre de grandeur :
c
~ —

[

Comparons a présent les expressions (1.47) et (1.48). Nous voyons que:

¢V x M(r) XmH (1) (1.48)

wP(r) << ¢V x M(r) (1.49)
équivaut a écrire:
Xim €
P <<= (1.50)
Xe W

Aux fréquences optiques, la susceptibilité magnétique x,, a pour ordre de grandeur v?/c?
ol v est la vitesse électronique moyenne dans les atomes, et la susceptibilité électrique est
faible d’out x. ~ 1. De plus, les fréquences sont telles que w ~ v/a ol a est la dimension

atomique moyenne. L’inégalité devient donc pour le domaine optique:
l<<a (1.51)

Nous arrivons alors a une aberration. L’objet ne peut étre plus petit que les dimensions
atomiques. Landau et Lifchitz en concluent donc qu’il est nécessaire de poser = 1. Dans
le regime des hautes fréquences, les courants atomiques et moléculaires d’'un matériau ne
peuvent créer un dipole magnétique. La perméabilité manétique de ce matériau tend vers
celle du vide.

Cependant, on peut imaginer le cas o une structure artificielle puisse créer un tel

dipole. Cette hypothese fiut envisagée dans le domaine des micro-ondes. Dans la référence
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[21], les auteurs montrent qu’un matériau artificiel créé a partir d’éléments répétés peut
avoir une forte réponse a 'application d’un champ électromagnétique. Si la taille et 1'espa-
cement de chaque élément sont plus petits que la longueur d’onde, le matériau structuré va
se comporter comme un milieu continu vis-a-vis de I’onde incidente. Si ce milieu est com-
posé de structures de taille [ soutenant un dipole magnétique, et séparées dune distance
d, la perméabilité magnétique ainsi créée peut s’écrire sous la forme approchée suivante
lorsque w — oo )

fefr ~ 1 — % (1.52)
Le raisonnement tenu dans la référence [21] est applicable dans les fréquences optiques et
aboutit a la méme forme approchée de fi.¢¢. Nous avons donc maintenant que x,, a pour
ordre de grandeur [?/d?. Dans ce cas, la relation (1.50) devient :

d<< S~ (1.53)

w

Il est donc envisageable de créer une perméabilité magnétique effective différente de
celle du vide aux hautes fréquences en structurant un matériau avec des objets de taille

inférieure a la longueur d’onde et capables de soutenir un dipole magnétique.

1.2.2 Quéte de l’indice de réfraction négatif

La constante diélectrique ¢ et la perméabilité magnétique p sont des quantités ca-
ractéristiques fondamentales qui déterminent la propagation ou l'interaction d’une onde
électromagnétique avec un matériau. Elles permettent de définir I'indice de réfraction du
milieu par:

n?® = ep (1.54)

Cet indice intervient dans de nombreuses relations physiques notamment dans la loi de
réfraction de Snell-Descartes. Quand un rayon lumineux traverse une interface entre deux
milieux, ’angle du rayon transmis dépend du contraste entre les indices de réfraction des
milieux. Pour tout les matériaux naturels, 'indice de réfraction prend des valeurs positives.
En 1968, Victor Veselago [22] s’intéressa au cas d’un matériau hypothétique possédant
simultanément une perméabilité magnétique et une fonction diélectrique négatives. Le
résultat fut surprenant : il montra qu'un tel matériau ne violait aucune loi de la physique
et qu’il présentait une large variété de nouveaux phénomenes optiques. Le plus exotique
de ces phénomenes est la réfraction négative (Figure 1.1). Pour un milieu naturel (n > 0),

le vecteur k forme avec les vecteurs E(r) et H(r) un triedre direct (main droite). Dans le
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n>0

F1a. 1.1 — Réfraction négative par un matériau & indice négatif : l'angle de réfraction ainsi que le sens

du vecteur d’onde s’inverse par rapport & une réfraction positive.

cas d’un milieu ou la perméabilité magnétique et la fonction diélectrique sont négatives, le
vecteur d’onde k forme avec les vecteurs E(r) et H(r) un triedre indirect (main gauche).
Le vecteur d’onde associé¢ a I'onde dans le milieu k& = n? présente donc une inversion
alors que le sens du vecteur de Poynting ne change pas puisque celui-ci ne dépend pas de
I'indice du milieu (SI):

S(r) = E(r) x H(r) (1.55)

L’indice n d’un tel milieu est alors négatif:

k:n%:—w?% (1.56)

En rapport avec l'inversion du sens de k, les matériaux a indice de réfraction négatif
(MIRN) sont appelés "Left-Handed Materials” (matériaux main gauche). Cette inversion
entrainant également celle de la vitesse de phase, ces matériaux sont quelquefois appelés
"negative phase velocity media” (matériaux a vitesse de phase négative) [23, 24].

Pour les MIRN, on peut également s’attendre a un effet Doppler et un décalage Goos-
Hénschen inversés [25]. Toutefois, un matériau de fonction diélectrique et de perméabilité
magnétique toutes deux négatives aux meémes fréquences, n’existe pas dans la nature [26]
[27]. Cette remarque explique que pendant trente ans, I'idée de Veselago ne fut jamais

testée.
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En 2000, J. B. Pendry relanca le sujet en démontrant que le changement de signe qui
apparait alors dans la loi de Snell-Descartes permet la création d’une lentille "parfaite”; si
la perméabilité magnétique et la fonction diélectrique du MIRN sont toutes deux égales
a —1 [17]. Un film mince composé de ce matériau va focaliser les rayons lumineux émis
par une source dans un plan image (figure 1.2(a) ). Rappelons que la limite de résolution
d’une lentille classique provient des grandes valeurs de la composante transverse du vecteur
d’onde:

k. = +i o

.= +1 k§+k§—c—2 (1.57)
avec °C’—22 < k2 + k‘j Ces valeurs de k, correspondent a des ondes évanescentes, c’est-a-
dire des ondes dont la décroissance est exponentielle en z. La lentille ne permet aucune
correction de phase pour ces ondes, il n’y a donc pas de focalisation. L’'image formée par
la lentille n’est donc composée que par les ondes propagatives de 'objet. La résolution de

I'image ne peut donc étre plus grande que la longueur d’onde:

o 2
A~ 22Ty (1.58)

max w

Dans le cas du matériau a indice de réfraction négative, la situation est différente. Les
valeurs négatives de permittivité et de la perméabilité vont permettre de focaliser les
modes de champ proche de la source. Chaque composante évanescente va étre amplifiée
exponentiellement par le film, ce qui va compenser la décroissance exponentielle de ces
modes dans le milieu extérieur. Le milieu a indice de réfraction négatif joue alors le role
d’amplificateur et focaliseur d’ondes évanescentes (figure 1.2(b)).

Théoriquement, la résolution d’une telle lentille est infinie puisque les ondes propaga-
tives et évanescentes contribuent a la formation de l'image (k0. — +00). Expérimenta-
lement, ceci est irréalisable puisque ’absorption par un milieu n’est jamais nulle. L’autre
difficulté provient de I'obtention de ¢ = p = —1 a la méme fréquence. Malgres ces limites,
la résolution évaluée en tenant compte de ses parametres est bien inférieure a la longueur
d’onde [28].

Cette perspective a lancé une véritable quéte de 'indice de réfraction négatif puisque
les applications d’'une telle lentille peuvent étre tres importantes [29],notamment dans le
domaine de la micro-nano fabrication et de 'optique. Si un MIRN n’existe pas naturel-
lement, il peut étre créé artificiellement. Dans la référence [30], les auteurs ont montré
qu'une structure composée d'un arrangement périodique d’anneaux métalliques coupés
et de fils conducteurs de tailles sub-longueur d’onde, possédait une perméabilité magné-

tique et une permittivité négatives dans le domaine des micro-ondes. Dans ce domaine de
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Fi1G. 1.2 — Schéma d’une lentille de Pendry- Veselago créée a partir d’un miliew d’indice ng = —1.

fréquences, les anneaux coupés soutiennent chacun un dipole magnétique. L’arrangement
périodique de ces anneaux est choisi afin de créer une perméabilité effective a la fréquence
voulue. Les fils conducteurs sont chargés de créer une fonction diélectrique négative a cette
méme fréquence. Ce milieu permit la premiere vérification expérimentale de la réfraction
négative a une fréquence de 4,845 Ghz [31].

La plupart des résultats furent obtenus dans le domaine des fréquences des micro-
ondes ou des TeraHertz. Dans le domaine de 'optique, le challenge provient du fait que
la perméabilité magnétique naturelle d’'un matériau est égale a celle du vide. Toutefois,
dans le champ proche, les réponses électrique et magnétique d’'un matériau peuvent étre
découplées, ce qui fait que pour une onde transverse magnétique (TM), seule la fonction
diélectrique doit étre considérée. La condition de focalisation du champ proche est alors
facile a obtenir, puisqu’elle correspond a 'excitation d'un plasmon de surface d'un film
métallique. Récemment, N. Fang et al. [32] ont mis en évidence ce phénomene en obtenant
une image avec une résolution de 60 nm grace a un film d’argent de 120 nm d’épaisseur
et une lumiere incidente de longueur d’onde de 365 nm. La résolution obtenue est donc
bien sub-longueur d’onde, mais celle-ci pourrait étre encore améliorée en utilisant d’autres
métaux a l'absorption plus faible, ou bien d’'utiliser un milieu structuré présentant une
permittivité et une perméabilité proche de —1, comme pour les micro-ondes. Cette derniere
solution est plus complexe mais elle permettrait de pouvoir controler la fréquence en jouant
sur les parametres de la structure interne du milieu. Toutefois, cette solution requiert

d’avoir des objets de taille sub-longueur d’onde soutenant un dipole magnétique [10, 33,
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34, 35, 36, 37, 38] .

1.2.3 Détection de la composante magnétique du champ optique

L’interprétation des images en microscopie optique de champ proche est une question
délicate. Toutefois, il est maintenant bien établi que dans un microscope PSTM (Photon
Scanning Tunneling Microscope), le signal collecté par la pointe est proportionnel & 'in-
tensité du champ électrique ou du champ magnétique diffusé par la surface de ’échantillon
(39, 40].

La pointe utilisée dans le microscope est généralement fabriquée a partir d’une fibre
optique effilée a I'une de ses extrémités. L’apex, c’est-a-dire 'extrémité de la pointe, est
approché de la surface et agit comme une sonde locale du champ proche du fait de ses
dimensions sub-longueur d’onde. Une métallisation de la pointe est souvent réalisée afin
d’améliorer le contraste des images. La pointe joue donc un grand role dans la nature du
signal détecté. Avec la plupart des pointes utilisées, le signal collecté est proportionnel
a la distribution de champ électrique au voisinage de I’échantillon. Cependant, avec cer-
taines pointes métallisées et a des longueurs d’onde, le signal collecté change et devient
proportionnel au champ magnétique associé a I’onde optique. Ce changement de nature
du signal a été étudié en détail par E. Devaux [41].

Elle attribua le phénomene de changement de nature du signal a I'existence d’un mode
de plasmon a symétrie circulaire dans la pointe. Si les valeurs expérimentales de la lon-
gueur d’onde et de I’épaisseur du revetement métallique sont favorables a l'existence de
modes de plasmons associés a la symétrie circulaire de ce revétement autour de la pointe,

le signal détecté est proportionnel au champ magnétique optique.

Pour bien comprendre ce phénomene, une étude théorique complete des modes de
plasmons de surface dans la géométrie cylindrique a été ensuite entreprise par U. Schroter
et al. [16]. Ce travail démontre que le mode de plasmons a symétrie circulaire m = 1
identifié expérimentalement dans la pointe, créé des dipoles magnétique et électrique.

Alors que dans le cas des atomes, le dipole magnétique est d’amplitude beaucoup plus
faible que le dipole électrique dans le domaine des fréquences optiques, les moments dipo-
laires sont de méme ordre de grandeur lorsqu’ils sont soutenus par un mode de plasmons
de surface cylindriques m = 1. L’amplitude des moments dipolaires dépend tres fortement
des dimensions du cylindre. Pour des tailles de coeurs diélectriques et des épaisseurs du

revétement métallique correspondants aux pointes utilisées dans la détection du champ
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magnétique [42], amplitude du moment dipolaire magnétique est plus grande que celle du
dipole électrique. Ce phénomene permet d’expliquer I'observation du champ magnétique

en PSTM a l'aide des relations d’incertitude d’Heisenberg.

1.2.4 Relation d’incertitude d’Heisenberg

La premiere interrogation qui découle de I'expérience décrite auparavant, est le fait
qu’aucun mélange du champ électrique et du champ magnétique n’a été observé. Le signal
détecté correspondait toujours a I'un ou l'autre des deux champs. Pour comprendre ce
comportement sélectif, il faut se rappeler la relation d’incertitude d’Heisenberg. Cette
relation est tres connue sous la forme faisant intervenir les opérateurs position x et quantité
de mouvement p. En fait, I'inégalité de Heisenberg exprime le fait qu’il n’est jamais
possible de déterminer simultanément la position et la quantité de mouvement avec une
précision infinie. Les indéterminations sur les deux valeurs sont corrélées et reliées par la
formule [43] (i = , y, 2):

Az;Ap; > I (1.59)

h

o ou h est la constante de Planck.

avec h =

Heisenberg a également appliqué le principe d’incertitude a ’électrodynamique [43].
Il a montré que les composantes du champ électrique E et du champ magnétique H sont
des opérateurs qui ne commutent pas. Aux fréquences optiques, le principe d’incertitude
s’exprime alors par l'inégalité suivante (unités S.I.):

2
AEAH; > % (1.60)
ol 6l est tel que 1% représente le volume de détection des champs. Du fait de la faible
valeur de % et du volume de détection beaucoup plus grand que la longueur d’onde, le
membre de droite est en général tres faible. (Fig. 1.3).

La forme des pointes utilisées expérimentalement varie suivant la technique de fabri-
cation utilisée. On peut cependant considérer que le rayon de 'extrémité de la pointe
plongée dans le champ évanescent varie entre 25 nm et 100 nm. En microscopie PSTM, le
volume de détection correspondant a peu pres au volume de 'apex, la valeur 6/ = 100 nm
semble alors réaliste. Pour A = 540 nm, le membre de droite dans I’équation d’Heisenberg
(1.60) vaut alors:

he? 7 -2 -1
2000 =474 10" mW.mm™" = 13,81 mW.\ (1.61)



28 Chapitre 1

oL - _
| R A=1.5 um ]
~ L \\\ |
(aV] SO
< L S |
. Ol
= - . ]
£ o ; | A ; |
) | o J
A \\
SN .
S F ~ 1
~ \\
o | S 1
b A=0.4 pum >~
| | |
~10 —5 6 —4

l0g (61 (m))

FiGc. 1.3 — log (%) en fonction de log(6l). Plus le volume de détection est petit, plus le membre de
droite dans l'inégalité d’Heisenberg (eq. 1.60) grandit. Une mesure simultanée du champ électrique et du

champ magnétique n’est plus possible si dl est sub-longueur d’onde.

Comparé avec la puissance délivrée par un laser (les lasers les plus courants délivrent
quelques mW.mm™2), cet ordre de grandeur ne peut étre considéré comme négligeable .
Cette inégalité montre qu'une mesure simultanée (mesure sans influence réciproque)
n’est pas possible si 6l < A. L’énergie est la somme des contributions électriques et ma-
gnétiques:
U= |E*+|B} (1.62)

La mesure de I’énergie devient, elle aussi, incertaine. Au contraire de la microsopie clas-
sique, 'information recueillie en optique de champ proche est alors une mesure exclusive
du champ électrique ou du champ magnétique suivant la nature du détecteur. En PSTM,
le dipole soutenue par la pointe servant de détecteur, le type de signal (électrique ou ma-

gnétique) dépend de la nature du dipdle.

Un élargissement important du spectre des valeurs possibles du champ électrique (ma-
gnétique) devrait donc étre la conséquence de la détection du champ magnétique (élec-

trique) dans un volume sub-longueur d’onde. En effet, I'examen détaillé des unités montre

que le membre de droite % de I'inégalité d’Heisenberg représente un flux par unité de

surface 103 W.10~%m=2. 1l est instructif de comparer cette quantité au flux par unité de
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surface S - n d’une onde plane Eq(r) = Eg e*T [44]:

k
S-n= |Eo|> = 4,74 .10" mW.mm > (1.63)
2w po
Donc
Eo> = 2cppS-n (1.64)
~ 10 VZm™? (1.65)

Cette estimation des ordres de grandeur suggere que des valeurs importantes du champ
électrique peuvent résulter de la mesure sur le champ magnétique, et ce méme si la puis-

sance incidente liée a I’onde plance est faible:
|Eo| ~ 3. 10°V.m™! (1.66)

On peut supposer qu'une nanostructure supportant un dipole magnétique accomplirait
une mesure sur le champ magnétique provoquant cet élargissement du spectre de valeurs
sur le champ électrique. Des molécules situées au voisinage de la particule subiraient les
effets du champ électrique intense résultant du processus de mesure du champ magnétique.
L’ordre de grandeur de 10® V.m~! est suffisant pour observer les déplacements des niveaux
d’énergie atomique (effet Stark dynamique) [45].

Cette amplitude tres importante du champ électrique peut également étre tres intéres-
sante dans le cadre de la Diffusion Raman Exaltée de Surface (Surface Enhanced Raman
Spectroscopy - SERS en anglais) [46, 47]. En effet, le signal Raman d’une molécule est pro-
portionnel au produit de sa section efficace (probabilité d’interaction de la particule soit
'aire de la particule que doit rencontrer le photon) du nombre de molécules et de I'am-
plitude du champ électrique. Augmenter 'amplitude du champ électrique permet donc

d’augmenter le signal Raman, naturellement tres faible.

1.3 Diffusion de la lumiere par des petites particules

Lorsqu’une particule est illuminée par une onde électromagnétique, deux principaux
phénomenes physiques se produisent (figure 1.4). Le premier est la diffusion. Lorsqu’une
particule est illuminée par un champ électromagnétique, les charges électriques présentes
dans l'obstacle, oscillent sous ’action du champ électrique incident. Chaque charge dépla-

cée réémet a son tour un champ électromagnétique dans toutes les directions. Le champ
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diffusé par la particule correspond a la superposition du champ incident et des champs ré-
émis par toutes les charges de 'obstacle. Le deuxieme phénomene, appelé absorption, pro-
vient du fait qu’une partie de ’énergie électromagnétique incidente sera convertie sous une
autre forme (sous forme d’énergie thermique principalement) par les différentes charges

en mouvement.

Tout le monde connait ces phénomenes au travers de leurs plus belles manifestations
telles que le bleu du ciel, les arcs-en-ciel et la couleur laiteuse des nuages et du lait. Malheu-
reusement, c’est souvent la réduction de visibilité liée a I’augmentation de fines particules
de pollution dans I’atmosphere qui symbolise le mieux ce phénomene pour le grand public.
Ces quelques exemples permettent de comprendre que la forme, la composition chimique
et la taille de la particule diffusante vont donc jouer un role tres important. Quand une
particule est illuminée par une lumiere incidente, la distribution angulaire de la lumiere
diffusée, ainsi que ’absorption, dépendent de la nature méme de la particule. Le nombre
de possibilités a étudier est donc pratiquement infini et la résolution des équations de

Maxwell n’est possible que pour certains cas bien particuliers.

L’étude de I'interaction lumiere-particle est classiquement séparée en trois régimes en
fonction de la taille de la particule par rapport a la longueur d’onde incidente : les régimes

macroscopique, mésoscopique et microscopique.
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L’optique des systemes macroscopiques est un régime ou la longueur d’onde de la
lumiere incidente A est beaucoup plus courte que la dimension d des objets diffuseurs.
Citons comme exemple, 'interaction de la lumiere avec une lentille d’'un microscope. Les
principaux phénomenes sont la réflection et la réfraction qui sont particulierement bien
décrits par 'optique géométrique. Le phénomene de diffraction est décrit par la théo-
rie de Kirchhoff dans laquelle la notion d’onde lumineuse apparait explicitement. Cette
théorie permet de déduire les intensités qui apparaissent dans les figures de diffraction
dans les zones éloignées (zone de Fresnel et de Fraunhoffer) des centres diffuseurs. Mal-
heureusement, elle est completement inadaptée pour rendre compte des phénomenes se
produisant a proximité des centres diffuseurs. Cette limitation provient de I'approxima-
tion de la nature de la lumiere par un champ scalaire, alors que les conditions de raccord

de I’électromagnétisme sont intrinsequement vectorielles.

L’optique des systemes microscopiques s’intéresse aux interactions de la lumiere avec
des objets dont la taille est beaucoup plus petite que la longueur d’onde du champ in-
cident (A >> d). L’approximation non-retardée est valable a ces échelles. Elle consiste a
considérer la vitesse de la lumiere ¢ comme infinie, ce qui revient a négliger les effets ma-
gnétiques. On parle alors de "régime non-retardé” ou "d’approximation électrostatique”.
Dans ce cas, les équations de Maxwell sont grandement simplifiées et autorisent une réso-
lution analytique dans de nombreux problemes d’intérét pratique. Rayleigh fut le premier
a énoncer ce type de résultat. Il permet notamment d’expliquer la couleur bleue du ciel
qui provient de la diffusion de la lumiere visible par les petites particules et molécules qui

composent 'atmosphere.

Lorsque les objets diffuseurs sont de tailles comparables a la longueur d’onde, on parle
du régime mésoscopique. Pour le domaine des longueurs d’onde visibles, cela signifie que
les particules interagissant avec la lumiere ont une taille comprise entre 100 nm et 1 um.
Hormis la description par une fonction diélectrique, aucune approximation des équations
de Maxwell n’est satisfaisante pour décrire de tels systemes. Seules quelques géométries
permettent la séparation de variables dans le systeme d’équations aux dérivées partielles
issu des équations de Maxwell. Depuis une dizaine d’année, la nanophotonique, 'optique
miniaturisée, et les microscopes a champ proche connaissent un développement important.
Une bonne connaissance des phénomeénes physiques associés aux systemes mésoscopiques

et nanoscopiques y est primordiale.

Aux systemes mésoscopiques et nanoscopiques correspondent les modeles mathéma-

tiques retardés et non retardés que nous décrirons dans la sous section suivante.
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1.3.1 Régimes retardés et non retardés

Les équations de Maxwell forment le point de départ du traitement théorique de 1’élec-
tromagnétisme dans le régime retardé. En absence de charges et de courant extérieurs,

elles s’énoncent (SI):

(r) = dwpop(rw)H(r) (1.67)
(r) = —iwepe(r,w)E(r) ( )
D(r) = 0 (1.69)
) = 0 (1.70)

et conduisent aux équations d’onde vectorielles suivantes:

1 w?
VXSV X B 4 () B =0 (1.71)
_V x E(rlw)v x H(r) + ucj—zu(r,w) H(r) = 0 (1.72)

Dans le cas d’un milieu homogene et non magnétique (u(rw) = 1), il est possible

d’utiliser I'identité :
V2E(r) = VV - E(r) — V x V x E(r)
pour obtenir les équations de Helmholtz vectorielles (62 est le laplacien vectoriel) :

V2E(r) + K*E(r) = 0 (1.73)
V?H(r) + k*H(r) = 0 (1.74)

ou la valeur de k est donnée par la relation de dispersion

w2

k* = ga(r,w),uo (1.75)
Les équations (1.73) et (1.74) possedent trois familles de solutions [48] :

Li(r) = Vi (r), My(r) = V X (ciy(r)), Ny(r) = %V x M;(r) (1.76)

construites a partir d’'une fonction scalaire v;(r) qui satisfait a I’équation de Helmholtz
scalaire :

V2 (r) 4+ B2y (r) = 0 (1.77)
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et d’un vecteur constant de longueur unité c. En absence de charge extérieure, les fonctions
longitudinales L; n’existent que si e(w) = 0 a la fréquence w considérée. Dans le cas ou
e(w) # 0, les champs électromagnétiques se construisent uniquement a partir des vecteurs
propres M;(r) et Ny(r):

E(r) = Y {aN(r)+bMi(r)} (1.78)
Hi) =~ 3 (o M)+ Ni) (1.79)

La résolution d'un probleme de diffusion par une particule en régime retardé consiste
donc a résoudre 1'équation de Helmholtz scalaire afin de trouver l’expression de v;(r) et
par suite celles des champs qui doivent respecter les conditions de raccord de I’électroma-
gnétisme. Le systeme de coordonnées dans lequel s’effectue cette résolution est choisi en

fonction de la géométrie de la particule.

Le régime non retardé consiste a considérer la vitesse de la lumiére comme infinie (¢ —
00). Appliquer cette approximation revient a négliger les effets magnétiques et conduit
a une analogie mathématique avec les équations de 1’électrostatique, d’ou l'expression

79

"approximation électrostatique” souvent utilisée comme synonyme de "régime non retardé
[20]:

0
0
Le caractere irrotationnel du champs électrique est une condition nécessaire et suffisante

a l'existence d'un potentiel scalaire ®(r) dont le gradient est E.
E(r) = -Vo(r) (1.82)

Cette équation définit un potentiel a une constante ®, pres. Dans le reste de cette étude,
nous prendrons ®; = 0. En introduisant cette définition du potentiel dans I’équation

(1.80), on aboutit a ’équation de Laplace :
V2®(r) =0 (1.83)

Le probléme est donc réduit a la détermination d’un potentiel scalaire ®(r) qui vérifie en
tout point de 'espace 1’équation de Laplace et qui respecte des conditions de continuité

du champ électrostatique sur la surface du centre diffuseur.
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1.3.2 Extinction, diffusion et absorption

Plusieurs quantités sont nécessaires pour décrire l'interaction d’une particule de taille
et de forme quelconques avec une onde incidente. Pour des champs incident ayant une
dépendance temporelle harmonique, les champs E(r), H(r) solutions des équations de
Maxwell correspondent a la superposition des champs incident Eq(r), Ho(r) et diffusés

par la particule Eq(r), Hy(r):
E(r) = Eo(r) + Eq(r); H(r) = Hy(r) + Hy(r) (1.84)

Si nous construisons une sphére de rayon R tres grand et centrée sur la particule,

I’énergie qui traverse la sphere par unité de temps s’exprime par :
W, = —/ V - S(r) dr (1.85)

ou S(r) est la valeur moyenne temporelle du vecteur de Poynting :
S(r) = %%{E(r) « H'(r)} (1.86)

Le théoreme de la divergence nous permet d’exprimer W, comme une intégrale sur la

surface S délimitant le volume v de la sphere:
W, — —R? / S(r) -1 d, (1.87)
R? ’
= —7%/ {E(r) x H*(r)} - n dQ, (1.88)
S

oll n est un vecteur unité normal & 'élément d’aire r2 d2,, ( dS2,, : élément d’angle solide
dans la direction n). Le vecteur de Poynting S(r) s’écrit sous la forme d’une somme de

trois termes:

S(r) = So(r) + S1(x) + Sea (1) (1.89)
Solr) = SR{Ey(r) x Hy(r)} (1.90)
S.(r) = SRIE.(r) x Hi(r)} (1.91)

S.p(r) = %%{Eo(r) « HY(r) + E,(r) x H:(r)} (1.92)
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So(r) est le vecteur de Poynting associé a 1’onde incidente. S¢(r) est le vecteur de Poynting
des champs diffusés par la particule et le vecteur de Poynting S..;(r) est di a 'interaction
entre les champs incidents et diffusés [44]. La conservation de ’énergie (1.89) permet

d’écrire W, sous la forme d’une somme:

W, = Wy — W, + W (1.93)
avec
R2
WO = —7%/ SQ(I‘) ndQn (194)
R? ;
W, = 79%/ Ss(r) - n dQ, (1.95)
R? ’
Wi — —73%/ S,s(r) - 1 A2, (1.96)
S

Si le milieu entourant la particule n’est pas absorbant, Sy(r) est indépendant de la position
(So(r) = S) et l'intégrale (1.94) s’annule (Wy = 0). W, correspond alors a la somme
de T'énergie absorbée W, et de I'énergie diffusée W, par unité de temps. L’extinction

correspond donc a l'effet combiné de la diffusion et de I’absorption:
We:ct = Ws + Wa (197)

Remarquons que si la particule n’est pas absorbante (W, = 0), I'extinction correspond

alors a la diffusion: W,,; = Wi.

Les sections efficaces de diffusion C, d’absorption C, et d’extinction C.,; sont définies
comme étant respectivement les énergies absorbée W,, diffusée W, et d’extinction W,
par unité de temps rapportées a l'intensité de I'onde incidente Ij. Les sections efficaces

ont donc pour dimension celle d’une aire et ont pour expression :

c, = (1.98)
Io

o = We (1.99)
I

Clont Wear (1.100)
I

1.3.3 Développement multipolaire

Nous allons considérer une particule de forme arbitraire placée dans un milieu non

absorbant et illuminée par une onde plane. La particule crée une densité de courant induit
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Jina(r) en réponse aux champs incidents Ey(r) et Hy(r). L'expression (1.87) exprimant
I’énergie traversant la sphere de surface S par unité de temps peut se reformuler a partir

du théoreme de Poynting sous la forme suivante [49]:
W, = - R [ I5a(r) - Eo(r) dr (1.101)

oll v est le volume delimité par S. L'intégrale [ J(r)* - Eo(r)dr® peut s’écrire sous forme
d’un développement multipolaire :

(/Zm()EO m——ﬁé/

Si la particule est petite devant la longueur d’onde, le champ électrique est uniforme dans

3
E
—i—Zrla l | dr® (1.102)

le volume de la particule. L’approximation consistant a ne garder que les premiers termes
se justifie alors [20]. Dans toute notre étude, nous n’allons nous intéresser qu 'aux termes
relatifs aux dipoles électrique et magnétique. Les termes liés au quadrupole électrique

seront ici négliger :

/ (1) - Eo(r)dr® = —iw(p.Eo(r) + m.By(r)) (1.103)

Les moments dipolaires électrique p et magnétique m sont reliés a la densité de courant
Jina(r) par:
1
P = —— [dr Jia(r) (1.104)

1w

m - % dr 1 x Ja(r)] (1.105)

Les intégrales se limitent au volume de I'objet puisque J;,4(r) = 0 en dehors de la particule.
L’intéraction entre une onde incidente et une petite particule peut donc étre décrite, en
premiere approximation, par 'interaction des champs incidents avec les dipoles établis par
la particule en réponse a l'excitation. Classiquement, I’expression des moments dipolaires
est trouvée en résolvant les équations de Maxwell avec les conditions de raccord entre les
champs a la surface de 'objet, comme nous allons le voir au travers de ’exemple d’une

particule sphérique.

1.3.4 Modes propres retardés d’une sphere diélectrique

Etudions dans un premier temps, les modes propres d'une sphere diélectrique (£3(w),

i2). La sphere est placée a l'origine d’un systeme de coordonnées sphériques (Fig 1.5).
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e(r,w) représente la constante diélectrique du systeme considéré: si [r| < a, e(rw) = ea2(w),
sinon e(rw) = ¢, (Fig 1.5).

La solution de I’équation d’onde scalaire (1.77) exprimée en coordonnées sphériques
(r, 0, ¢):

10 (00 10 (. o) L PR .
T—2§<r o )+T28m(9)%<sm9 50 )+rzsin6’ P + k*(r) =0 (1.106)

est bien connue [44] :
Ui(r) = Yopm(r) = P (cos ) z,(kr) {cos(my) o + sin(my)dso} (1.107)

L’indices o renseigne respectivement sur la parité paire e et impaire o de la solution en
fonction de . Les conditions aux limites obligent les champs a étre non divergents a
lorigine et a l'infini ce qui impose que les z,(kr) soient les fonctions de Bessel sphérique
(Jn(kr)) si 7 < a et des fonctions de Hankel (h,(kr)) si r > a [50] [51]. Les fonctions
P(x) sont les polynémes de Legendre associés [52]. Les nombres quantiques principal

(n) et azimuthal (m) prennent les valeurs suivantes:

n=0,1,2, .. 0 (1.108)
m=0,£1, £2, ..., £n (1.109)

Les vecteurs propres M, et N, sont habituellement générés a partir d'un vecteur
constant c. Dans le cas des coordonnées sphériques, ce vecteur arbitraire engendre des
vecteurs M,,,,, et Ny, qui ne sont plus orthogonaux ni purement tangents sur toute une

surface sphérique. Toutefois, si ¢ est remplacé par le vecteur position r, les vecteurs

My (1) = V X (£ o (1)) (1.110)
N (ypmt) = %v % M, (T) (1.111)

alors générés retrouvent les propriétés souhaitées [49].
En coordonnées sphériques, les champs électrique et magnétique s’expriment alors sous
la forme:

[e%¢} +n

Er) = > Y > {tomm Nown(r) + bomm Menm(r)} (1.112)

n=0 m=—n o=e
[e%¢) +n o

HE) = 3 3 3 (g Mo 0) + by N (1)} (1.113)

wkoft

n=0 m=—n oc=e
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OU Uonm €6 bonm sont des coeflicients & déterminer
Afin de trouver les modes de la sphere, il faut appliquer les conditions de raccord des
champs a l'interface de la sphere avec le milieu extérieur (r = a). Par un calcul complet
qui ne présente pas de difficulté, on montre que pour chaque fréquence correspondante a
un mode, le dénominateur d’'un des coefficients gy, OU bypm devient nul et la fonction
propre M., ou Ng,,, correspondante domine. Pour les modes aypn;m # 0 et bypm = 0,
les fréquences sont solutions de 1’équation suivante :
[kyrahy(kia)]  polksajn(kea))
ho(kia) g gu(k20)

ou les dérivées se calculent par rapport a la variable kja De méme, les fréquences des

(1.114)

modes dgpm = 0 et bypm # 0 satisfont :

(k1 ah,(kia)] _ (k2 a jn(koa)]
hn(lﬁa) H2 jn(k2a)

(1.115)

Les fréquences pour lesquelles les équations (1.114) et (1.115) sont exactement sa-
tisfaites, sont les fréquences propres de la sphere. La géométrie sphérique impose une

dégénérescence en 2n + 1

1.3.5 Modes de Mie

L’étude de la diffusion de la lumiere par une sphere d’indice de réfraction différent de
celui du vide, a débuté vers le XIXeme siecle par M. Faraday. Ce n’est cependant qu’au
début du XXeéme siecle que le probleme fut résolu. Les articles célebres de Mie [53] et
Debye [54] datant respectivement de 1908 et 1909, restent des références sur ce sujet. 11
n’est pas clair d’identifier qui des deux a construit le premier la solution du probleme de la
sphere, mais tous les livres et articles écrits par la suite, y ont associé le nom de Mie, dont
I’article fut le premier sous presse. Le probleme de Mie est la réponse d’une sphere isolée et
homogene placée dans un milieu infini et également homogene (£q, p1), & une onde plane
incidente. Les résultats de cette théorie sont d'une grande importance dans de nombreux
domaines de la physique (astrophysique, optique de champ proche, météorologie, etc...),
mais les difficultés de I’évaluation numérique ont longtemps entravé l’exploitation des
résultats analytiques [55]. Le probleme de la diffusion de Mie differe de celui des modes
propres par la présence d’'une onde incidente de fréquence w/c et d’amplitude Ej.

Afin d’exprimer 'onde incidente et les conditions de raccord dans le méme systeme

de coordonnées, il est nécessaire de connaitre le développement d’une onde plane sous la
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F1G. 1.5 — Diffusion d’une onde incidente Eime par une sphere de rayon a, de constante diélectrique €2

et d’une perméabilité magnétique pa. Le milieu extérieur est caractérisé par €1 et .

forme des vecteurs propres que nous venons de trouver.Si 'onde incidente est polarisée
dans la direction x et se déplacant dans la direction z, la symétrie simplifie la derniere
équation. Il ne reste que la contribution m = 1, ce qui donne un développement contenant
des fonctions de de Bessel sphérique de lere espece pour la partie radiale et des fonctions

de Legendre de lére espece pour la partie angulaire (6) [49]:

+oo
. 2n + 1 (1) (1)
E =FE g "—— (M — N 1.116
O(r) 0 pa ¢ n(n + 1) ( onl( ) ¢ enl( )) ( )
De méme pour le champ magnétique incident
k o o o2n+1 (1) (1)
H =——F g "—— (M N 1.117
O(r) Wit 0 v n(n + 1)( eln(r) +1 oln( )) ( )

Remarquons ici que la présence du champ incident polarisé suivant 'axe Oz brise la
symétrie sphérique et modifie les conditions de raccord par rapport a la situation sans
champ incident. On peut alors anticiper le fait que seul les modes propres m = 1 pourront
étre excités.

Le champ total est formé de la somme des champs incidents et des champs diffusés par
la sphere. La solution peut étre exprimée commme une combinaison linéaire des fonctions
propres puisqu’elles forment un systeme complet de fonctions orthogonales. Les proprié-
tés, notamment leur caractéristique singuliere ou non a l’'origine, des fonctions utilisées
nécessitent d’exprimer la solution sous deux formes. Une qui représentera les champs a
I'intérieur de la sphere, et I'autre qui décrira les champs a l'extérieur. Ces solutions de-

vront donc respecter les conditions de raccord a l'interface de la sphere. Ces calculs ne
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présentent pas de difficulté particuliere et amenent aux expressions des champs a l'inter-

ieur de la sphere:

2n+1

E(r) = Eo;z m(z’cmMi’l( r) —id,NG) () (1.118)
H(r) = —wk—;EOZz %(d MY, (r) + ic, N, () (1.119)

Pour les champs diffusés par la sphere, nous trouvons:

_ 5 2n+1 B (o p NG
Es(r) EOnZ:;Z n(n—l—l)( Monl( ) b Nenl( )) (1120)
—+o00
il n 2L G MO @) Fa, N (@) (L121)

wiy < n(n+1)

La présence de l'indice (3) indique un développement des fonctions M (r) et N (r)

onl onl

contenant des fonctions de de Hankel. Les coefficients a,, b, ¢, et d,, ne dépendent que de
kia et de kqa:

0 = M2Jn(k2a)[k1ajn(k1a)]'—Mljn(kla)[/fwjn(kﬂ)] (1.122)
pogin (koa) [kra b (ki) — bl (kya) [ksa g, (Kaa))

- Mljn(kla)[klaj (lfl@)]'—/~L2Jn(k1a)[k2a9n(k2a)] (1.123)
uljn(k‘ga)[k‘lah (kla)]’—,ugh (kla)[kgajn(kga)]’

o (ko) ka b (ka)) — phi (ka) kaa o (kaa)) (1.124)

" pijn(koa) [ra RS (kra)) = pohlY (kya) [kaa j (koa)) '

o pein(ha)ka b (ka)) — uhi (Fa)[ka o (kea)) (1.125)

" piojin(koa) [kra RS (kra)) — b (kya) [kaa G (Koa))

A noter que le coefficient ¢, (d,) possede le méme dénominateur que b, (a,) dont les zé-
ros correspondent aux fréquences des modes propres données par I’équation (1.115) (Eq.
(1.114)). La fréquence d’'un mode propre est complexe, toutefois, si la partie imaginaire
est petite et si la fréquence de I'onde incidente s’approche de celle de la partie réelle d'un

mode propre, il apparait un phénomene de résonance, appelée résonance de Mie.

Dans le cas de la sphere, les expressions de E4(r) et Hy(r) conduisent aux expressions

des sections efficaces de diffusion Cy,, et d’extinction C.,; suivantes [56]:

Clho = 21 oy Z (2n + 1)(Jan|? + |ba]?) (1.126)

n=1
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et
Cont = —fz 2n + 1)R(an + by) (1.127)
= Cyea, 81 Sy =0 (1.128)

L’obtention de la solution analytique, résumée ici, est relativement facile pour le lecteur
familiarisé avec les fonctions spéciales. Le probleme de Mie est donc surtout un probleme
numérique puisqu’il nécessite de calculer les fonctions de Bessel ainsi que d’évaluer les
séries contenues dans les différentes coefficients. Ce probleme numérique a fait 1'objet
de nombreux développements qui se sont amplifiés a partir des années 1970, date ou la
puissance de calcul des ordinateurs devenait suffisante pour aborder les différents régimes
d’ordres de grandeurs [57][58][59][60].

1.3.6 Nanosphere

Pour une sphere de rayon a petit devant la longueur d’onde, vérifiant |kja| << 1, les
coefficients a,, et b, peuvent étre développés en puissance de (kja). Si (k1a) est assez petit
pour que les termes de puissance supérieure a 5 soient négligeables, seuls les coefficients

suivants sont retenus [49] :

?

a; =~ E(€2(W> — 51)(1{51@)5 (1129)
20 go(w) — &1 3 1 aw)—e 5

bl =~ 3 ( (w> T 281 (kla) — Em(kfla) ) (1130)
- o(w) — &1 5

by ~ — (m(/ﬁa) ) (1.131)

Dans le cas de sphere dont le rayon est tres inférieur a la longueur d’onde, les termes
en (k1a)® sont négligeables. Il ne reste alors que le terme lié au dipole électrique. Le champ
du mode fondamental pour une particule sphérique tres petite correspond a la somme du
champ incident et du champ d’une dipole électrique orienté selon I’axe z, avec un moment

dipolaire égal a:

p = 4re1a’aEy (1.132)
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Avec cette approximation, les expressions des sections efficaces de diffusion et d’ex-

tinction se réduisent a:

8 £ ((U) — & 2

2 4 2 1

~y p— _—_—-s ™ 1.1

Csca ~ TQ 3(1{5&) 2( ) . ( 33)
~ 24 R 72( ) ! 11 4

Cext ra‘d kas ( 2( ) | ( 3 )

Pour un méme environnement, le rapport des sections efficaces varie avec le volume

des nanospheres:
Csca/Cear o (afA)? (1.135)

Dans I'approximation a < A ,le terme de diffusion est donc faible (a/\)? << 1). L'ex-
tinction optique pour de petites particules est donc diie essentiellement a leur absorption.
Lorsque le rayon de la particule augmente, la diffusion devient plus importante et, finale-
ment, domine ’extinction pour les grands rayons. L’approximation quasi-statique, valable
pour typiquement a/\ << 5, n’est alors plus applicable.

La réponse optique est non seulement notablement modifiée par la taille de la sphere,
mais aussi par sa composition chimique. La polarisabilité, les champs électriques et les
coefficients de diffusion et d’extinction présentent une exaltation si eo(w) = —2¢. Si le
milieu extérieur est tel que £; > 0, ceci implique que €5 < 0. Aux fréquences optiques,
ceci se produit dans le cas des métaux. C’est la résonance de plasmon de surface. Celle-ci

est donc un effet associé a la fonction diélectrique :
62(wsp) = —281 (1136)

La fréquence du mode de plasmon dune nano-sphere métallique dépend du type de métal

et du milieu extérieur. Pour une nano-sphere d’or dont la fonction diélectrique est décrite

par le modele de Drude et plongée dans 'air (¢; = 1), la fréquence de résonance est
air

wl' /¢ = 16,105 pm™" (soit A = 380 nm) si les effets dus & I'amortissement des électrons

dans le métal ne sont pas pris en compte (Sey(w) = 0) [61].

1.3.7 Approximation électrostatique

Les résultats obtenus par I’application de I'approximation des petites particules a
la formule de Mie peuvent étre obtenus directement dans le cadre de ’approximation

de l'électrostatique. Le champ électrique se déduit alors d'un potentiel scalaire ®(r) qui
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satisfait ’équation de Laplace. Si dans un premier temps la sphere métallique n’est soumise
a aucun champ appliqué, la séparation de variables entraine les expressions suivantes pour

le potentiel intérieur ® et extérieur ®°" de la particule:

M (r,0,0) = ZA{”rlPl(cosé’)e"m‘t’ (1.137)
I,m

PO (r,0,0) = ZBZ’W—(Hl)B(cosé’)eim‘z’ (1.138)
I,m

ou les P(cos ) sont les fonctions de Legendre. Les conditions de continuité entre le milieu
g9(w) de la sphere et le milieu extérieur €;, donnent la relation de dispersion des modes

propres:
[+1

l

[ est le nombre quantique issu de cette séparation de variable. Cette relation indique que

ga(w) = —&; avec | = 1,2,3,... (1.139)

les modes propres d’une petite sphere métallique ne montrent pas de dispersion. Le mode
de plus petit ordre (I = 1) possede un champ électrique uniforme dans toute la sphere.
Ce mode est appelé mode polarisation uniforme ou mode de FROHLICH. 11 correspond

donc au mode principal de la sphere et sa fréquence est définie par:
82(w8p) = —251 (1140)

Notons également que plus [ est grand, plus le champ est localisé a proximité de la surface.

Cette localisation justifie le nom de mode de surface localisé pour un mode plasmon.

La sphere métallique est maintenant placée dans un milieu ou il existe un champ
électrique uniforme et statique Eq = Epe,. Ce champ va donc étre modifié si la sphere
et le milieu extérieur présentent des fonctions diélectriques différentes. Le probleme est
de trouver les nouveaux potentiels électrostatiques perturbés a l'intérieur et a I'extérieur
de la sphere. La présence du champ Ej rajoute une condition sur les potentiels: pour
r — oo, U — P(, ou &y = —Fj z est le potentiel lié au champ Eq. Dans I'expression
du potentiel extérieur a la sphere, une solution divergente pour r — oo doit donc étre

ajoutée. Les potentiels s’écrivent alors:
O™ (r0,6) = Y Ar'Pcos) (1.141)
l

O (r0.0) = D [Bir~ ™Y+ Crr' | Afcos6) (1.142)
l
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La symétrie du probléeme rend les potentiels indépendants de 'angle azimuthal ¢. Pour
appliquer la condition de raccord a l'infini, le développement de la coordonnée z sur les

fonctions de Legendre est nécessaire :
by =—FEyz=—Eyrcost = —FEgrP;(cos0) (1.143)

Le raccord des champs a I'infini impose que le seul coefficient C; non nul soit C; = —Ej.

Les autres coefficients sont déterminés par les conditions a la surface de la particule:

e2(w) — €1 3

Bi= oo P (1.144)
A = —ﬁ& (1.145)
Donc
O (r,0,0) = —ﬁﬂ)rcose (1.146)
P (r,0,0) = —Eorcos9+<%) j—Z’EQCOSQ (1.147)

Le champ électrique a l'extérieur de la sphere est donc la superposition du champ Eq et

celui d'un dipole électrique positionné a l'origine et dont le moment dipolaire est :
p = 4nea®aEy (1.148)

Le champ électrique statique appliqué sur la sphere induit un moment dipolaire électrique
proportionnel au champ. Remarquons que 'expression du moment dipolaire (1.148) est
identique a l'expression (1.132) qui exprimait le moment dipolaire électrique soutenue
par une sphere tres petite par rapport a la longueur d’onde d'une onde plane incidente.
Toutefois, contrairement la relation (1.148) obtenue avec un champ constant et uniforme,
I'expression (1.132) possede une dépendance temporelle au travers du champ appliqué.
La forme identique entre ces deux expressions suggere alors de rétablir une dépendance

temporelle harmonique dans (1.148):
p = dreia’aEy e ! (1.149)

Le moment dipolaire p du dipole localisé en z = 0 et illuminé par une onde plane polarisée

selon laxe z (Epe™**~*“'e, oscille & la méme fréquence que le champ appliqué [49)].
L’approximation électrostatique permet donc de rendre compte alors de l'interaction

d’une onde plane avec une particule. L’avantage de cette approche est sa simplicité com-

parée a celle de Mie, mais elle n’est seulement valable que pour les tres petites particules.
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1.3.8 Nano-particules ellipsoidales

Un ellipsoide de constante diélectrique &5, défini de fagon générale par ses demi-axes
a, b et c(a>b>c). Lellipsoide est une particule intéressante car il permet de décrire
plusieurs types de formes: un disque lorsque a = b > ¢ ou une aiguille pour a > b = c. La
réponse optique est notablement modifiée par la forme des objets. Elle peut étre calcu-
lée analytiquement pourvu qu’ils présentent une symétrie suffisante. Malheureusement, a
I’exception des cylindres de longueur infinie, la théorie exacte incluant les effets de retard
de la diffusion par des particules géométriques non sphériques est tres complexe. Heureu-

sement, nous avons vu ’approximation non retardée simplifie la situation.

Le calcul des modes propres dans le cadre de cette approximation ne pose pas de
probleme pour des particules ellipsoidales puisqu’il consiste a utiliser les conditions de
raccord a la surface de la particule. Les expressions obtenues impliquent alors des facteurs
de dépolarisation dépendant de la géométriques L; (i = z, y, z). Ces coefficients sont
définis tels que L, + L, + L., = 1. Pour une sphere, les trois facteurs sont identiques:
L; = 1/3 La réponse optique d’un ellipsoide va dépendre essentiellement de la polarisation
du champ appliqué. La polarisabilité o; d’un ellipsoide dans un champ électrique parallele

al'axe 7 est:

E2(w) — &1
o = 4mabe 1.150
3(Li52(w) + (1 — L,’)El) ( )
Les sections efficaces de diffusion et d’extinction ont pour expression :
Csca = ]{7%(0(2) (1151)
k‘4
Ce:ct = Csca + _|ai|2 (1152)

o

La réponse optique d'un ellipsoide métallique présente alors trois résonances plasmon
associées aux trois axes. Ces résonances sont dégénérées dans le cas de la sphere. La

i

ellipse V& donc dépendre de la polarisation ¢

fréquence de la résonance pour un ellipsoide w

de 'onde incidente, définie par rapport a 'orientation de la particule
LiEQ(wéllipse) + (1 - Li)El =0 (1153)

ou €7 est la constante diélectrique du milieu extérieur.

Pour le cas d'un sphéroide, c’est-a-dire un ellipsoide dont deux demi-axes sont iden-

tiques, L, = L, = (1—L,)/2 pour un type allongé (a > b=c¢), et L, = L, = 1—2L, pour
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w/c (um™’)
w/c (um™’)

(b) | 0.2 | 0.4 | 0.6 | 0.8

Fi1G. 1.6 — Effet de la forme d’un ellipsoide d’or allongé (prolate) (a) et aplati (oblate) (b) sur la
fréquence des modes de plasmon. Sur chaque graphique, nous avons représenté les formes extrémes d’un

sphéroide (e — 1 et e — 0) et la direction du champ électrique de 'onde incidente.

un type aplati (a = b > ¢). L, est dans ces deux cas relié & I'excentricité: e? = 1 — b*/a?
pour un ellipsoide allongé et e* = 1 — ¢?/a® pour ellipsoide aplati. L’objet présente alors

deux résonances dont les fréquences dépendent uniquement de la forme.

Nous avons représenté dans la figure 1.6, les fréquences des modes de plasmon dans
le modele de Drude pour une particule d’or, de forme sphéroidale allongée ou (prolate
en anglais) (a) et aplatie (oblate en anglais) (b), suivant la polarisation de la lumiere
incidente et en fonction de son excentricité. Le milieu extérieur est l'air, donc ¢; = 1.
Chaque ellipsoide possede deux fréquences de résonance plasmon qui varient fortement en
fonction de I'excentricité e [62]. Lorsque e — 0, la forme d’un ellipsoide tend vers celle
d’une sphere. Les deux fréquences plasmon tendent alors vers la fréquence de résonance

I avec le modele de Drude pour une sphere d’or). Pour

de la sphere (wg, = 16.05 pm™
e — 1, la forme extréme des ellipsoides est différente suivant leur type. Pour le type
allongé (prolate), 'ellipsoide prend la forme d’une aiguille. Lorsque la polarisation est
suivant I’axe principal, la courbe tend vers —oo, et pour une polarisation perpendiculaire
A cette axe, la fréquence de résonance tend vers la valeur wy, = 19.6 um~! qui correspond
a la condition e5(ws) = —e; = —1. Pour le type aplati (oblate), 1'ellipsoide prend la forme
d’un disque. Lorsque la polarisation est parallele au disque, la courbe tend vers —oo, et
pour une polarisation perpendiculaire au disque, la fréquence de résonance tend vers la

valeur w, = 27.8 um™' qui correspond & la condition £5(w,) = 0.
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Fia. 1.7 — (a) Un cylindre de verre de rayon b est uniformément recouvert de métal d’une épaisseur
d=a—". (b) Courbes de dispersion des modes de surface m =0 a m = 3 d’un cylindre métallisé avec

de lor pour le rapport a/b = 1.4.

1.3.9 Géométrie cylindrique

Les relations de dispersion des modes de plasmons de surface des cylindres métal-
liques ont particuliement été étudiées durant les années 1970 par de nombreux auteurs
[63, 64, 65]. Les applications de ces études étaient principalement tournées vers la phy-

sique des radars et des antennes.

Les modes des cylindres métalliques possédant un coeur diélectrique ont été étudié de
fagon théorique au début des années 90 [66]. La compréhension de ces modes optiques ont
permis une meilleur interprétation des phénomenes en optique de champ proche. En effet,
la pointe utilisée expérimentalement possede une géométrie proche de celle d'un cylindre
diélectrique recouvert d’une fine couche de métal. La connaissance des résonances plas-
mons dans cette géométrie a joué un role important dans la compréhension de certaines
images obtenues en champ proche.La résolution de 1’équation de Laplace pour cette géo-
métrie nécessite simplement une condition de raccord supplémentaire par rapport au cas
du cylindre métallique puisqu'’il y a deux interfaces: r = a (diélectrique-métal) et r = b
(métal-milieu extérieur).

Dans 'approximation non retardée, la recherche de modes exponentiellement décrois-
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sants de part et d’autre de la surface de métal permet d’écrire la forme générale du

potentiel des modes de plasmons de surface :

Ln(rk,)etmoeik=2 4 < p
O(r) =9 (amln(rk.) + by Ko (rk,))Fmoei*=* b < r < a (1.154)

Cn K (Tk ) eEmoeih=z 1 > q

ou k. désigne le vecteur d’onde selon l'axe z. Les coefficients a,, b,, et ¢,, dépendent
des valeurs des fonctions de Bessel modifiées de premiere I, et de seconde K,, espece,
ainsi que de leurs dérivées aux interfaces. En appliquant les conditions de raccord aux

différentes interfaces, la relation de dispersion s’écrit :

Ky (ak.) L(ak)\ [ LL0k) K (k)
(e e ae) (S rem) ~= R
_ ZEZZ))I;:((ZZ; (e2(w) — £1)(2(w) — £5) (1.155)

Cette relation dépend de la fréquence au travers de la fonction diélectrique du métal eo(w).
€1 et e3 représentent respectivement les constantes diélectriques du coeur du cylindre et
du milieu extérieur. La relation de dispersion dépend également de maniere implicite du
rapport a/b entre les rayons intérieur et extérieur.

Nous avons calculé ces courbes de dispersion (Fig. 1.7b ) pour un rapport a/b = 1.4
et un milieu diélectrique intérieur correspondant a du verre (g, = 2.25). Le métal est 'or
(modele de Drude) et le milieu extérieur est l'air €3 = 1. Le mode m = 0 correspond aux
plasmons se propageant le long du cylindre sans rotation autour de 'axe z, tandis que le
mode m = 1 est un mode a symétrie circulaire autour de cet axe. Nous voyons d’apres les
courbes obtenues qu'un cylindre de verre métallisé avec de 1'or possede des fréquences de
résonance dans le visible.

U. Schroter et al. [16] ont montré que pour certains parametres a et b la valeur du
moment dipolaire magnétique peut dépasser celle du moment dipolaire électrique sur la
branche m = 1. Le calcul du dipole magnétique lié a une particule se fait généralement
dans le cadre de la magnétostatique [49]. Pour des particules de perméabilité magnétique
égale a celle du milieu extérieur, on montre alors que le moment dipolaire magnétique
est nul. En optique, la perméabilité des matériaux est égale a celle du vide (u = pg). Le
moment magnétique des particules petites comparées aux longueur d’onde visible est donc
toujours considéré comme nul. Les propriétés optiques de ces objets sont alors essentiel-
lement diies a l'intéraction du dipole électrique avec le champ électrique incident, comme

nous 'avons vu dans les sections précédentes. Toutefois, dans le cadre d’expérience en
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F1a. 1.8 — Figure issues de la référence[16] : moments dipolaires électrique et magnétique calculés aux

fréquences du mode m =1 d’un cylindre de verre de rayon 80 nm et métallisé avec 32 nm d’Au.

champ proche, la détection d’un signal proportionnel au champ magnétique est obtenu
lorsque la pointe diélectrique métallisée soutient un dipole magnétique. L’étude théorique
menée par U. Schriter et al. [16] démontre que le mode de plasmons a symétrie circulaire
m = 1 1lié a un cylindre diélectrique et métallisé soutient un moment dipolaire magnétique

supérieur au moment dipolaire électrique (cf figure 1.8).

1.3.10 Géométrie torique

Les travaux de Devaux et al. ainsi que ceux de Schroter et al. ayant établi que un
cylindre diélectrique et métallisé peut soutenir un dipole magnétique aux fréquences op-
tiques a la résonance d’un de ses modes de plasmons de surface. On peut alors se poser
la question de savoir si d’autres géométries peuvent produire cet effet. Nous avons déja
vu qu’'une sphere métallique ne possédait pas cette propriété. Cette particularité observée
dans la géométrie cylindrique se retrouve t-elle dans la géométrie qui s’en rapproche le
plus, c’est-a-dire la géométrie torique?

Malgre I'intérét récent que suscite les plasmons de surface de petites particules [67], la
géométrie torique a été peu étudiée. Dans I'ouvrage classique de Morse et Feshbach [48],
différents systemes de coordonnées autorisant la séparation de variable dans I’équation de
Laplace sont étudiés en détail. La géométrie torique et son systeme de coordonnées condui-
sant a la solution d’un tore parfaitement conducteur y sont traités. Des fonctions, dites

"harmoniques toroidales”, sont introduites dans ce contexte. Ces fonctions s’averent diffi-
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ciles a évaluer numériquement. En 1955, E. W. Hobson et Bateman [68][69] entreprirent
I'investigation des propriétés de ces fonctions mais de nombreuses erreurs se glisserent
dans leur travail. En 1972, J. D. Love [70] publia la solution exacte au probleme d’'un tore
diélectrique plongé dans un champ électrostatique uniforme et axial. Le calcul numérique
stable des fonctions toriques n’étant pas résolu, le travail se limita & un nombre restreint

de considérations analytiques.

Une alternative originale a la résolution exacte de ’équation de Laplace en coordonnées
toriques a été introduite par J. Aizpura et al. [71]. Leur méthode consiste a chercher une
relation de dispersion d’un anneau, et non d’un tore, a partir de la relation bien connue

d’un film mince d’épaisseur d:

14 e
1+eg) £ e (1 —e9)

(w)? = wf,( (1.156)
ou la fonction diélectrique du métal est décrite par le modele de Drude. Dans 1’équa-
tion (1.156), w, représente la fréquence de plasma du métal (dans le cas de l'or w, =
27.8 um™1). k est le vecteur d’onde et wy correspond aux cas des fréquences des modes
symétrique (w_) et antisymétrique (w, ) respectivement.

Dans le cas de 'anneau, Aizpurua et al. supposent que le vecteur d’onde k est relié
a la circonférence de celui-ci. Pour un anneau de rayon extérieur R.,;, k doit prendre les

valeurs suivantes:

2mm m
= _ 1.157
2WRext Rext ( )
d’ou
1 4+ e=md/Reat
=+ 2 1.158
Wt \/(Up (1 + 62) + e—md/Rezt(l — 52) ( )

Le nombre m représente l'ordre du mode et 'effet du substrat est introduit via 5. Cette
relation de dispersion est illustrée par la figure 1.9 pour trois modes (m =1, m = 2, m =
3) symétriques et antisymétriques. L’ anneau d’or y est plongé dans l'air (g5 = 1).
D’apres cette relation, les fréquences des modes (wy) et (w_) d’un anneau évoluent
en fonction du rapport entre I'épaisseur de la couche métallique et le rayon intérieur.
Lorsque I'épaisseur d de 'anneau augmente, les fréquences des modes convergent toutes
vers w, = 19.6 um = = 320 nm. Cette fréquence est la fréquence du mode de plasmon de
surface d’'une inferface plane. On retrouve ici le fait que si d est grand, la géométrie de

I’anneau tend vers celle d’un surface plane. Pour la situation d — 0, les fréquences des
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w/c (pm”')

d/React

Fi1G. 1.9 — Fréquences des modes m = 1, m = 2 et m = 3 d’un anneau d’or en fonction du rapport
d/Reyt d’aprés le modéle de Aizpurua et al.. La fonction diélectrique du métal est décrite par le modéle de
Drude. Le milieu extérieur est de lair. Les modes symétriques (w_ ) correspondent aux branches de basses

fréquences, alors que les modes antisymétriques (w4 ) correspondent auz branches de hautes fréquences.

modes symétriques w_ subissent un fort décalage vers le rouge ("red-shift”) et s’annulent

si d = 0. Les fréquences des modes wy convergent vers la valeur de wy,.

En dehors de ces situations extrémes, la dépendance en fréquence des modes peut étre
interprétée comme une interaction entre la réponse d’un nano-disque et d’un trou dans
un film mince [72]. Les modes plasmons d'un disque et d'un trou sont des excitations
électromagnétiques qui induisent des charges de surface a l'intérieur et ’extérieur de ’an-
neau métallique. Les répartitions de charge liées aux plasmons du disque et du trou vont
interagir suivant 1’épaisseur de ’anneau. Cette interaction entraine une levée de dégéné-
rescence des modes d'un disque en deux nouvelles résonances. Comme pour les modes
d’une sphere métallique creuse [73], les modes symétriques (w_) vont correspondre aux
branches de basses fréquences, alors que les modes antisymétriques (w,) correspondent

aux branches de hautes fréquences [74]. Par analogie avec la distribution de charges dans
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w_ (VI
m=1 m=1
m=2 m=2
m=3 m=3
(a) (b)

F1G. 1.10 — D’aprés le modele de Aizpurua et al., représentations schématique des distributions su-
perficielles des charges dans un anneau pour les modes m = 1, m = 2, m = 3 symélriques (a) et

antisymétriques (b)

le cas du film mince, le mode symétrique est caractérisé par une distribution de charges
superficielles de méme signe a I'intérieur et a l'extérieur d’une section de ’anneau comme
le montre la figure 1.10a. Le mode antisymétrique correspond a une distribution de charges
de signes opposés le long d’une section (Fig 1.10b).

Remarquons pour terminer que le mode m = 0 caractérisé par 'absence de "rotation”

autour de 'axe de ’anneau ne présentent pas de dispersion :

w_ = 0

Wy = wp

Cette étude, basée sur un modele tres simple, a le mérite d’anticiper les tendances des

modes d’un anneau métallique ainsi que les distributions de charges correspondantes.
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Equation de Laplace en coordonnées

toroidales

Les fréquences propres des modes de surface des petites particules dépendent de leur
forme, de leur taille ainsi que du métal. Ces fréquences sont bien restituées par I’approxi-
mation non retardée pour autant que leur taille typique a soit tres inférieure a la longueur
d’onde A. On trouve dans la littérature des relations de dispersion de plasmons de petites
particules dont les formes sont associées a des systemes de coordonnées autorisant la sé-
paration de variables de 1’équation de Laplace (13 systemes possibles), qu’il faut résoudre
dans I'approximation non retardée. Tandis que le développement des techniques de fabri-
cation par microscopie électronique ou par méthodes chimiques rend possible la création
de nano-particules métalliques de formes de plus en plus complexes [75, 76, 77, 78, 79], la
géométrie torique reste peu étudiée.

Motivés par ce manque de connaissance sur les modes optiques d’un tore métallique,
nous allons, dans une premiere partie de ce chapitre, nous intéresser au systeme de co-
ordonnées lié a la géométrie torique. Puis dans une seconde partie, nous détaillerons la
séparation de variables dans I’équation de Laplace ainsi que les solutions des équations

différentielles ordinaires auxquelles elle conduit.

2.1 Coordonnées toroidales

2.1.1 Coordonnées bipolaires

Afin de construire le systeme de coordonnées toroidales, nous allons nous intéresser
dans un premier temps, au systéeme de coordonnées bipolaires dans un plan (2 dimen-

sions). Le systeme de coordonnées toroidales sera construit par rotation du systeme de
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F1G. 2.1 — Construction des coordonnées bipolaires : ce systéme de coordonnées est construit a partir
du probléme de deux cylindres portés a des potentiels égauz en valeur absolue et de signes opposés, placés

en —a et +a.

coordonnées bipolaires.

Le systeme de coordonnées bipolaires est construit a partir du probleme de deux
cylindres de longueur infinie, portés a des potentiels égaux en valeur absolue V et de
signes opposés, et dont les centres sont respectivement placés en +a et —a le long d’un
axe x (Fig 2.1) .

Le potentiel complexe dii au cylindre chargé et placé en +a sur 'axe Ox s’écrit :
Fio=|K|In(w—a)+C (2.1)

ol K est une constante et w = = 4 12. De méme, le potentiel di au cylindre placé en —a
s’énonce :

F_ o, =—|K|In(w+a) + Cy (2.2)

Le principe de superposition permet de conclure que:

1 _
F(w) = Fro+ F_q = |K]| 1E(w Y (2.3)

(w+a)
Le potentiel complexe total est donc la somme des potentiels créés par le cylindre placé
en +a et par celui placé en —a. La contrainte physique de ce systeme porte sur la partie
réelle du potentiel : ¢;(w) = RF(w) = 0 si w = 0. [l n’y a pas de contrainte sur la partie
imaginaire. Si C 4+ Cy est imaginaire pur, il n’affectera pas ¢;(w).

Si on choisit Cy + Cy = —im, F(w) est de la forme:

Flw) =+ igy = K] n (212 (2.4

a—w
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Afin de définir les coordonnées bipolaires, nous poserons |K| = 1. Les propriétés des

fonctions hyperboliques nous permettent d’écrire [50, 80:

¢ +igy = F'(w) =In <w i a) = 2 atanh (E) (2.5)
a—w a
D’ou
-, i .y
w=x+iz=a tanh | L i) _ o 2o + isin(gy) (2.6)
cosh ¢1 + cos(q5)
Si on pose g = T — o, nous obtenons les relations suivantes:
sinh ¢
x a——- (2.7)
fla1.q2)
sin ¢
z = a4 —- (2.8)
fla1.q2)
avec :
f(q1,q2) = cosh g1 — cos g2 (2.9)

Ces équations définissent les coordonnées bipolaires (q1, ¢2).

Inversement, nous pouvons écrire (g1, g2) en fonction des coordonnées cartésiennes

(z, 2)

2ay

g1 = atanh [m} (210)
—2az

Q2 = atan {m} (211)

¢ est une coordonnée radiale définie sur ¢; €] — oo ; +00], et ¢z est une coordonnée
angulaire définie sur ¢o € [0 ; 27]. Notons également l'importance de a dans la définition

de ces coordonnées.

2.1.2 Construction des coordonnées toroidales

Les coordonnées toroidales sont obtenues par rotation des coordonnées bipolaires au-
tour de l'axe Oz. Cette rotation introduit une troisieme coordonnée notée ¢z qui cor-

respond a une coordonnée azimuthale. Les coordonnées toroidales sont alors reliées aux



56 Chapitre 2

coordonnées cartésiennes par les équations suivantes [48, 81]:

sinh ¢ cos g3

r = a4 ———— 2.12

fa1.42) 212)
sinh ¢; sin g3

= 4a— 2.13

Y fla1,42) (2.13)

sin gy
z = a4 —- 2.14
fla1,q2) (2.14)

¢1 est alors une coordonnée radiale (0 < ¢; < +00). @2 et g3 sont des coordonnées angu-
laires (0 < ¢o < 27,0 < g3 < 27). a est le foyer du tore (Fig 2.4 ).

Inversement, nous pouvons exprimer ¢;, ¢ et g3 en fonction de x, y et z:

/22 1 42
¢ = atanh caya ty (2.15)
a? + 1% + y* + 2*
2az
¢ = atan [_aQ—xQ—yQ—ZQ} (2.16)
g3 = atan [Q] (2.17)
T

En considérant la coordonnée ¢; constante (¢; = ¢), 'équation obtenue & partir de la
relation (2.15) est I'équation d'une surface sphérique centrée en x = a cothq?, y = 0 et

z =0, et de rayon r = acschq; (Fig 2.3 ):

22+ 2 + 22+ a® = 2a/2% + y? coth ¢? (2.18)

Cette équation permet de définir la surface d’un tore (Fig 2.2) par la seule coordonnée ¢;

posée égale a une constante.

De méme, en considérant ¢y constante, nous obtenons & partir de 1’équation (2.16),
I’égalité suivante:

a?

22+ y*+ (2 —acotg qz)* = (2.19)

sin? gy
Cette équation est I’équation d’une surface sphérique centrée en x = 0, y = 0 et z =

a cotg gz, et de rayon r = acsc g (Fig 2.3).
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F1G. 2.2 — Schéma des surfaces définies par qi1, gz, g3 constantes.

Sur la figure 2.3, nous avons représenté 'intersection des surfaces définies pour plu-
sieurs valeurs de ¢; (eq. 2.18) et de g3 (eq. 2.19) avec le plan g3 = 0 (plan Oxz). Lorsque ¢;
prend des grandes valeurs, I’épaisseur du tore devient tres faible (d — 0) et le rayon moyen
tend vers la valeur a. Inversement, si ¢0 prend la valeur 0, 'épaisseur du tore devient tres

importante (d — oo) et le rayon intérieur est alors tres petit R;, — 0.
A partir de ce systéme de coordonnées, la surface d'un tore est simplement définie par
la constante ¢? et de a. L’espace ol q; < ¢! correspond au volume extérieur au tore alors

que q; > ¢} défini Vintérieur du tore (Fig 2.4).

Les rayons intérieur R;, et extérieur R, du tore défini par ¢{ peuvent étre exprimés
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F1G. 2.3 — Les cercles en trait plein représentent lintersection des surfaces pour plusieurs valeurs de q;
avec le plan g3 = 0 et les cercles en traits discontinus celles pour des valeurs de qa. Les vecteurs eq, et

eq, sont deur des vecteurs unitaires “tournants” du systéme de coordonnées.
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y4
%’
0
R
Rin
0
<
99
Rout
Fic. 2.4 — ¢ = ¢) = constante et a définissent la surface d’un tore. L’épaisseur d, et les rayons
intérieurs R, et extérieurs Royu: sont alors définis a partir de ces deux constantes.
en fonction de cette constante et du foyer a:
Rin = acothq) —acsch ¢’ 2.20)
Ry = acothg)+ acschq! (2.21)
et inversement :
Rou + R,
¢! = arccosh <%) (2.22)
Ry + R;
a = = (2.23)
2 coth ¢
ou d représente 1’épaisseur du tore:
d = Row — Rin (2.24)

Les relations (2.23) et (2.23) montrent que la coordonnée ¢; est sans dimension. L’unité

de longueur est contenue dans la constante a.

Le rapport d/R;,, ou facteur de forme, est sans unité. Donc des tores qui ont des

rapports d’épaisseur et de rayon intérieur égaux, mais qui ont des tailles différentes, seront

caractérisés par la méme valeur de ¢}.
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2.1.3 Facteurs d’échelle

Les facteurs d’échelles sont définis par la formule générale suivante [52]:
ox1® [oy]® T[027°
2 = g = 2.25
o [5%} " L‘?qi] i [5%} (22

La quantité h; est le facteur d’échelle pour la coordonnées ¢;. Une variation dg; de cette

coordonnée correspond a une longueur de déplacement h;dg;.

Par rapport aux coordonnées cartésiennes, nous trouvons pour les facteurs d’échelles

des coordonnées toroidales:

a

hg, = hg, = 2.26

! ! f(Q1,CI2) ( )
asinh ¢

h,, = ——— 2.27

B ) (2.27)

2.1.4 Vecteurs unitaires

Les vecteurs unitaires en coordonnées toroidales sont calculés a partir de z,y et z et

par les relations suivantes:

€4 = > Ymn€a, (2.28)
1 Ox,,
avec 7, he Og (2.29)
apres calculs, nous trouvons:

e, = Kq+fe, (2.30)

e, = fa—ke; (2.31)

e, = —singse, +cosgse, (2.32)

ol le vecteur q est défini par:

q = cosqs e, + sings e, (2.33)

et les constantes k, (3, et v par:

1 — cosh ¢, cos ¢

T T o) (2.34)
B = —vsinhq (2.35)
y = e (2.36)

f(q1,62)
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Nous pouvons de méme exprimer les vecteurs cartésiens e,, e,, e, en fonctions des

vecteurs unitaires toroidaux.

e, = KCOSQ3 €y + Fcosqs ey —sings ey, (2.37)
e, = ksings e, + Fsings e, + cosgs e, (2.38)
e, = fe,—Key, (2.39)

2.1.5 Vecteur position

En coordonnées cartésiennes, le vecteur position r a pour expression :
r=zre,t+ye, +ze; (2.40)

A partir des expressions en coordonnées toroidales des variables x, y, z et des vecteurs

unitaires cartésiens, r s’exprime sous la forme:

a
r=———|cosqysinh g; e,, + coshq;sing, e 2.41
Flang) [cos ¢z a1 €q a1 a2 42] ( )

Sa norme a pour expression :

h
i a\/COS q1 + COS @2 (2.42)
cosh q; — cos ¢

2.1.6 Gradient et laplacien en coordonnées toroidales

Le gradient d'un champ scalaire ® s’exprime sous sa forme générale par [52]:

Les facteurs d’échelle et les vecteurs unitaires relatifs aux coordonnées toroidales ont été
trouvés précédemment. Nous pouvons alors écrire le gradient dans le systeme de coordon-
nées toroidales:

Vo =

1{8@ 0P 1 09 ] (2.44)

— | ey + ——ep+ ————e
hy |01 ™ Ogy ®  sinhq Ogz ™

Le Laplacien est sous sa forme générale [48]:

1 o (h,h, OP o (h,h, OP o (h,h, OP
V2p— - [_ <M_> L9 <M_) L9 (M_)} 9 45
rodode 19\ he 90 ) T oe \The, 90 T aw \ T, 0a )] YY)
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ce qui devient en coordonnées toroidales:

1 1 0 0o 0 0P hy, 0*®
20 = — |—— % (hy, sinhgro— | + — ( By, o= o 97 2.4
v hg, lsinh @1 g ( w P 0611) " <th 8qz) " Sinh @7 0q§} (246)

2.2 Solutions mathématiques de I’équation de Laplace

en coordonnées toroidales

Nous voulons étudier un tore diélectrique aux fréquences optiques. La longueur d’onde
A est donc comprise entre 400 nm et 800 nm. Le diametre des tores que nous allons
considérer devra donc étre significativement inférieur a 400 nm pour que I'approximation

non retardée reste pertinente:

D =2(d+ R;,) << 400 nm (2.47)

2.2.1 Séparation de variables

L’équation de Laplace V2®(r) = 0 est une équation différentielle avec certaines condi-
tions aux limites. La résolution de cette équation a fait I'objet d’études mathématiques
considérables. Dans le cas d’objets de formes tres compliqués, il n’existe pas de méthode
analytique simple. On ne peut résoudre ce probleme qu’approximativement, en utilisant

des méthodes numériques.

Toutefois, il y a quelques problemes pour lesquels 1’équation (1.83) peut étre résolue
directement. Une résolution analytique nécessite de pouvoir écrire le potentiel sous forme

de produit de fonctions:
(I)(I') = Fl(l’l) FQ(LUQ) Fg(l’g) (248)

ou (x1, xa, x3) est un systeme de coordonnées. Le potentiel est séparé en trois fonctions,
chacune dépendante d’une seule coordonnée. L’équation de Laplace est exprimée dans ce

systeme de coordonnées par:

1 0 (hashs, 02N | O (hohyy 0B 0 (haihyr, 0P
hxlhx2hx3 81’1 hm 81’1 81’2 thO 81’2 81’3 hx3 8q3

By (1) Fa(22) F3(23) = 0 (2.49)
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Systémes de coordonnées

Fonctions correspondant aux solutions

générales des équations aux dérivées

ordinaires issues de la séparation de variables

Cartésien Fonctions exponentielles,circulaires,
fonctions hyperboliques

Cylindrique Fonctions de Bessel, circulaires

Conique Harmoniques elliptiques

Elliptique Harmoniques elliptiques

Cylindrique elliptique

Fonctions de Mathieu ,circulaires

Coordonnées sphéroidales

aplaties (oblate)

Polynomes de Legendre,

fonctions circulaires

Parabolique

Fonctions de Bessel , fonctions circulaires

Parabolique cylindrique

Fonctions paraboliques cylindriques,

fonctions de Bessel , fonctions circulaires

Paraboloidal

Fonctions circulaires

Coordonnées sphéroidales

allongées (prolate)

Polynomes de Legendre,

fonctions circulaires

Sphérique

Polynomes de Legendre,

fonctions circulaires

TAB. 2.1 — Systemes de coordonnées séparables dans [’équation de Helmholtz scalaire. Les

fonctions “circulaires” désignent les fonction sinus et cosinus.

Si cette derniere expression peut étre décomposée en trois équations différentielles ordi-
naires, I’équation de Laplace est alors séparable dans ce systeme de coordonnées, et une

solution analytique peut étre trouvée.

En pratique, il existe onze systemes de coordonnées en trois dimensions qui permettent
la séparation de I’équation de Helmholtz scalaire et de Laplace (voir tableau 2.2.1).

En plus de ces onze systemes, la séparation de variables est possible pour ’équation
de Laplace dans deux autres systemes, en introduisant un facteur multiplicatif. Dans ces
systemes, la forme séparée du potentiel est :

0= )

(2.50)

Ces deux autres systemes sont les systemes de coordonnées bisphériques et toroidales.
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2.2.2 Solutions générales des équations différentielles ordinaires

Dans le systeme de coordonnées toroidales, il faut poser [48]:

(I)(CI1,CI27CI3) =V f(Q17Q2)F(Q1,Q27Q3) (2-51)

ot F(q1,42,93) = U(q1)V (q2)C(g3) et f(q1,q2) est définie par la relation (2.9).

En introduisant cette expression dans celle du gradient exprimé en coordonnées toroi-

dales (eq. 2.44), 'équation de Laplace s’exprime alors sous la forme:

1 o [ . 0U(q1)> 1 02V (ge)
9 (g 2.52
U(q1)sinh ¢, Oq <Sm & Iq Vig) 0q3 ) (2:52)
1 0? 1
+ ((g3) + =0

C(gs)sinh®*q  O¢3 4

La fonction ((g3) vérifie I’égalité suivante:

C(%) N

ou m est un nombre entier. La solution de cette équation différentielle est triviale:

<”(QS) m2 (253>

(m(q3) = ™% avec m entier > 0 (2.54)

Nous pouvons donc réécrire I’équation de Laplace comme suit :

U'(q1) |, V") m? Ulq) 1
— + coth +—-=0 2.55
Ul@) V()  sinh®(q) (@) Ul) 4 (2:55)
La fonction V' (g2) alors séparée, vérifie :
V"(g2) >
=-n 2.56
Vi) (2:30)

ou n est aussi un entier. La solution est également tres simple:

Vi(g2) = €™ avec m entier > 0 (2.57)
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En remplacant les fonctions ((g3) et V' (g2) par leurs solutions respectives dans 1’équa-

tion de Laplace (2.53), il ne reste que la dépendance en ¢; :

T +eotio) et - [smh;(ql) ’ <" ) 111)] - 2

En multipliant cette derniere équation par U(q;), nous aboutissons a une équation

m

différentielle de Legendre:

L 0 (sinh(ql)ﬁgéj’l)) = {qu) + (n2 - i)] Ulg) =0 (2:59)

sinh(q1) O sinh?(

La solution de I’équation (2.59) est une combinaison linéaire des fonctions de Le-
gendre de leére et 2nde espece d’indices demi-entiers [50, 80]. Elles sont généralement
notées P, (coshqi) et Q™ 1 (q1) (coshqy).

2 2

La solution générale de I’équation de Laplace s’écrit alors sous la forme [48, 82]:

D(q1,92,03) = Vf(a1,¢2) (2.60)

[e.e] o0
m pm mym ingz ,imgs
[An Pn_% (coshqy) + By, Qn_% (q1) (cosh ql)] "¢
m=0 n=0
ou AT et B)" sont des constantes. La suite de ce chapitre est consacré a ces fonctions de
Legendre d’indices demi-entiers. Nous allons nous intéresser a leurs propriétés, ainsi qu’a

leur évaluation numérique.

2.3 Fonctions de Legendre d’indices demi-entiers

Les fonctions de Legendre d’indices demi-entiers sont plus communément appelées
fonctions toroidales ou toriques, ou encore harmoniques toriques. Elles sont exprimées

sous forme intégrale par [50]:

. I (n+m+1) (sinhg)m m sin )?"d
P™ 1 (coshq) = ( T 2) ( 2 1 / (ein ) . ’ r (2.61)
3 I (n —m+ 5) 2m\/m (m + 5) o (cosh @ + cos psinh gp)" ™2
—1)"C (n+3%) [~ h
P™(coshq,) = SN 12) / o 5 (2.62)
2 r (n —m+ 5) 0 (coshgq + costsinhg)""2

et ou, la fonction I" est :

I'(n)=(n—1)!
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Leurs expressions sont tres proches de celles des fonctions de Legendre d’indices entiers.
Ces dernieres ont été souvent discutées dans la littérature et de nombreux algorithmes
ont été développés [83, 84, 85, 86]. Toutefois, I’évaluation des fonctions toroidales est plus
délicate. Le calcul numérique direct des intégrales comprises dans les équations (2.61) et
(2.62) diverge treés rapidement.

Gaustschi proposa un premier algorithme en 1965 [84], relativement stable, mais tres
lent et seulement valide pour les faibles degrés n et ordres m. Récemment, A. Gil et S.
Segura proposerent une méthode [87] permettant de calculer de maniere stable et précise
(quadruple précision possible) les fonctions P:i%(cosh Q1) et P %(cosh ¢1) pour toutes
valeurs de n et m. Basée sur une méthode proche de celle de Gautschi, leur approche
permet un calcul plus précis et valide pour une grande plage de parametres.

Nous pouvons noter également une méthode originale et simple développée dans la
référence [88]. Malheureusement, cette méthode ne permet de calculer que les fonctions
P 1 (coshq) (et non les fonctions Q™ (coshqy)) et converge trés difficilement pour des

1 1
2 2
grandes valeurs de cosh ¢ .

2.3.1 Relations de récurrence et évaluation numérique

L’algorithme de calcul des fonctions toroidales que nous avons utilisé, est basé sur les
relations de récurrences que vérifient toutes les fonctions de Legendre (P*(1) et Q7 (1))
[50] :

(v—m+ 1P () — Qv+ 1zP"(0) + (v+m)P" (¥) = 0 (2.63)

m+1 2mx m m—1 _
P (0) + WPV ()= w—m+1)(wv+m)P" (W) = 0 (2.64)

Considérons dans un premier temps que le degré v soit un nombre entier et que l'ordre
m soit un nombre entier positif. Les mémes relations de récurrence sont applicables aux

fonctions Q' (V).

Les fonctions de Legendre vérifient donc une relation de récurrence a trois termes:
Yk+1 + axYk + bkyp—1 =0 (2.65)

Cette relation n’admet une solution que si il existe deux solutions linéaires indépendantes

y) et y) [89] telles que:
i

lim =k — (2.66)
Yg
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La solution y,ﬁ est appelée solution dominée et est unique. yll est appelée solution domi-
nante [90].

La relation de récurrence peut étre alors appliquée vers ’arriere pour évaluer la solution
dominée. La connaissance de y,ﬁ et de y,ﬁ 41 permet alors de calculer yi_l numériquement.
L’utilisation de la relation de récurrence vers I’avant pour trouver une solution minimale
entraine une aberration puisque une simple erreur d’arrondi introduira une composante
dominante, faisait diverger le calcul [91].

De la méme maniere, le calcul d’une solution dominante ne peut se faire que de I’avant

par récurrence. y,l et ?/11_1 permettent alors de calculer y,l 41

Dans le cas des fonctions de Legendre, il est facile a vérifier que les fonction Q7 (¥)
sont des solutions dominées a ’équation de récurrence sur le degré n (eq. 2.63) et que les
P (9) sont solutions dominantes [89]. Pour la récurrence sur m (eq. 2.64), P"(J) sont

solutions dominées et les fonctions Q(¢}) sont des solutions dominantes.

L’application du théoreme de Pincherle [92] sur les relations (eq. 2.63) et (eq .2.64)

réécrites sous forme de fractions continues :

@ 1
m) Q4 D)/v+m)la—v-—m+1)/(v+m).Qr,(9)/Qun (V) (2.67)
BrW) _ (v—m+1)(v+m) 26

Pm=1(9) 2max /0% — 1+ Pri(9)/Pm(d)

démontre leur convergence pour z > 1 [93].

L’utilisation de ces relations de récurrence rend 1’évaluation des fonctions de Legendre
d’indice entier (P!"(1)) simple. Effectivement, pour cette catégorie de fonctions, il existe

des expressions pour Py (¥) et Py, (0):
PR () = (—=1)™(2m — D)1 — 9*)™/?
Py (9) = 2(2m + 1) Py (V)
Ces deux équations servent alors de point de départ a la relation de récurrence (2.63).

P™(9) étant une solution dominante, le calcul des fonctions P () pour tout degré

n=0..N et m fixé, est alors immédiat par récurrence vers l'arriere [91].

Pour les harmoniques toriques, le degré v n’est pas entier (v =n—1/2,n =0, 1, 2...)

et argument 1 = cosh ¢; est positif et supérieur a 1.



68 Chapitre 2

Pour ces fonctions, la plus grosse difficulté comparée a 1’évaluation des fonctions a

indice entier, vient du fait que des expressions simples ne peuvent étre trouvées que pour

le(ﬁ) et Ql_l(ﬁ):

0 B 2 2

Q_%(ﬁ) N 19+1K(19+1) (2.69)
) - EGR)

QL(Y) = BN OESY (2.70)

Les fonctions E et K sont des intégrales elliptiques et sont évaluées grace a ’algorithme
de Carlson [94]. Comme nous I'avons vu précédemment, les fonctions @) sont solutions
dominantes sur la récurrence sur m. Il est alors possible de calculer Q™ (). Ces fonctions
sont solutions minimales pour la récurrence sur n. Les fonctions Q’i”% (29) ne peuvent éetre

évaluées.

A ce stade, I'absence de point de départ pour une relation de récurrence stable pour les
fonctions P™ , () semble bloquer le calcul. Toutefois, il est possible d’écrire de nouvelles
2

relations en introduisant le Wronskien relatif entre les fonctions P*(v) et QU (9):

Fv+m) (—1)™

T(v—m+1)1— 2 (2.71)

WAE (), Q) (0)} =

En combinant le Wronskien avec les relations de récurrences, deux nouvelles relations

entre deux degrés v (eq. 2.72) et deux ordres m (eq. 2.73) consécutifs apparaissent :

PROIQIA0) ~ P @)QE0) = s (- 2.1
B )QE @) — Pr0)@n () = oot D 273

T—m+ 1)V -1

L’utilisation complémentaire des deux fractions continues (2.68) et (2.68), et des rela~

tions dérivées du Wronskien rendent alors possible le calcul des fonction toroidales.

L’algorithme peut alors étre résumé sous la forme suivante:

* Calcul des fonctions QY , (V) et Q' , ().

* Calcul des fonctions Q™ (¢) m = 0,1,...,M par récurrence vers 'avant.
2
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+ Evaluation des P™ (9): La premicre étape consiste a calculer PM (9)/P ' (9) en
2 2 2

utilisant la fraction continue (2.68) avec v = —1/2:
Piw%(ﬁ) —(M +1/2)?
: AM41)9/ /21— ME3/22

2MY/\/ 92 —1—...

Cette fraction converge rapidement. Elle est combinée avec I’équation (2.73) ce qui

donne:
v D(M=—1/2? 1 1
i S s VO YA ) B

. =0,...,.M~ . s
Les autres fonctions P} (9) sont obtenues par récurrence vers l'arriere.

2

A ce stade, nous avons généré les fonctions {P™ (), @™, (¥),0 < m < M}.
2 2

Evaluation des Pjr”l () : Nous allons procéder de la méme maniere que I'étape pré-
2

cédente : dans un premier temps, nous calculons la fraction continue:

g, = (2.76)
' PT-I) |
et qui combinée avec la relation (2.68) donne:
1 I'(3/24+M —-1)M
PM(9) = PM (9)H, (3/2+ M) (1) (2.77)

! ST Q) TR - M) (M + 1/2)

La relation (2.64) permet de calculer tous les P (), m = 0,1,....M.
2

Evaluation des P, (J): Nous connaissons maintenant P™ (J) et P ,(J). Par la
2 2 2
relation (2.63), nous obtenons P™ ,(J) 0 < m < M, 0 < n < N. Toutes les fonc-
2

tions P ont été évaluées.

Evaluation de Q™ , (V) : A partir de Py, , () et de Py
2 2

V-4
et de Q9 _, (V) en utilisant une fraction continue et la relation (2.72).
2

(9), nous obtenons Q°,  , ()

N+1

* Par la méme méthode, nous avons Q} , (9) et Q@ _, (V).
2

N+1
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x De Q% . (9) et QL. , (1)), nous obtenons Q™ , (9¥) 0 < m < M par récurrence.
QN:I:%( ) QN:I:%( )7 u QN:I:%( ) > >~ par recurr
* Pour finir, une récurrence sur n a partir de QY 1 (V) et QY _.(J), nous permet
2 2
d’évaluer le reste des fonctions Qz_l(ﬁ) 0<m<M,0<n<N.
2

Sur les figures 2.5 et 2.6, nous avons tracé les courbes des fonctions P™ , (coshq;) et
2

Q™ 1(q1) (coshqy) pour des ordres m = 0,1,2 et les degrés n = 0,1,2.
2

2.3.2 Orthogonalité

Deux fonctions f(9) et g(¢) sont dites orthogonales sur l'intervale a < ¢ < b avec un

facteur de poids w(4) si:

/ f(@)g()w(P)dd =0 (2.78)

I1 est possible de développer une relation d’orthogonalité de la méme maniere que pour

les fonctions de Legendre associées [95]:

1
_ +m)!
PrO)Pr(0)(1 — ) 'do = (”75,” 2.79
[ Rrops@ -yt - S (2.79)
Cette expression reste identique par échange des fonctions P¥(¢J) par les fonctions Q@ (¥9)
[50].

2.3.3 Dérivées

En combinant 'équation de Legendre (2.59) et les relations de récurrence, on montre
que la dérivée d’une fonction de Legendre d’indices demi-entiers s’écrit :
1\ cosh ¢ n—m-—1/2

d
—1m hqg) = — = ™ hqg)—
dq, n—3 (cosh qu) (n 2) sinh ¢; n—3 (cosh 1) sinh ¢;

7™ 1(coshqi) (2.80)

-1
2

ouT™  (coshq) représente soit Q™ , (coshq) soit P™ , (coshq). La relation de récur-
2 2 2

rence (2.64) appliquée & m = 0 donne:

_ n—1/2 e e
T,’Zi‘l}z (coshq) = — / [cosh a1 Tn__l%(cosh Q) — Tn__g(/]2 (cosh ql)] (2.81)
sinh ¢
Si cette derniere équation est appliquée a la relation sur les dérivées, on trouve:
d _ —
T35 (coshgi) = T, )5 (cosh g1 ) (2.82)

d—q1 n—1
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2.3.4 Autres formules analytiques

Il existe peu de formules analytiques des fonctions toriques excepté les expressions
(2.70) et (2.70) qui sont le point de départ de ’algorithme. On peut également noter les

relations suivantes:

V3 Q" (coshgy) = [ @) 4 (283
v NEOTD)
1
V/cosh g1 — cos ¢z ~ Z Q) 1/2 COS (ng) (2.84)

2.3.5 Degrés négatifs

La définition des fonctions toroidales montre que le degré n peut étre un nombre entier

négatif. Si n > m, nous pouvons écrire 1’égalité suivante:

P 1 p(coshqr) = Py 5(coshgr) (2.85)

n

QTn—l/z(COSh Q) = Q?_yz(cos-h Q) (2.86)

La seule exception a cette regle se produit pour m = 1 et n = 1. Pour cet ordre et ce

dégré, nous pouvons écrire :

Qle—ll/z(COSh Q) = —QT—:11/2(COSh Q) (2.87)

2.3.6 Comportements asymptotiques

Les formes asymptotiques simples sont essentiellement obtenues pour m = 0 a partir
des relations (2.61) et (2.62):

hm0 P (coshqy) = 1 (2.88)
q— 2

lim Q™= 0(cosh ¢1) =0 (2.89)
q1—00

Les grandes valeurs de n permettent aussi de dégager les expressions suivantes :

nq1

lim P (coshq) = ¢ 2.90

n—o0 ( 2 [27(n 4+ 1/2) sinh q1]1/2 (2.90)
7T1/26—nq1

lim Q"= 0(coshq1) = (2.91)

n—oco [2(n — 1/2) sinh ¢;] "/



72 Chapitre 2

Les autres comportements asymptotiques sont déduits de I’évaluation numérique des

fonctions toroidales:

lim P™ ,(coshq) = oo (2.92)
q—oo 73

hm QM 1 (cosh q1) = 00 (2.93)
q1—0

2.4 Coordonnées cartésiennes et fonctions toroidales

Nous avons vu dans le premier chapitre qu’il est nécessaire de connaitre le dévelop-
pement de z sur les fonctions de Legendre (eq. 1.143), pour mener a bien la résolution
du probleme d’une nanosphere placé dans un champ uniforme. En vue de I'étude de la
diffusion de la lumiere par un tore, nous allons, dans cette section, chercher a exprimer

les coordonnées cartésiennes x, y et z sur les fonctions de Legendre a indices demi-entiers.

Commencons par chercher I'expression de z. Pour cela, nous allons partir de I'une des

rares expressions analytiques des fonctions Q™ , (coshqi) [48]:
2

+oo
m - g Z Qnm—zlom(COShqﬂ cos(ngs) (2.94)

En dérivant cette égalité par rapport a ¢, la coordonnée z apparait :

d (L ) _ _ sing

daz \ \/f(q1.q2) 21 (q1,q2)3/
VA

" 2af(q1,2)'?

2R - Ta coordonnée z possede alors pour développement :

car 2 = a 2
fla1,92)

2\/50' - m=0 :
2= Vv f(¢1,42) Z n Q' p(coshqr) sin(ngs) (2.95)

n=—oo

Grace aux égalités des fonctions toroidales pour des indices n négatifs, nous pouvons

réduire la somme sur n. En utilisant la relation (2.86), nous obtenons :

4fa

f(q1,42) Zn Q) 1/2 (coshq) sin(ngs) (2.96)
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Cherchons maintenant a obtenir un développement de x et y. Le point de départ de
notre démonstration est le méme que pour la coordonnée z, mais nous allons dériver

Iégalité (2.94) par rapport a ¢;. Cette dérivation fait apparaitre la coordonnée x :

i( 1 ) __ sinhg
dg f(QMIz) 2f(Q17Q2)3/2

T
Qaf(éha%)l/z COs g3

car ¥ = a%%ss% Nous obtenons alors:

2v/2a
R f(q1.42) Z d Qni)a(cosh i) cos(ngz) cos g (2.97)

n=—oo

L’application de la relation (2.82) sur la dérivée des fonctions Qnm_zl%(cosh ¢1) conduit a

I’égalité suivante :

2\/5@ — m=1
r= 220 g S Qila(coshar) cos(ngs) cos gy (2.98)

™

n=—oo

De méme que pour la coordonnée z, les égalités sur les degrés négatifs permettent d’éli-

miner la somme sur les n négatifs:

2\/§CL — m=1
r=-—— f(q1,q2) 2(2 — 0n0) @y ja(coshqi) cos(nge) cosgs (2.99)
n=0

Remarques: Le développement de y s’obtient facilement de maniere semblable:

2v/2ai .
= V/lae) Z 0n.0) @nija(coshqr) sin(ngs) cos g (2.100)
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© \
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FI1G. 2.5 — Fonctions toroidales ( P™ , (coshqi) pour m =0,1,2 and n =0 (trait continu), n =1 (trait

1
2

discontinu), n = 2 (trait pointillé discontinu,).
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0.8
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cosh(q,)

F1G. 2.6 — Fonctions de Legendre d’indices demi-entiers Q" 1(coshqi) pourm =0,1,2 and n =0 (trait
2
continu), n =1 (trait discontinu), n = 2 (trait pointillé discontinu ).
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Chapitre 3

Plasmons de surface du tore

Le chapitre précédent nous a permis d’introduire toutes les subtilités du systeme de
coordonnées toroidales. Ce travail préliminaire permet de mieux comprendre pourquoi le
probleme des modes associés a un tore a été si peu étudié. Cela nous a permis également
d’identifier dans la littérature une méthode stable d’évaluation numérique des fonctions
toroidales.

Dans la premiere partie de ce chapitre, nous verrons comment exprimer les potentiels
intérieur et extérieur du tore en se basant sur les comportements asymptotiques des fonc-
tions de Legendre d’indices demi-entiers. Cette nouvelle écriture des potentiels permettra
d’appliquer les conditions de raccord a la surface du tore. Si cette application est aisée,
nous verrons que la résolution du systeme d’équations auquel elle conduit 1’est beaucoup
moins. Nous nous efforcerons ensuite a découpler ce systeme afin de trouver une expression
générale des relations de dispersion des modes de plasmons de surface d’un tore. Enfin,
pour conclure ce chapitre, nous exprimerons analytiquement les potentiels et les champs

électriques des différents modes propres.

3.1 Potentiels intérieur et extérieur

Pour commencer, rappelons les comportements asymptotiques a U'infini des fonctions

toriques :
lim P™ ,(coshqi) = oo (3.1)
q1—00 2
lim Q™ 1 (coshq;) = oo (3.2)
¢1—0 "3

Les fonctions P™ , (coshq) sont donc divergentes pour des grandes valeurs de ¢, alors
2

que les fonctions Q™ , (cosh q;) le sont pour des petites valeurs de cette méme variable.
2
Rappelons aussi que, dans le systeme de coordonnées toroidales, ¢; — oo correspond a la
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partie de I'espace extérieure au tore dont la surface est définie par ¢, alors que ¢; — 0
définit une région de 'espace tres proche de I'un et I'autre foyer +a de ce tore.
Ces deux dernieres remarques nous permettent de postuler la forme générale du po-
tentiel électrique a l'intérieur ®(r) et a extérieur du tore ®°"(r):
Pn(r) siq > )
O(r) = (3.3)
Pout(r) siq < ¢

avec:
( oo foo .
On(r) =/ f(na) X 2. B Qs (coshq) Un(ge) e
(3.4)
+o0o  +oo
@) = /T (ane) ¥ 2, AT By (coshan) Un(ge) € s

ou les B et les A" sont des constantes a déterminer.

Dans la suite de cette these, afin de ne pas surcharger les notations, nous avons utiliser

les abréviations suivantes :

pP™ %(cosh Q) = P:i%(ql) (3.5)

Q1 (coshqr) = Q1 (a1) (3.6)
De méme, nous allons noter également :

P (coshqi) = P 1 (q7) (3.7)

Qnm_%(COSh Q?) = Qnm_%(q?) (3.8)

Le fait d’exprimer un potentiel intérieur et extérieur est classiquement la premiere
étape de résolution des problemes d’électrostatique. Cette méthode se retrouve dans tous
les ouvrages traitant du sujet [20], au travers de I'exemple simple de la sphere diélec-
trique. Le livre de Morse et Feshbach [48] compte parmi les ouvrages qui procurent le plus
d’exemples de solutions correspondant a toutes les géométries abordables par une sépa-
ration de variables de I’équation de Laplace. La géométrie torique y est en partie traitée.
Contrairement a la plupart des autres géométries, le calcul des modes propres n’y est pas
entrepris, méme si I'expression générale du potentiel est fournie. Ce fait est probablement
du a la difficulté de calculer les fonctions toroidales. Nous avons vu précédemment que le
calcul fiable et rapide de ces fonctions n’est possible que depuis quelques années. Il n’y a

alors aucun obstacle pour entreprendre le calcul des modes propres.
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3.2 Conditions de raccord

L’étape suivante consiste a appliquer les conditions de raccord de I’électrostatique a
la surface du tore. La fonction diélectrique du tore sera notée eo(w) et e désignera la

fonction diélectrique du milieu extérieur.

La premiere condition de continuité est celle des potentiels. A la surface du tore ¢; = ¢?,

les potentiels extérieur et intérieur sont égaux. En coordonnées toroidales, cette condition

s’exprime :
+o0o  +oo too  +oo
SN B Q) Uala) e = > S AT P () Unla) € (39)
m=—o0 n=0 m=—o0 n=0

Dans cette égalité, les termes associés a un couple de valeurs de m et de n doivent étre

égaux. Nous obtenons ainsi la premiere condition sur les constantes A" et B :
BIQILy(af) = AT () (3.10)
Nous allons redéfinir les constantes B and A" en posant :
AT — AT QY (a) (3.11)
By — By P (df) (3.12)
Cette écriture permet d’écrire tres simplement la continuité des potentiels sous la forme:

= A" (3.13)

Appliquons maintenant ’autre condition de raccord. A la surface du tore, la compo-

sante normale du vecteur D(r) = e(rw) E(r) est continue:

Dm(Ql = Q?a Q, q3) - e, = DOUt(Ql = Q?a Q2. q3) - €y (3.14)
sz(w)E(q =¢), @, 33) e = =E(q1 =), ¢, 33) - e (3.15)
w) 0D (r 0®(r
hq1 oq hq1 Oq 1

D’apres (3.4) et (3.4), cette condition s’écrit

>0 Y apemev ) SIS pr gty g (@) - 6x| =0 @)

m=—oco n=0



80 Chapitre 3

ou G est une fonction définie par:

AP () ] dQ 1 (q1)
a=q?

G? = 51@21_1(61?) - 52(W)P£n_;(qg) 72] (3-18)
2 2 dgy 0
q1=4qy

dq

Multiplions & présent 1’équation (3.17) par e~*M%. L’intégration sur gz de 0 a 27 isole

le terme ou m = M :

= go(w) — &1) sinh ¢¥
> ) | S () Qi o)~ ez =0 @
n=0 2f((l1a(l2) 2 2
que nous réécrivons :
Z AM CM U (gy) = 22 AM GM U (g3) cos g (3.20)
n=0 n=0

ot CM est une fonction définie par:

oY = [(52(@ — 1) sinh ¢! PM 1 (¢7) QM 1 (q)) — 2GY cosh ) (3.21)

n — =
n—3

L’application des conditions de raccord en coordonnées toriques ne pose donc aucun
probleme. Toutefois, remarquons que 'expression de 1’égalité (3.20) est différente suivant
la forme prise par la fonction U, (gz). Cette fonction peut étre soit une fonction cosinus,
soit une fonction sinus. D’autre part, la présence de cos g, multipliant U,(q2) dans le
terme de droite de la relation (3.20) entraine une difficulté. La présence de termes dont la
dépendance suivant ¢, sera soit suivant n-+ 1, soit suivant n — 1, ne permet pas d’identifier
simplement les termes dans les membres de gauche et droite de I’équation (3.20). De cette

équation découlera un systeme d’équations qui sera différent suivant la parité de U, (g2).

3.3 Systeme d’équations et son découplage

Nous allons entamer le découplage du systeme d’équations afin d’obtenir une ou des
relations de dispersion. Comme expliqué précédemment, le systeme, donc le découplage,
sera différent suivant la forme de la fonction U, (gz). Afin de différencier les deux cas,
nous allons parler de solutions paires lorsque U, (¢z) sera du type cosinus, et de solutions

impaires lorsque U, (go) sera du type sinus.
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3.3.1 Modes propres pairs

Commencons par le cas des modes pairs:

Un(q2) = cos(ngs) (3.22)

L’égalité (3.20) se réécrit sous la forme suivante :

Z AM CM cos(ngy) = QZ AM GM cos gy cos(ng) (3.23)

En utilisant la relation trigonométrique 2 cos ngs cos g = cos(n — 1)ga + cos(n + 1)g,

nous voyons que les solutions obéissent a la relation suivante :

Z AM OM cosngy = — Z AMGM [cos(n — 1)gg + cos(n + 1) gy (3.24)

Ecrivons explicitement cette derniere relation :

Ao+ AYOM cosqy

+ AYCY cos2gs + AY'CY cos3qy + ...
—2AYGY cos gy

— AYGM (1 + cos2gz)

— AYGY (cosqy + cos3gy)

— AY G (cos2qy + cosdgy) + ... (3.25)

Ecrite de cette facon, nous voyons qu’il n’existe pas d’autres moyens pour continuer que
d’identifier les termes suivant leur dépendance en ¢y. L’équation précédente se réécrit alors

sous forme d’un systéme d’équations infini:

Aty = —AMGY
AMeM = _gAMGM _ AM M
AMEM MM _ gM oM
etc... (3.26)

Classiquement, la résolution d’un systeme d’équations se fait grace a l'utilisation d’une
information supplémentaire sur les constantes. Toutefois, dans notre cas, nous ne possé-

dons aucune information sur les différentes constantes AM. De plus, pour des valeurs de
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¢} quelconques, les valeurs des fonctions GM sont de méme ordre de grandeur quelque
soit les valeurs prises par les nombres quantiques M et n. Il n’est alors pas possible de
définir un critere acceptable pour tronquer le systeme. Obtenir une relation de dispersion
A partir de ce systéme nécessite alors de postuler certains coefficients AM égaux A zéro.
Cette procédure revient donc a considérer que le mode étudié ne possedera que certaines

symétries selon g2 [96].

Mode d’ordre 0

Nous appelons "modes d’ordre 07, les modes dont la symétrie suivant la coordonnée ¢
ne dépend que d'un seul n = N. La somme sur n = 0 a n = 400 dans 'expression des
potentiels disparait pour ne laisser que les termes relatifs a la symétrie n = N en ¢o. Les

potentiels intérieur et extérieur s’écrivent :

O"(r) = /fla,g)ANPY . q1 ) QN 1(@1) cos(Ngg) e iMas
(3.27)

(I)out(r) — \/WANQN ;(QI) COS(Nq ) iMqs

Dans ce cas, le systeme d’équations (3.26) se limite seulement a ’égalité correpondante
aux termes de dépendance en cos(Ngy) et en posant les constantes AY = 0 pour n # N.

Ce systeme d’équation se simplifie radicalement :
A O =0 (3.28)
Nous arrivons donc a la relation suivante:
M) =0y =0 (3.29)

qui est la relation de dispersion d’'un mode pair d’ordre 0 dont la dépendance en g3 est
donnée par la valeur du nombre quantique M et dont la dépendance par rapport a ¢, est
cos(Ng).
Mode d’ordre 1
Prenons maintenant deux relations consécutives quelconques du systeme (3.26)) :
AJA\/f[ CJAVJ - A%—i—l GN+1 A% 1 GM (3.30)
AN OV = —(146n0) ANGY — AV G s (3.31)
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ol Oy est un delta de Kronecker. A partir de ces deux relations, nous pouvons étudier
des modes dont la dépendance par rapport a cos(ngs) implique N et N + 1. De méme que
pour les modes d’ordres 0 , les coefficients AM pour n # N et n # N +1 doivent étre nuls
pour que seuls les termes relatifs aux symétries cos(Nga) et cos((N +1)gq) subsistent dans
I’expression des potentiels. Le systeme obtenu est alors un systeme de deux équations a
deux inconnues: A} et AY,,. Il est aisé d’en extraire une relation entre les différentes

fonctions G et CA :

IN(1) = CNp OF — (1+don) G Gy =0 (3.32)
= Oy TN (0) = GY G TN (1) =0 (3.33)
N peut étre supérieur ou égal & zéro et TN (—1) = (1 + dg ). Cette égalité correspond a

la relation de dispersion d’'un mode pair d’ordre 1 dont la dépendance en g3 est donnée

par la valeur du nombre quantique M et dont la dépendance par rapport a g implique
N (cos Nga) et N +1 (cos(N + 1)g).

Mode d’ordre quelconque (II)

Appliquons cette méthode pour des modes d’ordre quelconque II. Ces modes possedent
donc des dépendances par rapport a cos(ngz) implique n = N, N +1,... N +1I. A partir du

systeme d’équations relatif a ’ordre, nous arrivons a la relation de dispersion suivante :
TN () = Oyl TN (I = 1) = G Gy TN (= 2) =0 (3.34)

Cette égalité correspond a la relation de dispersion d’un mode M, N a l'ordre II. Pour
calculer cette relation, il est nécessaire de connaitre les relations de dispersion pour ce

mode aux ordres inférieurs. A partir des égalités suivantes:
o) = o (3.35)
IY(-1) = (1+don) (3.36)

et par la récurrence que définit (3.34), il est alors possible de calculer '\ (IT) pour un

ordre II arbitraire.

3.3.2 Modes propres impairs

Pour les modes propres impairs, nous allons appliquer une procédure similaire. Pour

commerncer, nous avons :

Un(q2) = sin(nga) (3.37)
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L’égalité (3.20) deviens alors:

Z AM OM gin(ng) = 22 AM GM o5, sin(ng,) (3.38)

n=0 n=0
Appliquons ensuite la relation trigonométrique 2 sinng cosq = sin(n — 1)g + sin(n + 1)q.

Les solutions impaires obéissent alors a:

Z AM CM sinngy = — Z AMGM [sin(n — 1)g + sin(n + 1)gy] (3.39)
n=0 n=0

Ecrivons de maniere explicite la série précédente :
A OMsing, + AY O} sin2¢
+ AY Y sin(3qp) + ...
= —AYGHM sin2¢;
—  AY' G (sin gy + sin 3¢z)
— AY G (sin2gy + sindgy) + ... (3.40)
Nous pouvons noter que les termes relatifs a n = 0 n’interviennent pas dans ce systeme.
Nous pouvons des a présent déduire I'absence de solution impaire lorsque n = 0. Comme
précédemment avec les solutions paires, identifions chaque terme en fonction de sa dépen-
dance en ¢9. La série est alors équivalente au systeme d’équations suivant :
AMEM MM
Aey = —AMGY - AYGY
etc... (3.41)

qui ne peut étre résolu qu’en postulant certains termes A nuls, ce qui revient & ne pas
considérer certaines symétries en g dans l'expression des potentiels correspondant au
mode étudié.

En utilisant cette procédure, nous trouvons que la relation de dispersion d'un mode
impair M, N > 0 d’ordre II s’écrit :

TN (D) = ONyn TN (1= 1) =GNy Gy TN (IT=2) = 0 (3.42)

L’évaluation par récurrence de cette relation nécessite de connaitre la relation dispersion
'Y (0) du mode propres M N a l'ordre 0:

o) = o¥ (3.43)
(-1 =1 (3.44)
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Rappelons que cette relation n’existe pas pour N = 0. Les modes propres impairs ne

peuvent supporter que des symmétries en g avec N > 0.

3.4 Relation de dispersion des modes propres

Les relations de dispersion paires (3.34) et impaires (3.42) que nous avons obtenues

possedent toutes deux la méme structure:
F%(H) = CNM+H F%(H - 1) - G%H‘I G%+H—1 F%(H - 2) =0 (3-45)

Toutefois, le point de départ de leur évaluation differe quelque peu, du fait que des modes

impairs N = 0 ne peuvent exister :

(1) = (14 6n) avec N > 0, modes pairs (3.46)
-1 =1 avec N > 1, modes impairs (3.47)

Ce calcul montre que a 'exception du cas N = 0, les modes propres pairs et impairs sont
dégénérés. Les modes pairs et impairs possederont donc la méme fréquence. La méthode

de découplage caractérise chaque mode par sa parité ainsi que par trois nombres:
* Le nombre quantique M est relatif a la symétrie suivant la coordonnée azimuthale
q3 (6iMq3).
* Le nombre quantique N renseigne sur I’ordre le plus bas impliqué dans la dépendance

du mode selon la coordonnée ¢s (Un(qz)), elle méme paire ou impaire.

* [’ordre du mode indique 'ordre le plus élevé impliqué dans la dépendance selon ¢s
(Un(q2) avec n = N, N +1,.... N +1I).
Ces caractéristiques apparaitront plus clairement au niveau des équations (3.48) et (3.49)
ci-dessous. Par la suite, et afin d’alléger les notations, nous utiliserons simplement la
notation (M,N;II) pour désigner le mode M, N d’ordre II.

La dépendance des modes (M,N;II) par rapport a w apparait dans la fonction diélec-
trique du métal composant le tore. Les fréquences des modes vont également dépendre du
milieu environnant au travers de la constante diélectrique du milieu extérieur. Au travers
des expressions des fonctions C]" et G}, la relation de dispersion dépend explicitement du
parameétre ¢ qui définit la surface du tore. Ce parametre étant une fonction du rapport
épaisseur-rayon intérieur du tore, les fréquences de résonance plasmon du tore vont varier

suivant ce rapport, comme les modes de 'anneau introduits au premier chapitre. Notons
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que la relation de dispersion est indépendante de la valeur a du foyer. Deux tores possé-
dant le méme rapport d/R;, vont donc, dans la limite de I'approximation non-retardée,
posséder les mémes fréquences.

Cette procédure nous a permis de trouver des relations de dispersion pour un tore
métallique. Toutefois, il existe une infinité de combinaison possible entre les trois nombres

M, N et II. Le nombre de modes propres possible émerge donc comme infini.

3.5 Structure des modes propres

Dans cette section, nous allons chercher les expressions des potentiels et champs élec-
triques relatifs aux modes plasmons d’un tore métallique. L’étude sur la répartition des
charges et des champs électriques des différents modes plasmons nous permettra de mieux
comprendre la structure de ces modes. Nous pourrons alors anticiper le fait que seuls les
modes a faible symétrie (N = 0 ou 1) et dont 'ordre est faible (II = 1) peuvent étre effi-
cacement excité par une onde plane. Par conséquent, ils détermineront significativement

les propriétés optiques de la particule.

3.5.1 Potentiels

Pour un mode (M, N.,IT), les formes analytiques du potentiel a I'intérieur et a 'extérieur

du tore sont données par:

N+II

i(rll\/l,N;H) (r) = f(Q17Q2) Z A%Pri\{%(q?) Qﬁ{%(%) Un((h) e'Mas (3-48)
n=N
N+II

O v (1) = v/ f(q1,42) Z A%Q%%(Q?) Pﬁ%(Ql) Un(go) €M% (3.49)
n=N

ot U,(g2) rend compte de la parité. Rappelons que les modes impairs N = 0 ne sont pas
définis.

Les constantes AY ne peuvent étre déterminées. Nous allons poser en guise de nor-
malisation AY = 1. Donc suivant I'ordre du mode, nous devons chercher les valeurs des
différents coefficients A intervenant dans l'expression des potentiels. On déduit leurs
expressions a partir du systeme d’équation relatifs a la parité et a I'ordre du mode. Par
exemple, pour le mode (M, N; 1), le coefficient A}/, est donnée par la relation (3.31):
AN O _ O

M M
G!N-i-l GN-H

AN =— (3.50)
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3.5.2 Champs électriques associés aux modes propres

Calculer 'expression du champ électrique associé a un mode ne pose a priori pas de
probleme particulier. Il suffit d’utiliser la relation entre potentiel et champ électrique de

I’électrostatique :
E v (r) = =V®ay,nm (r) (3.51)

ou le gradient est exprimé en coordonnées toroidales et ®(ys, v (r) est le potentiel intérieur
(eq. 3.48)ou extérieur (eq. 3.49) du mode.

Chaque composante du champ électrique peut étre trouvée de maniere analytique par
[48]:

_ 1 9% (r)

By (r) e = =4 901 (3.52)
q1
1 O(ID M,N;IT (I‘)

Eornvm(r) - eq, = _h——( 0 ) (3.53)
q2
1 09 M, N;II (I‘)

Eunm (r) - g = _h——( 03 ) (3.54)
g3

Prenons par exemple le développement de la composante EZQ ~.m(T).€q, & partir de

(I)?X/I,N;H) (I‘) :
mn (I‘) e - _ L aq)?M,Nﬂ) (I‘)
(M,N;I0) “q1 h'ql aql

coshq —cosqy O pasy

a oq

1
2
n=N

N+IT
- LM CRR SN P () Unlas) €
n n—§

a
n=N
i QM (q1)
sinh ¢ M n_1\d1
. hao — _ "3 7
[2 e Qul1(q1) + V/coshqr — cosga e ]
_ _V f(q1,q2) ciMas NZ%]AMPM (qo)
a n=N ! ”_% '
i dQM , (q1)
sinh 1\
[ 7 o QnM_%(%) Un(qe) + f(QhC]z)Un(%)di;l]

Avant de continuer ce développement, remarquons que la fonction U,(g2) multiplie la

fonction f(q1,q2) = cosh q; —cos ¢2. U, (g2) étant une fonction cosinus ou sinus, la présence

flarg) Y AP (6)) Q) s (1) Un(ae) M
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cosh q,

F1G. 3.1 — Composantes Di(I]]\LN;H:Q) (r) - eq, calculées a partir de la relation (3.58) (trait continu) et 4
partir de (3.55) (traits discontinus). Sans enlever les dépendance en N — 1 et N +2 dans les expressions

du champ, les conditions de raccord ne sont plus satisfaites (courbe en traits continus).

de cette multiplication va introduire des dépendances en N — 1, N, N + 1, et N 4+ 2 dans
I’expression de la composante du champ électrique intérieur :

1
(cosh ¢ — cos q2)Un(q2) = Un(g2) cosh ¢ — §(UN—1(Q2) + Un1(q2)) (3.56)

1
(cosh g — cos q2)Un+1(q2) = Un+1(g2) cosh g — §(UN(Q2) + Un+2(g2)) (3.57)

Cependant, le découplage du systeme réalisé précédemment ne s’effectue que sur les
dépendances en N et en N + 1. Pour que les conditions de raccord sur les champs soient
satisfaites, les dépendances en N —1 et en N +2 introduites par la présence de 1/h,,, 1/hy,
et 1/h,, dans les expressions des champs doivent étre écartées. Nous avons représenté sur
la figure 3.1 les valeurs de la composante D‘(r}v[ n.m)(T) - €, du déplacement électrique a
partir des relations (3.58) (trait continu) ou les dépendances N — 1 et N + 2 ont été
écartées. La courbe en trait discontinus représente les valeurs de cette composante du

champ contenant ces dépendances (eq. 3.55). Si les dépendance en N —1 et N +2 dans les
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expressions du champ ne sont pas enlevées, une discontinuité apparait a l'interface métal-
diélectrique , tandis que la condition de continuité a l'interface est rétablie lorsqu’elles
sont écartées.

Nous obtenons alors:

Elvm () e = Ey(q,0) €M (3.58)
Ch Q2 ]§I
= YIIRL ST () e
n=N
X [Sy{(l — 0n ) Un1(g2) + (1 = 8p v1)Unta(2)} = T Un(go)]
avec
dQM 1 (q )
1 n—i\4l
™ = —Qﬁ{l(ﬁh) sinh ¢; + dqz cosh ¢ (3.59)
1
o, A0 1 (a1)
M n—y
sy = 3 7dq1 (3.60)

ou o, est défini par:

(3.61)

14+ 6,0 (even)
Op =
1 (odd)

En transposant ce calcul a la composante ¢ du champ électrique intérieur, nous ob-

tenons l’expression suivante :

El(rzlw Ny (F) - €g, = Egy (q1,02) G (3.62)

N I
\/ Q17Q2 a M pM M iMgqs
ZA P ql)Q @) e

2n + o,

) ;L+1(Q2)(1 - 5n,N+H) — cosh Q1U7/L(Q2)

X {t o1(q2)(1 = 0nn) + it

4(n—1) "1
ou U/ (go) représente la dérivée de U, (go) :

dUn(Q2)
dqs

Unlaz) = (3.63)
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Pour finir, I’expression de la composante en ¢z du champ électrique intérieur est :

i(IJI\J,N;H)(I") ey = Eylqg) ™™ (3.64)
M V f(QI7Q2) %AMPM (qO) QM (q ) eiMqa
a sinh ¢ n =g\ g

o, 1
[7Un—1(Q2)(1 —OnN) + §Un+1(Q2)(1 — 6p,n411) — cosh iU, (g2)

Obtenir alors les expressions analytiques des champs électriques extérieurs ne présente
pas de difficulté puisqu'’il suffit de d’intervertir la fonction QM , (¢1) et QM el (q1) par les
2
fonctions PM, (q1) et PM,(q):
n—3 n+3

E(()Jl\lJt,N;H)(r)'em = By (q1,q2) €M (3.65)

_ \/ th2 %AMPM Zng

[Sﬁ/]{( - n,N)Un—l(Q2) +(1— 5n,N+H)Un+1(Q2)} - TéMUn((D)}

X

avec
1 dpé\{l (@)
wM = —pPM (q)sinhq + ——2—coshq (3.66)
2 " dq
dpPM, (q1)
" 2 dg (3.67)
Evm (T) - eq, = By, (q1,62) M (3.68)

N+H
\/ Q1,Q2 ZAMQM ql)PM ( ) iMgs

2n—1 2n+ oy,
. [ UL 1(@2)(1 = 8 rvsm) — cosh g1 U (g2)

mU/ 1(q2)(1 = dp ) + i+
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EQvm(T) e = Eg(qa) et (3.69)
NI
. M \/ 611>CI2 Z AMQM )PM ( ) iMaqs
N a sinh ¢ (a1

On
X |:?Un—1(q2)(1 — Opn) + §Un+1(q2)(1 — dpnam) — cosh r U, (qo)
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Chapitre 4

Nanotore métallique dans un champ

électrique uniforme

Nous avons vu dans le premier chapitre que 1'utilisation de 'approximation électrosta-
tique permet de trouver tres facilement 1’expression de la polarisabilité d’une nanosphere.
Nous pouvons alors utilisé la méme démarche dans le cas de nanotores. En effet, si 'onde
plane incidente a pour amplitude Ej " et si le tore possede des dimensions trés petites

devant la longueur d’onde (R;, < A ), alors le champ dans la région de la particule s’écrit :
Eo(r < Ryy) ~ Eye'*ffintetle ~ B eivte, (4.1)

A un instant ¢ donné, le champ a l'intérieur de la particule peut étre considéré comme
uniforme. La géométrie du tore suggere d’étudier deux directions du champ: la premiere
correspond a un champ uniforme dirigé suivant 1’axe z ( voir figure 4.1 a), le champ appli-
qué est dit axial. Cette configuration nous permettra d’étudier le probleme de 'interaction
de la particule avec une onde plane dont le vecteur d’onde est dirigé dans le plan du tore.
La seconde configuration correspond & un champ dirigé suivant 'axe = (ou y) (voir figure
4.1 b), le champ est planaire, et correspond a la situation du vecteur d’onde dirigé suivant
I'axe z.

Ce chapitre étudie le probleme d’un tore diélectrique ne possédant pas de charge libre,
placé dans un champ électrostatique uniforme. Etudier ce systeme revient a résoudre
I’équation de Laplace avec les conditions de raccord a l'interface du tore, plus une condi-
tion supplémentaire sur le comportement des champs a l'infini (¢; — 0). Par cette étude
nous montrerons que pour des tores fins, seul les modes propres de plus bas ordres inter-
viennent dans les propriétés optiques de ces particules. Nous chercherons les expressions
de la polarisabilité d’un nanotore métallique et nous en déduirons les sections efficaces de

diffusion et d’extinction.
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@) Eo =K e, (b) Eo=E e

Fi1a. 4.1 — Champ électrostatique appliqué a un tore diélectrique. Champ awial (a), champ planaire (b).
4.1 Tore métallique dans un champ uniforme axial

4.1.1 Champ appliqué et conditions de raccord

La premiere des configuration que nous allons étudier correspond au cas ou le champ

uniforme est dirigé selon 'axe z:
EO = E(] e, = E(] Vz (42)

Nous connaissons déja ’expression de z sous forme d'un développemet des fonctions de
Legendre a indice demi-entier :L”_Zlo/z(ql). (équation 2.96). Le potentiel électrostatique

relatif & ce champ appliqué s’écrit alors:
O*PP(r) = —FEpz

- —@\/ﬂqlm) S 0 Qrlu(ar) sin(ng) (4.3)

n=1

En absence de charge libre a l'intérieur et a I'extérieur du tore, nous devons résoudre
I’équation de Laplace avec les conditions de raccord en ¢; = ¢ et une condition supplé-
mentaire a l'infini. La relation 4.3 montre que le potentiel appliqué ne posséde pas de
dépendance en ¢3. Afin de respecter cette symétrie azimuthale, m doit étre posé égal a
0. Remarquons également que la dépendance par rapport a g des potentiels intérieur et
extérieur au tore doit étre choisi impaire (U,(g2) = sinngs) afin de respecter celle du
potentiel ®?PP. Les symétries du probleme conduisent aux énoncés suivants des potentiels

intérieur et extérieur :
. too _ .
" (r) = v/ f(q1,42) ZODn Qn=)z(a) sin(ngs)

Moo (4.4)
oo (r) =/ f(q1,2) nz::O [An Prtn;zl(/)2(q1) + B, Q?_:f)/z(ql)] sin(ngz)
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ou A,, B, et D,, sont de coefficients a déterminer en appliquant les conditions de raccord.

Appliquons en premier lieu, la condition de raccord des potentiels a I'infini :
P (r) — ®*PP(r), pour r — oo (4.5)
ce qui équivant a écrire:
P (r) — P*P(r), pour ¢; — 0 (4.6)

Cette condition nous donne alors ’expression des constantes B, :

4ar/2

™

Bn = —"Nn EO

Les coefficients D,, sont déterminés par la continuité des potentiels a la surface du

) N . . 0 .
tore, c’est-a-dire, en ¢; = ¢ :

Dy = Ay EI5(ad) + B, (48)
da/2
s

= A PP0(a)) —n Eo (4.9)

Pour finir, 'utilisation des conditions de raccord sur les champs électrique a 'interface

du tore avec le milieu extérieur conduit a la relation suivante :

(A, CY + Ay GY — By Z) + By K3) sin(g)
+ (A0 + A1 GY + A3 GY — By Z9 4 Bs K9 4 By K¥)sin(2¢,)
+ (A3CY + Ay GS + Ay GY — B3 Z9 + By K + By K3)) sin(3¢2)
+ ..=0 (4.10)

ou les fonctions GI' et C* ont déja été définies au chapitre 3 (éq. 3.18 et éq. 3.21). Les

fonctions Z" et K" ont pour expressions:

Q.
K,T = (82 — 61) n71/2 (411)
dq e
dQ (g
Z™ = 2cosh(qQ)K™ — (g5 — 1) sinh(g?) Qo) (4.12)

dq,
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En identifiant les termes suivant leur dépendance en ¢, nous montrons que les coeffi-

cients A,, sont donnés par un systeme infini d’équations linéaires:

A CY = —AyGY+ B Z) — By KY) (4.13)
Ay CY = —AGY— A3GY+ By 70 — B3 KO — By KV (4.14)
A3Cy = —AyG)— AyGl+ B3 Zy — By K} — B, KJ (4.15)

Ce systeme peut étre résolu en utilisant la méthode proposée par J. D. Love en 1972
[70]. En partant de la série génératrice de ce systeme d’équations, il est possible d’écrire
une équation inhomogene du second ordre. La résolution nécessite alors 'utilisation des
fonctions de Green en coordonnées toroidales et de leur propriétés [97]. Néanmoins, cette
méthode ne peut s’appliquer que dans le cadre du champs appliqué axial. Avec pour
objectif d’étudier également le cas relatif au champ planaire, nous avons choisi d’appliquer
une méthode équivalente a celle communément utilisée en coordonnées bisphériques [98,
99]. La démarche consiste a étudier le développement de z en fonctions des parametres
du tore, afin de dégager un critere validant la troncature du développement en série sur

les fonctions toroidales.

4.1.2 Approximation des tores fins

Nous avons montré dans le chapitre 2 que la coordonnée z s’exprime sous forme d’une
série infinie des fonctions de Legendre Q?_zlo/g (g1). Sur les figures 4.2, nous avons tracé les

courbes qui correspondent a:

o WV ) S Qi alan) sintng) (116)
n=1

pour g, compris entre 0 et 7w et pour différentes valeurs de ¢; (courbes en trait plein):
¢ =5 (figure a), ¢; = 2 ( figures bet ¢) , g1 = 0.1 (figures c,d et f ). 7,4, est le nombre
maximal de symétries prises en compte dans le développement de la coordonnée z. Sur
ces figures, les valeurs données par la série tronquée sont comparées aux valeurs exactes
issues de I'expression z = asin(q2)/f(q1,q2) (courbes en traits discontinus).

Nous remarquons que plus la coordonnée ¢; prend une grande valeur, plus la conver-
gence de la série (4.16) est rapide. Un faible nombre de symétries selon ¢o (n =0, 1, 2, ...,
Nmae) suffit donc pour retrouver les valeurs de z obtenues par la formule exacte. A partir
des exemples correspondant a nos figures, nous voyons que pour ¢; = 5, la série peut étre

tronquée a partir de n,,., = 2. Pour ¢; = 0.1, la convergence de la série ne s’obtient qu’a
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d/Rin = |05 1 1.5
coshq? = | 5. 3. 2.33
n=1 0.0506295098 0.112888542 0.1715243
n=2 3.83760488 1073 | 1.45445773 1072 | 2.90729534 102
n=3 3.23133148 10~* | 2.0808454 10=% | 5.46939051 1073
n=4 2.85663616 1075 | 3.12506877 10~* | 1.07991306 1073
n=>5 2.59743222 107% | 4.82680305 1077 | 2.19269492 10~*

TAB. 4.1 — Valeurs de la fonction ngloﬂ(q(f) pour n = 1,2,3.4,5 évaluée pour ¢¥ =5., 3. et 2.33
partir de n,,.. = 100. En coordonnées toroidales, plus un point sera éloigné du foyer a,
plus la valeur de n,,,, devra étre grande si on veut décrire correctement la coordonnée z
a 'aide de la relation (4.16).

Considérons que le tore placé dans le champ uniforme soit "fin”, ¢’est-a-dire d/R;, < 1.
La valeur de la constante ¢ permettant de décrire la surface d'un tel tore est trés grande
comparée & 1, ce qui revient & écrire coshgq; >> 1. Les fonctions de Legendre Q7= 7 (q?)

intervenant dans l’expression du champ appliqué peuvent étre approximées en utilisant
[69]:
VT T(n+1/2)

2n+1/2 ) cosh™ /2 ¢f

21—210/2((]?) ~

(4.17)

Comme 1'expression (4.17) possede un facteur cosh™+1/2 q) << 1, plus n sera grand, plus
la valeur de la fonction Q"= /2(q1) sera faible. A 'aide de cette formule, nous voyons que
pour un tore fin, les fonctions Q"= /z(fh) peuvent étre posées égales a 0 sin > 1 [100]. Afin
de vérifier cette "approximation des tores fins”, nous avons reporté dans le tableau 4.1.2,
les valeurs correspondantes de cette fonction pour différents facteurs de forme d/R;, =
0.5, 1, 1.5 et pour les premiers nombres quantiques n =1, 2, 3, 4, 5 D’apres ces valeurs,
nous voyons que pour des tores caractérisés par un rapport d/R;, inférieur a 1 environ,
nous pouvons poser en premieére approximation Q7 /z(%) = 0 si n > 2. Pour des tores

fins, le potentiel appliqué au niveau de la particule s’écrit alors sous la forme suivante:

B (1) = — o> = ~ B Flanan) 300 Q) sin(n)

n=1

(4.18)

Sur la figure 4.3, nous avons représenté le potentiel ®*PP(r) calculé avec n,,,, = 2 dans le

développement de z (a) et le potentiel correspondant a I’expression exacte (b). La direction
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F1a. 4.3 — Potentiel appliqué ®*PP(r) = —FEyz dans le plan xz. (a): potentiel calculé avec Noyar = 2
dans le développement de z. (b): potentiel correspondant d l'expression exacte. Les paramétres du tore
sont a = 45 nm et ¢ = 2. Les fleches noires représentent la direction du champ électrique correspondant.
Enx =0, la coordonnée qg tend vers la valeur 0. Le programme de calcul des fonctions toriques que nous
utilisons ne converge pas si ¢ = 0. L’évaluation numérique de ces fonctions n’est pas possible sur l'aze

des ordonnées.

du champ électrique pour chaque cas est représenté par des fleches. Nous voyons que le

champ approché par la formule (4.18) peut étre considéré uniforme dans le tore.

Dans I’ensemble de cette étude, nous nous intéresserons uniquement a des tores dont
la valeur de I’épaisseur d ne dépasse que rarement celle du rayon intérieur R;,. Nous ne
considérerons que les symétries n = 1 et n = 2 pour rendre compte de l'effet du potentiel
appliqué sur les tores fins. Cette approximation oblige alors a ne garder que les équations
et les termes relatifs a ces symétries dans le systeme d’équations (4.13). L’application d’'un

tel champ revient alors & considérer les fonctions C°, G Z9 et K? comme nulles pour
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n > 2. Le systeme a résoudre est alors réduit a:
A C) = —AGY+ B Z) — By Ky (4.19)
A CY = —AGY+ By Z3 — B K} (4.20)

Le systeme est résolu tres facilement et amene aux expressions de A; et A, suivantes:
03 (27 — 2K3) — G3 (223 — K7)

A1 = B 4.21
! ! COCY—GIGY (421)
CY (229 — KY) — GY (7Y — 2K2)
A, = B 2 ! L] 2 4.22
AT g Ao 2
que nous pouvons écrire en factorisant le terme (g5 — £1) du numérateur :

(62 — )W)

Al = aFE 4.23

GRS )
—e)W-

Ay = B —F2—s)IW (4.24)

CYC3 — GY GY
Nous voyons donc apparaitre au dénominateur de A; et A,, la relation de dispersion du
mode propre d’ordre 1 M =0 N =1 (éq. 3.33). Wy et W, sont des fonctions de ¢! et ont

pour expressions :

42| dQy
W, = — V2 o _U3/2 {G5(2cosh ¢? — sinh ¢)) + Cy}
m dgi |,
ap
0
+ d1/2 {C2(2cosh g} —sinh q7) + G2} (4.25)
q1 o
42 | dQj
W, = 22, 3/2] {C1(2 cosh g — sinh ) + G1}
™ dq o
a3
dQy 0 wip 0
22| {(Grf2eoshad —sinhal) + €1} (1.26)
@

Réécrivons le potentiel extérieur :
P (r) = O*PP(r) + B'"(r) (4.27)
ou ®'*¢(r) représente la contribution du potentiel créé par le tore:

ore E9g — &
q)t (I') =V f(q17q2> CLE(] Clo Cg) _ Gl() GO Wl (428)

1/2 (Q1)Pf72:O(QI)Sin(Q2) Qs/z (g ) 3/2 (QI) sin(2gz)
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Fi1c. 4.4 — (a) Définition de ’angle 6 par rapport au tore étudié. (b) Comparaison entre les potentiels
créés par un tore (éq. 4.28) en or et par un dipdle équivalent situé lorigine (éq. 4.80 - 4.31), calculés le

long de la droite 0 =5 pour v > Regt.

D’apres la forme de ce potentiel, 'application du champ axial leve la dégénérescence sur
les modes propres. Seul la solution impaire du mode pourra étre excitée.

Numériquement, on vérifie que si r est supérieur au rayon extérieur du tore,
(I)torc(r) (I)dlpolo(r) (429>

ot ddiPele(r) correspond au potentiel crée par un dipole placé a l'origine du repere (Figure
4.4(b) ):

p cosf p.r
dtore(r) ~ = 4.30
( ) 4 €0 €1 r? 47 €0 €1 r3 ( )
p correspond au moment dipolaire électrique situé a l’origine:
gog—¢e1)n, W
p ~4meg ey v( 2 — <) - W E, (4.31)

COCT—GY GY

ol 7, est une fonction de ¢?. Elle est sans dimension et sa valeur est déduite numériquement
lors du raccord (4.29). Le champ appliqué induit donc un moment dipolaire électrique

proportionnel au champ. La polarisabilité o, du tore est définie par:

p = coe1a; Ey
v (52 - 51) UE |44}
CYCY— N &Y

a, = 4m

(4.32)
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Notre exposé montre que un tore placé dans un champ électrostatique axial est com-
parable, en premiere approximation, a un dipole idéal. Dans le cadre d'un probléeme de
diffusion ou d’extinction, le champ appliqué est une onde plane qui varie dans ’espace et
dans le temps. En utilisant la méme justification physique que dans le cas d'une sphere,
la taille de la particule permet de remplacer le tore par son dipole équivalent de moment
dipolaire oscillant & la méme fréquence que ’onde plane incidente. :

p = ce1a, Ege™™!

(e2(w) —e1)m. W
Ge ey

a, = 4mv (4.33)

Le champ diffusé peut étre calculé a partir du dipole induit, la section efficace de diffusion

par un tore est alors donnée par:

(e2(w) — e1) . W |?

C —k—4|oz|2—g/€41)2
S M e (o Bcite:

o 3

(4.34)

Nous vérifions qu’elle est proportionnelle au carré du volume du tore v et varie en A~

La section efficace d’extinction est calculé de fagon similaire :

(e2(w) —e1) m- Wy
Cewt = Coea + k S} = Cseo +41 kv S ( T — G0 G (4.35)

Elle est proportionnelle au volume de la particule. Le terme de diffusion est donc faible
comparé a celui de 'extinction. Comme pour tout objet petit devant la longueur d’onde,
I’extinction optique pour des nanotores est principalement die a l’absorption.

La présence de la relation de dispersion du mode propre impair d’'ordre 1 M =0 N =1
aux dénominateurs de C.,; et C,., montre que ces coefficients présentent une exaltation

lorsque la fréquence de 1'onde incidente correspond a la fréquence de ce mode propre.

4.2 Tore métallique dans un champ uniforme pla-

naire

Nous allons maintenant appliquer la méthode précédente, au cas du champ électro-
statique d’amplitude Fy planaire, c’est-a-dire dirigé selon 'axe x du repere cartésien

Eq = Ey e,. D’apres le développement de la coordonnée x sur les fonctions toroidales
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(éq. 2.99), le potentiel électrostatique $*PP s’écrit :

WP = —Fyuo (4.36)
2v2a E < _
= TO f(q1.42) 2(2 — 0no0) Qzl—_ll/z(%) cos(ngz) cos g3 (4.37)
n=0

Les symétries imposées par ce champ appliqué entraine une dépendance des potentiels

intérieur et extérieur du tore en cosgs et en cos(ngy), d’ou:

+o0o
O"(r) = VF(ar@) Y DaQin(ar) cos(ngs) cosgs (4.38)
n=0

+o0o
‘bom(r) = Vflq1,9) Z [An Pgﬁ}z(fh) + B, QZI_:11/2(Q1)} cos(ngz) cosqs (4.39)
n=0

La condition a l'infini, ® — ®*P pour ¢; — 0, donne la valeur des constantes B,, :

2v/2a
T

B, =B=E, (4.40)

En appliquant la continuité des champs en ¢; = ¢?, nous arrivons & une série que nous
identifions en termes de cos ¢,. Nous arrivons a un systeme infini d’équations avec une

infinité d’inconnues :

AgCy = —AG+BZ;—2BK] (4.41)
A Cl = —2A0Gy— Ay Gy +2BZ; — 2B K, — 2B, K,
A Cy = —A Gl —A3Gy+2BZ, —2BK; —2BK,

etc... (4.42)

Dans le cas du champ appliqué axial, nous avons vu en étudiant la décomposition en
série de la coordonnée z qu’il était possible de tronquer le systeme d’équations. Pour des
tores dont le rapport épaisseur sur rayon intérieur était inférieur a environ 1.5, seuls deux
termes subsistaient. Dans le méme esprit, sur les figures 4.5, nous avons tracé les courbes

relatives aux valeurs données par I'expression de x suivante :

2v/2a i _
=——Vilne) D (2 800) QuTla(@) cos(ngs) cos gs (4.43)
n=0

pour g compris entre 0 et 7 et pour différentes valeurs de ¢; (courbes en trait plein):

¢ = 5 ( figure a), ¢ = 2 ( figures b et ¢) , ¢ = 0.1 (figures c¢,d et f ). Pour tracer ces
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F1G. 4.5 — Valeurs ezactes (traits interrompus) et valeurs approchées (traits continus) de la coordonnée

z en fonction de q1, g2 €t Nynqe. Pour tracer ces courbes, nous avons pris g3 = 0.
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d/R;, = | 0.5 1.5

cosh ¢ = 3. 2.33

n=>0 -0.505692809 -0.675321941 -0.795917439
n=1 -0.0763352688 -0.171891144 -0.264133651
n=2 —9.62694949 1073 | —3.67279097 1072 | —7.39733112 1072
n=3 —1.13387857 1073 | —7.33803691 1073 | —1.93980885 102
n=4 —1.28813499 10~* | —1.41479222 1073 | —4.91147512 1073

105

TAB. 4.2 — Valeurs de la fonction Q?fllﬂ(qlo) pour n = 0,1,2,3,4 évaluée pour ¢¥ =5., 3. et 2.33

courbes, nous avons choisi de prendre g3 = 0. Nous avons également tracé sur ces mémes
figures, les courbes liées a l'expression x = asinh(q;) cos(qs)/f(q1,q2) (courbes en traits
discontinus). Les mémes conclusions que pour le développement de z s’imposent pour la
coordonnée x. Plus un point sera éloigné du foyer a, plus la valeur de n,,,, devra étre

grande si on veut décrire correctement la coordonnée = a ’aide de la relation (4.43).

A partir du tableau 4.2, nous observons que pour des tores de rapport d/R;, inférieur
a 1 environ, nous allons pouvoir poser ;”fll/Q(q?) = 0si n > 1 L’approximation des tores
fins revient donc, dans le cas d'un champ appliqué planaire, a ne prendre en compte que

les symétries n = 0 et n = 1. A l'intérieur du tore, le potentiel appliqué s’énonce alors:

a 2\/5(1, EO - m=1
P*P(r) = —Eyx =~ -V f(q1,2) 2(2 — 6n,0) Qn—1/2(CI1) cos(ngz) cos gz (4.44)
n=0

L’application d’un tel champ oblige alors a ne garder que les équations et les termes relatifs
a ces symétries dans le systeme d’équations (4.41). Les fonctions C}, Gl Z! et K} sont

posées nulles pour n > 1 dans le systéme d’équations (4.41). Ce systeme d’équations se

réduit a:
ACy = —A G+ B(Zy —2K;) 4.45)
A Cl = 240G} +2B(Zf — K}) 4.46)
ou les constantes Ay et A; s’écrivent :
4, = 4G _leﬁ)__;%% é?l ~ o) (4.47)
o _ 2 - KD - Ghz -2k )

ClCl — 261Gt
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Apres factorisation de (g2 — 1), nous obtenons:

(g2 —e)Wo
Ay = aE 4.4
0T CRCrer —2G Gl (4.49)
(g2 — &)W
Al = aFE 4.
LT e e — Gl Gl (4.50)
avec
22 | dQL
Wy, = - { dq1/2] {C{(2cosh ¢! — sinh ¢)) + 2G1}
bl
dQ%ﬁ 1 0 : 0 1
+ da {2G(2coshq] — sinh ¢}) + 2C; } (4.51)
U
22 | dQ-
W, = - { dql/2] {G§(2 cosh ¢ — sinh ¢f) + 2C; }
b
dQ%/2 Cl h 0 inh 0 Gl
dar {2C;(2 cosh ¢] — sinh ¢}) + 2G;} (4.52)

Par ce calcul, la relation de dispersion des modes de plasmons M =1 N = 0 apparait
de maniere explicite au dénominateur des coefficients Ag et A;. Enfin, la dépendance en
cos ¢ indique que les modes excités possedent la symétrie paire.

En réécrivant le potentiel extérieur :
P (r) = O*PP(r) + &' (r) (4.53)
ou ®*(r) représente la contribution au potentiel créée par le tore:

E9g — &
@tore(r) = V f(q17QQ) aEO C& 0112_ Qéé G% WO (454)

m= m= W m= m=
QA PP + QU ) P o) ostan) | costa)

On montre numériquement que si r >> Re,; (Fig. 4.6):

(4.55)

(btore(r) — W, Ep ( €2 —¢&1 ) UV Ty COS Q3

CLOT —2GLGY r

ot 7, est une fonction de ¢?. Elle est sans dimension et sa valeur est déduite lors de ce

raccord.
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F1G. 4.6 — Comparaison entre les potentiels créés par un tore en or et par un dipéle équivalent situé

Uorigine, calculés le long de la droite q3 = 65pour r > Reyy.

Le champ extérieur au tore est la superposition du champ appliqué et d’'un champ crée
par un dipole idéal placé a l'origine du repere , avec le moment dipolaire suivant : étudier

de plus pres les modes propres et

p = coc1a Ey

(2 — 1) m: Woy
™V

Ct Ol —2Gy G

o, = 4

(4.56)

a, est la polarisabilité du tore lorsque le champ appliqué est planaire.
Si le champ appliqué statique et uniforme est remplacé par une onde plane polarisée

dans le plan de la particule, les expressions des sections efficaces sont données par :

K s 2.4 o |(ea(w) —er)n. Wo ?
== _— p— 4-
o = Grloul =3 K07 | Torer i (4.57)
(82(&)) — 81) Nz Wo
Cemt = Csca +k %{O‘m} = Csca +4nkvS ( Col Cll _ 2G(1) G% (458>

La présence de la relation de dispersion du mode propre pair d’ordre 1 M =1 N =0
aux dénominateurs de C\,; et Cy., montre que ces coefficients vont présenter une exaltation

lorsque la fréquence de 1'onde incidente correspondra a la fréquence de ce mode propre.
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4.3 Distribution des champs électriques

Pour les deux directions possibles du champ appliqué, nous avons trouvé des expres-
sions pour le potentiel intérieur et extérieur au tore. De la méme maniere que les modes
propres, il nous est possible d’en déduire des relations sur les composantes du champ
électrique. Que se soit pour le potentiel intérieur ou extérieur de I'objet, nous déduisons

les expressions des composantes du champ électrique de:

E(r) = —V.0(r) = —V.0""(r) — V.9""(r) (4.59)
= E*"(r) + E*(r) (4.60)

Pour les tores fins, 'approximation que nous avons utilisée consiste a poser II = 1. Les
expressions des composantes de E™(r) obtenues sont les mémes que celles relatives au
modes propres. La forme de U,,(¢2) ainsi que les valeurs de M et N sont prises en fonctions
du champ appliqué.

Les composantes du champ intérieur au tore sont :

N+II
RVRACIEVEY ZAMPM ¢ Mas (4.61)

i(?\4,1\/;1‘1) (r) - eq

X [Sﬁl{(l - n,N)Un_1(q2) (1= pnvam)Uns1 (@)} — T Un(g2)]
avec
de_;(Ch)
T = EQM_;(%) sinh q; + ——*——cosh ¢ (4.62)
27 dq
dQM 1 (QI)
M On  “n—3
_ On 4

N+H
in \/ Q17Q2 i
E(M,N;H)(r) "€gy = Z AMPM (Q1) QM (Q1) Mas (4.64)
n=N
{ 2n—1 2n + oy,

1 =y O (@) = 0nn) + rm s U (@) (1= Snvin) — cosh qur’l(Qz)}

N+II
in iM /f(q1.9) ;
(M,N;H)(r) " €q3 o sinh g Z AM 1 Q1 Q,Af__(éh) Mas (4.65)

y [%Un_l(@)(l ~ bu) + 3Uns1(@2)(1 G im) — cosh Q1Un<q2>]
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Si le champ appliqué est axial, nous avons U, (q2) = sin(ngy) et M =0 et N = 1. Les

expressions de A; et Ay ont été déja trouvées précedemment :

(g2 — 1) A
A = akF
1 ReTeRele
Ag = CLEO (82 _ 51)/42

CY O3 -G GY

Si le champ appliqué est planaire, nous avons U, (q2) = cos(ngz), M =1, N =0 et les

expressions de A; et A, suivantes:

(g2 — 1) Ay
Ay = ak
0 T CRETCeT oGl Gl
Al = CI,E() (82 _ 51)141

CICT —2G1 G

Pour obtenir les composantes extérieures au tore, il suffit d’échanger les différentes

fonctions Q™ 1 (q1) par les fonctions P™ 1 (q1) .
2 2

4.4 Conclusion

Comparée a la méthode de Love [70], la méthode de résolution du systeme d’un champ
électrique appliqué a un tore exposée dans ce chapitre possede plusieurs avantages. Pre-
mierement, elle s’applique aux deux orientations possible du champ: planaire ou axiale.
Deuxiemement, elle permet de trouver facilement des expressions pour les sections efficaces
de diffusion et d’extinction que nous avons reportés en annexe D.

Toutefois, les expressions que nous avons obtenues ne sont valables que pour des tores
fins. Pour des tores plus épais, il est nécessaire de prendre en compte un nombre plus im-
portant de symétries selon ¢, dans le développement des champs électriques. Les expres-
sions qui en découlent sont alors beaucoup plus complexes mais restent solubles puisque
liées a un critere définissant le nombre de symétrie selon ¢, a prendre en compte.

Nous avons choisi de limiter notre étude aux tores présentant des rapports d/R;,
inférieurs a 1 limitant ainsi le nombre de symétries selon ¢s a considérer. Nous avons vu
qu’en appliquant cette approximation, les relations de dispersion d’ordre 1 apparaissent
alors explicitement dans les expressions des sections efficaces. Dans le chapitre suivant,
nous chercherons les fréquences de ces modes propres par la résolution numérique de leurs

relations de dispersion.
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Chapitre 5

Plasmons de surface de nanotores

métalliques

Sur la base du travail analytique du chapitre 3 qui établit les relations de dispersion
des plasmons d’un tore, ce chapitre étudie les modes plasmons de cette particule. Les
fréquences des plasmons du tore dépendent de la nature du métal et de la taille du tore.
La nature du métal constituant le tore est restituée par la fonction diélectrique eo(w),

tandis que les dimensions du tore définissent la valeur du parametre ¢Y.

L’étude des propriétés optiques d’un nanotores métallique fin menée au chapitre précé-
dent, montre que les relations de dispersion de deux modes propres d’ordre 1 apparaissent
explicitement dans les expressions des sections efficaces. Apres la description des modeles
de fonction diélectrique de I’Au que nous allons utiliser, nous détaillerons les fréquences
des modes propres d’ordre 1 pour des tores an Au. Ces fréquences obtenues, nous pourrons
étudier la structure des modes afin de dégager les répartitions des charges de polarisa-
tion ainsi que les directions du champ électrique associées a chaque. Ces informations
permettront de calculer les moments dipolaires électrique et magnétique soutenus par les

différentes catégories de modes qui seront identifiées.

La constante ¢ est reliée aux rayons intérieur et extérieur par la relation (2.23) per-
mettant de définir la surface du tore. Toutefois, pour que la définition des dimensions d’un
tore en coordonnées toroidales soit complete, il est nécessaire d’introduire le parametre a
car ¢ est sans dimension. Cependant, dans le contexte de ’approximation non-retardée,
a n’intervient pas dans les relations de dispersion. Des tores possédant des rapports d/R;,
(épaisseur sur rayon intérieur) égaux mais de diametres extérieurs différents, vont avoir,
d’apres nos relations, les mémes fréquences de résonances. Comme discuté dans le chapitre
1, 'approximation non retardée ne restitue la dépendance des fréquences de résonances

que dans le régime microscopique. Pour que les valeurs des fréquences que nous allons
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calculer soient réalistes, il faut donc que la taille de la particule soit tres inférieure a la
longueur d’onde A. Fixant A dans le domaine optique, le diametre général des tores que
nous allons étudier doivent donc étre inférieur a 200 nm. Notons que tres récemment,
Daniel Kéller et Andreas Hohenau de 1'Université de Graz (Autriche) ont pu réaliser par
lithographie électronique, des anneaux possédant des diametres exterieurs inférieurs a 150

nm (d compris entre 20 et 30 nm, et R;, compris entre 24 et 40 nm).

5.1 Fonction diélectrique des métaux nobles

Dans le domaine optique, l'allure générale des fonctions diélectriques des métaux est
restituée par le modele de Drude. Cependant, les dérivations par rapport aux données
expérimentales restent trop importantes en valeurs absolues. L’utilisation du modele de
Drude permet de dégager les tendances générales des propriétés optiques des métaux mais
ne peut étre utilisé en pratique lorsque les aspects quantitatifs deviennent cruciaux. Il est
alors plus efficace de s’appuyer sur les valeurs expérimentales de la fonction diélectrique.
Il existe de nombreux ouvrages dans lesquels les valeurs des fonctions diélectriques des
métaux sont tabulées. Citons, entre autre, les ouvrages de Palik [101], et Aspnes [102]
ainsi que l'article de P. B. Johnson et R. W. Christy publié en 1972 [103].

Dans un premier temps, nous avons choisi d’utiliser le modele de Drude du fait de sa
simplicité et de son usage important dans de nombreuses publications. De plus, son utili-
sation dans les relations de dispersion trouvées dans le précédent chapitre, nous permettra
de comparer les fréquences des modes de plasmon d'un tore d’ or, avec les fréquences des
modes d’un anneau d’or estimées a partir du modele exposé dans le chapitre 1. Conscient
de la limite de cette description pour les fonctions diélectriques, nous utiliserons des va-

leurs expérimentales lors de la comparaison avec les résultats expérimentaux.

Dans le modele de Drude, les électrons de valence du métal sont des particules clas-
siques libres de se mouvoir. En outre, les électrons sont considérés indépendants (les
interactions entre eux sont négligées). La fonction diélectrique d’un métal se construit

alors de I’équation du mouvement d’un électron libre:
— = eEge™™! (5.1)

ol m, est la masse effective d’un électron, e est la charge de I’électron et vy est une constante

d’amortissement. La résolution de cette équation donne le déplacement r de 1’électron par
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rapport & sa position initiale lorsqu’il est soumis & un champ extérieur E = Ege=®!. Le
moment dipolaire induit est donné par p = er (e: charge de 1'électron). Pour n électrons
par unité de volume, la densité de polarisation s’écrit P = np. Si le milieu est isotropique,

la fonction diélectrique €,,e0:(w) est :

Emetat(w) = 1+ |P|/(0]El) (5:2)
= 1= w —i—lzj’%u (5:3)

Lorsque le gaz d’électrons est soumis a un champ électrique oscillant au cours du temps,
il peut supporter des ondes longitudinales, a une fréquence angulaire dite de “plasma’”.
Cette dernicre est notée w,. Cette fréquence est proportionnelle a la densité d’électrons
dans le métal (n), a la charge et a la masse d’'un électron.

2

(5.4)

W, =
P me €

Les données exposées dans les différents ouvrages sont tres souvent différentes. Les
méthodes d’investigation utilisées ainsi que la méthode de préparation des échantillons du
métal étudié sont souvent les causes de ces différences. Dans cette étude, nous avons choisi
d’employer les valeurs tabulées dans 'ouvrage de Palik [101] car 'expérience a montré
qu’elles sont compatibles avec les méthodes de préparation utilisées habituellement dans
le contexte de la plasmonique (évaporation thermique ou bombardement d’électrons).
Sur la figure 5.1, nous avons représentés la partie réelle (trait plein) et imaginaire (trait
interrompu) de la fonction diélectrique de I’Au en fonction de w/c. Pour permettre une
comparaison avec le modele de Drude, nous avons représenté sur la méme figure la valeur
de la partie réelle de la fonction diélectrique de I’Au calculé a partir de la relation (5.3)

La fréquence w, est la fréquence pour laquelle la fonction diélectrique du métal est
nulle :

6rrLetal(Wp> =0 (55)

La valeur de w, est caractéristique de chaque métal. La définition de w, (eq. 5.4) dans le
modele de Drude est relativement satisfaisante pour calculer €(w) aux fréquences infra-
rouges. Cependant, aux fréquences optiques, cette définition est défaillante, la valeur de
w, étant beaucoup trop faible. Afin de corriger cela, nous ajusterons la valeurs de cette
fréquence a la valeur expérimentale approximative de w a laquelle la partie réelle de €(w)

s’annule. Pour 'Au, w,/c est égale a 27.8 um™'.



114 Chapitre 5

Im e(w)

Re €(w),

\ \ \ \
9 10 15 20

w/c (um’)

—60

F1G. 5.1 — Fonction diélectrique de I’Au: modéle de Drude et valeurs expérimentales. Parties réelle
Re e(w) (trait plein) et imaginaire Im e(w) (trait interrompu) de la fonction diélectrique de I’Au en
fonction de w/c issues des données tabulées par Palik [101]. La partie réelle du modéle de Drude est

représentée par la courbe interrompue et pointillée (-.-).

En comparant les différentes courbes de la figure 5.3, nous voyons que le modele simple
de Drude est satisfaisant pour décrire la fonction diélectrique de I’Au. Cependant, il n’est
pas capable de rendre compte de certaines variations des valeurs de la partie réelle de la
fonction diélectrique e(w) présentes dans les données expérimentales. Ce modele surévalue
(en valeur absolue) la partie réelle de £(w) pour des fréquences supérieures a 12 pym™'.

alors qu’il les sous-élavue pour des fréquences inférieures a cette derniere.

Pour des fréquences plus grandes que w,, les oscillations, appelées plasmons de volume,
sont transverses. La partie réelle de la fonction diélectrique est alors positive ce qui autorise
une transmission a travers le métal. Pour des fréquences inférieures a w,, les électrons ne
peuvent supporter des modes de volume ce que restitue le signe négatif de Re 010 (w). La
réflectivité du métal est alors tres élevée. Dans ce cas, c¢’est-a-dire en ’absence de modes
de volume, il existe des oscillations du gaz d’électrons a la surface du métal. Ces modes

se propagent le long de la surface métallique et décroissent exponentiellement a partir de



5.2.  Evaluation des relations de dispersion 115

I'interface. Ces modes, du fait de leur localisation, sont appelés plasmons de surface . Les

modes de plasmons de surface doivent donc se trouver en dessous de cette fréquence w,.

5.2 Evaluation des relations de dispersion

Les relations de dispersion des plasmons de surface d'un tore métallique sont déter-
minées en extrayant numériquement les fréquences propres des modes de surface corres-
pondant aux zéros des relations de dispersion [104]. Celles-ci correspondent aux zéros des
relations (3.34) et (3.42). Dans le chapitre précédent, nous avons choisi de travailler sur
des tores fins, ce qui nous impose un facteur de forme inférieur a 1. Nous avons montré
dans le chapitre 4 que pour ces tores, seuls certains modes d’ordre 1 vont intervenir dans
les propriétés optiques des tores fins. Nous avons donc procédé a 1’évaluation des relations

de dispersion des modes propres d’ordre 1 a I’aide de 1’équation (3.33):
Cyr ON = (1+0on) GN Gy = (5.6)

Cependant, il est intéressant d’évaluer les fréquences de ces modes propres pour une
plus large plage de rapports d/R;, afin de vérifier les comportements asymptotiques de
ces relations. C’est pourquoi, nous avons cherché ces fréquences pour des rapports d/R;,
compris entre 0.1 et 40. A noter qu’il n’est guere possible d’évaluer les fréquences pour un
tore de rapport d/R;, inférieur a 0.1. En dessous de ce seuil, les valeurs correspondantes
au parametre ¢¥ ne permettent plus de faire converger les sous-routines qui évaluent les

fonctions toroidales (voir chapitre 2).

5.2.1 Tore en Au dans le vide

Les figures 5.2 montrent les courbes de dispersion des premieres branches des modes
(M=0a3,(a): N=0,(b): N =1)d'un tore en Au dont les valeurs de la partie réelle de
la fonction diélectrique proviennent du modele de Drude (eq. 5.3). Le tore est placé dans
un milieu homogene caractérisé par e = 1. Pour chaque couple (M,N), un tore possede
deux fréquences de résonance qui, enfonction de d/R;,, forment deux branches. Nous uti-
liserons la convention suivante afin de différencier les deux fréquences: w;\% y représentera
la fréquence de la branche supérieure du mode (M,N) et wyy N la fréquence de la branche

inférieure.
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F1G. 5.2 — Relations de dispersion de la géométrie du tore: branches des modes N = 0(a) et N = 1(b)
pour M = 0,1,2.3, en fonction du rapport d/R;,. La fonction diélectriqgue de I’Au correspond au modéle

de Drude et le milieu extérieur est l'air.

Dans la limite des grandes valeurs de d/R;,, deux comportements sont observés en
fonction de M. Si M = 0, les branches w;\}:Q ~ €t wyr_o x convergent vers la fréquence
de plasma w,/c = 27.8 um~'. Cette fréquence correspond au mode propre de volume de
I’Au massif. Si M est supérieur ou égal a 1, les branches convergent vers la fréquence
ws/c = 19.66 pm~! définie par e(w,) = —e; = —1. Cette fréquence correspond aux
plasmons de surface associés a une interface Au-air dans I'approximation non-retardée
[105]. Lorsque d/R;, tend vers de grandes valeurs, I’épaisseur du tore devient tres grande
par rapport au rayon intérieur. La forme globale du tore tend alors vers d’un bloc de métal.
Les fréquences des modes propres du tore plongé dans un milieu extérieur diélectrique
tendent donc vers celles d'une interface plane Au-diélectrique.

Pour des faibles valeurs de d/R;,,, chaque branche converge vers la fréquence spécifique
ws/c précédemment définie, excepté les branches des basses fréquences des modes N = 0
qui apparaisent converger vers zéros (fig. 5.2(a) ) .

Pour N =1, les fréquences des branches inférieures sont plus petites que w;/c, tandis

que les fréquences des branches supérieures sont plus élevées que w;/c.

Si la partie réelle de la constante diélectrique de I’Au est maintenant décrite par les
données expérimentales [101], nous obtenons les courbes de dispersion des figures 5.3 (a)
et (b). Nous observons que les comportements aux limites de chacune des branches restent

semblables a ceux obtenus avec le modele de Drude. Le principal changement entre les
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F1G. 5.3 — Relations de dispersion de la géométrie du tore : fréquences de modes N = 0(a) et N = 1(b)
pour M = 0,1,2,3, en fonction du rapport d/R;,. La fonction diélectriqgue de I’Au correspondent auz

données expérimentales [101] et le milieu extérieur est lair.

deux types de données décrivant e5(w) provient du changement de la valeur de la fréquence
ws/c. Avec les données expérimentales la fréquence w,/c prend la valeur 15.2 ym™'.

Pour NV = 0, les branches inférieures wy; y_, dépendent fortement du facteur de forme
du tore. Les branches supérieures wy; y_, sont moyen sensibles a la valeur d/R;,.

1 exception faite

Pour N = 1, les branches sont toutes comprises entre 13 et 17 pum~™
des branches relatives a M = 0.

L’utilisation des données expérimentales de es(w) entraine également des variations
abruptes des courbes, notamment pour des tores de rapport d/R;, compris entre 1 et 20.
Ces variations proviennent principalement des oscillations de la valeur de la partie réelle
de la fonction diélectrique expérimentale de I’Au, pour w/c compris entre 15 et 24 pym™*
(fig. 5.2). Elles mettent en évidence la sensibilité des fréquences des modes propres du

tore a la valeur de la fonction diélectrique du métal.

5.2.2 Tore en Au intégré dans du verre

Les techniques de lithographie moderne par faisceau d’électrons permettent de réaliser
des structures métalliques tres complexe. Cependant, pour des raisons pratiques, les objets
réalisés se trouvent souvent sur une surface de verre (€,¢e = €1 = 2.25). Dans le calcul
des relations de dispersion du tore, la présence d’une surface ne peut étre prise en compte

puisque le milieu extérieur doit étre nécessairement homogene. Une méthode consiste a
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F1G. 5.4 — Relations de dispersion dans la géométrie du tore : fréquences de modes N = 0(a) et N = 1(b)
pour M = 0,1,2,3, en fonction du rapport d/Ri,. La fonction diélectrique de I’Au correspondent aux

données expérimentales et le verre constitue le milieu extérieur.

considérer le systeme substrat et superstrat comme étant un milieu homogene d’indice
optique effectif compris entre les valeurs des indices du substrat et du superstrat. Cette
valeur est généralement ajustée pour faire coincider un résultat théorique a un résultat
expérimental [71]. Pour fixer la limite extreme du domaine d’ajustement de &1, nous
allons considérer que le cas du tore en Au intégré dans le verre. Il est bien connu que la
modification de €; provoque un "red-shift” des fréquences des modes propres de tout type
de plasmon de surface [106, 107].

La figure 5.4 reporte les fréquences des modes N = 0(a) et N = 1(b) pour M = 0,1,2,3
calculées en posant e5(w) égal aux données expérimentales et €1 = €yepre = 2.25. Comme
attendu, toutes les branches subissent un red-shift tandis que le comportement général est
conservé si on tient compte du fait la définition de la fréquence particuliere w,/c devient
e(ws) = —e; = —2.25. L’ensemble des fréquences, exceptées les fréquences basses des

modes N = 0, convergent alors vers la valeur de w,/c = 12.8 um™!.

5.3 Distributions spatiales des modes propres

Pour représenter des exemples de distributions spatiales des modes propres, nous allons
considérer un tore de rayon intérieur de 17 nm et d’épaisseur 8 nm, ce qui correspond a un
facteur de forme d/R;, = 0.47. Les cartes de potentiel ¢ v(r) sont calculées a partir des

relations (3.48)aet (3.49), en posant II = 1. Elles sont calculées aux fréquences du mode
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F1a. 5.5 — Répartition schématique du potentiel dans le plan xz pour le mode M =1 N = 0. (a): cas

. s — . ’o. =+
de la branche inférieure War—1 N=0- (b) : cas de la branche supérieure WAr—1 N=0-

et suivant la parité de celui-ci. De méme, les cartes de champs électriques sont calculées
numériquement a partir des expressions (3.65), (3.68) et (3.69). Les cartes de potentiels

et de champs sont reportées en annexe B.

Pour les modes N = 0, les distributions de potentiel dans le tore correspondent a
celles anticipées lors de I’étude des modes d'un anneau (voir section 1.3.10). Les branches
inférieures wy, y_o sont caractérisées par une distribution symétrique des charges dans
une section du tore. Rappelons que les modes d’ordre 1 possedent une dépendance selon
cos Ngy et une dépendance en cos(IN + 1)gz. Nous en déduisons que la répartition du
potentiel pour wj, y_, est principalement dte au terme de dépendance en cos(N = 0)go
dans P'expression du potentiel (figure 5.5(a)). Pour les branches supérieures, le terme de
dépendant de cos(N + 1 = 1)gs dans le potentiel est dominant. Il en résulte une distribu-

tion antisymétrique du potentiel (figure 5.5(b)).

Les modes N=1 peuvent étre pairs (Uy(g2) = cos Ngz2) ou impairs (Un(g2) = sin Nga),
et sont dégénérés. Le potentiel de chaque mode possede deux termes dépendant de ¢ :
Un=1(q2) et Uni1=2(g2). Sur les cartes de potentiel, nous constatons que la fréquence
basse wj; v, correspond a une distribution ot le terme contenant Uy—;(gz) est dominant
(figures 5.6(a) et 5.7(a)) , tandis que pour la fréquence haute wy; y_;.1_;, le terme conte-
nant Uy y1-2(g2) détermine la distribution spatiale des charges dans une section du tore
(figures 5.6(b) et 5.7(b)).
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F1a. 5.6 — Répartition schématique du potentiel dans le plan xz pour le mode pair M =1 N = 1. (a):
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F1G. 5.7 — Répartition schématique du potentiel dans le plan xz pour le mode impair M =1 N = 1.
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(a): cas de la branche inférieure Whr—1 N=1- (b) : cas de la branche supérieure WAr—1 N=1-
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5.4 Calcul des moments dipolaires des plasmons du

tore

Rappelons que les moments dipolaires liés a un mode propre du tore métallique peuvent

étre calculés en utilisant les relations suivantes [20]:

p = —_i dr J(r) (5.7)

w

1
m = — [dr [rxJ(r) (5.8)
2c
L’absence de charge et de courant extérieurs signifie que la réponse du matériau est
restituée par la fonction diélectrique du métal e(r,w) qui constitue le tore. Pour des champs
possédant une dépendance temporelle harmonique en interaction avec une particule placée
dans un matériau homogene et isotrope caractérisé par 1, le courant a considérer est donc
le courant de polarisation J(r) exprimé ici en unité CGS afin de pouvoir comparer les
moments dipolaires p et m:
w
J(r) = —[e(rw) — 1] E(r) (5.9)
47
La présence du terme [e(r,w) — &;] limite les intégrales au volume du tore. En coordonnées

toroidales, ces intégrales s’écrivent sous la forme suivante:

+00 27 27
Punn = — / o da / dgs / dgs h(q1,q2) Evp ni(q1,62,93) (5.10)
qy 0 0

iw +o0o 2 2 o
my N = %/O dCh/ dq2/ dqs h(q17q2) r X EM,N;H(CI17Q27Q3) (5-11)
q 0 0

avec
e(w) — €

3
a .
ym (f(CI1,C]2)) sinh ¢ (5.12)

EY vai(1,42,q3) correspond au champ électrique du mode (M,N;1II) a intérieur du tore.

h(C_I1>C]2) =

Ses composantes sont données par les relations (3.58), (3.62) et (3.64):

Ei]\r/l[,N;H(qhq?’qf’)) = qu (q17Q2) einge(Il + EII2 (q17q2) eingeq2 + EIIS (QI7q2) eiMqSeQS (513>

ol e, €, et e, sont les vecteurs unitaires en coordonnées toroidales (équations (2.30),
(2.31) et (2.32)).
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Le calcul aboutit aux énoncés suivants des moments dipolaires électrique et magné-

tique:
1 +00 27 27 o
PvNyn = D) /0 dfh/ dC_I2/ dgs h(q1,q2)e"™"* {[BEq (q1,02) + K Eg, (q1,02)]e.
qy 0 0
+ elqg [HEIII (q17q2) + 6EQ2 (q17q2) - iEIIS (q17q2)] (eiﬂ + iey)} (514)
ia w +00 27 27 v
myNn = dq dqs dgs h(q1,q2) "' {0F;(q1,q2)e-
€ Jgo 0 0
+ e'® [V Eth (QI7q2) -7 EIIQ (QI7q2) - i7 EIIS (q17q2>] (iew - ey)} (515)
avec

cosh ¢; sin g9

v = ~ coshq = a1 a) (5.16)
sinh ¢;

Y 5.17
fa1,a2) (5:47)

T = QCOSQ (5.18)

D’apres les relations (5.14) et (5.15), deux cas sont a envisager: M # 0 et M = 0.

Calculs des moments dipolaires si M # 0:

Considérons dans un premier temps le cas des modes M ## 0. L’intégration sur ¢3 dans

les équations (5.14) et (5.15) donne alors:

“+o00 27
PunNxn = —m(ey +iey) dn /0 dfh/ dgz h(q1,92)
q1 0
[k Eq, (q1,62) + B Egy(q1,62) — 1 By (q1,42)] (5.19)
ar w . oo 2
mpy N = —7 - (Zew - ey) 5M,1 / dQ1/ dgs h(Q17Q2)
C q(l) 0
v By (q1,q2) — T Egy(01,92) — 77 Egy(q1,42)] (5.20)

L’intégration élimine les termes en e, et introduit une regle de sélection des modes qui se
traduit par le terme d,7,;. Les moments dipolaires électrique et magnétique correspondent
aux modes M = 1. Le vecteur (e, + ie,) indique que les moments sont tournant dans le
plan du tore (x,y) et ne possédent aucune composante suivant 1’axe z. Un comportement

similaire se retrouve dans I’analyse des moments dipolaires électrique et magnétique d’un
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cylindre métallique avec un coeur diélectrique [16].

Le calcul analytique de l'intégrale sur ¢s est possible dans le contexte de ’approxima-
tion des tores fins. La dépendance en ¢; des équations (5.19) et (5.20) est regroupée dans
des fonctions f2(q,q2) = (coshq — cosqy)/? avec | = 3, 5, 7. Les fonctions f/2(qy,qs)
peuvent étre exprimées par un développement de Taylor si la fonction cosh ¢; ne prend
que des valeurs tres supérieures a 1.
1+§(_I)n (Cosq2 ) f[ [—k+1)

n! cosh ¢; Pl

n=1

f_l/z(C_I1,C_I2) — cosh™ l/2

(5.21)

Cette condition est toujours remplie pour un tore dont 1’épaisseur d est plus petite que le
rayon intérieur R;,, puisque, pour ces tores, nous pouvons toujours écrire ¢; > ¢° >> 1
dans les relations (5.19) et (5.20). Le calcul analytique de l'intégrale sur g, peut donc
s’entreprendre que dans le cadre de 'approximation des tores fins. Nous posons donc
IT = 1 dans les expressions des champs électriques (éq. (3.58), (3.62), (3.64)) . Par cette
approximation, la dépendance en ¢ dans les équations 5.19 et 5.20 se limite alors a une
somme de termes correspondant a des produits de cos(ngs) avec les fonctions Un(ga) et
Un+1(go2). L'intégration analytique sur des puissances de cosinus n’est pas possible. Pour

contourner ce probleme, il faut utiliser les développements en série suivants [108] :

n/2—1
cos”" gy = on Z 2 ( . )cos(n—?j)qg + ( Z ) (5.22)

si n prend une valeur paire, ou

(n—1)/2
1
cos” g = — < . ) cos(n — 27)qe (5.23)

2n 1
j=0

n
. ) est défini par:
J

n n!
(j ) BRI (5.24)

L’intégration analytique sur g, aboutit aux expressions suivantes en fonction de la

Si la valeur de n est impaire. Le coefficient binomial (

parité du mode:

(5.25)

—7 (€1 +ie2) dura [ro~ Si(@)dgr  (pair)
Py, Nji=1 = ' o
0 (impair)
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Fic. 5.8 — (a) Distribution du champ électrique du mode pair M = 1, N = 1 (w

lintégration sur l’objet d’une telle distribution donne des moments dipolaires électrique non

le plan xz :

éme fréquence dans

1 pour la m

N =

)

1

lectrique du mode tmpair M

nuls (b). Distribution du champ é

le plan xz (c): les composantes de v x J selon Uaze z s’ajoutent lors de lintégration pour m. Il en résulte

un moment dipolaire électrique nul et un moment dipolaire magnétique non nul (d).
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_anrw

0 (pair) (5.26)
m ;II=1 — . [e%¢) . . .
M,N;II=1 o (ieq — €2)0n,1 qu So(q1)dq;  (impair)

S1(q1) et So(q1) sont des fonctions de ¢; qui doivent étre intégrées numériquement.

Ce calcul montre qu'un mode propre pair M = 1 d’un tore fin peut soutenir un
moment dipolaire électrique non nul et un moment magnétique nul. Si le mode propre
est impair, le moment électrique est nul tandis que le moment magnétique ne I’est pas.
Comme expliqué précédemment, les modes en N = 0 n’existe que pour des solutions dont
la dépendance en ¢y est paire. Le mode propre du tore d’ordre le plus bas capable de
soutenir un dipole magnétique est donc nécessairement le mode impair d’ordre 1 M =1
N = 1. Sur les figures 5.8 sont représentées les distributions de champ pour le mode pair
M=1,N=1(wy yorn-1) (Fig. aet b) et impair M =1, N =1 (wy;_; y_11-1) (Fig.
c et d). Les directions du champ électrique a 'intérieur du tore indique, pour le mode pair,
un dipole électrique, et pour le mode impair, un dipéle magnétique. Nous avons choisi de
ne représenter que les distributions de champ relatives a la fréquence wy,_y y_;.g-; des
modes. En effet, pour la branche des fréquences inférieures, le facteur Uy—;(go) détermine
principalement la distributions des charges des modes pairs ou impairs. Pour la branche des
fréquences supérieures, le facteur en Uyy1-2(q2) impose la répartition des charges. Cette
derniere distribution peut engendrer un dipole magnétique, mais les directions du champ
électrique dans le tore sont plus complexes entrainant un moment dipolaire magnétique

ou électrique d’amplitude plus faible.

Calculs des moments dipolaires si M =0:

Intéressons nous maintenant au cas des modes M = 0. L’intégration sur ¢3 dans

I’expression du moment dipolaire électrique donne:

+o0 2w
PNny=0 = —W/ dfh/ dgs 1(q1,q2) [BEq (q1,62) + KEg, (q1,q2)] €. (5.27)
q? 0

Si By, (q1,q2) et Ey,(q1,q2) correspondent aux composantes d'un mode pair, les fonctions
Un(q2) sont des cosinus et les intégrales sur ¢; et g2 s’annulent . Sile mode M = 0 considéré
est impair, [Py y7—o| est non nulle. Les modes M = 0 impairs génerent un moment dipolaire
électrique dirigé suivant le vecteur e, .

Le moment dipolaire magnétique s’exprime apres intégration sur ¢ :
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F1G. 5.9 — (a) Distribution du champ électrique du mode pair M = 0, N =0 (wXIZO’N:O;H:l/c) dans
le plan xz : Uintégration sur l'objet d’une telle distribution donne des moments dipolaires électrique et
magnétique nuls (b). Distribution du champ électrique du mode impair M =0, N =1 (wy,_o y_1.11=1/¢)
dans le plan xz (c): les composantes du champ selon laze z se s’annulent pas lors de lintégration, il en

résulte un moment dipolaire électrique non nul (d).
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ar w oo 2m
my p=0 = o ¢ 5M,1 /O dQ1/ dqa h(Q17Q2> 0 E%(leq2) e, =0 (5-28)
q1 0

En effet, la dépendance selon ¢y du terme E,(g1,q2) est restituée par les seules fonctions
Un(g2) et Un11(g2) qui sont des fonctions cosinus ou sinus suivant la parité du mode.
Leur intégration de 0 a 2 donne donc un résultat nul. Les modes M = 0 ne peuvent donc

supporter un moment dipolaire magnétique.

Pour illustrer ce résultat, nous avons représenté sur la figure 5.9 (a), la distribution
du champ électrique du mode pair M = 0, N = 1 (w;,/c) dans le plan zz. Lors de
I'intégration sur le tore, chaque composante du champ se compense pour donner des
moments dipolaires électrique et magnétique nuls. Pour le mode impair M =0, N =1
(wg1/c) (Fig. 5.9 (b)), les composantes du champ selon z s’ajoutent lors de I'intégration
sur ’objet. Il en résulte un moment dipolaire électrique. La distribution de charge relative
au mode waf ,/c appartenant a la branche supérieure de fréquences entraine également
I’apparition d’'un moment dipolaire électrique. Toutefois, la repartition des charges selon
la coordonnée ¢ dépend principalement du terme sin2¢s. Le moment dipolaire qui en
résulte est plus faible que celui du mode appartenant a la branche inférieure de fréquences.

Ce mode va donc interagir plus fortement avec un champ appliqué axial parallele a e,.

Conclusions

D’apres le développement multipolaire réalisé au chapitre 1 pour une particule de forme
quelconque, le couplage des modes propres d’un tore de taille sub-longueur d’onde avec un
champ externe est décrit en premiere approximation par les termes dipolaires p.Eq+m.B,.
Les modes propres associés aux dipoles p et m contribuent le plus significativement aux
propriétés optiques. Dans le chapitre précédent, nous avons montré que les relations de
dispersion des modes propres d’ordre 1 (M =1 N =0et M =0 N = 1) interviennent
dans les expressions des sections efficaces. Cela se justifie par le fait que ces modes peuvent
soutenir des dipoles électriques. De plus, le recouvrement entre le champ appliqué et la
structure des champs de ces modes est optimal, rendant ainsi leur excitation aisée.

Le résultat marquant des calculs précédents est la capacité du mode propre impair
M =1 N =1 a soutenir un moment dipolaire magnétique non nul et un moment dipo-
laire électrique nul aux fréquences optiques. Comme mentionné précédemment, les modes
propres pairs et impairs sont dégénérés. Afin de privilégier 'interaction avec le dipole

magnétique, il sera nécessaire de chercher les conditions d’excitation du mode impair ou
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de trouver une condition permettant la levée de dégénérescence.



Chapitre 6

Spectres d’extinction des nanotores

Les chapitres précédents ont étudié analytiquement les propriétés optiques des tores
métalliques de taille sub-longueur d’onde. Nous avons dégagé d’une part que seuls deux
modes propres du tore peuvent étre facilement excités par une onde plane incidente.
D’autre part, il est apparu que I'un des modes du tore métallique possede un dipole
magnétique au fréquences optiques, alors que son moment dipolaire électrique est nul.

Avant de rechercher les conditions d’excitation de ce mode caractérisé par un moment
dipolaire magnétique, nous allons vérifier la validité de nos calculs analytiques. Premiere-
ment, nous allons comparer les spectres d’extinction issus des relations analytiques trou-
vées au chapitre 3, avec des spectres obtenus par une méthode de calcul numérique, et ce
pour les deux polarisations possibles du champ incident (planaire et axial).

Ensuite, I'obtention récente de résultats expérimentaux sur un nombre significatif
d’échantillons nous permettra de procéder a une confrontation des résultats théoriques
et expérimentaux. La validation expérimentale des propriétés optiques impliquant les ca-
ractéristiques dipolaires électriques prédites par notre analyse donnera de la crédibilité a
I’autre prédiction majeure de notre étude concernant les caractéristiques dipolaires ma-

gnétiques.

6.1 Spectres d’extinction analytiques et numériques

Afin de comparer les propriétés résonantes des nanotores métalliques prédites par notre
analyse avec les résultats d’une autre méthode, nous avons choisi de déterminer numéri-
quement leur spectres d’extinction par la méthode du tenseur de Green (annexe C). Le
programme calcule la section efficace d’extinction d’une onde plane linéairement polarisée
et incidente sur le nanotore. Cette méthode numérique met en oeuvre une procédure de

discrétisation de 'espace direct. Elle est bien adaptée a 1’étude des phénomenes de diffu-
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sion par des objets nanoscopiques ou a 1’étude de phénomenes d’optique de champ proche.
Elle inclut les ondes propagatives et évanescentes et respecte leur caractere vectoriel des
champs. Surtout, cette méthode prend en compte les effets de retard, ce qui n’est pas le
cas dans notre étude analytique conduite dans les chapitres précédents. De plus, cette mé-
thode est indépendante de la forme et de la taille des objets a étudier. Enfin, elle permet

d’évaluer la structure du champ électrique a l'intérieur et a l'extérieur de la particule.

Cependant, cette méthode numérique ne possede pas que des avantages, méme si elle
semble parfaitement adaptée a notre probleme. En effet, méme si la particule étudiée
peut étre de forme complexe, 'obtention de résultats convergents nécessitent I'utilisation
d’un nombre important de cellules de discrétisation en particulier si le centre diffuseur
présente des formes courbées. Sans cela, la géométrie de la particule discrétisée peut étre
tres différente de celle de la particule a modéliser. Dans le cas des tores, les nombreuses
symétries et les formes tres arrondies nécessitent donc une discrétisation tres fine de 1’ob-
jet. Les résultats numériques que nous allons présentés ont donc nécessité un ordinateur
possédant une taille de mémoire importante. Par exemple, les résultats obtenus sur le tore
de dimension d = 20 nm et R;, = 35 nm, ont nécessité une discrétisation de l'objet avec
des cellules cubiques de taille 2.5 nm x 2.5 nm X 2.5 nm. Le tore est ainsi représenté par
5808 cellules, ce qui correspond a une occupation par le programme de calcul d’environ

4.4 Giga-octets d’espace mémoire.

6.1.1 Champ axial

Dans un premier temps, intéressons nous a la configuration relative a un champ inci-

dent polarisé verticalement au plan du nanotore d’or.
Eie = By ¢XT avec By = (0,0,E.) et k - Eg = 0 (6.1)

Dans I’approximation non retardée, le champ appliqué sur le tore est donc axial et uniforme
(Eine = Ey €,) si la taille de la particule est petite devant la longueur d’onde. Nous avons
reporté sur la figure 6.1(a), les valeurs de la section efficace d’extinction obtenues en
fonction de la longueur du champ incident, par 1’évaluation de son expression analytique
(4.35)

gaolw) —e1)n, W
Cewt:Csca‘i‘Zlﬂ'k’U%(( é'(lo()jg—lG);]Gg 1) (62)
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Trois tailles de tores ont été considérées: le tore t, possede une épaisseur de 21 nm et
un rayon intérieur de 21 nm (d/R;, = 1). L’épaisseur de tore ¢, est d = 15 nm et son rayon
intérieur est R;, = 27 nm (d/R;, = 0.55). Le tore t. est tel que: d = 12 nm et R;, = 30
nm (d/R;, = 0.4). Les sections efficaces d’extinction calculées par la méthode numérique
sont exposées sur la figure 6.1(b) pour ces trois méme tores. Dans les deux calculs, les
données expérimentales ont été utilisées pour décrire la fonction diélectrique de 'or. Une
résonance apparait clairement sur les différents spectres. Sur les courbes correspondantes
a expression analytique, nous trouvons que le maximum du pic de résonance se situe,
pour les trois tores, a une longueur d’onde de 496 nm. A partir du modele numérique,
nous trouvons la résonance a A = 498 nm. Cette résonance reste aussi inchangée suivant
les dimensions des tores. Dans le cas du champ axial, nous pouvons vérifier qu’il existe
un bon accord entre résultats analytiques et numériques, validant ainsi le développement
analytique et, pour le régime 2(d + R;,)/A considéré, les approximations employées au

chapitre 4.

Compte tenu de l'expression (4.35), nous savons que cette résonance est due a 1’exci-
tation du mode d’ordre 1 M = 0, N = 1. Dans le chapitre précédent, nous avons trouvé
que si le facteur de forme était petit, les fréquences de ce mode étaient proches de celle
d’une surface d’or w,/c. La fréquence plasmon pour une interface plane or-air, avec prise
en compte de la partie imaginaire de la fonction diélectrique de I'or, est w,/c = 12.77 ym™*
soit Ay = 492 nm. En calculant au chapitre précédent les fréquences de modes propres,
nous avions trouvé deux fréquences possibles pour ce mode. Toutefois, sur les spectres
d’extinction, nous ne voyons apparaitre que la résonance due a la branche inférieure de
fréquences. Ce fait est lié a la prise en compte de la partie imaginaire de la fonction
diélectrique de 'or dans les calculs d’extinction qui provoque un décalage vers le rouge
des fréquences ainsi qu’un élargissement spectral de la résonance qui masque le pic de

résonance lié a la branche supérieure de fréquences propres [109].

La méthode de Green permettant d’évaluer les champs électriques a l'intérieur et a
I'extérieur de la particule, nous avons effectué le calcul d'une carte d’intensité du champ
électrique a la fréquence de résonance, dans le plan xz du tore. Sur la figure 6.2, nous avons
représenté cette distribution de champ obtenue numériquement (Fig. 6.2 a) avec celle obte-
nue a partir des formes analytiques du champ électrique (Fig. 6.2 b) (eq. 4.61, 4.64, 4.65).

Meme si la méthode Green montre ici ses limites en faisant apparaitre la discrétisation de
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F1a. 6.1 — Sections efficaces d’extinctions calculées par la formule analytique (a) et par méthode de

Green numérique (b) pour différents tores. La polarisation de l'onde plane incidente est aziale. Le tore t,

posséde une épaisseur de 21 nm et un rayon intérieur de 21 nm (d/R;, = 1). Le tore ty, est tel que:d =15

nm et Ry, = 27 nm (d/R;, = 0.55). Le tore t. est tel que: d = 12 nm et R;, = 30 nm (d/R;, = 0.4).

Le milieu extérieur est Uair.
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F1G. 6.2 — Distributions du champ électrique numérique (Méthode de Green) (a) et théorique (b), pour

un tore de dimensions d = 20 nm et R;, = 35 nm, plongé dans l'air. Le champ appliqué est azial.
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I'objet, les deux distributions de champs concordent de maniere satisfaisante.

6.1.2 Champ planaire

L’autre configuration d’excitation possible du tore que nous avons précédemment étu-

diée, correspond a un champ excitateur planaire :
Eje = Boe' ST avec By = (E,,0,0) et k- Ey = 0 (6.3)

Dans I'approximation non retardée (E;,. = Ey e,), les valeurs des la sections efficaces

d’extinction des tores t, ,t, et t, sont obtenues par 1’ expression analytique (4.58):

Coat = Coea + 4Tk VS <(EC%§“’C)11__5;)G? gf 0) (6.4)
et sont reportées sur la figure 6.3 (a). La figure 6.3 (b) résume les sections efficaces évaluées
a 'aide de notre méthode numérique. Nous voyons que 'accord entre le modele analy-
tique et la méthode numérique reste bon, méme si les fréquences de résonances obtenues
numériquement sont légerement décalées vers le rouge. Par I'étude préalable de 'interac-
tion d’un tore avec un champ uniforme réalisée au chapitre 4, nous savons qu’un champ
appliqué planaire excite le mode M =1 N = 0 du tore. Nous avons vu que la fréquence
appartenant a la branche inférieure des modes était caractérisée par une forte dispersion.
Nous avons observé que la position du pic de résonance est tres sensible au facteur de
forme. Une faible variation de ce facteur entre deux tores se traduit par un glissement
important de la fréquence de résonance.

Nous savons également que le mode M =1 N = 0 possede deux fréquences. L’interaction
du mode appartenant a la branche inférieure de fréquences avec le champ incident est
clairement visible sur les différents spectres. Toutefois, le pic de résonance correspondant
a la branche supérieure n’apparait pas. Ce phénomene s’explique par le fait que cette ré-
sonance plasmon se superpose au seuil des transitions interbandes de 1’or. L’augmentation
de la contribution interbande conduit a un fort étalement spectral de la résonance aux
faibles longueurs d’onde (wJT/I:L N—o)- Cette résonance n’apparait pas clairement comparée
a la résonance aux grandes longueurs d’onde (wj\_/A,ZL N—o)s qui apparait dans une zone du
spectre ou ’absorption interbande est faible. Remarqons qu'une faible resonance apparait
pour le tore t, vers 580 nm. Cette resonance est en fait un artefact lié aux données expé-

rimentales de 1'or qui possedent une inflexion vers cette fréquence (Fig. 5.1).
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F1a. 6.3 — Sections efficaces d’extinctions calculées par la formule analytique (a) et par méthode de
Green (b) pour différents tores. La polarisation de l'onde plane incidente est planaire. Le tore t, posséde
une épaisseur de 21 nm et un rayon intérieur de 21 nm (d/R;y, = 1). Le tore ty, est tel que: d = 15 nm et

R;n, =27 nm (d/R;, = 0.55). Le tore t. est tel que: d =12 nm et R;, = 30 nm (d/R;, = 0.4). Le milieu
extérieur est l’air
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F1G. 6.4 — Distributions du champ électrique numérique (A = 800 nm) (a et c) et analytique (A = 772
nm) (b et d), a pour un tore de dimensions d = 20 nm et R;, = 35 nm, plongé dans Uair. Le champ

appliqué est planaire.
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La figure 6.4 présente la distribution spatiale du champ électrique calculée a la réso-
nance pour un tore de dimensions d = 20 nm et R;, = 35 nm plongé dans ’air. Encore une
fois, la méthode numérique (Fig. 6.4 (a) et (c) ) peine pour rendre compte des directions
ainsi que de l'intensité du champ électrique a l'intérieur de la structure. Toutefois, cette
restitution est suffisante pour valider les résultats obtenus analytiquement (Fig. 6.4 (b) et
(d) ) & partir des relations (4.61) (4.64) et (4.65) a extérieur du tore.

La distribution spatiale du champ électrique dans le plan du tore montre qu’un champ
d’intensité et de direction uniforme est présent dans la cavité de la particule. L’intensité
maximale du champ se trouve dans le plan zy du tore, au niveau de l'interface métal-
air avec un facteur d’amplification élevé |E|/|Ey| ~ 40. Ces effets, dis a la distribution
des charges a la résonance, combinés avec la sensibilité de la résonance au facteur de
forme indique que les particules de forme torique possedent un haut potentiel dans les
applications d’optiques non-linéaires [8], ainsi que dans le cadre d’études SERS (Surface
Enhancement Raman Scattering) [110, 111, 112].

6.1.3 Sensibilité des fréquences de résonance au milieu extérieur

L’excitation d’un plasmon de surface pour un film mince métallique dépend de I'indice
de réfraction des milieux environnants. Cette propriété est utilisée pour la réalisation de
biocapteurs optiques [113]. Basée sur la configuration Kretschmann-Raether [114], cette
méthode de détection d’adsorption de molécules biologiques est tres sensible. Une lumiere
monochromatique est envoyée sur le film métallique au travers du prisme et un détecteur
mesure la réflexion. L’adsorption des molécules sur la surface libre du métal change I'indice
de réfraction sur la face libre du film mince, ce qui provoque un changement dans la
condition d’excitation du plasmon de surface. Une modification de la réflexion est alors
observée.

Le film mince métallique peut étre remplacé par une nanoparticule [115, 116]. L’ad-
sorption des molécules sur le métal modifie I'indice de réfraction environnant, provoquant
un red-shift de la longueur d’onde de résonance de la nanoparticule métallique. La dif-
fusion et l'extinction sont alors modifiés et observés au travers d'un simple microscope
optique. Malheureusement, la sensibilité de ce dispositif est plus faible que dans le cas du
film mince. Toutefois, le faible volume de détection, typiquement de quelques nanometres
autour de la particule, confere a ce dispositif, un avantage important. Le volume de 1'expé-
rience étant plus petit que dans le cas du film mince, la détection se fait sur un tres faible

nombre de molécules [117]. Dans le cas de biomolécules présentant un nombre important
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FI1G. 6.5 — Sur base des formules analytiques de 'approzimation non retardée : sensibilité des résonances
du tore en fonction de la constante diélectrique du milieu extérieur, et en fonction du facteur de forme
d/Rip. Les carrés ( resp. cercles) représentent les longueurs d’onde de résonance obtenues par méthode

Green pour un tore d/R;p =1 (resp. d/ R, = 0.5).

d’atomes, la détection peut se faire sur une molécule unique, si la géométrie de la particule
le permet. En effet, plus la forme de la nanoparticule est complexe, plus ses résonances
seront sensibles a un faible changement de constante diélectrique du milieu extérieur. Par
exemple, le décalage de 1 nm en longueur d’onde de la résonance d’une nanoparticule
d’argent de forme triangulaire correspond a un changement de 1/200=0.005 de I'indice
de réfraction [118], tandis que ce changement est de 1/100=0.01 pour une nanosphére
d’argent de dimension comparable.

Nous avons étudié la dépendance des résonances du tores en fonction de la constante
diélectrique du milieu extérieur. La figure 6.5 montre le décalage en longueur d’onde des
deux résonances précédentes. Le pic de résonance lié a ’excitation du mode M =0 N =1
est trés peu sensible au milieu extérieur (\,.s = 496 nm pour 1 = 1 et A\, = 531 nm pour
g1 = b), tandis que la fréquence de résonance du mode M =1 N = 0 change fortement
en fonction de ;. Cette dépendance au milieu extérieur est d’autant plus importante que
le tore est fin. Pour un tore de rapport d/R;, = 1, un décalage de 1 nm sur le maximum
du pic d’extinction correspond a un changement de 1/444 de Iindice de réfraction /g1 du

milieu extérieur. Pour un tore d/R;, = 0.5, le changement de 'indice est de 1/806, et pour
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un tore d/R;, = 0.2, I'indice change de 1/1666. Pour comparaison, la variation d’indice
pour 1 nm de décalage du pic de résonance pour un sphere d’or creuse de 50 nm de dia-
metre et de 4.5 nm d’épaisseur est de 1/400 [79]. Les particules de forme torique possedent
donc un mode plasmon extrémement sensible comparées aux autres particules. De plus,
la structure de ce mode, et notamment la direction et I'intensité relativement uniformes
du champ électrique dans la cavité du tore (Fig. 6.4), rend cette particule intéressante

pour la détection de longues molécules biologiques.

6.2 Données expérimentales

Dans les sections précédentes, les simulations nous ont permis de vérifier les approxi-
mations effectuées dans nos travaux analytiques. Nous avons ensuite chercher a confronter
nos résultats théoriques a des résultats expérimentaux. Le tres faible nombre d’études sur
des anneaux métalliques ne permet pas une comparaison aisée entre théorie et expérience
rapportées dans la littérature. Pour remédier a ce manque d’informations exhaustives, des
particules de forme toriques ont été réalisées et caractérisés optiquement (spectre d’extinc-
tion) a 1'Université de Graz (Autriche) dans le groupe du Prof. J. R. Krenn par Daniel
Koller et Andreas Hohenau. Dans un premier temps, nous rappellerons brievement la
technique de fabrication utilisées pour 'obtention des échantillons, ainsi que la méthode
générale de mesure d’extinction. Cela nous permettra de mettre en évidence certaines

limites inhérentes aux méthodes expérimentales.

6.2.1 Fabrication et mesures d’extinction

Les échantillons ont été obtenus a ’aide de la derniere génération d’équipements de li-
thographie électronique mise sur le marché par la société RAITH. Cette technique consiste
a déposer sur un substrat de verre dopé ITO, une couche de polyméthyle méthacrylate
(PMMA), résine vynilique sensible aux électrons [119]. Apres une étape de recuit afin
d’évaporer le solvant de la solution de PMMA, 1’échantillon est placé dans l’enceinte
d’un microscope électronique a balayage. Le faisceau d’électrons, piloté par un logiciel
de conception graphique, modifie la structure chimique de la couche de résine. Il en suit
une étape de développement permettant de dissoudre les régions de résine insolée. Une
couche d’or est alors évaporée thermiquement et une derniere étape de révélation ("Lift
Off”) permet de retirer de ’échantillon les zones de PMMA restantes. Les particule d’or

apparaissent donc a la surface du verre. Par cette méthode, il n’est pas possible de contro-
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FI1G. 6.6 — Images au microscope électronique a balayage de tores fabriqués et caractérisés a I’Université
de Graz (Autriche). (a) L’espagement entre chaque particule est de 500 nm. (b) Zoom sur un tore:

Uépaisseur moyenne d est évalué a 28 nm et le rayon intérieur est de 33.5 nm environ.

ler la forme de la particule en hauteur. L’obtention de particules de forme parfaitement

torique est donc impossible.

Les propriétés optiques d’un ensemble de nanoparticules refletent celles, individuelles,
des nanoparticules pouvu que la distance interparticules soit plus grande que leur taille.
En effet, lorsque la densité est trop forte, le couplage dipolaire entre particules peut no-
tablement modifier la réponse optique [120, 121]. Toutefois, pour des faibles densités, les
nanoparticules peuvent étre considérées comme indépendantes. L’absorption et la diffu-
sion du systeme sont alors la somme des absorptions et diffusions individuelles Les études
optiques expérimentales ont été réalisées dans ces conditions, I'espacement entre chaque

particule étant de 500 nm.

L’évaluation des relations de dispersion a mis en évidence la tres grande sensibilité
du spectre optique des nanotores métalliques a leur taille, a leur orientation ainsi qu’au
milieu extérieur. Tout ces parametres présentent expérimentalement des fluctuations qui
peuvent étre importantes d'un objet a l'autre. Lorsqu’un grand nombre de particules est
illuminé simultanément par le faisceau incident, une réponse optique globale moyennée
sur un large ensemble de d’objets est alors obtenue. Par rapport aux pics obtenus pour
une particule isolée, cet effet se traduit généralement par un élargissement des pics d’ex-

tinction pour un ensemble de particules.
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F1a. 6.7 — Dispositif permettant de mesurer Uextinction di a I’échantillon.

Le spectre d’extinction est obtenu a I’aide d’un spectrometre couplé a un microscope
optique conventionnel (Figure 6.7). Pour controler la polarisation du faisceau incident, un
polariseur est inséré entre le collimateur et I’échantillon a caractériser. L’extinction est
définie par log,,(T/T) , ou T est le signal transmis par la surface de verre avec les tores
et Ty = 1 est le signal transmis par la surface de verre en l'absence des particules. Les
mesures d’extinction ont été obtenues pour des longueurs d’ondes comprises entre 400 et
1200 nm.

6.2.2 Comparaison des résultats théoriques et expérimentaux
Incidence normale

Des mesures d’extinction optiques ont été accomplies sur un grand nombre d’échan-
tillons. Les tores caractérisés possedent des facteurs de forme d/R;, compris entre 0.45
et 1.14. Les expériences d’extinction optique ont été réalisées avec un faisceau incident
normal a la surface des échantillons. Le champ électrique de 'onde incidente est donc
parallele au plan des tores. Cette configuration correspond a un champ appliqué planaire
sur les tores métalliques. Les figures 6.8,présentent quatre spectres obtenus avec des tores
caractérisés par d/R;, =1.139 (tore ¢, : fig. a), 0.835 (tore to: fig. b), 0.743 (tore t;: fig.
c) et 0.65 (tore t4: fig. d). Sur chacun des spectres, une résonance apparait clairement
vers les grandes longueurs d’onde. Les dimensions employées montrent que la résonance
se décale vers l'infrarouge si le facteur de forme devient petit. Nous pouvons remarquer
également que la hauteur des pics varie avec le volume de la particule. A noter que la
longueur d’onde de ce pic d’extinction n’est pas modifée par la polarisation de 'onde. Le
léger décalage observé entre les formes des courbes des polarisations = et y est significatif

de 'asymétrie résiduelle des tores obtenus par nanofabrication.
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F1a. 6.8 — Spectres d’extinction expérimentauz sur différents tores d’or. (a) tore ty : d/ Ry, =1.139. (b)
tore ty : d/Rin =0.835. (c) tore t3 : d/Rin =0.743. (d) tore t4 : d/ R, =0.65.

Les tores caractérisés expérimentalement se trouvent sur une surface de verre. L’en-

vironnement diélectrique est donc différent celui de ’air. Il est nécessaire de prendre en

compte ce parametre dans nos calculs puisque la surface de verre va induire une augmenta-

tion de la longueur d’onde de résonance. L’effet du substrat est introduit qualitativement

dans l'expression analytique en considérant que les particules baignent dans un milieu

homogene dont la fonction diélectrique effective est une moyenne pondérée des fonctions

diélectriques respectives du substrat et du milieu ambiant. Pour un substrat de verre et un

superstrat d’air, la fonction diélectrique du milieu homogene équivalent est généralement

ajustée a

2.12 [71, 122).

Les figures 6.9 (a), 6.9 (b) , 6.9 (c) et 6.9 (d) mettent respectivement en parallele les

sections efficaces C,; calculées analytiquement et les spectres d’extinction expérimentaux
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F1a. 6.9 — (a) Sections efficaces d’extinction calculées pour les tores expérimentaux t1, ta, t3 et ty. (b)
Fréquences de résonance théoriques (courbe en traits discontinus) et expérimentales (trait continu) du

mode M =1, N =0.

pour les tores tq, to, t3 et t4. Les longueurs d’onde de résonance obtenues sont proches
de celles expérimentales: t1: A\..s = 768 nm, t5: \..s = 860 nm, t3: A\.cs = 910 nm et t3:
Ares = 955 nm. Comparés au spectres analytiques, les spectres expérimentaux présentent

des pics de résonance plus larges diis a une mesure collective des tores.

Sur la figure 6.10, nous avons reporté les longueurs d’onde de résonances correspon-
dantes a l'excitation du mode M = 1 N = 0 pour des tores dont d/R;, est compris
entre 0.4 et 1.3 (courbe en trait plein). Nous y avons figuré la position des différentes
résonances obtenues expérimentalement. En dépit des incertitudes expérimentales énon-
cées précedemment, nous voyons que la comparaison entre formule analytique et résultats
expérimentaux est tres satisfaisante. Expérimentalement, nous vérifions donc la forte dé-

pendance de la résonance du mode M =1 N = 0 au facteur de forme d/R;,.
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F1G. 6.10 — Longueurs d’onde de résonance en fonction du rapport d/ Ry, : la courbe en trait plein repré-
sente les longueurs d’onde obtenues analytiquement a partir de équation (4.58). Les carrés représentent

les longueurs d’onde expérimentales.

Inclinaison de I’échantillon

Le dispositif expérimental permet d’incliner les échantillons d'un angle ¢ par rapport
au champ électrique incident. Celui-ci possede donc une composante planaire F, = Eg-e,
et une composante axial FE, = Eg - e, par rapport au plan défini par I’échantillon. Le

champ appliqué sur les tores est donc:

E, = E,e,+FE,e, (6.5)
= FEy cosd e, + Ey sind e, (6.6)

L’amplitude de chaque composante du champ dépend donc de la valeur de I'angle d’in-
clinaison ¢ du plan des tores. D’apres les sections précédentes de ce chapitre, on s’attend
donc a observer une résonance proche de 500 nm liée au mode M = 0 N = 1 excité par la
composante axiale du champ, et une autre résonance vers de 821 nm, liée au mode M =1
N = 0 excité par la composante planaire du champ.

Sur les figures 6.11 sont exposés les spectres d’extinction expérimentaux (a) et analy-
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F1G. 6.11 — Spectres d’extinction expérimentauz (a) et analytiques (b) obtenus lors de linclinaison de
l’échantillon par rapport au faisceau incident. Les tores expérimentaux utilisés pour ces mesures présentent

un rapport d/Rin, = 1. Analytiquement, nous avons pris d/R;, = 1.



146 Chapitre 6

tiques (b) obtenus en fonction de 'angle . Comme attendu, si le faisceau incident est
normal au plan des tores, la résonance die a 'excitation du mode pair M =1 N =0
apparait vers 858 nm expérimentalement. Analytiquement, le pic de résonance est centré
autour de 821 nm. Lorsque le plan des tores est incliné, une seconde résonance die a
I'excitation du mode impair M = 0 N = 1 apparait. Analytiquement, la longueur d’onde
de résonance est A = 496 nm. Expérimentalement, cette résonance se trouve aux alentours
de 555 nm. Cette différence en longueur d’onde est significative et peut étre attribuée a la
différence de forme entre les tores théoriques et les particules expérimentales. En effet, la
méthode de lithographie par faisceau d’électrons ne permet pas de controler efficacement
la forme des particules dans le plan axial. Les particules expérimentales ne sont pas parfai-
tement toriques et présentent des flancs droits provoquant probablement ce changement

de fréquences.

6.3 Conclusions

Ce chapitre nous a permis premierement de confronter le modele analytique que nous
avons développé dans les chapitres précédents aux résultats obtenus a l'aide d’une mé-
thode numérique. La comparaison entre des spectres d’extinctions et des cartes de champs
obtenues par les deux méthodes, permet de valider les approximations nécessaires pour
I’étude analytique des propriétés optiques d’un nanotore métallique. Nous avons montré
qu’'un tore d’Au plongé dans un champ électrique axial possédait une résonance au environ
de 498 nm et que cette fréquence de résonance était tres peu sensible au facteur de forme
d/ R;,. Toutefois, lorsque le champ excitateur est planair, le mode plasmon excité possede
une longueur d’onde de résonance situé dans le rouge et dans le proche infrarouge. Les
calculs ont montré une tres grande sensibilité de la fréquence de résonance de ce mode
par rapport a la valuer de d/R;,. Nous avons également montré que la fréquence de réso-
nance de ce mode est tres sensible a l'indice de réflexion du milieu extérieu, et que cette
sensiblilité est d’autant plus importante que le tore est fin.

Enfin, une comparaison entre théorie et expérience a pu étre possible grace a la fa-
brication et la caractérisation de nanotores d’Au obtenus par méthode de lithographie
électronique. Malgré la géométrie en anneau des particules expérimentales, un tres bon
accord a été trouvé entre les résultats analytiques et expérimentaux si le champ excitateur
est planaire. Lorsque le champ appliqué sur la structure est axial, les différences de formes

des particules étudiées expérimentalement et analytiquement se traduisent par une légere
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discordance entre les longueurs d’onde de résonances expérimentales et théoriques.
Enfin, cette étude sur les spectres d’extinction de nanotores d’Au isolés ne nous permet
pas de mettre en évidence I'excitation du mode capable de soutenir un moment dipolaire
magnétique non nul. Les différents calculs et simulations que nous avons entrepris ont
montré que les modes excités a ’aide d’une onde plane sont ceux présentant un moment

dipolaire électrique.
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Conclusion et perspectives

Notre travail fut initialement motivé par la compréhension théorique du processus de
détection du signal en microscopie de champ proche optique en configuration PSTM. En
fonction de la nature du dipole soutenu par la pointe, le signal détecté est différent. Si
la nature de la pointe permet l'excitation d’'un mode plasmon supportant un moment
dipolaire électrique de forte amplitude, le signal enregistré est proportionnel a I'ampli-
tude du champ électrique. Toutefois, si le mode plasmon de la pointe supporte un mo-
ment dipolaire magnétique supérieur au moment électrique, le signal enregistré est alors
proportionnel & l'amplitude du champ magnétique [40, 42]. Aucun mélange du champ
électrique et du champ magnétique n’a été détecté jusqu’a présent. Ce comportement fut
alors interprété comme étant la manifestation indirecte du principe d’Heisenberg [43] en
électromagnétisme du fait de la mesure sub-longueur d’onde réalisée par la sonde. Ces
résultats expérimentaux ont entrainé des études afin de déterminer les conditions d’exci-
tation du mode plasmon de la pointe responsable de la détection du champ magnétique
[16]. Dans ce contexte, nous avons cherché a savoir si d’autres particules sont capables
de soutenir un moment dipolaire magnétique aux fréquences optiques. De plus, le déve-
loppement récent des matériaux a indices de réfraction négatifs aux fréquences optiques

implique la mise en jeu de moments dipolaires magnétiques a ces fréquences.

Etant donné la forme des pointes de microscope de champ proche, nous nous sommes
intéressés aux plasmons de surface supportés par des particules métalliques de géomé-
trie torique. Dans un premier temps, I’étude du systeme de coordonnées toroidales nous
a montré que ce systeme de coordonnées ne permet pas la séparation de variables dans
I’équation de Helmholtz tant vectorielle que scalaire. Toutefois, par 'introduction d’un
facteur multiplicatif, ce systeme autorise la séparation de variables dans I’équation de
Laplace, nous invitant alors a travailler dans le cadre de 'approximation non-retardée.
Cette approximation limite donc notre étude aux tores de tailles tres petites comparées

aux longueurs d’ondes incidente. Dans ce régime non-retardé, nous avons réalisé en dé-
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tail la séparation de variables dans 1’équation de Laplace dans le systeme de coordonnées
toroidales. Cette séparation aboutit a I'introduction des fonctions de Legendre d’indices
demi-entiers. Malgré leurs propriétés proches de celles des fonctions de Legendre d’indices
entiers, ’évaluation de ces fonctions est délicate et nombres de méthodes d’évaluation
directes divergent tres rapidement. Notre étude ne fut possible que grace a la mise au

point en 2002 d’une méthode stable d’évaluation numérique des fonctions toroidales [87].

Dans le cas d’une particule sphérique, ’application des conditions de raccord a la sur-
face de la particule permet de trouver rapidement la relation de dispersion. Aisée pour ce
systeme, cette application I’est moins lorsque la particule est torique. En effet, nous avons
montré que ce méme facteur responsable de I'impossibilité de la séparation de variables
dans I’équation de Helmholtz, amene a la résolution d'un systeme d’équations infini lors
de I'application des conditions de raccords aux solutions de I’équation de Laplace. Nous
avons donc proposé une procédure permettant de découpler ce systeme. Cela nous a per-
mis de trouver une expression générale des relations de dispersion des modes de plasmons
de surface d’un tore métallique. Toutefois, il existe une infinité de combinaisons possibles
entre les deux nombres quantiques M, N et l'ordre II. Le nombre de modes propres pos-

sibles émerge donc comme infini.

Afin de montrer que seuls quelques modes propres interviennent dans les propriétés op-
tiques des nanotores, nous avons cherché a résoudre le probleme d’un nanotore métallique
plongé dans un champ électrique uniforme et constant. Sur base de la géométrie du tore,
nous avons étudié les deux orientations possibles du champ appliqué: planaire et axiale.
Afin de circonscrire la complexité des problemes, nous avons travaillé sur des tores fins,
c’est-a-dire, des tores présentant des rapports d/R;, inférieurs a 1. Cette approximation
des tores fins a permis de dégager des relations analytiques des sections efficaces de dif-
fusion et d’extinction faisant apparaitre de maniere explicite deux relations de dispersion

d’ordre 1 en fonction de la direction de champ appliqué considéré.

De maniere générale, le couplage des modes propres d'une particule de taille sub-
longueur d’onde avec un champ externe est décrit en premiere approximation par les
termes dipolaires p.Eg+m.By. Les modes propres associés aux dipoles p et m contribuent
le plus significativement aux propriétés optiques. Pour des particules toriques, nous avons

évalué les relations de dispersion des modes propres d’ordre 1. Nous avons ensuite montré
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que les modes propres d’ordre 1 (M =1 N =0et M =0 N = 1) soutiennent un moment
dipolaire électrique non nul, justifiant le fait que ces deux modes interviennent dans les

expressions des sections efficaces des tores.

Toutefois, en appliquant le calcul des moments dipolaires a d’autres modes, nous avons
mis en évidence la capacité du mode propre impair M =1 N = 1 a soutenir un moment
dipolaire magnétique non nul et un moment dipolaire électrique nul aux fréquences op-
tiques. Cependant, ce mode singulier est dégénéré avec le mode propre pair M =1 N =1

qui ne peut soutenir qu'un moment dipolaire électrique.

Le dernier chapitre a été consacré au recoupement des principaux résultats. La com-
paraison entre les valeurs des sections efficaces d’extinction analyique et numérique nous
a permis d’apporter une premiere validation de nos approximations. Enfin, la fabrication
et la caractérisation optique de nanotores d’Au obtenus par lithographie électronique a
rendu possible une confrontation entre théorie et expérience. Un tres bon accord a été
trouvé lorsque le champ électrique est planaire, ce qui correspond a la situation expéri-
mentale d'un faisceau en incidence normale. Cependant, une différence entre les longueurs
d’onde de résonances expérimentales et théoriques a été observée lorsque 1’échantillon est
incliné par rapport au faisceau incident. Les modes plasmons étant tres sensibles a la
forme des particules, cette différence s’explique par I'impossibilité de créer des particules

parfaitement toriques par la méthode de fabrication employée.

Enfin, nous avons évalué la sensibilité des fréquences de résonance des modes a la
variation de l'indice de réflexion du milieu extérieur. Nous avons montré que la fréquence
de résonance du mode propre excité par le champ électrique planaire est extremement
sensible a cette variation. Nous avons pu démontrer que cette sensiblilité est d’autant
plus importante que le tore est fin. Cette tres grande sensibilité suggere le fort potentiel

des particules toriques dans la réalisation de biocapteurs a transduction optique.

La part la plus importante des perspectives dégagées par ce travail reste sans doute
I’étude sur les conditions d’excitation du mode capable de soutenir un moment dipolaire
magnétique non nul tout en annulant la valeur du moment électrique. Jusqu’a présent,
nous n’avons étudié que des particules individuelles et leurs propriétés optiques. Il serait
cependant intéressant de mener une étude sur le couplage entre deux nanotores. En effet,
si deux particules sont suffisamment proches I'une de ’autre pour que leurs modes propres

se recouvrent, la présence d'un champ électrique créé par I'une des particules modifie le
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champ électrique de I'autre particule. Le champ total est donné par:
Eloc(F) = EO(F) + Epl (F) + Ep2(7:> (67)

ou Ej est le champ incident, E,; et E,» correspondent aux champs diffusés par chaque
particule.

Si chaque particule est suffisamment petite pour étre approximée par un dipole élec-
trique, les champs E, ;-2 contiennent chacun trois termes: E,.,.; qui correspond au
terme de champ proche du au dipdle électrique d’une particule, E,,q; qui correspond au
terme de champ lointain, et E;,;; correspondant au cas intermédiaire. Les termes Eg;pore i
possedent donc une dépendance en d=3 (d étant la distance séparant les deux dipdles),
la dépendance de E,,q; est en d=! et celle de Eipnt; est en d=? [20]. Le terme de champ
proche est fort a courtes distances tandis que celui du champ lointain domine a grandes
distances. Cette remarque est importante puisqu’elle permet de différencier deux situa-
tions principales.

La premiere de ces situations correspond au cas ou les deux particules sont suffisam-
ment éloignées (d > 100 nm) pour que les termes de champ proche soient négligeables.
Le couplage entre chaque dipole est alors tres faible ce qui revient a considérer chaque
particule comme isolée (Fig. 6.12a). Par analogie avec des particules de formes simples
(spheres, cylindres), on peut supposer que le couplage entre deux tores placés a proximité
va influencer la distribution de charge de chacun. En effet, lorsque que deux particules
sont proches I'une de 'autre (d < 100 nm), il y a interaction entre les charges négatives
et les charges positives [123, 124, 125]. Cette interaction des dipéles en champ proche
va entrainer un décalage en fréquence de la résonance par rapport a la situation de la
particule isolée (Fig. 6.12a) [126, 127]. Sur la figure 6.12(b) est représenté le cas ou deux
particules couplées possedent une polarisation parallele a leur alignement. Les charges né-
gatives de la particule de gauche vont alors interagir fortement avec les charges positives
de la seconde particule. Cette interaction attractive va affaiblir les forces de répulsion entre
chaque particule. Ce phénomene entraine alors un décalage vers les basses fréquences de
la résonance. De plus, sur la distance qui sépare les particules, une différence de potentiel
importante apparait entrainant une forte augmentation du champ électrique [128, 129].
Si le champ appliqué au systeme est perpendiculaire a l'alignement des particules (Fig.
6.12(c)), les forces de répulsion internes sont renforcées par I’action des particules voisines
entrainant une augmentation de la valeur de la fréquence de résonance. L’interaction en
champ proche de deux particules couplées entraine donc une levée de dégénérescence des

fréquences de résonance.
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F1ac. 6.12 — (a) Cas d’une particule isolée. Couplage du champ proche de deux particules. (b) Polarisation

paralléle. (c) Polarisation perpendiculaire

On peut donc espérer obtenir par cette méthode un pic de résonance relatif au mode
soutenant le dipole magnétique distinct du pic de résonance relatif au mode soutenant le
dipole électrique. Malheureusement, il n’existe pas de solution analytique dans les équa-
tions de Maxwell pour une géométrie si complexe. Le recours au simulations numérique est
nécessaire mais nous nous confrontons a une autre difficulté. Dans la méthode de Green,
un nombre tres important de cellules de discrétisation doit étre utilisé pour rendre compte
des effets de proximité. Avec les calculateurs actuels, cela représente un temps de calcul
ainsi qu’'une occupation mémoires non raisonable. Il est alors nécessaire de recourir a des
méthodes numériques plus adaptées au cas des particules présentant des bord arrondis
[130, 126].

La méthode la plus simple pour exciter un mode propre particulier est d’utiliser une
onde incidente, dont la structure de champ possede un recouvrement maximal avec la
structure de champ lié au mode. La structure du mode propre impair d’ordre 1 M =1
N =1 est complexe comparée a celle des deux modes excités par un champ uniforme
(figure 5.8). Le moment dipolaire magnétique non nul provient du déphasage des champs
électriques existant entre les sections du tore. Le champ incident doit donc étre polarisé
selon 'axe z et présenter une inversion de phase entre les deux sections du tore. Cette

distribution spatiale du champ électrique peut étre réalisé en focalisant une onde plane
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a ’aide d’une lentille a forte ouverture numérique, a travers une interface plane séparant
deux milieux d’indices de réfraction différents [131, 132]. Une telle distribution spatiale
du champ électrique peut étre également obtenu en utilisant un des modes d’un laser de
Gauss-Laguerre [133].

Toutefois, du fait de la complexité des systemes envisagés pour 'excitation du moment
dipolaire magnétique, la validation de telles études nécessite le recoupement avec des

résultats expérimentaux qui restent assez rares jusqu’a présent.
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Annexe A

Table de conversion CGS-SI

CGS SI
Vitesse de la lumiere c | (pogo)™?
Champ électrique E VAare E
Potentiel électrique WY VATeg
Déplacement électrique D \/ i—”D
0
Induction magnétique B %B
Champ magnétique H VaruoH
Constante diélectrique € =
0
Perméabilité magnétique 1] u—*;
o . 1
Dipole électrique P TP
" 1
Densité de charge p el
" 1
Densité de courant J \/MJ
Polarisation P 41 P
TEQ
Dipodle magnétique m %m
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Distributions spatiales des modes

propres d’ordre 1
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Distributions spatiales des modes propres d’ordre 1
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Annexe C

Diffusion et extinction par la

méthode du tenseur de Green

Cette annexe résume l'application de la méthode du tenseur de Green au calcul de la
section efficace de diffusion et d’extinction d’un particule de forme et de fonction diélec-
trique arbitraire.

En supposant une dépendance temporelle harmonique dans les champs électroma-
gnétiques et en considérant un milieu de référence homogene et non magnétique (e,
et pref = 1) , I'équation d’onde vectorielle pour le champ électrique se déduisant des
équations de Maxwell est:

2

V x V x Eo(r) + i—Qameo(r) ~0 (C.1)

Le vecteur d’onde du milieu de référence est défini par:

w
k= Ew/é}«ef (C2)
Nous allons prendre comme milieu de référence un milieu non dissipatif (Je,.r = 0). k
sera donc réel dans la suite de cette annexe.
Le tenseur de Green associé a I’équation homogene (C.1) est défini mathématiquement

par I’équation suivante [134]:
—V x V x Go(r,r';w) + E*Go(r,r;w) = 16(r — 1) (C.3)

Le tenseur Go(r,r’;w) est appelé propagateur car il donne la réponse du systéme en r
a une excitation ponctuelle en r’.
L’introduction d’un ou plusieurs objets de fonctions diélectriques différentes du milieu

de référence correspond a une perturbation par rapport a dernier. Dans ce cas, I’équation
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d’onde associée a la présence de ces objets, considérés comme des centres diffuseurs, peut

se mettre sous la forme:

~V x V x E(r) + K’E(r) = V(r,w)E(r) (C.4)

ou V(r,w) définit la perturbation par la distribution des centres diffuseurs de fonctions

diélectriques e(rw) :
2

Virw) = %(Igref(r,w) —Ie(rw)) (C.5)

ou I est le tenseur unité.

L’équation de Lippmann-Schwinger implicite correspond a ’addition d’une solution de
’équation homogene (Eq. C.1) et d’une solution particuliere de 1’équation (C.4) que nous
appellerons champ diffusé E4(r):

E(r) = Eo(r) + Es(r) = Eo(r) + / dr'Go(r,r";w)V(r' w)E(r’) (C.6)
%
L’intégrale ne porte que sur le volume (V) ou la perturbation V(r,w) est non nulle.
Il convient maintenant d’expliciter le tenseur de Green d’un milieu homogene. Son

expression est bien connue [134]:

1
Go(r,r";w) = {I - EV : V} g(rr”;w) (C.7)

ou g(r,r”;w) est la fonction de Green associée a I’équation de Helmholtz scalaire.
k|1

g(rr’;w) (C.8)

- At|r — 1’|

Sion pose R =r—r', Go(r,r”;w) peut s’écrire sous la forme analytique suivante [48] :

6ikR i 1
Go(r,r;w) = - -T1(R) — ETQ(R) + ﬁTg(R) (C.9)
Les tenseurs Ty, Ty et Ty expriment les dépendances en |R| = |r — /| du tenseur
Go(r,r";w).
R®R — IR?
Ti(R) = — (C.10)
R®R — IR?
To(R) = — (C.11)
R®R — IR?
TyR) = —o T (C.12)

R5
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T, décrit le comportement du champ électrique en champ lointain (dépendance en
1/R). T3, avec une dépendance en 1/R3, décrit les effets du champ proche, alors que T

décrit le régime transitoire avec une dépendance en 1/R2

La méthode du tenseur de Green permet de calculer les valeurs du champ électrique en
tout point de ’espace pour un centre diffuseur soumis a un champ harmonique incident.
Il devient alors possible d’étudier la diffusion et I'extinction par des objets de géométrie
quelconque. On rappelle que la puissance totale diffusée par unité de temps hors du volume

de Pexpérience s’écrit (cf chapitre 1):
2
W, = %&e / 2, (Ey(r) x H (1)) - n (C.13)
S

oll n est un vecteur unité normal a 1'élément d’aire 72 df2, (dS2, représente 1'élément
d’angle solide dans la direction n) et que S est la surface d’'une sphére de rayon infini et
centrée sur la particule. La puissance diffusée a I'infini dans la direction n et rapportée a
I'unité de surface est donnée par:

| «
O TILIIOLO §§R(Es(r) x Hi(r)) -n (C.14)

Le second terme de I’équation de Lippman-Schwinger (C.6) fournit la valeur du champ

diffusé a grande distance r de la perturbation :
E (r) = / dr'Go(r,r"; w)V(r' w)E(r’) (C.15)
%

L’application pratique requiert la détermination de la forme asymptotique du tenseur de
Green lorsque r tend vert l'infini, ce qui ne présente pas de difficulté. Si r est beaucoup
plus grand que r’, nous pouvons approximer |R| par:

lim |[R|=r—n-r (C.16)

rT—00

ou r = rn. Dans I'expression de C.9, si on néglige les termes relatifs au champ proche,

nous aboutissons a:
ikr

lim Go(r,r;w) = ——

—ik DT g
Jlim e {I-n®n} (C.17)

Loin du centre diffuseur, la dépendance de E,(r) en fonction de r s’identifie a celle

d’une onde sphérique:

E(r) = —es(n) (C.18)
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avec
1

T 4

L’expression du champ magnétique est extraite de V x E4(r)/(iwpg) en coordonnées sphé-

es(n)

/Valr’e_“‘C Dfn xn—I}IV(r' w)E(r) (C.19)

riques et en éliminant les termes de champ proche:
1
H,(r) = _w—Mokn x Ey(r) (C.20)
On vérifie ici le fait que les vecteurs E4(r), Hy(r) et n sont orthogonaux dans la zone
éloignée. La puissance diffusée a l'infini dans la direction n par unité d’aire est donc
proportionnel a I'intensité du champ électrique et s’exprime sous la forme suivante:
dws 1k

v 2
0 = riaem) (c.21)

Le champ incident est ici une onde plane Eqy(r) = E ¢~ KT Le flux incident par unité de

surface qui lui est associé a pour expression :

k k
So-ng = WMO|E0|2 avec ny = T (C.22)

La division de (C.21) par (C.22) définit une quantité appellée section efficace différentielle
de diffusion:
dCs  leg(n)|?
dQ, |Eq|?

(C.23)

Physiquement, dC/dS2,, spécifie la distribution angulaire du champ diffusé, c’est-a-dire la
quantité de lumiere diffusée (et normalisée par rapport a la lumiére incidente) a l'intérieur
d’une unité d’angle solide dans une direction donnée. Pour obtenir la valeur de la section

efficace de diffusion, il suffit alors d’intégrer sur toutes les directions:

dC ‘GS(H)‘Q
C, = dQl, = / d<), C.24
A dQn 47 ‘E0|2 ( )

L’évaluation du champ électrique diffusé permet également de calculer la section effi-

cace d’extinction. :
1
Copt = /5%(E0 x H: +E, x H}) -ngr? sin0df do (C.25)

Le champ incident étant une onde plane et connaissant les expressions des champs diffusés

en champ lointain, on montre que C,; se réécrit sous la forme suivante (théoreme optique) :

o 4_7'('(\ EQ . es(no)
Cewt - ]{Z N ( |E0‘2 ) (C26)
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Fia. C.1 — Coefficient de diffusion (a) et coefficient d’extinction (b) d’une sphére d’Au de 30 nm de
diamétre plongée dans un milieuw homogeéne ..y = 1. Les courbes en trait plein correspondent auz valeurs
de Cy et Ceyy calculées a partir de la méthode de Green et les courbes en traits discontinus correspondent
a la forme analytique des coefficients pour une nanosphére (eq. 1.133). La sphére a été discrétisée par

1791 cubes de volume 2 X 2 x 2 nm3.

Le calcul de la section efficace d’extinction ne requiert que 1’évaluation du champ électrique
diffusé dans la direction de propagation de 'onde incidence ("forward scattering”) a ’aide
de la formule (C.19).

Afin d’apprécier la précision de I'application numérique de la théorie de la pertubation,
nous avons comparés les valeurs de la section efficace de diffusion obtenues a ’aide de la
formule exacte de Mie (eq. 1.133) avec celles issues de ’équation de Lippman-Schwinger et
de la méthode numérique expliquée précédemment. Les résultats résumés dans les figures
(C.1(a) et (b)) ont été obtenue pour une sphere d’or de 30 nm de diametre plongé dans
I’air. Les courbes en trait plein correspondent aux valeurs des sections efficaces de diffusion
et d’extinction calculées a partir de la méthode de Green. Les courbes en traits disconti-
nus correspondent aux valeurs obtenues par la forme analytique des sections efficaces pour
une nanosphere (eq. 1.133 et eq. 1.134). Nous pouvons voir sur les courbes la présence
d’une résonance vers k = 12,2 pum~1 soit A = 0.515 nm en unité de longueur d’onde . Cela
correspond bien a la fréquence de résonance plasmon d’'une sphere d’or e(w) = —2¢,¢ si

on prend en compte la partie imaginaire de la fonction diélectrique.

Ce calcul effectué sur une stucture simple nous permet de vérifier que la méthode du

tenseur de Green est bien adaptée au calcul des sections efficaces [135]. Dans le chapitre
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6, la méthode du tenseur de Green est appliqué afin de trouver les fréquences des modes

de plasmon d’'un tore d’or lorsque celui-ci est soumis a une onde incidente.
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Annexe D

Sections eflicaces de diffusion et

d’extinction de nanotores métalliques

D.1 Tore métallique dans un champ uniforme axial

Section efficace de diffusion :

et 2 (ea(w) — 1) . Wi |2
Csca:_ 22:_k4 2 z D.1
e B L G Y6 e e (B>
Section efficace d’extinction :
(e2(w) —&1) p: WA
Cext = Csca +k g{Olz} = C(sca +4r kv S ( C? Cg _ G(l] Gg (D2)
avec
m m 0 dP:i%(Q1) m 0 dQnm_%(Q1)
G, = 51@,@_%(@1) T - 52(W)Pn_%(ch) T (D.3)
a=q) a1=q}
it = |(ealw) — =) sinh PP s (a) Q11 (af) — 263 coshaf | (D.4)
44/2 Q3
W, = — V2 ) {G5(2cosh ¢? — sinh ¢}) + Cy}
@ dq 0
ap
0
+ dql/2 {Cy(2cosh ¢? — sinh ¢¥) + Gy} (D.5)
1 0
ay

n. est une fonction de ¢?, sans dimension et dont la valeur est déduite numériquement

lors du raccord (4.29). k est le vecteur d’onde et v représente le volume du tore:

o= 27 (g)z (R + 9) (D.6)
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La fonction diélectrique du tore est notée eo(w) et €1 désigne la fonction diélectrique du

milieu extérieur.

D.2 Tore métallique dans un champ uniforme pla-

naire

Section efficace de diffusion:

k4 2 (e2(w) — 1) 0 Wo |?
Csca:_ x2:_k4 2 z D.7
A L roiver s e ¥ e (D7)
Section efficace d’extinction :
€ — 1) n, W,
Cext = Csca + k %{O‘x} = Csca + 47’(‘]{321 % <(szgwcv)1 _ ;)GZ GIO) (D8)
o L1 o1
avec
22 | dQL
Wy = V2 y L2 {C{(2cosh ¢! — sinh ¢)) + 2G1}
™ q1 o
97
1
q1/2 {2G}(2 cosh ¢ — sinh ¢?) + 2C1} (D.9)
1 0
q

1

1. est une fonction de ¢?, sans dimension et dont la valeur est déduite lors du raccord
(4.55).



