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Avant-proposL'élaboration et la mise au point d'un nouvel algorithme de 
al
ul de l'intera
tion
oulombienne est un travail 
onsidérable qui peut s'étendre sur plusieurs dizaines d'années.Ainsi la dé
omposition en multip�les et la méthode multigrille ont vu le jour dans les annéesquatre-vingts, et leur perfe
tionnement 
ontinue à l'heure a
tuelle. Un édi�
e d'une telleampleur ne peut être 
onstruit que petit à petit, et si les 
hapitres de 
e mémoire peuventsembler disparates, ils n'en 
onstituent pas moins des blo
s essentiels pour que la méthodelo
ale soit appli
able à un 
hamp très large de systèmes. Ce travail rend possible l'étudede trois types de systèmes très généraux ina

essibles auparavant : les systèmes quasi-bidimensionnels, 
eux 
omportant des surfa
es à potentiel �xé, et les systèmes sur réseau.Bien que tous les projets menés s'ins
rivent dans un même 
adre, 
elui du déve-loppement de l'algorithme lo
al, j'ai don
 eu l'o

asion de 
onnaître les phases su

essivesd'un travail de re
her
he. Mener à terme un projet dé�ni est une a
tivité à laquelle j'étaisbien préparé par les trois stages de re
her
he a

omplis en li
en
e, maîtrise et DÉA. Enrevan
he, dé�nir un projet de re
her
he réaliste, qui est à la base de la re
her
he fonda-mentale, demande de l'expérien
e et une 
ulture dans la thématique étudiée. La 
ulturethématique s'a

umule tout au long d'une 
arrière, mais s'amor
e par les 
ours de DÉAet d'é
ole do
torale. L'expérien
e né
essaire, quant à elle, ne s'a
quiert pas pendant lesstages, 
ar leur sujet est bien délimité ; la thèse 
onstitue don
 la première formation à lare
her
he fondamentale. J'en retiens l'importan
e, dans 
ette phase d'élaboration de pro-jet, d'un travail d'équipe où les é
hanges permettent la mise en 
ommun des 
onnaissan
eset des expérien
es.Les bonnes 
onditions matérielles ont joué un r�le utile dans la réussite de montravail. La performan
e du matériel informatique et des logi
iels évite que des obsta
lespratiques ne s'ajoutent aux di�
ultés s
ienti�ques de la re
her
he. La possibilité de par-tir en mission sans entrave �nan
ière est également un atout 
ru
ial pour l'a

ueil desdo
torants, qui fa
ilite le développement de leur 
ulture s
ienti�que.Les rapports humains, pour �nir, ont probablement été déterminants dans l'a
-
omplissement de ma thèse. Au-delà de l'a

ueil de mon dire
teur de thèse, l'ouverture detous les membres du laboratoire fut très agréable, et l'attention sans faille du dire
teur dulaboratoire remarquable. iii
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Notations
Les formules mathématiques suivent les règles françaises de typographie : seulesles minus
ules représentant des variables sont en italique. Les ve
teurs sont notés en gras.Symboles mathématiques

∇〈·〉, ∇· 〈·〉,
∇×〈·〉,∇2〈·〉 gradient, divergen
e, rotationnel, lapla
iend(x) distribution de Dira
dij symbole de Krone
kerdx,Dx di�éren
e entre deux réalisations d'une variable x

x̃ transformée de Fourier de x
O(X) expression dont le développement asymptotique ou limité est dominé parun terme proportionnel à X
k,m ve
teur à 
omposantes entières (appartenant à Z

3 ou N
3)Variables et 
onstantes géométriques

a pas d'un réseau
n normale à une surfa
e (ve
teur unitaire)

q,Q ve
teur d'onde, en rad/m
r,R ve
teur position

L 
�té d'une boîte de simulation 
ubique
S, dS surfa
e, surfa
e élémentaire

V, d3r volume, volume élémentaireAutres 
onstantes
e 
harge éle
trique (égale ou non à la 
harge élémentaire)

kB 
onstante de Boltzmann
n densité numérique
D 
oe�
ient de di�usion
N nombre de parti
ules ou de 
harges
T température ix



Notations b 1

kBTe permittivité diéle
triquek inverse de la longueur de Debyem mobilité d'une parti
ulet temps 
ara
téristiqueFon
tionss densité surfa
ique de 
harger densité volumique de 
hargey fon
tion de GreenL,X multipli
ateurs de LagrangeF potentiel éle
trostatique
D indu
tion éle
trique, D = e0E + P

e,E 
hamp éle
trique
G potentiel ve
teur dont dérive le 
hamp éle
trique transverse

j,J 
ourant éle
trique
p moment dipolaire éle
trique
P polarisation (densité volumique de moment dipolaire éle
trique)
C 
on�guration d'un système
E énergie totale d'un système
U énergie éle
trique d'un système
V énergie non éle
trique d'un système
Z fon
tion de partition

x



Chapitre I
Introdu
tion à la simulation del'intera
tion 
oulombienne

Les 
harges éle
triques apparaissent dans une majorité de systèmes physiques àl'é
helle mi
ros
opique ou mésos
opique. Les 
omposés ioniques sont les premiers à venirà l'esprit : de nombreux phénomènes de physique du solide s'expliquent par la présen
e de
harges (piézoéle
tri
ité, ferroéle
tri
ité) mais aussi, plus simplement, la 
ohésion des 
ris-taux ioniques et leur solubilité dans un liquide polaire tel que l'eau. L'eau, qui prouve queles liquides ne sont pas en reste, tient également pour une grande part ses propriétés des
harges partielles que portent ses molé
ules. Elle est omniprésente dans les systèmes biolo-giques, où les 
harges éle
triques interviennent dans la plupart des pro
essus, quand ellesne les gouvernent pas, depuis l'é
helle de la molé
ule jusqu'à 
elle de la 
ellule : repliementdes protéines, intera
tions ave
 l'ADN, 
himie de l'ATP, 
ourants et 
anaux ioniques...Les systèmes arti�
iels ne sont pas en reste. Par exemple, les suspensions 
olloïdales sontgénéralement 
hargées, la 
himie de surfa
e des matériaux les faisant souvent s'ioniser ensolution aqueuse. Un autre exemple est le phénomène d'attra
tion diéle
trique, qui estutilisé notamment dans des dispositifs optiques ajustables et dans les imprimantes laser.Ce tour d'horizon suggère l'ubiquité des 
harges éle
triques, qu'elles soient totalesou partielles, et révèle que dans de très nombreuses situations 
'est l'éle
trostatique, don
l'intera
tion 
oulombienne, qui est à l'÷uvre. La loi de Coulomb, pour simple qu'ellesoit, n'en re
èle pas moins de sérieuses di�
ultés lorsqu'il s'agit de la modéliser et dela simuler dans un système ma
ros
opique, 
omme le montrera la première se
tion. Lesméthodes usuellement employées pour traiter l'intera
tion 
oulombienne seront passées enrevue dans la se
tion 2, pour en faire ressortir les idées dire
tri
es et les points 
ommuns.La se
tion 3 dé
rira alors les di�
ultés qu'elles partagent, et leurs limites. 1



I. Introdu
tion à la simulation de l'intera
tion 
oulombienne1 L'éle
trostatique 
lassique dans l'espa
e in�niUne 
harge éle
trique pon
tuelle e pla
ée en un point r′ 
rée en tout point r del'espa
e un potentiel éle
trostatiqueF(r; e, r′) = ey(‖r− r′‖) où y(r) =
1

4per . (I.1)En présen
e d'une distribution de 
harge r(r), F est la solution, unique, de l'équation dePoisson
∇2F = −re (I.2)assortie de la 
ondition aux bords � F s'annule à l'in�ni �. La fon
tion y(r) (I.1) est lafon
tion de Green de 
e problème di�érentiel. L'énergie de la distribution de 
harge est

U[r] =
1

2

∫

R3

rF d3r =
1

2

∫

R3

d3r

∫

R3

d3r′
r(r)r(r′)

4pe‖r− r′‖ . (I.3)Dans un système réel, la distribution de 
harge est à support borné dans l'espa
e, si bienque les intégrales (I.3) portent en réalité sur un domaine �ni. Elles sont don
 elles-mêmesbien dé�nies.En simulation numérique, la taille des systèmes modélisables est limitée par lapuissan
e de 
al
ul de l'ordinateur. Ainsi, quand les éléments du système sont dé
rits àl'é
helle mi
ros
opique, le système lui-même ne peut pas être ma
ros
opique s'il doit êtresimulé en un temps raisonnable (de l'ordre d'une année au plus). D'un autre 
�té, lessystèmes mi
ros
opiques sont généralement dominés par les e�ets de surfa
e, 
e qui estindésirable si 
'est le 
omportement en masse (dans la limite thermodynamique) qui doitêtre étudié. Ces deux 
ontraintes sont 
on
iliées en simulant le système dans un espa
e�ni mais périodique, de sorte qu'il n'a pas de surfa
e libre. Tout se passe 
omme dans unespa
e in�ni qui serait pavé périodiquement de répliques du système mi
ros
opique.Outre les problèmes parti
uliers que pose la périodi
ité, qui seront abordés endétail dans le 
hapitre iv, 
ette dupli
ation à l'in�ni du système rend le support de ladistribution de 
harge r non borné. Pour 
al
uler l'énergie par réplique, l'intégrale sur r del'énergie (I.3) doit être limitée au volume V de la boîte de simulation, mais r′ par
ourt tou-jours R
3, 
ar en r le potentiel est 
réé par l'ensemble des répliques du système. E�e
tuonsalors le 
hangement de variable r→ r′′ ≡ r− r′ :

U[r] =
1

2

∫

V

d3r′
∫

R3

d3r′′
r(r′′ + r′)r(r′)

4pe‖r′′‖
=

1

2

∫

V

d3r′
∫

R3

dr′′d2W′′r(r′′ + r′)r(r′)
4pe r′′, ave
 d3r′′ = r′′2dr′′d2W′′. (I.4)2



2. Méthodes de 
al
ul de l'intera
tion 
oulombienneLes valeurs de r sont bornées, et r′′ diverge à l'in�ni. La somme (I.4) n'est don
 pasabsolument 
onvergente, si bien que sa valeur dépend du pro
édé de passage à la limiteemployé pour la 
al
uler, et que 
ette valeur n'est pas for
ément �nie.Toute intera
tion qui, 
omme l'intera
tion 
oulombienne, sou�re de 
e problèmede 
onvergen
e 
onditionnelle est dite à longue portée. Deux di�
ultés surviennent alors :� l'équation (I.4) montre que, sur une 
harge située en un point r′, l'e�et de la 
ou
hede 
harges situées à distan
e r′′ est d'autant plus grand que r′′ est grand ! Il est don
impossible d'introduire un rayon de 
oupure rc au-delà duquel l'intera
tion entre 
hargesserait négligée, et 
ela bien que y(r) soit dé
roissante ;� l'intégration sur tout l'espa
e, sans 
oupure, de l'énergie (I.3) étant indispensable, il faut
hoisir ave
 soin le pro
édé de passage à la limite qui permettra de la 
al
uler à partird'une intégrale dé�nie, et se rappeler que le résultat obtenu dépend 
ru
ialement de laméthode employée.L'absen
e de rayon de 
oupure implique que 
haque 
harge interagit ave
 une in�nitéd'autres. Pour rendre 
e 
al
ul possible, les méthodes présentées dans la se
tion suivanteutilisent 
ha
une une transformation analytique qui permet d'appro
her l'e�et d'une in-�nité de répliques identiques par un nombre �ni de termes à 
al
uler. La dis
ussion desdi�érents résultats obtenus en fon
tion des 
onditions de bord 
hoisies appartient au 
ha-pitre iv.2 Méthodes de 
al
ul de l'intera
tion 
oulombienneLes algorithmes de simulation peuvent se ranger en deux grandes 
lasses. Lesméthodes thermodynamiques, d'une part, servent à 
al
uler des grandeurs statistiques,telles que des moyennes d'ensemble. Il s'agit pour 
ela d'évaluer une intégrale sur l'espa
edes phases du système, pondérée en général par le fa
teur de Boltzmann, si bien que seulle 
al
ul de l'énergie des 
on�gurations est requis en prin
ipe. Les méthodes dynamiques,d'autre part, 
her
hent à rendre 
ompte de l'évolution temporelle du système, et doiventdon
 évaluer la for
e qui s'applique à 
haque parti
ule. Dans le 
as de l'intera
tion 
oulom-bienne, la for
e est 
onservative : toute formule d'approximation de l'énergie (I.4) permetde dériver une expression pour la for
e, sans di�
ulté 
on
eptuelle parti
ulière. Cette se
-tion porte don
 uniquement sur le 
al
ul de l'énergie 
oulombienne, a�n de simpli�er leplus possible la dis
ussion, même si les méthodes présentées sont souvent utilisées dans desalgorithmes dynamiques, pour des raisons d'e�
a
ité exposées dans la sous-se
tion 3.2.Ex
eptée la méthode qui est l'objet de la thèse, toutes les méthodes de 
al
ulde l'intera
tion 
oulombienne reposent sur une é
riture de l'énergie (I.3) 
omme sommed'un terme de � 
hamp lointain � et d'un terme de � 
hamp pro
he �, introduite pourla première fois par Ewald. Chaque terme est une série absolument 
onvergente, qui3



I. Introdu
tion à la simulation de l'intera
tion 
oulombiennepeut don
 être appro
hée par un nombre dé�ni d'éléments de la somme, et dont les termesrésiduels forment une erreur bornée entre la somme d'Ewald et l'énergie réelle du système.Cette é
riture de l'énergie a ensuite été utilisée en simulation numérique [1�3℄. Les énergiesde 
hamp pro
he et de 
hamp lointain ont une 
omplexité algorithmique di�érente, et lalimite entre elles, analogue d'un rayon de 
oupure, est �xée par un paramètre libre : sonajustement permet alors d'optimiser le temps de 
al
ul. Ensuite, la 
oupure de 
haquesérie, librement ajustable, 
onduit à un 
ompromis entre temps de 
al
ul et pré
ision.Cette méthode, la plus simple tant au niveau de ses 
on
epts que de sa mise en÷uvre, est présentée en premier 
i-dessous. En 
ontrepartie de sa simpli
ité, son 
oût estplus que linéaire 
omme nous le verrons. D'autres méthodes existent qui la � ra�nent �pour obtenir un 
oût juste linéaire, au prix toutefois d'une plus grande 
omplexité, si bienque la méthode d'Ewald reste plus é
onomique en temps ma
hine pour les petits nombresde parti
ules. La première de 
es méthodes, la dé
omposition en multip�les, opère ses
al
uls dans l'espa
e 
ontinu, à la di�éren
e des méthodes qui seront présentées ensuite,qui requièrent d'interpoler les 
harges sur un réseau. Dans tous les 
as, 
es méthodes� ra�nées � introduisent des artefa
ts assez 
omplexes à évaluer ; leur né
essaire 
alibration
onstitue une 
ompli
ation supplémentaire par rapport à la méthode d'Ewald.2.1 Méthode d'EwaldCette méthode [1, 4℄ 
onsiste à é
rire la fon
tion de Green de l'équation dePoisson 
omme y(r) =
1

4pe‖r‖ =
1

4pe√p ∫ +∞

0

1√
t
e−t‖r‖2

dt,et à séparer le domaine d'intégration en deux à la valeur t = a2 arbitraire. L'intégrationsur le domaine [a2; +∞[ donne le terme de � 
hamp pro
he �y
.p.(r) =
erfc(a‖r‖)

4pe‖r‖qui tend su�samment rapidement vers zéro à l'in�ni pour que l'énergie d'intera
tion des
harges via 
e potentiel soit une série absolument 
onvergente. Considérons une boîte
ubique de simulation de 
�té L, 
ontenant des 
harges pon
tuelles ei repérées par leurposition ri dans la boîte. Chaque 
harge i interagit ave
 les autres 
harges j 6= i de la boîte,mais aussi ave
 toutes les répliques j, y 
ompris les siennes propres (j = i), présentes dansles 
opies périodiques de la boîte (repérées par mL). L'énergie d'intera
tion par � 
hamppro
he � s'é
rit alors
U
.p. =

1

2

∑

m∈Z3

∑

i,j

∗ eiej erfc(a‖rij + mL‖)
4pe‖rij + mL‖ ,4



2. Méthodes de 
al
ul de l'intera
tion 
oulombienneoù rij = rj − ri, et l'astérisque indique que si m = 0, la somme ex
lut les termes tels que
i = j. La série englobe don
 l'intera
tion entre les 
harges et leurs répliques tant qu'ellesne sont pas trop éloignées ; le paramètre a apparaît 
omme l'inverse du rayon de 
oupureainsi introduit.Reste à 
al
uler le terme de � 
hamp lointain �. Puisque l'a
tion à longue dis-tan
e est pré
isément à l'origine des di�
ultés posées par l'intégrale (I.4), 
e terme n'estpas absolument 
onvergent tel quel, et doit être traité au moyen d'un fa
teur de 
onver-gen
e, 
omme expliqué dans la référen
e 1. L'obje
tif i
i étant d'interpréter la méthoded'Ewald et non pas d'en donner une des
ription mathématiquement rigoureuse, 
e fa
teurde 
onvergen
e sera omis et les intégrales seront mal dé�nies, mais la démar
he sera plusfa
ilement 
ompréhensible. Le prin
ipe du 
al
ul est de traiter 
haque 
harge et son 
ortèged'images périodiques simultanément, en exploitant la périodi
ité des répliques dans unetransformée de Fourier,

∑

m∈Z3

exp
(
−t‖r + mL‖2

)
=

1

L3

(p
t

) 3

2
∑

k∈Z3

exp

(
−p2k2

tL2
+ i

2p
L

k · r
)

.Le premier argument de l'exponentielle, seul à dépendre de t, est ensuite intégré :
1√p ∫ a2

0

1√
t

(p
t

) 3

2

exp

(
−p2k2

tL2

)
dt = p ∫ +∞

1/a2 exp

(
−p2k2

L2
u

)
du =

L2pk2
exp

(
−p2k2

L2a2

)
,ave
 u = 1/t. Cette expression n'est pas dé�nie pour k = 0, mais son préfa
teur dansle résultat �nal fait intervenir la 
harge totale de la boîte, qui est nulle ; remarquons quele mode k = 0 d'une transformée de Fourier est la moyenne de la fon
tion 
onsidérée,
e qui explique l'apparition de la 
harge totale. Nous obtenons �nalement, pour le 
hamplointain, la série

U
.l. =
1

2

∑

i,j

eiej

4peL3

∑

k∈Z3\{0}

L2pk2
exp

(
−p2k2

L2a2
+ i

2p
L

k · rij

)

=
1

8p2eL3

∑

k∈Z3\{0}

L2

k2
exp

(
−p2k2

L2a2

)[∑

j

eje
i 2p
L

k·rj

][
∑

i

eie
−i 2p

L
k·ri

]
,à laquelle il faut ajouter deux termes qui apparaissent lors du traitement mathématique-ment rigoureux. Ces termes n'étant pas des séries, ils n'auront pas d'importan
e dans 
e
hapitre. Ils dépendent des 
onditions aux bords 
hoisies pour le système, et seront étudiésau 
hapitre iv. Le propagateur exp(−p2k2/L2a2)/k2 qui �gure dans la somme est 
elui del'équation de Poisson, 1/k2, pondéré par une gaussienne qui l'éteint aux 
ourtes longueursd'onde. En pratique, 
ha
une des séries U
.p. et U
.l. est 
al
ulée jusqu'à une 
ertainevaleur de 
oupure de son argument, qui sera notée respe
tivement mc et kc. L'erreur D in-5



I. Introdu
tion à la simulation de l'intera
tion 
oulombienneduite par 
es tron
atures est de l'ordre du dernier terme in
lus, étant donnée la 
onvergen
etrès rapide de 
es séries. Par 
onséquent,D
.l. ≈ ( L

kc

)2

exp

(
−
[pkc

La ]2
)et D
.p. ≈ erfc(amcL)

mcL
∼ 1

(mcL)2
exp

(
−[amcL]2

)
,où le développement asymptotique de la fon
tion erfc à l'in�ni a été introduit. Pour que
es deux quantités soient du même ordre de grandeur, il faut don
 quepkc

La ≈ amcL ≈ dd'où kc ∼
aLp d et mc ∼

1aLd. (I.5)a étant un paramètre libre, il est 
hoisi de façon à minimiser le temps de 
al
ul de l'énergie,à pré
ision �xée. La série U
.p. 
ontient une fon
tion non linéaire de m et rij. Son argumentdoit être évalué séparément pour 
haque paire di�érente de 
es ve
teurs. Le temps né
es-saire pour 
e 
al
ul est proportionnel au nombre de paires possibles, d'ordre O(mc
3N2) :il y a O(mc

3) ve
teurs m et O(N2) ve
teurs rij di�érents. La série U
.l., en revan
he, per-met de fa
toriser la somme double sur les paires {i, j} en deux sommes simples identiquesde N termes. Le temps de 
al
ul de la série est don
 d'ordre O(kc
3N). Compte tenu desrelations (I.5) liant mc et kc à a, le temps de 
al
ul de l'énergie sera asymptotiquementminimal pour aL ∝ N1/6, et sera d'ordre O(N3/2

).2.2 Dé
omposition en multip�lesCette méthode [5�7℄ se base sur le fait qu'un ensemble de 
harges peut êtredé
omposé en une série de multip�les. Or, le potentiel 
réé par les multip�les su

essifs aune portée de plus en plus 
ourte. L'intera
tion entre deux groupes de 
harges relativementdistants peut don
 être appro
hée en tronquant la série in�nie à un ordre ℓ donné.La boîte de simulation est tout d'abord divisée ré
ursivement en 8 boîtes �llesdites � de niveau 1 �, 
ha
une d'elles étant divisée en 8 boîtes de niveau 2, et ainsi de suitejusqu'au niveau K qui 
orrespond à la division de l'espa
e de simulation en 2dK � 
ellulesprimitives � (où d est la dimension de l'espa
e).Considérons une 
harge d'une 
ellule C1, repérée par sa position r1 par rapport au
entre de la 
ellule, et une 
harge pla
ée en r2 dans une 
ellule C2. Si R désigne la positionde C2 par rapport à C1, la dé
omposition en multip�les 
onsiste à é
rire le développementlimité pour r1 ≪ R et r2 ≪ R de la fon
tion de Green, 1/‖R + r2 − r1‖, et à le tronquer6
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Fig. I.1 � Dans la dé
omposition en multip�les, uneboîte A interagit dire
tement ave
 ses voisines B.Toutes les boîtes C ont une boîte mère (en traitépais) di�érente de 
elle de A. Les intera
tions A-Csont don
 traitées au niveau supérieur.
à l'ordre ℓ. Pour fa
iliter le suivi du 
heminement de la méthode, nous utiliserons sonanalogue unidimensionnel. Le développement limité mentionné s'é
rit alors

1

R + r2 − r1
≈

ℓ∑

i1=0

ℓ∑

i2=0

(i1 + i2)!

i1! i2!

1

Ri1+i2+1
r1

i1(−r2)
i2 .L'énergie d'intera
tion (à 1/4pe près) entre toutes les 
harges de C1 et toutes 
elles de C2peut don
 se fa
toriser 
omme suit :

∑

p1∈C1

∑

p2∈C2

ep1
ep2

(R + r2 − r1)
≈

ℓ∑

i1=0

ℓ∑

i2=0

(i1 + i2)!

i1! i2!

1

Ri1+i2+1



∑

p1∈C1

ep1
rp1

i1





∑

p2∈C2

ep2
(−rp2

)i2


 ,où il apparaît que le temps de 
al
ul ne dépend que de ℓ une fois 
onnus les termes entre
ro
hets, qui sont nommés multip�les d'ordre i. Remarquons que dans l'espa
e tridimen-sionnel, le développement limité doit se faire au moyen d'harmoniques sphériques, 
e quirend plus 
omplexes les sommes et implique l'existen
e de 2i + 1 multip�les pour 
haqueordre i, mais ne 
hange rien au prin
ipe de la fa
torisation employée. Il apparaît ainsi quele temps de 
al
ul de tous les multip�les est d'ordre O(ℓ2N) en trois dimensions.Pour additionner l'intera
tion entre toutes les 
ellules primitives, il ne faut pasutiliser une somme sur toutes les paires possibles, 
ar leur nombre 
roît quadratiquementave
 le nombre de 
ellules, et 
ela 
onduirait in �ne à un algorithme de 
oût O(N2). Aulieu de 
ela, la stru
ture ré
ursive du dé
oupage de la boîte de simulation est mise à pro�t.L'intera
tion entre les boîtes de niveau k est séparée en deux :� d'une part, 
haque boîte A interagit dire
tement ave
 ses 3d− 1 voisines immédiates B ;� d'autre part, son intera
tion ave
 les boîtes plus lointaines C est di�érée : 
omme A et Cn'ont pas la même boîte mère au niveau k− 1, l'intera
tion entre les boîtes de 
e niveauin
lura l'intera
tion entre A et C. 7



I. Introdu
tion à la simulation de l'intera
tion 
oulombienneAinsi, à 
haque niveau k il y a (3d−1)2dk/2 intera
tions dire
tes, et les autres intera
tionssont � transférées � au niveau supérieur, soit
3d − 1

2

K∑

k=1

2dk =
3d − 1

2
· 2

d(K+1) − 2d

2d − 1
= O

(
2dK
)intera
tions à 
al
uler pour l'ensemble des niveaux.Pour le 
al
ul de l'intera
tion multipolaire dans un niveau k donné, il est né
es-saire de 
onnaître les multip�les des boîtes de 
e niveau, dé�nis par rapport au 
entre de
es 
ellules. Or, au moment du � transfert � du 
al
ul d'intera
tion depuis le niveau k +1,les multip�les 
onnus sont 
eux des boîtes �lles, dé�nis par rapport au 
entre de 
es �lles.Cependant, en reprenant l'analogie unidimensionnelle il apparaît que

(r1 + d)a =
a∑

i=0

Ciar1
ida−i,
'est-à-dire que les multip�les autour d'une origine donnée sont une 
ombinaison linéairedes multip�les dé�nis autour d'un autre point. En trois dimensions, où il y a de l'ordrede ℓ2 multip�les par boîte, le � transfert des multip�les � prend don
 un temps O(23kℓ4

)au niveau k, et le 
oût de l'ensemble des 
al
uls ré
ursifs de 
ette méthode 
roît 
omme
O
(
23Kℓ4

).Le début de 
ette sous-se
tion mentionne que la dé
omposition en multip�lesn'est valable que pour des groupes de 
harges � relativement distants �. En pratique, l'inter-a
tion 
oulombienne dans le système est don
 séparée, 
omme dans la méthode d'Ewald,en une 
ontribution lointaine, évaluée par la méthode qui vient d'être détaillée, et une
ontribution pro
he. Dans 
ette 
ontribution, 
haque 
ellule primitive interagit � dire
-tement � ave
 ses voisines, 
'est-à-dire qu'au sein de telles 
ellules l'intera
tion de paireentre toutes les 
harges est 
al
ulée expli
itement (sans utiliser les multip�les). Deux 
el-lules sont dites voisines si elles partagent une fa
e, une arête ou un sommet ; un voisinage
omporte don
 3d 
ellules. Si le système 
ontient N 
harges réparties équitablement entreles 2dK 
ellules primitives, 
haque 
harge établit 3dN/2dK intera
tions de paire, et le 
al
uldu terme de � 
hamp pro
he � o

upe un temps O(N2/2dK
). Le 
oût total de la méthodedes multip�les est alors optimal pour 2dK ∼ N/ℓ2, et 
roît 
omme O(Nℓ2).Cette méthode présente un 
oût linéaire en N, plus avantageux asymptotiquementque 
elui de la méthode d'Ewald. L'exposé 
i-dessus montre 
ependant que 
ette méthodepossède une stru
ture très 
omplexe, qui se traduit par un grand préfa
teur pour la loilinéaire. En pratique, la méthode des multip�les ne l'emporte don
 que pour de très grandsnombres de 
harges, par exemple N & 10 000 en deux dimensions d'espa
e [7℄. Un autrein
onvénient provient de la subdivision de la boîte de simulation, dont la position dansl'espa
e est arbitraire, mais qui introduit des artefa
ts : en e�et l'erreur 
ommise sur8



2. Méthodes de 
al
ul de l'intera
tion 
oulombiennel'énergie d'une 
harge, en tronquant le développement en série de multip�les, dépend de laposition de 
ette 
harge relativement à la 
ellule primitive qui la 
ontient.2.3 Méthodes ave
 interpolation sur réseauDeux autres types de méthodes existent, qui partagent un même prin
ipe : si les
harges sont disposées sur les sites d'un réseau régulier, l'équation de Poisson peut êtrerésolue par un algorithme rapide. Ces méthodes 
onsistent don
 à interpoler la distribu-tion de 
harge sur un tel réseau, et 
haque méthode possède de nombreuses variantes quise di�éren
ient par la fon
tion d'interpolation utilisée [8℄. Dans tous les 
as, 
e pro
édéintroduit une erreur sur l'énergie d'intera
tion de paire, erreur d'autant plus grande quela distan
e entre deux 
harges est pro
he du pas du réseau. L'énergie éle
trostatique estdon
 séparée en deux termes de 
hamp pro
he et de 
hamp lointain identiques à 
eux dela méthode d'Ewald. Le terme de 
hamp pro
he est 
al
ulé dire
tement, sans réseau, defaçon identique également.Le terme de 
hamp lointain, quant à lui, est désormais naturellement borné à lavaleur de 
oupure kc = L/2a, la valeur maximale des ve
teurs d'onde représentable sur unréseau de pas a étant qc = p/a. Cela ne 
hange pas le prin
ipe des formules d'erreur donnéespour la méthode d'Ewald. Le temps de 
al
ul de 
e terme, en revan
he, est amélioré parles méthodes sur réseau et devient d'ordre O(N + kc
3), au lieu de O(kc

3N) = O(a3L3N).Le 
oût du terme de 
hamp pro
he, O(N2/a3L3), étant in
hangé, l'optimum du 
oût totalest maintenant atteint pour a3 ∝ N/L3 et vaut O(N). Il apparaît que la 
oupure a, et don
le pas du réseau, sont di
tés par la densité N/L3 du système.La première 
lasse de méthodes [8℄ résout l'équation de Poisson (au propaga-teur modi�é pour obtenir le terme de 
hamp lointain) par transformée de Fourier dis
rète(TFD). Les algorithmes rapides pour la 
al
uler étant d'usage 
ourant, ils ne seront pasexposés en détail i
i. Rappelons simplement que la TFD unidimensionnelle d'une fon
tionévaluée en L points prend un temps d'ordre O(L log L). La TFD unidimensionnelle d'un
hamp tridimensionnel dé�ni sur un 
ube de taille L×L×L 
onsiste à répéter 
ette opéra-tion le long des dire
tions transversales, soit L2 fois, et la TFD tridimensionnelle 
onsisteà appliquer su

essivement trois TFD unidimensionnelles, 
e qui ne 
hange pas l'ordreasymptotique du temps de 
al
ul, O(L3 log L) ≈ O(L3) = O(kc
3). Le logarithme 
roît silentement qu'il est souvent assimilé à une 
onstante dans les évaluations de 
omplexitéalgorithmique.La se
onde méthode, dite � méthode multigrille � [9, 10℄, trouve la solutionde l'équation de Poisson par approximations su

essives et ré
ursivement à di�érentesé
helles. Détaillons le pro
édé, suivant une dimension d'espa
e pour en dégager les élémentsessentiels. La distribution de 
harge est tout d'abord interpolée sur la grille au niveau le9



I. Introdu
tion à la simulation de l'intera
tion 
oulombienneplus �n, K, de pas a. Il s'agit alors de résoudre une version dis
rétisée de l'équation dePoisson (I.2), ∀i, LFi = −ri/e, (I.6)où Fi et ri sont les valeurs des fon
tions au site i, et L est un opérateur linéaire, approxi-mation du lapla
ien. En utilisant pour L un s
héma de di�éren
es �nies à l'ordre le plusbas, l'équation (I.6) devient
∀i, Fi+1 − 2Fi + Fi−1 = −ri/e. (I.7)Si pour 
haque i les valeurs Fi+1 et Fi−1 sont supposées 
onnues, la solution de l'équa-tion (I.7) est immédiate. Le problème peut être résolu itérativement de 
ette façon ; enpar
ourant plusieurs fois de suite tous les sites, les valeurs su

essives de Fi 
onvergentvers la solution de l'équation (I.6). Si un seul niveau de grille était utilisé, un nombre O(L2)d'itérations serait né
essaire (pour une grille de L points) ; en e�et l'opérateur lapla
ien
onduit à la di�usion de l'erreur, le temps de 
onvergen
e d'un mode de longueur d'ondel est O(l2), et le temps de 
onvergen
e globale est dominé par le mode de plus grandelongueur d'onde. Mais les modes longs sont en fait plus e�
a
ement traités sur une grilleà leur é
helle. Les points du réseau sont don
 regroupés hiérar
hiquement, de façon ana-logue aux 
ellules de la dé
omposition en multip�les exposée pré
édemment. Après uneitération au niveau K, qui donne la solution appro
hée F(K), les sites sont groupés deuxpar deux. La 
harge moyenne des paires est 
al
ulée et a�e
tée aux sites d'une grille depas 2a (niveau K− 1), et la moyenne de F(K) sert de point de départ à une itération, surla grille de niveau K− 1, de la résolution appro
hée de l'équation de Poisson (I.7), ayantpour sour
e la 
harge moyenne. Cette itération réduit e�
a
ement l'erreur à l'é
helle 2a,et la 
orre
tion qui en dé
oule sera plus tard réper
utée à l'é
helle a. Ré
ursivement, la
harge est don
 
al
ulée sur des grilles au pas de plus en plus large, jusqu'à la grille deniveau 1 ne possédant que deux sites (de 
harge opposée puisque la 
harge totale doit êtrenulle), où la solution est exa
te. Le potentiel est ensuite 
orrigé ré
ursivement dans l'ordreinverse, du niveau 1 au niveau K. À 
haque niveau k, la moyenne F(k+1) de F(k+1) a servide base à une itération, qui donne une solution appro
hée F(k). La 
orre
tion F(k)−F(k+1)est alors réper
utée sur les sites du niveau k + 1.Le nombre d'étapes, dans la phase as
endante de solution de l'équation dePoisson, 
omme dans la phase des
endante de propagation des 
orre
tions, est

K∑

k=1

2k = 2K+1 − 2 = O(L) .En un tel 
y
le, de 
oût linéaire, l'équation de Poisson (I.6) a été appro
hée et l'erreurrésiduelle est du même ordre de grandeur pour tous les modes du potentiel. Pour atteindreune pré
ision donnée il faut don
 un nombre de 
y
les indépendant de L. Le 
oût globalde 
ette méthode est don
 O(L). L'utilisation en trois dimensions est analogue au 
as dela dé
omposition en multip�les. Le 
oût est alors O(L3) = O(kc
3).10



3. Di�
ultés de la simulation de l'intera
tion 
oulombienne3 Di�
ultés de la simulation de l'intera
tion
oulombienneLes méthodes de 
al
ul de l'intera
tion 
oulombienne qui viennent d'être ex-posées ne sont pas parfaitement adaptées à toutes les situations. Après un bref rappelsur les simulations Monte Carlo par 
haîne de Markov, nous verrons en e�et que 
esméthodes posent un problème de 
oût en temps de 
al
ul, qui 
roît 
omme le 
arré dunombre de 
harges dans les simulations de 
e type. La non-lo
alité des méthodes usuellesest également la sour
e de deux autres limitations qui seront présentées ensuite : le 
as dessystèmes inhomogènes et la parallélisation des 
al
uls. Ces trois di�
ultés sont résoluespar la méthode lo
ale qui est l'objet de la thèse [11, 12℄.3.1 Cara
téristiques des simulations par 
haîne de MarkovLa simulation Monte Carlo par 
haîne de Markov 
onsiste à é
hantillonnerde pro
he en pro
he l'espa
e des phases d'un système, 
'est-à-dire en altérant légèrementla 
on�guration 
ourante C (i) (� initiale �) pour produire un nouvel é
hantillon ; 
ette
on�guration d'essai C (f) (� �nale �) est a

eptée ou rejetée sur la base de son poidsstatistique, de sorte que toute 
on�guration survienne en moyenne ave
 une probabilité
ara
téristique de l'équilibre thermodynamique.Pour explorer les degrés de liberté de position des 
harges, la méthode la plussimple et la plus 
ouramment utilisée 
onsiste à 
hoisir une parti
ule au hasard et à ladépla
er aléatoirement à l'intérieur d'un voisinage donné. La di�éren
e d'énergie DE =
E(f)−E(i) est alors 
al
ulée et sert à déterminer la probabilité d'a

eptation de l'é
hantillon
C (f), grâ
e à l'évaluation du rapport des fa
teurs de Boltzmann, exp(−bDE).Lorsque la taille de la zone de mouvement de la parti
ule est augmentée, ou siplusieurs parti
ules sont dépla
ées simultanément, 
ha
une de façon aléatoire, la variationd'énergie augmente très rapidement. Il est don
 né
essaire de ne dépla
er les parti
ules quelo
alement et une par une, sans quoi la probabilité d'a

eptation serait extrêmement faibleet le système resterait �gé dans sa 
on�guration initiale. Il existe des méthodes élaborées oùdes ensembles de parti
ules sont dépla
és de façon 
ohérente, mais nous nous restreignonsi
i aux seules méthodes lo
ales.3.2 Coût des méthodes non lo
alesLorsqu'une intera
tion instantanée à longue portée s'applique, l'énergie du sys-tème englobe la 
ontribution de toutes les paires de parti
ules, quelle que soit leur distan
e11



I. Introdu
tion à la simulation de l'intera
tion 
oulombiennede séparation, puisqu'au
un rayon de 
oupure ne peut être introduit. Par 
onséquent, pourproduire une nouvelle 
on�guration du système où une seule parti
ule est dépla
ée, il fautre
al
uler son intera
tion ave
 toutes les N−1 autres. Cette étape élémentaire o

upe don
un temps d'ordre O(N), et tenter de dépla
er en moyenne une fois 
haque parti
ule (unMonte Carlo sweep, MCS) né
essite un temps O(N2).Les méthodes non lo
ales de la se
tion 2 sont plus appropriées à la simulationpar dynamique molé
ulaire, où toutes les 
harges sont dépla
ées à 
haque pas. Ainsi iln'y pas de temps perdu à re
al
uler des intera
tions ave
 des 
harges restées immobiles,
omme 
'est le 
as en Monte Carlo. Cette 
ara
téristique a 
onduit à utiliser la dynamiquemolé
ulaire pour des simulations de physique d'équilibre, où elle est a priori moins adaptéeque la méthode Monte Carlo. En e�et, la dynamique molé
ulaire intègre numériquementl'équation di�érentielle du mouvement, 
e qui pose deux problèmes :� de stabilité numérique d'une part, qui oblige à employer des pas de temps très brefs, 
equi se traduit par des dépla
ements des 
harges très petits à 
haque étape, 
omparés à
eux d'une simulation Monte Carlo ;� d'ergodi
ité d'autre part, 
ar en l'absen
e d'un thermostat expli
ite (
omme en dyna-mique brownienne par exemple) l'intégrateur utilisé peut 
onduire à des lois de 
onser-vation � 
a
hées � ;problèmes qui surgissent inutilement lorsque seules les propriétés d'équilibre sont re
her-
hées, qui sont indépendantes de la dynamique mise en ÷uvre pour intégrer l'espa
e desphases. La méthode lo
ale, en revan
he, ne requiert pour dépla
er une 
harge qu'unnombre d'opérations �ni et indépendant de N, 
'est-à-dire d'ordre O(1). Un MCS a don
un 
oût linéaire [O(N)℄, qui rend a

essible à la simulation Monte Carlo des nombres departi
ules qui né
essiteraient des temps de 
al
ul prohibitifs ave
 une méthode tradition-nelle, au 
oût quadratique.3.3 L'éle
trostatique en milieu inhomogèneLa loi de Coulomb (I.1) n'est valable que dans un milieu diéle
trique homogène.Il en est de même pour la formulation (I.2) de l'équation de Poisson, laquelle doit êtreréé
rite
∇·
[e(r)∇F(r)

]
= −r(r) (I.8)lorsque la permittivité diéle
trique e est inhomogène. Cette nouvelle formulation est in
om-patible ave
 les méthodes non lo
ales utilisant impli
itement la forme (I.1) de l'intera
tion,telles que la méthode d'Ewald et la dé
omposition en multip�les. Les autres méthodesnon lo
ales, qui résolvent expli
itement l'équation de Poisson, peuvent prendre en 
omptesa forme (I.8). Cependant elles deviennent alors ine�
a
es. Par exemple, la méthode parTFD utilise l'é
riture dans l'espa
e de Fourier12



3. Di�
ultés de la simulation de l'intera
tion 
oulombienne
iq ·

[ẽ ∗ (iqF̃)
]

= −r̃de l'équation (I.8). Pour trouver F̃ à partir de r̃ et ẽ une dé
onvolution est né
essaire,pour laquelle le plus simple est de repasser temporairement dans l'espa
e réel. Il faut don
trois TFD pour déterminer le potentiel, au lieu d'une dans un milieu homogène. Commel'équation de Poisson est non lo
ale, le potentiel 
réé en un point r par une 
harge pla
éeen r′ dépend de la valeur de e(r′′) pour tout r′′ !La méthode lo
ale repose sur le 
hamp éle
trique E plut�t que sur le potentiel, etseule la valeur lo
ale de la permittivité est utilisée pour relier r et E. L'e�et à longue portéedes inhomogénéités dé
oule, 
omme toutes les autres a
tions à distan
e, d'une propagationdu 
hamp. La mise en pratique dans l'algorithme de systèmes où e est inhomogène est
ependant un sujet d'étude à part entière, qui ne sera pas abordé dans 
ette thèse.3.4 La parallélisation des 
al
ulsLes 
al
ulateurs parallèles ré
ents sont à mémoire distribuée et non partagée,
'est-à-dire qu'à 
haque pro
esseur est asso
iée une partie de la mémoire totale, et unpro
esseur ne peut pas a

éder dire
tement à une zone de mémoire qui ne lui � appartient �pas. Par 
onséquent, lorsqu'un 
al
ul est réalisé sur une ma
hine parallèle il faut distribuerles données dans les di�érentes mémoires, et tâ
her d'organiser l'ensemble de sorte que
haque pro
esseur ait dans sa mémoire toutes les données qui lui sont né
essaires pour sapart du 
al
ul. Dans le 
as 
ontraire les pro
esseurs doivent 
onsa
rer du temps à s'é
hanger� leurs � données.Le terme de 
hamp pro
he des méthodes de la se
tion 2 se prête bien à 
e travail,
ar 
haque 
harge interagit lo
alement ave
 ses voisines (dé�nies par le rayon de 
oupure
mcL). Si 
haque pro
esseur se voit attribuer une zone spatiale de la boîte de simulation,il gère un groupe de 
harges voisines et possède toutes les données utiles au 
al
ul deleurs intera
tions ré
iproques ; seules les 
harges en bord de zone, qui interagissent ave
 les
harges des zones 
ontiguës, né
essitent alors des 
ommuni
ations entre pro
esseurs.Le terme de 
hamp lointain, en revan
he, est par nature non lo
al puisqu'iltrans
rit notamment l'e�et de la répli
ation in�nie de la boîte de simulation. Cette non-lo
alité apparaît sous la forme de 
oe�
ients de Fourier (méthodes d'Ewald et parTFD) ou dans la hiérar
hisation de l'espa
e (dé
omposition en multip�les et méthodemultigrille). Ce type de 
al
uls ne peut pas toujours être fait e�
a
ement sur un grandnombre de pro
esseurs en parallèle [13,14℄ : par exemple, 
haque 
oe�
ient de Fourier faitintervenir toutes les 
harges et leur position. L'ar
hite
ture de l'ordinateur doit permettredes 
ommuni
ations entre pro
esseurs très rapides, sans quoi le transfert de données o

upel'essentiel du temps de la simulation. 13



I. Introdu
tion à la simulation de l'intera
tion 
oulombienneLa méthode lo
ale de simulation de l'intera
tion 
oulombienne, quant à elle, estdans son ensemble analogue au terme de 
hamp pro
he. Elle peut don
 être paralléliséee�
a
ement par une répartition spatiale de la mémoire. Elle né
essite en
ore moins de
ommuni
ation entre pro
esseurs que le terme de 
hamp pro
he, 
ar 
omme nous le verronselle ne 
omporte au
une intera
tion dire
te entre les 
harges (à 
omparer au rayon de
oupure mcL évoqué plus haut), les pro
esseurs doivent s'é
hanger seulement les valeursdu 
hamp éle
trique à la frontière même de leur domaine.

14



Chapitre IILa méthode lo
ale de simulation del'intera
tion 
oulombienne
L'introdu
tion a montré la prévalen
e de l'intera
tion éle
trostatique dans la phy-sique de la matière 
ondensée, et les di�
ultés qu'elle oppose à sa simulation numérique. Leproblème du temps de 
al
ul à la 
roissan
e quadratique en fon
tion du nombre de 
harges

N est lié à l'instantanéité de l'intera
tion dans tout l'espa
e. Il n'est pas inhérent aux loisde l'éle
tromagnétisme, 
ar les équations de Maxwell sont lo
ales et leur simulation, quise pratique notamment en physique des plasmas [15℄, a un 
oût simplement linéaire en N.Or l'équation de Poisson, qui, elliptique, est à l'origine de l'intera
tion instantanée, peutse déduire des équations de Maxwell. Leur 
ara
tère lo
al est perdu au 
ours de 
ettedédu
tion, lorsque la loi de Faraday impose que le 
hamp éle
trique dérive d'un potentiels
alaire. Remédier à 
ette perte doit permettre de formuler une éle
trostatique lo
ale.Dans la se
tion 1, l'éle
trostatique sera présentée sous une formulation variation-nelle qui n'in
lut pas la loi de Faraday, 
e qui permet au 
hamp éle
trique de s'é
arter desa valeur usuelle. La se
tion 2 montrera ensuite, en 
al
ulant sa fon
tion de partition, queles propriétés d'un système 
hargé soumis à 
e 
hamp éle
trique �u
tuant sont identiquesà 
elles du système gouverné par l'éle
trostatique usuelle. Les degrés de liberté propres au
hamp �u
tuant seront alors exploités pour élaborer un algorithme Monte Carlo lo
al desimulation de l'intera
tion 
oulombienne sur réseau, détaillé dans la se
tion 3. La se
tion 4modélise ensuite l'algorithme indépendamment du réseau utilisé, et la se
tion 5 montre
omment transposer 
es résultats à un réseau donné, sur l'exemple du réseau 
ubiquesimple. Ce 
hapitre 
orrespond à � l'état de l'art � du développement de l'algorithme audébut de ma thèse. Il reprend don
 essentiellement des résultats 
onnus, et publiés dans lesréféren
es 11 et 12. J'en ai formalisé et pré
isé 
ertains aspe
ts, qui 
onsituent la se
tion 5.15



II. La méthode lo
ale de simulation de l'intera
tion 
oulombienne1 Heuristique variationnelle de l'éle
trostatiqueJulian S
hwinger a développé exhaustivement dans son 
ours [16℄ une for-mulation variationnelle de l'éle
tromagnétisme. Elle permet d'obtenir les équations deMaxwell en déterminant l'extrêmum d'une fon
tionnelle des 
hamps F, E, A et B.La limite éle
trostatique permet des simpli�
ations, qui aboutissent à une fon
tionnelledépendant seulement de F et E, présentée dans la sous-se
tion 1.1. Des simpli�
ationssupplémentaires permettent ensuite d'obtenir, d'une part, une fon
tionnelle de F seul (se
-tion 1.2), et d'autre part, une fon
tionnelle d'E seul (se
tion 1.3).Comme 
ela apparaîtra plus bas, 
es fon
tionnelles sont étroitement liées à l'éner-gie éle
trostatique du système. Leur intérêt est don
 évident pour formuler la physiquestatistique des systèmes 
hargés, qui dé
rit leurs propriétés en se fondant sur l'énergie des
on�gurations, via la fon
tion de partition. Ainsi, si la fon
tionnelle U[F,E] est minimalepour la 
on�guration {F0,E0} qui est la solution 
lassique des équations de l'éle
troma-gnétisme, et si 
ette fon
tionnelle est l'argument du fa
teur de Boltzmann e−bU, alors la
on�guration {F0,E0} sera la plus probable à l'équilibre thermodynamique.1.1 Fon
tionnelle de F et EConsidérons un système pla
é dans l'espa
e in�ni, formé d'une distribution de
harge r plongée dans un milieu de permittivité diéle
trique e uniforme. Dé�nissons alorsla fon
tionnelle
U1[F,E] =

∫

R3

(rF+ eE ·∇F+
e
2
E2
)

d3r, (II.1)où la distribution de 
harge r est un paramètre, et 
al
ulons sa variation pour des déviationsdF et dE des 
hamps :dU1 =

∫

R3

[r dF+ eE ·∇(dF) + e dE · (∇F+ E)
]
d3r. (II.2)La distribution de 
harge est supposée bornée, de sorte que les 
hamps F et E s'annulentà l'in�ni ; 
ette même limite est alors expli
itement imposée à leurs variations dF et dE. Àpartir de l'égalité ∇· (E dF) = (∇· E)dF+ E ·∇(dF), il vient don


∫

R3

E ·∇(dF) d3r =

∮

∂R3

(E dF) · (n dS)−
∫

R3

(∇· E)dF d3r = −
∫

R3

(∇· E)dF d3r,qui, reportée dans l'équation (II.2), donnedU1 =

∫

R3

[dF(r− e∇· E) + e dE · (∇F+ E)
]
d3r.16



1. Heuristique variationnelle de l'éle
trostatiquePar 
onséquent, la fon
tionnelle U1[F,E] sera stationnaire pour toutes variations
{dF, dE} si les 
hamps véri�ent les équations

∇· E =
re (II.3a)et E = −∇F. (II.3b)L'équation (II.3a) est la loi de Gauss, et l'équation (II.3b) 
onduit à la � loi de Faradaystatique � : ∇×E = ∇×∇F = 0. La formulation variationnelle est don
 e�e
tivementéquivalente aux lois de l'éle
trostatique. La paire de 
hamps solution des équations (II.3)sera notée {FP,EP}, où l'indi
e P rappelle qu'ils 
orrespondent à la résolution de l'équationde Poisson, obtenue en substituant la relation (II.3b) dans la loi (II.3a) :

∇2F = −re . (I.2)La fon
tionnelle (II.1) peut être simpli�ée pour se réduire à une fon
tionnelle deF seul, ou de E seul. Cette simpli�
ation est la bienvenue dans l'optique d'une appli
ationinformatique, 
ar elle épargnera l'implémentation des deux 
hamps arguments de U1 aupro�t d'un seul. Pour atteindre 
e résultat, la sous-se
tion 1.2 introduira l'équation (II.3b)
omme dé�nition de E, 
e qui permettra de l'éliminer, et la sous-se
tion 1.3 utiliseral'équation (II.3a) 
omme 
ontrainte sur E, qui permettra d'éliminer F.1.2 Fon
tionnelle de F seul1.2.a Dé�nitionEn substituant la relation (II.3b) dans la dé�nition (II.1) de U1, 
elle-
i 
onduità une nouvelle fon
tionnelle de F seul :
U2[F] =

∫

R3

[rF− e
2
(∇F)2

]
d3r. (II.4)1.2.b Appli
ation du prin
ipe variationnelLa variation dU2 o

asionnée par une déviation dF du 
hamp est don
 :dU2 =

∫

R3

[r dF− e(∇[dF]) · (∇F)
]
d3r =

∫

R3

dF [r+ e∇2F] d3r,en utilisant l'égalité ∇· (dF∇F) = (∇[dF]) · (∇F) + dF∇2F et en notant que le terme∮
∂R3 dF(∇F ·n) dS qui en dé
oule s'annule 
ompte tenu des 
onditions aux bords 
hoisies.La fon
tionnelle U2[F] sera don
 stationnaire pour toute variation dF si le 
hampF véri�e l'équation de Poisson (I.2). 17



II. La méthode lo
ale de simulation de l'intera
tion 
oulombienne1.2.
 Valeur et nature de l'extrêmumSi FP désigne la solution de l'équation de Poisson (I.2), 
elle-
i permet desubstituer r pour montrer la propriété suivante :
∫

R3

rFP d3r =

∫

R3

−e∇2FP FP d3r =

∫

R3

e(∇FP)2 d3r, (II.5)en négligeant là en
ore le terme de bord issu de l'égalité ∇· (F∇F) = (∇F)2 + F∇2F.Il dé
oule immédiatement de la propriété (II.5), insérée dans la dé�nition de lafon
tionnelle U2, que la valeur de l'extrêmum
U2[FP] =

∫

R3

rFP

2
d3r =

∫

R3

e
2
(∇FP)2 d3r, (II.6)soit l'énergie éle
trostatique habituelle d'une distribution de 
harges r.A�n de déterminer le type d'extrêmum atteint en U2[FP], 
onsidérons une va-riation �nie du 
hamp autour du point stationnaire, F = FP + f, et 
al
ulons la variationqui en résulte pour U2 :

U2[FP + f]−U2[FP] =

∫

R3

(r f− e
2

[
(∇FP + ∇f)2 − (∇FP)2

])
d3r

=

∫

R3

[r f− e (∇FP) · (∇f)− e
2
(∇f)2

]
d3r

=

∫

R3

−e
2
(∇f)2 d3r, (II.7)où une relation analogue à la propriété (II.5), mais appliquée à {FP,f}, a été utilisée.L'équation (II.7) montre que les déviations de F autour de FP entraînent toujours unediminution de la fon
tionnelle U2, qui est don
 maximale en FP.La fon
tionnelle U2 est don
 impropre à une utilisation en simulation, 
ar le pointstationnaire, qui 
orrespond à la solution 
lassique des lois de l'éle
trostatique, est instable.Toute 
on�guration du 
hamp qui s'en é
arte est favorisée, et un algorithme qui utiliserait

e−bU2[F] 
omme probabilité de la 
on�guration F divergerait. Il est à noter qu'inverser lesigne de la dé�nition (II.4) transformerait bien le point stationnaire en minimum, mais 
eminimum aurait alors pour valeur l'opposé de l'énergie éle
trostatique, et don
 perdraitson sens physique.1.2.d Fon
tionnelle s
alaire pour la gravitationRi
hard Feynman a remarqué [17℄ qu'une intera
tion où les 
harges identiquess'attirent, 
omme la gravitation, ne peut être médiée que par un 
hamp de rang pair18



1. Heuristique variationnelle de l'éle
trostatique(s
alaire, tensoriel d'ordre 2, ...), tandis qu'une intera
tion où les 
harges opposées s'at-tirent, 
omme l'éle
trostatique, doit 
orrespondre à un 
hamp de rang impair (ve
torielnotamment).E�e
tivement, l'inversion du signe moins dans la dé�nition (II.4) 
onduit à unenouvelle fon
tionnelle
U2

′[F] =

∫

R3

[rF+ 2pG(∇F)2
]

d3rqui 
orrespond aux lois de la gravitation :� son point stationnaire est atteint si le 
hamp F véri�e l'équation ∇2F = 4pGr, soitFP(r) = −Gm/r pour une masse pon
tuelle m ;� sa valeur en 
e point est U2
′[FP] =

∫

R3

rFP

2
d3r ;� ses variations autour de 
e point sont toujours positives, il s'agit don
 d'un minimum dela fon
tionnelle.Il est don
 possible de modéliser la gravitation par un 
hamp F d'énergie U2

′ dont l'étatd'équilibre (stable) FP satisfait l'équation de Poisson de la gravitation.Étant donné le su

ès de la fon
tionnelle s
alaire pour dé
rire la gravitation etson é
he
 pour représenter l'éle
trostatique, il est légitime, poursuivant dans l'esprit de laremarque de Feynman, de 
onsidérer les résultats donnés par une fon
tionnelle ve
toriellepour l'éle
trostatique.1.3 Fon
tionnelle de E seul1.3.a Dé�nitionRevenons don
 à la dé�nition de U1[F,E] et supposons que le 
hamp E est
ontraint par la loi de Gauss (II.3a). Combinée à l'égalité ∇· (EF) = (∇·E)F+E ·∇F,elle donne ∫

R3

rF d3r =

∫

R3

e(∇·E)F d3r = −
∫

R3

eE ·∇F d3r,en négligeant le terme de bord ∮
∂R3 eF(E · n) dS 
omme pré
édemment. La fon
tion-nelle (II.1) devient don
 une fon
tionnelle de E seul :

U3[E] =

∫

R3

[e
2
E2 + L(e∇· E− r)] d3r, (II.8)où la 
ontrainte de la loi de Gauss a été introduite au moyen d'un multipli
ateur deLagrange, L. 19



II. La méthode lo
ale de simulation de l'intera
tion 
oulombienne1.3.b Appli
ation du prin
ipe variationnelLa variation dU3 de la fon
tionnelle (II.8) pour une déviation dE du 
hamp estdU3 =

∫

R3

e dE · E + L e(∇· dE) d3r =

∫

R3

e dE · (E−∇L) d3r,où l'égalité ∇ · (LdE) = (∇L) · dE + L(∇ · dE) a été utilisée, en négligeant le terme debord ∮
∂R3 e L (dE · n) dS qui en dé
oule. Les variations de L ont été omises puisqu'elles
onduiront naturellement à la 
onservation de la 
ontrainte (II.3a).Au point stationnaire, le 
hamp éle
trique véri�e don
 l'équation

E = ∇L, (II.9)qui, 
omparée à l'équation (II.3b), révèle que le multipli
ateur de Lagrange n'est autreque l'opposé du potentiel F. Le 
hamp à l'extrêmum satisfait aux équations (II.3), 
'estdon
 le 
hamp EP dé�ni dans la sous-se
tion 1.1.1.3.
 Valeur et nature de l'extrêmumEn reportant le 
hamp EP dans l'expression (II.8) de U3 et en utilisant à nouveaula propriété (II.5), il vient
U3[EP] =

∫

R3

e
2
EP

2 d3r =

∫

R3

rFP

2
d3r = UCoulomb, (II.10)notée ainsi 
ar 
ette valeur est bien l'énergie éle
trostatique de la distribution de 
harge rsoumis à la loi de Coulomb.Considérons maintenant une variation �nie du 
hamp E = EP + e, toujourssoumis à la loi de Gauss. Sa
hant que EP la véri�e également, ∇· e = ∇·E−∇·EP = 0,
'est-à-dire que les variations du 
hamp ne sont pas quel
onques, mais de divergen
e nulle.Par 
onséquent, d'après un théorème de Poin
aré [18℄, e = ∇×G ave
 G un 
hampve
toriel quel
onque. Le 
hamp éle
trique s'é
rit don
 toujours

E = −∇FP + ∇×G, (II.11)dé
omposition dite � de Helmholtz �. Le 
hamp E ne satisfait plus la loi de Faradaystatique : ∇×E 6= 0. Il est formé d'une 
omposante �xée, égale au 
hamp éle
trostatiqueusuel, et d'une 
omposante variable, analogue aux ondes éle
tromagnétiques 
ar ne dérivantpas d'un potentiel.L'énergie du 
hamp éle
trique (II.11) vaut20



2. Physique statistique d'un système 
hargé
U3[E] =

∫

R3

e
2
(−∇FP + ∇×G)2 d3r

=

∫

R3

e
2

[
(−∇FP)2 − 2(∇FP) · (∇×G) + (∇×G)2

]
d3r

=

∫

R3

e
2

[
(−∇FP)2 + (∇×G)2

]
d3r

= UCoulomb + U�u
t, (II.12)où le terme 
roisé s'annule 
ar ∇ · (FP∇×G) = (∇FP) · (∇×G) + FP(∇ ·∇×G), et lestermes ∇·∇×G et ∮
∂R3 FP(∇×G) ·ndS sont eux-mêmes nuls. L'énergie de la 
omposantevariable est notée U�u
t 
ar 
ette partie du 
hamp �u
tuera dans la formulation statistiquede la se
tion 2. En observant que U�u
t est positif, il apparaît immédiatement que les é
artsde E autour de EP augmentent U3, qui est ainsi minimale pour EP. Le point stationnaireest don
 stable, et 
'est 
ette fon
tionnelle qui sera utilisée dans la se
tion 2 pour modéliserla physique statistique des systèmes 
hargés.1.3.d Composantes du 
hamp E dans l'espa
e de FourierLes deux termes de l'é
riture (II.11) du 
hamp E seront nommés :� 
omposante longitudinale, E‖ = −∇FP ;� 
omposante transverse, E⊥ = ∇×G.En e�et, dans l'espa
e de Fourier il apparaît que Ẽ‖ = −iqF̃P est parallèle au ve
teurd'onde q et que Ẽ⊥ = iq×G̃ est perpendi
ulaire à q. Les deux 
omposantes sont notam-ment orthogonales, 
e qui fournit une nouvelle démonstration de la séparation (II.12) del'énergie en deux termes indépendants, en utilisant l'égalité de Parseval-Plan
herel :

U3[E] =

∫

R3

e
2
‖Ẽ‖2 d3q

(2p)3

=

∫

R3

e
2

[
‖Ẽ‖‖2 − 2ℜ(Ẽ‖

⋆ · Ẽ⊥) + ‖Ẽ⊥‖2
] d3q

(2p)3

=

∫

R3

e
2

(
‖Ẽ‖‖2 + ‖Ẽ⊥‖2

) d3q

(2p)3

= UCoulomb + U�u
t.2 Physique statistique d'un système 
hargéDans la se
tion 1, une formulation variationnelle de l'éle
trostatique a été in-troduite tout en établissant ses liens ave
 la formulation usuelle. Après un rappel de ses21



II. La méthode lo
ale de simulation de l'intera
tion 
oulombiennerésultats essentiels, elle sera utilisée pour établir un modèle statistique de l'éle
trostatiqueoù les 
harges et le 
hamp ont leurs degrés de liberté propres.2.1 Éle
trostatique variationnelle et degrés de liberté du 
hampDans l'éle
trostatique usuelle, une distribution de 
harges r engendre un 
hampéle
trique purement longitudinal, E‖[r] = −∇FP[r] (II.3b) où FP[r] est la solution del'équation de Poisson ∇2F = −r/e (I.2). Pour des 
onditions aux bords données, le 
hoixd'une distribution de 
harges parti
ulière détermine de manière univoque le potentiel FP[r]dans tout l'espa
e. Le 
hamp E‖ ne possède don
 au
un degré de liberté propre : il ne variepas si les 
harges éle
triques du système sont �xes.Dans l'éle
trostatique variationnelle, le 
hamp éle
trique s'é
rit E = E‖[r] +
E⊥ (II.11) : sa 
omposante longitudinale est �xée, mais sa 
omposante transverse varieindépendamment de r. Le 
hamp E⊥ possède des degrés de liberté propres. Sa transforméede Fourier Ẽ⊥ est orthogonale à q, 
e qui montre qu'il possède deux modes indépendantspar ve
teur d'onde.L'énergie du système (II.12), désormais notée simplementU[E], additionne :� la 
ontribution de la 
omposante longitudinale, UCoulomb[r], qui est donnée par l'équa-tion (II.10) et est quadratique en r (
ar FP[r] est linéaire) ;� et la 
ontribution de la 
omposante transverse, U�u
t =

∫
R3 E⊥

2 d3r, qui est quadratiqueen E⊥.Ces 
ontributions sont indépendantes l'une de l'autre, 
e qui permettra de démontrer queles statistiques des 
hamps E‖ et E⊥ sont indépendantes.2.2 Statistiques des 
harges et du 
hamp éle
trique2.2.a Fon
tion de partition d'un système purement 
oulombienLa distribution de 
harge r est 
réée par l'ensemble {i} des parti
ules du système,dont les positions sont notées {ri}. Lorsque les 
harges sont régies par l'éle
trostatiqueusuelle des équations (II.3) et (I.2), les parti
ules sont soumises à l'énergie potentielled'intera
tion UCoulomb[r({ri})] ; elles peuvent aussi être sujettes à diverses intera
tionsd'origine non éle
trostatique, qui seront regroupées dans l'énergie potentielle V ({ri}).Ces dé�nitions permettent d'é
rire la fon
tion de partition des 
harges régies parla loi de Coulomb,
ZCoulomb =

∫ (∏
i

d3ri

)
e−b[UCoulomb({ri})+V ({ri})

]
, (II.13)qui intègre le fa
teur de Boltzmann pour toutes les positions {ri} des parti
ules.22



2. Physique statistique d'un système 
hargé2.2.b Indépendan
e des �u
tuations du 
hamp éle
triqueLorsque les 
harges sont soumises à un 
hamp éle
trique �u
tuant, la fon
tionde partition du système doit également intégrer les degrés de liberté propres du 
hamp.Ainsi,
Z =

∫ (∏
i

d3ri

)
D
[
E
][∏

r

d(∇· E− r({ri})e )]
e−b[U[E]+V ({ri})

]
, (II.14)où la loi de Gauss (II.3a) est imposée en tout point r de l'espa
e au moyen d'une distri-bution de Dira
, et la dépendan
e en r des 
hamps E(r) et r(r; {ri}) a été omise poursimpli�er l'é
riture.En e�e
tuant le 
hangement de variableE = E‖[r({ri})]+E⊥ et en substituant ladé
omposition (II.12) de l'énergie U[E] dans le fa
teur de Boltzmann, l'équation (II.14)devient

Z =

∫ (∏
i

d3ri

)
D
[
E⊥

][∏
r

d(∇· E⊥)

]
e−b[UCoulomb({ri})+U�u
t[E⊥]+V ({ri})

]
ar ∇· E‖({ri}) =
r({ri})e ,

=

(∫ (∏
i

d3ri

)
e−b[UCoulomb({ri})+V ({ri})

])(∫
D
[
E⊥

][∏
r

d(∇· E⊥)

]
e−bU�u
t[E⊥]

)

= ZCoulomb × Z�u
t. (II.15)Le 
ara
tère transverse de la 
omposante E⊥ est assuré par la distribution de Dira
 quiimpose que ∇ · E⊥ = 0. La 
omposante longitudinale E‖ n'apparaît pas expli
itementpuisqu'elle est entièrement déterminée par la position des parti
ules (qui �xe r) et leséquations (II.3) et (I.2).La relation (II.15) montre que la probabilité d'une 
on�guration donnée du sys-tème, 
'est-à-dire d'une réalisation {r,E⊥} des degrés de liberté des 
harges et du 
hampéle
trique, est simplement le produit de la probabilité de la 
on�guration r des 
hargespar la probabilité de la 
on�guration E⊥ du 
hamp transverse, les deux étant indépen-dantes l'une de l'autre. En se fo
alisant sur les 
on�gurations des 
harges, il ressort del'équation (II.15) que le passage du modèle 
oulombien (II.13) au modèle de 
hamp �u
-tuant (II.14) a simplement multiplié la fon
tion de partition par une 
onstante, et n'a don
pas 
hangé leur distribution statistique.2.2.
 Équipartition de l'énergieIl dé
oule du logarithme de l'équation (II.15) que l'énergie libre du système
F = FCoulomb + F�u
t. 23



II. La méthode lo
ale de simulation de l'intera
tion 
oulombienneComme l'énergie interne U�u
t est quadratique en E⊥, sa valeur moyenne est proportion-nelle à la température T ; elle vaut kBT par mode de Fourier q, 
ar E⊥ possède deuxpolarisations indépendantes (voir la sous-se
tion 2.1). Cette équipartition de l'énergie seraobservée dans les simulations présentées au 
hapitre iii.
3 Algorithme Monte Carlo lo
al de simulationde l'intera
tion 
oulombienneLes se
tions pré
édentes ont établi que les lois de l'éle
trostatique peuvent êtremodélisées sans perte de généralité par une appro
he variationnelle, qui 
onduit à une for-mulation statistique de l'intera
tion 
oulombienne. Celle-
i a notamment donné au 
hampéle
trique des degrés de liberté indépendants des 
harges, qui vont maintenant être mis àpro�t pour développer un algorithme rapide de simulation de l'intera
tion éle
trostatique.Cette se
tion présente une implémentation de l'algorithme, la plus simple pos-sible, pour mettre en éviden
e ses points 
lefs. La se
tion 4 propose ensuite une formalisa-tion de 
es 
on
epts hors de toute implémentation, 
e qui permet notamment une analysephénoménologique de la dynamique de l'algorithme.3.1 Cadre de l'implémentationLe réseau 
ubique simple est 
hoisi pour sa fa
ilité d'implémentation. Les sitesdu réseau portent les 
harges éle
triques, et les liens du réseau, qui sont orientés dans lestrois dire
tions orthogonales x, y, z, portent les valeurs des trois 
omposantes du 
hamp
orrespondantes.L'espa
e des 
on�gurations d'un système 
hargé soumis au 
hamp éle
trique�u
tuant est formé, d'une part, des degrés de liberté de position des 
harges et, d'autrepart, des degrés de liberté du 
hamp transverse. La simulation d'un tel système doit pou-voir intégrer sur 
es deux types de variable. Les �u
tuations de position des 
harges sonttraitées 
omme dans toute simulation par 
haîne de Markov (voir la sous-se
tion 3.1 du
hapitre i). Cependant, la loi de Gauss (II.3a) impose un 
ouplage entre 
harges et 
hampéle
triques. Il y a don
 une mise à jour du 
hamp asservie à 
elle des 
harges. Les �u
-tuations de la 
omposante tranverse du 
hamp éle
trique, quant à elles, font l'objet d'unemise à jour spé
i�que indépendante des 
harges.24



3. Algorithme Monte Carlo lo
al de simulation de l'intera
tion 
oulombienne3.1.a Dynamique MetropolisLe 
ritère deMetropolis est utilisé pour dé
ider de l'a

eptation ou du rejet detoute nouvelle 
on�guration proposée à 
haque pas de l'algorithmeMonte Carlo. N'importequelle dynamique respe
tant le bilan détaillé pourrait être utilisée de manière équivalente,la méthode éle
trostatique n'imposant au
une 
ontrainte à 
et égard.Aussi bien lors du dépla
ement d'une 
harge que lors de la mise à jour du 
hamptransverse, la valeur du 
hamp éle
trique sera modi�é sur un ou plusieurs liens. Celas'a

ompagne d'une variation DU = U�nal − Uinitial de l'énergie éle
trostatique. S'il n'ya pas d'autre intera
tion régissant le système, la nouvelle 
on�guration est alors a

eptéeave
 la probabilité
pa

. = min

(
1, e−bDU

)
.3.2 Mise à jour 
ouplée des 
harges et du 
hampLa mise à jour des 
harges est réalisée par des mouvements lo
aux. Une parti
uleest 
hoisie au hasard, et un dépla
ement dans le voisinage immédiat du site A qu'elle o

upeest tenté. Pour 
ela, le site � destination � est 
hoisi au hasard parmi les six sites B duréseau dire
tement 
onne
tés au site A.Supposons que la loi de Gauss (II.3a) soit véri�ée dans la 
on�guration initiale,où la 
harge e est en A. Si 
elle-
i est e�e
tivement dépla
ée de A en B, la distributionde 
harge sera modi�ée en 
es points. La loi de Gauss n'y sera plus véri�ée, mais resteravalable partout ailleurs. En modi�ant le 
hamp uniquement sur le lien A→ B, par

E�nal
AB = Einitial

AB − e/a2e,
omme 
ela est représenté sur la �gure II.1, la divergen
e du 
hamp est réduite en A etaugmentée en B de telle sorte de la loi de Gauss est préservée.La variation d'énergie due à 
e mouvement, qui détermine sa probabilité d'a
-
eptation, est entièrement donnée par la mise à jour du 
hamp asso
iée au mouvement.Cette mise à jour est purement lo
ale, sur un seul lien, à 
omparer à la mise à jour du
hamp dans tout l'espa
e que né
essiterait une méthode non lo
ale.3.3 Mise à jour du 
hamp transverseL'intégration des degrés de liberté propres du 
hamp né
essite des mouvementsMonte Carlo propres, dont il existe plusieurs sortes. D'une part, elle peut se faire indé-pendamment des 
harges. Comme elle doit 
ependant 
onserver la loi de Gauss (II.3a), lamodi�
ation apportée au 
hamp doit avoir une divergen
e nulle, 
'est une bou
le de 
hamp25



II. La méthode lo
ale de simulation de l'intera
tion 
oulombienne
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Fig. II.1 � Le 
hoix le plus simple de mise à jour du 
hamp 
ouplée à un dépla
ement de
harge. Pour alléger le dessin, les liens perpendi
ulaires au plan de la �gure n'ont pas étéreprésentés ; 
eux émanant de A portent un 
hamp 1/6 et 
eux émanant de B un 
hamp
1/30. Les unités réduites telles que a = e = 1 sont utilisées. À gau
he : une 
harge e = 1se trouve en A, le site B est vide, et le 
hamp est dans une 
on�guration satisfaisant laloi de Gauss (II.3a) [(∇ · E)(rA) = 6 × 1/6 = q, (∇ · E)(rB) = 5 × 1/30 − 1/6 = 0℄. Àdroite : la 
harge a été dépla
ée en B et le 
hamp EAB a été réduit de dE = e = 1, de sortequ'il satisfait toujours la loi de Gauss [(∇ · E)(rA) = 5 × 1/6 − 5/6 = 0, (∇ · E)(rB) =
5× 1/30 + 5/6 = e℄.(ou un ensemble de bou
les). Deux méthodes de 
e type, l'une lo
ale et l'autre globale,font l'objet des deux arti
les suivants. D'autre part, une mise à jour du 
hamp transversesurvient simultanément aux mises à jour de 
harges, 
omme le montrera le dernier arti
le.3.3.a Mise à jour lo
ale indépendante des 
hargesConsidérons le plus petit 
hemin fermé possible sur le réseau, 
'est-à-dire uneunique plaquette. En ajoutant, sur les quatre liens qui la forment, un in
rément donné au
hamp, la 
ir
ulation est modi�ée mais la divergen
e est in
hangée aux sommets du 
arré,
omme le montre la �gure II.2. La 
omposante transverse du 
hamp est don
 bien mise àjour, de façon purement lo
ale et tout en préservant la loi de Gauss.3.3.b Mise à jour globale indépendante des 
hargesUne méthode globale e�
a
e existe pour mettre à jour le 
hamp transverse.Elle a été adaptée d'un algorithme utilisé dans des simulations Monte Carlo quantiques[19℄ étudiant le modèle de Hubbard bosonique. En e�et, le hamiltonien de 
e modèlepeut s'é
rire 
omme l'énergie (quadratique) d'un 
hamp ve
toriel de divergen
e nulle, dontla seule di�éren
e ave
 la 
omposante transverse du 
hamp éle
trique est qu'il ne peutprendre que des valeurs entières. L'algorithme � en ver � (worm algorithm) développépour 
e modèle quantique dans la référen
e 19 peut don
 être transposé à notre systèmeen remplaçant son amplitude dis
rète par une amplitude aléatoire à valeurs 
ontinues.26



3. Algorithme Monte Carlo lo
al de simulation de l'intera
tion 
oulombienne

Fig. II.2 � Mise à jour d'une plaquette du 
hamp éle
trique, dans un sens 
hoisi aléatoi-rement. En modi�ant les quatre liens par une même valeur, deux �ux entrant et sortantégaux a�e
tent 
haque site : la divergen
e y est don
 
onservée.(a) +e

−e

+DE

(b)
+DE

Fig. II.3 � Algorithme en ver pour la mise à jour globale du 
hamp éle
trique transverse.Pendant l'évolution du ver (a), le 
hamp est mis à jour de sorte que la divergen
e introduiteest partout nulle, sauf au niveau des extrémités du ver, où elle 
orrespond aux 
harges vir-tuelles. Après l'annihilation des 
harges virtuelles (b), la divergen
e introduite est partoutnulle. Cet algorithme, représenté sur la �gure II.3, 
ommen
e par 
hoisir aléatoirementun site du réseau, où est nu
léée une paire de 
harges {+e,−e}. L'une de 
es 
harges (la� tête � du ver) est alors dépla
ée répétitivement en une mar
he aléatoire, biaisée par lesvaleurs du 
hamp ; simultanément, le 
hamp est mis à jour sur les liens traversés, 
ommeindiqué à la sous-se
tion 3.2, de sorte que la loi de Gauss est véri�ée à tout instant.Comme la boîte de simulation est �nie, la 
harge mobile revient toujours à son point dedépart au bout d'un 
ertain temps : à 
et instant la paire de 
harges est annihilée. Ces
harges n'apparaissent don
 jamais dans les 
on�gurations du système, elles seront dites� virtuelles � ; elles se distinguent notamment des 
harges réelles par leur absen
e de 
÷urdur, qui leur permet de visiter tous les sites du réseau même s'ils sont o

upés par desparti
ules. 27



II. La méthode lo
ale de simulation de l'intera
tion 
oulombienne

Fig. II.4 � La mise à jour du 
hamp asservie aux 
harges présentée sur la �gure II.1 modi�ela 
ir
ulation du 
hamp sur les quatre plaquettes adja
entes (dont seules les deux situéesdans le plan de la �gure ont été représentées).L'algorithme en ver produit don
 un 
hemin fermé le long duquel le 
hampéle
trique est modi�é, 
'est bien une mise à jour de la 
omposante transverse. Elle estalors a

eptée ou refusée dans son ensemble ave
 une 
ertaine probabilité, telle que lebilan détaillé soit assuré. En pratique, le taux d'a

eptation est toujours pro
he de 1 sil'amplitude e du ver est 
omparable à l'amplitude moyenne des �u
tuations du 
hampéle
trique, et, en moyenne, le ver visite la plupart des sites du réseau. Nous disposons don
d'une méthode globale et pratiquement sans é
he
 de mise à jour du 
hamp transverse.La se
tion 2 du 
hapitre iii montrera qu'elle est extrêmement e�
a
e pour intégrer les�u
tuations du 
hamp.3.3.
 Mise à jour du 
hamp asservie aux 
hargesLa mise à jour 
ouplée des 
harges et du 
hamp présentée dans la sous-se
tion 3.2modi�e le 
hamp transverse, 
omme le met en éviden
e la �gure II.4. Lorsque le 
hamp estmodi�é sur un lien, la 
ir
ulation du 
hamp éle
trique le long des plaquettes adja
entesest 
hangée. Remarquons à 
e sujet que si une 
harge fait le tour d'une plaquette, la miseà jour du 
hamp engendrée est identique à 
elle de la �gure II.2.3.4 Initialisation du 
hampLes mises à jour qui viennent d'être présentées préservent la loi de Gauss (II.3a)si elle est véri�ée dans la 
on�guration de départ. Il reste don
 à établir au début de toutesimulation une 
on�guration initiale véri�ant 
ette 
ontrainte ; elle sera ensuite 
onservéeau long de la dynamique Monte Carlo.La loi de Gauss ne 
ontraint que la 
omposante longitudinale du 
hamp, si28



3. Algorithme Monte Carlo lo
al de simulation de l'intera
tion 
oulombienne

Fig. II.5 � Exemple de 
hemin hamiltonien dans le réseau 
ubique simple. Les traits
ontinus portant une �è
he sont les liens appartenant au 
hemin. Les traits dis
ontinusreprésentent d'autres liens, dessinés 
omme supports visuels.bien qu'il existe une in�nité de 
on�gurations initiales satisfaisantes, 
omme le montre parexemple l'équation (II.11). Voi
i don
 deux solutions parmi les plus simples.La première ne s'applique que dans le 
as parti
ulier où les 
harges peuvent êtreregroupées en paires neutres. Par exemple, une solution d'anions et de 
ations de mêmevalen
e, ou un mélange de telles solutions. Partant d'un réseau vide ave
 un 
hamp partoutnul, il su�t alors de pla
er 
haque paire (e,−e) sur deux sites A et B dire
tement 
onne
téset de dé�nir le 
hamp sur le lien A → B 
omme EAB = e/a2e. La loi de Gauss est alorstrivialement véri�ée sur 
haque site.Un système 
hargé est toujours globalement neutre, sans quoi son énergie seraitin�nie. Néanmoins il n'est pas toujours possible de regrouper les 
harges en paires neutres.C'est le 
as par exemple des plasmas à une 
omposante, qui 
omportent N 
harges e mobilesse déplaçant dans un fond de volume V et de densité de 
harge −Ne/V �xe et uniforme.Pour initialiser un tel système, dans un premier temps toutes les 
harges sont pla
ées dansla boîte de simulation. Dans un se
ond temps une 
on�guration valable du 
hamp est
al
ulée, en balayant le réseau par un 
hemin hamiltonien, 
'est-à-dire un 
hemin passantexa
tement une fois par tous les n÷uds, et au plus une fois par 
haque lien. Il est fa
ile de
onstruire un tel 
hemin dans un réseau, 
omme le montre la �gure II.5.Numérotons les sites de 1 à V∗ = V/a3 dans l'ordre où le 
hemin les visite. Lesite 1 
ontient une 
harge totale e1 (éventuellement nulle). Un seul lien du 
hemin en part,qui mène au site 2. La valeur e1/a
2e est attribuée au 
hamp E12 sur 
e lien ; la loi de Gaussest alors véri�ée sur le site 1. Pro
édons ensuite par ré
urren
e à 
haque étape suivante.Le 
hemin aboutit au site i 
ontenant la 
harge ei, et la loi de Gauss a été véri�ée surles sites {1, ..., i− 1}. Le lien (i− 1)→ i porte le 
hamp Ei−1,i =

(∑j=i−1
j=1 ej

)
/a2e (le �uxéle
trique se 
onserve le long du 
hemin). Le 
hemin mène alors au site i + 1, et sur le lien
orrespondant la valeur du 
hamp est dé�nie par Ei,i+1 =

(∑j=i
j=1 ej

)
/a2e, de sorte que la29



II. La méthode lo
ale de simulation de l'intera
tion 
oulombienneloi de Gauss est véri�ée sur le site i : Ei,i−1 + Ei,i+1 = ei/a
2e. Au terme du 
hemin, ledernier lien, (V∗ − 1)→ V∗, porte le 
hamp EV∗−1,V∗ =

(∑j=V∗−1
j=1 ej

)
/a2e = −eV∗/a2e 
arle système est globalement neutre. La loi de Gauss est don
 également véri�ée sur le site

V∗.4 Modélisation de l'algorithme lo
alPour dé
rire le fon
tionnement de l'algorithme en toute généralité, la modélisa-tion s'abstrait de toute implémentation et ne se base que sur le formalisme des se
tions 1et 2. Pour appliquer les relations qui sont établies i
i, il su�t ensuite de dis
rétiser lesopérateurs di�érentiels utilisés. La se
tion 5 établira 
ette dis
rétisation dans le 
as duréseau 
ubique simple.4.1 Mise à jour 
ouplée des 
harges et du 
hampSoit r(i) la distribution de 
harge d'une 
on�guration initiale, à partir de laquelleune nouvelle 
on�guration est 
onstruite en déplaçant une 
harge e du point A au point
B : r(f) = r(i) − ed(r− rA) + ed(r− rB) .La distribution de 
harge est in
hangée hors des points A et B, si bien que la loi deGauss (II.3a) nous indique que

∇· E(f) −∇· E(i) =
r(f)e − r(i)e ≡ dre = −eed(r− rA) +

eed(r− rB) .Pour la préserver, il su�t de dé�nir E(f) à partir d'E(i), en lui ajoutant un ensemble dE delignes de 
hamp, de �ux total e/e, partant du point B et rejoignant le point A.Cette seule 
ontrainte sur la mise à jour asservie aux 
harges, dE, laisse touteliberté dans le 
hoix du nombre de lignes de 
hamp, dans le �ux de 
ha
une d'elles tant quele �ux total reste 
onstant, et dans leur forme entre les points A et B. La mise à jour peutdon
 être purement lo
ale, 
'est-à-dire 
ir
ons
rite à un petit voisinage du segment [AB].Dans la sous-se
tion 3.2, le 
hoix minimal d'une seule ligne de 
hamp re
tiligne de �ux e/ea été présenté. Le 
hapitre v montrera qu'il est ine�
a
e en pratique pour des simulationsde matière molle, et la 
ompréhension de l'origine de 
ette ine�
a
ité permettra alorsd'élaborer des méthodes optimisées de mise à jour asservie du 
hamp.30



4. Modélisation de l'algorithme lo
al4.2 Équations d'évolution des 
omposantes du 
hampLa su

ession des 
on�gurations d'une simulation Monte Carlo par 
haîne deMarkov n'a pas de 
orrespondan
e simple ave
 l'é
oulement du temps physique. Rienn'interdit toutefois de l'interpréter 
omme un temps : les 
on�gurations su

essives peuventalors se voir 
omme les étapes d'un mouvement des 
harges, transportées par un 
ourantéle
trique j. Ce 
ourant est 
ontraint par l'équation de 
onservation de la 
harge,
∇· j = −∂r

∂t
,qui, intégrée sur un pas de temps dt de la simulation, 
onduit à dt ∇· j = −dr = −e∇· dE.Le théorème de Poin
aré menant à l'équation (II.11) s'applique en
ore et donnedE = −dte j + ∇×dJ (II.16)ave
 dJ arbitraire, propriété analogue à l'équation de Maxwell-Ampère. La séparationde ses 
omposantes longitudinale et transverse,dE‖ = −dte j‖ (II.17a)et dE⊥ = −dte j⊥ + ∇×dJ, (II.17b)nous indique les sour
es de variation du 
hamp E. Le 
hamp longitudinal, 
onformémentà la loi de Gauss (II.3a), est lié à la distribution de 
harge et ne peut être modi�é qu'àtravers elle. Le 
hamp transverse, quant à lui, est modi�é :� par la 
omposante transverse de j d'une part, 
'est l'e�et de la mise à jour 
ouplée des
harges et du 
hamp sur la 
ir
ulation du 
hamp, 
omme l'a montré l'arti
le 3.3.
 ;� par des �u
tuations transverses qui lui sont propres (terme ∇×dJ) d'autre part, quise traduisent dans l'implémentation par les mises à jour indépendantes � lo
ales ouglobales � vues dans les arti
les 3.3.a et 3.3.b ;
es deux 
ontributions permettant d'intégrer sur les degrés de liberté du 
hamp. Nousavions vu en e�et que le mouvement d'une 
harge peut avoir le même e�et sur le 
hamptransverse qu'une mise à jour indépendante.4.3 Dynamique propre du 
hampLe membre de droite de l'équation (II.16) montre que la dynamique du 
hampéle
trique dépend, d'une part, de la présen
e de 
harges mobiles (premier terme) et, d'autrepart, des mises à jour propres au 
hamp transverse (se
ond terme). 31



II. La méthode lo
ale de simulation de l'intera
tion 
oulombienneConsidérons une 
on�guration du 
hamp E = E‖ + E⊥, qui subit une mise àjour de la 
omposante transverse, dE = ∇×dJ. La 
omposante longitudinale n'étant pasmodi�ée, son énergie U =
∫

R3

e
2

(
E‖

2 + E⊥
2
)

d3r (II.12) varie dedU =

∫

R3

e
2

[
(E⊥ + ∇×dJ)2 − E⊥

2
]

d3r

=

∫

R3

e
2

[
2E⊥ ·∇×dJ+ (∇×dJ)2

]
d3r

=

∫

R3

e
2

[
2dJ ·∇×E⊥ + (∇×dJ)2

]
d3r,en utilisant l'égalité ∇·(E⊥×dJ) = dJ ·(∇×E⊥)−E⊥ ·(∇×dJ) et en négligeant le termede bord − ∮

∂R3(E⊥×dJ) · n dS qui en dé
oule.Lors de 
ette mise à jour du 
hamp, le degré de liberté dJ est don
 soumis àune for
e de rappel
F = − dUdJ = −e∇×E⊥

= −e∇×E 
ar ∇×E‖ = 0.Au 
ours de la simulation Monte Carlo, il aura don
 une dynamique sto
hastique du typexdJdt = F[E] + f(t) = −e∇×E + f(t), (II.18)où f(t) est un bruit aléatoire. x est l'inverse d'une mobilité, qui dépend de l'amplitudedes mises à jour dans l'algorithme Monte Carlo ; elle détermine le temps de relaxation
ara
téristique du 
hamp transverse.Dans la suite, le terme de bruit sera omis des équations, pour en alléger l'é
ritureet faire ressortir le 
omportement moyen des grandeurs. Le bruit sera réintroduit expli-
itement dans la sous-se
tion 4.4, lors du 
al
ul de fon
tions d'auto
orrélation, où il faitdisparaître un terme par moyennage.En 
ombinant les équations (II.16) et (II.18), nous obtenons une équation d'évo-lution phénoménologique où les mises à jour ∇×dJ n'apparaissent plus expli
itement :dEdt = −1e j + ∇×
(
−ex∇×E

)

= −1e j− ex [∇(∇·E)−∇2E
]

= −1e j− 1x (∇r− e∇2E
)
. (II.19)32



4. Modélisation de l'algorithme lo
alLe terme proportionnel au 
ourant, en revan
he, ne peut pas être exprimé en fon
tion der et E sans introduire de relation 
onstitutive, né
essairement dépendante de la nature dusystème étudié. Le 
as d'un gaz de 
harges sera présenté dans la sous-se
tion suivante.La limite statique de l'équation (II.19) 
orrespond à une situation sans 
ourantni variation temporelle du 
hamp, soit
0 = −1x (∇r− e∇2Estat) ,

∇r = e∇2Estat.En y introduisant la dé
omposition (II.11) du 
hamp,
∇2Estat = ∇2

(
−∇Fstat + ∇×Gstat) = −∇

(
∇2Fstat)+ ∇×

(
∇2Gstat), (II.20)et en identi�ant terme à terme, il apparaît que Gstat = 0. Le 
hamp est purement longitu-dinal et s'identi�e au 
hamp éle
trostatique usuel, Estat = −∇FP.4.4 Dynamique phénoménologique du 
hampen présen
e d'un gaz de 
hargesLorsque le système 
omporte des 
harges libres, 
elles-
i vont naturellement ré-agir à la présen
e de 
hamp éle
trique. Cette réponse sera linéaire pour de faibles ampli-tudes du 
hamp, et se traduit par la loi d'Ohm. Considérons des espè
es i de 
harge ei etde densité numérique ni. Soumises à un 
hamp E, les 
harges a
quièrent une vitesse liéeà leur mobilité, vi = mieiE, de sorte que 
haque espè
e engendre un 
ourant éle
trique

einivi, auquel s'ajoute un 
ourant de Fi
k ei(−Di∇ni) lorsque la densité de parti
ules iest inhomogène. Le gaz de 
harges soumis au 
hamp E entraîne don
 un 
ourant total
j =

(∑

i

ei
2nimi

)
E−

∑

i

eiDi∇ni ≡ sE−∑
i

Di∇ri. (II.21)Les limites de l'appro
he linéaire apparaîtront dans le 
hapitre v : quand le 
hamp est tropfort, le 
ourant sature, 
e qui peut se modéliser par une mobilité variable ave
 E.Remarquons également que dans l'algorithmeMonte Carlo, le 
ourant j subit des�u
tuations sto
hastiques autour de la loi d'Ohm (II.21), qui se traduisent par un bruitadditif aléatoire. Il est omis i
i, 
omme l'a été, dans la sous-se
tion pré
édente, le bruita�e
tant les mises à jour du 
hamp transverse.L'équation (II.19) peut désormais s'é
rire en fon
tion de r et E uniquement :dEdt = −seE +
1e∑

i

Di∇ri −
1x(∇r− e∇2E

)
. (II.22)33



II. La méthode lo
ale de simulation de l'intera
tion 
oulombiennePour en séparer les 
omposantes longitudinale et transverse, remarquons que :� le terme ∇r− e∇2E = ∇×(e∇×E) (II.19) est purement transverse ;� le terme ∇ri est purement longitudinal ;� l'opérateur lapla
ien ne 
hange pas la nature des 
omposantes du 
hamp, 
omme lemontre l'équation (II.20).Par 
onséquent, l'équation (II.22) donnedE⊥dt = −seE⊥ +
ex∇2E⊥ pour la 
omposante transverse,dE‖dt = −seE‖ +
1e∑

i

Di∇ri pour la 
omposante longitudinale,et drdt = −se r+
∑

i

Di∇2ri pour la densité de 
harge,l'équation sur la 
harge se déduisant dire
tement de 
elle sur le 
hamp longitudinal 
arr = e∇·E = e∇·E‖. Dans la suite de la thèse, deux systèmes parti
uliers seront 
onsidérés :le plasma à une 
omposante, 
omportant une seule espè
e de 
harges libres, et le plasmasymétrique, 
omposé de deux espè
es de signe opposé mais identiques par ailleurs. Dansles deux 
as, il n'existe qu'un seul 
oe�
ient de di�usion D, et les équations pré
édentesse simpli�ent endE⊥dt = −seE⊥ +
ex∇2E⊥, (II.23a)dE‖dt = −seE‖ +
De ∇r = −seE‖ + D∇2E‖, 
ar ∇r = −e∇∇2FP = e∇2(−∇FP),(II.23b)et drdt = −se r + D∇2r. (II.23
)Les relations de dispersion s'obtiennent en passant dans l'espa
e de Fourier.Pour le 
hamp transverse,

iw = −
(se +

exq2

)
. (II.24a)Le 
hamp longitudinal et la densité de 
harge, qui sont liés par la loi de Gauss, sont régispar une même relation,

iw = −
(se + Dq2

)
. (II.24b)Il 
onvient de rappeler que les 
hamps E et r n'ont pas une évolution détermi-niste, 
e sont des variables sto
hastiques, soumises aux bruits aléatoires de la simulationMonte Carlo. Les relations 
i-dessus ne s'appliquent pas stri
to sensu aux 
hamps, mais à34



4. Modélisation de l'algorithme lo
alleur fon
tion d'auto
orrélation en temps. Considérons par exemple un mode de la densitéde 
harge, r̃q(t) ; sa dynamique s'é
rit, d'après l'équation (II.23
),dr̃qdt = −
(se + Dq2

) r̃q(t) + f(t),où f(t) est un bruit blan
 de moyenne nulle. Notons
S(q, t > 0) =

〈r̃q(t′ + t)r̃−q(t
′)
〉

t′
(II.25)et 
al
ulons sa dérivée temporelle :dSdt (q, t > 0) =

〈dr̃qdt (t′ + t)r̃−q(t
′)

〉

t′

=
〈
−
(se + Dq2

) r̃q(t′ + t)r̃−q(t
′)
〉

t′
+
〈
f(t′ + t)r̃−q(t

′)
〉

t′

= −
(se + Dq2

)
S(q, t) + 0, (II.26)où le dernier terme s'annule 
ar r̃−q(t
′) ne peut pas dépendre des réalisations du bruitpostérieures à t′, or t+t′ > t′, et la réalisation f(t+t′) est aussi indépendante des réalisationsantérieures 
ar le bruit est blan
. La fon
tion d'auto
orrélation en temps dé
roît don
exponentiellement ave
 un taux 
ara
téristique t−1 = s/e+ Dq2 donné par la relation dedispersion (II.24b). Cette propriété sera exploitée dans la se
tion 2 du 
hapitre iii pourétudier la dynamique du 
hamp éle
trique.Dans la limite des faibles densités, les deux 
omposantes du 
hamp et ladensité de 
harges ont une dynamique di�usive. Dans un système de taille L, la plusgrande longueur d'onde l = O(L), soit q = O(L−1). Le temps typique né
essaire pourqu'une perturbation se propage dans l'ensemble du système est don
 t ∼ q−2 = O(L2),
omportement typique d'une loi de di�usion.En présen
e d'une densité de 
harge �nie, une 
onstante proportionnelleà la 
ondu
tivité s'ajoute à la loi di�usive. Aux grandes longueurs d'onde l, 
'est-à-diredans la limite q → 0, le temps de propagation d'une perturbation au travers du systèmedevient indépendant de l, soit t = O(1). Les 
harges libres permettent don
 une relaxationrapide du système, et le 
hapitre iii montrera que 
e résultat est également atteint parl'utilisation de l'algorithme en ver, qui introduit des 
harges virtuelles libres 
omme l'amontré l'arti
le 3.3.b.4.5 Comparaison du modèle aux résultats numériquesDans le 
hapitre iii sont présentés les résultats obtenus par la simulation d'ungaz de 
harges sur réseau au moyen de l'implémentation élémentaire de la se
tion 3. Dans35



II. La méthode lo
ale de simulation de l'intera
tion 
oulombienneune première partie, les 
onséquen
es thermodynamiques des résultats de la se
tion 2sont véri�ées. Dans une se
onde partie, la dynamique réelle du 
hamp et des 
hargesest 
omparée au modèle phénoménologique qui vient d'être établi. La validité du modèlepermet alors d'extraire la valeur de D et m de la relation de dispersion mesurée. Le 
hapitre vest ensuite 
onsa
ré à l'étude du 
omportement de 
es grandeurs (D, m) en fon
tion desparamètres du système (température, densité), et à leur amélioration.5 Dis
rétisation des opérateurs di�érentielsL'impossibilité de représenter numériquement un espa
e (
ontinu) de fon
tions
ontraint à le dis
rétiser. Certaines méthodes 
onservent la 
ontinuité de l'espa
e maislimitent l'ensemble de fon
tions a

essible : 
'est le 
as notamment des dé
ompositions enmultip�les qui utilisent un nombre donné d'harmoniques sphériques. Les autres méthodesdis
rétisent l'espa
e, et modélisent les 
hamps par les valeurs 
ontinues qu'ils prennent surle réseau dé�ni ; la méthode Monte Carlo lo
ale a été implémentée de 
ette façon.Toutes les expressions modélisant l'algorithme, introduites dans les se
tions 1,2 et 4, se fondent sur un espa
e 
ontinu. La dis
rétisation des divers 
hamps s
alairesou ve
toriels ne pose pas de problème parti
ulier, 
omme nous le verrons tout d'abord.Le point le plus déli
at est la dis
rétisation des opérateurs di�érentiels, pour lesquels desformules d'approximation 
ohérentes entre elles doivent être utilisées. Elles seront établiesdans les sous-se
tions suivantes.Cette se
tion est un travail original de ma thèse, où je formalise des notionsqui étaient 
onnues qualitativement. J'établis aussi de nouveaux résultats dans la sous-se
tion 5.4.5.1 Dé�nition du réseauPour une première implémentation de l'algorithme, la simpli
ité est privilégiée,ave
 l'emploi d'un réseau 
ubique simple. D'autres stru
tures sont possibles et ne doiventpas présenter de di�
ultés autres que te
hniques. Les sites (ou n÷uds) s du réseau repré-sentent les points rs de l'espa
e ; 
'est là que seront dé�nies les fon
tions s
alaires, tellesque la distribution de 
harge ou la divergen
e d'un 
hamp.Les liens du réseau, qui unissent les sites deux à deux, sont parallèles aux troisdire
tions prin
ipales {x, y, z} du réseau et sont orientés, par 
onvention, dans le sens desaxes du repère (�gure II.6). Les 
hamps ve
toriels v et les gradients sont dé�nis par leurstrois 
omposantes spatiales, qui prennent leurs valeurs respe
tives sur les liens de même36



5. Dis
rétisation des opérateurs di�érentiels

x
y

z

a

Fig. II.6 � Le réseau 
ubique simple.
x

y

z

Fig. II.7 � Dé�nition de l'orientation 
onventionnelle des plaquettes normales aux troisdire
tions de l'espa
e.orientation. Les liens sont groupés par trois autour de 
haque site, 
e qui permet de dé�nirle 
hamp en tout point rs du réseau
v(rs) =




vs,+x

vs,+y

vs,+z


par les valeurs prises sur les liens émanant du site s dans les trois dire
tions (orientées) del'espa
e. Le rotationnel des 
hamps, qui est essentiellement une représentation de la 
ir
u-lation sur des 
hemins fermés orientés, n'est pas dé�ni sur les liens, mais sur les plaquettes.Celles-
i regroupent les liens quatre par quatre et 
onstituent les 
hemins fermés minimaux.Elles sont aussi orientées dans le sens des axes du repère, par la � règle de la main droite �(�gure II.7).Les 
hamps s
alaires et ve
toriels n'étant dé�nis qu'en des points isolés de l'es-pa
e, leurs dérivées doivent être évaluées de façon appro
hée, par leurs variations sur lesdistan
es �nies imposées par le pas du réseau a. Il existe pour 
haque opérateur di�érentielplusieurs formules d'approximation possibles, d'ordre en a variable. Toutefois 
ertains opé-37



II. La méthode lo
ale de simulation de l'intera
tion 
oulombiennerateurs sont 
onjugués, il 
onviendra don
 de s'assurer que les 
hoix faits sont 
ohérentsde 
e point de vue. Dans la suite, les dé�nitions les plus simples (d'ordre le plus bas) sontprésentées.5.2 Le gradientCet opérateur est dé�ni par le taux de variation du 
hamp s
alaire auquel ils'applique, sur un pas de réseau, dans 
haque dire
tion. Ainsi, pour une fon
tion s
alaire
u,

(∇u)(rs) =




(∇u)s,+x

(∇u)s,+y

(∇u)s,+z


 =

1

a




us+x − us

us+y − us

us+z − us


 ,où s+a désigne le site 
onne
té à s par le lien de dire
tion a. Si u se réduit à un seul modede Fourier de ve
teur d'onde q, alors us = ũqe

iq·rs , d'où us+a = use
iqaa, de telle sorteque l'opérateur gradient se ramène dans l'espa
e de Fourier à une multipli
ation de sonargument ave
 un ve
teur :

∇〈·〉 T.F.7−→ 1

a




eiqxa − 1
eiqya − 1
eiqza − 1


 〈·〉 ≡ iq⊞〈·〉.Le ve
teur noté q⊞ apparaît don
 
omme l'analogue sur réseau (d'où la notation ⊞) duve
teur q de l'espa
e 
ontinu, puisque dans 
e dernier 
as le gradient se traduit dansl'espa
e de Fourier par une multipli
ation par iq. Dans la limite des grandes longueursd'ondes, l≫ a, soit qa ≪ 1/a,

q⊞ =
1

ia




eiqxa − 1
eiqya − 1
eiqza − 1


 ∼ 1

ia




iqxa
iqya
iqza


 = q,
'est-à-dire que q⊞ est asymptotiquement équivalent à q. Autrement dit, à une é
hellegrande devant le pas du réseau le système se 
omporte 
omme si l'espa
e était 
ontinu.5.3 La divergen
eCet opérateur est également dé�ni par une approximation de premier ordre, enadditionnant les taux de variation, dans les trois dire
tions de l'espa
e, du 
hamp ve
torielargument. Ainsi, pour une fon
tion ve
torielle v,

(∇· v)(rs) =
vs,+x − vs−x,+x

a
+

vs,+y − vs−y,+y

a
+

vs,+z − vs−z,+z

a
, (II.27)38



5. Dis
rétisation des opérateurs di�érentiels

x
y

z
s

s− x

s + y

s + x

s + z

s− z

s− y

Fig. II.8 � Les sites s′ voisins du site s sont désignés par le lien qui les relie à s. Le signe
orrespond au sens de la 
onne
tion s→ s′ relativement à l'orientation des axes.où s − a désigne le site 
onne
té à s par le lien de dire
tion −a. Les sites et les liensapparaissant dans 
ette formule sont représentés sur la �gure II.8. Étant donnée la 
onven-tion d'orientation présentée au début de 
ette se
tion, la propriété suivante s'applique auxvaleurs du 
hamp :
vs−a,+a = −vs,−a,
e qui revient à dire qu'un lien peut être dé�ni de façon équivalente par l'une ou l'autrede ses extrémités. En utilisant 
ette propriété dans la dé�nition (II.27) de l'opérateurdivergen
e, il vient

(∇· v)(rs) =
vs,+x + vs,−x + vs,+y + vs,−y + vs,+z + vs,−z

a
,qui dé
oule également du lien existant entre �ux et divergen
e (voir �gure II.9) :

a3(∇· v)(rs) ≈
∫

V

(∇· v) d3r =

∮

∂V

v · n dS ≈ a2
∑a ∈ {±x,±y,±z}

vs,a. (II.28)Supposons, 
omme pré
édemment pour l'argument du gradient, que v se réduiseà un seul mode de Fourier : vs = ṽqeiq·rs. Alors
∀a ∈ {x, y, z}, vs,+a = (vs)a = (ṽq)a eiq·rs ,d'où vs−a,+a = (ṽq)a eiq·rs−a = vs,+a e−iqaa.La dé�nition (II.27) 
onduit ainsi à

(∇· v)(rs) =
1

a

[
(vs)x(1− e−iqxa) + (vs)y(1− e−iqya) + (vs)z(1− e−iqza)

]
= −(iq⊞)† · vs,où (iq⊞)† est le 
onjugué hermitien du ve
teur iq⊞, soit une forme linéaire dont les élé-ments sont les 
onjugués 
omplexes des éléments de iq⊞. Il existe don
 entre les opérateurs39



II. La méthode lo
ale de simulation de l'intera
tion 
oulombienne

Fig. II.9 � Représentation s
hématique de l'équation (II.28). L'intégrale de la divergen
ed'un 
hamp dans une 
ellule 
ubique du réseau vaut a3 multiplié par la divergen
e évaluéeau site 
entral. Elle est égale au �ux total du 
hamp à travers les six fa
es du 
ube, quivaut a2 multiplié par la somme des valeurs du 
hamp sur les six liens 
onne
tés au site
entral.gradient et divergen
e sur réseau la relation suivante :div T.F.7−→ −(iq⊞)†
T.F.←− [ −grad†,qui indique que le 
onjugué de la divergen
e est l'opposé du gradient. C'est la même relationde 
onjugaison que dans l'espa
e 
ontinu, puisque

〈u|∇· v〉 =

∫

R3

u⋆
∇· v d3r = −

∫

R3

∇(u⋆) · v d3r = 〈−∇u|v〉,par intégration par parties (en négligeant le terme de bord ∮
∂R3 u⋆v · n dS) et sa
hant quel'opérateur gradient est réel [∇(u⋆) = (∇u)⋆℄.5.4 Le rotationnelEn un site s, 
et opérateur 
al
ule la 
ir
ulation d'un 
hamp autour des troisplaquettes adja
entes à deux des liens {+x, +y, +z} émanant de s (les plaquettes repré-sentées sur la �gure II.7). Chaque 
ir
ulation Ca est repérée par la dire
tion a normale àla plaquette, et est 
al
ulée dans le sens dire
t par rapport au ve
teur de base de l'axea (�gure II.7). Ces trois 
ir
ulations forment les trois 
omposantes du rotationnel ; ainsi,pour une fon
tion ve
torielle v,

(∇×v)(rs) =
1

a2




Cx

Cy

Cz


 =

1

a




vs,+y + vs+y,+z − vs+z,+y − vs,+z

vs,+z + vs+z,+x − vs+x,+z − vs,+x

vs,+x + vs+x,+y − vs+y,+x − vs,+y


 . (II.29)Pour obtenir son expression dans l'espa
e de Fourier, 
onsidérons un modeunique : vs = ṽqe

iq·rs. Alors40



5. Dis
rétisation des opérateurs di�érentiels
∀a, b ∈ {x, y, z}, vs,+a = (vs)a = (ṽq)a eiq·rs , (II.30)d'où vs+b,+a = (ṽq)a eiq·rs+b = vs,+a eiqba. (II.31)En introduisant 
ette relation dans la dé�nition (II.29), il vient

(∇×v)(rs) =
1

a




(vs)y(1− eiqza)− (vs)z(1− eiqya)
(vs)z(1− eiqxa)− (vs)x(1− eiqza)
(vs)x(1− eiqya)− (vs)y(1− eiqxa)


 = iq⊞×vs.Ce
i démontre immédiatement la validité sur réseau de deux propriétés 
ru
iales des opé-rateurs di�érentiels :� ∇· (∇×v) = −(iq⊞)† · (iq⊞×v) = 0 ;� ∇×(∇u) = (iq⊞)×(iq⊞)u = 0.Le rotationnel étant un opérateur linéaire d'ordre 2, il est aussi 
ommode de le représenterpar une matri
e :

(∇×v)(rs) =
1

a




0 1− eiqza −(1− eiqya)

−(1− eiqza) 0 1− eiqxa

1− eiqya −(1− eiqxa) 0



 .vs ≡ ¯̄R.vs.Dans l'espa
e 
ontinu, l'opérateur rotationnel est autoadjoint :
〈u|∇×v〉 =

∫

R3

u⋆ ·∇×v d3r =

∫

R3

(∇×u⋆) · v d3r = 〈∇×u|v〉,par intégration par parties (en négligeant le terme de bord ∮
∂R3(u

⋆×v) · n dS) et sa
hantque l'opérateur rotationnel est réel [∇×(u⋆) = (∇×u)⋆℄. Sur le réseau, en revan
he, lerotationnel n'est pas autoadjoint, 
omme le montre la matri
e ¯̄R qui n'est pas hermitienne.Pour 
omprendre l'origine de 
ette di�éren
e, 
ommençons par remarquer que les espa
esde départ et d'arrivée d'un opérateur sont en général di�érents. Par exemple, le gradientporte sur les sites du réseau et prend ses valeurs sur les liens ; son adjoint (l'opposé de ladivergen
e) opère sur 
es espa
es dans le sens 
ontraire.Ainsi, bien que la formule (II.29) dé�nisse les 
omposantes du rotationnel � en
rs �, 
es 
omposantes ne � vivent � pas sur les liens du réseau émanant de s. Partant de la�gure II.7, prolongeons les normales aux plaquettes : elles sont 
on
ourantes en un pointsitué au 
entre de la maille 
ubique du réseau. Elles dé�nissent un réseau dual représentésur la �gure II.10. Ce réseau est 
ubique simple, parallèle au réseau dire
t, et les sites de
haque réseau sont 
entrés dans les mailles de l'autre. Dans le réseau dual, les trois liens
{+x, +y, +z} asso
iés à un site s′ 
onvergent vers lui, au lieu d'en émaner 
omme dans leréseau dire
t.Il est désormais possible de dé�nir le rotationnel dual, par la 
ir
ulation autourdes plaquettes de l'espa
e dual. Celles-
i sont représentées sur la �gure II.11, où il apparaîtque 
ha
une possède pour normale un lien du réseau dire
t. Le rotationnel dual porte don
41
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tion 
oulombienne
y

z

x

s

s′

Fig. II.10 � Dé�nition du réseau dual à partir du réseau dire
t. Les trois plaquettes duréseau dire
t attenantes au site s sont tra
ées (�è
hes et ronds pleins), 
omme sur la�gure II.7. Les normales (�è
hes 
reuses) se ren
ontrent en s′, dé�nissant ainsi le réseaudual (en pointillés).
y

z

x

s

s′

Fig. II.11 � Dé�nition des plaquettes du réseau dual. Les trois plaquettes attenantes ausite s′ sont tra
ées (�è
hes et ronds 
reux). Cha
une a pour normale le lien de mêmeorientation émanant de s (�è
hes et rond pleins).
sur les liens du réseau dual et prend ses valeurs sur les liens du réseau dire
t, à l'inversedu rotationnel.Comme le montre la �gure II.11, pour une fon
tion ve
torielle v′ dé�nie sur leréseau dual, le rotationnel dual vaut

(∇×v′)(rs′) =
1

a2




C′
x

C′
y

C′
z


 =

1

a



−v′

s′,+y − v′
s′−y,+z + v′

s′−z,+y + v′
s′,+z

−v′
s′,+z − v′

s′−z,+x + v′
s′−x,+z + v′

s′,+x

−v′
s′,+x − v′

s′−x,+y + v′
s′−y,+x + v′

s′,+y


 . (II.32)En 
onsidérant un mode unique v′

s′ = ṽ′
qe

iq·rs′ , et en introduisant la propriété (II.30) dansla dé�nition (II.32), l'expression du rotationnel dual dans l'espa
e de Fourier s'avère être42



5. Dis
rétisation des opérateurs di�érentiels
(∇×v′)(rs′) =

1

a




(v′
s′)y(−1 + e−iqza) + (v′

s′)z(1− e−iqya)
(v′

s′)z(−1 + e−iqxa) + (v′
s′)x(1− e−iqza)

(v′
s′)x(−1 + e−iqya) + (v′

s′)y(1− e−iqxa)




=
1

a




0 −(1− e−iqza) 1− e−iqya

1− e−iqza 0 −(1− e−iqxa)
−(1− e−iqya) 1− e−iqxa 0


 .v′

s′ ≡ ¯̄R†.v′
s′.Le rotationnel dual est don
 bien l'adjoint du rotationnel, puisqu'il est représenté par lamatri
e 
onjuguée hermitienne de la matri
e ¯̄R, qui elle-même représente le rotationnel.Dans la limite 
ontinue, q⊞ ∼ q et il apparaît que

¯̄R ∼ ¯̄R† ∼




0 −iqz iqy

iqz 0 −iqx

−iqy iqx 0



 ,qui est bien la matri
e, autoadjointe, représentant l'opérateur rotationnel dans l'espa
e
ontinu.5.5 Le lapla
ienCet opérateur s'obtient en appliquant la divergen
e au gradient. Son r�le dansl'équation de Poisson (I.2) et dans les équations dynamiques des sous-se
tions 4.3 et 4.4justi�e de l'expli
iter.Le lapla
ien ne 
hange pas le rang de son argument. Dans l'espa
e de Fourier,il se traduit don
 en une multipli
ation par un s
alaire,
−(iq⊞)† · (iq⊞) = −‖iq⊞‖2

= − 1

a2

(
|eiqxa − 1|2 + |eiqya − 1|2 + |eiqza − 1|2

)

= − 1

a2

[
6− 2 cos(qxa)− 2 cos(qya)− 2 cos(qza)

]
.Dans la limite des grandes longueurs d'onde, 
e nombre est asymptotiquement équivalentau s
alaire attendu dans l'espa
e 
ontinu :

− 1

a2

[
6− 2 cos(qxa)− 2 cos(qya)− 2 cos(qza)

]
∼ −

(
qx

2 + qy
2 + qz

2
)

= −q2.À l'ordre supérieur, le développement limité ne peut plus s'é
rire en fon
tion de la norme
q seule, mais fait apparaître expli
itement 
haque 
omposante du ve
teur d'onde :

q⊞2 = q2 − a2

12

(
qx

4 + qy
4 + qz

4
)

+O
(
a4q6

)
.L'intera
tion 
oulombienne est don
 anisotrope à 
et ordre ave
 la dis
rétisation utilisée.43



II. La méthode lo
ale de simulation de l'intera
tion 
oulombienne6 BilanCe 
hapitre est parti de la 
onstatation selon laquelle l'appli
ation de la loi deFaraday transforme la loi de Gauss, qui 
ouple lo
alement le 
hamp et les 
harges, enl'équation de Poisson, qui est non lo
ale 
ar elliptique.En supprimant la loi de Faraday, et en 
onservant uniquement la loi de Gauss,le 
hamp est relié aux 
harges par une 
ontrainte s
alaire sur sa 
omposante longitudinale.Sa 
omposante transverse est libre de �u
tuer, et 
omme elle est énergétiquement indépen-dante de la 
omposante longitudinale, la statistique des 
harges n'est pas perturbée par
es �u
tuations.En 
e qui 
on
erne la dynamique, en revan
he, la libre �u
tuation du 
hamptransverse apporte un 
hangement majeur, en permettant des mises à jour des 
hargesn'entraînant que des modi�
ations lo
ales du 
hamp. L'e�
a
ité algorithmique qui endé
oule est une amélioration notable par rapport aux méthodes non lo
ales. La mise à jourlo
ale d'une 
harge o

upe un temps faible et indépendant du nombre N de 
harges, don
d'ordre O(1). La mise à jour de l'ensemble des 
harges a ainsi un 
oût O(N), 
ontre O(N2)pour une méthode non lo
ale employée en Monte Carlo.En 
ontrepartie, l'algorithme introduit des degrés de liberté supplémentairespar rapport à une simulation stri
tement 
oulombienne (non lo
ale). Dans une boîte detaille L, leur nombre est d'ordre O(L3). La mise à jour de 
ha
un d'eux à don
 un 
oût
O(L3), équivalent au 
oût des 
harges dans un système de densité n �nie (N = nL3). Lase
tion 2 du 
hapitre iii montrera que l'e�
a
ité d'une telle mise à jour dépend de laméthode employée, et que l'algorithme en ver permet une relaxation très rapide des degrésde liberté transverses, 
e qui rend leur 
oût négligeable devant le 
oût de la mise à jourdes 
harges.
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Chapitre IIISimulation d'un gaz sur réseaupar l'implémentation élémentaire
La se
tion 2 du 
hapitre ii a montré que la formulation statistique de l'éle
tro-statique permet d'étudier tout système soumis à l'intera
tion 
oulombienne, quelles quesoient les autres intera
tions agissant sur les parti
ules. Pour étudier les propriétés de l'al-gorithme, il est 
ependant né
essaire de s'abstraire de telles intera
tions, a�n d'isoler ler�le propre à l'éle
trostatique dans les mesures réalisées sur le système. La thèse portedon
 sur des systèmes sujets uniquement à l'éle
trostatique. Dans 
e 
hapitre sont présen-tés les résultats fournis par la simulation de gaz de 
harges sur réseau qui ne subissentpas d'autre intera
tion, à l'ex
eption d'une répulsion de 
÷ur dur, qui peut être vue plus
omme une restri
tion géométrique apportée à l'espa
e des 
on�gurations que 
omme unpotentiel supplémentaire s'appliquant aux parti
ules.Deux types di�érents de plasmas sont utilisés. Le plus simple est le plasma sy-métrique. Il est 
omposé de 
harges positives et négatives de même valeur absolue e eten nombre égal N/2. Il présente toutefois l'in
onvénient d'une transition de phase à unetempérature relativement élevée, en-dessous de laquelle les 
harges se 
ondensent en pairesneutres. Cela a�e
te fortement la mobilité des 
harges individuelles et masque don
 la dy-namique propre à l'algorithme. Pour y remédier, le plasma à une 
omposante est égalementemployé. Il est formé d'une seule espè
e de 
harges mobiles +e, positives par 
onvention,en nombre N. Elles sont a

ompagnées de 
harges négatives �xes, o

upant 
haque site duréseau, d'intensité −eN/L3, de sorte que l'ensemble est globalement neutre. Ce systèmeprésente également une transition de phase [20℄ � semblable à une 
ristallisation � quia�e
te la dynamique des parti
ules, mais elle est beau
oup moins gênante que la transitiontou
hant le plasma symétrique, 
ar elle survient à une température bien plus basse, situéehors du domaine d'intérêt i
i et rarement atteinte par les simulations présentées.Ce 
hapitre est 
onsa
ré à véri�er numériquement les développements théoriques45



III. Simulation d'un gaz sur réseau par l'implémentation élémentaireexposés dans le 
hapitre ii. La se
tion 1 étudie les propriétés thermodynamiques du sys-tème. D'une part, le fa
teur de stru
ture de la distribution de 
harges prouve qu'elles sonte�e
tivement soumises à l'intera
tion 
oulombienne. D'autre part, l'observation de l'équi-partition de l'énergie des modes transverses 
on�rme qu'ils sont statistiquement indépen-dants de la distribution de 
harges. La se
tion 2 porte sur le 
omportement dynamique du
hamp éle
trique, examiné à la lumière du modèle phénoménologique de la sous-se
tion 4.4du 
hapitre ii. Les di�érentes mises à jour possibles de la 
omposante transverse ont dese�ets qualitativement di�érents sur sa relaxation ; leur e�
a
ité algorithmique sera 
om-parée. La mise à jour du 
hamp longitudinal est asservie à 
elle des 
harges par la loi deGauss ; leur dynamique identique (II.23b,
) est rendue 
omplexe par 
e 
ouplage, et faitl'objet du 
hapitre v.1 Résultats thermodynamiquesCette sous-se
tion présente les spe
tres de �u
tuation de la densité de 
harge etde la 
omposante transverse du 
hamp éle
trique, mesurés au 
ours de simulations réaliséesave
 l'algorithme lo
al. Au début de ma thèse, la 
omparaison de 
es résultats ave
 les loisattendues était seulement qualitative. J'ai montré que l'a

ord est quantitatif, 
omme nousallons le voir.1.1 Fa
teur de stru
ture de la densité de 
hargeLa théorie deDebye-Hü
kelmontre que le fa
teur de stru
ture S(q) =
〈r̃qr̃−q

〉d'un système de 
harges libres pon
tuelles ±e est tel que
S(q) =

ne2q2k2 + q2
, (III.1)où k est l'inverse de la longueur de Debye et est donné park2 =

ne2

kBTe . (III.2)Lorsque les parti
ules ont une taille �nie, le résultat III.1 n'est plus su�sant. Lee etFisher [21℄ ont donné une nouvelle expression pour des ions ayant un 
÷ur dur sphériquede diamètre d,
S(q) =

ne2q2k2 + q2

(
1− k2

d2

2

) , (III.3)à l'ordre 
orre
tif le plus bas (kd≪ 1 et qd≪ 1).46



1. Résultats thermodynamiques

Fig. III.1 � Fa
teur de stru
ture en fon
tion du 
arré du ve
teur d'onde. Les points 
orres-pondent aux mesures e�e
tuées sur des simulations d'un système de 168 paires de 
harges,pour les valeurs de T indiquées en insert. Les 
ourbes représentent l'équation (III.3) pourles valeurs de k données par l'équation (III.2), soit ℓD ∈ [1,2; 2,4]. L = 15, N = 336 soit
n ∼ 10 %, kB = 1, e = 1.Dans une simulation sur réseau, la dis
rétisation de l'espa
e se fait d'autant plussentir aux petites é
helles de distan
e, pro
hes du pas a du réseau. Notamment, le réseaupro
ure de fait un 
÷ur dur de diamètre a aux parti
ules, qui ne peuvent o

uper unmême site. L'intera
tion est également très anisotrope à 
ette é
helle. L'expression (III.3)va servir à modéliser phénoménologiquement l'e�et de la dis
rétisation, en 
onsidérant d
omme un paramètre ajustable.Le fa
teur de stru
ture S(q) est mesuré pour une séle
tion de modes. La �-gure III.1 représente (1 − k2d2/2

)
S(q) en fon
tion de (1 − k2d2/2

)
q⊞2. Les fon
tions

y = x/
(k2 + x

), où k est donné par l'équation (III.2), sont superposées aux résultatsave
 un seul paramètre d'ajustement 
ommun à toutes les 
ourbes, d ≈ 0,65. Le fait que
d soit inférieur au pas a = 1 du réseau peut sembler surprenant, mais les 
onditions del'approximation (III.3) ne sont pas respe
tées : les valeurs de n et T employées 
onduisentà kd ≈ 0,3 à 0,6, et q⊞d dépasse 1 pour les plus grandes valeurs de q⊞ représentées. Lapré
ision reste néanmoins su�sante pour modéliser toutes les 
ourbes simultanément ave
un seul paramètre.1.2 Équipartition de l'énergie dans les modes transversesLes modes transverses du 
hamp sont indépendants, et leur énergie est une fon
-tion quadratique de leur amplitude. Sa
hant que 
es modes possèdent deux polarisationsindépendantes, l'équipartition implique que leur énergie moyenne 〈U[Ẽ⊥]

〉 vaut kBT. 47



III. Simulation d'un gaz sur réseau par l'implémentation élémentaire(a) (b)

Fig. III.2 � Amplitude quadratique moyenne des modes transverses du 
hamp, en fon
tionde la norme du ve
teur d'onde (a) et en fon
tion de la température (b). Les points 
orres-pondent aux simulations d'un système vide (sans 
harges) à la température indiquée surles droites (a) ou en abs
isse (b). L = 15, kB = 1, e = 1. Les droites en traits interrompusdes deux graphiques ont pour équation y = 2T.La �gure III.2 représente, pour une séle
tion de modes, leur amplitude quadra-tique moyenne 〈Ẽ⊥ ·Ẽ⊥
⋆
〉

= 2
〈
U[Ẽ⊥]

〉 à diverses températures. En fon
tion de q⊞, l'énergieapparaît e�e
tivement indépendante de la longueur d'onde. En fon
tion de T, les mesuress'ajustent à la loi linéaire attendue, de 
oe�
ient dire
teur égal à 2.2 Dynamique du 
hamp éle
triqueCette sous-se
tion étudie le 
omportement dynamique des 
harges et du 
hampéle
trique, en relation ave
 deux parties du 
hapitre ii. Tout d'abord, les prédi
tions dumodèle phénoménologique (sous-se
tion ii.4.4) seront véri�ées. Puis les di�érentes misesà jour du 
hamp transverse (sous-se
tion ii.3.3) seront 
omparées et la modélisation phé-noménologique permettra d'interpréter l'e�
a
ité de l'algorithme en ver, résultat publiédans la référen
e 22.2.1 Fon
tions d'auto
orrélation en tempsAu 
ours de la simulation, les modes de Fourier de la densité de 
harge, r̃q(t),et des 
omposantes du 
hamp, Ẽ‖q(t) et Ẽ⊥q(t), sont 
al
ulés et enregistrés, pour une sé-le
tion de valeurs du ve
teur d'onde q et à 
haque pas de temps t. La fon
tion d'auto
orré-lation (II.25) de 
ha
un de 
es modes est ensuite 
al
ulée. Ces fon
tions sont exponentielle-ment dé
roissantes, 
omme le montrent les �gures III.3, et l'ajustement de 
e modèle aux ré-sultats permet d'en extraire le temps 
ara
téristique tq tel que S(q, t) = S(q, 0) exp(−t/tq).48



2. Dynamique du 
hamp éle
trique(a) (b)
Fig. III.3 � Fon
tions d'auto
orrélation en temps de quelques modes (q = 2p

L
k) des 
om-posantes longitudinale (a) et transverse (b) du 
hamp éle
trique. Les 
ourbes en noir sontdes exponentielles ajustées par la méthode des moindres 
arrés. Plasma à une 
omposante,

T = 0,2, N = 336, L = 15, kB = 1, e = 1.L'examen détaillé des �gures III.3 montre que l'ajustement exponentiel n'est pas parfai-tement adapté pour les modes de plus 
ourte longueur d'onde (q grand). Cette déviations'explique par la mise en défaut du modèle phénoménologique. En pratique, la loi de Fi
kn'est valable qu'aux temps longs, 
ar le 
ouplage entre le 
hamp et les 
harges perturbe ladynamique de 
es dernières ; le 
hapitre v montrera que 
et e�et n'est pas négligeable à latempérature T = 0,2 utilisée pour les �gures III.3.L'équation (II.26) a montré que la fon
tion d'auto
orrélation en temps d'unmode donné est régie par la relation de dispersion même de 
e mode. Par 
onséquent, ladépendan
e en q des taux de variation 1/tq de 
haque 
omposante du 
hamp doit véri�erl'équation (II.24) 
orrespondant à 
ette 
omposante, à 
ondition d'y rempla
er q2 par q⊞2puisque 
e terme 
orrespond à un opérateur lapla
ien, dont la version sur réseau s'appliquedans les simulations.2.2 Relations de dispersion du 
hamp éle
triqueLa �gure III.4 présente le 
omportement dynamique du 
hamp éle
trique dansun plasma à une 
omposante, simulé au moyen de l'algorithme de la se
tion 3, en n'utilisantpour le 
hamp transverse que des mises à jour lo
ales. La �gure montre un bon a

ord ave
les relations de dispersion (II.24) : les deux fon
tions ont la même ordonnée à l'origine,et pour la 
omposante transverse la relation 
oïn
ide bien ave
 une fon
tion a�ne. Pourla 
omposante longitudinale, les mesures dévient progressivement du 
omportement a�neobservé aux grandes longueurs d'onde (q petit). Tout se passe 
omme si les 
harges possé-daient un 
oe�
ient de di�usion e�e
tif dépendant de l'é
helle 
onsidérée, plus importantaux petites é
helles qu'aux grandes. Le 
hapitre v, qui étudie en détail la mobilité des49
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Fig. III.4 � Taux de dé
roissan
e exponentielle, 1/tq, d'une séle
tion de modes des 
om-posantes longitudinale (+) et transverse (×) du 
hamp éle
trique, en fon
tion de q⊞2. Lesdroites en pointillés sont des fon
tions a�nes ajustées par la méthode des moindres 
arrés(ajustement limité à la région q⊞2 6 2 pour les modes longitudinaux). T = 0,2, N = 336,
L = 15, kB = 1, e = 1.
harges soumises à l'algorithme lo
al, mettra en éviden
e un e�et qui bride le mouvementdes 
harges sur de grandes distan
es.L'ordonnée à l'origine 
ommune aux deux relations de dispersion est proportion-nelle à la 
ondu
tivité du système d'après les équations (II.24). Celle-
i est dé�nie par larelation (II.21), qui se simpli�e pour les deux types de système étudiés : le plasma à une
omposante n'a qu'une seule espè
e de 
harges mobiles, et le plasma symétrique 
omportedeux espè
es identiques au signe près, si bien que e1

2 = e2
2 et m1 = m2. Par 
onséquent,s = e2nm, où n = N/L3 est la densité moyenne totale de 
harges mobiles. La mesuredes fon
tions d'auto
orrélation du 
hamp éle
trique fournit don
 un moyen de mesurer lamobilité des 
harges éle
triques. Le 
hapitre iv introduira une autre grandeur, le 
hampéle
trique moyen, dont la dynamique est également liée à la 
ondu
tivité. C'est par 
epro
édé qu'est étudiée dans le 
hapitre v la dépendan
e en température de la mobilité des
harges.2.3 Coût de l'intégration des degrés de libertédu 
hamp transverse2.3.a Cas de la mise à jour lo
aleAu 
ours d'une simulation, le temps né
essaire pour produire deux 
on�gura-tions dé
orrélées du 
hamp transverse est �xé par le mode dont la relaxation est la plus50



2. Dynamique du 
hamp éle
triquelente. Nous venons de voir que le taux de relaxation des modes transverses du 
hampéle
trique additionne deux 
ontributions. L'une est indépendante de q et proportionnelleà la 
ondu
tivité s, l'autre est égale à D⊥q2, où D⊥ est le 
oe�
ient de di�usion propre au
hamp transverse. D'après la relation de dispersion (II.24a), D⊥ = e/x, sa valeur dépendde la fréquen
e et de l'amplitude des mises à jour de plaquettes. Les modes de plus lenterelaxation sont 
eux de plus grande longueur d'onde, pour lesquels q = qmin = 2p/L.En l'absen
e de 
harges libres, s = 0 et la relaxation du 
hamp transverseest purement di�usive. Dans 
e 
as, le temps de dé
orrélation du 
hamp transverse vaut
1/D⊥qmin2 ∝ L2, 
omportement habituel des phénomènes di�usifs. Sa
hant que la boîtede simulation 
ontient un nombre O(L3) de plaquettes, le 
oût de la simulation du 
hamptransverse 
roît 
omme O(L5). Par ailleurs, une boîte de volume L3 
ontient N = fL3parti
ules à simuler, où f est la densité numérique, �xée par la physique du problèmeétudié. Dans un algorithme Monte Carlo lo
al, leur dynamique est di�usive, don
 le tempsde dé
orrélation des 
on�gurations de parti
ules est proportionnel à L2. Le 
oût de lasimulation des parti
ules 
roît 
omme O(NL2) = O(L5). Dans 
ette situation, la simulationdu 
hamp transverse a un 
oût équivalent à 
elle des parti
ules. L'arti
le suivant montrequ'il peut être réduit.En présen
e de 
harges libres, une 
ondu
tivité s non nulle 
onduit au temps dedé
orrélation 1se + D⊥qmin2

=
es +O

(
L−2
)
,asymptotiquement indépendant de L. Le 
oût de la simulation du 
hamp transverse estalors d'ordre O(L3), négligeable devant 
elui des parti
ules. Les 
harges libres apparaissent
omme un moyen extrêmement e�
a
e pour équilibrer les modes transverses ; l'exposantdynamique est nul, 
omme dans les méthodes de type 
luster, puisque le temps de relaxationest indépendant de l'é
helle 
onsidérée (i
i, de la longueur d'onde du mode).2.3.b Cas de la mise à jour globalePour mesurer la relation de dispersion du 
hamp transverse lors de l'utilisation del'algorithme en ver, 
elui-
i est utilisé pour simuler un système ne 
ontenant au
une 
harge,et sans mise à jour lo
ale. La �gure III.5 
ompare le résultat obtenu ave
 la situation où, àl'inverse, seules des mises à jour lo
ales sont faites. L'algorithme en ver présente un exposantdynamique nul ; il est analogue aux méthodes de 
luster. À 
haque appli
ation d'un ver,le temps avan
e d'une unité. Le taux de dé
orrélation mesuré, environ 1/8, signi�e don
que huit vers su�sent pour dé
orréler sensiblement (d'un fa
teur 1/e) deux 
on�gurationssu

essives du 
hamp. Sa
hant qu'i
i, 
haque ver a visité 0,7L3 liens en moyenne, et qu'ily a 3L3 liens dans la boîte, ave
 huit vers 
haque lien a été visité environ deux fois. 51
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Fig. III.5 � Relation de dispersion d'une séle
tion de modes du 
hamp transverse, lorsde l'utilisation de mises à jour uniquement lo
ales (�) ou uniquement globales (©). Lesdroites en pointillés sont des fon
tions a�nes ajustées par la méthode des moindres 
arrés.
T = 0,5, N = 0, L = 15, kB = 1, e = 1.L'allure 
onstante de la relation de dispersion obtenue par des mises à jourglobales est identique à la 
ontribution des 
harges libres dans la relation (II.24a). Lemodèle phénoménologique du 
hapitre ii, sous-se
tion 4.4, fournit ainsi une expli
ationanalytique simple de l'e�
a
ité de l'algorithme en ver, en terme de 
ondu
tivité : puisquele ver est formé par des 
harges libres virtuelles, il introduit une 
ondu
tivité virtuelle dansle système. Parallèlement, 
omme 
es mises à jour globales ne modi�ent que la 
omposantetransverse du 
hamp, la relaxation du 
hamp longitudinal n'est pas a�e
tée par 
ette
ondu
tivité supplémentaire, de même que la relaxation des modes de densité de 
harge.Les 
harges virtuelles n'apparaissent jamais dans les 
on�gurations du système.La longueur typique du ver est 
omparable à L3, il visite la majorité des sitesdu réseau. Son 
oût unitaire 
roît don
 
omme O(L3), 
e qui est équivalent au 
oût d'unemise à jour lo
ale de 
haque plaquette. Cependant, le temps de dé
orrélation du 
hamp� en unités de simulation Monte Carlo � est �xé par la 
ondu
tivité pour le ver, alorsqu'il est d'ordre L2/D⊥ pour les mises à jour lo
ales dans un système sans 
harges libres.Par 
onséquent, dans un tel système, la simulation du 
hamp transverse est beau
oup plusrapide par l'algorithme en ver, de 
oût global O(L3), que par les plaquettes, de 
oût O(L5).Dans un système 
ontenant des 
harges libres, ave
 des mises à jour lo
ales le temps dedé
orrélation du 
hamp est �xé par la 
ondu
tivité de 
es 
harges ; ave
 des mises à jourglobales aussi, mais la 
ondu
tivité � virtuelle � du ver s'ajoute. Dans les deux 
as le 
oûtglobal est O(L3), mais l'algorithme en ver améliore le préfa
teur même s'il ne 
hange pasle 
omportement asymptotique.Dans toute simulation Monte Carlo où les parti
ules sont dépla
ées lo
alement,les modes de densité sont di�usifs. Pour les faire relaxer il faut don
 réaliser O(L2) mises52



2. Dynamique du 
hamp éle
triqueà jour de l'ensemble des N parti
ules. Ave
 l'algorithme éle
trostatique lo
al, la mise àjour d'une 
harge a un 
oût O(1), par 
onséquent le 
oût de la relaxation des modes dedensité 
roît 
omme O(NL2). Dans un système dense, N ∼ L3, si bien que l'intégrationdes degrés de liberté du 
hamp transverse a un 
oût négligeable devant l'� e�ort utile �
onsa
ré aux parti
ules. Pour que les deux 
oûts soient équivalents, il faudrait que N ∼ L,soit une densité f ∼ 1/L2 qui 
orrespond à un système très dilué, tel qu'un polyéle
trolyteunique en solution. Même les systèmes quasi-bidimensionnels, étudiés dans le 
hapitre iv,n'atteignent pas 
e régime.
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Chapitre IV
Les 
onditions aux bords périodiquesen éle
trostatique

Pour ne pas en
ombrer la dis
ussion du prin
ipe de la méthode, le 
hapitre ii estresté borné à la situation la plus simple d'un espa
e in�ni et sans bords, dans lequel les
hamps s'annulent � su�samment vite � à l'in�ni pour que les termes de bord apparaissantsoient nuls. Ce 
adre doit être révisé à plusieurs o

asions, qui seront étudiées dans 
e
hapitre et le 
hapitre vi.L'ordinateur ne permet pas de simuler un nombre ma
ros
opique de degrés deliberté. Il est don
 né
essaire de se restreindre à l'étude de systèmes mi
ros
opiques, mais,pour éviter l'introdu
tion d'e�ets de bords prépondérants, il est d'usage de re
ourir à unespa
e périodique. Ce faisant, la topologie de l'espa
e est modi�ée (il n'est plus simplement
onnexe), et la dé
omposition de Helmholtz (II.11) 
ompte alors trois 
omposantes in-dépendantes. La nouvelle 
omposante, qui 
onstitue un degré de liberté supplémentairedu 
hamp �u
tuant, possède une dynamique liée au moment dipolaire total de la boîte desimulation, lequel joue un r�le 
entral dans l'énergie des systèmes périodiques. La se
tion 1porte sur 
es questions.L'étude en simulation de systèmes naturellement mi
ros
opiques n'est 
ependantpas ex
lue. Les systèmes quasi-bidimensionnels, 
omme les membranes ou les interfa
es,en font partie et présentent la parti
ularité de né
essiter des 
onditions de bord di�érentesdans les di�érentes dire
tions de l'espa
e. La se
tion 2 montre, à partir des résultats établisdans la se
tion 1, 
omment de telles simulations peuvent être réalisées très simplement ete�
a
ement ave
 l'algorithme lo
al. 55



IV. Les 
onditions aux bords périodiques en éle
trostatique1 L'intera
tion 
oulombienne dans un espa
e périodiqueLe 
hapitre i a montré que l'énergie éle
trostatique d'une distribution de 
harger(r),
U[r] =

1

2

∫

R3

d3r

∫

R3

d3r′
r(r)r(r′)

4pe‖r− r′‖ , (I.3)est seulement 
onditionnellement 
onvergente dans une simulation ave
 
onditions auxbords périodiques, où tout se passe 
omme si l'espa
e était in�ni et peuplé de répliques dela boîte de simulation.En pratique, l'intégrale est tout d'abord évaluée sur un domaine �ni de formedonnée et de dimension 
ara
téristique R, puis sa limite lorsque R → +∞ dé�nit � la �valeur de l'énergie (I.3). Cette valeur dépend en fait de la forme du domaine utilisé 
ommeintermédiaire de 
al
ul, 
ar la 
onvergen
e 
onditionnelle implique notamment que le résul-tat d'une somme dépend de l'ordre dans lequel les éléments sont additionnés. Ce problèmea souvent été évité au moyen de la méthode dé
rite dans la sous-se
tion suivante, maisnous verrons plus loin qu'elle est équivalente à un domaine d'intégration parti
ulier.1.1 Solution périodique de l'équation de PoissonLes méthodes de 
al
ul de l'intera
tion 
oulombienne reposent généralement surla détermination du potentiel éle
trostatique, de manière expli
ite ou impli
ite, 
'est-à-direen 
al
ulant l'énergie d'intera
tion au moyen de la dé�nition (II.6), réé
rite 
omme unefon
tionnelle de r seul en remplaçant FP par son expression en fon
tion de r, obtenueen résolvant l'équation de Poisson (I.2). Ainsi, même si le potentiel n'est pas 
al
uléexpli
itement au 
ours de la simulation, il a été utilisé 
omme une étape du raisonnementmenant à la fon
tionnelle U[r] employée.Si le système est plongé dans un espa
e périodique, toutes les fon
tions étudiéesdoivent l'être également, notamment le potentiel. Cette 
ontrainte revient à �xer pourl'équation de Poisson (I.2) des 
onditions aux limites, au bord de la boîte de simulationqui 
onstitue la maille élémentaire de l'espa
e périodique. La solution de 
e problèmedi�érentiel est alors unique, à une 
onstante additive près, pour un terme sour
e r �xé ;nous la noterons Fpér.. La 
onstante additive peut être 
hoisie arbitrairement, 
ar ellen'apporte au
une 
ontribution à l'énergie éle
trostatique (II.7), sa
hant que la 
harge totaledu système est toujours nulle.Cette solution a permis de 
ontourner légitimement le problème de la 
onver-gen
e 
onditionnelle de la somme (I.3). Toutefois, rien ne prouve que 
ette solution soitla meilleure pour modéliser un système ma
ros
opique, 
ertes grand devant la boîte desimulation, mais �ni.56



1. L'intera
tion 
oulombienne dans un espa
e périodique1.2 Limite in�nie de la solution bornée de l'équation de PoissonConsidérons don
 la se
onde appro
he suivante [23℄. La boîte de simulation estrépliquée un très grand nombre de fois, jusqu'à obtenir un agrégat sphérique de rayon
R ma
ros
opique (R ≫ L). L'énergie de 
e système est don
 parfaitement dé�nie parl'équation (I.3), qui est une somme �nie puisque r s'annule à l'extérieur de l'agrégat.Choisissons un ve
teur unitaire A du réseau de Bravais 
onstituant l'agrégat.Considérons le potentiel 
réé par la distribution de 
harge en un point r situé dans la maille
entrale de la sphère, ainsi qu'au point r+A. Il est la somme du potentiel 
réé par 
haqueréplique de la boîte de simulation en 
es points. Or, l'environnement du point r + A estidentique à 
elui du point r, à l'ex
eption d'une 
ou
he de répliques situées à la surfa
e dela sphère, 
omme le montre la �gure IV.1. La di�éren
e F(r)−F(r + A) est don
 donnéepar le potentiel 
réé par 
ette 
ou
he. Dé
omposons alors en multip�les le potentiel d'uneréplique quel
onque :� le moment monopolaire est la 
harge totale de la boîte, qui est nulle ;� le moment dipolaire, p, 
rée un potentiel p · r′

4per′3 ;� les moments supérieurs 
réent un potentiel d'ordre O( 1

r′3

).Comme la 
ou
he de répliques 
onsidérée est approximativement sphérique et de rayon
R≫ L, son potentiel peut s'é
rireF(r)−F(r + A) =

1

4pe ∮ p · (r−R)

‖r−R‖3 uA · n
d2SR

L2
+O

(
1

R

)

=
1

4peL2
p ·∇r

(∮
− cosjR

‖r−R‖ dSR

)
+O

(
1

R

)

=
1

4peL2
p ·∇r

(
−r

4p
3

cosjr

)
+O

(
1

R

)

= − 1

3eL2
p · uA +O

(
1

R

)
, (IV.1)où R est le rayon ve
teur de la sphère, j est l'angle polaire par rapport à l'axe uA,

‖uA · n‖/L2 donne la densité surfa
ique des répliques de la 
ou
he 
onsidérée, et le signede uA · n donne le signe de leur 
ontribution.Le terme O(1/R) de l'équation (IV.1) indique que la 
ontribution des momentsquadrupolaires et d'ordre supérieur devient négligeable quand R→∞. Cela signi�e qu'elleest à 
ourte portée ; lorsque R≫ L les points r et r+A ont un voisinage identique vis-à-visde 
es moments multipolaires.Lorsque R→∞, l'équation (IV.1) se ramène àF(r + A) = F(r) +
p

3eL3
·A, (IV.2)57



IV. Les 
onditions aux bords périodiques en éle
trostatique
= − +Fig. IV.1 � Dans l'agrégat, la di�éren
e de potentiel entre r + A et r s'interprète 
ommela 
ontribution de deux hémisphères de rayon R. (D'après [23℄.)
'est-à-dire que le potentiel éle
trostatique dans l'agrégat in�ni n'est pas périodique, bienqu'il soit solution de l'équation de Poisson (I.2) ave
 une sour
e r périodique. Sa
hantque le potentiel Fpér., dé�ni dans la sous-se
tion 1.1, possède la même sour
e r et véri�eFpér.(r + A) = Fpér.(r), alors Fagr.(r) = Fpér.(r) +

p

3eL3
· r (IV.3)est la solution de l'équation de Poisson (I.2) véri�ant la 
ondition aux bords (IV.2).1.3 Interprétation physique des deux solutionsPour 
omprendre le lien existant entre les solutions Fagr. et Fpér., revenons àl'agrégat sphérique formé de répliques de la boîte de simulation.Si la boîte de simulation possède un moment dipolaire p, alors l'agrégat estpolarisé ave
 la densité uniforme P = p/L3. Il existe don
 à sa surfa
e une densité de
harge induite s = P · n. Dans le 
as de la géométrie sphérique, 
es 
harges 
réent un
hamp éle
trique, dit � de dépolarisation �, Edépol. = −P/3e uniforme à l'intérieur de lasphère. Ce résultat 
lassique s'obtient par un 
al
ul analogue à 
elui de l'équation (IV.1).En appliquant l'opérateur gradient à l'équation (IV.3), il vient

Eagr.(r) = −∇Fpér.(r)− P

3e = −∇Fpér.(r) + Edépol.. (IV.4)Si le 
hamp de dépolarisation n'apparaît pas dans la solution Fpér., elle 
orres-pond don
 à un système sans 
harge surfa
ique induite : 
e serait le 
as de l'agrégat utiliséjusqu'i
i s'il était entouré, au-delà de son rayon R, par un milieu 
ondu
teur. Un tel milieu,en e�et, bloque tout 
hamp éle
trique par des 
harges d'é
rantage, qui 
ompenseraient i
iexa
tement la densité surfa
ique de 
harge de l'agrégat. Nous nommerons désormais :� � 
onditions aux bords métalliques � le type de 
onditions aux limites qui 
onduit à lasolution Fpér., sans 
hamp de dépolarisation ;� � 
onditions aux bords dipolaires � les 
onditions aux limites qui donnent la solutionFagr., puisque l'agrégat est dans un milieu de permittivité diéle
trique e.58



1. L'intera
tion 
oulombienne dans un espa
e périodiqueAinsi, les deux solutions trouvées à l'équation de Poisson ave
 une sour
e pé-riodique 
orrespondent 
ha
une à la limite, quand R→∞, d'un système physique de taille
R. Toutefois, au
un de 
es systèmes ne se 
omporte 
omme un système ma
ros
opique réel,dans lequel la densité de polarisation serait rarement uniforme : la polarisation lo
ale endeux points donnés est 
ertes 
orrélée par l'intera
tion dip�le induit�dip�le induit, mais
ette 
orrélation est de 
ourte portée � 
lassiquement l'intera
tion dé
roît 
omme 1/r6.De manière analogue, les matériaux ferromagnétiques ne portent pas spontanément unepolarisation ma
ros
opique importante, mais forment des domaines d'orientation variable.Pour 
omparer le � réalisme � des solutions Fagr. et Fpér., nous pouvons déter-miner, dans 
haque hypothèse, le potentiel e�e
tif 
réé par les 
harges et le 
omparer aupotentiel 
oulombien.1.4 Potentiel e�e
tif d'intera
tionL'énergie interne de la boîte de simulation est donnée par l'équation (II.7), quellesque soient les 
onditions aux bords. En y introduisant la relation (IV.3), il vient

Udiél. =
1

2

∫

V

rFagr. d3r

=
1

2

∫

V

rFpér. d3r +
p

6eL3
·
(∫

V

rr d3r

)

= Umétal. +
p2

6eL3
(IV.5a)

= Umétal. − 1

2
p ·Edépol., (IV.5b)où le terme p ·Edépol./2 s'identi�e 
omme l'énergie d'un ensemble de 
harges pla
ées dansun 
hamp uniforme Edépol..En utilisant l'égalité r · r′ =

[
(r− r′) · r′ + r′ · r′

]
/2 +

[
r · (r′ − r) + r · r

]
/2 et laneutralité éle
trique du système, ∫

V
r = 0, p2 peut être transformé 
omme suit,

p2 =

∫

V

d3r

∫

V

d3r′r(r)r(r′)r · r′
=

1

2

[∫

V

d3r

∫

V

d3r′r(r)r(r′)(r− r′) · r′ +
∫

V

d3rr(r) ∫
V

d3r′r(r′)r′ · r′]
+

1

2

[∫

V

d3r

∫

V

d3r′r(r)r(r′)r · (r′ − r) +

∫

V

d3rr(r)r · r∫
V

d3r′r(r′)]
= −1

2

∫

V

d3r

∫

V

d3r′r(r)r(r′)(r− r′)2. (IV.6)59



IV. Les 
onditions aux bords périodiques en éle
trostatiqueIl apparaît que les systèmes régis par des 
onditions aux bords diéle
triques et métalliquesse di�éren
ient par une intera
tion supplémentaire entre les 
harges, quadratique en fon
-tion de leur distan
e. Si y(r, r′) désigne la fon
tion de Green en r d'une 
harge pla
ée en
r′, alors [1, 23℄ ydiél.(r, r′) = ymétal.(r, r′)− 1

6eL3
‖r− r′‖2, (IV.7)en 
ombinant les équations (I.3), (IV.5a) et (IV.6).Considérons une paire de 
harges pla
ées en r et r′ dans la boîte 
entrale del'agrégat. Les 
onditions aux bords diéle
triques 
orrespondent au 
as de l'agrégat dans unmilieu diéle
trique homogène. Le potentiel d'intera
tion ydiél.(r, r′) 
ompte deux 
ontribu-tions. D'une part, l'intera
tion dire
te entre les deux 
harges, qui est exa
tement 
oulom-bienne (∝ 1/‖r − r′‖). D'autre part, l'e�et sur les deux 
harges des répliques de la boîtede simulation, qui peut être analysé en multip�les :� l'e�et des dip�les des répliques est exa
tement nul en raison de leur arrangement en unestru
ture 
ubique [24℄ ; plus qualitativement, remarquons que le 
hamp dans la 
avitéd'une boule 
reuse polarisée est nul ;� les multip�les d'ordre supérieur 
réent un potentiel d'ordre O(1/R3), leur intera
tionave
 le dip�le 
entral est don
 d'ordre O(1/R4) = O(1/L4).Par 
onséquent, ydiél.(r, r′) =

1

4pe‖r− r′‖ +O
(

1

L4

)
, (IV.8)et l'équation (IV.7) nous montre que l'utilisation des 
onditions aux bords métalliquesajoute un terme supplémentaire à l'intera
tion,ymétal.(r, r′) =

1

4pe‖r− r′‖ +
1

6eL3
‖r− r′‖2 +O

(
1

L4

)
, (IV.9)dû à l'e�et des 
harges d'é
rantage sur la boîte de simulation. Ce terme est répulsif pourdeux 
harges de signe opposé. Nous savons en e�et que les 
harges d'é
rantage du milieumétallique annihilent le 
hamp dépolarisant Edépol., 
'est don
 qu'elle 
réent un 
hamppolarisant −Edépol. = p/3eL3. La réé
riture de l'équation (IV.5a) 
omme

Umétal. = Udiél. − p2

6eL3
(IV.5a')montre aussi que l'augmentation du moment dipolaire est favorisée.Il n'est pas surprenant que le potentiel ymétal., qui est périodique, di�ère dupotentiel ydiél., qui ne l'est pas. La �gure IV.2 montre que l'ensemble des 
harges imagesde 
elle pla
ée en r′ 
réent autour de r′ un potentiel non uniforme. Le terme quadratique en

‖r−r′‖ de la relation (IV.9) s'interprète 
omme le premier ordre non nul du développementde 
e potentiel pour r voisin de r′.60



1. L'intera
tion 
oulombienne dans un espa
e périodique

Fig. IV.2 � Le potentiel e�e
tif 
réé en r par une 
harge pla
ée en r′ et l'ensemble de sesrépliques, en bleu, est périodique. En soustrayant la singularité due à la 
harge elle-même,le potentiel 
réé par les répliques, en rouge, laisse voir une 
ontribution quadratique en
r− r′.1.5 Équation de Maxwell régissant le moment dipolaireLe potentiel ydiél. est plus pro
he que ymétal. du potentiel 
oulombien. Son utilisa-tion paraît don
 préférable, elle permet par exemple de réduire fortement les e�ets de taille�nie dans les simulations de la référen
e 23. Pour 
ela, les algorithmes usuels 
ontinuentà opérer ave
 des 
onditions aux bords périodiques, puis appliquent à l'énergie une 
or-re
tion 
onforme à l'équation (IV.5a). Cela né
essite toutefois quelques pré
autions dansl'évaluation du moment dipolaire p. Ave
 des 
onditions aux bords périodiques, une 
hargequi fran
hit le bord de la boîte de simulation est immédiatement translatée d'un ve
teurdu réseau de Bravais (�gure IV.3). Pour éviter que le moment dipolaire ne subisse unsaut dis
ontinu, il faut don
 garder la tra
e de 
es dépla
ements, et 
al
uler p 
omme sil'espa
e était in�ni.L'équation de Maxwell-Ampère relie étroitement le moment dipolaire p au
hamp éle
trique E 
omme nous allons le voir. Les méthodes non lo
ales, qui se basentsur le potentiel, ne présentent pas spontanément 
e lien, et 
'est pourquoi elles ont long-temps omis la 
orre
tion (IV.5a). L'algorithme lo
al, au 
ontraire, est dé
rit par l'équationd'évolution (II.16), analogue de l'équation de Maxwell-Ampère, qui montre que toutdépla
ement d'une 
harge éle
trique laisse une tra
e dans la 
on�guration du 
hamp E.Son intégration en temps et en espa
e donne

∫

V

∫ t

0

jdt d3r =

∫

V

∫ t

0

−edEdt dt d3r +

∫ t

0

∫

V

e∇×dJdt d3rdt

= −e ∫
V

[
E(t)− E(0)

]
d3r, 61



IV. Les 
onditions aux bords périodiques en éle
trostatique
Drapp. DrréelDrréel

Fig. IV.3 � Lorsque le dépla
ement d'une 
harge (en noir) l'amène à l'extérieur de laboîte de simulation (en traits interrompus), la nouvelle position est donnée par 
elle desrépliques (en vert) qui rentre dans la boîte. Le dépla
ement apparent Drapp. di�ère alors dudépla
ement réel Drréel, qui doit être utilisé pour suivre l'évolution du moment dipolaire.Les deux ve
teurs sont reliés par Drapp. = Drréel + mL, où m ∈ {−1, 0, 1}3.soit
p(t)− p(0) = −eL3

[
Ē(t)− Ē(0)

]
, (IV.10)où Ē désigne la moyenne spatiale du 
hamp éle
trique dans la boîte de simulation. Leterme 
ontenant ∇×J s'annule 
ar 
'est la moyenne spatiale d'une dérivée de fon
tionpériodique ; un autre point de vue 
onsiste à le transformer en terme de bord, nul 
ar laboîte de simulation périodique n'a pas de bord.La méthode lo
ale permet don
 de suivre très simplement l'évolution de p au
ours de la simulation. La sous-se
tion suivante montre que la moyenne Ē 
onstitue en faitun degré de liberté propre du 
hamp dans la géométrie périodique, et son énergie introduitspontanément une 
orre
tion analogue à l'équation (IV.5).1.6 Le degré de liberté ĒDans le 
hapitre ii, les fon
tions (ve
torielles ou s
alaires) avaient pour 
onditionaux limites de s'annuler à l'in�ni. Le 
hamp éle
trique E ne pouvait pas 
omporter de
omposante uniforme. I
i, la 
ondition aux bords impose la périodi
ité mais ne 
ontraintpas la valeur des fon
tions. Les potentiels sont don
 désormais dé�nis à une 
onstanteadditive près, 
e qui n'a pas d'importan
e puisque 
ela ne modi�e pas le 
hamp éle
trique(qui en dérive). En revan
he, l'ajout d'un terme 
onstant au 
hamp éle
trique, que permetla nouvelle 
ondition aux bords, modi�e ses propriétés.62



1. L'intera
tion 
oulombienne dans un espa
e périodique

Fig. IV.4 � Amplitude quadratique moyenne du mode q = 0 du 
hamp, en fon
tion de latempérature. Les points 
orrespondent aux simulations d'un système vide (sans 
harges).
L = 15, kB = 1, e = 1. La droite en traits interrompus a pour équation y = 3T.1.6.a Dé
omposition de Helmholtz dans un espa
e périodiqueDans la dé
omposition (II.11), les termes ∇FP et ∇×G ne peuvent pas en-gendrer de 
hamp éle
trique moyen. En e�et l'argument utilisé pré
édemment sur ∇×Js'applique également i
i : la moyenne d'une dérivée de fon
tion périodique est nulle. Dansun espa
e périodique, la dé
omposition de Helmholtz doit don
 être étendue et devient

E = −∇FP + ∇×G + Ē. (IV.11)Dans l'espa
e de Fourier, le terme Ē 
orrespond au mode q = 0 de Ẽ. L'expression (II.12)de l'énergie du 
hamp éle
trique se généralise alors aisément pour donner
U[E] = UCoulomb + U�u
t. + Umoy., (IV.12)où Umoy. =

∫

V

e
2
Ē

2
d3r =

e
2
L3Ē

2est l'énergie de la 
omposante moyenne du 
hamp. C'est une fon
tion quadratique del'amplitude de Ē, sa valeur moyenne est don
 donnée par équipartition. Ē ayant troispolarisations indépendantes (une par dire
tion de l'espa
e),
〈Umoy.〉

L3
=

〈
Ẽq=0 · Ẽ⋆

q=0

2

〉
=

3

2
kBT,
omme le 
on�rme la �gure IV.4.Il existe une analogie forte entre les équations (IV.12) et (IV.5). UCoulomb et U�u
t.sont l'énergie de 
omposantes du 
hamp qui dérivent de potentiels périodiques, tout 
omme

Umétal.. Quant au terme Umoy., il est semblable au terme dépolarisant des équations (IV.5) :63



IV. Les 
onditions aux bords périodiques en éle
trostatique
Umoy. =

e
2
L3Ē

2
= −1

2
p · Ē =

p2

2eL3
(IV.13)en utilisant la propriété (IV.10) ave
 des 
onditions initiales telles que p(0) = −eL3Ē(0),qui 
onduisent à

p(t) = −eL3Ē(t). (IV.14)Les expressions (IV.13) et (IV.5) ne di�èrent que par un fa
teur 1/3, propre à la sommationen 
ou
hes sphériques de l'agrégat. Nous verrons dans la se
tion 2 que le fa
teur numériquedu terme Umoy. (qui dé
oule de l'équation d'évolution (II.16) analogue à l'équation deMaxwell-Ampère) est aussi 
elui qu'engendre une sommation en 
ou
hes planes.1.6.b Dynamique de la 
omposante ĒL'équation d'évolution (II.16) peut être généralisée au même titre que la dé
om-position de Helmholtz l'a été. Elle s'é
rit alorsdE = −dte j + ∇×dJ+ dEu, (IV.15)où dEu est un 
hamp uniforme arbitraire. La loi de Gauss (II.3a) en e�et ne 
ontraint pasla valeur de Ē, qui peut don
 avoir ses �u
tuations propres (
'est-à-dire indépendantes des
harges), de même que la 
omposante transverse E⊥ a les siennes, marquées par le terme
∇×dJ. La moyenne spatiale de l'équation (IV.15) 
onduit à l'équation d'évolution de la
omposante moyenne du 
hamp, dĒ = −dte j̄ + dEu, (IV.16)à 
omparer aux équations (II.17) qui se rapportent aux autres 
omposantes.Lorsque des mises à jour dEu sont appliquées au 
hamp éle
trique moyen, lapropriété (IV.14) n'est plus valable. La 
ontribution énergétique Umoy. = e

2
L3Ē

2 devientalors indépendante du moment dipolaire p de la boîte de simulation. La 
omposante Ē n'aplus d'e�et dépolarisant, le système 
orrespond don
 désormais à des 
onditions aux bordsmétalliques, 
e que nous véri�erons dans la se
tion 2.Lorsqu'au
une mise à jour dEu n'est pratiquée, l'équation d'évolution (IV.16) sesimpli�e et devient analogue à l'équation (II.17a) qui lie l'évolution du 
hamp longitudinalau seul 
ourant. En reprenant les hypothèses de la sous-se
tion 4.4 du 
hapitre ii, ladynamique du 
hamp moyen est alors dé
rite par les équations phénoménologiquesdĒdt = −se Ēet iw = −se dans l'espa
e de Fourier,64



2. Simulation de systèmes quasi-bidimensionnelsqui viennent 
ompléter les systèmes d'équations (II.23) et (II.24), dont elles sont la limitepour q → 0. La relation de dispersion du 
hamp moyen Ē donne dire
tement a

ès à la
ondu
tivité du système, don
 à la mobilité des 
harges libres, fait qui sera exploité dansle 
hapitre v.1.6.
 Mises à jour de la 
omposante ĒRegardons l'e�et sur le 
hamp éle
trique moyen des mises à jour présentées au
hapitre ii. La mise à jour du 
hamp asservie à une mise à jour de 
harge, �gure II.1,modi�e la moyenne du 
hamp ; 
'est le terme j̄ de l'équation (IV.16). La mise à jour lo
aled'une plaquette, �gure II.2, ne la modi�e pas, 
omme l'indique la disparition du termerotationnel lors du passage de l'équation (IV.15) à l'équation (IV.16).La mise à jour globale par l'algorithme en ver appelle une analyse détaillée. La�gure II.3(b) montre que le ver peut être autorisé à fran
hir les bords périodiques de laboîte de simulation. Le nombre de fran
hissements et leur sens donne la modi�
ation du
hamp Ē :� sur le bord verti
al, de normale ux, il y a un fran
hissement dans 
haque sens, le bilanest nul et Ēx est in
hangé ;� sur le bord horizontal, de normale uy, il y a deux fran
hissements vers le bas et un versle haut, don
 Ēy dé
roît.Une façon d'interpréter 
ette analyse est de voir l'espa
e périodique 
omme un tore, surlequel un 
hemin fermé n'est pas for
ément 
ontra
tile. Dans 
e 
as le ver réalise simulta-nément les mises à jour ∇×dJ et dEu de l'équation (IV.15). Pour 
onserver le lien entre
Ē et p, il faut implémenter l'algorithme de telle sorte que le ver ne s'enroule pas autourdu tore. Cela peut être réalisé par exemple en interdisant à la tête du ver de s'éloigner àplus de L/2 de la queue dans 
haque dire
tion.2 Simulation de systèmes quasi-bidimensionnelsLa simulation numérique en matière molle ne se limite pas à l'étude de sujetspleinement tridimensionnels, 
omme le 
omportement en volume des systèmes. Elle peutégalement porter, par exemple, sur des �lms min
es de solide (polymères) ou de liquide(
on�né entre deux solides), sur des e�ets d'interfa
e [25℄, sur des membranes biologiques[26℄, sur des dép�ts à la surfa
e de matériaux... Ces systèmes ont en 
ommun d'être quasi-bidimensionnels, 
'est-à-dire d'extension ma
ros
opique dans deux dire
tions de l'espa
e,qui seront 
onventionnellement notées x et y, mais mi
ros
opique dans la troisième, z. 65



IV. Les 
onditions aux bords périodiques en éle
trostatique2.1 Erreur induite par une périodi
ité tridimensionnellePour simuler les grandes dimensions du système dans le plan xy, il su�t d'appli-quer des 
onditions périodiques aux bords qui délimitent les dire
tions x et y. La taille hmi
ros
opique du système selon l'axe z loge entièrement dans la hauteur Lz de la boîte desimulation. Cependant, les fon
tions qui interviennent dans le modèle à simuler, telles queles potentiels d'intera
tion ou le 
hamp éle
trique, s'étendent dans tout l'espa
e. Il fautdon
 
hoisir également un type de 
ondition de bord à appliquer à 
es fon
tions selon z.(Les parti
ules, 
on�nées dans la lame d'épaisseur h, ne fran
hiront jamais 
e bord.)L'emploi de 
onditions aux limites �xes selon z, par exemple de 
hamp éle
triquenul, paraît déraisonnable 
ar 
ela reviendrait à simuler un système pla
é dans une 
avitéde taille Lz, en l'o

urren
e 
reusée dans un 
ondu
teur parfait, 
e qui n'a au
une raison de
orrespondre à la situation étudiée dans le 
as général. La 
ondition aux bords périodiqueparaît plus appropriée en 
e qu'elle simule un espa
e in�ni. Toutefois, elle 
hange le systèmeétudié en dupliquant à l'in�ni la lame dans la dire
tion z.Certains systèmes, 
omme les phases lamellaires de tensio-a
tifs, présentent ef-fe
tivement une périodi
ité dans la dire
tion normale à leur surfa
e. Mais 
e n'est pas le
as des systèmes tels que 
eux mentionnés en introdu
tion, qui nous intéressent i
i. Laméthode usuellement employée 
onsiste alors :� à simuler le système quasi-bidimensionnel ave
 des 
onditions aux bords périodiquesdans les trois dire
tions de l'espa
e, 
e qui introduit une répli
ation non désirée dusystème, de périodi
ité Lz ;� à utiliser une hauteur de boîte Lz grande devant l'épaisseur h du système, en espérantque l'erreur due à l'intera
tion entre répliques sera ainsi négligeable devant l'énergiepropre du système non répliqué.Les algorithmes présentés dans le 
hapitre i peuvent être utilisés dans 
e type desimulation [27�29℄. Ave
 un algorithme non lo
al sur réseau, le 
oût d'une mise à jour desparti
ules est O(N + V) (
hapitre i, sous-se
tion 2.3). Or V = L2Lz, et N = fhL2 pour unsystème de densité numérique f. La méthodologie qui vient d'être présentée, selon laquelle
Lz ≫ h, implique don
 que V ≫ N, si bien que les méthodes non lo
ales 
onsa
rent untemps important à simuler la partie vide de la boîte de simulation. Nous verrons que laméthode lo
ale est plus e�
a
e.Pour étudier l'intera
tion entre les répliques du système quasi-bidimensionnel,nous 
ommen
erons par établir la méthode de sommation appropriée pour évaluer l'inter-a
tion 
oulombienne dans un système quasi-bidimensionnel, en lien ave
 la se
tion pré-
édente. Nous verrons ainsi qu'il existe une intera
tion en 1/Lz spontanément suppriméepar la méthode lo
ale. L'erreur restante est exponentiellement dé
roissante ave
 Lz, etse dé
ompose en une série expli
ite, dont les termes dominants peuvent être 
al
ulés etretran
hés a�n de réduire l'erreur.66



2. Simulation de systèmes quasi-bidimensionnels2.2 Solutions de l'équation de Poisson et 
hamp ĒDans la se
tion 1, nous avons vu que l'équation de Poisson (I.2) peut êtrerésolue par plusieurs appro
hes, donnant des résultats di�érents selon la façon dont lalimite de taille in�nie du système est atteinte. Reprenons don
 la méthode utilisée dans lasous-se
tion 1.2 ave
 une géométrie appropriée au 
as bidimensionnel.La boîte de simulation, de dimensions L×L×Lz et 
entrée en O, est tout d'abordrépliquée dans les dire
tions x et y uniquement, pour former un 
ylindre de rayon R etd'épaisseur Lz. Le système proprement dit forme don
 une lame 
ylindrique de même rayonet d'épaisseur h, également 
entré en O. Si le système possède un moment dipolaire p, lalame peut être 
onsidérée au premier ordre 
omme portant une polarisation homogène
P = p/hL2. Il existe don
 une densité de 
harge induite à sa surfa
e, qui 
rée un 
hampdépolarisant à l'intérieur. Lorsque R → ∞, l'e�et de la fa
e périphérique, parallèle à
z, devient négligeable et seules 
omptent la fa
e plane située en z = h/2, qui porte la
harge surfa
ique s(+) = Pz, et 
elle située en z = −h/2, qui porte la 
harge surfa
iques(−) = −Pz . Le 
hamp est alors





Eint. = −Pze ez dans la lame,
Eext. = 0 à l'extérieur. (IV.17)Le potentiel y est don
 uniforme, mais il existe une di�éren
e de potentielDF = F(+) − F(−) = h

Pze =
pzeL2

(IV.18)entre la zone z > h/2 et la zone z < −h/2.Une fois formée la lame in�nie dans les dire
tions x et y, répliquons-la k fois dansla dire
tion z. Nous obtenons une pile d'épaisseur kLz, les lames étant espa
ées de Lz − h.Pour que le potentiel soit 
ontinu, il doit être ra

ordé entre les répliques, 
e qui lui donnel'allure représentée sur la �gure IV.5(a). Les di�éren
es de potentiel (IV.18) s'ajoutent,pour un total de kpz/eL2. Ce résultat peut être retrouvé en assimilant temporairement lapile à un milieu homogène. Elle possède une densité moyenne de polarisation P′ = p/Voù V = L2Lz, don
 des 
harges surfa
iques ±pz/V, qui 
réent un 
hamp dépolarisantd'intensité
Edépol. = − pzeVez, (IV.19)soit une di�éren
e de potentiel kLzEdépol. = kpz/eL2.Comparons 
e potentiel, noté Fpile, à la solution périodique de l'équation dePoisson représentée sur la �gure IV.5(b), Fpér., que nous déterminons maintenant. Auniveau des surfa
es de la lame, le 
hamp éle
trique subit une dis
ontinuité égale à s/e.Si Eint. = Eint.ez et Eext. = Eext.ez désignent respe
tivement le 
hamp à l'intérieur et àl'extérieur de la lame, alors la 
harge de la fa
e z = h/2 donne Eext. = Eint. + s(+)/e, et la67



IV. Les 
onditions aux bords périodiques en éle
trostatique(a) (b)

Fig. IV.5 � (a) Potentiel éle
trostatique d'une pile �nie de lames polarisées et (b) solutionpériodique de l'équation de Poisson pour une pile in�nie de lames polarisées.fa
e z = −h/2 donne la relation Eint. = Eext. + s(−)/e qui est équivalente. (Ces relationss'appliquent aussi bien à Epile qu'à Epér..) La di�éren
e de potentiel entre deux pointsséparés de Lz, le long de la dire
tion z, doit être nulle si le potentiel est périodique. Elles'obtient en intégrant le 
hamp éle
trique, soit
hEint.pér. + (Lz − h)Eext.pér. = 0,

h

(
Eext.pér. − Pze )+ (Lz − h)Eext.pér. = 0,





Eext.pér. =
hPzeLz

ez =
pzeVez

Eint.pér. =

(
pzeV − Pze ) ez.

(IV.20)En 
omparant les équations (IV.17), (IV.19) et (IV.20), il apparaît que
Epile = Epér. + Edépol., (IV.21)relation identique à l'équation (IV.4), mais ave
 un 
hamp dépolarisant évidemment di�é-rent. Du point de vue énergétique, la propriété (IV.21) 
onduit à un résultat analogueà l'équation (IV.5),
Upile = Upér. + Udépol. (IV.22)où Udépol. =
pz

2

2eV = −1

2
pzez · Edépol. =

e
2
VEdépol.2, (IV.23)qui peut être interprété ave
 l'argument physique suivant. Dans la première méthode pré-sentée, la méthode d'� empilement �, une lame isolée 
rée un potentiel 
onstant dans sonenvironnement. Une réplique pla
ée dans 
e potentiel ne voit pas son énergie 
hanger, 
ar68



2. Simulation de systèmes quasi-bidimensionnelselle est éle
triquement neutre ; d'un point de vue équivalent, la réplique est purement dipo-laire et la première lame n'a pas 
réé de 
hamp extérieur, l'énergie d'intera
tion est don
nulle. Dans la se
onde solution, périodique, les lames 
réent un 
hamp extérieur pzez/eV ;une réplique de moment pzez pla
ée dans 
e 
hamp possède une énergie −pz
2/2eV. Cela
on�rme que l'énergie de la solution périodique est inférieure à 
elle de la solution parempilement.L'énergie dépolarisante (IV.23) de la pile est presqu'identique à 
elle de l'algo-rithme lo
al, donnée par l'équation (IV.13). Dans la pile 
ependant, seule la 
omposante pzdu moment dipolaire est en jeu : la dépolarisation n'agit que selon z. Dans l'algorithme lo-
al, 
ette même dépolarisation intervient sur les trois 
omposantes de p. La sous-se
tion 1.6a également montré que l'appli
ation de mises à jour propres à Ē supprime son e�et dé-polarisant. Puisque 
ette 
omposante du 
hamp a trois polarisations, il est en fait possibled'appliquer séle
tivement des mises à jour sur Ēx, Ēy ou Ēz. Par 
onséquent, en utilisant desmises à jour uniquement sur Ēx et Ēy, seul l'e�et dépolarisant (IV.13) de Ēz est 
onservé,
e qui pla
e la simulation dans les 
onditions aux limites de la pile.Pour 
on�rmer 
es résultats, des simulations d'un système quasi-bidimensionnelsimple ont été réalisées, qui mettent en ÷uvre l'algorithme lo
al. La boîte de simulation estmunie d'un réseau de pas a = 1. Tous les sites à z = 1 sont o

upés par une 
harge +e, ettous les sites à z = 0 par une 
harge −e. Chaque simulation emploie des valeurs di�érentesde température T et de hauteur de boîte Lz. Les 
harges étant �xées, la température ne joueau
un r�le dans l'énergie éle
trostatique. Elle ne modi�e que l'énergie des modes �u
tuantsdu 
hamp, soit les modes de la 
omposante transverse E⊥, et 
elles des polarisations de la
omposante moyenne Ē qui subissent des mises à jour propres.Dans un premier temps, des mises à jour sont appliquées à toutes les polarisa-tions du 
hamp Ē, qui n'a don
 pas d'e�et dépolarisant. La �gure IV.6(a) montre l'énergiedu système en fon
tion du volume de la boîte, à di�érentes températures. La 
ontributionprin
ipale vient des modes �u
tuants. Soustraire des mesures l'énergie moyenne attenduepour 
es modes, VkBT, 
onduit à la �gure IV.6(b) qui donne l'évolution de l'énergie éle
-trostatique en fon
tion de la hauteur Lz de la boîte. Elle 
orrespond exa
tement à la valeurattendue,

Upér. = Upile − p2
z/2eV = Upile(1− h/Lz).Dans un se
ond temps, au
une mise à jour de Ēz n'est pratiquée. La �gure IV.7montre l'évolution de l'énergie éle
trostatique, mesurée 
omme pré
édemment, en fon
tionde la hauteur Lz de la boîte. Elle est 
onstante, indépendante de Lz et égale à s2hL2/2e =

p2/2ehL2. La méthode lo
ale supprime don
 naturellement l'intera
tion dipolaire entre lesrépliques, via le degré de liberté Ē qui est 
ouplé au moment dipolaire p si des mises àjour spé
i�ques ne sont pas faites. 69



IV. Les 
onditions aux bords périodiques en éle
trostatique
(a) (b)

Fig. IV.6 � Énergie totale (a) et éle
trostatique (b) d'une double 
ou
he de 
harges (voirtexte), en présen
e de mises à jour de la 
omposante Ēz du 
hamp. Les points 
orrespondentaux résultats de simulation à la température indiquée en insert. En (a), les droites en traitsplein représentent l'équipartition de l'énergie dans les modes �u
tuants, U = L2LzkBT. En(b), la droite représente l'énergie Upile du système ave
 
onditions aux bords d'empilement,la 
ourbe est l'énergie Upér. ave
 
onditions aux bords périodiques. L = 15, kB = 1, e = 1.

Fig. IV.7 � Énergie éle
trostatique d'une double 
ou
he de 
harges (voir texte), en l'absen
ede mises à jour de la 
omposante Ēz du 
hamp. Les points 
orrespondent aux résultatsde simulation à la température indiquée en insert. La droite représente l'énergie Upiledu système ave
 
onditions aux bords d'empilement, la 
ourbe est l'énergie Upér. ave

onditions aux bords périodiques. L = 15, kB = 1, e = 1.70



2. Simulation de systèmes quasi-bidimensionnels2.3 Intera
tion 
oulombienne entre les répliquesLa sous-se
tion pré
édente a démontré qu'une pile de lames polarisées dans ladire
tion d'empilement possède une énergie d'ordre O(1/Lz) ave
 des 
onditions aux bordsmétalliques. Cette intera
tion dé
roît très lentement ave
 Lz, 
e qui est très gênant pourl'étude d'une lame isolée, mais son expression analytique étant 
onnue elle peut être sous-traite, pour se pla
er dans les 
onditions aux bords d'� empilement � où l'intera
tion estnulle. Nous avons vu également que l'algorithme lo
al aboutit naturellement à de telles
onditions aux limites.Ces résultats ne 
on
ernent toutefois que le premier ordre d'approximation, où lalame est homogène et ne possède qu'un moment dipolaire. Dans le 
as général, la distribu-tion de 
harges étudiée possède des multip�les non nuls à tous les ordres. Leur intera
tiondé
roît 
ependant beau
oup plus vite ave
 Lz que l'intera
tion dip�le-dip�le.2.3.a Comportement asymptotique en LzExaminons tout d'abord qualitativement le 
omportement du potentiel. Étantdonnée la géométrie du problème, une transformée de Fourier partielle des fon
tions,appliquée selon x et y mais pas selon z, est la plus adaptée. Soient don
 F̂(q‖, z) et r̂(q‖, z)de telles transformées de F et r, où q‖ = (qx, qy). L'équation de Poisson (I.2) s'é
rit alors
∇2F̂ = −q2

‖F̂+
∂

2F̂
∂z2

= − r̂e .Les 
harges étant 
on�nées dans la lame par dé�nition, la densité de 
harge est nulle àl'extérieur de 
elle-
i, soit r̂(q‖, |z| > h/2
)

= 0, d'où
∂

2F̂
∂z2

= q2
‖F̂ pour |z| > h/2,soit F̂(q‖, |z| > h/2

)
∝ e−q‖|z| si q‖ 6= 0.Le moment dipolaire 
onsidéré dans la sous-se
tion pré
édente 
orrespondait à q‖ = 0, et lepotentiel était a�ne entre les lames. Pour les multip�les d'ordre supérieur, le potentiel estexponentiellement dé
roissant. L'intera
tion 
oulombienne entre les lames est don
 d'ordreau plus O(e−2pLz/L

), 
ar 2p/L est la plus petite valeur non nulle de q‖. Pour évaluer l'erreursur l'énergie due à l'intera
tion entre les répliques, il est né
essaire d'estimer l'ordre degrandeur du préfa
teur de 
ette loi, et de la 
omparer à l'énergie propre de la lame seule.71



IV. Les 
onditions aux bords périodiques en éle
trostatique2.3.b Énergie propre d'une lame et intera
tion ave
 ses répliquesLa référen
e 28 en donne le 
al
ul exa
t sous forme de séries multiples absolument
onvergentes. Ainsi les termes dominants de l'erreur peuvent être soustraits et les termesrésiduels peuvent être majorés. Nous exposerons i
i un 
al
ul simpli�é faisant ressortir lestraits 
ara
téristiques de l'intera
tion.La lame dé�nie par z ∈ [−h/2; h/2] peut 
ontenir des 
harges réparties dans tout
et intervalle. Nous verrons que l'intera
tion de 
es 
harges ave
 les répliques de la lamedépend de leur position z. Pour évaluer 
et e�et le plus simplement possible, 
onsidéronsune distribution de 
harge formée d'un seul mode de Fourier, antisymétrique par rapportau plan z = 0 et 
on
entrée à une distan
e b de 
elui-
i :r = s0 cos(qxx) cos(qyy)
[d(z − b)− d(z + b)

]
, ave
 b 6

h

2
et (qx, qy) 6= (0, 0).Pour x et y donnés, r est formée de deux 
harges opposées situées à z = ±b, soit un dip�leparallèle à z. La distribution de 
harge forme don
 un ensemble de tels dip�les, modulésselon x et y. Seule, 
ette distribution 
rée un potentielF =

s0

2e cos(qxx) cos(qyy)
1

q‖

(
e−q‖|z−b| − e−q‖|z+b|

)
.L'énergie éle
trostatique de 
ette distribution de 
harges est don


U0 ≡
∫

V

rF
2

d3r =

∫

V

s0
2

4eq‖ cos2(qxx) cos2(qyy)
[d(z − b)− d(z + b)

](
e−q‖|z−b| − e−q‖|z+b|

)

U0 =
s0

2

4eq‖L
〈
cos2(qxx)

〉
L
〈
cos2(qyy)

〉 [(
1− e−2q‖b

)
−
(
e−2q‖b − 1

)]

=
s0

2L2

2eq‖ CxCy

(
1− e−2q‖b

)
, (IV.24)où Ca = 〈cos2(qaa)〉 = (1 + dqa0)/2, ave
 a ∈ {x, y} et dij le symbole de Krone
ker.La réplique rn de r, 
entrée autour de z = nLz, ave
 n ∈ Z

∗, interagit également ave
 lepotentiel F, soit une énergie
Un ≡

∫

V

rnF
2

d3r =

∫

V

s0
2

4eq‖ cos2(qxx) cos2(qyy)

×
[d(z − nLz − b)− d(z − nLz + b)

](
e−q‖|z−b| − e−q‖|z+b|

)

=
s0

2L2

2eq‖ CxCye
−q‖|n|Lz

[
1− ch(2q‖b)

]
,en remarquant que {|nLz + 2b|, |nLz − 2b|} = {|nLz|+ 2b, |nLz| − 2b}. L'addition de l'e�etde toutes les répliques, qui est une suite géométrique en n, donne la perturbation totale,due à la périodi
ité en z, de l'énergie U0 du système non périodique en z :72



2. Simulation de systèmes quasi-bidimensionnels
∑

n∈Z∗

Un =
s0

2L2eq‖ CxCy

[
1− ch(2q‖b)

] 1

eq‖Lz − 1
= U0

1− e2q‖b

2

1

eq‖Lz − 1
. (IV.25)Ce résultat attire deux observations. Tout d'abord, il 
on�rme que l'énergied'intera
tion entre répliques dé
roît exponentiellement ave
 Lz, au taux q‖. Le préfa
teurde la loi est du même ordre de grandeur que l'énergie propre U0 du système. Comme la pluspetite valeur possible pour q‖ est 2p/L, lorsque Lz = L la perturbation due aux répliquesest déjà atténuée d'un fa
teur 1/(e2p − 1) ≈ 2.10−3.Ensuite, l'équation (IV.25) montre que les répliques induisent sur les 
hargesde la lame une perturbation dépendant de leur distan
e b au plan médian (z = 0). Cebiais, qui modi�e l'énergie de surfa
e, est extrêmement néfaste dans un système quasi-bidimensionnel, où les e�ets de surfa
e sont le sujet d'étude. Il est don
 impératif de s'as-surer que le préfa
teur exponentiel est su�samment faible pour que l'intera
tion parasitepuisse être négligée devant les autres intera
tions en jeu.2.3.
 Énergie propre sur réseauPour véri�er les équations (IV.24) et (IV.25), nous pro
éderons 
omme à la sous-se
tion 2.2, 
'est-à-dire en mesurant la part éle
trostatique de l'énergie d'un système de
harges �xes simulé par l'algorithme lo
al. Cependant, la dis
rétisation de l'espa
e altèreles résultats établis 
i-dessus pour un espa
e 
ontinu. En e�et, la se
tion 5 du 
hapitre ii amontré que le lapla
ien, qui relie le potentiel à la distribution de 
harge, di�ère sur réseauet hors réseau.L'énergie propre de la lame 
onstitue la limite asymptotique de l'énergie dusystème périodique lorsque Lz →∞. Nous verrons qu'il existe une nette di�éren
e entre savaleur pour un système sur réseau, U⊞

0 , et sa valeur dans l'espa
e 
ontinu, U0. L'intera
tion
U⊞

n entre les répliques d'un système sur réseau, en revan
he, n'a pas de forme analytiquesimple. Elle sera rempla
ée par Un qui apparaîtra 
omme une approximation su�sante.Nous établissons maintenant la version exa
te sur réseau de l'énergie d'une dis-tribution de 
harge analogue à 
elle de l'arti
le 2.3.b. En un site r, la 
harge est donnéepar
e(r) = e0 cos(Qxx) cos(Qyy)(dz0 − dza)si les plans de 
harge sont pla
és en z = 0 et z = a, 
e qui 
orrespond à l'étude numériquequi est présentée plus loin. Le mode de Fourier de la 
harge est noté i
i Q et non plus

q, 
ar le 
al
ul de sa transformée pour tout q est né
essaire.La présen
e du réseau de pas a dans l'espa
e réel �xe la borne supérieure 2p/asur les 
omposantes des ve
teurs d'onde. La périodi
ité de pas L de la distribution de
harge dans les dire
tions x et y rend dis
rètes les 
omposantes qx et qy des ve
teurs73



IV. Les 
onditions aux bords périodiques en éle
trostatiqued'onde, qui sont alors multiples de 2p/L. Dans la dire
tion z, en revan
he, la 
omposante
qz ∈ [0; 2p/a[ : l'espa
e est supposé in�ni et peuplé de répliques identiques. La transforméede Fourier de la distribution de 
harge est

ẽ(q) =





(
2p
a

)2

e0CxCy

(
1− e−iqza

) si qx ∈ {Qx,−Qx} et qy ∈ {Qy,−Qy},
0 sinon,le premier fa
teur provenant des transformées dis
rètes selon x et y. La transformée dupotentiel éle
trostatique s'en déduit via l'équation de Poisson (I.2) :F̃ =

ẽea3q⊞2
,où la notation du 
hapitre ii, se
tion 5, relative aux opérateurs di�érentiels sur réseau estutilisée,

q⊞2 =
1

a2

[
6− 2 cos(qxa)− 2 cos(qya)− 2 cos(qza)

]
.L'énergie éle
trostatique s'obtient alors par l'identité de Parseval-Plan
herel :

U⊞

0 =
1

2

∑

r

e⋆(r)F(r) (e⋆ = e 
ar e ∈ R)
=

1

2

(
La

(2p)2

)2 ∑

qx,qy

a

2p ∫ 2p
a

0

dqz
|ẽ|2ea3q⊞2

=
e0

2L2

4pea4
CxCy

∫ 2p
a

0

dqz
|1− e−iqza|2

Q⊞

x
2 + Q⊞

y
2 + q⊞

z
2
.En remarquant que |1− e−iqza|2 = (q⊞

z a)2, et en introduisant la notation Q⊞

‖
2 = Q⊞

x
2 +Q⊞

y
2,il vient

U⊞

0 =
e0

2L2

4pea4
CxCya

2

∫ 2p
a

0

dqz

(
1−

(Q⊞

‖ a)2

(Q⊞

‖ a)2 + (q⊞

z a)2

)

=
e0

2L2

4pea2
CxCy

(
2p
a
− I

)
, ave
 I =

∫ 2p
a

0

dqz

(Q⊞

‖ a)2

(Q⊞

‖ a)2 + (q⊞

z a)2
.En expli
itant (q⊞

z a)2 = 2 − 2 cos(qza), les 
hangements de variable su

essifs j = qza et
t = tan(j/2) 
onduisent à

I = 2

∫ p
0

(Q⊞

‖ a)2

(Q⊞

‖ a)2 + 2− 2 cosj dj
a74



2. Simulation de systèmes quasi-bidimensionnels
I =

2

a

∫ ∞

0

(Q⊞

‖ a)2

(Q⊞

‖ a)2 + 2− 21−t2

1+t2

2dt

1 + t2

=
4

a

∫ ∞

0

(Q⊞

‖ a)2

(Q⊞

‖ a)2 +
[
(Q⊞

‖ a)2 + 4
]
t2

dt

=
4

a
√

1 + 4
(Q⊞

‖
a)2

p
2

=
2p
a

aQ⊞

‖√
(Q⊞

‖ a)2 + 4
.En reportant dans U⊞

0 , nous obtenons �nalement
U⊞

0 =
e0

2L2

2ea3
CxCy

(
1−

aQ⊞

‖√
(Q⊞

‖ a)2 + 4

)
, (IV.26)qui est asymptotiquement équivalent au résultat (IV.24) dans la limite 
ontinue :

(Q⊞

‖ a)2 = 4− 2 cos(Q⊞

xa)− 2 cos(Q⊞

y a) =
Q‖a→0

(Q‖a)2 +O
(
Q‖

4a4
)

=⇒





U⊞

0 =
Q‖a→0

e0
2L2

2ea3
CxCy

(
1− Q‖a

2
+O

(
Q‖

3a3
))

,

U0 =
Q‖a→0

e0
2L2

2ea3
CxCy

(
1− Q‖a

2
+

(Q‖a)2

6
+O

(
Q‖

3a3
)) ave
 s0 =

e0

a2
et 2b = a.L'équation (IV.25) doit également être 
orrigée pour prendre en 
ompte la dis
ré-tisation du réseau. En l'absen
e d'une forme fon
tionnelle simple pour l'intégrale dé�nissant

U⊞

n , l'équation (IV.25) représente toutefois une première approximation satisfaisante pourles ve
teurs d'onde Q‖ . 1/a. La �gure IV.8 montre en e�et l'énergie d'une distributionde 
harge où e0 = 1 et Q⊞

‖ = (1, 1)× 2p/L, à di�érentes valeurs de la température T et dela hauteur Lz de la boîte de simulation. Les mesures s'ajustent à la loi (IV.26) 
orrigée parl'énergie (IV.25). L'énergie U0 attendue dans un espa
e 
ontinu se distingue sensiblementdu résultat obtenu.2.4 Coût de la simulation d'un système quasi-bidimensionnelDans le 
hapitre iii, l'arti
le 2.3.b a montré que le 
oût de l'algorithme en verpour dé
orréler deux 
on�gurations su

essives du 
hamp transverse 
roît 
omme O(V) =
O(L2Lz). Dans un système bidimensionnel, le nombre de parti
ules est N = fhL2, ennotant f la densité volumique dans le système min
e. Le 
oût de la relaxation des modesde densité 
roît don
 
omme O(NL2) = O(L4). 75
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onditions aux bords périodiques en éle
trostatique

Fig. IV.8 � Énergie éle
trostatique d'une double 
ou
he de 
harge modulée selon x et
y (voir texte). Les points 
orrespondent aux résultats de simulation à la températureindiquée en insert. La 
ourbe en trait plein représente l'énergie U⊞

0 +
∑

n∈Z∗ Un, la 
ourbeen pointillés l'énergie U0 +
∑

n∈Z∗ Un. L = 15, kB = 1, e = 1.Les résultats de la sous-se
tion pré
édente montrent qu'une hauteur de boîte Lzégale à quelques fois L su�t pour � isoler � le système de ses répliques. Plus pré
isément,ajouter L à Lz permet de diviser l'erreur par e2p ≈ 500, grâ
e à la dé
roissan
e exponentiellede l'intera
tion. En pratique, il est don
 raisonnable de 
onsidérer que Lz ∝ L, ave
 unpréfa
teur de quelques unités. Lz est don
 petit et asymptotiquement négligeable devant L2.L'essentiel du 
oût de la simulation est don
 
onsa
ré aux parti
ules, et pas à l'intégrationdu 
hamp transverse.Ave
 une méthode non lo
ale sur réseau, la sous-se
tion 2.1 a montré que le 
oûtd'une mise à jour des parti
ules, O(N + V), est dominé par O(V) = O(L2Lz). Le 
oût dela relaxation des modes de densité 
roît don
 
omme O(VL2), soit O(L5) ave
 Lz ∝ L.L'algorithme lo
al surpasse don
 les méthodes non lo
ales d'un fa
teur L ∼
√

N.
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Chapitre VSimulation de 
harges sur réseau
(Ce 
hapitre reproduit l'arti
le paru dans Physi
al Review E sous le titre � Monte Carlo algorithmsfor 
harged latti
e gases � [30℄.)We 
onsider Monte Carlo algorithms for the simulation of 
harged latti
e gases with purelylo
al dynami
s. We study the mobility of parti
les as a fun
tion of temperature and showthat the poor mobility of parti
les at low temperatures is due to �trails� or �strings� leftbehind after parti
le motion. We introdu
e modi�ed updates whi
h substantially improvethe e�
ien
y of the algorithm in this regime.1 Introdu
tionThe properties of many 
ondensed matter systems 
an not be understood without 
onsid-ering the Coulombi
 intera
tion. DNA, proteins, polyele
trolytes, 
olloids and even waterare all stru
tured by ele
trostati
s, whi
h must be reprodu
ed faithfully in any numeri
alstudy. Unfortunately, the simulation of the ele
trostati
 intera
tions is di�
ult; due to theslow de
ay of the potential in 1/r one 
an not trun
ate the intera
tion [4℄ as is often donewith other mole
ular intera
tions. Most working 
odes now use a variant of the Ewaldsum to a

ount for the intera
tion between periodi
 images of the basi
 simulation 
ell.As a 
onsequen
e the time need to evaluate the ele
trostati
 intera
tion 
an dominate inthe simulation of 
harged systems.In a Monte Carlo simulation with the Ewald method, the motion of a single
harge requires summing its intera
tions with the N − 1 other 
harges and their periodi
images, resulting in a O(N2) 
omputational 
ost per sweep. This be
omes impra
ti
alwhen N is large. In simulations with expli
it modeling of all 
harges N > 104 is 
ommonly77



V. Simulation de 
harges sur réseaurequired. In mole
ular dynami
s the situation is better: when all parti
les are movedsimultaneously, better CPU time s
alings are possible ranging from O(N) for multigridalgorithms [8℄ toO(N3/2
) for an optimized Ewald summation [31℄. However these mole
ulardynami
s 
odes are 
omplex to implement.The unfavorable 
omplexity of 
onventional Monte Carlo methods originates inthe use of the ele
trostati
 potential F, whi
h is the solution to Poisson's equation

∇2F = −r/e.This equation has a unique solution for given 
harge distribution and boundary 
ondi-tions. When a 
harge is moved, the new solution for F is 
omputed and the intera
tionenergy qiF(ri) of the moved 
harge with all other 
harges qi in the system 
hanges. Theele
trostati
 intera
tion implemented in this way is instantaneous. Note however [11℄,the thermodynami
al study of 
harged systems does not require instantaneous Coulombi
intera
tions: The free energy is also 
orre
tly sampled when only Gauss's law
∇· E = r/eis imposed on the ele
tri
 �eld. The fa
t that solutions to Gauss's law are not uniqueresults in an extra �exibility whi
h allows one to implement a purely lo
al Monte Carlos
heme for the simulation of systems with ele
trostati
 intera
tions. The 
omputatione�ort is redu
ed to O(N) per Monte Carlo sweep. The disadvantage of the algorithm isthat it requires a grid to dis
retize the ele
trostati
 degrees of freedom, however this is alsotrue of multigrid and Fourier methods used for mole
ular dynami
s.The �nal e�
ien
y of the Monte Carlo algorithm depends on the number ofsweeps required to sample independent 
on�gurations whi
h in turn is a fun
tion of theparti
le mobility resulting from the Monte Carlo dynami
s. Highly mobile 
harges enableone to generate independent 
on�gurations rapidly; if 
harges were to be
ome �trapped�or �lo
alized� due to their intera
tion with the �eld it 
ould prevent the generation ofun
orrelated samples. Monitoring the a

eptan
e rate of parti
le updates may only givepartial information in that on the total e�
ien
y of an algorithm. For instan
e trappedparti
les 
ould move lo
ally (resulting in a good a

eptan
e rate) without being able toexplore all of spa
e.In this arti
le we perform a detailed study of the 
harge mobility m in lo
al MonteCarlo algorithms in order to 
ompare e�
ien
ies of various implementations. Firstly wedevelop a te
hnique to measure m by relating the mobility to the dynami
s of the averageele
tri
 �eld, Ē. The mobility will be studied as a fun
tion of temperature. With our pre-vious implementation, m drops dramati
ally at low temperatures, be
oming unmeasurablefor parameters whi
h are needed to study typi
al materials: For instan
e monovalent ionsin water at room temperature where e = 78, T = 300 K, a = 1 Å with a the mesh size.The drop in e�
ien
y originates in the 
onstrained dynami
s of the ele
tri
 �eld, leading to78



2. Monte Carlo algorithmthe generation of �trails� or �strings� whi
h trap parti
les at low temperature and suppresstheir mobility.We will explore ways of redu
ing this trapping. The update law introdu
edpreviously [11℄ for parti
le motion is not the only way one 
an move a 
harge. Even ifea
h 
harge update must be a

ompanied by some �eld update, the latter is only loosely
onstrained. Dun
an, Sedgewi
k, and Coalson re
ently used this fa
t to introdu
e [32℄ abetter parti
le-plaquette update. We will present several �eld updating s
hemes leadingto less trapping. These s
hemes are very �exible in that they have a freely adjustable�spreading� parameter w, upon whi
h their e�e
ts and their 
omputational 
omplexitydepend. S
hemes whi
h use a larger spreading parameter are more time-
onsuming butlead to mu
h larger e�
ien
ies at physi
ally interesting temperatures.We have already shown [33℄ that o�-latti
e implementations of the algorithm(using 
ontinuous interpolation of 
harges with splines) do not su�er the mobility dropthat we dis
uss in this paper. Rather, our present work is motivated by the existen
e of awide spe
trum of interesting and useful latti
e models. For example, it is known [34�36℄that �nely dis
retized latti
e �uids exhibit the same 
riti
al behavior as 
ontinuum �uids.Another example is the bond �u
tuation model for polymers [37,38℄ whi
h is rather easilygeneralized to study 
harged polymers, or polyele
trolytes. All these models already use�spread� or extended parti
les where the hard 
ores of the parti
les span several latti
esites in order to redu
e latti
e artefa
ts to an a

eptable level.We will begin (Se
. 2) with a des
ription of the theoreti
al basis and imple-mentation of lo
al Monte Carlo algorithms with ele
trostati
s. In Se
. 3 we show howto measure the mobility of 
harges and apply the method to the simplest algorithm. Weinterpret the behavior of the a

eptan
e rate and mobility as a fun
tion of temperature(Se
. 4), introdu
ing the 
on
ept of �eld trails or strings. We show how to in
rease parti
lemobility in Se
s. 5, 6. Finally we will present the CPU time for representative simulationsand give the reader an estimate of optimal parameters.2 Monte Carlo algorithmWe give a basi
 des
ription of the algorithm previously developed in Refs. [11,12,39℄. We�rst re
all its theoreti
al basis, and then present the simplest implementation, highlightingpla
es where the method 
an be further optimized for speed.2.1 Theoreti
al foundationIn order to sample 
on�gurations of a system 
ontaining 
harges, we require that a set {ri}of parti
le positions is generated with weight 79
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z
(
{ri}

)
= e

−bh

1
2

∫
V
r(r;{ri})F(r;{ri}) d3r + U({ri})

iwhere r(r; {ri}
)

=
∑

i qid(r− ri) is the 
harge distribution of the 
on�guration, F(r; {ri}
)is the unique solution to Poisson's equation, and U({ri}

) is the potential of all otherintera
tions. The partition fun
tion then is
Z =

∫ (∏
i

d3ri

)
z
(
{ri}

)
.In the usual treatment of ele
trostati
 intera
tions the ele
tri
 �eld is given by

EP = −∇F: it is unique and satis�es both Gauss's law ∇·EP = r/e and the stati
 versionof Faraday's law ∇×EP = 0. We 
hose the 
onvention where the potential of a 
harge qis q/4per. The algorithm is based on relaxing Faraday's law so that E = EP + ∇×Q, ade
omposition familiar from the Coulomb gauge of ele
trodynami
s. Fourier transformingwe �nd that EP is longitudinal:
(EP)k = −ikFk ‖ kand that ∇×Q is transverse:

(∇×Q)k = ik×Qk ⊥ k.As a 
onsequen
e, the ele
trostati
 energye
2

∫

V

E2 d3r =
e
2

(∫

V

EP
2 d3r +

∫

V

(∇×Q)2 d3r

)

=
1

2

∫

V

rF d3r +
e
2

∫

V

(∇×Q)2 d3rso that the statisti
al weight of a 
on�guration of 
harges and �eld is
z′
(
{ri},E⊥

)
= e

−bh

U({ri})+
e
2

∫
V

E2 d3r
i

= z
(
{ri}

)
e−b e

2

∫
V

E⊥
2 d3rwhere for 
larity we have introdu
ed the transverse �eld E⊥ = ∇×Q. This �eld is 
on-strained by ∇· E⊥ = 0; it is independent of the 
harge 
on�guration. Thus, the partitionfun
tion of the system of 
harges and �eld splits into two parts:

Z ′ =

∫ (∏
i

d3ri

)
DE⊥d(∇· E⊥) z′

(
{ri},E⊥

)

=

(∫ (∏
i

d3ri

)
z
(
{ri}

))

×
(∫
DE⊥d(∇· E⊥) e−b e

2

∫
V

E⊥
2 d3r

)

= Z ×Ztr (V.1)
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Figure V.1: Left: 
ubi
 latti
e mesh around site i. The ele
tri
 �ux fi,j �owing upwardthrough the hashed 
ube fa
e is assigned to link (i, j) on the right: Ei,j = fi,j/a
2. Fielddivergen
e at i equals the outward �ux through the 
ube surfa
e, ∑j∈{NN} Ei,j where NNstands for nearest neighbors. In following �gures only two dimensions of the latti
e will beshown for 
larity.where Ztr is the partition fun
tion of transverse �eld. The statisti
al weight of a 
on�gura-tion of 
harges is z

(
{ri}

)
×Ztr; all the weights have been multiplied by the same 
onstant.Hen
e 
on�gurational probabilities are left un
hanged. Of 
ourse sampling this systemrequires introdu
ing Monte Carlo moves appropriate for integrating over E⊥ degrees offreedom.2.2 A 
harged latti
e gasWe 
onsider a 
ubi
 simulation 
ell of L3 sites with periodi
 boundary 
onditions. Parti
lesare pla
ed on sites of a latti
e with mesh spa
ing a, and �eld variables representing ele
tri
�ux are de�ned on links. The ele
tri
 �eld divergen
e at a site is the sum of �uxes over thesix outgoing links. (See Fig. V.1.) Transverse �eld degrees of freedom appear as a nonzeroline integral of E on plaquettes of the latti
e.To start a simulation we must 
onstru
t a state 
onsistent with Gauss's law.We initialize the ele
tri
 �eld for the simulation with a single sweep through the network:We use a pro
edure that follows a Hamiltonian path through the latti
e. Su
h a pathvisits ea
h site just on
e and traverses ea
h link either on
e or zero times. We begin byinitializing all �eld values on the latti
e to zero and start at an arbitrary point 1 of thelatti
e; the node 1 holds the 
harge q1. A single link of the path, {1, 2}, 
onne
ts it to site

2, on whi
h we set the outgoing �eld to q1/a
2e; Gauss's law is now ful�lled on site 1 andwe move to the node 2.At ea
h step, on arriving at site i holding qi, we have already solved the Gauss
onstraint for sites {1, . . . , i − 1}. The in
oming link to the site, {i − 1, i}, thus bearsthe initialized �eld Ei−1,i =

(∑j=i−1
j=1 qj

)
/a2e. We now set the outgoing �eld Ei,i+1 to81
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1/6 5/6 1/30

q = 1

1/6

A BFigure V.2: A pair of latti
e sites, before and after a parti
le move. Left, the initial
on�guration is made up of a 
harge at A and one solution to Gauss's 
onstraint: at Athe �eld divergen
e is six times 1/6, equaling q = 1 (in redu
ed units where a = 1, e = 1),and at B it is 5×1/30−1/6 = 0. Right, the 
harge has moved to B and a �ux dE = q = 1�owing from B to A has been added to the 
entral link. Then Gauss's law is again veri�ed:at A, ∇·E = 5× 1/6− 5/6 = 0, and at B, ∇· E = 5× 1/30 + 5/6 = 1 = q.
(∑j=i

j=1 qj

)
/a2e so that Ei,i−1 + Ei,i+1 = qi/a

2e: Gauss's law is now ful�lled on site iand we go to site i + 1. At the end of the path, we rea
h site V = L3 with EV−1,V =(∑j=V−1
j=1 qj

)
/a2e. The imposition of periodi
 boundary 
onditions in 
harged systems isonly possible if the total 
harge Q is zero (otherwise the total energy is divergent). Thus

EV−1,V = (Q− qV)/a2e = −qV/a2e and Gauss's law is satis�ed everywhere on the latti
e.We take advantage of the new �eld degrees of freedom to 
onstru
t lo
al updatesfor 
harge moves. Consider an initial 
on�guration r(i) where a 
harge q is at point A, andthe initial ele
tri
 �eld E(i) satis�es Gauss's law (∇ · E(i) = r(i)/e). If a trial pla
es q atpoint B, the �nal 
on�guration is r(f) = r(i) − qd(r− rA) + qd(r− rB), and a new solutionfor the �eld must be found. In order to remain 
onsistent with Gauss's law it is su�
ientto add to E(i) �eld lines dE �owing from B to A and totalizing q/e �ux. The �nal �eld
E(f) = E(i) + dE now satis�es again Gauss's law for the �nal 
harge 
on�guration:

∇·E(f) =
r(i)e +

qed(r− rB)− qed(r− rA) =
r(f)e .We 
all dE �the slaved update�. Nothing having been required of it ex
ept the total �ux,we 
an 
hoose it to be lo
alized in spa
e, so that 
harge moves result in lo
al updates of thesimulated system. In addition dE should be symmetri
ally 
hosen so that detailed balan
eapplies to the forward and reverse updates. Our previous 
hoi
e of dE, whi
h modi�esjust the link 
onne
ting A to B is illustrated in Fig. V.2. Nevertheless, the �total �ux�
onstraint lets us free to use more 
omplex slaved updates. We will show in this paperthat splitting dE into several lines helps in
rease the algorithm e�
ien
y.Finally in order to 
orre
tly sample the partition fun
tion (V.1) we integrateover the transverse degrees of freedom of the ele
tri
 �eld. We do this with Monte Carlomoves whi
h 
hange the 
ir
ulation of the ele
tri
 �eld, but do not modify its divergen
e.One way of doing this is by modifying the �eld on the four links de�ning a plaquette[Fig. V.3(a)℄. If one in
reases the �eld on links along the edge of a given plaquette by some82



3. Measuring 
harge mobility
(a) (b)Figure V.3: To update E⊥ one may 
hoose between plaquette moves (a) whi
h in
reasethe �eld along a single plaquette edge, and worm moves [(b), dashed line℄ whi
h modifyit along the path of a given random walk. Both are thermodynami
ally equivalent sin
eany �eld 
on�guration rea
hed through worm moves may be obtained through multipleplaquette updates [as shown in (b)℄ 
ombined with updates of the k = 0 mode of the �eld.
onstant value, at all sites ∇·E remains 
onstant. This kind of update, being lo
al, leads todi�usive dynami
s for E⊥: O(L2) sweeps are needed to yield an independent 
on�guration.An alternative method of integrating over E⊥ was introdu
ed [22℄. These wormupdates [Fig. V.3(b)℄ make use of a biased random walk to generate a 
losed 
ontour alongwhi
h the �eld is modi�ed. This 
ontour visits typi
ally L3 sites and turns out to beparti
ularly e�
ient at equilibrating the ele
tri
 �eld at all length s
ales simultaneously:all Fourier modes of E⊥ de
ay at the same rate, O(1) sweeps are enough to produ
e anindependent �eld 
on�guration.The aim of a Monte Carlo algorithm is to produ
e statisti
ally independent 
on-�gurations with minimum 
omputational 
ost. The lo
al updates des
ribed above allowone to e�
iently update 
harge and �eld 
on�gurations. However in order to understandthe global dynami
s and 
onvergen
e of the algorithm we shall study ele
tri
 �eld auto-
orrelation fun
tions. We now show that high mobility m of the 
harges leads to fast de
ayof the �eld 
orrelations.3 Measuring 
harge mobilityUnder the dynami
s of the algorithm, Figs. V.2 and V.3, E remains 
onsistent with Gauss'slaw at all times. Considering the time derivative of this law, we �nd

∇· ∂E

∂t
=

∂(∇· E)

∂t
=

1e ∂r
∂twhi
h translates in the implementation as

∇· dE =
1edr. (V.2)83



V. Simulation de 
harges sur réseauUpdates to the ele
tri
 �eld 
an be 
onsidered as being due to lo
al 
urrents su
h that
∇· J +

drdt = 0, (V.3)where we introdu
ed the time unit dt = 1 Monte Carlo step. Combining Eqs. (V.2) and(V.3) we �nd
∇· dE = −dte ∇· J,or dE = −dte J + dt ∇×H (V.4)with H arbitrary. This is a dis
rete version of Ampere's law of ele
tromagnetism.Spatially averaging Eq. (V.4), we �nd the 
hange in the average ele
tri
 �eld Ēduring an update, dĒ = −dte J̄. (V.5)This equation is independent of H; the last term in Eq. (V.4) gives zero due to periodi
boundary 
onditions. This is 
onsistent with the fa
t that lo
al plaquette updates do not
hange the average ele
tri
 �eld in a periodi
 system.Our simulations are on a system 
ontaining N mobile unit 
harges, either thesymmetri
 plasma made up with N/2 parti
les of ea
h sign (qi = ±e), or the one-
omponentplasma (OCP) of N positive 
harges moving in a �xed negative ba
kground. Linear re-sponse gives insight on the relation between 
harge mobility and �eld evolution. Theele
tri
 
urrent is due to the movement of mobile 
harges,

J =
∑

i

Ji =
∑

i

rivi =
∑

i

qinivi, (V.6)where i ∈ {+,−}, ri are 
harge densities and ni are number densities; n− = 0 for the OCP.On average, velo
ities are related to �eld by
vi = mqiE. (V.7)Given the 
harge symmetry of the algorithm, positive and negative ions in a symmetri
plasma have the same mobility. Equations (V.6) and (V.7) lead to J = e2(n+ + n−)mE.

n+ + n− = n = N/V is the number density of mobile 
harges. Hen
e
J = e2nmE. (V.8)We should bear in mind that these relations are phenomenologi
al. For example, inEq. (V.7) proportionality holds only when the �eld intensity is not too high. It will alsobe
ome apparent that in 
ertain limits m 
an fall to zero for large, dilute systems.84



4. Limiting fa
tors for mobilitySubstituting Eq. (V.8) in Eq. (V.5), and repla
ing the di�eren
e equation by adi�erential equation we �nd that
∂Ē

∂t
= −e2nme Ē. (V.9)

Ē is the k = 0 Fourier mode of the ele
tri
 �eld. Equation (V.9) implies that the auto
or-relation fun
tion of this mode behaves as follows:
〈
Ē(t′)Ē(t′ + t)

〉
t′

= Ce−
e2nme t,where C is the squared amplitude of the thermal �u
tuations of Ē. Measuring this au-to
orrelation fun
tion we �nd exponential de
ay with a 
hara
teristi
 time t0 = e/(e2nm)or equivalently a de
ay rate l0 = e2nm/e. We �t all our numeri
al data with a singleexponential and verify the quality of the resulting 
urve by eye.In our simulations we also monitored other modes of the �eld and found that themode k = 0 is the slowest. Higher modes of the �eld 
ouple dire
tly to plaquette updatesas well as parti
le motion, and relax with the dispersion law lk = l0 + DEk2 [12℄. Larger

k are less sensitive to low parti
le mobility (low l0). They will not be 
onsidered furtherin this paper.The time s
ale t0 
an be understood with a s
aling argument. In order to produ
etwo un
orrelated samples of the system, one should wait for the 
harges to di�use throughthe 
hara
teristi
 
orrelation length of the system, the Debye length lD =
√ekBT/e2n.Thus t0 = lD

2/D, and l0 = kD
2D = e2nD/ekBT, with a di�usion 
onstant D. We re
overthe above expression for the relaxation rate if we use the relation D = kBTm. D de�ned inthis way relates to the mobility of 
harges under an external ele
tri
 �eld (where opposite
harges move opposite ways), not to the mobility under a 
onstant external for
e (whereall parti
les move together).Thus we will measure the mobility of 
harges or, equivalently, their di�usion
oe�
ient, by 
omputing the auto
orrelation fun
tion of the average ele
tri
 �eld. Thismethod has the additional advantage that we need not keep tra
k of the winding of parti
lesa
ross the periodi
 
ell boundaries.4 Limiting fa
tors for mobilityA

eptan
e rate is often used to monitor the e�
ien
y of Monte Carlo simulations. Howevera high a

eptan
e rate does not ne
essarily mean useful work has been performed. Forexample, the di�usion dynami
s of point defe
ts or interstitials in a 
rystal are very slow. Ina Monte Carlo simulation most time is spent vibrating the atoms around their equilibriumpositions; even in the limit of very rare di�usion events the a

eptan
e rate of trial moves85
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Figure V.4: Logarithm of a

eptan
e rate R, and of di�usion 
oe�
ient D expressed in a2per parti
le sweep, versus inverse temperature. Solid line, Eq. V.10; dotted line, guide tothe eye. R and D are 
lose to 1 at high temperatures, but D drops mu
h faster than R onde
reasing T. One 
omponent plasma of two positive unit 
harges, box of size L = 15.remains appre
iable. Another example is magnetization reversal of an Ising ferromagnet.The state where all spins are oriented against an applied �eld is metastable but with verylong lifetime; sin
e the Metropolis algorithm is already very ine�
ient one uses reje
tion-free algorithms [40℄ to update individual spins, unfortunately after a spin has been �ippedit is almost 
ertainly �ipped ba
k at the next step, so that the magnetization never reverseswithin a

essible simulation times.With our algorithm, a simulation performed at very low density, Fig. V.4, showsthat the di�usion 
oe�
ient D of 
harges drops mu
h faster at low temperatures thanthe a

eptan
e rate of parti
le moves: atoms simply wander around their mean lo
ations,rather like in the examples above.4.1 Variation of the a

eptan
e rateIn the algorithm summarized in Se
. 2.2, motion of a 
harge modi�es the �eld on the singlelink along whi
h the parti
le has moved (see Fig. V.2). Let EAB be the �eld intensity on thislink before the move. The divergen
e at A is q/a2e, and sin
e in the absen
e of other nearby
harges E must be isotropi
 around A we expe
t that 〈EAB〉 = q/6a2e. Flu
tuations of E⊥imply that EAB = q/6a2e+ h, with h a Gaussian random variable with standard deviations. The energy in these �u
tuations is 3L3a3
〈 e

2
h2
〉

= 3
2
eL3a3s2. From equipartition andgiven that there are two polarizations of E⊥, the energy in E⊥ is also approximately L3kBT,thus we 
on
lude that s2 = 2kBT/3a3e.During motion of the 
harge, the �eld on AB is modi�ed to −5q/6a2e+ h. The86
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Figure V.5: A

eptan
e rate R of 
harge moves versus temperature. +, simulation results;solid line, Eq. V.10. Inset, y = ln(R/
√

T) against x = 1/T. Numeri
al results approa
hthe asymptote Eq. (V.11) of slope −1/12 (dashed line). A pair of opposite 
harges, boxsize L = 15.energy di�eren
e between the two 
on�gurations is thus dE = qa(q/3a2e − h). With theMetropolis algorithmwhen h < q/3a2e the trial is a

epted with probability exp(−dE/kBT),otherwise it is automati
ally a

epted. Computing the average over all values of h, we �ndthe a

eptan
e rate
R = erfc

(
q/2
√

3aekBT
)

. (V.10)We plot this fun
tion together with numeri
al results in Fig. V.5. When T is small, theasymptoti
 expansion of erfc gives
R =

√
12Tp e−1/12T

(
1 +O(T)

)
. (V.11)De�ning y = ln

(
R/
√

T
) and x = 1/T, we �nd an Arrhenius law for the a

eptan
e rate

y = −x/12 + 
onst. +O(1/x), whi
h is illustrated in the inset of Fig. V.5.We 
on
lude that parti
le motion be
omes hard with this update s
heme for
T < 1/12 due to a �nite energy barrier. One of our aims in the rest of this paper willbe to redu
e the barrier so that the a

eptan
e rate remains high even for temperatures
T≪ 1/12.4.2 Field trails and string tensionLet us 
onsider two 
losely separated 
harges with the ele
tri
 �eld in equilibrium. The�eld has the usual dipolar form familiar from elementary ele
trostati
s. What happensif we pull very hard on the positive 
harge so that the separation between the 
harges87
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harges sur réseauin
reases rapidly, without updating the plaquette degrees of freedom? During the motionof the parti
le ea
h link traversed is modi�ed by q/a2e leaving behind a �trail� of modi�edlinks (Fig. V.6). With time the �eld 
on�guration will relax ba
k to a dipolar form be
auseof the updates of the plaquettes equilibrating the transverse �eld. However on a short times
ale there are few plaquette updates, and dragging the 
harge along r links 
osts an energywhi
h we 
an estimate to be rg0, whereg0 = q2/2ae (V.12)is our estimate of the energy rise per link,
a3 e

2

[(
E− q

a2e)2

− E2

]
= −aqE +

q2

2aeand E has zero mean. There is a �string tension�, g0, pulling the parti
les ba
k.In the presen
e of an external ele
tri
 �eld, a pair of opposite 
harges normallyseparates. A �nite string tension implies that this mobility is suppressed. One must spendmu
h numeri
al e�ort on updating the plaquettes in order to destroy the trail and stopparti
les ba
ktra
king. While the string tension is positive at low temperatures we willnow argue that the thermodynami
 tension g should be
ome zero at a �nite temperature:above it the mobility is high even at low frequen
ies of updates in the plaquettes.Consider a trail joining two �xed test 
harges separated by a distan
e r and letthe length of the trail joining them be ℓ. If ℓ≫ r we 
an estimate the number of su
h pathsfrom the statisti
s of the path: Nℓ = O
(
zℓ
). z is a 
onne
tivity 
onstant 
hara
terizingthe geometry of the walk. For a random walk z = 6, for a self-avoiding walk z = 4.68. Wenow estimate the free energy of the 
on�guration as

F ≈ ℓg0 − kBTℓ ln z = gℓ. (V.13)From this expression we 
an expe
t two distin
t dynami
 regimes for the algorithm. Atlow temperatures the tension g is positive and it is most favorable for the trail to remain
q dE

Figure V.6: The �eld update produ
ed by su

essive moves of a 
harge q is a �eld string ofintensity dE = q/a2e 
onne
ting the parti
le to its starting position (dashed 
ir
le). Thetrail remains as long as no plaquette update intervenes.88
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tors for mobility
q

qFigure V.7: A se
ond 
harge joins the string left by the 
harge of Fig. V.6; it is draggedalong the original path. Field updates then erase the previous trail (dashed line). The �eldstrings no longer 
onne
t the parti
les to their respe
tive starting sites (dashed 
ir
les).short, ℓ ∼ r. The free energy for separating the 
harges is indeed linear and we have aphenomenon similar to 
on�nement in gauge theories. This 
on�nement is only destroyedby the dynami
s of the plaquettes whi
h slowly relaxes the trail into a dipolar �eld 
on-�guration. At temperatures higher than Tc ∼ g0/kB ln z ≈ 0.3 the line tension drops tozero and the parti
les be
ome un
on�ned. Even without plaquette updates the parti
lesremain mobile and 
an separate easily.We also note that there is a very 
lose analogy between this pi
ture of rougheningtrails and the (2 + 1)-dimensional Hubbard model in the phase approximation, whi
h 
anbe expressed as a set of �uxes on a latti
e [19, 41℄. This model has two thermodynami
phases, one with tense �eld lines whi
h are strongly suppressed, and a super
ondu
tingphase in whi
h �eld lines proliferate. The transition o

urs at a temperature T ≈ 0.33.In Fig. V.4 we used a split in whi
h one half of all updates try to move one of thetwo parti
les, and one half of updates modify a randomly 
hosen plaquette. The numberof plaquettes (3L3 ≈ 104) is mu
h larger than the number of parti
les (N = 2), so that agiven plaquette is rarely updated, trail formation is probable. The di�usion 
oe�
ient of
harges indeed drops at a 
rossover temperature Tc ≈ 0.2 whi
h qualitatively agrees withthe above estimate.How do we expe
t this trail-limited mobility to vary as a fun
tion of 
hargedensity? If a 
harge i 
reates a trail, and a 
harge j of the same sign 
rosses it, then j willalso feel the mean for
e mentioned above. If j is now dragged ba
k along the tra
k of i,the �eld updates will erase the trail (Fig. V.7). Afterwards, neither i nor j are linked totheir initial positions. We thus expe
t that the e�e
t of the trails is 
ut o� at a distan
e
omparable to the inter-parti
le spa
ing. Indeed we do �nd that the mobility in
reases onsimulating systems of in
reasing 
harge densities. Thus in this paper we will 
on
entrateon improving the e�
ien
y of the algorithm at very low densities, working most often withsamples 
ontaining just two 
harges.In the next two se
tions we will modify the slaved updates in order to redu
e the89
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Figure V.8: A

eptan
e rate of parti
le moves versus temperature for OCP (open symbols,
w = 1 to 5) and a pair of 
harges (�lled symbols, w = 1 to 3), temperature res
aled by w3(DSC, 7).bare tension of strings. With a lower g0 we will lessen the 
rossover temperature Tc ≈ 0.2whi
h results from the balan
e between energy and entropy expressed in Eq. (V.13). Toe�
iently simulate 
ondensed matter systems, parti
les must remain highly mobile to mu
hlower temperatures: T = 0.2 
orresponds to lB = a/4pT ≈ 0.4 Å (with a = 1 Å), whereasthe Bjerrum length in water at room temperature is lB ≈ 7 Å. Therefore we aim at lowering
Tc by a fa
tor of approximately 20.5 Extended 
hargesThe expression (V.12) for the bare tension of the string is quadrati
 in the 
harge, g0 =
q2/2ae. Let us now split the string between two parti
les into K substrings; ea
h substring
arries a �ux of q/Ke. The bare tension of ea
h substring will be g0/K2, and that of thewhole split string will be K(g0/K2) = g0/K.In this se
tion, to form split strings we spread the parti
les on 
ubes of side w;ea
h site in the 
ube 
arries a sub
harge of q/w3, and when a parti
le moves the �eld isupdated on the w3 links 
rossed by ea
h sub
harge. We use values of w ranging from 1(the original algorithm) to 5, and measure the a

eptan
e rate of parti
le updates. Whenwe plot the rate as a fun
tion of w3T (Fig. V.8) we �nd that all 
urves 
ollapse, ex
eptat low temperatures for the two opposite 
harges due to pairing. We also simulated point
harges with the 
oupled update proposed by Dun
an, Sedgewi
k, and Coalson in Ref. [32℄(hereafter denoted by �DSC�), and the a

eptan
e rates 
ollapse equally well.The s
aling of the a

eptan
e rate in w3 
an be understood as follows: motion90



5. Extended 
harges

Figure V.9: Mobility in OCP versus temperature (N = 2, L = 15). Ea
h 
harge is spreadon a w-site-side 
ube. Data 
ollapse when temperature and l0 are s
aled by w2. For
T → ∞ the di�usion 
oe�
ient of parti
les is bound by 1 a2 (sweep)−1: D saturates andl0 ∼ 1/T.of ea
h part of the parti
le is hindered by a barrier whi
h varies as (1/w3)2. The barriersare additive leading to a lo
al barrier with an amplitude whi
h varies as 1/w3.When we plot mobility (determined from the dynami
s of Ē) as a fun
tion oftemperature, we �nd that the bene�t obtained from 
harge spreading is not proportionalto w3; 
urves 
ollapse on using a s
aling with w2, Fig. V.9. The 
ross-se
tion area of theextended 
harges is equal to w2, so their �eld trails are made up from K = w2 �eld lines ofstrength q/a2w2e. This gives a bare tension for the trail of g0/w

2. When trail formationlimits mobility, the typi
al 
rossover temperature Tc thus s
ales as 1/w2. This seems toindi
ate that the statisti
s of the paths and the 
onne
tivity 
onstant do not 
hange with
w. To further 
on�rm the idea that �eld trails are limiting mobility we introdu
eda new kind of �eld update: We de�ne a 
ubi
 box of side b 
entered on a site o

upiedby a parti
le, and then generate a worm update (Se
. 2.2, and Ref. [22℄) ins
ribed inthe box. At ea
h Monte Carlo step, the algorithm attempts one of three updates, eithera parti
le move, a plaquette update, or a �lo
al worm�. Sin
e all 
hoi
es are reversibledetailed balan
e is veri�ed.Worm moves are known to lead to fast relaxation of the �eld, so these new �lo
alworm updates� should allow one to spread out the �eld trails e�
iently, 
on
entrating the
omputational e�ort around 
harges, where the trails are formed. By introdu
ing them ina 1:1 proportion with parti
le moves (with b satisfying b2 > w3), we expe
t to 
an
el thee�e
tive string tension. This 
omputation is very expensive; one �lo
al worm update� isfar more 
ostly than one parti
le update. We did not seek further optimization, and do91
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Figure V.10: Mobility of OCP parti
les versus temperature at low density (N = 2, L = 15).Here lo
al worm moves are introdu
ed (see text), and now data are made 
ollapse whens
aled by w3, showing that �eld trails have been removed, as opposed to data of Fig. V.9.
not re
ommend this method for produ
tion of data with the algorithm.We �nd that the 
rossover temperature Tc of the mobility drop de
reases withthese lo
al worm moves. In Fig. V.10 the data superimpose if we res
ale by a fa
tor of w3,implying that the trails are no longer dominating the dynami
s. The w3 s
aling may beindi
ating that dynami
s are now limited by the lo
al barrier to parti
le hops des
ribed inSe
. 4.1. The spreading of parti
les over several sites 
learly modi�es the intera
tions atshort distan
e. One should introdu
e a hard 
ore intera
tion for distan
es less than wa,
orresponding to the diameter r0 of the parti
les. Mu
h of the interesting physi
s in soft
ondensed matter depends on the ratio of the Bjerrum length lB = e2/4pekBT to theparti
le size. One is typi
ally interested in the range 5 < lB/r0 < 20, whi
h 
orresponds to
0.004 < wT < 0.02. While we have su

eeded in redu
ing the 
rossover temperature Tc bya fa
tor 1/w2 we have also 
hanged the physi
al length s
ale by a fa
tor w. The �nal resultis only a fa
tor w improvement in Tc when measured in physi
al units; a latti
e algorithmsuitable for 
ondensed matter simulation would require w ≈ 20. Su
h �ne dis
retizationhas been used in latti
e models to reprodu
e 
orre
tly thermodynami
al properties of somesystems [42, 43℄. However for 
ases where this is not required, one might prefer to avoidsu
h large w. We now explore methods of moving 
harges whi
h do not require permanentspreading so that the e�e
tive length s
ale in the simulation is not modi�ed.92



6. Temporary 
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2

31

Figure V.11: Temporary spreading of 
harge (here with w = 3). First step, spread the
harge to w3 sites. Se
ond step, move the extended set of 
harges. Third step, inverse ofthe �rst; 
harge fra
tions 
ollapse ba
k to a point. The overall �eld update is the sum ofthe individual steps.6 Temporary 
harge spreadingThere is a dire
t way of re
on
iling the requirements that 
harges are extended duringtheir motion but otherwise pointlike: Before moving a parti
le, one should �rst spread its
harge evenly onto neighboring sites, then move all sub
harges as a blo
k, and �nally bringthem ba
k together (see Fig. V.11). This de�nes a 
harge move involving three substeps.Ea
h step 
onsists of a set of 
urrents. When a 
harge is split a 
urrent j(1) �owsfrom the 
entral site. Motion of the parti
le generates a 
urrent, j(2). When the 
harge is
ollapsed to a point a 
urrent j(3) �ows from the neighboring sites ba
k to the 
enter. Tomaintain the 
onstraint of Gauss's law, ea
h of these 
urrents j(a) is asso
iated with a �eldupdate dE(a) = −j(a)dt/e. For step 2, the 
urrent on ea
h modi�ed link is j(2) = q/w3a2dt,as above. During step 1 the values j
(1)
i of the 
urrent on links {i} are under-determined,they are 
onstrained only by 
harge 
onservation Eq. (V.3). We thus additionally requirethat ∑i

(
j
(1)
i

)2
/2 be a minimum, giving a unique, reversible re
ipe for the 
urrent. Wesolve for j(1) by minimizing the fun
tional

F =

∫ (
j(1)
)2

2
− L(∇· j(1) +

dr(1)dt ) .The 
urrent is the solution of a Poisson-type problem,
j(1) = −∇L and ∇2L =

dr(1)dtwith j(1) · n = 0 on the boundary of the spread 
harge. The solution to this equation is93
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Figure V.12: Mobility of temporarily spread 
harges versus temperature. OCP, N = 2,
L = 15. The mobility with no spreading (w = 1) is also given. Data are res
aled by w2(DSC, 3.77).
omputed on
e during initialization of the simulation and stored in a lookup table. Step 3is the exa
t reverse of step 1, j(3) = −j(1). On adding the �elds j(1), j(2), and j(3) we �nd a�ow going from the starting site to the �nal site, and taking several paths.If now we simulate our test system using this version of the algorithm and plotthe mobility of parti
les versus temperature (Fig. V.12), we �nd pra
ti
ally the same resultsas in Fig. V.9. The 
rossover temperature s
ales with 1/w2. The advantage is that theparti
les are still pointlike unlike Se
. 5. Thus we have improved the lowest temperaturese�
iently a

essible by a fa
tor of w2 without 
hanging the physi
ally important lengths
ale. The method has the advantage of both simpli
ity and generality.
• A small Poisson equation is solved on
e before starting simulation in order to deter-mine the �
urrent map�.
• One is free to 
hoose as an intermediate state an arbitrary 
harge 
loud.We note that temporary spreading in
ludes the Monte Carlo algorithm of DSCas a spe
ial 
ase, it is su�
ient to 
onsider the six nearest neighbors of a site, plus thesite itself, as the volume over whi
h the 
harge is to be spread. Ea
h site thus gets oneseventh of the total 
harge q, whi
h explains the s
aling of a

eptan
e rate in Fig. V.8.The result of steps 1 through 3 of Fig. V.11 yields a 
urrent 3q/7a2dt on the 
enter linkand q/7a2dt around the four plaquettes adja
ent to it. The 
urve obtained by using DSCupdates 
ollapses with the others in Fig. V.12, when s
aled by 49/13 = 3.77 whi
h 
omesfrom a simple estimate of the bare string tension. However in our simulations we have94



6. Temporary 
harge spreadingnot implemented the additional step of simulating the update with heat bath rather thanMetropolis update.Rather than performing three su

essive steps, another implementation of thetemporary spreading 
onsists in pre
omputing the total �map� of 
urrents j(1) + j(2) + j(3).Su
h an implementation is faster, avoiding multiple updates of the same links throughsteps 1�3. However, keeping the three sub-steps distin
t allows one to perform severalintermediate updates of step 2, moving the parti
le a large distan
e before �re
ondensing�it to a point, as follows. Consider a (starting) 
on�guration CS of the system. We randomly
hoose one parti
le and spread its 
harge un
onditionally; the �eld is updated a

ordinglyand we label the new 
on�guration as Ci=0; the energy di�eren
e between CS and C0 isstored. Then we su

essively try d moves of that parti
le in random dire
tions, whi
h leadto 
on�gurations Ci, 1 6 i 6 d. The �eld is updated and trials are a

epted with theMetropolis probability
m(DE) = min

(
1, exp

(
− DE

kBT

))where DE is the energy di�eren
e between the tried and 
urrent 
on�gurations. Finallythe 
harge is 
ondensed, yielding the ending state CE, and the whole update is a

eptedwith probability
pa

 = m

(DE(CS → C0) +DE(Cd → CE)
)
.The method saves 
omputational e�ort, for ea
h series of d moves there are only onespreading and one 
ondensation steps; there would be d su
h steps if the pro
edure of lo
alhopping of Fig. V.11 were used.To prove that detailed balan
e is obtained, 
onsider an instan
e of su
h anupdate. Its global probability is

p(CS → CE) = pa

 d−1∏

i=0

p(Ci → Ci+1).The probability of the (i + 1)th step is
p(Ci → Ci+1) =






1

6
m
(DE(Ci → Ci+1)

) if Ci 6= Ci+1 (a

epted trial),
1− 1

6

∑a′ m
(DE(Ci

a′→)
) if Ci = Ci+1 (reje
ted trial),where the sum runs over the six dire
tions of spa
e, and DE(Ci

a′→) is the energy 
hange
orresponding to a trial move in the a′ dire
tion from 
on�guration i. The probability ofthe reverse update reads
p(CE → CS) = p′a

 d−1∏

i=0

p(Ci+1 → Ci), 95



V. Simulation de 
harges sur réseauPermanent spreading Temporary spreading,pre
omputed 
urrent Temporary spreading,long-ranged parti
le movesl0 tCPU e�
ien
y l0 tCPU e�
ien
y l0 tCPU e�
ien
y[(VS)−1℄ [s℄ [s−1℄ [(VS)−1℄ [s℄ [s−1℄ [(VS)−1℄ [s℄ [s−1℄
w = 1 0 71 0 0 71 0 0 71 0

w = 3 1.3× 10
−3

160 0.49 5× 10
−2

592 5 6× 10
−2

233 15

w = 5 1.4× 10
−2

582 1.4 1.3 2372 33 1.2 912 79Table V.1: Comparison of the various algorithms presented. l0, rate at whi
h �eld 
on-�gurations de
orrelate, in simulation units. tCPU, duration of the 60 000 VS simulation.E�
ien
y, real rate at whi
h 
on�gurations de
orrelate, given by l0× 60 000/tCPU. w = 1stands for the single-link �eld update, displayed for exe
ution time 
omparisons.where the global a

eptan
e probability is
p′a

 = m

(DE(CE → Cd) +DE(C0 → CS)).When Ci = Ci+1, p(Ci → Ci+1)

p(Ci+1 → Ci)
= 1 = exp

(
−DEi→i+1

kBT

)
,when Ci 6= Ci+1,

p(Ci → Ci+1)

p(Ci+1 → Ci)
=

m(DEi→i+1)

m(DEi+1→i)
= exp

(
−DEi→i+1

kBT

)
,and pa



p′a

 = exp

(
−DE(CS → C0) +DE(Cd → CE)

kBT

)
,so that

p(CS → CE)

p(CE → CS) = exp


−

DES→0 +
d−1∑
i=0

DEi→i+1 +DEd→E
kBT




= exp

(
−E(CE)− E(CS)

kBT

)
.To 
he
k that the mobility is not 
hanged when these long-ranged parti
le movesare used, we simulated our test system with them, �xing d = 15. Regarding time units,one su
h update amounts to d elementary Monte Carlo steps. On Fig. V.13 we �nd thatthe mobility of 
harges is very little a�e
ted by the use of long distan
e parti
le updates.However CPU 
ost is redu
ed, as is shown in next se
tion.96



7. Optimization

Figure V.13: Mobility of temporarily spread 
harges versus temperature. OCP, N = 2,
L = 15. Open symbols, one trial move per update. Filled symbols, d = 15 trial moves perupdate.7 OptimizationIn Se
s. 5 and 6, we presented several ways of updating the ele
tri
 �eld during 
hargemotion. We also measured the mobility of 
harges. However, the rates l0 have been
omputed in simulation units; time is expressed in Monte Carlo trials. As a fun
tion oftheir 
omplexities, the di�erent kinds of update require di�erent 
omputational e�ort. Inorder to 
hoose the best parameters for a simulation we should express the e�
ien
y ofthe various versions of the algorithm in terms of CPU time.We simulated N = 2 mobile 
harges in a box of size L = 15. T = 0.01 when
harges are pointlike (temporary spreading) and T = 0.01/w when spread. This set ofparameters is representative for simulating a monovalent ion in water. At ea
h elementaryMonte Carlo step (MCS), we try a parti
le move with probability p1 = 50%, and a plaquetteupdate with probability p2 = 50%. We de�ne a �volume sweep� (VS) 1 VS = L3 MCS.
60 000 VS & 2 × 108 MCS are performed after equilibration. Temporary spreading wasimplemented in both ways of Se
. 6: �rst, with steps 1 to 3 of Fig. V.11 summed up andstored in a single lookup table; se
ond, with multiple steps 2 between ea
h spreading-and-re
ondensing pair of events.In Table V.1 we 
ompare the e�
ien
y of the various updates introdu
ed in thispaper. We used a Pentium 4 at 2.6 GHz; our C++ 
ode was 
ompiled with an Intel
ompiler. We 
on
lude that the most e�
ient �eld update is the temporary spreading of
harges on w = 5 
ubes. At T = 0.01, the mobility rea
hed with w = 5 is 
lose to themaximum possible value: D ≈ 0.15 a2 (sweep)−1 is rather 
lose to saturation. We thus donot expe
t bene�t from further spreading of 
harges (w > 6). As noted previously, both97
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Figure V.14: Mobility of 
harges temporarily spread on w = 5 
ubes, for an OCP at variousdensities (n = N/L3 with L = 15).versions of temporary spreading yield almost the same mobility. The di�eren
e betweenthe two is CPU time: long-ranged parti
le moves lead to a faster algorithm thanks to fewerspreading and re
ondensing steps. This version should thus be used for free 
harges.Finally, we have 
he
ked that our results remain valid for higher densities. Weapplied our optimal solution (temporary spreading over 53 sites) to simulate OCPs 
on-taining N = 14, 34, and 336 positive 
harges, whi
h, respe
tively, 
orresponds to numberdensities n ≈ 0.4%, 1%, and 10%.In Se
. 3, we 
al
ulated a relationship a

ording to whi
h l0 ∝ nm. This wasfor l0 in physi
ally relevant units of time, like parti
le sweeps (PS): the e�e
ts of ea
h
harge add up, hen
e the fa
tor of n. Here we measure time in volume sweeps (VS), andwork at 
onstant numeri
al e�ort, split amongst parti
les: the more 
harges there are, thefewer trials ea
h one does. 1 VS = 0.5/n PS, so that l0[in (VS)−1] = 0.5l0[in (PS)−1]/n isdire
tly proportional to m. Plotting mobility against temperature in Fig. V.14 we �nd thatlowest mobility is found at the lowest density; at high density m de
reases, possibly be
auseof steri
 hindran
e, but remains greater than when N = 2. Thus using our algorithm isalways at least as e�
ient as displayed in Table V.1.8 Con
lusionThe original version of the lo
al Monte Carlo algorithm su�ers from two problems at lowtemperature. First the a

eptan
e rate be
omes low due to a energy barrier for parti
lemotion. A more serious problem is that the mobility falls even faster than the a

eptan
erate. We understand this fall in mobility by 
onsidering the tension of the strings left98



8. Con
lusionbehind parti
les as they move. The di�erent s
aling of the a

eptan
e rate and the mobilitywith the spreading parameter w is a 
lear demonstration that two di�erent me
hanismsare important in limiting parti
le motion.Simple modi�
ations to the algorithm redu
e the energy barrier for single parti
lemoves, but also the string tension. The algorithm is then suitable for simulation of latti
emodels of Coulomb intera
ting parti
les. Examples in
lude the restri
ted primitive modelfor ele
trolytes, or latti
e models of polyele
trolytes.Combination of the update methods used in this arti
le with the worm updatefor the transverse �eld due to Alet and Sørensen [19℄ 
an lead to e�
ient 
odes for thesimulation of 
harge systems at high dilution: Consider a set of N 
harges in a simulationbox of size L. It takes a 
omputational e�ort of order NL2 for these parti
les to di�use thesystem size. We have already shown [22℄ that the 2L3 tranverse degrees of freedom of thelatti
e 
an be integrated over in O(1) sweeps of the worm algorithm with an e�ort s
alingas L3. One 
an thus equilibrate a dilute system of mobile 
harges with a 
omputer e�ortwhi
h s
ales as (NL2 + L3).The time moving the parti
les dominates the time needed for the ele
trostati
integration if N > L, or if the density n > 1/L2; when L is large the algorithm remainse�
ient even for very dilute 
harges. It is thus well suited to the study of heterogenoussystems su
h as surfa
es and polyele
trolytes.
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Chapitre VIIntrodu
tion de surfa
es à potentiel �xédans l'algorithme
La modélisation d'expérien
es peut né
essiter d'introduire dans le système desbords au sens des équations di�érentielles, 
'est-à-dire des surfa
es où sont �xées les valeursde 
ertains 
hamps. Par exemple, un 
ondensateur idéal est 
onstitué de deux armaturesde potentiel 
onstant entre lesquelles règne une tension donnée. La méthode présentée au
hapitre ii, qui ne traite pas de telles 
onditions aux bords, doit don
 être adaptée pourpouvoir s'appliquer à 
e type de situation.Les méthodes non lo
ales présentées dans la sous-se
tion 2.3 du 
hapitre i, qui ré-solvent expli
itement l'équation de Poisson, permettent aisément l'introdu
tion de 
ondi-tions aux limites �xes pour le potentiel. Dans la méthode lo
ale, en revan
he, le potentieln'apparaît pas expli
itement, si bien qu'il n'y a pas de façon évidente de prendre en 
omptede telles 
onditions aux limites. Pour y parvenir, il faut reprendre le 
heminement déve-loppé au 
hapitre ii et l'adapter au fur et à mesure. Le point de départ est l'obtentiond'une fon
tionnelle d'énergie dont l'extrêmum 
orresponde à la solution de l'équation dePoisson ave
 
onditions aux limites �xes. Cette fon
tionnelle sert alors de modèle pourl'é
riture d'une fon
tion de partition, dont la simulation permet l'étude statistique de sys-tèmes possédant des surfa
es à potentiel �xé.1 Formulations variationnelle et statistique1.1 Fon
tionnelle du 
hamp et des 
harges surfa
iquesLa transformation de Legendre est l'outil de 
hoix pour 
hanger les variablesdont dépend une fon
tion ou une fon
tionnelle. Elle permet de rempla
er toute variable101



VI. Introdu
tion de surfa
es à potentiel fixé dans l'algorithme
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S3

S1

S2

F(ext)
1

F(ext)
3

n

F(ext)
2 Fig. VI.1 � Notations pourun système quel
onque de
ondu
teurs. La normale nest sortante pour le milieudiéle
trique, où se trouve le
hamp, don
 rentrante pourles 
ondu
teurs.

par sa variable 
onjuguée (voir par exemple [44℄). Dans le 
as de l'éle
trostatique, les deuxpaires de 
hamps 
onjugués via l'énergie sont {E,D} et {r,FP}. En e�et,dU =

∫

R3

e(dE) ·E d3r =

∫

R3

dD · E d3r ⇒ E et D sont 
onjugués ;et en intégrant par parties,dU =

∫

R3

dD · (−∇FP) d3r =

∫

R3

d(∇·D)FP d3r =

∫

R3

(dr)FP d3r

⇒ r et FP sont 
onjugués.Considérons un système 
omportant, outre la densité de 
harges r, un nombrequel
onque de 
ondu
teurs de forme arbitraire repérés par un indi
e i (�gure VI.1). Lasurfa
e du 
ondu
teur i est notée Si ; un opérateur extérieur �xe son potentiel à F(ext)
i ,la 
harge surfa
ique qui en dé
oule est notée si(r). L'énergie fournie par l'opérateur pourpla
er les 
harges surfa
iques si dans les potentiels F(ext)

i vaut
∑

i

∮

Si

si(r)F(ext)
i dSi,où apparaissent les variables 
onjuguées {si,F(ext)

i }. La transformée de Legendre 
onduitalors à l'énergie
U[E,s] =

∫

V

e
2
E2 d3r−

∑

i

∮

Si

siF(ext)
i dSioù entre 
ro
hets sont rappelées les variables sur lesquelles portera le 
al
ul variationnel ;

V désigne le volume où s'étend le 
hamp, 
'est-à-dire R
3 privé du volume des 
ondu
teurs.

U[E,s] est en réalité d'une � enthalpie �, au sens où l'opérateur �xe la grandeur intensiveF(ext), mais la notation � U � sera retenue par simpli�
ation.102



1. Formulations variationnelle et statistiquePour obtenir une fon
tionnelle propre aux 
al
uls variationnels, il reste à intro-duire à l'aide de multipli
ateurs de Lagrange deux 
ontraintes, qui sont les versions envolume et en surfa
e de la loi de Gauss (II.3a) :� l'une, ∇· E = r/e, est asso
iée au multipli
ateur L(r ∈ V) ;� l'autre, n · E∣∣∣
Si

= −si/e, est asso
iée à −X(r ∈ Si).Elles 
onduisent à
U4[E,s] =

∫

V

[ e
2
E2 + L(e∇· E− r)] d3r

−
∑

i

∮

Si

[siF(ext)
i + X(en · E + si)

]
dSi. (VI.1)1.2 Extrémalisation de la fon
tionnelleCal
ulons la variation de la fon
tionnelle (VI.1) pour une �u
tuation des 
hamps

E et s et des multipli
ateurs :dU4[E,s] =

∫

V

[e(dE) · E + (dL)(e∇· E− r) + L e d(∇· E)
]
d3r

−
∑

i

∮

Si

[
(dsi)F(ext)

i + (dX)(en · E + si) + X d(en · E + si)
]

dSi.Lors de l'intégration par partie de L∇·(dE), le terme ∇·(LdE) donne désormais un termesurfa
ique non nul :dU4[E,s] =

∫

V

[e(dE) · (E−∇L) + (dL)(e∇·E− r)] d3r +
∑

i

∮

Si

eL(dE) · n dSi

−
∑

i

∮

Si

[
(dsi)(F(ext)

i + X) + (dX)(en · E + si) + eX (dE) · n
]

dSi.Le point stationnaire de la fon
tionnelle est donné par l'équation dU4[E,s] = 0, qui 
onduitaux 
onditions suivantes :
(dE) :

{
E−∇L = 0L− X = 0

dans V,sur les Si,
(dsi) : F(ext)

i + X = 0 sur les Si,
(dL) : e∇· E− r = 0 dans V,
(dX) : en · E + si = 0 sur les Si.Les multipli
ateurs de Lagrange assurent que la loi de Gauss est respe
tée, tant dansle volume que sur les surfa
es. Comme au 
hapitre ii, le 
hamp au point stationnaire103



VI. Introdu
tion de surfa
es à potentiel fixé dans l'algorithmedérive d'un potentiel qui s'identi�e ave
 −L. La nouveauté se trouve sur les surfa
es Si,où −L = −X = F(ext)
i : le potentiel dont dérive E est don
 �xé, sur 
haque surfa
e Si,à la valeur F(ext)

i imposée par l'opérateur. Par 
onséquent, les valeurs de E et s au pointstationnaire s'identi�ent ave
 EP = −∇FP et sP, solutions du problème de Poissonave
 
onditions aux bords de Diri
hlet. La valeur de U4[E,s] en 
e point sera notée
UP ≡ U4[EP,sP].Contr�lons maintenant que le point stationnaire est un minimum. La fon
tion-nelle U4[E,s] (VI.1) a bien été obtenue par transformation de Legendre à partir dela fon
tionnelle U3[E] qui avait un minimum, mais 
ela ne garantit rien. En e�et, il est
onnu [45℄ par exemple que le passage � fon
tionnelle de E 7→ fon
tionnelle de D � trans-forme le minimum de l'une en un maximum pour l'autre.Il s'agit don
 de 
al
uler l'e�et sur U4[E,s], au se
ond ordre, d'une variation de
E et s au voisinage de EP et sP. Mais 
omme la di�éren
e entre U4[E,s] et la fon
tionnelle
U3[E] se résume aux termes −∑i

∮
Si

[siF(ext)
i +X(en ·E + si)

]
dSi, qui sont tous linéairesen s, les deux fon
tionnelles ont des variations identiques au se
ond ordre. SoitDU4[E,s] ≡ U4[EP +DE,sP +Ds]−UP

=

∫

V

e
2
(DE)2 d3r > 0.Le point stationnaire est toujours un minimum.1.3 Séparabilité de la fon
tion de partition déduiteLa nouvelle expression de l'énergie étant 
onnue, il est désormais possible de setourner vers la mé
anique statistique d'un système de 
harges en présen
e de 
ondu
teursà potentiel �xé. Dé�nissons une fon
tion de partition � partielle � Zr, où les 
hargesvolumiques sont �xées, par

Zr =

∫
D[E]D[s] d(e∇·E− r) d(en ·E + s) e−bU4[E,s].Elle est reliée à la fon
tion de partition 
omplète par

Z =

∫ (∏
i

d3ri

)
Zr.Introduisons alors les 
hangements de variable suivants : E = EP+e et s = sP+s. Sa
hantque sP = −n · EP (loi de Gauss surfa
ique),104



2. Implémentation des résultats analytiques
Zr =

∫
D[e]D[s] d(∇· e) d(en · e + s) e

−b“

R

V
e
2
(EP+e)2 d3r−

P

i

H

Si
(sP,i+si)F(ext)

i
dSi

”

= e
−b“

R

V
e
2
EP

2 d3r−
P

i

H

Si
sP,iF(ext)

i
dSi

”

×
∫

D[e]D[s] d(∇· e) d(en · e + s) e
−b“

R

V
e
2
e2 d3r−

P

i

H

Si
siF(ext)

i
dSi

”

= e−bUP × Z�u
t,où Z�u
t est indépendante de la position des parti
ules. Ce résultat 
onduit à une séparationsimilaire à l'équation (II.15) :
Z =

(∫ (∏
i

d3ri

)
e−bUP

)
× Z�u
t = ZCoulomb × Z�u
t.Les bases analytiques d'une variante de l'algorithme lo
al sont don
 assurées :en introduisant des �u
tuations de la 
harge surfa
ique des 
ondu
teurs, 
ontraintes par laversion adéquate de la loi de Gauss, une simulation Monte Carlo utilisant la fon
tionnelled'énergie U4[E,s] permettra de dé
rire des propriétés thermodynamiques identiques à
elles d'un système où serait résolue l'équation de Poisson.2 Implémentation des résultats analytiquesLa dis
rétisation du système ne pose pas de problème parti
ulier. La surfa
e des
ondu
teurs sera 
onstituée de plaquettes ; les sites du réseau qui délimitent 
es plaquettesse retrouveront ainsi sur 
es surfa
es, ils re
evront des 
harges modélisant la densité surfa-
ique s. Il reste seulement à implémenter les �u
tuations de 
harge surfa
ique introduites
i-dessus.2.1 Mise à jour des 
harges surfa
iquesPuisqu'il y a des 
harges à la surfa
e des 
ondu
teurs, et qu'il faut les faire �u
-tuer, le mouvement Monte Carlo le plus simple est le dépla
ement lo
al d'une seule 
harge,à la manière de la mise à jour des 
harges libres dé
rite au 
hapitre ii, sous-se
tion 3.2. Uneautre mise à jour lo
ale simple est possible. Comme les 
ondu
teurs 
ontiennent des éle
-trons libres, il peut apparaître une paire éle
tron-trou, 
e qui 
orrespond dans la simulationà 
réer une paire de 
harges opposées.Ces deux mises à jour sont en fait pratiquement identiques, 
ar dépla
er une
harge +e d'un point A à un point B revient à ajouter une 
harge neutralisante −e en Aet une 
harge +e en B. Dans les deux 
as, il 
onvient d'e�e
tuer une mise à jour 
onjointe105
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es à potentiel fixé dans l'algorithme
+1

e = 1

+1

+1

e = −1 e = +1

+1

+1 +1

Fig. VI.2 � Les deux types de mouvements lo
aux pour la �u
tuation de la 
harge surfa-
ique (le 
ondu
teur est représenté en grisé). À gau
he, ave
 
onservation du nombre de
harges. À droite, ave
 
réation d'une paire de 
harges opposées.du 
hamp éle
trique pour préserver la loi de Gauss. La modélisation la plus simple du
ondu
teur 
onsiste à 
onsidérer qu'au
un 
hamp ne peut y pénétrer ; la mise à jour du
hamp asservie aux 
harges doit alors se faire à l'extérieur du métal, 
omme le montrela �gure VI.2. Ce phénomène rappelle la 
age de Faraday : sous l'e�et d'un 
hampéle
trique, le 
ondu
teur se 
harge positivement d'un 
�té et négativement de l'autre, defaçon à annuler le 
hamp à l'intérieur du métal. Le 
ondu
teur est in�niment polarisable,il se 
omporte 
omme un diéle
trique où e est in�ni ; le 
hamp éle
trique est nul, sinonl'énergie du 
hamp serait in�nie.2.2 Mise à jour de la 
harge totale des 
ondu
teursDans les deux mouvements Monte Carlo 
i-dessus, la 
harge totale du 
ondu
teur
on
erné ne 
hange pas. Il faut introduire un troisième type de mouvement, 
ar lorsqu'unedi�éren
e de potentiel est imposée entre deux 
ondu
teurs au moyen d'un générateur, l'ar-mature pla
ée au potentiel le plus haut se 
harge positivement, et 
elle pla
ée au potentielle plus bas, négativement. Lors de la simulation, la 
harge totale d'un 
ondu
teur doit don
pouvoir �u
tuer, et puisque la 
harge totale du système doit rester nulle, un tel mouvementdoit obligatoirement modi�er la 
harge d'au moins deux 
ondu
teurs simultanément (l'uneaugmentant et l'autre diminuant de la même valeur).Cela pose un problème dans le 
adre de l'algorithme, 
ar 
e mouvement est nonlo
al : en e�et, lorsque deux 
harges opposées sont 
réées, il faut mettre à jour le 
hample long d'une ligne qui les relie, pour préserver la loi de Gauss (�gure VI.3). Il est di�
iled'évaluer a priori l'impa
t que 
ela aurait sur le 
oût de l'algorithme. D'un 
�té, puisqu'ils'agit de faire une modi�
ation étendue dans le système, 
ela prend du temps de 
al
ul.De l'autre, il n'est peut-être pas né
essaire de réaliser 
e mouvement très souvent, 
ar les�u
tuations relatives d'une grandeur diminuent quand la taille d'un système augmente.106



2. Implémentation des résultats analytiques
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����������e = −1

e = +1 +1 Fig. VI.3 � La mise à jour de la 
hargedes 
ondu
teurs 
onne
te né
essairementdeux 
ondu
teurs distin
ts par une lignede 
hamp. Ce mouvement n'est don
 paslo
al.
Le � 
oût unitaire � de 
ette mise à jour non lo
ale serait alors 
ompensé par sa faiblefréquen
e.Dans l'arti
le 2.3.b du 
hapitre iii, nous avons vu qu'un algorithme en ver esttrès e�
a
e pour mettre à jour globalement le 
hamp éle
trique. Le développement d'unevariante, qui relierait deux 
ondu
teurs, 
onstitue une piste intéressante pour réaliser 
ettemise à jour non lo
ale de la 
harge des 
ondu
teurs.
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