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Comment calculer 5, ?

® Différences finies Gy ~ L {P(\°+¢) — P(\")}
» Pathwise By = E[gb/(Z)\o)V)\Z)\o]

® Vraisemblance Bo = E [gb(ZAo)V}f(AO,ZAo)}
» Malliavin Bo = E|d(Zyo) 7]

Que faire si f est inconnue et ¢ irréguliere ? |
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v.a. A de densité ¢ donnee et Z, tq Z, | A de densité f
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0
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Prix Sensibilité 3°
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Trois estimateurs non paramétriques

» On estime VT”C a I'aide d’un estimateur a noyau de f

®» Onlaisse N - ocoahfixe —E {¢(Z)VT”C(A7 Z)K (th_Aﬂ

Par une intégration par parties, ce terme est la limite de
. pd-1 & A0 — A, A0 — A\ VY
o= oo 29 (o (F57) - (1) o)

® On dérive I'estimateur du prix par rapport a \° |




| Convergence

N

b= oy 2yt (70 (S - (B5) o)

Hypothese: Reégularite de / et f et NAH2 0

,
Biais ~ Ch? ) y
< VNRT2 (By = 8°) 25 A (0, %)

i 3
\Varlance ~ W

|



| Convergence

b= gy St (5 (V) < (M) i)

1=

Hypothese: Reégularite de / et f et NAH2 0

y

4 vV Nha+2 (ﬁN —ﬁo) Lo N(0,%)
Variance s N—o0
e Equilibre N et h = h* ~CN TropTe . Vitesse en N 72r12

—



| Convergence

N

b= oy 2yt (70 (S - (B5) o)

Hypothese: Reégularite de / et f et NAH2 0

,
X vV Nhd+2 (ﬁN —ﬁo) L N(0,3)
Variance s N—oo

e Equilibre N et h = h*~CN TropTe . Vitesse en N #2572

e Densité ¢ de largeur h — Vitesse en N %+

—



| Convergence

b= St (¢ (M) o () )

Hypothese: Reégularite de / et f et NAH2 0

,
) Bas o~ o VNI (By = 8°) 15 A (0,%)
Variance s N—oc

o Equilbre Neth = h* ~CN @252 = Vitesse en N Tz

e Densité ¢ de largeur h — Vitesse en N %+

e Différences finies pour ¢ irregulier — Vitesse en N3

—



| Convergence

= oo ZZN;;W” (i (552 ) e (S5 o)

Hypothese: Reégularite de / et f et NAH2 0

,
| Bals o~ VNhIT2 (BN - ﬁo) Lol A (0,3)
Variance s N—oc

o Equilbre Neth = h* ~CN @252 = Vitesse en N Tz

e Densité ¢ de largeur h — Vitesse en N %+

e Différences finies pour ¢ irrégulier — Vitesse en N3

= Plus rapide des que p >4 |



I Call Digital Asiatique, N=1 Million

K2 K4 K6 Malliavin FD = = = "True value"

0,0277 0,0282 0,0287 0,0292 0,0297

Distribution des estimateurs _l



I Call Digital Européen, n=1 milliard

K6 FD - - - -True value

/)

N

0,016525 0,016529 0,016533 0,016537 0,016541

Distribution des estimateurs _l
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avec I'y := [ U, )A(de)
Hypotheses

» 1/ MB et 1 mes. de Poisson indépendante compensée par
v(de,dt) = A\(de)dt , avec \(F) < oo

® Tous les coefficients sont Lipschitz et v est bornee
Littérature

®» Existence, unicité et lien avec EID

» Résolution numeérique sans sauts |
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# Approximation Rétrograde (Y™, Z™,I'") de (Y, Z,T)

r
Zr = nE YfHAWt. \fti}

Ylﬁ p— g(X{T) et < fg = nlk H_le’y (de,(ti,ti+1])‘fti}
YT o= E[V7, A L XE Y 20T
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® Genérateur constant, (Z™,U™) donné par représentation de Yth

V=Y

tit1

+ Lp(ty, X7, Y7, 27 T7) — f?ﬂzmwr Y[ UT (e) fide, dr)

t Jey
® Approximation dans £2(2 x [t;, t;41]) de Z™ et T™ = [ U™ (e)y(e)A(de)
par des v.a. F;,-mesurables

Z5 = nE|[ Zrdr | R

(2

7 = nE|[""TIds| 7]
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Y;, =Y4,., —|—ft “hir, X, Y., Z.,T,)dr — ft iz dW, — ft L Ur(e)ii(de, dr)

® Générateur constant, (Z™,U™) donné par representation de YZTH

Ty =7

tit1

+Lh (4, X7V 20 TF) — [0 25 AW, — [ [, U (e) fde, dr)

® Approximation dans £2(2 x [t;, t;41]) de Z™ et T™ = [ U™ (e)y(e)A(de)
par des v.a. F;,-mesurables
3

7 = nB[[00TTds || = 0BV, [pv(e)ilde, (titis]) | 7]

—

Zr = nE|[ ijdfr\]-"ti} ~ nE YTr

7 t_|_1
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Yi, =Y, +ft hir, X, Y., Z,.,T)dr — ft 7AW, — ft L Ur(e)i(de, dr)

® Genérateur constant, (Z™,U™) donné par représentation de Ytjﬂ

Ty =7

tit1

+ Lh(ty, X7, Y7, 28 TF) — [00Z5dW, — [/ [ UF (e) i(de, dr)

® Approximation dans £*(Q x [t;,t;41]) de Z™ et IT'™ = [, U™ (e)vy(e)A(de)
par des v.a. F;,-mesurables

a7 = nE_ftt-HlZ:dT‘Fti} = nk Y757r+1 tz}
7 = nE ftiwlfgds\fti} — nE |V, [ v(e)alde, tz,tiﬂ])\fti}

» Conditionnant la premiere expression
Vi =E |V, | Fu| + 5 h (6 X7V 27, T) |
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| Convergence

Erreur d’approximation

Err, := (Supti E[|Y;, — V2] + 30, [ |2, — ZF [2ds + [T — fg_Pds)

N

Représentation et régularité
® Y, s'écrit y(t, X;) avec y lipschitz
® U partiesautde Y = Ui(e) = y(t, Xo— + B(t, Xi—,e)) — y(t, X¢—)

®» / dérivée de Malliavin de Y, solution d’'une EDSR linéaire

Vitesse

® Coefficients Lipschitz = Err, < C.n~ /2t vz >0

# VX inversible ou coefficients C} = Err, < Cn—1/2 |
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I Put avec risque de defaut du vendeur

e Temps de défaut 7 ~ &(c \
e Prix: o(X7) = g1(X7) A 0.5
up(t,z) = Elgo(Xr) /Xi = 7]
ur1(0,2) = E|g(Xr)e™ + [ uo(s, Xs)ee ds /Xo=a
e EDP:
£UO: ) UO(T7 ):g()



I Put avec risque de defaut du vendeur

e Temps de défaut 7 ~ &(c
e Prix: \ o(X71) = g1(X7) A 0.5
up(t,z) = Elgo(Xr) /Xi = 7]
ur1(0,2) = E|g(Xr)e™ + [ uo(s, Xs)ee ds /Xo=a
e EDP:

—True U1 (c=0,1) ¢ Estimated U1 (c=0,1)
—True U1 (c = 0,5) m Estimated U1 (c =0,5)
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| Probleme

Un gestionnaire de fond dispose d’un capital initial x et peut
® investir 0 dans un actif risqué: dS; = o S;(dW; + A\dt)

» consommer (' verser des dividendes aux investisseurs

Richesse:  X79Y = z— [/ Cpdr + [} 08, (AW, + \dr)

Pour rassurer ses investisseurs, il sS'impose une

Contrainte drawdown : X7 G > g (Xm’c’e):

Quelle est la stratégie (C, #) optimale ? |
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*

Contrainte drawdown : Xf’ ’ > a(Xw’ Q)t

# Tlaux de croissance a long terme

1 p
u(x) = sup limsup — logE [(Xf 9) }
0cAp t—o00 t

= Investissement 0, = W(Xf’ Q_Q(Xx, 0)*)
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| Littérature

Richesse: XY = o — [ Cpdr + [ 00, (AW, + Adr)

*

Contrainte drawdown : X7 > o (xm00Y!

# Tlaux de croissance a long terme

1 p
u(x) = sup limsup —logE [(Xf 9) }
0cAp t—o0 t

= Investissement 0, = n(xf’ "o (X 9):)

# Utilité puissance intertemporelle

u(r) = sup E [/ et C’tpdt]
(C,0)eAp 0
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*
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| Modélisation

Richesse: XY = o — [ Cpdr + [ 00, (AW, + Adr)

*

Contrainte drawdown : X7 > o (xm00Y!

» Utilité générale intertemporelle

u(z) == sup K [/ e Pt U(Ct>dt]
(C,0)eAp 0

Ap contient 'ensemble des stratégies de la forme

0.6 = ) (57 -0 ()

t

Clef: M; = [th,C,H S (Xx,Cﬁ)*} |:(X;U’C79)*}a (1-a) |



| Modélisation

Richesse: XY = o — [ Cpdr + [ 00, (AW, + Adr)

Contrainte drawdown : X2CO0 > o zmHC0

*
avec Z2*9Y .= v (ch,c,e)
» Utilité générale intertemporelle

u(x,z):= sup E [/ e P U(C’t)dt]
(C,0)eAp 0

Ap contient 'ensemble des stratégies de la forme

0,,C] = [mp, o] (Xf’cﬁ . osz’Z’C’e)

a/(l—a)
Clef: M, = ng,c,e_oézf,z,c,e} [Zg;,z,c,e} |
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| Proprietes

Hypotheses: U est C?, croissante, concave, satisfait Inada et

- zU'(z) Y 23
p = limsup < <1, avec v:= —
P T -+

Proprietés de la fonction valeur
u(., z) est concave et croissante u(x,.) est décroissante

u(x, z) <ug(x,2) < K(14+2P)  wu(az,z) =0  wuy(z,2)=0

Programmation Dynamique

0, az<zr<z

622
Bu— sup U(C)+ (oA — C)uy + —um]
C>0,0€R 2

y

Cc*r = —V/(’ij) A2 2
\ = Bu—V (uz)+——"—=0, az<z<z
0 = —Aug/oug, 2 Ugy

\
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Dualité u(y, 2) 1= sup,solu(z,2) — 2y

EDP primale EDP Duale
az <<z p(2) <y < palz)

A2 u? A2
5U—V(Ua:)+7u—m =0 Bv — Byvy — E?J%yy =V(y)
uz(2,2) =0 v2(p(2),2) =0

u(az,z) =0 v(pa(2),2) = —azpa(z)

©(2) == ug(z,2) et pq(z) = ug(az, z)

o = 00 Mene a v, comme fonction de ¢

On déduit v, en fonction de ¢

p determinée implicitement par v, (¢(z), z2) = —2
v déterminée implicitement si v < (1 — a)(1 + )

o o o ©
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| Verification

Hypotheses: U est C?, croissante, concave, satisfait Inada et

U’ 2
p:zlimsupaj () < ! <1, avec 7::—5

z—oo  U(X) (1 —a)(1+7)

Théoreme de veérification

ue C”(Dy) NC*! (D) avec Dy, := {(z,2) : az < & < z}

°

u est solution de 'EDP primale

Sol. unique a 'EDS de la richesse pour la stratégie optimale

—
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| Verification

Hypotheses: U est C?, croissante, concave, satisfait Inada et

U’ 2
p:zlimsupaj () < ! <1, avec 7::—5

z—oo  U(X) (1 —a)(1+7)

Théoreme de veérification

ue C”(Dy) NC*! (D) avec Dy, := {(z,2) : az < & < z}

°

u est solution de 'EDP primale

Sol. unigue a 'EDS de la richesse pour la stratégie optimale

o o o

u(,z) < K (14 27 (z — az)172P)

Martingale d’Azema-Yor, contrainte non-linéaire ? |



| Strategie optimale

U(x) =aP 4+ 2
1 5
0,8 - 4
£ £
S 061 g 3
g 2
g 4
o )
% 0,4 - § 2
Q A=
02 1 /
0 0 ‘ ‘ ‘

X X

Strategie optimale en fonction de x pour différe

Nts «.

B
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Contrainte drawdown : X2CO0 > o zmHC0
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Maximisation avec un horizon fixé T

T
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| Drawdown en horizon fini

Richesse: XY = o — [ Cpdr + [ 00, (AW, + Adr)

Contrainte drawdown : X2CO0 > o zmHC0

*
avec Zf’z’c’g = zV (Xf’c’g)

Maximisation avec un horizon fixé T

T
u(x,z):= sup E [/ e P U(CS)dS]
(C,0)eAp 0

Dépendance temporelle de la fonction valeur

T
u(t,x,z):= sup E [/ e P U(Cs)d5]
(C,0)eAp t

—
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| Domaine. et proprietes

xr A

Domaine de définition O, de u se décompose en

= [0,T)x{(z,2) : O<az<zx<z},
By = [0,T] x{(0,0)},
B, = [0,T] x{(az,z):2z>0},
B, = [0,T)x{(z,2) : 2> 0},
Br = {T}x{(z,2z) :0<az<x<z}.

Propriétes de la fonction valeur
u(t N,z 2N\ 0 <u(t,z,z) < K(1+aP)
w=0 sur BrUByU B, u, = 0 sur By

h — uly + h'e’] est concave sur R avec e :=(0,1,1
_|_

= u est CY a droite dans la direction ¢ sur U Br U By
0 <u(t,z,2) <usl(x,z) = vraisur O,



| Solution.de viscosité

2 2 €T A
Lo = pi—PBp+V(pz) =52
(

—Lyp = 0 sur
(E)S —p, = 0 sur B
w = 0 sur Brupby

\
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| Solution.de viscosité

0 = 0 sur BruUpBy

u est solution de viscosité contrainte de (E), i.e.

o u, > 0sur BruBg,

e Vyo € O, p € CHHH0a) 10 0 = (us — ¢)(yo) = infg_(us — ), 0N a

sur-solution

—Lp(yo) >0 si yo € et —.(yo) >0 si yo € By.

o u* < 0surBruUhBgy,

o Vyo € Ou, ¢ € C1>1(0,) 190 = (u* — ¢)(yo) = supg_(u* — ¢), 0n a
—Lo(yp) <0 si yg € O, UBy et min{—Ly, —¢,Hyo) <0 si yg € 81|

sous-solution
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| Unicite. de.la solution

0 = 0 sur BruUpBy

Théoreme de comparaison
Soient w sous-solution s.c.s. et v sur-solution s.c.i. de (F) tq
® ([w]™ + ]t 2, 2) < K(1+2P)sur O,
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= Approximation numeérique



Fonction valeur u(z, 1)

1,8 -
1,6 -

14 -
1,2 -

0,8

Fonction Valeur

0,6 -

0,4 -

0,2 -

0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

X

—T1=0,1 —T=0,2 1=0,4 T=0,8 =—T=1 =—T=3 ——T=inf

Fonction valeur u(x, 1) en fonct. de = pour différents horizons T |
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Strategie optimale

3.5 1 12

2,5
0,8

0,6 +
1,5

0,4

Consommation
N
Investissement

05 0.2 1

—

0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

—1=0,1 —T=0,2 1=0,4 1=0,8 T=1 T=3 —— T=inf

Strategie optimale en fonction de x pour differents horizons 7.
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