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Introduction générale

Contexte et motivation

Ces derniéres années, des efforts particuliers de recherches se sont intéressés a I’étude des
systémes hybrides. Ces recherches sont motivées non seulement parce que beaucoup de
systémes réels s’aveérent exhiber des comportements hybride, mais également parce que la
commande de beaucoup de systémes complexes est seulement possible par I'intermédiaire
de combinaison des lois de commande continues classiques avec une logique de surveillance
discréte. De ce fait, les systémes hybrides sont un concept rigoureux pour modéliser les
systémes complexes. Ils sont notamment employés dans le but de fournir des modéles
reflétant mieux la nature des problémes de commande. Leurs propriétés théoriques sont
toujours le sujet de recherches intenses. Parmi les problémes & traiter, celui de I'observa-
tion est particuliérement important pour le contréle. En effet, de nombreuses méthodes de
commande des processus sont élaborées a partir de la connaissance de 1’état du systéme.
En général, seules les variables d’entrée et de sortie sont connues. Il est alors nécessaire,
a partir de ces informations de reconstruire I’état du modele choisi afin d’élaborer la
commande. Bien que la théorie de I'observation d’état ait atteint une certaine maturité
dans les domaines des systémes continus et des systémes a événements discrets, beaucoup
de points méritent d’étre approfondie sur le concept de I'observabilité et de la synthése

d’observateurs : en particulier, I’observation conjointe de 1’état discret de 1’état continu.

L’équipe de recherche du projet stabilisation, commande et observation des systémes du



Introduction générale

Centre de Recherche en Automatique de Nancy (CRAN) s’est intéressée au probléme
de l'observation et de commande de la classe des systémes dynamiques hybrides modé-
lisables par des systémes & paramétres variants (LPV) (Bara, 2001). Ils sont formés de
sous-systémes linéaires a temps continu ou a temps discret et d’une loi de commutation dé-
crivant le passage d’un sous-systéme a un autre. Parmi les solutions proposées on trouve
I'approche observateur commuté (Daafouz et al., 2002)). Ce résultat exploite la notion
de stabilité poly-quadratique (Daafouz and Bernussou, 2001) pour les systémes linéaires
LPV polytopiques moins pessimiste que les résultats fondés sur I'existence d’une méme
fonction de Lyapunov ou sur I’hypothése de commutativité des matrices des différents
sous-systémes. Ils sont exploitables numériquement sans difficulté. En effet, les conditions
de stabilité de 'erreur d’observation sont données sous la forme d’inégalités matricielles
linéaires (LMI) dont la résolution revient & résoudre un probléme d’optimisation convexe
pour lequel il existe des algorithmes efficaces implantés dans différentes boites & outils
(Lmitool de Matlab par exemple). Grace a ces résultats, I’étude de la stabilité de lerreur
d’observation peut étre considérée pour des lois de commutations arbitraires, dépendantes
de I’état, dépendantes du temps ou générées par un automate. Cependant, I'implémenta-

tion de I'observateur se fait sous I’hypothése de connaissance de 1’état discret en temps réel.

Pour la classe de systémes a commutation en temps continu le probléme d’observateur
a modes glissants a fait I'objet de travaux de recherche & ENSEA (Barbot et al., 2000),
(Saadaoui et al., 2006a). Des résultats pour les systémes mis sous forme canoniques d’ob-
servabilité sont donnés dans (Saadaoui et al., 2006h). Pour la classe de systémes af-
fines constants par morceaux, 'approche estimation & horizon glissant est présentée dans
(Ferrari-Trecate et _al., 2002)). Cette approche ne nécessite pas la connaissance de 1'état
discret car elle fait appelle a la résolution de probléme de d’optimisation (minimisation
d’un critére) pour la reconstruction de I'état continu. L’état discret est obtenu implicite-
ment par la partition de 'espace d’état. Cependant, la mise en ceuvre de cette méthode
se heurte a l'obstacle du temps de calcul important. Dans le cas général d’un systéme hy-
bride ot la partie discréte est représentée par un systéeme a événements discrets, Balluchi

et al. (2002) proposent une méthode pour la synthése d’un observateur composé d’un ob-
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servateur discret et d’un observateur continu. L’observateur discret est un observateur de
systémes a événement discret utilisant les entrées-les sorties discrétes du systéme hybride

pour obtenir une évaluation de 1’état discret en cours d’évolution.

Objectif de la thése

Cette these a pour but la recherche de méthodes de synthése d’observateurs permettant
I’observation conjointe de I’état discret et de I’état continu de quelques classes de systémes
hybrides. On s’intéresse particuliérement aux classes de systémes hybrides décrit par un
ensemble fini de sous-systémes linéaires en temps discret et une loi de commutation. Le
sous-systéme actif et les commutations d’un sous-systéme a un autre sont définis soit par
une commande externe controlable, des transitions de modes autonomes ou régies par un

réseau de Petri.

Organisation des chapitres

Ce mémoire est organisée en 4 chapitres qui traitent d’'une part sur le probléme d’ob-
servabilité des systémes hybride (chapitre 1) et d’autre part de méthodes de synthése
observateur pour certaines classes de systémes hybrides (chapitre 2 & 4). Voici quelques

points présentés dans chacun des chapitres :

Chapitre.1 :

Dans ce premier chapitre, nous introduirons quelques notions relatives de la théorie de
la modélisation, d’observabilité et synthése d’observateurs pour les systémes dynamiques
hybrides. Le but est de présenter quelques classes particuliéres de systémes hybrides aux-
quelles on s’intéresse dans ce mémoire. Il s’agit des systémes hybrides linéaires a saut, des
systémes hybrides affines par morceaux et des systémes hybrides linéaires & commutation.
Ensuite, nous présenterons briévement quelques travaux récents consacrés a 1’observabi-
lité de ces classes particuliéres. Puis nous discuterons des difficultés pour cerner quelques

points relatifs au concept de 'observabilité des systémes hybrides. Finalement, un bref
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Introduction générale

apercu du probléme de construction d’observateur pour les systémes hybrides est abordé

dans un cadre général.

Chapitre.2 :

Dans le deuxiéme chapitre, on s’intéresse a la synthése d’observateur pour la classe de
systémes hybrides linéaires & commutation & temps discret avec un état discret connu a
chaque instant. Nous présenterons d’abord quelques résultats sur la stabilité quadratique
et la stabilité poly-quadratique pour des systémes & commutation. Ces résultats sont la
base de plusieurs méthodes de synthése d’observateur. Nous limiterons I’étude a I’approche
observateur commuté. Ensuite, nous présenterons la technique de placement de pdles
dans le cas de systémes linéaires et de systémes linéaires & commutation. Gréace a cette
technique de placement de poles, en plus la contrainte de la stabilité, une contrainte de
placement peut étre ajoutée dans les conditions de la synthése de I'observateur. Dans la
derniére partie du chapitre, nous attarderons sur l'utilisation de 'observateur commuté
avec contraintes de placement de poles pour la synthése d’observateur avec entrée inconnue
pour résoudre le probléme de la synchronisation du chaos sans message et avec présence

de message.

Chapitre.3 :

Dans ce chapitre, nous allons aborder le probléme de I'estimation simultanée de 1’état
discret et de I’état continu en utilisant uniquement les entrées et les sorties continues
disponibles & la mesure. L’étude sera centrée sur une classe de systémes hybrides PWA en
temps discret composée d’'un ensemble de sous-systémes linéaires avec des commutations
autonomes. L’observateur hybride que nous proposons se compose d'un observateur dis-
cret et d’un observateur continu. Pour s’affranchir de la connaissance de ’état discret a
chaque instant pour la synthése de I'observateur commuté, nous présenterons d’abord une
méthode pour la détection des instants de commutation et l'identification de ’état dis-
cret. Cette méthode se base sur la reconstruction de loi de commutation dépendante d’état

comme une combinaison linéaire des sorties et des entrées prises sur un horizon de temps

12



sous 'hypothése de temps de séjour minimum dans chaque sous-systémes. Le schéma
d’observation hybride combinant la méthode de reconstruction de la loi de commutation
et d'un observateur commuté est ensuite analysé suivant deux stratégies d’observation :

I’estimation en-ligne et ’estimation hors-ligne.

Chapitre.4 :

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser a la synthése d’observateur pour une classe
de systémes hybrides composés d’un ensemble de sous-systémes linéaires avec des commu-
tations régies par un réseau de Petri. Au début du chapitre, nous présenterons cette classe
de systémes hybrides. Nous donnerons ensuite les motivations de I’étude de cette classe
tels que la dualité automate réseaux de Petri et la forme d’équation d’état de 1’évolution
du marquage. Pour cette classe de systémes hybrides, nous proposons un schéma d’ob-
servation couplant un observateur de réseau de Petri et un observateur commuté. Le but
de schéma d’observation est l’estimation conjointe de ’état discret et de 1’état continu.
Nous démontrerons dans la derniére partie du chapitre la convergence exponentielle de

l'observateur.
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1.1. Introduction

1.1 Introduction

Les innovations technologiques ont eu un impact considérable sur ’apparition des pro-
cessus dynamiques ayant une nature hétérogéne mélangeant le continu et le discret. Ces
progrés technologiques ont un impact similaire dans le domaine de la recherche scientifique
ol on constate un intérét particulier pour I’étude de ces systémes dits "hybrides". De tels
systémes sont caractérisés par l'interaction des parties continues régies par des équations
différentielles (ou de différence) et des parties discrétes, décrites par des machines a états
finis (ou des régles logiques de type "si-alors-sinon" et des propositions logiques). Ces
systémes hybrides représentent un enjeu économique d’envergure dans les technologies de
I'information et de la communication. Par conséquent ces systémes intéressent a la fois la
communauté des informaticiens et des chercheurs en automatique. Les deux communau-
tés n’utilisent pas nécessairement les méme outils et approches pour traiter les problémes
posés par l'étude de ces systémes. Depuis les années 90, une nouvelle communauté de
chercheurs réunissant informaticiens et automaticiens a vu le jour. Des ateliers annuels
sur les systémes hybrides ont attiré des industriels et des chercheurs du milieu universi-
taire tels que les séries d’ateliers organisés par HSCC (Hybrid Systems Computation and
Control).

Ce chapitre est consacré a I'introduction du formalisme des systémes dynamiques hybrides
(SDH), a ’étude de l'observabilité et des observateurs pour les SDH. Nous présenterons
dans la premiére partie du chapitre une définition générale permettant de présenter, dans
un cadre unifié¢, une large classe de SDH. Cette définition nous servira d’environnement
théorique pour décrire quelques classes de SDH. Il s’agit des systémes hybrides linéaires
a saut JLS (jump linear systems), des systémes hybrides affines par morceaux PWA
(piecewise affines linear systems) et des systémes hybrides linéaires & commutation SLS
(switched linear systems). Nous présenterons briévement dans la deuxiéme partie du cha-
pitre quelques travaux récents consacrés a ’observabilité de ces classes particuliéres. Nous
terminerons par une revue des méthodes de synthése d’observateurs pour les systémes

hybrides.
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Chapitre 1. Introduction auz systémes dynamiques hybrides

1.1.1 Les motivations d’un modéle hybride

En automatique, les systémes physiques sont souvent représentés par un modéle dyna-
mique continu ou par un modéle a événements discrets. La nature de chaque modele est
définie selon les variables utilisées pour décrire ’état du systéme et la variable caractéri-
sant le temps. Il est important dans de nombreux cas d’utiliser I'une de ces deux catégories
de modéles. Cependant la majorité des systémes complexes réalistes mélangeant le continu
et le discret ne peuvent pas étre classés ni dans la catégorie "systéme continu" ni dans
la catégorie "systéme discret". Il est nécessaire alors d’utiliser des modeéles hybrides per-
mettant la prise en compte a la fois des variables continues et des variables discrétes ainsi
que l'interaction entre elles. Plusieurs modélisations hybrides ont été développées dans la

littérature. Elles peuvent étre classées en trois catégories principales (Zaytoon) 2001) :

— Les approches basées sur une extension de techniques de modélisation de systémes
continus comme le formalisme de bond-graph mixte.

— Les approches basées sur 'extension de modéles de systémes a événements discrets.
Nous pouvons citer les réseaux de Petri hybrides.

— Les approches mixtes, combinant a la fois le continu et le discret dans une structure

unique.

L’approche mixte repose sur une collaboration de deux modéles. Chaque aspect est décrit
sous une forme classique et ’aspect hybride est pris en compte dans 'interface entre les
deux modeéles. La figure (I.1)) illustre la structure mixte d’'un SDH ou la partie événemen-
tielle est décrite par un automate a états finis et la partie continue est donnée par une
collection de modéles. Chaque partie du SDH dispose des entrées (discréte o, continue u)
et des sorties (discréte ¢, continue y) . L’état discret ¢ détermine la dynamique continue
spécifique de la partie continue du SDH par I'interface discret-continu (D/C). Par U'inter-
médiaire de l'interface continu-discret (C/D), les signaux provenant de la partie continue
déterminent des événements permettant des transitions de 1’état discret d’une situation

vers une autre. Ainsi l'interface (D/C- C/D) permet l'interaction des variables discrétes
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1.2. Systéemes hybrides : présentation générale

et des variables continues.

Entrée discréte sortie discréte
Discret : automate

o —

)
2 3
— o=
3 T ! 4
E ] ] >
o < C/D Interface D/C > -
QO 02
- A +
S
E x Y O
= N
U —= Continu : équa.diff ED Y
Entrée continue Sortie continue

F1G. 1.1 — Systéme hybride : interaction du continu et du discret

1.2 Systémes hybrides : présentation générale

Les SDH commutent entre plusieurs modes de fonctionnement ot chaque mode est régi
par sa propre loi dynamique. Ces commutations (ou transitions) de mode sont engendrées
par plusieurs facteurs. Par conséquent, un modéle pouvant décrire ces phénoménes est
difficile. Nous allons, nous intéresser dans notre travail uniquement aux transitions de

mode dues :

— aux variables croisant des seuils spécifiques. On obtient ainsi des événements d’état.
— a une commande externe ou une perturbation. Nous sommes alors en présence des

événements d’entrée.

Le modele présenté dans (Santis et al.; 2003) nous semble relativement plus général et
peut englober une trés large classe de SDH. La définition donnée par les auteurs nous ser-
vira ensuite d’environnement théorique pour présenter les classes des systémes hybrides

linéaires & saut JLS (jump linear systems), des systémes hybrides affines par morceaux

19



Chapitre 1. Introduction auz systémes dynamiques hybrides

PWA (piecewise affines linear systems) et des systémes hybrides linéaires & commutation

SLS (switched linear systems).

Définition 1.1 (Santis et all, 2005) Un systéeme dynamique hybride en temps discret

(respectivement en temps continu) est défini comme

H = (Q7 Eu ‘Ila X7 U7 }/7 In2t7 SCa 87 T? 77 ['rL’U, Gua’rdu R65t> (11)

ol :

Q ={q,i €{1,2,...,s}} est un ensemble fini d’états discrets.

- Y = Yps UXoon U{es} est un ensemble fini d’entrées discrétes avec e, 1'événement

d’entrée "vide" (utilisé pour désigner les événements d’entrée non observables) .

U = {¢;,i € Q} U {ey} est un ensemble fini de sorties discrétes, €y la sortie discréte

"vide" (utilisé pour désigner les événements de sortie non observables).

X,U,Y sont des espaces de dimensions finies. Ils sont respectivement associés a l’état
continu, a [’entrée continue et a la sortie continue. Pour chaque x € X, u € U et

un q € Q, la sortie continu est tel que y = h(z,q,u) €Y, avech: X xU xQ — Y.

Init € X x Q est l'ensemble d’états initiaux.

- S, est une sous-classe de systémes dynamiques en temps discret (respectivement en

temps continu) . S; € S. est définie par l'équation en temps discret suivante :
2(t+1) = fila(t), ult)),i € N
(respectivement (t) = f;(x(t),u(t)),i € N en temps continu) , ot t € N (respecti-

vement en temps continu t € R) est lindice de temps.

- S est une application qui associe a chaque état discret ¢ € (Q une dynamique continue

S; € Se.

- T € Q x X xQ est l'ensemble de transitions discrétes. Nous notons par (q,0,q’) une

transition de ’état discret q a U'état discret ¢' suite a 'arrivée de l'entrée discréte o
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1.2. Systéemes hybrides : présentation générale

~v: T — U est une fonction qui associe a chaque transition T € T wune sortie discréte

Y € U. On schématise la transition (q,0,q") et la sortie discréte associée par qg—/ﬁb q.

Inv: Q — 25U est une collection de domaines d’invariant.

Guard : T — 2°*U est une collection de domaines de conditions de garde.

Reset : T x X x U — 2% une collection de fonctions d’actualisation (ou d’initialisa-

tion) qui permettent, lors du franchissement d’une transition discréte, d’actualiser

la variable d’état continu o v = Reset(.,x).

Les transitions discrétes définies par 7 peuvent étre de différentes natures :

- Des transitions de commutation : elles sont forcées par des entrées discrétes externes

0 € Yy non controlables ('exemple : perturbation externe).

- Des transitions controlables : elles sont déterminées par des entrées externes controlables

0 € Yoot (exemple : commande externe).

- Des transitions d’invariant : elles se produisent lorsque la condition d’invariant n’est

plus respectée (exemple : variable d’état atteignant un certain seuil).

Les transitions de commutation et les transitions d’invariant sont considérées comme des
transitions incontrolables.

Pour analyser les propriétés structurelles (telles que la stabilité et 'observabilité), quelques
hypothéses de travail doivent étre émises au début de chaque formulation du probléme
considéré. Il arrive lors de I’évolution d’un systéme hybride que les trois types de tran-
sitions (transitions de commutation, transitions controlables et transitions d’invariant)
agissent au méme temps. C’est une situation particuliere ott un ordre de priorités doit
étre assigné pour chaque type de transition. Dans ce cas, si n'importe quelle combinaison
des trois transitions se produit en méme temps, c’est celle ou la priorité est la plus élevée

qui sera retenue, les autres seront ignorées.

Hypothése 1.1 (La priorité des transitions) Etant donné un systéme hybride, nous dé-

finissons l'ordre de priorité des transitions comme suit : les transitions de commutation
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Chapitre 1. Introduction auz systémes dynamiques hybrides

ont la priorité la plus élevée, les transitions d’invariance lui succédent et les transitions

controlables ont la priorité la plus faible.

Dans la littérature, on introduit souvent I’hypothése de temps de séjour minimum pendant
lequel aucune transition discréte ne se produit. Le temps de séjour maximum est aussi
une hypothése qui peut étre considérée. Il correspond au fait qu'une transition discréte

est obligatoirement franchie sur cet intervalle de temps.

Hypothése 1.2 (Temps de séjour minimum et Temps de séjour mazimum,) Etant donné
un systeme hybride, il existe un Tyae > Tmin > 0 tels qu’aucune transition n’est autorisée

sur Uintervalle de temps [0, Tpin| €t une transition est garantie sur l'intervalle [Toin, Tmaz]

1.2.1 Exécution d’un systéme hybride

Un systéme hybride est caractérisé a chaque instant par une évolution de I'état discret
q(t) et une évolution de I’état continu z(t). La paire (¢, z) compose le vecteur d’état
hybride (respectivement les paires (o, u) et (1,y) composent les entrées hybrides et les
sorties hybrides). La variable discréte ¢(t) est constante entre deux instants de com-
mutation successifs t;,t;,1. Par conséquent ¢(f) est constant par intervalles de temps
Z; = [ti, tiya], {tisi =1,--- N} ot N est le nombre de commutations. Une trajectoire
temporisée est une séquence finie ou infinie d’intervalles de temps Z = {Z;},i = 1,--- , N.
Suivant les valeurs de N et de Z;, les trajectoires temporisées peuvent étre classées comme

des trajectoires

— de longueur finie et illimitée : le systéme hybride effectue un nombre fini de transitions
en un temps infini.

— de longueur infinie et illimitée : le systéme hybride effectue une infinité de transitions
en un temps infini.

— de longueur infinie et limitée : le systéme hybride effectue une infinité de transitions en
un temps fini.

Le dernier cas, concernant ’exécution infinie et limitée, est appelé exécution Zénon.
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1.2. Systéemes hybrides : présentation générale

Ainsi, une exécution d’un systéme hybride est représentée par des séquences d’intervalles
de temps sur lesquels le vecteur hybride (q(t),x(t)) évolue. La figure (1.2) illustre un
exemple d’exécution d’'un SDH ot nous avons mentionné 1’évolution des trois variables
hybrides (z,q), (o,u) et (¢,y). L'entrée discréte et la sortie discréte sont indiquées par

des impulsions car nous supposons que le franchissement d’une transition est instantané.

Reset(T, x)

q1 5
qo : f

F1G. 1.2 — Exemple d'une exécution d'un systéme hybride

A Tinstant to = 0, I’état hybride initial est (qo,xo) tel que zy € Inv(qo) et g € Q. Sur
I'intervalle de temps Zy = [to, t.|, 'état discret est constant ¢(t) = qo et @(t) évolue suivant
I'équation z(t) = fy,(x(t),u(t)) avec zo comme condition initiale. Enfin, lorsqu’a I'instant
t. une transition T' = (qo, 0, q1) (due a arrivé d’une entrée discréte o € ¥) se produit,
la variable discréte ¢(t) prend alors une nouvelle valeur ¢;. La sortie discréte devient
1 = ~(T) et la variable continue = est actualisée & une nouvelle valeur Reset(7T’, x). Nous

répétons alors le méme processus avec une nouvelle dynamique (t) = f,, (z(t), u(t)).

Exemple classique : la balle bondissante

Considérons une balle de masse M soumise a 'action de la gravité terrestre g située a
une hauteur hy avec une vitesse initiale nulle. La hauteur h(f) de la balle est régie par

Mh(t) = —Mg. Quand la balle touche le sol (h(t) = 0), elle rebondit en perdant de
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Chapitre 1. Introduction auz systémes dynamiques hybrides

I’énergie suivant la loi :

h(tt) = —c h(t7)
En choisissant les variables d’état x1 = h, o = h, nous obtenons I’équation d’état

T1 = T

Ztg = —g
L’exemple de la balle bondissante correspond & un systéme hybride avec un seul mode
(Q = q) et une seule transition T = (¢, 0,q) (due la condition de Guard(x) : x; = 0

et Inv(z) : x; > 0). Lors du franchissement de la transition, la variable continue x5 est

actualisée par la fonction Reset(T, xs) = —cxa.

1.3 Quelques classes particuliéres de systémes dyna-

miques hybrides

Le formalisme des SDH est trés général et englobe de nombreuses classes de modéles, Il
est évidemment impossible de passer en revue la totalité des classes. Par conséquent, nous
présentons dans ce paragraphe celles qui ont un rapport avec notre thése : les systémes
linéaires a saut JLS (jump linear systems) caractérisés par des transitions discrétes type
commutation. Les systémes linéaires & commutation SLS (switched linear systems) ont
des transitions controlables. Les systémes affines par morceaux PWA (piecewise affines

linear systems) définis par des transitions d’invariant.

1.3.1 Les systémes linéaires a saut

Les systémes JLS sont une classe de SDH caractérisée par un état hybride (¢, x) com-
posé d'un état discret ¢ dont I’évolution est régie par des entrées discrétes externes non
controlables (inconnues) et d’un état continu x dont I’évolution est régie par une équation
différentielle sans entrée (un systéme autonome) . Les transitions associées aux systémes
JLS sont uniquement de type transitions de commutation. Nous allons présenter la classe

de systémes JLS donnée dans (Vidal et al., 2002) dans le cadre de la définition générale

24



1.3. Quelques classes particulieres de systemes dynamiques hybrides

des systémes hybrides (1.1).

Un systéme JLS H ;s est donc défini comme

His = (Q,%,V, X, U,Y, Init,S.,S,T,v, Inv, Guard, Rest) (1.2)

ou @ = {1,2,..., s} est un ensemble fini d’états discrets avec s le nombre de sous-systémes.
Cette notation est utilisée pour désigner 'indice du mode du sous-systéme en cours d’évo-
lution. Les entrées discrétes sont caractérisées par Ycoont = () car aucune entrée n’est
controlable. L’ensemble des sorties discrétes ¥ se résume a I’événement non observable
"vide" £ parce qu’aucune sortie discréte n’est accessible a la mesure. Les espaces d’état,
de sortie et d’entrée sont tel que X = R"Y € RP et U = () car le systéme est consi-
déré autonome (absence de commande). Pour chaque i € ) un sous-systéme dynamique

linéaire indexé par ¢ :

x(t+1)= Az (t)
y (t) = Cix(t)

(1.3)

est actif, ou A; € R™ et C; € RP*". Puisque les transitions 7 sont toutes de type
non contrdlable, les domaines d’invariant et de garde sont caractérisés par Inv(.) =
R”, Guard(.) = R™. Lors du franchissement des transitions aucune sortie discréte mesu-
rable n’est émise y(.) = € et aucune actualisation de vecteur d’état n’est faite Rest(.,z) =
x. Pour une version en temps continu, il suffit de remplacer dans I’équation (1.3) z(¢+ 1)

par @(t).

1.3.2 Les systémes linéaires & commutation SLS

Les systémes SLS sont caractérisés par une évolution continue régie par une collection de
sous-systémes linéaires et une évolution discréte régie par des entrées controlables. Ces

entrées sont souvent le résultat d’'une stratégie de commande discréte. Par conséquent,
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Chapitre 1. Introduction auz systémes dynamiques hybrides

d’apres la définition (1.1), un systéme hybride SLS vérifie

Hsrs = (Q, X, V, X, U,Y, Init,S.,S,7T,v, Inv, Guard, Rest) (1.4)

avec Q = {1,2,..., s} un ensemble fini d’états discrets. L’ensemble des transitions 7 est
composé uniquement de transitions type contrélable donc Yg,; = 0) et Inv = R™ (aucune
transition d’invariant). Lors de franchissements d’une transition aucune sortie discréte
accessible a la mesure ¥ = {e} (7(T) = ¢). Les espaces d’état, de sortie et d’entrée sont
tel que X =R™, Y € RP, U € R™.

Pour chaque i € () un sous-systéme dynamique linéaire indexé par i

z(t+1) = Az (t) + Biu(t)

(1.5)
y (t) = Ciz(1)

est actif, on A; € R™*", B; € R™™ et C; € RP*™, La valeur de la variable d’état continu

x n'est pas actualisée lors d’'une commutation Reset(.,z) = x.

1.3.3 Les systémes linéaires affines constants par morceaux PWA

Les systemes PWA sont caractérisés par un état hybride composé d’un état continu et
d’un état discret. L’évolution de I’état continu est régie par un systéme dynamique linéaire
par morceaux et I’évolution de I'état discret est régie par des transitions de type invariant.

Suivant la définition (1.1), un systéme PWA est défini comme

Hpwa = (Q,2,V, X, U,Y, Init,S.,S,T,~, Inv, Guard, Rest) (1.6)

avec @ = {1, ..., s} un ensemble d’indice de mode en cours d’évolution. g,y = 0, Xcons = 0
car ’ensemble des transitions discrétes 7 est uniquement composé de transitions de type
invariant. Le franchissement de ces transitions ne produit aucune sortie discréte accessible

a la mesure ¥ = {e} et v(T') = e. L’invariant Inv = Guard est défini pour tout ¢,¢ € Q
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comime

Inv(q) C Q x X, tel que Inv(q) N Inv(q") =10

Pour chaque i € () un sous-systéme linéaire indexé par ¢ est actif :

x(t+1) = Az (t) + Bu(t) + f;
y (t) = Ciz(t) + g;

(1.7)

ou A; € R B, e R™™ f, € R™ C; € RP*™ et g; € RP. Le vecteur d’état n’est pas
actualisé lors des commutations Reset(.,x) = x.

En résumé un systéme PWA évolue suivant plusieurs dynamiques différentes. Chaque
dynamique est définie dans une région de I’espace d’état-entrée. Ces derniére sont obtenues
grace a la condition d’invariant Inv(g) qui permet de partitionner l'espace d’état-entrée
en s régions X;, 7 = 1,...,s. La figure (1.3) montre un exemple de trajectoire du vecteur
d’é¢tat continu z dans deux régions voisines &; et &;. L’état initial z¢p € &; et I’évolution
de z est régie par le sous-systéme i. Lorsqu’a un instant donné x atteint (ou dépasse) la

frontiére séparant les deux régions, I’évolution de x sera régie par un nouveau sous-systéme

J.

frontiére

F1G. 1.3 — Trajectoire de = dans l'espace d’état
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1.3.3.1 La forme MLD d’un systéme affine constant par morceaux en temps

discret

Une modélisation MLD (mixed logical dynamical) & été introduite dans (Bemporad and

Morari, [1999). Un systéme MLD est de la forme générale :

x(t+1) = Azx(t) + Byu(t) + Byd(t) + Bzz(t) (1.8a)
y(t) = Cz(t) + Dyu(t) + D26(t) + Dsz(t) (1.8b)
Egé(t) + EgZ(t) < Elu(t) + E4$(t) + E5 (18C)

ot x(t),u(t) et y(t) sont respectivement de la forme x(t) = [x.(t)T, z4()]T, u(t) = [u(t)T, ug(t)]*
et y(t) = [y(t)T,yq(t)]". Il s’agit de la concaténation d’une variable continue indiquée par
la lettre "c¢" et d’une variable discréte désignée par la lettre "d". Le vecteur obtenu par
cette concaténation est appelé vecteur mixte. L’état mixte x, ’entrée mixte u et la sor-
tie mixte sont respectivement de dimension x € R" x {0,1}", u € R™ x {0,1}™ et
y € RPe x {0,1}P4. 6 € {0,1}" et z € R" sont des variables auxiliaires introduites pour
pouvoir transformer des propositions logiques sous forme d’inégalités linéaires (Bemporad
and Morari, 1999). L’inégalité indiquée dans I’équation (1.8c) permet de regrouper toutes
les contraintes liées & 1’état =, a 'entrée u et aux variables auxiliaires 9, z.

Les auteurs démontrent qu’une large classe de systémes hybrides peut étre écrites sous
forme MLD. Une équivalence particuliére entre la forme MLD et la forme PWA a été
démontrée (Heemels et all 2001). En effet, dans le cas d’une partition de 1'espace d’état-

entrée sous forme de polyédres (Bemporad), 2004) :
X ={X = [27,u"] tel que H;X < K;]}

il est simple d’établir I’équivalence MLD-PWA en introduisant des variables binaires 9;

vérifiant

[0; = 1] — [z7, "] € Inv(g)
et en imposant une condition de type "ou exclusif" :

Di=1,2

ghigaany
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L’équipe de recherche sur les systémes hybrides de I'université de Zurich a développé
un compilateur appelé HYSDEL (Torrisi and Bemporad|, 2004) permettant de traduire
des données de systéme PWA sous une forme équivalente MLD (Geyer et al., 2003) et
inversement. Le modéle MLD obtenu est souvent employé pour résoudre des problémes de
commande optimale (Borrelli et al.l 2005), d’observabilité (Bemporad and Morari, 1999),

d’identification (Ferrari-Trecate et al., 2003),...etc

1.4 Sur l’observabilité des systémes hybrides

La majeure partie des travaux sur les SDH s’est concentrée sur les domaines de la modé-
lisation, de la stabilité et de la controlabilité. Jusqu’au début des années 2000, on trouve
trés peu de travaux de recherche sur l'observabilité. A notre connaissance la premiére
tentative pour caractériser ’observabilité des systémes hybrides peut étre trouvée dans
les travaux de (Ezzine and Haddad| [1989) ou les auteurs ont étudié I'observabilité et la
controlabilité de la classe des systémes linéaires a commutation en temps continu ou les
commutations sont connues et périodiques. Pour la classe des systémes linéaires par mor-
ceaux, l'observabilité a été analysée pour la premiére fois dans les travaux de (Sontag,
1981). Dans les années 90 avec 'avénement des systémes hybrides comme un domaine de
recherche important, la question de 'observabilité a été examinée pour quelques classes
particuliéres de SDH.

Dans (Vidal et al.l 2002)), une caractérisation de I'observabilité pour la classe des systémes
JLS en temps continu et des conditions suffisantes pour I'observabilité des systémes JLS
ont été données. Ces conditions sont vérifiées par des tests de rang de matrices liées aux
parameétres du systéme JLS. Dans (Babaali and Egerstedt] 2004), I’étude de ’observabilité
des systémes JLS en temps discret a été abordée. Dans (Sun et al.,2002)), ’observabilité est
considérée comme propriété duale de I'atteignabilité. Les auteurs ont donné des conditions
d’observabilité pour la classe particuliére des systémes SLS ou I'état discret est connu.
Dans (Bemporad et al 2000), la définition de l'observabilité par incrémentation pour
la classe des systéemes PWA sous forme MLD est proposée. La condition d’observabilité

sous-jacente est vérifiée par la résolution d’un programme linéaire mixte (mixed-integer
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linear program MILP).
Nous allons dans les paragraphes suivants présenter briévement les différentes caractéri-

sations de 1'observabilité. Rappelons d’abord ce qu’est I'observabilité d'un systéeme ?

1.4.1 Observabilité d’un systéme linéaire
La notion d’observabilité a été introduite par Kalman (Kalman, 1963) pour les systémes

linéaires

x(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t)

(1.9)

avec x le vecteur d’état, u le vecteur d’entrée et y le vecteur de sortie. On appelle ob-
servabilité d’un systéme, la possibilité d’évaluer le vecteur d’état x & partir de mesures
effectuées sur le systéme. On dit que le systéme (1.9) est observable a Uinstant ¢; si a
partir de la connaissance du vecteur de sortie y et du vecteur d’entrée u, il est possible
en un temps fini t5 > ¢; de déterminer 1'état x(¢;). Le critére d’observabilité de Kalman

est donné par la matrice d’observabilité

CA

C A

La dimension du sous-espace d’état observable est égale au rang de la matrice d’observa-
bilité. Autrement dit, le systéme (1.9) est observable si rang(O) = n.

En temps discret, 'observabilité d’un systéme linéaire

x(k+1) = Ax(k)
y(k) = Cx(k)

(1.10)

est définie comme la possibilité d’évaluer 1’état initial z; en utilisant les échantillons de
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sortie y(k) disponibles sur un horizon de taille V. Les sorties sont données par

y(1) C
yN(%)Z y(:2) = C:A Ty

y(N) CAN-L

_ i L - i

Par conséquent, I'observabilité est garantie si la matrice de d’observabilité Oy est de rang

plein.

1.4.2 De la discernabilité a ’observabilité

Le critére de Kalman est un concept clé pour la compréhension de l'observabilité des
systémes linéaires. L’extension de 1’observabilité & la classe de systémes linéaires avec
commutation de modéles a suscité une littérature abondante. La plupart des auteurs ont
considéré des généralisations naturelles du concept de Kalman en introduisant la notion

d’indiscernabilité de deux conditions initiales.

Définition 1.2 (Indiscernabilité) Deux états initiaux x1, xo sont dits indiscernables sur
[intervalle de temps T si leurs sorties respectives sont identiques sur cet intervalle. Nous

notons par Z(x) l'ensemble des états indiscernables de .

La notion d’indiscernabilité de deux conditions initiales a permis de donner une nouvelle

définition de 'observabilité :

Définition 1.3 (Observabilité) Un état x est dit observable sur lintervalle de temps T si
Z(z) = {x} sur le méme intervalle. Le systéme est dit complétement observable si chaque

état admissible est observable.

Pour comprendre cette définition, considérons le systéme linéaire (1.10). Deux états ini-
tiaux différents x1, x5 € R™ seront indiscernables sur un horizon N si leurs sorties res-
pectives Vn(z1), Yn(x2) sont identiques. D’une maniére générale, le systéme n’est pas
observable si

dxi, 20 € R", et 1 # x5 tel que Oyxy = Onao
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Il est simple a remarquer que cette condition n’est pas vérifiée dans le cas ot la matrice

d’observabilité O serait de rang plein. En effet :
si rang(Oyn) = n, et Oyxy = Onzy = 71 = 29

Ainsi le critére d’observabilité de Kalman pour les systémes linéaires peut étre simplement

déduit & partir de la notion d’indiscernabilité de deux états initiaux différents.

La définition d’indiscernabilité (1.2) de deux conditions initiales peut étre aussi utilisée
pour le cas des systémes hybrides. La notion d’indiscernabilité de deux états hybrides
initiaux est donc donnée suivant la définition (1.2) en remplacant ’état continu x par
I'état hybride (¢, ). Nous allons voir dans le prochain paragraphe que la caractérisation
de I'observabilité pour les systémes JLS en temps continu ou en temps discret se déduira
en utilisant la notion d’indiscernabilité. Les conditions établies pour d’observabilité seront
résumées sous forme de tests de rang de matrices similaire a celle correspondant au cas

des systémes linéaires.

1.5 Observabilité des systémes linéaires a saut

Comme nous 'avons déja présenté dans les paragraphes précédents, la classe des systémes
JLS est caractérisée par un état hybride (¢, z) ou la dynamique de I’état continu z € R™

est déterminée par une collection de plusieurs modeéles linéaires S; = (A;,C;),i € Q =

{1,2,...,s}

PO =Aw@®) el 1) = Ay i)
y (t) = Cix(t) y(k) = Ciz(k)

auxquels sont associées des commutations de modéles. L’état discret ¢ € ) représente
I'indice du sous-systéme actif. Il est régi par un processus externe inconnu donc les tran-
sitions discrétes sont toutes de type incontrolable. Nous allons présenter dans un premier
temps les résultats concernant I’observabilité de cette classe des systémes JLS en temps

continu. Ensuite, le cas temps discret sera considéré.
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1.5.1 Observabilité des systémes JLS : Cas temps continu

Sous I’hypothése d'un temps minimum séparant deux commutations consécutives (hypothése-
1.2), (Vidal et _al.l 2002)) ont caractérisé le concept d’observabilité pour la classe des sys-

témes JLS en temps continu en terme de possibilité de récupérer

1. létat hybride initial (qo, xo) ;
2. le premier instant de commutation ;
en utilisant la sortie y(t) et ses dérivées successives. Pour comprendre ce résultat, nous

allons d’abord donner quelques définitions.

Définition 1.5.1 (Matrice d’observabilité étendue d’ordre k) Pour un sous-systéme S; =

(A;, C;), la matrice définie par

Ok(i) =

C; A1

est appelée matrice d’observabilité étendue.

Définition 1.5.2 (Matrice commune d’observabilité étendue) Pour deux sous-systémes
différents S;,S;, la matrice commune d’observabilité étendue associée aur deur sous-

systemes est obtenue par la concaténation de deux matrices d’observabilité étendues :

Définition 1.5.3 (Indice commun d’observabilité) L’indice commun d’observabilité est le

plus petit entier k tel que le rang de la matrice Ok(i,j) cesse d’augmenter. Il est noté par
v(i, ).
Observabilité de 1’état hybride initial

Le lemme fondamental donné dans (Vidal et all, 2002)) repose sur les idées qui suivent.

Considérons le systéme JLS (1.11)) tel que les instants de commutation

1 <ty <. <t; <.
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vérifient la condition de temps de s¢jour minimum : il existe une durée 7 telle que ;.1 —t; <
T.

Analysons d’abord sous quelle conditions nous pouvons déterminer 1’état hybride initial
(q(to), z(to)) avant 'arrivée de la premiére commutation a instant ¢;. Rappelons que
deux états hybrides initiaux (qi, 1), (¢2, 2) sont indiscernables sur l'intervalle ¢ € [tg, ;)

si leurs sorties respectives sont identiques, c’est-a-dire :

Cpetanlt=0g = ¢ edel=)g e [t t)). (1.12)

Le développement en série de Taylor autour de ty des deux cotés de 1’égalité donne
Cop Al w1 = Cp Al 2y k=0,1,2, ...

En introduisant la notation de la matrice d’observabilité étendue O, (définition [1.5.2),

I'équation (1.12) devient
O (@1) 71 = O (g2) 72 (1.13)

Par conséquent, I’état hybride initial (q(t), z(to)) peut étre déterminé si
VQIJ qo S Q; Si q1 7é q2, rang <|:Ooo (Ch) OOO (QQ) i|> = 2n (114)

Comme v(q1,q2) (définition [1.5.3) est le plus petit entier tel que le rang de la matrice
commune d’observabilité étendue cesse d’augmenter, alors nous pouvons réécrire cette
condition en utilisant (g, g2). Pour tenir compte de toutes les combinaisons possibles de
(q1,92) € (Q x @), le plus grand indice commun d’observabilité v = max,, £4,c0{v(q1,92)}

est utilisé pour reformuler 'équation (1.14) sous la forme générale

Vg1, q2 € Q, si q1 # 2 Tang ([Oy (q1) O, (q2)D =2n (1.15)
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1.5. Observabilité des systemes linéaires a saut

La sortie y(t) et ses dérivées successives s’écrivent

y (to)
y (to)"

y (to)" ™

————
yu(to)

- Ol/ (QI) X

A partir de cette équation, nous pouvons énoncer le résultat de (Vidal et al.l 2002) :

Lemme 1 (Vidal et all, 12002) (Observabilité de I’état hybride initial) Etant donné un
systeme JLS, si ’hypothése de temps s€jour est respectée t1 — to < 7, alors l’état hybride

initial (q(to), z(to)) est observable si pour tout q1 # qo € {1,2, ..., s}, nous avons
rang ([OV (1) O, (qQ)D =2n (1.16)
[’état discret initial est donné par :
alto) = {a: € Q: rang (| 0, () V(1) | ) =) (1.17)

l’état continu initial est donné par :

(to) = Ouq(t)) Y (t0) (1.18)

Les équations (1.17),(1.18) sont obtenues en utilisant un résultat bien connu sur la réso-

lution des systémes linéaires Ax =y

Théoréme 1.5.1.1 Le systéme Ax =y est soluble si et seulement si

rang(A) = rang([A y])
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L’ensemble des solutions x est donné par
x=Aly+ (I, — ATA)z

ot (A)T est une inverse généralisée de A et z € R™ est un vecteur arbitraire.

Observabilité du premier instant de commutation

Puisque ¢(t) est constant entre deux instants de commutation, nous allons nous focaliser
sur les conditions dans lesquelles le premier instant de commutation ¢; peut étre observé
(ou détecté). Les sorties y(t) sur les intervalles [to, ;) (avant la commutation) et [t, 1)

(aprés la commutation) s’expriment comme

Cyioye 1 =)z (15) pour t € [to, )

Coiapye = eAato) 1=10) g (1) pour ¢t € [ty,ts)

L’instant de commutation ¢; n’est pas donc indiscernable sur l'intervalle [t1,t) si :
Cq(to)eAq(t())(tftl)eAq(tO)(tlfto)x (to) = Cq(tl)eAq(tl>(tftl)eAq(t())(tlfto)m (to)
Le développement en série de Taylor autour de ¢; des deux codtés de 1'égalité donne
Coten) Ak 2 (t1) = Cyo) Al (to), k=10,1,2,...

De la méme maniére que I’équation (1.19), nous pouvons exprimer la condition d’indis-

cernabilité de 'instant ¢; comme
O, (q(to)) x(to) = O, (q(t1)) z(to) (1.19)

Nous pouvons maintenant annoncer le deuxiéme résultat de (Vidal et al., 2002) :

Lemme 2 (Vidal et al., [2002) (Observabilité du premier instant de commutation)
Etant donné un systéme JLS, sit, —ty < T, alors le premier instant de commutation t;

est observable si pour tout q; # g2 € {1,2, ..., s}, nous avons

rang ([0, (@) ~ O, (42) | ) =
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1.5. Observabilité des systemes linéaires a saut

le premier instant de commutation t, est donné par
ty =min{t > to: V,(t7) £V, (t1)}

Il est & remarquer que l'instant de commutation t; est détecté lorsqu’une discontinuité
apparait au niveau de ), .

Une fois I’état hybride initial (q(to), z(to) et le premier instant de commutation ¢; obtenus,
il est évident que la méme démarche sera utilisée pour les commutations suivantes. Il suffit
de répéter la méme procédure en considérant (q(t1),x(t1)) comme le nouveau état initial

et I'instant ¢, comme le nouveau premier instant de commutation.

1.5.2 Transposition au cas temps discret

Alors que 'analyse d’observabilité pour les systémes linéaires en temps discret et en
temps continu est pratiquement semblable, une différence importante existe dans le cas des
systémes linéaires & commutation. Dans le cas temps continu, I'observabilité d’un systéme
hybride est définie comme la capacité de reconstruire I’état initial uniquement en utilisant
la sortie et ses dérivées successives issues d’'un méme mode. Le critere d’observabilité
formulée par (Vidal et al..2002) repose sur I’analyse de la sortie et de v dérivées successives
Y,. La transposition en temps discret revient donc & analyser des échantillons de la sortie

sur un horizon de temps de taille v

Vi(ko) = [y(ko)" . y(ko + 1)7, .. y(ko +v — 1"

Les conditions données dans le Lemme-1/ concernant 1’observabilité de 1’état hybride initial
sont valables si les v échantillons proviennent bien d’un méme mode. Cette hypothése n’est
pas forcément vérifiée dans le cas temps discret. Par conséquent, les résultats obtenus en
temps continu ne peuvent pas étre transposés directement au cas temps discret. Nous

reviendrons dans le chapitre.3 en détail sur ce point.

1.5.3 Observabilité des systémes JSL : cas temps discret

Pour décrire un systéme linéaire a saut (ou un systéme & commutation en temps discret)

sans imposer un temps de sé¢jour minimum dans chaque mode (Babaali and Egerstedt,
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2004) utilise la formulation bien connue des systémes linéaires a paramétres variants dans

le temps pour proposer le modéle suivant :

z(k+1) = Ag,x (k)
y (k) = Co,x(k)

(1.20)

oufp € Q ={1,2,---,s} est 'indice du sous-systéme actif a I'instant de temps k. Une sé-
quence d’indice de mode ( ou une séquence de commutation) 6 = 6;...0 forme un chemin
de longueur N. Les matrices A;, B; et C; sont de dimension appropriée. Le modéle (1.20)
a I'avantage de fournir un cadre plus général pour décrire un systéme a commutation en
temps discret sans aucune hypothése sur I'instant séparant deux commutations succes-
sives. Cependant, ce modeéle n’est pas adapté pour décrire les systémes PWA car avec
cette formulation, un chemin 6 est supposé régi par un certain processus externe alors
que les commutations associées aux systémes PWA sont dues aux conditions d’invariant,
condition liées a la valeur de z.

Alors que 'observabilité des systémes JLS en temps continu est formulée en terme d’ob-
servabilité de I'état hybride initial et du premier instant de commutation, le probléme

d’observabilité en temps discret est formulé en terme de

1. T'observabilité de 1’état continu sous un chemin connu.

2. Tobservabilité de ’état discret sous un chemin inconnu.

Observabilité sous un chemin connu

Considérons un chemin 6 = 6,0,...05 composé par N indices de modes connus. Les #; ne

sont pas forcement tous différents. Les sorties y(k),k = 1,..., N, & partir de I’état initial
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1.5. Observabilité des systemes linéaires a saut

x1 € R" suivant le chemin discret 6 sont définies par

Y (1) Co,
Yy (2) 092A91
Vo (11) = , = . Zo
_y(N)_ _CGNAGN—I'.'Ael_
o

Nous remarquons que la matrice Oy, est semblable a matrice d’observabilité de Kalman
pour les systémes linéaires. L’observabilité de 1’état initial x; peut étre vérifiée par le test

de rang de la matrice Oy, .

Définition 1.5.4 (Babaali and FEgerstedt, 2004)(Matrice d’observabilité associée a un

chemin) La matrice d’observabilité associée au chemin 0 = 010,...0y est définie comme :

0(6) = , (1.21)

C(Oxn) A(On_1)--A(6)

Un chemin est observable si et seulement si la matrice d’observabilité associée a ce chemin
est de rang plein.
L’ensemble des paires (A;, C;), ..., (As, Cs) sont observables sur un chemin si et seulement

sl existe un nombre entier N tel que tous les chemins de longueur N sont observables.

Observabilité de I’état discret sous un chemin inconnu

Considérons maintenant deux chemins #', 0% € O inconnus avec Oy 'ensemble de tous
les chemins de longueur N. Les deux chemins différents 6%, 0% sont indiscernables si a
partir de deux conditions initiales différentes x1, x5, les sorties associées aux deux chemins

sont identiques.

Définition 1.5.5 (Babaali and Egerstedt, [200]) Deux chemins 0*,0* € Oy sont discer-

nables si Va1, o € R", nous avons
01 # 0 € O = Vg, (11) # Vo, (72)
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En utilisant la propriété donnée dans le théoremel.5.1.1, nous pouvons donc trouver un
chemin 6 € ©y en utilisant I’équation suivante :

0 = arg {rang([Vs(z1) Oy|) =rang(Oy)}

YEON

1.6 Observabilité des systémes & commutation SLS

Les systémes SLS sont caractérisés par des commutations contrblables ce qui implique
que l'ordre d’exécution des transitions est connu a priori. Une caractérisation de I'attei-
gnabilité, de la controlabilité et de l'observabilité a été donnée par (Sun et al. 2002).
Dans cet article, la notion observabilité est abordée en terme de conditions permettant
de reconstruire I'état initial continu a partir des sorties continues et des entrées continues
sachant que I’état discret est connu. Les conditions nécessaires et suffisantes pour ’obser-
vabilité énoncées par les auteurs ne sont qu’'une transposition des conditions déja établies
pour caractériser ’atteignabilité. Pour expliquer ce résultat il est nécessaire de présenter
quelques notations.

Nous allons noter R(M) pour désigner le sous-espace engendré par les lignes de la matrice

M. Pour deux matrices My, My € R™™ et un sous espace S € R"™ nous définissons

Ly, S =S+ MS+---+ M!S (1.22a)

Tyl S = T, (Can,S) (1.22b)

Le résultat de (Sun et all, 2002)) sur 'observabilité de la classe des systémes SLS s’énonce

comme suit :

Théoréme 1.6.0.1 (Sun et al., [2002)(observabilité des systémes linéaires a commuta-

tion) Un systeme SLS est observable si et seulement si O = R"™ o

0= 0;et 0= R(C]);051 =) IO,
§j=0 i€Q €@
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On peut voir assez facilement que ce test d’observabilité est déduit de l'atteignabilité.
En effet, au début nous construisons un sous-espace 7 union de toutes les combinaisons
linéaires des lignes des matrices C7,i = 1,..., s. Ensuite, & partir de O, nous calculons

I’ensemble des sous-espaces atteignables
L4201 = Oy + A O + -+ (A7)0,

L’union des ensembles des sous-espaces atteignables donne . Nous répétons la méme
procédure avec Oy afin obtenir (O3. Finalement, nous testons si tous les sous-espaces

O; =1,..,00 forment R". Autrement dit Vx € R", I’état continu est observable.

1.7 Observabilité des systémes MLD

Une nouvelle définition de 'observabilité par incrémentation pour les systemes MLD a

été donnée dans (Bemporad and Morari, 1999).

Définition 1.7.1 (Observabilité) (Bemporad and Morari, [1999) Considérons un systéme
hybride de la forme MLD (1.8) (ou de la forme équivalente PWA), l’ensemble des états
initiauz X (0) C R x {0,1}™ et l’ensemble des entrées U C R™ x {0,1}™. Un systeme
PWA est dit observable par incrémentation en T étapes a partir de X(0) s’il existe deux
normes ||.|lo (surR™*™ ) et ||.||y (sur RP*P1) et un scalaire positif w tel que Va1, xe € X(0)

etV la séquence d’entrée u(t)l ' =0CU

=
L

Hy(t, xl,U) - y(taw%u)l‘b 2 wal - 332“@ (123)

~+
Il
()

ou y(t, o, u) est la sortie a Uinstant t & partir de ’état initial x(0) = xo.

Cette définition peut étre vue comme la notion de discernabilité, ¢’est-a-dire a partir de
deux états initiaux différents, les sorties correspondantes sont toujours distinctes, indépen-
damment des entrées appliquées. La condition d’observabilité est donnée par I’équation
(1.23) mais le but pratique est de trouver 1’horizon minimum de l'observabilité T'. Les au-

teurs proposent un algorithme pour calculer cet horizon et vérifier ’observabilité sur cet
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horizon. L’algorithme utilise la programmation linéaire mixte (MILP) d’ou la complexité

de mise en ceuvre et le temps de calcul important.

1.8 La particularité de ’observabilité en temps discret

Il est bien connu, qu’a partir d'un ensemble de sous-systémes stables, on peut obtenir un
SDH stable ot un SDH instable. Il est de méme pour I'observabilité : en commutant deux
sous-systémes observables, on peut avoir un systéme hybride observable ou un systéme
hybride non observable. L’observabilité ne se résume pas a ’étude de I'observabilité de
chaque sous-systéme d’une maniére indépendante. Comme nous allons le voir sur quelques
exemples simples, en plus de la structure de chaque sous-systéme, la loi de commutation
joue un roéle capital dans ’observabilité.

Considérons deux sous-systémes S; = (A;, C;),7 = 1,2 linéaires définis par

x(k+1) = Az (k)
(k) = Cor()

(1.24)

avec x € R™" et (; = RP*™. Nous définissons 1’observabilité comme les conditions pour
lesquelles nous pouvons récupérer I'état initial x1 a partir des sorties disponibles sur une

fenétre de taille N :
yT,x1 = [y(l)u y(2)7 o y(N - 1)]T
Pour tenir compte des différentes situations possibles, nous considérons le cas général ol

dy échantillons proviennent du sous-systéme 1 et ds échantillons du sous-systéme 2.

Le vecteur d’observation Vr,, est

Cy

O AD
yT,xl = J o = OnTy
LA

| CoAPTIAY |
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L’état initial z; peut étre récupéré en utilisant Yr si x; est solution unique de Oyz; =

Yra, - En d’autres termes,

Vay,xe € R, sixy # 9, alors Yy, # Vi,

Il s’agit de la condition de discernabilité de deux états. Elle est vérifiée si rang(On) = n.
Il est a remarquer que la structure de la matrice d’observabilité Oy dépend d’une part de
la taille de I’horizon d’observation N = d; + dy et d’autre part de la loi de commutation.
En effet, les valeurs de d; et de dy forment le temps de séjour dans chaque mode et la loi
de commutation donne la séquence de commutation (ordre des transitions). Pour illustrer

ce fait, nous allons emprunter quelques exemples cités dans (Bemporad et al., 2000).

Deux systémes non observables

Considérons le cas du systéme a commutation (1.24) avec

Ay = 1(1) , Ag = ;1 ,Clz[m], 02=[01]

Par un simple test du rang de la matrice d’observabilité de Kalman, nous pouvons conclure
que les deux sous-systémes sont non observables. Si le systéme change de mode & chaque
instant, autrement dit d; = dy = 1, et la séquence des modes visités (séquence de commu-
tation) est de la forme ...1212.... La matrice d’observabilité Oy est donnée d’une maniére

générale comme

C
O, A

Oy =

Vi=1,2,Vj = 1,2 la matrice Oy est de rang plein, alors le systéme global est observable
sur un horizon N = 2. Par conséquent, par une simple commutation de modéle a chaque
instant, nous avons pu construire un systéme observable a partir de deux sous-systémes

non observables.
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Deux systémes observables

Considérons maintenant les matrices

Ay = 3(1) , Ay = (1]2 : 012[10}, sz[oﬂ

Les deux sous-systémes sont observables. Considérons une situation semblable & celle du
premier exemple ol d; = dy = 1 et le systéme change de mode a chaque instant (séquence

de commutation de la forme ...1212...). Le test du rang de la matrice d’observabilité vérifie

G
rang =1l<n
C;A;
Alors le systéme global n’est pas observable sur un horizon N = 2. L’observabilité d'un

systéme & commutation ne peut donc pas étre déduite uniquement de 1’observabilité de

chaque sous-systéme.

La taille de I’horizon d’observation

Il est simple a vérifier que I’horizon N joue aussi un réle capital dans 1'observabilité.
Pour illustrer ce role revenons au deuxiéme exemple ol nous avons conclu que le systéme
global n’est observable sur un horizon N = 2. Analysons la méme situation avec une
commutation de modéle a chaque instant avec nouveau horizon de langueur N = 3. La
matrice d’observabilité On est de la forme
C;
Onv=| Cj4;
CiA;A;

Cette matrice est de rang plein Vi = 1,2 Vj = 1,2. Alors le systéme global est observable.
Il est & noter que dans les trois exemples, nous avons omis d’indiquer le réle que joue le
choix de I’état initial z; lui méme. En effet, dans des situations particuliéres, I’état x peut
appartenir a I’espace nul de la matrice d’observabilité Q.

En résumé, lors de I’étude de I'observabilité des systémes & commutation en temps discret,
I'observabilité est fortement liée a la loi de commutation, a I'horizon d’observation et &

I’état initial continu.
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1.9 Estimation d’état pour les systémes hybrides

Beaucoup de méthodes de commande et d’asservissement des processus dynamique uti-
lisent le principe du retour d’état. Dans la plupart des systémes dynamiques, les seules
variables accessibles sont les entrées et les sorties. Il est donc souvent nécessaire de re-
construire 1’état du systéme pour élaborer la commande. Pour les systémes linéaires, les

observateurs ont habituellement la structure suivante :

@(t) = A () + Bu(t) + L (y (1) — § (1))
y(t) = Ci (1)

(1.25)

Le gain de 'observateur L est & déterminer pour que l'erreur d’estimation e(t) = x(t)—(t)
converge vers 0 lorsque t tend vers l'infini. Lorsque cette propriété est satisfaite, I’'observa-
teur est dit asymptotique. En conséquence, il faudra choisir L telle que la matrice A — LC'
est stable. Si la paire (A, C') est observable, alors les valeurs propres de A — LC' peuvent

étre fixées arbitrairement.

Les systemes hybrides ont un comportement mixte a cause du couplage d'une structure
continue avec une structure événementielle. Ainsi un observateur hybride apparait comme
une association d’un observateur pour la partie continue et d’un observateur pour la
partie discréte. Un exemple typique d’un observateur pour les systémes hybrides peut étre
trouvé dans les travaux de (Balluchi et al., 2002)). Le schéma d’observation est composé
d’un observateur discret, basé sur la théorie des systémes a événements discrets, et d'un
observateur continu basé sur la théorie classique des observateurs. Le premier identifie
I’état discret du systeme hybride, le deuxiéme donne une estimation de 1’état continu du
systéme hybride. Cependant, dans la littérature, la majorité des travaux sur la synthése
d’observateurs pour les systémes hybrides ne tiennent pas compte de la partie discréte. En
supposant que le sous-systéme actif est connu a chaque instant, la synthése d’observateur

se simplifie considérablement.
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1.9.1 Observateur avec ’état discret connu

Considérons un systéme & commutation composé de s sous-systémes linéaires :

T (t) = Aq(t)x (t) + Bq(t)u (t)
y (t) = Cowyz ()

(1.26)

ouq(t) € Q@ =1,2,...,s est 'état discret (indice de mode) a instant ¢. Les commutations
sont supposées arbitraires mais connues a chaque instant. L’observateur proposé est de la
forme :[ (Alessandri and Colettal 2001)),(Balluchi et al.l 2001)),(Daafouz and Millerioux|
2002),...|

z () = Agy® (t) + Bawyu (t) + Lge (y () =4 (1))
9 (t) = Co (1)

(1.27)

La synthése de cet observateur a commutation consiste a déterminer les gains L;,1 =

1,..., s tels que la dynamique de 'erreur d’estimation e = x — &

¢(t) = (Agw) = LawCan) € () (1.28)

est stable. Par conséquent la synthése d’observateur pour les systémes hybrides avec 1’état
discret connu rejoint ’étude de la stabilité des systémes & commutation.

Il est bien connu que la stabilité d’un systéme hybride n’est pas systématiquement dé-
duite a partir de la stabilité de chaque sous-systéme composant le SDH. Il est possible de
trouver des exemples trés simples (voir (Branicky, 1994)) qui illustrent le cas d’un sys-
téme hybride avec une dynamique stable dans chaque mode et un comportement global
instable. Dans (Hespanha and Morse, [1999), on s’intéresse a 'étude de la stabilité d'un
systéme a commutation composé d’une famille de sous-systémes stables et d'une autre
famille de sous-systéemes instables. Une condition de stabilité est formulée en terme de
rapport entre nombre de commutation et le temps moyen de séjour dans chaque sous-

systeme. Une vue globale sur la stabilité des systémes hybrides peut étre trouvée par
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exemple dans (R.DeCarlo et all, 2000; [Liberzon and Morsel [1999).

Pour garantir la stabilité d’un systéme on a souvent recourt aux fonctions de Lyapunov.
Malheureusement, aucune méthode générale n’est disponible pour calculer ces fonctions.
Cependant, le choix de fonctions de Lyapunov de type quadratique permet souvent de
formuler la stabilité des systémes a commutation sous forme d’inégalités matricielles li-

néaires LMI (Boyd et al [1994)). La stabilité est alors garantie par

— Dexistence d’une fonction de Lyapunov quadratique commune a tous les sous-systémes
(Liberzon and Morse, 1999) .

— Dexistence de fonctions de Lyapunov quadratiques multiples (Branicky, 1998)) .

[’existence d’une fonction Lyapunov quadratique (commune ou multiple) est une condi-
tion suffisante pour garantir la stabilité d’'un SDH. Cette formulation présente ’avantage
d’étre facilement exploitable. En effet, il suffit d’écrire les conditions de stabilité sous
forme LMIs pour lesquelles il existe de nombreuses boites a outils efficaces (Lmitool de

Matlab, Scilab, Sedumi et l'interface tklmitool par exemple...) .

Fonction de Lyapunov quadratique commune

La fonction de Lyapunov quadratique commune est donnée par
V(e(t)) = e(t)” Pe(t)
ou P = PT. La stabilité est analysée en vérifiant que
Vie(t)) <0

au long de la trajectoire de I'erreur.

Dans (Alessandri and Colettal, 2001) une approche de synthése de 'observateur (1.27)
a été donnée. Cette méthode permet de trouver la matrice de Lyapunov commune P
qui garantie la stabilité de I'erreur d’estimation (1.28)), ensuite de déduire les gains Ly

correspondants a chaque mode.
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Proposition 1.9.1 (Alessandri and Colettd, [2001) Considérons le systéme a commuta-
tion (1.20) et son observateur (1.27). S’il existe une matrice définie positive P et des

gains de l'observateur L;,1 = 1,...; s tel que :

(A; — LiC)' P+ P(A; — LiCy) <0, pouri=1,...,s. (1.29)

alors l'observateur est asymptotiquement stable.

Trouver une fonction de Lyapunov commune pour un systéme hybride est un critére trop
conservatif surtout si le nombre de sous-systémes est important. Pour réduire ce conser-
vatisme, nous sommes souvent amené au choix de fonctions de Lyapunov quadratiques
multiples méme si le nombre de LMIs & résoudre est supérieur & celui correspondant a
I'utilisation d’une fonction de Lyapunov commune. Nous allons revenir en détail sur ce

type de solution dans le deuxiéme chapitre.

1.9.2 Observateur hybride : état discret inconnu

Dans le cas ou l’état discret ¢(t) ne serait pas disponible, 'estimation d’état pour un
SDH revient a identifier I’état discret en cours d’évolution et a calculer une estimation
du vecteur d’état continu, c’est-a-dire fournir une estimation du vecteur d’état hybride
(¢, ™). Nous avons mentionné dans les paragraphes précédents qu’il existe des classes par-
ticulieres de SDH ot ni les entrées discrétes, ni les sorties discrétes ne sont accessibles a
la mesure. C’est le cas notamment des classes des systémes JL.S et PWA. Par conséquent,

I'utilisation des entrées et des sorties continues est nécessaire pour estimer 1’état discret

q.

Une approche basée sur un banc d’observateurs de Lunberger a été proposée par (Balluchi
et al., 2002). Les auteurs utilisent les outils de la littérature de détection de défauts pour
générer des résidus. En raison du temps de convergence de chaque d’observateur, la détec-
tion de la commutation et l'identification du mode actif n’est pas instantanée mais elles

sont I'objet d’un retard §. Cette approche a été appliquée dans (Balluchi et al., 200T)). Les
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gains des différents observateurs sont fixés afin de garantir leur convergence avant 1’écou-
lement de ¢ unité de temps. Ce dernier est considéré comme le temps de séjour minimum
dans chaque mode. Il est & remarquer qu’a I'instant d, I’erreur d’estimation n’est pas nulle,
donc nous pouvons rencontrer des situations de conflit ot nous pouvons pas prendre de

décision. C’est le cas par exemple lorsque deux observateurs convergent au méme temps.

Une approche basée sur l'estimation & horizon glissant a été présentée dans (Ferrari-
Trecate et all 2002). La technique d’estimation repose sur la minimisation d’un critére
mettant en jeu les données de la sortie continue sur un horizon glissant. La structure par-
ticuliére de cette approche ne nécessite pas la connaissance de 1’état discret. La stratégie
d’estimation a pour objectif d’assurer la reconstruction de I’état continu. La partition de
I’espace d’état fait que la reconstruction de I’état continu implique celle de 1’état discret
puisqu’il y a une unique correspondance entre 1’état discret et la partition de l'espace
d’état continu. La reconstruction de I’état continu et de I'état discret est donc assurée de
maniére implicite. Cependant, la mise en ceuvre de cette méthode se heurte a 1’obstacle
du temps de calcul important. Une utilisation de cette solution pour le probléme de la
synchronisation du chaos (Birouche et all 2004) a montré des limites lorsque les commu-
tations surviennent rapidement, c’est-a-dire lorsque 1’aspect hybride devient important.
L’approche devient alors trés sensible, comme toute méthode d’optimisation, aux réglages
des paramétres, a savoir la largeur de la fenétre, les matrices de pondérations et du critére

A4 minimiser.

1.10 Conclusion

Le domaine des systémes dynamiques hybrides est riche de problémes théoriques et pra-
tiques largement susceptible de s’étendre dans les années qui viennent, compte tenu des
développements industriels récents et les activités de recherches intensives. Si les travaux
des dix derniéres années sur 1’étude de la stabilité ont montré leur maturité, a la fois
en termes de formulation et mise en ceuvre pratique, I'observabilité mérite d’étre encore

approfondie. En effet, il est remarquable qu’on trouve de nombreuses variantes d’obser-
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vabilité complétement différentes pour les systémes hybrides. L’observabilité doit donc
recevoir une définition intrinséque, indépendante de toute représentation particuliére.

Concernant l'estimation de ’état continu et 1’état discret des systémes hybrides consti-
tue un probléme ouvert de synthése d’observateurs. Les solutions disponibles aujourd’hui,
et qui généralement sont fondées sur une extension de résultats de I'automatique conti-
nue, montrent leur limitation dés que ’aspect hybride devient important. Une approche
prenant en compte dés la formulation du probléme ce 1'aspect hybride (interaction d’un
comportement continu et d’un comportement discret) est nécessaire pour aboutir & une

solution satisfaisante.

20



Syntheése d’observateur commuté a entrée
inconnue appliqué a un probléme de

synchronisation du chaos
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2.1. Introduction

2.1 Introduction

Aprés avoir présenté, au chapitre précédent, les principales théories concernant 1’obser-
vabilité de quelques classes de systémes hybrides, nous nous intéressons dans ce chapitre
a la synthése d’observateurs. Nous allons aborder I'estimation d’état pour les classes de
systémes hybrides en temps discret JLS, SLS et PWA lorsque 1’état discret est connu a
chaque instant. La solution sera centrée sur la synthése d’un observateur commuté avec
une contrainte de placement de poles. L’objectif de cette approche est double : d'une part
assurer la convergence asymptotique de I’erreur d’observation, d’autre part satisfaire cer-
taines spécifications de la dynamique de 'erreur d’estimation en utilisant un placement

de poles.

Lors de I’évolution d'un SDH, on constate parfois que I'état discret reste constant sur
un intervalle de temps. Cette situation apparait particuliérement lorsqu’une hypothése de
temps de séjour minimum dans chaque mode est imposée. Par conséquent, I'état continu
évolue suivant une dynamique linéaire fixe sur des intervalles de temps. Dans ce cas, il
est avantageux de pouvoir fixer la dynamique de 'erreur d’observation afin d’avoir un
comportement désiré pour chaque sous-systéme sur chaque intervalle de temps. Pour les
systémes linéaires, on utilise souvent la technique bien connue de placement de poles.
Cette derniére se fait en choisissant le gain L telle que la dynamique de I'erreur d’estima-
tion donnée par la matrice (A — LC') est stable. Cela revient a choisir les valeurs propres
de la matrice (A — LC) a partie réelle strictement négative dans le cas temps continu

(respectivement dans un cercle unité dans le cas temps discret).

Le probléme de synthése d’observateurs pour les systémes SLS se traduit souvent, comme
nous allons le voir dans le présent chapitre, par I’analyse de stabilité de I’erreur d’ob-
servation. Il s’agit de trouver des gains L; associés a chaque sous-systéme linéaire telle
que lerreur d’observation est asymptotiquement stable. La stabilité n’est pas garantie
systématiquement en choisissant séparément les gains L; qui stabilisent chacune des ma-

trices (A; — L;C;). 1l faut tenir compte du phénoméne de commutation entre les modes.
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Sans cette contrainte de placement de péles, on sait calculer les gains L; qui garantissent
une erreur d’observation stable. Par exemple une approche de type LMI permet de rame-
ner le probléme en une résolution de programmes d’optimisation convexes. Elle permet
aussi d’'incorporer des contraintes sur la qualité de la convergence de l'erreur telle que les
contraintes du type "decay rate" (Boyd et al., 1994). Cependant, les valeurs propres de
la matrices (A; — L;C;) ne peuvent pas étre imposées. Dans ce chapitre, on montrera que
cette approche peut étre étendue pour concevoir un observateur satisfaisant & la fois la

contrainte stabilité de Lyapunov et la contrainte de placement de poles.

Ce chapitre est organisé comme suit : la premiére partie du chapitre est consacrée a
la présentation de quelques résultats récents sur la stabilité quadratique et la stabilité
poly-quadratique des systémes SLS. Une approche permettant la synthése d’observateur
a commutation est déduite de ces résultats. Dans la deuxiéme partie du chapitre, nous
rappellerons la technique de placement de podles dans le cadre d’'une commande par re-
tour d’état pour un systéme SLS. Cette technique nous permettra de donner I'approche
d’observateur commuté avec un placement de poles partiel. Nous montrerons dans la der-
niére partie du chapitre comment utiliser ’approche d’observateurs commutés avec une
contrainte de placement de poles partiel pour résoudre le probléme de la synchronisation
du chaos dans le cadre d’une application au cryptage de I'information. On terminera par

une conclusion.

2.2 Formulation du probléme

Nous considérons ici une classe de SDH en temps discret composé de s sous-systémes
linéaires LTI auxquels des commutations de modéles sont associées. Chaque sous-systéme

S; est défini par I'équation suivante :

(2.1)

avect € Q = {1,...,s}. o, € R" uy € R™ et y;, € RP sont respectivement le vecteur d’état,
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le vecteur d’entrée et le vecteur de sortie. La dynamique de chaque sous-systéme S; est
régie par le triplet de matrices (A;, B;, C;) avec A; € R B; € R™™ et C; € RP*".
L’état discret du systéme ¢, € ) est représenté par l'indice du sous-systéme actif 7 a

I'instant de temps k.

Hypothése 2.1 (Connaissance de ’état discret) :
Nous supposons que la loi de commutation caractérisant l’évolution de [’état discret qy est
inconnue a priori, mais pour des contraintes d’implémentation l’état discret est supposé

disponible en temps réel.

Cette hypotheése est justifiée pour la classe des systémes hybrides SLS car I’évolution de
I’état discret est régie par des entrées discrétes controlables. Les commutations sont déter-
minées suivant une stratégie de commande discréte appropriée au systéme SLS justifiant

ainsi la disponibilité de 1’état discret en temps réel.

La formulation donnée dans ’équation (2.1) est principalement employée pour représenter
la classe des systémes hybrides SLS. Comme 1’état discret est supposé connu & chaque
instant (hypothése{2.1)), cette formulation peut étre aussi étendue pour décrire les classes
de systémes hybrides JLS et PWA. Par conséquent, tous les résultats présentés ici seront
valables pour tout SDH en temps discret représenté par un ensemble de systémes LTI

avec des commutations de modes connues a chaque instant.

La structure de l'observateur associé pour de tels systémes hybrides est généralement

donnée par :

Tpp1 = Ay, + Biug + Li(yr — Uk) (2.2)

U = Cixy

Comme 'indice du mode en cours d’évolution ¢ est disponible & chaque instant, la synthése
de l'observateur (2.2)) dit "observateur commuté" (switched observer) consiste a trouver

les différents gains L; € R"*P. ¢ =1, ..., s associés a chaque sous-systéme. Ces gains sont
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calculés afin que I'état estimé z converge vers ’état xp quelles que soient les conditions

initiales, c’est-a-dire :

Veo € R” klim llex]] =0 (2.3)

ou e = x} — I est l'erreur d’observation.
A partir des équations (2.1) et (2.2), I'évolution de l'erreur d’observation est régie par

I’équation suivante :

Ek+1 = (Az — L,C’Z)&€ (24)

La synthése de 'observateur (2.2) revient donc a déterminer les matrices gains L; garan-
tissant la stabilité asymptotique de l'erreur de 1'observation (2.4). L’évolution de cette

derniére est décrite par un systéme SLS de la forme

Ek+1 = /L'(:“k (25)

avec A; = (A;— L;C;). Par conséquent, la synthése de Pobservateur (2.2) sous ’hypothése-
2.1/ rejoint les problémes posés par I’étude de la stabilité des systémes SLS.

Nous avons déja donné dans la derniére partie du premier chapitre quelques résultats
concernant la stabilité des SDH. Dans la suite, seuls les résultats exploitables pour la syn-
these observateurs seront présentés. Il s’agit particulierement des résultats sur la stabilité

au sens de Lyapunov pour les systémes SLS en temps discret.

2.3 Stabilité des systémes a commutation

Le théoréme suivant donne un résultat standard relatif a la stabilité asymptotique des

systéemes SLS en utilisant des fonctions de Lyapunov.
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Théoréme 2.1 Le systéme SLS (2.5) est asymptotiquement stable si et seulement si il

existe une fonction de Lyapunov

telle que :

ar([exl]) < V(er, k) < ao([lex]]) (2.7)

et sa différence le long de la solution de (2.5) vérifie

L=V(er,k+1) = Vier k) < aolllex]]) (2.8)

avec g, oy et o des fonctions ko

Ce théoréme présente un résultat tres général et difficile a exploiter en pratique car il ne
donne pas de méthode systématique pour tester l'existence de V' (g, k). Les fonctions de
Lyapunov quadratiques sont un outil trés utilisé pour I’étude de la stabilité des systémes
dynamiques linéaires. Récemment des travaux ont étendu ce concept avec succes pour
le cas des SDH en général et des systémes SLS en particulier. Dans le cadre de notre
travail de thése nous retenons uniquement deux approches. La premiére aborde 1’analyse
de la stabilité par une fonction de Lyapunov quadratique unique pour tous les systémes,
c’est la stabilité quadratique. La deuxiéme utilise des fonctions de Lyapunov quadratiques

multiples.

2.3.1 La stabilité quadratique des systémes & commutation

La stabilité quadratique d’un systéme SLS est une extension directe du concept de la

stabilité bien connu des systémes linéaires. L’étude de la stabilité s’effectue en choisissant

! Une fonction ap : [0,00) — [0,00) est dite ko si elle est continue, strictement croissante, ap(0) = 0

et non bornée.
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une matrice de Lyapunov constante P pour tous les sous-systémes, c’est-a-dire

V(e k) = ef Pey, (2.9)

avec P = PT une matrice constante Vk.

D’apreés le théoréeme-2.1, la stabilité asymptotique du systéme (2.5) est garantie s’il existe

une fonction de Lyapunov V' (g;) telle que sa différence au long de la trajectoire € vérifie

L= V(€k+1) — V(6k) <0 (2.10)

Pour calculer la matrice P, on traduit souvent les conditions de stabilité (2.10) sous
forme d’un probléme d’optimisation donnée sous forme d’un ensemble de LMI. Ce dernier
s’obtient ainsi : il suffit de remplacer (2.5) dans 1'équation (2.10) pour arriver a la forme

suivante :

AT'PA; — P <0pourieQ (2.11)

En utilisant le complément de Schur, nous obtenons facilement la forme matricielle sui-

vante

-p  ATP
~ <0 (2.12)

PA; —-P
En utilisant ce résultat de stabilité quadratique, la synthése d’observateur commuté est
facile a obtenir. Il suffit de remplacer fli = A;— L,C; dans I’équation (2.12). Pour découpler

le terme non linéaire PL;, on introduit des matrices auxiliaires F; = PL,;. Finalement, les

gains de 'observateur sont obtenus suivant cette proposition :

Proposition 2.3.1 La stabilité asymptotique globale de erreur d’observation (2.7) est

garantie s’il existe des matrices F; et une matrice symétrique définie positive P solution

de :
—-P AiTP - C’Z-TFiT

PA; — FC, -P

< 0. (2.13)

o8



2.3. Stabilité des systemes a commutation

pour tout i € (). Dans ce cas, les matrices gain L; de l'observateur sont données par

L= PR,

Cette procédure est peu utilisée pour calculer les gains de I'observateur commuté (2.2)). 11
existe d’autres formes plus avantageuses donnant plus de degrés de liberté pour le calcul
des matrices gains en introduisant une matrice auxiliaire G dans les conditions de stabilité.
L’introduction de cette matrice permet de découpler la matrice de Lyapunov et les gains

de 'observateur. Le théoréme suivant donne quelques formes équivalentes :

Théoréme 2.3.1.1 Les affirmations suivantes sont équivalentes :

- 4P :
—-P ATp
<0
PA —P
— 4P et 4G
P ATGT
>0
GA G+Gr'—-pP
- 35 et 3G

G+GI—S GTA
AT@E S

>0, avec S=P!

Ces formes sont intéressantes car elles permettent d’introduire plus aisément des contraintes
sur les gains. Nous garderons donc dans la suite la troisieme forme, la stabilité de 'erreur
d’estimation est assurée s’il existe une matrice définie positives S, des matrices G et F;

solution de :

G+GT—S  GTA,—FIC,

>0 (2.14)
ATG - CTF, S

pour tout ¢ € Q. Les matrices gain de I'observateur sont données par L; = (GT)"'FT.
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Chapitre 2. Synthése d’observateur commuté a entrée inconnue

La matrice de Lyapunov commune et les gains L; sont donnés par la résolution d'un
ensemble de s LMI. Trouver une fonction de Lyapunov quadratique commune pour un
ensemble de sous-systémes est un critére trop fort. Par conséquent, I'approche de calcul
des gains L; avec une matrice de Lyapunov commune a tous les sous-systémes est trés
conservative. Pour réduire ce conservatisme, un choix d’une fonction de Lyapunov distinct

pour chaque sous-systéme est envisagé, c’est la stabilité poly-quadratique.

2.3.2 La stabilité poly-quadratique

A T'inverse de la stabilité quadratique, la stabilité poly-quadratique utilise une matrice de

Lyapunov P; pour chaque sous-systéme. La fonction de Lyapunov utilisée est
V(ex, k) = e} Py

ou ¢ l'indice du sous-systéme S;.
Pour établir une correspondance entre l'indice du mode actif i et le triplets (A;, B;, C;)
associé a ce mode, on défini un vecteur de paramétres &, = (£1,£2, ..., &7 tels que

1 si le systéme est décrit par le triplet (A;, B;, C;)

& = | (2.15)
0 sinon

En remplagant expression de I'indicateur de mode (2.15) dans équation (2.5)), on obtient

la forme polytopique suivante

era1 = GAiey (2.16)
=1

S
avec & > 0et > & =1.
=1
Dans ce cas, nous pouvons utiliser une fonction de Lyapunov polytopique de la forme

V(ek, &) = ex P(&)ex (2.17)
S

avec P(&,) = Y. &P ou (P,l = 1,...,s) des matrices constantes définies positives. Les
=1

conditions nécessaires et suffisantes pour la stabilité poly-quadratique sont données par

le théoréme suivant

60



2.3. Stabilité des systemes a commutation

Théoréme 2.2 (Daafouz and Bernussou,[2001) Le systéme (2.16) est poly-quadratiquement
stable si et seulement si il existe des matrices symétriques définies positives S;, des ma-

trices G; avec i € ) de dimensions appropriées tels que :

Gi+GT -8,  GTA

B >0 (2.18)
AT G, S;

pour tous (i,7) € Q X Q. Dans ce cas, la fonction de Lyapunov est donnée par l’équation

(2.17) avec

P) = &5
=1

Les conditions données dans ce théoréme sont établies indépendamment de la loi de com-
mutation. Elles sont vérifiés par la résolution de s> LMI relatives au nombre de combi-
naisons possible (7, 7) € @ x @ (commutations arbitraires). Le nombre de LMI & résoudre
est largement supérieur a celui établi pour le cas de stabilité quadratique. Cependant les
conditions (2.18) sont moins conservatives que celles données dans (2.12)). Les difficultés
de résolution ne dépendent pas uniquement du nombre de LMI a résoudre mais aussi
du nombre d’inconnues et du conditionnement numérique du probléme a résoudre. II est
évident que les conditions données dans le théoréme sont moins conservatives que celles
basées sur l'existence d’une seule fonction de Lyapunov : les condition de stabilité qua-

dratique s’obtient comme un cas particulier de (2.18) en imposant S; = G; = P~1.

A partir de ce nouveau résultat sur la stabilité poly-quadratique, de nouvelles méthodes de
synthése de commande par retour d’état et d’observateurs ont été proposées. Concernant
la synthése d’un observateur commuté, une approche LMI pour le calcul des gains L;
garantissant la stabilité de l'erreur d’estimation a été développée dans (Daafouz et al.,

2002).

Proposition 2.3.2 (Daafouz et all, [2002) La stabilité asymptotique globale de ’erreur

d’estimation est garantie s’il existe des matrices définies positives S;, des matrices G; et

61



Chapitre 2. Synthése d’observateur commuté a entrée inconnue

F; avec (i,7) € (Q x Q) tels que :

Gi+GT -8,  GTA;,—Frc;

>0 (2.19)
ATG, — CTF, S;

Dans ce cas, les gains de ['observateur L; sont donnés par

L; = (G?)_lFiT

On remarque que 'équation (2.19) est obtenue en remplacant A; = A, — L;C; dans (2.18)

suivi d’'un changement de variable F; = LT G;.

Pour la question de la synthése d'une commande par retour d’état commuté v = Kz,

nous considérons A; = A; + B;K; et K; = F.G; Lavec F; et G; solution de :

Gi+Gr—S;,  GIrAT + F'Bf
AiG; + BiF, S;

>0 (2.20)

pour (i,7) = Q X Q.

Nous pouvons aussi ajouter des contraintes sur la qualité de la convergence de ’erreur de
d’observation (Boyd et al., [1994) (contraintes du type "decay rate" par exemple ) et sur
le rejet de perturbation (critére type gain Lo, peak to peak ...). Cependant, les conditions
(2.19) n’intégrent pas de contraintes sur une partie ou la totalité des valeurs propres des

matrices (A; — L;C;).

Imaginons, qu’au dela de la stabilité asymptotique de I’erreur d’observation nous pouvons
fixer les poles de (A; — L;C;) aux valeurs désirées. Ainsi, nous aurons un double objectif :
calculer les gains L; permettant d’une part une stabilité asymptotique de I'erreur d’esti-
mation avec des commutations arbitraires et d’autre part effectuer un placement (partiel

ou total) des matrices (A; — L;C;).
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2.4 Technique de placement de pdles

Pour satisfaire conjointement les deux contraintes de la stabilité et du placement de poles,
nous pouvons employer le résultat présenté dans (Daafouz et al. 2003). L’approche dé-
veloppée a pour objectif la synthése d’'une commande par retour d’état commuté pour
un systéme SLS. Elle a comme but de fixer une partie des valeurs propres des matrices
(A; + B;K;) tout en assurant sa stabilité en boucle fermée. Pour comprendre ce résultat,
il est nécessaire de rappeler d’abord la technique de placement de poles pour le cas des

systémes linéaires.

2.4.1 Placement de poles dans le cas d’un systéme linéaire

Considérons un probléme de synthése d’'une commande par retour d’état u = Kz pour
un systéme linéaire décrit par la paire de matrices (A, B) avec A € R™*" B € R"*™. Ce
probléme de commande est souvent résolu en déterminant le gain K stabilisant le systéme
en boucle fermée. La matrice K permettant d’avoir les valeurs propres Az, p = 1,...,n de
la matrice en boucle fermée A + BK peut étre obtenue en utilisant la procédure décrite

par (Moorel, [1976)).

Cas des valeurs propres réelles

Sil’ensemble des valeurs propres Az, = 1, ..., n est composé uniquement de valeurs réelles
Dy ) 3 )

la technique de placement de poles se résume en deux étapes :

1. Pour p=1,...,n calculer

Espace nul de [A — Ml B (2.21)
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2. Pour des vecteurs colonnes v de dimension m calculer le gain

K =RG™! (2.22)

ou

Cas des valeurs propres complexes

Si I'ensemble des valeurs propres est composé a la fois de valeurs propres réelles p et
de valeurs propres complexes A\r = (Re(Ar) + j(Im()\7)). On associe pour chaque valeur
propre complexe son conjugué A1 = A\ = (Re(Ar) — j(Im(Ar)). La procédure de calcul

de gain K est modifiée de la maniére suivante :

— Calculer
Mz
N- A—Re(M\s)I B Im(M)I 0
Espace nul de (2.23)
Y —Im(\)I 0 A— Re(\) B
i Nrja ]

— La matrice K est donnée par K = RG™! avec
R=NV, G=MV
avec
M =[., Mg, ..MM, ...] 5 N=1[.,Np..,Nr, Nryq,...] ; ¥ =diag (...,v5, ..., Ur, Upp1...)

La technique de placement de poles décrite précédemment est évidemment valide pour
calculer le gain d’un observateur de Luenberger pour un systéme LTI : il suffit de remplacer

le systéme (A, B) par son dual (AT, CT).
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2.4.2 Placement de poles dans le cas d’un systéme a commutation

Pour les systémes SLS, la commande par retour d’état avec un placement de pdles consis-
tera donc a fixer les valeurs propres AL, (b = 1,...,n),i = (1, ..., s) des matrices (A;+ B; K;)
aux valeurs désirées tout en garantissant la stabilité du systéme en boucle fermée. Par
conséquent, nous recherchons une commande par retour d’état commuté u = K;x telle

que :

o Les valeurs propres de A; + B;K; doivent satisfaire :

ol )\%,To =1,...,n sont les valeurs propres désirées.

¢ Le systéme SLS en boucle fermée est globalement asymptotiquement stable.

Nous cherchons donc les gains K; associés a chaque sous-systéme (A;, B;) pour satisfaire
d’une part I'équation (2.24) et d’autre part la condition de stabilité en boucle fermée.

Nous avons expliqué au paragraphe précedent que les gains de la commande sont donnés
par K; = F;(G;)~! solution de 'ensemble de LMI donné dans 1’équation (2.20)). Supposons
que nous ayons calculé, en utilisant la technique de placement de poles indiquée précédem-
ment, les matrices M; et N; pour chacun des sous-systémes. En remplacant ’expression

des gains K; = (N;¥;)(M;¥;)~! dans les LMI (2.20), nous obtenons :

My, +9IME — s, UIMPAT — OI'NTBF

>0 (2.25)

Par conséquent, s’il existe des matrices symétriques S; et des matrices W; vérifiant (2.25))
pour tout (7,7) € @ x @, alors les gains K; garantissent la stabilité en boucle fermée et

verifient spect(A; + B;K;) = {\\, Ny, ..., AL}

Pour des systémes mono-entrée, on ne dispose d’aucun degré de liberté supplémentaire

pour calculer les matrices W;. Dans ce cas I'ensemble de LMI (2.25) est considéré comme
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un simple outil de vérification. Par conséquent, un placement de poles complet est employé
seulement pour les systémes multi-entrées. Cependant, un placement de poles partiel est
intéressant pour les systémes mono-entrée. Lors d’un placement partiel, un sous-ensemble
de vecteurs colonne G; et R; doit satisfaire (2.26), (2.23). L’ensemble des vecteurs restant

peut étre utilisé pour satisfaire la contrainte de stabilité.

Pour fixer un nombre [ de valeurs propres, la procédure de placement de podles sera donc
reformulée comme suit :

— Pour 7 =1, ..., avec [ < n calculer les bases

M
N,

p

Espace nul de [A — Ml B] (2.26)
— Les matrices des gains sont données comme
K, £ RG;', R, 2 NVUy, G; = MUy,

avec

M’Lé [Mila-"aMileaIw"aI]a
——

n—Il fois
Ni 2 [Na,.. Ny, LI 1]
——
n—I fois
\I]Mi £ d'éa/g(vila <oy Vil Sily - - '7Si(nfl))a

Vip € Bp, Vir = Ui(7+1) € ng, Sik € IR™
(2.27)
\I/Ni £ dia/g(v’ﬂ? <oy Uil ti17 s 7ti(n—l))7
Vip < Bp, Viz = Ui(7+1) € ZRQP, tik € IRP

Les matrices K; satisfaisant les deux contraintes sont obtenues en utilisant le théoréme
suivant :
Théoréme 2.3 (Daafouz et al., [2005) S’il existe des matrices S;, des matrices Vyy,,
Uy, solution de :
MWy, + (MW )T — S, \IJ:]f/[iMiTAiT + \II}C,NZTBZT
A MV + By N; U, S

>0, (2.28)
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V(i,7) € Q % Q, alors une commande par retour d’état stabilisant le systéme SLS eziste

et les gains K; sont donnés par

Ki = (N;Un, ) (MW py,) 7!

De tels gains garantissent que la dynamique de [’état en boucle fermée est caractérisée

par {1, ..., \i} C spect(A; + B;K;).

La technique de placement de poles est un outil trés intéressant permettant de résoudre
quelques problémes de commande et d’observation des systémes SLS. Sous des conditions
de commandabilité et d’observabilité des différents systémes les résultats peuvent se sim-

plifier de la maniére suivante :

— Systémes mono-entrée/mono-sortie : stabilité asymptotique avec un placement de poles
partiel pour la synthése de commande commutée et la pour synthése d’observateur

commuté.

— Systémes & mono-entrée/multi-sorties : stabilité asymptotique avec un placement de
poles partiel pour la synthése d’'une commande commuté et un placement de poles

complet pour la synthése d’observateur commuté.

— Systémes a multi-entrées /mono-sortie : stabilité asymptotique avec un placement de
poles complet pour la synthése de la commande commutée et un placement de poles

partiel pour la synthése d’observateur commuté.
— Systémes a multi-entrées /multi-sorties : stabilité asymptotique avec un placement de

poles complet pour la synthése de la commande commutée et un placement de poles

complet pour la synthése d’observateur commuté.
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Ces résultats peuvent étre considérés comme une généralisation aux systémes a commu-
tation du théoréme de séparation bien connu dans le cas de systéme linéaire invariant. En
effet, la synthése de la commande par retour d’état commuté et de l'observateur commuté
se fait indépendamment. Le principe de séparation est assuré en jouant sur les vitesses de

convergence de 1’observateur et de la commande.

L’intérét de I'approche stabilité et placement de poles est aussi de proposer un obser-
vateur a entrée inconnue particulier pour les systémes SLS applicable au probléme de
la synchronisation des systémes hybrides chaotique pour une application au cryptage de

I'information.

2.5 Application a la synchronisation du chaos

Depuis que Caroll et Pecora ont démontré l'intérét de reproduire un comportement
chaotique par synchronisation pour la sécurité des communications (Carroll and Pecoral,
1991) (Pecora_and Carroll, 1991)) (Cuomo et_al., [1993)), les travaux de recherche liés a la
synchronisation du chaos n’ont cessé de se développer (Kolumban et al., 1998). Le schéma
de synchronisation du chaos consiste en un systéme chaotique appelé "Emetteur" (Trans-
mitter) auquel information & transmettre est mélangée et un autre systéme chaotique
appelé "Récepteur" (receiver) dont le but est de récupérer cette information. Seule une
partie de I’état de ’émetteur est transmise au récepteur. Pour récupérer I'information, il
est nécessaire de synchroniser le récepteur et I’émetteur c¢’est-a-dire faire converger 1’état
du récepteur vers I’état de I’émetteur quelles que soient les conditions initiales. C’est ce

probléme qu’on appelle la synchronisation du chaos.

La synchronisation du chaos a été formulé par Nijmeijer comme un probléme de syn-
thése d’observateurs (Nijmeijer and Mareels, [1997). Le chaos étant un comportement
non-linéaire, la synchronisation est en général un probléme d’observation (ou de stabilité)

non linéaire. La nécessité d’une convergence globale fait que ce probléme est tres difficile
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a résoudre dans le cas général. Cependant, des résultats intéressants ont été obtenus pour
une classe de systémes chaotiques linéaires par morceaux (Daafouz et al., 2002), (Daa-
fouz and Millerioux|, 2004). La formulation hybride d’un schéma de synchronisation de
chaos consiste a utiliser un systéme PWA pour ’émetteur et le récepteur. Dans ce cadre,
les difficultés de résolution du probléme de synchronisation de chaos correspondent aux

difficultés de résolution du probléme de I'observation d’état des systémes PWA.

2.5.1 Probléme de la synchronisation du chaos sans message :

observateur commuté

Considérons un schéma de synchronisation du chaos ot ’émetteur et le récepteur sont
représentés sous forme de systémes PWA, leur dynamique respective est régie par les
équations suivantes :

v, = Cixj,
pour I’émetteur, et :

Ty = Ay + B+ Li(yi, — k) (2.30)

yr = Ciry,

pour le récepteur, avec :

— f, et xf, (respectivement zj et z}_ ) les vecteurs d’état de dimension n de I’émetteur
(respectivement récepteur) aux instants k et k+ 1. La lettre 't est utilisée pour désigner
I’émetteur et v’ pour le récepteur.

— Le vecteur de sortie yi = C;x} de dimension m est le signal a transmettre.

— L’espace d’état est divisé en s régions X; avec le X; € R™,

— A; et B; C; sont des matrices de dimension rézllaectives (n xn), (n xm) et (pxn).
Chaque triplet (A;, B;, C;) caractérise la dynamique du systéme dans la région X;. Ces

matrices et la partition de I'espace d’état sont choisies pour obtenir un comportement

chaotique.
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Les comportements de chaos dépendent non seulement de la dynamique locale mais éga-
lement de la loi de commutation entre les différentes dynamiques linéaires.

La solution du probléme de la synchronisation du chaos a pour objectif la reconstruction
de I'état continu de I’émetteur. La synchronisation émetteur-récepteur est un probléme
d’observation de systémes PWA car le récepteur (2.30)) est considéré comme un observa-
teur de I'émetteur (2.29) (x} = 2%). La conception du récepteur consiste donc a calculer
les gains du récepteur L; permettant de garantir la stabilité asymptotique l'erreur de

synchronisation ¢, = xf — x}, donnée par

Ekt1 = (Az — ch’z)z‘ik (231)

Dans ce cas, nous pouvons utiliser les résultats présentés aux paragraphes précédents
(proposition-2.3.2). Se basant sur la stabilité poly-quadratique, la synchronisation global
est garantie si V(i,7) € {1,2,...,s}?, il existe des matrices définies positives S;, S}, des

matrices G; , F; telles que :

G, +GI - S, GTA; — FI'C;
> 0 (2.32)
ATG; - CT'F, S;
Les matrices L; sont données par L; = (GT)7'FI et la stabilité asymptotique de I'erreur

de synchronisation est garantie par une fonction de Lyapunov poly-quadratique.

Dans le cas ou seule la sortie de ’émetteur est transmise, I'indicateur de région doit étre
reconstruit. Les travaux présentés dans (Millerioux and Bloch., 2002) constituent une
tentative de reconstruction de cet indicateur. L’approche repose sur des techniques de
classification et un processus d’apprentissage par réseaux de neurones. La qualité des ré-
sultats dépend énormément de la machine d’apprentissage. Elle dépend aussi de la nature
du systéme et la reconstruction devient trés difficile pour des systémes qui commutent

souvent. Nous avions proposé dans (Birouche et al., 2004) d’appliquer un résultat récent
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concernant l'estimation & horizon glissant développée dans (Ferrari-Trecate et al.l 2002)
pour les systémes PWA. Ce résultat permet effectivement de s’affranchir de la transmis-
sion de l'indicateur de région. Cependant les résultats obtenus montrent toutefois des
limites lorsque les commutations surviennent rapidement, c¢’est-a-dire lorsque 1’aspect hy-
bride devient important. C’est le cas ou I’émetteur change de région de 'espace d’état
presque a chaque instant. L’approche devient trés sensible, comme toute méthode d’op-
timisation. Par ailleurs, seul le probléme de synchronisation du chaos sans message peut
étre abordé avec cette approche. L’application au cryptage de 'information nécessite une
étape supplémentaire. Cette étape consiste dans la fagon de rajouter le message a trans-
mettre a ’état de I’émetteur et la fagon de I'extraire une fois le récepteur synchronisé. Les
techniques utilisées jusqu’a présent utilisent une configuration type observateur & entrée

inconnue (Millerioux and Daafouz, 2004).

2.6 Synchronisation du chaos avec message : observa-
teur commuté a entrée inconnue

Un des intéréts pratique bien connu de synchronisation de chaos se situe dans les appli-
cations potentielles dans les communications et plus spécifiquement dans les possibilités

de coder ou de masquer des messages avec des schémas appropriés.

t

Y N
1{ — Emetteur I_’¢1 Canal —> Récepteur I—" }L

Information signal chaotique Information récupérée

F1G. 2.1 — Schéma général d’un systéme de transmission

La figure (2.1) représente le schéma général d’un systéme de transmission crypté par

chaos. L’émetteur génére un signal chaotique, ensuite I'information & coder est mélangée
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avec ce signal. L’ensemble "chaos+signal" est finalement envoyé sur un canal de trans-
mission. Un récepteur chaotique est congu de maniére & réaliser une synchronisation et
extraire I'information initialement noyée. Le message & transmettre est mélangé a la dy-
namique chaotique avant de ’envoyer par la voie de transmission. Une fagon de mélanger
I'information est décrite par I’équation d’état pour I’émetteur (Daafouz and Millerioux,
2004) -

Th = AT, + B;

(2.33)
v, = CiTy,

avec T, = xf, + allju (k). Les vecteurs yi € R™, u; € R™ sont respectivement la sortie
a transmettre et l'information & masquer. II; sont des matrices de dimension n X m
appelées matrices de mélange. Elles caractérisent la facon de mélanger 'information uy
avec le signal chaotique xj. a est un scalaire positif permettant au terme all;u, d’étre
trés petit afin de garder le comportement chaotique de Z} tout en respectant le minimum
et maximum de 2.

Pour le récepteur, nous maintenons la méme structure PWA, c¢’état-a-dire :

Ty = Ay, + Bi + Li(y, — i)

(2.34)
v = Cixy,

L’erreur de synchronisation avec message incorporé e, = x} — xj, est régie cette fois-ci par

I’équation :

€k+1 = (Az - LiCz')Ek + (Az — LiCi)OéHiuk (2.35)

Pour des raisons de sécurité, I'information u, ne peut pas étre transmise au récepteur.
Par conséquent, le récepteur doit étre congu telle que uy peut étre récupéré en utilisant
uniquement les sorties disponibles y!. Le message uy, joue donc le role d’une entrée incon-

nue.
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Il est évident que la reconstruction de wu; exige au moins la synchronisation de ’émetteur
et du récepteur. Par conséquent, la synchronisation globale de I’émetteur et du récepteur
doit étre réalisée indépendamment de l'entrée. Cela est vérifié si !, converge vers zj, pour
n’importe quel état initial zj; et n'importe quelle valeur uy.

A partir de 'équation (2.35)), I'erreur de synchronisation est indépendante de I’entrée in-
connue uy, s'il existe un ensemble de paires des matrices (I;, L;),i = 1..., s de dimensions

appropriées vérifiant :

klim |zt — 2} =0 Vay et Vauy (2.36)

Dans (Daafouz and Millerioux, 2004) on propose une solution basée sur ’approche obser-
vateur commuté avec entrée inconnue. Dans la suite, nous allons proposer une approche
systématique permettant de réaliser la synchronisation et ensuite récupérer I'information.
Cette solution est basée sur ’approche observateur commuté avec contrainte de placement
de poles. Cette méthode améliore celle présentée dans (Daafouz and Millerioux, 2004) dans
le sens ou elle permet de fournir une solution pour des exemples qui ne peuvent pas étre

résolus en utilisant la premiére procédure.

2.7 Schéma de chiffrage utilisant un observateur com-

muté avec entrée inconnue

A partir de I’équation (2.35)), l'erreur de synchronisation avec message incorporé est in-
dépendante de uy si les matrices de gain du récepteur L; et matrices de mélange II; sont

telles que

(A; — LiCHIL; = 0 (2.37)

Pour résoudre ce probléme, nous nous fixons deux contraintes :
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Chapitre 2. Synthése d’observateur commuté a entrée inconnue

— Une contrainte de type placement de pdles : pour garantir que ’espace nul de (A; — L;C})
n’est pas vide. Pour satisfaire cette contrainte il suffit de fixer quelques valeurs propres
a zéro, c’est-a-dire 0 € spect(A; — L;C;). Si cette contrainte est satisfaite les matrices
de mélange II; vérifiant I’équation (2.37) sont choisies tel que les colonnes de la matrice

II; engendrent I'espace nul de (A; — L;C}).

— Une contrainte de type Lyapunov : pour garantir la convergence globale de la dynamique
de l'erreur restante

€kt+1 = (Az - Llc’l)Ek (238)

Pour calculer les matrices de gain L; du récepteur satisfaisant les deux contraintes nous

proposons la procédure suivante :

{ Pour ¢ =1,..., s calculer les bases " a partir de ’espace nul de [A; C’Z’}
N;

& Pour i =1,..., s, construire les matrices

L m fois (n—m) fois

Ni= N, .. Ny, I,...1
o eis  (nom] 7o

¢ Calculer les matrices de gain de récepteur L; en utilisant le théoréme suivant.

Théoréme 2.4 (Birouche et al., [2005) S’il existe des matrices symétriques S;, des ma-

trices Uy, Uy, solution de :

MW, + (MO )T = S (MW, )T A — (N0, TC

>0 (2.39)
AT (M0 ) — CT (N O y,) Sj

V(i,7) € @ x Q, alors le récepteur (2.30) peut garantir la synchronisation globale de

l’erreur, les matrices gain sont données par
Li = (MiTu,)") TN
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2.8. Exemples d’application

Ce théoréme assure une convergence globale de 'erreur de synchronisation indépendam-
ment de 'information uy. La preuve du théoréme est identique a celle du théoréme (2.3)

en utilisant la dualité observateur/commande.

Rappelons que 'information uy est peut étre reconstruite a condition que la synchronisa-

tion soit réalisée, c’est-a-dire 2! = z". L’équation de sortie vérifie

Y = C’Z(chC + allug) = yp, + aCilluy

si la matrice C;I1; carré et inversible, I'information uy est donc donnée par

iy, = (aCiTL) ™ (yh — vp) (2.40)

qui coincide avec 'information originale wy.

2.8 Exemples d’application

Tout au long de ce paragraphe, nous allons chaque fois illustrer les méthodes et résultats
par deux exemples d’applications empruntés a (Daafouz and Millerioux, 2004). Les deux
exemples représentent deux systémes hybrides chaotiques. Le premier est caractérisé par
un espace d’état composé de deux régions. L’espace d’état associé au deuxiéme exemple
est subdivisé en quatre régions. Les motivations de notre choix des exemples sont doubles.
D’une part, ces exemples sont souvent cités dans la littératures concernant les systémes
hybrides chaotiques. D’autre part, ’aspect hybride important causé par les commutations

rapides entre les sous-systémes.
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Chapitre 2. Synthése d’observateur commuté a entrée inconnue

2.8.1 Exemple de synchronisation sans message
2.8.1.1 Exemple.1l

Dans ce premier exemple, I’émetteur est décrit par :

r!  =0.8922 + 0.5

k+1

—azt +0.8922 si xL <6
2 = k k k (2.41)
Azj +0.8927 — 6(a+ A\) si zp >6

3 = —0.1z; + 0.9}

L kt1
t [l 2 31T
avec v, = [vg, 3, T}

C’est un systéme PWA de la forme (2.29) avec :

0 0.890.5
A = hi 0.89 0 |,1=1,2; hy=—ahy=A\,
—0.1 0 0.9

B, = [0 0 O]T,Bzz [0 —6(a + A) O]T

Les deux régions de l'espace d’état sont séparées par un hyper plan d’équation Hx = 6
avec H = [1 0 0]. La simulation du systéme avec a = 1.28, A = 1.99, met en évidence,
aprés une phase transitoire, le comportement chaotique de I’émetteur. L’évolution de la
trajectoire de 'espace d’état est donnée dans la figure (2.2) et permet de voir l'allure de
I’attracteur chaotique.

La notion d’attracteur implique une convergence de la trajectoire obtenue vers un ou
plusieurs points de 'espace. Aussi, quelles que soient les conditions initiales appliquées au
systéme et aprés un temps suffisamment long, la trajectoire se concentre dans une partie
de 'espace d’état.

La figure (2.3) montre I'indicateur de région représentant 1’évolution de 'état discret. 11
sera transmis simultanément avec la sortie y au récepteur.

Le calcul des gains du récepteur est obtenu en résolvant I'ensemble de LMIs (2.32). Ces

derniéres sont solvables pour C; =Cy =1[1 0 0] :
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2.8. Exemples d’application

Espace d'état

Région 1

05 Région 2

K (k) X (K)

F1G. 2.2 — Evolution de la trajectoire dans 'espace d’état

0.5590 0.5616
Li=1-08599 |, L2=]|24121
0.1500 0.1512

La figure (2.4) montre I'évolution des trois composantes de 'erreur de synchronisation
er = ' — 2" et lallure de la fonction poly-quadratique eI P (& )e.

La convergence de d’erreur d’estimation confirmant la synchronisation.

2.8.1.2 Exemple 2

Nous traiterons dans cet exemple, le cas d’'une synchronisation du chaos o I’émetteur est
représenté par un systéme PWA pour lequel 'espace d’état est divisé en quatre régions.

Dans chaque région la dynamique est régie par ’équation :

t t
Ty = Aty + B;

t,1 t,Q]T
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Indice de région

25 T

=
3
T

état discret q(k)

0.5 Il Il Il Il

5 10 15 20
k

25

30

F1G. 2.3 — Evolution de I'état discret (indice de région)

Les différentes matrices sont données par :

O 2 O —2 0 —2
. 1+b o 1+b _ 1-b
Al - 9 ’ AQ - 9 ’ A3 - 9
14a 0 1-a 0 14a 0
1-b —1+b 1+b
o 1+b _ 1+b o 1-b
lgl‘* 1 ) 132‘* 14 ) Z_))3‘* 14 )
—a a —14a
1+a l1—a 1+a

Les quatres régions sont définies par :

Ay, Vensemble {z}| — 1 <2t < aet 2t| — 1 < ap? < b};

X,, Vensemble {zt|a < 2! <1 et 2] — 1 < al? < b};

Xy, Vensemble {z4| — 1 < ab' < a et 2L|b < 2}” < 1};

Xy, Pensemble {zt|a < zb' < 1 et 2l]b < 2b?* <1}
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2.8. Exemples d’application

Premiéere composante de I'erreur
T T

()
5

[é)]
T

| | | |
10 peuxieme corﬁéesante de l'errédt 25 30

|
[¢)]

5(0-X(K)
o 5
T

=X
o
T

1 | | 1
10 Troisieme corﬂﬁesante de lerréd® 25 30

e, (k)

|
[¢)]

e, (K)=x; (k)x
o
T
1 ol \\3 1 ol |

‘(K
N

(K)-x
L

| | |
5 10 Fonctiorilas Lyapunov 20 25 30

e, (k=X
N o
T

N
)]
o
o

1000 -

e’ (k)P(Ke(k)

500 -

v(K)

I ! ! | |
5 10 15 20 25 30

k

o

F1G. 2.4 — L’évolution des trois composantes de I’erreur de synchronisation et la fonction

de de Lyapunov

avec a = —0.48, b = 0.56.

L’évolution de la trajectoire dans l'espace d’état est donnée sur la figure (2.5) et permet

de voir I'allure de 'attracteur chaotique.

L’évolution de I’état discret est schématisée sur la figure (2.6). Nous remarquons que ’état

discret change souvent de mode.

Les LMIs (2.32)) sont solvables pour C} = Cy = C3 = Cy = [1 0] et les gains L; sont

—0.0000 —0.0000 —0.0000 —0.0000
1= ) L2 = ) L3 ) L
3.8462 —1.3514 —3.8462 1.3514

La figure (2.7) montre la convergence des deux composantes du vecteur d’erreur d’esti-
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. ove

08k L T s B e
- . Régon3, nUlune Ty Ceien Srd e Re.q'?n?:" .
0.6 4 Mt T e e ol

t
Xy

F1G. 2.5 — Evolution de la trajectoire dans 'espace d’état

mation et I'allure de la fonction de Lyapunov confirmant ainsi la synchronisation.

2.8.2 Exemple d’application & synchronisation avec message in-

corporé

Nous allons illustrer le schéma de synchronisation du chaos avec message incorporé sur
les deux exemples que nous avons utilisé précédemment. L’information & masquer est une
sinusoide uy, = 0.01sin(27 fk) avec f = 0.08. Le facteur de graduation est choisi comme

a=1.

2.8.2.1 Exemple.l

T
Pour ¢} = Cy = [1 0 0] , 'approche proposée dans (Daafouz and Millerioux, 2004)

échoue. Cependant, la procédure que nous avons proposée donne une solution. Les LMI
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Indice de région
4.5 T
4 e — — — — — .
35 B
3r N
<
o
©
g25F : : —
k=l
8
R
2l
15F B
1 a
0.5 1 1 1 1 1
5 10 15 20 25 30
k

F1G. 2.6 — Evolution de ’état discret (indice de région)

(2.39) sont faisables et les matrices gain L; et les matrices mélange II; sont :

0.5967 0.5967 0.8632
Ly=1-08352|,Ly= 24348 | 1L =1l = |0.4314
0.1734 0.1734 0.2622

La figure (2.8) montre la convergence des trois composantes de ’erreur de synchronisation
£k, et de la fonction de Lyapunov. Ceci confirme la synchronisation indépendamment de

I'information ajoutée.

L’information originale wy, (trait plein) et 'information récupérée u; (trait discontinu)
et erreur sur information u; — 4 sont schématisés sur la figure (2.9) attestant que le

message original est correctement reconstruit.
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Premiere composante de I'erreur
T T

(k)
o
[o)]

r
1
o
IS
T

—
—xl(k) X
o
)

T
I

e,
o

| | | |
5 10 15 20 25 30

Fonction de Lyanunov
10 T

e’ (PKe(k)

v(K)

I I I I
5 10 15 20 25 30
k

o

F1G. 2.7 — Evolution de deux composantes de ’erreur de synchronisation et ’allure de la

fonction de Lyapunov

2.8.2.2 Exemple.2

Avec le systéme chaotique la procédure proposée dans (Daafouz and Millerioux) 2004)
échoue. En utilisant 'approche d’observateur avec placement de poles, pour C81 = Cy =

C3 = Cy =0 1] nous trouvons :

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
1= y L2 = 7L3 = 7L =
3.8462 —1.3514 —3.8462 1.3514
—1.0000
I =1 =1l =114 =
0.0000

La figures (2.10) montre la convergence des deux composantes de Ierreur de synchronisa-

tion e, et l'allure de la fonction de Lyapunov confirment la synchronisation.
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Premiére composante de I'erreur
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2
o
T

e,

| | | |
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|
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T
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| |
5 5 10 Fonctionlés Lyapunov 20
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N
T
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e’ (kPKe(k)

o
o
o b
=
o
=
ol
N
(=}
N
ol
w
o

F1G. 2.8 — Evolution des trois composantes de l'erreur de synchronisation et la fonction

de Lyapunov associée a l'erreur

Le message original (trait plein) et message reconstruit (trait discontinu) sont montrés en
haut de la figure (2.11). L’erreur de reconstruction du message est montrée sur en bas de

la méme figure attestant que le message original est correctement reconstruit.

D’un point de vue pratique, un démonstrateur réalisant la transmission temps réel de
données multimedia via Internet et utilisant cette technique a été mis au point au CRAN
(Millerioux et al.; 2003). Ce démonstrateur atteste de la qualité et de la rapidité de la syn-
chronisation. L’inconvénient principal de la solution proposée ici est li¢ a la transmission
au récepteur de 'indice de mode i indiquant le sous-ensemble linéaire actif 7. La question
importante est I'applicabilité de cette méthode et sa capacité a résister aux attaques. Il
serait intéressant d’une part de savoir s’il peut avoir des procédures algébriques permet-

tant de casser le systéme de cryptage. D’une autre part, d’affranchir de la connaissance de
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L'information original u(k) et 'information recontruite t*>(k)
0.05 T T T
|
1
1
. 1
=<
Rz —
s of o o -
3 : - —2=="
) 1 _ 1
| 1
| 1
1 1
| [ | | | |
-0.05
5 10 15 20 25 30
k
Erreur sur I'information
T T
.
<
g
7
~
S -5F N
-10 | | | | |
5 10 15 20 25 30
k

F1G. 2.9 — Message original, message reconstruit et l'erreur de reconstruction du message

I’état discret en construisant des observateurs hybrides capables de fournir une estimation

conjointe de I'état continu et de 1’état discret.

2.9 Conclusion

Dans ce chapitre nous nous sommes intéressé a la synthése d’'un observateur pour la classe
de systéme SLS en temps discret lorsque I'état discret est connu & chaque instant. Nous
avons vu tout d’abord quelques résultats sur la stabilité quadratique et la stabilité poly-
quadratique des systémes SLS. Ensuite, les approches de synthése d’observateur commuté
basées sur ces résultats de stabilité ont été présentées. Grace a la technique de placement
de poles, en plus la contrainte de la stabilité de ’erreur d’observation, une contrainte de

placement peut étre ajoutée dans les conditions de la synthése de I'observateur.

84



2.9. Conclusion

7N
=X (-, (K)
o o Q9
N O

&,®)
o
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=X

e (OP(Ke(k) &0
i [e)]

N

v(k)

Premiere composante de I'erreur

T T
| | | |
10 15 20 25 30
Deuxieme compgsante de I'erreur
T T T
I I I I
10 15 20 25 30
x 10 Fonction de Lyapunov
T
I I I I
10 15 20 25 30
k

F1G. 2.10 — Evolution des deux composantes de ’erreur de synchronisation et la fonction

de Lyapunov associée a l’erreur

Au cours de ce chapitre, nous nous sommes longuement penché sur 'intérét de I’approche

stabilité et placement de poles pour la synthése d’un observateur commuté a entrée in-

connue particulier applicable au probléme de la synchronisation du chaos. Nous avons

montré comment se servir des observateurs commuté avec contraintes de placement de

poles pour résoudre le probléme de la synchronisation du chaos avec message dans le but

de la sécurité des communications. On a constaté que certains exemples non résolus avec

7

I'approche Daafouz and Millerioux! (2004) ont pu I’étre avec notre méthode.
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Information originale u(k) et I'information reconstruite ueSt(k)
0.05 T T T

u(k) et u®s(k)
o
T
|

-0.05 - ‘ :

5 10 15 20 25 30
k
L'erreur sur I'information
T
0.8 |
04 B
<
g
=] ok
|
<
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_08 7_ —
| | | | |
5 10 15 20 25 30
k

F1G. 2.11 — Message original, message reconstruit et ’erreur de reconstruction du message
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Synthese d’observateur hybride pour une

classe de systémes linéaires par morceaux
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3.1. Introduction

3.1 Introduction

Dans le chapitre précédent le probléme d’estimation d’état pour les SDH est réduit uni-
quement a ’estimation de I’état continu sous I’hypothése de 1’état discret disponible a la
mesure a chaque instant. Cette hypothése est justifiée lorsque 1’évolution de I’état discret
est régie par des entrées discrétes controlables et mesurables. C’est le cas de la classe
des systémes hybrides SLS ot les commutations sont déterminées suivant une stratégie
de commande discréte appropriée au systéme. Cependant, lorsque les commutations dé-
pendent uniquement des variables internes du systéme, I'hypothése de la connaissance de
I’état discret n’est plus justifiée. C’est le cas de la classe de systémes hybrides PWA ot
I’évolution de I'état discret est régie par une loi de commutation dépendante de 1’état

continu du SDH.

Dans ce chapitre, nous allons aborder le probléeme de l'estimation simultanée de I'état
discret et de I’état continu lorsque uniquement les entrées et les sorties continues sont
disponibles a la mesure. L’étude sera centrée sur une classe de systémes hybrides PWA en
temps discret composée d’un ensemble de sous-systémes linéaires LTI avec des commuta-
tions autonomes. Le schéma d’observation que nous allons proposer combine la méthode
de reconstruction de la loi de commutation et 1’observateur affine par morceaux. Nous
présenterons dans la premiére partie du chapitre une méthode pour la détection des ins-
tants de commutation et I'identification de ’état discret. Cette méthode se base sur la
reconstruction de loi de commutation dépendante d’état comme une combinaison linéaire
des sorties prises sur un horizon de temps sous ’hypothése de temps de séjour minimum
dans chaque mode. Cette méthode nous permettra de s’affranchir de la connaissance de
I’état discret lors de la synthése de I'observateur continu. Dans la deuxiéme partie du cha-
pitre, nous allons nous intéresser au calcul des gains de 1'observateur continu selon deux
configurations possibles, attribution de gain en-ligne, ou 'observateur et le systéme hy-
bride fonctionnent simultanément, attribution de gain hors-ligne, ot I’'observateur hybride

fonctionne avec un retard par rapport au systéme réel.
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3.2 Position du probléme

Nous considérons ici la classe des SDH en temps discret décrits par I’équation suivante :

Ty = Aizg + Biug, st Hay € [ag, ai41] 5
v = Cixp pour i=1,2---,s

ou xj € R™ est le vecteur d’état, y, est le vecteur de sortie et uy est le vecteur de commande
avec k 'indice de I’échantillons. g, = ¢ est I'indice du mode actif, il représente aussi 1’état
discret du systéme hybride, il prend valeur dans un ensemble finii € @ = {1,2,--- ,s}. A;
est la matrice dynamique, B; est la matrice d’entrée et C; est la matrice de sortie. Chaque
triplet de matrices (A;, B;, C;) caractérise la dynamique du systéme dans une région de
I'espace d’état, qu’on appellera sous-systéme (mode) S;. s est le nombre de régions (aussi
le nombre de sous-systéme). Les commutations sont spécifiées par une forme linéaire Hzy,
avec H de dimension (1 x n). La loi de commutation définie ainsi une partition de I’espace
d’état ou les différentes régions sont séparées par des hyper-plans de type Hxyp = a;, avec
a; € Retay < -+ <a; <---.Sur la figure (3.1), on donne un exemple de partition de

I'espace d’état d’un systéme PWA de dimension deux.

On souhaite construire un observateur hybride pour la classe de systéme PWA (3.1) ca-
pable de fournir une évaluation de mode en cours d’évolution g € @), et une estimation
du vecteur d’état z;, pour cela 'observateur hybride que nous proposons se compose de

deux parties observateur discret et observateur continu comme indiqué sur la figure (3.2).

L’observateur discret : en utilisant les données entrée-sortie continues disponibles sur
un horizon de taille N (yx,ux,k = 1,--- , N), une évaluation de l'indice du mode actif

(I’état discret) § =i € {1,2,---,s} est calculée.

L’observateur continu : c’est un observateur affine par morceaux (ou un observateur
commuté) dont la dynamique dépend de I'information ¢ transmise par 'observateur dis-

cret. En utilisant les données wug, yr et gi, l'observateur continu construit z 1’évaluation
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T2

Région X
Gk =1

F1G. 3.1 — Exemple d’une partition de I'espace d’é¢tat du a la loi de commutation Hz

du vecteur d’état continu tout en garantissant sa convergence vers le vecteur d’état x.

Les deux parties de l'observateur seront décrites dans les paragraphes suivants. Nous

allons commencer d’abord par la méthode de détection du mode actif.

3.3 Observateur discret : détection du mode actif

Dans cette section, nous proposons une méthode permettant la détection des instants
de commutation et d’identification du mode en cours d’évolution en analysant les don-
nées entrées-sorties sur un horizon de temps. Pour se faire dans un premier temps, nous
considérons les systémes sans entrée. Dans le prochain paragraphe, nous généraliserons la
méthode pour les systémes avec entrée. Avant d’expliquer la méthode nous introduisons

d’abord quelques hypotheéses.
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Systéme hybride
Tpy1 = Ajxp + Biuy si Hxy € |a;, a;
i | Th1 iTk T Diug k € [ai, aiyi] n
yr = Cixppourt=1,2,--- s

—~
= | TTommTTmTTRATITIIIETIIIIIIRITT i
8 + 1 1
S5t [Hul = :
- , [Hrg] = f(ug, Ui, o Uen-1, .
% 3 Iy :
= ' ykayk-l-la--'ayk—i-N—l) !
O l l

1 1 R

| : > g
< ! Y '
g = 1 1
) Ly ~ ~ ~ !
5 2 Ul B = A + B+ Lilys — k) | ! 4
—~ 4 ! k
<] ! A~ A~ [N . 1
88 > g =Cirp si gp=1€Q !
©) I I

Observateur hybride

F1G. 3.2 — Structure de I'observateur hybride proposé

Hypothése 3.1 (Observabilité de chaque sous-systéme et temps minimum de séjour)

Nous supposons que :

1- Pouri=1,2,--- s, tous les sous-systemes S; = (A;, C;) sont observables.

2- Le systéme hybride (3.1) a des commutations avec un temps de séparation supérieur

ou égal a une certaine valeur p > 0.

La premiére hypotheése est relative a l'observabilité intrinséque de chaque sous-systéme.
Elle est obligatoire a partir du moment ot nous cherchons a construire un observateur
qui fonctionne quelle que soit la loi de commutation donc ou le systéme peut rester
indéfiniment dans un mode. La deuxiéme hypothése concerne le temps de sé¢jour minimum
dans chaque mode (dwell time). Son emploi sera justifié lors de I'analyse des conditions
d’application de la méthode détection que nous allons proposer. On traitera d’abord le

cas autonome.
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3.3. Observateur discret : détection du mode actif

3.3.1 Cas de systémes linéaires par morceaux sans entrée

Considérons la classe des systémes PWA en temps discret autonome décrits par I’équation
(3.1) avec B; = 0.

Les instants de commutation et I'indice du sous-systéme actif sont déterminés suivant
la valeur de la quantité Hxy. Si on arrive a exprimer cette derniére, on peut facilement
détecter lequel des sous-systémes est en cours d’évolution. Vu qu’on dispose uniquement
des sorties y; sur un horizon fini, I'idée la plus simple est d’exprimer Hzxj en fonction
de ces sorties disponibles. Cette idée a été étudiée dans (Benali et al., 2004) dans le cas
temps continu : il est possible d’exprimer la loi de commutation Hxz(t) comme combi-
naison linéaire de la sortie y(t) et de ses dérivées successives sans aucune hypothése. La
transposition au cas temps discret, consistera donc a exprimer Hxp comme combinaison
linéaire des échantillons de la sortie g, pris sur un horizon de temps de longueur N. Nous

cherchons a calculer la valeur de Hzy, = Y i | bz}, par la relation suivante :

N—1
[Haplo = Z QjYk+j (3.2)
=0
ol o = [Oéo aq -+ ay_y | est le vecteur des coeefficients de pondération. La notation

[Hxy], désigne le résultat obtenu par ce calcul.

Le probléeme est donc de trouver ces ceefficients « tel que :
Hx k= [H x k]a

Il existe une différence importante entre le cas temps discret et le cas temps continu. La
transposition dans le cas temps discret ne peut pas étre effectuée sans 'hypothése addi-
tionnelle relative au temps de sé¢jour minimum dans chaque sous-systéme. Pour expliquer
cette différence calculons I'expression des dérivées successives y¥),j = 1,--- N — 1 du

systéeme PWA en temps continu suivant
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Les dérivés sont exprimées comme yU)(t) = C;AJx(t). Tl est clair qu’en temps continu le
calcul de Hz(t) met toujours en jeu le méme mode. Dans le cas temps discret les échan-
tillons yx+4,7 = 0, -, N —1 ne correspondent pas nécessairement au méme mode. C’est le
cas ou une ou plusieurs commutations se produisent sur 'intervalle [k, ..., k+ N —1]. Dans
cette situation, il est impossible de trouver a vérifiant 1’équation (3.2)). Pour résoudre ce

probléme, I'idée est de :

1. trouver a indépendamment du mode ¢ telle que I'équation (3.2) est vérifiée tant que

I'état discret reste constant sur Uintervalle [k, ...,k + N — 1].
2. détecter la commutation lorsqu’elle arrive.

3. trouver le nouveau mode aprés commutation.

D’abord, étudions le cas ot I'état discret reste constant sur un intervalle [k, ..., k+ N —1].
Dans cette situation, les sorties correspondent toutes au méme mode, c¢’est une situation

semblable au cas temps continu. Pour chaque mode (exemple ) : il existe

o' = |afaf -+ o

tel que

N-1 N-1 ‘

Hzxyp = [Hry)o = Z Yryj = Z o;Ci Ay,

§=0 5=0
Ce résultat découle directement de I’hypothése de I'observabilité de chaque mode. Puisque
le mode i n’est pas connu, cette relation nous permet de calculer s valeurs a priori diffé-
rentes de Hxy, donc on ne peut pas conclure. Si par contre il existe un jeu de ccefficients
a‘ tel que

OélICKQZ"‘:Oés:OZC

on peut alors calculer la valeur de Hxj, sans connaitre le mode actif. Dans ce cas I'expres-

sion H est écrite sous la forme suivante :

N-1 4 N-1 ' N-1
H=>Y ofCiA] = afCdl =+ = alC.A (3.3)
j=0 j=0 =0

94



3.3. Observateur discret : détection du mode actif

3.3.1.1 Meéthode calcul des ccefficients

Avant d’indiquer la taille IV de fenétre d’observation et la méthode de calcul du vecteur de
coefficients a“, rappelons quelques notions liées au probléme de ’observabilité des systémes
a commutation (Vidal et al., 2002)). La matrice suivante, appelée la matrice commune

d’observabilité d’ordre k, est introduite :

C, Cy - O
C1A;  ChAy -+ CLA;
G = 141 242 (3.4)

CLARY Cy A ... C AR
L’indice global d’observabilité de notre systéme est défini comme
= max(rang(Gy))

Comme nous ’avons vu au chapitre-1 'indice d’observabilité global p renseigne sur 1’ob-
servabilité globale du systéme hybride. Le systéme est dit observable si ;= s x n. Dans
le cas ou on dispose d’informations supplémentaires sur la loi de commutation, nous pou-
vons trouver des systémes PWA observables méme lorsque 'indice global d’observabilité

est u < mn x s (Benali et al, 2004).

On définit G, par :

C Cy - O,
CiA; ChAy -+ CA
G, — 141 242 (3.5)

CLAM T CuAb™ . O AnT
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Chapitre 3. Synthése d’observateur hybride pour une classe de systemes linéaires par morceaux

Le lemme suivant donne les conditions nécessaires pour trouver a¢ indépendamment de

I’état discret.

Lemme 3 (Birouche et all, [2006) 1l existe o = [048 af - O‘Z—l tel que : Hxy, =
[Hxg)ae, ot
pn—1
(Hzp] Z QYkvj (3.6)
7=0

pour tout q € Q restant constant sur [k, ...,k + u — 1] si et seulement si

rang ([Gz LT]) =L (3.7)
avec
L=[HH..H]
\Tf,m_/

st tout S; = (A;, C;) est observable p < n X s.

Preuve du lemme :

Si : si rang ([GZ LT D = p alors L est une combinaison linéaire des lignes de la matrice

G, et il existe [ag ag -+ 0‘2—1] tel que
pn—1
H=> afCAl VieQ (3.8)
=0
pn—1
alors [Hwy] . Z a5C; Al = of SYr+j OU Yryj est la sortie du sous-systeme S;.
7=0
Seulement si : s’il existe [ag ag - azfl} tel que
pn—1
Hxy, = Za§yk+j , Vay
=0
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3.3. Observateur discret : détection du mode actif

ol Y41 est la sortie du sous-systéme S; (g reste constant sur [k, ...,k + u — 1]), alors
pn—1
Hzxj, = Za?CiAgxk,ka,W €qQ

Jj=0

et
p—1 ‘
H=> afCiAl VieQ (3.9)
j=0

et L est une combinaison linéaire des lignes de G,. Si p = n x s, VH, il existe toujours o
vérifiant la relation (3.9).

O

I1 suffit donc de considérer un horizon de longueur i au lieu de N. A partir de I’équation

(3.9), les coefficients
Oéc = |:a8 05(1: a;il]

sont obtenus donc par la résolution de I’équation algébrique linéaire suivante :

g
QC
Gt ' |=r" (3.10)
aﬁ_l

En conclusion, ayant les ceefficients a°, la quantité [Hxy|.e (exprimée comme une combi-

naison linéaire des sorties y; avec les ceefficients o) peut étre évaluée par :

pn—1

[Hgloe = Y 05yks; (3.11)

J=0

Rappelons que cette relation n’est valable que si les 1 échantillons y;, proviennent bien du

méme mode. Cela signifie que p est considéré comme le temps minimum de séjour dans
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Chapitre 3. Synthése d’observateur hybride pour une classe de systemes linéaires par morceaux

chaque mode. Deux instants de commutation doivent étre séparés par au moins d’une du-
rée équivalente a y justifiant ainsi ’hypothése (3.1-2) posée au début du paragraphe. Pour

illustrer ce fait, considérons un exemple d’un systéme PWA avec les matrices suivantes :

A= ~1.05 1 ’Cl:[ll}
Ay = 2(1) 7022[01]

avec H = [1 0], nous avons p = 4.

En haut de la figure (3.3), on montre 'allure de la vraie courbe Hzy (trait continu) et
[Hxy]qe (trait discontinu) calculé en utilisons I'équation (3.11). L’indice du mode actif est

indiqué en bas de la méme figure.

6 T
i — ),
4 _ _ [Hx(K)]

c
a

a

[Hx(k)]r [ [Hxtk)] ¢

2.5

05 I I I I I I I
2 4 6 8 10 12 14

k

F1G. 3.3 — La vraie valeur Hzy, la valeur estimée [Hxy]qe et Uindice du mode actif

Sur cet exemple, nous remarquons que lorsque les échantillons proviennent d’un méme
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3.3. Observateur discret : détection du mode actif

mode (pour 1 < k < 8) Hxy, = [Hxg|qe. Pour k = 8,9, 10, on constate que Hxy # [Hg]ae
a cause de la commutation qui s’est produite a 'instant £ = 11. En effet, sur I'intervalle
[8,10] la fenétre de mesure de taille i englobe des échantillons provenant de deux modes
différents, dans ce cas I'équation (3.11) ne garantit pas que [Hzgne coincide avec la vraie
valeur de Hzy. Lors d'une commutation, Hxy est mesurée avec (u — 1) échantillons d'un
mode ¢ (mode avant commutation), et un échantillon d’un autre mode j (mode apres
commutation). Si cette valeur de Hxj n’appartient pas a Uintervalle [a;, a;11], on détecte
I'instant de commutation. Dans le cas contraire, il y a une ambiguité dans la détection
de l'instant de commutation. Il est a remarquer qu’une telle situation ne se produit pas

dans le cas temps continu.

3.3.1.2 Solution proposée

Pour enlever I'ambiguité dans la détection des instants de commutation, nous propo-
sons d’utiliser en plus du ceefficients o commun a tous les sous-systémes des coefficients
distincts

o' = af af -+ ai_,
pour les sous-systémes composants le systéme PWA. En effet, si S; = (A;, C;) est obser-
vable alors x) est une combinaison linéaire des sorties vy, Yi+1, ..., Ynyu—1 alors Hxy est

aussi combinaison linéaire de v, Yx+1, .-, Yr+pu—1, alors il existe

ol = [aé al - O‘L—J , pour tout i€ Q
tel que
pn—1 pn—1 ‘
(Halo =Y by = Y aiCiAlz, (3.12)
j=0 §=0
alors
pn—1
H=> aCiAl (3.13)
§=0

99



Chapitre 3. Synthése d’observateur hybride pour une classe de systemes linéaires par morceaux

3.3.1.3 La procédure de détection

Pour détecter le mode actif, nous utilisons les échantillons disponibles sur une fenétre

glissant de longueur p comme indiquée sur la figure (3.4).

Fenétre glissante - -+ — Commutation

mode ¢ mode [

F1a. 3.4 — Illustration de la méthode de détection utilisant une fenétre glissant

Théoréme 3.3.1.1 Posons que les hypothéses suivantes sont vérifiées :
1. S;,i=1,...,s observable.
2. rang ([Gg LTD = lL.
3. Le systeme a des commutations avec un temps de séparation supérieur ou €égal a
p~+n (hypothése de temps de séjour minimum,).

Alors on peut obtenir l’état discret avec une observation de durée jn + n.

Preuve du théoréme
Nous donnerons la preuve du théoréme sur l'intervalle [0, N], N > pu + n. Quand une
commutation est détectée a 'instant k € [0, N], nous allons réinitialiser la procédure de

détection.

Analysons les données de la sortie prises sur une fenétre glissante de taille p.
[Hxg]a, confirme que I'état discret est o = ¢ sur [0, u — 1] grace au lemme 3/ et a 'hypo-

these de temps de séjour.
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3.3. Observateur discret : détection du mode actif

Examinons maintenant [Hx],,.

Cas 1 : [Hz1]a, # [H71]a,, indique qu'une commutation s’est produite a .

Cas 2 : [Hxy]o, = [Hz1]

aqo .

Supposant qu'une commutation (de go =i & ¢; = [ # 1) s’est produite a U'instant t. = p

alors
n—1 pn—1
[Hx1]pi = Z QY = Z a;CiAjwy + (aL_lClAlAf_Q - ozz_lc’iAé‘_l)xl
j=0 Jj=0
et
pn—1 pn—1
[Hailoe = > oSy = Y aSCiAlmy + (o, CAAT™ —of  CiAM Yy
=0 =0
Nous avons
pn—1 pn—1
D aiCiMlmy =) oSCiAlny, Yk
j=0 j=0

donc vrai pour z; alors

[mmw—mmw:@;Fﬂgﬁqm—@&mr%ﬁﬂ

Par conséquent, on ne peut pas déterminer 'instant de commutation du mode i vers le

mode [ si :

1. «
ou

2. (CA —CA)=0
ou

3. AV?xy € ker(ClA; — CiA)

(2
Les deux premiéres situations peuvent étre évitées en ajoutant des hypothéses addition-
nelles. Cependant, la derniére situation est inévitable car elle ne dépendant que de 1’état
x1, arbitraire a priori. Analysons le cas ou cette situation se reproduit lorsqu’on calcule

[Hzs]a, = [HTo]a,, cest-a-dire :
AF?ay € ker(CLA? — C;A2)

]
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D’une maniére générale, I'instant de commutation n’est pas détecté instantanément si :

AQL_Ql'l € k@T(ClAl — CzAz)

A2, € ker(CLA% — O A2
) 1 ( 141 z) (314>

Af_Qxl € ker(CLAY™! — C AV

Ces égalités signifient que les sorties des modéles 7 et [ sont identiques pour 1’état initial
x1, il n’est donc évidemment pas possible de détecter la commutation.
L’hypothése d’observabilité de chaque sous-systéme garantit que cette situation ne peut

pas persister au dela de 1'ordre n :

APy & ker(CLAY — CLAY)
Par conséquent, la situation la plus extreme qu’on peut rencontrer est celle ot la commu-

tation se produit a l'instant u et son identification se fera a l'instant p + n. [J

3.3.2 Généralisation au cas non autonome

En suivant la méme procédure décrite pour les systémes PWA sans entrée, une quantité
Q) est exprimée comme une combinaison linéaire des échantillons de sortie pris sur un

horizon de temps u :

pn—1
Qr = g A5Yk+j
J=0

Sous forme vectorielle :

Qr = aYj (3.15)
. T
oua:[ao Qg - Oéufl} etYk:[yk Yk+1 " yk+u—1] .
Pour chaque mode, nous avons :
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3.3. Observateur discret : détection du mode actif

ol O; est la matrice d’observabilité de la forme

Ci
CiA;

C AT

et I'; est une matrice de Toeplitz définie comme :

0 e 0 0
C;B;
Fi -
CiAY 2B, .- CB; 0
T
et Up = | ug upyy - Ukﬂhl] :

En remplagant I’équation (3.16) dans (3.15), on obtient :
Qk = Oéoz'l’k + OCFZUk

Nous avons
pn—1

CYOZ‘ = Z Oé]CZAz
j=0

si a = a°, a partir de 1'équation (3.10), a°O; = H alors
Qk = H$k + OéCFiUk

En utilisant (3.15) avec a = ¢, la loi de commutation Hxj donnée par :

Hzx, = oY, + ﬁka (317)

ol ﬁlc = —Oz‘Ti.
Pour chaque sous-systéme, la quantité Hzy est exprimée comme combinaison linéaire des
échantillons d’entrée et de sortie pris sur un horizon de temps p. Le terme 3{ atteste que

s différentes évaluations de Hxy sont calculées. Par conséquent on ne peut pas conclure.
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Chapitre 3. Synthése d’observateur hybride pour une classe de systemes linéaires par morceaux

Comme dans le cas sans entrée, les différents coefficients o sont utilisés. Pour chaque sous-
systéme, la quantité Hry est évaluée de deux maniéres différentes, [Hg]ac ge €t [Hp]qi i

données par :

e ge = Yy + B7U
acsf; et B (3.18)

i gl T ai}/;q; + 52Uk

ou /81 = —CYZFz
Le sous-systéme actif ¢, et I'instant de commutation ¢, sont donnés comme pour le cas

autonome en analysant les quantités [Hxg] e ge, [HTk] i gi-

3.4 Observateur hybride

Dans ce paragraphe nous allons analyser ’observateur continu en considérant le systéme
complet obtenu en composant le systéme hybride et ’observateur hybride. L’observateur
continu est un observateur affine par morceaux de la forme :

:E'kJrl = Alii'k + Biuk + Lz(yk - gk) (3 19)

U = Cizy si gp=1€Q

ou 'état discret estimé ¢ est donné par I'observateur discret. Pour chaque état discret gy
estimé par 'observateur de mode actif, on associe un quadruplet (Ay, , By, , Cy, s Lg,) pour

caractériser la dynamique de I'observateur.

Suivant 1'état discret estimé et le vrai état discret, nous avons (s X s) situations possibles
de type (¢i,¢;) € Q x Q. Pour chaque (gx, gx), la dynamique de 'erreur d’estimation est

donnée par :

crr1 = (A — LiCi)ex st qr=0qr=1 (3.20a)

Ekt+1 = (A2 — LlCZ)&Tk + Uk si qr — j, Cjk =1 (320b>
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3.4. Observateur hybride

avec

Vr = ((Aj - Al) - LZ(C] - Cz))xk + (Bj - B,)uk (321)

L’équation (3.20a) décrit la situation ou le mode actif est correctement identifié, la
deuxiéme équation (3.20b) est celle ou le mode fourni par le bloc d’évaluation du mode
est différent du vrai mode actif.

Le probléme de la synthése d’observateur continu consiste a ’analyse de stabilité de
I'erreur d’estimation (3.20) et le calcul des matrices gains L;. Nous allons étudier deux

schémas d’estimation :

1. Estimation hors-ligne : L'observateur discret analyse les données [(u1,y1), ..., (ue;, Y ]

et donne une estimation de l'état discret ¢ = qr Vk € [1,...,tf]. L'observateur

continu utilise ’état discret exacte ¢ pour construire Zy.

2. Estimation en-ligne : L’observateur hybride et le systéme hybride fonctionnent
simultanément. Dans ce cas les données entrée/sortie du systéme hybride sont ana-

lysées en temps réel.

3.4.1 Observateur continu : estimation hors-ligne

Pour analyser le cas d'une estimation hors-ligne, considérons un instant de temps t; >
i + n. Les informations entrée-sortie sont disponibles pour tout & < t;. En utilisant
une fenétre glissante de taille o 'observateur discret analyse ces données et fournit ¢
une évaluation du mode a tout instant k. La méthode que nous avons proposée dans les
sections précédentes garantit, sous certaines conditions, que I’état discret ¢, = qi. Cette

information est utilisée par I'observateur (3.19). La dynamique de lerreur d’estimation
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Chapitre 3. Synthése d’observateur hybride pour une classe de systemes linéaires par morceaux

est régie par I’équation suivante :

Ek+1 = (Al — LzCz)Ek: (322)

La synthése de 'observateur continu revient a calculer les gains L; garantissant la stabilité
asymptotique de l'erreur d’estimation. Pour cela, nous pouvons utiliser les approches de
synthése d’observateur commuté lorsque I'état discret est connu. L’approche basée sur
la stabilité poly-quadratique est utilisée. Elle consiste a trouver des matrices définies

positives S;, des matrices G; pour ¢ = 1,--- , s telles que :

Gi+GT — 8 GTA, — FIC,

. . >0 (3.23)
ATG; — CTF, S;

avec j = 1,--- ,s. Les matrices L; sont données par

L= (G))'F!

3.4.2 Observateur continu : estimation en-ligne

Dans ce paragraphe, nous allons considérer le cas d’'une estimation en-ligne ou 'observa-
teur hybride et le systéme hybride fonctionnent simultanément. Dans ce cas les données
entrée-sortie fournies par le systéme hybride sont traitées en temps réel par I'observateur
hybride. Rappelons que pour détecter le mode actif, nous avons utilisé les échantillons
entrée-sortie disponibles sur un horizon de taille . Considérons une commutation qui
parvient & l'instant de temps t., 'observateur discret détecte cette commutation au plus a
Iinstant ¢.+n . Cependant le nouveau mode, aprés commutation, n’est au mieux identifié
qu’a l'instant t. 4+ p et au pire a t. + p + n.

Dans le cas d'une évaluation en-ligne ’observateur continu fonctionne simultanément avec
I'observateur discret, donc sur 'intervalle de retard [t., t.+p—1], ot 'observateur de mode
ne peut pas fournir une estimation du mode, nous devons fournir une valeur & ¢ pour

que la partie continue de I’observateur hybride puisse fonctionner. Différents arrangements
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3.4. Observateur hybride

peuvent étre étudiés sur d’intervalle [t.,t. + p — 1] ou I'état discret est inconnu et ’état
continu ne peut pas étre correctement calculé. Nous proposons de maintenir I’état discret
avec sa derniére valeur connue a l'instant ¢. — 1 et estimer 1’état continu avec ’observateur

congu pour la valeur ¢;, ;. En effet, ce choix permet de monter que l'erreur d’estimation

(3.20) est bornée.

Pour établir une correspondance entre I’état discret estimé §; le triplet de matrice (A4;, B;, C;),
nous définissons un nouveau vecteur d’indicateur de mode estimé & = (&}, &2, -+, &)

définie comme

1 si G, =i
§=40 si g#i (3.24)

€ =& si G, nest pas disponible.

L’erreur d’estimation est donnée par :

Ekt1 = Zéllv(Al — chz)z‘jk + v (325)

i=1

Cette erreur ne peut étre asymptotiquement stable a cause de la présence du terme vy. En
revanche, on pourrait calculer les gains L;, tel que 'erreur d’estimation soit bornée. Dans

ce cas nous pouvons utiliser la notion de stabilité entrée-état (Input-to-State stability).

Définition 3.4.1 (Jiang et al., [1999) (Stabilité entrée-état) Le systéme (3.25) est dit
entrée-état stable sl existe une KL fonction 3 : R x R — R et une KC fonction v tel
que, pour chaque séquence d’entrée v satisfaisant ||v]|s < 00 pour chaque €g € R™, la

trajectoire a partir de la condition initiale eq et U’entrée v satisfait :

lexll < Bleoll, k) +(llvllec) VR (3.26)
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On peut montrer que le calcul des gains de I'observateur en résolvant les inégalités ma-
tricielles linéaires (3.23)) garantit que l'erreur d’observation est entrée-état stable, c’est a

dire qu’il existe une KL fonction et un scalaire 7 strictement positif tel que :

lexll < B(lleoll, k) + nllvllec VE (3.27)

La borne n est obtenue en utilisant des majorations qui peuvent étre trés conservatives.
Dans ce cas, I’écart entre cette borne et I’evolution réelle de I’erreur d’observation peut étre
treés grand. C’est pourquoi on propose dans cette partie d’utiliser le résultat proposé dans
(Daafouz et al., 2005) qui intégre une minimisation de cette borne. La méthode consiste

résoudre le probléme d’optimisation suivant pour le calcul des gains de 1’observateur :

Min n

1-P  ATG; — CTFT ATG;, — CTFT
GiA; — F,C; Py —2G, 0 <0 (3.28)

Si ce probléme de minimisation admet une solution P € R™" G7 € R™" F* ¢ R™™

et n* €]1, 00|, les gains L; sont donnés par
Li — G:_I.Fi*

L’erreur d’estimation vérifie :
1 *
lexll < V*(1 - E)WH%)II +n*[Jv]lo (3.29)

Autrement dit, quand k — oo, 'erreur d’estimation est bornée ||ex|| < n*||v||oo si vy est

borné. Cela veut dire, compte de I'expression vy (3.21), qu'il existe un X > 0 et un U > 0,
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3.5. Exemple illustratif

tel que [|7x]lco < X, |Jtuk|loo S U et

[0p]loe <V =max||((4; — Ai) — L (C; — Gi)) | X+
i#] (3.30)
I(B; — B)I|U

Pour analyser ce schéma d’observation considérons deux commutations successives qui
parviennent aux instants de temps T et 7. L’hypothése de temps de séjour garantit
que T — T¢ > 1 + n. L'observateur discret identifie le mode aprés commutation &
Vinstant 77 + p. Donc sur lintervalle [T 4+ p, T2, le mode estimé vérifie ¢ = ¢ et la
norme de 'erreur d’estimation vérifie (3.29) avec v = 0 (stabilité asymptotique de 'erreur).
Cependant, sur lintervalle |72 T+ + 4] le mode estimé ¢ # ¢ et la norme de 'erreur
d’estimation vérifie (3.29) avec v # 0 (stabilité entrée-état de l'erreur). L’utilisation de
(3.28) pour le calcul des gains de 'observateur garantit que 'erreur d’observation est
bornée. Ainsi entre deux instants de commutation, nous avons deux situations distinctes :
la premiére avec une converge asymptotique et la deuxiéme avec une convergence entrée-

état.

3.5 Exemple illustratif

Le schéma d’observation proposé est illustré ici, pour un systéme linéaire par morceaux

ot la dynamique est gouvernée par des équations du type (3.1), avec :

0.80 0.22 0.79 0.29
Al = ) A2 =
—0.22 0.80 —0.29 0.50
0.20 0.50
1= ) 2 =
0.20 —0.50

01202:[11}, H:[Ol
La fonction de commutation Hxj est définie par :
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Chapitre 3. Synthése d’observateur hybride pour une classe de systemes linéaires par morceaux

Si (0.2 < Hzxp <10) Alors i=1

Sinon =2

On trouve p = 4, et la résolution de 1'équation (3.10), donne :

a®= | —11.87 39.65 —45.18 18.65]

Dans le cas d'une estimation hors-ligne, le calcul des gains de 'observateur continu, se

fait par la résolution des LMI (3.23)), on obtient :

—0.7660 0.5441
) L2 =
2.5341 0.1030

Sur la figure (3.5)), on trace, le mode réel (*) et le mode estimé (trait plein) et la norme

de l'erreur d’estimation.

N
N

I =
N R O N
I

Mode(k),Mode(k) &

5 10 15 20 25
k
50 [ ] s
40 E
o 0.1F
[
30 0.05}
X
g ot : ,
20 10 15 N 20 25
10 - Zoom _
O 1 L L L

5 10 15 20 25
k

F1G. 3.5 — Cas d’estimation d’état hors-ligne : évaluation du mode (en haut) et la norme

de Perreur d’estimation (en bas).
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3.5. Exemple illustratif

On remarque que les modes sont parfaitement identifiés, et que la norme de ’erreur d’esti-
mation décroit vers le zéro. Un zoom sur la figure nous montre qu’apreés le 15°™¢ échantillon

la norme de 'erreur est quasiment nulle.

Dans le cas d'une estimation en-ligne, le calcul des gains de 'observateur continu, se fait

en résolvant le probléme d’optimisation (3.28)), on obtient :

—0.0621 0.0524
n*=11.3122, L; = , Lo =

1.3035 0.8879

Le mode réel (trait plein) et le mode estimé (*) et la norme de l'erreur d’estimation sont

schématisés sur la figure (3.6).

2.2 T T T
ZJG * % H—h—h—h—k—k—k * ¥ —*—*—*—Jﬁ
® . 18- i
=<
]
3 1.6 i
=
< l4r 1
T
T 12F -
=
] p——t % W —e—RN—R N W b
08 1 1 1 1
5 10 K 15 20 25
15
1] 0.1} b
w>|< O,L_ L i 5
X 10 15 A 20 25
E 5f : i
2 : Zoom
0 | ‘ ‘
5 10 K 15 20 25

F1G. 3.6 — Cas d’estimation d’état en-ligne : évaluation du mode (en haut) et la norme

de Perreur d’estimation (en bas).

Au début de I'estimation &k = 1, nous avons initialisé I’état discret estimé a ¢, = 2,k =
{1,2,3}, or le vrai état discret est a g, = 1. Il est évident que l'erreur d’estimation ne va

converger au bout de ces 3 échantillons. Dés I’acquisition du 4°™¢ échantillon, I’'observateur
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Chapitre 3. Synthése d’observateur hybride pour une classe de systemes linéaires par morceaux

discret fournit ¢, = ¢4 = 1 et la norme de I’erreur d’estimation décroit de 14 4 5. A 'instant
k =5 une commutation se produit donc g, = 2. Cependant ¢, = 1 : I’état discret estimé
garde son ancienne valeur pour k = {5,6, 7}, car sur cet intervalle 'observateur discret
ne peut fournir aucune information sur le nouveau mode. Ainsi ce phénoméne se répéte
dés qu'une commutation se produit. On constate qu’a partir de I’échantillon £ = 10 (au
bout de 2 commutations) la norme de l'erreur d’estimation tend & se stabiliser autour de
zéro. Le zoom sur l'intervalle [10, 25], montre que la norme de l'erreur d’estimation n’est

pas nulle mais elle est bornée.

3.6 Conclusion

Ce chapitre constitue une partie importante de notre travail de thése. Nous avons proposé
une méthode de détection des instants de commutation et du mode actif pour un systéme
hybride PWA en temps discret. Nous avons montré qu'une hypothése sur le temps de sé-
jour minimum chaque mode doit étre considérée afin de pouvoir reconstruire une fonction
de commutation dépendante d’état comme une combinaison linéaire des sorties prises sur
un horizon de temps. Une telle hypothése additionnelle n’est pas nécessaire dans le cas
continu de temps. Cette étude a permis de proposer une solution pour s’affranchir de 1’hy-
pothése de la connaissance de 1'état discret pour la synthése d’un observateur commuté.
L’association de la méthode de détection du mode actif proposée et de la synthése d’obser-
vateur a commutation permet de proposer un schéma d’observation hybride permettant
I’estimation conjointe de I’état continu et état discret du systéme hybride. Deux schémas

d’estimation ont été analysées, une estimation hors-ligne et une estimation en-ligne.
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Chapitre 4. Synthése d’un observateur hybride pour une classe de systémes hybrides
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4.1. Introduction

4.1 Introduction

Nous avons mentionné, dans le premier chapitre, la difficulté d’établir un modéle plus gé-
néral pouvant décrire un SDH. Cependant, une modélisation basée sur 'utilisation de deux
modeles coopérants (un modeéle discret et un modéle continu) permet d’englober une large
classe de SDH. Un SDH est composé de deux types de composants : I'un & comportement
discret et I'autre a comportement continu. L’aspect continu est modélisé habituellement
par une équation différentielle ou une équation aux différences. Les modéles de type états-
transitions sont les plus adaptés pour décrire 'aspect discret. Parmi ces modeéles, nous
pouvons citer les graphes de Markov , les automates a états finis et les réseaux de Petri.
Les automates a états finis constituent le formalisme le plus utilisé pour décrire I'aspect
événementiel de SDH. Afin de modéliser correctement les SDH, ce formalisme a été étendu
aux automates hybrides (Henzinger) 1996). Il s’agit de I’association d’un automate a états
finis pilotant un ensemble d’équations dynamiques. Les réseaux de Petri sont utilisés dans
les études de stireté de fonctionnement des systémes dynamiques et dans la modélisation
des systémes a événements discrets. Ils se caractérisent par une évolution dans laquelle
les transitions sont franchies les unes apreés les autres. Parmi les diverses extensions des
réseaux de Petri développées pour prendre en compte ’aspect hybride on trouve deux
catégories d’approches : les réseaux de Petri hybrides (Bail et al., 1991) et les réseaux de
Petri associés a des équations différentielles ou/et algébriques (Champagnat et al., [T998).
Dans la premiére approche, les variables continues sont représentées par le marquage des
places continues. Dans la deuxiéme approche, un systéme d’équations différentielles et /ou
algébriques est associé a chaque place du RdP pour décrire les variables continues.

Dans (Balluchi et al., 2002) une méthode de construction d’un observateur pour la classe
des SDH décrite par un automate hybride est présentée. L’estimation de I’état hybride
est obtenue en utilisant un observateur de systémes a événements discrets pour la partie
événementielle et d'un banc d’observateurs de Lunberger pour la partie continue. Dans le
cadre de ce chapitre, nous allons nous intéresser au probléme de la synthése d’observateur
pour une classe particuliere de SDH ou I'évolution de ’état discret est représentée par

un réseau de Petri. L’observateur hybride que nous proposons est une combinaison d’un
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Chapitre 4. Synthése d’un observateur hybride pour une classe de systémes hybrides

observateur de réseau de Petri et d’un observateur commuté. Avant de donner la formula-
tion du probléme, nous allons d’abord présenter la classe de SDH a laquelle on s’intéresse

dans ce chapitre.

4.2 Présentation de la classe de SDH considérée

On considére la classe de SDH définie par une variable d’état hybride (¢, z) composée d'un
état discret ¢ dont I’évolution est représentée par un réseau de Petri (RdP) et d’un état
continu x dont 1’évolution est déterminée par un ensemble de sous-systemes linéaires LTT.
Le principe du couplage et de l'interaction entre la partie discréte et la partie continue

du SDH s’effectue de la méme maniére qu'un modele de type automate hybride.

Partie discréte Partie continue

P

Th+1 = fl(l’kauk)

D2 Trp1 = falzg, ug)

Tr4+1 = f3(xk, Uk)

ps3

Systéme hybride

Fia. 4.1 — Couplage entre RAP et systémes d’équations dynamiques

La figure (4.1) illustre l'interaction entre les deux parties du SDH. L’état discret (les
modes de fonctionnement) est déterminé suivant I’activation des places (position du jeton

dans le RdP) et I’état continu par des attributs associés a chaque place. L’interaction
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4.2. Présentation de la classe de SDH considérée

entre les deux modéles se fait de la fagon suivante : un jeton mis dans une place dé-
clenche 'activation d’un sous-systéme linéaire S;. Un ensemble d’événements est associé
aux transitions du RdP. Ces événements sont déclenchés par des entrées discrétes ou par
des franchissements de seuils par les variables continues. Lorsqu'un événement apparait,

la transition associée a cet événement est franchie et un nouveau mode est activé.

Nous avons choisi le modéle RAP pour décrire 'aspect discret du SDH parce qu’il existe
des résultats pour l'observation de RAP (Bourjij and Koenig, 1999) ou I'évolution du je-
ton dans un RdP est présentée par des équations d’état similaire a celle utilisées pour les
systémes dynamiques continus. On peut ainsi utiliser les techniques d’estimation d’état
issues du domaine continu afin de résoudre le probléeme d’observation du RdP. Il existe
aussi des méthodes permettant le passage d’une modélisation automate vers une présenta-
tion équivalente en RAP (Badouel, [1999). Par conséquent, méme si on dispose d’'un SDH
décrit par un automate a états finis, nous pouvons utiliser un modeéle équivalent en RdP.
Dans la suite, nous allons aborder briévement la dualité automate et RAP. Ensuite, nous

allons présenter le modele équation d’état régissant le RdP.

4.2.1 Synthése d’'un RdP & partir d’un systéme état-transition

Pour pouvoir expliquer le passage d'un automate vers un RdP, nous décrivons d’abord la
notion de région. Pour présenter cette notion le plus simplement possible, on considére
un systéme de transition (S, E,7T) : un ensemble d’états S, un ensemble d’événements
E et une relation de transition 77 C S x E x S. On note par s —¢ s’ I'abréviation de
(s,e,s") € T signifiant que e valide la transition de s vers s’. Une région est définie comme
un sous-ensemble X C S tel que tout événement e € E posséde de maniére exclusive I'une

des trois situations suivantes :

1. e est un événement qui fait entrer dans la région X :

s s = (s¢ Xets eX)
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Chapitre 4. Synthése d’un observateur hybride pour une classe de systémes hybrides

2. e est un événement qui fait sortir de la région X :
s—s = (seXets ¢X)
3. e est un événement qui ne modifie pas 'appartenance a la région X :
s =>(seXetsdeSou(s¢ Xets ¢59)

Ces trois situations sont schématisées sur la figure (4.2)

F1G. 4.2 — Les trois situations définissant une région dans un graphe

Pour comprendre ces trois situations, considérons le systéme de transitions illustré sur la
figure (4.3). L’ensemble des états R = {s9, s3, S¢} peut étre considéré comme une région
car les transitions marquées par les événements a et b font entrer dans cet ensemble d’état
R et la transition marquée par I’événement ¢ fait sortir de R. Cependant I’ensemble r =
{s2, 83} n’est pas une région parce I'événement b valide deux transitions : une transition

b

s; —’ s3 qui fait entrer dans r, et une transition s, —°

s qui ne fait entrer dans r. Les

différentes régions peuvent étre énumérées comme suit :

r = {81, 83,35}77“2 = {817 S2, 34}77“3 = {82,83, 86},7"4 = {81, S4, 85}
s = {81, 32733},7"6 = {54, S5, 36}>T7 = {32784, 36},7“8 = {83, S5, 56}

Il existe des méthodes systématiques pour trouver ces régions. Ces méthodes utilisent des

algorithmes polynomiaux (Badouel et al., [1994) pour résoudre les problémes de séparation
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4.2. Présentation de la classe de SDH considérée

F1G. 4.3 — Exemple d'un systéme de transition

entre les états et les problémes de séparation entre les états et les événements. Pour
chaque probléme de séparation, une région est calculée. Le RAP est synthétisé & partir
de I'ensemble des régions calculée. Chaque région est représentée comme une place du
RdP. Les transitions a I'aval et I’amont de chaque place sont les événements entrant et les
événements sortant (arcs de flux) dans la région correspondante a la place. Pour illustrer
la méthode de synthése d’un réseau de Petri, considérons I'exemple cité dans (Badouel,
1999) indiqué sur la figure (4.4) L’automate & états finis est composé de 8 états et 6
transitions. En utilisant la procédure décrite par Badouel (1999), on trouvera 7 régions.

Elles sont :

Po = {SOa 53, 84, 37}»291 = {30, 82734}71?2 = {50, S1, 33}

b3 = {537357 57}7294 = {547567 87}7195 = {827 55}7]76 = {51756}

Les 7 régions obtenues correspondent aux 7 places du RAP (4.4), et les événements
a,b,c,a’, b, ¢ sont les transitions d’'une place & une autre dans le RAP. Ainsi, la tran-
sition entre la place py et ps est marquée par a car I’événement a est entrant dans la
région pg = {s1, S¢} et sortant de la région pg = {sq, $3, S4, S7}-

Pour effectuer le passage inverse, c’est & dire d’'un RdP vers un automate, il suffit de

construire le graphe des marquages accessibles. Les différents marquages associés au RdP
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Chapitre 4. Synthése d’un observateur hybride pour une classe de systémes hybrides

(a)- Automate a états finis (d)- RAP synthérisé

F1G. 4.4 — Un automate a états finis (& gauche) et le RAP synthétisé (a droite)

sont :
So = {plaPOap2}731 = {P67P2} y 82 = {pl,ps}»s?) = {p37p07p2}
sa = {p1,po, 1}, 55 = {p3, 5}, 56 = {6, Pa}, 57 = {P3, D0, D1}

Cela conduit & 'automate initial.

4.2.2 Modéle d’état d’un RdP

Un RdP il est défini formellement par un quadruplet

RdP = (P, T, Pre,post, My)

avec :
— P un ensemble fini de places.

— T un ensemble fini de transitions.

— Pré : Papplication d’incidence avant définie par Pr : P x T" — N.

— Post : I'application d’incidence arriére définie comme Post : P x T" — N.

— M, : le marquage initial.

Le marquage du RdP consiste a disposer un nombre entier de jetons dans chaque place du
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4.2. Présentation de la classe de SDH considérée

réseau. Dans notre cas, il s’agit de RAP 1-borné a cause de 'exclusion mutuelle des places.

Le nombre de jetons contenus dans chacune des places est arrangé sous forme d’un vecteur

M appelé vecteur de marquage. Il est régi par I’équation suivante :

Mk+1 = Mk + CO‘k+1 (41)

ou My € N" et 0, € N™ sont respectivement le marquage et le vecteur de transition
(franchissement) a la k*™° étape d’évolution (itération). C' est la matrice d’incidence ou
les lignes représentent les places et les colonnes représentent les transitions. L’équation
d’état (4.1) décrit I'évolution du marquage My atteint par le franchissement d’une sé-

quence de transitions o,05...0; a partir d’'un marquage initial M.

Pour définir I’équation de mesure donnant les sorties mesurées du RdP, énongons I'hypo-

thése suivante.

Hypothése 4.2.1 Le RdP est caractérisé par des transitions dont le franchissement est
observé (transitions observables) et des transitions dont le franchissement est inobservé
(transitions non observables). Respectivement, le RAP se compose de places observables et

de places non observables.

Nous utiliserons ici le vocabulaire classiquement utilisé pour les systéme a événement dis-
cret, le mot "observable" signifie connu (sortie en continu), non observable signifie inconnu
(n’appartient pas a I’ensemble des sorties). Nous avons introduit cette hypothése pour dé-
finir les différents types de transitions. Nous pouvons ainsi associer une commutation de
mode controlable & un franchissement d’une transition observable dans le RdP. Respecti-
vement, une commutation autonome sera définie par un franchissement d’une transition
non observable. Cette hypothése permet aussi de définir les variables mesurables du RdP.
Nous pouvons ainsi considérer ’ensemble des marquages des places observables et des

transitions observables comme les sorties du RAP accessibles & la mesure. Nous noterons
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Chapitre 4. Synthése d’un observateur hybride pour une classe de systémes hybrides

1 les sorties du RAP que nous appellerons sorties discrétes du SDH.

Apreés une permutation des variables, le vecteur de marquage et le vecteur de transitions
sont arrangés de la maniére suivante :
1 1
M o

Mk = et O = (42)
My oF

ou M} € N"'| M? € N"2 sont respectivement le marquage des places observables et le
marquage des places non observables. o € N™ g2 € N™2 sont respectivement le vecteur
de transitions observables, et le vecteur de transitions non observables, avec n = nq + ns
, m = my + msy. Le nombre de mesures disponibles est p = n; + my : ny places et my
transitions.

En remplagant I'expression de (4.2) dans (4.1), nous obtenons la forme d’état suivante :

EMk_H = AMk (43&)
Y, = HM, (4.3b)

o My, ¢y sont respectivement le vecteur d’état généralisé et le vecteur de sortie définis

comme :

M,
My=|" "] enmtm Ui =

O g

Les matrices E, A et H sont définies comme

] 0 X O X 0 X
E: |:]n _O]7A: [In OnXm]7 H: " e T
0m1 Xni 0m1 Xng I’ml Om1 Xma
Nous verrons, dans le paragraphe suivant, comment utiliser cette forme d’état pour syn-
thétiser un observateur d’ordre réduit capable de reconstruire ny places et moy transitions

non observables.
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4.8. Formulation du probleme

4.3 Formulation du probléme

Considérons la partie continue du SDH décrite par ’équation en temps discret suivante :

.’L't+1:Ail't -+ Biut si qy = 7 (44)
yt:Cixt Z:1727 ) S

ou x; est le vecteur d’état continu, 1, est le vecteur de sortie et u; est le vecteur de
commande. ¢; = 7 est 'indice du mode actif, il prend sa valeur dans un ensemble fini
d’'indices i € Q = {1,2,---,s} avec s le nombre de sous-systémes. C’est aussi le nombre
de places du RdAP. L’indice du temps est noté par ¢ pour le distinguer de l'indice k
utilisé dans I’équation (4.3)) associée au RdP. Pour établir une correspondance entre les
deux indices, nous noterons par t; l'instant correspondant au k™ franchissement de
transitions dans le RdP. L’état discret ¢ est déterminé suivant le vecteur de marquage
My, = [M}, M2, -+ M?F])T. Lorsqu’un jeton est mis dans la place 7, le sous-systéme linéaire
S; = (A;, B;, C;) devient le mode actif, c’est a dire M}, =1 = q;, = i.

La figure (4.5) décrit les deux modeéles d’état associés aux parties discréte et continue

,,,,,,,,,,,,,,,, RdaP

| |

| |

| My.1 = M, +Co |

O, o k+1 k k+1 ! 77/}tk

[eb) l I [<B}
ke : G = HM, : =
3 ! ‘ 3
= ! . ‘ >
RS | 1 | <
g | | 2
— ! | ﬁ

| |
E | i1 = Ay + By | 2

Up — 1y L Yt

Yy = Cixy |

|

|

F1G. 4.5 — Systéme hybride considéré : un ensemble de systémes linéaire pilotés par un

RdP

du SDH. Nous avons mentionné l’entrée hybride (o, u) et la sortie hybride (¢, y) comme

I’association d’une variable discréte et d’une variable continue. L’état discret ¢ et les
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Chapitre 4. Synthése d’un observateur hybride pour une classe de systémes hybrides

instants de commutation sont spécifiés suivant le marquage des places et les instants de
franchissement de transitions. Ces transitions peuvent étre autonomes ou déclenchées par
des événements externes. Le franchissement d’une transition autonome est déclenché par
des variables continues atteignant un certain seuil. Lorsque le franchissement est forcé
sz 9 P 9 L A
par un événement provenant de l’extérieure on parlera d’une transition controlable. Pour
éviter la situation de conflit ou différents types de transitions agissent en méme temps
nous devons définir un ordre de priorité pour chaque type de transition. Dans ce cas, celle

ayant une priorité la plus élevée sera retenue, ’autre sera ignorée.

4.4 Observateur hybride

On souhaite construire un observateur capable, en utilisant les informations entrées/sorties
du SDH disponibles a la mesure, de fournir conjointement ¢, € ) ’évaluation de 1’état
discret et 2, 'estimation de ’état continu. Contrairement a la classe de systémes PWA ou
nous ne disposons d’informations que sur I’entrée et la sortie continues, ici une sortie dis-
créte est disponible. Par conséquent, les entrées de 'observateur hybride sont ’ensemble
formé par la sortie discréte v, 'entrée continue u et la sortie continue y. Les sorties de

I'observateur seront le vecteur d’état hybride estimé (g, ).

Compte tenu de la structure mixte du SDH, la structure de I'observateur que nous pro-
posons est une combinaison d’un observateur de RAP et d’un observateur commuté. La
structure de l'observateur hybride est indiquée sur la figure (4.6). Il est composé d'un

observateur discret et d’un observateur continu.

L’observateur discret : C’est un observateur de RdP. Il recoit comme entrées le vec-
teur de mesure ¢ composé des marquages des places mesurables M} et des transitions
mesurables of. Son role est de fournir le vecteur des marquages des places complet M, et
le vecteur des transitions complet 0. Connaissant le vecteur My, et oy, une évaluation de

I’état discret ¢ est déterminée.
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4.4. Observateur hybride

Systéme hybride

g Réseau de Petri — ¢

u - systéme dynamique

Y
<

Observateur de RdP

Y
LS

Y

=>

Observateur commuté >

Observateur hybride

F1G. 4.6 — Structure de 'observateur hybride proposé

L’observateur continu : c¢’est observateur commuté. Il utilise I'information entrée conti-
nue u et sortie continue y et l'information ¢, donnée par l'observateur discret pour

construire 'estimation z.

La synthése des deux parties de 'observateur hybride est décrite dans les paragraphes
suivants. Nous cherchons & satisfaire la propriété de stabilité définie dans (Balluchi et al.|

2002).

Définition 4.4.1 (Observateur hybride exponentiellement convergent)(Balluchi et al.,[2002)
Etant donné un systéme hybride, un observateur hybride proposé est dit exponentiellement

convergent borné s’il existe un entier K et des constantes > 0, b > 0 et A tel que

ledl < Xe " lleell +b VE> tx (4.5b)

ot e =x — I est Uerreur d’observation.
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Chapitre 4. Synthése d’un observateur hybride pour une classe de systémes hybrides

Le scalaire p représente la vitesse de convergence de l'erreur d’observation. La limite
maximale de I'erreur est donnée par la valeur de b. Si b = 0, 'observateur est dit expo-

nentiellement convergent.

4.5 Observateur discret : observateur de RdP

Dans ce paragraphe, nous allons présenter ’observateur discret capable de construire 1’état
discret ¢ en utilisant la sortie discréte ¢. Vu la forme de I’équation d’état régissant le RAP
(4.3), ou la sortie 1 correspond aux premiéres composantes de 'état My. L’utilisation
d’un observateur d’ordre réduit est plus adaptée. Nous allons utiliser ’approche déve-
loppée dans (Bourjij and Koenig, 1999) pour la synthése d’observateur de RAP d’ordre
réduit. Avant de donner I’équation de I’observateur, nous allons rappeler briévement cette

approche.

Si la matrice E est de rang plein en lignes, nous pouvons trouver une matrice P vérifiant

I’équation suivante

E><PzE><[E+ Pl]z[[n onxm} (4.6)

oit P, = Ker(E) € Rmxm ot B+ = ET x (E x ET)7! la pseudo-inverse. Le systéme

(4.3) est équivalent & :

M]lg_‘_l = AlMllc + AgMz (47&)
Uy = HyM,, + HoM;, (4.7b)

ou
1
M,

A _pim,, [AlAQ} = AxP, et [Hl HQ] —HxP
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4.5. Observateur discret : observateur de RdP

De la méme maniére si Hy est de rang plein, nous pouvons trouver une matrice P, tel

que

PS 0(n1+m1—m)><m

P, x Hy = x Hy =

(4.8)
Hy L,

—1
ot Py = ker(HI) et Hf = [H2T HQ} x HT.
Par pré-multiplication par P, des deux cotés de I’équation de mesure (4.7h), nous obte-

nons :

Pty = PsH(M;, (4.9a)
MZ = Hf vy — Hy HLM,, (4.9b)
Ensuite, nous remplagons, I’équation (4.9b) dans I’équation (4.7a), nous obtenons :
M, =AM + AsH oy, (4.10a)
Uy = HM,, (4.10b)

avec A = (Ay — AyHy Hy), H = PyH, et ¢y, = Pyiy.

Suivant le principe de construction des observateurs, on peut proposer la structure clas-

sique d’un observateur d’ordre réduit suivante :

21 = Fap 4+ Gy
My, = Mz, + Ny,

(4.11)
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Chapitre 4. Synthése d’un observateur hybride pour une classe de systémes hybrides

ou z, € R" et (F,G, M, N) sont des matrices de dimensions appropriées a calculer. A
partir de I’équation du systéme (4.10) et de son observateur (4.11)), les estimation de
/\/l,lc, /\/li et M, sont respectivement les vecteurs z, /\;li et Mk

La construction de I'observateur consiste a trouver les matrices I, G, M et N tel que le

vecteur d’état estimé M, converge asymptotiquement vers le vecteur I’état M.

En tenant compte de la forme de I’équation d’état (4.10), I’équation de I'observateur (4.11)

est

M2 = Hj (¢, — Hiz) (4.12b)
~ 2l

My = [E+ Pl} . (4.12¢)
k

avec L une matrice gain & calculer. Elle est choisie pour que (A — LH) soit stable.
En résumé, la forme de I'observateur d’ordre réduit (4.11) est obtenue en choisissant les

matrices F, G, M, N de la maniére suivante :

F=(A— LH)
G = (AHY + LP;)
M = (E* — P H H)
N = (P.A;)
Si l'observateur est convergent, I’erreur d’observation convergera vers zero en un temps fini
K. Par conséquent, la condition (4.5a) donnée dans définition-4.4.1]est vérifiée. Autrement

dit, il existe un K tel que I'état discret est correctement estimé :
Gk = Qi Vk > K
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4.5. Observateur discret : observateur de RdP

4.5.1 Exemple illustratif

Considérons le RAP donné sur la figure (4.7). La matrice d’incidence et le marquage initial

sont

(1100 1 100000 0] 1]
1 0-100000000 0 0
01 0-10020000 00 0
G |00 T 0101000 01 i |
0001 0-10-=10010 0
0 00000T10=1000 0
0000000 T10<100 0
(000000000 1 1 —1-1] 0

F1a. 4.7 — Exemple illustratif

Pour cet exemple, nous avons choisi 17, 75,T11, T2 et pg, p; comme des transitions et

des places non observables. Les figures (4.8), (4.9) montrent respectivement, 'erreur de
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Erreur d’estimation de la transition T11
1 T
0.5 -
0 I
J
-05 I I I
2 Erreur d’estimatiorgde la transition le 4 5
1 T T T
0.5 B
0 I
J
-0.5 1 1 1
2 Erreur d’estimatiog de la transition T2 4 5
1 T T T
0.5 —
0 [
-05 1 1 1
2 Erreur d’estimatiog de la transition T1 4 5
1 T T T
0.5 -
0 |
-05 I I I
2 3 4 5

F1G. 4.8 — Erreur d’estimation des quatres transitions 17,75, T, et Tis

reconstruction des transitions non observables et ’erreur de reconstruction des places non
observables du réseau. On remarque qu’au bout de trois itérations, les 4 transitions et 3

places non accessibles & la mesure sont parfaitement construites.

4.6 Observateur continu

L’observateur continu est un observateur commuté dont la dynamique dépend de 1’état

discret estimé ¢; fourni par 'observateur de RAP. L’observateur commuté est défini par

jt—l—l = Azi’t + Biut + Lz<yt - gt)
g = Cify st g =1€Q

La construction de cet 'observateur consiste a calculer les gains L; pour satisfaire la
deuxiéme condition de stabilité (4.5b) donnée dans la définition-4.4.1. Pour calculer ces
gains, nous devons analyser ’erreur d’observation € = x — & en considérant ’'observateur
hybride complet (obtenu en couplant I'observateur de RAP avec 'observateur & commu-

tation).
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4.6. Observateur continu

Erreur d’estimation de la place Ps
1 ! m
0.5 i
0
-0.5 L 1 |
! 2 Erreur d’estimat%n de la place P, 4 >
1r ! m
0.5 i
0
-0.5 L 1 |
1 2 Erreur d’estimat%n de la place Pg 4 5
1 ! m
0.5F B
0 - -
-0.5 1 1 1
1 2 3 4 5

F1G. 4.9 — Erreur d’estimation des trois places pg, p7 et ps

Puisque I'observateur du RAP converge en un temps fini K. L’observateur continu utilise
le vrai I'état ¢ = ¢; pour t > tx. Pour t < ty I'état discret n’est pas identifié et 1'état
continu x ne peut pas étre correctement estimé. Plusieurs schémas d’observation de ’état
continu peuvent étre envisagés sur cet intervalle. Par exemple, nous pouvons garder 1’état
estimé a sa valeur initiale z; = zy pour t < tx. Dans ce cas, 'observateur continu fonc-
tionnera & partir de l'instant ¢t > tx. Le retard tx n’est pas connu a priori car il représente

la somme des temps de séjours dans les K modes visités, c¢’est-a-dire :

K
tK: E Ti
i=1

avec 7; le temps de séjour dans le sous-systéme S;. Vu que les temps de séjours 7; ne sont

pas connus, garder ’estimé de ’état continu a sa valeur initial est un inconvénient.

Dans ce chapitre, nous souhaitons avoir ’estimé de 1’état continu méme sur l'intervalle
de retard [0,tx]. Rappelons qu’au chapitre précédent, nous avions rencontré une situa-
tion similaire o I’état discret est estimé avec un retard fixe p. Ce scénario se répétait a

chaque commutation. Lorsque I’état discret estimé n’est pas disponible, I’état continu est
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Chapitre 4. Synthése d’un observateur hybride pour une classe de systémes hybrides

estimé en utilisant ’observateur concu pour la derniére valeur connue de I'état discret.
Cet arrangement est choisi pour que 'erreur d’estimation reste bornée. Suivant le méme
raisonnement, nous proposons de maintenir 1’état discret estimé a sa valeur initiale ¢; = qg

pour t < 1.

En utilisant cet arrangement, nous disposerons de deux intervalles de temps. Le premier
intervalle [0, tx], 'état discret n’est pas identifié et la dynamique de l'erreur d’estimation,

comme dans le chapitre-3, est donnée par 1’équation suivante :

Etr1 — (Aqt — thOqt)?Et —+ V¢ pour t S tK (413)

ol v = ((A(It - Alit) - Li(CQt - Cq}))mt + (Bth - Bdt>ut'
Le deuxiéme intervalle t > tx 1’état discret est parfaitement identifié et ’erreur d’estima-
tion est donnée par

g1 = (Ay, — L, Cy,)ee pour t >ty (4.14)

Pour calculer les gains de 1'observateur L;, nous pouvons utiliser les méthodes présentées
au chapitres-2. La premiére approche est basée sur la stabilité poly-quadratique de I'er-
reur d’observation. Cette approche est utilisée avec ¢ = ¢ pour obtenir une convergence
asymptotique de l'erreur d’observation. La deuxiéme approche est basée sur la stabilité
entrée-état. Elle est utilisée lorsque ¢ # ¢. Dans ce cas, on obtient une convergence avec
une limite bornée n*||v||~. Les gains de l'observateur et le paramétre n* sont obtenue en

résolvant le probléme d’optimisation déja présenté au chapitre-3 :
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4.6. Observateur continu

Min n
P, = PF
G =aT
Fin
1-P,  AlG,—ClF! AIG; - C]F!
sous | G;A; — F,.C;  P; —2G, 0 <0
G;A; — F,C; 0 2G; —

Si ce probléme de minimisation admet une solution P € R™" G} € R™" F* ¢ R™™

et n* €)1, 00|, les gains L; sont donnés par
Li _ G;k_lF;*

L’erreur d’estimation vérifie :

leell < v (1 = )t/QH&oH + 1" [|v]lc pour £ <ix (4.15)

A Tinstant d’identification du mode ¢x ’erreur d’observation est :

et < V(1 — )tK/Qlléoll + 0" |vllo

Apreés l'identification de 1’état discret, Uerreur d’estimation vérifié (4.15) avec v =0 :

led]l <

1 1
1~ Dy V= —)"2|les,e || pour & > tx (4.16)
,r)*

Nous pouvons réécrire les équations (4.15)), (4.16)) sous la forme :

ledl < e lleoll 0 VE <tk (4.17a)

leell < Ae ey, | Vt >ty (4.17b)
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avec pu = 3log( ;A = —log((1 — n%)(tK_l)/Q et b = n*||v||e. Par conséquent la

+>
V(1= )
deuxiéme condition de la définition+4.4.1 est satisfaite.

4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une méthode de synthése d’observateur pour une
classe particuliere de SDH o1 I’évolution de I'état discret est régie par un RdP. L’obser-
vateur hybride proposé est une combinaison d’un observateur de RdP et d’un observateur
commuté. Le but de ce schéma d’observation est 1’estimation conjointe de I'état discret
et de I'état continu du SDH en utilisant les informations entrées-sorties disponibles a la
mesure. Lorsque la sortie discréte n’est pas suffisante pour observer I'état discret, nous
pouvons utiliser des informations supplémentaires basées sur les données entrées-sorties
continues. Nous pouvons par exemple utiliser la méthode de détection des instants de com-
mutation et 'identification du mode actif présentée au chapitre précédent pour détecter

les sauts autonomes.
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Conclusion et perspectives

Cette thése est consacrée a I’étude de I'observation d’état pour les SDH. Nous avons
présenté des méthodes de synthése d’observateurs pour quelques classes de SDH. On a
considéré la classe particuliere de SDH composés de sous-systémes linéaires invariants
dans le temps auxquels on associe une loi de commutation décrivant les transitions d’un
sous-systéme vers un autre. Dans le premier chapitre nous avons donné une définition
des SDH permettant de décrire les classes de SDH auxquelles on s’intéresse. Nous avons
ensuite passé en revue quelques résultats disponibles dans la littérature sur I'observabilité
et sur la synthese d’observateurs pour ces classes de systémes. Nous avons remarqué la
difficulté d’établir une définition claire et unique pour cerner la notion de I'observabilité
pour les SDH. Les solutions disponibles dans la littérature pour les observateurs hybrides

sont généralement fondées sur une extension de résultats de 'automatique continue.

Dans le chapitre deux, nous nous sommes intéressé a la classe de systémes a commutation
ou l'état discret est connu. L’estimation de 1’état continu, sous ’hypothése de connaissance
de I’état discret en temps réel, est obtenue en utilisant un observateur commuté. Le calcul
des gains de I'observateur garantissant la stabilité asymptotique de I'erreur d’observation
s’obtient en résolvant un ensemble de LMI. Ces LMI sont basées sur des résultats de la
stabilité quadratique et de la stabilité poly-quadratique. Nous avons ensuite présenté la
technique de placement de poles pour les systémes a commutation. Nous avons montré
que l’association de l'observateur commuté avec une contrainte de placement de poles

permet de proposer un schéma d’observation a entrée inconnue particulier applicable au
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probléme de la synchronisation du chaos avec un message incorporé. Nous avons constaté
que certains exemples non résolus avec ’approche existante ont pu I'étre avec cette ap-

proche.

Dans le chapitre trois, nous avons considéré le cas de commutations autonomes. Les tran-
sitions de mode sont définies par une loi de commutation dépendante de 1’état continu
et donc I'état discret n’est pas disponible. Par conséquent, ’observateur doit fournir I’es-
timation simultanée de 1’état discret et de I’état continu. Nous avons présenté une mé-
thode de détection des instants de commutation et du mode actif en temps discret. Nous
avons montré qu’'une hypothése sur le temps de séjour minimum chaque mode doit étre
considérée afin de pouvoir reconstruire une fonction de commutation dépendante d’état
comme une combinaison linéaire des informations de I'entrée et de la sortie prises sur un
horizon de temps fini. L’association de la méthode de détection du mode actif et de la syn-
thése d’observateur a commutation permet de proposer un schéma d’observation hybride
permettant l’estimation conjointe de 1’état continu et état discret du systéme hybride.
Pour calculer les gains de I'observateur commuté, nous avons étudié deux configurations :
attribution de gain en-ligne, ot I'observateur et le systéme hybride fonctionnent simulta-
nément, attribution de gain hors-ligne, ot ’observateur hybride fonctionne avec un retard
par rapport au systéme réel. Les gains de 1'observateur sont calculés pour obtenir une
convergence asymptotique de l'erreur d’estimation lorsque 1’état discret est correctement

estimé et une convergence bornée dans le cas o I’état n’est pas correctement estimé.

Dans le quatriéme chapitre, nous avons considéré le cas ou ’état discret est régi un RdAP.
Nous avons proposé un schéma d’observation combinant un observateur de réseau de Petri
et d'un observateur commuté. La convergence en un temps fini de l'observateur du RdP
garantit que 1’état discret du SDH est correctement identifié aprés un nombre fini d’étape
d’évolution de RdP. Les gains de 'observateur commuté sont calculés pour obtenir une

convergence exponentielle de I'observateur hybride complet.
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Perspectives

La classe de SDH étudiée, en particulier la condition de commutation sur des hyperplans
Hax = a; peut paraitre trés restrictive. En pratique on peut imaginer le cas de condition
d’invariances plus complexes, polytopique par exemple en utilisant plusieurs frontiéres H;
qui définissent les faces du polytope. On peut ainsi construire un pavage de ’espace d’état
continu. La précision sur la forme continue que 1’on veut approcher dépendra de la finesse
du pavage. La contre partie est évidemment une augmentation du nombre de mode¢les a
envisager. Cette explosion peut étre largement contenue lorsque le modéle discret pro-
vient de la discrétisation d’un modéle différentiel. En effet si les dérivées sont bornées,
I’ensemble de I'espace d’état continu ne peut étre atteint en une période d’échantillonnage
en partant d’'un état initial donné, le nombre de frontiéres franchissables sur un pas de
calcul est donc en général trés limité. Associé avec d’autre contraintes qui se traduisent
au niveau de 'automate, on peut espérer que l’association des observateurs continus et
discrets que nous avons présentés peut conduire & une observation hybride réaliste en

temps de calcul.

Dans cette thése, seul le probléme d’observation est été abordé. Bien que le principe de
séparation soit établi pour les systémes a commutation lorsque 1’état discret est connu,
I'utilisation de cet observateur en boucle fermée pour la commande n’est pas immédiate.
L’étude approfondie d'un schéma de commande hybride de ce type est nécessaire et est

entrain d’étre menée, elle fera l'objet de nos futurs travaux.
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Résumé : La thése porte sur la synthése d’observateurs pour les systémes dynamiques hy-
brides. Nous considérons particuliérement considéré les systémes décrits par un ensemble fini
de sous-systémes linéaires & temps discret et une loi de commutation. Le sous-systéme actif et
les commutations d’un sous-systéme & un autre peuvent étre définis par une commande externe
controlable (systémes & commutation), ou par des transitions autonomes (systémes affines par
morceaux). Sous 'hypothése du mode actif a chaque instant, nous montrons que ’association
de l'observateur commuté avec une contrainte de placement de pdles permet de proposer un
schéma d’observation a entrée inconnue pour résoudre le probléme de la synchronisation des
systémes a commutation chaotiques avec un message incorporé. Dans le cas de de les systémes
affines par morceaux, nous proposons une méthode pour détecter le mode actif. L’association
de cette méthode avec 'observateur commuté permet I'estimation conjointe de 1’état continu et
état discret. Enfin, considérons le cas de commutations régies par un RdP. Nous proposons un
schéma d’observation utilisant un observateur de RdP et un observateur commuté. Mots-clés :
Systémes hybrides, Systémes & commutations, Systémes linéaires affines par morceaux, Synthése

d’observateurs hybrides.

Abstract : The thesis is concerned with the observers synthesis for the hybrid dynamic systems.
We particularly consider the systems described by a finite set of discrete-time linear subsystems
and a commutation law. The active subsystem and the commutations between the subsystems
can be defined by a controllable external command (switched systems), or by the autonomous
transitions (piecewise affine linear systems). Under the assumption of the knowledge of the active
mode, we show that the association of the switched observer with a pole placement constraint
allows to propose observation scheme to solve the synchronization problem of the switched chaotic
systems with an embedded message. In the case of piecewise affine systems, we propose a method
to detect the active mode. The association of this method with the switched observer allows
the joint estimate of the continuous state and discrete state. Finally, we consider the case of
commutations governed by a PN. We propose an observation scheme using a PN observer and a
switched observer.

Key Words : Hybrid systems, Switched systems, Piecewise affine systems, Hybrid observer

synthesis.



