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Chapitre

Présentation

Ce chapitre décrit le cadre mathématique et le contenu de la these.
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1.1 Cadre mathématique

D’abord, on pose les rudiments de 'estimation fonctionnelle. Ensuite, on présente
les approches minimax et maxiset. Finalement, on précise les particularités de notre
étude.

1.1.1 Point de départ

Cette sous-section rappelle les notions élémentaires de modeéle statistique, d’estima-
teur et de risque.

1.1.1.1 Modele statistique

A la base de notre recherche, il y a la modélisation statistique de données observées.
Cette modélisation, de nature plus ou moins complexe, est caractérisée par deux
éléments. Le premier est une fonction inconnue f. Le second est une quantité d’in-
formation représentée par un entier n. Généralement, celui-ci précise le nombre de



CHAPITRE 1. PRESENTATION

données ou intervient sous la forme n~! dans le niveau d’un bruit polluant I’émission
d’une fonction.

Les modeles les plus étudiés en estimation fonctionnelle sont décrits ci-dessous.

MODELE (DENSITES)
On observe n variables aléatoires i.7.d

(X1, X)), (1.1)

ot chaque X; est de densité inconnue f.

MODELE (REGRESSION A PAS EQUIDISTANTS)
On observe n variables aléatoires i.i.d (Y, ..., Y,) avec

Y: = f(i/n) + 2, i=1,..,n, (1.2)

ou f:]0,1] — IR est une fonction inconnue bornée supérieurement et (z1, ..., z,) sont
des variables aléatoires i.i.d de loi N'(0,1).

MODELE (BRUIT BLANC GAUSSIEN)
On observe le processus continu {Y (t); t € [0,1]} défini par l’équation stochastique

dY (t) = f(t)dt +n~Y2dW (1), (1.3)

ou f:[0,1] — IR est une fonction inconnue appartenant a L2([0,1]) et {W(t); t €
[0,1]} est un mouvement Brownien standard.

L’objectif est de reconstruire le plus fidelement possible f a partir des observations.
L’entier n est aussi grand qu’on le souhaite.

Dorénavant, on suppose que f appartient a LP([0,1]) avec p € [1,00], c’est-a-dire,

1£IE = [ |f(2)Pde < oc.

1.1.1.2 Estimateur

DEFINITION (ESTIMATEUR)
Toute fonction des observations est appelée estimateur.

Pour juger de la précision d’un estimateur, des reperes théoriques fiables doivent étre
mis en place. Telles sont les perspectives des approches minimax et maxiset. Pour
les mettre en oeuvre, plusieurs objets mathématiques sont a choisir. Parmi ceux-ci,
il y a le risque.

8



1.1. CADRE MATHEMATIQUE

1.1.1.3 Risque

Le role d'un risque est de mesurer 'erreur commise par un estimateur dans la re-
construction de f. Dans notre étude, nous travaillons exclusivement avec le risque
L~

DEFINITION (RISQUE L7)

Pour tout estimateur f, : [0,1] — IR de f, le risque ILP de f,, est défini par

Lo(for £) = E3([fn = f1I7),
ou B désigne lespérance par rapport d la loi de probabilité de nos observations.

Les valeurs du parameétre p serviront a mettre en relief les propriétés locales de
Iestimateur considéré. Par souci d’uniformité, tout ce qui suit sera présenté avec ce
risque.

1.1.2 Approche minimax

L’approche minimax est un pilier de I’estimation fonctionnelle. Ses fondements ont
été posés par Wolfowitz (1950). Une théorie solide a pris forme grace aux travaux
de Ibragimov et Hasminskii (1977), Speckman (1979), Bretagnolle et Carol-Huber
(1979), Pinsker (1980), Sacks et Ylvisaker (1981), Efroimovich et Pinsker (1981),
Stone (1982) et Birgé (1983).

1.1.2.1 Vitesses minimax

Pour commencer, on se fixe un ensemble de fonctions A* C L?([0, 1]). Le paramétre
a caractérise la régularité des fonctions considérées. On suppose que la fonction
inconnue appartient a cet ensemble. Enfin, on étudie le comportement asymptotique
du risque minimax.

DEFINITION (RISQUE MINIMAX)
Soit A* un ensemble de fonctions. On définit le risque minimax par

R p(A%) = inf sup E}(|| f, — fI),
fn fEAX

ot l'infimum est pris sur l’ensemble des estimateurs fn de f.

Alinsi, on s’intéresse a la convergence du risque IL? associé au meilleur estimateur pour
la pire des fonctions appartenant a A®. Trois définitions liées a cette convergence sont
présentées ci-dessous.

DEFINITION (BORNE INFERIEURE)
On appelle borne inférieure toute suite v, positive telle que, pour n suffisamment
grand, il existe une constante ¢ > 0 vérifiant

Runp(AY) = cuy.
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DEFINITION (BORNE SUPERIEURE)
On appelle borne supérieure toute suite V,, positive telle que, pour n suffisamment
grand, il existe une constante C' > 0 vérifiant

Rnp(A%) < CV,.

DEFINITION (VITESSE MINIMAX)
Si il existe deux constantes C' > 0 et ¢ > 0 telles que, pour n suffisamment grand,
une suite positive V,, vérifie

CVn < Rn,p(Aa) < Can
alors V,, est appelée vitesse minimaz.

La contrainte f € A% est primordiale. En effet, si aucune hypothese de régularité
n’est faite sur f, alors on ne peut généralement pas obtenir des résultats de conver-
gence pour la suite R, ,(IL?([0, 1])). Cela a été montré par Farell (1967).

Les principaux ensembles de fonctions rencontrés dans la littérature sont les boules
de Sobolev, les boules de Holder et, plus généralement, les boules de Besov.

Les vitesses minimax sont des repéres théoriques servant a étudier les performances
des estimateurs de f. Elles ont été calculées pour de nombreux modeles, risques et
ensembles de fonctions. Par exemple, si on considére le risque L? et une boule de
Sobolev de régularité § > 0 alors, pour chacun des trois modeéles (1.1), (1.2) et (1.3),
la vitesse minimax est V;, = n=2%/28+1_Voir le livre de Tsybakov (2004).

1.1.2.2 Estimation adaptative

DEFINITION (ESTIMATEUR OPTIMAL)
Soit V,, la vitesse minimaz. St il existe une constante C' > 0 telle que, pour n suffi-

samment grand, un estimateur fn vérifie
Sup E?(an - ng) < Cvna
feAx

alors il est dit optimal.

Pour déterminer une vitesse minimax, on est amené a construire un estimateur op-
timal. Généralement, ce dernier dépend explicitement du parametre de régularité a.
Or la connaissance a priori de cette information est incompatible avec le fait que f
soit inconnue. C’est pourquoi on cherche a élaborer des estimateurs optimaux com-
pletement déterminés par les observations et aucunement de «. De tels estimateurs
sont dits adaptatifs.

Les travaux pionniers traitant de I’adaptation sont ceux de Efroimovich et Pinsker
(1984), Golubev (1987) et Lepskii (1990; 1991). Depuis, de nombreuses méthodes
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1.1. CADRE MATHEMATIQUE

performantes ont fait leurs apparitions. Il y a notamment les méthodes de seuillage
en ondelettes introduites par Donoho et Johnstone (1994; 1995), Donoho et al. (1995;
1996), les méthodes de noyaux a fenétre adaptative élaborées par Lepskii et al. (1997)
et la sélection de modeles par minimum de contraste pénalisé mise en place par Birgé
et Massart (1997).

BILAN DE L’APPROCHE MINIMAX : On se fixe un ensemble de fonctions A®. Les
objectifs sont de calculer la vitesse minimax V,, et de construire des estimateurs
adaptatifs optimaux.

L’approche minimax suscite quelques interrogations. Comment peut-on départager
plusieurs estimateurs optimaux sur un méme ensemble de fonctions A% ? Est-ce qu'un
estimateur optimal sur A® ’est encore sur un ensemble de fonctions plus large ? Ou
encore : quel est I’ensemble des fonctions qui seront bien estimées ou mal estimées
par l'estimateur considéré ?

L’approche maxiset a pour optique de répondre a ces questions. Son principe vise a
s’affranchir de la subjectivité de I’ensemble A*.

1.1.3 Approche maxiset

L’approche maxiset a pris forme dans I’article de Cohen et al. (2000b). Depuis, elle
a connu un développement significatif grace aux articles de Kerkyacharian et Picard
(2000; 2002), la these de Rivoirard (2004) et la thése de Autin (2005).

1.1.3.1 Notion de maxiset

Pour commencer, on se fixe une suite positive w,, et un estimateur f,, de f. Puis, on
cherche a isoler I’ensemble des fonctions de taille maximale auquel appartient f pour
que la borne supérieure de f,, soit w,,.

DEFINITION (MAXISET)

Soit w, une suite positive. On appelle maziset d’un estimateur fn [’ensemble des
fonctions B C 1LP([0,1]) tel que, pour n suffisamment grand, il existe une constante
C > 0 vérifiant I’équivalence

E} (|l fo = fI}) < Cw, <= [ € B.
Dorénavant, un tel maxiset est noté ./\/l(fn,p, Wy,).

Le facteur p signifie que I'on travaille avec le risque L”. L’expression finale d’un maxi-
set ne dépend pas de U'entier n. La présence de w,, dans la notation M(f,, p, w,,) est
informative.

11



CHAPITRE 1. PRESENTATION

En général, on s’intéresse aux maxisets associés aux estimateurs adaptatifs ayant
déja fait leurs preuves dans certains contextes minimax.

Si on prend w, égale a la vitesse minimax sur un ensemble de fonctions A alors il
existe deux constantes C' > 0 et ¢ > 0 telles que, pour n suffisamment grand, on a

Wy < Rup(M(fry 0, w03)) < Cwy.

On peut donc mettre en relief I'optimalité d'un estimateur grace a ’approche maxiset.

[SOLEMENT D’UN MAXISET : Soient fn un estimateur de f et w, une suite positive.
Pour déterminer M( fos D, wy), on cherche a identifier des quantités R, (f) et W' (f)
dépendantes de f et n telles que, pour n suffisamment grand, il existe une constante
C > 0 vérifiant

R, (f) < CEH(| fn — FIE) + wn),

E2 (|| fu = flI2) < CRE(F) + wn)

et
N, (f) < Cw, = N (f) < Cw,.

Dans ces conditions, le maxiset M ( Frs D, wy, ) est 'ensemble des fonctions f € LP([0, 1])
vérifiant
lim sup w;, 'R, (f) < oo.

n—~o0

1.1.3.2 Comparaison maxiset

Le but premier d’'un maxiset est de déterminer 1’ensemble exact de fonctions sur
lequel un estimateur est performant a une vitesse de convergence donnée. Naturelle-
ment, plus un maxiset est large, plus la fonction inconnue a des chances d’étre estimée
a la vitesse voulue par I'estimateur considéré. Il en découle la définition suivante :

DEFINITION (MEILLEUR AU SENS MAXISET)
Partant d’une suite positive w,, un estimateur f, est dit meilleur au sens maxiset

qu’un autre estimateur f: si leurs mazxisets respectifs vérifient
M(f;7p7 wn) g M(fnap7 wn)

On dit que f,, est strictement meilleur au sens maziset que f si l'inclusion précédente
est stricte.

Il n’est pas nécessaire d’avoir la forme exacte des maxisets pour pouvoir les comparer.
En effet, si il existe deux ensembles de fonctions A et B tels que

M(f*, p,wn) € BC AC M(fn,pwn),

12



1.1. CADRE MATHEMATIQUE

alors f,, est meilleur au sens maxiset que f,;; pour la vitesse w,,.

BILAN DE L’APPROCHE MAXISET : On se fixe une suite positive w,. L’objectif est
de construire des estimateurs adaptatifs ayant le plus gros maxiset M(f,,p, w,)
possible.

TAB. 1.1 — Récapitulatif : enjeux des approches minimax et maxiset.

H On pose \ On cherche
Minimax
Un ensemble de fonctions A®. | La vitesse minimax V/,,
Des estimateurs adaptatifs fn tels que
supfeae EF([1fn = fII5) < CV,.
Maxiset
Une suite positive w,,. Des estimateurs adaptatifs fn tels que
M( fos P, wy,) soit le plus large possible.

1.1.4 Particularités de notre étude

Notre étude se singularise sur quatre points.

— Risque : comme mentionné précédemment, nous travaillons avec le risque ILP et
pas seulement avec le risque L2,

— Modeles statistiques : nous considérons principalement le modéle de régression a
pas aléatoires, le modele de bruit blanc gaussien généralisé et le modele de convo-
lution en bruit blanc gaussien. Les deux premiers sont des variantes complexes de
(1.2) et (1.3). Le dernier est un classique des problémes de déconvolution.

— Ensemble A : lorsque I'approche minimax est adoptée, nous travaillons sur des
ensembles de fonctions appartenant aux espaces de Besov.

— M¢éthodes de reconstruction : tous les estimateurs que nous utilisons reposent sur
I’analyse en ondelettes. Ceux-ci ont 'avantage d’étre optimaux ou presque sous le
risque IL” sur des ensembles de fonctions larges. Plus de détails sont donnés dans
le chapitre suivant.

13



CHAPITRE 1. PRESENTATION

1.2 Contenu de la thése

Cette section donne une vue d’ensemble du travail effectué. Aprés un bref apercu
général, on décrit les motivations et ce que nous apportons de nouveau a I’estimation
fonctionnelle.

1.2.1 Apercu général

Cette thése est composée de six chapitres. Les deux premiers composent la partie in-
troductive. Le dernier est conclusif. Les autres s’orientent sur deux axes de recherches
principaux.

— Premier aze. Chapitres 3 et 4. Etude de modéles statistiques complexes : influence
d’une fonction parasite dans I'estimation de la fonction inconnue.

— Deuxieme aze. Chapitre 5. Estimation adaptative : performances des estimateurs
de seuillage par blocs sous le risque 7.

Le Chapitre 2 explique l'intérét des ondelettes en estimation fonctionnelle. Le Cha-
pitre 3 traite des vitesses minimax sur des boules de Besov. Le Chapitre 4 propose
une étude minimax sur des boules de Besov pondérées. Le Chapitre 5 est consacré aux
performances minimax et maxisets de plusieurs estimateurs adaptatifs reposant sur
le seuillage par blocs. Le Chapitre 6 pose le bilan et les perspectives de nos recherches.

Les motivations et contributions qui alimentent nos travaux sont décrites ci-apres.

1.2.2 Motivations et contributions

PARTIE I : ESTIMATION FONCTIONNELLE ET FONCTIONS PARASITES

Dans les Chapitres 3 et 4, nous considérons le modeéle de bruit blanc gaussien généra-
lisé et le modele de régression a pas aléatoires. Ceux-ci sont des variantes complexes
de (1.3) et (1.2). Nous les décrivons ci-dessous.

MODELE (BRUIT BLANC GAUSSIEN GENERALISE)
On observe le processus continu {Y (t); t € [0,1]} défini par I’équation stochastique

dY (t) = f(t)v(t) " dt +n~Y2dW (1), (1.4)
o f : [0,1] — IR est une fonction inconnue bornée supérieurement (de borne

connue), v : [0,1] — IR est une fonction connue telle que 1/v € L*([0,1]) et
{W(t); t €]0,1]} est un mouvement Brownien standard.

14



1.2. CONTENU DE LA THESE

MODELE (REGRESSION A PAS ALEATOIRES)
On observe n paires de variables aléatoires i.i.d ((X1,Y1), ..., (Xn, Yn)) gouvernées
par ’équation

Y; = f(Xz) + zi, 1= 1, ., n, (15)

ou f : [0,1] — IR est une fonction inconnue bornée supérieurement (de borne
connue), (X1, ..., Xy,) sont des variables aléatoires i.i.d avec X, € [0,1] et (21, ..., 2n)
sont des variables aléatoires i.i.d de loi N'(0,1) indépendantes des (Xi, ..., X,). La
fonction g : [0,1] — R désigne la densité de X;.

Notre objectif est d’étudier I'influence de la fonction secondaire, v ou g selon le
modele, dans l'estimation de f. Pour ce faire, nous adoptons ’approche minimax
sous le risque I sur deux ensembles de fonctions différents. Dans le Chapitre 3,
nous considérons les boules de Besov standards. Dans le Chapitre 4, nous choisissons
les boules de Besov pondérées.

1.2.2.1 Analyse du Chapitre 3

MOTIVATIONS PRINCIPALES DU CHAPITRE 3

Le modéle de régression & pas aléatoires (1.4) est & 'origine de notre travail. A Iaide
de calculs élémentaires, on peut montrer que la nature de g détermine la répartition
spatiale des observations. En particulier, si g s’annule en un point alors les obser-
vations présentes dans le voisinage de celui-ci sont peu nombreuses. Cela dresse un
obstacle pour la reconstruction fidéle de f, surtout si cette fonction varie brutalement
sur ce voisinage. Pour mettre en relief 'influence exacte de g dans 'estimation de f,
le calcul des vitesses minimax s’impose.

Ce probléme a été largement traité lorsque 'on se place sous le risque ponctuel sur
des boules de Holder. Voir, par exemple, la thése de Gaiffas (2005). Ici, nous étudions
I’expression de ces vitesses sous le risque IL” sur des boules de Besov. L’'intérét de ce
travail est d’expliquer

— pourquoi on rencontre des difficultés pour construire des estimateurs performants
sous le risque IL? sur des ensembles de fonctions standards quand la densité g s’an-
nule en un point,

et en particulier,
— pourquoi les articles étudiant I'estimation adaptative de f via ’approche minimax

sous le risque L2 sur des boules de Holder ont du mal & se défaire de I’hypotheése
'g minorée".

15



CHAPITRE 1. PRESENTATION

La considération du modele de bruit blanc gaussien généralisé est venue par la suite.
Techniquement parlant, 'influence de v dans I’expression des vitesses minimax est
plus facile a cerner. C’est pourquoi nous le traitons avant le modele de régression a
pas aléatoires.

CONTRIBUTIONS DU CHAPITRE 3

D’abord, nous présentons les outils mathématiques permettant de calculer les vitesses
minimax sous le risque IL? sur des boules de Besov pour un large panel de modeéles
statistiques. Les bornes supérieures sont déterminées grace a deux estimateurs non
adaptatifs en ondelettes. Le premier est 'estimateur par projection. Le second est
un estimateur de seuillage dur développé par Delyon et Juditsky (1996). Pour isoler
les bornes inférieures, nous considérons un théoreme de minoration élaboré par Tsy-

bakov (2004).

Puis, comme annoncé précédemment, nous étudions les modéles (1.4) et (1.5). Dans
chacun des cas, nous utilisons les résultats de la premiere partie pour montrer 1'in-
fluence de la "fonction parasite" dans I'expression des vitesses minimax. En guise de
conclusion, nous commentons les limites de I'approche minimax considérée.

PRECISIONS : Afin de clarifier une des principales contributions du chapitre, décri-
vons brievement les résultats obtenus pour le modele de régression a pas aléatoires
(1.5). Dorénavant, les boules de Besov sont représentées par B; (L) ou s est le pa-
rametre de régularité, m et r sont des parametres de norme et L désigne le rayon.

En premier lieu, on suppose que la fonction g est bornée inférieurement. Nous calcu-
lons les vitesses minimax sur B; (L) pour toutes les valeurs de s, 7 et 7. Notons V,,
ces vitesses. En second lieu, nous nous intéressons a I’ensemble des fonctions g telles
que ces vitesses minimax sont conservées. Notons A cet ensemble. Nous montrons
que si T > p alorson a :

{g: 1/gel”'([0,1])} C A,

ou p, = max(p,2). Il existe donc des fonctions g non minorées pour lesquelles cer-
taines vitesses minimax obtenues dans le cas minoré ne sont pas altérées. Finalement,
nous supposons que 1/g & LP*~1(]0, 1]) et nous soulignons la difficulté rencontrée pour
déterminer les vitesses minimax a l'aide des méthodes en ondelettes standards.

TRANSITION VERS LE CHAPITRE 4 : Ainsi, lorsque qu’une fonction parasite inter-
vient dans un modele statistique, il est parfois difficile de calculer les vitesses mini-
max. Du moins, sous le risque IL? sur des boules de Besov. Cette absence de repére
est un obstacle pour estimer convenablement la fonction inconnue. Pour contourner
celui-ci, une reconfiguration de notre approche minimax est envisageable. Le chapitre
suivant étudie I’alternative proposée par les boules de Besov pondérées.
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1.2.2.2 Analyse du Chapitre 4

MOTIVATIONS PRINCIPALES DU CHAPITRE 4

Les boules de Besov pondérées ont été introduites en estimation fonctionnelle par
Kerkyacharian et Picard (2005) dans le cadre du modele de régression a pas aléa-
toires. Elles ont vu le jour grace a I’étude maxiset d'un estimateur adaptatif construit
sur une base d’ondelettes déformées. Si on considere ces boules et le risque LL?, cet
estimateur a la particularité d’atteindre une vitesse de convergence stable pour une
large classe de densités g. Celle-ci est liée a une condition développée par Mucken-
houpt (1972). Elle inclut notamment des densités vérifiant 1/g ¢ LP<~1([0, 1]).

Deux interrogations se posent.

— Quelles sont les vitesses minimax associées ?

— Est-ce que les estimateurs construits sur des bases d’ondelettes déformées sont
performants en pratique ?

Nous apportons des réponses précises a ces questions.
CONTRIBUTIONS DU CHAPITRE 4

Dans un premier temps, nous étudions les vitesses minimax sous le risque IL? sur les
boules de Besov pondérées. Notre objectif est de fournir des résultats applicables a de
nombreux modeles statistiques mettant en jeu une fonction parasite. Pour amorcer
notre travail, on suppose que celle-ci vérifie une condition de type Muckenhoupt.

D’abord, nous évaluons les bornes supérieures grace a ’estimateur par projection en
ondelettes déformées. Puis, nous établissons les bornes inférieures en combinant un
théoréme de minoration élaboré par Tsybakov (2004) avec une version pondérée du
théoréeme de Varshamov-Gilbert. Enfin, nous appliquons ces résultats au modele de
bruit blanc gaussien généralisé (1.4) et au modele de régression a pas aléatoires (1.5).
Contrairement a leurs consoeurs, nous montrons que les boules de Besov pondérées
fournissent des vitesses minimax stables pour une large classe de fonctions parasites.
Par la méme occasion, nous concluons que l'estimateur de seuillage en ondelettes
déformées proposé par Kerkyacharian et Picard (2005) est presque optimal pour de
nombreux modeles statistiques.

Dans un deuxieme temps, notre attention se focalise sur le modeéle de régression a pas
aléatoires (1.5). Nous présentons quelques simulations graphiques de deux estima-
teurs adaptatifs en ondelettes déformées introduits dans l'article de Kerkyacharian
et Picard (2005). L’un est explicitement construit avec la densité g. L’autre, plus réa-
liste, est entierement déterminé par les observations sans connaissance a priori de g.
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CHAPITRE 1. PRESENTATION

Dans les deux cas, nous constatons le bon rendu visuel de ces constructions. Les simu-
lations sont mises en oeuvre grace au logiciel Matlab 7 enrichi de la librairie Wavelab.

PARTIE Il : ESTIMATION ADAPTATIVE EN ONDELETTES

1.2.2.3 Analyse du Chapitre 5

MOTIVATIONS PRINCIPALES DU CHAPITRE 5

Le Chapitre 5 s'inscrit dans une perspective différente des précédents. A partir d’un
modele statistique général, on cherche a construire des estimateurs adaptatifs per-
formants au sens minimax et maxiset sous le risque IL”. Pour atteindre cet objectif,
nous considérons le seuillage par blocs en ondelettes. Nous explorons principalement :

— Destimateur de seuillage global construit par Kerkyacharian et al. (1996),
— une version IL? de 'estimateur BlockShrink développé par Cai (1996).
L’intérét que nous portons a ces constructions est détaillé ci-apres.

Dans la suite de cette section, les notions d’optimalité, de vitesse minimax et de
supériorité maxiset utilisées sont sous-entendues "pour de nombreux modeéles statis-
tiques'.

e Dans un premier temps, on s’intéresse au point de vue minimax. Voici les motiva-
tions et les trois grandes questions auxquelles nous répondons :

— L’estimateur de seuillage global est optimal sous le risque L? sur B; (L) avec
m > p pour de nombreux modeles statistiques. Voir, par exemple, les articles de
Kerkyacharian et al. (1996) et Pensky et Vidakovic (1998). Cependant, quelles
sont les performances de cet estimateur sous le risque IL? sur B} (L) avec p > 77

— L’estimateur BlockShrink est optimal sous le risque L sur BS (L) avec m > 2
et presque optimal avec 1 < 7 < 2 pour de nombreux modeéles statistiques. Voir,
par exemple, les articles de Cai (1996; 1997; 1999; 2002b) et Chicken (2003b).
Cependant, peut-on étendre ce résultat sous le risque ILP avec p # 27

— L’estimateur de seuillage dur est sous-optimal sous le risque L? sur B (L) avec
7 > 2 pour le modéle de régression a pas équidistants (1.2). Cela a été montré
par Cai (2002b). Cependant, qu’en est-il si on se place sous le risque P avec
p # 2 et si on traite de modeles statistiques plus complexes 7

e Les estimateurs de seuillage par blocs ont été étudiés via 'approche maxiset par
Cohen et al. (2000b) et Autin (2005).
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Entre autre, Autin (2005) a montré que la version LP de l'estimateur BlockSh-
rink est meilleure au sens maxiset que l'estimateur de seuillage dur introduit
par Donoho et Johnstone (1995). Cela est obtenu sous le risque de Besov BO

avec p > 2 pour le modele de bruit blanc gaussien et les vitesses w, € {n~ C“p/ 2
(log n)ap/2 —oP/2} avec a €]0, 1[. Cependant :

— est-ce que l'estimateur BlockShrink considéré est strictement meilleur au sens
maxiset que I'estimateur de seuillage dur?

— est-ce que cela peut-étre étendu sous le risque IL” pour un large panel de modeles
statistiques ?

Nous apportons des réponses a ces deux questions. Précisons que le risque LL? est
plus naturel a utiliser que le risque ng. De plus, si p > 2, pour tout estimateur

fn de f, on a A A
B3I f — £y ) < B3I - FI2).

En ce sens, le risque IL? est plus puissant que le risque ng. En contrepartie, son
utilisation fait appel a des outils mathématiques pointus.

Un des probléemes moteurs de nos applications concerne le modeéle de régression a
pas aléatoires (1.4). Quand la loi des pas est uniforme, Chicken (2003b) a montré
I'optimalité de I’estimateur BlockShrink sous le risque L2 sur des boules de Holder.
Nous étendons ce résultat en considérant les approches minimax et maxiset sous le
risque I quand la densité des pas est connue et bornée.

CONTRIBUTIONS DU CHAPITRE 5

En premier lieu, nous encadrons le risque L? d’une large famille d’estimateurs de
seuillage par blocs sans aucune hypothese de régularité sur la fonction inconnue.
Pour ce faire, nous utilisons certaines propriétés géométriques des bases d’ondelettes
en norme IL? et un découpage adéquat. Il en découle plusieurs résultats minimax et
maxisets. Nous les décrivons ci-apres.

D’abord, nous déterminons les bornes supérieures de ces estimateurs sur B} (L)
avec m = p. Les vitesses de convergence obtenues sont minimax pour de nombreux
modeles statistiques. Nous complétons ce résultat en considérant la classe B; (L)
avec p > 7 et deux estimateurs de seuillage par blocs bien particuliers. Il s’agit de
I’estimateur de seuillage global et une version IL? de 'estimateur BlockShrink. Nous
montrons la sous-optimalité du premier et 'optimalité quasi-généralisée du second.
Une étude annexe concernant la sous-optimalité de ’estimateur de seuillage dur sous
le risque ILP sur Bfm,(L) avec m > p est faite. Grace a elle, nous concluons a la supé-
riorité minimax de l'estimateur BlockShrink considéré sur l'estimateur de seuillage

19



CHAPITRE 1. PRESENTATION

dur.

Ensuite, nous isolons le maxiset associé a l'estimateur de seuillage global pour la
vitesse de convergence w, = n~"?/? avec o €)0, 1[. Puis, nous prouvons que 'estima-
teur BlockShrink considéré est strictement meilleur au sens maxiset que I’estimateur
de seuillage dur pour les vitesses w, € {n=*?/2, (logn)*/*n=2?/2} avec a €0, 1].
Finalement, nous mettons en relief la souplesse de nos résultats en les appliquant a
deux modéles complexes : le modeéle de régression a pas aléatoires (1.5) et le modeéle
de convolution en bruit blanc gaussien. Ce dernier appartient a la famille des pro-
bléemes de déconvolution.

PUBLICATIONS ET PREPUBLICATIONS!.

Les Chapitres 3 et 4 contiennent deux articles acceptés pour publication.

— Chesneau, C. "A maziset approach of a gaussian noise model." (2005). TEST.
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— Chesneau, C. and Willer, T. "Regression in random design : a simulation study."
(2005).

Le Chapitre 5 contient deux prépublications de l'université Paris VI.

— Chesneau, C. "On wawvelet block thresholding estimator : minimax and maxisets
approaches under the ILP risk." (2006a). (Soumis)

— Chesneau, C. "Regression in random design and wavelet block thresholding estima-
tor." (2006b). (Prochainement soumis)

Ces articles ont été réécrits dans le cadre de cette thése. Quelques résultats annexes
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'Elles sont disponibles en version anglaise sur le site : http ://www.chesneau-stat.com/
2Université Paris VII. Contact e-mail : willer@math.jussieu.fr
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Chapitre

Ondelettes et estimation fonctionnelle

Ce chapitre précise I'intérét des ondelettes dans notre étude statistique.

Sommaire
2.1 Introduction . ... .. ... .. ... e 21
2.2 Basesdondelettes . ... ... ................ 22
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2.4.2 Premier résultat minimax . . . .. ... ... ... .. .. 29
2.4.3 Premier résultat maxiset . . . . . ... ... ... ... .. 29
2.4.4 Applications concises . . . . . .. ... oL 30

2.1 Introduction

D’abord, on traite des bases d’ondelettes. On décrit leur construction et plusieurs de
leurs propriétés géométriques en norme ILP. Ensuite, on introduit les boules de Besov
et on fait état de leur caractérisation en ondelettes. Puis, on présente un bref état de
I’art concernant les méthodes d’ondelettes en estimation fonctionnelle. Finalement,
on détaille les performances minimax et maxisets de l'estimateur de seuillage dur
développé par Donoho et Johnstone (1994).
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CHAPITRE 2. ONDELETTES ET ESTIMATION FONCTIONNELLE

2.2 Bases d’ondelettes

Analyser un signal revient a en extraire les informations qui le compose sous formes
de valeurs numériques caractéristiques. Ces derniéres doivent étre relativement peu
nombreuses pour étre exploitables. Les bases d’ondelettes ont été élaborées dans cette
perspective. En une quinzaine d’années, elles sont devenues des outils incontournables
en traitement du signal. Pour une exploration compléete du sujet, voir le livre de
Mallat (2001).

2.2.1 Construction

Dans la présente étude, nous travaillons avec une base d’ondelettes sur l'intervalle
unité. La nature de celle-ci changera suivant le modele statistique traité. Pour fixer
les idées, décrivons briévement celle construite par Cohen et al. (1993).

DEFINITION (BASE D’ONDELETTES SUR LINTERVALLE UNITE)
Soit N € IN*. Soient ¢ une fonction d’échelle et 1) une ondelette méere N -réguliére
toutes deux a support compact. On pose :

Oin(a) = 22p(2w — k), () = 207%p(20x — k).

Par une modification appropriée aux bornes 0 et 1, on montre [’existence d’un entier
T tel que, pour tout entier j1 > 7, la famille

C=A{djin(x), k=0,..,2" = 1; Yx(x), j=j1,...00, k=0,..,22 =1}, (2.1)
forme une base orthonormée de 1L.2([0, 1]).

Pour les définitions de fonction d’échelle, d’ondelette mere et de N-régularité, voir
le livre de Mallat (2001).

D’autres exemples de bases d’ondelettes sur l'intervalle unité seront présentés ulté-
rieurement. Dorénavant, on adopte les notations utilisées pour définir la base (. Les
fonctions ¢ et ¢ ne seront pas nécessairement a support compact.

2.2.2 Décomposition

Toute fonction f € L2([0,1]) se décompose sur une base d’ondelettes adaptée a
I'intervalle unité comme

2711 co 27-1
F@) =" ajudirl@) + Y Y Biwthir(z), (2.2)
k=0 Jj=j1 k=0

ou

1 1
o = /O (@) () de ot By = /0 F(@)bs () do.
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2.2. BASES D’ONDELETTES

La premieére composante de la somme (2.2) est un terme d’approximation et la
deuxiéme composante est un terme de détail.

Les bases d’ondelettes ont la faculté de concentrer les principales caractéristiques
d’une fonction dans un nombre réduit de coefficients. Ces derniers sont identifiables
par leur taille : plus ils sont "gros', plus 'information qu’ils véhiculent est significa-
tive. Les plus petits d’entre eux correspondent aux détails négligeables. On peut les
éliminer sans altérer I'essentiel de la fonction.

2.2.3 Propriétés géométriques

Certaines bases d’ondelettes possedent des propriétés géométriques fortes en norme
L. 1l y a notamment la propriété d’inconditionnalité et la propriété de Temlyakov.
La premiére a été établie par Meyer (1990). La seconde prend ses racines dans 'article
de Temlyakov (1997).

2.2.3.1 Propriétés géométriques fortes

PROPRIETE (INCONDITIONNALITE)
Soit p €]1,00[. Posons ;_1j = ¢rj. Pour toute suite u = (ujy)jr, on a

0o 27-1 0o 27-1
1D gt =< 1CY D Tugwtdzul) 2 (2.3)
j=7—1 k=0 Jj=1—1 k=0

A titre de comparaison, précisons que la base de Fourier n’est pas inconditionnelle
pour la norme L? avec p # 2.

PROPRIETE (TEMLYAKOV)
Soient p € [2,00[ et 0 € [0,00[. Posons V,_1; = ¢r5. Pour tout sous-ensemble A
dans {1 —1,...,00} et tout sous-ensemble C dans {0,...,27 — 1}, on a

1O D 1270521 = Y0 277 sl (2.4)

JEA kel JEA kel

Pour plus de details concernant I’encadrement (2.4), voir Johnstone et al. (2004,
Theorem 2). Lorsque o = 0, celle-ci a été mise en relief par Cohen et al. (2000a,
Lemma 5.1). Ce dernier généralise un résultat prouvé par Temlyakov (1997).

2.2.3.2 Propriétés standards

PROPRIETE (CONCENTRATION)
Soient v €]0,00[ et h € {¢,1}. 1l existe une constante C > 0 telle que

27 -1

D k)P < CP zeo,1). (2.5)
k=0
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CHAPITRE 2. ONDELETTES ET ESTIMATION FONCTIONNELLE

PROPRIETE (ELEMENTAIRE)
Soient p € [1,00[, h € {¢, ¥} et 6 € {a, B}. Pour tout entier j > 7, on a

27 -1 27 -1
1D 05uhinllh < 2FP70N 710, P, (2.6)
k=0 k=0

Précisons que la base ( décrite par (2.1) vérifie les quatre propriétés décrites ci-dessus.

2.2.4 Boules de Besov

Dans un premier temps, on définit les boules de Besov. Puis, on montre le lien qui
existe entres celles-ci et les bases d’ondelettes.

2.2.4.1 Boules de Besov et module de continuité
DEFINITION (BOULES DE BESOV)
Soient L €]0,00[, s €]0,00][, m € [1,00] et u = |s]| +1. Pour toute fonction mesurable
f:10,1] — IR, on pose
An(f)(@) = f(z+ h) = f(x) = (Tn — D)(f)(2),

ou T, désigne l'opérateur de translation de pas h. On pose

u . — (u —

AN = (T = (D) =3 () 045 + k).
k=0
On définit le u-iéme module de continuité par
it o) = sup( [ A3 ) )
Ju,h

|h|<t
ot Jyp = {x €10,1] v+ uh €10,1]}. Une fonction f appartient d la boule de Besov
B; (L) si et seulement si
(Jor @ pe(t, f,m))t )" < L, si € [1,00],
1fllx +
SUP¢¢0,1] t_spu(t7 f? 7T) <L, st T = 00.

Le parametre s représente la régularité des fonctions appartenant a la classe B; (L).
Les parametres 7 et r spécifient les normes dans lesquelles on mesure cette régularité.
Pour plus de détails, voir I'article de DeVore et Popov (1988).

Classiquement, B3, (L) est la boule de Holder et Bj,(L) est la boule de Sobolev.

Pour tout a,b € IR, on adopte les notations (a); = max(a,0), a V b = max(a,b) et
a A'b=min(a,b).

PROPRIETE (INCLUSION)

Soient m € [1,00], s €]1/m, 00] et r € [1,00]. Les boules de Besov vérifient l'inclusion

B; (L) C By (/™0 (L).
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2.2.4.2 Ondelettes et boules de Besov

Il est possible de définir les boules de Besov a I’aide de certaines bases d’ondelettes
sur l'intervalle unité. On a alors la caractérisation suivante :

PROPRIETE (CARACTERISATION EN ONDELETTES)
Soient m € [1,00] et s €]1/m, N[. Une fonction f appartient d la boule de Besov
B; (L) si et seulement si les coefficients d’ondelettes associés vérifient

21 (52 (22 (270 2 B3V < L, si r < o0,
(D lawaMM™ +
k=0

sup; ., 276+ (27 STV |85V < L, si =00,
ou L, > 0 est une constante proportionnelle a L.

A titre d’exemple, la propriété précédente est vérifiée pour la base ¢ décrite par (2.1).
Pour plus d’informations, voir le livre de Meyer (1990).

2.3 Estimateurs en ondelettes

Cette section rappelle quelques résultats mettant en jeu les bases d’ondelettes en
estimation fonctionnelle.

Les travaux pionniers traitant de l’estimation fonctionnelle par méthodes d’onde-
lettes sont ceux de Doukhan et Leon (1990), Walter (1992) et Kerkyacharian et
Picard (1993). 11 était alors question d’estimateurs linéaires non adaptatifs. Donoho
et Johnstone (1994; 1995) et Donoho et al. (1996) ont élaboré les premiéres construc-
tions adaptatives utilisant des techniques de seuillage en ondelettes.

2.3.1 Troncature

La construction d'un estimateur en ondelettes suit le schéma suivant. D’abord, on
décompose la fonction inconnue f sur une base d’ondelettes pour avoir les coefficients
o, et B;r. Puis, on estime ces coefficients inconnus via les observations. On note
Qg et Bj,k les estimateurs correspondants. Ensuite, on considére une certaine trans-
formation de ijk selon une regle préétablie. Enfin, on reconstruit le tout en utilisant
la base d’ondelettes initiale. On obtient un estimateur f,, : [0,1] — IR de la forme

271 -1 co 271
Ful@) = djadin(@) + D> T(Bix)vin(x),
k=0 7j=71 k=0

ou j; est un entier quelconque supérieur a 7 et 7 (0;,) représente une certaine trans-
formation de (3; .
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Généralement, les hypotheses de régularité faites sur f entrainent l'existence d’un
entier j, a partir duquel les coefficients d’ondelettes (3; ; ne contiennent aucune infor-
mation caractéristique. Si on les estime alors on injecte inutilement une dose d’im-
précision dans la reconstruction finale. C’est pourquoi on considére une troncature
de la forme

T(Bin) = YBi)Lijelis. i}

ou Y(f,,) désigne une certaine transformation de [3; .

Si Y(B;x) = B,k alors f, appartient & la classe des estimateurs linéaires. Pour de
nombreux modeles statistiques, leurs performances sont limitées quand on se place
sur des ensembles de fonctions larges. Cela a été mis en relief par Donoho et al.
(1996) via les boules de Besov. L’alternative proposée par les méthodes dites non
linéaires consiste a opérer une sélection fine des estimateurs B]k Il est alors question
de seuillage.

2.3.2 Seuillage en ondelettes

Dans la littérature statistique, plusieurs techniques de seuillage ont été développées.
Il y a notamment le seuillage local et le seuillage par blocs. L’avantage du seuillage en
ondelettes est de fournir des estimateurs a la fois adaptatifs et optimaux ou presque
sous le risque IL? sur des ensembles de fonctions larges. Cela est une conséquence de
la sélection naturelle opérée par les bases d’ondelettes.

2.3.2.1 Seuillage local

Le seuillage local est le plus utilisé. Son principe est le suivant : pour tout j €
{41, ..., ja} et k € {0,...,27 — 1}, on considére une certaine transformation de B]-,k si
et seulement si | B]k\ dépasse un seuil A préalablement fixé. A titre d’exemples, il y
a le seuillage dur défini pour tout A > 0 par

T(Bjx) = @?kl{lﬁj,k\%}’

et le seuillage doux, tous deux développés par Donoho et Johnstone (1994; 1995).
Dans la littérature, de nombreuses variantes ont été proposées. Entre autres, il y a
le seuillage firm élaboré par Gao et Bruce (1996), le seuillage SCAD étudié par Fan
(1997) et le seuillage non-negative garrote mis au point par Gao (1998),

2.3.2.2 Choix du seuil

L’expression du seuil joue un rdle crucial dans les performances des estimateurs
de seuillage. Or un choix convenable de celui-ci dépend de la nature du modele
statistique abordé. Pour une premiére approche, notons le sous la forme

A= (/). (2.7)

26



2.4. PREMIERS RESULTATS

ot i est un réel positif et u = (u;)je(j,,..j.} est une suite positive, aléatoire ou non,
telle que u; € {0, ...,logn}.

Si u; = logn alors A devient le seuil universel introduit par Donoho et Johnstone
(1994). En considérant des variables aléatoires i.i.d (21, ..., 2,) de loi N'(0,n71), celui-
ci est caractérisé par la convergence

lim n#/>1 lognP( max |z > A) =<1

n—o0 i€{1,...,n}

Les méthodes visant a sélectionner le meilleur seuil A sont nombreuses. Celle d’ou
émane le seuil universel se nomme VisuShrink. Il y a aussi les méthodes RiskShrink et
SureShrink développées par Donoho et Johnstone (1994; 1995), les méthodes de cross-
validation étudiées par Nason (1996), Weyrich et Warhola (1998) et Jansen (2001),
les méthodes reposant sur les tests d’hypotheses mises au point par Abramovich et
Benjamini (1996), les méthodes dites "de Lepski" décrites par Juditsky (1997) et
les méthodes bayesiennes proposées par Chipman et al. (1997) et Abramovich et al.

(1998).

2.3.2.3 Seuillage par blocs

L’idée du seuillage par blocs a été introduite par Efroimovich (1985) dans le cadre
de I'analyse de Fourier. Elle a été adaptée au contexte de I’analyse en ondelettes par
Kerkyacharian et al. (1996). Son principe est le suivant : pour chaque valeur de j, on
sélectionne I’ensemble des estimateurs (Bjk) ke{o,...,21—1) Si et seulement si une certaine
transformation de ceux-ci dépasse un seuil préalablement fixé. Plus précisément, si
on travaille sous le risque IL?, pour tout A > 0, on considere 'opérateur

Le seuil généralement utilisé est de la forme
1/2

A=pun =,

ou u est un réel positif. La construction obtenue est appelée estimateur de seuillage
global. Les premiers estimateurs de seuillage par blocs localisés ont été développés
par Hall et al. (1998; 1999) et Cai (1996; 1997). Ceux-ci se montrent performants
aussi bien en théorie qu’en pratique.

2.4 Premiers résultats

Cette section présente les performances minimax et maxisets sous le risque P de
I’estimateur de seuillage dur.
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2.4.1 Préliminaires

Dans un premier temps, on définit 'estimateur de seuillage dur. Dans un deuxiéme
temps, on pose les hypotheses qui seront utilisées.

On considére un modele général a partir duquel on peut estimer les coefficients
d’ondelettes «;, et G, de la fonction inconnue f : [0,1] — IR. Les estimateurs
correspondants sont notés &y et 5.

2.4.1.1 Estimateur de seuillage dur
DEFINITION (ESTIMATEUR DE SEUILLAGE DUR)
Soient v €]0,1] et p €]0, 00[. Soient j; et jo des entiers tels que
=T et 272 = (n/logn)” .
On définit Uestimateur de seuillage dur sous-entendu "d seuil universel” f* :[0,1] —
R par

2711 J2 29-1

fa(@) =) dnadnal@) +) ijk1{|ﬁj,k\>u\/m}¢jv’“(x)' (2.8)

ke j=j1 k=0

[e=]

Toutes les parametres présents sont choisis indépendamment de la régularité de f.
L’estimateur f” est donc adaptatif.

2.4.1.2 Hypotheéses

Les deux hypotheses invoquées dans ce chapitre sont décrites ci-dessous. La premiére
est une inégalité de moments et la deuxieme est une inégalité de grande déviation.

HypPOTHESE (01)
Posons Bj,_1x = G, . Il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout j € {j1 —
1,...,52}, k€ {0,....,27 — 1} et n suffisamment grand, on a

E?(’Bﬂc — 5j,k|2p) < CnP.

HyPOTHESE (02)
Il existe deuzx constantes po et C > 0 telles que, pour tout j € {ji,...,J2}, k €
{0,...,27 — 1} et n suffisamment grand, on a

P} (133 — Byl > 27 o/ Tlognfn) ) < Cn™.

Le facteur p € [1, 0o correspond a celui du risque L? considéré. Ces deux hypothéses
sont vérifiables pour de nombreux modeles statistiques. Quelques applications sont
données a la fin de ce chapitre.
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2.4.2 Premier résultat minimax

Les vitesses de convergence atteintes par 'estimateur de seuillage dur sous le risque
L? sur des boules de Besov ont été synthétisées par Kerkyacharian et Picard (2000,
Theorem 6.1).

THEOREME 2.4.1 (KERKYACHARIAN ET PICARD (2000))

Soit p € [1,00[. Plagons nous dans le cadre statistique général décrit dans la sous-
section 2.4.1. Supposons que les hypothéses (01) et (02) soient satisfaites. Considé-
rons l’estimateur de seuillage dur f,f défini par (3.2) avec la constante de seuillage
p = pg. Alors il existe une constante C > 0 telle que, pour tout m € [1,00],
s€|l/m—(1/2—-1/(2v))4, N], r € [1,00] et n suffisamment grand, on a

sup  EF(|f7 — fIB) < Cipn,
feBs (L)

ol

(logn/n)*? si €>0,

Pn =
(logn/n)**® (log n)®™/M+H=0r g ¢ <0,

avec a; = s/(2s+1), ap = (s = 1/7+1/p)/(2(s = 1/7) + 1) et e = s + 27 (7w — p).

L’estimateur de seuillage dur est presque optimal pour de nombreux modeéles statis-
tiques. La nuance "presque' est due a la présence du facteur logarithmique lorsque
e > 0. Plus de précisions seront apportées dans le chapitre suivant.

REMARQUE : La premiere version du Théoreme 2.4.1 a été montrée par Donoho
et al. (1996, Theorem 3) dans le cadre du modele de densités (1.1).

2.4.3 Premier résultat maxiset

Le maxiset associé a l'estimateur de seuillage dur sous le risque IL” pour la vitesse
w, = (logn/n)*? avec a €]0, 1] a été déterminé par Kerkyacharian et Picard (2000,
Theorems 5.1 et 5.2).

THEOREME 2.4.2 (KERKYACHARIAN ET PICARD (2000))

Soit p €]1,00[. Plagons nous dans le cadre statistique général décrit dans la sous-
section 2.4.1. Supposons que les hypothéses (01) et (02) soient satisfaites. Considé-
rons l’estimateur de seuillage dur fﬁ défini par (3.2) avec la constante de seuillage
p= . Alors, pour tout o €]0,1[, on a

M(f,p, (logn/n)*?) = B2 A W((1 — a)p, p),

ol
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— lespace BO‘,{)(OQV) est l’ensemble des fonctions f de LP([0,1]) tel que

0o 271
sup 2uap/(2u)” Z Z Biwtbixllb < oo,
u>0 j=u k=0

— lespace W((1 — a)p, p) est l'ensemble des fonctions f de ILP(]0, 1]) tel que

oo 29-1
supu= |y Y Bulgsjcuy Cinlly < oo
u>0 j=1 k=0

Le maxiset ainsi obtenu est large. Les inclusions suivantes ont été montrées par
Kerkyacharian et Picard (2000, Theorem 6.1).

B; (L) C Byl! n W((1 = 2a.)p, p) = M(f}!, p, (log n/n)*"),

ol a, = a1lyesgy + aolpecoy, 1 =5/(2s+1), p = (s —1/7+1/p)/(2(s — 1/7) + 1)
et € = ws + 271(7m — p). Par conséquent, on peut déduire les résultats minimax du
Théoréme 2.4.1 grace au Théoreme 2.4.2.

2.4.4 Applications concises

Les Théoremes 2.4.1 et 2.4.2 sont applicables a de nombreux modéles statistiques.
En voici quelques exemples.

e Considérons le modele de densités défini par (1.1). Les hypothéses (01) et (02) sont
vérifiées pour v =1,

G =n""Y din(Xs) et Br=n"tYwa(X0).
i=1 i=1
Cela a été montré par Donoho et al. (1996).

e Considérons le modéle de régression a pas équidistants défini par (1.2). Les hypo-
theses (01) et (02) sont vérifiées pour v = 1,

djp=n""Y Yigr(i/n) et Bix=n""Y Yuli/n).
i=1 i=1
Voir I'article de Donoho et Johnstone (1995).

e Considérons le modele de bruit blanc gaussien défini par (1.3). Les hypotheses (01)
et (02) sont vérifiées pour v = 1,

1 R 1
g = / oAV () et Bu= / Bia(DAY (2).

La preuve est standard.

30



2.4. PREMIERS RESULTATS

Ce qui précede constitue le point de départ de nos recherches. Les notions et notations
introduites seront utilisées tout au long du manuscrit. Certains points tels le calcul
des vitesses minimax ou le seuillage par blocs ont été abrégés car ils seront étudiés
en détail dans les chapitres suivants.

* Xx *
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Chapitre

Vitesses minimax : boules de Besov

Ce chapitre traite des vitesses minimax sous le risque IL” sur des boules de Besov.
L’objectif est d’étudier I’expression de ces vitesses pour certains modeles statistiques
de nature complexe. Cette complexité est caractérisée par la présence d’une fonction
secondaire pouvant perturber ’estimation de la fonction inconnue.

Sommaire
3.1 Introduction . ... .. ... ...t 33
3.2 Bornes supérieures et inférieures . . . . . ... ... ... 34
3.2.1 Bornes supérieures . . . . . ... ..o 34
3.2.2 Bornes inférieures . . . .. ... ... oL 36
3.3 Bruit blanc gaussien généralisé . .. ... ......... 37
3.3.1 Présentation du modéle . . ... ... ... ... ... .. 37
3.3.2 Vitesses minimax . . . . . . ... ... 38
3.4 Régression a pas aléatoires . . . . . . ... ... ... ... 41
3.4.1 Présentation dumodéle . . . ... ... ... ... ..., 41
3.4.2 Vitesses minimax . . . . . . . . ... ... ... 42
3.5 Démonstrations . ... ... ...t 44
3.5.1 Preuves des résultats de la Section 3.3 . . . . . .. .. .. 44
3.5.2  Preuves des résultats de la Section 3.4 . . . . . .. .. .. 52

3.1 Introduction

D’abord, nous présentons les outils mathématiques permettant de calculer les vitesses
minimax sous le risque IL? sur des boules de Besov pour un large panel de modeéles
statistiques. Les bornes supérieures sont déterminées grace a deux estimateurs non
adaptatifs en ondelettes. Le premier est I’estimateur par projection. Le second est un
estimateur de seuillage dur développé par Delyon et Juditsky (1996). Pour isoler les
bornes inférieures, nous utilisons un théoreme de minoration élaboré par Tsybakov
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(2004).

Puis, nous considérons le modele du bruit blanc gaussien généralisé et le modele
de régression a pas aléatoires. Ceux-ci ont un point en commun : I'estimation de la
fonction inconnue est perturbée par une fonction parasite. L’originalité de ce travail
est de montrer I'influence de cette fonction dans ’expression des vitesses minimax.
Nous montrons également les limites de I’approche minimax considérée. Cela servira
de tremplin pour le chapitre suivant.

3.2 Bornes supérieures et inférieures

On considére un modele général a partir duquel on peut estimer les coefficients
d’ondelettes o i, et 5 associés a la fonction inconnue f : [0, 1] — IR. Les estimateurs

correspondants sont notés &, i et 3.

3.2.1 Bornes supérieures

Cette sous-section traite des performances de 'estimateur par projection en onde-
lettes et de l'estimateur de seuillage dur développé par Delyon et Juditsky (1996).
On considere 'approche minimax sous le risque IL? sur des boules de Besov.

3.2.1.1 Estimateur par projection

DEFINITION (ESTIMATEUR PAR PROJECTION) A

Soit j, € {7, ...,00}. On définit l’estimateur par projection en ondelettes f : [0,1] —
R par

2711

Fhx) =" ay k(). (3.1)
k=0

I a été introduit par Kerkyacharian et Picard (1993).

Le Théoréme 3.2.1 ci-dessous fournit une borne supérieure de 'estimateur linéaire
sous le risque IL? sur des boules de Besov.

THEOREME 3.2.1 (KERKYACHARIAN ET PICARD (1993))
Soit p € [1,00[. Plagons nous dans le cadre statistique général décrit au début de la
présente section. Supposons que &y et ji vérifient

HyPOTHESE (A) Il existe deux constantes C > 0 et n > 0 telles que, pour n suffi-
samment grand, on a

2011
Z EH(|dj, 1 — ajyil?) < C2V 0772,
k=0
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Considérons Uestimateur f. défini par (3.1). Alors il existe une constante C > 0 telle
que, pour tout w € [1,00], s €]1/m, N|, r € [1,00] et n suffisamment grand, on a

sup  E}(|If}, = fI) < Cen,
FeBy., (1)

On = n~P/2901(p/2=14n) | 9=j1spoir(p—m)+ /7

L’atout du Théoreme 3.2.1 réside dans sa souplesse. L’hypothése (A) est large et
I’entier j; apparaissant dans la borne supérieure est complétement déterminé par
I'utilisateur.

REMARQUE : Pour de nombreux modeles statistiques, ’estimateur par projection en
ondelettes n’atteint pas les vitesses minimax sur B; (L) pour toutes les valeurs de
s, 7 et . Voir, par exemple, l'article de Donoho et al. (1996, Theorem 1).

Une alternative utilisant le seuillage en ondelettes est présentée dans la sous-section
suivante.

3.2.1.2 Estimateur de Delyon et Juditsky

DEFINITION (ESTIMATEUR DE DELYON ET JUDITSKY)
Supposons que f € B (L). Soient v €]0,1] et p €]0,00[. Soient ji, js et jo des
entiers tels que

=7, 2=l et 272 = (n/logn)”.

On définit Uestimateur de Delyon et Juditsky f,‘f :10,1] = R par

2011 jo 27-1
pd _ A , 3 .
file) = % Qi h(2) + D ; B,y bie(@)- (32)
= J=J1 K=

Comme il dépend du parametre de régularité s, I'estimateur f,‘f est non adaptatif.

Les hypotheses utilisées dans cette section sont décrites ci-dessous.

HyPOTHESE (B1)
Posons Bj,—1x = &, k. Il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout j € {j1 —
1,....ja}, k €{0,...,27 — 1} et n suffisamment grand, on a

E?(‘ng — ﬁj,k;|2p) <CnP.

HyPOTHESE (B2)
Il existe deux constantes C' > 0 et gy > 0 telles que, pour tout a,j € {j1 —1,...,ja},
k€ {0,...,27 — 1} et n suffisamment grand, on a

Py <’B]k — Bikl =2 s (a/n)) < 0272w
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Le facteur p € [1, 00| correspond a celui du risque P considéré.

Le Théoreme 3.2.2 ci-dessous calcule les vitesses de convergence atteintes par I'esti-
mateur de Delyon et Juditsky sous le risque IL? sur des boules de Besov.

THEOREME 3.2.2 (DONOHO ET AL. (1996), DELYON ET JUDITSKY (1996))
Soit p € [1,00[. Plagons nous dans le cadre statistique général décrit au début de
la présente section. Supposons que les hypothéses (B1) et (B2) soient satisfaites.
Considérons l’estimateur fff défini par (3.2) avec la constante de seuillage pn = pis.
Alors il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout m € [1,00], s €]1/m — (1/2 —
1/(2v))4, N], r € [1,00] et n suffisamment grand, on a

sup  EF(Ify = fI5) < Con,

feB; (L)
ou
n- P, st €>0,
On =
(logn/n)**? (logn)(p_w/r)ﬂ{e:“, si € <0,

avec iy = 5/(2s+1), ap = (s =1/ +1/p)/(2(s —1/7) + 1) et e = s+ 27 (7 — p).

Le Théoreme 3.2.2 se montre en combinant deux résultats obtenus par Donoho et al.
(1996, Theorem 3) et Delyon et Juditsky (1996, Theorem 1).

Les vitesses du Théoreme 3.2.2 sont minimax pour de nombreux modeles statistiques.
Des exemples précis sont traités dans les Sections 3.3 et 3.4.

L’optimalité de fff est due a la définition du seuil, lequel est moins rude que le seuil
universel.

3.2.2 Bornes inférieures

Il existe de nombreuses techniques visant a minorer le risque minimax. Lorsque les
risques L7 et B; (L) sont considérés, il est coutume d’appliquer deux résultats dis-
tincts suivant les valeurs de s, 7 et r. Voir le livre de Hérdle et al. (1998, Lemmas
10.1 et 10.2).

Le Théoreme 3.2.3 ci-dessous est un cas particulier d’un résultat prouvé par Tsybakov
(2004, Théoreme 2.5). Celui-ci a I'avantage de fournir a lui seul toutes les bornes
inférieures souhaitées pour de nombreux modeles statistiques. La quantité P} désigne
la loi de probabilité de nos observations.

THEOREME 3.2.3 (TsYBAKOV (2004))
Soient p € [1,00[ et m € IN — {0,1}. Supposons qu’un ensemble de fonctions &
contienne les élements hg, ..., h,, tels que :
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HyPOTHESE (C1) [l existe un réel v > 0 tel que
|hi — i, = 20 > 0,
pour tout i # 1 et i,l € {0,...,m},

HypoTHESE (C2) Pi. << P} aveci # 1, i, € {0,...,m} et il eviste une constante
po €]0,87 Y telle que

. f -1 ]En 1 A ]P)n ]P)n g 1 :
le{(l),r.l..,m}m ZZ# hi(og( ( Ry h,))) po log(m)

o APy, , P ) = dPy. /dP} désigne le rapport de vraisemblance entre les lois induites
par h; et h;. Alors
Rn,p(g) 2 C(m7p0)vp7

ot c(m, po) = m'2(1 4+ m'?)~1(1 — 2py — 24/po/ logm) > 0.

Par la suite, le Théoréeme 3.2.3 sera appliqué avec des boules de type Besov. Les
quantités hyg, ..., h,,, m et v dépenderont de n.

TRANSITION : Dorénavant, on focalise notre attention sur deux modeles statistiques
précis. Le premier est une généralisation du modele de bruit blanc gaussien et le
second est le modele de régression a pas aléatoires. Chacun d’entre eux fait intervenir
une fonction parasite pouvant altérer 'estimation de la fonction inconnue. Nous
étudions I'influence de cette fonction parasite dans I’expression des vitesses minimax.

3.3 Bruit blanc gaussien généralisé

D’abord, on présente le modele de bruit blanc gaussien généralisé. Puis, on s’intéresse
au calcul des vitesses minimax sous le risque IL” sur des boules de Besov.

3.3.1 Présentation du modeéle

3.3.1.1 Description

MODELE (BRUIT BLANC GAUSSIEN GENERALISE)
On observe le processus continu {Y (t); t € [0,1]} défini par I’équation stochastique

dY (t) = f(t)w(t) " tdt + n~2dW (2), (3.3)

ou f : [0,1] — IR est une fonction inconnue bornée supérieurement (de borne
connue), v : [0,1] — IR est une fonction connue telle que 1/v € L%*([0,1]) et
{W(t); t €[0,1]} est un mouvement Brownien standard sur [0, 1].

L’objectif est de reconstruire f a partir des observations {fol h(t)dY (t), h e L?([0,1])}.
Nous étudions le comportement des vitesses minimax sous le risque IL” sur des boules
de Besov pour des classes de fonctions v aussi larges que possible.
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3.3.1.2 Commentaires

— Siwv =1 alors (3.3) devient le modele de bruit blanc gaussien. Celui-ci a été étudié
par de nombreux auteurs, & commencer par Ibragimov et Hasminskii (1977). En
raison de sa simplicité mathématique, il idéalise le probleme général de recons-
truction des fonctions bruitées. Pour une étude minimax compléete, voir le livre de

Tsybakov (2004).

— Si v est une fonction non constante alors la nature du modele (3.3) se complexi-
fie. En effet, si v & L2([0,1]) alors le terme v(t)dW (¢) et, a fortiori, le modele
v(t)dY (t) n’ont pas de sens. Un obstacle de taille se dresse si on souhaite estimer
les coefficients d’ondelettes associés a f.

A notre connaissance, le modéle (3.3) n’a jamais été étudié sous une forme aussi
générale. Toutefois, lorsque des hypotheéses de majoration et minoration sont faites
sur v, un certain nombre de résultats ont été établis. Le paragraphe ci-dessous fait
état de I'un d’entre eux.

Considérons le modele de régression hétéroscédastique a pas aléatoires.

MODELE (REGRESSION HETEROSCEDASTIQUE A PAS ALEATOIRES)
On observe n paires de variables aléatoires i.i.d ((X1,Y1), ..., (Xn, Yn)) avec

ou f : [0,1] — IR est une fonction inconnue bornée supérieurement (de borne
connue), (X1, ..., X,,) sont des variables aléatoires i.i.d de densité g : [0,1] — IR,
(21, ..., 2n) Sont des variables aléatoires i.i.d de loi N'(0,1) et sont indépendantes des

(X1, oy X,0).
Brown et Low (1996) ont montré que les modeles (3.4) et
v(t)dY (t) = f(t)dt +n~Po(t)dW (t),

sont équivalents au sens de Le Cam a condition que v(t) = U(t)g(t)flﬂ, que g et
o vérifient certaines hypotheses de bornitude et que f vérifie certaines hypotheses
de régularité. Cela a trouvé une application dans ’article de Efroimovich et Pinsker
(1996). Pour plus d’informations concernant ’équivalence de modéle au sens de Le
Cam, voir le livre de Le Cam et Yang (1990).

3.3.2 Vitesses minimax

Considérons le modele de bruit blanc gaussien généralisé défini par (3.3). En premier
lieu, nous nous intéressons au cas ou la fonction v est bornée supérieurement. Puis
nous traitons le cas non bornée.
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3.3.2.1 Cas borné

Sous une hypotheése de bornitude sur v, le Théoreme 3.3.1 ci-dessous établit les
vitesses minimax sous le risque IL? sur des boules de Besov.

THEOREME 3.3.1

Considérons le modéle de bruit blanc gaussien généralisé défini par (3.3). Suppo-
sons que v soit bornée supérieurement. Soient p € [1,00[, ™ € [1,00|, s €|1/m, N]
et r € [1,00]|. Posons a; = s/(2s+ 1), ag = (s — 1/ +1/p)/(2(s — 1/7) + 1) et
e =ms+ 27w —p).

— Si e # 0 alors il existe deux constantes C' > 0 et ¢ > 0 telles que, pour n suffisam-
ment grand, on a

CSO'IL < RH,P(B;,T<L)) < CgOn,

n- P, st €>0,
Pn =
(logn/n)*? si e<0.

— St e =0 alors il existe deux constantes C' > 0 et ¢ > 0 telles que, pour n suffisam-
ment grand, on a

¢pn1 < Rup(Br (L)) < Cpna,

ot
eni = (logn/n)™ (logn) "~™/"+li=sr i e {1,2}.

Les bornes supérieures sont calculées grace au Théoreme 3.2.2. Les bornes inférieures
découlent du Théoreme 3.2.3. Ces dernieres sont obtenues sans aucune condition sur
v autre que 1/v € L?([0,1]).

REMARQUE : Lorsque v = 1, on retrouve les vitesses minimax liées au modele de
bruit blanc gaussien standard. Voir, par exemple, 'article de Cai et al. (2005, Theo-
rem 2).

Apres analyse du Théoréme 3.3.1, il est naturel de se poser la question suivante :
comment se comportent les vitesses minimax sous le risque L sur des boules de
Besov si v n’est pas bornée supérieurement ? Des éléments de réponses sont apportés
dans la sous-section suivante.

3.3.2.2 Cas dégénéré

Le Théoreme 3.3.2 ci-dessous montre que la vitesse minimax exhibée au Théoreme
3.3.1 lorsque m > p est conservée pour des fonctions v non nécessairement majorées.
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THEOREME 3.3.2
Soit p € [1,00[. Considérons le modéle de bruit blanc gaussien généralisé défini par
(3.3). Supposons que

v e LP([0,1]), pe=pV2 (3.5)

Alors il existe deux constantes C' > 0 et ¢ > 0 telles que, pour tout ™ € [p, <],
s €|1/m, N], r € [1,00] et n suffisamment grand, on a

en- < Ry (B2, (L)) < Cn-e,
ol oy =s/(2s+1).

Les bornes supérieures sont calculées grace au Théoréme 3.2.1. Les bornes inférieures
découlent du Théoreme 3.2.3.

Si ’hypothese (3.5) n’est pas vérifiée alors v peut altérer cette vitesse minimax. Cela
est mis en relief dans la Proposition 3.3.1 ci-dessous.

PRroOPOSITION 3.3.1

Soit p € [1,00[. Considérons le modéle de bruit blanc gaussien généralisé défini par
(8.3). Il existe des fonctions v € 1LP=(]0,1]) avec p. = pV 2 pour lesquelles les vitesses
minimaz du Théoréeme 3.3.1 ne peuvent étre atteintes par aucun estimateur. Cela est
vrai pour toutes les valeurs de s, m et r.

La preuve de la Proposition 3.3.1 repose sur le calcul d’une borne inférieure. Plus pré-
cisément, nous considérons la fonction v(t) = t=7/2 avec o > 2p~' et nous appliquons
le Théoréeme 3.2.3 pour montrer 1'existence d’une constante ¢ > 0 telle que :

Rnp(B; (L)) Z en=F,

ounag=(s—1/m+1/p)/(2(s —1/7) + 1+ o). Celle-ci est supérieure aux vitesses de
convergences décrites dans le Théoreme 3.3.1. En particulier, on constate que plus o
est grand, plus ¢, est lente.

Le Théoreme 3.3.3 ci-dessous complete la Proposition 3.3.1. Nous calculons la vitesse
minimax sous le risque IL? sur B;},,(L) avec p > m pour une fonction v n’appartenant

pas a L+ ([0, 1]).

THEOREME 3.3.3
Soit p €]2,00][. Considérons le modéle de bruit blanc gaussien généralisé défini par

(3.3) avec
v(t) =772, 2p <o < 1.

Alors il existe deux constantes C' > 0 et ¢ > 0 telles que, pour tout m € [1,p],
s €|1/m, NJ], r € [1,00] et n suffisamment grand, on a

en” WP Rn,p(BfT,r(L)) < Cn~*3P,

ovaz=(s—1/m+1/p)/(2(s —1/7) + 1+ o).
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Les bornes supérieures sont calculées grace au Théoreme 3.2.1. Les bornes inférieures
découlent du Théoreme 3.2.3.

Ce résultat souléve quelques interrogations et notamment : quelles sont les vitesses
minimax lorsque ¢ > 17 En raison de plusieurs difficultés d’ordre technique, nous
ne pouvons pas apporter une réponse définitive a cette question.

De maniére générale, lorsque v ¢ LP+([0,1]), il est difficile d’isoler les vitesses mini-
max sous le risque L” sur B} (L) pour tout s, 7 et r. Par conséquent, I'estimation
adaptative de f devient délicate. Une alternative utilisant les boules de Besov pon-
dérées est développée dans le Chapitre 4.

3.4 Reégression a pas aléatoires

D’abord, on présente le modeéle de régression a pas aléatoires. Puis, on s’intéresse au
calcul des vitesses minimax sous le risque [P sur des boules de Besov.

3.4.1 Présentation du modéle

3.4.1.1 Description

MODELE (REGRESSION A PAS ALEATOIRES)
On observe n paires de variables aléatoires i.i.d ((X1,Y7), ..., (Xn, Yn)) gouvernées
par ’équation

ou f : [0,1] — IR est une fonction inconnue bornée supérieurement (de borne
connue), (X1, ..., Xy,) sont des variables aléatoires i.i.d avec X, € [0,1] et (21, ..., 2n)
sont des variables aléatoires i.i.d de loi N'(0, 1) indépendantes des (X1, ..., Xy,). Dans
notre étude, la fonction g : [0,1] — IR" désigne la densité de X,. Dans la plupart du
temps, on la supposera connue.

L’objectif est de reconstruire f a partir des observations ((Y7, X1), ..., (Y, X)).

Nous étudions le comportement des vitesses minimax sous le risque IL” sur des boules
de Besov pour une large classe de fonctions g. Les résultats obtenus sont analogues
a ceux trouveés dans le cas du modele de bruit blanc gaussien généralisé.

3.4.1.2 Commentaires

Contrairement au modéle de bruit blanc gaussien généralisé (3.3), le modeéle de ré-
gression a pas aléatoires (3.6) trouve des applications pratiques. En contrepartie,
I'estimation de f fait appel a des outils mathématiques plus pointus.
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— Si g vérifie certaines hypotheéses de bornitude ou suit une loi uniforme alors ce pro-
bleme a été étudié par de nombreux auteurs sous divers risques sur des ensembles
de fonctions variés. Voir, par exemple, les articles de Ibragimov et Hasminskii
(1982), Stone (1982), Delyon et Juditsky (1996), Cai et Brown (1999), Pensky et
Vidakovic (2001), Delouille et al. (2004) et I'ouvrage de Tsybakov (2004).

— Quelques articles traitent du cas ou g s’annule en un point via I’approche mini-
max sous le risque ponctuel et uniforme sur des boules de Holder. Pour un apergu
complet, voir la these de Gaiffas (2005).

A notre connaissance, aucun travail n’a été fait sous le risque L? sur des boules
de Besov. Pourtant, cela pourrait expliquer les difficultés que I'on rencontre pour
construire des estimateurs adaptatifs performants dans ce contexte statistique,
d’ou la motivation de notre travail.

3.4.2 Vitesses minimax

Considérons le modele de régression a pas aléatoires défini par (3.6). Dans un premier
temps, on s’intéresse au cas ou g est minorée. Puis on étudie le cas ot g peut s’annuler
en un point.

3.4.2.1 Cas borné

Sous une hypothese de bornitude sur g, le Théoréeme 3.4.1 ci-dessous établit les
vitesses minimax sous le risque IL? sur des boules de Besov.

THEOREME 3.4.1

Considérons le modéle de régression d pas aléatoires défini par (3.6). Supposons que
g soit bornée inférieurement. Soient p € [1,00[, m € [1,00], s € [1/2+ 1/7, N]| et
r € [1,00]. Posons a1 = s/(2s+ 1), as = (s — 1/m+ 1/p)/(2(s — 1/7) + 1) et
e=ms+27r —p).

— St e #£ 0 alors il existe deux constantes C' > 0 et ¢ > 0 telles que, pour n suffisam-
ment grand, on a

con < Rnp(B3,(L)) < Copn,
ot
n- %P, st €>0,

Pn =
(logn/n)*?, si €<0.

— Si e =0 alors il existe deux constantes C' > 0 et ¢ > 0 telles que, pour n suffisam-
ment grand, on a

pn1 < Rup(By (L)) < Cpns,
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ol

pni = (logn/n)™ (logn)P~"/Meti=ar i€ (1,2},

Les bornes supérieures sont calculées grace au Théoreme 3.2.2. Pour appliquer celui-
ci, nous proposons des estimateurs &, et Bj,k vérifiant les hypotheses (B1) et (B2).
L’inégalité de Rosenthal, I'inégalité de Hoeffding et l'inégalité de Bernstein sont
utilisées. Les bornes inférieures découlent du Théoréme 3.2.3. Ces derniéres sont
obtenues sans aucune condition particuliere sur g.

3.4.2.2 Cas dégénéré

Le Théoréme 3.4.2 ci-dessous montre 'existence de fonctions g non minorées telles
que la vitesse minimax exhibée au Théoreme 3.4.1 pour le cas m > p est conservée.

THEOREME 3.4.2
Soit p € [1,00[. Considérons le modéle de régression d pas aléatoires défini par (3.6).
Supposons que

1/g € LP1([0,1]), pe=pV2. (3.7)

Alors il existe deux constantes C' > 0 et ¢ > 0 telles que, pour tout ™ € [p, 0],
s €]1/m, N|, r € [1,00] et n suffisamment grand, on a

cn” P Rn’p(Bfr’T(L)) < Cn~ P,
ol ap = s/(2s+1).

Les bornes supérieures sont calculées grace au Théoreme 3.2.1. Les bornes inférieures
découlent du Théoreme 3.2.3.

Si 'hypothese (3.7) n’est pas vérifiée, alors g peut altérer cette vitesse minimax. Cela
est précisé dans la Proposition 3.4.1 ci-dessous.

PROPOSITION 3.4.1

Soit p € [1,00[. Considérons le modéle de régression da pas aléatoires défini par (3.6).
Il existe des fonctions g vérifiant 1/g & LP<=1([0,1]) avec p. = pV2 pour lesquelles les
vitesses minimax du Théoreme 3.3.1 ne peuvent étre atteintes par aucun estimateur.
Cela est vrai pour toutes les valeurs de s, m et r.

La preuve de la Proposition 3.4.1 repose sur une borne inférieure montrée via le
Théoréme 3.2.3. Pour étre plus précis, nous considérons la densité g(t) = (o + 1)t°
avec o > 2p~! et nous montrons 'existence d’une constante ¢ > 0 telle que :

Rp(B; (L)) = en= P,

avec ag = (s —1/m+1/p)/(2(s — 1/7) + 1+ o). Remarquons que plus ¢ est grand,
plus la vitesse minimax est lente. Cela rejoint ce que ’on observe en pratique a sa-
voir : plus la fonction g s’écrase sur I’axe des abscisses au voisinage d'un point, moins
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on dispose d’information sur f dans ce voisinage et, a fortiori, plus I'estimation de
f se complique.

De manicre générale, si 1/g € L?([0,1]) alors il est difficile d’isoler les vitesses mini-
max dans le cadre statistique posé ci-dessus. La construction d’estimateurs adaptatifs

performants s’avere compliquée. Une alternative utilisant les boules de Besov pon-
dérées est considérée dans le chapitre suivant.

3.5 Démonstrations

Les constantes ¢ et C' ne dépendent ni de f, ni de n. Elles peuvent prendre des
valeurs différentes d’un terme a ’autre. On suppose que n est suffisamment grand.
Dans toute cette section, on travaille exclusivement avec la base d’ondelettes ( décrite
par (2.1).

3.5.1 Preuves des résultats de la Section 3.3

Preuve du Théoreme 3.3.1. Etudions séparément les bornes inférieures et les
bornes supérieures.

e Bornes supérieures. L’objectif est d’appliquer le Théoréme 3.2.2. Prenons v = 1,

= [ a0 O e fe= [ waooar)
On a

1 1
Bir — Bik = n_1/2/0 Yie(B)v(t)dW (t) ~ N(0, n‘l/o ;)20 (2)2dt).
Par I’hypothese de bornitude faite sur v, il vient
1 1
| sstorera <ol [ osoka = ol

Or si M ~ N(0,0%) avec 0 < o < 7 alors,
— pour tout v > 1, il existe une constante C' > 0 telle que E(|M|") < CvY,

— pour tout A > 0, on a P(|M]| > \) < 2exp(—A?/(29?)).

L’hypothese (B1) découle du premier point. En prenant p suffisamment grand, I’hy-
pothese (B2) découle du second. Le Théoreme 3.2.2 nous permet de conclure.

e Bornes inférieures. L’objectif est d’appliquer le Théoreme 3.2.3. Soient h;, h; :
[0,1] — IR des fonctions bornées supérieurement telles que h; # hy et P << P} .
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Le Théoréme de Girsanov nous assure que le rapport de vraisemblance A(IP’ZNIP’ZZ)
s’écrit comme

AL PL) = exp(n / (ha(t) — h(®)o(t) " dY (t) — 2" *n / (h2(t) — BE()o(t) ).

Sous la loi P}, on a donc

A®; B = ep(2 ' [ ) — (oot 2t + v / (1) — h)o(0) AW ().
Par conséquent

B, Oog(AEL BN =27 [ (0 oot . 59
Etudions les bornes inférieures suivant le signe de € = ms + 27 (7 — p).

— Sie>0.

— Hypothése (C1). Soit j3 un entier tel que
cont/ 5D < 298 < Cynl/ 25+,

ou ¢y et Cy désignent deux constantes choisies a posteriori. Pour toute suite ¢ =

-----

273 -1

he(z) = L,27736+1/2) Z extbis i (),
k=0

ou L, > 0 est une constante choisie a posteriori. Les coefficients d’ondelettes de h,
valent

1 —ja(s+1/2 C
L.2 ja(s+1/2) —
B :/ e ()b () e = { Eks s% J =3
0 0, sinon,
d’ou 273(s+1/2)(2=7s Eifgl |Bj,6/")Y/™ = L. Avec un choix convenable de L,, on a
h. € B; .(L).

Maintenant, on utilise le Théoréme de Varshamov-Gilbert décrit par Tsybakov (2004,
Lemme 2.7). Celui-ci justifie existence d’un sous-ensemble E;, = {e© ... ¢Ti)}
de {0,1}23'3 et de deux constantes ¢, €]0,1[ telles que, pour tout u # v, u,v €
{0,...,T},}, on a

2931
Z |€,(€u) - 6,(;])| > 2 et Ty, = exp(a2”®).
k=0
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Gréce a une propriété élémentaire de la base d’ondelettes en norme L” (2.6), pour
u#wvetuve{0,..T;}, on obtient

2931
|hew — hew ||p = 02j3/22—j3(s+1/2)(2—j3 Z |€l(€u) . 6’(cv)|)1/p > (2795 = 9.
k=0

La famille de fonctions h.(, satisfait donc 'hypothése (C1) avec m = exp(a27?) et
v =< 27738,

— Hypothése (C2). Soit u # v avec u,v € {0, ..., T}, }. Pour tout t € [0, 1], la propriété
de concentration (2.5) entraine

273 -1
[t () = hoo (£)] < C27REHDN Ty, 4 (1)] < C27R0HD90/2 = 0o,
k=0

Par conséquent, en utilisant la relation (3.8), il vient
! 2
b (los(APE S PE ) = 27Mn /0 [Pe (£) = Pacon () Po(t) "t
1
< C’n2_2j3s/ o(t)2dt < Ceg®+19%,
0

L’hypothese (C2) est donc vérifiée en prenant ¢y suffisamment grand.

En appliquant le Théoréme 3.2.3 avec
v 278 < o ay = s/(2s+ 1),

on prouve l'existence d'une constante ¢ > 0 telle que

Rupl(B2, (L)) > en~o.
On a la borne inférieure désirée pour € > 0.
— Sie<O.
— Hypothése (C1). Soit j4 un entier vérifiant

o (n/log n) VMY < 9l < 1 (1 flog n) /1D

ol ¢g et Cy désignent deux constantes choisies a posteriori. On définit h, : [0,1] — R
par

(3.9)

ho(x) = L,2794(H1/2=1/mq.  (2), 0€{0,..., 211 — 1},
h2j4 (.:C) = 0,
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ou L, > 0 est une constante choisie a posteriori. Comme les coefficients d’ondelettes
de h, valent

! —J —_ . . .
L.2 Ja(s+1/2—1/7) _ ¢ b
Bjk :/ ho(2); k(x)de = { ) S% J=J1 € 0,
0

0, sinon,

on a 24+ (2=0|3, |M)Y™ = L,. Avec un choix convenable de L., on a h, €
B: (L) pour tout ¢ € {0,...,274}.

De plus, en utilisant une propriété élémentaire de la base d’ondelettes en norme P
(2.6), pour tout o # ¢ avec g, ¢ € {0,...,2%}, on a

e = hyllp = 2 Ja(s+1/2=1/m)9js(1/2=1/p) _ .9—ja(s=1/m+1/p) _ 9,

La famille de fonctions h. satisfait donc I'hypothése (C1) avec m = 2% et v =<
9—Ja(s=1/m+1/p)

— Hypothése (C2). La relation (3.8) et la propriété de concentration (2.5) entrainent

274 1 274 1

ZE” (log(A(Py [Py ) = 27 nZ/ (1) — hass (1) 0(t) 2dt

2]4

2741
< Cn2—2j4(5+1/2—1/7r)/ Z ’wﬂy ‘ dt
< Oma R g1
< 0662(s+1/271/7r)10gn2j4.

Or, pour n large, on a
log(27*) > (logn — log(logn) + C)/(2(s + 1/2 — 1/7)) = clogn.

Par un choix convenable de cy, on déduit lexistence d’une constante p, €]0,871]
vérifiant

2741

274 % By (log(A(Py,, Py 1)) < polog(2%).

L’hypothese (C2) est vérifiée. Le Théoréme 3.2.3 appliqué avec
v =< 279l R — (logn/n)*? ag=(s—=1/m+1/p)/(2(s —1/m) + 1),
justifie I'existence d’une constante ¢ > 0 telle que

Ranp(B; (L)) = c(logn/n)™
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On a la borne inférieure désirée pour € < 0. La preuve du Théoréeme 3.3.1 est com-
plete. [

PREUVE DU THEOREME 3.3.2. Puisque la borne inférieure du Théoréme 3.3.1 a été
obtenue sous 1'unique hypothese 1/v € L?([0, 1]), elle reste vraie dans le cadre sta-
tistique du Théoréme 3.3.2. Par conséquent, seule la borne supérieure est a montrer.

e Borne supérieure. Le but est d’appliquer le Théoréme 3.2.1. Seule 'hypothese (A)
est a satisfaire. Pour tout entier j; > 7, considérons 'estimateur

G = / b 1 (D0(t)dY (1)

1
Qj e — Oy = n1/2/ Gy k() 0()dW (t) ~ N (0, n’lpjzhk),
0

ou pj, , est défini par

1
s = ([ lona®)Pulear) (3.10)
0
Par une inégalité gaussienne élémentaire, on a
271—-1 2711
Z E?(‘dﬁ,k - O‘jhk"p) < Cn P2 pgl,k' (3'11)
k=0 k=0

Etudions séparément le cas ou 1 < p < 2 et le cas ou p > 2.

— 571 < p < 2. L’inégalité de Holder, la propriété de concentration (2.5) et I'hypo-
these (3.5) impliquent

271 -1 271 -1

> i < 2OPIE [Py

< C2n (P2 (oh / v(t)?dt)P* < C27,
0

— Si p > 2. Par l'inégalité de Holder appliquée a la mesure dw = |¢;, x(¢)|*dt, la
propriété de concentration (2.5) et la condition (3.5), il vient

2011 2011

> Ak </ Z |65, k() < Clo|p27 < 2,
k=0

Par conséquent, pour tout p > 1, on a

2011

Z E}L(mjuk —ajxlf) < Cn~P/2901,
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Le Théoreme 3.2.1 s’applique avec n = 1 et j; un entier défini par
901 = pl/(2s+1)
Ce qui donne la vitesse de convergence
On = n P/291P/2 | 9miisp — prop, a; =s/(2s+1).

La preuve du Théoreme 3.3.2 est terminée. 0

PREUVE DE LA PROPOSITION 3.3.1. Considérons la fonction v définie par
v(t) =t o>2p L.

L’idée principale est d’utiliser le Théoreme 3.2.3 pour exhiber une borne inférieure
strictement supérieure & n=*'? et (logn/n)**".

— Hypothése (C1). Soit j3 un entier tel que

Conl/(2(5—1/7r)+a+1) < 2]3 < Cronl/(Q(s—l/Tr)+U+1)’

ou ¢y et Cy désignent deux constantes choisies a posteriori. On définit h_q, hy :
[0,1] — R par

{hl(:z:) = L2786 Vm Dy v (2), (3.12)

h_1($> _ _L*Q—jg(s—l/w+1/2)¢jB7N(x)7

ou L, > 0 est une constante choisie a posteriori. Comme les coefficients d’ondelettes
de h; et h_; valent

+[,27506H/2=1/m) - gi j =i et k=N,

0, sinon,

Bk = /0 har ()1 (2)dx = {

on a 273(s+1/2)(2=33|3, y|™)V/™ = L. Avec un choix convenable de L., les fonctions
hi et h_, appartiennent donc a B} (L).

En utilisant une propriété élémentaire de la base d’ondelettes en norme L? (2.6), on
a

_ > ~933(1/2=1/p)o—js(s+1/2=1/m) _ o—js(s—1/m+1/p) _
|h1 — h_1]], = 2 2 c2 2v.

Les fonctions hy et h_; vérifient donc I’hypothése (C1) avec m = 2 et v < 273(s=1/m+1/p),
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— Hypothése (C2). Comme Supp(vj, v) C [2773, (2N)279%] et t7 est croissante pour
o > 0, la relation (3.8) entraine

n (log (AP, PR ))) = 2_171/0 [Aa(t) — By (8)Po(t) " dt

| (2N)2-73
_ C22J3(3+1/21/ﬂ)n/2 ]- 17 by, ()| 2dt
—J3
| A (2N)2~73
< 02—2]3(5+1/2—1/W)n2_]30/ |¢j3,N(t)|2dt

2773

_ 02—2j3(8+1/2—1/ﬂ')n2—j30 < OCEQ(S—I/TF)-FU-‘FI.

En prenant ¢y suffisamment grand, on montre l'existence d’une constante py €]0,871[
telle que

 (log (A7, 7)) < polog(2).
L’hypothéese (C2) est vérifiée.

Le Théoreme 3.2.3 s’applique avec
v < 27Isml/mH/p) oy mas az=(s—1/m+1/p)/(2(s —1/7) + 1+ o).
Cela justifie 'existence d’une constante ¢ > 0 telle que
Rop(By (L)) = en= .

Comme a3 < aj A ay pour o suffisamment grand, la preuve de la Proposition 3.3.1
est terminée.

PREUVE DU THEOREME 3.3.3. La borne inférieure a été calculée dans la preuve de
la Proposition 3.3.1 ci-dessus. Seule la borne supérieure demande une étude.

e Borne supérieure. L’objectif est d’appliquer le Théoréeme 3.1. Il suffit donc de
satisfaire I’hypothese (A). Pour tout entier j; > 7, considérons I'estimateur

1
s = / b5 1 (D)E72AY (1),
0

En procédant comme pour la borne supérieure du Théoreme 3.3.2, il vient

201 -1 291 -1
> Ej(|ag . — ailf) <Oy b
k=0 k=0
ou
1
o = ( /0 65 (D22 d) 2. (3.13)
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Les éléments de la base d’ondelettes ¢ construite par Cohen et al. (1993) vérifient

[0, (2N — 1)277], si ked0,..,N—1},
Supp(¢jr) = Supp(¥jx) € { [N,2/ — N — 1], si ke {N,. 20— N—1},
[1—(2N—-1)271], si ke {2 —N,.. 2 —1}.

C’est pourquoi on considere la décomposition suivante :

201 -1 N—-1 291 —-N—-1 201 -1

P P
Do a=d et D Pt D P
k=0 k=0 k=N k=2i1_N

Pour le premier terme, on a

N—-1 . (2N—-1)2771 ] ) )
> 4 < Nloln2 [ £ = O (20 0TI = Conerl
k=0 0

Comme ¢~ est décroissante pour o > 0, op/2 > 1 par hypothese et Y -, kP < o0
pour > 1, 0n a

211 —-N—-1 201 —-N—1 (k+N)2-91

S A= X [ lealPr
k=N =N (k—N+1)2-71
21 —-N—-1
< 9d10p/2 Z (k— N+ 1)—017/2 < C91op/2.
k=N

En utilisant I'inégalité élémentaire 1 — (1 —x)* < % pour 0 < a < l et x € [0,1/2],
on trouve

271 -1 1

S AL < Nsln2 / £ty

ki1 — N 1-(2N—-1)2—71
< 02111)/2(1 —(1— (2N — 1)27j1)fo+1)p/2 < C2op/?,
En combinant les inégalités précédentes, on aboutit a

271 -1
Z E}quﬁ,k - aj17k|p) < Cn_P/22j1Up/2‘
k=0

Le Théoreme 3.2.1 s’applique avec n = op/2 et j; un entier défini par

9i1 1/ (2(s=1/m)+o+1)
Ce qui donne la vitesse de convergence
On = n /2901 (p/2=1+0p/2) | o—jispoi(p—m)/m — n=osP

az=(s—=1/m+1/p)/(2(s—1/7)+ 0+ 1).

La preuve du Théoreme (3.3.3) est terminée. O
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3.5.2 Preuves des résultats de la Section 3.4

Trois inégalités probabilistes utilisées dans cette section sont rappelées ci-dessous.

— Inégalité de Rosenthal. Soit p € [2,00[. Soit (Wi, ..., W,,) des variables indépen-
dantes vérifiant E(W;) = 0 et E(|W;P) < oo, i = 1,...,n. Alors il existe une
constante C' > 0 telle que

B Y WiP) < OB + (Y B(WE)™)

— Inégalité de Hoeffding. Soit (a;)iew et (b;)ienw deux suites réelles positives. Soit
(W1, ..., W,,) des variables indépendantes vérifiant a; < W; < b; et E(W;) = 0,
i =1,...,n. Alors, pour tout A > 0, on a

P(Z Wiz M) < eXP(—QV/(Z(bi - a;)%)).

=1

— Inégalité de Bernstein. Soit (W, ..., W,,) des variables indépendantes vérifiant W; <
C,EW;) <0,i=1,...,net b2 =>" E(|W;]?) < cc. Alors, pour tout A > 0, on
a

P(Zn: W; = A) <exp (=A*/(2(b2 + AC/3))) .

PREUVE DU THEOREME 3.4.1. Etudions séparément les bornes inférieures et les
bornes supérieures.

e Bornes supérieures. L objectif est d’appliquer le Théoréme (3.2.2). Posons v = 271

Qjp=n" ZYQ )" hin(Xi) et @k—n ZYQ “n(X0). (3.14)

Montrons que les hypotheses (B1) et (B2) sont vérifiées.

— Hypothése (B1). Tout d’abord, remarquons que

B3 (310) = B3/ (X0)5(X1)g /f (g(t)g (1) dt = 5y

L’inégalité de Rosenthal appliquée aux variables aléatoires i.i.d (W7y,...,W,,) avec
W; = Y;zpj,k(Xi)g(Xi)_l — Bk justifie I'existence d’une constante C' > 0 telle que

E}(|Bi0 — Biael™) < C (0" Zop +nP(Za)P) (3.15)

ou
Z, = E?(|W1|“), a>=2.
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3.5. DEMONSTRATIONS

Par une inégalité élémentaire de convexité et I'inégalité de Holder, on obtient
Z, < 2¢! (E?(!ij,k(Xi)g(Xi)*l\“) + E?(!ij,k(Xi)g(Xi)*lD“)
< CEJ(Yitbsa(X)g(X) ") < CZaa + Zaz2), (3.16)
ou
Zay = B F(X0)0;0(X1)g(X1) %) et Za2 = Ej(|216(X1)g(X1)7'[9).
Par les hypothéses de bornitude faites sur f et g et le fait que 27 < 272 < n, il vient

1
ZagV Zag < ||1/g||20(||f||$o\/]E?(IZ1I“))/O |9k (2)|*dx

1
< CllErer ) [P < ot (37)
0

En combinant les inégalités (3.15), (3.16) et (3.17), on obtient
E?(Wyk — B;k?) < O PP~ 4+ n7P) < Cn 7P

— Hypothése (B2). On utilise quelques techniques de majorations similaires a celles
développées par Kerkyacharian et Picard (2005, Subsection 9.1). On rappelle que
a,j € {j1,..., j2}. Par une décomposition élémentaire, il vient

Pi(1Bj0 — Bkl =27 1/ (a/n)) < Sy + S,

ou
n

S1=Pp(jn"" Z(wj,k(Xi)f (X0)g(Xa) ™ = Bl = 47w/ (a/n))
et

So = P(In " 3 wsa(Xa)g(X) " 2] = 47 /()
i=1
Etudions les majorations des termes S et Ss.

— Magjoration de S;. Par les hypotheses de bornitude faites sur f et g et ||l <
[]1c272, on a

|07.6(X1) F(X1)g(X1) ™" = Bl < [W5(X0) f(X1)g(X0) 7Y + Byl < €272
et

Ef([s0(X0) f(X1)g(X0) ™ = Bial?) < CEF(J9y(X0) f(X1)g(X0)'P) < C.

Pour tout j € {js+1,..., jg} l’inégalité de Bernstein appliquée aux variables aléatoires

fi.d (8 (X0 F(X1)9(X0) s i () F(X)g(X) ) mous donne

S1 < 2exp(=Cnlpy/(a/n))*/(1+ 2747 v/ (a/n)))

< 2exp(=Cnlpy/(a/n))? /(1 + 227247 uy/(log n/n)))
< 2exp (—C’,u2a) .
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Par conséquent, il existe deux constantes u > 0 et C' > 0 telles que
S, < 272, (3.18)

— Majoration de Sy. Conditionnellement & (X1, ..., X,,), n ™t S0 b x(X;)g(Xi) ™ 21 ~
N(0,n72 3" [0;1(Xi)[29(X;)~?). Par hypothése de minoration faite sur g, remar-
quons que

n? Z |7.0(X3) Pg(X:) 72 < |1/ glloon ™ Z 5.6 (X0) Pg(X3) ™
i—1 i—1

Considérons I'ensemble F,, défini par

Fu= A" Y (X Po(X) ™ = 1] = )
i=1
et la quantité Q définie par

Q = 2exp(—p2a/(32]|1/gloen Z |@Z)j,k(Xi)|29(Xi)il))'

=1

Par une inégalité gaussienne élémentaire et la majoration Q < 2, il vient

S = EXPH( S wia(Xa)g(Xe) sl = 4/ la/m| X, o X))
=1
< E}(Qlr) + ENQly) < 2P}(F,) +E}(Qlyy).

Puisque sur ensemble F, on a Q < 2exp(—p®a/(321/gllso(1 + 1)), I'inégalité
élémentaire P}(F) < 1 donne

Sy < 2(P}(F,) + exp(—pa/(32]1/g]le (1 + 1))))- (3.19)

Puisque les variables aléatoires (|1;x(X1)|2g(X1) ™" .oy [56(X0)[29(X,) ™) sont i.i.d
avec

[k (XD)Pg(Xa) ™ <11/ gllocll¥ 15,27 et Ef (145 (X1)Pg(X0) ™) = 1,

pour tout j € {js+1, ..., jo} et u suffisamment grand, I'inégalité de Hoeffding entraine

PHFL) < 2exp(=2nu”27% /([0]15011/911%)) < 2exp(=2np227%2 /(|9 ]15111/911%))
< 2O L 9270w, (3.20)

11 découle des inégalités (3.19) et (3.20) l'existence de deux constantes u > 0 et C' > 0
telles que

Sy < C272P, (3.21)
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3.5. DEMONSTRATIONS

En mettant les inégalités (3.18), (3.19), (3.20) et (3.21) bout a bout, on montre 1'hy-
pothése (B2). Le Théoreme 3.2.2 permet de conclure.

e Bornes inférieures. 1.’objectif est d’utiliser le Théoreme 3.2.3. Pour toutes fonctions
hy, by 2 [0,1] — IR bornées supérieurement telles que h, # hy et P << Py le
rapport de vraisemblance associé au modele s’écrit comme

AL L) = exp(=27 QY — ha(X) = D[ = (X))
= exp(—z‘l(Dhl(Xi) — 7y (X))(2Y; — hy(X,) — hi(X))))).

Par un développement élémentaire, sous la probabilité P} , on a

APy, , ) = exp(2 Z [ (X3) = (X [P+ D (hu(X) = (X)) ).
i=1
Par indépendance des variables aléatoires et le fait que z; ~ N(0, 1), il vient

Ep (log(A(B}, B} ) = 27'n / I (£) — () Pa(t)dt. (3.22)

Cette identité est similaire & (3.8). La densité g a juste remplacé la fonction 1/v2.
En procédant comme pour la preuve des bornes inférieures du Théoreme 3.3.1, on
établit les résultats souhaités. Cela termine la preuve du Théoreme 3.4.1. O

PREUVE DU THEOREME 3.4.2. L’objectif est d’appliquer le Théoréme 3.1. Montrons
que I'hypotheése (A) est satisfaite. Considérons l'estimateur

ajlk_n ZYQ whk( )

Supposons que j; est un entier vérifiant 2t < COn.

Soit a > 2. I’inégalité de Rosenthal appliquée aux variables aléatoires i.i.d (W7, ..., W,,)
avec W; = Yig(X;) ' ¢;, x(Xi) — aj, & justifie Pexistence d'une constante C' > 0 telle
que

EF(|as,x — ajil") < O Zy +072(2,)"12), (3.23)
ou
Zo = EF(|WA]*).
En utilisant une inégalité élémentaire de convexité et I'inégalité de Holder, il vient

271 (B} ([Vig(X1) ™" 6, e (X1)|") + EH(1Yig(X1) ™ b5, 0 (X1)1))

Zy <
< CEH(|Y19(X1) 5,k (X0)|*) < C(Zay + Za2), (3.24)
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ou
Zay = EH(|f(X1)g(X1) " 05, 4(X1)]%) et Zao :E}L(lzlqul,k(Xl)g(Xl)il|a>-

Supposons que 1/g € L*7*(]0,1]). On a

Zy < C(Zag V Zap) < O(||f1I% VE}(I21]")) /01 |0j(2)]"g(2) " da.
L’inégalité de Holder appliquée & la mesure dw = |¢;, x(2)|*dz implique
(Z2)? < C((Zon)*? V (Z22)"?) 1
< OO VER (A 16500 Pole) doye’

¢ [ tosstagte)as (3.5
En mettant les inégalités (3.23), (3.24) et (3.25) ensemble, on obtient
B (ld, 6 — ag,.6l)
< C(n' /01 |65,.1(2)|"g(x)" " "d + 0=/ /01 |65, 1 (x)Pg(2)~/?da). (3.26)
Distinguons le cas o 1 < p < 2 et le cas ou p > 2.

— 5i 1 < p < 2. En utilisant I'inégalité de Jensen et I'inégalité (3.26) avec a = 2, il
vient

1
EF (|, — oy ol?) < EF(|g,n — oy i) < C(n_l/ |6, (2) g () da)?’?.

0
Par I'inégalité de Holder [, la propriété de concentration (2.5) et 'hypothese (3.7),

il vient

2011 2011

ZE” |Gk — gy kl?) < CnoP/2on(-p2 Z / |95, () Pg(2) " da)?/?

< C'nP/2911(1 p/2)(211/ ( ) ldx)p/2 < 291y, P/2.
0

— Sip > 2. L'inégalité (3.26) prise avec a = p donne
2711

> B,k — g kl?)
k=0

2]1 1 2]1 1

1
< 0<n1—p/ ”’ka |pdas+n”/2/ ””Zmlk )de) = U.
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3.5. DEMONSTRATIONS

La propriété de concentration (2.5), 'hypothése (3.7) et I'inégalité 2/t < n entrainent
U< C<2j1p/2nlfp + 2j1nfp/2) < O P2,
Par conséquent, pour tout p > 1, on a

2711
Z EF(|dj, 0 — oy lP) < 27/,
k=0

Le Théoreme 3.2.1 s’applique avec n = 1 et j; un entier défini par

901 = p1/(2s+1)
Ce qui donne la vitesse de convergence
On = nP/2201P/2 4 9mIisp . pmap, a; =s/(2s+1).

Cela termine la preuve du Théoreme 3.4.2. 0

PREUVE DE LA PROPOSITION 3.4.1. Considérons la densité
g(t) = (o + 1)t%, o>2p .

En utilisant 1’égalité (4.13) et en reprenant la preuve de la Proposition 3.3.1, on
montre 'existence d’une constante ¢ > 0 telle que

Rup( B2, (L)) > cn~o, 0y = (s — 1/m +1/p)/(2(s — 1/m) + 1+ ).

Comme a3 < a; A ag pour ¢ suffisamment grand, la preuve de la Proposition 3.4.1

est terminée. L]
* * *
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Chapitre

Etude minimax : boules de Besov
pondéreées

Le probleme est le méme que dans le chapitre 3 : on cherche a estimer une fonc-
tion inconnue perturbée par une fonction parasite. Pour ce faire, nous adoptons I’ap-
proche minimax sous le risque IL” sur des boules de Besov pondérées. Nous apportons
quelques compléments a 'article de Kerkyacharian et Picard (2005).
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CHAPITRE 4. ETUDE MINIMAX : BOULES DE BESOV PONDEREES

4.1 Introduction

MOTIVATIONS

Lorsque qu’une fonction parasite intervient dans un modele statistique, il est parfois
difficile de calculer les vitesses minimax sous le risque IL? sur des boules de Besov.
Cela a été mis en relief dans le chapitre précédent avec, entre autre, le modele de
régression a pas aléatoires (3.6) pour la densité g : [0,1] — [0, 0 + 1] définie par

g(t) = (o + 1)t7, o>2p L. (4.1)

Cette absence de repére est un obstacle dans I'estimation de la fonction inconnue.
Pour contourner celui-ci, plusieurs solutions sont envisageables. La plus naturelle
d’entre elles consiste a reconfigurer notre approche minimax. Cette remise en cause
peut aussi bien porter sur le risque comme sur I’ensemble de fonctions initialement
choisi.

Ici, nous travaillons de nouveau avec le risque IL” et nous nous intéressons a 1’al-
ternative proposée par les boules de Besov pondérées. La différence majeure entres
celles-ci et les boules de Besov standards est qu’elles dépendent explicitement de la
fonction parasite. Pour bien comprendre les raisons qui nous poussent a considérer
ces ensembles de fonctions, un retour aux sources s’impose.

Plagons nous dans le cadre du modeéle de régression a pas aléatoires (3.6). Les boules
de Besov pondérées ont été introduites en estimation fonctionnelle par Kerkyacha-
rian et Picard (2005). Elles ont vu le jour grace a l’étude maxiset d’un estimateur
adaptatif construit sur une base d’ondelettes déformées. Si on considere ces boules
et le risque IL?, I'estimateur considéré a la particularité d’atteindre une vitesse de
convergence stable pour une large classe de densités g. Cette derniére est liée a une
condition développée par Muckenhoupt (1972). Elle inclut les densités définies par
(4.1).

Dans cette étude, nous apportons des réponses pécises aux questions suivantes.

— Quelles sont les vitesses minimax sous le risque IL? sur des boules de Besov pon-
dérées ?

— Est-ce que les estimateurs construits sur une base d’ondelettes déformées sont per-
formants en pratique ?

PRESENTATION
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4.2. OUTILS MATHEMATIQUES

Dans un premier temps, nous étudions les vitesses minimax sous le risque L sur les
boules de Besov pondérées. Notre objectif est de fournir des résultats applicables a
certains modeéles statistiques ou intervient une fonction parasite. Pour amorcer notre
travail, celle-ci est supposée vérifier une condition de type Muckenhoupt.

D’abord, nous évaluons les bornes supérieures grace a l'estimateur par projection
en ondelettes déformées. Puis, nous établissons les bornes inférieures en combinant
un théoréeme de minoration élaboré par Tsybakov (2004) avec une version pondérée
du théoréeme de Varshamov-Gilbert. Enfin, nous appliquons ces résultats au mo-
dele de bruit blanc gaussien généralisé et au modeéle de régression a pas aléatoires.
Contrairement a leurs consoeurs, nous montrons que les boules de Besov pondérées
fournissent des vitesses minimax stables pour une large classe de fonctions parasites.
Par la méme occasion, nous concluons que l'estimateur de seuillage en ondelettes
déformées proposé par Kerkyacharian et Picard (2005) est presque optimal pour de
nombreux modeles statistiques.

Dans un deuxiéme temps, notre attention se focalise sur le modele de régression a
pas aléatoires. Nous présentons quelques simulations graphiques des deux estima-
teurs adaptatifs en ondelettes déformées introduits dans 'article de Kerkyacharian
et Picard (2005). L’un est explicitement construit avec la densité g. L’autre est entie-
rement déterminé par les observations sans connaissance a priori de g. Cela est mis
en oeuvre grace au logiciel Matlab 7 enrichi de la librairie Wavelab?. Ces simulations
sont le fruit d'un travail commun avec Thomas Willer.

4.2 Outils mathématiques

Le but de cette section est de poser les bases mathématiques du chapitre. Dans un
premier temps, on décrit la classe A,. Dans un deuxiéme temps, on définit la base
d’ondelettes déformées adaptée a l'intervalle [0, 1]. Enfin, on présente les boules de
Besov pondérées.

4.2.1 Classe A,

DEFINITION (POIDS)
On appelle poids toute fonction mesurable positive sur [0, 1].

DEFINITION (CLASSE A,)

Soient p € [1,00] et q tel que 1/p+1/q = 1. Un poids m appartient d la classe A, si
et seulement si il existe une constante C' > 0 telle que, pour toute fonction mesurable
h et tout sous-intervalle I de [0,1], on a

(1 / Ih(a)\dz) < C(m(I)™ / ()P ), (4.2)

3Pour des informations complémentaires, voir : http//www-stat.stanford.edu/ wavelab/
4Université Paris VII. Contact e-mail : willer@math.jussieu.fr
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ot |I| la longueur de I et m est lopérateur défini par m(I) = |

;m(z)dz.

La classe A, a été introduite par Muckenhoupt (1972). Elle a connu un développe-
ment significatif grace aux travaux de Coifman et Fefferman (1974). Mathématique-
ment parlant, elle caractérise la continuité de certains opérateurs intégrales de P
sur L2 o1, pour tout poids m, I'espace IL? est I’ensemble des fonctions 4 : [0,1] — R
telles que

/0 |h(z)[Pm(x)dr < co.

Pour une théorie compléte, voir le livre de Stein (1993).

4.2.1.1 Exemples et Propriétés.
Le poids m : [0,1] — [0, oo] défini par
m(z) =z, a€]l—1,p—1]

appartient a la classe A,,.

Sime A, etsim>palorsme A,

PROPRIETE (DOUBLING)

Sim € A, alors il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout sous-intervalle
SCBC[0,1], on a

m(B) < C|BJ?|S|""m(S). (4.3)

Cette inégalité va jouer un role important dans les preuves a venir.

4.2.2 Base d’ondelettes déformeées

D’abord, on définit la base d’ondelettes déformées. Puis, on étudie la décomposition
d’une fonction sur cette base. Ensuite, on définit le poids w. Gréace a celui-ci, on
traite des propriétés géométriques de ces bases en norme LP.

4.2.2.1 Définition

DEFINITION (BASE D’ONDELETTES DEFORMEES SUR L'INTERVALLE UNITE)

Considérons la base d’ondelettes ¢ décrite par (2.1) et T : [0,1] — [0, 1] une fonction
mesurable croissante, bijective, absolument continue avec T'(0) = 0 et T'(1) = 1. Pour
tout entier j; = 7, on définit la base d’ondelettes déformées sur lintervalle [0,1] par

(F' =1, x(T(z)), k=0,...,27" —1; ¥;x(T(z)), j=j1,...., 00, k=0,..,2/ —1}.

Précisons que si T n’est pas la fonction identité alors la base ¢T n’est pas orthonor-
male. Dorénavant, T" fait référence a la fonction précédemment définie.
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4.2.2.2 Poids w

DEFINITION (POIDS w)
On définit le poids w par

w(z) = 1/(T(T" (), z € 0,1], (4.4)
ou T" désigne la dérivée de T et T—' désigne la fonction inverse.

Le poids w fait le lien entre la classe A, et certaines propriétés géométriques de la
base d’ondelettes déformées (7 en norme L. Une équivalence & la condition w € A,
est donnée ci-dessous.

PROPRIETE (EQUIVALENCE A LA CONDITION w € A,)
Soient p €]1,00[ et q tel que 1/p+1/g=1. On aw € A, si et seulement si il existe
une constante C > 0 telle que, pour tout sous-intervalle I de [0,1], on a

(|I|_1/IT’(x)qu)1/q < C|I|_1/IT’(x)dx.

Autrement dit, si w € A, alors 17" vérifie une inégalité de Holder inversée. Préci-
sons que la condition w € A, sera récurrente dans notre étude. Dorénavant, w fait
référence au poids défini par (4.4).

4.2.2.3 Décomposition

Supposons que w € A,. Pour tout entier j; > 7, une fonction f de L*([0,1]) se
décompose sur la base ¢(7 comme

271 -1 oo 29-1
F@) =" af 15 k(T@) + D> Bhtbu(T(@)),
k=0 J=j1 k=0

ou

1

o), = / FT @) su(a)de et L= [ HE @

4.2.2.4 Propriétés géométriques
Quelques propriétés géométriques satisfaites par la base (?sont décrites ci-dessous.

PROPRIETE (INCONDITIONNALITE ; TEMLYAKOV)

Soit p €]1, 00|. Supposons que w € A,. Alors la base (T vérifie la propriété d’incon-
ditionnalité et la propriété de Temlyakov. Autrement dit, les inégalités (2.3) et (2.4)
sont vérifiées si on remplace ;i par V;x(T(.)) et ¢;x par ¢;x(T(.)).

Le premier point a été montré par Garcia-Cuerva et Martell (2001) et le second point
par Kerkyacharian et Picard (2003).
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PROPRIETE (ELEMENTAIRE)
Soit p €]1,00[. Supposons que w € A,. Soient 67 € {a, 8T} et h € {¢,v¥}. Alors,
pour tout entier 3 = 7, on a

271 201
Hzejkhjk |pv2]p/22\ ikl 0T, (4.5)
ot w(l f[ dx et Iy = [k277 (k—{—1)2 7.

Pour une preuve detalllee, voir de nouveau l'article de Kerkyacharian et Picard
(2003). Dorénavant, [, désignera cet intervalle.

4.2.3 Boules de Besov pondérées

Cette sous-section présente les principaux ensembles de fonctions étudiés : les boules
de Besov pondérées. Sous certaines hypotheses sur 7', celles-ci se caractérisent sim-
plement & l'aide de la base (7.

4.2.3.1 Boules de Besov pondérées et module de continuité

DEFINITION (BOULES DE BESOV PONDEREES)
Soient L €]0,00], s €]0,00][, m € [1,00] et u = |s]+1. Pour toute fonction mesurable
f:]0,1] = IR, on pose

An(f)(@) = flz+h) = f(x) = (Tn — D)(f)(2),

ou 7T, désigne l'opérateur de translation de pas h. On pose

" " —~ (u .
ML) = (T = D)) = 3 (k) (—1)"* f(x + kh).
k=0
On définit le u-iéme module de continuité pondéré par

p(t, f.T,7) = sup / ALFT V) (@) () d) V™,

i<t Jz,

oi Jy, = {x € [0,1] T(x) +uh € [0,1]}. Une fonction f appartient d la boule de
Besov pondérée BS’T(L) si et seulement si

(Jo @ p*(t, £, T,m)) 7 dt) " < L, si 1€ [1,00],

1/l +
SUP¢¢)0,1] t_spu(ty LT, 7T) <L, $T 1T = 00.

Les boules de Besov pondérées ont été introduites en Analyse par Qui (1982) et
furent récemment utilisées dans un cadre statistique par Kerkyacharian et Picard
(2005).

PROPRIETE (INCLUSION)

Soient p €|l,00[, m € [1,00], s €]1/m, 00] et r € [1,00]. Si w € A, alors on a
l'inclusion

By (L) € By (L).
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4.3. BORNES SUPERIEURES

4.2.3.2 Ondelettes déformées et boules de Besov pondérées

Les boules de Besov pondérées ont l'avantage de s’exprimer simplement a 'aide de
la base d’ondelettes déformées (7.

PROPRIETE (CARACTERISATION EN ONDELETTES DEFORMEES)

Soit m €]1, 00[. Supposons que w vérifie la condition A,. Une fonction f appartient
d la boule de Besov pondérée B (L) si et seulement si les coefficients en ondelettes
déformées associés vérifient

27—-1

(D lafymw (L))
k=0

(252 (D T B M w (L) )Y < Ly si v € [1,00],

+

supse, 272 (ST BT | mw(1x)) ™ < L, si 1T =00,

ou L, > 0 est une constante proportionnelle a L. Cette equivalence est vraie pour
s €]q(w), N[ ot q(w) est le plus petit v > 1 tel que w vérifie la condition A, si w
n’est pas lidentité et 0 sinon.

Voir I'article de Kerkyacharian et Picard (2005).

4.3 Bornes supérieures

On consideére un modele général a partir duquel on peut estimer les coefficients d’on-
delettes déformées af , et 57, de la fonction inconnue f : [0, 1] — IR. Les estimateurs

correspondants sont notés oljrk et ﬁfk. La fonction T peut dépendre de certaines
données du modele.

4.3.1 Estimateur par projection en ondelettes déformées

DEFINITION (ESTIMATEUR PAR PROJECTION EN ONDELETTES DEFORMEES)
Soit j; € {r,...,00}. On définit ’estimateur par projection en ondelettes déformées

FET:00,1] = R par

(@) = & w5, k(T(2)). (4.6)

Le Théoreme 4.3.1 ci-dessous étudie les bornes supérieures de I'estimateur par pro-
jection en ondelettes déformées sous le risque L sur B3Z (L) avec m > p ou T désigne
une fonction convenablement choisie.
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THEOREME 4.3.1

Soit p €]1,00[. Plagons nous dans le cadre statistique général décrit au début de la
présente section. Supposons que w € A,, que f € Bfr:f(L) et que lestimateur d;fk
vérifie

HyYPOTHESE (D) Il existe une constante C > 0 telle que, pour k € {0, ...,27« — 1} et
n suffisamment grand, on a

E}l(’dng - OéjTS,k;|p) < CnP?,

ou js est un entier tel que 27s =< nt/stD)

Considérons Uestimateur f5T défini par (4.6). Alors il existe une constante C > 0
telle que, pour tout ™ € [1,00], s € [g(w), 0], r € [1,00] et n suffisamment grand,
on a

sup  E}(|| /57— fIB) < O
feByE(L)

ot a; = s/(2s+ 1).
La vitesse de convergence présentée dans le Théoreme 4.3.1 est minimax pour de
nombreux modeéles statistiques. En particulier, avec un choix convenable de T, elle

est minimax pour le modele de régression a pas aléatoires et le modele de bruit blanc
gaussien généralisé. Cela sera abordé en détail dans les sections suivantes.

Notons que si T est la fonction identité alors le Théoreme 4.3.1 délivre un résultat
minimax standard.

4.3.2 Estimateur de seuillage dur en ondelettes déformées

Cette sous-section rappelle quelques résultats minimax et maxisets liés a ’estimateur
de seuillage dur en ondelettes déformées développé par Kerkyacharian et Picard

(2005).

4.3.2.1 Construction

DEFINITION (ESTIMATEUR DE SEUILLAGE DUR EN ONDELETTES DEFORMEES)
Sotent v €]0, 1] et u un réel positif. Considérons des entiers ji et js tels que

=T et 272 = (n/logn)” .

On définit l’estimateur de seuillage dur en ondelettes déformées f;’ZT :[0,1] = R par

2911 J2 291
f (@) = Z &G0t (T() + D Z Bikl g gy Vi (@) (A7)
= J=n k=

Tous les parametres mis en jeu sont indépendants de la régularité supposée de f.
L’estimateur f™T est donc adaptatif.
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4.3.2.2 Résultats minimax et maxiset

Si on rempla(ze &k par d}:k, Bj,k par ﬂfk, k() par ¥ k(T(.)), ¢jk(.) par ¢;x(T(.))
et a fortiori f! par f"" et B (L) par B2T (L) alors, sous

— I'hypothése que w € A,,
— des hypothéses analogues a (01) et (02) de la sous-section 2.4.2,

on est en mesure de poser des résultats analogues aux Théorémes 2.4.1 pour m > p
et 2.4.2. Voir l'article de Kerkyacharian et Picard (2005).

4.4 Applications

Cette section est consacrée au modele de bruit blanc gaussien généralisé et au modeéle
de régression a pas aléatoires.

4.4.1 Bruit blanc gaussien généralisé
4.4.1.1 Vitesse minimax

Dans le cadre du modele de bruit blanc gaussien généralisé défini par (3.3), le Théo-
reme 4.4.1 ci-dessous isole la vitesse minimax sous le risque IL? sur B;i’f(L) avec ™ = p
ou T désigne une fonction convenablement choisie.

THEOREME 4.4.1
Soit p €]1,00[. Considérons le modéle de bruit blanc gaussien généralisé défini par

(3.3). Supposons que fol v(z)"2dx = 1. On définit la fonction H : [0,1] — [0,1] par

t
H(t) :/ v(x) 2dr.
0
On suppose qu’elle est bijective et que
v (H™'()) € A,. (4.8)

Alors il existe deuz constantes C' > 0 et ¢ > 0 telles que, pour tout m € [p, 0],
s € [q(w),00[, r € [1,00] et n suffisamment grand, on a

en~ P Rn7p(Bfrjf(L)) < Cn~ P,
ol a; = s/(2s+1).

Les bornes supérieures sont calculées grace au Théoreme 4.3.1. La borne inférieure
résulte du Théoreme 3.2.3 combiné avec une version pondérée du Théoreme de
Vashamov-Gilbert.
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On constate que la vitesse minimax obtenue est stable pour une large classe de
fonctions v. En rapport avec le chapitre précédent, celle-ci comprend de nombreuses
fonctions vérifiant v ¢ LP+([0,1]) avec p. = p V 2. Un exemple précis est étudié
a la sous-sous-section 4.4.1.3. On interpréte ce résultat de la fagon suivante : si
f € B2I(L) alors elle ne varie pas brutalement dans le voisinage ot v tend vers
I'infini en un point de I'intervalle [0, 1].

4.4.1.2 Résultat adaptatif

Le Théoreme 4.4.2 ci-dessous détermine la borne supérieure atteinte par ’estimateur
de seuillage dur en ondelettes déformées sous le risque L? sur Bfr:ff (L) avec ™ = p.
La fonction H est définie comme dans le Théoréme 4.4.1.

THEOREME 4.4.2
Soit p €]1,00[. Considérons le modéle de bruit blanc gaussien généralisé défini par
(5.3). Adoptons les hypothéses et les notations du Théoréme 4.4.1. Posons v =1,

g = / o (HOY(@)dY (6) et B = / G HE)o(t) 1Y (1), (4.9)

Alors il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout ™ € [p,o0], s € [g(w), 00|,
r € [1,00] et n suffisamment grand, on a

sup  ER([[f2" — fl) < C(logn/n)™,
feByf (L)

ol a; = s/(2s+1).

Le Théoreme 4.4.2 montre que si f appartient aux boules de Besov pondérées alors
on peut construire un estimateur adaptatif presque optimal pour une large classe de
fonctions v.

4.4.1.3 Exemple

Pour illustrer cette largesse, étudions une famille de fonctions qui posait probléme
pour le calcul des vitesses minimax sur des boules de Besov standards.

Soit p €]1, oco[. Considérons le modele (3.3) avec la fonction v définie par

v(t) = (o4 1)"Y277/2, o>1/p—1. (4.10)
On a
H(t)=t"", H'(t) = Y+ et w(t) = v2(H () = (0 + 1)~/ +D),

Puisque —o/(0 +1) €] —1,p—1[, on a w € A,. On est donc en mesure d’appliquer
les Théoremes 4.4.1 et 4.4.2.
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TAB. 4.1 — Vitesses minimax obtenues sur les boules de Besov standards et pondérées
pour ™ = p avec p > 2. On considere le modele de bruit blanc gaussien généralisé
défini avec la fonction (4.10).

Modele (3.3) avec Rup(€) xn—
v(t) = (o +1)"Y2¢o/2 & | a
o €]0,2p7 s/(2s + 1)
o€l2pt1] By (L) | s/(2s+1+0—2/p)
o €1, 00 Indéterminé
| o €0, 00] | BsI(L) | s/(2s+ 1) |

4.4.2 Régression a pas aléatoires

Dans le cadre du modele de régression a pas aléatoires défini par (3.6), le Théoreme
4.4.3 ci-dessous isole la vitesse minimax sous le risque IL? sur B>T (L) avec m > p ol
T désigne une fonction convenablement choisie.

THEOREME 4.4.3

Soit p €]1,00[. Considérons le modéle de régression d pas aléatoires défini par (3.6).
On définit la fonction G : [0,1] — [0, 1] par

t
G(t) =PyX, <t) = / g(x)dz.
0
Supposons qu’elle soit bijective et que
1/g(G71(.)) € A,. (4.11)

Alors il eziste deux constantes C > 0 et ¢ > 0 telles que, pour tout m € [p, 0],
s € [q(w),o00[, r € [1,00] et n suffisamment grand, on a

cn” P Rnyp(Bfr:f(L)) < Cn™ P,
ot ag = s/(2s + 1).

Les bornes supérieures sont calculées grace au Théoreme 4.3.1. La borne inférieure
résulte du Théoréme 3.2.3 combiné avec une version pondérée du Théoreme de
Varshamov-Gilbert.

On interprete ce résultat de la fagon suivante : si f € B;i’f(L) alors elle ne varie pas
brutalement dans le voisinage ou g s’écrase fortement sur 'axe des abscisses.

REMARQUE : Dans le cadre statistique ainsi posé, on prouve que les estimateurs de
seuillage dur en ondelettes déformées construits par Kerkyacharian et Picard (2005)
sont presque optimaux.
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En procédant comme dans ’exemple de la sous-section précédente, on montre que la
densité g : [0,1] — [0, 0 + 1] définie par

g(t) = (o +1)1%, o>1/p—1,
vérifie la condition (4.11). On peut donc appliquer le Théoréme 4.4.3. Ainsi, grace
aux boules de Besov pondérées, on obtient des vitesses minimax stables pour une

large classe de densités contrairement a ’approche minimax sur des boules de Besov
standards. Voir le chapitre précédent.

TRANSITION : Ce qui précede fournit quelques apports théoriques a I'article de Ker-
kyacharian et Picard (2005). L’aspect pratique de certains estimateurs de seuillage
dur en ondelettes déformées est étudié ci-apres.

4.5 Simulations graphiques : régression a pas aléa-
toires

Dans cette section, on considere le modele de régression a pas aléatoires défini par
Y; :f(Xi)—l-S*Zi, 1= 1,...,7’1,,

ou la quantité s, = 0,04 désigne la valeur du niveau de bruit. Les autres parametres
sont décrits comme dans (3.6).

Nous proposons plusieurs simulations graphiques de deux estimateurs de seuillage dur
en ondelettes déformées développés par Kerkyacharian et Picard (2005). Le premier
dépend explicitement de g alors que le second, plus réaliste, est entierement construit
a partir des données.

4.5.1 Cas ou la loi des pas est connue

4.5.1.1 Estimateur

On consideére 'estimateur de seuillage dur en ondelettes déformées défini par (4.7).
On prend v = 271,

0 =n') Yigie(G(Xi) et G =nTt) ] Yidi(G(XY),
i=1 =1
ou G est la fonction de répartition de Xj.

On pose p = §v/2 ou § désigne l'estimateur de Rice défini par

n

§=(2n -2 (Y — Yan))2

=2
Chaque Y,y désigne la valeur de (Y3, ..., Y;) associée a la ¢ ieme plus grande coordon-
née du vecteur (X7, ..., X,).
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4.5.1.2 Configuration

On prend n = 2'%La base d’ondelettes considérée est la Symlet[8]. C'est celle qui
nous donne les meilleurs résultats.

Les variables aléatoires (X7, ..., X,,) sont simulées via la méthode du rejet.

Les fonctions f considérées sont Doppler, Bumps, Heavisine, Wave et DoubleSpikes.
Les trois premieres sont standards. Les deux dernieres sont définies comme suit :

— Wave. f(x) =271+ 0,2cos(4mz) + 0,1 cos(24rx),

— DoubleSpikes. f(x) = (22 +27")1jo<s<015) + (—12(x — 0,15) + 0, 8)110,15<2<0,2} +
0,2110.2<a<0,5) + (6(x —0,5) +0,2) 110 5<2<0,6) + (—10(x —0,6) +0, 8) 110 6<z<0,65} +
(—27'(z —0,65) +0, 3)110,65<2<0,85) + (2(x — 0,85) +0,2) 110 85<2<1}-

Dans la légende de nos tableaux, la constante ¢ vérifie fol g(t)dt = 1.
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4.5.1.3 Graphiques

F1G. 4.1 — La fonction initiale est Doppler et la densité est g(x) = 1j9,1)(x).

Observations (Y1,...,Yn) Densité g (connue)
1 2
o8 15
0.6
7 [ 1
0.4t
0.2 0.5
0 0
0 0.5 1 0 0.5 1
Fonction f Estimateur
1 1
0.8 0.8
0.6 0.6 m
0.4 0.4
0.2 0.2
0 0
0 0.5 1 0 0.5 1

F1G. 4.2 — La fonction initiale est Wave et la densité est g(z) = clz — 27?1 31(2).

Observations (Y1,...,Yn) Densité g (connue)
1 4
3
2
02 1
0 0 -
0 0.5 1 0 0.5 1
Fonction f Estimateur

1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0 0

0 0.5 1 0 0.5 1
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FIG. 4.3 - La fonction initiale est Heavisine et la densité est g(z) = ¢l —27"|11y(z)

0.8
0.6
0.4
0.2

0

1
0.8
0.6
0.4
0.2

0

Observations (Y1,...,Yn)

Densité g (connue)

0 0.5 1

Fonction f

0.5 1

Estimateur

N\

r/\[v

0 0.5 1

05 1

F1G. 4.4 — La fonction initiale est DoubleSpikes et la densité est g(z) = ¢|(sin(2/(x +

0,07)))*/*10.11(x)

Observations (Y1,...,Yn)

Densité g (connue)

0 0.5 1

Fonction f

0.5 1

Estimateur

N

0 0.5 1
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Les Figures (4.1), (4.2), (4.3) et (4.4) illustrent les bonnes performances visuelles de
I’estimateur de seuillage dur en ondelettes déformées. La premiere se place dans le
cas ou les pas suivent une loi uniforme. Dans les trois autres, on prend des densités
g qui s’écrasent plus ou moins fortement sur ’axe des abscisses. On constate que
la reconstruction est assez fidele excepté dans les zones ou ¢ s’écrase. Comme les
observations y sont en nombre réduit, ce manque de précision est tout a fait normal.

4.5.2 Cas ot la loi des pas est inconnue

Ici, on se place dans une situation plus réaliste que la précédente. On suppose que g
est inconnue, ce qui est généralement le cas en pratique.

4.5.2.1 Estimateur

DEFINITION (ESTIMATEUR DE SEUILLAGE DUR 'DATA DRIVEN’)
Soient j1 et jo des entiers vérifiant

=T et 272 < (n/logn)"?.
On, définit Uestimateur de seuillage dur "data driven” f*¢ :[0,1] — [0,1] par
291 -1 jo 29-1
G A
I Z an k¢glk +Zkz;ﬁ]k {\ﬁG SNTD) }@/)]k (G(z
J=n

ot
afy =n' Y Yiou(G(X)), et B =n" zmj H(G(X))).
i=1
G- [0,1] — [0, 1] est la fonction de répartition empirique définie par

=Y
=1

On reprend la méme configuration de la sous-section précédente. L’estimateur consi-
déré sera noté Estimateur™.

L’estimateur précédent n’est pas tout a fait celui proposé par Kerkyacharian et Picard
(2005) mais le principe de construction est rigoureusement le méme.
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4.5.2.2 Graphiques

F1G. 4.5 — La fonction initiale est DoubleSpikes et la densité est g(x) = 1j91)(x).

Observations (Y1,...,Yn) Densité g (inconnue)
1 2
08 : 15
0.6
1
0.4
02 05
0 0
0 0.5 1 0 0.5 1
Fonction f Estimateur*
1 1
0.8 08 1 \
\ l
0.6 0.6 / \\ / \
a
0.4 0.4 | / | /
\
0.2 e 0.2 L/ =
0 0
0 0.5 1 0 0.5 1

F1G. 4.6 — La fonction initiale est Doppler et la densité est g(x) = ¢(1+0.2sin(4rz)+
0, lirreg(max (1, round(100z)))) 11 (). Le dernier terme étant issu d’une macro
Matlab.

Observations (Y1,...,Yn) Densité g (inconnue)
1 1.4
1.2
1
0.8
0
0 0.5 1 0 0.5 1
Fonction f Estimateur*
1 1
0.8 0.8 /
[\
06 06 Jl” \ ‘ 3 \ /\
0.4 0.4 U\
lu ,
0.2 0.2 v
0 0
0 0.5 1 0 0.5 1
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F1G. 4.7 — La fonction initiale est un dérivé de Bumps et la densité est g(x)

¢|sin(2/(z + 0,07))[321p0 1y(x).

Observations (Y1,...,Yn)

Densité g (inconnue)

1
0.8 15
06
1

04
02} 05

0 0

0 05 1 0 05

Fonction f Estimateur*

1 1
08 08
0.6 06| | JW r\!

i

0.4 o4l || 1 j\ ﬂ‘ JYL
02 0.24J W/ ‘"v*«} W e

0 0

0 05 1 0 05

1

FIG. 4.8 — La fonction initiale est Wave et la densité est g(z) = clz — 271 15(2).

Observations (Y1,...,Yn)

Densité g (inconnue)

1
15
1
0.2 0.5
0 0
0 0.5 1 0 0.5 1
Fonction f Estimateur*
1 1
0.8 0.8 /
n I
06 0.6 \/\ [(\\ Y
A A A |
V \/ \
0.4 0.4 \/v\ / f\ A Al
N VY
0.2 0.2
0 0
0 0.5 1 0 0.5
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4.6. DEMONSTRATIONS

Dans les Figures (4.5), (4.6), (4.7) et (4.8), on constate le bon rendu visuel de 1’es-
timateur de seuillage dur data driven. Précisons que cette construction est simple a
implémenter et que les temps de calculs sont rapides.

En guise de perspective, il serait intéressant de comparer les performances numériques
de cet estimateur avec les estimateurs par polynomes locaux élaborés par Gaiffas
(2005) et ceux reposant sur une base d’ondelettes adaptée aux (X7, ..., X,,) développés
par Delouille et al. (2001) et Delouille et al. (2004).

4.6 Démonstrations

Les constantes c et C' ne dépendent ni de f, ni de n. Elles peuvent prendre des valeurs
différentes d’un terme a 'autre. On suppose que 'entier n est suffisamment grand.

4.6.1 Preuves des résultats de la Section 4.3

Preuve du Théoréme 4.3.1. Supposons que w € A,. En utilisant une inégalité
élémentaire de convexité, on a

EF(1f0" = £l < 27 EFULST = PLOOIE) + 1PE(F) = fIB) = C(@1 + Qa),

ot P/ (f):[0,1] — R est défini par

Pi (@) = ) aj 45 4(T(2)).

k=0

Analysons les majorations des termes Q1 et (Js.

— Majoration de (1. En décomposant f sur ¢ a partir du niveau j, et en utilisant
I'inégalité (4.5), on obtient

2Js —1 2Js —1

= E(ll Z oj, 1)k (T())IE) < C2P/2 Z (16, — @

P)w(l, k),

ot w(Iy) = [, w(t)dt. Par I'hypothese (D), il vient
Js

st_l 2]-5_1
> ER(A]  — o P yw(lj ) < CnPP Y w(Iy k) = Cn P,
k=0 k=0

D’ou
Q; < C'2JsP/2),—p/2 < On~@P,
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— Majoration de Q. L’inégalité de Minkowski et l'inclusion ByT(L) C Byl (L)
entrainent

27 -1

Qs < C(Z 23'/2(2 th’pw([j,k))l/p)p < C<Z Q—jS)p < C270s5P L Op~ 1P,
J=Js k=0 J=Js

Par conséquent

sup  Ef(|fi" = fIIf) < C@PPn72 4 2757) < O,
feBy (L)

avec a; = s/(2s + 1). Cela termine la preuve du Théoreme 4.3.1. O

4.6.2 Preuves des résultats de la Section 4.4

Preuve du Théoréme 4.4.1. Etudions séparément la preuve de la borne supérieure
et la preuve de la borne inférieure.

e Borne supérieure. L’objectif est d’appliquer le Théoreme 4.3.1. Montrons que 'hy-
pothése (D) est satisfaite. Considérons 'estimateur

1

Gk = i Gjo(H (t))u(t) Y (1),

Js,k
ol j, est un entier tel que 27 =< n/(2s+1)

Par le changement de variable y = H~'(¢), il vient

1
= all = [0, w(H @O V() ~ N7,
0
Par une inégalité gaussienne élémentaire, on obtient
E}(|dj.x — agul”) < O/,

On conclut en utilisant le Théoréeme 4.3.1.
e Borne inférieure. Soit m > p. L’objectif est d’appliquer le Théoreme 3.2.3.

— Hypothése (C1). Soit j3 un entier tel que
con/ @) < 98 < Ot/ 25D,

ou ¢y et Cp désignent deux constantes choisies a posteriori. Pour toute suite ¢ =
(5k)ke{0,...,213—1} S {07 1}2]37 on définit h: : [07 1] — R par

273 -1

hi(w) = L2 BN " (H(x)), (4.12)
k=0
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ou L, > 0 est une constante choisie a posteriori. Les coefficients d’ondelettes défor-
mées de h, valent

L2706+ 2, o gi j = s,

0, sinon,

5fk=/0 he(H ™ (2))j(x )dch{

On a donc 273(+1/2) (Zw Yp e mw (I L. W)Y™ = L,.. Comme w € A, C A, par un
choix convenable de L,, on a h? € B2(L).

Le Théoreme de Varshamov-Gilbert assure I'existence d’un sous-ensemble E; = {e©),
eis)} de {0,1}?"* et de deux constantes ¢ €]0, 1], a €]0, 1] telles que, pour tout
u# v, u,ve{0,..,T;} ona

293 -1

Z ’&?]E: — gk | > 278 et T;, = exp(a2’).

Grace a l'inégalité (4.5), pour tout u # v et w,v € {0, ..., T}, }, il vient

273 -1
R = Bl ll, > 2027t (N ™ (ef) — el P (I, 1)) P
k=0
273 -1
= 23 18" e L)
k=0

Il reste a prouver I'existence d’une constante ¢ > 0 telle que

273 -1

ST e = e w(L ) > c.
k=0

Si v =< 1 alors c¢’est une conséquence immeédiate du Théoreme de Varshamov-Gilbert.
Si v # 1 alors c’est une conséquence de la propriété du doubhng verlﬁee par w En
effet, pour tout u # v, u,v € Ej,, posons N, , = {k € {0, ... — 1}, )} et
observons que

293 -1

ST — e wl) = > w(liy).
k=0

kENy,v

Par définition de E;

s> 1l existe une constante ¢ €]0, 1] telle que

Card(N,.,) = c25.

Trois possibilités s’offrent a nous.
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CHAPITRE 4. ETUDE MINIMAX : BOULES DE BESOV PONDEREES

1. Il existe une constante ¢* €0, 1] et deux entiers a et b tels que

{zmw w(lj,x) = w((0,a279]) +w([(b+1)27%, 1)),

b —a| = c*2% — 1.

Par la propriété du doubling (4.3) et une inégalité élémentaire de convexité, il
existe une constante C' > 0 telle que

> w(lj,)

kENY,v

WV

w([0,a27%%]) + w([(b+ 1)2773,1])

> Cw([0,1])(Ja2 P + |1 — (b+1)275|7)
2 C|1 — (b — a)Q*J’S _ 2*j3‘1’ — C|1 . C*’p.

2. Il existe une constante ¢* €]0, 1] et deux entiers a et b tels que
{zkem,v w(lx) > w(la2 %, b+ 1)27]),
b —a| = c*2% — 1.
Par la propriété du doubling (4.3), il existe d'une constante C' > 0 telle que
Z w(ly ) = w([a27, (b+1)27753))
> CO275 4+ (b—a)27%F = O(c).

3. Les espaces entre les w(/l;) avec k € N,, sont petits. Dans ce cas, I'hypo-
theése du doubling nous permet de combler ces espaces. En effet, il existe une
constante C' > 0 telle que, pour tout entier [ € N* indépendant de j, on a

(k+1)277 (k+0)2—7 -1
w(Ljk) :/k , w(x)dx > c/ | cZw i)
1=0

277 k2=

Ainsi, pour tout u # v et u,v € {0,..., T}, }, on a

B2y = Bl llp > c27/227 50+ — 97ss — 9y,

Par conséquent, les fonctions h* ) vérifient I'hypothese (C1) avec m = exp(a2’) et
v X 2798,

— Hypothese (C2). Soit v # v, u,v € Ej,. Pour tout ¢t € [0,1], la propriété de
concentration (2.5) entraine

273 -1

o () = oo O < C2RETHD Y wiaa(HE)] < O/ = 027
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4.6. DEMONSTRATIONS

En utilisant la relation (3.8), on a

Ep. (log(A(®} PL ) = 27'n / W20 (8) — B () Po(t) 2

e(w) ( g(U)
1
< O23p2 st / o(t)2dt < Ceg ™2,
0
L’hypothese (C2) est vérifiée en prenant ¢y suffisamment grand.

En appliquant le Théoréeme 3.2.3 avec
v = 27 = T a; =s/(2s+1),
on prouve l'existence d’une constante ¢ > 0 telle que
Rup(B2H(L)) > e,

Cela termine la preuve du Théoréme 4.4.1. Une preuve alternative utilisant le Lemme
d’Assouad est consultable dans 'article de Chesneau (2005). [

Preuve du Théoréme 4.4.2. En tenant compte de la sous-section 4.3.2, il suffit de
montrer que les hypothéses analogues aux hypotheses (01) et (02) de la sous-section
2.4.2 sont satisfaites.

Par définition de I'estimateur 5 ’ et un changement de variables adapté, on a

B — k—nl/Q/ Vie(H@)v(t) dt ~ N(0,n71).

En utilisant des inégalités gaussiennes élémentaires, pour tout j € {ji,...,Ja} et
k€ {0,...,27 — 1}, il vient

AH H |2 -
E?(‘ ok T j,k| )< Cn’?,
et, pour p suffisamment grand,

P? <| A]{{k — > 27 v/ (logn/n) > Zexp( ;flogn) <Cn™P.

Cela termine la preuve du Théoréme 4.4.2. L]

Preuve du Théoréme 4.4.3. Etudions séparément la preuve de la borne supérieure
et la preuve de la borne inférieure.

e Borne supérieure. Soit m > p. Kerkyacharian et Picard (2005, Proposition 3) ont
montré que 'hypothese (D) est satisfaite avec I'estimateur

0 =n"") Yigir(G(X
=1
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CHAPITRE 4. ETUDE MINIMAX : BOULES DE BESOV PONDEREES

Pour 7 > p, le Théoréme 4.3.1 entraine I'existence d’une constante C' > 0 telle que
Rmp(B;’f(L)) < Cn~ NP, a; =s/(2s+1).

e Borne inférieure. Rappel : pour toutes fonctions h,, h; : [0,1] — IR telles que
hy, # hy et P << Pp, ona

Ey, (log(A(Py,, PF,))) = 21%/0 [ho(t) = ha(t) g (t)dt. (4.13)

En procédant de maniere identique a la preuve de la borne inférieure du Théoreme
4.4.1 avec g a la place de 1/v%, on montre I'existence d’une constante ¢ > 0 telle que

Rup(Be (L)) = en™ 7, o =s/(2s+1).

Cela termine la preuve du Théoreme 4.4.3. L]
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Chapitre

Seuillage par blocs

Dans ce chapitre, nous évaluons les performances de plusieurs estimateurs en onde-
lettes reposant sur le seuillage par blocs. Nous considérons les approches minimax et
maxiset sous le risque ILP. Tous nos résultats sont applicables a de nombreux modeéles
statistiques, y compris certains problémes inverses.
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CHAPITRE 5. SEUILLAGE PAR BLOCS

5.1 Introduction

MOTIVATIONS

Notre objectif est le suivant : a partir d’'un modeéle statistique général, on veut
construire des estimateurs adaptatifs minimisant autant que possible le risque L.
Pour ce faire, nous considérons le seuillage par blocs en ondelettes et tout particu-
lierement :

— Destimateur de seuillage global construit par Kerkyacharian et al. (1996),
— une version L de l'estimateur BlockShrink développé par Cai (1996).
L’intérét que nous portons a ces constructions est détaillé ci-apres.

Les notions d’optimalité, de vitesse minimax et de supériorité maxiset utilisées sont
sous-entendues "pour de nombreux modeéles statistiques'.

e Point de vue minimaz. Voici les motivations et les trois grandes questions aux-
quelles nous répondons :

L’estimateur de seuillage global est optimal sous le risque L” sur B; (L) avec
m > p pour de nombreux modeles statistiques. Voir, par exemple, les articles de
Kerkyacharian et al. (1996) et Pensky et Vidakovic (1998). Cependant, qu’en est-il
sip>m?

L’estimateur BlockShrink est optimal sous le risque L? sur BS (L) avec m > 2 et
presque optimal avec 1 < 7 < 2 pour de nombreux modeles statistiques. Voir, par
exemple, les articles de Cai (1996; 1997; 1999; 2002b) et Chicken (2003b). Cepen-
dant, peut-on étendre ce résultat sous le risque IL? avec p # 27

L’estimateur de seuillage dur est sous-optimal sous le risque L? sur B (L) avec
7 = 2 pour le modéle de régression a pas équidistants (1.2). Cela a été montré par
Cai (2002b, Theorem 1). Cependant, qu’en est-il si on se place sous le risque IL?
avec p # 2 et si on traite de modeéles statistiques plus complexes ?

e Point de vue maziset. Les estimateurs de seuillage par blocs ont été étudiés par
Cohen et al. (2000b) et Autin (2005).

Entre autre, Autin (2005) a montré que la version L? de I'estimateur BlockShrink
est meilleure au sens maxiset que 'estimateur de seuillage dur. Cela est obtenu
sous le risque de Besov ng avec p = 2 pour le modele de bruit blanc gaussien et

les vitesses w, € {n=°"/2 (log n)***n=2?/2} avec a €]0, 1[. Cependant :
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5.1. INTRODUCTION

— est-ce que I'estimateur BlockShrink considéré est strictement meilleur au sens
maxiset que l'estimateur de seuillage dur ?

— est-ce que cela peut-étre étendu sous le risque L pour un large panel de modeéles
statistiques ?

Nous apportons des réponses précises a ces questions. Précisons que le risque
IL? est plus naturel a utiliser que le risque B,?,p- De plus, si p > 2, pour tout

estimateur fn de f,on a
E3(1fo - £y ) < B3I - FI2).

En ce sens, le risque IL? est plus puissant que le risque Bg’p. En contrepartie, son
utilisation fait appel a des outils mathématiques pointus.

Un des problémes moteurs de nos applications concerne le modele de régression a pas
aléatoires (1.4). Quand la loi des pas est uniforme, Chicken (2003b) a montré I'op-
timalité de I’estimateur BlockShrink en utilisant I'approche minimax sous le risque
L2 sur des boules de Holder. Notre dernier objectif est d’étendre ce résultat sous le
risque IL? sur des boules de Besov quand la densité des pas est connue et bornée.

PRESENTATION

En premier lieu, nous encadrons le risque L? d'une large famille d’estimateurs de
seuillage par blocs sans aucune hypothese de régularité sur la fonction inconnue.
Elles sont obtenues en combinant certaines propriétés géométriques des bases d’on-
delettes en norme ILP avec un découpage adéquat. Il en découle plusieurs résultats
minimax et maxisets. Nous les décrivons ci-apres.

D’abord, nous déterminons les vitesses de convergence atteintes par ces estimateurs
sur By (L) avec m > p. Celles-ci sont minimax pour de nombreux modeles statis-
tiques. Nous complétons ce résultat en considérant la classe B} (L) avec p > 7 et
deux estimateurs de seuillage par blocs bien particuliers. Il s’agit de ’estimateur
de seuillage global et une version IL” de 'estimateur BlockShrink. Nous montrons
la sous-optimalité du premier et 'optimalité quasi-généralisée du second. Une étude
annexe concernant la sous-optimalité de 'estimateur de seuillage dur sous le risque
P sur B (L) avec m > p est faite. Grace a elle, nous concluons a la supériorité
minimax de l'estimateur BlockShrink considéré sur I'estimateur de seuillage dur.

Ensuite, nous isolons le maxiset associé a l'estimateur de seuillage global pour la
vitesse de convergence w, = n~°?/? avec a €]0, 1[. Ce résultat étend celui de Cohen
et al. (2000b, Theorem 5) obtenu sous le risque 2. Puis, nous prouvons que I'estima-
teur BlockShrink considéré est strictement meilleur au sens maxiset que 1’estimateur
de seuillage dur pour les vitesses w, € {n=?/2, (log n)***n=/2} avec o €]0,1].
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CHAPITRE 5. SEUILLAGE PAR BLOCS

Finalement, nous mettons en relief la souplesse de nos résultats en les appliquant
au modele de régression a pas aléatoires (1.5) et au modeéle de convolution en bruit
blanc gaussien. Ce dernier appartient a la famille des problemes de déconvolution.

5.2 Estimateurs et hypotheéeses

Dans les sections 5.2 a 5.6, on travaille avec une base d’ondelettes sur l'intervalle
[0, 1]. On suppose qu’elle vérifie la propriété d’inconditionnalité (2.3), la propriété de
Temlyakov (2.4) et la propriété élémentaire (2.6). On considére un modeéle général
a partir duquel on peut estimer les coefficients d’ondelettes o, et 3; associés a la
fonction inconnue f : [0,1] — IR. Les estimateurs correspondants sont notés &;, et

Bjk-

Avant de définir les principaux estimateurs de notre étude, expliquons le role des
facteurs ¢ et v apparaissant dans nos définitions, hypotheses et résultats. Le premier
représente une donnée provenant du modeéle statistique abordé. Il joue un réle crucial
dans I’étude de certains problemes inverses. La plupart du temps, il est réduit a zéro.
Le facteur v a une utilité purement technique. Dans notre étude, ces deux parametres
sont choisis indépendamment de la régularité supposée de f. Tous les estimateurs
utilisés dans ce chapitre son adaptatifs.

5.2.1 Estimateurs de seuillage par blocs

L’idée du seuillage par blocs a été introduite par Efroimovich (1985) dans le cadre
de I'analyse de Fourier. Elle a été adaptée au contexte de I’analyse en ondelettes par
Kerkyacharian et al. (1996). Les premiers estimateurs de seuillage par blocs localisés
ont été développés par Hall et al. (1998; 1999) et Cai (1996; 1997).

5.2.1.1 Construction générale

La construction générale des estimateurs de seuillage par blocs est décrite ci-dessous.

DEFINITION (ESTIMATEUR DE SEUILLAGE PAR BLOCS)
Soient p € [1,00[, u €]0,00[, § € [0,00[ et v €]0,(26 + 1)7]. Soient j; et j des
entiers tels que

21 = (logn)®2V et 22 =<pn”  (ou 272 < (n/logn)).
Pour tout j € {j1,...,J2}, on considére les ensembles
Bix={ke{0,..,27 —1}; (K-1);<k<Klj—1}, KEeA,,

ou l; est une suite croissante en j telle que l;, < (log n)(p/Q)V1 et

A= {1, .., 211},
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5.2. ESTIMATEURS ET HYPOTHESES

On a supp?sé que 2jlj’1 € IN* pour j € {j1,...,J2}. On définit l’estimateur de seuillage
par blocs f} :[0,1] — R par

2011

v)= > dgadna(m)+ > > Y Bj,kl{z;j,@uzajn—m}%k(x)a (5.1)
k=0

Jj=ij KG.AJ' k‘EBij

bik = (1" Y (Bl

kEBjYK

avec

A partir de celle-ci, on distingue l'estimateur de seuillage global introduit par Ker-
kyacharian et al. (1996) et une version IL” de Iestimateur BlockShrink développé par
Cai (1996). Le second étant une version localisée du premier.
DEFINITION (ESTIMATEUR DE SEUILLAGE GLOBAL)
On définit l’estimateur de seuillage global f;i :[0,1] — R par Uestimateur f; décrit
au (5.1) avec

l; =27

DEFINITION (ESTIMATEUR BLOCKSHRINK)
On définit l’estimateur BlockShrink sous-entendu "version ILP de la construction pro-

posée par Cai (1996)" f:[0,1] — R par Uestimateur f* décrit au (5.1) avec

l; =< (log n)(p/Q)

La premiere version IL? de 'estimateur BlockShrink est apparue dans D'article de
Picard et Tribouley (2000) dans le contexte des intervalles de confiance.

5.2.1.2 Estimateur de seuillage dur

Rappellons la définition de I'estimateur de seuillage dur. Notons la présence du fac-

teur ¢ dans I'expression du seuil.

DEFINITION (ESTIMATEUR DE SEUILLAGE DUR)

Soient § € [0,00[, v €]0, (20 + 1)7'] et u €]0,00[. Soient j; et jo des entiers tels que
=T et 272 = (n/logn)”.

On définit l’estimateur de seuillage dur sous-entendu "a seuil universel’ fh 0,1] —
R par

2911 j2 29-1
"z) = Z Ay kB k() + Z Z ﬂ],k {Iﬁ SPON ) }%k (5.2)
k=0 J=j1 k=0

Dans la suite, par souci de lisibilité, on adopte les notations

2= 2 D S D

KeA; keB; Kk

Sauf précision explicite, les notions d’optimalité, de vitesse minimax et de supériorité
maxiset seront sous-entendues "pour de nombreux modeéles statistiques'.
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5.2.2 Hypotheéses
Les hypotheses clés de 1’étude sont décrites ci-dessous.

HypoTHESE (F1)
Posons fj,—1x = &j, k- 1l existe une constante C > 0 telle que, pour tout j € {j; —
1,....jo}, k €{0,...,27 — 1} et n suffisamment grand, on a

E% (|35 — Biul?) < C2%9PpP,

HyPOTHESE (F2)
Il existe deuz constantes j1; > 0 et C' > 0 telles que, pour tout j € {ji, ..., J2}, K € A;
et n suffisamment grand, on a

PR((1; Z 1Bik — BialP)V? = 27129071 2) < Cn P
(K)

HypPOTHESE (F3)
Il eziste deuz constantes py > 0 et C > 0 telles que, pour j € {j1,....,752}, k €
{0, ..., 2 — 1} et n suffisamment grand, on a

PH(1Bj — Bikl =27 1227/ (logn/n)) < Cn ™.

Le facteur p € [1,00[ correspond a celui du risque LP considéré. Les hypothéses
(F1), (F2) et (F3) sont vérifiables pour de nombreux modéles statistiques. Plusieurs
applications sont traitées dans la Section 5.6.

5.3 Encadrement du risque

Dans cette section, nous encadrons le risque L” associé a l'estimateur de seuillage
par blocs f* défini par (5.1) sans aucune hypothese de régularité sur f.

5.3.1 Minoration

Le Théoreme 5.3.1 ci-dessous fournit une minoration du risque L” de l'estimateur de
seuillage par blocs f; défini par (5.1).

THEOREME 5.3.1

Soit p €]1,00[. Plagons nous dans le cadre statistique général décrit au début de la
Section 5.2. Supposons que les hypothéses (F1) et (F2) soient satisfaites. Considérons
l'estimateur de seuillage par blocs f,ij défini par (5.1) avec la constante de seuillage
= py. Alors il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout o €]0,1] et n
suffisamment grand, on a

Qi(f) + Qa(f) < CEN|fi — FIE) +ner/?),
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5.3. ENCADREMENT DU RISQUE

ol
TIETD9) D) DT TR ERRON
j=r K (K)
et |
00 27 -1
> 3 Gl
j=ja+1 k=0

La preuve utilise des techniques de calculs similaires a celles développées dans I'ar-
ticle de Kerkyacharian et Picard (2000, Theorem 5.1). Les propriétés géométriques
de la base d’ondelettes y jouent un réle déterminant.

L’intérét du Théoreme 5.3.1 est de fournir une minoration du risque dépendant de la
nature de f;. Cela est utile pour étudier la sous-optimalité de certains estimateurs
de seuillage par blocs ainsi que le maxiset associé.

REMARQUE : Dans le cadre du modele de bruit blanc gaussien, des résultats proches
du Théoréme 5.3.1 ont été établis sous le risque 2. Voir, par exemple, les articles de
Cai (2002b, Theorem 1) et Autin (2005, Theorem 3.1).

5.3.2 Majoration
Rappelons que la norme de Besov Bgyp est définie par

27—1 271

1f 1 = Z‘Osz’P—l—ZQJ p/2— ”Zlﬁmlp

Le Théoreme 5.3.2 ci-dessous fournit une majoration du risque L” de I'estimateur de
seuillage par blocs f défini par (5.1).

THEOREME 5.3.2

Soit p € [1,00[. Plagons nous dans le cadre statistique général décrit au début de la
Section 5.2. Supposons que les hypothéses (F'1) et (F2) soient satisfaites. Considérons
l’estimateur de seuillage par blocs f,;“ défini par (5.1) avec la constante de seuillage
p = pn. Alors il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout a €]0,1] et n
suffisamment grand, on a

EN(||f2 — FIP) < C(Qi(f) + Qalf) +n P72,
ol

Z 2~ mp” ZZZﬁjkl{b]K<2 Ly~ 1/225]2m+1}w_]k”u7

melN j=n K

avec u = BY | sip €]1,2] et u = p sip € [2,00[. Le terme Qy(f) est défini comme

dans le Théoreme 5.5.1.
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La preuve repose sur des outils mathématiques similaires a ceux utilisés dans I’article
de Kerkyacharian et Picard (2000, Theorem 5.2). La encore, les propriétés géomé-
triques de la base d’ondelettes vont étre déterminantes.

Les nouveautés du Théoreme 5.3.1 et 5.3.2 résident dans la considération du risque
IL? avec p > 1 et dans la souplesse concernant le modele statistique initial. Ils sont
le fer de lance de nos résultats minimax et maxisets a venir.

5.4 Reésultats minimax

L’objectif de cette section est

— d’évaluer les performances de plusieurs estimateurs de seuillage par blocs sous le
risque IL? sur B} (L),

— de faire une étude comparative entres ceux-ci et I'estimateur de seuillage dur.

5.4.1 Bornes supérieures

Cette sous-section est divisée en deux parties. La premiére partie est consacrée aux
bornes supérieures de I'estimateur de seuillage par blocs sous le risque IL” sur B; (L)
avec m > p. La seconde partie est consacrée aux bornes supérieures de ’estimateur de
seuillage global et I'estimateur BlockShrink sous le risque L” sur B; (L) avec p > 7.

5.4.1.1 Casouw=>=p

Le Théoreme 5.4.1 ci-dessous détermine la borne supérieure de 'estimateur de seuillage
par blocs fx défini par (5.1) sous le risque P sur B; (L) avec 7 > p.

THEOREME 5.4.1

Soit p € [1,00[. Plagons nous dans le cadre statistique général décrit au début de la
Section 5.2. Supposons que les hypothéses (F1) et (F2) soient satisfaites. Considérons
l'estimateur de seuillage par blocs f;; défini par (5.1) avec la constante de seuillage
= py. Alors il existe une constante C > 0 telle que, pour tout m € [p,<], s €
11/m—(1/2—=1/(2v) + 6) 4, N], r € [1,00] et n suffisamment grand, on a

sup  B5(|[f, = flp) < Cn7,
feBs (L)

ol oy = s/(2(s+0)+1).

La preuve est la conséquence du Théoreme 5.3.2.

La vitesse de convergence obtenue est optimale pour de nombreux modeles statis-
tiques.
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5.4. RESULTATS MINIMAX

REMARQUE : Bien entendu, le Théoréme 5.4.1 est applicable avec f* e {f9, f*}.
Il englobe ainsi une grande partie des résultats traitant de I'optimalité minimax de
I'estimateur BlockShrink et de I'estimateur de seuillage global sous le risque L2 sur
B; (L) avec m > 2. Voir, par exemple, les articles de Cai (1996; 1997; 1999; 2002b)
pour le modele de régression a pas équidistants et le modele de bruit blanc gaussien,
de Chicken (2003a) pour le modéle de régression & pas non équidistants, de Kerkya-
charian et al. (1996), Hall et al. (1999), Pensky (1999) et Cai et Chicken (2005) pour
le modele de densités, de Li et Xiao (2004) pour le modele de régression & mémoire
longue, de Pensky et Vidakovic (1998) pour le modéle de convolution de densités et
de Cai (2002a) pour certains problémes linéaires inverses.

Pour compléter ce résultat, les deux paragraphes suivants étudient les performances
minimax l'estimateur de seuillage global et I'estimateur BlockShrink sur B; (L) avec
p> .

5.4.1.2 Casoup>n

Estimateur de seuillage global

La Proposition 5.4.1 ci-dessous isole une borne inférieure de I'estimateur de seuillage
global sous le risque I.” sur B; (L) avec p > .

PROPOSITION 5.4.1

Soit p €]1,00[. Plagons nous dans le cadre statistique général décrit au début de la
Section 5.2. Supposons que les hypothéses (F1) et (F2) soient satisfaites. Considérons
[’estimateur de seuillage global f;{ défini par (5.1) avec l; = 27 et la constante de
seuillage p = py. Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout w € [1,p],
s€]l/m—(1/2—-1/(2v) +6)+, N]|, r € [1,00] et n suffisamment grand, on a

sup B ([[f7 = fII}) = en™,
feBs (1)

ovag=(s—1/m+1/p)/(2(s—1/7+1/p+J)+1).

La preuve de la Proposition 5.4.1 repose sur le Théoreme 5.3.1.

La vitesse de convergence déterminée dans la Proposition 5.4.1 est plus mauvaise
que les vitesses minimax généralement obtenues sur BZ (L) avec p > w. En effet,

pour n grand, on a ((logn)1{5<°}/n)(alAa2)p < Cn™®P ou a; = s/(2(s+06)+1) et
as=(s—1/m+1/p)/(2(s —1/m +0) + 1).

REMARQUE : A notre connaissance, ce résultat n’a pas d’antécédent. Dans le méme
esprit, Cai (2002b, Theorem 1) a montré que si 0 < s < 1 alors l'estimateur de
seuillage par blocs défini avec [; < (logn)*® est sous-optimal sous le risque L? sur des
boules de Holder pour le modeéle régression a pas équidistants.
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Estimateur BlockShrink

Le Théoréme 5.4.2 ci-dessous s’intéresse aux bornes supérieures de I’estimateur BlockSh-
rink sous le risque L sur B} (L) avec p > 7.

THEOREME 5.4.2

Soit p €]1,00[. Plagons nous dans le cadre statistique général décrit au début de la
Section 5.2. Supposons que les hypothéses (F1) et (F2) soient satisfaites. Considérons
Vestimateur BlockShrink f° défini par (5.1) avec I; < (logn)®/?V et la constante de
seutllage p = py. Alors il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout w € [1,p],
s€]l/m—(1/2—-1/(2v) + )+, N|, r € [1,00] et n suffisamment grand, on a

sup  ER(||fL — fI2) < Cn,
feBs (L)

(logn/n)™? si €>0,
Pn =
(log n/n)**" (log n)P~™/M+lie=0r 5 ¢ <0,

avec a1 = s/(2(s +90)+ 1), ap = (s —1/7+1/p)/(2(s — 1/ + ) + 1) et € =
s+ (0 +1/2)(m — p).

La preuve du Théoreme 5.4.2 découle du Théoreme 5.3.2.

L’estimateur BlockShrink atteint une vitesse de convergence généralement minimax
sur By (L) avec € < 0. La localisation et la taille des blocs sont les clés de cette
optimalité.

REMARQUE : La vitesse de convergence obtenue pour le cas p > m et € > 0 peut
étre améliorée. En considérant le risque L? et le modéle de régression a pas équi-
distants, Cai (1997, Theorem 3) a montré que lestimateur BlockShrink atteint la
vitesse ¢, = n=21(logn)** avec o, = (2/m —1)/(2s + 1).

A notre connaissance, les Théorémes 5.4.1 et 5.4.2 sont les premiers traitant des
performances de 'estimateur BlockShrink sous le risque IL” pour p # 2 et p > 1.

5.4.2 Comparaison minimax

L’objectif de cette sous-section est de comparer les performances minimax de trois
estimateurs adaptatifs en ondelettes. Il s’agit de I'estimateur BlockShrink, de I'esti-
mateur de seuillage global et de ’estimateur de seuillage dur.
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5.4.2.1 Sous-optimalité de I’estimateur de seuillage dur

La Proposition 5.4.2 ci-dessous prouve que la vitesse de convergence atteinte par
Pestimateur de seuillage dur sous les hypotheses (F1) et (F3) sur B} (L) avec ™ > p
ne peut pas étre améliorée. Pour plus de précisions, voir le Théoreme 2.4.1.

PROPOSITION 5.4.2

Soit p €]1,00[. Plagons nous dans le cadre statistique général décrit au début de la
Section 5.2. Supposons que les hypothéses (F1) et (F3) soient satisfaites. Considérons
l’estimateur de seuillage dur fﬁ défini par (5.2) avec la constante de seuillage pn = pi.
Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout m € [1,00], s €]1/m — (1/2 —
1/(2v)+6)4, N, r € [1,00], ms 4+ (0 + 1/2)(m — p) > 0 et n suffisamment grand, on
a

sup  Ef(Ify — fI15) > e(logn/n)™?,
feBs (L)

ot ag =s/(2(s+9)+1).

La preuve repose sur des outils mathématiques similaires a ceux utilisés dans les
articles de Picard et Kerkyacharian (2000, Theorem 5.2) et Cai (2002b, Theorem 1).

L’intérét de la Proposition 5.4.2 est de montrer les limites de 1’estimateur de seuillage
dur dans un contexte statistique treés large. Par la méme occasion, il justifie notre
intérét pour les estimateurs de seuillage par blocs.

REMARQUE : Lorsque le modele de régression a pas équidistants est considéré, Cai
(2002b, Theorem 1) a montré la Proposition 5.4.2 avec p = 2, § = 0, v = 1 et des
boules de Holder.

5.4.2.2 Supériorité de ’estimateur BlockShrink

On reprend le cadre statistique posé dans le Théoreme 5.4.1, la Proposition 5.4.1, le
Théoreme 5.4.2 et la Proposition 5.4.2.

e Sim>=pet f, e {f, 7} alors il existe une constante C' > 0 telle que

sup  E}([| fn — fIP) < Cn™®? < C(logn/n)™ < sup E(|[f} = fIP).
feB;s (L) feB;s (L)

e Sip>met f, € {f°, f"} alors il existe une constante C' > 0 telle que

S Bl = 1) < Clogn/m) " (logn) /e < e
€B;,

< sup ER(IAT = fIR)-
feBs (L)
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On observe que 'estimateur BlockShrink est meilleur au sens minimax que ’estima-
teur de seuillage dur et I'estimateur de seuillage global.

Remarquons que la vitesse atteinte par l'estimateur de seuillage global pour le cas
p > m est vraiment plus lente que celle atteinte par I'estimateur de seuillage dur. De
maniere générale, on peut conclure que 'estimateur de seuillage dur est meilleur au
sens minimax que 'estimateur de seuillage global.

TaB. 5.1 — Types d’optimalités généralement constatés pour les trois estimateurs
étudiés dans cette section.

Estimateurs B; (L)
T=Dp | p>mete>0 | e<0
Seuillage dur || Presque optimal* | Presque optimal* Optimal
Seuillage global Optimal Sous-optimal Sous-optimal
’ BlockShrink H Optimal \ Presque optimal \ Optimal ‘

Rappel : e = s+ (§ +271) (7 — p).

*Cet estimateur est ’exactement’ presque optimal.

5.5 Reésultats maxisets

Cette section est consacrée a I’étude maxiset de Uestimateur BlockShrink et de 1'es-
timateur de seuillage global sous le risque 7.

5.5.1 Maxisets

Le Théoreme 5.5.1 ci-dessous isole le maxiset associé a I’estimateur de seuillage global
sous le risque L? pour la vitesse w, = n~*?/? avec a €]0, 1].

THEOREME 5.5.1

Soit p € [2,00[. Plagons nous dans le cadre statistique général décrit au début de
la Section 5.2. Supposons que les hypothéses (F1), (F2) et (F3) soient satisfaites.
Considérons ['estimateur de seuillage global f;‘{ défini par (5.1) avec l; = 27 et la
constante de seuillage 1 = py. Alors, pour tout o €](1 —v(26 + 1)), 1[, on a

M(f2,p,n /%) = W;((1 — a)p,p).

Iei, Wi((1 — a)p, p) désigne lensemble des fonctions f de LP([0,1]) tel que

co 29—-1 291
sup uPy N Birl iy, cunssyVinlly < 00, b= (277 > 1Bk
“ j=1 k=0 k=0
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La preuve du Théoreme 5.5.1 repose sur I’encadrement déduit des Théoremes 5.3.1
et 5.3.2.

REMARQUE : Le Théoreme 5.5.1 est la version IL” d’un résultat montré par Cohen
et al. (2000b, Theorem 5).

5.5.2 Comparaison maxiset

Le maxiset associé a 'estimateur BlockShrink est difficile a exprimer a cause de la
présence de I'entier n dans la taille des blocs. Toutefois, grace aux Théorémes 5.3.1
et 5.3.2, nous sommes en mesure de le comparer avec d’autres.

Le Théoréme 5.5.2 compare le maxiset associé a 'estimateur BlockShrink et 1’esti-
mateur de seuillage dur pour la vitesse w, = n~*/2 avec a €]0, 1].

THEOREME 5.5.2

Soit p € [2,00[. Plagons nous dans le cadre statistique général décrit au début de
la Section 5.2. Supposons que les hypothéses (F1), (F2) et (F3) soient satisfaites.
Considérons

— lestimateur BlockShrink ff; défini par (5.1) avec la constante de seuillage j1 = pq,

— lestimateur de seuillage dur f,’f défini par (5.2) avec la constante de seuillage
M= H2.

Alors, pour tout a €](1 —v(20 + 1)), 1[, on a
M(f,pyn= %) € M(f7, p,n "),

Ainsi, lestimateur BlockShrink considéré est strictement meilleur au sens maxiset
que l’estimateur de seuillage dur.

La preuve repose sur des outils mathématiques similaires a ceux utilisés dans 'article
de Kerkyacharian et Picard (2000, Theorems 5.1 et 5.2). Pour montrer I'inclusion

stricte, nous considérons une fonction de M ( Aﬁ,p, n~°P/2) qui n’appartient pas a
M(fy,p,n= P72,

L’inclusion maxiset du Théoreme 5.5.2 est toujours valable si on prend une vitesse
de la forme w, = (logn/n)*"* avec a €0, 1.

REMARQUE : Le fait que I'estimateur BlockShrink est meilleur au sens maxiset que
I'estimateur de seuillage dur a été montré par Autin (2006, Proposition 4.2) sous le
risque ng avec p = 2 pour le modele de bruit blanc gaussien. Notre apport personnel
réside dans 'utilisation du risque IL?, la considération d’un modéle général incluant
certains problémes inverses et la démonstration de la supériorité maxiset stricte.
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5.6 Applications

Dans cette section, nous illustrons la souplesse de nos résultats en considérant le mo-
dele de bruit blanc gaussien, le modele de régression a pas aléatoires et le modeéle de
convolution en bruit blanc gaussien. Nos contributions concernent les deux derniers.

5.6.1 Bruit blanc gaussien

On travaille avec la base d’ondelettes ¢ décrite par (2.1).

5.6.1.1 Reésultat principal

Dans le cadre du modéle de bruit blanc gaussien (1.3), les éléments &, Bj,k, o, v,
p1 et po vérifiant les hypotheses (F1), (F2) et (F3) ont été exhibés par Picard et
Tribouley (2000).

LEMME 5.6.1 (P1CARD ET TRIBOULEY (2000))
Considérons le modéle de bruit blanc gaussien défini par (1.3). Les hypothéses (F'1),
(F2) et (F3) sont satisfaites avec

1 1
die= [ ou0dY@®, B [ sy
0 0
0=0,v=1 et pu, ps suffisamment grands.

Si on configure les estimateurs de seuillage par blocs avec les quantités définies dans la
Proposition 5.6.1 alors on peut appliquer tous les résultats des sections précédentes.

5.6.1.2 Reécapitulatif minimax concernant I’estimateur BlockShrink

Dans le cadre du modeéle de bruit blanc gaussien défini par (1.3), le Théoréme 5.6.1
synthétise les bornes supérieures de ’estimateur BlockShrink sous le risque P sur
des boules de Besov. C’est une conséquence des Théoremes 5.4.1 et 5.4.2.

THEOREME 5.6.1 (CONSEQUENCE DES THEOREMES 5.4.1 ET 5.4.2)
Soit p € [1,00[. Considérons le modéle de bruit blanc gaussien défini par (1.3).

Configurons Uestimateur BlockShrink f° défini par (5.1) avec l; < (logn)®/2V1 les
éléments décrits a la Proposition 5.6.1 et la constante de seuillage pn = py. Alors il
existe une constante C' > 0 telle que, pour tout ™ € [1,00] s €]1/m, N], r € [1,00] et
n suffisamment grand, on a

sup  EF(||f2 = fl7) < Cen,
feB; (L)

ou
— 1 .
n=?(log n)*“P e>m si €>0,

Pn =
(logn/n)*?® (log n) P ™/M+H=0r g €<,
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avec a; = s/(2s+1), an = (s = 1/7+1/p)/(2(s = 1/7) + 1) et e = s + 27w — p).
L’estimateur fﬁ est optimal, sauf pour le cas € > 0 avec p > 7.

REMARQUE : Le Théoreme 5.6.1 est une version L de deux résultats établis par Cai
(1997, Theorems 2 et 3).

5.6.2 Reégression a pas aléatoires

On travaille de nouveau avec la base d’ondelettes ¢ décrite par (2.1).

5.6.2.1 Reésultat principal

Dans le cadre du modeéle de régression a pas aléatoires défini par (3.6), le Théoreme

5.6.2 ci-dessous pose les conditions et les éléments &; g, Bm, 0, J2, p1 et po vérifiant
les hypotheses (F1), (F2) et (F3).

THEOREME 5.6.2
Considérons le modéle de régression a pas aléatoires défini par (3.6). Supposons que

g soit connue, bornée inférieurement et bornée supérieurement. Alors les hypothéses
(F1), (F2) et (F3) sont vérifiées avec

djp=n" ZYg Toin(Xi),  B=nT ZYg i (X5),

6 =0, jo tel que 272 < \/n/logn et 1, po suffisamment grands.

La principale difficulté réside dans la démonstration de 1'’hypothése (F2). Pour ce
faire, on utilise plusieurs techniques de grande déviation telles que I'inégalité de Ta-
lagrand (1994) et I'inégalité de Cirelson et al. (1976).

Si on configure les estimateurs de seuillage par blocs avec les quantités définies dans
le Théoreme 5.6.2 alors on peut appliquer tous les résultats des sections précédentes.

5.6.2.2 Récapitulatif minimax concernant I’estimateur BlockShrink

Dans le cadre du modele de régression a pas aléatoires défini par (3.6), le Théoreme
5.6.3 synthétise les bornes supérieures de I'estimateur BlockShrink sous le risque L”
sur des boules de Besov. C’est une conséquence des Théoremes 5.4.1 et 5.4.2.

THEOREME 5.6.3 (CONSEQUENCE DES THEOREMES 5.4.1 ET 5.4.2)
Soit p € [1,00[. Considérons le modéle de régression da pas aléatoires défini par (3.6).

Configurons Iestimateur BlockShrink f° défini par (5.1) avec I; < (logn)®/V! ) les
éléments décrits au Théoreme 5.6.2 et la constante de seuillage pn = 1. Alors il emste
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une constante C > 0 telle que, pour tout m € [1,00] s €]1/m +1/2,N], r € [1,00] et
n suffisamment grand, on a

sup  E}(|If2 = fI2) < Con,
feB; (L)

ol

o1plipsny
)

n=*P(logn) st €>0,

Pn =

(logn/n)*?® (log n) P ™/M+H=0r g ¢ <0,

avec a; = s/(2s+ 1), as = (s = 1/m+1/p)/(2(s = 1/7) + 1) et e = s + 27 (7 — p).
L’estimateur f}; est optimal, sauf pour le cas € > 0 avec p > 7.

REMARQUE : Le Théoréme 5.4.2 étend un résultat montré par Chicken (2003b,
Theorem 2). Ce dernier a été établi sous le risque L2 sur des boules de Holder pour
la densité g uniforme.

5.6.3 Convolution en bruit blanc gaussien

5.6.3.1 Description

MODELE (CONVOLUTION EN BRUIT BLANC GAUSSIEN)
On observe le processus continu {Y (t); t € [0,1]} défini par I’équation stochastique

dY (t) = (f % g)(t)dt + n~Y2dW (¢), (5.3)

ou f:[0,1] — IR est une fonction inconnue bornée supérieurement, g : [0,1] — IR est
une fonction connue telle que g € L'([0,1]) et {W(¢t); t € [0,1]} est un mouvement
Bmwnien standard. On suppose que [ et g sont périodiques sur [0,1]. On a posé

(f*9)( fo f(t —u)g(u)du.
L’objectif est de reconstruire f a partir des observations { fo t)dY (t), h € L*([0,1])}.

Le modele (5.3) a fait 'objet de nombreuses études. Citons Ermakov (1989), Donoho
et Low (1992), Koo (1993), Korostelev et Tsybakov (1993), Donoho (1995), Johnstone
(1999), Cavalier et Tsybakov (2002) et Johnstone et al. (2004).

5.6.3.2 Ondelettes de Meyer

Dans cette sous-section, on travaille avec une périodisation de la base d’ondelettes
de Meyer adaptée a l'intervalle [0, 1]. Elle est notée

(" = () = 0,0 27— 1 () = 7yoy00, K= 0,027 — 1,
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ou 7 désigne un entier suffisamment grand. La particularité de celle-ci est que les
transformées de Fourier associées aux fonctions ¢™ et ¢™ sont a support compact.
Pour plus de détails, voir 'ouvrage de Walter (1994).

De plus, (™ vérifie la propriété d’inconditionnalité pour la norme IL? ainsi que la
propriété de Temlyakov. Cette derniére a été mise en relief par Johnstone et al.
(2004). Pour finir, précisons que les boules de Besov s’expriment en fonction de (™
de la méme maniére que pour (.

5.6.3.3 Reésultat principal

Dans le cadre du modele de déconvolution défini par (5.3), le Théoréme 5.6.4 ci-
dessous pose les conditions et les éléments &y, Bj,k, 0, v, uy et po vérifiant les
hypotheses (F1), (F2) et (F3). Ils sont identiques a ceux considérés dans l'article de
Johnstone et al. (2004) dans le cadre du seuillage dur.

THEOREME 5.6.4
Considérons le modéle de convolution en bruit blanc gaussien défini par (5.3). Sup-
posons que g vérifie

Flg)() < 1]°, leZ, F(g)(0) < 1. (5.4)

Alors les hypothéses (F'1), (F2) et (F3) sont satisfaites avec

G =Y FX)OF (@O For)D),  Biw=>_ FO)OF(g) D) Fr)),

leC; leC;
= (1+20)"" et uy, po suffisamment grands. On a posé :
-G ={leZ FWR)1) #0} ={le€Z; |I| € [2r37'27,873727]},

— pour tout processus {R(t); t € [0,1]} vérifiant E(|R(t)|) < oo, on définit l'opéra-
teur F*(R) par F*(R)(l) = [, exp(—2inlt)dR(t).

La encore, la principale difficulté réside dans la démonstration de I'hypothese (F2).
Pour ce faire, on utilise I'inégalité de Cirelson et al. (1976).

REMARQUE : A titre d’exemple, la fonction g : [0, 1] —]0, co[ définie par
= exp(—|z +1)),
lez

vérifie 'hypothese (5.4) avec 0 = 2.

Si on configure les estimateurs de seuillage par blocs avec les quantités définies au
Théoréme 5.6.4 alors on peut appliquer tous les résultats des sections précédentes.
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5.6.3.4 Récapitulatif minimax concernant I’estimateur BlockShrink

Dans le cadre du modele de déconvolution (5.3), le Théoreme 5.6.5 synthétise les
bornes supérieures de l'estimateur BlockShrink sous le risque IL” sur des boules de
Besov. C’est une conséquence des Théoremes 5.4.1 et 5.4.2.

THEOREME 5.6.5 (CONSEQUENCE DES THEOREMES 5.4.1 ET 5.4.2)

Soit p € [1,00[. Considérons le modéle de déconvolution défini par (5.3). Configu-
rons Uestimateur BlockShrink f° défini par (5.1) avec l; < (logn)®/2VL es éléments
décrits au Théoréme 5.6.4 et la constante de seuillage p = py. Alors il existe une
constante C' > 0 telle que, pour tout m € [1,00] s €|1/m, N|, r € [1,00] et n suffi-
samment grand, on a

sup  E}(||f) — fIIE) < Con,
feBs (L)

— 1 .
n=?(log n)*“P r>m si €>0,

Pn =
(logn/n)*? (logn)P~™/M+he=0r g ¢ <0,

avec oy = $/(2(s+0) + 1), as = (s —1/m+1/p)/(2(s = 1/m+ ) + 1) et € =
s+ (0 +1/2) (7w — p).

L’estimateur ffL est optimal, sauf pour le cas € > 0 avec p > 7.

REMARQUE : L’estimateur BlockShrink a de meilleures performances minimax que
I'estimateur de seuillage dur développé par Johnstone et al. (2004).

5.6.4 Vers la pratique

Si on reprend pas a pas les preuves des Théoremes 5.4.1 et 5.4.2 alors on observe
que plus p est grand, plus la constante en facteur des vitesses de convergence ’est
aussi. Comme on travaille avec un n aussi grand que 1'on veut, cette constante est
négligeable par rapport aux vitesses de convergence. Cependant, en pratique, ’entier
n est fixé. La valeur de cette constante est donc a prendre en considération. Pour
optimiser les performances de nos estimateurs de seuillage par blocs, il est donc
préférable de prendre le plus petit p; possible.

5.6.4.1 Choix de la constante de seuillage

Plagons nous dans le cadre du modeéle de bruit blanc gaussien (1.3). Lorsque p = 2,
la constante de seuillage iy considérée par Cai (1996; 1997) est le plus petit réel p

vérifiant
blogn—1

lim P( sup Z |zi|* > plogn) = 0,

e be{lv---an(IOgn)il}i:(b—l)]ogn
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ou (21, ..., z,) sont des variables aléatoires i.i.d de loi A/(0,1). Comme

blogn—1

> |zl ~ xP(logn),

i=(b—1)logn

ot x%(logn) désigne la loi du khi-deux a logn degré de liberté, il est possible d’avoir
une évaluation précise de celle-ci. Elle est solution de I'équation x — log(z) = 3, d’ou
la valeur py = 4,50524.... C’est avec cette constante que l'estimateur BlockShrink
définit avec p = 2 donne les meilleurs résultats numériques et visuels.

La question suivante s’est posée a nous : quelle est I'influence du facteur p dans les
performances numériques et visuelles de la version IL” de 'estimateur BlockShrink ?

A ce jour, il est difficile d’apporter une réponse définitive. En effet, pour p > 2, nous
n’avons pas encore les outils mathématiques pour isoler le plus petit p > 0 vérifiant

b(logn)P/2—1
lim P( sup Z ;P > p(log n)?/?) = 0.

n—oo —
be{0,...,n(log n) ~*/?} i=(b—1)(log n)?/?

D’un point de vue théorique, la constante de seuillage idéale est la plus petite valeur
réelle p indépendante de f telle que, pour tout j € {ji,....J2} et K € A;, on a

T PR Y B — Bl > 271 pu2n=Y2) = 0.
(K)

REMARQUE : Lorsque p = 2, il existe des estimateurs en ondelettes de type seuillage
par blocs ayant de meilleures performances numériques et visuelles que ’estimateur
BlockShrink. Il y a notamment ’estimateur NeighBlock et 'estimateur NeighCo-
eff développés par Cai et Silverman (2001), lesquels sont des versions ondelettes de
I’estimateur de Stein par blocs. Du point de vue théorique, ce dernier possede d’excel-
lentes propriétés minimax, aussi bien au niveau des vitesses de convergence que des
constantes qui les factorisent. Pour une étude compléte, voir les articles de Cavalier
et Tsybakov (2001) ainsi que le livre de Tsybakov (2004).

5.6.4.2 Simulations

Ci-dessous, deux simulations graphiques comparant le rendu visuel de 'estimateur
de seuillage global et de l'estimateur BlockShrink par rapport a l'estimateur de
seuillage dur. Nous avons considéré le modéle de régression a pas équidistant (1.2),
Y; = f(i/n)+0, 042;. Nous avons pris la base Symlet[8], p = 2, n = 2!, = 0,04,/4,5
et les estimateurs empiriques des coefficients.
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F1G. 5.1 — Simulation comparant le rendu graphique de 'estimateur de seuillage glo-
bal et de I'estimateur de seuillage dur dans la reconstruction d’une fonction bruitée.

Fonction f (Y1 """ Yn) Seuillage global Seuillage dur

4 6 4 4
2 2 2
0 0

0
-2 -2

-2
-4 -4
-4 -6 -6
-6 -8 -8 -8

0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

Fic. 5.2 — Simulation comparant le rendu visuel de l'estimateur BlockShrink et de
I'estimateur de seuillage dur dans la reconstruction d’une fonction bruitée.

Fonction f (Yl""’Yn) Seuillage BlockShrink Seuillage dur
6 8 6 6
5
4 4
4
3 2 2
2
0 0
1
0 -2 -2
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

Ces figures sont représentatives de ce que l'on observe généralement en pratique :
I'estimateur de seuillage dur a un meilleur rendu visuel que 'estimateur de seuillage
global et l'estimateur BlockShrink a un meilleur rendu visuel que l'estimateur de
seuillage dur.
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5.7 Démonstrations

Les constantes ¢ et C' ne dépendent ni de f, ni de n. Elles peuvent prendre des valeurs
différentes d’un terme a 'autre. On suppose que n est suffisamment grand.

5.7.1 Preuves des résultats de la Section 5.3

Preuve du Théoréme 5.3.1. Décomposons la fonction f sur ¢ a partir du niveau
J1. La propriété d’inconditionnalité (2.3) implique

EF (/7 = fII7)
> ]En (II( ZZZ|BJ kl{b K228 pn=1/2E ﬁ]7k| |¢Jk|

j=n K (K
00 27 -1
+ Y D 1B
j=j2+1 k=0
> C(ThVvT), (5.5)
ol
= E5(|I( ZZZ 1831, comspam-sray i) 2)
j=jh K
et v
co 27-—-1
=110 D 1Bl IR,
j=j2+1 k=0

o Magjoration de Qo(f). La propriété d’inconditionnalité (2.3) et 'inégalité (5.5)
entrainent

co  20-1

Yo > Bituelly < CTz < CER(If — fIB). (5.6)

j=j2+1 k=0

o Magjoration de Qi(f). En appliquant I'inégalité de Minkowski et une inégalité
élémentaire de convexité, on obtient

- HZZZBJ’“ {bj, k<2972 Ly 1/2}¢1k||p 3P 1(VV1 + Wy + W3), (5.7)

j=7 K (K)
ou
Jji—1
Wl - ” Z ZZﬁj,k {b <2002 1#1n—1/2}¢3ka,
j=7 K
Wy = || ZZZﬁ], {b]K<2632 Lyin— 1/2}¢] k”
j=i1 K (K)
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et
W3 - ” Z ZZQJ, {b <2092 1M1n—1/2}¢] kH
Jj=jo+1 K

Etudions les majorations de Wy W2 et Ws.

e Majoration de Wy. En utilisant I'inégalité de Minkowski, une propriété élémentaire
de la base d’ondelettes en norme L? (2.6), le fait que Card(A;) = 271" et a €]0, 1],
il vient

Jji—1

T 315 95 o O PR
=T K (K)
Jji—1 '
< C(Z 2](1/2—1/p)(2 Z 165 pl{bjy@ém_lmnim})1/p)p
Jj=T K (K)
Ji—1
i(1/2—1/p) 71
= C(Z 0i(1/2 1/p)lj/1’(z 1{bJK\2512 o 1/2}) 1pyp
Jj=T
Jji—1
< CnPR() 0T O rPgn ORI O morl?, (5.8)
Jj=T

o Majoration de Ws. L’inégalité de Minkowski et une inégalité élémentaire de convexité
entrainent

Wy < 2p_1(W2,1 + Was),

ou

Wa = E3(|| Zzzﬁﬂk {bj k<2092~ 1mn—1/2} {b; K<25Ju1n—1/2}¢3’“”p)

j=n K (K

et

J2
Woo = Ej(| Z Z Z 6j’k1{bj,K<25j2‘1u1n’1/2}1{Bj,K>2‘st1n*1/2}wj»k p)-
j=ii K (K)
— Magoration de W ;. La propriété d’inconditionnalité (2.3) et l'inégalité (5.5) en-
trainent

b k<20 puyin—1/2 ‘w]’7k‘2>1/2 Hg)
L, ¥

War < CER(II( ZZZWJ,

j=n K
= Cl\CmWh—ﬂ@-

— Majoration de W5 5. En vertu de I'inégalité de Minkowski /,,, on a

1{bj7K<26j2_1;u1n71/2}1{81'71(226].#1”/71/2} < 1{‘BLK*bj,K‘226].2_1M1n71/2}

< - 5 . .

S L0 s o 1Ba 84l /320921 pyn1/2)
(5.9)
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Etudions séparément le cas ot 1 < p < 2 et le cas ot p > 2.

— Si1 < p < 2. En utilisant la propriété d’inconditionnalité (2.3), I'inégalité de
Jensen, 'inégalité (5.9), I'hypothese (F2) et de nouveau (2.3), il vient

Ws

J2
< CE}L(H (Z Z Z |ﬁj7k|21{bj,K<25]'2_1,u1n71/2}1{{)]"1(225.7'”17171/2} |¢j,k|2)1/2||£)

j=i1 K (K)

< CH ZZZW]k’ZEf 1{1)] K <2092= L pyn— 1/2} {b K> chjmn—l/z})|2/}j,k|2)1/2||£

j=ih K

< Clie ZZZWPP’”‘ “Z\m—mrpﬂ/p>2% s ) a2 2
Jj=i1 K (K)

oo 21—-1

< OnPPNQ D 1Bl leial) 2 IE < Cllf g2 < On—oP2,

=7 k=0
— Si p > 2. Par la propriété d’inconditionnalité (2.3), I'inégalité de Minkowski géné-
ralisée, I'inégalité (5.9), ’hypotheése (F2) et de nouveau (2.3), il vient

W

< CE(I( ZZZIM D2zt 2} Lo, w12y 034 1)

j=n K (K

g CH ZZZlﬁj k‘2]En 1{bJK<26]2 1#1"71/2} {b] K/Q‘;J,uln*lﬂ}) /p’w k’ )1/2H§

j=n K

< CH ZZZWJHQ]PW l IZW]k_ k|P)1/P>25J2 L n—1/2)2/p|¢] | )1/2”p
Jj=j1 K (K)

oo 29—1

< Cn IO 1B Plisl ) PR < ClL P < Cnovl?,

=7 k=0
En mettant les majorations de Wy ; et W55 ensemble, pour tout p > 1, on a
Wy < Cn=oP/2, (5.10)
e Majoration de W3. La propriété d’inconditionnalité (2.3) entraine

oo  21-1

SO D0 D Bistiellh < CTy < CER(|1 fr: — FIB). (5.11)

Jj=j2+1 k=0

En mettant (5.7), (5.8), (5.10) et (5.11) bout & bout, pour tout p > 1, on obtient
Q(f) < CEF(Ify = fIIp) +n77/?).
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On en déduit I'existence d’une constante C' > 0 telle que

Qu(f) + Qo) < CEF(I 5 = fIB) +n~°"7).
Cela acheve la preuve du Théoreme 5.3.1. L]
Preuve du Théoréme 5.3.2. On suppose que p > 1. Lorsque p = 1, le résultat

souhaité s’obtient sans propriété particuliere concernant la géométrie des bases d’on-
delettes.

Décomposons la fonction f sur ¢ a partir du niveau de résolution j;. En combinant
I'inégalité de Minkowski avec une inégalité élémentaire de convexité, on a

EF([|f; — fIIF) < 477(Gr + Ga + G + Qa(f)), (5.12)
ou
291 —1
]En H Z a]h — Qi k ¢]17k|l )
Gy = En (Il ZZZﬂjk {bj k<29 pn— 1/2}¢J,k|’p)
Jj=i1 K (K)
et
GS En || ZZZ ﬂ]k Bjk {b K/263M1n_1/2}¢]’k|| )
j=ih K (K

Analysons les majorations des termes G, G et Gfs.

e Majoration de GGy. Il découle de une propriété élémentaire de la base d’ondelettes
en norme L (2.6) et de I'hypothese (F1) que

2011

Gy < CPOPD N TRy, k — ay kfP) < OO/

< Cn*p/z(log n)((p/2)\/1)(5+1/2)p < Cn~?/?, (5.13)

e Majoration de GG5. En vertu de I'inégalité de Minkowski et d’une inégalité élémen-
taire de convexité, on a

Gs < 2p_1(G2,1 + G2),
ou
G21 _Ef H ZZZﬁjk {b K<26JM1n 1/2} {bJK\225]N1n 1/2}¢]k” )
j=in K (K)
et

G22 _Ef || ZZZﬂjk {b <203 pyin— 1/2} {b >2200 pyn— 1/2}¢]k” )

Jj=n K (K)
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— Majoration de Ga ;. Etudions séparément le cas oi 1 < p < 2 et le cas ot p > 2.

— 571 < p < 2. Par la propriété d’'inconditionnalité (2.3) et une inégalité de norme
lp, il vient

GQ,I < OH ZZZﬁjk {bJK\QZ‘SJHln 1/2}¢],
Jj=n K
< I ZZZW PN o SR
Jj=i K
< CZ ZZ ‘ﬁj k:| {bj K\2257#1n_1/2}2j(p/2_1)
Jj=n K
- CH ZZZBJ’C {bJK<2251p,1n—1/2}77Z)]7 CQT(f)
j=n K (K)

— Sip > 2. Par la propriété d’inconditionnalité (2.3), il vient

G2 1 X CH Z ZZﬁjk {bJK\QQJJ/“n 1/2}77Z)J k” CQT(f)

j=ji1 K (K)
— Majoration de Goo. Remarquons que l'inégalité de Minkowski [, implique

S 1{Iéj,K—bj,K|>25ju1n‘1/2}

L1 5 ) 1k 412 228 172}
(5.14)

1{bj,K>226ju1n_1/2} 1{l;j,K<25j;L1TL_1/2}

<
Distinguons le cas ou 1 < p < 2 et le cas ou p > 2.
— Si 1 < p < 2. Par la propriété d’inconditionnalité (2.3), I'inégalité de Jensen,

I'inégalité (5.14), une inégalité de norme [, 'hypothese (F2) et de nouveau (2.3), on
a

G272 < C]En || ZZZ|BJ}C| {b K>225]#1n_1/2} {b K<257#1n_1/2}|w]k| )1/2||P)

J=n K (K)

J2
< NS D Y Bk PEF (L ot 12 Lo, i) i) 21

j=j1 K (K)
< O ZZZI@,kfﬂw ({55 1Z|ﬂjk—mlp )P = 2% 2 s P) 2
j=n K
oo 29—-1
< OnPPIO 0D 1Bl PIE < ClLfIEn T < Cnor,
j=7 k=0
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— Sip > 2. En utilisant la propriété d’inconditionnalité (2.3), I'inégalité de Min-
kowski généralisée, I'inégalité (5.14), 'hypothese (F2) et de nouveau (2.3), on trouve

G2’2 < CE” || ZZZ|BJ}C| {bJ K>2253H1n_1/2} {b K<2‘”u1n—1/2}|77/}Jk| )I/QHZ))

j=n K (K)

‘I ZZZW'Q@ (L uy o iy s 02y P52

JJ1K(

C( ZZZ\MQP” (17 12!%—

j=n K

N

N

PP > P I

co 29—-1

Cn PPN D 1Bl 2l < ClLf L=’ < On—o?2,

j=7 k=0

N

Il découle des majorations obtenues que
C(Q;(f) +nor/?). (5.15)

e Majoration de G3. L’inégalité de Cauchy-Schwartz combinée avec les hypotheses

(F1) et (F2) donne

E?(ij - @vk|p1{5j,K>25ju1n*1/2}1{b.7',1<<25.72—1u1n‘1/2})
E3(185k — Bixl)PPH D 1Bjk — Bial?) P = 2927 pyn %)V
(K)
< < C2%rp (5.16)
Par 'inégalité de Minkowski avec une inégalité de norme [, il vient
Gs < 2771 (Gs1 + Gsp),
ou
G31 = Ef H Z ZZ 5]]6 ﬁjk {bj K>20 pyn~ 1/2} {b <2021 yin— 1/2}¢jk” )
j=ih K (K
et
Gao = Ei(| ZZZ ﬁ]» = B {b) Kk >2% pan~ l/2} {bj,x>2%92"1 pan~ 1/2}%’6” )-
j=i K

— Majoration de Gs ;. Distinguons le cas ou 1 < p < 2 et le cas ou p > 2.
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— 811 < p < 2. Par la propriété d’inconditionnalité (2.3), une inégalité de norme ,,,
I'inégalité (5.16) et le fait que v €]0, (25 + 1)7!], on a

Gs1
J2 .
< CE?(H(Z Z Z |5j,k: - ﬁj,k|21{13j,K>25jmn71/2}1{bj,K<25.7‘2—1mn—1/2} |¢j,k|2)1/2”g>
J=i K (K)
S CZZZE” WJ’ 6j7k|p1{l;j,K>2‘sju1n_1/2}1{bj,K<25j2—1u1n*1/2})“wjvkuz
j=n K (K)
J2 29-1
< On™? Z Z 25JP||¢] ||p —Cn°P Z 2i(0+1/2)p < (O ~P0i2(6+1/2)p
j=7 k=0 Jj=T

< Cn—pnup(§+l/2) < C«n—ap/Z'

— Si p > 2. Par la propriété d’inconditionnalité (2.3), I'inégalité de Minskowski gé-
néralisée, I'inégalité (5.9), la propriété de Temlyakov (2.4) et des inégalités similaires
au cas 1 < p < 2 il vient

G

< C]En H ZZZ|BJ!€ j7k|21{13j,K>25ju1n*1/2}1{bj7K<25j2‘1“1”71/2}Wj’k|2)1/2”£>
j=j1 K

< ZZZE” B = Bial"Lis, vy Lo, <o) a2

Jj=j1 K

Jo 29-1 jo 29-1

< O[O0 2P < Oy TN T2 || < OO/
Jj=7 k=0 j=1 k=0

— Majoration de Gs . Etudions séparément le cas ou 1 < p < 2 et le cas ot p > 2.

— 8i 1 < p < 2. En utilisant la propriété d’inconditionnalité (2.3), une inégalité de
norme [, et 'hypothese (F1), on trouve

G372 < CEn H ZZZ|BJ1€ ﬁjk| {b K>22002=1puin— 1/2}|1/}]k| )1/2”]))

j=jih K (K
S CZZZEf ’ﬁj’k_ﬁjk| >1{b]K/26J2 Lygn~ I/Q}HkaH
Jj=i1 K (K)
< OS2l = G
j=ih K (K

Par un découpage adéquat et 'inégalité de Markov, on a
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J2
x o -p/2 E E E jp] 9i(p/2—1)
32 — N 1{2—1u1n*1/226j2m<bj,K<2512—1u1n*1/22m+1}2 l92

meN j=j1 K

J2
CY 2™ YD bk Ly, cosintn-rzgminy 52 P

<
meN j:j1 K

= C) 7 mPHZZZm (13 <22ty Villg | = CQI(F).
meIN j=j K

— Sip > 2. En utilisant la propriété d’inconditionnalité (2.3), I'inégalité de Min-
kowski généralisée et '’hypothese (F1), on obtient

G3,2 < CEn H ZZZ|ﬁjk ﬁ]’ {bj K/Q(S]Q 1,1117"0 1/2}‘”%,1@‘ )1/2H£)
j=j K
< CH ZZZE" |ﬁ]k —ﬂj, ) pl{bj’K>2aj271pjm—1/2}’¢j,k|2)1/2"g
Jj=i1 K
< On” p/2|| Zzzl{bg K 22002- 1u1n—1/2}225]|¢1k| )1/2||p - OG
j=ji1 K (K)

Par la propriété de Temlyakov (2.4), des techniques de majoration identiques au cas
ol 1 < p < 2 et Pinclusion B) , C IL?, on trouve

Gia < Cn ””ZZZ ) e LT

j=n K
< C Z 2= mp” ZZZﬂg,k {b <2052 1um—1/22m+1}¢j k”Bo
meN j=jn K
< C Z ped| ZZZﬁ],k {b; xc<2vin- 1#m_1/22m+1}77/13k|| = COi(f).
meN j=n K (K)

(5.17)
Pour tout p > 1, les majorations obtenues impliquent
C(Qi(f) +n=P?), (5.18)
En mettant les inégalités (5.12), (5.13), (5.15) et (5.18) ensemble, on a

EN(If: — FIE) < C(Qi(f) + Qalf) +nP?),
La preuve du Théoreme 5.3.2 est complete. ]
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5.7.2 Preuves des résultats de la Section 5.4

Preuve du Théoréme 5.4.1. Soit 7 > p. On va uniquement traiter le cas ou p > 2.
Le cas ou 1 < p < 2 se prouvant exactement de la méme fagon.

Par le Théoréme 5.3.2, il suffit de montrer que pour tout f € B; (L) il existe une
constante C' > 0 vérifiant

Qi(f) v Qa2(f) < O™, ar = s5/(2(s+0) +1).

o Magjoration de Qi(f). Pour tout m € IN, considérons un entier js tel que

93— 9=m/(2s) 1/(2s+6)+1)

Par l'inégalité de Minkowski, une inégalité ¢lémentaire de convexité et la propriété
d’inconditionnalité (2.3), il vient

Z 2 mp” Z Z ZBJ k {bj K <p128i2mp— 1/2}¢J ka pil(sl + 52)7

meN j=ji1 K
ou
SPILAD33p DL NI
meIN j=1 K
et _
co 27-—-1
Sp=> 27 3> Biaixllh.
melN Jj=j3+1 k=0

Etudions les majorations de S et Ss.

— Majoration de Sy. Si bj g < ,u125j2mn*1/2 alors on a

(Z ’ﬁj,k’p)l/p < Mln—l/22m25jl]1'/p'
(K)

Par l'inégalité de Minkowski et une propriété élémentaire de la base d’ondelettes en
norme LP (2.6), il vient

S O 2 22“”2 R B e

meN

< CO'n~P/2 Z (Z 2j(1/2—1/p)(Card(Aj)Qéjplj)l/p)p

meN j=1
< C'n~P/2 Z 943(0+1/2)p < C'n 5P/ (2(s+6)+1) Z 9—mp(1+26)/(4s) < On~P,
meIN meIN
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— Magjoration de Sy. En utilisant I'inégalité Minkowski, une propriété élémentaire
de la base d’ondelettes en norme I (2.6) et I'inclusion B; (L) € By (L), on trouve

271 o)

S, < CZQmP Z231/21/p)z‘ﬁk|pl/pp<022mp Zijs)p
melN Jj=js+1 melN Jj=Jjs+1
< C Z 9~mpQ—issp < (i sP/ (2As+0)+1) Z 9~mp/2 < Cipoap,
meIN meIN

Les majorations précédentes justifient I'existence d’une constante C' > 0 telle que
Qi(f) < Cn~™P. (5.19)

e Majoration de Qs(f). Par I'inégalité de Minkowski, une propriété élémentaire de
la base d’ondelettes en norme P (2.6), I'inclusion B} (L) € B; (L) et le fait que
s>1/m—0—-1/24+1/(2v), on a

271
Qs(f) Z 21 (1/2=1/p)( Z 16;.x[7) Yy < O Z 27N L O
J=j2+l J=je+1
< C(logn/n)"" < C’n_a”’. (5.20)

En combinant les inégalités (5.19) et (5.20) et en prenant o = 2«4, le Théoréme 5.3.2
nous permet de conclure. O]

Preuve de la Proposition 5.4.1. Soit p > 7. L’objectif est d’appliquer le Théoréme
5.3.1. Soit j3 un entier tel que

con !/ CE=1/mUp)+1) < gis o Ol @a=1/a+1/p+o)+1)

ou ¢y > 0et Cy > 0 sont deux constantes choisies a posteriori. Considérons la fonction
f« :]0,1] — IR définie par

f*(x) — L*g—j3(s—1/rr+1/2)%3’@(@’

ou L, > 0 est une constante choisie a posteriori et g est un entier fixé dans {0, ..., 273 —
1}. Les coefficients d’ondelettes de f, valent

1 _J _ . . .
L2 Ja(s—1/m+1/2) - t k=
Bix = / f*<x>¢j,k<m>dx={ ST ¢
0

0 sinon.

Par conséquent, on a 27(+1/2)(2753|3,  |")I/™ = [ Par un choix convenable de L.,
on a donc f, € B} .(L).

Pour a €]0, 1[, le Théoréme 5.3.1 entraine

Qi(f.) < C(ERN||f2 — follB) +noP/2), (5.21)

112



5.7. DEMONSTRATIONS

ou

Ql(f*) = ||ﬁj3,91{bj3<26j32—1u1n*1/2}¢j379’|5'
Par définition de j3, en prenant ¢y suffisamment grand, on a
b, = (2—j3|ﬁj37g‘p)l/p — [, 27 Js(s=1/mH1/pH1/2) L*Ca(sfl/”“/l’ﬂ/?”)25]'3

< 2 Lm0,

Une propriété élémentaire de la base d’ondelettes en norme P (2.6) entraine
Qi(fe) = Lpg—j3(s—1/7r+1/2)pH%ng > 9~ I3(s=1/m+1/2)poisp/2=1 _ g—js(s—1/m+1/p)p

2 CCVO_(5_1/7r“l‘1/17)17,,,2/—043127 (522)

ou
az=(s—1/m+1/p)/(2(s —1/m+1/p+ ) + 1).

En mettant les inégalités (5.21) et (5.22) ensemble et en prenant a €]2as, 1], on
prouve l'existence d'une constante ¢ > 0 telle que

e sup BRI ) =B (12— B > e
feBs (L)

Cela termine la preuve de la Proposition 5.4.1. 0

Preuve du Théoréeme 5.4.2. Soit p > 2. Par le Théoréme 5.3.2, il suffit de montrer
que pour tout f € By (L) il existe une constante C' > 0 vérifiant

C (logn/n)™? si e>0 et p>m,
QI(f)V Qa(f) <
C (logn/n)*** (logn) P~ ™/M+He=0r  gi ¢ <0,

avec a1 = s/(2(s +0)+ 1), aa = (s = 1/m+ 1/p)/(2(s — 1/m + ) + 1) et € =
s+ (0 +1/2)(m — p).

e Majoration de Qi(f). Considérons j, un entier défini par

2-m/(25) (p flog n)/ BT si e>0 et p>m,
201 =

277/(29) (n [log n)l/@(sfl/ﬂ%)“) , si e<O.
L’inégalité de Minkowski et une inégalité élémentaire de convexité entrainent :
Qi(f) 2Ty + T),

ou

Ja
= Z 27| Z Z Zﬁj,k1{bj,Kg;“Qéijn*l/?}wjukHg

meIN j=7 K (K)
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et

T, = Z | Z ZZﬂj,k [y <253 2mn- 1/2}¢ng

meIN j=ja+1 K

Distinguons le cas ou € > 0 avec p > 7 et le cas ot € < 0.
e Sie>0 avecp > .

— Magoration de Ty. Si bj e < 1112%72™n =2 alors on a

181l < pn~V22m 20 /P
(1)

L’inégalité Minkowski et une propriété élémentaire de la base d’ondelettes en norme
L? (2.6) entrainent

o< oY 2 Zzﬂl/? 1) ZZ 1B, e cprosizmn-ray) P
meIN Jj=T
< C Z n_p/2 223 1/2-1/p) C’ard(Aj)dep(logn)p/Q)l/p)p
meN
< COnP? Z (Z 2]'(1/2+5))p < COnP/? Z 974(1/2+8)p
meN j=1 meIN
< C (lOg n/n)sp/(2(3+5)+l) Z 2—mp(1+25)/(45) <C (log n/n)cnp

meIN

— Magjoration de T;. Puisque [; < (log n)p/z, pour tout k dans Bjk il existe une
constante C' > 0 vérifiant

{bix < ]2 229} C (|84 < Ozt 29 logn/m}.  (5.23)

114



5.7. DEMONSTRATIONS

L’inclusion B; (L) C Bi ™Y (L) et le fait que € > 0 avec p > 7 entrainent

J2
o< C) 2y 2R Y 1B, i) )

melN j=ja+1 % (K
21
< C(logn) P 2plm—p)/2 Z 27 mm( Z 01(1/2-1/p) 983 (p=m)/p) Z 1B, 4[7) VY
melN j=ja+1 —
J2
< C(logn)(piﬂ)mn(”_p)/z Z 2 ( Z 9-ie/pyp
melN j=ja+1
< C(lOg n)(piﬂ)/2n(ﬂ'_l7)/2 Z 2—m7r2—j45
melN
< C(log n)(p_“)/2n(ﬂfp)/2 (log n/n)e/ 2(s+6)+1) Z o—mm/2+m(20+1) (r—p)/ (4s)

meN

< C(logn/n)™?.

e Sie<O.

— Majoration de T7. On procéde de maniere identique a la majoration du teme 75
pour le cas € > 0. Puisque € < 0, il vient

Ja
Ty < Cllogn)®™nn/2 37 gmmm(N 9i(1/2-1/0)gbio-m)/plg=i(e+1/2-1/mn vy
meN =7
Ja .
< Cflog n)(:0—7r)/2n(7r—p)/2 Z Q—WF(Z Q—Je/p)p
meIN Jj=T
< CO(log 7’L)(p_7r)/2n(”_p)/2 Z Q—mmo—jac
meIN
< C (log n/n)azp Z g—mm/2+m(20+1)(r—p)/(4s) <C (log n/n)azp _
meN

— Magjoration de T,. En utilisant une propriété élémentaire de la base d’ondelettes
en norme IL? (2.6) et I'inclusion B} (L) C B;;i/ﬂﬂ/p(L), on a

271

T, < CY 27 Z 9i(1/2-1/p)( Zlﬁklpl/p

meIN Jj=ja+1

< C Z 9—mp—ia(s=1/m+1/p)p < (log n/n)*?" Z 9—mp/2+(m/2s)(p/m—1)
melN meIN
< C(logn/n)™"

On en déduit que
Qi(f) < C(logn/n)™"
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e Sie=0.

La majoration du terme 75 obtenue précédemment est toujours valable. Il nous reste
a analyser la majoration du terme 7). En reprenant les notations précédentes et en
utilisant l'inégalité (5.23), il vient

Ty < Cn™P/2(1og n)P~™/2 Z 27m( ZE

meIN

ou
211

L (2](s+1/2 1/m)m Z |ﬁ] l/p
Distinguons le cas ot m > rp et le cas ou m < rp.
— Sim > rp. Linclusion B} (L) C By, (L) implique 372 L; < C' et a fortiori

Ty, < Cn™ P2 (logn)?™/2 < C (logn/n)**” .

— Sim < rp. En utilisant I'inégalité de Holder et I'inclusion f € B; (L) C B; (L),
onal; < Let (372, Efr/w)”/r < L. Cela entraine

Z 2—m7r(§: »Cj)p Z g—mm Zﬁpr/ﬂ' w/r Z‘Cl/ (1—=/(rp)) p w/r

melN J=ij melN
< C Z 2_"”]1&” /) & C(logn)(p m/r),
melN

D’ou
Ty < C(logn) ™ nlm)/2(log n) P~/ < C (log n/n)**" (logn)®™".
On obtient les majorations désirées.

e Majoration de Qa(f). L'inégalité de Minkowski, une propriété élémentaire de la
base d’ondelettes en norme L” (2.6), I'inclusion By (L) C Biy ™YL et e fait
que s > 1/m— 3§ —1/2+1/(2v) entrainent

211
Q,( Z 9i(1/2— l/p) Z 16;.x[P) l/p P <O Z 9—i(s— 1/7r+1/p))
J=j2+1 Jj=j2+1
< 2R YmH/pp C’(n_o‘”’ A (log n/n)*?"). (5.24)

En combinant les majorations précédentes, on obtient les bornes supérieures souhai-
tées. La preuve du Théoréme 5.4.2 est complete. O
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Preuve de la Proposition 5.4.2. Supposons que les hypotheses (F1) et (F3) soient
satisfaites. Pour f € LP([0,1]), u = u2 et o €]0, 1], Un résultat de Kerkyacharian et
Picard (2000, Theorem 5.2) nous assure 'existence d'une constante C' > 0 telle que

Gi(f) < CERIfy = FIIp) +no7?), (5.25)
ou 4
oo 27-1
G(NH=1) > BikL {15, a1<or2 1oz} Vil
Jj=7 k=0

Le reste de la preuve est inspiré par une démonstration de Cai (2002b, Proof of
Theorem 1). Soit j3 un entier tel que

co (n/log n)l/(2(5+5)+1) < 2]3 < C() (n/log n)l/(2(8+5)+1) :
ou ¢g > 0 et Cy > 0 désignent deux constantes choisies a posteriori. Considérons la
fonction f, : [0,1] — IR définie par

273 -1

fol@) = L2726V N "y (), (5.26)

k=0

ou L, > 0 est une constante choisie a posteriori. Les coefficients d’ondelettes de f,
valent

L2756 si = gy,

0, sinon.

Bk = /01 fi(@) () de = {

. j —j 243 -1 ;
Par conséquent, on a 273(+1/2) (275 S22 3, |M)Y/™ = [, Avec un choix conve-

nable de L., on a donc f, € B; (L).

En prenant ¢y suffisamment grand, on a

|Bjs ] = L2750 H/2) L>.ﬂcaj3(5+1/2+5)2‘Sj3 (logn/n) < 27 2%/ (logn/n).

Une propriété élémentaire de la base d’ondelettes en norme L” (2.6) entraine

273 -1

Gi(f) = LR BsCH2p "y

k=0
> cCy°F (logn/n)™" . (5.27)

g > 2~ 33(s+1/2)pgisp/2 _ 9—jssp

En mettant les inégalités (5.25) et (5.27) ensemble, en prenant a = 2a4 et n grand,
on montre l'existence d’une constante ¢ > 0 telle que

L (logn/n) " E}(Ify = fII2) > (Qogn/n) " E}|fy — fII) > c.
€Bs .

Cela termine la preuve de la Proposition 5.4.2. U]
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5.7.3 Preuves des résultats de la Section 5.5

Preuve du Théoreme 5.5.1. Soit p > 2 et a €]0, 1[. En premier lieu, on montre
inclusion M(f9, p,n=°?/2) C W;((1 — a)p,p). Puis, on montre I'inclusion Wj((1 —

a)p,p) C M(fg,p,no"/?).

o Inclusion M(f9,p,n=°%/2) C Wi((1 — a)p,p). Si f € M(f9,p,n"?/2) alors le
Théoreme 5.3.1 justifie 'existence d’une constante C' > 0 vérifiant

co 29—-1

0= Bl cas i vipsall S Ca2% (529)

j=7 k=0
Soit ¢ une constante petite. Si u > ¢ alors la propriété d’inconditionnalité (2.3)
implique

oo 27—-1

1D Bralgy,coma) Vinlly < CIFIE < Cu.

=1 k=0

Si u < c alors il existe un entier n tel que 27y (n+1)""2 < u < 27 pyn~Y2. Par la
propriété d’inconditionnalité (2.3) et I'inégalité (5.28), on a

oo 29—-1

j=7 k=0
< On~ P2 L Cu®®(n/n + 1)_“"’/2 < CuP.

TTM|-

Par conséquent, f € W;((1 — a)p,p). D’ou I'inclusion

M(f,p,n™"%) C W (1 = a)p, ).
o Inclusion Wy ((1 — a)p,p) € M( f9.p, n=P/2). L objectif est d’appliquer le Théo-
reme 5.3.2. Soit j5 est un entier tel que
272 > e,
ou ¢ désigne une constante choisie a posteriori. Si f € W;((1 — a)p,p) avec « €
]1 — (26 + 1)v, 1] alors, pour des constantes ¢ et ¢, convenablement choisies, on a

00 oo
5 } : - E P
nyP0+1/2) 1{bj>c*n*1/225j} <c 1 1{b]~>c*n*1/2253’}2]p( +1/2)||¢||£
j=ja+1 J=ja+1

oo 29—1

YD sy 27 gl

=7 k=0

N

oo 27—-1

ctOnP/? Z o—mp|| Z Z /Bj7k1{bj<8*n_1/226j2m+1}¢j,k||g

meN j=r k=0

n—2p/2 .~1 Z ola=l)mp - vp(6+1/2)
meIN

N

N
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Le passage de la deuxieme a la troisiéme ligne s’est faite grace a une inégalité similaire
a (5.17). Par conséquent, pour tout j € {jo + 1,...,00}, on a

b; < con /220

Si f € Wi((1 — a)p,p) alors la propriété d’inconditionnalité (2.3) entraine

co  29-1 co 27-1
Q(f) = I Do D Butinl <1 Y0 D Biwlgy com-rvmmsry binll
Jj=Jjo+1 k=0 Jj=Jj2+1 k=0
oo 29—1
< || Z Z ﬁjvkl{bjéc*n—l/%‘;j}wjvk||§ < Cn_ap/2'
Jj=1 k=0

De plus, si f € Wi ((1 — a)p, p) alors

ja 29-1
QT(f) = Z Q_mpH Z Z ﬁj,kl{bjgz—luln—l/zzéjzmﬂ}%}ng
meN Jj=j1 k=0
< Cin—P/? Z ola=l)mp < oy —ap/2
meN

En vertu du Théoreme 5.3.2, pour « €]1 — (26 + 1), 1], il existe une constante C' > 0

telle que R
EF (|12 — fIIF) < Cn=er/2,

On en déduit que f € M( Aﬁ,p, n~°P/2). Dot I'inclusion
Wi (1= a)p,p) € M(fI,p,n=""/?).
Cela termine la preuve du Théoréme 5.5.1. U]

Preuve du Théoréme 5.5.2. Soit p > 2 et a €]0,1[. Si f € M( Af},p, n~°P/2) alors
un résultat de Kerkyacharian et Picard (2000, Theorem 5.2) implique

oo 29—1
— ) e n(|l fh _ P —ap/2
Gi(f) = Z Z BiaLfys, <2 gy Cilly < CEF(I = 1) < O
et ‘
[e'e) 27 -1
Go(F) =11 D D Bwtiullp EF(IFE = FIB) < Cne/?,
j=j2+1 k=0

Pour conclure, il suffit de montrer que ces inégalités entrainent que les termes Q;(f)
et Qy(f) du Théoréme 5.3.2 sont majorés par Cn~°P/2,

e Majoration de Qy(f). On a
Qy(f) = Go(f) < CnoP/2, (5.29)
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e Majoration de Qi(f).
— Montrons que si G;(f) < Cn=°?/2 alors on a
co 27—1
sup n() 713 > Binlijs, ey Vinlly < oo (5.30)
v j=7 k=0

oun:IRT — R" est la fonction continue croissante définie par

n(u) = { g}og«u Nesp(-p/2) T >0,

Soit ¢ une constante petite. Si u > ¢ alors la propriété d’inconditionnalité (2.3) donne
oo 271
” Z Z 6j’k1{|ﬁj,k\<25ju}wj’k”z S O||f||£ S On(u)ap‘

j=7 k=0

Si u < ¢ alors il existe un entier n tel que

21y /(log(n + 1/ (n + 1)) < u < 2 uz/Tog ).
Par conséquent, si Gi(f) < Cn~°?/2 alors on a

Jo 291 0o 291

12> Bikliis, i<asint Vil 1> 51”61{\6]-,“@6]'2—1#2\/W}W’“”g

J=j1 k=0 j=7 k=0

Cn(2™ pay/ (logn/n))*?

Cn(27 pz\/(log n/n))*?..

02" 12/ og(n + 1)/n + 1)) ~n(u)°
Cn(u)*.

N

NN

N

L’inégalité (5.30) est prouvée.

— Gréce a la taille des blocs, pour tout k£ dans B, g, il existe une constante C' > 0
vérifiant

{bjae < 12" 01225} C {|8;4] < Cpy2 129 Tlogn/m)}.

Si G1(f) < Cn=°?/2 alors la propriété d’inconditionnalité (2.3) et un résultat prouvé
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par Kerkyacharian et al. (2005, Lemma 2) nous donnent

Qi(f) = Z 27| Z Z Zﬁj k- {b;, K\u12m+1n*1/226y}wj,kH

melN Jj=n K
oo 2791

S SER ) ST p——

meN j=7 k=0
< C Z 27™p(y/(logn/n)Cu 2m )P

melN

< C(logn/n)*?(log((Cpry/(logn/n) Av)~")) =/
< Cn~oP/2, (5.31)

Le Théoréeme 5.3.2 et les inégalités (5.29) et (5.31) justifient I'existence d’une constante
C > 0 telle que

EH (|12 — fII) < Cn? + Qi(f) + Qa(f)) < CnP/2,
On en déduit que f € M( Af;,p7 n=?/2). D’ott Vinclusion
M(f", p.no?/?) € M(f2, p,n=o"/2).
Maintenant, montrons l'inclusion stricte. Soit 7, un entier tel que
co (n/logn)M =20 < 93 <y (n/log n) '~/ 12

ou ¢y > 0 et Cy > 0 désignent deux constantes choisies a posteriori. L’hypothese
a €]1 —v(1424), 1] nous assure que j; < jo. Considérons la fonction f, : [0,1] — R
définie par

274 -1

fulz) = [, 2~ 9a(28a+1)/(2(1~)) Z Viuk(T),

k=0
ou L, > 0 est une constante choisie a posteriori. En procédant de la méme maniere
que pour la Proposition 5.4.2, on montre que f, € Bn, (1+25)/(2(1 a))(L) pour tout
a €)0,1], m et r.
En particulier, on a f, € BO‘,(TH%)/@U_Q))(L)
fo € M(f2,p,n7er/2).

. Par la Proposition 5.4.1, il vient

Or, par des caculs similaires a la Proposition 5.4.2, on montre que 'existence d’une
constante ¢ > 0 telle que

E}(Ify — £Ip) > c(logn) ™ *n=or/2.
Par conséquent, f, & M( ;’;, p,n~/2). On en déduit I'inclusion stricte
M(f,p, 0% C M(f2,p,n "),

Cela termine la preuve du Théoréme 5.5.2. U
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5.7.4 Preuves des résultats de la Section 5.6

Les preuves qui suivent reposent sur deux lemmes auxiliaires : I'inégalité de Talagrand
et I'inégalité de Cirelson.

LEMME 5.7.1 (TALAGRAND (1994))

Soient (Vi,...,V,,) des variables aléatoires i.i.d et (ey,...,€,) des variables aléatoires
de Rademacher i.i.d indépendantes des (Vi,...,V,,). Soit F une classe de fonctions
uniformément bornées par T'. Définissons l'opérateur r,, : F — IR par

ra(h) =n™" > (Vi) = E(h(V1)).
i=1
Supposons que

sup Var(h(V1)) <w et E(supz eh(V;)) < nH.
heF heF =3

Alors il existe deux constantes C; > 0 et Cy > 0 telles que, pour tout t > 0, on a

P(supr,(h) >t + CoH) < exp(—nCy (v~ AT ).
heF

LEMME 5.7.2 (CIRELSON ET AL. (1976))
Soient D C IR et (n;)iep un processus gaussien centré. Supposons que

E(supm:) < N et sup Var(n:) < Q.
teD teD

Alors, pour tout x > 0, on a

Psupn, > o + N) < exp(~27/(2Q)). (5.32)

Preuve du Théoréme 5.6.2. Pour la preuve des hypotheses (F1) et (F3), voir la
preuve du Théoréme 3.4.1. Il reste a étudier 'hypothese (F2).

Pour 1 < p < 2, une inégalité de norme [, entraine

P?((lj_l Z |Bjyk_ﬁjyk’p)l/p > 2_1Mn_1/2) < P?((lj_l Z |Bj,k—5j,k|2)l/2 = 2_1un_1/2).
(K) (K)

Par conséquent, il suffit de montrer I’hypothese (F2) pour p > 2.

Par définition de §;, on a la décomposition 3;; — B = A, r + Bj ol

Ajp=n"" Z F(X)g(X) ™ (X)) — E}L(f(Xl)g(Xl)fl%,k(Xl))
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et
Bjr=n - Zg )" e (Xi) 2
En vertu de I'inégalité de Mmkowskl lp7 pour tout p > 0, on a
PHI Y 1Bk — Bial) P = 27 ™) <U+ Y,
(K)

ou
U="P( llz]A PP > 41 yn=1/2)

et
Y =P}(( 112|B PYYP > 4712,

Etudions les majorations de U et V.

e Majoration de U. Ici, 'objectif est d’appliquer I'inégalité de Talagrand décrite dans
le Lemme 5.7.1. Pour ce faire, considérons I’ensemble C, défini par

Co={a=(a;x) €Z D lajul* <1}, (5.33)
(K)
et la classe de fonctions F définie par
F={h: hz) = f(2)g(2) ™ Y ajun(x), a€Cp}.
(K)

Par un argument de dualité, on a

Z | A PP = supZaj KAk = supr,(h),
(K) a€Cq (K) heF

ou r, désigne I'opérateur défini dans le Lemme 5.7.1.
Il reste a identifier les parametres T, H et v inhérents a I'inégalité de Talagrand.

Avant toute chose, remarquons que pour p > 2, ona g =1+ (p—1)"! < 2. Une
inégalité de norme [, implique

aup (3 gl < sup(3 a5 < 1.
a€Cy (K) acCy (K)

— Fvaluation de T'. Soit h € F. Par I'inégalité de Holder, les hypotheses de bornitude
faites sur f et g et la propriété de concentration (2.5), il vient

h(@)l < |f(@)]lg(= Zl%k )12 sup( Zla )2

aeCq

< st/ gl Z [k(2)P)? < 023/2 z €[0,1].

(K)
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D’ou T = C29/2,
— EBvaluation de H. L’inégalité de Holder [, et 'inégalité de Holder impliquent

SUPZ Zagm Xi)g(Xi) ™ i x(X0)))

aECq i1

< (3 _lag4l") “ZE’WZ@ D9(X) ™ (X))
(K)

ZE” IZez D9(X) T (X)) . (5.34)

Puisque (e, ..., en) sont des variables de Rademacher i.i.d indépendantes des variables
(X1, ..., X)) = X, I'inégalité de Khintchine donne

E} |Zezf k(X)) = EHE} |Zezf k(X0 PIX))

< CE"|Z|f DPlg (X 726 (X))

= CI. (5.35)

Considérons les variables aléatoires i.i.d (Ny, ..., IV,,) avec

= |F(X0) P19 (X0) |~ [ (X0)I, ie{l,..,n}.

Une inégalité élémentaire de convexité entraine I < 2P/271(I; + I5) o
= E( |Z (N; — E}(N)P?) et I = nPPE} (N, )P

Etudions les majorations des termes I; et Io.

— Magjoration de 1. L’inégalité de Rosenthal appliquée aux variables (NVy, ..., N,,) et
I'inégalité de Cauchy-Schwartz entrainent

L < CEF(INy = EF(N)I?) + (E}(INy — EF(Ny)2))"")
< CnEF(INP?) + (nEF(| N ))P).

Pour tout m > 1, j € {ji1,...,jo} et k € {0,...,27 — 1}, les hypothéses de bornitude
faites sur f et g entrainent

EF(IN:[™) = /If(w)\mlg(x)lzm1!¢j,k(m)|2mdx

N

LI gl 2 |22/ / ;.0(x) [2dz < C22(mD)

Cn™ 1,

N

124



5.7. DEMONSTRATIONS

Il s’ensuit I; < Cn?/2.
— Magjoration de Iy. Comme E’}(Nl) < C,onal, <CnP2

Les majorations obtenues impliquent
I <C(IL + I) < CnP/2. (5.36)
En combinant les inégalités (5.34), (5.35) et (5.36), il vient

7(sup Z Za] v f (X)) g(X)) T M6(X5))) < (Z DY < Onl/Ql;/p.

aecw 1 (K)
Dot H = Cn~ 121/,

— Fwvaluation de v. En utilisant les hypotheéses de bornitude faites sur f et g et
I’orthonormalité de ¢, on obtient

sup Var(h(Xy))
heF

< supE"(lf(X1)| l9(XDI?1 D ajutin(X0)%)
(K)

< 1% ||1/9||oosupE" (D > auaiuwg(X)  n(X1) 0 (X))

a€Cq keB; x k' €B; i

= Csup Z Z ajkajk’/ Vi k()Y (x)de

9€Ca keB; x KEB; k¢

= CsupZ\a]kl

acCq (K)
Donv=2C.

Pour tout j € {ji,...,72}, on a n2! < n2”2 < C’n3/2(logn)_1/2 ot ljl/p > e~

J1
logn 1/2 . Par consequent sit=38" ,ull/p —1/2 alors
g

(o' AT = ( (logn/n) A py/ (logn/(n27)) > Cp*(logn/n).

En considérant un tel ¢ et en prenant p suffisamment grand, I'inégalité de Talagrand
implique

U = PHEGH S Al 2 47 )

(K)
< PRI Y APV > 87 un 2 4+ CnT2) < P(supr(h) >t + CoH)
heF
(K)

< exp(—nCy (o ' AtT)) < exp(—nCp*(logn/n)) < n P
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On obtient la majoration souhaitée pour le terme .

e Majoration de V. L’objectif est d’appliquer I'inégalité de Cirelson décrite dans le
Lemme 5.7.2.

Considérons I'ensemble €, défini en (5.33) et le processus Z(a) par
a) =) a;xBjp.
(K)

Conditionnellement a X = (X1, ..., X,,), Z(a) est gaussien et centré. Par un argument
de dualité, on a

sup Z(a) = supZa]kBjk = Z]B ) 1/7’

acCq aECq

I nous reste a étudier les majorations de E} (sup,e¢, £ (a) 1X) et supyec, Vari(Z(a)|X).

— Magoration de E%(sup,ec, Z(a)|X). Considérons I'ensemble B, défini par

B, = {ln~ Zg ) k(X[ = 1] = p.

Travaillons sur I'ensemble By,. Par Iinégalité de Jensen version conditionnelle, le fait
que Z(a) | X ~ N(0,n? ZZ 9(X)| 2 1Y.(X5)]?) et Phypothése de minoration
faite sur g , il vient

Ej(sup £(a)}X) < (3 BBl 1K)
4=t (K)

= () _(n~ Zlg D720k (X) P2
(K)

Cll1/glle(>_(n~ Zg ) by (X [F)P/2) P
(K)

N

< Oty (n Zg TC Ol S Vi
(K)

< Cn71/2<2<ﬂ_‘_ 1)p/2)1/p < C(/L—f‘ 1)1/2l]1'/pn71/2'
(K)

Dot N = N(X) = C(u + 1)/ Pn~1/2,

— Magoration de sup,ec, Var}(2(a)|X). Définissons I'ensemble A, par

A, = {sup( Z Z ajkaj (n Zg Wﬂc )W (X Z|ajk’ fi}-

a€Cq kEB; i k' EB; i
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Travaillons sur I'ensemble Aj. En utilisant les hypotheses de bornitude faites sur g,
on a

G = sup( Z Z aj k0 (1 Z\g i) 72 (Xi)¥jw (X))

9Ca keB; k kB

Clsup( Y D ajpaul Zg (X (X)) =

9€Ca keB. x keB;

D lagal?) 4+ sup > lajil’] < Clu+1).
(K) °<Ca (k)

Comme E%(zjzi) = 1 si i =4’ et 0 sinon, il s’ensuit

N

sup Vary(Z(a)[X) —SupE"(IZ( )PIX)

a€Cq a€Cq

= SupEn Z Z aj,kaj,k/BMBj,k/]X)

aGCq kEB]',K k‘lij,K

= Y e 303 o002k (X (KB (120)

a€Cq kEB; K k'E€B; i i=1 i'=1

= n ' sup( Z Z aj k(N Z|g D2 (Xo) e (X))

O I

= n'G<Cn M (u+1).
Dot Q =Q(X)=Cn ' (u+1).

Les valeurs de N et () obtenues vont nous permettre de conclure. En effet, pour tout
x>0,on a

P} (sup Z(a) > x—l—C’(l—l—u)lmljl-/pn’l/Q)

a€cCy

= E"(IP’"(SlEJCpZ() >z + O(1+ )2/ " 2X))

< Ej(Py(sup 2(a) > @+ C(1+ )20 PX) (s, + 17))

< PYB,) + ENP(sup Z(a) >z + N(X)|X)). (5.37)

acCyq

L’inégalité de Cirelson décrite au Lemme 5.7.2 implique

E}(P}(sup Z(a) > = + N(X)[X)) < Ef(exp —(2?/(2Q(X))))- (5.38)

acCq
De plus, par définition de A,,, on a

Ej(exp (—2%/(2Q(X)))) = Ej(exp (—2*/(2Q(X)))(1a, + 1ag))
< PH(A) +exp (—na?/(2(u +1))). (5.39)
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En mettant les inégalités (5.37), (5.38) et (5.39) ensemble, en prenant x = 8’1ul;/pn’1/2
et p suffisamment grand, on a

V = P?(SECPZ(CL)24’1ul;/pn’1/2)

< Pi(sup Z(a) 2 8_1pl;/pn_1/2 +C(1+ ,u)l/2l]1-/pn_1/2)
a€Cy

< C(PHA,) + PHB,) + exp (—Cp2l'" /(1 + 1)) (5.40)
Le Lemme 5.7.3 ci-dessous étudie les majorations de P}(A,,) et P}(B,,).

LEMME 5.7.3

Pour p suffisamment grand, il existe une constante C' > 0 telle que
Pr(AL) VIPE(B,) < Cn?.

Par I'inégalité (5.40), le fait que I; > I;, = (logn)”’? pour j € {j1, ..., jo} et le Lemme
5.7.3, pour p suffisamment grand, on a

Y <COnP.

Les majorations obtenues pour U et V prouvent I’hypothése (F2). Cela termine la
preuve du Théoréme 5.6.2 O]

PREUVE DU LEMME 5.7.3. Etudions les majorations de P2(B,) et P7(A,).

e Magjoration de P%(B,,). Les variables aléatoires

([ (X)Pg(X0) s [ (X)) Po (X)),

sont i.i.d. Par I'hypothése de minoration faite sur g, on a

(s (X)Pg(X0) ™ <11/ gllocl¥ 15,27 et E} (Jje(X0)Pg(X0) ") = 1.

De ce fait, pour tout j € {j1, ..., jo}, I'inégalité de Hoeffding justifie I'existence d'une
constante C' > 0 vérifiant

]P’}l(Bu) < 2exp (—Cnp22*2j) < 2exp (—C’nu22*2j2) < oK’
On obtient le résultat souhaité en prenant p suffisamment grand.

e Majoration de P}(A,). L'objectif est d’appliquer I'inégalité de Talagrand énoncé
dans le Lemme 5.7.1. Considérons I'ensemble C, défini par (5.33) ainsi que la classe
de fonctions F’ définie par

F'={h; h(z) =g(x)™" Y > ajpauiu(@)ip(e), a€Cyl.

kEBjYK k’GBj,K

128



5.7. DEMONSTRATIONS

On a

n

sup( > Y agraip(n Y g(X0) T (X (X Z|ajk|

aECq k’EB K kIEBJ K i=1

= sup r,(h),
heF!

ou r, désigne 'opérateur défini dans le Lemme 5.7.1.

Par conséquent, il suffit d’évaluer les parametres T, H et v inhérents a 'inégalité de
Talagrand.

— Ewvaluation de T. Soit h € F'. En utilisant I'inégalité de Holder, 'hypothese de
minoration faite sur g et la propriété de concentration (2.5), on trouve

[h(@)] < N11/glloe D lazul? Y [su(2) P < O, z € [0,1].
(K) (K)

Dou T = C27.

— FEvaluation de H. L’inégalité de Holder [5 et I'inégalité de Holder entrainent

En (sup Z Z ;1 Gj k! Zezg( i) 1¢Jk( Xi)tjw (Xi)))

9€Ca keB; i KEB; k¢

< Sup Z Z |a]k‘| |ajk’ 1/2-

9€Ca keB, x KeB; x

(> > EX \Zez T (X (X)) 2

kEB] K k‘IEB] K

(., 2 E”iZez )k (X0 (X)P)V2 (5.41)

keBj ik k'eBj k

N

Puisque (€1, ..., €,) sont des variables de Rademacher i.i.d indépendantes des (X, ..., X,,) =
X, I'inégalité de Khintchine et I’hypothese de minoration faite sur g impliquent

£y IZ@ (X)W (X)) )

= EJ(EF( Y alg(X) ™ (X (X)) 1)

=1
< CE"ZLq O 721056 (X0 P (X))
< 0|!1/g||§onE7<|¢j,k<X1)| [0 (X)) (5.42)
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La propriété de concentration (2.5) et les inégalités (5.41) et (5.42) impliquent

s 30 ajkajkfzezm ) (X (X))

e, kEB; i k'EB; i
< OB > KPR < Cu.
kGBj K

D'ou H = C2in~Y2,

— Fwvaluation de v. En utilisant I’hypothése de minoration faite sur g, I'inégalité de
Hoélder et la propriété de concentration (2.5), on a

sup Var(h(X1)) < Sup]Ef(\g(Xl 72D Y @i ti(Xn) i (X))

heF keBj i K'EB; i
< 11/91% Sup(2|aj,k! VEHO [in(X1)[*)?) < 027,
€ (K) (K)
Dot v = C2%.

Sit =27ty alors
(o' AT = C (pP27% Ap277) = Cp27%.

Choisissons un tel t. Pour tout j € {j1, ..., jo} et u suffisamment grand, I'inégalité de
Talagrand donne

PHA) < Piisup( Y > ajuagp(n Zg )" k(X ) (X)) — .

9€Ca keB; k kB

> lajal?) = 27+ CPn ) < Pj(supra(h) >t + CoH)
heF

< exp(—nCy (o ' AtT™)) < exp(—nCp27%)
< exp(—nCp*2722) < n?.
Cela termine la preuve du Lemme 5.7.3. [

Preuve du Théoréme 5.6.4. Pour la preuve des hypotheses (F1) et (F3), voir
I'article de Johnstone et al. (2004, Proof of Claim 1). Montrons que I’hypothese (F2)
est satisfaite.

Si 1 < p < 2 alors une inégalité de norme [, implique
PR 1By = BialP) P > 27 21 ?)
(K)
< ]Pﬂ}((l]_l Z |ﬁj,k _ ﬁj,k’2)1/2 > 2—1'u26jn—1/2)'

(K)
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Par conséquent, il suffit de montrer I’hypothése (F2) pour p > 2.
L’objectif est d’appliquer 'inégalité de Cirelson (5.32).

Posons &, = (i — Bix = n /2 > lec, FW)O)F(g)(1)~ F(¢m)(1). Considérons

Pensemble C, défini en (5.33) et le processus gaussien centré Z(a) défini par
Z a) = Zajykéﬁk.
(K)
Par un argument de dualité, on a

sup Z(a) = () [&;xl")"”.

a€Cyq (K)
Etudions les valeurs de N et Q apparaissant dans 'inégalité de Cirelson (5.32).

— Ewvaluation de N. L’inégalité de Holder et 'hypothese (F1) entrainent

By (sup Z(a)) = E}((Y_ 16;4)7) < O EF(&al?) /P < On ' 21/720.
aeC,
a (K) (K)

Dot N = Cn~V/21/72%,

— FEwvaluation de (). Remarquons que ’hypothese (5.4) entraine

1 F(g) ()| =< 227, L €Cy.
En utilisant le fait que F* (W) (1) ~ N(0, 1), I'égalité standard E(F*(W) (1) F=(W) (1))
= fol exp(—2im(l —U')t)dt = 1si 1l =1" et 0 sinon, et 'inégalité de Plancherel, il vient
sup Varf(Z( a)) = supE}( Z Z @ ;€5 K0k Ej k)

aeCy 0€Ca T LB WEB, X
= n 'sup( Z Z aﬁkaﬁk"ZZ}_ ) (1)
a€Cq kEB; x k' EB; i leC; I'eC;y
(7'"( ()T F @) EHF (W) (O F(W)(1)))
= ntsup( Y Y e Y IF (@)D F @) OFET)0)

9€Cq keB; x keB; x leC;

< C’n_1225jsup Z Z ajkagkfzf j,k’)(l))

a€Cq kB, x K EB; i lec;
~1526;
= Cn™'2*7 sup( E E ajka]k//@b P (x)de)
a€Cq kEB; x K EB; i

= COn '2%7 sup( Z lajl?) < C2%in~t,

a€Cyq kEB; i
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CHAPITRE 5. SEUILLAGE PAR BLOCS

D’ou Q = C2%in~1,

1/P26j

En prenant x suffisamment grand et @ = 4~ 1un="/ 2lj , 'inégalité de Cirelson

donne

PHY 1Bjwk — Bial?) P = 2927 yun™2) < P(sup Z(a) > z + N)
(K) a€Cyq

< exp(—2%/(2Q)) < exp(—Cp*l'),

Puisque li/p > l?l/p = logn pour j € {ji, ..., jo}, en prenant u suffisamment grand on
montre 'hypothéese (F2). Cela termine la preuve du Théoréme 5.6.4. [
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Chapitre

Conclusions et perspectives

Conclusions des Chapitres 3 et 4. L’approche minimax sous le risque IL” sur des
boules de Besov n’est pas bien adaptée a certains problemes d’estimation fonction-
nelle. C’est le cas du modele de bruit blanc gaussien généralisé et du modele de
régression a pas aléatoires. Les boules de Besov pondérées proposent une alternative
satisfaisante. Elles fournissent des vitesses minimax stables pour une large classe de
fonctions parasites. De plus, en utilisant les bases d’ondelettes déformeées, on peut
construire des estimateurs adaptatifs presque optimaux sur ces boules. Outre 'aspect
théorique, ces estimateurs se montrent performants en pratique.

Perspectives. 11 serait intéressant

— de comparer les performances numériques des estimateurs en ondelettes déformées
construits par Picard et Kerkyacharian (2005) avec d’autres constructions. Nous
pensons aux estimateurs par polynémes locaux élaborés par Gaiffas (2005) et ceux
reposant sur une base d’ondelettes adaptée aux pas aléatoires développés par De-
louille et al. (2004).

— d’adapter les constructions en ondelettes déformées dans un cadre bi-dimentionnel.
C’est une direction qui pourrait conduire a des réalisations concrétes dans divers
domaines appliqués. Le premier qui nous vient a l’esprit est celui du traitement de
I'image.

Conclusions du Chapitre 5. Lorsque l'on travaille sous le risque IL?; la version L
de l'estimateur BlockShrink a toutes les qualités pour étre le meilleur estimateur
qui soit. En effet, il est optimal sur une large zone des boules de Besov et posséde
de remarquables propriétés maxisets. Cela est vrai pour de nombreux modeéles sta-
tistiques, y compris certains problémes inverses. Nous avons illustré cette souplesse
avec le modele de bruit blanc gaussien, le modele de régression a pas aléatoires et le
modele de convolution en bruit blanc gaussien.

Perspectives. 11 serait intéressant d’étudier les performances des estimateurs de seuillage
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par blocs pour 'estimation d’une fonction inconnue émanant
— d’un modele mettant en jeu des variables dépendantes.

— d’un probleme inverse complexe nécessitant I'utilisation de "bases" bien adaptées,
pas forcément celles construites via les ondelettes. Nous pensons au probléme de
Wicksell traité dans l'article de Kerkyacharian et al. (2006) via le seuillage dur en
"needlets".
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Résumé

Nous présentons quelques contributions a l’estimation fonctionnelle par méthodes
d’ondelettes. Deux axes de recherches orientent notre travail. Premier aze : étude de
modeles statistiques complexes. Le point de départ de notre étude est le modele de
bruit blanc gaussien généralisé et le modele de régression a pas aléatoires. Ceux-ci
font intervenir une fonction perturbant 'estimation de la fonction inconnue. Notre
objectif est de montrer I'influence exacte de cette fonction parasite via I'approche
minimax sous le risque IL’. Dans un premier temps, nous utilisons des méthodes en
ondelettes pour cerner les limites de cette approche lorsque 'on se place sur des
boules de Besov standards. Dans un deuxieme temps, nous étudions ’alternative des
boules de Besov pondérées et des méthodes en ondelettes déformées. Deuzieme aze :
estimation adaptative. Nous étudions les performances de plusieurs estimateurs de
seuillage par blocs en ondelettes sous le risque IL”. Nous montrons leurs excellentes
propriétés minimax et maxisets pour un large panel de modeéles statistiques. En guise
d’applications, nous traitons le modele de régression a pas aléatoires et le modele de
convolution en bruit blanc gaussien.

Mots clés : Estimation fonctionnelle, risque IL”, bases d’ondelettes déformeées, seuillage
par blocs, régression a pas aléatoires, convolution en bruit blanc gaussien.
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