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1. Introduction

1.1 Introduction

Le développement de la mécanique de la rupture est assez récent (une quarantaine
d’années environ), encore plus en ce qui concerne la dynamique de la rupture. Les
motivations a l'origine de ce développement viennent du soucis dans de nombreux
domaines industriels de prévoir le comportement des structures qu’ils concoivent
jusqu’a leur ruine. On fait généralement la distinction entre rupture fragile, rupture
ductile et endommagement suivant le type de comportement du matériau étudié
[ROS 86]. On s’intéressera, dans le cadre de cette these, uniquement & une rupture
de type fragile [RAV 98]. Le cadre théorique est donc celui de la mécanique élastique
linéaire de la rupture. Dans ce cadre théorique, on considere des matériaux au com-
portement élastique en autorisant la plasticité a se développer en pointe de fissure
dans une zone de taille réduite devant les dimensions caractéristiques de la structure
étudiée (hypothese de Small Scale Yielding). Sous sollicitations statiques, le carac-
tere menagant d’une fissure pour 'intégrité d’une structure dépend du chargement
appliqué et de la dimension de la fissure. Ce n’est pas le cas quand on se place dans
le cas d’une sollicitation dynamique ou une fissure présente les mémes risques pour
la strucutre quelle que soit sa taille. On voit alors I'importance de pouvoir, sinon
maitriser, au moins prévoir la propagation dynamique d’une fissure. Il apparait alors
nécessaire, comme dans de nombreux autres champs disciplinaires, de disposer de
méthodes numériques fiables et robustes.

Dans le domaine de la mécanique de la rupture, comme dans beaucoup d’autres do-
maines de la simulation numérique, la méthode des Eléments Finis a été largement
utilisée. Sil'utilisation de plus en plus fréquentes des outils de simulation numérique
a conduit a améliorer cette méthode (pour traiter les problemes présentant des non
linéarités de comportement, géométriques ou de bord par exemple), un certain nom-
bre de situations restent aujourd’hui difficilement accessibles aux Eléments Finis.
C’est le cas des problemes dans lesquels une discontinuité évolue au sein de la struc-
ture. Quel que soit le type de discontinuité (fissure, bande de cisaillement, interface
entre deux matériaux, transition de phase, surface libre, interaction fluide structure
...), une modélisation par la méthode des Eléments Finis nécessite une description
explicite du support géométrique de cette discontinuité. Il est nécessaire que le
maillage se conforme a cette géométrie ce qui pose des problemes de pré-traitement
lorsque qu’il s’agit de surface dont la topologie est complexe. Ces problemes sont
d’autant plus difficiles a appréhender si la géométrie des interfaces évolue au cours du
temps. On a alors recours a des techniques de remaillage afin de prendre en compte
les changements topologiques des supports des discontinuités. Pour des problemes
bidimensionnels, le remaillage est une opération qui peut étre quasi-automatique, ce
n’est pas le cas pour les problemes tridimensionnels et le remaillage peut conduire
a des cotits numériques importants. Lorsqu’il s’agit de problemes ou les champs qui
s’appuient sur la discrétisation (noeuds, point de Gauss ...) dépendent de I'histoire
(problemes transitoires, existence de phénomenes irréversibles. .. ), il est nécessaire
de procéder a des opérations de projection de ces champs d'une discrétisation a
I'autre. Tout ceci, en plus de générer des couts numériques pouvant étre impor-




tants, posent des problemes théoriques fondamentaux (vérification des équations de
conservation de I’énergie, de la quantité de mouvement, de la masse ). C’est pour ces
raisons que de nombreuses méthodes ont été développées ces dernieres années afin de
se soustraire au probleme de la description explicite des surfaces voulue par la méth-
ode des Eléments Finis. Parmi ces nouvelles méthodes, celle qui nous intéresse ici est
appelée méthode des Eléments Finis Etendus. Il s’agit d’une extension de la méthode
des Eléments Finis qui exploite les propriétés de partition de I'unité des fonctions
de forme Eléments Finis dans le but d’enrichir I'approximation. L’enrichissement
utilisé est choisi de fagcon a pouvoir reproduire de maniere quasi-exacte la solution
du probleme a traiter. Ainsi, les discontinuités sont prises en compte implicitement
grace a la base de fonctions d’interpolation étendue et le maillage n’a plus a se con-
former aux surfaces physiques des discontinuités. De plus, I’évolution des interfaces
est prise en compte en modifiant les fonctions d’interpolation enrichies sans avoir
a modifier le maillage initial de la structure. Néanmoins, pour les problemes non
linéaires ou les problemes dépendant du temps, des difficultés se posent en terme
de choix de fonctions d’interpolation ou de stabilité des intégrateurs en temps. On
s'intéressera dans cette these a un développement de la méthode des Eléments Finis
Etendus pour les problemes de mécanique élastique linéaire de la rupture dépendant
du temps.

D’un point de vue théorique ou numérique, un probléeme de propagation dynamique
de fissure peut étre décomposé en trois phases. La premiere consiste a modéliser
la présence de la fissure afin de capturer correctement la singularité des champs de
déplacements et de contraintes due a la présence de cette fissure. Il faut aussi ren-
dre compte du caractere dynamique du chargement et de la propagation des ondes
dans la structure. La deuxiéme phase concerne la mise en place et I'estimation des
parametres caractéristiques de l'intensité de la sollicitation a laquelle est soumise
la région entourant la pointe de la fissure. Ces parametres permettent de décider
si la fissure va se propager et si oui dans quelle direction et a quelle vitesse. La
derniere phase est la propagation proprement dite. Il s’agit alors de rendre compte
de la présence d’une discontinuité mobile. Cette décomposition du probleme va
guider la rédaction de ce mémoire dont le plan des trois premiers chapitres permet
de décrire successivement les techniques existantes et les développements apportés
concernant les différentes étapes a parcourir. Le premier chapitre concerne la mod-
élisation de structures fissurées sous sollicitations dynamiques. On y décrit les bases
de la méthode des Eléments Finis Etendus et les méthodes classiques d’intégration
en temps des équations de la dynamique ainsi que leurs outils d’étude. Le support
numérique des travaux présentés dans cette these étant la méthode des Eléments
Finis Etendus, il est possible de développer des outils spécifiques prenant en compte
les propriétés de cette technique. Le deuxieme chapitre traite de la généralisation
d’outils ayant fait I’'objet de travaux antérieurs. Il s’agit ici de calculer les parametres
caractéristiques de la fissuration en utilisant au mieux les spécificités de la méthode
des Eléments Finis Etendus dans le cas de fissures tridimensionnelles sous sollicita-
tions dynamiques. Le troisieme chapitre présente les développements effectués pour
simuler la propagation d’une surface de discontinuité tout en garantissant la stabil-




1. Introduction

ité du schéma d’intégration en temps et la conservation de I'énergie. Le probleme
est abordé dans un cadre tout a fait général et on présente des applications aux
méthodes des Eléments Finis classiques et Etendus. Le quatrieme chapitre présente
des développements motivés par le constat fait dans les chapitres précédents sur la
limitation des intégrateurs en temps classiques pour le traitement des phénomenes
discontinus en temps. On y propose un formalisme unique pour la modélisation des
problemes de mécanique discontinus en espace et en temps.

Comme dans tous les domaines de la mécanique, la mise au point d’une méthode
numérique n’a de sens que si la modélisation utilisée s’appuye sur des résultats
expérimentaux. En dynamique de la rupture, les dispositifs a mettre en oeuvre pour
une observation pertinente du phénomene sont complexes. Il existe de nombreux
travaux mais le manque de fiabilité des méthodes numériques et la multiplicité des
configurations possibles font qu’aujourd’hui encore, de nombreuses interrogations
subsistent. Le dernier chapitre présente les travaux expérimentaux effectués au
cours de cette these. On s’intéressera au développement d’une technique de mesure
des parametres de fissuration basée sur une mesure de champ de déplacement par
corrélation d’images numériques.

On cloturera tout d’abord ce chapitre d’introduction en précisant le cadre théorique
de I’étude et les concepts généraux en dynamique de la rupture. On dressera aussi
un état de I’art concernant les méthodes numériques pour la simulation de la prop-
agation dynamique de fissure.

1.2 Théorie de la dynamique de la rupture fragile

On présente les bases de la théorie de la mécanique de la rupture pour le cas de
la propagation de fissure sous sollicitations dynamiques. Dans un premier temps,
le probleme de référence est formulé de facon continue en prenant en compte la
propagation de la fissure comme une variation du domaine matériel. On présente
ensuite les concepts de facteur d’intensité des contraintes et des déplacements en
dynamique. Une vision énergétique du probléeme permet de donner un sens a la
variation de domaine formulée dans le probleme de référence et de définir le taux de
restitution de I’énergie. Cette approche permet aussi d’écrire le taux de restitution
de I'énergie sous la forme d’une intégrale le long d’un contour entourant la pointe de
fissure. En introduisant les développements asymptotiques mentionnés précédem-
ment, on peux alors relier le taux de restitution de I’énergie et les facteurs d’intensité
de la singularité. La derniere partie est consacrée aux criteres de propagation.

1.2.1 Probléme de référence

On propose ici une vision globale du probleme de la propagation dynamique d’une
fissure. Dans ce type de probleme, aux inconnues statiques et cinématiques, vient
s’ajouter une inconnue supplémentaire a(t) qui représente la position du front de la




fissure. On peut écrire le probleme de référence de la fagon suivante :

Probleme de référence:

u(x, 0) u(x,t) e U
Pour x € Q(t),t € [0;T], connaissant { 1(x,0) , trouver { o(x,t) €S tels
a(0) a(t)
que :
o Vx € 0, Vt € [0;T]
u(x,t) = uq (1.1)

o Vt € [0;T], Vv €U,
/ pu.vds) +/ o:e(v)dQ) = / fq.vdQ +/ FavdS  (1.2)
Q(t) Q(t) Q(t) Gie%
o Vx € Qt), Vt € [0; T

o(x,t) = Ce(u(x, ) (1.3)

o Vi€ [0;T]

a(t) = a(a(t),u(z,t)) (1.4)

ou Q(t) est le domaine considéré, 92 la frontiere sur laquelle on impose des dé-
placements uq, 0€2y la frontiere sur la quelle on impose des efforts Fq, fq les efforts
volumiques imposés, o et ¢ les tenseurs symétriques des contraintes et des déforma-
tions, C l'opérateur de Hooke caractéristique du matériau, p sa masse volumique, a
la vitesse d’avancée de la fissure (= % désigne la dérivation partielle par rapport a
la variable temporelle t), U et S les espaces fonctionnels associés au probleme et U
I’espace vectoriel des champs virtuels défini par :

Uy = {v/v(x) = 0Vx € 09, + régularité} (1.5)

Remarque 1 Le probléme est ici présenté sous forme variationnelle. Il est intéres-
sant de rappeler les équations locales qui le Tégissent afin de préciser les conditions
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aux limites considérées :

u=uq sur 0§y
o(n) =Fq sur 0§y ) (1.6)
on)=0 sur Tt et T

div(c) + f4 = pii  dans Q

0y

!

o

Figure 1.1: Domaine considéré )

Remarque 2 On considére que le matériau est homogene et isotrope, et qu’il pré-
sente un comportement élastique linéaire. On se place alors dans le cadre de la
mécanique €lastique linéaire de la rupture.

Remarque 3 Bien que l'on ait signifié une dépendance du domaine par rapport au
temps (Q(t)), celui-ci n’évolue que via a(t). On fera U’hypothése simplificatrice de
confondre les configurations initiale et déformée et on travaillera dans le cadre de
Uhypothese des petites perturbations. La partie 1.2.3 permettra de faire le lien entre
cette variation de domaine et la théorie énergétique de la mécanique de la rupture.

1.2.2 Analyse asymptotique

Comme c’est le cas en statique, une analyse asymptotique des champs de déplace-
ment et de contrainte dynamiques permet de caractériser la singularité de ces champs
en pointe de fissure. La théorie de Irwin [IRW 57] consiste a introduire des facteurs
pour quantifier 'intensité de la singularité. Sous sollicitation statique, I'intensité de
la singularité en déplacement est la méme que l'intensité de la singularité en con-
trainte. Ce n’est pas le cas lors d’une propagation dynamique ( voir [BUI 78]) et




on introduit un facteur d’intensité des contraintes K%" et un facteur d’intensité des
déplacements K<™ pour chaque mode m de sollicitation. Ces derniers caractérisent
I'intensité de la discontinuité du champ de déplacement au niveau de la pointe de la
fissure ( @ = 7 et r — 0) suivant les définitions :

cn __ 1 H 2_7T ” —

‘ 2
K™ = lim —H— [
r—04(1—v)V r

cin __ 13 H 2m —
15 = i 2 2 a0 = )

ou [[u;(0 = m)]] = u;(0 = 7) — u;(0 = —m) sont les sauts de déplacement au passage
de la discontinuité. Les facteurs d’intensité des contraintes sont définis par

K — liIT(l] V271rogn (0 = 0)

K& — liH(l) V2rroa(0 = 0)

K — liIT(l] V271rogs (0 = 0)

On peut alors montrer [BUI 78] que ces facteurs d’intensité des contraintes et leurs
duaux sont reliés par des fonctions universelles f; :

Ko™ = fi(a)KM" (1.7)

o Aa(l-af) 19 18
fila) = m7(laj)€{ ,2} (1.8)
fs(a) = aiz (1.9)
- 1—(3)2 (1.10)
D(a) = 4dajay — (1+a3)? (1.11)

ol ¢ et ¢y sont respectivement la célérité des ondes de compression et de cisaille-
ment. D est la fonction dont le zéro définit la célérité des ondes de Rayleigh c,.
k est une constante matériau qui dépend de I’hypothese formulée pour le probleme
bidimensionnel ( k = 3 — 4v en déformations planes).
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1.2.3 Approche énergétique

L’objectif de cette section est de faire le lien entre le probleme de référence présenté
plus haut et les théories énergétiques classiques de la mécanique de la rupture. Les
principales références sont issues des travaux de Griffith [GRI 21], Rice [RIC 68a], Ir-
win [IRW 57], Freund [FRE 90] et Bui [BUI 78]. Pour simplifier les développements
et en faciliter la compréhension et l'interprétation, les hypotheses simplificatrices
suivantes sont formulées : on s’intéressera dorénavant a un probléeme bidimensionnel
sans force volumique dans lequel la fissure se propage en ligne droite a la vitesse a
dans la direction tangente aux levres de la fissures. Dans une probleme sans fissure,
le choix du champ de vitesse (4 — %4) comme champ virtuel dans I’'Equation (1.2.1)
permet de démontrer le théoreme de 1’énergie cinétique. L’objectif étant d’établir
un lien entre le probleme de référence formulé de maniere continue et les approches
énergétiques en mécanique de la rupture, choisissons de méme le champ (4 — )
comme champ virtuel. On obtient :

/ pu.u df2 +/ o:e(n) dQ) = / o(n).adl’ (1.12)
Q(t) Q(t) o9(t)

1
en posant 7 = 3 pu? et w = 57" e(u) les densités surfaciques d’énergies cinétique

/ . t . T . .
et de déformation, we,; = fo o(n).01 dt la densité linéique de travail fourni par les
actions mécaniques extérieures, il vient :

/ (7 + ) dQ = / Ueg dT (1.13)
Q(t) a0(t)

Soient alors T' = fﬂ(t) TdQ, W = fﬂ(t) w df) les énergies cinétique et de déforma-

tion du domaine entier, W,,; = f o) Weat dI' est le travail des actions extérieures.
Comme on I’a mentionné plus haut, toutes ces quantités dépendent a la fois du
temps t et de la longueur de la fissure a. Il est possible d’écrire la variation totale

de W par exemple :
aw ow ow
2 (2L R, 1.14
dt <8t>a+(8a)ta (1.14)

(8—W) :/ W d§) (1.15)
ot ). Jaw

En substituant dans I’Equation (1.13), on a :

d(W +1T) B OW +T — Wew) 0
dt Oa . oSt

avec

(1.16)

est la puissance fournie par les actions extérieures.

ou Pemt = —dVZ:zt

On fait apparaitre naturellement un terme de dissipation :

D _ (8(W+T—Wm) 5
oa .




Figure 1.2: Notations

Le domaine €2 ne dépendant du temps que par I'intermédiaire de a, on adoptera les
notations de la Figure 1.2. €y est fixe et Qr est défini par un contour I' entourant
la pointe de fissure avec laquelle il se déplace a la vitesse @ dans la direction x

tangente aux levres de la fissure. On a alors :

w:%(/go(ww) dQ+/QF(w+T) dﬂ)

Le premier terme de I'Equation (1.17) peut ensuite étre développé :

%(/Qo(w+7) dQ) :/Qo(w+%) dQ—/F(w+T)c‘m.x1 dr

Concernant les actions extérieures, il vient :

d d
Pea:t = Weu = - / Wegt dI’
at dt \ g

(1.17)

(1.18)

(1.19)

Comme les levres de la fissure sont considérées comme étant libres d’efforts, les ac-
tions extérieures s’appliquent uniquement sur des parties du contour qui ne dépen-
dent pas de la longueur de la fissure. En conséquence, la dérivée totale est ici
égale a la dérivée partielle par rapport au temps. On définit 02 = 0y U 0Qr avec
00 =02 U0 U0, UIN_U—-T et 0Qr =TUT', UT'_. Dans la mesure ou les

levres de la fissure sont libres d’effort, on peut écrire :

Pemt = / wemt dl’ + /we:vt dar
Qo T

(1.20)
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Remarque 4 La proposition énoncée plus haut ( ici % = %} peut aussi étre
démontrée en utilisant le fait qu’on introduit la contribution de l’intégrale sur I' et
sur —I', les termes correspondant a la variation du contour avec la longueur de la

fissure lors de la dérivation totale s’annulant d’eux mémes.

En prenant en compte la définition de we,;, il vient :

Pm:/Q div(o () dQ—l—/Fa(n).ﬂ dl (1.21)

or
div(c(w)) =div(c)a+o:Va=pia+o:Va=w+7

et finalement

Pem:/go(w++) dQ+/Fcr(n).1'1 dr (1.22)

En combinant les Equations (1.18) et (1.22) on peut calculer la dissipation D :

D— /F ((w + 7)any + o(n).0) dT — % (/Qr(w +7) dQ) (1.23)

Dans cette expression, le premier terme peut étre vu comme le flux d’énergie a
travers le contour I' quand celui-ci se dplace avec le front de la fissure a la vitesse a.
On notera F' ce flux :

F:/F((erT)c'ml +o(n).it) dU (1.24)

Bien que D soit indépendant de I', F' ne I'est pas a cause du terme source d’intégrale
de surface. En effet, I'y et I'y étant deux contours entourant la pointe de fissure, on

ry-rwy = ([ wana) -4 ([ wenam)

Freund [FRE 90] définit alors le taux de restitution de I’énergie en dynamique comme
la limite, quand I est réduit au point du front de la fissure, du flux d’énergie par
unité d’avance de la fissure (G est alors indépendant du choix de I') :

G = lim E = llim [/ ((w+ 7)any + o(n).a) dT
I'—0 a a I'—0 T
Une hypothese essentielle en dynamique de la rupture est '’hypothese de station-
narité en pointe de fissure [FRE 90, BUI 78]. On considere alors que dans une
zone proche de la pointe de la fissure la dérivée totale des différentes quantités par
rapport au temps est nulle. En considérant un contour suffisamment proche de la
pointe de fissure pour pouvoir utiliser cette hypothese, le terme source présent dans
I’expression de D s’annule et [' devient indépendant du contour. Par conséquent, on
peut s’affranchir du passage a la limite de ’équation précédente. Cette hypothese
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de stationnarité permet aussi d’écrire 1 = —u ;a ou ; désigne la dérivée par rapport
a 1. L’expression de G devient alors :

G = /((U) + 7')(51]' — al-jui,l)nj dl’ (126)
T

L’hypothese de stationnarité impose de considérer un contour I' proche de la pointe
de la fissure. On peut alors légitimement supposer que les développements asymp-
totiques vus précédemment sont valides a l'intérieur de I'. En injectant leurs ex-
pressions dans 'Equation (1.26), on retrouve I’équivalent dynamique de la relation
de Irwin [IRW 57] :

1 A _
avec
g T2 déformation plane
= —v
E en contrainte plane

1.2.4 Criteres de propagation

A T’heure actuelle la question des criteres de propagation en dynamique de la rupture
reste un sujet ouvert. De nombreux essais de propagation dynamique de fissure ont
été menés depuis trente ans environ. Un des problemes réside dans 1’absence de
méthode numérique suffisamment fiable pour identifier les parametres d’éventuels
criteres et comparer la pertinence de ces derniers. La difficulté des essais a mettre
en oeuvre ajoutée a celle posée par le probleme de la simulation numérique de
la propagation dynamique d’une fissure en font donc aujourd’hui encore un sujet
d’actualité.

Lors d’une sollicitation en mode mixte, il est nécessaire de déterminer la vitesse et
la direction de propagation de la fissure. On fait alors 'hypothese que le mode 3
n’influence pas la direction de propagation dans un plan normal au front de la fissure.
On considérera aussi que la direction de propagation est gouvernée par l'intensité de
contrainte circonférentielle maximum. En recherchant le maximum de la contrainte
0gg obtenu a partir de I'expression des champs asymptotiques, on trouve 'angle de
pr((i)pagation critique 6. en fonction des facteurs d’intensité des contraintes K fy" et
K37

1 Kdyn Kdyn
0. = 2arctan |~ | —4— — sign(K3" L 1.28
arctan | 7 R sign(K5"") |8 + <K§y" (1.28)

On calcule alors un facteur d’intensité des contraintes équivalent K fg; . Dans le

cadre de I'utilisation du critere de contrainte circonférentielle maximale, il est égal
au facteur d’intensité des contraintes en mode 1 que l'on obtiendrait si la fissure
était orientée dans la direction 6, :

90 n 3 90 . n
Km0 g3 (5) Kfy ~ 5cos (5) sin (0.) Kgy (1.29)

11
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Ayant considéré que la propagation était orientée par la direction de contrainte
circonférentielle maximale, 'initiation aura alors lieu lorsque le facteur d’intensité
des contraintes équivalent atteint une valeur critique Kip. On supposera ensuite
que la propagation a lieu a intensité de contraintes circonférentielle égale a K1p, la
vitesse s’adaptant :

{CLZO si Kleq < Kip (1 30)

K =Kip sia>0

On s’attend de plus a ce que K;p dépende de la vitesse de propagation. On trouve
dans la littérature [KAN 85] la forme suivante :

(K.  sia=0
Kip(a) =9 k.

1-(&)m

sinon (1.31)

Par soucis de simplification mais surtout par manque de données expérimentales, on
considérera que m vaut 1 et K14 = K.

1.3 Meéthodes de simulation numérique : état de
Part

On trouve dans un article de Nishioka un état de 'art des méthodes de simulation
numérique en dynamique de la rupture [NIS 97]. Cette publication datant de 1997,
les développements récents n’y sont pas mentionnés. On tente de présenter ici un
panel des méthodes ayant été ou étant utilisées dans le domaine.

1.3.1 Méthode des Eléments Finis

La méthode des Eléments Finis a été utilisée sous de nombreuses formes en dy-
namique de la rupture. Un des problemes dans la modélisation des structures fis-
surées est la description géométrique de la fissure. Dans le cadre de la méthode de
Eléments Finis, elle est décrite explicitement et fait partie intégrante des frontieres
du maillage. Suivant le type de fissure que I'on cherche a étudier, diverses solutions
sont envisageables :

1.3.1.1 fissure droite sollicitée en mode 1

Dans ce premier cas, le trajet de propagation suivi par la fissure peut étre connu
a priori, on trouve alors des méthodes dites de déboutonnage [CAR 00, KOB 76]
dans lesquelles une moitié de structure est maillée et les noeuds situés sur la ligne
de propagation sont libérés a mesure que la fissure avance. Les positions successives
du front de la fissure sont alors imposée par la discrétisation de la ligne de propa-
gation. La difficulté est de relacher les noeuds progressivement en appliquant des
forces nodales physiquement pertinentes. D’autres techniques ont été développées
en utilisant un maillage mobile. Les cas d’applications sont plus ou moins restreints
suivant que le maillage est entierement [BAZ 78] ou localement déplacé [ATL 85].
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1.3.1.2 fissure courbe

Dans le cas ou la fissure est courbe, son trajet de propagation sera complexe et
d’autres méthodes doivent étre envisagées. On mentionnera deux grandes classes de
méthodes : les méthodes de remaillage [SWE 88, BIT 96, NIS 01] et les méthodes
utilisant des éléments d’interface [XU 94, CAM 96, ORT 99]. Il existe des méthodes
de remaillage plus ou moins sophistiquées ayant pour but de restreindre au maximum
la zone concernée par un changement de discrétisation. Concernant les méthodes
utilisant des éléments d’interface, plusieurs problemes majeurs se posent : le trajet de
la fissure est imposée par la discrétisation (il doit suivre la frontieres des éléments)
et le choix de la loi de décohésion de l'interface. Il en résulte des problemes de
dépendance au maillage rendant ces méthodes assez peu objectives bien que des
développements récents [ZHO 04] proposent des solutions pour les résoudre. Une
des difficultés liée a l'utilisation d’Eléments Finis classiques est que l'interpolation
nécessite d’utiliser une discrétisation fine pour capturer avec précision la singularité
due a la présence de la fissure. C’est particulierement vrai si on s’intéresse aux
déformations ou aux contraintes. Les éléments munis d'un noeud supplémentaire
au quart de ses cotés permet d’'intégrer exactement la singularité élastique mais leur
utilisation nécessite une procédure de remaillage pour simuler la propagation.

1.3.2 Méthode des Eléments de frontiere

On trouve dans la littérature de nombreux développements de méthodes par éléments
de frontiere en mécanique de la rupture [CHI 94, ALB 04, SEE 99]. L’avantage
immédiat est la simplicité de la description de la fissure et la gestion de son évolution.
L’intégration en espace et en temps des solutions fondamentales doit étre effectuée a
chaque pas de temps et des problemes numériques de conditionnement de matrices
et de stockage de données sont les principales difficultés rencontrées par ce type de
méthode.

1.3.3 Méthode sans maillage

Il existe de nombreuses variantes des méthodes dites sans maillage. La méthode
EFG (Element Free Galerkin) est la plus utilisée en mécanique de la rupture. Ici,
il n’est pas nécessaire de discrétiser la géométrie de la fissure mais apparaissent
des criteres de visibilité entre particules. Les principaux développements sont vus
dans les travaux de [ORG 96, KRY 99]. Les problemes de ces techniques sont la
lourdeur du calcul des voisins avec application des criteres de visibilité, le traitement
des conditions aux limites cinématiques et la quadrature numérique. Une vision
simplifiée de ces méthodes a été récemment présentée dans [RAB 04].

1.3.4 Meéthode utilisant une partition de 'unité

L’idée de la méthode de partition de I'unité est d’utiliser, dans I'approximation Elé-
ments Finis, des fonctions permettant de capturer au mieux la singularité du champ
de déplacement. Le chapitre suivant permettra de redévelopper un certain nombre
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de points concernant cette méthode et son utilisation en mécanique de la rupture.
Un des avantages de ce type de technique est qu’il n’est pas nécessaire de mailler
explicitement la fissure : sa description se fait au moyen d’éléments géométriques
ou de fonctions de niveau pour le probleme 3D [MOE 02b, GRA 02]. Les premiers
travaux sont & attribuer a Benzley [BEN 74]. La technique de partition de 1'unité
formalisée de maniere générale est présentée dans les travaux de Babuska et Melenk
[BAB 97]. L’idée d’enrichir I'approximation a aussi été utilisée dans le cadre des
EFG dans [FLE 97]. Une présentation plus détaillée et les travaux de références
figurent au chapitre suivant. Concernant la propagation dynamique de fissure, les
seuls travaux sont dus a Belytschko et Chen [BEL 03] qui adoptent une démarche
différente de celle suivie dans cette these. Leurs travaux s’apparentent a ceux de de
Borst et ses collaborateurs [WEL 02, WEL 01] dans le cadre quasi statique ou aux
précédents articles publiés par Moés et Belytschko [MOE 02a]. Il s’agit d’utiliser un
enrichissement discontinu associé a des segments cohésifs le long de la fissure afin
d’introduire de la dissipation.

1.3.5 Remarque sur la stabilité lors de changements de dis-
crétisation

A Texception des méthodes de relachement de noeuds dont le champ d’application
est tres restreint, dans toutes les autres techniques évoquées ici, la propagation de
la fissure est modélisée par un changement dans la discrétisation (remaillage, mou-
vement d’éléments, ajout de fonction de forme, modification des voisins...). Bien
que cela soit rarement mentionné dans la littérature, la question de la stabilité
du schéma d’intégration en temps lors de telles manipulations est loin d’étre triv-
iale. Dans [EIN 00], les auteurs mentionnent la possibilité d’instabilités apres les
opérations de remaillages et projections successives. Le probleme est formalisé dans
[NIS 01] sans que les auteurs n’attachent d’importance a 1’étude de la stabilité du
schéma. Dans le cadre de la méthode des Eléments Finis Etendus le probleme
vient essentiellement des enrichissements singuliers : apres plusieurs tentatives dans
[BEL 01a], Belytschko et al. ont finalement opté pour l'utilisation d’un enrichis-
sement uniquement discontinu et d’une zone cohésive ou d’un matériau élastique
endommageable.
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2. Modélisation de structures fissurées sous sollicitations dynamiques

2.1 Introduction

Ce deuxieme chapitre a pour objectif de dresser un état de l'art des méthodes
auxquelles on s’intéressera plus particulierement dans la suite des développements.
On s’intéressera aussi bien au probleme de la discrétisation spatiale que temporelle.
On rappelle les fondements de la technique de partition de 'unité et ses applications
les plus courantes telles que la prise en compte de la discontinuité et/ou de la singu-
larité du champ de déplacement en présence d’une fissure. Concernant le probleme
en temps, la section 2.4.1 rappelle la méthode de Newmark et introduit des outils
d’étude (méthode énergétique, matrice d’amplification, bilan d’énergie discrétisée)
pour les schémas numériques d’intégration en temps. D’autres schémas comme celui
de la méthode HHT ou les schémas de Galerkin discontinus en temps sont introduits
en mentionnant les principaux travaux les concernant.

2.2 Probléme test 1D

Pour illustrer les propriétés des différentes techniques présentées dans ce mémoire,
on propose de définir un probleme test. Probleme test au sens ou, d’'un point de
vue numérique, ce probleme sera équivalent a celui a traiter pour la propagation
dynamique de fissure. On considere donc un barreau (Figure 2.1) dont la longueur
est 10m et la largeur 0.5m. Le probleme est pseudo-1D : la géométrie est 2D mais
les degrés de liberté concernent uniquement la direction longitudinale du barreau.
Il est constitué d’un matériau homogene de densité p = 8000kgm =3 dont le com-
portement est considéré élastique, linéaire et isotrope. Le parametre caractérisant ce
comportement est le module d’Young £ = 210G Pa (modele pseudo-1D, pas d’effets
Poisson). On soumet cette structure a une contrainte de traction ¢ = 500M Pa a
une de ses extrémités, 'autre étant fixée. Pour avoir a simuler un probléme type
de dynamique de la rupture, on impose au barreau de se couper en deux au temps
t/t. = 2.5 (t. valant la moitié de temps de parcours des ondes de compression dans
le barreau).

s‘ EEUO t<25tc

N | I s

Figure 2.1: Géométrie du probleme test 1D
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2.3 Probleme en espace

2.3.1 Meéthode de partition de I'unité

Dans cette partie, on se propose de présenter la méthode de partition de 'unité
développée par Babuska et Melenk [BAB 97| et conjointement par Duarte et Oden
[DUA 96]. Cette méthode a ensuite été utilisée pour de nombreuses applications
: la mécanique des fluides [WAG 01, WAG 03, CHE 03b, CHE 03a], l'interaction
fluide structure, la modélisation de trous ou d’inclusion [SUK 00a], de transfor-
mation de phase [CHE 02, DOL 0la] et la mécanique de la rupture. Pour cette
derniere application, citons le développement des Eléments Finis Etendus [BLA 99,
BEL 01b, DOL 00, MOE 99] et des Eléments Finis Généralisés [STR 00a, STR 00b]
qui utilisent une partition de I'unité locale. On peut aussi faire référence aux travaux
menés par de Borst [WEL 02, WEL 01, REM 03].

Considérons un domaine € discrétisé par un ensemble N de N noeuds. Sur cet
ensemble de noeuds s’appuie un ensemble de fonctions de forme N;.

U=> NxU; (2.1)

1eEN

Dans ’équation ci-dessus, U constitue une approximation Eléments Finis standard
de u. Tl est possible de démontrer [BAB 97] qu’a la condition que les N; constituent
une partition de I'unité dans le domaine €2, c¢’est a dire :

Y ONi(x)=1 VxeQ (2.2)
iEN

on peut enrichir I'approximation de u de la fagon suivante :

U=> Nx)U;+ Y Ni(x)p(x)Uf (2.3)

ieN ieNe

ol ¢ est la fonction d’enrichissement et N'¢ I’ensemble des noeuds auxquels on choisit
de placer des degrés de liberté enrichis Uf. L’idée d’exploiter le fait que les fonctions
de forme constituent une partition de I'unité peut étre illustrée de la fagon suivante :
si on prend V¢ = N, que I'on met les degrés de liberté classiques U; & 0 et les degrés
de liberté enrichis Uf a 1, alors on reproduit exactement dans le domaine entier le
fonction d’enrichissement ¢ :

U= 3" Nix)é(x) = 6(x) (2.4)

ieN

Dans la méthode des Eléments Finis Etendus, on exploite cette propriété localement.
En effet pour des raisons de cotit de calcul, I'enrichissement est localisé dans une
certaine zone du maillage si bien que dans la couche d’éléments intermédiaire entre
le zone enrichie et la zone non enrichie, on perd la propriété de partition de 1'unité
(car seulement une partie des noeuds de ces éléments portent des degrés de liberté
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2. Modélisation de structures fissurées sous sollicitations dynamiques

enrichis). Les travaux de [CHE 03c] montrent que la fagon dont on traite cette zone
peut avoir une influence sur I'ordre de convergence de la méthode. Pour palier a ce
probleme, une solution consiste a changer de fonction d’enrichissement de fagon a
ce que celle-ci soit nulle dans les éléments intermédiaires [ZI 03]. Dans [CHE 03c],
on trouve d’autres développements permettant de traiter correctement cette couche
d’éléments pour des enrichissements de type discontinuité de déformation. Ici, aucun
traitement particulier n’est effectué, I'ordre de convergence de la méthode étant jugé
suffisant et ’élaboration d’une zone de transition améliorée n’étant pas 'objet des
travaux présentés.

La fonction d’enrichissement peut étre choisie de fagcon a capturer efficacement la
solution du probleme traité. Il s’agit généralement de discontinuités géométriques ou
matériaux. Dans ces cas 1a, ¢ est en rapport avec le support géométrique de la dis-
continuité. On peut également choisir d’'utiliser plusieurs fonctions d’enrichissement
si la discontinuité modélisée ne peut étre capturée a ’aide d’une seule fonction. Les
principaux intéréts de cette technique sont les suivants : un ordre de convergence
plus élevé que pour les Elément Finis classiques, le découplage du probleme du
maillage et de la description implicite de la géométrie des discontinuités.

2.3.2 Prise en compte de discontinuités en espace

On s’intéresse ici au cas particulier de la prise en compte de discontinuités en espace.
Il parait alors judicieux de choisir comme enrichissement la fonction discontinue H
dont la définition peut étre écrite de la facon suivante :

M) {_|_1 si x est au dessus de )y (2.5)

-1 si x est en dessous de

avec () l'entité géométrique sur laquelle s’appuie la discontinuité a prendre en
compte. On définira alors I’ensemble des noeuds portant un enrichissement par :

Nez{niEN,wiﬁstég} (26)

ou w; = supp(lV;) est le support de la fonction de forme N;. L’approximation
Eléments Finis Etendus se construit donc comme suit :

U=> Nx)U+ Y Ni(xyH(x)Uf (2.7)

ieN ieENe

2.3.2.1 Probléme test 1D

L’application de la procédure décrite précédemment dans le cas du probleme test
1D est la suivante. Les noeuds enrichis sont ceux dont le support est coupé par
la discontinuité. Comme on travaille avec des fonctions de forme dont le support
est borné, leur nombre se limite a quatre. La Figure 3.2 montre les maillages util-
isés avec une méthode Eléments Finis classique et la méthode des Eléments Finis
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Etendus. Les noeuds enrichis sont entourés sur cette figure. On voit immédiate-
ment que l'utilisation d’une fonction discontinue dans ’approximation permet de se
dégager des contraintes du maillage des entités géométriques portant la discontinu-
ité. Pour l'utilisation de la méthode des Eléments Finis Etendus en dynamique, on

HEEEEEEEEEEEENL

interface

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ I I ‘ ‘ ‘ ‘ ‘maillage X-FEM

O noeud enrichis

Figure 2.2: Maillages pour le probleme test 1D

choisit d’utiliser la méme technique de discrétisation pour toute les composantes du
vecteur d’état (déplacement, vitesse et accélération). Ceci permet de conserver un
formalisme classique pour I’étude des schémas d’intégration en temps.

Remarque 5 Concernant la dynamique, des problemes de stabilité sont inhérents
a lutilisation des Eléments Finis Etendus : il a été montré dans [GER 99] que le
pas de temps critique des éléments dans lesquels les fonctions d’enrichissement sont
actives n’est pas égal au pas de temps critique de ce méme élément sans fonction
enrichie. En effet, l'enrichissement discontinu par exemple introduit des fréquences
propres numeériques qui tendent vers l'infini quand la géométrie de la discontinuité
se rapproche des frontieéres des éléments. Par conséquent, le pas de temps critique
tend vers 0 ; ce qui rend impossible l'utilisation de schémas dont la stabilité n’est
pas inconditionnelle.

2.3.3 Modélisation de singularités dues a la présence de fis-
sures

On va dans cette partie reprendre la méthode de partition de I'unité présentée dans
la partie 2.3.1 en vue d’utiliser des fonctions d’enrichissement capable de capturer
la singularité du champ de déplacement d’une structure fissurée dont le comporte-
ment est élastique linéaire. De nombreux travaux ont été publiés pour ce type
d’applications [BLA 99, MOE 99, SUK 00b, MOE 02b, DUA 01]. II semble finale-
ment qu’en élasticité linéaire, la base de fonction d’enrichissement la plus judicieuse
aussi bien pour le 2D que pour le 3D soit la suivante :

[B,] = \/?sm(g), \/?cos(g), \/Fsin(g)sin(ﬁ), \/Fcos(g)sin(ﬁ) (2.8)

ou (r,0) sont les coordonnées, dans le repere local 1ié au front de la fissure, d'un
point appartenant a un plan normal au front. Il se trouve que les solutions asymp-
totiques du champ de déplacement peuvent étre obtenues en combinant linéairement
les fonctions de cette base. Elle présente de plus 'avantage de faire apparaitre peu
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2. Modélisation de structures fissurées sous sollicitations dynamiques

de modes a énergie nulle et donc de fournir a la matrice de rigidité un condition-
nement acceptable [ELG 04]. Les noeuds enrichis par ces fonctions singulieres sont
les noeuds Ny, dont le support contient le front (voir Figure 2.3). Un enrichis-
sement discontinu est utilisé pour les noeuds N,,; dont le support est completement
coupé par la surface de la fissure. Finalement ’approximation s’écrit :

U= N®Ui+ Y NxHa+ » > Ni(x)Ba(x)bia (2.9)

ieN 1€ENut ie./\/fmm e}
{7 N AN
[ [
®
{7 N N
[ [
[ ] enrichissement discontinu () enrichissement singulie!

Figure 2.3: Disposition des degrés de liberté enrichis

2.4 Probleme en temps

2.4.1 Meéthode de Newmark

On s’intéresse a 'intégration numérique de ’équation de 1’élasto-dynamique (Equa-
tion (2.10)). Pour une compréhension plus aisée, on ne considérera qu’'un systeéme
masse m ressort k a un degré de liberté soumis a un effort extérieur f. x, &, ¥ sont
respectivement le déplacement, la vitesse et I'accélération. On présente d’abord la
méthode Newmark [NEW 59] qui servira de référence.

mi+kx—f=0 (2.10)

Dans le cadre de la famille des schémas de Newmark [NEW 59|, aucune hypothese
n’est formulée sur le type de fonction décrivant les différentes quantités cinématiques.
L’hypothese émise concerne la dérivabilié de ces quantités dont I'ordre est supposé
suffisamment élevé pour pouvoir écrire un développement limité de Taylor. L’idée
est ensuite d’approximer le reste dans le développement de Taylor en introduisant
deux parametres By pour x et yy pour T :

oA A Tpi1 — Tn
Tni1 = Tp + Atz, + 5 Tp + 5 (6ﬁN HAt ) (2.11)
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At? Fpi1 —
Py = i 4 A, 2y 2.12
Tpi1 = Tp + AT, + 5 (’YN N ( )

L’équation de I’élasto-dynamique (Equation (5.1)) est écrite a I'instant n :
mi, + kx, — f, =0 (2.13)

En considérant I’Equation (2.13) écrite pour les instants n — 1, n, n + 1, ainsi que
les Equations (2.11) et (2.12) aux instants n and n + 1, le probleme peut étre écrit
en déplacement. Il en résulte une méthode a deux pas : connaissant x,_ 1 et x,,
trouver x,,1 tel que :

[m + B A 21 + [—2m + (5 + W — 265) APk @,
+ [m+ (53— + Oy) ALPk] 2,y (2.14)
= At? [(% — W+t ﬁN) Jno1+ (% + = 2/6N) Jn+ ﬁan—H}

On pourrait également combiner les Equations (2.11), (2.12) et (2.13) pour écrire
le probleme en vitesse ou en accélération, sur un pas ou sur deux pas.

2.4.1.1 Etude de stabilité par la méthode énergétique

On s’intéresse provisoirement a un probleme multi-degrés de liberté. Les équations
d’équilibre discrétisées en temps et en espace s’écrivent pour un matériau élastique
linéaire en petites perturbations :

MU, + KU, = F, (2.15)

ou U, désigne le vecteur déplacement discrétisé a l'instant n, Un la vitesse, Un
I’accélération, M et K les matrices respectivement de masse et de rigidité.

Les notions élémentaires pour I’étude d’un schéma sont la stabilité, la consistance
et la convergence. La stabilité assure qu’'une perturbation entraine une modification
non croissante de la solution. Le schéma est dit consistant si I'erreur locale de
troncature est majorée par cAt* ol k est le taux de convergence. La convergence
permet d’écrire que la limite de U,, quand At tend vers 0 est le champ de déplacement
u réel a I'instant considéré. Rappelons le théoreme d’équivalence de Lax :

Théoreme 1 Un schéma est convergent si et seulement si il est stable et consistant.

Dans la suite, on se focalisera sur la stabilité, 'instabilité d’un schéma étant une
condition suffisante de non convergence. L’intérét est alors porté sur des méth-
odes énergétiques permettant de juger de la stabilité puis de la qualité des résultats
obtenus. Ces méthodes sont présentées dans [HUG 00]. On propose de redévelop-
per ces méthodes afin de préciser les notations utilisées et de faire le point sur les
conclusions qu’elles amenent.

Les équations définissant I'actualisation du vecteur d’état sont :

{ Un1 = U+ AtU, + AP(5 = B3)Uy + AP B (2.16)
Un+1 = Un + At(l — ’)/N)Un —+ At’}/NUnJrl .
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2. Modélisation de structures fissurées sous sollicitations dynamiques

On définit les notations suivantes pour la moyenne et la différence d’une quantité
entre les instants ¢, et t,11 :

(V) = 5(Vara +V2)
{ V= v v (2.17)

avec la propriété
1
VYTIV] = S[VTV]

En utilisant ces opérateurs, on peut réécrire les équations du schéma de la facon

suivante : ) ) .
{ [U] = AKU) + 4264 — w)[U] (2.18)

U] = AHU) + At(n — 3)[U]

Considérons tout d’abord les équations d’équilibre discrétisées aux instants ¢,
et t,11. La stabilité du schéma n’étant pas influencée par les efforts extérieurs
[HUG 78b](le schéma doit étre stable quelque soit le probleme posé), on s’intéressera
a un probleme avec efforts extérieurs nuls :

{ MU, + KU, =0

. 2.19
MU, + KUpy1 =0 ( )

En pré-multipliant les deux équations par [U], en faisant la différence des deux
quantités obtenues et en utilisant les relations définies par le schéma, on obtient au

final :
ST A + UTKD) = (o — ) 017 AL (2:20)

ou A2
t

On a alors le théoreme suivant :

Théoréme 2 Sivy > 5 et A est définie positive, alors Upiy et U,y sont bornés[HUG 00].
Corollaire 1 Si de plus K~ existe, alors U, est borné

Si ces propositions sont vérifiées, alors le schéma est stable. Pour cela, les valeurs
propres de A doivent étre positives. Ce qui impose aux solutions w,, du probleme de
vibration det(K — w?M) = 0 de vérifier :

L+ (By = ) (wpAt)? 2 0

On retrouve alors les conditions de stabilité d’un schéma de Newmark :
< v < 204 schéma inconditionnellement stable,
< vy et 20y <y schéma stable si At < At, = 1

{ Wpmax\/ ’YTN—BN
Wpmaz €St la plus grande fréquence propre de la structure discrétisée. Dans la pra-

tique, Wpmas est déterminée en calculant la plus grande fréquence propre du plus
petit élément.

(2.21)

N N[
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2.4.1.2 Matrice d’amplification

Ces résultats peuvent aussi étre obtenus pour le systeme masse ressort en écrivant la
relation de récurrence du schéma sous forme matricielle (cf. [GER 93] par exemple).
On écrit alors :

qun-f—l = Hoqn + Fn+1 (222)

ol q est le vecteur d’état défini par :

qn = ,

mo— | ™ WAtk
Y7L 0 m+ BlARk

m (7w — D ALK
Hy = 1
0 moom— (5 — By) Atk

At ((1 - VN) I+ ’7an+1)
S P Ve

le probleme sans efforts extérieurs peut étre réécrit de la facon suivante :

A = H;'Hj est la matrice d’amplification et la stabilité du schéma dépend alors
uniquement des valeurs propres de cette matrice. Elles sont calculées en résolvant
I’équation suivante :

det (Hyp —rH;) =0 (2.24)
Ce qui nous ramene a
1 w?At? 1 w?At?
2

avec w = \/% , (2 = 1+ Bw?At2. Les valeurs propres se mettent alors sous la forme

r; = Re*i?

1, w?At?
R= \/1 — (- 5)% (2.26)

1 [N
_ “\2w?At
wAt\/l 4(7N+2) < )

1 ]- w2 2
C(l - 5(’%\1 + 5) C%t )
Le rayon spectral de la matrice d’amplification est défini par p = maz(|rq]|, |re|). Les
conditions de stabilité sont alors :

avec

b= tan—l( (2.27)
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2. Modélisation de structures fissurées sous sollicitations dynamiques

i p inférieur a 1

ii Le module de r; est strictement inférieur a 1 si I'ordre de multiplicité de r; est
plus grand que 1

On en déduit les conditions de stabilité classiques pour les schémas de la famille de
Newmark :

% < v < 204 schéma inconditionnellement stable,
% <y et 20y <y schéma stable si At < At, = w\/ﬁ (2.28)

2.4.1.3 Bilan énergétique de la formulation discrétisée

Parallelement a 1I'étude de stabilité, il est possible d’écrire un bilan d’énergie dis-
crétisée. Ce bilan n’est pas le méme, dans le cas d’un choix quelconque de 7y et Sy,
que celui obtenu par le théoreme de ’énergie cinétique. Il fait intervenir des termes
de dissipation numérique provenant du schéma. Pour établir ce bilan, on utilise la
méme démarche que dans I’étude de stabilité en calculant la moyenne des équations
d’équilibre et en les pré-multipliant par [U]. On obtient cette équation :

HUTMU + UTKU] = Wea = 82 (28 — w)[U]" M (U)

_ATtQ<’VN - %)(251\1 - ’VN)[U]TM[U] (2.29)
— (= )UTTK[U]

ou %[UTMU +UTKU] est la différence d’énergie totale entre les instants ¢, et ¢, 1,
Weat = (W — 3)[UJT[F] + [U]T(F) le travail des efforts extérieurs, le reste étant des
termes de dissipation due au schéma.

Remarque 6 Dans le cas de l'utilisation du schéma implicite de [’accélération
moyenne (Vy = %, Bx = i), on retrouve le théoreme de l’énergie cinétique : [’énergie
totale %(UTMU + UTKU) se conserve si les efforts extérieurs sont nuls.

Remarque 7 Dans le cas de lutilisation du schéma explicite de la différence centrée
("~ = %, By = 0), ce n'est pas l’énergie totale qui se conserve mais %(UTMU +
UTKU + 22(28, — ) UT MU)

Remarque 8 Il semble nécessaire de préciser un point souvent flou dans la lit-
térature. Le bilan énergétique ne peut en aucun cas étre utilisé pour démontrer la
stabilité d’un schéma. C’est une condition nécessaire mais pas suffisante : il ne
suffit pas de montrer qu’un schéma dissipe ou au mieux conserve l’énergie pour dé-
montrer sa stabilité. Le bilan énergétique permet néanmoins de vérifier la cohérence
d’un calcul d’un point de vue énergétique.
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2.4.1.4 Probléme test 1D

On présente ici les résultats obtenus avec la méthode de Newmark de I'accélération
moyenne sur le probleme test 1D défini plus haut pour lequel la discrétisation en
espace a été effectuée avec la méthode des Eléments Finis Etendus. La valeur du
pas de temps est de deux tiers du pas de temps critique défini précédemment pour
une discrétisation Eléments Finis classique. La Figure 5.8 présente les évolutions
des déplacement, vitesse et accélération normalisés a 1'extrémité libre du barreau et
a l'interface créé.

La qualité des résultats pour le déplacement est bonne mais celle-ci se dégrade pour
la vitesse et plus encore pour I'accélération. A l'instant de la "rupture” du barreau
les oscillations numériques s’aggravent surtout a I’endroit ou la discontinuité en es-
pace est apparue. Les accélérations ne semblent pas avoir une signification physique
bien que la taille de pas de temps choisie soit assez petite. Ceci met en évidence la
nécessité d’améliorer I'intégration des discontinuités temporelles. Cette nécessité ap-
parait d’autant plus clairement lors de ’apparition brutale de discontinuité d’espace
comme c’est le cas dans les simulations de propagation dynamique de fissure.

Remarque 9 Le choix du schéma de l’accélération moyenne n’est pas des plus ju-
dicieux pour ce probléme. En effet, on peut montrer que, dans le cas considéré
ici (avant rupture), le schéma explicite de la différence centrée permet de retrou-
ver exactement la solution analytique si on choisit le pas de temps égal au pas de
temps critique. Ceci n’est cependant valable que dans certaines applications tres
particulieres. L’utilisation des Eléments Finis Etendus nous imposant de choisir un
schéma inconditionnellement stable (cf. [GER 99]), on ne considérera désormais
que le schéma de ['accélération moyenne.

2.4.1.5 Schémas voisins de la méthode de Newmark

De nombreux travaux ont été menés (voir [KUH 99] ou [NOE 04] pour une revue
détaillée) dans le but d’atténuer les oscillations numériques précédemment évoquées
ou de garantir la stabilité et la conservation de I’énergie en non-linéaire. Les objectifs
étant de : conserver un ordre de convergence égal a 2 comme pour les schémas les
plus utilisés parmi ceux de la famille de Newmark, éviter les oscillations numériques
hautes fréquences en introduisant de la dissipation numérique sans perturber les
basses fréquences ayant un caractere physique et de conserver l'énergie. Sur la
base de la méthode de Newmark, Chung et Hulbert proposent dans [CHU 93] ce
qu’ils nomment les méthodes a-généralisées incluant les modifications apportées par
Bossak [WOO 80] et Hilber [HIL 77] (méthode HHT). Le principe est de pondérer
les différents termes de I'équation d’équilibre dynamique a l'aide de coefficients «
dont le choix influe sur les fréquences atténuées. Ces schémas permettent d’amortir
les oscillations numériques mais ils ne garantissent ni la stabilité ni la conservation de
I'énergie dans le cas non-linéaire. Il faut mentionner les travaux de Simo [SIM 92] qui
dans un cadre non-linéaire (géométrique et/ou matériau) permettent de conserver
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Figure 2.4: Probleme test 1D par la méthode de Newmark
Schéma de I’accélération moyenne (yy = 1, By = 1)

Déplacement, vitesse et accélération normalisés a l'extrémité libre du barreau (a)

et a 'interface crée (b)
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exactement 1’énergie , la quantité de mouvement et le moment cinétique avec un or-
dre de convergence égal a 2 (algorithme EMCA pour Energy Momentum Conserving
Algorithm). Les algorithmes EMCA ne résolvant pas les problemes des oscillations
provoquées par la discrétisation spatiale, Armero et Romero [ARM 0la, ARM 01b]
proposent de dégrader la conservation de I’énergie tout en préservant la conservation
de la quantité de mouvement et du moment cinétique (Energy Dissipative Momen-
tum Conserving). Une autre solution est proposée par Hughes et al. [HUG 78a]
pour garantir la conservation de 1’énergie dans le cadre de I'utilisation de méthodes
a-généralisées en non-linéaire. Il s’agit d’augmenter les équations avec des con-
traintes de conservation d’énergie (Constraint Energy Momentum Algorithm). Une
approche similaire est proposée par Kuhl et al. [KUH 99] a partir d’'une méthode
EDMC (Modify Energy Momentum Method).

2.4.2 Meéthode de Galerkin discontinue en temps

Un net regain d’intérét pour les méthodes de Galerkin discontinue en temps semble
avoir lieu ces dernieres années. Les premieres applications de ce type de méthode
a I'élasto-dynamique datent des travaux de Hulbert et Hughes [HUG 88, HUL 90].
On distingue généralement deux grandes classes de méthode de Galerkin discontinue
en temps. La premiere consiste a prendre comme inconnues primales les vitesses
(v, v,41) au début et a la fin de l'intervalle de temps, le déplacement étant obtenu
par intégration directe de ’approximation de la vitesse. Dans ce type d’interpolation,
la vitesse est dite P1 (interpolation linéaire) et le déplacement P2. On trouve aussi
des formulations P3 — P1 (déplacement P3, vitesse P1) qui donnent des résultats
identiques aux instants discrets, la solution recalculée dans les intervalles de temps
étant différente. La deuxieme classe de méthode dites P1 — P1 pose le déplacement
et la vitesse comme inconnues primales adoptant la méme interpolation linéaire
pour ces deux quantités. Les propriétés des méthodes P1 — P1 sont différentes
dans la mesure ou la relation cinématique entre le déplacement et la vitesse est
rompue (le déplacement P1 n’est pas obtenu par dérivation de la vitesse P1). Ces
méthodes sont tout a fait adaptées dans le cadre de l'utilisation de méthodes a
maillages adaptatifs : elles permettent de calculer une solution continue en espace
mais présentant des discontinuités en temps dues a des adaptations du maillage
aux instants de discrétisation. Citons, en plus des travaux de Hughes et Hulbert,
les références [FRE 93, JOH 93, HUL 92, AUB 99, LI 98, MIC 03, LI 03, TIE 03,
HUA 02]. Les méthodes de Galerkin discontinues en temps conduisent la plupart
du temps a des schémas implicites inconditionnellement stables d’ordre 3. Pour
des applications au cas non-linéaire par exemple, on trouve le développement d’un
schéma explicite dans [EKE 02, LI 99] en tronquant les itérations de la méthode de
Newton-Raphson utilisée pour la version implicite.
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3. Calcul numérique des parametres de fissuration

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, I'objectif est d’écrire une intégrale indépendante du domaine qui
permette de calculer les facteurs d’intensité des contraintes pour un probleme tridi-
mensionnel. On propose une extension des travaux de Attigui et Petit [ATT 97] au
cas tridimensionnel avec fissure quelconque. Deux concepts utiles pour I’établissement
de telles intégrales a partir des lois de conservation [NOE 18, CHE 77] sont le
champ d’extension virtuelle de la fissure [DES 83, SUO 92| et les champs auxili-
aires ou champs adjoints [BUI 78, BUI 83, CHE 77]. On peut trouver des utilisa-
tions de ces concepts pour diverses cas d’applications dans les références suivantes :

[KRY 99, ORG 96, GOZ 97, GRA 02].

3.2 Lagrangien d’interaction

En conservant les mémes notations que dans les chapitres précédents, on définit de
maniere un peu abusive un Lagrangien local par :

l=7— (W — Weat) (3.1)

Dans le but de séparer les contributions des différents modes de rupture, on écrit
un probleme a deux champs : u et u®*. u est le champ de déplacement solution et
u’? un champ de déplacement auxiliaire. Ces deux champs sont cinématiquement
admissibles. On peut écrire le Lagrangien local du champ de déplacement total
utot —u+ use -

I(u*) = [(u) + [(u™) + " (u, u™") (3.2)

Dans cette équation, " (u, u®?®) est le Lagrangien d’interaction dont 1’expression
peut étre développée comme suit :

lint(u’ uaux) — wint o Tint (33)

avec
w™ =g Vu™ = g™ : Vu = [Auyp0ij + p(wij + wj)] ufs®

) 1,J
Tznt — pu.uaux aux

= PU; Uy

Remarque 10 * ou , désigne la dérivée partielle par rapport au temps et ; les
dérivées partielles spatiales.

Remarque 11 Le travail des actions extérieurs n’apparait pas dans [’expression du
Lagrangien d’interaction car c’est une forme linéaire du champ de déplacement.

On va calculer la variation de ce Lagrangien d’interaction pour une avancée virtuelle
de la fissure da dans la direction x; (x; est le repere accroché a la position initiale
du front). On considére un champ d’extension virtuelle q défini sur tout le domaine
auquel on impose de valoir dax; au front de la fissure. On se place dans la config-
uration Eulerienne qui suit la fissure lors de son extension virtuelle. En description
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Eulerienne, la variation du Lagrangien d’interaction est due uniquement a la prop-
agation virtuelle de la fissure. On peut tout d’abord I'écrire de la fagon suivante en
considérant [ comme une fonction de la position x :

alint o 8lintqj B lint N
8.’17j q] N 8.’17j JJ

S (x) = (3.4)

Dans un deuxiéme temps, [ est considéré comme une fonction des champs de

déformation et de vitesse, réels et auxiliaires : ["(g(u), i1, e(u™®), 0**). On peut
alors écrire la variation de [*™ en fonction de la variation de ses variables :

ool o - oyt
8u, R Z’J aul t it ou aua: au?ftm
ov
Oy,
St — ormt aui,j i ormt 6ui,t olrmt 8u?f]wf glint auaux

B auiJ axk aui7t &rk augf]m al‘k 8u;171tm: al_k qk

slint = Suls (3.5)

en remarquant que pour un champ v nous avons dv = —9gqy, on obtient :

(3.6)

@ on peut permuter ’ordre des dérivations pour

En utilisant la régularité de u et u
écrire :
slint — orint Ou; ormt Ou; i, ormt au%x olint 8u;11]é$ k
Ou;; O Ou;y Ot oud™™ Oz 8ugztm ot

%)

(3.7)

En jouant avec les regles de dérivation d’un produit, I’équation précédente se trans-

forme en :
5lz‘nt alznt N aznt auw
—= —U‘i
3ui,j KAk ou aux Us k- Gk j
alint alznt o
— ul — - Z
e Kk guous | ik r
=y i/ (3.8)
8lmt 8lmt aux
_au ‘uivquvj a a,ug: Z k qu]
27_]‘
8lmt 8lmt

au:v

+8u2t zthk+ a au:v ztqu‘

Or, d’apres la définition de "™, on a :

int int int int
o owm o ow .
- Yy auxr aux W
Oui;  Ouyy Quis®  Jugy”
alznt aTznt auw alznt aTznt
= - = —pu it == = T PUg
ou; Oy 8u§ft” 8u%‘x
d’ot, en remplacant dans ’'Equation (3.8) :
i
It = (08 u; i + ojuls: Qk)
auxr
O-Z] G Wi kG — UZJ,ju@Jg Qk (39)
GU$

Wik, — Oij Uiy Gk.j
auxr
— U gh — s U g
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3. Calcul numérique des parametres de fissuration

L’étape suivante consiste a écrire I’égalité entre les deux expressions de la variation
du Lagrangien d’interaction (Equations (3.9) et (3.4)). On obtient :

0= (lintqj ( auwuz EkQr T Ou y k )qk) y
+ [(U?]ufuzkaz]ju?%gﬁ) + (pudf™us g + pus tuftkﬂ qk (3.10)
+ [aaumul k + 0-2] S } Qk:,j

On pose alors
int int au:v
P =1 5kj_(02j ulk+0—2] ik )
int __ aux au. au aux
kK [(01] J Wik + O-U,]uz k ) + (pU, )t ul tk + pu; R )]
znt aux aum
R = [0 uig + oiuy”]

L’Equation (3.10) s’écrit avec ces notations :

(PIa) , + Qagu + Rifgy = 0 (3.11)

Remarque 12 Si on prend le champ q constant, on peut obtenir un équation locale
générale qui permettra ultérieurement de simplifier les expressions :

(P .+ Qi = (3.12)

3.3 Intégrale indépendante du contour

Figure 3.1: Différents contours pour l'intégration de 6/ en 2D
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L’objectif de cette section est d’écrire, en intégrant sur un domaine bien choisi
I'Equation (3.11), une intégrale indépendante du contour. Pour cela, on se restreint
a un probléme bidimensionnel dans un plan normal au front de la fissure. Dans ce
plan, on définit un domaine d’intégration fermé S représenté sur la Figure 3.1 Son
contour est S =1 UL, U S, US_ ou Sy et S_ sont les levres de la fissure. En
intégrant ’Equation (3.11) sur le domaine S qui ne contient pas de discontinuités
on a:

/ [(Pirtay) |+ Qo+ Riffars] dS =0 (3.13)
g ,

En notant m la normale extérieure au contour 0S et en utilisant le théoreme de
Gauss-Ostrogradsky, on a :

/ Pmt kmde +/ [Q;ﬁntQk thk ]} dS =0 (314)
oS

Si on s’intéresse a la partie intégrale de surface, on peut définir A(T';), respectivement
A(T9), l'aire du domaine a lintérieur du contour I'; U Sy U S_, respectivement
[, U S, US_. On peut alors écrire :

/ [QiMgx+ Rty ;] dS = / [Qi g + Ry g 5] dS— / [Qi"ax + Ry ] dS
A(T2) A(T1)

Pour l'intégrale de contour, en notant n la normale extérieure définie sur les contours
I'et 'y, onan=—-msur I'; et n = m sur I'y. On en déduit :

/ P,i?tqkmjds = / P,i?tqknjds —/ Pé?tqknjds —i—/ P,i?tqkmjds

oS Iy I SLUS_—

On fait I’hypothese que les levres de la fissure sont libres dans la solution réelle
(oc(m) = 0) et dans la solution auxiliaire (¢%“*(m) = 0). Si de plus on impose que
le champ d’extension virtuelle de la fissure soit tangent aux levres en tout point
(q.m = 0), le terme d’intégrale sur les levres s’annule :

/ Pmtqkm] ds =0
SLUS—

On obtient finalement 1’égalité suivante :

fA(m Qi ax + R qr,;] dS + Jr, Pitakn;ds

3.15
= fA(Fl [thqk + R}gj‘tqk,]] ds + frl P,g;‘tqknjds (3.15)

Cette derniére équation montre que la quantité ®(I",q,u, u®*) définie ci-dessous
est indépendante du contour(I" étant un contour quelconque entourant la pointe de
la fissure) :

(I, q,u, ) = / Pistands + [ Qg+ BiYa) dS (3.16)
A(T)
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3. Calcul numérique des parametres de fissuration

3.4 Lien avec les facteurs d’intensité des contraintes

La finalité des développements présentés dans ce chapitre étant d’écrire un quantité
indépendante du contour permettant de calculer les facteurs d’intensité des con-
traintes, on va s’efforcer dans cette section de relier ® a ces derniers. Pour cela, il
est nécessaire de se replacer sous les mémes hypotheses que celles formulées pour
obtenir U'intégrale J ou les développements asymptotiques (cf. chapitre 1). Nous
verrons ensuite comment procéder dans le cadre plus général que nous envisageons
ici. Faisons maintenant I’hypothese que la fissure est droite. Le champ d’extension
virtuelle est donc constant et s’écrit q = dax;. Dans ces conditions le terme faisant
intervenir les dérivées de q s’annule. Il vient :

O (T, daxy, u, u™®) :/Pi?tnjéads—i-/ Q"5adS (3.17)
r A(T)
Pour retrouver le probleme réel, prenons comme champ auxiliaire le champ réel
(f = f+). On en déduit :

(T, daxy,u,u) = fr [(Opgtpq — PUpT,)O1; — 2055ui1] njdads

Le champ réel satisfaisant 1’équation d’équilibre dynamique on a :
Tijj = Plli

et
Oij Wi + plilin = pliuiy + plgtin = (pliva),

On peut alors faire apparaitre la dérivée totale :

d
2 (/ .dS) - </ (.),tds) +/ ()niadS
dt \J aqr) A(T) A(D)

d’ou on tire

/ (pulum) tdS = — [/ puzuz,ldS] - /puiui71n1d5ads
A(T) ’ dt ) am r

Et finalement on trouve
ST, daxy,u,u) = [ [(Opgtpg — pliply, — 2ptu;1)a)01; — 20;5u;1] nydads

d , (3.19)
—1—2% [fA(F) pu;u; 16adS

En prenant un da unitaire on trouve :
O, x1,u,u) =2J (3.20)

ou J est la généralisation 'intégrale de Rice pour la dynamique donnée dans [BUT 78§].
Le résultat obtenu en injectant ’expression des champs asymptotiques est identique
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a celui obtenu avec le taux de restitution de ’énergie. En déformation plane, on
obtient :

1_ 2
ST, x1,u,u) = v

( Fi(a) K& g f2<a>Kgyanyn) (3.21)

Si le champ auxiliaire n’est plus égal au champ réel, on a par conséquent :

2(1 —v?)
E

Dans cette égalité, les K™ sont les facteurs d’intensité des contraintes correspon-
dant a la solution auxiliaire. L’intégrale que ’on obtient pour une fissure droite est
identique a l'intégrale M vue dans [ATT 97]

(T, x1,u, u™") = (f@KP" K+ fa) K Kg)  (3.22)

Pour une fissure quelconque, un passage a la limite quand I" tend vers le front de la
fissure permet de conserver 1’égalité a condition que q = x; au niveau du front et
q.n = 0 sur les levres de la fissure. On a alors :

2(1 —v
hm o, q,u,u™) = g (f1( )Kfy"Kf”m + fz(d)Kgyanm)

3.5 Intégrale d’interaction

Le but de cette section est donc d’obtenir a partir de ¢ une intégrale de surface
pour les problemes 2D (de volume pour les problemes 3D). On définit 'intégrale
d’interaction I*" :

It = hm d(T'y, q,u, u™")

ou I'; est le contour intérieur du domaine S défini plus haut, q est le champ
d’extension virtuelle de la fissure. Pour pouvoir relier /" aux facteurs d’intensité
des contraintes, le champ d’extension virtuelle q doit étre gal a x;4l au front de la
fissure et doit respecter la géométrie de celle-ci (q tangent aux levres de la fissure).
Afin de pouvoir faire intervenir les intégrales sur I'y dans 1™ on impose de plus & q
d’étre nul sur ce contour :

0 sur I'; et en dehors de I'y
q = { x30/ sur le front de la fissure (3.23)

tangent aux levres de la fissure en tout point

On peut écrire (I'y, q, u, u™*) de la fagon suivante :

oIy, q) = / P qyn ds + / Q" ax + Ry i) dS (3.24)
I'1 A(T1)

En utilisant les propriétés imposées a q, il vient :

(T, qu,u™) = — [oo Pitqemyds + [ ) [Qar + Ritar,;] dS

= — [(P{qy) ;S + fA(Fl) Qg + RiMqr ;] dS (3.25)
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3. Calcul numérique des parametres de fissuration

Si on pose A = A(I'y), on peut écrire la limite du premier terme de 1’équation

précédente :
( / (Pintq ),jds) / (Pity) ;S (3.26)

Comme q vaut 0 dans 2 — (S U A(I'y)), le deuxieme terme devient :

| Qe Ba)as = [ [@fac+ Rifa] ds - [ [@Fa+ Rifa] ds
A(T'y) Q s

(3.27)
D’ou en passant a la limite
[, @0+ e s — [ Q1+ Rifa] as— [ [Qia+ Ra] as

A(Ty

(3.28)

Mais q vaut aussi 0 dans €2 — A, donc :

/ Qi g, + Riqy;] dS = / [QiMq. + R qy.;] dS (3.29)

ce qui donne pour la limite dans 'Equation (3.28) :

lim ( / [Qi"qi + Ri%qy ;] dS) ~0
F1—>0 A(Fl)

Et finalement on obtient I sous la forme d'un intégrale de surface indépendante
du domaine :

[t = /A (Pintqy) ;dS (3.30)

En utilisant les définitions de P et Q™ ainsi que 'équation locale qui les relie (
Equation (3.12)), on développe I‘™ comme suit :

I = = [ (055 g = i) 0s; — (0" us e+ oygufye)] dS
+ [aan (05w + piiufi’) + (pu““xuz k + puas®)| ds

Z]J

(3.31)

Dans cette expression, o;; ; a été remplacé par pii; car le champ réel vérifie I’équation
d’équilibre dynamique. On a choisi de ne pas faire cette hypothese pour le champ
auxiliaire. En effet, I'intégrale écrite ici a été développée dans le cas d'une fissure
de géométrie quelconque. Ceci implique que le champ auxiliaire doit s’appuyer
sur cette géométrie. L’utilisation des Eléments Finis Etendus et des fonctions de
niveaux pour représenter cette géométrie permet d’effectuer une transformation des
champs asymptotiques connus pour une fissure droite afin de les faire épouser cette
géométrie. Apres une telle opération 'hypothese de levres de fissure libre d’effort
est encore satisfaite mais les champs déformés par cette opération ne vérifient plus

strictement I’équilibre. Le terme of"7 est donc laissé tel quel.

Pour un probleme 3D, le résultat est identique pour I ( en remplagant le contour
Iy par la surface Cy et la surface A par le volume V = V(C5)) en choisissant le
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champ d’extension virtuelle suivant

0 sur Cy U S1 U Sy et en dehors de Cy
q = { x10[ sur le front de la fissure (3.32)

tangent aux levres de la fissure en tout point

pour lequel les notations sont présentées sur la Figure (3.2)

51

Figure 3.2: Différents contours pour 'intégration de I en 3D

3.6 Calcul numérique des facteurs d’intensité des
contraintes

On va ici détailler la procédure permettant de calculer numériquement les facteurs
d’intensité des contraintes en utilisant 'intégrale d’interaction. Comme on a montré
que ® était égale a 2.J dans le cas ou l'on choisit de travailler avec une fissure droite
et ou le champ réel est choisi comme champ auxiliaire. On peut écrire en utilisant
I’équivalent dynamique de la relation de Irwin :

Iint 2 ( d d 1 d
e = (@) KPR 4 ) K§ ) - f () KRG (333
T e ds = B (ORI @RI 4 @I 03
Par conséquent, K" K" et K& sont calculés en choisissant successivement des
champs auxiliaires tels que (K{** =1, K§"* =0, K§** = 0), (K{"* =0, K§"* =1,
K§ww = 0) et (K{" = 0, K§* = 0, K§** = 1). Les solutions asymptotiques
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3. Calcul numérique des parametres de fissuration

maillage @) front

J-domaine m m mm fissure

A\ 74

Figure 3.3: J-domaine utilisé pour le calcul de I'intégrale d’interaction en 2D
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en présence d’une fissure mobile [FRE 90] (voir Annexe 1) permettent d’obtenir
le résultat souhaité. Pour le calcul numérique a proprement parler, on utilise un
J-domaine [GOZ 97]. 1l s’agit d’un maillage additionnel indépendant du maillage
de la structure dont les éléments sont riches en point de Gauss (voir Figure 3.3)
pour le J-domaine 2D). On peut choisir un champ d’extension virtuelle qui varie
linéairement a l'intérieur de ce J-domaine :

a=(1-|=D1 -2 (3.34)

x; sont les coordonnées cartésiennes dans le repere local en front de fissure. d est la
taille du J-domaine. En toute rigueur, q doit étre rendu compatible avec la fissure
dans les cas ou celle-ci est courbe. Celui-ci est donc courbé de maniere a respecter
la la géométrie de la fissure a 'intérieur du J-domaine (voir Figure 3.4).

N
N

Figure 3.4: Champs d’extension virtuelle pour une fissure courbe

En 3D, on utilise la technique développé dans [GRA 02] en construisant un J-
domaine formé d’élément cubique pouvant contenir jusqu’a 216 points de Gauss.
Plusieurs J-domaines sont construits le long de la ligne du front de la fissure. Cha-
cun d’eux est orienté par le repere local défini par la normale a la surface de la fissure,
la tangente a la ligne du front qui sont deux directions orthogonales, la troisieme di-
rection étant définie de fagon a former un triedre direct (voir Figure 3.5). La norme
du champ d’extension virtuelle dans le repere local varie linéairement entre 0 et 1
du centre du J-domaine a ses bords.

a=1-|ZN1- =) -2 (3.35)
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3. Calcul numérique des parametres de fissuration

Figure 3.5: J-domaine et repere local en 3D

3.7 Exemples

On présente ici quelques exemples d’utilisation de cette technique appliquée a des
structures fissurées sous sollicitation dynamique.

3.7.1 Flexion 3 points

Figure 3.6: Géométrie flexion trois points

On considere le probleme dune poutre fissurée en son milieu sollicitée en flexion
trois points. La géométrie est présentée par la Figure 3.6. La fissure est donc
soumise a un chargement en mode 1 pur. Il est possible de montrer que dans le cas
d’une sollicitation dynamique, le facteur d’intensité des contraintes dynamique varie
entre 0 et 2 fois la valeur du facteur d’intensité des contraintes obtenu pour une
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sollicitation statique. On peut en trouver une solution analytique dans [BUT 78] :

6Slog a
K, = A/ Ta®(— )
1s 4BW2 T (W) (3 36)

avec S (0.04m) la longueur entre appuis, a (0.005m) la longueur de la fissure, L la
longueur totale de la poutre, W (0.01m) sa hauteur et B (1.0m) son épaisseur. Le
chargement est appliqué sous la forme d’une contrainte o (400Pa) imposée sur une
longueur [ (0.0025m). La fonction ® est définie par :

@(%) —1.09 — 1.735% + 8.2(%)2 —14.18(

a

w

a

3 41457
)+ 14.57(5

)t (3.37)

Les parametres matériau sont F = 200G Pa, v = 0.3 et p = 7860kgm 3.

[

Figure 3.7: Différents domaines utilisés pour le calcul de K,

Figure 3.8: Maillage et éléments sous découpés d’une poutre en flexion 3 points

Les résultats numériques ont été obtenus en utilisant un maillage régulier consti-
tué de 20 x 100 quadrangles ( voir Figure 3.8). Sur la Figure 3.8, on peut voir les
éléments sous découpés (éléments coupés par la fissure ou contenant le front de la fis-
sure) utilisés pour I'intégration numérique des fonctions d’enrichissement singulieres
ou discontinues. Le schéma d’intégration en temps est le schéma de ’accélération
moyenne de Newmark. La solution est calculé pour 250us divisées en 200 pas de
temps.

Les résultats sont présentés sur la Figure 3.9. Le facteur d’intensité des contraintes
K fyn est normalisé par la valeur statique obtenue plus haut. La solution normal-
isée obtenue oscille comme prévu entre 0 et 2. On illustre ici la robustesse de la
méthode utilisée pour le calcul des facteurs d’intensité des contraintes en constatant
I'indépendance des résultats vis-a-vis de la taille du domaine d’intégration ( Figure
3.7).
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3. Calcul numérique des parametres de fissuration

A

AVARW,

N

0 50 100 150 200 250 300
t(ps)

Figure 3.9: K, calculé pour différentes tailles de domaine

2.0omm ——
5.0mm ——
\ 7.0omm —— |

Vo —»

Figure 3.10: Fissure dans une plaque semi-infinie sous sollicitation mixte
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3.7.2 Fissure dans une plaque semi-infinie sous sollicitation
mixte

Le probleme traité est présenté par la Figure 3.10. Lee et Freund ont obtenu une
solution analytique pour ce probleme dans [LEE 90]. Pour modéliser numériquement
ce probleme théorique, on utilise une géométrie rectangulaire de dimensions finies
4m x 6m. La longueur de la fissure est ag = 1m. Pour calculer une solution
numérique qui ne soit pas perturbée par des réflexions ondes sur les frontieres de

C
la géométrie finie, I'intervalle d’étude est réduit a 3t. ou t. = = cq est la vitesse
a

0
des ondes de compression dans le matériau dont les caractéristiques élastique sont
fixées par E = 200GPa, v = 0.25 et p = 7833kgm 3. La vitesse imposée est

vo = 16.5ms~!. Les valeurs des facteurs d’intensité des contraintes sont normalisées
EUQ

—— /7

2(1 = 1v?)eq 0

par —

’ O AlnalytiqueI K, /@/
— 80 x 120 %/V

)
1 (%/f 55::::,’7
0.5 //
0 s
0 0.5 1 15 9 2.5 3

t/t,

Figure 3.11: Solution K pour différentes densités de maillage

La Figure 3.11 permet de comparer les valeurs normalisées K des facteurs d’intensité
des contraintes obtenues analytiquement dans [LEE 90| et pour différents maillages
(40 x 60 et 80 x 120 quadrangles). Le schéma de I’accélération moyenne est util-
isé avec 40 pas de temps dans l'intervalle d’étude. La précision obtenue est sat-
isfaisante. De plus, peu de dépendance par rapport a la taille de maille apparait.
On observe néanmoins une plus grande sensibilité aux oscillations numériques du
schéma d’intégration temporelle pour le maillage fin (dont les fréquences propres se
rapprochent de la fréquence de la discrétisation en temps).
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3. Calcul numérique des parametres de fissuration
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Figure 3.12: Distribution des contraintes a t = 3¢,
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surfaces de discontinuité
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4. Propagation dynamique de surfaces de discontinuité

4.1 Probléeme de référence discrétisé

La discrétisation en espace est effectuée dans le cadre de la méthode des Eléments
Finis. Pour la discrétisation en temps, et plus particulierement le probleme de
I'intégration, on utilise un schéma de la famille de Newmark dont les constantes sont
vy et By. La discrétisation du probleme peut évoluer entre deux instants successifs
a cause de la propagation éventuelle de la fissure. Le schéma d’intégration en temps
nécessite de connaitre les composantes du vecteur d’état a l'instant ¢,, pour calculer
la solution a l'instant ¢,,,. Le vecteur d’état de l'instant ¢,, doit donc étre projeté
sur la discrétisation en espace de linstant t,,4,. On notera alors V7 la discrétisation
d’un tenseur du premier ordre v calculé a I'instant ¢; sur la discrétisation de I'instant
t;. On peut alors définir I'opérateur de projection II; ; par :

Vi =11V} (4.1)

En ce qui concerne les tenseurs du second d’ordre, on adoptera les notations suivantes
pour les matrices de masse et de rigidité :

Mg’} = 17, M{TL;

Z- (49

Comme le fait apparaitre la figure 4.1, pour calculer la solution a l'instant ¢,1,
I'étape (a) de changement de discrétisation demande la détermination de I'état X
elle est suivie de I’étape (b) au cours de laquelle on effectue la résolution des équations
d’équilibre.

n || Changement de discretisation Py Equation d'equilibre e

X » X » X

n n

n+l

Figure 4.1: Différentes étapes d’un calcul a discrétisation variable

Le probleme de référence discrétisé peut alors étre posé :

Probléeme de référence discrétisé: ) .
n+1 n+1 n+1
U [ U, 1,Un ; Uy 1
n’-n’-n n+ n+ n-+ .
e , trouver o UM U UYL tels que:
ny “n

Connaissant {
an + 17 6‘Ln-i-l

[ ]
MU + Kpiiuptt = Frift (4.3)
. . . ..
Ut = U+ MRS £ ARG = Bl + APONTS(
Urtl = Ur+l + At(1 — yn) U + Aty Ul '
. ..
anJrl = C.7Jn+1 (an+17 Ur?illv Ur?illv Ugjrrll) (45>
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On a fait apparaitre au rang des inconnues les quantités U7, U+1 et U1, Ces

quantité doivent en effet étre déterminées pour résoudre entierement le probleme.
Elles représentent la projection des quantités U, U”, U” sur la discrétisation de
I'instant ¢,,.1.

4.2 Calculs dynamiques a discrétisation variable

4.2.1 Etude de stabilité

On s’intéresse maintenant au cas d'un calcul avec changement de discrétisation. En
étendant la méthode exposée dans [HUG 00] et [GRA 00] a ce type de calcul, la
stabilité du schéma peut étre étudiée. Le fait de travailler sur deux discrétisations
différentes impose de réécrire :

e les équations d’équilibre aux instants ¢,, et ¢, 11 sur la méme dicrétisation :

MnJrlUnJrl 4+ Kyt —
n “n n n 4'6
{ Nttt © ciicie —o o
e le schéma de Newmark :
Unft = Uit + AU + A8 (5 = By) Ut + AP By U (4.7)
= U+ AL — ) Ut + Aty Uyl '
e les opérateurs () et [] :
X) = (X H + Xxpt
{ Rz g e (49

En utilisant la démarche du Chapitre 2, et en remarquant que [M U | = ngfll U] +
(MU et [KU| = K U] + [K]U, la condition de stabilité s'écrit :
. . ) ) 1 . .1

() AL UIHO)Y KR U] = = (=3 0T AR U= %5

5 U (MO K

(4.9)

n+1l n+1 At? n+1
avec AT = Myl 4+ S5-(28n — yv) K

On reconnait dans le membre de droite le terme en vy — % dont dépend la stabilité
du schéma dans un calcul sans évolution de maillage dont les conditions de stabilité

sont :

Cependant, la présence d’un terme supplémentaire faisant intervenir [M] et [K]
remet en cause les conditions de stabilité exprimées dans le cas précédent.

v < 204 schéma inconditionnellement stable,
7 et 28y < v schéma stable si At < At, = ————

-5

Wpmax B) N

<
- (4.10)

D= N[
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4. Propagation dynamique de surfaces de discontinuité

Si on se place dans les cas particuliers des schémas de la différence centrée (yy = %,

By = 0) ou de l'accélération moyenne (yv = 1, By = 1), le terme —(yy —
DIUITA1[U] est nul. La stabilité dépend alors de — = [U]7([M]UR*! + [K]URY)

dont on ne connait pas le signe. Seule une étude numérique dans un cas parti-
culier pourra permettre de conclure sur la stabilité du calcul lors du changement
de discrétisation. La méthode présentée ici permet de faire ’étude de la stabilité
du passage de I'état X+! & Détat X“[{ (étape (b)). Pour traiter le probleme sur
I'intégralité du pas temps, on doit s’intéresser au passage X!, Xgill Pour ce faire

on écrit :

Lo it + oo | - [ antn + 0Oz =
—(Ow = DO A0 (1)
— L O (M)T + (KU

At

Remarque 13 Le terme qui gouverne alors la stabilité ne fait pas intervenir les
parametres du schéma numérique. Les instabilités éventuelles proviennent des évo-
lutions du maillage et des opérations de projections.

4.2.2 Bilan d’énergie discrétisée

De la méme facon que pour I’étude de stabilité, le bilan énergétique peut aussi étre
écrit avec les notations définies plus haut. On obtient alors :

(O M) + [TV = Wear = 2526y — ) [U)" M (0)
_ATt<7N - %)(25N - ’VN)[U]TM:I% [U] (4.12)

—(yw — DU K (U]

— (v = DU (MU + (KU

Ici encore on retrouve les équations d’un probleme sans évolution de maillage aug-
mentées d’'un terme faisant intervenir [M] et [K].

L’Equation (4.12) permet d’écrire un bilan entre les énergies des états X et X}
(étape (b)). Ici encore, pour étre complet, il faut calculer le bilan entre X et X/}
(étape (a) et (b)), soit :
Lo O+ VT KU ] = 3 [0 MU 4+ U KU | = Wea
e —ATtl(?ﬁN - VN)[({]TMﬁiff@
— 5 (yw —3) 26y — WNI)[U]TMQJ—% U]
—(w — )UK (U]
— (v = DUIT(MUZ + (K]
(4.13)

Remarque 14 Dans ce bilan, on prend en compte la variation d’énergie totale lors
du passage de I’état X" a 'état X" (étape (a)). Le changement de discrétisation
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ayant lieu a l'instant t,, les efforts extérieurs ne travaillent pas et W, désigne
le travail de ces efforts entre X et X qui s°écrit Wew = (yw — H[UIT[F] +
[U]T(F).

4.2.3 Méthode de rééquilibrage

On s’intéresse maintenant a un calcul de la propagation dynamique d’une fissure.
Dans ce cas particulier, on sait quel phénomene physique provoque le changement
de géométrie. En effet, supposons une extension de fissure Aa entre les instants
t, et t,11. Le vecteur d’état de l'instant ¢, ne peut étre en équilibre sur cette
nouvelle géométrie que si on applique une distribution de force F'; sur I'extension
de la fissure pour la refermer. La méthode de rééquilibrage permet via 'annulation
du résidu défini par (4.14), de garantir 1’équilibre du vecteur d’état projeté sur la
nouvelle discrétisation (on considere un probleme sans efforts extérieurs) :

R = MyHUM + Kpuptt — Fptt (4.14)

On a alors les égalités suivantes :

U (MO + (KU = U] Rt (4.15)

O (T + KU = [0 Fp (4.16)

Ou [U]TFrtt et [U)TF7H correspondent respectivement 2 la puissance et au travail
de la distribution de force Ff“. Or, d’'un point de vue physique, on sait ([BUT 78])
que ces deux termes sont égaux a, respectivement, —2GAa et —2Ga (G est le taux
de restitution de l'énergie, et a la vitesse d’avance de la fissure). Dans I’algorithme
utilisé, I’étape de rééquilibrage est effectuée apres projection du vecteur d’état de
I'instant ¢,, sur le nouveau maillage. Et elle permet de vérifier les égalités :

(U7 (IMU + [K)UTY) = —2GAa (4.17)

(O (MU 4+ [K)U) = —2Ga (4.18)

Revenons sur ’étude de stabilité. On définit :
I, = =[U)"([M]U*" + [K]UZH) — 2Ga

D’aprés les Equations (4.9) et (4.18), calculer I,, permet de quantifier 'instabilité
effectivement introduite lors du passage de 'état X7 & I'état X'T] (étape (b)). Si
on assure 'annulation du résidu (4.14), alors I'étape (b) n’introduit aucune instabil-
ité. Par contre, on ne peut pas conclure sur I'étape (a) et la stabilité globale (voir
Equation (4.11)).

Pour le bilan énergétique, on s’intéressera dans la suite a l'influence du rééquili-
brage sur les deux étapes effectuées au cours du pas de temps [t,,,t,.1]. Le terme
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4. Propagation dynamique de surfaces de discontinuité

A(X:fill, X') désignera le bilan énergétique complet obtenu en faisant la différence
entre le membre de gauche et le membre de droite de 'Equation (4.13) en tenant
compte de (4.17). A(X"F}, X1 est obtenu en faisant la différence entre le mem-
bre de gauche et le membre de droite de I’'Equation (4.12) en tenant compte de
I'Equation (4.17) :

A, X0 = [UT" M U) + [UTTGEU) = Wear

+4£ (20 — ) [O) M (D)

+AL (yy — 1)(28x — ) [0) MLt (0] (4.19)
+w = )UK (U]
—(yv — 1)2GAa

A(XHX™) est défini par :

A(Xngl’Xg) _ % |:Ur?+1TM7?+1Ur?+1 + UrrLLJrlTKnglUrrLLJrl

. . (4.20)
L OOy 4+ U RO

On peut immédiatement écrire
A(XEL X)) = A, X0 + AL XD

A(X"H X™) mesure la quantité d’énergie injectée ou dissipée dans les opérations
de projection (de D'état X™ a I'état X (étape (a))) et A(X/, X1 +1) dans le
passage de 'état X"+ a état X'H (étape (b)).

En annulant le résidu (4.14), on annule a priori A(X[F}, X "*!). On minimise
ainsi la quantité d’énergie introduite lors des changements de discrétisation suc-
cessifs. Cependant, comme pour la stabilité, on ne peut rien assurer concernant

AL X7,

Remarque 15 L’Equation (/.19) prend en compte l’énergie nécessaire pour faire
propager la fissure. Ce terme apparait naturellement du fait du travail de la distri-
bution de force F\ .

Remarque 16 L’étape consistant a annuler le résidu (/4.14) n’est pas habituelle
dans les codes de dynamique explicite. On peut donc se poser la question de la stabil-
ité des calculs de dynamique explicite lors de remaillages successifs (voir [EIN 00]).
L utilisation d’une taille de pas de temps petite et de maillages fins minimise les
erreurs effectuces lors des projections et permet souvent de maintenir la stabilité des
calculs dans ce type de code sans pour autant assurer la conservation de [’énergie.
La méthode proposée garantit la stabilité et la conservation de l’énergie globale lors
de remaillages quelles que soient la taille du pas de temps, la finesse de maillage et
la qualité des opérateurs de projection.
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4.2.4 Utilisation dans le cadre des Eléments Finis

Dans la pratique, le résidu (4.14) est annulé grace a l'utilisation d’une méthode
itérative. La mise en oeuvre de cette méthode de rééquilibrage dans un code de
calcul de dynamique explicite implique donc de faire des itérations pour garantir
I’équilibre avant de reprendre le calcul dynamique. On initialise ces itérations gréace
a une projection des déplacements, vitesses et accélérations de X'. On calcule
ensuite le résidu défini par (4.14), ce qui permet de calculer des incréments AU
AU et, AU vérifiant

AUM = AP By AU
AUM = Aty AU (4.21)
—R = My AU + Ky AU

Un critere est mis en place sur la norme du résidu R pour arréter les itérations.
Cette procédure converge rapidement et quelques itérations suffisent pour satisfaire
le critere adopté ce qui ne rend pas la méthode prohibitive d’un point de vue du
surcott de calcul. Ceci permet de déterminer les trois inconnues U1, UT?“ et Ug“
afin de résoudre entierement le probleme discrétisé.

4.2.4.1 Propagation dynamique de fissures a déplacements imposés

Pour illustrer l'efficacité des méthodes présentées, on effectue le calcul de la propa-
gation dynamique d’une fissure dans une éprouvette de type DCB avec remaillage
(voir Figure 4.2 et 4.3). La simulation est programmée dans le code de calcul par
Eléments Finis CASTEM 2000 dans lequel on utilise les intégrales indépendantes
du contour pour le calcul du taux de restitution de l'énergie [ATT 97] [SUO 92].
Le schéma utilisé est celui de l'accélération moyenne (yny = %, By = i) Cette
éprouvette est constituée d’un matériau linéaire élastique homogene et isotrope.
Elle est soumise a un déplacement imposé vertical de 0.0025m a ses extrémités.
L’évolution de ce chargement est de type Heaviside avec une temps de montée
de 0.1ms. On donne aussi ¢ = 0.01m,b = 0.05m, 3 = 0.2 pour la géométrie et
E = 186G Pa,v = 0.3, p = 8000kgm 3, K1, = 110M Pa\/m pour les propriétés du
matériau. Pour ces simulations, on utilise le critere décrit dans le premier chapitre

ud

b

Figure 4.2: Géométrie DCB
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4. Propagation dynamique de surfaces de discontinuité

a= si Kleq < KID
Kleq:KlD sia>0

avec

Kic 3
1— (d/cr) S1mon

Dans un premier temps, on s’intéresse a 'influence de la méthode de rééquilibrage

sur les résultats obtenus pour le calcul défini plus haut. La Figure 4.4 présente les

évolutions de la longueur de la fissure pour un calcul avec et sans rééquilibrage. Sans
a

rééquilibrage, le temps a "rupture” (on arréte le calcul lorsque ¢ = 0.7) est environ
deux fois plus court.

) K. sia=20
KlD(a):{ !

fissure

ancien maillage

ancien front

(O noeud double nouveau front

nouveau maillage

Figure 4.3: Procédure de remaillage utilisée dans CAST3M

Pour expliquer ces différences, on peut tracer les bilans énergétiques pour chacun des
calculs. Dans les Figures 4.5, T est 'énergie cinétique, W I’énergie de déformation,
Wext le travail des efforts extérieurs et Balance désigne le terme A(X"F}, X7) défini
plus haut. Si on n’effectue pas d’étape de rééquilibrage, le déséquilibre énergétique
est si important que I’échelle utilisée sur le graphique ne permet pas de distinguer
les niveaux d’énergie mis en jeu au début du calcul. Pour juger de l'efficacité de la
méthode de rééquilibrage, on compare le déséquilibre cumulé D = >0 A(X/ T X7)
sur la Figure 4.6. Le rééquilibrage effectué sur les champs projetés permet donc a
la fois de réduire A(X", X7), et d’annuler A(X[!, X"*+1) pour obtenir finale-
ment un déséquilibre énergétique négligeable par rapport a celui provoqué par des
remaillages classiques. En effet, sans rééquilibrage, la quantité d’énergie injectée par
les remaillages remet en cause la précision du calcul, et amene a s’interroger sur la
stabilité de celui-ci.

D’un point de vue de la stabilité, on trace 'instabilité cumulée I = »""  I; lors
de la propagation de la fissure. Méme si le calcul ne diverge pas completement,
on voit sur la Figure 4.7 que l'instabilité est bien présente si on n’effectue pas de
rééquilibrage. Cet exemple met en évidence la qualité des résultats obtenus avec la
méthode de rééquilibrage et ce, tant sur le plan de la conservation de I'énergie que
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Figure 4.4: Comparaison des évolutions de longueur de fissure
i : sans rééquilibrage ii : avec rééquilibrage
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4. Propagation dynamique de surfaces de discontinuité

de la stabilité. Par rapport a un calcul sans rééquilibrage, ces résultats expliquent
les différences constatées sur la Figure 4.4 en terme d’évolution de la longueur de la
fissure. Cette méthode permet donc d’effectuer un calcul stable au cours duquel la
conservation de I’énergie est respectée.

Nous allons nous intéresser maintenant a l'intégration en temps de 1’équation don-
nant la longueur de la fissure a partir de sa vitesse. On se propose ici de tester un
schéma d’intégration implicite pour calculer 'extension de la fissure a partir de la
vitesse. On formule ce schéma sous la forme d’une loi trapézoidale :

Upy1 = ap + (1 — @) Atay, + aAta, (4.22)

On peut remarquer que si on fait le choix av = 0, le calcul est identique a celui effectué
au paragraphe précédent ou 1’on utilise seulement la méthode de rééquilibrage et une
intégration explicite de 'avancée de la fissure. Pour que les résultats soient encore
plus significatifs, on arréte les calculs pour § = 0.9. La Figure 4.8 présente les
résultats obtenus pour un calcul sans rééquilibrage, un calcul avec a = 0 et un avec
a = 0.6. Le résultat est intéressant : pour un calcul sans rééquilibrage on prédit
un rupture rapide de I’éprouvette, pour o = 0 la rupture a lieu environ deux fois
plus tard, et pour a = 0.6 I’"éprouvette ne "casse” pas. On observe une bifurcation
entre les évolutions de la longueur de fissure prédites pour a = 0 et @ = 0.6 a
partir 0.1ms. Cet instant correspond au début du plateau défini par I’évolution du
chargement.Sur la Figure 4.10, on montre I’évolution de la longueur de la fissure
pour différente valeur de a. Nous constatons que ’évolution de la longueur de la

fissure est peu différente pourvu que « soit supérieure a 0.5.

En effet, on peut penser que, comme c’est le cas pour l'intégration de équations
d’équilibre élasto-dynamique, une intégration explicite n’est stable que si une con-
dition de type Courant est satisfaite. Pour le cas de la propagation de la fissure,
cette condition ferait intervenir la taille des élément proche de la pointe de la fissure
et sa vitesse de propagation. Un minorant At/"**r¢ du pas de temps critique ainsi
calculé peut étre obtenu avec la célérité des ondes de Rayleigh c¢,.. Celle-ci étant
moins élevée que la célérité des ondes de compression ci, Atf5Ur¢ gera supérieur
a At. (pas de temps critique relatif a la propagation des ondes élastiques). Dans
le cas de l'utilisation d’une schéma explicite comme celui de la différence centrée
pour 'équation d’équilibre, la condition At < At. étant satisfaite, une intégration
explicite de la longueur de la fissure n’est pas problématique dans la mesure ou la
condition At < At/#sure egt automatiquement satisfaite. Ici, on utilise le schéma de
I’accélération moyenne qui est inconditionnellement stable. De plus, la taille du pas
de temps utilisée est supérieur au pas de temps critique At.. Il est donc possible
que la condition At < At/*5%¢ concernant la propagation de la fissure ne soit pas
satisfaite et qu'un schéma explicite (o = 0) fasse apparaitre des instabilités. C’est
ce que l'on constate en observant la Figure 4.8. La bifurcation entre les solutions
a =0 et a = 0.6 se fait a I'instant ou le chargement atteint sa valeur finale c’est
a dire a l'instant ou on cesse de fournir de I’énergie au systeme. On peut penser
qu'un schéma explicite (o« = 0) est ici instable. De plus on retrouve enfin grace
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4. Propagation dynamique de surfaces de discontinuité
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Figure 4.7: Comparaison de 'instabilité cumulée
i: sans rééquilibrage ii : avec rééquilibrage
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Figure 4.8: Comparaison des évolutions de longueur de fissure
i: sans rééquilibrage ii : avec rééquilibrage o = 0
iii : avec rééquilibrage o = 0.6

aux outils développés plus haut un résultat physique qui montre que pour I’exemple
étudié la propagation de la fissure lors de sollicitations a déplacement imposé est
théoriquement stable [FRE 90]. Ce résultats a aussi été observé expérimentalement
dans [KAL 78].

Figure 4.9: Maillage pour la géométrie DCB
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4. Propagation dynamique de surfaces de discontinuité
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Figure 4.10: Comparaison des évolutions de longueur de fissure
a € [0;1]
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4.3 Utilisation dans le cadre des Eléments Finis
Etendus

4.3.1 Stratégie d’enrichissement

Jusqu’a présent, des simulations a discrétisations variables ont été considérées. L’étude
de stabilité des schémas de la famille de Newmark a permis de développer la méth-
ode de rééquilibrage qui donne une signification physique aux champs projetés d'une
discrétisation sur ’autre. On se propose ici d’appliquer cette technique dans le cadre
de l'utilisation de la méthode de Eléments Finis Etendus. Dans ce cas particulier,
il s’agit de mettre au point un stratégie d’enrichissement afin de prendre en compte
I’avancée de la fissure tout en conservant les propriétés du schéma. On propose de
conserver tous les enrichissements de l'instant ¢,, a l'instant ¢,,,1 ( voir Figure (4.11)).
La base des fonctions de forme grandit alors a chaque fois que la fissure se propage.
L’initialisation des nouveaux degrés de liberté est faite a 0 si bien que le champ de
déplacement projeté peut s’écrire de la fagon suivante :

Uy
+1 0
[ =1 . (4.23)
0
La nouvelle matrice de rigidité étant :
K,ZL ‘ f(n,n+1

(K] =

4.24
KT | Kovinn (4.24)

La distribution de force F'. est ici remplacée par I'initialisation a 0 des nouveaux de-
grés de libertés : I'extension de la fissure est fermée a l'instant ¢,,, et le vecteur d’état
de cet instant annule le résidu (4.14). Par conséquent, la stratégie d’enrichissement
définie ici présente toutes les propriétés découlant de l'utilisation de la méthode
de rééquilibrage. De plus, grace a l'initialisation des degrés de liberté modélisant
I'extension de la fissure, on garantit la conservation de ’énergie lors de 1'étape (a)
du calcul (changement de discrétisation) :
Un

n

Kg ‘ Kn,n+1

T
Kn,n+1 ‘ KnJrl,nJrl

UrrT Ut = [ Up 0.0 ] = UrTKIUL

(4.25)
Le méme raisonnement peut étre appliqué au vecteur vitesse. Finalement, appli-
quer la méthode de rééquilibrage dans le cadre de l'utilisation d’Eléments Finis
Etendus revient tout simplement a initialiser les nouveaux degrés de libertés asso-
ciés a l'extension de la fissure a 0 tout en conservant les anciens enrichissements.
Cette stratégie présente en plus 'avantage de garantir la conservation de ’énergie
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4. Propagation dynamique de surfaces de discontinuité

lors du changement de discrétisation et finalement durant les deux étapes du calculs
sur un pas de temps. Concernant la stabilité, on peut répéter la méme démarche.
La conclusion étant que 1'utilisation de cette stratégie d’enrichissement permet de
ne pas dégrader les propriétés de stabilité de 'intégrateur en temps.

E—\ .~ AN
[ [H]
® b
E—\ /™~ AN
[ ||
Aa
=
E‘\ 11 S 7/ \ N ] N
[ [H] [N g
®------A th+1
E—\ ! I 7/ \ W N G
[ [H] NE| pS=

(O enrichissement singulier (fron® |
[ ] enrichissement discontinu
/\ enrichissement singulier (frontA

Figure 4.11: Stratégie d’enrichissement en dynamique

4.3.2 Exemples
4.3.2.1 Fissure semi-infinie dans un milieu infini

Dans cet exemple dont la solution analytique est donnée par Freund [FRE 73], on
considere une fissure semi-infinie se propageant a la vitesse @ dans un milieu infini.
On trouve des résultats numériques pour cet exemple dans la plupart des travaux
dans le domaine de la simulation numérique en dynamique de la rupture, celui-ci
servant souvent pour la validation des méthodes numériques. On peut citer [ORG 96,
DUA 01, CHE 77, HUA 04]. Dans un milieu infini, I’évolution du facteur d’intensité
des contraintes pour une fissure fixe sollicitée par un onde de traction est donnée en
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fonction du temps :
200 [crt(1 —2p)

K{#™(0,t) = 4.26
Pour une fissure mobile, on écrit :
K" (a,t) = k(a)K1"" (0, ) (4.27)

ou k est une fonction universelle de la vitesse de propagation. cette fonction peut
étre approximée de la facon suivante :

1_ 8
k(a) = Ca (4.28)
1 —
2¢,
Finalement on a :
! a
2 t(1—2 o
K (a,1) = =0y [ 2 -2 o (4.29)
1—p m 1_ a
2c,

Le modele numérique utilisé est décrit par la Figure 4.12. Comme celui-ci est

2H
0000000

Figure 4.12: Fissure semi-infinie dans un milieu infini

de dimensions finies, on ne pourra comparer les résultats obtenus a la solution
analytique que jusqu’au moment ou l'onde réfléchie atteint le front de la fissure
(t <3t.=3H/cy). Les dimensions de la plaque sont H = 2m, L = 10m et [ = 5m,
les parametres matériau E = 210G Pa, v = 0.3 et p = 8000kgm 3. La contrainte
appliquée est g = 500M Pa. La dimension du J-domaine est d = 1.0m. Le maillage
est constitué de 40 x 80 éléments quadrangles linéaires. La solution est calculée

jusqu’a t = T = 3t, en utilisant 200 pas de temps quand la fissure est fixe.

On s’intéresse & trois cas : fissure fixe, fissure mobile & @ = vy = 1500m.s~!, et fissure
fixe puis mobile a partir de t = 1.5¢.. Pour le premier et le deuxieme cas, les résultats
sont présentés par la Figure 4.13. Dans le premier cas les résultats sont tres bons,
la solution numérique est presque superposée a la solution analytique. Quand la fis-
sure se propage, on choisit d’utiliser un pas de temps dix fois plus grand que lorsque
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4. Propagation dynamique de surfaces de discontinuité

celle-ci n’avance pas. La solution numérique oscille autour de la solution analytique.
On observe aussi ces oscillations dans le troisieme cas (voir Figure 4.14) a partir
de l'instant ou la fissure démarre. Ce phénomene a été constaté par I’ensemble des
auteurs ayant tenté de simuler ce probleme. Ces oscillations sont en grande partie
dues au caractere discret des simulations. En effet, quand la fissure se propage, de
nouveaux degrés de liberté sont ajoutés de facon soudaine pour prendre en compte
son extension. Ceci provoque une discontinuité en temps dans la discrétisation est
donc dans les matrices de masse et de rigidité. Cette discontinuité excite les modes
numériques de vibrations haute fréquence due a la discrétisation. De plus, la so-
lution analytique de champs de vitesse est elle aussi discontinue en temps. Malgré
cela, la discontinuité en temps du facteur d’intensité des contraintes en bien capturée
et la solution calculée d’une précision raisonnable (voir Figure 4.14). Les résultats
présentés ici sont des résultats non filtrés. Néanmoins 'utilisation d’une taille de
pas de temps relativement grande (le schéma implicite de l'accélération moyenne
utilisé ici étant inconditionnellement stable) permet de filtrer’ ces oscillations. Fi-
nalement, il semble que le choix d’un schéma de la famille de Newmark pour ce type
d’application ne soit pas optimal. On voit ici 'intérét d’utiliser un schéma capable
d’intégrer de maniere plus précise les phénomenes discontinus en temps.

2

— Alnalytique
—— Numérique

1.5

. _—
T

\

(

0 0.5 1 2 2.5 3

1.5
t/te

Figure 4.13: Solutions analytique et numérique K, pour une fissure fixe ou mobile
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Figure 4.14: Solutions analytique et numérique K; pour une fissure fixe puis mobile
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4. Propagation dynamique de surfaces de discontinuité

Figure 4.15: Déformées du front de fissure

a. t =1.50t. b. t =2.75¢t. c. t = 3.00t,

amplification 50
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Figure 4.16: Evolution des contraintes de Von Mises
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4. Propagation dynamique de surfaces de discontinuité

4.3.2.2 Propagation dynamique a déplacements imposés

Pour illustrer, les propriétés de conservation de 1’énergie de la stratégie d’enrichissement
proposée, I'exemple d’une fissure se propageant a déplacement imposé est simulé
(voir 4.2.4.1). Cet exemple traité plus haut avec une méthode Eléments Finis clas-
sique permet de comparer la quantité d’énergie introduite au cours du calcul par
différentes méthodes. La Figure 4.17 montre les résultats obtenus en utilisant une
méthode Eléments Finis classique (FEM), une méthode Eléments Finis classique
plus la méthode de rééquilibrage (FEM avec rééquilibrage) et la méthode des Elé-
ments Finis Etendus avec la stratégie d’enrichissement développée. La méthode

108 WI

i | +——+—7T" —— FEM 1
106 "Z'—/-l—- —— FEM avec rééquilibrage -
- _x X-FEM 1

4
10 [ A -
102 Al A MMVA/\

1100_02' /i Qi wa /\ x/i
b R

Energie(J)

o X“*‘—X;

| il
1076
0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 9 1
a/b

Figure 4.17: Evolution de la quantité cumulée d’énergie introduite

de rééquilibrage permet comme cela a été montré plus haut d’annuler les trans-
ferts d’énergie lors de I'étape (b) du calcul (voir Figure 4.1). On constate que la
quantité d’énergie introduite au cours du calcul devient négligeable en utilisant les
Eléments Finis Etendus. La stratégie d’enrichissement permettant d’annuler les
transferts d’énergie durant I’étape (a), on garantit alors la conservation de 1’énergie
sur la totalité du calcul. Numériquement, la quantité d’énergie introduite, qui est
théoriquement nulle, n’est pas de l'ordre du zéro numérique comme on aurait pu
s’y attendre. Deux raisons peuvent étre invoquées pour justifier ce phénomene : la
premiere est que le bilan énergétique calculé pour estimer ’énergie introduite fait
intervenir G le taux de restitution de 1’énergie qui est ici calculé avant la propagation
en utilisant 'intégrale d’interaction. Celui-ci est différent du taux de restitution de
I’énergie "effectif” que 'on calculerait en utilisant la définition énergétique de G.
Par conséquent, le bilan est quelque peu erroné. La deuxiéme raison est d’ordre
purement numérique : les termes des matrices de masse et de rigidité correspon-
dant aux degrés de liberté enrichis de I'instant ¢,, ne sont pas calculés avec la méme
quadrature numérique aux instants ¢,, et ¢, dans les éléments coupés par la fissure
lors de son extension entre ces deux instants. De fait, U T KU et UMT KU
different légerement.
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4.3.2.3 Plaque fissurée sous sollicitation mixte

Figure 4.18: Géométrie et chargement

On cherche ici & simuler numériquement les essais menés par Kalthoff [KAL 00].
Comme le montre la Figure 4.18, cette configuration expérimentale permet d’initier
la rupture en mode 2 pur. Suivant la vitesses d'impact vy du projectile, Kalthoff
observe une transition entre la formation de bande de cisaillement pour les hautes
vitesses d’impact et la propagation d’une macro fissure de type rupture fragile pour
les vitesse d’impact plus faibles. On choisira une vitesse vy = 16.5ms~! comme
vitesse type pour la quelle une rupture fragile se produit avec un angle de prop-
agation global de la fissure de 70°. Le matériau est un acier de type maraging
(18Ni1900) dont les caractéristiques sont les suivantes : £ = 190GPa,v = 0.3,p =
8000kgm =3, K1, = 68M Pay/m. Dans la géométrie présentée par la Figure 4.18,
L vaut 0.1m et la longueur initiale de la fissure | = 0.05m. Les résultats ont

Figure 4.19: Fissure finale

été obtenus en utilisant le critere de contrainte circonférentielle maximum pour la
direction de propagation. La vitesse de propagation est choisie constante et égale a
a = 750ms~1. L’angle final de propagation obtenu est d’environ 65° ce qui concorde
assez bien avec la valeur expérimentale de 70°. Ce résultat est de plus parfaitement
en accord avec celui obtenu dans [BEL 03] lorsque les auteurs utilisent le méme
critere pour la direction de propagation.
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4. Propagation dynamique de surfaces de discontinuité

Figure 4.20: Fissure pour ¢t = 25us, t = 50us, t = 7hus et t = 100us
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Figure 4.21: Evolution des contraintes de Von Mises
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4. Propagation dynamique de surfaces de discontinuité

4.4 Implémentation

Ce paragraphe a pour objectif de décrire brievement la facon dont les développe-
ments présentés dans ce mémoire ont été implémentés dans le code de calcul xfem.
Ce code est écrit dans le langage orienté objet C++. Il a d’abord été développé
a 'université de Northwestern depuis 1999 par Nicolas Moés, John Dolbow et N
Sukumar entre autres. Ce code est actuellement développé par le LaMCos a 'INSA
de Lyon ou la gestion du développement est assurée par Anthony Gravouil depuis
2001. L’architecture du code est relativement complexe mais elle permet grace aux
possibilité offertes par le langage C++ de travailler avec une sorte de langage dédié
a l'instar de ce qui est fait dans le logiciel Cast3M. Le pré et le post- traitement sont
effectués a l'aide du logiciel libre Gmsh.

Les fichiers sont placés dans différents dossiers :

DofManager : gestion des degrés de libertés, de la discrétisation, des assembleurs,
de la structure du systeme

Forms : calcul des quantités élémentaires associées aux formes linéaires ou bil-
inéaire

Formulations : description des algorithmes correspondants aux différents types de
calculs susceptibles d’étre effectués, interface avec le reste du code

Fracture : calcul des intégrales d’interaction et des champs auxiliaires

Libgx : interface avec le modeleur géométrique des supports des enrichissements,
gestion des interactions entre le maillage et cette géométrie

Libix : interface avec le mailleur, gestion des connectivités, des zones

Libplot : interface avec les logiciels de post-traitement

LinearAlgebra : calcul d’algebre linéaire, interface avec les solveurs
LSCRACK : gestion et évolution des fissures décrites par fonctions de niveaux
LSET : classes dédiées aux fonctions de niveaux

Materials : gestion des différents types de matériaux, évolution des variables in-
ternes

Numerics : données relatives aux éléments finis, fonctions de forme, intégration
numérique

Solvers : différents solveurs et pré-conditionneur (gradient conjugué (CG) pour les
systémes symétriques, résidus minimum généralisés (GMRES) pour les sys-
témes non symétriques)
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Les données numériques codées "en dur” se trouvent uniquement dans le réper-
toire Numerics. Le répertoire Formulations contient les classes décrivant les
algorithmes associés au type de calcul a effectuer, par exemple : calcul statique
(Mechanics), calcul thermique (Thermic), calcul de dynamique implicite (Implicit-
Dynamics),. .. Il est a noter que ces différentes formulations sont organisées de fagon
hiérarchique :

e MechanicsBase

- Elasticity
- Mechanics

MechanicsContact
MechanicsPlasticity

MechanicsCohesive

CrackGrowth

- CohesiveCrackGrowth
- LevelsetCrackGrowth

e Dynamics

- ExplicitDynamics

- ImplicitDynamics

DynamicCrackGrowth

- ExplicitCrackGrowth
- ImplicitCrackGrowth
- ImplicitLevelSetCrackGrowth

Mitc4

e Stokes
e Thermic

Notons également que ces différentes formulations peuvent faire appel a une formu-
lation auxiliaire (par exemple CohesiveCrackGrowth utilise le calcul de mécanique
effectué dans Mechanics).

Le fait d’utiliser la méthode des Eléments Finis Etendus nécessite une gestion
avancée des degrés de liberté. Dans un cadre Eléments Finis classique, on doit
pouvoir connaitre la nature physique d'un degré de liberté ( déplacement suiv-
ant X, vitesse suivant z, température, contrainte,...), le type d’entité a laquelle
il est rattaché (noeud, arréte, point de Gauss,...), le numéro de cette entité. Ici,
I'utilisation de degrés de liberté enrichis impose de connaitre en plus le numéro de
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4. Propagation dynamique de surfaces de discontinuité

I'entité géométrique relative a ’enrichissement. De plus en dynamique, on a vu
plus haut que la stratégie d’enrichissement impose d’associer aux enrichissements le
front dont ils doivent représenter la singularité. On doit donc encore ajouter une
clef qui informe sur I'instant auquel le degré de liberté a été créé. De cette fagon,
on peut, lors du calcul de la valeur des fonctions enrichies, retrouver la géométrie de
la fissure a cet instant du calcul. En Annexe B, on trouve le code de la formulation
ImplicitCrackGrowth qui permet d’effectuer un calcul de dynamique de propagation
de fissure en utilisant le schéma de Newmark de I'accélération moyenne.

Les données a fournir pour effectuer un calcul sont écrites dans plusieurs fichiers :

exemple.DAT nom et type des autres fichiers de donnée, type de calcul a effectuer,
affectation des matériaux aux différentes zones, conditions aux limites, condi-
tions initiales, type d’enrichissement

maillage.UNV maillage au format universel unv
geometrie. GEF description géométrique des supports des enrichissements
materiau.MAT données relativement au comportement du matériau

procedure.PAR information pour la propagation (critéere pour l'avancée, pour la
direction, valeur de la ténacité,. .. )

formulation.PAR information pour la formulation (nombre de pas de temps, durée
calculée, fréquence des sorties,. . . )

L’Annexe C contient un exemple de fichiers de données pour un calcul de propagation
dynamique de fissure.
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Prise en compte de discontinuités
en temps
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5. Prise en compte de discontinuités en temps

5.1 Introduction

Les chapitres précédents ont mis en évidence la difficulté de traiter des problemes
présentant des phénomenes discontinus en temps en utilisant des intégrateurs clas-
siques type Newmark. Ceci est d’autant plus net lorsque des discontinuités numériques
en espace apparaissent au cours du calcul comme c’est le cas quand on simule la
propagation d'une fissure (cf. exemples du chapitre précédent et probleme test
1D). L’idée est d’introduire la discontinuité dans I’approximation en temps utilisée.
C’est cette idée qui est exploitée dans les méthodes de Galerkin discontinue. Les
développements présentés dans ce chapitre utilisent un formalisme différent mais
conduisent a des schémas similaires. Il s’agit, comme on I'a fait pour le probleme
en espace, d'utiliser la technique de partition de I'unité pour prendre en compte des
discontinuités en temps en enrichissant I’approximation pour cette dimension. Pour
ce faire, on rappelle d’abord les premieres approches Eléments Finis du probleme
en temps vues dans la littérature. Ceci a pour but de valider la formulation en
vitesse proposée dans la section suivante. La formulation proposée pour traiter le
probleme en temps a ’aide des Eléments Finis Etendus est ensuite présentée dans
un cadre général puis appliquée a la prise en compte de discontinuités en temps.
Un des résultats les plus intéressants est ’équivalence que 1'on peut établir entre le
schéma développé ici et certaines méthodes de Galerkin discontinues en temps. Les
conclusions concernant la stabilité, la précision, la convergence et la conservation
de I'énergie sont donc valables pour ces deux approches (Eléments Finis Etendus en
temps et méthode de Galerkin discontinue en temps). En outre, la qualité des résul-
tats fournis par ces schémas pour les applications nous concernant est remarquable.

5.2 Les premieres approches Eléments Finis en
temps

I s’agit d’étudier l'intégration numérique de I’équation de 1’élasto-dynamique (Equa-
tion (5.1)). Pour une compréhension plus aisée, on ne considérera qu'un systeme

masse m ressort k£ a un degré de liberté soumis a un effort extérieur f. x,, ¥ sont
respectivement le déplacement, la vitesse et ’accélération.

mi+kx— f=0 (5.1)

On s’intéresse aux approches présentées par Zienkiewicz [ZIE 77] puis Wood [WOO 84]
qui formulent le probleme en utilisant une vision éléments finis.

5.2.1 L’approche de Zienkiewicz [ZIE 77]

Le déplacement est interpolé en temps en écrivant :

w(t) = Li(t)z; (5.2)
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ou L; sont des fonctions de forme quadratiques. Ensuite, on substitue I'Equation (5.2)
dans I'équation d’équilibre élasto-dynamique (Equation (5.1)) écrite en utilisant la
méthode des résidus pondérés entre —At et At, W étant une fonction poids :

At At

W(t) [mZﬁi(t)xiJrkZLi(t)xi} di= [ W@iod (63

On obtient :
1
[m + ﬁzAt%} Tyl + {—Qm + <2 + 5, — QBZ) Atk } (5.4)
1
+ [m + (5 — v, + BZ) Atk } Tp1 (5.5)
: 1 1
= At 5 — Y2+ By | o1+ 5 +9 =28, | o+ Bafnrr (5-6)
ou
1 At 1 At At )
265 7AtW(t)dt AP W( tt + 5 | W( )2t
1 At 1 1 At
y— Wi)dt = - + — W tdt 5.7
vy [ W= 5+ 55 [ W 5.7

L’Equation (5.4) est écrite formellement de la méme facon que I’Equation (2.14)
mais (3, et 7y, sont définis par 'Equation (5.7). Par conséquent, [3,, 7, correspondent
a une interpolation polynomiale du déplacement et la méthode de Zienkiewicz n’est
équivalente a la méthode de Newmark que pour des couples de parametres [y, Y
bien particuliers. Autrement dit un choix quelconque de parametres [y, vy n’est
pas cohérent avec une interpolation polynomiale. Cette formulation du probleme en
utilisant une vision Eléments Finis en temps permet cependant de faire le lien avec
la méthode de Newmark. Son écriture n’est pas des plus pratiques car elle n’autorise
en particulier pas une variation aisée de la valeur du pas temps.

5.2.2 L’approche de Wood [WOO 84|

Wood choisit d’écrire une interpolation quadratique du déplacement en utilisant les
variables x,,z,.1 et &, :

t2

x(t) = xp + tay, + AR (Tpy1 — xp — Atdy,) (5.8)

En utilisant la méme démarche que dans 'approche de Zienkiewicz mais en utilisant
les résidus pondérés entre 0 et At, on a :

[Qm + 5WAt2k] (Tny1 — Tn — Atiy,) — Ak, + 1 AT, = APF (5.9)
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5. Prise en compte de discontinuités en temps

ou F' est le membre de droite de 'Equation (5.4) et Sy, 7w sont donnés par :

1 At 1 At
ﬁw—/ W(t)dt = —= W (t)t*dt
At J,

AB J,

1 At 1 At
-— t)dt = — t)tdt 5.10
war | Wod=55 [ wo (510)

On obtient ensuite &, en dérivant I’Equation (5.8) :

Cette méthode est équivalente a l'approche de Zienkiewicz et donc a celle de New-
mark mais encore une fois uniquement pour un choix particulier de [y, vy. Néan-
moins, on obtient ici une méthode a un pas qui permet donc une taille de pas de
temps variable. On peut aussi généraliser la démarche ( c.f. Zienkienwicz et al.
[ZIE 84]) a une interpolation polynomiale d’ordre p pour obtenir un ensemble co-
hérent de méthode a un pas.

5.3 Formulation en vitesse du probleme en temps

L’idée émise plus haut étant de travailler sur I'interpolation de la vitesse, on va
s’'inspirer des travaux de Zienkiewicz et Wood pour formuler le probleme en vitesse.
Pour plus de clarté, on change de notation : u est le déplacement, v la vitesse et a
laccélération. On propose donc d’interpoler la vitesse dans Uintervalle [t,; ;1]
Le choix d’une interpolation par des fonctions de forme linéaires est immédiat
(Zienkiewicz et Wood interpolent de déplacement par des fonctions quadratiques) :

v(t) = v A (t) + Vg1 Anga () (5.12)

ot t t t—1t
M) =2 N ()= —— 5.13
( ) tn-‘rl - tn7 +1< ) tn-l—l - tn ( )

On obtient ensuite le déplacement par intégration directe de I’'Equation (5.12) en
considérant la condition initiale u(t,) = wu,, :

u(t) = uy, +/t v(T)dr (5.14)

La méthode des résidus pondérés est ensuite utilisée entre ¢,, et t,.1 (avec At =
tni1 — tn). Comme le probléeme est écrit en vitesse, il vient : connaissant v, et w,
trouver v,11 tel que :

[m + BALK] vy = —Atku, + [m+ (8 — 7) Atk] vy, (5.15)
+AL[(1 =) fo + 7 fn41] (5.16)
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ou

e =L [ wa q
t = t—1 t
o [ wwar= o [ Wi -
tn+1 1 tn+1
fyAt/ “xE ) WOE-n (5.17)

On peut aussi obtenir cette formule a partir de la méthode de Newmark dans le cas
ou 20y = Yx. Uns1 est ensuite calculé grace a I'Equation (5.14) :

Upi1 = Up + % (U1 + vp) (5.18)
Ce résultat avait été obtenu en utilisant 'approche de Wood (c.f. Equation (5.11))
et peut aussi étre obtenu en combinant les Equations (2.11) et (2.12) de la méthode
de Newmark quand 23y = 7. La formulation présentée ici est donc équivalente a
celles de Zienkiewicz et Wood a ceci pres que les efforts extérieurs sont ici inter-
polés linéairement ( alors qu’ils font ’'objet d’une interpolation quadratique dans les
approches de Zienkiewicz et Wood).

Formulation en vitesse du probléme en temps (interpolation Eléments
Finis)

Connaissant v,, et u, trouver u,; et v, tel que :

[m + BAK] v, 1 = —Atku, + [m + (8 — v) A2k v, + AL[(1 =) fro + 7 nid]

Upt+1 = Up + % (Un—l—l + Un)

Remarque 17 La vitesse étant lincaire par morceauz, [’accélération est constante
par morceauz. Dans lintervalle de temps I, = |ty thi1], en dérivant I’Equation (5.12),

on a : .
a(t) = a1 = A (U1 — Un) (5.19)

Dans cette approche, l'accélération n’est donc pas définie de maniére unique auz pi-
quets de temps. Dans la méthode de Newmark, les hypotheses concernent la réqular-
ité du déplacement, ce qui permet de définir laccélération. En utilisant un développe-
ment de Taylor, on peut ici écrire le développement limité de u et v de facon abusive
en définissant i(t,) = i, et v(t,) = v, :

A 2

Upt1 = Up + At0, (5.21)
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5. Prise en compte de discontinuités en temps

Pour étre en accord avec la méthode de Newmark, on pourrait alors définir i, et ¥,
par :

Un = (1 — ) @n + YnGna1 (5.22)

Ces définitions sont cinématiquement cohérentes si i, = v, i.e. Si 20y = Yx-
En effet, dans la méthode de Newmark, les relations cinématiques entre déplace-
ment vitesse et accélération ne sont satisfaites exactement, pour u quadratique et v
linéaire, seulement si By, Yx-

5.4 Meéthode des Eléments Finis Etendus en temps

Dans cette partie, on se propose d’utiliser la méthode de partition de I'unité présen-
tée dans le chapitre 2 afin d’enrichir I'interpolation de la vitesse. L’objectif étant
d’enrichir 'interpolation par des fonctions discontinues pour traiter de maniere plus
précise les problemes dans lesquels la vitesse montre des discontinuités en temps.
Comme 'ensemble des fonctions {\;};—o. y constitue une partition de I'unité dans
I'intervalle [0; 7], on peut enrichir cette base de fonction de forme linéaire :

N M N;
o(t) = Z Ai(t)e + Z Z Xi(t)o; (t)s (5.23)

ou vf sont les degrés de liberté classiques, ¢; les fonctions de forme enrichies et
vi; les degrés de liberté additionnels correspondant a ces fonctions enrichies et N;
I’ensemble des noeuds qui portent ces degrés de liberté enrichis. Les ¢; peuvent
alors étre choisies de maniere a capturer précisément la discontinuité.

5.4.1 Utilisation d’un enrichissement discontinu

On consideére ici l'utilisation de la fonction de Heaviside H comme fonction d’enrichissement.
On place ces fonctions a chaque piquet de temps (cf. Figure 5.1). Considérons main-

H(t —ty)

A (0)

tn tn+1

Figure 5.1: Fonctions de forme dans I,
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tenant Uintervalle de temps I,,11 = |t,; ty1[. Dans 41, la vitesse et le déplacement
sont décomposés en une contribution continue et une contribution discontinue :

v(t) = ve(t) + vo(¢)
u(t) = u(t) + u(t) (5.24)

On choisit de placer un enrichissement ¢; = H(t — t;) a chaque piquet de temps t;
et de limiter son support N, a ce seul piquet de temps. Comme ); a un support
compact [t;_1;t;41] et que ¢; = H(t — t;) est nul pour tout instant antérieur a t;,
¢n = H(t —t,) est la seule fonction enrichie active dans I,,;. L’Equation (5.23)
donne pour les contributions continue et discontinue de la vitesse :

V(1) = UML)+ 0y Awa (0)
v

‘() = v A H(E = 1) (5.25)

avec
() = 3:7__;; N (£) = % (5.26)
On note abusivement vy, = vy, car ce degré de liberté est obtenu lors de la

résolution sur l'intervalle [,,,;. On se propose ensuite d’imposer de fagon forte la
continuité du déplacement aux piquets de temps (u(t)) = wu(t;)) et la relation
cinématique entre le déplacement et la vitesse (¢ = v). On peut alors écrire les
parties continue et discontinue du déplacement comme suit :

u(t) = us, +/t ve(T)dT
ué(t) = uy, +/t ve(T)dT (5.27)

+

n

En utilisant la méthode des résidus pondérés dans I,,,1, la continuité de la vitesse
étant imposée de fagon faible & l'instant ¢,,, on a :

W () [mi(t) + ku(t)] dt + W () mut, | = /t W ftdt  (5.28)

Comme des degrés de libertés ont été ajoutés, il est nécessaire de choisir deux fonc-
tions poids indépendantes {W;};,—1 2 pour résoudre le probleme qui peut étre écrit
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5. Prise en compte de discontinuités en temps

de la fagon suivante :

Formulation Eléments Finis Etendus du probleme en temps

Connaissant uy,, us,,vy, et vy, trouver us_ ,,u5,_ 1, v5,1 et vy tels que :

n’ n’

At

c _ c c c
Upi1 = Uy + 7 (anrl + Un)
At
e _ e e
Upi1 = Uy + 7vn+1

[m+ BIACK] v, + [(01 — I)m+ (11 — B1)ALPK] vl = —Atkul, — Atkul,
+ [m A+ (61 =) ACE] g, + At[(1 =) fo + 71t
[m+ B A 05 + [(62 — 1)m + (72 — Bo) Ak v, = —Atku, — Atkul,
+ [m A+ (B = 72) ALE] vp, + At[(1 = 72) fo + Y2 fta]

Soit en écriture matricielle :

Hidp41 = Hodn + Frpa (5.29)
avec
10 —at 0 ug
g |01 0 —4&t _ |
YT 00 m+B/ARE (0 — Dm+ (1 — 1) A%k A = Uy,
0 0 m+ BoAt?k (6o — )m + (72 — Bo) At?k (U
1 0 &t 0 0
- 0 1 0 0| g _ 0
0 —Atk —Atk m+ (B —7)A2E 0 [T T AL (=) fa Y fagt)
—At/{? —Atk m + (62 — ’}/2) AtQk’ 0 At ((1 - 72) fn + 72fn+1)
et
! t;H Wi(t)(t — t5)2dt
ﬁz‘Kt /ti = AS / —1,)
1 t;-u
- 4t
%At/ At2 / W t t )d
Wi(t)dt = Wi(t 5.30
i [ () (5.30)

Pour résumer, cette formulation a les propriétés suivantes : le déplacement est con-
tinu, la vitesse est linéaire dans l'intervalle de temps et peut présenter des discon-
tinuités aux piquets de temps (car la continuité de la vitesse est imposée de fagon
faible), la contrainte cinématique est satisfaite. Il reste a choisir les fonctions poids
Wi, Wy pour donner a ce schéma d’intégration en temps les meilleurs propriétés.
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Remarque 18 Concernant l’accélération, celle-ci peut étre définie comme une fonc-
tion constante par morceaux dont la valeur dans I,1 est obtenue par dérivation de
I’Equation (5.27) :

1
a(t) = api1 = At ('Uferl —Vpy1 — U?i) (5.31)

5.4.2 Une autre approche des méthodes de Galerkin discon-
tinues

Comme il est possible de retrouver les formules de la méthode Newmark en util-
isant une vision Eléments Finis du probléeme en temps, le concept d’Eléments Finis
Etendus en temps permet d’approcher les méthodes de Galerkin discontinues en
temps sous un angle nouveau. Considérons le changement de variable suivant :

+
v, =

v, + UZ-H
— (532)

'UnJrl

et choisissons les fonctions poids comme étant les fonctions de forme linéaires

Wi= M
W2 - )\nJrl (533)

Les parametres sont alors :

B = %,71 = %,51 =2

Bo=172=13%0=0 (5.34)
Le systeme a résoudre (Equation (5.29)) est alors le méme que celui obtenu avec une
approximation P3-P1 dans la méthode de Galerkin discontinue ([LI 03, HUL 92])
ou avec une formulation en vitesse comme dans [MIC 03].

_ At - +
Upt1 = Up + 5 (Un+1 + Un)

m+ A% AT } [ vt ]:[ mv;+%t2(fn—fn+1) (}535)
A% 4 A% || vy, muy — Atk + 28 (fo+ fan) |

La méthode présentée ici a les mémes propriétés que la formulation proposée par
Michler et al. [MIC 03]. Ces deux méthodes de Galerkin discontinues ( [MIC 03]
et P3 — P1) sont similaires : les valeurs calculées aux piquets de temps sont iden-
tiques mais I'interpolation du déplacement dans l'intervalle differe. En effet, quand
le déplacement est P3, la contrainte cinématique (@ = v) n’est pas satisfaite con-
trairement a ce qui est fait ici et dans [MIC 03]. Dans les méthodes de Galerkin
discontinues la notion de vecteur d’état n’a pas de sens et il n’est donc pas possi-
ble d’en étudier la stabilité en utilisant les méthodes classiques. Pour certains cas
particuliers, celle-ci peut néanmoins étre étudiée comme cela est fait dans [EKE 02]
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5. Prise en compte de discontinuités en temps

5.4.3 Stabilité et précision

Tous les résultats numériques présentés dans ce paragraphe sont obtenus pour le
systeme masse ressort sans effort extérieur mais avec une vitesse initiale non nulle.
Les fonctions poids sont W7 = A\,, Wy = A,11. Les résultats sont valables pour
ce choix particulier des fonctions de poids et ils le sont aussi pour les méthodes
de Galerkin discontinues mentionnées plus haut. En utilisant I’'Equation (5.29), le
probleme peut étre réécrit de la fagon suivante :

dnt1 = Aq, (5.36)

A = H;'Hj est la matrice d’amplification du schéma dont la stabilité dépend alors
uniquement des valeurs propres de cette matrice. Elles sont calculées en résolvant
I’équation suivante :

det (HQ - THl) =0 (537)
Ce qui nous ramene a
r(r—1) (aer® —agr + ap) =0 (5.38)
ol
2A 2 QA 2 QA 2 2A 2
o= [ (o T (e ) - (555 -5 -0 6w

e[ (o)) (-)9)
(-G Y) -2 0-6-D9)] oo

[ (-)o- 2 (- ) mon

avec (b) = 2 (by+b1),[b] = by — by pour les parametres constants. Les valeurs propres
0 et 1 correspondent aux modes triviaux des équations de réactualisation. L’intérét
est d’étudier les racines de I’équation du second ordre asr? — ayr + ap. Dans les
Equations (5.39,5.40,5.41), on reconnait a U'intérieur des opérateurs () et [] les termes
qui gouvernent la stabilité des schémas de Newmark. rq, 75 sont les racines de cette
équation.

Le rayon spectral de la matrice d’amplification est comparé a celui obtenu dans
I’étude de la méthode de Newmark de 'accélération moyenne (vy = %, By = i) et
de la méthode HHT avec a = —0.3. La Figure 5.2 montre I’évolution du rayon
spectral pour ces trois méthodes en fonction du parametre fréquentiel wAt. La pre-
miere observation est que la méthode est inconditionnellement stable pour ce choix
de fonctions poids (W7 = A\, Wy = A\,41). Contrairement au cas de la méthode
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Figure 5.2: Rayon spectral
Newmark (7 = 3, Ay = 1), HHT (o = —0.3) et TX-FEM

29

de l'accélération moyenne de Newmark , le rayon n’est pas toujours égal a 1 et
la méthode présentera de I'amortissement numérique comme la méthode HHT. On
distingue deux régions de wAt (wAt = 7 et wAt > 10) pour lesquelles le comporte-
ment de la méthode differe de celui de Newmark et HHT. Pour ces valeurs de wAt,
les racines de ’Equation (5.37) ne sont plus complexes conjuguées comme c’est le
cas habituellement mais réelles distinctes. Ceci implique que, dans ces domaines
fréquentiels, la réponse du schéma est apériodique et peut s’écrire sous cette forme :

_ nAt
an = E e T
At

avec 7; le vecteur propre correspondant a la valeur propre réelle r; = e 7. Une
conséquence de cette propriété est que la réponse du schéma dans le cas d’un prob-
leme multi-degrés de liberté sera exempte d’oscillations numériques pour les valeurs
correspondantes du parametre fréquentiel wAt. Les exemples présentés plus loin
illustreront ce phénomene plus explicitement.

Comme mentionné plus haut, la méthode présente un amortissement numérique. La
Figure 5.3 présente I’évolution du facteur d’amortissement numérique €. L’amortissement
est ici comparable a celui de la méthode HHT. Mais comme le montre les Figures 5.4
et 5.5, la précision obtenue n’est pas affectée par cet amortissement numérique :
Ierreur relative sur la période est environ dix fois plus faible que celle obtenue par
la méthode de Newmark et la convergence est du troisieme ordre.

5.4.4 Bilan d’énergie de la formulation discrétisée

Un des intéréts de la formulation Eléments Finis Etendus en temps et de son écri-
ture matricielle est qu’elle offre la possibilité d’étudier facilement les propriétés de
stabilité et de précision comme au paragraphe précédent. Les résultats obtenus sont
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0.06 .
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0.05 F —<— HHT

—— TX-FEM /
0.04 /
0.03 /
Ny

0.02 /
~ /

0.01 //
0.00 = > > > >

-0.01
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

wAt

Figure 5.3: Facteur d’amortissement numérique
Newmark (7y = £, A = 1), HHT (o = —0.3) et TX-FEM
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Figure 5.4: Erreur relative de périodicité
Newmark (yx = £, 4y = 1), HHT (o = —0.3) et TX-FEM
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Figure 5.5: Erreur en norme Lo
Newmark (75 = 3, 0y = 7) et TX-FEM

évidemment valables pour les méthodes de Galerkin discontinues équivalentes pour
lesquelles la notion de vecteur n’a pas de sens. Ici, on étudie les propriétés du schéma
d'un point de vue de la conservation de I’énergie. On définit les notations suivantes
pour les quantités cinématiques :

(o) = 5(rmps + )
[2] = 2y — 2
o) = o — (542

Puis, en utilisant les définitions de v;! et v, ,; (Equation (5.32)) et en pré-multipliant
les Equations (5.29¢,d) par [u], on a :

5]+ [gke] + (8 — DAPIS R + 2y — )kl + (3)m{o) o] =
(v = ]+ () (5.43)
18~ DALk + 20y — Lokl + Bmw)[el] = b — SJlullf] (549

Le choix des fonctions poids Wy = A, Wy = A\, 11 fixe les valeurs des parametres du
schéma par l'intermédiaire de I’'Equation (5.34) :

= _1_127 [ﬁ

1 (5.45)

En considérant un systeme masse ressort sans effort extérieur, on peut avoir I'interprétation
simplifiée suivante : de 1'énergie est créée au piquet de temps (Equation (5.43b)
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5. Prise en compte de discontinuités en temps

puis de ’énergie est dissipée dans U'intervalle de temps (Equation (5.43a). Comme

1
I'énergie créée m(v)[[v]] = 2[7[5}2] k[u]? vient d’'un terme dissipatif le schéma n’est

pas conservatif. Mais tel serait le cas si le saut d’énergie totale (énergie de déforma-
tion 1ku?, énergie cinétique $mo? et énergie numérique (6 — 2)At*kv?) était égal
aux termes non conservatifs de 'Equation (5.43a) 2(y — 2) 2k[u]?+ (6)m(v)[[v]]. Soit
en utilisant la continuité de u et 'Equation (5.43b) :

gme?]] + (8 — DALk = 2y — 5) Skl
_% ([ﬁ — %]M[%W] +2[y - %J%k[u]z) (5.46)
> (48— Dyark) [ =

ok (2(0-9-Br-)o-Le-Tu)e e

Pour ce choix de fonction poids (W; = A,, W5 = A,41), la méthode ne conserve
pas I'énergie discrete bien que la conservation de 1’énergie continue soit assurée
dans l'intervalle de temps par la formulation elle-méme (cf. Equation (5.28)). Le
bilan d’énergie discréte ne s’écrit pas comme le bilan continu écrit a partir du
théoreme de 'énergie cinétique (celui-ci pouvant étre retrouvé dans I, grace a
I'Equation (5.28)). Ceci peut étre observé sur les Figures 5.6 et 5.7. Le fait que
le schéma ne préserve pas l'énergie discrete pouvait étre déduit de la présence
d’amortissement numérique observée plus haut. Le bilan énergétique de la formula-
tion discrétisée est tracé sur la Figure 5.6 (W, T, N sont respectivement les énergies
de déformation, cinétique et numérique, les valeurs sont ici normalisées par la quan-
tité d’énergie initialement introduite de la systéeme par la condition initiale). La
Figure 5.7 est un agrandissement de la Figure 5.6. On y voit clairement la créa-
tion d’énergie aux piquets de temps puis sa dissipation durant l'intervalle de temps
suivant. La quantité d’énergie dissipée en moyenne reste néanmoins négligeable par
rapport a la quantité d’énergie du systeme.

Au final, et ce bien que le schéma présente de 'amortissement et de la dissipation
numériques, la précision est du troisieme ordre pour le choix Wy = \,,, Wy = A\,4 1.
Tous les résultats présentés ici sont valables pour les méthodes de Galerkin discon-
tinues. Les aptitudes de la méthode pour l'intégration de phénomenes discontinus
sont illustrées dans le paragraphe suivant.

Remarque 19 Le choix de fonctions poids effectué ici semble raisonnable mais on
peut néanmoins se demander s’il n’existe pas de choix plus judicieux. De nombreux
essais ont €té tentés sans aboutir a un résultat plus convainquant. Le choiz d’autres
fonctions poids semble dégrader les propriétés du schéma, donnant parfois des ré-
sultats pour le moins exotiques au niveau du rayon spectral notamment et donc de
la stabilité.
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5. Prise en compte de discontinuités en temps

Remarque 20 Concernant la conservation de l’énergie de la formulation discrétisée,
on pourrait vouloir opter pour un jeu de parameétres pour lequel les termes non con-
servatifs soient tous nuls. Il se trouve qu’un tel choix conduit a ;1 = do = 0,
V1 =Yg = % et B = Py = i, soit finalement le schéma de Newmark de l’accélération
moyenne. On perd alors tout le bénéfice apporté par l'enrichissement discontinu.
Le choix 0y = 9y = 0 n'a en effet pas de sens ici dans la mesure ou il supprime la
contribution des enrichissements, conduisant a un systeme d’équations liées équiv-
alent a un schéma de Newmark. Si on cherche un jeu de paramétres pour lequel le
systeme est conservatif avec 01 # 0;0o = 0 par exemple, on se ramene a trouver
un jeu de paramétres satisfaisant I’Equation (5.47) quelque soit le systéme masse
ressort étudié (i.e. ¥(m,k)). Par identification des termes en facteur de m et k en-
tre les deuz membres de I’Equation (5.47), on voit qu’il faudrait imposer [[v*]] = 0.
Ce raisonnement nous conduit donc a penser qu’il n’existe aucun schéma de ce type
(formulation Eléments Finis Etendus en temps avec enrichissement discontinu) qui
conserve l’énergie discrete.

Remarque 21 On pourrait aussi envisager, comme c’est le cas pour les problemes
en espace, d’utiliser d’autres fonctions d’enrichissement en temps pour d’autres ap-
plications.

5.5 Probleme test 1D

La Figure 5.8 compare les résultats obtenus sur le probleme test du barreau avec la
méthode de Newmark et la méthode des Eléments Finis Etendus en temps. Pour
cette derniere la taille du pas de temps a été choisie de facon a ce que les résultats
concernant le déplacement aient la méme précision que ceux obtenus avec la méthode
de Newmark. La taille de ce pas de temps est donc de deux fois la valeur du pas de
temps critique, soit trois fois celle utilisée avec la méthode de Newmark

Les évolutions du déplacement pour les deux méthodes sont donc identiques. Par
contre les oscillations numériques du schéma de 1’accélération moyenne sont grande-
ment atténuées avec la méthode proposée ici. En particulier, on s’apercoit que la
période typique des oscillations numériques obtenues avec la méthode de Newmark
est de deux fois la taille du pas de temps utilisé. C’est a dire que les modes de vi-
bration de la structure discrétisée dont la période propre est T' = 2At sont excitées.
Pour ces oscillations numériques la valeur du parametre fréquentiel wAt = QWTM est
7. Cette valeur étant dans un des deux domaines mis en évidence sur la Figure 5.2
dans lesquels le schéma développé ici répond de fagon apériodique, ces oscillations
numériques sont évitées. Cela donne a la méthode des Eléments Finis Etendus en
temps une aptitude remarquable pour traiter les discontinuités en temps et encore
une fois, d’autant plus que ces discontinuités sont dues a ’apparition soudaine de
discontinuités en espace.
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5. Prise en compte de discontinuités en temps
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Figure 5.8: Probleme test 1D par la méthode de Newmark et TX-FEM
Newmark (=1, 8¢ = 1)
Déplacement, vitesse et accélération normalisés a l'extrémité libre du barreau (a)
et a 'interface crée (b)
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5.6 Eléments Finis Etendus en espace et en temps

Pour palier aux difficultés mises en évidence dans I’exemple 4.3.2.1 lors de I'utilisation
d’un schéma de la famille de Newmark, on propose ici de combiner 'utilisation des
Eléments Finis Etendus en espace et en temps. La solution du probleme continu
fait dans un premier temps l'objet d’une approximation en espace. On approxime
la vitesse v continue par :

v(x,t) = V(t) (5.48)

Ensuite, on approxime cette solution discréte en espace V" en fonction du temps en
écrivant :

Vh(t) = Vit = Z)\ (th’chH(t )ijl) (5.49)

N s h . s 2 , . .
ou les quantités V; ™ sont discrétisées en espace selon I'équation suivante :

=Y Ni(@)vi+ Y N(@H(@)ai+ > Y Ni(@)Ba(@)bia  (5.50)

iEN ieNcut ierranch o

Remarque 22 L’approche présentée différe de celle développée dans [CHE 04] ou
les auteurs s’intéressent a une discontinuité en espace évoluant dans une cadre €élé-
ment finis espace-temps. Ici, la discontinuité modélisée concerne a la fois l’espace et
le temps mais la formulation permet de conserver un découplage entre la résolution
en espace et la résolution en temps.

5.6.1 Fissure semi-infinie dans milieu infini

On s’intéresse d’abord a ’exemple 4.3.2.1 en utilisant ici les Eléments Finis Etendus
en espace et en temps. La taille de pas de temps utilisée ici est quatre fois plus
grande qu’avec le schéma de 1’accélération moyenne. Les résultats sont présentés
sur la Figure 5.9. Comme pour le probleme test 1D, I'utilisation du schéma relatif
aux Eléments Finis Etendus en temps permet de réduire significativement les oscil-
lations numériques obtenues avec un schéma de la famille des schéma de Newmark.
Ici, ces oscillations sont quasi-imperceptibles est le résultat obtenu en terme de fac-
teur d’intensité des contraintes est tout a fait satisfaisant. La technique consistant
a utiliser simultanément la méthode des Eléments Finis Etendus en espace et en
temps s’avere donc étre un outil numérique performant pour simuler la propagation
dynamique de fissure.

Remarque 23 Cette remarque concerne le calcul des facteurs d’intensité des con-
traintes et la différence fondamentale qui existe entre méthode de Newmark et méth-
ode des Eléments Finis Etendus en temps. Lors d’un calcul numérique de propaga-
tion dynamique de fissure, la discrétisation est différente a chaque piquet de temps.
Avec un schéma de la famille des schémas de Newmark, bien que chacune des dis-
crétisations ne soit définie qu’aux piquets de temps, la formulation du probleme en
temps est telle que tout se passe comme si la discrétisation évoluait au cours du
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5. Prise en compte de discontinuités en temps
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Figure 5.9: K; numériques et analytique pour une fissure fixe puis mobile
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temps. Par conséquent, un tel calcul fournit directement Kfy”(a, t). Avec la méth-
ode des Eléments Finis Etendus en temps cette fois, la formulation est telle que
la discrétisation est considérée comme étant fixée dans ['intervalle de temps. La
discrétisation évolue donc de facon instantanée au piquets de temps si bien que le
caleul fournit alors non pas K" (a,t) mais K®"(O,t). Il est donc nécessaire de
multiplier le résultat obtenu par k fonction universelle de a définie dans [’exemple
4.8.2.1. L’idée aurait alors consistée a introduire dans la formulation Eléments Fi-
nis Etendus en temps des masses et rigidités variables linéairement en fonction du
temps. Ceci conduit a un systeme a résoudre dont la matrice est un peu plus cotuteuse
a assembler et les résultats obtenus sur l’exemple en question n’ont pas donné sat-
isfaction. L’idée de prendre en compte [’volution de la position d’une discontinuité
au cours du temps a été exploitée dans [CHE 04] pour des probléemes hyperboliques
du premier ordre. La stratégie d’enrichissement employée dans ces travauz nécessite
cependant une projection au niveau des interfaces entre les éléments espace-temps
ce qui ne permet pas de garantir la conservation de l’énergie.

5.6.2 Propagation et arrét d’une fissure en mode-mixte

Avec ce dernier exemple, nous voulons montrer les capacités de la méthode des Elé-
ments Finis Etendus en espace et en temps pour simuler la propagation dynamique
d’une fissure sous sollicitation en mode-mixte. La géométrie choisie est une plaque
trouée (voir Figure 5.10). Une fissure excentrée est pratiquée a partir du trou (
de forme circulaire) parallelement a la ligne moyenne de 1’éprouvette pour obtenir
une sollicitation mixte. Le matériau est élastique linéaire homogene et isotrope :
E = 210GPa,v = 0.25 et p = 8000kgm 3. On soumet cette éprouvette & une con-
trainte de compression ¢ = 500M Pa a une de ses extrémités, l'autre étant fixée.
Les dimensions sont L = 1m, H = 0.5m, [ = g = 0.5m, r = 0.125m et e = 0.05m.
Pour prédire le trajet de la fissure, on utilise les criteres présentés dans le chapitre
1 avec Ki. valant 100M Pay/m. Pour les simulations numériques, on utilise un
enrichissement en espace pour modéliser le trou et la fissure. Comme le montre la
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Figure 5.11, la géométrie n’est pas décrite explicitement par le maillage.

Figure 5.10: Géométrie et chargement pour une sollicitation en mode-mixte

Figure 5.11: Maillage et géométrie initiale

Cette configuration géométrique particuliere est intéressante : Carin, Maigre et Bui
[CAR 00] ont observé expérimentalement l'arrét puis le redémarrage de la fissure
dans du PMMA quand celle-ci est dans 'axe de I’éprouvette. Les conditions aux
limites expérimentales sont différentes, mais par manque d’informations elles ont ici
été simplifiées. On supposera que dans une configuration expérimentale, les levres
de la fissure initiale sont séparées par un espace. On autorisera donc, dans les
simulations, les levres de la fissure a s’interpénétrer. Par conséquent, l'arrivée de
I'onde de compression sur la pointe de la fissure sera accompagnée d’un facteur
d’intensité des contraintes en mode 1 négatif.

On calcule la solution sur une durée de 900us en 130 pas de temps. La Figure 5.12
montre I'évolution de la coordonnée X du front de la fissure selon la ligne moyenne
de I’éprouvette. On peut avoir I'interprétation suivante. L’onde de compression
se propage a travers l’éprouvette pour se transformer apres réflexion au niveau de
I’encastrement et grace a un effet "tonneau” en une onde d’ouverture de la fissure

93



5. Prise en compte de discontinuités en temps
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Figure 5.12: Evolution de I’abscisse du front X; pour un trou circulaire

C,
et la propagation est initiée (¢ ~ 3t.). Juste apres I'initiation, le front de la fissure

rejoint la ligne moyenne de I’éprouvette en se propageant a une vitesse a peu pres
constante (environ 1300ms~1). A linstant ¢ ~ 4t., 'onde principale de contrainte
est réfléchie sur la face ou le chargement est appliqué et la fissure s’arréte quand
I'onde revient sur le front (¢ ~ 5t.). Finalement, la fissure repart a la méme vitesse
constante quand l'onde (réfléchie une seconde fois sur la face fixée) revient sur la
fissure t ~ Tt.. Les Figures 5.13 et 5.14 montrent respectivement le trajet de la
fissure quand elle s’arréte et a la fin de la simulation.

(0<t<2t= % ~ 200us). Ensuite, la fissure commence a s’ouvrir (2t. <t < 3t,)

Figure 5.13: Trajet de la fissure a l'arrét (trou circulaire)
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Figure 5.14: Fissure finale (trou circulaire)

La géométrie avec un trou circulaire permet une interprétation simplifiée des résul-
tats numériques. On peut en effet coordonner I'histoire de 'avancée du front avec
la propagation des ondes dans I’éprouvette. Ceci est possible avec un trou circulaire
car la géométrie de la surface libre qu’il présente au front de l'onde agit comme
un sorte de diffuseur et permet de transformer I'onde de compression en une onde
d’ouverture sans trop de réflexions parasites. Ce n’est pas le cas si le trou est de
forme carrée (voir Figure 5.16). La propagation des ondes est alors beaucoup plus
complexe et le trajet de la fissure completement différent puisqu’on n’observe plus
d’arrét significatif (voir Figure 5.15).

1

/
_ 08

£ /
=07 /

0.6 /

0.5
0 200 400 600 800 1000
Temps(us)

Figure 5.15: Evolution de ’abscisse du front X; pour un trou carré
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5. Prise en compte de discontinuités en temps

Figure 5.16: Fissure finale (trou carré)
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5. Prise en compte de discontinuités en temps
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Chapitre 6

Mesure de facteurs d’intensité des
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6. Mesure de facteurs d’intensité des contraintes

6.1 Introduction

Comme on I’a mentionné dans l'introduction de ce mémoire, il nous semblait im-
portant de disposer de moyens expérimentaux de validation cohérent vis-a-vis des
méthodes numériques développées. La base théorique et les criteres, exposés dans ce
méme chapitre d’introduction, font du concept de facteur d’intensité des contraintes
la grandeur gouvernant la propagation d’une fissure. Ces grandeurs ne sont pas
directement observables et les mesures ainsi que l'identification des valeurs critiques
utilisées dans les criteres ne sont pas immédiates.

Le moyen le plus élémentaire de mesurer la ténacité d’un matériau reste d’effectuer
des essais sur des géométries d’éprouvettes pour lesquelles on connait une solution
analytique. Cela reste toutefois tres limité et essentiellement restreint aux sollic-
itations en mode 1 pur. Dans le méme esprit, il est possible d’évaluer le facteur
d’intensité des contraintes en mode 1 en mesurant 'ouverture de la fissure (ou
COD pour Crack Opening Displacement). Les capteurs permettant ces mesures
restent tres encombrants et peu pratiques a utiliser. De plus, les deux techniques
évoquées sont limitées au cas d’une fissure fixe alors que lors d’une propagation dy-
namique il semble intéressant de pouvoir mesurer 1’évolution des facteurs d’intensité
des contraintes. Une idée assez employée est d’effectuer une minimisation en util-
isant la technique des moindres carrés entre un champ mesuré (déplacement ou
contrainte) et un champ asymptotique pour identifier les facteurs d’intensité des
contraintes comme parametres de cette minimisation. On trouve dans la littéra-
ture un certain nombre de travaux utilisant cette idée. A partir d’'une mesure de
champ de contrainte, on trouve la technique de CGS (Coherent Gradient Sensing)
[LEE 96, AND 02]. La mesure globale d'un champ de déplacement s’est développée
essentiellement avec I’avenement des techniques de corrélation d’images numériques
[SUT 83, SUT 86, TOU 97]. Avec I'idée évoquée plus haut, dans [ANB 02, MCN 87]
les auteurs proposent de mesurer les facteurs d’intensité des contraintes en statique
en utilisant la corrélation. D’autre méthodes optiques comme le Moiré [LIU 75],
les caustiques [ROS 93], sont aussi beaucoup utilisées mais elles nécessitent un ap-
pareillage important et une mise en oeuvre fastidieuse. Dans un esprit tout a fait
différent, on trouve les travaux de [MAT 95, RIT 96b, RIT 96a] qui utilise le principe
de réciprocité pour formuler 'intégrale H [BUI 93] qui permet de calculer les facteurs
d’intensité des contraintes jusqu’a l'initiation. Il s’agit d’'une méthode expérimentale
/ numérique pour laquelle seule la mesure des conditions imposées sur les frontieres
non libres des éprouvettes est nécessaire.

6.2 Mesure de champ de déplacement par corréla-
tion d’images
La technique de corrélation d’images numériques a principalement été développée par

Sutton et ses collaborateurs [SUT 83, SUT 86]. La corrélation d’images numériques
est basée sur les principes suivants : I'image d’un corps sur lequel se trouve une ré-
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partition aléatoire de niveau de gris est décrite par une fonction discrete représentant
le niveau de gris de chacun des pixels. En corrélant les informations provenant de
deux images on peut envisager estimer le déplacement de différents points de 'image
initiale vers I'image finale. Le calcul de corrélation s’effectue sur des ensembles de
pixels appelés motifs dont les centres sont disposés régulierement aux centres des
éléments d’une grille créée sur I'image initiale et dont le pas est inférieur a la taille
du motif.

Soient f(x,y) et f*(z*, y*) les fonctions discretes décrivant I'image initiale et 'image
finale. x,y et x*,y* sont respectivement les coordonnées du centre d’un pixel de
I'image initiale et de 'image finale (voir Figure 6.1). Il s’agit alors de déterminer un
champ de déplacement u, v de 'image initiale qui satisfasse au mieux la relation :

f*(x*,y*)—f(x+u(x,y),y+v(x,y)):() (61)

On suppose dans un premier temps que le champ de déplacement est homogene a

0,07 x, x*
a
]
|
| R*
| B
|
|
A* l
| AN NN S N Eh D
C*
D*

Y.y

Figure 6.1: Motif initial et motif final
Motif initial (ABCD centré en P) Motif final (A*B*C*D* centré en P*)

Pour un meilleure compréhension les images initiale et finale sont représentées dans
le méme repere.

I'intérieur d’un motif et on choisit 'approximation suivante :

u(z,y) = au.x + bu.y + cu.x.y + du
v(x,y) = av.x + bvy + cv.x.y + dv (6.2)
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6. Mesure de facteurs d’intensité des contraintes

Cette approximation permet de mesurer les déplacements provoqués par des mouve-
ments de corps rigide et des déformations linéaires. La corrélation est ensuite basée
sur une interpolation spline-cubique des niveaux de gris ( pour obtenir une précision
sub-pixel) et un coefficient de corrélation croisé :

Sans fxy) fo(a*, y*)dady

CcC=1-
Iaar U ow)2dedy [y, (7 (27, y))2ddy

(6.3)

On obtient grace a la corrélation d’image un champ de déplacement discrétisé sur
la grille de corrélation avec une précision de 1/100 pixel. Etant donnée la forme de
I’approximation du champ de déplacement, on peut utiliser les outils numériques de
la méthode des Eléments Finis pour post-traiter les données fournies par la corréla-
tion.

6.3 Utilisation d’intégrales d’interaction

Zone de mesure

Figure 6.2: Domaine d’intégration utilisé pour calculer les K

Comme on I’a mentionné ci-dessus, les données fournies par un calcul de corrélation
d’images pour le champ de déplacement se préte parfaitement a un post-traitement
par les outils numériques de la méthode des Eléments Finis. En particulier, on peut
penser utiliser les techniques mises en oeuvre dans cette méthode pour le calcul
des facteurs d’intensité des contraintes afin de les estimer a partir du champ de
déplacement mesuré par corrélation. On se placera d’abord dans une configuration
expérimentale avec une fissure rectiligne et une sollicitation quasi-statique. Des lors,
on peut particulariser I'intégrale d’interaction écrite au chapitre 3. On obtient :

Ittt — / Qi j [a%xuml(skj — (of " ui g + O'ijuzzlém)} ds (6.4)
Q
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On choisit ici d’utiliser un champ d’extension virtuelle défini par :

X1 for r < R,in
(1=t =7y oy R <7 < R (6.5)
— — X or mar r = min :
d Rmam - Rmm !
0 for r > R,a0

Rinaz, Rimin sont les dimensions caractéristiques du domaine d’intégration (voir Fig-
ure 6.2). On utilise ici un champ d’extension virtuelle constant a l'intérieur de la
zone r < R, afin que les gradients du champ de déplacement mesuré a proxim-
ité du front de la fissure ne perturbent pas la mesure des facteurs d’intensité des
contraintes. En calculant cette intégrale d’interaction, on doit pouvoir calculer di-
rectement les facteurs d’intensité des contraintes en mode mixte a partir de la mesure
du champ de déplacement.

6.4 Essais sur éprouvette CT

PA

d@ 2r

PY
Figure 6.3: Géométrie de I'éprouvette CT

Le premier exemple que nous avons choisi de traiter est celui de I’éprouvette CT
(Compact Tension). Cette géométrie d’éprouvette est normalisée et on l'utilise
généralement pour mesurer la ténacité statique d’'un matériau. Dans le cadre d’essais
normalisés, une pré-fissure est obtenue en sollicitant I’éprouvette en fatigue de fagon
a obtenir un front de fissure dont le rayon de courbure se rapproche de 0. Ici, une
pré-fissure a été pratiquée par électro-érosion et le rayon de courbure du front de
fissure est d’environ 0.1mm.

Pour la géométrie CT normalisée ( voir Figure 6.3), toutes les longueurs sont don-
nées en fonction de I’épaisseur e qui vaut ici 20mm. On trouve les dimensions
caractéristiques de I’éprouvette par les relations suivantes :
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6. Mesure de facteurs d’intensité des contraintes

b=2¢ d=- r=- h=24e c¢=0.5be

La longueur de la fissure est a = 26mm et U'effort appliqué est noté P. Pour cette
géométrie, on trouve dans [BUI 78] une solution analytique par Tada pour le facteur
d’intensité des contraintes statique en mode 1 :

K, — Pe\f 29.6 — 185.5% +655.7 (%)2 —1017.0 (%)3 +638.9 (%)4} (6.6)

Le matériau constituant ces éprouvettes est un acier maraging (EZ2NKD18) de chez
Aubert et Duval. Un durcissement structural a été obtenu en chauffant les éprou-
vettes & 480°C' pendant 4 heures. Bien que la partie non-linéaire du comportement
de cet acier soit assez limitée, pour des valeurs d’effort proches de la rupture, les
hypotheses de plasticité confinée risquent d’étre invalidées.

6.4.1 Mesures des facteurs d’intensité des contraintes

Figure 6.4: Grille de corrélation pour les mesures sur éprouvettes CT

Pour cet exemple, le rayon de la zone de corrélation est 8mm (voir Figure 6.4) et
les dimensions R, et Rn.: valent respectivement 3.2mm et 6.4mm. La Figure
6.5 montre ’évolution des valeurs analytiques et expérimentales pour K;. Pour des
valeurs moyennes de chargement (jusqu’a 40kN), on observe une tres bonne concor-
dance entre les valeurs mesurées par la technique présentée plus haut et les valeurs
théoriques. Pour des valeurs d’effort élevées, on observe une déviation et les valeurs
mesurées deviennent supérieures aux valeurs théoriques. On peut penser qu’alors
les hypotheses de small scale yielding ne sont plus satisfaites, la zone plastique
s’étendant au fur et & mesure que l'effort augmente. La théorie de la mécanique
élastique linéaire de la rupture utilisée pour déterminer la solution analytique du
probleme n’est plus valable dans ces conditions. Nous verrons au paragraphe suiv-
ant ce qu’il en est des valeurs mesurées.
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Figure 6.5: Comparaison des valeurs analytiques et expérimentales de K

Rpin, (mm)
— 2.4 3.2 4.0 4.8 5.6

4.0 | 1.20%
4.8 1 0.42% 1.16%
Riaz (mm) 56| 0.17% 0.58% 0.86%
6.4 0.27% 0.08% 1.25% 1.31%
7210.12% 0.07% 0.77% 0.66% 0.69%

Tableau 6.1: Influence de la taille et de la position du domaine d’intégration sur
I’erreur relative en K;
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6. Mesure de facteurs d’intensité des contraintes

Le Tableau 6.1 permet d’évaluer la robustesse de cette technique de mesure. On

y trouve l'erreur relative faite sur 'estimation de K; pour différentes combinaisons
de tailles et de positions du domaine d’intégration. L’erreur n’excédant pas 1.5%, on
peut vérifier I'indépendance de I'intégrale calculée par rapport au domaine d’intégration.
Pour autant que 'on se place dans des conditions satisfaisant les hypotheses fonde-
mentales de la mécanique élastique linéaire de la rupture, la mesure des facteurs
d’intensité des contraintes par corrélation d’images numériques suivant la technique
développée fournit des résultats a la fois précis et robustes.

6.4.2 A propos des hypotheses de plasticité confinée

Comme le montre la Figure 6.5, on observe une déviation dans I’évolution du facteur
d’intensité des contraintes mesuré pour un effort supérieur a 40kN. Nous allons
aborder dans ce paragraphe la transition élastique élasto-plastique. On peut en effet
penser que lorsque que 1’on approche la charge critique la zone plastique s’étend au
dela des limites fixées par les hypotheses de small scale yielding (7,/a < 0.02). Si on
décrit le comportement du matériau dans sa partie non linéaire avec une loi puissance
type Ramberg-Osgood, la relation contrainte-déformation unidimensionnelle s’écrit

3:3+a<1)n (6.7)

€0 0o 0o

ou oy est la contrainte de référence, ¢y = o0o/FE la déformation de référence, «
un parametre matériau et n 'exposant de la loi puissance. Dans ces conditions,
Hutchinson, Rice et Rosengren ont montré que la singularité des champs asympto-
tiques change et le développement des champs de type HRR [HUT 68, RIC 68b]. Le
déplacement peut étre écrit comme suit :

0= acyr <#) T . (6.8)

aegool,r

Dans cette équation, J est 'intégrale de Rice, I,, une constante adimensionnée qui
dépend de n et, @ une fonction adimensionnée de 6 et n. Pour n valant 1 (respective-
ment 00), le comportement est élastique linéaire (respectivement plastique parfait)
et la singularité est en 72 (respectivement r°).

Pour illustrer ce propos, on peut étudier la transition depuis les champs asympto-
tiques élastiques vers les champs asymptotiques élasto-plastiques en observant les
valeurs de déplacement mesurées par corrélation. La Figure 6.6 montre les valeurs du
déplacement vertical v normalisé par /7. Ces valeurs sont prises sur un rayon faisant
un angle de 45° avec les levres de la fissure. On trace I'évolution de v en fonction
de r/a pour différentes valeurs de P. Pour P = 18kN, comme v/4/T reste constant
a proximité du front de la fissure (r/a < 0.1), la singularité est clairement établie.
Plus loin du front, il semble que la singularité ne domine plus. Pour P = 35kN,
on distingue trois zones : r/a < 0.06, 0.06 < r/a < 0.125 et r/a > 0.125. La
deuxieme et la troisieme correspondent a celles décrites plus haut pour P = 18k N.
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Figure 6.6: Déplacement vertical normalisé par /r

Dans la premiere zone, il devient difficile d’affirmer la dominance d’une singularité
en y/r. Ces trois valeurs évoluent quand Deffort augmente et elles correspondent
pour P = 50kN a: r/a <0.08, 0.08 < r/a <0.18 et r/a > 0.18. Ici, la premiere
zone est la plus étendue et on y observe une singularité dont ’exposant est inférieur
a 0.5. Dans la deuxieme zone, les champs asymptotiques élastiques dominent mais
sont encore une fois atténués loin du front.

1-06_04 L L L L L L L LI L) L) L) L) L) L) LI
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: M + P = 35kN |
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Figure 6.7: Déplacement vertical et approximation en loi puissance

Pour approfondir I’analyse menée précédemment, on trace sur la Figure 6.7 le méme
déplacement vertical en échelle logarithmique. Dans les zones situées loin du front de
la fissure, le déplacement présente clairement une dépendance en r!. En effet, dans
ces zones les champs asymptotiques sont dominés par des champs de type rotation
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de corps rigide. On peut alors estimer la taille de la zone dite de K-dominance ot les
champs asymptotiques élastiques sont prépondérants. Pour P = 18k /N, on observe a
nouveau la singularité élastique a proximité du front (r/a < 0.1). Pour P = 35kN,
dans la zone proche du front r/a &~ 0.06 la corrélation avec une singularité en +/r
n’est pas aussi nette. Une transition tres marquée est observée pour P = 50kN aux
environs de r/a ~ 0.08 et une singularité élasto-plastique se développe pres du front.
Pour la plus grande valeur de P, on observe donc une singularité d’ordre inférieure
a 0.5 et on peut estimer que dans ces conditions le rayon de la zone plastique peut
étre minoré par 0.08a. On se trouve alors largement au dela des limites fixées par les
hypotheses de plasticité confinée (r,/a < 0.02) ce qui explique les différences entre
les valeurs mesurées de K et celles calculées dans le cadre de la mécanique élastique
linéaire de la rupture.

Remarque 24 Les résultats présentés par la Figure 6.5 ont été obtenus avec des
valeurs de Ry, €t Rpae correspondant a r/a = 0.1 et r/a = 0.2. Pour de faibles
valeurs d’effort, ’estimation de K, est précise bien que la zone 0.1 < r/a <
0.2 ne soit pas dominée par une singularité élastique. La technique de lintégrale
d’interaction permet donc de capturer la singularité en pointe de fissure grace aux
champs auziliaires et d’estimer précisément les facteurs d’intensité des contraintes
meme st le domaine d’intégration n’est pas situé a l'intérieur de la zone de K-
dominance. Cette technique ne nécessite donc pas une détermination a priori de
cette zone de K-dominance.

Remarque 25 On peut montrer dans le cadre de la mécanique non-linéaire de
la rupture que les concepts d’intégrale J et de facteurs d’intensité des contraintes
restent valables. On peut aussi montrer que ces facteurs d’intensité des contraintes
peuvent étre calculés grace a ['intégrale d’interaction présenté plus haut a condition
que la zone plastique ne pénétre pas dans le domaine d’intégration. C’est le cas
ici, méme pour P = 50kN (r, =~ 0.08a, Ry, = 0.1a et Ry, = 0.2a). Il semble
donc que les valeurs mesurées ici pour des charges €élevées puissent étre considérées
comme des facteurs d’intensité des contraintes €lasto-plastiques.

Remarque 26 [ROS 00] ont montré que, pour une épaisseur d’éprouvette donnée,
une zone 3D s’étend jusqu’a un rayon d’environ la moitié de [’épaisseur. Dans leur
travail la zone 3D est une zone autour du front de la fissure a l'intérieur de laquelle
Uhypothese 2D de contrainte plane n’est plus valide. Dans cette zone, le déplace-
ment hors plan ne peut étre déduit des champs de contraintes élastiques en utilisant
la relation de comportement 2D en contrainte plane. Ici, on utilise un objectif télé-
centrique de sorte que [’'on mesure uniquement les composantes du déplacement dans
le plan de l'image. On peut observer grace a cela que les déplacements dans le plan
conservent un comportement singulier en pointe de fissure.

6.5 Essais en mode mixte

Le deuxieme essai présenté est une plaque fissurée sous sollicitation en mode mixte.
La technique présentée plus haut permet en effet d’obtenir directement les facteurs
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d’intensité des contraintes K; et K5 a partir du calcul des intégrales d’interaction
avec les données fournies par la corrélation d’images. Cet essai a été effectué sur
une plaque constitué d'un acier inoxydable au comportement assez ductile. Les
dimensions de cette plaque sont 120mm x 30mm x 5mm. Afin de comparer les
valeurs critiques des facteurs d’intensité des contraintes en mode 1 pur et en mode
mixte, deux types d’éprouvettes ont été fabriquées : avec une pré-fissure droite
ou avec une pré-fissure a 40°. On propose de comparer les valeurs limites de K;
et K, ainsi que de Kj,, facteur d’intensité des contraintes équivalent introduit au
premier chapitre et un facteur d’intensité des contraintes équivalent d’un point de
vue énergétique Kppr1. On peut aussi estimer 1'angle d’initiation 6, correspondant
au critere de la contrainte circonférencielle maximum :

1 (K K\’
0. = 2arctan 1 F; — sign(Ka)y |8 + <F;) (6.9)
On rappelle 'expression alors obtenue pour K, :
0. 0.\ .
Kieq = cos® (5) K, — gcos (5) sin (0.) K (6.10)

et on définit Kpyq :

Kpan = \/ K2 + K2 (6.11)

250 : 60
v\ i Kl
200 + Kx o iy
\ / L
X Kpu
—~ 1 42
g 50 \ / 72NN 0
@ —
% 100 0o =
<50 % == -20
0 w@%&mﬂ.ﬁ -40
-50 -60
0 10 20 30 40 50 60
Effort(kN)

Figure 6.8: Facteurs d’intensité des contraintes et angle d’initiation

La Figure 6.8 montre les résultats obtenues concernant 1’évolution des différentes
grandeurs mentionnées précédemment en fonction de I'effort appliqué. Comme pour
I'essai sur éprouvette CT, I'évolution des différents facteurs d’intensité des con-
traintes n’est pas linéaire a cause du comportement ductile du matériau. Pour les
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faibles charges (P < 10kN), la mixité des modes 1 et 2 n’est pas encore bien établie
et 0. varie beaucoup. Ensuite (P > 15kN), 6. atteint une valeur stabilisée d’environ
—40° ce qui est parfaitement en accord avec 'observation post mortem des éprou-
vettes. Quand la mixité des modes est établie les valeurs des deux facteurs d’intensité
des contraintes équivalents qu’on propose de comparer commencent a différer. Le
Tableau 6.2 résume les valeurs finales des différents K; en mode 1 pur et en mode
mixte.

K1 K2 Kleq KPMl
Mode 1 235 | — | 235 235
Mode 1&2 | 189 | 91 | 240 210

Tableau 6.2: Valeurs critiques des K;(M Pay/m)

La direction de propagation étant bien prédite par un critere en contrainte de trac-
tion maximale, on peut penser que, pour ce matériau, le mécanisme de rupture est
gouverné par l'intensité des contraintes de traction. On constate en effet que les
valeurs limites en mode 1 pur et en mode mixte pour K., sont proches (235 et
240M Pa+/m) alors que le criteére énergétique donne des valeurs plus éloignées (235
et 210M Pa+/m). Si on observe la distribution des déformations de Green-Lagrange,
on remarque aussi que la direction d’initiation prédite (matérialisée par une fleche)
est la direction de symétrie pour €17 et €99, d’anti-symétrie pour €15, ce qui confirme
que le mécanisme de rupture pour le matériau étudié est principalement gouverné
par la traction.
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Figure 6.9: Déformation de Green-Lagrange pour l’essai en mode mixte
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Conclusions et perspectives

Apres avoir défini le probleme de référence et les concepts de base de la dynamique
de la rupture et des Eléments Finis Etendus, nous avons dressé un état de 'art des
méthodes de simulation numérique en dynamique de la rupture. Les travaux effec-
tués au cours de cette these concernent le développement de techniques numériques
exploitant les propriétés de partition de I'unité de la méthode des Eléments Finis
pour la simulation numérique de la propagation dynamique de fissure.

Dans le contexte de la mécanique de la rupture, les parametres de fissuration sont le
taux de restitution de I’énergie et les facteurs d’intensité des contraintes. La méth-
ode des Eléments Finis Etendus permet une représentation implicite de la fissure
(grace a des fonctions de niveaux ou des éléments géométriques). Le traitement des
fissures de géométrie quelconque en est facilité. En particulier, il est possible en tout
point du maillage d’obtenir des informations sur la topologie des surfaces de discon-
tinuité (tangente, courbure, repére local). Afin de calculer les facteurs d’intensité
des contraintes pour des fissures non planes, on peut alors étendre les raisonnements
suivis dans le développement des intégrales d’interaction en travaillant sur les champs
d’extension virtuelle et les champs auxiliaires. Ces champs sont rendus compatibles
avec la géométrie de la fissure. Les hypotheses formulées pour des fissures droites
(levres libres et extension virtuelle tangente aux levres) se généralisent alors au cas
des fissures quelconques. On obtient ainsi une intégrale indépendante du domaine
permettant de calculer les facteurs d’intensité des contraintes pour des fissures mo-
biles de géométrie complexe.

L’étape suivante consiste a faire propager la fissure dans une direction et a une
vitesse déterminées par des criteres faisant intervenir les facteurs d’intensité des
contraintes calculés grace aux intégrales d’interaction. Afin de suivre I’évolution de
la fissure lorsqu’elle se propage, la discrétisation du probleme varie. On propose de
distinguer deux étapes : le changement de discrétisation (on projette les champs
de 'instant initial sur la nouvelle discrétisation) puis 1’évolution (on progresse d'un
incrément de temps en écrivant 1’équilibre dynamique pour obtenir les champs a
I'instant final). C’est le cas pour des calculs effectués dans un cadre Eléments Finis
classique (remaillage) mais aussi pour des calculs utilisant la méthode des Eléments
Finis Etendus (évolution des fonctions enrichies). Il s’agit d’étudier la stabilité et
la conservation de 'énergie des schémas de la famille de Newmark dans le cas ou
la discrétisation spatiale du probleme change d'un pas de temps a ’autre [RET 04].
La démarche suivie est tout a fait générale et peut étre appliquée a d’autres types de
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simulation nécessitant des évolutions de la discrétisation. On obtient les équations
de stabilité par la méthode énergétique ainsi qu'un bilan d’énergie de la formulation
discrétisée quand la discrétisation du probleme varie. Dans le cas de la propagation
dynamique de fissure, on connait le phénomene physique provoquant le changement
de discrétisation. L’idée consiste alors a redonner un sens physique aux champs
apres projection d’une discrétisation sur 'autre. En effet, ceux-ci sont écrits sur une
discrétisation prenant en compte I'extension de la fissure. Mais ils doivent satisfaire
les équations d’équilibre dynamique avec une fissure non propagée. On propose de
“refermer” la fissure a ’aide d’une distribution de force appliquée sur I’extension de
la fissure. En garantissant 1’équilibre dynamique des champs projetés avec cette dis-
tribution de force, on fait apparaitre sa contribution dans les équations de stabilité
et de bilan énergétique. On montre que ’on maintient dans ces conditions les pro-
priétés de stabilité et de conservation de 1’énergie du schéma d’intégration en temps
lors de I'étape d’évolution. De plus, le bilan énergétique discrétisé fait apparaitre
I’énergie dissipée par la propagation de la fissure par I'intermédiaire du travail de la
distribution de force. Cela permet de juger de la qualité des résultats numériques
en terme de conservation de I'énergie (le calcul dissipe-t-il de I’énergie ou bien est-ce
qu’il en introduit 7). Néanmoins, I’étape de changement de discrétisation ne peut
étre maitrisée si on utilise une procédure de remaillage dans un cadre Eléments Fi-
nis classique. Des instabilités numériques peuvent subsister a cause de transferts
d’énergie non controlés lors des projections.

Ce n’est pas le cas dans le cadre de la méthode des Eléments Finis Etendus. L’étape
de changement de discrétisation (remaillage et projections) se réduit a choisir une
stratégie d’enrichissement. On propose de conserver ’ensemble des fonctions en-
richies au cours de la propagation puis d’ajouter des nouvelles fonctions permettant
de modéliser 'extension de la fissure. Une simple initialisation a zéro des nouveaux
degrés de liberté permet de garantir la conservation de I’énergie lors de I'étape de
changement de discrétisation (les nouveaux degrés de liberté n’apportant aucune
contribution & I’énergie des champs “projetés”). De plus, cette initialisation permet
de maintenir I’extension de la fissure fermée a I'instant initial ce qui est équivalent
a appliquer la distribution de force. La stabilité et la conservation de 1’énergie sont
alors assurées au cours des deux étapes du calcul. Ceci met en évidence un avan-
tage essentiel de la méthode des Eléments Finis Etendus qui, grace a la stratégie
d’enrichissement élaborée ici, permet d’assurer la stabilité du calcul et la conserva-
tion de I'énergie [RET 05a].

Les divers exemples présentés permettent de juger de la qualité des résultats obtenus
aussi bien en ce qui concerne le calcul des facteurs d’intensité des contraintes que la
conservation de I’énergie. Néanmoins, les intégrateurs en temps de la famille de New-
mark semblent atteindre leurs limites pour traiter des problemes dans lesquels une
discontinuité spatiale se déplace en faisant apparaitre des discontinuités en temps.
Afin d’améliorer le traitement des discontinuités temporelles, on étend le concept
d’Eléments Finis Etendus pour discrétiser le probleme en temps. En exploitant les
propriétés de partition de I'unité des fonctions de forme Eléments Finis en temps,
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on propose d’enrichir I'interpolation temporelle de la solution. On développe le con-
cept d’Eléments Finis Etendus en temps dans un cadre général. Les développements
sont ensuite menés pour I'utilisation de fonctions d’enrichissement discontinues dans
I’approximation en temps de la vitesse. On impose de maniere forte la continuité
du déplacement et son admissibilité cinématique (sa dérivée doit étre égale a la
vitesse). L’équilibre dynamique est ensuite écrit sous une forme résidus pondérés in-
cluant une condition de continuité faible sur la vitesse. L’intégrateur en temps ainsi
obtenu généralise les méthodes de Galerkin discontinues en temps. La formalisme
développé permet d’étudier la stabilité et la conservation de I’énergie de ces schémas
d’une maniére originale [RET 05b].

La précision, la robustesse et la fiabilité de la méthode des Eléments Finis Etendus
en espace et en temps, permettent d’envisager de rendre compte de phénomenes
physiques complexes comme 'arrét et le redémarrage d’une fissure ayant un trajet
quelconque comme dans les exemples traités. De plus, la technique de mesure des
facteurs d’intensité des contraintes par corrélation d’images numériques que nous
proposons [RET 05¢] pourra étre directement utilisée pour les essais dynamiques.
En effet, les derniers avancements dans le domaine de la cinématographie numérique
haute vitesse permettent de filmer a des cadences supérieures a un million d’images
par seconde. L’ONERA, centre de Lille, qui a participé au financement de cette these
envisage d’acquérir un dispositif permettant d’obtenir 32 images de 1024 x 1024 pixels
codées sur 10 bits a une cadence de 400000 img/s. 1l sera intéressant de mettre au
point la technique proposée ici pour des essais de fissuration en dynamique. Et,
méme si un certain nombre de difficultés sont a prévoir (corrélation entre images
provenant de capteurs différents, recalage des images di au positionnement des
capteurs. . . ), le principe est identique et on connait I'intégrale d’interaction a utiliser
pour la dynamique.

Au niveau des méthodes numériques utilisant la partition de 1'unité, on voit au-
jourd’hui de nombreux travaux ou l'utilisation des enrichissements est réduite aux
fonctions discontinues. Certains auteurs combinent leur utilisation avec des modeles
cohésifs ou des matériaux endommageables [MOE 02a, ZI 03, BEL 03, WEL 02,
WEL 01, MER 05]. Une autre alternative (tout en restant dans le cadre de la
mécanique élastique linéaire de la rupture) consiste a ne pas utiliser de fonctions
singulieres au prix du raffinement de maillage nécessaire pour capturer correcte-
ment la singularité en pointe de fissure. En effet, 1'utilisation des enrichissements
singuliers pose certaines difficultés : raccordement avec ’enrichissement discontinu
[BEL 03], perte des propriétés de partition de I'unité dans la couche d’éléments
intermédiaire (blending elements) [CHE 03c|, intégration numérique, préconditione-
ment [LAB 05], stabilité de I'intégrateur en temps en dynamique [BEL 03, GER 99].
Mais, ces fonctions singulieres offrent plusieurs avantages : elles permettent de cap-
turer la singularité de maniere quasi-exacte en autorisant 1'utilisation de maillages
plus grossiers, de calculer précisément les facteurs d’intensité des contraintes et elles
permettent aussi une discrétisation intégrant la localisation précise du front de la
fissure (via les fonctions de r et ). La stratégie d’enrichissement développée dans
cette these répond au probleme de la stabilité de I'intégrateur en temps et permet
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de conserver les enrichissements singuliers dans les problemes dépendant du temps
(cette démarche differe de celle de [BEL 03] ou seul un enrichissement discontinu est
utilisé). On peut grace a la démarche proposée modéliser la propagation dynamique
d’une fissure de géométrie quelconque sans pour autant avoir a supposer le trajet de
la fissure (comme dans [BEL 01a]).

La vision énergétique globale de la mécanique élastique linéaire de la rupture fournit
un cadre bien adapté a la simulation numérique. Les parametres de fissuration
(qu’ils soient globaux comme le taux de restitution de I’énergie ou locaux comme les
facteurs d’intensité des contraintes) peuvent étre calculés aux moyens d’intégrales
indépendantes du domaine (du volume en 3D). On limite par conséquent 'influence
des erreurs numériques faites sur I’approximation des champs de déplacement ou de
contrainte a proximité du front de la fissure. Ceci permet d’éviter les problemes
de dépendance vis-a-vis de la discrétisation souvent rencontrés lors de 1'utilisation
de criteres de rupture locaux. Et, bien qu'une approche locale de la rupture soit
nécessaire pour initier une macro-fissure dans 1’étude de la ruine d’'une structure
saine [BOR 04, JIR 00] ou dans le cas de la plasticité étendue, une extension des
développements effectués ici aux hypotheses de la mécanique élasto-plastique de la
rupture permettra certainement de couvrir un grand nombre de cas d’application.
Dans cette optique, les développements dans le cadre non-linéaire de la méthode des
Eléments Finis Etendus deviennent nécessaires. Les premiers travaux concernant
la prise en compte d’irréversibilités de comportement dans un cadre quasi-statique,
ont d’ores et déja montré 'efficacité de la méthode des Eléments Finis Etendus pour
modéliser ce type de non-linéarité [ELG 04, RAO 04]. C’est le cas aussi pour les
non-linéarités de type géométrique [LEG 05, PED 05] ou de conditions aux limites
[RIB 05, DOL 01b].

116



Annexe A

Champs asymptotiques

On rappelle dans cette annexe les expressions des champs asymptotiques utilisés
comme champs auxiliaires dans les intégrales d’interaction du chapitre 3. Freund a
montré [FRE 90] que les deux premiers termes du développement asymptotique de
ces champs sont identique pour des conditions stationnaires ou transistoires ce qui
justifie leur utilisation en tant que champs auxiliaires pour les problemes que nous
envisageons.

On définit les notations suivantes :

0 = 1-(%)2 (6.12)

ri = \/a?+ aly? (6.13)

-1 Yo,
g 6.14
. (6.14)

D(a) = 4dajay — (1+a3)? (6.15)

0; = tan

Les indices ¢ prennent les valeurs 1 et 2 