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Introduction

Devenir professeur de mathématiques

Le travail présenté ici s’'inscrit dans un champreeherche en développement relatif aux
métiers de I'enseignement et & la formation & césems’. Notre contribution est cependant
intimement articulée a I'effort systématique dépglé durant de nombreuses années pour
construire a 'UFM d’Aix-Marseille une formationed professeurs de mathématiques
répondant a certaines exigences que nous serongaraeexpliciter au long des différents
chapitres composant ce mémoire. Du point de vueeagu’il est convenu d'appeler la
méthodologie de la recherche, notre travail s’ihstans un domaine sans doute trop peu
développé ou du moins trop méconnu encore aujoulrdtui est celui de l&zlinique des
formations Celle-ci, bien entendu, suppose des formationiss&rver, et un systéme de prise
et de traitement de ces informations. Pour ce quide la formation, c’est donc celle des
éleves professeurs de mathématiques de I'lUFM dMacseille que nous avons observée
cliniquement, sur les deux ans dont elle se comdaspuis plusieurs années, nous avons pu
étre associée en tant que chercheuse a la viettgef@anation, avec un acces exceptionnel,
quasiment libre, & 'ensemble de ses composanigs s¢s archives Ce travail a été facilité
par la pratique du responsable de la formation, mues tenons a remercier spécialement,
ainsi que son équipe, de mettre par écrit I'esskwhi travail accompli avec les éleves
professeurs, tant en premiere qu’en deuxieme argwdignons en particulier I'importance

de cette mise en texte du savoir élaboré dangdie ¢k ce qui est le cceur de la formation des

1 En témoignent entre autres divers travaux dansh&mp des mathématiques (par exemple Lenfant 2002,

Kuzniak 2003) comme, dans un champ plus large,isferce de la revu&uropean Journal of Teacher

Education(voir par exempléttp://www.inrp.fr/ivst/Periodigues/DetailPeriodigpbp?revue=1019
2 Nous avons également pu procéder, chaque anués, énquétes par questionnaire ainsi qu'a destiensale
groupe qui ont nourri notre réflexion méme s'ilgapparaissent pas formellement dans les développsren

apres.



professeurs stagiaires (c’est-a-dire des élevdsgweurs de deuxieme année), le séminaire dit
du mardi matin qui s’est déroulé chaque année, sauf exceptioriprg de vingt-quatre
séances de trois heures, et dont on verra qu'ilugsties « personnages » clés de la formation

— et donc de nos propres analyses.

La clinique de cette formation était centrée sug umerrogation globale : quelles difficultés
rencontre-t-on quand, étudiant en mathématiquesjémide d’aller vers le professorat de
mathématiques ? De ce vaste programme, nous n'avenssdr réalisé qu’une petite part,
mais qui nous a paru essentielle, fondatrice duemét déterminante pour ses évolutions
possibles. Comme [I'expérience, la cliniqgue supposkes outils. L'outillage

« méthodologique » sera exposé au fil des chapltrestillage théorique est celui qu'apporte
la théorie anthropologique du didactigg€AD), sur laquelle nous renvoyons a une synthese
récente, due & Yves ChevalldrdDn y verra comment les premiers travaux surdarile de la
transposition didactique se sont développés, parhemina priori difficilement prévisible,
d’abord en une théorie deapports personnels et institutionnglgsuis en une théorie des
praxéologies— personnelles et institutionnelles —, dont ncer®ris un usage discret mais
crucial dans I'ensemble des développements questiwientionnons encore une distinction
peu élaborée, mais d’'un emploi suggestif, cellenditier et de laprofession Bien qu'il
demeure hanté par le leurre d’un certain amateerigtaxercice du réle d’enseignant est
aujourd’hui, dans nos sociétés, un véritable médieec ses regles, ses normes — si fluctuantes
ou incertaines soient-elles parfois — et ses mdawganisation, de formation et d’exercice.
Mais ce métier n’est pas encore pleinement uneepstfn (d’aucuns le taxent au reste de
semi-profession si, du moins, on évoque par ce mot un certape tg'organisation d’un
métier et de prise en charge des problémes quailéent. On verra comment cette esquisse

de définition prendra chair au fur et a mesuréal@ahcée du travail que nous présentons ici.

% Yves ChevallardPassé et présent de la théorie anthropologique idaatique conférence pléniére aif'1

congrés international sur la théorie anthropologidu didactique (Baeza, 27-30 octobre 2005). Aipara



Chapitre 1

Que disent les maitres de stage ?

1. Normes professorales

1.1. Lorsqu’ils entrent dans la profession ensaigmales éleves professeurs des IUFM
doivent identifier et faire leur — en se donnantdéepétence de les mettre en ceuvre — les
normes du métier. Parler de normes, tout courthiest sir trop rapide : le caeur du probleme
gue nous faisons nétre ici est en vérité la quedm® lanormativité professionnelle, et de la
normativité professoraleen particulier. Pour cette raison notamment, I'exploration du
systeme de normes prévalant, d'une part, et I'egfittn des conduites adaptatives de divers
types (y compris par création de « contre-normeessonnelles) qu’adoptent les jeunes
professeurs a I'endroit de ces normes établiesitr#gpart, apparaisseatpriori fortement
solidaires. Il en résulte en particulier que, shlne peut évidemment ignorer les normes qui,
en un lieu et un temps déterminés, sont effectivenpeatiquées par les acteurs de la
profession, on ne peut pas davantage ignorer landigue normative, souvent profuse, qui
travaille en tous lieux et en tous temps la pratigtila pensée des professionnels, fussent-ils
débutants. Encore nous faudra-t-il distinguer, @atendu, les normes saisies a travers les

! La normativité d’'une personne ou d'un collectif désigne ici spacité a participer a la critique des normes
existantes et a I'élaboration de normes alternatilza normativité doit étre bien distinguée dedamalisation

qui désigne l'imposition de normes (de regles) spreciser le mode de participation de ceux a gasel
s'imposent au processus de définition et de miseeewe des normes en question. On doit distingyedegment

la notion dynamique de normativité de la notioriigtee denormalité c’est-a-dire de conformité a des normes
établies. Ces distinctions ont été en grande paétéborées par Georges Canguilhem dans I'ensenebkoil
ceuvre d’épistémologue des sciences biologiquesééicales, notamment dahe normal et le pathologique
(PUF, Paris, 1966). Nous n’entrerons pas plus adans cette généalogie, a propos de laquelle orrgou

consulter par exemple Macherey (1993).



pratiques et les discours spontanés des normesué&e®au invoquées par les acteurs du

systéme scolaire.

1.2. Au moins autant que d’autres métiers, le mégeprofesseur apparait d’emblée soumis a
des normes dont le respect semble étre une vatewoie en méme temps qu’il crée ses
propres normes a partir d'un matériau normatif gniepar les autorités de tutelle et dont la
profession s’empare pour lui imprimer sa marquepggoTout professeur est ainsi tenu de
corriger les travaux de ses éleves et de le fare din délai raisonnable. Qui s’affranchirait
de cette norme traditionnelle ferait un grand pars ¥a mise au ban professionnelle ! Notons
a ce propos la puissance d'imposition des normgsesedans la profession : tel travail en soi
fort pénible mais regardé comme essentiel a lanitiéfn du métier sera exécuté par chacun
sans coup férir ; tandis que tel autre type deaitade pénibilité bien moindre, et pertinent
tout autant pour atteindre le but visé — la ditisscolaire des connaissances —, sera peut-étre
boudé, voire refusé, méme quand il participe d'imenction claire et nette venue de
l'autorité de tutelle. Certaines des normes prescipar I'autorité de tutelle, qui ne sont en
vérité que des normepotentielles des normes «sur le papier », n’‘arriveront jameis
« prendre racine » dans les us et coutumes dedfesgion, soit parce qu'elles seront
absolument refusées, soit parce qu’elles se tronvesidées de leur substance par quelque
modification sui generis Ainsi, au plan du simple vocabulaire, déja, ledations de la
profession ne sont-elles pas rares : beaucoup afespeurs de mathématiques parlent par
exemple d’activitépréparatoires expression qui n’appargamais dans les programmes du
college aujourd’hui en vigueur, et dont l'usage gniest fait par les professeurs ne manque
pas de tirer les « activités » prescrites par legnammes vers la marge du travail scolaire
(elles ne seraient alors, en effet, qu’'une prémarat ce travaiktricto sens)y alors qu’elles
sont censées, officiellement, en étre le cceur ftdtt@ertaines des normes ainsi installées
peuvent se révéler antinomiques de la doctrinddéglaborée et diffusée par le ministere de
I'Education nationale. Ainsi en va-t-il par exemple l'attitude face aux classes de seconde
selon le destin scolaire de leurs éléves. Alorslguioctrine officielle sur ce point est que la
seconde est une classe « de détermination »,désspeurs semblent n’avoir jamais vraiment
cessé de moduler I'enseignement qu’ils y donnerfoeation des trajectoires jugées les plus
probables des éleves a qui ils s'adressent —amigtar exemple, a l'instar de tel professeur
conseiller pédagogique, sur le fait que, en talmoade, il convient d’insister plus qu’on ne le
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ferait ailleurs sur « les statistiques », au maié la classe concernée « a une forte orientation

“sciences sanitaires et sociafés.

1.3. On doit évidemment s’interroger sur le domalaesalidité de ce qu’on croira reconnaitre
comme une normede la professionLa norme supposée regne-t-elle sur la professian
entiere ? Est-elle connue et reconnue de tousadigpposé, varie-t-elle de professeur a
professeur, voire, pour un méme professeur, vegleeten fonction du type de classes qu'il
identifiera dans telle classe qui lui est allouden?d’autres termes, quelle est la réussite de
telle ou telle norme possible ? Sans entrer i phant dans cette question, notons seulement
que, lorsqu’elle est complete, taussite normativese paie d’une mise en transparence qui
désarme le débat, et, potentiellemenpregresdes normes. C’est ainsi que, si la profession
tout entiere reconnait la nécessité d’pnéparationdes séances de classe, norme qui apparait
méme comme une des valeurs les mieux cotées dihgmntprofessoral, elle ignore
entierement le geste symétriqgue, qu’en telle ole telstitution on nomme par exemple
débriefing: s’il y a unavantde la séance de couikn’y a pas d’apreset I'existence d’'une
analysea posteriorireste aujourd’hui encore caractéristique des ia&sivde recherche en

didactique ou des activités de formation articuke&€sbservation de classes.

1.4. Que sont les normes qui réglent et régulatdtibn et la pensée des professeurs de
mathématiques aujourd’hui ? Sans doute faut-il @tret égard trés prudent : méme s'il existe
des invariants « lourds », a forte inertie, il éxiaussi des évolutions normatives variées, qui
parfois se cotoient au sein d’'un méme établissemestignorant les unes les autres. A l'orée
de ce travail, il apparait en conséquence non stiraable de parler d’abord d’'un « maquis
normatif », avec lequel le jeune professeur va nleefamiliariser en ne sachant pas toujours
ce que recelent ses entrelacs. C’est ce maquisatibigme nous allons explorer, de maniéere
toujours partielle et parcellaire, afin d’identifi suite un peu indéterminée des situations
problématiques que le nouveau venu dans la professevra affronter. Nous avancerons
donc a pas comptés dans le maquis des normessoEEs en empruntant d’abord quelques
exemples a un corpus que nous retrouverons toldrgude ce chapitre, celui des rapports

rédigés par les maitres de stage sur l'activité édeges professeurs de deuxieme année de

% Ce professeur désigne ici vraisemblablement lie €S (sciences médico-sociales), qui est I'ure sfgies
technologiques. (Il existe par ailleurs, dans l&@geement professionnel, un BEP « Carriéres sagitagt

sociales ».)
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I'lUFM de I'académie d’Aix-Marseille€’. Ces rapports, notons-le ici, ont pour le chercteu
mérite de n’avoir pas été rédigés afin de fairenaftne les normes de la profession : en
aucune facon ils ne prennent pour destinatairdéectbeur, qui d’ailleurs ne les a nullement
sollicités, et qui se contente d’en analyser lacstire et le contenu. La normativité qui s’y
exprime, quand elle n'est pas implicite, voire noonsciente, s'adresse a I'équipe de
formation de I'lUFM — et au professeur stagiairerhéme, bien entendu, dont il s’agit en
principe de faire connaitre les points forts etpemts faibles. Dans ces rapports, ainsi, se
dessinent en creux les normes de la professioes par le maitre de stageout
particulierement celles d’entre elles que I'élevef@sseur aura su reconnaitre et mettre en
ceuvre de maniere pertinente ou sur lesquellespiatuaire, il sera, au moins provisoirement,
déclaré en échec. Que révelent donc ces rapparteifbns-nous, ici, a quelques exemples
introductifs. D’'une maniere générale, on voit urtaie nombre de maitres de stage souligner
— a bon entendeur, salut ! — que « l'activité dagsement demande beaucoup d’exigences,
de rigueur et d'investissement », affirmation eguklle on peut entendre que le métier de
professeur en est bien un, qu'il a ses normes espu’il convient de respecter. A 'opposé
de tout dilettantisme, cette « activité » exiget elncore un maitre de stage, beaucoup
d’énergie, un grand dynamisme — sans quoi on neisaffronter avec quelque chance de
succes certaines classes « difficiles ». Dans pettgpective, tel professeur stagiaire recevra
'admonestation suivante : « Dans ce type de cldssdynamisme est tres important. Les
éleves doivent se sentir, a tout instant, concepo@s suivre le cours et ne pas bavarder ».
Pour tel autre professeur stagiaire, semblableoober n’est plus qu’un souvenir : « A ma
premiéere visite dans cette classe, Loic avait éauds de tous les débutants, a savoir : parlait
tres vite ; écrivait dans tous les coins du tableaanquait de dynamisme ». On voit — c’est la
une regle de portée assez générale — que la noroagée ne procéde pas seulement d'une
exigence « éthique » proféréevacuq mais que, dans le contexte du corpus envisage, el
apparait surdéterminée, plus platement, par unibéschnique : sans dynamisme, une classe
ne «tourne » pas! Il s'agit 1a peut-étre d’'unenm® opportuniste, énoncée a l'adresse de
débutants dont on craint qu’ils mesurent mal leealvd’engagement que requiert I'exercice
du métier dans lequel on guide leurs premiers ldass cette circonstance est précisément ce
qui nous vaut une explicitation du moteur, prétemtlispensable, de la geste enseignante :

un niveau supérieur d’énergie. Comme toujoursserablablement, le pouvoir d'imposition

% Chaque éléve professeur fait I'objet de deux ragpte la part de son maitre de stage, le prereierla fin du

premier trimestre, le second vers la fin du deugérnmestre.
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de la norme dégagée ici n'est pas absolu. Et sante @éxiste-t-il ici ou la des enseignants
qui, tout en ne souscrivant pas, par leur pratigueette norme prétendue, obtiennent des

résultats comparables a ceux de leurs colleguesmés », a I'étonnement de leurs pairs.

2. Normativités en acte : le cas de Sabrina

2.1. Pour saisir le travail normatif a I'ceuvre ddes rapports des maitres de stage, nous
présenterons les résultats d’un examen juxtalieédar quelques-uns des rapports rédigés au
cours de I'année 2003-2004. Les deux premiers coaneSabrina, 23 ans, éleve professeure
agrégée ayant en responsabilité une classe dedgedam premier rapport du maitre de stage

commence ainsi :

Sabrina intervient pour cette année de stage dam<lasse de Seconde peu « indifférenciée » ou se
trouve une majorité d’éléves qui a choisi I'optidanse et par ce fait se trouve sur des rails ceadtii
essentiellement a une Premiére L. Autant dire daeais quelques soucis sur les réactions
réciproques : une enseignante qui, tres motivaghaste dispenser un enseignement de qualité, et des
auditeurs davantage absorbés par la pratigue dealeuet génés par des horaires et une discipline
contraignants au Conservatoire. Sabrina a, seriblgammé les réticences priori chez ces jeunes
gens et jeunes filles qui demandaient a étre résssur les choses mathématiques. Elle a su en
guelques heures arrondir les angles et faire qu#akse tourne ; certes le terrain n'est pas partou
meuble ni fécond, mais des mathématiques peuvegérgner et du moins y sont-elles semées

consciencieusement dans le respect des prograntfeessecommentaires.

La norme ministérielle prétend faire de la seconde classe « de détermination », a l'issue
de laguelle un choix d’orientation sera effectud;, @xemple vers une classe de premiére L
(« littéraire »). Or le rapport examiné laisse d&j@revoir deux éléments normatifs solidaires
et, pour 'un au moins, incompatible avec cettenmmr« officielle ». Choisir en seconde
I'enseignement de déterminatidmts (qui comporte au choix sept spécialités doriDdense,

est une possibilité ; il s’agit méme d’'un choix oBunandé a qui vise un bac L a profil
artistigue. Mais, en bonne doctrine, ce choix nerat étre imposé& un éléve peut
légitimement viser un bac littéraire a profil atigsle sans avoir, en seconde, choisi I'option
Arts. Inversement, surtout, le fait qu'un élesdéclarevouloir s’orienter vers un bac a profil
artistique et affirme viser I'accés a une class@m@niere L n’entraine pas pour autant qu’il
puisse étre dispensé des enseignements « ordimaicesnmuns a tous les éléeves de seconde.
Car, en particulier, cet éleve pourrait, en cotaskee, changer son choix et décider, pour de

fort bonnes raisons, de s’orienter vers — par exerpune classe de premiére S, ce dont, en
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vertu du principe méme qui gouverne les secondds @étermination », il ne saurait alors
étre empéché au seul motif que I'enseignement dbémeatiques (ou de sciences physiques,
etc.) recu dans la seconde suivie n’était pas riv@au » — parce que cet enseignement aurait

été subrepticement adapté a des éleves désiresiaramter vers une premiére L.

2.2. Si elle était avérée, une telle adaptatiorficerait a la forfaiture ; car le principe est en
effet que I'enseignement des mathématiques prodguéseconde s’adresse a chacun,
indépendammenrdes études ultérieures et méme indépendammelindmtion d’effectuer
ultérieurement tel ou tel type d’études. L'éleve effet, se forme en tant que citoyen avant de
se former comme futur ingénieur, ou futur danseta, Ce que le rapport du maitre de stage
laisse transparaitre, donc, c’est cette quasi-n@atan laquelle il apparait non illégitime que
I'intérét des éleves pour telle discipline ensegy@&pende principalement de la place que
cette discipline occupera dans leurs études ultéxse voire dans la profession qu’ils
envisagent d’embrasser. C’est évidemment oublier Iicole forme, non pas d’abord des
futurs ingénieurs, des futurs danseurs, etc., mass citoyens, qui onén tant que tels
connaitre des mathématiques, de la géographie, ld&tature, etc. Le fait que I'on se destine
a une activité professionnelle dans laquelle lana@msance de telle ou telle matiére soit
regardée comme peu utite justifie alors nullemergue I'on se détourne de cette matiere : le
citoyen ne se réduit pas a son activité professibmret ses besoins de connaissance et de
culture ne sauraient se déterminer sur cette Basetlreste fréquemment sous-estifi&ans
que I'on puisse étre catégorique a cet égard, degque préecédemment cité semble ainsi faire
apparaitre comme une norme |égitime du comportemeriéléve — une norme contre les
effets négatifs de laquelle le professeur doitelutt le fait que celui-ci mesure son
investissement dans I'étude d’une matiére donni@atérét par lui reconnu de cette matiere
dans les études ou l'activité professionnelle gahlvisage. Cela noté, il convient surtout

d’ajouter que le travail normatif — qui, idéalemepoburrait viser a déconstruire une telle

* Le programme de mathématiques de la seconde tegimae de la série « Techniques de la musiquedad
danse » (classe qu'il convient de distinguer d’'seeonde générale ou une partie des éléves oni thpton

Arts, comme dans la classe de Sabrina) comporte giasmi les themes d'études au choix du professeur,
certains sujets relevant des savoirs de la danssi par exemple des propriétés de I'icosaédre pquinettent

de « faire comprendre pourquoi [ce solide] étésdtipar Rudolph von Laban dans le langage chorbgyag de

la danse moderne ». Rudolph von Laban (1879-193®)régraphe autrichien d’origine hongroise, a mis a

point une notation (1928), la plus utilisée aujdomd permettant en principe de noter toutes lessda. (\Voir

Norbert Verdier, « Danse avec les chiffreFangenten’ 42 ; ethttp://bedfordi.20m.com/polyhedral.htjnl
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norme et a construire une norme alternative — nfamip pas ici la voie que l'on vient
d’ébaucher, qui consisterait a donner une placdralena la question de I'éducation
citoyenne, objectif imposant alors a chacun unéaterinstruction celle que prévoient les
programmes des différentes disciplines communes damt un ensemble de champs de
connaissances, y compris les mathématiques. Ptasta I'effort normatif s’adosse en effet
ici @ une norme professorale souvent moquée, mai$ on saisit mieux alors la valeur
fonctionnelle dans un cadre de dépression normatke respect des programmes et [de]
leurs commentaires ». C’est cette norme qui, gipet a Sabrina — selon son maitre de stage
— de maintenir le cap de I'étude, sans trop d’éggalr les particularismes éventuellement

affichés par ses éleves et concrétisés dans Iears @¢’options.

2.3. Une autre norme apparait en filigrane dansapgort examiné, norme que, selon son

maitre de stage toujours, Sabrina méconnait. Lgorape poursuit en effet ainsi :

Sabrina dans ses préparations bien dosées eteédigéait exigeante avec elle-méme ; les documents
personnels qu'elle utilise ne sont pas lus, on s@et réorganisation permanente en fonction de la
réaction des éléves, et au fur et & mesure quensié&on autorité sur la classe (il n’est pas conemod
d’étre une « stagiaire » !) elle prend un peu plglistance par rapport a ses belles préparatoritese

mais statiques par nature.

L’opposition structurante se fait ici entre I'a¢tér de Sabrina en relation avec ses propres
exigences personnelles, qui sont saluées de maniedgue peu formelle par le maitre de
stage, et les exigences qu’appelle une bonne pnsmpte des besoins des éleves et de ce
gu'ils peuvent recevoir. En indiquant que, a obselRévolution de Sabrina, ainsi qu'il I'a
fait, « on sent une réorganisation permanente ectifin de la réaction des éléves », le maitre
de stage laisse entendre que la prise en compieettie réaction n’était pas, au départ,
véritablement réalisée. Corrélativement a cettensitin plus grande portée aux éleves, le
rapport note la prise de distance par rapport apd&sarations certes impeccables, mais, si
'on peut dire, unilatérales. Ainsi se manifestee utorme qui semble étre au cceur de la
culture professionnelle enseignante d’aujourd’higis: éléves constituent I'alpha et 'oméga
du travail du professeur, le critére dernier, largg de touche essentielle, par rapport a quoi
tout s’ordonne. Sans doute faut-il voir dans cetteme un effet de I'état historique d’'un
métier dans lequel, faute de criteres « théoriguesconnus et largement acceptés, le seul
repere bien partagé est celui de 'engagement ldeses2dans le travail proposé — sans parler
encore de leur réussite —, a l'instar de ce qupasserait en médecine si I'unique critére de

I'intervention médicale était sa bonne acceptatiam le patient, indépendamment de sa
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guérison ! Cette norme alumnocentréest en vérité insistante, quasiment ubiquitairesiC
ainsi que, lorsque le maitre de stage note endaits son rapport que Sabrina « propose des
travaux écrits régulierement », ce qui est apparemimne exigence normée de la profession
(sans qu’on sache, dailleurs, ce que « régulieremesignifie au juste), le maitre de stage se
hate de souligner que le travail de Sabrina estipen cela que « les éleves ont compris en
majorité la qualité qui est attendue et respeckesitconsignes ». Les éléves, toujours les
éleves : les éleves sont, ici comme ailleurs, kaun laquelle se mesure la qualité de
I'enseignement prodigué. De la méme facon, maises inverse, le maitre de stage fait
reproche a Sabrina de ce que les « exercices deuraont elle nourrit le travail ordinaire de
la classe sont, a ses yeux, donnés en trop graraieig. Or ce reproche est motivé par le fait
que «le temps est compté au niveau Seconde »jiaamgpelle a Sabrina qu’il convient de
prendre en compte les éleves, non pas seulememheaieves du cours de mathématiques,
mais comme assujettisl@nsembledes cours d’'une classe de seconde. Quand il e &ie
juger de la qualité de ce conteawriori surabondant, le maitre de stage ne se départit pas
davantage de son critere de base: les problemgsog#s aux éleves, note-t-il, sont
« classiques » et « intéressants », ce qui fait drane certaine qualité qu’ils possederaient
intrinséquement ; mais, ajoute-t-il surtout, cesmag problémes « provoquent des réactions
de curiosité » de la part des éleves : les élegesont jamais loin ! Et de distinguer entre une
réaction de curiosité positive (« souvent »), nogislquefois aussi « apparemment négative »,
jugeant ainsi finement le travail de I'enseignaatgavers l'attitude des éleveli en va de
méme a propos de ce que le maitre de stage nomiew lecons de présentation des
notions » : apparemment, celles-ci peuvent étrédsuwlans la mesure ou I'observation révele
que, pendant leur déroulement, « les éleves sigypgtit, sont attentifs et posent des questions
assez spontanément ». Les éleves, leurs réachksams,curiosités, leurs étonnements : tel est
le trésor qu'un professeur débutant doit apprerdreconnaitre et a gérer. Sabrina, a cet
égard, progresse ; devant les questions des élgndeise le maitre de stage, elle « répond »
(au lieu de fuir les questions, par exemple engesrant), et, mieux que cela, elle « apprend
a geérer ses réponses » en se soumettant de miemiee® a une norme essentielle sur
laquelle nous allons revenir, que le maitre deestagpque a travers la mention de « I'intérét
général », et selon laquelle c’est aleclassequ’il faut dialoguer, plutét qu'avec les éléves
pris un a un de maniére quasi indépendante — ceemuchit et complique I'exigence

alumnocentrique dont nous avons vu la mise en alearg ce qui précede.

® Le latinalumnusdésigne le disciple, I'éléve.

16



2.4. Le rapport final du maitre de stage, quelquess plus tard, témoigne tout au long de
cette sensibilité au comportement dellssecomme totalité, plutdt qu’au comportement des
individus qui la composent pris un a un. Sabriftagn, « parait a I'aise dans sa classe », ce
qui, pour le rédacteur, a un motif évident : « gt étre satisfaite du comportement des
éleves ». La sensibilité aux éléves prend, au re&e formes quelquefois insoupgonnées :
c’est ainsi que le maitre de stage donnera a s& jenllegue un satisfecit pour avoir « conduit
son cours tres convenablement », sans s'étre ¢aidééanger par le faible nombre de
« demandes pour une premiére S » ! Conduire sars ¢@s convenablement, c’est ici savoir
faire des « choix appropriés » (sous-entendu :&enes, c’est-a-dire a la classe), « s’adapter
aux besoins et aux possibilités des éleves », e'enéermant pas dans une progression figée,
mais « en la remaniant si besoin [est] ». Bienrahigcette adaptation doit se faire — et s’est
faite — « sans nuire au contenu » : l'authentioigthématique n’est pas perdue de vue, mais
elle est subordonnée a I'adéquation & la classeetA&gard, on notera, a coté de la référence
classique aux « possibilités » des éléves, la merdes « besoins » de ces mémes éléves,
référence moins classique, peut-étre induite eheppar le contact — au moins a travers la
stagiaire — avec la formation donnée a I'"UFM. Quail en soit, la sensibilité aux éleves, la
capacité a réagir, dans 'immédiateté d’'une séamcelasse comme par le truchement de la
programmation a plus long terme de ses activif@sa@issent ici comme une capacité clé de
la professionnalité enseignante. Le theme de letivi@ du professeur est une déclinaison
subtile mais apparemment vitale, du moins pourd@&na de stage que nous suivons ici, de la
sensibilité a la classe. Sabrina, note-t-il encarsemble-t-il appris a rendre ses préparations
plus « synthétiques » : les guillemets sont du eeppr lui-méme, qui veut sans doute
signifier par la que le texte préparé reste ougedes épisodes de classe peu prévisibles,
engendrés par les réactions des éléves au cours o€ha séance. Le manque de mots pour
exprimer cette exigence apparait encore dans tatites du maitre de stage pour justifier un
tel parti pris de laconisme dans les préparatiensadirs : des préparations plus synthétiques,
écrit-il en effet, cela devrait permettre a Sabriti@jouter « une touche plus locale a ses
cours ». Et le rédacteur d’expliciter la norme mspire son propos : « ne pas tout prévoir
d’office, mais se préparer a des réactions queeagwé lecon vivante peut provoquer. » Nous
sommes ici, il est vrai, tout prés d’'une apologje’inspire parfois I'ivresse de la pratique
nue, de la magie personnelle et des prouessesleqwetmet parfois d’accomplir dans

lintimité d’une classe ; tout prés, au fond, dédge de la « sérendipité.

® Le mot desérendipitéa une histoire longue et compliquée & propos geelée on trouvera par exemple des
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2.5. L’alinéa qui suit — I'antépénultieme du ragpemet en relation, significativement, deux
normes centrales, I'une ancienne, le respect dgranome, I'autre moderne, I'adéquation aux

capacités de réception des éleves :

Sabrina a continué de proposer des travaux éoéigmilierement, en y intégrant des travaux
préparatoires a I'abord de nouvelles notions ogl kst toujours montrée rassurante. Dans sessligne
principales le « programme » sera bouclé, et tdetesotions importantes ont été au fur et & mesure

mises en relief.

Souci des éléves, dans le respect du programmearifaernier paragraphe est bref mais
reconduit subtilement cette dualité : « Son audpnt indique le rapporteur, s’est installée
dans des limites profitables et a la détente etdiwers travaux. » Ici, formellement, le souci
de la personne de I'éléve (« la détente ») vieanaméme le souci de son instruction (« les
divers travaux »). Si le rapporteur dit vrai, I\éeprofesseure est désormais entrée dans le
secret du métier. La conclusion en découle : detiee stagiaire est un professeur a part
entiere, que I'on souhaiterait méme voir poursusoe activité dans I'établissement ou elle a

su si bien se faire admettre pendant cette annétagde.

3. Normativités en acte : le cas de Séverine

3.1. Dans son premier rapport, la maitre de stageéverine décrit la situation de la stagiaire
selon des variables convenues : niveau de classes@conde), nombre d’éléves (ils sont 34),
réussite en mathématiques (« un niveau modesdtit)ide générale des éléves (« bavards »,
mais cela « dans toutes les disciplines »). Oroug# ici la référence aux éléves — nombre,
engagement dans |'étude de la matiere, comportergéneral. Comme souvent, les
indications apportées le sont sans grand commentaimmme si leur interprétation était
univoque et bien partagée, ce qui peut étre, eitéyér I'origine d’interprétations indues,
notamment chez un enseignant qui débute avec éedgplasses considéré et qui sera alors

pousseé, par exemple, a adopter d’emblée une &tfied tolérante et quelque peu répressive a

informations dans I'encyclopédie Wikipédia. S'imgpit ici du titre de I'un des articles mentionnésisl'entrée
Sérendipitéde cette encyclopédie en ligne, on peut dire queétendipité est I'art d’exploiter I'imprévu, bien
entendu de facon supposée « créative ». La prismmpte de ce qui advient dans une classe au daunme
séance, eu égard a ce qu'il était prévu d'y fas,évidemment une variable importante que le psefgr doit
apprendre a maitriser. On s’éloigne cependant daal&rise souhaitable lorsque I'histoire de la staend a se

réduire a la somme des réactions improvisées paofesseur face a des événements eux-mémes insprévu
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I'endroit de prétendus bavardages qui ne sont @eatgue de simples murmures erratiques,
ou a diminuer ses exigences dans la matiere, entamativea priori pour s’adapter au
niveau réputé « modeste » des éléves. On notdugyvar contraste, que les mathématiques
a enseigner dans une classe de seconde daujourdjui sont tout de méme,
vraisemblablement, un facteur de réussite ou d&chte souvent solidairement, de
convivialité ou d’anomie dans les comportementggunx, ne sont ici pas méme évoquées —
la simple mention du fait qu’il s’agit d’'une clasde seconde semblant suffire. On a Ia, sans
doute, une norme fort ancienne de la professiersilénce a propos des contenus enseignés —
silence que seules les perturbations impriméeseparrojets de changement de programmes
viennent de loin en loin troubler. Alors que, larSjse préparea I'exercice de la profession,
lorsque, au contact de ses formateurs a 'lUFMéVe professeur évoque la classe qu’il a en
responsabilité, les mathématiques a y enseignet sna donnée essentielle, dans la
profondeur du métier cet essentiel s'impliciteaddcon d’'une réalité sacrée dont I'exhibition,
et méme la simple mention, ne peuvent se fairengdéerares occasions quasi rituelles. Cette
norme anciennement constituée, qui entre en c@vdt certains gestes professoraux récents
— telle la fabrication d’'un énoncé de devoir comnawx classes d’'un méme niveau, ce qui
oblige tant soit peu & communiquer sur des conteanathématiques — est sans doute
stabilisée par tout un ensemble de facteurs. Péaitietout d’abord, que I'enseignant de
mathématiques est regardé comme ce personnagessupaodéfinition capable d’enseigner
des mathématiques, ce qui exclut par principe gaibra entrer avec lui dans le détail des
contenus mathématiques a enseigner, qui sont fmiregfpar le fait, ensuite, que la capacité
a enseigner n'implique pas, pratiquement, la ca@acparler de ce qu’on enseigne en dehors
des contextes stricts d’enseignement ; par le daiin, que la Iégitimité a en parler est elle-
méme fortement dépendante du contexte d’interactmmale dans lequel on pourrait étre
amené a le faire, et qu’en particulier cette légi# peut se perdre entierement lorsqu’on
passe d'un contexte d’enseignement & un contextedmseignement, méme s'’il en est proche
— il est en général mal venu d’aborder un colledeesa discipline sur une question de
mathématiques a propos de laquelle ce collegueons & pas sollicité, ce qui est la regle

générale.
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3.2. Le paragraphe suivant du rapport d’étape faitientrer dans une nouvelle dimension de
la profession enseignante, cellefdemateurd’enseignants qu’assument les maitres de stage ;

le rapport précisé:

L’organisation du travail entre Séverine et le RiSPla suivante :
— une visite hebdomadaire dans la classe de Séverin
— une heure de travail hebdomadaire au cours dellacgsont abordés les points suivants : compte
rendu de la derniére visite effectuée, préparafiotuses.
— des réunions de travail spontanées selon lesnseso

— des visites effectuées dans la classe de Sedorf@d€EP.

Il faut souligner ici que la maitre de stage estl'@spece, une ancienne éleve de I'lUFM, ou,
avant Séverine, elle a elle-méme recue une formatomt la normativité marque sans doute
en partie ses praxéologies professionnelles. Lalitéacqu’elle a ainsi a expliciter
I'organisation du travail avec sa stagiaire estteégard un indice, et peut-étre méme un signe
de connivence. Mais on voit, sur I'exemple de lanm® du silence touchant les contenus
mathématiques, que cette maitre de stage n’eraesnpins assujettie aux normes courantes
de la profession. C’est en particulier ce que veamifirmer le paragraphe suivant, qui met en

avant ce gue nous avons appelé la norme alumnéeentr

Séverine a, dés le début de I'année, mis en plesséhnces interactives :
— les éleves sont sollicités ;
—le professeur circule dans les rangs afin derdtent valider une réponse, expliquer une
question.
Lors de ses préparations, Séverine se réfere sytgrament au programme de Seconde dont elle a
une bonne connaissance et au cours des séancasalkavec le PCP, un certain nombre de questions

relatives a ce programme sont abordées.

D’abord, donc, les éleves ; ensuite, le programme retrouve la un motif déja rencontré.
Mais il y a un peu plus, du fait sans doute d’ueeaine percolation normatiVémpulsée par

la formation recue a 'lUFM : il ne s’agit pas sewmlent de « respect des programmes », mais
de «référence systématique » au programme de decalont Séverine «a une bonne
connaissance » et dont stagiaire et maitre de dgiépattent régulierement entre elles.

L’ancien et le nouveau se mélent. Ainsi le parageaguivant mentionne-t-il une norme

" Les maitres de stage sont appelés officiellemesikdorofesseurs conseillers pédagogiques » (PCP).

8 Ce qui « percole », ici, ce sont des normes (@I gi@si-normes). Sur la notion de percolation, Yoies
Chevallard, « Didactique et formation des enseignann B. David (éd.),Impulsions4, INRP, Lyon, 2005,
p. 215-231.
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rituellement invoquée, issue semble-t-il des presy d’'inspection (les inspecteurs lui
accordent une attention systématique dans leuporeg) mais qui s’est imposée de maniere
peut-étre un peu suiviste dans le systeme normatlh profession : la (bonne) « gestion du
tableau ». L’alliage normatif devient plus subtilcere lorsque le rapport mentionne, apres la
gestion du tableau, le fait que « le professegiait@ prévoit la progression et le contenu de
'ensemble des séances ». L'affirmation normatieg, est en effet ambigué, I'exigence de
programmation évoquée étant assez inégalementéetég respectée au sein de la profession,
ou ne I'étant que dans des formes relativementsgrees, dans la mesure notamment ou une
telle programmation n’est qu'un outil pour le pregeur, et ou son contenu ne sera, sauf
exception, communiqué ni aux éléves, ni aux parent 'administration. Ici, pourtant, cette
norme incertaine est poussée en avant par lesnisedoitravail du stagiaire avec sa maitre de
stage, laquelle se félicite que cette heureusdgpeatde la stagiaire permette «lors des
séances de travail avec le PCP de discuter etu@lsment de remanier les préparations ».
L’évolution qui se marque ainsi reste toutefoie-@iéme ambigué : la pratigue d’'une fine
planification de I'enseignement & donner ne saltpas justifieeseulemenpar le travail
spécifique a accomplir avec le maitre de stageo@vE-t-elle de vrais motifs dans la pratique
professoralestricto sens? La question mérite d'étre posée; mais, en cétipe de
I’évolution normative en matiére de programmatienl@tude, elle ne semble pas pouvoir

obtenir de réponse quelque peu générale.

3.3. Le premier rapport sur l'activité de Séverseeconclut sur la question de « la gestion de
la classe », aspect sur lequel Séverine éprouvedifidsultés notables. Dans le systéme
normatif installé dans la profession, 'usage @xpression « gestion de (la) classe » est, de
maniere généralement non consciente, sembledsirictif. Alors que, en bonne langue, elle
renvoie a I'ensemble des gestes nécessaires @ ket au travail d'une division d’éleves, ce
qui inclut par exemple la programmation de I'étsde I'année, elle ne référe guere, dans la
langue professorale courante, qu’a I'activité dofgsseur lors deséances en classs, plus
précisément encore, qu'a cette part de son actouiiévise, au cours de ces séances, a
impulser, a controler, a réguler l'activité desvéke saisis a la fois comme individus et
comme membres d’une totalité — la classe, ou plet& groupe-classe ». Qu’en est-il alors

des normes de la gestion des séances de classe&itta de stage écrit :

Ce qui doit encore étre amélioré concerne esskemtieht la gestion de la classe. Le professeur
stagiaire doit encore acquérir des gestes profassi® qui lui permettent de rassembler les éléves

autour du contenu mathématique tout au long deédance. Les consignes données, les questions
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posées, les réponses fournies doivent étre entermuetous les éléves. La gestion de I'hétérog&néit
des éléves surtout au cours des séances d’exenwnidesaussi étre améliorée de maniére a solliciter

davantage tous les éléves en fonction de leur nivea

Notons d’abord que l'activité du professeur estritléen termes dgestes professionnels
expression relativement récente, qui, si elle festucoup diffusée dans certaines parties de
la noosphére du systéeme éducatif, n’a encore pérgte peu le langage ordinaire des
professeurs. Sans doute, au reste, doit-on voir en son useigein effet lié & la percolation
des contenus de la formation recue par la maitretatge a 'lUFM. Ce que I'acquisition de
gestes professionnels idoines doit permettre arBevec’est d’abord de «rassembler les
éléves autour du contenu mathématique tout au denp séance », de rassembtars les
éléves, quel que soit leur « niveau », et cela tanropos des consignes qu’elle leur
communique et des questions qu’elle leur adressed®s réponses qu’elle leur apporte.
Emblématiquement, la question des éleves resusgit, méme temps que celle des
mathématiques : les éleves, les mathématiques.niadsématiquespour et avec tous les

éleves : telle est ici I'exigence cardinale.

3.4. Le second rapport, qui est aussi le rappodlfise coule dans le méme schéma de
présentation. La classe est toujours une secon@d é&ves ayant un niveau « modeste » en
mathématiques et portant «un intérét limité aecetgtiere » comme aux autres, attitude
associée a une « ambiance de travail » réputégrdésde « par la plupart des professeurs »
de la classe. L'organisation du travail de la stgiet de la maitre de stage s’est maintenue,
mais en évoluant sur un point significatif, d’'un@am®re quia priori peut surprendre : les
visites effectuées par la maitre de stage danadaede Séverine se sont « espacées », lit-on,
tandis que les visites effectuées par Séverine ldariasse de seconde de la maitre de stage se
sont « intensifiées ». Quand on ajoute a cela (@eiére quelque peu conjecturale, il est vrai)
que les visites de la stagiaire chez sa malitre tdgesn’'ont d0 donner lieu qu'a des
commentaires sommaires — ce qui semble étre umaenactuelle de ce type de travail de
formation —, et non a une analyseosteriorien bonne et due forme, on est enclin a penser

que la relation formative dérive ici, comme sansutdoen de nombreux cas, vers

° Parnoosphére- la sphére « oul I'on pense » —, on désigne I'eb&eles institutions qui entourent le systéme
éducatif sans en faire parséricto senstet qui se vouent a « réfléchir » sur lui, a cribgusuggérer, impulser,
entraver les changements qui I'affectent ou poental’affecter. D’une maniére générale, la noosph#une

institution donnée est indispensable a la vie idstitution.
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I'apprentissagepar compagnonnageavec pour principal outil'ostension'® pure... La
stagiaire regarde, en vue de reproduire, ce quisapposé n'appeler aucune analyse
particuliere, que ce soit dans une visée mélicgabu méme dans un registre purement
laudatif ! On retrouve ici un fait déja noté : I'eneinte maintenue, sur des normes par ailleurs
en évolution, du déficit de savoirs théoriques,défa de langages de description, de
commentaire et d’analyse, qui permettraient seellsathener & leur juste fonction — celle d’'un
matériel a analyser, a évaluer et a exploiter dansravail de développement propre a la
stagiaire — les observations pratiquées dans $selde la maitre de stage. Soulignons encore
gue seule la classe de seconde de la maitre de fstihd'objet des visites de la stagiaire,
comme si, faute d'un cadre théorique sous lequediguer I'activité observée, on devait s’en
tenir & une classe empiriquement la plus prochsilplesde celle sur laquelle cette activité est
aujourd’hui promise a étre reproduite presgeevarietur La normativité professorale subit

ici les limitations de I'état historique de sousrei®ppement du métier de professeur.

3.5. Sous les contraintes précédentes, le systemmoines qui transparait dans le rapport
confirme pourtant une évolution sensible, qui nekhe encore sans doute qu’une petite partie
des professeurs. La maitre de stage note ainsileqtiavail de la stagiaire comporte un
« questionnement permanent a propos du programitatention se portant d’abord sur les
compétences exigibles ainsi que sur les notiomssatésultats qui les sous-tendent, tout cela
étant situé par rapport aux tenants et aboutissintéenseignement a prodiguer — acquis
antérieurs, résultats a démontrer ou a admettce,Teut ce passage du rapport est en fait
construit avec des matériaux nouveaux et peu é@fug’est ainsi que les activités proposées
par Séverine, dont il est indiqué positivement bede « sollicitent les éleves », sont
présentées d’abord comme résultant d’'une « voldat&gitimer les notions étudiées ». Le
rapport note de méme que les corrections de dewoint « réalisées avec beaucoup de
sérieux », que le programme de seconde est « @geement respecté » — ce qui, on l'a
suggéré, ne renvoie que partiellement a des notradgionnelles —, mais aussi que les

préparations, les activités d'étude et de recherdbes fiches d’exercices, etc., sont

9 a formation par ostension (ou par monstratiorf) aslinstar de I'enseignement par ostension ou pa
monstration, imprégnée par l'idée, qui reléve d'tméorie didactique spontanée, que pour enseigrserfit de
montrer ce qu'il convient de faire. De nombreux travaux didactique montrent, eux, que les pratiques
didactiques fondées sur ce principe ont une efféétdes plus limitées : voir par exemple René IBedt et
Marie-Héléne Salin, « L'enseignement de la géoméiri'école primaire >sGrand N 1993-1994, h53, p. 39-
56.
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« rédigées », et, qui plus est, « informatiséesutant de louanges adressées a la capacité de
Séverine a faire vivre des normes récemment imgsrtgu’elle soutient de sa normativité
propre. Mais au-dela du tribut payé a une certeaneernité normative, le rapport revient a
des normes dont la Iégitimité semble beaucoup phsurée, celles qui gouvernent «la
gestion du groupe-classe ». A cet égard, il appaya@ Séverine n'a pas suffisamment
maitrisé encore certains gestes professoraux, meaxment qui permettent de « rassembler,
tout au long d’'une séance, la classe autour dienaninathématique et des activités prévues
par le professeur », exigence qui est bel et biewaaur de I'exercice du métier tel que la
maitre de stage l'invoque. La modernité normatigatefois, n’est pas désarmée. Si Séverine
n'a pas progressé autant qu’il elt été bon, c’estlg classe a longtemps été abandonnée a
elle-méme avant qu’'une « prise de conscience »etfasse, quelque peu tardivement, et que
I'équipe pédagogique décide d’'une réaction colectCette réaction, nous dit-on, a consisté
a « établir des régles plus strictes », ce quitrpas en soi grandement innovateur, mais cela
dans une perspective trés actuelle, du moins parcamctere explicite, celle de permettre
« aux éleves de travailler dans de meilleurs candit». Cette problématique alumnocentrée
de la discipline de vie d’'une classe a permis aef@é®, ajoute le rapport, d’ouvrir une
nouvelle étape dans sa maitrise progressive dematanifestant ainsi sa capacité a assumer
« une remise en question permanente », exigengrative qui, a suivre la conclusion du

rapport, pourrait étre emblématique de I'état dafeda profession.

4. Normativités en acte : le cas de Sidney

4.1. Le premier rapport du maitre de stage de Sidest découpé en quatre parties,
augmentées d’'une conclusion. La premiére partigtdés « conditions du stage » : Sidney a
la responsabilité de I'enseignement des mathénmegtigans une classe de(dl son maitre
de stage lui a rendu visite) ; mais il assume awssiheure hebdomadaire éndans le cadre
d'itinéraires de découvertes (IDD), et une autrarbetoujours en S dite d’ATPE — ce qui

désigne en principe I'« Accompagnement du traveispnnel de I'élév&" ». Pour décrire la

1| *accompagnement du travail personnel de I'él6VEPE) est un dispositif mis en place en classsixiéme
a la rentrée 2001, une circulaire du 8 juin 200dignant que « chaque college intégrera dans sgetpuo
dispositif d’accompagnement du travail personndl »est renforcé a la rentrée 2002, toujours ersseade
sixieme, une circulaire du 10 avril 2002 mentiortraguril faut veiller a ce que « tous les établissats integrent

dans leur projet un dispositif d’'accompagnementrduail personnel ». Pour les classes de cinquicmite
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classe de % les descripteurs usuels sont convoqués : 26 flaes hétérogéne, avec des
problemes de comportement de la part de certagve®l La norme naissante concernant la
relation de formation entre maitre de stage eti@tagest semblablement évoquée, a travers
une formulation qui parait d’abord curieuse : «®iga visité des classes dee85 avec son
PCP et d’autres classes avec d'autres colleguesatleématiques du collége ». Une lecture
de la premiere partie de la phrase citée qui gaieit sur I'évolution de la norme de
formation pourrait conduire a croire que le matteestage et le stagiaire sont akésemble
visiter des classes (d€ 8t de 5), en se situant tous deux comme observateurs ttEus
professeur ; la seconde partie de la phrase ramémeéalité présente : dans les classes’de 3
et de 5, le professeur qui officiait était bien entendWPIEP lui-méme ! Cela noté, la norme
émergente en matiere de relation entre stagiainmadtre de stage semble, globalement,
reconnue et respectée, le rapport précisant pan@ge « Une heure hebdomadaire est
consacrée a un échange entre Sidney et son PCP époquer la totalité des problemes

rencontrés. »

4.2. A linstar de la référence aux classes quen8yd visités « avec son PCP », la mention
d'un travail fait sur «la totalité des problemesncontrés » suggere I'amorce d'une
excentration du maitre de stage par rapport a totdématique spontanément mobilisée par
plus d’un maitre de stage — celle de la transmrmsaip stagiaire d’'une partie au moins du
trésor pédagogique accumulé par le maitre de stageng de ses années de professorat —,
pour aller vers une problématique d’'aide a I'obaBon, a l'analyse, a I'évaluation des
problemes et des solutions rencontrés et au dgvethoent de solutions propres au stagiaire —
en rupture, donc, avec le paradigme de la repesearieturdes solutions élaborées pour son
propre compte par le maitre de stage. Ce « modeenisformatif semble aller de pair, au
reste, avec un certain modernisme professoral, dombigne la mention, en ouverture de la
partie du rapport consacrée au « déroulement dge sta du fait que Sidney « s’est
parfaitement intégré a I'équipe des professeurscdilege, participant activement aux
réunions des professeurs de mathématiques etaauit de I'équipe éducative » de la classe

dont il a la responsabilité en mathématiques. Oa, @ans doute, en effet, un écho d'une

méme circulaire ajoute que «les colleges peuverdlopger en cinquieme l'aide aux éléves et
'accompagnement de leur travail personnel », #utprécisant que, dans ce cas, les modalités @afiph
d'un tel dispositif sont laissées a linitiative déétablissement: «en sixieme, l'aide aux élevets
'accompagnement de leur travail personnel sonbmhéais inclus dans le service des professeurs, @itsm

peuvent I'étre également en classe de cinquieme ».
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pratique du métier moins solitaire, moins centrée la personne du professeur, moins
idionome aussi’. Ce constat doit évidemment étre tempéré : le adppminsi, n'aborde
I'activité de Sidney que dans la classe 8esttil semble bien que le maitre de stage n’at pa
méme songé a aller observer son action dans |e ckedy IDD ou de 'ATPE, dispositifs de
formation sans doute encore peu et mal intégrés ldasysteme des gestes les mieux partagés
dans la profession. Le déroulement du stage fafdt d’'un autre paragraphe qui situe Sidney
dans son rapport de travail avec son PCP. La enleofermulation adoptée par le maitre de
stage peut donner lieu — idéalement — a deux kestaon incompatibles : « Un premier
entretien avec le PCP a permis dés le début ded@ade déterminer le rythme de travail sur
'année...» Sans doute s’agit-il du rythme de travail duf@seeur stagiaire avec sa classe de
4°: mais on peut entendre aussi, comme un contregisicret, qu’il s’agit de régler du méme
coup le rythme de travail de Sidnayec son maitre de staget donc d’articuler travail de
formation et travail d’enseignement. La fin du gmeshe conforte, nous semble-t-il, cette
fragile herméneutique : Sidney, note son maitrstdge, « a, depuis, su respecter les objectifs
fixés en commun », ce qui a pour corrélat que voli@ion du programme se déroule tres
convenablement ». S’énonce ici de maniere presqdéla le principe d'une articulation

guasi organique entre travail de formation et tilaarasseignant.

4.3. La description du déroulement du stage menéiowl’'organisation générale du travail
des éleves » et fait apparaitre entre parenthasedisie (non limitative) de quatre termes
venus se loger sous la plume du rapporteur : «sca@voir a la maison, controle, tenue du
classeur ». L'usage du singulier marque bien leaatare générique, insistant, de ces
mentions : dans l'organisation du travail qu’il negt place, le professeur, semble-t-on nous
dire, doit avoir pour principaux reperescours,le devoir a la maisore controlela tenue du
classeur. La partie du rapport consacrée aux kieuliiés rencontrées » détaillera un peu plus
ce que le rapporteur range sous la rubrique dwrscg en indiquant que Sidney doit encore
améliorer sa fagon de « gérer la séance en vdaardctivités proposées ». Si, en effet, on
entend par cours le contenu d’'une séance, la gésariapportée par le maitre de stage

propose la encore une liste (ouverte) de composmssibles : « activités orales, syntheses,

12| adjectif idionome (du grecidios, « particulier »,nomos « loi ») qualifie quiconque (tel le pére dans la
famille ou le professeur dans la classe) préterfhiddéui-méme les lois qu'il entend faire observen telle
institution, sans se soucier de savoir si d'aumésn’y prévalent pas déja, et sans se préoccuipae la licéité
ni de la légitimité des lois « personnelles » galira ainsi bricolées. L’idionomie en ce sens simgpa la

synnomiequi désigne la recherche d’'une définition partadé lois ou de régles communes.
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corrections d’exercices, passages au tableaue.pluriel qui apparait ici renvoie sans doute
a une catégorisation pratique, pragmatique, vaontiétéroclite, mettant sur un méme plan
le passage au tableau d’éléves, dont 'effet @fisiépuise dans sa réalisation méme, et les
syntheses, qui engagent la classe et son avenilistiaction se fait ainsi entre certains gestes
définitoires, sans lesquels I'enseignement n’eradtepas complétement, et la maniere
d’accomplir ces gestes, non moins essentielle siage, mais plus bigarrée, davantage
informelle, plus intérieure a la vie de la cladse.premier point de vue pourrait en quelque
sorte étre celui d’'un observateur extérieur, pangXe celui de parents d’éleves. Y a-t-il dans
cette classe un « cours » qui mérite ce nom ? Pesid a la maison sont-ils proposés ? Des
contréles ont-ils lieu ? La tenue des classeurselistvérifiée ? A ces points saillants de
I'activité du professeur, visibles de tous, succkdeiférence a — si I'on peut dire — certaines
anfractuosités de son action, éléments du métierl'qn discute et apprécie entre gens du
métier (existence et qualité des activités orabssda classe, etc.). Le métier d’enseignant
n’est plus ici un monolithe opaque : il a une faistble, exotérique, publique, et un intérieur,

plus ésotérique, qui appartient davantage a unaicerintimité professionnelle.

4.4. Dans la liste des « difficultés rencontréete»tapport mentionne le fait d'une classe
« assez bruyante », la pierre de touche de ce gfeétant qu'il est partagé par les autres
professeurs de la classe, ce qui semble épuia€itidnnellement, les possibilités de mettre
un tel jugement a I'épreuve. La encore le probl@steposé comme si existait « la classe »,
entité posée en quelque sorte indépendamment slaplities étudiées, en ignorant qu’il y a
la classe de mathématiques, la classe d’'arts qu&stj la classe de technologie, etc., et que les
systémes didactiques ainsi déterminés ne sont gEessairement comparables, méme sous
'angle du « comportement général ». On noteragtaégard, que les difficultés rencontrées
sont énonceées en allant du plus générique au pagfigiue : tout d’abord, Sidney rencontre
des difficultés pour « gérer I'attitude générale édcves » dont deux ou trois « posent des
probléemes de comportement assez aigus » ; enenit&g vu, il peine a varier adéquatement
les activités proposées au cours d’'une séancen, dny a les mathématiques... De ce point
de vue, Sidney cerne mal, nous dit-on, le « conteathématique exigible », sans doute parce
qu’il situe insuffisamment les contenus depdr rapport a ceux de,5vec une tendance a
avoir des exigences supeérieures aux attentes efputérmales a ce niveau des études
secondaires. Plus généralement, il semble bienlepienathématiques a enseigner soient
encore pour lui un objet un peu flou, avec lequentretient des rapports approximatifs, y

compris au plan du vocabulaire et des notatiorig,facon d’'un éléphanteau enthousiaste et
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maladroit dans un magasin de porcelaines maintiss réxollées. En creux, une norme
professorale s’affirme la, que I'on retrouvera frémment : une certaine méticulosité dans le
commerce avec les contenus mathématiques a ensaigmane d’ailleurs avec les situations
de classe a gérer, est requise du professeur cheyrgertu dont le contenu précis reste en
partie non analysé — ce qui signe, a nos yeux.euaio retard historique de développement

du métier.

4.5. La partie consacrée aux « solutions et coomstapportées » reprend la tripartition
précédente, du plus générique au plus spécifigeerapport aborde donc la question de
I'ambiance de la classe. Il est frappant de coastgie les solutions envisagées semblent, par
I'effet d’'un mimétisme spontané, se situer au mé@meau de généricité que celui auguel on
situe les problemes a résoudre. C’est ainsi qua; gaimer la classe, nous dit le rapporteur,
Sidney a manifesté une plus grande vigilance pdaenr que lui comme les éleves
s’expriment dans le silence. De méme a-t-il imposé « meilleure répartition des éleves
dans la classe » et a-t-il tenté de faire prévalaine meilleure appréhension de la hiérarchie
des sanctions ». Rien de plus spécifique — touclpantexemple aux types d’activités
mathématiques et au choix de leur contenu — neglickement mentionné, en dépit de
I'évidence pratique d’'une causalité liant en ce dioma choix spécifiques et choix génériques.
On a Ia, sans doute, une norme « culturelle »iouiid sévérement la capacité tant a analyser
les problémes qu’a leur trouver des solutions dsgrad’adaptation purement empirique aux
conditions et contraintes immédiates de I'acte sbggnement. Le second niveau d’examen
concerne la gestion de I'neure de classe, et ne@gpd d’horloge et temps didactique. La
norme de pluralité des types d’activités au cotusel méme séance est a nouveau mise en
avant : a cet égard, Sidney a progresse, évitasurhais les « séances a activité unique ».
Une autre norme qui s’affirme comme essentiellecee de la recherche du btampo: ne

pas prolonger indiment les corrections d’exerciaesir en téte qu’il faut savoir terminer une
activité, et que tout cela doit se faire dans umeraction avec les éléves manifestée par des
sollicitations orales de la part du professeur,dnii savoir reprendre les contenus de réponse
ainsi obtenus pour les intégrer au travail de kss#. La planification du travail péchait
encore par I'importance des « rappels 8e 5 qui se substituaient, en début d’année, aice q
aurait di étre le « cours nouveau de4A I'aune de cette norme, Sidney a progresssi aus

« la part réservé aux “rappels” est devenue adéqgudeste le troisieme niveau, celui de plus
grande spécificité : parce qu’il aurait mieux pm&paes cours — norme classique, mais

exigence que certains stagiaires ne reconnaisssnd’pmblée —, Sidney, indique son maitre

28



de stage, use désormais d’'une « écriture et [@garipr mathématiques » plus rigoureux. Une
autre exigence, sans doute liée a la précédentait geur a posteriori: au début, nous dit-on,
Sidney proposait des exercices a densité mathémaggcessive, fruit sans doute d'une
élaboration hative, sans vigilance didactique saffte ; désormais, «les exercices proposes
sont plus progressifs » et n‘amalgament plus desveir-faire essentiels » avec des
difficultés adventices inessentielles. Relevadnsfine, deux notations relatives au travail de
formation. Certains des progres de Sidney ont éfglia « apres discussion et exemples » :
discuter et illustrer cette discussion d’exemplesilsle étre I'outillage de base, dans I'état
actuel de développement de la profession, du faumnate proximité. Quant au stagiaire lui-
méme, on le félicite de ce gu'il « n’hésite paoBigter son PCP et les autres collegues pour
évoluer dans sa pratique ». Par dela la satisfadigovoir ainsi reconnue la valeur de I'apport
potentiel des « ainés », on peut conjecturer quetae fort ancienne du professeur solitaire
qui ne compte que sur lui-méme tend a bouger un peeyratique du stagiaire se nourrit
aussides réponses que lui apportent ses colleguesagliesris. La pratique, non la pensée ;
le faire, non la pensée du faire — qui semble &t devoir rester durablement hors des jeux

de I'’échange entre professeurs.

4.6. Le deuxieme rapport reprend plus brievemenptents évoqués dans le rapport d’étape.
Certains aspects y apparaissent plus clairemensi, & lit-on, les visites en®%®t 3 ont été
faites « dans les classes du maitre de stage seutéhhebdomadaire de travail dont se
prévalait le premier rapport céde la place mainmienachaque fois que nécessaire », a des
« rencontres de travail [...] planifiées pour abordes questions telles que la préparation de
cours, I'évaluation..» Y a-t-il eu évolution des modalités d’organieatidu travail entre
stagiaire et maitre de stage ? Comme il est appgeua propos de Séverine, ce qui pouvait
sembler novateur dans la relation de formation &e@tle emporté par le temps qui passe : la
relation de formation ressemble davantage a cekepgrmet un compagnonnage avisé mais
fondé sur I'occasion qui s'offre ou se dérobe plugGe sur un travail systématiguement
organisé. Les commentaires relatifs au « déroulerdenstage » font aussi rencontrer —
furtivement — une autre norme, de facture relaterimrécente, puisqu’elle est liee a
l'institution des épreuves communes. Sidney, peélagapporteur, « a également participe, a
sa demande et avec son maitre de stage, a la tcomretu brevet blanc organisé par
I'établissement ». On pourrait imaginer, par costegaet pour mieux saisir de quoi il retourne
ici, un fonctionnement dans lequel il y aurait, gaincipe, disjonction entre équipes

d’enseignement et équipes dexamen blanc, les gsefes de mathématiques de
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I'établissement enseignant ehédant de ce fait exclus de la conception et daddcation de
I'épreuve de mathématiques du brevet blanc. Oeihtde bien que la norme aujourd’hui
dominante soit, a l'inverse, que I'équipe d’exansencomposeiniquementes professeurs
enseignants dans les classes concernées! De ldequapporteur ait été sollicité pour
I'organisation et la correction du brevet blancgeg, en tant que maitre de stage, il prenne
soin de préciser que c’eatla demande du stagiairgue celui-ci a été admis a participer a
cette correction... Que ce souhait et sa réalisatoent mentionnés dans le rapport témoigne
certainement du fait que le maitre de stage ne laoiien que de positif, bien que cela
constitue une anomalie de fonctionnement par rapgox normes établies dans la culture
professorale actuelle. C’est ici le lieu de soudignne norme quasi implicite dans tout ce qui
précede, mais qui n’en soutient pas moins toutytééme des rapports entre stagiaires et
maitres de stage. Le maitre de stage de Sidneyas’acette année-la, de classe tecé qu'il

a de plus approchant, si I'on peut dire, c’est diasse de et une classe de.30r, dans le
systeme des normes établies, la Iégitimité d’'urigsseur a s’exprimer sur I'enseignement a
un niveau de classe donné est strictement lieaiagu’il enseigne lui-mémdjic et nung
dans une classe de ce niveau. D’ou le fait quepdefesseurs rechignent a assumer des
fonctions de maitre de stage vis-a-vis d’'un stagianseignant dans une classe d’'un niveau
auquel eux-mémes n’enseignent patte année-laD’ou le fait, aussi, que pour compenser
'anomalie présente dans la situation que vivedn&y et son maitre de stage, le stagiaire
aille observer des classes deattribuées a d’autres professeurs de mathématajuesliége.
Dans une formation que taraude la problématiqueodupagnonnage, la Iégitimité que donne
au maitre sa pratique est trés volatile : elleesd pu diminue fortement lorsque cette pratique
s’interrompt. Avoir eu une classe du niveau voudunmée d’avant est certes mieux que de
n'avoir plus enseigné a ce niveau depuis deux amas cela ne se compare pas avec le fait
d’y enseigner ici et maintenant ! L'idée que degoga sur I'enseignement puissent exister et
étre mobilisés autrement qu’en premiere persorste curablement absente de la culture des
professeurd®. Ce second rapport pointe, pour I'essentiel, wsnes déja rencontrées dans le

rapport d’étape. Au regard de certaines exigenecasefé des activités proposees au cours

13 pour cette raison, ce n'est qu'au prix d’'une rhgte indéfiniment ressassée que les inspecteBArsP(R)
tentent de reconquérir la légitimité qu'ils détemdicomme professeurs et qu'ils ont perdue en spard de la
pratique professoralgtricto sensu leur discours apologétique, quelque peu obsajaevient encore et encore
sur la « connaissance du terrain » dont ils statémt le privilége sans jamais expliciter les fasrddférentielles

de connaissance dudit « terrain » qui seraieneselll professeur et de l'inspecteur.

30



d’'une séance, sollicitation orale des éléves, gesitu comportement de la classe), Sidney a
progressé. Il est un peu a la traine s’agissariadpialité de ses formulations orales, qui
demeurent peu précises. Une norme, en particidierrappelle a notre bon souvenir —
I'exigence d’alumnocentration. Ainsi Sidney pergbiieux la distinction entre ce qui est
exigible et ce qui peut étre proposé aux elevesnBme, il maitrise mieux, pour avoir porté a
ce probléeme « une attention particuliéere », le talibrage des évaluations. Tout indique qu'il

devrait venir a bout du programme dans les détapartis. Tout va donc pour le mieux.

5. Normativités en acte : le cas de Ruddy

5.1. Le rapport d’étape que sa maitre de stageacoms Ruddy commence, classiquement,
par mentionner les classes avec lesquelles il anmooe dans sa formation. Mais,
curieusement, elle mentionne d’abord sa propreselasne 4 dans laquelle Ruddy lui rend
visite, avant de préciser qu’elle-méme va visitad& dans sa classe, dont elle ne dit rien de
plus... En fait, la classe de Ruddy est aussi, bienune classe d€.4.a norme, ici, nous est
pour l'essentiel familiere : aux visites s'ajouteau moins une heure par semaine »
d’entretien, tandis que la visite d’autres nivealex classe que la®4e semble pas étre

envisagée. Le paragraphe suivant du rapport féiledées exigences norméés

J'ai pu constater que Ruddy respecte le programédege ses préparations. Les devoirs de maison sont
nombreux, bien calibrés et bien diversifiés. Cegoile ainsi que les contrles sont annotés de fagon

constructive.

Bien d’autres points sont mentionnés dans ce premjgport : ils forment un inventaire
hétéroclite qui va des aspects les mieux maitpsgsRuddy aux aspects sur lesquels des
progres sensibles sont attendus de lui. Ruddy grggeé d’abord sur «le choix du type
d’exercices qui doivent étre donnés en controlei>apparait explicitement cette idée qu'’il y
aurait une catégorie — un type — d’'« exercicesadréle », dont rien d’autre ne nous est dit.
Une fois encore, nous devons constater I'existeliwee norme, sans pouvoir en preciser le

contenu opérationnel : il y a par exemple des «og@&s » a ne pas donner en contrble, mais

4 On notera I'expression « devaie maison », qui désigne ici ce qu'on appelle ususiet un « devoir a la
maison », c’est-a-dire un devdait a la maison. Le parler ordinaire des éléves etpiefesseurs réduisant
fréquemment cette appellation a celle de « devaiisam », expression fautive au regard d'un usageliéx

bien connu (« tarte maison », « discours mais@ic»), le néologisme rencontré ici a, pendant plusi années,

été diffusé dans I'académie, non sans succes sdipfEr un inspecteur pédagogique régional.
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nous ne savons pas lesquels. Ruddy a aussi prégiess son rapport au groupe-classe,
notamment en ce qui concerne ses déambulationsldasadle de classe, et aussi dans sa
capacité a « s’adresser a la classe et non a ua éle particulier quand celui-ci pose une
question ». On retrouve ainsi une norme a la véotesubstantielle au métier : le professeur
« fait la classe », c’est-a-dire s’adresse au grazl@sse comme tel, et non a la succession des
individus qui le composent, cette exigence étanh ldes principaux obstacles que les

débutants doivent franchir pour entrer dans le enéti

5.2. D’autres points sont énumérés par la maitrstage, qui mélent normes classiques et
normes plus récemment instituées. De la premigeégode releve sans doute la « tenue du
cahier de textes » (que, semble-t-il, Ruddy néyligrs la «gestion du tableau », et
notamment l'exigence de «rigueur » dans «la mdolacdes solutions d’exercices au
tableau ». On voit en tout cela I'effort attendurdjeune professeur peu porté sur le soin du
détail pour reconnaitre, assumer et mettre en calemnmaniére effective certaines normes
emblématiques du métier, au moins au regard d'@angepdes professeutd La question de
l'autorité — comment éviter les bavardages, etqu+est I'un des points sur lesquels Ruddy
doit sensiblement progresser, releve également dmtégories des normes classiques : la
plupart des professeurs, sans doute, seraientatthewec la maitre de stage sur le fait qu’il
est des climats plus ou moins favorables « au itrava I'apprentissage », méme si, comme
souvent, ce qu’est un tel climat ne fait pas I'tlofeine définition explicite et bien partagée !
D’autres points signalés par la maitre de stageoient a des normes plus récemment
constituées et parfois encore contestées. Ainsiaeiil de I'affirmation que « la synthese,
dans la partie cours, doit étre précédée d'un hilarce qui vient d’étre fait, élaboré, de
préférence, par les éleves » — méme si la doubtdiomede la « synthese » et de la « partie

cours » témoigne d’une sédimentation historiqueagualgame I'ancien et le nouve&u

' a tenue du cahier de textes est une exigencelgpiis des années, est entrée dans un procespaselele
sens — on ne connait plus fesctionsdu cahier de textes, telles que les précisaitainoalaire de 3 mai 1961
(RLR 550-1 b) qui n'a, depuis, été suivie d’aucurrex texte officiel sur ce sujet. L’exigence d’'uadonne »
gestion du tableau semble, en revanche, toujoéssstvace.

6 Le mot de synthése, qui s'est introduit officiellent dans les programmes de lycée dés le déburuees
1980 pour désigner « le cours proprement dit »taugours pas supplanté dans cet usage le voaaliéionnel,

trés polysémique, deours
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5.3. Une autre attente de la maitre de stage pemaitoyer a une norme élaborée dans
I'espace intermédiaire entre les pratiques de elssgto sensiet les injonctions officielles
au niveau national : faire en sorte qu’'une actieitda synthese qui lui correspond tiennent
ensemble dans une méme séance — exigence qui sgppalitre dans certaines formations
d’'lUFM. Il s'agit Ia sans doute d’'un cas particuli®table d’une attitude normative plus large
consistant a compacter les unités didactiques srdetes réduites, selon l'idéal d’'un temps
segmentaire avancant par petits paquets successgavoir, et non, par exemple, selon des
cheminements en paralléle sur des themes d’étuslmals et des périodes de temps plus
longues. La formulation adoptée laisse affleurex urvérité » plus subtile encore : s'il s'agit
bien de « gérer le rythme et le temps » de fagoiotenir le résultat indiqué, la maitre de stage
glisse que I'on y parvient « par une réflexion wu plus approfondie dans la préparation ».
La préparation apparait ainsi comme un facteurnéiesede la réussite de I'enseignement
donné — ce qui signifie en particulier que, comgraient a une croyance qui travaille la
profession, il n'est pas exact de penser que ligneement serait « un art simple et tout
d’exécution », comme l'aurait dit Napoléon a proplesla guerre. La maitre de stage conclut
ce premier rapport en se disant persuadée que Rimldgndra rapidement autonome. En
réalité, les relations entre Ruddy et sa maitrstdge ne sont pas au mieux : concluant son
rapport final, celle-ci avouera sans détour regrajtie Ruddy n’ait pas su prendre en compte
ses remarques et ne lui ait pas communiqué searpt&ms — ne serait-ce que « pour eviter
certaines erreurs et [pour] avoir une réflexionspdyprofondie face a ses éléves ». Ruddy,
donc, se croit capable d’autonomie alors méme quirkit le plus grand besoin de conseils
avisés. On voit la apparaitre une analyse qui, ketah ne peut a I’heure actuelle que rester
confinée au cas de stagiaires : on voit mal ungssEur en exercice reconnaitre que, par dela
son autonomie obligée, il aurait besoin de conge#ésis sur le quotidien de son travail ! La
norme, profondément intériorisée par beaucoup diegseurs, est que chacun doit trouver en
lui-méme les ressources qui lui permettront d'affeo les difficultés surgissant jour aprés
jour ; et c’est de cette norme méme que la makretdge s’autorise subrepticement pour

penser que, des lors qu’il « a le souci de biene faj Ruddy saura devenir tres vite autonome.

5.4. Le second rapport reprend, avec des modidicatet des nuances, le texte du premier

rapport. A nouveau, la maitre de stage y indiquebafd que Ruddy vient assister a des

séances gu’elle fait dans sa classe Gfetdensuite gu’elle-méme va observer Ruddy dans sa
propre classe de®4 Semblablement, elle redit que Ruddy assume osrtdes gestes

classiques et respecte certaines des valeurs derméh propos des préparations, des DM,
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des contréles, etc. Les progrés signalés ici ssnémes exactement que ceux déja soulignés
dans le rapport d’étape — a ceci pres que la «tdnowcahier de textes » (devenue ici « telue
jour du cahier de textes ») est classée désormais peasnpoints sur lesquels un progres
effectif est constaté. Pourtant, la PCP de Ruddyifeste une amertume réelle. Ruddy, note-
t-elle, n'a observé que bien distraitement les sgaou elle I'accueillait dans sa classe te 4
et il a méme quelquefois utilisé ce temps pour am&pses propres cours ! Aussi il n'a pas
appris autant qu’elle aurait pu lI'espérer : Rudeysait toujours pas quand faire I'appel ou
remplir le cahier de textes, par exemple ; de méinepntinue a remplir le tableau de
formulations mal écrites dans la forme et sansergwquant au fond, tout cela aprés avoir
insuffisamment préparé ses séances et n’avoir ydisasnment réfléchi en amont & un bon
calibrage et une bonne articulation des différéamtsps qui les composent. Le verdict parait
sans appel ! Ruddy est un réfractaire brouillon,aqoit davantage en lui que dans le métier

gu'il prétend embrasser.

6. Devenir professeur : la formation au métier dangétablissement

6.1. Abandonnant ici les vignettes monographiquésdgaentes, nous tenterons maintenant
une synthese des normativités qui s’expriment, gemgrou affleurent dans les rapports des
maitres de stage. Qu'attendent donc ces profesdesiistagiaires sur lesquels il leur échoit de
veiller au cours de leurs premiers mois d'enseigrgi Commengons par une norme
relativement nouvelle, mais que le stagiaire vaéper des son arrivée dans I'établissement,
le jour de la prérentré€: on attend de Iui, d’'une maniére toujours un péaylline, au
demeurant variable d'un établissement a un autnd] gintégre dans les équipes de
professeurs de [I'établissement et en particuliensdd’équipe des professeurs de
mathématiques par le biais des réunions qu’'elle #¢ des activités qu’elle impulse. Cette
intégration — c’est la sans doute une pierre d’'gpbment pour le néophyte — n’est pas

seulement humaine, en accord avec les formes debdité et de convivialité en vigueur

7 Cette journée, créée en 1970, marque une rupieun temps ou le professeur dans sa gloire W'dtgux
que pour sa classe. Lorsque l'inspecteur génénaé Riaby (1919-2003), futur ministre de I'Educatiationale
(1974-1978), lui en suggere la création, le prégidie la République Georges Pompidou (1911-1974) lu
répond : « Moi, Monsieur l'inspecteur général,darjde la rentrée, j'arrivais a huit heures audyat je disais a
mes éléves de khagne alignés dans la cour : “Affezssieurs.” Cela suffisait. » (Cité Claude Leliévre et
Christian Niquel.'école des président®dile Jacob, Paris, 1995, p. 135.)
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dans la communauté éducative ou il entre. Il déduassez vite que I'engagement attendu
de lui, méme s'il est incompletement défini, patessi sur le sort fait, dans I'établissement, a
la matiere qu’il enseigne. Ainsi sera-t-il soll&€idans certains cas pour participer a des
épreuves communes touchant les classes du mémauni/études que celle dont il a la
responsabilité — avec de plus, en nombre de aasjgation non officielle mais trés réelle
d’adopter une « progression commune » élaboréengeessité sans gu’il ait eu voix au
chapitre. A cela s'ajoutent parfois des événementstiques mais non moins absorbants,
comme la participation a des rallyes mathématigeteautres activités adventices. Cette
participation du professeur a des activités cadliégi est pourtant soumise a des regles non
écrites qui procedent de normativités anciennggtiosi vivaces. Ainsi un professeur ne sera-
t-il qu’exceptionnellement appelé a prendre parhe activité concernant un niveau de classe
dans lequel il n’enseigne pas cette année-la. tenecentrale en la matiere, c’est qu'un
professeur s’occupe de ses classes — pour cetqli esins de la matiére qu'il enseigne —, et
de cela seulement, ou presdtieDans sa classe, en revanche, le professeur disigose que

la tradition nomme sa « liberté pédagogique », dtiseule borne est le respect des objectifs
de formation assignés. A cette « liberté » correspond une norme classidu métier :
I'exigence pour chacun de trouver d’aberd soi— plutdt que dans les divers environnements
gu'offre éventuellement la communauté éducativetatbissement —, les ressources
professionnelles, et en particulier mathématiquassdle cas considéré, mais aussi les
ressources psychologiques, voire physiologiquesessaires pour honorer la liberté et la

responsabilité ainsi conférées au professeur daosriduite de ses classes.

6.2. « La classe » est la grande affaire des metrs. A travers nombre de témoignages, elle
apparait comme un systéme quasi isolé. L'évolutémente a peu changé les choses sur ce
point, méme si en certains cas I'impression s’ingplgitivement d’une institution qui perd

de sa force au sein de I'établissement, tout emleaneurant officiellement la cellule de

'8 | es contre-exemples ne sont pas légion : ainfiglae du professeur principal, créée en 1960, geielle

aujourd’hui encore a trouver sa juste place damsautture professionnelle parfois durement égaditagui ne
tolére guére le réle darimus inter pares

9 Les programmes des différentes classes du cottégwortent tous la déclaration suivante, qui niess

seulement incantatoire : « Il est rappelé que dégsseur a toute liberté dans I'organisation deesweignement,

a condition que soient atteints les objectifs visgisle programme. »
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base’®. Ce systéme quasi isolé est défini de I'extérfgarun trés petit nombre de variables :
outre le niveau de la classe dans le cursus dds€gecondaires, on se limitera a préciser le
nombre d’éleves, le climat de la classe et I'atttigénérale des éléves, enfin le « niveau » de
la classe dans la discipline concernée. Tout cettepa trace de ce qu’on pourrait nommer
I'interdit pédagogique aller plus loin dans l'intimité de la classeagrpour qui se situe en
outsider franchir illégitimement la frontiére qui prote¢ge liberté de I'enseignant concerné,
tandis que, pour ce qui est de celui-ci, parlesalelasse a qui n’en est pas serait révéler une
intimité dont lui seul a a connaitre. Ces codediticmnels sont sans doute en évolution, mais
en évolution lente. Toutefois, le type de situaiobservé ici modifie partiellement certaines
des clauses que nous venons d’évoquer. Dans wtomnetle formateur a formé, une autre
logique prévaut — par places. Le regard du protessepérimenté saisit ainsi bien vite, dans
la pratique balbutiante du débutant, certains gcarune norme sanctifiée et sans doute
définitoire du métier : le fait pour le professele se centrer sur les éléves, ou plgtdt le
groupe d'éléveqqui constitue sa classe, pour y rapporter toutssdécisions, toutes les
indécisions aussi, qui sont et seront les sien@asa noté a cet égard que lI'importance du
repérage empirique sur le comportement des élestasaritant plus grande que n’existe dans
le métier aucun repérage théorique reconnu et patagé’. Conjuguée avec la clause
d’intimité pédagogique, cette absence de repératre gue celui fourni par I'observation
continue des éléves a une conséquence qui, daadre d’'une relation de formation, ou plus
exactement de ce qu’en donnent a voir les rappamtiés examineés, apparait quelque peu
paradoxale : le silence presque total sur les oostenathématiques concrets qui font le
quotidien de la vie de la classe du stagiaire. héoee, vraisemblablement, on ne regarde
guere les contenus qu’a travers les éléeves et kengagements ou leurs désengagements
didactiques : c’est ainsi que l'on jugera sans eol& bon calibrage ou la pertinence
mathématique (voire culturelle) des travaux etvéés proposés a la classe, dont le

professeur est pourtant tenu pour le garant ultenggarticulier sous I'angle de ce qu’on peut

20| arrive que I'observateur extérieur puisse avainpression que les activités en classe sontatigités par
défaut, en attendant ces activités extraordinagnresadrées mais hors classe, et souvent « saableast(voyage

a I'étranger, classe de neige, journée téléthan), etuxquelles leurs mérites éducatifs supposébleat donner
une priorité sur I'ordinaire des classes.

L De rares professeurs tentent de se repérer & Bagréceptes pédagogiques ou didactiques issuside de

la recherche ou, plus généralement, de la noosphérsysteme éducatif. Au sein d'un monde professora
globalement rétif, ils s’en font alors les utilisats parfois zélés, sans pour autant que les outils mobilisent

ainsi a titre personnel deviennent une norme gedéession.
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nommerl'orthodoxie mathématiqueLe professeur enseigne des mathématiques mafsagr’a

a les commenter : supposé capable de les enseign&st pas requis d’'étre capable d’en
parler. Seules les périodes de changement de pmogga annoncé suscitent des
commentaires sur les contenus, échangés parfascéée. Mais on est alors fort loin de
l'intimité de la classe et de I'enseignement quenrdmt, dans une certaine solitude
mathématique, ceux qui, lorsqu’une certaine effmmgace gagne les salles de professeurs,
situent alors leurs commentaires dubitatifs ou abdésca des niveaux fort différents de ceux

auxquels la gestion ordinaire des classes lesaiantf.

6.3. La relation de formateur a formé a laquellet sssujettis les maitres de stage affecte le
fonctionnement ordinaire des normativités profeslest Il s’agit Ia, en effet, d’'une dimension
nouvelle de la professionnalité enseignante, danispouvons saisir les normas statu
nascendi Ces normes, encore fragiles sans doute pour bepud’entre elles, et
incomplétement développées, semblent prises emtr@ngcien toujours vigoureux et un
nouveau qui se cherche et hésite. La base en ewtinement l'idée de« consell
pédagogique »pour reprendre une expression traditionnelle,grealysée, mais qui contribue
a donner leur nom officiel — celui de « professezosseillers pédagogiques » — aux maitres
de stage. Entre pairs, de tels conseils n'ont grtipe pas cours : ils risqueraient de violer et
la regle de liberté pédagogique et le principersédquel, parité oblige, un professeur en vaut
un autre, en sorte qu'aucun échange significatifsaeoirs professionnels ne saurait étre
pleinement légitime entre eux. Il faut qu'une asgmeés’installe pour qu’un conseil puisse
étre formulé, transmis, éventuellement regu. Aiesi va-t-il s’agissant de la relation —
ancienne en dépit d’évolutions plus récentes -ednspecteur et professeur. Ainsi devrait-il
en aller s’agissant de la relation entre maitretdge et stagiaire. Mais alors qu’un inspecteur
s’autorise a mentionner, dans un rapport écritsyprofesseur, louanges et critiques touchant
la vie mathématique impulsée par celui-ci danddase ou il lui aura rendu visite, les maitres
de stage, en général, s’en abstiennent — alors mj@mes stagiaires, on le verra, rencontrent
a cet égards de fréquents obstacles. La relatiomaitre de stage au stagiaire différe sur un
point encore de la relation de l'inspecteur au ggséur : la Iégitimité d’'un PCP a assumer ce

réle auprés d’'un professeur débutant est adossée aondition qui apparait de maniere

?2e quotidien du professeur, c'est par exemple @®arer I'enseignement qu'il donnera en seconddesur
thémedes triangles isométriques, non de disputer sdofeainede la géométrie du plan, ce qu'il ne fera le cas

échéant qu’en des contextes autres de sa vie piaieglle — par exemple lors d'un stage de formatimntinue.
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entétée comme presqgeme qua non le conseiller pédagogique doit avoir la respoitisab
d'une classe deméme niveau Faute d’'une théorie adéquate de Il'enseignemest de
mathématiques, telle est en effet I'unique et it pierre de touche du savoir qu'il
transmettra au stagiaire sous la forme de « canseilUne telle condition permet alors au
professeur de vivre une dimension de sa profesaib@mue le postulat de parité évoqué plus
haut lui refuse : faire connaitre a son jeune & g®>» le trésor pédagogique qu'il aura pu
accumuler au fil des années. La « pression a tretig» ce qu’on porte en soi apres des
années de pratique — qu’attestent nombre de demalelescrutement comme formateurs a
I'lUFM — pourrait ainsi trouver a se satisfaire dda cadre de la relation entre maitre de stage
et stagiaire. Mais elle vient buter sur I'existerttan rival froid, impavide, apparemment
castrateur : ''UFM et la formation que cette igion délivre effectivement a celui dont on
découvre alors gu’il n'est pas complétement le atgge » de son maitre de stage. Les
circonstances hostiles ne manquent donc pas allstament et a la perpétuation d’'une
relation de formation ayant une pleine légitimit@&iee spécificité assumée et reconnue. Pour
cela, la relation du maitre de stage au stagiainebe fréequemment devoir glisser, au fil du
temps, vers une relation de compagnonnage, un magg@anaitre a compagnon qui, a l'issue
de I'année de stage dans I'établissement, se smmanué, sans peut-étre que les acteurs

concernés en aient une véritable conscience, erelat®n entre pairs.

7. Devenir professeur : face au(x) programme(s)

7.1. La question des programmes semble, au poidépart, toute simple. Il n’en est rien. La
norme, sur ce point, est composite, et en évolu@ms la culture professorale telle qu’elle
se donne a entendre,dagespect sdes programmes s’affiche comme une exigence ésibent
liée a 'angoisse de ne padinir » le programme et au désagrément de se rendre compte
aprés quelques mois de classe, que, décidémenheodlke « finira» pas! Ce qu'est ce

« programme » qu’il faudrait respecter et qu’il deait finir n’est cependant pas tout a fait
clair. Son évocation souffre d’ailleurs d’une andim&trange : il ne s’agit pas tant, entend-
on, de respectde programme que de respectes programmes- et cela méme quand le

locuteur « natif » se référe a un programme bidergd@ne, celui qui vaut pour sa classe de
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seconde ou de troisitme par exenfpleLe programme auquel on se référe, que I'on
mentionne, que l'on vitupére, ressemble parfoisna antité semi-légendaire que I'on ne
connait que par des on-dit. Le stagiaire a quiise I'exigence — présentée comme allant de
soi dans sa formation a I'lUFM — de se reporterhagoe instant au texte précis du
programme et du document d’accompagnement quisluagsocié pourra découvrir avec un
peu d’étonnement que, derriere I'évocation « degmammes », se cache quelquefois, peut-
étre plus frequemment qu’il n'est porté a le croitme meéeconnaissance du texte du
programme que, d'ailleurs, dans la profession tglllle s’offre a son regard, on n’a pas
toujours a portée de la main et qu'on regarde stueemme une simpleheck-list
contraignante, certes, mais inutile pour concewtiréaliser I'enseignement attendu. Par
contraste avec cette norme ancienne, qui semldeégourd’hui encore largement dominante
— le programme comme carcan dont il faut suppddetyrannie, et non comme outil
didactique au service des professeurs et des slasde professeur stagiaire rencontre une
norme encore minoritaire qu'illustrent quelquesesamaitres de stage et dont la présence
résulte sans doute en partie de la percolation ativenimpulsée par la formation donnée a
I'IUFM. Selon cette norme, il ne faut pas seulememéespecter » le programrfie maisse
référer systématiqguement a,llé connaitre par une fréquentation prolongéestéy et par

un gquestionnement permanent portant en particudier,collége, sur les «compétences
exigibles » (ou, en seconde, sur les « capacitendates ») ainsi que sur les notions et
résultats qui les sous-tendent, le tout étant girérapport aux tenants et aboutissants de
I'enseignement a prodiguer — acquis antérieursilteds & démontrer ou & admettre, emplois
principaux de ces résultats, etc. On concgoit quecenfluent de ces deux orientations
normatives, le stagiaire ressente un certain teoulidvant des messages subtilement
divergents, et fondamentalement incompatibles, lgadnstitutions qui assurent son entrée

dans le métier lui envoient de fagcon tant6t exy@idiantot subliminale.

7.2. La norme émergente est rendue fragile paaitegtie, ayant entendu les injonctions du
programme, le professeur doit agir pour élaborerenseignement que le programme est

impuissant a créer par lui-méme. Or la traditiontgaci a privilégier un mode de pensée qui

% Dans le corpus examing, sur les 56 maitres de sfaiggvoquent le programme de la classe donskagyaire

a la responsabilité, seuls 23 d’entre eux le fontextement en utilisant le singulier. Les autres font réfé&men
auxprogrammesauxprogrammes officieleu encore aB0.

4 Le mot de « respect » est ici ambigu : il désigeetes une attention & I'endroit de ce que I'opeese, mais

aussi une réserve caractéristique. Respecter,d2esturer extérieur, en quelque facon, a ce quadspecte.
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ferait du programme un ensemble d'obstacles impadéadiberté pédagogique du professeur
plutdt qu'un ensemble de points d’appui et de nmmé&r favorisant I'élaboration de
I'enseignement a donner. La tension entre ces #@iens du rdle du programme est plus
sensible encore lorsque le professeur croit dguolposer un enseignement qui tienne compte
de certains caractéres de la classe concrételdotd responsabilité, comme il peut en aller a
propos d’'une classe dans laquelle une proportigroitante d’éleves aurait déclaré un choix
d’orientation déterminé. En ces cas, en effet, rieg@amme peut étre plus encore regardé
comme un systeme d’injonctions dont, subrepticenm@mntplus ouvertement, on entend
s’affranchir — ce qui, bien évidemment, confortextame dominante ancienne. Mais on peut
aussi regarder le programme et les documents @acdmpagnent comme un lieu de
ressources, y COmpris pour nourrir un enseignemesaint compte de certaines spécificités de
la classe a laquelle cet enseignement est adr@ssgoit ainsi que la surprise du stagiaire
devant des points de vue divergents sur le rolprdgramme peut se prolonger dans ce qui
est au cceur de son activité : la construction deesseignement. Cette opération essentielle
apparait d’emblée dans une opacité typique de @@pgpse a un regard extérieur le postulat
de la liberté pédagogique. Que peut savoir d’eltegffet, le stagiaire qui découvre le métier ?
Une norme au moins semble s’'imposer nettement enaféere : il lui faut « prévoir une
progression », c’est-a-dire une programmation aeesseignement sur I'année ou, du moins,
sur une partie substantielle du temps alloué. Mas&git la déja d’'un geste professionnel
« privé », que, traditionnellement du moins, chaaaoomplit pour soi, et dont il n’est pas
usuel de parler sinon pour le mentionner commeaiingu’on ne saurait questionner plus
avant entre collégues — chacun a sa progression,ildoeut étre satisfait ou moins satisfait,
etc. S’il existe bien une norme reconnue qui impa@sehacun de se référer a une
programmation supposée de son enseignement, istégxas de norme en ce qui concerne la
maniere deonstruirecette programmation : la technigue commune donétgphyte pourrait
espérer disposer s’efface ainsi derriere le patadera liberté pédagogique du professeur et
le mystére corrélatif de son activité professiolnglrivée Chacun devra inventer ou
réinventer sa maniére de faire, dans l'ignorancéaauéconnaissance de la maniére de faire
des autres. Cette situation dominante et anciepudaend a faire de chaque enseignant une ile
vivant en quasi-autarcie, ne comptant que sur sitiative propre, est menacée aujourd’hui
par une norme émergente déja signalée, liée aatape d’épreuves communes aux classes
d'un méme niveau d'étude, ce qui tend a aller de psec l'adoption d’une méme
progression par les professeurs de ces classen. d@die I'on ne dispose que de peu

d’'informations sur ce point, on peut penser qudaliération d'une telle progression
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commune se fait par confrontation des progresgiensonnelles élaborées préalablement par
certains des professeurs concernés, pour en faitie sne progression que chacun validera,
plutbt que par I'élaboratioab initio d’'une progression originale, type de taches pequél

aucune technique bien partagée ne semble exisi&ablément.

7.3. Une ébauche de programmation étant acquiseyrdéesseur stagiaire doit encore
« préparer ses cours ». Cette exigence apparaitsaite, a qui est familier du métier, comme
une évidence qui fait norme. Or, en un certain nende cas — plus fréquent sans doute qu’'on
n'ose le penser — le maitre de stage est le térdaine attitude du stagiaire qu’un
observateur peu averti pourrait taxer de négligencde dilettantisme. Il semble pourtant que
la ne soit pas véritablement la racine du mal, cenifattestent les nombreux cas de
professeurs stagiaires « angoissés », obsédég gauti de leur classe. Mais on doit alors
constater que linquiétude parfois excessive evdbonté affichée de bien faire que I'on
observe chez nombre d’entre eux ne se concréfisantoujours en des gestes de préparation
répondant aux attentes des maitres de stage. Rowgla ? Il semble que I'anomalie
constatée soit ici I'effet, tout d’abord, d’un mgtfiondateur du métier auquel ces nouveaux
initiés adherent sans avoir le recul et la saggs&gpporte I'expérience enseignante vécue.
Les mathématiques a enseigner — tel est le mytheefahtasme — n’appelleraient pas de leur
part un soin particulier parce qu'ils les dominerdigrace a leurs études et, tout spécialement,
grace a la formation durement acquise pour devannréat d'un concours de recrutement.
Tout se passe comme si le professeur stagiairesai d« Si je dois enseigner I'addition des
fractions, le probleme n’est pas mathématique pooir, je sais additionner deux fractions,
par exemple 2/3 et 5/7 ; le probléme est “danséléses, dans ma maniere d’avoir commerce
avec eux, de leur “faire comprendre” I'addition dfsctions, etc. » A cette lecture
simplificatrice de la situation (le probleme n’'gsts d’abord celui du rapport du professeur a
I'objet mathématique, mais celui de I'idonéité @a sapport au rapport naissant de I'éleve a
cet objet), il s’ajoute alors un second facteuue geut-on faire de plus pour « préparer ses
cours » quand on a rédigé des documents pourdesslqu’on les a corrigés, mis en forme,
amendeés, adornés de différentes facons ? Brefdoomra tenté d’élaborer un enseignement
gu’'on espere « impeccable » ? En ce point de gto@re, le professeur débutant doit encore
découvrir que, derriere le mythe fondateur, se eatchdes exigences opérationnelles,
concreétes, a forts effets de réel, qui appellertpnéparation attentive touchant les contenus a
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enseigner afin que ceux-ci viennent s'inscrire@ffement dans leopos® des éléves au lieu

de demeurer, de fleurir et de prospérer datspestoujours trop surchargé du professeur.

8. Devenir professeur : premiers pas dans la classe

8.1. Le professeur stagiaire découvre bientot guaréparation des séances en classe appelle
de sa part une certaine « méticulosité » tant lansniement des contenus mathématiques a
enseigner que dans la gestion des situations dsecld nouveau, la sagacité du débutant est
mise a rude épreuve : I'art de faire front a cegences multiples semble étre un art « tout
d’exécution » qui ne fait qu’exceptionnellementbfet de commentaires et, plus rarement
encore, d’injonctions. L'un des premiers pointsssdaute sur lesquels le professeur stagiaire
peut recevoir des « conseils » de son maitre de stancerne le choix des contenus de travail
en fonction de la catégorie de travaux qu’il s’adjidlimenter — « cours », « devoirs a la
maison », « controles », etc. Ainsi découvrirafial exemple qu’il est des « exercices » a ne
pas donner en contrdle, et qui pourtant pourrontrfio matiére a un travail adéquat en telle
ou telle étape de la vie de la classe. Du méme,dbdpcouvre — s'il n’en avait pas déja la
conscience vigilante — que le travail a proposesinnullement homogene et que, pour
satisfaire I'exigence de bonne adéquation des nastechoisis, il lui faut distinguer
clairement entre des cadres de travail différapialitativement » entre eux, qui structurent et
dynamisent la vie de la classe, sans cesser deunsbon calibrage « quantitatif », pour le

public d’éleves concerné, des contenus proposéaffaire est complexe !

8.2. La distinction de difféerents cadres de traf@iknit les piliers de I'organisation de I'étude
gu'il s’agit alors de faire fonctionner. Le problérast crucial, consubstantiel au métier méme,
et la solution apportée emblématique du mode dgemgent dans la profession et dans le

systeme des forces qui la maintiennent en I'étatadiont évoluer. Ici, le conflit normatif —

% Le mot grectopos lieu, entre dans la formation de mots bien contels que topographie, topologie, sans
parler de la théorie despos(ou desopoi). En théorie anthropologique du didactiquetdeosd’un sujet dans
une institution est I'ensemble des types de tadhsstutionnels dans I'accomplissement desquelsujet
intervient avec une certaine autonomie, méme tdhe considérée est accomplie dans le cadre dcingté
coopérative, ou le sujet interagit avec d’autrgetsuUn enseignement peut laisser aux élévesposplus ou
moins grand, ou I'éléve n'agit pas qu’en réactiomna injonction du professeur, mais ou il doit déciet agir
par lui-méme, fut-ce dans le cadre de micro-séqeeediactivité dont il se sent responsable. En os,detopos

de I'éléve, c’est ce dont le professeur fait détioluaux éléves.
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plutét que la paix — est, si I'on peut dire, laleedans les classes semble prévaloir une norme
hybride, fruit d’'un passé mal dépassé et d'un mteseomplétement assumé. Si, au collége
notamment, on n'en est plus a lancienne strudturatbinaire du «cours » et des
« exercices », le vocabulaire de cette antique enarde faire la classe continue de travailler
sourdement le systeme éducatif. La ou les textésiad$ parlent, depuis au moins deux
décennies, d’'une structuration fondée sur des ivitést» (qui n’existaient pas sous cette
forme dans l'ancien paradigme), produisant des maabté mathématiques qui font alors
'objet d'une mise en forme appelée « synthésea, dbxa professorale continue
imperturbablement a évoquer le «cours » et legercees », a ceci prés que certains
spécimens de la catégorie totalisante des « egsreicsont désormais proposés « avant le
cours », a titre d’activités « préparatoires ». &n point, le conflit normatif esa priori
incontournable étant donné la formation dispensd&BM, laquelle préconise de facon peu
ambigué le remplacement du schéma binaire tradidlopar un schémigrnaire, organisant
I'activité de la classe autour des trois dispasitifdactiques que sont les AER — activités
d'étude et de recherc—, les synthéses, les exercices & problémes erieet d’exercice
étant pris ici dans son sens \fai Quelle quelle soit, la mise en fonctionnement de
I'organisation de I'étude prévue souléve plusiedifficultés, dont la premiére vertu est de
faire découvrir au professeur stagiaire les noreresigueur ou en débat dans la profession.
Le tri dans les contenus de travail a proposertttarsainsi une difficulté souvent révélatrice.
Plus d’'un stagiaire sans doute est d’abord poéigde en une didactique de I'ostension, ou

le professeur présente de facon liminaire desmeiés de cours », dont la maitrise s’acquiert

%6 Nous reviendrons sur I'organisation ternaire é¢ukle et, tout particuliérement, sur la notion dRElans le
chapitre 5 de ce mémoire.

“’Dans une note publiée @&ulletin officiel de 'Education nationalelu I janvier 2004 et adressée « aux
candidats a compter de la session de 2005 » au SAREerne de mathématiques, l'usage extensif du mot
« exercice » fait, a propos de « I'épreuve suridossdu concours, I'objet de ce commentaire : tteCépreuve
est axée sur I'étude pratique, a travers un chexedcices, d'un sujet mathématique. Le terme “eixef’ est &
prendre au sens large ; il peut s'agir d’appliaaidirectes du cours, d’exemples ou de contre-elesnyenant
éclairer une méthode, de situations plus globaleploes complexes utilisant éventuellement des netirises
dans d’autres disciplines. » Appeler uniformémeakercices » ce qui a, dans le processus visé,ypmiclasse
d’éléves ou pour un candidat au CAPES peut-étretaiait deproblémesc’est évidemment se situer « du c6té
des vainqueurs », c’est-a-dire de ceux — professeurmembres du jury — pour qui les taches mathéonat
didactiques proposées aux éléves (et, ici, auxidatsdlau CAPES) ont cessé d’étre problématiquesnieau
mieux le statut de « simples » exercices, ce qaguablémes sont censés devenir peut-étre polauesats du

concours.
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ensuite par des exercices répétés — un peu comrpeuwsi apprendre a descendre une piste
noire, le skieur débutant ne pouvait faire autresehque... descendre encore et encore des
pistes noireg®! L'idée de progressivité d'un apprentissage resiesi généralement a
découvrir comme réalité en acte de la vie d'unessda Corrélativement, le débutant
découvrira aussi que, si la didactiqgue de I'ostem&st propice a la floraison de multiples
difficultés mathématiques, le travail de progressians la maitrise d’un savoir-faire suppose
au contraire un élagage préalal@deun plan d’enrichissement progressif de la pratique
mathématique de la classe. Dans le méme mouvetaatgbutant pourra accéder a une plus
juste appréciation de ce que nombre de professemment les « possibilités des éleves », et
méme, allant au-dela de cette norme a vrai dirgelfaent figée, prendre conscience de
I'existence dedesoins didactiquesles éléves, engendrés par le processus d’étudéeque

professeur entend piloter.

8.3. La variété des types d'activités d’'une classedoit pas demeurer dans I'abstrait : elle
doit s’incarner, ou tendre a s’incarner, en chaales séances de classe dont aucune ne doit
étre a « activité unique », méme si le professegiare n'a pas a suivre les plus rigoristes de
ses collegues qui, prétendant atteindre la forrpatéaite, poussent en avant une composition
de séance supposée idéale comportant par exem@pégitivement, une activité de recherche,
un temps de synthése, une période d’exercices aromection d’exercices. La norme qui
s’'impose en la matiére énonce surtout que la coadlune classe exige des temps différents,
dont aucun ne doit se prolonger indiment, qu’igsse d’'une correction d’exercices, d’'une
activité de recherche, d’'une synthése ou de laapadipn d'un travail hors classe. L'idéal
d'un temps segmentaire, qui découpe la séanceoendu quatre — voire cinq — segments
relativement brefs, et que le professeur fait agaselon unempodont il doit toujours rester
maitre, semble aujourd’hui une norme en puissaqaeinspire nombre de professeurs. Elle
entre en tension avec une norme plus complexeincompatible avec elle, mais qui insére le

temps court de la séance dans des durées pluselmnmlatives éventuellement a I'étude

%8 Cette didactique du déni d’apprentissage — onfaityque s'entrainer a faire des choses qu'il n’pas, a
proprement parler, a apprendre a faire — s'insipaidois dans les préparations aux concours de tesnant.
Dans un tel schéma, pour faire correctement leyeau un exposé oral devant le jury, le candidaine#té dés
le premier jour a... faire des exposés oraux, saf@ndui indique nettement qu’il y aurait quelqueosie de
spécifique aapprendre qui exigerait plus que le réglage par frottememipirique de gestes « simples », non

susceptibles d’'un travail réflexif adéquat.
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simultanée de thémes mathématiques largement riisjdi Le conflit normatif est ici
corrélatif de ce qui apparait comme un point fadtdela normativité professorale actuelle, la
gestion de la mémoire de la classe (et de ses nesinlgui, tant du cété du professeur que du

cOté de I'éleve, semble demeurer largement du iedsa< normes » privées.

8.4. Lorsque le professeur stagiaire se trouve tassalle de classe avec les éleves dont la
formation mathématique lui est confiée, d'autresgemxces qu'il n'avait pas jusque-la
éprouvées concretement vont se révéler a lui, deiamea parfois violente. D’'une fagon
générale, parmi les types de taches que le prafiesisst accomplir, le débutant peut étre
porté a ne voir que ces taches qu'’il peut regacdarme non coopératives, « jeux contre la
nature » dont le bon accomplissement lui appaagjeiment indépendant de l'intervention des
éleves. Ainsi en va-t-il notamment des taches @acemplissent en amont de la séance de
classe : programmation de I'étude, découpage dsé#mce et élaboration des contenus
d’activités, etc. La réalisation dans la classecdes éleves, de ce qui a été ainsi élaboré hors
de leur présence, fera alors découvrir au néopbve dans une mesure souvent bien
supérieure a ce qu’il suppose, les « jeux » profess sont tres largement coopératifs ! Cela
n‘'empéche pas que, a plusieurs égards, l'orgaaisatle lI'étude dans les classes
d’aujourd’hui soit I'héritiere d’un temps ou la quération entre professeur et éléves était des
plus réduites, comme il en va encore lorsque Iéepseur se borne a prononcer un « cours
magistral » — dont la construction est en effeks ttargement, un jeu contre la nature
(mathématique) —, les éleves (ou les étudiant9)taglars a étudier ce cours et « d’aprés » ce
cours, ce qu'ils doivent faire en indépendance alidae par rapport au professeur, avec
lequel ils n’ont ainsi commerce que par le truchenu® son cours, qui le « représente » (en
un sens quasiment diplomatique du terme) aupras<d®e Un vestige de cet effort ancien

pour organiser socialement I'étude d’une manieit@ddment coopérative — dont I'idéal serait

29 C'est un tel choix qui est préconisé dans la faimnadonnée. On lit ainsi, dans la notibe temps de I'étude
la remarque suivante: « Pour [élaborer un calendde I'étude], on doit décider si l'on procéde par
enseignement d’un bloc aprés I'autre, ou — ce gp&ut recommander — si I'on opte pour I'étude emlffEle de
deux blocsaappartenant a deux secteurs différents (voireua demaines différents), avec toutefoisdétalage
temporel entre les deux (en gros, il convient diad@passé les principales difficultés du premieuarplancer
I'étude du second) ».

%] a existé awix® siécle en certaines institutions, et il existeceacsous des noms divers, dépétiteursdont

la fonction consiste a expliquer aux étudiants ge g professeur avait présenté dans son courgtaie par

exemple le role des assistants de faculté il y eethequelques décennies.
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que, et le professeur, et les éléves n'aient aierjo que contre la nature mathématique — se
trouve aujourd’hui encore dans une norme plus ictspale que professorale, celle de la
« bonne gestion du tableau », expression qui désigm seulement des aspects formels (la
« mise en page » sur le tableau, la qualité deitige et des figures, etc.), mais aussi le
contenu mathématigue méme consigné par écrit deatablLa s'arréte — ou s'atténue
fortement —, traditionnellement, la responsabiliiélactique du professeur; au dela lui
succede celle de I'éleve, responsable de la quddit€e gqu’on ne nomme pas «la bonne
gestion du cahier », dont il est pourtant comptaBlette norme ancienne, qui ne donne a la
tenue de ses cahiers par I'éleve que le sens dasoese personnelle, et non d'une
participation a un effortollectif pour apprendre, est a la racine d’un conflit ndiineaec une
part de la formation donnée a I'lUFM, dans laqudédleprofesseur est en partie tenu pour
comptable de la qualité des traces écrites emtaatitil de travail de I'éléve et de la clasie

Ce déplacement de la frontiére des responsabditsctiques correspond a une évolution
sans doute a peine amorcée aujourd’hui, qui acclaiitement le champ de responsabilité de
I'enseignant en matiére de conditions d’étude appfentissage des éléves, mais qui, d'une
facon qui peut paraitr@ priori paradoxale, accroit aussi, au double plan quéliédt
guantitatif, les responsabilités didactiques desed eux-mémes, non seulement a I'endroit
de leurs propres apprentissages, mais aussi \is-deg conditions de travail de la classe
toute entiere, chaque éléve apportant ainsi son(éoocau contraire mettant des obstacles) a

I'avancée de la classe dans le processus d’étude.

8.5. Ainsi retrouve-t-on la classe par dela chades éléves qui la composent. Il y a la une
découverte que tout débutant doit accomplir, méames din cadre moins fortement coopératif
que celui que I'on vient d’évoquer. La norme, st sans appel : ne dialoguer qu’'avec le
tableau, et méme se risquer a dialoguer avec geelgéves pris un a un, ne suffit pas quand
il s’agit, selon I'expression traditionnelle, ddake la classe ». Pour cela, le professeur doit
s’adresser non a tel ou tel individu, mais au geoclasse (selon la terminologie

« moderne »). Constamment, il doit s’efforcer deseanbler le troupeau de ses éléves, au

31 Chaque professeur stagiaire doit en effet rassamell un corpus présenté par ses soins I'enserablaates
écrites de l'activité de sa classe lors des quslgéances qui précédent et qui suivent la séanite @it I'objet
d'une visite in situ dans un but de formation et/ou de validation. BEatigue, ce document appelé
traditionnellement « corpus B », réunit les tragestes de deux éléves choisis par le professagraite au sein
de sa classe. Le corpus B participe de la priséatination sur I'activité du professeur stagiaitgogie un réle

éminent dans le jugement qui sera porté sur lfinetfannée.
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double plan humaiet mathématiquesn ramenant vers I'action en cours ceux qui [Eoemt
s'égarer ou flaner a quelque distance de la. Gmtigence pesant sur le professeur de
rassembler la classe tout au long de la séancaradiiccontenu mathématique étudié suppose
de sa part un engagement constant, au sein mérfesgace de la classe, dont il doit ne
laisser aucune partie inactive, mais qu’au corgraidoit constamment surveiller, solliciter,
relancer, dynamiser. Il y a loin alors du professkisant son « cours au tableau » au
professeur engagé dans une espéece de corps aaapsque avec la classe. Cette nécessité
contemporaine tend a faire norme. Elle oblige lefggseur a une forte réactivité, qui lui
permette d’intervenir dans des épisodes qui ne@oerh partie prévisibles et auxquels il doit
se préparer pourtant au lieu d’agir a l'instar diobot préprogrammé. La classe se pliera-t-
elle a cet engagement didactique qui lui est réglamn, a 'opposé, entrera-t-elle dans une
culture de I'anomie didactique, qui est une aut@nigre, éprouvante pour le professeur,
d’attester que la coopération entre éleves et psefer est bien de mise, et qu'on ne saurait
faire la classe tout seul ? En ce point, un probl@ermatif se pose, qui reste mal posé par la
culture professorale traditionnelle. Celle-ci, dfete tend a dissocier deux plans de I'agir
professoral, qu'un méme mot, celuidiscipling devrait pourtant articuler. Il y a la discipline
mathématique, qui appelle normativement tout ce lgqurevient d’énumérer ; et il y aurait

« la » discipline, tout court, indépendante du enntétudié et des formes de I'étude, touchant
aux regles générales de la civilité, qu’il échoit professeur de restaurer lorsque sa
dégradation empéche I'entrée des éléves dansdiplthe mathématique. Telle est du moins
encore ladoxa actuelle en la matiére. Ses rejetons sont confeigprofesseur aurait — ou
N'aurait pas — diutorité sur les éleves, ressort mystérieux que, fauteedeattacher a
I'idonéité de I'enseignement proposé, on rattaattknairement a la personnalité supposée de
'enseignant. La classe elle-méme aurait une peeddé@ qui transcenderait les différents
enseignements donnés : il y aurait 'attitude etlimat de «la classe » — plutét que de la
classe danathématiques-, entité supposée préalable aux enseignementiplotiaires dans
leur diversité, et réputée évoluer sous l'influemieefacteurs souvent énigmatiques des lors
gu’'on ne les recherche pas dans les propriétéememgnements auxquels « la classe » est
assujettie. Par rapport a la formation que recailes stagiaires, le chantier normatif parait

immense !
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9. Autorité du professeur et régles de vie de laadse

9.1. Un certain nombre d’aspects importants deidadiune classe n’apparaissent, dans les
rapports des maitres de stage, que de maniergegahais lancinante, comme si leur mise
en lumiere posait probleme. Ainsi en va-t-il degleestion dite de dutorité du professeur,
gue mentionnent plus d’un tiers des maitres deestdge stagiaire dont nous avons déja parlé
— il s’agit de Sabrina — voit ainsi son autoritétehdre, selon son maitre de stage, en méme
temps qu’elle apprend a I'exercer de maniere «aidlante », en la maintenant « dans des
limites profitables et a la détente et a diversatx ». Le portrait de I'autorité du professeur
est ici tout de mesure. La situation est un pefédinte dans le cas de Sidney, car la classe
dont il a la responsabilité se révele « assez Inteys, « parfois pénible ». Dans ce contexte,
le professeur stagiaire est appelé a faire pretweed« autorité plus ciblée ». Ruddy, quant a
lui, travaille sur la question de l'autorité aveonsmaitre de stage, avec pour objectif
d’« éviter les bavardages, le bruit », afin que @imat » de la classe soit « plus favorable au
travail et a I'apprentissage ». Une autre stagidfanessa, a avec l'autorité un probleme un
peu difféerent : ayant établi des regles fermesidestvde travail, elle a tendance a s’y référer
tres souvent, ce qui est un symptdome d’un certataise, en sorte que le maitre de stage a
fixé avec elle un objectif de formation visant gagser ce qu’on peut appeler un état de sous-
autorité surmanifestée : « pouvoir obtenir & toomant le silence total, savoir accentuer et
faire ressentir aux éleves les “moments” didactqieets par la parole et la gestuelle, ne pas
parasiter ces mémes “moments” par des interventropsrépétées concernant les regles de
discipline suscitées, ce qui a pour effet d'effrieur solennité et de casser le rythme de la
séquence. » Le progres, en I'espéce, tiendra @dfiadgt Id’intervenir « beaucoup moins mais a
des moments plus appropriés », en distinguantn@svientions « urgentes » de celles qui
peuvent attendre la fin de la séance. Mais soutraqt,souvent, le manque d’autorité apparait
de maniére beaucoup plus claire. Une autre stagid@ssica, s’efforce, note sa maitre de
stage, de « montrer une certaine autorité ». Pudpute-t-elle, « il y a encore des progrés a
faire, car [Jessica] ne tient pas toute I'heurde.constat est prolongé en une analyse
étiologique par une maitre de stage apparemmenetr&erve : « Son probleme est di a une
personnalité qui ne s’est jamais imposeée, qui mdua se poser en responsable, en chef. Son
éducation stricte a la campagne I'a, je pense, eng@de faire connaissance avec la jungle
des adolescents des villes. » L’autorité, de téagen, est soumise a un régime de pénurie :
en regle générale, on n’a pas assez d’autoriggrille qu’'on en ait suffisamment pour obtenir

tel ou tel résultat, comme ce stagiaire, Henry, éciiit son maitre de stage, « a su faire preuve
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de suffisamment d’autorité pour juguler I'agitatiparfois excessive de ses éléves ». Mais
'usage de certaines marques d’autorité doit raster et maitrisé : ainsi du fait de hausser le
ton, voire de crier, ce que, indique le maitre tkges Henry ne fait que «de facon
exceptionnelle pour ne mettre fin autoritairementaqcertains conflits particulierement
stériles ». L’'autorité apparente est parfois tronsee Derriére le semblant de louange formulé
par le maitre de stage se cache un constat moipg&e : Henry peine a « contréler 'activité
de chacun de ses éleves » lors du travail en gretyp@ « certains éleves semblent étudier,

d’autres font semblant, d’autres [encore] s’amusent

9.2. Selon une autre métaphore, l'autorité n'es pamme une matiére qu’'on aurait en
quantité suffisante ou insuffisante, mais commaeattribut personnel, qu’on parviendrait ou
non a « imposer » a autrui. D’un stagiaire, Joanaitre de stage dira par exemple gu'il « a
su imposer son autorité a I'ensemble de la clask&xpression de cette autorité apparait en
méme temps incertaine, fragile. La maitre de sthigee autre stagiaire, Hermine, dira ainsi
que cette derniere redoutait les visites de sarendé stage, « craignant de voir son autorité
menaceée », alors méme que la maitre de stagechmmait « une autorité naturelle », qui se
révele notamment en cela qu’elle « s’adresse dakse avec clarté et assurance ». Dans le
méme temps, la maitre de stage note ce qu’ellempEsomme leredode la stagiaire et qui
révéle davantage de naiveté et de rigidité quetaid® véritable : « Les injonctions du
professeur étaient révélatrices de sa conceptibialén: “en classe écoutez le professeur,
taisez-vous ; et pour réussir les exercices il itsuffappliquer les propriétés et les
définitions”. » Autorité bien ambigué ! Dans ledil final, la maitre de stage s’exprimera a
cet égard sans ambages, en notant que la stagipossédait déja des qualités d’autorité, de
clarté et d’assurance qui lui permettaient d’effectsans probléeme une passation magistrale
des savoirs », mais qu’elle a fait de « nets pgren cela notamment gqu’elle a « réussi a
placer I'activité de I'éléve au premier plan ». lezs de figure sont nombreux. Tel stagiaire,
Arnaud, est présenté comme possédant une autoniés ¢erme », mais n’excluant ni la
« bienveillance », ni la «confiance ». Un autragitire, Kévin, dispose d'une autorité
« tranquille, mais ferme », qui «lui permettraesfient de s’adapter » a des classes plus
difficiles que celle de son stage en responsabihitéersement, tel stagiaire, Nathan, « n’a pas
réussi pour l'instant & imposer une certaine aifori: il a donc encore « besoin de prendre
assurance et autorité ». Dans le cas d’'un autggas®, Arthur, on apprend que ce n’est pas
tant le manque d’autorité qui est mis en causerguinauvaise organisation de ses cours. Une

stagiaire, Laurie, doit, a lI'inverse, « poser destgs d’autorité en relation avec le reglement
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intérieur ». Une autre stagiaire encore, Véroniagua,pas trouvé « tout de suite I'attitude a
avoir pour installer son autorité », d’autant plueelle devait faire face a des éleves dont I'un

au moins affectait de s’opposer a « tout ce qui pEarésenter l'autorité ».

9.3. Attribut quelque peu insaisissable de la perepl'autorité se manifeste en pratique par
I'instauration derégles de vie et de trava# exigence a propos de laquelle les maitres de
stage ne restent pas muets. C’est ainsi que Séyelimt les éléves sont « assez bavards »,
recoit le conseil de mettre en place « dés le ddbutannée » — la consigne vaut pour les
anneées a venir, bien slr — « des régles plusedrpgrmettant aux éleves de travailler dans de
meilleures conditions ». Le cas de Vanessa, dé&gus; permet de mieux situer le bon usage
des regles posées — que Vanessa a tendance erapgelfréquemment, de facon sans doute
trop rigide. Le maitre de stage y voit un cas darg encore inadéquat, faute, écrit-il, d’« un
peu de complicité entre le professeur et ses éles@m®me si la situation de confiance
réciproque, élément indispensable a la réussitéadie pédagogique, tardait a se mettre en
place ». Le travail amorcé par Vanessa doit éttguivi, estime ce maitre de stage, qui note
que «toutes les mesures ont été consignées jmrament dans le carnet de classe de
Vanessa afin d’'en étudier les effetsposteriori». L'autorité, on le voit, se gagne par un
travail méticuleux, persévérant, de constructiamd’ discipline partagée. Mais le bon usage
peut appeler aussi bien, selon la classe a laqoelleoit s’affronter, une attitude moins
bonasse ! C’est ainsi que Sabine, face a une dliesseconde « difficile a tenir et d'un niveau
faible », recoit le conseil de «s'imposer aveccéos, en plagant « des repéres précis et
incontournables », qu'il faut faire respecter eautdrisant « aucun débordement ». Dans ce
combat pour I'imposition de regles efficaces, Sabiloit d’abord combattre « sa peur de
mécontenter les éleves », en assumant par exernpjeoder une aide individualisée « a ceux
qui en ont besoin », alors que, en sens inverleaaetommenceé par renoncer a imposer a la
classe un devoir a la maison par semaine. Il @stoure, a l'instar de Jessica, mentionnée plus
haut, nombre de stagiaires sont surpris par desudsts d'éléves « constamment
provocatrices », qui les mettent aux prises avec«unon-respect des regles citoyennes
courant a ce niveau », et auquel la maitre de st#ge associe le «refus de l'effort
personnel ». A linverse, on découvre que l'auéotitanquille va de pair avec une bonne
adégquation des contenus d’activités proposés Bmsse: C’est ainsi qu’'une stagiaire dont la
maitre de stage indique qu’elle « exige le silemcs, plus généralement, «le respect de
bonnes régles de conduite » est arrivée enadus vivendde qualité qui, significativement,

nous est décrit ainsi par sa maitre de stages éléaves sont habitués a participer et le font

50



avec beaucoup de bonne volonté car ils respectentr@®, qui leur propose des activités
intéressantes.» Discipline de vie et discipline mathématique tvde pair : « Corinne fait
vivre dans la classe une curiosité mathématique.él&ves posent beaucoup de questions et
sont tres actifs. » Un autre stagiaire, Théo, aalasse difficile. En difficulté face a elle, il a
progressé, et doit progresser encore ; mais ibeed’et déja appris une chose : « une séance
construite avec des objectifs didactiques prééipdumet une plus grande assurance, et l'aide
a mieux gérer jusqu’aux problemes “de disciplineRar dela I'adéquation de leurs contenus,
le bon cadrage des activités est une variable [dendlathan, qui, apres plusieurs mois, est
loin d’étre parvenu a résoudre les problémes dal®ita classe, est invité par son maitre de
stage a persévérer dans son effort pour « établirrdgles en classe, comme il I'a fait
d’ailleurs, et bien fait, pour le travail a la mais des éleves » — ce qui lui permettra
« d’'intéresser une majorité d’entre eux » et de é&#e ecouter ». Bien entendu, ajoute un
autre maitre de stage, il faut « savoir faire la gas choses » et, en I'espéce, « ne pas exiger
le silence total ni une écoute maximale des lemgmes minutes du cours ». L'expérience
montre en effet que I'écoute et le silence se fepresque naturellement » au bout de
quelques instants, des lors que le professeur uiestales « échanges structurés et

bienveillants », lesquels sont « de nature a mietsréleves en confiance ».

9.4. Lorsque, néanmoins, la recherche dhodus vivendest troublée par certains éleves, le
probleme de la sanction surgit. Deux idées émergesitrapports des maitres de stage. Tout
d’abord, en certains cas, « il ne faut pas hésiteanctionner ». Ainsi la maitre de stage de
Charlotte écrit-elle franchement : « Je suggere lgsetleves n'ayant pas fait le travail s’en
excusent des le début du cours. S’ils ne s’excugast ils doivent étre sanctionnés. » Tel
autre stagiaire, Matt, est incité par son maitrstdge a ne pas « hésiter a rappeler les régles,
voire a sanctionner les éleves ». Le maitre deesiagMax lui reproche nettement « trop de
mansuétude » et « trop d’hésitations a sanctiodesréleves difficiles ». Pour une stagiaire,
Véronique, il s’est révélé «trés difficile de stogner ». Animé par le « désir de ne pas
sanctionner systématiquement », Max, on I'a vuudgire preuve de trop de complaisance.
Mais la frontiere est d’'un tracé malaisé. Car, énma temps, la profession semble regarder
comme une erreur, et peut-étre méme comme une, fantenaniement trop lourd de la
sanction. On a vu plus haut la référence a « uribenme appréhension de la hiérarchie des
sanctions ». Confrontée a des bavardages incedsamitd'une séance de fin de semaine de
16 h a 17 h, Charlotte, précise sa maitre de stagesu trouver une solution sans sanction

lourde ». Le maitre de stage d’Henry lincite a sem de facon juste des sanctions
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disciplinaires prévues par le réglement intériawrcdllege ». Véronique, dont nous avons vu
la difficulté a sanctionner, a changé au fil du pemdésormais, elle « sanctionne quand cela
est nécessaire », point délicat sur lequel un atagaire, John, a diment travaillé avec son
maitre de stage. Il y a en tout cela un double eaggfgsage progressif qui reste tres
généralement a faire : assumer de sanctionner,rerd§donéité de la sanction a prononcer.
Corinne, dont nous avons vu qu’elle était parvesnue bon équilibre de vie et de travail de la
classe, n'avait pourtant pas si bien commencé déut, rapporte sa maitre de stage, elle
« hésitait un peu a donner des punitions », « Bléésa vite su que c'était nécessaire et n'a
pas hésité ensuite a sévir ». Telle est, de faboégée, I'histoire de maint stagiaire : passer
d'un état de non-conscience du probleme a une gdEmmMferme, mais sereine, de la

nécessité de la regle et de I'incontournable obbgade sanctionner les infractions a la régle.

10. Bruissements mathématiques

10.1. La référence aux mathématiques n’est paketotat absente des rapports des maitres
de stage. Elle n’est pas non plus le premier agsenderations ou des analyses apportées par
les maitres de stage. Pourtant, un examen plugifitte corpus étudié révele un bruissement
constant du « souci mathématique », exprimé a rsades principes didactiques plutot
gu’illustré sur un matériel mathématique détermind@éme si un tel matériel apparait, ca et
la, pour appuyer tel ou tel développement. On déja le principe selon lequel le professeur
doit s’efforcer de rassembler la classe autoura@htenu mathématique et des activités qu'il
détermine. On a noté aussi la mention du « nivealusieurs fois déclaré « modeste », de
telle classe en mathématiques, ainsi que de I8ht@résenté souvent comme « limité », que
les éléves portent a cette matiére. L'évocationaghport aux mathématiques des classes n’est
cependant pas a sens unique : tel maitre de stajgre ainsi que certains éleves viennent
spontanément a une séance de soutien en mathéesatigpour le plaisir ». Certains
professeurs ont inscrit leur classe a un rallyehéraatiqgue ou a une sortie a theme
mathématique. Généralement, la mission du profe$s@uene a se tenir dans un entredeux :
d’abord, «rassurer » les éleves «sur les chosahématiques » ; ensuite, instaurer un
« dialogue mathématique ». Un tel dialogue suppmeelangue idéale que les rapports des
maitres de stage s’attachent a décrire comme emb@reie précision, de rigueur, de
correction, par contraste avec ce qui semble foisorhez certains débutants : erreurs et

imprécisions, manque de rigueur dans I'emploi doabolaire mathématique a l'oral — les
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formulations écrites semblant davantage exemptesritigues. D’une maniere générale, la
correction, la précision, la rigueur « mathématigueonstituent un critéere sensible du
jugement que le maitre de stage porte sur I'aétpibfessorale du stagiaire. L'un d’eux note
ainsi que le stagiaire est « trés attaché a laugmathématique », un autre qu'’il « a fait de
réels efforts pour améliorer la précision de sowabalaire », tandis qu’'un autre encore,
soulignant les progres réalisés, note tout de nfiree< des progrés sont attendus et tout a fait
possibles dans la clarté de I'expression et laigig@@t du vocabulaire ». D’'un autre enfin, le
maitre de stage écrira : « son attachement a leeurgmathématique n’a pas changé, aussi
bien en ce qui concerne le contenu que la rédastid@ien entendu, comme sur d’autres
aspects de cette exigence normative posée;oldgenu précis de la «rigueur », de la
« précision », de la « correction » est largemeassg sous silence dans les rapports examinés.
Toujours est-il que semble prévaloir I'idée d’'unthodoxie de I'expression mathématique,

que les professeurs stagiaires sont appelés afideat a faire leur.

10.2. Les rapports sont riches de considérations lsucommerce que les stagiaires
entretiennent — ou devraient entretenir — aveariathématiques. Ainsi plusieurs maitres de
stage observent-ils que leurs stagiaires ont usiervitrop « atomisée » des mathématiques,
gu’'ils percoivent d’'une maniere insuffisamment gligh) parce qu’ils tendent a occulter les
liens de solidarité entre les notions et résukatseignés, qu'ils ont par contraste tendance a
traiter comme des éléments isolés. Tel maitre algestqui reproche ainsi a son stagiaire de
« traiter le programme en entités cloisonnées adpandantes », souligne qu’il gagnera par
exemple a « relier la proportionnalité avec la faclinéaire, la factorisation aux équations
produits ». Au lieu de tenter d’obtenir des éléuwes maitrise d’éléments mathématiques
isolés, les stagiaires doivent, comme le souligneautre maitre de stage, « envisager un
réinvestissement des compétences étalé sur uneepsa@n plus globale ». C’est ainsi, ajoute
le méme rapporteur, que le théoreme de Pythagoaie&atilisé en géométrie dans I'espace (a
propos des cones et des pyramides) et encore eaadclil du cosinus d’'un angle aigu d’un
triangle rectangle. Par ailleurs, indiqgue un al@P, la capacité du stagiaire a prendre une
perspective plus large sur le corpus mathématiqunseigner permet un dialogue plus
substantiel entre stagiaire et maitre de stageammoent lors de la préparation de
I'enseignement a donner — alors que, semble-t-ggérer, ce dialogue devient impossible
lorsque I'émiettement du contenu mathématique piteva propension du stagiaire a adopter
une vision plus globale du corpus mathématiquesg&igner semble dépendaepriori, dans

une certaine mesure, de sa maitrise des conterthémmetiques ainsi que de son engagement
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dans la préparation des séances avec les éleuase Dianiére générale, les maitres de stage
sont peu critiques a I'endroit de la culture mathique de leur stagiaire : a peine trouve-t-on
un maitre de stage qui, tout en affirmant que sagiagte «a une maitrise tout a fait
satisfaisante des diverses connaissances a enseign®ue de ne pas hésiter a « poser des
guestions lorsqu’un point lui pose probleme ». @eoti inentamé de la « solidité » des
connaissances mathématiques dont seraient polésulleuréats des concours de recrutement
ne cedent un peu que devant I'exigence du trap@tiEquement professoral de préparation
des cours : alors que beaucoup de stagiaires stisgent sérieusement dans ce travail,
guelques-uns d’entre eux suscitent des critiqyasur une réflexion insuffisamment adéquate
ou un manque d’investissement personnel pour caircet/‘conduire des activités « porteuses
et adaptées a la classe ». D’'une facon sans daytewplus révélatrice, les maitres de stage
s’autorisent un point de vue critique plus net ldés qu’ils examinent, non les connaissances
mathématiquestricto sensude leur stagiaire, mais le contexte de la misgeende ces
connaissances. L'un d’eux regrette ainsi que «pledongements des mathématiques vers
d’autres sciences ou domaines faisant partie oudngorogramme de la classe [soient] hélas
peu abordés ». Le ressort de cette critique ntesty entendu, pas a chercher du cété de la
connaissance, mais bien du coté de « l'intérétéfiages ». Un maitre de stage, qui regrette
gue ne soit pas proposée, a propos d’un problésaediss sciences physiques, « une analyse
des difficultés non mathématiques soulevées pdeluyorobleme », précise ainsi qu’une telle
analyse permettrait a chaque éleve de se lanagneerent dans la recherche. Un autre maitre
de stage, qui incite son stagiaire « a présentge tootion dans un contexte plus général,
mathématique, historique, physique ou économigaegrpemple) », indique, péremptoire, ce
qui justifie a ses yeux une telle « habitude » aepart d’'un professeur: «cela motive
davantage les éleves, quel que soit leur nivealn>maitre de stage constate qu'il reste a son
stagiaire a donner « vie et chair » a son enseigntrat cela, quand c’est possible, « en usant
de quelques arguments culturels extra-mathématiqilestoriques, anecdotiques,
étymologiques) ». La raison invoquée retrouve ugument déja rencontré : «les éleves
apprécient tout ce qui sort les maths de leur “tdiivoire” » et de leur « apparente
perfection ». D’une facon plus générale, on invoqussi le souci de faire apparaitre les
raisons d'étre des notions enseignées, en se méfidhistoire et au « monde réel » comme
contextes de l'activité mathématique. On ignorees suggestions seraient maintenues s'il
était reconnu qu’un tel questionnement, de telédrences rebutent les éléves plus qu’ils ne

les motivent! Apparemment, il s’agit la de conseihspirés d’'un certain opportunisme

54



pédagogique plus que d’'une exigence épistémologigiépendante de l'attitude des éléeves a

son endroit.

10.3. Dans la ligne précédente, les considératdes maitres de stage touchent aussi a
I'utilisation des TICE et des calculatrices, thewopa, lui aussi, leur apparait sans doute
spécifiqgue de I'activité qui est la leur, et qu'dguent dans un entredeux, entre pur savoir
mathématique et souci de I'éleve. Il semble, a éxamles rapports, que I'approbation
généralement formulée a I'égard des stagiaires llmabi ou tentant de mobiliser les TICE
reste un peu «théorique », comme si les maitrestalpe envisageaient avec faveur une
évolution dans laquelle, pourtant, ils ne précédatgpas sensiblement leur stagiaire. Aussi
les descriptions se font, ici, plus naivement cetes, comme s'il fallait rendre compte de
pratiques non familiéres. Un maitre de stage déamgi le stagiaire projetant sur le tableau
une figure construite a l'aide de Géoplan et «ddamt manuellement a la craie au fur et a
mesure de I'avancement de la démonstration ». Wre aapport prend soin de dire que la
stagiaire travaille « dans une salle de mathémadigguipée d’un ordinateur relié a un grand
téléviseur » — situation que I'on prend la peinedéerire explicitement alors bien sdr qu’on
ne précise pas qu'il y a un tableau noir. Tous@&mnble encore, en cette année 2003-2004, de
I'ordre du nouveau, sinon de I'inédit ! Les élévieign entendu, sont au diapason : le nouveau
les passionne et lorsqu’un stagiaire propose dasaecun travail sur Géoplan (portant sur un
parallélogramme « amovible »), les éleves « adoremtn maitre de stage indique que le
stagiaire « projette prochainement de faire fomctey une machine avec tablette de
rétroprojection pour simuler une expérience aléatei et ceci en classe entiére; et de
conclure en prenant a nouveau les éléves pourepiertouche : « tout ceci tend a diversifier
agréablement I'offre mathématique faite aux éléexeka distance qui s’affiche ici avec
'usage d’'un tableur ou d’un logiciel de géométtimamique est manifestement moindre en
ce qui concerne I'emploi d’une calculatrice. Erces, les maitres de stage semblent retrouver
leur position de familiarité maitrisée avec un loddint ils peuvent alors apprécier de maniere
plus experte la croissante ou l'insuffisante mgétrchez leur stagiaire. De fagon typique, un
maitre de stage écrit a ce propos: « La placeadealculatrice est maintenant mieux
ameénagee : son role, son utilisation sont mieunéfies consignes du professeur sont plus
précises ; I'éleve sait a quel moment il peut sgilisa machine, pour calculer directement, ou
au contraire pour vérifier son résultat : il esdigpensable d’amener I'éleve a la maitrise de
cet outil : les difféerentes possibilités de sorlisgtion (tester un développement en calcul

littéral par exemple) peuvent étre approfondie&lebalement, pourtant, le regard porté sur
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cette dimension de I'activité professorale s’exgride maniere encore retenue. Ainsi de ce
maitre de stage qui note que son stagiaire « rimytds d’utiliser les matériels mis a
disposition dans le college » — vidéoprojectewsadte d'informatique —, et qui conclut d’'une

facon un brin lyrique : « ceci montre une volongéfaire des mathématiques vivantes ».

10.4. Les maitres de stage reprennent une ausmsigmée des lors qu’est concernée la mise
en relation des éleves et des mathématiques agamrseAinsi reprochera-t-on a un stagiaire
d’avoir « mal cerné » le contenu mathématigquagible et d'avoir du coup imposé des
exigences mathématiques bien au-dessus de ceblexiGiest 1a, de fait, une des difficultés
sur lesquelles achoppent les débutants : le fapprdposer des travaux — des « exercices »,
comme dit le jargon professoral — trop difficilese qui a pour conséguence presque
automatique un enseignement ou « les savoir-faserdiels [ne sont] pas assez mis en
évidence ». Le caractére spécifigue de certainégulies mathématiques est, dans ce
contexte, volontiers souligné. Ainsi en va-t-il epos de la mauvaise prise en compte par
telle stagiaire de « la difficulté qu’éprouvent kgves & manipuler les objets algébriques ».
D’une facon générale, le premier « jet » du délduapparait trop complexe, trop peu lisible,
faisant fond sur une abstraction que les élevenaitrisent pas — en matiere de calcul littéral
comme en fait de raisonnement géométrique, par pieerPour aller vers une meilleure
adéquation, il convient non seulement de se perstirele contenu enseigné aux éléves dans
'année précédente, mais aussi sur les connaissamatématiques que la majorité d’entre
eux possedent réellement a leur arrivée dans Eselau I'on enseigne. Il s’agit la d'une
condition essentielle si I'on veut atteindre I'égie les rapports des maitres de stage
dépeignent comme le critere premier de la réuskitprofesseur de mathématiques dans sa
mission : faire que la classe, et chacun des élaydsla composent, «fasse des
mathématiques » — en fasse « réellement ». Lolgqofesseur parcourt sa classe alors que
les éleves se livrent au travail gqu'’il leur a assigc’est cela qu'il doit d’abord vérifier : que
tous font bien des mathématiques. L'activité penstle de I'éleve, contemporaine d’'une
autonomie mathématique plus grande de la classenanéme temps la condition pour que
s’instaure «un dialogue mathématique », se tradtipar une discussion mathématique
«vivante ». C’est a ce prix que I'on obtient désultats d’une qualité qui pourra méme

surprendre le maitre de stage. Une PCP écrit ainsi

A ma derniére visite, [la professeure stagiair¢]diés exercices sur les pourcentages, la mise en
équation et la résolution de ces derniéres. Lesciees étaient trés bien choisis, permettant uratdéb

sur la résolution par des choix différents d'incoenDes éleves, d’habitude inactifs et un peu tebel
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aux mathématiques participaient a mon grand étoantla résolution et a la rédaction des exercices
Dans la classe les éléves travaillaient seuls odguax, cela faisait un peu de bruit, mais tousajert

de maths.

Pour arriver a un semblable résultat, la mise dratdées idées et des gestes est un impératif.
Lorsque celui-ci est heureusement satisfait, lespgy s’ordonne selon des lignes
harmonieuses, ce dont un maitre de stage témoigoesetermes : « La validation d’'un savoir
devient I'objet d’'un consensus argumenté, les détnations mathématiques reprenant ainsi
leur place naturelle. » En sens inverse, I'occultapar le professeur de ce qui peut surgir
dans le travail de la classe a en général desseffietbigus. Ce méme maitre de stage
regrettera ainsi que « I'éventuelle non-linéarité apparaissait dans le graphique restitué au
tableau [n’ait] pas été I'objet d’'un débat ». Ardmine de cette réprobation discréte, on trouve
un quasi-postulat, a savoir que le professeur doitduire la classe «en cherchant
constamment a attiser la curiosité mathématiqusedegléves », ce qui suppose a la fois de
laisser « une place importante au travail de retigeindividuel » et de faire sa place a un
travail collectif de «réflexion mathématique »,r pexemple sur «la pertinence d’une
explication » ou sur « la généralisation d’'une gotu». Cette curiosité mathématique que le
professeur doit « faire vivre dans la classe » sg@sans doute qu’il manifeste lui-méme une
authentique curiosité mathématique. Mais elle sspgdus encore de donner une place réelle
aux éléves, afin qu'ils puissent « prendre [le]bh#ne mathématique [proposé] réellement a
leur compte » — ce que ne permet guére, par exetmeptecours, préférentiel chez certains
stagiaires, au « cours dialogué ». Tout cela, bignne va nullement de soi : il est plus facile
d’évoquer des « activités enrichissantes », « jadgement choisies », que d’en concevoir et
d’en réaliser de facon véritablement réussie, m&me’'est bien la I'objectif que doit
constamment viser le jeune professeur, en s’appusyares « initiatives mathématiques » de
ses éleves. Le tableau ci-aprés, que brosse urerdaitstage, fournit, de cette ambition et de

cette difficulté, une bonne illustration :

L’'organisation didactique est donc un domaine prés au sérieux par la stagiaire. La marge de
progression réside en I'émergence d’'une curiosdéthématique plus soutenue au sein de la classe, le
« petit plus » du professeur... Cette capacité &aimer les éléves dans une démarche de
guestionnements induits, de conjectures élabosizg, affinée quand cette « aisance pédagogique »
dans la classe que jai citée plus haut sera digBnient acquise. Elle se fera par le biais d'ubadé
plus concerté avec le professeur, de questionsis@goanimées, de petites énigmes qui apparaissent
soudainement et seront inscrites sur un coin dedaabde digressions contrdlées... Nous avons sbuve

évoqué l'idée qu'il fallait pouvoir quitter « a sain » la trame didactique d'une séquence afin d'y
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revenir en lui donnant plus de poids. Il est vependant que c’est I'expérience et I'habitude at@unt

qui formeront le corps et I'opiniatrefsic) de telles digressions !

10.5. Les visites que les maitres de stage rendeleur stagiaire en classe les mettent
régulierement devant des pratiques mathématiqueslears rapports se font parfois I'écho
de maniere davantage détaillée. On observera ganme que tel petit travail mathématique
consomme trop de temps : ainsi de la manipulatienddnnées, leur rangement dans un
tableau, en statistique. Généralement, pourtastrdpports se bornent a décrire le contenu

mathématique sans guére le commenter, comme & eans le passage suivant :

On commence par une activité sur les valeurs exagitdes valeurs approchées ou I'on remplit un

2000 Tt , _ R SR
tableau pour les nombre#, g 2— 5]?3 ensuite on compare= 5\/5 +7etB= 5\/5 5 enfin un
. . - . . 911664
travail est proposé pour montrer les limites dedlaulatrice en cherchant a compadéet665857 La

séance s’est bien déroulée.

Le méme rapporteur, a propos d'une autre visiteraéc « Il n'y a rien a reprocher au
contenu, mais la forme n’a pas laissé assez de glatappropriation des notions par les
éleves. » On retrouve ici la loi que nous avions'axercer plus haut : on ne touche pas — ou
guasiment pas — au contenu, mais a sa mise endactique. C’est ainsi que, ayant assisté a
une séance de révisions sur les équations, un &@Rile plusieurs reproches a I'endroit du
stagiaire, par exemple du point de vue du manqueprdeision et de rigueur dans
I'expression ; mais les exigences « mathématiquemrespondantes renvoient ici moins aux
mathématiques elles-mémes qu’a une certaine idée dai est didactiqguement approprié aux
éleves — tel le fait d’éviter tout langage relaateéqui pourrait induire les éleves en tentation.
Ainsi en va-t-il dans le passage suivant :

Il convient aussi d'étre précis et rigoureux damsnianiére de s’exprimer car 'ambiguité des propos

entraine une compréhension incomplete voire err@iéa parler « des termes ei» et non pas « des

X », bien dire « on retranch& @ans les deux membres » et non pas « or6aib...).

En sens inverse, et selon une attitude déja croplugsehaut, on verra telle maitre de stage
s’enchanter de l'initiative du stagiaire mobilisaes moyens « modernes » de travail — ce que

montre le passage suivant de son rapport :

Le professeur propose un diaporama avec vidéopeoiesur le probleme : « Pour quelles valeursg de

a-t-on 1,567 (58,019- x) = 10,55 ? » Le diaporama proposé par Charlesmmamt travail personnel
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intéressant et trés recherché. Les éléves réporitestbien au probleme posé (comment écrire

autrement (58,019~ x)) et font émerger la propriété de suppressiorpdesntheses.

10.6. L'autorité du PCP trouve a s’exercer de nranus autonome dans un autre domaine
de formation encore qui, semble-t-on penser, n'dgre qu’a lui : celui de la programmation
de I'étude au long de I'année. A cet égard, il Sengue le savoir-faire soit d’autant plus la
chose de la profession que celle-ci regarde usaebir-faire comme fruit de I'expérience
pratique de I'enseignement plutét que comme susatet’'une connaissan@priori que les
stagiaires pourraient apporter avec eux. Aussidaification de I'étude se fait fréquemment a
deux, le stagiaire se soumettant alors souvenbau @e vue du maitre de stage, et méme au
point de vue élaboré par un ensemble de professguirdui imposentde facto leur

« progression commune ». Ainsi un maitre de stagfe-tnil significativement dans son

rapport :

Pour le premier trimestre nous avions prévu lepites suivants :
— Les nombres

— Triangles isométriques et triangles semblables

— Fonctions : premiére approche et premiéres diéfirsi ; variations

— Statistique descriptive

Le méme maitre de stage notera d’ailleurs quedgiate a suivi cette progression mais
gu’'une interruption des cours due aux intempérieslui a pas permis de la réaliser
parfaitement. De la méme facon, une maitre de statgra la volonté émancipatrice de sa
stagiaire du point de vue que nous évoquons idNoks avons également envisagé des
possibilités de progression annuelle et Arianena teélaborer sa propre progression, menant
de front numérique/gestion des données et géométha vrai, le professeur maitre de stage,
et a travers lui toute la profession, tient les xdaxtrémités que sont d'un coté la
programmation en grands « chapitres » successifsimultanés, la vision globale des
mathématiques a enseigner inscrites dans le temparthée scolaire, et d’'un autre cété la
vision du détail, de ce détail ou, semble-t-il,j@ge la qualité méme de professeur — et, en
grande partie aussi, la qualité de I'enseignemetiitmput donner. Un maitre de stage indique
ainsi que le travail avec sa stagiaire a porté dmirnombreux points de la pratique

mathématique en classe, qu’il énumeére en ces termes

— Comment exécuter et exploiter un calcul, uneréigu
— Comment mettre en ceuvre les connaissances ehdésodes pour la résolution de problémes

simples ;
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— Comment rédiger clairement et rigoureusemenrgxescices et les devoirs ;

— Comment montrer aux éléves qu'un raisonnement n&thématiques doit comprendre des
enchainements logiques et ne doit pas étre uniquame suite de lignes et de calculs sans lierre ent

eux.

Dans certains cas, cette orthodoxie supposée egtémdpar toute une équipe de professeurs,
celle du college ; le stagiaire ne peut alors mangie s’y soumettre. Ainsi de ce jeune

enseignant que décrit le passage suivant :

En géométrie, Arnaud, comme I'ensemble de I'équipeMaths du collége, demande aux éléeves une
structure récurrente des réponses : « je sais guarsi ... alors » « donc » qui semble les aithers

leur apprentissage de la démonstration.

A nouveau éclate cette évidence : I'orthodoxie &w@matique » se prévaut d’'un fondement
« pédagogique ». De ce point de vue, les orthodgxiefessorales, on I'a évoqué, integrent
souvent le principe selon lequel ce qui est distaie doit étre distingué : ainsi des

« conjectures » et des « résultats démontrés encaore des valeurs approchées et des valeurs
exacte. Tel maitre de stage conseillera a sonastagle « [...] bien s’assurer que les éléves
distinguent clairement une définition, une progjéine conséquence ». Semblablement, une
stagiaire recoit le conseil d'« appuyer son propas la visualisation des hypotheses et
résultats obtenus, sur une figure claire et prétésplus souvent possible tout au long de la
séquence ». Le poids du pédagogique sur le matlgtreaest ici net, au point méme

d’entamer parfois I'authenticité des mathématiques.

10.7. Malgré cet assujettissement apparent du mmatgue au pédagogique, le
mathématique demeure l'alpha et 'oméga, le fondenet I'horizon de I'activité du
professeur. Négativement, par exemple, un maitrestdge dira de sa stagiaire que son
manque de présence « empéche [encore] le cours di@thématiquement vivant ». Un autre
stagiaire sera, de méme, tancé pour un « conterthématique trop maigre » dans les
activités proposées et, en conséquence, « un esdormel des notions qui sont censées en
émerger ». La « mathématisation » de la vie dddase passe par exemple, note un autre
maitre de stage, par un usage « abondant » degstaeuhniques, et par leur réemploi
systématique par les éleves — a charge pour leggedr de veiller attentivement a ce qu’il en
soit ainsi. Plus généralement, on I'a vu, la réasdu professeur se mesurera a sa capacité a
promouvoir une vie mathématique authentique paesi&eves, tant au plan des attitudes que

des pratiques.
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Epilogue

Lorsque, quelgues semaines apres avoir été recuCAIPES ou a l'agrégation de
mathématiques, I'éleve professeur stagiaire efeeca prérentrée puis prend en main sa
classe, il vient buter sur un « mur normatif » doat nombre de cas, il ne soupgonnait pas
I'épaisseur, alors pourtant gu’il croyait avoir glogies « idées » sur le métier ou il entre. |l
découvrira ainsi, peu a peu, tout a la fois la ddirain a laquelle il doit désormais se plier,
et lesincertitudesde cette loi, qui sont une invitation a exercear gela une normalisation
plus ou moins facilement assumeée, sa propre puisesanrmative. Car la construction du
mur normatif qu’oppose le métier tel qu’il est ri’es vérité jamais achevée, alors méme que
certaines de ses parties se dégradent au poinbade n’étre plus que ruines. La situation
est essentiellement ambigué. Entrer dans le métiest se soumettre a certaines réegles
définitoires, consubstantielles au métier. Pourtess regles ne sont pas elles-mémes définies
de facon univoque, au point parfois de semblerigissables et, quand on les découvre,
inattendues. Ainsi en va-t-il tout particulierementpropos des contenus mathématiques a
enseigner dont, d’abord, on ne parle guere entresge métier, pour cette raison que chacun
est censé les bien connaitre. Alors que, du faisaleeussite au concours de recrutement,
I'éléeve professeur stagiaire pouvait croire avoaidsé derriere lui les « mathématiques
comme probleme », source de joies et de soufframdesies comme étudiant puis
préparationnaire, il va découvrir plus ou moinsevique, dans des contextes et des modalités
renouvelés, les mathématiques seront indéfinimemrabléme, sinon le probleme du métier
gu'’il embrasse. C’est cette découverte et cettatave que nous suivrons dans les chapitres
a venir, en commencant par un retour en arriere frpréparation au concours, qui

constitue, plus que d’aucuns ne le croient, ung¢ pabstantielle de la préparaticau métier
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Chapitre 2

Face a I'univers mathématique du CAPES

1. Un dispositif de formation original

1.1. Aussi bien en premiere qu’en deuxieme anreédorination des éleves professeurs de
mathématiques a I''UFM d’Aix-Marseille integre unspgositif dit des « questions de la
semaine ». Chaque semaine ouvrable, a l'occasionedséance de travail ou toute la
promotion est en principe réunie, les éleves psefigis, qu'ils préparent le CAPES en
premiére année ou qu'ils soient professeurs stagiaan deuxiéme année, sont invités a
consigner par écrit, individuellement, une diffiéufu’ils ont rencontrée et les interrogations
que celle-ci souleve pour eux. Pour ce qui esad@émiere année, par exemple, la consigne
qui leur est donnée est libellée ainsi : « Formidagvement une difficulté a laquelle vous
vous étes heurté, ou une question que vous vous [Eeée (dans le cadre de la
préparation...) ». Le « contrat » autour de ce digipgeut étre décrit de la fagcon suivante.
Tout d’abord, les difficultés évoquées par ecriiyant étre d’'un ordre quelconque, pourvu
qu’elles apparaissent a I'auteur de la questionnseriées a la formation qu’il recoit et qu'il
s'efforce d’acquérir. Ensuite, les questions poséss regardées, non comme des difficultés
personnelles singulieres, mais comme des diffislikés a la professigret plus précisément

a lI'entrée dans la profession, préparation au amscde recrutement incluse. Enfin, les
éléments de réponse écrits qui seront appdrésconstituent pas tant une réponseatéur

de la question qu’une réponse ajleestionposée. Plus précisément, ils constituent un apport

de matériauxen vue de permettre a chacun de construire uremsépqu’il mettra en ceuvre

! En premiére année, les questions sont rédigées etmatériaux pour une réponse » présentés (aveiélai
d’au moins une semaine) dans le cadre d'une sé&mckeux heures hebdomadaires composant un module de
formation intitulé « Outils d’étude en mathématisuwe(OEM). Il en va de méme en deuxiéme année, lgans

cadre du séminaire hebdomadaire de didactique dd¥®matiques.



personnellement, et provisoirement — en attendamitrés « matériaux » éventuels qui le
conduiront peut-étre a déconstruire et a recomstiai réponse « établie ». Un tel contrat,
soulignons-le, constitue, dans le paysage édumatifant, une singularité : sa réception ne va
pas de soi, ni pour les promotions successivegsigiwent s’y former et éprouvent quelque
mal a s’y conformer, ni méme pour certains formegeBour les premiers, le renoncement
conceptuel et narcissigue au modéle courant dupode une question. On me donne une
réponse » en faveur du paradigme « Je soulevealmépne. Nous tentons de le résoudre » ne
se fait que par craquements réitérés. Pour lesxdscan autre apprentissage doit étre fait, qui
n'est pas toujours serein, car, outre qu'il fautorecer au modele scolaire de « L'éleve me
pose une question. Je réponds dans l'instant,ecsaif », ce qui peut étre vécu comme une
agression identitaire, il faut aussi et surtougnpierement, accepter des questions qui, du
point de vue de I'orthodoxie professorale couraséeblent n’étre faites que d’a-peu-prés et
d’aveux de méconnaissance peu dignes d’'étre caasigar le professeur (ici, le formateur) ;
et, deuxiemement, rechercher et réunir des maiedauéponse a une guestion que, soit on
ne s’est jamais posée, soit on ne se serait jgnoaise dans les termes utilisés par I'auteur de
la question. Il y a la une perturbation dediaxa professorale qui, sans étre tout a fait de
I'hétérodoxie — sauf exception —, éloigne les umsles autres des voies balisées que
I'organisation usuelle d’une formation tend a imgros

1.2. Pour illustrer le fonctionnement du dispogitis questions de la semaine, on considere
ici, en premier lieu, un florilége de questionsptemiére année prélevées dans le corpus de
'année 2000-2001. Une premiére catégorie de questporte sur la connaissance de
'univers du CAPES de mathématiques, que des éttedisais émoulus de leurs études de
licence (ou de maitrise) découvrent. Dans cettepgetive exploratoire, on se demandera par
exemple si I'on peut « mettre 'oral de coté jusgaé qu’on ait passe 'écrit » — c’est-a-dire
différer la préparation des épreuves orales d’asionset se concentrer sur la préparation des
épreuves écrites d’admissibiltéOn demandera encore ol trouver « les annalesujiets de
CAPES ». On s'inquiétera de savoir si «la géomééiémentaire est explicitement au
programme du CAPES ». On s’inquiétera de ce a quoa droit a «l'oral 1 » (premiere

épreuve orale d’admission, ou épreuve d’exposé@isuheme donne€), en se demandant si on

ZLe CAPES de mathématiques comporte quatre éprewlkesx épreuves écrites d’admissibilité qui ostli
dans la premiére quinzaine de mars, et deux épseorses d’admission qui s'étalent de la fin juimadfin

juillet.
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doit y « venir avec les programmes du secondaoa si les examinateurs les fournissent.
D’une facon générale, les épreuves orales susaEniguestionnements récurrents. Faut-il,
pour l'oral 1, apprendre par coeur des « squeldteegposés » ou faut-il se rendre capable de
rebatir entiérement I'exposé dans les deux hewegrécédent le passage devant le jury
Une fois cela fait, doit-on écrire le plan de I'esg au tableau, et doit-on I'y laisser ? Que
doivent contenir les notes que I'on remet au jgrye ce soit pour I'oral 1 ou pour l'oral 2 ?
La question est posée en décembre ; en avril, gl@des épreuves écrites sont passeées, on se
demande tout a coup si, a l'oral 1, peut surginsujet qui n'a pas été préparé dans
I'année », ou si, au contraire, les sujets proppsaéde jury sont « forcément dans la liste que
I'on a ». On s’inquiéte aussi de savoir si un sdiné peut étre compris de plusieurs fagons
par le candidat, et cela d’'une maniere acceptadtelepjury. On s’interroge encore sur la
signification de la mention d’« exemples » danbbellé des sujets de I'oral 1 : ces exemples
que doit proposer le candidat doivent-ils étre $ament illustratifs ou étre développés
« vraiment » ? En juin, on se demandera si, togjadforal 1, il convient de privilégier « une
lecon trés pédagogique avec beaucoup d’exempleasfaaliter la compréhension » ou, dans
un style plus classique a l'université, « une lecmhe en résultats, en théorémes et en

démonstrations ».

1.3. Au fil des semaines, et nonobstant linteriaptde la préparation qui correspond au
temps des épreuves écrites, les questions formeléeent dans la matiere mathématique
elle-méme. S’agissant des épreuves orales, desiansgsont posées sur la signification a
donner au libellé de sujets proposés lors du casatel 'année précédente. En 2000, ainsi, le
sujet 1 62 de l'oral 2 portait sur les « formes usuellasaisonnement » — raisonnement par
condition nécessaire, par condition suffisante, pantraposition, par équivalence, par
I'absurde, par disjonction des cas. L’auteur dguastion se demande s’il faut y inclure aussi
le raisonnement par récurrence ou S’il convient cantraire de se limiter aux cas
explicitement énumérés dans le libellé du sujettdcairrence fait en réalité I'objet d’un autre
sujet : dés novembre, au reste, un préparationsanguiétait de dénicher un « bouquin » ou

« trouver toutes les variantes de la récurrenc®e facon erratique, des soucis plus larges

% Ce que les étudiants, et souvent les formateésigdent familiérement sous le nom d’oral 1 et al'@ sont
les deux épreuves orales d’admission. La premie¢oed| 1 ») est appelée officiellemeigreuve d’exposiandis
que la seconde (« oral 2 ») porte I'étiquette adfie d’épreuve sur dossieDans les deux cas, le candidat
dispose, avant de passer devant le jury qui I'erama, de deux heures de préparation aprés avar pri

connaissance du sujet qu'il traitera.
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peuvent s’exprimer, tel le souhait de disposer déférences historiques sur les différents
grands mathématiciens » ou de décider de la calcglaju’on utilisera en vue des épreuves
ecrites. Au-dela, ce que les questions recueslatisteviner, ce sont des incertitudes liées a
une double méconnaissance, mathématique d’uneipstitutionnelle de I'autre. En avril, on
se demande par exemple si, dans les exposés dedtgg@odans le cadre de l'oral 1, il est
« préférable d'utiliser la géométrie vectorielle laugéométrie euclidienne ». La découverte
de mathématiques jusque-la peu fréquentées, voilgrement inconnues, a un écho dans les
guestionnements explicités. En février, a propasedpaces et des fonctions affines, un éléve
professeur confesse : « Je ne comprends pas lfcagan def(ZAjA;) = ZAf(Aj) : comment
traduire une somme de points ? Doit-on considéesrnecteurs pour montrer cette égalité ? »
En février toujours, un autre indique : « Je nes gms bien faire la différence entre les
similitudes et les isométries. Comment faire polasser les différentes transformations
affines (du plan ou de l'espace) ? » Inquiétudesdivas. D’'une maniére tres large, la
difficulté premiére est d’affronter des domainestm@aatiques inconnus, ou mal connus
parce que souvent parcourus hativement, ou suudésepn n’est plus revenu depuis une
prime rencontre réalisée au college ou au lycéesiAse demande-t-on « quelle est la
définition exacte d’'un polygone régulieonvexe». Allant plus loin dans I'exploration des
mystéres de la géométrie du college, un autre geofesseur s’interroge en ces termes :
« Comment démontrer clairement gu’'une isométrie seorant un polygone régulier
transforme un sommet en un sommet ? D’ailleurs)lguest vraiment ladéfinition d’'un
sommet ? » La premiere année d’'lUFM apparait agmshme un temps de formation
permettant d’éclairer un certain nombre de pointugles d’une vision construite au fil de la
scolarité secondaire puis supérieure sans grandi stgumise en ordre. Un autre éléve
professeur se demandera ce que sont « les difédreméthodes pour aborder un probleme du
type : “Quelles sont les transformations qui conset telle ou telle figure/configuration ?” »
Et d’ajouter : « Sur un CAPES blanc, on a utiliaéstabilité de I'isobarycentre (c’était un
carré dandR?. Y a-t-il d’autres facons d’aborder le probléme ®n revient ainsi a des
guestions non inconnues, mais plus ou moins fomémme&connues. Ainsi en va-t-il avec la
définition de la notion de limite, & propos de laligi cette question est soulevée :

Je n'ai pas compris pourquoi selon la définitioe ¢jan prend d’une limite d'une fonction en un pin

cela pose probleme pour déterminer la continuitén$arle de limite en, doit-on considérer la limite

guandx — aetx# a (eta appartient a 'intervalle sur lequel on travaile) la limite quanc - a (eta

n'appartient pas a l'intervalle considéré) ?
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La question est un serpent de mer. Un autre élefegseur s’en fait 'écho dans ces termes :
« Quelle définition de la continuité pensez-vousl goit le plus judicieux de prendre ? Celle
incluant ou celle excluant le point ou on I'étu@i® Un autre encore la rencontre a propos

d’'un énoncé qui, manifestement, avait pour objeiddr a régler le probleme, mais que

l'auteur de la question n'arrive pas a démontiegtant un intervalle d® eta O T\ I, sif est

une application de | dar®, alors « admet une limite réelle emsi, et seulement si, il existe
une unique fonctiog prolongeant a |0 { a} et continue era. ». Le carrousel des questions
que souleve l'exploration mathématique impulsée f(aarpréparation au CAPES est

potentiellement sans fin. On retrouve ainsi desringations naives : une fonction monotone

peut-elle ne pas étre continue par morceauxﬁ+§ﬁ(t)dt converge, est-il vrai que lif{x) =
a

X 00
0 ? On se demande aussi sous quelles conditionsonm®e de fonctions bijectives est encore
bijective et on suppute qu’il suffirait pour celaeyles fonctions « aient le méme sens de
variation ». On s’interroge encore sur le fait d@ar si, le graphe d’une fonction continue
admettant un centre de symétriexgnil en résulte queg est un point d’inflexion ; et, déja,
s’il découle de la symétrie supposée que la fonatist deux fois dérivable eq (I'inflexion

de la courbe étant regardée comme équivalentegalitéf "(x;) = 0). On tombe en arrét
devant une suite définie par une relation récuerdiméaired’ordre 2 (en I'espéceun:, —
Sun+1 + 6U, = 2n+1, aveay = 1,u; = 4), en se demandant s'il existe une « méthodérgée
dans une telle situation ». On revient avec urnr@&téon dissimulé sur la regle de I'Hopital,

tout en étant circonspect sur sa mise en ceuvreit-ell@ seulement pour la forme

mdetermlne% ou est-elle utile dans tous les cas de forme éndénhée ?

1.4. Les difficultés mathématiques affrontées aupéement croisées dans les différentes
parties de la préparation fourmillent. Et les éeymofesseurs les font jaillir comme le
promeneur fait s’envoler les sauterelles en marctians la campagne au début de I'été. L'un
a entendu un formateur évoquer la « fonction deevggass » dont il a retenu gu’elle était
continue en tout point mais nulle part dérivahblevpudrait avoir « plus de renseignements »
sur cette fonction qui lui semble, écrit-il, « tr@amrticuliere ». Un autre a découvert
récemment, grace a la premiere composition écrtit€ 4PES (qu'il vient de passer), que

I'hypothese — classique — de continuité généralénagloptée pour résoudre I'équation
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fonctionnellef(x +y) = f(x)f (y), peut é&tre remplacée par telle autre conditipit se demande
s'il y aurait quelque chose d’analogue s’agissantl’équation fonctionnelle définissant la
fonction logarithme. Plusieurs questions attestdat difficultés mathématiques jamais
identifiees ou sur lesquelles on ne s’est jamaixcip@ jusque-la. Si est dérivable sur le
segment 4, b], demande-t-on ainsi, se peut-il gfia, b]) soit non bornée ? Quelle est la
difféerence entre la notion de partition (en théates ensembles) et la notion de systeme
complet d’événements (en théorie des probabil®dsputeur de la question se risque a cette
proposition : « Il me semblait que dans un systeameplet [d’événements], chaque ensemble
est non vide, alors que dans la partition, on pibusaoir des ensembles vides. » On
s’interroge sur des questions dont on voit bienlgadormateurs les supposent connues alors

que, de fait, nombre de préparationnaires n’en jamtais été familiers. L'un d’eux se

psn p<n

demande ainsi comment démontrer les égalités ccmdiniesp%rcn = p";paircﬁ =21 un
) . e B R :
autre est tombé en arrét devant | ega}]llteo+ = k“”}y K il se demande si la chose peut

étre établie par changement de variable. Parfoie elus en plus & mesure qu’approchent les
épreuves orales, I'effort de préparation fait apfiee des difficultés normalement proposées
aux éléves du secondaire. Un exercice de premieraiBsi arrété la progression de I'un des
préparationnaires : résoudre I'équation #sin2(1 —/3)cosx—4 ++/3 = 0. Une fois que
I'on a remplacé sfix par 1 — co%, puis cos< parX, obtenu pour valeur du discriminaht=

134423 o 1[34+2\3
=

4 4

16 + &/5 > 0, tiré les deux solutions réell¥s = , que

peut-on encore faire ? Méme surprise désagréalde gh autre éléve professeur a qui un
éleve de seconde a demandé de l'aider a résoudkeex@rcice » consistant a calculeydR

fonction de R, R; et AB dans la figure suivante :

A C B

“ Lors du concours 2001 du CAPES de mathématiqaestemiére composition proposait, dans la partiel,

démontrer que, si une fonctiondéfinie surR., non identiquement nulle st:, solution de I'équation
fonctionnellef(x+y) = f(x) f(y), estmajorée sur un intervalle de longueur strictemeansitive alors il existe un

réelatel quef(x) = € pour toutx > 0.
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Le probleme semble intraitable ! L’auteur de lagjiom s’interroge : « Je n'ai pas trouvé la
solution. Est-il résoluble ? Si oui, quelle eseéll Est-elle explicable & un éléve de niveau
seconde ? » Si l'univers mathématique du secongeiue ainsi surprendre les capacités des
préparationnaires, il en va a plus forte raisonnteme avec l'univers mathématique du
CAPES. L'évolution du curriculum mathématique anlersité est ici un des facteurs de
désajustement : le programme du CAPES se réfenecamiculum devenu classique apres la
réforme des mathématiques modernes, alors querfiewdum universitaire réel a dérivé a
partir de la, sous l'influence de facteurs multiplelont sans doute I'évolution méme des
connaissances mathématiques des entrants, ex-éevgste. De la des plaintes renouvelées
de la part d’éleves professeurs qui découvrent,pan déconfis, des pans entiers de
mathématiques demeurés pour eux totalement incodmsi en va-t-il dans la formulation
suivante :

On a abordé en cours les applications affinesislawétries et bientdt les similitudes. Mais lesnon

redoublants, comme moi, ont du mal a suivre. Eeteffous n'avons jamais vu ces notions auparavant.

Et en TD, elles n'ont été abordées qu'au niveau me®ublants. Les méthodes n'ont pas été

expliguées. On nous a dit d’aller voir dans leseby qu'étant de futurs professeurs on devait se

débrouiller seul. Mais les méthodes, « les recelitesuisine » ne sont pas expliquées dans leslivre

1.5. La redécouverte de questions d’apparence itamiréserve aussi bien des surprises.
Ainsi avec la primitivation des fonctions continu@spropos de laquelle la préparation de

I'épreuve orale d’exposé suscite d’abord cette fijpes- nous sommes en mai 2001 :

J'ai rencontré lors de mes révisions d’oral 1 lieiee suivant, auquel j'ai eu du mal a répondreéSpit
f une fonction continue et affine par morceaux suh]. Montrer que la notion d’'aire des polygones

permet de définir une fonction F dérivable sutbfaelle que F' =f. » Pouvez-vous m’aider ?

Le formateur en charge du « forum des questiodssppsitif intégré au module de formation
OEM et ou sont, chaque semaine, travaillées quslgoes des questions soulevées, apporte
des éléments de réponse qui permettent de résteudrebleme évoqué, tout en ouvrant une
voie de généralisation. On reproduit ci-aprés sapmmentaire lintégralité de ces

« matériaux pour une réponse ».

1. En remplagarftparf+k, aveck = — rPir:)]f, on se rameéne d'abord au cas ou I'dreeD. Considérons
xO[a,

alors le cas représenté ci-apres.
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A X C B

En usant de notations évidentes, posons, pouxtdus, b], F(X) = aire du polygone AMUX. Soi, [

[a c[ etx O [a, c] (voir la figure ci-apres).

On a :F(X) —Flo) _ 1 aire XgUoUX =
XXo X0l X—

Quandx tend versg dans §, c], f(x) tend verd(xy), puisquef est continue ery. Par suite, le rappoit

1 (xouo+xu
ol

22U o) = 5 (XaUgHXU) = 3 (G)+(3).

ﬂ)_(%%l, tend ver% (f(x0)+f(X0)), SOItf(xo).

2. La démonstration précédente reste valablgatis mutandispourx, O ]c, b] (avecx O [c, b)) et
pourxg = ¢ (ou I'on doit distinguer les casl] [a, c[ etx O ]c, b]). Elle peut recevoir la généralisaticn
suivante (qui se démontre de méme) :

Soitf une application continue de, [b] dansR. telle que toute région curviligne du plan de lenfe

XUU X (voir ci-apres) egguarrable(i.e. a une aire).

U Uo
M ! !
o P
A X X B

Alors I'applicationx — F(x) = aire AMUX est une primitive desur fa, b].

La question abordée va avoir une suite. Lors d'seance ultérieure, un autre éléve

professeur souléve en effet cette question :

Comment montre-t-on que toute fonction continue etdome primitive (sans utiliser la théorie de

Riemann). (Lors de la lecon 88 d'oral 1, on donmedsultat en théoréme, au début de la legon.)

Cette fois, le probleme affronté est plus complekesuppose précisément ce que I'on peut

appeler, faute de mieux, une élaboration mathénmiigermédiaire qui ne se réduise pas a
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I'assertion dogmatique d’'un énoncé mathématiquene@oméme réputé démontrable, mais
qui ne reprenne pas non plus le développerabnivod’'une des variantes classiques de la
théorie élémentaire de l'intégration. Dans ses térniaux pour une réponse », le formateur

précise d’abord le libellé du sujet 88 de I'éprediexpose :

Primitives d’'une fonction continue sur un interealldéfinition et propriétés de I'intégrale, inétgate

la moyenne. Applications.

Il rappelle ensuite ce que le programme complénrentiu CAPES indique sous le titre
« Intégration sur un intervalle compact ». L'exandenpassage correspondant du programme
'améne alors a citer rapidement I'élaboration imtédiaire qu’il va ensuite situer dans un
cadre d’ensemble, dont certains éléments sont alitér§usque-la inconnus des éléves

professeurs auxquels ce développement est adleSskt ainsi :

On notera que la seule «théorie de lintégratisur un compacta) b] dont la connaissance scit
formellement requise d’'un candidat asPES concerne les seules fonctioosntinues par morceau
qui ont un nombre fini de discontinuités (touteslfeespéce), et non toutes les fonctiamggrables

au sens de Riemanmont on montre que ce sont les fonctions borrédest un ensemble dz
discontinuités denesure nulldthéoreme de Lebesgue-Vitali), en sorte que, pamele, une fonctior
strictement croissante ayant un ensennifiai dénombrablede discontinuités (...) sur un compaat

b] est intégrable au sens de Riemann. On trouveraxposé simple, conforme aux exigences du
programme complémentaire dwPES par exemple dans I'ouvrage d’Elie Azoulay et JAaignant,
Mathématiques BuG A 1, McGraw-Hill, 1991, chapitre 15.

S’appuyant alors sur les éléments de réponse @gparta question de la primitivation des
fonctions continues et affines par morceaux, leomélant expose une élaboration
intermédiaire fondée sur le fait suivant : si uardtionf est continue sur un segmeat ],
alors toute région curviligne du plan de la formdUgX, (revoir la figure ci-dessus) possede
une aire, ou, pour le dire en termes plus savastguarrable Moyennant ce qui est a la fois
une définition en attente de justification et uddieme en attente de démonstration, il montre
ensuite que I'on peut dés lors établir que toutetion continue sur un intervalle ouvert non
vide y possede une primitive. On a la un type déesépqui n'a pas que le mérite de s’articuler
aux éléments de réponse donnés a la premiére @uesti la primitivation, mais qui fournit
un cadrea priori non déraisonnable d’'un enseignement interméduaissible de l'intégration

des fonctions continues. Soulignant que I'on npaks pas véritablement d’une théorie de la
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quarrabilité®, il s’oriente alors vers un deuxiéme exposé, atfé d’une telle théorie. Pour

cela, il rappelle trois énonceés, notés respectiveBig6:1, 812, que I'on a reproduit ci-apres :

Bo. Soita, b O R aveca<b etxy O [a, b]. Si (F)non €St une suite de fonctions numériques dérivanles
sur [a, b] telle que la suite numérigue ((,))non converge et que la suite des fonctions dérivées
(F2") non converge uniformément sua, [b] vers une fonctioff, alors (F)n.on converge uniformément sur
[a, b] vers une fonction F dérivable sa&; p] telle que F =f.

0:1. Soita, b O R aveca < b et soitf une fonction définie et continue s p]. Alors il existe une suite
(fo)non de fonctionscontinues et affines par morceagri converge uniformément vefrsur fa, by.

01, (Weierstrass, 1885). Saf b [0 R aveca < b et soitf une fonction définie et continue s, p).

Alors il existe une suite{),on de fonctiongpolynomialesjui converge uniformément versur [, by.

Le résultat demandé est une conséquence faciiy de6;; ou, aussi bien, dé, et 6;,. Le
formateurs écrit a cet égard ici : « Il suffit effiee de prendre, pour chaqdg n O N, la
primitive F, qui (par exemple) s’annule ep = a: il résulte alors d€, que (F)non converge
uniformément surd, b] vers une fonction F telle que F £ » Aprés avoir donné des
indications bibliographiques concernant les dénratiens dedy, 6:; et 8,,, aprés avoir noté
aussi qu'il existe « un autre schéma de demonsitrgplus subtil en ce qu’il ne fait pas usage
de la convergence uniforme », et pour lequel ilriduune référence bibliographique, le
formateur se tourne, du strict point de vue mathigmea toujours, vers la situation plus
concrete du candidat a I'oral 1 du CAPES. Le dgysdmnent correspondant est reproduit ci-

apres dans son intégralité et sans commentaire.

8. Lors de I'entretien avec le jury, il est évideemh hors de question de démontierextensoles
résultatsh, et 611 ou B, : il convient en revanche d’expliciter, comme @nfhit ci-dessus, lschéma
déductif conduisant au résultat visé — I'existence d'unimitive pour toute fonction numériqu2
continue surd, b]. Dans cette perspective, on peut aussi choisprédsenter un schéma déductif plus
classique, fondé sur.llintégrale d’une fonction continue sur un segment. Pour célauffira de
rappeler que, quelle que soit la «théorie de dgnmdtion » considérée, on arrive a démonrer
I'existence, pour toute fonction numériglieontinue sur un compaca,[b], d’'une applicationd de

[a, b]* dansR, vérifiant les deux axiomes ci-apreés :

Pour tous, v) O [a, b]* tels quea<u<v<b,ona:

V — mu Vv .
Il. Da—Da+Du,

® Sur cette notion, voir Deheuvels (1986), chaiitre
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5. (v—u) min f < OO0} < (v—u) maxf.
[u, V] [u, V]

Posons alors K = 0% pourx U [a, b] ; en supposant que< X, <x<b,ona:

FO) - Fo) _ Da—02 _ O,
X—Xo X—Xo X—Xo

Comme on a aussi-xo) [mir} f<OF, < (xX0) [ma>]<f, il vient finalement
Xo, X Xo, X

min stX —F < maxf.
[%o, ] X=Xo [Xo ¥

Quandx tend versx, suivant ¥, b], [min] f et [ma]xf tendent tous deux veféq) : on a donc E(Xg) =
Xo, X| Xo X

f(Xg). On montre semblablement que(k) = f(xo).

9. En vue de s’entrainer a anticiper les réactitingiry, on s’imposera dehercher— pour la prochaine:

séance — des réponses aux deux questions suivantes

Q1. « Comment démontreriez-vous que “quantbnd versxy suivant ko, b], [min]f et [ma]xf tendent
Xo, X| Xo, X

tous deux verf{(xg)” » ?
Q,. « A votre avis, vos axiomesgét |, caractérisent-ils I'intégrale ? En d'autres ternsg$application

O vérifie ces axiomes, a-t-on nécessairement, quelée soit la fonctiorf continue surd, b], 00} =

fu" f(t)dt, pouru etv dans @, b] ? »

2. Doctes ignorances

2.1. Les questions sur lesquelles, dans le cadferdm des questions, les préparationnaires
sollicitent les formateurs, sont Iégion. En mai 208eux questions, apparemment de simple
mise au point mathématique, vont entrainer le fodams un long travail sur le probleme de
la définition des branches infinies et des asynastoTout d’abord, une demande simple :
« J'aimerais avoir des définitions de “brancheriidl, “branche parabolique”, autrement que
par des schémas ». Ensuite, une question plusiviacist orientée explicitement vers les

exigences supposeées du jury du concours :

I me semble que tout le monde n'est pas d'accamdce qu'est une asymptote. Pourriez-vous

m’éclairer ? Quelle définition doit-on donner da@s oraux 1 ? « &t G, sont asymptotes si liffx)—
X

-

g(x) = 0 » (définition 1) ou « pour tout M donné d'alssey, il existe un point N tel que lifvIN =0 »

X —» ©

(définition 2).
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Le répondant travaille d’abord sur la notion denlohe infinie, en reprenant la question en
détail, et passe ensuite a la notion de droite ptyer Lors d’'une séance ultérieure, il
résumera ce travail par le long développement quis neproduisons ici a titre d’illustration

du style de travail accompli dans ce cadre de foama

1. On peut retenir la définition suivante :
Soit une applicatioy : t — y(t) = (x(t), y(t)) d’un intervalle | deR dans I'espace vectori®? et soit un
espace affine réét de dimension 2 muni du repére orthonormal (O).IQh définit un arc paramétr 2

(', ) deE par . : t—>M(t) = O +x(t) jdla+y(t) 0J. Sity [ HJR est une borne de I, on dit alors que l'e.rc

ooon o

paramétrél{, I) admet une branche infinlersquet tend verd, suivant | si  lim |JAM(t)|| = +, ou A
t-to, tOl

est un point quelconque @&le choix de A est indifférent), soit encore simli||y(t)]| = +o.
t-to, tOl

2. Lorsqu’on a affaire & un arc de courbe d’équatiartésienng = f(x), avecx [ I, on ay(t) = (x(t),

y(0) = @, f(t)), out O 1, et dond|ly(t)]| =\ X (t)+y"(t) =/t"+f(t), de sorte quel( I) admet une branch2
infinie lorsquet tend verg, suivant | si et seulement si
—soittp DR et lim f(t) =+o0 ;
t - to, tOI
— SO0itty = +oo,
3. On a le théoréme suivant :

On supposeg de classe&c’ au moins. Soit A un point d&. Si, lorsquet tend verst suivant I, I'arc

paramétré I{, I) admet une branche infinie et si la droite rdfiAM(t) admet une limite/,, alors la
direction d de /5 est indépendante de A : on dit ghieestla direction asymptotiquele la branche
infinie.

4. Dans le cas d’'une équation cartésienne et duarache infinie lorsquetend verg, suivant |

—sito O R, la branche infinie admét=R 0J pour direction asymptotique ;

—Sity = o0, et sif admet une limite danR enty, la branche infinie admex = Rmcgla pour direction

asymptotique ;

— Sity = 200, sif tend versto enty, alors s n admet la limitea O R entg, la branche infinie admet 'a
direction asymptotiquR( Ol +a OJ ) ; et réciproquement ;

—Sity = o0, sif tend versteo enty,, mais ou, cette fois, alorsi‘%f2 a pour limitetoo enty, la branche

infinie admet donc la direction asymptotiqB&)Dj ; et réciproquement.

5. On pose la définition suivante :
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Soit ¢ une droite affine de&. Si, lorsquet tend versty suivant I, I'arc paramétrd ( 1) admet une

branche infinie et si la paralléle/apassant par MY admet pour limite/, on dit que la droite¢ est

asymptote a la branche infinie

Le principal résultat est le suivant :

On suppose de class&€® au moins. Soif une droite affine d&. Si, lorsquet tend vers, suivant I,

I'arc paramétrél{, 1) admet une branche infinie ayant pour asympeotroite affine/, cette branche

infinie admet la direction dépour direction asymptotique.

Soit A un point d¢ : il faut montrer que la droite (AN)] tend verd quandt tend verg, suivant I.

Soit K un autre point dé et soitd une direction de droites distincte de celle/dea droite de directior
0 passant par M cougeen H, et, par suite, la paralléle a HM passanKpawupe AM en K. Comme li

paralléle & passant par M tend vets HM tend vers 0. Par ailleurs, comme AMAH +HM et que

AM tend vers l'infini, AH tend vers l'infini. Il errésulte que, puisque KP = H@E KP tend vers 0

autrement dit (AM) tend vers la droite dont la direction est ainsi la direction asymigioe de la

branche infinie.

6. Pour une équation cartésienne et une branchéeimbrsquet tend vers, suivant I, on a alors les

résultats suivants.

® Sity O R, on a vu que la direction asymptotique &st ROJ. La droite/ d’équationx = ty est
asymptote a la branche infinie correspondantegpeisa paralléle & passant par M), d’équationx =
t, tend verd quandt tend verd, suivant .

@ Sity = oo, et sif admet une limitd O R enty, on a vu que la direction asymptotique &stR or.
La droite/ d’équationy = A est asymptote a la branche infinie correspondauisque la paralléle &

passant par M), d’équationy = f(t), tend verd quandt tend verg, suivant I.

® Sity = +o0, et sif tend versto entp, Ktll admettant la limitea 0 R enty, on a vu que la direction

asymptotique est celle de la droite d'équatiosr ax La droite passant par Bi(et de direction

asymptotique a donc pour équation

y = ax + (f(t)-at).
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Cette droite admet une position limite si et sedet1si son intersection avec (par exemple) la €lroi:

= 0 a une limite danR : il en est ainsi si et seulement si [fftt)-at) existe dan®R. L'asymptote esf

1o+

alors la droiteZ d’équationy = ax+b, oub = lim (f(t)-at).
| . )

@ Sity = 0, et sif tend versto enty, Ktll ayant pour limiteteo enty, on a vu que la branche infin'e

admet la direction asymptotiquReDng . La droite passant par 1€t de direction asymptotique a pcur
équationx =t : elle n'a pas de limite quartdend vergy = +co. Par suite, il n’existe pas d’asymptoie.
On dit que le graphe deprésente unbranche parabolique c’'est le cas en particulier de la parab)le

d'équationy = f(x) =&

2.2. A ce stade, le formateur pense certainemetilt €u a fini avec une question qui a
absorbé déja beaucoup de temps. Un indice formesehabsence de la mentidnsuivre..,

qui apparait chaque fois que les matériaux appddieparaissenta priori devoir étre
complétés. Or l'affaire va avoir un rebondissemddé qui, dans la seconde question
reproduite plus haut, est nommé « définition 2 stadeotion d’asymptote, et en laquelle il a
cru sans doute voir une simple élaboration d’éntdic@mme on en a vu déja quelques-unes,
apparait en réalité dans un ouvrage qui a la fadeurombre de préparationnaires — I'une de
ses collegues I'en informe, en méme temps gqu'elierdvéle que les éleves professeurs
demandeurs ne tiennent nullement la question pégiée ! Il va donc, une troisieme et
derniere fois, consacrer une partie du temps dunfalles questions a ce qui est devenu une
petite affaire. A nouveau, on reproduit sans contaigss les « matériaux pour une réponse »

que les circonstances autant que le sujet étudddtunspirés.

1. La « définition 2 » apparait dans l'ouvrage deeliry Lambre,L'épreuve sur dossier a I'oral du
CAPES Il. Analyse (Ellipses, 1998), p. 246, comme une tentative pgéméraliser une définition

possible de la notion d#oite asymptote :

« Que devient I'énonce 9.4 si on remplace la daigar une courb€y d’équationy = g(x) ? SoienC;

et Cy les courbes d'équation= f(x) ety = g(x). Désignons paM, etN, les points de ces deux courk 2s
de coordonneex(f(x)) et &, g(x)). Une premiere difficulté apparait puisque laatised(M,, C;) peut

étre singulierement délicate a calculer ; la dééinide cette distance efiM,, Cy) = inf {d(M, N), N O

Cy}; c’est une propriéte tres spécifiqgue des drogesnous a permis de calculer aisément la dist: nce
d’'un point & une droite [...]. Il N’y a pas ici d'ase géométrique de ce type pour calculer la disti nc
d’'un point a une courbe quelconque et nous somomsaint de garder la définition tres peu maniaole

gu’on vient de rappeler.
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Ensuite il est facile de vérifier que si liff(x)—g(x)) = 0, alors les courbes; et Cy sont asymptote:;
X — +0o

'une de l'autre au voisinage de l'infini. Mais téciproque est fausse : il peut arriver qu’on ait |

X — +00

d(My, Cg) = 0 sans que linff(x)—g(x)) = 0. Voici un exemple. »
X — 400

Aprés avoir donné I'exemple des courbes d'équagienf(x) = x*+1 ety = g(X) = X4, l'auteur cité

conclut en ces termes :

« Les notions de courbe asymptote et de fonctiomptote sont distinctes. Ces deux noticns
coincident lorsque l'une des courbes est une dribiest commode de se souvenir que les fonctions
f)= x*+1 ety = g(X) = xX* ne sont pas asymptotes em 4...] alors quon peut montre"

géometriguement que les courbes représentativeesieleux fonctions sont asymptotes (puisqu: la
distance entre ces deux courbes tend vers O lanscgiéloigne de l'origine du repére le long ces

branches infinies de ces courbes). »

2. Sans s’arréter sur le charabia de la dernien@sph(c’estl(My, Cg) qui tend vers 0 quandtend vers

I'infini ; la distance des deux courbes, elle, patle), on doit noter que la définition proposée de
maniére un peu subreptice, mais certaine, dansucergceéde, et qui conduit au distinguo ertre
« fonctions asymptotes » et « courbes asymptote®p,en avant un type de situations dont l'inté rét
n'est pas évident, dans la mesure ou son extemséne le rend peu opérationnel. Pour le voir on

considére I'exemple suivant.

® Posond(x) = X% etg(x) = XZ%QX). On a%x2 < g(X) < ¥ et donc limg(x) = +e. Par ailleurs il
X — +00

2+cod(€)
— 3

vient f(X)—g(X) = X2 =¥ 1—cc;§(ex). Par suitef(x)—g(x) ne tend pas vers 0 quaxdend

vers l'infini : la courbeCy nest donc pas asymptotéCaau sens de la définition 1.
@ Pour toutx = 2 il existe un entier uniqug tel que InyT) < x < In(n,’17), oun,” est le successeur ce

ny. Posonxd= In(n,TD) ; on a successivement

X —x0= X — In[,) < In(eT) = Iy = In(l +ni)

et ¢ —x[F = x=xD(x +x0) < In(l +n%)(2In(nx’n)).

Soit Ny le point de coordonnées{ g(x0) ; on a :g(x0) = x(F 2+ Cgé(ex) - xf 2t c%§(nxn) =xf=

Inn,”
ne

f(xD). Par suite, il vient d(My, Cg) < d(My, N,) = In(l +n—l)(1 + 2Iny')) 02 . Commen,® tend

vers linfini avec x, d(M,, Cy) tend vers 0 quand tend vers linfini: la courbeCy est donc

« asymptote » a la courl@ selon la définition 2.

® Pourtant, pour tout = In (g+ m‘r), oun N, on ag(x) :gxz . la distance entre les points Gget

de C; d'abscisse, égale aé est ainsi « aussi grande que I'on veut » dangiginage de &. C'est ce
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qu'illustre le graphique ci-dessous a gauche. LoesGy est « asymptote » & au sens de li

définition 2, poure > 0 et pour touk assez grand pour que I'on My, Cg) <%, on sait qu'il existe ur

pointN (X", g(x")) tel qued(M,, N) < &. Mais on ne sait pas quel est ce point parmi kesipoints de&Cy
a priori possibles, soit les points (x*, g(x")) dont I'abscisse vérifix —e < x* < x + £ (voir la figure
[ci-aprés], relative a la fonctiog examinée ci-dessus). Le renseignementaegtriori bien peu
informatif !

2.3. On peut penser qu’il y a la une question un fpee, a la limite de ce qu’un professeur
doit maitriser, sinon connaitre. Un autre élevdgaseur, se demande encore, toujours en mai
2001 : « Comment montrer de “maniere élémentaive’lg dérivée de sinus est cosinus. » Le

répondant commence par cet exorde peu engageant :

Il n'est pas possible, au lycée, de démontrer guerction sinus a pour dérivée la fonction cosirus
pour cette raison que ces fonctions n'y sont ggsureusement définies (les réels eux-mémes nef'cta
pas, d’ailleurs...).

Il signale que plusieurs facons de définir les fmms trigonométriques se proposent, dont
celle que pousse en avant I'un des sujets de llgrgui conduit a les définir a partir de

o x dt . . . .
lapplicationx - | 775> Pour apporter quelques matériaux en réponsejaestion posée,
0

toutefois, le formateur présente alors la « dénmatish » jadis traditionnelle dans
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I'enseignement du lycée, en mettant en avant dissi son armature logico-mathématique

gue ses lacunes.

Il existe une « démonstration » élémentaire, ptégseautrefois au lycée, dont on donne ci-aprés le
schéma.

® On suppose qu’on sait mesurer les arcs de ce3olec un cercle de rayon 1 (voir la figure) : on

T[ 1
noteE la longueur d’un quart de cercle.

On suppose que l'application— M, ou M est le point de I’ar@ tel queﬁ(m) = X, est bien définie

et bijective sur I’intervall{o,g} Pour toutx [J [0%} on pose : sit= MP, cox = OP, tark = AT.

@ On « établit » alors la double inégalité sig x < tanx qui exprime le fait que MR f(m) < AT.
La premiére inégalité ne fait guére probleme :da#dinition /(AM) est en effet la borne supérieure ces
longueurs des lignes brisées delAl.l,M dont les sommets, lappartiennent &AM. Ce qui est

problématique, en revanche, c’est la seconde i'még(ail\ﬁ) < AT, qui est traditionnellement admis 2,

elle aussi.
® Soit U le point ou la tangente en M &oupe (AT). M AT
U
O P A

Comme UM< UT dans le triangle rectangle TMU, on a AU + BMAT. Si I'on sait montrer — ce qui
se fait a I'aide de I'inégalité triangulaire — glen a toujours Al + lil, + ... + h4lp + IM < AU +
UM, on en tire qué(m) < AU + UM <AT.

X 1 sinx . .
——<——o0u 1272 cosx, soit enfin :

@ La double inégalité ainsi « établie » s'écrit alhk ——<
sinXx ™ cosx

sin X
1 —Ts 1 - cox.

® On suppose que I'on a établi que 1 —>c9325ir?§ en sorte qu'on a 1 — cas § Il vient ainsi O<

sinx _ X . sinx
1 ——< = et on peut conclure que lim— =1.
X 2 x-0 X

® On suppose queDxy, Xoth <7—2T, avech > 0. Il vient :
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Zsinbcos( +h) sinn

sin (xo+h)—sinxo _ 2 Xt T2 ( h)

h = h “"h COS| Xot5 .
2

L'inégalité 1-cos s§ montre que costend vers 1 quanxitend vers Q On sait que si® tend vers O

o . R _ h . . h
quandx tend vers 0 ; si on sait que 0g+, | = COSX COS,; — SinXp sinz;, on peut conclure qu:

cos(xo+g) tend vers co%, quandh tend vers Q CQFD.

@ Ce qui précéde se laisse adapter aisément daoasle < 0, ce qui achéve la démonstratiin
esquissée. Quant aux formules trigopnométriqueiséas, elles sont établies, indépendamment, dais le

cours de trigonométrie.

2.4. Aux deux exemples précédents, ajoutons enraisidme, qui nous conduira a une

premiere réflexion-bilan :

Le jury peut-il demander une démonstration du erdde de la borne supérieure » ? Si oui, comment

le démontrer ? (La « théorie des coupures » de Kdediene parait un peu compliquée.)

A nouveau, le formateur sollicité se trouve devané question « océanique ». Il rappelle
gu'il existe plusieurs maniéres de construire Ipsale réels, et renvoie a une bibliographie
choisie. Puis, ainsi qu'on I'a vu le faire plusigufois, il propose un développement

« intermédiaire » que, la encore, nous reproduisoastenso

2. Comme toujours, « démontrer » telle propriéte guiere de sens : tout dépend de la théorie Jans
laguelle on se place. On ne peut donc, la encaeeprgciser uschéma déductifui montre comme ot

peut organiser la matiére mathématique considérée.

3. En l'espéce, une maniere simple de faire cansistsupposer quelans le corps ordonné des
« réels »[0 que I'on a construjton a démontré quut nombre x posseéde un unique développerent
décimal propre Un tel développement, rappelons-le, ne saurest férmé de 9 a partir d’'un certan

rang ; car, dans un tel cas, on aurait par exemple
_ _ _ 9 9 9
x=0,72...5999... =0,72...5 + T00,999... =0,72...5 + ID[@E+E2 +E;+ )
=0,72 5+1O“q97[él+i+ 1 + ):072 5+10‘qu1—:072 5+ 10
M. .. 0 10 Ez M. .. 0 1 M. ..
1-—
10
=0,72...6.

Le développement propre de= 0,72...5999... est donc 0,72...& est en fait un nombr@écimal
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4. On suppose en outre qu'on a démontré tquée développement décimal, propre ou impropre, est

celui d'un « réel >x O .

5. Soit alors EJ1 [0 un ensemble de « réels », non vide et majoré. tdostqu'il existe un « réel » qui

est uneborne supérieurele E (il y a en fait unicité et on devrait doncl@adela borne supérieure
- mais la chose se prouve de maniére tout & faipentfante). '

® Soitm O Z le plus grand entier tel que,E En[m, m+1[ # [0. Les ensembles E et,Bnt les mémes

bornes supérieures. |l revient alors au méme ddreroque & = E,—m (O [0, 1[) possede une borre

supérieure dars.

@ ldentifiant chaque nombped [0, 1[ & son développement décimal proped), ..a,..., on construit

alors par récurrence une suite d’ensemblgs{telle que

-h=E&;

— pour touin O N, F..; est I'ensemble des éléments dalbnt lan+1-ieme décimaleg,.; (O [0, 9]), est
maximale.

®Ona:pdF0O..0F OFRsO... Une récurrence immédiate montre que, pourndutN, tous
les éléments de,Font les mémes premiéres décimales,, ..., a, (en sorte qu'ils s’écrivent tous
0,a;...a,...). On définit ainsi une suita),on d'éléments de [0, 9IN. Notons qu'il peut se faire qu2
tous lesa, soient égaux a 9 a partir d’'un certain rang nilest ainsi par exemple si on @ £ {0,9,
0,99, 0,999, 0,9999, 0,99999, ...}, auquel cas wvadors Og;...a,... =0,9...9... = 1.

@ Montrons que, plus généralement, le nom&relont le développement décimal propre ou imprcpre
est 0a;...a,... est une borne supérieure de E

— Notons d’abord que I'on a safif F, = 0 (comme dans I'exemple précédent), s(d(i)Fn ={xy}. Pour
n=0 n=

toutx O E,\{ X, }, il existe donc un premier entiertel quex [0 F,, en sorte que < 0a;...a, et doncx <
Xy. Ainsix, est un majorant de,E x,} et donc de k.
— Soit un entien O N ; supposons que [ E, et montrons qu’il existe alors un nombrgl E, tel que
Xe—10" < X < X,. Soit en effek 0 F,;\F, : on ax = 0a;...8n1bs..., avech, < a,. Commex, 0 E, on a
X< Xy. Par ailleurson a :
Xy =X = 024...8n18n... — OA1...8n-1bn... = 10" (0,8080s1... — OPbns1...)
<10™90,a.an1... — 08) = 10790,0841... = 10"D,ap41... < 10™.

6. Sur la construction des réels par les suitebrddes illimitées, et sur la démonstration précéelele

I'existence d’une borne supérieure, on pourra gerter a I'ouvrage cité de Marc Rogalski.
2.5. L'ouvrage de Marc Rogalski mentionné danséeetbppement précédent est paru chez

Ellipses en 2001 et a pour tit@arrefours entre analyse, algéebre, géométBans entrer ici

plus avant dans son contenu, il constitue un aymgptome de ce dont témoigne le systeme
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des « questions de la semaine » tel qu’on l'atiugisqu’ici. En utilisant métaphoriquement
'une des notions sur lesquelles on a vu les pedpanaires s'interroger, on peut dire que
I'univers mathématique du CAPES constitue une beupgrieure des connaissances acquises
et maitrisées par les futurs professeurs se pnépara CAPES. Mais il y a en cela un
probleme vif, que I'on s’emploiera a souligner naimant. Du point de vue de leurs
formateurs, il va de soi qu’un professeur doit awoie vision claire d’'un certain nombre
d’éléements mathématiques fondamentaux. Ainsi deotaon de limite, bien sdr ; ainsi aussi
de la théorie des nombres réels, et encore deétai¢hdes fonctions trigopnomeétriques, ou de
la notion de sommet d’'un polygone ; ainsi de laamte primitive, ou d’asymptote, etc. Il
semble donc normal du point de vue des formateer®pondre a des questions relatives a
ces themes mathématiques et a beaucoup d’autreseenicsemble normal aussi que ces
réponses s’organisent en tenant compte de trosedaux d’exigences. Tout d’abord, un
professeur doit pouvoir situer par rapport a I'@mgs mathématique « savant », ne serait-ce
gu’a gros traits, les questions mathématiques geritontre et qu’il rencontrera. Ensuite, un
éleve professeur préparant le CAPES de mathématidpie pouvoir situer de maniére assez
précise les questions qu’il rencontre dans un usiveathématique « intermédiaire », pour
lequel le programme complémentaire du CAPES dessite borne supérieufe Enfin,
I'éleve professeur de deuxiéme année, et le prefiesgu’il est promis a devenir, devra étre
capable d’élaborations mathématiques a la foisd&la la filiation qui va du niveau savant au
niveau intermeédiaire, et suffisamment adaptées & clenditions éventuellement tres
spécifiques de mises en jeu dans telle classe dondaire. Or, ce qui apparait auxdits
formateurs comme une quasi-nécessité demeure p@lupart des préparationnaires, dans le
meilleur des cas, une reconnaissance de certaiffeiltts mathématiques, sans qu’on
atteigne, voire que l'on vise, une maitrise effextde ce que les formateurs regardent
pourtant sans doute comme les connaissances indeples a I'exercice bien maitrisé du

métier de professeur.

2.6. Nous nous risquerons ici a expliciter une deson de ce qui pourrait étre le systeme
générateur du type de situations que I'on vienvat@er. Dans 'année de préparation au

CAPES, comme dans I'année qui suivra sa réussiteARES (ou a lI'agrégation), un éleve

® Le programme du CAPES est fait d’un titre A quinié tous les programmes du secondaire et d’us Btdont
le contenu, faiblement évolutif, correspagrsso mod@u programme traditionnel des classes préparataie

grandes écoles scientifiques. C’est ce titre Begtinppelé classiquement programme complémentaire.
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professeur est amené a prendre une foule de dégigiortant généralement sur des détails du
systéme praxéologique qu'’il doit s’efforcer de dawise. En deuxiéme année, par exeniple
un professeur enseignant ensé demandera si, dans linitiation au calcul aliggle qu'il

doit réaliser, il interprétera I'expressionxebmme signifiant€4)x ou —(4«). En géométrie, il

se demandera si, a propos du théoreme de Pythagdod,parler aux éléves de contraposeée,
et exiger d’eux gu’ils emploient ce mot. En matiarenérique, il tombera en arrét sur une

incertitude qu’il navait pas anticipée : peut-oet, doit-on, parler denumérateuret de
dénominateude la fractio 5 par exemple ? Ou, pour le dire autrement, urie telction

est-elle autorisée a avoir un numérateur et un rdéradeur, ou est-ce réservé aux rapports
d’entiers ? Arrétons la une liste presque indéfaedécisions au jour le jour que le jeune
professeur devra assumer. En premiére année, Xedflta décisions est sans doute moins
nourri ; mais, méme s'il est sensiblement plus irgd dans la cadre de la préparation aux
épreuves orales d’admission, ou il prend parfossfdemes trés explicites, il n’est pas absent
de la préparation aux épreuves écrites d’admiggibdomme nous aurons l'occasion de le
voir. Or, en ces deux années de formation au métierinvariant apparait, que nous
examinerons d’abord dans le cas de la premieresaimm&is qui a sa contrepartie en deuxieme
année). Devant toute interrogation qui peut sufgitendance des préparationnaires est de se
référer a un point de vusupposegcelui du jury du CAPES, qui apparait comme l'amste
supréme, et unique, de véridiction, méme s'il n’etsimple ni facile d’accéder a ses
« verdicts » — ce qui entraine nombre de candidaéEcorder un crédit quasi absolu aux
commentaires des formateurs membres du jury du GAB& qui I'ont été récemment.
S’adresser a un autre formateur — dans le cadferdm des questions par exemple — ne va
donc pas de soi ! Le faire ne peut étre vu que ceramsubstitut, voire un pis-aller, dont la
pertinence n’est nullement automatique. Car cel @@hvient de déterminer, c’est ce que
« pense » et ce que « veut » le jury, du moing qedtcelle du jury, correcteurs des épreuves
écrites ou examinateurs des épreuves orales, ajtértr de votre cas. Tel est 'uniqoelieu

auquel on puisse confronter ses interrogationeireertituded. L'affaire est évidemment

" Les questions prises pour exemple ont été forrayée des éléves professeurs Harhée.

& Un milieu (« adidactique ») est un systéme qu’on peut regaromme dénué d’intention (« didactique ») dans
la réponse qu'il peut apporter, de maniére exgliot implicite (il faut alors interpréter son comgonent de

« réponse »), a telle question déterminée : il aporte a cet égard comme un fragment de « natufs »
théorie anthropologique du didactique, la notiomdieu fait couple avec la notion de média : ommaeemédia

tout systtme de mise en représentation du mondedeedse d'un certain public (le cours du professimi
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surcompliquée du fait que le jury constitue un euilqui peut parler comme un média, c’est-
a-dire avec une certaine intention, ainsi qu'ilfag dans les rapports publiés année apres
annéee, et dont les avis n'expriment pas pour audamoup sdr, du point de vue du
préparationnaire générique, ce sur quoi le jurydiad véritablement ! Le message émis par le
jury-média tend a oblitérer ou a brouiller le paoitet vue seul pertinent, celui du jury-milieu.
Cette attitude n’est bien sir que le prolongemamedsituation anciennement rencontrée et
longuement fréquentée, ou l'étudiant a eu pouremilessentiel le point de vue de ses
professeurs, avec pour contrepartie négative wdugation aux milieux » souvent indigente
(y compris, en mathématiques, s'agissant de cémgstle milieux que constitue le recours a
la démonstration). Le professeur en formation neastaira donc pas le systeme
praxéologique des milieux qui lui serait nécessaier devenir autonome en matiere de
décision mathématique et, plus encore, didactigDe. fait, dés lors que [linstance
véridictionnelle constituée par le jury du CAPESaaété effacée par la réussite au concours,
I'éleve professeur de deuxieme année — et, au-tejaune professeur — devra prendre des
décisions alors méme que les criteres de décisiont pas été élaborés, parce que des
milieux adéquats ne se sont pas construits — ehémattiques et, plus encore, en matiere

didactique.

2.7. A une hétéronomie vécue comme un long tempsodmission — les éléves professeurs
parlent facilement d’« infantilisation » succedera généralement, non un état d’autonomie,
mais un état d@lionomie qui demeure le lot de la profession aujourd’leigst-a-dire un état
dans lequel le sujet en vient a se regarder corfuniglie source de la loi, qu’il proclame et
entend appliquer. Au temps des études et de |tidbénie épistémologique succede le temps
de I'enseignement, qui est le temps d’'une idionamdéfiniment recommencée. Un paradoxe
peut intriguer. Avant le concours, tout se passerae si le préparationnaire déléguait sa

responsabilité du rapport au vrai a une instanpérseure, parfois contestée, mais richement

mathématiques, le préche d'un clerc, le journahdésentateur de télévision relévent en ce sersystéme
des médias au sens large). Par contraste, pourraatelgjuestions que I'on entend leur poser, lesanént en
général mus par une intention (par exemple « d‘imé ») a I'endroit du questionneur. Bien entendumédia
peut fort bien, a propos de telle question, étgarmdé comme un milieu, et étre utilisé comme telcaractére de
milieu ou de média n’est nullement intrinseque dépend de la question que I'on pose au systente d¢d
maniére de la lui poser. C'est ainsi que les ragpdes maitres de stage analysés dans le chapieeck
mémoire constituent dans une large mesure un miaurapport a la question « Que sont les normeka de

profession de professeur de mathématiques ? ».
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pourvue de légitimité et détentrice du pouvoir @sition — le jury du CAPES. Aprés le
concours, une telle instance s’abolit ; les corpssgection, qui pourraient en tenir lieu, n’en
sont gqu’une pale et lointaine figure. La respongahde la décision incombe aux professeurs,
mais I'assomption de cette responsabilité suppasgysteme de milieux qui, en fait, n’existe
pas parce qu'il n‘a jamais été élaboré. Entre ddponsabilité étudiante et l'idionomie
professorale, la continuité est certaine : la d@ciprofessorale n'a pas a s’objectiver dans un
rapport approprié a des milieux quels qu’ils sqiemis procede d’'une subjectivation radicale
qui se substitue alors aux formes dépassées despwnsabilité étudiante. Ainsi ne devient-
on «responsable » qu’en assumant une nouvelleefaltinresponsabilité. Le professeur
énonce ses propres verdicts, qu’il ne tient qudugeet n'a pas a en rendre compte ai,
fortiori, a en rendre raison. C’est la genése silencigudis@éte, voire secrete, de cettm-
accountability comme diraient les auteurs de langue angfaispie I'on s’efforcera de

traquer dans ce qui suit.

3. « La logique et les ensembles »

3.1.Sapere aude oser savoif’. Le programme complémentaire du CAPES est scimdé e
quatre volets, inégalement développés, intitulépeetivement « Notions sur la logique et les
ensembles », « Algébre et géométrie », « Analyggeinétrie différentielle », « Probabilités
et statistiques ». Dans la suite de ce chapitres parcourrons I'ensemble des questions des
éléves professeurs de premiére arnémn les ventilant en fonction de celui de ces guatr
domaines qui apparait le plus nettement dans |atigne considérée. Bien entendu, ce
découpage, plus familier au lecteur mathématicliaisse de c6té un certain nombre de

guestions de nature moins spécifique et que naaniinerons pas ici. Nous commencerons

° L’expression anglais® be accountable to somebody for sometisiggifie &tre responsable de quelque chose
ourépondre de quelque chose devant quelqu’un.

191 a formule, empruntée a Horace par Gassendi, poftélarisée par Kant dans son opus€uigest-ce que les
lumiéres(1784), ou il écrit : « Qu'est-ce que les LumiéPeka sortie de 'hnomme de sa minorité dont illast
méme responsable. Minorité, c’est-a-dire incapatgté&e servir de son entendement (pouvoir de peseses la
direction d’autrui, minorité dont il est lui-mémesponsable (faute) puisque la cause en réside aos wh
défaut de I'entendement mais dans un manque dsioié@t de courage de s’en servir sans la direckiautrui.
Sapere aude ! (Ose penser) Aie le courage de tér shr ton propre entendement. Voila la devise des
Lumiéres. »

| sagit de I'ensemble des questions formuléetadentrée 1998 au printemps 2005.
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ici par le premier domaine identifié par le prograencomplémentaire du CAPES domaine
qui s’y trouve scindé lui-méme en trois secteunst chmus reproduisons ici le libellé :

I. Généralités sur le langage et le raisonnemettiénaatiques. Eléments de logique.
Il. Ensembles, relations, applications.

I1l. Rudiments de cardinalité.

Que disent les préparationnaires a propos de genéat d'univers mathématique qui eut
autrefois — du temps des « mathématiques modername importance si considérable ? Ce
qui frappe d'abord — on verra plus loin le coneastvec les questions relatives aux
probabilités et a la statistigue, par exemple -estg’ sur sept années successives de
préparation, la quasi-absence de questions patamés formulations du programme, comme
si celui-ci était a cet égard transparent tant damslibellé que dans ses implications sur le
contenu et la structure du concours, et cela méamadjil désigne des objets mathématiques
reconnus par les préparationnaires comme en pagtigues. Cette absence d’interrogations
sur le programme, et sur les attentes qui pourtraiemésulter vis-a-vis des candidats, est sans
doute corrélée avec une autre absence, celle de tmestion sollicitant des références
bibliographiques, qu’il s’agisse d’ouvrages puhblide documents non commerciaux ou de
sites Internet. Alors que, nous le verrons, la logie, par exemple, est vue comme une réalité
existant en elle-méme et sur laquelle on peut sgeigner, méme s'’il s’agit en fin de compte
d’identifier ce que le jury attend des candidasoa propos, ici tout semble se passer comme
si 'objet « Logique et théorie des ensembles sa®oyait pas reconnue une existence hors
du concours, ou méme hors de la préparation caneréaquelle les étudiants concernés ont
accés?! Le coefficient d’existence culturelle de cettarie du programme semble ainsi
extrémement faible, comme si elle ne renvoyaitead ou presque en dehors des demandes
gu’elle formule, comme ¢s’il s’agissait d’'une pureéation institutionnelle, sans écho
identifiable dans la culture hors de ce contextemme s'’il n’y avait que la que se trouvent

rassemblés les items composant cette partie dugmoge.

3.2. Le paradoxe, bien sir, est que cette partieirellement invisible du programme se

rappelle aux préparationnaires par I'opacité, maux, de plusieurs éléments de contenu. Cette

12\/oir par exempléttp://www.capes.math.jussieu.fr/
3 De facon significative, I'unique question relatidiecette partie du programme, posée en 2004-2G09a e
suivante : « Un cours d’'OEM a été consacré auxmadis de cardinalité. Or, dans le dernier BO poianle

programme officiel du CAPES, ce chapitre a été sopp Qu'en est-il ? »

86



opacité les saisit d’autant plus que les concaptgwels elle s'attache sont, de maniere vécue
jusque-la peut-étre comme évidente, toujours ptésaronstamment rencontrés dans la
pratigue mathématique la plus ordinaire. Les qaestis’arrétent ainsi, d’abord, sur des
notions dont on peut savoir qu’elles leur sonttredanent peu familieres. Ainsi de cet éleve
professeur qui indique : « J'ai eu des difficuléésésoudre des problemes faisant appel aux
classes d’équivalence et aux surjections canonigukea formation universitaire, on le sait,
est aujourd’hui parcimonieuse sur les questionstdécture : le passage d’'un ensemble E
muni d’'une relation d’équivalence ~ a I'ensembl®tegnt E/~, la surjection canonique de E
sur E/~ (qui associe a un élément de E sa claslsguidalence), autant d’entités avec
lesquelles les étudiants d'université n'ont eu qu'wommerce Ilimité! D’autres
préparationnaires, plus avares de mots, ne disenaptre chose : « Difficulté a démontrer la
surjectivité », « Difficultés sur les notions : enstle quotient..». Le méme manque de
familiarité engendre des demandes ou la distincéintre objets mathématiques et objets
paramathématiques est ignorée : un préparationrsains doute soucieux de ne rien laisser au
hasard, demande ainsi de maniére insistante usernietion de la notion de « canonicité » !
Sous la pression d’une inquiétude semblable, omtesiroger tout un ensemble de notions
avec lesquelles, jusqu’alors, on pensait pouvoirevien paix. « Qu'est-ce qu’une
équation ? », demande-t-on ainsi. Et encore : dlQuest la différence conceptuelle entre
constante, parametre et variable ? » Les chosesapment les plus sdres se brouillent. « Y
a-t-il, demande-t-on, une différence entre le ma®ment par condition nécessaire et
suffisante et le raisonnement par équivalence 2s>distinctions bien connues vacillent : on
se demande s'il y a une différence, et laquellentre condition suffisante et [condition]
nécessaire », en précisant que la choseuRsteNTE On subodore parfois, sur ce méme
modele, des différences subtiles qu’on pense saut ah’avoir jamais rencontrées jusque-la :
« Quelle est précisément la différence, interrega-ainsi, entre raisonnement par I'absurde
et par contraposée ? » Les mots les plus courainteut un folklore mathématique que I'on
avait absorbé sans autre forme de proces, toutup €mnt probleme. Quelles sont les
« nuances », demande un préparationnaire, entrpogtmn, lemme et théoréme ? La

question est récurrente.

3.3. La contextualisation du propos ne doit pag @&umbliée : ces curiosités ne sont pas
I'expression d’'un pur désir de connaissance ; etl@sifestent une volonté de connaitre ce
que le jury attend. Si on l'oubliait, on risquerdé& ne pas comprendre la formulation de ce

préparationnaire qui avoue: «Je fais difficiletnda difference entre “théoreme”,
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“proposition”, etc. (surtout en oral 1). » Ou dé aetre, qui écrit de méme : « A l'oral 1, on a
du mal a distinguer pour I'exposé la différenca@propriété, proposition, théoreme».Un
autre encore, une autre anneée, laisse pointer tenéinun peu plus large en demandant :
« Dans les exposés de la premiére épreuve oratkufet maniere générale), quelle différence
y a-t-il entre un théoréme et une proposition ? §&tondairement entre un théoréme et un
lemme ?) ». L'oscillation est permanente entre weteers un passé qu’on pouvait croire
dépassé et découpage souvent maladroit d’'un réeVvellement rencontré. L'un des
guestionnants s’étonne en ces termes : « Uneuliffique j'ai eue. DanM, toute partie non
vide admet un plus petit élément, difficile de treula démonstration. » Un autre se demande
s'il est possible de démontrer les axiomes de PedPaur un autre encore, le trouble est plus
profond : « Probleme avec I'axiomatisation. Comnyaguit-on créer des mots qui définissent
des propriétés mathématiques a partir de trois u@irg axiomes sachant que ces axiomes
utilisent eux-mémes des mots (probleme du dictimap& » On atteint ici une limite, celle du
refus d’un nouveau que I'on se hate de disqualiftanme étand priori impossible !

3.4. La préparation au CAPES est un temps de redéde, travaillé par une obsession : et si
ce que je crois n’était pas conforme aux attentepiy ? Tout a coup, tout devient suspect.
On se demande par exemple comment noter un colgllam@énts — avec quel séparateur
(virgule ou point-virgule ?). Ou, semblablementnoeent noter un ensemble formé des trois
éléments 0, 1, 2. Ou comment noter encore I'intenfarmé dont les extrémités sanet b.

Ou s'il faut écrire (O,i, ]) ou (O; 1, j). D’autres butent sur la notation de I'ensembds d
nombres réels positifs : faut-il écriR ouR. ? L'ensembleR privé de 0 sera nof@* ; mais
comment noter I'ensemble des réels strictementtifsogiuand on a appris, comme certains
I'ont fait, que, d’'une fagcon générale, la notatigndésigne le groupe des éléments inversibles
d’'un anneal, puisqueR, n'est pasun anneau ? La différence, pour l'auteur de lstjoe, a

da se creuser, semble-t-il penser, entre ses adfégtasge (ou, croit-il se souvenir, la notation
Z* désignait, non paZ\{0}, mais I'ensemble des éléments inversiblesesoit { -1, 1}),

et le temps gu’il vit en cette veille du CAPES. uelle est la notation aujourd’hui ? »,
interroge en écho un autre préparationnaire. Tamaig, on s’inquiéte du bon usage, d’abord
au CAPES, ensuite dans I'enseignement que I'onad@ner en cas de réussite au concours
— un préparationnaire se demande par exemple s$i aole droit» d'utiliser les

« quantificatifs »(sic) au lycée et au college.

88



3.5. Au-dela des notations, les problémes d’usagatfillent. La question des raisonnements
par récurrence en est un exemple insistant. Dangpgesuves écrites, a cru comprendre un
préparationnaire, « il faut bien justifier les atisas que I'on utilise ». Mais doit-on expliciter
des raisonnements par récurrence qui, jusqu’afiasissaient « immeédiats » ? Y a-t-il un
juste milieu entre l'affirmation que tel résultdolstient par une récurrence, voire par une
récurrence «immeédiate », et [I'explicitation qualsessionnelle d'un schéma de
raisonnement canonique ? Dans le dernier sujetAd®ES blanc, se confie un futur candidat,
« il y avait beaucoup de récurrences a faire »d’Hiterroger : « Est-ce que résoudre la
guestion en répondant “par récurrence, on montreua...”, sans détailler les étapes, suffit ?
(Si la récurrence n’est pas difficile, est-on o8lide la faire ? Et si on ne la fait pas, est-ce
gu'on aura le maximum des points ?) » Le souciafigte est d’abord, on le voit,
opportuniste : il N’y a pas une norme intrinsequ@e&iture mathématique, il y a simplement
la norme prétée au jury du CAPES, a laquelle ort é&n se soumettre mais qu’on doit
d’abord identifier par une quéte inlassable. « Actit, demande-t-on ainsi, s'il y a une
succession de récurrences, sommes-nous obligésliger chacune d’elles ou peut-on écrire :
“par récurrence immediate, on a...” » Autre questienQuand est-ce que l'on sait qu’une
démonstration par récurrence est évidente, et doiecl’'on n'a pas a la rédiger ? » Plus
circonspect, un autre éleve professeur écrit : «l@s1 étapes doit-on mettre pour effectuer
correctement un raisonnement par récurrence ? »n,Eilf y a aussi les récurrences
« spéciales » : « Comment faire une récurrenceodSante ? », demande I'un ; « Comment

rédiger une récurrence finie ? », lui fait échcautre.

3.6. L'affaire de la récurrence est, jusqu’a urtaiarpoint, emblématique : sans doute sait-on
faire, mais est-ce bien ainsi ga’veulent que nous fassions ? Il s’agit moins destjener
'univers mathématique que l'univers des usagehématiques qui prévalent au sein du jury
de CAPES. Est-ce que je sais ce qu'il faut savéist2ce que je fais ce qu'il faut faire ? Un
préparationnaire s'interroge criment en ces termesors d'un écrit, lorsqu’on répond
“rapidement” a une question (par ex. : “Par réeauweeon démontre aisément que...”) lorsque
celle-ci est facile (de I'avis du rédactearpriori), a-t-on la totalité des points ou le seul
avantage est-il le gain de temps ? » Ces questexmicites ici, sont sans doute toujours
présentes. Méme I'exploration d’'un fragment nouveiaul'univers mathématique reléve
moins d’'un pur désir de connaissance que d’'unedsownlonté de reconnaitre ce que, a ce
propos, autrui sait et attend que l'on sache. Appsode récurrence encore, on prend

conscience ainsi que I'on peut encore découvriragegcts jusqu’ici inconnus de la chose, ce
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qu’on ne soupcgonnait guere. Et on interroge : «l@sisont les différences entre récurrence
simple, récurrence cumulée et récurrence fortdPlus prudemment, un préparationnaire
avoue : « Je n'ai pas bien compris la différendeedies notions de récurrence cumulée et de
récurrence simple. » Ici, un nouveau probléme sulgir certaines questions, il ne suffit pas
de chercher a connaitre ce que le jury connaitend il faut aussi — et d’abord — s’informer
sur ce gu’il en est, en quelque sorte objectivemdat sujet mathématique en question.
Comme on I'a vu au début de ce chapitre, tel guigparationnaire cherche a se libérer de ce
cOté-la par cette question: « Dans quel bouquouver toutes les variantes de la
récurrence ? » Fugitivement objectivé, le savoith@aatigue n’est pourtant pas regardé
comme problématique : les médiations usuellesredivpolycopiés, résumés de cours — sont
supposees suffire a le rendre accessible. La przhiéité est du c6té du jury : si jéchoue,
c’est que le jury m'aura fait échouer plutét quause du contenu sur lequel jaurais été
examiné. A la non-problématicité du savoir a enssigrépond ainsi, par l'effet d’'une
subjectivation qui est la régle plutét que I'exéept la mise en avant de la problématicité si
difficilement saisissable des attentes du jury,re®ue toute problématicité méritant d’étre

questionnée.

3.7. La partie du programme examinée ici compoadigrant nombre d’aspects mal connus,
voire inconnus, des préparationnaires, et qui grsicun certain nombre de questions. Mais
ce questionnement reste, sauf exception, soumigl@wx grandes forces identifiées jusqu’ici.
D’un c6té s’affirme la tentation de refuser le neaw, qu'on se prend a regarder comme un
« réel impossible ». A propos de la définition amaiique deN, ainsi, un éléve professeur
écrit :
... On a établi une liste d’équivalences de propsi€tEN, si 'une est vraie, elles le sont donc toutes.
Mais on n'a pas montré que l'une d’entre ellestétaie. Il me semble justement qu’on en prend une
comme axiome car on ne peut le démontrer seuledgrdrtir des propriétés de I'ensemiNe=
{0,1,...}. (Caseraméne a la question : quediela définition deN prise ?)
La tension et la tentation générale de réputer gsipte la réalité mathématique ainsi
nouvellement rencontrée se nourrit, certes, d’dspgmecifiques de cette réalité, comme s'’il y
avait toujours quelque chose a redire en matievatdiogie mathématique. D’'un autre co6té,
le doute ontologique apparait lié au processusubiestivation déja plusieurs fois souligné,
qui fait du jury la source d'une loi difficilememtéchiffrable, selon laquelle pourtant on
s’'appréte a étre jugé. Un candidat malheureuxuietépéte la préparation, se confie en ces

termes :
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L’année derniere lors de la deuxiéme épreuve olalgiry m'a demandé si I'on pouvait définir une
fonction a partir de sa représentation graphiques (précisément, j'avais donné des allures de esurb
représentatives de fonctions assez quelconquesutaegercice et je proposais des résultats sur les
fonctions en question). J'ai répondu que oui ; application deE dansF est un sous-ensemble de

ExF. Apparemment, ce n’était pas la bonne réponse jmais sais toujours pas pourquoi...

Le répondant doit ici se faufiler entre I'object&/imathématique et la subjectivité prétée au
jury : la porte est étroite. Une réponse a la qoregtosée peut se décliner en quatre points,

ecrit-il. On reproduit ci-apres son propos.

® On appellerelation binairesur I'ensemble produExF toute partiep de ExF : p O ExF. On note
par définition, pourX, y) O ExF : xpy = (X, y) O p. On appelladlomaineetimagedep les ensemble;
Domp) ={xOE/Oy (yOF Oxpy)} et Im(p) ={y O F /X (x O E Oxpy)}. Si xpy, on dit quey est
uneimagede x et quex un antécédentley : Im(p) est I'ensemble des images des élémentk, dxt

Dom(p) est 'ensemble des antécédents des élémeifits de

@ On appellgonctiondeE dansF tout tripletf = (E, F, p), oup est une relation binaire sBxF qui est

fonctionnelle c’est-a-dire telle que tout élémentEl@ossede au plus une image par
O La relation binaire fonctionnelle est appelé Igraphede la fonctiorf.

® Les ensembles Do) et Im() sont encore appelémaine de définitioetensemble des valeurs

de la fonctiorf et notés Donf] et Im().
© Six [0 Dom(f) on désigne pd(x) 'uniquey O Im(f) tel quexpy.
® On appelleapplicationdeE dansF toute fonctiorf deE dansF telle que Donfj = E.

2. Cela étant, s'il est (presque) vrai qu'une digppon deE dansF est un sous-ensemble BeF », il

ne faut pas confondre, par exemple, 'ensembledegles de réels

{(x, X0 [x [ [o’—ﬂ}

qui estle graphede I'applicatiorf : x > e¥"* s de[o,g dans [0, 2], etine représentation graphiqu2

def, qui est un tracénatérie| traditionnellemengraphique ou, aujourd’huiglectronique et qui peut

étre aussi une version graphique d'un tracé éleicjp@, comme ci-apres :

T T

—
HMAIN FAD AUTO FUNC
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C'est cela sans doute que le jury a voulu sancébnmine représentation graphique est un mo iéle
« sensible » d’'une « idéalité » mathématique quiitle dans I'étude de cette idéalité. Mais ordoé

évidemment jamais les confondre.

L’effort de formation, on le voit nettement ici, mp®rte pas seulement sur le rapport aux
mathématiques, mais aussi sur le rapport d’autgimmathématiques, et sur la maniere dont
ce rapport peut étre étayé par un certain rappatdeéchiffrer — aux mathématiques. Le
formateur intervient pour rompre [lillusion de laukgectivité insondable du jury, en
s'efforcant de restituer une place possible, danspdysage mathématique obijectif, a
I'expression de cette subjectivité telle que ledidat a cru la reconnaitre. Inversement, I'idée
gue l'objectivité mathématique face a laquelle iéparation met I'éléve professeur puisse se
transmuer en une attente subjective du jury petbigadonner le vertige : est-ce que, its,
peuvent nous le demander ? Confrontés par I'enseignt recu aux rudiments de la théorie
naive des ensembles, un préparationnaire paraérdgi cerne, et interroge : « Existe-t-il une
théorie mathématique qui ne fait intervenir aucugrédient de la théorie des ensembles ? »
Un autre, qui a découvert par ses propres moyetesiigmire nouveau, apparemment peu sdr,

fait part de ses interrogations :

Extrait de Algébre 1 Jean-Marie Monier, Dunod : « Nous nous contenterd’'une notion naive
(intuitive) des ensembles, sans aborder la not@rethtion “collectivisante” ». Quelle est la «iera

définition d’'un ensemble ?

Le répondant réagit dans les termes ci-apres.

1. Le programme de ce module de formation compremdarticulier des développements sur les
ensembles on verra a ce propos quelle réponse peut recdsofuestion posée sur la « vraie »
définition de la notion d’ensemble.

2. Pour apprécier d'ores et déja les difficultés gamporte une telle « définition », on peut stamrén
instant sur la notion de relation collectivisante.

® Une propriétdP(x) relative aux ensembles(« ensemble » étant pris ici au sens usuel duebeest
dite collectivisantes'il existe un ensemblg tel que I'on ait P(x) vrai = x 0 E. En d’autres termes, les

ensemblex possédant la propriéEforment un ensemble, que I'on peut (provisoireneater
{ x/P(X) }.

@ Cette définition peut sembler brasser du vide pogpeut penser qu’on n'a qu’a appeler ensemb.e le
« collectif » desx possédant la propriéi& Il n’en est rien, comme le montreparadoxe de Bertranc

Russell(1877-1970), que le logicien britannique rendiblprien 1903.
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© Prenons pouP la propriétéx [ x. Supposons alors que cette propriété soit « dilieante », c’est-
a-dire gu'il existe un ensemble= { x/ x O x }. On rencontre alors la contradiction suivantel'@
suppose qude [0 E, alors, d'aprés la définition méme & on aE O E. On a ainsi démontr:?
limplication suivante :E [0 E = E 0O E. Jusque-la, rien de grave: si, d'une maniére rgémé
limplication A = - A est vraie, c’est que I'énonéeéest faux, c’est-a-dire que I'énoned\ est vrai, ce
qui correspond au fait, déja rencontré lors detnee 3, que la propositioA & -A) = - A est une
tautologie

® Examinons maintenant I'énon& ] E qui, d'aprés ce qui précéde, serait vraiESi'est pas ur
élément deE, c’est queE ne satisfait pas la proprietd] x, et donc que I'on & O E. On a démontre
ainsi I'implication :E 0 E= E [0 E. Telle est la contradiction & laquelle on arrive !

® Pour écarter ce type de difficultés, on ne pemeetonsidérer un ensemble de la forme/{f(x) }

gue lorsqu’on considére les ensemblgslii sont des éléments d’'un ensemble cdonu
{xOU/PX) }.

C'est la ce que, dans le cadre d'une théorie axigne des ensembles, on appellera I'axiome de

compréhensiolfou desélectior).

L’épisode est, a certains égards, exemplaire. htreoun univers mathématique raréfié ou,
vraisemblablement, formés et formateurs s’avanagras mesurés, en se demandant jusqu’ou
iIs peuvent aller sans aller trop loin. On ressenia double pression peut-étre contradictoire
de la connaissance objective et des attentes sivbsupposées. L'exploration du paysage
mathématique du CAPES rencontre ses limites. Agnsva-t-il, par exemple, avec certains
éléments dont on ne sait trop s’il s’agit de cotrealeur role mathématique exact ou de
reconnaitre leur place dans une certaine cultuthémeatique « grand public ». « Qu’est-ce
gue l'axiome du choix ? » demande un éléve protesde 2004-2005 faisant ainsi écho a
'un de ses prédécesseurs de 2000-2001. En 2008-280question est plus précise :
« Axiome du choix ? Quel en est I'énoncé exact @tllgs sont ses applications ? » La
formulation montre un pragmatisme sans afféteegroe si le sujet évoqué était tout a fait
ordinaire — a linstar par exemple de cette questielative a I'algébre élémentaire des
ensembles : « Est-il équivalent de dire §ugx) 0 A et quex O f(A) ? » Mais cette apparente
sérénité ne doit pas masquer la mise en doute wle tmne culture mathématique que
I'approche du CAPES vient perturber et rendre itaiee. A propos de récurrence encore, tel
préparationnaire se confie en ces termes :

J'ai étudié en informatique un type de démonstnatippelé I'induction, divisé en deux parties :

l'induction structurelle qui correspond a la réemce et l'induction ncethérienne. Cette derniére
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correspond-elle a un type de démonstration (mattigned connu d’'un étudiant « classique » de notre

niveau ?

3.8. D’autres thémes du programme ont un statdérdift : loin d’apparaitre comme des
étoiles lointaines dont le scintillement reste émgjque, tel I'axiome du choix, ils sont a la
fois regardés comme culturellement bien connus ncalime mathématiquement mal
maitrisés. C’est ainsi qu’un préparationnaire écrit
En algebre, les exercices qui concernent les oelatd’ordre et la cardinalité, je les ai abordés
uniquement en "1 année de DEUG, et seulement comme exercices @apph directe de la
définition.
Les questions relatives au dénombrement sont tgpige ce cas de figure — bonne familiarité

culturelle, faible maitrise mathématique. Un élpvafesseur écrit ainsi : « Je ne retrouve pas
le raisonnement “intuitif” pour retrouver la forneui Ck = Ci + Cit. » Un autre interroge :

« Comment démontrer mathématiquement@Riest un entier autrement qu’en le considérant
comme un dénombrement ? » En ce cas, le formaete manifestement de s’appuyer sur la

question soulevée pour impulser un petit travale«attrapage » a propos des coefficients

binomiaux et du dénombrement.

1. Le coefficient binomiaCh peut étre défini comme le nombre de combinaisensabjets pris parmi

n, c'est-a-dire comme le nombre de parties @éments d’'un ensembleraéléments : ainsi que [a

guestion examinée le rappelle, ce nombre est dorentier. Si I'on démontre alors que ronGh =

n! g n! .
————, on en déduit que le nom est entier...
pI(np)! a Piinp)!
| —
2. Plus précisément, on & n__(p+1H)p+2).. b+ p))' Posons —p =r ; on déduit de ce

pi{n-p)! (n-p)!
HRHDE+2) .. p+1)

r!

qui précéde que le nom est entier. Commp est quelconque daiNs on peut

en conclure quée produit de r entiers successifs est divisiblernpaOn a ainsi par exemple :

3002¢3003<3004x3005x3006x300 ~3008<3009 _ 6657832254064369835027450880
8! B 40320

= 165124807888501235987784.

3. La propriété précédente est clairem@niivalenteau fait que les coefficients binomiaux sont estie:r

Supposons maintenant qu'on définisse les coeffigidrinomiaux directement par I'égali€n =
n!

w en posant en out@h =0 lorsquep > noup < 0. On peut alors établir I'égalité classicﬁ]%=

1 . . : .
Cha + Chy, laquelle permet de démontrer, par recurrencm,squecﬁ est entier : sCh-1 est entier
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quel que soip 0 Z, alorsCh est entier quel que s@tl Z ; commeCh=0ou 1 qguel que sqit] Z,

Ch est entier pour tout [0 N et toutp [0 Z. C’est la un fait que I'on retrouve par le moyantgiangle

de Pascalci-aprées [...].

4. Le résultat considéré permet de démontrer ddautits de divisibilité, par exemple celui-ai p est
premier, alors éest divisible par gpourk =1, 2, ...,p — 1). En effet, puisquld divisep(p—1) ...

— (k- 1)) et quek! est premier avep, on peut conclure que divise p—1) ... f — (k— 1)). Par suite

_p(p-1)..p-k+ 1)=p(p—1) ..b-k+1)
ki k!

I'égalité C'S montre queC',f, est divisible pap.

n n
5. Considérons le polynoniz) = > a2 Il vient : P2 = Y k(k—1) ... k—r +1)a, 2. En faisant
k=0 k=r

n
(K)
z =0, on obtient P(0) =r(r — 1) ... ¢ —r +1)a =r'a. On a donc P(2) = uklgziﬂ Prenons

k=0

(r)
alorsP() = (1 +2" On aiciP?’@ = n(n = 1) ... o —r + 1)1 +2™ et il vient o|oncur|92 =

nh—1)..fo-r+1)_

n
o Ch, en sorte que lona: (13" = z Cﬁ Z. (On notera que, en multipliart

k=0

cette égalité pay’ et en posanyz = x, on obtient la formule du bindbme de Newtor+(y)" =

n

Z Cﬁ X‘V*.) Comme il est facile de démontrer par récurremeoe les nombres, tels que (1 ®)" =
k=0

n
" a, Z sont entiers, on retrouve autrement que les eierfiis binomiaux sont entiers.
k=0

D’autres questions élémentaires sont proposéesel&re professeur demande ainsi a étre
informé des liens existant entre le triangle decBlagt les « nombres combinatoires ».
Comme on I'a souligné, rien n’est sdr, tout petreféobjet d’'une investigation inquiéte. Ici,

parmi les énigmes que l'auteur de la question sSteilvair résolues, il y a ce probleme de

|
priorité : le nombre combinatoirek a-t-il d’abord été défini par I’expressicw(rr:'_k—I ou

comme coefficient apparaissant dans le triangl®acal ? L'inquiétude peut tout pénétrer.
Un autre éleve professeur demande qu’on lui rappetiomde la « formule »

n-1
(@a-b)"=(@-b) D Cha(-1Hap™¥
k=0
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confondant sans doute cette égdfitéavec I'expression factorisée @8 —b". Une telle
confusion témoigne d'une absence de familiarité cawen domaine dans lequel,
corrélativement, on n’est guére capable de diséngmntre des questions réputées classiques,
qui relévent pleinement de ce qu’on peut nommezodiae d’étude normal€ZEN), et des
guestions relevant de la zone d’étumeche— la ZEP —, a faible distance de la ZEN, sans
parler de questions relevant plus nettement deofse zd’étudelointaing la ZEL. Cette
tripartition floue (ZEN, ZEP, ZEL) est bien illus& par un certain nombre de questions. Un

préparationnaire demande ainsi comment on peutrerai’on a les égalités

p<n p<n
> cR= D cR=21

p pair p impair
La question est on ne peut plus classique et saterttent ne requiert que des outils
élémentaired®. Un autre éléve professeur demande comment onnd#eo« le nombre
d’applications croissantes d’'un ensemblp @éments dans un ensembla& &lémentsn >
p» La question souffre d’'une petite ambiguitéagg-il des applications strictement
croissantes ? S’il en est ainsi, le probleme essigquent trivial : une telle application

s'identifie de maniére naturelle a son image, gtiume partie g éléments d'un ensemblena
éléments, en sorte qu'il y@R telles applications. Si I'on recherche le nombepglications

croissantes au sens large, le probleme est a pedies classique : une telle application

s'identifie & une « combinaison avec répétitiort eremontre classiquemelftque ce nombre

n-1 n-1
14 '¢galité @ —b)" = @—b) X, CK_1(—1) " a™* se réduit a I'égalitéa(— b)™* = > CK g(—1) g™k,
k=0 k=0

laquelle est un cas particulier defdmmule du binbmé« de Newton ») valable dans tout anneau comnhuii

n
+b)"= Y. chab™

k=0
n psn psn
15 Draprés le « bindme de Newton », on d:=2(1 + 1 = . Ch= D.Ch+ Y. Ch Dans le cas on est
k=0 p pair p impair

. . . . N , + - . .
impair, il suffit pour conclure d’observer qu’ilgy un méme nombre (egapek—]) de coefficients binomiaux de

parameétre pair et de coefficients binomiaux de parametmnpair, ces coefficients étant en outre égaux deux

deux Cﬁ = Cﬂ_p). Dans le cas on est pair, on se raméne au cas précédent en mItiIiégaIitéCﬁ = Cpnj +Choa.
18| 'ensemble des applications croissantes de { 1.2} dans { 1, 2, ...n }, c’est-a-dire des suites finig, y,,

..., Yptelles quey; <y, < ... <y, est mis en bijection avec 'ensemble des appboattrictementcroissantes de

{1,2,...,p}dans {1, 2, ...n, ...,n+p-1} par la transformatiory(, ys, ..., ¥p) = (Y, Y+1, ..., ¥p+p-1).
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est égal &h+p-1. La situation change avec cette troisiéme questioBoitR, le nombre de

relations d’équivalence dans un ensembieééments. Pourquoi a-t-d&.1 = Ch+1 R, ? » La

formulation est clairement erronée — elle résulertainement d'une mémorisation

approximative d’une rencontre mathématique malnisé#. On a en eff&@n.1 = Chii=n+1
et, par une «récurrence immeédiate », on aurait dopuisqu’il est clair qu&, = 1 — la
formule généraldR, = n! alors méme que, pour = 3, les relations d’équivalenéésont au
nombre de 5 quand on devrait en attendre 3! =iGeicfait, on touche a un niveau de plus
grande complexité mathématique dans le développetecia théorie combinatoire : méme si
cela nest qu'indicatif, dans son ouvrage classiemeleux tome¥, Louis Comtet n’en parle
ainsi vraiment qu’a la page 45 du tome second, tlaohapitre V consacré aumombres de
Stirling, ou il écrit :
Le nombrew(n) de toutesles partitions de I'ensembld, [N| = n, souvent appel@dombre de Belbu
nombre exponentidl..), vaut évidemment d'apres la Déf. A, p. 38(n) = 1s%n Sn, k), n> 1. Cest

donc aussi le nombre total delations d’équivalence

Le nombre de Stirling de deuxieme esp&@e k) est le nombre de partitions d’'un ensemble a
n éléments ek sous-ensembles non vides. On ne connait pas mel®sommatoire pour les
S(n, K), qui vérifient trivialemeng§(n, 1) =S(n, n) = 1 et la relation de récurrengg + 1,k) =

S, k— 1) +kgn, K). Les nombres de Beff, eux, satisfont la relation de récurremu@ + 1)

n
= z Cﬁw(k), ce qui permet de les calcufér On a ainsin(2) = C%IJ(O) + C%w(l) =1+1=2,
k=0

w(3) = C%w(O) + C%m(l) + C%m(Z) =1+ 2+ 2 =5, etc. Dans ce cas, on rencounitre

7 On est ramené a dénombrer les partitions d’unnebigean éléments. Dans le cas ol E& P, ¢}, ona 5
possibilités : E=4} O {b} O{c}={a} O{b,c}={b} O{a,c}={c} O{a b}={a,b,c}.

'8 Analyse combinatoitePUF, Paris, 1970.

¥Du nom du mathématicien américain d’origine écises&ric Temple Bell (1883-1960), auteur du célébre
ouvrageMen of Mathematic§1937), en traduction francaikes grands mathématicie(@ayot, Paris, 1950).

2Sj E est un ensemble @ + 1 éléments et s O E, une partition deE telle que la classe d'équivalence

contenant aitk éléments (ok = 1, ...,n+1) est donnée par le choix d'une pafi@ k-1 éléments dE\{a} et

celui d’'une partition de I'ensemble an+1-k élémentsE\FO{a}: il y en a doncCﬁ_lm(ml—k). Comme

I'ensemble de toutes les partitionsElest la réunion disjointe des ensembles correspisid partitions polk

n+1 n n
=1,..,n+1, onam(n+l) = 2. Ck w(n+1-k) = D, Chw(n—£) = 2, CRw(K).
k=1 /=0 k=0
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phénomene typique, lié sans doute (nous n’en ayass de preuve précise en ce cas
spécifique) a une pratique répandue de formatiataetto-formation consistant a encourager,
contre une diététique mathématique contrdlée, enmine gloutonneri€" qui ne permet pas
au préparationnaire d’identifier clairement leslppeones étudiés ni, a plus forte raison, de les
situer dans un contexte mathématique adéquat. blmigme exemple fournira un exemple de
cette facilité a créer une semblable déconcertatigmitive. Un éleve professeur écrit : « Le
probleme que j'ai eu a été de trouver le nombrédiénts dan&\Zye, ouE est un espace
vectoriel de dimension surK = Z/pZ, avecp premier. » La formulation est ici ambigué : en
notant ici, comme l'auteur de la questi@d, le corpsZ/pZ, la notationE\Z,e designe-t-
elle 'ensembleE privé des eléments de la droite vectoriglige (ou on supposele E\{0}),

ou bien deésigne-t-elle I'espace vectoriel quotidatE par le sous-espace vectori&le ?
Dans le premier cas, la réponse est trividiea p" éléments eZ,@ en ap, si bien que
I'ensemble examiné en@ — p : seule la non-familiarité du contexte mathématigoarrait
expliquer en ce cas la difficulté de cet étudidvidis le second cas n’est qu'a peine plus
compliqué : en se situant dans une base,(e,.e 1) deE, on voit que deux vecteurs &e

de coordonnéesx( Xi, ..., X-1) €t &, yi, ..., ¥n-1) ONt Méme image dans la surjection
canonique dé& sur son quotient paZ,@ si, et seulement stz = Vi, ..., Xo-1 = Yn-1, €N SOItE
que 'ensemble examiné a le cardinalZlg™, soitp™. Le contexte mathématique de travail
est ici un facteur essentiel de la réussite dwattavréaliser.

3.9. La combinatoire, peut-on penser, est chichérraitée dans les études supérieures de
mathématiques suivies par les étudiants qui forit@eleurs difficultés. Mais il semble que
les questions de cardinalité des ensembles indimisnt laissées plus encore en déshérence
dans I'enseignement supérieur courant. La notatifg) désignant 'ensemble des parties de
'ensemble E, un préparationnaire de 2000-200losié ainsi: « Pourquoi n’existe-t-il
aucune application injective d&(E) dans E ? » Un des ses lointains successeurs20038-
2004 — sollicitera de méme l'aide de ses formatgasr montrer qu’il n’existe pas de
surjection de E suf?(E). Il y a la un ensemble de faits mathématiquesadt lesquels ces
futurs professeurs semblent on ne peut plus navldasautre éléve professeur s’interroge

ainsi : « Dans la théorie d¢ est équipotent a E infirgsic), quand on commence avec un plus

2! Cette propension au surnourrissage est bienriflegiar certaines listes pléthoriques d’« exerciogébités au
kilometre, proposés en vrac aux préparationnag@syme on peut en voir aujourd’hui sur divers sltgernet

d’équipes de préparation au CAPES.
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petit élément ¢a va, mais comment se passe le éhbirfini ? » Cet étudiant pensait sans
doute « maitriser » la notion de suite : la pedtidn apportée par un questionnement
mathématique neuf la montre fragile. Le fait ddfgdater a des questions inédites, dont la
difficulté est mal mesurée, trouble plus encore culture qui, jusqu’alors, n‘avait été mise a
I'épreuve que dans des types de situations en reombduit et bien répertoriés.
L’enseignement donné dans le cadre de la préparat@nsi fait rencontrer a ces candidats au
professorat une démonstration de la non-dénomhiéabd#R, laquelle procede par I'absurde.
Un éleve professeur croit apercevoir une simpliitca notable du travail mathématique
présenté :
A propos de la dénombrabilité d On suppose qu'il existe une bijection Mesur R et on nomme

(an)n la suite des éléments &e Ne peut-on pas introduire la suitg)f qui est la suiteay)y ordonnée

(croissante par exemple)Py / by, # by, car sinon If,)y serait constante & serait réduit a un seul

bn, — b,
élément. On a donl,, < b,. On considere = —1_0 (sic), cOR (si on admet quiR est uniR-

2
espace vectoriel de dimension 1)bgt < ¢ < b, et il n'existe pasN / ¢ = by puisque i)y est

monotone.

Cette fois, la réponse du formateur est un peugsuke.

1. Il n'est pas possible de passer de la saifed la suite If,) : on ne peut en effet faidémarrerla
suite p,) croissantgar rapport a I'ordre usuetleR puisqueR n’a pas de plus petit élémepour cet
ordre. Supposons tout de méme que nous ayons tgfiron devrait appeleb,..; le plus petit des
éléments d&R non encore énumére, et on se retrouverait alorantide méme probléme : I'ensemkle
ordonnéR\{ by, by, ..., b, } n'a pas de premier élément.

2. Il découle de I'axiome dbon ordre(ou de Zermelo) quR peut étrebien ordonngéc’est-a-dire peu

étre muni d'un ordre pour lequetoute partie non vide A dR posséde un plus petit élémévtais on

. . +
ne peut plus dire alors que, pour cet ordren alta<a7b <b...

Ces questions, pourtant, sont de vraies questiguis,parfois atteignent aux limites de
I'univers mathématique connaissable a ce niveansiAn va-t-il de l'interrogation suivante,
qui renvoie — trés vraisemblablement sans quediauen soit conscient — a un probleme

classique de fondement de la théorie des ensembles

Une relation binaire est définie par la donnée diipiet (E, F, G). E ensemble de départ, F ensembl
d’'arrivée et GO ExF graphe. S'il existe une bijection de E dans Ef E sont équipotents. La relation

d’équipotence est une relation d’équivalence. @gekon ensemble de départ, ensemble d’arrivée ?
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On notera en passant un mécanisme essentiel dail tréalisé dans le cadre de formation
évoqué ici : I'enseignement prodigué a fait rencemtux préparationnaires, d’'un c6été, la
définition ensembliste de la notion de relationaiie, d’'un autre c6té, la notion d’ensembles
equipotents ; le travail effectué par le préparatare de mise en relation « scolaire » de ces
deux items produit une question nullement anodiée,aux paradoxes de la théorie naive des

ensemble$?.

3.10. L'activité inquisitrice des préparationnain@et en évidence bien d’autres difficultés
qui, pour étre en derniére instance rapportée®pamr I'attente du jury, n’en ont pas moins
un caractére objectif du point de vue mathématifaemi les écueils rencontrés, beaucoup ne
touchent pas au plus profond de I'édifice mathémguati certes. Toute une catégorie de
questions, ainsi, a trait a des notions que legesl@rofesseurs découvrent a I'occasion de
leur préparation aux épreuves orales et dont ilsammaissent que I'exposé qu’en proposent
les manuels de college ou de lycée. Tel est Ipaasxemple de la notionatbre, a laquelle
les nouveaux programmes des classes de lycéerferglace remarquée, sans pour autant que
cette notion y apparaisse adéquatement mathémalttiseéleve professeur en sollicite une
définition, en signalant que c’est la une chosmpassible a trouver dans les livres ». L'un
des sujets de la premiere épreuve orale d’admissiorparticulier, suscite a cet égard de
nombreuses interrogations que la question suivexykcite non sans vigueur :
Dans le sujet 01 d'oral 1 de probabilités donttifiié est « Utilisation d’'arbres, de tableaux, de
diagrammes pour des exemples simples de dénombreBmombrement des arrangements et des
permutations », que doit-on faire dans une prenparéie ? Donner des exemples qui ont un lien avec
arrangements/permutations (et dans ce cas pouvezerodonner avec des tableaux ou diagrammes ?)
ou d’autres exemples divers (et dans ce cas jedrbexposé / le sujet un peu « décousu » : qudees

théme du sujet ?). Faut-il définir ce qu’est unr@rtun diagramme et un tableau ? Et d'ailleurs que

signifient ces termes ?

Ainsi, et comme on peut aisément limaginer, le ntle sur lequel doivent ceuvrer
préparationnaires et préparateurs est immenseéséme un relief extrémement varié, ou les

parties cachées abondent.

22 \/oir l'article MATHEMATIQUES (FONDEMENTS DE$, dii & Jean-Toussaint Desanti, dan®ietionnaire des
mathématiques, fondements, probabilités, applioatiincyclopaedia Universalis et Albin Michel, Paris989

notamment p. 389-396.
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4. Mathématiques en souffrance

4.1. Si l'on tente d'associer chacune des questi@tsieilies a l'une des parties du
programme complémentaire du CAPES, on obtientdeméte suivant®: la premiére partie,
Notions sur la logique et les ensembl&st I'objet de 94 questions ; la deuxieme partie
Algebre et géométriede 747 questions; la troisieme parti@nalyse et géométrie
différentielle est concernée par 542 questions ; enfin, lagRrtibabilités et statistiquese
suscite que 67 questions. A l'intérieur de ces dgardivisions, les sous-divisions recueillent
elles-mémes un certain nombre de questions, sesmé&partitions sur lesquelles nous allons
revenir. Mais il est intéressant de s’arréter drdtsur une catégorie particuliere de questions,
celles qui concernent la partie elle-méme, sares f@trs précisément assignables a I'une de

ses sous-parties. La parA&gebre et géométrjainsi, est subdivisée en cing titres :

I. Nombres et structures ; Il. Polyndmes et fraddigationnelles ; Ill. Algébre linéaire ; IV. Espac

euclidiens, espaces hermitiens ; V. Géométrie affineuclidienne.

Sur les 747 questions recensées, 19 concernemtdgeala partie elle-méme plutdét qu’une
de ses sous-parties. Ainsi en va-t-il de la quedigvante : « Algébret géométrie. Qu’est-ce
qui permet de les associer et/ou de les dissoctehiRsi en va-t-il encore de cette question
inquiete et naive a la fois: « Est-ce que la géoené&lémentaire est explicitement au
programme du CAPES ? » D’autres questions entramé th méme catégorie se contentent
d’indiquer une difficulté vécue subjectivement agws de la partie du programme évoquée.
Un préparationnaire indique ainsi sa « difficultéfadre les exercices demandés tout en
comblant les “oublis” des classes antérieures (gdoen algebre) » en précisant qu'il n'a
« pas le temps de revoir certaines notions oubléasur certaines — car faites il y a plusieurs
années. » Un autre avouera simplement : « J'aidiféisultés avec les prérequis pour les

exercices d’'algebre abordés en cours. »

4.2. 11 est intéressant d'examiner l'indicateur quenstitue le nombre de questions
« globales » relatives a une partie du programnoer Ra premiere partidNotions sur la
logique et les ensembleses questions représentent 7,5 % des questiamog@es ; pour

Algebre et géométrjeelles ne représentent que 2,5 % ; pour la pAmigyse et géométrie

% Quelques rares questions ont été associées Zuisisiems du programme ; en sens inverse, quelques
questions, en petit nombre, n'ont pas été clas@are maniére plus générale, le tri que nous &ffeentre les

diverses catégories de questions ne saurait €wa gau approximatif.
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différentielle ce taux remonte a 5,5 %, tandis qu'il atteint maximum sur la partie
Probabilités et statistiques52 % ! Cette derniére partie fait donc I'objetd’ abord plus

« globaliste » que les autres parties : avantidéestoger sur tel détail, on s'inquiéte thut

Une préparationnaire écrit ainsi : « Une difficulpge je rencontre est 'absence de cours de
probabilités pour la préparation a I'écrit : je m'ai fait ni en DEUG, ni en licence, et je me
sens un peu perdue dans cette matiére. » Un dirtqgigte en ces termes : « Pourrait-on
avoir un réesumeé de cours sur les statistiqueds &sstimations, comparaison de moyennes,
régression, etc. ? Je n'ai jamais abordé ces rofiars de ma scolarité. » De facon plus

développée, mais non moins civile, un autre enéori :

[Ceci] n’est pas vraiment une question mais plutbsouhait. Pour les probabilités et les statistiqie
voudrais savoir si I'on va avoir de vrais cours fout au moins de sérieux rappels de cours) cat c'e
un domaine assez complexe, relativement nouveas! ldarprogrammes, qui nécessite des définitions

précises et des explications claires.

D’autres se font plus discrets et présentent leegaétes presque subrepticement. « Serait-ce
possible d’avoir un petit topo sur les Statistigdes demande l'un, tandis qu'un autre
s’enquiert en ces termes: «Les statistiques r¢iale de confiance...) sont-elles déja
tombées a lécrit? Est-ce au programme depuis téomgs ? » A linstar de ce
préparationnaire, bien d'autres font référence &ikxre de touche que constituent les
épreuves, écrites ou orales, du CAPES. Mais itlegt qu’'on s’interroge, ici, sur I'abord de
tout un domaine qu’il faut d’abord situer, cartqgreer en quelque sorte, afin de pouvoir y
situer le détail sur lequel, éventuellement, oragagé. Le probléme est d’abodéns les
mathématiqueset I'on s’efforce de savoir quelle juste extensibconvient de donner a ces
mathématiques-la. Essayant de borner le champcayrar un éléve professeur écrit : « Etant
donné que je n’ai pas fait de statistiques (ou p&s), quels documents au niveau CAPES
(oral) peut-on trouver afin de préparer ces le¢risaut-il en savoir plus que le niveau
demandé aux terminales (ES en particulier) ? » d@eisd’une appréhension d’ensemble —
ft-ce pour réduire cet ensemble le plus possiblegst évident. Un éléve professeur avouera
par exemple : « J'ai du mal a faire le lien entrebpbilités et statistiques. » On retrouve ce
souci dans toutes les parties ou sous-partiesafirgamme peu familiéres au public concerné.
Dans la partidlgebre et géométrjde taux de questions « globales », la pluparttedups trés
faible, est ainsi plus élevé s’agissant de la satliombres et structuresu il monte a 5,5 % ;
cette section du programme apparait ainsi comnmeemadant des mathématiques que les

préparationnaires, jusqu’ici, semblent n'avoir pasa considérer comme un tout structuré.
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4.3. 1l en va plus encore ainsi a propos d’'uneeastus-partie que le programme intitule
Geéomeétrie affine et euclidien®e¢ ou,a priori, se trouvent simplement rassemblés des thémes
d’étude que les éléeves professeurs ont renconiréswas de leur scolarité (ce qui distingue
cette situation de celle concernant les probabil@é la statistique) : calcul barycentrique,
configurations dans le plan ou dans I'espace, cmagtransformations, usage des complexes
en géométrie. Pourtant, les questions généralssrfoent ! Tout se passe comme si, par dela
les souvenirs morcelés du travail accompli au sé@io|, le besoin s’imposait d’'un travail de
synthese et de remembrement, qui permette une isagjan renouvelée de connaissances
éparses et inégalement disponibles. Les questiemamdent ainsi des « rappels de cours »,
des «résumés de cours », des références d’ouvclEg@gomeétrie, a propos des espaces
affines notamment, mais aussi a propos des isastar exemple. Ainsi en va-t-il au long
de quelque trente questions (sur 377, ce qui quoresa un taux de prés de 8 %), auxquelles
il faut rajouter plusieurs questionnements de tymgginéraliste », qui renvoient au domaine
tout entier, plutdt qu'a certains de ses constislaDes questions portent par exemple sur
I'évidence graphique dans le plan. « Pourquoi ®ules propriétés de la géométrie
élémentaire sont-elles évidentes ? », s'interrags an préparationnaire. Un autre s’enquiert
en ces termes : « Une construction (un dessin)glu{ou peut-il) étre considérée comme
une justification pour une question de géométmepse ? » Un autre questionnement encore
porte sur les « diverses géomeétries » : on s’iogerisur les liens entre « espace affine, espace
euclidien et espace vectoriel » ; on avoue reneontrun gros probléme avec le lien entre
géométrie élémentaire et géométrie affine », et gelotamment pour I'oral 1 ». La fraicheur
des commencements est perceptible, comme dansgoetséion : « Quand doit-on se placer
dans le plan de la géométrie euclidienne élémentairdans le plan affine euclidien ? » Bien
entendu, ces interrogations globalistes sur laaratsont frequemment contextualisées par
rapport au concours. « En oral de géométrie, degrtod ainsi, quand doit-on se placer dans
le plan affine ou dans le plan de la géométrieidigtine ? » Les questions se font écho d’'une
année sur l'autre. La précédente est de 2004-2G0DSyivante, plus circonstanciée, date de
I'année 1999-2000 : « En oral 1 de géométrie,lgueférable de se placer dans I'espace de la
géomeétrie euclidienne élémentaire ou dans I'espHiee euclidien ? Les démonstrations sont

plus faciles (il me semble) dans le second cass pwir un éléve, elles “tombent du ciel”. »

4.4. D'une facon générale, la mathématisation «amoel» de la géométrie élémentaire vue
au college et au lycée laisse perplexe et suseseirterrogations multipliées, d’autant que

s’introduisent aussi des références a des géomégamneais encore rencontrées. Au « Qu’'est-
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ce que la vieille géométrie ? » de tel préparatinenrépond ainsi cette requéte d’'un autre
éleve professeur : « Quelles sont les différencé® déa géométrie élémentaire euclidienne et
la géométrie hyperbolique ? » Un autre encore etast« A propos de I'axiome d’Euclide :
en le niant, on a vu gu'’il y avait une infinité deoites passant par un point, paralleles a une
droite donnée. Pourquoi n'aurait-on pas : “ll n&griaucunedroite...” ? » La question de
'axiomatisation, sans doute furtivement rencontig@escite bien des inquiétudes. Un éleve
professeur demande, non sans candeur, une « ksteaxiomes essentiels en géométrie
euclidienne ». Cette quéte des « principaux axiomésic) devient presque obsédante,
d’autant qu’on s’interroge, bien s(r, sur les erigEs du jury a cet égard — faut-il connaitre
ces axiomes et peut-on alors s’y référer sanster@ih’accumulation a valeur de symptéme :
par-dela les déficits que les préparationnairesmegissent en eux-mémes, elle révéle un
déficit sans doute beaucoup plus rédhibitoire, gfiécte la tradition mathématique du
CAPES telle gu’elle s’est figée dans les décendiapres la réforme des mathématiques
modernes. La géométrie y est en effet d’emblée difgora partir des notions solidaires
d’espace vectoriel et d’espace affine, a la marderdg Jean Dieudonné la présentait dans son
livre de 1964 Algebre linéaire et géométrie élémentaiadors que le point de vue développé
par Gustave Choquet dans son ouviagaseignement de la géométrigru la méme année
chez le méme éditedt, reste implicite et ne fait I'objet que de bréésscations (comme en
témoignent certaines des questions évoquées plu} lem sorte que l'articulation entre le
point de vue dit de la « géométrie élémentaireamilier depuis le collége, et celui des
espaces affines euclidiens, souvent découvertéaméme du CAPES, reste en déshérence.
Comment alors, a partir des pratiques déductivaslides au college en géométrie, expliciter
une axiomatique qui « colle a ces pratiques », duaen méme elle semblerait par endroits
s’en éloigner parce qu’elle donne droit de citéeaqai y restait implicite, voire refoulé ?
Comment, ensuite, faire apparaitre 'espace detangtrie élémentaire axiomatisée comme
suffisamment riche de propriétés pour étre coréstiam un espace affine euclidien ?
Comment, enfin, s’assurer que cette derniére streict capture » toute la richesse de I'espace
de la géométrie élémentaire traditionnellement ignge au secondaire ? Autant de grandes
questions sur lesquelles la préparation sembletejumi quasiment. De la cette floraison de
guestions, a la fois maladroites et avisées, quieseuvellent au fil des années, telles les

suivantes.

24 Hermann, Paris.
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Dans les exposés oraux, que sous-entend-on au qusted on parle de «plan ou espace de la

géométrielémentaire» ?

Quels sont les axiomes de Hilbert et d’Euclide ?f&t) c’est pour savoir dans quel cadre on doit se

placer en géométrie suivant les lecons : plan dgtanétrie élémentaire euclidienne ? ou plan affine

euclidien ?
La question de I'axiomatisation constitue, apparemimnun point de déconcertation pour les
préparationnaires. Tout d’abord, bien s(r, les toes fleurissent autour du contenu d’'une
axiomatique possible de la géométrie (du plan oul'depace, la chose reste floue).
Prudemment, un préparationnaire demande : « Dewvouns-connaitre les axiomes de la
géomeétrie euclidienne ? » Dans la méme veine, peus-étre plus délicatement, un autre
interroge : « Pensez-vous qu'il soit utile de cdtreales axiomes de la géométrie
axiomatique ? » Plus décidé, un troisieme s’entjeierces termes : « Quels sont précisément
les axiomes de la géométrie plane euclidiennel@sadéfinitions de base (droites...) ? » Plus
ambitieux, et peut-étre plus assuré, un autre gbegtesseur écrit . « Pourrais-je avoir les
références d'un livre qui traite des axiomes dengiide élémentaire ? » La question de
I'axiomatisation n’est pourtant pas véritablemelariiée & ce stade : on demande, on l'a
vu ?®, une « liste des axiomessentielen géométrie euclidienne » ou on requiert de iniléf
les principaux axiomes de la géométrie élémentaire (Hilbert)e>guai traduit une réception
bien incompléte du concept d’axiomatique ! Un élpuafesseur, mid sans doute par le souci
de ne rien laisser au hasard, s’interroge méme lgangrmes suivants : « Faut-il connaitre,
savoir lister, savoidémontrer les différents axiomes de la géométrie élémentdans le
cadre, par exemple, de l'oral 1 de géométrie ? > Welle nouveauté dans l'univers
mathématique fréquenté est de nature a susciteindag@tudes. Un questionnant demande
ainsi : « En oral 1, géomeétrie, si je construislet®n sur la base des principes de Hilbert, le
jury ne peut-il pas me poser quand méme des qusstiar le programme complémentaire ? »
La perturbation cognitive n’est pas que périphérigtiouvre la voie a une interrogation sur la
nature des objets méme les plus familiers. L'itgation se fait parfois ontologique :
« Qu'est-ce gu'un plan ? », demande ainsi un atléree professeur. Plusieurs s’interrogent
de méme sur la « définition de I'orthogonalité démplan (en géométrie élémentaire) », et
I'on se demande en particulier comment définir kxdéroites orthogonales dans le plan sans
utiliser le produit scalaire ». Dans I'espace, t'eda différence entre “perpendiculaire” et
“orthogonal” » que I'on veut clarifier. Semblablentela découverte de la diversité et de la

% Dans les citations qui suivent, c’est nous quligoons.
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complexité de la notion d'angle engendre une piofugde questions. Cette notion si
anciennement familiere semble, en effet, se déraidion questionne a qui mieux mieux.
« Quelle est la définition d'un angle ? » (la qumste répete au fil des années). Plus ferme :
« Qu’est-ce qu’'un angle (précisément et a tousiiesaux) ? » Plus sobre : « Les angles. »
Inquisiteur : « Qu'est-ce qu’'un angle ? » La encane se fait écho d’'une année a l'autre.
D’aucuns essaient de reprendre les choses systgmaient — plutét que calmement. Un
éleve professeur note ainsi: « Difficulté pour tmsér les différences entre angle
géomeétrique, angle orienté, mesure d'angle, treardjtect. » Un autre s’enquiert: « Ou
trouver des informations claires sur les anglesi?Bint de vue college et lycée ? Du point
de vue enseignement supérieur ? » L'interrogationtre parfois une certaine impatierfée

« Pourriez-vous nous éclairer sur la notiotuitive d’angles (et de leur(s) mesure(s)) d'une
part, sur une définition “rigoureuse” de ces natidrautre part ? » Plus posément, de maniére
plus systématique aussi, un éleve professeur:éciBur la notion d’angle : quelle définition
d’'un angle pour un collégien ? Un lycéen ? Un cdaidau CAPES ? Quelle est I'évolution de
cette notion pour les éleves en fonction des ctastdes filieres ? Que peut-on attendre d’'un
candidat au CAPES sur les orbites de I'action dwe orthogonal sur 'ensemble formé par
le produit cartésien des droites vectorielles dam®space vectoriel euclidien de dimension

supérieure ou égale a2 ? »

4.5. La liste des difficultés signalées pourraie dteaucoup allongée : on s’interroge ainsi sur
les angles orientés, sur le nomigesur les aires et les volumes, etc. Il se jouaiicdrame
cognitif dans lequel un univers a la fois anciergeiet est ressaisi et chamboulé pour étre
réorganis€é selon un schéma directeur qui, sembledranque d'évidence. Une
préparationnaire s'épanche en ces termes : « U&lgages difficultés en géométrie, et je ne
pense pas étre la seule, a jongler entre la géiengdémentaire, la géométrie euclidienne, les
espaces affines... » Elle signale particuliérenteedifficulté a mettre en cohérence le point de
vue selon lequel tel objet est traité comme « pifimi(par exemple, la notion de droite dans
une théorie axiomatique du plan) et un abord deaqsdl cet objet est censé étre défini « avec
tel ou tel outil» Il y a la une souffrance inestuelle d'autant plus vive que,
vraisemblablement, elle n’était pas attendue. Cengautre €léve professeur formule en ces

termes :

% |ci, c’est I'auteur de la question qui souligne.
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En algebre-géométrie, ce qui seraiRES BIEN avoir un document qui permette de comprendre
comment se «font les choses » autour de deux themspaces préhilbertiens, euclidiens, formes
guadratiques.., géométrie (vectorielle) euclidienne, géométifina euclidienne. Pour résumer : les
notions essentielles qui permettent de constragetructures, I'articulation logique des raisoneets.
(Car ¢a prend énormément de temps par soi-méniref)avoir une vision globale et cohérente de la

facon dont s’articulent entre elles toutes cesongti

Tout du long, on l'aura noté, parait prévaloir yusition un peu excentrée par rapport aux
mystéres des mathématiques auxquels on se heurteceds mystéres semblent en effet
n'exister queparce que l'information adéquate manques mathématiques ne sont pas en
soi problématiques, semble-t-on dire. C’est laugibn inappropriée des bonnes solutions aux
problemes rencontrés — et notamment, ici, a deSlgres de définition — qui est la cause
principale du mal. Aussi d’assez nombreuses questsmulévent le probléme des sources
imprimées (ou, désormais, électroniques) d’'unerimédion juste, pertinente, adéquate. Un
eleve professeur interroge ainsi: « Sur quel(ge(s) trouve-t-on les informations pour
l'oral 1 de géométrie ? » Un autre a des exigerjes précises: « Pouvez-vous nous
conseiller un livre de géométrie, pour préparerlégons d’oral 1 et I'écrit, disponible a la
médiathéque ? » La plupart pourtant demandent;aowul cette forme typiguement scolaire
(ou plutét universitaire) de support médiatique gaet le « cours » ou le « résumé de cours »
que l'on désigne parfois par le nom euphémisé dapgels » (ce mot étant appliqué y
compris a une matiére mathématique jusqu’alors remcontrée). Un préparationnaire
demande ainsi : « Pourrait-on avoir des rappelsodes en géométrie et surtout en algeébre, et
espaces affines ? » Les préparateurs semblené &@ee égard regardés comme quelque peu
inattentifs aux besoins des préparationnaires. léneéprofesseur écrit ainsi: « On nous a
parlé d'un “résumé” de cours de géométrie. Quanonsinous 'obtenir ? » D’autres se
contentent de réclamer ce qui leur semble di :t<&gu’on pourrait avoir un résumé de
cours en geometrie, lorsqu’on ne fait pas de csuraun chapitre, par exemple en géométrie
affine ? » D’autres se révoltent un tant soit geBourquoi, demande une préparationnaire, on
n'a pas de cours de géométrie ? Quand on n’ensafaiudepuis la terminale, c’est vraiment
dur de le bosser seule ! » Un autre préparatioars@nflamme : « Umésuméde cours en
algebre-géométrie sur les parties non vues en DEddBaces affines, isométries, ...) ferait
beaucoup de bien a ceux qui n'ont pas déja fgtdparation au CAPES. C'eSGALITAIRE.

Merci d’avance ! »
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4.6. La demande de cours et autres résumeés éctitsere réalité, presque indéfiniment
résurgente. Tout se passe comme si la mise a dispade tels écrits épuisait la capacité des
préparateurs a aider les préparationnaires, quiatkt des lors ne plus compter que sur leur
« travail personnel », loin des formateurs. Il &sti frappant de constater que, alors que les
préparationnaires peuvent mettre beaucoup d’énergiee une certaine dose d’acreté dans
leurs requétes — celles visant, par exemple, anobtel ou tel résumé de cours —, ils
apparaissent peu enclins a demander des interaat®travail sur les documents écrits mis a
leur disposition. Sans doute assimilent-ils leg$ypsuels d’'interactions avec les préparateurs
— cours en amphithééatre, séances de travail dietge,— a de simples moyens de se faire
communiquer une matiére sur laguelle ils devrosuga travailler seuls. L'apprentissage est
une affaire personnelle, méme si le matériau a eewobtient préférentiellement par le
truchement des séances de cours ou de travawedlirign préparationnaire, a qui des
reproches ont sans doute été faits, s’expliqueépsdt, a I'occasion des « questions de la

semaine » :

Certains professeurs sont mécontents de voir quéléves ne vont pas régulierement au cours : c'est
mon cas ! ! | Mais je tiens a préciser que parmiaies de ces élevedpont moj il y en a qui récupérent
les TD afin de traiter les exercices qu’ils n'ordspsu traiter. Enfin, je travaille, contrairement a

d’autres qui viennent régulierement au cours donerien ! ! !'!

L'idée de travailler sous la direction d’'un formate- d’'un « coach », dirait-on en d’autres
domaines — telle ou telle question sur laquelleaurs leur a été donné ou un document écrit
communiqué semble ne pas spontanément émergeurkaPon avoir des exercices d’oraux
sur les statistigues ? » demande par exemple ue pl®fesseur. Un autre écrit : « Pourrait-
on avoir des corrigés des planches de TD en praibas que des résumés de cours ? » Telle
est lantienne. Les demandes de «planches » etcatggés fleurissent. Quand un
préparationnaire demande si I'on pourrait « préwosie séance d’arithmétique », il s’agit
moins sans doute d’'une séance de travail sur l@rmaju’'une séance ou se communique la
matiere a travailler ensuite personnellement, conemnappelle en passant tel éleve professeur
lorsqu’il note : « Certains problemes de continugte dérivabilité me posent encore des
problemes de “bonne” rédaction. En particulieralgse, planche I, exercice 1, 5 (et 6)AIM
c’est plutbt durrRAVAIL personnel a faire ! » Il n’en reste pas moinsn lsér, que la voie du
travail personnel, dans laquelle certains ne s'gagl qu'a grand-peine, est semée
d’embdches..C’est alors que, parfois, on voudrait revenir &dée de la formation dirigée,
dont I'efficace semblait épuisée. Un éleve professesouera ainsi: « En algébre, je n’ai

jamais vu les anneaux et tout ce qui s’y rappdktpart apprendre les définitions, je ne sais
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pas comment travailler le sujet (on ne I'a pas emcommenceé en TD). » Plus explicitement,
d’autres demandent sans ambages : « Serait-il fpesdiavoir quelques séances de TD
d’algebre en complément des corrections de planaesnaniére a “faire le point” sur ces
corrections, et a résoudre certains problemes égkntcertaines difficultés qui pourraient
apparaitre a la lecture de ces corrections ? savait d’euphémisation est ici remarquable : il
ne s’'agirait que de « faire le point ». L'aide s#nke est ainsi, ostensiblement, celle d’'un

simple « traitement didactique d’appoint », lorstpie travail personnel » n'y suffit pas.

4.7. D’'une maniere plus large, il est frappant dastater que, a linverse, existent des
domaines, secteurs ou themes du programme compkéineedu CAPES sur lesquels les
guestions — de quelque nature qu’elles soient + genm nombreuses, voire quasi absentes.
L’observation faite plus haut peut conduire a urterprétatiora priori d’une telle rareté que
I'on peut énoncer ainsi: ces domaines non quast®me correspondraient pas tant a des
parties des mathématiques sur lesquelles les atéparaires n'auraient pas a travailler (de
leur point de vue) qu'a des parties sur lesquellegstiment disposer de suffisamment de
documents — de «meédias » — pour ne pas avoir Rageeir davantage auprés des
préparateurs. Cette interprétation a le mériteagpeler ce que divers indices révelent : une
guestion posée est souvent entendue par son aaeume une questiod'information non
comme une question appelant un certavail ensemble Lorsque, par exemple, un
questionnant demande ce que sont les regles dedion comment on peut les démontrer, il
attend qu’on luicommuniqude contenu de ces regles ou celui de leur dénaiisiy non
gu’on le fassdravailler sur I'emploi de ces régles ou sur leur démonstnatsans doute y a-
t-il 1& un des plus forts et plus insidieux malentes entre les préparationnaires et les
préparateurs ! A cet égard, si sobre soit-elle dintpde vue du travail « en temps réel »
gu’elle exige, la réponse ci-apres, apportée pgsraparateur a une question touchant — sans
les nommer — ces « regles », ne peut, dans catpguotive, que décevoir qui attendrait une

« simple information ».

Changement de variable ?

En travaillant sur la planche sur les primitivesrtains changements de variable semblent évidi:nts,
mais d’autres semblent introuvables. Exemples r ou—sa,—dx il faut posett = sinx ; pour L
cosx’ ' 1 + sinx’

X

il faut posert = tan2

. Existe-t-il des combines pour les trouver ?
Matériaux pour une réponse

109



1. Il n'y a pas, en I'espéce, de « combines ». Mais des techniques a connaitre — des techniguie
ont une technologie, bien sdr. A preuve I'extrailvant d’'un ouvrage ancien sur le sujet (J. Rivaud,

Exercices d’analysdome 1, 1963, p. 148) :
On sait que toute fraction rationnelle en sincosx et tgx, soit F(sinx, cosx, tgx), peut étre

transformée en une fraction rationnelle d’'une \@ea en posant té =t. Cependant, avant d'avor

recours a cette transformation, qui a I'inconvénigélever les degrés et de conduire souvent a des
calculs compliqués, il convient d’examiner la pb8i&é d’adopter comme nouvelle variable I'une ces
trois fonctions trigonométriques : sin cosx, tgx. On y parviendra facilement en utilisant la réjjle

suivante :

Reégle. -Si I'élément différentiel F(sin, cosx, tgx) dx est conservé dans l'une des transformations
linéaires effectuées suy et conservant 'une des fonctions sjrcosx, tgx, le choix de cette fonction
comme nouvelle variable conserve le caracteremagiode I'expression a intégrer.

En résumé si Fdest conservé par le changemenixdan 1t — X, —X, Tt + X, on prend respectivemerit

pour variable sirx, cosx, tgXx.

2. La seule des trois transformations précédenietaigse invariant I'élément différentigg% estx

dr-x__ =g _ o En posant = sinx, il vient: d = cosxdx et on a: -
" coS(m—x)  —codx cosx P - el coSX

= TT—X

cosxax _ dt
cosx ~ (1-t)*

3. On arrive la a devoir calculer la primitive daufraction rationnelle. Il est intéressant de aitiecore
l'auteur déja exploité :

On décompose la fraction en éléments simples swaolps des réels (éléments de premiere e. de
seconde espéce) et I'on intégre chacun des terbtesus. Nous ne précisons pas davantage car la
méthode est étudiée dans tous les cours.

Dans le cas précédent, on a ai L —l( 1 + 1 + 1 + 1
P ' e = a\@+? " 1+t @ "1

_t)
o101 1 102t 1+t 1t 1
primitive 4(1 T +In(1 +t) + e In(1 —t)) So|t4(m +1n 1 _J ousT + 3

1
t) et @ —t2)2 admet pour

Inu ce qui
1-t 4

dx_ _ sinx ;n1+sinx+ e
cosx  2co$x 4 1-—sinx

donne :

4. Aucune des trois transformations indiquées fflaat ne laisse invariant I'élément différent el

dx e X _1 X) 1 =L 1 4 vty et i
1% sinx Il reste donc a faire le changeméent tan2. Onad-= 2(1 + taﬁz)dx =5 (1 +t)dx et il
vient donc : x __dx __2d La fraction rationnell 2 admet pour primitiv =2,

"1+ sinx 2t T (L+0)” L +1? pourp T+t
1+—
1+
on a donc : x __-2 , ce.
1 + sinx X
1+ tanz
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5. La technique rappelée dans ce qui précéde gsirdihui fréquemment désignée sous le nom de
« régle(s) de Bioche ». Charles Marie Paul Bioch@59-1949) était professeur de mathématig.ies

spéciales au lycée Louis-le-Grand.

En vérité, 'examen du corpus des questions mapnteela rareté s’installe selon d’autres lois.
Considérons ainsi la deuxieme partie du programomeptémentaire du CAPE®\gebre et
géométrie Elle fait I'objet, on I'a dit, de 747 questiordpnt 19 questions « générales ». Dans
ce tableau, c’est la cinquieme et derniere soueparonsacrée a l&éométrie affine et
euclidienne qui, avec 377 questions (dont 30 « généralesesjaille la part du lion : on n’en
sera pas étonné. A titre indicatif, précisons qudibellé de cette partie du programme
comporte 363 mots. Viennent ensuite, par ordreailgsant, la sous-partie Nombres et
structures présentée en 174 mots, qui recueille 181 questidont 10 « générales »), suivie
de la sous-partie IllIAlgebre linéaire présentée en 869 mots, avec 120 questions, dont
seulement 3 « générales ». Les sous-parties W e¢dueillent, elles, sensiblement moins de
questions. La sous-partie Polynémes et fractions rationnellea laquelle le programme
consacre tout de méme 171 mots, c’est-a-dire utermant du méme ordre que celui de la
sous-partie I,Nombres et structuresne recueille que 34 questions. Le graphique stiiva
présente de fagcon synthétique les proportions dubn® de questions, de questions générales
et de mots dans chacune des cinq sous-partidgeatire et géométrie

2. Algébre et géométrie

70%

60%

50%

40% @ Questions
B Questions générale:

30% OProgramme

20%

10% h
0%

2.1 2. 2.1 2.V 2V

La faiblesse du nombre de questions relatives alynpmes et fractions rationnelles ne
surprend guére ; car, en France du moins, cett®atie ne recoit pas une grande attention
dans la tradition des études mathématiques supgsieet notamment dans la préparation au
CAPES. En 1998-1999, un préparationnaire demand8&i: on a un polyndbmé et un
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polyndmeQ et qu'on posd- =g, gu’'appelle-t-on péle dé ? » En 2003-2004, un lointain

successeur écrit : « Dans le programme, il exiseepartie nommeée “Fractions rationnelles :
pbles, zéros”. Je n'en ai jamais entendu parleruri®z-vous m’indiquer une
bibliographie ? » La minoration objective de cetsec des mathématiques suffirait a
expliquer le faible effectif de questions susciteeséme si, de tel ou tel point de vue, on peut
regretter 'un et I'autre phénomeénes. Mais les esahangent avec la sous-partie Bgpaces
euclidiens, espaces hermitierGelle-ci est présentée dans le programme en 399 nelle
recoit donc un développement qui dépasse sensibtdméouble du développement accordé
a la sous-partie Il. Or, alors que cette derniemevait 34 questions, la sous-partie IV n’en
recueille plus que 16, dont une seule « générade eont le contenu ne nous étonnera pas :
« Pourrait-on avoir des planches d’exercices péuiser efficacement certains chapitres de
géométrie (espaces prehilbertiens, hermitiens,qo@s) qu’'on n‘aura visiblement pas le
temps d'aborder en TD ? » Cette sous-partie essédivelle-méme en cing sections, qui
recueillent respectivement 3, 2, 1, 0 et 9 questieret cela, rappelons-le, au long sipt
années de préparation! Concernant la premiéreiosecEspaces euclidiens un
préparationnaire de I'année 1999-2000 évoque upraacbhisme orthogondld'un espace
de dimension 3 dont la dimension de I'image edenul demande ingénument : « y a-t-il une
méthode générale pour déterminer explicitemdri2 » En 2000-2001, un autre
préparationnaire interroge : « Une applicationdirg qui conserve la norme conserve-t-elle
le produit scalaire ? » En 2003-2004, enfin, urveélprofesseur parait tout aussi démuni
devant — déja — la « rhétorique » du secteur maitiqoe en question, écrivant : « Pour le
CAPES, le mot “euclidien” signifie-t-il “espace itbertien réel de dimension finie” ou
seulement “espace préhilbertien réel”, sans indinasur la dimension ? » Au-dela de la
contextualisation déja soulignée — « pour le CABES on notera ici une attitude qui apparait
encore extérieure a l'objet méme qu’il s’agit d’egadre a connaitre. Cet objet restera
largement méconnu, peut-on penser, du moins siskofie aux rares questions soulevées : la
deuxieme question est ainsi, si I'on peut dire, krgestion de cours », un « standard »,
tandis que la premiére question sera aisémentfigealdans le jargon des mathématiciens,
d’'on ne peut plus «triviale », et révele en védtge maitrise insuffisante des premiéres
notions de lalgebre linéaire! La deuxieme sectisiintitule Géométrie vectorielle
euclidienne Sous cet intitulé ne se rangent que deux questformulées la méme année, lors
de lamémeséance ! Ce sont I'une et l'autre des demandedaiféissements a propos de

I'expression matricielle, dans une certaine base;attaines rotations. La section Hspaces
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hermitiens recueille une seule question (en 2004-2005). @etrpuve la méme absence de
familiarité avec I'objet a étudier : le préparatiaire demande en effet commentd@montre
que, dans un espace hermitiEnon aE” = {0}. On a dit déja que la section @alcul
matriciel et normes euclidiennese susciteaucunequestion en sept années de préparation.
L’ultime section, la section 5, intituléBéduction des endomorphismes symétriques et des
endomorphismes hermitierapparait donc comme une rarissime exceptionuestpns, dont
une en 1998-1999, 5 en 1999-2000, une en 2000-20@len 2001-2002, une en 2002-2003.
Les cing questions de 1999-2000 sont posées, paw dientre elles, lors de la séance 7 et,
pour les trois autres, successivement au courséhlasces 8, 9 et 10. Toutes proviennent de
préparationnaires affectés a un méme groupe deafamm) qui ont suivi les mémes
enseignements donnés par le méme formateur. Cesiang qui semblent ainsi témoigner
d'un « pic d’activité » sur le theme en questiont en fait un contenu qui, sans surprise,
révele simplement une premiere prise de contacbrenpeu maitrisée avec le théeme
mathématique étudié. Hormis un préparationnaireegtiallé chercher des applications des
formes quadratiques en analyse et se plaint deooedr que I'« étude d’extrémums pour des
fonctions a plusieurs variables », les autres selfécho des difficultés qu’ils rencontrent a

pénétrer une matiere apparemment neuve pour eux.

4.8. Le corpus des questions a été appréhendéaits duelques-unes de ses grandes
masse$’. Des explorations complémentaires portant surtcéauparties font émerger le
constat d’'une indéniable souffrance mathématiquesiAju’on I'a montré, un grand nombre
de connaissances fondamentales indispensables arapport maitrisé a Il'univers
mathématique du CAPES manquent ou, du moins, somicartaines, si problématiques,
gu’on n’'imagine pas qu’un rapport serein puissstexia leur propos chez le préparationnaire
moyen. L'expérience vécue de I'année de préparaio€APES ou a l'agrégation a pu étre
autrefois, pour nombre de futurs lauréats, un tetepsavail apportant de fait un certain bien-
étre, un réel confort mathématique, en cela quihrdhit I'occasion de rassembler, de
compléter, de réorganiser des connaissances egrtmade partie disponibles mais dont une
vision synthétique n’avait pas jusque-la été caiitgtr Une telle satisfaction, tout a la fois

psychologique et mathématique, semble n’avoir pasésu a I'évolution des dernieres

2 0On a volontairement laissé de coté deux cas ppes#s, celui de I'analyse, naguére le domaineénatique
le plus familier aux étudiants issus de I'Unive¥sitancaise, et celui des probabilités et de lasstue, qui

reléve du cas de figure diamétralement opposé.
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décennies, méme si, bien entendu, pour certaimédtsy la préparation au CAPES demeure
'occasion jamais encore rencontrée d'éprouver l&sip propre a la mise au net de ses
connaissances. Trop de thémes et de sujets figdearst le programme complémentaire du
CAPES, voire déja contenus dans les programmeégmeignement secondaire, ne renvoient
en effet & rien, quasiment, dans le vécu mathématigoyen des générations actuelles. A cet
égard, le tableau déja brossé pourrait étre tréefaent augmenté. Ainsi, un trés petit
nombre de questions viennent-elles s’enquérir dgudest la programmation linéaire, sujet
présent pourtant dans les programmes de I'enseigmtesecondaire depuis bien longtemps,
mais en série ES. On peut mentionner encore la question des rudsngm la théorie des
graphes, introduits depuis I'année 2002-2003 emitale ES. S’agissant du programme
complémentaire, a nouveau, on n'a que I'embarragithix : mentionnons, sans plus de
commentaires, la question du conditionnement dimadrice, par exemple : dans ce dernier
cas, aucune question n’est posée en sept ans.ndoéte rapide montre que la raison n’en est
pas dans le fait qu'un (résumé de) cours auraitpédposé aux préparationnaires : cette
question est en vérité I'un des quelques pointslesquels les préparateurs concernés ont
décidé de renoncer presque compléterfienOn doit ainsi constater une inadéquation
relativement forte entre I'expérience et la cultorathématiques des préparationnaires et les
exigences du programme du CAPES, méme filtréedegagpréparateurs. Cette situation doit
étre reliée a un fait structurel, qui ne met erseaantrinséequement, et en tout cas séparément,
ni le programme du CAPES, ni la formation acquid&Jaiversité, ni les préparationnaires
eux-mémes. Le programme du CAPES (et plus encons slaute le programme de
'agrégation) renvoie a un univers mathématiqueteyaslivers, dense, dont la bonne
connaissance est en soi d’'une extréme difficult@st a peine besoin de dire, par exemple,
que bien peu de formateurs, bien peu de membrggsrguméme en ont une maitrise réelle

dans toutes ses parties ! Pour que I'épreuve tigitia consistant a devenir un familier lucide

%8 |a programmation linéaire a figuré un temps agmmme du cycle terminal de la série L, ce quitphss le
cas actuellement.

29 Un préparateur justifie ce renoncement dans hase® suivants : « Pour la notion de conditionnerrjente la
traite pas car je considere qu'il s'agit la d'uraion relativement spécialisée d’analyse numérioagricielle
(dont l'utilité est réelle lorsque I'on se préoceupge calculer explicitement les solutions de «dsan —
plusieurs centaines de lignes — systémes linéa@te ne vois pas trés bien (a part donner unmitéh de
plus) ce que cette notion vient faire auprés diénd qui sont par ailleurs trés peu formés en yaeal
numérique. » Un autre préparateur, quant a luibsemgnorer totalement la question. Cette situapent, bien

s(r, varier selon les centres de préparation.
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et efficace de I'univers mathématique en questibguelque chance d’aboutir, des conditions
étaient autrefois réunies qui semblent aujourdiiéire plus satisfaites. La condition de base
est sans doute celle-ci: il y a quelques décenfeeprogramme du CAPES ne faisait que
valider la culture mathématique culturellement dwemte dans I'Université francaise (en
excluant toutefois les grands développements dsrplus récents en mathématiques, tels
I'algebre commutative ou la topologie algébrigu@l, pour le dire autrement, I'essentiel des
mathématiques du concours était alors tres vivamis des mathématiques communément
enseignées a I'Université. Lorsqu’'un étudiant setaitiea préparer le CAPES, alors, il ne
découvrait pas pour la premiére fois la constricties nombres réels, ou I'axiomatique de
Peano des entiers naturels, pas plus qu’il ne déabu en regle générale, le calcul
propositionnel et les tables de vérité — qui furemt reste, pendant quelques années,
enseignées au lycée. Le « petit monde » du CAPESIitf&cho a un « plus grand monde »,
non bien sar celui de la recherche mathématiquereneent dite, mais celui qui était né de la
refonte post-bourbakiste d’'un corpus mathématigugel solide, a visée de complétude, dont
témoigne a I'époque une production éditoriale samsivalent aujourd’hul’. On sait par
exemple combien la question des angles fut, awteur970, objet de travaux mathématiques
« intermédiaires », qui conduisirent notamment aliinction entre « grand cosinus » et
« petit cosinus 3. Préparer le CAPES et fortiori 'agrégation pouvait alors donner le
sentiment de participer d’'un ordre culturel largeminant, auquel on avait été longuement
préparé dés l'enseignement secondaire, et plusrenaopartir de la premiére année
d’Université. Sur ces bases-la, 'année de préjpargiouvait apparaitre comme une pause
vouée a une mise en cohérence, une prise de tecapprofondissement de sa connaissance

d’un univers déja largement exploré et, dans aegtade ses parties, tout a fait familier. Or |l

%0 Citons par exemple I€ours de mathématiquele Lucien Chambadal et Jean-Louis Ovaert (Gautlilars,
tome I, 1966), ou celui de Jacqueline Lelong-FeatranJean-Marie Arnaudiés, qui paraitra chez Dun@drtir

de 1977. Ce dernier traité est disponible aujowiddncore ; mais il ttmoigne d’'un temps passé plug ne
nourrit les nouvelles générations de professeursglles il reste largement fermé.

%1 On distingue alors soigneusement entre les fomstingulaires(notées Cos, Sin, etc.), applications du groupe
des angle#\ dansR, et les fonctiongirculaires (notées cos, sin, etc.), applicationsRléansR : sur ce sujet,
voir par exemple Idictionnaire des mathématiqueke Lucien Chambadal paru en 1978 chez Hachette, au
entréesangulaires (fonctionsgt circulaires (fonctions)Entre fonctions angulaires et fonctions circajril y a
toute la distance que crée le probléme dadaure des anglesujet alors chaudement discuté, comme le montre
I'ouvrageAlgébre linéaire et géométrie élémentaite Jean Dieudonné (troisieme édition corrigéaigirentée,
Hermann, Paris, 1968).
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n‘en va plus de méme aujourd’hui, ou nombre deardsdrds » de cet ancien monde
mathématique ont cessé d'étre abondamment fréquetdés les études universitaires
usuelles, alors méme qu’ils demeurent présents ldapsogramme du CAPES, qui ne s’est
rénove, pour I'essentiel, que par la place qu’om véen y donner, depuis quelgues années, a
'emploi des calculatrices — sans d’ailleurs quecldture en matiere d’algorithmique et
d’analyse numérique soit au diapason du nouvellagei technologique de la classe de

mathématiqué?.

4.9. Le sentiment d’'incomplétude, voire d’'incapacit se mettre en phase avec ce que le
programme enjoint en principe aux préparationnaleesonnaitre, ce sentiment constitue sans
doute un traumatisme qui excéde la simple situat®guiconque se présente a un examen ou
un concours — celle ou, simplement, on craint dpame étre completement « a la hauteur »,
parce que I'on ne se sent pas tout a fait prétnbos ici une ultime illustration de la situation
a laquelle se trouvent confrontés tant de prépamasiires au cours de I'année qui décidera de
leur destin professionnel. La partie 1l du prograen complémentaireAlgébre linéaire
comporte, dans sa section 2 intituegpaces vectoriels de dimension fidialinéa suivant :
« ¢) formes linéaires et hyperplans, équation diyperplan ». L’auteure se souvient que,
jeune professeure agrégée en charge de I'enseighee® mathématiques dans une terminale
scientifique de lycée (appelée alors terminale €lfg n’hésitait pas a définir la notion
d’hyperplan en dimensiompour utiliser ensuite cette notion en dimensigoun hyperplan
est une droite) et en dimension 3 (un hyperplanakst un plan). Or, depuis, le climat
mathématique a fortement changé. Un préparatiomoiir2000-2001 écrit par exemple ceci,
ou la géne terminologique témoigne d’'une ignorasees doute presque totale sur le sujet
evoqueé :

Je n'ai abordé qu’une fois I'hyperplan durant maladté et encore je n’ai eu que la définition. Béan

plupart des livres de maths, on ne trouve rier’Byperplan. Pourrions-nous avoir un récapitulatif

I'hyperplan ? Et aussi un récapitulatif sur ce dioa doit savoir en ce qui concerne les groupes

symétriques, les corps...

En 2004-2005, un préparationnaire lui fait écho :

%2 Significativement, dans le programme complémeatdir CAPES, les thémes & propos desquels il canvien
selon les instructions officielles, d'insister suiles problémes et les méthodes numériques etspsct

algorithmiques et informatiques » sont simplemepgrés par le signe 8.
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Les hyperplans restent un domaine dans lequeltqgreadamilier. Pourriez-vous m’aider a dégager les

résultats « pratiques » et « utiles » que I'on @iuétre amené a utiliser ?

La question est régulierement posée. En 1998-1%9désitations sur les hyperplans. » En
2003-2004 encore : « Difficulté de compréhensios lagperplans : définition, application. »
En 2003-2004 toujours, plus laconique : « Probl@wec les hyperplans. » L’économie de
mots pourrait bien étre ici indicative du fait gil@bjet est si peu connu qu’on craint méme
d’en parler, ce qui risquerait d’exposer un peus@on ignorance, comme en témoigne

contrario la question bavarde posée en 2000-2001. Mais>qesiences déconcertantes, on
va le voir maintenant, ne sont pas l'apanage deré&paration au concours : elles se

renouvelleront une fois le concours réussi.

Epilogue

L'année de préparation au CAPES de mathématiquesrgio étre un temps de reprise,
d’approfondissement, de mise en cohérence, de ésgttle ses connaissances relatives a
'ensemble du corpus mathématique dont le futurdmat devra montrer sa maitrise au
concours. Ce temps fécond et serein a la fois semultjourd’hui I'exception plutét que la
regle. La rencontre et, trés vite, la confrontatiamec la grande diversité de l'univers
mathématique du CAPES peut facilement déconcedésprienter, désarconner, voire
démoraliser. L’exploration d’'un corpus qui fut aefois classique révele aujourd’hui au
préparationnaire de nombreuses parties parfoislestent inconnues, souvent trés largement
méconnues, sur lesquelles il n’est plus questiopatifaire ses connaissances, mais qu'il faut
tout bonnement commencer a apprendre ! Méme syradies qui semblent de prime abord
familieres, le travail impulsé par les formateuis,l'instar des ouvrages que l'on peut
compulser ou étudier, fait vite comprendre qu’gt maintenant d’élaborer a des objets
anciens un rapport nouveau. Or, a cette situatitncgrtitude — et d’inconfort corrélatif —, il
n'est pas facile de trouver un bon reméde. La vednlaire d’obtempération — dites-moi ce
que je dois savoir, je m'efforcerai de I'apprendrese révele bien vite insuffisante. Car la
nature du « bon rapport» qu’il faudrait établir agorpus mathématique désigné par
I'institution du CAPES se dérobe trop souvent &uaiosité inquiéte des préparationnaires.
Interrogée a travers ses acteurs et ses agentsstifution tantét ne répond pas, tantot fournit
des réponses partielles souvent peu cohérentee eiles. Quand elle semble parler

franchement et de fagon univoque, ce qui est raae radvient quelquefois, I'évocation
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gu’elle fait du « bon rapport » qu’elle attend appt souvent « incroyable » au candidat et
le laisse incrédule : il faudrait savoir ¢ca! Toga ? Si l'institution n’est pas anomique, du
moins est-elle polynomique, et ne laisse-t-ellerggu@merger en son sein une instance
régulatrice permettant de dégager des points dequieseraient trés largement majoritaires
et bien acceptés. Cet état de chasgdusieurs ordres de conséquences, que révelalysa
des questions rédigées au fil des années par gsapationnaires. Dans un premier temps
logique (sinon chronologique), on recherche a tdiatee lenomoscaché, qui doit bien se
trouver quelque part. On croit I'approcher en sepaochant de ces formateurs — membres
ou anciens membres du jury du CAPES notamment -seublent eux-mémes les plus
proches de l'autorité imaginaire dont on supputexistence. On tente parfois ainsi de se
donner aux objets mathématiques un rapport idaanemoins compatible avec ce qu’on croit
étre « l'attente du jury », et compatible aussi @ves efforts qu’on se croit capable de
produire. La croyance premiere en l'existence diwmos indiscutable conduit ainsi a
soumettre — de fagcon mi-imaginaire, mi-réelle — poopre rapport aux mathématiques au
rapport supposé d’une instance tutélaire — I'ingibn du CAPES — et donc a avoir,
tendanciellement, non un rapport « direct » aux hiatatiques, mais urapport au rapport
aux mathématiques de cette instance tutélairet-&'elire, en fin de compte, un rapport
soumis a des contraintes elles-mémes extra-matiggreat ce qu’on pourrait appeler un
rapport « aliéné », jamais compléetement assumétra proprement personnel. Dans une
seconde étape, devant la défaillance constatées demosd’abord supposé, la tentation est
d’'inventer son proprexomos de fuir dans l'idionomie, au risque de heurterlda peut-étre
tout aussi singuliere de membres du jury du CAPEStte tentation, on le verra, prépare
clandestinement a l'idionomie qui imprégne aujourd’encore le métier de professeur. Mais
devenu professeur stagiaire, I'ancien candidat usgle tomber de haut en découvrant que
'univers professionnel ou il entre, pour étre déutisibilité réduite, n’en est pas moins
lourdement normé. Dans cette situation, lidiononimeaginaire développée lors de la
préparation au concours va se heurter a des inganbien réelles : la profession, ses
normes, sa normativité, sans doute ; mais d’abphds concretement, plus immédiatement, la
classe que le jeune professeur aura en respongabililaguelle s’en laissera rarement

imposer —, et le programme d’enseignement mémkbkagua & y mettre en ceuvre.
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Chapitre 3

Face aux mathématiques a enseigner

1. Le dispositif des questions de la semaine

1.1. Plus encore gqu’en premiére année, ou seulessez mince partie de la préparation est
alimentée par les questions poseées par les élegiEspeurs, en deuxieme année la formation
repose fortement sur la dynamique des questiomiu dtavail pour élaborer des réponses,
notamment a travers le séminaire du mardi matingstguestions sont recueillies et ou des
« matériaux pour une réponse » sont apportés. aumer une idée de la contribution des
éleves professeurs a ce travail collectif de foromatnous examinerons d’abord I'ensemble
des questions formulées par écrit, semaine apreaise, par une éleve professeure, choisie
parmi les 45 professeurs stagiaires composanlagtion 2004-2005. La premiére question
est posée par celle que nous appellerons Marguoatdi 7 septembre 2004 ; la derniére sera
rédigée le mardi 26 avril 2005. Margot a en respbilisé une classe de seconde. Sa premiere
question est la suivante :

1. Mon premier chapitre est une activité numériguec les ensembles de nombres, I'arithmétique, les

nombres premiers, I'écriture scientifique et laiotd’ordre de grandeur. Est-ce que je dois faire u

AER pour chaque sous-partie ou est-ce qu'une &ttstir les ensembles de nombres et une sur

l'arithmétique suffisent ?

Cette question sera commentée lors de la séaneanselidu séminaire du mardi matin, en
méme temps que d’autres questions relatives atlamd’activité d’étude et de recherche
(AER)*. Elle sera & nouveau briévement considérée ais ctsula séance 3, le mardi d’apres.

Bien entendu, un certain nombre d’objets mathémasicy affleurent, et la construction d’'une

! On notera en passant la richesse pléthorique depoemier chapitre » que Margot envisage : on apjtaraitre

ici un défaut typique des débutants.



ou plusieurs AER idoines révelerait I'utilité d’dawsur ces notions une culture mathématique

approfondie. Mais, en ce début d’année, cet agfmscthoses reste encore a I'arriére-plan.

1.2. Lors de la séance 2, Margot propose une nleugeéstion :

2. Comment faire pour justifier les propriétéshétdrémes du chapitre d’'arithmétique du programme de
2% (nombres premiers, etc.), autrement que par desngles ? N'est-ce pas génant de ne rien
démontrer alors que, dans le chapitre « Géométripldn », on demande aux éléves de faire des

démonstrations ?

Cette question a trait a un phénomene que la faowsmatathématique de Margot ne la portait
sans doute pas a anticiper : selon le domaine ddsmatiques que lI'on enseigne, I'exigence
démonstrative semble plus ou moins prégnante, uncpmme si la régle du jeu changeait
selon le theme traité ! Cette lecture des chosen &it, quelque crédibilité. C’est ainsi que le
document d’accompagnement du programme de secosidéei sur I'exigence d’étre au clair

quant au caractere admis ou démontré d’'un résattagla notamment... en géométrie :

Il faut souligner ici I'effort important entreprigau college pour différencier le résul@bservédu
résultatdémontréet pour annoncer clairement le statut des divemé@s : définition, résultat ou
théoreme admis sur conjecture, résultat ou théoatdi, etc. [...]. Il importe de garder cet esprit

dans le travail conduit ef2en particulier dans ce paragraphe de géométrie.

Or cette insistance semble s’alléger beaucoup qoanen vient a la question des nombres
premiers, a propos de laquelle le document d’acegmement du programme d& dique :
Il s’agit simplement de se familiariser avec laat@position en facteurs premiers et il est demaredé d
se limiter a des exemples simples ; aucun théoggméral d’existence ou d'unicité n’est exigé : on

pourra I'évoquer sur des petits nombres et justifi;nsi la convention excluant [I'entier] 1 de

'ensemble des nombres premiers.

Ici, certains emblemes de l'activité mathématiglassique semblent quelque peu gommeés :
non seulement il ne serait plus nécessaire deqieetel théoreme est admis lorsqu’il n'est
pas diment démontré, mais encore il ne serait @asudée que le théoréme en question soit
formulé dans sa généralité — il pourra étre seuttreoquée et sur des petits nombres ! On
comprend I'étonnement de Margot devant ce qui peutpparaitre comme un brusque
changement de paradigme : alors en effet que Il g jeu, confirmée et renforcée par
I'année de préparation au CAPES, a toujours étgodéer des théoremes et de les démontrer,
le sentiment peut naitre ici que l'activité demandsst « infra-mathématique », ce qu’un
néophyte peut en outre étre tenté d’expliquer derfasimpliste en invoquant par exemple la

« faiblesse des éleves » ou, simplement, une éopldémathématisante de I'enseignement
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des mathématiques au secondaire. Bien entendeyitable raison de la situation observée a
de fortes chances de n’étre pas correctement pesgilgetient d'abord a ce que la dialectique
de I'expérimentation (ou de I'observation) et dedéamonstration est a peu pres entierement
étrangére aux professeurs stagiaires en débutruhation de deuxiéme ann&eCe ratage de

la fonction épistémologique du travail demandé l&sr nombres premiers ainsi que sur
d’autres parties du programme de mathématiques @leas conduire nombre de jeunes
professeurs — sans parler des anciens — a cor@dtivement que, « aujourd’hui », on ne fait
plus de démonstrations, alors que, en vérité, anadde seulement que les démonstrations
soient précédées d'un travail expérimental condtisa ce qui aura alors le statut de

conjectures vraisemblables, qui motiveront la redie d’'une démonstration.

1.3. Lors de la troisieme séance, Margot met pat éeux questions que I'on reproduit ci-
apres :
3. a) Quelle calculatrice suggere-t-on a un éleue sp destine a une ES? Il faut qu'elle soit
scientifique, qu’elle posséde du calcul statistigumatriciel. Une TI 82 suffit-elle ?
3. b) La majorité des éleves de ma classe effectaars exercices mais une partie non. Que faire ?
Punir ?
Ces gquestions ne feront pas I'objet, du moins ders€minaire du mardi matin, de réponses
spécifiques. Il en sera tout autrement de la quesfue Margot formule de maniere détaillée
lors de la quatrieme séance, a propos d’'un épipanldématique survenu dans la classe de
seconde dont elle a la responsabilité :

4. En DM jai proposé aux éleves I'exercice suivant

a b a?+b’

1. SimplifierA = a-b ' a+b + 21

2. Trouvera etb tels queA :%.

Un éléve écrit ;

_ 2a
1'A__a—b
2.A:E:Adonca=leta—b:2
2 a-b
1.3
donca—zetb— 5

2|l semble qu’elle le soit aussi, plus généralemeaur nombre de professeurs en exercice.

121



N
X
NI

S _
etje venﬂem = =
272

H
lw
NI=

Je lui dis que les valeurs deetb sont justes, qu’il ne s’agit que d'un exemple dapde solution et je
rajoute que son raisonnement est faux : on n'depdsoit de dire que, %l: g alorsa=cetb=d. Il

me répond Si ! On a le droit..« Lorsqu'une des deux fractions ne contient pasdhnue et que I'on
veut déterminer les inconnues présentes dans d'duéiction, on peut faire comme ca!» Que
répondre ? Cette « méthode » permet en effet dandiéier un couple solution. Aurais-je d0 mieux

formuler ma question ? Comment contrer ce typeat®nnement dans le fond comme dans la forme ?

Soulignons a nouveau que, pour le formateur ergehdm séminaire, il ne s’agit nullement de
répondrea Margot (ce qui est le point de vue spontané de ces jeprnafesseurs, trés
imprégnés de « moi-isme »), mais de répordi® questiongu’elle apporte du terrain et que
les participants au séminaire doivent apprendreegarder comme une questiae la
profession Les « matériaux pour une réponse » Proposés emasesont longuement
développés. Dans une premiere partie (points 13)2)Ja réponse précise la solution du
probleme mathématique proposé (il s'agit la de aeorg nommera plus loin des
mathématiques pour I'enseignant) en méme tempsefte analyse mathématiques (point 2)

se trouve enchassée dans une analyse didactiqleemuative (mais qu’elle commande).

1. L'interrogation sur la maniére de « contrer »rxdessonnement de I'éleve est symptomatique dune
double difficulté : la premiére se situe a I'étajmlaconception(et de la programmation) du travail
proposé aux éleves ; le second, lors dedarrection » collectivele ce travail.

a b +a2+b2
a-b a+b a-b”

2. L'expression proposée, séit=f(a, b) = est homogéne de degré 0, c'est-a-

dire que I'on a, pour tolt 0 R*, f(ka, kb) =f(a, b). Si donc un certain coupleg( by) vérifie f(a, b) :%,

il en ira de méme d'unifinité de couplesd, b), a savoir les couplekd,, kby) pourk O R*. En

d’autres termes, une analysepriori trés simple — essentiellement mathématique — ptinee
prévoir que la question de I'existence d'une iniirde solutions surgirait, quelles que soientdesés
de sa manifestation.

3. Les choses étant ce qu’elles sont, deux choifrsht au professeur. Premier choix né souhaitt:
pas faire rencontreaux éléves une situation marquée par I'existefaeednfinité de solutions. Il doi:
alors proposer la résolution d'amitre typede systemes d’équations, qui ait une solutionueliq

® On aurait pu avoir par exemple ceci :

, X =3_1 x+3_
Résoudre le system?/?z—3 y—4~ 1.

@ Utilisons le résultat suivant (qu’on ne démontngaa ici) :
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g8 a_c_a+c C _Aa+uc
b dalorsb A" Db+ det plus generalemerﬁ d )\b P (sous réserve bien sdr que tous ces

quotients soient définis).

X—-—9_x+3_ X—9_x+3_(Bx-9)—-k+3)_2x-12_x B
Commeonam _y 2 1|IV|enty+2—y_4— y+2)—y—2a) 6 3 2etdon§

2=1,soitx=9.0n aalory —4 =x + 3 = 12, soity = 16. Le couple (9, 16) est I'unique counle

solution.

s s

La réponse examine alors la seconde possibilitgu@®: faire rencontrer aux éleves un cas
ou existe une infinité de solutions. Mais, souligiaateur de la réponse, le professeur devra
assumer en ce cas, en toute lucidité, ce fait gntijage la classe dans une longue séquence de
travail mathématique. A cette longueur annoncéeéého la longueur du développement que

le responsable du séminaire donne alors a I'analysespondante.

4. La deuxieme possibilité qui s’offre au profegsest d’assumer de faire rencontrer aux éléeves la
résolution d’'un systeme ayant umgfinité de solutions, mais en acceptant alors les pritesga
conséquences didactiqueke cette (premiere) rencontre — notamment le dag la classe devra
travailler beaucoup plusur le travail des éléves. Examinons rapidemerquee pourrait étre un tel
travail.

@ Le résultat de la premiére question de I'étudehérattique proposée dans le DM conduit a réso idre

b ; D’une fagon encore implicite, la classe se troceefrontée ici au probléme du

2a
I equatlon
choix de laechniquea mettre en ceuvre a propos de déitbedont letypepeut étre formulé ainsi :

T. Résoudre I'équation

ax+by_u )
cx+dy v

oua, b, ¢, d, u, vsont des nombres déterminés, avetd non tous deux nuls gtnon nul.

En réalité, dans le cas particulier examiné, lasdase trouve devant une tache du sous-type stuivart
T". Résoudre I'équation

ax __u
cx+dy v

()
ou g, ¢, d, u, v sont des nombres déterminés, avetd non tous deux nuls gmnon nul.

@ Le type de tache$’ est sans doute davantage de nature a sollicitsade de la technique gtie
I'éléve « incriminé » met en ceuvre, et qui, dansae plus général de peut s’expliciter ainsi :
T.. Pour résoudre I'équation

ax+by_u
cx+dy v

(v)
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oua, b, ¢, d, u, vsont des nombres déterminés, avetd non tous deux nuls gtnon nul, on résout ¢
systeme
+ by =

loiaoy @
® Il est clair que, siX, Yo) est une solution des{), alors ko, Yo) est une solution dev() — le seul
probléme pourrait surgir du fait que I'on aum@i + dy, = 0, mais cela n'est pas possible puisque, par
hypothésecx, + dyy = v avecv # 0. Insistons sur ce point : la techniqgue mobilipée I'élevedonne
effectivement une solution de I'équation étudiée
@ Mais la réciproque est-elle vraie ? Le system &-t-il exactement les mémes solutions que le
systéme¥) ? Sous I'impulsion du professeur, la questionastie doit étre énoncée et examinée per la
classe :
Qi. Lorsque le systéme | a une solution unique, le systenwe fi’a-t-il que cette solution ou bien e¢n

existe-t-il d’autres ?

La questionQi a une réponse facile : sip( yo) est une solution des, alors, pour touk 00 R*,

3

(kxo, Kyp) est aussi une solution de)( C’est ainsi que I’égalitgz_i -1 vérifiée poura :% eth = ~>

b 2
est également vraie lorsqae= 1 etb = -3, ou lorsque = -2 etb = 6, etc. Cette simple observation
suffit a montrer que, quand bien méme la technigueermet d’obteniunesolution de ¢), elle ignore
uneinfinité de solutions dew() !
® Bien entendu, la conclusion précédente devraigioa a cette autre question :

Qf. Les solutions du systeme ) sont-elles toutes de la formiex{, kys), ou (o, Yo) €st solution du

systeme4), ou bien y en a-t-il d’autres ?

On passera toutefois rapidement, ici, sur la siétd’activité d’étude et de recherche qu'appé)ﬁe
guestion a laquelle devrait s'ajouter aussi la tjoesuivante :

Qf. Si le systeme«() n'a pas de solution, le systen¥e) (peut-il tout de méme en avoir ?

® L’étude de ces questions pourrait conduire a iétédali & rappeler) deux résultats technologiqg les
essentiels :

0:. Les nombreX, Y, ouY # 0, vérifient I'égalité

X_u

Y v
(ouu, v sont des nombres déterminés, aved) si, et seulement si, il exidté] R* tel que

{X:ku
Y =kv

0,. Le systeme d’équations

{ax+by:U
cx+dy=V
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(oua, b, c, d, U, V sont des hombres déterminés) possede une soétiome seule si, et seulement si,
ad—bc# 0.

Ces éléments technologiques permettent en effetathiire et de justifier la technique suivante :

T.. Pour résoudre I'équation

ax+by_u *)
cx+dy v

oua, b, ¢, d, u, vsont des nombres déterminés, avetd non tous deux nuls gtnon nul, on résout I¢:
systeme

ax+by=u
{cx+dy:v (@).

Si celui-ci a une solution uniquéey( Yo), toutes les solutions de I'équation)(sont de la formekéo,

kyo), ouk 00 R*.

2a _1 .
——— =< a pour solution

@ Dans le cas proposé dans le DM, on trouve ainsil'gquation (era etb) a_b- 2

« particuliére » le coupl ; ; —g) et, pour « solution générale », les couples derlae (l—; ; —3—2k) k
OR*.

La « legon » de cette petite aventure de formadenrait étre claire : on ne saurait prétendre
élaborer le scénario du travail avec une classd'onsi ne procede pas a une étude
mathématiquesuffisamment large et suffisamment approfondiefihade la réponse répete

autrement cette méme lecon.

5. La dynamique d’une étude n’est jamais completerdéterminée priori. Le professeur, dirigear.t
I'étude, peut ainsi vouloir limiter son développerna la simple observation que, si la technigue
fournit une solution, elle n'en fournit en elle-m&muung et souhaiter lancer alors I'étude vers la
recherche d'une technigudternative qui en méme temps éclaire, si possible, le phénenévoqué
plus haut — toute solution de Y est de la formeké, kyp), ouk 0O R* et ou o, Yo) est une solutior
particuliere de I'équatiorw().

® En s'appuyant sur les répond®sd’autres éléves, il sera sans doute possible deemen évidence

la technique suivante :

Ty. Pour résoudre I'équation

ax+by_u *)
cx+dy v

ou a, b, ¢, d, u, v sont des nombres déterminés, ageet d non tous deux nuls et non nul, on
~ recherche les solutions, §) de I'équation &leuxinconnues '
v(ax+by) —u(cx+dy) =0

vérifiantcx + dy # 0.
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@ Cette technique renvoie donc a la résolutiamdéquation aleuxinconnues, de la forme@d — uc)x

+ (vb—ud)y = 0. Dans le cas de I’équatig%f—b :%

du DM, il vient ainsi & + b = 0, ce qui donnb =

— 34, etc.

® Sur la forme 8 + b = 0, il apparait clairement que aj,(bg) est un couple solution, alors tout coujle
(kag, kby), ouk OO R*, est solution. Une« interprétation » géométriquéclaire la chose : I'équationg

va—uc
vb—ud

dire d’une droitepassant par l'origineles couplesx y) solutions étant les coordonnées des point; de

—uc)x + (vb—ud)y = 0 estsauf exceptioncelle d’'une droite d’équation réduite= — X, c'est-a-

cette droitea I'exception de I'origine du repére

@ Bien entendu, on devra aussi explorer les caspéromels. En outre, et d'une maniére pus
générale, I'étude devra procéder, non sur des ®littérales (ainsi qu’on I'a fait ici), mais a fpiaide
spécimens numériquesinsi I'étude de I'équation

2x+y _1
X+2y 2

qui conduit a I'équatiorx = 0, et a donc pour solution tous les couplesyOpuy [0 R*, peut-elle
permettre d’identifier le cas ou s’annule le cagdiint dey dans I'équationMa—uc)x + (vb —ud)y = 0,

etc.

® Mais cette équation méme ne devra éventuellemenpéoposée par le professeur qu'apres gre la
classe aurait chercls@ns succesn spécimen adéquat répondant a la condition agéés— de la mém2
facon que les questioni@,j évoquées plus haut devraient, sauf exceptionrendé la dynamique d2

I'étude pilotée par le professeur, et non étrethiitesex abruptopar celui-ci...

Ainsi qu’il est fréquent, aspects mathématiques aspects proprement didactiques
s’interpénetrent d’'une maniére difficilement disabte. Mais il est clair aussi que, chez
Margot, I'analyse de la tdche mathématique propasé&etléves est insuffisante, comme l'est
également la maitrise dypede taches dont elle releve. Comme souvent enl ga®i c’'est-
a-dire lorsque l'analyse mathématique est insuffis@nt approfondie pour pouvoir nourrir et
contrler la décision didactique, on voit Margotsper au registre des raisons
« pédagogiques ». Dans sa pratique naissante tesgear de mathématiques, il n'y a pas de
place pour l'idée que lintervention d'un éleve $ge étre a l'origine d’'une découverte
mathématique authentique, non seulement du poimtidales éleves, mais aussi du point de
vue du professeur. Or, quelque hétérodoxe qu’eile Ia « méthode » proclamée par I'éléve
(qu’il n’a vraisemblablement pas inventée) estdalice que Margot reconnait. Mais sa
culture didactico-mathématique, qui fait barragemporte ce dogme que la proposition de
I'éleve doit, pour son hétérodoxie, étre rejetétans le fond comme dans la forme », ce que

Margot regrette simplement de ne pas savoir faicoe.
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1.4. Lors de la cinquieme séance du séminaire, dlargnoue avec ses doutes quant a
I'extension a donner a la pratique de la démornstrat
5. Peut-on demander aux éléves d'effectuer des mignadions pour justifier, par exemple, les régles
d’ordre ?
Le souci est louable. Notons en passant qu’unergreadu document d’accompagnement du
programme du cycle central du college répond pheard, si nous la comprenons bien, a
I'interrogation de Margot. Sous le titre « Raisomeat et démonstration en géométrie », on 'y
lit en effet :

Ce paragraphe ne concerne que la géométrie, beelaglémonstration s’applique a d’autres domaines.
On peut citer, a titre d’exemple, I'examen de lanpatibilité entre I'ordre et la multiplication, qui

oblige a procéder par disjonction des cas, ouikation de contre-exemples en calcul littéral.

Lors de la sixieme séance du séminaire du mardnmisifargot rédige une question qui se

réfere moins aux mathématiques qu’a la gestioa dtakse :

6. Lorsque je propose un exercice, certains deéiga®s trouvent plus rapidement que d’autres et se
mettent a bavarder. Comment capter cette énergigs?iue je donne plusieurs exercices, I'attention

des éléves sur la correction est moindre — ilsatiget les autres exercices.

La semaine d’apres, elle revient cependant a sieh de prédilection — la « démonstration »,
et le « raisonnement » :
7. Je commence un chapitre sur les configuratienplan essentiellement basé sur des révisions du
collége et dont le but est d’'apprendre & effectieer démonstrations. Comment « schématiser » une
démonstration géométrigue ? Comment peut-on exgliqun raisonnement ? Peut-on parler de
logique ?
Pas plus que les deux précédentes, cette quegtipouvrirait tout un domaine du travail de
formation, ne fait I'objet d’'une réponse formelleng le séminaire. La huitieme question aura

un autre sort. A nouveau, on ne s’en étonnera ek, renvoie en filigrane au souci

démonstratif :

8. Sur le chapitre de généralités sur les fonctiquslles techniques les éleves doivent-ils cormait
sujet de la variation des fonctions ? Mon livrefai utiliser que la lecture graphique. La méthode

« algébrique » (montrer que,ask b alorsf(a) < f(b), etc.) est-elle encore au programme %2

Margot, on l'aura peut-étre observe, a tendanceddpe les choses, sinon de haut, du moins
d’un peu loin : elle prétend ne faire qu’une bowcd&in ensemble substantiel (ensembles de
nombres, arithmétique, nombres premiers, eécritwwensfique, notion dordre); elle

s’aventure avec assurance sur un terrain qu’glleuaétudié, au point d'y éprouver de sérieux
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déboires (c’est I'épisode de la question 4, plus)heaelle tient implicitement pour quasiment
rien le travail sur la démonstration effectué allege (comme le suggere la question 7) ; etc.
Pour sa question de |& 8éance, sa méconnaissance du programme de la oassle a
mission d’enseigner lui vaut une volée de bois,vairisi qu’on le découvrira a suivre les

éléments de réponse apportés lors de la neuvieameeséu séminaire, le 16 novembre 2004.

O L'interprétation du programme qui transparait danguestion posée (et peut-étre dans le mancel de
la classe concernép)est pas correctedn commentaire du programme dé [&écise en effet :
On soulignera le fait qu’une fonction croissantesmrve l'ordre, tandis qu’une fonction décroissinte

renverse l'ordre ; une définition formelle estatiendue.

® « Une définition formelle est ici attendue » : teetnjonction dénuée d’ambiguité appelle 1ne
définition telle la suivante :

On dit que la fonctiorh est strictement croissante sur l'intervalle Ipgiur tousxs, X, [ | tels quex; <

X2, 0N af(xy) < f(xo).

Il serait donc fautif — et coupable — de répandrerlit que la définition « algébrique » ne sephit au

programme de%

© Ce qui est vrai en revanche — mais il ne devilai ptre nécessaire de le répéter ! —, c'est qe’|
saurait étre question, pour le professeur, d'intiedex abruptola définition précédente. Il convient
d’abord de faireencontrer a la classe le phénoméne de la croissaoenmeexplicatif de certaing:
autres phénomeénes regardés conamexpliquer Cette rencontre se fera de préférence de meniére
graphigue exactement comme il en allait dans I'exempledil lors de la séance 7 du Sémincire,
dont on a reproduit ci-aprés les traces écritagdigt dans les notes de ladite séance (notes dles ue

on se reportera pour une information plus comptete)

© ... Supposons ainsi que nous calculions en prerant yaleur approchée d@ le décimal 1,7. |

2 = Z = 0,74074... On voit que la seconde valeur est hieilleure :

—\/’_3,+1 2,7

EI’erreur est, dans le premier cas, presque 3,7plassimportante que dans le second cas.

vient:4/3 - 1= 0,7 ;

@® L'explication est facile des qu’on dispose dedéon defonction Posons

f(x) =x—1 etg(x) = ot 1

On voit que la premiere valeur approchéeAdgest autre qué(1,7), tandis que la seconde gét,7).

Or f croit etg décroit dans un intervalle contenaﬁ_% et 1,7, ce que confirment les représentarions

graphiques déetg ci-apres.
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FAATH DEGERACT  FUNE
Comme 1, \/5 on pouvait aingdrévoir que 'on aurait (ainsi qu’on I'a constate)
0,7 =f(1,7)<f([3) =A=g(/3) < g(1,7)< 0,741.
® Ce n'est qu'aprés qu'on aura ainsi rencogiEphiqguementine telleraison d’'étrede la notion di»
fonction croissante (ou décroissante) qu’on podergrobleme de formuleanalytiqguementle

phénoméne de croissance (et de décroissance) : emnaxprimer — « avec daset desy » — le fait

que, par exemple, la fonction— f(x) = x%l est représentée par une courbe qui « descend G¢: ...

gue dit le programme, c’est que ce probléme devegpdsé — et résolu !

1.5. On a reproduit ci-aprés, d’'un tenant, les tjoles soulevées par Margot de la séance 9 a
la séance 21.
9. Pour le rapport de SPAdoit-on simplement donner le rapport brut dedanse observée ? Ou doit-
on rajouter des éléments annexes (progressiondasise, enchainement des séances suivante®, etc.)
10. Pas de question cette semaine.

11. Un éleve passe au tableau pour résoudre uciexate géométrie. Il rédige sa solution, elle est
juste, mais il y a plus rapide comme raisonnemgntéléve le fait remarquer oralement. Faut-il gefe ¢

autre raisonnement soit apparent au tableau ?é3usdves en prennent note ?

12. Comment aider les éleves a mieux voir danpdles, surtout pour la notion de plan et la recheerch

de sections planes ?
13. a) Quels sont les différents critéres que dloit considérer dans la gestion de la classe ?
b) Que doit-on mettre dans I'analyse de la thédrie

14. Dans le chapitrRepérage dans le plai est conseillé d'effectuer des repérages dantahbleur.

Comment créer une AER pour le repérage dans uauiaBlQuel peut étre son intérét mathématique ?

15. a) Fréquemment des éléves de ma classe édguetitre. Le temps qu'ils le retrouvent, je leur
donne quelgues photocopies du livre pour qu'ilsgemt faire les exercices. Mais une telle technique
ne pousse pas les éleves a plus de précautiorsdauelivre et n'accélére pas la recherche dwe lou

la démarche au CDI pour en acquérir un autre (sdume le payant). Que faire pour motiver le bon

¥ Chaque éléve professeur effectue siage de pratique accompagné®PA), en collége pour les éléves

professeurs effectuant leur stage en responsadilitgcée, et inversement.
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entretien du livre et son importance ? Les phot@sopeuvent pallier un moment I'absence du livre

mais ne peuvent pas le remplacer.

b) Je me suis apercue qu’un éléve ne note pagiection des exercices ou des activités lorsqeil n
comprend pas ses erreurs. Il pose parfois desiguegtour plus d’explications, mais ce n’est pas
toujours le cas. Je lui ai expliqué qu'il faut ndes corrections des exercices pour pouvoir l&sreset

me montrer en Al ou a la fin des cours les endiaitempris. Je comprends son raisonnement et sa
démarche intellectuelle. Je lui demande souveha €ompris. Mais comment le motiver a corriger ses

erreurs par lui-méme en écoutant la correctiorectile et en posant plus de questions ?

i 3 . , a
16. Au sujet des coordonnées d’un vecteur, la d@mnellgneﬁ (a; b) et la donnée en colonrite(b)

apparaissent dans divers documents. Quelle edidare » écriture ?
17. Quelles sont les démonstrations de théorénigibles au programme dé*?

18. La notion d’équation de droite n’est plus aogpamme de 3 Mon PCP m’a dit que, erfil faut
parler d’équation réduite et d’équation cartésiediume droite. L’équation cartésienne d’une droite,
utile pour la résolution de systemes, n'est pluspeagramme. Peut-on quand méme introduire la

définition d’équation cartésienne d’une droite mé&inelle n’est plus au programme du secondaire ?

19. Le scénario que 'on doit produire dans le miéende TER peut-il ou doit-il tenir compte de la

réaction des éleves ?

20. Des greves s’annoncent et la fin de 'annéeame. Comment gérer la progression et le contenu

des séances lorsque la quantité des éléves préseist?

21. Au sujet des fonctions de référence ‘f—fnlés fonctions = X, X % X+ sinx etX — cosx sont

étudiées. Pourquoi les fonctiors~> \/3( X = X etx — x° ne sont plus considérées comme fonctions

de référence alors qu’elles interviennent a de membmoments ?

Hormis en ce qui concerne la dixieme séance (lad@&mbre), Margot a posé une question
chaque semaine au moihsQuelques-unes de ces questions —°|ded 15°et la 1§ — se
réferent aux travaux demandés aux éléves professetimous ne les commenterons pas
davantage ici. D’autres questions ont davantage sait a I'organisation didactique, soit,
plus précisément, a la gestion de la classe. Ainsva-t-il des questions 11, 15 et 20. Les
autres questions (12, 14, 16, 17, 18, 21) se mifféreles contenus mathématiques. Ce qui est

apparent, ici comme dans les questions précédemexamtinées, c’est que Margot a une

41l existe un décalage entre la numérotation desstipns et celle des séances du séminaire : leirdard
décembre, le séminaire n'a pu se tenir mais legglprofesseurs ont pu tout de méme formuler destigms. A
partir de la séance 12, tenue le mardi 14 décendmeg, les questions rédigées lors de la séarmant les

(n+1)-iémes de I'année : les E§uestions ont ainsi été posées lors de la séahatcl
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attitude distante et, en vérité, quelque peu ceasdre vis-a-vis des contenus a enseigner.
Ainsi, dans la question 21, elle proteste contriaieque les fonctions racine carrée, valeur
absolue et cube « ne sont plus considérées commaédios de référence ». Ce c6té « vieux
briscard » est apparent encore, explicitement, danguestion 18 ou, bien que prévenue,
Margot semble vouloir faire accréditer la suggestde son PCP de traiter et la notion
d’équation réduite, et la notion d’équation cagése d’'une droite, cette derniére, quoique
hors programme, étant jugée « utile pour la résmiutle systemes ». Le méme climat de
contestation de ce qu’il y a de neuf dans le progna de seconde entré en vigueur en
septembre 2000 apparait encore dans la questianfrépos du repérage dans le plan, theme
qui, dans ce programme, prend une place et desefolimaccoutumées, bien propres a
décontenancer les professeurs les plus attachésdéelancien. Or, d’'une maniére un peu
oblique et indirecte — a travers la référence aAIBR envisageable — Margot fait chorus, en
glissantin fine une remarque dubitative sur « I'intérét mathémegig d’'un travail sur le
théme d’études mis ainsi en cause ! La questiongt2nt a elle, marque une autre forme
d’évitement : s’il est vrai que le professeur doder les éleves a comprendre et a apprendre,
on voit ici que le point de difficulté objectif, loe des configurations de I'espace, est rapporté
a la fragile subjectivité des éleves : selon unanéne constant, la problématicité du savoir
mathématique tend a étre niée, tandis qu’est misavant la difficulté des éleves a s’en
rendre maitres. La question 16, relative a la motales coordonnées d’un vecteur, est certes
justifiée ; mais il est possible qu’il faille ausgivoir, au-dela du souci légitime de ne pas
méconnaitre les usages prévalant au lycée, un gigineenvoie a la situation de professeur
débutant, jusque-la sujet de I'enseignement supered qui doit maintenant s’assujettir, bon
gré mal gré, a I'enseignement secondaire. La quedf, enfin, reprend le theme obsédant du
démontrable — admis ou démontré — et de ce quéeonisage pas méme de démontrer. La
« crise » ouverte tres tot, des la deuxieme sema@néannée, n'a pas encore trouvé sa

solution...

1.6. La question 22 est la suivante :

22. Soit ABC un triangle quelconque.

Notons P le point d’intersection de la bissectiitérieure deA avec [BC].

B
Comment prouver qu]-Fg)g=% ? F C

Cette fois, Margot aura droit a une réponse en é@trdue forme dans le cadre du séminaire

du mardi matin — a I'occasion de la séance du b 2005. Le contraste est vif entre le souci
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un peu obsessionnel de savoir ce qu’il faut déneontiue Margot n’a cessé d’exprimer (et,
sans doute, de ruminer), et le traitement qui ppbdé a sa demande, tout entier articulé a
I'idée de production d’'une démonstration, et cedalp biais de la notion — introduite dans le
séminaire dés la séance 2 — de question cruciébes Aue la formation touche a sa fin, le
décalage mérite d'étre souligné : Margot cherchgoptiune démonstration et, en dernier
ressort, s’adresse au responsable du séminaireui-&€eképond simplement qu’une
démonstration, ou plutét une déduction, est a pate&emain des lors qu’on veut bien faire un
usage cohérent et perséverant de la notion deiguesticiale — que Margot, a l'instar d’'un
certain nombre de ses camarades de promotion, ignouer jusque-la en la tenant pour
inutile. La réponse est la suivante

1. Comment déduire I'égalité indiquée dans la TGDU?plutdt : comment découvrir une déduction de

cette égalité dans la TGD ? Telle est la véritgplestion a examiner.

2. L’idée dequestion crucialeest ici la notion clé. Comment établir I'égalité deux rapports d:
longueurs ?
® Une réponse possible est la suivante : en faizpparaitre ces rapports de longueurs comme les

rapports dont parle le théoréme de Thalés.

@ Ici, le rapporti—g se préte a une telle opération ; mais il n'en sa ge méme du rappo%%

Comment faire apparaitre ce rapport sous une fataiee ? Soit la paralléle a (AP) passant par €

coupe (AB) en D. D

On est sr — d’apreés le théoréme de Thalées — queat (B:=% Il reste alors a établir que AD = AC
® Comment faire cela ? En montrant que le triang@DAest isocéle en A, et donc en montrant

'égalité d'angles ACD = ADC. Comment montrer cette égalité d'angles ? LponSe vient

T~ T~/

rapidement : le parallélisme de (AP) et (CD) peraetconclure queACD = PAC et queADC =

— T — i i
BAP. Comme, par hypothése, olBBAP = PAC, I'affaire est faite !

® Le sigle TGD employé dans la réponse ci-aprégydédathéorie géométrique disponibleelle dans laquelle

on se propose de démontrer la propriété considérée.
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3. Une autre réponse classique a la question « @oinrmtablir I'égalité de deux rapports e
longueurs ? » fait intervenir les aires : on cheréhinterpréter les rapports imgueurscomme des

rapports daires
O Le rapportg—g s'interpréte immédiatement comme le rapport dessailes triangles ABP et PAC,

comme le suggeére le figure ci-contre : on a ert effe

A

PB_PBxAH _ A(ABP) A

PC™ PCx AH ~ A(PAC) ‘
BHP ¢

@ Comment interpréter le rapp(%%? Introduisons les projetés orthogonaux | et B str (AB) et
A

(AC).Ona A
1 1 | J
A(ABP) =5 AB x PI, A(PAC) =5 AC x PJ

en sorte uﬂ(ABP) -AB X Pl et I'affaire est faite en observant alors qué&tdht sur la bissectric 2
M PAC) T AC “ P’ que& :

—

de BAC, on aPl=PJ.

Lors de cette Z3séance, Margot ne formulera pas de question. terta 24 et derniére
séance du séminaire, elle souleve encore une guestibien de circonstance : comment
élaborer un devoir « commun » en fin d’année ? Malike-ci n'aura pas d’écho : la formation

s’arréte la.

2. Mathématiques a enseigner, mathématiques pourehseignant

2.1. L'examen des questions formulées par Margaitracce que montrerait I'ensemble des
questions de n’importe quel stagiaire, ou presgdans les mathématiques a enseigner,
certains points restent obscurs pour nombre deédésidu CAPES ou de l'agrégation. Ces
connaissances mathématiques dont les questioresveeslviennent régulierement montrer la
non-disponibilité constituent ce qu’'on appellerdesc mathématiquepour I'enseignant,
c'est-a-dire ces mathématiques qu’un professeut donnaitre pour s’engager dans
I'enseignement de ce que le programme prescriles mathématiques enseignes —, mais
non pas encore pour concevoir et réaliser un te¢ignement. On verra plus loin que ces
« mathématiquepour I'enseignement commencent a peu prés lorsque, dans le vocabulai
de la formation donnée aux éleves professeurs,-cea@mmencent a s’interroger sur les

raisons d'étrede telle notion, de telle théorie, de tel théoréans ce qui suit, nous
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examinerons d’abord les principaux points d’achopgat signalés par les éléves professeurs
au fil des semaines. Le jour méme de la rentrésst-@-dire avant la premiére séance du
séminaire du mardi matin, les professeurs stagiaoat invités a formuler par écrit une ou
plusieurs questions, alors gu’ils n'ont pas enaereontré leurs éleves. Généralement, leurs
soucis premiers ne concernent pas tel ou tel pleimtmathématiques a enseigner. De fait, une
guestion et une seule, parmi les 28 formulées ce-I§p a eu trait a une difficulté
mathématique, ou plutdt didactico-mathématiqueComment, demande en effet un éléve
professeur, introduire la notion d’angles alterimesrnes ? » Nous verrons le destin qu’aura
cette interrogation au cours du séminaire. Lordadpremiere séance, 72 questions seront
posées, dont quelques-unes seulement ont a voo ks mathématiques a enseigner.
Plusieurs témoignent d’'une interrogation a proposeftains contenus d’enseignement ou du
traitement adéquat de ces contenus. On y retroeveddir la premiere question de Margot,
dans laguelle elle envisage un premier chapitrabgsurdant. On rencontre aussi, émanant
d’'un des ses camarades de promotion responsabie duce qui sera, on le sait, un souci

récurrent pour Margot, celui de la justificatiorsdésultats & utilisér:

Dans quelle mesure devons-nous justifier les r@sulmportants ? Doit-il s'agir d'une connaissance

mathématique solide ou bien les exemples vus ermitbcpermettent-ils d'établir ces résultats en

généralisant ? (Je pense précisément a la mudtijplicdes relatifs.) (2004-2005, 4emaine 1)

Une autre professeure, chargée, elle, d'une clisseconde, fait écho a ce souci en écrivant :

Dans le chapitre « Triangles isométriques, triasigkemblables », doit-on démontrer les cas d'iseenétr
et les cas de similitude ? (2004-200%‘3, 8emaine 1)

Un professeur stagiaire s’interroge autrement, anifastant un engagement personnel fort
et, a vrai dire, d’'une intensité rare, quant anpdie vue a adopter, erf, £n matiére de
géomeétrie dans I'espace :
Je commence par la géométrie dans l'espace. Jeécaitelé entre 1) aborder (par des exemples
lumineux) la notion générale de céne pour souligegipoints communs entre cbne et pyramide, et 2),

traiter les objets « bornés » de maniére netterdigfidrenciée dés I'abord. J'opte pour la premiére

solution, mais je me sens mal a l'aise vis-a-viphgrammestricto sensu(2004-2005, 4 semaine 1)

Alors que, dans les questions relatives au probléenia démonstration, ce qui était en cause,

derriere une décision didactique évoqueée, touchax mathématiques pour I'enseignant

®D’'une maniére générale, nous ferons désormaisresuas questions présentées de linformation codée

suivante : année de la formation, classe en reapdité, numéro de la semaine dans I'année.
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(comment démontrer les résultats concernant laipiaition des nombres relatifs, comment
démontrer les cas d’isométrie, les cas de sim#ifudous touchons ici aux mathématiques
pour I'enseignement : y a-t-il des connaissanceth@énaatiques qui permettraient d’éclairer
I'alternative invoquée a propos de I'enseignemeatlal géométrie dans I'espace et 4
L’examen des notes du séminaire de I'année indiquela question sera laissée — dans ce
cadre — sans réponse. Une derniére question naugnea aux mathématiques pour

I'enseignant, entendues en un sens large. Un seiestagiaire écrit en I'espece :

Dans le document d’accompagnement du programmé dieude une partie est sur les ordinateurs dont
une partie sur lealcul formel Qu'y a-t-il comme logiciel que I'on puisse utdisafin de traiter cette

partie avec nos éléves ? (2004-2005sémaine 1)

Ici, la référence a un logiciel parait ambivalei@e.logiciel espéré semble en effet étre I'outil
permettant au professeur, tout a la fois, de serenetu courant de certains contenus
d’enseignement qu’il ignore et de ne pas souleves pvant la question de ses besoins
mathématiques en la matiere — qui seraient idéalemésolus par le logiciel. Maniere de

reconnaitre le probleme et, d'un méme mouvemeng déclarer résolu !

2.2. L'interrogation sur ce qu'il faut démontrer gtir ce qu’'on peut admettre n’'est pas
présente seulement a travers la question de Margotutre éléve professeur demande sans
détour : « Doit-on démontrer toutes les propriéths cours ou peut-on en admettre
certaines ? » L'interrogation porte d’abord sur feathématiques a enseigner, méme si,
chaque fois que I'on donne a cette question unens® positive, on se trouve renvoyé au
niveau des mathématiques pour I'enseignant — qanmant, alors, démontrer ceci ou cela ?
Ce niveau est également représenté par les questotant sur le vocabulaire et les notations
a employer : les mathématiques pour I'enseignargame pasa priori tout a fait identiques
aux mathématiques pour I'étudiant, qu'’il s’agit manant de dépasser rapidement. Ainsi en
va-t-il avec les deux questions suivantes, fornsufes la méme personne :

1. Peut-on utiliser des abréviations ou des natatimathématiques dans les démonstrations, par

exemple | = m[AB] pour « | est le milieu du segm@hB] », M = [AB] n(MO) pour « M est le point
d’intersection du segment [AB] et de la droite (M©? (2004-2005,"2 semaine 2)

2. Mon PCP m’a dit qu’on ne parlait plus d’'« hypeths » mais de « données de I'énoncé ». Qu’en est-
il ? (2004-2005, %, semaine 2)

La seconde de ces questions appelle une remarquée sorobleme de la genese des

mathématiques pour I'enseignant : on a la en effetas typique ou la profession engendre,
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de maniére quasi spontanée, un « savoir épimathgraat qui, on le voit, reflue presque
immédiatement sur les entrants dans la professeppeler hypothése ce qu’on appelle
traditionnellement ainsi en mathématiques serait alous de langage, d’autant plus
malheureux que les physiciens — entendez les maies de sciences physiques — usent du
mot d’hypothése dans un sens différent, situationngettrait les éleves dans I'embarras.
Dans I'immédiat, la question qui se fait I'échoa#dte analyse ne recevra pas de réponse dans
le séminaire. Posée le mardi 14 septembre 200 nall refera surface que beaucoup plus
tard, lors de la 1%&séance, le mardi 25 janvier 2005, couplée aveautre question formulée

peu de temps auparavant :

1. Mon PCP m’a dit qu’on ne parlait plus d’« hypeghs » mais de « données de I'énoncé ». Qu’en est-
il ? (2004-2005, %, semaine 2)

2. Vous avez énoncé rapidement a I'oral récemnaetgrininologienypothésesdonnéesPouvez-vous

y revenir ? Merci. (2004-2005¢,4emaine 14)

La seconde de ces questions atteste que le comreerta dO au responsable du séminaire a
rencontré la culture professorale établie, auxnicions de laquelle les jeunes professeurs
semblent souvent trés empressés de répondre. @atéar décide alors de faire piéce a ce
qu’il regarde comme une élaboration demi-savantengotivée par un désir apparent de paix
entre les disciplines (dont, en passant, elle reafde quant-a-soi), n’en est pas moins
contestable au plan épistémologique. Dans la prenpartie de la tres longue réponse

apportée, le formateur examine d’abord le lexigtilesé dans les textes officiels.

1. Le mot de « données » au sens évoqué n'apmanmét'ensemble des programmes du college ‘que
dans une citation (du CNP, le conseil national gesgrammes) figurant dans le document
d’accompagnement du programme fe 6

« La convergence du francais et des mathématiqumsemnt déterminante lorsqu’il s’agit d2
comprendre un énoncé ou de poser en termes mailgéemtun probléeme de la vie courante, en

explicitant toutes ledonnées>

2. En revanche, le mot « hypothése » y apparaftaten

@ Voici une premiere citation, qui suit de présitaton précédente :

Dans une géométrie d'observation, les figures net g@ms porteuses d’informations clairemant
annonceées et les observations résultent de lagiencesisuelle. Dans une géométrie déductive, Ge st
partir d'informations explicitées (lesypotheseset des propriétés apprises qu'il s’agit de prowdes
conséquences qui n'étaient pas annoncées au d&partlasse de °6 des activités géométrique s
appropriées peuvent préparer le raisonnement décmiamment en amenant les éléves a prendr2 en

compte les mémes informations sous diverses formes.
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@ Le document d’accompagnement du programme du cgclial indique de méme :

En classe de°4on demande de fagon plus systématique de regiéder mettre en ceuvre les théoréries
appropriés. Le recours, si besoin est, a plusipass de démonstration amene a comprendr> le
changement de statut d’'une assertion au fil d’'udeahstration : un résultat intermédiaire est tine

conclusion dans un pas de démonstration ehypethesalans un pas ultérieur.

® A propos des problémes de construction, le méroardent précise ceci :

... 'examen d’une figure géométrique peut conduitmanventaire (non nécessairement exhaustif' de
ses propriétés, puis a un choix de certaines @egites en vue d’'une construction. Ces proprictés
retenues jouent alors le rolehglpbothésesles autres de conclusions. Une telle démarcheilboe a la

compréhension du statut d’'un énoncé dans une dérabos.

Une seconde partie de la réponse élargit alorgliéte au plus culturel et historique.

3. L'emploi de « données » en lieu et place du blecalus traditionnel diypothésegst sans doue
mQ, chez certains professeurs, par le souci ddiserterme plus familier aux éléves, avec I'avariag
supplémentaire qu'un verbe associé est disponibedonnées d’un probléme sont constituées de .. ce
qui estdonnépar I'énoncé. Dans le cashgpothésgon doit parler de ce qui est « posé » ou p utét
supposgc’est-a-dire de ce qui est... « mis, placé en desspce qui traduit le mot d’origine greccue
E« hypotheése » (le latinsupponergprécise leDictionnaire historique de la langue francajsest formef

“de sub marquant la position inférieure (...) et fenere“poser, placer” », et démarque ainsi le ¢rec
hupothesig

® Les deux mots peuvent, dans une certaine medueere@ardés comme interchangeables, méiie si
'on peut y voir une minuscule différence. Une foig'une hypothése a été formulée, le conten i de
cette hypothése fait partie des « données » dugmeba étudier. Ce que I'on regarde comme dunné
dans le probleme a résoudre n’est en général queosé par rapport & un horizon plus large: le
«donné » n'est souvent qu'un « prété » ! Que Bmmge ici a la technique du raisonnement. par
'absurde, ou I'on fait une hypothese pour poulmirejeter...

@ L’emploi de la notion d’hypothése est central deplantiquité grecque. Sur ce sujet, on citere un
peu longuement un passage de l'introduction — didadrice Caveing — de I'édition ddgéments
d’Euclide parue aux PUF (1990, p. 141-142) :

Le réle des hypothéses dans le raisonnement matiogima été percu trés toét. Nous avons déjé fait
allusion & cette possibilité qu’offre une chainendéstrative, dont les éléments sont des théoredhe s,
introduire a tout moment une hypotheése a partitadeelle les théorémes déja démontrés perme ttent
d’obtenir une déduction de ses conséquences. Dé'lgpothése se rencontre partout, depuis les orp
des principes de la science, ou sa forme la plparapte est — nous le savons — le postulat, jusiju’a
cas de figure ou aux données particulieres d’'utlproe, en passant par 'énoncé méme de ce tains

théoremes. Il est de plus toujours possible dansedherche d’examiner, dans le cas des théses
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démontrées du systeme, les conséquences d’unehikgpotjuelconque et de construire ainsi- des
fragments de déduction a valeur exploratoire. Cdéimarche de la pensée, bien connue depuis
'expansion moderne de la méthode expérimentalestnpas moins pertinente en mathématic ues.
Enfin, il est possible de remplacer une proposipan une autre en prouvant leur équivalence, & st-

dire en déduisant I'une de I'autre prise pour hiipet et réciproquement.

On en arrive alors au cceur de la réponse. L'awg@fforce de restituer une profondeur de
champ qui, pour avoir disparu largement de la caltles professeurs de mathématiques, n'en
gagne pas moins a étre retrouvée, notamment parekkegpermet de renouer les liens entre
deux usages tenus a tort pour indépendants (simum pntinomiques) de la notion

d’hypothese.

4. On saisit, a travers la description précédedatesouplesse d’emploi du mot! En mathématiq ies
comme dans les sciences expérimentales, lehymthesedésigne une propriéfg « prétée » a ur

« objet » (& un systéme). Le « travail » a padicdtte hypothése comporte deux étapes.

® La premiere étape consiste simplemendéauire de cette propriété hypothétiqye un certain
nombre de conséquenagsC’est a cela que s'arréte en général le tramathématiqueu collége. Er
cette premiere étape, le travail & accomplir —gradep a q —, tout se passe en effet comme s le
contenu de la propositignétait undonné Mais il s’agit d’'un point de vue particulier, immplet, sur le
travail global dans lequel ce travail partiel prexace.

© Considérons I'hypothése suivante : on suppose dpres un certain triangle ABC, les bissectrii:es

— T
intérieures se coupent en O a l'intérieur du trareg qu'on aBOC = 123°. Que peut-on dire alors e

'angle en A du triangle ABC ? A

B T C AN

— T
® On peut en faitléduire de I'hypothéstaite surBOC que I'angleA = BAC vaut alors 66° : de’s

AN AN N
considérations élémentaires montrent en effet qa’%ﬁB + % C =180° — 123° = 57° et donc glie=

/N /N
180°-B + C) = 180° — Z 57° = 66°.

— T AN
© Plus généralement, si 'onBOC =x°, et siA = y°, il vient :y = 180 — 2x (180 —x) = 2x — 180 =

2(x — 90). On retrouve ici que, si= 123, on g = 66. Mais on voit plus généralement que I'hypeth 2

— T
selon laquelle on aurait dans un triangle ABC ugl@BOC droit ou (a plus forte raisorgigu ne

saurait se vérifier et devrait étre rejetée !
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— T

O Ainsi, I'hypothése queBOC = 123° peut étre regardée comme une donnéaitldaindis que

I'hypothése que I'on auraﬁ = 83° (par exemple) ne le peut pas...

@ La deuxieme étape du travail a partir d’'une hyps¢hest, certes, trop souvent absente de la classe
de mathématiques. Uearousse du badéja mentionné la schématise ainsi :

Selon Claude Bernard (1813-1878), le savant comenguac constater un fait; puis il en tire uae
hypothese générale, dont il déduit des conséqudogigsies ; il fait alors une expérience pour \iérit

gue ces conséquences se produisent.

O On illustrera ce schéma par un exemple simplayi ag I'étude de la somme des angles dun
triangle (que I'on conduit en®6 Considérons pour cela les deux propriétés stegarelatives a ces
objets (ou systémes) géométriques que sont legkeis :

6;. La somme des angles d’un triangle est la mémetpatitriangle.

6,. La somme des angles de tout triangle est un gfafle

A l'évidence, I'assertiorB, implique l'assertion8;. Inversement, il est facile ddéduire 6, de 6;.
Supposons en effet que la somme des anglesutiériangle soit dea degrés. Soit alors un triang e
ABC et soit O un point intérieur a ABC.

A

B C

La somme des angles des triangles AOB, BOC, COA 3aulegrés. Par ailleurs cette somme vaut

P i N
celle des angles de ABC, saitdegrés, augmentée des angd€3B, BOC, COA, dont la somme est

de 360 degrés. On a doreg 3a + 360, soita = 180.
® On peut établir ce résultat plus simplement encdoit C’ un point de ]BC[.La somme des ang es

des triangles AC'B et AC'B, soit&2degrés, est égale a la somme des angles du &iaR{L, soita

T T )
degrés, augmentée des angheS'B et AC'C, soit 180 degrés. On a ains 2 a+180, et don@ =
180. A

B C

C1
© On peut alorsoumettre a I'expériend&assertiond; en réalisant I'expérience graphique suivante:

A
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on choisit un point C’ sur ]BCJ[ ; on vérifie quersqu’on passe de C a C’, la diminutioncddegrés de

— T — T — T
'angle BAC, qui devientBAC’, est égale a 'augmentation fedegrés de I'angl&CB, qui devient
— T
ACB.

® Dans ce qui précéde, donc, on considdrgobtheseselon laquelle, dans un triangle, la somme Jes
angles est un angle plat ; onadduit a titre de cas particulier, que la somme deseangjun triangle
estla mémepour tout triangle ; on vérifie par I'expériencette conséquence logique de I'hypoth¢:se
étudiée. Bien entendu, si le fait que I'expérieosrduise a rejeter telle conséqueqae I'hypothese
impose de rejetqy, en revanche la « vérification » expérimentaledéassure paa priori quep soit
vraie. Le cas rappelé ci-dessus est typique datiits ou, en fait, on a I'équivalenpe- q: I'’énoncé

g est simplement une « re-formulation » glequ’il est par exemplglus facilede soumettre a unz

vérification expérimentale.

La derniere partie de la réponse livre la conclugjai rétablit le concept d’hypothese dans

ses droits, y compris dans la classe de mathéneatiqu

5. Le vocablehypothésesst sans doute un meilleur outil du travail mathieoae, en classe commne
ailleurs.

@ Les hypothéses, ingrédient constant du travaihémagtique, ne sauraient en tout contexte ertrer
dans la catégorie des « données ». En outre, diréetje propriété est « donnée » risque de coa@u r
oublier sonstatut frequemment « hypothétique », dés lors qu'ellesnjgas un théoréme mais uae
(simple) supposition.

@ Notons que, lorsqu’on construit unodéle mathématiqué’'un certain systéme, on assigne a ce
systeme des propriétés — énoncées paaxémesdu modele — qui ont en général un carac ére
hypothétique. Les conséquences de ces axiomed edbes pour le systeme si celui-ci satisfait ezl
hypotheses ; sinon, il n'est pas possible de coadans une étude nouvelle. Ce qui estdommée
s’agissant dumodélen’est ainsi gu’une hypothése s’agissantsgstémenodélisé. Du point de vue ce
la vigilance épistémologique, il est judicieux @garder tout donné, et toute « donnée », comme une

hypothese...

2.3. Le message de ce long développement est sarie dn grande partie celui-ci : pour
'enseignant, se constituer une culture mathématiget, plus largement, une culture
scientifique) exige d’intégrer des apports que Fantrouve pas spontanément dans I'exercice
«sec » du métier. Il faut sortir des contraintpécifiques a I'Ecole, & sa pédagogie, aux
disciplines qui y sont établies, pour prendre agoumides conditions et contraintes de niveau
supérieur : ce qui apparait différent dans le patihde des enseignements scolaires — les

hypotheses des mathématiciens et les hypothesgshgisiens — retrouve son unité quand
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on resitue I'activité mathématique dans la globaditi fonctionnement social des savoirs et de
la création de savoir. Mais d’autres questions @e$grs de la deuxieme séance du séminaire
se situent plus prés des mathématiques a ensergéare si les réponses qu’il conviendrait
de leur apporter supposent que I'on passe au nigeaumathématiques pour I'enseignant,
voire des mathématiques pour I'enseignement. « Gamhlonner du sens, interroge ainsi un
professeur stagiaire en charge d’'une seconde, @ubnes et aux intervalles afin de préparer
les éléves aux fonctions, aux ensembles, etc.& gukestion est motivée par le besoin le plus
prosaigue qui Soit: « traiter » en classe cert@gms figurant dans le programme. Elle
renverrait évidemment a beaucoup plus : y pointé I'idée de raison d’étre d’'une notion
mathématique ainsi qu’'un questionnement sur la @nard’organiser la rencontre des éléves
avec ces raisons d’étre. En d’autres cas, pourasitmathématiques a enseigner semblent
enigmatiques pour I'éleve professeur. Nous avonbigtgot, ainsi, envisager un programme
de travail pour sa classe mélant sans facon desethé’étude multiples et divers ; dans la
méme veine, un de ses camarades de promotion téengiyis nettement encore d’'une

confusion entre plusieurs de ces themes lorsqerit &

Comment faire des liens entre divers types de teHear exemple entre nombres premiers et ordre de

grandeur en utilisant I'écriture scientifique ? 262005, 2%, semaine 2)

L’auteur de la question est un jeune agrégé quiimmdra une these d'Université en
mathématiques au cours méme de I'année de formasimiculture mathématique est donc, en
principe, substantielle. Mais, a I'évidence, latatd mathématique pour I'enseignant et plus
encore pour I'enseignement, qui devrait faire lac#irité de la profession, lui est encore
largement étrangere ! La confusion a laquelledcsmbe est, il est vrai, poussée en avant par
le texte méme du programme — reproduit ci-aprdegyel rapproche, en les distinguant de
maniere insuffisamment explicite, des themes d&tedtre lesquels un lecteur mal préparé
peut, a cause de leur proximité textuelle, imagdes liens plus importants qu’ils ne le sont

en réalité.
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Contenus Capacités attendues Commentaires
Nature et écriture des nombreBistinguer un nombre d’'une d©n admettra que I'ensemble des re¢els

NotationsN, Z, D, Q, R. ses valeurs approchées. est 'ensemble des abscisses des points

Représentation des nombrdsterpréter un résultat donné’une droite.

dans une calculatrice. par une calculatrice. On travaillera sur les ordres (e
Nombres premiers. Organiser un calcul a la maigrandeur.
ou a la machine. On donnera un ou deux exemples| de

Décomposer un entier ehmites d'utilisation d’une calculatrice.
produit de nombres premiers.| On fera quelques manipulations |de
nombres en écriture scientifique.
On se limitera a des exemples (du type
56 x 67) pour lesquels la connaissance

des tables de multiplication suffit.

On aura noté, en effet, que la rubrique des costénonce presque d’'un méme mouvement
les deux themes de « la représentation des nordbresune calculatrice » et des « nombres
premiers », rapprochement formel a quoi correspdands la rubrique des capacités attendues,
le rapprochement, d'une part, de types de tachHasifseau bon usage de la calculatrice,
d’autre part, d’'un type de taches des plus classiga décomposition d’'un entier en produit
de nombres premiers. Quant a la rubrique des cotames) elle enchaine des considérations
sur les notions et types de taches ainsi rapproadrdse lesquels I'auteur de la question
cherche en conséquence a établir des liens qutipdstuler faute de les percevoir nettement
— d'ou sa question. On voit ainsi combien peut é&imeertain I'abord d’éléments
mathématiques a enseigner des lors que, en euxsnéme classiques sans doute, ces
éléments occupent une place minorée, voire intdgleyaans la culture mathématique de qui
est fraichement issu des études universitairese@ouvera encore et encore ce sentiment de
fragilité des nouveaux venus dans la professioa faex mathématiques qui en sont le pain

quotidien.

2.4. La troisieme séance du séminaire du mardimagporte d’abord son lot de questions sur
le probléme de la démonstration.

1. Quelles démonstrations faut-il mettre dans egeri ? Faut-il démontrer tous les résultats naés d
la lecon ou traiter seulement ceux qui fournissle® méthodes qui pourront étre réinvesties dans la
suite ? (2004-2005 %2 semaine 3)

2. Dans un chapitre donné, il parait illusoire éendntrer toutes les propriétés. Est-il envisagedéle

ne démontrer aucune des propriétés d’un chap{2é@-2005, 4 semaine 3)
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Si la premiere question est mue par des raisoratiiles évidentes, la seconde explore de
maniere étonnante l'univers des possibles, enrfaidmit a un cas de figure dont on peut
penser qu’il exprime surtout la déstabilisationoéwée par I'auteur de la question face a un
enseignement des mathématiques qu’il a pu percegoime fortement démathématisé. Bien
entendu, il faut voir aussi, en ces deux questibeifet partiel de la pression temporelle sur
les activités de la classe, qui pousse le professetlaguer la matiére a étudier. Mais la
perturbation qu’on vient d’évoquer est trop frégegoour n’'étre pas une donnée de base dans
I'attitude de ces professeurs débutants face auatgins professionnelles rencontrées. De

cela témoigne encore la question suivaatgriori toute mathématique :

Dans certains livres de’% il est demandé, pour un nombre donné, de « died est le plus petit
ensemble auquel il appartient ». Peut-on vraimiatglieN est plus petit qué& ? Faut-il préciser que

N est plus petit qu& au sens de l'inclusion ? (2004-200%°, 2emaine 3)

Ce que cette interrogation porte en elle d'impticest sans doute qu¢ et Z sont des
ensembles eéquipotents Comme on I'a déja observé ailleurs, un assugeteent
mathématique allogéne parfaitement Iégitime — espece a la théorie de la cardinalité — est
aussi convoqué pour, en quelque facon, différerbsjigquement I'adhésion franche a la
culture de la profession dans laquelle on va entrarprimo-contestation de I'ordre dans
lequel on s’appréte a s’immerger inspire ainsi, naoins pour partie, d’autres questions
parcourues de murmures protestataires, commevhete la suivante, portant sur un theme
mathématique qui a déja fait parler de’lui

Le prochain chapitre que je vais étre amené a &std’'ordre dan® ; il va falloir que jintroduise la

notion d'intervalle. Dans les programmes, il n'ypas les notions d’intersection et de réunion

d’intervalles. Faut-il tout de méme en parler paraple en TD ? (2004-2005‘erSemaine 3)

Certaines questions, par ailleurs, se situent msteiment au plan des mathématiques pour
I'enseignant : en ce cas, il n'y a pas contestatieri’ordre mathématique scolaire que 'on
découvre, mais acceptation active, a visée évdameht méliorative. Ainsi en va-t-il avec la

guestion suivante :

Existe-t-il une autre raison que l'unicité de laaé@position en facteurs premiers pour justifiefali

d’écarter 1 de la liste des nombres premiers 242005, % semaine 3)

" L'auteur de la question est mal informé : le doenmd’accompagnement du programme de seconde @récis

gue I'ensemble de définition d’'une fonction « strajours un intervalle ou la réunion d'intervaligsR ». Par
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En ce cas, au reste, un commentaire oral fait’patelur de la question au responsable du
séminaire confirme qu’il s’agit d’'une interrogatiengendrée par la vie mathématique de la
classe de seconde concernée — dont certains @evps ou pourraient s’enqueérir des raisons
de bannir l'unité de I'ensemble des nombres presnibftais il est aussi des questions qui
concernent tout bonnement les mathématiques agemseiLa question peut étre directe,
dénuée de tout enrobement visant a diminuer laonssibilité du jeune professeur qui la

formule, comme il en va avec cette question :

Dans le programme dé€,4juel est le sens du paragraphe suivant ? « lbereite de I'aire latérale d’un
cbne de révolution peut étre une activité de miseegivre de la proportionnalité. On pourra, a l'aide
des formules d'aires ou de volumes, étudier legatians d’'une grandeur en fonction d’'une autre. »
(2004-2005, 4 semaine 3)

Dans ce cas, une longue réponse est apportée déarlee suivante du séminaire. Selon une

organisation classique, la réponse commence d’'glarthterroger les textes officiels.

1. Sur le them®yramide et cone de révolutidle programme de®4omporte les indications ci-aprés :
Contenus
Pyramide et cone de révolution

Compétences exigibles

Calculer le volume d’'une pyramide et d’'un coned@elution a I'aide de la formulé =%h.

Commentaires

L’objectif est toujours d’apprendre a voir dansspace et de calculer des longueurs, des airess::t de

volumes, ce qui implique un large usage des reptésens en perspective et la fabrication de pation

Ces travaux permettront de consolider les imageasates relatives a des situations de parallélistrie e
- d'orthogonalité. '

La recherche de l'aire latérale d’'un céne de ré&imiupeut étre une activité de mise en ceuvre tle la

proportionnalité. On pourra, a l'aide des formulsires ou de volumes, étudier les variations d une

grandeur en fonction d’'une autre.

2. Le document d’accompagnement du programme da cgatral indique par ailleurs :

En géométrie dans I'espace, les solides permattamiconstruction a partir de patrons sont intra uit
avant la sphére. En classe dgch propose ainsi I'étude des pyramides et coragvwblution, dont I
développement sous forme de patron correspond aniseeen ceuvre poussée de la proportionralité

(ce n'est donc pas une compétence exigible).

ailleurs, ce méme document précise que « les syawabbl], 0, n, O et {...} seront employés a bon escient et

sSans exces »...
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3. On notera d’abord une distinction importante.

® A la fin de la 4, les éléves doivent — selon le programme — épaldas de calculer le volume d’in
cbne de révolution dont on connait (parce qu'ata® données, ou parce qu'on les a calculéesdi 'ai
‘d'autres données) l'aire de la baBeet la hauteuh. Le théme« Pyramide et cone de révolutioil »
‘participe en cela dsecteur« Grandeurs et mesures », dans lequeTdbleau synoptique pour e
collegerange, parmi d’autres choses, ceci :

Volume d’'une pyramide, volume et aire latérale dédme de révolution.

@ En dépit de l'indication précédente, la connaiseagt la mise en ceuvre d’une formule donnan  (en
fonction de certains parametréigjre latérale d’'un cone de révolution’est pas exigibleEn revanche,
ainsi que le précise le commentaire cité plus hhastpossibled'étudier la question de l'aire latérile
d’un cbne de révolution en tant que probleme reledatheme« Applications de la proportionnalité »

— theme qui, lui-méme, appartientsecteur« Fonctions numériques ».

La partie suivante de la réponse modélise math§uoetient la situation évoquée, en
introduisant, de facon certes classique mais peet{geu connue des éléves professeurs,

I'angle d’ouverture du céne et 'angle de développat.

4. Quels contenus mathématiques mpeéérl’étude de l'aire latérale du cdne de révolution ?
@ La classe devra se rendre capable de décrirejtajia nécessaire, le cbne de révolution consiléré

(voir la figure ci-dessous)sommetS, base?(O, R) ou R = OM, hauteurh = SO,apothémea = SM,

S
N
M ' M

@ L’étude a mener va exploiter le fait qu’'un coné wse surface développabléce qu’'on ne saurai:

— T

angle d’ouverturg) = 20SM.

bien sGrdémontrer et qu'on se contentera donc \drifier expérimentalementle développemerdu

o — T
cbne étant ursecteur circulaire MSN dont I'angle au sommet = MSN est appelé dingle de

développemerdu cone.

® Les relations essentielles entre ces paramétntdesosuivantesi est I'aire latérale du cone) :

R +h?=a’
in¢_R
sinz =2

_ __a 2
A=T1Ra= 360TIB.
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De la derniére égalité on tire les relations :
a = 3602 = 360 sind
a 2

0 _ o
SN =360

On aa = 180, par exemple, c'est-a-dire que le dévelompegndu cbne est un demi-disque, si- et

seulement si si% :%, soitd :7—;.

5. On aura noté qu’on a fait usage, ci-dessussimusd’un angle, outil qui ne deviendra disponib e,
formellement, qu’en B Il convient ainsi, plus généralement, d’esquideescénario d’une étude ce
I'aire latérale du cone de révolution réalisablecksse de®% C’est a partir de la considération d’un el
scénario (pour lequel on donne ci-aprés quelgquémeiits) et de sa « faisabilité » relative que; en

pratique, on décidera d'étudier ou non la questxaminée ici.

— T
@ Soit un cdne de révolution de rayon de bBRset d’apothémen, et soita = MSN langle de

développement correspondant : orAa= %) ’. Soit un nombrek > 0 ; on notea’ I'angle de

développement d’'un cdne de révolutionnd@nerayon de bask et d’apothema’ = ka.

S’
S
/>
M Ml N"

Comme les arc8IN et M'N' ont méme longueur, ong%(—o(ZTra) =%)(2na’), soit encore %)na =

a!

1 = it G
— 1. Il vient donc: A =

2 O oL, Q2 .. .,
™m° = 3601'|aa = k360na = KA. Ainsi, pourR fixé, A est

o
360 360
proportionnel a: A a.
@ Fixons maintenard, et multiplionsR park > 0 ; cette fois I'angle de développemengst multiplié
park, et il en est donc de méme de l'aire du sectegulaire :A’ = kA. Poura fixé, 'aire latérale es
donc proportionnelle R: ACOR.
® Soit/ I'aire latérale d’'un céne de révolution de ray@nbdise 1 et d’'apothéme 1. L'aire latérale d un
cobne de révolution de rayon de base 1 et d’apotlemweut alors/a. L'aire latérale d'un cbéne d»
révolution de rayon de baBeet d’apothema vaut ensuitdl(/a). On a donc A =/Ra
@ Il reste a établir qué = Tt On pourra se contenter d’observer que, lorsqiraldeurh se rapproche

de 0, 'apothéme se rapproche dR, le cdne s’aplatissant jusqu’a ne plus se disénglu disque de

rayonR, en sorte que l'aire latéral®adu cone se rapproche de I'aire du disqu;
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Vient alors le moment essentiel, ou l'interrogatidun professeur stagiaire qui a motivé ce
travail pourra enfin étre clarifiee. En vérité, ldéveloppement proposé en reste
essentiellement a des mathématiques pour I'ensgigha responsable du séminaire a sans
doute pensé qu'il était bien trop t6t pour allengphvant dans I'élaboration d’'un scénario
didactique. La conclusion de sa réponse se contiorie de souligner que ce qui précéde

s’inscrit, au moins dans le principe, en continaitéc I'enseignement prodigué €ndgja.

6. Ce qui précede repose sur deux relations deogiopnalité : celle existant entt&angle 6 d’'un
secteur circulaire et llngueur de l'arc de cerclgue ce secteur intercepte, d'une part, celle axist
entre le méme angkeet I'aire du secteuconsidéré, d’autre part. Ces deux résultats, Kamntle serait
une autre affaire, ont été en principe rencorgré§, lors de I'étude de la proportionnalité, ainsi dgie
suggere le passage suivant du programme de casteecl

... 0N pourra envisager des variations :

— de l'aire d’un triangle ou d’un parallélogramrde, celle d’un disque,

—de la longueur d’'un arc de cercle, de l'aire dsenteur circulaire,

— du volume ou de l'aire latérale d’'un cylindredun prisme droit,

en fonction d’'une variable de la formule, touter@awariable étant fixée.

L’ensemble des développements précédents appautee guestion sur les mathématiqaes

enseigner une réponse en termes de mathématiquoes l'enseignant— ce qui peut, au

demeurant, susciter des malentendus, certainssgeafes stagiaires croyant (ou feignant de
croire) qu'il s’agirait la d’'un exposé destiné, npas a eux, mais a leurs propres éléves,
expose qu’ils jugent alors, en tant que tel, biexh calibré ! Dans la méme semaine, une autre
question illustre un cas de figure voisin, ou legth@matiques a enseigner — il s’agit de la
notion d’'ordre de grandeur — n’ont certes pas kitgade la question précédemment évoquée,
mais ont, tant dans la culture mathématique selair les professeurs stagiaires doivent
entrer que dans la culture universitaire moyennet dle procédent, une présence floue. A
nouveau, le stagiaire assume une ignorance gquwgeaté, transcende I'individu et affecte

toute une culture, par une forme de rodomontadeeptibement contestataire :
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La notion d’ordre de grandeur, eff 2ne pose probléme. Doit-on la limiter aux puisssnde 10 ou la

pousser vers une comparaison rigoureuse de normlaef4-2005, % semaine 3)

D’autres questions manifestent semblablement desés que révelent les mathématiques a
enseigner mais gqu'il faut situer d’abord au plas dethématiques pour I'enseignant, et cela,
non pas au niveau individuel de tel ou tel professeagiaire, mais au niveau collectif de la

profession. Ainsi en va-t-il, en particulier, aues deux questions suivantes :

1. J'ai fait une AER sur le théoréme de Pythagererésumé : démonstration par les aires du théoreme
de Pythagore). J'ai rencontré plusieurs difficulgéstout avec la notion d'aire. Il me semble que

I'activité est restée floue pour la classe. Doig-jevenir ? (2004-2005; 4semaine 3)

2. J'envisage de faire avec ma classe I'étude émeh« Développement décimal illimité périodique ».
Quelles sont les raisons d'étre ? (2004-206‘5,52maine 3)

La premiere question rabat le probleme évoqué esuleves, alors que, objectivement, la
manipulation de la notion d’aire est, dans la aeltactuelle de la profession, mal fondée :
comme la notion d’ordre de grandeur, elle restebgiende flou. La seconde question propose
un cas de figure un peu différent ; les professstagiaires ayant en responsabilité une classe
de seconde ont recu du responsable de la formigtioonseil de différer jusqu’a la derniere
partie de I'année le traitement de ce que le progra de seconde appelle limitativement
« themes d’étude », afin de réserver pour les gmdirictement obligatoires du programme
une durée de travail convenable. L'idée de programiétude du theme indiqué ici — ou de
tout autre — semble ainsi, plus généralement, tesgion d’'une réactivité quelque peu
anarchique devant la diversité et la multiplicie® @k que le programme enjoint ou propose
d’étudier. En outre, la mention des raisons d’éug, propulse la question vers le ciel des
mathématiques pour I'enseignement (a l'inverse dequi se passait dans la question
précédente), semble dissimuler un embarras degannhthématiques a enseigner, dont, en
I'espéce, la réintroduction dans le curriculum selzire est récente et ne peut étre regardée

comme appartenant a la culture mathématique moydgmprofesseurs anciens ou nouveaux.
2.5. La quatrieme semaine n’apporte véritablemerd deux questions qui touchent aux
mathématiques a enseigner. L'une d’elles a étéeptés : elle concerne la résolution d’'une
équation de la formé(\—) = A. Une autre question reléve des mathématiques eigaes

davantage que des mathématiques pour l'enseignaotis la mentionnons donc pour

mémoire ;
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Dans les programmes, il est indiqué qu’aucune ébadeculiere de la valeur absolue n’est demandée
et que cette notation sera présentée essentieligmen exprimer la distance entre deux nombres.
Aussi faut-il donner aux éléves des exercices fle pt— 3 = 5 ou 2< |x — 3 < 3 ? (2004-2005,%,

semaine 4)

La cinquieme semaine sera sensiblement plus ricktguestions a teneur mathématique. On
se souvient que Margot avait soulevé, ce mardidaprobléme de la démonstration des
« régles d'ordre » en matiére de calcul sur leshrem Le probleme de la justification est
toujours aussi sensible ; un autre éléve professeudrouve confronté a un cas auquel, sans

doute, il ne s’attendait pas, celui de 'emploil@ealculatrice dans le travail mathématique :

Aprés avoir montré aux éléves la touche de la talice qui rend une fraction directement
irréductible, ou qui donne I'écriture scientifiqueun nombre, peut-on accepter des résultats sans
justification (une fraction directement simplifiésans que la simplification soit apparente) ou, au

contraire, ne faut-il justement plus les accept@0®4-2005, % semaine 5)

On voit ainsi la rencontre d’'un néo-professionneécace qui est véritablement 'un des
problemes actuels de la profession — probleme ausiir lequel nous reviendrons. D’une
maniere générale, la rencontre avec les mathénestiglenseigner fourmille de problemes !
Un éléve professeur ayant en responsabilité ursselde seconde y découvre une notion qui
prend dans le programme de cette classe un rel&fgpns aucun doute, il ne soupgonnait

pas ; sa question, un peu seche, témoigne d'ufie rdeertitude :
Comment introduire la notion de repére et compaedifférents repéres ? (2004-200%, &emaine 5)

Les comptes rendus des séances du séminaire de2@0B4ne laissent pourtant apparaitre
aucun traitement de la question du repérage etegpeses. Comme on le découvrira ci-apres,
dans le séminaire de I'année précédente une gnestalogue mais plus développée avait fait
I'objet d’une longue réponse (dont certains desnmaix avaient, au demeurant, été présentés
dans les séminaires des années précédentes).t@erfaet de penser que, dans I'esprit du
responsable du séminaire, la question est d'impogta mais cela conduit aussi a penser que,
pour ce qui est de I'année 2004-2005, la questientwtrop tot pour étre prise en compte
véritablement. Ce n’est donc pas que le besoiroitgpas reconnu, mais que sa satisfaction
apparaisse trop précoce et donc incertaine, puissjagit toujours, autant qu’il se peut, de
répondre a un besoin densemblede l'assistance (et, au-dela, de la professionpas
uniguement de l'auteur de la question. Le conteawatillé dans le séminaire dépend donc de

la dynamique du travail : en 2004-2005, en faithieme du repérage et des reperes sera ainsi
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indéfiniment laissé de coté. Il en était allé dii@ment, on I'a dit, 'année précédente. En
2003-2004, la réponse apportée commence classiqagael’examen des textes officiels.

Repérages...

Pour le theme « Repérage dans le plan », je ne remop pas les commentaires suivants du
programme : « On pourra réfléchir aux avantagesddess types de repérage » ; « On évoquer.i, en
comparant les repérages sur la droite, dans le(ptare sur la sphére ou dans I'espace), la nadien
dimension ». Quels sont ces divers types de rep&aQuelle est cette notion de dimension ? Par

ailleurs, doit-on se contenter de repéres orthagofla

Matériaux pour une réponse

1. Le programme ded?présente dans les termes suivants le sectetapduagedans le plan, qu'on re
peut dissocier du théme descteurs

Contenus
'Repérage dans le plan.

Capacités attendues

Repérer des points d’'un plan, des cases d'un ré&seati ou rectangulaire ; interpréter les cartdes t
plans.

Commentaires

On pourra réfléchir aux avantages des divers tyfmegepérage. On évoquera, en comparan: les
repérages sur la droite, dans le plan (voire ssplgre ou dans I'espace), la notion de dimension.

On n'utilisera le calcul vectoriel que pour fagilitle repérage des points, justifier le calcul de

coordonnées et caractériser des alignements.

2. Le document d’accompagnement inclut, quant,ddudéveloppement ci-apres :

Repéres et vecteurs

Le programme met nettement I'accent sur la notiemepérage : on a voulu assurer a 'ensembl¢: des

éleves, quelle que soit leur orientation ultérielmemaitrise indispensable en ce domaine qu’exiyen

aussi bien l'interprétation de plans et de cartes Itutilisation de tableurs ou la compréhensios de

représentations graphiques.

La place du calcul vectoriel est réduite ; celuest maintenu par souci de cohérence avec les :hoix

faits dans le programme de collége, pour permétmtretenir les acquis (les vecteurs y sont inis

a partir des translations et ensuite définis emeéer de direction, sens et longueur) et fournir

l'indispensable pour résoudre les problemes deragpeé le choix a été fait de réserver a la clas e

1" le développement de la géométrie vectorielle pous les éléves dont le cursus I'exigera.

On définira la multiplication d’'un vecteur par wet indépendamment du repérage ; la définitiont::tan
~acquise, ainsi que ses propriétés et sa traduetidermes de colinéarité de vecteurs ou d'aligné nen

de points, on I'appliquera dans le seul cadre dgétanétrie analytique.
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La partie suivante explicite quelques systémessitjaes de repérage que les éleves
professeurs connaissent trés vraisemblablements mant le rappel souligne que les
mathématiques pour I'enseignant se constituent réir ge connaissances mathématiques
souvent déja disponibles et qu’il faut simplemepprandre a mobiliser de maniere adéquate

dans I'abord d’'une question d’enseignement.

3. Il est clair que la notion « générale » rdpéragese voit allouée une place importante dans le
programme de %: de fait, il s’agit la d'une notion qui permet depensertout un ensemble d2
« gestes » géométriques plus traditionnels, quéar garder comme deschniques de repérage

@ Ainsi, déterminer la distance de deux points A et B dans un espace plan, cfeat éxemple)
repérer le point B par rapport au systemeawrdonnées polairegont le pdle est A, et dont I'axe estla

droite (AB) orientée de A vers B.

@ Déterminer un angl8AC, c’est repérer la seconde coordonnée du poicia@s le systeme d2

coordonnées polaireigslentique au précédent. C
v

® De méme encore, repérer la hauteur d’'un pointd3taepérer D (par exemple) dans le system: de

coordonnées cylindriquassu du systeme de coordonnées polaires indigiséhaiut.

D
z

v
-3 C

A .‘-:-------==b_.’
B

— T
@ Dans le cas précédent, la détermination de l'afghd permettrait le repérage de D dans le
systéme deoordonnées sphériquassocié au systeme de coordonnées polaires indiqué
D

- \
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La partie suivante revient aux textes officiels psauligner la priorité dans I'ensemble des
classes secondaires de la question générique dtageppar rapport a la question des modes

de repérage et des difféerents systemes de coorégnné

4. Soulignons que la question du repéragécededonc celles des systemes de coordonnées (non

nécessairement cartésiens) et des reperes (nossa#&eenent orthogonaux!). En particulietle

précede la question des vecteude fait, c’estdes les programmes du collegee la question di

repérage organise tout sacteurd’études intitulé précisémeRiepérage, distances et angles

Classe de &

Abscisses positives sur une droite graduée.

Repérage par les entiers relatifs, sur une drotdugge (abscisse) et dans le plan (coordonnées).
 Classe de 8

Repérage sur une droite graduée, distance de aéts.pRepérage dans le plan (coordonnées).

Inégalité triangulaire.

Classe de &

Relation de proportionnalité : représentation giguoé

Théoréme de Pythagore et sa réciproque.

Distance d'un point a une droite. Tangente a uadleer

Cosinus d’'un angle aigu.

Classe de 3

Représentation graphique d’'une fonction linéairaffine.

Coordonnées du milieu d’'un segment.

Coordonnées d'un vecteur.

Distance de deux points.

Trigonométrie dans le triangle rectangle.

C’est a partir des considérations précédentes gai@sicée une autre assertion importante :
les vecteurs, historiguement comme scolairemespnk d’abord un outil de repérage ».
Comme souvent, il s'agit la de repenser un cerambre de problématiques et d’objets qui
sont au cceur du travail mathématique au secondaifte, ici la notion de construction

géomeétrique.

5. Cette logique des programmes suit en fgibsso modp I'ordre historique : les vecteurs, cui
apparaissent tardivement dans l'histoire des madtigoes et dans l'histoire de leur enseignen ent,

sont d’abord un outil de repérage
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® Les manuels d’il y a un demi-siecle appelaienilldiars repére d’'un pointM par rapport a unz2
origine O le vecteufD)Dl\il, en soulignant la bijection entre points du péawecteurs. On établissait alors
le théoréme fondamental suivant :

E« Un vecteur [= bipoint] est égal au repére deesdarémité diminué du repére de son origine »

En d'autres termes, on disposait dés lors de gAB = OB — OA, qui s'écrit encordDB = OA +

AB (« relation de Chasles »).

@ La technologie des vecteugermettait (et permet!) la création technigquesd’une puissanc?2

redoutable. Soit ainsi un repére cartésien d’ogign(ou se trouve un certain observateur).
M

O
On a repéré un point M par ses coordonngeg.(On veut connaitre les coordonnées de M par ra)po
a un autre observateur, situé@nPour cela, on détermine le « repére de M » payad aQ : f)]M =
ONM-0Q.SiQa pour coordonnéeg, (), les coordonnées de M par rappofl aont doncx-<, y—).
® La technologie vectorielle ne constitue pas, lestendu, le seul outil de repérage a utiliser.tr i
d'illustration, considérons le probléme suivant :
Sur une feuille de papier, on a marqué un point énearc de cercledont le centre O tombe hors de la

feuille ; on veut déterminer graphiqguement la distade A a O.

© On marque trois points M, N, P sur I'arc de cerekeon trace les médiatricds et d, de [MN] et

[NP], qui se coupent (hors de la feuille) en O.
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® On est alors ramené a un probleme plus classilguparallélogramme de sommet A appuyé su- les
médiatricesd; et d, a pour diagonale [AO], et on peut alors constrigralemi-diagonale [Al], qui
fournit la solution (voir ci-dessus).

{9 La construction proposée conduit en fait a repiergoint O a partir de A en repérantdigection,

‘soit la demi-droite [AO), puis en déterminantdstanceAO. Si I'on choisit une demi-droite pé -
T
d’'origine A, et si I'on repére la demi-droite [A@r I'angle XAO, le point O est repéré par deux

T
nombres, la mesure en radifl [0, 2r] de I'anglexAO, et la distance = AO.

La derniere partie apporte réponse a une intelimyaur la notion de dimension, présente
dans le programme de seconde, en méme temps gq@'ekmt aux vecteurs, regardés comme
outil de repérage, en explicitant leur role suexample emblématigufe

6. La notion dalimensiondont parle le programme doit étre entendue deémamdive Une droite est
ainsi de dimension 1 : un point de cette droiteeeseffet repéré a I'aidd’une seulecoordonnée. Ua
plan (ou une « surface », telle une sphére) eslirdension 2 : un point y est repéré a I'aidedéex
coordonnées. Un point de I'espace est repéré, desméartrois coordonnées.

@ La notion de dimension est illustrée par quelgquasuels. Dans I'un d’eux (collectid»éclic, chez
Hachette), on trouve ainsi une activité intituléégisément.a notion de dimensigrjui présente cete
notion a propos d’'exemples usuels : la dimensi@stlillustrée d’abord par le déplacement en FER,
ensuite par le mouvement d’'un point sur un certdedimension 2 est illustrée par les coordoniiées
géographiques (latitude, longitude) ; la dimensinest illustrée d'abord par le repérage c’un
appartement dans un immeuble (les trois nombregosés nécessaires sont I'étage, le coté — peir ou
impair — et le numéro de I'appartement), ensuite lgagposition d’'un avion en vol. Trois questicns
simples sont alors proposées : sur la position goint sur un cercle, sur les coordonnées de villes

apparaissant sur une carte, sur la position d’'uwwnav

@ Ce type d'explicitation doit évidemment étre aaient présent dans I'enseignement donne, ne
serait-ce que pour mettre en place les savoir-fpitexige le programme en matiére de repérage :
Repérer des points d’'un plan, des cases d’'un ré&sgati ou rectangulaire ; interpréter les cartdes t

plans.

Mais on n’oubliera pas, inversement, que ce pantuk premier — et fondateur — doit s’articulersa us
avec l'arsenal traditionnel a ce niveau en matidgaepérage, et notamment avec l'usagealaul

vectoriel

8 Le manuel de la collectiobéclic cité ci-aprés est celui de Misstal. (2000).

154



® A titre d'illustration de cette articulation, omamine un probléme élémentaire.
En repérant convenablement le point C ou se coupsmemi-droites [AD) et [BE) sur le quadrilla ye
ci-dessous, déterminer si ce point est un nceududdrijage. A quelle distance se situe-t-il du kord

“droit du quadrillage ?

[vs)

>

. 0o - 00— 00— 00 . 00 - 0oo0- 00 00 - oo
O Soitk et/ tel queAC =k AD et BC =/¢ BE. On a par ailleur&C = AB+BC et doncAC = AB

+/ BE. Par rapport au repére d’origine A du quadréldgs coordonnées, {y) de AC s'écrivent donc

. L ] 12k-8=6
d'une parix = 1%,y = 3k, d'autre park =6 + &,y =12 —¢. On a ainsi le systerr{e A
3k+/ =12
. . R 2102 17 7 . _
@® La résolution de ce systéme fourimt% =% et’ =5 Les coordonnées de C sont dane 1k =
34 ety = XK :177 = 8,5. (On vérifie les valeurs trouvées a l'aiés éxpressions en x=6+ & =6 +
7_ - - o L _17_
8><2— 6+28=34y=12—-(= 12—2— 5 =8,5.)

© Le point C n’est donc pas un point du quadrilldge verticale de A étant a 18 unités du borc du

guadrillage, le point C est a 34 — 18 unités, 2@itinités, du bord droit du quadrillage.

2.6. Il nest pas cependant que des questions matiguement nouvelles ou renouvelées
pour arréter de jeunes professeurs. En certainsledsavail de terrain fait rencontrer des
pratigues qui surprennent. La question ci-aprésluittabien ce sentiment récurrent
d’'inquiétante étrangeté.
J'ai bien entendu le souci de respecter les teoffesels mais mon PCP m'a conseillé de faire de la
géométrie dans I'espace, du moins de la commedees le chapitre « Configurations du plan », en

particulier de faire un patron (passage du platespéce). J'ai suivi ses recommandations. Quel est

votre avis a ce sujet ? (2004-200%, 8&emaine 5)

Dans un tel cas, larticulation du souci didactigaeec la matiere a enseigner semble

clairement a l'origine de cette perturbation damsghnisation mathématique. Dans la
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guestion suivante, la rencontre avec des situatemgendrées par un découpage a visée
didactique des contenus a enseigner, souleve ueeadgation a propos de laquelle on ne

songe pas apparemment a revenir a ses connaissaattesnatiques fondamentales.

Dans certains livres de€,4 propos de la division des nombres relatifspeut voir des fractions avec

—-28 1,3

un numérateur ou un dénominateur non entier —mmpleﬁ ou=" Que penser de ces écritures ?

(2004-2005, 4 semaine 5)

La question est classique, les comptes rendus €éesnaires des années précédentes
I'attestent. Sans doute, en ce cas, le responsihbkéminaire a-t-il pensé que la question
pouvait étre travaillée sans plus attendre.

1. Les programmes et les documents qui les accampagarlent dcriture fractionnaire(ou, moing
souvent, déormefractionnaire), d’'une part, deactions d’autre part.

® Ce dernier vocable semble bien renvoyer au casfrdeBonsd’entiers au moins dans certaiis
contextes, comme dans I'expression « fraction ircélle ». Mais I'emploi du mot peut renvoyer at ssi
a des écritures fractionnaires qui, clairemeetsont pasles fractions d’entiers ! C'est ainsi qu’on' lit
dans le document d’accompagnement du programmé:de 3

Autrefois, les machines ne permettaient que duutapproché dans certains cas (fractions non
Edécimales, radicaux par exemple), mais aujourd’lag, logiciels de calcul formel sont accessil)les

‘désormais aux collégiens dans certaines calcigatde poche.

@ Lorsque les textes officiels désirent parler git&cisément de fractions d’entiers, c’est I'expi@s s
dequotient d’entiergjui est employée, comme dans I'extrait du progrardm3 ci-aprés :

On s'intéressera particulierement au probléme stiivatant donné deux points A et B, construire les
points C de la droite (AB) sachant que le rap%’% a une valeur donnée sous forme de quaient
d’entiers.

® Semblablement, le document d’accompagnement dgrgrome de 3 comporte I'observatio
suivante :

Dés la classe d€ 8es éléves ont été amenés a travailler sur dedres en écriture fractionnaire et en
particulier sur des quotients d’entiers. lls omsaiutilisé des nombres (rationnels) exprimés :;ous
diverses formes : forme fractionnaire (réduite on)nou forme décimale (limitée ou non) ; ils ont pu
constater que certains d’entre eux sont des entienstres des décimaux non entiers et d’autresreiic

“ni des entiers ni des décimaux.

2. La restriction suggérée dans la question poségarer de numérateur et de dénomina eur

uniquement pour les fractions d’entiers — n’estadpas en accord avec les textes officiels.
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® Les écritures fractlonnaw? \/2_ 27 2—’7sont ainsi des fractions, mais seule la fracﬁc&st ur

\/_ 1.8

quotient d’entiers (ou unefraction d’'entiers, méme si les textes officiels n'emploigras cettr:

2, _2[3.27_27_ 15,

expression). On a par exemPT '1,8° 18" 2

@ D’une maniere générale, étant donné un anmeanitaire, commutatif et intégre, on appedterps

des fractionsou corps des quotientde 4, le plus petit corpK contenantd : formellement, il est

constitué des fractions ou quotieﬁtd’élémentsa, b deA, avecb # 0 : a est alors lsmumérateuretb le

dénominateude la fractiorﬁ.

® La fraction% d’éléments ded est unetcriture En particulier, de la méme facon qu'un vectewa n’

pas d'origine ni d’extrémité, unombrerationnel n'a pas de numérateur ou de dénominat@eia
justifie que les textes privilégient I'expressioréctiture (ou de forme) fractionnaire, plutét que ceille
de fraction.

@ Le corps des fractions de I'annedliest évidemment I'anneal des fractions (d’entiers relatif<).

Mais siA O Z est un sous-anneau quelconquelyjdl en va de méme : son corps des fraction:: est
aussi le corp® : ainsi par exemple le corps des quotients denéanZ = D des nombregécimaw
n'est-il rien d’autre qu&®. En d’autres termes, on n’enrichit pas le systdesenombres disponibles zn

passant des fractionsettitiers aux fractions dedécimaux Les raisons de considérer des écritires

— 28
commeﬁ ou— doivent donc étre recherchées ailleurs..

La référence aux raisons d’étre qui clét le dévedmpent précédent souligne discretement
gue la question proposée, a l'instar de beaucoapt@s questions formulées par ces jeunes
professeurs, s’'inquiete surtout, a vrai dire, diéckité d’'une certaine pratique — consistant ici
a écrire des fractions dont les termes sont évibetoent non entiers, ou plutét a regarder
comme une fraction, et donc comme ayant un numérateun dénominateur, une écriture
dont on avait jusque-la méconnu la prétendue ditic Pour le responsable du séminaire, la
guestion n’est certes pas neuve ; au cours degsimmécédentes, nombre de questions ont en

effet été formulées autour de ce « probleme » gedfession, dont celles-ci.

1. Doit-on parler de la « fraction§>ou de « I'écriture fractionnaire§>en classe de®2 Il me semble

gue l'on parle de fraction lorsque numérateur etoddinateur sont des entiers (non nul pour le

dénominateur), et le terme « écriture fractionnaiest réservé aux quotients de décimaux (non.nuls)
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Cette distinction ne semble pas aussi nette danpriegrammes ni chez les collegues. Qu’en est-il
exactement ? (2001-200Z, éemaine 7)

2. Quelle est la différence entre un quotient et fnaction ? L’expressioﬁr’xz;3 est-elle appelée

quotient ou fraction ? Qu’appelle-t-on fractionsgitandeurs ? (2002-2003, 4emaine 5)

3. Quelle est la différence entre fractions ettés fractionnaires ? On m’a dit que les fractions
désignaient exclusivement les quotients de nomlmgers, tandis que ['écriture fractionnaire
correspond au quotient de deux nombres quelcongqOegdains dictionnaires confirment cette
distinction mais les fractions rationnelles neisgtént pas aux entiers et on définit égalemerlgs

des fractions d’'un anneau intégre quelconque. Qestiil précisément ? (2002-2003, gemaine 9)

4. Je suis en train de préparer la séquence « Qperd+, — %, +) sur les nombres relatifs en écriture
fractionnaire ». Ma question est la suivante : lgu@st la différence entre nombre en écriture
fractionnaire et fraction ? J'y ai déja réfléchiéuk et avec mon maitre de stage, j'ai déja quelques

éléments de réponse, mais j'aurais aimé avoir \mtiesur le sujet. (2004-2005, 4emaine 6)

5. Quelles sont les différences entre écriturestimnaires et fractions ? Le nomb%—:f{r est-il une

3_63_21_

fraction ? Si oui, comment justifier une écrituoais forme de fraction irréductible 33528

g—’é) Et pour amener la définition d'un nombre ratiorh¢2004-2005, % semaine 8)

6. Pour mettre sous forme réduite une écriturdifracaire du typ%is8 gquelques éleves ont utilisé la

notion derGebdans I'anneau des décimalDx Cette généralisation, clairement inconscientadeart

des éleves, fournit cependant une méthode de rédudes écritures fractionnaires. Faudrait-il

« censurer » cette technique pour lui préférepla elassique consistant & se ramener @afdeut-on

l'accepter sans entrer précisément sur les déteils divisibilité dandD ? (2004-2005, ¥, semaine

14)
Deux observations au moins peuvent étre faites.t Tbord, derriére I'apparent souci
mathématique, se cache trés vraisemblablement wis®mp « didactique » — distinguéwut
ce qui est distinguable, différencidout ce qui est différent, pour en permettre un
apprentissage supposé délivré de confusions regmrciimme délétéres. En méme temps,
pour que cette maniére de penser les choses ssibfE deux conditions sont nécessaires :
avoir oublié — collectivement — les mathématiquesurfant fraichement apprises a
I'Université ; avoir oublié — s’agissant cette faie la profession, et pas seulement des
entrants dans la profession — des formes langagargefois communes, par exemple pour

désigner ce type de taches naguére familier camsish « chasser le radical du
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dénominateus, qui attestent que I’expressigﬁz—l, par exemple, a bien droit & avoir un

dénominateur. Mais une autre condition encore &stssaire, qui attente fondamentalement a
la signification des mathématiques a enseigneprdaension a privilégier le structurel sur le
fonctionnel, a dire « de quoi c’est fait » plutdieg« a quoi ¢a sert », tendance lourde a réduire
la classe de mathématiques a un parcours « zoalgigquasiment muséographique, a
ignorer — contre I'enseignement recu a '"UFM —giaestion desaisons d’étredes entités
mathématiques étudiées. En quelques cas, on t&ueagper a I'exigence exprimeée par les
formateurs de placer les raisons d’étre au posteodemande de I'enseignement a donner.
C’est ce que montre ici une autre question possede la §séance du séminaite

Quand le théme ou le type de taches a étudieudsus une reprise (comme I'est ehl'‘addition des

nombres en écriture fractionnaire : I'addition @& éue en 5 lorsque les fractions ont le méme

dénominateur ou des dénominateurs multiple I'ufialdre), peut-on juste amener la raison d’étre du

type de taches par « Vous connaissez ¢a, on vauaipeu plus..» ? Ou doit-on repartir d’'une tache

0O ? (2004-2005,% semaine 5)
Par contraste, lorsqu’on s’efforce de rechercherdesons d’étre d’une notion, d’une théorie,
d’'une notation, etc., raisons d’étre qui devraiglgalement figurer au coeur d’'une culture
mathématique vivante, on ne sait ou regarder, colarseuligne la question suivante :

Quand je prépare une séquence, je regarde, comoenaus l'avez conseillé, la raison d'étre du

théme de la séquence. Le probleme que je rencestrgue je ne sais pas vraiment dans quelle

direction chercher. Faut-il regarder au niveauwhigtie ? Au niveau des programmes ? Au niveau de la

connaissance théorique des éléves ? Ailleurs 22005, 4, semaine 5)

Les comptes rendus des séances font apparaitreetteequestion ne recevra pas de réponse
formelle — sans doute parce que le travail suaspéct essentiel de I'enseignement a donner,

ubiquitaire, se préte mal a une totalisation rapide

°La « tached » est une tache en général seulement évoquéelainent accomplir les acteurs d’'une certaine
situation du monde narrée par I'énoncé, tache Bamctomplissement par une certaine technique faijis une
tachet supposée problématique pour les acteurs de kisitu C'est alora la classequ’il revient de résoudre le
probléme soulevé parAinsi en va-t-il par exemple avec I'énoncé suivasUn imprimeur doit transporter 250
exemplaires d’'un certain livre en utilisant poutacdes caisses dont chacune ne contient que 17ptaiess
dudit ouvrage (tachél). Il veut déterminer combien il lui faudra prévdie caisses (tachg » Nous revenons

sur ce point dans le chapitre 5 de ce mémoire.
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3. Mathématiques pour I'enseignement : un exemple

3.1. La question, étudiée en classe Yel&sangles alternes-internesst un bon analyseur de
la gamme compléte des difficultés que peut reneonfuiconque s’efforce de devenir

professeur de mathématiques. Le programmeé derBporte le passage suivant.

Contenus Compétences exigibles Commentaires

Caractérisation angulaire dConnaitre et utiliser le

2]

parallélisme propriétés relatives aux angles
formés par deux paralléles |et
une sécante.
Connaitre et utiliser legsOn pourra utiliser également |le
expressions : angles adjacentsycabulaire suivant: angles oppopgés
angles complémentaires, anglggr le sommet, alternes-interngs,

supplémentaires. correspondants.

Notons d’abord que la notion d’angles alternesrirgs figure parmi les quelques notions qui
pourront étre utilisées, sans que le programme fasse tibligde les introduire. Il semble
pourtant que la norme prévalente soit ici d’enefaisage. Or, on se trouve la, typiquement,
devant des mathématiques a enseigner que le jeafesgionnel va découvrir au moment de
les enseigner, ou du moins sur lesquels il nN"agqagoccasion d’'une réflexion appropriée.
Soulignons-le encore une fois : en bien des casiaéere a enseigner n’est rencontrée ainsi
qu’en situation de devoir I'enseigner. L'enseigneméci, se fait, si I'on peut dire, « a flux
tendus », avec des stocks mathématiques au plustygsarfois, réduits a rien. Comme le
suggerent les inventaires réalisés jusqu’ici, csitigation est en réalité frequente. Quelle est
alors l'une des toutes premieres interrogations lsguelle achoppe le professionnel
débutant ? Le dispositif des questions de la sembnrévele : comme le montrent les
questions ci-apres, il lui revient d’abord de dlarice qu'on appellera, dans la classe, des

angles alternes-internes !

1. Quelle définition donner des angles alternesiras ? (Il y a deux possibilités : le cas ou ledtes
sont paralléles et le cas plus général.) (2000-2850semaine 7)

. d
2. Peut-on parler d'angles alternes-internes eiglés correspondants lorsque !

les droited; etd, ne sont pas paralléles ? (2002-200’3,%maine 3)

3. Méme sid; etd, ne sont pas paralléles, peut-on dire que les amggqués

sur la figure ci-contre sont alternes-internes0®222003, 2, semaine 17)
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4. Parle-t-on d’angles alternes-internes lorsgsedi®ites qui les définissent ne sont pas paraliZzle

Méme question pour les angles correspondants. {2003, 2° semaine 9)

5. Comment définir deux angles alternes-internes5gdans le cas de deux droites non paralléles
coupées par une sécante (cas général) ? Est-cesaiee? Un schéma clair ne suffit-il pas ? (2004-
2005, 5, semaine 12)

Ou est donc le probleme ? Pour le voir, examinangponse répétée au cours des années par

le responsable du séminaire (on reproduit ici feonse pour I'année 2000-2001).

1. Il est vrai que la rubrigugompétences exigibléwdique :
« Connaitre et utiliser les propriétés relatives angles formés par deux paralléles et une sécante.
Connaitre et utiliser les expressions: angles cadjg, angles complémentaires, ancles
supplémentaires. »

Par ailleurs, la rubriguEommentairegrécise :

« On pourra utiliser également le vocabulaire sutivangles opposés par le sommet, alternes-irge ne
correspondants. »

On peut donc étre tenté de penser que les notianglds alternes-internes et d’angles corresposdant
sont limitées par le programme au cas de deuxedmdtrallélescoupées par une sécante.

2. Ce serait la une conclusion maladroite au mahrtique etontraire a toute la traditiord’emploi de

ce vocabulaire en géométrie élémentaire. Ainsimanuel de géométrie du niveau collége conforme: au
programme de I'enseignement court du 18 avril lifdiue-t-il par exemple ce qui suit :

Lorsque deux droites sont coupées par une séadieeforment huit angles ; les quatre angles c@ pr
entre les droites se nommeinternes ou intérieurs ; les quatre autres se nommenternes ou
extérieurs.

On appelle angles alternes-internes deux angles g de part et d’'autre de la sécante,
I'intérieur des droites et non adjacents.

Exemple : les angles etn, ainsi que H et I.

On appelle angles correspondants deux angles situés
du méme coté de la sécante, I'un a l'intérieur, Iatre

a I'extérieur des droites et non adjacents.

Exemple : les angleseto, ainsi que K et H, | et G,etm.
On appelle angles intérieurs d’'un méme cote, deuxngles situés a l'intérieur des droites et d’'un
méme c6té de la sécante.

Exemple : Les angles et |, n et H.

Cette définition est la bonne, tout simplement bBila connait, le texte du programme devient dénué

d’ambiguité...
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En 2001-2002, c’est l'une des éleves professeurs spontanément, léve le lievre en

écrivant :

Le théme de la « caractérisation angulaire du lgdwgtamme » se situe dans le secteur
« Transformation de figures par symétrie centbgallélogramme ». Pourtant on voit que « seukes le
propriétés relatives aux angles formés par dewallples et une sécante » figurent dans les
compétences exigibles. Il n’y a donc pas caraetois. De plus, des notions qui n'ont aucun rapport
avec la symétrie centrale (angles adjacents, suygpitaires, complémentaires) sont exigibles aloes qu
d’autres (angles opposés par le sommet, alternesyas) qui mériteraient d'y figurer n'ont leur pda
que dans les commentaires. (2001-2062s&maine 8)

L’argument, semble-t-il, devrait aller de soi. Raunt, le systeme résiste. Alors que, comme le
rappelle la réponse du formateur, la définitionéré@rale » traditionnelle, ou I'on considére
deux droites distincted; etd, et une sécante commudgne suppose pas qde et d, sont
paralleles, nombre de manuels, peut-étre induitseeaur par le texte du programme
(« connaitre et utiliser les propriétés relativag angles formés par deux paralleles et une
sécante »), ne définissent la notion d’anglesradteinternesjuelorsque les droites distinctes
d1 etd, sontparalléles ce que feront & leur suite nombre de professéutire d’exemple,
suivons ici différentes éditions du manuel Trangnpadur la classe de€ publié chez Nathan.
L’édition de 1989 tente a I'évidence de coller lesppossible au texte du programme alors en
vigueur'®. Sous la rubrique « Ce qu'il faut savoir », orutre, & la page 48, trois points : le
premier point est relatif a deux droites sécantesrepoint O, que le manuel présente comme
une «figure clé »; le point 2 est une autre fgolé, a savoir « deux paralleles et une
sécante » ; le texte correspondant énonce quenfgiesaalternes-internes y sont eégaux (de
méme que les angles correspondants). Vient algsite 3, intitulé « Utiliser des angles pour
reconnaitre des paralleles » : c’est la que lelpnob attendu devrait se poser. La page du
livre est divisée en deux colonnes : dans la c@atendroite figure le cas ou il y a égalité des
angles correspondants ; dans la colonne de gaectneuse le cas ou il y a égalité des angles
alternes-internes. Comment les auteurs se tirerdel la difficulté qui les guette ? Par une
subtilité de langage ! Les angles dont I'égalitérane le parallélisme ne sont pas appelés
angles alternes-internes ou angles correspondaaits respectivement, angle®r position
d’alternes-internes » et angleser positionde correspondants ». Bien entendu, aucune
définition n’est, a proprement parler, donnée, airpes angles alternes-internes (lorsque les

deux droites sont paralléles) ni pour les anglepositiond’alternes-internes (quand elles ne

19 Malaval (1989).
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le sont pas). En outre, ces « définitions » seenlti» sur les figures proposées, a ceci pres
toutefois que, dans toutes ces figures, les drajtes nous avons appelédset d, sont...

paralleles !
Utiliser des angles pour reconnaitre des
paralléles
(xy) est une sécante aux droites d et d’.
Lorsque ’on sait que @= b Lorsque P'on sait que a =¢
‘angles en position d’alternes-internes) (angles en position de corre;pondams)

Y

. / d 7
/

alors on peut affirmer que les droites alors on peut affirmer que les droites
d et d' sont paralléles. d et d’ sont paralléles.

X

~

A aucun moment le lecteur n'est confronté a unaasitn graphique semblable a celle
figurant dans le manuel cité par le formateur damgponse reproduite plus haut. En réalite,
ce qui se rapproche le plus d'une définition figunen dans la rubriqgue « Ce qu’il faut
savoir » (qu’on pourraita priori, assimiler a ce que les programmes appellesymthesk
mais dans une rubrique qui vieatant celles des « Activités », ou, cependant, rieppeéaait
au-dela de ce que nous avons noté jusqu’ici. Ligwidu manuel Transmath de 5 qui
parait en 1995 ne change rien a la rhétorique gdedté : le schéma général de deux draltes
etd, non nécessairement paralléles et d’'une sécantmaamn’y apparait pas, et le distinguo
entre angles alternes-internes et anglegositiond’alternes-internes est encore requis pour
contourner la difficulté examinée. Sautons six asnéencore. En 2001, le manuel
Transmath? montre un changement significatif, bien qu’un gebreptice : la rubrique « Ce
gu'il faut savoir » s'appelle désormais « Les sevei Elle comporte nhotamment un point 4
intitulé « Deux paralléles et une sécante » : jiesgue-la semble n’avoir changé. Mais sous
ce titre immobile, un petit schéma innove : il mentleux droites distinctes, clairemern

paralléles coupées par une sécante commune, tandis qu'umentaire indique : « sur cette

/N /N /N /N
figure les angles eta’ sont dits alternes-internes,etb sont dits correspondants ». Pour le

reste, rien ne sera changé, ni en ce qui concesnarbpriétés de ces angles lorsque les droites

1 Malavalet al.(1995), notamment p. 170.
2 Malavalet al.(2001), notamment p. 187.
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sont paralléles, ni pour ce qui est de reconn#étigarallélisme de deux droites lorsque les
angles anciennement dits « en position d’alternesfies » qu’elles forment avec une sécante

commune sont égaux.

3.2. Cette évolution est en réalité assez exengpthime difficulté charriée par le programme
et reconduite dans les manuels. Ce n’est en fauqrours des derniéres années que I'on voit
peu a peu les manuels s’affranchir de ce qui affp@taospectivement comme un mystérieux
oukase : dans les éditions 2001 de divers mankeepmssage a la définition « générale » est
désormais largement majoritaire. On a reproduipees, a titre d’illustration, un extrait,
intitulé « Angles définis par deux droiteset d’ et une sécante (AB) », d’'un manuel de 5
paru chez Bordas en 2001.

Les angles ,3] et I§3, 22 et §4 Les angles ﬁl et B;,A,etB,,
sont alternes-internes par 23 et B, A, et B,, sont
rapport aux droites d et d” et correspondants par rapport
a la sécante (AB). aux droites d et d’ et a la

sécante (AB).

. 40 A3
¢ \\_\ 1 /2

A parcourir ces manuels, 'impression prévaut qubasculement a eu lieu : un interdit a
sauté. Désormais, on ose comme jamais représentsitulation paradigmatique de deux
droitesnon paralléelescoupées par une sécante commune, méme si, daessie proposeé, les
deux droites non paralleles ne se coupent pasldaraire de la page ! Un seul des manuels
que nous avons examinés n'ose pas franchir le Robid s’agit du manuel de®Xe la
collection Triangle publié par Hatiét en 2001 ; mais, sans doute parce que, autout,dedu
choses changent, le parti pris de ne pas changekgicité par les auteurs, du moins dans la
version pour le professeur, ou le titre « Anglderaks-internes et angles correspondants » se
trouve muni d’un appel de note qui renvoie a ldatétion suivante, imprimée en tout petits
caractéres : « Nous avons choisi de définir cessmoiquement dans le cas de droites
paralléles. » On peut évidemment s’interroger &pidode « pathologique » qui aura ainsi
affecté pendant d’assez nombreuses années la de&s&uelle pourrait en étre I'étiologie ?

3 Serra (2001), p. 186.
14 Chapiroret al. (2001), p. 172.
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Il semble que l'origine de la difficulté se trouy@esque paradoxalement, dans les valeurs
promues par la réforme des mathématiques modeanesyr de 1968. Si I'on suppose deux
droitesd; etd, paralleles, il est facile de préciser « rigoureuset » ce que I'on entend par
bandedéterminée par ces droites : intersection du geam-de bordd; contenanid, et du
demi-plan de bord, contenant);. Si 'on considere maintenant une draiteoupantd; etd,

en A et A, on nommeraxternedes angles ayant pour sommet I'un des pointsef'sgction

A, et A, et dont les secteurs angulaires correspondantsnenintersection vide avec la bande

ouverte : les autres angles de sommeb A, seront ditsnternes
d

A d;

A 2\ d2

Certes, cette définition reste un peu maladroitedjo verra un peu plus loin une autre, plus

habile), mais elle correspond bien a l'appréhensicunelle de la situation graphique. Le
probléme surgit lorsque les deux droitk®td, sont sécantes : car il n’existe plus rien, alors,
qui soit équivalent & la notion de bande détermjraedeux droites parallél&s Le caractére
interne est défini alors, non par la donnéeldetd, seulementmais par celle dé; etd, etde

la sécante commurgs laquelle va « choisir » I'un des quatre secteurgulaires déterminés
par les deux droites sécantds et d,. La situation se complique, et c’est sans doute la
I'origine de la difficulté telle que les auteurs lderéforme des mathématiques modernes se
voient contraints d’affronte’®. Que font alors les auteurs devant cet obstatle thanuel
Brédif de 4, paru chez Hachetté en 1968, est déja quasiment post-moderne. Il maelo
guere a voir que le schéma de dpaxallelescoupées par une sécante. Hormis dans un cas,
celui de I'étude de la réciproque du théoréme skdquel « deux angles alternes-internes (ou
alternes-externes) sont égaux », ou, considéranawigies supposéspriori égaux sans pour

autant que les droites soient supposées paralele®st ce qu'il s’agit précisément de

!> Méme si certains auteurs de manuels n’hésitenapagénéraliser » la notion de bande au cas dedteites
sécantes ! Voir par exemple Malaedlal. (2001), p. 184.

' Dans le curriculum dit classique — antérieur Béfarme —, on le sait, 'abord des questions d’asglu plan se
fait sans facon a l'aide des représentations ggajglsi sur une feuille de papier. Le probléme estluésitot
qu’on porte son regard sur la figure proposée.

" Wattiauxet al. (1968), p. 224-227.
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démontrer —, les auteurs écrivent : « On suppoeelemangle@ et 378\2 , dits alternes-
internes, sont égaux ». On trouve donc trés téis tacurriculum francais, la géne qui portera
certains a parler d’anglesn positiond’alternes-internes. Que font alors les auteurs qu
prennent le parti, non pas d’éviter la difficulbéais de I'affronter sans détour ? Le manuel de
4° de la collection Cossart et Théron paru chez Boften 1969, donne la réponse.

Définitions

Soient deux droites (D) et (D’) quelconques et tnaisieme droite (K) coupant (D) en A et (D’) en B.

La droite (K) est appeléstcantepour les droites (D) et (D). (D) et (K) détermitiequatre angles de

sommet A, (D’) et (K) quatre angles de sommets B

(Fig. 107). Nous allons nommkss couples d’angles (K)
comprenant un angle de sommet A et un angle de
(D) A
sommet B. 2\1
3\4

Par rapport a la droite (K), un angle de sommet A

et un angle de sommet B peuvent étre dans le méme
des demi-plans déterminés par la droite (K), ilstso
alors dits« d'un méme c6té de la sécante;»ils
peuvent étre dans des demi-plans différents, il so
alors dits« alternes »

Par rapport aux droites (D) et (D), un angle de sommet A, ou un angle de sommet Bitdsterne

ou intérieur si 'un de ses c6tés comprend le segment ABstidé externe ou extérieur dans le cas
contraire.

Un angle de sommet A, et un angle de sommet B élanisis, on donne a ce couple d’angles un nom
qui résulte des définitions précédentes, ainsilj@ique la figure 107 [figure ci-dessus] ; ajon®
gue deux angles situés d’'un méme coté de la séchmtel’'un est interne et l'autre externe, s'apgrel

correspondants

Trois faits au moins méritent d’étre soulignés. fldyabord, le texte distingue bien les droites
(D) et (D’), supposées « quelconques », et la $éd¥). Cette distinction est indispensable

lorsqu’on veut inclure le cas ou (D) et (D’) serdielles-mémes sécantes : on a alors affaire a
. . . . ] (3 3 , .
trois droites qui se coupent deux a deux, et, eiségquence, éJ = (2> = 3 configurations

formées de deux droites (en I'espece sécanteq)rat décante a ces deux droites. Ensuite, on
notera que la sécante étant choisie (ou donnégju'deest facile de définir (parmi les 8
angles déterminés par cette sécante), c’est laorld’alternance: deux angles (parmi ces 8)
sont alternessi les secteurs angulaires correspondants samdsside part et d'autre de la

18 Théronet al. (1969), p. 297.
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sécante (K). Enfin, il convient surtout de souligrmpie, par contraste, la définition du
caractérenterned’un angle (il ne s’agit plus ici d’une relatiomhbire entre angles mais d’'une
propriété de I'angle lui-méme) apparait plus dédicdes auteurs lui donnent une solution
habile, voire élégante, mais qui, pour le débutpetit apparaitre d’abord quelque peu
artificielle : un angle (parmi les 8 considérés)ieterne si I'une des deux demi-droites qui lui
servent de coOtés contient le segment [AB]. Telegtix a payer, en termes de sophistication
mathématique, pour obtenir une définition clairesietple de la notion d’angles internes (et,
par négation, d'angles externéd) On peut penser que, & la faveur d’une évolution
démathématisante qui tend a promouvoir une visiaturaliste des phénomeénes
géométriques, ce prix a payer est apparu trop glvéorte que, lI'innocence primitive qui
prévalait encore avant la réforme des mathématiqueternes ayant été perdue, il est apparu
impossible tout a la fois de ne pas donner de fiéfin et de donner une définition
convenable. Faute d’udefiniensacceptable, lalefiniendumlui-méme a donc été occulté,

contre la logique méme du travail mathématigfue

3.3. L’évolution récente tend a éradiquer, ou dunsi@ recouvrir, la pathologie qui a affecté

le curriculum mathématique pendant d’assez longueses.

sécante —\ Ainsi gu’on l'a dit, en effet, les manuels osentpdigs en plus
présenter la situation « générale », formée pax dakoites
non nécessairement paralleles, et une sécante aleres
o droites. Le trauma des mathématiques modernes sgiaubl
a et b sont alternes-internes

moins en partie, dépassé, comme l'atteste la figixo®ntre

extraite du manuel de la collection Décimale (Belinpublié en 2001. On voit en effet ici

191 faut souligner ici le caractéfenctionneld’une telle définition, qui permet, par exemple,démontrer que,
par la symétrie de centre le milieu de [AB], I'ineag’'un angle interne de sommet A est un angle rietele
sommet B.

2 ’Atlas des mathématiquemdique (Reinhardt & Soeder 1997, p.21): « Ppuéciser lesdéfinitions
explicites [...] on introduit les notions déefiniendumle concept a définir, et diefiniens le ou les concept(s)
permettant de I'expliquer. On écrit : Definiendum Definiens ou Definiendum< Definiens suivant que le
definiens est un mot ou une proposition. L'écritest¢ alors simplifiée, le definiendum pouvant [.ajijours étre
remplacé par le definiens lorsque le besoin s'@nsémtir. » Les mémes auteurs ajoutent : « Urageriombre
de concepts, en particulier les concepts de basebiMn Point, Droite, Intervalle, Aire d’'une surfaetc., ne
sont pas définis de maniere explicite, mais de amaminplicite, grace aux relations réciproques pouvant étre
formulées dans un systéme axiomatique approprié. »

L péne & Despresle (2001), p. 154.
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que «la » sécante est désignée explicitementjstanee la relation unissant deux angles
alternes-internes se montre graphiquement, dangwidence ostensive vécue apparemment
sans complexe. Le programme pour la classe’ d@ientrera en vigueur en septembre 2006
montre d’ailleurs une évolution de méme sens. thpgorte, traditionnellement, un theme
d’études intitulé « Caractérisation angulaire draf@isme » : la formulation ne change pas.
En revanche, la rubrique des « Compétences »uligifjusque-la « Compétences exigibles »)
subit un changement qui mérite d’étre noté. Alar®n y indiquait I'exigence de « connaitre
et utiliser les propriétés relatives aux anglesnfes par deux paralléles et une sécante », le
toilettage proposé dans le programme nouveau amérggout qui, sur le point que nous
considérons, change considérablement les chobs&git toujours de « connaitre et utiliser
les propriétés relatives aux angles formeés par ¢eualleéles et une sécante », mais il s’agit

aussi de connaitre et d’utiliser iEciproquesde ces propriétés :

Connaitre et utiliser les propriétés relatives angles formés par deux paralléles et une sécalaarst

réciproques.
Une seconde modification est également signifieatidusqu’alors, la rubrique des
compétences exigibles incluait un second poinCornaitre et utiliser les expressions :
angles adjacents, angles complémentaires, anghpséstentaires. » Or cet alinéa disparait et
son contenu migre vers la troisieme colonne du naragie (dont le titre n'est plus
« Commentaires », mais « Exemples d’activités, centaires »). La distinction faite jusqu’a
présent entre, d’'une part, les expressions d’angtgscents, d’angles complémentaires et
d'angles supplémentaires (mentionnées sous laquibrdes compétences exigibles) et,
d’autre part, celles d’angles opposés par le somdiahgles alternes-internes et d’angles
correspondants (mentionnées parmi les « Commestaimmepouvant étre utilisées),
cette distinction s’efface, toutes ces expressimvenant également utilisables :

A cette occasion, le vocabulaire suivant est égaferatilisé : angles opposés par le sommet, angles

alternes-internes, angles correspondants, anglgacemts, angles complémentaires, angles

supplémentaires.

Ce méme programme évoque alors explicitement ue g@aint capital, sur lequel nous nous
arréterons maintenant, celui de la démonstratienpdepriétés et de leurs réciproques. On y
lit en effet :

Les propriétés sont formulées et utilisées dansdé&s< sens (direct et réciproque), mais certaines

réciproques peuvent étre admises sans démonstration
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On voit 14, a nouveau, l'insistance sur les prdpgéréciproques, insistance qui semble
corriger la formulation retenue a propos des coems visées, qui ne se sauve de l'erreur
devenue traditionnelle g’ extremis— par la mention des réciproques. En méme teraps, |
passage que nous venons de citer est profondémmigw’?: souligner que I'on pourra
admettre « certaines réciproques », c'est autoriserpeu obscurément sans doute, mais
réellement, a reconduire la situation antérieurelagssant les auteurs de manuels et les
professeurs libres de s’épargner la confrontatiecde cas de figure ou les deux droites
coupées par une sécante commune ne pourraient trase@ardées d’emblée comme
paralléles. En régle générale, I'obligation de produire désndnstrations des principaux
résultats étudiés prévaut, avec toutefois une icdstr commune que le document
d’accompagnement des programmes du cycle centraligereur jusqu’a la rentrée 2006

précise dans les termes suivants :

Pour tout le cycle central, il est de la resporigélidu professeur, en fonction de ses élevesgdaldr
de I'opportunité de démontrer certains résultatcaurs (leur statut, admis sur conjecture ou établi

doit cependant étre clair) et d’'organiser des étagerecherche et de rédaction.

3.4. Apres le probleme de la définition, le proéssdoit donc affronter celui de la
démonstrationau plan mathématique déja. Les questions deggs®idirs stagiaires ne sont
pas, sur ce point, trés nourries, le probléme ddémonstration n’y étant évoqué qu’en

passant, dans un cadre plus large :

En ce qui concerne la somme des angles d’'un tdargl démonstration est accessible &r(par
utilisation de la symétrie). Cependant, dans lgmmmation établie par 'ensemble des professéaurs,
chapitre sur les angles (alternes, internes, etclp caractérisation du parallélisme n’arrivent qu
beaucoup plus tard. Que faire ? Ignorer la progratiom et déplacer ce chapitre ? Ne pas faire la
démonstration ? (2003-2004, Semaine 7)

La chose résulte peut-étre de la tendance du reaplndu séminaire a ne répondre qu’'avec
parcimonie aux demandes relatives a des démousisatttitude dont le mobile semble étre,

en l'espéce, l'idée que les professeurs de mathénest méme débutants, doivent pouvoir

?20n peut se demander pourquoi les auteurs dutmiketdu programme n'ont pas osé franchir le Rub&won
adoptant par exemple la formulation suivante : rr@dtre et utiliser les propriétés relatives augles formés

par deux droited etd’ et une sécante coupahétd’ en deux points distincts : cas ou les droites pardlléles ;

réciproques. »

% 0n a vu plus haut un exemple, avec le manuel Bd&di968, ou c’est I'obligation de démontrer laipéoque

qui contraint les auteurs a évoquer en passaittkgion générale.
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répondre par eux-mémes a de telles questions, egaujuelques cas rares. Dans le cas
d’espéce, il est vrai de plus que, ainsi que lastioe précédente l'insinue, la démonstration
de la propriété directe (si les droites sont paledl, alors les angles alternes-internes sont
€gaux) se déduit des propriétés de la symétrieratentpropriétés supposées établies par
ailleurs, antérieurement, dans cette méme clas$ @us précisément, au flou relatif de la
guestion examinée, le programme propose un enchafriedéductif clair, mentionné parmi
les commentaires de I'étude de la « somme des sadgla triangle », lesquels indiquent en
effet :

La symétrie centrale ou la caractérisation angelldn parallélisme qui en découle permettent de

démontrer que la somme des angles d'un trianglégade a 180 degrés.

Les professeurs sont ainsi clairement invités auidédla caractérisation angulaire du

parallélisme des propriétés de la symétrie centi@léen est-il, traditionnellement ? Dans

tous les manuels que nous avons examinés, une déatmn de la propriété directe est

proposeée. Seuls les manuels anciens, comme lefBrétk Cossart et Théron, proposent une
démonstration en bonne et due forme ; les manwélds depuis une vingtaine d’années, par
contraste, enchassent le « principe démonstratifl>consiste a déduire I'égalité des angles
alternes-internes de propriétés supposées coneuessgmeétrie centrale, dans le cadre d’'une
activité d’étude d’'un cas plus ou moins généralelzherche de la déduction étant en outre
prise en charge de maniére plus ou moins étroitdepexte proposé : I'exemple ci-aprés

représente sans doute une bonne illustration dstidégies « moyennes » :

VOCABULAIRE $ 2. La lettre Z
..}

On dit que les
angles BAC et

ABD sont \
alternes-internes.

\

3 [

a. Reproduire ce dessin.
Cette lettre admet un centre de
symeétrie |. Le marquer sur le dessin.

b. Dans la symétrie de centre |, quel
est le symétrique de 'angle BAC?
Pourquoi a-t-on BAC = ABD?

4 Malavalet al. (1989), p. 42.
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Des deux exemples qui suivent, le prerfieitlustre un style plus proche de la rhétorique

usuelle des mathématiques.

1. Si deux droites paraliléles...

Sur la figure ci-dessous, les droites (xy)et (=t) sont paralleles et I est le
milieu du segment [AB] _

a. Dans la symétrie de centre I : /

— Quel est le symétrique du point A?

- Quelle est 1a symétrique de la demi- X A Y
droite [Ax)? de la demi-droite [Av)?

— Quel est le symétrique de I'angle I

ZAv?

Qu’en résulte-t-il pour les angles
alternes-internes ZAv et [Bu ? z B t
b. Pourquoi les angles ZAv et yAu v

sont-ils égaux?

€. Que peux-tu en déduire concernant les angles correspondants m et Bu?

Le second® (ci-aprés) fournit en revanche un exemple du stypedagogique » caricatural

usité par certains manuels.
Angles alternes-internes

1. Compléter ces phrases en utilisant les mots : égaux, paralléles, symétriques.

,izA Q/ng,&é ABC ok A6C Agnt dea amgfu:
albornes - inbtormen

.aﬁu drentes (AB) eb(ﬁ’ﬂ')/)m—nb U
ABC ok ABC Aot .. %m/a.aﬁmtwf.omtﬂ
C&Aamf: dane. des amg,@w

2. Dans chacune de ces trois figures, citer deux droites paralleles et des angles
alternes-internes égaux.

E VAR
s
1 J M (0]
G
V
Compléter :

Deux droites paralléles et une sécante déterminent des angles
alternes-internes ........... :

La situation est différente s’agissant de démorlaenéciproque — le fait que, si les angles
alternes-internes sont égaux, alors les droitet analleles. Traditionnellement, en nombre
de cas (théoreme de Pythagore, théoreme de Tleadds,la démonstration de la réciproque
d’'une propriété fait appel a la propriété direcie-mméme ; mais cela appelle en pratique,
pour étre efficace et rapide, I'emploi d’outils @éewus, depuis la réforme des mathématiques

% péneet al. (1995), p. 159.
% Lanoélleet al. (1997), p. 171.
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modernes, indisponibles au college, a savoir leas«d’'égalité » des triangles, réintroduits en
classe de seconde — sous le nom de dasniétrie— par le programme entré en vigueur en

septembre 2000. Donnons de ce schéma démonskaasique un exemple des plus simples.

Soit a démontrer qu'un triangle ABC, dont les c@#aspour mesure, par rapport a une certaine unité,
AB = 3, AC = 4, BC =5, est un triangle rectanghefe

y
& x
A B D E

P
Considérons pour cela un angle dedity et prenons sur la demi-droitePle point E tel que DE = 3,
sur la demi-droite [B) le point F tel que DF = 4. D’apres le théoremePg¢hagore, on a EF = 5.

D’apres le troisieme cas d’égalité des triangledribngle DEF est égal (isométrique) au triangBCA
/N /N N\
et on peut donc conclure gae= D et donc que I'angle el est droit.

Ici pourtant, ce n’est pas l'indisponibilité desscd’égalités (c’est-a-dire des conditions
classiques d’isométrie de deux triangles) qui viéate probleme. La démonstration
traditionnelle (voir la figure ci-aprés) consisteitdliser la propriété directe en considérant la
parallele en B a la droiteck) : d’apres la propriété directe, les angles aéiersont égaux,
d’ou I'on peut déduire que la droitg’ {y;) est identique a la droitg’y) qui est donc parallele
a (x'x), ce gu'il fallait démontrer. Le probléme se trewans la déduction évoquée qui, pour
apparaitre intuitive, ne se laisse pas mettre endcsi aisément, comme on le voit dans la

démonstration proposée dans le manuel Brédif d8,2&quelle nous avons fait référence.

Soit deux droiteg’x ety’y coupées, respectivement, en A et B par une drtzitet telles que les demi-

droites A’ et By’ sont dans un méme demi-plan de front&edfig. 202 [ci-dessous]).
z
1 A

Y1

On suppose que les angledz’ etyBz, dits alternes-internes, sont égaux.
Soit O le milieu de AB. La symétrie pour O assatiex la paralléley’;y passant par B.

Le théoréme précédent nous permet d’écrire :
P P

X'Az’' =y,;Bz
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On sait : X'Az’ =yBz.
S P
On déduit : yBz =y,Bz

Ces deux angles sont dans le méme demi-plan dééfi®n’'z, qui ne contient pas>A; ils ont méme
sommet, B, et un c6té commurg.B

lls coincident donc et : Y'Y =YY

On conclut :

Si deux droites déterminent avec une sécante desgies alternes-internes égaux, ces droites sont
paralleles.

On conclurait de méme si les angles étaient alteerernes.

D’autres auteurs, tels ceux du manuel de la cadlecCossart et Théron paru en 1969,
organisent autrement leur systéme déductif. Marsdous les cas, surgissent des problémes
de position dans le plan qui ne peuvent guérerés@us que par des considérations relevant

de lagéométrie de I'ordré’. A cet égard, le minimum, bien attesté dans lesames anciens,

de ce qu'il faut supposer, est constitué par laltd@ssuivant : si des angIﬁA\C etEgA\D sont
€gaux, et si C et D sont situés du méme cote paoraa la droite (AB), alors la demi-droite
[AC) est confondue avec la demi-droite [AD). Poottaméme ramenée a ce noyau
démonstratif, il semble que I'attention explicitexaquestions de géométrie de I'ordre qui est
ici requise ne puisse étre obtenue dans I'enseigneattuel des mathématiques au college. I
y aurait donc, en quelque sorte, s’agissant deéldpmoque examinée, une création

démonstrative a faire et a partager.

3.5. L’'examen des manuels ne montre aucunemeriorted’invention mathématique qui
serait ici nécessaire. La plupart d’entre eux, #at,ese contentent de proposer a I'éleve
d’effectuer une « observation », c’est-a-dire ld@tdae d’'une expérimentation graphique.
Ainsi en va-t-il dans cet extrait d'un manuel depgblié chez Delagrav® en 1997, ou

I'enseignement des mathématiques semble étre auralf®.

2" ’expressionorder geometnest due, semble-t-il, & Emil Artin (1898-1962). tésultat typique en la matiére
est le fameux « axiome de Pasch » que I'on peut@mdfamilierement ainsi : lorsqu’une droite erdens un
triangle, elle en ressort.

8 Corrieuet al. (1997), p. 167.

% Tout se passe ici comme s'il s'agissait moins paferobjectivementa preuve — qui s'imposerait a tous et a
chacun — du parallélisme des droites (AB) et (G de permettre a I'éléve de se convainsubjectivement
de ce parallélisme. Rien n'empéche, en principe, @ qui suffira & convaincre I'un ne convainquéenuent

tel autre. Et le fait méme que les deux soient agmous n'équivaut paipso factoa la production d’'une preuve
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PFCOUURIR  un role des angles alternes-internes

) /\ /\ B .
M Dessine deux angles ABC et BCD mesurant chacun 42° et dis-
posés comme ci-dessous :

A

D

Tu constates que les droites (AB) et (CD) sont paralléles.

Si les angles alternes-internes (marqués en rouge) sont égaux
alors les droites {d) et (e) sont paralléles.

(@

(e)

Rares sont les manuels qui, sous une forme ou uwine, @roposent une vraie démonstration.
Pour démontrer que les droitesx] et {’y) sont paralleles, il suffit de démontrer qu’une
perpendiculaire a I'une est perpendiculaire a fauConsidérons ainsi la perpendiculaire a

(x'x) passant par le milieu O du segment [AB].

Le premier point a établir est en principe queecpdrpendiculaire coupg’y), en un point K.
On pouvait autrefois le démontrer en utilisant tappiété selon laquelle, dans un triangle

rectangle, les angles autres que I'angle droit amuis.

objectivement partageable ! A wthosde la conviction subjective s’oppose ainsi I'étiégde I'intelligibilité
collectivement construite et sanctionnée, « objecti. La premiére attitude est, linguistiquememtitée par
'usage du « je », et donc par l'usage du « tuonpncé par qui interpelle I'éléve sur sa convictiBelon une
formulation des plus classiques, mais qui n’ess plujourd’hui utilisée systématiquement — tout chin® dans
les manuels de college la seconde attitude s’exprime en revanche pamle » : on ne dira pasjeconstate »,

mais «on constate » et, de fagon plus concise encore etatigiplus significative, « on a ».
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Pour qu'elle ne la coupe pas, il faudrait qugy)( soit

perpendiculaire ax(x) ; ces droites se coupant en un point C, le C A
S X’ ]

triangle ABC serait rectangle en C, l'angle (in&r®’'AB =

S S

CAB serait aigu tandis que I'anglkBYy serait obtus (comme

S
complément de I'angle aigdBA), en sorte que, en ce cas, les B

S S
angles alternes-intern@5AB et ABy ne sauraient étre égaux.

Cela étant acquis (ou admis), on pouvait poursausi.

H A

; m
X / «
O

Les triangles OHA et OKB ont un coté égal (OA = Gi8)acent & deux angles égab@ =
PR , P S . .
KOB comme angles opposés par le sommdi&D = KBO par hypothese). Ces triangles

/N N\
sont donc « égaux ». On en conclut gue H et donc que la droite (HK) est perpendiculaire
a ('y), ce gu'il fallait démontrer. La démonstration gkdente se retrouve, a un ou deux
détails prés, dans certains manuels, tel celui mirez Bordad® en 2001, dont nous

reproduisons ci-apres I'une des « activités ».

Deux angles égaux

1. a) Tracer une droite (AB).

b) Tracer deux angles CAB et ABD égaux a 35° et situés de part et
d‘autre de la droite (AB) (angles alternes-internes par rapport aux
droites (AC), (BD) et a la sécante (AB)).

2. Quelle propriété semblent avoir les droites (AC) et (BD)?

3. On va prouver que les droites (AC)
et (BD) sont paralléles. Pour cela :

a) Compléter la figure comme ci-contre :
— O est le milieu du segment [AB];

- la droite (HK) est la perpendiculaire a
la droite (AC) qui passe par Ie/pgint 0.
b) Calculer les angles HOA, BOK, puis
OKB. : -

4. Que peut-on en conclure pour les droites (HK) et (BD)? pour les
droites (AC) et (BD)?

% Serra (2001), p. 185.
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On aura observé que, ainsi qu’'on I'a souligné plast, il resterait a démontrer, en toute
rigueur, que la perpendiculaire issue de O a lgal(8.C) coupe bien la droite (BD). Mais on
observera surtout que, faute de disposer des sasrdtrie, les auteurs doivent recourir a une
autre propriété : la somme des angles d'un triaeglede 180°. Cette propriété se déduit
aisément, par des considérations que I'on trouya déns le€lémentsd’Euclide®, de la
propriété directe des angles alternes-internes.tefaia le parti des auteurs du manuel
examiné ici est légerement différent: dans unavitet préalable (« Activité 2 »), ils
établissent, a partir des propriétés de la symééndrale, la propriété de la somme des angles
d'un triangle; cela fait, ils réunissent dans um&me activité (« Activiteé 3 ») la
démonstration de la propriété directe puis celepraduite plus haut, de la propriété
réciproque. L’idée de faire intervenir la propri€té la somme des angles d'un triangle est
exploitée par d’'autres auteurs, qui proposent demmes de la démonstration précédente.
Ainsi, dans un manuel paru chez Hafferen 1995 (et qui reléve donc du programme
antérieur a celui encore en vigueur en 2005-20065%n les auteurs proposent la

démonstration reproduite ci-apres.

1. Avec deux angles alternes-internes égaux
m Cas particulier

Reproduire la figure ci-contre sachant que : A Y
XAu=1Bv=65°; AB=5cm; X A y

A passe par A et est perpendiculaire a la

droite zt.

Calculer I’angle HAB, puis 'angle HAx.
Que dire des droites xy et zt ?

m Cas général
Sur la figure ci-contre les angles aigus v
alternes-internes yAu et zBv sont égaux. X A y

Prouver que les droites xy et zt sont
paralléles. ]

Contrairement au cas précédent, ou il fallait tdlatbord établir I'existence du point K,
I'existence du point H, projeté orthogonal de A dardroite ¢f), est assurée. Il reste
cependant a examiner le cas particulier ou H =aB oo ne peut plus, dans ce cas, considérer
le triangle ABH ; cependant, il est alors facile drifier que la droite (AH) = (AB) est

perpendiculaire aux deux droitegy) et f), et donc que celles-ci sont paralléles. Bien

3L Livre 1, Proposition 32 : voir par exempétp://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/tipoap!32.html
% Curelet al. (1995), p. 176.

176



évidemment, les points A et B sont supposés distimt cela nous donne I'occasion de noter
que la proposition réciproque devrait, en véritée &noncée aindf: étant donné deux
droitesd etd’ et une droitéd sécante @ etd’ en deux pointslistinctsA et B (c’est-a-dire ne
passant pas par le point d’intersection évenfQelded etd’), alors, si des angles alternes-
internes formés pad, d’ et la sécante commuri sont égaux, les droited et d’ sont

paralléles.

3.6. Dans le cas du manuel publié chez Hatier 5,18 justification de la propriété relative
a la somme des angles d’'un triangle fait appel ahemin déductif long : elle s’y établit, en
effet, en décomposant un triangle en deux triangemngles et en usant d’un résultat obtenu
un peu antérieurement dans le manuel : le faitegiangles non droits d’un triangle rectangle
sont complémentaires. Cette derniere propriété elstméme établie en invoquant un
« résultat » vu en®6 un triangle ABC rectangle en A étant donné, enlconsidére le
rectangle ABDC, alors «les triangles rectanglesCBA&t CDB sont superposables ». A
rebours de ces chemins déductifs longs, on pdinistar d’autres manuels, préférer travailler
uniquement a partir des propriétés de la symégngrale (sans se soucier, au demeurant, de la
maniére de les établir). Considérons un segmeni,[ABc A% B, une demi-droite [R) et
une demi-droite [B) telles que : 1) [K) et [By) sont situées de part et d’autre de la droite
(AB) ; 2) BAX = ABY. Soit alors O le milieu de [AB] et M un point de demi-droite [A).
Notons M’ le symétrique de M par rapport a O. Leinfs M et M’ sont situés de part et
d’autre de la droite (AB), en sorte que M’ se trewdans le demi-plan de frontiere (AB) qui

contient [By).
M

A
B | y

M'I

D’aprés les propriétés de la symétrie centraléhgpbthése d’égalité des angIB?x etATB\y,
S S RS L ., S RS R .

on aOBM’ = OAM = OBYy. L’égalité OBM’ = OBy a laquelle on aboutit permet de conclure

que [BM’) = [By). Comme B est le symétrique de A par rapport & €n résulte que (BM’)

est parallele a (AM), et donc quey|Best parallele a (4§, ce qu'il fallait démontrer. On

$Si la condition explicitement imposée ici cess#@tre réalisée, la possibilité de parler d’angidrnes-

internes formés par le couple de droitsl() et la sécantd cesserait d’exister.
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notera que cette démonstration repose sur la cenasion de demi-droites, et non pas de
droites. Dans le cas ou I'on utilise des propriél&sa symétrie centrale, la propriété clé, a cet
égard, est la suivante : lorsque deux points M 'etdvit symétriques par rapport a un point O,
alors M et M’ sont situés de part et d’'autre detgodroited passant par O et distincte de
(MM’). La considération de demi-droites n’est pasitablement exploitée dans les manuels
récents. Pour le contraste, on a reproduit d’abardpres, un extrait d'un manuel publié en
1987 chez Magnard : on notera la mention « Asséficilli » portée dans la marge, a

I'attention du professedf.

5. RECIPROQUE

Assez difficile. Reproduis la figure ci-contre sur ton cahier. Mesure yAx.

P S
On veut tracer une demi-droite [Bt) telle que y'Bt=yAx.
Ily en a deux : [Bt,) et [Bt,).
y a) Trace en rouge la demi-droite [Bt,) située dans le demi-plan limité par (y'y),
qui contient [Ax).
Dans quelle symétrie [Ax) et [Bt,) se correspondent-elles ?

[Bt;) symétrique de [Ax) parrapportala  b) Trace en vert la demi-droite [Bt,) située dans le demi-plan limité par (y'y)
médiatrice de [AB]. qui ne contient pas [Ax).

Que remarques-tu concernant les positions de [Bt,) et de [Ax) ?
[Bty) et [Ax) sont paralléles et de sens

contraires. ¢) Trace la droite (t't) parallele a (x'x) passant par B (t' dans le méme demi-

plan limité par (y'y) que x').

P S
Que peux-tu dire des angles t'By’ et yAx ? Déduis-en que [Bt,) est parallele a

(x'x).
d) Dans le méme demi-plan limité par (y’y) que [Ax), trace en bleu la demi-
PPN
droite [Bu) telle que : yBu = yAx.
[Bu) est paralléle & [Ax"). Que remarques-tu ?

% Jullien et al. (1987), p.72. La deuxiéme mention portée dansnirge (dans I'édition destinée aux
professeurs) fait référence a une symétrie axiadmsformation qui, en réalité, ne joue aucun wdms la

démonstration du résultat.
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Les auteurs de manuels plus récents, soit ne sappel a la notion de demi-droite, soit le
font d'une maniére assez formelle pour que le @& que pourrait jouer cette notion
n'apparaisse pas clairement. Ainsi en va-t-il denpassage suivant du manuel publié chez
Belin *> en 2001.

Hypotheéses
- XAv=1Ba
-+ Testle milieu
de [AB].

8 _ 5 Sur la figure ci-dessus, les droites (zy) et (zt) sont coupées en A et B par

la droite (uv) en formant une paire d’angles alternes-internes égaux :
ZAv = {Bu. I est le milieu du segment [AB].

Dans la symétrie par rapport a I, quels sont les symétriques :

e du pointA?

e dela demi—g@te [Av) ?

e de l'angle xAv ?

e de la demi-droite [Ax) ?

-» exetcicee 20 3 290 Que peut-on en conclure pour les droites (xy) et (2t) ?

Le symétrique de -
/Tangle XAV est un angle :
- de sommet B
— de mesure ...
~[Bu) est I'un de
ses cOtés.

L’aide proposée dans la marge est significative.d@agu’elle omet de dire, c’est que, su)B

est bien I'un des co6tés du symétrique de I’arx/él\e, l'autre c6té se trouve dans le demi-plan
déterminé par la droite (AB) qui ne contient padéani-droite [A) : faute de cette précision,

la démonstration présente un implicite rédhibitoiEe fin de compte, c’est moins peut-étre la
notion de demi-droite que les questions attachéeggionnement du plan par une droite qui

introduisent ici un point faible dans I'organisatidéductive proposée.

3.7. Les analyses qui précédent montrent quegtae qui concerne la définition des angles
alternes-internes que la démonstration des prégriélirecte et réciproque qui lui sont
classiquement associées, les professeurs débsttrtsuvent affrontés a des difficultés qu'il
reviendrait en princip@ la professiorde tenter de régler, et sur lesquelles, en atténds
font ce qu’ils peuvent. En vérité, la professiorhsarte ici & un obstacle considérable, dont la
racine peut étre trouvée dans la croyance si lomggaépandue dans la culture mathématique

commune selon laquelle les propriétés du mondéesgrsusceptibles d’étre déduitepriori,

% péne & Depresle (2001), p. 153.

179



sans recours a lI'expérience, ou que, du mBinsela serait vrai pour les propriétés de
I'espace physique. Ce que Bertrand Russell (1872)Y1%ans son ouvragen Essay on the

Foundations of Geomet{t897), exprimera en ces termes :

Geometry, throughout the 17th and 18th centuriemamed, in the war against empiricism, an
impregnable fortress of the idealists. Those whd keas was generally held on the continent — that
certain knowledge, independent of experience, veasiple about the real world, had only to point to
Geometry: none but a madman, they said, would tlitoumbt on its validity, and none but a fool would

deny its objective reference.

De cette croyance pluriséculaire, que le surgisserdes géométries non euclidiennes, au
Xix © siécle, ne réussira a ébranler que bien lenterii@este dans la culture de la géométrie
élémentaire un vestige essentiel, que I'on peutiésommairement ainsi: le travail
mathématique en géométrie consisterait a orgaarsein ensemble déductifun seul tenant
toutes les propriétés rencontrées au fil de I'étuDans cette organisation déductive
d’ensemblela maniére d’'arriver a une propriété donnée kst aegardée comme étdat
démonstration de cette propriété, la notion de destnation— plutot que celle de déduction
constituant des lors la valeur supréme de I'aéimiathématique ainsi congue. Dans ce cadre,

un éléeve professeur préparant le CAPES de mathgmeatidemandera par exemple comment

% En fait, I'attitude ultrarationaliste et anti-erripte fut dominante dans la science grecque antiDaes une
étude intitulée « Observation et recherchéwJacques Brunschwig et Geoffrey Lloyd (eds, savoir greg
Flammarion, Paris, 1996, p. 250-275), Lloyd écntsapar exemplelgc. cit, p. 254) : « ... les critéres qui
servaient a juger les théories physiques présgoegi sont la simplicité, ou I'économie, ou bierfdece des
raisonnements mis en ceuvre pour les justifier, @t ka richesse des donnés qu’elles contiennents Dan
I'ensemble, les philosophes présocratiques ne b&ernt guere accroitre les données que leur fournissait la
recherche empirique ; et en régle générale, ilssa'gerent pas de recourir & I'expérience paurcher entrdes
interprétations concurrentes de ces mémes donoéraues ou supposées. » Le méme auteur conclua: «
nécessité de procéder a des observations et dguerala recherche peut sembler relever a I'évidethe travail
de quiconque s’est sérieusement livré a une engiaéi la science de la nature. Pourtant, 'histdé® notions,
comme de la pratique, de I'observation et de lAeezthe dans I'Antiquité grecque montre que toutascde se
développérent pas du jour au lendemain : ellesrposéles difficultés d'ordre pratique et conceptatlelles
furent toujours controversées. La premiére diffi€uléside dans les doutes exprimés sur la fiabi@éla
sensation, et ensuite dans la préférence marqueégraeds philosophes, a partir de Parménide, potaison et
le raisonnement comme guides srs pour atteindmevérité. Toutefois, méme chez ceux qui n'adoptepas
de positions ultrarationalistes, le simple fairdeonnaitre que la perception a quelque valeuufii¢ gas en lui-
méme a stimuler la recherche délibérée. Celle-gaideoujours étre motivée soit par un problémeotlutie
particulier qui exigeait une solution, soit par cadre général d’explication qui dictait 'examertailéé de

divers phénomeénes.».
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on démontretel ou tel théoreme — comment on démontre la régipe du théoréme de la
propriété des angles alternes-internes, etc. st-a<@ire quelle eda démonstration de ce
théoreme. Bien entendu, cette conception absautisprésentée a I'aurore de I'histoire des
mathématiques par ldslémentsd’Euclide, a di supporter divers outrages. A tadii xix
siecle, comme on le sait, Hilbert et ses collalwana se sont employés a combler les lacunes,
longtemps inapercues, de ['édifice euclidien, q@ndaient un certain nombre de
démonstrations défectueusés Surtout, dans les transpositions scolaires duésys
hypothético-déductif euclidien, il arrivait reguksnent que telle ou telle propriété doive étre
« admise », c’est-a-dire tenue pour un théoremeedgystéme alors méme qu’on renongait a
lui donner « sa » démonstration. Qu’on acceptemthéoreme soit admis reposait bien sdr,
pour les éleves (sinon toujours pour le professeaun) I'’hypothese métamathématique que
toute propriété de l'espace effectivement rencenpéurrait se déduire dans le systéeme
hypothético-déductif de la géométrie, systeme ausigentifiait, dans telle ou telle de ses
transpositions, « la géométrie » elle-méme. Entd&da description précédente, faite au passe,

constitue encore le paradigme de la connaissarmraé&éque scolaire.

3.8. Par contraste, on évoquera sommairement ue patadigme, sur lequel la formation
donnée aux éléves professeurs de I''UFM d’Aix-Mélserend appui. La géométrie y est
d’abord définie comme la science de I'espace sen@d donc, au fond, comme une partie de
la physique). A ce titre, les propriétés géoméegme sauraient avoir pour preuve ultime
gu’'une preuve de typexpéerimental Cela note, bien entendu, le travail mathématgpreces
propriétés consiste notamment en une activité éation dorganisations déductives locales
Etant donné une propriété, établie ou suppoBé@n cherche a montrer qese laisse
déduire de certaines propriétés, établies ou ségsdy, 0., ..., 6, ; ce qu’'on notera ainsi :
01, 0, ..., 6, |- 6. On peut, au reste, ne rien supposer quant arit# =04, 6,, ..., 6, 6 ;
mais si la déduction évoquée a bien lieu, alorpeut en conclure que, 8, 6,, ..., 6, sont
des propriétés vraies dans I'espace que nous ésjdioen est de méme d@e Une grande
partie de I'activité mathématique va ainsi étresaomée a établir des relations du tgped,,

.., Bn |- 6, sans pour autant que, a ce stade, on s'inquésaxbir s'il existerait un ensemble

de propriétés de I'espaam, oo, ..., Op, telles qu’'une propositiod soit vraie dans I'espace si

37 Grundlagen der Geometrid899. Voir la traduction francaise de Paul Rasgiarue en 1971 chez Dunod,

Paris.
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et seulement sioy, 0z ..., ap - 6. Bien entendu, pour adopter une telle position
épistémologique, il faut avoir renoncé a la croyaselon laguelle la connaissance du monde
pourrait se déduirea priori de quelques principes ou axiomes, pour adopteed’i

« moderne » d’une connaissance expérimentale dulendant les productions peuvent étre

organisées, confirmées, anticipées par un traviiterique » de type hypothético-déeductif.

Or un tel changement de paradigme semble, aujauiré&hcore, bloqué, alors méme que,

pour des raisons certes plus pédagogiques qu'amki§iques, Gustave Choquet, dans son

livre publié en 1964l 'enseignement de la géomét(Raris, Hermann), écrivait ceci :

Le probleme [de I'enseignement de la géométrie]nesins simple aux ages intermédiaires, disons
entre 13 et 16 ans. L'enfant commence & comprecdrgu’est une démonstration ; chez certains
s'éveille une véritable soif de logique, indiquante le temps est venu d’aborder sérieusement le
raisonnement déductif. On va donc faire établirljgafant des morceaux de raisonnement déductif, en

prenant soin de lui faire toujours préciser sessges.

On voit ici s’opposer, a la notion d#monstrationles notions ddravail déductifet de

« morceaux de raisonnement déductif », que les ranoges retiendront a travers
I'expression dilots deéductifs (expression qui apparait encore dans le document
d’accompagnement du programme derdsté en vigueur jusqu’en 2004-2005). En méme
temps, en 1964, Choquet poursuit son propos dansedmes entierement compatibles avec
I'ancien paradigme, puisqu’il écrit : « Il est domzlispensable que le maitre de ces enfants
dispose d’'une axiomatique sous-jacente compléfe.cet égard, il se contente de vouloir
gu’'une telle axiomatique soit « simple » (c’esti@den particulier, ne comporte pas de trop
nombreux axiomes) et que les axiomes qui la cormppsaut en étant « intuitifs » (c’est-a-
dire énoncant des propriétés de I'espace aiséésfievw expérimentalement), soient « forts »
(c’est-a-dire permettent de déduire, par des cheméuductifs courts, des propriétés dont la
vérification expérimentale ne va pas forcément @i¢ ©r l'insistance sur la connaissance
d’uneaxiomatique par les professeurs — dans un livi€lmaguet lui-méme propose, de facon
motivée, uneluralité d’axiomatiques ! — ne laisse pas de poser prohldimet d’abord, elle
reconduit subrepticement l'idée immémoriale d’'unegamisation hypothético-déductive
uniquea des variantes pres, qui donnerait a chaqueipté@xaminésadémonstration — pas
forcément unique, certes, mais trés fortement aonig—, ce qui, nous semble-t-il, constitue
un obstacle sérieux a l'idée et a la pratique de @éductifs locaux. Afin d’éclairer cette
derniére remarque, on a reproduit ci-apres un gasses notes du séminaire 2003-2004 des
PCL2 de mathématiques dans lequel on voit comneemnavail expérimental visant & mettre a
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I'épreuve la conjecture selon laquelle la sommeatteges d’un triangle est égale a 180° peut

étre allégé grace & un petit travail déductif jiglisement utilisé®,

Mais on peut aller plus loin en réalisant wéduction partiellequi permette d'alléger la propriéié
soumise a I'expérience.

® On peut pour cela dissocier deux propriéteés :

0;. La somme des angles d’un triangle est la mémetpatitriangle.

6,. La somme des angles de tout triangle est un gfafle

A I'évidence, I'assertio, implique I'assertior®;.
@ Inversement, il est facile di#duire®, de 8;. Supposons en effet que la somme des anglésuti¢:

triangle soit dex degrés. Soit alors un triangle ABC et soit O uimpimtérieur a ABC.
A

e}
B L e C

La somme des angles des triangles AOB, BOC, COA Sauwlegrés. Par ailleurs cette somme vaut

i T~ T
celle des angles de ABC, saidegrés, augmentée des anghd3B, BOC, COA, dont la somme est

de 360 degrés. On a dore38a + 360, soia = 180.

® On peut établir ce résultat plus simplement enc®oi C’' un point de ]BC].
A

B C C
La somme des angles des triangles AC'B et AC'Q, 2oidegreés, est égale a la somme des angles du
— T

triangle ABC, soita degrés, augmentée des an@ et AC'C, soit 180 degrés. On a ains 2
a+180, et dona = 180.

@ On peut alorsoumettre a I'expériend&assertiond,

en réalisant I'expérience graphique suivante :lamisit A

un point C’ sur |BCJ ; on vérifie que, lorsqu’ongsz de \\

— T
C a C, la diminution dex degrés de I'angIBAC, qui

L ; s . ’ B (o C
devientBAC’, est égale a 'augmentation flelegrés

— T

— T
de l'angle ACB, qui devientAC'B .

% e matériel mathématique qui apparait ci-apréa séutilisé en 2004-2005 dans une réponse appartiss

questions concernant la distinction entre hypothéselonnées : voisupra § 2.2.
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A la lourde cavalerie de la démonstration, il @éssialoisible de préférer I'archerie 1égére du
travail déductif « libre » (plutét que surcontrjjrdont la visée est plus ouverte et la portée
plus large. A titre d'illustration, reprenons iches derniére fois le probléme de la propriété
réciproque des angles alternes-internes. Suppasorisdeux droited etd’ et une sécant@
coupantd en A etd’ en B, avec A B. On suppose en outre que les angles alternesied

formés par le couplal(d’) et la sécantd sont égaux.

)

Comment en déduire que, alodsetd’ sont paralleles ? Un raisonnement par I'absurde, o
plus précisément par contraposition, montre quiffisd’établir que, si les droited etd’ se

coupaient en un poif?, alors les angles alternes-internes ne pourrpgnetre égaux.

En ce cas, en effet, I’ang@B (par exemple), ne serait pas supplémentaireangle/B\Q
(puisque, d'aprés le théoréme sur la somme desardjun triangle, I’angleQ?B est
supplémentaire de lsommedes anglesA/B\Q et AﬁB) ; il ne pourrait donc pas étre égal a

I'angle alterne-interne de somm%z,t ce qui achéve la « démonstration » demandéepave

plus exactement que la réciproque de la propriéséadgles alternes-internes se laisse déduire
de la propriété sur la somme des angles d'un tigar@n voit ici clairement, en négatif, le
lien existant, dans les manuels en usage, entiedfece de cette démonstration et I'absence
d'une définition des angles alternes-internes quisame le cas de droites et d’ non
paralleles : rude solidarité des manques! Plusémdement, on peut avancer que la
soumission a une organisation déductvgriori, que porte en lui le paradigme démonstratif

ancien, constitue un obstacle a I'imagination dé&dacqui, dans le travail concret de la
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classe, réduit fortement les occasions d'appregs®n la matiére. Au chemin unique que
propose la voie démonstrative, le travail dédudbife substitue des cheminements divers,
inattendus, qui multiplient les occasions de dé&dwet donc d’apprendre a déduire, en
allégeant la lourde obligation traditionnelle deveair a tel résultat déterminé par tel chemin

tracé a I'avance, gu'il s’agirait seulement degeter.

4. Quelles mathématiques ?

4.1. Le probleme des savoirs et des connaissana&matiques que la profession gagnerait
a se rendre disponibles est au cceur de I'exeraicenétier. La distinction que nous avons
pointée entre mathématiquasenseigneret mathématiquepour I'enseignantconstitue un
point de départ pour aborder ce probléeme. Les mutidues pour I'enseignant sont
constituées de toutes ces connaissances — technitpehnologiques, théoriques — sans
lesquelles, déja, le professeur de mathématiquesraal a saisir les taches didactiques qu'il
lui échoit d’accomplir. Plus largement, on peutigésr, sous I'appellation de mathématiques
pour I'enseignant, toutes les mathématiques quéi-cepeut trouver avantage a mobiliser
pour outiller sa pensée et son action. Pourtantdiginction ainsi €ébauchée apparait
rapidement insuffisante : c’est cette insuffisagoe motive l'introduction d’'une notion plus
spécifique, celle de mathématiquesur I'enseignementlL’observation et I'analyse de la
formation des professeurs — notamment a travedésfmositif des questions de la semaine —
montrent en effet que les difficultés naissent,rdeyrofesseur, lorsqu’il se met en quelque
sorteau chevetde la classe, c’est-a-dire au plus prés des maiigues a enseigner. En
nombre de cas, la difficulté rencontrée en un teitexte semble d’abord renvoyer a des
mathématiques « savantes » qui, sans doute, peétrentegardées comme participant des
mathématiques pour I'enseignant. Mais, en hombreadeaussi, ces mathématiques savantes
se présentent dans une forme qui les rend improprdé®n peut dire, a la consommation
professionnelle par le professeur — par le profesem tant que professeur, et non pas
seulement en tant qu’esprit curieux de mathémadigD®u la nécessité de ce que nous avons
appelé, dans le chapitre 2 de ce mémoire, &isorations mathématiques intermédiajres
dont une part essentielle des matériaux vient dathématiques savantes, mais dont une
partie doit étre en quelque sorte créée « surriaite», au chevet des mathématiques a
enseigner et de leur enseignement. On est alorantlayn probléme de transposition

institutionnelle des savoirs mathématiques ; etoldme ailleurs, on doit constater combien
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le manque d’un travail transpositif approprié, aingle la noospheéere de I'enseignement des
mathématiques, fait probleme ! C’est ce jeu entaghématiques a enseigner, mathématiques
pour I'enseignant et mathématiques pour I'enseigammque nous allons tenter d’illustrer et

d’analyser dans ce qui suit.

4.2. Nous partirons d’'une gquestion régulierementles@e par les éleves professeurs de
deuxiéme année ayant en responsabilité une classeabnde, question qui concerne le

passage du programme que nous reproduisons ci-apres

La définition de six et cosx pour un réelx quelconque se fera en « enroul@yd sur le cercle

trigonométrique. On fera le lien avec les sinusosinus de 30°, 45° et 60°.

Ce commentaire du programme fait lui-méme I'objeind glose dans le document qui

accompagne le programme, ou on lit notamment ceci.

La notion d’angle orienté est introduite en géomaéfr..] ; la notion de cercle trigonométrique sera
introduite ici. Un logiciel de géométrie dynamigsera alors particulierement utile pour bien montrer
comment I'ensemble des nombres réetiroulesur le cercle et comment varient les projections de

I'extrémité d’un arc AM en fonction de la longuele cet arc.

Ce passage ne peut guére étre lu par un élévespenfie aujourd’hui, qui ne dispose en
général ni des connaissances mathématiques savantes « connaissances mathématiques
pour 'enseignant » nécessaires pour voir clairgroerdont il s’agit. Il en allait autrement au
temps de la réforme des mathématiques modernee-celvait apporté dans la noosphere
des connaissances mathématiques pour I'enseignedoantcertaines étaient devenues du
méme coup des mathématiquesnseignerAinsi en allait-il notamment avec la distinction
entre « grand sinus » et « grand cosinus » d’'ué@, cfit « petit sinus » et du « petit cosinus »

de l'autre : les premiers étaient des applicatidugroupe des angles dard [ 1] (on a, par

exemple, Sin 30° % Cos 45° 132@), les seconds étant des applicationdRddans {1, 1],

avec, par exemple sin 30 = Sin (30 rad) 6,988..., cos 45 = Cos (45 rad) = 0,525... Or, plus
de trente ans apres la réforme des mathématiqudsrnes, tout cela est devenu a peu pres
illisible pour de jeunes professeurs. Cette illlgd se manifeste par des questions qui,
notons-le en passant, apparaissent assez tardivelaes I'année, sans doute a cause d’'une
programmation de I'enseignement en classe de secqudne donne pas en général une
priorité a I'abord des fonctions sinus et cosinEs.2001-2002, lors de la 4%emaine, de

facon un rien mystérieuse, une éleve professeutigua ceci: « J'ai compris comment on
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enroulaitR sur le cercle, mais je ne vois pas comment s’evirggour définir co et sinx.
Pourriez-vous m’éclairer ? Merci. » Lors de la sem@d.8, un autre éléve professeur demande
« comment motiver I'enroulement dB sur le cercle trigopnométrique ». Cette derniere
question semble avoir décidé le responsable dunsémia apporter des €léments de réponse
— nous allons y venir —, en se référant en outraeaquestion posée deés la semaine 14 : « Le
fait d’enrouler la droite réelle sur le cercle énigst une expérience. Il n'existe pas de
transformation correspondant a cette expériencann@nt donc légitimer les résultats
obtenus ? » Ce qui est frappant en tout cela, gestle questionnement suscité par le projet
d’enseigner ne permet pas, a lui seulcdmer la véritable difficulté on patauge. En 2003-
2004, semblablement, une question formulée lods d& semaine indique : « Je ne sais pas
trop comment motiver 'enroulement de la droite d&sls sur le cercle trigopnométrique sans
gue cela ne me paraisse trop artificiel et impes@e qui fait probleme, donc, c’est qu'on ne
Voit pas clairement pourquoi on enroulerait la @roéelle sur le cercle trigonométrique, bien
gu’'on déclare que l'on voit parfaitement comment réalise cet enroulement (qui, pour
l'auteur de la question de la semaine 14 en 20@R-26st une « expérience »). Lors de la
semaine 20 de I'année 2003-2004, une autre questbiposée. Cette fois, comme on le
verra, la dérive « pédagogiste » est plus netterend’éléeve professeur s’y dit confronté aux
contraintes d’'une réalisation informatique qu’ibjgtte mais qui, craint-il, serait terriblement
mangeuse de temps, et s’interroge donc sur le Bageudes différents dispositifs d’étude
disponibles.
Je souhaite faire I'enroulement de la droite deslsrésur le cercle trigonométrique en salle
d’'informatique avec mes éléves sur Géoplan, maisidaire tracer (par le logiciel) les courbes sieti
cosinus en déplagant un point sur la droite dds.rin probléme est que je pense que c’est tnog lo
pour une heure (de 14 h & 15 h, le lundi — y padser heures m’'obligerait a attendre une semaine

entre les deux séances). Puis-je leur introdugrerdulement de la droite des réels avant en clafige,

de le comprendre mieux et plus vite sur Géopla2003-2004, & semaine 20)

On a la une conduite typique d’invocation de diffiés secondes, d’allégation d’obstacles qui
apparaissent comme autant d’écrans masquant le daeprobléeme. La difficulté évoquée
serait-elle levée si, d’'un coup de baguette magigatéléve professeur se voyait accorder
une séance exceptionnelle de deux heures — pampéxeie 14 h a 16 h, un lundi ?... Un autre
éléve professeur, toujours en 2003-2004, lors @laemaine, met sincérement en avant une
autre difficulté, qui ne tient pas, elle, a desbbmes d’horaires, mais a la faisabilité

logicielle de I'opération demandée par le programme
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Selon le document d’accompagnement du programndéenroulement de la droite réelle sur le
cercle trigonométrique peut étre visualisé a I'alédogiciels de géométrie dynamique. Je n'arriag p

a comprendre comment on peut faire apparaitre mmetukment ou I'on passe d’'une droite qui se
courbe pour s’enrouler sur un cercle. Est-ce vratméalisable sur un logiciel ? Lequel est le plus
efficace ? (2003-2004%2 semaine 22)

Lors de la 22semaine de la méme année, c’est-a-dire de laglersémaine de formation de
I'année, une autre question éliminera tous leslprobs liés a I'usage d’'un logiciel. Mais son
auteur y invoque ce gu’il faut tout de méme regari®, comme une difficulté-écran —
comment expliquer la chose aux éléves si I'on spatie que du tableau pour cela ?
Le programme officiel de “ préconise I'utilisation d'un logiciel de géométriynamique pour
expliquer I'enroulement de la droite des réelslsucercle trigpnométrique. Mais comment expliquer

cela au tableau, quand on ne peut pas faire autte?r(@003-2004,% semaine 24)

En 2004-2005, a la 2kemaine, une question plus directe est posésitgai quand méme la
difficulté dans I'« explication » a donner aux éev.

Pour la trigonométrie, les commentaires du programimdiquent qu’il faut I'expliquer par un

enroulement d® sur un cercle. Comment expliquer ce phénomené&@®¢2005, % semaine 21)

Que l'on prenne pour écran qui masque le cceur dolgme l'usage officiellement requis
d’un logiciel ou, alibi toujours disponible, I'expation a donner aux éléves, la rhétorique ne
varie guére. En 2001-2002, par exemple, une questola 18 semaine fait valoir cette
difficulté . « comment motiver I'enroulement &esur le cercle trigonométrique ? » En 2000-
2001, c'est-a-dire la premiére année ou s’appligueouveau programme de seconde, une
question formulée lors de la28emaine prend les choses avec davantage de sanalpour
autant rompre avec la rhétorique allusive ordimaget mise en ceuvre, qui multiplie les

références aux « symptémes » d’'un mal que, en ni&mgs, elle occulte.

En seconde, les angles orientés sont définis marraulement de la droite des réels sur le cercle
trigonométrique », soit par un procédé assez &oitgnla géométrie plane habituelle §& 2omment
faire le lien avec les angles géométriques ? Qarelges utiliser dans les rotations ? (2000-2061, 2

semaine 23)

Quelle est la réalité de la difficulté ? Une aujrteestion, posée en 2000-2001 lors de [a 15

semaine, nous mettra sur la piste :
M
Que doit-on attendre des éléves [a propos desidmscsinus et cosinus] ? Seulement

ceci: placer le pointm du cercle trigonométrigue qui correspond au pdiht 1
d’abscisse et en déduire caw et sinm ? (2000—2001,‘2 semaine 15)
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La confusion commise par I'auteur de la questidrr@glatrice — de méme que, a I'examiner
sans étre dupe de son apparente naiveté, |'étgitdstion, reproduite plus haut, mentionnant
'incompréhension de son auteur devant « cet eanoeitht ou I'on passe d’une droite qui se

courbe pour s’enrouler sur un cercle ».

4.3. De quelles connaissances ces éléves professatits besoin pour identifier le probléme
qui les arréte sans qu'’ils soient capables de tedter véritablement? On se référera
maintenant a l'intervention de l'animateur du séama sur cette question. Lors de I'année
2000-2001, qui inaugurait le nouveau programmeead®rsde, on ne trouve, dans les notes
écrites du séminaire, aucun développement sigtiffiéace propos: les deux questions
mentionnées ci-dessus, I'une de 1 4&maine, I'autre de la 2&’est-a-dire de la pénultiéme
séance), n'ont pas enclenché ce que le respongdibleséminaire appellerait une
« dynamique », c’est-a-dire un travail, sur la gieesde I'enroulement. La premiere question,
si elle apparait révélatrice d’'une incompréhensapparait en effet isolée et singuliére ; la
question de la Z3emaine est sans doute trop large et trop taptive motiver un travail qui
apparait lui-mémea priori, nécessairement étendu. Une autre situation wealpie en 2001-
2002 : cette fois, le responsable du séminaire@eré face a une suite de quatre questions
qui s’étagent entre la 14t la 18 séance, et que nous reprenons ci-aprés pour nE&moir

1. Le fait d'enrouler la droite réelle sur le cerdinité est une expérience. Il n'existe pas de

transformation correspondant a cette expériencenn@mt donc légitimer les résultats obtenus ?
(2000-2001, &, semaine 14)

2. Doit-on parler en classe d& Be mesure principale ? (2000-200¥, &emaine 15)

3. Dans le domain€alcul et fonctionsa propos des fonctions de référence, et plusiggrdent a
propos des fonctions sinus et cosinus, le prograpméeise : « La définition de sinet cosx pour un
réelx quelconque se fera en “ enroul&t sur le cercle trigonométrique ». J'ai comprigreoent on
enroulaitR sur le cercle, mais je ne vois pas comment s’errgeour définir co et sinx. Pourriez-

vous m'éclairer ? Merci. (2000-2001d,e25emaine 17)

4. A l'occasion de I'étude du théme « Fonctiongé@férence » jai fait le choix de ne pas traitensla
cette partie les fonctions sinus et cosinus maikesl¢raiter dans une partie distincte. Est-ce hoixc
judicieux ? De plus, comment motiver I'enrouleméeR sur le cercle trigpnométrique ? Et qu'apporte
la notion de radian ? (2000—200f,e, Zemaine 18)

Cette circonstance n’a sans doute pas joué de tatalement isolée. A parcourir les notes de
I'année 2001-2002, on s’apercoit que la dynamicquepiexe du séminaire a, cette année-la,
donné une place un peu inhabituelle aux questiensigonométrie. Dés la séance 3, ainsi,
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guoique de maniere tout a fait oblique, la trigoétne est mentionnée dans une explicitation
concernant les comptes rendus demandés aux pantisip Pour faire sentir que ces comptes
rendus ne sauraient se réduire a « une sechedeblmatieres », le responsable du séminaire

écrit ceci :

A titre de suggestion sur laquelle méditer, on @raguit ci-aprés la table des matiéres relativené u
chapitre d’'un manuel de trigonométrie d'autrefoi€e¢rges Durand,Pour comprendre Ig
trigonométrie Doin, Paris, 1947) : on s'interrogera sur l'infation supplémentaire minimale qui,
pour le lecteur d’aujourd’hui au moins, rendraiiptangibles les réalités qui y sont évoquées.
CINQUIEME LECON : Cotangente, Sécante et Cosécante

59. Définition de la cotangente. — 60, 61. Sa g&ation. — 62. Ses variations. — 63. Son utite:.
Régle et formules générales. — 65 a 67. Applicatio®8. Tangente et cotangente. — 69. Rdle d= la

cotangente. — 70. Remarque. — 71. La sécante. 7372a cosécante. — B8s. Le grade, unité d’angle

Paradoxalement, cette premiére rencontre aveddentbmétrie est la pour désorienter les
éleves professeurs, afin de leur faire comprendre des explicitations sont, en regle
générale, nécessaires, méme sur des matiéres quecrbit connaitre. Une deuxieme
référence dans le séminaire aux choses de la tmgétnie va apparaitre lors de lasg@ance,

dans la réponse apportée a la question suivante.

J'ai une classe dé'2en responsabilité. Parmi mes éléves, un bon @sadonstitué de redoublants, qui
sont loin d'étre mauvais. Le probléme, c'est quiks plaignent de s’ennuyer quand on corrige les
exercices (ici, c’était des exercices sur les gg@etions et les réunions d’intervalles) alors qaetdes,
parmi les non-redoublants, ont des problemes pEsufdire. Que dois-je faire ? Suis-je supposée leur
donner un exercice a faire, plus dur, pour les pecu surtout quand un de ces redoublants me
« demande » si on ne pourrait pas plutdt faireskele trigonométrique alors que la plupart deseséev

ne savent méme pas ce que c'est ? (2001-28%zenaine 5)

Dans un développement relativement substantietesponsable du séminaire souligne en
particulier que «l'occasion de I'épisode rappodEns la question mérite elle-méme une

réflexion », et écrit a ce propos :

% Chaque semaine, des participants au séminairechangés de rédiger desmptes rendus de séangei
constitue une forme de cahier de textes consulf@nehacun (en plus des notes rédigées par lensaple du

séminaire). Ce dispositif n'a pas été recondui2@d5-2006.
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... tout se passe comme si ces éléves avaient etetétec menu idéal » de formation — lequel, en
'espéce, inclut le « cercle trigonométrique », snakclut ou marginalise I'algebre ensembliste les

intervalles deR.

Il ajoute alors ceci, qui est de nature a attiistdntion du séminaire (et donc de lui-méme),

sur la question dite du cercle trigonométrique :

... s'il n’est nullement surprenant que des redoublanient le « cercle trigopnométrique » comme un

théme saillant du programme d¥ xur lequel ils souhaitent d’autant plus revenilils ont moins

Y

cherché & en pénétrer le sens (a l'instar de @&e£lqui réclamaient indéfiniment du professzaur
d’anglais gqu'il leur expliquesince for etago...), il n'est pas davantage surprenant qu’ils regatde

sujet des réunions et intersections d'intervaltasme mineur, et a dépasser sans délai !

A cette reconnaissance de fait, le méme format@posera fermement une conclusion

conforme a I'ensemble des éléments de sa répaneeité fait dénué d’ambiguité :

Bien entendu, le professeur ne saurait se sournrgettnrge telle injonction sans renonggso factoa

honorer les responsabilités qui sont les siennes lgaraitement du programme.

Il faut ensuite sauter a la ®.8éance du séminaire pour trouver de nouveaux Eppola
guestion de la trigopnométrie. Le travail engagéceome les systemes de nombres utiles au
college puis au lycée. Apres des développemengdrelatifs aux corp® etQ(m), les notes

de la séance indiquent que le cofpsne saurait suffire dés lors que I'on parle denaci

carrée, et qu'il faut alors, « en théorie », passecorp des nombres constructibles, « soit

le plus petit sous-corps @Restable pav ». C'est alors que survient le développement sijva

a la fois concis et dense.

© Mais cela ne suffit pas : un nouvel enrichissenmembérique doit en théorie étre envisagé. Il és. li
a lintroduction — en $— durapporteur gradué erdegrés(et, par suite, a la considération d’ang es
mesurés en degrés par un entier ou un décimal)s puila définition de ces «rappoits
trigonométriques » que sont @sinus(en 4), le sinus et latangente(en 3) d'un angleaigu: le
probléme est en effet que certains angles ne sentgnstructibles a la régle et au compas, et goe«
les rapports trigopnométriques correspondaetsont pasles réels constructibles. On démontre ainsi,
classiqguement, que, par exemple, il en est ainkadgle de 20°, et donc aussi des angles de ]14°2°

59 (alors que 'angle de 3° est, lui, construcjible
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® Pour étre tout a fait a l'aise, il conviendrait gk placer dans le corgsdes réelsalgébriques les

angles usuellement manipulés au collége sont dégphes rationnels det radians (on a par exemp e

20° :% Tirad, 37° :%)n rad, etc.). Or, pout, n 00 N*, la valeur des fonctions trigopnométriques sur-un

réel de la formé = %ﬂ (O Q[m) est toujours algébrique : I'identifReg(cosO + i sinB)"] = 1, olRe

désigne la partie réelle d'un nombre complexegésétren effet sous la forme P(d@s= 0, ou P est ur
polynéme non nul a coefficients da@s en sorte que cdsest un nombre algébrique, ce qui entraine

gu’il en est de méme de dret, chaque fois gu’elle est définie, de @an

Il'y ala, pour la premiére fois, un développentent a fait inédit pour ces éleves professeurs,
qui pourrait leur laisser penser que la sciencke @tileur activité professionnelle reste a
identifier avec davantage de précision ! La questie la trigopnométrie va resurgir lors de la
séance 18, mais cette fois dans un cadre toutetficE’est a la 19séance du séminaire que

son responsable va répondre aux quatre questippslégs plus haut. Une premiére partie de
cette réponse consiste a réfuter I'affirmation sdiquelle 'enroulement ne correspond a
aucune transformation mathématique, puis a indigoemment cet enroulement permet de
définir les fonctions sinus et cosinus, avant deetipper rapidement les principaux résultats

qui en découlent.

@ L’enroulement évoqué peut étre « matérialisé »cpaui de la (demi-)droite (IM) comme le monre

la figure ci-aprés : M vient en M’ tel que Ionguemr/ll\_/l’\= IM.
M

“9A propos de la détermination du rayon de la Tattebuée a Hipparque (verd50), les notes du séminaire
indiquent que Hipparque, qui « avait déterminésiasis avec une grande précision (5 décimales e)act@eut

étre regardé « comme le fondateur de la trigonoenstr
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- — T
O Soitt 'abscisse de M dans le repére 6,] ). SoitB la mesure en radian d®M’ ; on a : longueu:

de/II\/T’ = B x 1 =t. Le point M’ a donc pour coordonnées,:= cos = cost, yy = sinf = sint. Dans
le plan complexe, la transformation qui fait pagteM & M’ s'écrit donc : 1 + i €".

@® Le programme privilégie I'enroulement de

[0, 2r] ou encore de [r T( (ci-contre). | M
EEn conséquence, il n'apparait pas utile de parler

de mesur@rincipale: que I'on choisisse de mesurer ¥

les angles avec les réels de l'intervallg [A] ou de O) |

l'intervalle [0, 2], chaque angle aurmemesure, et K
non une infinité (méme si les fonctions cosinus et

sinus, définies suR, prennent une infinité de fois N

chacune de leurs valeurs).
® Si I'on admet comme « évident » I'enroulementRisur le cercle de rayon 1, ce qui est le poirt de

e . . . cost = x
vue du programme dé%2on peut alorsléfinir les fonctions sinus et cosinus é%rint _ y,\:/l'
cos0=1
O Pourt=0ona M= etdon%SinO=O
® Le cercle trigonométrique étant de longuem Pourt = 2im on a de méme M = | et doac
cos at=1 . . Cos =1
{sin o= 0" Plus généralement, on al{rgin qr= 0 Pour toutk O N.

© On a de méme

cos(g + Zm) 0

sir(g + 2<n)

pour toutk [ N.

1

o ({cos@w 2m) = -1
NS AU singrr+ 2am = 0

O Les résultats précédents restent vrais gdliZ. On a de plus, pour totf] R, codt + sirf t = 1 et

donc —1< cost, sint < 1. Pourt O [—g+ Z(T[,g+ 2kn} kOZ, on acos =\/l —sift et, pourt [
[2km, 0+ 2k, k O Z, sint =4/1 — codt, etc.
© Soit P le point du cercle trigopnométrique tel que

P
IOP =45°. Quel est le point M de [Gg2jui, par

enroulement, va se superposer a P (voir ci-apres) ?

J
La longueur de lardP est €gale a la moitié de /
\9

celle du quart de cercle, Séﬂg:g; il est clair

oy

que co% =Xp=VYp= sin% :322 valeurs qui vérifient
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bien I'égalité cost + sirf t = 1.

i S S i
0@ Les points Q et R tels qu®©Q = 30° etlOR = 60° correspondent de méme, respectivemexr, au

points M de parametrg, = %g = g ettgo = %g = g

1 R G : R U PG B o
est2 et onadonc.coi—z. Par suite, on a.s§1— 1 (2) —\/;— > En considérant ce

Eméme le triangle OJQ, on obtient :

Le triangle OIR étant équilatéral, I'abscisseRt 2

n_1\3
COS6 = 2

. 1
sinz =5

@ On établit un certain nombre d’identités a I'agietransformations élémentaires.

 La symétrie d'axe (OP) échange les abscisses etdiwnnées des points de |’aﬁ. On a ainsi, pour

tO [o,g}

cos{E— ) = sint

2

sir(T—T— ) = cost
2

* En considérant la symétrie d'axe (OJ), on étabit méme quon a, pout O [0, T,

{cos@r—t) = —codt
sin(rt—t) = sint

» La symétrie d’axe (Ol) conduit semblablement achanre que, pour tout O [-1 1], on a

{ cos() = cost
sin(-t) = —sint’

cost + m = —cost

» La symétrie de centre O permet d’écrire que, palfo, 1j, on a{ sint + ) = —sint -

» On peut étendre ces égalitéR dout entier. Si, par exemples to + 2k, oud Z, avecty O |:TL 3711}

On atp—mtQd [07—21 et donc cc(%[— (to—n)) = sinfp, — M) = —sint,. En observant qug —to—m 0O

[Og} on a: co(sg—to) = —co{g—t(ﬁn) = — CO%T— (to—rr)) = —(-sinty) = sinty. Il en découle

Eaussitét que cég—t) = sint.

4.4. Le développement précédent ne délivre pastieasio d’un enseignement ; mais il brosse
rapidement l'essentiel des mathématiques pour dignement utiles au professeur. La
réponse n’'est pas terminée pour autant. Le resplenda séminaire la poursuit en ajoutant
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trois développements de nature assez distinctprémier, fort succinct, et qui releve, certes,
des mathématiques pour l'enseignant, fait référeiacane propriété fondamentale dont

I'examen ne sera pas poursuivi dans ce contexterdmtion®”.

@ Il nest pas possible de justifier au lycée I'égiece d'un « enroulement » de la droite réellelecr
cercle trigonométrique, qui découle des propriédgmlogiques deR : il existe d'ailleurs des sous-

corps X de R assez «riches » pour servir de corps de basegé@dmétrie « élémentaire » et tels

pourtant qu’on ne puisse pas « enrouler » la draiteériqueX sur le cercle trigonométriquie, = { (X,

VWOK/IX+y =1}

Le second reléve lui aussi des mathématiques famgeignant, dont la fonction est d’éclairer
les mathématiques pour I'enseignement que le ragde du séminaire présentera ensuite. I
s’agit d'une construction qui fut classique danpdaiode de la réforme des mathématiques
modernes, et dont nous avons évoqué certainesodetisions. Nous la reproduisons iici

extenso

® La question se pose, en revanche, de motiver hatation esquissée ci-dessus. Pour cela un
certain nombre de points doivent étre préciség, ldatistinction entreanglesetmesuredes angles : ol

commence donc par la notion d’angle.
© Dans la construction « moderne » de la géométriglah, on en est venu a définir I'angle des de ni-

droitesA; etA, d’origine O (ou I'angle « que falt, avecA; ») comme l'uniqueotationr de centre C
qui transformed; en A, : r(A;) = A,. Plus exactement, les rotations de centre O formargroupe
commutatif SOR?), on introduit de maniére formelle wgroupe additif4, dit groupe des angles

isomorphe au groupe SRX).
® On peut concrétiser le groupé en prenant pour ensemble sous-jacent I'ensembi¢ieqt de

I'ensemble des angles de demi-droites par la oslati€quivalence définie par
(A1, D) O, DY) < il existep O SOR?) tel qued’ = p(Ay) ety = p(Ay).

Cette définition est compatible avec la précédeBiteen effety 0 SOR?) est telle qué\, = r(A,) et si

on a Q\y, &) O(A, AY) avecp O SOR?) tel qued;, = p(Ay) ety = p(A), on a aussi(Ay) =
/\

r(p(Ay) = p(r(Ay)) = p(Ay) = Ay'. On peut noter(A;, Ay) I'angle du coupley, A) ; on dit que c’est

“ Pour éclairer le passage ci-aprés, on pourra ttendlannexe 1 de I'ouvrage de Jean Dieudoni@gbre

linéaire et géométrie élémentaifgoisieme édition corrigée et augmentée, HermBanis, 1968).
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/\
'angle de la rotatiomr qui transformed;, A,. Pour toute rotatiom, on a ainsi: (p(Ay), p(4,)) =

—

(Og, )

© Montrons maintenant que totigométrief qui laisse (0, 0) fixe est une application linéaile R
dansR?

* Soit M(x, y) un point deR? et soitA O R. On note N le point de coordonnéds,(\y) ; on doit
montrer que N’ AM’, ou N’ = f(N) et M’ = f(M). Supposond >0 ; on a ON = OM + MN. Commie
est une isométrie, on a ON’ = ON, OM’ = OM, M'N’ ®N en sorte qu'on a aussi ON’ = OM’ +
M’'N’: cette égalité indique que O, M’, N’ sont gliés, avec M’ entre O et N'. On a en outre ON =
ON =AOM =A0OM’, et donc N’ =AM'. Le casA <0 se traite de maniére analogue.

« Soit maintenant M et N deux points & La technique déja mise en ceuvre permet de maqnieete

milieu de [MN] est transformé par toute isométniele milieu de [M’'N’], ou N’ =f(N) et M’ = f(M).

Onadono‘(M;N)=M ’;N Il vient ainsi :f(M+N)=f(2M;N)=Z‘(M;N)=2M ’;N - M+

N’. L'applicationf est donc bien linéaire.
® Soit une rotatiom et soit I' = @, b) 'image de | par. Soit par ailleurg la rotation de centre O qui

transforme 1 en J ; la rotatiahf est la symétrie de centre O. Comme afi)e= I' = al + bJ il vientr(J)

=r(¢() = o(r() = ¢(al + bd). La rotationp étant linéaire, il vientr(J) =ad(l) + bp(J) =aJ —bl = —

bl + al. La matrice de est dontgf)1 _:}.

© On peut si I'on veut — c’est ce qu'on fait tradithellement, et c'est ce que I'on fait au collége

/\
aujourd’hui encore — introduire le cosinus et beusi d'unangle Mais les applicationgA, &) —

Cos(Ay, ) et (A, D) — Sin(Ag, Ay) sont alors des applications, non Redans [-1, 1], mais du

groupe des angleg dans [-1, 1]. On doit donc les distinguer desiappbnst — cost ett — sint de

R dans [-1, 1] dont la définition a été rappelées fiaut. Cette distinction était marquée autrefarse
fait d’adopter les notations Cos et Sin pour lescfonsd’'un angle et cos et sin pour les fonctiols

d’'un réel (les éleves parlaient du « grand cosinus » et gdatit cosinus », etc.). La matrice d’'une

. /\
rotation d’angle(A;, A;) se note alors :

COS(A]_, Ag) - Sin(Al, Ag)
/\ /\
Sin(Aq, A7) Cos(Ay, Ay)

{ 0.0 /\}
Le troisieme développement va alors enrichir I'apgo mathématiques pour I'enseignement
en traitant d’'une question élémentaire, abordéelecla facon la plus concrete et détaillée,
sans doute parce gu’elle apparait comme trés é@rang la culture moyenne des éleves

professeurs.
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® Pour mesurer un angle, l'idée de base est de Brekutongueur de I'arc qu'il intercepte sur iin

cercle de rayoR centré en son sommet.

O Bien entendu, admettre que I'opération est passiblest essentiellement admettre qu’on paut

enrouler la droite réelle sur un cercle...
® La mesure obtenue estpriori non définie, puisqu’elle dépend de la medRidu rayonR/, ou ¢ est

'unité de longueur choisie dans le plan (centimégtc.). Pour cette raison, on choisit une unié d
mesure de la longueur des angsqui soit proportionnelle B, ce qu’on peut écrire =?f, le nombre

a étant tel que la longueur du demi-cercle \aut

* Sil'on prend pour unité la longueur d’'un arc égal ateiéme partie du demi-cercle, omaTé et

donca = n. L'angle d’'un couple de demi-droites interceptantarc de longueur est dit d'undegrési

n = 180, d’'ungradesi n = 200, etc. Ainsi, poun = 180, un couple de droited;( A,) interceptant ur

. 3
arc dont la longueur vaut I%sde la longueur du cercle, soit un arc de IongtgeuBGOu = 135u, est

/\
alors I'angle de 135 degrés, noté 13%4;, A,) = 135°.

» Si I'on prend pour unitél la longueur du cercle, c’est-a-dire si= >

on au = 2mR¢. L'angle

correspondant est dit alors d’tiour. Ainsi un couple de droited\{, A,) interceptant un arc dont |a
. 3 :

longueur vaut Ie% de la longueur du cercle, soit un arc de Ionggeun: 0,375y, est I'angle de 0,374

tour (ou de trois huitiéemes de tour).

* Si I'on prend pour unité la longueur d’'un arc ayant méme longueur queylerr® du cercle, on a

= R/ et donca = 1t L’angle correspondant est dit alors d’'tadian (du latinradius, rayon). Ainsi un

couple de droitesy, 4;) interceptant un arc dont la longueur vautgede la longueur du cercle, scit

3 . 3 : .
un arc de Iongueug (2rtu) = 0,751 U, est 'angle de 0,7bradians, ou4iT radians (noté @5t rad) :

- = TT

3 . .3
(A1, Ap) =7 rad. On a am&%T rad = 135°,
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» On évitera de parler de I'angle « de>, maniere de dire qui n'a pas plus de sens queader de
'angle « de 3 ». On prendra soin de parler deglanle 1t radians de I'anglede 3 degrés voire —
pourquoi pas ? — de I'angle dedegrés ou de I'angle de 3 radians.

© Les conversions de mesures peuvent se faire pacaloul qui rend inutile tout tableau ce

proportionnalité, a partir des égalités de basé £80rad, 1 tour = &rad, etc. On a ainsi par exempl: :

3M g =3 _3 0 = 1350 : %,3;5 0 135 _3 -
2 rad =2 (Ttrad) =2 % 180° = 135°. Inversement, on a : 13 80 180 =180" mirad =2 Tirad =
3n

7 rad. De méme, on obtien%-[ rad =§ (2rtrad) =g tour = 0,375 tour.

® En vertu de ce qui précede on a par exemple :136%( = Co%%n rad) = Cos(0,375 tour) =3—ZQ.

. . 31 L, , , e
Mais une expression comme cos 135 ou—goest déenuée de sens tant que I'on n'a pas défime u

application, notée cos (« petit cosinus »)RdgansR.

4.5. Ce qui précede est l'essentiel du viatique tpieséminaire apportera aux éléeves
professeurs de I'année 2001-2002 sur la questiofedmulement de la droite réelle sur le
cercle trigonomeétrique — comme, plus généralensemt]a question de la mesure des angles
et de la définition des fonctions trigonométriqués notera en passant que la question
relative & I'usage du logiciel a été — volontairemeu involontairement ? — oubliée, sans
doute parce qu’elle n'apparaissait pas prioritioeir déméler le probléeme d’enseignement
posé par les participants au sémin&freéOn notera surtout que le traitement mathématique
éventuellement donné, dans les enseignements s#tméamont de la deuxieme année
d'lUFM “*3 aux questions envisagées ici apparait en géimswfisamment apprété : c’est |a
un hiatus handicapant dans la préparation dessfyitafesseurs. C'est ainsi que, de 1995 a
2000, a figuré dans la liste des sujets de la pnemgépreuve orale d’admission au CAPES

externe de mathématiques un sujet dont le lib&dlié lé suivant :

“2 Cet « oubli » sera réparé en 2005-2006 — voictedr « Enroulement » & I'adresse :

http://www.aix-mrs.iufm.fr/formations/filieres/malata/pcl2/2005-2006/Enroulement.g2w

On trouve également des préparations logiciellesespondant a l'indication du programme sur divatss
Internet, par exemple aux adresses suivantes :

* http://yallouz.arie.free.fr/flash/trigo.php

* http://www.ac-nancy-metz.fr/pres-etab/Lapicque/Ganfsec_trigo 003.htm

* http://www?2.ac-lyon.fr/enseigne/math/utiordil.html
3 Voir ainsi Christian Houzelnalyse mathématiqu@elin, Paris, 1996), p. 183-195.
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Etude de l'application qui, & tout nombre re’xelassocief(%g. Application a une définition des
0

fonctions trigopnométriques.

On sait que, en substance, la démarche suggérdaitardéfinir d’abord la fonction tangente

sur}—E —[ comme fonction inverse de I'applicatigr—> f

2'2

T .
1+ deR sur} [ Puis, la

2'2

fonction tangente ayant été prolongéR par te-périodicité, on définit le cosinus et le sinus

d'un élémentx de R par les expressions classiques en fonctioh :detang. Dés lors, bien

entendu, on dispose de I'applicatibr> €' = cost + i sint, qui mathématise I'enroulement
sur le cercle trigopnométrique de la droite d’équatt = 1. Le cheminement ainsi proposé
apparait tres alambiqué ! Le sujet évoqué ici fddtns certains ouvrages de préparation au
CAPES, I'objet d'un traitement détaillé qui, en géal, apparait davantage soucieux du détail
mathématique de I'exposé que des raisons d’étta daestion proposée. C’est ainsi que tel
auteur, qui consacre quelque onze pages pleingaitament du sujet, ouvre son exposé par
cette observatioff : « Cette lecon est I'occasion d'utiliser beaucaliputils de I'analyse
élémentaire. » Selon un patron classique, la sagibn des connaissances a faire surgir dans
I'exposé découle alors moins du projet professibmies candidats que d'une volonté de
contrble de leur familiarité avec un univers mathéque dont il semble secondaire de
rechercher la bonne adéquation au métier de pmfes®n ne s’étonnera pas alors que, dans
une section de « remarques et compléments », linatentionné prenne soin de souligner la

« maladresse entendue dans certains exposés »oqgsiste a dire . « On admettra que

, x dt _m : , _
lim j 1+¢ = > Etlauteur de soulignér :

X — +o0o

La cohérence de la lecon veut que le nombseit défini & cette occasion, sans référence sautre
définition : sinon il faudrait préciser laquelld,faire le lien avec la limite précédente (autaint due

I'on ne serait pas au bout de ses peines!).

Il nNest pas certain que la « cohérence » invoquaeésoit criante pour le futur professeur !

comme

Encore faudrait-il qu'il situe le travail accomplutour de I'applicatiox — J 1+

une solution possible a un probleme dont la fortiateapparait ici tres incomplete. Il serait a

44 Bernard Balaguet,a lecon d’analyse au CAPES de mathématidEéipses, Paris, 1999), p. 272.
45 Op. cit, p. 281.
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cet égard éclairant de comparer I'abord du probldmé mesure des angles — qui, ici, reste
dissimulé*® et qui, surtout, ne fait pas référence au problgcemtral pour le professeur
praticien, sinon peut-étre pour ce professaupartibus qu’est un candidat au CAPES) de
'enroulement de la droite réelle sur le cerclggdrnométrigue — avec des exposes plus
anciens, ou la question de I'enroulement étaitaeurcde I'étude du probléme. C’est ainsi que,
dans un ouvrage déja cfté Gustave Choquet dégage les propriétésriori que devrait
posséder l'application de R sur le cercle trigonométriqu& puis précise que, dans

I'enseignement élémentaire de la géométrie, on #ingu’une telle représentatignexiste

et que toutes les autres sont de la fotme ¢(kt), ouk est un réel non nul. Car, écrit-il, « il
n’existe aucune démonstration élémentaire de ¢efai bien que « I’honnéteté exige (...)
gu’'on I'énonce explicitement sans prétendre le démeo...» En admettant donc qui
existe, on peut alors conduire une étude des Etégrided, définir la notion de mesure
principale, le changement d’unité de mesure, etcréalité, ce programme de travail sera
accompli en 2005-2006. Pour répondre a une demmsigante de quelques stagiaires, le
responsable du séminaire prend alors la décisigreurrisquée d’entrainer la promotion dans
cette petite aventure mathématique, qui se réaliserdeux temps. Le premier temps a lieu
lors de la séance 17, le 31 janvier 2006. SousréextMesure des anglesuite», 'expose, ce

jour-la, commence par un rappel.

a) On poursuit ici I'étude de la « mesure des angleen commencant par un bref rappel.
1) On a vu que I'enroulement d'uriéficelle autour d’'urk®-carré (figure ci-dessous, & gauche) ne
T

4% Ce qui n’est pas le cas dans I'ouvrage de Chnigfiauzel cité plus haut.

" ’enseignement de la géométrie, p. 121-126.
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pose pas de probléme, quel que soit le sous-c¢orfER : 'application correspondante est bien définie
surX et estsurjective c’est-a-dire qu’elle permet de mesurer tout «adt carré.

2) En revanche, si I'on remplace le carré par unledfigure de la page précédente, a droite), va 1
aussi que l'arc de cercl/l:]\ n'est pas mesurable des lors que X — ce qui est le cas lorsgéeest un
sous-corps du corps des nombres algébriques, etettoparticulier sk = C.

3) On notera que les points | (1 ; 0) et J (Osdrjt bien des points d&, quel que soiK. L'application

y:iu— M(u, A1 —u2) de [0 ; 1] dans I&*-arc de cerclel] permet de se demander si celui-ci%ést

rectifiable, c’est-a-dire si 'ensemble des nombres

f(ui) = |M1 + M1M2 + ...+ Mn_lJ

ol My =y(u) pouri=1, 2, ...net0<u;<...<u, <1, admet une borne supérieure d&ns

H T[ HE L H 2 H 1 )
Or on sait que suf,) =2 en sorte que si I'on travaille avec un cofpde nombres algébriques, I'a’c

considérén’est pas rectifiable on retrouve que 1Z-ficelle ne peut étre enroulée correctement au our

du K*-cercle trigonométrique.

Le travail se poursuit alors par un ensemble siréatle développements. Dans une premiere
partie, apres quelques préliminaires simples, &npmene de I'enroulement fait I'objet d’'une

modélisation mathématique.

b) On va maintenant étudier, en plusieurs étapeprdbleme de I'enroulement deRaficelle autour

du R%cercle trigonométrique, que I'on identifie & I'ensble des nombres complexes de module uité,

U={x+iy/(xy)OR?OX+y =1}

1) Rappelons que, muni de la multiplication des glexes,U est un groupe commutatif : on a en effat
X+ +iy) = K+ Y —y') =X HYY F (XY +YX)

avec 0 +YY) + (xy +yx)° =X +y?) + Py P+ x%) =Xy = L

2) On étudie alors les applicatiopss'il en existe, d®R dansU qui « enroulenR surU ». Etant donné

une telle application, une « mesure » de l'angle [0 A sera alors le réeltel que :¢(t) = Cosa +

i Sina OU.
* Que doit vérifierp pour qu’on puisse parler d’enroulementilesurU ? Il faut bien sir qué soit

défini surR, « sans trous »¢i doit donc étre une application RedansU.
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» Une autre condition a été mise en avant par cenga’vu jusqu’ici : il faut que tout point dé soit
atteint parp. En d’autres termeg, doit étresurjectif

 L’enroulement peut, physiquement, étre caractéxisg! : si A, B, C sont des points de la « ficell:
tels queIDBDC = DIBC, et M, N, P sont les points du cercle que recenvvA, B, C respectivement lors (le

I'enroulement, on doit avoir (avec des notatiornisiéntes)

— T — T T

(A|, AM) = (AN, Ap) ou IOM = NOP.

On doit donc avoir I'implication

P e N

od - og -
BC = 1A = IOM = NOP.
Supposons maintenant que les points A, B, C vétifi€ = 1A + 1B ; cette égalité est équivalen e

0o 0o oo og- . , . L, N , ..
a:AC = IC — IA = IB. La condition nécessaire précédente peut dosaétormulée ainsi :

oo- — = — = — =

IC=1A+ 1B = (A, 0p) = (O, Ay) + (O, D) .
Si I'on notet ett’ les abscisses de A et B sur la ficelle munie génmne (1, fj), I'abscissdc de C vérifie
tc =t +t'; 'implication ci-dessus s’écrit alors

tc=t+1t = ¢(tc) = 9O (t)

soit encorep(t +t') = ¢(t)¢(t') pour toud, t' O R. En d’autres termeg, doit étre urhomomorphisme
du groupe additif dR dans le groupe multiplicatif.
» Une troisieme conditioa priori nécessaire est que I'applicatipnsoit continue c’est-a-dire que s
(t,) tend verg dansR, alors §(t,)) tend versp(t) dansU : il s'agit la d’'une condition théorique, quii

évite les solutions mathématiques « tératologigues

La suite du travail au cours de cette séance seppluss I'existence d’une applicatian
satisfaisant aux conditions dégagées par le tradailmodélisation préalable. Dans une

premiere étape, les propriétés de cette applicgtioypothétique sont explicitées.

c) Le probléeme posé est alors celui de I'existetioee applicationh et de son unicité éventuelle. Cn
se place ici dans I'hypothése de I'existence diatle applicationp. Dans ce cas, on peut noter tout de

suite que, alors, toutes les applications de lmédri— ¢(kt), ouk est un réel non nutonviennent

aussi On verra qu’en fait ce sont les seules.
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1) Le noyaup(1) d’une telle application est un sous-groupe tifddimé deR différent deR puisque,

¢ étant supposé surjectif, il exidté 0) tel qued(t) = —1. Comme on a alodg2t) = ¢(t)* = 1, (1)

est un sous-groupdiscretdeR distinct de { 0 } : il est donc de la forme{2/) /n O Z }, avec/ > 0.

On a alors, pour tout] R et toutn 0 Z : ¢(t + 2n¢) = d(1)d(2n¢) = d(1).

« On a de plusd(£)® = ¢(2¢) = 1 et dona@(¢) = —1. Par suiteh(¢//2)° = $(¢) = -1 ; on a don(¢/2) = i

ou —i : on dira queé est positive sp(¢/2) = i, négative sp(¢/2) = —i.

* Soitx : A — U lisomorphisme permettant d’identifier le groupdddif des anglesd au groupe

multiplicatif U ; posonsp = x "¢. Dans tout ce qui suit, on appelle « mesure »telfeapplication).

On a: pourtout R ettoutn 0 Z : Y(t + 2n¢) = P(t) + Y(2nd) = Y(t) ; Y(¢) =w ; Y(4/2) =4 ou -d.

* Soity une mesure de périodé. Pour tout réein > 0, il existe une mesufede période @, a savoir
tio &(t) = Lp(% t).

Si'on admet que, pour> 0 donné, il existe uneniquemesura) de période 2 on dira que la mesur 2

Y est faite erdegréssi ¢ = 180, ergradessi ¢ = 200, erradianssi ¢ = 11(mais on se souviendra que le

nombrertn’a pas encore été défini a ce stade de I'étude !)

* Soit la mesurg) de période 2; étant donné& O A, puisqua : R - A est surjectif, il existétel que

Y(t) = a. L'équationd(x) = a a pour ensemble de solutioBs {t + 2n¢ /n O Z } : chacun des réels

+ 2n/ est appelé une mesure de celui d’entre eux qui appartient a [0/ 2st appelé la mesuiz

principale (pary).

« A partir du moment on l'on dispose d’'une mesurs aegles) (de période @), on peut diviser ur

anglea quelconque par n’importe quel entier naturefalors que si I'on travaille dans le pldh

associé au corps des nombres constructibles, la trisection d’'unlemigst pas toujours possible par

exemple). En effet, puisque: R - A est surjectif, il existétel quey(t) =a ; on a alors, en posaft

= W(t/n), nB =ny(t/n) = (t) =a.

Le cceur de I'étude va consister alors a explidéedéveloppement en série entiére de la
fonction ¢ hypothétique, ou plutdt a introduire une fonctigpn) par son développement en
série entiere, dont on va montrer qu'elle posseéde dropriétés attendues ¢e a une

exception pres, qui ne sera traitée que lors dédace suivante.

2) Pour avancer dans I'étude des homomorphismemas : R — U, considérons I'applicatio® de

t
R dansC définie par () = [ ¢(u)du.
0
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* La continuité deb implique qued est dérivable et qu®’ = ¢. Il en résulte qué n’est pas constant2
et en particulier qu'’il existe 0 R tel qued(ty) # O.
t+t' t+t' t
« Soitt, t OR. Ona:dt+t)= [ ¢(u)du —f¢(u)du + [oudu =) + [ o(v+dv = () +
0 0 t 0
.
fcb(v)cb(t)dv: (1) + d(t)D(t'). Prenond’ =t ; il vient, pour tout O R :
0

o) = 210 =00
®(to) .

Cette expression montre gfest dérivable (puisque I'est) et que I'on a

Ot +10) —0(f) - 9P (to) —¢(1) — $(to) =
o'(t) = chEt) db(()to) dDO(t) Lo =100

our =20 —-1nc).
d(to)

« En dérivant I'égalitéh® = 1, on obtienty’d + d¢’ = 0, soitd’® + ¢’® = 0 ou encore 2R¢($) = 0
Commed’'d = Adpd = A, il existek O R tel queh =ki. On a ainsip’ = kidp. Posons = Refh), s = Im(d),
en sorte que, pour toufl R, ¢(t) = c(t) + is(t). L'égalitéd’ = kidp s’écrit doncc’ + is’ = ki(c + is) = k(—
s+ ic) et par suite équivaut au systéeme différentiel
{c’ = ks

s’ =kc
avecc(0)=1lets(0)=0
3) Sid =c +is, existec ets vérifient nécessairement le systéeme précédent.
« Prenonk = 1. On a alors®” = (1) ¢, c®* Y = (-1J"'s, et, de mémes®” = (-1)'s, s?"* P = (-1Jc.
Il en résulte que les séries de Taylorcads, s'écrivent respectivement

l——x2 —x _ ey

(2n)!
X -2 x3+lx5— R 0
31" "Bl @n+1)!

» Les séries entieres précédentes ont un rayon ikeigenceinfini. Sans utiliser de résultat plcs

avancé, on peut igoser

_ (1) 2n _ 1) o
ci(t) = Z @) " etsy(t) = Z (2n+1)| {21

ce qui conduit & poser

' (L) een ™, ™ _ KEL”
(0 = Z(Zn)' (2n+1)' Z(Zn)' (2n+1)! n

n=0
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® n\Nn
En vertu de théoremes classiques, on a bjglft) = Z (n—l)' =i %L =ip(t).
n=1 n=0

« Vérifions qued, est bien un homomorphisme d () dans(, x). On a:

:1()0:(t') = Z ﬁ—'l"

=0
Avec des notations évidentes, le terme de radg la série produit s’écrit :

p=0 P (n-p)!
p=0

n n
n . . . .
_ _ (i)’ ()" _i" n o _ (I(E+0))"
= L= =2 (e =Hr
p=0

On a donc D1(t)4(t') = Z cn ZM ¢4(t +t'). Il résulte de la que, en particulier, or a

n=0

¢1(0)P1(-1) = ¢4(0) = 1, soitﬁ = ¢4(-1). Il vient en conséquenams‘pmlfﬁ =¢4(—1) =ﬁ, en sorte que

b2 = ¢1(t)3)D1(Dt3 = 1. L'applicationd, est bien un homomorphisme dg, {+) dans(, x).

 Soit$ une application satisfaisant au « portrait robbteé plus haut ; on sait qieest dérivable e
gu'il existek 0 R tel qued’ = kip. Posons alorg(t) = ¢(t)dp.(—Kt) ; C est dérivable et I'on al'(t) =
¢'(D)P1(kt) — kid(t)dpo(—kt) = 0. Par suite{ est constante siR ; commel(0) = ¢(0)p1(0) = 1, on a
doncd(t)p1(—kt) = 1 pour tout O R, et donc

o(t) =

¢1(—kt) = ¢4(kt), pour toutt [0 R.

Les seules applicatiogspossibles sont donc les applicatiors ¢1(kt), ouk O R, & condition bien s(-

gue¢; convienne -€e que I'on examinera la prochaine fois

La suite annoncée apparait dans les notes deraes#8, le mardi 7 février 2006, sous le titre
« Mesure des angles, encore ! ». Le travail négessst plus bref. Il se concentre autour des

propriétés de la fonctiopy, définie dans les développements que nous venorepdaduire.

a) Lors de la séance derniere, on avait rechehdohctionsp de R dansU ayant les propriété;
suivantes :

(1) ¢ est définie suR tout entier : c’est donc une applicationRielansU ;

(2) ¢ est unhomomorphisme&u groupe additif d&R dans le groupe multiplicatll : on ad(t +t') =
¢(®)d (') pour toug, t O R.

(3) ¢ est une applicatiocontinuedeR dansU ;
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(4) ¢ est unesurjectiondeR surU : tout point deJ est atteint pag.

b) Cette recherche avait abouti a définir I'apglmad, définie sumR par :

oy =" (O
n=0

On avait établi que, satisfait aux trois premiéres conditions ci-des&irsoutre, on avait vu que, €n

posant, pour toutl] R,

- . (1) 2n - c (1) on1
&) Z(zn)!t ets,(t) Z(2n+l)!t
n=0 n=0

ona:b;=c; +is.

¢) La démonstration de la surjectivité @iese fait en plusieurs étapes.

1) On a vu que,(0) = 1 ets(0) = 0, et que,’ = —s; ets)’ = ¢;. On établit d’abord qu'il existed R tel
quec;(t) = 0. Supposons en effet qu'il n’en soit pas ajrgiétant continue, puisque(0) = 1, on aurai
ci(t) > 0 pour toutt 0 R et doncs,'(t) > 0 pour toutt [0 R. L’applications, serait donc strictemert
croissante suR ; commesy(0) = 0, on aurait alorsy(t) > 0 pour toutt 0 R. Si 0<t < u, on a par
ailleurs :

S -1) < fU 51090 = ex(t) —a(u).

Commelcy| < 1, il vientsy(t)(u —t) < 2, ce qui, s&(t) > 0, est impossible dés queest assez grand. Par
suite, on doit rejeter I'hypothése évoquée. En tkmutermes, il existe des réebs 0 tels quecy(t) = 0.
L’application ¢, étant continue, 'ensemble de ces réels est feBo#. alorsty le plus petit de ce:;
nombres ; on pose traditionnellement 2ty ; on a don@,(172) = 0, en sorte qug(1r2) =+ 1. Comme
S’ = ¢ >0 sur [0;172] ets(0) = 0, on asy(172) = 1. On a don@(172) = i et, par suitep,(m) =
d1(172)° = —1 eth4(2m) = 1. On a dond(t + 2km) = ¢4(t) ; en conséquence, ets, admette égalemer t
la période 2
2) Montrons maintenant que, pour tolt ]O ; 2rf, on ad,(t) # 1. Pourt (1 ]0 ; T02[, posonsp,(t) = x +
iy:onaO<x,y<1.Ilvient:

01(4t) = (x +iy)* =x* - BEY +y* + Aixy(C —yP).
Si ¢4(4t) est réel, alors? —y* = 0 ; commeé +y? =1, on aé = y* = % en sorte qué.(4t) =:ZL, - 6%2 +
%: —1. Par suitep,(4t) # 1 quel que soit[] 0 ; W2[, CQFD.
3) On peut alors établir q4a : R — U est bien une surjection. Plus précisément, on eatier ceci :
pour toutz 0 U, il existe un uniqué O [0 ; 2r] tel qued(t) =z L'unicité résulte de I'observation qurs,
si0<t<u<2m alorsd,(UW)d(t) ™ = d1(u—t) # 1, d’aprés le résultat précédent. Soit alprs x; + iy,
avecx,’ + y12 =1 etx; = 0,y; =2 0; Commec, décroit de 1 a 0 sur [072], il existet; O [0 ; 2] tel

quecy(ty) = x.. Commec,® +5° = 1 ets; = 0 sur [0 ;172], il vientsy(t;) = y1. Ainsi ¢4(ty) = z;. Soit alors
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z=x+iyOU. Six<0 ety =0, posong; = —iz=Yy + i(-X) ; soitt; tel qued4(t;) =z : on a alorg,(t;+
W2) =¢1(t))$1(102) = iz =z Six< 0 ety <0, posong; = -z; il existet; tel qued,(t;) =z et on a alors
Q1(ty+ 1) = ¢1(t)d1(T) = —Po(ty) = =z =z Six=0 ety <0, posong; = iz; il existet; tel qued4(t;) =z
et on a alorg(ti+ 312) = (t1)d1(102)d1(1) = —ip1(ts) = —izy =z, CQFD

4) Rappelons enfin que toutes les applicatfpeenvenables sont alors les applicatibrs ¢4(kt), ouk

OR.

Ce parcours mathématique constitue sans doutemige lisupérieure de ce qu'il apparait
|égitime aujourd’hui de travailler du point de vueathématique avec des professeurs
stagiaires : ces mathématiques pour I'enseignaparajssent, a certains du moins, comme
beaucoup trop éloignées des mathématiques a eageginméme des mathématiques pour
I'enseignement. Ainsi en est-il de cet éléve predeis qui, a I'occasion du questionnaire de
fin d’'année, a la question « Indiquez aspect de la formation proposée qui vous a pandtpl

négatif», apporte cette réponse :

Certaines séances [du séminaire du mardi matinp trentrées sur des questions purement
mathématiques auraient pu faire place a des heerémvail sur la préparation d’'un guide d’AER ou
sur I'étude d'un théme pour mettre en pratiquedpports de la formation et avoir un retour plus

important sur les travaux proposes.

4.6. La distinction de ce qui serait des mathémasgpour I'enseignant sans étre des
mathématiques pour I'enseignement est éclairéégample précédent. Mais on soulignera
maintenant surtout que, lorsqu’on est loin de é&s®®, et non & son chevet, on peut étre porté
a regarder comme des mathématiqoesr I'enseignementes organisations mathématiques
qui ne fonctionnent pas comme telles, et cela pguee'apprét de ces mathématiques est
insuffisant, ou, du moins, est révélé tel guandesnmet face aux mathématiques a enseigner
correspondantes et aux exigences de leur enseigheb#s notes du séminaire de I'année
2001-2002 contiennent a cet égard, sur le sujéa degonométrie, d’autres « révélations ».
Lors de la 2 séance, deux éléves professeurs qui préparentriénnoire professionnel et
qui, dans ce cadre, ont été amenés a travailldtesigeignement dans une classe de premiere

STL (sciences et technologies de laboratoire) sealdla question suivante :

Peut-on introduire la forme trigonométrique d’ummme complexe (en1STL) sans passer par les
coordonnées polaires ? (2001-20028&4°, semaine 21)

La question peut surprendre, et elle surprendeatbimement ceux qui, au cours des années

précédentes, se sont efforcés de faire I'éducatiathématique des deux jeunes professeurs
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stagiaires. En réalité, le questionnement soulsvéneins surprenant qu’il n’y parait. Le fait
que, par exemple, il existe des maniéres de fagennues des ouvrages que les auteurs de la
question ont pu consulter ne saurait étre réfutdefment : il est plus aisé de prouver qu’une
chose existe — en I'exhibant — que de prouver tpuelexiste pas! La question soulevée
engendre cependant bien des interrogations. Esthié de facon spécifique — et alors
comment - aux programmes et aux usages de I'enseignemenhdésmatiques dans la
série STL ? Ou bien, procéde-t-elle — de facon ¢@maw plus générique — du paralogisme
consistant a s’imaginer qu’on doit « passer pardesrdonnées polaires » parce que des
manuels ajoutent a titre de commentaires que kds péet 6 associés a un complexeont
classiquement appelés les coordonnées polairesmiayé dez ? Faute d’'une enquéte plus
approfondie, il est difficile de trancher. Il estsai difficile de répondre. Or c’est pourtant ce
gue va faire le responsable du séminaire. Commie @rrra dans I'extrait ci-apres, il saisit
manifestement I'occasion pour pousser en avant réflexion qui lui parait sans doute
indigente — & propos diepéragedans le plafi®. Il souligne d’abord que le repérage par
coordonnées polaires peut étre regardé, « topoigiaghent », comme naturel — en dépit de
I’'hégémonie scolaire des coordonnées cartésietinestera en outre, en fin de réponse, que
leur emploi est des plus appropriés pour mathésratise rotation ou une similitude directe.
Il glisse au passage l'expression de l'algorithme ahlcul qui permet de passer des
coordonnées cartésiennes aux coordonnées polaires alcul « en ligne » (et non par une

formule toute faite, apprise par cceur).

@ Soit un point M d’un plan « topographique » oualnservateur occupe une certaine position O. F'our
repérer M, il est certainement plus usuel, culteneént, de désigner la « direction » du point Maétip

- de I'endroit O ou l'on se trouve, c'est-a-dire deégiser une certaine demi-droite, par exemple en
donnant la mesure de son an@le ], 1 par rapport & une demi-droite fixe d’origine @ tepérage
d’un point par sesoordonnées polairesst donc un fait banal, « naturel » pour I'obstwva
@ Pour toutz non nul, il évidemment possible de passer derlada = x + iy a la formez = p(co® +
i sinB) sans donner une « interprétation géométrique eodiple p, 6) : il suffit d’observer que si or

écrit

oy (s 1 )

“8 Sur ce sujet dont nous avons parlé plus haut, awgssi Floriane Wozniak,es mathématiques du repérage
dans la scolarité obligatoir€DEA de I'Université Claude Bernard Lyon 1, 2000).
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le point de coordonné{; X , Y j appartient au cercle trigopnométrique, et qu'ikéxidon®
\/F +S? \/? + )?

et sif =—— en sorte que l'on a=x + iy = p(coD + i siB) ou

___ X
0 ]+t m tel que coB _\/?_yz—+ \/m
o =X+

® La forme algébrique = x + iy est bien adaptée a I'addition des points du ptanpdexe ; la forme
trigonométrique est utile lorsqu’on passe a la iplighation, puisqu’'on a alorsp,(co®; + i sind;) x
P2(coPH, + i sinby) = pip(cosP; + 6,) + i sin®, + 6,)). Elle permet en particulier la modélisation
complexe desimilitudes directeslu plan, et en particulier destations Quels que soient les usagzas
que l'on a en vue, il convient de faire apparaites types d’emplois. A cet égard, 'emp oi
« topographique » indiqué plus haut constitue untmbappui a forte valeur heuristique : si un pdih

a pour coordonnées polairpet 6, le point P situé sur une demi-droite faisant ngle dea radian
avec [OM) a une distance trois fois plus grande€dda pour coordonnéep &t0 + a, ce qui donne
immédiatement I'expression d'une similitude de @pp3 et d'anglea dans ce systeme ce

coordonnées.

Sans doute le responsable du séminaire n’a-t-lrmeigarantie sur la pertinence de sa réponse
a I'égard du travail engagé par les professeuggastas auteurs de la question. Mais il a pris
appui sur une interrogation ayant une valeur prgunar, si I'on peut dire, « faire bouger »
des connaissances mathématiques certes en pritisjpanibles, mais dont on peut supputer
que leur non-confrontation aux problemes de I'egrsminent les a laissées dans un état
largement impropre a l'utilisation par un profegseRlus généralement, la question ainsi
« travaillée » renvoie a la notidanctionnellede mathématiques pour I'enseignement : il ne
s’agit pas « simplement » de savoir des mathénmegigencore faut-il savoir en user de fagon
appropriée commeutil didactiquedans la conception et la réalisation d'un enseigrd.
Sur un certain nombre de themes mathématiqueseigars, de fait, le manque le plus criant
se situe au plan des mathématigpesir I'enseignementc’est-a-dire des mathématiques
comme outil didactique en vue de mettre en placesda classe les organisations
mathématiques désignées a enseigner : c’est déveaun« intermédiaire » qu'il convient
généralement de partir, en se demandant, a propdeldu tel contenu mathématique a
enseigner, quels sont les outils didactiques, gbaeticulier les outils didactiques de nature
mathématique, que, sous les contraintes de I'emseignt visé, I'enseignant pourrait

mobiliser de facon optimale.
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Epilogue

Pour les lauréats des concours de recrutementfréendans le métier s’accompagne de ce
qui devrait étre pour beaucoup une découverte, duaelle-ci n'est pas refoulée : les
mathématiques a enseigner se révelent, de facovesbinattendueproblématiquesCela
n'est sans doute pas évidenpriori pour nombre de professeurs stagiaires, qui peugtst
portés a penser que, sauf peut-étre pour quelquestpns spéciales étudiées dans les
grandes classes du lycée, ils disposent de suffiggrinde connaissances et, si I'on peut dire,
de puissance mathématique pour n’avoir pas a cramde n’étre pas a la hauteur a cet
égard. Malgré cela, les difficultés foisonnent auwtdes contenus a enseigner. Un premier
type de difficultés concerne certains contenus ématttiques particuliers a I'enseignement
secondaire, qu’'on peut mal connaitre mais dont @utpaussi se rendre maitre assez
rapidement. Sur ce type de difficultés, la profassiavec sa tradition écrite (les manuels
notamment) et sa tradition orale (les contacts ales « collegues »), pourra assumer la
fonction que doit assumer toute profession : pouraox besoins de connaissances et de
culture professionnelles de ses membres. Mais embreode cas, cette fonction essentielle
n'est pas assumeée, ou I'est mal. Le professeurastagd’abord peu farouche, ne voit pas le
danger qui guette : il s'avance trop souvent saesumer ce que le curriculum réel qu’il doit
faire vivre contient de chausse-trapes. C’est atpue, pris en défaut, incertain sur le parti a
choisir, il découvrira peut-étre que, sur nombre miEnts, il ne saurait guéere attendre de
secours de la profession telle quelle est. L'eigdre déja vécue lors de la préparation au
concours se répéte : ni la profession, ni I'inditta de tutelle (le ministére, ses acteurs et ses
agents) ne répondent de facon audible et univogianalyse de la formation donnée a
'lUFM permet d’éclairer ce phénomene. Pour beaycale professeurs stagiaires (et plus
généralement de membres de la profession), lasulliffs constatées ne tiennent pas tant aux
mathématiques qu’aux circonstances : les mathémesione seraient pasn elles-mémes
problématiques. Le ressort de la difficulté estralversé tantdt du cété des éléves, dont les
erreurs et les échecs appelleraient, a titre de edes pédagogiques, des « explications »
mathématiques qu’on ne sait ou trouver, tantot @hé cdes programmes, dont les opacités, les
ellipses, les incohérences apparentes ou réelletetdemandes mal justifiées ou mal
expliquées nécessitent une clé de lecture quimbeét qu’on finira par ne plus chercher. Il
faudra beaucoup de temps et de travail, en formafour faire apparaitre qu’il y a 1a, sauf
exception, autant de faux-fuyants, qui ont surfmair meérite, si I'on peut dire, d’organiser

I'évitement de ce qui est au cceur de la difficuléé problématicitémathématique Cette
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derniere, il est vrai, ne s’épingle pas si facilemd?artant des mathématiquagnseigneret

ne serait-ce que pour préciser ces mathématiqueddat I'indexation par les programmes
ou les manuels est parfois sibylline, il convietttugrir largement I'espace de ce qu'on a
nommeé les mathématiqugmur I'enseignant vaste domaine dont rien de ce qui est
mathématique n’est priori exclu. En cela, I'univers mathématique du professeuche au
monde des mathématiques savantes, tel que legreseaints universitaires s’en font I'écho.
Mais a en rester la, on devra constater en regleégéle I'inadéquation de ces matériaux
mathématiques « bruts » vis-a-vis des problemestedjprétation, de compréhension et
d’enseignemerttricto sensules contenus a enseigner. La solution de ces gmus appelle,
au plan mathématique, des élaborations transpastiintermédiaires dont la nature et
'ampleur ne peuvent jamais étre fixées a lI'avaeteajui constituent ensemble un monde
mathématique toujours en chantier, le monde defiénaatiquegpour I'enseignementont

la profession est en principe co-gestionnaire adéautres parties de la noosphere de
I'enseignement des mathématiques. Or c’est la gaefdiblesses s’accumulent et c’est ce
grand probleme de la profession que I'on continudexaminer au chapitre suivant a propos

d’'une part essentielle des mathématiques scolaires.
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Chapitre 4

Le casse-téte des nombres

1. Les décimaux comme symptdéme

1.1. La question des nombres, ou plutét dgstemesde nombresN, Z, D, Q, etc.),
cristallise en elle un ensemble de difficultés quaisemblablement, les lauréats des concours
de recrutement entrant en deuxieme année d’'lUFMticigent guere. Sans doute y a-t-il 13,
en grande partie, un fait d’époque, écho d’'une &ion mathématique dans laquelle le souci
de la construction des systemes de nombres n'adflglus guére, alors que, par contraste, la
question occupait le devant de la scéne a I'épodee « mathématiques modernes ».
Longtemps, la formation supérieure en mathématiépiesencontrer la « construction » @&

a partir deN, puis deQ a partir deZ, par « symétrisation%; ensuite deR & partir deQ,

! Le procédé de symétrisation peut étre présentsi. aBoit E un ensemble muni d’une loi associative et
commutative, notée multiplicativement, possédanglément unité, et vis-a-vis de laquelle tous léménts
sont réguliers. Sur I'ensemblex E, on définit alors une relation d’équivalence Hetgjue &, s) ~ (y, t) six@=
yiS; le monoide quotierE x E/ ~ est alors un groupe commutatif qu’on appedlgrbupe des fractiondeE.
L’application deE danskE x E/~ qui ax associe la classe dg, €), ou e est I'élément unité d&, est un
plongement d& dans son groupe des fractions. Si I'on idenffi@ son image par ce plongement, le groupe des
fractions deE apparait comme engendré faret jouit en outre de la propriété universelle ante : tout
morphisme dé dans un groupe commutaf se prolonge d’une maniére unique en un morphismgrdupe
des fractions d& dansG. Lorsque le monoidE est noté additivement, le groupe construit par&yisation est
appelé groupe dadifférencedeE : ainsi passe-t-on, notamment, du monoMe+) a I'ensembleZ des entiers
relatifs muni de son addition, ou la soustractierieint possible. Il reste alors a définir &imune multiplication

et une relation d'ordre prolongeant cellesMlece qui peut se faire d’'une unique facon. Le cattipficatif
correspond trés classiquement au passa@ dé€), selon une procédure en deux étapes : symétnsddida loi
multiplicative deZ*, puis prolongement (unique) de I'addition et derélation d’ordre. Plus généralement, ce

procédé permet de passer d’'un anneau commutafgfrarfunitaire) et intégre a son corps des frastion



enfin, deC & partir deR, par différents procédésOr cet accent mis sur la construction des
systémes de nombres, qui atteint son apogée danankedes 1970, va ensuite étre levé
progressivement, au point que nombre de candidaBAPES de mathématiques semblent
aujourd’hui découvrir ces constructions a 'occasite la préparation au CAPES, concours
dont la liste des sujets de I'épreuve dite « d'exépo (premiere épreuve orale d’admission)
comporte traditionnellement la « construction dupsoQ des rationnels » ainsi que la

« construction du corpB des complexes %

1.2. Avant d’examiner concretement les difficulg@gnalées par les éleves professeurs, |l
convient de s’arréter un instant sur la questiof’altneauD des nombres décimaux. Hier
comme aujourd’hui, en effet, ce systéme de nomlsieisnportant, traditionnellement, dans
I'enseignement scolaire des mathématiduestamment a I'école primaire, semble tout & fait
marginalisé dans la construction d’inspiration se®ales structures numeriques. Le parti pris
traditionnel, que le point de vue moderne n'a gesiameé, consiste a regarder les décimaux
comme des cas particuliers de rationnels, donairdbdnc état aprés avoir construit le corps
Q, construction pour laquelle les décimaux n'apparént rien s’ils avaient été construits
avant, puisque le corps des fractions des décimaask rien d’autre que le corps des fractions
des entiers, a savdll lui-méme. Méme a I'acmé des mathématiques modeleeseilleurs
auteurs traitent 'anned avec une certaine distance. En 1964, ainsi, daugiurage intitulé
Les notions de mathématiques de base dans l'eressegm du second degrdacqueline
Lelong-Ferrand, qui, dans le chapitre« Extensions algébriques successives de la ndgon

nombre », a consacré quelque quinze pages a l&ruction deZ et de@Q, ne consacre que

2 Sur la construction du corps ordonRé voir l'article de Jean Dhombres, intitukEELS (NOMBRES), dans le
Dictionnaire des mathématiques, fondements, prdibédi applications,Encyclopsedia Universalis et Albin
Michel, Paris, 1998, p. 552-557. On peut constriéreorps des complexdd en munissanR? des deux lois

définies parX y) + X, y) =X+ X,y +y)et iy (X,y) =X —yy, Xy’ +yx); ou bien en considérant
'ensemble des matrices carrées a coefficientssré@ la forme[zl _?J muni de l'addition et de la

multiplication des matrices ; ou encore en le dg$iant comme le quotient de I'anndRiX] par I'idéal engendré
parX?+ 1.

% En revanche, la construction du cofpslesréelsn’apparait pas dans les sujets proposeés.

“Voir Yves Chevallard et Michel JullierSur I'enseignement des fractions au collége. Ingémi recherche,
société(Publications de I'REM d’Aix-Marseille, 1989), #21-123.

® C'est ce point de vue qu'adopte par exemple DaPétin dans son récent ouvratathématiques d’école
(Cassini, Paris, 2005).
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guelgues lignes, dans le chapitneintitulé « Approximations décimales. Nombres régls
'anneau des nombres décimaux, au moment ou ells’'e@mployer a étudier de facon
extensive les approximations décimales de nomlaels.rCe projet, bien entendu, suppose
que I'on dise quelques mots des nombres décimaxsmé&mes, ce que lI'auteure entreprend

de faire dans les termes suivants :

Avant de parler de développements décimaux illisitEnous faut rappeler brievement ce qu’est un
nombre décimal cette notion, connue en principe depuis I'écalinaire, a besoin d'étre précisée

aupres des éléves ; et il est bon de justifieopEsations effectuées sur les nombres décimaux.

Les décimaux sont alors définis comme des nomba@ennels particuliers, a la fagcon
classique. Avant de se lancer dans les notions aleuw approchée, de développement
décimal, de développement décimal illimité, de noamigel, 'auteure que nous suivons ici
consacre alors ces quelques lignes a I'anneau @sasaux, auquel toutefois elle n’attribue

pas de notation propre :

Les nombres décimaux constituent un sous-enserelllersembleQ des nombres rationnels ; et il est
facile de voir que la somme et le produit de deomlbres décimaux sont des nombres décimaux : en
langage algébrique, on peut dire que I'ensemble rieabres décimaux estable vis-a-vis des
opérations d’addition et de multiplication.

D’autre part, nous pouvons considérer des fractittitgmales dont le numérateaest un entier relatif
guelconque : les nombres décimaux correspondarastgdit relatifs. On voit alors facilement que les
nombres décimaux relatifs constituent amneau(sous-anneau de I'anne@). Mais le quotient de
deux nombres décimaux n’est pas toujours un nomhdcanal : les nombres décimaux ne constituent

donc pas un corps.

Semblablement, dans @Wours de mathématiqugmgmru en 1966, Lucien Chambadal et Jean-
Louis Ovaert introduisent les nombres décimaux densadre d'une section intitulée
« Développement de bapales nombres réels ». Le point de vue est géngmglipuisque la
section commence par la définition ci-apres, oudissmaux n’apparaissent qu’a titre de cas

particulier.

DEFINITION 1. — Nombres rationnelsp-adiques.— On dit qu’'un nombre rationnelestp-adique s'il
existe un entier naturet tel que le nombrg™@ soit un entier rationnel.

Cas particuliers. — Les nombres rationngtsadiques s’appellent encore :

— nombreglyadiquedorsquep = 2 ;

— nombredriadiqueslorsquep = 3 ;

— nombresdécimauxorsquep = 10.
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Dans ce contexte volontairement théorique, I'anrdssudécimaux est évoqué deés la premiere
proposition, a travers la notion plus générale ke des rationnefsadiques, comme on le

verra ci-apres :

PrOPOSITIONL. — Propriétés des nombres rationpetgliques.

1. L’'ensemble des nombres rationnelsdiques est un sous-anneaufdiqui contientZ. C’est le sous-
anneau d&) engendré par les nombres %e@n le not@[ﬂ.

2. Tout nombre rationngl-adique positifr s’écrit d’'une maniére et d'une seule sous la forme

+o00
> d[P", ol l'ensemble des entiers rationn@lsels quedy, soit non nul est fini, et ot pour tout entier

m=—-o

rationnelm, 0< d, < p -1.

La suite de la section définit la notion de valapprochée par défaut 1prés d’'un nombre
réel, avant de proposer le théoreme fondamentatjfrau développement d’'un nombre réel
en basep. La encore, on constate deux faits, co-présentmnsabsolument solidaires : les
décimaux sont pensés comme des rationnels pagtisylils apparaissent utiles pour fournir
des valeurs approchées de nombres non décimauxvo@nau passage le probleme
d’enseignement qui en résultera: comment pensans dles premieres années de
I'enseignement scolaire, les nombres décimauxsajae les nombres rationnels ne sont pas
encore disponibles ? A nouveau, on constate aingiésajustement entre une certaine culture
mathématique noosphérienheet les besoins de la profession en mathématiques p
I'enseignement. Soulignons ici un point majeur d@sajustement. Dans le paradigme des
mathématiques modernes, la considération d’'un sgstde nombres nouveau suppose ce
qgu’on nomme alors la « construction » de ce syst@eneombres. Or le critére qu’il y a bien

une construction mathématiquement légitime etdiest celui-ci : étant donné un systéme de
fon . . 0. .

nombres déja disponibley, pour en construire une extension il convient d’abord de

disposer d'un ensembl® contenantv (en général, grace a l'identification dea son image

0 . . .

par un plongement dams), tel que I'on aitv 0 9. La toute premiére étape qui rend possible
: O _ P o . "

la construction den est ainsi la définition dem. Ainsi en va-t-il avec le procédé de

symétrisation rappelé plus haut. L’article consaaréa notion de nombre complexe par

Lucien Chambadal dans s@ictionnaire de mathématiqugsaru en 1978 fournit une bonne

® L’ouvrage de Jacqueline Lelong-Ferrand que noumseité est ainsi « le développement d’'un courméa
la Faculté des Sciences de Paris en 1962-1963urs ogui s'adressait aux « étudiants se destinant a

I'enseignement des mathématiques dans le secoméd geg
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illustration a la fois du besoin d'une extensiondet la condition imposée, de maniere
apparemment impérative, a la fabrication de cettension :

L'équationx’ + 1 = 0 n'admet pas de solution dans le corpmdesbres réels. On a donc été conduit &

construire un corps commuta@f et un élément i d€ tels que le corp€ contienneR comme sous-

corps, et que I'élément i vérifie la relation

i“+1=0.
Pour ce faire, on définit une multiplication swedpace vectoridR? en posant
(% y) (X, y') = XX —yy', xy" +yx)).

L’ensembleR? est alors muni d’une structure d’algébre Byrassociative, commutative et unifére ;

I'élément unité est I'élément (1, 0). Cette algélest un corps, contenaf® comme sous-corps.

L’élément (1, 0) est identifié a 1, et I'élément {Q est noté i.
Ce qui n'apparait pas acceptable, alors, c’esugpaser un €lément i, qui ne saurait étre un
nombre réel (donc déja « connu »), tel que +1, et de calculer alors dans un ensemble de
« nombres » contenant, outre les réels, des élérderia forme + bi, aveca etb réels. A cet
égard, deux problemes surgissent. Tout d’abordyadint de vue d’une conscience ordinaire,
un probléme ontologique : que serait ce « i » sdeghulle part et dont le carré serait égal a
-17? Le probléme n’existe pas cependant pour unscamce mathématique informée : le
« nombre » i peua priori étre n'importe quoi qui ne soit pas un élémentdips des réels.
La construction invoquée dans l'article précédeasgond en réalité au second probleme
annoncé : celui du caractére non contradictoiréadgupposition que les besoins du travalil
mathématique nous conduisent a formuler. Suppasenguisse disposer d’'un systeme de
nombres contenant les réels et contenant aussombne i tel que?= -1 n'est pas en soi
contradictoire : c’est cela que nous dit la « cardion » du corps des complexes,
construction qui est d’abord une démonstration de-gontradiction (ou de consistance).
C’est dans ce paradigme moderne que se situe, o nd@cqueline Lelong-Ferrand, dans un
développement rarement présenté, concernant lnttion de la notion deacine carrée
gue nous reproduisons ci-aprés un peu longuement.

PROBLEME D EXTENSION ALGEBRIQUE Supposons donnés un anneau commutatif A et nme@lkk de

A, autre que zéro. Nous cherchons a déterminennaaau A et un isomorphisme de A avec une partie

de A tels que I'élément correspondant kledmette au moins une racine carrée dapsef nous

cherchons aussi a détermingrd® facon gqu'il soit le plus petit possible.

PRINCIPE DE LA CONSTRUCTION Identifions les éléments de A avec les élémemtespondants deA

et désignons pap une racine carrée de Alors A, doit contenir tous les éléments de la forame bw,

ou a, b désignent des éléments quelconques de A ; etwa deoir :

217



(@a+bw+(c+dw)y=a+c+b+d)w
@) (@a+tbw)x(ctdw)=ac+bdk+@d+bc)w

en tenant compte de’ = k.
Nous verrons que les opérations définies par leaudles (1) déterminent une structure d’anneau sur
'ensemble des éléments complexa@st b w; et cet anneau sera le plus petit de tous celx qu
contiennent a la fois A eb.
+ DEFINITION AXIOMATIQUE. A désignant un anneau commutatif,ketin élément fixé de A, nous
définissons deux opérations sur 'ensemble prodlutA en posant :

(ab)+(c,d=@+cb+d)

(a,b)x(c,d=@c+bdk,ad+bc)

les formules (2) étant la traduction axiomatiqus denditions (1).

)

+ LeEmMME 1.L’ensembleA x A, muni des opérations d’addition et de multiplicatidéfinies par(2),
constitue un anneau commutaiif ; et I'application a— (a, 0) détermine un isomorphisme Beavec

une partie de\,.

[...]

+ LEMME 2.Si A admet un élément unité désigné daralors Ay admet pour unité I'élément
correspondant(1, 0) ; et I'élément (k, Ororrespondant & admet pour racines carrées les deux
élémentg0, 1)et (0, —1).

[...]

+ LEMME 3. SiA est un corps, et si, de plus, il n'existe aucémént deA dont le carré soit égal R,

alors Ay est un corps
L’exigence structurelle de proposer en premier lieu cadre ensembliste, généralement
obtenu par un produit cartésien d’ensembles suppde@nés, suivi éventuellement d’un

passage au quotient par une relation d’équivalendgesontinue d’étre proposée aux étudiants

en mathématiques, laisse désarmée une professiatoigiconstruireD a partir deN sans
: , , . R : . b
disposer au préalable d’'un ensemble plus largeugtdg méme, construira le quotleg\t

comme un nombre nouveau dont la seule « définitieara que son produit paest égal a.
Cette suite d’extensions du systeme des nombrgsosé@pdisponible procede d’un point de
vueréaliste lié notamment aux besoins de nombres pour mesle&réesoin si I'on peut dire,
est la preuve de I'existencd.é fait qu’on puisse couper un segment de longaéwm en 3
segments de méme longueur est une preuve de €egéstd’un nombre qui, multiplié par 3,
donne 10. L'anneau des décimaux pourrait étre nghgar I'introduction d’'un nombre tel
que 10w=1, ce qui conduirait a écrire, au moins au nivesupérieur, dans les
mathématiques pour I'enseignant, non dans les mmattigues a enseigner, gDe= Z[w). Si,

dans cette construction, on souhaitait disposear ditsemble « préalable », qui ne soit Qas
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et dans lequel on puisse définir il faudrait prendre le quotient de 'anneau debk/pdmes
Z[X] par l'idéal principal engendré par le polynbmeXl0 1, w étant alors identifié a la
classe d’équivalence contenant le polynGheCette « construction » est évidemment trop
complexe pour permettre de définir les décimauxsdamseignement scolaire, et la solution
classique (et moderne) consistant a définir lesntliex comme des rationnels particuliers
apparait ainsi, rétrospectivement, comme sans dlautplus économique. Le probleme
toutefois est que méme cet investissement-la rpast a I'ordre du jour du curriculum
mathématique actuel : au statut « ancillaire » disimaux, traditionnel depuis StéVinet
que valide & sa facon le CAPES de mathématifjugajoute ici une lacune mathématique et
épistémologique, dont l'effet le plus sir est dedoire un refoulement du probleme des
décimaux, ce qui conduira a attribwarx élévegorigine des difficultés que I'enseignement

et l'utilisation de ces nombres feront éventuellatrgirgir dans la classe.

2. Les nombres et leurs écritures

2.1. L'observation des questions soulevees par éléses professeurs montre que, en
deuxieme année, leur rencontre avec les probleidgesali systeme des nombres utilisé ne

concerne pas, mathématiquement du moins, les déxjmaais d’abord les « fractions ». On

"C'est en 1585 que Simon Stevin (1548-1620) pubkeThiende « le dixiéme », qu'il traduit en francais la
méme année sous le titte Disme opuscule dans lequel il fait connaitre au mondedentalles nombres
décimaux et leurs usagds systéme décimal avait été introduit en Eurepd202 dans le célébkéer abaci
de Léonard de Pise — Fibonacci —, mais uniquemans tb cas des entiers. Dasme prétend Stevin, est un
ouvrage qui fera la vie meilleure a une foule desgearce qu’il permet de se passer des fractiess(hombres
rompus »), si redoutables lorsqu'il s'agit de cldcu

8 Dans I'unique exposé mentionnant les décimauitulét« Nombres décimaux. Applications », I'annéauyui
n'est méme pas nommé, n'a ni a étre construit (cerdaivent I'étreQ et C), ni a étre étudié en tant qu'anneau
(comme doit I'étreZ). Précisons que, dans la liste des sujets deeléer d’exposé du CAPES 2005, il y avait
guatre sujets sur les systémes de nombres, queafipelle ici :

13. L’anneauZ; sous-groupes additifs d&. Les idéaux déZ sont principaux. Egalité de Bézout. Résolution
dansZ d’'une équation de la fornax + by = c.

14. Nombres décimaux. Applications.

15. Construction du corf® des rationnels.

16. Introduction et construction du cofpgles complexes. Propriétés.
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ne rencontre ainsi qu’une fois, dans le vaste corfdas questions examinéesune

interrogation généralisante, soulevée par un psef@asstagiaire de la promotion 2005-2006 :

En mathématiques, qu’est-ce qu'nmombre(nombres relatifs, réels, etc.) ? (2005-200’6,, gemaine

13)
Le gros morceau, en effet, est constitué d’abordl’paseignement des fractions et, d’'une
facon difficilement dissociable, de « I'écritureadtionnaire » des « nombres », comme le
montraient plusieurs des questions déja citées. pkablématicité surgit en effet,
apparemment, dans la notion d’écriture fractioragqui semble apparaitre a la fois non
familiere et (donc) inutile. C’est ainsi que, erD3€2006, alors que le sujet a été encore peu

travaillé, un professeur stagiaire pose la quesiovante :
Quel est lintérét d’appeler les nombres rationnelsombres en écriture fractionnaire » au collége ?
(2005-2006, 4 semaine 10)

D’emblée, cette interrogation montre une confusgmyrce indéfinie de difficultés, entre le

nombre et sonécriture (ou plutdt ses écritures possibles). Bien entendu, I'écriture

fractionnaire est d’abord motivée par la rencoairec le besoin de nombres rationnels qui se

~ L. . T . 6
trouvent étre non décimaux : si 'on peutssiécrire I'entier 2 sous la forme fractlonnage

on ne peut écrira priori le rationnel non décim% gue sous cette forme — on découvrira

52 15

ensuitequ’on peut aussi I’écrir%—), ou 3\/5, ouy'y etc. Mais dans tous les cas envisages, au

college notamment, deux ordres de fait doivent @gagés. Le premier tient a ce que, pour
un type d’entités mathématiques donné, par exepygule ce qui est des nombres rationnels,
on dispose d’une écriture que I'on peut qualifiercdnonique telle que chacune des entités
du type considéré s’y écrive d’'une faconique— ou, pour le dire autrement, y regoive un

: 5 L : , : . " e
nomunique : « » est ainsi le nom canonique d’'un nombre ratioqnepeut étre désigné par

bien d’autres écritures% = %O =1 +% = ... Ce premier ordre de fait est largement soeélign

dans le séminaire proposé aux professeurs stagjialee formateur insiste sur I'exigence
d’apprendre a regarder comme répondant améme besoin du travail mathématique

disposer d’un nom canonique permettant I'identifamaformelle des entités manipuléetes

° Constitué des questions rédigées de septembre &0@0rier 2006 par les professeurs stagiaires sites
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opérations sur les entiers (qui permettront pamgte de trouver le nom canonique, 15, du

nombre dont une écriture esx2 + 7), les opérations sur les rationnels et Hapéfication

. . . . . 7
des fractions d’entiers (qui permettent par exengbtenir le nom canoniqueg, du
. 5. 3 . .
nombre dont une écriture eg&z— 1), les calculs « sur les radicaux » (qui pernmétpar

. . . . 2
exemple de déterminer le nom canonlque,xi_BJr du nombre dont une écriture f%—_l)’

les calculs sur les expressions algébriques (qumettent de reconnaitre le nom canonique
23 + x — 1 du polyndme dont une écriture est 21)(x + 1)), les calculs vectoriels (qui
permettent par exemple de savoir que€3j) — (i — j) = 2i + 2j), les calculs dans le corps
des complexes (qui permettront de déterminer le manonique, 2i, du nhombre complexe
dont une écriture est (1 +%))etc. De cela témoigne par exemple, le dévelogpémue nous

reproduisons ci-apres et qui figure dans les nideseminaire de 'année 2004-2005.

» Pourquoi donc ne pas laisser une fraction nonlgiég ou ne pas abandonner sans plus de fi.con
une expression avec un radical au dénominateugisger une expression algébrique « en désord-e »,
etc. ?

@ La raison d'étre premiére de la réduction dedifras et autres gestes de semblable nature tiest da
I'effort pour apporter une réponse uniforme a lasiion suivante :

Comment reconnaitre dieux objetamathématiques d’'un certain type, désignés d’'umeioe facon,

sont ou ne sont pas le méme objet ?

Par exemple comment savoir si I'on a ou nons— 8 = 32 0u 5'2_?1 g—gg? Ou, encore, Si
n(n+1)(2n+1) (-1)n(2n-1) _ s

6 6
@ Lasolution canoniqueonsiste...
— a créer ursysteme d’écriturdes objets du type considéré dans lequel chaaux ditune écriture et
une seule
— a « calculer » I'écriture canonique de chacunadgsts a comparer :

0_4x15_3x5_5
7x5-8=35-8= 272_4 221 3x7 7%

—a décider alorsgd’'un simple coup d’'ceibur leurs écritures canoniques, si les deux olgjetd
identiques ou non : on a ainsk® — 8 = 27 et 3= 27 et donc % 5 — 8 = 3, et aussi
60 _ 5 380_190_5%x19_5

847 7%'5327266 19x7 7

dernieéres promotions, ce corpus contient quelq@® fliestions.
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et donc@—@ etc.
84 532

® En vérité, la raison d'étre deusles « calculs » (sur les entiers, les fractioas, polynémes, le:;

vecteurs, etc.) étudiéde I'école primaire a l'universitéest de permettre d’identifier un objzat
mathématique donngar simple examen formeDublier cette raison d'étre, c’est rater le sdhme
partie essentielle — tous les « calculs » | — dathématiques enseignées : c’est donc priver leg€ ¢
d’une clé essentiellpour comprendre « ce qu’on fait en maths » depécole primaire !
@ La réponse précédente est générale : tout objetétte laissé dans un état qui permette de: le
comparer rapidement a un autre objet du méme @peotera que, s'il ne s'agissait que de comparer
deux objets donnés, on peut opérer autrement.
O Quand, par exemple, on ne sait pas simplifiergiestients d’entiers, et s’assurer qu’on est kien
parvenu a la forme réduite, on ne peut guére quepaer deux a deux de tels quotients. Flus
généralement, pour tous couples de fractions, an pecéder par la technique des « produits en
croix » : si 'on se demande par exemple si lestivas

\J2 - 2, A2-1

n2-4"202-3

sont égales, on peut, si I'on est « savant » gu@r soin « au cas ou » de les récrire I'une etti@a

sous forme canonique :
33\/%: == (14R/2) ;32\/%: == (1H2)
L'identité formelle permet de conclure... Mais on paussi vérifier directement si ces fractions sant
égales ou non en calculant les produits en croix
(/2-2)[2-3) = ... =10 -2 ; (3/2-4)4/2-1) = ... = 10 - 2.
©® Quand on sait « un peu simplifier » sans pouvesssirer que I'on est arrivé a la forme réduite ce
qu’on ne saura faire, en principe, qu’e, dn peut enrichir la technique des produits esixcen

380

commencant par effectuer les simplifications quinvient aisément. Pour compaﬁr et—- 3o Par

380 190_ 95
Y5327 266 133

15x 133 et 21x 95. Le recours a des techniques a la fois « Iecakt « hybrides », bref le recours au

exemple, on peut d’abord observer %?F;—i etq avant de comparer les produ ts

« bricolage technique west nullement interdit- il exerce I'eeil & voir les formes et a en tipartie.
C’est ainsi qu’avec un peu d’habitude et un brawdiace, il était possible d’obtenir ceci (en miilipt
par\ﬁ d’abord puis en divisant par —2, ce qui revient@iviser par aﬁ) :

V2-2_A262-2) 2-2[2_A2-1
3(24(2(3(24)64(22{23

2.2. Le second ordre de fait qui coexiste avec riemper (relatif a la notion d’'écriture
canonigue d'un type d’entité mathématique) est rmmulement que, dans le travail
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mathématique, une entité apparait généralementus@urme non canonique, ce qui appelle
sa mise sous forme canonique a des fins d’ideatifin formelle, mais que, quelle que soit
I'écriture que recoit a un moment donné du travag certaine entité, il convier@n fonction

du projet mathématique poursuivde la réécrire dans une forme en général nonnague
mais appropriée poumontrercertaines propriétés de I'entité, moyennant usoraiement en
général simple sur formede I'écriture. C’est ainsi par exemple que le polye 2 +x - 1

ne révele par immédiatement gu’il s’annule lorsgue —1 ; du moins faut-il effectuer sur
cette forme un travail supérieur a celui qu’on effiera pour parvenir a la méme conclusion

sur la forme factorisée X2-1)(x + 1), travail lui-méme supérieur a celui que requia forme
plus complexe (2( —%)(x - (-1)). L'expression du nombre complexe 2i sous la (i + iy

permettra de méme de voir que les racines car@es sont 1 +iet— (1 +i) =1-1i. Le
développement ci-apres, qui, dans le séminaire-2005, précede et introduit celui que nous

avons reproduit plus haut, explicite fortement ompde vue.

® Pourquoi par exemple pousse-t-on, dans la cultoa¢hématique commune, & ne pas lai¢ser
I'expression numérique
__ 2

TA3+1
en 'état, mais a la mettre sous la forme « sindai>
A=+[3-17?

Une réponse fréquemment donnée est que celadedilite calcul de valeurs approchéesAd€ette

réponse a perdu de sa pertinence aujourd’hui alleulatrice affiche immédiatement un nombre -de
décimales dont le calcul, autrefois, n'était sougas méme envisagé, au moins au secondaire. .Ainsi
obtient-on 0,73205080756887729352744634150587 ... lpme et I'autre expressions !

O Il y a plus : iln'est pas vraique la forme que nous appelleraasmoniquede A soit la plus adéquat2

guand on veut déterminer des valeurs décimaleoeppes dé. Supposons ainsi que nous calculicns

en prenant pour valeur approchée\ﬁble décimal 1,7. Il vient :

\[3-1=0,7; 1_074074

i 2

On voit que la seconde valeur est bien meillelisreur est, dans le premier cas, presque 3, 7plos
importante que dans le second cas.

® |’explication est facile dés qu'on dispose ded¢ion defonction Posons

2
f(x) =x—1etg(x) = + 1
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On voit que la premiére valeur approchédé\deest autre qu§1,7), tandis que la seconde g&t,7).

Or f croit etg décroit dans un intervalle contenaﬁ_i et 1,7, ce que confirment les représentations

graphiques déetg ci-dessous.

FMAIN DEGEXACT FIJ-NII
Comme 1, \/5: on pouvait aingdrévoir que I'on aurait (ainsi qu’on I'a constaté)
0,7 =f(1,7)<f(\/3) =A=g(/3) < g(1,7)< 0,741.

Surtout, on peut penser a fabriquer une autre ifumdt, telle quefl(\/é) = A et qui, pourx = 1,7,

donne une valeur plus procheAlgquef(1,7) etg(1,7). Posons en effet

[=129
1- 2 .

La représentation graphique flenontre que cette fonction est croissante danstenvalle contenan:

1,7 et\/§ (ce qu’on admettra provisoirement).

ke
HMAIN DEGEXACT FUNC

Ces courbes montrent aussi que, lorsqu’on prenddyi valeur approchée d,@ I'expression

3[3—1+ 1
2 —\/:_3+1

est « meilleure » pour calculer la valeurAdgue I’expression/§ —1.0nade fait:

17-1. 1 1
fW(L7) =25+ 75 77= 035 455=0,720...

© Ce qui précede fournit 'encadremefit(1,7)<A<g(1,7). On a:

f(X)_x—1+ 1 _1X+1
W= 2 "x+172x+1

_ f1 + g . . _ 1 i _ 1
Posond, = > On obtient iciy(1,7) = 0,175 +571+ 27 0,175 +173> 0,73...

On afy(x) ::ZL,):::lS on peut établir que I'on a :

fz(X;()’ : 1;(Z(X) — (X + 131(X +1) [(X = X)(x + 1) 3+ X — 5].
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Comme, poux > 1,5, on aé + 2 —5>0,25, on peut conclure gtieest croissante pour> 1,5, et on
peut donc prendre pour valeur approchég de

%X =%f2(1,7) +% 9(1,7) = 0,0875 ﬁ+ﬁ+2i7= 0,0875 ﬁ: 0,736...

L 1% +13
On a icigy(x) =8 x+ 1’

un calcul analogue au précédent montre gyugécroit dans un intervall2

contenant 1,7 et/é en sorte qu'on peut conclure que 0<78 < 0,736. On voit en passant qu'’il €st
inepte de prétendre que la précision de la valalgutée « ne saurait étre meilleure que celle des

valeurs a partir desquelles on calcule » : toueddplu procédé de calcul !

3. Quotients et rationnels

3.1. On s’arréte ici sur le premier type de besaummériques qui, ne pouvant étre satisfait par
les décimaux, engendre le recours a [|'écrituretivanaire : le besoin de rationnels non

décimaux. La question est, aujourd’hui, fort peairel chez les professeurs, en dépit de la
problématique qui s’exprime nettement dans lesnarages du collége, anciens et rénovés.

Pour ladoxaprofessorale, semble-t-il, ce qu’on va n@egriori % désignerait le « quotient »

de 4 par 3. Mais gu’entend-on par quotient ? Launaéisation de I'opération ddivision
pratiquée avec les entiers puis avec certains @épiroonduit sans doute a supposer que cette

opération est toujours possible, ou du mairiaire comme s'il en était aindDe la le postulat
L . 42 ., . .
implicite que I'on opérerait dans worpsde nombres : la fract|o1=13— désignerait, dans cette

vision naturalisante des choses, un nombre dodédtité serait révéléen effectuant la

divisionde 4,2 par 3, opération que, a la maniére fraagars « pose » ainsi :

4,2 |3
12 (14
0

. . 4,2 R N o -
Dans ce cas, |'écriture fractlonnaﬂ? apparait comme une maniere (provisoire) de désigne

L . : 4 o R
le nombre (décimal) 1,4. Qu’en est-il alorsgj@ Il est intéressant de noter qu’on trouve tres

rarement dans I'enseignement prodigué au collég®; eu en 5, la preuve que ce quotient,
s'il existe,n’est pasun nombre décimal. Il est pourtant facile de memtyjue si, par exemple,

on prenait pour quotierf = 1,33, on aurait 3 q = 3,99# 4 ; et, plus généralement (mais de
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facon plus « abstraite »), que si I'on prenait écichalg dont la derniére décimale non nulle
soit 'un des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, Qrieduit 3x g aurait pour derniere décimale,

selon le cas, 3, 6, 9, 2, 5, 8, 1, 4, 7, mais janfaice qui montre qu’'on n’obtient jamais
I'égalité 3x g = 4. L'idée semble donc prévaloir que la notaﬁt;zm:tionnairef—)l est un artifice

utile qui, toutefois, reste un artifice face a &itable « réalité numérique », celle du nombre
qui serait le quotient deparb, et qui s’obtiendrait par une extension de l'aiifpone usuel de
division. C’est au reste ce que formalise la notil@développement décimék illimité »)

d'un rationnel, avec sa partie apériodique et sdiepagériodique : ainsi la fraction (ou
L : . 103 . . . L
I'écriture fractlonnalre%6 désigne-t-elle le quotient de la division de 1@8 66, que I'on

trouve égal a 0,154@6. Il s’agit 1a d’une idée prégnarife qui barre I'accés & un point

essentiel de la construction — ou de la découvedes systemes de nombres que 'on trouve
pourtant développé dans le séminaire du mardi ma@sque chaque année depuis bien
longtemps. A titre d’exemple, nous examinerons daypient, ci-aprés, les éléments de
réponse contenus dans les notes de I'année 20@2-200commencant par les questions

auxquelles le formateur s’emploie a répondre.

1. Quelle est la différence entre fractions ettéms fractionnaires ? On m'a dit que les fractions
désignaient exclusivement les quotients de nomlmetsers, tandis que I'écriture fractionnaire
correspond au quotient de deux nombres quelconqUegains dictionnaires confirment cette
distinction mais les fractions rationnelles neisgtént pas aux entiers et on définit égalemermiigs

des fractions d’'un anneau intégre quelconque. Qestiil précisément ? (2002-2003, gemaine 9)

2. Je n’ai pas trouvé dans le programme “da grésence de I'équivalence (pdwid # O)%1 :g = ad=

bc. Pourtant dans de nombreux manuels cette équoalest abordée lors de I'étude des quotients

€gaux. Est-il nécessaire de la présenter aux éRizams quel chapitre pourra-t-elle étre réinvesii?

191 a prégnance de cette idée est si forte qu’onoia réapparaitre dans le document d’accompagnedhent
programme du cycle terminal de la série littérgiaeu en janvier 2006 ou figure une rubrique ingiaEcriture
décimale d’'un nombre rationnejui commence ainsi : « La définition donnée esst de sixieme de I'écriture

fractionnairo%1 (aetb étant deux entiers naturels avecon nul) est :% est le nombre qui multiplié pardonne

a, autrement diE est le résultat de la division décimalealparb.” » Le commentaire « autrement %test le

résultat de la division décimale deparb » est un ajout — et une « invention » — des rédastdu document
d’accompagnement cité : ce commentaire n'appatdiitment, sous cette forme ou dans une autre fatmul,

dans le programme dé &éncien ou nouveau.
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je ne la leur présente pas, est-ce que je risciteedk bloquée » par la suite ? (2002-2063sdmaine
10)

3. Pour définir la fractio% (b O N, a0 N*), on dit que c’est I'unique solution de I'équatia x x = b.
Donc, sous-entendu, la multiplication est bienrdéfl Mais quelle est cette multiplication ? Onidigf
un objetg1 sur lequel on sait déja opérer ! En principe, éfinit des objetspuis des opérations sur ces
objets. (2002-2003,°4semaine 8)

La premiére question est rapidement écartée :slgoressable du séminaire rappelle qu'elle a
été traitée dans une séance antérieure du sémiGa@s a propos de la deuxieme question

gu’il va expliciter la mise en place du cofsies quotients.

On a vu lors de la séance 5 de ce Séminaire conlegqtiotients sorgn principeintroduits en 6: le

nombre%1 (ou b # 0) est défini commd'unique nombre x vérifiant I'équation bx =.&e qu’un

commentaire du programme dee&plicite dans les termes suivants :

Les activités poursuivies en sixieme s’appuientd&ux idées :

.a
—le quotlenB est un nombre,
. . a , N
— le produit de6 parb est égal @.

. . 4 : . .
Ceci permet de considérer un nombre telguemme quatre fois un tiers, le tiers de quatrermore
le nombre dont le produit par trois est égal amguat

o L’ egallte (ou bd # 0) équivaut donc a chacune des egabtes —aetdx2=c La premiere

d b

égalité (par exemple) équivaut a celle qu'on obtiem multipliant chacun de ses membres ghar

b-d

(b X d)d ad. On a (bx ) b(d X d) bc. Par suite, la premiére égalité est équivalertégalité

ad=bc;ona fmalementB a = ad=bc. Telle est la démonstration quiurrait étre faite a partir du

point de vue introductif adopté eh 6

 En 4 on peut reprendre cette question en supposardrdigp un calcul plus fluent sur les fractior s.

Si on suppose q%=% (oubd# 0), on a aussbfl) x % = (bd) xg. Comme on a
a_ a_ a) _4a=
(bd) x5 (db) xb—d(bxb)—da—ad
et de mémeb(d) x % = bc, on obtient finalement I'égalitéd = bc. Inversement, sad = bc (avechd #

0), onal"i—g %et donc, aprés S|mpI|f|cat|oB d
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» Ce qui importe est moins de « savoir par cceuémohcé technologique « isolé » (et techniquenent

inintelligent)% :% = ad=bcque de savoir manipuler les bonnes techniquealdalsur les fractions

. . . . 4 2
Si, par exemple (voir la séance 5, toujours), oat\@wmparer les fractlon§ et 3 On pourra pai

exemple les récrire sous la for3><4 etﬁ soit encor 12 et
P '?S? 3x7’ a?:><7

14

; 4
— L
3T’ ce qui permettra de conclur\'; =

%. Plus rapidement (mais aussi plus subtilementt é@anné les habitudes), on pourra aussi récrir2 la

. 4 . , . .
seconde fraction sous la forr’gece qui permettra d’aboutir a la méme conclus@n.pourra encore:

effectuer lequotientdes deux fractions :

ce qui conduira a la méme conclusion...

La troisieme question donne I'exemple méme du pgrsine qu’il s’agit pour le formateur
d’éradiquer : I'éleve professeur raisonne dansdeagligme « modernisme » au lieu de se

placer d'un point de vue « réaliste ». De la déedealkplicitation suivante.

Le raisonnement de la®3juestion part de prémisses inadéquates (de typedernistes »). Lé.
problématique adoptée au college en ce qui condesmombres(en général) est de typéaliste: on
suppose — il s'agit la d’'un composant @éle lathéorie sous-jacente au curriculum mathématique du
college... —qu'existent les nombres dont on a besoin pour neesies grandeurs géométrique:s

usuelles Le « systéeme de nombres » ainsi nécessajrest dans le méme mouvement — la chose est

consubstantielle a I'idée méme de nombres — suppossdituer urdemi-anneau commutatif, unifére at
intégre dont les lois prolongent celle He

 Soit donc un segment [AB] pris pour unité de laagu
Géométriguement, il est possible de construird/AB}
des points C et D tels que AC = CD = DB (voir la
figure ci-contre, ou I'on a construit les points#iaires N
M, N, P de facon que AM = MN = NP). P

Soit alorsx le nombre mesurant la longueur des segments [fCI)], [DB] quand on prend I

longueur AB comme unité. On a ainsix31. Le nombre est donc solution de I'équatiox 3 1.
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« Plus généralement, pour tout couple d’entiard) ] N*?, il existe un nombre unique tel quédx =

a. (L'unicité dex découle de l'intégrité dé&.) C'est par définition ce nombre que I'on n%teOn a

doncpar définitionb x % —a

* Il importe d'observer qu'a partir du moment ou smpposeN comme on l'a dit, les opératiors

d’addition et de multiplication d& découlentmplacablementle la définition posée ci-dessus.
— Soit ainsi a déterminer f@oduit dex _B et dey -a ; en multipliant membre & membre les égali:és
bx = a etdy = c, on obtient I’égaliték(x)(dy) =ac. Comme on ab)(dy) = (bd)(xy) il vient (bd)(xy) =

_ac

ac, égalité qui montre quey = 4" bd

bd € soit donc qu% x &

— Soit de méme a déterminersemmede x —% avecy —a ; en multipliant les égalitdsx = a etdy =c

respectivement patetb on obtient les égalitéi{bx) = da etb(dy) = bc, soit encorel{d)x = ad et d)y
= bc. En ajoutant membre a membre ces égalités, oartlfid)x + (bd)y = ad + bc, soit encoreld)(x

ad+ be , soit donc qu d+E- ad+ be
bd M 4™ bd -

+y) =ad+ bc, égalité qui montre enfin quety =

Le point « faible » de la construction précéderste & I'évidence, qu’on ne s’y préoccupe pas
de sa consistance. La encore un développementfigpécivient resituer fermement les

choses.

* Bien entendu, il resterait a montrer que I'anneammutatif, unitaire, intégre supposé existe bizn,
c'est-a-dire, en termes de logique, que si I'hypsth d’'existence du systéeme des nombres ertiers
naturels n’entraine pas de contradiction, alorsnilest de méme de I'hypothese de I'existence du
systéme des quotients d’entiers naturels. De éslsltats dits deonsistancdou de non-contradiction)
relative n’apparaissent pas avanid ° siécle : on en résume ci-aprés la chronique.

— En 1837, Hamilton montre qug,le systéme des nombres réRlgst non contradictoiralors il en
estde mémale C. Pour cela, il observe que peut se définir & partir du systeiRed’'une maniére
aujourd’hui bien connue :

C =RxR

(ab)t(c,d=@xcbxd)

(a, b) c, d) = (ac—bd, ad + bc)

L2 o (a, b) _rac+bd bc—a
sic+d >0 alors (Cz+d2,cz+d2

cd

— De la méme facon, dans les années 1860, Wegsstrantrera, en exploitant I'idée de Hamilton (cue

Gauss prétendit avoir eue dés 1831, a propos deglexes), que, M est consistant, alors il en est ‘le
méme deZ, puis deQ. (La démonstration analogue pdRrfit au cours du siécle I'objet de travarix

plus difficiles, mais finalement convergents, dent®a Dedekind, Méray, etc.)
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—Le projet de développer un systeme de nombresseuient I'analogue pour I'espaée trois
dimensiongle ce que les complexes sont pousléa se révéla en revanclirapossible(voir la séance

9 de ce Séminaire). Hamilton, qui y travailla sanscés « au moins quinze ans », dut finalenient
reconnaitre que, s'il était facile de définir 4R une structureadditive convenable, il n’était pas
possible d'y définir unenultiplication Il prit conscience du méme mouvement que, popaskeer cette
impossibilité, il fallait accepter, d'abord ¢asser deR® a R?, ensuite de renoncer adammutativité

de la multiplication. Ainsi créa-t-il leguaternions comme il le raconte dans le passage suivantifci é
Morris Kline, Mathematical Thought from Ancient to Modern Tipm@sford University Press, 197,

p. 779):

Tomorrow will be the fifteenth birthday of the Qaations. They started into life, or light, full gvo,

on the 18 of October, 1843, as | was walking with Lady Haaml to Dublin, and came up 1>
Brougham Bridge. That is to say, | then and theiethe galvanic circuit of thought closed, and ‘he
sparks which fell from it were the fundamental edres between |, J, Kexactly suckas | have uset!
them ever since. | pulled out, on the spot, a pibdak, which still exists, and made an entry, on
which, at the very moment felt that it might be worth my while to expetite labour of at least ten (cr
it might be fifteen) years to come. But then itas to say that this was because | fefirablemto have
been at that momersblved an intellectualwant relieved which hashauntedme for at leasfifteen

yearsbefore.

Cette mise en perspective historique ouvre surconelusion tout aussi ferme, qui souligne
le leurre d’une croyance naive en la possibilitéloener une démonstration mathématique de

consistance « absolue ».

 Au college et au-dela, on s’en tiendra a I'appeoeiréaliste » des nombres sagement proposé > par
les programmes, en n'oubliant pas que la seulevprelexistence possible serait un résultat de

consistanceelative, du type : si le « systeme de nombres » suppaséexemple le system¥ des

. a . . . . ~ , N . .
guotients—, comportait uneontradiction alorsil en irait de méme d’'un systeme de nombres ré)ute

pourtant non contradictoireici N. Tel est le sens — bien mal compris, si I'on writelles des preuves
de non-contradictiombsolue— des prétendues « constructions »>Ztla partir deN et deQ a partir de
Z (ou deQ. & partir deN).

3.2. Ce long développement fort explicite ne siffihs doute pas a clarifier complétement la

situation pour ceux a qui il s’adresse. La troigedes questions qui le motive dans le
T , : S a
séminaire d’ou nous I'extrayons montre bien queddfnition deB comme le nombre dont le

produit parb est égal &a n'est pas recue sans difficulté par les professstagiaires. En
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Vérité, il y a sans doute tieuxpoints de difficulté. Il y a d’abord cette décorteevécue sans
. R . N a
doute comme étrange par beaucoup d’entre euxaqo@tir du moment ou I'on admet gge

est un nombre — donc I'élément d’'un anneau comifutatitaire et integre qui contient les

décimaux comme sous-anneau — et que ce nombrelesdis de I'équatiorbx = a, toutesles
o L. a . , L .
opérations sur les écritures de la forEnesont completement déterminées (sans recours a

quelque mise en relation modélisante que ce ska$) dés sont jetés, les jeux sont faits ! Mais

venons-en maintenant a un autre point de vue, paché, que nous avons commencé
, - . .
d’exposer un peu plus haut : defuglrcomme « le nombre qui.» entre en conflit avec une

croyance plus ancienne et sans doute plus prégdantela culture mathématique scolaire,
selon laquelle ce nombre, en quelque sorte, eaisterdéja » et n'aurait donc pas a étre
« introduit » ni, a plus forte raison, « créé »:serait le nombre méme que I'on obtient
effectuant la divisiomlea parb. C’est ce point de vue qui organise par exempledaue de
la question suivante, formulée par une professsiagiaire de I'année 2005-2006, la encore
aprés une premiére présentation de la théorie ftastions d’entiers » exposée plus haut.

Le théme de mon corpus B est la comparaison alitiad en écriture fractionnaire. Pour I'instant, @

écrit que‘E—)1 est le quotient da parb... (Je comptais donner la définitiorﬁ@st le nombre qui, multiplié

parb, donnea » lorsque j'entamerai la multiplication en écréudractionnaire.) Puis j'ai précisé que,

lorsquea etb étaient des nombres entiers, le quot%était appelé fraction (comme je 'ai vu dans de

nombreux livres, ainsi qu'avec ma PCP). Depuis mievet la discussion qui a suivi, je sais qu'ihy
un probléeme dans cette définition (entre la naairBécriture d’'un nombre), mais je dois dire gee j

saisis mal le probléme. Peut-on revenir un petosirca ? (2005-2006;,5emaine 18)

Tout se passe comme si cette vision des fractitais lantée par un spectre : celui de la
« valeur » de la fraction, soit le nombre que desigit la fraction et qui serdié véritable
réalité numeériqueobjet de tout calcul et de toute considératiom.té) point de vue empéche
sans doute de faire fond pleinement sur les éestfnactionnaires. Considérons ainsi cette
question proposée par un professeur stagiaire ayargsponsabilité une classe fe 5
Au sujet du contréle des résultats d’'une équatieriadformea/x = b en 5, les éléves peuvent étre
amenés a trouver une fraction comme résultat (pample avec I'équation 2/= 6). Cependant ne

connaissant pas la division des fractions, ilserers pas en mesure de vérifier leur résultat (loem

utilisant la calculatrice). Comment faire ? (2002, 5, semaine 17)

231



Il'y ala, de fait, une difficulté non triviale. Tibd’abord, notons queertaineséquations de la
a . . . ,
forme; = b sont bien au programme de la classe Tegdi range parmi les compétences

exigibles la maitrise du type de taches suivant :

Trouver, dans des situations numériques simplasomebre par lequel diviser un nombre donné pour

obtenir un résultat donné.

Un commentaire précise que le fait de « désigneupa lettre le nombre inconnu peut ici se

révéler pertinent ». Il est donc indubitable que é&eéves de Sdevront savoir résoudre

I’équation172 =4 ou I’équationzx—7 = 3, etc. Il est moins clair que I'équation propesians la

question, a savoif = 6, se trouve dans le champ délimité de maniarpau vague par les

rédacteurs du programme. Si on I'y admet, toutefoisnment, d’abord, laésoudre? A
nouveau, la tension entre l'idée de «division @ffée » et la définition officielle des
fractions semble manifeste. Dans le premier cagstrienté de chercher dans le répertoire
des nombres que I'on connait et des produits oa ldrabitude de les voir entrer une réponse
toute faite. Le nombre 1, ainsi, ne convient pasleeméme 2, na fortiori 3, etc. Parmi les
nombres plus petits que 1, le diviseur 0,2 donhédf@iet non pas 6 ; 0,25 donnerait 8 ; 0,4
donnerait 5 ; etc. (I'éléve peut s’aider ici de csdculatrice). Cette recherche par essais et
erreurs se révele infructueuse ; c’'est a une aetiienique qu’il faut recourir. Cette autre

technique est celle qu’engendre, de facon relattrematurelle, la technologie officielle des

fractions installée depuis la classe de & nombre% est le nombre qui, multiplié pag
donne 2 % x x = 2. Si I'on veut donc qu%z 6, il faut que & = 2, soit encore quex3= 1, ce

qui S’écrit : X :%. C’est en ce point que la question examinée mMerifier le résultat en

remplacani par la valeur trouvée, c’est-a-dire en calcufﬁntc est la aussi que l'auteur de
3

la question bute sur une difficulté : le quotleatdearé n'aurait pas éte définiMais s'’il en

était ainsi, la détermination deainsi que nous I'avons menée a biem serait elle-méme pas
justifiée — sauf a prétendre rechercher une soluti@mtiére ou décimale, ce que le résultat
obtenu montre non fondé. Tout ce que la résolutieri’équation, telle que nous l'avons

conduite, montre alors, est que I'équation n’a g@ssolution décimale, en sorte que, ayant
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trouvé formellemenk = 3 on doit alors se poser le probleme de définirgestients de la

forme plus général%—, et, plus généralement, le quotient d’'un ratior%phr un rationneg .
c
Cela figure-t-il au programme de la classe 8@ Bes textes, la-dessus, ne sont pas d’une
clarté totale. En % le domaine des travaux numériques range d’emipiéeni les
compétences exigibles la maitrise du type de téshigant :
Organiser, pour l'effectuer mentalement, avec paprayon ou a la calculatrice, une succession

d’opérations au vu d’'une écriture donnée de la éorm

b a a+b
cb+cd c

a+bc,a+ , al(blc), .

uniquement sur des exemples ou a, b et ¢ sont igueérent fixés.

On peut en conclure que I’écritw% fait partie des entités manipulables par des éléecS.

3
La technologie de ces manipulations découle évidemtmmie la théorie des fractions mises en
place dés le programme d& ®n a explicité le principe théorique selon lequelsupposait

que le systeme des nombres ou on opérait étaibimaa commutatif, unitaire et integre. On

peut donc considérer priori, pour des décimaux b, ¢, d donnés, Ieprodunb d : notons-le

X. Il est alors facile de voir quadx = ac, d’ou I'on conclut que _Ej Mais cette démarche

ne saurait étre adoptémutatis mutandisa propos de la division : nous ne pouvons dire
a
T , . b c___a
priori s’il existe un nombre, que I'on noterait alorsc—, tel quea X X s On peut cependant,
d
comme on I'a fait a propos de I’equatr)t?rrp 6, procéder adnalyseque voici : si ce nombre

existe, il vérifiebd x a x X =db x B' c’'est-a-dire encorbcx = ad; or nous connaissons un

nombre vérifiant cette derniére équation et nousrssa priori, d’apres le principe théorique

pose, que ce nombre est unique : il s’agix dé;_(c:;l' Ce nombre convient-il ? On doit ici passer

. X oo Co o _a . C c.oad , .. . acd_a
a lasynthesePour convenir, il doit verlfleE XX=4 Ord XX=3% e c’est-a dlr%— b
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. . . R .
On découvre donc que le systéme des nombres quepes ecrire,, aveca etb entiers (ou

décimaux), forme en réalité worps Pour deux tels nombrasety, considérons leur quotient

a_ . _¢c
b Y74
ad c_acd_a

y Xy :b—C X 4 bod" b =X. En vertu de l'intégrité, on peut

X , X , L
9. Montrons qu’on a alor)s/;x y =X Posonx =— ety =— aveca, b, ¢, d entiers ou décimaux.

On a aloré :@; il vient donc Z
y bc

définir le quotien%, oux ety sont des rationnels, comme l'unique rationnelfizaéﬁ)—; Xy =

X. Il en résulte aussitot, ainsi qu’il en allait dda cas ou tous les nombres manipulés étaient

. L , X _IX N .1
entiers ou décimaux, que, pour tout rationnel nalrr non a;/ =E. En particulier, sk =3 on

3x2 6
3 1

a; = =6: quuatlon mentionnée dans la question quésravons sulvie est ainsi

vérifiée. Accordons que le détour est un peu lontaijs il ne devrait I'étre que pour des
élévesde 5, non pour leurs professeurs. Or on doit constaterle curriculum mathématique
est, sur ce point, laissé dans une confusion qdaciéte pas le travail des professeurs, non

plus bien sOr que celui des éléves. Dans le casiigga on pourrait certainement, ayant

. 1 , R . : .
trouvéx = 3 admettreque I'on opére sur des fractions de fractiooexmesur des fractions

d’entiers (ou de décimaux) — ne serait-ce déjapque éprouver la consistance de ce postulat
pratique, avant peut-étre d’en donner une démdiwiréondée sur les postulats théoriques

L . - : a
que nous avons soulignés. D’une maniere générateexemple, on pourradidmettreque-—

b
c
axc _ac ; o .
= =% On étendrait ainsi un geste de calcul (qui nengbapas la « valeur » de la
LV
c

fraction) pratiqué en principdepuis la 6 puisque le programme de cette classe indique :

On dégagera et on utilisera le fait qu'un quotiemtchange pas quand on multiplie son numérateur et
son dénominateur par un méme nombre.
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4. Un analyseur : les produits en croix

4.1. Les faits que nous venons d'évoquer sont,egwident, tétus. Les professeurs stagiaires
les rencontrent indéfiniment sur leur route, eetidfobstacles. En témoigne notamment une
situation qu’ils tendent a subsumer sous l'étiquettchaisante de « produits en croix »,

comme l'illustre la question suivante :

Je prépare mon cours sur les fractions, eP&ur montrer qu% :g, on apprend qu’il faut qu’il existe

k # 0 tel quec = ka etd = kb. Mais le programme ne parle pas du produit enxcfad = bc). Le
probléme c’est que le programme n’en parle pasphamen 6 ni en 5 (proportionnalité), et pas non

plus en 4. Pourtant, on en a besoin pour la « premiére forme théoréme de Thalés :

OA_OA
OB OB’

OA _OB
OA’ OB

A quel moment de la scolarité doit-on parler duredgpit en croix » ? Doit-on seulement I'évoquer
pour compléter un tableau de proportionnalité ?sEeile mentionner dans le cours ? (2001-2082, 5

semaine 7)

L’auteure de cette question indique a juste titre Eexpression traditionnelle de « produit en
croix » n'apparait pas dans le texte des progranaioes en vigueur au college, non plus que
dans les documents qui les accompagnent. Quelguasopons plus tard, cette absence
formelle de l'antique expression met un doute déesprit de l'auteure de la question
suivante :

Dans le chapitre « Proportionnalité » €nlé terme « produit en croix » est-il toujoursaizlité pour

calculer une quatriéme proportionnelle ? (2004-280%emaine 13)

L’expression, donc, n'y est pas. Mais la chose ltpi@ésigne traditionnellement y est-elle ?
L’auteure de la question ci-aprés croit la voir slsprogramme de’5de méme qu’elle croit

y Voir une autre vénérable « méthode », appelééitanellement « de réduction a l'unité » :

Dans le BO, les conventions de mesure du tempsrerdans le chapitre de la proportionnalité (ssr le
manuels également) ; la méthode ainsi sous-jaaesitelonc I'utilisation du produit en croix. Or la
méthode qui consiste a remplacer 'unité me serbiicoup plus claire. Peut-on expliquer les deux
méthodes « au méme moment » ou doit-on laissezrdpg aux éléves entre les deux ? (2002-2003, 5

semaine 13)
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On saisit plus clairement, ici, que, par dela l'egsion elle-méme, c’est fachniquequi est
interrogée et comparée a d'autres technigues. Hpit dfe I'absence confirmée de
I'expression, une stagiaire la fantasme, commedetre la remarque qui clot une question ou

elle met par ailleurs en débat la technique dedyit®en croix :

Pour calculer une quatriéme proportionnelle, esselade § on peut utiliser I'égalité des produits en
croix. Le probléme est qu'il y a ensuite une étappplémentaire pour trouvar Dans la synthése,
peut-on donner directement la méthode

a X
x:%c(b:: 0,a#0,c#0)

b C

(Dans le programme officiel, on ne parle pas deedethnique, mais juste de I'égalité des proderits
croix.) (2000-2001, % semaine 17)

4.2. Arrétons-nous un instant sur l'affirmation lat question posées ici. Les tableaux de

proportionnalité sont introduits en classe 8e3it un tel tableau

ou a, b, c etd sont, en pratique, des nombres déterminés. Detypetie nombres s’agit-il ?
En début de  la réponse irait de soi: ce sont des entiersl@sidécimaux (« courants »).
Comment alors définir le fait qu'’il s’agit la d’uableaude proportionnalite C’est en ce point
gue les quotients ou fractions d’entiers vont deéie mobilisés, si, du moins, I'on veut
pouvoir donner la définition suivante et I'utiliseée facon satisfaisante : le tableau sera dit de
proportionnalité s’il existe un « nombrek»stel quea = kb et ¢ = kd. Bien entendu, cette
définition suppose que, dans le systeme de nonuibites®, a soit divisible paib etc pard. Si

a =1 etb = 3, quels que soiertetd le tableau ne pourra étre dit de proportionnakién la
définition retenue provisoirement ici. On peut @riment « ouvrir » cette définition en
posant que le tableau est de proportionnalitéssibiexiste un nombrd tel quea = kb etc =

kd, soit s’il existe un nombreé tel queb = /a etd = /c. Méme dans ce cas, si le systeme des
nombres disponibles se réduit a 'ann®ades décimaux, des lors par exemple gue3 etb

= 7, le tableau considéré ne pourra jamais étrprdgortionnalité ! Dans ce dernier cas, on
peut ouvrir encore la définition en supposant quiorrajoute cette clause : « ... soit encore

s’il existem tel quea = mcetb = md ou s'il existen tel quec = na etd = nb». Si, par
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exemple,c = 12 etd = 28, le tableau sera de proportionnalité, puisggeda etd = 4b. En
revanche, le tableau suivant ne pourra pas éteedégomme étant de proportionnalité :

21 | 33

49 | 77

Toutes ces difficultés disparaissent si I'on plorigesysteme des nombres jusqu’alors
disponibles dans le systéme dpsotients d’entierdou de décimaux), c’est-a-dire si I'on
passe au corp® des nombres rationnels. En supposanh, ¢, d décimaux non nuls, les

énoncés suivants sont alors tous equivalents :

1. Il existe un nombrk tel quea =kbetc=kd;
2. Il existe un nombrétel queb =faetd=/c;

3. Il existe un nombre tel quea=mcetb =md;

4. |l existe un nombra tel quec =naetd=nb;

a_g,
SpTd’
6.t—):g;

a C

a_b,
7.C—d,

c_d
8.a—b.

Toutes ces égalités sont encore équivalentes altime égalité, ditales produits en croix

_ - , oy & a_ad _.c_bc ad _
ad = bc. Pour le voir, supposons d’abord qu onBaFt q CommeB = bd etd “pd’ " ¥g "
bc . . _,_ad _bc _ , .
—; il vient alors :ad =+— % bd =7— x bd = bc. Inversement, supposons que I'onaalt= bc;
bd bd bd
alorsél —ad_bc_c Supposons maintenant qu'il exigtedécimal ou non, tel que=kb etc

b bd bd d
=kd; on a alorsaad = (kb) x d = b x (kd) = bc. Inversement, supposons que |'onait= bc;

on a alors%l =§ et, en posank = % = g il vienta = kb et c = kd. Dans le principe, la
technologie des tableaux de proportionnalité esicdessentiellement constituée par les
notions et résultats relatifs aux quotients d’'estiet de décimaux qui pourraient étre
disponibles deés la classe de Bourtant, la pluralité des « critéres » de proponalité, jointe

a la variété des rapports rationnkelg, m oun — qui peuvent étre décimaox non— multiplie

les possibles, en sorte que les éleves, commerddaspeurs, se trouvent mis devant une
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diversité de techniques dont on peut comparenfiriiles mérites respectifs. Notons en outre
qgue le probleme est encore compliqué par certaimties institutionnelles allogénes, ainsi
que l'atteste la question suivante :
Dans le chapitre « Fractions » ehcgrtains livres traitent du produit en croix e¢pdis un certain
temps, les éléves s’en servent dans d’autres mat{&VT, sciences physiques). Doit-on I'aborder en

classe et le démontrer afin de justifier ce résuitathématique qu’ils utilisent déja ? (2005-208%6,

semaine 7)

La technique plus rudimentaire de réduction a t&niencontrée plus haut, cétoie ainsi des
techniques mathématiquement plus évoluées, commemére la question suivante, a propos

cette fois de la classe de seconde.
Quelle technique choisir pour résoudre une équatioi apparait une inconnue au dénominateur (par
+ . - . . . s s L1a .
exempleg((—+g = ¢e) ? Faut-il utiliser la technique du « produit enix », préférée des éleves, ou utiliser

la technique consistant a mettre au méme dénominatea deuxiéme technique a I'avantage d'étre
utilisable également pour les inéquations maisel@mahde des éléves me fait me poser des questions.

D’autre part, comment puis-je motiver ce type datpns ? (2000-2001,(’62 semaine 9)
Lorsque le choix de la technique est laissé flottées €leves entrent en jeu pour faire
connaitre leurs « préférences » : c’est du moingue croit, ici, le professeur. Les textes
officiels, au vrai, ne réduisent guére le polytecisme régnant. Dans le document
d’accompagnement de I'ancien programme déeh vigueur jusqu’en 2004-2005), on lit par
exemple ceci :

Méme si les algorithmes de recherche systématituree dquatrieme proportionnelle ne sont pas au

programme, on proposera des situations multiplieatdont le traitement permet d'utiliser et de meett

en évidence les propriétés de linéarité ou la peesd’un coefficient de proportionnalité.

4.3. La recherche d'une quatrieme proportionnetle, 'aura noté, este probleme par

excellence. On y considére un tableau

dont on pose qu’il est de proportionnalité, et 'damande d’en tirer alors la valeur de
'inconnue x. S'il existe de facon évidente un nombre déciknétl quea = kb, on pourra

écrire quex = kc, ce qui résout le probléme ; s’il n’en est pasiaion pourra écrire I'égalité
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X_a . : S a R
des rapports& = — et en tirer la suite d’égalités= o x ¢ =+ x c. Par rapport a ces deux

b b

techniques, la technique des produits en croixeegjuelque sorte intermédiaire : si elle est,
certes, plus sophistiquée que la technique de tiédua I'unité, I'éléve qui la met en ceuvre

n'a pourtant pas a assumer d’écrire I'égalité dexdeactions ; il lui suffit de s’abandonner au

rituel des produits en croix en écrivant dpxe= ac. C’est la qu’intervient ce que l'auteur de la

question évoquée ici appelait une « étape supplanen : de I'égalitdox = ac, on doit tirer

ac s A . . . .
X =, ce qui decoule de la définition de cette écritfrectionnaire. Il s’agit la d’'une

technique « transactionnelle », qui n'oblige passumer que 'ofait des mathématiquden
cela que I'on manipulerait explicitement des fract, des égalités de fractions, des produits
ou interviennent des fractions). D’ou, sans doldaeprédilection pour cette technique qui

s’affiche dans les disciplines non mathématiquesinblya traiter des situations de

. o e s S - [*
proportionnalité. Si, en effet, on pense le passiggéegalitébx = ac a I'égalitéx =" comme

consistant &ffectuer une divisigria notion explicite de fraction est évacuée réxiuit ainsi
la longueur de la chaine trophique mathématiquet, surtout, on évite d’avoir & assumer
ostensiblemente maniement explicite d’entités mathématiques,qoé pourrait entamer
l'identité disciplinaire du domaine ou ces mathémas-la se trouvent mobilisées —
accidentellement, semble-t-on ainsi nous dire. GQué&é, la recherche d’'une quatrieme
proportionnelle était et demeure une question tliéeaen classe de®5Aussi bien jusqu’en
2005-2006 qu’apres, le programme range en effatambre des compétences exigibles la

maitrise du type de taches suivant :

Compléter un tableau de nombres représentant Umt@énede proportionnalité dont les données sont

fournies partiellement. En particulier, déterminae quatrieme proportionnelle.

Mais alors que I'ancien programme dené proposait — explicitement — rien de nouveaa a ¢
sujet, le futur programme de cette classe (quiakewentrer en vigueur en septembre 2007)
propose la mise en place « officielle » de la tépa des produits en croix pour la recherche

de la quatrieme proportionnelle, comme le monggttait suivant :

Contenus

1| "adjectif « trophique » vient du gremphé « nourriture » (dérephein« nourrir ») : on retrouve cette racine
dans atrophie hypertrophie dystrophie (trouble de la nutrition). L'organisation des coissances
mathématiques suppose des chaines trophiquesledanglles une praxéologie « se nourrit d'une axg par

cela, paradoxalemeng, fait existerdans l'institution qui lui sert d’habitat.
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1.1 Utilisation de la proportionnalité

Quatrieme proportionnelle

Compétences

— Déterminer une quatrieme proportionnelle.

Exemples d’activités, commentaires

Aux diverses procédures étudiées en classes dargixit de cinquiéme pour rechercher une quatrieme
proportionnelle, s’en ajoute une nouvelle, commuernappelée « produit en croix » » qui doit étre
justifiée (en lien avec I'égalité de quotients in®2.2 ci-dessous).

Le fait que, dans une relation de proportionnal#éorrespondance est déterminée par un seuleoupl

de valeurs homologues non nulles est mis en évidenc

: - e a c
Dans un tel contexte, ce programme mentionne dtgatient « I'équivalence entfe=1 etad

= bc (b et d étant non nuls) » et ajoute que cette équivaleste« notamment utile pour
justifier la propriété dite des “d’égalité des pudd en croix”, relative aux suites de nombres
proportionnelles ». Ces décisions ont 'avantageldsfier les choses pour la classe de 4
elles risquent dans le méme temps de laisser sgeses nettement tracés les professeurs

intervenant en%et en 5.

5. Une notion embarrassante

5.1. Le flou qui enveloppe de fait la question desitures fractionnaires et des nombres
rationnels trouve a s’exprimer aussi a propos d'gumestion apparentée a celle des tableaux
de proportionnalité : lasimplification des fractions. Les questions formulées par les
promotions des années 2000-2001 a 2005-2006 morarept égard un embarras dont la
source est en vérité multiple. Le premier fait aainduit les professeurs stagiaires a
s’interroger sur la simplification est lié a unditate réflexe qui semble induite par le
précepte : « Ne jamais laisser une fraction nomkiide ! » Le désir de voir simplifier les
fractions se manifeste le plus nettement en cldssd, sans doute parce que les éléves
professeurs sont portés a associer I'idée de dingtion avec la notion de formeéductible
d’une fraction, dont I'étude figure, non pas augresnme de % mais au programme de la
classe de B Ainsi en va-t-il sans doute pour l'auteur de lsestion suivante, qui manifeste

cependant une certaine retenue :

En 4, peut-on suggérer les simplifications des écritdractionnaires, méme si elles ne sont pas au
programme ? (2000-2001%, 4emaine 8)
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Dans la question ci-apres, face au méme inteliditpatience s’amplifie :

Bien que la mise sous forme de fraction irréduetité soit pas exigible efi, &st-il possible d'inciter
les éléves a simplifier au maximum ? (Applicatianld régle d’égalité des fractions.) (2004-2005, 4

semaine 6)

Chez une autre stagiaire, on voit pointer expidat le fait que la simplification, sans doute

non démunie de fonctionnalités, est d’abord unennb habitude » & prendre et a conserver :

En £, peut-on enlever des points (en DS) si les éestdractionnaires ne sont pas simplifiées « au
maximum », alors que cela n'apparait pas comme gtencompétence exigible (en fait cela n'apparait
pas dans le programme) ? Personnellement, je mprideraut mieux donner aux éleves de bonnes
habitudes, mais je ne sais pas si on peut lesalipén» si ce n’est pas fait... (2003-200%,semaine
7)
Chez telle autre stagiaire encore, ce n’est pasutasm adhésion personnelle qui est formulée
gu’'un compte rendu en quelque sorte objectif, gitidpparaitre la situation affrontée comme
surcompliquée par la présence de la calculatrice :
En 4, dans le chapitre « Nombres relatifs en écrittaetionnaire », on incite les éléves a simplifes |
écritures fractionnaires, bien que la forme irrdithle ne soit pas exigible. Cependant la calcudatri

permet d’obtenir une fraction sous la forme irréthle. Comment gérer I'utilisation de la calculagi
dans ce cas ? (2004-2005, gemaine 7)

Pourtant, au-dela de cette attitude d’éducateumpem rigide ou d’instructeur sobrement
objectif, des interrogations se profilent chezdesyiaires officiant en®4qu’induit sans doute
en partie I'interdit méme pesant sur la notion olenie irréductible d’'une fraction. C’est du
moins ce qu’on peut entendre a travers la quesiowante qui, en méme temps, parait
suggérer que la simplification serait le point dfée dans un riche monde mathématique —
celui des nombres premiers, etc.

J'ai du mal a cerner ce que les éléves Ueodvent savoir a propos de la simplification des:fions.

Vaut-il mieux essayer déja de leur faire sentixiseence de nombres premiers ou se contenter de cas

trés simples en utilisant les critéres de divigibjpar 2, 3, 5 ? (2001-200Z, 4emaine 5)
Chez d’autres, la réponse a la question poséedcie-doivent apprendre les éléves Oent
matiere de simplification ? — est liée a une famialité centrale quils prétent a la

simplification, et cela dés la classe deAdnsi un stagiaire souléve-t-il la question suite:

Est-on en droit de donner des exercices propossithplifications de fractions (méme si cela n'est
pas une compétence exigible) sachant que, powteéieun produit de fraction, on conseille (darss le

manuels scolaires) de simplifier avant d’effectesrcalculs ? (2000-2001%, 4emaine 15)
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Une autre stagiaire semble moins slre de son affaille formule ses doutes, encore accrus
par le brouillage lié a la présence de la calcaiatren illustrant le probleme qu’elle entend

poser a l'aide d’'un exemple numérique maladroitdrmeprovise :

Puis-je exiger des éléves qu'ils simplifient leactions avant de les multiplier afin de simplifles

L. . . 25 6 _5xBx3x2 15 . 25 6
! ? —_——=— = —— X —
calculs et éviter d'utiliser la calculatrice ? Exgen: 2 X 10" 4xB2 7 les éléeves font 2 X 10

= %)=% J'essaie de leur expliquer qu'il est plus difécde simplifier la fraction obtenue que le

produit de départ, mais cette méthode leur pata& difficile. De plus, les éléves me demandent
toujours s'ils peuvent utiliser leur calculatriceéme dans le cas de calculs simples. En général, je
l'interdis, sauf si les calculs sont un peu comydig| ou si son utilisation ne nuit pas a I'appreatie

de la méthode étudiée. Ai-je raison ? (2001-208%emaine 7)

Chez tel autre stagiaire, mais cette fois a prajgok classe de°Ha question est soulevée en
relation avec son travail d’étude et de recherditeR(, qui doit le conduire a la rédaction du
mémoire professionnel demandé en deuxieme anndéd’l
Mon TER porte sur la multiplication des fractions easse de % et plus précisément sur I'utilité
d’effectuer des simplifications avant de multiplide cherche a construire une AER (présentant et
motivant cet aspect) basée sur des objets « cener@idartages, aires...), mais rien ne me convient

vraiment. Je voudrais chercher dans la littératorais je ne sais pas vers quels types d'ouvrages
m’orienter... (2000-2001,%, 19)

Deux questions solidaires émergent ainsi : pourgiraplifier des fractions, et — au fond —
gu’est-ce que simplifier une fraction, du moins mpida chose ne se réduit pas, si I'on peut
dire, a la réécrire sous sa forme dite irreducttbleinterrogation surgit parfois de maniere

tout a fait explicite, comme dans la question suigafort concise :
Comment motiver la simplification des fraction2@@0-2001, 4 semaine 10)

D’autres tonalités sont possibles. Un professeagiaire qui, ayant en responsabilité une
classe de 3 se situe donc de l'autre coté de l'interdit, senduant a lui enclin a regarder la
simplification des fractions comme « sous-motivéaplan épistémologique et, en tout cas,
peu motivante au plan psychologique ; il écrit :

Je dois commencer l'arithmétique €n [3a notion principale est le PGCD. Les motivatipnigicipales

du PGCD sont la simplification des fractions etpesblémes de partage. Ces motivations me semblent

peu convaincantes (peu de godt pour le calculifrachire et difficulté des problémes de partage qui

nécessitent une modélisation). Je suis donc acleerehe d’une autre motivation, plus forte. Auriez-

vous des idées ou des références a ce sujet 2-20043 3, semaine 14)
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5.2. Quelles situent I'opération de simplificatim@mme une obligation élémentaire quasi
automatique ou gu’elles s'interrogent sur ses rasd’étre, les questions précédentes

semblent vouloir faire I'’économie d’une interrogatifondamentale a propos de cettgion,

et dumot méme par lequel on la désigne. Supposons quelbore comparer les fractio%

et;—é; il n’est pas déraisonnable en ce cas (puisqdeiSe 12 alors que 7 ne divise pas 25)

fa . 3 12 e N , . L 3
de réécrire la fractlog sous la form%, ce qui fait apparaitre d’'un simple coup d'cell gue

%—223 < ;—523 Dans ce cas, on l'aura noté, il s’agit moins da@mglifier » que de remplacer la

fraction par une écriturplus adaptéeu micro-projet mathématique dans lequel on se sit
Le cas de la multiplication, évoqué par plusiedagisires, est sans doute conforme a cette
problématique : en travaillant sur des nombres paigs, dés lors qu'il s’agit, non pas de les
comparer, mais de lesultiplier, on augmente la fiabilité des calculs effectués et
accessoirement, on peut se dispenser du recoarsacllatrice — point sur lequel on ne fera
pas davantage de commentaires ici. Le mot de diogtlon reste cependant ambigu : comme
on vient de le voir, le geste approprié consist€fopa en une « complexification » de
I'écriture dont on dispose au départ. En ce sems #téécritures d'une fraction
fonctionnellement utiles peuvent étre diverses,famction du projet mathématique dans
lequel cette réécriture prend place. Notons queleaneurant, si I’habitude est bien ancrée, en
France, de réécrire une fraction en la simplifiexd sens ou l'on divise numérateur et
dénominateur, supposés entiers, par un méme divieeamun entier), il a existé et il existe
encore en de nombreux pays une réécriture canoqiguEnsiste a ne pas laisser telle quelle

une fraction « impropre » (c’est-a-dire dont le @uateur est supérieur au dénominateur), et a
e , . . . AT
la réécrire sous la forme d’'un entier augmenté @'‘fnaction « propre » : on écrira ainsi =

3

2 +§ ou plutdt, selon une écriture qui n'est plus artgdwi en usage en Franc%z = 27.

7
Dans un cas, une professeure stagiaire fait merd®ria rencontre, vraisemblablement

suscitée par la calculatrice, avec cet habitusillallogene :

Comment réagir face a un éléve qui simplifie Ia:tirmi—g en donnant 1 +i—g? (2001-2002, 6
semaine 24)

Cette situation se reproduira a quelques annédistace avec la question que Vvoici :

243



Est-il préconisé d’enseigner aux éleves a utilsdouche qui écrit une fraction sous la forme%, ou
b < ¢ ? (2004-2005, 4 semaine 6)

Dans le séminaire du mardi matin, cette dernieestipn recoit, au reste, une assez longue
réponse, qui présente aux éléves professeurs degsismnglo-américains (et autres) en la
matiere, a travers notamment un document explicitas notions idoines«(Improper
Fractions » « Mixed Numbers,»etc.) et s’attardant sur les principaux typesta@ehes :

« Converting Improper Fractions to Mixed NumbersConverting Mixed Numbers to
Improper Fractions » « Adding and Subtracting Mixed Numbers«Multiplying Mixed

Numbers »La réponse proposée souligne que, en un casclemkent examiné présente une

o b . b TP . .
écriture de la forma +E dans laquelle la fractlog n'est pas simplifiee (il s’agit de I'écriture

111_5) . on retrouve ainsi la diversité et la relativais-détermination des jeux de réécriture

possibles, que seul le besoin a satisfaire peunera déterminer. Pourtant, on doit constater
qgue l'interrogation sur la notion de simplificatiamorcée ici est généralement occultée par
des questions écran, ou les valeurs traditionnelie$a classe de mathématiques viennent
masquer une difficulté qui ne prend pas spontanéfeestatut dgrobleme Ainsi en va-t-il
dans la question ci-apres, formulée par un élegtepseur ayant en responsabilité une classe
de seconde, ou prime le souci de la « justificatiende la démonstration —, sans doute parce
gue le temps n’est plus a des interrogations dol¢ll naturel serait le collége :

Aprés avoir montré aux éléves la touche de la Galice qui rend une fraction directement

irréductible, ou qui donne I'écriture scientifiquéun nombre, peut-on accepter des résultats sans

justification (une fraction directement simplifiésans que la simplification soit apparente) ou, au

contraire, ne faut-il justement plus les accept@0P4-2005, %, semaine 5)

Chez tel autre professeur stagiaire enseignaneeonde, toutefois, les doutes typiques des
éleves professeurs intervenant en college réaggard; apparemment non censurés, avec

méme une touche de fraicheur mathématique de bon al

Quelles sont les différences entre écritures fraokires et fractions ? Le nombge?1 est-il une

’ _6_3_4_

fraction ? Si oui, comment justifier une écritupais forme de fraction irréductible 33528

g—’é) Et pour amener la définition d'un nombre ratiorh€2004-2005, % semaine 8)
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En réalité, le trouble qui affecte la question fitastions et de leur simplification parcourt tout
le secondaire. On le rencontre en seconde, nowsnka vu; la question ci-apres,
emblématique de ces mémes difficultés, témoigre, @é la situation que doit affronter le

professeur intervenant en classe te 5

Je vais aborder le théme « Ecritures fractionnairastions ». Je me suis posé une question atideije

_axk_ a_a:k .. .
_bxkoub bk Etil y a aussi

I'organisation en sous-chapitres. Il y a un théaréf) qui dit qu

un sous-titre (2), « Multiplication de deux fractio». Est-ce qu’il vaut mieux, dans la synthesdirme
(1) en premier, puis (2), ou l'inverse ? Je me pagpiestion car, quand on doit simplifier une i@t
comment expliquer le mécanisme ? Si (1) a été gx@lien premier, on applique la formule du

théoréme, par exem I@—lsz?:Z ou2—1:21—:3zz. Si (2) a été expliqué en premier, on explique
P P 3% 6%18 18:3 6 ° @ pia P pia

21 _3x7_3_7 7 . )
alors que= = == x = = 1x— Quelle est 'organisation la plus pertinente @0& 2006,
Uele~3%6 36 5 O g Pius p 3
semaine 8)

5.3. A I'évidence, ces jeunes professeurs sontg@iemans une culture mathématique qui, sur
toutes les questions évoquées, est séverementuautitjnformation mathématique utile

reste largement étrangére au quotidien de la pioies Indiquons-en rapidement les

principaux linéaments. Le theme de la simplificatidésigne en réalité deux questions
apparentées mais distinctes. La premiére, on l'agéde, est celle des réécritures
fonctionnellement utiles d’'une fraction ou d’'uneitre fractionnaire donnée. La seconde
peut étre vue sans doute comme un cas particitx premiére, mais c’est un cas qui mérite
une attention spécifique : c’est la question deistnce et du maniement d’'une écriture
« canonique » d’'une écriture fractionnaire donm@egésignant par « écriture canonique » un
systéme de notation dans lequel toute fractiomdes ou de décimaux) aurait une écriture
bien déterminée, unique, en sorte que deux écsifumetionnaires désignant le méme nombre
auraient formellement la méme écriture canonique.résultat essentiel est a cet égard le
suivant : étant donné une fraction (propre ou imppEd de nombres décimaux strictement

a
b

n'ayant pas de diviseurs communs autres que 1. éeésultat (sur lequel nous allons

. L . . . " cC_a
positifsT, il existe un couple unique,(d) d’entiers strictement positifs tels qge= ¢, C etd

revenir), on peut déduire l'algorithme suivant pabtenir ce qu'on nommera forme

_ .. C . a . . -
irréductible 7 d’'une fraction- : tout d’abord, sk ou b n’est pas un entier, on multiplie ces

d b
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nombres par une puissance de 10 convenable paemiobhe fraction d’entiers éga%,. On

procéde ensuite a des divisionsadetb’ par des diviseurs entiers commures atb’, et cela
jusqu’a ce qu'on obtienne une fraction d’entiermtdte numérateur et le dénominateur
n'auront plus de diviseur commun hormis 1 ; enweld I'unicité affirmée dans le théoreme,
cette fraction sera alors la forme irréductiblerchée. Le seul point qui resterait a justifier,
c’'est que la procédure de divisions successivesupaméme nombre entier strictement
supérieur a 1 ne se poursuit pas indéfinimenthi@se résulte évidemment du fait que, dans
N*, il n’existe pas de suite descendante infinie.rémouve ainsi le geste décrit familierement
par les professeurs stagiaires selon lequel oneedsasimplifier « le plus possible » : s’il en
est effectivement ainsi, on aboutit bien a la form&ductible. Mais on voit que I'obtention de
fait de la forme irréductible ne suppose pas, ismerent, la connaissance du théoreme
formulé plus haut : on peut, dés 12 (ét méme avant), en « simplifiant le plus possihle
obtenir de fait la forme irréductible des fractiananipulées, sans pour cela s’interroger sur
I'existence et 'unicité d’une telle écriture. Gethanipulation permet notamment de voir que
deux fractions sont égales dés lors que l'uneaettié donnent par simplification la méme
fraction d’entiers. Mais la réciproque pose prold@ési I'on ne dispose pas du résultat
d’unicité : comment conclure, par exemple, que aid d’'un coté sont premiers entre eux et

c.e

si e etf d’'un autre c6té sont premiers entre eux, ensn’a pasc = e etd =f, alors0| f ? La

situation se régle aisément, bien entendu, sid’'spitc = e etd # f, soitc Z eetd =f ; mais le

cas général est beaucoup plus résistant. Pour tgrenpoconsidérons la contraposée de la

proposition en cause :%iet% sont des fractions irréductibles etgs'F % alorsc =eetd =H.

L’hypothése queg = % implique I'égalitécf = ed; I'entier ¢, qui divisecf, divise doncde;

étant premier aved, il divise e (Gauss). On montre de la méme facon guévisec, ce qui
entraine, dan?N*, que c = e, d'ou il résulte aussitét que= d. Cette démonstration est
regardée aujourd’hui comme ne pouvant pas étreueenlisponible au collége. Une voie
possible pour contourner la difficulté est alorsuévante : au lieu de prendre pour définition
de la forme irréductible celle que nous avons éeeqile numérateur et le dénominateur sont
des entiers positifs premiers entre eux), on peldper, au niveau technologique, une
définition qui ne répond pas immédiatement a I'eséechnique de simplifier en divisant

numérateur et dénominateur jusqu’a ne plus pougdaire, mais qui se révéle plus maniable
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. . . . ..a
au plan technologique. Etant donné une fractiontes,

P aveca etb non nuls, on dira que

C _ a . . . C c _a
d estune forme m|n|malede5 s'il n’existe pas de fract|0187 telle quec’ <c etE b Le

résultat d’existence et d'unicité attendu peut abiét alors de la fagon suivante, en

L, . .C
commencant par l'unicité. % est une forme minimale (%et SIE en est une autre, on a

. . cC _C . L A e s .
necessairemem =c; commea =3 il en résulte aussitot quk = d. L'unicité étant ainsi

démontrée, il reste a établir I'existence. C’estjiee la voie ouverte par la définition que nous
avions posée présente un avantage redoutable deefaurnir une démonstration d’apparence

naturelle. Pour etb donnés, considérons en effet I'ensemble des sutiigls qu’il existed

vérifiant Iegallte cet ensemble n’est pas vide (il contianet aussi &, 3a, etc.) : on

d b’
prend alors le premier (le plus petit) élément deansemble : la démonstration est faite !

Bien entendu, dire que I'on prend le premier éléndencet ensemble infini, soit de {1 N* /

Od O N*: a b} suppose que l'on se réfere a la propriété dedfe deN d’étre unbon

ordre, laquelle équivaut a d'autres propriétés puissaftemme il en va de I'axiome de

récurrence de Peano) et entraine toutes les pr@prignportantes sur les entiers, division

. L . . .La_u
euclidienne et théoréme de Gauss intfud\otons ici, en passant, que si IO'EGFV , alors

.a _.u R - ) . c
les fracUon&D et\—/ ont la méme forme minimale. Cela noté, on voiéwidlence que S estla

2 Montrons d'abord que la propriété de bon ordrelimpe I'axiome de Peano. Soit une pafieleN contenant
0 et telle que, st O N, alorsn + 1[0 N. Si 'ensembleQ = N\P n’était pas vide, il aurait un premier élémeat,
Comme 00 P, k serait non nul ; par définition I'entié&r— 1 appartiendrait alorsR Mais d’apres la propriété de
récurrence d@, on aurait alor& = (k— 1) + 100 P, en contradiction avec la définition #eDoncQ = N\P = [

et P = N. Montrons ensuite que la méme propriété implidexidtence, pour des entieasetb donnésp = 2,
d’entiersn etr vérifianta =nb +r, avec < r <b. (L'unicité se démontre indépendamment.) L'ensexfot { k
ON/kb>a} n'étant pas vide (il contierg), il existe un premier élémenttel quemb> a. L'entier m étant non
nul, posonsr =m-— 1 : on a, par définition d®, nb<a< (n+ 1), et donca=nb +r avec O<r <b. Pour des
entiersa etb non nuls, on note, le reste de la division deparb, r; le reste de la division deparr; siry > 0,
etc. ; comme la suite;{ décroit strictement, il exisgetel quer, = 1 etr,., = 0. En notantr(, m) le PGCDde deux

entiers non tous deux nuls, on peut écrit@ bf = (b, r1) = (1, r2) = ... = {p 0) =rp. Il est clair queKa, kb) =
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. a , , - s
forme minimale d%, alorsc etd n’ont pas d’autre diviseur commun que l'unité fdame

minimale est irréductible. Mais la réciproque dit-graie ? Enoncons d’abord la propriété

c

suivante : a_c ou
~Sh =4 Y4

estla forme minimale d%, il existe un entien tel quea =ncetb =
T L s . . . a_c
nd. Avant d’établir ce théoréme, tirons-en ce cormlassentiel : s, =4 avec ¢, d =1,

c’est-a-dire ave(% non simplifiable, alorsg- estla forme minimale d% . En effet, soit% la

. a . - L :
forme minimale d%; c’est aussi la forme minimale (%e en sorte qu’il existe un entier

supérieur ou égal a 1 tel que= nc’ etd = nd’. Comme on suppose queetd sont premiers
entre eux, on a aussi nécessairenmentl, et done = ¢’ etd = d’, cQFD. Ce résultat induit
I'algorithme mis en ceuvrée factoau college : pour trouver la forme irréductibleirg
fraction, simplifier la fraction jusqu’'a ce qu’eliee soit plus simplifiable. La technologie
évoquée — fondée sur la notion de forme minimalme’fraction d’entiers — rejoint ainsi la

technique usuelle de « simplification ». Pour dardosé soit complet, il reste & démontrer la

s : . a_c C ..
propriété dont nous venons d’examiner le corollé@posons dons:: 4 avecy minimale.

On a évidemmert < a. Effectuons la division euclidienne dgoarc ; on obtient I'égalitéa =

nc+r,ounONet0O<r<c.On aalorsbzaxgzaxgz (hc+r) X%:nd+%. Commeb
etnd sont des entiers,=% est un entier. Sin’est pas nuls ne I'est pas davantage et il vient

r . S~ : . C -
5 avea <c, ce qui est contradictoire avec I'hypothése gteast la forme minimale (%

olo

On a dona = 0 et, par suiteg = nc, etb =nd, CQFD.

6. Décimaux et approximations décimales

6.1. L'oubli déja noté des décimaux dans la foromatmathématique supérieure induit un
éloignement a leur endroit de la part de ces edigtis que sont les professeurs stagiaires.

Ceux d’entre eux enseignant en collége — notammeltivent alors apprendre a avoir a ces

(kb, kry) = (krq, krp) = ... = Krp, 0) =kr,. Ce résultat établi, on peut démontrer le « lerdm&auss » : si divise

bc et est premier avdg, alorsa divise @c, bc) = c¢(a, b) = ¢, CQFD.
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nombres un rapport pour eux inédit. A cette ocegsie vont s’apercevoir que cette matiére
mathématique receéle bien des points obscurs. Qnpdug haut I'incertitude qu’engendrait la
co-présence, dans le texte des programmes, de @lgurssions voisines mais distinctes,
« fraction » et « écriture fractionnaire ». La digs suivante, déja rencontrée dans un
contexte un peu différeff, montre une tentative d’expliquer cette « anomaligar une

perturbation apportée précisément par les décimaux

. .2 o . .2
Doit-on parler de la « fractlon§>ou de « I'écriture fractlonnalre?en classe de’2 Il me semble que

'on parle de fraction lorsque numérateur et démat@ur sont des entiers (non nul pour le
dénominateur), et le terme « écriture fractionnaiest réservé aux quotients de décimaux (non.nuls)
Cette distinction ne semble pas aussi nette danpriegrammes ni chez les collegues. Qu’en est-il
exactement ? (2001-200Z, éemaine 7)

La question suivante manifeste aussi le sentimenedperturbation que I'on tente — la chose
est rarissime — de neutraliser par I'invocatiombellante de la calculatrice !

Quel est l'intérét de cette compétence exigibldRagener une division dont le diviseur est décimal

une division dont le diviseur est entier » ? Omdgfarme ainsf‘%3 en%s; or la calculatrice peut

effectuer la division dans les deux cas. (2004-280)5emaine 10)

Quelques années auparavant, la méme irritationenant se faisant entendre a travers la
guestion que voici :
J'ai du mal & motiver la tache suivante : divisar pn nombre décimal (ef)5En effet par la suite les

éléves n'auront plus a effectuer cette tache admncomme le demande le programme Yentais a
I'aide de la calculette. (2000-200F, Semaine 10)

Une autre question montre que la « perturbatiodou® par le professeur correspond parfois
a une perturbation réelle du coté des éleves. Casjue suggere en tout cas la question ci-

aprées, dont I'auteur a en responsabilité une cldsseconde.

Pour mettre sous forme réduite une écriture fraotire du typef?%8 guelques éléves ont utilisé la

notion de PGCD dans I'anneau des décinfBuette généralisation, clairement inconscientka ghart
des éléves, fournit cependant une méthode de rédudes écritures fractionnaires. Faudrait-il
« censurer » cette technique pour lui préférepla ulassique consistant a se ramener @A eut-on
l'accepter sans entrer précisément sur les déteil divisibilité dandD ? (2004-2005, ¥, semaine
14)

3 \/oir supra § 2.6.
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Le caractere perturbateur des décimaux est, opiterelativement multiforme. La question
précédente a le mérite de rappeler subrepticementias questions de la division et de la
divisibilité dansD sont, a I'évidence, trés peu familieres dans ltum mathématique des
éléves professeutd En conséquence, on marche sur des ceufs, comansereble étre le cas
de l'auteur de la question suivante :

Le programme de ®6mentionne que I'on peut introduire la division encadrant un entier ou un

décimal par deux multiples consécutifs d’un nondmter. A partir de cette idée peut-on introduée |
division décimale et euclidienne ? (2000—20(??,, fmaine 18)

Au reste, cette question fera I'objet d’'une répoasglicite de la part du formateur, qui a sans
doute vu la une lacune mathématigue de ceux auxgughdresse ; nous reproduisons cette

réponsen extenso

4 La divisibilité dans I'anneau intégi® est une question fort peu évoquée dans la litteeanathématique. Par
rapport a I'anneawZ, le principal changement provient de I'existené@ndgroupe desunités— les éléments
inversibles de 'anneau — non trivial : alors dugZ) = { -1, 1 }, on a iciU(D) = { 2°5° / a, B O Z }. Deux
décimauxa etb sontassociéss'il existeu [0 U(D) tel queb = au. L'association est une relation d'équivalence :
on voit ainsi que, par exemple, les décimaux 1,85/font partie de la méme classe d’équivaleramyélle est
formée des décimaux qui s'écrivert 5% x 7, otia, B O Z. D'une facon générale, § est un entier
strictement positif qui nest divisible dahsni par 2 ni par 5, la classe d'équivalencePd#ansD est formée des
décimaux de la forme®2x 5° x P, ouia, B O Z. On peut regarde? comme représentant canonique de cette
classe d’équivalencep(2® x 5° x P) = P. On aura ainsjp(1,4) =¢(0,28) =@(35) =¢(3,5) =¢(70) = 7 ; on a par
ailleurs@(u) = 1 pour toutu 0 U(D). Toute unité ddD divise tout décimal, en sorte qu’un couple de mécix
posseédent une infinité de diviseurs : 7, par exemgst divisible par 10, par 70, par 17,5 (=25 x 7), etc.
Notons que deux décimaux possedent des diviseunsnoos « aussi grand qu'on veutls point de vue de
I'ordre deD : I'unité 10" divisea etb quels que soier, b 0 D et quel que soit O N. La définition du «®Gcp»
généralement adoptée est alors la suivadtest unpGecbdea etb dansD si (1)d divisea et diviseb, (2) siq
divisea etb, alorsq divised. Sid est unPrGcbdea etb dansD, alorsud en est un autre, pour touwt] U(D) et,
réciproquement, tolGcDdea etb dansD est associé @, en sorte qu’'on peut désigner comimeccbdea et

b dansD I'entier ¢(d), oud estun pGcDdea etb dansD. On aura ainsiPGCp(35, 70) = 7. Dans I'exemple de
la question ci-dessus, @ 228 eth = 136,8, il vienPGCD(228, 136,8) PGCOH(22 x (3 x 19), F x 51 x (F x

19)) =pGCmp(3 x 19, F x 19) = 3x 19 = 57. Comme 228 = 574 et 136,8 = 5% 2,4, on a alor%%:%r

. o 4 1 _ 1 _10_5 . R T
On peut « jouer » avec les unités De 24°24.4°06 6 3 Mais tout cela suggere qu’il n’est pas

- Lo 228 . vy 2280 2 . 2280 _
déraisonnable de récrire d aboi‘gz(s?ssous la forme du quotient d entlmavant d'opérer dand ‘1368~

2®x3x5x19 5

2xFx19 3
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Matériaux pour une réponse

1. Le programme de’@omporte ce commentaire :

La division est une opération en cours d'acquisitm début de college. On la reliera aux probléines
d’encadrement d’'un entier (ou d’'un décimal) par chedtiples d’'un entier et on entrainera les éleve s
donner aussi bien I'approximation entiére d’'un gritpar exces que par défaut. L'objectif principal
est 'acquisition du sens de 'opération, au travdune pratique et de diverses utilisations.

Aucune compétence n’est exigible quant a la teclde la division a la main de deux décimaux.

2. Le schéma auquel le programme se réfere esivarg. Soit un nombré [0 N* ; la suite des
nombres iib) oy tend vers l'infini. Etant donné alors un entierwudécimak O D, il existe un entiet

g unique tel que

gh<a<(g+ 1.

En divisant parb, on obtient :q < % < q+ 1. L'entierqg est 'approximation entiérpar défautdu

!
quotient

; de méme, I'entieq + 1 est I'approximation entiepar excéslu méme quotient.
3. Posong =a—bq; on ar = 0 etr <b puisque
0=bg-bg<a-bg=r<(g+1b-qgb=h.

Il vient donc :a=bqg+r, avec (s r <h.
4. Lorsquea est entier, on peut — et, ef) 6n doit — vérifier que le nombreest le quotient obtenu piir

I'algorithme appris a I'école primaire pour divisar nombre entiest par un nombre entidr:

Division Vérification
315 28 11x 28 + 7 =315
035

11
07

5. Lorsquea est décimal, il existe un plus petit entiettel quea10™ est entier : en écriture décima'z,
arld" n'est pas autre chose que I'entier obtenu en evant la virgule » dans I'écriture du nomkre

décimala. Soit alors I'entieq tel que
gb<al0"< (q+ 1.

En divisant par 18 on obtient :

a g+l
1d“m <a< 1d“1m'

Le décimall—gm n'est pas autre chose que ce qu'on obtient erapta@ virgule dans le quotietit

euclidienq dea10™ parb de fagon a laisser a sa draiehiffres :
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Division Vérification

31,5 | 28 1,1x28+7=315
035 [ 11
07

6. Dans ce qui précede, on a supposétier. Mais le méme schéma vaut enqaoer n'importe quel

réelb > 0. En particulier, b est décimal, pour tout décineak 0, il existe un unique entigrtel que
gh<a<(g+ 1.

Soit p le plus petit entier tel qua10® soit entier ; en multipliant la double inégalit€pédente par £C

on obtient :
q(b®) <ald < (g + 1)(10).

On est ainsi ramené au cas précédent : celui d&vikion d’'un décimal, icallQ’, par un entier, ici

br10”. Mais ce cas est hors programme &n 6

6.2. On voit apparaitre dans ce qui précede, adepesguissée (notamment dans le cas de
'approximation a une unité prés, par exces ou gefaut), la notion dealeur décimale
approchéeEn prenant, dans la réponse que I'on vient deodegre,b = 10", on obtiendrait
semblablement des valeurs approchées décimaledéfaut et par excés a 10prés, an
décimales au plus. La situation comporte quelquésilgés. De fait, la notion générale de
valeur décimale approchée pose probléme danstiareyrofessorale, comme il ressort de la
question ci-apres.

Je suis mal a l'aise sur les valeurs approchéejg car sais pas si on doit respecter la définiibdire

explicitement aux éléves quea une infinité de valeurs approchées & poés : 3, 14 cajre3,14 <

102 3, 15 canre=3,19 < 1072 3, 141 cafr3,14]1 < 107 etc. Est-ce un résultat mathématique (je

I'entends chez mes collégues) de dire qu’une vad@prochée & I®prés est un nombre décimal a

deuxchiffres apreés la virgule ? (2001-2002, gemaine 8)

Cette question, a nouveau, va susciter une répemgerme de mise au point, réponse que

nous reproduisons, elle encore, dans son intégralit

® On appelle valeur approchée d'un réeh 10 prés (ou : a la précision TP tout nombreal tel
qu'on aitja —al] < 10°. On peut bien entendu dire que 1,9912345678 (pample) est une valeLr
approchée de 2 & la précision?@n a en effet : 2 — 1,9912345678 = 0,008765432D09< 1079).

@ Mais on peut rechercher aussi une valeur déciapapeochée a I®prés qui s'écrive avele plus

petit nombre possible de décimal®ans le cas oa = 2, on prendra..alJ= 2. Dans le cas général
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d’'un réel quelconque(et déja d'un rationnel quelconque), on est sOrtrdaver une telle valeu-
approchée qui s'écrivavec au plus deux décimales

O On a ainsi par exemple\ﬁ — 1,41 = 0,0042..< 0,005< 102 En revanche, on a\ﬁ -14 =
0,0142...>0,01 = 10°et 1,5 «/2 = 0,085..> 8010°>

® Plus généralement, tout nombre réehon de la formen10™® est encadré pateuxdécimaux de
cette forme ; on ®B10P < a < (k+ 1)A0P aveca —k0P < (k + 1)A0° —kA0P = 10P et k + 1)A0P —
a < (k+ 1)A0° — k0P = 10°. Le décimalk10™® estla valeur approchée décimale a™1lprés par
défauta p décimales au plusc’est une valeur approchée décimale a™l@rés par défaut. Un:
définition semblable vaut pouk ¢ 1)107.

© Lorsquea est de la formen107™, il existe non pas deux, maisis décimauxaJde la formem10™®
qui vérifient 'inégalitéja —al] < 10°, a savoirk— 1Y10° =a — 10°, k0P =a, et k+ 1)A0P = +

107®. On régle cette petite difficulté, traditionnellent, en posant conventionnellement que...

» ... la valeur approchée décimale a’1préspar défautap décimales au plus est le plus grand nom bre

alde la formen107® tel quead< o ;

» ... la valeur approchée décimale a’lpréspar excésap décimales au plus est le plus petit nomre

alde la formem107® tel quea <ol

L'expression « par défaut » est donc peasesens larg€il peut y avoir égalité), tandis que I'expression
« par exces » est prisal sens stric{I'égalité est interdite). Le nombie = 1,414, par exemple, est'a
lui-méme sa propre valeur approchée décimale apt@spar défauta 3 décimales au plus, tandis que
sa valeur approchée décimale a"Ifréspar excésa 3 décimales au plus esfl= 1,415 ; quant au::

valeurs approchées a1@rés a 2 décimales au plusade 1,414, ce sont 1,41 et 1,42.

La calculatrice, qui peut apparaitre comme oppé@rent bienfaisante, on I'a vu, est
généralement tenue pour un mauvais objet. C’egucapparait, de facon caricaturale, dans

la question suivante dont nous ne commenteronsegyaemieres lignes :

Le probléme des calculatrices est qu’elles donaartéléves qui en sont utilisateurs privés depess d
années [lI'impression] que I'écriture canonique dembres est leur écriture décimale. Du coup, tout
probléme concernant le calcul sur les fractiondesuradicaux est considéré comme résoluble a la
calculatrice et donc non motivé. En bref, les daltices, comme d’autres appareils privés, n’imtite
pas a connaitre mais a se débarrasser. Que pdair®r? Et pour étre provoquant, faut-il arréter ou
limiter I'usage de la calculatrice pour remettre eves au travail, tout comme il faudrait limiter

I'usage des automobiles pour entretenir la formesigjue des populations ? (2004-200% sémaine 8)

La calculatrice, il est vrai, vient souligner crimhd’absence de maitrise des questions
d’approximations décimales dans la culture mathgmeat scolaire. Loin d’apaiser

l'inquiétude qu’engendre une culture inadéquate, etacerbe les difficultés engendrées par
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cette insuffisante maitrise des phénoménes d’appation numérique. Dans la question qui
suit, on voit ainsi les éleves jouer la calcula&rontrela théorie mathématique, sans doute en

partie parce que cette théorie est évanescente :

Concernant le théme d’étude « Nature d’'un nombj@kproposé a mes éléves de travailler le sujet
d’étude « Nombres décimaux ». Nous avons fait éemelay technique suivante, relative au type de
tachesT : « Etant donné un nombre en écriture fractiomnaiéterminer si ce nombre est décimal. »
Une premiere technique a été essayée en tapantaiclalatrice. Elle ne marchait pas puisque les
décimales étaient trop nombreuses pour la cal@gatdne deuxiéme technique a été mise en place : 1
décomposer le numérateur et le dénominateur de ftattion ; 2) rendre la fraction irréductible);s3

le dénominateur de la fraction irréductible est pnissance de 2 ou de 5, alors... Or, lors d'un BS, |
AlA H L] HH H 4 . 49 . 49 —-
eléves continuent d’utiliser la calculatrice poétaiminer la nature du nom%, ils trouven%—

0,13066667, donc c’est décimal. lls résistent avadiil sur le theme « Représentation des nombres dan
la calculatrice », qui poussait a « se méfier »raembres affichés dans la calculatrice. (2004-2@??5,

semaine 9)
En réalité, la calculatrice révele non seulemeset néelle faiblesse de la culture mathématique
de la profession en la matiere, mais elle surpreéthe des manieres de faire anciennement
installées chez les éleves professeurs. Ainsi érlvidans le cas de figure suivant, qu’aucune
guestion n’atteste dans le corpus des questiongodesseurs stagiaires, mais que nous
avons pu observer notamment dans le cadre de fematéon au CAPE®. On étudie une
suite récurrencan.; = f(u,), ouf est continue et possede un point fixe unigwers lequel la

suite (1,) converge si I'on part d'une valeug bien choisie. Supposons alors que I'on souhaite

!5 es questions suivantes, choisies parmi quelqnes-tes questions formulées dans le cadre du dispes

« Questions de la semaine » en premiére année MJ@R témoignent :

1. Lorsqu’on étudie une suita.] : uy = a etu,.; = f(u,), convergente vers a l'aide de la calculatrice, je me suis
demandé si I'approximation faite par la calcularéc chaquel, avait une grande influence lorsqu’on cherche a
estimera & 10° prés sur lindice qu'il faut prendre. Réponse nside cas général, la calculatrice prend
suffisamment de décimales pour que ce ne soitepead. (2001-20002)

2. Dans de nombreux exercices, on majore I'erreanmise par le terme général d’'une suite convergée
demande souvent de donner le plus peditpartir duquel on a une approximation & pé&s. Cette question est
a priori mal posée puisque la majoration donnansuiffisantpour majorer I'erreur. Vient se greffer la-deskus
probléme de I'approximation (due a la calculatric@dmment remodeler de telles questions qui temmitrés
souvent les exercices d’approximation ? (2002-2003)

3. Je rencontre des difficultés pour la rechercepptoximation d'un nombre par les suites. Par elenju, —

al < 10 on cherche un convenable qui vérifie cette inégalité. hgetrouvé convienti.e. U, — | < 103 Mais

on doit donner la valeur dg, qui est elle-méme une valeur approchée, alors @nhfaire ? (2002-2003)

254



connaitre/ & 10* prés. Notons que, dans ce cas, on ne demandeequélieur approchée a
10 prés et non I'une ou l'autre des valeurs approshiéeimales a I prés qui s'écrivent
avec au plus 4 décimales, ce qui €loigne ce cdmydee des situations, autrefois classiques
dans I'enseignement scolaire, de division ou daotion de racines « a la main » (par des
algorithmes donnant les décimales I'une aprésriauface a ce type de situation, il a été
d’'usage de faire deux parts pour I'erreur acceptabh cherchait une valeur deelle queu,

se situe a moins de @5 de la limite/ ; puis on calculait une valeur décimale approchée

Y

u.0 située & moins de @ de u,, en sorte qu'on obtenait ainsi une valeur décimale

approchée a I0 prés de la limite/, & savoiru,01 Cette maniére de faire est sans doute
devenue un peu inadaptée aujourd’hui : on peuulalgpar exemple une valeur depour
laquelle u, est une valeur approchée a>(puis demander & la calculatrice une valeur
décimale approchée a la précision dont elle estldapce qui fournit normalement une valeur
approchée a I0 prés. A ce qui reste une pratique juste, maismize & jour, il faut alors
opposer une pratique dont la justification ne vement de soi, méme si, en général, elle
n'entraine pas de véritable probléme, qui congistEterminen tel queu, soit une valeur

approchée a... I0 prés de/ et a adopter pour valeur décimale approchée piéteent a

10 prés de’ une valeur tronquée de la valeur décimale appeateu, qu'affiche la

calculatrice, en général sans contrdle sérieusastnoncature effectuéé.

6.3. Le traitement des approximations décimalessepdans |'organisation mathématique
savante, sur la théorie des nombres réels, indisigodans une forme satisfaisante tout au
long des années de la scolarité obligatoire eteddu-d_es questions reproduites ci-aprés
témoignent de la difficulté subséquente de corestitune théorie et une technologie scolaires

des écritures décimales :

1. Pourquoi est-il utile de connaitre et de mamiplécriture décimale des nombres non entiers ?

2. Quelles connaissances sont utiles & propogdstlire décimale des nombres, et pourquoi (ou pour

quoi) ?

'8 Si, notamment, on ne conserve que les quatre presiécimales, on a toutes chances de fournivaleer
incorrecte u, = 0,99995 —% est & moins de Ifde sa limite/ = 0,99995 dés que = 10 001 ; or on @y o1 =

0,99995 —ﬁlz 0,9998500099990000999900009999000... Si I'on weng la 4 décimale, on obtient

Uro ooi* = 0,9998 et I'on a doné — Uyg gof = 1,507
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3. Quelle est I'influence de I'apparition et denfiploi des calculatrices sur les réponses a appauber

guestions précédentes ?

En vérité, ces questions, qui apparaissent dansoles relatives a la séance 4 du séminaire
2004-2005, n’émanent pas d'éleves professeurs, swait formulées par le formateur lui-
méme, et adressées aux professeurs stagiairesjedsixigetait demandé, a cette occasion, un
petit travail sur lequel nous allons revenir. SEnant notamment aux questions 2 et 3, le
formateur donnera quelques séances plus tard welopPpement relatif a la notion d’écriture

décimale d’un nombre, développement que nous refsons ci-apres.

® On pourrait commencer par dire qu'un nomire 0 « posséde une écriture décimale » si sa « partie

fractionnaire » Ff) peut s’écrire sous la formed(= Oaia,...an, OUay, @, ...,an 1{0, 1, ..., 9},

aveca, # 0, c’est-a-dire peut s’écrire sous la forme)F#%[ + ... +%, soit encore sous la fornT%—1

avecn, k 0 N*. Cette définition étant étendue aux nombres nifsgain obtiendrait ainsi qu’'un nombie

« a une écriture décimale » si, et seulement sipogbre est... décimal !

@ Cette définition et priori suffisante dés lors qu'on peut établir le résidtavant :

Pour tout nombre > 0 et pour tout entier 00 N, il existe un nombre décimdj tel que

dy<sa<d,+ 10”

Il suffit pour cela d’observer que, en vertu decitene d’Eudoxe-Archiméde (voir plus haut), la sute

strictement croissan(elk—d])kgm tend vers l'infini, en sorte qu'il existeI N tel que

k k+1 Kk

Il ne reste plus alors qu'a poset,:= 10”

k+1 Kns1 Knt1 +

N k .
® Il y a plus. Notong, I'entier tel que—= 10 e < da<—7= 10 On a ainsi Tk <a< WF Soitk le

r

. . . " 10k+r _k 10
guotient dek,.; par 10, et soit le reste (Er<9) ;K= 1K +r. |l wentlk(“w1 =0T “10° +ﬁ p]

r + 1
Kpp+1_ 10K+ (r+1)_ kt1 Kn+1 Kne1 + 1
101 et 107 - 10T 101 10“ < 10 On a donc flnalement1—< 0n+1< a< 107 <
10” Il en résulte qué& = k,. Par exemple, ?6'5 1,618 alors on ks = 1618 ek, = 161, en sorte qu2
% = 1,61. Plus généralement, on obtient la valewinckie approcheri— en tronquant la valeur
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z A A 18 Aci i i ) hi
décimale approche?k(’)‘;—% aprés lan-ieme décimale. La calculatrice donne aingh := L > > =

1,6180339887498948482045868343656... On a (1%@@ 1,61803398874989484820458%%127 =
1,618033988749, etc.
@ On peut ainsi parler, d'une facon générald,a@iture décimaled’'un nombrex jusqu’au rang nSi

kn

o etf3 ont les mémes écritures décimales jusaitaporte quel rangon a, pour tout [ N, 10 <a,B

knt1 kat1 Ky _ 1 1 :
< 10 et donclp —al < 10 ~10° - 10 Pour toutn OO N, en sorte que, puisqyey peut devenir

inférieur a tout nombre positif non nul, oma .

Bien entendu, selon la philosophie réaliste du migqué que I'on a déja rencontrée, ce
développement, qui se présente comme valant ptaut «iombre », alors méme que le corps
des nombres réels n'a pas été défini, doit étrenliquelque sorte « a I'envers » : ce qu’on
appellera systeme de nombres est un anneau (oeraratineau) qui, outre le fait d’étre
unitaire, commutatif et intégre, doit étre ordomté@rchimédien. On notera en passant qu’il y
a la le point de départ d'une construction rigoseeules nombres réels, ceux-ci étant
identifiés aux « développements décimaux illim#g®DI), c’est-a-dire aux suites infinies de
nombres entiersg, ai, ..., a, ..., OUa est un entier quelconque tandis que les termes
suivants sont compris entre 0 et 9 et ne sont @as égaux a 9 a partir d'un certain rang.
Cette vision de la définition des nombres réelgjtddenri Lebesgue s’était fait I'avocat
avant-guerré’, fut mise & I'honneur, autour de 1970, dans lereate la « réforme des
mathématiques modernes » : elle apparaissait alans le programme de la classe de
quatriéme'®. Cette introduction dans le curriculum des coltégeait été préparée au cours
des années 1960 par difféerents auteurs : ainsvdratt-on dans l'ouvrage deéja cité de
Jacqueline Lelong-Ferrand une construction compite réels fondée sur la notion de

développement décimal illimité, construction quaisime ferons que mentionner ici, mais

"Voir son travail suLa mesure des grandeumaru dans la revuk’enseignement mathématiqi€&enéve,
1931), qui sera publié ensuite sous forme d’ouvdgz Albert Blanchard (Paris, 1975).

8 \voir ainsi le manuelMathématiques classe de quatriémpeblié en 1971 chez Fernand Nathan dans la
« Nouvelle collection » dirigée par Michel Queysaret André Revuz, notamment chapitre 11 (Biancamari
1971).
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dont on peut penser que sa présence dans la fonmdis futurs professeurs ne serait pas
déraisonnablé’.

7. Une difficulté discrete mais révélatrice

7.1. Nous nous arréterons maintenant sur une gugstion que font surgir les programmes
du college, question qui, une nouvelle fois, metémdence une lacune de la culture
mathématique scolaire — en entendant par la, ailaege, la culture dans laguelle baignent et
les professeurs et les éléves. Les programmes tematiques du college mentionnent a
plusieurs reprises I'expression « ordre de grandesans véritable précision, comme si la
notion allait de soi. Or les professeurs stagiaims découvrent vite le caractere
problématique, et cela de deux facons au moins. pheeniere maniére est interne au
fonctionnement de la classe de mathématiques ‘apergoit que la notion n’est pas définie
de maniere rigoureuse et que sa manipulation faaritre bien des incertitudes. Un
professeur ayant en charge une classe’ tlex@rime d’une facon tout a fait significativen e
demandant d’abord comment « expliquer » la notiGges éléves, mais en avouant trés vite
que le mal est, pour lui, déja dans la notion elfEme.

Comment bien expliquer en® 6a notion d’ordre de grandeur (cette notion meajiabancale) ?

Exemple : 4,5 24,3 ; ordre de grandeur :x25 = 100. Mais pourquoi ne pas prendrg Z5 ou
4 x 24 ? (2000-2001,°4t 6, semaine 10)

L’observation est certainement pertinente : en diesicas les programmes — et notamment le
programme de %- usent de I'expression « ordre de grandeur » gésigner manifestement
un nombre a la fois assez proche du nombre a dé&rnmais en méme temps plus simple a
enoncer (plus « rond »). Dans le cas évoque, orrgibpar exemple dire que I'on prend un
minorant de I'expression proposée (4,34,3) en calculant & 24 (= 96), un majorant en
calculant 5x 25 (= 125), qui sont sans doute des « ordres dedgur » si 'on entend
I'expression trés libéralement, mais que I'on peotiver avantage a minorer un facteur et a
majorer I'autre pour trouver un ordre de grandeusens que I'on vient d’évoquer (on trouve,

ici, 4 x 25 = 100 et & 24 = 120), sans que cela, du reste, donne toujouesicadrementiu

% Voir Lelong-Ferrandop. cit, p. 127-141.
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résultat®. Mais l'usage de I'expression «ordre de grandedlans ce contexte — ou il
vaudrait mieux sans doute parler tout simplementadeur approchée, sans autre précision —
va entrer en tension avec des usages allogenes ayarréelle légitimité scientifique. Le
« choc » culturel est bien exprimé par la quessionante, émanant d’'un professeur stagiaire

ayant en responsabilité une classe de seconde :

Suite au sujet sur les puissances de 10 et I'éer#icientifique, j'ai une question sur la notioomdre

de grandeur. Le terme est employé differemmentodenses physiques et en mathématiques : en
mathématiques, 3, 10 est de I'ordre de 3 millions (« pour moi »), erygiue, 3,1x 1 est de
I'ordre du million. C’est une question que m'ontsge les éléves, qui s’y perdent. Comment gérer cett
situation ? (2002-2003% semaine 14)

La méme surprise se lit encore dans la questi@prés, qui concerne a nouveau une classe

de seconde, aux prises avec les mémes difficultés :

Conformément aux programmes, j'ai introduit en edarnotion d’ordre de grandeur. Le probleme est
gue les éléves avaient été confrontés a une deéfirdifférente en cours de sciences physiquesééai
un peu surprise et j'ai laissé en suspens cettemeh leur avouant que j'avais un doute. Perd-®iad
crédibilité face a la classe ? (2003—200’&,, femaine 1)

Notons en passant le repliement subjectif de léepseure (« Perd-on de la crédibilité ? »),
alors que la difficulté rencontrée est, a I'évidende nature on ne peut plus objective ! La
méme année, mais un peu plus tard, une professtagaire, en charge cette fois d'une

classe de % précise la difficulté technologico-technique Equelle elle a buté :

Dans I'écriture scientifiqua x 10, un ordre de grandeur est-il"lou 10 si 1< a<5 et 10" si5< a

< 10 ? (2003-2004,°4semaine 9)

7.2. C’est en substance la méme question qui serogee I'année d’aprés par une éléeve
professeure enseignant en seconde. Cette foentative de donner une définition de I'ordre
de grandeur est tout prés d’aboutir (I'ordre dendear n’est pas idine valeur approchée

parmi d’autres possibles), mais la définition prg® ne concorde toujours pas avec la

« définition » que les éléves rapportent de lasdake physique :

Lors d'un travail sur I'écriture scientifique deembres et I'ordre de grandeur, j'ai posé la débnit
suivante : « Pour trouver I'ordre de grandeur dwmbre décimal dont I'écriture scientifique ask

10°, olaOd D, 1< Jal < 10, etp O Z, on arrondita & 'unité dans cette écriture. » Les éléves ataien

2 Dans le cas considéré ici, on a %,84,3 = 109,35, et I'on a donc bienx®25< 4,5x 24,3< 5 x 24. Cela n'est

pas toujours vrai : ainsi le produit 29,1, égal a 19,11, n'est-il pas encadré parl® = 20 et ¥ 9 = 27.
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déja travaillé ces notions en sciences physiquesnebntré une définition différente (« puissanedd
la plus proche du nombre »). Peut-on leur imposarxddéfinitions différentes ? (2004-200?,‘3, 2

semaine 6)

A nouveau, on voit la professeure tentée de neaffeenter le noyau de la difficulté, en se
montrant avant tout soucieuse des consequencetagggiques ». Mais sa question ne va pas
rester sans réponse. Elle sera d’abord travailk®ensmirement lors de la séance 7, ou le

document ci-apres, qui témoigne du point de vuesqahysiciens », est examiné.

L'ordre de grandeur d'un nombre est utilisé pounparer entre elles certaines quantités ou medur :s.
permet de faire des comparaisons rapides.

L’ordre de grandeur [d’'un hombre ekt]puissance de digui se rapproche le plus de ce nombre.

Pour trouver I'ordre de grandeur d’'un nombre ori doivre les étapes suivantes :

1. Transforme le nombre en notation scientifique.

2. Arrondis le coefficient a I'unité prés.

3. Une fois arrondi, si le coefficient est plusipgtie 5, I'ordre de grandeur est la méme puissaec 2
dix que le nombre en notation scientifique. Sideficient est 5 ou plus que 5, on ajoute 1 a lesgnt

de la puissance de dix du nombre écrit en notatintifique.

Exemples :

— Le diameétre de la Terre est de 12 770 000 m. €stdlordre de grandeur de cette distance ? 88is |
étapes : 1. 1,27710' m ; 2. 1x 10’ m ; 3. I'ordre de grandeur de 12 770 000 eét 10

— Le rayon de la Terre est de 6 378 000 m. Quel@sire de grandeur de cette distance ? Suis les
étapes : 1.6,37810°; 2. 6x 10°; 3. l'ordre de grandeur de 6 378 000 m est JOn ajoute 1 &
I'exposant parce que le coefficient arrondi a Itarést plus grand que 5. Le nombre 6 378 000 est pl
prés de 10 000 000 ()ayue de 1 000 000 (1)

—La longueur d'une cellule de plante est 0,000®@Y. Quel est l'ordre de grandeur de cette
distance ? Suis les étapes : 1.¥8° m ; 2. 8x 10°; 3. 'ordre de grandeur de 0,000 007 6 m edt .0

[On ajoute 1 a I'exposant parce que le coefficenondi a I'unité est plus grand que 5.]

La méme question sera reprise lors de la séancecdffe fois, elle fait I'objet d’'un long
développement (ci-aprés) qui, a I'évidence, s’&#ode ne rien laisser dans 'ombre, du
moins pour la petite troupe des participants auirsgine. On notera que, passé le premier

point, le propos se centre (implicitement) sumembregositifs

0 La définition « mathématique » évoquée — I'ordeegdandeur d’'un décimalx 10, ota O D, 1<
la] < 10,p O Z, s’obtient en arrondissaata I'unité — ne pose pas de probleme particulierdie de

grandeur de 480 = 4,810 est 5x 10, soit 500, par exemple), hormis le fait qu'ellecoerespond pa:;
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a l'usage généralement accepté, qui veut que Eaddrgrandeur d’'un nombre soit une puissance ce 10
(en sorte que I'ordre de grandeur de 480 est180it soit 1000, par exemple).

® Le rappel de ce fait, qui doit guider le professda mathématiques, n’était pas assorti d’iine
définition précise, mais d'une simple illustratipar un document témoignant de l'usage dit « Jdes
physiciens », celui de prendre pour ordre de gnanden nombre la « puissance de 10 la plus prcche
du nombre ». On reproduit ci-aprés une partie delamuiment, en appliquant les indications qi/'il
donne au cas du nombre 480 :

L’ordre de grandeur [d'un hombre ekt]puissance de digui se rapproche le plus de ce nombre.

- Pour trouver l'ordre de grandeur d’'un nombre ori soivre les étapes suivantes :

1. Transforme le nombre en notation scientifique

[480 = 4,8x 107

2. Arrondis le coefficient a 'unité pres.

[4,8x 10°=5x 107

3. Une fois arrondi, si le coefficient est plusipgtie 5, I'ordre de grandeur est la méme puissaec 2
dix que le nombre en notation scientifique. Sideficient est 5 ou plus que 5, on ajoute 1 a lEsgnt

de la puissance de dix du nombre écrit en notatintifique.

[Ordre de grandeur de 480 :*Tb= 1000]

© Une difficulté surgit : 480 n’est-il pas en faiptus proche » de 100 que de 1000 ? Si on enteid la
chose au sens usuel, on a en effet : 480 — 10@=< 3800 — 480 = 520. On peut méme noter qu’cn a
de méme 500 — 100 = 4601000 — 500 = 500, en sorte que la puissance da gids proche de 50
serait 100 et non 1000, contrairement a ce qu’opglila regle donnée précédemment !

® Le milieu de l'intervalle [100 ; 1000] est en f&50 et non 500. Plus généralement, le milieu de
lintervalle [10°; 10°"] est 5,5x 1(°. On peut donc étre porté alors & donner pour tqubrd’obtention

de l'ordre de grandeur ceci :

1. Transforme le nombre en notation scientifique

[480 = 4,8x 107]

2. Tronquele coefficientau dixieme

[4,8x 10°=4,8% 10]]

3. Une foistronqué si le coefficient est plus petit qées, I'ordre de grandeur est la méme puissanci: de
dix que le nombre en notation scientifique. Si ¢eficient est5,5 ou plus ques,5, on ajoute 1 &
I'exposant de la puissance de dix du nombre égnitatation scientifique.

[Ordre de grandeur de 480 :*:9100]

@ S'il ne s’agit que de donner une définition précie la notion d’ordre de grandeur, définition «jui
tantdt s'accordera, tantdt non, avec telle ou &litre définition possible, la définition précéaepeut
certes étre adoptée. Mais, a linstar d'ailleurs adle proposée dans le document cité, elle  est
critiquable pour des raisons que I'on va exposgideament.

O La notion de « plus proche » utilisée ci-desstidaenotion que I'on peut appelarithmétique(en

suivant un vocabulaire fixé par les mathématicignscs). Des nombrea < x < b forment une
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+b
5 en d’autres termes siest la moyenne

« médiété arithmétique »si-a =b —x, c’est-a-dire sk = arb
arithmétiquede a etb. (Le mot « médiété » traduit ici un mot grec ggngfie a peu prés « moyenn:,
proportion ».) On dira en ce sens quest plus proche, arithmétiquementadgue deb six—a<b -,

+b
>

, . . _a
c’est-a-dire sk <

® Dans le cas des ordres de grandeur, les puissatees0 ne forment pas une progresson

arithmétique(additive) mais une progressiggométriqugmultiplicative), et la « distance » entre de ux

nombresx <y se mesure, non par let@pport arithmétiquey —x mais par leurapport géométriqué.

Les anciens Grecs disaient ainsi gue x < b forment une « médiété géométrique » si Io1<;1l a5
c’est-a-dire si « est 3a commeb est ax », ce qui revient a 'égalité =+/ab: x est ainsi la moyenn
géométriquedea etb.

© Quand dira-t-on alors quexest plus proche (géométriguementadgie deb » ? Lorsqu’on %<2

, c'est-a-dire lorsque <~/ab. Dans le cas oa= 10 etb = 10**, on dira que « est plus proche de A

+1
que de 18'» si lon a 1)80 ?(p , soit encore six < /10 x 10> On a+/10 =

3,1622776601683793319988935444327... On en déduiedie suivante pour obtenir l'ordre ce

grandeur d’'un nombne:

1. Transforme le nombre en notation scientifique
[480 = 4,8x 107]

3. Unefeistrengue si le coefficient est plus petit quﬁ) (= 3,162...) 'ordre de grandeur est |a

méme puissance de dix que le nombre en notatienmtffue. Si le coefficient es5-e4d plus grand

que\/f) (= 3,162...) on ajoute 1 a I'exposant de la puissance de dixambre écrit en notatio
scientifique.
[Ordre de grandeur de 480 :*1b= 1000]

O En pratique, sk=k x 10°, otk O D4, 1<k < 10, etp 0 Z, on peut comparer le coefficieklﬁ\/ﬂ),

480 =48 etm) 2,083..

. - . X
mais on peut aussi bien comparer les fractmse 280

sorte que 480 est (multiplicativement) « plus pestde 1000 que de 100, ce qui entraine que I'crdre
de grandeur de 480 est 1000, et non 100. On noezale programme de® £omporte tous les
ingrédients utiles pour que la définition autheméigle I'ordre de grandeur y soit opérationnelle.

@ La difficulté rencontrée pour définir I'ordre deagdeur d’un nombre est liée & une situation cu'il

convient de préciser.
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O On définit parfois la relation binairexet y ont le méme ordre de grandeur », ot y sont

strictement positifs, en disant que le rapport argétrique »W du plus grand des delx

nombres au plus petit est inférieur strictementOa Cette relation est évidemmeréflexive et
symétrique S'il s'agissait d'une relatiod’équivalence on pourrait, selon un procédé tout classicue,
définir abstraitement I'ordre de grandeur d’'un noenbcommela classe d’équivalenca laquelle ce
nombre appartient, et, concrétement, identifietecelasse d’équivalence — et donc 'ordre de granile
commun a tous ses éléments — a l'unique puissant® du’elle contient.

® Le probleme est que la relation « avoir méme oddrgrandeur » ainsi définie n'est pensitiveet
n‘est donc pas une relation d'équivalence ! Le nentbx 10° a ainsi méme ordre de grandeur cue
10°** qui a lui-méme le méme ordre de grandeur quel®*': mais les nombres 2 10° et 4x 10°,
dont le rapport est égal a 20, n'ont pas le mérdeeatte grandeur. Telle est la raison pour laquall2
définition de la notion d’ordre de grandeur ne @a gde soi.

© La définition préconisée ici revient a dire quensemble des nombras> 0 ayant pour ordre d2
grandeur 18 olip 0 Z, s'écrit { x> 0 /A[10x 10°* < x <A[10x 10 }. Pourx = 480, par exemple, 01
avu quep = 3; on a biens/10 x 10° = 316,...< 480<+/10 x 10° = 3162,... L’ensemble précéde 1t

s'écrit encore : >0 /\/%s % <\/ﬂ) }. En d’autres termes, avoir pour ordre de geamd (, pour

un nombrex, c’est avoir avec Foun rapport% qui ne soit pas plus grand q\]a) =3,162..., et qu

soit au moins égal@lz :@: 0,3162...
10 10

7.3. Le traitement de la notion d'ordre de granddans le séminaire de formation des
professeurs stagiaires a longtemps été entaché demactitude qui ne sera pas levée avant
le développement précédent (lequel date de fas®#@nce du séminaire 2004-2005). La
question de l'ordre de grandeur est abordée auswisn le séminaire 2002-2003. L’objectif
de la réponse avancée alors semble étre d'amenétdees professeurs a renoncer a l'idée
que, par exemple, le nombre de tirages possibléstauqui est égal a 13 983 816, aurait 13
millions pour ordre de grandeur. Pour cela, le fatenr s’appuie sur 'usage dont témoignent
des documents issus de la culture « physicienn8es. centrant sur cette visée de
déconstruction, il reprend sans la critiquer I'edgzion de « puissance de 10 la plus proche
de...». Ainsi accrédite-t-il I'idée que, pour les nombrcompris entre 10et 5.10 exclu,
I'ordre de grandeur serait 1,0et qu'il serait de 10" de 5.18 inclus & 16" Le choix de ce
critere ne change certes rien dans I'exemple gquevient de mentionner. Dans le séminaire

2003-2004, les mémes exemples sont proposés, s fois deux €léments viennent se
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rajouter qui, d’une certaine maniére, laissentg@esr une difficulté encore non clairement
identifiée. Le texte « physicien » examiné indigae,l'a vu plus haut, qu’il convient, dans
I'écriture scientifique du nombreconsidéré, « d’arrondir a I'unité prés » le nomibtel que

x = k00", ol 1< k < 10. La réponse proposée fait observer qu'ill§ an point de désaccord
éventuel : si, par exemple, = 4,86x 10°, la régle des physiciens ici présentée conduit a
passer & % 10° et «donc » & conclure que I'ordre de grandeur86x 10° est 10. En
revanche, si 'on tronque I'écriture du nombre erretenant que sa partie entiere, alors on est
conduit & conclure que I'ordre de grandeurxdest 16. On notera au passage que le souci,
visible dans le document commenté, de fournir gorithme simple, voire simplet, introduit
en vérité des complications tout a fait inutileSi!5 est la valeur séparatrice, alors la valeur
4,86 est inférieure & 5 et on doit conclure quedte de grandeur est 3Gans qu'il soit utile

de considérer arrondi ou troncature. Il est uneaptint sur lequel la réponse proposée cette
année-la innove par rapport a la réponse de I'apnégedente, mais toujours dans le méme
sens semble-t-il : afin d’aider les jeunes professé abandonner l'idée naive d’ordre de
grandeur gu’ils portent en eux. Pour cela le foemathange d’échelle : au lieu de s’en tenir
a I'échelle des puissances de 10, il considerastamt I'échelle des puissances de 3. Prenant
toujours pour exemple le nombre des résultats plessau jeu du loto, 13 983 816, il rappelle
que l'ordre de grandeur, dans I'échelle des putsssanle 3, est donné par I'échelon le plus

proche ; puis, pour déterminer cet échelon, ildaldentiern tel que 3 < x < 3™ A cette
fin, il utilise la fonction logarithme : de faithoan = E(logx) = E(m—g ou E est la fonction

partie entiere. On trouve ioi= 14 : la réponse proposée retient gueEecrit sous la formex

13983816
= —3]]_— X

séparatrice qui sera proposé lors de la séanceul$Emhinaire 2004-2005 conduirait ici a

3" soit encore 2,923.x 3. Mais, alors méme que le principe de la valeur

prendre\/§. x 3" ce qui correspond & la moyenne arithmétique atgerithmes de base 3 des
deux puissances de 3 successfvek réponse avancée s'en tient au critére « aétigue »

et conclut que, « comme 2,9230.[1,5 ; 3[, 'ordre de grandeur deest 3° ». Bien entendu,

%! D'une maniére générale, si 'on prenait la bage > 2), la valeur séparatrice entiéetb™" serait le nombre
n
tel que% = ﬁ soitx = b”\/B, dont le logarithme de badeest bien égal a la moyenmagithmétiquedes

n n+1
logarithmes de bade des deux puissances Heconsidérées, puisq 19040 +2|0 b™ _ My—l) =n +% =

logs(0™/b).
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dans ce cas précis, comme d’ailleurs dans les sagtxemples utilisés, la conclusion est
compatible avec le critéere « géométrique », puisqu&vidence, 2,923..[] [\/5 ; 3[. Il n'en

reste pas moins que, bien que la situation aitreéfe le recours aux fonctions logarithmes,
cela n'a pas modifié le critere de séparation reté&i, comme on I'a vu, il faudra attendre
I'année suivante pour que, en quelque sorte awxielme coup », le critere « géométrique »

généralement adopté soit explicité.

8. Unités et grandeurs

8.1. Dans le travail sur le systeme des nombrdis&jtia notion degrandeur (et non plus
d’ordre de grandeur) occupe une place tout a &semtielle. Longtemps, dans le texte du
savoir mathématique de I'école primaire (en inctuamcien primaire supérieur, s@tosso
modonotre collége actuel), on « définit » un nombrenote étant lanesured’une grandeur
— des lors qu'unainité de grandeuml été choisie. Les nombres sont ainsi les rejedess
grandeurs : un nombre est le résultat du mesurage drandeur. Parce qu’on peut couper un

segment en trois « bouts » de méme longueur enqueot considérer le segment formé par
deux de ces bouts, on a besoin du non‘éo[mur mesurer ldongueur du segment ainsi

obtenu. De la méme facon, c’est pour mesurer lguear d’'une diagonale d’'un carré dont la

longueur des cOtés est prise pour unité que I'ohateepter I'existence du nombre nQEa‘.
Semblablement, encore, c’est parce que I'on prééepduvoir identifier un angle de 20° que
I'on admettra I'existence d’un nombre noté cos 2Hht nous verrons plus loin qu’il est non
constructible. C’est encore parce que I'on prétemdesurer la longueur d’'un quart de cercle
de rayon unité que I'on introduira le nombrtequi n’est pas algébrique. Mais avant de revenir
sur ces extensions du systeme des nombres uiilisénvient d’examiner la rencontre des
professeurs stagiaires avec le principe générafearnous venons d’évoquer : les besoins
numériques imposeés par le désir de pouvoir medagedifférentes espéces de grandeurs.
Cette rencontre met au jour un certain nombre fliewiés, dont nous verrons que, a l'instar
des difficultés examinées jusqu’ici, ell