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Introduction Générale

La théorie des processus empiriques joue un role central en statistique, puisqu’elle concerne
I’ensemble des résultats limites généraux se rapportant aux échantillons aléatoires. De ce
fait, elle comporte d’innombrables applications & des problemes particuliers. Parmi les
plus importantes propriétés de ces modeles mathématiques, ayant fait 'objet de recherches
approfondies depuis l'origine de la statistique moderne, mentionnons, parmi d’autres, les
résultats liés aux théorémes de Glivenko-Cantelli (Glivenkol (1933), [Cantellil (1933)), aux
théoremes de Donsker (Donsker! (1951)), aux lois du logarithme itéré (Chung (1949), voir
Deheuvels (1991) et la bibliographie attenante), ou encore aux lois limites fonctionnelles,
globales ou locales, (Finkelstein (1971), Deheuvels (1992), Deheuvels et Mason (1992),
Deheuvels (2000)). Pour une description approfondie des résultats classiques ayant trait
aux processus empiriques, et a leurs applications, nous renvoyons, parmi de nombreux
autres textes de référence possibles, aux ouvrages de Csorg6 et Révész (1981), de Pollard
(1984), de Shorack et Wellner (1986), de van der Vaart et Wellner (1996), de Dudley
(1999), et aux bibliographies citées dans ces livres. Dans le mémoire qui suit, nous avons
entrepris d’approfondir certains de ces résultats. Nous avons voulu également montrer dans
quelle mesure nos contributions permettaient d’établir de nouvelles propriétés de certains
estimateurs non paramétriques, notamment dans le cas ou ces estimateurs sont basés sur
des données censurées (voir plus loin pour des définitions précises de ce concept).

Au début des années 1980, Stute (voir Stute (1982b), Stute (1982a), [Stute (1986a)), Stute
(1986Dh)) fut I'un des premiers statisticiens (voir également Csorgd et Révész (1981) et
Deheuvels (1974)), a faire un usage systématique de méthodes issues de la théorie des
processus empiriques dans I'étude des propriétés asymptotiques d’estimateurs fonction-
nels non paramétriques. Ses travaux ont concerné principalement les estimateurs a noyau
(voir plus loin). Depuis cette époque, de nombreux auteurs, parmi lesquels nous citerons
Deheuvels, J.H.J. Einmahl, U. Einmahl et Mason (voir, entre autres, Einmahl et Mason
(2000), Deheuvels et. Mason' (2004), Einmahl et Mason' (2005)), ont introduit des techniques
nouvelles pour aborder ces problemes, comme celles requérant 1'usage de lois limites fonc-
tionnelles, ou encore, mettant en ceuvre des variantes locales de la théorie des processus
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empiriques indexés par des ensembles ou par des fonctions. Dans cette perspective, les
idées combinatoires de Vapnik et Cervonenkis (Vapnik et Cervonenkis (1971)), Vapnik et
Cervonenkis (1981), Vapnik (1982)) ont conduit & des innovations majeures. Ces travaux
ont permis d’établir de nouvelles propriétés des estimateurs fonctionnels classiques (concer-
nant, par exemple, I'estimation de la densité ou de la régression). En particulier, des lois
fonctionnelles uniformes du logarithme ont permis d’aborder de maniére systématique la
convergence en norme sup de tels estimateurs. Dans cette thése, nous nous sommes parti-
culierement intéressés a l’extension de ces résultats a des cas n’ayant pas encore été traités
dans la littérature scientifique. Dans cet esprit, le chapitre 1 qui suit, généralisant les
travaux de Deheuvels et Mason (1992)), est consacré a 1’étude du processus des quantiles
normé, qui nous permet d’établir des propriétés nouvelles de ’estimateur de la densité
basé sur les k-plus proches voisins. Dans le chapitre 2 suivant, nous abordons le cas du
processus de Kaplan-Meier, qui prolonge la notion de processus empirique standard aux
données censurées. Nous aboutissons & des lois uniformes du logarithme pour certaines
fonctionnelles de la loi de survie censurée. Ces résultats généralisent des travaux antérieurs
de Deheuvels et Einmahl (1996), et de [Deheuvels et Einmahl (2000). Le chapitre 3 est
consacré a 1’étude du processus empirique local généralisé, indexé par des classes de fonc-
tions. L’application naturelle de ces notions permet d’étudier les estimateurs a noyau (de
type Parzen-Rosenblatt (Parzen (1962)), Rosenblatt (1956)) pour la densité, et les estima-
teurs de Nadaraya-Watson (Nadaraya (1964), Watson (1964)) pour la régression). Nous
faisons usage ici de la méthodologie introduite dans les articles de [Einmahl et Mason
(2000), [Einmahl et Mason' (2005), Deheuvels et Mason (2004), et Mason' (2004). Dans la
suite de ces idées, nous présentons, dans le chapitre 4, des résultats originaux portant
sur un estimateur non paramétrique de la régression en données censurées introduit par
Carbonez et al. (1995), et généralisé par Kohler et al. (2002). Le chapitre 5 est, quant a
lui, consacré a I’étude d’un estimateur de la fonction de régression censurée, lorsque celle-
ci admet une représentation additive. Pour construire cet estimateur, nous faisons usage
d’une méthode d’intégration marginale (Newey| (1994), Tjgstheim et Auestad| (1994)), en
association avec ’estimateur défini au chapitre 4.

Dans la suite du présent chapitre introductif, nous définissons les principaux objets mathé-
matiques utilisés tout au long de ce mémoire. Nous présentons également un bref résumé
de quelques-uns parmi les résultats, qui seront exposés, et démontrés, dans les chapitres
suivants.

0.1 Le processus empirique uniforme

Soit Uy, Us,... des variables indépendantes et idem-distribuées [i.i.d.] de loi uniforme sur
(0,1). Pour tout entier n > 1, notons U,(t) := n H{U; <t,1 <i<n}, pour t € R,
la version continue a droite de la fonction de répartition empirique uniforme associée a
{U1,...,Up}. Ici, $A désigne la cardinalité de A. Pour n > 1 et t € IR, nous définissons le
processus empirique uniforme basé sur I’échantillon Uy, ..., U, par

an(t) := 2 (Un(t) — ). (1)

Par suite, nous notons &, (h,t;s), pour 0 <t <1, -1 <s<let0<h<tA(l-1),]les
incréments du processus empirique uniforme, définis par

En(h,t;s) := an(t + hs) — ap(t). (2)
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D’autre part, nous désignons par

inf{u>0:Uy(u) >t} pour0<t <1,
Vo(t) = 0 pour t <0,
Va(1) pour ¢t > 1,

la version continue a gauche de la fonction de quantile empirique uniforme. Le processus
empirique des quantiles uniforme est alors défini comme suit. Nous posons, pour n > 1 et
t e RR,

Bu(t) == n2 (Vyu(t) — t). (3)

De maniére analogue, pour 0 <t <1, -1 <s<1let0<h<tA(l—t),lesincréments du
processus empirique de quantiles uniforme sont définis par

Cnlhst;8) i= OBn(t + hs) — Bu(t). (4)

Le processus empirique uniforme, le processus empirique des quantiles uniforme, ainsi que
leurs incréments respectifs, ont fait ’objet de recherches approfondies (voir par exemple
les livres de (Csorgd et Révész (1981), Csorgd (1983) et Shorack et Wellner (1986)). Ceci
est justifié, tout particulierement, par l'intérét que ces processus présentent d’un point
de vue statistique. En effet, de nombreuses propriétés asymptotiques d’estimateurs non
paramétriques classiques (par exemple : les estimateurs a noyau, les estimateurs dits des
k-plus proches voisins, ou encore les estimateurs par projection tronquée (voir notam-
ment Bosq et Lecoutre| (1987) et Scott (1992)), mais aussi de L-Statistiques (Hajek et al.
(1999))), peuvent étre déduites de propriétés limites établies pour 'un ou lautre de ces
quatre processus aléatoires. D’autres applications statistiques relatives aux processus em-
piriques sont détaillées dans I'ouvrage de van der Vaart et Wellner (1996).

Dans I'étude des incréments du processus empirique, la taille de la fenétre h joue, comme
on peut s’y attendre, un role central, et influe notamment tres largement sur les vitesses
de convergence dans les lois limites (voir par exemple les travaux successifs de Deheuvels
et Mason' (1990)), Deheuvels et Mason| (1991), Deheuvels et Mason' (1992)), ainsi que ceux
de Deheuvels et Mason/ (1994) et Deheuvels et Mason' (1995)). Dans ce qui suit, nous tra-
vaillerons principalement sur des incréments h = h,,, vérifiant les conditions asymptotiques
(H.1-2-3), données ci-dessous (ces conditions sont souvent dites de Csérg6-Révész-Stute
(Csorgé et Révész (1981), Stute (1982b)) ou [CRS]). Soit {hy, },>1 une suite de réels posi-
tifs. Nous supposons que

(H.1) hy | 0and nh, T oo lorsque n T oo
(H.2) log(1/hy)/loglogn — oo lorsque n — o0}

(H.3) nhy/logn — oo lorsque n — oo.

Pour I'exposé des résultats du chapitre 1, il sera commode d’introduire les notions et
notations additionnelles suivantes. Pour un intervalle (a,b) C IR spécifié, nous désignons
par AC(a,b) I'ensemble des fonctions absolument continues sur [a,b], et par B(a,b) 'en-
semble des fonctions bornées sur [a,b]. La norme sup correspondante sera notée || f|| :=
SUp,<s<p | f(S)|, pour tout f € B(a,b). Pour chaque ensemble non vide de fonctions
G C B(Zu b), et pour tout € > 0, nous définissons ’e-voisinage uniforme G* de G par

G° = {g € Bla,b): inf flg — /] < e} (5)
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Soit Sg I’ensemble de Strassen (cf. Strassen (1964)), i.e., la boule unité de I’espace de Hilbert
auto-reproduisant associé au processus de Wiener standard sur [—1,1], soit {W(u) : u €
[—1,1]}. Ce dernier processus est commodément défini par

W (u) { Wi (u) pour u > 0,

Wa(—u) pour u < 0,

ou {Wi(t) : t > 0} et {Wa(t) : t > 0} désignent deux processus de Wiener standards
indépendants. En d’autres termes,

1
So := {f € AC(—1,1), f(0)=0 et /1f(s)2ds < 1}, (6)

on f = % f désigne la dérivée de Lebesgue de f.

Rappelons maintenant la notion de relative compacité pour les suites de parties d’un espace
métrique £, muni d’une distance d. Nous adoptons la notation suivante. Pour A C £ et
x € £, nous posons

d(w,4) = inf d(z.y).

Définition 0.1.1. Soit (£,d) un espace métrique, et & une partie compacte de (E,d).
Soit {Uyn}n>1 une suite de parties bornées non vides de €. On dit que la suite {Up }n>1
est relativement compacte d’ensemble d’adhérence £1, lorsque les deux conditions suivantes
sont vérifiées.

lim sup d(u,&) = 0,

=00 ey,
Ve e &, liminfd(z,U,) = O.
n—oo
Dans le chapitre 1 qui suit, nous faisons usage d’un résultat de Varron (2005) portant sur
le processus &, (ce dernier résultat se trouve étre une extension naturelle des théorémes
de Deheuvels et Mason! (1992))), ainsi que d’une version uniforme en h de la représentation
de Bahadur locale (voir Bahadur (1966) et Deheuvels et Mason' (1992)). Ceci nous permet
d’établir une variante de ces résultats pour le processus (,. De maniére explicite, nous
définissons, pour tout n > 1, ’ensemble de fonctions

5 .:{ Cn(h>t5')
" U 2hlog(1/h)’

ou {hl }n>1 et {h!'},>1 sont deux suites de constantes telles que 0 < h, < h!! < oo, et
vérifient, chacune, les conditions (H.1,2,3). Nous obtenons alors le théoréme suivant.

h<t<1-—h, h;lghﬁhii},

Théoréme 0.1.1. Soient {h], }n>1 et {hl}n>1, deux suites de constantes réelles, vérifiant
0 < hl, < hl! < oo, ainsi que les conditions (H.1-2-3). Supposons de plus que l'une au
moins des deux conditions (H.4)(i)-(ii) ci-dessous est vérifiée. On pose, pour x € RT,
log, x :=log, log, x, et log, x :=log(xz Ve).

logny/logs n

= ol —— ) lorsque n — oo.
1! log(1/h!) logn) 1

— o0 lorsque n — 00 ;
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Alors, la suite {En, n > 1} est presque sirement relativement compacte dans B|—1,1], avec
comme ensemble d’adhérence l’ensemble de Strassen Sg.

Nous établissons également dans le chapitre 1 un résultat similaire a celui du théoreme
0.1.1 dans le cas non uniforme, apres avoir introduit des définitions adaptées pour le
processus empirique des quantiles normé. En corollaire, nous en déduisons une loi du loga-
rithme uniforme pour les espacements d’un échantillon. Ce dernier résultat nous permet
de déduire directement les propriétés limites des estimateurs du type des k-plus proches
voisins des lois correspondantes obtenues pour les estimateurs a noyau « classiques » (le
Théoréeme 1.3.3/ du chapitre 1 fournit un exemple de cette méthodologie).

Remarquons que le résultat, mentionné plus haut, de Varron (2005), portant sur le pro-
cessus &,, nous permettra de traiter, selon un procédé analogue, le cas des incréments du
processus empirique de Kaplan-Meier (voir le §0.4.3 qui suit pour les définitions appro-
priées), de fagon a obtenir des propriétés asymptotiques des estimateurs non-paramétriques
de certaines fonctionnelles de la loi de survie censurée.

Un autre « type » de processus empirique nous sera tres utile pour I’étude des estimateurs
a noyau. Il s’agit du processus empirique généralisé, introduit ci-dessous.

0.2 Le processus empirique généralisé

Par rapport au cas univarié, ou les observations prennent leurs valeurs dans IR, I’étude
des processus empiriques devient plus délicate dans R?, d > 1, par exemple, en raison
de problemes liés a la transformation de quantiles. Le cadre théorique général permettant
I’étude de variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans un espace mesurable plus général que R
(comme, par exemple, IR?) repose sur la notion de processus empirique généralisé. Nous
présentons la définition correspondante dans le cas multidimensionnel, en nous limitant au
cadre strict des applications que nous allons développer.

Soit (X, Z;)i>1, une suite de couples i.i.d. de variables aléatoires, a valeurs dans RY et RY,
respectivement, avec ¢,d > 1. Soit par ailleurs G, un ensemble de fonctions boréliennes
réelles, définies sur IR4T2. Pour tout n > 1, définissons le processus empirique d’ordre n,
associé a (X, Z;)1<i<n, et indexé par G, par

Tulg)=n"2 3" {9(Xi.2) ~ Blg(X:. Z) |, pour g €. (")
i=1

I1 est maintenant bien connu (voir par exemple van der Vaart et Wellner (1996) ou Dudley
(1999)) que pour des ensembles de fonctions G convenables, les théoremes de type Glivenko-
Cantelli [resp. Donsker| admettent des généralisations, par rapport au « cas trivial » des
classes d’indicatrices de produits d’intervalles. Les ensembles G correspondants sont dits
former des classes de Glivenko-Cantelli [GC] (resp., de Donsker). Dans le cas du théoréeme
de Glivenko-Cantelli, on exprime ainsi, par définition, que

n~ 2 sup [T (g)| — 0,
geg

presque strement lorsque n — oo, pourvu que G soit une classe GC (dans le cas des
classes de Donsker, on obtient une convergence vers un processus gaussien indexé par
G). Parmi les classes GC, on retrouve les classes de fonctions présentant un nombre de
recouvrement polynomial, et, plus particulierement, les classes dites de Vapnik-Cervonen-
kis [V C]. Les notions de nombre de recouvrement, et de classes VC sont rappelées en
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annexe. On consultera également Vapnik et Cervonenkis (1971), Vapnik et Cervonenkis
(1981), Vapnikl (1982), Pollard (1984)), van der Vaart et Wellner! (1996) et Dudley]| (1999).

Une question naturelle qui se pose au vu des développements précédents est la suivante.
« Etant donnée une classe G a nombre de recouvrement polynomial, quelle est la vitesse
de convergence presque stire de n~1/2 supgeg [ Tn(g)| vers 07 » Des réponses appropriées
a cette question, dans des perspectives d’application a la statistique non paramétrique,
ont été apportées dans les travaux successifs de Einmahl et Mason (2000), Deheuvels
et Mason/ (2004), Einmahl et Mason (2005), ainsi que [Varron (2005), pour des familles
G = G, de fonctions appropriées, dépendant de n > 1, et présentant toutes la propriété de
posséder un nombre de recouvrement polynomial. Dans les situations les plus favorables,
il est également possible d’obtenir la constante associée a cette vitesse de convergence, ce
qui permet la construction de bandes de confiance asymptotiques, simultanées et presque
stures, pour IE(g(X,Z)), lorsque g varie dans G.

Comme conséquence de I’étude du processus {Y,(g) : g € G}, pour des choix appropriés
de G = G,,, Einmahl et Mason/ (2000), Einmahl et Mason (2005), Deheuvels et Mason
(2004), Mason/ (2004) (voir également Varron (2005)), ont obtenu des résultats portant
sur la consistence uniforme d’estimateurs non paramétriques de la densité fx de X, ainsi
que d’estimateurs de la la fonction de régression généralisée, E(¢(Z) | X = z), de ¥(Z)
sachant X = x. Ici, 1 désigne une fonction spécifiée, mesurable a valeurs réelles, vérifiant
des hypotheses additionnelles convenables.

Dans le paragraphe suivant, nous discutons le cas de ces estimateurs non paramétriques.
Nous montrons notamment que, pour un choix convenable des classes G de fonctions, la
vitesse de convergence asymptotique de (7) est, essentiellement, caractérisée par la variance
des estimateurs.

0.3 Les estimateurs non paramétriques a noyau

Soit (X1, Z1), (X2, Z2), ..., une suite i.i.d. de répliques aléatoires indépendantes d'un couple
aléatoire générique (X,Z) € R? x R, d > 1. Le couple (X, Z) de variables aléatoires est
supposé admettre une densité jointe fx z sur R? x R ainsi qu'une densité marginale
(densité du vecteur X) notée fx. Soit ¢ une fonction mesurable, telle que la variable
aléatoire 1 (Z) vérifie E[|¢(Z)|] < oo, ainsi que d’autres conditions qui seront spécifiées
plus loin. Nous pouvons définir (sous réserve de conditions de régularité justifiant la validité
de (8) ci-dessous) la fonction de régression de ¥ (Z) sachant X par

_ wa(Z)fX,Z(ZD,Z)dz.

my(x) = E(w(Z)\X - :c) R Sy (8)

Remarquons que le choix ¢ = T_ ;, t € R, dans (8), conduit a remplacer my(z) par la
fonction de répartition conditionnelle,

P(y(Z)<t|X=u). (9)

Ainsi, par des choix convenables de v, il est possible d’inclure dans le modeéle (8) la fonction
de répartition conditionnelle (9)), sous la condition d’existence de la densité jointe fx 7
(alors que le couple (X, I th}), t € R, n’a pas nécessairement de densité a proprement
parler).
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Pour un choix de fenétre h > 0 approprié et un noyau K défini sur R?, c’est & dire une
fonction mesurable telle que
K(t)dt =1, (10)
Rd
nous considérons les estimateurs a noyau de Akaike-Parzen-Rosenblatt (Akaikel (1954), Ro-
senblatt (1956)), Parzen (1962))) et de Nadaraya-Watson (Nadaraya (1964), Watson (1964)).
Ces estimateurs de fx (), et de my(x), sont définis, respectivement, par

1 < —X;
fxnl@ih) = nhd;K(‘" 1), (1)
x — X;
> W(Zi) K : Nz
1 w(_ ij > —- ;wm((::;?. };L))’ pour fx.,(x;h) #0,
My (@3 h) = 2limt K( - ) Xin (12)

%Z?:l TZJ(ZZ)? pour fX;n(fB; h) =0.

La convergence de ces estimateurs vers les « vraies » fonctions, fx et my, a été étudiée
de manieére intensive, au cours des vingt dernieres années. Nous renvoyons, tout parti-
culierement, a Collombl (1981), Prakasa Rao (1983)), Devroye et Gyorfi (1985), Silverman
(1986), Bosq et Lecoutre (1987), Nadaraya (1989), Roussas (1990), Héardlel (1990), Scott
(1992), Wand et Jonesl (1995)), Eggermont et La Riccia (2001) et |Gyorfi et al.| (2002)), pour
des détails et références additionnels. Nous rappelons ci-dessous un résultat classique ayant
trait a la convergence de ces estimateurs, qui nous permettra d’évoquer le probleme bien
connu du fléau de la dimension (en anglais curse of dimensionality). Notons au passage
que les conditions introduites dans la proposition [0.3.1] qui suit sont suffisantes, mais non
nécessaires, pour la convergence des estimateurs. En préalable, rappelons une définition.
Un noyau K défini sur R? est dit d’ordre ¢, avec £ > 1 entier, si

K(u)du =1,
R

/dugl...ugdK(u)du:O, jl,...,deO, j1+-~~+jd:0,--~7€_1,
R

/dlugl...ugdK(u)du<oo, F1yee s Ja >0, J14+...+ja=VL.

R

Proposition 0.3.1. Soient {h,}n>1 une suite de constantes positives telle que h, — 0 et
nhy, — 0o lorsque n — oo, et K un noyau d’ordre deuz, borné et a support compact, défini
sur R%. Supposons que les fonctions fx.z et fx sont trois fois continiment différentiables,
et positives. Alors, pour toute fonction 1 mesurable bornée,

By (@ hn) — my(x)| = O(hy), (13)

E|mw;n(m§ hn) — ]Emw;n(m; hn)|2 = O(%) : (14)

nhé
Un bon choix de {hy,}n>1 est primordial pour optimiser la vitesse de convergence asymp-
totique de my,, vers my,. La vitesse optimale requiert un équilibre entre les ordres de gran-
deur du terme de biais (13)) et du terme de variance (14). Dans le cas de la convergence au
sens de Lo, et, en vertu du résultat de la Proposition|0.3.1}, un choix de {h, },>1 assurant un
ordre de grandeur optimal de la convergence vers 0 de la norme Ly de [y, (25 hp) =y ()|
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est tel que h, ~ n~YE+d)  On note ici u, ~ vy, pour exprimer que u, /v, et v,/u, sont
tous deux O(1) lorsque n — oo. La vitesse de convergence de my., vers my,, pour la norme
Lo, est, lorsque hy, ~ n~1/(4+d) en

O(n~4/0+d)y, (15)

Pour d = 1, cet ordre de convergence est en O(n~%?®) > n~!. Le symbole u, > v, étant
utilisé ici pour exprimer que uy,/v, — oo. On notera au passage que (’)(n‘l) correspond
a la vitesse « idéale » (ne pouvant étre améliorée) de convergence dans Ly de I'estima-
teur paramétrique d’une fonction de régression linéaire (sous I'hypothése que la régression
appartient bien a ce modele).

Un fait crucial est que la vitesse en (15) est une fonction décroissante de d, la dimension
des covariables. Cette propriété est connue sous le nom de fléau de la dimension et reflete
I’éparpillement relatif des données dans des espaces de dimension élevée. Pour mettre ce
phénomeéne encore mieux en évidence, prenons ’exemple simple ou la covariable X est
uniformément distribuée sur [0, 1]¢, avec d = 1,2, 3.

— d =1 : Pour de grands échantillons, une proportion de (environ) 10% des données
est attendue dans chaque segment de longueur 1/10.

| } } } } } } } } } |

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

— d = 2 : De méme, une proportion moyenne de 1% des données est attendue dans
chaque carré de coté 1/10.

0.4
0.3
0.2
0.1

0 01020304

— d = 3 : Une proportion moyenne de 0.1% des données est attendue dans chaque
cube d’aréte 1/10.

0.1

0 0.1

Dans le cas général, ou d > 1 est quelconque, considérons le probléeme de I’estimation de
my (o), pour un point xg € R¢ fixé. Le phénomene d’éparpillement évoqué ci-dessus se
traduit par le fait que, pour un noyau K & support compact et & h constant, le nombre
d’observations rentrant en compte dans 'estimation my., (o, h) de my (o) se trouve étre
une fonction décroissante de la dimension d (ceci est une conséquence facile de la relation
(12)). Comme I'estimateur my., se rattache a la classe générale des estimateurs a moyenne
locale, cette propriété a comme conséquence naturelle la croissance du terme de variance
lorsque d augmente (voir (14)). Une solution pour contourner le fléau de la dimension
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est de travailler, si possible, sous des hypotheses de modéles additifs (voir le paragraphe
correspondant dans la suite de notre exposé).

Dans le chapitre 3, nous présenterons des lois uniformes du logarithme pour les esti-
mateurs fx., et my., définis en (11) et (12). Ces résultats feront, tout naturellement,
intervenir la variable de positionnement et la taille de la fenétre. Nous emprunterons dans
une large mesure les idées développées dans les articles de Einmahl et Mason! (2000)), Ein-
mahl et Mason' (2005), Deheuvels et Mason (2004), elles-mémes suivies par Varron/ (2005).
Comme ces auteurs, nous attacherons une importance primordiale a I’étude de la vitesse
de convergence uniforme du « terme aléatoire » obtenu par les estimateurs centrés (par
des facteurs n’étant pas nécessairement égaux a lespérance de l'estimateur). En effet, il
peut étre montré que, pour les tailles de la fenétre h les plus appropriées aux applications
statistiques (vérifiant les conditions [CRS] avec un ordre de convergence convenable vers
0), et sous des conditions générales de régularité, le « terme de biais » (i.e., le facteur de
centrage moins la fonction a estimer) est, bien souvent, négligeable (en norme uniforme)
par rapport au « terme aléatoire ». On consultera, a ce sujet, I’étude détaillée de Deheuvels
et. Mason' (2004).

Concrétement, en comparant (7) et (11) [resp. (12)], on constate que le choix de la classe
de fonctions G, comprenant les fonctions g définies par

9(X,Z) = (nh") " K ((® — X;)/h),
[resp. g(X, Z) = (nh®)""(Z)K ((x — X;)/h)] permet de traiter le terme aléatoire
fX;n(x; h) - EfX;n(x; h)a

[resp. 7y (x; h) — Ery.,(; h)], & partir de ’étude de T,. Dans cet esprit, nous établirons
dans le chapitre 3, le théoréme [0.3.1] suivant. Rappelons que, par définition, un noyau K
est toujours d’intégrale égale a 1, vérifiant (10). Ce noyau est dit de carré intégrable, si

K(u)?du < oc.
R4

Un pavé de R? sera, par convention, un produit I d’intervalles non vides, de la forme

d
I = []la;.b5].
j=1

Désignant par ||u/g« la norme euclidienne de u € IR%, on pose, pour tout a > 0,

I°={z cR%: inf ||z — y||g« < a}.
yel

Nous rappelons également qu'un sous-ensemble & d’un ensemble topologique £ est dit
relativement compact si sa fermeture est compacte. Nous renvoyons enfin & I’Appendice
du chapitre 3 et 'annexe de ce mémoire pour les définitions de classes de fonctions
séparables point par point, et de type Vapnik-Cervonenkis vl

Théoreme 0.3.1. Soit K un noyau borné a support compact et de carré intégrable. Sup-
posons K de la forme K(u) = ¢(P(u)), ot P est un polynome des d variables composantes
de u, et ¢ une fonction réelle, a variable réelle et a variation bornée sur IR. Soient deuz
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suites {h}, }n>1, {h]}n>1 vérifiant (H.1-2-3), avec h), < hll, et soit « > 0 une constante
positive. Supposons qu’il existe un pavé I de R tel que

(1) fx est strictement positive sur I,

(i) Ve € I, lim fx.z(@' 2) = fx z(x, z) pour presque tout z € R.
T —aT
x’ el

Soit enfin F une classe de fonctions mesurables réelles et bornées. Si F est séparable point
par point et de type VC, et si la classe de fonctions {my/fx : ¢ € F} est relativement
compacte par rapport a la topologie engendrée par la norme uniforme sur I%, alors on a
presque strement,

, vVnhe £ {my.,(x;h) — E iy (; h)}
lim sup supsup
"= he(h, it YEF el 2log(1/h%)

su o2(x)y1/2
Rd

el fx(x)
ot O'i(:l)) =Var(y(Z2) | X=x) et ]Em¢;n(m; h) = Ery.,(x; h)/Efx.n(xz; k). (17)

Au cours de ce méme chapitre 3, des résultats analogues a ceux du théoreme[0.3.1 seront
présentés dans le cas de I'estimation de la densité.

Remarque 0.3.1. Comme on pouvait s’y attendre, au vu des remarques précédentes, le
résultat (16) illustre le fait que ordre de grandeur du « terme aléatoire » croit (ce qui
implique la décroissance de la vitesse de convergence correspondante des estimateurs) avec
la dimension d.

0.3.1 Les modeles additifs

Dans la littérature récente, plusieurs idées ont été introduites pour pallier le probleme posé
par le fléau de la dimension. Parmi celles-ci, on peut, tout d’abord, mentionner les méthodes
générales ayant pour objet la réduction de la dimensionnalité des données (typiquement
la projection pursuit de Friedman et Stuetzle (1981) ou encore Hall (1989)). En deuxieme
lieu il faut évoquer un ensemble de méthodes, introduisant des hypotheses sur la structure
de la « vraie » fonction de régression m,, (par exemple, les modéles additifs généralisés,
introduits par Winsberg et Ramsay (1980)) et repris par Stone (1985), Hastie et Tibshirani
(1986)) et Hastie et Tibshirani (1990), rentrent dans cette catégorie).

C’est ce dernier type de modele que nous étudierons dans le chapitre 5. Nous y considé-
rerons des données, pour lesquelles la variable d’intérét est censurée. Ces modéles additifs
généralisés reposent sur I’hypothese suivante, ol ¢ désigne une fonction mesurable réelle
fixée. Nous supposons que

d
My () = Maga(w) =+ Y my(y). (18)
-1

Dans la représentation (18)), les fonctions my, £ = 1,...,d, sont, habituellement, appelées
composantes additives de la régression. Un des avantages de ce modele est que son in-
terprétation est aisée, du fait que chaque variable concomitante agit « séparément » sur la
variable d’intérét Z.
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Dans le modele (18), les fonctions my sont définies a une constante additive pres. Cette
propriété impose naturellement que les procédures d’analyse statistiques soient développées
sous la condition d’identifiabilité

Emy(X,) =0, £=1,..,d. (19)
Cette derniere condition implique que p = ]E(Q,Z)(Z ))

Remarque 0.3.2. Notons, au passage, que d’autres conditions d’identifiabilité que celle
donnée dans (19) sont envisageables. Par exemple, la condition

m(EX,) =0, £ =1,....d, (20)

implique que le terme constant, u, de (18), vérifie l’identité p = E(i/](Z)‘ X = ]EX)

Un exemple intéressant d’application est obtenu lorsque Z représente le délai précédant
Vapparition d’une maladie, et pour le choiz de v donné par ¢ = g4 pour un t > 0 fizé.
Le probléme de l’estimation de mqy(x) est alors connu sous le nom de la construction du
score de risque de maladie (voir, par exemple, [Viallon et al. (2006b), et les références
ci-incluses). Dans ce cadre, les interprétations de p selon que la condition d’identifiabilité
est (19) ou (20) sont les suivantes. Sous (19), le terme constant, u, de (18), soit p =
]E(]I{th}), représente le risque moyen de développer la maladie avant t. Sous (20), ce
méme terme constant est tel que p = ]E(]I{th}‘ X = ]EX), et représente le risque de
développer la maladie avant t pour un « individu moyen ». L’intérét de chacune de ces
deuz quantités dépend du cadre de ’étude, et la condition d’identifiabilité initiale est donc
a choisir en fonction de celle-ci.

Certaines statistiques ont été proposées, dans la littérature scientifique récente, pour tester
le caractere additif de m,;, et donc I’adéquation du modele (18) aux données (voir Sperlich
et al. (2002), Eubank et al. (1995) et Derbort et all (2002)).

Méthodes d’estimation pour les composantes additives

Dans le cadre des modeles additifs, diverses méthodes ont été développées pour estimer les
composantes additives my, 1 < £ < d, de la représentation (18). Ces méthodes permettent
de construire des estimateurs de la fonction de régression m,. Nous présentons dans ce
paragraphe deux de ces techniques. En premier, nous considérons la méthode d’intégration
marginale (Newey| (1994), Tjostheim et Auestad (1994), Linton et Nielsen (1995)). En
second, nous considérons la méthode reposant sur l’algorithme dit du backfitting (voir
Hastie et Tibshirani (1990)).

La méthode d’intégration marginale Dans ce paragraphe, nous rappelons le principe
de cette méthode d’estimation, que nous adapterons au cas des données censurées dans
le chapitre 5. Nous supposons, tout d’abord, que d > 2 et que la fonction de régression
my, puisse s’écrire sous la forme additive donnée en (18). Nous pouvons alors reconstruire
la, fonction de régression additive my, de la facon suivante. Soient ¢1,--- , qq4, d fonctions
de densité réelles. En posant g = H‘Z:l ge et g_y = Hj# gj, on peut écrire my(x) sous la
forme

d
my(x) = ;m(w) + /Rd my(2)q(z)dz, (21)
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ceci, en faisant usage des notations

ne(xg) := / My () q—¢(x_p)dT_) — my(x)q(x)dx, (=1,..,d, (22)
Rd-1 Rd
avec X_g = (T1, .., Tg_1, Tp41, .., tq) € RY"L. En effet, en intégrant la fonction de régression
du modele (18) par rapport a g_g, il vient

/Rdl My (T)q—¢(x_g)dx_p = p1 + my(xy) + %; Amj(zj)qj(zj)dzj.

D’autre part, en intégrant my, par rapport a g, on obtient

d
/Rd mw(w)Q(SL‘)dm =u+ éz:; /Rmf(ZZ)QE(ZZ)ng.

Par une soustraction, membre & membre, de ces deux derniéres équations, on obtient
ensuite que

/ my(x)q_¢(x_p)dx_) — my(x)q(x)de = me(xy) — / me(ze)qe(ze)dze.  (23)
Rd-1 R

R4

En combinant (22) et (23)), on observe alors que

ne(ee) = ma(e) — /R me(ze)ae(ze)dze, (24)

ce qui permet d’aboutir a (21)).

Remarque 0.3.3. Il ressort de (24), que, pour chaque valeur de £ = 1,...,d, les fonc-
tions ng et my sont égales, a une constante additive prés. Les fonctions ny sont donc des
composantes additives de m.,, au méme titre que les my. Ces composantes additives cor-
respondent, en fait, a une condition d’identifiabilité différente de celle fournie par (19).
Notons que le choix qp = fp, £ = 1,...,d, avec fy qui désigne la fonction densité de la va-
riable aléatoire réelle Xy, entraine ng = my. En pratique, cependant, fp n’est généralement
pas connue, et 1y #£ my.

Soit h > 0 fixé. Les estimateurs des composantes de m,;, définies par (22), sont obtenus en
intégrant l'estimateur de la fonction de régression multivariée défini par (12). On obtient
ainsi

Non(xe, h) = /

Fon (@, 1)qo(@ ) da—g — / Fgon (@, h)q(@)daz. (25)
Rd*l Rd

Un estimateur de la fonction de régression my, sous '’hypothese additive, peut alors étre
construit, en posant

d
My ada(xh) =D (e h) + / iy (@, h)q(x)de. (26)
=1 R

Cette méthode a, notamment, été étudiée par Linton et Nielsen (1995). En faisant usage
d’un estimateur localement linéaire (voir par exemple Fan et Gijbels (1996)), ces auteurs
ont établi un théoréeme central limite pour I’estimateur intégré ainsi obtenu. Pour des fonc-
tions de régression bivariées (d = 2), deux fois continument différentiables, ils obtiennent
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une vitesse de convergence en (’)(n_4/ %), sous I’hypothese additionnelle que la densité du
vecteur de covariables est continiment différentiable. On notera que cette vitesse est du
méme ordre que celle des estimateurs non paramétriques de la régression univariée, obtenus
sous des conditions de régularité analogues. On échappe ainsi au « fléau de la dimension ».
On consultera Newey (1994), Tjostheim et Auestad (1994), Chen et al. (1996), Linton
et all (1997) et Severance-Lossin et Sperlich (1999).

L’algorithme du backfitting La méthode communément implémentée dans les logi-
ciels statistiques repose sur un algorithme itératif, connu sous le nom de « backfitting »
(Hastie et Tibshirani (1990)). Ce dernier algorithme a été programmé dans plusieurs lo-
giciels classiques, par exemple, dans la procédure gam de SAS, ou dans les « packages »
gam ou mgcv de R. A chaque étape, d’indice (ou d’ordre) p = 0,1, ..., de I'algorithme,
une régression univariée est effectuée, I’étape p + 1 consistant en une nouvelle régression
univariée sur les résidus obtenus au cours de ’étape d’indice p. Le principe de ’algorithme
peut ainsi étre résumé de la maniére suivante.

1. Dans I'étape d’ordre p = 0, on estime u = E(Y) par Y,, et pour £ = 1,...,d, on pose

myeo(Xie) =0.

2. Pour les étapes d’indice p = 1,2,... et jusqu’a convergence des My, ,, o = 1,...,d,
. \/ lo—1 ~ d ~

on pose pour i = 1,..,n, 740 = Y = Yo — > 7,2 g p(Xie) — D p—gy 1 Mep—1(Xip). La

quantité my, ,(X;¢) est obtenue en effectuant la régression des r; ¢, par rapport aux X; g, .

A chaque étape de l'algorithme, il faut déterminer des parametres de lissage optimaux.
Deutsch (1983) a montré la convergence de cet algorithme vers I'unique approximation de
m,, dans 2. Cette méthode a aussi été étudiée par Breiman et Friedman! (1985), et par
Hastie et Tibshirani (1990) et Hérdle et Hall (1993). Bien que la méthode du backfitting
soit tres utilisée en pratique, le fait que les estimateurs backfitting soient définis comme
solutions d’un algorithme itératif a rendu difficile ’étude théorique de leurs propriétés
statistiques. Citons, parmi les résultats disponibles, ceux d’Opsomer et Ruppert (1997),
qui donnent, dans le cas d’'un modele additif bivarié, les expressions du biais et de la
variance asymptotiques pour des estimateurs backfitting basés sur des polynomes locaux.
Dans les travaux d’Opsomer| (2000), on peut trouver une extension de ce résultat au cas
ou le modele additif est obtenu par la somme de d fonctions univariées.

Severance-Lossin et Sperlichl (1999) ont comparé, au moyen de simulations, la méthode
d’intégration marginale a celle du backfitting. Il ressort de leurs travaux qu’aucune des
deux méthodes ne surclasse ’autre, leurs performances respectives dépendant du modele
sous-jacent. En revanche, il apparait que des effets de bord se font davantage ressentir
dans le cas de I'estimateur intégré. De plus, les problémes liés a la présence de covariables
corrélées sont plus sérieux avec cette derniere méthode d’estimation. Une voie logique
pour améliorer ’estimateur obtenu par la méthode d’intégration est alors de combiner
cette méthode avec une itération de backfitting (Linton et al.l (1997), Kim et al. (1998)) et
Sperlich et al. (2002)).

0.4 Le cas des données censurées

0.4.1 Définition

Dans de nombreuses applications statistiques, on est amené a faire intervenir une variable
de durée, c’est-a-dire un délai séparant un instant initial de 'instant ou un événement final



14 Introduction Générale

est observé. C’est tout particulierement le cas pour les applications médicales liées a 1’étude
de durées de survie. Pour cette raison, et bien que le champ d’application des méthodes que
nous allons étudier ne se limite nullement & la médecine ou a la biologie, nous utiliserons
tout au long de ce mémoire la terminologie associées aux durées de survie. Celle-ci est la
plus communément usitée dans la littérature statistique, puisque c’est précisément dans le
domaine médical que les avancées méthodologiques liées a ces variables ont été développées
en premier. Nous parlerons de données censurées lorsque la durée de survie n’est connue
que lorsqu’elle est limitée par une durée limite d’observation. Par exemple, dans le cas
dit de censure a droite, seul le minimum entre la durée de survie et une durée limite
supérieure d’observation est connu, ainsi que l'indicateur exprimant que la durée de survie
a été censurée ou non. Ce minimum constitue, en quelque sorte, une durée de participation,
qui est observée en ne donnant qu’'une information partielle sur la durée de survie. Il existe
plusieurs autres catégories de modeles de censure, obtenus par des variations du principe,
décrit ci-dessus, de la censure a droite. Parmi ceux-ci, mentionnons les suivants, en y
incluant, en premier, le modele de censure a droite.

— CENSURE A DROITE. Il y a censure & droite lorsque la durée de survie est
supérieure ou égale a la durée de participation. Un exemple typique est celui ou
I’événement considéré est le déces du patient malade (ou la panne d’un appareil
dans des études de fiabilité), et la durée d’observation est une durée totale d’hos-
pitalisation. L’expérimentateur peut également fixer une date de fin d’expérience.
Ainsi, pour toute observation sans « événement » observé avant cette date, on
sait simplement que la durée de survie est supérieure a la durée de participation
observée.

— CENSURE A GAUCHE. Il y a censure & gauche lorsque la durée de survie est
inférieure ou égale a la durée de participation. Ce modele est adapté au cas ou
I'incorporation d’'un patient dans une étude est conditionnée par un événement
initial (par exemple, par la date associée a ’apparition de certains symptomes).
Il est alors fréquent de ne connaitre qu’un minorant de la date de ce premier
événement. La durée de survie, prise comme la différence entre le temps ou se
produit ’événement d’intérét et le temps ou s’est produit I’événement initial, est
ici supérieure ou égale a la durée effectivement observée par le statisticien.

— CENSURE PAR INTERVALLE. Les deux phénomenes ci-dessus sont conjugués.

Les trois catégories de censure décrits ci-dessus peuvent étre déclinés en fonction du mode
de censure. On obtient les types suivants :

— CENSURE DE TYPE I. L’expérimentateur fixe une date (non aléatoire) de fin
d’expérience. La durée de participation maximale est alors fixée (non aléatoire)
et vaut, pour chaque observation, la différence entre la date de fin d’expérience,
et la date d’entrée du patient dans I’étude. Le nombre d’événements observés est,
quant a lui, aléatoire. Ce modele est souvent utilisé dans les études épidémiolo-
giques.

— CENSURE DE TYPE II. L’expérimentateur fixe a priori le nombre d’événements
a observer. La date de fin d’expérience devient alors aléatoire, le nombre d’évé-
nements étant, quant a lui, non aléatoire. Ce modele est souvent utilisé dans les
études de fiabilité.
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— CENSURE ALEATOIRE. C’est typiquement ce modele qui est utilisé pour les es-
sais thérapeutique. Dans ce type d’expérience, la date d’inclusion du patient
dans Iétude est fixée, mais la date de fin d’observation est inconnue (celle-ci
correspond, par exemple, & la durée d’hospitalisation du patient). Ici, le nombre
d’événements observés et la durée totale de ’expérience sont aléatoires.

Dans notre mémoire, nous nous intéresserons uniquement au cas des censures a droite de
type aléatoire. Celui-ci correspond a un modele fréquemment utilisé dans la pratique, ce
qui justifie amplement qu’on y attache de l'intérét.

0.4.2 Quantités mathématiques invoquées

Nous introduisons maintenant les notations qui seront utilisées dans les chapitres trai-
tant des données censurées. D’une maniere générale, nous supposerons disposer de copies
indépendantes et identiquement distribuées (Y;, C;, X;), i = 1,2,..., du vecteur aléatoire
(Y,C,X) ou Y désigne la variable aléatoire d’intérét. Celle-ci étant interprétée comme
une durée de survie, il est naturel de supposer qu’elle ne prend que des valeurs positives,
toutefois, nous ne ferons pas cette hypothése en général. Ici, on désigne par C' le temps
(aléatoire) de censure, et par X, un vecteur de variables aléatoires concomitantes, dont
la structure de dépendance avec Y et C dépendra du contexte. Ainsi, nous travaillerons,
successivement, sans conditionnement et avec conditionnement par rapport a X. Plus ex-
plicitement, nous supposerons, dans certains cas, que la variable X est indépendante des
variables Y et (', et dans d’autres cas, nous nous affranchirons de cette hypothese. Nous
travaillerons sous ’hypothese générale d’indépendance entre (Y, X) et C. Dans le cas ou
la covariable X est absente, nous supposerons l'indépendance entre Y et C'. L’échantillon
observé est alors (Z;,0;,X;), ¢ = 1,...,n, pour une taille d’échantillon n > 1, ou, pour
1=1,...,n,

Z; :=Y; \C;,

(27)
(51‘ ::]I{Yigci}’

Ir désignant la fonction indicatrice de E. Au vu de (27), Z; s’interpréte comme le temps
de participation (ou le temps de suivi) du patient dans ’étude. L’indicatrice ¢; vaut 1 en
I’absence de censure, lorsque Z; = Y;, et 0 autrement.

Remarque 0.4.1. Dans la suite de cette introduction, afin de ne pas alourdir inutile-
ment les notations, nous travaillerons sous les hypothéses du chapitre 2, correspondant
a labsence de la covariable X. Nous verrons dans le chapitre 4 que les quantités que
nous allons maintenant introduire, dans ce contexte simplifié, peuvent étre généralisées
sans trop de difficulté dans le cas plus complexe ou Y et C sont effectivement lies a un
vecteur de covariables X.

Pour ¢t € IR, soient F(t) := P(Y < t) et G(t) := P(C < t) les (versions continues a
droite des) fonctions de répartition de Y et C. L’hypothese d’indépendance entre Y et C'
implique alors que H(t) :== P(Z <t) = 1—-(1—-F(¢t))(1—G(t)). De nombreuses applications
requierent l'estimation de certaines fonctionnelles locales de F'. Un exemple important en
est donné par le taux de mortalité (ou taux de hasard instantané), A\, défini comme suit.
On suppose que F' est absoliment continue sur R, de densité f(t) = dF(t)/dt. Le taux de
mortalité est alors défini par

A(t) == pour telR. (28)

T-F
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0.4.3 L’estimateur de Kaplan-Meier

Un estimateur jouant un role essentiel dans le cadre des données censurées est 1’estimateur
du maximum de vraisemblance généralisée non paramétrique de F'(t), le « product limit
estimator » (estimateur « produit-limite » ), introduit par Kaplan et Meier| (1958), et défini
par

N1\ %
Frt)=1- H (%) , pour t € IR, (29)
0:2; <t

ot Np(x) = Y14 Wz,>,1, et avec les conventions [], = 1 et 0° = 1. On notera que ces
conventions attribuent & F(¢) la valeur 1 lorsque ¢ > max{Zi,...,Z,}. Par analogie au
cas non censuré, on peut définir le processus empirique de Kaplan-Meier @}, comme suit :
pour tout n > 1 et tout ¢ € IR, on pose

a(t) = n'2(F3(t) — F(1)). (30)

On peut ensuite, comme pour le processus empirique usuel, définir les incréments du
processus empirique de Kaplan-Meier par

ne(h,t;s) :=ay(t + hs) —ay(t), (31)

pour h > 0,0 < s < 1 et t € R. Deheuvels et Einmahl (1996) et Deheuvels et Ein-
mahl (2000) ont obtenu des lois limites fonctionnelles associées a n5. Nous établirons une
extension de leurs résultats dans le chapitre 2. Dans ce chapitre, nous généralisons le
résultat, obtenu par Varron (2005) pour le processus empirique usuel, aux incréments du
processus de Kaplan-Meier 1. Nous en déduisons des lois uniformes du logarithme pour
des estimateurs de la densité et du tauz de mortalité (ou tauz de hasard instantané), dans
le contexte des données censurées.

Il est souvent commode de faire usage de certaines variantes de la définition (29), adoptée
ci-dessus pour 'estimateur de Kaplan-Meier. Par exemple, l'estimateur F}} est la solution
d’un algorithme itératif de type EM (pour « Ezpectation Mazimisation »). En tant que
tel, il est connu sous le nom de « Self Consistent Estimator » (SCE) (voir notamment
Efron (1967), Turnbull (1974) et Tsai et Crowley (1985)). D’autre part, il est possible de
réécrire I'estimateur de Kaplan-Meier sous forme additive. Plus précisément, en définissant
I'estimateur de Kaplan-Meier G}, de G (en remplagant formellement dans (29) les ¢; par
1—9;, pouri=1,...,n) par

e Np(Zi) =1\ 70
Gi(z) =1 ;[S <n(Z¢) ) : (32)

on peut montrer l'identité

F*(t) — l i M (33)
" n im1 1- G;(L(Zl)

La validité de ces formules repose sur des notions que nous ne pouvons résumer brievement

dans le cadre de la présente introduction, et utilise principalement le fait que ’estimateur

de Kaplan-Meier est la solution d’un certain systeme d’équations différentielles. Nous ren-

voyons pour plus de détails & I’annexe du chapitre 4, qui suit, ainsi qu’a 'ouvrage de

van der Laan et Robins (2002) et a larticle de Satten et Datta (2001).
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Remarque 0.4.2. Les estimateurs de ce type sont connus dans la littérature anglo-saxonne
sous le nom de « Inverse Probability of Censoring Weighted [IPCW] estimates ». Ils font
partie de la catégorie des estimateurs du type « synthetic data », qui comprend également
les estimateurs SCE (voir, a ce sujet, lvan _der Laan et Robins (2002)).

A partir de l'expression (33), [Carbonez et al.| (1995) puis Kohler et al. (2002) ont déduit
une version conditionnelle de 'estimateur de Kaplan-Meier. Cette version représente une
alternative a celle proposée par Beran (1981), et étudiée, notamment, par Dabrowska
(1989) et Deheuvels et Derzkol (2006). De plus, les idées de Carbonez et Kohler conduisent
a l'obtention d’un estimateur pour la fonction de régression (en remplacant formellement
I¢z,<, par Z; — voire ¢(Z;) — dans (33)). Dans le chapitre 4 figurent des résultats
analogues a (16) pour cet estimateur. La variance obtenue est alors « dilatée », dans le sens
ou le terme ai(w) défini en (17) est remplacé par E{?(Y)/(1-G(Y)) | X = z} —mfp(w)
Suivant les idées développées par [Deheuvels et Mason!/ (2004), nous dérivons des bandes de
confiance asymptotiques simultanées de ces lois uniformes du logarithme. Des simulations
viennent illustrer nos résultats.

Enfin, dans le chapitre 5, nous obtenons la vitesse de convergence presque sure d’un
estimateur de la fonction de régression, sous une hypothese additive, et dans un contexte de
données censurées. La construction de notre estimateur combine les méthodes d’estimation
introduites au chapitre 4 avec la méthode d’intégration marginale évoquée plus haut.
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Chapitre 1

A uniform in bandwidth
functional limit law for the
increments of the normed sample
quantile process - application to
the Nearest-Neighbor empirical
density function.

Foreword. This chapter is an adaptation of a paper submitted to Journal of Nonpara-
metric Statistics (Viallon! (2006a))), tailored to fit in the present manuscript.

Abstract. In the present chapter, we establish a functional limit law of the logarithm for
the increments of the normed sample quantile process based upon a random sample of size
n — oo. We extend a limit law obtained by Deheuvels et Mason (1992) for kernel-type
functional estimators. Our results hold uniformly over the bandwidth h, restricted to vary
in [h],, k], where {h] },>1 and {h},>1 are appropriate non-random sequences. We treat
the case where the sample observations follow possibly non-uniform distributions. As a
consequence of our theorems, we provide uniform limit laws for nearest-neighbor density
estimators, in the spirit of those given by Deheuvels et Masonl (2004) for kernel-type

estimators.

1.1 Introduction

1.1.1 Motivations

The theory of empirical processes has been extensively investigated over the past decades.
Several authors (see Deheuvels (1974), |(Csorg6 et Révész (1981), [Stute (1982a)) have un-
derlined its relevance to the study of kernel nonparametric functional estimators, such as
the Parzen-Rosenblatt density function estimator (refer to Parzen (1962) and Rosenblatt
(1956))), or the Nadaraya-Watson regression function estimator (see, e.g., Nadarayal (1964)
and Watson (1964))). Lately, these results have been significantly extended by, especially,
Einmahl et Mason (2000), Einmahl et Mason' (2005), Mason' (2004), [Deheuvels et Mason
(2004) and Varron! (2005). By combining empirical process arguments with combinatorial
techniques initiated by Vapnik and Cervonenkis (Vapnik et Cervonenkis (1971), Vapnik
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(1982)), these authors have established various versions of the uniform consistency of ker-
nel type estimators, the latter being also shown to hold uniformly over the bandwidth
parameter, with some restrictions. A direct statistical application of these results is given
by the construction of limiting certainty bands for the density and the regression functions
(see, e.g., Deheuvels et. Mason! (2004)). A parallel field of study is that of empirical quantile
processes, for which a series of functional limit laws have been provided by [Deheuvels et
Mason! (1992) and Deheuvels (1992). The motivation of the present study is that the recent
refinements of the functional limit laws, initiated by Deheuvels, J.Einmahl, U.Einmahl and
Mason, have been mostly written in the framework of the usual empirical (distribution)
processes, and cover only in part the case of empirical quantile processes. We will therefore
orient our work towards bridging the remaining gaps in this theory. As a main result, we
shall provide, in the sequel, a uniform in bandwidth functional limit law of the logarithm
for the increments of the normed empirical quantile processes. This result will be then
applied to establish a uniform in bandwidth law of the logarithm for Nearest-Neighbor
density function estimators. We mention that our results should provide themselves useful
in the construction of nonparametric goodness-of-fit tests (see, e.g., Theorem 1.3.2 below).
Likewise, some applications to the study of Lorenz process and score function estimators,
in the spirit of |(Csorgd| (1983), may be derived from our results. We refer to Csorgd (1983)
for other examples of applications of quantile processes, which have some relevance to our
work.

1.1.2 Notation and Main Results

Let Xi,Xs,--- be independent and identically distributed [iid] random variables with
distribution function F'(z) := IP(X; < x), for z € R, and quantile function Q(t) := inf{z €
R : F(z) > t}, for 0 <t < 1. For x € R, we denote by F,(z) :=n "{X; < 2,1 <i <n}
the empirical distribution function based upon Xji,---, X, and by Q,(t) := inf{z € R :
F,(x) > t}, for 0 < t < 1, the corresponding empirical quantile function. Here §£ denotes
the cardinality of E. We denote by a, () := n'/?(F,(z) — F(z)), for # € R, the empirical
process of order n > 1, and we let (see, e.g., |Csorgd (1983))

ba(t) = n'/2(Qu(t) = Q1) /q(t) for 0<t<1, (L1)

denote the normed sample quantile process. Here,

)= 5 Q) =+

()’
stands for the quantile density function (see, e.g., Parzen (1979)), and

d
f@) = T F@),
denotes the probability density function, both assumed to be properly defined and conti-
nuous in domains specified later on (see, e.g., the assumptions (F.1-2) below). In this
chapter, we are concerned with limit laws for the increments ¥,,(-) of the normed sample
quantile process by (-), which are defined as follows. Given 0 < t < 1 and a bandwidth
h e (0,tA(1—t)), we set

Un(t, by s) :=by(t + hs) — by(t), for s € [-1,1]. (1.3)

We will let h > 0 vary in such a way that hl, < h < h!, where {h],},>1 and {h!'},>1 are
two sequences of positive constants such that 0 < h/, < h!” < oo and, for either choice of
hyn = hl, or h, = h!', the conditions (H.1-2-3) below are fulfilled by {hy}n>1. We assume

that

(1.2)
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(H.1) hypl0and nh, Tooasn oo;
(H.2) log(1/hy)/loglogn — oo as n — o0}
(H.3) nhy/logn — oo as n — oo.
In addition, we will say that the sequences {h] },>1 and {h!/},>1, with 0 < h], < h!’ < oo,
for n > 1, fulfill the assumption (H.4) if at least one of the conditions (H.4)(), (H.4)(i7)
below are satisfied. Set, for € R, log, x := log, log, z, and log, = := log(z V e).
\ /nhy log(1/h7,)

(H.4)(7)

logn+/logyn

/h//l 1 h//

W log(1/h) ~ “\logn

Remark 1.1.1. (i) Note that, under (H.1-2), the hypothesis (H.4)(i) is satisfied whenever
(H.3"), introduced below, is satisfied.

— 00 asn — 00;

)asn—>oo.

(H.3") n'2h! /logn — oo as n — oo.

Obviously (H.3') is a stronger condition than (H.3).

(it ) For the particular choices hl, = n~" and hl, =n~%, forn > 1, with 0 < s <r < 1,
the hypothesis (H.4)(i1) is satisfied whenever s <r < (1+ s)/2.

(131) Our main results are established under the hypotheses (H.1-2-3-4). However, it is
unlikely that (H.4) is necessary, and these results may still hold under the only hypotheses
(H.1-2-3) (see Remark|1.4.2 in the sequel).

We now specify the range of ¢ in (1.3). We fix 0 < ] < t1 < ta < t) < 1, and let
d:= (t,l — tl) AN (tl2 — tz),

up =Q(t), uy=Q(t;) and wui=Q(t1), uz=Q(t2). (1.4)
We then assume that the following conditions hold.

F is twice continuously differentiable on J := [u/}, u}] ;

F' = f is strictly positive on J;

SUPy; <y<uy (F(u)(1 = F(u))|f'(w)])/f?(u) < v for some v > 0;
h! < d for all n > 1.

Note that (F.4) ensures that ¢ + hs € J := [t},t}], uniformly over t € I := [t1,t2],
h!, < h <h!” and |s| < 1. It is noteworthy that the inequality in (F.3) is equivalent to

sup t(1— t)w <. (1.5)

th<t<th Q@) ~

Moreover, the fact that ¢(t) = %Q(t) exists, and defines a positive and continuous function
on J is ensured by the conditions (F.1-2-3). This, in turn, implies that v} < uy < ug < u.

Some more notation is needed for the statement of our results. Denote by Sy, the, so-
called, Strassen set, a variant of which having been introduced by [Strassen (1964) in the
framework of the law of the iterated logarithm for partial sums. Here, Sy is the unit ball of
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the reproducing kernel Hilbert space pertaining to the two-sided standard Wiener process
{W(s) : |s| < 1}. The latter process is conveniently defined by setting

W (s)

Wi(s) for s >0,
Wy(—s) for s <0,

where W7 and W5 are independent standard Wiener processes. We have, namely,

1

So = {g € AC(-1,1), ¢(0)=0 and / g(s)%ds < 1},

-1
where AC(—1, 1) stands for the set of all absolutely continuous functions g on [—1, 1], with
Lebesgue derivative g. We denote by B(—1,1) the set of all bounded functions on [—1, 1]
and set, for any g € B(—1,1), |lg]| := sup_;<s<; |g(s)|- Finally, we set, for any ¢ > 0,

= {h € B(—1,1) : infeg, [|g — h|| < e}. Our main result may now be stated as follows.

Theorem 1.1.1. Let {h] },>1 and {h]'},>1 be two non-random sequences fulfilling the
conditions (H.1-2-3-4), with 0 < h], < hl! < co. Then, under (F.1-2-3-4), we have, almost

surely,
ookt I SCEEEC

lim sup { sup <inf
=00 et b Lt <t<ts \ 950

Moreover, for each pair of constants c1,co with 0 < ¢ < co < 1, we have, almost surely,

zhlog V/2hlog(1/h) H} .7

The proof of Theorem [1.1.1] is postponed until Section [1.4. A rough outline of our ar-
guments is as follows. First, we establish, in Section [1.2, a version of this theorem for
iid uniform (0,1) random variables corresponding to the case where f(x) = M|y )(z) and
q(t) = T 1)(t) (see, e.g., Theorem [1.2.1 below). Then, we make use of a continuity argu-
ment to treat the general framework. In Section 1.3 we present some statistical applications
of our results. Section|1.4/is devoted to the proofs of our theorems. Finally, in the Appendix,
we provide details on a technical fact used in Section [1.4.

Vg €Sy, lim sup inf
n—oo hE[h’n,h;{] c1<t<cy

1.2 The Uniform Case

Let Uy,Us,- -+, be iid uniform (0,1) random variables. In this context, we denote by
Un(t) :=n"14{U; <t,1 <i<n}, for t € R, the (right-continuous) empirical distribution
function, and by V,,(t) := inf{u >0:U,(u) >t}, for 0 < ¢t < 1, with V,,(¢) = 0 for
t <0 and V,,(t) = V(1) for ¢ > 1, the (left-continuous) empirical quantile function. Here,
fE denotes the cardinality of . We define the uniform empirical process based upon
Ur, - ,Un by ap(t) :=n'/? (Uy,(t) — t) for t € R, and the corresponding uniform sample
quantile process

Bu(t) :=n'?(V,(t) —t) for teRR. (1.8)

Note that, in this setup, the quantile process is equal to the normed empirical quantile
process, since, as was already pointed out, q(t) = Tjg 3(¢). Define further, for any 0 <t <1
and h € (0,¢ A (1 —t)), the increment functions

En(h,t;s) := an(t + hs) — an(t), (1.9)
Ca(hyt;s) := Bp(t + hs) — Ba(t), (1.10)
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for —1 < s < 1. The limiting behavior of the maximal oscillations of these processes has
been extensively investigated in the literature (see, e.g., Stute (1982b), Deheuvels et Mason
(1990), Deheuvels et Mason (1992)), Deheuvels (1992), Deheuvels et Einmahl (2000), Mason
(2004), and the references therein).

We are now ready to state, in Theorem [1.2.1, the uniform version of our Theorem [1.1.1. It
is noteworthy that Theorem [1.2.1/ is somehow stronger than Theorem [1.1.1] in the sense
that it holds on a larger interval (compare (1.6) and (1.11) below). Stronger results may
be obtained in the general case by making sharper assumptions upon the distribution
function F'. This will be considered elsewhere.

Theorem 1.2.1. Let {h] },>1 and {h]},>1 be two non-random sequences fulfilling the
conditions (H.1-2-3-4), with 0 < hl, < h!! < co. Then we have, almost surely,

(h,t;.
lim  sup { sup ( inf _nlht) H)} =0. (1.11)
n=0 pelhy, b h<t<1—h \ 9€50 || /2h log( 1/h
Moreover, for any pair of constants c1,co with 0 < ¢ < co < 1, we have, almost surely,
h,t
Vg€ Sy, lim sup { inf L H} =0. (1.12)
n—oo hE[hfmhm ca<ltlca || +/2h log l/h

The following corollary of Theorem [1.2.1/ will be instrumental in the proof of Theorem
1.1.1), postponed until Section [1.4.2.

Corollary 1.2.1. Under the assumptions of Theorem 1.2.1, we have, almost surely,

n(h, t;
lim sup { sup < p M)} =1. (1.13)
=00 perpr pi] L h<t<l—h \—1<s<1 \/2hlog(1/h)

The proof of Theorem [1.2.1]is postponed until Section1.4.1. An outline of our forthcoming
arguments is as follows. First, we will establish, in Proposition [1.4.1/ below, a version of
this result for &, (h,t;-). Proposition [1.4.1 will be shown to follow from Theorem 1.1 of
Varron (2005)). Given this first result, Theorem 1.2.1 is straightforward under (H.4)(7),
and, to establish Theorem [1.2.1 under (H.4)(ii), we will base the remainder of our proof
on a uniform-in-bandwidth Bahadur-Kiefer-type representation of (, in terms of &, (see,
e.g., Bahadurl (1966), Kiefer (1967), Kiefer (1972)) and Deheuvels et Mason! (1992)). This
representation is captured in Lemma [1.4.1/ in the sequel.

1.3 Some Applications

1.3.1 The k-Spacings

In this sub-section, we provide some consequences of the just-given Theorems [1.1.1 and
1.2.1. The details of the corresponding proofs are postponed until Section [1.4.

We first consider the uniform case and denote by U(l) < ... < U(n) the order statistics
pertaining to a random sample Uy,...,U, of iid uniform (0,1) random variables. The
k-spacings of U1y < ... < Uy, are then defined by

Ajn(k) == Ugpyiy — Uy for i=0,....,n+1—k, (1.14)
where U gy := 0 and U, 41y := 1. For any integer 1 < d < n, we set

on(d) == 11;1]?%(‘1 ogiglnafl—k |Ai7n(k) - k:/n’ (1.15)
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The following Theorem [1.3.1/ will be shown to follow from Theorem 1.2.1. Set [z] > = >
[z] — 1 the ceiling function of z € R.

Theorem 1.3.1. Let {h] },>1 and {h!'},>1 be two non-random sequences fulfilling the
conditions (H.1-2-3-4), with 0 < hl, < h!" < co. Then, we have, almost surely,

lim  sup Y2 OnMAD (1.16)

n—00 pe(n!, h” \/2hlog(1/h)

The proof of Theorem [1.3.1is given in Section [1.4.4.

We now turn our attention to the case of possibly non-uniform random variables. Let
Xy < ... < X(p) be the order statistics pertaining to a random sample Xi, ..., X,, of iid
random variables with common distribution function F', density function f and quantile
function (. Under the hypotheses (F.1-2-3), define the k-spacings of X(;) < ... < X(,,) by
setting

Dl’n(k‘) = X(k—H) — X(z) for 7= Z'17]€7n, il,k,n + 1, - ,ig’n, (117)

where 7y, , and i3, are respectively defined by

+ k
il = min{i: 0> 1) (1.18)
n

i2, = max{i: 1< ta}. (1.19)
n

For any integer 1 < d < n, we set

k

dp(d) := max max  f(X(;)|Din(k) — m .

(1.20)

1<k<d i1,k,n<t<i2n
Theorem 1.3.2. Let {h] },>1 and {h]},>1 be two non-random sequences fulfilling the
conditions (H.1-2-3-4), with 0 < h], < hl! < co. Then, under (F.1-2-3-4), we have, almost
surely,

Vi dn([nh]) _

lim sup ———= = (1.21)
n—=00 pelns ] \/2hlog(1/h)
The proof of Theorem [1.3.2 is postponed until Section [1.4.3.
Remark 1.3.1. Consider the sequences i’l’n and i, . defined as follows,
./ R . -, /I; !
i1, = min{i:— Z 1}, (1.22)
k
i = max{i: % <th}. (1.23)

It is noteworthy that the two following relations hold for every integer 0 < k < [nh],
h € [h,, hl],

n»''n

1<), <itgpn oand iz, <iy,, <n-—k

Keep in mind the difference between the definitions (1.17) and (1.14), with respect to the
possible values of the index i. The reason of this modified range is that the conclusion of
Theorem [1.2.1] is slightly stronger than that of Theorem[1.1.1], as was already mentioned.
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1.3.2 A Law of the Logarithm for Nearest-Neighbor Density Estimators

In this sub-section, we show that the results of the Sub-section [1.3.1 imply a uniform-in-
bandwidth law of the logarithm for a nearest-neighbor nonparametric density estimator.
Let, as in Sub-section [1.3.1, X1y < ... < X,y be the order statistics pertaining to a
random sample X1, ..., X, of iid variables with distribution function F', density function
F’ = f and quantile function Q. Define the random sequences

U1y = max(Qn(t1),u)), ugy, :=min(Qyn(t2),uy), n>1, (1.24)

where ),, stands, as in Sub-section [1.1.2), for the empirical quantile function. Note that,
for n large enough, w1, < us, almost surely. Further introduce K, an arbitrary kernel
on IR, that is a measurable function integrating to one on R, and denote by {k], },>1 and
{k!'}n>1 two sequences such that {h],},>1 and {h/'},>1 fulfill the conditions (H.1-2-3-4),
with hl, = k},/n and h!, = k'/n, for n > 1. Select k > 0 such that k € [k, k!]. On the

interval [uj p,ugy], define the k nearest-neighbor empirical density function, based upon
the kernel K and the sample X1,..., X, by

Fusl) = LS (22X (1.25)
k() = ——— — ), .

" nRy(z) <=\ Ry(z)

where Ry(x) :=inf{r > 0: [v —r/2,2 +r/2] D |k] elements of the sample X;,..., X,}.
This random function is often referred to as the adaptative variable bandwidth of order k.
The following additional assumptions upon the kernel K will be needed to state our result
concerning nearest-neighbor density estimators.

(K.A) K is of bounded variation on IR.
(K.B) K is compactly supported.

Theorem 1.3.3. Let {h] },>1 and {h]},>1 be two non-random sequences fulfilling the
conditions (H.1-2-3-4), with 0 < h], < h!" < co. Set, for n > 1, kI, = nhl, and k] = nh!!.
Then, under (F.1-2-3-4) and (K.A-B), we have, almost surely,

k An — ]EAn 1/2
lim sup sup vk [ () fnk ()] = {/ K2(t)dt} / . (1.26)
2 wefurmuzal kel by V2% (@) log(n/k) R

Remark 1.3.2. Note that, in the setting of density estimation, the hypothesis (H.4)(i)
generally holds, since most of the bandwidth selection procedures lead to choices like hl, =
cin~?%, for a given 0 < ¢1 < 0o, with a < 1/2.

We will show, in the forthcoming Section [1.4.5, that Theorem [1.3.3]is a natural consequence
of a combination of Corollary 2.1 of Varron/ (2006), with Theorem 1.3.2. We mention that
Theorem 1.1 of Varron (2005) may be adapted likewise to obtain a similar result as that
stated in Theorem [1.3.3, in the case of the usual Parzen-Rosenblatt (see, e.g., Parzen
(1962) and Rosenblatt (1956)) kernel density estimator (see Facts [1.5.1l and 1.5.2] in the
Appendix).

1.4 Proofs

1.4.1 Proof of Theorem [1.2.1
We first establish the analogue of Theorem [1.2.1] for &,,. Recall the definition (1.9) of &,.
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Proposition 1.4.1. Let {h},},>1 and {h}}n>1 be two non-random sequences fulfilling the
conditions (H.1-2-3), with 0 < hl, < h!! < oo. Then, with probability one,

n(h,t
lim sup { sup < inf L H)} =0. (1.27)
n—=00 perpt b L h<t<i—h \ 965 || \/2hlog(1/h)

Moreover, for any pair of constants 0 < ¢1 < co < 1, we have, almost surely,

J% df=0 a

Note that, the hypotheses (H.1-2-3) are sufficient in Proposition [1.4.1.
Proof. Set gn = {]I[(t/\(t—l—v)),(tv(t-i-v))] h e [h/ h”] h<t<1- h, —h<v< h} and

n»''n

VYgesS lim su inf
g 05 n—o0 hE[hﬁ}?h;{] c1<t<ca

Gi={1,,,0<2<1,0<y<1}. (1.29)

It is well known that the class of all closed intervals in IR forms a VC class (see, e.g.,
van der Vaart et Wellner! (1996)). Therefore, making use of the result of Exercise 9 on
page 151 of lvan der Vaart et Wellner (1996), it is readily shown that G constitutes a V C-
subgraph class of functions (we refer to Section 2.6.2 in lvan der Vaart et Wellner/ (1996)
for the definitions of V'C' classes of sets, and V C-subgraph classes of functions, see also
the Annex of the present document). Given that G, C G, we see that G, constitutes a
V C-subgraph class of functions and satisfies the entropy condition (HK.IIT)(i) in the
Appendix. Thus, (1.28) is a direct consequence of Theorem 1.1 of Varron/ (2005) (which is
recalled in Fact [1.5.1 in the Appendix for convenience). The same arguments readily show
that, for each 0 < A < 1/2 and € > 0, there exists almost surely an n(e) such that, for all
n > n(e),

{&n(hat;) s h e (W, Bt € [\1— A} CS5. (1.30)
Our proof is completed by the observation that U; := [(U; + A) modulo 1] and U; are

identically distributed. Thus, we have the distributional identities

{€n(ht;) s he [y, i)t € [N},

L Aeu(hot;.)  h€ [Wy, h],t € [N, 2\ — h]} -
and

En(hot; ) helhl Al te[l—A1—
ns''n n>1
L ten(h,t;.) he[hg,h;{]te[l—w\ 1— A= hl}st.

By combining these statements with (1.30), we obtain, in turn, that for each € > 0, there
exists almost surely an n(g), such that for all n > n(e),

{&n(h,t;.) - h e [, B2t € [0,A]} C S5,

n)''n

and
{&n(h,t;.) s h e [hl,,hl],t € [1 =X, 1—h]} CSj.

n»''n

The proof of proposition [1.4.1/ in now complete.O

Remark 1.4.1. We note that Corollary 3 of Mason (2004)), which is a d-variate extension
of Theorem 3.1 of Deheuvels et Mason (1992), can be established through these arguments.
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The completion of the proof of Theorem [1.2.1/ under the hypothesis (H.4)(7) is straight-
forward. Indeed, Kiefer (1967) showed that, almost surely as n — oo,

((log n)'/?(logy n)'/* ) 7

sup o (t) + Bu(t)] = O /4

0<t<1

which implies that, almost surely as n — oo,

Gn(h, £ 5) { Sulh,t;5)
sup sup SuUp —F/————— = sup sup sup ——————~—
helhl, hy) h<t<1-h|s|<1 \/2hlog(1/h) helhn b Cn<i<i-h|sj<1 /2hlog(1/h)
(logn)'/2(log, n)'/*
0 , 1.31
" (n1/4(h10g(1/h))1/2)} (1.31)
and
sup inf sup M = sup { inf  sup M
helhl, ) h<t<1=h|g<1 \/2h log(l/h) helhl, by h<t<l=h|s<1 \/2h log(l/h)
1 1/2(1 1/4
po(losm Hosm ity )
nt/4(hlog(1/h))/?

Since, under (H.4)(i),
<log n(log, n)1/2> o)
nl/2hlog(1/h) /) ’
(1.31)—(1.32), when combined with Proposition [1.4.1, are enough to establish Theorem
1.2.1 under the hypothesis (H.4)(i).

sup O
he[hp, k]

To prove Theorem [1.2.1/ under the hypothesis (H.4)(ii), we will work under the following
notation. We will set ||g[|4 := supg<<; [9(s)| for the sup-norm of a function g € B(0, 1), in
contrast with ||h|| = sup_;<s<q |9(s)|, used when g € B(—1,1). To simplify matters, we will

give proofs of our theorems with the formal replacement of ||.|| by ||.||s+. The technicalities
needed to revert from ||.||+ to ||.|| are straightforward, but lengthy, and will therefore be
omitted.

The completion of the proof of Theorem [1.2.1/ under the hypothesis (H.4)(ii) will require
a uniform-in-bandwidth Bahadur-Kiefer-type representation of (, in terms of &,. The fol-
lowing two lemmas are oriented towards the aim of establishing a representation of the
kind. Our forthcoming results mimick that obtained by Deheuvels et Mason/ (1992), in a
slightly more general setup of varying bandwidths. We give the details of their proofs for
the sake of completeness.

Lemma 1.4.1. Let {h},}n,>1 and {h]}n>1 be two sequences fulfilling the conditions (H.1-
2-3) and (H.4)(ii). Then, for any X\ > 1, we have, almost surely,
[Gn(Ryt; <) + Enlhy Va(t); ) ll+

lim  sup sup =0. (1.33)
N0 helhy, b 0<t<1-Xh 2hlog(1/h)

Proof. Choose any h € [h],h!"], with A > 1,0 <t <1—Ah and 0 < s < 1. Observe that,
ultimately as n — oo,

C(h,t;s) + &R, Via(t);s) = {Gu(h,t;s) + an(Valt + hs)) — an(Va(1))}
F{an(Va(t) + hs) — an(Va(t + hs))}.  (1.34)
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Making use of the easily proven fact that |U,(V,,(t))—t| < 1/nforanyn > 1and 0 <t <1,
an application of the triangle inequality to the right-hand side of (1.34)) establishes, in turn,
that, uniformly over h € [h/,h!], 0 <t <1—Ahand 0 <s <1,

1Cn (st 8) + {an (Vi (t + hs)) — an (Vi (8))}] < 207 Y2, (1.35)

We invoke Theorem 1(III) in Masonl (1984) to obtain that, whenever {h]},>1 satisfies
(H.1-2-3), we have

Wt +h)=V,(t)—h
lim sup sup VValt 1) = Va(t) | =1a.s. .
N=00 0<h<h! 0<t<1—h 2h!" log(1/h!")

Thus, for any € > 0, we have, almost surely for all n sufficiently large, uniformly over
helh, h',0<t<1—Xhand 0 <s<1,

n''n

Vi (t + hs) — V() — hs| < vn = (1 +2)2 (20 1 log(1/h)) /7. (1.36)
We next observe that, if the sequence {h!'},>1 satisfies, ultimately in n — oo, the as-
sumptions (H.1-2-3), then, such is also the case for (v,)p>1 in (1.36). The first half of
Proposition [1.4.1 implies therefore that
o (Vi (1)) — ain (Vi (u) + v)

limsup sup sup <1 as.. (1.37)
n—00 0<V<vn 0<Vi (u)<1—vn 2uy, log(1/vp)

Observe that, since {h!,n > 1} satisfies (H.1-2-3), we have

1/2 < linniioréf (log(1/vy)) /logn < limsup (log(1/vy)) /logn < 1. (1.38)

n—oo

By combining (1.36) with (1.37) and (1.38), we get that, for all n sufficiently large,

sup sup  sup n'/? (hy, log(l/hg))_l/4 (logn)~1/?
he[h,,h!] 0<t<1—Ah 0<s<1
X |y (Vn(t 4 hs)) — an (Vo(t) + hs)| < 2341 +¢) as.

Since £ > 0 can be chosen arbitrarily small in the above inequality, we see that, almost
surely,

limsup sup sup  sup n'/* 4 10g(1/h%))_1/4 (logn)~1/?
n—00  he[hl,h] 0<t<1-Ah 0<s<1
X |an (Vo (t + hs)) — o (Vi (£) + his)| < 2374, (1.39)

Under the hypothesis (H.4)(ii), (1.39), when combined with (1.34) and (1.35), suffices to
complete the proof of (1.33). O

Remark 1.4.2. [t is likely that the following result holds : for any sequences {h} }n>1 and
{h! =1 fulfilling the hypotheses (H.1-2-3),

[Valt + hs) = Va(t) = hs| _

lim sup sup  sup

1 as. . (1.40)
n=00 pelh!, 1] 0<t<1—h 0<s<1 2hlog(1/h)

If so, following the same lines as above, it can be shown that the result of Lemma|1.4.1,
and, consequently, the results of Theorems|1.1.1, [1.5.1, [1.3.2 and [1.5.3, still hold under
the only hypotheses (H.1-2-3).
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Lemma 1.4.2. Let {h},}p,>1 and {h]}n,>1 be two sequences, assumed, each, to fulfill the
conditions (H.1-2-3-4). Then, for any fized A > 1, we have almost surely

limsup sup sup IGn( )+ &l )ll+ <2V -1, (1.41)
n—oo  he[hl k] 1-Ah<t<1—h 2hlog(1/h)

and for all n sufficiently large
Vo(l = Ah) <1-—h. (1.42)

Proof. By setting, respectively, t = h,s = —1 in Proposition [1.4.1, and t = 0,s = 1 in

Lemma [1.4.1, we obtain readily that limsup, .., suppep: i £8n(h)//2hlog(1/h) < 1
almost surely. Thus, under (H.1-2-3-4), we have, almost surely,

lim sup (V,(1—Ah)—(1—h))/h=1-X<0. (1.43)
=00 e[y, hl]

Set wp(a) 1= supg<i<i_q {[én(a, t;.)+} for 0 < a < 1. By combining (1.43) with the
above Proposition [1.4.1, we obtain that

limsup  sup sup  NEnBValt) ) — &n )+
n—0oo  helhy b)) 1-Ah<E<1-h 2hlog(1/h)
2w (A= Dh) _

he[h h“] \/2hlog(1/h)

In view of (1.33)), this last result readily yields (1.41)), whereas (1.42) is a direct conse-
quence of (1.43). O

(A=1) as.

We are now ready to complete the proof of Theorem [1.2.1. To establish (1.11)), we fix an
e > 0, and choose A =1+ %. In view of (1.41)), (1.42), Proposition [1.4.1 and (1.33)), there
exists almost surely an N. < oo, such that, for all n > N,

V(1 = Ah) <1 —h uniformly over h € [h],, hl],

n»''n

and
n(h, ;) >}
sup sup inf || =———F~—g <e/2 as.,
helh!, h!!] {OStSI—h <geSo 2hlog(1/h) L /
n(h,t;- n(h, Va(t)s -

sup { sup 16 ) & &n(h, Va(®) )H+} <e/2 as., (1.44)
helh,,h] L 0<t<1-Ah 2hlog(1/h)

sup { sup [én ) & &n )HJF} <g/2 as. (1.45)
he[h, k] L 1=Ah<t<1-h 2hlog(1/h)

Therefore, for all n > N, we have, with probability one,

g;lil)gtl/h H )} (1.46)

sup { sup ( inf
he[h, hl]  0<t<1—h \9€So
This last result suffices for the proof of the version of (1.11) obtained with |||+ replacing

II.|l. The proof of the version of (1.11) making use of the sup-norm ||.|| follows along the
same lines and is therefore omitted.
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To establish (1.12), we first select an arbitrary g € Sp and fix a ¢ > 0. By (1.28), there
(4) (1)

exist almost surely an ng ' and a sequence t,,” € (1/4,3/4), n =1,2,..., such that, for all
n > n§4)7
sup || &n(h, tD;.)/\/2h10g(1/h) — g ||+ < €/4. (1.47)
helhl, h!!]

Set now t, = Un(tgll)) for n > 1. We have, uniformly over h € [h], h!'],

ny»''n

H Cn(h, tn ;) H < 6 (hs tn; ) 4 &n(hs Vi (tn); )|+
\/2hlog(1/h) 2hlog(1/h)
L =& Valtn)i ) + &n(h, ts L+
2hlog(1/h)
C Galhtd)s)
" H 2hlog(1/h) 9H+' (1.48)

The Glivenko-Cantelli theorem, when combined with the definition ¢, = U,( ,(3)) of t,,
with t,(ll) € (1/4,3/4), readily implies that, almost surely for all n sufficiently large, ¢, €
(1/8,7/8) and V,(t,) < ) < Vi(tn,+1/n). This, in turn, entails that (see, e.g., Deheuvels
(1982))

limsup |V (t,) — t)|(n/logn) =1 a.s. (1.49)

n—oo

Set p, :=logn/n for n > 1. By Theorem 1(I) of Mason et al. (1983), it follows that (see,
e.g., (2.17) in Deheuvels et Mason/ (1992))

n

[Un(t') - Un(t”)] —O(1) as. .

sup sup
|t =t/ |<2pp 0t/ <1—pp, logn

By combining this last result with (1.49), we readily obtain that

limsup sup = Enl, Viltn)i o) + Enlh, ) -+ =0 as.. (1.50)

n—0o  helhl, hl] 2hlog(1/h)

By (1.44) and (1.50), there exists almost surely an N/ < oo, such that, for all n > N/, we
have 1/8 < t, < 7/8, t, <1— Ah! and

Gl ti)s)

\/2hlog(1/h)

By choosing £ > 0 arbitrarily small in (1.51), we obtain readily (1.12), which completes
the proof of the version of Theorem [1.2.1 pertaining to the sup-norm ||.||;+. The extension
to the case of ||.|| is straightforward, and hence, omitted.O

gH <e (1.51)
h/ h//] +

1.4.2 Proof of Theorem 1.1.1

Recall that Q,,(t) = Q(V;,(t)) for 0 < ¢ < 1. Keep in mind that the fact that q(t) = £Q(t)
exists, and defines a positive and continuous function on [t], t}], is a consequence of (1.2)-
(1.4), when combined with the assumptions (F.1-2-3). In view of the definitions (1.1))-(1.8))
of b, and (3, this, when combined with Taylor’s formula, entails, almost surely for all n
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sufficiently large, the existence of a 6y, € (¢ AV, (t),tV V() for each t € I = [t1,t5], such
that

—~

bott) = QU Q) _ 172y, 1) — v L) _ g 1y 200n)

B q(t)

Here, the Glivenko-Cantelli theorem is enough to show that, almost surely, |V,,(t) —¢| — 0
uniformly over ¢t € I = [t1,t2]. Thus, with probability 1 for all large n, we have

(1.52)

(EAVR(t),tV V() € J =t ty] forall tel.

Recall the definition (1.3) of ¥, (t, h,s) = by(t + hs) — b,(t), and the definition (1.10) of
Cn(hyt;s) = Bu(t + hs) — Bn(t). In view of (1.52), we may write

000, 159) = {0t + 1) = 3u(0) + B0} 202 — g, 1)

whence

) - Guthis) = Gt (Mten) )

)
Q(at,n) q<9t+hs,n>
‘ﬂ”“)< a0 q<t+hs>>

= Ap(t,h;s) — Bn(t, h;s), (1.53)

with Opppsn € [(E+ hs) AV (t + hs), (t + hs) V V(t + hs)] € J = [t},t5], for all ¢ € I,
|s| <1 and h € [h],,h!"], with probability 1 for n large enough (by the hypothesis (F.4)).

ny''n

To control both A, (t, h;s) and B,(t, h;s), we will make use of the following fact, due to
Csorg6 et Révész| (1978) (see also Lemma 1.4.1 in (Csorgd (1983)).

Fact 1.4.1. Under (F1-2-3-4), we have, for every y1,y2 € (t),t5),

q(y2) _ [(Qy1)) _ {(yl Vy2) 1 — W /\y2)}
a(y)  f(Q(y2)) ~ L(wiAye) 1—(y1Vy)

where v > 0 is as in (F3).

First consider By (t, h;s) in (1.53). We set

Ta(h,t;s) = max { [(t V V(1)) — (A vn(t))} :
[((t 4 RhS)V Vit + hs)) — ((t+ hs) A Va(t+ hs))} }
- max{\Vn(t)—t|,|Vn(t—|—hs) - (t+hs)\}, (1.54)
and
w2, Lo o]} 1.5

Noting that 6;, Vt < t+ 7, and 0;, At >t — 7,, and making use of Fact 1.4.1, we get,
almost surely as n — oo,

q(0.) t+7, 1—(t—7n)\"
9 <
(t—Tn % 1—(t—|—7’n))

27, vy
< (1 ) . 1.56
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Similarly, we readily obtain that, almost surely as n — oo,

Q(0t+hs n) 27 Y
1 1.57
q(t+hs) ( +t+h8—(t+hs)2—7n+73) (1.57)
Q(9t+h3 n) 2T ol
d 1— ‘
" q@+m>"< t+M—@+mP—m+ﬁ>

By all this, setting I' = [y] + 1, we get, almost surely as n — oo,

Q(et n) 21, r
3 < 1
ot <+t—ﬂ—m+ﬁ>’
Q(9t+h5,n) (1 . 2T, >F
q(t+hs) — t+hs—(t+hs)?2—7,+72/

Making use of the formula 2" —y' = (z — y)(zF (} Jy'=7), in combination with (1.57),
and observing that, almost surely as n — oo,

1 1
t—tZ_Tn_'_Tr% B t+h$-(t+h3)2_7n+7-7%
hs(1 — 2t — hs)
(t—t2—Tn+T )t +hs — (t+ hs)? — 7, + 72)

Y

we readily conclude that, almost surely as n — oo,

Q(et,n) o q(0t+hs,n) _ T
@) qrhs) O 59

uniformly over t € I, h € [h],, k)] and s € [—1, 1]. By the Chung| (1949) law of the iterated

n»''n
logarithm [LIL] applied to the sup-norm of /3,,, we observe that, almost surely as n — oo,

T < Y2 sup |B,(t)] = (’)( loan). (1.59)
0<t<1 n

Then, by combining (H.1), (H.2), (1.53), (1.54), (1.55), (1.58), (1.59) and the Chung| (1949)
LIL, it is readily shown that, for any € > 0, there exists almost surely an N; . < oo, such
that for all n > Ny ., we have

B, (t, h;
sup sup sup ABn(t, 1 )| <e. (1.60)
helh!, bl t1<t<ts —1<s<1 y/2hlog(1/h)

We now turn our attention to A, (t, h;s) in (1.53). A similar argument based upon (1.57)
shows that
q(9t+hs,n)
q(t + hs)

By combining (1.61) with the conclusion of Corollary 1.2.1} it is readily shown that, for
each € > 0, there exists almost surely an N . < oo, such that, for all n > Ny,

—1— 0, almost surely as n — oc. (1.61)

Ay,(t, h;
sup  sup  sup N An(t, i s)| <e. (1.62)
helhl, b ti<t<ts —1<s<1 \/2hlog(1/h)

The proof of Theorem [1.1.1is completed by combining (1.53) with (1.60) and (1.62).
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1.4.3 Proof of Theorem 1.3.2

Recall the definition (LI) of b,(t) = n'/2(Q.(t) — Q(t))/q(t), where Q,(t) = X for
(i—1)/n <t < i/n. Thus, for any 0 < s,t < 1, setting i = [nt| and j = [ns], where
[u] > u > [u] —1is the ceiling function, we have Q,(s) = X(;y, Qn(t) = X;), and

bu(s) — bn(t) = nl/Q{X(j) - Q(s) X - Q(t)}

q(s) q(t)
= ZZ)Q{X(J') = X = (Q(s) = Q) + (X(j) — Qs)) [38 -1}
= ZZ)Q{ (X — Xe) - (Q(% - Q(%))) + ((Q(%) - Q(%)) - Q) - Q)
+(@u(s) - Q)[4 - 1]}
This allows us to write
bn(s) = bu(t) Z;S [(Xm Xy — Q%) - Q(-)) +€n(t78)], (1.63)
where
en(t,s) = e1n(t,s) — cam(t, ),
cun(tss) = (Quls) — Qo) (25 1], (169

Since (i—1)/n <t <i/nand (j—1)/n < s < j/n, the assumptions (F.1—2) readily imply
that,

Q) ()1 < Js — Lfas) < B for some s € (( — 1)/, /m),

and, similarly,

L for some ¢1 € ((i — 1)/n,i/n).
n

1
Q) - Q() < Ji— Laton) <
It follows therefore that, for each specified 0 < A < 1, we have, uniformly over h € [h],, ],

ny»''n
ultimately as n — oo,

1
sup sup |egn(t, t + hu)| = O(—) a.s. . (1.65)
A<t<1-A —1<u<1 n

Moreover, under (F.3), it follows readily from Fact [1.4.1 that, for u > 0 and as h — 0,

q(t) < (t+hux 1—t )7_1
t 1—t—hu

uh v
- (1+t[1—(t+uh)]> -1
= o).
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Similarly, for © < 0, one can show that q(ffgu) —1 = O(h") as h — 0. We now combine these
two last results with (1.52) and (1.59). We so obtain that, for each specified 0 < A < 1,

we have, with probability 1, uniformly over h € [h!,, h!] and ultimately as n — oo,

1
sup sup |e1n(t, t + hu)| = O(h”\ /821 n) (1.66)
A<t<1-A —1<u<l1 n

Recall that (i —1)/n <t <i/n in (1.63). A Taylor expansion based upon (F.1), together
with the |Chung (1949) LIL, as stated in (1.59), and (1.52), shows readily that, almost
surely as n — o0,

QW) — F(X@) = 1F(Q) — F@u)] = O(IQ() — Qu(t)])

1 1 1
= 0(I01) - Q()) +0(Q(%) = Qu(-))
B log, n N log, n
= o(y/=2%) +0(;) = oy =22). (1.67)
Set ek ]
1 o A i i
()= max  maxf(X)[Dinlk) - (Q(—7) - Q)N
where we recall that
. P
n = 2t
i1k, min{i E 1}
i
oy = — < ta}.
ia, max{i o< 2}
Note that these definitions ensure that
(lign+k—1)/n< t1 < (l1gn+k)/n, (1.68)
ion/n < tz < (i2n+1)/n. (1.69)
Now, observe that, for all h € [hy,, hy] and every iy fpp)n < @ < i2p,
1—1 1
vie (2| Q) = X, (1.70)
1—1 47
3t - wt+h) = Xl 1.71
G( - 7n_,Q(+ ) (i+[nh]) (1.71)
ﬂtE(i_l A Qnu(t+h) = X(ifan+1) (1.72)
n 7n-7 7 n Y
1—1 47
3t - wt—h) = Xu_tanh, 1.73
€(n7n_,Q( ) (i—[nh1) (1.73)
1—1 27
ﬂé(n,n_,Q( ) (i—[nh]-1) (1.74)
In view of (1.63)—(1.74), the conclusion of Theorem 1.1.1 entails that
(1)
lim  sup lvn du ([nh))] =1las. . (1.75)

n—=%0 perns by +/2hlog(1/h)

To complete the proof of Theorem [1.3.2, first note that, under (F.1-2),

Q<i+ k) — Q(%) = %q(z + h1> for a given hy < g (1.76)

n n
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Moreover, by (F.1-2), we have

1

(a5 +m)) = 1(a(5) +otm)

= f(Q(5)) +ot/m). (177)

But, once again, a Taylor expansion based upon (F.1), together with the |Chung (1949)
LIL, as stated in (1.59), and (1.52)), shows readily that, almost surely as n — oo,

(0() = (o) oy =)
F(X) + Oy EER). 1.79)

In view of (1.76), (1.77) and (1.78), we conclude by routine arguments that, under H.(1-

2-3) and the assumptions above, (1.75) holds with the formal replacement of di by d,,.
This completes the proof of Theorem [1.3.2.

1.4.4 Proof of Theorem 1.3.1

Recall the definition (1.8) of f,,. Following the lines of the above-given proof of Theorem
1.3.2 we select 0 < s,t <1 and set i = [nt] and j = [ns]. We then write

Bult) = Bals) = 02 ((Ugy = Uy = =) + 2 = (1= 9)), (1.79)
and observe that, in (1.79),
j—i
R
Looking carefully at the arguments used in the proof of Theorem [1.2.1], it is straightforward
that the following results hold. Under the assumptions of Theorem [1.2.1, we have, almost
surely,

t—s)’ <1 (1.80)

n

[Ga s ;)] =1 (1.81)

lim sup { sup (sup —_
n=00 peipr b L o<t<i—h \0<s<1 \/2hlog(1/h)

n(h,t;
lim sup { sup ( up M)} =1 (1.82)
=00 perpr pr] Ch<t<1 N\ —1<s<0 y/2hlog(1/h)

and

In view of (1.79), (1.80), (1.81) and (1.82), we obtain the proof of (1.16) by similar argu-
ments as in the proof of Theorem 1.3.2.

1.4.5 Proof of Theorem 1.3.3

The Parzen-Rosenblatt kernel estimator of the density function f (see, e.g., Parzen (1962)
and Rosenblatt! (1956)) is defined, for some kernel K fulfilling (K.A-B), and a positive
bandwidth h, by

fn,h(l’) = nlth(:r _hXZ)

Recall the notation .J = [u}, ub]. An application of Theorem 1.1 of Varronl (2005) (see Facts
1.5.1 and [1.5.2] in the Appendix) yields readily the following proposition whose proof is
omitted.
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Proposition 1.4.2. Denote by J a sub-interval ofj with non-empty interior. Let {h}, }n>1
and {h)}n>1 be two non-random sequences fulfilling the conditions (H.1-2-3), with 0 <
hi, < hl' < co. Set, for n > 1, k, = nh!, and k! = nh!'. Then, under (F.1-2-3-4) and
(K.A-B), we have, almost surely,

v nh|]§1 h( ) ]Efn h\ZT

1/2
lim sup sup ’ /K2 dt : (1.83)
=00 pelpt w1 xed 2f(x)log(1/h)

To complete the proof of Theorem [1.3.3, we select two sequences {h],}n,>1 and {h]},>1
fulfilling the conditions (H.1-2-3-4), and set k], = nh], and k!! = nh!". Given this notation,
we claim that, almost surely as n — oo,

sup sup | Ri(z) — — 0. (1.84)

e T P nf(z) |

To see how (1.84) follows from Theorem [1.3.2) select © € [uj y, u2,] and let j = ji(z) be
the smallest integer for which X(;y > 2 — Ry (z)/2. Then, at least one of the relations

Ry, (x)
9 X(j'i‘LkJ—l) =T+ 9

Xgp=z-
holds. This naturally implies that

Ry(a) < max { (X1 1)) = X)) [XG410-1) = K1) |-

and

Ri(w) 2 [ Xm0 — X))
Moreover, observe that, for all 2’ € [X (i x)-1), X(j+(k]+)], f(z) = f(x) + o(1) almost
surely as n — oo, for all k € [k],k!”]. Putting all these results together, we can apply

nr»''n

Theorem [1.3.2 and conclude to (1.84).
Introduce the modified sequences defined by

/!

h. = iy inf — L and A := 2R sup —

1
(1.85)
" 23)6Jf() IEJf()
We infer from (1.84) and (1.85) that, almost surely as n — oo,
h < inf inf Rg(x)<  sup sup Ry(x) < h”. (1.86)
T€[u1,n,u2,n] KE[K], k7] w€lut n,uz,.] ke[k!, k]

Recalling from (F.1-2) that f is bounded and positive on J, with J D [U1,n, U2,y,) for all
n > 1, we see that {h/,}n,>1 [resp. {h/},>1] fulfills (H.1-2-3-4), whenever such is the case
for {hn}n21 [resp. {h!}n>1]. Thus, it is straightforward that, under the hypotheses of
Theorem [1.3.3),

An —IEf,, 1/2
lim  sup  sup VE | 1nil@) — Biuela /K2 Bt} (1.87)
=00 pelug p,uz,n] kEK], k] \/2f2 (x)log(n/k)

Moreover, in view of (1.84), for any k, = nh, € [k, k]], it holds that, almost surely as

ny)»''n
n — 00,

< inf Ry, (z) < sup Ry, (2) < 2hpsup —

= 1.88
z€J f(.%') 2 TE[U1,n,u2,n] TE[UL,n,u2,n) zed f( ) ( )
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We now compare (1.88) with the condition (B.1) in Deheuvels et Mason' (2004). The fact
that

VEa |f; - E

lim sup }fn b (2 fn b (2 / K%( dt
n—oo xE[ul,nyuQ,n] \/2f2 log n/k

follows from Proposition [1.4.2, in view of (1.84) and (1.86), along the same lines as the

first part of Theorem 1.2 in Deheuvels et Mason (2004) is shown to be a consequence of
their Corollary 3.2. We omit the details of this book-keeping argument.

By combining (1.87) with (1.89), the proof of Theorem (1.3.3) is readily achieved.

(1.89)

1.5 Appendix

1.5.1 Useful facts

Here we present two necessary facts, that have been shown to be instrumental in our
proofs.

Fix d > 1. Let (Z;);>1 be a sequence of iid random variables defined on RY, and G be a
class of real Borel functions defined on IR%. For each h > 0, n > 1 and z € R?, we set

=3 () ()
Further set 1% := [0, 1]%, |u| := max;<;<q |u;| and
F= {K(/\(. —2),ze RLA>0,K € g}.

Introduce the following assumptions on G.

(HK.I) (i) limy_osupgeg [ra (K(x) —

(44) limy_,1 Supgeg f]Rd( (A\x) — K(x )) de =0
(HK.II) (i) VK €, supgega |K(z)| < 1.

(ii) VK € G, Vx € I? |K(x)| = 0.
(HK.III) (i) 3C>0,0>0,V0<e<l1, N(g,F) <Ce".

K(x u))de =0.

(1) F is pointwise separable.

Here N (e, F) := sup{N (e, F,La(PP)), P probability measure} denotes the uniform covering
number of F for £ and the class of norms {Ly(P)}, with P varying in the set of all probability
measures on IR? (for more details we refer to van der Vaart et Wellner (1996)), pp 83-84).
Let B(G) denote the set of all real bounded functions on G, continuous with respect to
pointwise convergence. Let Ly « (G) be the Hilbert subspace of Lo(IR%,m) spanned by G
(Here, m denotes the Lebesgue measure on RY). For f € Lo+ (IR%), set Ui(g):=(f,9),9¢€
Gand J(Vy) := [ga f2dm. For each ¥ € B(G) of the form Wy, f € Lox(IRY), set J(¥) = oo.
Finally, set K := {¥ : J(¥) < 1}.

The following result is due to Varronl (2005) (see also Varron (2006)).

Fact 1.5.1. Let {hl,},,>1 and {h!'},>1 be two sequences of positive constants, fulfilling the
assumptions (H.1-2-3), and such that 0 < h], < h!! < oo. Suppose that Z1 has a density
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function f, such that the following conditions hold. For some compact set H € R?, there
exists a ¢ > 0 such that f is continuous and strictly positive on

H* :={x € RY: inf |z — z||ge < s}
zcH

Here, ||.||ge denotes the usual euclidian norm on RE. Then, if G is a class of real Borel
functions satisfying (HK.I-IT1-I11), we have almost surely,

1)

lim sup sup in H —\I/H =0,
"0 2 H helhy,,hi] VEK \/2f nhlog (1/h) g
VU e K lim infze H 30, =0,

H -9
n—00 \/2f nhlog(l/h) g
where [|1h]lg = supgeg [¢(K)|-

A direct consequence of this result is as follows (see, e.g., Varron (2006)).

Fact 1.5.2. Let K be a measurable kernel of bounded variation, with compact support.
Whenever the sequences {h}, }n>1 and {h]}n>1 both fulfills the assumptions (H.1-2-3), we
have, almost surely,

n K7 ) - n K7 )
lim sup sup Vnhlfo(K, 2, h) — Bfa(K, 2, h) = / K2dm,
00 helhy, hiy] @€ H 2f(x)log(1/h) R

where fn(K,x,h) hZK( 17 )—E{K(%)}

Note that Fact [1.5.2/ can be derived from Theorem [3.1.2] presented in Chapter 3.



Chapitre 2

Loi1 fonctionnelle uniforme du
logarithme pour les incréments du
processus empirique avec censure.

2.1 Présentation générale- Principaux résultats

2.1.1 Introduction- Notations

Dans ce chapitre, nous présentons des lois fonctionnelles uniformes pour les incréments du
processus empirique de Kaplan-Meier définis en (2.5). Ces lois constituent une extension
du théoréme 1.2 de Deheuvels et Einmahl (2000) ; en effet, nous montrons que leur résultat
principal (qui constitue une version, adaptée a la convergence uniforme sur un intervalle,
d’un théoreme de Deheuvels et Einmahl (1996) écrit dans le cadre de la convergence
ponctuelle des estimateurs) reste valable uniformément en fonction du choix de la fenétre
h € [hl,, "], ou hl, et h!" vérifient tous deux les conditions [CRS] (i.e., les conditions (H.1-
2-3) rappelées ci-dessous), avec 0 < h], < h! < oo. Nous déduisons de ce théoréme des
résultats de convergence uniforme, relativement a la localisation et a la taille de fenétre
h, pour certaines fonctionnelles du processus empirique de Kaplan-Meier. Nous traiterons,
en particulier, le cas des estimateurs de la densité de survie, définie en (2.2), et du tauz de
mortalité (ou de panne), défini en (2.15).

Nous supposerons disposer de copies aléatoires, indépendantes et de méme loi, (Y;, C;),
i = 1,2,..., du couple aléatoire générique (Y,C). Ici, Y désigne la variable aléatoire
d’intérét, supposée positive, et représentant une durée de survie, et C' la variable aléatoire,
supposée positive elle aussi, représentant un temps de censure. Nous supposerons de plus
disposer, sous ’hypothese générale d’indépendance entre Y et C', de I’échantillon observé
(Ziy0i),i=1,...,n,n>1,o0u

Z; =Y, NC; et 6 := ]I{YiSCi}‘

Ici, la notation g définit la fonction indicatrice de I’événement E. Désignons par F(x) =
P(Y <z), G(z) =P(C < z) et Hx) = P(Z < x), les versions continues a droite des
fonctions de répartition de X, Y et Z. Notons que, dans la suite du présent exposé, F,
G et H ne seront pas nécessairement supposées continues. D’une maniere générale, nous
poserons, pour toute fonction R (et en particulier dans le cas de F, G,...),

R_(z):= 151&)1 R(x—¢) et Ry(x):= lgiﬁ]lR(x +e€),
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lorsque les limites correspondantes existent. Au vu de ces notations et définitions, on a
F,(z) = F(z), G4(x) = G(z) et Hy(z) = H(z). Pour toute fonction de répartition L,
continue a droite, c’est a dire, telle que L(x) = L4 (), on définit le point supérieur de la
distribution correpondante par

T, =sup{t: L(t) <1},

et on étend la définition de L & l'infini, en posant L_(co) = lim,; .~ L(x). On supposera
que F_(o0) = 1, mais, par contre, on n’exclura pas le cas ou la distribution de C' est
défective, au sens que G_(o0) = 1 — P(C = o0) < 1, l'inégalité pouvant étre stricte. En
particulier, si IP(C = o0) = 1, alors G(x) = 0 pour tout z < oo et la censure est inactive
car Z =Y ANC =Y presque sturement. Nos hypotheses de travail permettent, en englobant
ce cas de figure, de prendre en compte la situation non censurée ou F) (défini par (4.4)
ci-dessous) coincide avec la fonction de répartition empirique classique.

On supposera par la suite que © := min(Tr,Tg) > 0. Pour 0 < z < O, les estimateurs de
Kaplan-Meier (voir Kaplan et Meier (1958))) de F et de G sont définis par

1:7;<z
1<i<n
== (2.1)
No(Zi) — 1\ 7%
* :1_ Zon\TYy =
cie=i- I (M57550)
0:7;<z
1<i<n

olt Ny () = > Wiz >,y On utilise ici les conventions [[, =1 et 00 =1.

Dans la suite de ce chapitre, on supposera que h > 0 est tel que hl, < h < h'. Ici, {h], }n>1
et {h!},>1 sont deux suites de constantes réelles positives, vérifiant 0 < h), < h!"! < oco.
Nous supposerons que {h], }n>1 et {h!},>1 sont telles que, pour chacun des choix h,, = h/,
et h, = h!, la suite {hy, },>1 vérifie les hypotheses (H.1-2-3) ci-dessous.

(H.1) hy | 0etnh, T oolorsquen ] oco;

(H.2) log(1/hy)/loglogn — oo lorsque n — oo}

(H.3) nhy/logn — oo lorsque n — oo.

Afin de définir un estimateur a noyau f), de la densité de survie, on se donne une fenétre
h > 0 et on introduit un noyeu K, fonction mesurable réelle de variable réelle, vérifiant
les hypotheses suivantes.

(K1) K est une fonction a variation bornée sur IR.
(K2) 1l existe une constante 0 < T' < oo, telle que K (u) = 0 pour |u| > T/2.
(K3) [ K(u)du=1

Nous travaillerons sous les hypotheses de régularité suivantes, portant sur F' et G. Soient
des constantes a,a’,b et V' telles que 0 < o’ < a < b < b < O. Soit, de plus, HM(b) =
P(Z < b, =1) (voir (2.17) plus bas). On suppose que

(F1) F(0) = G(0) = 0;

(F2) F et G sont continues sur [a’,b'];

(F3) f=(d/dz)F(z) existe, est continue et strictement positive sur [a’,];
(F4)

F4) K< [(b’ —b)A(1— H(l)(b))], pour tout n > 1.
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Notons que 'hypothese (F'4) est introduite ici pour des raisons similaires & celles qui nous
avaient poussés & introduire ’hypothese (F.4) dans le chapitre 1.

Pour tout € IR, l'estimateur a noyau fr,(x) de f(x) = (d/dx)F(x), associé au noyau
K et a la fenétre h (voir Watson et Leadbetter (1964al), Watson et Leadbetter (1964b)),

Tanner et Wong (1983), [Deheuvels et Einmahl (1996), Deheuvels et Einmahl (2000)), est
défini par

* o > —1 t—x *
nh(:r) = /_Ooh K( N )an(t). (2.2)
Pour tout = € IR, on pose

t—x

]Ef;,h(x):/_Zh_lK< . )dF(t). (2.3)

Remarquons que dans le cas non censuré, E f;h(x) =E f;’h(x), ou IE désigne I'espérance
usuelle. Cependant, E f;}h(a:) et E f;,h(x) sont généralement distinctes dans le cas censuré
strict (correspondant & IP(C < TF) > 0).

Par analogie au cas non censuré, on peut définir le processus empirique de Kaplan-Meier
ay, par o
an(t) = n'2(F(t) - F(t)), (2.4)

pour 0 <t < O. Nous introduisons ensuite les incréments de ce processus, en posant

n(h,t58) = @it + hs) — ak(t), (2.5)
pour 0<¢t<0,0<s<1et0<h<0O -1
Les définitions (2.2), (2.3) et (2.5), compte tenu des hypotheéses (K1-2-3), permettent
d’écrire

T/2

frn() =Bfipl@) = 07 [ K@AE @+ hw) = Fi@) = Pt hu) + Po)

T/2
N / (F (2 + hu) — F () — F(z + hu) + F(z)}dK (u)
~T/2

T/2
= h_ln_1/2/T/2 no (hy xz;u)dK (u). (2.6)

Cette relation va nous permettre d’obtenir des résultats de convergence pour I'estimateur
de la densité de survie a partir des résultats obtenus sur le processus 7. Une illustration
de ce principe sera donnée dans la démonstration du théoreme [2.1.6/ ci-apres.

Dans la suite de ce chapitre, on désignera par ¥ une fonction fixée, continue et strictement

positive sur [a’,0’]. On supposera disposer d’un estimateur ¥,, de ¥ tel que

(C1) sup,<,<p |¥n(z)/¥(x) — 1| — 0, presque sirement lorsque n — oo.

Comme ailleurs dans le présent mémoire, nous désignerons, respectivement, par (5[0, 1],U)
et (AC|[0, 1],U) 'ensemble des fonctions ¢ bornées et ’ensemble des fonctions ¢ absolument
continues sur [0, 1], munis, tous deux, de la topologie uniforme U, définie par la norme
uniforme ||4|| = supg<s<; [¢(s)|. Pour tout ¢ € B0, 1], nous posons

: 1/2
|| = { {fol 52(8)6%} , sile AC[0,1] et £(0) =0,
OO)

sinon,
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otl, comme ailleurs dans cette theése, pour chaque £ € AC[0,1], £ = (d/ds)¢ représente la
dérivée de Lebesgue de /.

Nous introduisons les ensembles de fonctions
S, = {£ € AC[0,1] : £(0) = 0,]¢f3; < n}, (2.7)

pour tout n > 0. Notons que S := S; est I’ensemble de Strassen (voir Strassen/ (1964))
introduit dans le chapitre 1 (lorsque I'on considérait des fonctions de AC[—1,1]; il était
alors noté Sp). Par ailleurs, S, = 1'/%S, avec vG := {y£: £ € G}.

2.1.2 Résultats de la littérature

Apres avoir introduit, dans le §2.1.1, les définitions, notations et hypotheses nécessaires,
nous pouvons maintenant faire une bréve synthese des principaux résultats de convergence,
connus a ce jour, pour les incréments du processus de Kaplan-Meier, définis, plus haut,
par (2.5). Soit une suite de constantes positives {hy, },>1. Au vu de (2.5), on définit, pour
zo € (a,b) et n > 1, le sous-ensemble de fonctions

EX(0,) = {i’mhnxon (mn(mo)H;W)l/Q} c B[0, 1], (2.8)

\/2hy logs n f(xo)

ol, d’'une maniere générale log,(v) := log, log, (v) et log, (v) = log(v V e), pour v € RR.
On définit également le sous-ensemble de fonctions

* [ Eny(hn, 2 ) 1— Ga)\ V2 |
Faltn) = {\/m <\I’”(x)f(x)> ca<z< b} cB0,1]. (2.9

Le théoreme ci-dessous est une version simplifiée du théoreme 1.2 de Deheuvels et Einmahl
(1996).

Théoreme 2.1.1. Soit {hy}n>1 une suite de constantes vérifiant les conditions (H.1-
2-3). On suppose vérifiées les conditions (F1-2-3-4) et (C1). Alors la suite de fonctions
(EX(Wy),n > 1) est presque stirement relativement compacte dans B[0,1], avec, comme
ensemble limite, l'ensemble Spy,, ot Mo = ¥(xp).

En utilisant la relation (2.6), on déduit du théoréme 2.1.1/ le résultat suivant pour ’esti-
mateur f;, de la densité de survie f (selon la définition (2.2)).

Théoreme 2.1.2. Soit {hy}n>1 une suite vérifiant les conditions (H.1-2-3). On suppose
vérifiées les conditions (F'1-2-3-4), (K1-2-3) et (C1). Alors, pour tout xo € [a,b] fizé, avec
probabilité 1,

1 — G(x0) }1/2

nh, 12 R
tnsup{ A (17, (o) — B, ) { 0a0) x

n—oo | 2logon
:{xlf(xo)}lﬂ{ /Z K2(u)du}1/2.

Dans Deheuvels et Einmahl (2000), il est montré que I'on peut obtenir des résultats simi-
laires (mais avec des constantes de normalisation différentes), pour la convergence uniforme
en x € [a,b] de f, (x). Deheuvels et Einmahl établissent ainsi les deux théorémes sui-
vants (le théoreme 2.1.4 étant, 1a encore, obtenu comme conséquence directe du théoreme
2.1.3, a travers la relation (2.6)).

(2.10)
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Théoreme 2.1.3. Soit {hy}n>1 une suite de constantes positives vérifiant les condi-
tions (H.1-2-3). On suppose vérifiées les conditions (F'1-2-3-4) et (C1). Alors la suite
(L3 (Uy,),n > 1) est presque surement relativement compacte dans B[0,1], avec comme
ensemble limite I’ensemble Syr, ot M = sup,<,<, ¥ ().

Théoreme 2.1.4. Soit {h,}n>1 une suite de constantes positives vérifiant les conditions
(H.1-2-3). On suppose vérifiées les conditions (F'1-2-3-4), (K1-2-3) et (C1). Alors, avec
probabilité 1,

) s R G V2
S e R O KR B
- 1/2 '
— su 2N/ u)du .
_agxzb{qj( )}l 2{ /—oo K2< )d }

2.1.3 Nouveaux résultats

Dans cette partie, nous présentons des généralisations nouvelles des théoremes 2.1.3 et
2.1.4. Nous montrons, en effet, que ces résultats demeurent valables, uniformément en h €
[h),, ). Ici, {h] }n>1 et {h'},>1 désignent des suites de constantes, vérifiant les conditions
(H.1-2-3) et telles que 0 < h], < h!! < oo, n > 1. En sus de ces premiers résultats, nous
établissons un théoreme de convergence dans le méme esprit pour I'estimateur du taux de
mortalité (ou de panne).

Introduisons le sous-ensemble de fonctions de B[0, 1] défini par

* o +nr(h,x; 1) 1 - G(a) 1/2
K (0,) = {%bg(l/fz)@"(x)f(a:))

ca<z<bhe [h;,hg]} C B[o,1]. (2.12)

Notre premier théoreme est le suivant.

Théoréme 2.1.5. Soit deuz suites de constantes positives, {h), }n>1 et {h] }n>1, vérifiant
les conditions (H.1-2-3), avec 0 < hl, < hll. Sous les conditions (F1-2-3-4) et (C1), la
suite (KX (¥y,),n > 1) est presque sirement relativement compacte dans B[0,1] (muni de
la topologie de la convergence uniforme), avec comme ensemble limite l’ensemble Sy, ot

M = sup,<,< U(z).

Remarque 2.1.1. Dans le cas non censuré, correspondant a P(C < Tp) =0, G(z) =0
pour tout x € [a,b]. Le théoréme 2.1.5 se réduit alors a une version du théoréme 1.1 de
Varron (2005).

Notre deuxieme théoréme, énoncé ci-dessous, est dans le méme esprit que le précédent.
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Théoréme 2.1.6. Soit {h),}n>1, {h]}n>1 deuz suites de constantes positives, vérifiant
les conditions (H.1-2-3), avec 0 < h), < h!! < co. On suppose vérifiées les conditions
(F1-2-3-4), (K1-2-3) et (C1). Alors, avec probabilité un,

LG

lim  sup {nh)}m sup i(f;7h($)]ﬁfr:h($)){an($) X

n—=00 e wr) | 21og(1/h a<e<b

— swp {\I/(a:)}l/Q{ /_Z KQ(u)du}l/Q.

a<z<b

(2.13)

Pour énoncer le résultat suivant, nous nous plagons sous les hypotheses de régularité (F'1-
2-3-4). Celles-ci nous permettent de définir le taux de mortalité, ou tauzr de panne, ou
encore, taur de hasard instantané (nous utiliserons dans cette these 'une ou l'autre de ces
appellations) A associé a F. Ce dernier est défini, pour tout = < T, par

f(z)
ANz) = ——"—. 2.14
@ =115 (214)
Cette quantité joue, notamment, un role central dans le modele semi-paramétrique de
Cox (tres utilisé en épidémiologie). L’estimateur non-paramétrique X , de A, associé a
I’estimateur de Kaplan-Meier, est défini par

rth(x)

;h(m) = Tﬁ(m)’ (2.15)

ou f¥, et Fy sont les estimateurs respectifs de f et F', définis en (2.2) et (2.1). Dans la
suite de ce chapitre, nous établirons le théoreme suivant pour décrire la convergence de

v*zh(x)

Théoréme 2.1.7. Soit {h},}n>1, {hl}n>1 deux suites de constantes positives vérifiant
les conditions (H.1-2-3), avec 0 < h), < h! < oco. On suppose vérifiées les conditions
(F1-2-3-4), (K1-2-3) et (C1). Alors, avec probabilité un,

nh_ M2 Ef; ()
lim su —_ sup £( N\, () — —21 =
T {210g(1/h)} wst ( @) =1 —F(m))

x{\IJn(:c) X 1;5)("”)}1/2 = sup {\I/(x)}l/z{/_z K2(u)du}1/2.

a<x<b

La suite du présent chapitre est consacrée aux démonstrations des théoremes 2.1.5, 2.1.6
et 2.1.7. Nous verrons, en particulier, que le théoreme 2.1.7 peut se déduire du théoreme
2.1.6 par un raisonnement direct. Comme nous ’avons déja évoqué, le théoreme 2.1.6
peut étre déduit du théoreme [2.1.5] en faisant une utilisation adéquate de la relation
(2.6). L’essentiel des difficultés se concentre donc dans la démonstration du théoreéme
2.1.5. Pour établir celle-ci, nous procéderons de la maniere suivante. L’idée sous-jacente de
cette démonstration est, d’une certaine maniere, semblable a celle que nous avons utilisée
au chapitre 1, pour établir le théoreme [1.1.1 traitant les incréments du processus des
quantiles). Pour I’établir, nous utiliserons les résultats sur le processus empirique uniforme
obtenus dans le chapitre 1, et rappelés dans les faits 2.2.2] et 2.2.3, ceux-ci étant associés
avec des lemmes d’approximation convenables. Ces derniers nous permettront de controler
I’écart entre les oscillations du processus de Kaplan-Meier et celles du processus empirique
uniforme.
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2.2 Preuves des théoremes 2.1.5, 2.1.6/ et 2.1.7

2.2.1 Quelques notations supplémentaires

Observons, tout d’abord, que, sous I’hypothese générale d’indépendance entre Y et C', on
peut décomposer H(x) de la maniére suivante,

H(z) = 1—- (1= Fx))(1 - G(z))

= HY(z) + HO(x), (2.16)
HV(z):=P(Z<z,6=1) = /xu —G_(t)dF(t) = H" (z), (2.17)
0
et
HOz):=P(Z <2,6 =0) = / (1 - F(t))dG(t) = HO (x). (2.18)
0
Nous adopterons la notation
p=P@E=1)= /00(1 —G_(t)dF(t) = HY(c0) = 1 — HY(c0). (2.19)
0

Dans le cadre de nos hypotheses de travail (celles-ci permettant a la distribution de C'
d’étre défective), p peut prendre n’importe quelle valeur dans (0, 1], le cas non censuré
correspondant & la valeur p = 1. Conformément aux définitions (2.17) et (2.18), H"(z)
[resp. H©) ()] croit de 0 & p [resp. 1 — p] lorsque z croit de 0 & ©. On peut donc définir
les fonctions de quantile associées respectivement & H®) et H©®) comme suit.

QW(s) = inf{z: HV(z) > s} pour 0 < s < p, (2.20)
QW(s) = inf{z: HO(z) > s} pour0<s<1—p. (2.21)

Pour tout n > 1, et apres avoir introduit les quantités

Na(@) = > Wizze =n(l — Hy (),
=1

n
Np— (:E) = Z ]I{Zi>:c}7 (222)
i=1
nous définissons les contreparties empiriques de H, H®) et H© par

Ho(x) =n"' Y Tyzcny = V(@) + HO(x) =1-n7'N,_(z),  (2.23)
=1

Hfll)(ﬂ?) =n! Z 52']I{Zi§:v}7 et

= (2.24)
HO(z) =n"" Z(l —6i) U7, <q)

i=1

Soit A} la contrepartie empirique de la fonction de taux de mortalité cumulé, définie par

r 1
* — — (1) — A* >
A7 (x) /0 1= H, (W) dHy "/ (u) = Ay, (x) pour x > 0. (2.25)
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Rappelons que, pour z > 0, la fonction de taux de mortalité cumulé peut étre définie par
v 1 *1-G_(u)
Alx) = ————— dF(u) = ——— dF
@ = | g = [ 4Fw

T
— /O TTE W dHM (u).

Les estimateurs non-paramétriques de Kaplan-Meier, F)¥ et G, de F' et GG, respectivement,
basés sur 'échantillon {(Z;,9;) : 1 < i < n} peuvent s’exprimer de la maniere suivante
(voir, par exemple, Shorack et. Wellner (1986) p.295). On a, pour tout x > 0,

reo=1- T (1-522) = [a-mw) aw

) n—i+1
©:Z;n<xc
1<i<n (2.27)

Y A et S C) IR 1 D (4
/ T H,_(u) W) / TG ) )

(2.26)

Et, de facon analogue,

N 1—0in
ciw=1- T1 (1-7=)

©:2;,n<x
1<i<n (2.28)

z 1
_ [ pow
/0 T Fru) )

. .. . % s AN .
Introduisons les processus empiriques, ay, = ay, 4 et by = b}, |, associés a ces quantités, et
définis, pour tout x € [d/, V], par

ayi (@) = n'P(Fi(z) — Fi()) et

(2.29)
hi(@) = n'?(Ghi(z) - Ge(2)).
Dans le méme esprit, posons
HOD (2) := n2(HY) (z) — HY)(2)) pour j =0,1 etz € [d,V]. (2.30)

2.2.2 Un résultat d’approximation utile

Observons, en premier lieu, que 'on peut décomposer a}(z) de la fagon suivante. Pour
tout = € [a/, ], nous avons la relation

i) = (3 (e) - £@) =] [Cari) - ["aro]

_aan [f L mey . [ s,
{/0 TG ) M /ol—Gmw dH )
(1)

+/0x11__g*‘_(7“‘m dF (u) —/Oxi_gm dF(u)}

n

- r; (1)u IM W) = a*(2) — o™ (x
[ O [ aP ) = ) - (o)

La formule (2.31) nous permet d’écrire que

(2.31)

M (hstis) = {ay (t + hs) — ay (£)} — {ay (£ + hs) — a,* ()} (2.32)
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Le lemme suivant a été obtenu par Deheuvels et Einmahl (2000). Grace a celui-ci, nous
pourrons montrer par la suite que, sous les conditions (H.1-2-3), les oscillations du pro-

cessus a,* sont négligeables par rapport a celles de ar.

Lemme 2.2.1. Soit R fizé, tel que 0 < R < ©. Supposons qu’il existe une version f(x) =
(d/dx)F(x), de la dérivée de Lebesgue de F', uniformément bornée sur [0, R]. Alors il existe
une constante C1(R) < oo, telle que, presque strement pour tout n suffisamment grand,
on ait, uniformément en 0 < s,t < R,

a1 [ b
‘|t—s|‘/s y 4w

|t — 5] 1- G~ _(u < C1(R)(logy(n))/2. (2.33)

Démonstration. Omise. O

Pour prendre la mesure de Pamplitude des oscillations du processus a.f, il sera commode
d’introduire la quantité A, 1, définie par

Ani(s,t) == a*(s) — a*(t) - 1_;(5) / IHO ()

t
:/ (1 —Gl*(u) 1 _Gl(u)> d{H) () = HD (s)}
= ! — 1 D) gy _ (D)
N <1—G;_(t) 1—G(S)>{Hn () =My, ()}

Par la suite, nous travaillerons dans ’espace de probabilité invoqué dans le fait suivant,
établi par Deheuvels et Einmahl (1996).

(2.34)

Fait 2.2.1. Sur un espace de probabilité convenablement élargi (2, A, P), il est possible
de définir {Y,, : n > 1} et {C,, : n > 1}, conjointement a une suite i.i.d. {U, : n > 1}
de variables aléatoires, de loi uniforme sur (0,1), telle que les propriétés suivantes soient
vérifies. Pour n > 1 et s € R, soit

Un(s) = n~! Z ]I{Uigs}’ et
i=1

(2.35)
an(s) = n'2(U,(s) — s).
On a, presque sirement,
HWY(z) = U,(HY ()  pour 0 < HV(z) < p, (2.36)
et
HY(z) = U, (HO(2) + p) — Un(p) pour 0 < HO(z) <1 —p. (2.37)

Pour la suite de notre démonstration, nous aurons besoin des notations additionnelles
suivantes. Posons

W () == sup (MO @)~ HD(s)|
a<s,t<b’
[t—s|<h

= swp_Jan(HO() — an(HD(5))
a<s, t<b’
|t—s|<h

(2.38)

)
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et W
n (h
o= sup wn_( ), (2.39)
helh), ] Th
avec

T := +/2hlog(1/h). (2.40)

Nous pouvons maintenant énoncer un lemme permettant d’évaluer le comportement uni-
forme asymptotique de A, 1(s,1).

Lemme 2.2.2. Sous les conditions (F1-2-4), il existe une suite de constantes Cy, telle
que Cy, — 0 lorsque n — oo, et une constante Cs > 0, de telle sorte que, presque sirement
pour tout n suffisamment grand,

1
sup  sup 7y, |Ana(s,t)| < w( x {05 og2(r) + C47n}. (2.41)
he[h, h!] a<s t<b' n
|t—s|<h

Démonstration. D’apres la loi du logarithme itéré de Foldes et Rejtd| (1981), il existe
une constante C5 € R, telle que, presque siirement pour tout n suffisamment grand,

1-G5 () 1-G_(t)l = 3 n

1 1 < Cs [logy(n) .

sup
a<t<d’

(2.42)

De plus, d’apres la condition de continuité (F'2), portant sur GG, nous pouvons écrire, au
vu de (F'1-4), que

Cup =2 ‘ ! ! ( 0, 1 (2.43)
An = sup  sup — — 0, lorsque n — oo. )
" helh, ht a<si<p | 1 — G- (t)  1—G_(s)

i s|<h

Ainsi, en combinant la relation (2.39) avec les relations (2.42) et (2.43), nous obtenons que

sup  sup Th_I‘ . G};‘L_(t) — 1= Cll_(s) {H,Sl)(t) - 'HS)(S)H

he b hil] a<st<b

|t—s|<h
< wl sup sup = - ! + ! - !
T " el passe<y | L= GL_(t)  1-G_(t) 1-G_(t) 1-G_(s)
|t—s|<h
- w(l){cf) logy(n) | Cin }
- "3 n 2
(2.44)
Par ailleurs, nous pouvons écrire que
AN APV (1) !
sup  sup T, / {Hn (u) —H,, (s)}d{*}‘
helht bt a<s i<t ‘ s 1—Gh_(u)
[t—s|<h
1) 1 1
<w,’ sup  sup ‘ ’ (2.45)

helht ] a<si<t | L — Gh_ (1) 1—Gh_(s)

[t—s|<h

< @ x {255 logy(n) n C;,n}.
n
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La conclusion du lemme 2.2.2/ s’obtient alors immédiatement en combinant (2.34) avec
(2.44) et (2.45).0

Considérons maintenant la quantité nﬁ(l)(h, t; s), définie par

) (hprs) e 1 L4 pey — D)
n 0 69) = T { D he) =D (0} -
_ Hl;_(t){an(H(l)(t +hs)) — an (HO (1)},

On déduit des lemmes [2.2.1] et 2.2.2] le résultat d’approximation suivant. Dans ce dernier,
les constantes Cs et Cy p, sont définies, comme dans le lemme 2.2.2), et la constante C(R)
est définie, comme dans le lemme 2.2.1), pour un 0 < R < O fixé.

Lemme 2.2.3. Sous les conditions (F1-2-3-4), il existe une suite de constantes Cy,, telle
que Cyp — 0 lorsque n — oo, et des constantes Cs et C1 = C1(b), telles que, presque
strement pour tout n suffisamment grand,

sup  sup 7, (ko t; ) — D (k5 1))
helhl, b)) a<t<b
(2.47)
hi; logy(n) (1) logy(n)
—0 == 7 C C .
=1 210g(1/h;t)+w" 5 n + G

Démonstration. En vertu des définitions (2.5), (2.31), (2.34) et (2.46), nous pouvons
écrire que

sup  sup |[ni(h,t; 1) — (b ;1) < sup  sup sup |al(t + hs) — al¥(t)]
helhl, byl a<t<b helhl, hll] a<t<b0<s<1

+ sup sup sup [An1(t+ hs,t)].
hel[h!,,h!'] a<t<b0<s<1
(2.48)

La conclusion du lemme est alors obtenue, en faisant un usage combiné des lemmes [2.2.1
et 2.2.2. O

Pour établir le théoreme 2.1.5, nous allons combiner le résultat d’approximation établi dans
le lemme 2.2.3 avec des résultats connus de convergence uniforme du processus empirique
uniforme (faits 2.2.2] et 2.2.3 ci-dessous).

2.2.3 Preuve du théoréme 2.1.5

Citons, dans un premier temps, deux corollaires de la proposition 1.4.1 du chapitre 1.
Posons, pour h > 0,

wp(h) = sup |an(t) — an(s)], (2.49)
0<s,t<1
|t—s|<h

Fait 2.2.2. Soit deuz suites de constantes positives, {hl}n>1 et {hl}n>1, vérifiant les
conditions (H.1-2-3), avec 0 < h], < h!! < co. Pour tout vy > 0, on a, avec probabilité un,

limsup sup Th_lwn(fyh) = 4172, (2.50)
n—=00  helh, hy]
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D’autre part, rappelons la notation utilisée pour les incréments du processus empirique.
On pose

En(h,t;s) = an(t + hs) — an(t). (2.51)

Fait 2.2.3. Soit deux suites de constantes positives, {hl}n>1 et {hl}n>1 vérifiant les
conditions (H.1-2-3), avec 0 < hl, < hl! < oo. Pour tout couple de constantes réelles
(c1,c0) tel que 0 < ¢y < cg <1 —h!, et tout v > 0, on a presque sirement,

lim sup  sup _Slohit) H =0, (2.52)
n=00 peipt 1] e1<t<cp 9S4 || /2R log(1/h)
et
n(Yh, t;.
Vg €Sy, lim sup RICUDIEN H = (2.53)
N0 pelpt, hif] CLStSC2 2hlog(1/h)

En combinant le fait 2.2.2 et le lemme [2.2.3, on obtient le résultat suivant.

Lemme 2.2.4. Soit deuz suites de constantes positives, {h], }n>1 et {hl}n>1, vérifiant les
conditions (H.1-2-3), avec 0 < hl, < h!! < co. Sous les hypothéses (F1-2-3-4), on a, avec
probabilité 1,
lim  sup 7, ! sup ||ns(ht; 1) — ni (b, t;1)| = 0. (2.54)
00 helhy, i) a<t<b
Démonstration. Soit

M (g
D = sup i (x) = sup f(z)(1—G(z)).

a<z<b/ dx a<z<b’/
On a, uniformément en a < s,t < ¥/,
|HW (£) — HM (5)] < DIt — s|. (2.55)

Ainsi, au vu de (2.38) et (2.49), on a, & partir d’un certain rang [apcr], pour h € [k}, h],

ny»''n

wM(h) < wp(Dh), (2.56)

n

et donc, en utilisant le fait 2.2.2] et en rappelant la définition (2.39) de wg), on a, presque
stirement,

limsup =M < D2, (2.57)

n—oo

Par ailleurs, d’apres le lemme 2.2.3,

1
Cs og2(1) + C4y — 0, lorsque n — oo. (2.58)

Enfin, d’apres les hypotheses (H.1) et (H.2) sur les suites {h], },>1 et {h}n>1,

h;, logy (”)

Sog(1/h) = o(h/?) = 0, lorsque n — oc. (2.59)

La preuve est finalisée en combinant le lemme 2.2.3 & ces trois derniers résultats. O
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Soit N > 1 fixé. Considérons maintenant la dlscretlsatlon de lintervalle [a,b] suivante.
Pour 1 <i < N, soit t;xn =a+ (i —1)(b—a)N~t et v v = f(tin)(1 — G(t;n)). On pose

Rt = g {en(HOW + s (601 = Gltin) = an(HV ) }
= 1 an 1G(75) En(vinh, HI(t); 5). (2.60)

*(1) (1)

: 9
Le lemme suivant montre que 1’on peut approcher 7, "’ par NN @VeC un ordre suffisant
pour nos besoins.

Lemme 2.2.5. Soit deuz suites de constantes, {h},}n>1 et {h!'}n>1, vérifiant les conditions
(H.1-2-3), avec 0 < R, < h!! < oo. Sous les hypothéses (F1-2-3-4), pour tout ¢ > 0, il
existe presque stirement un No = No(e) < 0o, tel que, pour tout N > Ny,

limsup sup 7, ' sup Hn;(]\;(h t1) — (bt 1) < e (2.61)
n—0oo helhyhy] o ast<

Démonstration. Soit

ex=ma (s s (A0 GO) - S Ga)|) @26

LSISN X\ helhy, by ti, N <t<tis1,n+h
Pour tout 1 < ¢ < N, h € [h],hl], t € [tin,tit1n] et s € [0,1], il existe un ¢; €

[ti N, tiv1,n + h], tel que, & partir d’un certain rang,

|HO (& + hs) = {HW () + hs f (1 5)(1 = G(ti,n))}]
< h8|f(t1)(1 —G(t1)) — f(tin)(1 = G(ti,N))’ <enh.

Au vu des définitions (2.46), (2.49) et (2.60), et en utilisant le résultat du fait 2.2.2], cette
derniere inégalité implique que, presque strement,
limsup sup it sup oy (st 1) =i (k1))
n—o0  helhy, hy] ast<
(2.63)
< sup {1} limsup sup Th_lwn(e]vh) = {1}6]1\{2.
a<t<b L1 = G(t) ] nooco nepnr ny) 1-G(b)

Eu égard a la définition (2.62)) de en, compte tenu de ’hypothese (H.1), de la définition
de b, ainsi que des hypotheses (F'2-3) de continuité de f et G, il est possible de rendre le
terme du membre de droite aussi petit que ’on veut en prenant N suffisamment grand.
Ceci permet de conclure la démonstration du lemme 2.2.5. O

Soit R(-), une fonction réelle, continue et strictement positive sur [a’,b']. On pose

J:
R(t) R(t)

SiN = inf ——— et R;,n= S 2.64
. ti’NS%StH'LN 1-G(t) N ti,NStléIZ'H,N 1-G(t) ( )
Définissons, de plus,
/2, _ /2 _, 1/2
My -—121%(le NN = 1121%\,/\4@1\/17
12 _ 1/2 _ 1/2
My = max SiNVi'N = 12?](\,'/\41‘,N,2 et (2.65)
R(1) f(®)
MY? = su { } t)(1 - G(t)) = sup R(t
R Srerry f@)( (1)) sup (t) - G@)
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De maniere évidente, on a, lorsque N — oo, pour k =1, 2,
‘MNJC - M| —0. (2.66)

Lemme 2.2.6. Soit deux suites de constantes, {h),}n>1 et {h])}n>1, vérifiant les conditions
(H.1-2-3), avec 0 < hl, < h!! < co. Sous les hypothéses (F'1-2-3-4), on a, presque sirement,

*(1)
h,t;.
lim sup sup inf HR t)M — H =0, (2.67)
"m0 helhy, bl a<t<b9ESMm \/2hlog(1/h)
et )
*
h,t;.
Vg € Sp, lim - sup  inf t)M - gH = 0. (2.68)
00 pelhy, hi] ASESD /2hlog(1/h)

Démonstration. Soit ¢ > 0. Pour tout 1 < ¢ < N fixé, on pose ¢; = H(l)(ti,N) et
cg = HW(t;11 n). D’apres la définition (2.17) et sous les hypotheses (F2-3), la fonction
H® est strictement croissante sur [a,b]. On a donc, sous (F4),

0<ec1<e<HYOB)<1-1
Soit p = maxj<;<ny R; y. D’apres la relation (2.60), on a, pour tout h € [h],,h]'] et tout

n’ n
tin <t <ti1N,

KNt 1) = ROm; Y (i 1) = f(at)@) Tk HO@: D). (2.69)

Ainsi, d’apres le résultat (2.52), portant sur le processus empirique « classique » (i.e. dans
le cas non censuré), il existe presque stirement un ny = n(e, i, N) tel que, pour tout n > ny,

Ny us
sup  sup inf Cnlinhywi) H <e/(2p). (2.70)
helh!, b1 c1<u<cs 965y v || /2hlog(1/h)
On a donc, presque stirement,
sup sup inf K;(]l\;i(h,t; D) - gH <e/2. (2.71)
helh, b ts N<t<ti 1 n 9ESM; N1 n

n?

Désignons par x la fonction qui, a tout ¢ € [a,b] associe l'indice entier i tel que t €
[ti Ny tit1,n]. On définit, pour tout ¢ € [a, b],

K;S}\;(h,t;f) = K:szl\;,n(t)(hvﬁ I) lorsque t; vy <t < ti1N. (2.72)
N
Comme U SM; v € Smy,, on en conclut que, presque strement,
i=1
sup sup inf K:Z(]l\;(h,t; ) - gH <eg/2, (2.73)
he[h!, ,h] a<t<b9ISSMy ’

ce qui, au vu de (2.66), implique (2.67).

Pour établir (2.68), on sélectionne g; € S,, , pour un indice 7 tel que 1 < i < N, et on
fixe un € > 0. De par le résultat (2.53), il existe, presque strement, un to € [t; N, titv1,n],

tel que
gn(’yi,Nha tO; ) o

J2hlog(l/h)

< &/(20), (2.74)

helhy, ]
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et donc
En(vi,nh, tos )

Si - Sz %
N ontog(i )N

Comme, de plus, pour tout g € Say ,, il existe un indice 1 < j < N, tel que g = S; v - g;
avec g; € S,, , on déduit de (2.75) que, pour tout g € Sy v.2» 1l existe presque sirement
un t € [a,bl, tel que

sup
helhi, hy]

<e/2. (2.75)

KN (Bt 1)
/2R log(1/h)

Grace a ce résultat et a (2.66), on obtient, naturellement, (2.68). O

sup — gH <eg/2. (2.76)
helhy, hii]

Pour achever la démonstration du théoreme 2.1.5, observons, en premier lieu, que le choix
de la fonction R défini par

R(t) = {¥(t)(1 - G(1)/f(O)}'/2,

conduit a la relation

sup R(t) = sup (¥(t))"/2,
a<t<b a<t<b

Ainsi, compte tenu des définitions (2.12) et (2.65), le résultat du théoreme 2.1.5, corres-
pondant au cas '+, est obtenu par une combinaison directe des lemmes2.2.4,2.2.5 et 2.2.6.
La preuve dans le cas '—’, obtenue en suivant le méme pricipe, est omise.

2.2.4 Preuve du théoréme 2.1.6

La preuve du théoreme [2.1.6/ repose principalement sur le théoreme [2.1.5 grace a 1’égalité
(2.6), et en faisant usage de la proposition suivante (cf. Deheuvels et Einmahl (2000)). Soit
(€,7) un ensemble £ de fonctions, muni d’une topologie métrisable 7.

Proposition 2.2.1. Soit B,, une suite de fonctions de (£,7T), presque sirement rela-

tivement compacte, et ayant comme ensemble limite B. Soit de plus I' : € — R une
fonctionnelle T -continue. Alors on a

lim { sup r(z)} = sup D(4). (2.77)
n—oo L yeB, eB

Démonstration. Omise.O

En notant de plus que, pour tout v > 0,

T/2 T/2
= [ oo} = s {- [ foorn

/2 1/2
= {7 KQ(U)dU} :

—T/2

la conclusion du théoreme [2.1.6/ s’obtient par des arguments analytiques de routine.
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2.2.5 Preuve du théoréme 2.1.7

Posons
Un = Un{(1-F;)?/(1 - F)*}.
On constate alors que
1—G(x) }1/2 _
f(z) B
fon ]/E\)f;7h($) 1—H(x) /2
(1 —Fr 1-F; ){ "’1($)W} '

Compte tenu de cette relation, et en vertu du théoreme 2.1.6) le théoreme 2.1.7 s’obtient
comme conséquence directe de la loi du logarithme itéré pour le processus a} (voir Foldes
et Rejtd (1981)), jointe au fait — impliqué par (H.1-2) — que, pour tout h € [k, h!'],

lim n_1/2 (10g2 n)1/2{10g7(’1/1h/h)}

. hlogyn 1/2
= 1 _ =
s {log(l/h)} 0

(Fon = Bfin(@){wal)
(2.78)

(2.79)



Chapitre 3

Lois du logarithme uniformes pour
les estimateurs non paramétriques
a noyau.

3.1 Introduction-Résultats

Dans ce chapitre nous établissons un ensemble de résultats de convergence uniforme pour
des estimateurs a noyau. Pour obtenir les théorémes que nous allons énoncer, nous allons,
a nouveau, faire usage de propriétés, convenablement sélectionnées, du processus empi-
rique. Dans le cas présent, c’est le processus empirique multivarié, indexé par des classes
de fonctions, qui va nous servir de base de travail. Les innovations que nous apporte-
rons par la suite constituent des généralisations non triviales de résultats dus a Einmahl
et Mason (2000) et Deheuvels et Mason! (2004). Plus particulierement, nous montrerons
dans ce qui suit que les théoremes de convergence présentés dans ces derniers articles de-
meurent valables, uniformément en h € [h],h!'], ou {h],}n>1 et {h]},>1 sont deux suites
de constantes vérifiant les conditions [CRS]. Nos travaux complétent également ceux de
Einmahl et Mason' (2005)), au sens que les lois du logarithme présentées par ces derniers au-
teurs, qui sont établies pour des fenétres h variant dans des intervalles tels que [Clo%; 1]),
ne fournissent pas de constante limite. Ceci restreint sérieusement leur intérét pratique,
notamment pour la construction de bandes de confiance simultanées presque stres (voir le
§4.4 dans le chapitre 4 qui suit).

3.1.1 Notations et hypotheses

Soit (X1,Z1),(X2,Zg),..., une suite i.i.d. de répliques aléatoires du couple aléatoire
générique (X,Z) € RY x RY, d,q > 1. Considérons une classe F de fonctions mesu-
rables, définies sur IR? et a valeur réelle. Cette classe sera supposée séparable point par
point (en anglais pointwise measurable' ; voir 'appendice de ce chapitre, ainsi que la p.110
devan der Vaart et Wellner (1996)) et de type VC subgraph class (voir ’annexe du présent
mémoire, ainsi que le §2.6.2 de van der Vaart et Wellner (1996))). Etant donnée une fonc-
tion ¢ € F, nous nous intéressons a la densité fx(x) de X en x, ainsi qu’a l'espérance
conditionnelle de 1(Z) sachant que X = x,

my(e) = B(¥(Z) | X = z), (3.1)

LCe type d’hypothese nous permet d’éviter les problemes de mesurabilité, sans avoir recours aux « me-
sure externes » (voir lvan der Vaart et Wellner| (1996) par exemple)
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si tant est que cette fonction existe. Le probleme de I'estimation de m,, et fx a été abon-
damment traité dans la littérature des vingt dernieres années. Pour plus de détails, nous
renvoyouns le lecteur a Collombl (1981), Prakasa Rao (1983), Devroye et Gyorfi (1985), [Sil-
verman (1986), Bosq et Lecoutre| (1987), Nadarayal (1989)), Roussas| (1990), Hardlel (1990),
Scott! (1992), Wand et Jones (1995), Eggermont et La Riccial (2001), Gyorfi et al. (2002),
ainsi qu’aux références citées par ces auteurs.

En vue de 'étude des estimateurs a noyau de la régression et de la densité (définis en
(3.11) et (3.13) ci-dessous), nous introduisons le processus suivant. Pour toute fonction
Y € F, et tout couple de fonctions continues, ¢y et dy, définies sur un compact I de R¢,
nous posons, pour tout € I et tout h > 0,

n

rx— X,
Wan(@) = D (col@(Zy) +dyl@) ) K (F==2)
j=1
x—X
—nE{ (cw(a:)w(Z) + d¢(cc)>K< h )} (3.2)
Introduisons le processus empirique YT, basé sur les observations (X1, Z1),..., (Xn, Zy,),

et indexé par un ensemble de fonctions G. Pour g € G, T,(g) est défini par

Tn(g) = \/15 Z (9(X4,2:) —Eg(Xi,Zy)). (3.3)
=1

Posons, pour toute fonction mesurable 1, pour tout @ € I, et pour tout h > 0,

Ne,n(U, V) = (C¢(w)¢(V) + de))K(m ; u), pour u,v € R? x RY. (3.4)

On a alors la relation
Wi (@, ) = n'/2 T (n20). (3.5)

Ainsi, I'étude de W, 5, et, par conséquent, celle des estimateurs a noyau introduits dans la
suite de ce chapitre, peut se ramener a 1’étude du processus empirique Y,,. Nous verrons
I'illustration de ce principe au travers des démonstrations présentées tout au long de ce
chapitre.

Avant de développer le détail de nos résultats, commencons par présenter nos hypotheses
de travail, et notamment celles portant sur la distribution de (X, Z). Soit I une boule de
R? d’intérieur non vide. On supposera qu’il existe un a > 0 tel que (X, Z) ait une densité
jointe fx z par rapport a la mesure de Lebesgue sur I* x RY, avec

I°:={x c R?: inf || — y||gs < a}.
yel

Dans cette formule, || - ||ge désigne la norme euclidienne usuelle sur IR?. En notant fx la
densité marginale de X sur I“, on supposera vérifiées certaines conditions de régularité,
parmi les suivantes.

(F.I) Pour tout x € I, lim  fxz(x',z) = fx z(x, z) pour presque tout z € RY;

' -z’ el™
(F.II) fx est continue et strictement positive sur /¢

(F.IIT)F est bornée (au sens que la classe F possede une fonction enveloppe ¥ unifor-
mément bornée, et mesurable, telle que ¥(z) > sup,cx1(z), z € RY).
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Sous les hypotheses (F.I-11-111),1a fonction de régression, my,(x), est définie, pour & € I,
par

__ . 1G]
mota) = s [ vt eale e = AL (3.6)
ro(x) = | ¥(2)fxz(x,2)dz. (3.7)
RY

On introduit, par ailleurs, la variance conditionnelle Ufb(m) de (Z), sachant que X = x.
Sous (F.I-1I-111), cette fonction de = € I est définie par

0% (@) = Var((Z) | X = =) | (06 = m@) xate i 69

1
 fx(x)

Notons que, sous les hypotheses (F.I-II-111), les fonctions my, 7y et oy, introduites ci-
dessus, sont continues sur I* (voir, par exemple, le §A.3 de Deheuvels et Mason (2004)
pour la démonstration de ce résultat).

Introduisons, par ailleurs, la famille de fonctions

M= {m¢/fX we}"} (39)
Dans les théoremes qui suivent, concernant les estimateurs de la fonction de régression,
nous ferons usage de I'hypothese suivante sur M, définie par (3.9).

(F.1V) L’ensemble de fonctions M est relativement compact, pour la topologie engendrée
par la norme uniforme sur <.

Remarquons que, pour ¢ = 1, I'hypothese (F.IV') est notamment vérifiée lorsque F =
{L(_sc:t € R} (voir pp. 6-7 dans Einmahl et Mason (2000)). Cette propriété nous per-
mettra de décrire, par la suite, sans difficulté, comme conséquence de résultats généraux, la
convergence uniforme en ¢t € IR de Iestimateur de la fonction de répartition conditionnelle
F(t]) :=1P(Z < t|-), lorsque Z = Z est une variable aléatoire réelle (voir le corollaire 4.3.1
au chapitre 4 pour un exemple dans le cas censuré).

En préalable a I’énoncé des définitions de 'estimateur & noyau de my,(x), dit de Nadaraya-
Watson (Nadaraya (1964), Watson (1964)), et de 'estimateur a noyau de fx(zx), dit
d’Akaike-Parzen-Rosenblatt (Akaikel (1954), Rosenblatt! (1956), Parzen (1962)), nous al-
lons préciser les notations et hypotheses qui seront imposées sur le noyau K. Soit

K:={K\(-—2),z € R\ > 0}.
Introduisons les hypotheses (K.I[-I1-I11) ci-dessous.

(KI) (i) limpyo [y (K(z) — K(z +u))’dz = 0.
limy_1 [ (K(A&) — K())dz = 0.

Il existe un 0 < Kk < oo tel que K(s) = 0, pour |s| >

)
) 5
(77) 1l existe une constante Cx telle que sup,ega |[K ()| < Ck.
) 3C>0,v>0,V0<e<1,N(gK)<Ce.

)

IC est séparable point par point.
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Ici, et par la suite, nous poserons |s| = max;<;<q |s;| pour tout s € R%. De plus,
N(e,K) :=sup {N(e, K, Ly(P)), P mesure de probabilité}, (3.10)

représente le nombre de recouvrement uniforme de IC, relatif & € > 0, et a la classe de
normes {Ly(P)}. Dans (3.10), P varie dans I’ensemble des mesures de probabilité sur R?.
Nous renvoyons a la définition [A.1] de Iannexe du présent mémoire, pour une définition
précise du mombre de recouvrement d’un espace métrique. Les ensembles de fonctions
vérifiant la condition (K.IIT)(i) sont dits former des classes ¢ nombre de recouvrement
polynomial. La caractérisation de ces ensembles de fonctions n’est pas chose aisée. Par
contre, les familles de fonctions de type Vapnik-Cervonenkis subgraph class (en abrégé,
classes de fonctions V. C'), qui sont un cas particulier des classes a nombre de recouvrement
polynomial, sont relativement simples a caractériser. Nous renvoyons une nouvelle fois a
I’annexe de ce mémoire pour plus de détails sur le sujet.

Les hypotheses (K.I-II-I1T) impliquent que la quantité fRd K (t)dt soit finie, mais per-
mettent a celle-ci de prendre la valeur 0. Pour éviter les difficultés technique inhérentes a
ce dernier cas, nous supposerons, par la suite, que K satisfait la condition additionnelle

(KIV)  [gra K(t)dt =1.

Remarque 3.1.1. Soit un noyau K de la forme K(x) = ¢(P(x)), ot P est un polynome
de d wvariables réelles, et ou ¢ désigne une fonction réelle a variation bornée. On peut
alors vérifier que les hypotheses (K.I) et (K.III) sont satisfaites pour de tels noyauz (ceci
jJustifie, a posteriori, l’énoncé du théorémel(.5.1 du chapitre introductif).

Avec ces notations, et pour un choix de fenétre h > 0 approprié, on considere les estima-
teurs a noyau de fx(x), 7y (x), my(x) et ai(m) définis, respectivement, par :

fxm(@;h) = nl}ﬂ;K(w_hXi); (3.11)
ren@h) = S @)K (TR, (312
=1

> v (55
Tw;n(x; h) _i=1 h .
Fxxm(@:h) — , pour fx.,(x;h) #0,

Myl h) = | §K<m_hXi> (313)

%Zw(zl)a pour fX;n(w; h) = 0;
=1

> (402~ montait)) i (w _hXi)

=1

n , pour fX;n(w; h) 7£ 07
K xr — Xz
O nl@ih) = 2 < h > (3.14)

n

-2 {sz’) --> w(zj>}2, pour fx.,(z;h) = 0.

i=1 Jj=1
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Nous étudierons la convergence vers 0 de ces estimateurs, convenablement centrés par
des facteurs de centrage convenables. Ces derniers, définis ci-dessous, ne coincident pas
nécessairement avec ’espérance des estimateurs. Nous concentrerons donc notre intérét sur
les termes aléatoires, correspondant aux estimateurs, centrés par leurs facteurs de centrage
respectifs. Mentionnons, au passage, que l'ordre de grandeur asymptotique des termes de
biais, définis par les différences entre les facteurs de centrage et les fonctions a estimer,
peut étre négligé par rapport a l'ordre de grandeur des termes aléatoires, moyennant
certaines hypotheses additionnelles (cf. I'appendice du chapitre 4). Nous définissons,
respectivement, les facteurs de centrage des estimateurs en (3.11), (3.12) et (3.13), par

Fx(@,h) = E fxm(a;h) :]E{%K(w_hx)}; (3.15)
Fulw,h) = Brga(an) = B{w@ (225 ) (3.16)
( 7 (e, ) B{u(2)K (x_X

i - a:—X>} , pour fx(z,h) # 0, )

]Emwm(m;h) = fx (@, h) ]E{K (

E(y(Z)), pour fx(w,h) =0.

Remarque 3.1.2. Remarquons que l’égalité]ﬁmw;n(w; h) = Emy.,(x; h) n'a, en général,
pas lieu. Cependant, sous certaines hypotheses de régularité, la différence entre ces deux
termes déterministes peut devenir négligeable lorsque h — 0 et nh® — oo (voir, par
exemple, (1.16) dans Deheuvels et Mason (2004)).

Dans le présent chapitre, nous supposons que la fenétre h est telle que h € [h], Rh!].
Ici, {h),}n>1 et {hl'}n>1 désignent deux suites de constantes réelles positives vérifiant
les conditions (H.I-II-11I) ci-dessous. Celles-ci sont exprimées en fonction d’une suite
générique, {hy,}n>1, de réels positifs.

(HI) hpl0,0<h, <1, etnhd1oo;

(H.II) nhl/logn — oo lorsque n — 0o

(H.III) log(1/hy)/loglogn — oo lorsque n — oo.

Dans la suite, nous ferons usage d’une fonction auxiliaire {©(x) : € I}, supposée continue
et strictement positive sur I. Nous supposons également disposer d’un estimateur de cette

fonction, noté {©,(x) : ¢ € I}, pour n = 1,2, .... On suppose que cet estimateur converge
vers O(-) sur I, au sens que, presque sirement,
On(x
(6.1)  lim sup ) n(®@) _ 1‘ =0.
n— ger | O(x)

3.1.2 Résultats

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer les résultats originaux présents dans ce
chapitre, qui compleétent les travaux de Einmahl et Mason (2000), et de Deheuvels et Mason
(2004). 11 est a noter que notre théoreme 3.1.2, ci-dessous, constitue une version améliorée
du corollaire 2.1 de Varron (2006). La méthode dont nous faisons l'usage permet, ainsi,
de compléter ces derniers résultats. Remarquons cependant que la généralisation que nous
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apportons a ces travaux n’est que partielle, dans la mesure ou Varron (2006) obtient, en
sus des résultats que nous généralisons, des lois fonctionnelles de type Strassen (du méme
type que celles que nous avons présenté pour les incréments du processus des quantiles
dans le chapitre 1 et pour le processus empirique en données censurées dans le chapitre
2). Des lois fonctionnelles de ce type auraient pu étre obtenues dans le cadre de notre
étude, en combinant les deux méthodologies. Ceci, néanmoins, ne sera pas fait ici.

Théoréme 3.1.1. Soient {h),}n>1 et {hl}>1 deuz suites de constantes positives vérifiant
les hypothéses (H.I-11-111), avec 0 < h], < h!" < co. Sous les hypothéses (F.I-II-ITT1-IV),
(K.I-II-III-1IV) et (©.1), on a, presque surement,

nh? 1/2 R
lim sup o 7n sup sup +0,,(z){ My (x; h) — Emy.,(x; b
”*O"he[hzwhm{mog(l/hd)} VeF zel ( ){ vin(@3 h) win( )}

(3.18)

02(z)o2(z)) /*
_ K2(t)dt s e atad"Avetd )
{ R4 (b)dt qzlell}ilg fx(x) }

Nous énoncons ci-dessous une version de ce théoreme, établie pour I'estimateur a noyau
de la densité.

Théoréme 3.1.2. Soient {h),}n>1 et {hl}n>1 deux suites de constantes positives vérifiant
les hypothéses (H.I-11-II1), avec 0 < h), < h!! < co. Sous les hypothéses (F.IT), (K.I-II-
ITI-1V) et (©.1), on a, presque sirement,

. nh? 1/2
i oon {ogiiymn ] s =On(e) fxcalas ) ~ B xaloi )
1/2
= { K2%(t)dt sup (@2(w)fx(w))} . (3.19)
R4 xzel

La démonstration des théoremes 3.1.1 et [3.1.2] est immédiate au vu des résultats du §3.1.4
ci-dessous.

3.1.3 Un résultat utile.

Nous montrons, dans ce qui suit, que les théoremes 3.1.1] et 3.1.2 sont des conséquences
directes (grace, notamment, au lemme [3.3.1, énoncé dans la suite du présent chapitre)
d’un résultat général, énoncé dans le théoreme [3.1.3| ci-dessous, et décrivant les oscilla-
tions d’une version du processus empirique multivarié, indexé par une famille de fonctions
convenablement choisie. Ce dernier processus est défini en (3.2)), et (3.20) ci-dessous.

Les notations suivantes seront utiles. Introduisons deux familles de fonctions, continues en
x € I, et indexées par ¢ € F, dénotées par

Fo ={cy(x) e F} et Fp:={dy(x): e F}.

Par la suite, les ensembles de fonctions Fo et Fp seront supposés relativement compacts
pour la topologie de la convergence uniforme sur I¢. Le théoreme d’Arzela-Ascoli montre
que cette hypotheése est équivalente au fait que ces ensembles de fonctions soient uni-
formément équicontinus et bornés sur 1.



3.1 Introduction-Résultats 61

Soit ¢ € F, et les fonctions ¢y € F¢ et dy € Fp qui lui correspondent dans Fo et Fp.
Posons, pour tout « € I, et pour tout h > 0,

W) = 3 (o @)l + dy(a) ) 16 (20

J=1

B { (e (Z) + dy(a)) K (2 ;LX)} (3.20)

Nous pouvons maintenant énoncer, dans le théoreme 13.1.3| ci-dessous, un résultat tech-
nique, qui nous sera particulierement utile pour démontrer les autres résultats de ce cha-
pitre.

Théoréme 3.1.3. Soient {h),}n>1 et {hl)}>1 deux suites de constantes positives vérifiant
les hypothéses (H.I-II-III), avec 0 < h], < h!! < co. Sous les hypothéses (F.I-II-1II) et
(K.I-1I-II1-1V), on a, presque surement,

=Won (2,
lim sup sup SPeer n(®@¥) sup o (v), (3.21)

n=00 pe(p! W pEF 2nhdlog(1/h?) YEF

ou

o2(¢)) = sup E{(c¢(m)w(Z) + dw(ar:))2 | X = m}fx(m) K2(t)dt. (3.22)
xel R4

La démonstration du théoréme [3.1.3| sera établie dans le §3.2 qui suit.

3.1.4 Corollaires

Nous présentons, dans ce paragraphe, trois corollaires du théoreme 3.1.3. Ces derniers,
mis ensemble, permettent d’établir les théoremes 3.1.11 et [3.1.2, puisque ’hypothese (©.1)
assure que, presque sirement lorsque n — oo,

sup |Oy(x) — ©(x)| — 0.
xcl

La démonstration du corollaire 3.1.3 est présentée dans la section 3.3. Les démonstrations
des corollaires [3.1.1 et [3.1.2 sont directes en utilisant des arguments similaires, mais plus
simples, et sont omises.

Corollaire 3.1.1. Soit {h},}n>1 et {h!}n>1 deux suites de constantes positives vérifiant
les hypothéses (H.I-II-III), avec 0 < h], < h!! < co. Sous les hypothéses (F.I-II-1II) et
(KI-II-III-1V), on a, presque strement,

Vnhd £ {7y (x, h) — Ery,(z,h)}

lim sup supsup =17, 3.23
=00 pelht, b1 YEF mED 21log(1/h?) (3:23)
ol
1/2
T = sSup sup {Ti(cc)fx(a:) Kz(t)dt} , (3.24)
YeF xel R?
et

T3 (@) =EW*Z) | X =x), pourxz el et F. (3.25)
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Corollaire 3.1.2. Soit {h],}n>1 et {h!}n>1 deux suites de constantes positives vérifiant
les hypothéses (H.I-IT-III), avec 0 < h], < h!! < co. Sous les hypothéses (F.II) et (K.I-
II-III-1V), on a, presque surement,

Vinhd £ { fx.n (@, h) — Efx.(z,h)}

lim sup sup = o1, 3.26
=00 pelnt, hit] mel V/2log(1/h%) (3.26)
ot 12
o1 = sup {fX(CI)) / K2(t)dt} . (3.27)
xzcl Rd

Corollaire 3.1.3. Soit {h},}n,>1 et {h!}n>1 deux suites de constantes positives vérifiant
les hypothéses (H.I-II-III), avec 0 < h), < h! < oo. Sous les hypothéses (F.I-II-III-IV')
et (K.I-1I-1II-IV), on a, presque sirement,

Vnh? £ {fy., (z,h) — Emy (a, h)}

lim sup supsup = oy, (3.28)
=00 pelh!, W YeF xel 2log(1/h)
ot 2( )
oi(x 1/2
(4 2
07 = sup supq ——— K=(t)dt , 3.29
YEF el {fx(w) R4 ®) } (3.29)
et
ai(a:) =Var(¢(Z) | X =x), pourxzelety)€F. (3.30)

3.2 Démonstration du théoréme 3.1.3

Dans un premier temps, nous nous placons dans le cas simple ou F = {#}, pour une
fonction fixée ¢, définie sur IRY, a valeur réelle, mesurable et uniformément bornée. Nous
emprunterons dans une large mesure les méthodes utilisées par Einmahl et Mason! (2000),
Einmahl et Mason' (2005), Deheuvels et Mason! (2004) et Varron (2006). Nous verrons au
§3.2.2] comment étendre ces résultats au cas général.

3.2.1 Lecas F = {¢}

Pour établir notre résultat dans ce cas simplifié, ou F = {1}, ¢ étant une fonction définie
sur IRY, mesurable, a valeur réelle et uniformément bornée, nous procéderons en deux
étapes, reprenant la méthodologie utilisée dans les articles de Einmahl et Mason/ (2000) et
Deheuvels et Mason (2004). Dans un premier temps, nous chercherons a obtenir une borne
majorante de la limite supérieure de la suite évoquée dans le membre de gauche de (3.31))
ci-dessous. Pour ce faire, nous utiliserons tout d’abord une technique de discrétisation, pour
appliquer I'inégalité maximale de Bernstein (énoncée dans le fait 3.4.1/ dans ’appendice de
ce chapitre). Ensuite, nous évaluerons les oscillations entre les valeurs de la discrétisation.
Pour cela, nous utiliserons une inégalité issue des travaux de Talagrand (1994) et Einmahl
et. Mason (2000), et « résumée » par Varronl (2006) (voir le fait 3.4.3 cité dans "appendice
de ce chapitre; voir également Mason (2004)). Dans un second temps, nous montrerons
que cette borne est optimale, au sens qu’elle correspond a la borne minorante de la limite
inférieure, obtenue pour cette méme suite.

Sans perte de généralité, nous supposerons que £ = 1 dans I’hypotheése (K.I7)(i). Nous
supposerons, de plus, que la fonction mesurable v est telle que o(¢)) > 0 (ou la définition
de o(v) est rappelée au (3.32) ci-dessous). Compte tenu de ces notations et hypotheses,
notre but est d’établir le résultat suivant.
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Théoréme 3.2.1. Soit {h] }n>1 et {h])}n>1 deuz suites de constantes positives vérifiant
les hypothéses (H.I-II-III), avec 0 < h], < h!! < co. Sous les hypothéses (F.I-II-11I),
(K I-II-II1-1V), on a, avec presque surement,

: ~1/2
lim { he[shtth%] {thd 1og(1/hd)} iléII):I:Wmh(m, q/))} =o(v), (3.31)
o?()) = sup E{(c¢(x)¢(2) +dy(x)’ | X = w}fx(x) K2(t)ds. (3.32)
xzcl R

Obtention de la borne supérieure

Dans cette premiere partie, en nous plagant sous les hypotheses du théoreme 3.2.1, nous
allons montrer que, presque sirement,

{ sup SUDger |Wn,h(m,¢)|} < (14 28)0(¥). (3.33)

Ve > 0, limsup
helns, h) A/ 2nhlog(1/hd)

n—oo

Il sera utile de rappeler la définition du processus empirique T,, basé sur les observations
(X1,Z4), ..., (X, 2Z,) et indexé par une classe de fonctions G. Pour g € G, ce dernier est
défini par

To(g) = \/lﬁ > (9(Xz', Z;) - Eg(X;, Zi))' (3.34)
i=1

Pour toute fonction ¢ a valeur réelle, définie sur un ensemble B, nous utiliserons la notation
llellB = supgen |¢(x)|, et dans les cas particuliers ot B = R™,m > 1, nous écrirons
llellB = |l¢ll- Notons, au passage, que le caractére borné de ¢ suppose 'existence d’une
constante 0 < My, < oo telle que [[9|| < M.

Pour toute famille G de fonctions mesurables, notons

Hn1/2Tan := sup ’nl/QTn(g)|.
9€g
Pour tout « € I, et tout h € [h],, h!'], posons

N, (W, V) = (cy () (V) + dw(a:))K(:B ; u), pour u,v e R x RY. (3.35)

Nous constatons alors que

Wy n(,9) = 02 Y0 (g ) (3.36)

Grace a la relation (3.36), et au prix de quelques manipulations mathématiques, nous
allons maintenant pouvoir déduire (3.33) de résultats connus de la théorie des processus
empiriques.

Fixons € > 0 dans (3.33). Introduisons des constantes v > 0, § € (0,a/4), et A € (1,(1 +
2’}/)1/ 4), qu’on précisera, par la suite, en fonction de ¢ > 0, pour les besoins de notre
démonstration. Pour tout entier £ > 0, posons

ng, = [(1+7)°], (3.37)

ou, comme ailleurs dans cette these, [u| < u < |u]+1 désigne la partie entiere (inférieure)
de u.
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Pour chaque entier k > 1, et n tel que ng_1 < n < ng, considérons l'intervalle
(Mg T, ] D [P, ).

N’ ""NEg—1

On en établit la discrétisation suivante. Soit, tout d’abord,

log(hy,_, /hn,)
= 1. 3.38
k { log A J + ( )
On pose, ensuite,
Py i=hm,_, et hp ,:= MR, pour (=0,... Ry—1 (3.39)

Pour chaque entier ¢ vérifiant 0 < ¢ < Ry, nous incluons maintenant I dans une union de
Jy hyper-cubes disjoints, d’aréte d_16h;lk ¢ - Ces hyper-cubes sont notés

Teeg = {wneg+]0,d7 %60, o1} pour 1< <y, (3.40)

et vérifient les relations suivantes, pour tout entier £ > 1 et tout entier £ = 0,..., Ry (il
est utile de rappeler ici que, par hypothése, 0 < § < «/4 et h], < 1 pour n > 1).

Je
Ic|JTge, 1 (3.41)
j=1

Comme la construction (3.40) impose que les I'; ¢ j, 1 < j < Jy, sont disjoints, on constate
qu’il existe une constante C' := C(¢), dépendant uniquement de § > 0 et de I, telle que

JZ < hTa
ng

pour k>1 et 0</{<Ry. (3.42)

Dans la suite, il sera commode, pour tout entier kK > 1, de désigner par N ’ensemble
d’indices défini par

N = {nk,1 —I—l,...,nk}, (343)
lorsque ny_1 < ng, et par Ny := () pour les valeurs de k telles que ng_1 = ny. On observera

que, quel que soit le choix initial de v > 0, I’ensemble N est non vide pour tout entier k
suffisamment grand.

Notre démonstration commence par la décomposition suivante, avec k > 1 fixé suffisam-
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ment grand pour que Ny # ().

Whn(z,
Py := IP| max sup SWer (Wnn(z. )] > (1+ 25)0(¢)]
L €Nk he[h, b 2nhdlog(1/h%)

Ty
=IP| max sup SWaer | Tn(e.r) > (1+ 25)0(1/1)]
L €Nk helns w] A/ 2h4log(1/h®)

<P|max  sup SWes | Tn(e.1) > (1+ 25)a(¢)]

Ln€Nk helny, by, 1 v/ 2h41og(1/h?)

o Wosg, @iz w)]
< max max max kot > (l+e)o (3_44)
| nEN, 0<I<Ry 1<5<J,; \/2nkh 10g(1/h§§lk,l)
I T
+IP| max max sup ‘ n(nm’h)
| nENLOSISRi—1  wely 2hdlog(1/h?)
1<5<J; helh!

/
N, l’ N, 1+1

Wn,h’ (@)

’ > €0 ]
\/2nkh’d log(1/h!% )

= IPl,k + IPQJC.

Nous allons montrer que Py est le terme général d’une série sommable afin d’appliquer
le lemme de Borel-Cantelli. Au vu de (3.44), nous procéderons en deux étapes. Dans un
premier temps, nous montrerons que, pour tout v > 0 suffisamment petit, tout A > 1 et
tout 0 < 0 < /4, IPyj, est le terme général d’une série sommable (partie discrétisation).
Ensuite, nous montrerons que, pour un certain choix dey > 0, A > 1 et § > 0 suffisamment
petits, Py est, la encore, le terme général d'une série sommable (partie évaluation des
oscillations).

Evaluation de IP;; : discrétisation. Fixons v > 0. Pour tout £ > 1, 0 < I < Ry,
1<j<J,et(u,v) € R?xIRY, on définit

Ik (0, v) = Umk,l,j,h;kﬁl,zp(U,V)- (3.45)
Introduisons de plus, pour tout k > 1, la classe de fonctions définies sur R? x RY,
Ge = {gr1j : 0<I<Rp,1<j<J}
D’apres (3.35) et (3.45), il vient, pour tout 0 <1 < Rg, 1 <j < Jyet h € [hy, by 4],
b1+ Wl < 2 el 61+ gl K| = M, (3.46)
ou [|¢| < My < oo sous (F.IIT).

Proposition 3.2.1. On suppose satisfaites les conditions du théoréeme 3.2.1. Si (3.40) est
vérifiée avec 0 < 6 < a/4, alors on a, presque sirement, pour tout € > 0,

1/2T .
limsup{ max maxnen, 1 7 n(ghig) } < (I+¢)o(e). (3.47)
k—o0 q<]<Jll€ \/2nkh/d log( 1/h/dk,l)
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Démonstration. D’apres I'inégalité (3.42), on a la majoration suivante

Ry

Py < Z o) maXne 0 (G5 > (1+¢)o(y)
’ hd 1<]<Jl 9 h/d, log(1 B/ -
1=0 "l g og(1/ k,l)

. (3.48)

c(6
= Z ( ) max ]Pl,k:,l,j'
=

h;;ik ; 1<i<;

Nous allons chercher a appliquer I'inégalité maximale de Bernstein pour évaluer le terme
IPy 1, ;. Pour ce faire, nous disposons de la majoration (3.46). De plus, d’apres (3.35) et
(3.45)

2 202 (Thlj — X
Var(gr,,;(X, Z)) < E[gk,l,j(X’ Z)] - E[(%(wkv’:j)wz) +dy(zr15)) K (7)]

Sous I'hypothese (K.IT)(7), en utilisant un argument de conditionnement classique, il ap-
parait que le terme de droite vaut

Jo Z/QE[<%<%>¢<Z>+dw<wk,lﬁj>>2!x:t]fxw(’sz’“>dt

nlm
1 i—t
/ o (1 —[1+o(1)] K2 (L= )t
/ h
|wk,l,j_t‘<h 2 f]Rd

7nl nkl

IN

Rld
= fRd (w) nk, /|t<1/2 ( )dt+0(hnkl)

= (T/’)h/d 1t O(hnk s (3.49)

ou 'on a utilisé les hypotheses (F.II) et (K.II)(i), la continuité de la fonction t —
E[(cy(mr,;) v(Z) + d¢(mk717j))2 ‘ X = t]fx(t) et le changement de variable classique
u = (xy; —t)/h;, ;- On en déduit que, a partir d'un certain rang [apcr],

Jmax masc Var(g,(X.2)) < 0% (0)(1+ ) 1. (3.50)
1<5<J;

On peut alors appliquer I'inégalité maximale de Bernstein (fait [3.4.1/ en appendice de ce

chapitre), avec la constante M = M;, aux variables :

Ui = 9i1,(Xi,Zi) —E g1 (X4, 2Z;), i=1,...,n.

On obtient

Py = P{Hé%x 02 (gr)| > o(¥)(1+€) \/QHkh'd log(1/h¢ )}
neNy,

20(¥)%(1 + £)h’d log(l/h'd N
S 2exp M rd 2Myo (v /d ’
k()R | + 7\/2%11 log(1/h% )

et comme, d’apres 'hypothese (H.I1), ”h/ﬁikl > log(l/h;fk 1), on obtient, apcr,
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Piri; < 2exp _log(l/h;fk,l)lﬂ/z}
2h/d(1+5/2)

nk’

En réinjectant cette majoration dans (3.48), il vient

IPl,k;S 20 Zh/ds/2

ng,l

_ acomE S (3:51)
=0

de/2
QCd(ilh/ - \A(RiA1)e/2
U |

log(hy, , /hn,)

Nk—1

log(})

20(5)>‘ de /2
Py < Whﬁkf/l . (3.52)

D’apres la définition (3.38), on a Ry < + 1, si bien que

Enfin, I'hypotheése (H.IIT) implique que Vn > 0, Zkzl hn! . < oo, ce qui conduit au
résultat (3.47) via le lemme de Borel-Cantelli. O

Remarque 3.2.1. C’est grace a lUutilisation de linégalité de Bernstein qu’il nous est
possible d’obtenir la constante associée aux différentes lois du logarithme établies dans ce
chapitre. Les outils (et notamment le fait 3.4.53 de Uappendice) utilisés par la suite per-
mettent d’obtenir ces mémes lois, mais sans la constante. Ces résultats se démontrent alors
beaucoup plus facilement : il n’est plus nécessaire de procéder a l’étape de discrétisation
de Uintervalle I. C’est la méthodologie utilisée dans 'article de Einmahl et Mason (2005),
auquel nous renvoyons pour un exemple d’utilisation.

Evaluation de Py, : évaluation des oscillations. Soit ey =¢/2. On a

W 9
Py, = IP [ max max sup ‘ nh (T, 1)
N O Ry -1 €l 1,5 2nhdlog(1/h?)
1§]§Jl he[h’ Y]

Ns R Ny l+1]

Wn’h/"k (k5. 0)
! ‘ > 2610’(1/))}
\/2nkh’d log( 1/h’dk 1)
Wn h(w ¢) - Wn hl l(wk,l,j; w)
<P [ max = max sup ‘ = ‘ > 510(1/1)]
nENg 0<ISRy, xel 2 h l (1 h
1<5<, helr,, zl;l;: . \/ ng og(1/ )
W,
+ [ e 0<1S Ry 1 Sup Brkin ;ﬁ(m’ u d = 610(1/})}
n SES . / /
anh’d log(l/h’d 1)
avec Bn,k,l,h = ' 2nhd log(l/hd) - 1‘
=: Py +1Pyoy.

(3.53)
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En vue de I'évaluation de IP2727]€, remarquons dans un premier temps que, pour tout n € Ny
et tout h € [h! b/

nk,l 'ng, l+1
B - log( 1/hnkl nkh;fk nkh;fk
kL= log(1/hd) nhd nhd

(3.54)

log( 1/hnkl /)\dnk [ Ny, B
log(l/)\dh

Or, ng/nk—1 — 14 v lorsque k — oo, et on a donc, apcr, 1 < ng/nkp_1 < 1+ 2v. En rap-
pelant que A < (1427)Y%, on en déduit que 1 < \/Ang/np_1 < (14 27). Par ailleurs, 1 <
log(l/hnk l)/log(l/)\dhnk ) =1+ log()\d)/log(l/)\dh’d ) < 1+ log(A%)/log(1/A%R4 ).

Nk—1

En d’autres termes, on a limj_,o, maxo<;<g, } log(l/hgk D/ log(l/)\dhfk D= 1‘ =0, ou en-
core, apcr, Maxo<i<R, ‘log(l/h;fkl)/ log(l/)\dhghl 1} < 7. En combinant ces différents
résultats, il s’ensuit que, pour n € N, 0 < I < Rp, 1 <j< Jjet h € [h;k l,hnk 141), on a

By jgh < (14 27)y + 2v. Ainsi, il existe un 7. > 0 tel que pour tout 0 <y < 7,

_ 2
lim inf min 1nfh”]€1a(¢)Bmi7l’h > 2(1 +4/ I2>D1(V)U(¢)a (3.55)

k—oo n€Nyg helhl,,

ou A et Dq(v) sont les constantes évoquées dans le fait 3.4.3.
Revenant sur le terme P25 ;, on a la majoration suivante,

Poor = P [ max = max sup B iih W:’h(m’w - > 610(¢)]
ne A AS . / 1
' 19;71 hG[h;LEIl—:];LiZJJrl] \/2nkhnk’l10g(1/hnk’l)
Rip—1 J;
< Z ZIP2,2,k,l,j7 (3.56)
=0 j=1
ou,pour 0 <I< Rp—1letl1<j5<Jp,
w, h\Z,
P22y :=1P [ max sup B kin n (@, 9) > 610(1/1)] .
neNy zely . ; \/anh;;i llog(l/hg l)
helhy, 1hn, 141 > w
Introduisons alors la classe de fonctions
— R— :I:
Frai= {leota) + do@)i (5 ) o € Duagh € W Hieil) @5)

Pour tout 0 <1 < Ry, 1 < j < J; fixés, en suivant la méme méthodologie qu’en (3.49), on
obtient

X —x

Ve (es (o) + dy(a)) (2 (2 )| < Motwpnid 4 ofhi )

< 20 ($Hd  + olhid )
< 4o (4)?HeL, aper,

(3.58)

et ce, uniformément en h € [h;lk 1l 1a1) et @ € Ty . Par ailleurs, pour tout g € Frpj
llgll < My (ot M est définie en (‘% 46)).
Nous allons chercher a appliquer le fait [3.4.3| de I’'appendice. Par la suite, on dira qu’un

ensemble S, de fonctions définies sur un ensemble X', vérifie la condition [£] si :
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(1) il existe une fonction enveloppe G, mesurable, a valeur réelle, satisfaisant
G(x) > supyeslg(z)|, pour tout x € A’

(73) pour des constantes Cp > 0 et v > 0 convenables, la condition d’entropie
N(a,S) <Cpe™, 0<e<O,

est vérifiée.

D’aprés les conditions (K.IT)(ii) et (K.I1I)(i), la classe K = {K(A\(- —2)),z € R% X > 0}
vérifie la condition [£]. Considérons alors la classe de fonctions de v € IR?

= {(a(v) +b) : |a| < C,|p| < C},

ou C' > 0 borne uniformément les deux fonctions ¢y, et dy, sur I*. D’apres le lemme 2.6.15,
p.146 de van der Vaart et Wellner (1996), F; est une classe de fonctions VC, et, par
suite (voir proposition A.3.1len annexe du mémoire), satisfait la condition [£] (puisque la
fonction 1) est supposée uniformément bornée). En utilisant le résultat du lemme [A.4.1
(voir annexe du mémoire), il s’ensuit que la classe de fonctions de (u,v) € R? x RY

{(ap(v) +b)K(A(u+2)): A >0,z € R% |a| < C, b < C}

vérifie la condition [£]. Il en est finalement de méme pour la classe de fonctions de (u,v) €
R? x IRY définie par

G = {(a(v)+0)KA(u+2)) — (aPp(v) +V)EN(u+2)):
A>0,N>0zeRLY eRY el <C|d| <C bl <O Y| < CY (3.59)

Par ailleurs, pour tout 0 < [ < R et 1 < 5 < Jp, ?k,l,j C @, et donc fkm vérifie
la condition [€]. De plus, comme la classe K est supposée séparable point par point, la
continuité des fonctions ¢y, dy, assure cette propriété aux classes G’ et Fy ;.

On peut donc appliquer le fait 3.4.3] avec 7 = 20(¢)) (cf. (3.58)) et p = 74/2/A2, qui,
combiné a (3.55), entraine

©, 2
P32, < IP| max sup z,9) 22(1—1— )Dl( Yo (¥)
neN mEFkl] x/an}ﬂd log 1/h“i ) 142

heln!

N s l’ "k l+1

< IP[ max ||n /QTanMj > Di(v)(T + P)\/anhgk,z log(l/hgk’l)}

1<n<nyg
< dexp [ Az(2)*10g(1/m2 )]
_ 4h/2d

nlm

(3.60)

En répétant les étapes menant a (3.51) et (3.52), il vient, au vu de (3.56) et (3.60),

Ry—1
IPyoy < 4C(0) Z hgk,z
1=0
Rp—1
< 4CE)RE S A (3.61)
1=0
40(5) h//d
— )\d_ 1 "k-1
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D’apres (H.IIT), on conclut que D~ Pogy < oo.

Pour I’évaluation de Py ; , on effectue la décomposition suivante, analogue a celle faite
pour Py ;.

]P IP [ ‘ Wan(@¥) =W, (@k159) ' (1/1)}
21k — max max sup > e10
b Al N l
ne ko%éiggilheméefklg | N/anhﬂi log( 1/hd )
Nk l’ ng,l+1
Rip—1 J
< Z ZIPQ,l,k,l,j, (3.62)
=0 j=1
ou,pour 0 <I< Rp—1letl1<j<Jp,
Wan(@9) =W, (@k159)
Py, :=1P [ max sup y > 510(1/1)} :
nelNk  ®elyy, \/Qn h'd log(1/h
hEM% zanJ+ﬂ F g( / nkJ)
Introduisons maintenant la classe de fonctions
—/
Frij = {gk,l,] Na,haps @ € Ty g b € [hy, g, o, l+ﬂ} (3.63)

avec g ; défini en (3.45). Pour évaluer Py 5, I'idée va étre d’appliquer une nou-
velle fois le fait [3.4.3 de 'appendice. Pour ce faire, on peut noter que, pour tout g €

f;}l,j, llgll < My, ou M est défini en (3.46). Cherchons alors & obtenir une majoration

de sup 7 Var(g(X,Z)). Premiérement, d’apres le quadrillage de I sélectionné (voir
IV

(3.40)),

sup [lz — @4l < Ohy,,
x€l'y,,;

Pour toute fonction ¢ définie sur I et a valeur réelle, on définit le module de continuité
de ¢ par

w(0) i=sup {|o(@) — d(y)| : ]z —yll <6, et @y € I°}, 520, (3.64)

Soit par ailleurs 3 := [|#||?+ 1 < co. En utilisant I'inégalité classique (a+b)? < (a2 +b?),
et d’apres (3.35) et (3.45), on a, pour tout k£ > 1, tout 0 <[ < Ry et tout 1 < j < Jp,

2
B (005X 2) ~ 100X 2) } = Bf (huyo 00, (X 2) ~n0an(X,2) }

< 21E{ ((cw(wk,,;j) — cy(®))P(Z) + dy (@4,1,5) — dw("”))ZK <W>2}
+ 2B{ (e (2)0(2) +dy@)” (5 (25— 5K (57))

< 4{wl, (@, ) v o, 0, ) (K (w“ =)}

+ a{llewlFo v lldy e pAE{ (1 (Fo—= ) K(*57)))

=: (I)+ (). 7

(3.65)
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Soit N
Lruj= {wk,l,j + [=h, 1/2, i, /2] } (3.66)

Avec, comme précédemment, x = 1 dans (K.II)(i), il vient

Tp, X\2 ~
K(hfi) < | KPT{X € Ty,

n,l

On a donc, aper, pour tout 0 < I < Rp—1let 1 <j<J,

(1) < a{wd (0n, ) v 3, (0, ) }BIIKPP(X € Tr)

IN

4{2, 6kl 1) v B, (68 ) B2 1 e L 1 (3.67)

11 nous suffit maintenant d’obtenir une majoration convenable de (II), avec

) = aflelfev 1 poe{ (i (=) - £ (7)) )

Pour majorer ce terme, nous allons utiliser la condition (K.I). Soient les fonctions B; et
By, respectivement définies sur R et [1,+00), et telles que

Bi(8) = sup [ (K(z)— K(z+u))’da, (3.68)
[u]<é JR

By(y) = sup (K(\x) — K(a:))Zda:. (3.69)
1/4<A<y JRE

D’apres la condition (K.1),

lim B1(6) =0 et lim Ba(\) = 0. :
lim B1(6) =0 et lim By(A) =0 (3.70)

Soit A := [Ra(K((x —t)/h) — K((@k; — )/hnk ;))2dt. En posant u = (xy; — t)/h;ka,

il vient

:I:—CCkl

=

h/d lA —

Mk,

() k'
! (o ) e o5) - K]
< TR ) a5 - ]

5 K:z: Tk 1,5 h’;zk,l _K % K % - K d
v2 [ (= +uh> (e e (5) - ]

RZ -
2

=

xr —mkw

=l

=: A1+ As + Ag.
Comme h € [h;, ;. by, 4] et @ € Ty, on a, d’apres les définitions (3.39), (3.40), (3.68)

et (3.69),

A < 231(\2/5&)

Ay < Bs(N),

Ag < 2\/231(\2/‘;)32@),
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oll nous avons utilisé I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour majorer As. On en conclut que

A< <1 /231(2) + \/BQ()\))Q, si bien que

(1) < 4{llew o v dulo } 8L e ( ,/zBl =)+ Ban)

D’apres (3.65) et (3.67), on a

Val“(gm,j(X,Z)_Um,h(XvZ)) < ]E{ (gk,l,] (X,Z) nw,h(XaZ)>2}
< B{ nkl de((Shnkl)
+(W Ba) J

avec B = 4HfXH]aﬁ{HKH2 (llewlla Vlldyll3a) | K2 } Ainsi, en introduisant, pour k£ > 1,
O0<I<Rp,—-letl<j<J,
-/
o} 151 = sup {Var(¢(X, 2)) : g € ),
et en sélectionnant un § > 0 suffisamment petit et un A > 1 suffisamment proche de 1, il

vient, d’apres (3.70) et la continuité des fonctions ¢y et dy, ,

i1 (W) < i) ol

ST+ V2/A) Di ()2

ou Az et Dq(v) sont les constantes du fait [3.4.3. On rappelle que pour tout g € f;c,l,j

g|| < M. De plus, F.,.Ccg , oll la classe de fonctions G’ est définie en (3.59) et vérifie
k,l,j

aper, (3.71)

la condition [£]. De plus, ?Jk,l’j est séparable point par point (par la continuité des fonctions
Cy, dy, et le caractere séparable point par point de ). On peut donc appliquer le fait [3.4.3

avec T = €10(¢)/[(1 + v/2/A2)D1(v)] et p = 74/2/As. On obtient

Py, < ]PLE}L%}; [n'/?, H—/ > Di(v)(T+p) \/2nkh’d log(l/h’d 1)
<dexp [~ Ax(2)? log<1/hnk ] (3:72)
En répétant les étapes menant a (3.51) et (3.52), il vient, au vu de (3.62) et (3.72),
Rj,—1
Py < 4C(5) > hi
1=0
Rj—1
< syt kz A\ (3.73)
40(5) 1nd
< 2\ — ]_hnk i

Dapres (H.IIT), on conclut que D~ Poyj < oo.

Bilan : En combinant les résultats issus de (3.61) et de (3.73), on conclut que ) <, P2 <
co. Le fait que » ;- [Py < 0o est alors une conséquence directe de (3.52), et le résultat
(3.33)) est ainsi établi.
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Obtention de la borne inférieure

Dans cette partie, on ne travaille plus uniformément en h € [h],h!']. Les résultats sont
obtenus pour h = h/,. Il est évident que si le résultat de la proposition 3.2.2 ci-dessous est
valable, alors il reste valable en prenant le supremum sur Uintervalle [h] , h!].

On suppose toujours que ¥ est une fonction définie sur IR?, mesurable, a valeur réelles,
uniformément bornée et telle que o(¢/) > 0.

Proposition 3.2.2. Sous les hypothéses du théoréemel|3.2.1, on a, presque sirement,

tim inf { sup 41, () //2nhd log(1/h1) } > o(v). (3.74)

n—eo L gperl

Cette proposition est I’extension au cas multidimensionnel de la proposition 3 de [Einmahl
et Mason (2000). Nous suivrons donc la méme méthodologie, et passerons assez vite sur
les démonstrations des résultats techniques, renvoyant le lecteur a cet article pour plus
de détails. La démonstration est présentée pour le cas '+ ; le cas '—' se traitant de facon
similaire.

Résultats nécessaires Soit U, Uy, Uy, ..., des répliques i.i.d. de variables aléatoires a
valeur dans R%T9. Pour n > 1, on considére la fdr empirique basée sur les n premiers
vecteurs, définie par :

Gn(u) = n_l Z ]I{Uigu}v uc Rd+q.
=1

On introduit le processus de Poisson, sur R4, nN,, défini par nIEN,,(A) = nlP(U € A)
pour tout borélien A de R4, Par ailleurs, pour toute fonction g mesurable définie sur
R4 et & valeur dans IR, on note :

Gulo) = [ awdGalu), Noo) = [ glw)an(u)
nlg) = Eg(U) et o(g) =+/Var(g(U)).

On introduit, de plus, une suite {a, : n > 1} de constantes positives, tendant vers 0, et
vérifiant
|log ay|/loglogn — oo. (3.75)

Soit {ky,n > 1} une suite de constantes positives tendant vers 'infini lorsque n — oco. On
considere la suite G,, = { ggn) i=1,..., k:n} d’ensembles de fonctions mesurables définies
sur R4 et & valeur dans R telles que :

kn
P{g"(U) £0,6"(U) £0} =0, VI<i#j<h, et > P{"(U)#0}<1/2
=1

On supposera que :

(R.1) 30<r < oo tel que apk, — r lorsque n — 0o}

(R.2) 3 —00 < p1, pg < oo tels que, uniformément en i = 1,..., k,, apcr,

anpy < u(ggn)) < anpz; (3.76)
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(R.3) 30< 01 <09 < o0, tels que, uniformément en i = 1,..., k,, aper,

o1va, <7(g,") < o2v/an; (3.77)

(R4) 30 < My < oo tel que, uniformément en i =1, ..., ky, aper, gi(n)H < M,.

Lemme 3.2.1. Sous les hypothéses (R.1-2-3-4), pour tout 0 < € < 1, il existe presque
sturement un N tel que pour tout n > N,

\/ﬁ{Gn(gi(n)) — u(gl("))}
max (n) Z I-e
Lsiska 5 (g;")\/210g(1/an)

7

(3.78)

Démonstration. La démonstration est identique & celle présentée par Einmahl et Mason
(2000). 11 est montré, en utilisant un résultat emprunté a Deheuvels et Mason (1992)) et
basé sur l'approximation par les processus de Poisson, que, pour tout £ compris entre
(1—¢€/2)(1—(e/2)?) et 1, 0on a:

1/2 (n) _ (n) n
P A n {Gn(gl ) ,u(gl )} <l—ep< <1 — kTTé)k .
1<iskn 5 (g™ /210g(1/an)

Comme (3.75) et (R.1) assurent conjointement que » -~ (1 — kn®)*n < 00, on aboutit au
résultat du lemme.O

Lemme 3.2.2. Sous les hypothéses du théoreme|3.2.1, on a, presque surement,

Win )
liminf < sup 1, ¥) > o(v). (3.79)
n—o0 | zer \/2nh/d1og(1/h!T)

Démonstration. Pour tout € > 0, on sélectionne un sous-ensemble 7 de I tel que :

xel

inf E((%(x)w(Z) +dy(@))’| X = a:)fx(cc) /R K2(8)dt > o) (1 — ¢/2),  (3.80)

ot 02(1)) est définie comme précédemment, et
P{X eI} <1/2 (3.81)

Notons que l'existence d’un tel sous-ensemble Z de I est assurée par la continuité de la
fonction
2 — B((cs(@)(2) +dy (@)’ | X =) fx(@) | K(6)dt
R
(notamment sous (F.I — II)). On cherche maintenant a appliquer le lemme 3.2.1. On
sélectionne alors une grille de Z de pas hl,, i.e. une suite de cubes disjoints d’arréte hl, :

Linm= {a:,-,ﬂr] —hl./2, h;/2]d}, (3.82)
1<i<ky, aveck, <Cg/ h;‘f, C7 ne dépendant que des dimensions de Z. Pour tout x; ,,

soit la fonction, définie sur R?® x IRY,

0" (0,v) = {eul@in) o (v) + dy(in) K (Z5,). (3.83)
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Ona [lg"]| < {IICmeHWHH%HW}HMI := Mj. De plus, comme K (s) = 0 pour [s| > 1/2,
IP(g; (n )(X Z) # 0, gj (X Z) #0) =0 pour 1 < i,j < ky. Par ailleurs,

P(of(X.2) £0) = P|(esain)(Z) + dw(":iv”))K(xiﬁlilif_X) #9)

Pl(22) 2

IN

IN

P(X € [zin — hly/2, 20 + R, /2]),

kn

Z]P (X,2)#0) < Y P(Xely,)

=1

= P(XeI)<1/2

D’autre part,

Var[g,(")(X7 7)) < E [(ggn) (X, Z))z}

- E [{Cw(wi,n)w(z) iy (i0)} K (xlnh’_Xﬂ

n

m’L’n

/ [ew(@iv(B) + dyl@)} | X = 1)K (Fe=2) x(t)ae
e

Soit 0(t) = E[{cy(®in)V(Z) + dy(xin)}? | X = t]fx(t). Comme 6 est continue et
bornée, on peut appliquer le lemme de Bochner avec “K = K?2”. On obtient alors que
Vin ~ d0(x;pn) [ra K2(t)dt, lorsque n — oo. Finalement, d’apres la définition de o?(v)),
on a, apcr,

Ve > 0, Var [g§”>(x, Z)] < (W) (1 + )4, (3.84)

De plus,
4= E [{%(mmw(m +dy (i)} K (wh_Xﬂ

= [ Bl leol@nv@) + o)l | X = 8 xR (22
R n
> o2(y)(1-e/2h, (3.85)

ou nous avons utilisé la condition (3.80). D’autre part, en appliquant une nouvelle fois le
lemme de Bochner, il est immédiat que

5= {B | (cul@in)o(@) + du(eih 1 (22 ) }2 — O = ofld).  (3.56)

n

Et dong, on a, apcr,

Ve >0, B2 < —hl92(y). (3.87)
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En combinant ce résultat a (3.84) et (3.85)), il vient, pour tout € > 0,
W)L =)y <72 (g") = Var(g" (X, 2)) < P (¥)(1+ )b (3.88)

On conclut que (3.77) est vérifiée pour le choix particulier a,, = hf‘. De la méme maniere,
on peut montrer que (3.76) est vérifiée pour ce méme choix a, = h/9. Nous pouvons alors
appliquer le lemme 3.2.1, qui implique que, presque strement,

W, n
lim inf { sup — vt (%2 V) } > o()(1 — £)3/2. (3.89)
n—oc Uger /2nhid1og(1/h!T)
Comme € > 0 peut étre choisi indifféremment petit, I’assertion du lemme 3.2.2] est finale-
ment démontrée O.

D’apres ce dernier résultat, on a, avec probabilité un,

su su Wn(x,
Ve s 0timinfd sup SoPverSWaetWan(@ W)L 0 (3.90)
n—00 | helhl bl 2nhlog(1/h)

ce qui acheve la démonstration de la partie « borne inférieure ».

En combinant la proposition3.2.2/au résultat (3.33), la démonstration du Théoreme
3.2.1 est immédiate. Le résultat est donc établi pour une fonction 1), définie sur IR¢,
mesurable, a valeur réelle, uniformément bornée et telle que o (1)) > 0, fixée.

3.2.2 Démonstration du théoréme 3.1.3 dans le cas général

Seule la partie « borne supérieure » est a traiter. On déduit de ce qui précede que, pour
toute sous-classe de fonctions finie G C F, on a, avec probabilité un,

su su Wn(x,
limsup sup Pyeg SWPacr| W w)ygsupa(w). (3.91)

n—00 helhl,,hll] 2nh?log(1/h9) veg

Il reste & montrer comment étendre le résultat (3.91) a la classe F entiere. Cette extension
est obtenue a partir de la série de lemmes suivants. Posons

Cr:=sup{|lcyllre : 0 € F} et Dy :=sup{||dyl|/~: ¢ € F}.

Remarquons que d’apres 'hypothese (F.II1), la classe F posséde une fonction enveloppe
W uniformément bornée, ott W(z) > sup,cx1(z), z € RY.

Lemme 3.2.3. Pour tout € > 0, il existe une sous-classe finie G. C F telle que, pour tout
Y € F, apcr,

1 X—x
win s E[{cs(@)6(2) + dy(@) ~ cs(@)6(2) — dglw) 'K (55 )| < 2. (392)

zel
Démonstration. Soit J un compact de R?. Pour ¢, € F, x € [ et h € [h],,hl'], on a

TB[{cu(@)0(2) + dy() — col@)8(@) — dy(w)} K (T
< B {eu@)0(Z) + dy(@) - co(@)0(Z) — do(@)} Tix_siznm |16

4
< SE(CrU(Z) + Dr)*Lizgsx-ain/ |1 K] (3.93)

.y / {eo(@)6(Z) + dy (@) — cp(@)$(Z) — dy(e) ) dz,
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ott (J) 1= SUP(g yeraxs fx,2(®,2) | K| oo
Pour traiter le terme (I), remarquons que d’apres l'inégalité d’Holder, on a, pour tout
s> 1,

(1) < 4| K?[|ood® || fx |7 SUII)]P(Z ¢ J|X =)',
S

ol & := sup,c; E[(Cr¥(Z) + Dr)*|X = x] < oo. Sous nos hypotheses de continuité,
et d’apres le lemme de Scheffé, la fonction & — P(Z € -|X = ) est continue de I vers
I’espace de toutes le mesures de probabilité sur les boréliens de IR muni de la topologie de la
convergence faible. Ainsi, 'ensemble {IP(Z € | X = x),x € I} est compact dans cet espace,
ce qui entraine, au vu du théoréeme de Prohorov, qu’il est uniformément tendu. Autrement
dit, pour tout € > 0, il existe un compact J. C R? tel que P(Z € J.[X =x) > 1 —¢/2.
Finalement, on en déduit que, uniformément en x € I, il existe un compact J = J. tel
que,
€

(<3
Pour traiter (II'), nous allons utiliser le fait que F est une classe de fonctions VC. Cela
assure en effet qu’elle est totalement bornée par rapport a dg._, ot ): est la loi uniforme
sur J¢. On en déduit que pour tout § > 0, il existe une sous-classe finie Gy C F pour
laquelle

sup min [ (¥(z) — ¢(z))*dz < 4.
we]-'(ﬁegl Je

Par ailleurs, la relative compacité des classes F¢ et Fp entraine 'existence de sous-classes
finies Gy, G3 C F telles que

sup min ||cy, — col||7 V sup min ||dy — dgl|; < 0.
sup min ley — coll wewegsn w — do||
En combinant les faits

sup [|cyllze < oo et sup | ¥(z)*dz < oo,
YeF YeF JJe

et en choisissant un § > 0 suffisamment petit, il vient

Zgl}qﬁﬁ?@ s;g/s{cmm)wm +dy (@) — (@) 01(Z) — dgy ()} dz < e/ (4n(J.)),

ol le minimum est pris sur G; X G X G3. Pour tout triplet (¢1, ¢2, ¢3) € G1 X Gy X G3 pour
lequel il existe un ¢ € F tel que

ig?/j%(w)‘?(z) +dy(x) — cpy (€)1(Z) — dyy ()} dz < £/ (4n(J2)),

on sélectionne un de ces ¢ € F pour former la classe G.. En appliquant I'inégalité trian-
gulaire, il vient facilement

() <

9

DO ™

ce qui conclut la démonstration du lemme. O
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Soient € > 0 et ng tel que (3.92) soit vrai pour tout n > ng. Pour tout ¢, ¢ € F, on définit,

d?(,¢) = sup sup h*dsup]E[{cw(:B)w(Z)—i—dw(m)
n>no he[hl, ,hl!] el

—col@)0(2) — dy(@) PR (0]

Lemme 3.2.4. Sous les hypothéses du théoreme|3.1.5, il existe une constante universelle
A telle que, presque strement,

. SUD g2 (y,6)<e SUPzer [Wan (T, ¥) — Wi n(z, 9)|
limsup sup

< AD:(v)y/e. 3.94
n—oo  he[hl,,h!] nhdlog(1/h?) 1) ( )

Démonstration. Considérons les classes de fonctions

F(e,h) := {Nwhyp — Nawne : A2, ) < e,z € I}, pour h € [k, hl],

ou les fonctions 1y p,» sont définies en (3.35). Pour tout entier £ > 1, on pose nj = 2% En
posant
SUPg2 (3, 6)<e SWPzer Wi n (T, ¥) — Wi n(, 0)]

Qr = max sup )
ng_1<nng helh!, bl 2nhd IOg(l/hd)

il vient

||n1/2Tn”f-‘(57h)
Qr = max sup .
nk-1<n<nk pepr pr] A/ 2nh® log(1/h)

Considérons, comme précédemment, la discrétisation suivante de l'intervalle [h;, ,hy ]
D [hl, k], pour ng_1 < n < ng.

n»''n

hl Rk ::h”

Nk, Nk—1
ot =AML U=0. Ry —1, (3.95)

ou Ry, vérifie la condition

log(hy, ,/hn,)
= | —"C 1. .
k L log(A) J + (3-96)
Posons alors, pour tout [ > 0,
Fi1(€) = {Nahy — Napg W, ¢) <e, @ € LLh e [h, 1 bl 111} (3.97)

Au vu la définition des classes sz—k,l(@, on a, apcr, pour toute fonction v € ﬁk,l(t?),
h=War(v(X, Z)) < d*(¢), ¢). (3.98)
Ainsi, d’apres (3.97) et (3.98)), en posant
&,%7175 :=sup{Var(v(X,Z)) :v € ]:"k,l(a‘)},
on a &,%M < )\dleh;;ik.
Par ailleurs, pour toute fonction v € Fy(e), on a |lv]| < My (ot My est défini en (3.46)).

On peut, de plus, montrer que chaque classe Fii(e) est séparable point par point et
telle que Fy (e) C G, ot G est une classe de fonctions vérifiant la condition [£] (pour
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ce faire, on utilise les mémes arguments que ceux utilisés pour établir que G’ était VC,
ainsi que la propriété VC de F; voir, par exemple, la démonstration du lemme 5 dans
Einmahl et Mason (2000)). Nous sommes donc sous les conditions d’application du fait
3.4.3, avec 7 = Ve et p = 74/1/As. D’aprés celui-ci, on a, avec comme d’habitude
Ni = {ng_1+1,...,n}, et en reprenant la méthodologie menant a (3.60),

2l o
P.p, = ]P[ max > VeAd (1 + \/1/A2)D1(V)}
tnsne fonhid log(1/hd )
d
< Al
Ainsi
2l 2, o)

P., = ]P[ max  max > VEAdl(1+\/1/A2)D1(V):|
0<I<Ry—11<n<ny \/anh log(l/hnkl)

Ri—1
< 4 Z hnkl
4 nd
< 2\ — 1 Mk-1?

ce qui conduit au résultat du lemme [3.2.4, via le lemme de Borel-Cantelli. O

En combinant les lemmes 3.2.3 et 3.2.4' au résultat (3.91), on obtient 'uniformité sur la
classe F, ce qui conclut la démonstration du théoreme [3.1.3/ dans le cas général .

3.3 Démonstration du corollaire 3.1.3

Dans cette partie, on montre comment les résultats obtenus sur le processus W, (x, )
se transposent aux estimateurs non paramétriques fonctionnels de la régression (pour les
estimateurs de la densité, la démonstration est directe et omise). La démonstration est
quasiment identique & celles présentées par Einmahl et Mason' (2000) et Deheuvels et
Mason/ (2004). Nous la rappelons cependant compte tenu de son intérét. Pour ce faire,
on utilise les définitions (3.11), (3.12), (3.15) et (3.16) de fx.n(x,h), ryn(x, h), fx(x,h)
et 7y(x,h). En prenant cy(x) = 1/fx(x) et dy(x) = —my(x)/fx(x) dans la définition
(3.20) de W, (x, 7)), on a la relation suivante, pour tout h > 0,

rgm(@,h)  Fy(@h)  ry(@){fxn(@ ) = fx (@, h)}
W (2, ) = nh? — - ’ . 3.99
@) = R o) Fx(@)? Joo6o
Lemme 3.3.1. Sous les hypothéses du théoréemel3.1.5, on a, presque surement,

E,:= sup supsup ‘
helhl, | peF zel \/nhd log (1/h4)

—nhd<m¢.n(m,h) vin(®, 1) )) — o(1). (3.100)

’ fX n(d: h

Démonstration. Appliquons le théoreme 3.1.3 avec cy(x) = 1 et dy(x) = 0, puis avec
cyp(x) =0 et dy(x) = 1 (remarquons que les classes F¢ et Fp associées vérifient triviale-
ment la condition de relative compacité par rapport a la topologie engendrée par la norme
uniforme sur /¢). On obtient,
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~ SUDpe[n ,n] SUPyeF SUPger \/nhd[log(l/hd)]fl|7"¢;n(ma h)—=ry(z,h)| = O(1) ps.
et _
— SUPpepp pr SUPzer v/ helog(1/h)] = fx(x, h) — fx(x,h)| = O(1) p.s. .
De plus, d’apres le fait 13.4.2,
— SUPpe[n!, ,h1] SUPyeF SUPger [ry(x) — Ty (e, h)| = o(1) ps.
et _
— SUDpe[ns ,h!] SUPzer |fx(x) — fx(z,h)| =o(1) ps. .

Le résultat du lemme 3.3.1] est alors immédiat, au vu de la condition (F.IV). O

En combinant le lemme [3.3.1/ et le théoreme [3.1.3), le corollaire [3.1.3 est immédiat.

3.4 Appendice

3.4.1 Classes de fonctions séparables point par point

Nous rappelons ici la définition des classes de fonctions séparables point par point (cf.
p.110 dans van der Vaart et Wellner! (1996))).

Définition. Soit G une classe de fonctions définies sur un ensemble X. Soit G; un sous-
ensemble dénombrable de G. Si, pour tout g € G, il existe une suite {gm}m>1 € G1 telle
que gm(z) — g(x) lorsque n — oo, pour tout x € X, alors G est séparable point par point.

3.4.2 Faits importants

Nous présentons dans cette section les résultats techniques dont nous avons fait usage dans
ce chapitre. Les démonstrations sont omises.

Fait 3.4.1. (Inégalité maximale de Bernstein). Soit Uy, ..., U, des variables indépendantes
de moyenne nulle et de variance aj2 = Var(U;j) < o0, j =1,...,n. Supposons de plus qu’il
existe une constante 0 < M < oo telle que pour tout 1 < j < n,|U;| < M. Alors, pour
tout x > 0, on a

k

1132
]P< ma U > x) <exp| — . 3.101
ISkSXnJ.; =) Xp( 2" 02+ 2Mt (3.101)

Le résultat suivant est une version améliorée du lemme de Bochner. Sa démonstration
figure dans Einmahl et Mason (2005).

Fait 3.4.2. Soit I un pavé compact de R%, d > 1. Supposons que H est une famille
uniformément bornée et équicontinue de fonctions ¢ définies sur 1, l'a-voisinage de I,
et a valeur réelle. Supposons que K est un noyau & support dans [—1/2,1/2]¢ tel que

K(u)du = 1.
R4

Alors on a, pour toute suite de constantes positives b, — 0,

sup sup H(p*Kh—goHIHO,
pEH 0<h<by,

o # Ky(x) = bt / ) K(mT_t>cp(t)dt.

R
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Le fait suivant a été présenté par Varron (2006) (voir également Mason! (2004)).
Fait 3.4.3. Soit F une classe de fonctions séparable point par point vérifiant

sup Var (f(Z)) < 72h,
fer

avec T,h > 0. Supposons qu’il existe M,C,v > 0 tels que, pour tout 0 < € < 1,

N(e, F) < Ce™”, (3.102)
sup  |f(z)| < M. (3.103)
feF,zeR

Sélectionnons p > 0 arbitrairement. Alors il existe une constante universelle Ay > 0 et un
paramétre D1(v) > 0 dépendant seulement de v tels que, si h > 0 vérifie

AMv+1 Mp nh
Ky :=m —— ¢ = \[ Tool175) 104
1 ax{ - 2 } log(1/h)’ (3.104)

, 1
Ky = mln{TQM,T2} > h, (3.105)

alors on a, avec T, (g) = Z?:l {9(Z;) —E(9(Z))}, g € F,

P( sup [ Tn()ll7 > (7 + p) Dy nhlog(l/h>)s4exp(A2<ﬁ>2log<1/h>). (3.106)

1<m<n

Ci-dessous, nous présentons les deux résultats qui, combinés, conduisent directement au
fait [3.4.3| ci-dessus (voir un exemple de démonstration dans Mason/ (2004)).

Soit €1, ...,&, une suite de variables i.i.d. de Rademacher, indépendantes de X1,..., X .

L’inégalité suivante a été établie par Talagrand| (1994)).

Fait 3.4.4. Soit G une classe séparable point par point de fonctions définies sur R et a
valeurs réelles vérifiant, pour une constante 0 < My < oo,

sup [|gl| < Mo.
geg

Alors pour tout t > 0 il existe des constantes universelles Ay, As > 0 telles que,

P s el > (1B 3], < 2 (~22) o (- 22
=1

1<m<

ol 0g = sup g Var(g(X)).
Le fait suivant est di a Einmahl et Mason/ (2000).

Fait 3.4.5. Soit G une classe séparable point par point de fonctions définies sur R?, a
valeurs réelles et bornées. Soit G la fonction enveloppe de G. Supposons qu’il existe des
constantes 3, v, Co > 1, 0 < 1/(8Cy) telles que les conditions (A.1, (A.2),(A.3) et (A.4)
ci-dessous sont satisfaites :



82 L.L.U. pour les estimateurs non paramétriques a noyau.

(A1) E[G*(X)] < B%;
(A2) N(e,G) <Che ", 0<e<l1y;

(A3) of :=sup E[¢*(X)] < 0%,
geg

(A.4) sup lgll < 2\/—\/n02/10g (BV1/o).

Alors il existe une constante universelle Az > 0 telle que

n
]EH Zsig(X
i=1

) o < Ag\/l/na2 log(BV1/0).

(3.107)



Chapitre 4

Lois du logarithme uniformes pour
un estimateur non paramétrique
de la régression en données
censurées

Avant-propos. L’objet de ce chapitre est de développer et de généraliser les résultats de
Viallon (2006b).

Résumé. Dans ce chapitre, nous allons appliquer les résultats du chapitre 3 précédent
au cas des données censurées. En particulier, nous établissons, a ’aide de ces méthodes, le
comportement asymptotique d’un estimateur de la régression, de type « Inverse Probability
of Censoring Weighted estimator »[I.P.C.W.], introduit par Kohler et all (2002).

Aparté. L’erratum joint a la version papier relative & ce manuscrit a été « pris en compte »
dans cette version pdf. Les erreurs de notation ont ainsi été corrigées, et I’hypothese
d’existence de la densité de la loi de censure ajoutée.

4.1 Introduction

Dans un premier temps, nous rappelons les notations nécessaires, relatives au cas des
données censurées, et que nous avons, en grande partie, introduites dans le chapitre 1
d’introduction. Nous supposerons que 1’échantillon de base (non observé directement) est
constitué de copies indépendantes (Y;, C;, X;), i = 1,2,..., du vecteur aléatoire (Y, C, X)
a valeur dans R xR xIR?. Ici, Y désigne la variable d’intérét, C la variable de censure, et X
un vecteur de variables concomitantes, dont le lien avec Y est a étudier. Nous travaillerons
avec 1"échantillon observé

Dyp ={(Zi,6:, X4),i=1,...,n}, (4.1)

pourn > 1,ou Z; = Y; AC; et §; = ]I{yigci}, g désignant, comme d’habitude, la fonction
indicatrice de E. Soit alors, pour —oo < t < oo, F(t) = P(Y < t), G(t) = P(C <
t) et H(t) = IP(Z < t), les versions continues a droite des fonctions de répartition de
Y, C et Z. Nous supposerons dans ce chapitre que la variable C' a une densité fo par
rapport a la mesure de Lebesgue sur R. Par ailleurs, on notera, pour toute fonction de
répartition L continue a droite, Ty, = sup{t : L(t) < 1}, le point supérieur de la distribution
correspondante.
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Comme dans le chapitre précédent, nous considérons un ensemble (une « classe ») F de
fonctions mesurables, définies cette fois sur IR et a valeur réelle. La classe F sera supposée,
« séparable point par point » (voir appendice du chapitre 3, et les développements p.110
de van der Vaart et Wellner (1996)), et de type « VC subgraph class » (voir I'annexe
du présent mémoire, et le §2.6.2 de van der Vaart et Wellner (1996))). Etant donnée une
fonction @ € F, nous nous intéressons, dans ce chapitre, a ’espérance conditionnelle de
¥ (Y) sachant que X = x, soit

my(x) =Ey(Y) | X =), (4.2)

si tant est que cette fonction existe. Plus explicitement, nous nous intéressons a la fonction
de régression de (YY), évaluée, conditionnellement & X = x, dans le cas ou la variable
Y est censurée a droite par la variable aléatoire (de censure) C. Comme mentionné par
Beran/ (1981) et Dabrowskal (1987), le probleme de I'estimation de la fonction de répartition
conditionnelle de Y, sachant X = x, tout comme celui de la fonction de régression my,
sachant X = x, ne peut étre réalisé sans hypotheses complémentaires sur (Z, 6, X). Il s’agit
d’un probleme d’identifiabilité. Pour permettre ces opérations, on travaille, généralement,
sous I’hypothese d’indépendance conditionnelle entre Y et C, sachant X. Nous ferons
donc, par la suite, cette hypothese.

Dans ce chapitre, nous supposerons, en sus de I’hypothese précédente, que les variables
aléatoires X et C' sont mutuellement indépendantes. La combinaison de ces deux hy-
potheses (a savoir, X et C sont conditionnellement indépendantes, sachant X, et X et C
sont mutuellement indépendantes) se trouve étre équivalente a la condition :

(Z) C et (Y, X) sont mutuellement indépendantes.

L’hypothese (Z) est conforme a 'intuition dans la plupart des cas rencontrés en pratique,
notamment en épidémiologie, ou la censure est généralement fixée par la date de la fin
d’étude. Dans ce cas, la censure est, tout naturellement, indépendante des caractéristiques
X de l'individu, et 'hypothese (Z) est alors satisfaite, des lors que I'indépendance condi-
tionnelle de Y et C sachant X a bien lieu.

Remarque 4.1.1. (i) La condition (Z) est plus forte que celle communément utilisée
dans les travauz concernant la régression censurée. Par exemple, Beran (1981) a travaillé
sous Uhypotheése d’indépendance conditionnelle de Y et C' sachant X pour construire (et
établir des propriétés de) un estimateur de la fonction de répartition conditionnelle (voir
aussi \Dabrowska (1989) et |Deheuvels et Derzkao (2006)). Cependant, U'hypothése (Z) se
trouve étre essentielle lorsqu’on utilise les estimateurs de la régression censurée proposés
par Carbonez et all (1995). Elle conduit au résultat suivant. Introduisons une fonction Wy,
définie dans R? et & valeur dans R. On pose

H{yﬁc}w(y Ac)

Vulye) = 1-G(yAc)

Alors, sous Uhypothese (), on a
my,(x) = By (Y,0)X =)
{H{Y<C}w ‘ X — ZD}

I
3!

- E E(Tjy<cyX.Y)| X =}

? Q@

Il
3
<
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Cette propriété jouera un role essentiel dans la démonstration de nos résultats, énoncés
dans la suite de ce chapitre.

(i1) L’hypothese (I) peut étre légérement affaiblie, en I’hypothése (I') ci-dessous.

(Z')  (a) Y et C sont indépendants ;
b)) PY<C|YV,X)=PY <C|Y).

Ces conditions sont, notamment, utilisées par|Stute (1999) et Delecroiz et al. (2006).

Dans la littérature scientifique, plusieurs estimateurs non paramétriques ont été proposés
pour évaluer my, dans un contexte de données censurées. Dans le cas ou ¢ = T g,
pour un t € R, Beran (1981) a proposé une variante de l'estimateur de Kaplan-Meier
parfois appelé estimateur de Kaplan-Meier local, ou conditionnel. Certaines propriétés
asymptotiques de cet estimateur ont été étudiées parDabrowskal (1987), Dabrowska (1989),
Dabrowska (1995), Deheuvels et Derzko (2006) et Deheuvels et Masonl (2006). D’autres
auteurs, comme Fan et Gijbels| (1994), ont eux proposé des estimateurs issus de la catégorie
dite de « synthetic data ». En particulier, ils obtiennent une version conditionnelle d’un
estimateur rentrant dans la catégorie connue sous le nom de « Self Consistent Estimators »
(SCE). Cette derniere catégorie d’estimateurs a été introduite par Efron (1967). Notons
qu’en l'absence de covariables, les estimateurs de Kaplan-Meier et les SCE coincident
(voir la discussion au chapitre introductif de ce mémoire). Cependant, en présence de
covariables, les liens existant entre les estimateurs de Beran (1981) et de Fan et Gijbels
(1994) n’ont, & notre connaissance, pas été étudiés. Dans ce chapitre, nous allons étudier
un troisieme estimateur, du type connu sous le nom de « Inverse Probability of Censoring
Weighted estimator »[IPCW] (voir, sur ce point, van der Laan et Robins (2002)). 11 s’agit
d’une généralisation de I'estimateur de|Carbonez et al. (1995), introduite par Kohler et al.
(2002). De par sa forme, cet estimateur est tres simple a décrire. Il a donné lieu, dans
la littérature scientifique récente, & de nombreux travaux, tels ceux de |OQuld-Said et Cai
(2005), Kohler et all (2006), Brunel et Comtel (2006a), Brunel et Comtel (2006b), ainsi que
Delecroix et al. (2006). De plus, son utilisation pratique, tout comme sa généralisation au
cas du modele additif, est simple et naturelle. On consultera a ce sujet Brunel et Comte
(2006Dh), ainsi que le chapitres 5 du présent mémoire.

Apres avoir rappelé la définition de cet estimateur, nous établissons ci-dessous des lois
du logarithme décrivant sa vitesse de convergence uniforme presque sire. Ces lois sont
tres semblables a celles que nous avons établies au chapitre 3 précédent, dans le cadre
non censuré. Nous déduisons de ces lois du logarithme la vitesse de convergence uniforme
presque sure d’estimateurs non paramétriques de la fonction de répartition conditionnelle
en données censurées. Ces résultats sont analogues a ceux obtenus par Deheuvels et Mason
(2006) et Deheuvels et Derzko (2006) pour des estimateurs voisins de ceux de Beran
(1981). Poursuivant les idées de [Deheuvels et Mason (2004), nous construisons, a 'aide
de ces résultats, des bandes de confiance asymptotiques simultanées presque sires pour la
fonction de régression définie en (4.2)).

4.2 Définition de I’estimateur
A Tinstar des estimateurs I PCW, l'estimateur de Carbonez et al.! (1995) repose sur 1'ob-

servation suivante. Soit £ : R x R? — IR, une fonction mesurable. Supposons que 1’on
souhaite estimer E({(Y, X)) & partir de 'échantillon D,, (voir (4.1)). Sous I'hypothese
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d’indépendance (Z), un estimateur sans biais de cette quantité est donné par
~ 0il(Z; 7X
E(((Y,X)) =n"" Z :

En effet, sous ’hypothese (Z), en utilisant des arguments classiques de conditionnement,
il vient

" 502 X, Ty <oy 0(Z, X)
E{;;(ZKEZG()Z())}_E{ {Yf—C}G(Z) }
:]E{f(—y’c)(%

= B, X).

E []I{YSC} ‘X, Y} }

En pratique, G est inconnue. On ne peut donc pas utiliser ’estimateur tel quel, et il est
alors logique de remplacer G dans ces formules par un estimateur de cette méme quantité.
Pour cela, il est commode de rappeler les définitions des estimateurs de Kaplan-Meier de
F et G données dans le chapitre 2. Pour tout y € IR, on pose

1:2;<y
1<i<n
No(Z) - 1 s, (4.4)
o -1- 1 (U250
i2;<y Na(Zi)
1<i<n
ot Np(z) = Y1t Tyz,>, et avec les convent1ons [[o = 1 et 0° = 1. Un estimateur
0il(Z;, X ;
possible de IE/(Y, X) est alors donné par - ; ( Gj*, 7z ))

Une autre justification de ce choix provient du résultat suivant,

n

M = nZ; 1-Gi(Z) nz_; 1-Gx(Zi)

@ /OO F*(t)dt (4.5)
0

TR
- / Fx(t)dt,
0

ot (1) vient de I'observation de Susarla et al. (1984) selon laquelle &;[n(1 — G%(Z;))] 7!
correspond au saut de I'estimateur de Kaplan-Meier F)y de F' en Z; (pour une justification
de ce résultat, voir I'appendice de ce chapitre). Cette observation nous permet d’ailleurs
de réécrire l'estimateur de Kaplan-Meier F)f(y) de F(y) sous la forme

* _ l . 5i][{Zi§y} .
Fry) = ngil—c:g(z,») (4.6)

A partir de (4.3)), (4.4), (4.5) et (4.6), Carbonez et al.| (1995) ont construit un estimateur de
la fonction de régression en données censurées de type histogramme. Nous ne revenons pas
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sur cet estimateur mais plutot sur I'un de ceux proposés par Kohler et al. (2002) basé sur
des noyaux (dans leur article sont aussi proposés des estimateurs spline et des estimateurs
de type moindre carrés pénalisés, qui pourraient étre traités par une méthode similaire a
celle exposée dans ce chapitre). Pour un choix de fenétre h > 0 approprié, I’expression de
I’estimateur considéré ici est :

- 8:0(Z;
U Z _lé(z(;i), (4.7)

avec la fonction de poids wy, p, () définie comme suit,
€r — Xl
K
()
n
Wn,hi(®) = x(*=%i
(%5

1/n, sinon,

. n x— X _
Y Zj:1K<hJ> 70 (4.8)

K étant un noyau, i.e. une fonction mesurable a valeur réelle et d’intégrale un, défini sur
R,
Remarquons que le choix ¢ = ¢y := I(_ g, t € R, permet de traiter le cas de la fonction
de répartition conditionnelle. Nous pouvons définir ’estimateur de cette quantité suivant,
pour « € R?,

altl) anhz Oilzsy (19)

1—-Gr(Z)

Remarque 4.2.1. En ['absence de covamables, Uestimateur de Kaplan-Meier est égal a
une transformation simple de 'estimateur de Carbonez (et aussi de Kohler). Cependant,
dans le cas qui nous intéresse plus particulierement dans ce chapitre ou certains facteurs
influent sur la variable d’intérét, lestimateur de Kaplan-Meier local et l’estimateur de

Carbonez sont différents (voir Carbonez et _al.l (1995) pour un exposé complet sur ces
différences).

En vue de I'obtention de nos résultats, nous travaillerons sous I’hypothese (A) ci-dessous.

(A F={¢:=l_,¢1 € F1}, ot 7 < Ty et Fi est une classe de fonctions mesu-
rables, définies sur IR, a valeur dans IR, séparable point par point et de type VC.

Une alternative a cette hypothese est de supposer 'existence d’un réel T" tel que P(0 <
Y<T)=1,PY =T)>0et IP(C >T) >0 (voir la condition (A.3) dans Kohler et al.
(2006), et la définition de la quantité Yr =Y AT dans Brunel et Comte (2006b))).

Dans le §4.3 qui suit, nous présentons nos hypotheéses de travail et nos résultats princi-
paux. Dans le §4.4) nous montrons comment ces résultats peuvent conduire a ’obtention
de bandes de confiance simultanées presque stres asymptotiques. Le §4.5/ est, quant a lui,
consacré aux démonstrations de nos résultats. Enfin, en annexe, nous présentons une justi-
fication de ’écriture additive de 'estimateur de Kaplan-Meier, ainsi que la. démonstration
d’un fait technique, qui sera utilisé pour ’obtention des bandes de confiance.

4.3 Reésultats principaux

4.3.1 Notations et hypothéses supplémentaires

Commencons par préciser les hypotheses additionnelles qui seront utilisées par la suite.
Ces hypotheses sont essentiellement identiques a celles faites dans le chapitre précédent,
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et sont rappelées ici par commodité.
Soit I une boule de R?® d’intérieur non vide. On supposera qu’il existe un « > 0 tel que
(X,Y) ait une densité jointe fx y par rapport a la mesure de Lebesgue sur I¢ x R, avec

%= {a: e RY: inf ||& — y||ga < a}.
yel

Dans cette formule, ||-||ga désigne la norme euclidienne classique sur IR?. En notant fx la
densité marginale de X sur /%, on supposera vérifiées les conditions de régularité suivantes.

(F.I) Pour tout x € I, lim  fxy(z',y) = fxy(x,y) pour presque tout y € R.

x —xyx’ el
(F.II) fx est continue et strictement positive sur I¢.

(F.III) F est bornée (au sens que la classe F possede une fonction enveloppe ¥ unifor-
mément bornée, et mesurable, telle que ¥(y) > supyer ¥ (y), y € R).

Introduisons, par ailleurs, la famille de fonctions

M= {my/fx, € F}. (4.10)
Dans les théoremes qui suivent, concernant les estimateurs de la fonction de régression,
nous ferons usage de I’hypothese suivante.

(F.IV) L’ensemble de fonctions M est relativement compact, pour la topologie engendrée
par la norme uniforme sur <.

Remarquons que I'hypothese (F.1V') est notamment vérifiée lorsque F1 = {T(_ 4, € R}
(voir pp. 6-7 dans Einmahl et Mason (2000)). Cette propriété nous permettra de décrire,
sans difficulté, par la suite, comme conséquence de résultats généraux, la convergence
uniforme en ¢t € R de l'estimateur de la fonction de répartition conditionnelle F(t]-) =
PY <t|).

Intéressons-nous maintenant aux conditions qui seront imposées sur le noyau K. Soit

K :={K(\(-—2)),z € R}, X > 0}.
(KI) (i) limpgo fye (K(2) — K(z +u))’de = 0.
(i) limy_i fpa (K(O2) — K(2)) dz = 0.
(I/(\I/I) (i) Il existe un 0 < k < oo tel que K(s) = 0, pour [s| > 5.
(77) 1l existe une constante Ck telle que sup,cga | K ()| < Ck.
(7i1) K est positif.
(K.III) (i) 3C>0,0>0,V0<e<1,N(,K)<Ce™.
(7i) K est séparable point par point.

Ici, et par la suite, on note |s| = max;<;<q4|sj| pour tout s € R%. De plus,
N(e,K) := sup {N(e, KC, Lo(P)), P mesure de probabilité}, (4.11)

représente le nombre de recouvrement uniforme de IC, relatif & e > 0, et a la classe de
normes {Ls(P)}. Dans (4.11), P varie dans I’ensemble des mesures de probabilité sur R?.
Nous renvoyons a la définition [A.1] de I'annexe du présent mémoire, pour une définition
précise du nombre de recouvrement d’un espace métrique.
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Les hypotheses (K.I)—(I/(.\I/I)—(K.III) imposent que la quantité [p, K (t)dt soit finie, mais
permettent a celle-ci de prendre la valeur 0. Pour éviter les difficultés inhérentes a ce cas,
nous supposerons, par la suite, que K satisfait la condition additionnelle

(KIV)  [ga K(t)dt = 1.

Dans le présent chapitre, nous supposons que la fenétre h est telle que h € [h],hl ].
Ici, {h],}n>1 et {h}n>1 désignent deux suites de constantes réelless positives vérifiant
les conditions (H.I-II-I11I) ci-dessous. Celles-ci sont exprimées en fonction d’une suite
générique, {hy, }n>1, de réels positifs.

(HI) hpl0,0<h, <1, etnhd]oo;
(H.II) nhl/logn — oo lorsque n — oo

(H.IIT) log(1/hy)/loglogn — oo lorsque n — oc.

Remarque 4.3.1. Sur les hypothéses concernant la loi de (Y,C, X)

(1) Une des hypotheses nécessaires a la consistance de l'estimateur de Kaplan-Meier local
est que P[Y > t|X = x| > 0 = P[C > t|X = x] > 0. Dans le cas de l'estimateur de
Kohler et al., ’hypothése devient P[Y > t| > 0 = IP[C > t] > 0. Ainsi, l’hypothése dans
le cas de lestimateur de Kaplan-Meier local est que le processus de censure soit “locally
fair”, alors que pour l’estimateur de Kohler, il suffit que ce processus soit “globally fair”
(ict, on a comme condition G(1) > 0, ce qui, au vu du fait que T < T, est toujours vérifié;
c¢’est pourquoi l'hypothése de ”global fairness” n’apparait pas clairement dans notre étude).
En ce sens, l'estimateur étudié dans ce chapitre requiert des hypotheses moins fortes que
celles imposées par la procédure de|Beran (1981).

(13)  D’autre part, il est bon de rappeler que la condition (Z) d’indépendance entre (X,Y)
et C, imposée ici, est plus forte que Uhypothése classique d’indépendance conditionnelle
entre Y et C' sachant X . Cependant, ces deux hypothéses coincident si IP[C > t| X = ]
ne dépend pas de X (i.e. si X et C' sont indépendants).

Dans la suite, comme dans Deheuvels et Masonl (2004), nous ferons usage d’une fonction
auxiliaire {©(x) : € I}, supposée continue et strictement positive sur /. Nous supposons
également disposer d’un estimateur de cette fonction, noté {©,(x) : © € I}, pour n =

1,2,.... On suppose que cet estimateur converge vers ©(-) sur I, au sens que, presque
stirement,
On(x
(0.1) lim sup ) n(@) _ 1‘ = 0.
n—= ger | O(x)

On introduit maintenant la quantité Gi(x) qui va remplacer la variance conditionnelle
Ui(m) de (YY) sachant que X = « (ai(a:) = Var(¢(Y) | X = x), voir (3.8) dans le
chapitre 3). Il est & noter que cette quantité est supérieure a 0'5) (x), cette « inflation de
variance » étant due au phénomene de censure. Comme G est supposée continue, cette
fonction de € I est définie, sous les conditions (F.I-1I-I11) et (A), par

2
52 (x) :E(% | X :m) —m2 (). (4.12)



90 L.L.U. pour un estimateur de la régression en données censurées.

Soit une constante positive h > 0. On rappelle la définition de ]Em¢;n, introduite dans le
E{v()K (%

chapitre précédent.
B K( )}

P(Y)), pour E fx.n(x;h) =0,

]Em¢;n(x; h) = » pour ]EfX;n(mQ h) #0, (4'13)

avec, comme en (3.11)),

Fxn(®;h) = nhdz ( ) (4.14)

Enfin, on introduit on introduit la version de ]/E\)mwm(:c; h) correspondant au cas ou F =
{I[(—oo,t] 1t < TH},

X

]E{]I{Yﬁt}K(w _h >}, pour E fx.n(z;h) # 0

Fy(t|z) = ]E{K(ag;X)} R ’ (4.15)

]E(]I{Ygt}) = F(t), pour ]Eme(a:; h) =0.

4.3.2 Résultats

Nous pouvons maintenant présenter nos résultats. Les démonstrations détaillées de ces
derniers sont établies au §4.5.

Théoréme 4.3.1. Soit {h] }n>1 et {hl'}n>1 deux suites de constantes positives vérifiant
les hypothéses (H.I-IT-I1T) avec 0 < hl, < h!! < 1. Sous les hypothéses (A), (I), (F.I-1I-

I11-1V), (K.I), (I/(\I/I), (K.III-1V) et (©.1), on a, presque stirement,

i Vnhd + @n(w){m:m?h(m) — By (; h)}
im sup supsup
=00 pehl, bl YEF el Vv 2log(1/h%)

02 (z) supyer 52 () )
_ 2 %
‘{mKwﬁﬁ? Fx(@) |

Corollaire 4.3.1. Soit {h},}n,>1 et {h!}n>1 deux suites de constantes positives vérifiant
les hypothéses (H.I-I1-I1T) avec 0 < hl, < h!! < 1. Sous les hypothéses (I), (F.I-I1I),
(K.I), (K.II), (K.III-IV) et (©.1), on a, presque surement, pour tout 1o < Ty,

(4.16)

Vnhi + 0, () supy<, {ﬁ; (tz) — Fh(t|w)}
lim sup sup = 7

00 helhy, i) el 2log(1/h?)

0%(x) sup<,, o3, () "/*
= K2(t)dt sup t=70 "t .
R zel Ix(x)

(4.17)
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4.4 Applications : construction de bandes de confiance

4.4.1 Résultat nécessaire

Dans ce paragraphe, nous présentons une fagon de construire des bandes de confiance
asymptotiques simultanées presque sires pour la fonction de régression définie en (4.2).
Pour ce faire, nous ferons usage d’une version du théoreme 4.3.1), énoncée dans le théoreme
4.4.1] ci-dessous.

Soit une fenétre H,,, fonction mesurable de x et X1, ..., X,,, et, de ce fait, aléatoire. Afin
d’évaluer le comportement asymptotique de la fenétre H,(x), il est nécessaire de supposer
qu’elle reste proche, au sens de I’hypothese (B.1) ci-dessous, d’une suite de constantes
positives déterministes {h, : n > 1}, vérifiant les conditions (H.I-II-11I). Soient deux
constantes 0 < ¢; < ¢o < 00.

(B.1) c1hy, < infl H,(x) < sup H,(x) < cah,, presque surement lorsque n — oc.
e xcl

Remarquons que I’hypothese (B.1) ci-dessus est la version « presque sire » de ’hypothese
(B.1) de Deheuvels et Mason' (2004).

En vue de I’énoncé du théoreme 4.4.1, on introduit Vy, la mesure de Lebesgue de la boule
I (i.e., le volume de I), et

logy g (u) :=log (9 Y u{ K2(t)dt}>,

R4

ol # > 1 est une constante fixée, dont on donnera un exemple de choix judicieux dans la
suite (cf. §4.4.4). Nous pouvons maintenant présenter, dans le théoréme 4.4.1] ci-dessous,
la version du théoreme 4.3.1 dont nous ferons usage pour obtenir des bandes de confiance
simultanées pour la régression en présence de censure.

Théoreme 4.4.1. Soit {hy,}n>1 une suite de constantes positives vérifiant les hypothéses

(H.I-II-III). Sous les hypothéses (A), (I), (F.I-II-III-IV), (K.I), (K.II), (K.III-IV),
(©.1) et (B.1), on a, presque sirement,

_ nHi(z) + @n(a;){m;nﬂn(m)(m) — By Hn(m))}
lim sup sup
" ver ael /210y k< (Vi/Hi(=))

- 1/2
_ { K2(t)dt sup () supyer 74(@) } (4.18)
R4

xzel fx(l')

Le théoreme 4.4.1se déduit du théoreme 4.3.1, de la méme facon que la premiere partie du
théoreme 1.2 dans Deheuvels et Mason/ (2004) se déduit de leur corollaire 3.2. Les détails
de la démonstration sont donc omis.

Remarque 4.4.1. Un résultat analogue est valable pour la fonction de répartition condi-
tionnelle. Comme précédemment, les hypotheses (F.III-IV) sont alors automatiquement
vérifiées.
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4.4.2 Hypotheses nécessaires supplémentaires

Nous présentons maintenant des conditions suffisantes pour que les termes déterministes de
type biais soient négligeables devant les termes aléatoires de type variance traités par nos
théorémes. Les résultats de ce paragraphe sont connus (voir Deheuvels et. Mason (2004)),
nous les rappelons néanmoins pour faciliter la lecture du présent chapitre.

Nous supposerons que les fonctions fx et fxy vérifient les conditions supplémentaires de
régularité (F.V')(i-i1).

(F.V) (i)  fx est trois fois contintiment différentiable sur I¢.
(i1) fx,y est trois fois contintiment différentiable sur /¢ x IR.
Par ailleurs, on impose la condition suivante au noyau K.
(K.V) (i) Jpawl' .. i K(0)da=0, ji,...,50>0, ji+...4jg=0,.,0—1
(id) [qa [0 | K (0)du < 00, ji,..oyja >0, ji+...+ja="L

Sous ces conditions additionnelles, on montre, au prix de calculs analytiques détaillés dans
l’appendice de ce chapitre (voir (4.51)), que, pour un choix de fenétre H,, déterministe,
sihp = An7% avec 0 < A < oo et 1/(4+4d) < §; < 1, alors le terme déterministe,
de type biais, devient négligeable devant le terme aléatoire, de type variance, au sens ou
les expressions (4.21)) et (4.22) ci-dessous sont vraies (voir Deheuvels et Mason (2004) et
Nadaraya (1989)). Nous rappelons donc que, sous des hypotheses générales de régularité
des fonctions fx et fx y, de tels choix de fenétre h,, et notamment les choix donnés par
h, = Cn~Ytd) ( < C < oo, sont optimaux pour la norme Ly (i.e., ils minimisent les
criteres MISE ou MSE), mais sont sous-optimaux pour la norme L. Au regard de cette
norme, le compromis (trade-off ) biais-variance est obtenu, sous ces mémes hypotheses de
régularité, pour des fenétres du type Cy(log n)1/2n_1/(4+d), 0< (Cy < .

4.4.3 Construction des bandes de confiance

A partir de maintenant, et jusqu’a la fin du présent paragraphe, nous supposerons que la
fenétre H, est déterministe. Le cas, plus général, ou H,, est aléatoire n’est pas traité dans
ce mémoire. Par ailleurs, on considere une fonction 9 € F fixée.

Introduisons I’estimateur suivant de la quantité 5i(w).

"5, (¢(Z;))?
3 (¥(Zi))

2 T Gz (®) = Mi(@), pour frcm(wih) 70
Tl = (4.19)
2

n 1-Gr(Z))? My (®), pour fx.n(a; h) = 0.
=1 nA=

\
Pour construire les bandes de confiance qui suivent, nous nous appuierons, notamment,
sur le résultat du lemme suivant, dont la démonstration est reportée a la fin du présent
chapitre.

Lemme 4.4.1. Supposons que h, = An"%, avec 0 < A < oo et 1/(44+d) < §; < 1.
Soient hl, :El@ et hl! = cahy, avec 0 < ¢1 < ¢g < 00. Sous les hypothéses (F.I-IT-111-
V), (K.I), (K.II), (K.III-IV-V), on a, presque sirement lorsque n — 00,
a2 (z;h
sup sup % — 1] —0. (4.20)
xel he[h!,,h!) U¢(33)
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Le théoreme 4.4.1/et le lemme 4.4. T/ permettent d’exhiber des fonctions (aléatoires) L, (x) =

L,(X1, ..., Xn;x) >0 (voir (4.29) plus bas), telles que
sup =+ (L) Y, 11 () (@) — B (@ Ha(a))} 25 1. (4.21)
wel  NLn(z) e 7

Par ailleurs, sous les hypotheses du lemme 4.4.1, on a (voir (4.51) dans 'appendice, a la
fin de ce chapitre)

ilg + (Lnl(a:)> {]E Maypen (5 Hp () — my () } 23, (4.22)

En supposant que les expressions (4.21) et (4.22)) soient valides, on obtient aisément des
expressions de bandes de confiance asymptotiques simultanées, au sens ou, pour tout ¢ fixé
vérifiant 0 < e < 1, il existe un ng = ng(e) tel que pour tout n > ny,

P (m() € [, 1,11, (0)(@) — (1+ ) Lu(2),
8%, o (@) + (14 €) L ()], Ve € 1) — 1,
P (my (@) € [, 11, () (@) = (1 = ) Lu(@).

M H, () () + (L =€) Ln(@)], Ve € I) = 0.

(4.23)

Lorsque (4.23) sera vérifiée pour tout 0 < € < 1, on dira que 'intervalle

[An(@), Bu(@)] = [M03) 1 11, (@) (®) = Ln(®), M3, 11, (2) (T) + Ln ()] (4.24)

est une bande de confiance simultanée asymptotique optimale (au niveau de confiance
asymptotique de 100% ) pour my(x) sur « € I. Remarquons que cette méthode ne fournit
pas de régions de confiance au sens usuel du terme, puisqu’elles ne sont pas rattachées ici
a un niveau de confiance 1 — « spécifié. Il s’agit plutot d’intervalles de confiance presque
stirs puisque renfermant la vraie valeur avec probabilité un lorsque n — oo.

Intéressons-nous maintenant aux choix des fonctions ©,, et L,. Sous les hypotheses du
lemme 4.4.1, et avec une fonction déterministe H, vérifiant la condition (B.1), on a,
d’apres le lemme 4.4.1] et le théoreme |3.1.2/ du chapitre précédent,

5.2, (x, Hy(x))

xel ‘ E?p(m)

sup - 1‘ ay - 1‘ 25, (4.25)

xel

‘fX;n(f&Hn(iB))
fx(

x)
Ainsi, les choix de
o fx(H())l/2 o fx(@))’
o) — o (x, Hy(x o o) — T 1.96
n(@) {5;?n(w,Hn(w))} b 6@ { ; } ’ (420

conduisent, sous les hypotheses du théoreme 4.4.1, a

nH;(x) } 2 1/2
K (t)dt] .
{ 2logy x (Vi/Hii(z))
(4.27)
De plus, sous les hypotheéses du lemme [4.4.1, avec toujours une fonction déterministe H,

vérifiant la condition (B.1)

sup {0, 11 (@) — B (@ Ho () L[

xel Rd

nH(x -~
532 { gy oy ) B ) —melall =0 429
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Nous renvoyons a ’annexe du présent chapitre pour une démonstration de ce résultat (cf.
(4.51)).
Finalement, au vu de (4.27) et (4.28), et en posant

Ln(x) = {QIOg”’K(VI/Hg(“’)) G yin (@, Hn(@))

1/2 1/2
} X [ KQ(t)dt] ;o (4.29)
Rd

X
on conclut que 'intervalle
[, () () = Ln(®), MY, gy () () + Lin ()] (4.30)

fournit une bande de confiance simultanée asymptotique optimale, au sens précisé plus
haut.

4.4.4 Motivation de I'introduction de V; et log, x - Choix de 0

Comme nous l'avons déja évoqué, 'intérét de ces deux quantités apparait dans le cas
ou 'on considere des échantillons de taille n finie. Elles jouent ainsi un réle important
dans la construction des bandes de confiance présentées dans le paragraphe précédent,
alors que d’un point de vue purement théorique (e.g. pour I’établissement formel des lois
du logarithme telles que celles présentées dans le théoreme [4.3.1), on peut se placer a
I’asymptotique sans plus de précaution, et se passer de ce type de « subtilité ». Cette
partie est largement inspirée des remarques discutées dans I'article de [Deheuvels et Mason
(2004).

Motivation de I'introduction de V; et logy x

Nous commencons par montrer pourquoi, pour des tailles d’échantillon finie, I’expression
logg i (Vi/H(x)) est & préférer & log(1/H(x)) en (4.18). Premitrement, avec {hy }n>1
une suite de constantes positives, le remplacement de K (t) et hy, par, formellement, K (t) =
AK(At) et hy, = Ahy,, dans les expressions de fx;n (T, hy) et My (T, hy), ne modifie pas ces
estimateurs. Or, on remarque que pour A # 1, logef((V[/ hi) = log97K(V1/h§lL), alors que

log(1/h9) + log(1/h%). 11 parait donc légitime de préférer logg x(V1/ hd), cette expression
étant invariante par changement d’échelle au niveau du noyau.

D’autre part, un changement d’échelle dans les données, remplagcant 1’échantillon X, ...,
X, par pX1,...,pXy, p> 0, transforme logiquement V; et hﬁlz en p?Vr et pdhz respecti-
vement. Ceci tend une nouvelle fois & nous faire préférer I'expression (V;/h%) & 'expres-
sion 1/h¢ puisque la premicre est invariante par tout changement d’échelle au niveau des
données.

Choix de 6

On se place dans le cas ou IP(C' > Tr) = 1, i.e., dans le cas non censuré. On rappelle
alors qu’'un estimateur de la fonction de régression de 1(Y') sachant que X = x est donné
dans le chapitre précédent en (3.13). Pour comprendre Uintérét de l'introduction de la
constante 6 et pour en choisir une valeur pertinente, on rappelle que sous les hypothéses
(F.I-II-11I) du chapitre précédent, les conditions h, — 0 et nh, — oo impliquent la
normalité asymptotique de my ., (x, hy) pour tout @ € I, avec I; qui désigne la fonction
identité. Plus précisément, on a (cf. §3.1 dans Hérdlel (1990))

d

2
™ X
(nhi)1/2{m]dm($, hn) — ]Em]dm(m7 hn)} 2 O-Id( )

" fx(x) JRa

N(o K2(t)dt>. (4.31)
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h=0.05 h=0.10

— true c.d.f.
— - estimate of the c.d.f.
confidence bands |-

T -
PN D — true cdf

i ! — - estimate of the c.d.f
) confidence bands
I

0.6

0.4

0.2

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5

h=0.15 h=0.20

— true c.df.
estimate of the c.d.f.
confidence bands

— true c.d.f,
stimate of the c.d.f.
confidence bands

0.8

0.6

0.4

-1.0 -05 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

F1G. 4.1 — Estimation de la c¢. d. f. (IP(6 = 1) ~ 0.55).

A partir de ce résultat, on peut, en supposant que h, a été choisi de telle sorte que
[Em (2, hy) —mr,(x)| = o((nhe)~/2), construire un intervalle de confiance ponctuel de

niveau de confiance asymptotique 95% pour my,(x). Concretement, pour n suffisamment

grand,

IP(mId(w) € [mzdm(w,hn) + (1.96){% » K2(t)dt}1/2D ~95%,  (4.32)

ou ”"~” signifie "approximativement égal”. Au vu de (4.29), on remarque que le choix
6 = 7 assure que {210g97K(u)}1/2 est toujours supérieure a {2log 7}1/2 ~ 1.97. > 1.96.
Ainsi, le choix 6 = 7 assure que l'intervalle de confiance « ponctuel » au niveau 95%,
(4.32), est inclus dans notre bande de confiance simultanée (4.30). Pour plus de détails,
nous renvoyons une nouvelle fois a Deheuvels et Mason! (2004).
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F1G. 4.2 — Estimation de la c. d. f. (IP(6 = 1) ~ 0.55).

4.4.5 Illustration

Dans cette partie, nous présentons, pour illustrer ce qui précede, quelques simulations de
bandes de confiance simultanées, dont la forme est donnée en 4.29)—(4.30). Nous nous
plagons dans le cas ot X = X € R (i.e. d = 1) est tel que X ~ N(0,1). Nous considérons
le choix ¢ = T; <}, et nous fixons 7 = 0.9. Soit alors le modele

E(Liy<;y | X =) =0.25+ 0.5 x cos*(x).

La variable Y est simulée de la facon suivante. A chaque entier 1 < i < n, nous faisons
correspondre une probabilité p; = 0.25 + 0.5 * cos?(x;), ol ; est la valeur observée de la
variable X;. Notons que 0 < p; < 1, pour tout entier 1 < ¢ < n. La quantité Y; est ensuite
tirée comme réalisation d’une variable aléatoire de loi U(7 — p;, 1 + 7 — p;), uniforme sur
(7 —pi, 1L+7—pi), (de telle sorte que P(Y; < 7|X; = z;) = p;, et donc que Ty, <3| X; =
suive une loi de Bernoulli, de parameétre p;).

Afin de mieux rendre compte de l'influence de la censure sur la procédure d’estimation,
nous présentons des résultats obtenus pour différentes lois de censure. Le nombre d’ob-
servations total est, quant a lui, fixé a n = 2000. Pour chacune des simulations, nous
fournissons la vraie valeur de la ” conditional distribution function” (c.d.f.) & estimer (en
trait continu), les estimations obtenues (en tirets), ainsi que les bandes de confiance simul-
tanées correspondantes (en pointillés), et ce, sur U'intervalle [—1,1]. Les fenétres utilisées
H,(x) = h sont déterministes et ne dépendent pas de la position z. De plus, le noyau
sélectionné est le noyau d’Epanechnikov, K (u) = 0.75 % (1 — u?) * Ty, <1}, u € R.

Dans un premier temps, nous considérons le cas ou la variable de censure est telle que
C ~ U(0,2). On observe alors que P(§ = 1) ~ 0.55. Les graphiques de la Figure 4.1
représentent les estimations obtenues pour des fenétres h = 0.05, h = 0.10, h = 0.15 et
h = 0.20. Pour tous ces choix de fenétre, les bandes de confiance simultanées associées
renferment la vraie valeur de la c.d.f. en tout point de I'intervalle [—1, 1], ce qui corrobore
nos résultats théoriques. Dans la Figure 4.2, nous présentons les résultats des simulations
pour h = 0.3 et h = 0.4. Les bandes de confiance ne contiennent alors plus la vraie valeur
de la fonction en tout point. La raison est que le terme de type biais devient trop important
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F1G. 4.3 — Estimation de la c. d. f. (IP(6 = 1) ~ 0.20).

pour des valeurs aussi élevées de h : les estimateurs, comme les bandes de confiance, ne
sont plus satisfaisants. Ceci met en exergue I'importance du choix de h en pratique - a
distance finie en fait. Nos résultats sont certes valables uniformément en h € [h!,, h!'], mais
seulement pour des séquences {h), },>1 et {h!},>1 vérifiant h!, = An~% et h!! = Bn~%,
avec 0 < A,B < ooet 1/(4+d) <d9 <1 <1 tels que 0 < h), <h! < 1. On ne peut donc
évidemment pas choisir h « au hasard ».

Nous avons également effectué des simulations dans le cas ou C' ~ U(0, 1), ce qui corres-
pond, a posteriori a P(6 = 1) ~ 0.20. Les graphiques de la Figure 4.3 représentent les
estimations obtenues pour des fenétres h = 0.05, h = 0.10, h = 0.15 et h = 0.20. La encore,
les bandes de confiance simultanées renferment la vraie valeur de la fonction en tout point
de [—1,1]. Pour des valeurs de h plus grandes, nous sommes bien sir confrontés au méme
type de probléme que précédemment (simulations non fournies).

En conclusion, ces simulations, aussi limitées qu’elles soient, mettent en évidence que nos
bandes de confiance simultanées sont correctes, et peuvent étre utilisées en pratique. Elles
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soulignent aussi le fait que le choix du parametre de lissage reste crucial. Des procédures
de sélection adaptatives existent (voir par exemple le package lokern du logiciel R), et
pourraient étre également utilisées dans le cas de la régression censurée.

4.5 Démonstrations

Nous présentons maintenant les démonstrations de nos principaux résultats.

4.5.1 Démonstration du théoréme 4.3.1

Introduisons la quantité suivante,

wnh anm iwC(J(Z)i)’ (4.33)

qui correspond a la version de T?pr .5, Obtenue lorsque la fonction G est connue.
b b

Le principe de la démonstration du théoreme [4.3.1] va étre d’obtenir son analogue pour
w( n) ,, (proposition 4.5.1/ ci-dessous), puis de montrer que la différence entre ffL;(iL) p et

mw ,, est négligeable sous les conditions du théoreme 4.3.1 (lemme 4.5.1! ci-dessous).

Un résultat utile

Proposition 4.5.1. Soit {h],}n,>1 et {h]}n>1 deux suites de constantes positives vérifiant
les hypothéses (H.I-II-III), avec 0 < hl, < hl! < co. Sous les hypothéses (A), (Z), (F.I-

II-111-1V), (K.I), (I/(\I/I), (K.III-1V) et (©.1), on a, presque strement,

, Vaht £ O,(@){ ), — Bmy(@ih) |
lim sup supsup

=00 pelht bl YEF el V/2log(1/h%)

0 (x)52 () )
= Su 2 su 71/1 .
_werf){ RdK (t)dt a:eI; fX( ) }

(4.34)
Démonstration. Ce résultat est une conséquence directe du théoreme [3.1.1 du chapitre
précédent. En effet, en rappelant la définition de la fonction W, de IR? dans IR, telle que
pour tout (y,c) € R2,

]I{yﬁc}w(y A C)

Wy (y, c) = - GuAro)

il est évident que W, est uniformément bornée, en (y,c) € R? et ¢y € F, puisque F est
uniformément bornée, ¥ (t) = 0 pour tout ¢t > 7 et G(7) < 1. Cette propriété, combinée
au fait que la classe Fi est supposée de type V' assure que la classe de fonctions G :=
{Wy, ¢ € F} vérifie la condition [£] du chapitre 3. De méme, la classe G est clairement
séparable point par point. Par ailleurs, le fait que la classe M" = {IE(¥(Y,C)|X = -),¢ €
F} soit presque stirement relativement compacte par rapport a la topologie uniforme sur
I est quant a lui assurer par (F.IV) et le fait que E(Vy(Y,C)|X = ) = my(x). On
peut donc appliquer le théoréme [3.1.1 avec le changement formel Z ~ (Y, C)7 et ¢ ~ W,
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Comme, sous 'hypothese (Z), on a

X)) {HW 2 (255))
ZE{w T

- <h>}v

le fait que ce soit le terme Em¢n( ;h) qui intervienne dans I’énoncé du résultat de la
proposition 4.5.1 est établi. Enfin, pour j = 1,2, sous (Z), on a

B0V} = {0 Bl s}

1- A
- ol

JE{%(Y, C)K(

(4.35)

E[ly<c| X, Y]}

ce qui justifie 'expression de 53). a

Un lemme d’approximation

Pour achever la démonstration du théoreme|4.3.1, nous allons utiliser le résultat du lemme
d’approximation suivant.

Lemme 4.5.1. Sous les hypothéses du théoréme [4.3.1, on a, presque strement lorsque

n — oo,
I 1
sup  sup sup |m¢71)7 (x) — My, p ()] = O<\/ M). (4.36)
helnl W YeF xel n

n’

Démonstration. On a

~x(1 ~
sup sup |\, (@) — i, ()]

wefhe[hl h//]
zel
1 1

= su W ki —

he[h ph”] Z " )(1 -G(Z;) 1- G;‘L(ZZ)> ‘

- ¥(t) \

< sup W h,i(T sup x sup |G7(t) — G(t)].

e, 2@l G Gy X sup |G - Gt

S

On conclut en rappelant que supycr [[1[| < oo, que le noyau K est supposé positif, que
T < Ty =Tr <Tg, et en utilisant le fait que, d’aprés la loi du logarithme itéré portant
sur G, (voir Foldes et Rejtd (1981) par exemple),

sup G (1) ~ G1)| = of /=),

presque stirement lorsque n — oo. O
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Bilan

En combinant les résultats de la proposition 4.5.1 et du lemme [4.5.1, le résultat du
théoreme [4.3.1 est immédiat en remarquant que, sous les conditions (H.I-II-1II), on
a, uniformément en h € [h],, k'], pour n suffisamment grand,

1
og(1/h) _ logyn
nh n

4.5.2 Démonstration du lemme 4.4.1

La démonstration du lemme 4.4.1] s’obtient par les mémes arguments techniques que la
démonstration du théoreme|4.3.1. Notons cependant que, au vu du théoremel4.3.1, et sous
les hypothéses du lemme [4.4.1 (qui assurent que les termes déterministes de type biais
sont négligeables), on a, presque stirement lorsque n — oo,

sup - sup |y, , p(®) — my(z)| — 0.
YEF helhl, hl]
xzel

On peut alors se contenter de ’étude des quantités suivantes. On introduit, pour toute
fonction mesurable ¢ € F, et, pour tout « € R,

n

52 o S AZ))

Oyn(Ti ) = 2. (- G(Zi))zw"’h’i(w)’ (4.37)
et ~2
7y (x) =7y () + mij (). (4.38)

Un résultat utile
Commencons par établir le résultat suivant.

Proposition 4.5.2. Sous les hypothéses du théoréme |4.53.1, on a, presque surement,

sup sup — 1| —0. (4.39)

x€l helh),,hy) gw(;,g)

Démonstration. En suivant, pas a pas, la démonstration de la proposition [4.5.1, avec le
choix de Wy (y, c) donné par

_ H{yﬁc}wZ (y A C)
A (e )

on aboutit directement au résultat suivant. On a, presque surement lorsque n — oo,

5 (3 1)

Oy (2
sup sup )Af*gi — 1‘ — 0, (4.40)
zel helhl byl Eo ., (x5 h)

avec, pour tout « € I et tout h € [h],hl'],
YY) z—X
~ %2 E{l—G(Y)K( h )
T i (5 h) = g .
B{K(*55)]

(4.41)
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La démonstration de la proposition [4.5.2 se déduit notamment du fait que, sous les hy-
potheses du lemme 4.4.1; les termes déterministes, de type biais, sont négligeables par
rapport aux termes aléatoires (voir (4.51)) en appendice de ce chapitre). O

Pour aboutir a la conclusion du lemme 4.4.1), il suffit de procéder comme dans la demons-
tration du lemme 4.5.1, en faisant usage de la loi du logarithme itéré de |[Foldes et Rejto
(1981).

4.6 Appendice

4.6.1 Justification de I’écriture additive de ’estimateur de Kaplan-Meier

Nous montrons, dans ce qui suit, comment justifier I’écriture additive de l’estimateur
de Kaplan-Meier en I’absence de covariables (écriture qui, rappelons-le, est a la base de
lestimateur de Carbonez). Notons tout d’abord que, sous l’hypothese d’indépendance
entre Y et C, on a la décomposition suivante pour H(y), y € R,

H(y) =1-(1-F(y)(1-G(y)). (4.42)

Pour toute fonction L, on pose L_(z) = lim. g L(xz — €), pour tout z € R, des lors que
cette limite existe. Introduisons les quantités suivantes.

HOW) =P(Z<yi=1)= [(1-G@uro -6, @)
0
et y
HO(y) = P(Z < y.5=0) = / (1 - F()dG(t) = B (y), (4.44)
0

qui vérifient l'identité H(y) = H(l)(y) + H©) (y).
D’aprés (4.44), on a dHO)(t) = (1 — F_(t))dG(t), ou encore,

dHy(t) _dG(t)
I—F0)(1-G ) 1-G-0)
Caen AHO() dG() (4.45)
GO TTHL ) 16
De la méme maniere, au vu de (4.43), il vient
dHM ()  dF(t) (4.46)

1—-H (t) 1-F_(t)

Au vu des relations (2.27) et (2.28) présentées au chapitre 2, il est immédiat que les
estimateurs F} et G}, de F et G respectivement, vérifient les contreparties empiriques de
ces équations différentielles, soit

dF;(t) = (1- F;_(1))
(4.47)
aGH (1) = (1 - F;_(1))
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avec
1 n
= 0liz<ny,
i1
1 n
HO(t) = - ;(1 —0i) Iz, <n), (4.48)

Ha(t) = HO @)+ HO(0) = — 3 Tz2,
=1

Remarque 4.6.1. Dans Deheuvels et Derzko (2006) et | Deheuvels et Mason (2006), le
méme type de propriété est établi pour les versions conditionnelles des estimateurs de
Kaplan-Meier. L’estimateur de Kaplan-Meier « classique », i.e. non conditionnel, étant,
en quelque sorte, un cas particulier de lestimateur de Kaplan-Meier conditionnel, (4.47)
se déduit donc également des résultats de ces auteurs.

D’apres les équations différentielles empiriques (4.47), les sauts de F)y ont lieu aux points
de discontinuité de Hfll)(t), i.e., sur les observations Z; correspondant a des §; = 1. D’autre
part, les sauts de G}, ont lieu aux points Z; correspondant a des J; = 0. On peut donc
écrire :

F* 25]I{Z<t}7TFnz
= (4.49)

Go(t) = Z(l —0) U 7,<ty TG msis
=1

1
n 4
ou les termes mr,, ; et TG, s’interpretent comme des poids. L’observation selon laquelle

TEni = 1/[n(1—Gp(Z;))], est due alSusarla et al.l (1984) (une démonstration complete de
ce résultat figure dans Satten et Dattal (2001)).

4.6.2 Etude du biais des estimateurs a noyau de la régression

Soient {h},}n>1 et {h},>1 deux suites de constantes positives vérifiant les conditions
(H.I-II-II), avec 0 < h], < h!! < oo. Considérons une fonction ®(-), mesurable et telle
que mg(x) = E(®(Y) | X = x) existe, pour tout € I®. Les termes, de type biais,
invoqués dans ce chapitre sont de la forme

Em@;n(m’ h) - m@(x)a (450)

oll, pour tout & € I et tout h € [h],, h!'], les expressions de ma.,(x, h) et ]Em@n(ac, h) sont
respectivement données en (3. b) du chapitre 3 et (4.13).
Soit, pour t € R?, r f]R y) fx,v(t,y)dy. Sous les hypotheses du lemme 4.4.1], on a,
pour tout h € [h], h;fb] et tout « € I,

- X

o ()] = [ [ ewr(T) gy
h R4
h2td 52 ( )

s dt3
2 - 01,07 /RduquK(u)du—i—r(m)_F(g(h )
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De plus, sous ces mémes hypotheses, on a, pour tout h € [h!,, h!'] et tout & € I,

m@(w)E[K(m ;X)}— r(x) = pe me(x) Z W/uiqu(u)du + O(h?+?).

Comme, enfin,

on en déduit facilement que, sous les hypotheses du lemme 4.4.1) il existe une constante
0 < Cp < oo telle que, uniformément en h € [k, h!] et en & € I, on ait, & partir d'un
certain rang n,

h~ 2 {Emg.,(z, h) — me(x)} = Cp + o(1). (4.51)

Ce résultat est suffisant pour montrer que, sous les hypothéses du lemme 4.4.1), les termes
déterministes, de type biais (selon la définition ci-dessus), sont négligeables par rapport
aux termes aléatoires, de type variance, ces derniers ayant été décrits par les théoremes
précédents.

Le résultat (4.51) est notamment suffisant pour établir (4.28).
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Chapitre 5

Convergence uniforme d’un
estimateur de la régression
additive en données censurées.

Avant-propos. Ce chapitre développe le contenu d’une note soumise aux Comptes Rendus
de l’Académie des Sciences (Debbarh et Viallon! (2006c)).

Résumé. Dans ce chapitre, nous nous proposons d’établir la vitesse de convergence
presque sure optimale de l’estimateur d’une fonction de régression additive en données
censurées. Pour construire nos estimateurs, nous utilisons la méthode d’intégration mar-
ginale associée a un estimateur de type IPCW. Ce dernier a été introduit au chapitre 4
du présent mémoire.

5.1 Introduction

Les données censurées interviennent dans de nombreux domaines d’application de la sta-
tistique, notamment en épidémiologie, ou les variables d’intérét rencontrées (par exemple,
I'instant futur ot un patient en observation développe une pathologie) sont, le plus sou-
vent, liées a de multiples facteurs concomitants pouvant étre observés a l'instant initial.
Considérons, par exemple, la construction de scores de risque pour le cancer du sein. Il
s’agit, dans ce cas, d’évaluer la probabilité qu'une femme donnée a de développer cette
pathologie dans un délai spécifié, conditionnellement a un certain nombre de facteurs de
risque observés au départ (typiquement entre 5 et 15). L’estimation des distributions de
survie conditionnelles releve alors d’un besoin logique pour pouvoir controler 1’évolution
de la maladie. Dans ce méme contexte, 'utilisation d’estimateurs non paramétriques se
heurte au probléeme pratique, bien connu, du fiéau de la dimension. En effet, les vitesses
de convergence des estimateurs, habituellement utilisés pour évaluer la distribution de sur-
vie conditionnelle, dépendent fortement, en général, de la dimension des covariables (dans
notre exemple, celle-ci est comprise entre 5 et 15). On consultera a ce sujet Dabrowska
(1989), Deheuvels et Derzkol (2006), et le Corollaire [4.3.1 du chapitre 4 de cette these.

Afin d’apporter des réponses les plus satisfaisantes possibles au probleme du fléau de
la dimension, nous nous plagerons, dans ce qui suit, sous les hypotheses d'un modéle
additif (on consultera a ce sujet Stonel (1985), Hastie et Tibshirani (1990), et les références
bibliographiques de ces textes). Notre résultat principal est le suivant. Nous considérons
I'estimateur de la fonction de régression multivariée défini au (5.16). Ce dernier estimateur
est construit en combinant les estimateurs de la fonction de régression censurée multivariée
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introduits par (Carbonez et al. (1995) et Kohler et all (2002) (voir le chapitre 4), avec
la méthode d’intégration marginale (voir, a ce sujet, Newey| (1994), Tjostheim et Auestad
(1994) et Linton et Nielsen (1995)). Dans ce cadre général, nous décrivons la vitesse de
convergence uniforme presque sire de notre estimateur. Cette vitesse de convergence est
identique a celle obtenue par Camlong (1999) dans le cas non censuré.

La suite du présent chapitre est ordonnée de la maniere suivante. Apres avoir introduit
les notations nécessaires, nous présentons, dans le §5.2, un estimateur de la fonction de
régression, adapté aux données censurées, dans le cadre du modele additif. Dans le §5.3,
nous exposons les hypotheéses qui sont, ensuite, utilisées pour énoncer nos principaux
résultats. Le §5.4, qui conclut le chapitre, est consacré aux détails de leur démonstration.

5.2 Notations

Considérons le triplet aléatoire (Y, C, X), & valeurs dans R x R xIR?. Ici, d > 2 est un entier
fixé, Y est la variable d’intérét (typiquement, une durée de vie), C' désigne une variable
de censure, et X = (X7, ..., X4) désigne une variable concomitante, de conditionnement.
Nous supposons, dans toute la suite, 'existence de densités, fx y et f, relativement &
la mesure de Lebesgue, respectivement sur R? x IR et R¢, pour le couple (X,Y) et la
variable X. Nous travaillerons, par la suite, sur un échantillon aléatoire de taille n > 1,
(Yi, Ci, Xi)1<i<n, de triplets indépendants et de méme loi que (Y, C, X). Désignons par I
la fonction indicatrice de E. Dans le cas de censures d droite, on observe les variables Z; =
min{Y;, C;}, §; = Iy, <c;y et X, de sorte que, seul I'échantillon aléatoire (Zi, i, Xi)1<i<n
est a notre disposition.

Dans toute la suite de ce chapitre, nous poserons F(t) = P(Y < t), G(t) = P(C < t),
Ft)=1-F(t) =P >t),G(t) =1-G(t) = P(C > t), et nous placerons dans un cadre
similaire & celui du chapitre 4. Nous introduisons les points extrémes des distributions
de Y et C, définis, respectivement, par T = sup{t : F(t) > 0} et T = sup{t : G(t) > 0}.
Comme dans le chapitre 4, nous introduisons une fonction 1, réelle de variable réelle,
mesurable et vérifiant ’hypothese (A) ci-dessous. On se donne une constante 7 < Tp ATg.

(A) Y(y)=0siy e (1,400).

Nous nous intéressons a la fonction de régression multivarice my(x) de (Y), évaluée
en X = x € RY, dans le cas ou cette fonction est additive. Nous supposons que cette
régression existe, et est définie, pour tout x = (z1,...,24) € R¢, par

mp(x) = E@Y)|X=x). (5.1)
Nous travaillerons sous le modeéle additif, qui suppose que my, est de la forme

d

my(x) = p+ > me(z). (5.2)
/=1

Remarque 5.2.1. Dans le modéle (5.2), les fonctions my sont des fonctions réelles de
variable réelle, définies a une constante additive pres. Cette propriété impose naturellement
que les procédures d’analyse statistique soient développées sous la condition d’identifiabilité

Emy(Xy) =0 pour ¢=1,..,d. (5.3)

Cette derniere condition implique que p = ]E(w(Z))
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En vue de la construction d’estimateurs de my(x), nous introduisons des suites de cons-
tantes réelles positives {hy}n>1 €t {hjn}tn>1, j = 1,2. Nous introduisons également un
noyau K(-), fonction réelle mesurable, définie sur IR?, et telle que

K(x)dx = 1.
Rd

L’estimateur & noyau, f, de f, correspondant & K () et {hn}n>1, est alors défini, pour
tout x € R? et n > 1, par

fo(x) = nlhg Zn; K(X]h; X).
P

Dans la suite de P'exposé, @; désigne l'estimateur de Kaplan-Meier (Kaplan et Meier
(1958)) de G, défini, pour tout y € IR, par,

N Bi
G =11 (%) , (5.4)

1<i<n

ot B; = Wyz,<n (1= 6;), Nn(z) = Do Tiz5,) et avec les conventions [, =1 et 00 = 1.

Introduisons, de plus, des noyaux auxiliaires, K1, K9 et K3, définis, respectivement, sur IR,
R4 et IR?, et, chacun, d’intégrale égale & 1 sur son domaine de définition (des hypotheses
additionnelles sur K, Ky et K3 seront faites au §5.3). Posons, pour tout x = (z1, ..., z4),
et pour tout £ =1, ...,d,

d—1
X = (T1, ., Tp—1,Tp41, -, Ta) € RO

Pour estimer la régression multivariée m.,(x), fonction de x € R¢ définie par (5.1)), nous fe-
rons usage des estimateurs ﬁ@fp,n(x) et,pour{ =1,...,d, ﬁ@fp,n,f(x), définis respectivement
en (5.7) et (5.5) ci-dessous. Ces estimateurs sont dans l’esprit des travaux de (Carbonez
et _al. (1995), Kohler et al! (2002) et Jones et al.! (1994). Tout d’abord, on pose, pour
(=1,...,d,

- ¥ 0 (Z;)
my, , o(X) == wi (%) (5.5)
(UR W4 n,i —* ;
ou
K, xe—Xi 0 Ky x =X ¢
wt o) — 0O ) (5.6)
’ nhl,nhgz fn(Xz)
On considérera également la quantité ﬁll}n, définie par
_ = 0(Z;)
my, ,(x) == Wh,.i(x) , (5.7)
v Z Gh(Z:)
ou, pour i =1,...,n,
K3 x—X;
i(x () (5.8)

g fa(X)
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Remarque 5.2.2. Introduisons la fonction a valeurs réelles, Wy, (y, c), définie pour (y,c) €
R? par

]I{yﬁc}¢<y A C)

U0 = Gy ne)

(5.9)

Lorsque la distribution de censure, G, est connue, les estimateurs m;n et T?L:bne, (=
1,...,d, de la fonction de régression my(x), définis, respectivement, par les relations (5.5)
et (5.7), peuvent étre exprimés sous la forme d’estimateurs de la régression multivariée
généralisée, comme suit. On a

Y, (X Z Woi(x)U(Y;, C;), (5.10)

et, pour £ =1,...,d,

Y, 0(X Z U(Y;, Ch), £=1,...,d. (5.11)

Pour estimer les composantes additives de my,, nous utilisons la méthode dite d’intégration
marginale. Nous rappelons ici brievement son principe, et renvoyons au §0.3.1/ du chapitre
introductif pour plus de détails. Etant données ¢, ..., ¢4, d densités réelles bornées, nous
posons

d
:H xg et Qng Hq]mj

J7#L
Définissons alors
ne(xg) = / My (X)q—p(X_g)dx_p — my (x)q(x)dx. (5.12)
Rd-1 Rd
Les fonctions 7y, £ =1, ..., d, vérifient les relations
mlae) = milae) — | meeo)an()dzn (5.13)
R

et .
= ;W(W) + /Rd my(2z)q(z)dz. (5.14)

Au vu de (5.13) et (5.14), pour chaque ¢ = 1, ..., d, les fonctions 7y et my sont égales a une
constante additive pres. Les fonctions ny, £ = 1,...,d, constituent donc des composantes
additives de m,, vérifiant une hypotheses d’identifiabilité alternative a celle qui nous a
permis de spécifier, pour £ = 1,...,d, les my a partir de m,.

Remarque 5.2.3. Pour{ =1,...,d, I’égalité entre les fonctions 1, et my est obtenue pour
le choiz de qo = fo, ou fo représente la densité associée a la variable Xy (voir Sperlich
et al. (2002)). Cependant, f; n’est généralement pas connue en pratique, et, sauf exception,

Ne 7 My.

Considérant les expressions (5.7) et (5.12), pour £ = 1,...,d, un estimateur naturel de la
(-ieme composante additive 7, de my, est donné par

@) = [ e dixe— [ da00dx, (515)
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a partir duquel nous déduisons ’estimateur ﬁz{b wda(X) de la fonction de régression additive
my (x), sous ’hypothese (5.2), défini par

d
MY aaa(x) = i (x) / my, , (x)q(x)dx. (5.16)
=1

5.3 Présentation des hypotheses et résultats

Introduisons tout d’abord les hypotheses sur le triplet (Y, C,X) qui seront utilisées pour
I'obtention de nos résultats. Rappelons la définition (5.1)-(5.2) de m, sous le modele
additif. En sus des hypotheses de base faites dans le §5.2, nous supposerons que, pour un
entier k > 1 convenable, et pour 7 tel qu’en (A),

Z) Cet (X,Y) sont indépendants;

C.2) G =1— G est continue sur R ;

C.3) il existe une constante M telle que, sup,< [{(t )] <M < o0
C.4) my, est k-fois contintiment différentiable sur RY,

et SupycRd

(
(
(
(

;—x,gmw( )‘ <oo; £=1,..,d.

Soient Cq, ..., Cq4, d parties compactes de IR, et soit C := C; X ... X Cy4 le compact produit de
R¢ correspondant. Pour toute partie £ de IR?, pour ¢ > 1 quelconque, et pour tout a > 0,
définissons I’a-voisinage euclidien £* de &, par

EY = {x cinf ||x — yljre < a},
yee&

ou || - ||re désigne la norme euclidienne usuelle sur RY.

Nous supposerons que les conditions suivantes sont satisfaites par les densités f et f; de
X et Xy, respectivement, pour £ = 1, ...,d. On suppose, d’'une part, que ces fonctions sont
continues sur leurs domaines de définition. D’autre part, nous supposons l’existence d’une
constante o > 0 telle que les hypotheses (F.A-B) ci-dessous soient vérifiées.

(F.A) VxpeCP, fi(xg) >0, £=1,...d, et Vx € C*, f(x)>0.
(F.B) f est k'-fois contintiment différentiable sur C* pour une constante entiere k' > dk.

Nous supposerons également que les fonctions de densité gy, £ = 1,...,d, sont a support
inclus dans Cy.

Les noyaux K, K1, Ky et K3, utilisés dans le §5.2,, et définis, respectivement, sur R¢, IR,
R4 et IRY, seront supposés & supports compacts, et continus d’intégrales égales & 1 sur
leurs domaines de définition respectifs. Nous travaillerons, de plus, sous les conditions
suivantes.

(K.C) K est lipschitzien.
(K.D) Les noyaux Kj et K3 sont d’ordre k, et le noyau K est d’ordre k.

Nous travaillons enfin avec des constantes de lissage h, > 0 et h;, > 0, 7 = 1,2, pour
n=1,2,..., vérifiant les conditions (H.A-B) ci-dessous.

1/(2k'+d)

logn
B pour un 0 < a; < oo.

n

(HA) hy=a <

logn

1/(2k+1)
) pour un 0 < ag < 00, et ha, = o(1).

(H.B) hi, = ay (
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Nous sommes, maintenant, en mesure d’énoncer le résultat principal du présent chapitre,
dans le théoréme ci-dessous.

Théoréme 5.3.1. On suppose que les conditions (A), (Z),(C.2-4), (F.A-B), (K.C-D) et
(H.A-B) sont satisfaites. Alors, nous avons, presque surement lorsque n — oo,

=N log n\ k/(2k+1)
sup |my, 4qa(x) — my(x)| = O . 5.17
D 1504 () — () = O((Z5) ) (5.17)

n

5.4 Démonstration du théoréeme 5.3.1

5.4.1 Introduction

La démonstration de ce théoréme repose sur une série de lemmes. Dans le premier de ceux-
ci, le lemme 5.4.1), nous établissons une version simplifiée du théoreme 5.3.1, correspondant
au cas ot la densité f des covariables, et la fonction de survie G de la censure, sont
connues. Les lemmes qui suivent ce premier résultat permettent d’évaluer I’écart entre
lestimateur obtenu dans ce cas particulier (défini en (5.19)) et I'estimateur correspondant
au cas général, défini en (5.16).

5.4.2 Cas oi1 la densité f des covariables et la fonction G sont connues

Dans le cas ou f et G sont connues, les estimateurs des composantes additives (),
¢ =1,...,d, de la regression, et de la fonction de régression my(x) elle-méme, compte
tenu de (5.13)—(5.14), sont, respectivement, définis par

Bea) = [ a0 = [ g (5.15)

et

Mg

mwadd % () / My (X)q(x)dx, (5.19)

~
Il

en faisant usage des notations

Mg, (X Z ' Z)) (5.20)

ou, pour £ =1,...,d,

- K, (xé*Xi,é)KQ(xfeh;i(Li,—Z)

W (%) = L ,
et
510 () ZH:W ()51‘1/1(21‘) 0 TWa(x) K3(xi;)§i) (5.21)
My n(X) = n,i(X)—= ou Wyi(X) = ————. .
v v G(Z:) nhd, [(X;)

Introduisons la fonction auxiliaire ¥(y, ) de (y,c) € R?, définie par

]I{ygc}w (y A C)

¥y e) = 1-GyAc)
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Notons que, sous la conditions (Z), cette fonction vérifie, pour x € R?, I'identité

]E{\I/(Y, C)X = x} _ ]E{ (%)E[H{ygc}m, Y] )X - x}
= my(x). (5.22)

Nous pouvons énoncer maintenant le premier de nos lemmes composant la démonstration
du théoreme 5.3.1.

Lemme 5.4.1. Sous les hypothéses du théoréme 5.3.1, on a, presque sturement lorsque

n — oo,
~ log n\ k/(2k+1)
Sup [ty aaa(X) — my(x)| = O( (<2 ).
xeC n
Démonstration. Soit ¢, > 0, n = 1,2, ..., une suite de constantes que nous préciserons
plus loin (voir (5.44)). Comme C est une partie compacte de IR¢, pour tout n > 1, on
peut recouvrir C par un nombre fini » = r(n) de boules By, ..., B,, de centres respectifs
t1,...,t,, de sorte que
r(n)
cc B, (5.23)
p=1
Remarquons qu’en introduisant la norme
d
|$| = Z |33€|7
/=1
pour tout & = (z1, ..., z4) € RY, il vient
Ve
x— t(z)) < == (5.24)

r(n)’

ou la quantité V¢ ne dépend que du volume de C. Le nombre r = r(n) de boules nécessaires
en fonction de &, sera précisé par la suite en (5.41).

Pour tout x € C, il existe un indice 1 < p < r(n) tel que la boule B, de centre t, = t(x)
contienne x. L’inégalité du triangle permet alors d’écrire

SUP Mg qdd (X) — My (X))
xeC

< sup [Emy qda(x) — my(X)| + sup My qda(X) — My ada(t(x))]
xeC xeC

+ Su}c) |]Eﬁ1¢,add(x) — ]ET/T\ld,,add(t(X))’ + SUIC)’ |ﬁ1¢,add(t(x)) — Efr\lw’add(t(x)”.
pdS pdS

Compte tenu de cette inégalité, la démonstration du lemme 5.4.1 peut se ramener a
I’évaluation successive des termes apparaissant dans son membre de droite. Il est ainsi suf-
fisant d’établir les quatre étapes suivantes, pour un choix convenable de la suite {e, }nen
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qui sera précisé ultérieurement en (5.44).

S (B, 0aa () = my ()| = O ). (5.25)
P(SUp 1. aa () = My aaa(t())] = £0/3) = 0, (5.26)
P(sup [ty aaa(%) ~ Bty aaa(t(x)| = en/3) = 0, (5.27)
D PP M aaa (4(x)) = B ada(t()] 2 a/3) < 0. (5.28)

Etape 1 : Démonstration de (5.25). D’apres les définitions des quantités ny, /ﬁ\g et
My.add, données, respectivement, en (5.12), (5.18) et (5.19), on obtient la décomposition

Biais (M add (X)) = iy ada(X) — may(x)

d
— ;(Eﬁz(w) —ne(ze)) +E /Rd i n () g (%) dx » my (%) q(x)dx.

Par le théoreme de Fubini, on peut réécrire ceci sous la forme

d
Biais (1, qdd(X)) = . Biais(7(z¢)) + / Biais(1y, (%)) q(x)dx, (5.29)
=1 R
ou, pour ¥ =1,...,d, R R
Biais()(2¢)) == E(7(2e)) — ne(e), (5.30)
et
Biais(my, (%)) = By, (x) — my(x). (5.31)

Les termes de biais définis ci-dessus sont maintenant évalués, successivement, comme suit.

Etude du terme Biais(%e(xg)). Nous nous limiterons a ’étude du cas ou £ = 1, les autres
valeurs de l'indice ¢ pouvant étre traitées de fagon similaire. Soit &;(x1), défini par

ai(xy) = /Rd_lﬁlzﬁ,n,l(X)Q—l(X—l)dX—l

= K
nhin ; f1(Xin) 1<

T — Xi,l)
M
hl,n

ou

3 1 X_¢— X,y g—1(x-1)
U, (Y, C) = WY, C K ’ 1.
( ) ( ) /Rd—l hg;bl 2< hQ,n ) f(Xi,—1|Xi71) o

Introduisons les quantités suivantes. On pose

L 1 X_1—Uu_—1
Gu_y) = /Rd—1 hg;}K2< Fom )Q—1(X—1)dx—17

glz1) = JE( b, (Y3, C;)

Xi1= 331),

d
Cp = M+/Rdlzmj(u]‘)g(u—1)du—1,

=2

Cp = / Tyt (X)q(X)dx,
R4

C = /le(xl)ql(xl)dxl.
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Le terme Biais(ﬁl (1)) peut alors étre décomposé comme suit.

Biais(ii (1)) = E((e1) —m(n)
= {B(a1(1)) ~ g(an)} + B(Cr — Cp = O)
= (I)+ (II). (5.32)

Commencons par traiter le terme (/) de (5.32). On a

Xi1= 931)
x_1— X1\ g-1(x-1)
Elv(y;, c; K. : d_‘Xi - }
{ ( )/Rd 1 hd ! 2( ha.n )f(Xi,1|Xi,1) S

En utilisant des arguments classiques de conditionnement, et en faisant usage de I’hy-
pothese Z d’indépendance entre (Y, X) et C (cf. (5.22)), on obtient que

gler) = B((%.C)

B e Gl

oler) = B{BU,COIX) =t | = 1}
_ Ny 9(Xi—1) o
_ ]E{]E(w(YZ)]Xz)—ﬂ _1’)1(“) X“—:Ul}.

= / mw(xl,u,l)g(u,l)du,l.
Rd-1

Notons maintenant, d’une part, que

Bln) =g = | o) K (D) dur = gla)
_ /R [g(@1 — vihn) — g(e1)] Ki (vr)dos.

D’autre part, sous 'hypothese (C.4), il existe un réel 0 < 6 < 1 tel que

g(z1 —vihin) — g(21)
= /R [my (1 — vihi g, u_1) — my(z1,u_1)]G(u_q)du_y

d—1
o Z thvl)Z 8Zm¢( )
T Jgaa il Bt L H
R i=1 : 1
(—hl,nvl)k 8km¢,

(x1 — 0h1 pvi,u_y)| G(u_y)du_;.

k! 8fo

On déduit de ces deux derniers résultats que, sous ’hypothese (K.D),

[ o = o) = gl (o)

k— 1
hl nvl Olmw
(z1,u-1)
e [
—hy pv1)k OFm
( 1];:' 1) 9 kw (1'1 — th’nvl, u_1)} X g(u_l)du_1K1(01>d01
. :Bl

—hy,01) Fm
= / / |:( 1];'U1) kw (I‘l — th’nvl, ul):| g(u,l)du,lKl(vl)dvl.
R JRa-1 . 811,’1
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Sous les conditions (C.4), (K.D), en rappelant que les densités gy, £ = 1, ...,d, sont sup-
posées bornées, on a donc

sup |E(@ (1)) — g(21)] = O(ht,,)- (5.33)

r1€Cy

Pour traiter le terme (/1) du membre de droite de (5.32)), en reprenant, & nouveau, le
B(Co) = [ By (0)a(x)dx
R
Kl ((El—Xl )KQ(X_le_l)

raisonnement aboutissant a (5.22) (voir également (4.35) dans le chapitre 4), remarquons
— / ]E{]E hl,n h2,n
Rd

que
nh1 nhdfl (X) X] }Q(X)dx

1 — 21 X_1—%Z_
= —_— z)K Ko —— dxdz.

La fonction de régression m,, étant, par hypothese, supposée additive, et les fonctions gy,
{=1,...,d, étant des densités, on en déduit que

(Y, C)

E(C, — Cy)
d
- 1 ) ) 1 — 21 X_1—7_1
! ;/Rd /Rd bt mj(Zj)Iﬁ( hin )K2< ha,n )q(x)dzdx
d
_/Rdlzmj(zj)g(z_l)dz_l’

= - Tl — 21
; // hlnml 1 Kl( Mim >Q1(x1)dx1dz1.

Notons que I’hypothese (C.4), combinée au fait que, pour tout & = (z1, ..., 74) € RY,

d

mw(w) =p+ ng(.%'g),

=1

assure que la fonction mq est k fois continiiment dérivable, de k-eme dérivée uniformément
bornée sur IR. Ainsi, en utilisant le changement de variable classique vy = (21 — 21)/ him,
on obtient, sous les conditions (C.4) et (K.D),

E(C, —Cp) —C
= / / q1(z1)mi(x1 + hy pv1) K1 (v1)dvrde; — C
R/R

= / / qi(z1)[mi(x1 + hypvi) — ma (1) K1 (vi)dvirdey

h
— / / ql xl 1n 1 (k)(xl +901h17n) Kl(vl)dvldajl
_ (5.34)

En associant (5.32) avec (5.33) et (5.34), nous aboutissons a

sup [E(@y (21)) = m(21)] = O(hF,,). (5.35)

r1€C1
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Etude du terme Biais(ﬁtw,n(x)). On a
Biais(myn (X)) = Emya(x) — my(x) (5.36)
- /R [l B v) = MO Ka(v)dv,

Sous les hypotheses (C.4) et (K.D), il existe un réel 0 < 03 < 1 tel que

~ Rk girtetiay, .
Biais(myn(x)) = / Z ;"n o Z.dw (X + hipbov)vi .. v K3(v)dv
G ek Oxy'...0x ]

= O(h},), (5.37)

uniformément en x € C, puisque, sous (C.4), my est k fois continiment différentiable, et
C est compact.

Au vu de (5.29), (5.35) et (5.37), la conclusion (5.25) devient maintenant évidente.

Etape 2 : Démonstration de (5.26). Posons

My ada(H(x)) = Eivg gaalt —~ Z &(t (5.38)

ou, pour t =1,...,n,
&i(u) = Zi(u) — EZ;(u), (5.39)

et, pour:=1,...,n,

d
v, Gi) {/ up — Xy X_¢— X ¢
T pdlox Ky 80 Ko (200 Y g p(x ) dx
h1,nhg;11f(Xi) — Rd—ll( th ) 2( h2,n )q K( 6) Y

1
- X; =X _
/ K (M il K2(X ¢ i, Z)q(x)dx}
R4 hl,n h2,n

1 \I/(Y;, CZ) X — Xz’
N on I G LE o

Comme toutes les fonctions intervenant dans l’expression de Z; ci-dessus sont supposées
bornées, et comme, sous la condition (F.A), f est bornée inférieurement sur C, la condi-
tion (K.C) (K est lipschitzien) implique qu’il existe une constante finie M, telle que,
uniformément en x € C,

= N 1<
1712y 0dd(X) = Ty aaa(tx)] < > 1Zi(x) - Zi(t(x)))|
=1
d MK
< ) p e — (%)l
=1 "Ln
< Mg, Ve
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ou nous avons fait usage de la relation (5.24). En choisissant

3My, Ve
="RC 5.41
rin) = s (5.41)

le résultat (5.26) est établi, de sorte que

P{5Up 0 (%) = 1. 00a (4(X))] = n/3} = 0.
xXE

Etape 3 : Démonstration de (5.27). Les techniques et les calculs étant les mémes que
ceux utilisés pour établir (5.26), nous omettons les détails correspondants.

Etape 4 : Démonstration de (5.28). Pour (5.28)), on utilise I'inégalité exponentielle de
Bernstein pour montrer que

P{ sup |y add(6(%)) — By aga(6(x))| > £0/3} < 2r(n) exp{—nhy ,e2}.
XE

Au vu de (5.23) et (5.39), on a
P{sup wZ& DI = en/3)}

<r(n) sup ]P{\—Zgl )| > en/3}. (5.42)

p=1,...,r(n)

Notre but étant maintenant d’appliquer I'inégalité de Bernstein pour les v.a. indépendantes
&,i=1,...,n, il nous faut obtenir des bornes convenables pour |;| et pour E|¢;|?. Pour
cela, on utilise la forme particuliere des Z;, conformément & la définition (5.40). Par un
changement de variable et en utilisant le fait que les noyaux sont bornés, on obtient
facilement les bornes suivantes

M M
|Zi| < h—l et EZ? < h—l, pour un certain 0 < M; < +o0.

1,n 1,n

En effet, sous nos hypotheses de travail, les fonctions ¥(Y;, C;) et K; sont bornées, et f
est bornée inférieurement sur C. Il existe, par conséquent, une constante M telle que

X — X
1Zi] < hlnhgnl ;1 s 2 . q-1(X—1)dx—
X_]— Xi -1 M2 X — Xz‘
+h1,nhg;zl‘ R4 ’ han o) +h(1i,n R4 ’ hin a(x)dx

En utilisant des changements de variables simples, il est évident qu’il existe une constante
M telle que

X
K2 )q l(X l)dX l’ <]\4'27

Qn l 1 Rd-1 ,Tl

et

Mz‘/ x — X /
e d ‘<M.
TR (S Jatax] < g
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Il existe donc une constante Mg, telle que, pour i =1,...,n,
Mg
|1Zi| < o
1,n

Par un raisonnement analogue, on peut montrer l'existence d’une constante M3 telle que
E|Z;| < Mj. De plus, pour i =1,...,n,

BIZf? = E(Z]x|Z]) < = Bz < =0 = 2

11 suffit alors de choisir My = max(Ma, My).

On en déduit que, pour : =1,...,n,

My
6l < 2

1n

et on peut alors appliquer l'inégalité de Bernstein. Cette derniére implique que, uni-
formément en p =1, ...,7(n),

1 — En nhi ne2
P{= Y &t,)l = ) < 2exp{ - Tt ) 5.43
{|n;a< o)l = 5} < 200 - g (5.43)
En choisissant
1 2k
d:%M(Oyﬁ%“zomﬁx (5.44)
n b
avec ¢ > 1, on obtient que, uniformément en p =1, ...,7(n),
1 n
P{=D> &(tp)| >en} < 07 (5.45)
i=1

Or, en rappelant que ag est la constante intervenant dans ’hypothese (H.B) et que Mk,
et V¢ sont celles intervenant dans (5.41) (voir également (5.24)), il vient

SMg, Ve o
CRENEIAC SR

r(n) xn ¢ =

_ Mi, Ve g,

a3/l (logn) (642)/ 2kt 1)
- OQfﬁ%%) (5.46)

2+k
2];:_ I + 1, et en combinant (5.42), (5.43), (5.45) et

(5.46)), on conclut la démonstration de (5.28).

En choisissant, par exemple, ¢ >

Finalement, le résultat du lemme 5.4.1 est immédiat au vu de (5.25), (5.26), (5.27) et
(5.28) et du choix (5.44) de &,.0
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5.4.3 Cas ou la densité des covariables est inconnue et la fonction G
connue

Dans ce cas, la démonstration repose essentiellement sur la conclusion du lemme [5.4.1 et
sur la décomposition (5.47) ci-dessous.
11 fu-
f:——f"A ! (5.47)
fn T fuf
Dans le cas ol1 f est inconnue, alors que la fonction de survie G est connue, les estimateurs

des composantes additives et de la fonction de régression additive sont définis wvia les
relations suivantes.

MNe(xe) = /Rd1ﬁw,n,é(X)Q—z(X—e)dX—e—/Rd Mo, (X)q(x)dx. (5.48)
et
d
M add(X) = ;ng(xg)—i-/l{d Mayp.n (X)q(x)dx, (5.49)

ou, en rappelant les définitions (5.8) et (5.6) de W), ; et Wﬁﬂ-,

I o TN ) 1) BN o VRPN T(¢)
mw,n(x) = ;Wn,z( ) G(ZZ) t ¢7n7g( )= ;W 72-( ) é(Zl) .

Nous allons chercher a établir un résultat d’approximation permettant d’évaluer, uni-
formément en x € C, 'écart entre My, qdd €t My add-

Lemme 5.4.2. Sous les hypotheses du théoremel5.5.1, on a, avec probabilité 1,

= ~ logn
SUp [N add (X) — My ada(X)| = O (\/ % ) : (5.50)
xeC nny

Démonstration. Soit b > 0, tel que infyece {min(f(x), fu(x))} > b (Vexistence d’un tel
réel est assuré, a partir d’un certain rang [apcr], par 'hypothese (F.A)). Par les définitions
(5.7) et (5.21), et la décomposition (5.47), on constate que apcr,

sup Z [Wh,i(x) — Whi(x)|

xeC i1
X*XZ'

e s U ) — £
=~ Ssup = X | n(X) — f(X

xec = [nh{ , f(Xi) fn(Xi)

)
n 3
1 1 X_Xi hln ~

< 77}5’}{ ’ : su n(X) — f(x

b2—|—0(1) hil,n 3( hl,n ) ZZ:;E‘K?)()(_Xl) xe(g ’f( ) f( )’

hl,n

logn
= O( nhd> p.s., (5.51)

n
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ou l'on a utilisé le caractere borné de K3 (impliqué par 'hypothese que K3 est continu et
a support compact), le fait que ¢ soit a support inclus dans C, ainsi que le résultat suivant
sur Destimateur f, (voir, par exemple, Ango-Nze et Riog (2000)). Sous les hypotheses
(F.A-B), (H.A) et (K.B), on a

A logn
sup [£(x) = fulx)| = O (\/Zghg ) ps.

En reprenant les mémes techniques, on obtient également, pour £ =1, ...,d,

logn
su WZ =0 — .S.
Y- Wil -0 (250 )

De plus, sous les conditions (A), (C.2) et (C.3), on a maxi<i<n ¥(Z;)/G(Z;) < .

Le support de chaque densité ¢, ¢ = 1,...,d étant inclus dans Cy, et compte tenu des
définitions (5.18), (5.19), (5.48) et (5.49), il s’ensuit que

SUP My, add (X) — M qdd(X)]
xeC

< 2 7 m
f???ds“ﬂmw,n,d) Mg 0 (X Hsup\mwn (%) = ity (x)|

< 2 nz _Wni
< m?x supZ\ (x) — ( |+SHPZ\W (%)

xeC xEC

logn
= (’)( nh%) p-S.,

ce qui acheve la démonstration du lemme 5.4.2.00

5.4.4 Cas ol la densité des covariables et la fonction G sont inconnues

Remarquons que,

SUP}mwadd() mw(x)} < Sup’mfp,add(x)—mwadd(x)’
xeC xeC

+ SUp | My, aad (X) — myp(x)|.
xeC

Au vu des résultats précédents, il nous suffit, maintenant, d’établir le lemme suivant.

Lemme 5.4.3. Sous les hypothéses du Théoréme(5.5.1, on a

ok N log logn
SUD [0 144 (%) = g aa(¥)] = O (\/ —EEl ) p.s. (5.52)
XeE

Démonstration. Le support de chaque densité g¢, ¢ =1, ...,d étant inclus dans Cy, on a

SUD |17, 4 (X) — My, add (%) |
xeC

d

< Z sup ‘77@ (x¢) — 7/7\@(56'@)‘ —i—/ sup ‘m;n(x) — ﬁtw’n(x)‘q(x)dx
I—1 zy€Cy d x
< 2d max Sup’mwng X) — My e(X ’ +sup|mwn X) — ﬁzwm(x)‘.

1<¢<d «
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D’autre part, sous ’hypothese (A), il ressort de ce qui précede que,

sup [ , (%) — gy ()|

xeC
1
< su su )—— su Wi.i(x 5.53
tglr)w( < G (t) erc)Z| (5:53)
< su su G(t é; Sup — su Wi.i(x
< p\w p} ()!tSPG XEICDZ\

Or, comme G(7) > 0 et F(7) > 0, la loi du logarithme itéré de Foldes et Rejtd (1981)

implique que
sup G(t) ~ G,(t)] = O(\/@) p.s. . (5.54)

De plus, en suivant le méme raisonnement que celui menant a (5.51), on peut montrer que
la quantité > , |Wm(x)’ est presque sirement uniformément bornée. En combinant ce
dernier résultat a (5.54), on obtient,

loglogn
sup‘mwn( — My (x)| = <\/n> p.S. . (5.55)
xeC

En utilisant une argumentation analogue, on peut montrer que

_ logl
sgg\m;mg( — (%) = O (\/Ogn()gn>p.s., VE=1,..d. (5.56)

On déduit de (5.55) et (5.56), finalement, le résultat énoncé dans le lemme 5.4.3 . O

En combinant les lemmes 5.4.1], [5.4.2 et [5.4.3], et au vu de ’hypothese (H.A), on acheve,
directement, la démonstration du Théoreme 5.3.1.



Annexe A

Les classes a nombre de
recouvrement polynomial

Résumé. Dans cette annexe, apres avoir défini les notions de nombres de recouvrement,
nous nous intéresserons aux classes présentant un nombre de recouvrement polynomial. Ces
classes de fonctions interviennent notamment dans I’étude du processus empirique indexé
par des classes de fonction, en vue de la généralisation des théoremes de Glivenko-Cantelli
et de Donsker. Nous nous attarderons notamment sur les classes de Vapnik-Cervonenkis
(VC) d’ensembles et les classes V' C de fonctions (classes VC d’hypographes). Ces dernieres
constituent un sous-ensemble des classes de fonctions & nombre de recouvrement polyno-
mial qu’il est intéressant d’étudier, car il est aisé de les caractériser, de construire des V' C
classes a partir d’autres VC classes, etc.

Ce chapitre est largement inspiré des ouvrages de Pollard (1984)), van der Vaart et Wellner
(1996) et Dudley| (1999), auxquels nous renvoyons pour plus de détails sur le sujet (et
notamment pour les preuves des résultats non démontrés dans cette annexe).

A.1 Nombres de recouvrement d’un ensemble

Soit (S, d) un espace semi-métrique, et £ un réel strictement positif. On définit le nombre
de recouvrement N (e, S,d) de (S,d) comme le nombre minimum de boules de rayon ¢,
relativement a la semi-métrique d, nécessaire pour recouvrir S. Plus formellement, on a

N(e,S,d) =min{m : Jy1, -+ ,ym € S :Vr € S,Fi : d(z,y;) < }. (A.1)
D’autre part, on définit le packing number (ou bracketing number) D(e,S,d) de (S,d)

comme le nombre maximum de points de S e-séparés (ou une collection de points est dite
e-séparée si d(z;, ;) > € pour tout z;, z; de la collection). Formellement, on obtient

D(e,S,d) =max{m : 3y1, - ,ym € S : Vi,j d(yi,y;) > €} (A.2)

Remarque A.1.1. En l’absence de confusion possible, nous noterons N(g,d) la quantité
N(e, S,d).

Ces deux définitions sont similaires, et conduisent généralement a des résultats équivalents,
ce qui peut étre résumé par la proposition suivante (voir pp. 83-84 de lvan der Vaart et
Wellner! (1996))).
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Proposition A.1.1. Soient € un réel strictement positif et (S, d) un espace semi-métrique.
Les quantités N (e, S,d) et D(e, S,d) définies ci-dessus vérifient les inégalités

N(e, 8,d) < D(, S,d) < N(%, S, d). (A.3)

Ayant introduit les notions de nombres de recouvrement, nous allons pouvoir définir les
classes d’ensembles, puis de fonctions, dites de Vapnik-Cervonenkis.

A.2 Classes d’ensembles de Vapnik-Cervonenkis

A.2.1 Définitions et notations

Soit C une collection de sous-ensembles d’un ensemble X. Soit par ailleurs A un sous-
ensemble de X'. Par la suite, nous dirons que C picks out A, ou, de maniere équivalente,
A est picked out par C, si A =C N X, pour un certain C € C.

Introduisons maintenant les quantités suivantes.

CMNA:=Cs:={CNACEC) (A.4)
et AC(A) := card(Cy) =: |Cal. (A.5)

Définition A.2.1. Si Ca =24, alors C est dit pulvériser A.
Remarque A.2.1. Si A est fini, alors C pulvérise A si et seulement si AC(A) = 2141,

Soit n < | X, on appelle coefficient de pulvérisation la quantité
m€(n) := max{A°(F),F C X,|F| =n}. (A.6)

Pour n > |X|, on adoptera la convention m®(n) = m¢(|X)).

On a m€(n) < 2", pour tout n > 1.

Remarque A.2.2. Remarquons que si |F| = n et C pulvérise F, alors mC(n) = 2".
Par ailleurs, une des propriétés fondamentales de la théorie de Vapnik-Cervonenkis est le
résultat du corollaire A.2.1 présenté plus bas : si m€(n) < 2", alors m€(n) est majoré par
un polynome en n. Nous reviendrons sur ce point par la suite.

Deux quantités supplémentaires sont classiquement utilisées pour traiter des classes d’en-

sembles.
V(C) = inf{n : mc(n) < 2™}, silinfimum est fini,
T +oo, si m€(n) = 2" pour tout n,

et
sup{n : m€(n) = 2"}, si C est non vide,
S(C) = . .
400, si C est vide.
La quantité V(C) est appelée VC-index (ou index V(') de la classe C.
Remarquons que S(C) = V(C) — 1, dés lors que ces deux quantités sont finies.
Au regard de ces définitions, nous pouvons introduire la notion de classes d’ensembles de

Vapnik-Cervonenkis.

Définition A.2.2. Si S(C), ou de maniére équivalente V (C), est finie, alors la classe C
est dite de Vapnik-Cervonenkis, ou VC.
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A.2.2 Propriétés fondamentales des classes V'

Soit la quantité
L i NI
O =3 Ch=> ——— (A7)

= = I =Y

Vapnik et Cervonenkis ont obtenu une majoration fine de ~nC<y, correspondant pratique-
ment & une équivalence a l'infini.

Proposition A.2.1. Pour tous entiers k et n, sin >k + 2, alors ,C<j, < %nk/k' .

Démonstration. Procédons par récurrence sur k et n. Pour & = 1, I'inégalité devient
n+1< % n et est ainsi trivialement vérifié pour n > 2. Pour n = k + 2, I'inégalité devient

3n"%  3(n—1)n"t

P ls s T T T o (A.8)
Or, d’apres la formule de Stirling,
n! < (%)n(%m)lpel/m".
Ainsi, il suffit d’établir le résultat suivant pour obtenir le résultat pour n = k + 2,
(2n/e)"(2mn)/2e! /12 < g(n — n" L, (A.9)

En posant f(z) = (¢/2)* et g(z) = 222, on a pour tout = > 7, f(z) > g(z), f'(x) > ¢ (z),
f"(x) > 0 et ¢"(x) < 0. Comme, de plus, \/% < 3 et nel/12" < p — 1, pour n > 7,
I'inégalité (A.9) (et donc (A.8)) est vérifiée pour n > 7. D’autre part, I'inégalité (A.8)) est
vérifiée pour n=3, 4, 5 et 6.

On suppose maintenant que la proposition est vraie pour n = k +4,i = 2,--- ,j et pour
n=k+J,J:=754+1 k=1,---, K. Pour achever la démonstration, il suffit d’obtenir
I'inégalité pour n = k + J et k = K + 1. Remarquons que, d’apres le théoreme binomial,
on a (n+ 1)k > nF~(n + k), soit

nk—1 n*  (n+1)k

(k—1)! " K — K (A.10)

Alors, par le triangle de Pascal et d’apres les hypotheses de récurrence,

nC<k = k1sC<k11
= k+jC<k+1 + k+sC<k
3(k+)F  3(K+)E
ok 2K
3nk
Tk!’

<
<
ou nous avons utilisé (A.10), en notant que k+j = K + J. O

Le résultat suivant est connu sous le nom de lemme de Sauer (cf. Sauer (1972), ou encore
Dudley (1999)).



124 Les classes a nombre de recouvrement polynomial

Proposition A.2.2. Pour tout entier k > 1, si m€(n) > ,C<i_1, alors mC(k) = 2F.
Ainsi, si S(C) < oo, alors mC(n) < nC<s(c), pour tout n.

Démonstration. La preuve est empruntée a van der Vaart et Wellner! (1996)). Elle repose
essentiellement sur le résultat suivant.

Lemme A.2.1. Soit {z1, - ,x,},n > 1 un ensemble de points. Le nombre total de sous-
ensembles picked out par C, une collection de parties, dans {x1,--- ,x,}, est majoré par
le nombre de sous-ensembles de {x1,--- ,xn} pulvérisés par C.

Démonstration. On se place, sans perte de généralité, dans le cas ou C est constituée de
parties C' C {z1, -+ ,2,}. On a alors

AC({z1,-- ,x,}) =C|. (A.11)

Si C est héréditaire (i.e. (B C C et C € C) = B € C), alors le résultat est immédiat. Le
but est maintenant de montrer que ’on peut toujours se ramener a une classe héréditaire.
Pout tout indice 1 < i < n et tout C € C, on définit

T(C) = { g_ o :noi TlnEe

Six; ¢ C, alors T;(C) = C, et on ote x; & C seulement si cela crée une nouvelle partie
dans C. Nous allons montrer que si T;(C) vérifie le résultat du lemme, alors C aussi. Soit
A C {x1, -+ ,xn}, un sous-ensemble pulvérisé par T;(C).

— Sia; ¢ A, alors pour tout a C 24, il existe C' € C tel que a = AN T;(C). Or
AN(C —{x;}) = ANC, donc a = AN C, et finalement C pulvérise A.

— Si x; € A, alors pour tout a C 24, il existe C' € C tel que a U {z;} = T;(C)N A
(car il existe b C A tel que a U {z;} = b). On en déduit que z; € T;(C), et,
par suite, que T;(C) = C. Ainsi, a U {x;} est picked out par C. D’autre part
T;(C)=C=C—{x;} €C, et a—{x;} = (C — {x;}) N A est lui aussi pulvérisé
par C. Finalement, a est picked out par C (car soit a = a—{z;}, soit a = aU{x;}),
donc C pulvérise A.

De plus, l'application T; étant bijective, on a |C| = |T;(C)|. En combinant cette derniere
égalité et (A.11), il vient AC({zy1, -+ ,zn}) = |C| = ATO{zy,--- ,2,}). Ainsi, le lemme
est vérifié par C s’il est vérifié par T;(C).

Le méme type de résultat peut étre obtenu pour I'opérateur T',, = Tj0---0T,. On introduit
alors la suite d’opérateurs définie par

Tn,l = Tn
T, = Tpp—10T, pour k> 2.

Comme Y oce |T5(C)] < Y eeelC| dés que Ti(C) # C, il existe un entier £ tel que
Ty +1(C) =Tye(C). De plus, £ < 3"~ |C]. Soit alors D =T, ,(C). Pour tout 1 <1i <n,
et tout D € D, D — {z;} € D, donc D est héréditaire, et vérifie le résultat du lemme.
Finalement, le résultat étant vérifié par T, ¢(C), il I'est aussi par C. O

Le résultat de la proposition |A.2.2| est maintenant immédiat. En effet, une classe C d’index
V(C) ne pulvérisant aucun ensemble de V'(C) points, tous les ensembles de points pulvérisés
par C font partie des ensembles de cardinal au plus V(C)—1. Or il y a exactement ,,C<y(¢)—1
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ensembles de cardinal V' (C) dans {z1,--- ,z,}, ce qui permet de conclure au vu du lemme
A.2.1.0

En combinant les résultats des propositions |A.2.1l et |A.2.2), le corollaire suivant est immé-
diat.

Corollaire A.2.1. Soit C une classe VC, alors, pour n > S(C) + 2, on a

3n5(©)

m®(n) < SoEyr

(A.12)

A.2.3 Construction de classes VC

Dans ce paragraphe, nous montrons comment obtenir des classes VC' (les construire, ou,
« symétriquement », montrer qu’une classe donnée est V'C'). Le premier principe sera, dans
les deux cas, de se ramener a une classe « simple » et en obtenir la propriété V C. Ensuite,
la stabilité par union, intersection et produit cartésien (cf. les propositions présentées
ci-apres) des classes VC' permet de construire des classes plus « complexes ». Notons
cependant que ce premier principe n’est évidemment pas suffisant pour générer I’ensemble
des classes V' C, ou obtenir la propriété VC' de I’ensemble des classes VC' (voir les ouvrages
de [Pollard (1984), van der Vaart et Wellner! (1996) et Dudley| (1999) pour de plus amples
détails).

Classes V(C d’index 1 et autres classes V(C triviales

Proposition A.2.3. Une classe C de sous-ensembles d’un ensemble X présente un index
V(C) =0 (ou de maniére équivalente S(C) = —1) si et seulement si C est vide. De plus,
V(C) = 1 (ou de maniére équivalente S(C) = 0) si et seulement si C ne contient qu’un
ensemble. Ainsi, S(C) > 1 si et seulement si C contient au moins deux ensembles.

Démonstration. C pulvérise I’ensemble vide si et seulement si C contient au moins un
ensemble. Par ailleurs, si C contient au moins deux ensembles, alors il existe A, B dans
Cetz e X tels que x € A\ B. Donc C pulvérise {z}, et S(C) > 1. Réciproquement, si
S(C) > 1, alors C contient au moins deux ensembles.]

Proposition A.2.4. Soit C une collection d’au moins deux sous-ensembles d’un ensemble
X.S0C)=1, si

1. C est linéairement ordonné pour linclusion,
oU St

2. les sous-ensembles de C sont deux d deux disjoints.

Démonstration. Compte tenu de la proposition précédente, on a dans les deux cas
S(C) > 1. Raisonnons alors par 'absurde.

Si C est linéairement ordonné pour 'inclusion, soit {x, y} un ensemble pulvérisé par C. On
sélectionne A, B € C tels que AN {z,y} = {z} et BN {z,y} = {y}. Alors 'hypothese
A C B ou B C A conduit & une contradiction.

De méme, si les ensembles de C sont disjoints, en raisonnant comme dans le cas précédent,
et en prenant C' € C tel que {x,y} = C N{x,y}, 'hypothese C et A disjoints (ou C et B
disjoints) conduit & une contradiction. O
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Considérons maintenant deux exemples de classes d’ensembles V' C simples. Lorsque X =
RetC= {(—oo, t]:te IR}, alors V(C) = 2 puisqu’aucun couple de points n’est pulvérisé
par C (alors que les singletons le sont). En effet,

VF ={z1,29},21 < 19 = F' = 29 # F N (—00,t],Vt € R.

Lorsque X = R et C = {(s,1] : (s,t) € R?}, alors V(C) = 3 puisqu’aucun triplet de points
n’est pulvérisé par C (alors que les couples le sont). En effet,

VF = {21, 29,23}, 21 < T2 < 23 = F' = 1,23 # F N (s,1],V(s,t) € R%

Propriétés de stabilité des classes VC

Nous présentons ici des propriétés permettant notamment de construire des classes VC
« complexes » a partir de classes V' C initiales plus simples.

Lemme A.2.2. Soient C et D deux classes VC de sous-ensembles d’un ensemble X,
¢ : X — Y. Soient, de plus, ¥ : Z — X deux fonctions, ou'Y et Z sont deux ensembles
donnés. Alors

1. Cc={C°CeC}estVC;
2.CuD={CuD,CeC,DeD}estVC;
3. CND={CnD,CeC,DeD}estVC;
4. ¢(C) est VC si ¢ est bijective ;

5. 7 1(C) est VC;

6

. DUadhérence (au sens de la convergence ponctuelle des fonctions indicatrices) de C est

V(.

Pour des classes VC, C et D, de deux ensembles X etY, on a
7. CRD:={CxD,CeC,DeD} est VC dans X x Y.

A.3 Les classes de fonctions V('

La théorie développée par Vapnik et Cervonenkis sur les classes d’ensembles s’étend na-
turellement aux classes de fonctions. Il existe plusieurs définitions, non équivalentes, des
classes VC' de fonctions. Nous n’évoquerons ici que les classes VC' dites d’hypographes
(pour les définitions des classes de fonctions VC' dites major et hull, nous renvoyons no-
tamment & van der Vaart et Wellner (1996)). La définition la plus intéressante, dans notre
cadre de travail, est celle des classes V' d’hypographes, puisque ces dernieres présentent
la propriété de nombre de recouvrement polynomial. Les autres types de classes de fonc-
tions VC ne présentent généralement que des nombres d’entropiel polynémiaux, ce qui
est essentiellement suffisant pour montrer qu'une classe est GC' ou Donsker par exemple.

Apres avoir introduit la notion d’hypographe, nous définirons les classes de fonctions V C.
Enfin, nous verrons que les classes VC' d’hypographes sont incluses dans I’ensemble des
classes présentant un nombre de recouvrement polynomial.

'Les nombres d’entropie correspondent au logarithme des nombres de recouvrement.
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A.3.1 Définitions
Définition A.3.1. L’hypographe d’une fonction f : X — IR est le sous-ensemble de X xR

{(z,t) : t < f(2)}. (A.13)

Une définition menant a des résultats équivalents est obtenue en remplacant formellement
<’ par '<’ dans (A.13) (voir le probleme 2.6.10 de van der Vaart et Wellner! (1996)).

Définition A.3.2. Une classe F de fonctions mesurables sur un espace X est appelée
VC subgraph class (ou classe VC, ou classe VC d’hypographes), si la classe de tous les
hypographes des fonctions de F forme une classe d’ensembles VC dans X x R.

A.3.2 Propriétés-Exemples

Soit F, une classe de fonctions VC'. Soit, de plus, V(F), le VC-index de la classe (d’en-
sembles) des hypographes des fonctions composant F. La proposition [A.3.1 qui suit est
fondamentale, puisqu’elle assure que les classes de fonctions V C présentent un nombre de
recouvrement polynomial (voir p. 141 dans van der Vaart et Wellner (1996)).

Proposition A.3.1. Soit F une classe de fonctions VC présentant une fonction enveloppe
F mesurable, avec F(x) > supscr f(x), x € X. Soit, de plus, un entier r > 1. Pour toute
mesure de probabilité Q) telle que ||F|g, > 0, on a, pour tout réel 0 < e <1,

r(V(F)-1
1)(() )’ (A.14)

N (][l F.Li(Q) < KV(F)(16e) (2
ou K est une constante universelle.

Citons un exemple utile de classes de fonctions VC' (voir le lemme 2.6.15 dans van der
Vaart et Wellner! (1996)). Un espace vectoriel F de dimension finie, composé de fonctions
mesurables de X x IR, est une classe de fonctions VC, avec V(F) < dim(F) + 2.

Comme autres exemples de classes de fonctions V' C simples, nous pouvons citer les classes
de fonctions indicatrices du type I(_., s, pour ¢ € R, ou 1, 4, pour (s,t) € R2.

A.4 Un résultat utile

Pour conclure cette annexe, nous citons un résultat établi par Einmahl et Mason (2000).
Celui-ci est notamment tres utile dans nos preuves. Il assure la « stabilité par produit
cartésien » des classes de fonctions présentant un nombre de recouvrement polynomial.

Lemme A.4.1. Soient F et G, deux classes de fonctions réelles mesurables définies sur
un ensemble X vérifiant,

(a) |f(z)| < F(z), feF, ze€X, F étant une fonction enveloppe bornée sur X

(b)  suplg(z)| <M <oo, g€g.
TeX

Supposons que, pour toute mesure de probabilité Q telle que 0 < Q(F?) < oo,
N(e(QF*)V2, F dg) < Cie™, 0<e<1,
et pour toute mesure de probabilité (),

N(EeM,G,dg) < Cre™, 0<e<1,
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ou C1, Oy, v1 et vy sont des constantes convenables.

Alors, pour toute mesure de probabilité Q vérifiant 0 < Q(F?) < oo, il existe une constante
universelle 0 < Cg < 00, telle que, pour tout réel 0 < e < 1,

N(eM(Q(F)Y2, FG,dg) < Cae"1%2,

ov FG:={fg,feF,geq}.
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Dans cette partie, nous présentons brievement certains travaux en cours.

A.5 Fonctionnelles de la loi conditionnelle en données cen-
surées

A.5.1 Estimateurs des lois conditionnelles avec censure

Dans le chapitre 4, nous avons obtenu, parmi d’autres résultats, une loi du logarithme
pour un estimateur non paramétrique de la fonction de répartition conditionnelle en
données censurées, et ce en sélectionnant la classe F = {]I(_OOJ] ,t <71}, 7 < Ty Cerésultat
peut étre généralisé en considérant les classes de fonctions, aléatoires, Fp, = {T(_oy,t <
ZN(n)vn}, ou Zin,1 < i < n, est la i-eme statistique d’ordre associée a 1’échantillon de
durées observées (Z1,...,Zn), et N(n) < n est une suite convenable. En utilisant essen-
tiellement la loi du logarithme de (Giné et Guillou (1999), on peut étendre les résultats du
chapitre 4 a la classe F,,.

D’autre part, en considérant d’autres types de classes de fonctions, il est possible de trai-
ter le cas de la densité conditionnelle. Des lois analogues portant sur les quantiles — par
exemple la médiane — conditionnels en données censurées peuvent alors étre déduites. Ces
résultats étendent notamment ceux de /Ould-Said et Cai (2005).

Enfin, en combinant les lois du logarithme obtenues pour les estimateurs de la fonction de
répartition conditionnelle et pour les estimateurs de la densité conditionnelle (& la maniére
de ce qui a été fait dans le chapitre 2), on peut obtenir des lois du logarithme pour des
estimateurs du taux de mortalité conditionnel en données censurées.

L’article relatif a ces différents travaux est actuellement en cours de rédaction (Maillot et
Viallon' (2006)).

A.5.2 Le cas « age en échelle de temps »

Dans les études épidémiologiques (et notamment les études de cohorte prospectives), on
cherche a établir le lien entre le développement d’une pathologie et divers facteurs de
risque. Contrairement au cas de 1’essai thérapeutique, les individus entrant dans ce type
d’enquéte ne deviennent pas a risque a l'inclusion, mais le sont depuis leur naissance.
Ainsi, sélectionner l'inclusion dans 1’étude comme origine des temps peut conduire a des
résultats biaisés (voir par exemple Thiebaut et Bénichoul (2004)). La bonne modélisation
doit prendre la date de naissance comme origine des temps. On parle alors de modeles avec
age en échelle de temps. 1ls induisent une troncature a gauche, en plus de la traditionnelle
censure a droite. Leur étude théorique fait notamment intervenir les processus de comptage
(Andersen et al. (1992)). L’élaboration d’un estimateur de la régression additive en données
censurées avec ’age en échelle de temps est actuellement a 1’étude. Une des applications
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directes de ce type d’estimateurs est la construction de scores de risque de pathologie,
autrement dit ’estimation de la probabilité de développer une maladie étant donné un
ensemble de facteurs de risque (voir §A.7 ci-dessous).

A.6 Modeles additifs et régression censurées

En complément des résultats du chapitre 5, oli nous avons établi la vitesse de convergence
uniforme presque stire d’un estimateur de la fonction de régression censurée additive, divers
travaux sont en cours. Nous avons notamment établi la vitesse de convergence en moyenne
quadratique associée a cet estimateur (Debbarh et Viallon/ (2006b)). Nous avons également
établi la normalité asymptotique des estimateurs des composantes additives (Debbarh et
Viallon' (2006a))). Ce dernier résultat entraine naturellement la normalité asymptotique
de l'estimateur intégré. Enfin, nous travaillons actuellement sur des lois du logarithme
portant sur l'estimateur intégré (Debbarh et Viallon (2006d); ces lois sont similaires a
celles présentées au chapitre 4 pour 'estimateur de la fonction de régression multivariée
en données censurées.

A.7 Constructions de scores de risques de pathologies

Les chercheurs, les médecins, mais aussi le grand public sont de plus en plus deman-
deurs d’outils statistiques permettant de prédire des risque absolus individuels de mala-
die. Dans cette optique, et en collaboration avec Stéphane Ragusa (L.S.T.A.), Francoise
Clavel-Chepelon (Equipe ERI20-INSERM) et Jacques Bénichou (CHU Rouen), nous avons
entrepris ’élaboration d’'un score de risque de cancer du sein pour les femmes francaises
(Viallon et al. (2006b))). Pour ce faire, nous avons appliqué un modele de Cox, avec age
en échelle de temps, sur la cohorte E3N (qui est une étude prospective portant sur 100
000 femmes de la Mutuelle Générale de I’'Education Nationale, suivies depuis 1990). Des
scores traitant d’autres pathologies (cancers de 'ovaire, de 'endometre, du colon, maladies
cardio-vasculaires, ostéoporose, etc.) sont envisagés. De plus, d’autres modeles statistiques
pourraient étre utilisés pour construire ces scores, et notamment des modeles additifs, in-
corporant eux aussi I’dge comme échelle des temps.

Par ailleurs, nous avons développé une méthode simple permettant de tester la calibration?
des scores de risques (Viallon et al. (2006a)). Différentes méthodes sont communément
utilisées dans les études de validation de tels modeles. Cependant, elles présentent géné-
ralement un biais (d principalement & la présence de censures). Dans ce travail, nous
listons les méthodes existantes, soulignons leurs défauts respectifs de fagon théorique, puis
proposons notre méthode. Des simulations ainsi qu’un exemple de validation, sur la co-
horte E3N, d’un score de risque américain de cancer du sein viennent enfin illustrer notre
propos.

2La calibration est une mesure de type « goodness-of-fit ».
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