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Introduction

Décidabilité et complexité de Parithmétique réelle

[’arithmétique réelle du premier ordre a la propriété remarquable d’étre décidable
(Tarski 1951). Ceci signifie que I'on peut écrire une suite d’instructions, un algorithme,
qui permet de décider la vérité d’une formule close quelconque de cette théorie. On peut
formuler autrement cette propriété en disant que ’on sait construire par un procédé
automatique une preuve de toute formule close de la théorie du premier ordre de I’arith-
métique réelle, c’est a dire toute formule qui est une combinaison d’inégalités et d’égalités
polynomiales quantifiées a coefficients rationnels, sans paramétres.

Au premier abord, un tel résultat semble étre de toute premiére importance pour la
branche des mathématiques qui étudie les objets définis par des inégalités polynomiales
réelles, a savoir la géométrie algébrique réelle. Par exemple I'existence d’un tel algorithme
permet en théorie de déterminer les configurations de variétés algébriques réalisant un
ensemble de contraintes sur leur degré, nombre de variables...

En fait, la perspective d’obtenir de nouveaux résultats grace a cette méthode, et a
son implémentation sur un ordinateur, est limitée par la complexité de ce probléme de
décision. La complexité de I’algorithme historique donné par A. Tarski est énorme : c¢’est
une tour d’exponentielle de hauteur le nombre de variables quantifiées. L’introduction de
'algorithme de Décomposition Algébrique Cylindrique (CAD pour Cylindrical Algebraic
Decomposition) par G.E. Collins (Collins 1975) représente une amélioration drastique
puisque celui-ci est “seulement” doublement exponentiel en le nombre de variables et
polynomial en le degré des polynomes. De plus, cet algorithme est un outil puissant pour
I’'étude des variétés semi-algébriques, qui donne bien plus d’information sur une famille
de polynomes que la réponse au probléme de décision. Les recherches ultérieures sur
cette procédure de décision (Grigor’ev 1988; Heintz, Roy, et Solerno 1990) raméneront sa
complexité en une double exponentielle en le nombre de blocs de quantificateurs, mais
ceci est encore trop élevé pour en faire un outil de calcul formel vraiment performant. A
notre connaissance, il n’existe pas a ce jour d’implémentation de ces derniers algorithmes.
Les implémentations existantes de I'algorithme de CAD peuvent bien sir étre utilisées
pour la résolution de problémes non triviaux, mais ils n’ont pas la puissance promise par
le résultat théorique de décidabilité.

Pourquoi faire des preuves formelles

En marge des systémes de calcul formel, une autre utilisation de I'ordinateur comme
auxiliaire a ’'activité du mathématicien a émergé au cours des quarante derniéres années



du fait de I'apparition des logiciels dits de preuve formelle. L'implémentation de procé-
dures de décision, méme de cofit élevé, est un aspect crucial du développement de tels
systémes.

Les premiers systémes congus pour faire vérifier des propriétés logiques par un ordi-
nateur se divisent grossiérement en deux familles, selon le role joué par la machine. La
premiére est celle des prouveurs automatiques. Elle regroupe des systémes basés sur des
méthodes de résolution/unification initiées par les travaux de Herbrand dans les années
1930 puis de J. A. Robinson dans les années 1960. Ces systémes permettent d’obtenir
(lorsque c’est possible étant donnée I'indécidabilité du probléme) par des procédés auto-
matiques des preuves d’énoncés de la logique propositionnelle classique ou de la logique
classique du premier ordre. Le premier systéme qui peut étre rangé dans cette famille est
peut-étre le piano logique' construit en 1869 par W. S. Stanley. Il s’agit d’un systéme
mécanique construit pour des raisons en partie pédagogiques, qui pouvait calculer a par-
tir d'un ensemble de formules booléennes contenant au plus quatre variables distinctes
quelles combinaisons sont impossibles.

Une deuxiéme famille est formée par les assistants a la preuve interactifs. Dans ces
systémes, 1'utilisateur n’attend pas de la machine qu’elle établisse automatiquement la
validité de formules, et d’établir de “nouveaux théorémes”. Au contraire, la fonction de ces
systémes est de vérifier scrupuleusement que la preuve d’un énoncé proposée par 'utilisa-
teur est bien formée, et que par suite 'utilisateur a bien démontré un nouveau théoréme.
C’est donc en définitive I'utilisateur qui est I'architecte de la preuve, I'ordinateur n’ayant
qu’une fonction de vérification. Un exemple historique de ce type d’outils est le systéme
AUTOMATH (de Bruijn 1970). Le systéme Coq (Coq development team 2004; Bertot et
Casteran 2004) fait lui aussi partie de cette famille.

Les premiéres implémentations de ces systémes, qu’ils soient automatiques ou inter-
actifs, sont souvent motivées par des applications industrielles comme la modélisation de
circuits ou bientot la preuve de spécifications de programmes. Ce champ d’application
des méthodes formelles au sens large est toujours un domaine actif de recherches, que ce
soit pour garantir la fiabilité d’application sensibles (aéronautique, médecine,...) ou bien
la correction de calculs de bas niveau (circuits, arithmétique flottante,...).

Les motivations d’un mathématicien

Cette motivation initiale rend en pratique nécessaire la formalisation de mathéma-
tiques dans de tels systémes. Dés les années 1970, on assiste 4 des développements im-
portants qui participent de cet effort, comme la traduction dans le systéme AUTOMATH
du célébre ouvrage de L. D. Landau Grundlagen der Analysis par L. S. Jutting. La véri-
fication par ordinateur d’énoncés mathématiques est un champ de recherche autonome.
Le géométre algébriste C. Simpson a récemment décrit avec enthousiasme I'impact pos-
sible de la mécanisation de la vérification de mathématiques par un ordinateur (Simpson
2004). 11 reléve en particulier huit raisons pour lesquelles & ses yeux “il est une erreur
de penser que la preuve formelle sur ordinateur restera toujours a la traine derriéres les
mathématiques usuelles. Viendra le moment ot les avantages de cette pratique en com-
penseront les difficultés au point que les mathématiciens utilisant ces outils feront un bond

'Le “Logic Piano” est conservé au Museum of the History of Science, Oxford (Royaume-Uni).



en avant.” Les arguments qu’il pointe sont variés. En particulier, on peut citer la perspec-
tive de changer profondément le mode d’arbitrage des revues scientifiques, qui garantit la
fiabilité des résultats mathématiques publiés. La création d’un socle de théories formali-
sées permettra au lecteur de s’appuyer avec confiance sur des énoncés établis, et vérifiés
dans un contexte sans ambiguité, sans devoir nécessairement investir le temps nécessaire
pour acquérir ’expertise d’'un domaine mathématique connexe a ses propres intéréts. Les
preuves qui mélent les points de vues de différents horizons mathématiques sont en effet
notoirement longues et délicates a vérifier. D’autre part, I'utilisation croissante de cal-
culs, réalisés par des programmes, comme ingrédient de preuves mathématiques exige la
mise en ceuvre d’'un protocole de vérification formelle qui semble bien relever du champ
d’application des systémes de preuve sur ordinateur.

Comment fait-on des preuves formelles

Nous sommes jusqu’a maintenant restés trés vagues sur le sens attribué a I'expression
“formaliser”. De fait il existe de nombreuses facons d’envisager d’utiliser un ordinateur
comme support pour stocker, concevoir et vérifier des mathématiques : traitement de texte
scientifique, systémes de calcul formel, bases de données, prouveurs automatiques,... F.
Wiedijk a recensé prés de 300 systémes? avec lesquels on peut “faire des mathématiques
sur ordinateur”.

Le cas du systéme Coq

Le travail que nous présentons ici a été effectué dans le systéme Cogq. Il s’agit d’'un
systéme de preuve interactif, qui repose sur le Calcul des Constructions Inductives (Co-
quand et Huet 1988; Coquand et Paulin-Mohring 1990). Ce formalisme est une théorie
des types, c’est a dire un A-calcul typé, qui permet de représenter a la fois des énoncés et
des preuves de ces énoncés comme des objets du langage. Cette expressivité est donnée
par l’isomorphisme de Curry-de Bruijn-Howard (Howard 1980) qui établit une corres-
pondance entre programmation et démonstration : les types du A-calcul sont vus comme
des énoncés de théorémes et les A-termes, qui sont des programmes, comme des preuves.
Dans un tel systéme, prouver un théoréme consiste a former le type qui correspond a son
énoncé, puis a fournir un A-terme qui a ce type. [’assistant a la preuve est un vérificateur
de types (type checker) qui permet d’assurer la validité de ce jugement de typage. Un
énoncé faux sera donc représenté par un type dont il n’est pas possible de construire
un habitant et un énoncé prouvé est associé & un témoin de cette preuve : le A-terme
construit avec le type attendu.

Les systémes construits sur 'isomorphisme de Curry-de Bruijn-Howard sont les héri-
tiers du systéeme AUTOMATH, conc¢u par N. de Bruijn. Ce dernier a formulé ce qui est
maintenant connu comme le critére de de Bruijn pour les assistants a la preuve. Le second
théoréme d’incomplétude de Godel exclut la possibilité pour un assistant a la preuve de
vérifier la cohérence de la logique qu’il implémente. 11 est néanmoins peu satisfaisant de
faire reposer la validité de théorémes sur un programme, qui comporte potentiellement
des erreurs. Un assistant a la preuve gagne de fait en fiabilité, s’il est constitué d'un

2http ://www.cs.ru.nl/freek /digimath/bycategory. html



programme relativement court et simple, a I’échelle de la relecture par un étre humain,
qui constitue le vérificateur de preuves. Toute preuve doit alors consister en la produc-
tion d’un objet témoin, qui est vérifié par ce programme. Ce programme vérificateur de
preuve est appelé le noyau et dans le cas d’un systéme comme Coq, il s’agit en fait du
type-checker. Ce n’est pas la seule facon de mettre en ceuvre le critére de de Bruijn : on
peut par exemple choisir comme objet de preuve les dérivations de preuve, comme c¢’était
le cas des premiéres versions du systéme HOL.

Un autre aspect remarquable d’un systéme basé sur la théorie des types comme le
systéme Coq est qu’il posséde de par le A-calcul qu’il implémente un véritable langage
de programmation. Dans le cas du Calcul des Constructions Inductives, le mécanisme
d’évaluation de ce langage est donné gratuitement par les régles de réduction.

Définir, programmer, prouver en Coq, un exemple

Un exemple simple permet de mettre en situation ces différents aspects du systéme.
Dans le systéeme Coq, l'utilisateur a la possibilité de donner des définitions inductives
en précisant la liste des régles de bonne formation des éléments d’un type. Ces régles
sont appelées les constructeurs du type inductif. Par exemple, les entiers de Péano sont
représentés par le type nat du code 1. Il s’agit du plus petit type qui contienne la constante
déclarée 0 et qui soit clos par l'opération S. Lorsque l'utilisateur déclare ce type®, le
systéme matérialise cette propriété de “plus petit type” en générant automatiquement les
principes d’induction associés.

Cog< I nductive nat : Set :=
O : nat
| S : nat — nat.

nat is defined

nat _rect is defined
nat _ind is defined
nat _rec is defined

Code 1: Entiers de Péano en Coq

Le principe nat _r ec permet de définir des fonctions par filtrage sur un entier et le
principe nat _i nd de faire des raisonnements par récurrence sur un entier? :

nat i nd
vV P: nat — Prop,
PO —- (Vm: nat, Pm— P (SmM) — ¥V m: nat, Pm

On peut maintenant définir une fonction sur ces entiers, qui ajoute 2 & son argument :

Definition plus2(n:nat):=S (S n).

On peut évaluer cette fonction sur un argument donné en effectuant la G-réduction.

Coq < Eval conpute in (plus2 8).
= 10

3en fait défini dans la bibliothéque standard du systéme.
4Le systéme génére un principe par sorte : Prop, Set et Type.




En fait l'instruction conput e n’est pas limitée a la [-réduction. Elle permet par
exemple également de réduire les opérations définie par récurrence, qui sont des opéra-
tions de point fize. Le systéme Coq permet en effet de définir des fonctions par récursion
dite structurelle sur un argument dont le type est inductif. La récursion est dite structu-
relle si elle est repose sur le principe de récursion généré au moment de la définition du
type inductif. Par exemple, la fonction qui calcule le minimum de deux entiers peut se
programmer de la facon suivante :

Fixpoint minn m{struct n} : nat :=
match n, mwth

| 6 _=0

| Sn, O=0

| Sn, SmM =S (mnn m)
end.

Dans le code ci-dessus, on indique explicitement I’argument sur lequel porte la récur-
sion grace au mot-clef st ruct . On peut toujours réduire ’application d’une telle fonction
définition par récursion grace a la tactique conput e.

Coq < Eval conpute in (mn 3 8).
=3
: nat

Lorsqu’on veut faire une preuve par récurrence sur un objet défini par induction, le
systéme utilise par défaut le principe généré au moment de la définition du type. On va
voir sur un exemple comment on peut manipuler un type inductif dans une preuve. La
propriété de commutativité s’énonce ainsi :

Lemma min_comm: Vnm mnnm=imn mn,

La preuve Coq de ce lemme, qui est une construction de A-terme, se fait de ma-
niére interactive. L’utilisateur donne au systéme une succession d’instructions, appelées
tactiques. Ces instructions font évoluer le but a prouver, en créant éventuellement de nou-
veaux sous-buts, jusqu’a ce que la preuve soit complétement achevée. Elles sont séparées
par des points. Dans tout cet exemple, a gauche se trouvent les instructions tapées par
I'utilisateur et a droite la réponse du systéme Coq. La preuve se fait par récurrence sur n,
le premier argument, puis, pour le cas de base ainsi que pour le cas récursif, on raisonne
par cas sur le deuxiéme entier m

2 subgoal s

Lemma nmin_comm: V n m
mnnm=mn mn.

Pr oof .

i nduction n. subgoal 2 is:

Y m: nat,
mn (SN m=mnm(S n)

F1G. 1: Récurrence sur le premier arqument




La premiére étape, sur la figure 1, montre les deux sous-buts générés aprés 'instruction
qui initie une récurrence sur ’entier n.

Ensuite, pour prouver le cas de base, on raisonne par cas sur m ce qui génére les deux
sous-cas de la figure 2. La tactique destruct détaille les cas possibles, c’est a dire les
constructeurs possibles, pour un élément du type nat, sans opérer de récurrence.

3 subgoal s

Lemma min_commVY n m
mnnm=mnnmn.
Pr oof .
i nduction n.
destruct m

subgoal 2 is:
mnOoO(SmM =mn (SmM O
subgoal 3 is:
Y m: nat,
mn (S n m=mnm(S n)

F1G. 2: Par cas sur le deuxieme arqument

On peut maintenant conclure le premier sous but en utilisant la réflexivité de la
relation d’égalité. Le sous-but a résoudre devient le deuxiéme cas de I’argument m comme
représenté sur la figure 3.

2 subgoal s

Lemma min_commVY n m
mnnm=mn mn.

Pr oof .
i nduction n.
destruct m

reflexivity. subgoal 2 is:

Y m: nat,
mn(Sn) m=mnm(S n)

F1G. 3: Le premier sous-cas est résolu

Pour clore le deuxiéme sous-but, il faut réduire la fonction m n, afin d’obtenir la valeur
0 de part et d’autre du signe = et conclure par réflexivité de ’égalité. Ceci termine le
cas de base de la récurrence et 'utilisateur doit maintenant prouver le cas récursif de la
récurrence sur n. L’hypothése de récurrence a été générée et placée dans le contexte des
hypothéses disponibles, comme représenté sur la figure 4.



Lemma min_commVY n m 1 subgoal

mnnm=mnnmn.
Pr oof .
i nduction n.
destruct m
reflexivity.
sinmpl mn. reflexivity.

IHh : ¥V m: nat,
mnnm=mnmnmn

Y m: nat,
mn (S n m=mnm(S n)

F1G. 4: Le deuziéeme sous-cas est résolu

On raisonne une deuxiéme fois par cas sur m, et comme précédemment, le premier
cas se résout en évaluant la fonction m n. On doit enfin traiter le dernier sous-cas qui se
présente comme en figure 5.

Lenma m n_comm v nm . 1 subgoal
mnnm=mn mn.
Pr oof .
i nduction n.
destruct m
reflexivity.
sinpl min. reflexivity.
destruct m
sinmpl min. reflexivity.

n : nat
IHh : V m: nat,
mnnm=nnmn

min(Sn) (SmM =nin(SmM (Sn)

Fi1G. 5: Le deuziéeme sous-cas est résolu

Cette fois I’évaluation de la fonction m n va transformer le but a prouver en
S(mnnm =S (mMn mn)
qui se préte a l'utilisation de I’hypothése de récurrence. La figure 6 représente le script
complet.
Cette suite d’instructions a raffiné progressivement un A-terme a trous, qui est com-
plétement formé lorsque le systéme affiche le message Pr oof conpl et ed. Ce terme doit
avoir le type annoncé par 1’énoncé du lemme.

Pour enregistrer ce résultat dans la base des énoncés prouvés, il faut faire vérifier le
A-terme construit par le type-checker de Coq. Si cette vérification établit que le A-terme
représentant la preuve a bien le type de I’énoncé, alors Coq définit un nouvel objet dans
son contexte, nommé m n_commet 'utilisateur pourra désormais utiliser ce résultat dans
ses preuves ultérieures. Cette opération de vérification et de sauvegarde est effectuée par
I'instruction Qed, pendant de l'instruction Pr oof qui ouvre la preuve.

La récursion structurelle n’est pas le seul moyen de définir des opérations par point
fixe dans le systéeme Coq. Pour définir des fonctions par récurrence en utilisant un prin-
cipe différent de celui qui a été généré automatiquement, on devra en général utiliser la
technique dite de récursion bien fondée en donnant explicitement au systéme une preuve
que l'ordre sur lequel repose la définition est bien fondé.



Lemma min_commVY n m
mnnm=mn mn.
Pr oof .
i nducti on n.
destruct m
reflexivity. Proof conpl et ed.
sinmpl min. reflexivity.
destruct m
sinmpl min. reflexivity.
sinmpl mn. rewite (IH m.
reflexivity.

Fi1G. 6: Fin de la preuve

La place du calcul

Le calcul posséde ainsi un statut primitif dans le Calcul des Constructions Inductives,
statut fortement illustré par la régle de typage dite de conversion. La relation de conver-
sion, notée =, est une relation d’équivalence qui identifie deux termes “égaux modulo le
calcul”, dans un sens plus large que la simple g-réduction : elle englobe aussi d’autres
régles comme les réductions de points fixes ou le pliage/dépliage de définitions intermé-
diaires. La régle (de typage) de conversion indique que deux types qui sont convertibles
possédent les mémes habitants :

'kt T 'FU:s T=U
'kt U

Cette régle a des conséquences fondamentales sur la forme des preuves dans le Calcul
des Constructions. Par exemple, pour donner une preuve de la proposition 1 + 2 = 3,
dont I’énoncé est un type de Coq, il faut construire un A-terme dont le type est bien
1 + 2 = 3.0rlestermes 1 + 2 et 2 sont convertibles, car I'opération d’addition appli-
quées aux arguments 1 et 2 s’évalue en 3. Par conséquent, les types 1 + 2 = 3et3 = 3
dont convertibles. Ainsi pour prouver que 1 + 2 = 3, d’apreés la régle de conversion, il
suffit de donner un terme de type 3 = 3, qui est en Coq le terme (refl _equal 3).

Egalité, relations d’équivalences

Le traitement de la relation d’égalité en théorie des types est un sujet délicat. La
relation d’égalité que nous avons utilisée ci-dessus est celle qui est primitive au systéme.
Il s’agit d’ une égalité syntazique, définie comme la plus petite relation réflexive.

I nductive eq (A: Type) (x : A : A — Prop := refl_equal : x = x.

Cette définition indique qu’un terme ne peut étre égal qu’a ... lui-méme exactement,
ou plutét comme on ’a vu, a un terme qui lui est convertible.

Cette définition est assez éloignée de la pratique des mathématiciens, qui utilisent
assez souvent implicitement une relation d’équivalence comme relation d’égalité. Il est
par exemple tres rare que le symbole d’égalité entre deux fractions différentes de méme




forme irréductible ne soit pas le symbole = et ce sans que cela souléve de probléme
particulier dans l'esprit du lecteur. De la méme fagon, c’est souvent le contexte dans
lequel on le rencontre qui permet de déterminer la nature d’un symbole d’égalité entre
deux fonctions : par exemple on peut avoir affaire & une égalité syntaxique, mais aussi a
une égalité point par point de I'intersection des domaines de définition, ou encore a une
égalité des valeurs point par point et des domaines de définitions.

Cette définition est encore plus éloignée de 1'égalité des systémes de calcul formel
dont la sémantique est parfois trés floue (Harrison et Théry 1998). La manipulation de
structures quotients en théorie des types a fait I’objet de nombreux travaux, et demande
une vigilance particuliére pour maintenir la cohérence du systéme (Chicli, Pottier, et
Simpson 2002).

Dans le systéme Cogq, lorsque la relation d’équivalence utilisée n’est pas I'égalité de
Leibniz, on doit toujours déclarer explicitement une structure de quotient. Le systéme
posséde un mécanisme qui permet la manipulation de telles classes d’équivalences, et en
particulier permet d’effectuer des réécritures : il s’agit de la notion de sétoide (Hofmann
1995; G. Barthe et Pons. 2003). Un sétoide est simplement la donnée d’un type et d’une
relation d’équivalence sur ce type. Toutefois, pour pouvoir réécrire des égalités exprimée
grace a cette relation d’équivalence sous un symbole de fonction, il faut montrer que cette
fonction passe au quotient pour la relation d’équivalence, on dit alors qu’il s’agit d'un
morphisme pour la structure de sétoide. Il est alors techniquement possible de faire des
preuves par réécriture de ces relations d’équivalence mais ce procédé, et en particulier la
recherche d’occurrences, donne lieu a des problémes d’efficacité qui peuvent devenir un
probléme rédhibitoire dans une formalisation. Le systéme de sétoides de Coq a récemment
été refondu et amélioré (Sacerdoti Coen 2006), mais reste en cours de développement.

Polymorphisme, types dépendants

Le dernier trait du systéme Coq que nous évoquerons dans cette introduction concerne
son systéme de types et en particulier I'usage qu’il permet des types dépendants.

Le A-calcul est un formalisme destiné a représenter des fonctions. Néanmoins comme
les seules régles de construction de ses termes sont 1’abstraction, qui crée une nouvelle
fonction, et 'application, qui applique une fonction a un argument, ce systéme représente
beaucoup de fonctions, en particulier, il en représente trop pour servir a modéliser la
logique. Si on formalise un prédicat par un terme du A-calcul qui s’applique a un argument
comme le prédicat s’applique a un objet, on peut encoder dans ce systéme le paradoxe
de Russell.

Pour restreindre la classe d’objets considérée et ainsi se prémunir de tels paradoxes,
on introduit un systéme de types donné par des régles qui décrivent en fait les conditions
de bonne formation des fonctions acceptées par le systéme. Les choix des régles de typage
contraignent ainsi du méme coup 'expressivité du systéme logique correspondant par
Ilisomorphisme de Curry-de Bruijn-Howard. Définir une fonction en donnant son graphe
revient a décrire une partie du produit cartésien de son domaine de définition et de son
codomaine. Les types des abstractions, c’est a dire des fonctions mathématiques, sont par
suite appelés types produits.

Dans le A-calcul simplement typé, la seule opération qui permet de construire de
nouveaux types est la fleche : on dispose d’un ensemble de types atomiques et puis si



A et B sont deux types, on peut former le nouveau type A — B, qui est le type des
fonctions prenant comme argument un objet de type A et qui calculent un résultat de
type B. Les types construits dans ce formalisme correspondent exactement aux énoncés
de la logique propositionnelle intuitionniste.

Pour construire un A-calcul typé dont la puissance logique dépasse celle du calcul
propositionnel, il faut enrichir les constructions de types possibles. Nous ne donnerons
pas ici les choix des régles de typage des produits dépendants effectués par le systéme Coq.
La solution adoptée est celle qui offre la puissance maximale en conservant la consistance
logique du systéme®. Nous donnons un trés bref appercu des conséquences de ces choix,
qui seront largement utilisés dans ce qui suit. Une description plus détaillé des choix du
systéme Coq se trouve dans (Bertot et Casteran 2004).

Le polymorphisme introduit plus de souplesse dans la description du support du graphe
des fonctions. Il permet en fait une quantification universelle dans les types. Ainsi le
terme Ax.x qui représente la fonction identité, pourra étre typée par VA.A, qui se lit :
“quel que soit le type A de 'argument, cette fonction calcule un résultat de type A”. Dans
le lambda calcul simplement typé, on ne peut donner un type aussi général : on doit
reprogrammer la fonction identité pour chaque type. Le A-calcul polymorphique a été
introduit par J.-Y. Girard avec le systéme F. Le polymorphisme de Coq est trés proche
de l'approche qui a contribué au succés des langages fonctionnels de la famille ML. La
classe de fonctions typables par ce systéme augmente beaucoup : elle contient toutes les
fonctions dont on peut prouver la totalité en arithmétique du second ordre, ce qui inclue
en particulier toutes les fonctions primitives récursives. Du point de vue logique, on a
introduit un quantificateur universel dans les formules considérées, de fait le systéme F
a Pexpressivité de I'arithmétique intuitionniste du second ordre.

Dans le systéme Coq, le systéme de types autorise des constructions d’ordre supérieur.
On dispose en fait de régles de typage qui permettent de construire des fonctions dont les
arguments peuvent eux-mémes étre fonctionnels. Combiné avec le polymorphisme ce trait
du systéeme de typage permet de dépasser la classe des fonctions primitives récursives et de
programmer par exemple la fonction d’Ackermann. Du point de vue logique, on manipule
des énoncés d’ordre supérieur, dont les quantificateurs peuvent méme porter sur des
propriétés. Les énoncés des principes nat _rec et nat _i nd présentés ci-dessus donnent
un exemple de cette possibilité. La représentation en Coq de I'égalité par I'égalité de
Leibniz est également possible grace aux types d’ordre supérieur. Le type du prédicat eq
dont on a donné la définition est :

eq : VA : Type, A— A — Prop

Les types dépendants introduisent quant a eux plus de finesse dans la description don-
née par les types. En effet, il est possible de construire des types de données a parameétres
grace a ce principe, puisqu’il autorise I'écriture de programmes qui calculent des types
de données. Ainsi il est possible de définir un type de vecteur tel que pour tout entier n,
les habitants du type vecteur n sont les listes de longueur n.

Une des possibilités pour programmer de tels objets est d’utiliser la définition du
code 2, qui est celui de la bibliothéque standard du systéme. Les vecteurs sont définis
par induction®, et le type vect or prend en paramétre un entier n qui est la longueur de

Sce qui signifie que tous les types du systéme ne sont pas habités.
6Nous n’insistons pas ici sur la possibilité offerte par le Calcul des Constructions Inductive de créer
des types inductifs, ce qui n’est pas une construction primitive dans le A-calcul.
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ses habitants.

Variable A : Set.
I nductive vector : nat — Set :=
| Vnil : vector O
| Vcons : V (a:A) (n:nat), vector n — vector (S n).

Code 2: Vecteur de longueur n

Les types dépendants permettent d’inclure dans le type d’un objet une spécification
trés riche, mais la programmation en Coq avec de telles structures de données nécessite un
soin particulier. Rappelons par exemple que 1’égalité de Leibniz ne permet de comparer
que les objet de méme type, or en utilisant la définition du code 2, deux vecteurs de
longueur différentes ont un type différent. De méme, lorsqu’on veut construire une fonction
par filtrage et que le type des résultats de cette fonction est dépendant de 1'un de ces
arguments, on aura besoin de donner de l'information supplémentaire au systéme de
typage. Par exemple, le code 3 propose une fonction qui renvoie un vecteur d’entiers de
longueur n qui ne contient que des zéros.

Fi xpoi nt nul _vector(n:nat):(vector nat n):=
match n return vector nat n with
| O= (Vnil nat)
| S n = Vcons nat O n (nul_vector n)
end.

Code 3: Exemple de filtrage dépendant

La constructionmatch ... return ... w thpermet de donner explicitement aprés
le mot-clef r et ur n le type du résultat de chaque branche du filtrage en fonction du motif.

Dans le systéme Coq, il existe un cas particulier de types inductifs, avec un seul
constructeur, appelés types d’enregistrements. Cet unique constructeur peu étre vu comme
une fonction qui prend autant d’arguments qu’a de champs I’enregistrement que 1’on veut
construire et qui calcule un nouvel enregistrement si on lui fournit toutes les valeurs des
champs.

Par exemple on peut décrire les points du plans a coordonnées entiéres, comme
dans le code 4, par le type enregistrement est pl ane_poi nt. L'unique constructeur
nk_pl ane_poi nt prend en argument les valeurs des champs abs et or d pour construire
un nouvel enregistrement, qui représente un nouveau point.

Record plane_point : Set := nk_plane_point{abs : Z, ord : Z}.

Code 4: Points du plan

La combinaison de ces types enregistrements avec la dépendance constitue un outil
d’abstraction puissant. Dans le code 5 on donne un exemple simple d’enregistrement
dépendant qui représente un point a coordonnées entiéres en dimension n :

Record point(n:nat) : Set := nk_point{coord:vector Z n}.

Code 5: Points de [’espace
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Ces enregistrements dépendants représentent une alternative au systéme de modules
de Coq (Chrzaszcz 2003). Bien sir ces enregistrements n’offrent pas le méme confort d’uti-
lisation en particulier dans la gestion des noms, mais il en étendent le champ d’utilisation
en permettant notamment des constructions récursives.

Comment fait-on faire des preuves formelles (...par 'or-
dinateur)

L’utilisation d’un assistant a la preuve interactif comme le systéme Coq pour for-
maliser un théoréme non trivial de mathématique demande en régle générale un effort
considérable, compte tenu du fait que I'utilisateur connait déja une preuve “papier” du
résultat qui l'intéresse. En effet, il existe une différence de nature significative entre un
raisonnement informel, intelligible par un mathématicien, et un raisonnement formel vé-
rifiable par une machine. Le mathématicien est capable grace a sa culture et a ses facultés
de représentation mentale d’inférer des parties manquantes dans une preuve, en restant
convaincu, a tort ou a raison, par sa validité. L’ordinateur quand a lui ne fait preuve
d’aucune initiative ni créativité, et le raisonnement formel se décompose en étapes de
trés bas niveau qui sont les régles de la logique utilisée comme formalisme.

De cette fagon, la notion subjective de preuve élégante pour un utilisateur de systéme
de preuves formelles est souvent assez éloignée de la conception d’'un mathématicien au
sens “traditionnel” du terme. Le travail de formalisation de mathématiques a 1’aide d’un
systéme de preuves formelle comporte de facon incontournable un travail bibliographique
préliminaire pour recenser les démonstrations publiées dans la littérature. Il s’agit en
effet de saisir quels arguments sont inévitables pour établir un résultat et quels aspects
de la preuve peuvent étre aménagés pour un traitement formel. L’utilisateur d’un systéme
comme Coq sera par exemple amené a privilégier lorsque c’est possible une preuve qui
peut étre ramenée a la correction d’un calcul.

Nécessité de ’automatisation

Néanmoins, pour envisager de fagon réaliste un essor des formalisations mathéma-
tiques dans un assistant a la preuve, on ne peut compter sur I'effort démesuré que peut
représenter la preuve formelle d’énoncés trés simples souvent implicitement admis dans
une preuve sur papier. De la méme facon que les systémes de calcul formel ont permis de
soulager le mathématicien de calculs symboliques pédestres, nécessaires mais sans intérét
propre, on doit exploiter la puissance de calcul de I'ordinateur au mieux pour effectuer
de fagon automatique les preuves formelles laborieuses qui peuvent étre automatisées.

La nécessité d’enrichir les assistants a la preuve interactifs avec des procédures de
preuve automatique constitue un enjeu majeur du développement de ces systémes. Les
auteurs de récents développements formels significatifs ont souvent pointé I’aspect crucial
de tels outils, que ce soit en soulignant leur role déterminant ou bien en soulignant les
conséquences de leur insuffisance. En particulier, J. Avigad, K. Donnelly, D. Gray et
P. Raff ont insisté sur le travail fastidieux qu’induit le manque d’automatisation de la
théorie des réels en décrivant leur travail de mécanisation de la preuve du théoréme des
nombres premiers dans le systéme Isabelle (Avigad, Donnelly, Gray, et Raff 2005).
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Il existe plusieurs facon de concevoir des programmes qui étendent la puissance d’un
assistant a la preuve et leur mise en oeuvre dépend bien siir du systéme sur lequel 1’as-
sistant est bati. D’une facon générale, il existe deux grandes familles d’outils de preuve
automatiques intégrés a des assistants a la preuve.

L’approche sceptique

La premiére approche consiste a tirer partie de I'expertise d'un systéme spécialisé,
externe au logiciel de preuve formelle. Par exemple, on peut espérer confier des calculs
symboliques a un systéme de calcul formel, ou encore exploiter la technologie existante
des prouveurs automatiques du premier ordre. Malheureusement, cette approche n’est
pas forcément la plus simple, ni la plus adaptée au contexte d’un assistant a la preuve.
En effet, un programme externe dont on branche la sortie vers le systéme de preuve est
forcément considéré avec scepticisme par ledit systéme, qui va considérer le programme
externe comme un oracle dont il faut vérifier la réponse.

En effet 1'oracle fournit le résultat d’un calcul mais pas sa preuve formelle compléte.
Il s’agit donc de recomposer automatiquement, si ¢’est possible, une preuve formelle a
partir de la réponse de l'oracle. Cette étape peut s’avérer difficile, si 'oracle n’est pas
concu pour fournir une trace suffisante de ses calculs. Elle peut aussi étre réalisable mais
trés cotteuse, tout d’abord en temps, car la trace des calculs que I’'on demande a l'oracle
peut étre trés importante, mais aussi en espace, car si le systéme de preuves formelles
doit comme Coq construire un témoin de la preuve, celui-ci peut voir sa taille exploser.

Un autre probléme inhérent a cette approche est la différence de sémantique entre les
outils de calcul et les outils de preuve formelle (Harrison et Théry 1998), qui peuvent
rendre délicat le procédé de preuve automatique des résultats des calculs. En fait, cette
approche est bien adaptée a des problémes dont la solution est potentiellement difficile a
trouver, mais pour lesquels il est facile de montrer formellement la correction du résultat.

Un exemple de réussite de cette méthode est la procédure intégrée au systéme HOL-
Light par J. Harrison pour manipuler des systémes d’inégalités sur les nombres réels.
Cette heuristique est basée la décomposition de polynémes positifs en sommes de carrés
(Harrison 2005). Elle utilise un oracle basé sur des techniques avancées de programmation
semi-linéaire, issues des travaux de P. Parillo. L’outil repose sur des méthodes de calcul
sophistiquées mais le résultat de ces calculs est particuliérement simple a exploiter pour
un systéme de preuve : il suffit de vérifier une identité d’anneau et de montrer un lemme
qui établit qu'une somme de carrés arbitraire est un polynome positif.

Dans le systéme Coq une expérience a été menée pour faire communiquer le systéme
avec le logiciel de calcul formel Maple. Cette contrbution” permet d’utiliser le systéme
de calcul formel comme un oracle de calcul qui propose des factorisations, des dévelop-
pements ou des simplifications, en laissant I'utilisateur valider ce calcul par une preuve.
Cette preuve peut étre obtenue dans les cas favorables par une tactique qui prouve auto-
matiquement des identités algébriques dans les structures de corps. Malheureusement, la
combinatoire de cette derniére tactique, qui génére des obligations des preuves d’identi-
tés d’anneaux, devient rapidement un facteur limitant dans la taille des expressions que
I’on peut traiter avec un tel outil, qui demeurent bien en deca des capacités de calcul de

Thttp ://coq.inria.fr/contribs-eng.html, D. Delahaye et M. Mayero, 2002
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loracle Maple. Cette tactique représente néanmoins un outil trés utile pour les manipu-
lations symboliques d’anneau, comme par exemple les factorisations de polyndémes, que
I'on sait prouver efficacement dans le systéme Coq.

L’approche autarcique

N

L’approche autarcique consiste a n’utiliser que les ressources propres du systéme.
Les possibilités d’extensions autarciques d’un systéme de preuves formelles interactif dé-
pendent fortement de la facon dont le systéme est implémenté.

En toute généralité, une approche autarcique repose uniquement sur la possibilité
de décrire un enchainement d’instructions de l'assistant a la preuve, qui doit produire
automatiquement une preuve formelle pour une classe spécifiée d’énoncés. Il s’agit en
fait d’écrire un programme, dont les instructions sont des manipulations logiques (ap-
plications de régles d’introduction/élimination ...) et syntaxiques (substitutions ...). Le
langage qui permet, d’écrire un tel programme est appelé méta-langage du systéme de
preuves, puisqu’il effectue des opérations qui sortent du systéme lui-méme, a un niveau
méta-mathématique. Le méta-langage ML du systéme LCF, di & R. Milner est 'ancétre
d’une famille de langage de programmation fonctionnels parmi lesquels le langage Ocaml.

Dans le systéme Coq, il existe deux versions de méta-langage. Le premier est Ocaml®,
qui est en fait le langage dans lequel est programmé le systéeme. En tant que tel, il
permet d’effectuer toutes les opérations du niveau méta-mathématique. Récemment, un
deuxiéme métalangage a été intégré au systéme, appelé Ltac (Delahaye 2000). Offrant
bien siir beaucoup moins de possibilités de programmation que le langage Ocaml, qu’il
ne tend pas a remplacer, il est d'usage léger et permet en particulier de programmer des
tactiques en ligne de commande, sans compilation du systéme.

Il y a également deux maniéres d’envisager la programmation d’une nouvelle tactique
pour le systéme Coq. Outre celle que nous avons décrite ci-dessus, il est également possible
d’exploiter le langage de programmation fourni par la théorie des types qui sous-tend le
systéme pour programmer les calculs nécessaires a une procédure de décision, non né-
cessairement, compléte, tel qu’on pourrait le faire dans un langage de programmation
arbitraire. En général, ce procédé passe par une description de la classe de problémes que
I’'on veut décider a 'aide de types de données plus adaptés au calcul et & des opérations
de traduction de 1’énoncé concret vers sa représentation abstraite, support du calcul.
C’est pourquoi on appelle cette démarche I’approche @ deux niveauz, ou encore réflexion.
Ensuite, si 'on peut donner une preuve formelle dans le systéme de la correction de ces
calculs, on peut utiliser ce théoréme de correction et la puissance de calcul du systéme
pour donner une preuve formelle des énoncés dans le spectre de la procédure de décision.
[’avantage de cette facon de concevoir des tactiques est son efficacité, toutefois subor-
donnée a celle de I'algorithme de décision, et la maitrise de la taille du terme de preuve
qu’elle permet. D’autre part, les directions de développement récentes du systéme Coq
mettent 'accent sur la puissance de calcul. En particulier, I’introduction depuis la version
V8 d’un mécanisme de réduction compilée (Grégoire et Leroy 2002; Grégoire 2003) a été
déterminant dans ce sens.

8http ://caml.inria.fr/ocaml

14



Automatisation pour les nombres réels

L’utilisateur qui développe une preuve formelle utilisant des nombres réels dispose
dans le systéeme Coq d’une panoplie d’outils de preuve automatique. Par exemple, les
égalités modulo la structure d’anneau des réels peuvent étre prouvées automatiquement
par la tactique ri ng, certaines égalités de la structure de corps peuvent étre prouvées
automatiquement par la tactique fi el d. Déduire une inégalité linéaire d’hypothéses qui
sont également des relations d’égalité ou inégalités entre des termes linéaire peut étre
réalisé automatiquement par la tactique fouri er, qui applique la méthode de Fourier-
Motzkin.

Néanmoins, il reste de nombreux cas dans lesquels I'utilisateur doit passer un temps
important a prouver des résultats sans contenu mathématique sophistiqué. Voici un
exemple des preuves formelles irritantes qui demandent un temps de travail bien trop
long :

1 subgoal
x1: R
x0 : R
vlD : R
vl : R
H: x1 >0
HO : xO0 >0
HL : vO > 0
H : vl >0

x1 * x0 + x1 >v0 + (vl » vO + vl)

Code 6: Un exemple de but a automatiser

On ne peut pas utiliser la tactique f ouri er car le but n’est pas linéaire, et la preuve,
par ailleurs trés facile a écrire sur le papier, repose sur une refactorisation du but et a
I’application d’opérations de transitivité entre les différentes hypothéses. Chacune de ces
étapes est explicite et demande de connaitre, ou de rechercher, le nom du lemme de la
bibliothéque qui correspond a la régle de transitivité appliquée, car on peut mélanger
inégalités strictes et larges.

En fait, la preuve de I’énoncé décrit sur le code 6 n’est pas si difficile a la main mais
prouver ce genre de but au cas par cas n’est pas satisfaisant. D’une part méme si les
preuves du types de 1’énoncé 6, elles peuvent étre trés nombreuses dans un développe-
ment et retarder ainsi inutilement la preuve formelle d’un résultat plus intéressant. Cet
exemple particulier est issu de calculs générés par le logiciel CIME qui permet entre autres
de calculer automatiquement la terminaison de systémes de réécriture®. Savoir traiter au-
tomatiquement ce type de buts permettrait de pouvoir interfacer les deux systémes et de
donner des preuves automatiques et formelles de la terminaison d’ordres de réécriture par
interprétation polynomiale. D’autre part, un tel exemple de petite taille demande déja

http ://cime.lri.fr/
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la succession d’au moins une dizaine d’instructions. La taille des scripts de preuve croit
trés vite avec le nombre d’hypothéses et les arguments nécessaires a la preuve peuvent
étre plus sophistiqués, utilisant par exemple la monotonie, la convexité ou encore le signe
constant des polyndmes mis en jeu.

Contributions

La motivation de ce travail est double. Les assistants a la preuve atteignent une
maturité qui permet d’envisager des formalisations, de taille conséquente, de résultats
mathématiques récents. Néanmoins, cette maturité ne peut se concevoir sans I’extension
des assistants a la preuve interactifs par des outils d’automatisation puissants.

L’objectif de ce travail est d’étendre le systéme Coq avec une tactique réflexive pour
I’arithmétique réelle du premier ordre, qui repose sur une procédure de décision proche
de I'état de l'art algorithmique des outils du calcul formel. J’ai en fait choisi de faire
reposer la tactique sur une implémentation dans le systéme Coq de I’algorithme de calcul
de CAD.

L’algorithme de CAD permet de résoudre le probléme de décision car il calcule pour
toute famille de polynémes une partition de I’espace en un nombre fini de cellules sur
lesquelles chacun des polynémes de la famille de départ a un signe constant. L’algorithme
procéde par récurrence sur la dimension de ’espace, ¢’est a dire sur le nombre de variables
des polyndémes mis en jeu. Le cas de base des polynomes a une variable se traite avec
des techniques d’isolation des racines réelles. Pour calculer cette partition en dimension
supérieure, on effectue des projections successives en éliminant une par une les variables
des polynomes de départ. A partir d’une famille P de polynémes a n variables, on cal-
cule une nouvelle famille Elim(P), et une partition de R"~! qui est adaptée a Elim(P).
Cette partition est en fait la projection d’une partition adaptée a P selon la direction
correspondant a la variable éliminée. Pour retrouver une partition adaptée a la famille P,
on étudie le cylindre au dessus de chaque cellule de la partition calculée récursivement
pour Elim(P). L’algorithme de CAD a une complexité meilleure que celle de ses prédé-
cesseurs grace a un procédé d’élimination efficace, qui utilise intensivement des calculs
de sous-résultants. L’algorithme des sous-résultants est aussi une généralisation de 1’algo-
rithme d’Euclide qui permet de calculer efficacement des plus grands communs diviseurs
de polynomes a coefficients dans un anneau, et en particulier de polynomes a plusieurs
variables.

La conception de cette tactique vise & combler 'absence d’automatisation pour les pro-
blémes d’arithmétique non-linéaires dans le systéme Coq. Mais sa réalisation représente
un probléme de formalisation intéressant en soi puisque la preuve de correction de ’algo-
rithme de CAD est une preuve de taille conséquente (et ce déja sur papier) et qui méle
des apports de théories variées, pour lesquelles il n’existe souvent pas de développement
formel.

Cette these est organisée de la fagon suivante.

Le premier chapitre propose une formalisation de I'arithmétique polynomiale a coeffi-
cients dans une structure d’anneau arbitraire en utilisant la forme dite de Horner creuse.
Cette représentation posséde deux traits caractéristiques. Tout d’abord elle permet une
définition des polyndémes a plusieurs variables, par un type dépendant de ce nombre de
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variables. D’autre part, la formalisation réalisée permet des calculs relativement efficaces
sur les polyndomes.

Cette formalisation a été utilisée pour la programmation d’une tactique réflexive de
décision des égalités sur les structures d’anneau et de semi-anneau. Cette tactique s’avere
beaucoup plus efficace que son analogue documentée dans (Coq development team 2004),
en particulier grace a l'efficacité du calcul de la forme normale. La conception de cette
tactique est un travail réalisé en collaboration avec B. Grégoire. La tactique est a pré-
sent intégrée a la version V8.1beta du systéme, grace au travail de B. Barras, qui a
ré-implémenté en Ocaml la partie frontale pour en faire un outil facile d’utilisation. Les
preuves de la structure d’anneau des polynomes en forme de Horner ont été réalisées en
collaboration avec L. Rideau.

Le second chapitre expose la formalisation de la preuve de correction d’un algorithme
efficace pour le calcul de plus grand commun diviseur (pged) pour les polynomes a co-
efficients dans un anneau. Cet algorithme, qui repose sur le calcul des polynémes sous-
résultants, permet en particulier de calculer des pged de polynémes a plusieurs variables.
Il s’agit d'un algorithme standard du calcul formel, dont la preuve de correction est trés
technique, méme sur papier. Ce travail constitue la premiére preuve formalisée de la cor-
rection de cet algorithme. Il a nécessité la formalisation en Coq de déterminants, qui
repose sur une proposition de L. Théry. La preuve formelle de ce résultat n’est pas ache-
vée, principalement du fait de difficultés techniques dues a I'implémentation actuelle des
sétoides en Coq mais I'étape clef du théoréme de correction est entiérement prouvée.

Le troisiéeme chapitre ne contient pas de résultat original mais une tentative d’ex-
poser les principes des algorithmes de décision pour 'arithmétique réelle. I contient en
particulier une description de I'algorithme de Décomposition Algébrique Cylindrique im-
plémenté dans le systéme Coq, ainsi que des exemples illustrant les calculs qui constitue
les piéces de ce puzzle du calcul formel. La preuve formelle des ingrédients du probléme
a une variable, en particulier 'utilisation des polyndmes de Bernstein, sont un travail
commun en cours avec F. Guilhot et Y. Bertot.

Le quatrieme chapitre est consacré aux aspects algorithmiques de 'implémentation
réalisée. Celle-ci est en particulier paramétrée par la représentation choisie par 1'utili-
sateur pour les nombres rationnels et pour les nombres réels. D’autre part le style de
programmation employé est fortement marqué par 1'utilisation des types dépendants du
systéme Coq.

Le cinquiéme et dernier chapitre propose une étude du contenu calculatoire d’un
lemme standard d’analyse réelle, que 1'on peut identifier & un principe d’induction ou-
verte. Une preuve intuitionniste de ce lemme nécessite I'utilisation d’'un axiome, qui per-
mette de raisonner sur des structures d’arbre a branchement dénombrable. Ce chapitre
contient 'adaptation d’'une preuve de T. Coquand a une structure de nombres réels munis
d’ouverts énumeératifs.
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Chapitre 1

Arithmétique polynomiale certifiée

La premiére partie de ce chapitre décrit I'implémentation d’une bibliothéque d’arith-
métique polynomiale dans le systéme Cog. On requiert seulement des coefficients qu’ils
forment un anneau intégre décidable, ce qui permet donc de représenter les polyndmes
multivariés si les coefficients de base sont munis d'une telle structure.

La représentation choisie est délibérément spécialisée par rapport a une variable pour
s’adapter a des problémes présentant une structure récursive portant sur la dimension de
I’espace. C’est en particulier le cas de I'algorithme de CAD que nous voulons implémenter.
Les choix algorithmiques sont guidés par le double souci d’efficacité et de support a la
preuve mécanisée, les preuves de corrections de toutes les opérations étant vérifiées dans
le systéme.

La deuxiéme partie de ce chapitre est consacrée a la présentation d’une tactique
réflexive prouvant les égalités dans une structure d’anneau qui repose sur une variante
de cette représentation des polynomes. Cette tactique a été intégrée dans la version de
développement courante de Coq. Ce sont les performances de cette tactique qui valideront
Iefficacité de notre représentation.

1.1 Choix de la représentation

1.1.1 Une construction de 'anneau de polyndmes

Cette section est consacrée a l'exposé d’ une construction classique de I'anneau des
polynomes a coefficients dans un anneau commutatif unitaire. Ce bref exposé est inspiré
de (Chambert-Loir 2006).

Soit A un anneau commutatif et unitaire et d un entier naturel. Soit P, le sous-
ensemble de AN* formé des familles (am)mene d’éléments de A, indexées par N, dont
presque tous les termes sont égaux a 0.

On vérifie sans difficulté que I'addition terme a terme munit P; d’une structure de
groupe abélien.

Soit P = (Pm)mend €t @ = (Gm)mene des éléments de Py Sim € N4, il n’y a qu'un
nombre fini de couples de multi-indices (m’, m”) tels que m = m’ + m”. On peut alors
poser :
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PxQ:=R=rmr,= Z Pt G -

m/'+m/'=m

La famille (r,,) est presque nulle, donc définit un élément de P,. On vérifie que cette
loi (P, Q) — R est associative et fait de P; un anneau commutatif unitaire.

On peut également définir le produit scalaire d’'un élement a de A par une suite
presque nulle (p,,), défini par (a * (p,,)), qui propage sur la suite (p,,) le produit dans A
par a. Ceci permet de munir P; d’une structure de A-algéebre.

Soit i € {1,...,d}, notons X; I'élément de P; dont I'unique terme non nul est celui
correspondant au multi-indice ¢; (qui vaut 1 en i et 0 ailleurs), et vaut 1. Si P = (py,),
on a alors :

P=>" p. [ x™

meNd 1=1...d

L’anneau Py est appelé anneau des polyndomes a d indéterminées (X;);=1. 4 & coeffi-
cients dans A. On le note A[X7,... Xy]. Sid =1, on le note A[X] ot X est I'indéterminée.

Pour m € N¢, I’expression [[—; ;X est notée X™ et est appelée mondome, m; est
son degré en X' et Y m; est son degré total. Soit P = >_ a,,X™, les monomes de P sont
les X™ avec a,, # 0. Pour i = 1...d, on appelle degré de X; de P et on note degy, (P)
le maximum des degrés en X; des mondémes de P. De méme le degré total de P, noté
deg(P), est le maximum des degrés totaux des monomes de P.

On répéte ici a titre d’exemple la spécialisation de la construction ci-dessus au cas des
polynomes a une seule variable.

Dans ce cas, on commence par considérer le sous-ensemble de AN formé par les suites
stationnaires a zéro d’éléments de A : A[X] := {(an)nen | AN, Vn > N, a, = 0}.

On définit ensuite X comme la suite dont le deuxiéme élément vaut 14 et tous les
autres 04. La structure de groupe de A se transporte naturellement sur A[X] en définissant
I’addition par I'opération terme a terme :

(an)nEN + (bn>n€N = (an + bn)neN

L’élément neutre est la suite identiquement nulle notée 0.
On munit ensuite A[X] d’une loi produit définie par :
(an)nen * (Dn)nen = (a % b)nen 00 (@ * b)Yy, ax * by

[’élément neutre est la suite nulle partout sauf en 1 ou elle vaut 1. Ici, les vérifications
que cette loi produit munit bien A[X] d’une structure d’anneau commutatif unitaire ne
posent aucune difficulté. On peut remarquer que ce produit agit comme un décalage a
droite sur X : X" est la suite partout nulle sauf en n ou elle vaut 1. On obtient donc
I’écriture unique d’un polynome sous forme de somme coefficientée de monomes.

On remarque que comme A[X] est ainsi doté d’'une structure d’anneau commutatif
unitaire, il peut a son tour servir d’ensemble de coefficients pour un anneau de polynémes.
Par itération de cette construction, on obtient une seconde définition de I'anneau des
polynémes a n variables A[X, ..., X,,] comme A[X]...[X,]".

'Pour se convaincre que ces définitions construisent des objets isomorphes, il faudrait définir la pro-
priété universelle des algébres de polynémes, voir par exemple (Lang 1995), ch. 5.
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1.1.2 Représentation de Horner

Notre implémentation va encoder les polynémes sous forme de listes finies non vides,
en utilisant la représentation de Horner. Ces listes présentent les coefficients de bas degré
en téte. Une premiére possibilité pour définir ce type de données serait

I nductive Pol 1(C: Set): Set: =
|Pc : C — Poll C
|PX: Poll1 C - C — Poll C

Code 1.1: Polynémes a une variable en forme de Horner

L’ensemble C des coefficients est donné comme paramétre, Pc est le constructeur des
polynomes constants et PX celui des polynomes de degré au moins 1. Le constructeur PX
joue ici le méme role que l'opérateur de cons des listes. La représentation d’un polynome
est unique modulo effacement des zéros de téte, et la taille de la forme normale d’un
polynome, c’est a dire sa représentation la plus compacte, est égale a son degré.

Exemple 1.1.2.1 On consideére des polynomes a coefficients dans Z.
— Le polynéme constant 1 est représenté par (Pc 1)
Le polynome non constant X + 2 est représenté par (PX (Pc 1) 2)
Le polynéme X* est représenté par (PX (PX (PX (PX (Pc 1) 0) 0) 0) 0)

Le dernier exemple montre qu'une optimisation immeédiate est possible pour com-
presser la représentation des polyndomes creux (ceux qui présentent des sauts de degrés
importants dans la suite de leurs monomes). On introduit donc un indice de factorisation
au constructeur PX, sous la forme d’'un argument entier strictement positif, qui permet
de factoriser quand c’est possible des puissances de X. Cette représentation est appelée
forme de Horner creuse.

I nductive Pol 1(C. Set): Set: =
|Pc : C — Poll C
|PX: Poll C — positive — C — Poll C

Code 1.2: Polynémes a une variable en forme de Horner creuse

L’ajout de ce nouvel argument augmente encore le nombre de représentations pos-
sibles pour un méme polynome, puisqu’il permet de représenter toutes les factorisations
partielles des puissances de X. Néanmoins, on peut toujours définir une forme normale : la
représentation sans zéro de téte et dans laquelle on a factorisé autant que possible. Cette
représentation est la plus compacte possible et sa taille est le nombre de coefficients non
nuls du polynome.

Pour représenter cet indice de factorisation de fagon & obtenir des calculs efficaces sur
les puissances, nous avons utilisé la bibliothéque standard de Coq pour 'arithmétique en
base deux. Dans cette bibliothéque, les nombres strictement positifs sont représentés par
des suites de bits :

— XHreprésente 1

— XO z représente 2 X x

x| x représente (2 X z) + 1
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Ceci se traduit en Coq par la définition inductive suivante :

I nductive positive : Set :=
| xH : positive
| xO: positive — positive
| xI : positive — positive.

Code 1.3: Représentation des entiers en base 2

Par exemple, 'entier 6 est représenté par le terme Coq (xO (xI xH)). La biblio-
théque standard fournit toutes les opérations arithmétiques sur ces entiers, ainsi que les
opérations de comparaison.

Exemple 1.1.2.2 On considére encore des polynémes a coefficients dans 7.
— Le polynome constant 1 est représenté par le terme (Pc 1)
— Le polynome non constant X + 2 est représenté par le terme (PX (Pc 1) 1 2)
~ Le polynome X +3 est représenté en forme normale par le terme (PX (Pc 1) 90 3)
mais il est aussi représenté par le terme (PX (PX (Pc 1) 89 0) 1 3)

1.1.3 Opérations d’anneau

On suppose que I'ensemble des coefficients C' est muni de deux constantes O¢ et 1,
ainsi que des opérations d’anneau binaires +, X et —, et de I’'opération unaire d’opposé —.
On suppose de plus que 'égalité sur C' est décidable, en particulier que I'on dispose d’un
opérateur de test a zéro décidable.

La forme normale des polynomes étant aussi leur représentation la plus compacte, il
est intéressant de maintenir cette représentation car la complexité des opérations (linéaire
pour 'addition et la soustraction, quadratique pour le produit) dépendent de la taille des
entrées.

On pourrait définir une fonction de normalisation qui serait appliquée systématique-
ment a la fin de chaque fonction qui rend un polyndéme, pour garantir la préservation de
la forme normale compacte, mais cette normalisation systématique est cotiteuse. Nous
avons opté pour une solution moins contraignante : on suppose que les polyndémes fournis
en argument de toutes les fonctions programmeées sont en forme normale, et I’'on garantit
qu’alors, le résultat calculé par lesdites fonctions sera également en forme normale.

Programmer les opérations d’anneau sur cette représentation en forme de Horner
creuse, en ne produisant que des résultats en forme normale, demande plus de travail
du fait de l'introduction de l'indice de factorisation. En effet, pour maintenir la forme
normale des polynomes, il faut tester des inégalités entre indices de factorisation.

En fait, & chaque fois qu’a 'intérieur d’une fonction une manipulation risque de briser
la forme normale, soit en introduisant potentiellement un zéro en téte, soit en relachant
une factorisation de puissance de X, on effectue a cette place une normalisation locale
adaptée. On définit a cet effet un constructeur normalisant de polyndomes :
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Definition nkPX Pi ¢ :=
match P with
| Pc p=if (czero_test p) then Pc ¢c else PXP i c
| PXP i’ ¢ =
if (czero test c¢’) then PXP (i’ +i) c else PXPi c
end.

Code 1.4: Constructeur normalisant pour les polynémes

Le résultat de cette fonction est la forme normale de P X*+ ¢, si le polynome P en
argument est en forme normale : si P est nul, alors il s’agit du polynoéme constant ¢, si
P =P« X", en forme normale, alors la forme normale attendue est P’ % X" 1% 4 ¢.

Par exemple si 'on veut calculer le résultat de la somme de (PX P i p) avec
(PX Qi @), deux polyndomes en forme normale, alors comme (P + Q peut étre nul,
on utilisera ce constructeur et on calculera (nkPX (P + Q i (p + q)). Par contre
toutes les fois que l'on sait par avance que l'invariant sera préservé, on pourra utiliser
le constructeur PX; dont le coit est nul : par exemple la somme (en forme normale) de
(PX P i p) (en forme normale) avec (Pc c) est bien (PX P i (p +c)).

Nous disposons maintenant des outils nécessaires pour programmer toutes les opéra-
tions d’anneau.

Opposé

On propage simplement sur la liste des coefficients I'opération d’opposé disponible sur
I’ensemble des coefficients. Il n’est pas nécessaire ici d’utiliser de constructeur normalisant.

Multiplication

Pour la multiplication, on fournit d’abord la multiplication Pol _mul cst par un
polynome constant (Pc c), qui propage sur la liste des coefficients, le produit par c,
puis on utilise "kPX pour construire le cas général. Comme on travaille dans un anneau
intégre, on ne fait pas de test a zéro aprés un produit de deux éléments non nuls.

Fi xpoint Pol _mul (P P :Pol) {struct P} : Pol :=
match P with
| Pc ¢ = Pol_mul_cst Pc’
| PXP i’ ¢ =

(mkPX (Pol _mul PP ) i’ c0) + (Pol_mul _cst Pc’)
end.

Code 1.5: Produit sur le polyndomes

Addition et Soustraction

L’addition et la soustraction sont également définies par récursion structurelle sur un
des arguments mais un peu plus de travail est nécessaire. On détaille ici la construction de
lopérateur d’addition, celle de 'opérateur de soustraction se définit de fagon équivalente,
soit en suivant la méme technique, soit comme addition de I'opposé.
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On note ++ l'opération d’addition sur I'ensemble des coefficients C.

Tout d’abord, il est facile d’additionner un polynome constant & un polynome ar-
bitraire : la somme se fait sur les éléments de téte de la liste (qui sont les coefficients
constants). La fonction définie en figure 1.6 calcule la somme du polynéme P avec le
polynéme constant (Pc c) :

Definition Pol _add CP c :=
match P with
|Pc p — Pc (p ++ c)
[IPXPLi p — PXPLi (p ++ )
end.

Code 1.6: Addition avec une constante

Pour I'algorithme d’addition général, il faut prendre soin de maintenir la forme nor-
male : supposons que I'on veut additionner PX? 4 p avec QX7 + ¢, deux polynémes en
forme normale. Il y a trois cas :

i=7:(PX'+p)+(QX +¢)=(P+Q)X +(p+q)
P> (PX'+p)+(QX)+q) = (PX"™7+Q)X7 +(p+4q)
i<j:(PX'+p)+(QX)+q) = (P+QX"7")X'+ (p+4q)

Dans chacun de ces trois cas, on rappelle la fonction d’addition sur un sous terme
d’au moins I'un des deux arguments, cette définition est donc bien formée.

L’opération ci-dessus utilise une soustraction pour pouvoir comparer les indices, qui
sont eux strictement positifs. On utilise donc ici la bibliothéque d’entiers relatifs construite
au dessus du type posi ti ve décrit dans la section 1.1.2, et qui définit les entiers relatifs
par cas sur leur signe :

I nductive Z : Set :=
| 20 : z
| Zpos : positive — Z
| Zneg : positive — Z.

Code 1.7: Entiers en base deux

L’opération ZPm nus, qui prend en argument deux entiers strictement positifs, repré-
sentes par des termes de type posi ti ve décrit dans la section calcule leur différence dans
Z et renvoie un résultat de type Z.

Les définitions par point fixe acceptées automatiquement par le systéme Coq doivent
étre des récursions structurelles sur I'un des arguments, ce qui garantit facilement la ter-
minaison de la fonction ainsi définie. Si une telle définition n’est pas possible, I'utilisateur
doit d’abord définir I'ordre qui doit assurer la terminaison et prouver sa bonne fondation.
La fonction sera ensuite définie grace a une preuve d’accessibilité des arguments, mais ce
type de définition est assez technique a mettre en place.

Il est possible ici de contourner cette définition par récursion bien fondée et de définir
les fonctions d’addition et de soustraction par deux points fixes structurels.

Ici le role des arguments est symétrique, supposons donc que la récursion portera
dans le cas non trivial ol les deux arguments sont non constants, sur le second argument,
QX7 + q. Les deux premiers cas ci-dessus font effectivement des appels légitimes a la
fonctions d’addition a droite de (), mais pas le dernier cas. En effet, on y fait appel a
la fonction fun P: Pol — P + Q X"k. Cette derniére est effectivement définissable par
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induction sur P a I'aide d’appels & fun P: Pol — P+ QX"”, mais un deuxiéme point fixe
imbriqué sera nécessaire.

On va ainsi d’abord programmer le calcul de P + Q xXF¥ par récursion sur P,
connaissant Qet fun P: Pol — P+ QX" :

Fi xpoi nt Pol _addX( Paux: Pol —Pol) (Q Pol)
(i":positive)(P:Pol) {struct P} : Pol :=
match P with

| Pc c=PX Qi c

| PXPi ¢c=
match ZPminus i i’ with
| Zpos k = nkPX (Paux (PX P k c0)) i’ ¢
| Z0 = nkPX (Paux P) i c
| Zneg k = nkPX (Pol _addX k P) i ¢
end

end.

Code 1.8: Fonction auxiliaire d’addition sur les polynomes

On peut définir 'opérateur d’addition, par récursion structurelle sur le deuxiéme ar-
gument, en utilisant Pol _addX lorsqu’il faudra détruire le premier.

Fi xpoint Pol _add (P P : Pol) {struct P} : Pol :=
match P with
| Pc ¢’ = Pol_addC P ¢’
| PXP i’ ¢ =
match P with
| Pc c=PXP i’ (c ++ c’)
| PXPi ¢c=
mat ch ZPmi nus i i
| Zpos k =
nkPX (Pol _add (PX P k c0) P) i’ (c ++ ¢’)
| 20 =
nkPX (Pol _add P P) i (c ++ ¢’)
| Zneg k =
mkPX
(Pol _addX (fun x = Pol _add x PP) P k P) i (c ++ ¢c’)

" with

end
end
end.

Code 1.9: Opérateur d’addition sur les polynomes

On peut de fagon équivalente définir la soustraction comme l’addition de I'opposé ou
bien en utilisant la méme construction que pour I'addition.

Cet artifice qui consiste a écrire deux points fixes imbriqués pour contourner les
contraintes de la récursion structurelle en Coq semble peu naturel. Dans ce cas simple,
il suffirait de pouvoir former la récursion sur la somme des constructeurs des arguments
pour pouvoir assurer la borne formation du point fixe. Le travail présenté dans (Balaa et
Bertot 2002) puis dans (Barthe, Forest, Pichardie, et Rusu 2006), améliore grandement
I'aisance de définition d’une telle fonction dans le systéme.
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La mesure qui décroit a chaque appel récursif de la fonction Pol _add est le nombre
total de constructeurs PX dans les arguments de 'opération. On définit donc une fonction :

Definition total nunber_of PX(u: Pol «Pol): nat.

qui totalise le nombre de constructeurs du couple de polyndémes en arguments. Il est
ensuite possible de définir 'opération d’addition, en précisant que ’on utilise la mesure

t ot al _nunber _of _PXpour mesurer la décroissance de I’argument a chaque appel récur-
sif.

Function Pol add(c: Pol *Pol ){nmeasure total nunber_of PX }:Pol :=
match ¢ with
| (P1, P2) =
match P1 with
| Pc c1 = Pol _addC P2 cl1
|PX Pl i pl=
mat ch P2 with
| Pc c2 = Pol _addC P1 c2
| PX P2" | p2 =
match (ZPminus i j) with

| Z0 =
nkPX (Pol _add (P1', P2')) i (pl ++ p2)

| Zpos k' =
nmkPX (Pol _add ((PX P1" k' c0), P2')) j (pl ++ p2)

| Zneg k' =
nmkPX (Pol _add (P1', (PX P2 k' c0))) i (pl ++ p2)

end
end
end
end.

Code 1.10: Code de Uaddition en utilisant la construction Function

A ce stade de la programmation, le systéme génére les obligations de preuves qui
doivent étre démontrées : on doit prouver que la mesure des arguments décroit a chaque
appel récursif, ce qui assure la terminaison en prouvant la bonne fondation de I'ordre.

Ainsi le systéme Coq génére les buts représentés ci-dessous :

3 subgoal s

VY (¢ : Pol » Pol) (P1 P2 : Pol),
c = (P, P2) —
vV (Pl : Pol) (i : positive) (pl : Coef),
PL =PX Pl i pl —
vV (P2 : Pol) (j : positive) (p2 : Coef),
P2 = PX P2" j p2 —
ZPminus i j =0 —
total _nunmber _of PX (Pl', P2') < total nunber of PXc
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subgoal 2 is:
Y (¢ : Pol » Pol) (P1 P2 : Pol),
c = (P, P2) —
v (P1” : Pol) (i : positive) (pl : Coef),
PL =PX Pl i pl —
vV (P2 : Pol) (j : positive) (p2 : Coef),
P2 = PX P2" j p2 —
vV k' : positive,
ZPmnus i | = Zpos k¥ —
total nunmber_of PX (PX Pl' k' c0, P2') < total _nunber of PXc

subgoal 3 is:

VY (¢ : Pol = Pol) (P1 P2 : Pol),

c = (P, P2) —

v (Pl : Pol) (i : positive) (pl : Coef),

PL =PXP1l i pl —

v (P2 . Pol) (j : positive) (p2 : Coef),

P2 = PX P2' j p2 —

VY k' . positive,

ZPminus i | = Zneg k¥ —

total _number_of PX (P1l’, PX P2 k' c0) < total _nunber_of PX c

Code 1.11: Enoncés des conditions de décroissance de la mesure sur les appels récursifs
de l'addition

Ces énoncés ont une preuve triviale : ¢’est a dire qu’ils sont prouvés directement par
la tactique aut o wi th arith qui essaie de prouver le but a partir d'une base de lemmes
élémentaires.

Cet outil est récent, il n’était pas encore développé au moment ot j’ai programmé la
bibliothéque, ¢’est pourquoi je ne 1’ai pas testé autrement que sur cet exemple jouet. Le
gain en confort dans cette définition est trés important : il permet d’écrire d’utiliser sans
effort la récursion bien fondée et de se passer des points fixes imbriqués.

Malheureusement, le code de la fonction d’addition produit par la définition ci-dessus,
n’est pas du tout efficace pour étre réduit dans le systéme. Cette approche sera donc plus
adaptée aux développements destinés a étre extraits que pour produire des fonctions exé-
cutées par la machine de réduction de Coq elle-méme. Pour obtenir du code qui s’exécute
efficacement en Coq, tout en profitant de cette automatisation, il faut probablement dé-
finir deux versions du code, I'une pour les preuves et I’autres pour le calcul, ainsi qu’une
preuve de leur égalité extensionnelle.

1.1.4 Egalité et preuves

Il s’agit maintenant de transmettre a la structure de polynomes (Pol 1 C) les relations
et propriétés disponibles sur la structure de coefficients C. I.’ensemble C est muni d’une
relation d’égalité décidable, notée =¢. On suppose aussi que constantes et opérations
d’anneau de C' sont compatibles avec la relation d’égalité = et vérifient les axiomes
d’anneau. Pour ne pas surcharger les notations, on omet les indices lorsqu’il n’y a pas
d’ambiguité.
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Vr,04+2x =¢cx
- VYey,x+y=cy+=z
~Veyz, o+ (y+2) =c (r+y)+ 2
~Vr,lxx=cx

Yoy, x*xy =c y*x

Vaeyz, o x (y*x2) =c (xxy) * z

Vayz, (z+y) %z =¢ (% 2) + (y * 2)
- Vry,x —y=cr+ -y
~Vr,x+ (—2) =c 0

Fi1G. 1.1: Axziomes de la structure d’anneau

Il s’agit de prouver les propriétés d’anneau pour les opérations et constantes dont
nous avons donné I'implémentation ci-dessus.

Le choix de la relation d’égalité (paramétrée par une relation d’égalité sur C') dont on
veut munir I’ensemble des polynomes est déterminant pour la nature des preuves a venir.

Le fait que plusieurs termes de type Pol correspondent & un méme objet mathéma-
tique se traduit par l'existence d’une relation d’équivalence dont les classes contiennent
exactement les différentes représentations d’'un méme polyndéme. La structure d’anneau
que l'on va construire s’appuie sur le quotient de I’ensemble des termes représentant les
polynomes par cette relation.

On distingue trois phases dans la construction formelle de la structure d’anneau sur
les polynomes.

— La définition de la relation et les preuves qu’il s’agit d’une relation d’équivalence ;

— Les preuves de compatibilité des opérations avec la relation d’équivalence choisie;

Les preuves des axiomes de la structure d’anneau.
Il existe plusieurs choix pour la définition de cette relation d’équivalence.

Egalité dans le quotient

La solution que nous avons adoptée est de définir un prédicat d’égalité qui décrit
toutes les variations que les différentes représentations peuvent introduire en décrivant
sous quelles conditions deux polynomes, éventuellement formés par des constructeurs
différents, peuvent représenter le méme objet mathématique. Ce prédicat se définit en
Cog comme ci-dessous. Le polynome nul est noté PO et la constante nulle cO.

I nductive Pol _Eqg:Pol — Pol — Prop :=
(* Deux polynomes constants sont egaux si les constantes sont
egales au sens des coefficients x)

|Eg_Pc_Pc : V pq: Coef, (ceqp q) = (Pol_Eq (Pc p) (Pc q))

(¥ Un polynome constant p et un polynome non constant PX’+4g¢ sont
egaux si p et q sont des constantes egales et P est nul x)
| Eg_Pc_PX :
vV pg: Coef, VP: Pol,
(ceq pq) = (Pol_EqQ PPO) =Vi, (Pol_Eq (Pc p) (PXPi q))
| Eq_PX Pc :
YV p q: Coef, V P: Pol,
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(cegpq) = (Pol Egq PPO) =Vi, (Pol_ Eq (PXPi p) (Pc q))

(+ Si p et q sont des constantes egales et P et Q deux polynomes
egaux , alors PX'+p et QX'+ ¢ sont egauxx)
| Eq_PX_PX :
Vpq: Coef, VP Q: Pol,
(ceq pqg) = (Pol_Eq PQ =Vi, (Pol_Eq (PXPi p) (PXQi q))

(¥ Si @ est egal a PX' et si p et g sont deux
constantes egales, PX'+p et QX'+ ¢ sont egaux x)
| EQ_PXi _PXij:
Vpq: Coef, VPQ: Pol, Vi j,
(ceq pq) = (Pol_Eq Q(PXPi c0)) =
(Pol _Eq (PXQ j a)(PXP(i+j) p))

(+ Le cas symetrique du precedent )
| EQ_PXij _PXi:
Vpq: Coef, VPQ: Pol, Vi j,
(ceg p gq) = (Pol_Eq Q(PXPi c0)) =
(Pol _Eq (PX P (i+j) p) (PX Q] q)).

Code 1.12: Prédicat d’égalité sur les polyndomes

Les propriétés d’anneau sont ensuite prouvées directement, c’est a dire qu’elle portent
sur I'implémentation des opérations. Un prédicat inductif comme celui-ci permet de gé-
nérer a 'induction tous les cas pertinents d’une hypothése d’égalité, et seulement ceux-la.

Une autre possibilité pour raisonner sur cette relation serait de la définir par I'éga-
lité pseudo-syntaxique des formes normales de deux polyndomes. Par égalité pseudo-
syntaxique, on entend ici 1'égalité structurelle modulo la relation d’égalité sur les co-
efficients, qui ne sera pas en général une égalité de Leibniz. Dans le cas des polyndmes
en forme de Horner, cette derniére solution est trop coiiteuse. Elle demande de raisonner
avec deux niveaux de setoides (égalité pseudo-syntaxique et égalité des formes normales)
et I'on doit souvent utiliser des tactiques de nettoyage car les inductions générent de
nombreux cas non pertinents.

Nous avons achevé la preuve formelle compléte qui munit I’ensemble des polynomes
de Horner d’une structure d’anneau pour la relation d’équivalence du code 1.12 et les
opération décrites dans la section 1.1.3. Nénamoins cette preuve, bien qu’aboutie, n’est
pas totalement satisfaisante. En particulier, 'utilisation d’un indice de factorisation in-
troduit beaucoup de technicité dans les preuves, du fait des conditions de comparaison
sur ces puissances.

Une approche alternative ?

Le caractére fastidieux des preuves mentionné ci-dessus doit étre nuancé :
Prouver qu'une représentation efficace d’'un objet mathématique correspond bien
au modéle théorique comprend une certaine part incontournable de preuves tech-
niques. Les preuves que la relation fixée est une relation d’équivalence, et celles que
les opérations sont bien compatibles peuvent étre intrinséquement difficile si des
optimisations fines ont été introduites.
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— Par contre, il est remarquable que dans la stratégie décrite ci-dessus, dans toutes
les preuves faisant intervenir ces opérations, comme c’est le cas pour les propriétés
d’anneau, on retrouve des parties techniques similaires, dues aux optimisations.

Il serait intéressant de pouvoir en quelque sorte abstraire la preuve de ces optimisa-
tions, en les prouvant une fois pour toute. Il faut pour cela montrer que la représentation
en forme de Horner, munie des opérations programmeées est isomorphe a une autre repré-
sentation des polynomes, plus adaptée aux preuves.

Nous proposons un nouveau schéma pour le développement formel, dont le chemine-
ment est en fait général, et dépasse le cadre de I'exmple des polynomes :

formaliser (une deuxiéme fois) une représentation des polynomes en Coq, dans un
style choisi pour que les preuves formelles soient aisées sur cette nouvelle représen-
tation ;

— monter un isomorphisme entre les polyndémes en forme de Horner et la nouvelle re-
présentation. C’est a ce moment que 1’on montre que les optimisations introduites
dans la représentation pour faciliter les calculs ne changent pas I'objet mathéma-
tique;

— dériver une relation d’égalité sur les polynomes de Horner a partir de cet isomor-
phisme ;
montrer que chaque opération est compatible avec cette relation d’équivalence : on
montre ainsi que les optimisations introduites dans chacune de ces opérations ne
modifient pas leur sens mathématique.

— retrouver les propriétés d’anneau, en héritant de leur analogue sur la représentation
choisie pour les preuves.

Il existe une construction mathématique des polyndmes dans laquelle les propriétés
d’anneau sont données gratuitement, par définition, il s’agit de I'algébre libre des poly-
nomes (Lang 1995). Dans cette structure, ¢’est la définition méme de la relation d’égalité
qui donne la structure d’algébre puisqu’on quotiente le domaine par les axiomes requis.

L’algébre libre Pol des polynomes a une variable X et a coefficients dans un anneau
A est caractérisée par la propriété universelle suivante.

Proposition 1.1.1 (Propriété universelle) Soit A un anneau et X un symbole de
variable. On appelle Pol ’algébre libre des polynémes a une variable X et a coefficients
dans un anneau A. On note i l'injection de {X} dans Pol. Pour toute A-algébre B, et
pour toute fonction f: {X} — B, il existe une fonction lift : Pol — B telle que :

liftoi=f
f
X —> 8B
7
i e
,/' lift
Pol *

F1G. 1.2: Propriété universelle de l’algébre libre des polynémes
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La fonction [7 ft de la propriété ci-dessus correpond en fait a I’évaluation des polynomes
en la valeur déterminée par la fonction f.

La définition de I’algébre libre des polynémes sur un ensemble de variables donné,
ainsi que la preuve de la propriété universelle ont été formalisé par L. Pottier?.

Pour utiliser ce développement, il faut montrer que la structure des polynémes de Hor-
ner peut étre identifiée a 1’algébre Pol par un isomorphisme. Il s’agit donc de construire
une fonction ¢ : Horner — Pol ou Horner est en fait représenté en Coq par (Pol 1 Q)
pour un anneau de coefficients C. Pour que ¢ puisse étre un isomorphisme entre les deux
structures, on définit une égalité =;, sur Horner qui identifie les fibres de ¢ :

Va,y € Horner, 6(z) =pa 6(y) < 2 =1 y

Lorsqu’on montre que cette relation est une relation d’équivalence, on montre que 1’'on
identifie bien les différentes représentations d’un méme polynéme, de la méme fagcon que
le prédicat Pol _Eq.

Puis il faut prouver que 'application ¢ est surjective, c’est a dire qu’on dispose bien
d’une représentation en forme de Horner pour tous les polynomes :

(x) Vy € Pol,3x € Horner tq ¢(x) =py y

Pour chaque opération d’anneau sur les polynémes en forme de Horner, il faut montrer
le lemme de compatibilité avec ¢, ce qui donne en fait le lemme de compatibilité avec la
relation =;,. Par exemple pour une opération binaire O, ce lemme s’écrira :

(xx) Va,y € Horner,¢(x Oy) =py ¢(x) O ¢(y)

La preuve de ce lemme condense en fait la preuve des optimisations apportées par la
version Horner des opérations.

Enfin, les preuves des propriétés d’anneau sont héritées gratuitement de la structure
de 'algébre libre grace a (x) et ().

Cette approche n’efface pas la difficulté intrinséque des preuves avec les versions opti-
misées des polynémes, mais elle permet de n’étre confronté qu'une seule fois aux parties
techniques de ces preuves (analyses par cas sur les partiés d’exposant, tests a zéro,...) qui
ne relévent pas de la structure mathématique.

Le modeéle de I'agébre libre des polynomes peut étre remplacé par n'importe quelle
structure jugée plus judicieus, qui est alors prise comme formalisation de référence pour
les polynomes (listes de coefficients, flux de coefficients, ...). Le choix présenté dans cette
section offre I'avantage d’étre la structure canonique. Ainsi d’une part on prouve effecti-
vement que les polynomes de Horner sont bien la structure de polynomes, mais aussi on
a pas besoin de travailler pour obtenir la structure d’algebre du modéle de référence.

2dans une extension de la contribution Algebra (Pottier 1999) qui contient une hiérarchie algébrique
qui va des ensembles aux nombres complexes.
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1.2 Une tactique réflexive pour les égalités dans un an-
neau

Nous présentons ici une application directe d'une telle implémentation d’arithmétique
polynomiale élémentaire. Il s’agit de la programmation d’une tactique réflexive pour au-
tomatiser les preuves d’égalités dans les structures d’anneau. Ce travail est détaillé dans
(Grégoire et Mahboubi 2005).

Pour l'utilisateur d’un systéme de calcul formel, I'une des fonctionnalités du systéeme
les plus intéressantes est peut-étre celle de simplifications des expressions symboliques,
utilisant en particulier des identités algébriques. Dans un systéme de calcul formel comme
Maple, une telle fonction des simplification utilise une grande bibliothéque d’identités
algébriques (ou autres), qui sont combinées pour établir le résultat désiré.

Fournir un tel outil & un assistant a la preuve demande de programmer une procédure
de décision, puisqu’il s’agit dans ce contexte de fournir également une preuve de 'identité
établie. Nombre de ces identités qu’un utilisateur d’assistant a la preuve aura a établir sont
en fait des égalités dans des structures d’anneau (R, Z,...) ou de semi-anneau (N,...) :
identités remarquables comme la célébre (a + b)* = a? 4+ 2ab + b?, réécriture modulo
associativité /commutativite, ...

Il est possible de décider ces égalités d’anneau (ou de semi-anneau), il semble donc
indispensable de fournir un outil d’automatisation de ces preuves, ¢a I’établissement de
Iidentité :

(a+b)® =d® +3a’ + 3ab” + b°

nécessiterait I'application successive de pas moins d’une trentaine d’étapes de réécriture
des axiomes de 1’anneau sous-jacent.

Un tel outil, appelé r i ng, existe dans la distribution standard de Coq. Développé par
S. Boutin (Boutin 1997), ce fut 'exemple historique de développement d’une tactique
réflerive dans le systéme Coq. Néanmoins, cet outil souffre d’'un manque d’efficacité im-
portant, en particulier pour les structures non calculatoires. Prouver a I'aide de ri ng
I'identité 100 « 100 = 10000 est immeédiat si les constantes sont interprétées comme des
entiers dans Z, mais cela prendra une centaine de secondes si les entiers sont vus comme
des nombres réels (dans Coq, R est une structure axiomatique). Ce mauvais comporte-
ment sur les constantes affecte bien sir du méme coup l'efficacité de la méthode sur les
identités algébriques de haut degré.

Enfin, le code de l'actuelle procédure ri ng est présenté sous la forme de huit im-
plémentations distinctes, dépendant du type de structure : axiomatique ou calculatoire,
anneau ou semi-anneau, avec une égalité de Leibniz ou une structure de setoide. Nous
proposons une implémentation modulaire de notre procédure de décision, grace a un
code unique, qui est instanciable grace la donnée de trois paramétres pour s’adapter a
une quelconque de ces combinaisons.

Dans toute la suite, nous appellerons newr i ng la nouvelle procédure que nous dé-
crivons dans cette section.

Jusqu’a la section 1.2.4, nous ne parlerons que de structures d’anneaux, mais tout ce
qui suit s’applique également aux structures de semi-anneaux. La section 1.2.4 expliquera
comment traiter ces deux structures d’une fagon unifiée.
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1.2.1 Réflexion

Dans le systéme Coq, les étapes de réécritures dans une preuve sont explicites : chacune
de ces étapes construit un prédicat qui a la taille du but courant au moment ou la
réécriture est effectuée et de ce fait la taille du terme de preuve dépend lourdement du
nombre de ces étapes de réécritures. La technique dite de réflexion, introduite par (Allen,
Constable, Howe, et Aitken 1990), tire parti de la machine de réduction de 'assistant a
la preuve pour réduire la taille du terme de preuve calculé et par conséquent accélérer sa
vérification. Elle peut en particulier étre utilisée comme une alternative aux preuves par
réécriture dans les cas des théories décidables. Elle repose sur la remarque suivante :

Soit P : A — Prop un prédicat sur un ensemble A;

— Supposons que nous sommes capables d’écrire dans le systéme une procédure de
semi-décision f, telle que f soit calculable et f rend le résultat true sur 'entrée x
dés que P(z) est valide. Ainsi on a :

f _correct: V x, f(x)=true — P(x)

si 'on veut prouver P(y) pour une valeur y particuliére et si nous savons que f(y) se
réduit a true, alors il suffit d’applique le théoréme f _correct a y et & une preuve que
true = true. Rappelons maintenant que la régle de conversion :

'kt T 'FU:s T=U
'kt U

autorise a changer implicitement le type d'un terme par un autre, pourvu que ces
deux types soient équivalents (modulo réduction). Notre preuve de true=true, qui est
le terme Coq (refl _equal true) est aussi une preuve que f (y) =t r ue puisque dés lors
que f(y) se réduit a true, f(y)=true et true=true sont convertibles. La preuve de
P(y) que nous avons construite est ainsi :

f correct y (refl _equal true)

La taille d'une telle preuve dépend seulement de I'argument y et du nombre d’étapes
implicites de réduction : les étapes explicites de réécritures ont été remplacées par des
étapes implicites de réduction. La taille de la preuve du théoréme de correction de f
peut étre importante, elle ne sera faite qu’'une seule fois, sera partagée par toutes les
instanciations et, une fois établie, ne sera plus jamais vérifiée. Bien siir, l'efficacité de
cette technique dépend fortement de l'efficacité de la procédure de décision f elle-méme
ainsi que de lefficacité du systéme a réduire le terme f(y). Pour ce dernier point, I'intro-
duction récente d’une machine abstraite et d’'un compilateur au systéme Coq encourage
le développement de ce type d’approche pour le développement de tactiques de décision.

Remarquons que pour assurer la correction de ce procédé, la complétude de f n’est pas
nécessaire, d’ou son qualificatif de procédure de semi-décision. Néanmoins dans notre cas,
nous serons capable de fournir facilement une preuve papier de complétude, qui assure
que la tactique “prouve tout ce qui est prouvable”.

La tactique newr i ng opére sur une structure d’anneau A, incluant un type pour le
domaine de ses éléments, également nommé A, deux constantes 0 et 1, trois opérations
binaires X, — et 4+, et une opération unaire d’opposé —, ainsi que les propriétés (ou
axiomes) usuelles définissant une structure d’anneau commutatif unitaire. Il s’agit de
prouver 1’égalité de deux termes t; et t5 de type A, modulo la structure d’anneau.
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Travailler par réflexion signifie que nous voulons construire une procédure de semi-
décision f, prenant t; et t5 en argument, et qui ne rend la valeur t r ue que si t; et t5 sont
égaux modulo réécriture associative-commutative dans la structure d’anneau.

Une facon naturelle d’effectuer une comparaison entre deux termes serait d’utiliser un
filtrage pour les séparer ou les identifier. Néanmoins, Coq ne permet pas un tel filtrage
sur des termes quelconques, mais seulement sur des termes ayant un type inductif. C’est
pourquoi les termes de A vont étre réfléchis dans un type inductif approprié Pol Expr,
qui décrit la syntaxe des termes de A. Cette étape est aussi appelée réification. Un terme
de A est réfléchi par une méta-fonction 7 vers une expression polynomiale dans Pol Expr
en

interprétant chaque constante de 'anneau comme une expression polynomiale constante
(par exemple 0, 1, mais il peut y en avoir d’autre...)

— interprétant chaque opération d’anneau comme une opération sur les expressions
polynomiales
cachant chaque sous-terme qui n’est ni une constante de ’anneau, ni 'application
d’une opération d’anneau a d’autres sous-termes derriére une variable étiquetée et
en conservant la liste d’association correspondante.

La fonction 7 peut étre considérée comme un oracle, et nous expliquerons en 1.2.5
comment il est possible de la programmer en utilisant le méta-langage Ltac. Une fois
construites les deux expressions polynomiales e; et ey, de type PolExpr, correspondant
respectivement a ¢y et o, il s’agit de tester 1'égalité des formes normales de e; et ey et de
prouver que leur égalité implique celle de t; et t5. Pour ce faire nous devrons assurer la
correction du diagramme suivant :

e1 =e  PolExpr —2= Pol  norm(ey) = norm(esy)
7
T{. PPE $P
ty =to A = A pp(norm(er)) = pp(norm(es))

en prouvant le lemme suivant de correction vis-a-vis de I’évaluation :
Ve € PolExpr, ppg(e) = pp(norm(e))

Les fonctions ¢pp (resp. ¢p) sont des fonctions d’évaluation. Elles évaluent les ex-
pressions polynomiales (resp. les polynomes normalisés Pol) en les éléments de A, en
ré-interprétant chaque constante polynomiale en une constante de I’ anneau A, chaque
variable en le terme qu’elle cachait et chaque opération sur les polyndémes en 'opération
d’anneau correspondante.

Ces fonctions peuvent étre définies facilement a l'intérieur de la théorie par filtrage
sur les types inductifs réfléchis PolExpr et Pol. Pour assurer la complétude de notre
tactique, il faut prouver la “méta’-propriété suivante :

Va € A. vpr(7(a)) = a.

Encore une fois, il n’est pas nécessaire de prouver formellement cet énoncé dans le systéme
Coqg, puisque ce résultat n’affecte pas la correction de la méthode mais seulement sa
complétude.
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Le type inductif Pol Expr est adapté a la réification puisque ¢’est une formalisation de
la syntaxe des termes de A. Le type Pol quant a lui représente le type des formes normales
pour les expressions polynomiales, et n’est pas nécessairement identique & PolExpr. 1
doit par contre étre adapté a un calcul efficace de forme normale, la fonction norm faisant
le lien étre ces deux types aux contraintes différentes.

Finalement, pour prouver I'égalité de deux termes t; et t5, on commence par calculer
e1 et ey les expressions polynomiales réifiées correspondantes, grace a 7, puis on calcule
et compare leurs formes normales. Si elles sont égales, alors les termes ¢; et 5 sont égaux
par le lemme de correction et la transitivité de 1'égalité :

t1 = opr(T(t1)) = pp(norm(T (t1))) = pp(norm(7 (t2))) = ¢re(7 (t2)) = ts

1.2.2 Creuser encore la représentation des polyndémes

Aprés cette présentation générale du schéma de réflexion qui sous-tend notre tactique,
nous allons décrire plus précisément la forme normale choisie. Il s’agit d’un des facteurs
important de l'efficacité de la procédure. 1l s’agit donc de donner plus de détails sur le
type Pol ci-dessus.

Dans la section précédente 1.1, nous avons proposé une représentation des polyndmes
univariés en forme de Horner. Il est aisé d’étendre cette représentation au cas général des
polynomes multivariés en construisant par un point fixe I'itération de la construction.

Nous avions proposé une optimisation (autoriser les factorisations de 'indéterminée)
pour combler les creux dans la suite des puissances d’un polynéme et ne représenter
que la suite des coefficients non nuls. Ici un deuxiéme type de creux apparait dans la
représentation pour les polynémes multivariés : les sauts de variables. Par exemple le
polynéme constant 1 sera représenté (en forme normale) par le terme (Pc 1) s'il est vu
comme un élément de Z[X], mais sera représenté (toujours en forme normale) par le terme
(Pc (Pc (Pc (Pc 1)))) s’il est vu comme un élément de Z[X,Y, Z, T]. Pour remédier
a cet inconvénient, nous abandonnons ici l'idée de définir les polynémes récursivement
par rapport au nombres de variables, a partir des polynomes a une variable. On définit
en un seul coup I'ensemble des polynomes a coefficients de base dans C', avec nombre
arbitraire de variables par :

I nductive Pol (C Set) : Set :=
| Pc : C — Pol C
| Pinj : positive — Pol C — Pol C
| PX: Pol C — positive — Pol C — Pol C

Code 1.13: Représentation optimisée des polyndmes multivariés

La sémantique des constructeurs est la suivante :

— (Pc c) représente le polynome constant ¢ € C[X7, ... X,| pour n quelconque;
si @ est un élément de C[X,..., X,_;| et Q sa représentation, alors Pinj j Q
représente le polynome CQ.XS_].Jrl % ... % X9 cest a dire Q “poussé” de l'espace
C[Xy, ..., X,—;] vers I” espace des polynomes a n variables C[Xj, ..., X,]. L’entier
7 est appelé indice d’injection ;

— enfin, PX P i Qreprésente PxX +Qou P € O[Xy,...,X,]et Q € C[Xy,..., X,1]
est constant en X,, la variable courante.
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Notre derniére optimisation augmente encore le nombre de représentations pour un
polynome. La encore, il est facile de définir une forme normale sur cette représentation,
qui sera la plus compacte de toute. Nous adoptons toujours la méme stratégie : au lieu de
construire une fonction de normalisation qui construit un représentant canonique pour
chaque polynome et qui serait appliqué avant tout test d’égalité, nous choisissons de ne
manipuler que des représentants canoniques, c¢’est a dire ceux qui vérifient :

— Le coefficient de téte n’est jamais nul.

L’indice de factorisation est toujours le plus grand possible (ie. vu la condition
précédente, il n’y a jamais de coefficient nul dans la représentation du polynéme,
sauf éventuellement le dernier).

— L’indice d’injection est toujours le plus grand possible.

Pour préserver cette forme normale, comme dans la section précédente 1.1, les opé-
rations sur les polynomes devront construire des formes normales. Or on est toujours
dans le cas ou il est facile de construire la forme normale de PX P i Q en détruisant
localement P, lorsque P et Qsont déja en forme normale :

si P = (Pc 0) alors le représentant canonique cherché est celui de (Pinj 1 Q ;
siP = PX P i (Pc 0) alorsle représentant canonique est (PX P' (i +i’) Q ;

— sinon (PX P i Q est le représentant canonique recherché.

Il nous faudra cette fois deux constructeurs normalisants, mk_PX et nmk_Pi nj , pour
reprendre la terminologie utilisée en 1.1, pour effectuer dans le corps des opérations les
normalisations locales nécessaires a la préservation de la forme normale.

Les algorithmes permettant le calcul des opérations d’anneau sur le type Pol ne sont
pas trés différents de ceux exposés en section 1.1, a ceci prés qu’il faut tenir compte du
nouveau constructeur Pi nj .

Pour chaque opération d’anneau il nous faudra cette fois prouver, non plus les pro-
priétés axiomatisant une structure d’anneau, mais un lemme de correction vis-a-vis de
I’évaluation dans C. Par exemple pour 'addition sur les polynomes, le lemme s’énonce :

Lemma Padd_correct: V P Q I,
phiP 1l (Padd P Q == (phiP I P) + (phiPI| Q.

ou == est I’égalité (possiblement une égalité de setoide) dont est munie la structure
initiale A d’anneau (ou de semi-anneau) et ou + est I'addition sur A.

Construire la fonction de normalisation des expressions polynomiales vers leur forme
normale de Horner consiste a envoyer les constructeurs de constantes vers des polynomes
constants, les variables vers des monomes et les constructeurs d’opération vers les fonc-
tions sur les formes de Horner. La forme normale de I’expression polynomiale est obtenue
en évaluant le terme obtenu.

Nous devons également prouver la correction de la normalisation vis-a-vis de 1’évalua-
tion dans A, c’est-a-dire prouver formellement le lemme suivant :

Lemma normcorrect : V1 e, phiPEIl e == phiP | (norme).

A ce point du développement, nous sommes en mesure d’énoncer (et de prouver) le
théoréme de correction de notre schéma de réflexion :

Lemma f _correct : VI el e2,
Peq (normel) (norme2) =true — phiPEI| el == phiPE | e2.
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ol Peq représente une fonction définie dans le développement et qui teste I’égalité syn-
taxique entre deux formes de Horner.

Nous avons décrit ici la forme normale des polynémes que nous manipulons, et les
algorithmes d’opérations polynomiales. Néanmoins, le domaine sur lequel la fonction de
normalisation effectue ses calculs est 'ensemble de coefficients C' des polynomes et ex-
pressions polynomiales. La section suivante montre que le choix de C' est crucial pour
I'efficacité de la procédure et qu’il peut méme enrichir le domaine d’application de la
tactique elle-méme car cet ensemble C' doit capturer la meilleur composante calculatoire
de I'anneau.

1.2.3 Calculs sur un ensemble de coefficients paramétré

L’efficacité de la fonction de normalisation que nous avons décrite ci-dessus est condi-
tionnée par le comportement calculatoire de 'ensemble de coefficients choisis. Par exemple,
la normalisation du polynéme z+ (—z) conduira a ((1+(—1)).z) qui se réduit a 0.x. Ainsi,
I’ensemble C' doit étre judicieusement choisi comme un ensemble sur lequel la réduction
effectue les calculs attendus, et ce le plus efficacement possible. Dans le systéme Coq, ces
ensembles sont représentés par des types inductifs, et les opérations sont des programmes
fonctionnels.

Dans le systéme Coq, Z est une implémentation de Z ou les entiers sont représentés
par des listes de chiffres binaires. Dans les cas ol Z est la structure sous-jacente a I’égalité
que 'on veut prouver, Z lui-méme est un bon candidat pour le choix de ’ensemble des
coefficients.

Par contre, si I’anneau sous-jacent est R la représentation axiomatique des réels dis-
tribuée dans la bibliothéque standard de Coq, R lui-méme ne sera pas un choix judicieux
comme ensemble de coefficients. En effet dans R, 1 + (—1) est bien égal a 0, en utilisant
les axiomes d’anneau, mais ne se réduit pas a 0 : la soustraction, de méme que les autres
opérations sur R ne sont que des symboles non évaluables. C’est pourquoi x+ (—z) ne se-
rait pas réduit vers 0.x par la fonction de normalisation. Néanmoins, I'injection naturelle
de Z dans R nous permettra dans ce cas de choisir Z comme ensemble de coefficients et
de résoudre ce probléme. Quelle que soit la structure d’anneau A avec laquelle nous tra-
vaillons, le morphisme canonique de Z dans A nous permettra d’utiliser encore Z comme
ensemble de coefficients. Ce type Z ne serait-il pas alors le candidat universel pour toute
structure d’anneau ?

En fait Z ne sera pas toujours le meilleur choix possible. Si le contenu calculatoire
de I'anneau est plus puissant que les seuls axiomes de la structure d’anneau, choisir un
ensemble de coefficient éventuellement différent de 'anneau de départ va nous permettre
de prouver plus d’égalités que celles que 'on doit aux seules réécritures des axiomes de
structure d’anneau. Considérons le cas ol 'anneau dans lequel nous travaillons est bool .
Dans cette structure, I'identité x + x = 0 est valide quel que soit x élément de 'anneau.
Néanmoins, cette identité n’est pas prouvable par réécriture des axiomes d’anneau (si-
non elle serait vraie dans tout anneau...). Cette fois, le bon choix pour I’ensemble des
coefficients est bool lui-méme : en effet le terme x + x sera réfléchi vers 'expression
polynomiale X 4+ X (& coefficients dans bool ). La forme normale (1 4+ 1).X de cette
expression est réduite vers 0.X, grace aux calculs sur bool . C’est pourquoi notre choix
est de paramétrer la tactique par cet ensemble de coefficients et de laisser 1'utilisateur
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faire le choix le plus approprié.

Toutefois, un type inductif devra satisfaire certaines conditions pour étre un ensemble
de coefficients admissible. Ces conditions sont celles qui permettent d’assurer la correction
de la fonction de normalisation. Formellement, un ensemble C' sera admissible comme en-
semble de coefficients s’il est équipé des constantes et opérations d’anneau, ainsi que d’une
relation d’égalité décidable =. Cette derniére condition est nécessaire a I'implémenta-
tion des constructeurs nk_Pi nj et mk_PX (car ils exigent des tests a zéro) et elle permet
ensuite de muni I’ensemble des polyndémes en forme de Horner d'une égalité décidable.
On demande surtout I'existence d'une fonction d’évaluation de C' vers A, qui envoie les
constantes de C' vers des éléments de A, et qui doit étre compatible avec les opérations
respectives de C' (au départ) et A (& Parrivée). On résume cet ensemble de contraintes
en disant que I'ensemble C' est admissible comme ensemble de coefficients s’il existe un
morphisme entre C' et A (méme si C' n’est pas nécessairement un anneau). Ce morphisme
évalue les constantes et opérations de C' en leurs analogues dans A et la relation =¢ doit
vérifier : si x =¢ y est vrai, alors les évaluations de x et y seront égales dans A, au sens
de I'égalité de A.

Une fois choisi cet ensemble de coefficients C' et prouvées ces derniéres spécifications
de morphismes, nous définissons de maniére générique les opérations sur les polyndmes
a coefficients dans C' comme décrit en section 1.2.2. Nous étendons ensuite le morphisme
de C' vers A en deux fonctions d’évaluation ppE et pp, évaluant respectivement les
expressions polynomiales et les polynomes en forme de Horner en des éléments de A.
Nous obtenons ainsi une preuve du diagramme proposé en 1.2.1, Pol et PolExpr étant
remplacés par leur version paramétrée Pol(C') et PolExpr(C).

Nous avons implémenté le cas du morphisme identité, pour lequel I'ensemble des
coefficients choisi est I’anneau lui-méme. L’utilisateur pourra éventuellement se servir de
la tactique qui en résulte, méme si ce choix ne permet pas de prouver beaucoup d’identités
(comme c’est le cas dans R). Nous avons aussi implémenté le morphisme générique qui
permet de choisir Z comme ensemble de coefficients, pour un anneau arbitraire. Comme
mentionné ci-dessus, ceci peut-étre utilisé comme un choix par défaut satisfaisant, méme
si cela peut ne pas étre le meilleur (ce ne sera pas le cas par exemple dans le cas d'un
anneau calculatoire Z/nZ comme bool ).

Pour tirer le bénéfice maximal de cette méthode, 'utilisateur doit faire le choix de
I’ensemble de coefficients le plus approprié. Si la structure d’anneau dans laquelle il tra-
vaille est définie de facon axiomatique, sans contenu calculatoire, comme dans le cas de R,
le choix de Z est toujours le plus judicieux. Dans le cas ot 'anneau présente un contenu
calculatoire, comme Z ou bool , prendre I'anneau lui-méme comme ensemble de coeffi-
cient peut s’avérer un bien meilleur choix. Cependant Z peut rester le plus adapté a un
calcul aussi efficace que possible, si les opérations de 1’anneau, sont, certes évaluables
mais moins efficaces que celle de la représentation des entiers binaires Z (c’est le cas par
exemple du semi-anneau des entiers de Péano)

1.2.4 Unification des structures d’anneaux et de semi-anneaux

Un semi-anneau est une structure algébrique munie de deux opérations binaires + et *,
de deux constantes 0 et 1 et définie par les mémes axiomes que ceux d’une structure
d’anneau, a ceci prés que les axiomes qui définissaient le comportement de 1'opposé et de
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la soustraction sont remplacés par une unique propriété O*x = x. Par exemple 'ensemble
des entiers naturels N présente une structure de semi-anneau.

Ces deux types de structures demeurent trés semblables et I'on attendrait d’'un outil
travaillant sur les structures d’anneaux qu’il puisse s’adapter aux structures de semi-
anneaux sans duplication de code. Pour ceci nous allons travailler avec une structure
intermédiaire que nous appelleront pseudo-anneau. L’idée principale de cette définition
est de compléter une structure de semi-anneau par l'ajout d’un opérateur unaire, qui
est moralement 1'opérateur d’opposé d’une structure d’anneau et que nous appellerons
pseudo-opposé. Cet opérateur sera instancié par une fonction triviale lorsqu’il s’agira de
munir un semi-anneau d’une structure de pseudo-anneau.

En fait la remarque fondamentale est la suivante : pour les structures d’anneaux,
dans la preuve de correction de la fonction de normalisation, I'axiome définissant I’opposé
comme un inverse, qui affirme que Va,x + (—x) = 0, n’est jamais utilisé en temps que
tel, mais on a seulement besoin des propriétés qui décrivent le comportement de 'opposé
lorsqu’il est combiné avec d’autres opérations. C’est pourquoi un pseudo-anneau sera
défini par les propriétés suivantes :

Ve, 0O+x ==

Vey, x+y=y+ux

Veyz o4+ (y+z)=(x+y) +=2
Ve, 1xx =2

Vey, cxy=yxx

—Veyz ox(yxz)=(rxy)*z
~Vryz (r+y)xz=x*x2+y*z

Ve,0x2x =0 (ici nous avons tous les axiomes d'un semi-anneau)
Vey, —(xxy)=—xx*xy (combinaison du pseudo-opposé avec le produit)
Vey, —(x4+y)=—x+—y (combinaison du pseudo-opposé avec ’addition)
—Vey, r—y=x+—y (définition d’une pseudo-soustraction)

Fi1G. 1.3: Aziomes de la structure de pseudo-anneau

Il est immeédiat de vérifier que tout anneau est un pseudo-anneau. Par contre, les
axiomes d’un semi-anneau ne permettent pas de retrouver ’axiome supprimé de la liste
des propriétés fondamentales d’un anneau, a savoir z + (—z) = 0. Néanmoins, notre
tactique prouvera cette identité dés lors que dans 'ensemble de coefficients, 1 4+ (—1)
se réduit vers 0. Or cette condition est assurée lorsque 'on a établi I'existence d’un
morphisme de I’ensemble des coefficients vers 'anneau (par correction de I'évaluation des
constantes et opérations). Quant aux structures de semi-anneau, elles peuvent facilement
étre étendue en structures de pseudo-anneau si I’'on prend comme opérateur d’opposé
I'identité, et comme soustraction l'opérateur d’addition déja disponible dans la structure.

Finalement, il suffit donc de programmer la tactique en supposant que la structure
de départ est un pseudo-anneau. On construit ensuite de fagcon générique les preuves que
I'on peut transformer un anneau ou semi-anneau arbitraire en un pseudo-anneau. Si ’on
travaille sur un semi-anneau il suffit de rajouter les pseudo-opérateurs nécessaires et si
I'on travaille sur un anneau, on doit juste prouver les trois derniéres propriétés, qui ne
sont pas syntaxiquement des axiomes de la structure d’anneau mais dont les preuves
sont triviales. Comme indiqué ci-dessus, c’est le calcul qui permettra a cette tactique de
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prouver les identités d’anneau qui ne sont pas vraies dans un semi-anneau.

1.2.5 Programmer la réification et la tactique avec Ltac

Il nous reste a expliciter les étapes de construction de la tactique qui ne se font pas
dans la théorie du systéme, mais au niveau du métalangage. Il y a essentiellement deux
telles étapes. La premiére est la programmation de I’ “oracle” 7 introduit en section
1.2.1, qui permet d’associer a un terme de I'anneau (sous-terme d’un membre de I’égalité
a prouver) une expression polynomiale. La deuxiéme enfin est 1’assemblage final de la
tactique générique et son instanciation par les paramétres nécessaires (coefficients, type
de structure et type d’égalité). Nous présenterons ici les facilités qu’offre le méta-langage
Ltac (Delahaye 2000; Bertot et Casteran 2004), introduit dans le systéme Coq depuis
sa version 7.0) pour définir ces deux programmes. Cette solution offre 'avantage d’étre
rapide et 1égére puisque tout est programmable & toplevel, et sans rentrer dans les détails
de la syntaxe abstraite des termes Coq.

Il s’agit donc d’abord de programmer I'étape de réification 7. En effet, notre tactique
se propose de prouver des buts de la forme t; == ¢4, en appliquant le lemme f _correct.
Pour ceci, nous devons produire une liste de valeur [ et deux expressions polynomiales
e1 et ey telles que I'évaluation de e; (resp. e;) en [ soit convertible avec ¢; (resp. t3). Par
exemple, dans le cas de I'égalité suivante :

3*sin(r) xx =z * (sin(z) + 2 *x sin(x)) +0* y

[ sera [sin(x); x; y], e; sera 3% X7 * Xy et ey sera Xo * (X7 + 2% Xp) + 0% Xj.

Le langage Ltac nous offre de grandes facilités de filtrage sur les termes qui vont nous
permettre de définir une telle opération de facon naturelle et trés semblable & I'implé-
mentation de la tactique fi el d, décrite dans (Delahaye et Mayero 2001). Dans tout ce
qui suit, nous appelons tactique tout programme écrit dans le langage Ltac (mais non
nécessairement destiné a étre utilisé dans un contexte de preuve).

D’abord, nous allons construire une fonction FV qui calcule la liste [ des termes a
abstraire. Ces termes sont ceux qui ne peuvent pas étre décrits par la syntaxe d’anneau
(comme sin(z) dans I'exemple ci-dessus), cette fonction est donc définissable par filtrage
sur chacun des membres de 1’égalité. Puis, la tactique mkPol expr va calculer les deux
expressions polynomiales e; et e; en utilisant [ pour savoir derriére quelle variable cacher
une sous-expression a abstraire donnée.

Lt ac nkPol expr Cst add mul sub oppt I :=
let rec nkPt :=
match t with
| (add ?t1 ?t2) =
let el :=nkP tlin
let e2 := nkP t2 in constr: (PEadd el e2)
| (mul ?2t1 ?t2) = ...
| (sub ?t1 ?t2) = ...
| (opp ?t1) = ...
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| _ =
match Cst t with

| tt =1let p:=Find_at t | in constr:(PEX p)
| ?c = constr: (PEc c)
end

end

in nkP t.

Code 1.14: Réification en Ltac

La tactique mkPol expr prend comme argument le terme t auquel on veut associer
une expression polynomiale, la liste | des termes a abstraire, les noms des opérations
d’anneau et une tactique Cst . Elle va filtrer le symbole de téte de t

si ce symbole de téte est une des opérations d’anneau, alors elle construit récursi-
vement l’expression polynomiale associée
si ce symbole de téte n’est pas un telle opération, alors soit t est une constante,
soit t doit étre abstrait en une variable. Cette distinction est faite par la tactique
Cst :
— Si Cst retourne la valeur f al se, alors I'indice de la variable appropriée est sa
position dans la liste t .
Sinon, t est envoyé vers la constante appropriée.

De fait 'ensemble des constantes, et donc la tactique Cst dépend de ’anneau sous-
jacent, ainsi que de ’ensemble de coefficients choisis. La tactique Cst implémente la
réciproque du morphisme défini en 1.2.3.

Si A I'anneau sous-jacent est défini de fagon axiomatique, alors nous pouvons utiliser
une tactique naive qui ne filtre que les constantes d’anneau r0 et r 1 et les envoient sur
leurs analogues dans Z :

Ltac genCstZ rOrl t :=
match t with
| rO= constr:0
| rI = constr:1
| _ = constr:tt
end.

Code 1.15: Morphisme générique pour des coefficients dans Z

Cette tactique permet I'implémentation de la stratégie appliquée par défaut aux struc-
tures axiomatiques (voir 1.2.3). Par contre si A est Z lui-méme, '’ensemble des coefficients
sera encore Z mais nous pouvons filtrer plus de constantes, en fait toutes celles qui sont
formées uniquement de constructeurs de Z :

Ltac ZCst t : =

match (is_ZCst t) with
| true = constr:t

| false = constr:false
end.

Code 1.16: Morphisme amélioré pour l’anneau Z

Ici i s_ZCst est une tactique qui reconnait les termes formés avec les seuls construc-
teurs du type inductif Z.
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Cette méthode se généralise sans peine aux structures de semi-anneau, pour laquelle
N, implémentation en Coq des entiers en base deux, joue le role précédemment tenu par
Z.

Il s’agit maintenant d’assembler toutes ces piéces pour construire la tactique a pro-
prement parler. Cette tactique est générique : lorsqu’elle est instanciée par les parameétres
appropriés, elle fournit un outil qui prouve les égalités dans la structure d’anneau ou de
semi-anneau décrite par les paramétres.

Nous allons utiliser ici les possibilités qu’offre Ltac pour définir des fonctions d’ordre
supérieur. Dans un souci de clarté de ’exposé nous ne présentons d’abord que la version
de la tactique qui prouve I'égalité du but courant ou bien échoue.

Ltac Make_ring_tac add rmul sub opp req Cst_tac : =
mat ch goal with
| [ |- req ?rl ?2r2] =
let fv := FV Cst_tac add nul sub opp (add r1 r2) nil in
let el := nkPol expr Cst_tac add nmul sub opp rl fv in
l et e2 := nkPol expr Cst_tac add nmul sub opp r2 fv in
apply (f_correct fv el e2); conpute; exact (refl_equal true)
| _=fail "not equality"
end.

La tactique prend en paramétre les opérations de la structure (ici un anneau) et une
tactique Cst _t ac qui comme expliqué ci-dessus discrimine les constantes de la structure
et les envoie vers les constantes de la structure de coefficients C' choisie.

Elle vérifie d’abord que le but courant est bien une égalité (de I’anneau) entre deux
termes r 1 et r 2. Puis, si c’est le cas, elle calcule la liste globale f v des termes a abstraire
dans les deux membres, en calculant celle du terme r1 + r2. Puis elle calcule les deux
expressions polynomiales el et €2 associées respectivement a r 1 et r 2. Enfin la tactique
applique le lemme f _correct.

A ce point de I'exécution, le but courant est maintenant la vérification de I’hypothése

de f _correct, asavoir que (norm el) == (norm e2) est syntaxiquement égal atrue
(ou le test d’égalité == est celui de 'ensemble des polynomes de Horner a coefficients
dans C).

Sirletr2sont effectivement égaux modulo la structure d’anneau, ce dernier but est
convertible & true = true. Il est donc possible de terminer la preuve en fournissant au
systéme un terme ayant le type true = true, qui est dans Coq (ref_equal true).
La tactique exact vérifie que le terme qu’on lui fournit en argument a bien un type
convertible & celui qui est attendu pour résoudre le but courant.

La tactique exact effectue donc les réductions nécessaires pour vérifier que
(normel) == (norme2) est convertible a t rue. Cependant la stratégie de réduction
utilisée par exact n’est pas la plus efficace, ¢’est pourquoi afin d’accélérer les calculs, on
effectue un appel préalable a la tactique conput e pour réduire efficacement le terme.

1.2.6 Performances

La tactique newr i ng propose deux améliorations orthogonales aux choix effectués
dans le développements de ri ng (Boutin 1997). La premiére est de remplacer la forme
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FIG. 1.4: Temps déXalcul de la preuve que (z1 + ...+ :L'n)d est égal a sa forme normale

normale totalement développée de polyndmes représentés comme somme ordonnée de mo-
nomes coefficientés par des formes de Horner. La seconde est d’utiliser Z comme ensemble
de coefficients lorsqu’on travaille avec des structures axiomatiques comme R Dans cette
section, nous analysons les gains en efficacité apportés par chacun de ces traits.

Tout d’abord, lorsqu’on compare les performances de newring et ring sur des
expressions dans Z, on ne tire aucun bénéfice de la seconde amélioration puisque les deux
tactiques travaillent sur leur représentation des polynomes a coefficients dans Z. Sur ce
genre de problémes, on mesure donc uniquement l'influence du changement de forme
normale.

La figure 1.4 décrit les temps de normalisation pour le polynome (z; + - -+ + 2,)% vu
comme un polyndéme a coefficients dans Z. Les traits pointillés représentent les temps de
normalisation par newr i ng et les traits pleins ceux de la normalisation par ri ng.

Sur ce diagramme on observe que le gain pour n = d = 5 est un facteur 6, et un
facteur 500 pour n = 7 et d = 9, ceci grace a la compacité de la forme normale de Horner.
De plus la tactique ri ng n’arrive plus a calculer la forme normale de cette expression
pour n = 8 et d = 9 et lorsque n = 12, le calcul n’est plus possible & partir de d = 6.
Quant & newr i ng, elle arrive encore a calculer la forme normale pour d = 11 et n = 12.

Comparer un outil comme newr i Ng avec un analogue dans le monde du calcul for-
mel est intéressant mais la comparaison a ses limites. Bien sur les systémes de calcul
formel travaillent sur des véritables entiers machines alors que nous ne manipulons ici
qu’'un encodage en Coq des entiers en base 2. Mais surtout les ambitions et, partant, les
stratégies adoptées divergent fortement. Dans un systéme de calcul formel, il s’agit de
donner rapidement des réponses sur des entrées qui peuvent étre de trés grande taille.
Ainsi dans Maple V, la fonction expand travaille & 'aide d’une bibliothéque d’identités
pré-calculées, qu’elle essaie de recombiner pour simplifier I’expression donnée par 1'utilisa-
teur. Sur des expressions symboliques construites a I'aide d’opérations d’addition, produit
et soustraction, expand essaie de développer en simplifiant si possible (les produits par
0, par 1,...), visiblement sans avoir d’autre stratégie trés optimisée, mis a part cette
reconnaissance des motifs présents en mémoire. En effet, lorsque les identités algébriques
sont inutilisables, le systéme s’avére tres inefficace, voire incapable d’effectuer le calcul.

43



Néanmoins ce probléme arrive plus rapidement que I'on pourrait s’y attendre : nous avons
testé expand contre newr i ng sur 'expression :

(y + @2+ ...+ Ty + xp) *
(x1+ y + ...+ 21 + ) *

(k1 4+ 220+ ...+ ¥y +x,) %
(l’1+l’2+...+l’n_1+ y)

Pour n = 8 la tactique newr i ng est quatre fois plus lente que la stratégie expand
de Maple (0.4s pour new i ng, 0.12s pour Maple). Mais Maple échoue au dévelop-
pement de cette formule dés que n = 9 (Error, (in expand/ bi gprod) object
t oo | arge), alors que pour cet exemple, newr i Nng termine en 1.7s.

1.3 Polynémes dans les systémes de preuves formelles

A notre connaissance, il existe au moins cinq développements dans le systéme Coq qui
comprennent une telle bibliothéque d’arithmétique polynomiale.

Le premier est inclus dans la contribution Algebra® au systéme Coq.Dans ce déve-
loppement, on part d'un ensemble de variables fini V' pour définir les mondémes comme
éléments du monoide libre abélien sur V', puis les polynomes a coefficients dans I'anneau
A et a variables V' seront les éléments du monoide libre abélien sur les mondémes et sur
A.

La seconde’ est issue du projet Constructive Coq Repository at Nijmegen (C-CoRN
2002; Cruz-Filipe, Geuvers, et Wiedijk 2004). Elle consitute une partie de la hiérarchie
d’algebre constructive (Geuvers, Pollack, Wiedijk, et Zwanenburg 2002) éloborée dans le
but de donner une preuve constructive en Coq du théoréme fondamental de I’algébre.

Les polyndmes a une variable et & coefficients dans un anneau de coefficients CR sont
représentés en forme de Horner. Un polynome est :

soit un polyndme nul,

— soit un polynéme de la forme PX + ¢, récursivement défini par un polynéme P et

une constante ¢, élément de 'anneau des coefficients.

En Cogq, cette définition correspond a la déclaration de la structure de données induc-
tive :

I nductive cpoly : Type : =
| cpoly_zero : cpoly
| cpoly_ linear : CR — cpoly — cpoly.

Le fait d’introduire un constructeur pour le polynome nul permet d’alléger les preuves
en remplacant les tests a zéros décidables par des analyses par cas sur le terme du type
inductif.

On définit une relation d’équivalence qui identifie les polynomes structurellement
égaux modulo I'égalité sétoide définie sur 'anneau des coefficients CR. Les polyndmes

3http ://coq.inria.fr/contribs-eng.html, L. Pottier, 1999.
*http ://c-corn.cs.ru.nl/documentation/ CoRN .algebra.CPolynomials.html
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sont munis des structures successives de setoide, semi-groupe, groupe, monoide, anneau,
de la hiérarchie abstraite.

Ce développement est fortement marqué par 'objectif de développer des mathéma-
tiques constructives.

Les similitudes dans les choix des trois derniers développements sont assez frappantes,
méme si aucune ne semble avoir bénéficié de I'existence de ses prédécesseurs.

Le plus ancien que nous avons recensé est celui qui sous-tend la tactique ri ng dis-
tribuée actuellement dans la version standard de Coq. On peut également citer GbCoq,
une certification de 1’algorithme de Buchberger par L. Théry et L. Pottier décrite dans
(Théry 2001). Enfin, le plus récent est une bibliothéque® sur la réécriture et la terminaison,
développée par un groupe de contributeurs européens et hébergée au Loria.

Ces trois développements ont en effet adopté le méme choix initial pour fonder leur
représentation : un polyndéme, qu’il soit univarié ou multivarié, est une somme coeffi-
cientée de monomes. C’est a dire qu’on représente un polyndéme par une liste de couples
coefficient-monome, un mondme étant représenté par la liste ordonnée de ses degrés non
nuls relatifs a chacune des indéterminées.

Ainsi dans les commentaires du code de la tactique ri ng, on lit :

“Définition des polynémes abstraits en forme normale :

Une liste de variables est un produit ordonné d’une ou plusieurs variables : X,
X %Y x Z sont des listes de variables.

Un monoéme est une constante, une liste de variables ou bien un produit dune
constante par une liste de variables : 2% X %Y, X %Y % Z sont des monomes, 2 x 3,
X x3%Y, 4% X %3 n’en sont pas.

Une somme canonique est soit un mondme, soit une somme ordonnée de monomes
(selon un ordre précisé ultérieurement).

Un polynome en forme normale est soit une constante, soit une somme canonique,
soit la somme d’une constante et d’une somme canonique”.

Dans cette bibliothéque, on dispose d’une implémentation des opérations d’anneau et
des preuves des propriétés de correction de ces opérations vis-a-vis de I’évaluation dans
I’anneau des coefficients. On y définit également une forme normale, qui est la forme
totalement développée, dans laquelle les mondmes sont ordonnés lexicographiquement
par rapport & un ordre fixé sur les variables.

La bibliothéque développée par L. Théry fait le méme choix théorique mais propose
une implémentation différente, plus abstraite. En effet, on paramétre la représentation
par une notion de terme, chaque terme étant composé d’un coefficient et d’'un monoéome.
On doit fournir des primitives sur ces termes : opérations d’anneau, ordre, égalité, et puis
les polynomes seront définis comme des listes ordonnées de termes non nuls.

Contrairement a la bibliothéque précédente, dans laquelle une fonction de normalisa-
tion donne les représentations canoniques, ici les preuves des propriétés de bonne forma-
tion (ordre et non nullité des éléments) sont données comme arguments des constructeurs
de polynoémes.

Cette derniére bibliothéque implémente plus que I'arithmétique d’anneaux : on dis-
pose également d’une division euclidienne (pour un anneau intégre de coefficients), d’un
opérateur de plus petit commun multiple et bien str de calcul de base de Grébner. Le

®A Coq Library on Rewriting and termination, http ://color.loria.fr/, 2005
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développement est destiné a étre exécuté par Ocaml, aprés extraction de la partie calcu-
latoire et en instanciant les paramétres par des fonctions dans Ocaml.

La bibliothéque Color est au contraire trés spécialisée dans les besoins des preuves sur
les systémes de réécriture. Elle fournit une représentation dans laquelle I'ensemble des
coefficients est fixé comme étant Z, et les polynomes sont encore une fois des listes de
couples coefficient et monémes. Les monomes sont des vecteurs d’entiers de taille fixée.

Not ati on nonom : = (vector nat).
Definition poly n := (list (Z * nmonomn)).

Les opérations d’anneau, ainsi que I’évaluation, la composition sont fournies mais les
preuves ne concernent que le comportement des opérations par rapport a I’évaluation et les
questions de monotonies utiles aux interprétations polynomiales des ordres de réécriture.

L’avantage de ce choix commun aux trois exemples cités est qu’il correspond a une
vision globale du polynome, et de ses propriétés combinatoires comme la symétrie ou
I'homogénéité. En revanche, les informations relatives & une variable particuliére (degré,
factorisations par rapport a une variable) ont un cott. Les performances comparées des
deux implémentations de la tactique d’égalité dans les anneaux montrent également que
le calcul de la forme normale d'un polynéme dans cette représentation n’est pas optimal.

Dans le systéme Nuprl (Constable, Allen, Bromley, Cleaveland, Cremer, Harper, Howe,
Knoblock, Mendler, Panangaden, Sasaki, et Smith 1986), P. Jackson a développée une
formalisation d’une structure abstraite de polynomes, en suivant comme L. Pottier la
construction canonique de (Lang 1995).

La thése de C. Ballarin (Ballarin 1999) décrit I'implémentation d’une bibliothéque
pour les polynomes en Isabelle (Nipkow, Paulson, et Wenzel 2002), comme fonctions
presque nulle des entiers vers I'anneau des coefficients.

Les travaux de J. Harrison en HOL-Light (Harrison 2002; Harrison 1996) utilisent
extensivement des objets polynomiaux, qui sont une des premiéres théories (Harrison
1997) formalisées dans le systéme.

Les déveoppements ultérieurs réalisés en HOL-Light mélent calcul scientifique et preuve
formelle, que ce soit en important les réponses d’oracles externes (Harrison et Théry 1998;
Harrison 2005) ou en programmant des tactiques autarciques pour le systéme (McLaugh-
lin et Harrison 2005).

Dans ce systéme, les polynémes sont définis comme des fonctions d’évaluation : un
polynome est une fonction d’évaluation appliquée a une liste de coefficients et & un élément
de I'ensemble des coefficients qui est le point ol on veut 1’évaluer.

la liste vide représente le polynome nul.

l et poly = new recursive_definition |ist_RECURSI ON
‘“(poly [] x = &) A
(poly (CONS ht) x =h+ x * poly t x)';;

Code 1.17: Définition des polynomes en HOL-Light

La distribution standard du systéme comprend de nombreux résultats (ordre des ra-
cines, décomposition en partie sans carré, valeurs intermédiaires dans les nombres réels...),
dont les preuves ont une remarquable concision.
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1.4 Conclusion

Nous proposons une bibliothéque d’arithmétique polynomiale basée sur la représen-
tation de Horner creuse et destiné a calculer efficacement a I'intérieur du systéme Coq.
Cette bibliothéque se décline en deux versions.

La premiére est une représentation des polyndmes a une variable, paramétrée par un
ensemble de coefficients. On peut itérer cette construction pour construire un type des
polynomes a plusieurs variables, dépendant du nombre variables. Pour cette représenta-
tion, les propriétés de la structure d’anneau ont été formellement prouvées. La technique
employée s’est toutefois révélée coiiteuse en temps de travail et nous avons proposé une
méthode alternative pour munir d’une structure mathématique des représentations for-
melles orientées vers le calcul.

La deuxiéme version des polyndmes en forme de Horner creuse supprime la dépendance
du type en le nombre de variables. Cette représentation a été utilisée pour la conception
d’une tactique d’automatisation des preuves d’égalités dans les structures d’anneau. Pour
les besoins de cette tactique, nous n’avons pas explicitement construit la structure d’an-
neau formée par les polyndémes mais nous avons donné les preuves formelles des propriétés
des opérations vis a vis du morphisme d’évaluation.

La rénovation que nous proposons de la tactique réflexive d’automatisation des preuves
d’égalités dans les structures d’anneau introduit deux améliorations orthogonales qui
améliore son efficacité. Le premier est I'utilisation de la forme de Horner creuse pour les
polynomes, le second est d’exploiter au mieux les possibilités de calcul dans la phase de
réification. On peut néanmoins isoler les effets du changement de forme normale, et donc
valider I'efficacité de ce choix de représentation.

Une tactique efficace pour la décision des égalités dans les structures d’anneau est un
outil fondamental pour un systéme de calcul formel. Le fait de pouvoir manipuler des
expressions de taille importante méme dans des structures axiomatiques perment d’en-
visager de facon réaliste des développements significatifs en géométrie, cryptographie,...
Un tel outil est égelement le complément indispensable des approches mixtes comme
l'interfagage avec des systémes de calcul formel (Delahaye et Mayero 2005).

Cette bibliothéque de calcul va quant & elle nous servir de base pour programmer
I’algorithme de CAD.
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Chapitre 2

Vers la certification de 'algorithme des
sous-résultants

Ce chapitre est consacré a la preuve formelle d'un algorithme de calcul de plus grand
commun diviseur (pged) pour les polynomes a coefficients dans un anneau. Ceci constitue
un probléme classique du calcul formel, qui a donné lieu a une abondante littérature.

Le chapitre s’articule autour de trois points.

La premiére partie propose un algorithme de division euclidienne pour les polyndmes
en forme de Horner décrits dans le chapitre 1. L’originalité de cet algorithme est qu’il
repose uniquement sur une induction structurelle grace a la représentation de Horner.

Ensuite on généralise la notion de division euclidienne a celle de pseudo-division eucli-
dienne, qui permet de définir des suites de (pseudo-)restes, comme celles de ’algorithme
d’Euclide, méme quand on divise des polynémes a coefficients dans un anneau.

Puis on introduit la notion de déterminant polynomial, qui permet de définir les po-
lynomes sous-résultants. Pour formaliser ces déterminants polynomiaux, j’ai eu besoin
de définir dans le systéme Coq des fonctions multilinéaires antisymétriques alternées qui
prennent leurs arguments dans des anneaux.

Enfin, la derniére partie du chapitre est consacrée au théoréme fondamental des sous-
résultants. On montre grace au lemme de décalage que la suite des polynomes sous-
résultants, définis par déterminants polynomiaux forment en fait une suite de pseudo-
restes et permet de calculer le pged de deux polynomes.

2.1 Calcul de pgcd polynomiaux en calcul formel

Le calcul efficace du plus grand commun diviseur de deux polynémes est un probléme
central du calcul formel. Dans un systéme de calcul formel, il est au coeur de nombreuses
opérations courantes ayant trait aux simplifications d’expressions polynomiales ou de
fractions rationnelles.

Les algorithme implémentés dans les systémes de calcul formel se divisent principale-
ment en quatre grandes familles.

Une premiére famille est constituée des algorithmes modulaires. Le fait de travailler
sur des corps finis permet de limiter la croissance des coefficients que ’'on manipule, ce qui
est un des principaux enjeux de ce probléme. Cette classe d’algorithmes repose sur des
calculs de restes chinois, ou sur le lemme de Hensel (Geddes, Czapor, et Labahn 1992).
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Les variantes du lemme de Hensel peuvent étre vues comme un analogue de la méthode
Newton pour les anneaux commutatifs complets et son basées sur des décompositions sur
corps finis.

Il existe également des versions probabilistes trés efficaces de ces algorithmes, comme
dans les travaux de Zippel (Zippel 1993), qui proposent un algorithme d’interpolation
pour le calcul du pged polynomial.

Une troisiéme famille repose sur des calculs de chaines de (pseudo-)restes, dont la
variante la plus efficace est celle des sous-résultants, qui fait 'objet de ce chapitre.

Enfin, les systémes de calcul formel utilisent également des heuristiques qui permettent
par exemple d’exploiter les factorisations triviales, ou bien les réductions a des problémes
de pged sur les entiers.

Savoir quel algorithme sera le plus efficace, méme sur une instance particuliére, est un
probléme difficile, et il n’existe pas de procédure de décision qui permette par exemple
de lier une méthode de calcul a certain types de polynomes.

D’aprés 'étude comparative de Liao et Fateman (Liao et Fateman 1995), Maple ap-
plique des algorithmes modulaires en cas d’échec de son algorithme heuristique GCDHE,
tandis que Macsyma et Mathematica utilisent une approche probabiliste a la Zippel, rat-
trapée en cas d’échec par un algorithme de sous-résultants.

En théorie, I'algorithme des sous-résultants n’est pas clairement meilleurs que ces
autres approches et il manipule certainement des coefficients plus gros que dans les alter-
natives qui figurent a ce banc d’essai.

Néanmoins, il constitue une approche générale pour le probléme, puisqu’il ne requiert
sur ’ensemble des polyndmes que l'existence du pged de deux éléments. Les algorithmes
modulaires et d’interpolation sont destinés quant a eux a des cofficients a valeurs entiéres.

Enfin, 'approche des sous-résultants est une solution raisonnable puisque dans les
tests d’implémentation de Liao et Fateman, cet algorithme arrive en premiére position
dans presque la moitié des cas.

2.2 Division euclidienne, pseudo-division euclidienne

Dans tout ce chapitre, si D est un anneau commutatif intégre, on notera deg(P) le
degré d'un polynome P € D[X]. Le coefficient dominant d’'un polynéme P € D[X] de
degré d est celui porté par le monome X2 On le note lcoef(P).

2.2.1 Fonctions partielles

On se propose de définir une opération de division euclidienne sur les polyndémes en
forme de Horner. Etant donnés deux polyndomes P et () dans cette représentation, on
veut calculer, quand c’est possible, A et B deux nouveaux polynémes qui vérifient :

P = AQ + B avec deg(B) < deg(Q)

En particulier, on ne calculera pas de tels A et B quand le diviseur () est un polynome
nul. D’autre part, 'anneau commutatif C' des coefficients est supposé intégre mais ne
sera pas nécessairement un corps. Deux coefficients, méme non nuls, ne sont donc pas
nécessairement divisibles I'un par l'autre.
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Par exemple si I'on considére des polynomes a coefficients entiers, on peut bien effec-
tuer dans Z[X] la division de X% + X + 1 par (X + 1) :

X4 X+1=(X+1)X+1

Par contre, on ne peut diviser X2 4+ X 4 1 par 2X car le coefficient dominant 1 de
X? + X +1 n’est pas un multiple de 2, le coefficient dominant de 2.X.

En fait on programme la division euclidienne comme si on travaillait avec des coeffi-
cients dans un corps, mais si I'une des opérations de divisions sur les coefficients échoue,
on fait échouer toute la division.

Il y a plusieurs fagon d’envisager la programmation de cette fonction partielle. Dans ce
cas, il m’a semblé que la solution la plus légére et la plus appropriée était de contourner
le probléme en faisant de cette division une fonction totale, et de repousser dans les
spécifications 1’expression du domaine de validité des propriétés de cette fonction. Un
choix analogue avait été adopté et motivé dans la formalisation des nombres réels en
HOL-Light (Harrison 1994).

Ainsi on va programmer une fonction Pol _di v_eucl de type

Pol _div_eucl : Pol C — Pol C — (Pol C = (Pol C©
dont la spécification est la suivante : pour tous polynoémes P et (), la fonction Pol _di v_eucl
calcule un couple de polynomes (A, B) tels que :
soit @ =0,
soit P = AQ + B avec deg(B) < deg(Q)
soit (A4, B) = (0,0).
On dira que P est un multiple de @), de facteur A si :
soit P =0
— soit A#0Oet B=0
La spécification de la division euclidienne, c’est a dire la preuve que l'identité

P = AQ + B avec deg(B) < deg(Q)

est valide ne sera prouvée que sous les hypothéses que (A, B) # (0,0) ou bien P = 0.

Dans les autres cas, on sort du domaine de validité pour la fonction de division. La
preuve de correction de I'algorithme de division assure seulement que les relations de
divisibilités calculées sont correctes et non pas que toutes les relations de divisibilités
existant dans I'anneau sont calculées.

2.2.2 Division euclidienne en représentation de Horner creuse

Il est aisé de programmer la division euclidienne des polynémes en forme de Hor-
ner (non creuse) de fagon structurelle par rapport au dividende du fait que cette forme
présente les coefficients de poids faible en téte et une structure simple. Mais cette repré-
sentation contient trop de zéros dans le cas des polynomes creux pour étre raisonnable.

Le forme de Horner creuse est compacte : elle peut en fait étre interprétée comme la
liste ordonnée des coefficients non nuls, avec les coefficients de poids faible en téte.

De plus il est remarquable qu’elle conserve la possibilité de définir cette opération de
division par récursion structurelle sur le dividende pour les polynomes en forme normale
de Horner creuse, par le biais d’un point fixe local.
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De fait, la forme de Horner creuse ressemble beaucoup a une représentation de nombres
dans une “base formelle” X. Par “base formelle” on entend ici une base qui serait infinie
au sens ou on ne propage pas de retenue. L’algorithme de division que je propose ci-
dessous est proche de celui qui permet de diviser des nombres entiers, par exemple en
représentation binaire comme dans la bibliothéque standard de Coq.

Dans tout ce qui suit, on utilise pour les polynémes en forme de Horner creuse les
définitions et notations introduite au chapitre 1.

Division d’un polynéme par une constante

Ici on veut diviser un polyndme arbitraire P par un polynome constant (Pc c¢). En
fait on va seulement propager 'opération de division par ¢ sur tous les coefficients, mais
en retournant le polynome nul si I'une de ces divisions échoue.

La division sur les coefficients est notée / / et le test a zéro sur les coefficients est noté
czero_test.

On fait une récurrence sur le polynéme A et on divise par la constante q.

On rappelle que le polynéme nul est note PO.

Fi xpoi nt Pol1 div_cst(A Pol)(q: Coef){struct A}: Pol:=
if (Pol _zero test A) then PO
el se
match A with
|Pc a=Pc (a/l Q)
|[PXPi p=
let P:= (Poll div_cst Pq) in
if (Pol _zero_test P) then PO el se
let pp:=p// qin
if czero_test p° then PO el se
PXP i p
end.

Division euclidienne par un polynéme non constant

On programme maintenant la division d’un polynome quelconque A par un polynéme
B = B; X7 + b dont on sait qu'il est de degré non nul. On rend deux polynomes Q et R,
contenant le quotient et le reste de la division. On procéde par induction sur la structure
du dividende A.
— Soit A est constant.
Onrend  =0,R=A.
Soit A est de la forme A; X* + a. On cherche a calculer @) et R tels que :

A X'+ a= (B X’ +bQ + R avec deg(R) < deg(B;) + j
On calcule récursivement (7 et R; tels que :
A; = (B X7 +b)Q; + Ry avec deg(R,) < deg(B,) + j
Dou :

A X' +a= (B X! +b)Q1 X'+ RiX'+a
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— ler cas : deg(R;) +1i < deg(B;) + j ou bien Ry = 0.
Onrend Q =Q, X'et R= R X"+ a.
— 2éme cas : deg(Ry) +1 > deg(By) +jet Ry #0
On suppose qu’on dispose d’une fonction auxiliaire div__aux qui prend en argu-
ment un polynéme de la forme SX? et un polyndome non constant CX* + ¢ tels
que :
— deg(S) < deg(C) + k
- S#0
et calcule le quotient et le reste de la division euclidienne de SX* par CX* + c.
La fonction div_aux permet de calculer ()5 et Ry tels que :

R X" = (B1X? 4 b)Qy + Ry avec deg(Ry) < deg(B) + j

Onrend Q=Q1 X' +Qeet R=Ry+a
Reste a expliciter la fonction auxiliaire div _auz. Etant donnés deux polynomes S et
C, un coefficient ¢ et deux entiers 7 et k, tels que :
— (1) deg(S) < deg(C) + k
(2) S#0

on veut calculer deux polynomes () et R tels que :
SX'= (CX* +¢)Q + R avec R < deg(C) + k

Le calcul se fait par récursion structurelle sur 'exposant ¢ qui est un entier en base 2
représenté en Coq par le type de de données du code 1.3. Cette récursion repose sur la
distinction de trois cas pour un entier ¢ en base 2 : soit ¢ = 1, soit ¢ est de la forme ¢ = 2p
pour un entier p en base 2 , soit ¢ est de la forme ¢ = 2p + 1 pour un entier p en base 2.

— Cas 1 :deg(S)+i<deg(C)+k

Onrend Q=0et R=S5X"'
Cas 2 : deg(S) + 1> deg(C)+ ket i=1.
Alors deg(S)+1 = deg(C)+k vu (1). Il existe un coefficient A € C' et un polynome
R € C[X] tel que :

SX = MCX* + ¢) 4+ R avec deg(R) < deg(C) + k

coe fdom(C')
O dQQ=—"7"7-"7-"7=
n rend ¢ coe fdom(S)
— Cas 3 : deg(S)+i>deg(C)+keti=2p

On calcule récursivement Q1 et Ry tels que :

et R=S— (CX"+0)Q

SXP = (CX* +¢)Q, + Ry avec deg(R;) < deg(C) + k

— Cas 3.1 : deg(Ry) + p < deg(C) + k ou bien R; =0
Onrend @ =Q:X?et R=RX?P
Cas 3.2 : deg(Ry) +p > deg(C)+ ket Ry #0
On calcule récursivement ()5 et Ry tels que :

R X? = (CX* +¢)Qy + R, avec deg(R,) < deg(C) + k
On rend Q = QlXp +Q2 et R= R2
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— Cas 4 :deg(S)+1>deg(C)+keti=2p+1
On calcule récursivement Q1 et Ry tels que :

SXP = (CX* +¢)Q1 + Ry avec deg(R,) < deg(C) + k

Cas 4.1 : degR1 +p+1 <deg(C)+ k

On rend Q = Q, XP et R = R XP*!
Cas 4.2 : degR1 +p+ 1> deg(C) + k
On calcule récursivement Q5 et Ry tels que :

RiX? = (CX" +¢)Qs + Ry avec deg(Ry) < deg(C) + k

— Cas 4.3 : deg(Rs) +1 < deg(C) + k
On rend Q = QlXp—l-l + QQ et R= R2
Cas 4.4 : deg(Ry) +1 > deg(C) + k
Alors deg(Ry) + 1 = deg(C) + k il existe A € C' et un polynéme Rj tels que :

RoX = MCXF 4 ¢) + R avec deg(R3) < deg(C) + k

coe fdom(C')
coe fdom(Ry) ¢
On rend Q = QlXp+1—|—Q2—|—)\ et R= R3 = R2 —)\(CXk+C)

En fait A =

2.2.3 Preuve formelle des spécifications des opérations de divi-
sion

Les algorithmes détaillés dans la section précédente présentent la particularité d’utili-
ser intensivement les opérations de test a zéro, aussi bien dans la structure de coefficients
que dans celle des polynomes.

Dans un souci d’efficacité, suivant la discipline commune & tout le développement
selon laquelle les polynomes arguments et résultats de toutes les opérations sont en forme
normale, le test a zéro sur les polyndmes se programme ainsi :

Definition Pol_zero_test(P:Pol):bool:=
match P with
| Pc ¢ = (czero_test c) (x test sur la structure de coefs x)
|PX _ _ = false (x non constant = non nul x)
end.

Code 2.1: Test a zéro des polyndmes

Néanmoins, pour spécifier ce test, on aura besoin de spécifier ses conditions de validité,
et en particulier, sous cette forme, le test & zéro n’est pas un morphisme pour I’égalité de
setoide avec laquelle nous travaillons (voir section 1.1.4).

C’est pourquoi il est nécessaire de définir formellement les conditions de forme normale
qui détermineront les conditions de validité de tous les énoncés de correction.
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I nductive Pol _nf : Pol — Prop:=
(* Un polynome constant est toujours en forme normale x)
| Pc_nf : V ¢, Pol _nf (Pc c)
(x ¢cX"1 + p est en forme normale si ¢ # 0 x)
| PX_ Pc_nf : V¥V c i p,
czero_test ¢ = false — Pol_nf (PX (Pc c) i p)
(+ (PX*i + p)X~j + ¢ est en forme normale si
— PX"i + p est en forme normale
—p # 0 %)
| PXPXnf : VPi pj c,
Pol nf (PXPi p) —
czero_test p = fal se
— Pol _nf (PX (PXPi p)j c).

Code 2.2: La propriété de forme normale

Il sera pratique pour pouvoir réécrire commodément les arguments du test a zéro,
de définir une deuxiéme version Pol zero_test2 de cette fonction de test booléen
Pol _zero_test , qui est elle-méme un morphisme. Cette nouvelle fonction est moins
efficace que la premiére car elle doit effectuer plus de tests du fait qu’elle ne suppose pas
que son argument est en forme normale. Par contre c’est un morphisme, et elle coincide
avec la version destinée aux calculs sur 'ensemble des polyndémes en forme normale.

Fi xpoi nt Pol _zero_test2(P:Pol):bool :=
match P with
| Pc ¢ = czero_test c
|PX Pi p= andb (Pol _zero_test2 P) (czero_test p)
end.

Code 2.3: Test a zéro des polyndmes version preuves

L’implémentation des opérateurs de division repose sur l'opération de division cdi v
sur I'ensemble des coefficients.

On travaille donc en supposant que cet opérateur satisfait les spécifications suivantes :

(+ Si le diviseur d et le dividende x/d sont non nuls, alors x =
(x/d)*xd x*)
Hypot hesi s cdiv_specl : V d,
czero_test d = false —
vV X,
czero_test (x // d) = false —
X == (x//d) ==+ d.

(* On a toujours 0 — (0/x) * x.x)
(x Ce cas englobe le cas degenere du diviseur nul x)
Hypot hesi s cdiv_spec2 : V d x,

czero_test x =true — x == (x//d) =+ d.

Les théorémes de correction des trois opérateurs de division utilisés énoncent que pour
des polynomes en forme normale, les propriétés énoncées a la fin de la section 2.2.1 sont
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valides. Leur preuve formelle est en cours de développement, en collaboration avec L.
Pottier.

2.2.4 Pseudo-divisions, Chaines de pseudo-restes

Dans le cas ot I'ensemble des coefficients d’'un anneau de polynomes est un anneau
commutatif intégre (et non nécessairement un corps), on peut tout de méme généraliser la
division euclidienne ci-dessus. En fait si D est un anneau commutatif intégre, et si P, () €
DI[X], dans le déroulement de la division euclidienne de P par @), les seuls dénominateurs
qui peuvent étre introduits dans les opérations sur les coefficients sont des puissances du
coefficient dominant de Q.

De fait il suffit de multiplier P par lcoe f(Q)49()=de9(@)+1 hour étre siir que la division
euclidienne des polynémes sera exacte, c’est a dire qu’on calcule bien un quotient et un
reste qui satisfont la propriété :

P = AQ + B avec deg(B) < deg(Q)

Cette propriété avait déja été observée par Jacobi (Jacobi 1836), c¢’est pourquoi on
donne son nom a ce facteur.

Dans toutes les définitions qui suivent, D est un anneau factoriel, ce qui permet en
particulier d’assurer I'existence de plus grands communs diviseurs.

Premiéres définitions

Définition 2.2.1 (Facteur de Jacobi) Soit P,Q € D[X] deuz polynomes. On appelle
facteur de Jacobi de la division de P par Q) la quantité :

lCOef(Q)deQ(P)_deg(Q)+1

On a donc un moyen de définir une opération de division exacte pour tout couple de
polynomes.

Définition 2.2.2 (Pseudo-division) Soit P = pg + ...p, X" et Q = qo + ... qn X"
deuz polynomes éléments de D[X], avec pp,pm # 0 et n > m.

Le reste (resp. quotient) de la division "™ P par Q est appelé le pseudo-teste (resp.
pseudo-quotient ) de P par Q) et est noté preste (resp. pquo). Cette opération est appelé
pseudo-division de P par Q. Ces deuz polyndomes sont uniques et sont des éléments de

D[X].
Exemple 2.2.4.1 On considére des polynomes dans Z[X].
- P=X%etQ=2X+1:pquo(P,Q) =2X —1 et preste(P,Q) =1
P=2X?+2X et Q=2X+2 : pquo(P,Q) = 4X et preste(P,Q) =0

Définition 2.2.3 (Similarité) Soit P, € D[X], P et Q sont similaires (P ~ Q) s’il
existe a,b € D tels que aP = bQ).

Exemple 2.2.4.2 Toujours dans le cas de Z[X], les polynomes 2X + 2 et 3X + 3 sont
stmilaires. Les polynomes X + 1 et X + 2 ne sont pas similaires.
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L’algorithme d’Euclide calcule le plus grand commun diviseur (noté pged) de deux
polynomes a coefficients dans un corps en effectuant une succession de divisions eucli-
diennes. On peut généraliser cet algorithme au cas ot les coefficients sont dans une struc-
ture d’anneau. Il suffit de remplacer chaque étape de division euclidienne par une étape
de pseudo-division euclidienne. Cependant, comme le facteur de Jacobi que 1’on introduit
pour rendre chaque division exacte n’est pas nécessairement le facteur correctif le plus
petit possible, on autorise des factorisations scalaires & chaque étape de I'algorithme et
on ne demande dans la chaine des polynomes calculés que des relations de similarité aux
pseudo-restes.

Définition 2.2.4 (Chaine de pseudo-reste) Soit Fy, F; € D[X], avec deg(Fy) > deg(Fz).
Soit Fy ... F, € D[X] une suite de polynomes non nuls tels que :

F; ~ preste(F;_o, F;_1) pouri =3...k et preste(Fy_1,Fy) =0

Cette suite est appelée chaine de pseudo-restes.
De la définition ci-dessus se déduit immédiatement :

Vi=3...k, 3Fa;,0; €D and 3Q; ~ pquo(F;_s, F;_1) tel que
GiF; = o, Fi—g — Q:F;—1  deg(F;) < deg(Fi—1)

Le sens informel de ces coefficients de similarité o et 3 est le suivant : « assure que la
division euclidienne sera possible en restant dans D[X], et § est un facteur scalaire que
I’on peut éliminer du reste.

Définition 2.2.5 (Contenu, partie primitive) Soit P € D[X] le contenu de P, noté
cont(P) est un plus grand commun diviseur de ses coefficients. Il est unique & multipli-
cation pres par un inversible de D.

Si les coefficients de P sont premiers entre eux, alors P est dit primitif. Si ce n’est
pas le cas, sa partie primitive, notée pp(P) est définie par P = cont(P)pp(P).

Le pged de deux éléments de D[X] est le produit de leurs contenus par le pged de
leurs parties primitives. De plus, si deux polynomes Fy et Fy de D[X] sont primitifs,
alors leur pged est aussi primitif. Ainsi, avec les notations de la définition 2.2.4, pour tous
polynomes Fy et Fy, gcd(Fy, Fy) = pp(Fy).

Controéler la croissance des coefficients

Dans toute la suite, on considére F; = pg + ...p, X" et [y = qo + ...¢, X, deux
polynomes dans D[X] et (F});=1.  une chaine de pseudo-restes telle que pour i =3...k :

GiF; = o Fi_g — Q:F,y  deg(F;) < deg(Fi—1) (1)

On note n; le degré de F; et ¢; le coefficient dominant de F; pour ¢ = 3...k. On appelle
(1) une relation pseudo-euclidienne.

Calculer le pged de deux polynomes P et (), c’est calculer le dernier polyndmes d’une
chaine de pseudo-reste s issue de P et (). On veut pouvoir effectuer ce calcul le plus
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efficacement possible. Le choix des facteurs de similarité «; et (; permet de jouer sur la
taille des coefficients des polyndémes dans la chaine.

Une fagon naive de calculer une chaine de pseudo-restes est de poser F; = preste(F;_o, F;_1).
Cette chaine de pseudo-restes est appelée chaine euclidienne de pseudo-restes, d’apres
la terminologie de G.E. Collins (Collins 1967). Malheureusement, cette définition peut
conduire a une explosion de la taille des coefficients dans les polynémes de chaine.

En fait il existe méme une borne inférieure polynomiale, donnée par C. K. Yap (Yap
2000) et D.E. Knuth décrit ce phénomeéne de la maniére suivante (Knuth 1998) : “Ainsi

la borne supérieure [...| serait approximativement de N ot les expérimentations
montrent que cet algorithme simple a en fait exactement ce comportement : le nombre
de chiffres dans les coefficients croit exponentiellement a chaque étape!”. Néanmoins la
remarque de J. von zur Gathen et T. Liicking (von zur Gathen et Liicking 2003) permet
d’espérer de meilleurs résultats dans le cas qui nous occupe : “Dans une unique division,
dont les arguments sont choisis aléatoirement, on ne peut espérer beaucoup mieux que la
pseudo-division de Jacobi pour maintenir un reste a coefficients entiers. Mais les résultats
de I'algorithme d’Euclide sont tellement dépendants qu’il est toujours possible d’extraire
des facteurs importants.”

La stratégie opposée consiste a choisir F; = pp(preste(F;_o, F;_1)), et ce choix mini-
mise la croissance de la taille des coefficients. Cette chaine de pseudo-restes est appelée
chaine primitive de pseudo-restes, toujours en suivant la terminologie de Collins. Mais
I'inconvénient majeur de cette stratégie est qu’elle suppose des calculs récursifs de pged
a chaque étape du calcul de la chaine, ce qui est général bien trop coiiteux. L’'un des cas
ol ce choix est trés mauvais est par exemple le cas ou on travaille avec des polynomes a
plusieurs variables, vus comme éléments de D[X7] ... [Xj].

La solution que nous proposons de formaliser est appelée chaine des sous-résultants.
Elle constitue un compromis entre les deux solutions précédentes : a chaque étape, on
prédit a la fois un facteur «, suffisant pour permettre la division euclidienne, et un coef-
ficient § de taille significative qu’on va pouvoir factoriser dans le reste. De plus le calcul
de ces deux facteurs se fait avec une complexité satisfaisante et permet de controler la
croissance des coefficients.

Ci-aprés on reproduit des exemples construits par J. von zur Gathen et T. Liicking
(von zur Gathen et Liicking 2003) pour comparer les trois définitions de chaines de pseudo-
restes que nous avons citées. Dans ces exemples, les «; seront toujours les facteurs de
Jacobi de la pseudo division, et les (3; sont les facteurs qui peuvent étre extraits des
pseudo-restes selon I'algorithme utilisé.
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i Qi Bi F;
1 9X% —27X* —27X3 + 72X% + 18X — 45
2 3X* —4X? —9X + 21
3 3% =27 1 —297x% — 729X + 1620
4 —26198073 1 3245333040X — 4899708873
5 | 10532186540515641600 | 1 —1659945865306233453993
Chaine euclidienne : pas de factorisation (8; = 1), une croissance exponentielle des
coefficients
i Q; Bi F;
1 9X5 —27X% —27X3 + 72X% + 18X — 45
2 3X* —4X? —9X +21
3| 3¥=27 3 —11X2 — 27X + 60
4 —1331 9 18320X — 27659
5 | 335622400 | 1959126851 -1

Chaine primitive : factorisations optimales, mais calculs récursifs cotteux

{ % Bi F;

1 9X —27X* —27X3 + 72X? + 18X — 45
2 3X —4X?2-9X +21

3 27 3 297X2 4+ 729X — 1620

4 26198073 —243 13355280X — 20163411

5 | 178363503878400 | 2910897 9657273681

Chaine des sous-résultants : le compromis. On supprime des facteurs significatifs, mais
moins importants que dans le cas primitif. Par contre calculer ces facteurs [3; est beaucoup
moins cotiteux.

2.3 Deéterminants polynomiaux

Avant de définir précisément les polyndomes dits sous-résultants qui composent la
chaine du méme nom, on introduit une définition fondamentale pour la suite du dé-
veloppement. Dans tout ce qui suit, D est un anneau commutatif intégre et on note
F. C D[X] le module libre de type fini des polynomes de degré strictement plus petit
que n, qui est engendré par la base monomiale :

B=X"1 X1

2.3.1 Définition

Proposition 2.3.1 (Déterminant polynomial) Soit n et m deuz entiers tels que 0 <
m < n. Il existe une unique application multilinéaire alternée pdet, ., : (Fp)™ — Fnm+1
qui satisfait pour tous n >4y > - >y >0

pdet, (X, Xm0 XY = X' sipour tout j <m, i;=n—7j (i)
pdet,, (X, .. X1 X)) =0 sinon (17)
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Cette application est appelée déterminant polynomial d’une famille de m polynémes

de F,.

Cette définition s’illustre en termes de déterminants de matrices dont les coefficients
sont ceux des polynomes en arguments de ’application multilinéaire.
Soit P ={Py,...,P,} C F, une famille de m polynomes, ot
Pi=py+ -+ X

On note M(P) la matrice (éventuellement non carrée) de la famille P dans la base B.

pi—l o1
M(P) =
oy - D

Preuve [’unicité de 'application pdet s’obtient par antisymétrie et multilinéarité apres
avoir décomposé chacun des arguments sur la base B.

On note M, ,,,(P) la matrice carrée dont les m — 1 premiéres lignes sont celles de
M(P) et la derniére est formée des polynomes P, ..., P,,.

Prn—1 T Pn—1
Mn,m(P) =
p;—m—i-l ce p:Ln—m—i-l
P . P,

On définit pdet,, ,, comme étant det(M,, ,,(P)), ot det est le déterminant usuel des
matrices carrées, dont les coefficients sont ici des polyndomes.

Dans cette définition, la premiére condition (i) correspond au déterminant d’une ma-
trice triangulaire inférieure :

1 0
0 0
pdety, (X" XU XY =det | - :
0 1 0
D D D ¢

La deuxiéme condition (ii) correspond au déterminant d’une matrice triangulaire
inférieure qui a au moins un zéro sur sa diagonale. U
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2.3.2 Formalisation des déterminants

La contribution Algebra au systéme Coq (Pottier 1999) a servi de base a J. Stein pour
son développement d’une bibliothéque d’algébre linéaire LinAlg (Stein 2003). Cette biblio-
theéque contient déja suffisamment de matériau pour pouvoir étre a son tour augmentée
et servir de base a une bibliotheque d’algébre multilinéaire.

Ce n’est pas la solution que j’ai adoptée, pour plusieurs raisons. La premiére est que
la théorie mathématique qui sous-tend une définition générale des déterminants polyno-
miaux est celle des modules libres de type fini, alors que LinAlg concerne les structures
d’espaces vectoriels. D’autre part, lorsque j’ai envisagé ce travail, la bibliothéque LinAlg
était encore en cours de développement et donc pas stabilisée. Enfin, dans le cas qui nous
occupe, la théorie générale de la multilinéarité et des modules de type fini n’est pas un
objectif et représente un travail conséquent, beaucoup plus général que l'utilisation que
nous faisons ici de pdet.

Je propose donc de définir une version calculatoire de déterminants, de la maniére
suivante.

Pré-requis :

Un ensemble de coefficients scalaire C muni d'une structure d’anneau commutatif
intégre

— Un ensemble de vecteurs V muni d’une structure d’anneau commutatif intégre.

— La dimension di mde V sur C.

Un opération de multiplication par un coefficient scalaire scal : C —- V — V.

Une fonction de projection sur une coordonnée phi : nat — nat — V — V.
L’interprétation de ces parameétres est la suivante :

V est un module libre de type fini sur ’anneau C.

— Le type de phi devrait plutét étre nat — nat — V — C, mais on suppose ici
qu’on injecte C dans V pour les besoins du déterminant polynomial. Un dévelop-
pement analogue mutatis mutandis serait possible pour obtenir un déterminant a
valeurs dans C en choisissant phi : nat — nat — V — C
En pratique, la valeur de phi sera une coordonnée pondérée par la polarité de la
ligne par rapport a laquelle on développe le déterminant : la premiére ligne est de
polarité 1, la deuxiéme de polarité -1... (voir section 3.2.3)

Si (e1,...,eq) est une base de V, la fonction phi k i v calcule la i-éme coordonnée
du vecteur v projeté sur (eq,...,ex). Elle rend zéro sii > d.

Définition :

On définit le déterminant d’une liste de vecteurs par son développement par rapport
a une ligne. Soit | une liste de vecteurs de longueur n, on suppose que n est plus petit
que d la dimension de V sur C. On calcule le déterminant de la famille des projetés des
vecteurs de | sur (eg,...,e,).

Ce calcul se fait en deux temps, par récursion sur la dimension n du déterminant (qui
est la taille de la liste).

Par convention, le déterminant d’une liste vide vaut 1.

— Sinon, si la longueur de la liste est n+1, on calcule le déterminant en le développant
par exemple par rapport a la derniére ligne. C’est possible si d’une part on sait
calculer les déterminants d’ordre n, pour calculer les cofacteurs qui apparaissent
dans le développement, et d’autre part si on sait extraire des vecteurs la coordonnée
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qui se trouve sur cette avant-derniére ligne, grace a la fonction phi
Cette récursion est réalisée par la fonction det _aux, décrite dans le code 2.4

Fi xpoi nt det_aux (n: nat) (l: list V) {struct n}: V.=
match n with
O0=1
| S nl=rec_det (phi dimn) (det_aux nl) | nil
end.

Code 2.4: Mise en place de la récursion sur la dimension du déterminant

Il faut maintenant programmer le calcul d'un déterminant de dimension n+1 lorsqu’on
dispose d’une fonction f qui extrait la coordonnée de chaque vecteur (colonne) qui cor-
respond a la ligne par rapport a laquelle on développe et d’une fonction r ec qui calcule
les déterminants d’ordre n. Dans | 2, on place successivement les vecteurs dont on déja
extrait la coordonnée pertinente et calculé son cofacteur, | 1 contient les vecteurs qui
restent a traiter.

La fonction rec_det du code 2.5 calcule cette somme alternée par récursion sur la
structure de la liste | 1.

Fi xpoi nt rec_det
(f: V- O (rec: list V- V) (I1112: list V){struct 11}: V :=
match |1 with
| nil = PO
| a:: 13 =
f axrec (app 112 13) - rec_det f rec 13 (app |2 (a::nil))
end.

Code 2.5: Calcul de la somme alternée

Finalement on définit le calcul du déterminant d’une famille de vecteurs comme dans
le code 2.6.

Definition det | := det_aux (length ) I.

Code 2.6: Définition du déterminant

Dans ce qui suit, on note == 1'égalité sur V, et ! * est une notation infixe pour le produit
scalaire scal . Les opérations d’anneau sont notées par les symboles usuels. L’opérateur
de concaténation des listes est noté app.

En travaillant directement sur les définitions des codes 2.4, 2.5 et 2.6, on montre les
propriétés attendues pour le déterminant :

— Linéarité par rapport au premier élément de la liste :

Theoremdet |lin: Vabecdl,

det ((add (a !'* b) (c !+« d)) :: 1)

a'!* det (b:: 1) +c!x det (d:: I).
— Antisymeétrie :
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Theorem det _antisym: Vv a b [1 1213,
det (app 11 (app (a :: 12 (b :: 13)))
- det (app I'1 (app (b::12) (a:: 13))).
— Alternance :
Theoremdet _alt: Valll21S3,
det (app Il (app (a :: 12) (a:: 13))) ==

Nous aurons également besoin pour la suite du développement de la propriété suivante
sur le développement des matrices semi-diagonales illustrée sur la figure 2.1

- _
a
a O
det =a detB
a

}

B m

L N

- n = =m =

F1G. 2.1: Déterminant des matrices semi-diagonales

Cette propriété est plus délicate a obtenir que les précédentes car elle méle dans la
méme expression des déterminants de différentes dimensions. Lors de cette preuve dans
le systéme Coq, la manipulation de notre formalisation des déterminants a également mis
a jour des choix inadaptés a nos besoins dans la récente implémentation de la réécriture
sétoide (Sacerdoti Coen 2006). Ces difficultés ont rendu cette derniére preuve formelle
extrémement fastidieuse.

2.3.3 Un premier exemple : déterminants de matrices a coeffi-
cients entiers

Dans cette section on met en oeuvre la formalisation présentée dans la section précé-

dente afin de calculer les déterminants a coefficients entiers.

Les prérequis sont instanciés de la facon suivante :

[’anneau des coefficients est I’anneau des entiers Z.
On se donne une dimension d pour les matrices dont on veut calculer les détermi-
nants.

— L’ensemble des vecteurs est représenté par les listes d’entiers de longueur d. 11 est
important de rappeler qu'on ne demande pas ici de preuve de la longueur des listes.
Les calculs ne seront corrects que si toutes les listes données en arguments du
déterminant sont de longueur d.

— La multiplication scalaire d’un entier z par une liste [ est la propagation sur tous
les éléments de la liste du produit par z.

— L’implémentation de la fonction coordonnée détermine la ligne du déterminant par
rapport a laquelle on développe.
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Par exemple, le développement d’un déterminant de taille d par rapport a sa derniére
ligne sera réalisée par la fonction phi décrite par le code 2.7. L’appel nth k | a calcule
le k-iéme élément de la liste [, numérotés de 0 a |{| — 1, ou [{| est la longueur de la liste.
Cet appel renvoie par défaut la valeur a quand k > |I| — 1.

Definition phi dnl :=(-1)?~(n+l) * nth (n - 1) | O.

Code 2.7: Développement par rapport a la derniére ligne

Le facteur (-1)~(nl)+ refléte la polarité de la derniére ligne de la matrice, qui est
une matrice carrée de taille n. Elle donne le signe dont est affecté le premier élément de
la derniére ligne de la matrice lorsqu’on développe par rapport a cette derniére.

Si maintenant on veut calculer le déterminant d’une matrice en utilisant un dévelop-
pement par rapport a la premiére ligne de la matrice, on pourra utiliser 'implémentation
de phi décrite par le code 2.8.

Definition phi dnl :=nth (d- n) I 0.

Code 2.8: Développement par rapport a la premiére ligne

Cette fois la polarité de la premiére ligne étant toujours positive, on ne rajoute pas
de facteur de signe dans phi.

2.3.4 Spécialisation de la formalisation pour les déterminants po-
lynomiaux

La motivation de la formalisation précédente est de pouvoir raisonner en Coq sur les
déterminants polynomiaux. On rappelle les notations de la preuve de la propriété 2.3.1,
selon lesquelles étant donnée une famille P = {P, ... P,,} C F,[X], le déterminant poly-
nomial est le déterminant de la matrice suivante dans laquelle on identifie les coefficients
a des polynomes constants.

Pn-1 s Pn—1
M, »(P) =
prlz—m-i-l tee p;n—m—i-l
P - P,

Développer le déterminant de cette matrice par rapport a son avant-derniére ligne
permet une définition récursive du déterminant pdet,, o en fonction de pdet,_; .
On utilise la formalisation de la section 2.3.2 pour définir pdet en Coq. Voici comment
sont instanciés les pré-requis :
Le type des coefficients est Coef, celui des coefficients des polyndomes.
Le type des vecteurs est Pol , celui des polyndomes.
— La dimension de I'espace que 'on notera dorénavant deg est le degré maximal des
polynomes considérés.
— Revenons a la définition de det _aux figurant sur le code 2.4. Pour une matrice
de taille n+1, c’est la fonction phi deg (n+l1) : Pol — Pol qui définit la ligne
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par rapport a laquelle le déterminant est développé. Dans notre cas, si la famille P
contient n polyndmes dont P, I'application phi deg n P doit calculer la coordonnée
de l'avant derniére ligne de la matrice M,, ,,(P) dans la colonne qui correspond au
polynome P. De plus il faut pondérer cette coordonnée par un signe, qui est la
polarité du coefficient dans la matrice.

Plus précisément, voici I'implémentation en Coq de la fonction phi qui permet de
définir les déterminants polynomiaux. La notation PO désigne le polyndéme constant nul,
et la fonction (get _coef k Q calcule la coordonnée du polynéme Q sur le monoéme de
degré k.

Definition phi (deg n:nat) :=

(+ ler cas : les colonnes sont forcement liees x)
if n > deg +2 then (fun P: Pol = PO)

(x 2eme cas : n <deg+1 x)

el se
match n with
(*+ n’est jamais appele : x)

| O= (fun P: Pol = PO)
(*+ une matrice de taille 1 ne contient qu’un polynome x)
| 1= (fun P: Pol = P)
(x le cas general : le coefficient deg — (n —2) x)
| _ =
if (is_even n) then
(fun P : Pol = Pc (get_coef (deg - (n-2)) P))
el se
(fun P : Pol = Pc (- get_coef (deg - (n-2)) P))
end.

Code 2.9: L implémentation de phi pour les déterminants polynomiaux

Cette formalisation des déterminants polynomiaux nous donne tout le matériel né-
cessaire pour pouvoir définir en Coq les polyndmes sous-résultants. Les propriétés de ces
polynomes sont dérivées a partir des propriétés de ces déterminants particuliers.

2.4 Polyndémes sous-résultants

2.4.1 Définition

Dans tout ce qui suit, on suppose que D est un anneau commutatif intégre.

Définition 2.4.1 (Polynémes sous-résultants) Soit P,Q) € D[X]| deuz polynomes
tels que deg(P) = n et deg(Q) = m, avec n > m. Alors pour i = 0...n, on définit
le 1-éme polyndme sous-résultant par :

- 8,(P,Q)=P

- Si(P,Q) =0 pourm<i<n

- SZ(P, Q) = SZ(P, Q) = pdetn+m_,~7n+m_2,~(Xm_i_lp, S ,XP, P, Q, XQ, Ceey Xn_i_lQ)

sinon
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Notons P =po+---+p, X" et Q = qo+- -+ ¢, X™. Sil'on revient a la définition par
déterminants de matrices de pdet, on observe que lorsque la matrice M;, carrée d’ordre
n + m — 2i, est bien définie :

_ o 0 " 0
pn—m—i-i—l-l o DPn
S;(P, Q) = det M; avec M; = Om—ntitl . Um
DP2it2-m .-+ Pit+1  Q2i42-n e qi+1
_Xm_l‘lP P X"‘Z‘lQ Q]

On verra au chapitre 3, dans la section 3.2.5, que les premiéres lignes de cette matrice,
qui ne comportent que des coefficients, forment un bloc extrait de la matrice de Sylvester
de P et Q.

Par définition du déterminant polynomial, le i-éme polynéme sous-résultant S;(P, Q)
est de degré au plus .

Le coefficient de degré i du polynome S;(P, @), qui peut étre nul, est appelé i-éme
coefficient sous-résultant de P et Q. 1l est noté sr;(P, Q). Sa valeur est déterminée par
les contributions des monomes de plus haut degré sur la derniére ligne de la matrice M;.

[ e 0 Im 0
Pn—m+i+1 .- - Pn
sri(P, Q) = det m; avec m; = m-nticl - - Gm
P2it2-m .-+ Pi+1  42i42-n - -- Qi1
L DP2i+1-m ... Di 92i+1-n -+ i

L’intérét des polyndémes sous-résultants provient de leur lien direct avec les chaines
de pseudo-restes issues d'un couple de polynomes.

Considérons une chaine de pseudo restes F7, ..., Fy issue des polynomes P, Q) € D[X]
tels que deg(P) > deg(Q). Notons P = pg+- - -+p, X" et Q = qo+- - - +¢nX™. Rappelons
les notations de la section 2.2.4, selon lesquelles Fy = P, Fy = @, deg(F;) := n; et pour
1>=3:

BiF; = o, Fi_g — Q;F;_1deg(F;) < deg(Fi—1)(1)

Une récurrence sur ¢ permet d’obtenir facilement pour chaque ¢ une relation a la
Bezout qui assure 'existence de U; et V; deux polynomes de D[X] et d'un coefficient
v; € D tels que :

Uil + ViFy = v Fideg(Us) <= m —ni — 1,deg(V;) <=n —n; — 1(2)

Si ; est fixé, les polynomes U; et V; sont uniques.
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Considérons maintenant le probléme inverse qui consiste, étant donnée une PRS et une
suite des coefficients ~;, a déterminer pour chaque ¢ les polynomes U; et V; qui réalisent
'identité (2).

On peut exprimer ce probléme comme un systéme inhomogéne d’équations linéaires
dont les n+m—2n;_1+2 inconnues sont les coefficients de U; et V; dans la base canonique.
Chacune de ces n +m — n;_1 + 1 équations est obtenue en égalisant les coefficients des
monomes de méme degré dans la relation (2).

Plus précisément, le second membre des n+m—ni — 1 —n; premiéres équations (issues
des monomes de plus haut degré) est nul, tandis que celui des n; + 1 derniéres (issues de
monomes dont les coefficients sont potentiellement non nuls dans le polynome F}).

On dit que la chaine de pseudo-restes est non défective si elle est la plus longue
possibles, c’est a dire que les degrés ne chutent que de un a chaque étape de division, ot
encore que deg(F;) =n; = m —i+ 2 pour i = 2...m. Le cas non défectif est celui ou on
construit une chaine de pseudo-restes a partir de deux polynomes qui sont premiers entre
eux.

Dans ce cas, pour tout ¢ = 2...m,ni = k+ 1 avec k = m — i + 1 et dans le systéme
linéaire décrit ci-dessus, on a n +m — 2k — 1 équations homogénes dont la matrice est :

[ D 0 Im 0 ]
Pn—m+k+1 - -- DPn
dm—n+k+1 - - - dm
L P2k+2-m -+ DPk+1  Q2%k+2-n -+ Gk4+1

Quant aux équations inhomogénes, on peut les rassembler sous la forme d’une seule
équation linéaire a coefficient polynomiaux dont le second membre est +; F; et la matrice
est le vecteur ligne :

[X™*p . XPPX"'Q ... XQQ]

Finalement le systéme complet peut se représenter de la facon suivante :

[ DPn 0 Qm 0 7 [ 0 ]
Pn—m+k+1 - .- Pn
Am—n+k+1 --- Gm X W =
Dok+2—m -+ Dkl Q2kt+2-n -+ Q41 0
| Xmlp P Xl L Q| B
ou W est le vecteur colonne (Up,_g_1,...,U0, Un_g_1,---,0), concaténé des coordon-

nées de U; et V; dans la base canonique.

Le déterminant de ce systéme est non nul puisqu’il existe une solution unique au
systéme. Ce déterminant ne dépend pas de ~; : toute les chaines de pseudo-restes issues
des deux polynémes P et () ont la méme suite de degrés.
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L’étude des polynomes sous-résultants est ’é¢tude systématique de ces déterminants,
sans connaitre a priori le caractére défectif ot non des chaines de pseudo-restes issues des
polynomes de départ.

De fait la matrice ci-dessus coincide avec celle qui a permis la définition par détermi-
nants des polynoémes sous-résultants (suite de la définition 2.4.1).

Nous allons maintenant montrer la propriété fondamentale (voir le théoréme de struc-
ture de la section 2.4.4) qui montre que la suite des polynémes sous-résultants de P et @
peut elle-méme étre obtenue comme une chaine de pseudo-restes issue de P et Q).

2.4.2 Lemme de décalage

La propriété suivante, qui montre que S;(P, )) est un multiple de S;(Q, preste(P, Q)),
constitue le noeud central de la preuve du théoréme de structure des sous-résultants.

Lemme 2.4.1 (Lemme de décalage) Soit F,G, H, B des polynomes non nuls de D[X],
de degrés respectifs ¢,v,n, 3, tels que :

F+BG=H avec p >=vy>netf=¢—7

Alors,
(1)  S(FG) (1)) ge- ”S(G H) 0<=j<n
() S,(F.G) = (-)e ety
(7i1) S;(F,G) = 0 n<j<~vy-—1
(iv) S,mi(FLG) = (=) "gy ol

Preuve On rappelle que par définition, pour j < 7 :

S;(F, Q) =pdet(X"7'F,..., XF F,G,XG,...,X?77'Q)

Dans le membre de gauche, remplacer chaque occurrence de F' par H revient a ajouter
a chacun des 7 — j premiers arguments une combinaison linéaire des ¢ — j derniers
arguments.

En effet, pour tout k <~y —j5 —1,

B+k
XFF + X*BG = X"H = X'F = X*"H - Y b,X'G
i=k

ot 'on note B :=by+---+bsX". Or comme y=¢— B, ona f+k<=¢—j—1et
tous les termes de la somme ci-dessus sont bien colinéaires aux ¢ — j derniers arguments.

Le déterminant polynomial étant multilinéaire et alterné, cette opération de rempla-
cement ne change pas la valeur de pdet.

On remarque que les opérations sur les colonnes de la matrice M;, dont S;(F, G) est
le déterminant, qui correspondent au remplacement de F' par H simulent exactement
les étapes élémentaires de la pseudo-division de F' par H (qui est ici une vraie division
euclidienne).

On obtient a la suite de cette opération de remplacement :
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Si(F,G) =pdet(X"7'H,.... XH H,G,XG,..., X*777'q)

Revenons a présent a la représentation matricielle de pdet. On note G' := go+- - -+, X" et
H = hy+...h, X" et on échange les deux blocs contenant respectivement les coefficients
de H et ceux de G, ce qui introduit une puissance de (—1).

9 0 he 0
hg
S;(F,G) = (=1)@= D09 det :
Gy—gp+j+1 - 9~ hj+1 Ce hfy.
Goit2—¢ -+ Gi+1 hojaa—y oo hjn
| XClG ... G X'H L H |

Si j >=mn, alors la matrice est triangulaire, et
Si(F,G) = (1) —n)(y = n)gl"hy " H forn <= j <=~ — 1

Ceci établit (i7) — (iv). Maintenant si j < 7, le déterminant est de la forme :

S;(F,G) = (_1)(¢—j)(~r—j)det l A 0 }

B S8;(G, H)

ot A est un bloc carré triangulaire inférieur de taille ¢ — 1 dont tous les éléments sur la
diagonale sont égaux a g4, ce qui prouve (i). O

Un argument élémentaire mais fondamental utilisé par la preuve de ce lemme est le
fait qu’un polynome est une sommes de monomes coefficientés.

Cette propriété n’est pas immédiate du point de vue de la représentation en forme
de Horner que nous avons choisie. Pour établir ce résultat, nous avons donc di montrer
un théoréme de changement de représentation, qui, une fois établi, permet de prouver les
énoncés faisant intervenir la multilinéarité du déterminant.

2.4.3 Equivalence de représentations des polynémes en Coq

Pour obtenir la représentation des polyndémes en formes de Horner comme somme de
monomes coefficientés, il nous faut définir un mondme, c’est a dire un polynémes qui est
une puissance positive ou nulle de I'indéterminée :

Definition non(n:N): =
match n with

| NO = P1
| Npos i = PX (Pc cl1) i cO
end.

Code 2.10: Mondéme en forme de Horner creuse
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Il faut aussi définir de fagon abstraite une somme de tels mondémes pondérés par des
coefficients. En fait on définit plutot la somme finie des premiers termes d’une suite infinie
de polynomes. Cette formalisation recouvre en particulier le cas ot les termes de la suite
infinie sont les mondmes coefficientés.

Fi xpoi nt Psunm(f:nat — Pol)(N nat){struct N}:Pol :=
match N with

|O=f O

|S N= (Psumf N) + (f (S N)

end.

Code 2.11: Somme finie des premiers termes d’une suite infinie de polyndmes

Si on se donne un polynéme P, la fonction qui & un entier i associe le monéme X*
multiplié par le coefficient de P sur X* s’écrit :
(fun i ) scal (get_coef i P) (noni))
La somme des mondmes coefficientés d’un polynome est donc définie par :

Definition sumof Pol (P:Pol) :=
Psum (fun i ) scal (get_coef i P) (non i) (nat_deg P).

Code 2.12: Somme des monémes coefficientés d’un polynéme

ol nat _deg est le degré d’un polynéome en forme normale de Horner creuse, c¢’est a
dire la somme cumulée des exposants imbriqués dans les constructeurs PX du polynome.

On note =p la relation d’égalité sur les polynomes. Le théoréme de changement de
représentation s’énonce :

Theorem P_non_sum: V P, P =p sum of Pol P.

Code 2.13: Changement de représentation

Ce théoréme se prouve par induction sur la structure du polyndéme P et utilise les
propriétés de la construction Psum

Par exemple,Psum est compatible avec 1’égalité extentionnelle des suites de poly-
nomes :

Lemma Psumext : VNf g,(Vn, f nl!=gn) )
(Psumf N) =p (Psumg N).

Code 2.14: Psum est compatible avec l’égalité extentionnelle

2.4.4 Théoréme de structure des polynémes sous-résultants

Dans la section 2.4.2, on s’est intéressé au comportement des polyndmes sous-résultants
lorsqu’on les combine avec une division euclidienne des deux polyndmes de départ.

L’itération du lemme 2.4.1 permet d’établir la relation entre chaque polynoéme sous-
résultant et un des éléments de chaine de pseudo-restes. Comme on utilise la multilinéarité
du déterminant polynomial, on obtient une relation de similarité.

Le lemme technique suivant est un corollaire direct du lemme 2.4.1.
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Lemme 2.4.2 Soit une chaine de pseudo-restes Iy, ..., Fy, définie par les relations eu-
clidiennes, pour i =3...k :

BiFy = a;iFi_y — QiFi_1  deg(F;) < deg(F;_1)(1)
On note n; le degré de F; et c; le coefficient dominant de F; pour i =3...k.
Pourit=3...k,
(1) Pour 0 <=j <n;,
Sy (Fia, Fia )™ = §,(Fy = 1 B3 et ()0

17 ) : - 1) i—1 7T = . .ni7 _"icm* i Cy,Li7 i N;—2—"n;)(Nij—1—"4
() Sm(Fz 27E 1) zm ' Eﬁz ' i ' ! i 12 ( 1)( X )
i) S;(Fi_o, F;_1) =0 pourn; <j<n;—1—1

J
(iv) Sp,_ —1(Fi—a, Fiq)oy = Fiﬁz-c?if_"““(—1)"1'*2‘"2‘*1“

Preuve Il s'agit exactement du lemme 2.4.1, appliqué & F' = o, F;_9,G = F;_1 et H =
a; F;, B = —(); en utilisant la propriété de multilinéarité :

S:(aF,bG) = a’ b S,(F, G)
0

C’est ce lemme technique qui permet de montrer directement le théoréme de structure
des polynomes sous-résultants. Dans la section 2.4.1, on a vu que les polynomes sous-
résultants apparaissent dans les déterminants des systémes qui définissent les coefficients
de Bezout des relations euclidiennes dans une chaine de pseudo-restes.

Le théoréme de structure montre qu’outre ce lien entre polynomes sous-résultants
et chaines de pseudo-restes, la suite des polynomes sous-résultants eux-méme peut étre
obtenue comme une certaine chaine de pseudo-restes dont on va préciser les coefficients.

Pour plus de clarté et pour mettre en valeur les polynomes similaires, on ne donne les
valeurs exactes des coefficients de similarité que dans la preuve.

Théoréme 2.4.3 (Théoréme fondamental) Avec les mémes notations que dans le
lemme 2.4.1 ci-dessus,

(i) S;(F1,Fy) =0, pour 0 <= j < ny

(ZZ) Sj(Fl,Fg) =0 pour n; < j <mi_1—1

(113) Sy, (F1, Fy) et F; sont similaires.

(1v) Sp,_1-1(F1, Fy) et F; sont similaires, pour i =3, ... k.

Preuve Pour 0 < j < n;_y, l'itération du lemme 2.4.2-(i) jusqu'a 3 <=1i < k+ 1 établit
que :

(¥)  S;(F1, F),Sj(Fi—a, Fi—q)

Lorsque i = k + 1, la relation (x) s’écrit :

Sj(Fla FQ) ~ Sj(Fk‘—la Fk‘)
Pour 0 < j < ng, le lemme 2.4.1 assure que S;(Fj_1, Fy) = 0 d’ou (i).
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Lorsque n; < j < mn;—; — 1, le lemme 2.4.2-(iii) combiné avec () montre (7).

On peut affiner la relation (x) et obtenir par récurrence sur i la valeur des coefficients de
similarité :
o
(k) Sj(F1, o) 15 00" = , ,
Si(Fio, Fia) TTiSs (87 ™ (= 1) 2 =)
Les formules exactes que nous allons établir pour (iii) et (iv) sont respectivement :
(id) : Sp,(F1, Fo) [Tig ™™ =
Ficlmfl—m‘—l H;::&[ 7171_niclrLiI2_nl (_1)(m—2—ni)(nl—1—ni)]
et : '
() : Sp o1 (F Fy) [Tig oy " =
Ficll_—lm—l—i-m szg[ ?171—m71+161n1712—m (_1)(nl,2—ni,1+l)(nl,1—ni,l—i—l)]
Soit 7 tel que 0 < i <= k. Pour j = n;, le lemme 2.4.2-(ii) combiné avec (**) montre (7).

Pour finir, le lemme 2.4.2-(iv) et (s*) prouvent (iv). O

2.4.5 Algorithme des sous-résultants, calcul de pgcd

Le théoréme fondamental 2.4.3 montre que les éléments non nuls d’une suite de poly-
nomes sous-résultants sont similaires aux polynomes d’une chaine de pseudo-restes quel-
conque issue des mémes polyndmes de départ.

En fait le théoréme 2.4.3 permet de connaitre exactement la structure de la suite des
polynomes sous-résultants issus de deux éléments P et Q de D[X]. On pourra se reporter
au théoréme de structure des sous-résultants : voir Théoréme 8.30 pp.307 et suivantes
dans (Basu, Pollack, et Roy 2006)

En particulier cette suite a la propriété suivante : deux polyndmes séparés par des
zéros consécutifs dans la suite des sous-résultants sont similaires. Si I’on efface de la suite
des sous-résultants les polynémes nuls et les “redondances “, c’est a dire un élément de
chaque paire de polynomes similaires, on obtient une suite dans laquelle les éléments sont
deux a deux similaires & toute chaine de pseudo-restes issue de P et Q).

On peut méme, en choisissant de facon appropriée les coefficients «; et 3; des relations
euclidienne, construire une chaine de pseudo-restes dont les éléments seront eractement
les éléments non nuls de la suite des polynomes sous-résultants ou l'on a supprimé les
redondances.

Une telle chaine de pseudo-restes est appelée chaine des sous-résultants.

La difficulté du probléme de calcul de pged par chaine de pseudo-restes est de trouver
des valeurs raisonnables de coefficients qui permettent d’effectuer les divisions euclidiennes
en restant dans ’anneau. Par valeurs raisonnables, on entend sans tomber dans un exceés
(la condition suffisantes mais souvent trop grossiére du facteur de Jacobi), ou dans un
autre (le calcul récursif des contenus).

Du fait que la définition méme des polynomes sous-résultants (voir définition 2.4.1)
assure leur appartenance a D[X], lorsqu’on utilise les coefficients «; et 3; qui permettent
d’obtenir la chaine des sous-résultants, on est assuré par avance que le reste de la division
restera dans 'anneau.

On présente sur la figure 2.2 'algorithme qui calcule la suite des polynomes sous-
résultants, en utilisant la chaine des sous-résultants et en intercalant les zéros et les
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polyndmes similaires.
La preuve de correction de cet algorithme n’a pas encore été formalisée en Coq. Pour
ce faire il faut :
"
G=k=D(G=k) b1
2 g1
. . ]
position 8.42 p.314 dans (Basu, Pollack, et Roy 2006) ;
— instancier le théoréme fondamental avec les valeurs des coefficients de similarité
ci-dessus pour montrer que les restes sont bien proportionnels aux polynomes sous-

résultants, donc des éléments de D[X].

— montrer que les quantités (—1) restent dans 'anneau D : voir Pro-

2.5 Conclusion

Lorsque l'on travaille avec des polyndmes a coefficients dans un anneau, I'algorithme
d’Euclide ne peut plus étre utilisé pour calculer un pged polynomial.

Nénmoins, si I'on ne peut pas toujours diviser un polynéome P arbitrairement choisi
par un autre polynome @, il est toujours possible d’effectuer une division euclidienne d’un
multiple de P par une puissance suffisante du coefficient dominant de Q).

En utilisant cette pseudo-division euclidienne, on peut définir une généralisation de
Ialgorithme d’Euclide pour le cas des coefficients dans des anneaux. Une approche naive
de ces chaines de pseudo-restes conduit néanmoins a une croissance exponentielle des
coefficients des polynomes.

L’algorithme le plus efficace qui soit basé sur cette idée est celui des chaines de sous-
résultants. Les polynémes sous-résultants sont définis comme les déterminants polyno-
miaux de certaines familles de polynomes, en fait des produits des polynomes P et () par
des monomes. Ils sont donc par définition dans I’anneau des polynomes de départ, sans
coefficient fractionnaire.

On montre ensuite que ces polynomes peuvent étre obtenus comme une chaine de
pseudo-restes, et que la croissance de leur coefficients est raisonnable, c¢’est & dire qua-
dratique.

Signalons que 'on peut encore optimiser I’algorithme des sous-résultants (Ducos 2000),
pour obtenir par une chaine de pseudo-restes des polynomes auxquels les polynomes sous-
résultants de la définition 2.4.1 sont proportionnels, c’est a dire qu’on diminue encore la
taille des coefficients.

Dans ce travail j’ai |[roposé un algorithme de division euclidienne pour les polynomes
en forme de Horner creuse (voir le chapitre 1) qui repose sur une récurrence structurelle
sur le dividende.

Nous avons programmé l'algorithme des sous-résultants 2.2 en utilisant cette procé-
dure de division. Ce programme est utilisé intensivement pour les nombreux calculs de
pged qui interviennent dans 'algorithme de CAD, ainsi que lors de la phase d’élimination
(voir le chapitre 3).

Pour prouver formellement cet algorithme, nous proposons une fomalisation des dé-
terminants polynomiaux, qui repose sur une définition en Coq des déterminants, qui est
a ma connaissance la premiére formalisation de ce type dans le systéme.

Enfin nous avons achevé la preuve formelle du lemme de décalage, qui est le pilier de
la preuve du théoréme fondamental 2.4.3 des sous-résultants. Pour obtenir une preuve
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compléte de ce dernier théoréme, il a reste a prouver des identités algébriques d’anneau
dans lesquelles la difficulité sera probablement de trouver une solution pratique pour
définir et manipuler aisément les symboles [] et >, c’est a dire des produits et sommes
d’un nombre variable de termes.

A notre connaissance, les seules expériences de calcul de pged de polynomes certifiés
avec un assistant a la preuve portent sur des calculs de polynémes a coefficients dans un
corps algébriquement clos. En particulier, ce peut étre un ingrédient de procédures de
décision ou de semi-décision pour les corps algébriquement clos.

D. Delahaye et M. Mayero ont utilisé un interfacage du systéme Coq avec le systéme de
calcul formel Maple pour écrire une telle procédure de décision (Delahaye et Mayero 2005).
Les calculs des pged de polynomes sont laissés au systéme de calcul formel. Les identités
d’anneau qui prouvent les spécifications des calculs effectués par Maple sont vérifiées
en Coq. Malheureusement le code de cette procéure n’est pas encore disponible. Il sera
intéressant de comparer les performances respectives de notre approche complétement
autarcique et de leur utilisation de la puisance de calcul du logiciel Maple.
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Notations :

Soit P=po+ - +p. X" et Q=qo+ -+ gnX"™ deux éléments de D[X].

On note S; le j-éme polynome sous-résultant de P et Q).

On note s; le j-éme coefficient sous-résultant de P et Q : ¢ “est le coefficient de S; sur X*
On note t; le coefficient dominant de .S;.

Initialisation :
S, =P Spo1:=Q S =™ Q Sp:=0pourldem-+1an—2
S, =1 Spn—1 = Qm Sm i=qp " s1:=0

1i=n+1,7:=n

Procédure :
Tant que S;_; # 0, soit k := deg(S;_1)

Sik=j—-1
Sj—1 = tj—l
Reste(s?_1Si—1,5;-1)
Sk—1:= —
Sjti—l
— Sinon, k< j—1
Sj—1 = 0
Gok-nG-w )
~ 5= (—1) 2 T—k—1
5j
SpSi_
R

tj—l
- S;:>=0pourldej—2ak+1
- s:=0pourldej—2ak+1
L5 =  im1skSio1, S
Siti—1

tr—1 := coefdom(Sk_1)
1:=7, J:=k
— Pourl=0...7—2
- Sl =0
- S = 0
Retourner S :=S,,,...,5 et s:=s5,,...,5

F1G. 2.2: Algorithme des sous-résultants
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Chapitre 3

Le probléme de décision dans la théorie
des réels

Dans ce chapitre nous décrivons une méthode de décision pour la théorie du premier
ordre des nombres réels. Elle constitue la base d’une procédure de génération automatique
de preuves pour les énoncés du premier ordre sur les réels en Coq, c’est a dire d’une
tactique Coq. Depuis la preuve historique de décidabilité établie par Tarski, dans les
années trente et publiée pour la premiére fois dans les années cinquante (Tarski 1951), de
nombreuses améliorations ont été proposées pour améliorer la complexité de la méthode.

3.1 Décidabilité dans les corps réels clos

La théorie qui nous intéresse ici est celle que Tarski appelle dans son article historique,
algébre et géométrie élémentaire des nombres réels. 11 s’agit en fait de la théorie du premier
ordre des corps réels clos ordonnés, ou plus informellement, des énoncés mathématiques
qui expriment des conditions de signe sur les valeurs prises en des point réels par des
polynomes a plusieurs variables et a coefficients rationnels.

Le genre de probléme dont on saura décider automatiquement la validité avec une
telle procédure sera par exemple :

Tout polynome de degré un a une racine (réelle) ;

— Tout polynome de degré dix-huit au moins une racine (réelle) ;

— Deux ellipses ont au plus quatre points d’intersection

— Un polynéme de degré deux a au plus deux racines (réelles)

Il existe un polyndéme de degré deux qui n’a qu'une seule racine
Ve, 30, x| <0 = —e<a° <e

Par contre, bien siir, on ne capture pas les énoncés “d’ordre supérieur” de la géométrie

ou de I’algebre. Par exemple, on ne saura pas prouver ou infirmer :
“Tout polynéme a au moins une racine (réelle)”

De la méme facon, on ne saura pas, en général, donner plus d’information sur les
points réels que l'on construit. Si tel était le cas, on pourrait, par exemple, tirer de cette
procédure un algorithme décidant si une équation diophantienne a une solution ou non,
or ce diziéme probléme de Hilbert, est indécidable (Matiyasevic 1970).
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Méme si historiquement les géométres n’ont pas relié la publication de Tarski a leur
intéréts en géomeétrie algébrique (& la notable exception de Seidenberg), cette propriété de
décidabilité est indissociable de la géométrie semi-algébrique réelle qui étudie les variétés
réelles définies par des équations et inéquations polynomiales.

3.1.1 Corps réels clos

Définition 3.1.1 (Corps réel clos) Les axiomes suivants définissent la théorie des corps
réels clos intuitionnistes dans le langage L = {+,-,0,1, P}, ot P est un prédicat unaire
(interprété comme un prédicat de positivité).

1. Axiomes définissant un anneau commutatif
P(1)

P(z)V P(—z) = x est inversible

-P(0)

—“P(—z) AN=P(x) =2=0

P(z) AN P(y) = P(x +y) A P(x.y)

7. P(x+vy) = P(x)V P(y)

Dans la suite © < y représentera Py — x) et x < y représentera =P(x — y). Nous
introduisons également le symbole >, tel que x >y représente —xr < —y.
8. Schéma d’aziome pour le théoréme des valeurs intermédiaires pour les polyndmes
f(x) = yor™ +yra™ . yn
flu) <0< flv)ANu<v=3dr,u<z<vAf(r)=0
Nous étendons cette théorie avec ['axiome de décidabilité du prédicat de positivité, pour
constituer la définition de la théorie des corps réels clos discrets.

9. P(z)V-P(x)

S G A o e

E. Palmgren a montré (Palmgren 2002) que I’ajout de ce dernier axiome conduit a la
théorie classique des corps réels clos :

Théoréme 3.1.1 La théorie des corps réels clos est équivalente en logique intuitionniste
a la théorie classique des corps réels clos (ceuzr pour lesquels le principe du tiers-ezclu
vaut pour toute formule).

Les nombres réels constructifs fournissent un modéle pour la théorie des corps réels
clos mais bien stir pas pour la théorie des corps réels clos discrets.

Les notions de corps réel, et de corps réel clos sont introduite en 1927 dans (Artin et
Schreier 1927). Une structure de corps réel est un corps ordonné : les opérations de corps
doivent étre compatibles avec une relation qui ordonne totalement le corps. Historique-
ment, Artin et Schreier ont donné une caractérisation algébrique de cette propriété en
définissant un corps réel comme un corps dans lequel —1 ne peut étre représenté comme
une somme de carrés. De fagon équivalente, la nullité d’'une somme de carrés entraine la
nullité de chaque carré.

Un corps réels clos est défini algébriquement (Artin et Schreier 1927) comme un corps
réel n’admettant pas d’extension algébrique réelle. On peut maintenant vérifier que I’'on a
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ainsi décrit les propriétés qui font la spécificité de I'algébre réelle. Pour commencer, tout
corps réel clos ne peut étre ordonné que d’une et une seule maniére, grace au prédicat de
positivité!. On vérifie également que tout polynéome de degré impair posséde au moins
une racine. Un corps réel clos n’est pas algébriquement clos mais le devient lorsqu’on lui
ajoute une racine de X2 + 1 (souvent notée i...).

Le corps des nombres réels R est un corps réel clos, ainsi que celui des nombres algé-
briques réels. Il existe d’autres exemples de tels corps, en particulier des corps réels clos
non archimédiens, comme I’ensemble des germes des fonctions semi-algébriques continues
a droite de 0.

3.1.2 Elimination des quantificateurs

Soit R un corps réel clos et D un sous-anneau de R. Le langage des corps ordonnés
avec coefficients dans D est défini simultanément avec 1’ensemble des wariables libres
d’une formule :

Définition 3.1.2 (Langage des corps ordonnés avec coeflicients dans D)

- Un atome P = 0 ou P > 0 ou P < 0, ou P est un polynéme, élément de
D[Xy,...,X,] est une formule ® dont les variables libres sont Libres(®) = { Xy, ..., X}
St ®q1 et Py sont des formules, alors &1 A Py et PV Py sont des formules avec
Libres(®y A o) = Libres(®y V ®q) = Libres(®y) U Libres(ds)
Si @ est une formule, alors =@ est une formule et Libres(—®) = Libres(®)

~ Si @ est une formule et X € Libres(®) alors, 3X P et VX P sont des formules et
Libres(3a®) = Libres(Vx®) = Libres(P)\{X}

Lorsque D est Z, 'anneau des entiers ou Q le corps des rationnels, on parlera de
formules de Tarski.
Nous aurons aussi besoin dans la suite des deux définitions suivantes :

Définition 3.1.3 (Ensembles algébriques, ensembles semi-algébriques) Soit P un
sous-ensemble fini de R[Xy,...,X,]. L’ensemble des zéros de P est défini par Z(P) =
{x € R"| Apep P(x) = 0}. Un tel ensemble de R est appelé un ensemble algébrique de
R™. Les ensembles semi-algébriques de R"™ sont la plus petite famille contenant les en-
sembles algébriques et les ensembles définis pas des inégalités polynomiales, qui soit close
par complémentaire, union finie et intersection finie.

Si D est un sous-anneau de R un ensemble semi-algébrique défini par des équations/i-
négalités de polynomes a coefficients dans D est dit défini sur D.

Définition 3.1.4 (Fonctions semi-algébriques) Soit S C RF et T C R' des en-
sembles semi-algébriques. Une fonction f : S — T est appelée une fonction semi-algébrique
si son graphe est un sous-ensemble semi-algébrique de RFT.

Une des propriétés essentielles des ensembles semi-algébriques est leur stabilité par
projection :

'L’ordonnabilité des corps réels est longtemps resté un résultat non constructif, jusqu’aux travaux de
Hollkott puis Lombardi et Roy.
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Théoréme 3.1.2 (Stabilité par par projection) Soit R un corps réel clos, la projec-
tion sur R* d’un ensemble semi-algébrique de R*' défini sur D est un ensemble semi-
algébrique défini sur D.

Le pendant logique de ce théoréme de stabilité est connu sous le nom de principe de
Tarski-Seidenberg :

Théoréme 3.1.3 (Tarski-Seidenberg) Soit R’ un corps réel clos qui contient le corps
réel clos R. S1 ® est une formule du langage des corps ordonnés a coefficients dans R,
alors ® est valide dans R si et seulement si elle est valide dans R’

Ces deux derniers théorémes seront prouvés par les algorithmes de décisions dont la
présentation suit.
La théorie des corps réels clos discrets admet I’élimination des quantificateurs :

Théoréme 3.1.4 (Elimination des quantificateurs) Soit ®(Y) une formule dans le
langage des corps ordonnés avec coefficients dans un anneau ordonné D contenu dans le
corps réel clos R. 1l eziste une formule sans quantificateurs V(Y') avec coefficients dans
D, telle que pour tout y € R*, W(y) est vraie si et seulement si ®(y) est vraie.

L’élimination des quantificateurs peut étre vue comme une conséquence de la stabilité
de la famille des ensembles semi-algébriques de R* par projection. Voir par exemple (Basu,
Pollack, et Roy 2003), pp 60 et suivantes.

Dans tout ce qui suit, on supposera que le corps réel clos étudié est R, qui a la
particularité d’étre archimédien, méme si des procédures de décisions sont également
disponibles pour les structures non-archimédiennes.

3.1.3 Le probléme de décision

On s’intéresse dans toute la suite au probléme de décision des formules du premier
ordre de de la théorie de R avec coefficients dans un anneau D, sur lequel les calculs sont
exacts et le signe des éléments est calculable. Ce anneau sera Q ou Z. La validité d’une
telle formule est liée aux propriétés de la variété algébrique définie par les polynémes qui
composent ses atomes.

Définition 3.1.5 (P-formules) Soit P C Q[X;, ..., X,] une famille de polynémes. Une
P-formule est une formule du premier ordre de la théorie de R définie sur Q dont les
atomes sont des P-atomes, c’est a dire de la forme P =0 ou P < 0 ou P > 0, avec

PeP.

Les différents algorithmes que nous allons présenter ont un but commun : étant don-
née une famille finie de polynomes P C Q[X7,...,X,], on veut calculer une partition
adaptée a la famille P. On supposera dans toute la suite que l'on a fixé un ordre sur les
indéterminées X1, ...X,,.

Définition 3.1.6 (Partition adaptée) Soit P C Q[X1,...,X,]| une famille de poly-
nomes. Une partition de l’espace R™ en un nombre fini de cellules est dite adaptée a
la famille P si et seulement si sur toute cellule de la partition, le signe de chacun des
éléments de P est constant.
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Nous allons montrer qu’il est toujours possible, étant donnée une famille de polynomes,
de calculer une partition de I'espace qui lui soit adaptée, et de plus de calculer le signe
de chacun des éléments de la famille sur chaque cellule.

L’énumération de ces cellules donne toutes les conditions de signes simultanément
réalisables par les éléments de P. Ceci permet déja de décider tout probléme existentiel.

Cependant cette simple énumération ne sera pas suffisante pour une procédure de
décision compléte. Considérons par exemple la formule

JaVyP(z,y) =0

Les polynomes P (X,Y) = XY et P(X,Y) = X + Y possédent la méme liste de condi-
tions de signes réalisables : {[—]; [0]; [+]}. Par contre, la formule est valide pour P = P,
mais pas pour P = Ps.

Par contre, on saura résoudre ce probléme si on sait calculer un point par composante
connexe semi-algébrique de la variété définie par la famille de départ, ainsi que les signes
réalisés par les polyndmes en chacun des points de cet échantillon.

Il est néanmoins difficile en général de calculer ezactement un point par composante
connexe, et on calculera en général une partition comportant trop de cellules, et un point
par cellule de cette partition.

Les algorithmes auxquels nous nous intéressons ici calculent des partitions adaptées
particuliéres, appelées décompositions algébriques cylindriques.

Définition 3.1.7 (Décomposition Algébrique Cylindrique) Une décomposition al-
gébrique cylindrique (CAD) de R* est une suite Sy, . .., Sk, telle que pour tout 1 < i <k,
Sy est une partition de R en sous-ensembles semi-algébriques, appelés cellules de niveau
1. Ces cellules satisfont les propriétés suivantes :
— Toute cellule de niveau 1 est soit un intervalle, soit est réduite a un point;
— Pour tout 1 <1 < k et pour toute cellule S de niveau 1, il existe un nombre fini lg
de fonctions semi-algébriques continues

< <gy: S—R

telles que le cylindre S x R C R™* est l'union disjointe de cellules de S;i1. Une
cellule de S; 1 est constituée :
— so0it par le graphe de l'une des fonctions & pour j =1...1; :

{(z,y) € SXR |y =¢&(x)}

— so0it par une bande ouverte du cylindre, bordée par les graphes des fonctions &; et
§j+1 pour j =0...lg+1 ot par convention § = —oo et {441 = +00 :

{(z,y) € SXR| & <y <&(a)}

On dit qu’une décomposition algébrique cylindrique de R* est adaptée a une famille de
polynomes P C Q[X7, ..., Xy si les cellules de niveau k forment une partition adaptée
de RF.

Lorsqu’on a calculé une décomposition algébrique cylindrique adaptée a une famille
de polyndomes, on en extrait un type particulier d’échantillons exhaustifs de points, appelé
échantillon cylindrique.
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Définition 3.1.8 (Arbres) Pour tout entier k on note N¥ Iensemble des mots finis de
longueur exactement k sur N. On note Tp,.r l'ordre préfize sur les mots et |u| la longueur
d’un mot u.

Un arbre est un sous-ensemble de U;io N stable par préfize.

Pour tout entier k, un arbre 7 de profondeur k est un sous ensemble de Uf:o N stable
par préfize, tel que :

VueT,JveTulpesvet|v]=k

Un tel arbre T est dit & branchement fini si pour tout élément u € T, u n’admet qu’un
nombre fini de suffizes dans T .

Si T est un arbre de profondeur k, tout mot de longueur k appartenant a T est appelé
une feuille de T et tout mot de longueur strictement plus petite que k est appelé neud
interne de T .

Définition 3.1.9 (Echantillon cylindrique de points) Soit
P =A{P...P.} C QXy,...,X,] une famille finie de polynomes. On note sign(P) la

fonction qui a un point z de R™ associe la liste ordonnée des signes de Py(z) ... Py(z) :
sign(P) : R™ — {—,0, +}"

Soit T un arbre a branchement fini de profondeur n + 1. Soit s une fonction qui a
tout feuille de T associe un élément de {—,0,+}*. Soit alg une fonction qui a tout noeud
interne de T associe un nombre réel algébrique.

On dit que T est un échantillon cylindrique de points pour la famille P si pour toute
feuille f =g .- Upiq de Uarbre T :

sign(P)(alg (o), alg(Wowr), . . ., alg(To - n)) = f (o~ Unt1)

L’ensemble :

{(alg(@s), alg(Twm), - .., alg(To ) [T 7w € T} C R

définit [’ensemble des points de [’échantillon cylindrique.

La figure 3.1 représente un exemple d’échantillon cylindrique de points issu d’une
décomposition algébrique cylindrique de la famille de polyndémes réduite au singleton
XY.

Chaque noeud interne est donc étiqueté par un nombre réel, en fait un nombre algé-
brique, choisi comme représentant dans un intervalle. Dans la suite, par souci de clarté,
dans les représentation d’échantillons cylindriques de points issus d'une CAD, on étiquet-
tera un noeud interne non pas par la coordonnée du point mais par cet intervalle dont le
point est un échantillon.

Par abus de langage, sauf mention du contraire, on appellera un échantillon cylindrique
de points pour une famille de polynémes, un échantillon cylindrique de points exhaustif
issu du calcul d'une CAD pour cette famille.
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-79 0 77 90 -1 0 786

(-1 [0] [+] [0] (-1 [0] [+]

F1G. 3.1: Echantillon cylindrique de points issu d’une CAD de la famille {XY}

Le probléme a une variable

Soit P = {Py,..., P} C Q[X] une famille finie de polynémes a une variable. Une
P-formule est une combinaison booléenne de formules de la forme : Vo B(z) ou 3z B(x)
dans laquelle B(x) est une combinaison booléenne de P-atomes.

Le calcul d'une décomposition algébrique cylindrique adaptée a P donne une liste de
points x; < --- < x, telle que les signe de chacun des polynémes de la famille P a un
signe constant sur les intervalles ouverts |x;, z;1][.

Un échantillon cylindrique exhaustif calculé a partir d’une telle CAD sera constituée
des points x; < --- < x, et d’'un point par intervalle ouvert défini par cette subdivision
de la droite réelle, ainsi que des signes que les polynomes de la famille P prennent en
chacun de ces points.

Dans le cas univarié, on peut voir cet arbre (ici réduit & une liste) comme un ta-
bleau de signes w pour la famille P. Un tel tableau est donné par une subdivision
ry < --- < 1z, de la droite réelle | — oo, +o00[ telle que pour tout intervalle I € {] —
00; 1[, [z1], Jx1; 22, . . ., |J2p; +00[}, pour tout j € {1,...,s}. Pour tout z € I, Pj(z) a
pour signe w(/,j), le signe se trouvant dans la case du tableau w dont les coordonnées
sont [ et j .

On cherche ainsi a obtenir une subdivision de R, déterminée par I’ensemble z+, ..., x,
de toutes les racines des polynomes de la famille et les 2n + 1 colonnes du tableau de
signes seront indexées alternativement par les racines des polyndmes, et par les intervalles
qui les séparent. Si le tableau de signes n’a qu’une seule colonne, tous les polynémes sont
des polynomes constants.

Par exemple, pour la famille {(X — 1)(X — 2), (X — 2)(X — 3)}, un tel tableau de
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signes peut étre :

J—oos1[| 1 [J1552[ ]2 ]2;3[] 3 |13, +00]
(X —1)(X —2) T ol — (0] + [+] =+
(X-2(X-3) + [+] + [0] — Jo] +

La représentation arborescente de ce tableau est donnée figure 3.2.

[—oo;x1][ [x1] XL;x2[ [x2] XL;x2[ [x3] X3+ [
[+] [0] [-] [0] [+] [+] [+]
[+] [+ [+] [0] -] [0] [+]

F1G. 3.2: Arbre des signes de {(X —1)(X —2),(X —2)(X —3)}

Dans cet arbre I'étiquette z; représente le point 1, x5 le point 2 et x3 représente le
point 3. Néanmoins, dans le cas général, ces points seront algébriques et nous y ferons
donc référence par des noms de variables.

Si I'on sait calculer un tableau de signes w pour P, il est facile de décider une P-
formule. La formule Va, B(z) est vraie si toutes les colonnes de w satisfont la condition
B(zx). La formule 3z, B(x) est vraie si au moins une colonne de w satisfait la condition

B(x).

Le probléme général

Dans le cas général des formules faisant intervenir des polynémes a plusieurs variables,
on voit apparaitre la structure arborescente et son utilité dans le probléme de décision. La
hauteur de ces arbres est égale au nombre de variable du probléme considéré. A chaque
étage k de I'arbre, le nombre de noeuds correspond a une analyse par cas sur la position
de la kéme coordonnée zy,.

Considérons les deux familles réduites a un seul polynome { XY} C Q[X,Y] et
{X+Y} CQX,Y].

Les arbres de la figure 3.3 sont respectivement des arbres de conditions de signes
cylindriques pour ces deux polynomes.

Revenons au cas de la formule J2VyP(x,y) = 0. Les différences de forme des arbres
ci-dessus illustrent les différences qui conduisent la formule & étre vraie ou non selon le
polynome choisi. En suivant un chemin dans les arbres, a partir de la racine :

— A gauche, quel que soit le noeud choisi a la profondeur 1, on pourra aboutir & une

feuille de signe +.

84



J-o;x1[ [x1] X140 [

/N IN /IN

Jmeayll  [yl] Iyl []-eay2[ [y2] ]y2,+e[J-eay3[ [y3] Jy3,+w |

(-1 [ol [+1 [-1 [0l [+] [-1 [O0] [+#]

]o0;x1[ [x1] Ix1,+00 [
]maayll  [yl] Iylieo] [~ ot ] ]meoy3[  [y3] ly3.teo

(-1 [0] [+] (0] [-] (01 [+]

F1G. 3.3: Arbres des signes de {X +Y} et {XY'}



— A droite, en choisissant le noeud étiqueté par [z1], on ne peut aboutir qu’a une
feuille portant I’étiquette [0].

Finalement, la formule 32VyP(z,y) = 0 est vraie si P = XY, car il existe dans tout
échantillon cylindrique issu d’'une CAD de XY de un noeud de hauteur 1 pour lequel
toutes les feuilles sous ce noeud sont étiquetées par 0. Par contre la formule est fausse
pour P = X + Y car il n'existe pas de tel noeud pour un échantillon de points d’une

CAD de X + Y.

Explosion combinatoire

Sur I'arbre représentant un échantillon cylindrique de points pour X + Y représenté
en figure 3.3, on peut déja observer que l'on calcule bien plus de points (9) que de
composante connexes (3). Par contre dés que 'on cherche un échantillon cylindrique, on
calculera toujours ces (9) cellules, introduite par la projection.

Il est également important de choisir un ordre pertinent sur les variables (voir section
3.2.2).

3.1.4 Procédure de décision

Nous définissons inductivement la représentation CSarbre d’un arbre de conditions de
signes comme :
une Feuille étiquetée par une colonne de signes, ou bien

un Noeud étiqueté par un intervalle réel I a bornes rationnelles, et une liste ¢, ..., %,
de CSarbres.

Les colonnes de signes étiquetant les feuilles sont des n-uplets ordonnés de couples
polynome et signe, attribuant un signe a chacun des éléments de P. Dans les figures,
on omettra toujours les polynomes dans les étiquettes des feuilles, tant qu’il n'y a pas
d’ambiguité. Si A est un P-atome de la forme = P > 0 (resp. P =0, P < 0), on dira que
la colonne de signes ¢ valide A si et seulement si dans ¢, on trouve le couple (P, +) (resp
(P> Q)a (P> _))

Etant donné un arbre ¢ de conditions de signes cylindriques de la famille P, on peut
décider une P-formule arbitraire F' en suivant ’algorithme décrit en figure 3.4

L’algorithme de décision effectue en fait un parcours de 'arbre, a la recherche du
motif décrit par la formule, qui est un chemin (si la formule est un atome précédé de
quantifications existentielles) ou un ensemble de chemins.

Un algorithme de décision pour la théorie des réels va consister a calculer un arbre
de conditions de signes cylindriques étant donnée une famille finie initialement fixée de
polynomes.

3.1.5 Méthode de Hormander

L’algorithme (Hormander 1983) qui fait 1'objet de cette section est certainement le
plus élémentaire connu pour résoudre ce probléme de décision. L’auteur s’est inspiré d’un
manuscrit non publié de Paul Cohen datant de 1967. Il s’agit d’une procédure remarquable
par sa simplicité, qui ne fait intervenir que des divisions euclidiennes et des variantes du
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Cad decision F' t :—

Par cas sur F' qui peut étre :
un atome P10, (avec § € {>,<,=}) :
si t = Feuille c alors

si ¢ valide P40 alors répondre vrai
sinon répondre faux

sinon échouer

— Fy A Fy : répondre (Cad decision Fy t) et (Cad decision F} t)
Fy V F, : répondre (Cad_decision F; t) ou (Cad_decision F t)
—F : répondre non (Cad _decision F't)
Vo, F
sit = Noeud [ ¢; ... t, alors
répondre (Cad decision F' ;) et ... et (Cad decision F't,)
sinon échouer
dx, F
sit — Noeud I t; ... t, alors
répondre (Cad decision F' 1) ou ... ou (Cad decision F't,)
sinon échouer

F1G. 3.4: Procédure de décision a partir d’un arbre de conditions de signes

théoréme des valeurs intermédiaires. On en trouve également un exposé détaillé dans
I'ouvrage de Bochnak et al. (Bochnak, Coste, et Roy 1998).

Le probléme a une variable

On se trouve donc dans le cas ol on cherche le tableau de signes w d’une famille de
polynémes P. En effet, un arbre de profondeur 1 peut étre représenté par un tableau
dont les lignes seraient indexées par les polynomes de la famille et les colonnes, par
les intervalles de la partition. Dans ce tableau, les colonnes contiennent les signes d’un
polynome sur un intervalle.

La méthode repose sur les remarques suivantes. Le tableau des signes d’une famille
de polynomes tous constants est facile a construire. Puis, si P = {fi,..., fs} est la
famille de polyndémes dont on veut construire le tableau, on peut reconstruire le tableau
de signes de P a partir de celui de la famille ou f, a été supprimé et remplacé par sa
dérivée et les restes des pseudo-divisions euclidiennes respectives de fs par les f; et fL.
La pseudo-division est nécessaire puisqu’on veut conserver des polynomes a coefficients
dans 'anneau des entiers.

Cette transformation sur P fait grossir le nombre de polynomes de la famille, mais si
on choisit de supprimer toujours le polynome de plus haut degré, soit le degré maximal des
éléments diminue, soit le nombre de polynomes qui ont ce degré diminue. L’application
successive de cette transformation aboutira ainsi en temps fini & une famille de polynémes
tous constants.

L’algorithme se déroule ainsi : soit P = {fi,..., fs} C Q[X]. On suppose que les f;
sont non identiquement nuls et que f, est non constant, de degré maximal. Si I’'on ne peut
obtenir cette configuration par permutation dans la famille P, alors la famille ne contient

87



que des polyndmes constant et le calcul de son tableau est trivial.
Sinon, soit aq,...,as_1 les coefficients dominants respectifs de fi,..., fs_1 et as le
coefficient dominant de f!. Les relations de pseudo-divisions donnent :

Vi=1,...s =1, cfs=qfi+g deg(g)<deg(f;)

ot ¢; divise une puissance de a;. On effectue aussi la division de f, par sa dérivée :

csfs = qsft+gs, deg(gs) < deg(fl) on ¢s divise une puissance de as.

Soit w’ le tableau des signes de {fi,..., fs—1, f1, g1, --9s} et 1 < -+ < xp la subdi-
vision associée.

Soit 23 < -+ < %, les z; qui sont racines de fi,..., f,_1 ou f.. Des équations de
pseudo-divisions on déduit le fait qu’en un z; racine de f; (resp. fl), fs a le signe de g,
(resp. gs). Entre les z;, le théoréme des valeurs intermédiaires donne éventuellement des
racines supplémentaires pour fs, mais une au plus par intervalle car f! y est non nulle et
de signe constant.

Par exemple, supposons que :

— 2z est racine de f; : c’est a dire que w([z1], f;) =0

— 2y est racine de fi : ¢’est & dire que w([zq], fr) =0
f7 est positive sur | — oo; 1] : c’est a dire que w'(] — oo, z1[, 8) = +.

Alors :

— Si w'([#1],9;) = + et w'([22], gx) = —, alors il existe un unique y €|zy, 29[ tel que
fs(y) = 0. En effet, fI ne s’annule pas sur |z, 25[, donc comme elle est continue,
elle garde un signe constant. De plus, g;(21) > 0 et gi(22) > 0 et on en déduit que
fs(z1) > 0 et fs(z2) < 0. Comme f, est une fonction continue strictement monotone
sur |zq, 29[, le théoréme des valeurs intermédiaires assure le résultat.

— Siw'([z1], 95) = + et w'([22], gx) # —, alors on peut déduire que fs ne s’annule pas
sur |zq; 29[ car elle est monotone et continue.

Si w'([z1], g;) # +, alors on peut en déduire que f; ne s’annule pas sur | — 0o, 21|

Avec des raisonnement analogues, on peut couvrir tous les cas et les positions relatives
des racines de f; et son signe.

Soit y; < --- < y,, la réunion des racines de f; données par le théoréme des valeurs
intermédiaires et des z; non racines de f.. Ces points donnent la subdivision du tableau
w recherché. En effet on a obtenu la liste exhaustive des racines de la famille P puisqu’on
avait déja celles de {fi,..., fs_1} et qu'on a trouvé et intercalé toutes celles de f;. Les
signes de f1,..., fs_1 sont tirés directement du tableau w’. Ceux de f, sont déduits de
signes de f! et des signes des g; dans w'.

Le probléme général a plusieurs variables

Dans la cas du probléme général, la méthode reste identique. 11 s’agit d’abord de
fixer un ordre sur les indéterminées. Les polyndémes a n indéterminées, éléments de
Q[X1, ..., X,] seront considérés comme des polynomes a une indéterminée, a coefficients
dans un anneau de polynéomes, ¢’est a dire comme des éléments de Q[ X7, ..., X,,—1][X,].

Néanmoins, il faut tenir compte a présent du probléme de nullité éventuelle des co-
efficients dominants des polyndémes manipulés lors des transformations successives. Ces
coefficients sont a présent des polynéomes en Xy, ..., X,,_1 qui peuvent s’annuler selon les
valeurs qui instancient ces n — 1 premiéres variables.
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On effectue ainsi les calculs en gardant en mémoire une liste N de polynomes qu’on
suppose non nuls : ce sont en fait les coefficients dominants non constants qui interviennent
dans les pseudo-divisions. Au départ A est vide.

Aprés un certain nombre d’étapes de transformation décrites dans le cas & une variable,
tous les polynémes de la famille seront constants en X,,. On va alors calculer les tableaux
de signes possibles pour cette famille vue comme une famille de polynémes a une variables
X,—1 (avec des coefficients dans Q[X7, ..., X, _»], éventuellement réduit a Q). Dans ces
tableaux, on va sélectionner les colonnes de signes ot les polynéomes de la famille qui
divisent des polynomes se trouvent dans N ont effectivement un signe différent de 0.

Lorsqu’'un des polynomes de P est non constant, on suit la procédure suivante :

— soit ¢ le premier coefficient dominant non constant de fq,..., f; qui ne divise pas
un des polynoémes de A. C’est a dire que ce coefficient peut étre nul alors que les
polynémes dans A sont non nuls. Soit f; = ¢X? + 7 le polynéme dont ¢ est le
coefficient dominant. On traite alors les deux cas :

{f1,-- fic1, fis fix1,- .- [s} en ajoutant les facteurs sans carrés de ¢ a N
{f1,--- fi1,7, fix1,... fs} dont on ne garde que les tableaux de signes ou c est
identiquement nul.

— soit il n’y a pas de tel c. Dans ce cas les polynomes de N sont non nuls, et on peut
appliquer la méthode présentée sur le cas & une variables (dérivation et pseudo-
divisions) car les conditions de bonne formation des polynomes sont respectées.

On calcule donc en fait les arbres de conditions de signe pour des familles beaucoup
plus grandes que celle qui nous intéresse initialement.

La complexité de cet algorithme est considérable : c’est une tour d’exponentielles de
hauteur le nombre de variables du probléme. Néanmoins, un travail peu cotteux d’op-
timisation peut améliorer sensiblement les performances de I'algorithme dans la plupart
des cas.

Par exemple, il est trés utile de factoriser les polynémes de la famille initiale P pour
extraire leur facteurs sans carrés. Cette opération est peu coiiteuse puisqu’elle ne demande
que des calculs de pged (effectués grace a I'algorithme des sous-résultants puisque les
coefficients des polynomes sont eux-mémes des polynomes). Il est également trés facile
de recomposer les signes des éléments de P a partir de ceux de leur facteurs.

Un exemple de calculs

Supposons qu’on s'intéresse a la famille P = {XY? 4+ Y?} C R[X][Y] réduite a un
unique polynome. Initialement, la liste A est vide.
La factorisation sans carrés de f donne deux facteurs, qui constituent une nouvelle
famille P = {XY + 1,Y}. Il faut en étudier les coefficients dominants non constants.
— X # 0 : maintenant N’ = {X}, et tous les coefficients dominants de f sont non
nuls. On peut appliquer la méthode & une variable :
fi=Y fo=XY +1puis fi = X, g = 0,92 = 1. La factorisation sans carrés
est programmée pour éliminer les polyndémes constants : la famille courante f
devient {Y, X}.
— Les coefficients dominants sont tous non nuls, on peut dériver et on obtient la
famille {X,1,0,0}. En factorisant, on est ramené a la famille { X}, constante en

Y.
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— On traite {X} comme une famille de polynomes en X. En dérivant, on obtient
la famille {1,0}, dont tous les polynémes sont constants et dont le tableau de

signes est :

1]+
0

On en déduit celui de {X} :

[(X[= 0 +]
1y a donc trois tableaux de signes possibles pour { X'} considéré maintenant comme
une famille de polynomes (constants) en Y.

(X[ [XJo] [(X[+]
On n’en retient que les cas ot X est non nul, puisque X divise un de polynémes de

N ={X}:

X[=] [X[+]
En remontant a la famille {Y, X}, on a donc deux tableaux :
Y| - 0 + Y| - 0 +
X[— — - X[+ + +
Puis on remonte a la famille { XY +1, Y}, qui a également deux tableaux de signes :
XY+1|+ + + 0 — XY+1|—- 0 + + +
Y - 0 + + + Y - - = 0 +

ce qui achéve le cas X # 0

- X =0: N ={} et la famille courante devient {1,Y} puis {Y'} aprés factorisation
des sans carrés. On obtient un unique tableau de signes : {Y : [—,0,+]} qui est
valide puisque ses polyndomes ne divisent aucun des polynoémes de A. D’ou un
tableau de signes pour {XY + 1,Y} quand X est nul :

XY +1|+ + +
Y - 0 +

Récapitulons les trois tableaux de signes possibles pour la famille {XY + 1,Y} :

XY+1[+ + + 0 —
Y |- 0 + + +
XY+1]— 0 + + +
Y |- — — 0 +
XY +1]+ + +
Y |- 0 +

D’out les trois tableaux possibles pour la famille de départ {XY?3 + Y2} :

| XY?+Y?[+ 0 + 0 —|
[ XY?*+Y?[- 0 + 0 +]
[ XY3+Y2[+ 0 +|
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Finalement, I'arbre de conditions de signes cylindriques est construit en “oubliant”
les étapes intermédiaires de transformation qui n’éliminent pas de variables, et en ne
gardant que les étapes de passages d’une variable a une autre. Ces étapes sont celles qui
introduisent 1’arborescence.

Sur cet exemple, I'arbre est celui représenté par la figure 3.5

]-00 ;x0[ [x0] ]x0;+ oo

AN

1700 ;x0[ [x0] JxO;x1[[x1] IX1;+ 0o[]-00 ;xO[ [x0] 1x0;+ 0o[ ]-00 ;xO[ [xO] ]xO;x1[ [x1] ]x1;+ oo

+] [0 [+ [0 [] [+] [0] [+] -1 [ [+ [0 [

Fi1G. 3.5: Arbres des signes de XY3 + Y?

Les points des subdivisions étiquetant les noeuds internes sont les racines de familles
de polyndmes a une variable.

Deux expériences dans les systémes de preuves

La méthode de Hérmander a été utilisée a deux reprises pour la construction d’un
outil d’automatisation dans un systéme de preuves.

Une implémentation de cet algorithme en Ocaml a servi de support pour program-
mer un premier prototype de tactique pour les réels. Cette implémentation fournissait
a Coq une trace des calculs effectués (divisions euclidiennes, dérivations, factorisations)
pour que la tactique recompose une preuve de la réponse de la procédure de décision pour
chaque instance. Dans ce travail (Mahboubi et Pottier 2002), il n’était donc pas question
de donner une preuve formelle de la correction de I'algorithme.

Malheureusement, la recomposition de la preuve est trés coiiteuse dans cette approche.
En particulier la lenteur de la version alors disponible de la tactique ri ng, utilisée in-
tensivement pour vérifier les factorisations et les identités de division euclidienne était
un facteur extrémement limitant. D’autre part la complexité intrinséque de 1’algorithme
est énorme (une tour d’exponentielle de hauteur le nombre de variables des polynomes)
et limite trés rapidement les problémes que 'on peut traiter avec cette tactique a des
énoncés trés simples.

A la suite de ces travaux, J. Harrison et S. McLaughlin ont également utilisé la
méthode de Hormander pour doter HOL-Light d’une tactique pour les nombres réels
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(McLaughlin et Harrison 2005).

3.2 Décomposition Algébrique Cylindrique

Dans cette section, nous présentons l'algorithme de décomposition algébrique cylin-
drique (CAD). Cet algorithme est issu des travaux de G.E. Collins (Collins 1975). La
parution de ces travaux constitua un tournant majeur dans le domaine de la géométrie
algébrique réelle. En effet les algorithmes d’A. Tarski ainsi que les variantes postérieures
parues jusque la avaient une complexité non exprimable par une fonction récursive (des
tours d’exponentielles de hauteur variable). L’algorithme de Collins quant a lui est “seule-
ment” doublement exponentiel en le nombre de variables et polynomial en le degré.

Une amélioration aussi drastique dans la complexité de cet algorithme de décision ou-
vrait de nouvelles perspectives de recherche en géométrie algébrique réelle, dans lesquelles
Iordinateur constituerait une aide pour s’attaquer a des problémes difficiles. Par exemple,
la premiére partie du 16éme probléme de Hilbert, qui propose de classifier topologique-
ment les courbes algébriques réelles planes reste un probléme ouvert et un domaine actif
de recherche.

Malheureusement, la complexité de 'algorithme de Collins ne permet de traiter qu'une
classe trés restreinte de problémes, de bas degré et de petite dimension, ce qui rend
la théorie des corps réels clos discrets décidable mais en pratique non calculable sur
des problémes de grande envergure. Il n’existe pas de borne connue sur la complexité
intrinséque du probléme de décision, mais les algorithmes de décision compléte que 1'on
sait implémenter ont la méme classe de complexité en pire des cas que l'algorithme de
Collins.

Outre les implémentations d’algorithmes de décomposition algébrique cylindrique a
proprement parler, des outils de calcul formel sophistiqués ont néanmoins été développés
autour de techniques symboliques/numériques issues de la CAD (Aubry, Rouillier, et
Safey 2002), qui ont des applications par exemple en robotique (Corvez 2005), ou en
théorie du controle (Ying, Xu, et Lin 1999; Hong, Liska, et Steinberg 1997)

Rechercher de nouveaux algorithmes de complexité praticable permettant une étude
effective des ensembles semi-algébrique reste un défi stimulant (Basu, Pollack, et Roy
2006) car a 'heure actuelle les méthodes connues (comme la CAD ou les algorithmes de
déformation des variétés) donnent des résultats équivalents en terme d’efficacité.

Les motivations pour implémenter un tel algorithme dans un assistant a la preuve
sont assez différentes de celles d’'un utilisateur de systéme de calcul formel. En effet dans
un systéme de calcul formel, on attend de la machine qu’elle fournisse des résultats de
calculs trop long et trop gros pour étre effectués par un étre humain en temps raison-
nable. Dans un assistant a la preuve, on veut disposer d'un outil d’automatisation qui
soulage l'utilisateur des preuves formelles longues et pénibles de résultats que I’on prouve
rapidement sur une feuille de papier.

C’est pourquoi les exigences en complexité sont différentes : on verra que la complexité
de I'algorithme de Collins nous permet déja de prouver formellement en quelques secondes
des énoncés dont les preuves demanderaient des heures de travail sans cet outil. Dans
notre contexte, le temps de calcul n’est pas le seul a prendre en compte : ce qui nous
intéresse est le temps de construction de la preuve (comme terme Coq). C’est I'intérét
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de la méthode réflexive calculatoire que nous allons employer ici (voir chapitre 4), selon
laquelle le temps de calcul est le temps de preuve.

Il existe dans la littérature de nombreuses descriptions de 1’algorithme de Collins.
C’est pourquoi dans 'exposé ci-dessous nous essayons d’adopter un point de vue de
programmeur, qui est lui plus rare dans les publications au sujet de la CAD, en présentant
I’ algorithme de facon granulaire : on commencera par expliquer le principe général de
la méthode, en donnant progressivement les détails des algorithmes qui permettent de
réaliser les différents ingrédients. La derniére section du chapitre est consacrée a des
exemples concrets de calculs.

Nous omettons la plupart du temps les preuves des propriétés énoncées dans la suite
de ce chapitre, dans un souci de concision et de clarté. Les preuves omises se trouvent
sauf mention du contraire dans 'ouvrage (Basu, Pollack, et Roy 2006).

3.2.1 Présentation schématique de la méthode

Soit P C Q[X4,...,X,] une famille de polynomes. L’algorithme de décomposition
algébrique cylindrique calcule un échantillon (cylindrique) de points de I'espace qui re-
présente une partition de R” sur laquelle chacun des polynomes de la famille de départ a
un signe invariant.

Tout d’abord, on dispose d'un algorithme d’isolation des racines réelle, qui opére sur
une famille de polynomes de D[X] ot D est un sous-anneau de R.

Définition 3.2.1 (Liste d’isolation) Soit D un sous-anneau de R, et une liste de po-
lynomes Py, ..., Py € D[X]. Soit Rootsp [’ensemble des racines réelles de cette famille de
polynomes :

Racp :={xeR | i, P(z)=0}

Une liste d’isolation pour P est une liste L de sous-ensembles de R composée de
singletons rationnels et d’intervalles ouverts a bornes rationnelles. Chaque élément de L
contient exactement un élément de Racp et il y a autant d’éléments dans L que dans
Racp.

Puis on construit un échantillon représentatif des signes de la famille sur la droite
réelle en ajoutant a la liste d’isolation un échantillon de points intermédiaires, les milieux
des bornes de deux éléments consécutifs de la liste d’isolation ainsi qu’un majorant strict
et un minorant strict des points de I’échantillon.

Enfin il faut calculer le signe de tous les polyndémes en chacun des points de cet
échantillon exhaustif.

La remarque suivante est importante : c¢’est le cahier des charge de la procédure de
construction de la liste d’isolation d’une famille de polynémes & une variable, qui sera le
support de I’algorithme général.

Remarque 3.2.1.1 (Prérequis pour l’isolation des racines réelles) Soit D un sous-
anneau de R, et une liste de polynomes {Py, ..., Ps} C D[X].
Supposons que :
on sait évaluer le signe d’un coefficient, c’est a dire d’un élément d € D ;
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— on sait évaluer le signe d’un polynome T € D[X] quelconque en un point rationnel.
Si ces conditions sont remplies, alors
lorsque le polynome T € D[X] a une unique racine réelle dans Uintervalle |a, b a
bornes rationnelles, on saura évaluer le signe d’un polynéme S arbitraire en cette
racine de T ;
— on saura calculer une liste d’isolation pour P ;
on saura calculer un échantillon exhaustif comme décrit ci-dessus ainsi que toutes
les conditions de signes réalisées en les éléments de cet échantillon.

Lorsque le probléme général est un probléme a une variable (cas n = 1), ces conditions
nécessaires seront remplies. On verra en section 3.2.4 comment réaliser ces algorithmes.

Le traitement des problémes en dimension supérieure se fait par élimination successive
des variables, ce qui correspond a des projections successives de la variété.

Soit P C Q[X1,. .., X,

R[Xq, ..., X,] R[Xq,. .., X, 1]
PP P 0010
CAD et signes pour P Z}zz;iz CAD et signes pourQ
R R

Q est une nouvelle famille de polynomes, qui peut étre plus nombreuse que P, mais
dans laquelle X, a été éliminé. On distingue deux phases dans ce procédé récursif.

Durant la phase d’élimination, partant d’une famille P C Q[X7, ..., X,], on calcule
une famille @ C Q[Xq,..., X, 1], en appliquant & P un opérateur de projection, qui
va éliminer la variable X,,. Cette phase calcule successivement les familles proj;(P) C
Q[X1,...,X;] pour i =n...1, en partant de proj,(P) = P.

La propriété de correction de cet opérateur de projection s’exprime de la fagon sui-
vante : étant donnée une partition S,,_; adaptée a la nouvelle famille Q, on sait calculer
une partition S, adaptée a la famille de départ P. Une cellule Cp de cette partition
adaptée a P sera obtenue en :

choisissant une cellule Dy issue de la partition adaptée a Q ;

considérant le cylindre “a bords polynomiaux” dans ce cylindre :

— soit en prenant I'intersection de ce cylindre avec le graphe d’une fonction semi-
algébrique ;

— so0it en considérant le demi cylindre au-dessous (resp. au dessus) d’une fonction
semi-algébrique ;
soit en considérant la portion de cylindre comprise entre les graphes respectifs de
deux fonctions semi-algébriques.

Les éléments de S,, sont appelées cellules de niveau n et ’ensemble des partitions
successives S ... S, est appelé décomposition algébrique cylindrique de R™.
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Voici par exemple représentée sur la figure 3.6 une décomposition algébrique cylin-
drique adaptée a la sphére en dimension 3.

i

L

P
==

Fi1G. 3.6: CAD adaptée a la sphére en dimension 3

Les cellules de niveau un sont constituées de deux points, de deux demi-droites et d’un
intervalle ouvert. Dans les cellules de niveau deux, on trouve le disque ouvert, projeté de
I'intérieur de la sphére. Les cellules de niveau trois issues du cylindre qui a ce disque pour
section sont les deux hémisphéres qui forment 'intersection du cylindre et de la sphére,
Iintérieur de la sphére, et les deux demi-cylindres infinis s’appuyant sur la sphére.

Le cellules de niveau n — 1 étant données, le calcul des cellules de niveau n — 1 se fait
au cours de la phase de remontée. Le fait que 1’on puisse obtenir ces cellules de niveau n
comme des portions de cylindres délimitées par des fonctions polynomiales provient du
fait que le comportement des polynomes de proj;,1(P) est “uniforme” sur les cellules de
niveau ¢, par rapport aux ¢ premiéres coordonnées.

En fait, les portions de cylindres formant les cellules de niveau i + 1 seront délimitées
par des fonctions semi-algébriques implicitement définies par :

P(xla"'aziaf(zla"'axi)):0

ot P est un polynomes de proj;11(P) et (z1,...,z;) € R" un point de la cellule de niveau
i.

Donnons quelques exemples des situations possibles. Une droite T X R devra couper la
variété algébrique définie par les polynomes de P en le méme nombre de points quel que
soit le point Z choisi dans une cellule de niveau n — 1. La figure 3.7 illustre I'importance
des points singuliers dans le calcul de la décomposition. C’est pour cette raison que 'on
retrouve deux points dans les cellules de niveau 1 de la sphére (voir encore la figure 3.6).

Il faut aussi détecter les points d’annulation des coefficients dominants des polynomes.
En effet cette annulation induit une modification du degré du polynéme et un changement
de coefficient dominant.

Par exemple, si dans la famille de départ, on trouve le polynome P(X,Y) =Y X2+ X
et que l'ordre fixé sur les variables élimine d’abord la variable Y, il faudra faire en sorte
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]

L 7 -
L X ] C X

X X" X X
F1G. 3.7: A gauche, Uintervalle ne peut pas étre une cellule de niveau 1 : P(z,Y) a deux
racines, P(z',Y") n’a pas de racines et P(z",Y) a une unique racine. A droite, l'intervalle
est un bon candidat

que chaque cellule de niveau 1 ne contienne pas simultanément les points 0 et 1. En effet
siy=0, P(X,y) =X, un polynéme de degré 1 et de coefficient dominant 1, et si y # 0,
P(X,y) = yX?+ X, un polynome de degré 2 et de coefficient dominant y. On observe ce
phénoméne sur la figure 3.8 qui représente la courbe algébrique définie par Y X2+ X = 0.

F1G. 3.8: La courbe Y X%+ X =0 : il y a un unique point sur la courbe d’ordonnée y = 0.
Pour y # 0, il y a deuz points sur la courbe d’ordonnée y

Une autre configuration qui détermine les frontiéres entre cellules est 'intersection de
plusieurs courbes, comme illustré sur la figure 3.9.

On pourra ainsi étre capable d’inférer le comportement de n’importe quel polynéme

P de P sur toute la cellule Dg en étudiant le comportement de P(ay,...,a,-1,X), ol
(ay,...,a,—1) est un point arbitrairement choisi dans un cellule Dg. Ce point témoin
(ay,...,a,_1) aura été récursivement calculé par I’algorithme.
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1
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1
1
1
1
1
1
X X’

F1G. 3.9: Les points x, ' et 2" ne doivent pas se trouver dans la méme cellule de niveau

1

3.2.2 Phase d’élimination

La proposition suivante, qui provient de la continuité des racines d’un polynome,
permet de préciser & quelles conditions les racines d’un famille de polynémes au dessus
d’un ensemble semi-algébrique définissent une structure cylindrique.

Proposition 3.2.1 Soit P un sous-ensemble fini de Q[X1,...,X,] et soit S un sous-
ensemble semi-algébrique connexe de R"~'. On suppose que pour tout P € P,

~ deg(P(7, X)) est indépendant du choiz de T dans S ;

~ le nombre de racines réelles distinctes de P(T,X) est indépendant du choiz de T

dans S';
pour tout Q) € P, deg(pgcd(P (T, X), Q(T, X))) est aussi indépendant du choiz de T
dans S.

Alors, il existe | fonctions semi-algébriques continues & < --- < & S — R telle

que, pour tout T € S, l'ensemble des racines réelles de [[pep P(T,X), ot P est le
sous-ensemble de P constitué des polynomes non identiquement nuls sur S de P, est
exactement {&1(T), ..., &(T)}. De plus, pouri =1...1, et pour tout P € P’, la multiplicité
de la racine &(T) de P(ZT,X) est indépendante de T.

Voir Proposition 5.14 pp 166 et suivantes dans (Basu, Pollack, et Roy 2006) O

Cette proposition énonce les conditions que doivent satisfaire les cellules de niveau
n — 1, conditions qui doivent étre assurées par l'invariance des signes des polyndémes de
la famille Elimx, (P).

Il existe plusieurs fagons de concevoir un tel opérateur Elimy, , qui calcule une famille
adéquate de polynomes dans Q[X7, ..., X,,_1]. L’opérateur que j’ai choisi de programmer
est appelé élimination par les sous-résultants.
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Il repose sur les propriétés des coefficients sous-résultants d’une paire de polynomes.
Ces propriétés ainsi que le détail de la définition de cet opérateur sont donnés dans la
section 3.2.5.

Ces fonctions semi-algébriques sont celles qui réalisent les fonctions &; de la définition
3.1.7.

Remarque sur ordre d’élimination des variables

Selon l'ordre d’élimination choisi sur les variables présentes dans le probléme initial,
la complexité des calculs peut étre bien différente car le nombre de cellules calculées peut
changer dans une mesure importante.

Un exemple simple illustre ce phénoméne. On s’intéresse a la CAD de la famille
{(X+3)2+ (Y +1)?—4,(X —3)2+ (Y —1)% — 4}. Les zéros de cette famille sont deux
cercles de rayon 2, I'un centré en (—3,1) et I'autre en (3,1).

Les figures 3.10 et 3.11 représentent le décompte des cellules pour chacun des deux
ordres de projection possibles.

Les points sur la droite au bas de la figure délimitent les cellules de niveau 1. Pour
chacune de ces cellules de niveau 1, on matérialise le cylindre correspondant par une
droite en pointillés, au dessus d’un point représentatif de la cellule de niveau 1.

Enfin, on indique le nombre de cellules de niveau 2 qui partitionnent le cylindre
correspondant.

Sur la figure 3.10, on a d’abord projeté selon la direction Y, ¢’est a dire qu’on a éliminé
la variable X en premier. Le nombre total de cellules de cette CAD est :

14+34+5+3+1+3+5+3+1=25

Y

A

F1G. 3.10: CAD de la famille {(X +3)*>+ (Y +1)2 = 4,(X —=3)> + (Y — 1)2 — 4}. On
ehimine Y puis X

Sur la figure 3.11, on a d’abord projeté selon la direction X, c¢’est a dire qu'on a
éliminé la variable Y en premier. Le nombre total de cellules de cette CAD est :

14+34+5+7+9+7+5+3+1=41
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Il est bien évident qu’on préférera projeter dans 'ordre Y > X plutot que le contraire,
car les calculs seront plus cotiteux dans le second cas pour un résultat comportant autant
d’information.

\/

FiG. 3.11: CAD de la famille {(X +3)* + (Y + 1) —4,(X = 3)*+ (Y —1)2 — 4}. On
elimine Y puis X

Le probléme qui consiste a trouver un ordre pertinent sur les variables pour limiter
le nombre de cellules calculées a été traité dans les travaux de A. Dolzmann, A. Seidl et
T. Sturm (Dolzmann, Seidl, et Sturm 2004). Les auteurs ont dégagé a partir d’une étude
statistique un moyen de choisir un ordre dans ces variables qui soit proche de l'ordre
optimal, qui minimise le nombre de cellules.

Celui-ci repose en fait sur un procédé glouton, qui calcule a chaque étape d’élimination
les familles issues de I’élimination de chacune des variables possibles, puis choisi la plus
“petite”.

Pour le moment je n’ai pas implémenté de calcul automatique et efficace d’'un ordre
de projection. Celui-ci est déterminé par l'occurrence des variables dans les polynomes
de la famille de départ.

3.2.3 Phase de remontée

Lors de la phase de remontée, on calcule les cellules de niveau n a partir des cellules
de niveau n— 1. Plus précisément, a partir d’un échantillon de points de R"~! comportant
un point par cellule de niveau n — 1, on va calculer un nouvel échantillon de points de R"”
comportant un point par cellule de niveau n.
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Etant données les propriétés de 'opérateur de projection, il suffit d’étudier sur chaque
droite T x R les polynomes a une variable P(Z,X) ou P € P et T est un point de
I’échantillon de niveau n — 1.

En général les points des échantillons successifs que 1’on va calculer seront des nombres
algébriques. Au niveau 1, par exemple, I'algorithme d’isolation des racines va calculer une
liste de points qui sont soit rationnels, soit codés par un intervalle |a, b et un polynome
T ayant une unique racine réelle dans l'intervalle |a, b[.

Ce codage des algébriques (éléments de Q) se généralise en dimensions supérieures
aux éléments de (@" grace aux codages triangulaires.

Définition 3.2.2 (Codages triangulaires) Soit z = (z1,...2,) un élément de Q™.
- Sin=1,alors z=2z € Q Un codage triangulaire de z est

— soit le singleton {z1} si z1 € Q;

— soit un couple (I1,T1) ou Ty € Q[X] et I} un intervalle ouvert a bornes ration-
nelles tel que z, est ['unique racine de 17 dans I.

Sin=m+1, alors z = (z1, ... 2m, Zm+1). Un codage triangulaire de z est un couple

formé d’un codage triangulaire de 2’ = (z1,...2y,) et de

— soit le singleton {zmi1} St 2mi1 € Q;

— soit un couple (Imy1, Tinv1) o0 T +1 € Q[X4, ..., Xny1] €t L1 un intervalle
ouvert a bornes rationnelles tel que 2,11 est l'unique racine du polyndme a une
variable Ty1(21, -+ Zmy Xona1) dans Ly

Remarque 3.2.3.1 Il n’y a pas d’unicité du codage triangulaire pour un point : l'inter-
valle qui isole une racine peut étre plus ou moins large, le polynéme annulateur n’est pas
forcément minimal. Une coordonnée rationnelle peut étre codée par sa propre valeur mais
elle peut aussi étre codée comme la racine d’un polynome.

A chaque niveau, chaque point des échantillons construit sera donné par un codage
triangulaire. Au niveau 1, les éléments d'un échantillon construit a partir d’une liste
d’isolation sont des codages algébriques d’aprés la définition 3.2.1. Puis on obtient ré-
cursivement les codages de points d’un échantillon de niveau n en construisant une liste
d’isolation des racines réelles d’'un polynome P(Z,X) ou P € P et T est un point de
I’échantillon de niveau n — 1.

Il reste toutefois a établir que 'on peut appliquer I'algorithme d’isolation des racines
a un tel polynéme P(Z, X).

Proposition 3.2.2 (Signe d’un algébrique) Pour tout nombre algébrique

T = (x1,...,23) de Q% donné par un codage triangulaire, il est possible de calculer le
signe d’un élément de Q[xzy, . .., xy].
Preuve On effectue une récurrence sur la dimension k. Lorsque & = 1, le probléme

revient a calculer le signe pris par un polynome S € Q[X] en 'unique racine r d’un
polynome 7' € Q[X] qui se trouve dans l'intervalle |a, b & bornes rationnelles. D’aprés
la remarque 3.2.1.1, les algorithmes donnés en section 3.2.4 permettront de résoudre ce
probléme, puisqu’on sait calculer le signe d'un nombre rationnel.

Supposons qu’ on sait calculer le signe des algébriques de @k donnés par un codage
triangulaire, et que T = (zy,...,2%:1) € Q¥ On veut calculer le signe de P(T) ou
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P € Q[Xy,..., Xkt1]. On peut mettre T sous la forme T'(zy41) o T € Q[zy,. .., xx].
Cette transformation ne fait pas intervenir de calculs arithmétique sur les algébriques
puisqu’il s’agit simplement d’identifier Q[X1,. .., X;41] avec Q[X, ..., X|[Xk+1], donc
uniquement de manipuler les coefficients rationnels de P. Soit ((I1,71), ..., (Tg+1, Tks1))
le codage de .

Le probléme revient a calculer le signe de 7' € Q|xy,...,zx] en 'unique racine de
Tis1(z1, .. x5, X) € Qlay, ..., 2] [X] dans Ixi;. Toujours d’aprés la remarque 3.2.1.1,
il suffit de montrer que I'on sait calculer le signe des éléments de Q[z1, ..., x|, ce qui
est I’hypothése de récurrence, et le signe d’un polynoéme de Q[xy, ..., zx][X] évalué en un
point rationnel. Or un polynome de Q[z1, ..., z;][X] évalué en un point rationnel donne
encore un élément de Q[zy, ..., xx], et le passage de I'une a 'autre des représentations ne
fait intervenir que des calculs sur les nombres rationnels. On peut appliquer directement
I’hypothése de récurrence. U

Grace a cette propriété, on s’assure des deux conditions de la remarque 3.2.1.1 et on
pourra appliquer les algorithmes de la section 3.2.4.

Remarque sur la bonne formation des polyndémes étudiés

Lors d’une étape de remontée, on s’intéresse a I'étude d’une famille de polynémes a
n + 1 variables, au dessus d’un point @ de R" dont les coordonnées sont des algébriques.
On étudie donc des polynomes de la forme po(@) + - - - + pp (@) X™ ou p; € Q[X7, ..., X,

Or pour la correction des calculs d’isolation de racines, et en particulier celui des
bornes de Cauchy, il est important d’assurer que l'expression po(@) + - -+ + pm(@) X"
décrit un polynome bien formé, c’est a dire que p,, (@) # 0.

Une phase de remontée au dessus d'un point a de R™ d’une cellule de niveau n
commence donc par le tri de la famille selon ce critére : pour chaque polyndme P =
po(X1, ..., Xp) + -+ pu(X1, ..., X)) X" de la famille, on calcule sa forme non dégé-
nérée au dessus du point «, c’est a dire une troncature Pyronc = po(Xy, ..., X,) + -+
P (X1, oo, X)) X™TL telle que p,,(@) # 0 et pour tout i = m +1...n, p;(a) = 0. Ce
calcul de signe de la méme facon que dans la preuve de la propriété 3.2.2.

Remarque sur le codage des nombres algébriques

Le codage utilisé dans cette implémentation ne fait pas partie des codages usuels
employés pour représenter les nombres algébriques.

En effet, les bibliothéques d’arithmétique de nombres algébriques utilisent le plus
souvent d’autres codages comme les représentations matricielles ou sous forme d’éléments
des Q(#) pour un nombre algébrique 6 fixé et connu.

La pertinence d'un choix de codage pour un développement manipulant des nombres
algébriques dépend de deux facteurs : le premier est la fagon dont les nombres algébriques
apparaissent dans le probléme (si ce ne sont pas des données initiales), le second est le
type d’opérations que I'on doit effectuer sur ces nombres algébriques.

Dans l'algorithme de CAD les nombres algébriques avec lesquels on doit calculer
apparaissent naturellement sous forme de codages triangulaires puisqu’ils sont obtenus
par isolation de racines de polyndmes. D’autre part, le type d’opération que I'on doit
savoir calculer sur ces nombre est assez restreint : on ne fait jamais que des calculs de
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signes de nombres algébriques. Plus précisément, on calcule le signe de polynomes a n
variables évalués en un élément de R™ dont toutes les composantes sont des nombres
algébriques, et qui est donné par un codage triangulaire.

Pour ceci, on a vu qu’il n’était jamais besoin d’implémenter une bibliothéque d’arithmétique
sur les nombres algébriques, pour laquelle la représentation choisie n’est pas la plus effi-
cace.

3.2.4 Isolation des racines réelles

Il s’agit maintenant d’expliciter les algorithmes qui permettent de construire une liste
d’isolation pour une famille de polynomes ainsi que les signes des polynémes en les points
d’un échantillon exhaustif construit a partir de cette famille.

On étudie une famille finie de polynoémes a une variable P C K[X], ou K est un
sous-corps de R tel que les conditions nécessaires de la remarque 3.2.1.1 soient satisfaites.

La premiére étape consiste a se ramener a un probléme sur un intervalle de longueur
finie.

Proposition 3.2.3 (Borne de Cauchy) Soit P = a,X? + --- + ¢, X? € K[X] avec

ayaq, 70 et p > q.
On définit :

P2

a;
o) =Y
i=q P
La valeur absolue de tout racine réelle de P est bornée par C(P).

Preuve Soit £ € R une racine réelle de P. On a :

p—1
_ i—p+1
apt = — E a;x"?
i=q

Et :

p—1 2
(a,7)* = (Z aixi_”l)
1=q

Comme C(P) > 1, on cherche un majorant pour les valeurs absolues des racines
|z| > 1, pour lesquelles on a la relation suivante, due a la convexité de la fonction carré

donne :
p—1
(ap7)° < (p+ 1)) _a;
1=q
D’on |z| < C(P) pour toute racine réelle de P. O

Si l'utilisation de cette borne classique ne pose aucune difficulté pour des polyndémes
a une variable, quelques précisions supplémentaires sont nécessaires pour le cas des di-
mensions supérieures, o on manipule des coefficients algébriques. En effet, suivant la
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remarques 3.2.1.1, nous n’avons jamais précisé que nous avions implémenté une arithmé-
tique des nombres algébriques, au contraire, nous avons expliqué dans la preuve de la
propriété 3.2.2 comment se ramener a des calculs rationnels tant qu’on ne s’intéresse qu’a
des propriétés de signes.

Ici, nous ne sommes intéressés que par une borne des racines réelles, et en aucun cas
par la valeur “exacte” de la quantité C(P). Comme dans tous les cas qui nous occupent
les coefficients a; d’un polynéme sont donnés par un codage triangulaire, on dispose en
fait d’un encadrement pour toutes les coordonnées de chaque coefficient d’un polynome.
Ainsi une arithmétique par intervalle grossiére permettra de majorer la quantité C'(P) et
d’obtenir la borne recherchée.

Il est a noter que la division par le coefficient dominant peut introduire des calculs
supplémentaires. En effet pour appliquer cette arithmétique par intervalle, il est nécessaire
d’isoler de zéro le nombre algébrique qui est le coefficient dominant du polynome. Ceci
peut demander de raffiner le codage triangulaire par dichotomie sur les intervalles, jusqu’a
obtenir pour af, un encadrement disjoint de zéro. Nous reviendrons sur ce probléme dans
la section 4.2.3 du chapitre 4.

On peut supposer sans perdre de généralité que les polynomes dont on veut isoler les
racines sont des polyndmes a racines simples.

Définition 3.2.3 (Partie sans carré) Soit P € D[X]. On appelle partie sans carrés
de P et on note P un pged de P et de P, dérivée du polynéme P’. Le polynome P est a
racines simples.

On s’intéresse en fait aux racines réelles de polynomes et a leurs positions relatives
mais pas a leur multiplicité.

Les informations sur les racines réelles d’un polynéme sur un intervalle borné donné
vont étre obtenues a partir des signes des coefficients du polyndéme dans une base appro-
priée.

Définition 3.2.4 (Polynémes de Bernstein) Soit ¢,d € Q et p € N. La famille des
polynomes de Bernstein de degré p est définie par :

_ P\ (X —o)(d=X)"! :
B, i(c,d) = <z) (d— o 0<i<p

Théoréme 3.2.1 (Base de Bernstein) Les polynomes de Bernstein de degré p pour
les paramétres c,d forment une base de [’espace vectoriel des polyndmes a une variable
a coefficients dans un sur-corps de Q de degré inférieur ou égal p. Cette base est notée

B,(c,d).

(X —c)(d— X)P"

Preuve On considére le polynéme . On lui applique successivement

(d—c)
les deux transformations bijectives de I'ensemble des polynomes de Q[X] dans lui-méme
X —
suivantes : P(X) — P <Tc) suivie de P(X) — XPP(1/X). On obtient alors le
polynéme (X — 1)P~". O
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La propriété des bases de Bernstein qui nous intéresse ici est que les coefficients d’un
polynome quelconque dans une de ces bases donne suffisamment d’information pour savoir
quand un intervalle contient une unique racine de ce polynome.

Définition 3.2.5 (Nombre de changement des signes) Soit a := ay, . .. a, une suite
finie de nombres réels. Le nombre de changements de signes ncs(a) dans cette suite est
défini par récurrence sur la longueur de la liste, comme suit :
- Si a = ag, avec ag € R un réel quelconque, alors V, := 0.
Sia:=d,a,, a,41 o d est une suite finie de nombres réels qui peut étre vide, alors
Si anyq =0, alors V, :=ncs(d, ay,)
Si a, =0, alors V, :=nes(d’, ani1)
— Sinon,
— Si apy1a, > 0, alors V, := nes(d, ay,)
— Si apy1a, <0, alors V, :=ncs(d';a,) + 1

Théoréme 3.2.2 Soit P € K[X]| de degré p, a racines simples, et ¢ < d € Q.Soit
b = (bi)izo.p, la suite des coordonnées b; de P sur B, ;(c,d) dans la base de Bernstein
B,(c,d). On note Vy(P) le nombre de changements de signes dans la suite b. On a alors :
~ Vu(P) =0 si et seulement si P n’a pas de racine sur |c,d|
Vo(P) =1 si et seulement si P a exactement une racine dans lintervalle |c, d|.

Dans les autres cas, on ne posséde pas une information suffisante pour tirer une
conclusion sur le nombre de racines réelles de P dans |c, d[.

Cette information partielle est néanmoins suffisante car le caractére archimédien de
R assure qu’'un procédé de dichotomie aménera immanquablement a des intervalles de
longueur assez petite pour que l'on se trouve dans I'une ou I'autre des deux situation de
théoréme 3.2.2

Cet oracle qui permet de tester un intervalle candidat a devenir élément d’une liste
d’isolation est suffisant pour résoudre le probléme complet de I'isolation des racines d’une
famille et le calcul des signes réalisés par un échantillon exhaustif. Si le test échoue, ¢’est
a dire si le nombre de changement de signes de la liste de coefficients est strictement
plus grand que 1, alors on va initier un processus de dichotomie, en testant le milieu de
I'intervalle candidat ainsi que ses deux moitiés ouvertes.

Remarque 3.2.4.1 Pour la terminaison de ces procédés dichotomiques, le fait de tra-
vailler dans un corps réel clos archimédien est fondamental. Le traitement des corps réels
non archimédien se fait a l'aide de codages a la Thom (utilisant la liste des signes des
dérivées successives).

On détaille ici le calcul d’une liste d’isolation pour une famille réduite a deux poly-
nomes P; et P,. La généralisation a une famille finie quelconque ne pose pas de difficulté.
On note Bern(P, a,b) I'appel a la fonction qui calcule le nombre de changement de signes
de la liste des coefficients du polynome P dans la base de Bernstein de degré deg(P) pour
les paramétres a et b.

Pour pouvoir distinguer les racines communes de P; et P, des intervalles encore trop
grossiers qui contiennent une racine de P; et une racine distincte de P, on aura besoin
d’utiliser le pged de P; et P,. Dans le cas de base des polyndmes a coefficients rationnels,
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I’algorithme d’Euclide est suffisant pour ce calcul, dans le cas des polynomes a coefficients
algébriques, on calcule en fait des pged de polyndomes dans Q[Xq,..., X;][Y], c'est a
dire a coefficients dans un anneau. On utilisera alors I’algorithme des sous-résultants du
chapitre 2.

Tout d’abord, I'algorithme de la figure 3.12 permet de calculer le signe du polynome
P, en 'unique racine de P; contenue dans 'intervalle |c, d] & bornes rationnelles.

Comme ce calcul peut comporter un raffinement de 'encadrement de I'intervalle qui
isole la racine de P,, on retourne a la fois le signe deP; et un nouvel encadrement pour
la racine de P, (qui est un sous-intervalle de |c, d]).

Initialisation
Py, P, € D[X] sont des polynomes a racines simples.
P, a une unique racine dans I'intervalle |c, d[ & bornes rationnelles.

Procédure
— si Bern(Py,c¢,d) =0, alors évaluer P, en # :
rendre signe(P»(5%)) et Jc,d|
si Bern(Ps,c,d) = 1 alors on doit décider si P; et P, ont une racine commune entre ¢
et d ou non. Soit G le pged de Py et Ps.
— si Bern(G, c,d) = 1, alors la racine est commune :
rendre 0 et |c, d|.
— si Bern(G, ¢, d) = 0, alors raffiner ]¢, d[ par dichotomie pour obtenir un sous-intervalle
(ou un singleton) u’ de |¢, d] qui ne contienne plus la racine de P; mais contient celle
de P». L’intervalle u’ qui convient est le premier tel que la suite des coefficients de
Bernstein de G n’ait plus de changement de signe. Evaluer P, en le milieu mid(u')
de /.
rendre signe(Py(mid(u’))) et u'.
si Bern(G,c,d) > 0, alors raffiner ¢, d[ par dichotomie, pour obtenir un intervalle
(ou un singleton) qui reléve de I'un des cas précédents. A chaque étape, il faut tester

chacun des demi-intervalles ouverts ainsi que le point médian.

F1G. 3.12: Signe d’un polyndme en une racine isolée d’un autre

Et maintenant, on peut calculer une liste d’isolation puis un échantillon exhaustif,
ainsi que toutes les conditions de signes réalisées simultanément par les polyndémes P; et
Ps, grace a I'algorithme de la figure 3.13.

Enfin il nous reste a préciser la facon dont les coefficients de Bernstein sont calculés
au cours de 'algorithme. Retrouver a chaque dichotomie les coefficients du polyndéme par
les transformations de la propriété fondamentale 3.2.1 serait coiiteux. En fait il existe
une relation du type triangle de Pascal entre les coefficients de Bernstein d’un polynome
donné pour les paramétres g,d et les coefficients du méme polynéme, dans les bases
de méme degré mais de paramétres respectifs g, m et m,d. Il en découle un algorithme
quadratique en le degré du polynome.

Proposition 3.2.4 (Calcul des coefficients de Bernstein) Soit P un polynéme dans
K[X] de degré < p, et b la liste de ses coefficients dans la base de Bernstein de degré p et
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Initialisation
Py, P, € D[X] sont des polyndomes a racines simples.

Procédure

— Calculer les bornes des racines de P; et P, et prendre les extrémas A et B qui encadrent
les racines de la famille
Calculer une liste d’isolation Lp, pour le polynome P; sur |A, B[ en utilisant 1’algo-
rithme suivant :

— Pour calculer une liste Lp, pour P sur un intervalle ouvert ]a, b| :
— si Bern(Py,a,b) =0 alors Lp, = {}
— si Bern(Py,a,b) =1 alors Lp, = {]a,b[}

sinon
calculer L, une liste d’isolation de P; sur Ja, %$°],
calculer LY, une liste d’isolation de P; sur |25 ],

— si Py(%t) = 0 alors Lp, = L}, UL} U {[“TH’]z}
~ sinon Lp, = Lp ULp
si Lp, = {} alors calculer une liste d’isolation pour P, sur |a, b|
sinon pour chaque élément u de Lp,, calculer le signe de P, sur u :
si u est un singleton rationnel, alors évaluer P
— si u =|e, d[ alors calculer le signe de P, en I'unique racine de P; contenue dans |c, d].
A présent, nous avons construit une liste d’isolation Lp, pour P, telle que chaque
élément de Lp, est une racine de P, ou bien un intervalle sur lequel P a un signe
constant, qui a été calculé.
Pour chaque intervalle entre deux éléments consécutifs de Lp,, calculer une liste d’iso-
lation pour P, comme ci-dessus, et calculer le signe de P;. Fusionner cette liste avec
Lp, pour obtenir Lp, p,, une liste d’isolation pour la famille { P, P»}.
— Calculer le signe de P; et P, en A et B
Calculer le signe de P, et P, entre deux éléments consécutifs de Lp, p,, en évaluant les
polynomes en le milieu des bornes des intervalles. Si Lp, p, = ), évaluer les polynomes
en 0.

Fi1G. 3.13: Calcul d’une liste d’un échantillon exhaustif signé pour une famille de deuz
polynémes
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de parametres g, d € Q. Soit m € Q. Alors, les coefficients V' et b de P dans les bases de
Bernstein de degré p respectivement pour les paramétres g,m et m,d sont donnés par :

V=0)...0.. .0
T O e B

J P
ot b; est défini par :
by=0b; et b =ab"+ b}

Jj+1
d—m '3 m—1
avec o = et f=——.
d—g d—g
Voir la preuve de correction de ’algorithme 10.2, page 365 dans (Basu, Pollack, et
Roy 2006).

En fait, la structure de triangle de Pascal sera plus claire si on visualise le diagramme
des b’ :
J

68 _ btl) ............................................................. bg_ | —— bg
514 DL bl bl
0 1 p—2 _ p—1
b e .b;')_ .
bg—l ....................... b’f_l
b

C’est le coté gauche du triangle qui constitue I'initialisation de I'algorithme. Le but
est de calculer les coefficients des deux autres cotés du triangle, sur lesquels on lit les
coefficients des listes b’ et b”. Pour cela on va en fait devoir calculer tous les bg,rangée par
rangée, en partant de la plus & gauche qui est formée des coefficients de b. Pour cela, on
utilise la relation dans le sens , -

pi—l — bj — ab;
Jj+1 ﬁ

I existe plusieurs variantes des algorithmes d’isolation des racines réelles a I'aide d’ar-
guments issus de la régle des signes de Descartes. Ces algorithmes sont souvent désignés
par le terme générique de méthode d’Uspensky (Uspensky 1948), dénomination relati-
vement impropre puisqu’ils apparaissent de facon originale dans des travaux antérieurs
(Vincent 1836).

Ces procédés dichotomiques sont propres au corps des réels. Pour traiter le cas des
corps réels clos non archimédiens, il faut utiliser d’autres méthodes, par exemple basées
sur les suites de Sturm.

Par contre, les méthode a la Uspensky conduisent & des algorithmes efficaces (Rouillier
et Zimmermann 2004) dés que l'on travaille avec des nombres réels. En particulier I'uti-
lisation des polynomes de Bernstein permet de calculer efficacement des approximation
de racines réelles, méme en dimension supérieure (Mourrain, Rouillier, et Roy 2005), et
ces algorithmes sont implémentés et utilisés dans la librairie de calculs symboliques et
numeériques SYNAPS (Dos Reis, Mourrain, Rouillier, et Trébuchet 2002).

On propose un exemple de calcul d'une liste d’isolation dans le cas de polynomes a
une variable dans la section 3.3.1.
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3.2.5 Opérateur de projection

La derniére étape qu’il nous reste a décrire est I'opérateur de projection. Il faut trouver
une transformation qui assure les propriétés de la proposition 3.2.1. Plus précisément,
étant donnée une famille finie P C Q[Xq, ..., X,][X,41] de polynomes, il faut trouver
un moyen systématique de calculer une famille @ C Q[Xq,..., X,], dans laquelle on a
éliminé la variable X, .4, telle que I'invariance des signes de tous les polynomes de Q sur
un semi-algébrique S C R™ assure que :

pour tout polynéme P € P le degré et le nombre de racines du polynéme P (T, X,,11)
est indépendant du choix de T dans S';

— pour tous Py, P, € P, le degré du pged de P (T, X,,11), et Py(T, X,,11) est indépen-
dant du choix de T dans S.

Dans la suite, on note Dy[X] 'espace vectoriel des polynomes de degré strictement
inférieur a k. Dans les représentations matricielles des morphismes d’espaces vectoriels, on
identifie un couple de polynémes (U, V') € Di[X]|xD;[X] au k+l-uplet (ug, ..., ug, vy, ..., vo)
des coordonnés des polynomes U et V' dans les bases monomiales concaténées.

Assurer les conditions sur les degrés des pgcds

C’est 'utilisation des coefficients sous-résultants qui va permettre de définir un tel
opérateur de correction en limitant l’explosion combinatoire dans la famille projetée.
[’efficacité de cet opérateur de projection est le point central de la différence de complexité
entre I’algorithme de CAD et ses prédécesseurs historiques.

Soit D un anneau factoriel, on considére deux polynomes P = p, X" + --- + po, tel
que p, Z0et Q = ¢, X™+ -+ qo tel que g, # 0 deux polyndomes de D[X]. On définit
fpr.o, application linéaire associée a ces deux polynémes par :

frq: Dina[X] X Dpa[X] — Dpya[X]
(U, V) — UP+VQ

Définition 3.2.6 (matrice de Sylvester, résultant) La matrice Mpg de taille
(n+m) x (n+m) de Uapplication linéaire fpg est

[ Dn 0 gm 0 7
Pn qm
Mpgq = qo :
Po
| 0o ... Po 0 “ee qdo |

Sa transposée est appelée matrice de Sylvester de P et ().
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[ Pn Pn-1 P2 po 0 0 ]
0 . ,
: . 0
0 0 Do DPn-1 Pn-2 Po
Sylv(P,Q) = | 9m qm-1 Gm-2 o 0 0
0 :
0 - 0
| 0 0 Gn dn-1 Gm—2 9 J

Le déterminant de la matrice de Sylvester de P et () (qui est aussi celui de Mpg) est
appelé résultant de P et ) et noté Res(P, Q).

La propriété essentielle du résultant Res(P, () de deux polynomes le relie au degré

de pgcd(P, Q).

Proposition 3.2.5 Res(P,Q) =0 si et seulement si P et Q ont un facteur commun.

Voir Proposition 4.13 dans (Basu, Pollack, et Roy 2006).
Les restrictions de fpo aux espaces vectoriels des polynomes de degré inférieur se
relient également au pged. Supposons que m < n. Pour tout 0 < 7 < m on définit :

[P Dim—j[X] x Dy ;[X]
(U, V)

— Dn+m—2j—2[X]
UP+VQ

—

Définition 3.2.7 (matrice de Sylvester-Habicht, coefficients sous-resultants) La
matrice SH;(P, Q) de Uapplication fpg; dans les bases monomiales concaténées de
Dy i[X] % D,—;|X] est appelée j°™¢ matrice de Sylvester-Habicht de P et Q.

Le j°™ coefficient sous-résultant de P et Q, noté srj(P,Q), est le déterminant de la
matrice carrée obtenue en prenant les n, — 2j premiéres colonnes de SH;(P, Q).

[ Pn DPn—1 Pn—2 Po 0 0 T
0 . . .
: - 0
0 0 Prn Pn-1 Pn-—2 s Po
SH]' (P, Q) = dm 4m—-1 Gm-—2 q0 0 0
0 . .
0 e 0
L 0 0 Gm  Gn-1 gm—2 qo |
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On étend cette définition en posant par convention :

sra(P, Q) = signe(py)
sri(P,Q) =0 pour m<j<n

On peut maintenant raffiner la propriété 3.2.5 :
Proposition 3.2.6 Pour tout 0 < 7 < min(n,m) (resp. 0 < j<n—1ifn=m),

d°(pged(P,Q)) = j
=
ST’(](P,Q> == ST’j_l(P,Q) =0

Voir Proposition 4.24 dans (Basu, Pollack, et Roy 2006).

On rappelle que les coefficients sous-résultants sont les coefficients dominants des
polynémes sous-résultants (voir 2.4.1), ce qui fournit un moyen de les calculer plus effi-
cacement, que par les mineurs de la matrice de Sylvester.

Assurer les conditions sur les degrés des polyndémes

La premiére condition de la proposition 3.2.1 demande que les polynémes restent de
la méme forme sur une méme cellule, ¢’est a dire qu’on ait pas d’annulation possible dans
les coefficients dominants des polyndémes de la famille & étudier.

Pour assurer cette propriété, on va compléter la famille P qui fait I'objet de I’étude
par ’ensemble de ses troncatures.

Définition 3.2.8 (Troncatures) Soit D un anneau intégre et P = p, X™ + -+ -+ py €
DI[X]. Pour 0 <1i <mn, on définit la troncature de degré i du polynéme P comme :

Tronc;(P) = p; X" + -+ + po.

Si P € D[Yy,...,Y,][X], est un polynome non nul, on définit 'ensemble des tronca-

tures Tronc(P) du polynéme P par :
Tronc(P) = {P} si deg(P) =0 ou bien coef _dom(P) € D
Tronc(P) = {P} U Tronc(Troncgegp)-1) sinon

paral/

ot deg(P) est le degré de du polynome P (en la variable X ) et coef dom(P) est le
coefficient dominant du polynéme P (en la variable X ).
Si P C D[Y1,...,Yi][X] est une famille de polynome, par définition :

Tronc(P) = U Tronc(P)
Pep

Par exemple, si dans la famille P qu’on veut projeter se trouve le polynome X2Y3 +
(X +1)Y?2+Y + 1, on doit compléter la famille avec les polynomes (X +1)Y2 +Y + 1
et Y + 1. Par contre, il n’est pas nécessaire de rajouter a la famille le polyndéme constant
1 puisque le coefficient dominant de ¥ + 1 ne peut pas s’annuler.
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Définition de I'opérateur de projection

On définit 'opérateur d’élimination par sous-résultants qui réunit les outils ce-dessus.

Définition 3.2.9 (Elimination par sous-résultants) Soit P € Q[X, ..., X;][Xiii]
une famille finie de polynomes. On définit Elimx,,, C Q[X,..., X}] par :
~ si R € Tronc(P), alors Elimy, ., contient tous les sri(R, OR/0X},) qui ne sont pas
dans Q, pour i =0...degx, (R) —2;
— pour tous R, S € Tronc(P),
si degx, (R) < degx,(S) alors Elimx,,, contient tous les sri(S, R) qui ne sont
pas dans Q, pour i =0...degx, (R) —1;
- si degx, (S) < degx, (R) alors Elimx,,, contient tous les sriy(R,S) qui ne sont
pas dans Q, pour i =0...degx, (5) —1;
~ sidegx, (R) = degx, (S) alors Elimy, ., contient tous les sr;(S, R) qui ne sont pas
dans Q, ot R = coef domx, (S)R—coef domx, (R)S, pouri=0...degx, (R)—
1;
si R € Tronc(P), et si coef _dom(R) & Q alors coef _dom(R) € Elimx,,, .

Sur les cellules d'une partition adaptée a ElikaH(P), les polyndmes ont un degré
constant, puisque leurs coefficients dominants consécutifs ne s’annulent pas. Ils ont un
nombre de racines constant puisque par continuité des racines, un changement du nombre
de racines se traduirait par un changement de multiplicité. Or le pged des polynomes avec
leurs dérivées respectives ne changent pas de degré vue la propriété 3.2.6 et la premiére
condition de la définition de Elimx,,,(P). Enfin, cette méme propriété 3.2.6 assure que
sur les cellules adaptées a Elimx, ,(P), le pged de deux polynomes de (P) ne changent
pas de degré puisque ElikaH(P) contient les coefficients sous-résultants de tout couple
d’éléments de (P).

Nous avons tous les ingrédients pour construire 1’algorithme qui calcule une décom-
position algébrique cylindrique pour toute famille de polynémes a plusieurs variables et
a coefficients rationnels.

Théoréme 3.2.3 (Existence d’une CAD) Pour tout entier k > 1, pour toute famille
finie de polynomes de P C Q[X1, ..., Xk], on sait calculer une décomposition algébrique
cylindrique adaptée a la famille P.

Les algorithmes présentés permettent également de construire un échantillon cylin-
drique de points issus de la décomposition algébrique cylindrique calculée pour une famille
de polynomes arbitraire.

3.3 Exemples de calculs

Cette section est consacrée a des exemples de calculs illustrant les algorithmes décrits
dans les premiéres parties de ce chapitre.

111



3.3.1 Isolation des racines par les polynémes de Bernstein

Dans cette section, on détaille la construction d’une liste d’isolation pour les poly-
nomes de la famille {P; := (X —2)(X —3), P, := (X —1)(X — 3)}. Les deux polynomes
qui la constituent ont une racine commune et chacun a une deuxiéme racine, qui lui est
propre.

Avec les propriétés des polynomes de Bernstein citées dans la section 3.2.4, on peut
disposer d’un oracle test qui prend en argument un polynéme P € Q[X| et deux rationnels
¢,d € Q et qui renvoie trois types de réponses :

test(P,c,d) =0 < il n’y a pas de racine pour P dans ]c,d[
test(P,c,d) =1 < ily a exactement une racine pour P dans |c,d|

— test(P,c,d) =1 = dans les autres cas, 'oracle échoue.

On réalise cet oracle en calculant les coefficients de Bernstein du polyndéme P en
argument sur l'intervalle ouvert |c, d] et en comptant le nombre de changements de signes
dans la suite obtenue.

On commence par calculer un majorant des bornes des Cauchy des deux polynomes,
a l'aide de la formule de la propriété 3.2.3. Le calcul donne maz(C(P,),C(P,)) = 186

Liste d’isolation pour P;

Les calculs se déroulent de la fagon suivante :
— On teste les deux sous-intervalles | — 186, 0] et ]0, 186] avec l'oracle test, pou le
polynomes P;.
Le polynéme P; ne s’annule pas en 0.
Le polynome P; n’a pas de racine sur | — 186, 0].
Sur |0, 186, I'oracle ne sait pas répondre : il faut continuer le procédé de dichotomie.
— On teste chaque moitié de U'intervalle |0, 186] grace a I'oracle test et on évalue P en
93. Il n’y a pas de racine sur |93, 186], ni en 93. On réitére le découpage sur |0, 93].
L’étape précédente (découpage, test du milieu, conservation de la partie gauche) se

répéte jusqu’a ce que I'intervalle de travaille soit |0, g[
93

— P; n’a pas de racine en —, mais 'oracle test permet d’identifier une racine dans
93 93 93
chacun des sous-intervalles |0, —[ et | —, —].
16 16" 8

On a donc construit un liste d’isolation pour le polynome P, illustrée sur la figure
3.14 :

93, .93 93
{] ) E[’]I_G’ g[}
Ce travail sur le polynéme P; divise l'intervalle d’étude | — 186, 186[ en 4 sous-
intervalles sur lesquels on va isoler les racines du polynome P, : | — 00, 0], ]0, ?—2[, ]?—2, 9§3[
93
et ]g, +00].

Liste d’isolation pour P,

93
— Le polynéme P, n’a pas de racine sur | — oo, 0[, ni sur ]3—2, +00].
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une racine de P1

1 2 3
_]7 _______ | 1 . --- [

] 1L L
-186 0 93/16 93/8 186

une racine de P1

F1G. 3.14: Isolation des racines de (X — 1)(X —2)

93 93 93
— Le polynéme P, a une unique racine sur chacun des intervalles 0, 1—6[ et ]1—6, g[
Il s’agit de déterminer si chacune de ces racines est commune avec la racine du

polynéme P; qui se trouve aussi dans l'intervalle.

Discrimination des racines de P; et P,

On calcule G := P, A P, = X — 2 le pged de Py et Ps.
93 93 93

, ==l et |—, —|.
16[ ]16 8 [
G a une racine sur ]E’ g[, mais pas sur |0, E[’ comme représenté en figure 3.15.
Par suite, I'intervalle ]E, g[ contient une racine commune a P; et P, et peut étre

93
placé dans la liste d’isolation de la famille { Py, P»}. Par contre, I'intervalle |0, E[

On interroge 1'oracle test sur chacun des intervalles |0

doit étre raffiné car il contient deux racines distinctes, I'une de P; et I'autre de P,
qu’il faut isoler.
93
— On initie un procédé de dichotomie sur I'intervalle |0, 1—6[ Pour tester chaque sous-

intervalle, on interroge l'oracle test sur chacun des polynomes P; et Ps.

93 93

Dans ce cas, il faut deux pas de dichotomie : |0, @[ isole la racine de P, et ]6—4, ﬁ[’

celle de P;

Finalement, la liste d’isolation construite est :

93,93 93,93 93

{] >@[>]@> 3_2[’]1_6’ g[}
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pas de racine de
une racine de P2

une racine de P1

1 2 3
I _______ ] 1 r __. [
1 IT L
-186 0 93/16 93/8 186

une racine de P1
une racine de P2
une racine de G

F1G. 3.15: Discrimination des racines communes de {(X + 1)(X —2),(X —1)(X —3)}

3.3.2 Raffinement des codages des algébriques, arithmétique par
intervalle

L’utilisation de bornes de Cauchy (voir propriété 3.2.3) dans la premiére étape du
procédé d’isolation de racines réelles nécessite un peu de travail pour le cas des polynémes
a une variable mais a coefficients algébriques.

En effet supposons qu’on utilise cette formule pour isoler les racines d’un polyndémes
P(@, X), avec @+ (ay, . .., ap) donné par un codage triangulaire (voir la définition 3.2.2),
et P =pg+ -+ pnX", avec p; € Q[X1,...,X,]. On veut donc isoler les racines du
polynéme a une variable pg(a) + - - 4 pp () X

Notre but étant de borner les racines réelles du polynome P(@, X), on utilise la formule
de Cauchy qui donne une borne sous la forme d’une fraction rationnelle en les composantes
algébriques «; de I’élément «, dont le dénominateur est une puissance de p,,(«a).

Comme on dispose pour chacun des «; d’'un encadrement par un intervalle a bornes
rationnelles, on va en fait utiliser une arithmétique par intervalle grossiére pour obtenir
une majoration de C'(P(@)).

Rappelons (voir la remarque sur la bonne formation des polynomes de la section 3.2.3)
que les polynomes pour lesquels on initie un calcul de borne de Cauchy sont bien formés,
c’est a dire qu’on a calculé le signe de leur coefficient dominant, qui n’est pas zéro.

Cette approximation doit en particulier nous garantir que la quantité p,,(«) est séparée
de zéro. Or, méme si le calcul de signe d’un algébrique donne un signe non nul pour la
quantité p,,(«), approximation rationnelle des coordonnées algébriques du point « peut
ne pas étre assez fine pour isoler cette variable de zéro.

Voici un exemple d’une telle situation.

Supposons que une phase de remontée conduise a étudier les racines réelles du poly-
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nome P := (o — 2)Y + 1, ou « est un point d’une cellule de niveau 1, ¢’est a dire un
nombre réel algébrique.

Supposons que « est codé comme 'unique racine du polynéme X — 1 dans l'intervalle
10, 3].

On applique donc la formule de Cauchy pour borner I'intervalle contenant les racines
de P :

(a—2)2+1

C(P) =1+ 1) =5

On veut déterminer un majorant pour la quantité C'(P), a 'aide de I’encadrement,
que l'on connait pour a.
— Il faut tout d’abord raffiner I'encadrement puisque 0 < o < 3, soit =2 < a—2 < 1,
ne permet pas d’isoler le numérateur de 0.
On initie donc un procédé de dichotomie sur Pintervalle ]0,3[ : on teste si 2
racine de X — 1 puis on calcule les coefficients de Bernstein du polynéme X — 1
chacun des demi-intervalles. On raffine ainsi I'encadrement, en obtenant o €]0,
— Cette fois, 'encadrement est suffisamment précis : —2 < a—2 < —%, d’ou C(P) <
10.
[’encadrement est grossier, mais comme les racines sont isolées par dichotomie, le
procédé de souffre pas de cette imprécision.

3.3.3 Calcul de la CAD du cercle

On s’intéresse ici au calcul de la décomposition algébrique cylindrique de la famille P
constituée d'un seul polynome P := X? +Y? — 1 € Q[X, Y], dont I'ensemble des racines
est le cercle unité.

Phase d’élimination

D’abord, on calcule successivement les familles de polynomes de la phase d’élimination.
Il n’y a que deux variables, supposons que 1’on élimine Y en premier.
~ C(P)=P{X?*+Y? -1}
C\(P) = Elimy (P) = {X? — 1}
La famille C; est également réduite a un unique polynoéme car il n’y a pas de troncature
a considérer, et un seul coefficient sous-résultant a calculer.

Phase de remontée

La phase de remontée commence par I'isolation des racines réelles des polynémes de
la famille C;(P). La liste d’isolation calculée va former 'ensemble des cellules de niveau 1.

Dans 'exemple qui nous occupe, ’échantillon de points pour les cellules de niveau 1
contient 5 éléments : les deux racines réelles du polynome X2 —1 et un point par intervalle
que ces racines déterminent (voir figure 3.16).
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Faisons ’hypothése que le procédé de dichotomie nous a permis de trouver la valeur
exacte de la racine —1, et d’isoler le point 1 par 'intervalle [%, %] 2

[’échantillon triangulaire de niveau 1, étiqueté par les signes que prend le polynome
X? — 1, unique élément de C(P), peut ainsi étre :

[\CR RGN

1,0), ({2}, +)

Y

N | —

({_2}>+)> ({$1 = _1}a0)> ({0}7 _)a (x2 € [
qui est représenté par la table des signes suivante :

| —2€]—o0,—1[| x| 0€-11[| x| 2¢€]l,00]
X2 —-1] + | 0 | - | 0 | +

Ty

Tty

Fi1G. 3.16: Cellules de niveau 1 pour le cercle unité

Les points de cet échantillon sont représentatifs de I’ensemble des cellules de niveau
1. Ce sont des codages triangulaires (voir définition 3.2.2), de niveau un.

A présent, on doit effectuer une étape de remontée pour construire les cellule de
niveau 2.

On va considérer successivement toutes les points de ’échantillon de niveau 1, et pour
chacun d’entre eux, étudier I'unique polynome de Cy(P) sur la droite réelle de direction
Y passant par le point considéré.

Au dessus du point —2 : P(=2,Y) = Y? + 3 a un signe constant, positif.

On peut vérifier qu’une droite réelle de direction Y, passant par un point quelconque
de cette cellule de niveau 1 ne rencontre jamais le cercle. Le demi-plan {(z,y) | x <
—1,y € R} constitue donc une cellule de niveau 2.

La situation est similaire au dessus du point 2 : le demi-plan {(z,y) | x > 1,y € R}
constitue une cellule.

— Au dessus du point 1 := —1: P(—1,Y) = Y? a une unique racine (qui est en fait 0).

Il y a donc trois cellules de niveau 2 au dessus de cette cellule de niveau 1 réduite a
un singleton : deux demi-droites {(z,y) | x = =1,y <0} et {(z,y) | 2 = -1,y > 0}
et une cellule réduite a un singleton { (—1,0) }.

On peut vérifier que la droite réelle de direction Y, passant par le point —1 rencontre
le cercle en un unique point.

2Cette hypothése n’est pas trés réaliste vue la symétrie du probléme mais elle nous permettra d’illus-
trer les deux cas qui peuvent se présenter lors de I’isolation des racines
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— La situation est similaire au dessus du point x5, mais les calculs sont différents, car
on ne connait pas la valeur exacte de la racine, mais seulement sont encadrement
par % et %

On doit en fait étudier P(2,Y) = Y?+(2%41) ou z est 'unique racine du polynome
X?+1 dans lintervalle [ 1,3 ].

Pour cela, on calcule les coefficients de Bernstein de P(z,Y’) dans les différentes
bases de Bernstein qui interviennent et on compte a chaque fois les changements de
signes dans la suite des coefficients.

Chacun de ces coefficients de Bernstein de P(z,Y") est en fait un polynéme en X,
évalués en le point z. Pour calculer le signe d” un tel coefficient, il faut savoir calculer
le signe d’un polynéme en une variable en I'unique racine z du polynéme X? — 1
dans l'intervalle | %,% ]. Or on dispose d’un algorithme pour résoudre ce probléme
(voir figure 3.12).

Au dessus du point 0 : P(0,Y) = Y? — 1. De maniére analogue au calcul effectué
au dessus du point —1, on trouve 5 cellules de niveau 2 : {(x,y) | y < V1 — 22},
{(.y) [y>vI-2} {(z,y) |y =V1-2?} {(z,y) | y=—V1—2?},

Ces 13 cellules sont représentées sur la figure 3.17.

9

1 13

NS
=
o

5

Fi1G. 3.17: Cellules de niveau 2 pour le cercle unité
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Chapitre 4

Architecture d’une procédure de
décision pour Coq

La mise en place de tous les ingrédients d’un algorithme de décomposition algébrique
cylindrique pose plusieurs problémes techniques. Le développement que nous avons réalisé
est marqué par les spécificités du langage de programmation fonctionnelle avec types
dépendants du systéme Coq, le souci d’efficacité et 'objectif de certification, qui modére
les optimisations dans la premiére version de cette implémentation.

Dans ce chapitre, nous présentons trois aspects algorithmiques de la programmation
du calcul de décomposition algébrique cylindrique : le traitement des coefficients ration-
nels, le choix des structures de données, et enfin le partage dans la structure d’échantillon
cylindrique de points.

Nous décrivons également I'implémentation d’'un prototype de tactique réflexive a
partir de ’algorithme de CAD, ainsi qu’'un appercu des performances obtenues grace a la
réduction compilée vers une machine virtuelle (Grégoire et Leroy 2002; Grégoire 2003).

4.1 Abstraction de la représentation des coefficients

4.1.1 Deéveloppements sur I’arithmétique rationnelle en Coq

Il existe dans le systéme Coq plusieurs fagons de calculer avec des coefficients ration-
nels.

Il existe dans la bibliothéque standard! une théorie des nombres rationnels, nommeée
QAri t h, et développée par P. Letouzey. L’origine de ce développement était de fournir
une librairie d’arithmétique rationnelle pour 'extraction de la preuve du théoréme de
d’Alembert-Gauss formalisée dans le projet FTA (Cruz-Filipe et Letouzey 2006).

Dans cette implémentation, les nombres rationnels sont représentés comme des couples
d’entiers en représentation binaire, c’est a dire par leur numérateur et leur dénominateur.
Le numérateur est un entier relatif (du type Coq Z) et le dénominateur un entier stricte-
ment positif (du type Coq posi tive).

Record Q: Set := Qmke {Qum: Z; (Qden : positive}.

!depuis la distribution 8.1beta de juillet 2006. Auparavant, une version moins étoffée était disponible
dans les contributions d’utilisateurs.
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b

(x Le ‘‘trait de fraction est noté par le symbole # x)
Notation "a # b" .= (Qmke a b).

Les opérations proposées par défaut dans cette bibliothéque ne sont pas normali-
santes : par exemple 'opération d’addition est programmée comme ceci :

Definition Qlus (xy : Q :=
(umx » QPen y + Qqumy * QDen x) # (Qden x * (den y).

Néanmoins, la bibliothéque fournit également une fonction de normalisation des frac-
tions, qui met un rationnel sous forme de fraction irréductible. Dans le module Qcanon
de la bibliothéque, se trouve ainsi une théorie des représentants canoniques des rationnels
sous forme de fractions. Dans ce deuxiéme développement qui s’appuie sur la premiére
version, les nombres rationnels sont représentés comme :

Record Qc : Set := Qcmake { this :> Q; canon : Qed this = this }.

Le symbole : > signifie que I'on définit une ceercion du type Q vers Q

Une approche complétement différente est adoptée dans les travaux de Y. Bertot
et M. Niqui, qui proposent une arithmétique paresseuse basée sur la représentation de
Stern-Brocot (Niqui et Bertot 2004). Dans cette contribution?, les nombres rationnels
sont représentés comme des mots finis sur un alphabet a deux lettres :

I nductive QT : Set :=nR Q@ — QT | dL: QF — QT | One: Q™.

Inductive Q : Set := Zero: Q| Qos: Q@ — Q| Qeg: QT — Q.

Ces deux développements, et plus spécialement le dernier, sont bien adaptés pour la
vérification formelle d'un algorithme qui sera exécuté apres extraction vers un langage
de programmation comme Ocaml ou Haskell. Par contre, I’exécution des calculs dans Coq
sera peu efficace, voire totalement inadaptée dans le second cas, malgré les trés bonnes
performances des programmes extraits.

Plus récemment, une libraire d’arithmétique modulaire fonctionnelle certifiée a été
développée en Coq (Grégoire et Théry 2006), qui permet de calculer efficacement sur les
entiers en utilisant le mécanisme de réduction du systéme lui-méme. Cette approche est
plus adaptée a nos besoins.

L’idée principale de la représentation de B. Grégoire et L. Théry est la suivante : les
algorithmes efficaces d’arithmétique entiére (comme la multiplication de Karatsuba ou
les divisions par blocs) reposent sur la possibilité de découper un nombre a faible coiit,
et exploitent une stratégie diviser pour régner. Par découpage des nombres, on entend
ici I'isolation de blocs de chiffres dans la représentation dans la base choisie, comme par
exemple lorsqu’on écrit

123456789 = 123 x 10° + 456 x 10> + 789

C’est pourquoi, plutot que d’utiliser la représentation linéaire Z des entiers en base deux
de la librairie standard de Coq, les auteurs introduisent une représentation sous forme

2Disponible & I'adresse htt p: //coqg.inria.fr/contribs/ QArith-Stern-Brocot.tar. gz
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d’arbres binaires, dont les feuilles sont en fait les chiffres de la représentation. Les feuilles
sont ainsi étiquetées avec les éléments d’un type qui a autant de constructeurs que de
chiffres dans la base.

A partir de cette arithmétique, on peut aisément dériver une implémentation des
nombres rationnels, encore une fois représentés comme des couples formés d’un numé-
rateur et d’un dénominateur, ce qui permet de travailler avec une implémentation des
rationnels destinée au calcul efficace dans le systéme.

De fait, nous n’avons pas encore stabilisé notre choix pour la représentation des coef-
ficients rationnels. Les tests effectués dans le systéme Coq sur notre algorithme de calcul
de CAD semblent indiquer que la représentation de B. Grégoire et L. Théry, dans laquelle
on normalise systématiquement les fractions, est de loin la plus efficace.

Néanmoins, il serait dommage de figer le développement sur un tel choix de coeffi-
cients, quand le fait de le rendre paramétrable offre aussi a I'utilisateur la possibilité de
construire une tactique adaptée a son développement. On peut en effet imaginer d’autres
domaines d’application que les implémentations citées ci-dessus comme par exemple une
arithmétique flottante.

Nous avons donc décidé, dans le méme esprit que lors de la conception de la tactique
newr i ng du chapitre 1, d’abstraire la structure de coefficients rationnels pour laisser
ouverte cette capacité d’adaptation de 'outil.

4.1.2 Interface pour les coefficients rationnels

Concrétement, cette abstraction est mise en place grace au systéme de modules de
Coq (Chrzaszcz 2003).

On commence donc par écrire une signature pour la structure de rationnels, ce qui en
Coqg est un Module Type.

Modul e Type RAT_STRUCT.
Paraneter Rat : Set.

(x constantes , opérations sur les rationnels ,

—MkRat construit un nombre rationnel a partir d’un entier et d’un
entier strictement positif

—RatEq est une relation d’egalite sur les rationnels

—rzero _test est un test a zero decidable

—rsign donne le signe d’un nombre rationnel

70 pour un rationnel nul, Zpos , pour un positif

—rpow construit une puissance d’un rationnel

*)

Parameter r0 : Rat.

Paranmeter rl : Rat.

Parameter MRat : Z — positive — Rat.
Parameter Norm: Rat — Rat.

Paraneter radd : Rat — Rat — Rat.
Parameter ropp : Rat — Rat.
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Paranmeter rprod : Rat — Rat — Rat.
Paraneter rsub : Rat — Rat — Rat.
Paraneter rinv : Rat — Rat.
Parameter rdiv : Rat — Rat — Rat.
Parameter rEq : Rat — Rat — Prop.
Parameter rzero_test : Rat — bool.
Paraneter rlt : Rat — Rat — bool.
Paranmeter rsign : Rat — conpari son.
Paranmeter rpow: Rat — N — Rat.
Paranmeter rabs val : Rat — Rat.

End RAT_STRUCT.

Code 4.1: Signature calculatoire pour la structure de coefficients

Cette signature est redondante : on fournit par exemple un opérateur de multiplica-
tion r pr od ainsi qu'un opérateur de puissance r pow. Ceci permet de ne pas imposer de
contraintes inutiles a I'implémentation des opérations.

Par exemple, si 'on opte pour des opérations normalisantes sur les rationnels, en
forme de fractions, I'opération de multiplication effectuera des tests et des calculs sup-
plémentaires pour obtenir un résultat en forme de fraction irréductible. Par contre, si
I'on fournit a l'opérateur de puissance un argument sous forme de fraction irréductible,
I’élévation a la puissance de son numérateur et de son dénominateur donne toujours une
fraction irréductible, d’ou I'intérét de dissocier ces deux opérations.

Pour pouvoir faire des preuves sur ces objets, il faut enrichir la signature avec les
axiomes que 1’on demande pour une telle structure de coefficients rationnels. Ces axiomes
assurent en fait la correction du plongement MkRat de la structure de coefficients ration-
nels dans une représentation sous forme de fractions trés similaire a celle de la bibliothéque
standard QAri t h.

Ceci permettra ensuite de retrouver les propriétés désirées (structure d’anneau, inté-
grité,...) via des preuves sur les entiers.

On adopte dans la suite une série de notations (voir code 4.2).

Notation "a f,.b" := (MKRat a b).
Infix "++" := radd.

Notation "-- X" := ropp.

Infix "=*x" := rprod.

Infix "--" := rsub.

Notation "// x" := (rinv x).

Infix "//":= rdiv.

Notation "x == y" := (rEq x y).

Code 4.2: Notations pour la structure de rationnels

Les axiomes de la structure se répartissent en plusieurs groupes.

Plongement dans la représentation fractionnaire

Tout ce qui suit repose sur la donnée d’une surjection ri sMKRat des représentations
fractionnaires dans les coefficients rationnels de la structure abstraite.
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Parameter ri sMkRat . V x,
{ num.den :Zxpositive | x == (fst num.den)#,s(snd num den)}.

Egalité, test a zéro :
La relation d’égalité r Eq doit étre une relation d’équivalence. Ainsi la structure de
rationnels sera munie d’'une égalité de setoide.

Paraneter reqg_refl : V x, x==x.
Parameter req_sym: V Xy, X ==y =Yy == X.
Paranmeter req_trans : VX y z, X ==y — Yy == 27 =X == Z.

Enfin, on donne la sémantique de I'égalité et du test a zéro sur les fractions :

Parameter req_def : Vx vy x vy,
Xiabs ¥ == X' faps Y & X*(Zpos y') = (Zpos y) *x'.

Parameter rzero_test _def : V x v,
rzero_test (Xfiapsy) = match x with 20 — true | _ — fal se end.

Et la compatibilité de 'opération de test a zéro avec la relation d’égalité.

Parameter rO_test_ext : V x1 x2,
X1 == x2 — rzero_test x1 = rzero_test x2.

Relation d’ordre :
De la méme facon, on donne la sémantique de 'opérateur de comparaison :

Parameter rlt _def : Vxvy x vy,
rit (Xfas ¥) (X' fabsy’)

match (((Zpos y)*x' ) ?= x*(Zpos y’')) wth
| & — true |_ — false end.

et sa compatibilité avec la relation d’égalité.

Parameter rlt_ext : V x1 x2 yl y2,
X1 ==x2=>yl ==y2=rlt x1 yl =rlt x2 y2.

De méme pour 'opération de signe :

Parameter rsign_def : V x v,
rsign (xtws ¥) = match x with
| Z0 — Eq
| Zpos _ — G
| Zneg _ — Lt
end.

Paraneter rsign_ext : V x1 x2, x1 == x2 =rsign x1 = rsign x2.

Constantes et opérations :
On procéde de méme avec les opérations de corps de la structure :
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Parameter rl def : rl == 18, 1 .
Parameter r0_def : r0 == 0f,sl.

Paranmeter radd_def : V a b c d,
(aflaps b) ++ (clapsd) == (ax(Zpos d) + c*(Zpos b)) fas(b*d).

Paraneter rsub def : V Xy, X -- y == X ++ (-- y).
Paraneter rop_def : V a b, -- (afus b) == (- a)fwsb.

Paraneter rinv_def_pos : V a b,
rinv ((Zpos a)fas b) == (Zpos b)flas a.

Paraneter rinv_def_neg : V a b,
rinv ((Zneg a)tfaws b) == (Zneg b)fws a.

Parameter rprod _def : V a b c d,
(aflapsh) ** (cfapsd) == ((a * c)flaps(b*d).

4.1.3 Propriétés de la structure des coefficients rationnels

Une fois déclarée la signature de la structure de coefficients rationnels, on peut déja
dériver une série de conséquences des axiomes qui seront communes a toutes les implé-
mentations des coefficients rationnels partageant cette signature. On va donc définir un
premier foncteur, ¢’est a dire une application qui a tout module de signature RAT_STRUCT
associe un module contenant les énoncés et les preuves de ces propriétés.

On déclare un foncteur RAT_PROPS :

Modul e RAT_PROPS( Q RAT_STRUCT) .
I nport Q

Aprés avoir déclaré la structure de setoide et les différents morphismes rendu dispo-
nibles par les axiomes de compatibilité, on peut maintenant prouver :
Un lemme trivial mais utile de destruction pour les rationnels en forme fraction-
naire :

Lemma rdestruct : Vabcd a=c=Db=d= (afl.usb) == (chusd)|

Les axiomes de la structure d’anneau : par exemple,

Lenmma radd_0_| VX, 10 ++ x ==
Pr oof .
intro x.
elim(risMRat x);intros u x_def.
rewite r0_def.
rewite x_def.
rewite radd_def.
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sinpl; apply rdestruct;[ring|reflexivity].
Qed.

La preuve des propriétés d’anneau permet de pouvoir déclarer une structure abs-
traite d’anneau : qui instancie la tactique générique décrite dans la section 1.2
du chapitre 1 pour donner un outil d’automatisation des preuves d’égalité dans
la structure de coefficients rationnels, que 'on appelle a 'aide de la commande
setoid ring.

— L’intégrité de la structure de rationnels, que ’on obtient grace a celle des entiers
relatif Z de Coq :

Lemma rintegral : V X,
- x==r0=VvVy, (( x**y=r0=vy ==710).

et bien d’autres résultats élémentaires : transitivité de 'ordre rlt | régularité des
opérations,. . .

4.1.4 Formalisations du corps des réels

Le choix des spécifications des opérateurs que comporte la signature de la structure
de coefficients n’est pas encore stabilisé & ce stade de notre travail. En particulier, il est
nécessaire pour les preuves de plonger les coefficients dans une théorie des nombres réels.
Cette théorie des nombres réels est le domaine d’application de la tactique.

Les développements visant a formaliser le corps des nombres réels dans un assistant
a la preuve peuvent étre classifiés selon deux critéres indépendants : ils sont sont d’une
part soit constructifs, soit classiques, et d’autre part ils reposent soit sur une axiomatique,
soit sur une construction des nombres réels.

Systémes | Classique Constructif
Coq e Reals e FTA
(Mayero 2001) (Geuvers et Niqui 2002)
Axiomatique | Autres PVS, lIsabelle
systémes
e FTA
(Geuvers et Niqui 2002)
Coq e Réels exacts coinductifs
Construction (Bertot 2006)
(Ciaffaglione et Gianantonio 2000)
Autres HOL, HOL-Light, | Nuprl
systémes | Mizar, Nuprl, Lego

TAB. 4.1: Quelques formalisations de ’arithmétique réelle dans les systemes de preuve
formelle

Le choix d’un développement classique est conforme & la présentation la plus fréquente
dans la littérature mathématique. Dans ce contexte, le corps des nombres réels est un
corps commutatif, totalement ordonné, archimédien et complet. On dispose alors en fait
d’une structure de corps réels clos discret archimédien. Ces propriétés peuvent étre posées
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comme axiomes définissant un nouvel objet pour le systéme. C’est le choix qui est fait
dans la bibliothéque standard du systéme Coq (Mayero 2001), dans la théorie développée
dans le systéme Lego (Jones 1991) ainsi que pour les nombres réels du systéme PVS.

Il est également possible de construire cet ensemble de nouveaux objets, par exemple
a partir d’une formalisation préexistante des nombres rationnels. Il existe plusieurs facons
de réaliser une telle construction. Les deux plus utilisées sont certainement la méthode de
Cantor, qui construit les nombres réels a partir de suites de Cauchy de nombre rationnels,
et la méthode des coupures de Dedekind, qui définit un nombre réel par I'’ensemble des
rationnels qui lui sont strictement inférieurs. Dans ce contexte classique, il n’existe pas
de distinction entre les objets calculables et ceux qui ne le sont pas (signe d’'un nombre
réel, borne supérieure).

Dans les assistants a la preuve HOL et HOL-Light, la construction d’'une nouvelle
structure (plutot que son axiomatisation) garantit que l'extension du systéme obtenue
ne brise pas sa cohérence. Dans ces deux systémes, les nombres réels sont construits
classiquement & l'aide des coupures de Dedekind (Harrison 1994).

Le point de vue constructif quant a lui s’astreint a ne définir que des objets, et en
particulier des opérations, pour lesquels on sait écrire un algorithme qui en calcule la
valeur. Ainsi, dans le cas général, on ne sait pas construire une preuve finie de 1’égalité
de deux nombres réels. La propriété d’ordonnabilité du corps des nombres réels tombe
alors en défaut, et la relation d’égalité est souvent remplacée par celle de distinguabilité
1 définie comme :

-V, ~zlx

Vey,xly = ylx
Vey,xly = Vz,zlzVylz
Cette relation coincide avec la négation de ’égalité dans la théorie classique.

Un développement constructif a du sens dans un assistant a la preuve basé sur une
logique intutionniste. Ainsi, on trouve une telle construction dans le systéme Nuprl (Howe
1986), ainsi que dans le systéme Coq (Geuvers et Niqui 2002). Ces derniers travaux
comprennent a la fois une axiomatique intutionniste (tous les axiomes ont un contenu
calculatoire) et la construction d’un modéle par les suites de Cauchy. Il existe un autre
développement en Coq qui propose une axiomatique intuitionniste puis un modéle (Ciaf-
faglione et Gianantonio 2000). Ce développement utilise des types coinductifs et des flots
de chiffres ternaires pour construire le modéle des réels exacts. Enfin, des travaux plus
récents (Bertot 2006) utilisent également une représentation coindutive par des flots de
chiffres pris dans un alphabet fini; les propriétés de ces nombres réels sont montrés par
injection dans la bibliothéque standard de Coq, qui est prise comme référence.

La tactique que nous avons décrite permet de décider la théorie classique de l'arith-
métique réelle du premier ordre. D’autre part la théorie intuitionniste des corps réels clos
est indécidable (Gabbay 1973). Quel est alors 'apport amené par un tel outil d’automa-
tisation pour les formalisations constructives ? La diversité de ces développements, tant
dans leur conception que dans leurs finalités plaide au contraire pour le conception d’un
outil d’automatisation modulable, qui permette d’adapter la théorie des nombres réels
de la méme facon qu’il permet un choix dans I'implémentation des coefficients. Il serait
en effet dommage de figer la tactique en la spécialisant sur un modéle ou méme en la
rendant inexploitable dans un cadre intuitionniste. Dans un développement constructif,
la tactique perd bien sir sa complétude, pour une raison intrinséque a la théorie sur
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laquelle elle opére, mais elle ne perd pas tout intérét.

Pour pouvoir abstraire I'implémentation du modéle des réels utilisé, il faut préciser
I’axiomatique des réels utilisée par la preuve de correction de la procédure de décision. La
question est en fait de savoir quelle classe de P-formules peuvent étre décidées a partir
d’un échantillon cylindrique calculé pour la famille P.

Tout d’abord, la correction du calcul d’un échantillon cylindrique de points exhaus-
tif, et des signes réalisés par la famille en ces points se fait sans utiliser d’arguments
classiques. Pour toute formule existentielle du premier ordre qui est vraie dans la théorie
(intuitionniste) des réels, 1’algorithme construit, effectivement un témoin pour la formule.
Par contre, pour prouver une formule quantifiée universellement a partir de I’échantillon
cylindrique de points, on doit revenir a un corps réel clos discret, c’est a dire utiliser
I’axiome de trichotomie, qui exprime que l'ordre est total sur I’ensemble des nombres
réels. En effet cet argument est indispensable pour exprimer que la partition calculée est
exhaustive. L’énoncé méme de I'axiome est en fait une {X }-formule universelle, qu’on ne
peut décider constructivement.

Pour résumer, le caractére classique de la preuve de correction de cette procédure de
décision :

est due a l'utilisation de 'axiome de trichotomie
n’est nécessaire qu’au moment de l'interprétation de 1’échantillon de points, pour
traduire son caractére exhaustif

— n’interviendra pas pour les preuves du fragment existentiel.

On peut exprimer differemment le fait que seule 'exhaustivité de 1’échantillon né-
cessite un argument classique en caractérisant les formules validée par la procédure de
décision comme celles qui n’ont pas de contre-exemple classique.

Dans le Calcul des Constructions Inductives, qui est la théorie des types implémentée
par le systéeme Coq, les citoyens de premiére classe se voient attribuer I'une des deux
sortes Set ou Prop. Le sens informel de cette distinction est le suivant : la sorte Set
contient le contenu calculatoire d'une formalisation, qui dit pouvoir étre extrait vers un
langage de programmation afin d’étre exécuté. Cette extraction se fait en effacant du
développement la partie qui contient 'information logique, qui doit étre placée dans la
sorte Prop.

Néanmoins, cette distinction va au dela d’'une simple convention, et les régles de typage
qui gouvernent la bonne formation des termes sont différentes pour ces deux sortes. L'une
des caractéristiques de la sorte Pr op, réside dans le fait que les régles de typage du calcul
ne permettent pas de construire un objet résidant dans la sorte Set par filtrage sur un
autre objet qui habiterait dans la sorte Prop. On dit que la sorte Pr op est munie d’un
schéma d’élimination faible. Toutefois, le systéme de typage de Coq ne garantit pas la
calculabilité. De fait, dans les développements axiomatiques de la table 4.1 réalisés en
Coqg, on observe des choix différents pour la sorte de 'axiome de trichotomie. Dans la
bibliothéque standard, I’axiome est énoncé dans une version forte :

Axiomtotal _order T : Vrlr2:R {rl1<r2} +{rl1=1r2} +{rl1 >r2}.

La syntaxe ci-dessus signifie que cet axiome est placé dans la sorte Set, autrement dit,
on s’autorise a définir des fonctions par filtrage sur le signe d’un réel, en particulier un
test a zéro booléen.

Dans l'axiomatique constructive (Geuvers et Niqui 2002), il n'y a pas de tel axiome
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dans la sorte Set , ni méme en fait dans la sorte Prop. En notant [ #] la relation de dis-
tinguabilité définie ci-dessus, on remplace la trichotomie par le fait que 'on sait comparer
deux réels si 'on a prouvé qu’ils étaient distincts.

ax_less conf_ap : VX vy, & (x [#] vy) (less x y or less y Xx)

On ne brise pas la cohérence du systéme en choisissant une sorte ou l'autre pour I’axiome
de trichotomie.

Par contre, 'avantage d'une axiomatique de corps réel clos discret dans laquelle
I’axiome t ot al _order T serait placé dans la sorte Prop serait le suivant : une telle
structure n’autorise de définir dans la sorte Set que les objets pour lesquels on dispose
d’un moyen de construction effectif. Pour la description des faits, on utilise la sorte Pr op,
et le systéme de type empéche d’utiliser un fait pour décrire une méthode effective. Les
objets définissables dans la sorte Set sont les mémes que ceux que ’'on peut définir dans
une structure de corps réel clos intuitionniste.

Notre point de vue actuel sur I'axiomatisation de la structure abstraite sur laquelle
la tactique travaille est le suivant : le premier outil & construire doit reposer sur une
axiomatisation de corps réel clos discret archimédien dont I'axiome de trichotomie est
placé dans la sorte Prop. Dans un deuxiéme temps, il est possible d’adapter 1’outil pour
une structure de corps réel clos intuitionniste, i.e. dans laquelle on a supprimé I'axiome
de trichotomie, qui, avec le méme programme de décision et la méme preuve de correction
pourra étre appliquée au fragment existentiel de la théorie du premier ordre.

4.2 Structure du développement, structures de don-
nées

L’algorithme de décomposition algébrique cylindrique repose sur une récurrence sur
le nombre de variables des polynomes dans les atomes de la formule & décider. Le cas de
base est celui des polynomes a une seule variable et a coefficients rationnels.

Pour un probléme a n + 1 variables, on doit calculer en fonction de n :

des types de données, principalement :
celui des polynomes;
celui des codages triangulaires (voir définition 3.2.2 du chapitre 3);
— celui de I’échantillon cylindrique calculé.
— des opérations sur ces types de données :
— opérations d’anneaux sur les polynomes;

calcul d'un échantillon cylindrique exhaustif.

Tous ces objets sont dépendants de n et construits par récurrence, le cas de base des
polynomes a une variable utilisant la structure de coefficients rationnels qui parameétre
toute la procédure.

Malheureusement, le systéme de modules de Coq n’est pas adapté a ce type de pro-
blémes, du fait de la construction par récurrence. On utilise donc une structure d’enre-
gistrement dépendant pour mettre en place cette construction.

La premiére solution consiste a construire successivement des enregistrements qui
prennent en paramétre un entier n représentant la dimension du probléme. Dans ce cas,
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I'enregistrement construit posséde des champs dans la sorte Set (pour les types de don-
nées) et des champs qui représentent les différentes opérations nécessaires a la récursion :

Record Cadl(n:nat) : Set := nk_cadl{
Coef : Set ;

Pol _add : Pol — Pol — Pol; ...}

Le choix de cette premiére solution s’est avéré inadapté. Avec la version du systéme
Coq utilisée, le point fixe final qui devait construire I’enregistrement pour toute valeur du
parameétre n n’était pas accepté par le systéme en un temps raisonnable : le calcul de la
bonne formation de ce point fixe prenait un temps et des ressources CPU considérables
et de fait nous ne ’avons pas vu terminer.

Pour contourner ce probléme, nous avons adopté une démarche différente et finalement
plus proche de la construction mathématique standard d’une telle récursion. Il s’agit en
fait de remarquer que puisque la récurrence sur laquelle repose la construction n’est pas
forte, on peut en fait se passer de la dépendance en n et ne travailler en fait qu’avec les
deux niveaux jamais considérés dans la preuve : I’hypothése de récurrence et le niveau a
construire.

En pratique on sépare le calcul des types de données de celui des opérations. Sous
I’hypothése qu’on dispose des types de données construits pour le niveau n, on programme
des constructeurs de types qui construisent les types de données correspondant pour le
niveau n+1. Ces types de données du niveau n sont également donnés en parameétres a
I'enregistrement qui rassemble les opérations programmeées pour le niveau n+1.

Finalement, pour chaque type de données ainsi que pour I'enregistrement, la version
dépendante du parameétre n est construite par un point fixe qui itére le constructeur de
types.

Tout d’abord nous donnons dans la section 4.2.1 la méthode a deux niveaux suivie
pour construire les types de données dépendants. Ensuite, dans le section 4.2.2, nous
exposons le principe de la construction des opérations sur ces types de données.

4.2.1 Types de données

La premiére étape est de définir les types de données sur lesquels les fonctions a
programmer vont opérer. Dans cette section, on explique comment sont programmés les
constructeurs de types, qui prennent en paramétre les types de données du niveau n
pour fabriquer les types du niveau n+1. Puis on donne les points fixes qui itérent cette
construction dans la phase finale d’assemblage du code, qui se trouvent dans un module
compilé distinctement.

Polyn6émes

Le premiére exemple illustrant cette construction est celui du type des polynémes. En
fait on a déja donné le constructeur de types correspondant au chapitre 1, dans le code
1.1:

‘ (x Type des coefficients x)
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Vari abl e Coef : Set.

I nducti ve Pol 1: Set: =
| Pc : Coef — Poll Coef
| PX : Poll Coef — Coef — Poll Coef.

Dans tout le développement des opérations de niveau n + 1, on n’aura accés qu’au
type Coef , (qui est en fait le type des polyndémes de niveau n) et au type Pol 1 Coef .

Naturellement, pour n = 0, le type construit doit étre celui des coefficients ration-
nels, c’est a dire des coefficients de base, qui est le champ Rat du module de signature
RAT_STRUCT donné en parameétre.

On peut maintenant programmer le point fixe qui fabrique les polynomes a n variables
pour une valeur arbitraire de n.

Fi xpoi nt Pol n(n:nat): Set: =
match n with
| O = Rat
|S n= Poll (Poln n)
end.

Sur le méme modéle, on construit un type qui retient les informations sur un polynéme
qui sont calculée souvent dans les différentes étapes du calcul de CAD. En fait pour chaque
nouveau polynéme calculé, que ce soit dans un calcul d’élimination de variables, ou dans
un calcul de coefficients de Bernstein, on mémorise un quintuplet contenant :

La valeur du polynoéme;
Sa partie sans carrés;

— Le degré de sa partie sans carré;

— Le signe du polyndéme en —o0;

— Le signe du polynome si I'on sait qu’il est constant.

Pour chaque niveau n, ce type | nf 0 est construit de facon identique a la construction
des polyndmes. Pour n = 0, il est égal au type des coefficients rationnels, qui ne nécessitent
pas un tel traitement.

Codages triangulaires algébriques

Pour calculer la CAD d’une famille de polynémes P a n + 1 variables, ’algorithme
manipule des points de R™ qui sont issus d'un échantillon exhaustif de points calculé pour
la famille Elim(P). Ces points de R™ ont des coordonnées algébriques (qui peuvent étre
rationnelles) et on les représente sous la forme de codages triangulaires.

Les codages triangulaires de dimension n + 1 sont construits a partir des codages de
dimension n, en ajoutant 'information qui définit la derniére coordonnée.

Au niveau n + 1, on dispose du type coefi nf o, qui la valeur de | nf o pour le niveau
n et de Coef le type des coefficients. Le cas algébrique de la n 4+ 1éme coordonnée des
codages triangulaires de dimension n + 1 est défini en Coq de la fagon suivante :

(+ Type des coefficients x)
Variabl e Coef : Set.

(+Type des informations retenues pour les coefficients x)
Vari abl e coefinfo : Set.
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Let Pol := Pol1l Coef.

Definition nkAlg := uple5 Rat Rat Pol Pol (list coefinfo).

Le constructeur upl e5 est un constructeur de quintuplets polymorphes. Un élément de
type nkAl g contient les bornes rationnelles a et b de I'intervalle, le polynéme annulateur
P, sa partie sans carrés P et les coefficients de Bernstein de P sur ]a, b].

On passe ensuite simplement d’un codage triangulaire pat h de dimension n a un
codage triangulaire next _pat h de dimension n + 1 en ajoutant une coordonnée :

(x Type des coefficients x)

Vari abl e Coef : Set.

(«xType des informations retenues pour les coefficients x)
Vari abl e coefinfo : Set.

(x Type des codages triangulaires en dimension nl x)

Vari able path : Set.

(* mkRpoint est soit un mkAlg, soit un nombre rationnel x)
Let next | abel := nkRpoint.

Definition next _path := (path * next | abel).

Le point fixe qui itére cette définition utilise les types de données des polyndmes et
des informations retenues pour les polynémes.

Fi xpoi nt pathn(n:nat): Set: =
match n with
| Gzuni t
| S n = next_path Rat (Poln n) (Infon n) (pathn n)
end.

Echantillon cylindrique

L’algorithme de décomposition algébrique cylindrique calcule, pour une famille de
polynémes a n variables, un échantillon cylindrique de points de R™ qui est représenté
de fagon arborescente (voir la définition 3.1.9 du chapitre 3). On rappelle que les noeuds
internes de ces arbres sont étiquetés par des nombres réels, et leur feuilles, par des listes
de signes. En fait on étiquette les feuilles par une liste de couples formés d’un polynome
et de son signe.

Pour une famille P de polynomes a n+ 1 variables, on calcule récursivement un arbre
de profondeur n 4+ 1 qui correspond a la famille de polynémes a n variables Elim(P). A
partir de celui-ci, on calcule I’arbre de profondeur n+2 qui décrit I’échantillon cylindrique
pour la famille P.

Sur la figure 4.1 on a représenté un échantillon cylindrique de point en dimension n.
Les noeuds internes étiquetés par des nombres réels sont représentés par des carrés. Les
feuilles, qui sont étiquetées par des listes de couples polynome et signe, sont représentées
par des cercles.

Pour chaque feuille de I’échantillon cylindrique, on peut associer au chemin de la racine
vers cette feuille un point Z = (21, ..., 2,) de R™. Les coordonnées de ce point Z sont les
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étiquettes portées par les noeuds du chemin : la premiére coordonnée est I’étiquette du
noeud de profondeur 1, etc.

signe(P1(z))
sign:e(Ps(z))

F1G. 4.1: Echantillon cylindrique de points en dimension n

Pour calculer I’échantillon cylindrique de points de la famille P, pour chaque Z associé
a un chemin, I’algorithme calcule une subdivision de la droite Z X R et une liste de points
{z1,...,2,} contenant un point par intervalle de cette subdivision.

Ainsi dans 'ensemble des points de I’échantillon, chaque élément Z € R"™ est remplacé
par la liste des points (Z,21),. .., (Z, z,).

Dans la structure arborescente, cela signifie que chacune des feuilles portant les signes
des polynomes de Elim(P) est remplacé dans le nouvel arbre par un “bourgeon” de
profondeur 1, c’est a dire une liste de noeuds internes, qui sont chacun pére d’une feuille
portant les signes des polyndomes de la famille P. Ce processus est illustré sur la figure
4.2.

zn zn

AVE AN

O

F1G. 4.2: Construction d’un échantillon de dimension n -+ 1

Le type des échantillons de points de niveau n doit lui aussi étre construit par récursion
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comme un type dépendant de n. En effet un noeud de profondeur k est étiqueté par la
kéme coordonnée d’un codage triangulaire. Le type de cette étiquette dépend ainsi de k,
c’est en fait le type nkRpoi nt ci-dessus.

On utilise encore une fois le principe des deux niveaux pour construire ces arbres
polymorphes. Remarquons que ces arbres poussent par les feuilles, et non pas par la
racine. Par conséquent, on ne construit pas directement le type des échantillons de points
de niveau n, mais un type des échantillons de points de niveau n a paramétre.

Pour obtenir le type des échantillons de points de niveau n, on instancie le paramétre
par le type des listes de couples | i st (nkRpoint * (Pol * Sign)). Pour obtenir le
type des échantillons de points de niveau supérieur, on instancie le paramétre par le type
des “bourgeons”.

(*+ Hypothese de récurrence au niveau n

le type donne en argument est celui des feuille de 1’arbre x)
Vari abl e nkCad: Set — Set.

Si I'on dispose d'un constructeur de type qui fabrique le type des échantillons de
points de niveau n étant donné le type Leaf _t ype de ses feuilles, alors on sait donner le
constructeur analogue pour le niveau n (voir code 4.3).

(# Le constructeur du type des échantillons de profondeur n,
qui prend en argument le type des feuilles de 1’arbre x)
Vari abl e nkCad: Set — Set.

(+ le type des nouvelles coordonnees algebriques. C’est le type des
noeuds de profondeur n dans un echantillon de niveau n+1 )
Let next | abel := nkRpoint.

(* Le constructeur du type des echantillons de profondeur n+1, dont
les feuilles ont le type Leaf typesx)
Definition next_nkCad(Leaf type: Set): =

nmkCad (list (next _|abel * Leaf _type)).

Code 4.3: Construction du type des échantillons de points

Un échantillon cylindrique de niveau 1 est constitué d’une liste de points algébriques,
et ses signes réalisés en chacun de ces points par les polynomes de la famille. I.’opérateur
nmkCad est initialisé avec I'identité :

Fi xpoi nt nkCadn(n:nat): Set — Set:=
match n with
|O= fun A :Set = A
| S n = next_nkCad Rat (Poln n) (Infon n) (nkCadn n)
end.

Il s’agit maintenant de décrire la construction des opérations manipulant ces types de
données, et la mise en place compléte du procédé de récursion.
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4.2.2 Opérations

Lorsqu’on dispose des types de données du niveau n, par hypothése de récurrence, et
qu’on a construit les types de donnés du niveau n+1, on dispose de toute I'information
nécessaire pour écrire le type des fonctions que 'on doit programmer au niveau n+1.

On peut donc définir le type de I’enregistrement qui sera construit pour chaque valeur
de n et qui rassemble les fonctions construites par récurrence sur n. En particulier I'un
de ses champs est la fonction qui construit un échantillon cylindrique exhaustif pour une
famille de polyndomes.

Le type de cet enregistrement, représenté sur le code 4.4, ne dépend pas lui non
plus de n. Il prend en paramétre les types du niveau n et utilise les types du niveau
n+1 préalablement construits. Contrairement aux exemple de la section 4.2.1, le type de
I’enregistrement pour un niveau n+1 donné ne prend pas comme paramétre le type de
I’enregistrement construit au niveau n.

Une description détaillée des opérations ci-dessus prendrait beaucoup de place, nous
renvoyons le lecteur intéressé aux commentaires insérés dans le code Coq.

Remarquons simplement que certaines des opérations, comme pat h_r ef i ne qui raf-
fine un encodage triangulaire, prennent en argument un entier. Cet entier représente
une borne sur le nombre de pas de dichotomie autorisé dans les calculs d’isolation. Les
fonctions qui prennent un tel argument renvoient ainsi un type option qui refléte I'échec
possible du calcul par manque de ressources. On peut supprimer cet aspect peu satis-
faisant du code en prévoyant le nombre de pas de dichotomie nécessaire a partir de la
famille de départ. C’est en effet possible puisque la borne recherchée est en fait fonction
de la distance minimale entre deux racines distinctes des polynomes de la famille, et que
cette quantité s’estime en fonction des coefficients des polynomes. Nous avons eu recours
a cette solution provisoire pour des considérations de simplicité, mais nous prévoyons de
supprimer ces options incessamment, simplement en programmant le calcul de la borne.

Pour un niveau n donné, '’ensemble des opérations, qu’elles soient des champs de
I’enregistrement ou bien des opérations “auxiliaires”, se répartit en trois catégories :

— Celles qui sont spécifiques au cas de base des polynémes a une variable sur des

coefficients rationnels.

Celles qui sont spécifiques au cas des polyndmes a plusieurs variables.

Celles que I’on peut construire a partir d’hypothéses sur I’ensemble des coefficients
qui seront réalisées a la fois dans le cas de coefficients constants rationnels et dans
le cas de coefficients polynomiaux.

Par exemple, la programmation des opérations d’anneau pour les polynomes a une
variable sur une structure d’anneau de nécessite seulement la donnée des opérations d’an-
neau sur les coefficients, et cette construction ne dépend pas de la nature des coefficients
considérés.

Par contre les opérations d’élimination d'une variable n’ont de sens que pour les
dimensions supérieures.

Malheureusement on ne peut pas mettre en place le partage de ce code dans la confi-
guratin actuelle du systéme de modules de Coq. Un mécanisme de propagation des para-
meétres de modules définis dans des sections pourrait par exemple permettre ’abstraction
du code commun au cas de base et au cas récursif par un foncteur, mais cette possibilité
n’est pas disponible a ce jour.
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(x Type des coefficients rationnels x)
Variable Rat : Set.

(+ Type des coefficients des polynomes x)
Vari abl e Coef : Set.

Let Pol := Pol 1l Coef.

(+ Type des informations necessaire au calcul de signe x)

Let build_Info := uple5 Pol Pol N Sign Sign.

(x Type des chemins dans 1’ arbre des echantillons de niveau n x)
Vari able path : Set.

Let next | abel := nkRpoint.

Definition next _path := (path * next | abel)

(x Constructeur du type des echantillons de niveau n, etant donne le
type des feuilles =)

Vari abl e nkCad: Set — Set.

Definition next_nkCad(C. Set):= nkCad (list (next_|abel = Q).

Record Cad : Set := nk_cad {

Pol O . Pol ;

Pol 1 . Pol;

Pol _add . Pol — Pol — Pol;

Pol _rmul Rat . Pol — Rat — Pol;

Pol _rmul . Pol — Pol — Pol;

Pol sub . Pol — Pol — Pol;

Pol _opp . Pol — Pol;

Pol of Rat . Rat — Pol;

Pol i s_Rat . Pol — bool;

Pol zero test . Pol — bool;

Pol _base _cst_sign . Pol — Sign;

Pol _pow . Pol — N — Pol;

Pol _di v_Rat . Pol — Rat — Pol;

Pol div . Pol — Pol — Pol;

Pol gcd _gcd free . Pol — Pol — Pol * Pol * Pol;
Pol _square_free . Pol — Pol;

pat h_refine . next_path — nat — option next_path;
Pol _| ow_bound . Pol — path — Rat;

Pol val ue_bound . next_path — Pol — Rat * Rat;
I nf o_of _Pol : Sign — Pol — build_Info;

Pol | ow sign . path — Pol — Pol — nat —

(path = (Sign));
Pol sign_at : build Info — next_path — nat —
next _path » (Pol =* Sign)% ype;
Pol cad : list Pol — nat — next_nkCad (list (Pol * Sign)) }.

Code 4.4: Enregistrement calculé par la procédure
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La partie purement calculatoire du développement s’organise en cinq modules compi-
lés (dont le contenu est rendu disponible par I'instruction Requi r e) et un bloc de quatre
fichiers chargés (dont le contenu est rendu disponible par U'instruction Load). Cette dis-
tinction permet de factoriser le code partagé par le cas de base et le cas récursif de la
procédure.

La répartition est la suivante :

Le module CAD t ypes contient les définitions des constructeurs de types décrits

dans la section 4.2.1.

— Le module Tar ski contient les définitions des points fixes qui itérent les construc-

tions de types de données, jusqu’au point fixe qui construit pour chaque valeur de
n un enregistrement CAD.
Le module One_di mcontient un foncteur qui prend en argument une structure de
coefficients rationnels. Le module obtenu définit le cas de base de la récurrence,
c’est a dire un enregistrement nommé One_di m cad, de type Cad pour le probléme
a une variable.
Le module Up_di mcontient un foncteur qui prend en argument une structure de
coefficients rationnels. Il définit le constructeur de type pour fabriquer un enregis-
trement de type Cad contenant les opérateurs du probléme a n 4 1 variables sous
I’hypothése qu’on dispose d’un enregistrement de type Cad contenant les opérateurs
du probléme a n variables.
Les fichiers Pol _on_Coef, Pol _on_Coef on_Rat, Bern et Al g contiennent du
code partagé par les deux modules One_di met Up_di m
Encore une fois, la dépendance récursive des opérations, qui impose une construction
par point fixe sur un entier rend inutilisable le systéme de modules dans ce contexte.
Le partage du code se fait grace a des conventions de nommage dans les variables :
on a pris soin dans le préambule des modules One_di met Up_di mrespectivement,
de donner le méme nom aux constantes utilisées par le code partagé contenu dans
ces fichiers. Par exemple, le coefficient constant nul est nommé c0 dans les deux
modules One_di met Up_di m alors qu’il est instancié par le rationnel nul dans le
premier cas et par le champs PO de la variable de type Cad dans le second cas.

La séparation en quatre fichiers a été faite pour faciliter la hiérarchie des preuves :

on a rassemblé
Dans Pol _on_Coef, les opérations construites pour les polyndmes en formes de
Horner creuse a partir des opérations disponibles sur un anneau de coefficient :
égalité, opérations d’anneau,... ;

— Dans Pol _on_Coef _on_Rat, les opérations sur les polyndmes qui dépendent
des rationnels : multiplication d’'un polynoéme par un rationnel, injections des
rationnels dans les polynémes (constants)...

Dans Ber n, les définitions des opérations de calcul sur les coefficients de Bernstein

— Dans Al g, les définitions des opérations de calcul sur les codages triangulaires
algébriques.

4.2.3 Partage dans la structure d’échantillon cylindrique

Dans la section 4.2.1 on a vu que la structure d’arbre qui représente 1’échantillon
cylindrique de points est un arbre qui grandit par les feuilles. En effet, pour calculer
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CAD_types

Record Cad := mk_cad ...

Module ONE(Q:RAT_STRUCT)

Let Coef := Rat.

Qabs

Module Type RAT_STRUCT.

End RAT_STRUCT.

Let cO :=rO.
Pol_on_Coef
Pol_on_Coef _on_Rat
Load <
Bern
Alg

Definition One_dim_cad := mk_cad |{.

End ONE.

Module UP(Q:RAT_STRUCT)

Variable C:Set.

Let Coef := Poll C.

Variable CAD_n : CAD ...

Let cO:= Pol_0 CAD _n.

b

Load

One_dim

Definition CAD_n_plus_one :=mk_ca

End UP.

End CAD_gen.

Module CAD_gen(Q:RAT_STRUCT)

Fixpoint CADn(n:nat): Cad (Poln n)...

Tarski

Up_dim

F1G. 4.3: Architecture du développement
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un échantillon de niveau supérieur, on remplace une feuille d’'un arbre par une liste de
nouveaux noeuds (voir la figure 4.2).

En calculant la liste des nouveaux noeuds qui doivent remplacer une feuille donnée,
on peut avoir a calculer des mises a jour des étiquettes des noeuds internes sur le chemin
qui meéne a cette feuille. Ceci correspond au phénoméne de raffinement des codages tri-
angulaires décrit dans la section 3.3.2, il peut se produire dés que 'on calcule une borne
de Cauchy ou bien le signe d'un nombre algébrique. Dans la structure arborescente d’un
échantillon cylindrique, un chemin de la racine & un noeud correspond exactement a un
codage algébrique.

Il est a priori intéressant de propager les calculs de raffinements dans la structure
d’arbre, c’est a dire de mettre a jour les noeuds internes de I'arbre au fur et & mesure
qu’on les calcule pour éviter la perte d’information sur la précision des encadrements et
une répétition inutile des calculs.

La mise a jour dans I'arbre se fait par recopie successive des chemins dont on a calculé
un raffinement.

Toutes les opérations qui peuvent conduire a une mise a jour des codages triangulaires
renvoie, en plus de leur valeur, la valeur de la mise a jour du codage. C’est le cas par
exemple de la fonction Pol _| ow_si gn de l'enregistrement décrit sur le code 4.4. En
bout de chaine, I'opération qui transforme une feuille d'une échantillon de niveau n en le
nouveau bourgeon (voir encore en figure 4.2), calcule non seulement la liste des nouveaux
noeuds, mais aussi une mise a jour des étiquettes du chemin menant a cette feuille.

On suppose que I'on dispose d'un opérateur qui permet la mise a jour d’un échantillon
cylindrique de niveau n.

Variable path : Set.
Variable nkCad_map : Vv C D : Set,
(path — C — (path * D)) — nkCad C — nkCad D.

La figure 4.4 illustre le type de cet opérateur nkCad_nap, en représentant graphique-
ment les instanciations des types C et D qui seront faites en pratique.

§:path g:c g%gﬂ

pdated !
— JUJLl)— -

pdated !

F1G. 4.4: Construction d’un échantillon de dimension n -+ 1
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Le type pat h est celui des chemins dans un échantillon cylindrique de niveau n (donc
des codages triangulaires de dimension n). Le type C est le type des feuilles dans un
échantillon cylindrique de niveau n, et Dest le type des éléments par lesquels on remplace
ces feuilles pour obtenir un échantillon cylindrique de niveau n + 1.

On dispose d’une opération qui calcule a partir d’ une feuille de type C et de son
chemin de type pat h, une valeur mise a jour du chemin et un élément de type D.

[’opérateur de mise a jour, a partir de ces arguments et d'un échantillon cylindrique
de niveau n, dont les feuilles sont de type C, calcule un échantillon cylindrique de niveau
n dont les feuilles sont de type D, c’est a dire dans la pratique un échantillon cylindrique
de niveau n + 1. Dans ce nouvel échantillon, les noeuds internes ont été mis a jour.

Dans ces conditions, on peut programmer l'opérateur de mise a jour correspondant au
niveau n+ 1, qui propage les raffinements de gauche a droite grace a la fonction auxiliaire
two_f ol d.

Vari abl e nkCad: Set — Set.
Definition next | abel := nkRpoint.

Definition next_nkCad(C:. Set): = nkCad (list (next_label = C)).
Definition next _path := (path * next | abel).

Fi xpoint two_fold(A B C: Set)
(f: A= B — (AQ)(a:A(l:list By{struct I}: Ax* (list Q:=
match | with
[nil = (a, nil)
|b::11 =
let (al, cl) f ab in
let (a2, 12) :=tw foldf al llin
(a2, (cl::12))

end.

Definition next_nkCad_map(C D:. Set)
(f:next_path — C — (next_path * D))
(t:next_nkCad C) : next_nkCad D : =
et aux(p : path)(leave : list (next_label * Q))
path=(list (next_label » D)):=
let f_aux (p:path)(np:next I abel*C): pat hx(next | abel*D): =
let (nlabel,c) :=npin
| et (updated_npath,d):=f (p,nlabel) c in
(fst updated_npath, (snd updated npath,d)) in
two_fold path (next_| abel*C) (next |abel = D) f_aux p leave in
nkCad_map (list (next _label » C) (list (next_label » D)) aux t.

Code 4.5: Mise a jour dans la structure d’échantillon cylindrique

Pour finir, on programme le point fixe qui itére la construction de cet opérateur pour
toute valeur de n. Ce point fixe est programmé comme dans le code 4.6. La construction
match ... return ... wth est celle qui permet au systéme Coq de typer des termes
construits par un filtrage, ici sur n, dont le type des branches dépend de n.
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Fi xpoi nt nkCad_rmapn(n: nat) (C D: Set) {struct n}:
((cell _pointn n)— C — ((cell _pointn n) * D)) —
nkCadn n C — nkCadn n D: =
match n return
((cell _pointn n)— C — ((cell _pointnn) = D)) —
nkCadn n C — nkCadn n D

with
| O=
let res(f : unit - C — unit » D(x:Q:D:=snd (f tt x) in
fun f : unit — C — unit * D= (fun x:C=res f Xx)
|S n=
fun

(f : (cell_pointn (Sn))— C — ((cell_pointn (S n)) = D) =
next _nkCad_nap
Rat (Poln n) (Infon n) (cell _pointn n)
(nmkCadn n) (nkCad_mapn n) C D f
end.

Code 4.6: Point fize construisant ’opérateur de mise a jour des échantillons cylindriques

Comme les types des étiquettes des noeuds sont différents selon leur profondeur dans
larbre, il est difficile d’écrire un type générique pour les (sous-)arbres manipulés. Ceci
serait nécessaire pour utiliser des structures de données plus efficaces(Huet 1997) pour
mettre en place ce partage.

D’autre part, méme s’il est naturel de partager les mises a jour dans les noeuds
internes, sur les exemples que j’ai pu tester, le gain est trés faible par rapport a la structure
naive d’arbre non étiqueté dans laquelle les chemins sont stockés dans les feuilles. Dans
cette structure naive, deux feuilles partageant des ancétres communs ne peuvent tirer
parti de cette propriété.

Le faible impact de cette optimisation s’explique en grande partie par la faible com-
plexité géométrique des problémes résolus en temps raisonnable par ce programme : le
nombre de variables est faible, ce qui limite la profondeur des arbres, et le nombre de
cellules au dessus d’'un méme point est souvent peu élevé.

4.3 Un prototype de tactique

4.3.1 L’approche réflexive

L’objectif de ce travail est de faire de I'algorithme de calcul de CAD que nous avons
implémenté dans le systéme Coq le moteur d’'une tactique réflexive (voir section 1.2.1)
pour I'assistant a la preuve.

Rappelons que la programmation d'une tactique réflexive comprend trois grandes
phases :

— La premiére phase consiste & définir la syntaxe de la classe de problémes a laquelle

on s’intéresse. Pour cela, on définit un type inductif, sur lequel on pourra donc
programmer par filtrage, qui décrit cette syntaxe. On doit également fournir une
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fonction d’interprétation qui transforme un élément du type abstrait en une ins-
tance concréte du probléeme dont on veut automatiser la preuve. Enfin, un oracle
programmé dans le méta-langage du systéme doit permettre de “deviner” la version
abstraite, syntaxifiée d'une instance de ce probléme.

La seconde phase est la programmation de la procédure de décision a proprement
parler, qui est une fonction prenant en argument un élément du type abstrait défini
dans la premiére étape et qui calcule une valeur booléenne.

— Enfin, la derniére phase doit fournir le théoréeme de correction de la procédure. On
doit construire la preuve formelle qu'une réponse positive de la procédure de déci-
sion sur un argument donné constitue effectivement une preuve de l'interprétation
concréte de cet argument.

Ici la classe des problémes dont on veut réfiéchir la syntaxe est I’ensemble des formules
closes du premier ordre de la théorie de corps réel clos archimédien. On construit donc
un type abstrait pour les formules du premier ordre dont les atomes sont des conditions
de signes sur des polynomes a coefficients rationnels.

I nductive Form: Set :=
I nductive Atom: Set := | Aatom Atom — Form
| Pos : Pol — Atom | Anot . Form — Form
| Neg : Pol — Atom | Aand : Form — Form —Form
| Zero : Pol — Atom | Aor . Form — Form —Form
' | Aall @ Form — Form
| Aex : Form — Form

F1G. 4.5: Définition inductive du type abstrait des formules

La définition de la figure 4.5 suppose implicitement que l'on a fixé le nombre de
variables et un ordre sur ces variables.

On définit aussi 'interprétation intuitive Phi : Form — Prop qui transforme une
formule abstraite en une proposition concréte (qui est un terme Coq de type la sorte
Prop). Cette interprétation se définit simplement par induction sur la structure de la
formule abstraite. Chaque atome abstrait est envoyé vers sa version concréte grace a
I’évaluation des polynomes en une liste de variables réelles. Chaque connecteur et chaque
quantificateur abstrait est transformé en son analogue concret dans Pr op.

Pour programmer 'oracle qui associe a chaque formule concréte (élément de la sorte
Prop) de la théorie du premier ordre des nombres réels un élément de type For m on dis-
pose dans le systéme Coq de deux outils. Le premier est le métalangage Ltac, utilisable en
ligne de commande, que nous avons déja utilisé dans le chapitre 1 lors de la conception de
la tactique d’automatisation dans les structures d’anneau. Malheureusement, 1’expressi-
vité de ce métalangage est limitée. En particulier, il ne permet pas a ce jour d’accéder au
nom d’une variable liée par un quantificateur dans le but traité par la tactique. Ceci est
un obstacle rédhibitoire a I'utilisation de Ltac pour la fabrication de la tactique générale.
En revanche, il est possible d’écrire un prototype de tactique en Ltac qui ne résout que les
formules universellement quantifiées. Pour ces formules, I'introduction systématique des
quantificateurs universels permet de récupérer les noms des variables qui sont désormais
devenues des éléments du contexte. Pour écrire l'oracle, et par suite la tactique, le plus
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général, il faudra utiliser un programme Ocaml, qui est le langage dans lequel Coq est
lui-méme écrit.

Il faut enfin programmer la procédure de décision f qui calcule une valeur de vérité
booléenne pour chaque élément de type For m Dans le cas qui nous occupe, cette pro-
cédure de décision est celle qui est décrite dans la section 3.1.4, et dans le code 3.4. On
rappelle que cette procédure extrait tout d’abord de la formule & décider la famille des
polynomes figurant dans ses atomes. Puis, elle calcule une CAD de cette famille (ou plus
précisément un échantillon cylindrique de points). Finalement la procédure de décision
calcule la valeur de vérité de la formule de départ en parcourant ’arbre calculé par la
procédure de CAD en fonction de sa structure.

Si on note f : Form — bool la procédure de décision qui a une formule de type
For massocie sa valeur de vérité en tant que formule de I'arithmétique du premier ordre
sur les réels, le théoréme de correction de la tactique s’énonce ainsi :

Theoremf _correct : V F:Form (f F) =true = (Phi F)

Lorsque l'utilisateur utilise cette tactique pour obtenir une preuve d’'une formule,
l'oracle calcule d’abord un élément F : For mtel que cette formule soit syntaxiquement
égale a (Phi F). Puis la tactique applique le théoréme f _correct ci-dessus, pour
cette formule abstraite F. Enfin, le vérificateur de types calcule la valeur de (f F), c’est
a dire de la procédure de décision appliquée a F. Si cette valeur est bien true, alors la
preuve est terminée. Sinon, la tactique échoue.

La preuve du théoréme de correction de la procédure est bien sir un défi important.
Cette seule preuve utilise en fait toutes les preuves de correction de toutes les fonctions
utilisées dans le calcul de la CAD, depuis les opérations d’arithmétique polynomiale
jusqu’a la correction de l'opérateur d’élimination des variables. Ce théoréme, dont la
preuve formelle est trés grosse, est établi (et vérifié) une fois pour toute, ensuite son
énoncé sera utilisé & chaque application réussie de la tactique.

4.3.2 Prototype et exemples d’utilisation

Pour le moment, seule est disponible une version prototype de la tactique nommeée
Tar ski, qui traite les buts quantifiés universellement. Le calcul effectué utilise en effet
notre programme Coq de calcul d’échantillon cylindrique, mais le théoréme de correction
de la tactique est posé en axiome. Comme la preuve de ce théoréme n’influe pas sur
les performances de la tactique en termes de temps de calcul, ce prototype donne une
idée exacte des temps de preuve en utilisant cette méthode, indépendament de 'état
d’avancement de la preuve formelle de la correction.

Les exemples ci-aprés ont pour but de montrer les problémes que 'on peut envisager
de traiter de facon automatisée avec une tactique basée sur l'algorithme de CAD. Les
temps d’exécution donnés représentent le calcul d’'une CAD compléte pour la famille de
polynomes considérées. Pour la taille des problémes envisagés, le calcul de la forme syn-
taxifée et le parcours de I’arbre lors de la phase de décision se font en temps négligeable.
L’exécution est réalisée par le systéme Coq en utilisant la réduction compilée vers une ma-
chine virtuelle (Grégoire 2003) et une implémentation des nombres rationnels construite
au dessus de 'arithmétique modulaire certifiée des entiers récemment implémentée en
Coq (Grégoire et Théry 2006). Le processeur utilisé est un Pentium 4 a 3GHz.
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Un polyn6éme, une variable, des racines simples

Calcul d’'une CAD pour la famille réduite a un unique polynéme :

(X -1)(X—2)...(X —n)}

n | 81012 ] 14 | 16 | 18 | 20
secondes | 17 | 80 | 349 | 1057 | 3167 | 7556 | 16885
Remarquons que jusqu’a n = 20, le calcul de la CAD pour la famille & n polynémes

(X =1),....(X —n)}

est immédiat.

Deux polyndmes, une variable, des racines communes et des racines propres

Calcul d’'une CAD pour la famille & deux polynémes :
{(X-1D)(X-2)...(X=2n),=(X—n)(X—=(n+1))...(X =3n)}

Ces deux polynomes sont de degré 2n et ont n racines communes et n racines propres.
n ‘ 4 ‘ 5 ‘ 6 ‘ 7 ‘ 16 ‘ 18 ‘ 20
secondes ‘ 18 ‘ 86 ‘ 370 ‘ 1138 ‘ 3376 ‘ 8063 ‘ 18031

Avec des cercles

Deux cercles disjoints : {(X —4)*+Y? -1, X*+Y? -1}

Calcul en 17 secondes

Deux cercles tangents : {X?+Y?—1,(X —2)?+Y? -1}

Calcul en 27 secondes

Deux cercles qui s’intersectent : {(X —1)2+ Y2 -1, X?+Y2 -1}
Calcul en 17 secondes

Trindme du second degré

La décomposition algébrique cylindrique du polynéme en quatre variables a X24bX +c
est calculée en un peu moins de 3 minutes.

Un exemple de J. Avigad

Dans son rapport sur la formalisation en Isabelle du théoréme de nombres premiers
(Avigad, Donnelly, Gray, et Raff 2005), J. Avigad donne un exemple type des problémes
de manque d’automatisation que les auteurs ont rencontré au cours de leur travail de
formalisation. Ce probléme en quatre variables, de degré total 3 mais linéaire en chacune
des variables est traité en 156 secondes par la tactique.
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Le théoréme de Feuerbach

Le théoréme de Feuerbach est un résultat de géométrie du triangle qui établit que dans
une triangle, le cercle d’Euler est tangent aux trois cercles exinscrits et au cercle inscrit.
Un systéme de coordonnées cartésiennes bien choisi permet d’exprimer ce probléme sous
la forme d’un systéme d’inégalités polynomiales :

Voy, o+ (—z+ 22+ %) > 0Ay22(z — 1) >0Az > 0Ay > 0A —((—4)2" + 2% — 4 %
oyt x (=31 4+ y?) — 4 x 2% x (1 + 3% y?) — 423y? x (2 + 3 x y?) + 25(6 + 4y?) + y*(—63 +
2y2 + ) + 24 (1 + 1492 + 69*) + 22%y% — 27y* + 29°) <0

Ce probléme a deux variables et de degré total 8 n’est pas calculé en temps raisonnable
par le programme dans son état actuel.

4.4 Conclusion et prolongements

La procédure de calcul d’un échantillon cylindrique exhaustif pour une famille quel-
conque de polyndmes ayant un nombre de variables arbitraires est complétement ache-
vée dans le systéme Coq. Ce travail repose sur une architecture de code assez élaborée.
L’utilisation de Coq comme langage de programmation impose certains idiomatismes,
notamment comme nous ’avions déja mentionné au chapitre 1 dans I’écriture des points
fixes. Néanmoins ceci ne constitue pas, et de loin, la difficulté majeure de cette implan-
tation. Nous pensons que le travail n'est pas significativement plus difficile que si I'on
avait choisi un langage de programmation plus conventionnel comme Ocaml. Les types
dépendants du language de programmation de Coq ont par ailleurs permis d’obtenir une
solution élégante pour la mise en place de la récursivité de ’algorithme. Concevoir une
implémentation compléte d’un algorithme de calcul de CAD reste néanmoins un puzzle
algorithmique sophistiqué, essentiellement a cause du traitement des cellules construites
au dessus d’un point algébrique?.

A notre connaissance (Brown 2004) il existe au moins quatre implémentations com-
plétes et opérationnelles d’algorithmes de calcul de CAD :

QEPCAD est un programme interactif écrit en C, basé sur la librairie de calcul
formel SACLIB. 11 est dii & H. Hong mais a bénéficié d’autres contributeurs parmi
lesquels G. E. Collins (Hong 1990)

— QEPCADB est issue de QEPCAD mais a été amélioré et étendu par C.W. Brown. Il
est développé en C++ et disponible a I'adresse
http://ww. cs. usna. edu/ ~qepcad (Brown 2003). Il s’agit certainement de
I'implémentation la plus compléte disponible a ce jour, tant dans les versions de
I'opérateur de projection qu’elle propose que dans les outils d’exploitation de I'in-
formation donnée par un calcul de CAD.
RLCAD est implémentée dans l'extension REDUCE du systéme de calcul formel
REDLOG et disponible & I'adresse ht t p: / / ww. r educe- al gebra. coni .
Une implémentation de 'algorithme de CAD a été intégrée a la distribution de
Mathematica (Strzebonski 2000)

3C.W. Brown, auteur de I'implémentation QEPCADB explique dans (Brown 2004) : “I'd also like to
point out that while implementing CAD in its full generality is difficult, implementing CAD for full-
dimensional cells only is easy !”
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R. Rioboo a également réalisé une implémentation compléte d’un algorithme de CAD
dans le language Axiom?, ancétre du language Aldor.

Ce développement constitue 'une des premiéres utilisations d’un assistant a la preuve
comme langage de programmation pour implémenter un algorithme de calcul formel de
cette envergure, tant en termes de taille du code source exécuté qu’en termes de com-
plexité algorithmique.

Ce passage a I’échelle a été rendu possible par les orientations récentes du systéme
vers le calcul, et en particulier grace a 'introduction d’une réduction compilée (Grégoire
2003). Le choix d’abstraire I'implémentation des coefficients constants des polynomes
traités, qui sont aussi les objets du calcul, nous a permis d’utiliser ce programme comme
une plate-forme de tests. Ceux-ci ont montré qu’'une implémentation efficace des cal-
culs sur les nombres peut augmenter de facon significative la puissance du systéme par
I’automatisation qu’elle rend possible.

Dans les développements antérieurs a ces possibilités de calculs efficaces, des calculs
aussi coiteux étaient plutot délégués a des oracles externes comme un systéme de cal-
cul formel ou un moteur de calcul programmé dans un autre langage de programmation
(souvent Ocaml dans le cas du systéme Coq). Avoir recours a un oracle externe qui com-
munique avec un systéme de preuves formelles impose de pouvoir reconstruire a l'intérieur
du systéme une preuve formelle de chaque réponse de I'oracle. Ce mode opératoire est
donc trés adapté aux problémes dont une solution est difficile & trouver mais facile a dé-
montrer. Un exemple de succés de ce type de mariages est I'utilisation en HOL-Light d’un
systéme expert de programmation semi-linéaire pour une tactique qui montre la positivité
d’un polynéme (Harrison 2005). Cette tactique essaie simplement de calculer une iden-
tité algébrique décomposant le polynome candidat en somme de carré. Si le programme
échoue, la tactique aussi. Mais s’il réussit, I'identité algébrique est aisément vérifiée et la
positivité qui en découle, aussi. Une preuve de ce genre de probléme dans un systéme de
preuves formelles sans disposer de la force de calcul de cet oracle s’avére souvent extréme-
ment pénible, voire impossible. Construire une tactique compléte pour la théorie des corps
réels clos en délégant les calculs ne semble pas une bonne approche : la recomposition
de la preuve de la réponse d’un oracle, comme c¢’était le cas dans (Mahboubi et Pottier
2002) est dans ce cas un procédé trés long et cotteux. Néanmoins ces deux approches de
conception de procédures de décisions ne sont pas du tout exclusives. Bien au contraire,
elles doivent se compléter pour obtenir des outils trés efficaces. On peut en effet imaginer
de faire précéder le lancement d’une tactique comme Tar ski , peu efficace mais compléte,
par des heuristiques comme celle mentionnée ci-dessus. On rejoindrait en fait de la sorte
I’approche des systéme de calcul formels comme Mathematica, qui n’utilisent le calcul de
CAD que lorsque une batterie d’heuristiques ont échoué.

“http ://savannah.nongnu.org/projects/axiom/
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Chapitre 5

Un principe d’induction pour les
nombres réels

Dans ce chapitre, nous proposons une preuve constructive d’un résultat d’analyse réelle
appelé principe d’induction ouverte. La preuve classique de ce lemme est élémentaire mais
le point de vue constructif est rendu délicat par le mélange de topologie et d’analyse réelle
qui intervient dans son seul énoncé. La preuve proposée est largement inspirée de celle
publiée par Th. Coquand qui illustre le succés de la topologie sans les points pour extraire
un contenu calculatoire des arguments du type lemme de Konig.

5.1 Un lemme trivial d’analyse réelle

L’origine de ce travail est une remarque de G. Dowek a la suite d'un travail de forma-
lisation de notions élémentaires de cinématique pour le traffic aérien (Munoz, Butler, et
Carrenio 2001) dans le systéme PVS. Le principe d’induction ouverte est apparu dans ce
travail comme un rouage important des preuves du calcul différentiel élémentaire.

En analyse réelle classique, il est facile de démontrer le lemme suivant :

Proposition 5.1.1 (Induction fermée) Soit P un ensemble fermé non vide inclus
dans R et ¢ un réel appartenant a P. On suppose que P a la propriété suivante :
Vo € [c,4+o00[, Je > 0 tq [z,2+[C P (%)
Alors [¢, +00[C P.

Preuve : Par 'absurde : supposons qu’il existe y > ¢ tel que y ¢ P. On définit
I'ensemble £ := {z € Rlx < y et x € P}. E est fermé et majoré : il a un plus grand
élément M.

Par définition de E, M € P. Alors d’aprés (x), il existe € > 0 tel que [M, M +¢[C P,
ce qui contredit la maximalité de M. L]

L’appellation «induction fermée» provient de ’analogie avec les principes d’induction
usuels, comme la récurrence sur les entiers naturels. En effet on se donne dans les deux
cas un sous-ensemble non-vide (étape d’initialisation) d’un ensemble X, possédant une
certaine propriété d’hérédité (hypothése d’induction) et on montre que cet ensemble vaut
X tout entier.

L’énoncé de ce résultat ressemble également beaucoup a celui d'une propriété de
connexité : un ensemble a la fois fermé et «ouvert a droite» recouvre finalement un
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intervalle tout entier. De fait, ce lemme est un argument standard qui permet par exemple
d’établir 'existence d’une unique solution maximale au probléme de Cauchy dans le
théoréme de Cauchy-Lipschitz.

Il est possible d’échanger les roles des propriétés de fermé et d’ouvert pour obtenir le
résultat suivant :

Proposition 5.1.2 (Induction ouverte) Soit A un ouvert du segment [0, 1], possédant
la propriété suivante :
Veel0,1], My<z yeA=zeA ()
Alors A =[0,1].

Preuve : Par I'absurde : supposons qu'il existe y € [0, 1] tel que y ¢ A. On définit
I'ensemble E := {x € [0,1]|x ¢ A}. E est fermé, non vide, minoré : il a un plus petit
élément m.

Par définition de E, m ¢ A et la minimalité de m implique que Va € [0, m[,z € A.
Alors (xx) force m € A ce qui est contradictoire. O

On peut également montrer ce dernier résultat, toujours par I'absurde, en utilisant
la caractérisation des ouverts de R comme réunion dénombrable d’intervalles ouverts
disjoints.

Cette preuve se transpose directement au cas ou A est un ouvert d’un segment réel
quelconque [a, b]. Puis, si A est un ouvert de la demi-droite réelle [¢, +0o[, on montre que
A recouvre tout segment inclus dans cette demi-droite pour prouver enfin que A vaut en
fait [c, +00| tout entier.

Finalement, on obtient le corollaire :

Corollaire 5.1.1 Soit A un ouvert de la demi-droite [c, +oo[. Si A posséde la propriété
(xx), alors A vaut [c,+o00| tout entier.

Ce principe d’induction ouverte, précisément dans sa formulation sur [0, 1] n’est pas
sans rappeler le probléme de la course d’Achille contre la tortue'. Achille partant du point
de départ O cherche a atteindre le point d’arrivée 1 en courant. Sa course vérifie deux
propriétés :

Achille atteint un point p du parcours si et seulement si il a atteint tous les autres
points situés strictement entre le départ et p.

— Si Achille atteint un point p situé strictement entre le départ et 'arrivée, alors il
ira un peu plus loin, et atteindra un point p’ > p.

La question est donc la suivante : est-ce que ces deux conditions suffisent a assurer
Achille qu’il arrivera a destination?...

Les preuves que nous avons données de ces deux lemmes sont bien str des preuves
classiques, puisque elle reposent toutes deux sur une utilisation directe de ’axiome de
tiers-exclus. On assure Achille que s’il n’arrivait pas a bon port, on se trouverait dans
une situation absurde. Par cet artifice, on cache complétement le contenu calculatoire de
ces énoncés. Lorsqu’on utilise le principe de récurrence sur les entiers pour démontrer un
prédicat de la forme YnP(n), on peut comprendre le calcul effectué pour prouver une
instance de ce prédicat, i.e. P(ng) pour un ng € N particulier, en éliminant les «coupures

! Cette analogie s’inspire de (Veldman 2001).
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de récurrence» dans la preuve par induction qui se termine par une élimination du quan-
tificateur universel V. On prouve alors successivement et sans utilisation du schéma de
récurrence : P(0), P(1),..., P(ng). C’est ce qu’on appelle le contenu calculatoire de la
récurrence sur les entiers naturels. Dans le contexte qui nous occupe, en partant d’une
preuve classique comme celle que I'on a proposé ci-dessus pour le lemme d’induction ou-
verte, il est impossible d’expliciter de la sorte la construction de la preuve qu’étant donné
un point quelconque de [0, 1], Achille passe bien par ce point. Pour ce faire, il faudra
obtenir une preuve constructive de I’énoncé, que 1’on sache interpréter comme un calcul.

5.2 Preuves constructives

5.2.1 Contenu calculatoire et constructivisme

L’origine de l'intuitionnisme remonte a la these de doctorat de L. E. J. Brouwer en
1907. 1l s’agit pour Brouwer de contribuer au débat alors virulent sur les fondations
des mathématiques, et de proposer une description précise de sa conception de 'acti-
vité mathématique. Il formule explicitement la séparation essentielle qui doit étre faite
a son sens entre le contenu mathématique, réceptacle de 'intuition, et le langage ma-
thématique, consistant en une manipulation de symboles régie par des régles de syntaxe,
et qui prendra plus tard le nom de meta-mathématique. Les constructions mathéma-
tiques ont dans ce contexte une existence autonome et une validité intrinséque, le langage
(méta-)mathématique est quant a lui potentiellement imparfait et son role est cantonné
a la description de I'édifice mathématique, ne contribuant en aucun cas a ’augmenter
ou le modifier. Un des attributs majeurs de cette vision des mathématiques est la remise
en cause du principe du tiers-exclus. De fait, tout preuve dans le systéme intuitionniste
contient un procédé algorithmique qui construit un témoin de I’énoncé validé. Notons
qu’historiquement, il n’est pas question de préciser quel est le modéle de calcul dans
lequel on place ces programmes qui construisent les témoins.

Au dela de 'aspect constructif de telles preuves, qui résultent en calculs sur les objets
mathématiques du raisonnement, le point de vue constructif implique un changement
radical dans la facon d’envisager la notion de preuve. L’intuitionnisme décentre 1’objet
de la logique en privilégiant, plutot que la notion de valeur de vérité qui était au coeur
de la sémantique des preuves en logique classique, celle de causalité. On peut observe ce
phénomeéne sur le simple énoncé A = B . En logique classique, cette implication peut
étre lue comme le fait que “dés que A est vraie alors B est vraie”. D'un point de vue
intuitionniste, on interpréte une preuve de 1 ‘implication comme la donnée d’un procédé
systématique de transformation de toute preuve de I’énoncé A en une preuve de I’énoncé
B. 1l s’agit d'une remise en question compléte de la prouvabilité classique, motivée par
une critique fondamentales des démonstrations classiques : qu’a-t-on prouvé quand on
donne une preuve de AV B 7 les quantificateurs d et V induisent-il 'existence de fonctions
calculables ?

L’interprétation de Brouwer-Heyting-Kolmogorov (BHK) permet de préciser le modéle
de calcul qui décrit les constructions des preuves de la logique intuitionniste, sous la
forme de programmes fonctionnels. L’isomorphisme de Curry-de Bruijn-Howard étend et
précise cette correspondance en interprétant les programmes comme des termes d’un A-
calcul typé. Le point de vue réciproque sur la correspondance de BHK incite a s’intéresser

149



aux classes de programmes fonctionnels typés par une méme formule logique. T. Griffin
(Griffin 1990) découvre que I'on peut typer certaines instructions standard des langages
de programmation fonctionnels par des formules classiques, ¢’est & dire non prouvables
au sens intuitionniste.

La constructivité n’est ainsi pas I'apanage de la logique intuitionniste, et il faut nuan-
cer I'opposition classique/constructif. Cette étude réciproque trouve en fait son cadre
formel dans I’étude la réalisabilité. La réalisabilité standard est une technique introduite
par S. Kleene pour construire des modéles combinatoires de la logique intuitionniste.
Cette technique se prolonge selon les grandes lignes suivantes : étant donné un langage
de programmation fonctionnel, qui est choisi selon les besoins du développement (A-calcul,
fonctions récursives, Lisp,...), et une théorie, on se donne des régles d’interprétation qui
associent a chaque formule de la théorie, un ensemble de programmes. Cet ensemble de
régles est en fait une adaptation de 'interprétation de BHK au langage de programma-
tion choisi. Puis on s’attache a montrer que si une formule est prouvable dans la théorie,
alors elle est réalisable, en général par une induction sur la structure des dérivations de
preuves. En fait la difficulté principale repose sur la réalisabilité des axiomes de la théorie.
Cette technique posséde un champ d’application trés vaste : la réalisabilité classique a la
Krivine permet d’étendre 'interprétation de BHK a la logique classique toute entiére, en
utilisant un langage de programmation avec continuations, il existe également une lignée
de travaux portant sur la réalisabilité de la théorie des ensembles.

5.2.2 Topologie, analyse réelle et extraction de programmes

Le probléme qui nous occupe se situe a la croisée de deux domaines mathématiques
radicalement modifiées par le point de vue constructif, a savoir la topologie et I'analyse
réelle. LL'un des plus éminents architectes de la “reconstruction” des mathématiques décrit
ainsi ce phénoméne : "Very little is left of general topology after that vehicle of classical
mathematics has been taken apart and reassembled constructively. With some regret,
plus a large measure of relief, we see this flamboyant engine collapse to constructive size"
(Bishop 1967). En analyse réelle, le théoréme de Bolzano-Weierstrass, par exemple, perd
sa validité, une fonction continue n’atteindra ainsi pas ses extrema sur un compact, mais
on pourra approximer ceux-ci aussi précisément que désiré. Ces modifications proviennent
de la nature infinitaire des objets de I’étude, nature le plus souvent inerte en analyse réelle
classique.

La réhabilitation constructive passe par deux étapes indissociables : le choix d’une
axiomatique satisfaisante, et la reconstruction des preuves des énoncés éventuellement
reformulés. Il existe néanmoins des techniques pour extraire des preuves constructives a
partir d’arguments classiques. L'une d’entre elles, la topologie sans les points est par-
ticuliérement adaptée aux arguments de compacité combinatoire (Coquand 1991). Elle
consiste & modifier la granularité de I’étude et a lui donner comme objet, non plus les
points de l'espace topologique, mais ses ouverts. Coquand fait remonter les origines de
cette idée aux travaux de Whitehead au début du XXéme siécle, et forge a partir de
celle-ci un outil pour transformer des énoncés classiques dont la preuve nécessite I'usage
de 'axiome du choix en énoncés prouvables constructivement. Cette changement de point
de vue s’avére avantageux dans le contexte de la formalisation des preuves en théorie des
types car la description d’espaces topologiques “sans les points” se formule assez naturel-
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lement a 'aide de définitions inductives.

Les deux preuves constructives de la propriété 5.1.2 de la littérature dont nous avons
eu connaissance illustrent deux démarches différentes permettant d’obtenir une preuve
constructive, et par suite un sens calculatoire, & un résultat prouvé par un argument
classique.

L’une d’elle (Veldman 2001) s’appuie explicitement sur la construction des réels comme
suites de Cauchy avec module de convergence. Cette preuve montre que 1’on peut amélio-
rer 'argument de compacité combinatoire habituel, qui est le lemme de I’éventail? pour
obtenir le lemme d’induction ouverte.

La seconde (Coquand 1997) abstrait la définition des points réels pour obtenir une
preuve basée sur la notion d’ouverts. Le procédé de calcul de la preuve porte donc lui-
méme sur les ouverts et non sur les points réels, qui ont disparu du contexte. Cette preuve
utilise le principe d’induction barrée qui assure la terminaison de I’énumération d’arbres a
branchement potentiellement dénombrable sous certaines conditions (voir section 5.2.3).

Cette version de la preuve travaille sur 'ensemble de Cantor, c¢’est a dire ’ensemble des
suites {0, 1}V,

5.2.3 Arbres et terminaison

Dans toute la suite, on désigne par N* I’ensemble des mots finis sur les entiers naturels
et par N I’ensemble des mots infinis sur les entiers naturels.

Si v est dans N¥ et si z € N, alors a(z) désigne le préfixe de longueur z de «, a savoir
le mot aq, ..., 1.

x désigne la concaténation des mots finis d’entiers et u @ a est la notation utilisée pour
la liste formée par concaténation de u et du mot a de longueur 1.

Si u est un mot fini, |u| désigne sa longueur.

e désigne le mot vide.

Du point de vue de la réalisabilité les axiomes présentés dans cette section assurent
la terminaison de parcours dans des arbres dont les chemins sont de longueur finie.

Induction barrée

[’axiome d’induction barrée est un axiome concernant les arbres a branchement éven-
tuellement dénombrable, de profondeur éventuellement infinie. En particulier, on peut
en dériver trivialement le lemme de 1’éventail. C’est Brouwer qui formule, et utilise, le
premier une version de cet axiome, dont on trouve plusieurs variantes dans la littérature
(Troelstra 1973).

L’ensemble N* peut étre vu comme (I’ensemble des positions des noeuds dans) 1'arbre
universel, dont les branches, infinies, sont les éléments de N¥. Une barre est un ensemble

de nceuds de cet arbre qui ne peut étre évité quand on parcourt un chemin infini (voir
figure 5.1.

Définition 5.2.1 Barres

211 s’agit de la version intuitionniste du lemme de Konig, & savoir : tout arbre & branchement fini dont
les chemins sont de longueur finie est constitué d’un nombre fini de nceuds
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O : noeuds dans la barre

Fi1G. 5.1: Un barre pour le neud u

Soit X un prédicat sur N* et u un mot de N*. On dit que X barre le mot u, noté X |u,
si pour tout chemin infini « qui admet u comme préfize, il existe k € N, tel que X (a(k)).
Si E est un ensemble de mots finis, on dira que X barre E s’il barre tous les éléments

de E.

On dira que X est une barre si X barre €.

Dans ce qui suit, on identifie un nceud de 'arbre universel avec le mot fini de N*
qui code sa position. Etant donné un prédicat Y sur les mots finis, i.e. un ensemble de
positions de nceuds dans I’arbre infini N, le principe d’induction barrée permet d’assurer
sous certaines hypothéses que cet ensemble de nceuds Y contient bien la racine e.

Considérons deux ensembles de nceuds X et Y, tels que Y contienne X et qui vérifient
les hypothéses suivantes :

Y est héréditaire : c’est a dire que si tous les fils d’'un nceud sont dans Y, on a aussi
montré que ce noeud lui-méme est dans Y.

— X est monotone : c’est a dire que si un nceud est dans X, tous les descendants de
ce noeud le seront, aussi.

— X est une barre : si I’on a parcouru dans ’arbre un chemin fini qui nous a mené de
la racine a la position u, quelle que soit la facon dont on prolonge ce chemin, un
nceud au moins du chemin infini sera dans X.

Sous ces hypothéses, le principe d’induction barrée assure que tous les noeuds sont
dans Y : un chemin qui passe par un nceud u coupe forcément X. Si ce chemin rencontre
X en un préfixe de u, on conclut par monotonie de Y que u est dans Y. Sinon, il faut
utiliser la propriété d’hérédité et initier un procédé récursif dont l'axiome d’induction
barrée assure la terminaison.

On peut énoncer 'axiome d’induction barrée sous la forme de la régle d’inférence
suivante :
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F1G. 5.2: Hérédité
%&

Fi1G. 5.3: Monotonie

A —
AN

Axiome d’induction barrée :

Vu € N* [X(u) = Y (u)] Xest inclus dans Y (1)

Vu e N*Va e N [X(u) = X(uea) Xest monotone (2)

Vu e N* Va e NY(uea)] = Y(u) Y est héréditaire (3)

Vo e NY 3k | X(04,...,0%) Xest une barre (4)
Vu € N* Y (u)

Le point de vue de Coquand est de considérer une formulation inductive de cet axiome,
dont les régles de constructions controlent la profondeur a laquelle on rencontre la barre
sous un neeud.

Définition 5.2.2 (Barres inductives) Soit X un prédicat sur N*. Le prédicat X |pqu
est défini inductivement par les régles d’introduction suivantes :
X(u) Xling u Va € N, [X|ing ued

Xing u Xlinga uea Xing w

On dit que X est une barre inductive si X |iq €.

Le principe d’induction barrée est alors obtenu comme le principe d’induction as-
socié a cette définition inductive. Ce point de vue permet notamment de donner une
interprétation du lemme de 'éventail en théorie des types (Fridlender 1999).

Veldman reprend dans (Veldman 2001) I’axiome dans sa formulation donnée par Brou-
wer pour prouver directement le lemme de I’éventail sans utiliser d’induction barrée. Il
semble s’étre plutot intéressé a la prouvabilité du lemme d’induction ouverte avec un
axiome finitaire comme celui de 1’éventail. En fait il utilise une version presque-finie de
I’éventail, dans laquelle le branchement des arbres est caractérisé par une notion intui-
tionnisme de non-infini.

Barres décidables

La formulation de I'induction barrée que nous utilisons dans ce qui suit est une for-
mulation particuliére aux arbres dont les chemins sont de longueur finie, proche en fait
du lemme de I’éventail. Elle permet de conclure que la racine d’un tel arbre est décidable,
sans hypothése de monotonie mais en disposant d’un prédicat de barre décidable.
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Induction barrée avec barre décidable
Soit X et Y deux prédicats sur N*.

Vu € N* [X(u) = Y (u)] X implique Y

Vo e NN 3k | X(a(k)) X est une barre

YuP(u) V —P(u) X est décidable

Vu e N* Va e NY(uea)] = Y(u) Y est héréditaire
Y(e)

5.3 Induction ouverte pour les ouverts énumératifs

Dans cette section, nous proposons une preuve par induction barrée de la propriété
5.1.2 pour une axiomatique intuitionniste des nombres réels. Il s’agit d’une adaptation de
la preuve combinatoire de Coquand qui donne le résultat pour les ouverts de I'ensemble
de Cantor (Coquand 1997).

5.3.1 Ouverts énumératifs

On se place dans le cadre d’une axiomatique intuitionniste des nombres réels, comme
corps réel clos intuitionniste (voir les axiomes de la définition 3.1.1) archimédien. Les
suites de Cauchy intuitionnistes forment un modéle de cette axiomatique.

La topologie dont est munie cette structure réelle est celle des ouverts énumératifs.

Définition 5.3.1 (Ouvert énumératif) Un ensemble ouvert énumératif de R est une
union d’intervalles ouverts a bornes rationnelles donnés par une fonction :

qg: N — @XQ
n = (an, )

Précisément : A =, cn)om, Bl

Si E est un sous-ensemble de R, on définit un ouvert énumératif de £ comme l’in-
tersection d’un ouvert énumératif de R avec E, comme il est usuel de le faire pour les
topologies induites.

Les ouverts énumératifs ne sont pas nécessairement des ensembles décidables. On
prouve qu'un point x € R est dans un ouvert dénombrable défini par une fonction g :
N — @Q x Q si on sait calculer un témoin n tel que g(n) = («, §) et x €]a, G].

Le choix de la topologie de R pour laquelle on établit le résultat est crucial pour la
preuve car il est directement lié & la terminaison du calcul effectué au cours de la preuve.
Par exemple, définir un ouvert comme la donnée pour chacun de ses points du rayon d’une
boule incluse ne serait pas adapté a 'argument utilisé, et d’ailleurs contraire a I’approche
consistant a éliminer les points du raisonnement.

5.3.2 Preuve par induction barrée

Le principe d’induction ouverte dont nous proposons une preuve s’énonce ainsi :
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Théoréme 5.3.1 (Induction ouverte) Soit A un ouvert énumératif du segment [0, 1],
possédant la propriété suivante :
Veel0,1], Vy<z yeA=zeA (xxx)
Alors A =[0,1].

Preuve Dans ce qui suit, si [ est un intervalle fermé borné de la forme [z, y], alors on

note I, intervalle fermé |z, v y] et par I, l'intervalle fermé [35_4‘,@’ Y.

On note G la famille des intervalles ouverts qui définissent 1'ouvert énumératif A :

G = {lay, Bl i € N}

On définit de fagon mutuellement récursive le prédicat acceptable sur N* et une ap-
plication f qui envoie les éléments de N* sur des intervalles fermés de [0,1] & bornes
dyadiques :

» Définition de acceptable : — € est acceptable

— u o0 est acceptable ssi u est acceptable
ue(n+1) est acceptable ssi f(u), est acceptable et si f(u), est inclus dans 'union
finie d’intervalles |J,_,, 4], Bi

» Définition de f: — f(e) :== [0, 1]

~ flue0) = f(u),

flue(n+1)):= { f(u)ag siue(n+ 1) est acceptable

f(u), sinon

Remarque 5.3.2.1 Soit u un élément de N* et a,b € Q tels que f(u) = [a,b]

~ La longueur de U'intervalle f(u) = |a, b] est ol

L’intervalle fermé [0, al], éventuellement réduit au singleton {0}, est inclus dans A,
car il est inclus dans une union finie d’intervalles ouverts de la famille G.

On donne sur la figure 5.4 un exemple possible de configuration pour la fonction f et
le prédicat acceptable. Un mot fini est représenté par un nceud dont il code la position
dans I’arbre universel 7. On identifie un nceud avec sa position. Les noeuds acceptables
sont encadrés.

Supposons que [0, 1] est inclus dans Jao, Go[U]o, 1 [U]az, B2 mais pas dans
lao, BolU]aa, Bi]. Sur la figure 5.4, certains noeuds de 7 sont étiquetés avec les valeurs de
f et du prédicat acceptable que I'on peut calculer avec cette information.

Le premier mot de longueur 1 qui soit acceptable est le mot 3, et tout mot n de
longueur 1 tel que n > 3 est acceptable, puisqu’on inclut le méme intervalle dans une
union croissante d’éléments de G.

Le mot 30 de longueur 2 est acceptable puisque son préfixe 3 est lui-méme acceptable.

13

Il faut vérifier si [3, 7] est inclus dans ]Jag, 5y[ ou non pour calculer la valeur de f(31).

Soit X le prédicat sur N* défini par :

X (u) © acceptable = f(u) est inclus dans (J,_, Jai, Bi
Le prédicat X est décidable. Le lemme suivant fait de X une barre.

Lemme 5.3.2 Pour toute suite infinie d’entiers niny ... de NN, il existe k tel que f(ny ...ny)
est inclus dans | J, -], Bil-
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00) =[0, 1/4

acc

f(10) =[0, 1/4]
1) =[0, 1/2] < :

0. 174

(2) =[0, 1/2] < acc

REEIR
acc acc
f(e) =[0, 1] :
acc

f(4) =[1/2,1]
DN
acc

f(5) =[1/2,1]
acc

N

acc

F1G. 5.4: Exemple de configuration
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Preuve Nous démontrons ici la proposition suivante, qui est plus forte :

Pour toute suite infinie d’entiers nin, ... de NV, il existe k tel que f(n;...n;) est
inclus dans 'un des intervalles |oy, B[ for i =0.. . k.

Pour tout & € N, on note [ay, b] la valeur de f(n;...n). La suite ([ax, bx|)ren est
une suite d’intervalles fermés strictement emboités, telle que :

Vk € N, b — ap = 2%

La suite (ax)ren est par suite une de suite Cauchy croissante qui admet l'identité
comme module de convergence. Elle converge vers un nombre réel x qui est un élément
de A.

D’aprés la remarque 5.3.2.1, pour tout entier k, U'intervalle [0, ax] est inclus dans A.
Par suite, pour tout y < x, [0, y] est aussi inclus dans A. Comme I"ouvert A posséde par
hypothése la propriété inductive (x * *), le point = est aussi un élément de A. A ce titre,
il existe un entier ny tel que z soit dans l'intervalle |a,,, B[ de la famille G. 11 existe
aussi un entier ko tel que Uintervalle [ay,, by,] : il suffit de choisir un entier kg tel que

1
% S 6720 - ano-
Soit k := maz(ng, ky). Comme k > kg, on a bien :

f(nl . nk) = [akvbk] - [akovbko] g]anovﬁno[ avec ng < k

On définit le prédicat Y sur N* de la fagon suivante :

def
Y (u) = u acceptable = f(u) est inclus dans une union finie d’intervalles de G

Pour tout mot fini u, on a X (u) = Y (u). Toutes les conditions sont réunies pour
utiliser le principe d’induction barrée avec barre décidable, afin de prouver que l'intervalle
[0, 1] est inclus dans une union finie d’éléments de la famille G :

Pour tout mot fini, X (u) = Y (u).
X est monotone : pour tout n € N et pour tout mot fini u € N*, f(uen) est inclus
dans f(u).

— Y est héréditaire : soit v un mot fini acceptable. Supposons de plus que pour tout
n € N, Y(u en). En particulier, f(u e 0) = f(u), est inclus dans une union finie
U,<nsilau, Bi[. Par définition, u e (n + 1) est alors acceptable et f(u e (n+1)) =
f(u)q est inclus dans une union finie d’intervalles de G. Par définition du prédicat
acceptable, we (n+ 1) est alors acceptable, et par hypothése, f(ue (n+1)) = f(u)q
est par suite inclus dans une union finie d’intervalles de G. L’intervalle f(u) est
donc lui aussi inclus dans une union finie d’intervalles de G car ¢’est le cas pour ses
deux moitiés f(u), et f(u)q.

Le lemme 5.3.2 assure que le prédicat décidable X est une barre.

Le principe d’induction barrée avec barre décidable permet d’obtenir Y (g) soit :

e est acceptable = f(e) est inclus dans une union finie d’intervalles ouverts éléments de G

Comme par définition ¢ est acceptable et f(e) = [0, 1], ceci prouve que l'ouvert énu-
mératif A muni de sa propriété inductive recouvre le segment [0, 1] tout entier. O
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Les interrogations d’Achille semblaient en effet légitimes : si 'objectif d’atteindre le
point 1 semble incertain, il en est en fait de méme de tous les autres points du parcours
qu’on pourrait poser comme jalons : le point % peut étre atteint en une étape si g(0)
contient [0, 3] mais il faudra peut étre beaucoup (infiniment?) plus d’¢tapes. Ce point
de mi-parcours est en fait un objectif aussi lointain que le point 1. Heureusement, la
combinaison des qualités de la course d’Achille avec I'axiome d’induction barrée assurent

Achille d’arriver en temps fini a destination.

5.4 Conclusion

La transposition des idées originales de Coquand a une structure réelle munie de la
topologie définie par les ouverts énumératifs permet d’obtenir une preuve constructive
directe du principe d’induction ouverte pour cette structure.

La preuve précédente (Coquand 1997) établissait le résultat pour ’ensemble de Cantor
IC, sur lequel on définit les ouverts par des prédicats décidables sur les mots binaires finis.
Nous proposons de travailler directement avec des nombres réels, et une topologie qui nous
a semblé naturelle. Il nous semble également difficile d’obtenir directement une preuve
de I'induction ouverte dans ce cadre, par le biais d’une application continue entre R et IC
par exemple. Par contre, comme le montre la preuve ci-dessus, les idées de la preuve en
topologie sans les points sur I’ensemble de Cantor se transposent pour fournir une preuve
dans le cadre continu.

Le contenu calculatoire de cette preuve est trés simple : la preuve que 'ouvert énumé-
ratif A, possédant la propriété (x * %) recouvre l'espace [0, 1] tout entier est simplement
I’énumération des intervalles ouverts a bornes rationnelles qui définissent A. Le principe
d’induction barrée vient assurer la terminaison de cette énumération en temps fini, pour
obtenir un recouvrement fini de [0, 1] par des intervalles ouverts a bornes rationnelles tous
inclus dans A.

Cette exercice d’adaptation laisse plusieurs questions en suspens. La version la plus
utilisée du principe en mathématiques classiques semble étre I'induction fermée. Du point
de vue intuitionniste, les deux prédicats sont tres différents, la topologie intuitionniste
étant privée de la correspondance duale entre fermés et ouverts. Il faut probablement re-
considérer complétement le probléme pour obtenir une preuve constructive de cet énoncé.

Du point de vue du contenu calculatoire, ’axiome utilisé pour assurer la terminaison
de la preuve est trés puissant, ce qui semble avoir motiver les travaux de Veldman pour
circonscrire au mieux l'argument de terminaison requis pour cette preuve. Ce probléme est
a notre connaissance encore ouvert. Il s’agit 1a d’un aspect du probléme de la classification
des axiomes ad [la lemme de ’éventail selon leur puissance de calcul.
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Conclusion

Contributions et conclusion

Le travail réalisé dans cette thése s’articule autour de deux axes.

Le premier est d’apporter au systéme Coq des outils d’automatisation puissants en
exploitant 'efficacité du mécanisme de réduction dont s’est doté le systéme. Ces évolutions
récentes qui placent au premier plan les techniques réflexives pour écrire des tactiques
ont été un pré-requis indispensable a ce travail. L’objectif principal est d’apporter une
tactique pour l'automatisation de la théorie du premier ordre de I'arithmétique réelle mais
le travail conséquent que nécessite ce programme apporte les ingrédients qui permettent la
réalisation d’autres outils d’automatisation. Ceux-ci constituent a la fois des contributions
a 'amélioration générale de l'environnement de preuve, et des étapes nécessaires pour
rendre la preuve de correction de 1’algorithme de décision pour les réels réalisable.

Le second est de réaliser une preuve formelle de la correction d’un algorithme de CAD.
Ceci représente un défi important compte tenu en particulier de 'absence de bibliothéques
de preuves formalisées en Coq qui soient réutilisables dans ce contexte. L’architecture
d’une formalisation de cette envergure demande en soi un travail de réflexion sur I’arti-
culation des calculs mis en jeu. Cet aspect que I'on peut qualifier d”’algorithmique des
preuves formelles” a influé les choix algorithmiques de programmation pour obtenir une
structure de code qui permettent de lui ajuster sa preuve de correction pour aboutir a la
tactique réflexive finale.

Dans ces deux axes, on a mené une réflexion pratique et théorique sur la mécanisation
des calculs et des preuves en analyse réelle. En effet la réalisation d’une procédure de
décision certifiée pour Iarithmétique réelle nécessite une étude transversale, depuis les
aspects méta-théoriques de ’axiomatisation des structures logiques, en passant par une
compréhension en profondeur des arguments de géométrie semi-algébrique réelle mis en
jeu dans I'algorithme de CAD, et finalement un travail algorithmique important pour la
mise en ceuvre de 'implémentation.

Le travail repose sur les algorithmes proposés par un ouvrage de référence de la géo-
métrie algébrique réelle (Basu, Pollack, et Roy 2003).

Une implémentation compléete en Coq de 'algorithme de CAD. La premiére contri-
bution de ce travail est de proposer une nouvelle implémentation de 'algorithme de
décomposition algébrique cylindrique de Collins en utilisant le language de programma-
tion fonctionnel avec types dépendants du systéme Coq. L’implémentation traite le calcul
complet des cellules, et sert ainsi de support au programme de décision. Cette implé-
mentation est servie par le systéme de types dépendants du language, qui permet une
implémetation fonctionnelle élégante.
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Une bibliotheque certifiée d’arithmétique polynomiale efficace. Une étape préliminaire
a I'implémentation d’un tel algorithme est la conception d’une bibliothéque de calcul sur
les polyndomes adaptée a I'exécution a l'intérieur du systéme Coq. La forme de Horner
creuse permet de réaliser une telle bibliothéque, comprenant les opérations d’anneaux,
des opérations formelles comme la dérivée ou la troncature, une division euclidienne et le
calcul du plus grand commun diviseur par I'algorithme des sous-résultants.

Une tactique pour la décision dans les structures d’anneaux. Cette représentation ef-
ficace est utilisée pour le calcul de forme normale de termes dans une structure d’anneau
(ou de semi-anneau) dans une tactique réflexive d’automatisation des preuves d’égalités
dans les anneaux/semi-anneaux. Cette tactique améliore la version disponible dans la
distribution standard du systéme selon deux directions orthogonales : I'une d’elle est la
représentation des polynomes de la forme abstraite, qui utilise la forme de Horner creuse,
I'autre est d’exploiter au mieux les possibilités de calcul sur les coefficients lors de la
syntaxification des termes, pour rendre le calcul de forme normale efficace.

Une preuve formelle de ['algorithme des sous-résultants. La preuve de 1'algorithme
de calcul de pged implémenté dans la bibliothéque est une preuve de calcul formel trés
technique qui met en jeu des notions d’algébre multilinéaire, au travers d’une notion
de déterminant polynomial. La formalisation de cette preuve a ainsi conduit & proposer
une définition en Coq des déterminants, par une régle de calcul, qui permet de travailler
rapidement avec des applications multilinéaires, antisymétriques et alternées, dont les
coordonnées des arguments peuvent étre dans un anneau, sans avoir besoin de construire
la hiérarchie des structures algébriques jusqu’aux modules de type fini et & ’algébre
multilinéaire.

Etat d’avancement de la preuve formelle. Le bilan a ce jour des preuves formelles
achevées est le suivant. La structure d’anneau des polynémes en forme de Horner creuse
est établie, grace a un travail commun avec L. Rideau. La preuve de [’algorithme de
division euclidienne a été terminée par L. Pottier, reste a prouver I'inégalité des degrés.
Sous cette hypothése, qui reste en axiome, la preuve de I'algorithme de calcul de pged par
l'algorithme des sous-résultants est en grande partie terminée : la preuve du lemme de
décalage est terminée et celle du théoréme fondamental est trés proche d’étre achevée :
il ne reste plus qu’a régler quelques problémes causés par les difficultés de réécriture
dans les sétoides. Ce dernier travail a bénéficié des suggestions de L. Théry pour la
formalisation des déterminants et de ’aide de L. Rideau pour les preuves formelles dans
les déterminants. Y. Bertot a achevé récemment la preuve de la version faible de la loi de
Descartes qui assure la correction du procédé d’isolation des racines réelles d'un polynome.
Cette derniére preuve utilise les rationnels de la bibliothéque standard pour évaluer les
théorémes a fournir a partir de 'axiomatique donnée pour les structures de coefficients
rationnels. F. Guilhot a proposé une preuve de correction du procédé de dichotomie en
utilisant la bibliothéque standard des réels et en paramétrant son développement par un
axiome de spécification de la fonction de calcul des coefficients de Bernstein.

Perspectives

Architecture de la preuve formelle compléte de correction.
[’achévement de la preuve compléte de la correction de ’algorithme de CAD constitue
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a la fois un défi et un test de grande échelle pour le systéme de preuve formelle. Les preuves
de correction de 'opérateur de projection constituent par exemple une étape significative
du développement restant. En effet, la correction de ces opérateurs de projection repose
sur les propriétés de la cloture algébrique du corps réel clos, et sur la continuité des
racines d'un polynome. Cette preuve du théoréme de correction de la tactique réflexive
va dépendre a la fois de la robustesse de 'architecture choisie pour le programme et de
la souplesse du systéme qui doit permettre a l'utilisateur de programmer aisément des
outils de preuve ad hoc (simplification d’expressions algébriques, réécriture).

Heuristiques. La tactique reposant sur I’algorithme de CAD programmé est compléte,
méme si cette propriété n’est pas prouvée formellement puisqu’elle est indépendante de
la correction de la procédure de décision. La conception d’un outil complet présente
un intérét intrinséque, tant théorique que de test des limites du systéme de preuve.
Néanmoins il existe de nombreux cas dans lesquels le calcul de CAD est trop cotiteux et
peut étre court-circuité par une heuristique efficace. L’étude des algorithmes heuristiques
pour les problémes d’inégalités polynomiales réelles, celles utilisées par exemple par un
systéme comme Mathematica, devrait apporter des techniques élégantes, efficaces, et si
possible moins délicates & prouver formellement, pour construire une batterie d’outils de
semi-décision rapides au dessus de la tactique compléte basée sur la CAD.

Modules. Dans ce développement, le systéme actuel de modules de Coq s’est avéré
trés adapté a I'abstraction de I'implémentation des coefficients rationnels mais il devient
inutilisable du fait de la structure du programme lorsqu’il s’agit de partager du code
entre cas de base et cas inductif. Le systéme Coq propose dans son état actuel deux
mécanismes d’abstractions, sections et modules, qui coexistent sans étre complétement
compatibles. Pouvoir combiner ces deux outils est un probléme délicat et repose sur des
choix sémantiques mais dans un exemple comme celui-ci il sera intéressant d’explorer ces
pistes qui apporteraient un confort significatif a la programmation et surtout a la preuve.

Automatisation en géométrie. La formalisation du raisonnement géométrique a donné
lieu a plusieurs travaux visant a proposer un cadre métathéorique au raisonnement géo-
métrique. Dans sa thése (Narboux 2006), J. Narboux a proposé une formalisation en Coq
de I'axiomatique de Tarski ainsi qu'une axiomatique de la géométrie plane sur laquelle il
implémente une procédure de décision basée sur la méthode des aires. Cette procédure de
décision transforme d’abord le probléme géométrique en un ensemble d’équations, puis,
elle résout le systéme obtenu. La combinaison de cette procédure de décision avec une tac-
tique comme celle décrite dans ce travail permettrait de fournir une procédure tres riche
pour l'automatisation du raisonnement géométrique en autorisant des hypothése d’inéga-
lité dans les systémes. Ceci augmente considérablement les problémes de géométrie que
I'on peut automatiser. D’autres procédures de décisions pour la géométrie deviennent
également accessibles a partir de la bibliothéques d’arithmétique polynomiale développée
dans ce travail, en particulier grace aux algorithmes de divisions/pseudo-divisions, comme
la méthode de Wu (Wu 1978).

161



162



Réftérences

Allen, S. F., R. L. Constable, D. J. Howe, et W. Aitken (1990). The Semantics of
Reflected Proof. In Proceedings of the 5" Symposium on Logic in Computer Science,
Philadelphia, Pennsylvania, pp. 95 197. IEEE : IEEE Computer Society Press.

Artin, E. et O. Schreier (1927). Algebraische konstruktion reeller korper.
Abhandlungen Math. Sem. Univ. Hamburg 5, 85-99. Traduction en fran-
gais : http://ww. mat h. uni v-rennesl.fr/geonreel/semnaire_
fichiers/Artin-Schreier. pdf.

Aubry, P., F. Rouillier, et M. Safey (2002). Real solving for positive dimensional sys-
tems. Journal of Symbolic Computation 34 (6), 543-560.

Avigad, J., K. Donnelly, D. Gray, et P. Raff (2005). A formally verified proof of the
prime number theorem. To appear in ACM Transactions on Computational Logic.

Balaa, A. et Y. Bertot (2002). Fonctions récursives générales par itération en théorie
des types. In Actes des Journées francophones des langages applicatifs. INRIA.
http://jfla.inria.fr/2002/index. htm.

Ballarin, C. (1999). Computer algebra and theorem proving. Rapport technique 473,
University of Cambridge.

Barthe, G., J. Forest, D. Pichardie, et V. Rusu (2006). Defining and reasoning about
recursive functions : A practical tool for the coq proof assistant. In FLOPS, pp.
114-129.

Basu, S., R. Pollack, et M.-F. Roy (2003). Algorithms in Real Algebraic Geometry,
Volume 10 de Algorithms and Computation in Mathematics. Berlin Heidelberg New
York : Springer.

Basu, S., R. Pollack, et M.-F. Roy (2006). Algorithms in Real Algebraic Geometry (se-
cond ed.), Volume 10 de Algorithms and Computation in Mathematics. Berlin Hei-
delberg New York : Springer. //http ://perso.univ-rennesl.fr/marie-francoise.roy/bpr-
postedl.html .

Bertot, Y. (2006). Affine functions and series with co-inductive real numbers. Mathe-
matical Structures in Computer Science. Cambridge University Press.

Bertot, Y. et P. Casteran (2004). Interactive Theorem Proving and Program Deve-
lopment. Coq’Art : the Calculus of Inductive Constructions. Texts in Theoretical
Computer Science. Springer Verlag.

Bishop, E. (1967). Foundations of Constructive Analysis. McGraw-Hill.

Bochnak, J., M. Coste, et M.-F. Roy (1998). Real Algebraic Geometry (second ed.),
Volume 36 de Ergebnisse der Mat. Berlin Heidelberg New York : Springer.

Boutin, S. (1997). Using reflection to build efficient and certified decision procedures.
In TACS, pp. 515 529.

163



Brown, C. W. (2003). QEPCADB - A program for computing with semi-algebraic sets
using CADs. ACM SIGSAM Bulletin 37(4), 97-108.

Brown, C. W. (2004). Tutorial Cylindrical Algebraic Decomposition. In Presented at
ISSAC 200.

C-CoRN (2002). A Constructive Coq Repository at Nijmegen. htt p: // c- corn. cs.
ru.nl/.

Chambert-Loir, A. (2006). Algébre commutative, Master 1. ht t p: // name. mat h.
uni v-rennesl. fr/ antoi ne. chanbert-loir.

Chicli, L., L. Pottier, et C. Simpson (2002). Mathematical quotients and quotient types

in coq. In H. Geuvers et F. Wiedijk (Eds.), Types for Proofs and Programs, Second
International Workshop, TYPES 2002, Selected Papers, pp. 95—-107.

Chrzaszcz, J. (2003). Modules in Type Theory with Generative Definitions. Thése de
doctorat, Warsaw University et Université Paris-Sud.

Ciaffaglione, A. et P. D. Gianantonio (2000). A tour with constructive real numbers.
In Proceedings of the workshop Types for Proofs and Programs, Volume 2277 de
LNCS, pp. 41-52.

Collins, G. (1975). Quantifier elimination for the elementary theory of real closed fields
by cylindrical algebraic decomposition. LNCS 33, 134 183.

Collins, G. E. (1967). Subresultant and Reduced Polynomial Remainder Sequences.
Journal of the ACM 14, 128—142.

Constable, R. L., S. F. Allen, H. M. Bromley, W. R. Cleaveland, J. F. Cremer, R. W.
Harper, D. J. Howe, T. B. Knoblock, N. P. Mendler, P. Panangaden, J. T. Sasaki, et
S. F. Smith (1986). Implementing Mathematics with the Nuprl Development System.
NJ : Prentice-Hall.

Coq development team (2004). The Coq Proof Assistant Reference Manual, version
8.0. Coq development team.

Coquand, T. (1991). Constructive topology and combinatorics. In Constructivity in
Computer Science, Summer Symposium, San Antonio, Texas, USA, June 19-22,
Proceedings, Volume 613 de Lecture Notes in Computer Science, pp. 159-164. Sprin-
ger.

Coquand, T. (1997). A note on the open induction principle.
http ://www.cs.chalmers.se/coquand /intuitionnism.html.

Coquand, T. et G. Huet (1988). The Calculus of Constructions. Information and Com-
putation 17(2/3), 95-120.

Coquand, T. et C. Paulin-Mohring (1990). Inductively defined types. In P. Martin-
Lof et G. Mints (Eds.), Proceedings of Colog’88, Volume 417 de Lecture Notes in
Computer Sciences. Springer.

Corvez, S. (2005). Ftude de systémes polynomiauzx : contributions a la classification

d’une famille de manipulateurs et au calcul des intersections de courbes A-splines.
Thése de doctorat, Université de Rennes 1.

Cruz-Filipe, L., H. Geuvers, et F. Wiedijk (2004). C-CoRN, the Constructive Coq Re-
pository at Nijmegen. In A. T. Andrea Asperti, Grzegorz Bancerek (Ed.), Mathema-
tical Knowledge Management, Proceedings of MKM 2004, Volume 3119 de Lecture
Notes in Computer Sciences, Berlin Heidelberg New York, pp. 88 103. Springer.

164



Cruz-Filipe, L. et P. Letouzey (2006). A large-scale experiment in executing extracted
programs. Electr. Notes Theor. Comput. Sci. 151 (1), 75-91.

de Bruijn, N. G. (1970). The mathematical language AUTOMATH, its usage and
some of its extensions. In Symposium on Automatic Demonstration, Volume 125 de
Lecture Notes in Mathemtics, pp. 29 62. Springer.

Delahaye, D. (2000). A Tactic Language for the System Coq. In LPAR, Reunion Island,
Volume 1955, pp. 85-95. Springer-Verlag LNCS/LNAIL http://cedri c. cham
fr/ ~del ahaye/ publ i cati ons/ LPAR2000- | t ac. ps. gz.

Delahaye, D. et M. Mayero (2001). Field : une procédure de décision pour
les nombres réels en Coq. In Journees Francophones des Langages Applicatifs,
Pontarlier. INRIA. htt p: // cedric. cnam fr/ ~del ahaye/ publ i cati ons/
JFLA2000- Fi el d. ps. gz.

Delahaye, D. et M. Mayero (2005). Quantifier Elimination over Algebraically Closed
Fields in a Proof Assistant using a Computer Algebra System. In Proceedings of
Calculemus 2005.

Dolzmann, A.; A. Seidl, et T. Sturm (2004). Efficient projection orders for cad. In
J. Gutierrez (Ed.), Symbolic and Algebraic Computation, International Symposium
ISSAC 2004, Santander, Spain, July 4-7, 2004, Proceedings. ACM.

Dos Reis, G., B. Mourrain, R. Rouillier, et P. Trébuchet (2002). An environment for
symbolic and numeric computation. In Proceedings of the International Conference
on Mathematical Software, World Scientific, pp. 239-249. Le manuel de reférence
est disponible & I'adresse ht t p: / / ww sop. i nri a. fr/ gal aad/ | ogi ci el s/
synaps/ docunent ati on. htni .

Ducos, L. (2000). Optimizations of the subresultant algorithms. Journal of Pure and
Applied Algebra 145, 149-163.

Fridlender, D. (1999). An interpretation of the fan theorem in type theory. In Types for
Proofs and Programs, International Workshop TYPES’98. Selected Papers., Volume
1657 de Lecture Notes in Computer Science, pp. 93 105. Springer-Verlag.

G. Barthe, V. C. et O. Pons. (2003). Setoids in type theory. Journal of Functional
Programming 13(2), 261-293.

Gabbay, D. M. (1973). The Undecidability of Intuitionistic Theories of Algebraically
Closed Fields and Real Closed Fields. J. Symb. Log. 38(1), 86 92.

Geddes, K., S. R. Czapor, et G. Labahn (1992). Algorithms for Computer Algebra.
Kluwer Academic Publishers.

Geuvers, H. et M. Niqui (2002). Constructive reals in Coq : Axioms and categoricity.
In P. Callaghan, Z. Luo, J. McKinna, et R. Pollack (Eds.), Types for Proofs and
Programs : International Workshop, TYPES 2000, Durham, UK, December 8 12,
2000. Selected Papers, Volume 2277 de Lecture Notes in Computer Science, pp.
79-95. Springer-Verlag.

Geuvers, H., R. Pollack, F. Wiedijk, et J. Zwanenburg (2002). A Constructive Alge-
braic Hierarchy in Coq. In S. Linton et R. Sebasitani (Eds.), Special Issue on the
Integration of Automated Reasoning and Computer Algebra Systems, Volume 34,
pp. 271-286. Elsevier.

Grégoire, B. et X. Leroy (2002). A compiled implementation of strong reduction. In In-
ternational Conference on Functional Programming 2002, pp. 235 246. ACM Press.

165



Grégoire, B. et L. Théry (2006). A Purely Functional Library for Modular Arith-
metic and its Application for Certifying Large Prime Numbers. In Proceedings of
IJCAR’06 : Third International Joint Conference on Automated Reasoning. to ap-
pear.

Griffin, T. (1990). A formulae-as-types notion of control. In POPL, pp. 47 58.

Grigor’ev, D. (1988). The Complexity of deciding Tarski algebra. Journal of Symbolic
Computation 5, 65—-108.

Greégoire, B. (2003). Compilation des termes de preuves : un (nouveau) mariage entre
Coq et Ocaml. Theése de doctorat, Université Paris 7.

Grégoire, B. et A. Mahboubi (2005). Proving ring equalities done right in coq. In
TPHOLs, pp. 98-113.

Harrison, J. (1994). Constructing the real numbers in HOL. Formal Methods in System
Design 5, 35 59.

Harrison, J. (1996). HOL Light : A Tutorial Introduction. In Proceedings of the First
International Conference on Formal Methods in Computer-Aided Design (FM-
CAD’96), Numéro 1166 in LNCS, pp. 265-269. Springer.

Harrison, J. (1997). Verifying the Accuracy of Polynomial Approximations in HOL.
In E. L. Gunter et A. P. Felty (Eds.), Theorem Proving in Higher Order Logics,
10th International Conference, TPHOLs 97, Murray Hill, NJ, USA, August 19-22,
1997, Proceedings, Volume 1275 de Lecture Notes in Computer Science, pp. 137—
152. Springer.

Harrison, J. (2002). HOL-Light 2.20 Reference Manual. http://waw. cl . cam
ac. uk/jrhl3/ hol -1ight/reference_220. pdf : University of Cambridge,
DSTO, SRI International.

Harrison, J. et L. Théry (1998). A skeptic’s approach to combining HOL and Maple.
Journal of Automated Reasoning 21, 279 294.

Harrison, J. R. (2005). A HOL theory of Euclidean space. In J. Hurd et T. Melham
(Eds.), Theorem Proving in Higher Order Logics 18th International Conference,
TPHOLs 2005, Volume 3603 de Lecture Notes in Computer Science, Oxford, UK,
pp. 114-129. Springer-Verlag.

Heintz, J., M.-F. Roy, et P. Solerno (1990). Sur la complexité du principe de Tarski-
Seidenberg. Bulletin de la Société Mathématique de France 118, 101 126.

Hofmann, M. (1995). A simple model for quotient types. In TLCA 95, pp. 216-234.

Hong, H. (1990). Improvements in CAD-based Quantifier Elimination. Thése de doc-
torat, The Ohio State University.

Hong, H., R. Liska, et S. Steinberg (1997). Testing stability by quantifier elimination.
Journal of Symbolic Computation 24 (2), 161-187.

Hormander, L. (1983). Tha Analysis of Linear Partial Differential Operators 11, Volume
257 de Grundlehren der mathematischen Wissenschaften. Springer-Verlag.

Howard, W. A. (1980). The formulae-as-types notion of construction. In J. Selding
et J. H. Hindley (Eds.), To H.B. Curry : Essays on Combinatory Logics, Lambda
Calculus and Formalism, pp. 479-490. Academic Press.

Howe, D. J. (1986). Implementing Analysis. Thése de doctorat, Cornell University.

166



Huet, G. (1997). The zipper data structure. Journal of Functional Programming (7),
549-554.

Jacobi, C. (1836). De Eliminatione Variablilis e Duabus Aequationibus. J. Reine An-
gew. Math 15, 101 124.

Jones, C. (1991). Completing the rationals and metric spaces in LEGO. In G. Huet,
G. Plotkin, et C. Jones (Eds.), Proceedings of the Second Workshop on Logical
Frameworks, pp. 209-222.

Knuth, D. (1998). The Art of Computer Programming, Semi-numerical Algorithms
(3rd ed.), Volume 2. Reading, MA : Addison-Wesley. (1st edition, 1969).

Lang, S. (1995). Algebra (3rd ed.). Addison-Wesley.

Liao, H.-C. et R. J. Fateman (1995). Evaluation of the Heuristic Polynomial ged. In
ISSAC 95 : Proceedings of the 1995 international symposium on Symbolic and
algebraic computation, pp. 240-247. ACM Press.

Mahboubi, A. et L. Pottier (2002). Elimination des quantificateurs sur les réels en Coq.
In Journées francophones des Languages Applicatifs.

Matiyasevic (1970). The diophantineness of enumerable sets. Soviet Mathematical Dok-
lady 191(11), 279-282.

Mayero, M. (2001). Formalisation et automatisation de preuves en analyses réelle et
numérique. Thése de doctorat, Université Paris VI.

McLaughlin, S. et J. Harrison (2005). A proof-producing decision procedure for real
arithmetic. In R. Nieuwenhuis (Ed.), CADE-20 : 20th International Conference
on Automated Deduction, proceedings, Volume 3632 de Lecture Notes in Computer
Science, Tallinn, Estonia, pp. 295-314. Springer-Verlag.

Mourrain, B., F. Rouillier, et M.-F. Roy (2005). Bernstein’s basis and real root isola-
tion. Mathematical Sciences Research Institute Publications, 459 478. Cambridge
University Press.

Muiioz, C., R. Butler, et V. Carrefio (2001). Formal verification of conflict dectection
algorithms. In Conference on Correct Hardware Design and Verification Methods,
Volume 2144 de Lecture Notes in Computer Sciences, pp. 403—417. Technical Re-
port, NASA /TM-2001-210864.

Narboux, J. (2006). Formalisation et automatisation du raisonnement géométrique en
Coq. Theése de doctorat, Université Paris Sud.

Nipkow, T., L. C. Paulson, et M. Wenzel (2002). Isabelle/HOL — A Proof Assistant
for Higher-Order Logic, Volume 2283 de LNCS. Springer.

Niqui, M. et Y. Bertot (2004). QArith : Coq formalisation of lazy rational arithmetic.
In S. Berardi, M. Coppo, et F. Damiani (Eds.), Types for Proofs and Programs : In-
ternational Workshop, TYPES 2003, Torino, Italy, April 30 — May 4, 2003, Revised
Selected Papers, Volume 3085 de Lecture Notes in Computer Science, pp. 309-323.
Springer-Verlag.

Palmgren, E. (2002). An intuitionistic axiomatisation of real closed fields. Mathematical
Logic Quarterly 48(2), 297 299.

Pottier, L. (1999). Algebra. Coq contribution.
http ://coq.inria.fr/contribs/algebra.html.

Rouillier, F. et P. Zimmermann (2004). Efficient isolation of polynomial’s real roots.
J. Comput. Appl. Math. 162(1), 33 50. Elsevier Science Publishers B. V.

167



Sacerdoti Coen, C. (2006). A semi-reflexive tactic for (sub-)equational reasoning. In
Types for Proofs and Programs,200/, Revised Selected Papers, Volume 3839 de Lec-
ture Notes in Computer Science, pp. 98-114. Springer.

Simpson, C. (2004). Computer Theorem Proving in Mathematics. Letters in Mathe-
matical Physics 69(1-3), 287-315.

Stein, J. (2003). Linalg. Coq contribution.
http ://coq.inria.fr/contribs/LinAlg.html.

Strzebonski, A. (2000). Solving systems of strict polynomial inequalities. Journal of
Symbolic Computation 29, 471-580.

Tarski, A. (1951). A Decision Method for Elementary Algbra and Geometry. University
of California Press. 2nd edition, revised, by Alfred Tarski with the assistance of J.
C. C McKinsey.

Théry, L. (2001). A Machine-Checked Implementation of Buchberger’s Algorithm.
Journal of Automated Reasoning 26, 107-137.

Troelstra, A. (Ed.) (1973). Metamathematical Investigation of Intutitionnistic Arith-
metic and Analysis, Volume 344 de LNCS. Springer Verlag.

Uspensky, J. (1948). Theory of Equations. McGraw-Hill Book Company.

Veldman, W. (2001). Almost the fan theorem. Rapport technique 0113, Department
of Mathematics, University of Nijmegen, Toernooiveld, 6525 ED Nijmegen The
Netherlands.

Vincent, A. J. H. (1836). Sur la Résolution des équations numeériques. Journal de
Mathématiques Pures et Appliquées, 341-371.

von zur Gathen, J. et T. Liicking (2003). Subresultants Revisited. Theoretical Computer
Science 297(1-3), 199-2309.

Wu, W.-T. (1978). On the decision problem and the mechanization of theorem proving
in elementary geometry. Scientia Sinica 21, 157-179.

Yap, C. K. (2000). Fundamental Problems of Algorithmic Algebra. Oxford : Oxford
University Press.

Ying, J. Q., L. Xu, et Z. Lin (1999). A Computational Method for Determining Strong
Stability of n-D-systems. Journal of Symbolic Computation 27, 479-499.

Zippel, R. (1993). Effective Polynomial Computation. Kluwer Academic Publishers.

168



169



Résumé

Le logiciel Coq est un assistant a la preuve basé sur le Calcul des Constructions In-
ductives. Dans cette thése nous proposons d’améliorer I’automatisation de ce systéme
en le dotant d’une procédure de décision réflexive et compléte pour la théorie du pre-
mier ordre de I'arithmétique réelle. La théorie des types implémentée par le systéme Coq
comprend un langage fonctionnel typé dans lequel nous avons programmé un algorithme
de Décomposition Algébrique Cylindrique (CAD). Cet algorithme calcule une partition
de T'espace en cellules semi-algébriques sur lesquelles tous les polyndémes d’une famille
donnée ont un signe constant et permet ainsi de décider les formules de cette théorie.
Il s’agit ensuite de prouver la correction de I'algorithme et de la procédure de décision
associée avec l'assistant a la preuve Coq. Ce travail comprend en particulier une librairie
d’arithmétique polynomiale certifiée et une partie significative de la preuve formelle de
correction de l'algorithme des sous-résultants. Ce dernier algorithme permet de calculer
efficacement le plus grand commun diviseur de polyndmes a coefficients dans un anneau,
en particulier a plusieurs variables. Nous proposons également une tactique réflexive de
décision des égalités dans les structures d’anneau et de semi-anneaux qui améliore les
performances de I'outil déja disponible et augmente son spectre d’action en exploitant les
possibilités de calcul du systéme. Dans une derniére partie, nous étudions le contenu cal-
culatoire d’'une preuve constructive d’'un lemme élémentaire d’analyse réelle, le principe
d’induction ouverte.

Mots clés : Formalisation, Coq, Assistants a la preuve, Procédures de décision, Calcul
formel, Décomposition Algébrique Cylindrique, Sous-résultants, Induction ouverte.

Abstract

The Coq system is a proof assistant based on the Calculus of Inductive Construc-
tions. In this work, we propose to enhance the automation of this system by providing a
reflexive and complete decision procedure for the first order theory of real numbers. The
Type Theory implemented by the Coq system comprises a typed functional program-
ming language, which we have used to implement a Cylindrical Algebraic Decomposition
algorithm (CAD). This algorithm computes a partition of the space into sign-invariant,
semi-algebraic cells for the polynomials of a given family. Hence it allows to decide all the
formulae of this theory. Then we have to prove formally the correctness of the algorithm
and of the related decision procedure, using the Coq proof assistant. This work includes
a library for certified polynomial arithmetic and a significant part of the formal proof
of correctness of the sub-resultants algorithm. This last algorithm allows to compute ef-
ficiently the greatest common divisor of polynomials with coefficients in a ring, and in
particular of multivariate polynomials. We also propose a reflexive tactic for deciding
equalities in ring and semi-ring structures, which enhances the performances of the tool
previously available in the system by taking benefit of the computational abilities of the
system. In a last part, we study the computational content of a constructive proof of an
elementary lemma of real analysis, called principle of open induction.

Key words : Formalization, Coq, Proof assistants, Decision procedures, Computer al-
gebra, Cylindrical Algebraic Decomposition, Subresultants, Open induction.



