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Introduction

Le secteur des mésons B offre un champ d’investigations extrémement vaste, que ce soit du
point de vue théorique comme sur le plan expérimental. En effet il contient un quark beau, qui
est de la 3¢Me génération de saveur et qui, bien qu’étant lourd, peut former un état 1lié, contrai-
rement a son partenaire de famille le quark top qui se désintégre avant de pouvoir s’hadroniser.
Le nombre de canaux de désintégration est assez élevé, du fait de la masse de ces mésons (~ 5.2
GeV), que ce soit des désintégrations semi-leptoniques comme B — D*lv, ou non leptoniques
comme B — D**r, B — ©m, B — K*, etc. Apres la découverte de la résonance T a 9.5 GeV
dans la collision p + p — pTp~ [1] interprétée avec succes comme étant un état lié bb [2], celle du
B [3] a donc été un élément fondamental dans la validation du Modeéle Standard comme cadre
théorique de la physique des particules, dans lequel les interactions électrofaible et forte peuvent
étre décrites a 1’échelle de 100 GeV ; rappelons qu'il est construit a partir de la théorie de jauge
SU(3)c x SU(2)w x U(1)y brisée spontanément en SU(3)c x U(1)gm [4, 5]. La découverte du mé-
son B a offert des perspectives tres intéressantes de tests minutieux de ce Modele et d’observations
d’une éventuelle nouvelle physique. C’est ainsi que de grands détecteurs ont mesuré avec préci-
sion certaines de ses caractéristiques physiques (CLEO a Cornell, BaBar a SLAC, Belle a KeK, CDF
et DO au Tevatron) ou le feront prochainement (LHCb au LHC), contraignant le Modele Standard
ou ouvrant la voie a de la nouvelle physique dans le secteur des saveurs. C’est ’étude de la tran-
sition B — J/V K qui a permis de détecter pour la deuxieme fois une source de violation de C'P
[6], apres celle découverte en 1964 et en 1999 dans le secteur des K [7]. La violation directe de CP a
été détectée dans les transitions By — n T K+ [8], et les effets d'une nouvelle physique sont recher-
chés dans les transitions By — K*vy, By — K*ITl~, By — 7w, By — 7K [9]. Sur le plan théorique
I'échelle d’énergie typique de ces mésons - autrement dit leur masse ou celle du quark b - permet
suivant le processus considéré soit d’utiliser un développement perturbatif en un petit paramétre
(par exemple la constante forte as(myp) ~ 0.2), soit de construire une théorie effective a basse éner-
gie, de fagon a simplifier les problemes physiques rencontrés. Bien souvent les résultats obtenus
par ces théories effectives sont comparés aux résultats expérimentaux, permettant ainsi leur justi-
fication dans un domaine bien précis de I'espace des phases, mais il arrive parfois qu’on souhaite
utiliser a la fois un résultat expérimental et une prédiction théorique pour déterminer un parametre
fondamental du Modele Standard. Or cette procédure peut étre entachée d’incertitudes théoriques
importantes, qu’il convient de réduire. C’est particulierement le cas pour 'extraction des éléments
de la matrice de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa [10] a partir d"un processus exclusif, qui nécessite
le calcul d"un élément de matrice hadronique, objet hautement non perturbatif du point de vue de

la Chromodynamique Quantique (QCD), qui est la théorie de jauge décrivant les interactions entre
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quarks et gluons, car ces derniers sont confinés dans les hadrons, états liés invariants de couleur.
A ce jour il existe une seule approche pleinement satisfaisante sur le plan théorique qui répond
a ce probleme, le calcul statistique des fonctions de Green d’une théorie Euclidienne des champs

discrétisée dans un volume fini d’espace-temps (théorie des champs sur réseau).

Dans ce mémoire seront présentés dans les 4 derniers chapitres quelques résultats, pour la plu-
part ayant trait a la phénoménologie du B, obtenus apres simulation numérique de la QCD sur un
réseau, apres une introduction succinte dans le premier chapitre de la théorie effective parfaitement
adaptée a 1’'étude des transitions molles impliquant le B, la Théorie Effective des Quarks Lourds
(HQET), et la présentation dans le deuxieéme chapitre des outils nécessaires - mais pas suffisants - a
une simulation numérique de la QCD. Il sera notamment question du calcul unquenched (N¢ = 2)
des facteurs de forme non leptoniques associés aux couplages gp-pr et gp; g1, et qui sont des pa-
rametres d'un Lagrangien chiral effectif pour lesquels aucune mesure expérimentale n’est dispo-
nible, simplement parce que les transitions B* — Br et B! — B{n sont interdites dans l’espace
des phases, et pour lesquels nombre de modeles des quarks et d’utilisation des régles de somme de
QCD donnent des résultats peu compatibles entre eux. Ce calcul a été mené a bien en déterminant
non perturbativement certaines constantes de renormalisation, par 1'utilisation d’identités de Ward
chirales. On présentera donc cette méthode élégante et tres couramment employée en QCD sur ré-
seau pour renormaliser les grandeurs calculées numériquement, et qui a permis d’estimer la masse
du quark étrange a partir d’une simulation avec 2 saveurs de quark de la mer dégénérées tout en
réduisant certaines erreurs systématiques. Dans le cadre de HQET, les transitions semi-leptoniques
B — D**lv, donnant une contrainte supplémentaire sur I'élément de la matrice CKM V;, sont pa-
ramétrées par un seul facteur de forme 7;, ott j dépend du moment orbital du D**. Il existe une
contradiction entre les mesures expérimentales de B — D**lv, des résultats théoriques concer-
nant ces 7}, issus de régles de somme de QCD et de modéles des quarks covariants, et les rapports
d’embranchement observés dans les transitions B — D**x. Une premiere tentative du calcul dans
I'approximation quenched de 7; (j = 1/2,3/2) a été faite, et on verra qu’elle semble confirmer les
prédictions. Enfin rappelons que la violation de C'P observée dans la transition B; — J/¢K; est

. . . VgVt , . , .
une mesure relativement précise de arg <th V:Z > , et qu’elle résulte de I'interférence entre les ampli-
td

tudes de By — J/¢K; et du mélange By — By. On s’attend également au mélange B, — B, etla
mesure récente de son amplitude impose une contrainte supplémentaire sur V;;, une fois calculé un
élément de matrice hadronique approprié. Le calcul de ce dernier dans l’approximation quenched
a été entrepris sur le réseau, avec la particularité que la théorie des champs utilisée est invariante
sous la symétrie chirale, ce qui n’est pas trivial du tout pour une théorie discrete. De ce fait des mé-
langes spurieux entre opérateurs disparaissent lors de leur renormalisation, réduisant les erreurs
systématiques.

Ces calculs ont été effectués sur une APEmille, une machine dédiée a la QCD sur réseau et
construite dans le cadre du projet APE (Array Processor with Emulator). Ce projet, lancé peu apres
1980 par des physiciens théoriciens Italiens, était destiné au développement d"une puce dédiée a
la simulation numérique de la QCD et formée de processeurs mis en parallele [11]. II est & noter
que c’est la premiere tentative européenne - et malheureusement la seule a ce jour - de construc-
tion d’'une machine de calcul de puissance équivalente a un cluster de PCs, et a un cotit moindre.

La machine de derniere génération, I’APEnext, développe une capacité de calcul de 300 GFlops



efficace par "rack" de 512 processeurs. Ces performances sont tres voisines de celles de son alter-
ego anglo-américain, le projet QCDOC, qui a servi de source d’inspiration a IBM pour construire
le supercalculateur le plus puissant du monde, BlueGene, développant une capacité de 2.5 TFlops
soutenus par "rack" de 1024 processeurs.

Ce travail a donné lieu a 3 publications [50, 132, 133], une note informelle [103] et 2 proceedings

[85, 148] qui sont les ébauches d’articles en préparation.
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Chapitre 1

Théorie effective des quarks lourds

1.1 Introduction de la théorie

Pour le moment les équations du mouvement déduites du Lagrangien de QCD ne sont pas so-
lubles analytiquement a longue distance, c’est a dire que les fonctions de Green de la théorie ne sont
pas calculables exactement. Toutefois une échelle typique d’énergie Aqcp apparait dynamique-
ment, par I'intermédiaire du groupe de renormalisation, qui permet de faire évoluer la constante
de couplage a; d'une échelle d’énergie 111 a une échelle 15 en intégrant tous les processus physiques
entre ces deux échelles. Aqcp marque la limite en dessous de laquelle ’approche perturbative n’est
plus appropriée pour décrire les interactions entre quarks et gluons dans les hadrons. A partir de
la théorie complete on peut écrire une théorie effective si on s’intéresse a une physique contenant
une autre échelle d’énergie typique 1 qui est grande devant Aqcp, grace a un développement en
produits d’opérateurs, Aqcp/p et () étant les parametres du développement. C’est le cas de la
physique du méson B et de celle des hadrons lourd-légers en géneral, ot1 I’échelle dure est la masse
mg du quark lourd contenu dans ces hadrons. Ces systemes physiques sont alors décrits par la
théorie effective des quarks lourds (Heavy Quark Effective Theory, HQET) [12], dans laquelle on
ne considere que les degrés de liberté O(Aqcp) < mq. Formellement c’est toujours une théorie des
champs au caractere confinant, mais son aspect prédictif est un peu plus étendu que celui de QCD
car 'expression des quantités physiques impliquant le quark lourd est simplifiée par 1'existence
de symétries supplémentaires par rapport a la théorie originelle. Dans cette théorie les hadrons
lourd-légers forment du point de vue de la couleur un systéme physique analogue a ce qu’est pour
I'électromagnétisme un atome hydrogénoide : le proton est ici remplacé par le quark lourd, les
autres quarks et les gluons jouant le role des électrons et des photons. On décomposera 1'impul-
sion pg du quark lourd pg = mgv + k en une partie "classique" mg v et une partie "fluctuations
quantiques" k ~ O(Aqcp)- v est la quadrivitesse du quark lourd (v? = 1) et est une constante du
mouvement pour les échanges d’impulsion O(Aqcp) entre les quarks légers et gluons et le quark
lourd. v est donc un vecteur qui paramétrise 'espace de Hilbert de la théorie effective que nous

voulons construire, et on définira les effectifs h,(x) et H,(z) en fonction du champ de quark lourd

Q(z) (Q =bouc)par:

Qz) = e*imQ”'x[hv(m) + Hy(z)], hy(x) = eiva'xl%%Q(ﬂf)7 Hy(z) = eiva'ml_T]dQ(x)- (1.1)
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On a factorisé le terme d’oscillations rapides e =@V, pour ne conserver que les degrés de liberté
mous, et on projette le champ de quark lourd sur ses grandes et petites composantes. Ces dernieres
vérifient yh, = h, et yH, = —H,. Les petites composantes H, sont liées a la création d’antiquarks
lourds ayant la vitesse v, et sont O(1/m(). Si on souhaite décrire la physique des antiquarks lourds

par HQET, on définit () en terme des champs h_,etH_, par

Q) = e (@) + Hoo(w)], hoyla) = e X Q) Hy(@) = e T o)
(1.2)

Il découle des projecteurs 1171/ que la création d’une paire de quark-antiquark lourds Q@ n’est pas

permise dans HQET : c’est un phénomene dont I’échelle caractéristique est m ¢, et a donc été intégré
dans les coefficients de Wilson de 1’OPE. Suivant la définition de () choisie, la théorie effective

contient soit les degrés de liberté du quark lourd, soit ceux de I'antiquark correspondant.

Le Lagrangien de HQET se déduit de celui de QCD Lqcp = Q12 —mq)Q, ou D, = 0, +igsAu
est la dérivée covariante et X ﬁ = X* — z - vv*, de la fagcon suivante :

EQCD = [ﬁv + FIv] [mQ(ﬁ - 1) + ip][hv + HU]
= [hy + H[iPhy + (1 — 2mq) H,]
= [ (55) e (50) |2 (557 e epoma (557
= hy(iv- D)hy + HyiDhy + hyiDH, — Hy(iv - D + 2mg)H,
o (i - D)hy + HyiD) by + hyi D) Hy — Hy(iv - D + 2mg) H,, (1.3)

I
>

LHQET = Bv(z’v . D)hv + O(]./TTLQ) =Lo+ L. (1.4)

L’ordre dominant de HQET estla limite m¢g — oo dans laquelle on néglige £1. On remarque qu’a cet
ordre de nouvelles symétries apparaissent, puisque £ est indépendant de la masse du quark lourd,
et que l'interaction avec les champs de gluons est purement chromoélectrique : ces symétries sont
donc la symétrie de saveur et la symétrie de spin. Elles sont regroupées sous le nom de "symétrie
des quarks lourds" et forment un groupe U(2N}) ot Ny, est le nombre de saveurs lourdes mises en
jeu. Ces invariances se traduisent physiquement par le fait que I’échange de gluons mous entre
le quark lourd et le(s) quark(s) léger(s) ne permet pas de sonder la saveur ni le spin du quark
lourd. Les effets de la brisure de la symétrie entre les quarks lourds @; et ); sont proportionnels a
1/m; — 1/m;, ces effets se retrouvent dans la différence entre la physique du B et celle du D, tandis
que les effets de la brisure de la symétrie de spin sont en 1/m, car c’est a cet ordre qu’entre en jeu
I'interaction chromomagnétique, celle-ci faisant intervenir le spin du quark lourd. La symétrie des
quarks lourds est de la méme nature que celle présente dans 1’atome hydrogénoide, ot1 la masse et
le spin du proton découplent de la dynamique.

Les regles de Feynman se déduisent facilement de Ly :

i 1+

k-vtie 2

propagateur de quark HQET :
vertex quarks gluon HQET :  —igT,v*

On peut trouver l'expression de £; en remarquant que 1’équation du mouvement de H, s’écrit



Théorie effective des quarks lourds 13

H, = mz’ D1 hy.On a alors
L = hiD L___ipw
= P —1
! v l2mQ—|—z’v-D L
- (1p1)? 2
= h hy, +O(1
v 2mq v+ O( /mQ)
_ D? — 0,3GP
= —hy—hy — ghy—L"—hy, + O(1/m2 15
v2mQ v = Gsly Amq, v+ O( /mQ), (1.5)
ol 048 = i[Vu,w]/2- L1 se décompose en un terme cinétique Ly, = ﬁﬁv(iD 1)%h, et un terme
chromomagnétique Ly, = —ﬁﬁv%—saaﬁGaﬁ hot. Le premier ne brise que la symétrie de saveur

tandis que le second brise également la symétrie de spin. On peut faire des prédictions sur la spec-

troscopie des mésons lourd-légers en tenant compte de ces brisures.

1.2 Spectroscopie des mésons lourd-légers

On s’appuiera sur la symétrie de saveur pour identifier les mésons B et D a des mésons lourd-
légers H. Dans le référentiel au repos du méson le moment angulaire s’écrit J = 1/2 + j;. 1/2
représente le spin du quark lourd, et j; est le moment total du quark léger de valence, et du nuage
de gluons et de quarks : c’est un demi entier car il incorpore le spin 1/2 du quark léger de va-
lence. Comme le spin du quark lourd découple de la dynamique a la limite m¢g — oo, les mésons
lourd-légers sont regroupés en doublets dégénérés du point de vue de la spectroscopie, comme in-
diqué dans la table 1.1, cette dégénérescence étant levée a 1'ordre 1/m par le terme d’interaction
chromomagnétique. La masse de ces hadrons est donnée par :

M(J,j]") = mq+Ajp + %‘2. (1.6)
Ajlp et f(J) s'expriment en termes d’éléments de matrice hadroniques définis dans HQET. f(.J)
s’écrit de la maniere suivante :

FO) ==M00) +2(0% = 3/4 = )G, (1.7)

'En fait, en incorporant les corrections radiatives, Lag est proportionnel a un coefficient a(x) dont la dépendance
en /i se simplifie avec celle de I'opérateur de moment magnétique h, & o, 5GP h,. Un tel coefficient n’apparait pas dans

le terme cinétique grace a l'invariance sous reparamétrisation v — v + ¢/mq, k — k — ¢, hy — €*° (1 + m—’{Q) hy
iD
mq "
Imho{(V? = 1) = 2045V, V?|} h. Pour que cette forme reste inchangée apreés ajout des corrections quantiques, il faut
que le terme dominant Lsa: et le terme cinétique se renormalisent de la méme fagon. On peut se donner une image de
cette invariance en disant que changer la quadrivitesse par un facteur O(1/m¢q) ne change pas la physique du quark
lourd dans HQET.

[13] : 1a "quadrivitesse" invariante s’écrit V = v +

Le Lagrangien invariant sous cette reparamétrisation s’écrit alors
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71 | JT | excitation orbitale
T =
510 H

1~ H*
T 5

1" Hy
311t H,

2t H;

TAB. 1.1: Spectroscopie des mésons lourd-légers.

ou
2G0) = —o(HGDIDYHG))w,
16(5¢ - ji)A2(i) = ( )o(H (G oG 1H (G ))o (),
So-51 = — (50" = () (1.8)

2

Expérimentalement on a pu mesurer la différence de masse entre B et B* d'un c6té et D et D* de
l'autre, mp- — mp ~ 46 MeV et mp+ — mp ~ 142 MeV : elles sont donc raisonnablement faibles
comparées a mp (5.2 GeV) et mp (2.4 GeV), confirmant que HQET est un cadre théorique pertinent
de ce point de vue. On prédit méme que les différences m%. — m% et m%. — m?, sont trés voisines
l'une de l'autre, ce qui est vérifié expérimentalement (0.49 GeV? et 0.55 GeV? respectivement). En
outre la symétrie des quarks lourds a des conséquences phénoménologiques remarquables en ce

qui concerne les facteurs de formes des transitions impliquant les mésons lourd-légers.

1.3 Facteurs de forme

Lorsqu’on s’intéresse a un processus exclusif dans lequel un méson M; se désintegre en un mé-
son My, on écrit les éléments de matrice (M>|O|M;) sous forme d'une combinaison linéaire ) ; fiu;
ol u; est un quadrivecteur dépendant des quadrivecteurs contenus dans le probleme et f; est un
facteur de forme, dépendant des invariants de Lorentz du probléme. De maniere générale on s’in-
téressera dans la suite a des éléments de matrice impliquant les mésons lourd-légers définis dans
QCD, et on les exprimera en fonction d’éléments de matrice définis dans HQET, ot1 les symétries
qu’on a introduites plus haut simplifient les expressions et limitent le nombres d’observables a cal-
culer. Pour cela il faut définir un état |H), de HQET. Comme on 1’a déja mentionné, un état de

HQET est labellisé par sa vitesse v. La normalisation des états sera choisi de la fagon suivante :

—

o (H(EDH (K))y = 2006, (27)38(k — k). (1.9)

On fait alors appel a un formalisme ol1 on représente les mésons lourd-légers par des champs H,(x)
qui se transforment linéairement sous les symétries de saveurs lourdes et bilinéairement sous les

transformations de Lorentz [14] :

H!(z) = D(A)Hp-1,(A'2)D(A)7, (1.10)
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avecv’ = Aveta’ = Ax; onles écrit comme une combinaison linéaire des champs annihilant chacun

des membres du doublet j{” et ayant les mémes nombres quantiques que ceux-ci. Par exemple on a

pour les doublets § %Jr et %+

I+9 .
o= B,
1+4, .
Ky = —=(H"y"y, + Hp),
14 3 1
Fl = Tyj H;“”%, — \/;Hl (g’y‘ — 3%,(7“ — v“))] . (1.11)

H* est le champ annihilant le méson vecteur, H est celui annihilant le méson pseudoscalaire, H le

scalaire, H l'axial, etc. On définit également le champ conjugué H,:
H, =~"H]~°. (1.12)
Pour le doublet fondamental par exemple on a :
| * 1+ ﬁ
H, = (Hiiy" + th’)T. (1.13)

En outre on a les relations de projection pH, = H,, H,p = —H,, K, = K, = K, car on
suppose que la polarisation des mésons vecteur ou axial est orthogonale a la vitesse : on a donc
Prp = —p Pr;onaégalement v, D3" = 0,v,D} =0, pF) = F}'! = —F}' et F}'y,, = 0. Enfin
limyg ool H(p)) = v/mu|H)y, ot |H(p)) est un état défini dans QCD.

La symétrie des quarks lourds a comme conséquencg importante que les éléments de matrice
Ji (H1)

v (H2|O|H1), ne dépendent que d'un facteur de forme fj P ()
l

sont appelés les fonctions d’Isgur-Wise. Dans la suite de cet exposé on s’intéressera plus particu-

(w = v-v') [15]; ces facteurs de forme

lierement aux fonctions d’Isgur-Wise "a recul nul" v 1 (w=1) (T% (w = 1)) qui sont les invariants de
Lorentz des transitions entre j/” = 1™ et j/’ = %Jr gt = %Jr). Un facteur de forme bien connu est
celui associé a 'élément de matrice élastique (B|by*b|B), £. On connait en particulier sa normali-
sation a recul nul grace a la conservation du courant électromagnétique : £(1) = 1. En mesurant
la largeur de la transition (D*|cI'b| B) a faible recul, on peut alors donner une estimation de 1'é1¢-
ment de matrice V., de Vo v en exprimant ,(D*|¢,/I'b,|B), en fonction de £ et en effectuant un
ajustement avec QCD, en tenant compte des corrections radiatives et des corrections en 1/m., 1/my,
[16].

Ces facteurs de formes peuvent s’exprimer en terme de trace d’opérateurs sur les champs cova-

riants (1.11). Ainsi pour la transition élastique , (D|¢,y*b,|B), on a :

_ 5 ot 51+ ¥ 1+ 4 _
v (D|Eyy"by|B)y = &(w)y(D|Tr (HQS/)T’YBT’Y“T’YSH?) 1B,

= &(w)(v* + ™). (1.14)

La trace est effectuée sur les spins, tandis que £ est un objet non perturbatif et contient le terme de
couleur, et on a la convention de signe ¢,,T'b, = —¢ (w)TrHQ(j)FHQ()b).
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Chapitre 2

QCD sur réseau

Dans ce chapitre seront abordés la plupart des aspects techniques concernant la QCD sur ré-
seau. Rappelons que la Chromodynamique Quantique est une théorie asymptotiquement libre, et
donc qu’a grande distance les champs fondamentaux de la théorie sont confinés dans les hadrons.
A cette échelle on ne peut donc rien dire sur la physique hadronique en se basant uniquement sur
des calculs perturbatifs en la constante de couplage forte a5 a partir des graphes de Feynman du
Lagrangien de QCD!. Toutefois on peut contourner cette difficulté en se souvenant que les fonc-
tions de Green de la théorie G(¢(z;)) sont exprimées dans le cadre de la quantification par intégrale
de chemin sous la forme G(¢(z;)) = < [ [Dg] G(p(x;)) '/ £, Z = [[Dg] el 4L, En effectuant
le prolongement analytique de ces fonctions de Green dans 1’espace Euclidien [17], dont les coor-

données d’espace-temps s’expriment en fonction des coordonnées Minkowskiennes comme
tp = ZtM> _‘E = _)Ma (21)

on est amené a écrire les fonctions de Green Euclidiennes de la maniére suivante :

1

Gr(6) = 5 [ DG e, 2= [ Dole s, 22)

On peut alors effectuer le prolongement de ces fonctions de Green Euclidiennes vers le Minkows-
kien, pourvu que l’action soit locale et vérifie ce qu’on appelle la condition de positivité sous ré-
flexion [18] qui est une conséquence de la positivité du produit scalaire dans 1'espace de Hilbert.
On peut extraire de ces fonctions de Green les quantités physiques que 1'on cherche, ce qui est le cas
dans les processus considérés dans ce mémoire, mais cette extraction peut s’avérer parfois délicate,
en particulier lorsque des phases complexes entrent en jeu de fagon non triviale dans les ampli-
tudes de transition Minkowskiennes [19], notamment lorsque les états finaux interagissent encore
fortement entre eux, alors que les fonctions de Green Euclidiennes sont réelles. Dans I'Euclidien le
systeme physique obéit alors a une loi statistique de Boltzmann, et la discrétisation de la théorie
est au premier abord transparente. L'intégrale de chemin devient une intégrale sur un nombre fini
de variables, a condition de se restreindre a un volume fini V = L? x T, et le calcul compliqué des

fonctions de Green se meut en un calcul plus simple de valeur moyenne d’observables par une si-

"Le mécanisme du confinement est d’ailleurs I'un des mysteres les plus fascinants du monde subatomique, et n’est
toujours pas élucidé.
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mulation Monte-Carlo. Chaque point du réseau est séparé par une distance a (la maille du réseau),
ce qui correspond a une régularisation ultraviolette non perturbative de la théorie. Les effets de
bord sont supprimés en choisissant des conditions periodiques (x 4+ L = z). Ensuite il faut tenter
de déduire la limite de ces valeurs moyennes dans le continu a volume infini (¢ — 0, V' — o0) en
étudiant les effets systématiques de la discrétisation et les effets de volume fini. Cela s’accompagne
d’un matching entre les opérateurs définis dans la théorie discrete et ceux définis dans le continu.
Les parameétres introduits au cours de la simulation sont les masses nues et les couplages nus. La
valeur de a se déduit a la fin du calcul en identifiant une grandeur caractéristique sans dimension
mesurée sur le réseau et sa valeur expérimentale (par exemple 1'énergie d"un état 1ié), a? servant de
facteur multiplicatif afin de rendre les deux c6tés de cette identification de méme dimension d.
Dans la suite on décrira comment on discrétise la Chromodynamique Quantique, et on abordera

quelques aspects numériques et techniques de la QCD sur réseau.

2.1 Théories de jauge discrétisées
Remémorons-nous que la fonction de partition Euclidienne de QCD s’écrit
2 = [[DA DD =), @3

out A, sont les champs de gluons, bosons vecteurs de l'interaction forte, et 1, 1) sont les champs de

quarks, champs de matiére de celle-ci. L’action Euclidienne de QCD s’écrit

Sp = /d4xE %TT (F" (x) Fuy(x)) + ¥(x)( D + mo)p(x),
Sym + SF, (2.4)

ou F,, = 0,A, — 0,A, —igo[Au, A, Ay = AZA“/2, les \? étant les matrices de Gell-Mann de
la représentation fondamentale de SU(3), et les matrices de Dirac Euclidiennes sont définies en

fonction des matrices de Dirac Minkowskiennes par :

C’est I'action d'une théorie de jauge SU(3), c’est a dire qu’elle est invariante sous la transformation

de jauge locale

V(@) — V(2)p(x), Au(r) — V(z)Au(2)V Hz) + 201/(:5)8“1/—1(95), V(z) € SUB). (2.6)
Afin de discrétiser la théorie, on préfere briser la symétrie de Lorentz vers la symétrie d’hypercube
H* et conserver l'invariance de jauge car elle contient toute la dynamique du probléme. On a alors
recours aux transporteurs paralleles U, (z,y) = P (ei90 I Au(z)dz) pour maintenir cette invariance;
ils sont écrits sous la forme d'un produit ordonné P car les A ,(z) ne commutent pas entre eux le
long du chemin menant de z a y. Apres transformation de jauge U, (z,y) — V(2)U,(z,y)V " (y).

Le bilinéaire de quarks 9 (z)U,(z,y)¥(y) est donc un invariant de jauge. A noter que U, (y,z) =
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Uﬁ(m, y). Sur le réseau on utilise les transporteurs paralléles d"un site vers le site voisin U, (x,z +
aft) = U, (z) = e’@90Au(r+ait/2) et I'objet
Pu(x) = (1/3)ReTr (W (2)]
= (1/3)ReTr [Uu(2)U,(z + apt)U)(z + a0)U} (z)] (2.7)

est un invariant de jauge : on I'appelle une plaquette, car c’est la trace d 'une boucle de Wilson le long
d’un carré de coté a. C’est un objet particulierement important car en effectuant un développement

au—l—au

en a autour du centre de la plaquette = + , en supposant que A, fluctue peu, et apres un peu

d’algebre, on trouve que
ﬂA)—J%ﬂP—ifﬁ(ﬂ+OM) (2.8)
Wilson en a déduit une forme de I'action de Yang-Mills discrétisée [20] :
S¥wm(U BZ [ReTr (1 — W (2)] + O(a®), B=6/g]. (2.9)

D’autres actions de Yang-Mills discrétisées existent, elles introduisent des termes correctifs en a?

pour diminuer les effets O(a?) de S¥;, par exemple en ajoutant des plaquettes 2 x 1 [21]. Cependant
ces effets de discrétisation sont moins importants que ceux intervenant dans l’action fermionique,

puisque pour cette derniere ces effets sont O(a) comme on le verra.

2.1.1 Actions fermioniques

La discrétisation naive de ’action de Dirac est

Sp= {Z(l/Qa) [ (@) (U)o + ap) = Uf ()i (z — aft))] + mow(ﬂf)w(uf)} - (210)

T jz

Le propagateur de quark libre exprimé dans I'espace des impulsions s’en déduit alors aisément :

S_l(P) =mo + (i/a) Z Yy sin(apy). (2.11)
w

Malheureusement un probléme sérieux apparait avec cette action : bien qu’on retrouve la limite du
continu S~1(p) = mg + (i/a) > . Vu @Py, cette limite n’est pas injective en p car on la retrouve pour
p’ = T — p. La théorie discréte présente 2* = 16 poles contre 1 seul pour la théorie du continu.
Pour contourner cette difficulté, Wilson a proposé d’ajouter un terme levant cette dégénérescence

en masse, qui s’écrit

~(rf0) Y d@0v) = (/)3 (20) 12[ bla +at) + d(@)Uf (@ - ap(a - aft)
—2¢(w)¢(m)] . (2.12)
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Le propagateur libre s’écrit alors dans 'espace des impulsions

S~Hp) = mo + (i/a) Z Y sin(ap,) + (2r/a) Z sin? <%> . (2.13)

2
Iz Iz

A la limite du continu 2* — 1 fermions découplent de la dynamique, ayant une masse infinie, et il
ne reste plus qu'un seul pole physique. L’action de Wilson correspond a celle ot » = 1. Mais on
remarque qu’elle brise la symétrie chirale, puisqu’un terme en )¢ a été ajouté, ce qui peut entrainer
des complications inattendues dans les procédures de renormalisation, en particulier lorsqu’on veut
renormaliser des opérateurs ayant une structure chirale bien définie, comme il en sera question plus

loin.

L’action de Wilson s’écrit alors (on note a/ /i a partir de maintenant)
S }}’V = Z T;Z) :vyw )

Ma:y = (mO + 4/a Ty (1/2a) Z[(l + P)/M)Ul(y)ézvfﬂ,y + (1 - PYM)UM(y)(;erﬂ,y]' (214)
m

Il est alors commode de redéfinir les champs de fermions :

1 1
— 2k = —— 2.15
Vo et = e 215)
si bien que M s’écrit
Mey = b2y — K Z[(l + ’Yu)U,i(?/)(sm—;},y + (1 = %) Un(y) 00+ (2.16)

I

M vérifie la condition d’hermicité MJm = 75Mmyw5. k s’appelle le parametre de saut (hopping
parameter) car c’est le facteur de proportionnalité d'un terme qui décrit les "sauts" d’un fermion
situé sur un site z du réseau vers les sites voisins. La valeur critique r. correspond au parameétre de
saut d'un fermion sans masse (limite chirale). Dans la théorie libre, k. = 1/8. Toutefois ce n’est plus
vrai lorsqu’on considere les interactions entre fermions et bosons de jauge, car une renormalisation
additive en 1/a doit étre introduite, de sorte que k. > 1/8, et on écrit amy = % (l — i).

K Ke
Cette action introduit des effets de discrétisation au premier ordre en a. En effet, en se souvenant
que nous sommes dans 1’Euclidien (p]OE = 1FE), on exprime la relation de dispersion sous la forme

suivante :

2
sh?(aF) Z sin?(ap;) amg+ 1 — ch(aFE) 4 2 Z sin < é)z)] . (2.17)

Pour un fermion au repos, on a donc
sh(aE) = amg + 1 — ch(aF), (2.18)

et la limite du continu E = my est entachée d'une erreur O(a), introduite par le terme de Wil-
son. C’est le premier indice montrant que ’amélioration de la discrétisation de I’action du continu

nécessite d’effectuer un développement "a la Symanzik" [22] Seg = So + aS1 + a%Sa + ... et g =
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Po-+agi+a’pa+.... Les termes qu’on ajoute a I'action et aux opérateurs sont irrelevants a la limite du
continu, de maniére a supprimer les artefacts réseau. Le premier terme du développement de 'ac-
tion est connu, il s’agit du terme "clover" S}V = Lcgp > Q,E(x)au,,ﬁ’u,, (x)(z), our Fuy(m) est une
somme dans le plan (1, v) des 4 plaquettes de coté 1 auxquelles le site x appartient, et cgy s’appelle
le coefficient de Sheikholeslami-Wohlert, vaut 1 a I'ordre des arbres, et augmente lorsqu’on consi-
dere les interactions [23]. L’addition de ce terme réduit subtanciellement les effets de discrétisation
au premier ordre en a, mais 'action "clover" S§ = S¥ + S$W brise encore explicitement la symétrie
chirale.

Une autre action tres communément employée en QCD sur réseau est I’action de Kogut-Susskind
[24], mais elle a le grave défaut de briser explicitement la symétrie de saveur. De plus la limite du
continu de cette théorie n’est pas du tout assurée de maniére directe car il subsiste a priori 4 "sa-
veurs" dans cette limite au lieu d’une seule pour l’action de Wilson, et la maniére de projeter les

résultats sur une saveur [25] ne s’appuie pas sur les premiers principes de la théorie des champs.

2.1.2 Action chirale

Nous avons vu que les actions fermioniques envisagées jusqu’a présent engendrent des ef-
fets systématiques qui peuvent s’avérer désastreux suivant le probleme considéré : 1’action naive
contient des doublons, 1’action de Wilson n’a pas ce défaut, mais brise explicitement la symétrie
chirale, tout comme l’action "clover"; quant a I'action de Kogut-Susskind, une controverse quant a
sa formulation en terme d"une action locale agite encore a ce jour la communauté des réticolistes
[26]. Ces faits ont entrainé 1’écriture d'un théoreme "no-go" a propos de la discrétisation des théo-
ries des champs fermioniques par Nielsen et Ninomiya qui est le suivant [27] :

I'opérateur de Dirac discrétisé ne peut pas simultanément :

(1) étre local (|D(x,y)| < ce~ ==,

(2) étre inversible a p # 0 (non existence de doublons),

(3) vérifier la limite du continu a p < 7/a (D! (p) = iv,p, + O(ap?)),

(4) vérifier la symétrie chirale ({D, 4°} = 0).

Ginsparg et Wilson ont proposé en 1982 d’employer un opérateur de Dirac violant faiblement la
condition (4), afin de conserver apres régularisation sur le réseau I’anomalie chirale axiale d”Adler,
Bell et Jackiw présente dans le continu, et de contourner le probleme des doublons. La relation de
Ginsparg-Wilson, obtenue apreés une transformation du type "bloc de spin" d’une action invariante

sous la symétrie chirale, s’écrit [28]
{v°,D} = a2D Ry°D, (2.19)

ou R est un opérateur local. Ainsi a grande distance la symétrie chirale est maintenue, puisque les
effets de R sont absents. Selon ces auteurs l'opérateur D vérifiant (2.19) brisera de fagon minimale
la symétrie chirale. On dira alors que D est un invariant chiral dans le cadre de la théorie de jauge
discrétisée sur réseau. Mais pendant 15 ans aucun opérateur de Dirac satisfaisant cette condition
n’ayant été trouvé, l'article de Ginsparg et Wilson est tombé dans I'oubli... jusqu’a ce que Hasen-
fratz ne découvre que l'action dite "de point fixe" [29] vérifie la relation de Ginsparg-Wilson. On

s’est alors apercu que les fermions "domain-wall" [30] et "overlap" [31], dont les propriétés chi-



22 2.1 Théories de jauge discrétisées

rales avaient été démontrées quelques année auparavant, la vérifiaient tout autant. Dans le cas des

fermions "overlap", 'opérateur de Dirac est défini par

1 X
D=-(1 . XT=r~5XA5 2.20
a( * XTX> T (2:20)
1 X
5 5
D} = —(29°+ + >
"D} a( 7 \/XTX \/XTX

aDy’D =

SN

(7o) ()

< wX— m@m)

Q=

<75+'75 X + X 75+75 XT X >
VXTX VXX VXTXVXTX)

Onadonc {7°, D} = aD~*D. L'opérateur de Wilson Dy sans terme de masse m vérifie v° Dyy® =

DIT,V, et Neuberger a proposé de construire un opérateur overlap a partir de celui-ci en posant [32]

SHN

p
, X=Dyw—-—= ,0<p<2 2.21
XTX> w-L 0<p (221)

Dy vérifie alors la relation {75, D} = %D75D. L’opérateur avec la masse m s’écrit

m 1
DY) = <1 - %am0> Dy +mo. (2.22)

Liischer [33] a alors montré que l'action fermionique S = Y ¢ (z)Dy(z), out D vérifie la relation de
Ginsparg-Wilson, est invariante sous une transformation tres proche de la transformation chirale

habituelle :
b — [1 +ien (1 - gD)] b, B—p [1 +ie (1 - gD> 75] (2.23)

pour une transformation singlet de saveur et

b — [1 F T (1 - gD)] b, B— P [1 + e (1 - gD) 75T“} (2.24)



QCD sur réseau 23

pour une transformation non singlet. En effet, dans le cas singlet par exemple,
- . _ g 5 . 5 _ 2
s — %:qp [1+ze (1 2D>7 ] D [1+m (1 2D)] W,
— > Dy +ie[(y°D + Dy® — aD¥’ D)y,
— > ¥Dy.

Cette remarque a des conséquences trés importantes car elle montre que l'action de Ginsparg-
Wilson permet de réduire considérablement les erreurs systématiques sur le calcul de fonctions
de Green impliquant des opérateurs ayant une structure chirale bien définie, comme par exemple
l'opérateur a 4 fermions "left-left" qui intervient dans 1'étude des mélanges K — K et B — B, puis-
qu’ils ne se mélangent pas avec des opérateurs appartenant a une représentation chirale différente, de sorte
qu’il n"y a pas de soustraction a effectuer dans les procédures de renormalisation. On définit alors les pro-
jecteurs Py = #, 4% = ~45(1 — aD) et Py = # On peut développer les champs de fermions
en modes gauche et droite : ¢;, = P_1, hp = Py1p, b, = PPy et Y = P P_. Enfin on retrouve
I'anomalie axiale du continu en rappelant que la mesure [Dy][D)] devient apres transformation
singlet [Dy][Dy]{1 + ieaTr(v°D)}.

L’opérateur de Neuberger vérifie les 3 premieres conditions du théoreme de Nielsen-Ninomiya,
et il a été montré qu’il supprimait les effets O(a), et méme ceux O(amy) [34]. Du fait de l'unitarité
de \/%, son spectre est sur un cercle : en effet A = (£ — 22) (1 — ¢*) + my. On remarque qu’a la
limite chirale au moins un mode 0 existe. Cela tranche avec le spectre de I'opérateur de Wilson, qui
n’a pas de mode 0 - si on excepte les configurations dites "exceptionnelles" - et possede un spectre
tourmenté, tandis que 1'opérateur de Neuberger a des valeurs propres complexes conjuguées deux
par deux. Ce type de fermions a également permis d’étudier de maniére approfondie la limite clas-
sique des théories de Yang-Mills, la physique des instantons et les configurations ot la topologie
de charge est non triviale, qui exigent de disposer de fermions chiraux. Ajoutons pour clore cette

discussion que l'inconvénient majeur des opérateurs overlap est le cofit trés élevé du temps de cal-

1
VXTX

cul qu’ils nécessitent, en particulier I'évaluation de est délicate, nous aurons l'occasion d’y

revenir.

2.1.3 Action du quark lourd

On a vu précédemment qu’une théorie discrete devait répondre a certains criteres, comme des
effets O(a) faibles. Cela revient a s’interroger sur la pertinence du cut-off ultraviolet a ~! par rapport
a la physique a plus courte distance véhiculée par les systémes physiques que 1’on souhaite étudier.
Ainsi on s’attend a des effets de discrétisation faibles si a est beaucoup plus petit que la longueur
de Compton de la particule simulée. Dans le systeme d’unité o1 ¢ = h = 1, cela conduit & supposer
amg < 1 o1 mg est la masse nue de la particule. Or la masse du quark b est supérieure a 4 GeV. Sa-
chant que les effets de volume fini sont faibles si on simule un volume physique avoisinant (2 fm)?3,
la physique du quark b serait correctement étudiée si la condition (L/a)* > 40 était satisfaite, ce
qui est totalement hors de portée avec les moyens numériques dont on dispose actuellement, et

méme dans un futur proche. On peut contourner cette difficulté en utilisant ce qui est communé-
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ment appelé non relativistic QCD (NRQCD) et qui a fait ses preuves dans 1’étude des quarkonia. Une
transformation de Foldy-Wouthuysen-Tani des spineurs de quarks se traduit par une expansion en
1/my, ce qui revient sur le réseau a effectuer un OPE dont le parametre d’expansion est 1/(am)
[35]. Malheureusement il a le grave inconvénient de ne pas admettre de limite du continu. On pré-
fere donc se tourner vers HQET, qui est un OPE en A gcp/ms, puisqu’on peut la discrétiser. En effet
le calcul d"une quantité physique a partir d’une simulation nécessite d’effectuer un matching entre
HQET sur réseau et HQET dans le continu a I'échelle ;1 = a~! < my, et si on le souhaite on applique
les équations du groupe de renormalisation, afin de faire évoluer les opérateurs HQET de i1 = a™*
apm < po < my.

Pour décrire le quark lourd sur le réseau il faut discrétiser I'opérateur du continu h,, iv- D h,, qui
est le Lagrangien de HQET a la limite statique. En se plagant dans le référentiel de la source statique
de couleur, 'opérateur a discrétiser devient h,, iDg h, [36]. La partie non triviale du propagateur

statique se situe dans une ligne de Wilson temporelle :

. Lo 1 +’YO . v 0/=
Su(y,z) = —if(yo — x0)d(T — ¥) 5 P < exp |ig AY(Z,s)ds| ¢ . (2.25)
o

L'expression de 'action du quark statique sur le réseau fait donc seulement appel a la discrétisation
de la dérivée covariante Dy, en prenant soin d’éviter 1a aussi le probleme des doublons en le faisant

de manieére asymétrique. L'action du quark statique s’écrit donc [37]
Su=>_h(z) [h(x) — Uf(z — O)h(z — 0)] . (2.26)
Le propagateur libre s’écrit dans 1'espace des impulsions
Si'(p) =a™'(1 — e, (2.27)
et remarquons que 1’absence de doublons se paie par la non hermiticité de I'opérateur

D(x7 y) = 5m,y - Ug(y)5$—0,y :

on a en effet v°D(z,y)7° # D'(y, ), tandis que la °-hermiticité de D est une hypothése du théo-

réme de Nielsen-Ninomiya.

2.2 Calcul d'une observable physique par une simulation de QCD sur

réseau

On cherche a calculer la valeur moyenne d'une observable O dans le vide (O) : on 'exprime
en terme d’intégrale de chemin par L [ [Dy][Dy][DU] O e~ W9.U) ou U sont les liens de jauge,
S = Sym + ¥wD(U)v, D(U) est I'opérateur de Dirac ot les dérivées covariantes sont fonctions de
U et [DU] est la mesure de Haar du groupe de jauge. Remarquons déja que [ [Dy][Dy)] e PDUN =
Det[D(U)] ; formellement les variables de Grassmann ), v disparaissent de I'intégrale et la fonction
de poids est donnée par e =% = ¢~5YMDet[D(U)]. Numériquement on calcule donc (O) en effec-
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tuant la moyenne sur N configurations des liens de jauge U, chaque configuration ayant un poids
de Boltzmann e~ : (O)y = & SN O({U};). En invoquant le théoreme "central limit" on estime
l'erreur sur (O) de I'ordre de 1/+/N par rapport a (O)y.

2.21 Extraction des quantités physiques

Une observable trés couramment calculée par une simulation numérique sur un réseau de QCD

est la fonction de corrélation a 2 points

Pt Ze @E0|04(Z,1)05(0)]0)] + (0]01(0)04(Z, T — t)0)], (2.28)

ou Oy est le champ interpolant du méson étudié : O ; = ;o I' étant un opérateur dans l'espace des
spineurs et des couleurs dont les nombres quantiques sont ceux du méson considéré. Par exemple
un méson pseudoscalaire aura comme champ interpolant Op = 117%¢s. T est I'extension tempo-
relle du réseau, et le deuxieme membre du terme de droite de (2.28) provient des conditions aux
bords périodiques. On insere la relation de fermeture

Z 4, ﬁ> i 131

0)(0] + (2.29)

ou F représente tous les états a plusieurs particules, la normalisation utilisée étant relativiste, p’
I'impulsion de la particule, E;(p) I'énergie de celle-ci, i les autres nombres quantiques qui la carac-

térisent, eton a :

) (i, plO" P& o~ (Pt
@ = —iq@ (0104 (0)|i, p) (i, PO, (0)[0)eP T e~ .
Cra®) Zf: e Zz,; T
+(_1)Jt Z <O|O;t](0)|Z7ﬁ><’L,1310](0)|0>6Z556_E7ﬂ(m(T_t)
7 2E1i(P)

=S (0104 (0)i, §) (i, 71O (0)[0)e'T T e~ Eril@)t

i 2E7i(q)

H(=1)" (0105(0)]i, @) (i, 710.(0)]0)e'TTe~Fai DT

2E14(9)

= N Zh (o E@t | (g Ba@ -0
B ZQEM@ (e +(=D)Te ) (2.30)

(—1)”t est le nombre quantique de la parité de renversement par rapport au temps de O, et Z ;; =
1(0]0(0)|i,§)|* est le couplage entre le vide et la particule ayant les nombres quantiques (4, 7) du
champ interpolant O ;. Enfin on a utilisé I'invariance par translation dans l'espace-temps O(Z,t) =
e P ':”O(O)eiP “. Lorsque t > aetT —t > a, on peut isoler I'état fondamental, dont on extrait
la masse en fixant § = 0 (rappelons que l’exponentielle en temps est réelle car la métrique est
Euclidienne), ainsi que la constante de désintégration qui est proportionnelle a Z; . Par exemple

(2)
pour un méson pseudoscalaire, ot1 (—1)’* =1, 0on a Cg@(f(;l) = ch(mp) + sh(mp)th(mp(t — T/2)).
P
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Une deuxieme observable est la fonction de corrélation a 3 points

Chasorga (t1ot2) = D e T TOIT (04,7, 2)00 (7, 11)05, (0)0), (231)
g
ou 7 est le produit ordonné en temps. En négligeant le terme de propagation de I’antiparticule, et

en appliquant la méme procédure qu’en (2.28), on a

3) =tity>0 _NVENVZR B (@)t By (@) (t—t) 1. A
Jl,JQ,Op,(j,(j’(tlth) = 2EJ1(cj)2EJ2((j’)e (@t e=En(@) t2=11) (1, &|Op|Jy, §). (2.32)

On peut donc extraire 1'élément de matrice hadronique (.J2, ¢'|Or|J1, ¢) a partir de C®) et C®)

3
Cc(fl?h,fﬁéf(tl’h) V 25 V 27, t2*%>>a

Ciat)C gt~ 1)

(Jo2,q'|Or|J1, Q). (2.33)

2.2.2 Calcul des propagateurs

Afin de calculer les fonctions de corrélation C?) et C(®) avec une configuration {U}; donnée, il

)

faut calculer des propagateurs. En effet 01(326(75) par exemple est donné par :

COLt) = S (@ )7 (T, )(0)7 41 (0))

’ —
x

= =) Tr[{°S1(0; 7, )7 Sa(%, 5 0)]

T

:—Zﬁw@wm@wﬁ (2.34)
La trace Tr est effectuée sur les indices de spineur et de couleur. S; sont les propagateurs des quarks

i. Ils obéissent a I'’équation du mouvement

Di(U)(x,y)Si(y, z) = 0(x, 2) (2.35)
ou avec une source quelconque

Di(U)(x,y)Si(y, z) = R(z, 2). (2.36)

Numériquement on "inverse" les opérateurs de Dirac D;, et on effectue les traces appropriées. Ha-
bituellement on utilise I'invariance par translation du réseau pour fixer z a 0, mais on verra qu’il
existe des astuces pour s’en affranchir et profiter ainsi de toute I'information dont on dispose sur
une configuration.

L'inversion directe de l'opérateur de Dirac est impossible, puisque c’est une matrice a 12V x

12V entrées, ot1 V est le nombre de sites du réseau (> 10°). Cependant la présence de nombreux



QCD sur réseau 27

éléments nuls - dus aux couplages entre sites voisins seulement - fait que ce probléme est entré
dans la catégorie des "sparse linear systems", dont de nombreuses méthodes de résolution ont été
proposées, a la fois pour assurer la convergence des algorithmes de recherche de la solution, mais

aussi pour 'accélérer [38].

On a vu dans la section précédente que 1'opérateur de Dirac-Wilson, ainsi que 1’opérateur clover,

s’écrit D = 1 — kM. L'approximation de Jacobi consiste a effectuer le développement de D! en

N

1 (KM)"R, ot N devrait étre choisi de maniére a ce que

série géométrique : on a donc S = )
I'erreur par rapport a la solution réelle soit inférieure a un petit parametre €. La convergence est
garantie si KAmax < 1, Ol Apax est la valeur propre maximale de M, ce qui n’est pas assuré si la
configuration {U}; est exceptionelle ou si k ~ k.. Une version voisine est l'itération de Gauss-
Seidel, ot on décompose M en partie triangulaire supérieure M, et triangulaire inférieure stricte
M; et ot la relation de récurrence s’écrit S, 11 = (1 — 1)S, + p[R + k(M Sp+1 + MySy)]. 1 est un

parametre de relaxation qui peut aider a 1’accélération de la convergence.

D’autres méthodes trés couramment utilisées pour résoudre le systéme DS = R sont des mé-
thodes dites de projection : on choisit une solution test Sy, on obtient un résidu ro = DSy — R.
Ensuite on contraint les résidus ry, associés aux solutions Si € Sy + K o1 K est un sous-espace de
C", de plus en plus fortement en imposant leur orthogonalité par rapport a un sous-espace £ de C"
(conditions de Petrov-Galerkin). Le critere d’arrét est fixé par rapport a la norme de ces résidus :
||rk||* < €; dans les simulations € vaut généralement 1016, Un algorithme populaire entrant dans

cette catégorie est le "Minimum Residual", ou
K = span(r,), L =span(Dry,),

rn=R— DSy, ant1 = (Drp,r)/(Dry, Dry),  Spi1 = Sn + ni1mn. (2.37)

Dans (2.37), (a,b) désigne le produit scalaire. Un autre algorithme tres connu également est l'al-
gorithme du Gradient Conjugué, dont l'une des particularités est que (r;,7;) = 0,7 # j : on
contraint de plus en plus la solution approchée. La relation de récurrence sur S est dans ce cas
Snt1 = Sn+ P, ot (D pp,pr—1) = 0et pp11 = ry, + Brprn. Enfin si D n’est pas défini positif, 1’algo-
rithme utilisé est le Gradient Bi-Conjugué, c’est a dire que deux systemes itératifs (r;, p;) et (v}, p})
sont a résoudre tels que (ri,r;f) =0, (Dpi,p;k») = 0,7 # j, et Sni1 = Sp + anpPn, Piv1 = 15 + Gipi,
pipq =15+ Bipy

Etant donnée la taille du systeme linéaire a résoudre, des méthodes de "préconditionnement"
sont trés souvent utilisées afin d’accélérer encore la convergence des inversions. Ces méthodes
consistent a écrire a partir de ’équation (2.36) une équation auxiliaire soluble plus rapidement pour
le calculateur. Ce préconditionnement dépend alors de la structure de ce dernier. On donnera juste
un exemple de préconditionnement qui a été employé dans les simulations réalisées a I’occasion de
ce travail : le préconditionnement "ILU-SSOR", version particuliére du préconditionnement "ILU".

On définit deux opérateurs auxiliaires L et U (a ne pas confondre avec les liens de jauge!) tels que :
DS=R +<= [L'DUYNUS=L"'R.

On rappelle que I'opérateur de Dirac clover s’écrit D = 1+ 1+ u +C ou C est le terme de clover et [,
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u, sont respectivement des matrices triangulaires inférieure et supérieure stricte dans l'espace des
sites du réseau, cf (2.16). On choisit alors L = 1+ ¢l, U = 1 + cu, de sorte que le systéme a résoudre

est

1 1
L' 1+4=-(L+U-2)+C|U'U=L"T"'"R < =[L7'(1+(c—240QU )+U'|US=L'R.

c c
Comme L et U sont triangulaires, 1’algorithme de Gauss-Seidel peut s’appliquer sous la version

"Symmetric Successive Over Relaxation" (SSOR). ¢ est un coefficient de préconditionnement, et sa

valeur est trouvée empiriquement suivant la vitesse de résolution du probleme.

Le calcul du propagateur overlap est beaucoup plus délicat que les propagateurs de Wilson ou

clover, et nettement plus cotiteux. En effet, on rappelle que I'opérateur de Dirac overlap contient
X . . . < 2 . L eps

un terme T ™ sign(X) qui n’est pas simple du tout a évaluer. On applique la décomposition

spectrale de 'opérateur XX, on calcule ses N plus petites valeurs propres a I'aide de la procédure

d’Arnoldi - par la minimisation de la fonctionnelle de Ritz MﬁT)ﬁU) suivant un algorithme bien

établi [39] - et la valeur propre maximale Anax, puis on effectue I'approximation de \/ﬁ en po-

lynémes de Chebyshev dans l'intervalle [ﬁ, 1} . On résout finalement 1'équation DS = R ol

DY = [p+ (amg/2)] [1 + % \/)%} par l'algorithme du Gradient Bi-Conjugué. Rappelons

que la procédure d’Arnoldi est applicable car le spectre de X X est réel et borné inférieurement.

Enfin I'approximation de \/)gf—x en polyndomes de Chebyshev a été préférée a celle en polynémes

de Zolotarev car celle-ci s’avere plus cotiteuse en temps de calcul (~ 20% [40]).

Il a été affirmé auparavant que dans l'égalité D(x,y)S(y, z) = 6(z, 2), = est généralement fixé
a 0. On obtient alors ce qu’on appelle un propagateur "point-to-all". Si I'on souhaite calculer un
propagateur "all-to-all", on ne peut effectuer l'inversion précédente V z : c’est irréalisable dans un
temps raisonnable. On contourne cette difficulté en ayant une fois encore recours a la décomposi-
tion spectrale de D, ou plutdt de @ = v°D, de maniere a travailler avec un opérateur hermitien (on
rappelle que l'opérateur clover vérifie DT (z,y) = v*D(y, 2)7°) : Q(x,y) = >, AV |vi(2)) (v;(y)|. On
organise cette décomposition en deux parties [41, 42] :

NE'U N
Qx,y) =Y Nilvi(@) o)+ D Nilvi(a)) (vily)-
=1 i:Nev+1

On écrit alors Q7 = Qg + Q1, 0tt Qo = Y1 +|vi)(vil, et Q1 = P1Q™Y, Py = 1 — 32 i) (wil-
L’idée est de calculer exactement les V., vecteurs propres ayant les valeurs propres les plus petites,

et de résoudre Dy" = n". " est un bruit stochastique qui vérifie

Ny
<< n(@)n'(y) >>= (1/N:) Y " (@) (0" (y)] = 8(z, y) (2.38)
r=1

et (v;|n") = 0. Le propagateur "stochastique" est donné par S(z,y) =<< ¥(z)nT(y) >>. A noter
que la moyenne stochastique «...» n’a rien a voir avec la moyenne statistique (...) sur les configurations de
jauge, elle est calculée avec une configuration donnée. Afin de réduire l'erreur introduite dans le calcul

du propagateur a 'aide d"une équation stochastique, on "dilue" le bruit n" [43] : " = Zjvzdl n; ou
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{n}(z) =n"(z),z € Qj; n;(z) = 0,2 €;}. Un exemple important est la dilution temporelle, ot les
7; sont situés sur des tranches de temps. Cette procédure réduit la variance stochastique car dans la
moyenne << ¥ (x)n'(y) >> de nombreux termes sont nuls en moyenne mais contribuent de fagon
non négligeables aux fluctuations : la "dilution" supprime arbitrairement ces fluctuations.

Les propagateurs "all-to-all" sont tres utiles car ils permettent de calculer des quantités physiques
oil la contribution des diagrammes "en ceil" est importante, comme 'étude de la regle Al = 1/2 ou
ce qui concerne la physique des résonances singlets de saveur. Vu qu’on dispose de toute I'informa-
tion disponible de chaque configuration et qu’on profite pleinement de l'invariance par translation,
on peut effectuer les moyennes statistiques sur un ensemble de configurations moins grand. Mal-
heureusement leur implémentation n’a débuté que récemment sur les machines APE, et ils n’ont

pas pu étre exploités pendant la durée de ce travail.

2.2.3 Construction de ’ensemble statistique

Le calcul des fonctions de corrélation se fait en moyennant sur N configurations de jauge {U},
chaque configuration ayant le poids statistique a I'équilibre W ({U}) = e =% = e~ 5vMDet[D(U)).
La configuration {U’} s’obtient en appliquant une procédure de modification standard telle que
l'algorithme de Metropolis. La transition {U} — {U’} se fait avec une probabilité de transition
P({U} — {U'}) vérifiant la condition de bilan détaillée W ({U })P({U} — {U’'}) = W{U'})P{U'} —
{U}), garantissant ainsi 1’évolution de I’ensemble statistique vers 1’équilibre thermique. Les taux
de transition doivent également vérifier la condition d’ergodicité forte P({U} — {U’}) > 0, cest a
dire que n'importe quelle configuration peut étre obtenue a partir de n’importe quelle autre en un
nombre fini d’étapes. Dans les simulations, P est définie par P = P4 FPc, ou Pc est une probabilité

que l'on se donne et P4 est une probabilité d’acceptance qui s’écrit

P4 = min <1, WH{UNPeUU) — {U7) > : (2.39)

W{U'NPe({U'} — {U})

L’algorithme de Metropolis est un cas particulier ott P est uniforme. On pratique ce qu’on appelle
communément l'overrelaxation de fagon a s’assurer que I’ensemble de 1’espace des phases est exploré
en un nombre limité de tirages, ce qui n’est pas forcément le cas, notamment lorsqu’on s’approche
de la limite du continu ot le temps d’autocorrélation 7,,i, o< £* diverge, £ étant la longueur de
corrélation. La modification s’effectue en fixant U] = VU, Vo_l, avec Vy € SU(3) donné.
L’approximation quenched est I’approximation dans laquelle on fixe Det[D(U)] a une constante :
on décrit les effets de la quarks de la mer par un champ moyen. Cette approximation néglige la
polarisation du vide de QCD par les boucles de quarks. La théorie n’est alors plus unitaire, et cela
pose parfois des problemes sérieux, en particulier quand la contribution des diagrammes en ceil
aux quantités physiques étudiées est prépondérente. Cette approximation génere une erreur systé-
matique avoisinant les 10%, mais cette derniere peut s’avérer plus importante encore, en particulier
lorsqu’on veut effectuer des extrapolations chirales, puisque les logarithmes chiraux divergent dans
cette théorie de champ moyen. L'avantage en cotit de calcul de cette approximation est évident,
puisque l'action de jauge est purement locale, et la modification de la configuration se fait aisé-

ment, en appliquant successivement pour tous les sites du réseau l'algorithme d"updating a partir
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des plaquettes.

Les simulations avec quarks dynamiques ont pris leur essor a partir de 1990. On a considéré immé-
diatement le cas avec 2 saveurs dégénérées de quarks de la mer, correspondant a la symétrie chirale
SU(2)1, ® SU(2)g. En effet, Det[D(U)] s’écrit alors Det[D(U)] = Det[D'I(U)D'(U)]. On exprime ce

déterminant en utilisant des variables bosoniques auxiliaires x, x*, etona:

/ DUDet[D(U)] e 54 = / DUIDAD ] 5 S = Sya + 31" () D1 (D) x ().
xy
(2.40)

A partir de maintenant, on omettra les ’ et on identifiera D" a D. Afin que chaque configuration
soit suffisamment décorrélée, il faudrait faire un updating tres important si on suit ’approche re-
quise dans I"approximation quenched. Mais cela impliquerait a chaque fois le calcul du déterminant
Det[D(U)], ce qui est irréaliste. Pour explorer un volume d’espace des phases plus vaste, tout en
ayant une probabilité d’acceptance non négligeable, une méthode tres populaire est employée, Hy-
brid Monte Carlo (HMC) [44]. On applique la dynamique moléculaire, comme pour 1'équation de
Langevin, avec l'introduction d"un temps fictif 7 et la définition d’un hamiltonien H(IL, U, x, x*) :

H(ILU,x,x*) = -+ Sesr(U, X, X"). (2.41)

Les champs II sont les "moments conjugués” des U. Le long d’une "trajectoire" la variation de cet
hamiltonien est peu importante, et on s’attend donc a avoir un faible taux de rejet de la modification

de la configuration. On résout les équations du mouvement :

- O0H
U=sa =1
. o 5H - 5SYM * .I. _15DT .‘_ -1 _15D T 1
== = - —x" |(D'D) ' = (D") " + D= (DTD) | . (2.42)

X, xX* sont fixés pendant les étapes de la dynamique moléculaire. Les conditions initiales sont telles

que T1(0) est choisi aléatoirement avec une loi de probabilité gaussienne Pg (IT) o e~ 11°/2

et x = Dn,
ol 7 est 1a encore un bruit gaussien. La trajectoire T’y est discrétisée, et le point final de celle-ci est en
{II',U'} = Ty ({I1,U}). La dynamique moléculaire étant un processus déterministe, la probabilité
Pc est donnée par Po({Il',U’}) = §({I', U’} — Ty ({IL,U}). Une condition de réversibilité sur la
trajectoire [{II,U}] — {II',U’}] doit étre assurée, quelle que soit la dynamique moléculaire utilisée,

ce qui se traduit par :
PC({H7 U} - {Hla UI}) = PC({_HIa UI} - {_H7 U})a (2.43)

ce qui est le cas avec ’hamiltonien choisi ici. La probabilité d’acceptance est comme pour l'algo-

rithme de Metropolis

PA{IL U} — {IT",U'}) = min(1,’?) 6H = H(IV',U") — H(IL, U). (2.44)
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La probabilité de transition P({U} — {U'}) s’écrit :
P{U} - {U"}) = /[deH’]PA({H, U} — {II',U'})Pc({ILU} — {I',U'}) P (10). (2.45)

On peut montrer que la distribution W = e~5#(U) est le point fixe de ce processus d’updating
car c’est avec cette distribution que la condition de bilan détaillé est satisfaite, en s’appuyant no-
tamment sur la condition de réversibilité Pc. La discrétisation de la trajectoire se fait de la ma-
niére suivante : la trajectoire de longueur totale nA7 est découpée en intervalles [7;,7; + AT,
j = 0,n — 1. On effectue alors une intégration "leapfrog". Les moments conjugués II sont définis
aux points 7 = (j + 3) A1, j = 0,n — 1, et les U sont définis aux points (j + 1)A7. Le long de la
trajectoire {II, U} — {II',U'}, {IL, U} = {I1(0), U(0)} et {II', U'} = {II(nAT),U(nA7)}. La premiére
étape "demi-leapfrog" est :

H(g) _ o) - SSerlUO)] A7

2 sU 2

les étapes "leapfrog" sont :

UG+ AT = U(jAT)+H[<j+%> AT}, i=0n—1,
HKHH%)AT] = H[<j+%>m]——5Seﬂ[géjm)]m, j=0,n—2

enfin une seconde étape "demi-leapfrog" est nécessaire a la fin de la trajectoire :

toar) = nf(n- 1) o] - SSalllnan) o

La question qui se pose avant de fabriquer un ensemble statistique est de savoir quel At choisir
afin d’avoir une probabilité d’acceptance suffisante. On peut montrer qu’en valeur moyenne, par
rapport a l'espace des phases {U,I1}, (§H) o< QAT?, ot Q est le volume du réseau [45]. Si on
souhaite maintenir une probabilité d’acceptance constante lorsqu’on augmente le volume, il faut
diminuer A7 suivant la loi Q4. Si une trajectoire a été acceptée, on prend le point final obtenu
comme point de départ d"une nouvelle trajectoire, et on applique ce processus jusqu’a ce que le
temps d’autocorrélation soit dépassé. Notons enfin que les préconditionnements et les algorithmes
d’inversion des opérateurs de Dirac les plus ingénieux possibles sont tres utiles car de nombreuses

inversions sont nécessaires dans le calcul des moments conjugués II le long de la trajectoire.

2.2.4 Evaluation des erreurs statistiques

On définit la valeur moyenne d’une quantité "primaire” A (par exemple une fonction de cor-

rélation a 2 points) par A = % Zf\i 1 4;. La meilleure estimation de la moyenne d’une quantité

"secondaire” y(A) (par exemple la masse d’un état lié de quarks) n’est pas y(A) mais plutdt y(A).
On s’affranchit ainsi des fluctuations statistiques trop importantes. La variance sur y s’obtient alors
en effectuant une analyse dite "jackknife", qui est le moyen le plus adéquat de tenir compte des

autocorrélations existant dans un ensemble fini de configurations [46] : & partir des NV mesures A;,
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on construit un ensemble de N; valeurs A IG) = N+nj Z’]“\;Um A, ; nj termes Ai‘](].) sont exclus de
la somme, et tous les ensembles {A4;,  } sont disjoints. La moyenne et la variance "jackknife" de y
s’écrivent
) N;
J) = ~ ZyJ(j), aj 7 y(J))2 (2.46)
I j
La variance de la quantité primaire est donnée par
N 2
N -
oA = Z (A{j} - —A> : (2.47)
j

ol Ay;y estlasomme des n; termes 4; .

A)2. Cette relation est également vérifiée a quelques milliemes pres si les configurations sont suffi-

Quand n; = 1, on alarelation aA(J) =o0% = N(N 0 SN (A-

samment décorrélées.

2.2.5 Matching vers le continu

Rappelons les points essentiels d"une simulation de QCD sur réseau. On génere un ensemble
statistique de configurations de liens de jauge {U,,(x)} : les procédures d'updating sont telles que les
configurations sont distribuées selon la loi e = = Det[D(U)]e~>YM. Syy est proportionnelle a la
"température” § = %, ol go est la constante de couplage fort nue. On peut extraire la masse des états
liés de quarks ou des éléments de matrice hadroniques en calculant la moyenne des fonctions de
corrélation a 2 points C'?) () et a 3 points C'®) (¢1, t5) calculée sur cet ensemble statistique. Tous les
nombres obtenus sont sans dimension. Pour faire le lien avec les grandeurs physiques de dimension
canonique d recherchées il faut multiplier ceux-ci par a?. Par exemple on a la masse d’un hadron qui
est donnée par My = a1 Myatt, o0 Mgyt a été extraite de I’analyse d"une fonction de corrélation a
2 points. La détermination de la maille a devient alors cruciale. Il a été mentionné auparavant que
a~! représente le cut-off ultraviolet de la régularisation non perturbative de la théorie. Lorsqu’on
fait tendre ce cut-off vers l'infini, c’est a dire lorsqu’on tend vers la limite du continu, la propriété
de liberté asymptotique implique que le couplage nu g3 = % tende vers 0. On constate donc que
choisir un 3 élevé revient a s’approcher de la limite du continu. Encore faut-il savoir comment varie

go(a) et ce que signifie "limite du continu" pour les quantités physiques calculées.

Scaling

On dit qu'une masse M}y a une limite du continu définie si My = a ' Mt (go(a)) =
a1 f(go(a)) est fixe lorsqu’on fait tendre a vers 0. Cela signifie que la longueur de corrélation
£ = ﬁphys diverge, et donc que le couplage go(a) se rapproche du point critique g. = 0 : on a affaire
a une transition de phase au moins du deuxieme ordre. Le flot de gy dans 'espace des couplages
peut étre décrit par le groupe de renormalisation et on peut écrire une équation de Callan-Symanzik

pour My =m:

dm dg() 8f ) (248)

- = — -1 —_
“da 0 ¢ <f(go) “da 90
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d
B(go)g—!‘]’; ~F(g0) =0, Blgo) = —a0.

- (2.49)

3 5
A l'ordre de 2 boucles, 3(go) est connue et ona 3(go) = —forz — fiaer + O(93), Bo = 5 (11 — 2ny)
et 31 = 1—16 (102 — 3—:?71 7) sont indépendants du schéma de renormalisation suivi. f(go) a alors pour

go(a) /
f(g0) = Cexp (-/ &Z%) :

On définit ensuite Ajyy = Zexp <— i 90(a) Bcé“;‘/?)
0

seulement dans la région dite de “scaling”, et le rapport de deux quantités physiques m; et ms sera

solution

(2.50)

> et on a Myys = AjatC. Cette relation est valable

dans cette région 1 = % Il est tres important d’estimer cette région de scaling, et il a été évalué

numériquement qu’elle correspond a des 3 = g%

> 5.9 dans l'approximation quenched pour le
potentiel statique [47]. La relation dm/da = 0 Nest vraie qu’a des termes O(a") pres : 'amélioration
des actions jusqu’a l'ordre ™ permet d’étendre la région de scaling puisque dm/da = 0 a l'ordre
a™ 1. Ainsi elle est étendue jusqu’a 3 = 5.7 avec l'action clover, toujours dans 'approximation

quenched. En terme de maille elle correspond grosso modo a a~! > 1.5 GeV.

Détermination de la maille a

On détermine a1

en mesurant une quantité physique caractéristique comme la constante de
désintégration du pion f, la masse du proton, la valeur du parametre de Sommer r( [48] ou encore
la méthode dite des "lattice physical planes” [49]. Les deux derniéres approches ont été utilisées
pour déterminer la maille dans la simulation unquenched réalisée durant ce travail avec Ny =
2 saveurs de quark de la mer dégénérées [50], I'action fermionique étant I’action de Wilson. Les

parametres de cette simulation sont donnés dans la table 2.1.

5=58 68=5.6
K 0.1535 0.1538 0.1540 0.1541 0.1560 0.1575 0.1580
L3xT 243 x 48 163 x 48
minutes/traj. 10 12 16 21 5.3 13 28
Tye 2250 2250 2250 2250 2250 2250 2250
Neonys 50 50 50 50 50 50 50
(P) 0.59268(3) 0.59312(2) 0.59336(3) 0.59341(3) | 0.56990(6) 0.57248(6) 0.57261(6)
L3xT 163 x 48
minutes/traj. 3.3 4.4 4.4 5.6
Ty 4500 4500 4500 4500
Neonf 100 100 100 100
(P) 0.59283(3) 0.59314(3) 0.59340(3) 0.59345(3)

TAB. 2.1: Parametres de la simulation unquenched ; a partir des Txs¢ trajectoires calculées, Ncons configurations ont été
sélectionnées pour analyse : 1 configuration sur 45 a été retenue, de maniére a supprimer les effets d’autocorrélation;
(P) est la valeur moyenne de la plaquette et min/traj est le temps mis par I’APEmille (128 GFlops) pour calculer une
trajectoire. Le critere d’arrét d’inversion de 'opérateur de Dirac est || DS — R|| < 107'°.

1 trajectoire sur 45 a été retenue pour effectuer les mesures, aprées I'étude du temps d’autocorréla-
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FIG. 2.1: Autocorrelations de la plaquette C* (t) (gauche), et de la fonction de corrélation pseudoscalaire C*%(t) (droite),
en fonction du nombre de trajectoires ¢ utilisées pour séparer 2 configurations consécutives. Pour C¥%(t) le temps de
séparation entre les sources a été fixé a T = 14a et les fluctuations autour de 0 débutent a ¢t ~ 30, indiquant que
les configurations separarées par moins de 30 trajectoires sont corrélées. Les graphes ci-dessus ont été obtenus avec la
simulation a § = 5.8 (V = 243 x 48, et ks = 0.1538).

tion. Le taux d’autocorrélation C4(t) associé a une observable A a comme expression :

Tyvo—t
m S (A — (A) (A — (4))
CAt) = 18:1TMC | -
= > (As—(4))?
Tore 8:1( (A))

out (A) est la valeur moyenne de A calculée sur le nombre total des trajectoires T¢ et A est la
valeur mesurée le long de la trajectoire s. L'autocorrélation de la plaquette et de la fonction a 2
points pseudoscalaire sont représentées sur la figure 2.1. On constate que la plaquette a un temps
d’autocorrélation plus court que la fonction de corrélation pseudoscalaire. La plaquette n'est donc pas
forcément I'observable la plus adéquate pour définir le temps d’autocorrélation des trajectoires. A noter que
le taux de 1 trajectoire sur 45 est suffisant pour que la fonction de corrélation vectorielle, qui n’a pas

été représentée ici, ne soit plus autocorrélée.

Dans les tables 5 et 6 de 'annexe on donne la masse des mésons légers pseudoscalaire et vec-
toriel en fonction du parametre de saut x5 des quarks de la mer et des deux parametres de saut
K1 et kyo des quarks de valence. On donne également la masse des quarks calculée en utilisant les
identités de Ward chirales, dont on discutera plus en avant.

La méthode des “lattice physical planes” consiste a fixer la maille a & partir d’'un rapport de quanti-
tés physiques connu expérimentalement : on choisira ici le rapport m g./mg, plus approprié que
le rapport m,/my, puisque cela nécessiterait de simuler des quarks tres légers, ce qui n’était pas
encore d’actualité au moment ot ont été effectués ces calculs, étant donné que nos quarks les plus

légers étaient m, = m,/2 2. En s’appuyant sur la forme de la dépendance de my en fonction de

*Les progres algorithmiques ont permis depuis d’atteindre environ 15 MeV.



QCD sur réseau 35

0.36 [ ]
0.34 | .
¥ 032 - 1
S
N4
x =
—= 030 - 1 ®k=01535 -
= m k_=0.1538
¢ K =0.1540
0.28 K=01541 |
L L L L L L L L L L L L L L L L
0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

[ Ma(K oK,k ) 1°

FIG. 2.2: Dépendance de My en fonction de M2.

m%; g, qui est montrée figure 2.2, on fitte celle-ci en :
MV(’{sa Ruy ’{vg) = Pl + P2 X Mfz’(’{s, K‘”Ul?K'”UQ) + P3 X M}%(’{s; Rs, ’{s) . (252)

Le fit donne P; = 0.1(3), c’est a dire que la dépendance en fonction de « ; est faible. On fixe donc P;
a 0. Ensuite on cherche le couple (My, Mp) tel que My /Mp = mg+/mg et on obtient a par 1'égalité
My~ = amﬁ?*y ®. Pour la simulation a 3 = 5.8 on obtient

a,l =32(1)GeV. (2.53)

M fe*

Le parametre de Sommer 7 est une échelle de référence, voisine de 0.5 fm, marquant la limite
au-dela de laquelle le caractere confinant du potentiel d’interaction V' (R) entre un quark et un
antiquark statiques 'emporte sur la partie coulombienne du potentiel, caractéristique d’une inter-
action a portée infinie et valable a petite distance a cause de la propriété de liberté asymptotique
des théories de Yang-Mills non abéliennes. V' (R) est défini a partir de la boucle de Wilson W (R, t)
rectangulaire, de cOté R et t, comme

B _ W (R, 1)

_ V(R)t _ _ )

W(R,t) =C(R)e = V(R) thm Vet (R, t) = In ( x 1)> . (2.54)
En s’appuyant sur la loi des aires® W (R, T) ~ e °FT valable a couplage fort, on fitte le potentiel

confinant linéairement :

V(R)=Vp+oR — % — g6V (R), (2.55)

ol 0V (R) est la correction au potentiel coulombien due a la discrétisation, celle-ci étant estimée
perturbativement [52] :
iq-R

e
_ 2.56
> sin? ¢; (2:56)

SV(R)=1/R-

3La loi des aires a inspiré de nombreux modeles phénoménologiques de cordes pour décrire I'interaction entre deux
quarks [51], et ils ont donné des résultats qualitatifs intéressants.
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L’échelle de Sommer Ry = “ est alors définie comme :

pdV

= 1.65. 2.57
iR 65 (2.57)

R=Ry

Malheureusement la boucle de Wilson construite avec les liens de jauge U, (x) est bruyante a grande
séparation, parce que les fluctuations ultraviolettes sont telles que la physique a longue distance y
est noyée. Une approche visant a contourner ce probleme a récemment été proposée : le "blocking
hypercubique" consiste a construire un lien U EYP (x) a partir de tous les liens de jauge appartenant
a I'hypercube entourant le site  [53] :

U;IA{YP(x) = Projgus) |1 Up(z) + (1 — 1) Z U(l Jstaple (.
vEw

U (x) = Projsug) |02 Un(z) + (1 —ag) > UGEEe(g) |
p#E{pv}

U3, (x) = Projsus |asUp(a) + (1 —az) > USPe(a)|
oA{mv,p}

AT (0) = Ag(2)Ap(x + @) Al (x + ) + AL(w — H)As(a — BAalz +a—5).  (258)

Plusieurs jeux de coefficients «; peuvent étre choisis : [53] les avait déterminés de maniére & minimi-
ser les fluctuations sur les plaquettes, en réduisant notablement le nombre de plaquettes négatives.
On trouvait alors oy = 0.75, as = 0.6 et 3 = 0.3. Nous avons choisi ce méme ensemble dans
les simulations, non seulement pour déterminer le parametre de Sommer des configurations un-
quenched qui sont discutées ici, mais également pour ce qui concerne la physique du B décrite
par HQET, ot on est amené a calculer un propagateur statique qui est une ligne de Wilson et qui
souffre de la méme pathologie vis a vis des fluctuations ultraviolettes, mais nous aurons 'occasion
d’y revenir. Le point important ici est que la constante V) du potentiel dépend certainement du type
de liens utilisés, puisqu’elle est reliée a la self-energy du quark, mais on s’attend a ce que les autres
parametres tels que la tension de la corde o n’en dépendent pas. En particulier la force d’interaction
dV/dR est indépendante de V. Les boucles de Wilson ont été calculées pour 4 types de segments
spatiaux différents : sur les axes (m, 0.0) et non paralleles aux axes (m,m,0), (m,m,m), (m,2m,0).
Pour le réseau 243 x 48, 3 = 5.8, V(R) a été estimé a partir d’un fit sur W (R, t) out € [8,13], fenétre
dans laquelle les signaux sont stables. Il a été représenté sur la figure 2.3. Le comportement linéaire
du potentiel apparait clairement sur cette figure, quelque soit x5, mais la variation de la tension de
la corde en fonction de k4 est un effet trés ténu. R a été extrait d’un fit de V sur la fenétre R € [2,7],
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FIG. 2.3: Potentiel d’interaction entre deux sources statiques de couleur obtenu a partir de la simulation a 3 = 5.8 sur le
réseau 24” x 48.

au-dela de laquelle le signal se déteriore rapidement. On obtient alors le résultat suivant :

B=58: ks = {0.1535, 0.1538, 0.1540, 0.1541},
Ry = {7.52(17), 7.70(9), 7.78(19), 8.10(20)},
Vo = {0.155(4), 0.151(2), 0.150(4), 0.144(4)}, (2.59)

e = {0.289(10), 0.302(5), 0.294(7), 0.288(13)}
Vo = {0.260(7), 0.268(3), 0.264(5), 0.262(9)},
g = {0.033(14), 0.036(9), 0.035(7), 0.015(15)} .

Les valeurs de R extraites de la simulation au méme 3 et sur le volume 162 x 48 sont dans les
erreurs statistiques de celles donnée dans le tableau 2.59. Enfin a 8 = 5.6 le fit de W est effectué
dans la fenétre t € [3, 5], et le résultat suivant est obtenu, apres un fitde V/(R), R € [2,7] :

B=56: ks = {0.1560, 0.1575, 0.1580},
Ry = {5.15(5), 5.72(10), 5.98(8)},
Vo = {0.225(3), 0.202(4), 0.195(3)} (2.60)

e = {0.305(11), 0.317(8), 0.308(6)},
Vo = {0.262(9), 0.279(7), 0.275(5)}
g = {0.009(11), 0.022(7), 0.020(4)}.

Il est en bon accord avec celui donné dans [54].

En supposant que a ne dépende pas de x,, on effectue I'extrapolation chirale en écrivant Ry =
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¢+ dM3(ks, ks, ks), ce qui donne Ry = 8.6(4) a 8 = 5.8 et
ay| = 3.4(2) GeV, (2.61)
en bon accord avec la valeur obtenue en (2.53).

Renormalisation

Un élément de matrice hadronique calculé en QCD sur réseau est un élément de matrice nu.
La QCD sur réseau est un calcul non perturbatif dans le sens ou 'intégrale de chemin, estimée
par Monte-Carlo, contient tous les ordres bare de la théorie, le cut-off ultraviolet étant I'inverse de
la maille du réseau a~*. On doit ensuite appliquer une procédure de renormalisation, ce qui peut
étre fait perturbativement ou non perturbativement, suivant le schéma suivi, a 'aide d"un calcul
de graphes de Feynman ou du calcul d’un rapport numérique de quantités calculées sur le réseau
astucieusement choisies, sur la base par exemple d’identités de Ward entre fonctions de Green.
Dans les chapitres suivants on sera amené a présenter les deux approches.



Chapitre 3
Couplages pioniques

Il sera question dans cette partie d"une premiére estimation unquenched (N¢ = 2) des couplages

pioniques g et g, associés aux couplages gp+ i et gurmz- (H = {B, D}) par les relations

2/ Mp=mp | 2 /My=MH: . . - -
i tin = = ——9Q:  9HjHim = %QQ, 9o =9+ 0(1/mg), go =g+ O(1/mg).

(3.1)
Ce sont 2 couplages particulierement importants, qui contribuent a de nombreux aspects phéno-
ménologiques de la physique des mésons B et D. Ils apparaissent notamment dans un Lagrangien
effectif ayant les symétries des quark lourds et chirale et qui a engendré de nombreuses prédictions
pour la physique des mésons légers a faible impulsion [55]-[57]. Dans la suite on introduira ce La-
grangien et on présentera quelques évaluations de g et de g dans le cadre de cette théorie, dans
celui des modeles des quarks et par les regles de somme de QCD. Enfin on donnera les détails du
calcul unquenched de ces couplages, permis par l'utilisation astucieuse du théoréme de Partially
Conserved Axial Currents (PCAC) [58], dans le cadre de HQET sur réseau. Au cours de ce calcul la
constante de renormalisation Z4 du courant axial ¢yiy>1) a été estimée non perturbativement en

s’appuyant sur les identités de Ward chirales.

3.1 Lagrangien chiral et phénoménologie

Le Lagrangien de QCD présente une symétrie nouvelle lorsque le terme de masse est tres faible
devant 1’échelle de brisure de la symétrie chirale, comme c’est le cas des quarks u et d, pour lesquels
My.qd ~ 5+ 10 MeV, et dans une moindre mesure du quark s. En effet dans la limite o1 on néglige

ces masses le Lagrangien de QCD peut s’écrire

L = qrilPqr, + qriPqg- (3.2)

Dans cette limite il est symétrique sous les transformations g € SU(3) ; ® SU(3) , dans I'espace des
saveurs :
gp — Lar. qr — Rar, ¢=(¢' =u.q*=d,¢*=5s). (3.3)

Cette symétrie est spontanément brisée vers la symétrie SU(3),,, par la présence d'un condensat

chiral < @& ¢} >= v, v ~ (Aqcp)®. Ce condensat se transforme en < 7% ¢7 >= v(LR')7, et
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est invariant si L = R. Aux 8 générateurs de SU(3),; ® SU(3) brisés spontanément sont associés
8 bosons de Goldstone. Les 8 mésons pseudoscalaires légers 7, K, 7 sont interprétés comme ces
bosons de Goldstone : ils sont massifs car le Lagrangien de QCD brise explicitement la symétrie
chirale. Une théorie effective a été développée, dans laquelle ces bosons sont les champs de la
théorie, regroupés dans une matrice ¥(z) € SU(3) qui se transforme sous SU(3),; ® SU(3), en
¥ — LY.R'. Le Lagrangien effectif invariant chiral le plus général s’écrit

Log = f—ZTr((? Yoryt) 4+ £y (3.4)

g " ’

ou f est une constante ayant la dimension d’une masse et £; contient des termes d’ordre plus
élevés en dérivée. On définit ¥ par ¥ = exp <2ZM >, avec M = M1 et Tr(M) = 0. ¥ se transforme

I
en Y — LY LT sous SU(3)y, ce qui implique que M — LM LT, c’est a dire qu’elle se transforme

comme la représentation adjointe. On écrit alors M en fonction des champs de Goldstone de la

fagon suivante :

/N2 +n/V6 wt Kt
M = T —10/\V2 +1/V6 KO . (3.5)
K~ K —2n/v/6

Les bosons de Goldstone sont rendus massifs par I'ajout du terme de masse
Lmasse = vTr(quJr + mEE), mg = diag(m.,, mq, ms). (3.6)

Le Lagrangien effectif décrivant les interactions entre mésons légers a comme expression

2
Liight = %Tr(ﬁMEQ“ET) + uTr(m ST + ng) + ..y (3.7)

ou des termes d’ordres supérieurs en dérivée ou en masse de quark n’ont pas été mentionnés.
Rappelons que cette théorie effective décrit la physique ou (|p]/Acsg) et (mq/Acs) < 1, Acsp
étant I'échelle de brisure de la symétrie chirale ~ 1 GeV. Enfin on peut exprimer la masse des

mésons légers en développant > dans le terme de masse du Lagrangien, et on a :

4v 4v v
mgri = F(mu +ma), m%(i = P(mu +ms), mi(o,f(o = F(md +ms),
4dv 4dv
m2o =~ ﬁ(mu%—md), m%: 3—f2(mu—|—md—i—4ms).

Puisqu’un élément non diagonal apparait dans la matrice de masse de 7" — 7 (1 étant lui-méme une
combinaison de 7g et 1), le signe ~ a été utilisé dans 1'expression des masses carrées mio et m% ;

toutefois ce terme est proportionnel a (m,, —mg), et on peut le négliger en premiére approximation.

Afin d’étudier les interactions entre mésons B, D et mésons légers lorsque ceux-ci ont une im-
pulsion faible, on ajoute au Lagrangien précédent des termes ot1 apparaissent les champs covariants

H, K, F,... introduits dans le Chapitre 1. On leur insere un indice a de saveur légere, de sorte que
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par exemple le doublet fondamental j/” = 3 est représenté par

1+
Hy, = ﬁ

v =5 (A =" Ha); (3.8)

ils se transforment en H, — HbeTa sous SU(3),,. Suivant I'idée de Callan, Coleman, Wess et Zu-
mino [59], les interactions entre bosons de Goldstone et champs de matiére, tels que les mésons
lourd-légers ou les mésons légers vectoriels, sont décrites par une théorie dite des représentations
non linéaires. On introduit le champ ¢(z) € SU(3); ® SU(3),/SU(3)y et tel que ¥ = £2. Sous
SU(3); ® SU(3) 5,  se transforme en ¢ — LEUT = UERT. U € SU(3)y est une fonction trés com-
pliquée de &, et par conséquent dépend de x. Sous cette méme transformation, H, — H, bUJa(x). 1
faut alors employer des dérivées covariantes dans les couplages dérivatifs entre champs H, et on

montre que les courants vectoriel et axial V,, et A,

V= 2 (€10, +£0,80, Au= Leloe o, 9)

se tranforment en
V., — UV U+ U9, U, A, — UAUT. (3.10)

Dans l'espace des saveurs V), joue le role d'un "champ de jauge", et sert a définir la dérivée co-
variante D, = 0, + V.. Le terme d’interaction entre mésons lourd-légers et bosons de Goldstone
s’écrit

ﬁHeavnyight = iTr(I:[av ' Dabe) + gTr<FIa7u75Angb)
+ Tt[Ko(—iv- Do) Kp) — ApTr(KoKy) + §Tr(Koy,0° AL Ky) (3.11)
+ —hTr(FIawu75AZbe) + h.c.+ ...,

ouAgp=FE (%Jr) - F (%7) Les couplages g, g, h,... sont donc essentiels dans la description de ces
interactions par cette théorie effective, et on se propose dans ce chapitre d’évaluer sur le réseau g et
g; une tentative de mesure de h a également été entreprise, mais elle s’est avérée infructueuse, les

signaux étant trop incertains.

3.1.1 Limite non relativiste

En utilisant la propriété PCAC 9,,(iy*y°d) = frm27~, on se raméne du calcul de (H*(p)7(q)|H (p)),
q=p—p,aceluide q,(H*(p)|uy"+°d|H (p)). Cest cette propriété que nous avons utilisée pour ef-
fectuer le calcul sur le réseau. On peut déja donner la valeur de g et § dans le modéle non-relativiste

des quarks constituants. Dans cette limite, le champ de quark ¢ est donné par

nr(T)
qnr(l)
—Gur (1)
Tur(1)

q= . (3.12)
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ou des termes dérivatifs n'ont pas été mentionnés. g, annihile un quark, tandis que gy, crée un
antiquark. Le courant #y3y°d, provenant du courant (A2 )y, = (A3 + iA3),, dans I'espace SU(3) de

saveur, s’écrit en terme des champs non relativistes

-~ dnr(T)
_ _ _ 03 0 dnr(l)
iyPd = [uf ul al —al -
RGO OO | AR | B
Jnr(T)
[ due(1)
= (b (0, sk, =] |
(1)
= whe(Ddne(1) = e (1Dl (1) + e (Delar (1) = @ (T)dne(1)- (313)
L’élément de matrice (DT |uy3y°d|D*°) s’obtient aisément :
0y = Lc 0 ¢ D)|u
1 - -
o= —]e — e .
D7) = \/ﬁ[l Dld 1) = le DId 1)), (3.14)
(DF|ay345d| D0y = 1. (3.15)

L'élément de matrice (D7~ |D*0(ek)) est quant a lui égal a €#§. En identifiant ces deux éléments de

matrice, et en choisissant la polarisation €\ = (0,0,0, 1), on obtient [57]
g =1, limite non relativiste. (3.16)

Le méme travail peut étre effectué pour g, bien que l'expression des états en termes de quarks
constituants soient un peu plus complexe que précédemment, car les mésons JZ = 0, 1+ ont un
moment orbital L = 1. On a donc

1
|DY*) = ﬁ[\Lz:1,Sz:—1>—\LZ:O,S:1,SZ:O)+]LZ:—1,SZ:1>],

1
D) = EHLZ:1,5;:—1>—|LZzo,szo,sz:o>+|Lz:—1,sZ:1>]. (3.17)

L’élément de matrice (DJ*|uy3y°d| D) est donné par

(e L (@ | Dake(Ddur (e DI 1) = (e T 1@ 1 Dak(1du:(1)(|e 1)Id 1))

(e 1 1@ 1 Dk (Ddur(L)(e DI 1) + (e L1 T k(1w (1) (le 1)1 T>))]

(3.18)

(DY lay®~5d| D) =

—

1
3
_|_

DN | =

Wl
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On obtient finalement

1
g= 3’ limite non relativiste. (3.19)

Dans la limite non relativiste, § et § vérifient la relation ‘g‘ = % : cette hiérarchie est purement due

aux coefficients de Clebsch-Gordon.

3.1.2 Couplages pioniques et théorie des perturbations chirales

Les corrections relativistes peuvent s’analyser de plusieurs maniéres. L'une d’entre elles consiste
a paramétrer les transitions impliquant les B et les D a l'aide du Lagrangien chiral effectif, et a
comparer les résultats obtenus avec les expériences. On prendra comme exemple la transition semi-
leptonique D — Kev,. Pour cela il faut d’abord donner les regles de Feynman associées a la théorie
effective, v étant la vitesse du méson lourd-léger, & son moment résiduel, et A @) 1a différence de

masse entre les deux membres du doublet jf :

iéab
2(v-ktie)

propagateur de H(J¥ = 07)

1690 (ghV —vH)

propagateur de H*(J¥ = 17) Sh A i)

-
couplage HH*(¢)n(q) 2M;f ) ¢ q9.

L’élément de matrice (K (px)|v*(1 —~°)|D(pp)) s’écrit en termes de facteurs de forme

(K (pp)|37*(1 = +°)e|D(pp)) = ' Opp +pr)* + O pp — pr)*
(O + = DNmpor + (O — p=yphe, (3.20)

En négligeant les corrections en m,. dues au matching vers HQET, on sait que (K (py)|[v*(1—~°)|D(pp))
doit vérifier la loi d’échelle en /m., par la normalisation des états. Par conséquent

f+(c) + f*(C) ~ 1/\/%7 er(C) _ f*(c) ~ \/m_c (321)

A la limite cinématique v - px < mp, on peut utiliser le Lagrangien chiral : en remarquant que

day*(1 — v°)c a une structure chirale 3; ® 1g, on associe a g, v*(1 —7%)c

be
4" (1= 7")Q — S Te(" (1= 7*) Hiél,),

£=6XP<%> =1+i¥+---, bg(uzmQ)Z\/m_QfPé@-

La transition D — Kev, comporte a 1’ordre le plus bas de la théorie des perturbations deux contri-
butions, celle provenant de la trace précédente et celle avec en plus I’émission du K par couplage

fort et propagation d'un D} virtuel. On trouve
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> > &)
D D~

FIG. 3.1: Contribution a la transition semi-leptonique D — K par I’émission du kaon par interaction forte.

i boD |, Ge Vo /TD; g — vVt
K 3 m 1 _ 5 CD — U UH _ S s UV
(K (pr)[57"(1 =~7)e| D(pp)) 7 F PR g —Ac
_ 1 [v“ (meD _ mp,fp,gev -pK> mp, fD.Je o
f v-pK + A° vepg + ACTE |
@) 4 g0 . Iy 9V PK
o4 7 [1 R AC] , (3.22)
o) _ g — _Gemp.fp,
! ! fv-pr +A°) o2

On remarque que f1(¢) — f=(©) est nettement plus grand que f+(9) + f=(9), car il est renforcé par
mpg
UPK

rapport a celui-ci d"un facteur (sauf si §. ~ 0 évidemment), etona f1(©) ~ —f=(©) desorte que

+(¢) ~ _ 9emp, [D,
free 2f(v-pr + A°)’ (329

A la limite de recul nul, ot ¢> = (pp — pr)? = @2ax = (Mp — mx)?, 0ona

D—K( 2 \_ gemp, [,
f (Qmax) 2f(mK + mD;‘ — mDs)’
PR (R Dep = 131, fp, =224 MeV, g, = 0.6. (3.25)
La mesure expérimentale de la largeur I'(D** — D%t) = 6%2 |7 |2 [60] donne la valeur du
couplage gp+pr = 27Vm?:ﬂm Je
9ppr = 179403419, §. = 0.61 + 0.01 + 0.07. (3.26)

Toutefois une seconde mesure serait la bienvenue car la détection des pions mous est tres délicate.

L'analyse des désintégrations radiatives

mD* —
— a2k, pa = p© + b, (3.27)

* «
P(D; = D) = 5=

ot « est la constante de structure fine électromagnétique et k est I'impulsion du photon, permet
également d’accéder a g, car les corrections aux moments magnétiques des quarks légers p’ sont

décrites par 1’émission-absorption de pions et de kaons virtuels, qui émettent le photon. Ces boucles
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T T K~ K~
> -
D*0 D*t Do D*0 Dy DO
7T+ 7T+ K* K*
) ot ’ +
D*+ D*O D+ Ds D*O Ds

FIG. 3.2: Corrections a l'ordre ,/mg a la désintégration radiative des D*.

de pions et de kaons contiennent un facteur §2. Ainsi [61],

pe = 2
3me
pe = 0y i
R
Wl o= —2pt it r (3.28)

Ici 3 est relié a la masse des quarks constituants (a la limite non relativiste, 5 = mq_l, mg ~ 300—500
MeV). En comparant avec les résultats expérimentaux on obtient 0.3 < g. < 0.7. L'intervalle est
large car les erreurs expérimentales sur les rapports d’embranchement de la désintégration radia-
tive D** — D7+~ sont importantes, et les termes supérieurs contenus dans la théorie des perturba-
tions chirales peuvent contribuer de fagon non négligeable.

L'estimation de la différence de masse Ap = (mp: —mp,) — (mp~ —mp) = A, — A donne avec la

théorie des perturbations chirales [62]

A2
_ %A 2 A 2 A 2 A
AB = 167r2f7% [4mK In (m—%(> + 2mn In <m_727 — 6m7r In m—%

~92
gbA
24 A
* 167r2f,%[ ™)
)
RAY: 3 I 5 3 3
T 2R, {mK—i—imn—amw , (3.29)

ot Ay = gu+H+*r — gH*H~ Provient d'une correction O(1/mg) au Lagrangien chiral (3.11). Suite a
une estimation de % par les régles de somme de QCD [63], on trouve Ap = 12.9 gg MeV : la valeur
expérimentale de A p étant voisine de 1 MeV, on obtient g, ~ 0.3.

En s’appuyant sur un autre modele chiral effectif [64], dans lequel les doublets (07,17) et
(0%,17) sont partenaires chiraux l'un de l'autre, la différence de masse entre ceux-ci provenant

de la brisure spontanée de la symétrie chirale, on obtient § = g. Puisque ce modéle tend a se ré-
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pandre dans la communauté des physiciens théoriciens, il convient de mesurer indépendamment
g et g, afin de s’assurer de sa pertinence, et la simulation sur réseau est un excellent laboratoire
d’étude, puisque les résultats expérimentaux concernant les excitations orbitales du B et du D sont
encore peu nombreux. L'étude de la hiérarchie entre g et g est d’autant plus importante qu’il y a une
contradiction entre la différence des splittings hyperfins Am, — Ams = (mp+~ —mp) — (mps —mp,)
mesurée expérimentalement et celle prédite par la théorie des perturbations chirales. En effet on a
[65]

(Amy—Am)™® >0, Amg = 348.4(9) MeV, (Amy)M) = 444(36)MeV,  (Am,)® = 538(41) MeV,

ott la valeur de (Am,,)™") a été rapportée par Belle, tandis que (Am,,)?) provient d’une mesure de

Focus. La théorie des perturbations chirales prédit quant a elle [66]

hAgp
() 2~

1 3
Amy, g — Amg [Jl(mK, zAR) + §J1(m77, zAR) — §J1(mﬂ, zAR)

1 3
+J2(mK,ZAE) + §J2(mn,zAE) — §J2(m7r,zAE)

_§2 -
167 f2

(mg +2mi —3m3) —2(\ — X)(mu/d —ms), (3.30)

ol le premier terme est négatif et le contre-terme —2(\— \)(m,, /d— ) est lui aussi négatif. Le signe
de Am,, ;4 — Am, dépend donc uniquement de celui de §? — g*. Les résultats sont jusqu’a présent
9* — §* > 0, de sorte que (Am,,; — Am )P < 0.

3.1.3 Modeles des quarks

Une maniére complémentaire a la précédente de calculer les couplages pioniques consiste a
élaborer des modeles de quarks plus réalistes que le modele non relativiste et d’exprimer les gran-
deurs recherchées en termes de recouvrement de fonctions d’onde - encore faut-il donner un sens a
la notion de fonction d’onde dans ce contexte. Un modele couramment employé est un modeéle de
quarks constituants, c’est a dire que le nombre de quarks est fixe dans I’état 1i¢, il n’y a pas de paires
virtuelles ni de transitions inélastiques, on choisit un potentiel d’interaction entre quarks inspiré de
la QCD, tel celui de Richardson [67]

8 f(Ar)
Vr)= m/\ <Ar — A—r> ) (3.31)

ou f est une fonction telle qu’a r petit V' obéisse aux prédictions de QCD et croit linéairement a
r — oc. Dans le cas du méson D la fonction d’onde de ce dernier ¢(k + 2p, —k + (1 — x)p) vérifie

I'équation d’onde de Salpeter [68]

V
+ /d/&V(jE, Np(K,p— k') =0, (3.32)
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q2 qn

a3
FIG. 3.3: Les graphes "en Z" peuvent contribuer de maniére appréciable au calcul d’un processus hadronique : ils ont
pour origine la création virtuelle d"une paire particule-antipartiule.

qui contient les effets relativistes dus a la cinématique de fagon explicite. Elle est normalisée par

1 I 2 2
55 | AR =2\/m3, + 2. (3.33)

Dans le cadre de ce modele on obtient [69]

. 1 ©dk | o Ey+my k2 "
- - 1— E, = /k? 2, .34
g 4mD /0 272 |¢| Eq |: 3(Eq +mq)2 ) q +mq (33 )

Dans la limite non relativiste £, ~ m, > k, on déduit de I'équation précédente § = 1, tandis que
1

g .

Un second type de modeéle est basé sur l'utilisation de I'équation de Dirac : on choisit un potentiel

dans la limite chirale m, = 0, acceptable dans I"équation de Salpeter, on trouve g =

a symétrie centrale tel qu'il traite le plus correctement possible la vitesse des quarks internes. En
particulier il contient les graphes "en Z" et modifie de maniere appréciable 1'estimation des petites
composantes comparé a 'utilisation de spineurs libres. Ce modele, proposé par Bogolioubov [70],
lui a permis de calculer avec succes le couplage axial g4 associé a la diffusion 7N : g4 = 5/3(1 —
26), ot & > 0 permet de mesurer la contribution des petites composantes des spineurs de Dirac.
L’estimation non relativiste standard g4 = 5/3 [71] est considérablement réduite, puisqu’on trouve
ga = 1.25, trés proche de sa valeur expérimentale 1.269(3) [72]. L'équation de Dirac a résoudre est
alors

(@G- F+ Bm+ V() — E)U(F) =0, V()= —f + Blar +¢). (3.35)

On ajuste les différents parametres x, m + ¢, @ de maniere a retrouver le spectre des états liés et

g est donné par [73]

, FEr)YE ()
who(P) = ( , Jk J . (3.36)
Avec les parametre - (m + ¢) = 200 MeV, a = 0.20 GeV?, k = 0.65, on trouve § = 0.61.

3.1.4 Couplages pioniques et régles de somme

La derniere approche phénoménologique qui a été utilisée pour estimer g et g est basée sur les

régles de somme de QCD [74]. Cette approche tres générale, introduisant néanmoins différentes
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approximations et quelques procédés heuristiques, est centrée autour des propriétés analytiques
des fonctions de Green, en faisant abondamment appel aux relations de dispersions. Par exemple
la fonction a deux points My,a,(¢%) = 7 [ d*ze? (0T (J(z).J1(0))|0), associée au courant .J(x) s'ex-

prime de la fagon suivante :

0 Imllyagr
Mo (¢2) = / ds——Ladr) (s) (3.37)
so  S—q*—ie
Par le théoreme de Cauchy elle s’écrit
AN e Im(ITyaar)(s)
Mpar(¢?) = L) / ds—mh2dt Sy g (g 3.38
hd(Q) - s SSN(S—QQ—i€)+f l(q )7 ( )

Ol fanal €st un polyndome de degré N en ¢? dont les coefficients a; sont des constantes de soustrac-

tion. En utilisant la fonction spectrale ppaq,(s) donnée par
0o (¢?) = (27" D" = DIOLIO) P (3.39)

elle s’écrit finalement - (s)
() = [ ds L2500 (3.40)
s0

s —q% — i€’

ou sg est le seuil au-dessus duquel des états intermédiaires peuvent étre créés. On approxime

phadr(s) par des résonances et un continuum

phadr(s) - pres(s) + 9(8 - w)pcont(s)' (341)

Les régles de somme @ la Shifman-Vainshtein-Zakharov [75] consistent d’une part a écrire la re-
lation de dispersion pour les hadrons et d’autre part a écrire une relation de dispersion pour les
quarks et les gluons, Iler(¢?) = [ £252° p‘:;;(sle + Heond, ot Heong est la partie non définie par la théorie
des perturbations et est calculee en effectuant un OPE pour le corrélateur de dimension canonique
d T(J(x)JT(0)) = Y, c"O,, ol c* sont des coefficients de Wilson et O,, sont des opérateurs de
dimension d — n : les éléments de matrice (0|0,,|0) portent le nom de “condensats”. On peut les cal-
culer sur le réseau, comme ce fut le cas du condensat (A?) [76], ou les identifier a des parametres
du Lagrangien chiral comme c’est le cas de (m;3s) ~ —f2m?. Les coefficients de Wilson sont en
principe calculables perturbativement, a condition de se placer dans le régime des ¢? appropriés, a
savoir dans une région de haute virtualité... mais pas trop, au risque de devoir inclure dans p,es de
plus en plus d’états excités. En effet on emploie alors ce qu’on appelle la dualité quarks-hadrons et
on identifie IT},4:(¢?) = Hpert(qQ), ce qui conduit en fait a identifier pcont et ppert, de fagon a expri-
mer les grandeurs phénoménologiques telles que les constantes de désintégration ot les couplages
uniquement en terme de condensats. Afin d’augmenter la contribution de l'état fondamental appa-
raissant dans pres, on a alors recours a des transformations appropriées de la fonction IIj,4,, comme

par exemple la transformée de Borel

B2 [f(q2)]

lim (¢! (—i> ' F(d). (3.42)

n7q2—>oo,q2/n:M2 TL'
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Lorsqu’'une des particules de 1’état final d"une transition est un pion, comme c’est le cas de la tran-
sition D* — D, on utilise ce qu’on appelle les regles de somme sur le cone de lumiere. On suit la
méme approche que SVZ, sauf que le développement en condensats est remplacé par un dévelop-

pement en fonctions d’onde du pion sur le cone de lumiere :

1
(m(@)ld(z)7° A(z|0)u(0)]0) = —iqufw/o e (¢ (u) +2°g1(u) + O(a?))
b g (- 22 [ o) 343)

A(z]0) = P exp <z’gs /O 1 dzA(zz) x) .

Cela permet d’éviter certaines irrégularités de I’'OPE dans les regles de somme a trois points. On
écrit une fonction a trois points comme 1’élément de matrice entre le vide et un état de pion d'un
courant bilocal : dans le cas de D*® — D*x~, on a donc

Fu(p,q) = i/d4w6ip'm(7f(Q)!T[d(w)w(x)v ¢(0)ir*u(0)]]0). (3.44)

On remarque que le T-produit contient le propagateur du quark charmé, qu’on sort de 1’élément de
matrice, et ce dernier s’exprime alors a 1’aide de (3.43). Par conséquent les équivalents des conden-
sats sont ici les fonctions d’onde du pion, classées suivant leur twist, et qui sont pour le moment
impossibles a déterminer, sauf pour quelques valeurs bien précises de u, comme v = 1 ouu = 1/2
[77].

En résumé toute la difficulté des régles de somme de QCD et les éventuelles approximations
qu’elles nécessitent pour extraire des couplages hadroniques ou des constantes de désintégration
réside dans
1) le choix judicieux du seuil w, au-dela duquel la fonction spectrale pyaq, est considérée comme un
continuum d’états, et des parametres M, ZZ de Borel,

2) le calcul des coefficients de Wilson de 'OPE et la détermination des condensats a partir de don-
nées expérimentales (régles de somme a la SVZ) ou certaines approximations des fonctions d’onde
du pion (regles de somme sur le cone de lumiere).

Les résultats obtenus doivent étre stables en fonction de w et des M?.

Suivant cette approche une premiére estimation du couplage gp+pr a donné gp-p, = 103 [78],
mais avec une faible stabilité en M?. Une stabilité bien meilleure a été obtenue en insérant dans p,es
les premieres excitations radiales du D et du D* [79] et conduit a gp«pr = 19.49 (§. ~ 0.7), tres
proche de la valeur expérimentale mesurée par CLEO. A la limite de masse infinie, I'ensemble des
regles de somme ont donné g ~ 0.3 [78, 80], et g = 0.10 £ 0.02 [81].

3.2 Evaluation de g et g sur le réseau

Apres cette introduction phénoménologique ot on a pu se rendre compte de 'importance de

ces couplages pioniques, mais aussi constater une grande dispersion des prédictions suivant les

"Le calcul d’une fonction a trois points s’effectue avec 2 transformations de Borel.
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approches employées, on se propose dans cette partie d’exposer le travail qui a été effectué sur leur
calcul a partir d’'une simulation numérique. Le calcul de g par la collaboration UKQCD a donné
g = 0.42(4)(9) [82], mais cette étude exploratoire a été menée en effectuant une extrapolation vers
la masse mg — oo a partir de deux mesures a mg finie, avec une maille relativement grossiere.
Un calcul récent avec un quark lourd a la masse physique du ¢ a obtenu §. = 0.67 + 0.087) 54
[83]. Enfin une évaluation dans l’approximation quenched a donné g = 0.48 +0.03 £ 0.10 et g, =

0.60 £ 0.07 £ 0.13 [84].

3.2.1 Facteurs de forme

Grace au théoreme PCAC, g et g sont obtenus a partir du calcul des éléments de matrices ha-
droniques (H|A,|H*) et (H;|A,|HT), ot Au(z) = u(z)y,y°d(z) %. En prenant 'exemple de g, on a
en effet :

(Bp)w(@)|B* (¢, ")) = gpBrq- ", q=1 —p, (3.45)

A
* q-€
(B(p)lguA*|B* (', €") :gB*meQ—_quwmi + (3.46)

Dans 1’équation précédente les termes supprimés lorsque ¢ est petit et proche du pole m2 n’ont
pas été mentionnés. Il existe une paramétrisation standard de (B(p)|A*|B*(p,¢})) en termes de
facteurs de forme, en utilisant notamment les nombres quantiques de parité et de conjugaison de

charge des états initial et final, ainsi que ceux de I'opérateur axial A, :

A A
3 € * € .
(B(p)|A*|B (p',eA)> = 2mB*A0(q2) ququ + (mp= +mB)A1(q2) [em _ q;]qu}
A m%, —m?
+ Ag(?) — L |pr 4~ %q“] : (3.47)
mp + mp« q

Lorsque ¢ = 0, la limite de pion mou est vérifiée car ¢> = (mp+ — mp)? ~ 0. En particulier dans la
limite statique de HQET, ¢®> = 0, puisque les mésons lourd-légers pseudoscalaire et vectoriel sont

dégénérés dans le doublet 1. Dans le référentiel o1 les mésons sont au repos on peut écrire
(B(p)|Ai|B*(p', ")) = (mp+ +mp) A1 (0)e;". (3.48)

Par ailleurs il existe une relation entre les facteurs de forme A o car le pole en ¢ n’est pas phy-
sique :
2mp«Ap(0) = (mp+ +mp)A1(0) + (mp- —mp)A2(0) . (3.49)

En prenant la divergence de (3.47) on obtient :

9B Br = 27;7?*140(0)
_ fi[(mg*+mB)A1(O)—|—(mB*—mB)AQ(O)]. (3.50)

*Ici on suppose que les quarks u et d sont dégénérés.
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Avec la définition de g, donnée en (3.1) celui-ci a comme expression

A mp+ +mp mp= —Mmp
g = 5F——=A41(0) +

2./ mpmp= 2. /mpmp=

qui se simplifie a la limite statique : g = A;(0).

A5(0) (3.51)

3.2.2 Implémentation sur le réseau

Comme c’est expliqué dans [85], il s’agit de calculer (H*|A;|H) et (Hj|A;|H) sur le réseau par
HQET a la limite statique. En se rapportant au chapitre 2, on déduit qu’il est nécessaire de calculer
des fonctions de corrélation a deux points C'®)(t) ~ (0[J(t)JT(0)|0) et a trois points C®)(t;,t9) ~
(O|J2(t2)AZQ(t1)J1T( 0)|0) avec les champs interpolants J = hy°q, hq, hyiq et hy;y°q et le courant
nu A? = ¢v7°q. Il faudra ensuite renormaliser ce courant, et la constante de renormalisation Z 4
sera estimée non perturbativement. Des méthodes empiriques ont été trouvées pour augmenter le
recouvrement des champs interpolants J avec les états fondamentaux : en particulier le "smearing"
[86]. On utilise un champ interpolant non local J(z,7) = ¢(|7])h(z)TP(z,x + 7)g(x + 7) ot T est
une matrice de Dirac, P(z, x + ) est une ligne de Wilson assurant la covariance de jauge du champ
interpolant et ¢ est une "fonction d’onde" caractérisant la distribution du quark léger autour de
la source statique de couleur créée par le quark lourd. On choisit ¢ de maniere a réduire le cou-
plage avec les excitations radiales, de sorte que les masses effectives atteignent un plateau plus
rapidement dans le temps. Dans notre simulation ¢ est de la forme ¢(r) = e~"/f. Cette fonction
hydrogénoide peut se justifier si on considére le méson pseudoscalaire, un peu moins si c’est le sca-
laire, mais elle s’est avérée donner des résultats satisfaisants pour ce dernier. Dans le chapitre 5 on
donnera une méthode beaucoup plus systématique de déterminer cette fonction ¢, en particulier
pour les excitations orbitales 0" et 2*. En outre P(z,z + 7) est construit a partir de lien "fuzzés"

Uf (x):

UF (z) = Projsu(s) Z [ USSP (2 2+ 1) + UStaple(ac, T+ %)] , (3.52)

i#]
ou C' est un coefficient choisi empiriquement. On accomplit N itérations de fuzzing, ot Nr est
choisi de maniere a ce que le signal ne se détériore pas trop. En effet cette procédure consiste
a couper les fluctuations ultraviolettes, comme le blocking hypercubique, et un moyennage trop
important fait disparaitre la physique longue-distance. Finalement les champs interpolants étalés

s’écrivent

Runax
T x) = Y (r+1/2)%6(r) Y {

r=0 1=x,Y,2

H UZF(J:—&-(k—l);)] h( Fq cc—i—m
k=1

HUF T— kz] ( )Fq(:c 7"2)} .

(3.53)
L’action de Eichten-Hill est connue pour engendrer du bruit statistique d’origine ultraviolette. On

s’affranchit de ce dernier en écrivant une action pour le quark statique légerement modifiée :

SHYP Zh [ —UIYPH(y @)h(m—@)]. (3.54)
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FIG. 3.4: Masse effective du méson pseudoscalaire : les symboles vides correspondent a un champ interpolant local,
tandis que les symboles pleins correspondent a un champ interpolant étalé ; kea = kval = 0.1535, 8 = 5.8, V = 16°.
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FIG. 3.5: Masse effective des mésons pseudoscalaire (symboles vides) et scalaire (symboles pleins) ; £sca = Kval = 0.1535,
B=58V =16

Le propagateur statique est donné par

: L L1+ .
Sily.) = —ib(yo - x0)o(@ — ) —— [[ U@ ). (355)
t2=Yo

Nous pouvons donc construire des fonctions a deux points C éQ)L s.0(t) = (0|Js (%, t)J;’ .(0)]0) avec
les 4 combinaisons possibles de champs interpolants locaux ou étalés. Sur la figure 3.4 on a re-
présenté la masse effective du méson lourd-léger pseudoscalaire obtenue a partir de Cf)L(t) et de
C éz)s(t) : on constate que le plateau est meilleur si les champs interpolants sont étalés, ce qui est du
au moyennage sur une configuration donnée qu’introduit cette procédure, permettant de réduire
les fluctuations statistiques, et au fait que le couplage avec les excitations radiales sont fortement
supprimées beaucoup plus tot en temps, deés t = 6a. On vérifie sur la figure 3.5 que les états fon-

damentaux du 0~ et du 0" ont été correctement isolés, avec un plateau bien identifié pour chacun
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K,,=K.,=0.1538; 3=5.8; 24°

: C,(t)
RAPIPIE I I 3 I I IR I P

0.6 \
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=

C3(tx)

0 5 10 t=12

FIG. 3.6: Fonctions de corrélation C® (t,) et C®(t,) pour lesquelles les sources sont fixéesen O eta t, = 12.

d’entre eux. A noter que c’est presque la premiere fois que la fonction & deux points du scalaire
présente un signal aussi bien exploitable, et le blocking hypercubique n’y est certainement pas
étranger.

En se reportant au chapitre précédent on sait que 1'élément de matrice (0~ |A;|17) est donné par

le rapport "numérique"

Rnum(tx,ty) = 1/32 Vz,P,A,( y)\/_v\/_P

(3.56)
= COt,)CP(t, — )

Rappelons qu’a la limite statique 0~ et 1~ sont dégénérés en masse, et méme que grace a la symétrie
des quarks lourds les fonctions a deux points C"(/2 ) et 01(32) sont strictement identiques, de sorte qu’en

fait le rapport "analytique", obtenu par un fit des fonctions a deux points, s’écrit

CE 1 (tasty)

A;
Ranal(tara ty) = 1/3 Z V.5

m . (3.57)

i

Ici on a fait I'hypothese que ¢, et ¢, sont tels que 1’état fondamental est isolé. On a représenté sur
la figure 3.6 les fonctions a trois points C'®)(t,,t, = 12) et CO(t,, ty, = 12), correspondant a g et
g respectivement. Le fait marquant sur cette figure est que le plateau apparait trés tot en temps,
laissant entendre que les couplages (07| 4;|17), (0’| 4;|17) et au-dela sont pratiquement nuls. En

effet, en se limitant a la premiere excitation radiale de chaque état, on a
11— 1- 11— _mr(i-
COL  (terty) = Zl_e_E<§ >t”<0‘|Ai|1‘>+ /Z,- /zg_e‘[% )= (57 )= (3 >t-”<0‘|Ai|1">
o 2 2 5
11— 1— 1— 11—
vz me G EG e B G ) - a1y + 2 e P GT) g,
3 2 2

(3.58)

Puisque cette fonction a trois points est quasiment constante dans le temps, les couplages (H | A;| H;'),
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Rs [tmin - tmax] X2/d0f mi U% ma U%

0.1535 [2-13] 2.35/(12-4) | 0.39(1) | 83(7) | 1.3(1) | 830(140)
[2-13] 2.14/(12-6) | 0.38(1) | 80(11) | 1.2(2) | 610(400)
0.1538 [2-13] 0.51/(12-4) | 0.37(1) | 76(6) | 1.2(1) | 830(130)
[2-13] 0.16/(12-6) | 0.37(1) | 72(10) | 1.1(2) | 650(260)
0.1540 [2-15] 1.84/(14-4) | 0.38(1) | 81(7) | 1.3(1) | 1100(190)

[3-14] 0.5/(12-6) | 0.36(2) | 66(20) | 0.9(3) | 300(240)
0.1541 [2-14] 0.84/(13-4) | 0.37(1) | 76(6) | 1.3(1) | 920(150)
[2-13] 0.5/(12-6) | 0.37(1) | 73(10) | 1.2(2) | 690(360)

TAB. 3.1: Résultat des fits de C}(f) (t) par 2 ou 3 exponentielles; 3 = 5.8, V = 243

Ks [tmin - tmax] X2/d0f mll vi m/2 Ué
0.1535 [2-12] 1.40/(11-4) | 0.50(2) | 64(12) | 1.3(1) | 390(80)
01538 | [212] | 091/(11-4) | 0.493) | 60(15) | 1.2(1) | 370(70)
0.1540 [2-12] 0.81/(12-4) | 0.51(2) | 78(13) | 1.3(2) | 470(130)
01541 | [212] | 0.44/(11-4) | 0.48(2) | 60(13) | 1.1(2) | 330(50)

TAB. 3.2: Résultat du fit de Cff) (t) par 2 exponentielles; 3 = 5.8, V = 243.

k # [, sont nuls : ceci est valable dans le cadre du modele des quarks, ou1 'opérateur A; n’agit que
sur les spins des quarks légers, et ol les fonctions d’onde de 1’état fondamental et de 'état excité
sont orthogonales. On extrait le couplage nu §° en fittant par une constante Ry, et Ryum 1a ol ces

deux rapports coincident, en supposant que le smearing a été suffisamment efficace pour suppri-

_m (L
mer le terme Z’ _e g (2 ) K (0'~|A;]1"~) du développement de la fonction a trois points. Cela ne
2

. . —E’(l’>t —E(l*) ty .
serait pas le cas si Z’ - 2 )W~ Zie T\2 )Y, Cest a dire Z -> Z 1 ce qui signifierait
2
que la procédure de smearlng aurait totalement échoué. Nous avons 1nd1que dans la table 3.1 les

valeurs de m; et de v?, apres un fit de la fonction a 2 points C’}, )( t) par 2 ou 3 exponentielles :
Cp (2 Z vie Mt

On remarque que les résultats sont quasiment les mémes, le fit a 3 exponentielles donnant des er-
reurs plus grandes. Cela signifie que le fondamental est bien isolé, tandis que le couplage avec la
premiere excitation a été relativement bien supprimé. Notons qu’un fit & 2 exponentielles effectué
dans l'intervalle [5-14] donne a x5 = 0.1535 E (%_> =0.35(1) et F’ (1_> = 0.6(5), ce qui confirme
que la procédure de smearing a été efficace car la masse de la premiere excitation radiale est tres
mal déterminée. La table 3.2 contient les valeurs de m/, et v} déterminées par un fit de C’g) (tya2
exponentielles uniquement, un fit & 3 exponentielles étant impossible.

Il semble donc que les fonctions a 3 points ne contiennent que les éléments de matrice recher-

chés et que leur extraction ne soit pas contaminée par les excitations car on a systématiquement
1+ 1+

Z’ E) 0 o Z,ze -E(3) 0

On a récapitulé les resultats dans la table 3.3, pour le réseau 3 = 5.8 et V = 243. La stabilité en

fonction de ¢, a été vérifiée en fixant celui-cia 11 et a 13.
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Fsen = Fval | Tomx To(E(G ) =BG ) Gm2)  G(m2)
0.1535 | 1.97(5) 1.49(11) 0.55(4) —0.18(1)
0.1538 | 1.82(4) 1.71(12) 0.48(3) —0.20(4)
0.1540 | 1.72(5) 1.60(12) 0.52(6) —0.21(4)
0.1541 | 1.47(7) 1.74(19) 0.43(4) —0.14(2)

TAB. 3.3: Résultats pour le splitting orbital E(%+) — E(37), les couplagess g et g, obtenus a partir des simulations
unquenched Ny = 2 dans lesquelles les quarks dynamiques ont une masse correspondant a celle du pion, celle-ci étant
également donnée.

Les valeurs de §(m?2) sont compatibles avec les estimations quenched effectuées auparavant
[84]. On remarque que g est clairement négatif, et sa valeur absolue est nettement inférieure a celle
de g, remettant ainsi en question le modéle des doublets de parité [64]. Malheureusement les erreurs
statistiques et systématiques ne sont pas suffisamment petites pour effectuer les extrapolations chi-
rales en toute confiance, si bien qu’on ne donnera que des bornes pour ces couplages pioniques :
04<§<0.6et—-0.3<g<—0.1. Lerapport % est moins sujet aux fluctuations statistiques, et on a

3/§ = —0.34(3), —0.43(9), —0.39(7), —0.31(6), (3.59)

dans I’ordre décroissant de la masse du quark léger.

Il reste encore a discuter de la renormalisation non perturbative du courant axial gy ,/y5q : les
couplages pioniques ont été obtenus en multipliant les rapports (3.56) par la constante de renorma-

lisation Z 4 calculée en utilisant les identités de Ward chirales.

3.2.3 Renormalisation non perturbative

Les identités de Ward sont I'équivalent quantique du théoréme de Noether établissant 1’exis-
tence de courants conservés lorsqu’un Lagrangien classique est invariant sous une symétrie locale.
Ces identités sont des égalités entre fonctions de Green qui impliquent des courants classiquement
conservés. Les courants dont il sera question dans ce paragraphe sont les courants vectoriels ¢,,t%)
et axiaux zﬁyuf’t“w, ou t* sont les générateurs des symétries dans I'espace des saveurs. Dans l'es-

pace Euclidien la valeur moyenne d"un produit de champs composites O est défini par

1

== Oe 7, (3.60)

champs

(O)

et on suppose que la mesure d’intégration est invariante sous une transformation infinitésimale des

champs; les identités de Ward s’écrivent génériquement

(60) = (05S). (3.61)
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Par exemple avec l'action S = [ d*z () + m)y, ol on se place dans l'espace des isospins avec
m 1, et la transformation §i(x) = w“(m)%fﬁw(m), Sih(x) = w(x)(x)y’ %,

S = / d'x () [-0,A™ 4 2mP"], AW = 1[%75%¢, Pe = @f%w. (3.62)
Si de plus on suppose que 6O = 0, on obtient I'identité
(0 A (2)O0) = 2m(P*(x)0), (3.63)

ce qui est I’équivalent dans 1'Euclidien de PCAC. Ajoutons que si la matrice de masse m est quel-
conque cette identité devient
— ,7_0/
0,40) = (i(a) {m. 7 }v@)0) (3.64)
Notons enfin que le courant vectoriel V% = ¢)y*Z 1), associé a la transformation §¢(z) = w(z) Ty (z),
5 (z) = —w?(x)Y(v) G, vérifie I'identité

0,110) = (o) | m. T | w(2)0). (.65

et qu’il est conservé sim o< 1.

Il est intéressant de s’interroger sur le devenir de ces identités de Ward sur le réseau : en particu-
lier est-ce qu’on peut modifier simplement le terme 0,, par la différentielle discrétisée A ,. Rappelons
que l’action de Wilson brise explicitement la symétrie chirale, si bien que 1’opérateur axial A** n’est
plus partiellement conservé. De méme on sait que I'opérateur vectoriel local v (z)y" -1 (z) n'est
plus conservé non plus car l'action discrete contient des termes non locaux 1 (z)U,(z)¢(x + ).

Réécrivons la transformation infinitésimale générale sous la forme

a

i) = it + i) 5 | vl

Sp(z) = i(x) [(—w{“/ + w%7?) %a] (3.66)

Avec un opérateur quelconque O(z1,...,z,), 1 # ... # x, (de fagon a éliminer les termes de

contact), on écrit les identités de Ward sous la forme

<5wifx>‘°(“""’x")> = <%> (3.67)

Avecl’action de Wilson définie par 1’équation (2.14), I'identité de Ward vectorielle s’obtient en fixant
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a

e MY [mo, ﬂ (@) - 5 Z [W + 1)1+ w)T—;U;u)wz) — P@)(1 =) S U (@) + )

_ a

~B(@) (142 T U@ — (e — )+ b — w1~ ) S Ul — 1))

= Y@ {mo’ Tz_a} bla) = 3 AVH(@), (3.68)
w
V() = {wm F )1+ ) UL @) — b1~ ) TVl + m] ECTERRIES L

On trouve finalement

a

@<M> ZN (21, )f/;(x)H<0(x1,...,xn)q;(x) [T— m0}¢(x)>. (3.69)

ow (z 2’

En choisissant O(z1,z2) = 1(x1)1(x2) et la limite des masses nues des quarks dégénérées, on écrit
'égalité précédente dans 1’'espace de Fourier et onl’exprime a la limite du continu. Enfin en exigeant
qu’elle demeure vraie pour les quantités renormalisées, on montre que ‘7“( ) estconservé (Z;; = 1),

et qu’il s’écrit en fonction du courant local V, de la maniére suivante :

~ Qa a—) «— a

V@) = V(@) + 5 [9() (= 1) 5 Dy (@) + () Dy (e + 1) S4b(2)| . (B70)

si bien qu’on exprime la constante de renormalisation Zy ( gg), légerement différente de 1, par 1'é1é-
ment de matrice hadronique (ZWM“\ 7) = Zv(g3){ilV,’|j). Il a été montré qu’aucune divergence sup-
plémentaire n’est introduite, et ceci a tous les ordres de la théorie des perturbations [87]. En choisi-
sant O(x1,x2) = PY(x1)P*(29), PY(y) = ¥;(y)y°;(y), et x # x1, v on obtient

Y AP (@) Vi (@) PR (x2)) = (my — my)(PY (1) 87 (2) PM (22)). (3.71)
I

En exigeant que cette identité soit vraie également pour les quantités renormalisées, on a Z,,Zg =
1, ou m¥ = Z,(m; — m.) et S¥(x) = ZsS(x) (rappelons que la masse doit étre renormalisée
additivement).

L'identité de Ward axiale s’obtient en suivant le méme schéma que précédemment, avec cette
fois wi,(z) =0:

L) = P(x){m T—a
cigr = 0@ {5 et + B Gt

- % [zﬁ(m +p)(1+ vu)v5%U;(m)¢(:¢) +(z)(1 + %)VEJ%GUH(;W(:C 4 )

_ a

+(z)(1 — W)W‘E’T;Ul(fv — p)p(x — p) + Pz — p) (1 — 7#)75%Uu($ — u)(x)

= w(x){mo, } ZA A (z) + X9, (3.72)
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De 4 1 G UL@0E) + ey G UG )]

00) 5 (Ule)ota) + U = le = ) = 20(0))

a

(2 = U@ = ) + (@ + p)UL() = 20() ) T

Xo o= =)
J (o)

’ LM ) A" D le) + (@) D %v%(mﬂ |

On obtient finalement
a
i <60(;:;1—> Z A (O(zy,y . )Aﬁ>—<(’)(m1, ooy T )0 () {%,mo} w(m)>—((’)(m1, ey T ) XYY,
(3.73)
X® provient de la variation du terme de Wilson dans l'action fermionique sous la transformation
axiale et ne peut pas étre écrit comme un terme de divergence. C’est un opérateur de dimension
5 et peut se mélanger avec des opérateurs de dimension inférieure au-dela du calcul a l'ordre des

arbres. On définit alors un opérateur X"a partir de X* [88]
X" = X+ 9(x) {m, %} Vop(x) + (Z5 — )AL A%, (3.74)

Par un simple comptage dimensionnel, on note que Z ;(g3, am) est fini, tandis que m(g3, mo) di-
verge linéairement et que les divergences logarithmiques sont absentes a tous les ordres de la théo-
rie des perturbations. Z ; et m sont choisis tels que le courant axial renormalisé vérifie I'identité
de Ward du continu : cela implique une condition de renormalisation qui assure que la symétrie
chirale est restaurée dans la théorie renormalisée. Avec O(z1,z2) = 1(x1)Y(x2), cette condition est

la suivante :
lim (4 (1) X (2)1) (x2)) = 0, (3.75)

c’esta dire que le corrélateur d’un opérateur et de X * soit nul a la limite du continu. La limite chirale
est définie par la valeur m. de mg de sorte que m, — m(gg, m.) = 0. A“ peut s’écrire en fonction du
champ local A%, et on identifie a la limite du continu Z AAZ = ZAj,. Avec O(x1) = Pl(z1),  # 21,

ona

Za > AL(AY (@) PIi(21)) = (X7 (2) PP (21)) + (moi + moj — T; —7;)(PY (@) PP (a1)).  (3.76)
w

En définissant m® = Z,,,(mo — m(my)), et en exigeant que cette identité soit valable a la limite du

continu pour les quantités renormalisées, on a ZmZp = 1. Dans cette limite on définit la masse axiale

p par
>, AL(A () P (1))
(P (z)PIH(z1))

20" = Zy (moZ +mo; —m; — ;) =

(3.77)

On est alors en mesure de calculer non perturbativement les constantes de renormalisation Z 4,
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| B(Ny) ks | Zv | Za | (Zp/Zs)i | (Zp/Zs)i1 |
58 (N; —2) 0.1535 | 0.67(1) | 0.86(2) | 0.66(2) | 0.6603)
0.1538 | 0.68(1) | 0.84(2) | 0.66(2) | 0.64(3)
0.1540 | 0.68(1) | 0.833) | 0.693) | 0.69(3)
0.1541 | 0.642) | 0.812) | 0.67(5) | 0.77(6)
56 (N =2) 0.1560 | 0.64(1) | 0.86(1) | 0.63(1) | 057(1)
0.1575 | 0.64(1) | 0.88(2) | 0.643) | 0.64(1)
0.1580 | 0.64(2) | 0.833) | 0.60Q2) | 0.57(3)

TAB. 3.4: Constantes de renormalisation des opérateurs bilinéaires de quarks légers calculées non perturbativement par
les identités de Ward chirales.

Zv, Zp/Zs, associées aux opérateurs bilinéaires de quark ayant la méme structure tensorielle. Par

exemple en choisissant O = V() P(0), et en supposant que w%(0) = 0, on a [89]

97y / d Y PR @PO) = Y (45 PO), (3.78)

—

T

d’ot1 on extrait Zy . En choisissant O = V?(x)A¢(0), on a

202y 23 / a2 S (P V) AL0)) = Z5e™ S (A (@) AS(0) +Zve“d2 V(e

(3.79)
aveca =1,b = 2etc =3, on obtient
202y 7% / d*z Z (PY(2)V2(x)A3(0)) = 23 Z (A3(x - 72 Z (VA3 (x (3.80)
d’ott on extrait Z 4. Enfin en choisissant O = S(z)P(0), on peut écrire
37 adsZp / a3 (P (@)S@PO) — ZPZ P () P(O)) + 23 3 (S()S"(0), (8D)
2024 [ @2 (PES@PO) = £ T (PU@PO) + 52 Y (S@S ),
' ' ’ (3.82)

ce qui permet d’estimer non perturbativement Zp/Zg, qui est donné également par Zp/Zs =
2p7
mO_;?Tc :

Les constantes de renormalisation Zy, Z4, (Zp/Zs); et (Zp/Zs)rr déterminées a 'aide des iden-
tités de Ward écrites précédemment ont été indiquées dans la table 3.4, les indices I et I faisant

référence aux deux maniere d’estimer (Zp/Zg).
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Chapitre 4

Masse des quarks légers

Nous allons dans ce petit chapitre terminer la présentation de l'estimation non perturbative de
la masse des quarks légers débutée dans le chapitre 2, ot1 nous avons introduit la calibration de la
maille du réseau a par 1'estimation de r, en reprenant dans les grandes lignes ce qui a été exposé
dans [50]. Les masses des 6 quarks présents dans le Modéle Standard sont 6 des 19 parametres fon-
damentaux de cette théorie. Il convient donc de les estimer le mieux possible. Malheureusement au-
cune mesure expérimentale directe n’est envisageable puisque ces quarks ne sont pas des particules
libres. Une évaluation indirecte peut étre entreprise en étudiant attentivement les corrections radia-
tives sur une grandeur donnée, comme ce fut le cas pour déterminer la masse du quark ¢. Les masses
des quarks légers sont cruciales a déterminer, car elles entrent dans 1’expression de nombreuses
quantités phénoménologiques de la physique chirale. Toutefois étant donné qu'un quark ne peut
pas se trouver sur sa couche de masse, sa masse n’est en soi pas une quantité physique, mais elle dé-
pend d’une échelle d’énergie, a cause des fluctuations quantiques. Dans la suite on donnera donc les
valeurs de m,, 4 s( = 2 GeV) renormalisées dans le schéma MS. Les résultats semblaient indiquer
que l'inclusion des quarks dynamiques avaient tendance a baisser ces masses : par exemple dans
I'approximation quenched, mMS(2GeV) ~ 100 MeV tandis que mg/TS’NfZQ(Q GeV) = 85 + 90 MeV
[90], [91] et mls\/[_S’Nf:?’ (2GeV) = 75+280 [92]. Malheureusement les estimations unquenched sont su-
jettes a de grandes erreurs systématiques, notamment a cause de la maniére dont les constantes de
renormalisation sont calculées, comme cela a été montré dans 1’approximation quenched. Le calcul
non perturbatif de ces constantes ont abouti au résultat mg/TS’Nf:Q(Q GeV) = 119 £+ 9 MeV [93], soit
20% plus élevé que celui donné par [91] qui a mené un calcul perturbatif. Dans [50] la constante de
renormalisation de la masse a été évaluée non perturbativement dans le schéma de renormalisation
RI-MOM [94] dont nous allons brievement exposer le principe.

Nous avons vu dans les sections précédentes que la masse du quark est définie soit par une
identité de Ward axiale

(e A0@)P0) 150 L aw
S PPy (e (@)+men (@)™, @&.1)

ot Ag(z) = Gu, ()07’ quy (), P(x) = Gu, (2)7° quy (), soit par une identité de Ward vectorielle

myW = L (i - L) : (4.2)

2 \ky  Ke(ks)
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ol v = vy, v2. Ces deux masses dépendent bien entendu de la masse des quarks de la mer, soit
au travers du rapport des fonctions a deux points pour 1’AWI, soit dans x.(xs) pour la VWI. Les

constantes de renormalisation ZYW! et ZAW! sont alors définies par

)= A
Y= Zo(ap)

1
25 ap) 2

an) = Zs(ap)’ *3)

Rappelons que le courant axial est partiellement conservé, si bien que Z4 ne dépend d’aucune
échelle de renormalisation. Le calcul non perturbatif des constantes de renormalisation définies
dans le schéma RI-MOM s’effectue de la maniére suivante : considérons un opérateur bilinéaire de

quarks Or = qI'q dont on calcule la fonction de corrélation
Gr(p,p') = / d'zd'y e P (R (2)0r (003" (), (4.4)

ou ¢ désigne le champ de quark renormalisé. En utilisant la fonction de Green renormalisée

GE(p,p') et le propagateur de quark renormalisé
$%p) = [ dtoe (g @)g"(0), @5)
on définit la fonction de vertex amputé renormalisée A% (p,p') = (S~H)E(p)GE(p,p')(S~HE®Y'), et

‘p2:u2 =1,
Tr(I'Pr) = 1. Ce schéma s’appelle le schéma MOM. En pratique Aqcp < ¢ < 7/a, de fagon a

Zr est calculé en imposant la condition ZrAr(p, p ]pzf 2 = A", ou ZrTr(Ar(p,p)Pr)

pouvoir faire le raccordement avec d’autres schémas a l'aide de la théorie des perturbations. Le
calcul de la fonction de vertex est effectué dans une jauge covariante fixée, comme la jauge de
Landau. Dans cette approche la constante de renormalisation du champ de quark Z, est donnée

par

S
Zq12T (ﬂ 2( )>p =1, ]d——Z'yysm (apy), Zsm apy). (4.6)

p 2= 2

On évalue alors
Zr(apo) = Cr(apo) Z8" = Cr(apo)[Zr(ap) /Cr(ap)), (4.7)

ou la fonction d’évolution Cr(apu) est donnée par Cr(ap) = exp( [ () doyyp /B(as)), est connue a
N3LO en théorie des perturbations dans le schéma RI-MOM [95] et compense explicitement toute

la dépendance en p de Zr a cet ordre.

Les résultats obtenus doivent étre plats en (au)?, modulo les erreurs de discrétisation. On a
représenté sur la figure 4.1 Zy 4 ainsi que Zg pr(apug) en fonction de (au+)?, ot apg = 1, et on
constate que ces effets sont bien marqués pour Zs(ayp); ils ont été corrigés en extrapolant linéai-
rement de 1 < (ap)? < 2 vers (ap)? = 0. Puisque le schéma RI-MOM est indépendant de masse
on peut extrapoler la faible dépendance en masse des quarks de la mer de ces constantes de renor-
malisation linéairement vers la limite chirale, ce qui est indiqué dans la table 4.1. Elles ne different
que de 5% avec celles obtenues a 3 = 5.8 et L = 16. Les effets de volume fini sont faibles comparés
aux effets de discrétisation car on s’intéresse ici a la physique courte distance. Afin de comparer

avec un calcul perturbatif on a également indiqué leur valeur obtenue par un calcul a 1 boucle de
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F1G. 4.1: Constantes de renormalisation dans le schéma RI-MOM a ’échelle apo = 1, calculée a I’aide de (4.7), comme une
fonction de I'échelle initiale de renormalisation (au)?. Les effets de discrétisation oc (ajt)? sont supprimés en extrapolant
les données de 1 < (au)? < 2,4 (ap)? = 0.Ici ks = 0.1538.

la "Boosted Perturbation Theory" (BPT) [96], employée en remplagant la constante de couplage nue

g¢ — §° dans les expressions de [97] soit de maniere "naive"

7> =g3/(P), (4.8)

ol (P) est la valeur moyenne de la plaquette, ou "tadpole improved" défini en inversant la série
perturbative du logarithme de la plaquette :

G%(3.40/a)

i (4.9)

1
I (P) = —3 3%(3.40/a) |1 — (1.1905 — 0.2266N )

On constate alors que les Z5 p perturbatifs sont nettement plus grands que les non perturbatifs, si
bien que les constantes Z{%WLVWI
ap=>58

L’estimation de m

non perturbatives sont renforcées de 15% et 6% respectivement,

VWI
v

mais en négligeant les log chiraux (la masse des quarks de la mer étant trop élevée), on fitte les

nécessite celle de k.. Inspiré par la ChPT partiellement quenched [98],

données sur la masse du méson pseudoscalaire par
M%)(Iis, Ky s ’{vz) = mq‘)/WI[l + Q2 m;/WI + Q3 mXWI] ) (4.10)

et on obtient Q2 = —0.2(25) et Q3 = 0.4(14). Autrement dit nous ne sommes pas sensibles aux
corrections quadratiques, ainsi qu’on 1’observe sur la figure 4.2, et on fixe Q2 = @3 = 0. On trouve
Q1 = 1.70(3) et

(Ker)re = {0.15544(7)0.1535, 0.15537(6)0.1538 , 0.15537(5)0.1540, 0.15503(8)0.1541 } - (4.11)

L’étape suivante consiste a étudier la dépendance en la masse des quarks de valence et de la mer

de M3. De la partie gauche de la figure 4.3 on constate qu’elle dépend linéairement de la masse de
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B (Ny) Ks Z, Zy Za Zs Zp Zr
58(N;=2) 01535 | 081(1) 0.70(1) 080(2) 0.74(1) 054(1) 0.78(2)
0.1538 | 0.80(1) 0.70(1) 0.79(2) 0.73(2) 0.55(1) 0.77(2)
0.1540 | 0.78(1) 0.67(1) 0.77(2) 0.72(1) 0.52(1) 0.75(2)
0.1541 | 0.79(1) 0.69(1) 0.78(2) 0.71(2) 0.52(1) 0.77(2)
ker(Ker) | 0.76(1)  0.66(2) 0.76(1) 0.67(3) 0.50(2) 0.74(4)
N-BPT 0.75 0.70 0.77 0.75 0.61 0.75
TI-BPT 0.72 0.65 0.73 0.71 0.55 0.71
5.6(N;—2) 01560 | 0.78(2) 0.63(4) 0.78(3) 0.67(2) 0.46(1) 0.76(5)
0.1575 | 0.78(2) 0.64(4) 0.77(2) 0.65(2) 0.46(1) 0.77(3)
0.1580 | 0.78(1) 0.66(1) 0.78(4) 0.69(2) 0.50(1) 0.78(3)
ker(Ker) | 0.78(1)  0.66(1) 0.78(1) 0.67(1) 0.47(1) 0.78(2)
N-BPT 0.74 0.67 0.75 0.73 0.58 0.73
TI-BPT 0.69 0.62 0.71 0.69 0.51 0.68
62(N;=0) — [082(1) 071(1) 080(1) 071(1) 054(1) 0.79(3)
N-BPT 0.78 0.73 0.79 0.77 0.65 0.77
TI-BPT 0.72 0.64 0.73 0.71 0.55 0.71

TAB. 4.1: Valeurs des constantes de renormalisation dans le schéma RI-MOM a 1’échelle = 1/a pour les 2 simulations
partiellement quenched a 3 = 5.8 (a ™" = 3.2(1) GeV) et 5.6 (a ™ = 2.4(2) GeV) et pour la simulation quenched a 8 = 6.2
(@™ = 3.0(1) GeV). On n’a indiqué que les erreurs statistiques. Ces constantes déterminées non perturbativement sont
comparées a leur valeur perturbative (Boosted Perturbative Theory, BPT), ott “TI" et “N" correspondent aux deux types
de "boosting" du couplage nu go comme discuté dans le texte.

s =0)

valence, la pente est indépendante de ~,, contrairement a M %(m . On fitte alors M ]% par

MIZD(”Sa Ry, ’fvz) = CO(“S) +Cy m;lWI[l + (o m;leI +C3 m;lWI] > (4.12)

fWI = mAWI( ?WI = mAWI(

oum Ky Kuy, Kuy ) €M Ks, ks, Ks). La constante Cp(ks) rappelle que la
masse du méson pseudoscalaire, la masse axiale des quarks ou les deux souffrent des effets de
discrétisation O(a). On trouve que C; et C3 sont consistants avec 0 (Cy = 0.6(18), C3 = 0.08(63)) et
en fixant Co = C5 = 0, on obtient C; = 2.05(3) et

Co(ks) = {0.0007(18)0.1535, 0.0023(20)0.1538, 0.0046(15) 1540, —0.0039(25)0.1541 } - (4.13)

Ensuite on remplace le terme de gauche des équations (4.10) et (4.12) par la masse physique du pion
et du kaon, afin d’estimer la valeur moyenne m,,q des masses m,, et mg4, et la masse m, du quark
étrange, et on utilise la valeur de a~! déterminée au chapitre précédent. On a donc par l'identité de
Ward vectorielle .

(mF )P = %Ql(ms + Mud),

et la méme expression, avec C'; a la place de ()1, par I'identité de Ward axiale. Enfin les masses nues

(m2)P™* = 0~ Qg (4.14)

des quarks sont multipliées par les constantes de renormalisation du schéma RI-MOM rassemblées



Masse des quarks légers 65

007 - ‘ ‘ ‘ ‘ } i
0.06 | .
N: : _H- :
g
= 005 A 4
' e |
xll) L &*# 4
< , 1 k=01535 |
S 004 - k=0.1538 |
— i K=01540 |
I k=01541 |

003 O | L | L | L | n | |

0020 0025 0030 0035 0040
m,

FIG. 4.2: Graphe illustrant la dépendance discutée dans (4.10).
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FIG. 4.3: Dépendance de la masse du méson pseudoscalalre en la masse des quarks de valence m "/ (gauche) et du rap-
port (M3 — Co)/ma"! en la masse des quarks de la mer m2"!. Les résultats sont extraits de la simulation partiellement
quenched a 8 = 5.8.

dans la table 4.1. La conversion dans le schéma MS a 1 = 2 GeV, est faite grace a la théorie des
perturbations connue a 1'ordre N3LO [95, 99] avec A%ZZ) = 0.245(16)(20) MeV [100]. On obtient

finalement

MS(9GeV) = 120(7) MeV
MS(9GeV) = 101(8) MeV . (4.15)

VWI = mdP(2GeV) = 5.1(4) MeV, m
AWT © mM5(2GeV) = 4.3(4) MeV, m
Notons que mMS(2GeV) que nous obtenons est trés voisine du résultat donné par la collaboration
QCDSF-UKQCD (119(5)(8) MeV), qui a utilisé la masse de quark définie par l'identité de Ward
vectorielle renormalisée également dans le schéma RI-MOM, tandis que la masse de quark axiale
est en accord avec celle trouvée par la collaboration ALPHA, mlg/[_s(2 GeV) = 97(22) MeV [101].
Pour clore cette présentation donnons quelques pistes concernant les erreurs systématiques sur
ces masses.
— En premier lieu viennent les erreurs de discrétisation. Nous avons appris que dans 'approxima-

tion quenched 1'écart entre les valeurs des masses calculées en employant deux définitions a priori
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équivalentes, a savoir les définitions par les identités de Ward vectorielle et axiale, sont dues a
des erreurs de discrétisation. Ce méme effet a été observé dans les simulations unquenched N¢ = 2
[90, 91]. [90] a montré que cet écart diminue avec la maille du réseau de sorte que dans la limite du
continu les deux masses coincident. En outre il s’est avéré que ces effets étaient plus marqués dans
le cas vectoriel, ce qui a conduit la collaboration JLQCD a donner comme résultat final la valeur de
la masse AWI, incluant I'écart avec la masse vectorielle dans les erreurs systématiques. Nous avons

suivi cette approche et on trouve
mMP(2GeV) = 4.3(4)(£%) MeV, mi(2GeV) = 101(8)(F3°) MeV . (4.16)

Avec les configurations produites a 3 = 5.6 on trouve

mMS(2GeV) = 4.2(3)(F07)MeV, mMS(2GeV) = 101(6)(+%) MeV (4.17)

ce qui est parfaitement compatible avec les résultats a § = 5.8. Il suffit donc d’incorporer dans les

erreurs de discrétisation celle indiquée dans (4.16).

-1
M fe*

— Ensuite, si au lieu de choisir a on fait le calcul avec a;ol, la valeur des masses est augmentée
de 6% : on ajoutera cette contribution aux erreurs systématiques.

— Une contribution non négligeable pourrait provenir de I’action de Wilson qui n’est pas améliorée,
et qui engendre une erreur sur les constantes de renormalisation. On a estimé celle-ci en calculant
(Zp/Zs) al’aide de l'identité de Ward hadronique (3.82) : (Zp/Zs)"W! = 0.67(1), soit 11% plus petit
que (Zp/Z S)RI'MOM = 0.75(1) indiqué dans la table 4.1. Un effet similiaire est constaté a 5 = 5.6.
Cependant, étant donné que (Zp /Zs)hwI a tendance a réduire "écart AWI-VWI des masses, |'effet
est inclus dans les 19% d’erreurs systématiques déja introduites, si bien qu’on ne 1’additionnera pas.
Notons que (Zp/Zs)N5PT calculé par la théorie des perturbations stochastiques a 4 boucles donne
un résultat consistant avec (Zp /ZS)RI‘MOM, a savoir 0.77(1) [102].

— Les effets de volume fini ont été étudiés a I'aide de la simulationa = 5.8, V x T = 16> x 48. On
trouve qu’ils sont importants pour les masses effectives, comme c’est représenté sur la figure 4.4 ; ce
fait est déja observé dans [54], ot il est montré que dans l'intervalle de masse des quarks de la mer
que nous étudions ces effets sont appréciables avec L ~ 1 fm, mais sont insignifiants a L = 1.5 fm.
On se ralliera a cette conclusion et on supposera que les effets de volume fini sont négligeables avec
notre statistique et noyés dans les autres erreurs systématiques. Une étude approfondie devrait étre
menée avec des volumes plus larges.

On ajoute algébriquement ces erreurs systématiques et on obtient

mMS(2GeV) = 4.3 + 04751 MeV Ny=2, (=58 @18

mMS(2GeV) = 101 + 8125 MeV RI-MOM

Lorsque les constantes de renormalisation sont calculées avec la BPT "tadpole improved" a une
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FIG. 4.4: Masses effectives pseudoscalaire et vectorielle a 2 volumes différents a 3 = 5.8 et avec ks = 0.1538. Les masses
des quarks de valence sont dégénérées avec celles de quarks de la mer. Les volumes physiques correspondent a (1.5 fm)?
et (1 fm)? respectivelement.

boucle, on trouve

mMS(2GeV) = 3.7+ 03413 Mev Ny=2, [=58 (4.19)

mMS(2GeV) = 88 + 7730 MeV TI-BPT
enbon accord avec les estimations déja effectuées dans un schéma perturbatif, a savoir mMS (2 GeV) =
88(T5)MeV [90], et mM5(2GeV) = 84.5(71%") MeV [91]. Enfin le résultat quenched a 3 = 6.2 donne

mMS3(2GeV) = 4.6 + 0.270° MeV Ny=0, =62
: (4.20)

mMS(2GeV) = 106 + 212 MeV RI-MOM

le réseau étant similaire en taille et en finesse et I'action étant également celle de Wilson. Les effets
du quenching semblent donc peu importants. Néanmoins afin d’avoir une conclusion plus claire sur ce
point des simulations avec des masses plus légeres et 3 saveurs de quark dans la mer devront avoir

lieu.



68




Chapitre 5

Transitions B — D**

Dans ce chapitre on discutera d'une étude exploratoire qui a été menée sur les transitions du
B vers un état L = 1 du D, dans la limite des quarks lourds statiques, par l'intermédiaire d"une
simulation numérique. Contrairement aux chapitres précédents ou1 les opérateurs relevants étaient
des bininéaires de quarks légers, on s’intéresse ici a des transitions véhiculées par des courants
lourd-lourd. Nous avons vu au premier chapitre que dans le cadre de HQET les transitions H(v) —
Hj(v') sont paramétrées par un nombre restreint de facteurs de forme, les fonctions d’Isgur-Wise
((w = v - v'). Nous décrirons la tentative d’évaluer sur le réseau deux de ces fonctions, a recul
nul w = 1, a savoir T%(l) et T%(l), associées aux transitions H,- — H,+ et H,- — H;+, aprés
avoir introduit la phénoménologie tres riche de la transition du B vers les excitations orbitales
du D dans la limite m,. — oo. Ce travail s’est accompagné de l'étude, dans le cadre de la théorie
des groupes, des champs interpolants les plus appropriés afin de supprimer le mieux possible la
contribution des excitations radiales aux différentes fonctions de corrélation. Enfin 'extraction de
T1 (1) et T3 (1) a partir des données réseau nécessite le calcul d’une constante de renormalisation :
nous présenterons l'évaluation de cette constante que nous avons effectuée a I'aide de la théorie

des perturbations.

5.1 Phénoménologie de B — D**

Le développement de cette partie s’appuie sur la note [103]. Rappelons que les 4 excitations

L = 1du D sont regroupées en deux doublets

(Dy(J” =0%),D}(J” =17)) et (Dy(J7 = 1), D3(J" = 21)).

Les résonances du doublet j/” = %+ sont larges tandis que celles du doublet j = %+ sont étroites.
En effet les principaux canaux de désintégration sont les transitions non leptoniques D** — D)7,
La parité étant conservée, le pion doit se trouver avec un moment angulaire ¢ pair par rapport au
D™, Par conservation du moment cinétique, / = 0,2. En conséquence D et D] se désintegrent
avec le pion dans 1'onde S, tandis que D; se désintegre seulement avec le pion dans 'onde D. Le

canal D; — D*r est autorisé avec le pion émis a priori dans 'onde S ou dans 'onde D. Toutefois la
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Masse (MeV) | Largeur (MeV)
D | 2352+50 261 + 50
Di | 2427426 +25 | 3847107 + 74
Dy | 2421.8+1.3 20.813:3
Di | 24611+ 1.6 32+ 4

TAB. 5.1: Masse et largeur des excitations orbitales du D.

symétrie des quarks lourds interdit la voie S, car I'amplitude associée a ce canal est proportionelle
al’élément de matrice (¢, ¢,;s; = 1/2,s),|s; = 3/2, s;,) qui est nul lorsque ¢ = 0. Les désintégrations
du doublet jF = %Jr sont de ce fait supprimées par un facteur |j,|°, ce qui rend ces résonances
étroites, contrairement aux résonances du doublet {L, comme indiqué dans la table 5.1. Notons que
pour les D les corrections O(1/m,) aux prédictions de la limite statique de HQET sont importantes

car dans cette limite on trouve les rapports d’embranchement relatifs suivants :

I'Dy — Dr) I'(Dy — D*m) TI'(D5— Drm) TI'(D; — D*r)

2 3
0 1 £ 5

; (5.1)

et donc % = 2/3; en incluant les corrections en 1/m, violant la symétrie de spin dans le

Lagrangien chiral effectif introduit au chapitre 3, on trouve

I'(Dy — Dr) I'(Dy — D*r) TI'(D5— Dm) I'(Dj — D*m)

) 5.2)
0 1 2.3 0.92

I'(D3—Dm)
I'(D3;—D*m)

dire que I'observation des éléments du doublet %Jr est plutot bien établie expérimentalement et on

et ~ 2.5, en bon accord avec la valeur expérimentale 2.3 £ 0.6. En conclusion on peut

comprend assez aisément leur faible largeur. En revanche la situation est beaucoup moins claire en
ce qui concerne le doublet l+, comme on aura l'occasion de le voir dans la suite 1.

Méme si des progres théoriques et expérimentaux remarquables ont été accomplis depuis 1990
dans I'étude des transitions B — D, permettant ainsi de réduire l'incertitude sur V| a moins
de 2% grace a la largeur inclusive I'(B — X.I7) [104], des questions restent ouvertes concer-
nant la composition de X.. En particulier se pose le probleme de la hiérarchie entre les largeurs

T'(B — D(jf’ = 1")iv) et (B — D(jf = 37)iv). Dans le cadre théorique de HQET, les amplitudes
associées sont proportionnelles a

o (DG (V) 197y | B(v))u
o (D3 (0") [ 7°bu| B(v))

3 (w) - )",

\/57'% (w)[(w + 1)e™H v, — ezﬁvavﬁv'“], (5.3)

les autres s’en déduisant par symétrie des quarks lourds [15]. Les fonctions 7 1etTs dépendent en
plus d'une échelle 1, puisque HQET est une théorie effective dérivée de QCD par un OPE. Cette dé-

pendance se compense avec celle apparaissant dans les coefficients de matching C'; entre 'opérateur

!La trés faible largeur de la résonance D7,(2317), interprétée comme ayant les nombres quantiques J© = 07, est due
au fait qu’elle se situe en dessous du seuil DK. L'écart important par rapport a ce seuil (50 MeV) demeure d’ailleurs
totalement inexpliquée pour l'instant.
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cy"~°b de QCD et les opérateurs O; de HQET, dont O = Co Y0 by, puisque par exemple 1'élément
de matrice (D}|cy*+°b| B) est une quantité physique. On constate que les amplitudes de transition
étudiées ici s’annulent a recul nul w = 1, contrairement a la transition élastique H (v) — H (v’) pour
laquelle la symétrie de saveur impose la condition de normalisation de la fonction d’Isgur-Wise
£(1) = 1 (on rappelle que le tenseur de polarisation ¢* est orthogonal a la vitesse v/, ej;ﬁv’ﬁ = 0).
Une telle normalisation de 7 1et7s n’existe pas, bien qu’on puisse montrer que dans cette limite ces

fonctions ne dépendent plus de ji.. En effet, on a dans QCD

Di|évH~5b| B
{ o|§ZB;D* ) — g*(v+v/)“+g*(v—v')“
V 0
= —7pp,w)Vw — 1FF,
Fr— V10 (g w) e + v — 1 [C3(n,w) o + O, w) v/]

ol Vw? — La* = (v—1v')*, etles C sont les coefficients de matching entre I'opérateur cy*+°b défini
dans QCD et les opérateurs HQET ¢&,/y*~+°b,, ¢,y v"+b,, et &,v'*v%b, respectivement.
(Df|evty°b|B)

Vw — 1\/@

= —71/2(M7w)Fu
U2 —rie(u, V2 O (1) 0t (5.4)

Puisque ¢,7v,b, est le courant conservé associé a la symétrie de saveur lourde et que ¢,I'b, lui est
relié par la symétrie de spin du quark lourd, on déduit qu’a tous les ordres de la théorie des pertur-
bations,

(c(v,8")]E,Tby|b(v, 8)) = u(v, s Tu(v, s), (5.5)

ou I' est une matrice de Dirac quelconque, et le terme a droite du signe = de (5.5) est normalisé
par la symétrie des quarks lourds. Cette relation est u-indépendante, de sorte que C9(p, 1) = C7(1)
(C3(1) = na = 0.986+0.005 [12]), et le terme & gauche du signe = de (5.4) est également indépendant

de p:onadonc 7y /9(p, 1) = 71/2(1). Le méme argument s’applique a 73,5 (1, 1).

5.1.1 Prédictions par des modeles de quarks covariants

L'origine cinématique de ’annulation de ces amplitudes rend délicates les éventuelles tentatives
de mesure expérimentale des largeurs de transition a faible recul B — D**, et les extrapolations vers
w = 1 nécessaires a la détermination de 1 (1) etde T3 (1) sont hasardeuses. Il faut donc s’appuyer
sur les prédictions théoriques pour connaitre un peu mieux ces fonctions. Elles ont été bornées
par des regles de somme et elles ont méme été calculées a partir de modeles de quarks ayant des
propriétés tres intéressantes a la limite de masse infinie. Ces classes de modeles particuliers, dits a
la Bakamijan-Thomas, sont des modéles de quarks relativistes ayant un nombre fixe de constituants
dans les interactions et pour lesquels les états liés sont des représentations du groupe de Poincaré
[105]. Il a été montré que dans la limite de masse lourde les facteurs de forme deviennent covariants,
la loi d’échelle d’'Isgur-Wise des éléments de matrice (H2|Or|H;) o« mg est vérifiée. Chacun de ces
modeles est caractérisé par un opérateur de masse M décrivant la dynamique du systéme au repos.

Il contient un terme d’énergie cinétique et un terme potentiel d’interaction dont les caractéristiques
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sont déterminées de maniere a ce que les valeurs propres de M soient ajustées au spectre physique
des masses hadroniques. Les éléments de matrice ont comme expression dans ce contexte

dp: O+ D) +pY) JEPEY EPES
oV = [ 2\/( A .

2m)? M’Mo PPl \ piph
XY D g (B)DRTI (0, p1) Rl [D(Ry ' Ra)lsgnsnsa (R2)- - (5.6)
31,3231782

A ce stade J(p),p1) nest en général pas covariant : J est défini dans un référentiel comme un
courant a une particule, mais cela n’est plus vrai sous une transformation de Lorentz. Toutefois

dans la limite de masse lourde ce courant est covariant, et les éléments de matrice sont alors donnés

par
j dp: i - v)(ph - v
(W'ju(0)v) = Zus ’yuusl/ ?3 ( 1502 )
5
81,81

X Z%Q D(R'~15Rs)]gy 5, ¥, (F2)- (5.7)

82752

D(RS ' Ry) est la rotation de Wigner appliquée sur le quark spectateur, accompagnant les boosts
sur les états initial et final, tandis que u s, Yuls, rappelle que le quark 1 est le quark lourd actif.
Enfin ¢ et ¢’ sont les fonctions d’onde du systéme au repos, dépendant des impulsions relatives
et des spineurs de Pauli : ce sont les seules quantités reliées au modéle de potentiel choisi. Avec
le potentiel de Godfrey-Isgur [106], rendu attractif par le fait qu’il puisse reproduire 1’ensemble du

domaine spectroscopique des mésons, on trouve [107]
7'1/2(1) == 022, 7'3/2(1) == 054, (58)

et les rapports d’embranchement semi-leptoniques

BR(B — I#D) = (1.95=+0.45)% , (5.9)
BR(B — lvD*) = (5.90 +1.10)% , (5.10)
BR(B — DY) = (0.63793)% (5.11)
BR(B — DY) = (0.40%912)% | (5.12)
BR(B — wDY?) = (0.06+0.02)% , (5.13)
BR(B — 1DY/*) = (0.06 +0.02)% . (5.14)
Les données expérimentales sont les suivantes [108] :
BR(B; — IvX.) = (10.31 £0.15)% , (5.15)
BR(By — lvX.) — BR(Bg — lvD) — BR(By — lvD*) = (2.940.3)%. (5.16)

La transition inclusive B; — [7 X, est donc dominée par les canaux B,; — lvD et By — luD*, quien

représentent 75%. Les résultats obtenus par le modéle B-T sont compatibles avec ces données, ce qui
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augmente son crédit. Il conduit alors a une prédiction intéressante : les canaux B — D3/? dominent

nettement les canaux B — D'/2. Cette hiérarchie est causée en partie par les valeurs de 71 (1), 75 (1)
2 2

et en partie (facteur 2-3) par un effet de cinématique interne [107]. Elle est prédite également par les

regles de somme de QCD dans la limite de masse lourde mg — oc.

5.1.2 Prédictions par les regles de somme a la limite de masse lourde

En s’appuyant sur les notations du chapitre 3 on définit le corrélateur a deux points entre deux

B pseudoscalaires

Tia(a) = =i [ do e (BT [A@IO)] 1B, i) = (o).

T, = 1/(2n) Bpfwl( )J3(0)| B(p:))]

[/ PsPX) (B (p )] (0) Xe) (Xel JE(0)| B(p:)
_el(pX*pi)':%B(pf)|Jg(0)|X5bb><X6bb|J1(O)|B(pi)>]'

En choisissant p; = py = 0, on a

T12 = (27‘(’3)2

Xe

(B|J3(0)| X ) (Xae|J1(0)| B)
Exr —mp —q" —ie

(B|J1(0)| Xc) (Xe| J3(0)| B)
mp — Ex —q% + e

8 (7 + pX) — 8 (Px — q)

(5.17)

On remarque que les canaux directs sont pondérés par le dénominateur 1/V, V = mp — Ex — ¢°
étant la virtualité, alors que les graphes en Z sont pondérés par 1/(V + 2mp). En choisissant ¢ tel

que Agcp < V < mp, on peut appliquer 'OPE a T'» qui s’écrit alors

Tip = —i / @bz 0 (B(p ) [b(2)T1 Se(w, 0)T3b(0) [ B(py)) + O(1/m2), (5.18)

ot S¢(z,0) est le propagateur du quark charmé libre, si on ne considere que 'ordre des arbres. En

ne prenant en compte que le pole positif du propagateur on a alors 1'égalité suivante :

> (B (0) Xe) (Xe| I (0)] B) = (BJbTy 742 ;
X

I'3b|B), (5.19)

ol vy, = m% < m2 + ¢, —cf). L'équation (5.19) est I'application de la dualité quarks-hadrons, dont on

sait qu’elle est bien justifiée dans 1’étude des désintégrations impliquant le quark b, et en particulier
dans les désintégrations semi-leptoniques [109]. En identifiant la vitesse v; du quark c a celle du

méson D, en supposant que les vitesses intiale v; et final v du B sont différentes et en utilisant le
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formalisme des traces introduit au premier chapitre, on obtient

Za w;)a™ (wp)Tr(B;(vi)T1 D)) Te (D T9 By (vs)) + ... = —2&(w;p)Tr(By(vp) T2 P T1Bi(v;)), (5.20)

/ / .
w; =0V -y, wf:v-vf, U)if:Ui-?}f,

en choisissant I'y =#,7° et 'y =#+°, on trouve [110]

L(wi,wy,wif) = R(wi,wp,wiy), (5.21)
(wiwg — wig) > £ (w;)€™ (wy)

+ [B(wjwy — wip)? — (wi — 1)( —1 Z /2 (w;). 3/2 wf)

+ 4(w; — 1)(wy — 1) 27'1(/2 (w;) Tl(/Z)(U)f)

—(1 — w; —wf—l—wl-f)f(wif) . (5.22)

Quelques régles de somme s’en déduisent en écrivant

oL OR
o = 5 , (5.23)
wif w; p=lw;=wr=w wif w; p=lw;=wr=w

L

0 _ IR , (5.24)
ow; |, . . _ OWi |0y —1 o+ s —

w;=lw; p=wr=w w;=lw;p=wr=w

L

0 _ IR (5.25)
awi w; =1, w;=wr=w awz w; =1l w;=wr=w

if s W f if thatd f

2

-3 [P w)] 2017 3 @)+ aw-1? 3 [rw)] - = 2w-1), 626

-> [5(”)(w)] — 6w’ -1y [ §7§(w)r o= 122w 1), pP2=-¢1), (527
2(w +1 Z 3/2 3/2 - 4271/2 1/2 )+ =E(w), (5.28)

w3 [ )]+ w? - 1) 3 )™ (w
+2(w? —1) {2102[3/2 ] w—lzw 7 )}
+4(w—1){z [ 1(7;(71}] w—1) 271/2 1/2 )}

n

b1 (529)
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En divisant (5.26) by 2(w — 1) on obtient la régle de somme de Bjorken [15,111] :

215 e - o [l e S oo

n n

qui s’écrit a ’'ordre (w — 1)

+Z[1/z ] +2Z[3/2 ] : (5.31)
L’égalité (5.28) écrite a recul nul redonne la régle de somme d’Uraltsev [112]
> [o] - S [Hpw] =5 632
En combinant (5.31) et (5.32) on trouve

SR =3 (- 3), o3

n

et on trouve comme borne inférieure p? > %2. Les regles de somme sur les moments [114]
- (m)
2 = 3 (42) )| +2Z( 62) ) (5.34)

WE0/3 = —22(“/2) | +22< @) il

, (5.35)

ot e, = M lj)n -M lj), conduisent a la hiérarchie p2(u) > p2 (1) pour n'importe quelle cut-off ;1 dans
la somme. Enfin en combinant les régles de somme sous-dominantes de Voloshin [115] et d"Uraltsev
[112]

= Sy o ey (@) Pl
S(u) = Qi(eﬁ/Q))Q 7357;)(1)(2 22(6131/2))2(7573(1)(2, (5.36)

se déduisant elles aussi de I'équation (5.20), en tenant compte des termes a 1’ordre 1/m ¢ des deux
cotés [116], on obtient le rapport [117]

e (7)o
S (e “/2) T >\

= 4. (5.37)

. . . . . 2 ~
Lorsqu’on tient compte des corrections radiatives, la borne sur p? devient p?(u) > % + ‘g"—; (% - 4HA2 ), ol as est

évalué au point de soustraction y, et A ~ 1 est un cut-off sur la somme des états intermédiaires charmés | X.) de (5.17)
[113].
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7'1(7;(1) <

2
(1)| 3. En faisant 'hypothese que cette relation est vraie pour les états fondamentaux, on

‘ 2

Laregle de somme d'Uraltsev (5.32) et le rapport précédent conduisent a la hiérarchie »_»
(n)
-

>0 [Tsy2

conclut que T1 (1) < T3 (1), confirmant le calcul mené dans le cadre des modeles B-T.

5.1.3 Résultats expérimentaux des désintégrations semi-leptoniques du B

ALEPH [118] a reconstruit les états D** se désintégrant en D®rt Tl n‘a pas été observé un
exces de signal par rapport au bruit de fond des combinaisons dites "de mauvais signe" D)7+ et
D7—. A partir du taux mesuré "de bon signe", et en supposant que la seule contribution au D®r

observée provient du D**, il a été trouvé
BR(B — [vD*") = (2.2 4+ 0.3 + 0.3)%. (5.38)
De plus en supposant que 1'état D:f/ % se désintegre seulement en D*, il a été obtenu

BR(B — wDY?) = (0.70 +0.15)% (5.39)

BR(B — lwDY?) < 02%, (5.40)

valeurs consistantes avec les prédictions B-T. Enfin a partir des taux mesurés pour les combinaisons

"de mauvais signe", on en déduit a 90% C.L.
BR(B — lvD*rr) < 0.35% , BR(B — lvD7r) < 0.9% . (5.41)

DELPHI a publié une réanalyse des données, mettant a jour une étude précédente [119]. Comme
ALEPH aucun indice sérieux de la transition possible "de mauvais signe" B — [zD** — D rr

n’a été observé; en supposant que seules les combinaisons D)7 contribuent, on obtient
BR(By — IvD*) = (2.7 £ 0.7+ 0.2)%. (5.42)

Cette valeur est suffisante pour saturer la largeur semi-leptonique I's1,(B), c.f. (5.16), et deux réso-
nances étroites ont été clairement observées : en les identifiant au D3/2, DELPHI a trouvé

BR(B — wDY?) = (0.56 £ 0.10)% , BR(B — 1D3*) = (0.30 +0.08) , (5.43)

une nouvelle fois en accord satisfaisant avec les prédictions B-T. Cependant un taux significatif de

production d'un état hadronique large a été mesuré,
BR(B — lvD»1») = (1.24 £ 0.25 £ 0.27)% , BR(B — D) = (0.65 £ 0.69)% , (5.44)

en conflit avec les prédictions B-T. A partir de I'analyse des combinaisons "de mauvais signe", on

trouve les limites
BR(B — D) <1.2%, BR(B — lvDrm) < 1.3% . (5.45)

j=1/2 j=3/2
n

Lese, /7€ sont tres voisins dans tous les modeles spectroscopiques habituellement utilisés.
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En considérant que le 17 D** peut se désintégrer en D77 et en analysant la distribution en masse
de D, un fit a donné (19 £ 13)% pour cette composante. Dans 1’analyse des moments de la dis-
tribution en masse une telle possibilité a été incluse avec BR(B — (7Dwrr) = (0.36 £ 0.27)%. Cela
constitue d’ailleurs la principale source d’incertitude systématique sur la mesure de ces moments.
La collaboration D0 a mesuré les taux de production des résonances étroites de D** dans la désinté-
gration B — p~vD*r. En supposant que BR(DZI’/2 — D*r) = 100% et BR(D;’/2 — D*m) = (30£6)%,
elle a obtenu [120]

BR(B — p~#D¥?) = (0.33 £ 0.06)% , BR(B — p~wDY?) = (0.44 £ 0.16)% . (5.46)

. . » , ) 1/2
Si on identifie les résonances larges aux états DO/1 , comme c’est le cas dans (5.44), on trouve

un résultat en contradiction flagrante avec les prédictions faites a partir de 'OPE ou les calculs
numériques effectués a partir des modeles B-T. Les données de DELPHI conduisent a la hiérarchie
(B — wDY?) > T'(B — 1wvD3/?). Ce "puzzle 1/2 > 3/2" [121] n’est pas aisé a élucider car les
prédictions théoriques sont basées sur un formalisme relativement solide, en particulier en ce qui
concerne I'OPE. Evidemment aucune preuve irréfutable que les résonances larges D *) + 7 sont des
états P j = 1/2 n’a encore été fournie : ils pourraient étre des excitations radiales ou des combinai-
sons non résonantes d’états quantiques indéterminés. Par conséquent les données de DELPHI ne
sont pas nécessairement en contradiction avec les prédictions théoriques. Toutefois la situation se

brouille encore un peu plus pour les raisons suivantes :

— BELLE a présenté a 1’été 2005 une analyse de B — [vD/D*r [122], qui est en contradiction
avec les études précédentes : en reconstruisant un B entierement dans Y (45) — BB, 'analyse
de la désintégration de I’autre méson beau a donné en faisant '’hypothese que la factorisation

s’applique dans la transition non leptonique B — D*r

BR(B™ — 1 vD7) = (0.81+0.18)%, (5.47)
BR(B™ — I"oD*r) = (1.00+0.22)%, (5.48)
BR(By — I"vDm) = (0.4940.13)%, (5.49)
BR(By — I"vD*r) = (0.9740.22)%.. (5.50)

La maniere dont BELLE sépare les états finaux avec D et D* est intéressante car elle fournit
une information sur les poids relatifs des productions de 3/2 et 1/2. En combinant les deux
classes d’états finaux on obtient

BR(B™ — I vD™r) = (1.81+0.20 +0.20)%, (5.51)
BR(By — I"vDWr) = (1.47+0.20 +0.17)%, (5.52)

laissant de la place dans I'espace des phases pour une large composante D®Wrrde ~ (1.3
0.4) %, tandis que les études précédentes donnaient a 90 % C.L. des limites supérieures com-
prises entre 0.35 et 1.3 %. Les résultats de BELLE sont assez consistants avec les prédictions
théoriques des modeles B-T pour la production des états P j = 3/2, méme si BELLE n’a pas

encore déterminé précisément les nombres quantiques des états hadroniques finaux.



78 5.1 Phénoménologie de B — D**

— Les modeles B-T prédisent pour la production de D et D*1

BR(B~ — I #Dr) = BR(By— " vDn) =0.51% (5.53)
BR(B~ — I wD*r) = BR(By— I vD*r) = 0.65% (5.54)

en accord qualitatif avec les valeurs de BELLE.
— Dans l'approximation BPS [124], ot p2 = 2, on a 7(1) = 0. En supposant que la regle de
somme d’Uraltsev est saturée par 1'état fondamental on trouve T3 (I)=1/2et

BR(B™ — "vD7w) = BR(Byg— [l vDn) = 0.39% (5.55)
BR(B™ — " vD*rr) = BR(Bgq— I #D*r) = 0.50% . (5.56)

— En utilisant les résultats expérimentaux (5.43, 5.44) fournis par DELPHI et en supposant que

les états "1" et "0" se désintegrent uniquement en D*7 et D7 respectivement, on trouve

BR(B~ — I"i#Dr) = BR(By— "9Dw) ~ (0.9 +0.1)% (5.57)
BR(B™ — " vD*r) = BR(Bgq— 1 vD*r) ~(1.9+04)% , (5.58)

pour un rapport d’embranchement total
BR(B~ — I"#D™n) = BR(By — 1" vDWn) ~ 2.8%. (5.59)

Notons que la tendance est qualitativement la méme que celle fournie par BELLE (5.47 - 5.50),
a savoir que les états D*r dominent les D7, mais que le taux total de D)7 dépasse celui
rapporté par BELLE et prédit par les modeles B-T d’environ 1%. Cela constitue juste une
reformulation du puzzle "1/2 vs 3/2".

— Mentionnons qu’a la fois dans le cadre théorique des modeles B-T et dans celui de I'OPE on
ne s’attend pas a ce que D, D* et les 4 états P D** saturent completement la largeur inclu-
sive; ceci se déduit plus aisément avec les modeles B-T. On s’attend en particulier a ce que les
corrections radiatives, pas encore prises en compte dans ce qui précede, génerent une queue
réguliere dans la distribution en masse des états hadroniques finaux : elle n’est pas composée
de résonances étroites, mais plutét d"une distribution large et continue. Cependant il n'y a
pas une telle queue dans les données fournies par CDEF, ni dans celle de DELPHI au-dela de
la queue des résonances D**. Numériquement environ 6.4% et 18.3% de tous les états D**
ont une masse entre 2.6 et 3.3 GeV pour les données de CDF et DELPHI respectivement, la
proportion chutant a 3.2% et 7.8% entre 2.8 et 3.3 GeV, et a 0.3% et 3.1% entre 3.0 et 3.3 GeV.
D’autre part CDF semble avoir détecté plus d’événements en dessous des pics D?/2, comme
montré sur la figure 5.1 : ces états D*) 7 pourraient étre le produit d’une désintégration d'un
état de masse plus élevé en D)7 : toutefois un tel scénario n’a pas été inclus dans les ana-

lyses, puisque des mesures plus anciennes n’ont pas révélé de telles désintégrations.

En résumé ALEPH, DELPHI et DO sont en accord pour un taux égal a 0.8% de la largeur I' g
de la production des deux résonances étroites de D**, ce qui est consistant avec les prédictions

théoriques pour la production de D?/2, ainsi qu’avec les mesures de BELLE. C’est la production des
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FIG. 5.1: Distribution en masse m(D*)*7~) mesuré par la collaboration CDF [123].

résonances larges de D** qui pose probleme : le taux estimé par ALEPH et DELPHI suffit a saturer
I's1.(B), étant supérieur aux prédictions concernant B — lvDY/? d’environ un ordre de grandeur,
tandis que les valeurs données par BELLE sont raisonnablement compatibles avec les prédictions,
semblant confirmer notamment que D, D*, et les 4 états P de D** ne saturent pas I'g;(B). On ne se
prononcera pas sur la validité des mesures expérimentales, méme si cela montre une fois de plus
que les analyses impliquant des résonances scalaires sont extrémement délicates. Dans la suite on se
propose de présenter une étude menée dans le cadre de HQET sur réseau des transitions B — D**,

qui a conduit a une premiere estimation de 71 (1) et 73 (1).
2 2

5.2 Etude des excitations orbitales des mésons lourd-légers par la QCD

sur réseau

On commencera cette partie par présenter les différents champs interpolants possibles de ces
états, en s’appuyant sur la théorie des groupes, on exposera les méthodes envisagées pour séparer
le fondamental des excitations radiales ; enfin on donnera a titre d’illustration les résultats du calcul

des fonctions d'Isgur-Wise 71 (1) et 73 (1) entrepris sur le réseau.
2 2

5.2.1 Champs interpolants

On souhaite trouver les champs interpolants des états ayant les nombres quantiques J* = 0~,
0" et 2*. On dispose pour cela des matrices de Dirac et des liens de jauge du réseau, assurant la
covariance de jauge des champs interpolants étalés. Du point de vue de la théorie des groupes, les
états propres a impulsion nulle de la matrice de transfert bosonique seront classés en fonction du
groupe cubique O}, associé aux rotations et réflexions du cube a 3 dimensions. Soit |/ ) un état sur

le réseau, appartenant a I'une des 10 représentations irréductibles de Oy, et [¢)) 1, appartenant a la
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répresentation irréductible D) du spin J dans le continu. On a la relation

W) =Y cFmlt)) sm: (5.60)

Jm

Le spin J contribue au membre de droite de (5.60) si et seulement si R appartient a la représentation
"subduite" de Oy, D) | Oy,. Ces DY) | O, sont réductibles en somme directe de représentations ir-
réductibles de Oj, qui sont au nombre de 10 : quatre de dimension 1 (A5 et AT), deux de dimension
2 (E*) et quatre de dimension 3 (TllL et Tzi), Ay, E et Ty 5 étant les 5 RI du groupe des rotations du
cube O (O, = O ® réflexion). En pratique on a

DY) | Oy

EX @It o Ty
AfoAfoEToTo 2Ty

etc

N Ul = WD R Oy
o)
H_
&5
~
N

(¢}
P
(@]

En terme de bilinéaires de quarks de J7, les RI de Oy, sont données par

Jr ot | o~ | 1T | 1~
base 1|2 | Y|
Ride Oy | AT | A7 | T)F | T

Les opérateurs de création des états 07, 07 et 2* sont construits également a partir de chemins
P(x1,x5) composés de liens du réseau. On note 1, 1, 2, 2, 3, 3 les liens de longueur a orientés dans

la direction +z, -x,..., s; = i + i et p; = i — i. Avec ces opérateurs, les RI de O}, sont données par

RI base

AT S1+ 52+ 53

T P1, D2, D3

EJr S9 — 83, 281 — 89 — 83

Le produit tensoriel des représentations bilinéaires de quarks & chemins donne
A1 RX=X ,

Th®A =T,
NeE=1T &1,
neh=Aaoeholok.

Les champs interpolants recherchés s’obtiennent alors en combinant les bilinéaires de quarks et

les chemins de la maniére suivante [125] :
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hI'q | chemin | RIde Oy, champ interpolant Jr

AT AT AT %375(51 + s2+ 83)q 0,4~
Af Af Af %B(sl + s2+ 83)q 0t, 4%
T, Af T, hyi(s1 + s2 + 83)q 1,3~
Ay | Ty T h°pig 1+, 3%
Ty Ty AT %FL > Vipiq 0F, 4"
| Ty T T5h(yipj + 1pi)a 2+, 3%
| Ty E* T5h(2p2 —73p3)q 2%, 4%

%5(2%?1 — Y2P2 — V3P3)q
Af E* E* %5(52 — 83)q 2+, 4t
%5(251 — 89 — S3)q
T Et Ty Lﬁﬁfy%k@sk —s;i—s;)q | 2+,3F

Notons qu'il existe des champs interpolants plus complexes puisque les représentations de O,

peuvent s’exprimer dans les bases "a deux liens" [ij] et "a trois liens" [ijk].

Le tableau des champs interpolants nécessite quelques commentaires. Tout d’abord la symétrie
de quarks lourds induit la dégénérescence exacte, configuration par configuration, des corrélateurs
a deux points (Oy- (t)Og-(0)) et (O1-(t)O;-(0)), et (Og+ (t)Op+(0)) et (O1+(t)O;1+(0)), a cause du
projecteur H'Q—VO composant le propagateur du quark statique. Ensuite deux types de champs inter-
polants sont possibles pour le 0" et le 2% : ceux donnés par la restriction au groupe Oj, du modele
des quarks du continu ("q"), et ceux qui ne le sont pas ("nq"). Ainsi l'état [0, ¢) a comme champ

Lh(>>, s:) . Pour le 2+

interpolant —= L h >~;vipi q tandis que |07, ng) a comme champ interpolant 7

on a alors

75,12, 9) = 5h(vip2 +72m1), 75,12, nq) = Jhy®qs[2s3 — (s1+ s2)lg,
Ty",23,q) = % (v2p3 + ¥3p2)4, T5",23,nq) = 771’7 71251 — (52 + 53)]q,
77,31, 4) = Jsh(vips +v3p1)g, 75,31, nq) = JehyPy2[2s2 — (s3 + s1)]g,
|EY,23—,q) = 5h(y2p2 —3p3)0, [E*,23—,nq) = 5h(s2 — s3)q,
|E*,23+,q) = Jsh(2np1 — v2p2 = p3)e,  |ET, 23+, ng) = Joh(2s1 — 52 — s3)q,

ot |T,f,ij) est symétrique dans I'échange i < j, invariant sous k < —k mais change de signe sous
i« —ietj « —j, |[ET,23 + (—)) est (anti)symétrique sous y < z (rappelons que 7°y* change
de signe sous i <+ —i et j < —j). On remarque alors que grace a ces symétries, les corrélateurs a
deux points composés de deux champs interpolants appartenant a des lignes différentes du tableau

précédent vont étre nuls en moyenne sur l'ensemble des configurations, et que la symétrie des
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quarks lourds conduit a 4 corrélateurs possibles dont les expressions sont

2+, q2%,q) = <1 S (@b Oapia 0) — = 3 (qvpih] 1) [ijqu1<o>> ,

3 i 6i¢j
(2%, nql2" ng) = <§ 3 lasihl (1) sl 0) éz[qsih]<t>[ﬁsjq]<o>> ,
i i#]
2Fql2"ng) = <§ > lavpih] @) Bsig)(0) - ¢ Z[q%pih]<t>[hsjq]<o>> ,
i i#j
(27,nql2%,q) = <% ;[qsz-h](t)[h%piQ](O) - é ;[qsz-h](t)[h%qu](o)> ) (5.61)

tandis que les expressions des 4 corrélateurs de 0™ sont

0%,4l0%,q) = <§ S im0+ 5 Sl () [ijqu1<o>> ,
(0%, ngl0* ng) = <§ S lashl (1) Bsia)(0) + 5 Z[qsm]<t>[ﬁsjq]<o>> ,
i i#]
(0%ql0" ng) = <§ S lqp)O)lfsia) (0) + 5 S lavipitd <t>[hsjq]<o>> ,
i i#]
(0F,nql0",q) = <% ;[qsz-h] ()[hyipiq) (0) + % ;[qsz-h] (t)[h%qu](o)> : (5.62)

Le rapport 1/(-1/2) entre les termes i # j des corrélateurs de 0" et 2 peut s’interpréter comme la
conséquence d"un couplage spin-orbit (I - s;) = 3 (ji(ji + 1) — I(l + 1) — s;(s; + 1)) qui vaut 1/2 pour
le 2% (j; = 3/2) et-1 pourle 0" (j; = 1/2). Il 1eve la dégénérescence entre ces deux états.

5.2.2 Isolement des états fondamentaux

Les champs interpolants écrits au paragraphe précédent permettent d’extraire la physique d'un
état ayant les nombres quantiques J? souhaités; cependant il faut un ingrédient supplémentaire
pour que les résultats recherchés ne soient pas trop brouillés par les excitations radiales. En effet
on ne peut pas isoler correctement les états fondamentaux a grand temps car les fluctuations statis-
tiques sont trop importantes. La méthode générale est la construction d"une matrice de corrélation
C%(t) d’oti on extrait les énergies d"un fit a plusieurs exponentielles.

Ainsi le "smearing multistate" consiste a définir un état |¢*,t) = > - V*(7)h(0,t)q(, t), ot W*(7),
a = 1, M est une des n fonctions de smearing orthonormées obtenues en résolvant un modéle de
quark relativiste avec un hamiltonien H = Hy, + V() olt Hyy est un terme cinétique discrétisé
et V(r) est le potentiel statique mesuré sur le réseau [126]. On calcule (E — H) !y sur un vecteur
source x pour un E donné qu’on fait varier afin de chercher les poles, qui sont les valeurs propres
de H et dont les résidus sont les fonctions d’onde W°. Ensuite le corrélateur C?(t) = (¢2, t|#°,0) est
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fitté par plusieurs exponentielles :

Cob(t) = 37 e Ent (g m)(m] ") + O(e™ P 1), (5:63)

m

Les coefficients de mélanges vZ, = (m|¢®) sont extraits en minimisant

bmax rcab () o b o

a,b tmin

et on déduit le degré de recouvrement entre les solutions exactes et les états ¢“. Enfin on isole 1’état
A souhaité en construisant [¢p4) = €41a,..ay, [1; 24 0%|¢%4). Méme si cette approche a permis de
faire des avancées importantes dans la compréhension des systemes lourd-légers, elle se place dans
un cadre théorique trop restreint puisqu’elle fait appel a une jauge particuliere qui est la jauge de
Coulomb.

Le smearing proposé dans [86] a I’avantage d’étre invariant de jauge, et on en a tiré partie pour les
calculs impliquant le méson pseudoscalaire ; toutefois il suppose des fonctions d’onde du type hy-
drogénoide, ce qui peut ne pas étre du tout une description correcte de la physique des excitations
orbitales. Rappelons en effet que le potentiel d’interaction est confinant, ce qui modifie profondé-
ment la physique de ces systemes.

Deux approches analogues a l'utilisation d’une matrice de corrélateurs C'®(t) ont été proposées
[127, 42] : elles ont 'avantage d’étre invariantes de jauge. Les indices a, b se rapportent au type de
fuzzing appliqué sur les liens U/ () inclus dans les champs interpolants O, j, ou au nombre d’ité-
rations et a la valeur de x; du smearing de Jacobi [128]. On effectue un fit analogue a (5.64), on
écrit la matrice C sous la forme C' = vT'Dv, ott D est la matrice diagonale des masses, et on isole

le j &me

état en utilisant le champ interpolant O¥) = (UT);lej. Elles ont permis de donner une
premiere idée de la spectroscopie des systemes lourd-légers [129], méme si certains résultats préli-
minaires doivent étre pris avec précaution car on constate par exemple un désaccord flagrant dans
la hiérarchie des énergies du 0" et du 2" entre [42] et [129], les valeurs ne se recouvrant méme pas
dans les barres d’erreur - les raisons invoquées sont des réseaux trop grossiers (3 = 5.7) et 'absence
du terme clover dans l'action du quark léger employée dans [42], ce qui entraine un effet non-
négligeable dans le couplage spin-orbit. Par ailleurs une étude assez précise des "fonctions d’onde"
v;'- a été entreprise [129], mais a notre avis il semble difficile d’attacher une trop grande importance
a ce type de fonction d’onde car la maniére d’utiliser le fuzzing y joue un trop grand réle et nous
ne comprenons pas tres bien quel sens physique lui donner. L'inconvénient d’utiliser le smearing
de Jacobi est de fournir a tous les états le méme type de champ interpolant, o1 les composantes a
petite distance entre le quark statique et le quark léger sont renforcées, comme on peut le voir sur
les différentes figures présentés dans [128]. Par conséquent nous avons choisi une approche ana-
logue a ces différents auteurs, mais nous avons pris 1’'option de faire courir les indices matriciels sur
la distance entre les quarks constituants du méson, avec éventuellement un indice supplémentaire
correspondant au type de champ interpolant "modele des quarks" ou "non-modéle des quarks", et
ainsi donner un sens clair a la notion de fonction d’onde qui est défini par 1" (r) = (0|0, |n), comme

cela avait d’ailleurs été le cas dans le premier article consacré a ce sujet [127] mais non repris par
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1,9 — q 1j,q—q | 1,nq—nq | ij,nq —nq
(C) 1 1.88-1073 | 2.18-107* | 2.29-1073 | 2.07-1073
o | 151-107*]1.01-107% | 1.17-10~% | 1.07-10*

TAB. 5.2: Valeur moyenne et erreur des composantes de (07, r(t = 7) = 3,(n)q|0",r(t = 0) = 1, (n)q) etde (2T, r(t =
7) =3,(n)q|2",r(t =0) =1, (n)q).

0~ 0% (ng) 0" (q) 2t
[tmin — tmaaz] [5-14] [5-10] [6-13] [5-12]
Xdof (280)/(360-21) | (99.8)/(216-21) | (220)/(200-18) | (252)/(200-18)
am 0.492(1) 0.676(3) 0.727(8) 0.753(6)
am’ 0.92(4) 1.046(18) 0.98(7) 1.10(3)

TAB. 5.3: Spectre des états 0, 0" et 2.

la suite. Les états fondamentaux seront isolés plus rapidement en temps Euclidien par la définition
du champ interpolant oY = V)0, X2, W (r)Y"(r) = Adpo.

L’étude exploratoire a été menée avec un réseau de volume 162 x 40, a B = 6.0, 'action du
quark léger étant I'action clover avec k = 0.1334 (my ~ my) et cow = 1.769, I'action du quark
lourd étant I'action HQET statique définie en (3.54). On fait appel aux champs interpolants décrits

au paragraphe précédent, avec p; et s; écrits en fonction de U} :

Ul (z) = H Projgu(s) Ui(Jfl)(m) +C Z [Uftaple(kl)(m, T4 1) + UStaple(Jfl)(m, z+0)||,
J=1

—J
7]

oun =5C =0.25et Ui(o) (z) = U;(x). Les résultats indiquent que les corrélateurs (2*,ng|2", ng)
sont extrémement bruyants, tandis que le splitting entre le 0" et le 27 est difficile a identifier si on
s’intéresse aux valeurs numériques des corrélateurs "q-q". Pour illustrer ces affirmations on a indi-
qué dans la table 5.2 la valeur des composantes "diagonale" ii et "non diagonale" ij des corrélateurs
C(r(0)=1Lr({t=17 =3,qg—q)etC(r(0) = 1,7(t = 7) = 3,nq — nq), avec leur erreur associée. Les
corrélateurs "ij, ¢ — ¢" sont nettement plus petits que les corrélateurs "ii, ¢ — ¢", tandis que les com-
posantes "diagonale” et "non diagonale" des corrélateurs ng — ng sont du méme ordre de grandeur,
de sorte que leur soustraction, donnant le corrélateur (27|2%), conduira a des valeurs numériques
trés petites pour celui-ci avec de grandes fluctuations. Quant aux corrélateurs "mixtes" ng — ¢ et
g — ng on a constaté que eux aussi étaient bruyants et n’étaient guere exploitables. Par conséquent
le spectre des états et les fonctions d’onde seront issus des fits sur le corrélateur ng — ng pour le
0" et ¢ — g pour le 2™, sachant que les données du corrélateur (0, ¢|07, ¢) seront insérées dans les
erreurs systématiques. Le spectre correspondant est indiqué dans la table 5.3 et les fonctions d’onde
associées sont représentés sur la figure 5.2.

Quelques commentaires s'imposent : on trouve un splitting £y p- — E15 d’environ 360 MeV, en
accord avec d’autres résultats réseaux [42, 129], ou un calcul basé sur un modele de quarks [73]. En
revanche le splitting £ p+ — E; p- semble plus élevé que ce qui a été trouvé par les autres groupes
et la premiére excitation radiale 25 se situe a un niveau beaucoup plus haut. On n’accordera donc
qu'un crédit limité a nos résultats. On doit avoir la méme attitude en ce qui concerne les fonctions
d’onde, méme si le fait que les fonctions d’onde des états excités présente un noeud est tres en-
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FIG. 5.2: Fonctions d’onde des excitations orbitales S et P* (états fondamental et premiere excitation radiale) : on a utilisé
les notations spectroscopiques standard, S se rapportant au 0=, P~ au 0" tandis que P se rapporte au 27.

courageant. Toutefois en comparant avec une étude similaire [127] on note qu’elles sont dans notre
cas beaucoup moins étendues en 7, le sommet de la bosse de 11 p- »,» et ¢ p+ notamment étant a
une distance inférieure a ro/2 (rp ~ 5.36a [53]), alors qu’il apparait étre tres voisin de o dans [127].
Il semble que la décroissance en 7 soit un petit peu plus lente pour v, p+ que pour ¢;p- »,», bien
qu’elles soient quasiment confondues comme dans [127]. Enfin on ne s’explique pas pourquoi on
note une telle différence entre £y p- »,» et £y p- »,,», peut-étre que le contenu physique des chemins
p; est contrebalancé par des fluctuations statistiques importantes. Il se peut également que la contri-
bution du champ interpolant h(x)T'q(x), absente dans ce cas, joue un rdle non négligeable dans les
scalaires, et donc que les effets de discrétisation sont trop élevés pour considérer un champ inter-
polant v;p;. On a représenté sur la figure 5.3 les masses effectives du 0" et du 2% estimées apres
I’emploi des champs interpolants oot (2+)) = 1?0l+(2+)(7”)0r [0%(21)]. On constate que pour le 0"
la procédure d’orthogonalisation est efficace, avec un plateau précoce, tandis que le plateau du 2+
est malheureusement trés court, les fluctuations statistiques détruisant le signal a plus grand temps.
Enfin lorsqu’on diminue le nombre d’itérations de fuzzing, les fonctions d’onde deviennent davan-
tage centrées en zéro, le spectre est identique, méme si les énergies des états excités sont moins bien

déterminées par le fit, les erreurs étant nettement plus élevées.

5.2.3 Estimations des fonctions d’Isgur-Wise 7; (1) et T3 (1)
Principe du calcul

Nous souhaitons calculer sur le réseau un élément de matrice électrofaible entre un méson pseu-
doscalaire H, et une excitation orbitale [’" . Une possibilité serait de le faire avec des vitesses v
et v’ différentes, et d’extrapoler vers le recul nul. En effet, bien que la théorie effective Euclidienne
ne fasse pas apparaitre de borne inférieure sur les énergies du quark lourd, et donc qu’il faille
introduire un cut-off ultraviolet sur les moments résiduels k, il semble que les fonctions de cor-
rélation impliquant en plus le nuage léger soient finies lorsqu’on supprime le cut-off, au moins a

I'ordre d"une boucle [130]. Cependant nous préférons utiliser le fait que lorsquun élément de ma-
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FIG. 5.3: Masses effectives du 07 et du 27, avec les champs interpolants O{” [0F (2)] = Dot (24 (1 O[0F (21)].

trice s’annule linéairement en v — v’ comme c’est le cas ici, il existe des éléments de matrice vers
I'avant (v = v’) non nuls impliquant un opérateur de dérivée covariante D,, [131], permettant ainsi
d’accéder a T1 et T3

Le principe du calcul, exposé dans [132], est le suivant : prenons pour simplifier v’ = (1,0,0,0),
etv = v + vy, v, étant spatial & des corrections d’ordre plus élevé dans la différence v’ — v. On

suppose que pour une matrice de Dirac I' quelconque, on a
o (H (R Ty (2) [HO)Yy = 601 i (w) + -+ (5.65)

otw=wv-v,j=1/2,3/2 etl,m =1,2,3 sont des indices spatiaux, t!™ est un tenseur qui dépend
de I’état final (H**) et de I’état initial (1* or H). Les - - - representent des termes d’ordre supérieur

en v’ — v. En utilisant l'invariance par translation dans le temps on a

—i00 o (H** |[hey Trho) ()| H®)),, = (5.66)

—iy (H**| [Py (Fl D° 4 D’ rl> ho)(2)[H), "L T (w) (Mp=s — Mp) + -+ .
En s’appuyant sur I'équation du mouvement (v - D)h,(z) = 0, impliquant que
D°hy(z) =0,  D°hy(x) = —(D-v))h,(2), (5.67)
et sur (5.66) on peut écrire
it (™[ Ty(D - v ()| H ) )y = 4701 7 (w) (Mpoe — Mpg) + -+, (5.68)

qui a une limite finie quand v; — 0, & savoir

i o (H*|[hy Dy D™y ) () [ H®)Y,, = t7'75(1) (Mpgex — Mp) . (5.69)
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Appliquant (5.65) a I'état J = 0 H{j on obtient de [15] :

(Hg ()| )iysh(v) | H (v)) = =71 (w)v . (5.70)

1
2

De (5.70) on déduit que

o (Hg |[Poyiys Db ()| H )y = i gij (Mpz — M) 71(1). (5.71)

1
2

De maniere analogue pour l'état J =2 Hj on a

o (H3 [ yivsho) (@) | H)y = V375 (w) € 7vsj+ - (5.72)

Nk

ou ¢;; est le tenseur de polarisation, d’ott

v(H3 [[hyivs Diho)(2) | H )y = —iV3 (MHg — MH) T%(l)efj . (5.73)

Afin de calculer (5.71) et (5.73) sur le réseau on doit d’abord donner une forme discrete de la dérivée

covariante. On choisit la forme symétrique

1 N - A
Dih(#,t) = - (Ui(f, DT +4,t) — U (T — i, (T — 1, t)) . (5.74)
a
Les champs interpolants ont été définis aux paragraphes précédents; on calcule alors comme d’ha-

bitude les fonctions de corrélation a deux points

cPt) = (0/0y- (10} _(0)[0),
C(t) = (0|0p(t)OL.(0)]0),

les fonctions a trois points
Cfi(h,tz) = <0|0Pi(tz)Or,jl:1i1/2(t1)Og—(0)|0>7

et les rapports

Zof Zp;t Cgl (tl, t2)

CP(t)CE) (82 — t1)

(MHﬂl—liw - MH> V21 Tj=141/2(1)

Calcul perturbatif des constantes de renormalisation

Les relations (5.71) et (5.73) sont définies entre quantités renormalisées, si bien qu'on doit re-
normaliser 1'élément de matrice (H**|O|H) sur le réseau, ou O est un opérateur de dimension 4
ayant la structure hy;v°D;h. Il ne se mélange pas avec un opérateur de dimension 3 car I'élément
de matrice entre un état de parité positive et un état de parité négative d’un tel opérateur est nul,

de sorte qu’il n’y a pas de divergence linéaire en a~*

a craindre. Aucune divergence logarithmique
In(ap) n'est présente non plus car on a montré que toute dépendance en une échelle d’énergie i de

71 et 75 disparait a recul nul. Seule une renormalisation finie doit étre calculée lorsqu’on effectue le
2 2
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matching entre le résultat lattice et la valeur dans le continu de 7 1,73

Le paragraphe qui vient suit de pres la présentation du calcul des constantes de renormalisa-
tion appropriées effectuée dans [133]. On doit renormaliser et raccorder au continu 'opérateur nu
05 = hB~;45D;hB, ott h® est le champ nu du quark lourd. On choisit de renormaliser dans un
schéma MOM dont les conditions de renormalisation sont : 1) le propagateur de quark lourd re-
normalisé est égal au propagateur libre, et 2) la fonction de vertex renormalisée prises entre pattes
externes renormalisées est égale a la fonction en arbre. Comme la self-energy de quark lourd diverge
linéairement en ¢! [37] on introduit un contre-terme de masse adm >__ h(z)h(z) dans l'action du
quark lourd ; numériquement cette divergence se compense non perturbativement dans les rap-
ports entre fonctions de corrélation a trois points et & deux points donnant les éléments de matrice,
ou entre les différences de masse entre les mésons lourd-légers.

Le propagateur nu de quark lourd s’écrit

B B a
S0 = T aem aX(p)

B a —aldm + X(p)]\"
225" (0). 575)

En choisissant les conditions de renormalisation

(S™) M (D)lips—o = ips, Sm = —X(ps =0),
on obtient pour la constante de renormalisation Z5, :

dx

Zop=1— ——

ipa—0

La fonction de vertex nue sz (p) est définie par :

Vi) = (8%)7H ) Y e P ()0 (00RP (1)) (57) ! (p)
.y
= 28N eI OO ) (5" ) 676
05(0) = Zp Of}(0)*.
On verra dans la suite que Vlf (p) peut s’écrire

ViZ(p) = (1+6V)u(p)yr’pulp)
(1+6V)Vii(p). (5.77)

“La convention que nous avons choisie ici de la relation entre champs et opérateurs nus et leur équivalent renormalisé
est celle utilisée dans tous les traités de théorie des champs, mais c’est I'inverse de celle employée par la communauté
des spécialistes de QCD sur réseau.
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0V est obtenu par le calcul de tous les diagrammes 1PI & une boucle contenant le vertex. On déduit
alors que (H**]Og\[—[) = Zgl(H**\Og\H) ou Zp = Zop(1 +6V) et <H**\05\H) est calculé sur le
réseau comme expliqué auparavant.

Rappelons que 1'action HQET utilisée est

GHQET _ 3 Z {hT(n) [h(n) — UMM (= Hh(n - D)| + aéth(n)h(n)} : (5.78)

ot UYP (n) est un lien de jauge construit a partir d"un blocking hypercubique. Nous emploierons
les notations suivantes, tirées de [97, 134, 135] :

— g d4p _ g dsp 4 ipn
/p:/_g (271')4’ A;:lﬁ (271')3’ a ;6 _5(p)7

/k - / éil; ’ /k - / <;ljr]§3 ’

) = [ o),

iq, 4 (n)T* . a a a292 a a
Up(n) = e80T = 1 4 dago Aj,(n)T® — LAY () Ay, (n)T°T" + O(g3),

a292

UYT (n) = ei#90Bi0T" =1 + iage By(n)T* — =5

Bji(n)B,,(n)T*T" + O(g5),

%W=LWW9%@, %W:AﬂWyﬁ@,

I')y =sinaky,

/ /
CM:COS<a(pJ;p)u>’ 5, = sin (a(p;p)u)
k . [k
M,, = cos <7“> , N, = sin <7“> ,
W:2Zsin2 @
A 2)

_ . R . ap
Pu = sin(ap,), Py =sin <T“> .

Dans l'espace de Fourier 'action HQET est donnée a I'ordre O(g3) par

SHQET / a”'hi(p)(1 — e~"**)h(p) + dmh' (p)h(p)

- igo///5(q+pl_p)(hT(P)Bff(q)T“h(p’)ei(p4+pﬁl)‘g
pJp' Jq

2
+ @ / / / / 8(q+7+p —phi(p)Bi(q)By(r)T T h(p')e " P+PD3 . (5.79)
pJp' JqJr
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Les blocs de champs de jauge B}, s’expriment en fonction des champs de jauge classiques de la

facon suivante :
By = Z Bfln)’
n=1
(1)

ol Bﬁ") contient n facteurs de A. A l'ordre d"une boucle, il a été montré que seul B’ est nécessaire
[136] :

BI(R) = Y by (k) A (k)

huV(k) = 5uvDu(k) + (1 - 5#U)Gu1/(k)7
Du(k) = 1—dY NZ+dy >  NZNZ—dsN/NZN?Z,
pF L p<o,p,0Fp

N} + N? NZN?
Gu(k) = NN, |di—ds 5 + ds 2 ,

dy = (2/3)&1[1 + Ozg(l + 053)], do = (4/3)@1042(1 + 2043), ds = 8ajasas.

Deux ensembles de a; ont été choisis : 1) a; = 0.75, s = 0.6, 3 = 0.3, qui est 'ensemble considéré
dans notre simulation et a été motivé par le fait que la valeur moyenne minimiale d"une plaquette
était la plus élevée [53] et 2) a; = 1.0,2 = 1.0, a3 = 0.5, pour lequel il s’avere que la divergence
linéaire de la self-energy du quark lourd est la plus faible [137]. Nous appellerons ces deux en-
sembles respectivement HYP1 et HYP2.

Les regles de Feynman s’obtiennent alors aisément :

propagateur du quark lourd a(l — e7Paa 4 ¢)~1
vertex Vi, (p,p') —z’gOT“hMe*i(Pﬁp%)%
vertex Vjﬁhhgg(p, P) - %a,ggh,wJLw;{T“7 ThlemiPatpi)3
propagateur du gluon dans la jauge de Feynman a26w,5“b(2W +a?)\2)7!

Notons que p’ et p sont les impulsions des fermions entrant et sortant respectivement. On a éga-
lement introduit un régularisateur infrarouge A pour le propagateur de gluon. On a symétrisé le
vertex Vlfyb hhgg €N introduisant I'anticommutateur des générateurs de SU(3), normalisé par un fac-
teur 1/2. Le propagateur de gluon est défini avec les champs A. On a choisi la jauge de Feynman :
puisqu’on veut renormaliser un opérateur invariant de jauge, la constante de renormalisation Zp
est invariante de jauge.

On tire de (5.75) que X(p) = —(F1 + F3), out F et F, correspondent aux diagrammes dessinés sur

les figures 5.4(a) et (b) :
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L ATy ) 22,
L4 L4 |4

p p+k P p p
(a) : Diagramme "sunset" (b) : Diagramme "tadpole"

FIG. 5.4: Corrections de la self-energy du quark lourd.

4 H(Ny) e~ i(ka+2apa)
no= _590/ 2W + a2)\2 1 — e—i(kataps) 4 ¢
o—ilka+2aps)
= /Nz + E21 — e—ilkataps) 1 ¢
H(N4) efi(k4+2ap4)
T 3a go / (Ny+iE)(Ny —iE) 1 — e~i(katapa) 4 ¢
_ _ig L H(-iB) e7m (5.80)

P EV1+ B2 eE — emias

Rappelons que les indices latins sont spatiaux et

ZNQ 2)\2

H(Ny) = [1-ay ZN2 +dy» NPN? — dsNiN5 N3
1<J
2
I SR B
i J#i J#Z
E' =2argsh (E).

Dans 1’équation (5.80) on a éliminé proprement le pdle non covariant k4 = —aps + i€ en refermant
le contour d’intégration dans le plan complexe J(k4) < 0 ott se trouve le pdle simple Ny = —iE. En

outre les intégrales le long des chemins k4 = 7+ ik} sont égales, car I'intégrand est 27-périodique.

Finalement on trouve a la limite apy — 0 :

no_ A 2/ H(—iE) 1
! CAEVI+ E21— P

L4 /H(—ZE) [ 1 +1 1 5.81)
396ip 2BV f B2 2 —12]" '

2
Fy =~ i) /o + ipi2In(a2)) + fafa)]} 6.8
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Le diagramme "tadpole" F» a pour expression

mo o~ _L495 igp, [H(N2)
2 2 3a . 2W
1495 : H(Ny)
— _ 1 _—
aps—0 2 3 ( /CL Zp4) . oW
g2

Le facteur 1/2 est introduit pour compenser 1'exces de comptage du facteur 2 de la régle de Feyn-

man du vertex a 2 gluons lorsqu’une boucle gluonique est calculée. On remarque que la divergence

2

So(ar) = o= oo(as), 00 = fi+ fa, (5.84)

de la self-energy est plus petite avec les ensembles HYP1 et HYP2 des «; que sans ces liens de bloc
[37], comme indiqué dans la table 5.4 : o (o; = 0) = 19.95, 09 (HYP1) = 5.76 et 0 (HYP2) = 4.20,
en bon accord avec le calcul fait par la collaboration ALPHA [137], qui a comparé 1'énergie effective
du méson lourd-léger pseudoscalaire avec différentes actions du quark lourd, et par Hasenfratz
et al [138]. Qualitativement, on s’attend a ce que le blocking hypercubique réduise les corrections
radiatives puisqu’il revient grosso-modo a introduire un cut-off supplémentaire dans les intégrales.
La constante de renormalisation du champ de quark lourd Zyj, s’écrit

Zop(oi) =1+ [—2In(a®\?) + 20(ci)] . 20 = f3 — fo (5.85)

122

|z2| est également réduite par le blocking hypercubique, comme indiqué dans la table 5.4 : z5 (a; =
0) = 24.48 [37], 2 (HYP1) = 2.52 et 2, (HYP2) = —3.62.

On doit renormaliser I'opérateur OB =hP %75Dj hB. Suivant les notations de [97], on a

~

64205(71) = ZhB n)yiy Ui (n )hB(n+3)—BB(H)7z75U;(n—3)hB(n—j)
= / / a”'6(p — p" )P (p) (i7" sinap)) B (')
pJp'
. / 1B 5 a a1 B/
v g / / / 5q + 1 — PRB (p)vin e A ()T hB ()
pJp' Jq
iag? - .
= 5[] [ sty = R )T sing 4500420k () 5 80
- JpJp' JqJr

Notons qu’on a choisi dutiliser les liens classiques dans la définition de la dérivée covariante, de
maniere a ne pas supprimer la physique ultraviolette au niveau de cet opérateur. La fonction de
vertex V7 s’obtient en écrivant V;? = V;} 4+ V5 + V3, correspondant aux diagrammes (a), (b) et
(c) de la figure 5.5; V¥ (ci;) = u(p)yin®u(p)V)(ai), k = 0, 1, 2. La contribution V;} est donnée en
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%_&.:%_&.:ﬁ.:

P p+k p+tk D p p+k D

(a) (b) (©

FIG. 5.5: : Diagrammes associés aux corrections a une boucle de I'opérateur 05 = hBy4°D;hE.

calculant
Vi (ow) = §292 / % sin (k + ap); = Z:Z:iiiil BE
- §292 / % (T'j + apj cos k;) e—iapa (1 — ;:(ﬁ) T e) 2

(5.87)

On peut supprimer l'intégrand proportionnel a I'j, car il est impair. Il reste

4 H(Ny) cos k;j
V) = —=igdp; / .
j (i) 3'90P5 || W + 622 (2iNy + eMy)?

L'intégrand a des poles en Ny = +iFE, ky = 2iargth (%) Une fois encore on referme le contour
d’intégration autour du podle simple Ny = —iE.

Le diagramme "sail" a I'expression suivante :

4 hy; k; oi(+ara)
1 F 2 45 (N )
‘/} - 3a90/k oW + a2)\2 COS < 5 + ap]) 1— e—i(k:4+ap4) +€
4 5 hy; _apy 1
36190/19 2W—|—a2)\2( i —apjNj) v 9

L. .kqg+apy
24 sin (k4+—2ap4)—|—el 7 €

= T30 | oW a2x2 2N, + eM,y

_ 44 / N4A;‘ N2 1
= T3P | oW a2a2 T 2iN, + eM;y

2 i, [ AN
390 | 9W + 02X

N2+ N2 N2N2 ,
Al = <d1—d2 k2 L +ds k3l>, k#1#].

I1 faut le multiplier par 2 car il y a deux maniéres équivalentes d’attacher la patte gluonique du
vertex a I'un ou a l'autre propagateur de quark.
Enfin la contribution du tadpole Vﬁ s’obtient en calculant

14 1 ig2
200\ 0
Vi) = ~513 gop]/k2 ~on2Pi 12.23. (5.88)
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a; =0 | HYP1 | HYP2
fil 772 1.64 | -1.76
fa | -12,25 | 1.60 9.58
fz | 1223 | 4.12 5.96
fa | -12.68 | 495 | -0.56
oo | 19.95 5.76 4.20
zo | 24.48 2.52 -3.62
zq | 11.80 | -2.43 | -4.19

TAB. 5.4: Valeurs numériques des parametres fi, f2, f3, fa, 0o, 22, zq définies dans les équations (5.82), (5.83), (5.89),
(5.84), (5.85) et (5.90), respectivement.

On peut alors écrire (H**\O |\H) = (az)<H**]O |H)(c;) ot
Zp(ag) = Zzh( 140V ()],
2
Va) = - HWNgcosk; 17204,
(2W + a?X2)(2iNg + eMy)? AW
_ _g/ —iE) cos ki A;-N]? n 90 19.93
P 2QEBVI+EZ  4EVI+ E2 1272
a2
= 1202 [2In(a®A?) + fa(ew)], (5.89)
e
Zp(ag) =1+ 1222 za(Qq), 24 =22+ fa. (5.90)

Les valeurs numériques de z4 sont indiquées dans la table 5.4. Remarquons que les divergences in-
frarouges apparaissant dans Zy, et 14+ 0V se compensent et qu’il n’y a pas de dépendance explicite
en a, une conséquence de I'indépendance en p de 1'élément de matrice (H( (v')|h(v")yivsDjh(v)| H (v))
a recul nul. Notons également que le diagramme "tadpole” de la correction du vertex n’est pas ré-
gularisé par le blocking hypercubique ; par conséquent sa contribution est importante. En revanche
la contribution du diagramme "tadpole" & la correction de la self-energy est régularisée par le blo-
cking. Le résultat final est une correction positive assez large pour 1'élément de matrice renorma-
lisé. En fixant go = 1 (3 = 6.0), cela donne Z,'(HYP1) = 1.02 et Z,'(HYP2) = 1.04, de sorte
que l'écart entre Z,' (HYP1) et Z,' (HYP2) est faible (2%) ; sans blocking hypercubique on obtient
Z;'(a; = 0) = 0.90. On peut imaginer une renormalisation par boosting; dans le cas oi1 tous
les liens ont subi un blocking hypercubique la correction de boosting a la plaquette est tres faible
[135] (équation 19 et en-dessous). D’autre part I'opérateur de dérivée covariante ne contient pas
de tels liens : on pourrait utiliser une autre prescription pour le diagramme dessiné sur la figure
5.5(c), conduisant éventuellement a une contribution plus importante du tadpole a Z 51(% # 0),
et donc a une correction positive plus large a 1'élément de matrice considéré. Toutefois ce genre
de "recette", assez empirique, n’aurait pas pour effet d’avoir Zl_)l(ozi # 0) beaucoup plus grand
que 1.1. Avec notre étude exploratoire du calcul de T1 (1) et de T3 (1) menée sur le réseau [132] et
Z5'(HYP1), on trouve T%(l) = 0.39(5), T3 (1) = 0.54(6), les valeurs "nues" étant TéB)(l) = 0.38(4) et

TéB) (1) = 0.53(8), et Tg(l) -7 2(1) = 0.14(10), ot les erreurs systématiques sont encore indétermi-
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15

o R(0)
= R2)| |

. ) o - ZO, Zp:tcgjj): (t1,t2)
FIG. 5.6: Rapports 1/(MH?]1:1i1/2 MH) V25 —Cé?(tl)cgj): T

Ji=1/2, 3/2.

nées; ce résultat n’est de ce fait pas tres loin (a 1o) de saturer la regle de somme d’Uraltsev (5.32).

Malheureusement la relation sur les moments p2 — ug, > 9 A 73(1) [139], ot A = Mpz — My = 0.4
2

GeV [132], u2, = 0.35 GeV?, donne 2 plus grand que 0.6 GeV?, bien au-dessus des valeurs expéri-
mentales déterminées par les moments de la distribution de masse. Mentionnons qu'une estimation
de T1 (1) par les regles de somme a donné T1 (1) = 0.34 £ 0.09 [140].

Le probléme majeur avec notre simulation est la faible qualité du signal : les rapports des fonc-
tions a trois points sur les fonctions a deux points ont des plateaux tres court pour 7 3 ou de qualité
moyenne pour 7i. Afin d’améliorer cette situation on a tenté d’appliquer la méthode expliquée au
paragraphe précédent, espérant ainsi mieux isoler les états fondamentaux. On a effectué ce test en
faisant varier le temps source ¢t de 12 a 15. Le meilleur signal a été obtenu a to = 14 pour 71 et

ty = 15 pour 73, les rapports des fonctions a 3 points par les fonctions a 2 points correspondants

étant représentés sur la figure 5.6. On trouve alors TiB) (1) = 0.44(9) et TéB) (1) = 0.59(9). L'utilisa-
tion des propagateurs "all-to-all" permettra sans doute de réduire considérablement les fluctuations
statistiques, si bien qu'une étude plus approfondie des erreurs systématiques par rapport a la masse

du quark léger ou aux effets de quenching sera possible.

Constantes de renormalisation des opérateurs de dimension 3 lourd-lourd et lourd-léger

Nous allons a présent effectuer une petite digression, car nous souhaitons donner la valeur des
constantes de renormalisation des opérateurs de dimension 3 lourd-lourd hvh et lourd-léger hvyq
avec l'action HQET HYP pour le quark lourd et I’action de Wilson pour le quark léger, dont les

régles de Feynman sont

propagateur du quark léger a(iv-p+am+5p2) "
vertex VI .. (p,p') —igT* (¢, —irs,,)
vertex V,fybyqqgg (p,p') 3iag?6,, {T%, T} (v*s, + ircy,)

Dans la suite on ne tiendra pas compte de la masse m, puisque les constantes de renormalisation
sont écrites dans le schéma MOM qui est indépendant de la masse, et on fixera r a 1. Pour la

self-energy du quark léger le diagramme analogue a celui représenté sur la figure 5.4(a) a comme
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expression
r ) ap .
F/:__Q 2Pl [“M—N——“ N M]
1 gOZ/<2W+a2)\2 (2W+a2)\2)2 Y uw— WUV 9 (7 pt? u)
-+ W . ap .
Trp g (M N = S N M)
/ 4.2 1 P Iz ; Iz ;
nw
4 9 2> p,\FA : . )
— 3% / (2W + a2)\§\)2(1“2 T2 Z (=" VM, + WA M= VN, = iWN,,) (Y M, = iN,,)
nw
4 5,1 1 ) . )
+ 3% /k (2W + a2)2)(T2 + W2) > pu (=i YNy + WA Nyt My, + W My,) (Y*M,, — iNy)
nw
4 21 1 /J’ . . ’LL ’LL -
+ 3905 T ) > pu (P My — iNy) (=i Py Ny + WAF N+ VM, + W M,)
o

4 2 1 2
= % QO/W<P ‘W%SCOS’“M>

4, 1 2 .2 2 ky
- 3% ]zf/k W T 2T 1 W) [(d—W)FV—QZH:sm k,, cos 5
g ﬂ/k oW T W)

Wcosk, —T2). (5.91)

Dans les relations précédentes on n’a gardé que les termes pairs dans les intégrales, on a utilisé
diverses relations telles que M 5 + N 3 =1, M?>+N? =3 4 M 5 + N 3 = d, d étant la dimension

utilisée pour la régularisation dimensionnelle, M, N, = Y

et on a fait appel a des simplifications
comme Zu r.r, = 5W)F/2), Zu puY* [ fu =2 [ fu lorsque l'intégrand est invariant par rotation.
Lorsqu’on ajoute le diagramme tadpole on trouve que la constante de renormalisation du champ

de quark léger s’écrit [141]

Zoy =1+ [In(a®X?) + 23], 25 =13.35. (5.92)

122

Le diagramme 1PI donnant la correction au premier ordre de 1'opérateur de vertex lourd-léger a
comme expression

kg
:, 5, by e R TEI |
o = 3% /k @ T A W T g g VWM i)
4
— 30 [ AnBu, (599)
k

1 1+4°
QW +a2X2)(T2+W?2) 2 7

Ap =
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k
—i%

e )
Bh,\{ = m E h4]’}’ ’LM 17")/] N V+W i —ZWN])
Dy
= —— ~(—iM. — N, W My~vg — iW N,
5N, 1 My Y(—iMy Vo 4V + 40 — iW Ny)
3 !
N4A ]7] ]7
— NP+ WL J WN? ).
+ 2@N4 + 6M4 ( ’ 17 -7 + -t J

J=1
A ce stade, on élimine les termes qui ne vont pas contribuer a l'intégrale.

B = — v |WMyy" —2iNy | M, —

. 3 2

1INy P
L — § jA' W N?
2ZN4 =+ €M4 ( + )

Sur [—m/2, /2], M4 garde un signe constant, positif, et 2iNy+€My a un seul pdle en ky = 2 argth (¢/2).
En refermant le contour d’intégration dans le plan complexe J(z) < 0, on peut s’affranchir du ¢, a
condition de ne pas avoir de singularité en k4 = 0; on a finalement :

3
4 5 o W i (a2 W DyW M,y
_ 22 la Dy (MF+ =)+ S AN (M2 4+ ) | — ol (5.94
Iy 390/k hY 4( it 2>+j1 Vi (MG + 5 %N, T h (5.94)

0
On remarque alors que Jj, = HT'YV,GM :

Bl = SaR(Di(ax) +CDa(a).
avec
Gy = 0770,
Dy(oi) = i kN4241—E2F2+1W2 D4< > ZA'N2< V2V> ,
Da(ei) = =3 /,€N42+E2 1“2+1 W2 21'%‘4-/:\344’ (599

24+ W? = 4[N}(1 - N?)+ A%+ (N7 + E2)Y]
= 4[N}(142F}) + Ej + A%,

A? AN
= > sin(

=1

3
1 1 1 1 1% w Ef 4+ A2
Di(a;) = — Dy M? + — ALN2 M2+ — B = 202
0) =15 | N+ 211 202 N2 + 2 4( i 2>+Z j J( i) BT T 2R
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a; =0 | HYP1 | HYP2
D] | 546 | 499 | 472
Dy | 722 | 370 | -1.87

§ | 453 | 324 | 7.82

Zhivy | 1995 | 576 | 4.20

TAB. 5.5: Valeurs numériques des parametres Dy, Da, §, znn~y définies dans les équations (5.96), (5.97), (5.100) (5.101),
respectivement.

On peut identifier E a Ey sil’intégrale n’est pas divergente infrarouge :

1 1 1 M2 > M?
Dy () = — Dy +1 AN | L= +1
1) 16/kl+2Eng+Ef <N2 E? )“L; e <NZ+E2+ ’

3
1 1 1 1
Di(e;) = — — | D EA’~N~2
o) 16/;;1+2Eg T P T

b, <\/1+E2 - \/1+E§>

1 1 1
16 J; 1+ 2E2 E? — E?

E En

1 1
+ A'N2M2
Z EV1+ E2 E1\/1+E%

= 167T2 [D} — In(a®)?)]. (5.96)

Le terme provenant de la brisure de la symétrie chirale par 1’action de Wilson est donné par :

Dy(as) 1 Dy 1 M,
) = —-=
2 8 ) 1+ 2E2 N2 + E2 2iNy + €M,
1 Dy 1
B Pl + 1+2E2 E}
= 5.97
16 / E4 + A2 (597)
En renormalisant dans le méme schéma que précédemment, le vertex nu Vh% s’écrit donc
Vil = (1+ Bu)Vilt,. (5.98)

et la constante de renormalisation de I'opérateur hvyq, Z, hiy = V Zon/ Zoy(145k1) a comme expression

g8 <z§ + 29(0;) — 3In(a?)?)

1272 9 + Di(e) + GDQ(%‘)) : (5.99)

Zhl,y(ai) =1 +
La divergence infrarouge disparait lorsqu’on fait le matching avec HQET dans le continu, et il reste
seulement la dépendance en In(au) de I'opérateur lourd-léger hyq dans HQET. Les constantes D]

et Dy ont été données dans la table 5.5 pour les mémes ensembles de «; que précédemment.
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Enfin la correction au vertex de courant lourd-lourd h+yh est donnée par V,f,i,y = (14 Bun)hyh ot

ky 2
Brn(as) = _ég2 H(N4)< et )

370 [ 2w\ 1 —e ikt pe

1, / H(NY) 1
- 30 v + ZE)(N4 —iE) (2iNy + eMy)?

- /H 1
B 4E3 V1+ E?

= 1o 2[2111( a®2?) + 6(ay)], (5.100)

et la constante de renormalisation du courant lourd-lourd Zj;,, = Za,(1 + Bys) est donnée par

2

i (i) = 1+ 13 5 2hhry(Q);  Zhhy = 22 + 6. (5.101)

La divergence infrarouge est également absente, et est liée a la normalisation de la fonction d'Isgur-
Wise élastique a recul nul. On a indiqué dans la table 5.5 les valeurs de J et de 2, pour les mémes

ensembles de «; que précédemment.
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Chapitre 6

Mélange Bs — B;

Dans cette derniere partie on abordera 1’'étude du mélange B, — B, : nous commencerons par
présenter les résultats généraux concernant la violation de C'P dans le systeme des B, puis nous

décrirons 'estimation du parameétre Bp, par un calcul sur réseau.

6.1 Violation de C'P dans le systeme des B,

Nous introduirons dans cette partie la matrice CKM, ingrédient minimal pour paramétrer la
violation de C'P dans le Modéle Standard, et nous décrirons comment le développement en pro-
duits d’opérateurs permet a partir d'un hamiltonien effectif d’exprimer simplement la différence de
masse AM, non nulle entre B; et B, qui est une conséquence de la violation de C'P dans le Modeéle
Standard.

6.1.1 Matrice CKM

Dans le Modele Standard, la principale source de violation de C'P provient des couplages de
Yukawa entre les champs de fermions et le champs de Higgs 1 Lorsqu’on exprime le Lagrangien
du Modeéle Standard dans l'espace des états propres de masse, la violation de C'P se traduit dans
le secteur des quarks par I'apparition d"une matrice unitaire Vcxy dans le Lagrangien de courant
chargé Lcc -

Loo = %(J;WW T W, 6.1)

Jf = (ud)y_a+ (@ )v_a+ (B )v_a,

d Vid Vus Vb d d
s | = Vea Vs Vg s | =Vexkm | s |- (6.2)
v Via Vis Vw b

Un des parametres de cette matrice est un nombre complexe non réabsorbé dans la redéfinition des
champs. A noter que 'unitarité de Vg garantit 1’absence de courants neutres a 1’ordre des arbres,

ce qui est la base du mécanisme GIM; ces processus appelés également Flavor Changing Neutral

1Une source de violation de C'P est contenue dans le terme §F F' contribuant a I'interaction forte, mais les mesures
sur le moment dipolaire du neutron ont montré que 6 est trés petit (< 10~7).
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Current (FCNC) sont permis a 'ordre d’une boucle et sont a 'origine du mélange B, — B,. Leur
étude permet de contraindre de fagon importante une éventuelle nouvelle physique qui pourrait
se manifester par 1’échange de particules nouvelles dans les boucles. Suivant la paramétrisation du

Particle Data Group, Vckwm est donnée par :

0

C12C13 $12C13 S13€
_ i i
VokM = | —s12c23 — c12523513€™°  c12c23 — S12523513€" $23€13 ) (6.3)
i i
512523 — C12C23513€""  —S23C12 — $12C23513€"0  €23C13

ou ¢ est la phase nécessaire pour la violation de C'P. La mesure de cette derniere dans la désinté-
gration des K fixe § dans l'intervalle 0 < § < 7. Phénoménologiquement on sait que 512 et s23 sont
tres petits, (’)(10*3) et (’)(10*2) respectivement, de sorte qu'on fixe cj2 = co3 = 1 et les parametres
indépendants sont

s12 = [Vus|,  s13=1[Vi|, s23=[Va|, 4. (6.4)

L’'avantage de cette paramétrisation est que la phase violant C'P est multipliée par le petit para-
metre si13 = |Vy), indiquant que cette violation est tres faible, quelque soit 6. Une deuxiéme para-
métrisation trés usuelle est la paramétrisation de Wolfenstein : Vi, dont chaque élément est un
développement par rapport au sinus de I’angle de Cabibbo A\ = |V,,5| = 0.22, est donnée par

) 11— ’\72 A AX3 (o — in)
V= A Sy AN? + 00, (6.5)
AN (1 —o—1in) —AN? 1
et les 4 parametres sont
A A e . (6.6)

A une excellente approximation on peut écrire
Vs = A, Ve = A)‘Qa (6.7)
Vb= AN (o —in),  Vig=AN(1 - g—in), (6.8)

B 2 B 2
Q=Q<1—7>, n=n<1—7>- (6.9)

A noter qu’il existe une généralisation de cette paramétrisation, en poursuivant plus loin les déve-

avec

loppements en \ et en définissant les parametres de (), A, o, 1) par
512 = A, so3 = AN?, size” 0 = AN} (o — in); (6.10)
on peut écrire notamment

1 1
Via =1— 5)\2 - §A4 + 0O\, Vis =X+ 0O\, (6.11)
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FIG. 6.1: Triangle d"unitarité.

Vip = AN (0 — i), Vea=—A+ A2>\5[ 2(0 + in)] + O(XT), (6.12)
1 1
Vig=1— §A2 - gxl(1 +4A%) + O(N9), V4= AN+ 0(\®), (6.13)
1 1
Via = AN |1 — (o +in)(1 — §A2) +OWNT), Vi =—AN+ SA0 - 20)A* —inAXt+ O()\9), (6.14)

1
Vip=1— §A2)\4 +0(\5). (6.15)

L'unitarité de la matrice CKM implique plusieurs relations entre ses éléments et en particulier
VaaVar + VeaVer + ViaVip = 0, (6.16)

ce qui se représente par un triangle d’unitarité dans le plan complexe (g, 77), comme montré sur la

figure 6.1. En effet, en remarquant que
V. Vi = —AX + O\, (6.17)
on constate que V,,V;; est réel, |V, ,Vi| = AX3. En gardant les corrections O(\®) et en divisant tous

les termes de (6.16) par A\ on trouve

1

A3 Vuqub 0+ iﬁ,

ol p et 77 sont définis en (6.9). Le taux de violation de CP Jcp est relié a l'aire Aa du triangle par

|Jop| = 2A5 [142]. Les valeurs actuelles des parametres de la matrice CKM sont les suivantes [72] :
|Vual = 0.9738 £ 0.0005, |Vis| = 0.2200 + 0.0026, (6.19)

[Viq) = 0.224 + 0.012, V.| = 0.996 + 0.013, (6.20)

V| = (41.3 £ 1.5) x 1073, |Vip| = (3.67 £ 0.47) x 1073, (6.21)
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0.0048 < |Vig| < 0.014, 0.037 < |[Vis| < 0.043,  0.9990 < |Vp| < 0.9992. (6.22)

A partir des transitions b — c inclusives et exclusives, on détermine |V;| et par conséquent la taille
du triangle d"unitarité :
Vi, = AV =AA. (6.23)

A partir des transitions b — u inclusives et exclusives, on détermine |V,;/Ve|, ce qui contraint le

coté CA = Ry, du triangle d’unitarité :

V@b
Ve |

— Ry=+02+12=4.44. (6.24)

v@b
Veb

A partir de la valeur expérimentale du taux de violation de C'P indirecte € dans le systeme des K,
on obtient une contrainte ayant la forme d"une hyperbole dans le plan complexe (g, 77). A partir du
mélange By — By, paramétré par la différence de masse AM,, on détermine le c6té BA = R; du

triangle d"unitarité :

1 [Vid] |Vidl 0.040
Ry =~ =1.0- 6.25
TNV, 8.8-10-3| | Vy, (6.25)
avecC
200MeV | [170GeV 1% T AM,; 1%° [0.55
Vig = 88-1073 © [_ © ] [7{1] =09 (6.26)
g () 0.50 ps nB

Bg,Fg,

Enfin la mesure du mélange B, — B, paramétré par la différence de masse AM, impose une
contrainte supplémentaire sur Ry, en fixant AMP** = 0.482 ps et |Vis/Vep| ™2 = 0.993 :

10.2 ps—! Fp,\/ B,
(Ri)max = 1.0- 64 =225~ o 22V (6.27)
A, -
FBd\/B73d

6.1.2 Le systeme B, — B,

Les mésons B, et B, forment un systeme a deux niveaux dont I’étude constitue un classique de
la mécanique quantique standard. On définit les états |B;) et | Bs) comme états propres de saveur
b = +1etb = —1 respectivement. De plus on choisit la convention de phase |B;) = +C P|Bs).
Etant donné que l'interaction faible ne conserve pas la saveur, les états | B;) et | B;) sont couplés.
Par conséquent, les états propres de masse

1

VIl + [q)?

ne sont pas identiques aux états propres de saveur. En outre, si la symétrie C' P n’est pas conservée,

|Bs ) = [p|Bs) £ ¢|Bs)] (6.28)

les états propres de masse ne sont pas non plus les états propres de 'opérateur C'P, c’est a dire que

Ip/q| # 1. AMj est donnée par l'élément de matrice (B, HeAf?:Q |Bs) représenté par les diagrammes

"en boite " de la figure 6.2, puisque le processus de mélange est dominé par les contributions de
courte distance - contrairement au systeme des K. Alors qu'un calcul mené dans le cadre du Modele
Standard donne AM, = 18.3763 ps~! [143] et que deux fits avec les autres parametres du Modéle
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FIG. 6.2: Diagrammes "en boite" donnant un couplage effectif a 'opérateur (bs)v, (bs)v,

Standard contraints obtiennent comme résultats [144]
(AM )M = 215+ 2.6)ps™!,  (AM,)msirer = (21.7759) ps, (6.29)

une mesure expérimentale trés récente effectuée sur le détecteur DO du Tevatron a fixé un intervalle
sur AM, [145] :
17 ps~t < AM; < 21 ps~! (90 %CL). (6.30)

Une mesure encore plus récente effectuée sur le détecteur CDF a fixé AM, = 17.33075:32% [146]. Les
oscillations sont nettement plus rapides dans le systeme des B que dans celui des By (~ 0.5ps™1)
et leur observation est un challenge expérimental ; néanmoins LHCb est un détecteur a priori bien
calibré pour une telle mesure et sera capable de confirmer ou d’infirmer les résultats obtenus au Te-
vatron, et on pourra en principe déterminer la composante AM, du Modele Standard, et celle pro-
venant de la nouvelle physique. Il est par conséquent nécessaire de déterminer le mieux possible la
composante AMSM, ce qui implique en particulier le calcul de 1'élément de matrice (B_L<),|7-[6Af]§f:2 | Bs)
non perturbativement.

6.1.3 OPE

La liberté asymptotique de QCD et la séparation importante entre les énergies mises en jeu (~
100 GeV pour l'interaction faible et ~ 1 GeV pour l'interaction forte) permettent d’utiliser la tech-
nique du développement en produit d’opérateurs ot on remplace un produit d’opérateurs non
locaux par une somme d’opérateurs locaux. Dans le cas qui nous intéresse ici, cela se fait en inté-
grant les degrés de liberté du boson W (ce qui revient a faire un développement en 1/My) et les

diagrammes " en boite " se réduisent a un opérateur a 4 fermions :

_ G2 _ _ . m2
o2 = )\316;2 MZ,So () (bs)y—a(bs)v_a, A=V Vi, x;= M—; (6.31)
w

ol Sy est une fonction d’Inami-Lim [147] :

day — 112 + 2} 3z} lnay
= - . .32
S0@) = a7 20— o) (6.32)
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Lorsqu’on tient compte des effets de QCD, un Hamiltonien effectif décrivant un processus gou-

verné par l'interaction faible s’écrit

Hess = 25 3 C0Qu0 = TEGT(1)C),

(6.33)

C; sont les coefficients de Wilson et correspondent a des couplages effectifs des opérateurs @;. Ils

dépendent de a;, My et de I'échelle de renormalisation 4 : en principe c’est une série perturbative

2

en 2—; In ( MEV) mais a =1 GeV les premieéres corrections radiatives sont tres grandes, bien que 2—; ~

4%. On resomme les grands logarithmes a tous les ordres de la théorie des perturbations en utilisant

les équations du groupe de renormalisation. Avec

A dZ « g\ 2
2 =1 _ /002 (1) (Zs
7 din Ry (471') ’
3 5
. g g
ﬁ(g) 50 167’[’2 ﬁl (16 2)2’

dont la solution est

. . . R g(1) @T(gh) g(u) g1
C(p) = UG, My)C(My), U pt, o) = 1+ / dg 9 / doy /
g(uw) Blg1)  Joguw) g

On réécrit U (u, i) de maniere plus compacte sous la forme

g(u) AT (o

. 1 (4)

Up, pw) =T, eXp/ dg’ :
( ) ! 9(uw) Blg")

U s’écrit finalement

A

) = [t 5] 60y [1 - )]

ot1 U? est la matrice d’évolution obtenue a I’ordre dominant :

)

OO () = V {%’Y))] v,
D

V diagonalisant la matrice de dimension anomale & I'ordre dominant 57 :

%}0) _ V—l,Y(O)TV.

(rw)

(6.34)
(6.35)

(6.36)

(6.37)

AT (91) A" (g2)

%230 Blgs)

(6.38)

(6.39)

(6.40)

(6.41)

(6.42)
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Dans le cas du mélange B, — B toutes les matrices précédentes se réduisent a des nombres et

I’'hamiltonien effectif renormalisé a 1’échelle ji;, ~ m; a comme expression

_ G2 .
Hat' = = oM (VigVis)* nsSo(we)
—6/23 () _
x[@@@w} L+gz%ﬂk]Qﬁ?2+ha, (6.43)
2072 = (bs)v—_a(bs)y—a (6.44)
et [143]
np = 0.55 £ 0.01. (6.45)

Enfin J5 = 1.627 dans le schéma MS (NDR). On définit alors le parametre B B, invariant sous le

groupe de renormalisation par :

. —6/23 o® _ B 8
By, = B, (1) [af ()] [1 + ST% . (B(bs)v-a(bs)v—a|BY) = =B, (WF3,m,
(6.46)
ou F'g, estla constante de désintégration du méson B;, et AM; s’écrit
G% 5 2 2 2
AM, = WUBmBS(BBSFBS)MWSO(%)|W3| . (6.47)

On se propose d’exposer dans la suite comment le calcul de (B (bs)y_a(bs)y_a|Bs) a été effectué
sur le réseau, d’ot1 on extrait le parametre de sac B, (my). On développera le sujet introduit dans
[148].

6.2 Calcul numérique de Bp,

6.2.1 Principe du calcul

Rappelons que Bp, est défini par

By — (Bs|(bs)v_a(bs)v_a|Bs)
* (Bs|(bs)y—a(bs)v—a|Bs)vsa’

(Bs|(bs)y—a(bs)v—a|Bs)vsa = (Bs|(bs)y—a]0)(0](bs)y—a|Bs),

pi j 8% —ipr B ()|(F j 0% ipx
(01(b'77”s”) (@) Bs(p) = —-ipuFi, e, (Bs()|(b'3u7°s") (@)|0) = —-ipuFp, e,

Il nous faut également introduire en plus de 'opérateur O; = Q2P=2 les opérateurs suivants dits

de la base supersymétrique :
Oy = b(1—~°)sD (1 —~°)s,
O3 = Ei'yu(l — 75)sil_)]
Oy = b(1—7°)sV(1+~)s. (6.48)
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En utilisant PCAC, on a par ailleurs les égalités suivantes :

. . 51.7 m FBS .
<0\b27533\Bs(P)> = Z?mfﬁe R ( s(p )\bz’YE’SJ\O) =i
S

2

1

St mBsFBs pipe
3 mp + mg

Les différentes contractions de Wick et les identités de Fierz adéquates permettent de paramétrer

les éléments de matrice (B,|O;|B;) en fonction de (B,|O;|Bs)vsa de la maniére suivante :

BIOIB,) = S I, Ban),
— _ ) mp, 2 9
(Bs|O2| Bs) = 3 (m) FBSBQ(IU,),
— _ 4 mp, 2 9
(Bs|Os|B;) = —3 (m) Fg Bs(u),
2
(B|Os|B.) = 2(%) F2 Bu(u). (6.49)

De nombreuses évaluations de B, (up) ont été réalisées par des calculs sur réseau [149] - [155]. L'un
des problémes majeurs avec ces calculs est que 1’action de Wilson standard brise explicitement la
symétrie chirale, ce qui complique beaucoup la procédure de renormalisation de O; et son matching
dans le continu. Pour contourner cette difficulté, on propose de calculer Bp,_ () a ’aide de I'action
overlap que nous avons présentée au chapitre 2. D'un autre c6té, le quark lourd est statique et
son évolution est décrite par 'action HQET. De ce fait nos résultats ne tiennent pas compte des

corrections en 1/my,. Laction que nous utilisons s’écrit S = SE + S¥ ou

SEH _ 3 Z {B*(m) [h+(m) — VP (@ — O)ht (2 — ())] — b (z) [V (2)h™ (2 + 0) — h™ (2)] } .

SN =a3y, @(x)D%no)w(x) est 'action du quark léger overlap. Rappelons que le champ h*(h™)
annihile le quark (I’antiquark) lourd statique. Nous calculons alors les fonctions a 2 et 3 points :

ZAi HAZH0)), =2 Zae e, (6.50)

G aaltint) = O AL (@ 1)010,0 A5 @00y =3 Za o(BolO ()| By)y e 0, (6.51)

:z:y

= ~ L NX P N i—t>0 5 — =~ —e(ti—

O ppltit) = (O A (@, 1)02(0,00 451 (7.4), "% Za o(By|Oa(11)|Bs)s e~ (6.52)
z,y

AjE hEy07°s, O = B(Jr)i’yu(l — 75)3%(*”7”(1 — )8!, Oy = h(”i(l — 75)si71(*)j(1 — )8,

VZy= <0|ﬁa |Bs)y = <0|ﬁar | Bs), et € est I’énergie de liaison du méson lourd-léger pseudoscalaire.

Les fonctions a 2 points C’Eai (t,t;) sont composées d'un courant Ki local et d"un courant gi étalé.

Les opérateurs de source dans C‘(,‘), VA A(ti,t) et Cé S? 4 pp(ti,t) sont les courants A étalés tandis que

les opérateurs a 4 fermions O, et O, sont purement locaux. Dans les équations (6.50)-(6.52), les in-

H n n-~n

dices "v" et le superscript sont mentionnés pour rappeler que les états et les opérateurs sont

définis dans le cadre de HQET. Rappelons que dans le calcul des fonctions a 3 points CYS)FZ (ti,t)
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1] V Neont | action p | amg Ky
6.0 | 16 x 32 | 100 | overlap | 1.4 | 0.06
Wilson 0.1435
5.85 | 163 x 32 40 overlap | 1.6 | 0.09

TAB. 6.1: Parametres de nos simulations : amg et p ont été choisies d’apres [156, 157]

2.5 L T T T T N T T T T N ]

r R (t=8,1) ]
201 o R(t=8,1)
15

T

10-e e —o—oo—o— o ,

05 1 1 1 1 | 1 1 1 1 |
5 10

t

FIG. 6.3: Signaux pour Ri(ti,t) definis dans eq (2.4) : les lignes indiquent l'intervalle de temps sur lequel on a un
plateau d’ot1 on extrait Bi(1/a) et B2(1/a).

il y a 2 termes provenant de 2 contractions de Wick différentes, a savoir ZB?“(t)ZBg’b(ti) et
a b
ZB“b t)BY(t;), ot a, b sont des indices de couleur et B (t) = Tr {Z 1:S19(0; Z, £)y07 S (Z, t; 0)]

S 1, et Sy sont respectivement les propagateurs léger et lourd et la trace est effectuée sur les indices
spinoriels.

Apres avoir calculé les fonctions de corrélation (6.50)-(6.52), on construit les 2 rapports R (t;,t)
et Ro(t;,t) suivants :

o) tit - B0 N
Rl(tz, ) — V;/‘i’AA( 2) trL >0 8’U<B8L01‘BS>’U = Bl(]_/a/),
S 250 (1)) (1) S101Ag [ By)o 2
B (tit _ B0 i
Rolti, 1) = 551 pp(tist) ti—t>0  (Bs|O2|Bs)w = By(1/a), (6.53)

3 G
3722000 (t) O (1) —21(0] A | Bs)o|?

ol <121V01\TS(M)> = Z(Ay(a)). Ces rapports sont calculés soit avec un temps fixé t € [—6, —8, —12, —14, —16]
et t; libre ou en fixant ¢; € [6, 8,10, 12, 14, 16] tout en laissant ¢ libre. On prend la moyenne de ces 2
possibilités.

Nous avons effectué deux simulations, I'une a 5 = 6.0 et 'autre a 3 = 5.85; leurs parametres
sont indiqués dans la table 6.1. La plupart des données numériques que nous présenterons concerne
la simulation effectuée a 3 = 6.0 avec l’action overlap pour le quark léger, les autres actions et
simulation servant a étudier les erreurs systématiques.

Sur la figure (6.3) on a représenté les signaux pour les rapports R 2(t;,t) avec t; = 8 fixé. Le
résultat obtenu pour B (1/a) est relativement stable en fonction de ¢, tandis que Bs(1/a) a un signal
qui se détériore rapidement pour des ¢; plus grands et méme ne peut pas étre extrait lorsque ¢; > 10.
Les valeurs numériques de Bj »(1/a) sont extraites des rapports calculés a t; = 8. Les plateaux

sont fittés a ¢ € [3 — 7]. On a indiqué dans la table 6.2 la valeur des composantes %
1/ AA

ab ba (4. ~
BB () ontribuant a Bi2(1/a), oti = A, V, P et S. La table 6.3 contient les rapports

OB )
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AA VvV PP SS
(aa)(bb) | 2.025(41) | -0.005(5) | -2.034(42) | -0.010(3)
(ab)(ba) | 0.662(28) | -0.064(7) | -0.689(15) | -0.007(2)

. B (¢) BY (t;) BgY (1) B (t;) ) - _
TAB. 6.2: Composantes BT (3B @) et D 10D o) contribuant a B12(1/a),i = A,V,PetS.

BT OB (t) | BROBE (&) | BEOBY ()
BB (1) | BE®BE(5) | BE(0)BY (%)
0.3329(12) | 0.339(8) 0.72(18)

TAB. 6.3: Rapports 2080 () ;4 pet s,

B () BYP (1)

B (t) By (t:)
Be(t) B (t:)
On constante que les composantes vectorielle et scalaire contribuent de maniere marginale aux

aveci = A, P, et S, la partie vectorielle étant nulle.

rapports qui nous intéressent, la composante fierzée de couleur (ab)(ba) des fonctions a trois points
est a une excellente approximation 3 fois plus petite que la composante (aa)(bb), ce qui est tres

8 (t:.1) e
% = —1.005(4), ce qui signifie que la composante temporelle
3)

de C’fjl(ti, t) domine trés largement la composante spatiale. Rappelons que dans HQET C oA, (tirt)

raisonnable. Enfin on trouve que

et C’g’l)g(ti, t) sont opposés; de plus on obtient

o(Bs|O03|Bs)y
U<E|01|Bs>v

o(Bs|04| Bs)

o(Bs|O0a|By)o
U<E|01|Bs>v

— —1.057(9),
v<B3|Ol |Bs>v

~1.072(9), =1.048(9).  (6.54)

On trouve finalement
Bi(1/a) = 0.960(13), By(1/a) = 1.667(24). (6.55)

6.2.2 Extraction de la quantité physique Bp,

Trois étapes sont nécessaires pour extraire Bg, = B a partir du calcul sur réseau :
(1) By12(1/a) sont raccordés a leur valeur du continu par I'application de la théorie des perturba-
tions dans un schéma MS(NDR) a NLO a I’échelle de renormalisation 1 = 1/a [158].
(2) On fait évoluer By »(1/a) de u = 1/a & ju = m; en utilisant la matrice des dimensions anomales
connue a l'ordre de 2 boucles en théorie des perturbations de HQET [153, 159].
(3) On raccorde alors BLQ(M = my) a leur valeur dans QCD, Bj 2(my), en employant le schéma
MS(NDR) a NLO [159].

A priori I'étape (1) nécessite le calcul de 16 constantes de renormalisation, puisque 51 et 62
peuvent se mélanger avec O3 = h()in,, 1 s¢ h(-)in, psl et Oy = HDI(1 — 4%)st h(I(1 4+ 4%)s :

OMS (1) Zi(ap) Ziolap) Zis(ap) Zig(ap) O1(a)
55\45(,“) _ Zor(ap) Zog(ap) Zas(ap) Zog(ap) 62(a)
5@(#) Zs1(ap) Zsa(ap) Zss(ap) Zsa(ap) 63(0,)
5}4\43(,11) Zy(ap) Zyo(ap) Zas(ap) Zyg(ap) 64(&)
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Toutefois grace a la symétrie des quarks lourds, ces constantes ne sont pas toutes indépendantes. En
B2 LR (@)

(i = 1,2,3), et les équations du mouvement pour le quark lourd h(*)yy = £h(*), on déduit :

utilisant les transformations de la symétrie des quarks lourds (HQS) A(*) (z)

HQS() ~ HQS(1)

Oss+rp = —Owviaay: Ovviaa — Ovviaa, Ossipp — —Owviaa.
HQS(7) J7 ~ ~
Ovv_aa " (Oyv_aa)L — (Ovv_aa)| = Z Owv- a4); —Owv-aay, = Owv-aa):

=13
~ ~ HQS(i
Oss—pp = _O(VV—AA)m OSS PP H( "o O(VV AA);-

Etant donné que ’action est invariante sous les transformations de (HQS), des contraintes impor-

tantes peuvent étre trouvées sur la matrice de renormalisation Z;; :

(Ovviaaw)) = Z11{Ovviaa(a)) + Z12(0ss+pp(a)) + Z13(Ovv_aala)) + Z1a(Oss—pp(a)),

(Ovviaa(n) = Z1(Ovviaa(a)) — Z12(Owvsany, (@) + Z1s((Ovy_aa(a)) L — (Ovv_aala))))
+ Zl4<6(VV—AA)i (a)) (HQS(i)),

Z (Ovviaa(p) = 3(0vviaa(p)

= (3Z11 — Z12){Ovviaa(a)) — Z12(Oss+pp(a)) + (Zi3 + Z14){Ovyv_aa(a))
+ (Z14+4213)(Oss—_pp(a)),

ce qui implique que
Zlg = 0, Zl4 = 2213. (656)

+ Z22(Oss5+pp(a)) + Z23(Oyv—aa(a)) + Z24(Oss—pp(a)),
~(Owvian, (W) = Za(Ovyiaa(a)) — Zon(Owviaay (@) + Zos((Ovv-aa(a)) L — (Ovv_aa(a))))
+ ZQ4<O(VV—AA),'(CL)> (HQS(1)),

(Ossspp(p)) = Zo(Oyyiaa(a)

- —

- Z 5(VV+AA)Z~(M) + 6(VV+AA)0(,U) —(Oss4+pP(1)) — (Ovviaa())

i=1,3

(3Z21 — Z22)(Ovv4aa(a)) — Za2(Ossipp(a))
+  (Za3 + Z24)(Ovv—aa(a)) + (Zas + 4223)(Oss5-pp(a)
—(Z11 + Z21)(Ovvsaa(a)) — Zn(Oss+pp(a))
— [(Z13 + Z23)(Ovv_sa(a)) + (Z14 + Z24){Oss—ppr(a))],

donnant les contraintes P P
Zy = %, Loy = —(Z13 + 2223). (6.57)
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(Ovv_aa(w)) = Z31(Ovviaa(a)) + Zs2(Ossipp(a)) + Z33(Ovv—_aa(a)) + Z34(Oss—pp(a)),
(Oss—pp()) = Zu(Ovvian(a)) + Zsz(Osspp(a)) + Zuz(Ovv_aa(a)) + Z14(Oss—pp(a)),
(Owv_aa, (W) = Zn(Ovviaa(a)) = Zia(Owvian, (@) + Zus((Ovv-aa(a) L — (Ovv_aa(a)))

+ Z44<6(VV7AA)¢(G)> (HQS(i)),

Z5(VV7AA)Z~(:“)ié(VVfAA)O(,u) = (Oss—pr(p)) + (Ovv_aa(n))
i—1.3

3241 — Z42)(Ovv444(a)) — Z42(Oss1pp(a))

( )
+ (Zsz + Zaa)(Ovv_aa(a)) + (Zas + 4Z43)(Oss_pp(a)),
= (Z31 + Zu1)(Ovvyaa(a)) + (Zsa + Zua(Ossypp(a))
+  (Zs3+ Z43)(Ovv_aa(a)) + (Zss + Z44)(Oss-_pp(a)),
donnant les contraintes
Z 2731 — 24 Z
Zag = Z3, Zgg= "2, Zy="L""8 z,,="2 (6.58)
2 4 4
La matrice de renormalisation a donc la forme suivante :
Z11 0 Zi3 2743
L2220 7o Zoy —(Z13+2Z
7 1 22 23 (Z13 +2Z23) (6.59)
Z31 Z3y  Z33 Z34
2231;Z32 _ % % Z3s

Avec les fermions overlap cette matrice se simplifie bien davantage, puisque sous la transformation

de symétrie chirale

ba) = i), D) — Pi (1 - IZN) -, (6.60)

les 4 opérateurs précédents deviennent :
Ovviaa — —Ovviaa, Ossypp — —Ogsipp,

Ovv_aa — +0vv_aa, Oss—pp — +Ogss_pp.

L’action étant invariante sous ces transformations, la matrice de renormalisation peut s’écrire sous

la forme
Z11 0 0 0

Z22 ZZII Z9 0 0
0 0  Zs3 Zs
0 0 Zu 7y

7 = (6.61)

Comme annoncé auparavant les opérateurs LL ne se mélangent plus avec les opérateurs ayant une
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structure chirale différente, et on a

OYS(w) \ _ Z11(ap) 0 O1(a)
035 (1) 1 [Zoa(ap) = Zni(ap)]  Zoo(ap) Oz(a)
Cette absence de mélange est tres importante au vu des rapports (6.54), qui sont tous voisins de 1

en valeur absolue et dont les signes alternent. Si on a du mélange,

A \ren __ A \lat <63>lat <O4>lat
(01)"" = Z11(O1) (1 + Z13 Oyt + Z14 (O, )1

peut étre sujet a des erreurs systématiques importantes car une faible correction sur Z3 et Z;4 a des
<53’4>1at

(51>1at :

Le calcul de Z; et Zy; par la théorie des perturbations nécessite de dériver les regles de Feynman

conséquences importantes, a cause de la valeur de

de l'opérateur overlap Dy (2.21). Tout d’abord on remarque que la partie libre X de X s’écrit dans

I'espace des moments, en utilisant les notations du chapitre précédent :

Xo(k) = a™ (i Y(k) + W (k) = p)-

En notant a= (W (k) — p) = b(k) et w(k) = < XTX)O (k) = a~1\/T2 + [W (k) — p]?, le propagateur
overlap a comme expression

1 [~V
ab __ sab_—
Soverlap(k) =0 2p <w b + a) . (6.62)

On effectue le développement de X jusqu’au deuxieme ordre en gg, afin de tenir compte du dia-
gramme tadpole dans la self-energy du quark : X(p,p’) = Xo(p)(2n)*6® (p — p') + X1(p,p') +
Xa(p,p) + O(gp), ot

Xl (papl) = Z —Z.gTa(ry'uc,u - Z'Su) = Z V,u?,qqg(p’p/)’ (663)
n,a nw,a
1. a . a
X2(p’p/) = Z 52&92((5“”{1—‘ ?Tb}(’yﬂsﬂ + /LC,U«) = Z V,u,l?,qqgg(papl)' (664)
Hya,b Hya,b

Ensuite on développe \/);TiX(p,p’) = < leX (p,p') + Yi(p,p') + Ya(p,p') + O(gd). Y1 et Yz sont
0

calculés en imposant I'identité suivante ordre par ordre dans le couplage g¢ [161] :

o _dlq d*r 1 1 no_ /
[ [ oo (G oo (G o - et 9

Q3
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E

(a) (b) (c) (d)

. 6.4: : Diagrammes associés a la correction a une boucle d’'un opérateur a 4 fermions.
FIG.6.4: : D 1 t boucle d” t 4 f

et on obtient au premier ordre en g

2
(XTX)1(p.0) ( w;—x>o<p/) +(XTX)o(p) Vi (p, ) ( w%)g(ﬂ)
+(VX1X)o(p) Va(p,p') =0, (6.66)

ce qui donne pour Y7 :

1

t /
(w(p) + w@p))wp)w(p) (XTX)1(p,p'). (6.67)

Yi(pap/) = -

Le méme travail peut s’effectuer pour Ys. Enfin on développe (%) = XoY1+X et ( ;X ) =
1 2

XoYo + X0Y1 + X (ﬁ) , et on obtient pour le vertex quark-gluon-quark overlap 'expression

. 0
suivante :
1 1
a,overlap N = —ignT® . . Xa(n n . X ) )
Vu qq9 (p’p ) tgo P w(p) + w(p/) [7 Cu ZS,u"— w(p)w(p,) 0(p ) (7 C,LL+ZS,LL> 0(p)] (6 68)

Le vertex quark-quark-gluon-gluon a une expression encore bien plus compliquée ; il est inutile de
la donner, car il disparait a la limite du continu.

Ajoutons que les regles de Feynman de 'antiquark statique sont les suivantes :

propagateur de I’antiquark lourd a(l — e~Paa 4 ¢)~1
vertex V:’h(_)h(_)g(p,p,) igo T840 P1HPL)3
vertex V;:h<7)h(7)qq(pjpl) —Lag26,,{T*, Tt }e "(Patri)s

La renormalisation des opérateurs a 4 fermions nécessaires a I'extraction de Bpg, implique le
calcul de la self-energy du quark lourd, ce qui a été présenté dans le chapitre précédent, la self-
energy du quark léger et les corrections de vertex représentés sur les diagrammes de la figure 6.4.

Pour un opérateur Or, r, les diagrammes a une boucle font apparaitre les structures tensorielles

TTT*® 'y et T°I'y ® I'9T?, suivant la maniere dont se rattache la patte gluonique. On a triviale-
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ment 7T T @Iy = %D ® I'y, tandis que
o “ 1 1
7T @IXT* = 3 (Fl) (FQ) §F1 ® Iy

= ; <(F1) (Fz) + 3F1 ®F2>

Avec la transformation de Fierz

(PR = 32 Con (Y515 = 32 Con T 015
m,n
on obtient
a a 1 m n 1
Ty @ Do = —3 Zcmn M@+ M@l . (6.69)

Une fois éliminées les divergences infrarouges, le diagramme 6.4(a) vaut

) a0
((Fl) (PZ)vﬁ + 3F1 ® F2> = T3 mL(R) @ VuL(R): I'n=T2 =R,
as [26 0
= §PL(R) ® Pr(ry + 1) © %L(R)} I't =T2 = Prr),

as [ )
= 0 Prry ® Pr(ry + 3TuL(R) © "Y,uR(L):| o I =rwy: T2 =Yurw):

o [0 )
= o |7 mR@) ®Vurr) + EPL(R) ® PR(L)] » 't = Pyry, I'a = Pry,

47
(6.70)

ou J a été calculé au chapitre précédent. Le seul point subtil est le suivant : la transformation de

Fierz de P gy @ Pr(g) est

1
(Priry ® Prr)t = [QPL(R) ® Prry — Uuu(li’y *) @ o (1 £7°)).

Avec les équations du mouvement h*vyy = £h*, ona o, (1£7°) @0, (1+£+°%) = —4(Prry @ Pr(r)+

YuL(R) ® VuL(R)), de sorte que

1
(Pr(ry ® Prr)" = Prr) @ Priry + 3 uL(R) @ VuL(R)-

6.4(b) + 6.4(c) + symétrique = (;Pl @ Ty — (Tp)% (Fg) )D’

+ ; <F1’Yo @y —T1 ® F2’Yo> ; ((Fm) (P2) — (s (Pﬂo) )] Ds.

Le deuxiéme terme a comme origine I'éventuelle brisure de la symétrie chirale par 1’action du quark
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léger, ce qui est le cas de 'action de Wilson pure, de 'action clover, mais pas de I’action overlap.
On le simplifie en identifiant I';yp ® I's — I'1 ® I'yyp & une combinaison linéaire d’opérateurs plus
simples en éliminant de maniére appropriée la matrice v, et en appliquant comme précédemment

les transformations de Fierz :

i@l —T1 @y = —(2PL® PR+2PRr® PL +9uL @Yur +Yur @ vur), T1=T2=v,1(r)
= PL@®Pr+Pr@ Py, T1=T2=Pygp),
= —(2PL® PL+2Pr ® PR+ YuL @YuL +Yurk @ Yur), 1= Yur(r), I'2 = Vur(r)

= PL®PL+Pr®Pr, TI'1=Pygr), I's=Ppy). (6.71)
Ol 10D’
6.4(b) +6.4(c) +sym = - VML(R) @ YuL(R)

_2(2PL ® Pr +2PRr ® P+ YuL @ Yur + Yur @ Yur) D] T1=T2 = v,1(R),

g 4 1
= <§PL R @ Prr) — S VuL(R) @ WL(R)>
3 1
+ (5 (Pr, ® PR+ Pr® Pr) + 4(%L ® YuL + YuR ®%R> D2} , I'n=T2 = Ppp),
Qg 7
= Kg YuL(R) ® VR(L) — 2PRr(1) ® PL(R)) Dy
5 ]
<§’YML R) @ VuL(r) T 4PLR) ® PL(R)) Doy Ty =v%rw)s T2 =Yurw)s
7 1 ,
= §PL ) ® Prry — 5 MR(L) © VL(R) Dy
+ (27@( R) @ YuL(r) T 4PL(Rr) ® PL(R)> Do|, 't = Pyp), I's = Pgpy. (6.72)

Enfin le diagramme 6.4(d) présente une structure tensorielle complexe qu’on se propose de présen-

ter avec l’action de Wilson pure pour le quark léger, I’'expression du diagramme étant alors moins
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longue. Explicitement elle s’écrit

Crir, = —0 / AT [TT1 (=i V + W)(pMp — iN,) @ Do (=i ¥+ W)(3,M, — iN,)T"]
k

=~ /k A" [T°Ty (—i Vy,M, + Wv,M, — N, ¥ — iWN,)

®To(—i PypMy— VN, + W, M, — iWN,)T*]
— g% / AI/
k

T
+W2N3 T°Ty @ [T + W{ (Tarl V@ Ty, T4+ T1T%, @'y VTa>

T
Mg T°Ty V’yp ® Iy V’ypTa + W?p (T‘Tl V’)/p QLT*+TT; ®T9 1]va“>

— (W?M? T1T%, @ T9y,T*+ N, T°T1 ¥ @ Ty VT?)]
= g / A"[MZT? TT179, ® Toyy, T + (W5 + W2N?) Ty @ Ty + W T°T'17, ® T9v,T°
k
—(W2M? T°T17y, ® Loy, T + N2T2 T°T1y, @ Doy, )]
= ¢ / A'(WI? + W2N? 4+ M2N? — AMZT3) T°T; @ ToT*
k
P
+(WTZ, = W2MZ — N°T2) T°T'17, @ Doy, T + MATh T°T1yy, @ Tayy, T, (6.73)

1 1

A/I —
(I“Z + W2)2 2W + a2)\2 :

Avec les notations de [163], Cr; 1, se réexprime comme
«
Crir, = =3 [KO T°Ty ® TyT® + Ky T°T'1v, © Tov, T + KSTT 7,7, © Toy,y, T, (6.74)

o1 'exposant "lat" a été écrit pour rappeler que K1* contient une divergence logarithmique In(a?\?) :

K=K+ il (%) - %. Dans le cas de l'action overlap ona K1 = 0. Avec 'y = I'y = 7,,(g), Ona

les relations suivantes :

YuL(R) WwYp @ YuL(R)VwYp = 16 YuL(rR) @ VuL(R)>
YuL(R)Yp @ VuL(R)Ye = —4YuRr(L) @ VuR(L)-

On trouve en utilisant la relation (6.69)

as [ Ko+ 16Kt 4K,
Crmyvmnmy = —4—; 5 WE(R) @ VeL(R) — 5 VuR(L) ©WR(D) | - (6.75)
Avecl'y =Ty = PL(R), ona
Prieyvu¥p @ PLamy vt = —4Vur(r) ® YuL(R)

Priyvu @ PLryTu = YuR(L) @ VuR(L)
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as | 2Ky K K 4 lat
CPrir Prny — |75 Prr) © Priry — = Murm) @ Wurw) + (7 + 5 ) Yunm) @ Yunm) | -
A | 3 3 4 3
(6.76)
Gréce aux relations
YuL(R) VW Yp @ YVurR(@L) W Yp = AVuL(R) @ VuR(L)
YuL(R) Vo © Vur(L)Yp = 4Prr) @ Pr(r),
Primy¥p @ PRa)Yp = YpR(L) @ VpL(R)>
on obtient également
a 2K, Ko + 4Kt
Crurmlurey = 4_; [(KO +AKP + T) Pry ® Ppry + (TQ + K1 ) Yurn(R) @ Vur(L) | »

as [ [ Ko+ 4K Ko+ 4K® K,

CPumPry = 7o [(f + K1 | Pr)y ® Prr) + — 1 T g ) mR@W) @ VL | -
(6.77)

Avec les notations utilisées par [150, 165]

v=—(Ko+8Inm+16K}), Jy = —(Ko+2Inw+4K}), w=—K,

et 'expression des opérateurs renormalisés dans le continu, les éléments de la matrice de renorma-
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lisation s’écrivent de la fagon suivante :

as [T v 10D 6 dzp 4z,  Adw 9 9
Zn = 142 (LY 0O _ T2 % W
1 e {3 373 T3 3 3 T3 taml@w)],
Qs
Ziy = b
13 Ar [ 2] 3
Qg
Zy = “2[8D
14 Ar [ 2] 3
o 5 w 24 D) § w DI-DI 2 9 o
Ty = B2yt P 0 W BT L
21 %{ 36736 9 "2 4 3" 4 (@)
as [16 20 8J, 4D, 20 4z 4z 4 4
Ty = 1422 20 %A A 20 T %m0
22 _+M[9 ot 9“3 "33 3 tah@s)]
g D2
Ty = — 5|2
23 Am [ 2 ] ’
Qs
Zy = ——2[3D
24 A [ 2] )
[0
Zgl = 4—8 [3D2] s
/(8
(6
Zgg = 4—8 [8D2] s
T
as [41 Jy  TD} & 4z 42 7 9 o
Tgy — 14| A A 0 2 75 Y
35 +M[u+6 5 "6 3 3 Tetghlm]
ag |1 , 2w 9 9
Zy = |4 g42D) -5+ 22 3
34 477{2+ 1+ 2Dj +3 n(a“p?)|,
Qg D2
Iy = -2 |2
“ 4ﬂ[2]’
s
Zip = —up
42 An [ 2] 5
Ty = Js|lp S 0 W 2
1 A [8‘+ 12 it Al
as [41 Jy 7D} & 4z 42 "
Ty = 14|20 2 75 Y
4 T {12 6 3 6 3 3 twrghlw)),

ol Ji, v et w dépendent de I'action du quark léger. Remarquons que les contraintes (6.56)-(6.58) sont
explicitement vérifiées. C’est également le cas sil’action du quark léger est I’action clover [150, 160],
ot de nouvelles constantes apparaissent dans cette matrice. Enfin la constante de matching avec
I'opérateur bilinéaire axial défini dans le continu s’écrit

as [5 2+ 2

NS
Z%U”:1+mﬂ 1 2

—ux—Dg+gmmm%. (6.78)

Remarquons que les rapports Z;;/Z?3, facteurs de proportionnalité des B’ZM_S(N) vis a vis des B;(1/a),
ne laissent plus apparaitre les self-energy des quarks, ce qui diminue les effets de la renormalisation
sur ces parametres de sac.
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P) 14 | 16
2(p) 1747 | -13.24
J1(p) 255 | 3.06

Ja(p) 0.056 | 0.068

Di(p,a; =0) | 0.65 | 0.71
D! (p,HYP1) | 028 | 0.31
D' (p,HYP2) | 0.032 | 0.026

TAB. 6.4: Valeurs numériques des constantes apparaissant dans la matrice de renormalisation (6.61).

Résultats avec I’action overlap

zh(p), v(p) et Ji(p), calculées dans [162], ont été écrites dans la table (6.4) pour p = 1.4 et 1.6 qui
sont les parametres choisis dans les simulations effectuées a 5 = 6.0 et 5 = 5.85 respectivement.

roverl .
VAP en fonctions des ensembles (a;)

Dans cette table on a également regroupé les valeurs de D7
introduits au chapitre précédent. En utilisant les regles de Feynman de I’action overlap, la correction

de vertex lourd-léger a I'expression suivante :

']7+b

Tny =

42/ Zh4j 1 —i]?—|—w+b p

_Z M; — iN; —
3% 21Ny + €My aw ! 2p0(w+b) w+p [% -

(7ij+iNj)]
4 5 1 1 1 w+b w+b

= 3 —————— | Dy | M} + —— AN (M2 22
390/,162I/V<.u+b<.u+p7 ( it >+ZJ: J J( it

- D —s . .7

La divergence infrarouge est soustraite a la main, car on ne peut pas ajouter de fagon directe une

masse au gluon comme on 1'a fait précédemment.

Dans ce contexte on a

Z35(1/a) = 1+ 25019 20,0579, Z35(1/a) = 1+ S50 19,6015, (6.80)
ZN5(1/a) = 1+ oW 119557, |

et on obtient pour la simulation a § = 6.0
MS(1/a) = 0.923(13), BYS(1/a) = 1.592(20), (6.81)

ot on a utilisé la valeur ) (3.41/a), reliée a la valeur moyenne de la plaquette (P) 5_g o = 0.5937 et
a Ayg/Av = 0.625192 et d’ol1 on extrait a I’ordre de 2 boucles oS (1/a) = 0.1998 [166].
L’évolution de i a m;, des opérateurs 51 et 52 est décrite dans le schéma MS par [153, 164]

~ MS
(%W“> = (B(mp)™S = Wik, 1] (), 682
Q(mb)

avec

WhqeT[mp, 4] = W(mp)W (1),  W(u) = M(u)as(p) ~70/2%. (6.83)
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Les matrices de dimension anomales s’écrivent a N¢=0 :

- 8(3 0 ~ ~is s (1)
- _° M) =T+ gMSzs 6.84
Yo 3<02>7 (m) + Jig T (6.84)
317  68xn2 2639 72
o 1089 = 297 8712 © 99
TMS _
Ji2” = 0 3181 N 7472 : (6.85)
4356 = 297

Le courant axial évolue (a N¢ = 0) suivant I’équation

" o —¥a/20B0 2\ o, —a.(m »
Ao(me) = <as(§52)> [1 B (1%3899 B 22897 ) 2 Ar = Aolp), (6:86)

avec 74 = —4. Enfin le matching avec QCD se fait a 'ordre d’une 2 boucle dans la théorie des

perturbations 8 NLO de la maniere suivante :

—= 26 ag ~MS s
BYS — (1= 200stm)) pyis, gy 50 (m) pars (6.87)
s 3 4w 47

Dans cette équation a4(m;) a comme expression

as(l/a
as(my) = — (5 /C{) ) ; (6.88)
1+ Bo=5~ In(amy)
et mMS(mb) = 4.3 GeV [72]. On obtient finalement
M_S,stat
By o™ (my) = 0.922(12)(25), (6.89)

ou la premiere erreur est statistique, tandis que la seconde est systématique et incorpore I'incerti-
tude sur a,(1/a) provenant des différentes formes de boosting possibles. Les erreurs de discrétisa-
tion y sont également contenues car la simulation a § = 5.85 a donné comme résultatavec 1/a = 1.5

GeV
= 1.642(46),

Bi(1/a) = 0.942(30), ( /a) =
MS(1/a) = 1.566(27),

BMS(1/a) = 0.904(16),
BYS(myp,1/a = 1.5 GeV) = 0.904(15).

Enfin on s’attend a ce que l'introduction de N # 0 dans I'évolution des opérateurs dans HQET
ait un effet négligeable sur le parametre de sac Bg_f(mb) car la dimension anomale dominante de
I'opérateur O se compense avec celle de ﬁo, de sorte que la valeur de 3y ne joue aucun role et l'effet
ne se fait sentir qu’a I’'ordre NLO. Il en ira bien stir autrement pour le parametre de sac By, car cette
compensation n’a pas lieu. o

Si on souhaite obtenir le parametre de sac physique BKS’MB *(my) en fonction de la valeur obtenue

a la limite statique de HQET BMS S (1my), et ainsi tenter de tenir compte des effets en 1/mp,, on
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E T T T

210.97(12)

3 - ® | Bernard, Blum et Soni (1998)
w1 0.81(7

2 Gimenez et Reyes (1999)

2 0.93(*%0)

o e S APE (2000)

+4

% [0.90(*4)

g ) +H@— UKQCD (2001)

= | 0.87(2

8 A SPQcdR (2002)

= | 0.85(5)

£ - —a— JLQCD, NRQCD (2003)

€1 0.85(6

3 — JLQCD (ung. Ny = 2), NRQCD (2003)

245 0 92(3) ---------- |—0—| -------------- Orsay, quark lourd statique (2006)

(4]
©» O

@« | | | | | | | | | |

0.7 0.8 0.9 1.0 1.1

FIG. 6.5: Différentes valeurs de BMS (my) obtenues apres un calcul sur le réseau [149]-[155] ; les symboles bleus corres-
pondent a un calcul fait avec un quark lourd statique.

peut appliquer une interpolation linéaire vers Mp, qui s’est avérée fructueuse dans le passé. On

écrit simplement
MS MS sta’ C
B ) = B ) (14 37 ) 690)
Bs

ot C' = —0.24(6) GeV [151]. Avec M, = 5.37 GeV, BYy MPs =

MSMz: _ (.881(15).

— 0.955(11) x By>™(m,), ce qui

donne avec notre simulation a G = 6.0 Bpg.

A partir des résultats indiqués sur la figure 6.5 on constate que la valeur que l’on obtient pour
Bglss’sm est un peu plus élevée que celle obtenue par [150]. Cette différence est soit due a l'utilisation
de I’action de Neuberger pour le quark léger (pas de soustractions dans la renormalisation), soit a
celle de liens HYP pour le propagateur statique, soit a une combinaison des deux. Pour tenter de
vérifier cela le méme calcul a été effectué avec un quark léger de Wilson. 11 faut alors calculer les

rapports R3(t;,t) et Ra(t;, 1)

~(3 _~
C\(/\)/ AA(tivt) ti*_t>?0 v<B3|O3|Bs>v

R3(ti’t) = = =~ = Bg(a),
42300 Oy (1) —41(01 45 | Bs)ol?
c? ti,t . B.|0.|B .
Ry(ti,t) = S(,f) rrl (2)) tizt20 v(Bs|0alBs)o. 8’34’ S>”2 = By(a). (6.91)
272 C0 " (t)Cha (1) 2[(0]Ag | Bs)o|

Sans amélioration du propagateur de quark statique, les constantes de renormalisation s’écrivent

Zyy =1 -9 671929, 745 = — 219 5 98,8998,
Ty = 1— SCQ/9) 557046, Zyg = -1/ 36125, (6.92)
Za=1— 90 404724,
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et on trouve

Bi(1/a) = 0.980(15),  By(1/a) = 1.580(20),
Bs(1/a) = 1.968(27),  By(1/a) = 1.316(17), (6.93)
BMS(1/a) = 0.741(14), BYS(1/a) = 1.689(22), '

BYS(my) = 0.765(14),

ce qui est compatible avec les résultats donnés par [150], bien que leur calcul ait été effectué avec
'action clover.
Si on applique la procédure HYP, les constantes de renormalisation s’écrivent avec I'ensemble de

parametres (a;=HYP1)

Ziy =1 S50 336767, 75 = — 20/ o 14 7880,
Zyp =1 S50 309794 Zy5 = 250/ g 8485 (6.94)
Za=1— 42009 5 90,4977,

et on obtient ~
Bi(1/a) = 0.988(5), = 1.603(5),

), Ba(l/a) =
Bs(1/a) = 1.998(9),  By(1/a) = 1.335(4),
BMS(1/a) = 0.867(6), BYS(1/a) = 1.606(9),
B};{S( p) = 0.873(5).

(6.95)

HYP réduit les mélanges entre opérateurs, car on constate qu’a 1'ordre d"une boucle Z;3(HYP1)
est deux fois plus petit que Z13(c; = 0). Par ailleurs [Z; — Z3](HYP1) est plus proche de 1 que
[Zii — Z%](cvi = 0). On pourrait tirer comme conclusion que cette procédure a un effet similaire a
I'action overlap... avec un cofit en temps de calcul nettement moins élevé! Toutefois elle introduit
des incertitudes supplémentaires : en effet d"une part on ne connait pas les constantes de renorma-
lisation aux ordres plus élevés dans la théorie des perturbations. On constate d’autre part que deés
O(as) la dépendance de ces constantes est forte par rapport aux parametres «;, comme on peut le
visualiser dans les tables 5.4 et 5.5, et n’est pas compensée par la théorie nue car les parametres de
sac nus B;(o; = 0) et B;(HYP1) sont étonnamment proches, méme si les signaux des premiers sont
nettement moins bons que ceux des seconds qui ont en outre des erreurs statistiques nettement plus

petites. Or on obtient avec notre simulation effectuée avec les parametres HYP1 les rapports

S

<T = —1.011(1 @ =1.013(2 6.96
(O1) W (O1) ) (650

de sorte que l'incertitude sur les constantes aura des effets importants sur les parameétres de sac

<~

BZM_S(mb). Ecrivons encore une fois que le calcul effectué avec les fermions overlap ne souffre pas
de ces effets.

Pour clore cette discussion écrivons quelques mots sur les effets du quenching : la collaboration JL-
QCD a montré que ceux-ci semblent étre petits [154, 155], mais ceci doit étre confirmé par un calcul
unquenched de 'amplitude du mélange Bs — B dans les mémes conditions que nous l’avons fait.
Ceci pourrait étre réalisé dans un futur relativement proche, car cette méme collaboration a débuté
le développement de codes et d’algorithmes afin de construire a I'aide d’'une machine BlueGene un

ensemble de configurations unquenched avec des quarks de la mer overlap.
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Conclusion et perspectives

Dans ce mémoire on s’est efforcé de présenter 1’'étude de quelques aspects phénoménologiques
de la physique du B par le biais de simulations numériques de la QCD sur un réseau. Rappelons
que depuis quelques années les tests fins du Modele Standard occupent une place importante dans
la communauté des physiciens des particules, théoriciens comme expérimentateurs. Du c6té expéri-
mental les mesures ont atteint un niveau de précision remarquable et on peut envisager de détecter
les effets de la physique au-dela du Modeéle Standard dans le secteur des saveurs : les détecteurs
CDEF, DO, LHCD et les usines a B détiennent une position importante dans ce projet, car le méson
B est une particule qui se préte bien a ce genre d’étude. Toutefois le confinement des quarks et des
gluons dans les hadrons par l'interaction forte masque ce qui se passe au niveau le plus intime de
la matiere et I’exploitation des résultats expérimentaux nécessite le calcul théorique des éléments
de matrice hadroniques, et celui-ci souffre encore d’erreurs systématiques importantes. La simulation sur
un réseau de la QCD est I'approche la plus réaliste pour effectuer ces calculs, puisqu’elle consiste
a évaluer directement les fonctions de Green de la théorie a partir de I'intégrale fonctionnelle. Les
nouvelles générations d’ordinateurs, qui développent une capacité de calcul de plusieurs TFlops
soutenus, ainsi que les progrés algorithmiques, permettront sans doute d’atteindre un niveau de
précision théorique comparable a la précision expérimentale. Cette meilleure précision rendra pos-
sible une exploitation plus approfondie des données expérimentales, une diminution des erreurs
sur les parametres fondamentaux du Modéle Standard, et, éventuellement, la mise en évidence

d’une nouvelle physique.

Le cadre théorique dans lequel on s’est placé est la Théorie Effective des Quarks Lourds et seuls
les effets dominants en 1/m; ont été pris en compte. Dans ce contexte le quark b constitue une
source statique de couleur, son propagateur étant composé d'une ligne de Wilson améliorée afin de
réduire le bruit statistique qu’elle engendre a grand temps.

On a effectué une premiere estimation unquenched (N; = 2) des couplages pioniques g et § faisant
partie des parametres du Lagrangien chiral effectif qui décrit la physique des mésons lourd-légers.
Apres extrapolation chirale on trouve ¢ = 0.4 + 0.6 et § = —0.1 + —0.3. Il faudra réduire ces inter-
valles en effectuant une simulation avec des masses de quark se rapprochant davantage encore de
leur valeur physique. Cette évaluation a nécessité le calcul de la constante de renormalisation du
courant axial ¢v,7°¢, ce qui s’est fait de fagon non perturbative en utilisant les identités de Ward
chirales.

La détermination unquenched (N¢ = 2) de la masse du quark étrange a été entreprise, une pro-
cédure de renormalisation non perturbative (schéma RI-MOM) ayant été employée. On trouve, en
faisant le raccordement avec le schéma MS, mg/[_S(Q GeV) = 101 4+ 8725 MeV.



126 Conclusion et perspectives

On a abordé le probleme d’isoler correctement les états fondamentaux des excitations orbitales des
mésons lourd-légers : la méthode proposée consiste a construire une matrice de corrélateurs, les
indices matriciels courant sur la séparation entre les deux quarks de valence composant le mé-
son lourd-léger et sur les différentes représentations subduites DY) | O auxquelles appartient
le champ interpolant du méson. De cette maniere on espére construire un champ interpolant qui
supprime efficacement le couplage avec les excitations radiales, et ainsi extraire plus facilement les
éléments de matrice hadroniques auxquels on s’intéresse. Dans ce contexte une premiére estima-
tion quenched des fonctions d’Isgur-Wise associées aux transitions semi-leptoniques B — D** a été
effectuée. On trouve T1 (1) =03+05et T3 (1) = 0.5+ 0.7. Les constantes de renormalisation ap-
propriées ont été calculées perturbativement. Un travail supplémentaire est exigé afin d’améliorer
cette estimation, car les fluctuations statistiques sont encore trop importantes pour que ces valeurs
soient véritablement convaincantes, et pour pouvoir étudier les effets du quenching. De ce point
de vue les propagateurs "all-to-all" semblent tres prometteurs, et il serait intéressant de les inclure
dans les futurs programmes d’analyse.

Enfin le paramétre de sac Bp, de ’amplitude du mélange B;s— B; a été calculé dans I’approximation
quenched. On trouve Bp, = 0.92(3). La particularité de cette évaluation est qu’elle a été accomplie
avec l'action overlap pour le quark léger, cette derniere étant invariante sous les transformations
chirales, méme a maille finie du réseau. La conséquence essentielle est qu’on réduit nettement les
erreurs systématiques car le matching des opérateurs a 4 fermions avec leur homologue dans le
continu n'implique pas de mélange spurieux entre opérateurs de chiralité différente.

Les corrections en 1/mg aux différents processus considérés peuvent étre envisagées de deux
facons. Tout d’abord se maintenir dans le cadre de QCD pour décrire le quark ¢ dans l'étude des
transitions B — D** : en ayant recours aux conditions aux bords "twistées" [167] on donne une
impulsion quelconque p = 6 au quark et on s’affranchit de la quantification sur le réseau des im-
pulsions p,, = 2mn /L ; cela permet d’effectuer de maniere plus satisfaisante qu’auparavant l'extra-
polation vers le recul nul des facteurs de forme paramétrant ces transitions. Quant aux corrections
en 1/m;, de la théorie effective, elles proviennent soit des courants de QCD bl'gq exprimés en termes
des courants J; de HQET de dimension 3 + i, soit du Lagrangien d’ordre 1/m; £; (1.5) et ceux
d’ordre supérieurs. Ainsi au premier ordre en 1/my, la valeur moyenne d'un opérateur O d¢-

fini dans QCD s’écrira

(ORCPY = Co(0y ) + Co(0g T £1) + C1 (07T,

ot les C; sont les coefficients de matching de O®CP avec les opérateurs OZ-H QET Crest par exemple
cette approche qui a été utilisée pour calculer sur le réseau les premieres corrections en 1/m; a la
masse du quark b [168].

Enfin les conditions aux bords twistées permettront sans doute de reprendre avec un regard nou-
veau l'étude tres importante phénoménologiquement de la transition semi-leptonique B — wlv

au-dela de I'approximation quenched, menant a I’extraction exclusive de V.



Annexe

K Ky Koy Mp My, miyy (a
0.1560 | 0.1560 | 0.1560 || 0.441(5) | 0.541(6)
0.1560 | 0.1575 || 0.398(6) | 0.513(8) | 0.0548(5
0.1560 | 0.1580 || 0.383(7) | 0.503(8)
0.1575 | 0.1575 || 0.351(7) | 0.482(9) | 0.0430(5
0.1575 | 0.1580 0.334(8) | 0.471(10) | 0.0392(6
0.1580 | 0.1580 || 0.317(9) | 0.459(10) | 0.0355(6
0.1575 | 0.1560 | 0.1560 0.379(3) 0.456(8) | 0.0515(4
0.1560 | 0.1575 0.333(4) | 0.417(13) | 0.0394(4
0.1560 | 0.1580 0.316(4) | 0.403(16
0.1575 | 0.1575 || 0.280(4) | 0.374(21
0.1575 | 0.1580 || 0.261(4) | 0.357(27
0.1580 | 0.1580 0.241(4) | 0.340(35
0.1580 | 0.1560 | 0.1560 0.368(3) | 0.468(11
0.1560 | 0.1575 || 0.324(5) | 0.443(1
(
(
(
(

5
0.1560 | 0.1580 || 0.308(6) | 0.436(18
0.1575 | 0.1575 || 0.271(7) | 0.419(21
0.1575 | 0.1580 || 0.250(9) | 0.419(27
0.1580 | 0.1580 || 0.227(11) | 0.424(37

)
)
)
)
)
) | 0.0348(4
)
)
)
)

TAB. 5: Masse des mésons légers vectoriel et pseudoscalaire, ainsi que les masses nues de quark miys' (a) = % [muv1(a) +

mu2(a)] AWT obtenues en utilisant les identités de Ward chirales; V x T = 163 x 48, 8 = 5.6



128

Annexe

Ks Koy Koy Mp My miN(a)
0.1535 | 0.1535 | 0.1535 || 0.262(4) | 0.348(3) | 0.0333(6)
0.1535 | 0.1538 || 0.252(5) | 0.341(8) | 0.0306(6)
0.1535 | 0.1540 || 0.245(5) | 0.336(9) | 0.0289(6)
0.1535 | 0.1541 | 0.241(5) | 0.334(9) | 0.0280(6)
0.1538 | 0.1538 || 0.241(5) | 0.333(9) | 0.0280(6)
0.1538 | 0.1540 || 0.233(5) | 0.329(9) | 0.0263(6)
0.1538 | 0.1541 || 0.229(5) | 0.326(9) | 0.0254(6)
0.1540 | 0.1540 | 0.226(5) | 0.324(9) | 0.0246(6)
0.1540 | 0.1541 || 0.222(5) | 0.322(10) | 0.0237(6)

0.1541 | 0.1541 || 0.218(5) | 0.319(10) | 0.0228(6)
0.1538 | 0.1535 | 0.1535 || 0.258(3) | 0.335(4) | 0.0314(2)
0.1535 | 0.1538 | 0.247(3) | 0.328(4) | 0.0287(2)
0.1535 | 0.1540 || 0.240(3) | 0.323(5) | 0.0269(2)
0.1535 | 0.1541 || 0.236(4) | 0.321(5) | 0.0261(2)
0.1538 | 0.1538 || 0.236(4) | 0.321(5) | 0.0260(2)
0.1538 | 0.1540 | 0.228(4) | 0.316(6) | 0.0243(2)
0.1538 | 0.1541 || 0.224(4) | 0.314(6) | 0.0234(2)
0.1540 | 0.1540 || 0.220(4) | 0.311(6) | 0.0226(2)
0.1540 | 0.1541 || 0.216(5) | 0.309(7) | 0.0217(2)

0.1541 | 0.1541 || 0.212(5) | 0.306(7) | 0.0208(2)
0.1540 | 0.1535 | 0.1535 || 0.258(2) | 0.345(5) | 0.0303(3)
0.1535 | 0.1538 || 0.247(2) | 0.338(6) | 0.0277(3)
0.1535 | 0.1540 || 0.240(3) | 0.333(7) | 0.0259(3)
0.1535 | 0.1541 || 0.236(3) | 0.331(7) | 0.0250(3)
0.1538 | 0.1538 || 0.236(3) | 0.331(7) | 0.0250(3)
0.1538 | 0.1540 || 0.228(3) | 0.326(8) | 0.0233(3)
0.1538 | 0.1541 || 0.225(3) | 0.324(8) | 0.0224(3)
0.1540 | 0.1540 || 0.221(3) | 0.321(9) | 0.0215(4)
0.1540 | 0.1541 | 0.217(3) | 0.319(9) | 0.0207(4)

0.1541 | 0.1541 || 0.212(3) | 0.316(10) | 0.0198(4)

0.1541 | 0.1535 | 0.1535 || 0.234(6) | 0.318(10) | 0.0286(3)
0.1535 | 0.1538 | 0.222(6) | 0.311(11) | 0.0259(3)
0.1535 | 0.1540 || 0.213(6) | 0.307(11) | 0.0242(3)
0.1535 | 0.1541 | 0.209(6) | 0.304(11) | 0.0233(3)
0.1538 | 0.1538 || 0.209(6) | 0.304(11) | 0.0233(3)
0.1538 | 0.1540 || 0.200(7) | 0.300(12) | 0.0215(3)
0.1538 | 0.1541 | 0.196(7) | 0.208(12) | 0.0206(3)
0.1540 | 0.1540 || 0.191(7) | 0.295(12) | 0.0198(3)
0.1540 | 0.1541 | 0.187(7) | 0.203(13) | 0.0189(3)

0.1541 | 0.1541 || 0.182(7) | 0.291(13) | 0.0180(4)

TAB. 6: Mémes quantités que dans la table pfecédente, maisa V x T = 243 x 48 et 3 = 5.8
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Résumé

Quelques aspects de la physique des mésons B ont été étudiés par la simulation numérique de
la Chromodynamique Quantique sur réseau, qui est une approche non perturbative - basée sur les
principes premiers de la Théorie Quantique des Champs - de calculer les fonctions de Green de
la théorie. Les couplages g et g paramétrant le Lagrangien chiral effectif qui décrit les interactions
entre mésons lourd-légers et pions mous ont été calculés au-dela de I'approximation quenched (a
Nt = 2). L'opérateur (jﬂyuw5q a été renormalisé non perturbativement en utilisant les identités de
Ward chirales. On trouve § = 0.4+ 0.6 et § = —0.1 + —0.3. La masse du quark étrange a été estimée
par une simulation unquenched (a N¢ = 2) : elle a été renormalisée dans le schéma non perturbatif
RI-MOM. On obtient en faisant le raccordement avec le schéma MS mlg/TS(2 GeV) = 1014+812° MeV.
Une méthode a été proposée pour évaluer sur le réseau les facteurs de forme associés aux transitions
semileptoniques a recul nul B — D** décrites dans le cadre de la Théorie Effective des Quarks
Lourds. La constante de renormalisation de 'opérateur hv;y°D;h a été calculée a I'ordre d’'une
boucle de la théorie des perturbations. On trouve ! (1) = 03 +0.5et T3 (1) = 0.5 =+ 0.7. Enfin
le parametre de sac associé a I'amplitude de mélange B, — B, a été évalué, en choisissant une
action pour le quark étrange qui vérifie la symétrie chirale a maille a du réseau finie. De cette
maniére les erreurs systématiques, provenant des mélanges de chiralité, sont nettement réduites
lors de la renormalisation de I'opérateur a 4 fermions h7,,1,¢h,1g. On obtient dans I’approximation
quenched Bp, = 0.92(3).

Abstract

We have studied some phenomenological aspects of the B meson physics by using lattice QCD,
which is a non perturbative method (based on the first principles of Quantum Field Theory) of
computing Green functions of the theory. Pionic couplings ¢ and g, parameterizing the effective
chiral Lagrangian which describes interactions between heavy-light mesons and soft pions, have
been computed beyond the quenched approximation (at Ny = 2). We have renormalised the ope-
rator cj’yu’y‘r’q non perturbatively by using chiral Ward identities. We obtain ¢ = 0.4 <+ 0.6 and
g = —0.1 + —0.3. We have estimated from an unquenched simulation (at N = 2) the strange quark
mass : the non perturbative renormalisation scheme RI-MOM has been applied. After the matching
in the MS scheme the result is mgTS(Q GeV) = 101 + 872° MeV. We have proposed a method to cal-
culate on the lattice the Heavy Quark Effective Theory form factors of the semileptonic transitions
B — D** at zero recoil. The renormalisation constant of the operator B7i75Djh has been computed
at one-loop order of the perturbation theory. We obtain 7 1 (1) = 0.3+ 0.5 and T3 (1) = 0.5+ 0.7.
Eventually the bag parameter B g, associated the By — B, mixing amplitude in the Standard Model
has been estimated in the quenched approximation by using for the strange quark an action which
verifies the chiral symmetry at finite lattice spacing a. Thus systematic errors are significantly re-
duced in the renormalisation procedure because the spurious mixing of the four-fermion operator
h,L.qh7,.1.q with four-fermion operators of different chirality is absent. The resultis Bp, = 0.92(3).

Keywords : lattice QCD, Heavy Quark Effective Theory, Chiral Lagrangian, heavy-light mesons,

orbital excitations, C'P violation, perturbative and non perturbative renormalisation



