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Introduction

Il est bien connu que I'on ne peut pas en général obtenir de solutions glo-
bales réguliéres pour les équations d’évolution hyperboliques, paraboliques,
de Schréodinger et d’autre types lorsque 1’équation est non-lineaire méme si
les données sont réguliéres et petites.La solution locale, quand elle existe,
peut développer des singularités en temps fini.

Lorsque les données sont petites en norme Sobolev, avec une condition de
décroissance a U'infini dans la direction d’évolution ( c.a.d le temps ) pour la
partie linéarisée du probléme, on peut obtenir des solutions globales lorsque
la dimension d’espace est grande dans le cas quasi-linéaire.

A T'inverse lorsque les données sont grandes dans le cas semi-linéaire, on peut
obtenir des résultats positifs lorsque la dimension d’espace est petite.

Dans cet esprit la thése est divisée en deux chapitres pour faire cette distinc-
tion.

Premier chapitre

Ce chapitre étudie les solutions réguliéres globales d’une équation particu-
liére semi-linéaire faiblement hyperbolique avec caractéristiques de multipli-
cité constante deux.Les linéarisés de cette équation vérifient une hypothése
du type de Levi.

Il s’agit du probléme de Cauchy suivant :

{ ?u = f(u, Ou) (0.1)

(u>ut7utta Uttt)/t:o = (Uo, Uy, U2, U3)

dans Pespace R = RT x R" ou 0 = 97 — Z 92, est le d’Alembertien dans
i=1

RnJrl

La présence de [Ju comme deuxiéme variable de f permet de transformer le
probléme en un systéme d’équations d’onde non linéaires. Nous avons obtenu
des résultats globaux dans les espaces de Sobolev sur R™ pour n quelconque
et dans C* lorsque la dimension du domaine spatial est 1 ou 2.

7



INTRODUCTION 8

La preuve est basée sur une méthode introduite par M.Shatah et
M.Struwe(|27]). La difficulté est qu'il n'y a aucune conservation d’énergie,
du fait de la faible hyperbolicité. Par conséquent nous avons supposé que la
fonction f et toutes ses dérivées sont bornées.

Ce type de probléme a été examiné par plusieurs auteurs.

e Ein 1961 Jorgens a étudié la régularité de la solution du probléme de Cauchy
suivant :

{ Ou = f(u) , (z,t) € R" x [0, +00] (0.2)

u(z,0) = ugp(x), ur(z,0) = uy ()

e En 1981 P.Brenner et W.Von Wahl ([5]) ont montré que le probléme de
Cauchy (0.2) admet une solution globale C* pour des données C* et n < 9
si on a les deux conditions suivantes :

1) La condition de coercivité :

_F(u) = —/ F@)do > —c|ul?.
0
2) La condition de croissance :
| < e+ |ulP ), 1<p<2-—1.

pour tout ¢ € R, ou 2*:%6‘5 n > 3.

e En 1999 S.Panizzi ([25]) a étudié le cas critique p = 2* — 1 . Il a aussi
montré que si 3 < n < 7 et les conditions initiales sont réguliéres et petites
dans la norme d’énérgie, alors la solution existe en plus elle reste réguliére
quand les conditions initiales le permettent.

Il existe peu de résultats d’existence globale dans C*pour les équations faible-
ment hyperboliques non linéaire. Ces résultats sont obtenus pour le probléme
de Cauchy de I’équation semi-linéaire

uy — a(t)Au = f(u),

ol a = a(t) une fonction analytique réelle non négative et f = f(u) une
fonction lisse qui satisfait des hypothéses supplémentaires appropriées.

I'originalité de ce premier chapitre est I’hypothése d’hyperbolicité faible
et de non-linéarité de notre probléme.
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Deuxiéme chapitre

Dans ce travail, nous prolongeons la théorie de John-Klainerman sur la
recherche de solutions globales régulieres pour 1’équation des ondes non-
linéaires

Oy = dhy — Avy = f(Dy, V.Dy) (0.3)
a des opérateurs singuliers, remplacant 'opérateur des ondes [, de la forme
L=030%—p(t,V,) ou V,=(0,..,0,) = grady,
r=(21,....,0,) € R* et D = (0,01, ...,0,) = grad; ,,t € R
en prenant

1
(2m)

avec p(t,€) singulier (cf p 42,43 et 54).
La résolution du probléme de Cauchy par superposition d’ondes planes pour

Oy =0
{9(320)20, yit=0)=g (0.4)

permet d’obtenir des propriétés classiques de décroissance lorsque ¢t — +o00
de Dy dans les normes LP — L9, essentielles pour développer la théorie de
John-Klainerman, obtenues grace a la représentation intégrale particuliére
dey .

Lorsque n > 3 la représentation de la solution y de (0.4) sous forme
intégrale est

Dt Va)y = / €€ p(t, €)3(1.€) d,

V3

(00 = g [ =) (05)
y(t, x e r rQ(r,z) dr, )
avec
1
Q(r,z) = —/ g(x +rz)dz. (0.6)
Wy J gn—1(0,1)

Nous avons donc penser a chercher pour quel opérateur p(t,V,) la solution
y du probléme
Ony —p(Va)y =0
0.7
{y(t=0)=0,y£(t=0)=g 0.

pouvait étre égale a :

t
y(t,z) = —/ g(x +tz)dz, (0.8)
Sn=1(0,1)

Wn
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quelque soit n € N*, w, étant I'aire de la sphere S™1(0,1).

Ce chapitre est a rapprocher aussi de I'article " Non strictly Hyperbolic Non
linear Systems" ([8]) ot Walter Craig étudie des systémes N x N du second
ordre faisant intervenir des opérateurs pseudo-differentiels composés avec une
fonction non-linéaire ainsi qu’'un exemple illustratif préliminaire

2 _
{ Opu + F(bu, au, cou, t,x) =0 (0.9)

uw(0,2) = f(z), Ow(0,z) = g(z)

ou b(t, x, 0y, D) est un opérateur différentiel du second ordre et a(t,z, D) ,
c(t,z, D,) sont des opérateurs pseudo-différentiels d’ordre 0 < d < 2 avec
des conditions suplémentaires assurant 1'hyperbolicité non stricte.

Les résultats de W.Craig sont locaux en temps et il évoque en exemple des
problémes de la mécanique des Milieux continues.

Ici nous donnons des exemples d’opérateurs d’évolution notés

L=02—p(t,D,),

faisant intervenir des opérateurs singuliers p pour lesquels une perturbation
quasi-linéaire donne des équations admettant des solutions réguliéres et
globales :

5y — p(t, Dy)y = f(Dy) (0.10)

Nos opérateurs semi-linéaires ne sont pas hyperboliques mais inspirés de
I'opérateur d’Euler-Poisson-Darboux dans la présentation suivante :

- Equation d’Euler-Poisson-Darboux ([24]) compareé a notre
équation :
Il s’agit de I'équation :

O*I(x,t) N n—10
ot? t ot

Elle a pour propriété d’avoir pour solution la moyenne sphérique de toute
fonction f:R™ — R de classe C? sur R" définie par I'expression

(2,1) = i/ F (@ + 6)du (0.11)
Sn=1(0,1)

Wn,

pour tout ¢ > 0, ou méme de toute fonction f: D C R” — R. D étant un
ouvert connexe de R™ pour tout x de D ayant une distance a la frontiere de
D supérieure strictement a .
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On peut remarquer que :

I(x,0) = f(x) (0.12)

Pour démontrer cette propriété F.John utilise le calcul symbolique suivant :
Considérons I(z,t) comme l'image de f(x) par une application T; :

I(z,t) = Ti[f(x)]

Si on prend f(z) =™ (n vecteur de R™) , on trouve :

I(z,t) = Ty(e"") = B(t | n ) (0.13)

ouv = ”T’Q et P, est une fonction de Bessel normaliseé par I'expression

P,(s)=2"T(v+1) s J,(s) = % /_1(1 — p?) 2P dp (0.14)

Pour les valeurs de n en question, 2v est un entier non négatif et P,(s) est
une fonction entiére paire de s avec P,(0) =1
En remarquant que pour le Laplacien A, on a

(102 Do) = (¢ 7 ]2

on peut écrire (0.10) sous la forme :

Ty () = P, (it\/A)e™® (0.15)

Iei P,(it\/A)e™® est le developpement d’une série de puissance s de A,
chacune opére sur e”* séparement.
(0.15) suggere I’équation formelle

Ti = Puz(it\/D) (0.16)

A T’aide de (0.16) nous avons I’équation formelle

I(z,t) = T,[f(x)] = P,(it\/D) f () (0.17)

Ici la fonction

P,(s)=2"T(v+1)s"J,(s) (v= ) (0.18)
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est solution de I’équation différentielle

L2V g L pys) =0 (0.19)

S

qui résulte de I’équation différentielle de Bessel

" 1/2

1
J,(s)+ 3 J,(s)+ (1 — g),],,(s) =0 (0.20)
Cela suggeére I’équation aux dériveés partielles

[2t+1 a9 0?

i o oe

et induit que I(z,t) est solution de 1'équation d’Euler-Poisson-Darboux

— AP, (it\/D) = 0 (0.21)

0*I(x,t) n—1 0I(z,t)
ot? t ot

= A, I(,1) (0.22)

La preuve directe que I’équation précédente a pour moyenne sphérique I(z, t)
est facile a obtenir :
On a par définition de I(z,t)

(U /t N H (2, N)d\ = flz+y)dy (0.23)

0 ly|<t

et en appliquant A a chaque membre, on a

¢
wn/ NN (2, N)dN = Ny f(r +y)dy
0 ly|<t

1 of
té:t;a@(ﬂy)y S

n

of
= t”_l/ x +tn)n; dw
S(0m) ZZI axz( ) n

0 0
A tn) dw, = w,t" 1 =1I(z,t
BT S(Om)f(er n) dw, = w B (z,t)

En différentiant par rapport a ¢ les premier et dernier membre, on obtient :

9, 01 (z,t)
n—1 _ . n—2 n—1 ?
wpt" A (2, 1) = wy, {(n 1)t —atl(x, t)+1 e (0.24)
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D’ou I’équation d’Euler-Poisson-Darboux :

2I(x,t n—1
0 a(t; ) +— %](m,t) = N I(x,t).
Signalons que J.Leray et S.Delache ([12]) ont étudié la solution fondamen-
tale de cette équation et d'une équation généralisée mettant en évidence les
propriétés de lacune de la théorie de Garding.(cf aussi [3])

Dans cette thése au lieu de I(z,t), nous considérons

I'(x,t) = tI(x,t) = LE /Snl(o . [+ t&)dwe (0.25)

W,
et nous cherchons une équation de la forme :

82 / ! ’
— 1 — N(t,D,).I =21 0.26
£l = Nt D) (0.26)

dont la solution est I satisfaisant les donneés de Cauchy
['(2,0)=0,21(z,0) = f().

Pour calculer N nous utilisons des fonctions o(t, £) attachés a des opérateurs
singuliers ; la fonction o (¢, &) trouvée est méromorphe en &.

Nous utilisons des valeurs principales pour exprimer 'opérateur N corres-
pondant puis nous calculons une deuxiéme représentation de N sous forme
Nu = T(Qu) ou T est une fonction linéaire et ) un opérateur pseudo-
différentiel en x.

Ensuite nous étudions des solutions globales réguliéres du probleme de Cau-

chy correspondant a 'opérateur semi linéaire :

2

0
oY LY - N(t, Do)y = f(D.y) (0.27)

ou f est une fonction C* s’annulant au point 0.

Nous signalons que les opérateurs (0.11) et (0.25) satisfont a la propriété de
Huygens que P.Giinther (|21]) a étudié pour construire une classification des
opérateurs satisfaisant cette propriété.






Chapitre 1

Solutions réguliéres globales
d’équations aux dérivées
partielles non linéaires faiblement
hyperboliques

1.1 Introduction - Hypothéses et Résultats

La théorie de Nash Moser a permis a certains auteurs d’articles d’étudier
des problémes de cauchy localement en temps pour des équations et sys-
témes faiblement hyperboliques non linéaires ( [16],[17] ,[20],[15] ) avec des
hypothéses du type de Levi exprimées sur les opérateurs linéarisés associés.
Le méme type de probléme a été aussi étudié par la suite avec des hypotheses
plus faibles par M.Cicognani et L.Zanghirati (|7]) .

On étudie ici les solutions réguliéres globales d’une équation obtenue par
une perturbation non linéaire de I'itéré de 'opérateur des ondes. Il s’agit du
probléme de Cauchy suivant :

{ ?u = f(u, Ou) (1.1)

(U, Uty Utt, uttt)/t:O = (UO, Uy, Uz, U3)

dans Pespace R} = RT x R" ou 0 = 97 — Z 92, est le d’Alembertien dans
RnJrl‘ =

Nous obtenons les résultat suivants :

15



CHAPITRE 1 16

Théoréme 1.1 Lorsque df est bornée sur R? ( a valeurs dans L(R?* R?)) et
(ug, u1, ug,uz) € HY (R™) x HE (R™) x H}, (R") x L2 _(R"), le probléeme de
cauchy (1.1) admet une solution unique u telle que

D*u € C°L;, (RT x R™),

loc

ot COL?

loc

(R* x R?) = CO(R™, L2 _(R™)).

loc

Théoréme 1.2 Pour n=1ou n=2 et d*f est bornée sur R? (a valeurs
dans Lp(R%R?),V k=1,---00) et (ug, ur, us, u3) € [C>®°(R™)]*, le probleme
de Cauchy (1.1) admet une solution unique u € C=(R").

1.2 Transformation du probléme (1.1) et solu-
tions faibles du probléme transformé

1.2.1 Transformation du probléme et définitions

Le probléme (1.1) est équivalent a

Ou=wv
Ov = f(u,v)
(u, up) /1=0 = (uo, u1), (v, v¢) /1=0 = (Vo = ug — Aug,v; = uz — Auy)
(1.2)
et (1.2) est un cas particulier de
Ou = fi(u,v)
Ov = fo(u,v) (1.3)

(u,ut) /=0 = (o, u1), (v, v1) /=0 = (vo, v1)

qui, si on pose w = (u,v), wo= (ug, Vo), w; = (ug, v1) et F(w) =(f1(w), fo(w)),
peut s’écrire sous la forme

{ Dw = F(w) (1.4)

(w,wy)/1=0 = (wo, w1).

Définition 1.1 On note C®* la classe des fonctions F' continues dont toutes

les différentielles jusqu’a lordre k (avec k € N*) existent et sont bornées sur
R2.
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Remarque 1.1 : Si F € C% = C%(R?), alors F est lipschitzienne sur R?.
C’est a dire; il existe ¢ > 0 tel que | F(w) — F(w') |[<c¢|w—w'|. On peut
prendre

¢ =[Fleos = sup | F (w) |Z(R2,R2)

weR?

Définition 1.2 On dira que u; € L}, (R™) (respect. ug € HY (R")) si u; €

D'(R") (respect. uy € D'(R™)) et pu; € L2(R™) (respect. puy € H'(R™))
pour toute fonction p € D(R™).

1.2.2 Solutions faibles du probléme 1.4

Nous avons la proposition suivante

Proposition 1.1 Si F' € C*'(R?) et (wp,w;) € (H, . (R"))?* x (L2_.(R™))?,

alors le probléme de Cauchy (1.4) admet une solution unique globale w véri-

fiant Duw € CO(R., L, (R")) = COL, (RT*),

Preuve de la proposition 1.1. La preuve se fait en plusieurs étapes.
Premiére étape : le probléme linéaire global.

Lemme 1.1 (/32]) Soient uy et u; dans S (R"), il existe alors une unique
solution du probléme de cauchy

Uu =0
u(t =0) = ug, us(t =0) = uy

De classe C*(R, S (R™)).

Preuve. En prenant la transformation de Fourier relativement a x on obtient
une équation différentielle ordinaire

T
WJF\Q =0

At =0) = o, Gyt = 0) =

La solution générale de 1’équation est de la forme

u(t,§) = co(§) sint | £ | +c1(§) cost | £ |
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que 'on peut écrire

t, &) = co(6) [ £ 17" sint | & | +ei(§) cost [ €]

Puisque le membre de droite est défini pour ¢y et ¢; dans S’ (R™), les condi-
tions initiales impliquent que ¢; = g et ¢y = uy. Si ug et uy sont dans S(R™),
il est clair que cela donne une unique solution u dans C*(R, S (R™)). Si ug = 0
et u; = 9, la solution u donné par u précédemment est appeleé solution fon-
damentale ou fonction de Riemann. C’est une distribution caracteériseé¢ par
R(t.€) = (M) % | [Lsint |£].

L’expression de R est donnée par ([32]).

Lemme 1.2 (/32]) On a

n—1

oIl [P = (e —ie)?) =)

R SRS
R(t,x) = ll_I)I(l) §H IN¢

avec R(t,x) =0 si | x |> t, suppR(t,z) C {| = |< t}.
Sin > 3 est impair alors

R(t,z) =0 s |z|<t,

d’ou, suppR(t,z) C {| = |=t}.
Etsin=3:
R(t, ) = (411t)"'o(| = | — [ ¢ ]).

Finalement pour n =2 :

R(t,z) =c) (£~ | x |2)_%sgnt pour |z |<|t].

et
R(t,z) = 0 pour |z |>t.

Lemme 1.3 L’équation

{ Hu=h B (1.5)

u/ =0 = Ug, Ut/ 1=0 = U1.

avec ug,u; € S (R") et h € C'R,S(R")), admet pour solution

u = R(t, )*u1+— *uo—i-/Rt—s h(s) ds.

0
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Preuve. En effet ¢’est une formulation du principe de Duhamel

Bru = (9uR) * uo + (OR) * uy + R(0) # h(t) + /0 t Ry(t — ) * h(s)ds
Ot = (O R) * ug + (OuR) * ur + Re(0) * h(t) + [ Ru(t — s) * h(s)ds
At = (BAR) * up + (AR) * w1 + /0 "AR(t — ) # h(s)ds
(O — AR = [0,(9y — A)R] * g + [(O — A)R] %1

+ (B — D)R(t — s) * h(s)ds + h(t).

Ce qui donne
Uu=~h

et
u(0,z) = (O;R)(0) *x ug + R(0) * uy + /0 R(t — s) % h(s)ds

= uo(Ou)(0, )

= Usg.

Lemme 1.4 Sih € C°(R,L*(R™)), Vug et uy dans L*(R™), alors la solution
u du lemme précédent est telle que u et Du € C°(R,L?(R")) et Du vérifie

t
| Du |r2rny (£) <[ Du(0) [r2@n) +/ | h(s) [r2n) ds (1.6)
0
ot Du = (Opu, Vyu) = (Opu, Op,uty - -+, Oy, ).

Preuve. On a
¢
u = 0,Rup + Ruy + / R(t — s)h(s)ds.
0

On approche alors h par des éléments h? de C°(R, D(R")), ug par uf € D(R"™)
et uy par v} dans D(R™).
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Puisque

R(t,€) = (211)—%‘“%‘“ € C*(R,L*(RY))
et

I R o< iy 11906) oy

alors, d’apres le théoréme de Plancherel on a

|t ]
(211)3

| R(Z, &) *2 0(E) [Jr2@m < | v(z) [|Le@n) -

Par conséquent,

t| I 1
(2H)n/2 (2H)n/2

| u” = u? |2y < uf —ui [y + || ug — ug llL2es)

"lt—s]
+\/0 (2H)n/2 H hp — hq ||L2(R§§) (S)dS.

avec uP = R(t,.) xuf + (O:R) x ub + fot R(t — s,.) x h?(s)ds,
et ce d’apres le lemme 1.3.

On refait le méme calcul avec || Du? — Du? |12y, et on en déduit
que la limite v = lim, . u? est solution du probléme et se trouve dans
CHR,L*(R")) NCO(R, HY(R™)).

D’autre part,

t
a(t,€) = cos | € | £ (é) +%a1<5> - / s &L= T ar,
0
d’ou,
t ~
Byi(t, €) = — | € | sin | € | tTol€) +cos | € | tT0l€) — / cos | € | (t—r)h(r)dr,
et

| & alt€) 2\5\008\6|tﬁo(€)+sin!£!tﬁ1(€)—/0 sin | € | (¢=7)h(7)dr.

Ainsi,
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(2)- (0"
(%) 8@
(cos|§|t sin|§|t)<|§|ao(f))
—sin | £t cos| &t 1(€)
/ siné(t—71) \~
‘O/ ( €] <t—7>)h“>d“
Définissons maintenant les fonctions w et k par
(w1 [ cos|&|t sin| &t | & | wo(&)
w() = <w2)_(—sin]§\t cos\&\t)( uy(§) )
(k1 [cos|Elt sin| |t
k(r) = (wg) N ( —sin ||t cos|§|t)

()

v nyi= = v |aimny + Il V2 P2 -
I o= = VTP Ty 1 T

D’ou
I 0€) ey = [ foos® [ €11 P a3 +5in? | € | ea(€)

+2[& | cos | €] tsin| & | tup(§)ur(E)

+sin® [ €| ] & |* U(8) + cos” | € | ta7(6)

—2[&|sin[ & [ tcos | & | tuo(§)un(€)]dE.

Par conséquent,

2

U1

(@) B~ [, (1€ P a0+ @@lae= | (15 ™)

L2(RY)

1K) acep= [ R2(6 7 =1 ) ey

21



CHAPITRE 1 22

t
I o<l w oy + | 114 oy dr
D’ou par le théoréme de Plancherel
t
| Duhagesy () <1 Du ey (0)+ [ 1A uaen .
0

et plus généralement si t > ¢

t
I Du [le2ey) () <[ Du L2y (ﬂ+// I 7(7) [z gy dr-
t

Deuxiéme étape : On étudie dans cette partie le probléme linéaire global
localisé sur le cone de lumiére.

On considére alors les demi-cones de lumiéres futur et passé de sommet zy =
(to, rg) notés

K+ (z) ={2=(,2) e RxR"/ |z —xo |< E(t —to)}

De fagon standart, on considére ( cf [27]) K~ (z) de sommet z, de frontiére
latérale M~ (z)) = {z = (t,x) € RxR"/ | . —x |= (t — to)} et sections
horizontales aux niveaux ¢ :

D(t,20) = K~ () N {{t} x R"} V<t

D(t, Zo) = {t} X B(ZE(),tO — t) Vit <.

De plus pour s < t < ty on note

K'(2) := K~ (20) N {[s,t] x R"}

et
M!(2) := M~ (20) N{[s,t] x R"},

le cone tronqué aux niveaux s et t et sa frontiére latérale et pour simplifier
la notation on pose :

K()(Zo) = Kéo (Z()) et M()(Zo) = Méo (Z())

Pour tout zy = (tg, ) fixé dans R™, en suivant [27], on construit la solution
de 1.4 sur le cone K de la fagon suivante :
Sans en perdre la généralité, on peut déplacer zy au point 0 dans R™.
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Lemme 1.5 Lorsque uo\p(o,:) € L*(D(0,20)), Vuo\p0,:0) € L*(D(0, 20)),
u1\D(0,20) € L*(D(0, 29)) et h € C°L*(Ky) avec C°L*(Ky) = {v; t € [0,t9] —
[0(t) |L2(Dt,20)) €5t continue}, il existe une solution unique de

{ Ou=nh dans K (1.7)

U/t:o = Ug, Ut/tzo = U1 dans D(O, ZO)

de classe C'L*(Ky) ainsi que Du.
De plus on a linégalité :

t
1
| w(t) |L2o(ez0) < eXPH] W [L2p,20)) (0) + / | A7) [E2pirzy @)} (1.8)
0

ot w= (u,Du) et

1/2
| w(t) |L2D(t,20)) = (/ w(tw)-w(t,x)dm)
D(t,ZO)

— (/D(mo) [u(t, z).u(t, )] + [D“(@@-W]dx) 1/2'

Preuve : La premiére partie du lemme se démontre a partir de l'inégalité
d’énergie de fagon standart (cf [26]). Démontrons 'inégalité d’énergie : Cu =
h s’écrit

Ofu= Y Y 0du+ > 00u+00u+0u+h.
1<ij<n ij i
On pose
w1 = 01U, - -+, OpUy, Wyy1 = O, Wyyo = U

On obtient le systéme d’ordre 1 équivalent suivant
atwi = @wnﬂ (1 S 1 S n)

D’ou la combinaison linéaire ;

( n n
Z 5ij3twj — Z 5ij8jwn+1 =0 (Z == 1, s ,n)
j=1 j=1

atwnﬂ — E (5ij8jwi =h
1<i,j<n
L Own 12 — Wpy1 = 0.
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Ce systéme est de la forme

A0 + ZAjajw + Bw=H,

J=1

avec A = I,, 5 la matrice identité d’ordre n + 2 et

0 0 0 0
. 0 0 0

‘ 0 0 0 0
| 0 0 -1 0 | j o
A=1 0 0 0 0 , B= S
, 0O - 0 0 0
: 0O - 0 0 0
0 —-1.0 0 0 0 - 0 -1 0

0O 0 0 0 0

Rappel de notations : Soit zy = (20, tp). En posant, pour tout 0 <t < ¢,
D(xo,t —to) := B(xg,ty — t) on note

* K() = {(t,x);x S D<t7 ZO)}

to
t X D(t, Zo)
t
Lo
F1G. 1.1 —
xw:=|w|wet |w|=1,

Soit .
L=A%,+> Ad;+B,

j=1
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R(Lw - W) = R(A 0w - W+ Y A0;w -+ Bw - W) = R(F - ).
j=1

Or pour tout j =1---non a

0;(Alw.w) = (9; AN waw + Al Q;w.w + Alw.0;w
= (0;A))w.w + AT 9;w.w + w. AIdjw
= (0;A") w0 + 2Re( A’ 0;w.m),
d’ou
Aw.w

‘ Alw.w
DZU(t,x)

A"w.w

= (O AW T+ Y (A w T+ 2R (A W)
— -

= (0, A% w.w + Z(ajAj)w.@ + 2RLw.w — 2R Bw.w

J=1

= (A YW+ Y (04w + 2R Fw — 2R Bw.w.

j=1

Donc en posant H = 9,A° + ZajAj — 2B, et puisque (9;A7)w.w est réel
j=1

pour tout 0 < 57 < n, on a par la formule de Stocks (fM divFdv = faM <

F,n > dS) ;

/ (?RHw.@—l—QERFE):/ ww—i-z )jATwaw, (1.9)
Kt(20) BKS(Z())

N ﬁ . . , .
ou (ng,ny, -+ ,n,) = 1 est la normale unitaire extérieure sur 9K{(z9). En

n
effet W = (—1,0,---,0) sur {0} x D(z¢,ty) et W = (1,0,---,0) sur {t} x
D(l’o,to).
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Posons M = {(s,z) ; s =~(zx) =to— |z | et x € D(xO,O) 0<s<t}la
1
surface latérale et 7 = —————(1,-V7v) = —=(1, T ‘) D’ou (1.9) s’écrit

VT %
/ RHw.w + 2RF.w = / w(t,z)w(t, z)dr — / w(0, z).w(0, z)dx
Ké(ZO) D(O,Z())

D(t Z())
/ (w W — Z i AJw w)
|z
Or,
0
_— - - . o —w
AJ’U}'w:(wla"' y Wiy = o e 7wn+1awn+2) .n+1
0
—W;jWpt1 — Wpp1W;
done | Aw - w | < |w|® + |wyy1 ]
Ainsi,
. n T —. i ;W5
Z - Ajw w = Z—J( 2RWjwy 1) = wn“Z w"HZ ol
J=1 =
Et comme
- Z(M) — Z(M) < (Ou)*+ | Vu ’< w - w,
j=1 =1
alors

t
() ) < [10(0) ooy + /0 /D L (C2R(BY W) RE ) de .
5,20

D’autre part,

—Bw-w = : . : = —uodu.
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Ce qui signifie que 2R(Bw - w) = 0;|ul? et

0 T,
F-w=1| g Uy, | =1 W
f Uy
0 u

D’ou

[V [+ g [*

s]\wmutﬁﬂuﬁ
)

D(t,ZO D(07ZO)

t
+/0 (2 | atu ‘QD(,s,zO) + | f |%(S,Zo) )d87

et d’aprés le lemme de Gronwall

t

(o(t) < g(t) + / ohdr = (t) < g(z) exp / W(r) dr)

ol
= Vb 1 U Dy T 1 U s B =26t

t
9= 1Vl + e + [0y + [ 1B
0

On obtient,

\VU’%@,ZO) + ‘ut‘ZD(t,ZO) + ‘U‘QD(t,zo) < {’VU\QD(O,ZO) + ’ut’l%(o,zo) + ‘U‘ZD(O,ZO)

t
+/ ‘f’l%(s,zo)dsj| 62t
0

et
1/2 1/2
|vu‘2D(t,z0) + |ut‘2D(t,z0) + |u|2D(t,z0):| < [(‘VUFD(O,zO) + |Ut|2D(o,z0) + |u|2D(O,zO))

t 1/2
; ( / |f|%<s,zo>ds) }

On sait que cette inégalité (cf [26] chapitre 3) cette inégalité permet de dé-
montrer le lemme 1.5 en utilisant le théoréme de Cauchy Kowalewski et en
globalisant sur le cone de lumiére Ky(zp) par approximation des fonctions.
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Lemme 1.6 Si h est nulle en dehors de Ko(zo) et ug,u; nuls en dehors de
D(0, z9) alors la solution u du probléeme de Cauchy posé dans le lemme 1.5
vérifie

t
’DU‘LQ(D(t,Zo)) S ‘Du’LQ(D(O,zo)) —|—/ ‘h(s)‘LQ(D(s,zo))ds- (110)
0
Preuve. Ceci est évident car sous ces hypothéses
‘DU|L2(D(t,z0))(t> S |DU|L2(Rn)(t)

t
< |DU|L2(R")(O)+/ |h(8)|r2mn)ds
0
t
= \U‘LQ(D(O,ZO))WL/O ‘h(s)‘LQ(D(ssz))dS'

Lemme 1.7 La solution du probléme posé dans le lemme 1.5 vérifie 'inéga-
lité ,
|Dufizpit.z0) < [Dulrzmo.z) + / [7(8)|12(D(s,20)) 45 (1.11)
0

Preuve. C’est une conséquence du lemme 1.6 et du lemme 1.8 suivant ;
Pour énoncer le lemme 1.8 on aura besoin d’introduire les notions suivantes

Définition 1.3 [27] Soient uy € L*(D(0,z0 = (to,x0))) et u; €
L*(D(0,2)). On définit :

(1) COL?(Ky) = {v;t —|| v(t) 12Dt €St continue sur [0, to]}
(ii) X = {v € C°L*(Ky)Dv € C'L%(Ky),v /=0 = o, V¢ /=0 = U1}

(iii) Les opérateurs d’extension E, = E,(t) : L*(D(t, z9)) — L*(R") qui
a v associe v, de la fagon suivante : Soit v, € C3°(R") telle que 0 < ¢, <
1, ¢, = 1 dan sun voisinage de Brn(o) et ¢, = 0 dans Bg. (0,1 + %)
Alors

v(x) si |z|<t
v = Eplt)ole) = { po(Dv(rhma) si x>t

[l]|2
on a
[vlleorz(xo) < I1vlleoqo,tor,r2@ny) < cllvlleor (o)

ot ¢ est indépendante de z.

On a le lemme suivant :
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Lemme 1.8 Si u est solution du probleme posé dans le lemme 1.5 alors en
considérant

t
Up(t) = (0iR(t) * o + R(t) * ur + / R(t — ) * p(s5)ds) D(t,z0) = Up(t) D(t.20)
0

ol

Uy = Uy prolongée par 0 en dehors de D(0, z),
U = Uy prolongée par 0 en dehors de D(0, z),
hP(S> - EP(S)h(Sa Z‘),

les propiétés suivantes ont lieu :

u et U, appartiennent ¢ X et wu= lim U, dans X.
p—0o0

Preuve : On a

12y () llcorz(xo) < Ivp(t)llcore )
< IR = 5) )l + 1R » Tl
R x ey
< [ URG = )Ry s + 1Rz
+ (| R() 8 [y

=/, (2H>n/2|| PHCOLQ(KO) s+ 7(21—[)“/2HUOHLQ(D(O,zO))

t t
(2IT)/2 HUOHLQ(D(OJO)) + WHWHLQ(D(O,ZOW
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et
| DU (1) cor2(r0) < | Dvp(t)leorz ()
1

t/HDRt—$*h(Mmen%+(HWQWMhrmm»
+ WHUIHLQ(D(O,ZO»

1
/ ||D (S)HCOL?(Rn)dS + WHUOHL?(D(O,zo))

+ WHUlHL (D(0,20))

</t L e ds + ——Jug) I
n\aS — U
=/, (2H)n/2 (2H)n/2 COL2(R"™) (QH)"/2 0llL2(D(0,20))

t
+ WHWHL?(D(O,ZO))

< c(t®|[hylleorz @) + [hpllcorzgn) + tllwllzm,z0))
+ [[uollL2(0,20)))-

De plus,

t—

(21)% Hh

t
||up - UP’HCOLQ(KO) < /0 hp’” COLQ(Rn) ds

[07 tO]
et
D@~y ey < U elt+ ) | iy =y | cop 2y -
7 [07 tO]

Donc (U,), et (D(U,)), admettent des limites dans C°L?(Kj).
D’autre part

{ (Ovp)/ ke = hp/Ky = h  d’aprés le lemme 1.3 et 1.4
Up/D(0,20) = o5 (Vp)t/D(0,20) = W1

D’ot pour toute ¢ € D(Ky(2))
< DU,,p > = — < limU,, Dy >
= —lim <U,, Dy >
= lim < DU, p >
=< DlimU,, Dy >
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C.a.d D(limY,) = lim DU, au sens des distributions.

De plus
<Ulim U,, p >=< lim U,,,Up > = lim <U,,Up >
p—0o0 p—0o0 p—00
= lim <O U,, ¢ >
p—00
=<h,p>.
Ainsi

{ Ulimy, oo Uy, =

P
lim, oo Uy, (t =

h
0) = U, (hmpHoo Z/{p)t(t = O) = Uz

A T’aide des lemmes 1.8 et 1.6 on a :
t
[ DU |[L2D(t,20)) < 1DUL(0)][L2(D(0,20)) +/O 1 ()2 s+ 2,20
Finalement, en faisant tendre p vers I'infini on obtient :
t
[ Du(t)[[L2mt,20)) < [Duol[L2d(0,20)) +/O 17(s) 2 (s,20)-

Troisiéme étape : Probleme non linéaire.
Construction de l’opérateur L.

Lemme 1.9 On considére F' défini dans le probléeme (1.4), X du lemme 1.8,
les hypotheses de la proposition 1.1 et les opérateurs L, agissant sur X* qui
a tout w € X? associent

L,(w) = {0, R(t) * wo + R(t) * wy +/0 R(t — s) % F(wy(5))ds}/pt,z0)-

Alors {L,(w)}, et {DL,(w)}, admettent des limites dans C°L*(Ky) (c.a.d
(Lyw), a une limite dans X? notée Lw) et

t
| DLw [|L2(Dt,20)) <I| Dw(0) |lL2(D(0,20)) +/ | F(w(s)) |L2(n(s,z0)) ds- (1.12)
0

Preuve du lemme 1.9. C’est une conséquence du lemme 1.8 et du lemme
suivant

Lemme 1.10 F(w) € X? siw € X?.
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Preuve du lemme 1.10. Pour tout ¢, w(t, z) est définie pour presque tout

X
i, ) € My x L [Fu(t, )] < [FO)] + ¢ w(t.o)
d’ou
P (e, 2 llennaey <] FO) (o) + ¢ | w oz
Pl o) oweay = [ Flufto) Fuo)ds,
D(t,ZO)
et

DF(w(t,z)) = VF(w,t,z).Dw(t, x)
ce qui donne
| DF(w,t,2) |leonz) < [Fleoa || w l[eorzre) -
Dot la continuité en ¢ pour ||F'(w(t,.))|lcor2(x) et || DF|[corz(xy-( Cf. Chps.
3 et 4 de [26], pages 19-20 et 37 de [27]).
D’autre part on a l'inégalité d’énergie d’aprés le lemme 1.7 ;
Lemme 1.11 La solution dans X? de

{Dw:F(w)

w(t=0)=wy, w(t=0)=w,
est le point five de L dans X?.

La preuve du lemme est triviale du fait que U, est le point fixe de L, dans
X2

Quatriéme étape : Preuve de la proposition 1.1. Pour tout w € X, on
notera (Cf. lemmes 1.5 et 1.7) w = (u,v) = L(u,v) = Lw la solution dans
X2 de

DB = F(w(t))
B(0) = wy
ﬁt(0> = wWq.

En appliquant I'inégalité d’énergie donnée par le lemme 1.7 on a :

t
D)2 dt,20)) < 1DWE) 12t 20)) +/ 1F (w($))]L2(D(s,20)) -
t
D'ow, sit >t on a

ID@(t)] — | Dw(t’ LHF s))llds
t—1 t—t
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. / . L.
et en faisant tendre ¢ vers ¢t par valeurs inférieures

d -
7 | Dw(t) |12,z < || F(w(t)) [[L2d,20)) (1.13)
et en utilisant la linéarité on a pour tout w et w dans X2
d / !
p | D(Lw — Lw') [|L2(D(t,z0)) (t) <I| Fw(t)) — F(w () [|L2(Dt,z0)) -

Or, comme D(t,2y) C D(s, z) on a

| F(w(t)—F(w' (1)) [L2(D(t,20))]2

_H/ VF(Ww +r(w—w)).(w—u d7‘HL2<tho>n

/ IVE (' (1) +r(w = w')(£))-(w = W) O] oo

< / Fleos || (w — w)(t) logemey dr

0
= [Fleoa || w —w" |lL2dt,z0))

t
< [Floos | / Bu(w — w')()ds li2(d(ts0)

t
< [F]Co,l/o | Os(w —w')(s) ”LQ(D(thO)) ds

Donc

—_— H D(L’LU Lw) ”LQ (D(t,20)) 001/ H 8 w U) ( ) ”LQ(D(S,ZO)) ds.

Intégrons maintenant de 0 & 7 par rapport a t. On obtient

| D(Lw — Lw') |lL2ot,z0))— || D(Lw — Lw’) [|L2(d(0,20))

cm// | 9s(w — w')(5) [IL2(D(s,20)) dSAT
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et puis par integration par parties on a

t T
/0 /0 | 9(w —w')(8) [lL2(s,20))d5dT

t
_ /O (t = DIl 85 (w — ) (7) [leeirany -

Maintenant, puisque 0 <t < ty;

t2
| D(Lw — Lw')(t) [lL2m,z0n < [Fleos 50 | D(w —w') [[eorz2(x),

d’ou )
t
H D(Lw - Lw/) HCOLQ(K)S [F]Co,1 50 H D(’LU - w’) HCOLQ(K) .

D’autre part, comme (Lw — Lw')(t) = fot O-(Lw — Lw')(T)dr, d’ou

I (Lw = La)(®) i< to | D(Lw = L) o
et

H Lw — LU), HC0L2(K)§ to || D(LU} - LU)/) ||C0L2(K) .
Ainsi,
| Lw — Lw' || x2
:H Lw — Lw/ HCOLQ(K) —|- || D(Lw — Lw/) ||COL2(K)
< (T+to) || D(Lw — Lw') [lcorzx)
t2
S (1 +t0) [F]Co,1 50 H D(w — U)/) ||COL2(K)
t2

(1+to) 50 [Fleos (| w—w [[eorz(xy + || D(w — w') [leorzx))

IN

t2
[Fleor 5 (T+to) [Jw—w'|lx2

IN

t2
ce qui signifie que si 50(1 + tg) < [F]coa, alors L est une contraction dans

X2
Posons

t2
p= 50 (1+to) — [Flcoa,
S t
Py = 70 ity = 50(3150 +2)

et « la premier zéro positif de p(tg) = p.
On obtient
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Lemme 1.12 Si 0 < ty < a alors L est une contraction de X?.

*Puisque X est complet , L posséde un point fixe unique w = (u,v) € X
et (1.4) admet une solution unique de classe C°H!'(K)NC'L*(K).

* On observe que tg peut étre choisi indépendamment de la donnée
de Cauchy.

Ainsi on peut courrir une bande [0, §]xR™ du demi espace temps Rt xR"™
pour une infinité dénembrable de cones de hauteur a.

* En utilisant I'unicité sur les intersections de cones , on conclut que le
probléme de cauchy (1.4) avec les données de Cauchy
(wo,wy) € (HL.(R™)?N (L2 ,(R™))? admet une solution unique w telle que

loc loc

Duw € [C°L2, ([0, a] x R™)]2.

loc

* En itérant 'argument avec « fixé (ie. on prend les données de cauchy

sur Ihyperplan ¢ = § ) , on voit que w = (u,v) peut étre étendu sur
[$,a] x R™ | puis sur |a, 37"] x R™ et de proche en proche & tout le demi

espace [0,400) x R™ de 'espace temps.

al2

al2

Fig. 1.2 -

Ce qui achéve la démonstration de la proposition 1.1

Corollaire 1.1 Sous ’hypothese supplémentaire (wg, wy) € [Hi (R™)]* x
[H,

L (R™)]? la solution w du probléme (1.4) considéré dans la proposition 1.1
est telle que D*w € C°(R, L7 (R™)).

loc

Preuve du corollaire. Soit d une dérivée spatiale. On a

Oow — VF(w) - 0w = 0, (1.14)

avec

aw:Zaia—Z—i— 8_w

D’ou
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I[F (w)] = Z a;VF(w) - Vyw + BV F(w) - %—f
= €F - Jw
= F (w) - dw.

D’autre part, en notant w/;—g = wgy et w;/;—o = w; on a

QP

ow/i—g = E le% + 3 Owy,
/ ¢ - o, 1
ainsi,

O(wy) “ o(w)

(Ow)t/ =0 = Z o 821;]:) [t=0 + 0 o =0 + Z(Oéi)ta—xi/t:o

i=1 =1

@2,

- o(w - o(w
= Zl o éxil) + B(Awg + F(wp)) + Zl a;4(0, ) éxj)
+ (@)(0, x)wl.
et l'inégalité de ’énergie (1.13) donne
2 Jipow| <|| F'(w).0w |
— w w).0w
dt LQ(D(tsz)) - LQ(D(t>ZO)) (115)

< [Fleoa || 0w [|L2e,z0))

et

t
| DOw [|L2(D(t,20)) < || DOw(0) ||L2(D(0,20)) +[F]co,1/0 | Ow [|L2(D(s,20)) (8)ds.

(1.16)
Le deuxiéme membre de (1.16) est borné sur K(zy) d’aprés I'hypothése du
corollaire et le fait que d’aprés la proposition 1.1 Dw € C°(R,L} _(R"))
et w e C'(R,L} (R")). Cela bien sir implique que || DOwl12p(,z) est

borné sur K(zp) (*). D’autre part, on remarque que wy peut étre éstimée
par I'équation (1.4) wy = Aw + F(w) dans L*(D(¢, z0) ) (**).
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| wet L2200 < Nl Aw (L2t + || F(w) [|L2(Dt,20)) -

Puisque || Aw |[r2z0) et || F(w) [lL2d,z0)) sont bornées sur K(z)
(d’aprés (*) pour || Aw [[i2.z))), on en déduit que || wy |lL2D,z0))
est bornée sur K(z).

D’aprés le principe de Duhamel

w(t, ) = w'(t) + /0 R(t — s) * F(w(s))ds
ot w'(t) = Ry(t, z) x wo + R(t, x) * wy. Ainsi;

¢
Oyw(t, x) = Ry (t, z) *x wo + Ry(t, z) * wy +/ Ri(t — s) x F(w(s))ds,
0

8t2xiw(t, x) = R (t, ) * (wo); + th * Wy + Rtt t—s)* F(w(s))ds

—

et
Oiw(t,z) = Rttt(t,x)*wo—l—Rtt(t,a:)*w1+F(w(t))+/O Ry (t—s)* F(w(s))ds.

On en déduit la continuité en ¢ de D?w(t).
Par conséquent D*w € C°L (R™) c.a.d D*w/k .y € COL*(K(t, 29)) et
ce pour tout t = 2z et K (zp).

1.3 Solution C* de (1.4) : cas n € {1,2}

Définition 1.4 On appelle C>>® la classe des fonctions F continues, infi-
niment différentiables sur R? telles que pour tout k € N* les différentielles

D*F € C°(R?, L (R?;R?)) sont borneés sur R2.

Corollaire 1.2 (cas : n = 1 ou 2). Si F € C**(R?) et (wo,w;) €
[Hf°(R™)]? = [C(R™)]?, alors le probleme de Cauchy (1.3) (< (1.4)) ad-

met une solution unique w = (u,v) telle que D*w/x € C'LA(K)(V k €
N,V K(29) = K) et par conséquent w € C*°(RT x R™).

Remarque 1.2 1) H®(R") = C*(R") En effet,
O e,

Wo € Hype Yk, Vo € D(R"), ¢D*w, € L*(R")
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ce qui est équivalent a wy € D'(R") et D*w € L} (R") c.a.d wy € D' (R™)
et Vo € D(R™), pwy € H*(R™),Vk € N, car

|[=I%]

ZCkQD w(kl

[{]=0

ce qui n’est autre que
wy € D' (R™)
Vo € D(R"), pwy € HF(R") C C°(R™)
C.a.d, wy € D'(R") et , pwy € C(R™) pour tout ¥V ¢ € D(R™).
Ainsi,
Wy € Coo(Rn)

Réciproquement, si wy € C*(R™) alors,

Vo € DR, ¥V k €N, oD*w, € D(R") C L*(R").
Ce qui donne, wy € H;F°(R™).
2) Soit w € D' (R x R") tel que Vk € N, VK = K(z), D*w/; €
C'L(K). .
Alors, pour toute fonction ¢ € D(RT x R"™) il existe K tel que suppp C K.

Et comme
|1|=||

Z CL oD w*V e C'LA(K),

l{]=0

alors, pw € C*HF(RT x R"), Vk € N, ce qui donne pw € C°(RT x R"). Et
par conséquent w € C*(R* x R™).

Preuve du corollaire 1.2. (On itére le corollaire 1.1). En effet, d’aprés le
corollaire 1.1 on a pour toute fonction I € C%!

O(0w) = F'(w)ow = Fi(w, dw),
avec l'inégalité d’énergie

d
g | D(Ow) ll2mt,z0)) < | F'(0)0w [[L2tz0)) < [Fleoa || 0w (L2 z0))s

Maintenant, pour F' € C%2 on a

00*w = F'(w).0*w + F"(w)(0w, Ow) = Fy(w, 0w, 0*w),
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et encore une fois, I'inégalité d’énergie donne

d

2 DOw |12 (t,0)) <I| F'(w)Ow [12de,z0)) + || F"(w)(Ow, Ow) [|12(d(t,20))
< [Fleoa | 0w ||lL2m,z0)) +Fleoz | (0w)? ||,z -

Remarque 1.3 D’aprés ([6],p168) :

1) Soit Q ouvert de classe C' avec T’ borné ou bien Q =R", et 1< p <
+00. On a

. 1
Si 1< p<mn, alors W'? CLP(Q) ot — =

p
Sip=mn, alors WP C 14(Q) Vq € [n, +o0].
Sip>mn, alors Wh C L™(Q).

11
p n

2) (Rellich - Kondrachov). On suppose Q bornée et de classe Ct. On a :

S|

Sip<n, alors WhH? C 19(Q

)
Sip=mn, alors W C L9(Q)
Sip>n, alors W C C(Q),

avec injections compactes.

Vqé[lp[ ]%:
Vg€ [l,+o0]

gl

On applique ici ces résultats avec 2 = D(t, z9). D’aprés le corollaire 1.1,
D?w € CO(R*, L2 _(R")), donc dw € CH(RT, W,22(R™)).

loc loc
En particulier, w/ k. € C*([0, to], W2 (D(t, 2)))-
D’autre part, pour n = 1 on a WH2(D(t, z)) C C°(D(t, 2)), on peut alors
écrire 'inégalité
I (Ow)* lpezon< { sup [ Ow(t,z) [} || 0w [Lapie,zon
x€D(t,20)

pour w tel que D*w € CO(R*, LY (R™)).
Par conséquent, d’aprés 'inégalité d’énergie on a pour tout t € [0, to]

|1 D(0*w)||r2(Dit,20)) (t)
<|| D(0*w) [l2(p(0,20)) (0)

+ to[Fleoz( sup || 0w ||r2(p(t,z0)) +1(D(0, 20))[sup | dw []*),
tE[O,to] K(Zo)
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Pour n = 2, WY2(D(t, z)) C LYU(D(t, z)) Vq € [2,00], et on a (grace au fait
que [| (0w)? [[e2(p.zop =l Ow IEs(pt.z0) *

| D(*w)]|12(Dt,20)) () < [[D(O°w)]|12(5(0,20)) (0)

t
+ [Fleos / [10%wllL2(p0,20)) + 10WIEa((p.200)) (0)d6-
0

Par conséquent pour n € {1,2},
D(0%w) € C°L*(K) , VK = K(2). (1.17)

De plus, on peut estimer wy; = Aw + F(w).

En effet wyy = Awy + F'(w)wy, et la proposition 1.1 implique que F'(w)w; €
C’L?*(K). La méme proposition donne wgy € C°LA(K) car wyy = Aw, +
F'(w)w, et d’apres (1.17), Aw, € C°L*(K) et F'(w)w, € C°L*(K).

Ainsi, pour tout K = K(z)

Dw € C°L*(K).

C.ad
Dw € C°Ly (RT x R™).

En itérant on aura pour F € C%*(R?)

00w = F'(w)0*w + F"(w) (0w, 0* tw) + - - + F*(w)(0w)*
= Fp(w, 0w, - - -, 0Fw).

On aura besoin de poser I’hypothése de récurrence suivante :

Dw e CLA(K) V0<I<k
D'w € C°LE (RT x R™),

loc

et la définition suivante :
Définition 1.5 9i F € C**(R?) on note :

[F]Co,k = Sup H F(l) HR2—>£1(R2,R2) .
1<I<k
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On obtient,

d
2 | DO w lizeey < ar [Fleow Y 1 0"w--0"w [l120(,20)) -

L+-+ly=k,
l1217>lk21
1<h<k
Pour n =1,
D'w e COLA(K) V0<I<k,
c.a.d

D'weC'(K) VYO<I<E,

et par conséquent,

9w - Ol 2z < [ sup [0 w]] - [supld*wl][ sup [ wl],
K(20) L2(D(¢,20))

et

d
aHDakaL?(D(t,zo)) < ag[Fleox Z [sup | 0w | --- sup | &% w ]
L4 +lp=k, K(20) K(20)
L2121
1<h<k
x u(D(t, zp)) < +o0.

Pour n = 2, Dw € C°L*(K) VO < [ < k implique que pour tout
q € [2,00[, on a D!"lw € COWL2(K) C LI() et

10" w - 8" w [l <] 0" w [l @y - | 8" w [y,
1 1 1
avec — + -+ — = —.
1 r, 2
Sih=1,alorsl, =11 =k et
| 0" w- - 0" w |2,z =] "W L2205

etsi2<h<kalors1 <[l <k—1,---1<I[,<k-—1.Dou

ohw € COWL2(K) implique 0w € COL™ (K;)

Imw € COW2(K) implique 8w € COL™ (Ky),

car les injections
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WE(D(t)) — L™ (D(t)) — L*(D(1))

WA2(D(t)) — L (D(t)) — LA(D(1))

sont linéaires et uniformément continues par rapport a t € [0, to).
Par conséquent,

d
7 I DO* w120tz

S alFleos x Y 10" wlleorr ) - - 10" wll oL 0y
L4+ =k,
1121, 0, >1
1<h<k

+ ||akw||C0L2(K) < 4-o00.

Donc p
&) D ey ()
est bornée sur [0,%f5]. On en déduit que pour n = 1,2 et tout K =
K(z), DO*w € C°'L3(K).
On estime wWy+1, Wy, * -, Wyk-12 par Wi+ = Awpr + (F(w))m-1 dont

I'appartenance & C°L%(K) résulte de la suite d’implications suivante :
Wyipri1—; € C'L*(K) implique wy;-14-; € C°L*(K), V0<j <k,

Donc wyr-1,2 € C'L*(K) et proche en proche tous les premiers membres
appartiennent & C°L?(K).
On a alors

DF*hy /g € COLA(K) et DF*'w € COLE(RT x R™),

loc

d’otu le corollaire 1.2.

1.4 Solution de (1.1) dans les espaces de Sobo-
lev

Le théoréeme 1.1 affirme que lorsque f € C%(R?) et lorsque
(ug, u1, uz,uz) € H (R") x H2 (R") x H} (R") x L2 _(R™) le probléme de

loc loc loc loc
cauchy (1.1) admet une solution unique u telle que D?*u € C°LE (RT x R")

loc

Preuve du théoréme 1.1. I’équation (1.1) peut s’écrire,
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Uu=wv
Ov = f(u,v) (1.18)
(u,ut) /=0 = (uo , w1) € Hy ., x HE . C H} . x L

loc loc loc loc

D’aprés la proposition 1.1, puisque F(u,v) = (v, f(u,v)) € C*(R?) léqua-
tion (1.18) admet une solution unique telle que

Dw = (Du, Dv) € C°(R, Li.(R™)).
Puisque O(Du) = Dv € C°L; (R™) on en déduit que D*u = D(Du) €
COLE.(R™) et [|D*u||E(D(t, 20)) < [|ID*ul[(D(0, 20))+ [| Dvller oy, Loz
D’ou D*u € C°L3 (R x R™), par le principe de Duhamel.

loc

De plus Dv € C°L} (R x R™)

Corollaire 1.3 Lorsque f € COY(R?) et (ug, uy, us,u3z) € H , x H}  x HZ %

loc loc loc
Hj,. le probléme de Cauchy (1.1) admet une solution unique u telle que :

D3u € C'LA(K) pour tout K = K(2p). Dot u € C*Li, x C*H},, x C'HZ . x
CH; .

Preuve de corollaire 1.3. D’aprés le corollaire 1.1 la fonction (wg,w;) =
((u07 UO)? (ul? Ul)) S (H?oc X HZQOC) X (H?oc X Hlloc) - (HZQOC)Q X (Hlloc)Q‘ d’ot w =
(u,v) est telle que : D?*w = (D?*u, D*v) € (C°L*(K))? pour tout K = K(z).
Puisque

O(D*u) = D*v € C°L*(K) pour tout Kg(20),

c.ad
O(D*u) € C°L; . (R™),

loc

on en déduit que

D3u = D(D?u) € C°L;, .(R™),
et

I D%u | (D(t, 20)) <[l D [T (D(0, 20))+ | D*v ller o . v2(oiezo)) -



CHAPITRE 1 44

1.5 Solution C*(R; x R") de (1.1) lorsque n = 1
oun =2

Le théoréme 1.2 affirme que Lorsque n = 1ou n = 2 et si d¥f est

bornée sur R?
(a valeurs dans L;(R*R?*),V k=1,---00) et (ug,us,us,u3) € [C(R™)]*
alors le probléeme de Cauchy (1.1) admet une solution u € C*(R'}*") unique .

Preuve du théoréme 1.2. La preuve est une conséquence immédiate du
corollairel.2.

Remarque 1.4 Le linéarisé de ?u — f(u,Ju) est
Pv=0v— fl(u Ouw)Ov + f(u, Ou)v

P satisfait la condition de Levi comme dans [16], mais ici nous avons trouvé
une solution réguliere globale du probléeme de Cauchy (1.1).



Chapitre 2

Solutions globales réguliéres
d’équations semi-linéaires
d’évolution avec partie principale
linéaire singuliére

2.1 Introduction

Dans I'article " Non strictly Hyperbolic Non linear systems" Walter Craig
étudie des systéemes N x N du second ordre non linéaires faisant intervenir
des opérateurs pseudo-differentiels composés avec une fonction non linéaire
ainsi qu’un exemple illustratif préliminaire ou se trouve l'opérateur H de
Hilbert .

[’auteur évoque aussi dans ce cadre des problémes de la mécanique des
milieux continus, les résultats sont locaux en temps .

Ici nous donnons des exemples d’opérateurs d’évolution semi-linéaires fai-
sant intervenir des opérateurs singuliers p(¢, D,) pour lesquels une perturba-
tion quasi linéaire donne des équations admettant des solutions réguliéres
globales.

2.2 Enoncés des résultats

Ils sont classés en deux parties.
Premiére partie Nous nous interessons d’abord aux opérateurs singuliers

45



CHAPITRE 2 46

p(t, D,). Nous obtenons plus précisément, le théoréme suivant :

Théoréme 2.1 Les opérateurs p(t, D,) tels que le probléeme de Cauchy :

Ly:a?ty_p(t?Dx) y=0 (2 1)
yt=0)=0, n(t=0)=y ‘
admette une solution de la forme :
t
y=— / g(x +tz) dz, (2.2)
W, C

ou C est une surface réguliere compacte de R™ paramétrable en coordonnées
polaires sur R™, sont singuliers et déterminés avec une valeur principale par

p(t. Dy)y = / €7 p(t, ©)3(1,€) de,

1
(2m)%
avec [’expression formelle

Jo €19 (2i(2.8) — t(2.€)?)d=
th eit(z8) ’

p(t, &) =

Remarque 2.1 Lopérateur L = 0% — p(t, D,) différentiel en t est respec-
tivement d’ordre 2 en tet p(t,D,) = T(Qu) ot Q = Q(t,D,) est pseudo-
différentiel d’ordre 8 en x et T est une fonction linéaire ( lorsque n = 5

De ce théoréme on déduit les propositions suivantes :

Proposition 2.1 Lorsque C' = S™"7 !, p(t, &) peut s’écrire (formellement) :

fog cos|t|¢| sin 4] cos™ 0, db, P

p(t, &) = —lg]* + =%
o7 cos[t|¢]sin6y] cos—20,db,

2 fog sin[t|£| sin 6] sin 6, cos™ 2 6,db, €|

t fog cos|[t|€| sin 6] cos™26,db;
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Proposition 2.2 Lorsque C' = S""!, on a (formellement) :

int | ¢ |
ourm— 1 bt €)= — ] 4o LEIsEIE]
pourn , p(t€) &7+ tcost|&|
pourn =3, p(t,€) =~ | € P, €] tl€]sint €]
6 3 t]&|sint | &
: =5 pt,&) =— &P +5+2 '
pOUT M , pt,€) | €| +t2+ t t|&|cost|E| —sint ||

Remarques 2.1 1) On peut calculer les wvaleurs de p(t,&) pour tout n
IMPaIr par réCurrence sur n.

2) Lorsque n est pair, on ne peut pas calculer p(t,&) par les fonctions
élémentaires .

3) Cependant, par la méthode de descente, pour les mémes valeurs de
p(t, &) calculables a partir de la proposition 2.1 dans le cas général avec les
fonctions élémentaires avec n = 2m + 1, on obtient, lorsque n = 2m, la
résolution du probléeme :

sous la forme :

t g(x+tz)

y=— ——Xdz
Wn Jpn-1=(zern-1,joj<1} /1= | 2 [2

4) Pour tout n € N* (pair ou impair) , on peut montrer que :

(2.3)

P(1,) =m0~ I€P
et
p(t, f) “t—+4o0 _|§|2‘

Nous donnons ensuite un sens aux opérateurs singuliers L = 9% — p(¢, D,)
lorsque n = 5 , dans les deux propositions suivantes :

Proposition 2.3 L’opérateur L défini pour tout t > 0 et u €
C?*(R*,S(R"=5)) par l'expression; (A étant lopérateur pseudo-différentiel de
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symbole |£])

Lu = Du—Nu:Du—(t%u—Mu)
e wLt|¢] sin t|¢|
u(é) d
s t|€| cos t[€| — sin tlﬂu(a 3

S YN e St]¢] sin]¢|
= U— —U— L2—\4T 1m .
2T S J e e costE] — sin ]

6 A
= Ou-— e 2?(27r)_%v.p/]R

u(&)de

existe, peut s’écrire sous la forme :

6 oo d
Lu= [Ou-— (—u + (27r)5/ dw X / {log|tpcostp — sintp|}—
54.(0,1) 0 dp

t2
2p2 i||z—y]||psin 61 52
7t2(1+p)5 s e (1+ A)°Azu(t,y)dy| dp

5
Y

et vérifie :

L ( * / g(x +tz) dz) =0 (n=>5) pourtout g € S(R®)
S4

W,

Proposition 2.4 N s’étend en un opérateur linéaire, singulier continu sur
WL a4 valeur dans L7, ¥V r >n =5 et défini par :

N =T[(1+ A)°A> 3]

ou T est l'opérateur linéaire continu :

T:S(R°) — [(R?)

P X*@
avec
—2072 & t5 [ 1 2sin||z||p, 2cos||z||p, — 1
X=— ~ -
t 2 w02l 2P 2?03

<16 oshot 50t —100% + 1
-2 — — 20
o |2 otchot — shot (02 +1)°

1 2¢llzlle 9p—llzlle _q
X [ + s+ ) ] do
e | Il ||z[[*o
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Deuxiéme partie Dans cette partie nous obtenons pour n = 5 essentielle-
ment un résultat régulier global dans le cas d’une perturbation semi-linéaire
de I’équation (2.1) sous la forme du théoréme suivant :

Théoréme 2.2 Considérons le probleme de Cauchy

Ly =0y — N(t,D,)y = f(D,)
{ Y/t=0=0 ,yt/t=0=9g (2.4)

ou f € C™® et f(0)=df(0)=0,d*f(0) #0 .

N(t,D,) est un opérateur singulier défini par :

N D= 2wt 22m) Ry / erSlelsin E] oo e
R

2t > cos t[¢] — el

Alors il existe un entier so > 5 + 1 et 6 > 0 tel que pour tout s > so l'on
ait la propriété suivante : Si ug = (g,0) € S(R®) et |Jug||s2 + ||uollsp < o
avec p = %, alors il existe une solution y du probleme de Cauchy non linéaire
précédent avec

Dy = (ys, Vay) € C°([0, 00), W**) N CH([0, 00), W5 12).

De plus on a : )
1Dy ()]l + [[Dy(E)|ls < ¢ (t72)

|| Dy(t)|]|s2 = O(1) lorsque t — 400 (n =2>5).

Ces théorémes et propositions se démontrent a 1’aide de propositions et
lemmes intermédiaires enoncés et demontrés dans les paragraphes suivants.
Nous expliquons les opérateurs singuliers utilisés et nous calculons p(t, &)
dans le cas impair.

Nous étudions ensuite l'existence de l'opérateur L lorsque n = 5 et nous
établissons 'existence locale puis globale de 1’équation non linéaire.

2.3 Les opérateurs singuliers p(t, D,) utilisés

Pour la démonstration du théoréme 2.1 on a besoin de la remarque sui-
vante :
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Remarque 2.2 : C est une surface réguliere compacte de R™ paramétrable
en coordonnées polaires sur R™ par :

(2, =rcosby cosby ---cosb,_o cosb,
T9 =r1rcosl, cosly ---cosl,_o sinf,_
Tp—1 = 7 cosbysinby (2:5)
r, =rsind;
| Avec v =p(01, - ,0,_1) >0 01, - 0,5 € [-5,F], 01 €[0,27]

ol -

P [_57 5]7172 X [07271'] - RJF
est une fonction a valeurs strictement positives, périodique de période T par
rapport a 01,--- ,0,_o et périodique de période 2w par rapport a 6,_1, avec

w, = aire de C.
dry - -dr, ="' cos™ 260, cos" 30y ---cosb,_odr dby - - db,_,

Preuve du théoréme 2.1 On a :

t
y=— g(x +tz) dz
’LUn cn—1

t 1 ,
~ t, = — _ —i(z.§) 112 d ) d
9(t:¢) w, /C(Qﬁ)g (/ne g(x +tz)de | dz
t 1 | |
= — —i(z+t2).E+itz.€
Wy, /0(27r)3 (/ne g(x +tz) d(:c+tz)) dz

_ win (/C 6it(z.é) dz)’g\(f)

Par conséquent :

plt. Dy = s ([ @) o ([ o0 ae e ac )
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D’autre part on a :

[ et de

W09 = g [ el ([ e an gie) ae

w0 = Gz [ e (i alate) de
w0, = g [ e ] e ing — ) defate) de

L’équation (3.1) s’écrit donc :

0= () [ e [ e ing — (=07 + 9l ]) d2 5(6) e

2

pour tout g, qui équivaut a :
/ 1€ (2526 — 1](2.6)? + p(t,€) ]) dz = 0.
c

Preuve de la proposition 2.1 : On a d’aprés le théoréme 2.1 :

Jo €9 (2i(2.8) — t(2.£)?) dz
vn, Ve, p(t, &) =< t [, eito dz '

Lorsque C = S§"71(0,1), on peut prendre (2.£) = p|¢|sinf; en coordonnées

polaires dans R.
Ici p = 1 et dz = cos" 260,cos" 20y---cosl,_o db---db,_,, avec

91, e ,(9”,2 € [—g, g] et Qn,l € [0, 27’(]
D’ou, aprés simplification,

1 f?x etElsinu (241¢| sin 0 — t|¢|?sin? 0,) cos™ 2 0, db;
p(t,€) { ? }

i &

eitlé]sinf1 ~ogn—2 01 d@l

S

{ f_%z(cos[t|§| sin 6] + i sinft|¢|sin 6,] ) (2i|¢] sin @) — t|€]? sin? 0;) cos™ 2 6 db, }

&

1
¢ (cos[t|€] sin 6] + i sin[t|£] sin 04]) cos™—2 0, db,

[SIE]
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Comme les intégrales de produit simple impair par rapport a # sont nulles,

1 { 2 fog —t|€|2sin® 6; cos[t|¢| sin 6;] cos™ 2 0,d6,

p(t, f) = T
t 2 J,? (cos[t|&] sin 6;] cos™—2 0,db,

L2 12 2i)€]i sin 6, sin[t|¢] sin 6] cos™ 2 0, d6; }
2 fog (cos[t|¢] sin 0,] cos”—2 6,db, .

Ce qui donne :

fog cos|[t|€]| sin 6] cos™ 0y db; P

p(t, &) = —l¢f + =
o2 cos[t|¢|sin6y] cosn=20ydb,

2 [% sinft|¢| sin 6] sin ) cos"~2 0, d6, €]

t fog cos[t|¢|sin 6] cos™20,db;

2.4 Calcul de p(t,€&) dans le cas impair

Ici on va démontrer la proposition 2.2 dans la quelle on a
calculé p(t,€) pour n impair en étudiant les cas n = 1, 3 et 5 lorsque
C = S5"10,1).

Remarque 2.3 : On a l’égalité :

P(t.6) = 35 p(11E)

En effet,

[o €9 (X2i(2.8) — A(2.€)?) dz
fc etz
fc et (2i(2.£) — (2.6)?) dz
fC eitz&
= N p(t,€)

1

On a le résultat , en prenant A =t
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Preuve de la proposition 2.2

Casn=1 :
C=S5={-1,1}
(1.6) = el (2i]¢] — [€]*) + e I(=2il¢] - [€°)
P cilel 1 oile]
2|¢| sin [¢]
g2
- |§| + COS|€|
Donc, p(t, §) = —[¢[* + 255244

Casn=3 :
Pour n = 3, C' = S%0,1) , p(t,£) = —|¢|*; on peut prendre ¢ dans la

direction du demi-axe positif de z3 ot z = (21, 29, 2z3) car S est la sphére du
dimension deux, S = 5%(0,1) C R3. Or

[o €7%(2iz.6 — (2.£)?) dz

1 = .
p( 75) fsezzg dZ
donc , . -
p(l f) _ fs’ 62Z3.|£|(2Z|€|Z3 - 23‘5‘ ) dz
’ fS ei|£|23 dz
on a :
z1 = cosfy cosby
z9 = cosf; sinb,
z3 = sinf, avec 0, € [—g,g], 0, € [0, 27].

dz = cos 91 d@l d‘gg, Zf = |§| sin@l.
ce qui donne :

fo% dbs ff% elelsint cos 0 (2i|¢|sin by — |€]?sin? 6;) db;
ST d6y [, eielsint: cos 0, dfy
et 1 el 2ilgu — [¢2u?) du N

[t eilél du D

p(L,§) =

Par intégration par partie on obtient :

D 25in|§|’
4

N = =2[¢]sin ¢
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p(1,&) = —|€|? étant homogene de dégré deux on a :
p(1,6) = ¢ =p(t,€) (indépendant de t ).
Casn=>5:

N dfs [ %5 1€ (2il¢] sin by — €] sin® ) cos” b doy
piL, )= —- A = =
17T do, J2: ellsnOicos? 0y dby [ 25 cos® B dfy [ 25 cosbs dbs

x/2 cos? Oy d62/2 cos 03dbs

2

(VB

on pose u = sin#;, , on a :

N S, et (2l — |€Pu?) (1 — u?) du
D

p(1,¢) = f_11 ei‘f‘u(l — u2) Ju

I et (2il¢ju — [€2u? — 2il¢|u® — [€]*ut) du
fjl eiléle dy — fjl eiléluy2 du

61720 + 2[| 1y — 2|€° 15 — 2i[¢] I + [€°Ls

Iy — I
Avec
1 .
Iy = / v oy = 2sin [¢]
1 €]
t 2cos|E|  2isin (€]
I = / elelv g du = ==
o if¢] €2
1 : :
I — / Silelu 2 gy — 2sin [¢| 4cos2|§| B 4sm3|§|
1 €] €] €]
L /1 Sl 5 gy — _2icos|¢] | 61 sin2|§| 12i cos €l 12 SiI41 €]
1 €] €] €] €]
Ly 2sin|€]  8cos|é| 24sin|¢| 48cos|E|  48sin [¢]
I, = / el it dy = + - — +
-1 €] €17 K €l E1°
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Donc ,

€] t]&]sint ||
t  t|&|cost|E| —sint]| |

p(t,€) =~ | €12 5 +2

Cette expression est formelle. Sa signification se fera dans les paragraphes
2.5 et suivants en remarquant que le numérateur —psin p est la dérivée du
dénominateur pcosp —sinp (cf [12]).

2.5 Existence de l'opérateur L = 97 — p(t, D,)
lorsque n =25

Preuve de la proposition 2.3 Pour la preuve, on va utiliser les deux

lemmes suivantes :

Lemme 2.1 pour tout u € C*(R*, S(R"=")) lintégrale :
2

H(t x)_/JFOO{lO [tpcostp — sint |}i{L
) N 0 gip P p dp t2(1+p)5

/ eliemvllesindu(y 4+ A)> A u(t, y)dy| dp
R5

Y

est absolument convergente au voisinage des zéro p;, de la fonction tpcostp—
sintp en p (k=0,---,00) et au voisinage de l'infini en p .

Preuve. En effet au voisinage de A\, = tp; on a d’aprés la formule de Taylor
Acos A —sin A = Acos A —sin A — (A cos A\, — sin Ay)
— (AN /01 (= A0 = A ] sin(v+ 82— Ao | } df
puisque
dif\ (Acos A —sin \) = —A sin A

D’autre part

d2
Y (AcosA —sin\) = —AcosA —sin ), d'o‘u
2
e (Acos A —sin A/, — (Mg cos A\, — sin \g) — 2sin \g

= —2sin /\k
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pour tout £ =0,--- ,00 avec A\ € [km, 5+ kn [C| — 5+ km, 5 +kn |
De plus
d2
si k pair e (AcosA —sinA),, <0
et
L :
si k impair e (AcosA —sin )y, >0

Donc si k impair (k=1,3,---), 3e > 0tel que ¥V X € |\g, \p + €[ on ait
log(Acos A — sin \) = log(A — \) +

log /0 D B0 — A sl 4 B(A — A6

quantité finie positive au voisinage de log(Z+km)>0 CAT Ag~vg_ oo T +km

donc
log(Acos A —sin A) ~y_», log(A — Ag)
D’ou
Vael0, 1], Jco >0 tel que Y X € | Mg, A + €]
Ca . Ca
0 <log(A— M) < ———— =0 <|log(AcosA —sin\)| < ————
g( k) ()\_)\k)a ’ g( )| ()\_)\k)a

Pour A € |\ — €, A\x[ , on multiplie (2.6) par —1 on obtient
log [Acos A — sin \| = log |\ — A\ |+

et pour V. a €]0,1[, Fc, > 0,tel que VA €]JA, — €, A + €[, on ait

0 < |log|Acos A —sin A|| < ()\670‘/\)&
- Ak
Si k pair, on a d’aprés (2.6)

[Acos A —sin \| =

-l SO 4 80— A) SO+ 00— e

on prend le log des deux membres et on a encore d’aprés ce qui précéde le
méme résultat.
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D’ou la convergence absolue de H(t,x) au voisinage de chaque p, = ’\t—’“
10, ool

Il y a aussi convergence de l'intégrale H(t,z) au voisinage de 0 ( limite finie
de la fonction a intégrer lorsque p tend vers 0 ) et au voisinage de l'infinie en

p car lorsque p tend vers + oo on a :

S

d p? o 2p —5p°

D’ou 'existence de

Mu = (27)7° / H(t,z,w) dw, ¥V u € C*(R*, S(R"="))
S

Lemme 2.2 On a l’égalité suivante :

H =lim [log | tpcostp —sintp | | x
Cio, + ool U5 Blok:§)
d 2p2 il |z — sin
dp [ 20+ p) / elllz=vllesin®i (1 4 AV ABu(t,y) dy ] dp

—2pp* —t?psintp

= lim _
0 SOy U B, s) 2P (1 +p)° (tpcostp —sintp)

/ eille=vllosind (1 1 AY A u(t,y) dy ] dp

Preuve. Intégrons par parties :

—2pp* —t2psint
K. = / _ pp : psintp
Coson U= Blors) L2P*(1+ p)® (tpcostp — sintp)

T

/ elllz=vllosindu (1 4 AYS A w(t,y) dy ] dp
Rn=5

/ [log(tpcostp — sintp) | X
Cio,+o0[ YF 3 B(pk, <)

g

Rn=
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+ Zl { { log | (tpx —€) cos(tpr —€) —sin(tp, —€) |) x

(.

Ap.
2(pr — %) /
z||:c y||(pk7—)sm91 1+/\ 5 /\3U ¢ d
P+ = Jys ( ) (t,y) dy)
B

— { ( |(log | (tpx +€) cos(tpx +€) —sin(tp, +€)| ) x
Ch.c

/ ellz=yllleet)sindr (7 4 A)5 A3 u(t,y) dy ) } }
Rn=5

~~
Dk,e

2(pp + 5)?
(1 + pp + 5

et en passant a la limite lorsque € tend vers 0, on obtient le résultat du lemme
2.2 car limeg Y oo ( Ake B — Cke Dy ) = 0 puisque

Ak,e Bk,e - Ok,e Dk,e - Ak,e Bk,e - Ak,e Dk,e + Ak,e Dk,e - Ok,e Dk,e
= Ak,e ( Bk,e - Dk’,e ) + ( Ak’,e - Ck:,e ) Dk,e
tend vers 0 quant € tend vers 0 ( lim._. ( Bie — Dy ) = lime o ( Age —

Ci.e ) =0). D'ou le lemme 2.2 .
On considére maintenant

s . —2pp* —t*psintp
= (2m) lim 53 : .
51 =0 By, UFS Bl ) TP (14 p)® (tpcostp — sintp)

{ / elle=vllosing (1 A) A3yt ) dy} dp duw
Rn=5

avec le théoreme de Lebesgue d’intervertion de [ et lim on a

Mu = ~ lim / / —2p" —psintp X
=0 Js1 Sy U= B(o.e) 2PP(1+p)° (tpcostp —sintp)

{ / eille=vllosin®u (1 1 A)S A3 w(t, y) dy} dp dw
Rn=5

et en appliquant le théoréme de Fubini d’intervertion des
intégrations par rapport a dy de fans et par rapport a
dp dwdans f% dw fc[wm[ U< Bs) dp on a

Mu = (27)7° lim (14+ AP AP u(t,y)

e—0 Rn=5
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4 2 :
(/ dw/ g 3—20P = —t £ S1n tﬂ 6izy||psin91dp) dy,
5% Clo,+ o[ U123 Blok:S) t2p3(1 + p)® (tpcostp — sintp)

~ 7
v~

= 2[€|t t|€] sin t|€]
(=Joutos (o~ £ <lel<pp+ 51 PRPBATENS eTcos elel—simere] 46)

avec z —y dans la direction de I'axe des poles de S2 dans Rg tel que i(x—y).&
ait une partie réelle négative.Sans restriction sur = — y d’aprés la symétrie
du probléme.

Mu = (27)7° lim (14+ AP A3 u(t,y)

e—0 ]Rn=5
Yy

{ / 2/¢]t t¢] sintl¢]
Bt (s <<t sy PIEPL+[E]) H€] cos t]é] — sintl¢]

en appliquant I'intervertion des intégrations par rapport a dp dw dans | 5 dw

dg | dy,

f[: UES Bt dp et par rapport a dy dans fRﬁzs .-+ dy, dans 'autre sens
toujours en vertu du théoréme de Fubini, on a

Mu = (27) " lim pité 2t[¢] t\f\sint\f\‘
0 Cap=s U2 {pr— <lel <prt §) £2|1€13(1 + |€])3 t[€|cost|€| — sint|€]

{ / eV (14 AP AN ult,y) dy | de.
Rp=5

[ s AP A attn) dy = 20)F 1+ 16 6P 00

Y

we2l€lt €] sint[E]

Mu = (27)2 lim _ a(t, £)de
O s U o s <lel<pict ) t2 t[¢] cost[¢| — sint[¢]
2N - , t int R
== (2m)7 lim we ___HELsmEl o, o e
=0 Je Ut (o <lel<pit <} t|¢| cost|¢] — sint[¢]

Par suite

¢ =5

. 1
L( / g(fB -+ tZ) dZ) = (271’) 2 lim ez:c.§
Snfl

Wn =0 JRp=5\UES {pr—§ <lel<prt ) Wy,
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. > , 6 2 t[¢] sin¢[¢] ~ _
/S?_1 [27,7;.5—25(2’.5) —i—t(\f\ BT Xt]f] cos €] — sint]f])}dz g(§) d¢ =0,

puisque

62 tl¢] sint|¢]

/ e [ 2i(2.8)—t(2.8)+t{ |¢PP—
st

dz =0
2t Tecos e —sngjg] | 142 =0

pour V &Vt > 0 par constuction (cf paragraphe 2.4) . La proposition 2.3
est donc prouvée.

* On remarque que pour t = 0, On a p(0,D,) = % A donc L(0, Dy ,) =

2
3
2 3 A

2.6 Inégalités du type Strichartz et extension
de L

OnaVvVi>0

6
Lu:Du—(t—Qu—Mu):Du—Nu

avec ( d’aprés le lemme 2.2)

Nu="2 g (27r)5/
S

/+oo 2p°t tpsintp
dw :
t? (0,1) 0 t2(1+ p)® tpcostp —sintp

4
w

y / elllz=vllosin®i (1 4 AV AZ 3y (¢, ) dy} dp
R5

Y

=) [ @At ey dy

Y

X |:(/QCOS3¢91d¢91/2 /2
0 — —

us
2

Bl

27
cos? 0y cos Oy dby dbs / df,
0

(VB
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0 5 5 2
+ / cos® 0, db, / / cos® 0y cosbs dby dbs / d94)
_ - -z 0

oo ) 6 20t tpsint 1 1
% (/ 61\\x—y||psm91 (_2 + _2 P p ) = - p4 dp):| .
; t t2 tp costp —sintp’ p3 (1+ p)

Or

[
VB

2 2 2 o520y + 1
/ cos2 0y cos 05 dOy dby / 6, — / % by — 212,
_ 0 _

NE
[SIE]

Donc
0

1 3
Nu = / (1+ APAT 2u(t,y) dy x / cos® 0 db, +/
1671—3 ]Rg 0 _

+oo ;
% / ei||xfy||psin91 % + % t p S tp p dp ‘
0 t t2 tp costp—sintp) (1+ p)®

cos® 0 db, }

[SIE]

(2.8)
Notons
+ .
I = / > oillz—yllpsin 1 p [ E @ tpsintp ] d
0 (14p)> "2 2 tp costp—sintp ’

et effectuons un calcul de résidus sur 7 : On a
6 2ot tpsint 3
Si, p tend vers 0, alors SR e P p. tend vers — —
(14 p)5[t2  t% tpcostp —sintp t

6 2ot t int
_r |2 + i p p. tend vers 0
(14+p)5[t2 2 tp costp—sintp

Si, p tend vers + oo, alors

donc I est semi convergente (cf H.Cartan Théorie élémentaire des fonctions
analytiques d’une ou plusieures variables complexes) .

Selon que 0 < 6; <5 ou —5 <6, <0onnotera: =1 ouls.

Appelons Ay les solutions réelles de I'équation A cos A —sin A =0

D’aprés le lemme de ’appendice, les seules solutions complexes de cette equa-
tion sont réelles et forme une suite croissante (A;)gez avec A = =X, A\ €
| =5 +km, 5+ kn[ (Vk € Z), A\, — k7 tend vers 7 lorsque k tend vers + oo,
d’apres le graphe :

On a : Ay = tpg, en notant p; la solution correspondante de 1’équation de
tp costp — sintp = 0 d’inconnue p.

Les résultats des calculs de résidus sont donnés par les deux lemmes et les
deux contours suivants :
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tgA

SIE]

o

NIE]
|os

3

A1 A

Lemme 2.3 Pour 0 <6, <7 et t>0,0na

]1:_1/+0°6_r7y|#sm91i 6 2p  pshp d
tJo (1L +1)5[¢2  #2 pchu— shy
. too
LT illeyll ppsingr __Pp 210y
L p=1 (1+pp)5 t2

Preuve. On intégre la fonction méromorphe :

flz)=e

imtil‘zsinel

2 {6 2z z sin z
(5 +1)°

s
t2 {2 z cosz —sinz

+

sur le contour I' suivant :
2= AN+iu, A=tpet N\ = tps

62

= [0,7’1]+% 1AL, €1) 4 [r1+ 261, 1m9) +- -+ - -—1—% Yo(Aps €p) +[rp+2¢€,, R]+
170, R) + [iR,0], A\ € [=% 4+ km, 5 + kx| (k € N) solution de I'equation

Acos A —sin A = 0,

On a fr f(2) dz =0, car I" est le bord orienté d’un compact K ne contenant

pas de pole de f.

Sur [iR,0],z = iu avec u € [R,0] et puisque siniy = ishu et cosiy = chpu

on a ,
i) = o sing, € 6 2ip —pshp ‘
(#+1)5 2 2 i(pchp— shy
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D’autre part, puisque i(u chu — shu) = ipcosip — sinip, i(p chyp — shy) ne
s’annule qu’au point 0 lorsque p parcourt R et f(0) =0 x (0 + (—t%)(% —
%/ﬂ))/u:O = 0.

De plus |f(2)] —zjm400 0 pour =z € 1 7(0,R) et R — +o0; car il

existe & > 0 tel que d(3 (0, R),\y) = 6, pour Vk € Z et ‘ez‘”z;y”zsinal‘ _

[le—yll|

e~ 7 P <1 puisque psiné; > 0.
D’aprés le lemme de Jordan , on a [i f(2)dz =R 1= 0.
1 7(0,R)

En écrivant I' = [0, B + 1 v(0, R) + [iR,0] on a :

0
limp_ 100 f(z)dz=— limR_,+oo/ f(z) dz (2.9)
[O,R] —1iR

En choisissant ¢, = € > 0 (Vk = 1,--- ,00) et faisant tendre € vers zéro, on
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obtient :

+ .
i [ gt =1 ot 2 [0, 20 tpsini
R0 Jio g) 0 (1+ p)d 2 t? tpcostp —sintp

< llz=ylIx p 2tp

. G UETYIAD Gin g, D D

— g iTe t X —— (—1) —
p=1 (]‘ pp)5 t2

Comme :

0 i .
r—y . - 2 —_—
/ f(z) dz= z/ e~ nsiny —t——x [—2 +—7’2“ — shy ] d
[iR,0] R (1+%)y t t2 i(uchut — shp)

On obtient :

I +m .
i i 6 2t t t
t/ 61foprslr191 % % = + 1% p s p d
0 (1+p) t t2 tpcostp — sintp

—Zﬂ'f eii“z_f”)‘p sin 61 > Pp ( 1)2tpp
o (1+pp)° 12

0 m .
_ —i/ olesillging, {E N 2ip o shu du
. (= +1)5 t2 2 i(uchp — shy)

_/+oo ool sing, % o 61 2ip 1 shpu p
0 t2 12 (uchp — shy)

I l/+ooe_m;y|“81n01 ‘ % o 61 2Zip W shp J
tJo t2 2 (uchp — shy) a

. —+oc0 2
o Z_ﬂ— E ei||$—y||ppsin91 Pp tpp

t p=1 (1 + pp)5 t2
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Lemme 2.4 Pour —5 <60, <0 ett>0, ona

+ I
]2 — _1/ wewusin% + 5 g . 2_/1& d,u
EJo (< 4+1)5 " [ 8 (uchp — shy)

+ Z_W f cillz=yllppsin 01 Pp 2tpp
t

p=1 (1 + pp)5 t2
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Preuve. On intégre f(z) sur le contour I' suivant :

\ R
A\ A2 »

o A\ N,

En procédant comme dans le lemme précédent, on obtient 1'égalité pour
-5 <0, <0.

” oo -
t/ pillz=yllpsiner P 6 i 2tp tp sin tp. J
0 (14 p)° t2 12 tp costp —sintp

Jr
Mz=yllop 40 Pp 2tp,
+ i e SO (1) —t
; (14 p,)°> t2

— /0 e—Mp‘sinGl ‘ % % E + 2_1u —H Sh:u d,LL
. (£ +1)° t2 12 (uchp — shy)

— /0 e—Mp‘sinGl % % E . 2_1u —H Sh:u d,LL
. (% 4 1)5 t2 12 (uchp — shu)

_ /+oo lillyrsing, /_t" L |6 N o shyd iy
0 2 2 (pehp! — shy')
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—+00 ©
_ _/ Jlestllysing, y 6 2u  pshp p
0 2 t* (uchp — shy)

L= —1/%0 e SV L S UL U
0 2 12 (uchp — shy)

i — t||z—yl|pp sin 61 Pp Qtpp
PSS et 2

p=1 (1 + pp)5 t2

D’otu le lemme. i

Avec les lemmes 2.3 et 2.4, on calcule [? I; cos® 6y db; et f; I, cos® 6, db;.
On obtient (en remplagant ¢; par 6; = — 0] lorsque =5 < 61 < 0 ainsi
¢} € [0, 5] et en notant ¢; par 6,) :

bl 0
/2 I, cos® 0, db, +/ 15 cos® 0, db,
0 =%

2
+0o0

_ E Pp 2tpp /2 efinfprpsin& . ei||:cfy||ppsin91 C083 eldel
t =1 (L+pp)° 2 Jo

(VB

+o0 :
o 91/ el psing, P 6 n 2tp tp smte dp
0 (1+p)> |2 % (tpcostp —sintp)

[NIE]

1/+°°<6 241 pshy )Hx ( 1 N 1 )
t Jo t2 2 (uchy — shp) ) t (415 (41

2=yl
X / e” T P83 0, d6,
0
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+o0

2t 3 eillz—yllppsin 6y
_T Z __ P P (9p, eI o 6, dn
t (1+p,)5 ¢ ;

1
p=1

R CO RPE VI VSRR
tJo N\t (uchp—shu))t (& 41)5

[lz—yll

2 .
X / e Pl 66630, 4.
0

On calcul donc, en annexe :

™

2 ille—yll ppsind 3
P= !PTV PP SMYL - 00g° @, db,
0

2 eyl
Q:/ e” & Pl o063 d,
0

i 2 eille=yllpp etllz=yllep _ 1

— _ —9i
e —yllpp |z —yl?02 ||z —y||? p3

o 1 9 g—llz—ull £ ozl _ 1
e =yl o —yl]? & |z — y|]® &

Avec 'égalité (2.8) On obtient une expression de Nu donnée par la proposi-
tion 2.4 enoncée dans le paragraphe 2.2.

Preuve de la proposition 2.4 On a :

[u:/ cos® 91/ 6szxfy||sm91L o +_P psin p. dp
~3 0 (14 p)5 [ 2 t2 (tpcostp — sintp)

. f 20, 2tp, [ 1 2Re(w) 2Re(elle=vller — 1)}
t e~ (Ltpp)° 2 e —=yllppy e —ylPp} |z —yll* P}
_g/w>g_gf pshu O\ pb(l +1—104)
tJo 2 2 (uchu — shp) ) t (l;_j +1)5
1 de-lle=sllt o(e—lla=ull¥ _ 1)
X { T 242 3K ]
le=ylle e —ylP le—yllP %
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On pose o = £, on obtient

_T — 20p  2tpp 1 2sin ||z —yllp,  2(cos ||z —yllp, — 1)
Tu = _Z 5 42 - 2.2 3 3
te (L) & U=yl llz—yllPo} |z =yl )
T /6 shat o(5ot — 1002 + 1
—2 — — 207
0 t2 otchot — shot (02 +1)5
[ 1 e~ llz=yllo 2(e~llz=ylle 1)}
X
lz—yllo |z —ylPe® |z -yl
Donc

Nu = (27) 5(140)° A% 3 )

{%io L 2tp, [ 1 2sin]laflp,  2(cos||x[lp, — 1)
( |

te= (Utpp)® 2 Ll oy [|=[[* pp

e /6 oshot (50t =10 6% + 1)
-2 — — 20
0 t2 otchot — shot (02 +1)°

1 2elllle ol _ 1
X[ + ¢ +26 }da}.

1 | ||z[[*0”

Pour u € W8L(R3) ona h=(1+A)5 A%z ue L(R3) = L9(R).
En posant

1 2sinflallp,  2(cos|lellp, — 1)

Pl,p:

||| [|[[*pp |[[*p;
1 9e-llelle e—llalle _ g
Ql,o’ = 2 3 9
|l [lz|[* o ||z[[*c

On a

hx Py, € L= (R2) lorsque P, € L'(R2) Vp € N*

hx Q1 € L7°(R2) lorsque Q,, € L7(R2) Yo € [0, +00)
Pour tous r > n =5, (ﬁ)r est intégrable sur ¢Bgn_5(0, 1).
Or

%4_% =141 (icig=1, doncr=s)

En fait
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On écrit
Prp = Pipx + Pipx’ (Prp = Prp(2))
Ql,cr - QLO'X + QLO'X/ (Ql,a - Ql,a(x))
ou
X est la fonction caractéristique de B(0, 1)
est la fonction caractéristique de “B(0, 1)
On a donc
e ,
TZ A P =(Prpx + PrpX)+
p:l
oshot 501 — 1002 + 1 ,
g g d
/ [ 7 otchat — shat} (02 +1)° (@rox+Quox) 0}
Or
AU t5 ,
|7 — Z W(Pl,px + Pyl
p=
g t°
< h - N N P T n P T n
< |7 3 i) * (Uil + [Pl
=[P p||U(B(o 1y =P p||U ¢B(0,1))
2T o~ t° . 1 1
<l 2 Y g |G+ ([ o)’
el T ™
B,
Car s
(e e
Pry = pp (pllll) D (=1 [(ppll])?F x
=0
avec o = %
Or
2o (=1)Y[(ppllz )%} x @ est une serie entiére bornée uniformement par
rapport & p,||x|| = a sur Ry par A .
Donc .
1Pl o) < pp A (1p)
et

1
1 T
| PLpllcreBo,) < (/ - dx) — B,
ep |||



CHAPITRE 2 71

On a aussi

<16 oshot 504 — 1002 + 1
h _2 2 2 (o lod ! d
H * ( )/O LQ UO’tChO’t—Shgt:| (02 + 1) (Ql, X + Q1 X )do

<16 oshot 50* — 1002 + 1
< 2||h — —2
<2l Hl/o {tQ 7 otehot — shat] (624 1)5

([|Q1.0ll2rBo,1)) + |Q10ller e B0,1)) ) do

T

Or )
|1Quollerony) <o C (np)
car
400
[+2
Q=0 (X 0 lelle!)
serie entiére de b = ||z||c normalement convergente
de rayon de convergence o0, bornée uniformement
par rapport & ||z||o en valeur absolue par C'
et ]
1
1Qullercmoy <D([ o do)’
[|z||>1 |||
car
1 e~lelle o(e-llelle _ 1)
Ql,o’ = 7 (1 + 2 + )
||| ||z[lo (ll]o)?
1 ( { e z(lleU)”}
=—(1+2 + ) (1)
||| ||z[lo ; !
-1~ o)
2 —1)"
& [FADIEES
1=2
+o0
1 1 1
=—(1+2) (-1 — l|o)™
1 serie entiére de b = ||z||c normalement convergente
Q10 = W XZ de rayon de convergence oo, bornée uniformement
x

par rapport & ||z||o en valeur absolue par D
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D’ou :

16 oshot 50 — 1002 + 1
hox (=2 72 . X)d
H * ( )/0 LQ Uatchat—ShUt} (02 + 1) (Qrox + Q10X )do
<1nll |
0

6 oshot 50* — 1002 + 1
Orona:

(0Cup + DE,)do

22 ““tchot — shot| | (02 + 1)

6 oshot 6(ctchot — shot) — 2(at)® shat N

2 ““Gtchot — shot 12 (otshot — shot) - D

notons ¢ = ot :

R Fo 204 ) Fo 24
N =6 — —
N N IR Seeay
—+o0
1 1 2
N = 5 6 . . 2k
Cj0{<@j+®! PRI (%+ﬁﬁ}
D’ou : )
N — 52 N'(c)
D D'(c)
Soit
6 oshot 50* — 1002 + 1

— 20
12 otchot — shot

’@a@+Dama

=
0

(62 +1)°

J :/ Jj(o,t) do.
0

2
j(au t) ~o—0 _g U2DE7’

2 15
(0, t)] ~omoo= =C r—,
5(0:1) ~Cljus) =
D’ou la convergence pour t # 0 de J pour t > 0 .
Pour t =0
(0.0 = (up)!
g NUHOO: — r—
J\O, 5 B 0_3

D’ou la convergence de J pour t =0 .
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2.7 Inégalités LP — L7 pour le systéme 2.10

Yj=0 = 0, Ytjt=0 = 9
On cherche une majoration £ — L9 en utilisant I'expression d’une solution
sous la forme (Principe de Duhamel ) (n = 5) :

y(t) =Q(t) g —l—/o Q(t—r) f(r)dr (2.11)
Qt)g = wi g g(x +1tz) dz.

2.7.1 Inégalité £?> — L* pour (2.11)
On a

t—r

M@@:7i Ag@+¢@dz+Atum l;ﬂnx+@—ry)wdr

t
lles < ¢ llgllcs + / (t =) 1f (|2 dr-
Et

t 1 , .
y(t, &) = — — / // e @HRSHIEE o (0 4 t2)d2da
Wn (2m)2 JsJs Jre=s

bt — 1 : :
+ / ! / / 6_2(”(t_”)z‘g)“(t_r)z'gf(7‘, x+ (t —r)z)dzdrdz
0 s JRre

Y t 5 itz 1o i(t—r)z
9.0 ="1000 [ esass [l [ s
W Sn=1(0,1) 0 S

n n

_ 3 t int L34
iit.6) = o a0 - I T [ Fe g

_cos(t —r)|€] | sin(t —r)[¢] ,
{ e @—TPK\}d'
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oy B €] sint|é]  2costlé]  2sint|E|
ar0€) =g o) { L+ 22l
! €] sin(t —r)|€] | 2cos(t —1)[¢] _28111(15—7”)|§|}d
+ [ g o e e e
Alors

cost\ﬂ smt\g\} 3
O

cos(t —r)[&|  sin(t —r)||
e e T

Remarque
sint|/{| cost|§| sinu cosu
elgE ot u
1 u
‘Wwa—a+3%—{——§+—*+“€

= 2 ¢ Jel + ¢ Il (ele])

On peut réécrire :
~ ~ 1 '
30,6 =336 { g (g - costle |

t — ) Flr ! sin(t — r)l¢] — CoS
[ e=n7 ] e (= ot e fa
sin ¢|¢]|

T e
7. =360 g 2T g

o o[l nlel | cost — e sin(t—r)le]\
*A 3“’®{< e e 2@—rﬁm3}d

R (1 s
€] (t.€) = 3 g(ﬁ){@(sﬂf’ - cost\£\>}

b 1 sin(t—r)\f\_cos ., .
o[ 3T g (e - eost = i

Lorsque f =0,

o
15 () + [¢]? (32, ) =

9|§(§)|2{1 sin2t|¢| 4 cos2t|€] + sin® t¢] 4sir1215|f| 4sin2t\§|}
t2[¢]? tI¢] t2[¢]? t3[¢]? el

L
ot
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En posant u = t|¢|,

1 sin2u  4cos2u + sin®u sin 2u sinu
o(u) = { 1+ + 5 —4 +4— }

u U U u3 U
1 sin2u  T7cos2u +1 sin 2u 1 — cos2u
= 1+ - — +2 :

4 4

u? U 2u? u3 U

est équivalent lorsque u — 0 a 5, ¢'(0) =0 (¢ est paire ) .
D’ou : .
IVYllez +110:yllez < [lglle2 +/ 1FCrs ez dr ],
0

car
1 sint|¢] 1 sint|¢]

@( tl€] tw( tl€]

sont bornées sur R ; on conjecture que c =1 .

— costl¢]) et

— cost|¢])

2.7.2 Inégalité L' — L™ pour (2.11) avec f =0
On s’interésse a

{ Ly = (00— N)y=0dans R} (n=05)
Yji=0 = 0 Yt/t=0 = 9 dans R" (n = 5)

On a

+o0 d
) /t %g(x—l—sz) ds dz

:/54 /:OO (Vo)(z + 52).2 ds dz
— /54 /t+<>o 8—4(Vg)(x+sz)(sz) ds dz

gd

:/Zl A (Vo) + 2).2 d2

(car s =1|Z| et s* dz =dZ sur S$*0,s))
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Cela implique :

‘/ g(x +1tz) dz
S4

< / (V)& + 7) dZ
|Z|>t
<t |glha

2.
De fagon analogue on a :

+oo
—t/ (Vg)(x +tz) z :/ t/ a4 Vg (x +s2) zds dz
g4 g4
+o00
:/ t/ (VVg)(z + s2)(z, 2) ds dz
S4 t

+o0 84 84
/ t/ S (VVg)(x + sz)(sz, sz) ds dz

posant Z = sz)

= i (VVo)(z+2)(Z,2) dZ
qui implique que :
¥ / (Vo) +t2).2 dz | < 7 / | V(e + 2) | dZ
S4 | Z|>t
| t / (Vg)(x +t2).2dz | <t ||g]|aa
S4

De méme on a :

—t /34 (Vg)(xz+tz)dz = /S4t /:OO i(Vg)(x#— sz) ds dz

t (VVg)(x + 52).2 ds dz

ce qui implique :

76
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]t/s4 (Vg)(z +tz)dz | <t7° / | VVg(x+ Z) | dZ

|Z|>t
[t [ (V) +tz)dz | <7 gl
54
Rappelons que :

wy yi(t,x) = [gu gz +t2)dz+1t [o Vg(o+1t2) zdz

wy, Vy(t,z) =t [q Vg(z+tz) dz

D’ou pour t > 1

1DQA(t)g][0 <

— sup (gl lgllzas Nl + llla. )

C
[[DQ(t)g]|oe < 3 Hg||2,1 car ||9||1,1 < ||9||2,1‘

3. Maintenant soit 0 < ¢ < 1.

On a
+oo
—/ (x+t2) // g(x + sz) ds dz
54
+oo
/ / (s —1t) 29(x+sz)dsdz
si Ji Vs
+o00 —t2 d3
= — g(z + sz) dz ds
fol 5 et

Chre

(z + s2)(z, 2, 2)dzds)

ijklm
(|Z
(= / ‘2‘77 > 22, 24(0:0,0k9) (x + Z)dZ)
21>t ’ ’ z]k’lm
/ / ﬁg(erSZ) dz ds
sS4 Jt
(|Z
B / ‘EJT Z 7722, 2,(0;0;0:019)(x + Z)dZ)
|Z|>t 1Z| ki

+o00 —t4 d5
/s / 51 4 g(x +sz)dzds
+Jy

_/ (2] =" > 2,222, 2, (0,0;0400m9) (x + Z)dZ).
|Z|>t

247
ijklm

7
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D’ou
| —/ gl +1t2) dz| < Z /‘(aiajakalamg)(x +2Z)| dz
51 ijklm

}—/54 glx+1tz) dz’ < gy,

De facon analogue, on a les mémes résultats pour les autres termes discutés
danslecast > 1.
Ainsi nous avons obtenu : pour 0<t<1.

1DQ(t)gll0 < €llgllsn

DouVt>0
IDQ)glloo(t) < ¢ (L+1)7 [lgllea

Par interpolation on obtient le théoréme suivant :

Théoréme 2.3 (pour n =5)
Soit 2 < g < +oo, %+%:1, VN, > (n+1)(1—§)§|c:c(q,n)
VgeWher Vt>0,

_3(1-2

1D92(t)gllg < ¢ (1+1)7* 2 |g]|n,
N,=(n+1)(1- %) est possible lorsque q € {2, +0o0}.
Preuve du Théoréme 2.3 En effet

T, : WO — L™ avec lanorme My < c (1+1)7.

T,: L* — L* avec lanorme M; < c (on peut prendre ¢ = 1)
Avec les espaces d’interpolation [, |g on a :
1 <qo, ¢t <oo, [L® L"]p=L"

ou

de q0 a1
En particulier [L>, L?]y = L%, gy = 2.
On a aussi WNPo — [WnL 2], si N > (1 —0)n on p%, + qie =1
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( pour # € {0, 1}, on peut permettre N = (1 —0)n ) .
D’autre part pour ¢ > 1 on a

—/ g(x+tz) dz:/ / ig(x—ksz) dz
Sn—1 Sn—1 t CZS

Z” (Vg)(z + sz)(sz) dz

/ /OOS
Sn=1J¢

] g(x+1tz) dz] < ¢~ (=D / \Vg(x+ Z)| dZ < (=1 llg]]1.15

ce qui implique :

gn—1 |Z|>t
De méme
| t/ Vo + t2) dz| < 0 |lg]lon.
Sn—l
On a aussi

(VVg)(x + sz)(sz,s2) ds dz

—/Snl(Vg)(m+tz zdz—/sn1 /

/Z>t [z (VVo)(z+ 2)(Z,7) dZ

}t/ Vg(z +1t2) zdz | <t~ (2 / IVVg(z+ Z)| dZ.
Sgn—1 |Z)>t

Donc

E Vy(x +t2) z dz| < =2 g |21
Sn—1

Par conséquent on conjecture que 1'on a :

1DQ(t)glly < ¢ 1+~ lg]ly, .

lorsque n est quelconque entier > 1 .
Remarque Pour l'opérateur des ondes [J, on a pour (n =5) :

IDW (#)ylly < et +6) 2 Iyl

avec N, > n(1l — %), (N, =n(l— %) est possible lorsque ¢ € {2, 4+00})
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Proposition 2.5 Lorsque g € S(R") pour (n=5), le systéme
{ (O-N)y=0
y/t:() = 07 yt/t:() =g
posséde une seule solution notée :
t
ta) = Otgle) = [ glerids =09 (212)
n S4

Preuve de la proposition 2.5 L’existence de la solution y donnée par
(2.12) résulte de la construction de L (ie. de N) effectuée au paragraphe 5.
Pour I'unicité de cette solution, il suffit de constater d’abord que L =0 — N
est auto-audjoint (L = L), fOT Jps LyZ dt do = fOT [ y-Lz dt dz en
utilisant la transformation de Fourier Fae et le théoréeme de Plancherel .
Puis d’appliquer un raisonnement du type de Holmgren sur le probleme de
Cauchy rétrograde associé a ’adjoint L de L pour montrer que :

(O-N)y=0 } , i
= Vz € C*([0,T],S(R")),
{ Yu=0=0, Yy_o=9 < ([0,T],S(R"))

T oo T T
/ /yLudtd:L’:/ /(Ly)E:O:/ /Odtda::(),
0 0 0

en résolvant Lu =
u(@,x) =0, w(0,z)=0

D’ou y(t,z) =0 et l'unicité de y (cf | 11] ).

2.8 Existence locale d’une solution de I’equa-
tion semi-linéaire pour n =5

Il s’agit du systéme suivant :

Ly = f(Dy)
Ym0 =0, y;,0=9

( On peut toujours supposer que ¢ = 1)
On effectue la récurrence :

{ Lyn+1 = f(Dyn)
Yn+1/4=0 = 0, (?Jn+1)t/t:0 =g
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et on utilise les estimations ( 2.13) et ( 2.14 ) dans L?

t
IV Dyniall2 < |[V7gll2 +/ IV7(f o Dyn)ll2(6) db (2.13)
0

t
IV"(Dyp — Dy,)l[2 < /0 I V"(f o Dyp-1 — f 0 Dyg-1) [|2(0) d (2.14)

Pour rrm,n € N, 1<p<oo, he C"(R™), B Hthr(B myy: il existe une
constante ¢ = ¢(r,m,n,p) > 0 telle que Yw = (wy, - ,w,) € WHP(R™") N
C"(R™) tel que [|w||o < 1, on ait I'inégalité

IV h(w)ll, < ¢ B [[VTwl],
(cf lemme 4.7 p46 et Remarque p48 de [26]),
si 'hypothése ||w||o < 1 est remplacée par ||w||ee < T pour I' > 1 et B
remplacé par Br = Sup||h||c.izEmy alors on a I'inégalité

IV h(w)|l, < ¢ Br I ||V7wl],

( On peut remplacer aussi par w € W"P(R") N L>*(R") ) .
Supposons avoir démontrer que ||Dy,||r~ <T' (¥n) alors

t
19" Dyl la(t) < [V glls + / ¢Br T V" Dyylog, db,
0
et pour 0 <t <Tona:

V" Dypslor < (1971l + { HeBr )] [Vl

t 01
+/ (CBF Fr_1)2/ |VTDyn_1‘0792 (‘92) ng dgl}
0 0
V" Dypialos < (1+t(cBr T 1]V g2

01
+ (CBF Fril)Q / / ‘eryn,1’0792 d92 d@l
0 JO

et par récurrence on a :

V" Dyl < (Z o (e B )y \)Hvrguz

t 01 On
+ (CBFFT_I)TH—I / / .. / ‘eryO‘0,0n+1d‘9n+l e dgl
0o Jo 0
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Or
t 0 0 ¢
1 n t—Tn
/ / / V" Dyolog,,, -+ dby = / E-1) V" Dyolo,-dr
o Jo 0 0

n!

D’ou, pour tout r > 1

T - tk rT— T n+1 r
197Dl < | 3 fy (B 197l + g 197l
=0
a tk 1\k
=Y 0 (¢ Br I" )" 1[V7gll2
k=0

IV Dy ||2(t) < e
Sir =0, f(0) =0 implique

Vgl

(D) = f(Dyn) — £(0) = / (df) (rDy,) dr o Dy,

1 (Dyn)ll2 < Br || Dyall2

et
1
Dy |2(£) < €5 Jlgl]
D’ou i
1 Dyniallra(t) < P [lglla+ > B [ Vg,
s=1
Sir> o)

[ Dynsillroe@ny < Ko |[Dynial]r2(t)
< KL gl 3 B (9%}
=1
On choisit donc T tel que 0 <t < T impliquse
Ko{e™ flglls + 37 P [9%l),} < T
s=1

Pour t = 0 on a K, ||g||.2 < T alors ||Dy,||ee < T pour tout n € N ce qui
donne T déterminé par :

K™ ||glls+ Y TP || wigllp} < T

s=1

Ainsi on a le lemme :
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5) AR, L, T, > 0 tel que pour tout n € N on ait :

(s>

(7’) ’Dyn‘s Tk S R
(”) ‘atDyn s—1,T < L

(1ii) ¥ (t,x) € [0,Ty] x RS, | Dy, (t,z)| < go=T

On utilise ( 2.14) et (i) pour montrer que (Dy,), est de Cauchy dans
C?([0,T], W#*?2) on obtient

Lemme 2.5

tn
1Dy, = Dyglls2(t) < — ([1DYp-n = Dygnlls.2)
pour p,q >n > N.
D’ou
tTL
Dy, — Dyylls2(t) < 2RE —N—oo 0

on a alors le théoreme :

Théoréme 2.4 Soit ug=g,0€ W*? seN, s> 241

Soit g1 = K, ||uol|s2 €t g2 > g1 arbitraire mais fizé .

Alors il existe T > 0 et une solution classique y unique dans CZ([0,T] x R?)
du probleme de Cauchy

{ Ly = f(Dy) (avecf(0) =df(0) =0,d*f(0) #0; f € C)
Yjt=0 = 0, Ytjt=0 = 9
avec
Sup(t,x)E[O,T]XR5‘ Dy(t,l’) ‘ < 92
et
Dy € C°([0, T), W**(R®)) n C*([0, T], W* H*(R%))
Remarque : L’unicité de y vient de I'unicité dans la proposition 2.5 (pro-
bléme linéaire) et du fait que l'on a :
Si y1 et yo sont deux solutions de

{ Ly = f(Dy) (f(0) = df(0) =0)

(t = O) 0, Ytjt=0 = 9

Y1—Y2 = /Ot (t=r) [f(Dy1(r,w+ (t—r)u)) — f(Dya(r,x+ (t—r)u))] du dr

(t—r)

n

t 0
Dy — Dyslos < / 1 e / 1Dys — Dysllo, dby dr
0 0

IN

k
< il |Dy1 — Dyalog —k—oo O
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2.9 Existence globale (n=>5)

Posons u = Dy et démontrons les théorémes suivants :

Théoréme 2.5 [] existe une constante ¢ > 0, qui est indépendante de T et
de ug = {g,0} tel que la solution locale y déterminée au paragraphe 2.8 vérifie
si ||Dyl|so < 1,

t
Vit el[0,T], [[Dy(t)|ls2 < cllglls2 69519{6/ [ Vu(r)||o dr}
0
Preuve du Théoréme 2.5 On a :
t
[[V*Dyll2 < [[Vg]|2 +/ [V f(Dy)ll2(0) db
0

On utilise la remarque ,( p 48 de [26]),

(laf < s, [[VEf(Dy)[| < ][ f]

ooy VUl 1Dyllsz: [|1Dylle < T)

D’ou

t
1Dylles < Nlgllss + ¢ 1 fll ez / Va1 Dyl]o d6

D’aprés le lemme de Gronwall on a

t
109l < lallaeon( [ ¢ lfllogmmmy IVulls ') ar)
0

Théoréme 2.6 Soient sg, s satisfaisant

51+ Na

81>[ 9 3],80>81+N%+1

Soit N
ug = g,0 € W2 e

Alors il existe My > 0 et 61 > 0, tous deuz indépendants de T et ug, tel que

l'on ait l'implication :

IN

||wollso,2 + ||U0||51+N%,§

0 = M, (T) = supo<t<r (1 + t)nT_Q [[w(t)]]s1,4
My

IN
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La preuve du théoréme résulte des lemmes suivants :
Lemme 2.6 Si f(0) = f'(0) =0, alors
1@y 3 < € llullsva fullso2

( on remarque que W02 — W5t car sy > s + 7))

Preuve du lemme 2.6 On a :

1@l = 117 (0) - FO)1l,
| / (Vo) (ruyu dr],

—| / (Vo f)(rt) — Vo f (0) Ju dr],
| /0 dr /O (V¥ f(sru)(ru, ) ds||,

< ¢ [|u.ull,
< ¢ |lullallulls

.. 4
< e lulluallellos Geig=3)

Donc

1F@) sy s < >0 IV F@I

0<|e|<s1+Ny4
3

=[f@lls+Y >0 VIV

J=1 0§|5\§81+N%*1
<cllully + 3 > V[V ) () (V05 .

7j=1 0§‘7‘+|5|§51+N%*1(<8071)

Si |y| > s1, alors |4 <N%—1:>\5]+1<N% < s

V(YA (V0u)lls < IV(V (@)l [[V 4 ( d’aprés Holder)

< ¢ ullsoz [ulls.a-

Si |6]+1> sy, alors |y] < Ni < sy et

IV (V) (@) V005ulls < [[V(V ) (w)lla [[V°05ull5

< |1Vl [ullsie

< clullsa lullsoz:
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Si|y] < spet|d]+1< s alors
IV (V) (@) V°05ulls < [[V(Vf) (@)l [V ulls
< ¢ ullso2 [ulls,.a-
D’ou le lemme .

Lemme 2.7 La solution y peut s’écrire :

t

y(t) = DQ(t)g + i DQ(t —r) f(r) dr
=Y W)
j=1,3
Preuve du Théoréme 2.6 On a
(6) ' O)llsa < e (L4120 |gy = g]| 1y

< c(l+6)746

4,2
4,
33

(d=(n-2)t=2>1

1
2

1Ol < ¢ [ @rt=r) 0oy 3 dr
0

4,2
4,
33

t
<c /0 (Lt —=7) " u(r)]spa [Ju(r)]|s2 dr
D’aprés le théoréme 2.5, on obtient :
t t
1Ol < ¢ [ 0+t =0) ) allvallgzeaple [ 1Fullulr) dryr
t t
< c5lexp{c/ [|Vul|so(T) dr}/ (1+t— T)_d||u(7‘)||3174d7‘
0 0
t
< ch exp{c/ || Vuloo(T)dr } My, (£)(1 + )
0
t
X / L+ +t—r) YL +r)"%dr
0

Or lintégrale [ (1+)? (1+t—7)~? (1+7)~? dr est bornée indépendament
det (d>1).(cf(|26] Lemme 7.2 p 88 ).
D'ou [[ud(t)]]sa < ¢y (1+1¢)"0 M, exp{cfot [|IVu(T)||oo} dr .
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D’aprés le théoréeme d’injection de Sobolev on a
IVulloo < ¢ fulfs.a

Cela implique :
t t
/ IVu(r) | d < ¢ / (L 7) (L4 () fora dr
0 0

t
< ¢ My, (t) / (1+t)"*dr
0
< ¢ M(t).
D’ou
() P ()lsi0 < €01 (L+8)7" My, exp{eM, (1)}
Avec (*) et (**) on a :
ul|sa(t) < ey (L+8)" 4oy (148" M, (t) exp{cM,, (t)}.
D’ou
(exx) M, (8) < 6 (01) (14 M, (t)) exp{cM;, (1)}
0<t<TonaWs2— W3t et ¢c> constante d'injection
Soit ¢ :[0,00) = R
o(x)=co (1 4+ze®) —x
Ona ¢0)=cd, ¢'0)=cd —1
¢ a un premier zéro positif en zy avec ¢'(z9) < 0 si §; suffisament petit

(01 = 61(c))
0= () = cdy (1 + 20e™°) — xg

implique
Zo Zo
h=—-<—
T eI 4 mpe)
ou ~ ~
(rxx8) My (0) = [lolloya < K [ltollap < K 61 < g

s’en suit ( **** ) implique (M, (t)) >0, 0 <t < T et avec ( *** ) et un
argument de dépendance continue on obtient

M, (t) <z, 0<t<T.
Ce qui donne le théoréme 2.6 avec

M() = Tg = x0(51).
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On a, avec les deux théorémes précédents

t
u(®)lls.2 < ¢ [Juolls.2 65619{6/ IVulloo(7) dr}
0

< ¢ [|uol|s2exp{cMs, (1)}
< ¢ ||uol[s2exp{cMy}
< K[uolls 2

pour 0 <t < T et K = exp{cMy} indépendants de T et de ug, on termine
comme dans ( [26] p.91 — 92 ) et on remarque que

_n=2
2

[u@lloe < ¢ l[u(t)]|sa < ¢ My, (£) (1+1)
<cMy (141"

D’otu le théoreme 2.2 d’existence globale enoncé dans le paragraphe 2.2 .

2.10 Remarques

Ona Ly = (00— N)y = 02y — p(t, Dy)
a)

Jo €' (2i(2.6) — t(2.£)?)dz

t, &) = ,
p( 6) tfceltz'é dZ
et
0 kok _kek 242 2 ¢2
itz.& _ T : e
e —Z o =141tz + 5 +

k=0
e"(2i(2.8) — 1(2.£)?) = 2iz.6 + (2% — 1) (2.8)* + - -

donc

-3 [L(2.6)%dz
p(taf) —t—0 — ‘GC:( d?
C

3¢
n

si /C(z.f)dz:O(i)/czdz:OVf

si C'=S""10,1)
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car

/S (8%

™ ™

B ‘§‘2f_g COSni2 01 [sin2 01]d91 fg COSni3 diigg e ff COS Qn_gdign_g 027r d‘gn_l
ff% cos" 2 @, db, fg cos™ 30y dbs - - - fg cos0,_odb,_ 0% db,,_4

N

2
us

e (fir cos™ 2 0, [sin? Hl]dﬁl)
f—Qg cos" 26, db,

_ ¢
_n

b) On a
p(t, &) =t €751 C = S"71(0,1)

¢) On conjecture que l'on peut avoir un théoréme analogue a celui du
paragraphe 2.9 lorsque n > 5 et C' = S™"! dans ce cas p,(t,£) = T1(¢, &) +
Ty(t, €) avec Ti(t,€) ~gmoe —[51* (V£ > 0) et Ta(t,&) = 2 5t avec D =
[ €% dz (= t|¢| cost|¢| — sint[&] lorsque n = 5), on a en effet

[s "4 (2.6)%d= N gfs et (2.6)dz

p(t, f) ==

[qet=€ dz t [yet=Edz
e*4(2.6)%dz
Tl(tu 5) = _fS itz € ;
fs e dz
2D! .
T, === avec D = /e”’z'gdz
t D p

d) Ty(t, ) est singulier car D(t, |[£|) admet une infinité de zéros relativement
ale]

Cependant on peut donner un sens & l'opérateur singulier correspondant
Ty(t, D,) comme on 'a fait au paragraphe 2.6 dans le cas n = 5.

Nous examinerons ces généralisations dans un travail ultérieur.

e) Le théoréme 2.6 se généralise en prenant des conditions initiales complétes

sous la forme :
{ Ly =0y — Ny = f(Dy)
Yji=0 = Yo, Yt/t=0 = Y1

On obtient un résultat d’unicité et d’existance globale réguliére analogue au
théoréme 2.6 en suivant la procédure usuelle suivante :
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* On résoud d’abord le théoréme 2.3 pour ’équation linéaire non homogeéne

suivante
{ Ly =0y— Ny= f(t,x)
Yi=0 = Yo, Yt/t=0 = Y1

en disant que y = y' + 3% + y> ou y' est solution de

{ Ly =0
Y/t=0 =0, Ytjt=0 = Y1

Ly =f
Y=o =0, Yiyi=0=0

déja calculée par le principe de Duhamel, 32 est solution de

y3 est solution de

{ Ly =0
Yit=0 = Yo, Ytjt=0 =0

obtenue par changement de fonction inconnue en posant y = yo + 2z, ce qui
donne
{ Lz = —Lyy = Ayo+ Nyp

Z/t=0 = Yo, Zt/t=0 = Yojt=0 = 0

dou z = fgt;—:fsn_l(Ayo + Nyo) (r,x + (t — r)z) dz par le principe de
Duhamel et la valeur de y? .

** Ensuite on résoud le probléme de Cauchy local en temps semi-linéaire
et le probleme de Cauchy global en temps semi-linéaire comme dans les
paragraphes 2.8 et 2.9 .
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Lemme 2.8 Les seules solutions complexes de I’équation
Acos A —sin A =10

sont réelles et forment une suite (A\g)gez ayant les propriétés suivantes :

A p=—-MVEkeNet \g=0
**\, €] = S+ km, T+ kn[(VEk €Z) et limy_yo( A —kT) =3

Preuve. Ona z=x+iy=Re z+1Im 2

) 6iz _ e—iz eiz + 6—iz
smz—=-—— , COSzZ = ——_—"—
21

siniy =ishy ; cosiy = chy

Les formules :

sin(a 4+ b) = sina cosb + sinbcos a

cos(a+b) = cosacosb —sinasinb

ch(a + b) = cha chb + sha shb

sh(a + b) = sha chb + sha chb

sont aussi valables pour a et b complexes .

D’ou :

sin z — z cos z = sin(x + iy) — (x + iy)cos(x + iy)

= (sinzchy + ishy) — (z + iy)(cos xchy — ishy sin x)
et I’équation s’écrit :
(B) { sin xchy — x cos zchy — yshysinx =0 (E)
shy cosx — ycos xchy + xshysinx =0 (Es)

91
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*) On constate que y = 0 et sinz — xzcosx = 0 est une premiére
solution de (E).

*) Cherchons s’il y a d’autre pour = =0 :
On a shy —ychy =0 <y = thy

*) Les autres solutions vérifiants donc a la fois y # et x # 0.

*) On constate aussi que si  (xg,yo) est solution de (E ) alors
(—x0,%0), (x0, —Y0), (—T0, —yo) sont trois autres solutions.

*) Cherchons donc les solutions (x,y) de (E ) telque  >0et y >0
Dans ces conditions divisons (E;) par sin xchy et (Es) par shy cosz , ona:

(E)) 1= —ythy =0 <= ;= =1—ythy

tgx

(Ey) 1+ xtge — 5o =0 = atge = g — 1
En multipliant membre a membre (E)) et (E,) ona :
(1) <=y’ +y(gy +thy) —1
D’autre part on a :

sin xchy + ishy cos x

tgz =
g cos xchy — isin xshy

(sin zchy + ishy cos z)(cos xchy + ishy)

cos? xch?y + sin® wsh2y

B cos T sinx + ishychx
 cos? zch?y + (1 — cos? x)sh2y

B % sin 2x + %isth
 cos? z(ch?y — sh2y) + sh2y

5(sin 2z + ish2y)  (sin2z + ish2y)

0082 T+ Sh2y 1+cgs 2x + chZ;/fl
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Alors
sin 2z + ish2y .
tgz = ——F————;, Z=2+1Y
cos 2x + 2y
Puisque z = tgz d’aprés (E) on obtient :
sin 2x 2sinx cosx sin x cos x

xr = = =
cos2x + ch2y  2cos?x — 1+ 2sh?y+1  cos?z + sh?y

=" en divisant N et D par cos?z.
cos”g
Dot 2 =140 =1 —ythy (cf (E})).
cos’y = —izfgysfﬂy = —sh’y + —Shy;hy
On obtient alors 1’équation :
(2) cos?z = 2 _ 5p2y
2y

Or on a
(1) 2% =~y +y(gy +thy) — 1
qui impliquent I’équation en y

(3) (cos \/—?ﬂ + y(% +thy) —1)* =

On pose
g1(y) = (cos /a)? avec
a=—y* +y(gy +thy) —1

sh2y

galy) = 52 — sh?y

Et (3) s’écrit :

(3) 91(y) = g2(v)

a = —2y+ (ﬁ + thy) + y(ﬁ - ch2ylth2y)
o = y(—2 - sh§2y) + % +thy

1 (sh?2y—4)y+4shych3y+4sh3ychy
sh22y

Oé/ __ (=ch4y—3)y+(2shychy)(2ch2y)
- sh22y

93
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Oél _ (=chd4y—3)y+shdy _ Ny
- sh22y — Dy

N, = =3 — chdy + 4chdy + y[—4shdy]
N, = 3(chdy — 1) — 4y(shdy)

Ny >0 <= k(y) = 49952 >y

k/ (y) 36h4y 1

sh24y
<4y>2
(4y)2 -

(4)?

N

E(0) = lim, 0372

k(3) = %ch?)—l — 30067 _ 21201 _ ) 7g

sh3 410,017 ~ 40,068
k() = 3991 = 22922 = 0,346 > 1 = 0,28
R(f) = 3eest = 82082 — 0,571 > £ = 0,5
k”( ) — 3(22422341)’ _ 3[4sh4y.sh24y—iilz,lig;.ch4y(ch4y—1)]
_ 12[sh24y ic’g2§;+2ch4y] _ 12[20h4yg;§;ych24y] _ _12(1;5;?2 <0 s

y#0

Car lim, oo =0 puisque si ychy = shy (ie. y=0et y = thy) alors
a=0etsi yshy —chy =0 (ie. y = cothy) alors a =0

91(y) = —2(cos \/a)(sin \/&)%

a(d) = 1+ (582 + 252) 1= 0,062

alors g1(3) = (cos(0,248))? = 0,9999

2 2ysh2y—2ysh? hy(chy—ysh
d'autre part on a gs(y) = Sgyy — sh2y = 2ush &r ysh’y _ shy(e T Y)

4 _ ch2y—sh2y—2y%sh2y __ No
92(y) = 22 = Dy
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9o(y) < 0 <= (th2y)(—1 —2y*) 4+ 2y < 0

95(y) < 0 = th2y > ;3= = f(y)

22 +1
2(2y%+1)—8y? 292 +1)—4y?
f/(y> - ((ygy—;_’_)l)?y = 2( ?2;_2_21)2y = (2y22+1)2 (1 - 2y2)

Done  gy(y) <0 ¥y € 0,90~ 1,2

2 3
(—1—- 97 _3)y gy B0°
3
(2y+ 2L )2

ga(y1 >~ 3) = shl — < + £ = 0,904

O/(y) ~y—0 ~ %y —y—s0 0

3 2 3
=202 2y+ 4 ) +2y(1+ 24 ) —2y— 24 2
297 ~—3Y —y—00

2

95(y)

y—0
ona ¢1(0,25)=0,999 et g5(0,25) = 0,979
Alors ,si 0<y<yo~1,20na ¢(y)> g2(y)

Concluston :
L’équation sinz — zcosz = 0 avec z = x + 1y = Rez +1Imz , ne possede
que les solutions =z tels que (z = tgz,y = 0) , c’est a dire uniquement des
solutions reelles 2z = ¢ = Rez avec x = tgx.
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