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PREAMNBULE

L'étude des macromolécules en radiocristallographie nécessite souvent
des calculs d'une ampleur telle, qu'ils ne peuvent se conduire sans

de nombreuses difficultés, dont 1'une est leur durée excessive.

Nous en sommes venus rapidement & considérer tout 1'intéré&t que pouvait
présenter 1'application dans ce domaine des algorithmes de transforma-
tion de FOURIER rapide (Fast FOURIER Transform (FFT) ; COOLEY &

TUKEY, 1965).

Par leur élégante organisation du calcul de la transformation de
FOURIER discrete (TFD), ces algorithmes permettent, ce qui pourrait
sembler au premier abord paradoxal, une réduction considérable du
nombre d'opérations arithmétiques théoriquement prévisibles par 1'ap-
plication directe de la formule de définition. La puissance des
me&thodes FFT s'avére telle gue, contrairement aux conceptions anté-
rieures qui tendaient & éviter les calculs de transformation de
FOURIER jugés & juste titre longs et pénibles, elle incite & re-
chercher systématiquement la substitution d'une ou méme plusieurs
évaluations numériques de TFD & tout calcul cristallograephique de

guelgque importance.

Le calcul numérique de la TFD rendu alors aisé et créant ainsi un
nouvel &tat de fait, il nous a paru utile de chercher & mieux connaf-
tre les possibilités de cette transformation uniteire. Celle-ci treés
8pparentée & la transformation de FOURIER continue souvent invoguée
dans 1l'analyse des calculs radiocristallographiques, peut présenter
les mémes avantages gque cette derniére, tout en &tant néanmoins

plus réaliste, quant & la poursuite des calculs numériques proprement
dits, de par son adaptation particuliére & leur caractére essentiel-

lement discret.

Nous examinerons dans ce mémoire sans prétendre & 1l'exhaustivité quelques

@pports de la TFD tant & la conception qu'a la pratigue des calculs.



Aprés avoir abordé la question du passage des relations mathématiques
idéales au déroulement effectif des calculs numériques en ordinateur,
processus impliquant nécessairement une opéretion d'échantillonnage
des représentations mathématiques continues, le chapitre I montrera
que la TFD substitue & la transformation de FOURIER continue, natu-

rellement et sans approximation propre, des expressions portant sur

un nombre limité de valeurs discretes, tent dans 1'espace réciproque

que dans l'espace direct.

Dans le chapitre II, nous montrerons que le théoreme de BOREL discret
permet non seulement le calcul élégant et performant, gréce & la FFT,
du produit de convolution discret périodique mais également, avec
quelques précautions, celui du produit de convolution apériodique

apparaissant dans certaines applications particuliéres proches du filtrage
numérigue.

L'utilisation des différents algorithmes FFT pose souvent en pratique
quelques difficultés résultant de leur manque de souplesse, plus parti-
culierement sous leur forme initiale. Le chapitre III propose une
transformation linéaire incluant la symétrie hermitienne (loci de FRIEDEL)

2t conduisant ainsi a8 une réduction substantielle du volume des calculs

numérigues.

L'appendice 1 rappelle la définition et réunit quelgques propriéteés
importantes de la TFD, alors que 1'appendice 2 développe les expres-

sions des fonctions de reconstruction impliguées dans le développement

du chapitre I. Enfin, l'appendice 3 comporte le "listing" d'un systémg

de trols sous-programmes généraux écrits an FORTRAN IV, permettant le
calcul des TFD unidimensionnelles, bidimensionnelles et tridimensicnnalles,

par FFT avec des performances intéressantes.



ECHANTILLONNAGE DES FONCTIONS PERIODIQUES
ET TRANSFORMATION DE FOURIER DISCRETE

CHAELY RE k

“NTRCCUCTION

Four plus de clarté, ncous raiscnnerons ici, et sauf mention contraire,

sur des fonctions et des suites unidimensionnelles.

Le radiocristallographe se trouve souvzant confronté, dans sa pratique.
3 des calculs de transformation de FOURIER continue (désignte dans ce

gui suit ner 1'sbréviation TF) de la forme :
5 4 i2
#lu) = f X(xje <" ux (I.1)

conséquence du théoréme de MICHELSON-LORD RAYLEIGH (GAY, 1961, p. 17), et :

m.ﬁ.
X(x) = [ Xuye %™y, (I.1")

=
qui définit la TF inverse, x et u désignant respectivement des variables

de l'espace direct et réciprogue.

A 1'exclusion de guslgques cas particuliers, dont par exemple 1'&tude
radiocristallographique des carps amorphes, X(x) peut 8tre généralement
assimilée & une fonction idéalz infiniment périodique de période 1, 3

la condition toutefois de choisir la période de cette fonction comme
uriite de mesure sur l'axe des "x". Cette périodicité implique la pro-
nriété connue pour le spectre E[u] d'&tre discret, formé de distributions
de DIRAC équidistantes (ARSAC, 1861, p. 106) : i{u] est identicuement



nul pour u différent d'un entier relatif "q". Définissant ainsi le
néveloppement en série de FOURIER de X(x), les relations (I.1) st
(I.1') deviennent dans ces conditions :

. /2
Xtg) = | Xtxye 12m%gy qe Z (-2

-2

+12nmgx

+09 =
X(x) = ) X(gle (T.21)

q=-w
La périodicité de X(x) s'avére une propriété essentielle, bénéfique
au radiocristallographe, en ce qu'elle lui permet de réduire dans une
proporticon considérable (théoriquement infinie... ) la collection des
informations, ainsi que les calculs numériques et approximations

qui leurs sont associées, par rapport @ ce qu'auraient pu laisser

prévoir les relations générales (I.1) et (I.1') :

- Lorsque la fonction continue X(x) n'est pas périodique, 1'une au
moins des deux fonctions X(x) et i(u] possede un support infini ;
inversemant, lorsque X(x) est périodique, on ne doit la considérer
que sur la longueur limitée d'une période, sa largeur ds spectrea

pouvant cependant rester parfaitement finie.

- Dans (I.2) et (I.2'), X(u) n'est & considérer gue pour les seules
valeurs g discrétes et entiéres de la variable continue u, coniraire-

ment & son emplol dans (I.1) et (I.1').

- La sommation sur toute la droite réc=lle, présente dans la relation
(I.1), se réduit par (I.2) & 1'intervalle d'une période [f'%] * JJ

Zz
da Xix).

- L'intégrale (I.1') devient en (I.2') une somme discréte, qui la
rend bien plus adaptée zu calcul numérique (mis 3 part son intervalle

da somation infini... ).



2. PHEMOMENES PARASITES LIES AUX CALCULS NUMERIQUES ET A LA MESURE

Au caractere "naturel"” de la discrétion du spectre i[q] et de la
sommation sur un intervalle limité dans la relation (I.2), did & la
nature intrinsequement périodique du cristal mesuré, s'oppose 1l'as-
pect artificiel d'opérations de limitation et de discrétisation,
nécessitées pour ls réalisation du calcul numérique de (I.2') et
(I.2), celles-ci provoguant par 13 méme divers effets parasites gue

l'on s'efforcera de limiter.

2.1. Phénomenes de diffraction

L*évaluation de X(x) par (I.2') impliquerait, en toute rigueur, la
sommstion sur un nombre infini de valeurs de i[q] (et 1'évaluation

des i[q], un nombre infini de calculs de (I.2)... ), travail évi-
damment impossible, ne serait-ce qu'au niveau initiasl de la collecte
des données nécessairement effectuée sur un nombre fini de "réflexions”
situees a 1'intérieur d'une sphére de l'espace réciproque, de rayon

1imité défini par la longueur d'onde des rayons X employés.

Un moyen de tourner cette difficulté consiste & fixer q,- valeur

entiere positive telle que :
|q| :vqn::-D => X(g) = 0 (I.3)

c'est-a-dire qu'il est possible de ccnsidérer la fonction X(x) comme
possédant une TF & support borné, et gu'einsi (I.2') peut s'écrire :

+0

a A
X(x) = §  Xigq)e témax (1.4)

i i P
L'hypcthése (I1.3), d'apparence erbitraire, est en fait légitimée par
des considerations sur la répartition spectrale de 1'énergie, dans
le cas d'une fonction X(x) résultant d'une mesure physigque concréte ;
malhesureusement, dans la pratique, ces considérations conduisent géne-

ralement & des valeurs de q, trop élevées.



Par ailleurs, 1'application "brutale” de la relation (I.4) hors du
rospact de (I.3), produit souvent des distorsions importantes, par
rapport & X(x), des valeurs Ktix] ainsi obtenues. Les oscillations
dant thx] est affectée, nommées phénoménes de diffraction, depuis
longtemps étudiés et abondamment décrits dans la littérature spé-
clalis&e, comme par exemple le phénoméne de GIBBS (ANGOT, 1857, p. 64),
concernent pleinement le radiocristallographe (JAMES, 1948), pour gui,
meng dans ces conditions, le calcul de X(x) peut arriver & perdre
baaucoup de sa finalité (notamment lors du calcul de fonctions de
PATTERSON pour des molécules compertant un nombre important d'atomes),
bien que ce phénoméne de diffraction s'avére finalement moins sévére

d 3 dimensions, qu'a 2 et 1 dimensions (op. cit.).

On sera donc conduit & un compromis, cherchant & minimiser les consé-

quences des effets de diffraction pour une valeur encore acceptable de
Q. c'est-a-dire & satisfaire la condition (I.3) pour qé donnée infé-

rieure & q : ce que permet d'obtenir une pondération convenable Alg)

caes termes XA(g), opération nommée "apodisation” (introduite & 1'ori-

gine «n optigue) (ARSAC, 1881, p. 2680), telle que :

A =0 o >q' > : ! ‘

(q) pour |q| >g} >0 ; g >q! >0 (1.5)
Cette maniére de procéder offre l'avantage de s'interpréter aisément,
en termes mathématiques, comme le produit de convolution de la fonction

idéale recherchés X(x) par une fonction noyau de convolution

Alx) = TFLH[U]] choisie & support étroit, ou encore, ce gui équivaut,

comme une opération de filtrege linéaire des hautes fréquences spatiales.

Socit ainsi les fonctions périocdiques de périocde unité, xt[x] et Hn[x],

définies par :

LRy 5§ k) gPAeTee (1.5)

O R
X (x) = ) AlglXx(qgle

=y ¥
8% A4

+12mgx

(I.7)



Xﬂlx] pourra, par un choix adéquet des coefficients E[q]. constituer une
bien meilleure approximation de X(x), gue la simple fonction Kt[x]. Le
critére cheoisi pour juger de la qualité finale de 1'approximation con-
ditionne essentiellement ce choix de la loi a[q] 3 un procédé de som-
mation EEq] ne peut pas, en général, &tre optimal parallélement pour
tous les criteres considérés (ARSAC, 1981, p. 278 ; RIFE & VINCENT,
1970). Le cristallographe, quant & lui, recherchera par exemple des

nics parasites d'intensité minimale pour une "Pattarson"” ou une densi-
t2 électronique, cu bien au contraire une btonne localisation des pics

utiles, etc...

En conséquence, nous admettrons dens ce qui suit qu'en tout é&tat de
cause la TF de X(x) ne peut &tre gu'a support borné ; une fois choisi
le procédé de sommation A(g), nous considérerons ainsi comme rigoureuse

la relation (I.4) grace aux correspondances :

AlQ)Xtg) =+ X(q)
X_(x) > Xtx) (I.8)

& ¥

Cette attitude n'a rien d'arbitraire et prend simplement acte de notre
connaissance nécesseirement finie de l'espace réciproque. Cette unique
et inévitable approximation étant acquise, on pourra constater ultérieu-
rement qu'en toute rigueur, les calculs peuvent se mener théoriquement

et pratiguement sur un nombre fini de données discrétes.

2.2. Contreintes spécifiques au_calcul numérique

T e —— ) e O W e S S

Pour transiter & travers un systéme informaticue, X(x) et X(g) doivent
prendrs une forme digitale, caractéristique spécifique aux méthodes
numériques. Cette condition imposera une discrétisation de deux types

gssentiellements différents :

2.2.1. Quantification
Chaque donnée discréte x[x1l ou X[q1] possible devra

s 'exprimer par un nombre entier fini (deux nombres dans le cas d'une



donnée complexe) 3 il s'agit de l'opération de guantification, prenant
en compte l'information nécessairement finie transportée par des donnees
physiquas réelles, c'est-a-dire la précision naturellement limiteée de

la mesure.

la précision avec laquelle ces valeurs sont mémorisées et traitées
dépend alorz du mode de représentation adopté, ainsi que du nombre de
bits réservés a leur stockage ; les ordinateurs scientifiques actuels,
usant ¢'unz représentation semi-logarithmigue dite "virgule flottante”
sur un minimum de 24 a4 32 bits, fournissent de 1l'ordre de cing ou six
chiffres significatifs, précision en général tout a fait suffisante

pour les calculs cristallographiques envisagés (en particulier lorsgus
ceux-cl peuvent profiter du gain de précision apporté par la FFT, com-
parativement aux méthodes traditionnelles (OPPENHEIM & WEINSTEIN, 1972)),
gt dans tous les cas tres supérieure & l'incertitude sur la mesure elle-
méme, nous incitant donc & orienter notre attention vers des phénom&nes

parasites plus importants (en intensité).

2.2.2. Echantillonnage
Outre le fait que l'ordinateur s'accommode mal de 1l'Etre
mathématique, purement abstrait, qu'’est la fonction continue, réelle ou
complexe, X(x) de la variable réelle continue "x", la théorie du signal
(GAEOR, 1953 ; MACCHI, 1973) indigue gu'une telle fonction, lorsgu'elle
exprime le résultat d'une mesure physique concréte, ne peut correspondre

gu'd un nombre finl de données indépendantes d&éfinissant ses degrés de

liberteé.

Ces considérations, tant pratiques gque théoriques, conduisent donc & con-
cevolr une nouvelle opération de discrétisation, 1'échantillonnage, portant
sur la fonction X(x), et s'appuyant sur les résultats du thécréme d'échan-
tillonnage de WHITTAKER-SHANNON-NYQUIST-KOTIELNITKOW qui établit la
relation (1.9), assortie de sa condition de validité (I.9') :

oo

X(x) = ) X(kax)sinc(Z— = k) (1.9)
k= =N

pour 0 < Ax < Ax(opt) =

(1.9°
EqD )



(I.10)

posant comme il est d'usage :

SiNmX

X

sinc x
et ol 29 désigne la largeur de bande limitée de la fonction réelle X(x),

c'est-3-dire la largeur du spectre X(u), TF de X(x), supposé & support
(I.11)

harné

X(

Un pourra,

u) = 0 pour ué[-qn. +qn]
au sujet de ce théoreme, faire les constatations sulvantes

la formule d'interpolation explicite (I.8), X(x]) est connue

de fagon univogue et peut s’évaluer rigoureusement (contrairement aux

- Grace a
possibilités d'autres formules d'interpolation), en tout point de 1'in-
tervalle ]-ﬂi +ﬂ[, a partir de l'unique connaissance des échantillons

discrets X(k&x). Ce résultat constitue une conséguence fondamentale de

la lergeur limitée du spectre A(u). Dans ce qui suit, nous dénommerons

souvent reconstruction, ce type d'interpolation rigoureuse.

en effet, puisque pour deux nombres entiers n et N s

- La foncticn interpolée définie par (I1.9) "passe” par les points

d'échantillonnage

b4

sincin - nUJ = ﬁﬂ,nu [:Sn.nD symbcle de Kronecker), pour les abscisses

= Kyax, (1.8) fournit le résultat X(x] = X[hnﬂx].
= La compression de données ainsi obtenue, sans aucune perte d'information
commz en témoigne (I.8), est d'une efficacité (au pocint de vue du taux
d'échantillonnage nécessaire & lo reconstruction univoque du signal)
nrocortionnelle & la taille du pas d'échantillennage Ax, 1'optimum

(le tzux d'échantillonnage 1= plus faible) correspondent au pes de
; cette limlte supérieure du pas Ax ne peut en

2q

NYQUIST Ax(opt) = w1
aucun cas étre dépasgéa. ni méme atteinte, sans perte irréversible d'in-

formaticns sur X(x).
Il est alsé de se convaincre intuitivement de la nécessité du respect
de 1'inégalité stricte dans (I.8'), par un contre-exemple relatif & un

cas typiguement "pathologigque”.



_1D._

Soit la fonction X(x) = sin 27q _X échantillonnée pour 1x1 = 0, Ax,

20X, ...« Dans 1l'hypothese ol 1l'égalité puisse &tre atteinte dans (I.9'),
supposons Ax = Ax(opt) = E%— et par conséquent X(k.Ax) = 0 pour toutes
les valeurs entiéres de k ($ig- I.1) ; ces échantillons pouvant provenir
tout aussi bien de 1la fonection X(x) = 0 (gui vérifie la condition de
NYQUIST... ), rendent le choix entre cette fonction et la fonction
initiale, ambigu, et la reconstruction de cette derniére, impossible,

par la formule d'interpolation (I.9). Inversement, si 1l'on suppose main-
tenant que Ax = Ax(opt) - ¢ avec € positif arbitrairement petit, il
existera nécessairement des valeurs d'échantillons X(k.Ax) non nulles,

levant ainsi totalement 1l'ambiguité de choix précédente.

- Les bornes de sommation infinies, associées & la décroissance lente
dz la fonction sincx, rendent la formule de reconstruction (I.8) d'un
emploi pratigque délicat (sauf dans le cas particulier des fonctions

X(x) périodiques étudié au paragraphe suivant).

Par ailleurs, le théoréme d'échantillonnage a donné& lieu & de nombreuses
généralisations, notamment multidimensionnelles, gui n'imposent aucune-
ment un pas d'échantillonnage uniforme. Il s’avére ainsi possible, dans

le cas bidimensionnel par exemple, de montrer (GAARDER, 1972) qu'un
echantillonnage haxagnnal'pnsséde la méme efficacité qu'un échantillonnage
rectangulaire. Cependant, une expression analogue & (I.8'), &tablie dans
le cas d'un pas censtant, conduira toujours, pour toutes les dimensions,

3 la valeur minimale du taux d'échantillonnage.

Hous ne considererons dans ce qui suit que 1'échantillonnage & pas
unitorme constant, gui consiste dans le cas tridimensionnel de coordonndées
cattizicnnes lides aux axes cristallins, 3 cheisir des échantillons

situés aux noeuds d'un réseau dont les 3 translations primitives sont
respectivemant paralléles aux axes de référence ; cette situation cor-
respond @ la guasi-totalité des cas rencontrés actuellement, bien que
d'ingénieuses représentations adaptées aux propriétés de périodicité et
aym&trie cristallines, faisant notamment appel aux coordonnées polaires,
aitwlété proposées (ROSE & RIMSKY , 1949).
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2. ECHANTILLCNNAGE ET RECONSTRUCTION D'UNE FONCTION REELLE PERIDDIQUE

La preprieété essentielle de périodicité de X(x) ayant déja produit une
simplification de (I.1) et (I.1') (au sens d'un hypothétique calcul
numérique), pour conduire aux relations (I.2) et (I.2'), va meintenant
permettre de déduire de (I.8), relation pour laguelle cette propriété
n'est pas encore intervenue, une formule d'interpolation rigoureuse

qui possede 1l'avantage de ne faire appel qu'ad un nombre limité d'échan-
tillons discrets.

Soit la fonction continue X(x), infiniment périodique, échantillonnée

au pas Ax tel que :

L K entier naturel non nul (I.12)

ﬂ}{:El

La péricde 1 de cette fonction contient exactement K échantillons ;
la condition de NYQUIST (1.9') devient :

2q_ + 15K (I.13)

Oans ces hypotheses, (I.8]) peut prendre la forme particuliére :

K= +oo
X(x) = § xC3[ T sinclkx - k - K2] (I.14)
k=0 " p=-w

.1

H[%ﬂ est en general non nul et 1'expression (I.14) prenant une valeur

vinie, la scmme infinie entre crochets converge nécessairement pour

tout ¥,

Fosant pour cette somme :

+iad

S(K,x) = § sinclkx - K&) (1.15)
f==m
1'expression (I1.9]) peut maintenmant prendre la forme d'une somme portant
sur un nombre fini K de termes :
K-1

X(x) = J X(2sK,x - & (1.16)
L g K
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Partant de la définition (I.15) et des propriétés de la fonction sincx,
on peut aisément déduire les propriétés suivantes de S(K,x) :

- fonction périodique de période 1 : S(K,x + 1) = S(K,x) (1.17)
S(K,=- x) = S(K,x) (I.18)

- fonction paire

- valeurs particuliéres : SEK.EJ o

ﬁ 1 pour k entier multiple de K (I.19])
EIK.EJ = 0 pour k entier non multiple de K (I.18°)

Comme on peut le constater, ces propriétés de S(K,x) présentent une
parfaite cohérence avec les propriétés légitimement attendues de la
relation (I.16) : (I.19) et (I.19') conduisent par exemple, pour

x = k/K, 8 1'identité des deux membres de cette formule d'interpola-

tion, gqui restitue alors les valeurs des échantillons initiaux.

Lors du cas fréguent ol X(x) doit s'évaluer pour une suite de valeurs

de x en progression arithmétique de raison 1/K :

X =% + %—: £ =0, 1, +0es, K=-1 3 x réel arbitraire (I.20)

13 périodicité (I.17) de la fonction S(K,x) permet encore de réécrire

(I.15) sous la forme d'une convolution cyclique discréte ; en effet,

posant enceore @

k
xh(ﬂ.x] = X(x + EJ

K (I.21)
Hk[ﬁ,x] = S(K,x + Eﬂ
dans ce cas particulier, la formule de reconstruction (I.15) prend
la forme :
k-1
X (Kix ) = hzuxhlﬂ.ﬂlﬁg_hlﬂ.xu] (I.22)

puis avec la périodicité K de Hh se déduisant de celle de (I.17) de

la fonction S(K,x), et pour les suites périodiques de période K, {xh}

et {R }, associées respectivement & X (K,x] et R (K,x), cette expression
devient symboligquement :

{xh[u.xnl} = {xklh.nl} ﬂ-{Rh{K,nn]} (I.23)
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Bien que dans la majorité& des cas le produit de convolution cyclique
(I.23) ne soit pes évalué directement, mais plutSt par passage dans
1l'espace réciproque, grace au théoréme de BOREL discret (A1.8), la
forme explicite de Hh’ et donc celle de S(K,x), peut s'avérer utile
dans quelques cas isolés ; 1l'appendice 2 développe le calcul des
deux expressions possibles de S(K,x), liées a la parité de K.

Les diverses fonctions de reconstruction présentent entre elles beau-

coup d'analogies. En effet, la lecture du tableau récapitulatif (Tab. I.1],
s 'appuyant sur les résultats de 1l'appendice 2, permet de constater que

ces fonctions ne différent que par l'expression de leurs dénominateurs

™, sinmx et tgmwx : de plus, ceux-ci prennent des valeurs trés proches

pour 1x| << %1 incitant lors d'applications particuliéres a considérer
(I.16), plus proprement adaptée au calcul numérique, comme l'approximation
de (1.9).

Des relaticns comme (I.4) et(I.23), soulévent la gquestion des liens
existant entre la TF continue, la TFD, et les fonctions de reconstruction ;
cecl fera 1l'objet de 1'étude abordée dans les paragraphes sulvants gui

va incidemment et contrairement & ce gqui précede mettre en relief les

cdifférences de propriétés des fonctions g ot =R

&. FROFRIETES VECTORIELLES DES FONCTIONS S - CONSEQUENCES

e

Ce paragraphe &tudiera en fait quelgues conséguences de la dimension

finie de 1l'espace vectoriel des fonctions périodigues réelles de spectre

-

Lorne,

- O O —— — -

e

l.a relaticen (I.2) définissant le développement en série de FOURIER de
X{x) peut se réécrire immédiatement comme un produilt scalaire en adoptant
les notations (AZ2.14)

iEﬂqx}

Nta] ke v ge 2 (I.24)
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Puisque d'autre part, par nature méme de la TF :

{E.'I.E'I'I':;":..:‘r Ei?“ﬂH} = 8q',q (I.25)

X(g) peut étre considéré comme la projection du vecteur X(x) sur le

Ll de la base orthonormée (1.25) de 1'espace vectoriel des

vecteur Ei
tfonctions de période unité, permettant de retrouver (évidemment... )
ainsi la formule de reconstruction TF inverse (I.2'). Les valeurs en
général complexes i[q] ne sont plus linéairement indépendantes lorsque
1'on suppose X(x) réelle, la loi de FRIEDEL (symétrie hermitienne)

imposant :
X(-gq) = X*(q) (I.26)

La dimension de cet espace reste néanmoins infinie si aucune autre

restriction n'intervient sur X(x).

EansidéranE maintenant que (I.4) se substitue & (I.2'), [EqID + 1) valeurs
complexes X(g), correspondant en réalité a [2|:|D + 1) composantes réelles
indépendantes d'aprés la relation (I.26), définiront de fagon univoque °
toutes les fonctions X(x) vérifiant (I.4). On obtient ainsi le résultat
essentiel suivant (Tab. I.1, ligne 7) : 1l'’espace vectoriel Eqn des
tonctions périodiques X(x) réelles de périocde unité et de spectre borné,
satisfaisant donc (I.4), est de Pimenainn finie impaire IIEr_'|':1 + 1),

correspondant au nombre de degrés de liberté de la fonction X(x).

O o e W NN T O . - Em ms o wm . — -

4.2.1. K impair
Cette dimension ne peut en aucun cas &tre supérieure a K
car les fonctions g[&.x - EJ. vérifiant la condition de NYQUIST (I.13)
d'apres l'expression mSme de leur TF (A2.18), sont toutes €léments de

E[£-1]f2* Le relation d'orthogonalité, établie pour ces fonctions dans

appendice 2, permet donc de conclure immédiatement : les fonctions

1!
gfﬁ,x - EJ forment un ensemble complet, de dimension K, de vecteurs

orthogonaux de 1'espace E[K-11f2 (Tab. I.1, ligne 8). D'od découlent
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les relaticns des lignes 10 et 11 du Tab. I.1, conséquentes au fait
qua las valeurs X(k/K) peuvent &tre considéreées, & un ccefficient

de normalisation prés, comme les valeurs des projections de X(x) sur
les vecteurs de la base précédente ; l'sxpression de la lignse 10
exprime en particulier la transformation inverse de celle impliquee
g la 1ligne 9 :

+1/2
X(B1 = K < X000, Stkox - £ > = (o) TSI, (1.27)
-1/2 sin (x - §)

Le couple de relations (I.16) et (I.27) joue alors un role tout-a-feit
analogue au couple de relations (I.2) et (I.4), définissant le dévelop-
pament en série de FOURIER, et mettant ainsi en correspondance, comme
ce dernier, un espace discret ou échantillonné avec un espace continu,
et réciproquement. Cette remarque, précisée ultérieurement, vaut d'ail-
leurs tout aussi bien pour les deux autres situations d'échantillonneage

considérées dans le Tab. I.1.

4.2.2, K pair

La question s'aveére ici un peu plus délicate que preécé-
demment, les E{K,x --E] ne possédant pas dans ce cas de relation d'ocrtho-
gonalité telle que (A2.20) ; de plus, comportant (K + 1) composantes
non nulles, leurs spectres (A2.21) ne satisfont pas la condition de
NYQUIST (I.13). La démonstration se fera ici en deux temps :

a) La dimensicn de l'espace vectoriel des fonctions E[R,x = %J gst
inférieure &2 K + 1 :
Il suffit de constater qu'il n'v a que K fonctions %[K.K - Eﬂ distinctes,

‘,:lDUTh“U; 1; III.K.-‘TI

b) Il existe un déterminant d'ordre K, formé & partir des composantes
des fonctions %[K,H --%J rapportées a une base orthogonale, qui n'est
jamais nul :

en effet, le determinant D, formé sur les K premiéres composantes des
spectres (A2.21) de %[K,x g %} pour K. = 0, 1, «sss &~ 1, c8lles-61

corraspondant aux projections sur la base orthogonale (I1.25), s'écrit :
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3 1 < A L
{ Eﬂ 1.-:. F [ B B ] K. [ B K.
g = " -1
?K K F. - E W K, = E W F:_
2 2 2 2
Yooy il di % k-1
EK K K L B B ] K L B K-
I..-]= L "N ] - m @ R oW R @ & FC ]
k k k k
=0 3 S5 g k-1
EK H K LI R L I F;_
K=1 K-1 K-1 K-1
2, D e 2t k-1
ZK K K Tty K L K
2n posant :
2mh
.-j'__
SE e i

Aprés utilisation de la multilinéarité des déterminants, D prend immédia-

tement la forme d'un déterminant de Vandermonde :

1 L 1
% Ny P e Sy
2 2 2 2
. |se stz & 4
D‘_""_ & 6 W - " w s an " ow
2Lk K-1 K-1 K-1 K1
(6] 1 2 iy K-1

dont l'expression vaut :

1
B B8,
2k®) gegr  * %

0 =

)

L2 second membre de cette relation, produit de termes (S, - EE'] non nuls,

L
puisgue 52 # Sg, pour £ A L', est lui-méme différent de zéro :

D 20
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L e
FONCLLaOng

iF & h -
Les K vK,¥ = =] constituent done ure base non orthogonale d'un
Y

=
)
cezpace vectoriel de dimension K.

On conetate ainsi que pour K pelr la dimension de 1l'espace des fonctions
d'interpolation est supérisure d'une unité a celle ((K - 1) d'apreés
le paragraphe 1.4.1.) de l'espace des fonctions reconstruites; cette

oropriété différencie nettement les deux fonctions Q[K,x} et g[ﬁ,x].

_—— e —— T

501t une suite de K valeurs numérigues arbitraires {Kh} pour- kK ® ., s s
K = 1. On peut se poser la question suivante, en guelque sorte complé-
mentaire de celle de l'échantillonnage : Dans quelle mesure peut-on consi-
dérer la suite {X } comme les échantillons uniformes d'une fonction
continue périodique, ces échantillons couvrant intégralement la période,

et la reconstruction pouvant s'effectuer sans ambigulté ?

lL.a relation de reconstruction (I.16) exprime en fait la fonction recons-
truite X(x) comme une combinaison linéaire de fonctions d'interpolation
k K

SK,H—— = il &
( K K K[K] ;
la réponse @ la questlon précédente dépendre ainsi encore de la parité de K

1, chacune de celles-ci intervenant avec le poids X

al) K imﬁﬂif
=T g[K,x - Ek} vérifiant la condition de NYQUIST, la linéarité de la TF

conduit X(x) & la remplir aussi. La suite {Kh} n'a donc aucune condition

particuligre a remplir.

b) K_pair

La fonction Aix) qui pour une reconstruction non embigus satisfait a 1la
condition de NYQUIST, est la somme de fonctions d'interpolation

%[K,x --EJ qul elles n'y satisfont pas dans ce cas. Cette situation
"naradoxale” implique gque les Kk ne peuvent plus étre indépendants,

#t gu'en conséquence ils obéissent nécessairement & une relation que

nous allons déterminer.

Pour cela, exprimons la TF [?[x}] en fonction des valeurs xh - K[EJ
en purtant le second membre de (I.16) dans la définition (I.2) :
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; +1/2 K-1 b
xig) = [ 2 X[EJQIR.R --E]]E i

dx (1.28)
172 k=g " 2

=t en permutent la somme discreéte et 1l'intégrale :

- K=-1 +1/2 .
X(q) = J x[-E-] [ S(K,x - %]a 1218 1]
=0 =1r2
L'intégrale figurant au second membre est en fait la TF[%[K,x = EJ]

(42-21) et donc :

X(g) =0 pour q ¢ [-%; %- (I.29)
& K-1 kg

1 Ky =127 K K
Xlgl) = E-hgu Xlzle K pour qe¢ ]4§} 5{ (I.30)
= K=1

1 k. K I
X(q) = = qu-n (-0°XG)  pour |g| =3 (I.31)

Mais la condition de NYQUIST s'exprime directement pour 1l'échantillonnage
considéré de X(x) par :

X(q) = 0 o q ¢ ]-%, %[ (I.32)

et donc impose pour las [Hh} la seule condition nécessaire et suffisante :

K=1 K
) (-1)"°%x =0  pour K pair (I.33)
k=0 K

— R W W NN R W NN W N W L I T e O I T T R O R

A Sy - = i T e e il e e S L Bk R K & R ] — e

Alors que les relations des lignes 10 et 11 du Tab. I.1 découlaient
immédiatement, pour des fonctions non périocdigues et dans le cas de
fonctions périodiques pour K impair, de 1l'orthogonalité des bases de
fonctions sinc(Kx - k) et S(K,x - %&. il peut étre légitime de penser
quz de telles relations ne seront has nécessairement vérifiées pour des
fonctions périodiques avec K pair, les fonctions SIK,x - EJ ne pouvant
plus alors 8tre considérées comme orthogonales. Nous allons veoir gu’en
réalité, la condition de NYQUIST étant vérifiée (ce que 1l'on supposera
toujours plus ou moins explicitement, dans les applications pratiques,

27in qua les calculs menés pulssent avolr un sens), de telles relations
existent et apparaissent tout-a-fait semhlables & celles déjd cobtenues,
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Nous constaterons alors que des contraintes du type (I.33) doivent

intervenir explicitement pour qu'il en soit ainsi.

En effet, soit les suites de K é&chantillons (K pair) {Kh} et {?K}
des fonctions périodiques X(x) et Y(x), respectivement. La condition

de NYQUIST etant satisfaite pour ces deux fonctions :

/~ K-1 K K=1 K
X(x) = 2 X SKox =) 5 YO = ] Y S(K,x - ) (I.34)
k=0 k=0
ﬁiﬁ.-"l K k=1 K
] =17, =0 s ) (=17%Y, =10 (I.35)
L k K
k=0 k=0
L
Formant le produit membre & membre des deux relations (I.35) précédentes :
K=1 K-1
Iy Exhvg = 0 (I.35)
k=0 =0

et d’autre part 1le produit scalaire des deux fonctions X(x) et Y(x) :

r*1f2 Bt K= +1/2

. T ’ K g
f  RKxIGQax= § T X ¥ 0 S(K,x = FIS(K,x - Z)dx
172 k=0 2=0 ~ *2q/2 S N

Cette expression, une fols développée avec (A2.22), prend la forme :

o+ . - -
+1/2 Rat Kot g gk
2 K

1
[ xavtxdx = == T T -5y
e 2K~ k=0 2=0 Kk

A xh?k (e 32)

nEe~11

2

C'apres (I1.36), la premi2re somme du deuxiéme membre de (I.37), dus au
terme d'interférence de (A2.22), est nulle, ce qui entraine donc, & l'instar
des cas précédents, mais par un processus moins évident :
+1/2 K
F

[ Xtavixdx = ¢
-1/2 K

‘1

Kth (I.38)

n =11

0

Pour Y(x) = E[K,x = EJ, la formule d'échantillonnage (Tab. I.1, ligne 10)

devient alors une conséquence immédiate de la relation (I.38) :

+1/2
H[%& = (-13" [ Al x)sinKmx i

-1/2 tgﬂ[x'--ﬁl
K.

(I.349]

En effet, il suffit gue les échantillons de X(x) vérifient une relation du
type (I.33) pour que, bien gue ce ne soit aucunement le cas des échantillons

des fonctions S(K,x - E], la relation (I.36) soit remplie.
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4.5.1. Lineariteé
Définissons E(K) comme 1l'opération d'échantillonnage

congsistant a prélever K échantillons,sur lss fonctions continues X(x)

ou Y(x], pour K valeurs x (k€ [0, kK-1]) de la variable réelle x :
E(RI[XGA] = (X = X(x )} 5 k e [0, K-1] (I.40)

Cet opérateur E(K), qui applique 1l'ensemble des fonctions continues

d'une variable réelle dans l'ensemble des suites de K &léments, est

linéaire :

E(K) [X(x) + AY(x)] = ECK)[X(x)] + AE(K) [Y(x)] pour tout A (I.41)

car :

(X, *+AY,} = (X} +alY,} pour tout ke [0, K-1]

4.5.2. Inversibilité
Supposons maintenant, de plus, que 1l'échantillonnage

E(®]) s'effectue uniformément :

pour k € [EI, K-1]

=
=
n
=

Lorsque la transformation E(K]) porte sur un élément X(x) de 1l'espace
vectoriel de dimension K (resspectivement (K - 1) =i K peir) des
fonctions périodiques réelles de période unité et de spectre & support
borné, la condition de NYQUIST é&tant satisfaite, E(K) peut s'inverser ;
la relation de reconstruction (I.16) définit alors, de fagon unique,

la transformation Eh1[K]. qui associe ainsi la fonction continue X(x)

a4 la suite discréte {Kk} (Fig. I.2, branche (1)).

4.5.3. Ré-échantillonnage et échantillonnage non uniforme
Le ré-échantillonnage est 1l'opération linéaire R(K) qui,
partant de la suite de K échantillons uniformes {X[§J}. détermine 1la

suite da K échantillons {K[xh]] en général non uniformes, cette suite
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{K[xkl} devant toujours permettre théoriguement la reconstruction univogque
de la fonction X(x) ; (I.23) définit par exemple une telle opération dans

le cas trés particulier de la translation, la suite {K{xh]} correspondant

alors & un fchantillonnage uniforme translaté par rapport a 1l'échantil-

lonnage 1nitieal.

Dans le cas général, un systéme de K équations, immédiatement déduit de
(I.16), peut résoudre le question :

K-1

X(x) = § XGISK,x - 5 ke [0, K-1] (1.42)

=0
mais du fait de 1'unicité imposée & la reconstruction de X(x), la suite
des abscisses d'échantillonnage {xk} ne peut &tre arbitraire, le systéme
de K équations linéaires (I.42) résolu en xi%] (2 € [0, K-1]) devant
conduire a4 une unique solution. Le déterminant A d'ordre K, formé sur la
matrice des S(K, - %J. doit par conséguent posséder une valeur non
nulle, fournissant ainsi une condition suffisante pour que la suite {xh]

convienne :

L K -1
S[K;In] "W S[K"Hﬂ . E’] o E m E[R;ID = ﬂ }
MK, {x 1) = [SKX.) oes SCKoX, = %) oou Sk, -2 Y| 40 (1.49)
F ] h » h L ] '] h K. L B ] a h K ]

%
S o S X o) e SKuxy 4™

K-1]

Supposant (I.43) satisfaite, on doit se poser la question de la reconstruc-
tion de X(x) basée sur les échantillons {K[xh]} 3 UlK,L) représentant les
eléments de la matrice inverse des E[K,xh i %& (qui existe nécessairement,
celle-ci étant non singuliére de par (I. 43)), la résolution de (I.42)
par rapport & X[%& donne :

K-1

X(E) = ] Xx JUCK,2) (1.44)
k=0 °
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résultat qui, porté dans (I.16), conduit & :

K-1 K=1 i
Xtx) = § [} Xx Uk, 2)]S(K,x = )
2=0 k=0

Puis, par permutation des sommations dans cette relation :

K-1 K-1 0
X(x) = ] X(x) ) Ulk,2)S(K,x = &)
k=0 L=0
expression dans laquelle la seconde somme définit un nouvel ensemble
de K fonctions de reconstruction V déduites des fonctions S par une
transformation linéaire liée au choix des points d'échantillonnage
{x, } :
K=-1 2
VIK.x.K, {x 1) = } Ulk,2)SIK,x - ) (1.45)
k K
2=0
La relation de reconstruction conserve donc toujours ainsi une forme
linéaire :
K=-1
X(x) = ) X(x IVIK,x,k,{x_}) (1.46)
k. k
k=0
On pourra aussi noter gque le choix des valeurs {xk} ne dépend (cela
s'avére remarquable) que de la seule possibilité de satisfeire la
condition (I.43]) portant uniquement sur les fonctions de reconstruction

S, et en aucun cas de la forme: particuliére de la fonction X(x).

9. TRANSFORMATION DE FOURIER CONTINUE, ECHANTILLONNAGE ET TRANSFORMATION DE FOURIER

DISCRETE (TFD)

5.1 Intervention de l1la TFD

e e e A e S W W —

Hien que la TFD ne soit habituellement envisagée, lors des calculs
radioccristallographiques, qu'en tant gue simple moyen de calcul et
d'approximation numérique des relations (I.2) et (I.2'), cette trans-
formation peut également, d'une part étre définie, étudiée (Appendice
1) et utilisée (Chapitre II, II1I) indépendamment de toute signification
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physique ou mathématique, et d'autre part s'introduire comme lien natu-
rellement complémentaire des opérations TF continue et échantillonnage
E(K], entre 1'espace direct discreétisé et 1l'espace reciprogue. Cette
intervention de la TFD se réalise alors sans epproximation supplémen-

taire d'aucune sorte.

Comme il a été signalé au paragraphe 4.2.1., les transformations E(K) et
TF continue jouent, dans une certaine mesure, un rdle parallele, en ce
gu'elles mettent en correspondance fonctions continues périodigues a
largeur de bande limitée et suites discrétes finies de K valsurs, ces
valeurs numériques appartenant dans ls premier cas 3 l'espace direct

et dans le second & l'espace réciproque (Fig. I.2., branches (1) et (2])).
On peut dans ces conditions légitimement souhaiter introduire la trans-
formation permettant une correspondance directe entre les dsux types de
suites {Ki%ﬂ} et {;fq1} précédentes, qui s'écerit d'aprés la Fig. 1.2,

Xt} = TF o E-1[K]{K[~E]}
; e o (1.47)
(XGD} = EK) o TF | {X(q)})

"o" désignant le produit de composition des applications. La transforma-
tion linéaire ainsi définie par la premiére relation (I.47) est en fait,
a un coefficient numérique multiplicatif prés, la TFD(K) (A1.1), le

deuxieéme relation correspondant alors évidemment & la TFU—1[K] (A1.3).

En effet, explicitons par exemple la premiére relation (1.47), i.e. portons

(I.16) dans la définition (I.2)
i +1/2 K-1
xta) = [ [] XQISK,x - $)]e 2y
-1/2 k=0 i

En permutant sommation discrete et continue, cette expression devient :
X@) = ] XG) [ stx - S Mgy

ou l'intégrale représente la TF de la fonction S(K,x - %J dont l'expres-
sion, (A2.18) ou (A2.21), différe suivant la parité de K, conduisant ainsi

a deux expressions possibles de X(qg)



|

ESPACE DIRECT

Fonction continue (1) K échsntillons

de période 1 ﬁ:ﬂ uniformas de X(X)

ESPACE RECIPROQUE

=
=
i
i Eum
&
:

E(K)
Echantillonnage uniforme

X(x) s f X =X}

&

} Xo=Xe {

spactra discret

de X(x) & support
borné

Fig. I.2. Relations existant entre les trois transformations

linéaires TF, E(K) et TFD(K) lorsque la condition
de NYQUIST gse vérifie.
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K impair X(q) = z 5 Xiﬂl exp(- i—ﬂ—l s |a] < ]
K. 1
-{ q) .1 E j{[—] E;rp[ -3 th] H IQi 1‘:%
h 0
K pair K-1
Lxrﬁ:s--"— ] xte-n" b g =ty
k=0

lLa condition de NYQUIST intervenant une nouvelle fois sous la forme

fI.33), et pour Kh = KI%&, g £ X{qg), on peut écrire pour toute

valeur =entiére de K :

K-1
Kq = 1- } X, expl- qu q étent pris modulo K

h=ﬂ

et donc d'aprés (A1.1) et (A1.3) :

i

s B F 1 1EpK)

E(K) o TE | r; 70" 1 (K)

(I.48)

i

Le schéma irlangulaire (Fig. I.7.) das relations entre {Kk}. Xx)
et {Xa} . amorcé avec les branchas (1) et (2), peut dés lors se
refermer avec la branche (3) attribuée & la TFDI(K).

5.2. Substitution des calculs discrets aux calculs continus

e T e e T T e pep——

Une conséouence immédiate, et essentielle, du résultat établi au para-
graphe préceédent est que la TFD peut purement et simplement, en toute
rigueur, remplacer la TF centinue dans le développement des calculs
radiocristallographicques liés sux milieux périodiques, la seule
restriction consistant & user, ce qui s’avéere aisé, d'un échantillon-
nage respectant la condition de NYQUIST.

La TrD etablit dans ce cas un pont direct, trés particulierement adepté
aux calculs numériques (chapitre III), entre les deux suites d'échantil-
lons {X(k/K]} et {i{q]}, les deux formes (directe et réciproque) de base
oua revét l'information discréte concernant la fonction périodigue X(x).
Des calculs arithmétiques portant uniquement sur un nombre limité de
valeurs discrétes, relatives tant a 1'espace réciprogue qu'a l'espace
direct, se substitueront alors & des calculs portant en principes sur des
‘cnctions continues d'une variable réelle, ainsi cu'aux approximations

gui lcurs sont lidaes.
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Cette propriété courante et générale des développements en séries de
fonctions orthogonales (ANGOT, 1857), prend ici touts sa valeur avec
la 7FO, trés apparentées & la TF continue impliquée intrinséquement dans
les calculs radiocristallographiques, reproduisaent ainsi, de par cette
gimilitude, 1l'essentiel des propriétés particuliérement attrayantes de

celle-ci :

- Les opérations linéaires telles gue convolution, corrélation, dérivation,

intégralticn, translation, etc..., peuvent étre considérées comme des

produits de convoluticon (au sens de la théorie des distributions) rele-
ant donc du théoréme de BOREL discret (A1.8).

- Les sommes de termes quadratiques (ou méme de degrés différents),
quant 3 slles, s'interprétent comme des produits scalaires aisément
exprimables aussi bien dans l'sspace direct échantillonné, par (I1.38];
gue dans 1l'espace réciproque, par le théoréme de PARSEVAL (A1.12).

Ccnsidérons, pa~ exempls, le probléms consistant & déterminer les K
dX | d X
b s t - 4
échentillons {dx IH r RKK] de = connaissant les K échantillons
{A{k/K) } de X(x). Deux processus théoriquement éguivalents conduisent

au résultat recherché :

al La dérivation merbre & membre de (I.16) donne :

K=1

dX k, d K
— —] — 5 -l
5 kgn X(7) 5= SK,x - &)

et explicitement sulvent la parité de K :

zw[x'%] (I.43)

L._H. - E. hzn:{[%] [KEDEKW[K'—:-]EiHﬂ[!-%'] *sinﬂw[x—E]nnsw[x-E]] /ein

'k nair
ax gl g k k, K 2 k 2 K ,
== - EREDKEE] [KCEEK“[E'E]tE“{H“}:]'Eiﬂ!{ﬁ{}{'ﬁl (1+tg ‘n'[x-E] ]l,ftg TT[H'R-] (I.49')
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Ces expressions (I1.43) et (I.4S') evaluées au point x = %159 simplifient

considérablizment :

K=1

dX . e 7 avlk n(f - k)
K impair E§1H=Efﬁ = “hzn K[K].[ 1)7 /sin 7
k#2 (1.50)
K=1
dX K B-K,. =n(& = k)
K pair E§1x=afu ﬂhgﬂ 400 1S o BRI T

k# L

Les relations {I.50), gui fournissent ainsi une réponse a la question

posée plus haut, permettent en outre deux constatations :

- La valeur de E;’E“ un point d'abscisse x -%rna dépend pas explicitement

dz 1'emplitude de X(x) en ce méme point. Ce fait "paradoxal”, mais réasl
pour K impoir, ne constitue au contraire pour X pair qu'une apparence,

las {X(k/K)} étant lin&zirement dépendants par la relation (I.33).

- Néfinissent les suites cvecliques de K termes {UH} et {HF} par :

Vo =0 k=0 5V =« 0-0%sin(ak/K) ke JoK - 1]

“.\:urh =0 k=0 ¥ = 1. (=117t g (nk/K) ke Jo.k = 1] sl
les expressions (I.50) prennent alors les formes symboliques :
I X -
K impair {dx anKK} {Kh}-ﬂ {Uk}
4 4y (I.52)
tf pair {E; x-ﬂfﬂ} = {Xh] ﬁ~{wh}

Az convelutions discrétes cycliques, suggérant ainsi una Butre”

méthode de calcul dans l'espace réciproque par la TFD.
b) Pour :
X(u) = TF[}E[:n:]]

une propriété classique de la TF continue (CURIEMN & TOURNARIE, p. 15),

oour la dérivation, donne :
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dX | =
E'; = TF [5.21ru}{iu]]
On constate ainsi gu'’un spectre & support borné discret pour X(x) implique

une propriété identigue pour la fonction Eﬁ-at donc d'apreés la deuxieme

dx
relation (1.48) :
(G2 } = K TFD T(K) {12ngX(q) } (I.53)
dx | x=k/K *

Or les TFD(K) des suites {Uh} et {wh} ont pour expressions explicites :

K impair (I.54)

'Jq = i2n1q q € [D.[K-‘I]IE] ; U:q = 12n(g-K) q e [(K+1)/2,K-1]
K pair (I.54'")
Wg = i27q qe [0,k/2[ s Wg =0 q =K/2 ; Wqg = 12n(q-K) q € JK/2;K=1]
Puisgue d'apres la premiére relation (I.48) :
K{X(q)} = TFOIK) {X(k/K)}

on reccnnait dans (I.53) le calcul de (I.48) et (I.49') per application
du théoreéme de BOREL discret' (A1.8).



CALCUL RAPIDE DU PRCDUIT DE CONVOLUTION DISCRET

Gl &P &F BE II

Pour désigner le produit de composition discret, nous emploierons la

terminologie, courante et sans ambiguité, de convolution discréte.

L'application du théoréme de BOREL discret (A1.8]) au calcul
numérique de la convolution discrete, permet de profiter de la puis-
sance des algorithmes FFT en ce gu'lils provoguent un gain de temps de
calcul *trés appréciable, malgré les trois TFD en général ainsi nécessi-
tées. Réaliste pour un support de taille ¥, cette convolution rapide
nécassite approximativement [Eﬁlngzh + K) opérations complexes par pas-
sage dans l'espace réciprogue, tandis qu'elle en réclamerait de 1'crdre
K+K) =3

)
nour une valeur, encore relativement faible en pratique, de K = 128, et

de Kz pour son développement dans 1'espace direct ; or KEJIEKIGE

ce rapport croit treés rapidement avec K, divisant d'autant la masse des

calculs effectués.

Encore faut-il, dans le cas particulier de 1l'évaluation de la convolution
discrete apériocdique, prendre gquelques précautions quant & la disposition
des calculs, "forgant” ainsi la convolution cycligue, impliguee par 1'em-
ploi de la TFD, a fournir les résultats de la convolution apériodigue ;

cette gquestion fait précisément l'objet de 1'étude qui suit.

. CONVLLUTION DISERETE APERIDDIQUE

Les propriétés développées dans ce paraegraphe pour le cas d'une seule
dimension, par souci de clarté et commodité, peuvent s'étendre immédia-

tement &8 un nombre de dimensions supérieur.
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Soit les suites non péricdiques {X }, {Y }, ainsi que les entiers KX,,

KKE. KY1 et KYE tels que :

= 0 pour ké[KX,.KX,] 5 Oe[KX,,KX,]

2
Y, =0 pour ké[KY,,KY,] ; Oe[KY,,KY,)]

Les relations précédentes définissent pour les deux suites {Eh} et

{ih} les dimensions de leurs supports, respectivement, AKX et AKY :

AKX = RKE - KX, +1 ; AKY = RTE iKY ® 7

1 1

La convolution apériodique (non cyclique) des suites {Eh} et {Ih}
est la suite apériodigue {_Z_k} = {i{-l-s.} ® {Ih] = {Lq} & {Ek} définie,

lersqu'’elle existe, par la somme :

+o
L = hnte p Xon

L'intervalle de sommation peut se réduire en fenction de la valeur

effectivement prise par k ; le produit Ehihﬂh contribue en général

a la valeur totale de la somme dans la mesure ol 11 ne posséde pas

ine valeur systématiquement nulle, c'est-a-dire pour h solution du

systéme d'inéquations :

KX, € h g KX

1
h-KTE £

2
h £ k=KY

1
Poser AKY £ AKX ne diminue en rien la généralité du raisonnement,

du fait de la commutativite de la convolution, et donne :

KX, + RY1 £ KX

1 + K?z <€ KX, + KY, € KX, + KY

1 2 1 2 2

de plus, pulsque :

KK1 + K?z & k = KK1 £ Kk - K?z

KK2+K?1$}&=¢KKE$IR-KY1

le systéme d'inéquations (II.4) permet d'attribuer & 1'expression
genérale (II.3) une forme spécifique & chacun des cing intervalles

de variation de k, dé&finis par (II.5) :

(1I.1)

(II.2)

(II.3)

(I1.4)

(I1.5)
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(s S .
a)  ke]-=,KX, + KY, [ 2, *0
k-KY,
b)  ke[KX, + KV, ,KX, + KY,] Z = h-EH £ ¥ b
h—qu
< c)  ke[kX, + KY KX, +KY,] Z = : . (II.B)
=k-KY,,
KX,
d)  ke[KX, + KY, KX, + KY,] Z = : E = ¥ o
G
kf? ke]KX, + KY,,+e[ Z, =0

Ce groupe de relations (II.B) appelle plusieurs constatations :

- Posant :

KZ, = KK1 * KY.. 3 KIE = KKE + KYE (IL.7)

1 1

le support de {gh} est tel que :

z, = 0 pour k¢[Kz,.KZ,] 5 De[kz,.KZ,] (1I.8)
- La dimension AKZ du support de {gh} s 'exprime uniguement en fonction
des seules dimensions des supports de {Ek} et {Ih} :

AKZ = KIE - KZ1 + 1 = AKX + AKY-1 (II.8)

- Le calcul effectif des valeurs Eh' pour k appartenant a un intervalle

de dimension réduite, n'implique pas nécessairement la connaissence

exhaustive des valeurs de la suite {X } ; cette propriété, intéressante

—k.
dans la pretique, permet de calculer la convolution discréte "par
morceau” lorsque la taille du support de {Eh} est importante, voire

illimitée (VERNET, DELEPINE & CONSTANTIN, 1970, p. 10).

<. CTOFPPARALSON AVEC LA CONVOLUTION DISCRETE CYCLIQUE

En supposant toujours AKY g AKX, soit les suites périodigues {Kh} et {Yh},

de periode K » AKX, telles que :
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X, pour ke [0,KX,)]
= 0 pour ke]sz,K e KK1[ (I1.10)
Ek g pour ke [i'f. + I(X,I,K]

et de méme

= Ih pour thD.KYEJ

{Y =0 pour ke]KY,,K + m?1[ (II.11)
Yo Pour  ke[k + KY, K]

< &)

K

£z

Les définitions adoptées ici pour {Kh} et [?h} conduisent, comme on
pourra le constater ultérieurement, & confondre sur une partie de leurs

supports les résultats des convelutions apériocdique et cyclique.

Soit encore la suite périodique {Zh} de méme période K, résultsnt de

la convolution cyclique des suites {Kh} et {Th} :

K=1
z, = {X.} = {wh} = E

XY
h=p "

5 (11.12)

Dans quelle mesure peut-on substituer le calcul des termes de {Zh}

au calcul de ceux de {Ek}_dans l'intervalle Enzi.ﬁzzj ?

En segmentent la somme définissant la convolution cyclique précédente :

KX K+X, -1 k=1

2 1
&= F XY .. = 1§ W T R i
“ hsg M pekxger PR gk, K

L2 seconde somme reste toujours nulle par définition méme de {Kh] ;
la périodicité K des suites {Hh} et [YR} autorise la modification des

bornes de la troisieme somme

KEZ i1
Z, = KX o % ¥y

Frenant en compte & nouveau (II.10)

R el (II.13)

De plus, la définition (II.11) de {?h} donne :
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(k = MEKY, =K+ 1, K+KY, ~1]==Y =Y

et d'aprés les bornes de sommation sur h dens la somme (II.13) :

ke[KY, - K + 1 + KX,,K + KY, - 1 + KX,]J==Y =Y . pour he (KX, KX,)
d'ol finalement, considérent (II.7), les vealeurs de k pour lesquelles
las suites {Ea} et {Zh} peuvent =& confondre :

Z, = 7, pour ke[KZ, - K + 1,KZ, + K - 1] (I1.14)

e 1

Soit Ak le nombre de telles valeurs de Zk :

Ak = [K.Z1 e 7 [KZE =K * 01 *9

donc d'aprés (II.9) :
Ak = 2K - AKZ (II.15)

Cette relation, importante dans la pratique, signifie que A, est égal,

k
32 1'unité pres,au nombre. total de termes systématiquement nuls, pour

las deux suites {xh} et {?h}. dans l'intervalle d'une période K.

Précisons les conditions pour lesquelles ces valeurs de Zk appartien-
nent au support de {Ek]‘ c'est-a-dire d'aprés (II.8) :
KZ, s Ki, - K+ 1 sKZ, + K -1¢ KZ, (I1.16)

La seconde inégalité se vérifie toujours par hypothéses :

=D = KZ -IC.+1..-5|{21+K*1

AKX £ K AKX + AKY £ 2K
AKY & KX et (II.9) P

Quant aux premiére et derniére inégeslités de (II.16), elles Gquivalent
a la seule inégalité :

K € AKZ (I1.17)
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Ceci conduit & distinguer deux cas :

a) EﬁIjsﬁﬁgl
Parmi les K termes calculés de Zh, les Ak = (2K - AKZ) valeurs seélection-
niess par (I1.14) sont toutes des valeurs utiles de Z, , c'est-a-dire non

=k
systématiquement nulles. Pear ailleurs, le rendement n = (hombre de valeurs

utiles)/(nombre de valeurs calculées) se détériore rapidement pour K
inférisgur & AKZ (Fig. II.1.).

Casz perticuliers fréguents :

g K = KX ; Ak = AKX = AKY + 1

2, =2, pour ke[KX, * KY,,KX, + KY,] (1I1.18)
o K = AKZ ; Ak = OKZ

z, = Z, pour ke[KZ,.KZ,)] (I1.19)

ODans ce dernier cas, toutes les valeurs souhaltables de Ek sont

calculées avec un rendement optimal de 1 car Ak = K (Fig. II.1.).

L O

Il n'y a, sous cette condition, gque AKZ valeurs utiles de Z, (toutes celles

K
recherchéss... ) parmi les Ak .définies par (II.14). La relation (II.19) doit
alors se substituer a (I1.14). Contreirement au cas a) précédent, la
sensibilité du rendement n & la valeur choisie pour K, est faible, n dé-

crolssant lentement avec K (Fig. II.1.).

Pour conclure ce chapitre, citons en exemple l'application de 1'étude
preciédente au cas d'un programme de correction d'errsur systématique

basé sur 1l'évaluation d'une moyenne mobile dans 1'espace réciproque.

Ce programme, aprés que nous ayons remarqué qu'il s'agissait en fait de
réaliser une convolution discréte apériodique, a béné&ficié d'une réduction
cu temps de ce calcul dans un rapport de plus de 10, comparativemenc au
simple usage de la définition (II.3) programmé&, il v a quelques années,
dans la version précédente.
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AKX 2% AKZ 2" 25KZ
{50) (64) (29) {r28) (186)
A B

Fig. IX.1, Variation du nombre de termes utiles Ak et du remdement n, avec

le choix de K, dans le calcul mmérique du produit de comvolu-

tion. apériodique. Cette figure représente um cas fréquent en
pratique : AKX = AKY ==i» AEZ = 2AEX~-1.
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REDUCTION DE MOITIE DU VOLUME MEMOIRE ET DE LA DUREE DE
CALCUL DANS L'USAGE DES ALGORITHMES DE TRANSFORMATION DE
FOURIER RAPIDE (FFT)

CRARAP ZIRE 111

“NTRORUCTION

Les calculs numériques radiocristallographiques requiérent généralement
un stockage mémoire en crdinateur et un temps d'unité centrale notables,
en particulier la transformaticn de FOURIER conduite par les méthodes
conventionnelles. Le nombre de données a traiter croissant en fonction
de la complexité de la structure a étudier, il devient alors crucial de
se poser la question de l'optimisatlion des calculs, notamment lors de

1'&tude de le structure tridimensionnelle des macromolécules.,

L'uvsage des algorithmes de transformation de FOURIER rapide ("Fast
FOURIER Transferm” - FFT) (COOLEY & TUKEY, 1965) dans leur forme ini-
tiale fait déja avancer de fagon décisive le probléme du calcul de 1la
Transformation de FOURIER Discrete (TFD), auguel est toujours conduit
le cristallcgraphe gui désire sffectuer une transformation de FOURIER
continue. En effet, K &tant le nombre de données, une réduction du
temps de calcul proportionnelle a [lugzﬁfﬁl par repport a l'utilisetion
directe de la définition est obtenue, et cela gquelle que scit la dimen-
sion de l'espace considéré : 1 pour les corps amorphes, 2 pour le
calcul des projections tridimensionnelles et 3 pour le calcul des den-
sités Electroniques. Ce gain en temps de calcul, croissant tres rapide-

ment avec K, attira évidemment 1'attention de certains chercheurs gui
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en recommandérent l'emploi en radiocristallographie (BONDOT, 1871 ;
LIFEHITZ+. 1971) (le lecteur intéressé per la FFT pourra consulter

avec intér&t "COCHRAN, CODLEY & al. (1967)" et les nombreux articles
qui suivirent dans les revues de traitement du signal et d'informatique

surtout aux U.S5.A.).

Mais on doit constater que malgré tout la FFT reste encore trop psu
utilisée par les cristallographes, peut-étre parce qu'elles nécessite
1'utilisation de valeurs numériques complexes et peut ainsi poser des
problémes de taille mémoire rapide. Or, comme on le constatera par

la suite, il s'avere possible dans la majorité des cas, non seulement
de pallier cet inconvénient, mais également d'obtenir un gain sur la
durée de calcul, de l'ordre de 2.

Z. LES METHODES DE TRANSFORMATION DE FOURIER EN RADIOCRISTALLOGRAPHIE

Pour plus de clarté et de simplicité, sans perdre en généralité, nous
analyserons en détail le cas unidimensionnel, les cas multidimensionnels
n'apportant aucune variation essentielle & la méthodologie. D'autre part,
nous nous preoccuperons uniquement dans ce chapitre de la transformation :
espace reel -+ espace réciproque ; la transformation inwverse pouvant &tre

traitée de maniere tout-a-fait analogue.

Solt K = 2N un nombre entler peir et {Kh} lz suite de valeurs réelles
pour Kk =0, 1, 2, «ve, K=1, & transformer. On comparera alors le dérou-

lement de trois modes principaux de calcul de la TFO(K) de {Xk}. a sevoir :

- methode conventionnelle
- utilisetion directe de la FFTILK)
- ccompactage + FFT(K/2)] + transformation E"1.

Catte comparaison portera d'une part, sur le nombre d'opérations complexes
a effectuer, additions et multiplications entre nombres complexes, et,
d'autre part, sur le volume de mémoire rapide nécessaire. La Fig. III.1.

¥(voir appendice 3)
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Fig. III.1. Les trois méthodes de transfcrmation de Fourier : implantation des données
a4 chaque &tape de calcul, nombre d’'opérations complexes et nombre de cel-

lules mémoires nécessaires.
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représente 1'implantation des valeurs numériques en mémoire, ainsi que
différents paramétres caractérisant ces 3 méthodes. La représentation
a 6té faite ici pour K = 8 ; R[Y,] et I[Y ] désignent respectivement

les parties réelle et imaginaire du nombre complexe Y, , leurs adresses

hl
mémoires sont consécutives conformément aux normes du langage FORTRAN.
On remarque qu'une valeur numérique complexe correspondant & la donnée

de 2 valeurs numériques réelles nécessite un volume mémoire double.

2.1. Méthode conventionnelle

LB B & R R K B & E_ K K _NX _§ B _ R __K N __JN N __8 __§R_ ]

Lorsqu'il n'y a pas dispersion anormale, il existe les deux propriétés

conjuguees :
ESPACE REEL ESPACE RECIPROQUE
densité &lectronique réelle lol de FRIEDEL :
3 g
:{hlﬂ'lm K h.E-.I'ﬂ
(N - 1) valeurs complexes indé-
pendantes + 2 valeurs reelles :
K valeurs réelles indépendantes K valeurs réelles indépendantes

Le calcul est donc limité & un demi-espace récipreocque correspondant a

K valeurs réelles.

Cette m&thode gui consiste a .eppliguer "naivement” et directemsnt la
définition de la TFD implique de conserver {Kh} en unité centrale
jusgu'au calcul du dernier point réciproque. Une utilisation de 1la
mémoire de masse (bande magnétique, disgue magnétique, tambour magné-
tique, etc... ) caractérisee par sa lenteur relative, conduirait a des
temps de transfert (mémoire de masse + unité centrale) cumulés prohibitifs,
car il serait nécessaire de transmettre {Kh} en tutélité pour le calcul
de chagque point réciproque. Les valeurs calculées {Kq} peuvent elles-
mames en totalité, s'accumuler en unité centrale (Fig. III.1a, b), plus
couramment et plus judicieusement aussi, remplir une zone mémoire res-
treinte, multiple de la taille des enregistrements physiques de 1la
mémoire de masse, servant ainsi de tampon de sortie vers celle-ci. Le
gain en volume mémoire rapide peut étre de 1l'ordre de 2, mais contraire-

ment’ eu cas précédent, le temps de transfert reste raisonnable, un
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raffinement consistant & utiliser 2 tampons en bascule (transfert d'un
tampon pendant le remplissage du second), lorsgque 1l'crdinateur permet le

mode de transfert asynchrone.

En conclusion, cette méthode classigue, bien que treés lente, conduit

cans la variante avec tampon de sortie & une occupation mémoire proche

de 1'optimum K, et gagne en simplicité de programmation ce qu'dle n'a

pas en performance. Elle peut toutefols s'avérer utile pour K petit ou
lorsgue la totalité du demi-espace réciproque n'est pas nécessairs, mals
pour tous les autres cas, le grand nombre d'opérations nécessaire conduit

& une précision numérigque et une durée de calcul peu attrayantes.

L& K __K N B _E__E N __KE_ . 2 N _E_ N B _ = T R _E_X & B - S R R e A e

Il existe trois types principaux d'algorithmes FFT : découpage en temps,
découpage en frégquence, methode de STOCKHAM. Les deux premiers, d'effi-
cacité & peu pres équivalente en pratique, nécessitent un reclassement
des valeurs numériques en mémoire, respectivement en entrée et en sortie.
Mais le calcul étant itératif, la TFO vient prendre finalement la place
dee données, contrairement &8 la methode classique, en contribuant ainsi
au gain de mfmoire. Quant au troisiéme algorithme et ses variantes,

bien gque sans reclassement, ils ne permettent pas le calcul in-situ, et

seront donc rejetés pour ce gqui est de notre propos.

Le pouvoir d'accélération de ces algorithmes dépend beaucoup de la
décomposition de K en facteurs premiers : K = 2P avec p entier donne
des résultats proches de 1l'optimum théorique avec la possibilité d'une
programmation alsée ; c’est ce choix qui sera fait en pratique. 5'il
s'avére nécessaire d'avoir K # 2P, 1'astucieux algorithme "Chirp z -
transform” (RABINER, SCHAFER & RADER, 1868) permet de convertir un
programme FFT & base 2 en un programme FFT & base arbitraire tout en
conservant une excellente efficience.

Mais l'inconvénient majeur des FFT pour le cristallographe, est de
porter sur des nombres complexes, ce qui oblige & flanquer les K
valeurs reelles envisagées de K valeurs imaginaires nullss (Fig. III.1, cl...
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I1 en résulte un espace réciprogue complet aprés action de la FFT(K)
(Fig. III.1, d). Si la relation de FRIEDEL pouvalt intervenir, le
volure mémonire et le nombre d'opérations nécessaires seraient réduits
ce moitig.

La FFT diminue considérablement le nombre d'opération a effectuer dans
1'&valuation d'une TFD, alliant ainsi extréme rapidité et précision
contraivement & 1'utilisation directe de la relation de définition,
mais 1'utilisation mémoire ne sera pas optimisée dans la majorité des

calculs radiocristellographiques.

— - i e i L R B % B I K K B R I K K X B I L L _E R R __E o B Rk R __E _E _JF _E _E __XK __}__§E _§E K & K ko

Il s'aplt de concilier les avantapes de la FFT et le gain de mémoire
possible lorsque la relation de FRIEDEL s'applique. Ceci a &té recemment
obtenu &8 1 dimension sous certaines conditions restrictives (VERNET, 19711].

Dans -2 qui suit, on étudiera ume méthode qul, bien gue différente, pour-
suit 12 m8me but, et s'utilise quelque soit la dimension ce la TFD. Les

K cellules mémoires contenant des valeurs nulles n'existent plus et

une FFTIN] suffit & transformer les K données réslles. Son emploi
pratique ne sera développé qu'apres avoir établi quelques relations in-
dispensables % l'exposé du principe en d&finissant ainsi les transfor-

mations C et C.

3. LA REDUCTION DES CALCULS

3.1. La transformation C

- (R e e e R OWER SR W W NN SN W

On considérera tout au long du calcul les {Kk 2 “gcnmme K.L.M. données

tridimensionnelles réelles dont on se proposera de calculer la TFD(K,L,M)
(A1.1]) :

{xq.r,s} . TFD[K.L.H]{Kh.EIm}

On Torme les ensemblas {V } et {Hh 2 m} tels que :

k.2.m
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. - 0 § i pal
Vioo.m T Rk, eum K,2,m R S (III.1)
UK;E,m = [ ; wh,ﬂ,m - xh.ﬂ.m si k impair

a'otl :

: I11.2)
R Rk N : ‘
Soit :

?h,i,m.- Uh,ﬂ,m * iwh+1.51m (III.3)

et C 1a transformation qui fait passer de {X m} a {‘fk Y

I"-;Eb; 1;'“

3.1.1. C linéaire

.| -
Soit {sh,i.m} et {Th.m.m} deux suites de K.L.M. données

réelles ; par la définition mEme de C

m}pnur tout A réel
(III.4)

C{s + AT ‘m} = E{Shj F* lC{TR.

kli!m hlﬂd E;m 1;

3.1.2. C unitaire

Puisgue les {X

K,%,m
vy NE1 Y |2 * Ki1 Li1 Hi1 X2 pour K pair (III.5)
k= £=0 m=0 %™  kZp g=n m=g N+%eW i
3.2. La_tranaformation C
E gst définie comme la transformation agissant sur TFD(K,L,M){X }

k,%2,m
}.(Fig. IIT1.2). On constate sur cette

pour donner TFD[K.,L,N]‘[Th £
- F i ¥ ]

figure que C = TFDoCoTFD™ , ol "o" désigne le produit de composition des

applications. C est donc unitaire avec C :

=1 =T M=1 . N-1L-1 M-1 _

qzﬂ El:l z|:| !xq.r,ﬁlz i Eu ED En I?q.r.siz POlE Lo ol CEERL6)
= = 5= q- r= o=

par (A1.10) car d'aprés (III.1) et (III.3), Y 0.

2k+1,2,m

} sont réelles, on vérifie immédiatement :



1)

{ XkIm} {Ykim}
Tpul ,TFD"'____ TFD-1 t__ TFD
I
{ iq,r,s] {‘i"q,r,li

?H

-

Fig. III.2. Les transformatioms C et C.
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Choisissant K pair en posant K = 2N, les propriétés de linéarité (A1.6]
ot de translation (A1.7) donnent immédiatement :

- -~ s

= U + w [III-?]
gq,r,s Q,I',s Q.T.,S

= Y III.8
Gt Uq,r,s + iaxp[ianN]qur'E ( )

On peut donc écrire :

~3% - Gﬁ 5 ﬁ*
KN«q,L-r,N—s N-q,L-r,M-s N-gq,L-r,M-s
C* "3 ~ 3%
?N-q.L-r,N~s 1IulrN*q.L-r.ﬁ-s iexp[ e q]fN]wN-q,L-r.ﬂ-s
& v :
La loi de Friedel (A1.8) s'applique & {Uk.i.m} et {wh.ﬂ.m} réels
o i -
ﬁﬁjq,L-r.ﬁ-s EN+q,r,s & Tﬁ+q,r,s
?N-q,L-r,H-s B UN+q,r,5 + iexﬂ[;anN]HN+q‘r.5

Ainsi que les relations de dilatation d'’échelle (A1.10] et (A1.11)

x: -V - W (III.7")
-ﬂ_*qlL-rlH_LE nqlrls «0,C,8
= - = 193
YN"Q.L'T,H*E uq.r.s isxpiianﬂ]wq‘rls (III.87)
Eliminer V e et W entre (III.7), (III.8), (III.7') et (II1.8')
» L = x - -
permet d'obtenir les relations existant entre X et X
a ~ 3¢ g,r,s N-q,L-r,M-58
¥ [ ]
gdgna p?rt, et ?q.r.s' YN‘H.L'P.H'E d'autre part, qui expriment ainsi
C ot L §
=1y v - . v y* ]
-1 xq,r.s [I?q.r.s+?N-q.L-r.H—s] lexp( iﬂqIN][?q*rJE vN*q.L—r.ﬂ-leHE
C
o = . = "
xﬁi-q, L'r.l”"ﬁ' [[Yq ;I‘.5+?N'E|;L'I‘.”'E]+iexpt iﬂqfw]t?quaﬁ ?N-qlL_r lﬂ'E]]HE
5 Tq,r.s [txq,r.3+xﬂ—q,L-r,H-5]iiEHp{*i“qKN][xq,r,s KN*q.L—r,H-‘s]]Hz
C

T s

Y e i
g [‘”q.r.s*"n-q.L-r.n-s} :I.E:-n:p[-rim:lfH][qur'E XN )]/72

o, B Bt it b b=
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Imaginons les K &léments de 1'espace réel {Kh} rangés comme pour une FFT(K)
(Fig. III.1, e) ; supposons encors que la transformation C agisse sur ces
K nombrss complexes (réesls... ) pour donner la suite {Th} k =0, 1, 2,
.ss, K-1, et qu'dle soit suivie d'une opération de compactage permettant
de ne conserver gque les nombres ?k en général non nuls puisque

T2k+1 = 0 (FPig. ITIL.1, gl La sulte {?Zh} correspond alors & un stockage
des données plus rationnel, identique & celui de la méthode convention-
nelle (Fig. III.1, a). Ces opérations qui ne sont que virtuelles, n'ont
pas a tre effectuéas en réalité, l'entrée en mémoire se faisant direc-
tement selon le schéma Fig. III.1, g : elles justifient et expliquent
néanmoins les &tapes ultérieures du calcul. La propriété de dilatation
d'échelle (A1.8) permet une FFTI(N) pour évaluer {Yq} = TFD[K}[TR}

en partant de la seule suite {Yzh] (Fig. III.i. h). Il suffit alors

(Fig. III.2) de feire agir la transformation E-1 sur les {Yq} pour
obtenir finalement, en utilisant son expression explicite (III.9)

las sculs points réciproques Eq recherchés. en particulier dans cet

exemple un demi-espace réciproque (Fig. III.1, i).

La volume mémoire utilisé durant les 3 eétapes réelles du calcul ne
dépasse en aucun cas (K + 2), étant ainsi optimum ; quant au nombre

total d'opérations complexes & effectusr et par conséquent & la durée

de calcul résultante, un bilan s'établit entre un gain dd & 1'usage d'une
FFT(N], plutdt que d'une FFT(K), et une perte impliquée par la nécessité
d'une transformation 5'1 supplémentaire. Comme on pourra le constater

sur la Fig. III.1, le bilan est largement positif en faveur de la

méthode proposée, non seulement comparativement aux méthodes conventicn-

nelles, mais aussi par rapport & l'usage d'une simple FFT(K).

Cette méthode permet tout aussi avantageusement de réaliser le passage @

espace reciprogque + espace réel, selon un processus inverse du précédent
transtormation C suivie d'une FFT-TEN] (Fig. III.2), fournissant un résul-

tat sous forme compacte.

L'utilisation pratique des groupes de relations (III.9) et (III.9')

oénificie de facteurs favorables dus & leur forme mSme :
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a) Les transfcrmations C et C*1 peuvent €tre menées in-situ rendant ainsi

effectif le gain en mémoire rapide.

b) Pour les calculs numériques ol q =0, 1, 2, ..., [N!E], [WE] désignant
la partie entiére de N/2, l'usage de chacune des deux relations formant
chagque groupe permet de couvrir exhaustivement 1'intervalle g = 0, 1,

2, wsss N - 1, en optimisant au maximum les calculs, du fait de leur
similitude et de leur symétrie.

c) (III.8) et (III.9') ne difféerent que par un simple changement de
signe (transformation de + i en - 1) : un seul et mé8me sous-programme
realisera les deux transformations E et E_1 comme c'est le cas en
particulier pour FFT(N) et FFT_1[N].
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CONCLUSION ET PROSPECTIVE

Nous espérons avoir pu montrer sur quelques points précis, qui nous
semblent non limitatifs, la valeur de l'intervention de la TFD en tant
que telle dans l'analyse des calculs radiocristallographiques, celle-ci
s'amplifiant par la possibilité d’'évaluations numériques trés rapides
gréce aux divers algorithmes FFT (et dérivés).

Le caractérz discret de la TFD permet une conception 2t une analyse
des calculs tres proches de leur concrétisation finale, mais présente,
on outre, l'intér&t de pouveoir faire intervenir aisément toutes les
possibilités et les méthodes du calcul metriciel comme cela a été
simplement ébauché aux chapitres I et III. La formulation peut ainsi
gagner en rigusur et simplicité notamment dans le domaine des méthodes

cirectes.

La "Chirp z transform” dont nous n'avons signalé ici que les intéres-
santes potentialites (et celles-ci n'ont a notre connaissance, pas encorszs
été exploitées dans le cadre des calculs radiocristallographiques)
devralt dans un proche avenir nous conduire & réaliser un programme trés
souple adapté au calcul des densités électronigues d= macromolécules

et & 1'affinement de leur structure.

Toutes ces possibilités nous incitent & 1'cptimisme quant & 1'apparition
(certainement & plus long terme... ) de nouvelles méthodes directes,
exploitant notamment les capacités de la FFT (e.g. processus itératifs
entre l'espace direct et 1l'espace réciproque) et que le calcul conven-
tionnel de la transformée de FOURIER, par son poids excessif (méme pour

de grands ordinateurs),dissuadait d'envisager sériesusement.



- EU._

REFEREMNEES

C.A. ANDREWS, J.M. DAVIES & G.R. SCHWARZ - (1967). Adaptive data
compression. Proceedings of the IEEE, Vol. 55, n® 3, Mars, pp. 267-277.
A. ANGOT - (1957). Compléments de mathématiques. Paris. Editions de

la Revue d'Optigue.

J. ARSAC - (1961). Trensformation de Fourier et théorie des distri-
butions. Paris. Dunod.

P. BONDOT - (1971). Application de la transformée de Fourier perfor-
mante aux calculs cristallographiques. Acta Crystallographica, Vol. AZ7,
Part 5, Septembre, pp. 492-494,

W.T. COCHRAN, J.W. COOLEY, D.L. FAVIN, H.D. HELMS, R.A. KAENEL,

W.W. LANG, G.C. MALING, JR, D.E. NELSON, C.M. RADER & P.D. WELCH -
(1967) . What is the Fast Fourier Transform ? - IEEE Transactions on
Audio and Electroacoustics, Vol. AU15, n® 2, Juin, pp. 45-55.

J.W. COOLEY & J.NT TURKEY - (1965). An algorithm for the machine
calculation of complex Fourier series - Mathematics of computation,

Vol. 18, Avril, pp. 287-301.

H. CURIEN & M. TOURNARIE - '‘Guide pratique pour l'utilisation de 1la
transformation de Fourier. Publication A.D.R..

N.T. GAARDER - (1972). A note on the multidimensional sampling theorem.
Proceedings Letters, Proceeding of the IEEE, Vol. 60, n® 2, Février,

pp. 247-248.

D. GABOR - (1853). A summary of communication theory. Communication
theory, W. JACKSON (Editor), Butterworths Scientific Publications, pp. 1-23.
R. GAY - (1961). Cours de cristallographie, Livre III, Radiocristal-
lographis théorique. Paris, Gauthier-Villars.

R.W. JAMES - (1948). Felse detail in three dimensional Fourier represen-
tations of crystal structures. Acta Crystallograghica, Vol. 1, Mars-Avril,
pp. 132-134.

0. MACCHI - (1973). Théorie statistique de la transmission de 1'infor-

mation en présenca de bruit. Paris : ENSET.



A.V. OPPENHEIM & C.J. WEINSTEIN - (1972). Effects of finite register
length in digital filtering and the Fast Fourier Transform. Proceedings
of the IEEE, Vol. 60, n® 8, Aolt, pp. 957-976.

L.R. RABINER, R.W. SCHAFER & C.M., RADER - (1868). The Chirp z Transform
Algorithm and its application. The Bell system Technical Journal,

Vol. 48, n® 6, Mai-Juin, pp. 1249-1292.

D.C. RIFE & G.A. VINCENT - (1970). Use of the Discrete Fourier Transform
in the measurement of frequencies and level of tones. The Bell System
Technical Journal, Vol. 438, n® 2, Février, pp. 197-228.

A.J. ROSE & A. RIMSKY - (1949). Méthode de calcul pour la sommation des
séries de Fourier : coordonnées polaires. Bulletin de la Société fran-
gaise de Minéralogie et de Cristallographie, Tome 72, pp. 305-318.

J.L. VERNET, P. DELEPINE & J.C. CONSTANTIN - (1970). Transformateur de
Fourier rapide & mémoires circulantes. Journées d'études sur les technigues
de représentation des signaux et leurs applications. Nice, 21 au 24 Sep-
tembre.

J.L. VERMET - (1871). Real signals Fast Fourier Transform : Storage
Capacity and step number reduction by means of an Ood Discrete Fourier
Transform. Proceedings Letters, Proceeding of the IEEE, Vol. 59, n°® 10,
Cctobre, pp. 1531-1532.



1.1,

APPFPENDIEEE 1

DEFINITION ET (guelgques) PRUPRIETES DE LA TRANSFORMATION
DE FOURIER DISCRETE

T. DEFINITION ET NOTATIONS

} désignera la suite discréte de K.L.M. échantillons X , en géné-

{Hk.i,m
ral de valeurs complexes, avec :

K.R.m

h - Dj 1. " E K-1 H L= D, 1; " wwg L_1 H m = D; 1' - E M“1

Cn définit alors la transformation de FOURIER discrete (représentés dans ce
gul suit par 1l'abréviation TFD) des K.L.M. valeurs X

relations :

k. g.m* Per les K.L.M.

Fa ka2t L1 M=1

- - Eg--l-ﬂ_r-bﬁ
*q.r,s RZD nzn mZD Kot %0 120G+ =« 550]
ﬂ (A1.1)
q o D} 1j R K-1 j: ¥, D; 1j " L-1 j] &8 = D, 1; T H_1
.
les valeurs {X é} constituant donc les éléments de la TFD tridimen-
sionnelle d'ordre (K,L,M) des {Kh 0 m}' gue 1l'on notera de fagon plus
compacte par :
{xq.r.s} = TFD[K'L'H]{XK,L.N} (A1.2)

2. RECIPROCITE

La transformation définie par (A1.1) est inversible :

1 e I o W L

tom GO b, L L
ks2,m K.L.M q=0 r=0 s=g 9°T:%

exp[+i2niz + ££ + B8] (A1.3)

at pourra se noter :

{X o1 TFD'1[K.L,HI{§ }

¥ q,r.,S (A1.4)



£

3. PERICDICITE

kg, ir ms
K L H]]
EI} obtenues par les

La périodicité tridimensionnelle des fonctlons Exp[*iZn[

implique celle des suites {xh.t,m} et {xq

relations (A1.3) et (A1.1) :

' r

JlI‘:h+1:i'¢l.i?,*l~uL..rn-l-"..url"l = xh,l,m

(A1.5)

= -

g+tK,r+ul,s+vM £ Kq,r,s

Par la suite, les deux ensembles de valeurs {X } et {X }
K.2,m q.r,s
représenteront donc chacun, plus précisément, avec t, u et v entiers

relatifs arbitralres, une classe d'eéquivalence modulo une transla-
tion (tK,ulL,vM).

4. LINEARITE

Les transformations TFD et TFDi1 définies par des sommes,sont linéaires :

e,m K.,

»

TFD[K.L,H]{xh_ + Y Lm} = {xq r_’5]‘ + {qu }

iT 8
(A1.6)

-.-1 %
TFD [K'L'”]{xq.r,s + ﬁ?q,r.s} {Kh.z.m} + {l?h.z,m}

avec A valeur complexe arbitraire.

5. TRANSLATION

Pour t, u et v, trols entiers relatifs définissant une translation tri-
dimensionnelle, on obtient & partir des définitions (A1.3) et (A1.1) :

k=t,&=u,m

TFD(K,L,M){X e 20 ST

EHP[‘iZﬂ[Et + Eu + %EJ}}
(A1.7)

kt - Lu , mv

pra— ”
TFD (K, L, MAX i 2ei )l

exp[+12 (

-t.r-u.s*u} : {Kh,

£.,m
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. CONVOLUTION - THEOREME DE BOREL DISCRET

La propriété caractéristique de la TF continue, exprimée par le
thécreéme de BOREL (CURIEN & TOURNARIE, p. 13), de transformer un
produit de convolution continu en produit ordinaire, s'étend aisé-
ment, par la TFD, aux suiltes discrétes ; en effet, ayant défini 1le
produit de convolution cyeclique (ou périodique) de deux suites

périodiques {xh.ﬂ m} et {Y } par :

k,2.m

{X

23 LN TN A T

J'E'lm lfq‘lm
K=1 L=1 M1

I Gk g O T e
h=0 i=0 j:ﬂ hliij k=h,&-1i,m J

hbir

ol les triplets d'indices sont pris respectivement modulo K, L et M,
les propriétés (A1.7) et (A1.6) permettent d’écrire :

= -1 v
{Kk,l.m}*ﬁ'{?h.i.m] fa [K'L'H}{Kq.r.s'Tq.r,s}
(A1.8)
{Hq.r,s} H‘{Yq,r.s} = K.L.M. TFD[K'L'M]{xk.ﬂ.m'vk,i.m}
7. LUI DE FRIEDEL - SYMETRIE HERMITIENNE
i .3
{Kh,i.m} réels <= xq,r,s xK-q,L—r,N-E (A1.9])

+ dénotant la conjugaison complexe.

8. DZLATATION D'ECHELLE

On examinera ici une propriété particuliére a8 la TFD, base de la
méthode de réduction de son calcul numérique (chapitre III). K sera
cholsl pair (grande majorité des cas pratiques) en posant K = 2N.



1.4

B.7. Supposons de plus que Kh %t =0 pourk = 1., 3, a0 K=3; K=1s
» a

La définition (A1.1) donne alors directement :

N=1 L=1 MN=1

- kq Lr . ms
X . R § X exp[-i2n(== + + —J]
q.r.s k=0 2=0 m=0 Zk,.2,m N L M
relation qui signifie que :
ok s .0.m = 0 #{xq_r_a} = TFD[N.L,H]{th*glm}%Kq‘rlsﬂ}(qwjr.a
K = 2N (A1.10)
8.2. Supposons au contralre que Kh e 2D pour'K =0, Z, vens K25 Kas
r r ]
- 21 N-1 L=-1 M1 kg ., or , ms
Xor,s = @RI 1 ] T X g olH20GE ¢« 0 g
k=0 =0 m=0
On en dédult comme précédemment :
I = 0 e= {exp(+12M)X _ _}=TFDIN,L,M){X } <= X =X
2k,L.m K “"g,r.s S Zk+1,2.m q,r,3, q+N,r,s
ek (A1.11)

9. CONSERVATION DE LA NORME - THEOREME DE PARSEVAL - VARIANCE

La TFD transformation unitaire conserve le produit scalaire hermitien.

k=1 L-1 M-1 h=1 L= =T .

»* 1 %

E B R it A e e R SRR B R OB B W B O

L:" licati lie A1.1 = :
application particuligre de [ 2) avec {Yh,l,m] {xh.i,m} donne
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K=1 L-1 ﬂi1 | 2 1 Ki1 Li1 mi11_ 2
k=0 2=0 m=o0 %M KLMoog rep s=g TS

- T oawm omm o e L -—— - -_—— T L L T T

- - e e

D&finissons la valeur moyenne des {X Y
Ks,®,m
] q Rt Li1 M-1
X = ) ) X
KoLl 20 g0 mag  Kodom

et leur variance par :

=3 =1 M=

2 1 =
a" wras F 0 ) IK - X
R.IL!-” h-u f,-l] m:u h;!-.m
L'expression de uz se développe :
=1 L=1 M=1
2 1 2 =2
Poodo T T Y I 7 =W
Ll Loy obn 20 Vkotym

et puisque d'aprés la définition (A1.1)

X = xu'u'DfR.L.ﬁ

le théoreme de PARSEVAL (A1.13) donne :

Nt L Tl .

2 1 . 2 - 2
"= [[] 1 1 I|X 1“1 - Ix
k2L%M%* = 'q=0 r=0 s=p 9-T-S - "*”'D| ]

ol encore :

i B Tl B i s R

2 1
¢  =—gm—m } } ] |X
K2L%M% q=0 r=0 s=g J°T:8

tz (A1.14)

g+r+s £0

L'évaluation de la variance uz paut donc se faire 1ndépendamment de la

connaissance du terme ai z
xD.D.D nsi que des phases des {xq,r,s}

'_‘----------_--‘—-"."-'-'d‘—-———'*-____--‘-- W W N N O N . . —— ——— — — —

On définira comme précédemment les quantités homologues de X et dz. dans

l'espace réciprogque :



A1 =1 M= . = e W o B e =

o D X ' w1 D1 Ik - X2
K.L.M qgu FEH RS % A KLl 25 12g g=p = 978

-l 1

Il existe alors entre uz et 62 la relation suivante :

I (A1.15)

KL 8% = |X = K.L.M. [KoLoMoo® - |X

2
El uln uiﬂlnl ]

10. FACTORISATION

Compte tenu des propriétés de la fonction exp( ), la définition (A1.1)

peut se réeécrire sous la forme :

K-1 L-1 M-1 2mk
«1[3Lix . et 1 =) ]exp ]]Bxp["-jéiil (A1.16)
Fs8 120 220 m=0 "*%
gui cevient symboligquement :
{X . } = TFDI(K,L, Hi{x i'm} = TFn[hJ{TFD[LJ{TFD[m]{xk.E’m}]} (A1.17)

La factorisation décrite par (A1.17) n'est pas la seule possible :
les TFD unidimensionnelles peuvent commuter, chaque permutation du
triplet (K,L,M) condulsant & une expression valable du type (A1.17).
La plupart des propriétés des TFD multidimensionnelles peuvent ainsi,
gréce & cette propriété de factorisation (qui existe de m&me pour les
TF multidimensionnelles continues (ARSAC, 1961, p. 117)), se déduire
aisément de celles de la TFD unidimensicnnelle.

Cette propriété générale, ramenant toujours ainsi le calcul d'une TFD
multidimensionnelle & 1'évaluation itérative de TFD unidimensionnelles,
autorise souvent, de ce feit, une plus grande souplesse dans la conduite
pratique des calculs numériques et peut méme réduire théoriquement le
nombre d'opérations arithmétiques impliquées par ceux-ci. En effet,

le calcul d'une TFD & partir de sa définition, requiert un nombre
d'opérations é€lémentaires A proportionnel au carré du nombre de données
de 1l'espace direct (le calcul de chaque i nécessite l'emploi de tcutes

les valeurs {X} ...) :



AGK, LM = (K.L.M)? (A1.18)

alors que par factorisation unidimensionnelle le nombre d'opérations

élémentaires B vaut :
BI(K,L,M) = K.L.A(1,1,M) + K.M.A(1,L,1) + L.M.A[(K,1,1]

et donc par (A1.18) :

B(K,L,M) = (K.L.M).(K + L + M) (A1.19)
d'od :
AlLK,L,M)
B > |
car :
K > 1
(K + L+ M < (K.L.M) pour <L > 1
M > 1

Il y a réduction des calculs dans le rapport (K.L.M)/(K + L + M) per

un processus tres semblable & celui qu'exploitent les divers algorithmes
FFT.
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FONCTIONS D'INTERPOLATION S(K,x)

1. EXPRESSIONS EXPLICITES DE S(K,x)

On se propose de calculer 1'expression explicite de la somme :

T(K,x) = , £ sinc (x-K) (A2.1)
Il sera failt appel, pour cette évaluation, & guelgues propriétés
classiques de la TF continue et de distributions tempérées comme
celles de DIRAC et POISSON.

T(K,x), somme de translatées de la fonction sinc x, peut prendre la
forme d'un produit de convolution (spériodique), ol 8 représente la
distribution de DIRAC :

T(K,x) = E=§:{sinc x @ 6(x-K)]

et d'aprés la distributivité du produit de conveolution par rapport
a8 l'aeddition :

T(K,x) = sinc x @ Eli:ﬁ{x-ﬁﬂl (A2.2)

TF[ ] désignant 1'opérateur TF continue, (A2.2) devient par applica-
tion du théoréme de BOREL :

TF[T(K,x)] = TF [sinc x].TF[, £ s(x-kn)] (A2.3)

La derniére TF de 1'expression précédente portant sur une distribu-
tion de POISSON produit & nouveau une distribution de méme nature qui,
pour la variable réciproque u de x, s'écrira :

1 +o0

[, I s(xKku] = ¢

K
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Par ailleurs, TF[Einc x] constitue une fonction telle que :
11
TF[Einc x] = 1 pour UE]“E.*E[
1 1
TF [sinc x] =5 pour lu| = 5 (A2.5)
TF [sinc x] = 0 pour u¢[—%,*%]

Dans le calcul de (A2.3), la fonction TF[ainn x] va donc se compor-
ter comme une "fenétre"”, sélecticnnant dans 1'expression (A2.4) les
seules distributions &6 centrées sur un point d'abscisse apparternant
a 1'intervelle fermé [%—,%] ; pour expliciter{A2.3), les disconti-
nuités de(#2.5) pour |u| = -12-— conduiront ainsi & distinguer 2 cas
diffErents suivant la parité de K ["'5Ir et I désignervnt les 2 formes

de T, respectivement pour K impair et K pair) :

Dens la relation (A2.4), le rapport E-différa nécessairement de

*%-: auvcune distribution 8§ n'est donc centrée en u = t%-:

(K-1)/2

5(u-) (A2.5)

TF[TK,x)] = =

| =

k=-[K-1)/2

Nous remarquons au passage que la périodicité de T(K,x), établie
directement & partir de sa définition (AZ.1), conduit bien & un

spectre discret.

Puisque TF-1[ﬁ[u*a]] = gxp(i2rax) :

(K-1)/2

12wkx
expl

T(K,x) =
k=-(K=1)/2 K

) (A2.7)

|

(A2.7) constitue la somme des termes d'une progression géométrique,
qul aprés guelques simplifications vaut :

_1_ sin wx
K sin w(x/K)

T(K,x) = T(K,x) = (A2.8)
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Les discontinuités de TF [sinc x] interviennent dans ce cas pour

modifier la forme de TF[T(K,x)] et donc de T(K,x) :
(K-2)/2
1 1 1 1 . K
TF[TK,x)] = = [6(u*s) + 8(u-=3)] + = ) slu->) (A2.9)
- - 27 K gaetk-272 K

d'od T(K,x) comme pour (A2.8) :

_cos mx . 1 sin w((K-1)x/K)
T(K.x) K. = K~ sin n(x/K)

qui se simplifie en :

J_ sin nx
K tg nlx/K)

T(K,x) = I[K.xl = (AZ2.10)

La relation existant entre S(K,x) et T(K,x) s'écrit, d'apreés (I.15)
et (A2.1) :

SIK,x) = TIK,Kx) (A2.11)

d'ol résultent les deux expressions possibles de S(K,x) selon la

parité de K :
¢ _ 1 sin mKx
K impair g[K.x} z ———
¢ (A2.12)
1 sin nKx
ME pair E[K.xl X ic wi

Ces expressions vérifient bien, toutes deux, les propriétés (I.17),
(I.18), (I.19) et (I.18') é&tablies directement au chapitre I.

2. ESPACES VECTORIELS DES FONCTIONS D'INTERPOLATION S(K,x)

2.1, TF_de S(K,x) et S(K,x)

Ces fonctions étant périodiques, il s'agit ici plus précisément de
leurs développements en série de Fourier qui s'éerivent d'aprés (A2.6),
(A2.8) et le changement de variable (A2.11) :
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(K-1)/2

K impair TF[g(ﬁ,x]] = %— ) 6 (u-q)
q=-(K-1)/2
4 (A2.13)
’ . gaq R22)12
K patr P8k, 3] = EE-[a;u+§1+5£u-§1]+i-an{KEZJKE §(u-q)

Définissons le preoduit scalaire (hermitien) de deux fonctions X(x)
et Y(x), non nZcessairement réelles, de la variable réelle "x",

périodicgues de période unité, par :

+1/2 2
< X(x),Y(x) > = | X(x).Y" (x)dx (A2.14)
-1/2
Soit encore X(u) et Y(u) les développements en série de FOURIER

respectifs de X(x) et Y(x) :

xw = 7 X(e)stu-q)
(A2.15)

viw) = £7, Y(@)étu=q)

La TF continue, transformation unitaire, laisse le produit scalaire
invariant (théoréme de PARSEVAL) :

X0, Y005 = £ K@V (A2.16)

En particulier 1'intégrale sur une périocde de la fonction E[K,u+xnl
peut s'évaluer immédiatement par application de (A2.16) avec

TF[1] = 6(u) :

+1/2 1
S[K,H*KD]dx = fS(K,R+HE3,1? - (A2.17)

-1/2
Dans 1'espace vectoriel des fonctions X(x) réelles, la relation
(A2.14) définissant la norme, nous étudiercns les propriétés
d'orthogonalité des fonctions d'interpolation S(K,x), propriétés
qui différent selon la parité de K :
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a) K impair

TF[S(K,x-53] s'écrit, d'apres (A2.13)

; (K-1)/2 St
TFEKxp] = 1 exp[=50 Jeluqik (A2.18)
g=-{K-1)/2
et la relation (A2.16) donne donc :
(k-1)/2
HK, x=) 3K, x5 > = J L e (AZ.19)
i K ge-tK=1)/2 5

Le second membre de cette relation, semblable a (A2.7), psut encore

g'écrire :
< 2 1
<§rﬁ,x—za.§[u.x-iq> : E-?[m,h—a]

d'od avec & _, désignant le symbole de KRONECKER Eﬁk = Jsik#£2%;

) 2
S5 " 181 k=12)
Xk 12 ¥k, w-Lys = °K. 2 fA2,20)
» -F-\!"-‘ ' ] K F.., Fies w

1 sinnix-(k/k))
sinnlx-(k-X)) PO
donc, munies de la norme (A2.14), un=z base de K vecteurs orthcoormés.

Les fonctions = 0, 1, «es, K-1, forment

b) K pair

Contrairement aux QIK.H—E]. les fonctions E[K,x-&& ne sont pas

orthogonales. En effet :

K (K-2)/2
Koy, (=1 K K 1
TF [S (K, x-23] = *ﬁzl—-[ﬁ[u+§]+ﬁ{u~il] +q=_[K;2]fzgxp[,_Eﬁﬂﬁqﬁ[uﬂq;;ﬂ

(A2.21)
et (A2.16) conduit maintenant & une expression plus complexe que
(A2.19) :
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e 0 (K=2)/2
:5[&.1-54.5[H,K-EJ: = (-1) + 1
LW K "~ K

Exp{ 12nmq(k-2) ]

22 K% gq=-(k-2)/2 K

k-2
1 (-1) inn(K-1)(kx-2)/K
F—— + = ]

= 2 sinn(k-21/K

qui donne pour les différentes valeurs de (k-2) :

O

5K, xR, 50k, x> = L1, K.

(A2.22
ok 2 K

La relation (A2.22) diffire de [A2.20) par la présence d'un terme

(-1)k-% i A
5 ié & la parité de la différence (k-2).
2K

d'"interférence”
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APPENDICE 3

"LISTINGS" DES SOUS-PROGRAMMES
ABC, REV ET MIR

Nota :

- ABC gére REV, qui appelle lui-méme MIR.
La séquence d'utilisation se réduit donc & :

CALL ABC(FT,K,L,M,ISIGN)

En retour de cet eppel ABC restitue le tableau FT transformé.

- Le traitement en monoindigage du tableau FT dans ABC, contribue & la

réduction du temps total d'exécution (voir commentaires pour son
estimation).
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O B e B B

i N

L

i T |

(10

11

10

15

17

76

7

18

15

SURKDUT INE ABCIFT 4Ky Ly My ISIGN)

TRALSFORVATION CE FOURTIEZ DISCRETE CU TABLEAU TRIDIVMENSICNNEL
COMELEXE FTIK L ™) PAZ | "ALGIORITHME FFT DE CUDLEY-TUKEY (DECCUPRAGE
TENS Le '"TEMPS' AVEC RENVERSEMENT DES BITS ) .

ISIGN==-1 Tl ot} TTAREGTE .»

[SIGNh=+1 ToeFei) INVERSE .

LA TEANSFORVATIOCN SE REALISE IN-SITU .

LOGZIK)LNS2(L)Y ET LOGZ2(M) SNONT DES ENTIERS POSITIFS QU NULS .
U3ACE A 1 DIMERNSICN €T 2 DIMENSIONS AVEC K OU L OU M =1 .
NMUIEE DYEXECUTIUN AFPPROXIMATIVE 1.23E-Ss(KelLaVM)=2LGZ(K2L&V)
SECONDES SUR IBM 3707168 .

UTILISE SOUS—-PIOGRAMME REV .

tﬁ”PLEI FT{lliFAiF?IvIH!F
OITMENSTON IM(3).IN(3),1CAL3)

CALcuL DE IM(J)

p=2eslM(]1) ,L=2%#M(2) M=22=][M(3)
IM({1)=K

I¥{2)=L

1“(3)=M

CO 15 J=1,43

[a=]

[R=0
IC=1NM(J)-1A
IF{IC)I1Zs15%,10
[A=TA+T1A
Ia=12+1

GO 70 11
IM(J)=1b

TEST ODES PARAMETRES
IF(ISIGHR#+=TSIGN)12,4,12417

PRINT 100C,KsLsM: ISIGHN

FORMATI(* = ERREUR AZC =+ V,4]111)
RETURN

REORGANISATICN CUL TASLEAU FT(KyL4M)
CALL REVIFT,K,L,¥)

CLASSEMENT POINTEURS Dc LA FOUCLE DE SOVMMATION
IN(Ll)=1

IN(2)=2

IN[3)=3

oo 75 1ICG=1,2

TA=IN(]1)

[a=IN(2)
[F(IM{IB)=-IM[TA})TG,1T,T1
I[H{1)=18

IN(2)=IA

Ie=IN(2)

IC=IN(3)
IFCIMLICY-IM(IB))YTB, 72,75
In(z)=IC

IN(3)=10

CONTINUE

INITIALISATION
] L]

112=2
ICC=15IGN
KL=K®L
KLM=KL#W

[K=K

[KZ2=K+K

IKL=KL
IKLZ=KL+KL
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™ (™

(™

g B

o |

]

51
50

2

23

3u
25

24
26

40
35

27
28

50
45
22

DO B0 J=1,3
ICA(J)=0
IF(IM(J))B0,80,41
ICalJ)=1

CONT INUE

CHOIX BE IMIN
IA=0

DO 25 J=1,3
IB=IN(J)
IvIN=IM(IR)-1IA
IFIIMIN)YL1G,16421

SOMMATION
20 20 1G=1,IVMIN
F=‘[U-U|l-f}}

F=F#(3.14159265359/1CC)

w=CEXP(F)

STONMME SUR K
IF{ICA(L))24,24,23
= 1.“!{}-!.-]]

NC 25 1A=1,11

DO 30 IB=1A,K,112
JO 30 IC=IR,KL»K
DO 30 ID=1C,KLM,KL
IE=1ID+[1]

FX=FT({ID)
FY=FT(IE)=V
FT(ID)=FX+FY
FT{IEC)=FX-FY

V=VaW

SOMME SUR L
IFIICA(2))27+,27+26
V=(1.0+0.0)

DD 35 TA=K,IKsK

N 40 IB=]14K
IF=1A+]3-K

D0 40 IC=IF.KL,IK2
NO 40 ID=IC,KLM,KL
[E=ID+IK

FX=FT(ID)
FY=FT(IE)#=V
FTLID)=FX+FY
FT(IE)=FX=FY

V=V sl

SOMME SUR M
IFIICA(3))22,22.28
V=(1.0,0.0)

PO 45 1A=KL,IKL,KL
N0 90 1B=1,K
[IF=IA+IB-KL

DC 50 IC=IF,1A,K
D0 50 ID=IC4KLM, TKLZ
IE=ID+IKL
FX=FT(ID)
FY=FT(ILE)=v
FTI(ID)=FX+FY
FY(IE)=FX~-FY

V=yan

IT=11+11
112=112+112
IK=TK+IK
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™5

20
16

85

23

90
19

IK2=1K2+1IK2
IKL=IKL+IKL
IKL2=IKL2+IKL2Z
ICC=I1CC+1CC

18=IN(J)
IA=IM({IR}
ICALIB)=0

NORMALISATION
IFLISIGNYL9,19,29
C=1.0/KLM™

DO 90 TA=1,KkLM
FYLIAY=FT(IA)=C
RETURN

END



SUBKUIUTINE REVIFT KLy M)

RECRGANISATION DES VALEURS DU TABLEAU TRIDIMENSIONNEL COMPLEXE
FT{K,L,¥) POUR L& FFT. LES VALEURS FT(KRA,LA,MA) ET FT(KB,LB:HB)
“E SOMT PERMUTEES GUE POUR ADRESSE(FTIKE+LBsMR)) SUPERIEUARE A
ADRESSEI(FT(KA,LA,MA)) . UTILISE LA FONCTION MIR .

fy Yy ryim

21

20

11

16

15

12

13

10

COMPLEX FT(K4Ls™),F

Ll 10 MA=],W™
vMzmMIR(MA=-1yM]}+1
[F{¥#NM=MA)]1D,11,21]

P 20 LA=],L
LL=MIR(LA=-1sL)+1

Dﬂ Eﬂ EAFIfK
KK=VIR{KA=1,K)+1
F=FT[(KA,LA,MA)
FTIKAsLASMAI=FT(KK,LL,MM™)
FT{KKy,LL MM)=F

GO TC 10

DO 10 LA=1,L
LL=MIR(LA=]1,L)+1
IF{LL_LﬁllnplFrlﬁ

DC 15 KA=1l+K
KK=MIR(KA=-]1,K)+]
F=FT{Kﬂ1Lh!"ﬁI
FTIKALLAsMA)=FT(KK;LLsMN]
FT‘ﬂK,LL{HHI=F

GO T4 10

NO 10 KA=],K
KK=MIR[(KA-14K}+1
IF(KK-KA)10,10,13
F=FTI(KAsLAsVA)
FTI(KAsLA'MA)=FTI(KKgsLLyMM)
FTIKK,LL MM])=F

CONTINUE

RETURN

END



MAM®

Py

FUNCTION MIR(1,K)

MIR EST LE NOMBRE MIRNDIR DE I POUR UNE REPRESENTATION BINAIRE SUR
N=LOG2(K) BITS C'EST-A-DIRE K=2#sN , I DDIT EVIDEMMENT APPARTENIR
A L"INTERVALLE FERME (0O4K-1).

KA=K

IAa=1

¥IR=0
IF{(KA-1)®#1A)3,3,2
KA=KA/2

IB=IA/2
MIR=MIR+KA#(IA~IR-IR)
1A=18B

GO 70 1

RETURN

FND
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