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Contexte du probleme

Equations pour les phénomenes électromagnétiques

Point de départ

Modélisation numérique des phénomenes électromagnétiques.

@ Le systeme fondamental des équations de Maxwell :

Loi de Faraday : rotE 4+ 9;B =0, (1a)
Loi d'Ampere : rotH — 9;D = J, (1b)
Loi de Gauss magnétique : divB =0, (1)
Loi de Gauss électrique : divD = p. (1d)

@ Les lois de comportement, principalement d’origine
phénomeénologique :

D=¢cE, B=puH et J=0E. (2)
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Contexte du probleme

Ecriture du probleme et discrétisation

o Ecriture “générique” des problemes a résoudre :

Trouver E tel que :
rotvrotE+~E = f, dans Q, (3)
Exn=gsurlpetvrotExn=0dnx(Exn)surl.

v toujours strictement positif, v dépend de I'application envisagée :
strictement positif, nul, partie imaginaire non nulle.
@ Diverses techniques de discrétisation envisageables :
o différences finies (répandues pour les phénomeénes transitoires),
o éléments de frontiere,
o éléments finis volumiques.
Orientation choisie : éléments finis volumiques spécifiques a
|"électromagnétisme, les éléments finis d’aréte.



Contexte du probleme

Systeme linéaire a résoudre

@ Le calcul de la solution amene a des systemes linéaires de la forme :
Au=b, avec A=S, + M, + M;r,, (4)

(505 = [ vrotArotAl, (M)s = [ aAf A
@ Q
(Msr.)ij = / S\ x n) - (A x n).

i
@ Systémes linéaires de grande taille mais creux.
@ Systémes linéaires symétriques; les autres propriétés dépendent
essentiellement du parametre 7.

Objectif de ce travail

Déterminer des méthodes itératives de résolution multiniveau pour le
systéme linéaire (4) :

@ performantes,

@ adaptées a I'opérateur rot v rot,

@ sans interventions sur le code de calcul actuel : “boite noire”.




Contexte du probleme

Applications envisagées

CND par courants
de Foucault.

Hyperthermie RF.

@ Probleme de magnétostatique. Introduction du
potentiel vecteur magnétique : B = rot A.

rot 1 rotA =J. (5)
W

@ Probléme de courants de Foucault. Elimination des
courants de déplacements.

1
rot —rot A+ 00:A = Jg. (6)
w

@ Equation vectorielle des ondes.

1
rot — rot E + €0?E 4 00,E =< source > . (7)
W

NB : régime harmonique avec A = Re (A exp(iwt)).



Contexte du probleme

Plan de |'exposé

@ Méthodes multiniveau pour les équations de Maxwell
@ Principe des méthodes multigrille géométriques
@ Principe des méthodes multiniveau algébriques

Q Technique algébrique pour le calcul des opérateurs de prolongement
@ Formulation d'un probleme de minimisation
@ Résolution du probléeme de minimisation

© Fonctionnement de la méthode sur quelques exemples
@ Construction des différents éléments

@ Résultats

@ Conclusion
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Méthodes multiniveau pour les équations de Maxwell P ‘ q 4 5
P q Principe des méthodes multigrille géométriques

Prir éthodes iques

Principes généraux multigrille

Méthode itérative de résolution de systémes linéaires.

o Méthode multigrille géométrique classique fondée sur
une hiérarchie de maillages emboités.

Idée : Résolution sur la maillage le plus fin avec
I'utilisation des grilles les plus grossieres pour le calcul.

@ Traitement de |'erreur :
e partie oscillante - représentée et traitée sur le
maillage le plus fin,
o partie lisse - traitée sur le maillage grossier.
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Méthode a deux grilles

An, On,
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Méthodes multiniveau pour les équations de Maxwell q ‘ a1
P s €q e des méthodes multigrille g

s multinive:

Eléments requis par la méthode

Pour mettre en oeuvre les méthodes a deux grilles, 3 éléments sont
requis :
@ le lisseur : il atténue la partie oscillante de |'erreur au niveau fin.
@ Les matrices de transfert P et R : R transfére la partie de |'erreur
non traitée par le lisseur vers le niveau grossier et P transfere la
correction du niveau grossier vers le niveau fin.
NB : Souvent R = P!,
@ La matrice Ay du probléme au niveau grossier.

Si la matrice Ay devient grande, on peut appliquer de maniére récursive
la méthode a deux grilles et obtenir un algorithme multigrille.



Méthodes multiniveau pour les équations de Maxwell P ‘ a1
P q Principe des méthodes multigrille

Princ méthodes multiniv

Particularités pour les équations de Maxwell

Deux espaces d’'éléments finis considérés :

o I'espace d'éléments nodaux WO(7) inclus dans H!(Q) : éléments
finis P;-Lagrange. Degrés de liberté : valeurs aux sommets du
maillage. Base associée (¢Z)P€{1’.“’Nh}.

o L'espace d'éléments d'aréte W(T) inclus dans H(rot,Q): éléments
de Nédélec d'ordre le plus bas. Degrés de liberté : circulations le
long des arétes du maillage. Base associée ()\f’),-e{l,”_’Eh}.

Propriété importante venant des espaces
continus (grad(H*(R2)) C H(rot, Q)) :

Eh
grad qbg = Z G,-',’,)\f’, Vpe{l,...,N"}. (8)
i=1
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o
I
-
o
O =Ko
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Méthodes multiniveau pour les équations de Maxwell q ‘ a1
P q e des méthodes multigrille g

s multinive:

Lisseur pour les équations de Maxwell

@ Dans le cas de I'opérateur Laplacien, quelques itérations de Jacobi
relaxée ou de Gauss-Seidel fournissent un lissage adapté.

@ Dans le cas de I'opérateur rot v rot, on constate que ces algorithmes
ne traitent pas les composantes dans le noyau de |'opérateur rot
alors que la dimension de ce sous-espace est proportionnelle au
nombre de noeuds (la dimension du noyau pour grad est 1).

@ Pour résoudre cette difficulté, Hiptmair (1997) a proposé un
algorithme hybride qui ajoute au traitement classique sur le systeme
global un traitement spécifique pour le noyau de 'opérateur rot.
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Méthodes multiniveau pour les équations de Maxwell

les méthodes multigrille gés
Principe des méthodes multiniveau algébriques

Construction des opérateurs de transfert

Outre le lisseur, la méthode multiniveau repose sur la construction des
différents niveaux. Au niveau grossier, |'espace d'approximation est décrit
par une base de fonctions grossieres (w/),. On impose I'inclusion de

I'espace d'approximation grossier dans I'espace fin, c'est-a-dire :
Nh
H h H
w, :ZPP,,WP, Yne{l,...,N"}.
p=1

P est la matrice de prolongement entre le niveau fin et le niveau grossier.

v
y

=

i

Wy
g
IS




Méthodes multiniveau pour les équations de Maxwell R ; _
les méthodes multigrille géométriques

Principe des méthodes multiniveau algébriques

Construction des opérateurs de transfert

@ Si on dispose d'une hiérarchie de maillages emboités, c'est la
méthode multigrille géométrique et I'inclusion des espaces d'éléments
finis sur les différents maillages est garantie par construction.

@ Si l'on ne dispose pas de cette hiérarchie et que I'on connait les
informations pour un unique niveau (fin), on doit définir une
stratégie algébrique pour construire P.

La matrice du systéme au niveau grossier est définie de la maniere

suivante :
Ay = PYALP

et il n'est donc nécéssaire que de calculer la matrice de prolongement P.
On répete alors récursivement la procédure pour la méthode algébrique.



Méthodes multiniveau pour les équations de Maxwell R ; _
les méthodes multigrille géométriques

Principe des méthodes multiniveau algébriques

Particularités pour les équations de Maxwell

@ Les espaces grossiers nodal et d'aréte sont inclus dans les espaces
fins :

G
o = Padon, Wnef1,... N7},
p=1

Eh
H _ are \ h H
Ao = E PeX], Yee {l,...,E"}.
i=1
@ Pour utiliser les mémes lisseurs que dans le cas géométrique, on
souhaite vérifier au niveau grossier

EH
grad¢fl = > GIA vne {1,... N} (9)
e=1

(¢H),—1. v est la base nodale grossiere et (\)._; g est la base
d'aréte grossiere.
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Méthodes multiniveau pour les équations de Maxwell < g e .
s méthodes multigrille géc

Principe des méthodes multiniveau algé

Particularités pour les équations de Maxwell

La relation (9) est implicite pour le multigrille géométrique.
On souhaite la conserver pour les méthodes algébriques développées,
c'est-a-dire définir un graphe grossier dont la matrice d'incidence G' sera
utilisée dans cette relation.
En regroupant les relations précédentes, on obtient la relation de
commutativité :

pare GH _ thnod'
G" décrit le graphe fin, P"°d est la matrice de prolongement nodal
calculée par des méthodes connues.

A définir ou calculer :

G et la matrice de prolongement en aréte P,
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Formulation d'un probléme de minimisation
R io

Technique algébrique pour le calcul des opérateurs de prolongement
q gebrique p P p & tion du e minim n

Remarque sur le calcul de P°d

Les méthodes multiniveau algébriques développées pour le Laplacien
fournissent des opérateurs P"°d vérifiant les conditions requises par notre
construction.

En particulier elles construisent une décomposition du domaine € en
sous-domaines (QF),_;  yu se recouvrant telle que :

supp ¢  Qff

Cela revient a imposer des coefficients nuls dans la n-iéme colonne de
Pnod_
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Technique algébrique pour le calcul des opérateurs de prolongement

Graphe grossier et supports des fonctions

Apres avoir calculé la matrice de prolongement P04 :

o Définition d'un graphe grossier ou de maniére équivalente de la
matrice d'incidence aréte-noeud grossiere G-
Pour une aréte grossiere d'extrémités les noeuds grossiers n et m, on
s'assure que QT N QH £ ().

@ Une fonction d’aréte grossiere A\ est associée 3 chaque aréte
grossiere e et supp A C QF N QH.
Comme pour P™°4  cela revient 3 imposer des coefficients nuls dans
la e-ieme colonne de P,

I, : Ensemble contenant les indices des coefficients non nuls de la e-ieme
colonne de P2re.
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O~ Rk O
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Formulation d'un probleme de minimisation
R
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Technique algébrique pour le calcul des opérateurs de prolongement

Formulation finale

@ Reitzinger et Schdberl (2000) ont proposé une technique pour
construire algébriquement des matrices de prolongement nodal et
d'aréte vérifiant la relation de commutativité P>¢GH = G pnod,
Leur approche a été réalisée pour un opérateur de prolongement
Prod particulier qui conduit 3 une unique matrice P vérifiant la
relation de commutativité.

@ Nous avons souhaité étendre leur approche a d'autres constructions
de I'opérateur P04,
Plusieurs matrices P peuvent alors vérifier la relation de
commutativité et on doit se doter de regles supplémentaires pour
faire un choix judicieux.
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Formulatlon d'un probleme de minimisation
tio e

Technique algébrique pour le calcul des opérateurs de prolongement

Formulation finale

Idée provenant des techniques en éléments finis nodaux : contraintes sur
le support (conservation de I'aspect creux des matrices) + minimisation
d'une fonctionnelle d'énergie 4+ contraintes d’approximation.

Probléeme de minimisation sous contraintes

EH

Trouver P?*® minimisant E BEKeBe,
e=1

sous les contraintes : P¥¢GH = Ghprod,

@ [ : vecteur contenant les coefficients non-nuls de la e-ieme colonne
de P c.-a-d. ceux indexés par /..

o K. : matrice locale symétrique définie positive. L'ensemble de ces
matrices définit la fonctionnelle d'énergie pour la minimisation.



Formulation d’un probléme de minimisatiol

Technique algébrique pour le calcul des opérateurs de prolongement % 5 5 "
q gebrique p P p & Résolution du probleme de minimisation

Approches pour la résolution

Plusieurs approches ont été envisagées pour la résolution du probleme de
minimisation sous contraintes :

@ la premiere utilise des multiplicateurs de Lagrange. Elle a permis de
valider le probleme de minimisation sous contraintes; cependant elle
est peu économique en terme de coiit de calcul.

o La seconde, plus originale, s'appuie sur la résolution d'une suite de
problémes sur des sous-graphes du graphe grossier et a permis de
réduire le colit de calcul.
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. (bt Formulation d’un probléme de minimisation
Technique algébrique pour le calcul des opérateurs de prolongement F

Résolution du probleme de minimisation

Sous-graphes SH/

SH7 - graphe défini pour toute aréte fine i telle qu'il existe un indice e
avec i € I,.

Il correspond au sous-graphe du graphe grossier obtenu en conservant
uniquement les arétes grossieres d'indice e telles que i € /.




Technique algébrique pour le calcul des opérateurs de prolongement Eormutsticnlduniprobimddcminimissticn
que algebrique p pera P! & Résolution du probleme de minimisation
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Formulation d’un probléme de minimisatiol

Technique algébrique pour le calcul des opérateurs de prolongement % 5 5 "
q gebrique p P p & Résolution du probleme de minimisation

Problemes de flot

@ Nous avons montré que résoudre P2r¢GH = G"Pr°d est équivalent 3
résoudre sur chaque sous-graphe S/ un probleme de flot :

(GH.i)tP;ch _ (GthOd),‘.

1

@ A déterminer : P vecteur contenant les composantes de la i-&me
ligne de P2 indexées par les indices des arétes de S™/.

e Information connue : (G"P"°d); vecteur contenant les
composantes de la i-eme ligne de G"P"°? indexées par les indices
des noeuds de S/
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Formulation d'un probléme de minimisation
Résolution du probleme de minimisation

Technique algébrique pour le calcul des opérateurs de prolongement

Résolution des problemes de flot

Forme de la solution du probleme de flot :
P;il-re — (P;ire)/ + (P;ire)//.

N

ou :
@ (P?*°) est une solution particuliere du probleme de flot, déterminée
grace a un arbre couvrant du sous-graphe,
o (P¢)" appartient au noyau de (G")t qui est engendré par les
cycles indépendants du sous-graphe.
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Formulation d'un probleme de minimisation

Technique algébrique pour le calcul des opérateurs de prolongement % 5 5 "
q gebrique p P p & Résolution du probleme de minimisation

Systeme linéaire pour la minimisation

Apres détermination des solutions particulieres, le probleme de
minimisation se rameéne a la résolution d'un systeme de la forme :

B!DBI = —B!DPare,

\

ou :

o [ est le vecteur dont les composantes sont les coefficients des
(P2} dans les bases des noyaux de (G"/)t,

@ la matrice B regroupe les vecteurs de base de ces noyaux,

@ la matrice D est diagonale par blocs ol les blocs diagonaux sont les
matrices K, qui définissent la fonctionnelle d'énergie,

o le vecteur P2 regroupe les solutions particulieres (P?¢)’ des
problemes de flot.
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Formulation d'un probleme de minimisation

Technique algébrique pour le calcul des opérateurs de prolongement % 5 5 "
q gebrique p P p & Résolution du probleme de minimisation

Propriétés du systeme linéaire

@ Les matrices K, étant définie positive, B:DB est symétrique définie
positive et I'on peut résoudre par la méthode du gradient conjugué.

@ Dépendant du choix des Kg, le conditionnement de D peut étre
fortement dépendant de la dimension globale du probleme.

o Cependant, si D est la matrice identité, le conditionnement de BB
est faible et indépendant de la dimension probleme.

On note en outre qu'une grande précision n'est pas nécessaire pour la
résolution de ce systeme puisque ce n'est qu'un travail préparatoire a la
résolution du systéme initial.

La solution retenue, quelle que soit la précision, vérifie toujours la
relation de commutativité.
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Construction des différents éléments
p R tats
Fonctionnement de la méthode sur quelques exemples

Définition des Q' et de G

o Partition des noeuds du graphe (initialement du maillage) :

NH
{1,...,N"} = | Ha.
n=1

Définition de sous-domaines (Q,,H),,:17___7NH :

SH h
Q) = U supp(qﬁp).
pEH,
o Création d'une aréte grossiere e d’extrémité n, mssi Q7 N QH £ (.

o Sous-domaine QF défini en étendant Q 3 ces plus proches voisins.
Sans ce recouvrement, on ne dispose pas de degrés de liberté pour la
minimisation et on retombe sur la méthode de Reitzinger et
Schéberl (méthode RS).
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Construction des différents éléments
Résultats

Fonctionnement de la méthode sur quelques exemples

Définition des Q' et de G

LSBT
RS AR
& mmvé.e:»a*

S

Graphe initial Représentation du graphe grossier



Construction des différents éléments
p Résultats
Fonctionnement de la méthode sur quelques exemples

Définition des Q' et de G

ooooo

(VAN S, ,
N ‘.‘Y“ )

oooooooo

Graphe initial Représentation du graphe grossier



n des différents éléments

Fonctionnement de la méthode sur quelques exemples

Définition des Q' et de G

ooooo

KRNSO
R
TR EKRY
LA
AVl /AVAVAVAVAVAL

Ay

AN
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Construction des différents éléments
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; R
Fonctionnement de la méthode sur quelques exemples

Choix pour les matrices K.

@ Matrices extraites de la matrice globale K du probléme; ce choix est
noté K dans les tableaux de résultats,

@ Matrices extraites de S, la partie provenant de la discrétisation de
fQ vrot E - rot E’; ce choix est noté S, dans les tableaux de résultats.

@ Matrices toutes égales a I'identité; ce choix est noté Id.
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Construction des différents éléments

< Résultats
Fonctionnement de la méthode sur quelques exemples

Problemes étudiés 2D

Q =]0; 1[%.

Composante tangentielle du champ imposée sur le bord gauche avec
E, =sin(2my). Sur le reste de la frontiére : (rotE) x n = 0.
Coefficient constant sur le domaine avec les équations suivantes :

o Simple essai : rotrotE + E = 0.
o Cavité en régime harmonique : rotrot E — w?E = 0 avec w = 1.57.

y=1 ~ avec w = 1.57

4



Construction des différents éléments

< Résultats
Fonctionnement de la méthode sur quelques exemples

Maillages utilisés

Maillage initial Té’ Premier raffinement Tlh

Pour les maillages T,h, i indique le nombre de raffinement.

NB : Les méthodes algébriques opérent comme si le maillage était non
structuré.

31/41



Construction des différents éléments

< Résultats
Fonctionnement de la méthode sur quelques exemples

Résolution du systeme linéaire de minimisation

hleh | || |
Taille SL minimisation | 62 | 253 | 1016 | 4081 | 16355 | 65479
Taille SL initial 100 | 392 | 1552 | 6176 | 24640 | 98432

Table: Nombre d'inconnues pour le systeme linéaire de minimisation et le
systeme linéaire initial — 2D, maillages structurés.

Le nombre d'inconnues pour la minimisation représente a peu preés les
2/3 du nombre d'inconnues du systéme a résoudre.



Construction des différents éléments

< Résultats
Fonctionnement de la méthode sur quelques exemples

Résolution du systeme linéaire de minimisation

Résolution du probleme de minimisation avec une méthode de gradient
conjugué non préconditionné.

b | || ||
K |24]19 |12 | 12| 12| 12
S, | 14112121212 12

d| 3|1 1 1 1 1

Table: Nombre d’itérations pour la résolution du systeme linéaire de
minimisation (division du résidu par 10*) — 2D, maillages structurés.

@ Résultats donnés uniquement au niveau le plus fin.

@ Nombre d'itérations indépendant de la dimension globale du systéme.
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Construction des différents éléments

< Résultats
Fonctionnement de la méthode sur quelques exemples

Résolution du systeme linéaire initial - Cas 1

o Gradient conjugué préconditionné avec une méthode multiniveau
utilisant le lisseur de Hiptmair.
o Critere d'arrét : division par 10 de la norme du résidu.
geom : multigrille géométrique. ssor : Gauss-Seidel symétrique.

smin : utilise uniquement les solutions particulieres des problemes de flot.

4
10 T T
—ssor
—1 niveau
103 ——geom
2 —RSs
k=) —smin
[l
2 oY
510 H|—S
o —K
Q
£
o
Z 3
10 £ =
0
10 : :
2 3 4 5
10 10 10 10

Nombre d'inconnues
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Construction des différents éléments

< Résultats
Fonctionnement de la méthode sur quelques exemples

Résolution du systeme linéaire initial - Cas 2

e Détérioration générale des résultats avec v = —(1.57)2.

@ Les résultats des méthodes multiniveau développées demeurent
meilleures que la méthode RS.

10 T T
—ssor
—1 niveau
——geom
o 3| RS
_g_ 10 £ |—smin
[l
& Id
£ —S
@
a
£ 2
210
/\—/,_/
1
10 . .
2 3 4 5
10 10 10 10

Nombre d'inconnues
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Construction des différents éléments

< Résultats
Fonctionnement de la méthode sur quelques exemples

Probleme étudié 3D

@ Discrétisation d’un probléme de courants de Foucault en régime
temporel dans le cube unité. La discrétisation temporelle est réalisée
par un schéma Euler implicite.

@ Parameétres : v = o avec o conductivité électrique et v = At/u
avec At le pas de temps et p la perméabilité relative.
Avec les parametres choisis, cela donne v = 10* et v = 207.

@ Le maillage est non structuré, on impose juste le diamétre maximal
hmax pour les éléments du maillage.
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Construction des différents éléments

; Résul
Fonctionnement de la méthode sur quelques exemples

Résolution du systeme linéaire de minimisation

hmax=0.4 | 0.2 0.1 0.05

Taille SL initial 302 1559 | 11037 | 84403
Taille SL minimisation 447 2910 | 25540 | 209087
Itérations GC K 4 8 13 26
Itérations GC S, 5 11 13 22
Itérations GC Id 3 5 5 6

Ici, I'algorithme du gradient conjugué est arrété des que la norme du
résidu a été divisé par 10.

Hormis pour I'identité, le nombre d'itérations est dépendant de la
dimension globale du probleme.



Construction des différents éléments

< Résultats
Fonctionnement de la méthode sur quelques exemples

Résolution du systéme initial

Pas de différences entre les différentes approches multiniveau.

3
10 T T
—K
—S
—Id
o 2| RS
_g_ 10 £ |—smin 1
[l
& ssor
£
@
a
210’ ]
S0}
100 L 1
2 3 4 5
10 10 10 10

Nombre d'inconnues



Conclusion

@ Description d'un cadre et d'une méthodologie pour la construction
d'opérateurs de prolongement vérifiant la relation de commutativité.

@ Proposition d’un processus de minimisation pour optimiser ce choix.

o Comportement quasi-optimal dans les cas les plus simples.
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Conclusion

Perspectives

Premiere étape

Résoudre des problemes réalistes 3D et pour cela implémenter un code de
calcul rapide et robuste.

V.

Améliorations envisageables

@ Introduction d'autres techniques de construction de graphe grossier.
Exemple : utilisation de I'agglomération d'éléments pour définir une
topologie grossiere.

@ Dans des cas difficiles, optimisation de bases déja construites.
Exemple : bases provenant des méthodes multigrilles géométriques.




Conclusion

Perspectives

Spécificités pour I'équation vectorielles des ondes

@ Utilisation de lisseurs spécifiques aux équations d'ondes.
Proposition de point de départ : développement réalisé autour de
GMRES pour I'équation de Helmoltz.

@ Couplage avec des méthodes de décomposition de domaines.
Proposition de point de départ : méthode de Schwarz sans
recouvrement avec coefficient de transmission optimisé pour
I"équation des ondes.

@ Prise en compte de conditions aux limites pour la modélisation en
milieu ouvert plus compliquées telles P.M.L. ou formulations
intégrales.
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