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portable (dans le cadre d’une collaboration entre mon université d’origine et le CEA), je me 

suis rendu compte que l’étude de phénomènes physiques dans une Pile à Combustible à 

Electrolyte Polymère était nécessaire pour contribuer à la résolution de problèmes 

technologiques liés au coût, à la dégradation de matériaux, à l’encombrement, à la 

performance électrochimique… 

J’ai donc commencé ma thèse sur le sujet le 6 Janvier 2003 dans l’actuel Laboratoire d’Essais 

et Validations de Composants H2-Piles à Combustible, et je l’ai soutenue le 28 Novembre 

2005, face à un publique à mes yeux inoubliable (dont mes parents venus en France tout 

spécialement pour l’occasion…) 
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Je tiens aussi à remercier chaleureusement Pascal Schott, mon responsable de thèse au CEA, 

pour sa sympathie et ses questions ponctuelles qui m’ont beaucoup aidé dans la conception de 

ce travail. 

La partie expérimentale de ce travail n’aurait pu être menée à bien sans l’aide du « super 

technicien » Monsieur Jean-Pierre Berlandis que je remercie vivement pour ses compétences 

et pour sa sympathie.  

Je remercie aussi beaucoup Pierre Baurens pour son soutien à mes travaux depuis le départ et 
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leur encadrement… 

De plus je remercie tous ceux qui ont réussi à me supporter…et surtout tous ceux qui ont tout 

simplement cru en mon travail auquel j’ai pris sincèrement beaucoup de plaisir. 
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« Dans la vie, tout est question des proportions. Si l’on était 
des fourmis, un caniveau nous semblerait l’embouchure  

du Rio de La Plata… » 
 

Extrait de la bande dessinée Mafalda. 
Quino, dessinateur argentin, 1932-. 

 
 

 
« Soit A un succès dans la vie. Alors A = x + y + z,  

où x = travailler, y = s’amuser, z = se taire » 
 

Extrait du magazine The Observer. 
Albert Einstein, physicien allemand, 1879-1955. 
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LISTE DE NOTATIONS 
 
D
r

    Vecteur déplacement électrique (C.m-2) 

E
r

    Vecteur champ électrique (N.C-1) 

B
r

    Vecteur champ magnétique (Volt.s. m-2) 

H
r

    Vecteur intensité magnétique (A.m-1) 
d     Epaisseur de la couche compacte  
→
n      Numéro de dipôles opposés à la phase métallique par unité de surface (m-2) 
←
n      Numéro de dipôles dirigés vers la phase métallique par unité de surface (m-2) 

sn      Numéro de sites libres par unité de surface de phase métallique (m-2) 

Hsn   Numéro de sites recouverts par l’espèce intermédiaire de réaction Hs  par unité de 

surface de phase métallique (m-2) 
*n     Somme de sites libres et de sites recouverts par des espèces intermédiaires de réaction 

par unité de surface de phase métallique (m-2) 
maxn  Numéro maximum de sites libres par unité de surface de phase métallique (m-2) 

T      Température absolue de la cellule (K) 
R      Constante idéale des gaz (8.34 J.K-1.mole-1) 

0G∆    Energie libre de Gibbs de l’adsorption dipolaire (J.mole-1) 
0

CG∆  Energie chimique de l’adsorption dipolaire (J.mole-1) 
0
eG∆    Energie électrostatique d’adsorption dipolaire (J.mole-1) 
0
iG∆   Energie d’interaction interdipolaire (J.mole-1) 

)/exp(2 0 RTGa C∆−=  
231038.1 −×=k   Constante de Boltzman (J.K-1) 

96485=F          Constante de Faraday (C.mole-1) 
RTFf =  

iv  Vitesse de réaction électrochimique (mole.s-1.m-2) 

ik  Constante de réaction standard (m.s-1) 

FarJ  Courant faradique (A.m-2) 
231002214.6 ×=AN  Nombre d’Avogadro (mole-1) 

iC      Concentration d’hydrogène ou d’oxygène (mole.m-3) 

+H
C   Concentration protonique (mole.m-3) 

−FIX
C  Concentration de charges fixes (sites sulfonés du Nafion®) (mole.m-3) 

iD      Coefficient de diffusion de l’hydrogène ou de l’oxygène dans la phase Nafion® 

(m2.s-1) 
+H

D    Coefficient de diffusion des protons dans la phase Nafion® (m2.s-1) 

iJ      Flux molaire de l’hydrogène ou de l’oxygène dans la phase Nafion® (mole.s-1.m-2) 

+H
J   Flux molaire des protons (mole.s-1.m-2) 

 I      Courant total demandé à la pile à combustible (A)  
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J  Densité de courant électronique locale à l’interface Pt/C-Nafion® (modèle nanoscopique) 
(A.m-2) 

ip  Pression partielle de l’hydrogène ou de l’oxygène dans la phase pores (pascal) 

AP  Pression anodique totale 

CP  Pression cathodique totale 

EMES    Surface géométrique de l’assemblage Electrodes-Membrane (EME) 

CAe    Epaisseur de la couche active (électrode) 

NIe    Epaisseur de la couche de Nafion® imprégné  

ML  ou Me   Epaisseur de la membrane Nafion® 

     cellU   Potentiel de cellule 

 
Lettres grecques  

 

 

η       Surtension de Frumkin à l’interface métal/électrolyte (à travers la couche compacte) 
(V) 
ψ      Potentiel électrique dans la phase métallique (Pt/C) (V) 

φ       Potentiel électrique dans la phase électrolyte (V) 

σ      Densité électronique de surface (C.m-2) 

0ε     Permittivité électrique du vide 121085.8 −×  C2.N-1.m-2 

CCε    Permittivité électrique de la couche compacte (C2.J-1.m-1) 

CDε   Permittivité électrique de la couche diffuse (phase électrolyte) (C2.J-1.m-1) 

Γ       Densité dipolaire de surface (debye.m-2) 
µ       Moment dipolaire de la molécule d’eau ( 291062.0 −× C.m) 
→
θ       Taux de recouvrement par des dipôles opposés à la phase métallique  
←
θ       Taux de recouvrement par des dipôles dirigés vers la phase métallique  

sθ      Taux de recouvrement par des sites libres  

Hsθ     Taux de recouvrement de la surface métallique par l’espèce intermédiaire de réaction 

Hs  

HsO2
θ     Taux de recouvrement de la surface métallique par l’espèce intermédiaire de 

réaction HsO2  

OHsθ     Taux de recouvrement de la surface métallique par l’espèce intermédiaire de 

réaction OHs  

OH 2
Θ   Fraction d’eau surfacique (surface métallique)  

iα      Coefficient de transfert électronique  

γ       Surface active spécifique (m2/m3) 
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PROLOGUE  
POURQUOI L’HYDROGENE ? 

 

 

0-1. L’ENERGIE ET L’AVENIR DE L’HOMME  

 

L’homme a toujours voulu maîtriser l’énergie : des découvertes de la préhistoire comme le 

feu, aux idées les plus inimaginables il y a seulement un siècle, comme l’imitation de la 

puissance solaire dans les réacteurs de fusion. Mais aujourd’hui, deux faits s’imposent : (1) 

les réserves de combustibles fossiles commencent à diminuer et (2) les combustibles fossiles 

et leur produits de combustion sont des causes majeures des problèmes d’environnement à 

l’échelle mondiale.  

 

Le premier point est une conséquence du fait que la demande d’énergie continue de monter, et 

ceci pour deux raisons principales: (a) l'augmentation continue de la population mondiale, et 

(b) les demandes croissantes des pays en voie de développement afin d'améliorer leur qualité 

de vie. À l'heure actuelle, une grande partie (environ 65%) de la demande énergétique 

mondiale est tournée vers les combustibles fossiles (pétrole et gaz naturel), en raison de leur 

disponibilité et de la facilité de leur utilisation.  Cependant, on s'attend à ce que la production 

de combustible fossile mondiale atteigne bientôt sont apogée, et commence ensuite à 

diminuer. La Figure 0-1, bien que discutée [Vezirouglu (2005)], montre un exemple 

d’estimation des taux de production des combustibles fossiles et de la demande mondiale. On 

peut voir que la production liquide de combustible fossile dans le monde entier continuera à 

augmenter dans les 15 années à venir, et puis commencera à diminuer. Bien évidement cela 

pourrait être à l’origine de nouvelles tensions internationales au cours du XXIème siècle… 
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Figure 0-1 : Estimation de la production mondiale de combustible fossile (source : [Vezirouglu 
(2005)]). 
 

 

Le deuxième point préoccupant est le dommage environnemental provoqué par les 

combustibles fossiles et par leurs produits de combustion. Les technologies permettant 

l'extraction de ces combustibles, leur transport, leur traitement et en particulier leur utilisation 

finale (combustion), ont des impacts nocifs sur l'environnement, et par conséquent des effets 

négatifs directs et indirects sur l'économie. Leur combustion produit divers gaz 

( xCO , xSO , xNO ), de la suie et de la cendre, des gouttelettes du goudron, et d'autres composés 

organiques, qui sont tous déchargés dans l'atmosphère. Déclenchée par la  lumière du soleil ou 

par le mélange à l'eau et à d'autres composés atmosphériques, les polluants peuvent subir une 

réaction chimique et devenir des polluants secondaires (comme l'ozone), ou produire des 

pluies acides ainsi que l’effet de serre  

 

0-2. POURQUOI L’HYDROGENE ?   

 

Pour toutes ces raisons, l’homme étudie la possibilité d’utiliser des sources d’énergie 

alternatives, plus durables et moins polluantes. Un certain nombre de sources d'énergie 

primaire sont à présent disponibles, comme l'énergie thermonucléaire, l’énergie solaire, 
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l’énergie éolienne, l’hydro-électricité, l’énergie géothermique, les courants océaniques, les 

marées, les vagues et la biomasse.   

Du côté des consommateurs, environ un quart de l'énergie primaire est employée comme 

électricité et trois quarts comme carburant dans le monde. Mais, contrairement aux 

combustibles fossiles, aucune de ces nouvelles sources d'énergie primaire ne peut être 

directement employée comme carburant, par exemple, pour le transport aérien ou terrestre. 

Cependant, elles peuvent être employées pour fabriquer des carburants alternatifs, ou bien 

pour produire de l'électricité.  

Parmi les carburants alternatifs, il y a beaucoup de candidats : l'essence synthétique, le gaz 

naturel synthétique (méthane), le méthanol, l’éthanol, l'hydrogène… 

Le carburant à choisir doit être facile à transporter, facile à convertir en d'autres formes 

d'énergie pour les utilisateurs (électricité par exemple),  il doit avoir une efficacité élevée 

d'utilisation, et doit être sûr à l’emploi.  En outre, le système d'énergie résultant doit être 

compatible avec l’environnement et l’économie. 

L'hydrogène paraît avoir certains avantages : meilleure efficacité d’utilisation (environ 39% 

supérieur aux combustibles fossiles et autres combustibles alternatifs [Bossel (2005)]), 

propreté (le seul produit de sa réaction électrochimique ou combustion est de l’eau, cf. 

Paragraphe 0-3), souplesse pour se convertir en d’autres formes d’énergie (les combustibles 

fossiles ne peuvent se convertir qu’à travers leur flamme).  Quand les risques d'incendie et la 

toxicité sont pris en considération, l'hydrogène devient le combustible le plus sûr [Veziroglu 

(2005)]. Par ailleurs, les compagnies pétrolières ont plusieurs décennies d'expérience dans 

l’utilisation de l'hydrogène dans les raffineries (Shell, par exemple, manipule plus de 7.000 

tonnes d’hydrogène par jour ! [Veziroglu (2005)]). 

Pourtant, on se demande toujours si les technologies basées sur l’hydrogène sont une réalité 

ou une utopie, et les point de vues sont nombreux [Bossel (2005) Winter (2005) Shinnar 

(2005) Scheer (2005)]. Mais une chose est certaine : bien qu’il reste beaucoup à faire en 

termes techniques et financiers, l’hydrogène jouera un rôle dans notre futur proche, pour 

contribuer à combler le manque prévisible de combustibles fossiles. 

 

0-3. LES CONVERTISSEURS PILE À COMBUSTIBLE  

 

En 1806, H. Davy réalisait l'électrolyse de l'eau distillée pour la première fois, en obtenant de 

l’hydrogène et de l’oxygène. Après lui, C.F. Schoenbein, en 1838, a été le premier à observer 
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le principe des piles. Dans son expérience, il utilisait un tube en U avec deux électrodes en 

platine. Grâce à un courant électrique, il est parvenu à obtenir de l'hydrogène et de l'oxygène. 

Mais en coupant ce courant (circuit ouvert), il constata que ces gaz donnaient lieu à un 

courant électrique de sens inverse au premier.  

 

W. R. Grove (à qui on l’attribue couramment l’invention de la pile à combustible) n'aurait 

sans doute pas « redécouvert » les piles à combustible s'il n'avait pas rencontré Schoenbein 

lors d'un meeting à Birmingham en 1839. A cette époque, il travaillait plutôt sur les batteries 

électriques et exerçait la profession de juge. Les deux hommes sympathisèrent, dans leurs 

correspondances ils se tenaient au courant de leurs recherches. Comme conséquence, en 1839, 

Grove réalisa sa célèbre expérience avec une pile à combustible : il s'agissait d'une cellule 

hydrogène/oxygène avec des électrodes de platine poreux et de l'acide sulfurique comme 

électrolyte. Ce fut donc Grove, et non Schoenbein, qui revendiqua la découverte en 1845. Il 

est aussi le concepteur d'une batterie de 50 cellules pouvant produire de l'oxygène et de 

l'hydrogène à partir de courant et d'eau. Cependant, cette technique tomba ensuite plus ou 

moins dans l'oubli tandis que se développaient les machines thermiques (avec le charbon et 

ensuite le pétrole !), les accumulateurs et les piles électriques. Pourtant des chercheurs 

continuèrent de s'intéresser à cette technologie:  

• en 1889, L. Mond et C. Langer introduisent les catalyseurs (platine) et perfectionnent 

l'électrolyte,  

• en 1921, E. Baur découvrant l'importance de la cinétique construit une cellule 

fonctionnant à haute température (1000°C),  

• au début du siècle, l'électrolyte est amélioré: l’introduction de nouveaux matériaux: 

(carbonates fondus, oxydes solides, acide phosphorique) qui seront la base des 

différents types de piles d'aujourd'hui [Candusso (2002)].  



Prologue 

 23 
 

 
Figure 0-2 : La pile à combustible de Grove. 

 

 

Après un silence de plus de 50 ans, F. T. Bacon réalisa des progrès essentiels: en 1953, il 

construit une pile hydrogène/oxygène ayant un électrolyte alcalin et des électrodes poreuses 

de nickel et d'oxydes de nickel. Elle fonctionnait entre 80 et 200°C à une pression de 40 

atmosphères. Ce principe a été adapté dans les années 60 pour les missions spatiales Gemini 

et Apollo, pour convertir l’hydrogène disponible dans les réservoirs des vaisseaux en 

électricité. La première génération de piles à combustible modernes était née.  

. 

L’apparition des membranes conductrices de protons Nafion® dans les années 1980, a produit 

une révolution dans les piles, en permettant de gagner en compacité. Cela a donnée naissance 

aux piles protoniques à électrolyte polymère (ou PEFC de l’anglais Polymer Electrolyte Fuel 

Cell) (Figure 0-3). Ces piles fonctionnent avec de l’hydrogène et de l’oxygène (réagissant 

dans les électrodes composés par le catalyseur platine, du carbone et du Nafion® pour 

conduire les électrons et les protons respectivement), en produisant de l’électricité et de l’eau 

comme seul « résidu » (nous reviendrons sur le principe dans le Chapitre I).   

 

Aujourd’hui, il existe des prototypes de PEFC de toutes les tailles et puissances (quelques 

mW à 100 kW) et elles peuvent être utilisées dans une large gamme d’application et de 

puissance (de la voiture ou stationnaire au téléphone ou ordinateur portable) (Figure 0-4). 
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Figure 0-3 : (a) Pile à combustible PEFC standard. (b) Schéma de ses composants. (c) PEFC 
démontée.  
 

. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure 0-4 : Différentes types de piles à combustible et leur gamme de puissance électrique (Photo : 
[Paxitech]). 
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La pile à combustible PEFC est un dispositif qui fonctionne. Il y a quelques années elle 

paraissait même être la solution miracle au problème énergétique futur…Mais des problèmes 

fondamentaux ont été identifiés freinant encore sa commercialisation à grande échelle : à 

cause de l’utilisation de matériaux comme le platine et le Nafion®, la PEFC coûte chère 

(environ entre 6000 et 8000 €/kW alors que les prix du marché sont systématiquement 

inférieurs : 750 à 1500 €/kW pour les applications stationnaires, 150 €/kW pour les transports 

en commun, 30 à 50 €/kW pour le véhicule individuel). De plus, ses composants se dégradent 

au cours du temps. 

 

Pour tenter de réduire l’utilisation de ces matériaux coûteux et d’améliorer la durée de vie des 

PEFC, la compréhension des phénomènes électrochimiques ayant lieu dans les électrodes est 

essentielle. Ce sont ces phénomènes, modulés par les phénomènes de transport de chaleur, de 

réactifs, d’électricité et d’eau qui convertissent l’énergie chimique des gaz en énergie 

électrique. En quelques années, les fabricants sont parvenus à diminuer fortement la quantité 

de platine, tout en conservant ou en améliorant leur rendement [Escribano (1995)]. Cependant 

à ce jour, il n’existe pas de modèle physique/mathématique suffisamment précis et général 

pour relier les caractéristiques d’une électrode à ses performances.  

 

Pour aider au diagnostic et à la conception des électrodes, nous avons développé un nouveau 

modèle de compréhension du comportement dynamique des phénomènes électrochimiques. 

Ce modèle, de nature multiéchelle et mécanistique, est basé sur la thermodynamique 

irréversible et l’électrodynamique (cf. Chapitre I). Il dépend des paramètres physiques 

internes, tels que la surface active spécifique, les permittivités électriques des matériaux, les 

constantes cinétiques et les coefficients de diffusion des réactifs. 

Le modèle réalise le couplage d’une description des phénomènes de transport de charges 

(électronique et protonique) à travers l’épaisseur des électrodes et de la membrane, avec des 

modèles spatialement distribués de l’interface nanoscopique Nafion®-Pt/C et de la diffusion 

des réactifs (hydrogène et oxygène) à travers la couche de Nafion® recouvrant les particules 

de Pt/C (cf. Chapitre II). Le modèle interfacial nanoscopique est basé sur une nouvelle 

description interne de la dynamique de la double couche électrochimique prenant en compte à 

la fois les phénomènes de transport dans la couche diffuse et les réactions électrochimiques et 

l’adsorption d’eau dans la couche compacte (cf. Chapitre III). 

En vue des nombreux phénomènes couplés, une approche unifiée a été indispensable : 

l’écriture du Bond Graph en dimension infinie de ce modèle nous a permis de déterminer les 
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causalités de ces différents couplages et de le doter d’une structure modulaire et modulable 

(pour l’incorporation future d’autres phénomènes physico-chimiques, ou sa réutilisation dans 

d’autres systèmes électrochimiques).  

La réponse dynamique d’une cellule de PEFC, dépendant du courant, de la température, des 

pressions de réactifs et de la composition structurale des électrodes, peut être simulée. En 

particulier, le modèle permet d’évaluer la sensibilité des spectres d’impédance aux conditions 

de fonctionnement et à la composition des électrodes, ainsi que d’évaluer les contributions des 

différents phénomènes et couches constitutives (cf. Chapitre IV).  

Ce travail de modélisation est associé à un travail expérimental sur une cellule PEFC de petite 

taille permettant d’identifier et de valider le modèle développé (cf. Chapitre V). 

 

L’hydrogène a peut être un rôle à jouer dans le futur de l’homme…il reste à savoir lequel 

…Nous espérons que cette thèse fournira quelques outils pour aider à répondre à ces 

questions : nous proposons un modèle multiéchelle, qui s’inscrit dans la problématique 

multiéchelle de la viabilité et de l’optimisation des PEFC. 

 

Cette thèse a eu lieu dans le Laboratoire de Pile à Combustible à la Commissariat à 

l’Energie Atomique (CEA-Grenoble) qui travaille depuis environ 15 ans sur les piles à 

combustible.  
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CHAPITRE I 
 

UNE APPROCHE PHYSIQUE MULTI-ECHELLE 
DE LA DYNAMIQUE ELECTROCHIMIQUE  

DANS UNE PEFC 
 
 
 

 

 

Nous proposons un modèle qui se fixe trois objectifs principaux [Franco et al. (2003-2005)] : 

la compréhension des mécanismes électrochimiques ayant lieu dans le cœur d’une PEFC en 

fonctionnement dynamique, le diagnostic d’une PEFC en fonctionnement dynamique (à partir 

de l’analyse par simulation des spectres d’impédance) et l’étude de sensibilité du 

comportement à la composition et la structure des électrodes (aide à la conception).  

Dans ce premier chapitre nous mettons en évidence les points principaux du développement 

de notre modèle. Plus précisément, nous commençons par présenter, avec un certain détail, les 

composants fondamentaux et le principe de fonctionnement d’une pile PEFC. Ensuite, nous 

identifions les limites des approches électrochimiques classiques généralement utilisées pour 

la modélisation de l’électrochimie dans les électrodes. Cette démarche nous amène à esquisser 

notre approche personnelle, alternative, consistant en un modèle dynamique basé sur la 

physique (thermodynamique irréversible et électrodynamique). Nous montrons en quoi la 

structure du modèle que nous proposons est multi-échelle, puis nous discutons le concept de 

Bond Graphs en dimension infinie, sur lequel le modèle a été construit, afin de lui donner un 

caractère modulaire et modulable.  Enfin nous présentons la structure géométrique ainsi que 

les hypothèses réalisées et les phénomènes physico-chimiques pris en compte de notre 

modèle. 
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I-1.  LA PILE À COMBUSTIBLE PEFC : DES 
PHENOMENES PHYSIQUES MULTIPLES 
 
 
I-1-a) La structure d’une cellule  

 

Une pile à combustible de type PEFC est un réacteur catalytique qui convertit l’énergie 

chimique des gaz hydrogène et oxygène en énergie électrique. La structure d’une cellule peut 

être typiquement divisée en 7 zones, chacune d’elles assurant des fonctions différentes. De la 

couche la plus extérieure à la plus intérieure, on trouve (Figure I-1) :  

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure I-1 : Emplacement du cœur de pile (pour une meilleure lisibilité, les épaisseurs des couches ne 
sont pas représentées à l’échelle). A droite, photo de MEB (microscopie électronique à balayage) d’un 
assemblage électrodes membrane standard (vue en coupe). 
 

• Les deux plaques de distribution permettent l’alimentation en gaz réactifs, la 

collection du courant électronique, la tenue mécanique et l’évacuation de la chaleur 

produite. Les canaux assurent la distribution du combustible (l’hydrogène) et du 

comburant (l’oxygène, par exemple de l’air). La composition à l’entrée est imposée 

par la source du gaz et la consommation par la réaction chimique (cf. sous-Paragraphe 

I-1-b). Le gaz non consommé et l’eau produite par la réaction sont évacués par le 
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canal. Les plaques sont typiquement conçues en graphite non poreux ou en acier 

inoxydable, avec des conductivités électroniques supérieures à 10 S/m (Figure I-2). On 

utilise aussi les plaques pour imposer la température de pile à l’aide, par exemple, de 

résistances électriques (cf. Chapitre V). 

 

                                                 
Figure I-2 : Plaques et canaux percés pour le transport du gaz réactif. 

 

• Les couches de diffusion (ou GDL, de l’anglais Gas Diffusion Layer) (Figure I-3) 

constituées de matériaux poreux, hydrophobe (typiquement PolyTétraFluoroEthylène) 

et conducteur électronique et thermique (carbone), permettent d’une part 

l’alimentation en gaz des électrodes sur toute la surface active et d’autre part, en étant 

comprimées, assurent le contact électrique et thermique entre la couche réactive et la 

plaque. Grâce à leur caractère hydrophobe elles assurent une bonne évacuation de 

l’eau produite par la réaction, en particulier la réaction à la cathode (pour éviter ainsi 

le noyage). 
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Figure I-3 : Photo de MEB d’une couche de diffusion (Source : [Zhao]). 

 

• Disposées directement sur la membrane, les couches réactives (ou électrodes ou 

couches actives) assurent les transformations de l’énergie chimique des gaz en énergie 

électrique (réactions électrochimiques) (Figure I-4). A cet effet, elles contiennent le 

catalyseur (nano-particules de platine supportées par des particules de carbone 

assurant la conduction électronique, que nous noterons dans la suite Pt/C), du 

polymère Nafion® assurant la conduction protonique (voir ci-dessous), et du vide 

(phase pore) pour permettre l’accès des gaz et l’évacuation de l’eau. Ce polymère doit 

entourer les grains de Pt/C pour pouvoir collecter et amener les protons aux sites 

catalytiques1. Après fabrication (typiquement déposition de la poudre catalytique par 

frittage sur la membrane ou les couches de diffusion), elles ne sont plus détachables.  

 

 

                                                 
1  Ce n’est pas le cas dans une nouvelle génération de PEFC récemment étudiée dans laquelle la cathode est faite 
de Pt et d’un matériel composite fait de polymère conducteur/polyanion qui conduit à la fois les électrons et les 
protons (voir par exemple [Qi et al. (1998)]). 
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Figure I-4 : Photo d’une couche active volumique à différents agrandissements (les 4 premières : 
MEB, la dernière : microscopie électronique à transmission -TEB-) ainsi que l’image géométrique que 
nous nous faisons (Photos : K. Benyettou, S. Escribano (CEA/DRT)).  

 

• L’électrolyte membrane (au centre du cœur de pile) est constitué d’un matériau 

polymère assurant la conduction protonique. Généralement on utilise le polymère 

Nafion® (de Dupont de Nemours, USA, 1962). Il est composé d’une chaîne fluoro-

carbonée (polytétrafluoroéthylène PTFE, type Teflon®) sur laquelle sont régulièrement 

espacées des chaînes pendantes (perfluorovinyléther), chacune terminée par une 

fonction acide sulfonique (cf. Figure I-5) [Rubatat (2003)]. Il est composé par des 

parties hydrophobes (parties apolaires, dont aucune liaison ne possède de moment 

dipolaire ni de charge) et hydrophiles (parties polaires qui peuvent former des liaisons 

H avec les molécules d’eau). La conductivité protonique dépend fortement de la 

quantité d’eau absorbée (à 353 K on considère que la membrane est bien hydratée 

quand sa conductivité est de l’ordre de 11 S/cm). La concentration de sites sulfonés 

par unité de volume est estimée entre 1000 et 3000 mole/m3, dépendant de 

l’hydratation [Bernardi et Verbrugge (1992)] [Gerbaux (1996)] [Berning et al. (2002)] 

[Duan et al. (2002)] [Friede (2003)] [Meier et Eigenberger (2004)] [Spohr (2005)] 

[Gordeliy et al. (2005)]. 
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Figure I-5 :  Composition chimique et structure chimique du Nafion® [DRFMC]. 
 
 
Les épaisseurs typiques des sept couches fonctionnelles que nous venons de présenter sont 

montrées dans le Tableau I-1. 

 
 

Composant Epaisseur caractéristique 
Canal 1 mm 
GDL 100 - 400 µm 

Electrodes 5-10 µm 
Membrane 20 -150 µm 

Tableau I-1 : Epaisseurs caractéristiques des différents composants d’une PEFC [Gerbaux (1996)]  
[Friede (2003)] [Paxitech]. 
 
 
D’autres données caractéristiques d’une PEFC sont : 
 

• electrodeS  : la surface frontale de la  couche active  

• CAe  : l’épaisseur de la couche active (anode ou cathode) 

• Me  : l’épaisseur de la membrane polymère 

• ℘ : la porosité de chacun des milieux  
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• NIe  : épaisseur moyenne du Nafion® recouvrant la phase Pt/C (Nafion® imprégné)  

• γ  : la surface de contact spécifique (en m2.m-3) de l’électrode entre les parties 

métalliques (Pt/C) et les fractions de milieu électrolyte (Nafion®). Elle peut être 

calculée à partir de [Wang et Savinell (1992)] [Escribano (1995)] [Gerbaux (1996)] 

 

                                                            
ALPt

Pt

particule R

W

r ρ
γ 3=                                                     (I-1) 

 

où particuler  est le rayon de la particule de Pt/C ( nmnm   50  1 − ), Ptρ est la densité du Pt 

( 37 /10145,2 mg× ) et PtW  est le taux de chargement surfacique de l’électrode en platine (de 

l’ordre de 1 mg/cm2). 

 

I-1-b) Principe de fonctionnement  

 

Dans l’anode, l’hydrogène quitte le canal et diffuse à travers la couche de diffusion pour 

arriver à la couche catalytique anodique. Dans cette zone, l’hydrogène s’oxyde (à travers 

plusieurs étapes élémentaires que nous détaillons dans le Chapitre III) en donnant des protons 

et des électrons selon la réaction globale : 

 

                                               −+ +⇒ eHH 442 2                                                                  (I-2) 

 

Mis en mouvement par le champ électrique, l’ion +H migre à travers l’électrolyte membrane 

polymère pour être consommé dans la cathode. Les électrons sont transportés par 

l’intermédiaire d’un circuit électrique extérieur jusqu’à la cathode où ils vont participer à la 

réaction de réduction de l’oxygène. 

Dans la cathode, l’oxygène diffuse à travers la couche de diffusion à partir du canal jusqu’à la 

couche catalytique cathodique, où il est réduit par les protons et les électrons (par un 

mécanisme complexe de plusieurs étapes élémentaires que nous expliquons dans le Chapitre 

III) pour donner finalement de l’eau selon la réaction globale : 

 

                                         OHeHO 22 244 ⇒++ −+                                                            (I-3) 
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La réaction globale au niveau de la pile est alors : 

 

                                            OHOH 222 22 ⇒+                                                                    (I-4) 

 
L’ensemble de la chaîne produit de la chaleur (réactions exothermiques et pertes ohmiques), 

de l’eau et un courant d’électrons (courant électronique) à travers la charge.  

Comme nous l’expliquons tout au long de cette thèse, comprendre les mécanismes des 

réactions (I-2) et (I-3) est un élément clé pour comprendre le fonctionnement dynamique de la 

PEFC lors de son couplage avec un système demandeur de puissance, type moteur automobile 

[Poirot-Crouvezier (2002)] (Figure I-6) ou téléphone portable [Franco (2002)] [Latour et al. 

(2005)]. 

A des fins expérimentales, la cellule est intégrée à un banc de tests qui permet de gérer la 

pression des gaz, leur humidification, leur température, ainsi que de récupérer l’eau produite 

en excès. Comme nous l’expliquons dans le Chapitre V, nous avons utilisé un tel banc pour 

fixer des conditions qui permettent de se rapprocher des hypothèses de notre modèle (cf. 

Paragraphe I-5, Chapitres II et III). En effet, notre travail a consisté en la modélisation du 

cœur de pile (l’assemblage anode/membrane/cathode), et non en l’analyse de 

l’interaction dynamique de ce cœur de pile avec un système.  

 
Figure I-6 :  Pile à combustible de type PEFC couplée à un système. 

 

Couramment, en vue de caractériser le fonctionnement d’une PEFC, on trace 

expérimentalement sa courbe de polarisation (ou caractéristique de polarisation [Besson 

La PEFC 
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(1984)]). Cette courbe est la représentation graphique de la différence de potentiel électrique 

de la cellule en fonction du courant demandé en régime stationnaire. Elle a typiquement le 

profil montré dans la Figure I-7 : à chaque courant on fait correspondre le potentiel de cellule 

une fois l’état stationnaire atteint.   

 

 

 
Figure I-7 :  Le potentiel de cellule en fonction du courant demandé (ou courbe de polarisation). 

 

Comme nous venons de le voir, le cœur d’une PEFC est le lieu de phénomènes physiques 

différents fortement couplés : transport électronique, thermique, hydraulique biphasique dans 

des milieux poreux, diffusion gazeuse, réactions électrochimiques, migration électrique, 

diffusion dans des milieux polymères, équilibres d’adsorption, etc (Figure I-8). Le 

comportement de ces phénomènes, et donc, de celui de la pile, dépend fortement du courant 

nominal demandé, des pressions partielles de gaz réactifs, de leur humidité, de la température, 

de la composition et de la structure des électrodes. La courbe de polarisation est une 

mesure globale qui ne permet pas de discerner l’importance relative de ces différents 

phénomènes physiques. Pour distinguer la contribution de ces différents phénomènes, on 

se propose d’utiliser la technique expérimentale de spectroscopie d’impédance 

électrochimique (SIE), que nous détaillons dans le Paragraphe suivant. 

  

 

Point de fonctionnement 
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ThermiqueThermique

ElectrodynamiqueElectrodynamique

ElectrochimieElectrochimie

CouplageCouplage dynamiquedynamique
complexecomplexe dede
phénomènesphénomènes

HydrodynamiqueHydrodynamique
MécaniqueMécanique

Transport parTransport par
Diffusion/Migration Diffusion/Migration 

 
Figure I-8 :  Domaines physiques fortement couplés au cœur des électrodes d’une PEFC. 

 

 

I-2. LA SPECTROSCOPIE D’IMPEDANCE 
ELECTROCHIMIQUE DANS UNE PEFC ET LES 
MODELES ELECTROCHIMIQUES ANALOGIQUES 
 

Le comportement d’une PEFC en régime transitoire, résulte du couplage fort entre de 

nombreux phénomènes (Figure I-8). Un moyen de distinguer les phénomènes d’intérêt (par 

exemple, une cinétique de réaction dans une électrode) des effets annexes est d’utiliser une 

fonction d’excitation couvrant une large gamme d’échelles de temps. La plus courante de ces 

techniques est la spectroscopie d’impédance électrochimique (SIE) où la fonction d’excitation 

en potentiel ou en courant est le plus souvent de type sinusoïdal avec variation de fréquence 

[MacDonald (1987)] [Diard et Montella (1996)]. Si l’amplitude du signal est petite 

(typiquement on prend des perturbations entre 1 et 10% de la valeur nominale), nous parlons 

de spectroscopie d’impédance linéaire (Figure I-9). La SIE est aussi une technique 

expérimentale très utilisée pour l’analyse du comportement transitoire des électrodes dans 

d’autres dispositifs électrochimiques (comme les batteries et les cellules de l’électrochimie 

fondamentale, cf. Annexe II).  
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Figure I-9 :  Principe de la spectroscopie d’impédance électrochimique linéaire et sa représentation 
dans le plan de Nyquist : réponse linéaire en potentiel à une excitation sinusoïdale en courant de 

faible amplitude autour d’une valeur stationnaire I . 
 

Nous nous concentrons ici sur des spectres tracés sur des PEFC fonctionnant en conditions 

normales, ou en régime électrochimique (bonne hydratation de la membrane, non 

appauvrissement des gaz réactifs, température constante). Les SIE linéaires tracés sur une 

PEFC dans ces conditions -sous control du courant-, ont les formes typiques montrées sur les 

Figures I-10 et I-11 : leurs caractéristiques dépendent fortement des conditions de 

fonctionnement de la pile, données par le courant nominal, la température, les pressions de 

gaz réactifs, mais aussi de la composition et de la structure des électrodes (taux de chargement 

en Pt/C et Nafion®). 

Les spectres ont des allures d’arcs dont la taille diminue lorsque le courant nominal augmente 

[Friede (2003)] (nous y reviendrons dans le Chapitre V) (Figure I-10), jusqu’à atteindre un 

diamètre minimum. Si on continue encore à augmenter le courant, le sens de ce comportement 

est inversé, et l’amplitude des arcs augmente.   
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Figure I-10 : Spectres d’impédance électrochimique typiques tracés sur une PEFC (PAC-Maille, 

EMES = 2.1 cm2, 353=T  K, 5.1== CA PP bar, EME 40%, cf. Chapitre V) : sensibilité au courant 

nominal. L’amplitude d’excitation est de 5% de la valeur nominale, 10 points par décade, intervalle de 
fréquence : 10 kHz - 0.07 Hz (source : [Franco (2004-2005)]). 

 

Sur la Figure I-11 nous montrons quelques exemples de la sensibilité des spectres à la 

pression des gaz réactifs, à la température et à la composition (taux de chargement en Pt). La 

taille des spectres diminue lorsqu’on augmente la pression et la température à hautes 

fréquences, et il s’accroît lorsqu’on augmente la température à basses fréquences. La 

dépendance à la composition semble obéir à un comportement plus complexe. 
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Figure I-11 : Spectres d’impédance électrochimique typiques tracés sur une PEFC (PAC-Maille, 

EMES = 2.1 cm2, cf. Chapitre V) : sensibilité aux pressions ( CA PP = ), la température et la composition 

des électrodes. L’amplitude d’excitation est de 5% de la valeur nominale, 10 point par décade, range 
10 kHz - 0.07 Hz (source [Franco (2004-2005)]. 

 

Couramment, les SIE expérimentaux sont analysés à l’aide de modèles analogiques 

(constitués par des circuits électriques AC), afin de corréler ces résultats à quelques 

phénomènes physiques et chimiques [Paganin et al. (1998)] [Harrington et Conway (1987)] 

[Fleig et Maier (1997)] [Antoine et al. (1998)] [Eikerling et Kornyshev (1999)] [Paasch 

(2001)] [Hitz et Lasia (2002)] [Bultel et al. (2002)] [Diard et al. (2002)] [Maier (2004)]. Dans 

ces modèles, les transferts de charge (protons dans le Nafion® et électrons dans le carbone) et 

la production/consommation d’électrons dans les réactions électrochimiques, sont représentés 

par des résistances. Le transport des réactifs est représenté par des impédances complexes 

prenant en compte la diffusion. L’accumulation d’espèces intermédiaires de réaction et la 

double couche électrochimique à l’interface Pt/Nafion® (cf. Paragraphe I-3) sont représentées 
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par des éléments capacitifs (Figure I-12) (pour une description détaillée des différents 

éléments, le lecteur est invité à consulter par exemple [MacDonald (1987)] [Diard et Montella 

(1996)] [Girault (2001)]). Une expression analytique de l’impédance de la cellule est déduite 

du circuit proposé,  puis ajustée aux spectres expérimentaux. 

  

 

 

 

Figure I-12 :  Circuit électrique analogique et expression analytique de l’impédance équivalente 
représentant le comportement dynamique d’un cœur de PEFC [Walkiewicz (2001)]. Les éléments 
notés par W, expriment les impédances complexes de Warburg [Girault (2001)] [Bautista et al. 
(2002)], description de la limitation par diffusion. 

 

Cette méthode d’analyse est très bien développée dans le contexte du génie électrique, et 

l’analogie entre systèmes électrochimiques et électriques constitue une pratique courante. 

Pourtant, il existe plusieurs différences importantes entre les systèmes électrochimiques et 

électriques [MacDonald (1998)] : 

 

• Les systèmes électriques sont couramment composés d’éléments passifs, tandis que les 

interfaces électrochimiques contiennent des éléments actifs. 

• Les systèmes électrochimiques sont en général non linéaires, avec une relation 

exponentielle entre courant et tension (équation de Butler-Volmer), au lieu d’être 

linéaires (loi d’Ohm) comme le sont en général les systèmes électriques.  

• Les systèmes électrochimiques ont tendance à dériver avec le temps. Cette instabilité 

n’apparaît pas dans les systèmes électriques passifs. 

 

De part leur nature, les modèles de type circuit analogique ne peuvent pas prédire les effets du 

courant nominal, de la température, des concentrations de réactifs et du caractère volumique 
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et de la composition des électrodes (quantité de Pt et de Nafion®). Les valeurs de leurs 

paramètres doivent être ajustées pour chaque point de fonctionnement [Ciureanu et al. (2003)] 

[Friede (2003)]. Sur la Figure I-13 nous montrons à titre d’exemple le SIE tracé pour quatre 

courants nominaux différents, et l’ajustement des paramètres d’un circuit analogique 

comportant trois éléments : une résistance, associée aux phénomènes résistifs dans les 

électrodes, une capacité associée aux phénomènes d’accumulation dans les électrodes, et une 

résistance associée au transport protonique dans l’électrolyte membrane. 

 

 

 
Figure I-13 :  Calage des paramètres d’un circuit analogique aux points de courant nominal (cellule de 

25 cm2, 353=T  K, 5.1== CA PP bar) [Source : Franco el al. (2004)]. 

 

Les approches de type circuit électrique les plus détaillées trouvées dans la littérature [Bai et 

al. (1987)] [Conway et al. (1987)] [Harrington et Conway (1987)] [Gu et al. (1992)] [Antoine 

et al. (2001)] [Bultel et al. (2002)] [Marozzi et al. (2005)] calculent des expressions 

analytiques d’impédances en modélisant les mécanismes d’adsorption des espèces 

intermédiaires intervenants dans les réactions électrochimiques, ou à partir de mécanismes 

simplifiés [Walkiewicz (2001)]. Il est argumenté que ces approches permettent de modéliser 

la sensibilité des spectres à la tension d’électrode, le courant ou les concentrations en espèces 

réactives, mais la capacité de double couche est supposée découplée des phénomènes 

d’adsorption (Figure I-14). Par ailleurs, ces modèles ne sont pas réutilisables (le changement 

RRSS  RRpp  CC  
RRpp  CC  

CCoouurraanntt  nnoommiinnaall  ((AA))  CCoouurraanntt  nnoommiinnaall  ((AA))  CCoouurraanntt  nnoommiinnaall  ((AA))  
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d’un mécanisme amene à recalculer analytiquement les impédances, ce qui dans la plupart de 

cas est impossible si on considére les couplages entre différents phénomènes physico-

chimiques).   

 

Figure I-14 : Exemple de circuit analogique intégrant une pseudo-capacité décrivant l’adsorption des 
intermédiaires de la réaction électrochimique de réduction de l’hydrogénosulfate de potassium à 493 
K sur une électrode de platine (Source : [Sanchez (1990)]) : cette pseudo-capacité apparaît découplée 
de la capacité de double couche. 
 

Enfin, du fait que les composants du circuit AC sont une représentation globale des 

mécanismes physiques nanoscopiques concernés, un circuit analogique à trois éléments ou 

plus peut souvent être constitué de plusieurs façons tout en donnant des réponses d’impédance 

similaires [Jiang et al. (1997)] (Figure I-15).   

 

 

Figure I-15 : Différents modèles analogiques d’un cœur de PEFC ( 1.2=EMES  cm2) fonctionnant à 
des courants inférieurs à 2 A) : tous ces circuits donnent une réponse spectrale similaire. L’élément 
noté par CPE (de l’anglais Constant Phase Element) est couramment associé à la rugosité des 
électrodes [MacDonald (1987)]. 

 

Dans notre travail de thèse nous cherchons développer un modèle mécanistique des 

électrodes basé sur des paramètres physiques et non linéaire, capable de simuler la sensibilité 

des SIE aux conditions de fonctionnement. Pour cela nous allons utiliser un langage de type 

réseau de flux de puissance [Ksenzhek (1996)] [Van der Schaft et Maschke (2004)] qui fait 

la synthèse entre la théorie des circuits et les principes de la thermodynamique 

irréversible et de l’électrodynamique : le formalisme Bond Graph. Ce formalisme a été 

défini par Paynter en 1961 [Paynter (1961)], et développé par Karnopp, Rosenberg 

[Rosenberg et Karnopp (1983)] et Breedveld [Breedveld (1984)]. Il a été plus récemment 
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prolongé aux systèmes continus (ou à paramètres repartis) par van der Schaft et Maschke [van 

der Shaft et Maschke (2004)] donnant naissance aux Bond Graphs en dimension infinie (cf. 

Annexe I). 

Tout comme la théorie des circuits, ce formalisme apporte une approche unifiée qui met en 

évidence la nature physique et la localisation des variables d’état, la structure et l’organisation 

du modèle mathématique. Un modèle Bond Graph représente les propriétés 

thermodynamiques de base, les lois de conservation et les lois constitutives en termes d’un 

réseau d’éléments multiports (dissipatifs et accumulatifs d’énergie) liés par des liens en 

indiquant les paires de variables de puissance conjuguées (intensives et variation des variables 

extensives) à travers une structure d’interconnexion conservatrice de puissance connue sous le 

nom de Structure de Stokes-Dirac (cf. Annexe I) (Figure I-16). Cette approche conduit à une 

description simple et réutilisable du système modélisé (où le couplage entre différents 

phénomènes physico-chimiques a lieu), en la donnant un caractère modulaire et modulable.  

Nous y reviendrons dans le Paragraphe I-4, dans les Chapitres II et III et dans l’Annexe I. 

 

ElémentsEléments
résistifsrésistifs

ElémentsEléments
accumulateursaccumulateurs

d’énergied’énergie

InterconnexionInterconnexion
conservatrice deconservatrice de

puissancepuissance

PortsPorts

 
Figure I-16 : Représentation Bond Graph en dimension infinie, comme un ensemble d’éléments 
accumulatifs et dissipatifs d’énergie liés par une structure d’interconnexion conservatrice de puissance 
et connectée à l’environnement par de ports (cf. Annexe I). 
 

 

I-3. LA MODELISATION MECANISTIQUE DE 
L’ELECTROCHIMIE DANS LES ELECTRODES 
D’UNE PEFC 
 

I-3-a) La modélisation mécanistique de la dynamique électrochimique : bref 
état de l’art 
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L’EME (Electrode/Membrane/Electrode) de la PEFC peut être représentée par la chaîne 

électrochimique montrée dans la Figure I-17. A travers une charge externe, un courant 

électronique s’établit entre les phases Pt/C de l’anode et de la cathode. Le transport 

protonique a lieu entre les phases Nafion® de l’anode et de la cathode à travers l’électrolyte 

(membrane). Le transport des réactifs (hydrogène et oxygène) se fait localement selon la 

direction perpendiculaire, à travers l’épaisseur des phases Nafion® des électrodes. Aux 

« interfaces » Pt/C-Nafion® ont lieu l’oxydation de l’hydrogène (anode)  et la réduction de 

l’oxygène (cathode). 

Pour la suite, nous définissons le potentiel électrique scalaire en un point dans une phase, 

comme le travail nécessaire pour amener une charge électrique positive unité, sans interaction 

de matière, de l’infini au point considéré  [Panofsky (1962)] [Reitz et al. (1996)]. 
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Figure I-17 : Chaîne électrochimique représentant l’EME d’une PEFC. Nous indiquons les potentiels 
électriques électroniques ψ  et protoniquesφ . 

 

Pour une réaction électrochimique ou étape élémentaire des réactions  globales (I-2) ou (I-3),  

 

                                                   −+ +⇔ nenOXRED                                                           (I-5) 

la vitesse "nette" de réaction qui correspond par convention internationale (IUPAC) [Besson 

(1984)] au sens positif du courant électrique, est égale à la différence entre la vitesse 

d’oxydation et la vitesse de réduction :  

                                                              rO vvv
rr −=                                                                 (I-6) 
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La vitesse de réduction (et respectivement d’oxydation) est égale au nombre de moles de OX 

(et respectivement de RED) qui réagissent par unité de temps et de surface. En multipliant les 

vitesses d'oxydation et de réduction par la quantité de charges F  échangée par mole, on 

obtient la densité du courant d’oxydation (et respectivement de réduction). Leur somme 

algébrique donne la densité de courant à l’interface électrode/électrolyte, classiquement écrite 

en fonction du potentiel électrochimique E  (ou potentiel d’électrode). Ce potentiel est une 

quantité macroscopique qui exprime la différence de potentiels électriques entre l’électrode ψ  

et l’électrolyteφ  (Figure I-17). Le courant produit par (I-5) s’écrit2 :  

              rOrO iivvFFvi −=−== )(
rr

   RTnFEn

OX

RTnFE

RED eCkFeCkFi //)1( αα −− −=
rs

                 (I-7) 

où ik  sont les constantes cinétiques dépendantes de la température (par exemple à travers des 

lois de type Arrhenius [Prigogine et Kondepudi (1999)]), iC  représentent les concentrations à 

l’endroit où la réaction a lieu et α  est le coefficient de transfert électronique apparent (dont 

nous reparlerons dans le Chapitre III et dans l’Annexe III au sujet d’une approche par 

mécanique quantique).  

A l’équilibre, sans connexion à une charge externe, le courant donné par (I-7) est nul. S’il 

existe un déséquilibre à l'interface (c’est à dire du point de vue thermodynamique une 

différence de potentiel électrochimique) un transfert de charge aura lieu. Le champ électrique 

créé augmente alors le travail électrique d’activation jusqu’à ce que l’interface retrouve son 

point d’équilibre. Cet équilibre est atteint pour un potentiel d’électrode eqE  différent de zéro 

qui vérifie : 

                   
RTnFEn

OX

RTnFE

REDrO
eqeq eCkFeCkFiiiii

/*/)1(*000
αα −− ==⇒==⇒=

rs
                 (I-8) 

où 0i est la densité de courant d’échange à l'équilibre, *
REDC  et *

OXC  les concentrations à 

l’équilibre. En utilisant (I-8), la relation (I-7) peut aussi se mettre sous la forme (équation de 

Butler-Volmer) : 

                                                 

2 Lorsqu’on écrit les vitesses REDOX associées à une étape intermédiaire de réaction, un couplage avec le taux 
de recouvrement en espèce intermédiaire apparaît (cf. Paragraphe III-2). 
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Dans la littérature [Berning et al. (2001)] [Pisani et al. (2002)] [Katsaounis et al. (2005)], il est 

habituel d’appeler « surtension » l’écart du potentiel par rapport à l’équilibre eqEE − . 

Afin de modéliser les régimes transitoires du courant observés expérimentalement, on établit 

un bilan de charge donné par : 

dt

dE
Cii dcT +=                                                                      (I-10) 

où Ti  est le courant total (sortant ou entrant à l’électrode), C  est une capacité, associée 

couramment au concept de double couche électrochimique et que nous notons dans la suite 

dcC (cf. sous-Paragraphe I-3-b).  

Cette équation repose sur l’hypothèse que la capacité est placée en parallèle à la résistance 

associée à la réaction électrochimique (tout comme le circuit électrique de la Figure I-12). 

Dans cette approche la capacité de double couche électrochimique est donc supposée 

découplée des réactions électrochimiques, tel comme nous l’avons déjà vu dans notre 

discussion sur les approches de type circuit électrique analogique.  

 
I-3-b) Signification de Cdc : structure de la double couche électrochimique 

 
L’interface électrode/électrolyte ou double couche électrochimique présente en réalité une 

structure très complexe. Cette structure a été beaucoup étudiée dans les interfaces 

électrode/électrolyte liquide, et dans les domaines de tensions où ne se produit aucune 

réaction électrochimique (soit, à l’équilibre), depuis les travaux de [Helmholtz (1853)] 

[Helmholtz (1879)] [Gouy (1910)] [Chapman (1913)] [Stern (1924)]. Des études 

expérimentales ont eu lieu [Climent et al. (2002)] [Berdinskii et Vitchenko (1982)], ainsi que 

des études de modélisation basée sur la Mécanique Statistique  [Grahame (1947)] [Mott et 

Watts-Tobin (1961)] [Bockris et al. (1963)] [Bockris (1965)] [Gao et White (1995)], et sur la 

Dynamique Moléculaire et méthodes de Monte Carlo [Guidelli et Schmickler (2000)] 

[Schmickler (1985)] [Amokrane (1996)] (cf. Annexe III). Dans ces conditions, elle est 

composée de deux couches (d’où son nom) (Figure I-18) [Besson (1984)] :  
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1) Couche de Stern ou couche « compacte » : sur la surface métallique il existe normalement 

une couche de molécules de solvant (par exemple l’eau) avec leurs dipôles orientés selon des 

angles dépendants des charges portées par l’électrode. Certains ions peuvent également 

s’adsorber au contact immédiat de l’électrode (phénomène que l’on appelle adsorption 

spécifique). On appelle plan de Helmholtz interne (PHI) le lieu des centres des ions ainsi 

adsorbés. Ce plan coïncide approximativement avec celui des pôles extérieurs des dipôles 

adsorbés. 

 

2) Couche « diffuse » : c’est seulement au-delà de la première couche de solvatation et 

d’adsorption de l’électrode que l’on rencontre les cations et anions solvatés. Les plus 

rapprochés de l’électrode sont situés dans un plan parallèle à celle-ci et constituent le plan de 

Helmholtz externe (PHE). D’autres sont répartis dans la masse de l’électrolyte en même 

temps que les autres ions et des molécules de solvant non orientées ; ils forment la couche 

diffuse de Goüy - Chapman. Un certain nombre de molécules du solvant peuvent également 

exister entre le PHE et la couche de Stern. Elles sont peu orientées et constituent une 

deuxième couche de solvatation, faiblement liée, de l’électrode.   

 

En réalité, on peut donc parler d’une triple couche dont les charges sont portées 

respectivement par l’électrode et les plans de Helmholtz interne et externe, et qui se prolonge 

par la couche diffuse. 

Par ailleurs, bien que toujours discuté, une quatrième région est identifiée par certains auteurs 

[Berdernskii et Velichko (1982)] [Kornyshev et Vilfan (1995)] [Climent et al. (2004)].  

Les électrons libres au sein d’un métal sont soumis à un champ de forces provenant des 

atomes fixes constituant un réseau cristallin plus ou moins symétrique (modèle de Jellium 

[Climent (2004)] [Climent et al. (2004)]). Lorsqu’une nouvelle surface est crée, les électrons 

et les atomes à la surface subissent des forces déséquilibrées. Les électrons sont attirés vers 

l’extérieur du réseau cristallin (vers l’électrolyte), car une expansion du gaz d’électrons vers 

l’extérieur induit un abaissement de leur énergie cinétique. Ils deviennent alors soumis à une 

force coulombienne de rappel par le métal. Ce débordement électronique (ou spill over en 

anglais) se traduit par la formation d’une région surfacique électronique dipolaire, plus ou 

moins superposée à la couche de Stern. Il en découle un comportement capacitif produit de 

l’anisotropie des forces exercées sur les électrons. 
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Figure I-18 : Structure de la double couche en absence de réactions électrochimiques. 

 

Les interfaces électrifiées sont les lieux où s’opèrent les réactions de transfert de charge. Il est 

donc important de connaître la distribution spatiale des charges ioniques et la forme du 

potentiel électrique à travers l’interface, car cette forme contribue au transfert. 

I-3-c) Les transferts de charge au cœur d’une PEFC : le « paradoxe » des 
potentiels électriques 

Prenons comme référence le potentiel électrique dans le milieu électrolytique Aφ , (Figure I-

19). Si on décrit les transferts des électrons et des protons à partir de ce potentiel, on aboutit à 

un paradoxe. 

Supposons que le potentiel électrique de l’électron dans l’électrolyte participant à la réaction 

REDOX est celui de l’ion. Si on se place à l’interface Pt/C-Nafion® anodique, pour que 

l’électron puisse passer de l’électrolyte où il est produit au milieu Pt/C, il faut que AA ψφ <  

(d’un point de vue électrodynamique, l’électron se dirige toujours du potentiel électrique le 
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plus bas au plus élevé)3. Pour que l’électron puisse ensuite aller du milieu Pt/C anodique au 

milieu cathodique à travers la charge, il faut que CA ψψ < . Pour qu’enfin, l’électron puisse 

passer du milieu Pt/C cathodique à l’électrolyte il faut que CC φψ < .  Nous obtenons donc les 

inégalités de potentiel suivantes : 

                                                             CCAA φψψφ <<<                                                  (I-11) 

 

Cette inégalité implique CA φφ < , et est en contradiction avec le sens du transport 

MICROscopique des protons dans l’électrolyte, qui a seulement lieu par migration électrique  

(à cause de l’électroneutralité (cf. Chapitre II)) : contrairement à l’électron, le proton est une 

particule chargée positivement, et il est donc transporté du potentiel électrique le plus élevé au 

plus bas.  

Cela met en évidence la nécessité de prendre en compte les phénomènes interfaciaux entre les 

milieux  Pt/C et Nafion®. Nous définissons pour cela un « objet » interfacial ou modèle 

NANOscopique (Figure I-19), qui représente la double couche électrochimique (cf. sous-

Paragraphe I-3-b). Son introduction permet de résoudre le paradoxe, car dans la double 

couche les protons sont soumis à une force de diffusion qui les fait remonter le potentiel 

électrique (comme nous allons l’expliquer dans les Chapitres III et IV, les parties de diffusion 

et de migration du flux protonique sont opposées).  Nous avons (Figure I-20) : 

 

                                                    intint
CCAA φψψφ <<<                                                        (I-12) 

 

mais il est possible d’avoir int
AA φφ >  et int

CC φφ <  et donc AC φφ < . Le transport des protons à 

travers l’électrolyte et donc possible. 

                                                 
3  La force de Lorentz s’écrit (en absence de champ magnétique) : ϕ∇−= qF

r
. 
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Figure I-19 :  Chaîne électrochimique représentant l’EME d’une PEFC, avec les objets « interface ». 
Nous indiquons les potentiels électriques électroniques ψ  et protoniques φ  (dans le milieu 
électrolytique et aux interfaces). 
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Figure I-20 : Potentiels électriques aux différents points de la chaîne électrochimique de la Figure I-
19.  
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La différence de potentiel électrique entre la phase Pt/C et Nafion® où le transfert d’électron a 

lieu, défini la surtension de Frumkin [Bockris (1966)] [Bockris et Khan (1979)] [Bockris et 

Khan (1993)] [Franco et al. (2004-2005)] : 

                                                            
intφψη −=Frumkin

                                               (I-13) 

Dans notre approche, nous écrivons les équations cinétiques électrochimiques en 

fonction de cette quantité (cf. Paragraphe III-2). La surtension de Frumkin est positive à 

l’anode et négative à la cathode (pour respecter les sens du transfert électronique interfacial)  

(un lien peut être fait entre ce modèle, le modèle du complexe activé d’Eyring et le modèle 

quantique de Marcus (cf. Annexe III)).  

Commentaire : Les travaux de Frumkin (1933) sur la réduction des protons sur des 

électrodes de mercure [Frumkin (1933)] [Bockris (1966)], ont démontré que la distribution de 

potentiel électrique dans une solution électrolytique peut affecter considérablement la 

cinétique de réaction électrochimique aux électrodes dans le cas où l’électrolyte support 

[Diard et Montella (1996)] n’est pas suffisamment concentré (il n’y a pas d’électrolyte 

support dans le système proton/Nafion® dans une PEFC). Il a constaté que ces phénomènes 

sont attribués au fait que la réaction électrochimique se déroule dans une zone interfaciale 

hétérogène (la double couche électrochimique). 

 
I-4. OBJECTIFS DE NOTRE TRAVAIL : CONCEPTION 
D’UN MODELE ELECTROCHIMIQUE MULTI-
ECHELLE 

 

 

Le premier axe de nos recherches est de proposer un modèle de connaissance ou de 

compréhension de la dynamique électrochimique dans les électrodes d’une PEFC, basée sur 

la physique, intermédiaire entre les approches de type Dynamique Moléculaire/Monte Carlo 

et les approches empiriques de type circuit analogique. Cela fait de la thermodynamique 

irréversible le cadre théorique le plus adapté pour développer ce modèle.  
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Nous nous interrogeons en particulier sur la signification physique du concept de double 

couche électrochimique dans le cas d’une électrode où des réactions électrochimiques sont 

présentes et en régime transitoire (en réponse à un changement de courant, de température 

ou de concentration des réactifs), et en particulier dans l’interface Pt/Nafion® dans les 

électrodes d’une PEFC. Nous voulons donc construire un modèle mécanistique et 

multiéchelle [Lakatos (2001)], pour tenir en compte du couplage entre cette double couche 

(échelle NANOscopique) et les phénomènes de transport dans les échelles MICROscopiques 

(le transport protonique dans l’épaisseur des électrodes, par exemple). 

 

Deuxièmement nous voulons construire un modèle qui soit adapté à la simulation des 

expériences et à l’interprétation du comportement dynamique des électrodes (spectres 

d’impédance linéaire et non linéaire, interruption de courant, diagramme de Lissajous). Nous 

voulons en particulier un modèle qui soit capable d’expliquer, avec un temps de calcul 

raisonnable, la sensibilité des spectres d’impédance aux conditions de fonctionnement de la 

pile (données par le courant nominal, les pressions des gaz réactifs, la température du cœur de 

pile). Nous voulons donc un modèle non linéaire et adapté au diagnostic. 

Nous voulons que le modèle soit aussi capable de simuler les états d’équilibre et stationnaires. 

Troisièmement, nous voulons un modèle qui soit capable d’évaluer l’effet de la composition 

et de la structure des électrodes (taux de chargement en  Pt et Nafion®, épaisseur des 

électrodes, épaisseur d’électrolyte membrane). Nous cherchons ainsi à identifier les causes 

des pertes de rendement des électrodes et à évaluer leurs limites théoriques, pour proposer des 

voies d’amélioration pour leur  réalisation. Donc nous voulons un modèle qui soit aussi 

sensible aux paramètres du constructeur pour aider ainsi à la conception. 

 

Quatrièmement, nous voulons construire ce modèle à l’aide de la théorie de type réseau 

Bond Graph, de façon que la structure du modèle apparaisse et qu’il soit modulaire et 

modulable. Le modèle doit avoir une structure facilement couplable avec d’autres 

phénomènes physico-chimiques (transferts d’eau et thermiques, changement de cinétiques, 

mécanismes de dégradation catalytique -oxydation/dissolution de Pt, poison par CO…-, 

potentiels mixtes, gonflement de de l’électrolyte Nafion® avec la teneur en eau…) et ses 

parties doivent être réutilisables dans d’autres contextes (autres types de piles à combustible 

ou systèmes électrochimiques).  
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Le deuxième axe de notre travail est d’étudier la réponse dynamique de ce modèle ainsi que la 

contribution des différents phénomènes pris en compte. 

 

Enfin, le troisième axe est la mise en œuvre d’un protocole expérimental en vue de l’étude du 

comportement dynamique d’une PEFC de petite taille (PAC-Maille). Notamment, nous nous 

centrons sur la  spectroscopie d’impédance, et nous voulons comparer les prédictions du 

modèle, pour tester sa validité, et pour faire l’estimation de certains de ses paramètres. 

 

Dans le Paragraphe suivant, nous présentons les aspects géométriques sur lesquels notre 

modèle est construit, ainsi que les hypothèses réalisées et les phénomènes physiques pris en 

compte. 

 

I-5 STRUCTURE DE NOTRE MODELE PHYSIQUE 
MULTIECHELLE 
 

I-5-a) Aspect géométrique  

 

Comme nous l’avons vu (cf. Paragraphe I-1), l’électrode est un objet géométrique 

tridimensionnel complexe, formée par trois constituants : le Pt/C, le Nafion® et les pores.  

Pour pouvoir construire le modèle mathématique d’une électrode, il faut d’abord définir une 

image géométrique simplifiée, sur laquelle nous placerons le système de coordonnées et nous 

définirons le système d’équations composant le modèle. Dans les modèles qu’on peut trouver 

dans la littérature, l’électrode est soit définie comme une interface, soit comme une structure 

volumique.  

Dans le premier cas, l’électrode est considérée comme en ayant une épaisseur nulle. Cela 

implique que les équations cinétiques de type Butler-Volmer (cf. Paragraphe I-3) décrivant les 

réactions (I-2) et (I-3) ne sont définies que dans l’ensemble de points constituants cette 

interface (voir par exemple [Singh et al. (1999)].  

Dans le cas des approches volumiques, nous retrouvons deux types approches :  

 

a) les modèles de type « continu » : ce sont des modèles de type macroscopique. 

Chacune des phases et chacun des constituants sont uniformément dispersés en tout 
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point de la couche active. Ces modèles font appel au concept de « point triple » (voir 

par exemple [Gloaguen et al. (1998)]). 

 

b) les modèles de type « à pores » : ils sont basés sur l’idée que dans la réalité le point 

triple  n’existe pas car l’existence d’une interface n’est possible que si le milieu 

électrolyte recouvre les grains de Pt/C (voir par exemple [Eikerling et Kornyshev 

(1999)] [Siegel et al. (2003)]). Le gaz doit donc diffuser à travers l’électrolyte afin 

d’atteindre les sites catalytiques et céder ou recevoir ses électrons (Figure I-21). Le 

Nafion® entourant les sites catalytiques est nécessaire pour récupérer (respectivement 

amener) les protons produits (respectivement consommés) sur les sites catalytiques.  
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Figure I-21  : Modèle de l’électrode de type « à pores ». 
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Les conducteurs électronique et ionique doivent tous les deux constituer un lien continu pour 

conduire les électrons et les protons à travers l’épaisseur des électrodes (cf. Figure I-1). Nous 

avons choisi de représenter les électrodes à l’aide d’un modèle de type à pores cylindriques 

(Figure I-22). Ces cylindres sont constitués de trois couches : le pore, le Nafion®, et le Pt/C.  

L’axe de ces cylindres est supposé perpendiculaire à la membrane et aux couches de 

diffusion. La conduction des électrons (dans le milieu Pt/C) et des protons (dans le milieu 

Nafion®) et le transport de gaz et de vapeur d’eau (dans le milieu pore) est ainsi axial.  

eCAr1
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Pt/C
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HH2 2 + H+ H22OO

ee--

HH++

Nafion® imprégné Pore
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eCA

Interface NANOscopique
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Figure I-22  : Modèle à pores cylindriques. Nous indiquons les épaisseurs typiques des différentes 

sous-parties (rayons 1r  et 2r  selon [Inaba et al. (1996)]). 

 

 

La Figure I-23 montre la forme géométrique choisie pour la construction du modèle 

d’électrode constitué pour l’assemblage de deux modèles MICROscopiques 1D (un premier 

décrivant le transport de protons et d’électrons dans l’épaisseur de l’électrode, un deuxième 

décrivant le transport de réactif à travers l’épaisseur du Nafion® imprégné) et un modèle 

NANOscopique 1D (décrivant les phénomènes de double couche, Figure I-24). La surface 
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spécifique γ  (cf. Paragraphe I-1)  permet de faire le lien entre la structure réelle de l’électrode 

et cette image que nous nous faisons.  

 

Tous les milieux sont supposés isotropes et homogènes selon l’épaisseur des électrodes.  
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Figure I-23 : Les échelles MICROscopiques de notre modèle et l’emplacement du modèle 
NANOscopique décrivant la double couche électrochimique (distribué dans l’épaisseur , en bleu 
clair ). 
 

 

La forme géométrique (1D) de la partie NANOscopique de notre modèle est montrée dans la 

Figure I-24. Elle est constituée par l’assemblage d’un modèle 1D (décrivant les transports des 

réactifs et des protons selon l’épaisseur de la couche diffuse) et d’un modèle 0D (la couche 

compacte, décrivant le couplage entre l’adsorption de molécules d’eau sur la surface 

catalytique, l’adsorption des espèces intermédiaires des réactions électrochimiques ainsi que 

le transfert d’électrons entre les phases électrolyte et Pt/C).  
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Figure I-24 :   L’échelle NANOscopique de notre modèle (cas anodique). Les charges représentent 
des sites sulfonés (cf. Chapitre III). 
 

 

I-5-b) Les hypothèses physiques « globales » du modèle  

 

Notre modèle multiéchelle et son implémentation mathématique sont basés sur les hypothèses 

simplificatrices suivantes, valables dans les conditions expérimentales que nous avons 

adoptées (cf. Chapitre V) : 

 

a) Nous supposons un cœur de pile fonctionnant avec de l’hydrogène et de l’oxygène 

purs, saturés avec de la vapeur d’eau. Nous ne décrivons pas la diffusion de ces gaz 

réactifs et du transport de la vapeur d’eau dans les pores.  

 

b) Nous supposons que les mélanges gaz réactif/vapeur d’eau anodiques et cathodiques 

se comportent comme des gaz parfaits. 

  H2 H+ 

e- 

H+ 

H2 
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c) Dans son état actuel, le modèle ne tient pas compte de la présence d’eau liquide dans 

les couches de diffusion, qui peut aussi gêner le passage des gaz vers les sites de 

réaction (ce qui se traduit comme une variation de la porosité du matériau avec la 

quantité d’eau liquide présente). Vu la faible température de la pile et la quantité d’eau 

produite et introduite par des gaz humides, la condensation dans les pores ne peut pas 

être évitée dans des conditions réelles. Nous pouvons cependant supposer que à 

22 /OH  purs la présence d’eau liquide n’est pas un frein à la diffusion suffisant pour 

affecter la réponse électrochimique. 

 

d) Nous supposons que le Nafion® est bien hydratée (l’eau est supposée en équilibre dans 

tous les milieux), pour assurer un bon transport protonique (nous ne traitons pas les 

régimes d’assèchement du polymère). Nous assimilons les propriétés physico-

chimiques du Nafion® à celles de l’eau (permittivité électrique, coefficient de 

diffusion de réactifs).  

 

e) La concentration des protons est supposée constante à l’échelle MICROscopique. 

Cette hypothèse est commune aux sources de la littérature (voir par exemple [Gerbaux 

(1996)] [Maggio et al. (2001)] [Friede (2003)]. Le transport protonique par diffusion 

peut donc être négligé, car le nombre de protons disponibles est constant et égal au 

nombre de sites sulfonés du Nafion® (électroneutralité). Cette hypothèse n’est plus 

forcément vraie dans le cas d’un assèchement de la membrane polymère [Spohr 

(2005)] et n’est pas valable près de surfaces électrifiées (échelle NANOscopique de 

notre modèle) (cf. Chapitre III). 

 

f) Les transferts thermiques ne sont pas traités dans le modèle. Le cœur de pile est 

supposé être à la même température que les plaques avec lesquelles il en contact 

(modèle isotherme). Des calculs et essais menés par ailleurs ont montré que l’écart 

selon l’épaisseur est faible pour les conditions expérimentales qui nous intéressent 

[Schott (2004)].  
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Remarque : Nous insistons sur le fait que ces hypothèses ne sont pas restrictives, car, à partir 

de la théorie Bond Graph, le modèle a été doté d’une structure modulaire et modulable, ce qui 

veut dire qu’on peut le coupler facilement avec d’autres phénomènes physico-chimiques, ou 

réutiliser quelques unes de ses « briques » élémentaires dans un autre contexte (un autre type 

de pile à combustible, par exemple). 

 
 

I-6. CONCLUSIONS  
 
 

Motivés par la modélisation physique des phénomènes électrochimiques au cœur d’une 

PEFC, nous proposons un modèle dynamique, en vue de la simulation de la sensibilité des 

spectres d’impédance aux conditions de fonctionnement, à la composition et aux 

caractéristiques géométriques des électrodes. 

Nous avons montré qu’un modèle d’interface est nécessaire dès qu’un potentiel électrique de 

référence commun est défini pour les deux électrodes. 

Du fait que trois échelles géométriques très différentes sont impliquées, comme conséquence 

de la prise d’une référence de potentiel électrique commune pour les deux électrodes, l’EME 

est représentée par un modèle multiéchelle : une description MICROscopique des 

phénomènes de transport dans l’épaisseur des électrodes et de la  membrane et un modèle 

MICROscopique, distribué dans l'espace, de la diffusion de réactif à travers de la couche de 

Nafion® recouvrant les particules de Pt/C (cf. Chapitre II), sont couplés à un modèle 

NANOscopique distribué dans l’espace de l'interface électrolyte/métal (cf. Chapitre III). Ce 

dernier décrit le comportement dynamique de la double couche électrochimique, à travers la 

prise en compte des transports protoniques et des gaz réactifs à travers la couche diffuse, et 

l’adsorption d’eau et d’intermédiaires couplés avec les réactions électrochimiques dans la 

couche compacte. 

L’utilisation de la théorie des Bond Graphs permet de doter le modèle d’une structure 

modulaire. Les Bond Graphs en dimension infinie que nous allons montrer dans les Chapitres 

II et III constituent une application nouvelle de cette théorie pour décrire les couplages 

électrochimiques dans l’EME de PEFC. 
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CHAPITRE II 
 

LES MODELES A L’ECHELLE 
MICROSCOPIQUE  

 
 

 
 

Les modèles MICROscopiques présentés dans ce chapitre constituent les échelles les plus 

grandes de notre modèle multiéchelle. Ils décrivent le transport :  

 

• des électrons dans les réseaux de C des couches de diffusion et dans les réseaux de 

Pt/C des couches actives,  

• des protons dans la phase polymère recouvrant les réseaux de Pt/C des couches actives 

et dans la membrane,  

• de l’hydrogène (respectivement oxygène) dans la phase polymère recouvrant les 

réseaux de  Pt/C à l’anode (respectivement à la cathode).  

 
Pour représenter les variations de composition des espèces (concentrations d’oxygène, 

d’hydrogène, d’électrons et de protons), nous réalisons un maillage monodimensionnel selon 

les directions du transport des espèces. Pour une description symétrique, les coordonnées ont 

leurs origines comme nous le montrons sur la Figure II-1. Dans les électrodes, cette 

convention compte positivement les flux vers la membrane et négativement les flux vers les 

couches de diffusion.  
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Figure II-1  : Coordonnées établies pour les modèles MICROscopiques (cas de l’anode) : R pour 
décrire les transports dans l’épaisseur de l’électrode, et Z pour décrire le transport de gaz dans 
l’épaisseur du Nafion® recouvrant la phase Pt/C. 

)/( 32 mmγ
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Afin de souligner le caractère multiéchelle de notre modèle, une vision simplifiée de 

l’architecture complexe des électrodes est montrée sur la Figure II-2 : les conditions de 

frontière des phénomènes de transport ayant lieu dans l’interface NANOscopique (région 

située près des sites catalytiques) (cf. Chapitre III) constituent les termes sources des lois de 

conservation des modèles décrivant le transport des réactifs et des produits de réaction à 

l’échelle MICROscopique.   
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Figure II-2  : Image simplifiée de l’architecture de l’électrode anode. Les termes sources de protons et 
électrons, et le terme puit d’hydrogène aux échelles de transport MICROscopiques, sont constitués 
par les conditions de frontière du modèle à l’échelle NANOscopique (cf. Chapitre III). 
 
 
Notre modèle multiéchelle établit une relation entre le courant )(tI demandé au cœur de pile 

et la différence des potentiels entre l’anode et la cathode ou  « potentiel » de cellule :   

 

                                  ),0(),0()( trtrtU ACcell =−== ψψ                                 (II-1) 

                      
où ),0( trC =ψ  et ),0( trA =ψ  sont les potentiels électroniques dans le milieu Pt/C à la 

frontière électrode/couche de diffusion (car nous supposons une conductivité électronique 

infinie pour les couches de diffusion). La valeur distribuée dans l’épaisseur de l’électrode de 

ces potentiels, est calculée par les modèles NANOscopiques que nous présentons dans le 

Chapitre III.  
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Dans la suite, nous détaillons les différents sous-modèles MICROscopiques. 
 
 

II-1. L’HYDROGENE ET L’OXYGENE DANS LES 
COUCHES DE DIFFUSION ET DANS LES PORES DES 
ELECTRODES 
 

Les pressions totales anodique et cathodique sont supposées constantes dans l’épaisseur de la 

couche de diffusion et des pores des électrodes (Figure II-3). Cette hypothèse est justifiée par 

les travaux de modélisation des phénomènes de transport dans les couches de diffusion 

réalisées par [Schott (2003)]. Les pressions partielles des gaz réactifs dans la phase pore sont 

données par : 

                                                  satAH pPp −=
2

           (en bars)                                  (II-2) 

  satCO pPp −=
2

           (en bars)                                  (II-3) 

où AP  et CP  sont les pressions totales anodique et cathodique au niveau des couches de 

diffusion (contrôlées par le banc de tests, cf.. Chapitre V) et satp  est la pression de vapeur 

d’eau saturante qui est fonction de la température (exprimé en K par la suite). Plusieurs  

corrélations empiriques existent pour )(Tpp satsat =  [Haar et al. (1984)] [Gerbaux (1996)]. 

Dans ce travail nous adoptons la relation empirique connue sous le nom de « corrélation 

d’Antoine » :          

                   








−
−×= −

13.46

44.3816
1961.23exp10 5

T
psat      (en bars)                                 (II-4) 

 

 

II-2. L’HYDROGENE ET L’OXYGENE DANS LE 
MILIEU NAFION® DES ELECTRODES 
 

Le bilan de matière ( 2H  à l’anode et 2O  à la cathode, notés dans ce Paragraphe avec l’index 

i ) dans l’épaisseur de Nafion® recouvrant la phase Pt/C des électrodes (Figure II-3), s’écrit  
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                                                       iz
i J
t

C
.−∇=

∂
∂

                                                            (II-5) 

où ),,( tzrCi  est la concentration molaire (mole.m-3), ),,( tzrJ i  la densité de flux molaire 

(mole.m-2.s-1) (où nous explicitons leur dépendance avec la coordonnée r  selon l’épaisseur de 

l’électrode) et .z∇  l’opérateur divergence par rapport à la coordonnée z . 
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Figure II-3  : Le transport d’hydrogène à travers la couche de Nafion® imprégné (le transport 
d’oxygène dans la cathode est analogue). 
 

Le transport est gouverné par la loi constitutive (flux proportionnel à l’effort 

thermodynamique [Prigogine et Kondepudi (1999)]) : 

                                                           iiPT

ii J
RT

DC
=∇− µ,                                                             (II-6) 
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où iµ  est le potentiel chimique de l’espèce i, iPT µ,∇  son gradient (selon la coordonnée z ) à 

température T  et pression P  constantes et iD  le coefficient de diffusion de i  dans le Nafion® 

imprégné (supposé dépendant seulement de la température).  

Les valeurs des coefficients de diffusion des gaz hydrogène et oxygène dans le Nafion® sont 

mal connues, et les points de vue sont différents dans la littérature. Pour le cas de l’hydrogène, 

certaines références [Ogumi et al. (1985)] [Escribano (1995)] nous ont permis d’ajuster 

l’expression [Franco et al. (2003-2005)] : 

                                     )02493.0exp(10921.3 14

2
TDH ×××= −                                 (II-7) 

Pour le coefficient de diffusion de l’oxygène dans la phase Nafion®, nous avons pris celui 

dans l’eau proposée par [Bernardi et Verbrugge (1992)] :  

                                   )/2768exp(101.3 7

2
TDO −××= −                                      (II-8) 

Les propriétés thermodynamiques de ce modèle sont données par l’expression des potentiels 

chimiques des constituants i à une certaine température T et pression P, en termes de 

grandeurs mesurables. Selon Lewis [Besson (1984)] [Prigogine et Kondepudi (1999)] le 

potentiel chimique peut s’écrire : 

                                                       iii aRTTTp ln)(),( 0 += µµ                                                      (II-9) 

où ia  est l’activité. Pour les solutions idéales (pas d’interaction entre les particules) nous 

pouvons approximer l’activité par la concentration [Prigogine et Kondepudi (1999)] : 

                                                               ii Ca ≅                                                             (II-10) 

En remplaçant (II-9) en (II-6), et en tenant en compte de (II-10), le modèle dynamique du 

processus de diffusion dans l’épaisseur de la couche de Nafion® imprégné est obtenu en 

insérant la relation de fermeture (II-6) dans l’équation de bilan (II-5). Ceci donne l’équation 

aux dérivées partielles : 

                              iziiziziz
i CDCDJ
t

C 2).(. ∇=∇−−∇=−∇=
∂

∂
                                (II-11) 
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Nous faisons une hypothèse d’équilibre à l’interface Nafion®/pore ( 0=z ), entre le réactif 

sous forme gazeuse dans la phase pore et le réactif dissous dans la phase Nafion®. Nous 

exprimons cet équilibre sous la forme : 

iii CHp =                                                                   (II-12) 

 

où iH  est la constante d’Henry de l’équilibre du  réactif entre les phases pore et Nafion®. 

Comme nous l’avons dit dans le Chapitre I, nous assimilons les propriétés du Nafion® à celles 

de l’eau (cf. Paragraphe I-5). Les constantes d’Henry en (II-12) deviennent donc celles de 

l’équilibre entre le réactif sous forme gazeuse dans la phase pore et le réactif dissous dans 

l’eau.  

La condition à la frontière à 0=z  pour l’hydrogène est alors : 

 

2

2),0(
2

H

H
H

H

p
tzC ==          (indépendant de r , car cf. Paragraphe II-1) (II-13) 

 

et pour l’oxygène : 

 

 
2

2),0(
2

O

O
O

H

p
tzC ==              (indépendant de r , car cf. Paragraphe II-1)  (II-14) 

avec 

 

)/77exp(1009.1 6

2
TH H ××=                                        (II-15) 

 

)/498exp(1008.5 6

2
THO −××=                                        (II-16) 

 

Un premier couplage entre les échelles MICROscopique et NANOscopique a lieu à 

INez =   (Figure II-3). Dans ce point, les flux d’hydrogène et d’oxygène sont donnés par les 

modèles NANOscopiques de couche diffuse que nous détaillons dans le Chapitre III.  La 

continuité des flux dans cette frontière entre les deux échelles s’écrit : 

 

                                            ),0,(),,( txrJtezrJ iINi ===                                         (II-17)  
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où ),,( tezrJ INi =  est le flux relatif au modèle à l’échelle MICROscopique et 

),0,( txrJ i = est le flux calculé par le modèle à l’échelle NANOscopique (où nous explicitons 

aussi sa dépendance avec la coordonnée r , dans le sens de l’épaisseur de l’électrode).  

 

Donnons maintenant la représentation Bond Graph du modèle dynamique du transport 

d’espèces réactives à travers le Nafion® imprégné, que nous détaillons pour cette première 

fois (cf. Annexe I). 

Le Bond Graph en dimension infinie de la Figure II-4 représente ce modèle comme 

l’interconnexion de cinq éléments multi-port : C, 0, R, 1 et DTF. Ces éléments représentent 

les phénomènes physiques fondamentaux (et correspondent aux relations présentées ci-

dessus). Ils sont liés par des liens orientés appelés « bonds » qui sont associés à  une paire de 

variables conjugués (flux thermodynamique, effort thermodynamique) et un produit dont 

l’unité est une puissance.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure II-4 :  Bond Graph en dimension infinie du transport d’hydrogène (anode) ou oxygène (cathode) 
dans l’épaisseur de la couche de Nafion® recouvrant la phase Pt/C. 
 
 

L’élément noté par le symbole C a, à son port, par paire de variables conjuguées, la variation 

de la concentration et le potentiel chimique de l’espèce réactive ( )ii tC µ,∂∂ . Cet élément 

représente l’accumulation de matière (avec une énergie interne associée U ). 
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L’élément noté  0  représente l’équation de bilan (II-5) ainsi que l’hypothèse d’équilibre local 

de la thermodynamique irréversible [Van Rysselberghe (1963)] [Wisniewski et Reidel (1976)] 

[Keizer (1987)] [Prigogine et Kondepudi (1999)] (cf. Annexe I).  

 

L’élément noté R représente le processus de diffusion d’espèce réactive dans le Nafion® à 

l’échelle MICROscopique. Il est défini par la relation dissipative d’énergie (II-6) liant les 

deux variables conjuguées flux et gradient du potentiel chimique de l’espèce réactive 

),( , iPTiJ µ∇ . Le module associé à cet élément est ici RTDCi , mais  d’autres expressions 

peuvent être utilisées. 

 

L’élément dénoté par 1, le dual de la jonction 0, assure le respect de la convention de signe 

(on définit le flux comme l’opposé à la force thermodynamique).   

 

L’élément central noté DTF représente l’interconnexion entre la partie accumulative (élément 

C) et la partie dissipative (élément R) du modèle. Il combine deux relations différentielles 

adjointes : la définition de la force thermodynamique comme le gradient du potentiel 

chimique iPT µ,∇  et la loi de conservation par la divergence du flux iz J.∇  (cf. Annexe I). En 

outre, le DTF définit les deux variables de frontière obtenues par le théorème de Stokes 

[Appel (2002)] appliqué au volume du système modélisé (cf. Annexe I) :  

 

• à 0=z  (frontière Nafion®/pore), le potentiel chimique du réactif ),0( tzi =µ  est 

imposé par l’élément Se (source d’effort thermodynamique). Ceci correspond aux 

relations d’Henry (II-13-14).  

 

• à NIez =  (frontière MICROmodèle/NANOmodèle du transport de réactif), le flux 

molaire du réactif ),,( tezrJ INi =  est imposé (à travers un port) par le modèle de 

transport à l’échelle NANOscopique. Ceci correspond à la relation (II-17).  

 
Les relations constitutives des éléments multiports de ce Bond Graph sont au départ 

(computationnellement) acausales : il y a seulement une relation entre les variables de 

puissance conjuguées, ce qui signifie qu’il est impossible de dire si une variable est la 

« cause » de l’autre. Pourtant, de façon analogue aux diagrammes-blocs, lorsque les relations 
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constitutives sont employées dans un algorithme pour calculer certaines sorties d’un modèle 

données les entrées, elles prennent la forme d’une « assignation ». L’effort (ou flux) pour 

lequel une certaine valeur est assignée, est une variable dépendante de l’assignation, tandis 

qu’un flux (ou effort) qui est utilisé pour calculer cette valeur, est une variable indépendante. 

La causalité computationnelle (ou plus simplement causalité) dans un Bond Graph, est 

représentée graphiquement par un trait, appelé trait causal, attaché perpendiculairement à 

l’extrémité du lien où l’effort est la variable indépendante.  

La causalité permet d’une part d’assigner une structure de calcul au modèle, et d’autre part 

d’en faire l’analyse afin de détecter l’existence possible d’invariantes dynamiques et de 

contraintes (cf. Annexe I). Nous montrons dans le Bond Graph de la Figure II-4 la causalité 

que nous avons choisie pour nos simulations (cf. Chapitre IV).  

 

Enfin, nous insistons sur le fait que cette représentation Bond Graph est modulaire. Les lois 

constitutives (associées aux éléments C et R) peuvent être changées, mais la structure  du 

modèle de diffusion du réactif dans la phase Nafion® reste la même. Cette structure est aussi 

invariante face au changement d’échelle : à l’échelle NANOscopique (cf. Paragraphe III-1) 

nous retrouverons le même Bond Graph qu’à l’échelle MICROscopique présenté ici. 

 

 

II-3. LE SOUS-MODELE DU MICRO-TRANSPORT 
ELECTRONIQUE DANS LES COUCHES DE 
DIFFUSION ET DANS LES ELECTRODES 
 

Le transport électronique a lieu dans les réseaux de carbone des couches de diffusion et dans 

la phase Pt/C des électrodes. Ces milieux sont de très bons conducteurs électroniques (à 323 

K leur conductivité moyenne se situe entre 0.1 et 1 S/cm environ [Suzuki et al. (2004)]). Dans 

cette thèse nous négligeons le transport électronique dans les couches de diffusion (elles sont 

supposées être équipotentielles électriques). 

Le courant local ),( tri dans la phase Pt/C dans l’épaisseur de l’électrode obéit à l’équation de 

conservation (Figure II-5) : 

 

                                           ),(. trS
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i
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où nous négligeons l’accumulation électronique dans ce milieu (ce qui est raisonnable au vu 

de la rapidité du transport électronique4), où EMES  est la surface de l’électrode selon la 

direction R, et où ),( trS
e−  est la source locale électronique liée à ),( trJ , la densité de courant 

vue à l’échelle NANOscopique comme une condition de frontière (cf. Paragraphe III-2) 

imposée par l’échelle MICROscopique. Cette relation est donnée par  

 

                                                           γ),(),( trJtrS
e

=−                                                (II-19) 

 

où γ  est la surface active spécifique (en m2.m-3) (cf. Paragraphe I-1). L’équation (II-19) 

constitue une deuxième interconnexion entre l’échelle MICROscopique et l’échelle 

NANOscopique. 

Phase Phase NafionNafion®®

Phase Pt/CPhase Pt/C

Phase PorePhase Pore

eeNINI
ZZ

00
RR

eeCACA00

InterfaceInterface
NANOscopiqueNANOscopique

HH2 2 + H+ H22OO

ee--

)(),0( tItri == 0),( == teri CA

 
Figure II-5  : Le transport électronique dans l’épaisseur de l’électrode anode (le sens du courant est 
opposé dans la cathode). 
 

                                                 
4 Voir Annexe VI  pour le cas où l’accumulation électronique n’est pas négligeable. 
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La loi d’Ohm [Reitz et al. (1996)] nous permet d’écrire le courant ),( tri  comme une fonction 

du champ électrique ),( trE , selon : 

 

                                               EEgSi
eEME )(−=                                                     (II-20) 

 

où −e
g  est la conductivité électronique du milieu Pt/C (en ohm-1.m-1) dépendant aussi, dans le 

cas général, du champ électrique. En supposant que le Pt/C est un milieu linéaire isotrope ou 

ohmique, −e
g  est constante et le courant devient proportionnel au gradient du potentiel 

électronique ),( trψ (loi d’Ohm classique) : 

 

                                       ψreEMEeEME gSEgSi ∇−== −−                                      (II-21) 

 

Si on néglige la conductivité électronique de la membrane, nous avons à CAer =  la condition 

à la frontière : 

 

0),( == teri CA                                                    (II-22) 

 

et à 0=r  nous avons : 

 

)(),0( tItri ==                                                     (II-23) 

 

où )(tI est le courant total demandé (cathode) ou introduit (anode) dans l’électrode. 

 

Représentons maintenant le modèle dynamique du transport électronique à travers l’épaisseur 

des électrodes par le Bond Graph en dimension infinie de la Figure II-6. Ce Bond Graph 

représente ce modèle comme l’interconnexion de quatre éléments multi-port représentant les 

phénomènes physiques fondamentaux décrits dans ce Paragraphe : 0, R, 1 et DTF (du fait 

qu’ici nous avons négligé l’accumulation électronique, nous ne retrouvons pas 

d’accumulation d’énergie à travers un élément C). 
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Figure II-6 :  Bond Graph dimension infinie du transport électronique dans l’épaisseur de l’électrode 
(anode ou cathode). 
 

 

De manière analogue au Bond Graph de la Figure II-4, l’élément noté  0  représente l’équation 

de bilan (II-18), liant la divergence de la densité de courant ( )EMEr Si.∇  à la source ),( trS
e− . 

Il lie l’élément DTF par le port à un élément noté coupling (que nous présentons dans le 

Chapitre III et détaillons dans l’Annexe I) liant ),( trS
e− avec la densité de courant ),( trJ , 

condition de frontière à l’échelle NANOscopique. 

 

L’élément noté R représente le processus de transport électronique dans l’épaisseur de 

l’électrode. Il est défini par la relation dissipative (II-21) liant les deux variables conjuguées 

courant et gradient du potentiel électronique dans la phase Pt/C ),( ψri ∇ . Le module associé à 

cet élément est ici −e
g . 

 

L’élément dénoté par 1, le dual de la jonction 0, assure le respect de la convention de signe 

(on définit le courant comme l’opposé à la force motrice).   
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L’élément central noté DTF représente l’interconnexion entre la partie connectée au modèle 

NANOscopique et la partie dissipative d’énergie du modèle (élément R). Il combine deux 

relations différentielles adjointes : la définition de la force thermodynamique comme le 

gradient du potentiel électronique ψr∇  et la loi de conservation par la divergence de la 

densité de courant ( )EMEr Si.∇  (cf. Annexe I). En outre, le DTF définit les deux variables de 

frontière :  

 

• à 0=r  (frontière électrode/couche de diffusion), le courant électronique ),0( tri =  est 

imposé par un premier élément Sf (source de flux thermodynamique). Ceci correspond 

à la relation (II-23).  

 

• à CAer =  (frontière électrode/membrane), le courant électronique ),( teri CA=  est 

imposé par un deuxième élément Sf. Ceci correspond à la relation (II-22).  

 

Nous montrons dans ce Bond Graph la causalité que nous avons choisie afin de faire nos 

simulations (cf. Chapitre IV) : comme nous allons l’expliquer (cf. Chapitre III) le modèle à 

l’échelle NANOscopique calcule le potentiel électronique local ),( trψ  en ayant comme 

entrée ),( trJ , lui-même calculé par le modèle de transport électronique à l’échelle 

MICROscopique. 

 

 

II-4. LES SOUS-MODELES DU MICRO-TRANSPORT 
PROTONIQUE DANS LA MEMBRANE ET DANS LE 
MILIEU NAFION® DES ELECTRODES 
 

Ce sous-modèle microscopique décrit le transport des protons à travers l’épaisseur des 

électrodes et de la membrane (Figure II-7). Le formalisme mathématique de ce sous-modèle 

est analogue à celui du transport électronique. En effet, à cette échelle de description nous 

sommes loin de l’interface électrifiée Pt-C/électrolyte, et l’hypothèse d’électroneutralité, 

couramment admise dans les modèles traditionnels de PEFCs, est justifiée [Franco (2003-

2005)]. Nous vérifions cette hypothèse dans le Chapitre IV, dans lequel nous calculons une 

longueur de Debye de l’ordre du nanomètre. 
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Phase Phase NafionNafion®®

Phase Pt/CPhase Pt/C

Phase PorePhase Pore
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0),0( == trφ Flux protonique donné par le modèle membrane
 

Figure II-7  : Le transport protonique dans l’épaisseur de l’électrode anode (le sens du courant est 
opposé dans la cathode). 
 

 

En supposant que dans la membrane nous ne produisons et ne détruisons pas de protons, nous 

n’avons pas de terme source, et l’équation de conservation s’écrit : 
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Dans les électrodes nous produisons (consommons) des protons, et nous avons donc 
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où la source locale protonique ),( trS
H + est donnée par  
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                                              γ),(),( trJtrS
H

=+                                                     (II-26) 

 

où ),( trJ  est la densité de courant protonique à l’interface entre les échelles MICROscopique 

et NANOscopique, maintenant calculée à l’échelle NANOscopique (cf. Chapitre III) 5.   

 

Dans les équations (II-24) et (II-25), la loi d’Ohm classique nous permet d’écrire le courant 

),( tri  proportionnel au gradient du potentiel protonique ),( trφ  selon : 

 

                                    ),(),( trgStri rHEMEH
φ∇−= ++                                          (II-27) 

 

où la conductivité protonique dépend de ),( trλ , le nombre de molécules d’eau par site 

sulfoné dans le Nafion® (variant environ entre 2 et 22) selon la relation [Meier et Eigenberger 

(2004)] : 
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Concernant les conditions à la frontière, à 0=r  dans l’anode, nous imposons le potentiel 

ionique de référence (cf. Figure I-20) : 

 

0),0( == trφ                                                    (II-29) 

 

et dans la cathode nous imposons un courant nul : 

 

0),0( ==+ tri
H

                                                    (II-30) 

A CAer =  le modèle de membrane calcule donc le courant protonique pour l’anode, et le 

potentiel ionique pour la cathode. 

 

                                                 
5 En effet, cette densité de courant est la même qu’en (II-19) ! (cf. équation (III-29) et Annexe VI). 
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Le Bond Graph en dimension infinie représentant le modèle dynamique du transport 

protonique MICROscopique dans l’ensemble de l’EME est montré sur la Figure II-8. Ce 

Bond Graph est composé de la connexion de trois sous-modèles : le sous-modèle du transport 

protonique MICROscopique anodique (I), le sous-modèle du transport protonique 

MICROscopique cathodique (II), connectés par le sous-modèle de membrane (III). 

 

 

Se

R1

R1

0 DTF

0 1 RDTF

Se
 

 
Figure II-8 :  Bond Graph dimension infinie du transport protonique dans l’épaisseur de l’EME. Les 
résistances peuvent être modulées par le transport d’eau.  
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Les sous-modèles anodique (I) et cathodique (II) retrouvent en représentation Bond Graph, la 

même structure que le modèle de transport électronique (cf. Figure II-6) (ce qui illustre la 

modularité de ce formalisme). Ces deux sous-modèles sont aussi représentés comme 

l’interconnexion de quatre éléments multi-port : 0, R, 1 et DTF  (du fait qu’à cette échelle 

nous avons l’électroneutralité, nous ne retrouvons pas d’accumulation d’énergie à travers des 

éléments C). 

 

Les éléments notés  0  représentent les équations de bilan (II-25) (dans l’anode et dans la 

cathode), liant la divergence de la densité de courant protonique ( )EMEHr Si +∇ .  à la source 

),( trS
H + , liée à la densité de courant ),( trJ , condition de frontière à l’échelle 

NANOscopique (relation II-26) (cf. Chapitre III). 

 

Les éléments notés RI et RII, représentent respectivement le transport protonique dans 

l’épaisseur de l’anode et de la cathode. Ils sont définis par les relations dissipatives (II-27) 

liant les deux variables conjuguées courant et gradient du potentiel ionique dans la phase 

Nafion® ),( φrH
i ∇+ . Le module associé à ces éléments est ici +H

g1 . 

 

Toujours dans les parties (I) et (II), les éléments dénoté par 1, assurent le respect de la 

convention de signe (le courant protonique est opposé à la force motrice).   

 

Les éléments notés DTF représentent l’interconnexion entre les parties connectées aux 

modèles NANOscopiques et les parties dissipatives d’énergie (éléments RI et RII) du modèle. 

Dans chaque partie, ils combinent la définition de la force thermodynamique comme le 

gradient du potentiel ionique φr∇  et la loi de conservation par la divergence de la densité du 

courant protonique ( )EMEHr Si +∇ . . En outre, les éléments DTF définissent les deux variables 

de frontière :  

 

• à 0=r , en (II), le potentiel ionique ),0( tr =φ  est imposé par un élément Se (ceci 

correspond à la relation (II-29)).  A 0=r , en (I), le courant ionique ),0( tri
H

=+  est 

imposé par un élément Sf (équation II-30) ; 
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• à CAer =  (frontière électrode/membrane), le courant protonique ),( teri CAH
=+  est 

imposé par le sous-modèle de membrane (III) sur (II), et le potentiel ),( ter CA=φ  est 

imposé sur (I).  

 

L’élément RM en (III) représente le transport protonique à travers la membrane. Il combine 

aussi la définition du gradient du potentiel ionique φr∇  et la divergence de la densité de 

courant protonique ( )EMEHr Si +∇ . . A titre d’exemple sur la Figure II-8, ce sous-modèle est 

discrétisée sur une seule maille : son module est donc égal à +HM gL . L’élément noté 1 

représente  l’égalité des courants protoniques anodique et cathodique (continuité du courant, 

relation (II-24)) : 

 

EMECACHEMECAAH
SteriSteri ),(),( === ++                                 (II-31) 

 

Sur le Bond Graph de la Figure II-8, nous montrons la causalité que nous avons choisie afin 

de faire nos simulations du Chapitre IV. Comme nous allons l’expliquer (cf. Chapitre III) les 

modèles aux échelles NANOscopiques (anodique et cathodique) calculent les termes sources 

),( trS
H +  en ayant comme entrée ),( trφ , calculé par le modèle de transport protonique à 

l’échelle MICROscopique. 

 

Commentaire : Dans le cas du transport protonique, la structure de la représentation Bond 

Graph, n’est pas invariante face au changement d’échelle, car à l’échelle NANOscopique (cf. 

Figure III-3) le couplage entre les phénomènes électrique et de diffusion apparaît, étant donné 

que l’électroneutralité ne peut plus être supposée. 

 
 

II-6. CONCLUSIONS 
 

Dans ce chapitre nous avons présenté les modèles MICROscopiques décrivant le transport des 

réactifs et des produits de réaction dans l’épaisseur de l’EME et du Nafion® recouvrant les 

réseaux de Pt/C des électrodes : le transport protonique dans l’épaisseur des électrodes et de la 

membrane, le transport électronique dans l’épaisseur des électrodes et le transport des réactifs 

dans l’épaisseur de Nafion® recouvrant la phase Pt/C.  
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Les phénomènes pris en compte à cette échelle étant classiques, la principale différence avec 

les approches de modélisation trouvées dans la littérature est que les équations 

microscopiques de conservation auxquelles ces phénomènes obéissent, ont des termes 

« source » calculés par les modèles NANOscopiques que nous présentons dans le Chapitre III.  

Le couplage entre ces deux échelles donne naissance au modèle multiéchelle. Ce couplage a 

lieu à travers les sources et les conditions de frontière. 

Nous avons transcrit l’écriture des phénomènes en équations mathématiques ainsi qu’en 

représentation Bond Graph, et nous avons montré la liaison entre ces deux approches. Les 

modèles que nous avons développé, sont hiérarchisés, modulaires et réutilisables. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
Chapitre III : Les Modèles à l’Echelle NANOscopique  

 

 81 
 

 

 

CHAPITRE III 
 

LES MODELES A L’ECHELLE  
NANOSCOPIQUE                   

 

 
Les modèles NANOscopiques anodique et cathodique que nous présentons dans ce chapitre  

constituent le noyau de notre modèle multiéchelle. Le besoin de décrire les phénomènes 

interfaciaux Nafion®-Pt/C est la conséquence de l’établissement d’un potentiel électrique de 

référence commun aux deux électrodes et du fait que l’adsorption d’intermédiaires et la 

double couche ne peuvent pas être découplées. En effet, les réactions ont lieu à l’intérieur de 

la double couche et cela amène à une description dynamique de la structure de cette interface. 

Les modèles NANOscopiques décrivent les réactions électrochimiques dans une structure 

dynamique de double couche dépendante du courant électronique. Sans aller jusqu’aux 

descriptions de type Dynamique Moléculaire ou Monte Carlo, nous proposons ici une 

approche macroscopique pour la description du couplage de ces phénomènes, sur la base de la 

thermodynamique irréversible et de l’électrodynamique. Mathématiquement, les modèles 

NANOscopiques permettent de calculer les conditions de frontière et les termes sources des 

modèles MICROscopiques présentés dans le chapitre précédent.  

Nous identifions deux parties fondamentales dans ces modèles (Figure III-1):  

• Le sous-modèle de couche diffuse : il prend en compte les transports des réactifs ( 2H à 

l’anode et 2O  à la cathode) et des protons ( +H ) dans le milieu électrolyte composé 

par des sites fixes chargés électriquement ( −FIX ) (représentant les sites sulfonés du 

Nafion®) et par de l’eau (nous supposons que le Nafion® est bien hydraté pour assurer 

ainsi un bon transport des protons produits ou consommés). 

• Le sous-modèle de couche compacte : il décrit le couplage entre l’adsorption de 

molécules d’eau sur la surface catalytique et l’adsorption des espèces intermédiaires 

des réactions électrochimiques. Pour cela, nous calculons l’évolution temporelle de la 

densité dipolaire (eau) et de la chute de potentiel électrique résultante entre le métal et 
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l’électrolyte, comme fonction de la perturbation en courant électronique. Le transfert 

électronique a lieu entre les intermédiaires adsorbés et le métal. 
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Figure III-1 : Schéma de l’interface NANOscopique modélisée (cas anodique) : l’espèce hydrogène 
arrive à la couche compacte où la réaction électrochimique a lieu. L’espèce proton, produite à Lx = , 
est évacuée à travers 0=x . 
 

 

III-1. LE SOUS-MODELE DE COUCHE DIFFUSE 

 

Le modèle de la couche diffuse décrit le transport par diffusion et migration des espèces 

intervenant dans les réactions électrochimiques, couplé avec le champ électrique généré par la 

distribution de charge protonique résultante. Le transport de matière est considéré comme 

monodimensionnel dans l’électrolyte selon la normale à la surface de l’électrode (cf. Figure 

III-1) : 

i
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itxrJtxrJ
HH

rr
),,(),,( ++ −=   et itxrJtxrJ HH
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),,(),,(

22
+=       dans  l’anode              (III-1) 

 

itxrJtxrJ
HH

rr
),,(),,( ++ +=   et itxrJtxrJ OO

rr
),,(),,(

22
+=       dans  la cathode             (III-2) 

 

où ),,( txrJ  sont  les flux molaires (mole.m-2.s-1). 

 

Toutes les espèces sont supposées ponctuelles, et donc l’interaction électrique entre particules 

est négligée (hypothèse de faibles concentrations). Ce premier point est justifié car nous nous 

plaçons dans des régimes de fonctionnement où l’électrolyte Nafion® est bien hydratée. Cette 

hypothèse est courante dans les modèles traditionnels de PEFC (voir par exemple [Friede 

(2003)]). Du fait de la nature modulaire du modèle, d’autres lois constitutives plus 

sophistiquées, tenant compte de l’interaction, peuvent cependant être employées (par exemple 

le modèle de Debye-Huckel) [Abbas et al. (2004)] [Girault (2001)].  

Les phénomènes de convection par de l’eau et de solvatation des protons et des sites sulfonés, 

ne sont pas pris en compte. Ce deuxième point constitue une approximation importante, car 

on peut s’attendre à ce que la solvatation joue un rôle dans le transfert ionique. Nous 

supposons que ces effets sont inclus dans le coefficient de diffusion « effectif ». 

Comme les particules sont supposées ponctuelles et du fait de la description 

monodimensionnelle selon la direction perpendiculaire au milieu Pt/C, nous avons un nombre 

infini de particules dans la direction perpendiculaire. La condition d’applicabilité de la 

thermodynamique irréversible, menant à une approche de type continu comme celle que nous 

adoptons, est donc satisfaite.  

 
 
III-1-a) La modélisation du milieu électrolyte Nafion®  
 

L’électrolyte Nafion® est traité comme une matrice solide,  comportant des sites chargés 

négativement −FIX  transporteurs de +H , représentant les sites sulfonés. Nous supposons que 

ces sites sont complètement hors de la couche compacte (cf. Paragraphe III-2)  et n’affectent 

donc pas sa structure.  

Nous supposons que la concentration en sites négatifs −FIX
C (mole.m-3) est constante.  
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Commentaire : cette concentration pourrait s’écrire en fonction de la coordonnée x  ou être 

couplée avec un modèle mécanique décrivant le gonflement du Nafion® en fonction de la 

teneur en eau. 

 
III-1-b) Le transport de l’hydrogène et de l’oxygène 
 
Le transport des réactifs, obéit à la loi de conservation  

ix
i J
t

C
.−∇=

∂
∂

         ( 22 ,OHi = )                                  (III-3) 

où ),,( txrCi  est la concentration molaire (mole.m-3) et .x∇  l’opérateur divergence par 

rapport à la coordonnée x . Le transport est gouverné par la loi constitutive  

                                                           iiPT

ii J
RT

DC
=∇− µ,                                                                        (III-4) 

où iµ  est le potentiel chimique de l’espèce i, iPT µ,∇  son gradient (selon la coordonnée x ) à 

température T et pression P constantes et iD  le coefficient de diffusion de i dans le Nafion® 

imprégné (donné par l’équation (II-7) et (II-8)).   

Dans (III-4) nous ne supposons aucun couplage avec le potentiel électrique, les espèces 2H  et 

2O  n’étant pas chargées. 

Compte tenu de la relation entre iµ  et iC  (cf. équation (II-9)), nous obtenons pour le flux,  

 

                                                   ixii CDJ ∇−=
r

                                                            (III-5) 

 
Ainsi la loi de conservation devient  

 
 

                                  ixi
i

ix
i CD

t

C
J

t

C 2. ∇=
∂

∂
⇒−∇=

∂
∂ r

                                          (III-6) 

 
 

A 0=x , la concentration ),0,( txrCi =  est imposée par le modèle MICROscopique du 

transport de réactif dans la couche de Nafion® imprégné. A Lx =  (frontière couche 

diffuse/couche compacte), le flux molaire ),,( tLxrJ i =  est imposé par le modèle de réaction 

au niveau de la couche compacte (cf. Paragraphe III-2). 
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La représentation Bond Graph en dimension infinie du modèle dynamique du transport 

d’espèces réactives à travers la couche diffuse, est donnée sur la Figure III-2, où la causalité 

choisie pour les simulations du Chapitre IV est montrée. Nous retrouvons la même structure 

que celle du modèle MICROscopique de transport de réactif à travers le Nafion® imprégné. 

Ceci illustre la propriété d’invariance des Bond Graphs face aux changements d’échelle.   

 

C R

...

0 1DTF

 
Figure III-2 :  Bond Graph à paramètres répartis du transport d’hydrogène (anode) ou oxygène 
(cathode) dans la couche diffuse. 
 

 

Le modèle est représenté comme l’interconnexion de cinq éléments multi-port (C, 0, R, 1 et 

DTF) correspondants aux phénomènes physiques fondamentaux discutés dans ce sous-

Paragraphe. 

 

L’élément noté par le symbole C a, à son port, par paire de variables conjuguées, la variation 

de la concentration et le potentiel chimique de l’espèce réactive ( )ii tC µ,∂∂ . Cet élément 

représente l’accumulation de matière (avec une énergie interne associée U ). 

 

L’élément noté  0  représente l’équation de bilan (III-3) ainsi que l’hypothèse d’équilibre local 

de la thermodynamique irréversible. 
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L’élément noté R représente le processus de diffusion d’espèce réactive dans le Nafion® à 

l’échelle NANOscopique (couche diffuse). Il est défini par la relation dissipative d’énergie 

(III-4) liant les deux variables conjuguées, flux et gradient du potentiel chimique de l’espèce 

réactive ),( , iPTiJ µ∇ . Le module associé à cet élément est ici RTDCi . 

 

L’élément dénoté par 1, le dual de la jonction 0, assure le respect de la convention de signe 

(définition du flux comme l’opposé de la force thermodynamique).   

 

L’élément DTF représente l’interconnexion entre la partie accumulative (élément C) et la 

partie dissipative (élément R) du modèle. Il combine les deux relations différentielles 

adjointes : la définition de la force thermodynamique comme le gradient du potentiel 

chimique iPT µ,∇  et la loi de conservation par la divergence du flux ix J.∇  (cf. Annexe I). Le 

DTF définit aussi les variables de frontière :  

 

• à 0=x , le potentiel chimique du réactif ),0,( txri =µ  est imposé par le modèle 

MICROscopique du transport de réactif dans la couche de Nafion® imprégné. 

Rappelons que le modèle NANOscopique rend au MICROscopique un flux (équation 

(II-17)).  

 

• à Lx =  (frontière couche diffuse/couche compacte), le flux molaire du réactif 

),,( tLxrJ i =  est imposé par le modèle de réaction au niveau de la couche compacte 

(cf. Paragraphe III-2). 

 

 

III-1-c) Le transport protonique  

 
L’hypothèse que le Nafion® est bien hydraté ( λ  de l’ordre de 20), justifie la similitude de ses 

propriétés de transport protonique avec celles de l’eau [Paddison et al. (2001)] [Meier et 

Eigenberger (2004)] [Paddison (2005)] [Spohr (2005)]. Les interactions électrodynamiques 

−+ FIXH /  et OHH 2/+  sont prises en compte globalement dans la valeur du coefficient de 

diffusion protonique dans le milieu. 
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En contraste avec le transport protonique au niveau de la MICROéchelle, où 

l’électroneutralité est une hypothèse raisonnable, au niveau de la NANOéchelle ce n’est pas le 

cas, car nous sommes près de l’interface électrifiée. L’équation de conservation des protons 

s’écrit donc en explicitant la concentration protonique (car elle n’est plus constante) : 

 

                                                    +

+
−∇=

∂
∂

Hx
H J
t

C
.                                                        (III-7) 

 

où ),,( txrC
H +  est la concentration (mole/m3) et ),,( txrJ

H +  le flux molaire protonique 

(mole.m-2.s-1).     

Le potentiel électrochimique +H
µ~  proposé par Guggenheim en 1929 [Prigogine et Kondepudi  

(1999)], s’écrit pour le proton : 

 

                                                       φµµ F
HH

+= ++
~                                                           (III-8) 

 

soit la somme du potentiel chimique ),,( txr
H +µ  et un terme électrique proportionnel au 

potentiel électrique ionique ),,( txrφ  (où on néglige les forces magnétiques). Le premier 

terme qui est entropique, favorise la dispersion d’ions dans le volume, et le deuxième qui est 

énergétique, favorise la condensation des ions aux endroits où le potentiel est le plus fort : les 

flux de diffusion et de migration dans la couche diffuse sont ainsi opposés. 

Le flux protonique dans la couche diffuse s’écrit : 

 

++

++
=∇−

HHx
HH J

RT

CD
µ~                                                     (III-9) 

 

où +H
D  est le coefficient de diffusion protonique, donné par [Maggio et al. (2001)] : 

 

3
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
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
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−
−×−−×−

−
+ ×××= T

TT

H TD        (m2/sec)     (III-10) 

 

En considérant l’équation (II-9) liant le potentiel chimique à la concentration, et si on néglige 

l’interaction inter-protonique électrodynamique, ce flux s’écrit : 
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                                   φxHHHxHH
CfDCDJ ∇−∇−= +++++

r
                                      (III-11) 

 

où )/(RTFf = . Le premier terme de (III-11) représente le flux lié à l’effort « de diffusion » 

et le deuxième terme, le flux lié à l’effort électrique. 

En remplaçant cette expression dans la loi de conservation (III-7), nous obtenons l’équation 

aux dérivées partielles (connue comme équation de Nernst–Planck) : 

 

                 φφ 22. xHHxHxHHxHHx
H CfDCfDCDJ
t

C
∇+∇∇+∇=−∇=

∂
∂

+++++++

+ r
               (III-12) 

 

Contrairement aux équations de transport protonique à l’échelle MICROscopique, cette 

équation présente une non-linéarité liée au couplage entre la diffusion et la migration 

électrique. 

 

De manière analogue à (III-7), la partie proprement électrique, nécessaire pour résoudre (III-

12), peut être dérivée en écrivant la dynamique du champ électrique comme un système 

d’équations de conservation [van der Schaft et Maschke (2004)] (qui suggère ainsi une 

représentation Bond Graph). Ces équations sont les relations d’Ampère et de Faraday (cf. 

Annexe VI) [Jackson (1962)] [Panofsky et Philipps (1962)] [Batyguin et Toptygin (1978)] : 

 

                                       
t

D
JFH
H ∂

∂=−×∇ +

r
rr

                                                     (III-13) 

                                                
t

B
E

∂
∂=×∇−
r

r
                                                              (III-14) 

 

où E
r

 et D
r

 sont le champ électrique et le vecteur déplacement électrique, B
r

 et H
r

 le champ 

magnétique et le vecteur intensité magnétique. Les équations de fermeture correspondantes 

sont linéaires, par hypothèse d’homogénéité et d’isotropie du milieu Nafion® : 

 

          BH CD

rr
1−= υ                                                              (III-15)                                                           

DE CD

rr
1−= ε                                                               (III-16) 
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où CDε  et CDυ  sont la permittivité électrique et la perméabilité magnétique dans la couche 

diffuse, que nous supposons indépendantes des champs et de la température6. En prenant la 

divergence des équations (III-13) et (III-14) nous obtenons : 

 

    0. =∇B
r

   (inexistence de monopôles magnétiques) (III-17) 

          )(. FIXH
CCFD −=∇ +

r
    (relation de Gauss)                     (III-18) 

 

De l’équation (III-17) nous pouvons déduire (cf. Annexe VI) : 

 

               AB
rr

×∇=                                                                     (III-19) 

 

où A
r

 est le vecteur potentiel magnétique. En combinant (III-14) et (III-19) nous avons : 

 

               φ∇−
∂
∂−=
t

A
E

r
r

                                                             (III-20) 

 

où φ  est le potentiel électrique scalaire. En prenant la divergence de (III-20) et en considérant 

(III-18) nous obtenons : 

                                 φφυε
ε

2

2

2

)( xCDCDFIXH
CD t

CC
F ∇−

∂
∂=−+                                       (III-21) 

Une équation analogue peut être obtenue pour le potentiel vecteur à partir de (III-13) (cf. 

Annexe VI) :  

                                              +−=
∂
∂−∇

HCDCDCDx J
t

A
A

r
r

r
υευ

2

2
2                                          (III-22)                                 

 

Les équations (III-21) et (III-22) sont du type de D’Alembert, et représentent les équations 

de Maxwell écrites en fonction des potentiels. Nous pouvons démontrer que les effets 

magnétiques sont négligeables dans le domaine de fréquences exploré ici (cf. Annexe VI) (la 

                                                 
6 La permittivité électrique dans notre modèle de couche diffuse est aussi supposée indépendante de la distance à 

la surface catalytique. En tout rigueur elle peut dépendre de cette distance (une expression est proposée par 

[Bockris et Khan (1993)]). 
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quantité CDCDνε  en (III-21) est de l’ordre de 10-17), ce qui permet de négliger l’équation (III-

22) et la partie temporelle de l’équation (III-21)7, en obtenant ainsi l’équation de type 

Poisson : 

 

                                           φ
ε

2)( xFIXH
CD

CC
F −∇=− −+                                                  (III-23) 

 

qui décrit le couplage entre le potentiel électrique φ  et la concentration protonique +H
C . Le 

maintien de la partie temporelle permet cependant de faciliter la résolution numérique de 

notre modèle.  

 

Les équations (III-12) et (III-21) permettent de résoudre le transport protonique dans la 

couche diffuse. Concernant leurs conditions de frontière, à 0=x  les concentrations 

protoniques sont fixées par l’électroneutralité dans la MICROéchelle (cf. Chapitre II) : 

 

−+ ==
FIXH

CtxrC ),0,(                                                     (III-24) 

 

Les potentiels ioniques ),0,( txr =φ  sont imposés par les modèles à l’échelle 

MICROscopique, comme nous l’avons expliqué dans le Bond Graph sur la Figure II-8 (cf. 

Chapitre II).   

 

A Lx = , le modèle interfacial de couche compacte impose ),,( tLxrJ
H

=+  (cf. sous-

Paragraphe III-2-b) ainsi que xtLxr ∂=∂ ),,(φ  (cf. Paragraphe III-2).  

 

Représentation Bond Graph 

 
 
La représentation Bond Graph en dimension infinie du modèle dynamique protonique dans la 

couche diffuse est donnée sur la Figure III-3, où nous montrons aussi la causalité choisie pour 

les simulations (cf. Chapitre IV). Ce Bond Graph est composé de la connexion de deux sous-

                                                 
7 Ceci justifie le nom courant de « potentiel électrostatique », même si on décrit son évolution dans le temps, car 

nous décrivons cette évolution dans des temps très longs comparés à l’inverse du carré de la vitesse de la lumière 

[Jackson (1962)]. 
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parties : la sous-partie décrivant le transport protonique (I) et  la sous-partie décrivant la 

dynamique du potentiel φ   et son couplage avec l’accumulation des protons (III).  
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Figure III-3 :   Bond Graph en dimension infinie représentant le transport protonique dans la couche 
diffuse. 
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Ces sous-parties sont liées par un élément conservateur de puissance TF (II) [Breedveld 

(1984)] associé à un transfert d’énergie couplant les efforts ( ),,( txrE et ),,( txrFE ) entre eux 

dans un rapport F  et les flux ( ),,( txrFJ
H + et ),,( txrJ

H + ) entre eux dans le rapport inverse8 : 

                                           

                                                                                                                                           (III-25) 

 

 

La sous-partie (I) est constituée par l’interconnexion de quatre éléments multi-port :   0, R, 1, 

0 et DTF.  

 

L’élément noté  0  représente l’équation de bilan (III-7) ainsi que l’hypothèse d’équilibre local 

de la thermodynamique irréversible. L’élément C représentant l’accumulation de protons, est 

inclut dans l’élément CI, décrit plus bas. 

 

L’élément noté R représente le processus de transport protonique dans la couche diffuse. Il est 

défini par la relation dissipative d’énergie (III-9) liant les deux variables conjuguées flux et 

gradient du potentiel électrochimique du proton )~,( ++ ∇
HxH

J µ . Le module associé à cet 

élément est ici +H
DCRT . 

 

L’élément de jonction 1, assure le respect de la convention de signe (flux opposé à l’effort 

thermodynamique) ainsi que le bilan d’efforts (d’après III-8) : 

 

  FEF
HxxHxHx +−∇=∇−−∇=∇− +++ µφµµ~                        (III-26) 

 

Toujours dans la sous-partie (I), l’élément DTF représente l’interconnexion entre la partie 

accumulative d’énergie (élément CI dans la sous-partie (III)) et la partie dissipative (élément 

R). Il combine les deux relations différentielles adjointes : la force thermodynamique 

exprimée comme le gradient du potentiel électrochimique +∇
HPT µ~,  et la loi de conservation 

par la divergence du flux +∇
Hx J.  (cf. Annexe I). Aux  frontières de ce DTF nous avons :  

                                                 
8 On dit que le module du TF est F. 

 

),,(),,( txrFEFtxrE =×

),,(
1

),,( txrJ
F

txrFJ
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• à Lx =  (frontière couche diffuse/couche compacte), le flux molaire protonique 

),,( tLxrJ
H

=+  est imposé par le modèle de réaction au niveau de la couche compacte 

(cf. Paragraphe III-2). 

• à 0=x  (port noté par :1), le couplage entre les échelles NANOscopique et 

MICROscopique est établi avec deux équations. Premièrement, en correspondance 

avec (III-24) : 

 

−++ +===
FIX

MICRO

H

NANO

H
CRTtrtxr ln),(),0,( 0µµµ                  (III-27) 

             

qui représente l’égalité des potentiels chimiques au bord de deux échelles. La    

deuxième équation concerne la continuité du flux molaire à la frontière entre les 

deux échelles (équation II-26) : 

 

γ),(),( trJtrS
H

=+                                                  (III-28) 

 

( ),(),0,(( trJtxrJ
H

==+ , comme conséquence de (III-24), cf. Annexe VI). 

Les relations (III-27) et (III-28) définissent un élément de connexion entre les échelles, 

continu en puissance et noté coupling sur la Figure III-4 (cf. Annexe I). 

 

 

coupling

 

 

Figure III-4 :  Elément coupling . 
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Dans la sous-partie (III) l’élément noté 0 exprime le bilan de courant : 

 

t

txrD
txrJFtrJ

H ∂
∂+= +

),,(
),,(),(

r
r

                                             (III-29) 

qui peut être déduit en prenant la divergence par rapport à la coordonnée x  des deux termes 

en (III-13).  

 

L’élément noté 1 qui lie le 0 au DTF (*), assure la convention de signe telle que 

φxtxrE −∇=),,( . 

 

Le DTF (*) combine les deux relations différentielles adjointes : l’opposé du champ 

électrique exprimé comme le gradient du potentiel ionique φx∇  et la loi de conservation de la 

densité de courant totale exprimée par la divergence du flux Jx .∇ . La source de flux Sf 

impose une divergence de la densité de courant totale Jx .∇  nulle, donc cette densité est 

indépendante de la coordonnée x  (en accord avec (III-29)). 

Aux  frontières de ce DTF nous avons :  

 

• à Lx =  (frontière couche diffuse/couche compacte), la densité de courant ),( trJ  

imposée par le modèle de transport électronique MICROscopique (cf. Figure III-6). Le 

modèle de couche diffuse calcule le potentiel ionique ),,( tLxr =φ .  

• à travers le port à 0=x , le potentiel ),0,( txr =φ  est imposé par le modèle protonique 

MICROscopique, et le modèle de couche diffuse calcule (II-26) : 

 

γ),(),( trJtrS
H

=+                                                  (III-30) 

 

De manière analogue, des éléments coupling peuvent être associés à ces connexions 

entre échelles, mais nous ne les détaillerons pas ici.  

 

Le DTF (**)  combine le champ électrique ),,( txrE  avec tCD ∂∂− φε . A la frontière Lx =  

de cet élément, un élément MSe (source d’effort modulée) impose le champ électrique 

),,( tLxrE = . Cette source est modulée par le signal ),( trσ  provenant du sous–modèle 
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d’adsorption d’eau au niveau de la couche compacte (cf. sous-Paragraphe III-2-b, relations 

(III-34), (III-68), (III-84)) représenté par un élément MC dans le Paragraphe III-2-c. A 0=x  

la source de flux Sf impose 0=∂∂− tCD φε , car notre modèle MICROscopique ne décrit pas 

la dynamique intrinsèque au potentiel ionique (nous n’avons pas d’équation de type 

D’Alembert à cette échelle-là). La puissance échangée à travers ce port est donc nulle.  

 

Enfin, l’élément noté dans la Figure III-3 par CI  a trois ports : un premier avec les variables 

conjuguées )),,,(( tCtxr
HH

∂∂ ++µ  connecté à la sous-partie de transport (I), un deuxième 

avec les variables ).),,,(( Jtxr x∇φ  connecté au DTF (*), et un troisième avec les variables 

conjuguées ),.( tE CDx ∂∂−∇ φε  connecté au DTF (**). Cet élément représente le couplage 

entre l’accumulation de matière tC
H

∂∂ +  (comportement capacitif), et l’équation de 

D’Alembert (III-21), réécrite comme un système de deux équations :  

 

 

 

(III-31) 

 

 

où nous avons employé la relation (II-9) liant la concentration au potentiel chimique. Nous 

pouvons démontrer que le système (III-31) se comporte comme une inertie (cf. Annexe I). 
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III-2. LE SOUS-MODELE DE COUCHE COMPACTE  

 

Le sous-modèle de couche compacte que nous proposons, décrit le comportement dynamique 

de l’interface électrolyte/Pt/C. Ce modèle couple l’adsorption des molécules d’eau présentes 

dans le milieu Nafion® à la surface du Pt, avec l’adsorption des espèces intermédiaires de 

réactions. Les réactions sont couplées à la concentration protonique et de réactif à travers le 

modèle de couche diffuse.   

 

III-2-a) Le modèle d’adsorption de l’eau  

 

Une différence de potentiel électrique interfaciale entre l’électrolyte et le métal (Figure III-1) 

(cf. Paragraphe I-3) permet le développement de la réaction REDOX sur la surface métallique 

avec une densité de charge électronique surfacique σ  (en C/m2). Cette différence de potentiel 

interfaciale (cf. Chapitre I), est nommée par certains auteurs « surtension de Frumkin » 

[Bockris et Khan (1993)], par d’autres « correction de Frumkin » [Diard et Montella (1996)] 

[Gavaghan et Feldberg (2000)] ou « potentiel de surface » [Girault (2001)]. Dans la suite, elle 

est notée ),( trη , et elle est une fonction du temps selon 

 

                                   ),,(),(),( tLxrtrtr =−= φψη                                            (III-32) 

 

où ),,( tLxr =φ  est le potentiel électrique dans l’électrolyte au point de contact avec la 

couche d’eau adsorbée sur la surface du métal, et ),( trψ  le potentiel dans la phase métallique.  

 

Dans ce sous-Paragraphe nous proposons une expression de la surtension ),( trη  issue d’un 

modèle de couche compacte décrivant l’adsorption de l’eau sur le métal. Pour cela nous nous 

basons sur l’hypothèse de deux orientations dipolaires possibles pour les molécules d’eau 

[Bockris et al. (1963)] [Bockris et Habib (1977)] [Conway (1977)] [Bockris et Jeng (1990)] 

[Bockris et Khan (1993)] [Gao et White (1995)] : atomes d’hydrogène orientés ou opposés à 

la surface métallique.  

 



 
Chapitre III : Les Modèles à l’Echelle NANOscopique  

 

 97 
 

 

°5.104

O

H

H

Liaison = 0.096 nm

Debye 85.1=µ

Rayon = 0.14 nm

Rayon = 0.12 nm

 
Figure III-5 :  Caractéristiques géométriques et électriques de la molécule d’eau. 

-30103.33Debye 1 ×≅  C.m. 

 

 

En prenant en compte cette couche dipolaire, et en accord avec le principe de superposition de 

l’électrodynamique [Jackson (1962)] [Panofsky et Phillips (1962)], ),( trη  peut s’écrire 

comme la somme de deux contributions (connue aussi comme relation de Miscenko  [Bockris 

et Jeng (1990)] [Bockris et Khan (1993)]): 

 

                                   ),(),(),( 21 trtrtr ϕϕη ∆+∆=                                          (III-33) 

 

1ϕ∆  représente la chute de potentiel liée à l’épaisseur de la couche d’eau adsorbée9, 2ϕ∆  la 

chute liée à la nature dipolaire de ces molécules (Figure III-5). Dans les deux paragraphes 

suivants nous montrons comment ces deux contributions sont liées à la densité de charge 

électronique σ . Cette densité sera obtenue en utilisant la loi de conservation de charge à 

l’interface électrolyte/métal.  

 

Calcul de 1ϕ∆  : effet de l’épaisseur de la couche d’eau  

A l’aide du théorème de Gauss [Jackson (1962)],  nous pouvons exprimer la densité σ  en 

fonction du champ électrique interfacial ),,( tLrx∂∂− φ  (Figure III-6). En supposant une 

                                                 
9 En réalité il peut y avoir plusieurs couches. 

Nuage électronique 



 
Chapitre III : Les Modèles à l’Echelle NANOscopique  

 

 98 
 

 

relation linéaire entre les vecteurs déplacement kD
r

 dans les couches diffuse et compacte et le 

champ électrique (hypothèse d’isotropie), nous avons 

 

                   
CCCC

CC

CD

CD tr
tLr

x

tLrDtLrD

ε
σφ

εε
),(

),,(
),,(),,(

−=
∂
∂==

rr

                             (III-34) 

 

Le champ électrique est continu à travers la couche dipolaire (le potentiel, lui, est discontinu) 

[Panofsky et Philipps (1962)] [Jackson (1962)] (cf. Annexe VI). Nous considérons une 

conductivité électronique infinie selon la direction normale à l’interface10. Dans cette 

expression, CDε  est la permittivité électrique de la phase électrolyte et CCε   est la permittivité 

électrique de la couche d’eau adsorbée [Conway (1977)] [Bockris et Jeng (1990)] [Bockris et 

Khan (1993)] (supposées indépendantes de la température). Comme la couche compacte est 

constituée par des dipôles d’eau totalement orientés, nous pouvons nous attendre à ce que sa 

permittivité soit inférieure à celle de l’eau libre ( 080 ε×≅ ) [Jackson (1962)].  

Pour une réaction anodique (comme celle de l’oxydation de l’hydrogène à l’anode de la 

PEFC) 0),,(),( >− tLrtr φψ , et compte tenu de la faiblesse de l’épaisseur d  de la couche 

d’eau, cette chute de potentiel peut être approximée par [Franco el al. (2003-2005)] : 

 

                   0
),(

1 >−≅∆ d
tr

CCAε
σϕ                                                    (III-35) 

 

Pour une réaction cathodique (comme celle de la réduction de l’oxygène dans la cathode de la 

PEFC) 0),,(),( <− tLrtr φψ  et nous avons donc : 

 

                              0
),(

1 <−≅∆ d
tr

CCCε
σϕ                                                   (III-36) 

                                                 
10 Attention: ce n’est pas le cas selon la direction parallèle à cette interface, où nous considérons une résistance 

électronique pour tenir compte de la complexité d’interconnexion entre les particules de Pt/C (cf. Paragraphe II-

3). 
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Figure III-6 :  Calcul du champ électrique interfacial: application du théorème de Gauss au voisinage 
de la phase métallique. r  est la coordonnée microscopique du modèle multiéchelle. 

 
 
 
 

Calcul de 2ϕ∆  : effet de la nature dipolaire de la couche d’eau 

La couche d’eau est représentée par une couche de dipôles électriques ponctuels (Figure III-

6). La différence de potentiel 2ϕ∆  liée à la densité dipolaire est donnée par : 

 

                                              
CD

tr

ε
ϕ ),(

2

Γ=∆                                                       (III-37) 

 

où Γ est la densité surfacique dipolaire (en debye/m2) (cf. Annexe VI pour la démonstration).  

Pour trouver l’expression de Γ  comme fonction de σ , nous utilisons un modèle à « deux 

états » (Fig. III-6) : l’influence mutuelle des dipôles peut provoquer le basculement de 

certains d’entre eux. 
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Nous appelons n
r

 (respectivement n
s

) le nombre de dipôles par unité de surface « down » 

(respectivement « up »)  dirigés11 (respectivement opposés au métal) vers le métal. La densité 

surfacique dipolaire est alors : 

 

                                                 )( nn
sr −=Γ µ                                                                    (III-38) 

 

où µ  est le moment dipolaire d’une molécule d’eau. Nous  décrivons l’adsorption orientée 

d’une molécule d’eau par les réactions à l’équilibre : 

 

                                    sOHsOH −↔+
→

22   et  sOHsOH −↔+
←

22                            (III-39) 

 

où s est un site d’adsorption sur la surface du métal. L’application de la loi d’action de masse 

[Prigogine et Kandepudi (1999)] donne : 

   

                        RT

G

OHs

eK
n

n

→

∆−
==

Θ

0

2

r
r

et RT

G

OHs

eK
n

n

←

∆
−

==
Θ

0

2

s
s

                                  (III-40) 

 

où ns
 est le nombre de sites libres par unité de surface, OH2

Θ  est la fraction molaire de 

molécules d’eau libres dans la couche diffuse (supposée être conservée sur la surface), et 0G∆  

l’enthalpie libre des réactions (III-39). Cette énergie résulte de trois contributions, selon 

l’équation (III-41) : 

 

                                     0000
ieC GGGG ∆+∆+∆=∆                                            (III-41) 

où 

• 0
CG∆  est l’énergie chimique d’adsorption (supposée constante et indépendante de 

l’orientation dipolaire) [Tarmyshov (2004)]  

• 0
eG∆  est l’énergie électrostatique correspondant au travail du champ créé par la 

charge dans la phase métallique pour amener un dipôle de l’infini à la surface  

• 0
iG∆  est l’énergie d’interaction interdipolaire 

                                                 
11 Atomes d’hydrogène vers le métal. 
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Les énergies électrostatiques sont respectivement pour les deux orientations dipolaires : 

 

                       ),(0 tL
x

Ge ∂
∂+=∆

→ φµ  et ),(0 tL
x

Ge ∂
∂−=∆

← φµ                                     (III-42) 

 

où le potentiel de référence a été pris égal à zéro pour −∞→x  [Franco el al. (2003-2005)].  

Les énergies 0
iG∆  sont évaluées de la façon suivante (Figure III-7) : considérons un dipôle 2 

déjà adsorbé, orienté vers l’électrode par exemple ; considérons maintenant une molécule 

d’eau 1 orientée de la même façon, s’adsorbant sur la surface du métal (avec coordonnées 

xL −  et y ). La force d’interaction entre ces dipôles est donnée par [Panofsky (1962)] : 

 

                            ]]
1

.[)[.(
4

1
).( 211 







∇∇∇=∇=
r

EF µµ
πε

µ rrrrr
                                   (III-43) 

 

Adsorption
dipolaire

Dipôle

Espèce intermédiaire
de réaction

),( trψ
),,( tLxr =φ

Pt/CPt/C X

Y  
Figure III-7 :  Orientation des dipôles adsorbés d’eau et calcul de l’énergie d’interaction interdipolaire. 
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Afin de calculer le travail fourni pour amener la molécule d’eau de l’infini à la surface 

métallique, nous intégrons  

 

                                   ∫
∞−

=
L

xdipôledipôle dxFW /                                                   (III-44) 

où 

          

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2/5222/722
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)(9

))((
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4 yxL
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yxL

xL
F

CD

x πε
µ

                              (III-45) 

 

qui est la force exercée sur le dipôle 1 dans le champ du dipôle 2. Nous supposons ici que le 

dipôle en cours d’adsorption est très faiblement dévié par le dipôle déjà adsorbé selon la 

direction Y; nous calculons donc l’intégrale (III-38) seulement selon la direction X :  

 

                                             
3

2

/

1

4 y
W

CD

dipoledipole πε
µ=                                                        (III-46) 

 

où nous avons supposé que CDε  est indépendante de x [Bockris et Khan (1993)]. Si 

maintenant la molécule d’eau s’adsorbe sur un métal couvert par des dipôles tous orientés 

vers celui-ci, l’énergie de Gibbs reçue par la molécule est la somme de travaux fournis par 

chaque dipôle adsorbé (nous supposons que le dipôle j  se situe dans la position jd  sur l’axe 

Y):   
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où ζ désigne la fonction Zeta de Riemann12 (le facteur 2 vient de la nécessité de prendre en 

compte les dipôles adsorbés des deux côtés de la molécule considérée) avec CDA πεζ 2]3[= . 

D’une façon similaire, pour le cas de dipôles orientés vers la phase métallique, l’énergie de 

Gibbs reçue par la molécule est : 

                                                 
12 ∑

∞

=
Ω=Ω

1

1
)(

k k
ζ    ( Ω  > 1), 20.1]3[ ≅ζ  
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3

2

d

A
W

µ−=←                                                         (III-48) 

 

Si les deux orientations coexistent, nous notons θ
r

 (et respectivement θ
s

) la fraction de 

recouvrement en dipôles orientés (et respectivement opposés) vers le métal. Nous avons donc: 
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++
==
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θ  et 

nnn
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ss
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++
==
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θ                               (III-49) 

 

où maxn est la quantité maximale de sites libres par unité de surface (représentés dans la Figure 

III-8 comme des sphères, montrant trois types d’arrangement), et où *n
 est la somme du 

nombre de sites libres et de sites couverts par une espèce (ou plusieurs) intermédiaire de 

réaction (cf. sous-Paragraphe III-2-b) par unité de surface.  
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Figure III-8 :  Calcul de maxn  à travers trois arrangements possibles de sphères sur la surface de la 
phase Pt/C [Franco et al. (2003-2005)]. 
 

Le travail total d’adsorption sous l’interaction dipolaire est donc pour les dipôles adsorbés up 

et down (approximation de champ moyen) : 
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Selon (III-49) nous pouvons écrire : 
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En définissant 
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les équations (III-40) deviennent : 
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et (III-52) devient : 

 

                  Χ−=
Χ+

Θ

Χ βκσ
][

][

2

*

aCosh
n

n

aSinh

OHs

, avec 
µε

κ
A

d

CC

3

=  et 
2

3

µ
β

A

kTd=             (III-54) 

 

Cette équation transcendantale en X est en fait une isotherme d’adsorption, et elle est 

seulement la conséquence de la prise en compte de l’interaction interdipolaire : elle permet de 

calculer θθ
sr

−  et donc nn
sr − . Elle a une seule solution pour une valeur donnée de σ , que 

nous notons )(σX . Ainsi, en considérant les équations (III-37) et (III-38) nous obtenons :  
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Finalement, ),( trη  s’écrit : 
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CD

OHs
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XSinhand
tr

ε
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ε
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Θ
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Nous remarquons que la forme de cette équation est la même à l’anode et à la cathode : elle 

est indépendante du type de réaction.  

Le calcul du nombre de sites libres par unité de surface sn  et de son couplage avec les 

réactions électrochimiques sont présentés dans le Paragraphe suivant.  

 

Remarque : l’emploi d’un modèle à 2 états pour décrire l’adsorption dipolaire est sans 

aucune doute une approximation, et bien évidemment, doit être vu comme une première étape 

dans l’évolution vers un modèle plus complexe, prenant en compte un nombre supérieur ou un 

continu d’états. L’orientation du solvant à l’interface électrode/électrolyte a été l’objet d’une 

recherche intense dès le premier modèle à 2 états d’une monocouche d’eau proposé par Mott 

and Watts-Tobin en 1961 [Mott et Watts-Tobin (1961)], mais ceci en l’absence de réactions 

électrochimiques. Nous invitons le lecteur à se rapporter à l’Annexe IV pour une discussion 

plus détaillée à ce sujet. 

 

 

III-2-b) Le couplage avec les réactions électrochimiques  

 

La valeur dynamique de *n  (et donc de sn ) utilisée dans le modèle de couche compacte 

(équations (III-54) et (III-56)) est calculée par le couplage avec les mécanismes de réaction 

électrochimique de Tafel-Heyrovsky-Volmer dans l’anode, et de Damjanovic dans la cathode.  

Bien évidemment, les étapes élémentaires d’une réaction électrochimique ne sont pas 

observées. On mesure principalement les réactifs et les produits de réaction.  

Dans ce travail nous supposons les mécanismes réactionnels et analysons leur influence sur la 

simulation des quantités mesurables (le potentiel d’électrode ou le potentiel de cellule).   

 

Couplage avec la réaction anodique 

 

Pour modéliser l’oxydation de l’hydrogène dans l’anode, nous considérons le mécanisme de 

réaction de « Tafel-Heyrovsky-Volmer ». Ce mécanisme a été beaucoup étudié dans la 
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littérature [Harrington et Conway (1987)] [Marozzi et al. (2005)] et il suppose trois étapes 

avec une espèce intermédiaire selon :  

  

                                             HssH 222 ↔+      (Tafel)                                                  (III-57) 

 

                              −+ ++↔+ eHHsHs 2  (Heyrovsky)                                                (III-58) 

 

                                           −+ ++↔ eHsHs  (Volmer)                                                 (III-59) 

 

A la différence de Harrington et Conway, nous écrivons les vitesses des étapes élémentaires 

comme fonction des concentrations protonique, d’hydrogène et de sites libres (cette dernière 

introduit le couplage avec l’adsorption dipolaire). En négligeant l’interaction entre espèces 

adsorbées et leur interaction avec les dipôles (soit, un comportement de type Langmuir) nous 

avons : 

 

                                   22 ),,(
2 HsTAFHsTAFTAF ktLrCkv θθ −−=                                            (III-60) 

 

     ),(),()1( ),,(),,(
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trf

HHsHEY

trf

HsHEYHEY
HEYHEY etLrCketLrCkv

ηαηα θθ −
−

−
+−=                      (III-61) 

 

            ),(),()1( ),,( trf

HsVOL

trf

HsVOLVOL
VOLVOL etLrCkekv

ηαηα θθ −
−

−
+−=                                   (III-62) 

 

où ),,(
2

tLrCH  est la concentration d’hydrogène en Lx =  (Figure III-1), ),,( tLrC
H+  la 

concentration protonique au même point (toutes les deux sont calculées par le modèle de 

couche diffuse), sθ  est le taux surfacique de recouvrement par sites libres, et Hsθ  est le taux 

de recouvrement surfacique par hydrogène monoatomique (où pour alléger la notation nous 

n’écrivons pas leur dépendance avec la coordonnée MICROscopique r ). ik  et ik−  sont les 

constantes standards pour chaque étape,  f = F/RT et iα  les coefficients de transfert 

électronique. Sous des hypothèses très restrictives, ces derniers peuvent être écrits en fonction 

de la surtension de Frumkin, comme nous le démontrons dans l’Annexe III. Mais ici les 

valeurs de iα  sont supposés constants (ces coefficients ont une signification différente de 

celle des coefficients de transfert « apparents » de la relation de Butler-Volmer classique -cf. 
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équation I-7-: ηαf  répresent ici la fraction d’énergie électrostatique agisant sur l’électron à 

travers la couche compacte [Zhdanov et Kasemo (2003)]). 

Selon la théorie de Marcus [Marcus (1968)] [Marcus et Sutin (1985)] [Marcus (1994)] le 

solvant (l’eau dans notre cas) a un rôle important à jouer pendant le transfert électronique : cet 

effet peut être vu comme inclus dans les constantes cinétiques (cf. Annexe III).   

 

La surtension de Frumkin ),( trη  dans les équations (III-61) et (III-62), est une fonction de la 

densité électronique σ  (équation (III-56)). La valeur de Hsθ  est donnée par la solution de 

l’équation de bilan : 
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                                         (III-63) 

 

où AN  est le nombre d’Avogadro. En fonction de la définition de Hss nnn +=* , et en utilisant 

maxnnii =θ ,  l’équation (III-54) devient :  
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Pour le taux de recouvrement de dipôles dirigés vers le métal, nous avons : 
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et pour ceux de sens opposé, nous avons : 
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Donc sθ  et sn , sont calculés à partir de : 
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Enfin, σ  est calculée à partir de la loi de conservation de charge à l’interface 

métal/électrolyte [Panofsky et Philipps (1962)] (cf. Figure III-6) :  

  

                        
t

tr
trJtrJ Far ∂

∂−=− ),(
),(),(

σ
                                         (III-68) 

 

où ),( trJ Far  est donné par : 

      

                                 ( )VOLHEYFarA vvFJ +=                                                  (III-69) 

 

Les conditions à la frontière à Lx =  pour (III-6) et (III-12) sont données dans l’anode par : 

 

( )HEYTAFH vvJ +−=
2

                                                    (III-70) 

 

et 

FJJ FarAH
=+                                                        (III-71) 

 

Remarque : Comme nous pouvons le déduire, l’adsorption d’eau (supposée présente dans le 

milieu Nafion® pour assurer le transport protonique) à la surface du catalyseur, joue le rôle de 

« pseudo-réaction parasite », diminuant la surface catalytiquement active pour les réactions 

REDOX. 

 

Couplage avec la réaction cathodique 

 

Dans la cathode, les mécanismes de réduction de l’oxygène ne sont pas complètement décrits 

à l’heure actuelle, et ils restent un des problèmes ouverts de l’électrochimie. Ceci est dû au 
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fait que de nombreuses étapes intermédiaires se déroulent simultanément et ne peuvent pas 

être identifiées facilement. Nous pouvons trouver des opinions très divergentes [Damjanovic 

et Brusic (1967)] [Sepa et al. (1981)] [Gerbaux (1996)] [Antoine (1998)] [Antoine et al. 

(2001)] [Markovic et Ross (2002)] [Friede (2003)] [Jacob et al. (2004)] [Rai et al. (2005)] 

[Rai et Pitsch (2005)] [Kuhn et al. (2005)] sur ces mécanismes. 

Ici nous faisons le choix d’un mécanisme proposé par [Damjanovic et Brusic (1967)] :  

  

                         HsOseHO 22 ↔+++ −+        (Dmj 1)                                               (III-72) 

 

                        OHssOHHsO 3222 ↔++        (Dmj 2)                                              (III-73) 

 

                            sOHeHOHs +↔++ −+
2       (Dmj 3)                                            (III-74) 

 

Ce mécanisme est prédit par certaines simulations réalisées par les techniques Monte Carlo 

[Rai et al. (2005)] [Rai et Pitsch (2005)] et Dynamique Moléculaire [Jacob et al. (2004)]. 

De manière analogue au cas de l’anode, et en négligeant l’interaction entre intermédiaires, et 

entre les intermédiaires et l’eau, nous pouvons écrire les vitesses des étapes élémentaires 

selon :  
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OHs

trf

HOHs eketLrCkv
ηαηα θθ −

−
− Θ−= +                     (III-77) 

 

où HsO2
θ  et OHsθ  sont les taux de recouvrement surfacique par HsO2  et OHs  (où pour alléger 

la notation nous n’écrivons pas leur dépendance avec la coordonnée MICROscopique r ). La 

surtension de Frumkin ),( trη  dans les équations (III-75) et (III-77), est une fonction de la 

densité électronique σ  (équation (III-56)). 

Les taux de recouvrements des espèces intermédiaires sont donnés par les équations de bilan 
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                                                 21
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θ

                                                       (III-78) 
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3 vv
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d

N

n OHs

A
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                                                   (III-79) 

 

Concernant l’équation (III-54) nous avons dans ce cas : 
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Les taux de recouvrement de dipôles « up » et « down » sont  décrits respectivement par : 
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Donc sθ  et sn , sont calculés à partir de : 
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De manière analogue à l’anode, σ  est calculée à partir de la loi de conservation de charge à 

l’interface métal/électrolyte (cf. Figure III-6) :  
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t

tr
trJtrJ Far ∂

∂=− ),(
),(),(

σ
                                                  (III-84) 

 

où ),( trJ Far  est donnée par : 

 

                                                      ( )31 vvFJ FarC +=                                                     (III-85) 

 

Les conditions à la frontière à Lx =  pour (III-6) et (III-12) sont données dans la cathode par : 

 

1),,(
2

vtLxrJO −==                                                     (III-86) 

 

et 

 

FJtLxrJ FarCH
−==+ ),,(                                                 (III-87) 

 

qui est la dernière équation de notre modèle. 

 

Nous avons ainsi réussi à isoler chaque potentiel électronique ψ  (anodique et cathodique). 

Rappelons qu’à l’aide de la relation (II-1) nous calculons le potentiel de cellule )(tU cell  en 

fonction du courant nominal )(tI  (équation (II-23)), en fonction de la température T  et des 

pressions AP  et CP  (relations (II-2) et (II-3)). 

 
 
III-2-c) Représentation Bond Graph de la couche compacte et de sa 
connexion avec le modèle de couche diffuse 
 

Nous pouvons démontrer que dans le formalisme Bond Graph, le modèle de couche compacte 

se comporte comme une capacité variable avec σ  et avec le nombre de sites libres sn . En 

effet, en écrivant la définition de la capacité différentielle [Besson (1984)] ( CCC  dénote la 

capacité de couche compacte) : 
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En accord avec  (III-56) nous avons : 
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où σddX  peut être calculée à partir de (III-54), selon : 
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où  
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car *n  est fonction du taux de recouvrement. Nous avons donc 
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Finalement, de (III-88),  
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où X est fonction de σ  à travers l’équation (III-54). 

 

 

Remarque : Si en (III-93) nous faisons tendre sn  vers  0 (cas où la surface du métal est 

complètement recouverte par les dipôles) nous obtenons (en utilisant le théorème de De 

L’Hôpital [Spiegel et Abellanas (1988)]) : 

                                                     
d

C CC
CC

ns

εσ =
→

)(lim
0

                                                        (III-94) 

 

Cette capacité constante est connue dans la littérature comme « capacité de Stern » [Girault 

(2001)], et est couramment associée à la couche compacte existant à l’interface 

électrode/électrolyte liquide.  Des mesures expérimentales sur ces interfaces, montrent qu’elle 

est de l’ordre de grandeur de 0.3 C/Volt; si 10102 −×=d  m (ordre de grandeur de la taille 

d’une molécule d’eau [Guidelli (1981)]) on peut ainsi estimer la permittivité électrique dans la 

couche compacte par 

 

                             11106 −×≅⇒= CC
CC

Stern
d

C εε
 (C.m)/V                                              (III-95) 

 

L’équation (III-93) généralise cette idée de capacité de couche compacte constante, car elle 

intègre le couplage avec les sites libres et les espèces intermédiaires de réaction. 

 
 
Le Bond Graph de la Figure III-9, représente, pour l’anode, le couplage entre les modèles de 

couche diffuse, de couche compacte et des réactions électrochimiques, où nous montrons 

aussi la causalité choisie pour nos simulations (cf. Chapitre IV). Il est constitué par les Bond 

Graphs de couche diffuse déjà décrits sur les Figures III-2 et III-3, un élément MC, deux 
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éléments 0, un élément 1 et un Bond Graph (noté réaction) associé aux réactions que nous 

décrivons plus bas.  

 

Comme nous l’avons déjà dit, à 0=x  les Bond Graphs associés aux modèles de couche 

diffuse ont des ports connectés aux modèles de transport d’hydrogène et de protons à l’échelle 

MICROscopique à travers des éléments conservateurs de puissance coupling (cf. Figure III-

4). Nous identifions un quatrième port (noté MICRO-e-) qui est connecté au modèle de 

transport électronique MICROscopique (cf. Figure II-6) lui aussi à travers un élément 

coupling (Figure III-10), représentant :  

 

• l’égalité des potentiels électroniques au bord des deux échelles : 

 

NANOMICRO trtr ),(),( ψψ =                                        (III-96) 

             

• et la continuité du courant entre les deux échelles (équation II-19) : 

 

),(),( trStrJ
e−=γ                                                  (III-97) 

 

La densité de courant ),( trJ  en (III-97) est imposée par le modèle électronique 

MICROscopique. Le modèle NANOscopique impose à ce dernier le potentiel électronique 

),( trψ . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
C

hapitre III : Les M
odèles à l’E

chelle N
A

N
O

scopique
 

  
115 

 
 

 

                                              F
igure III-9 : 

R
eprésentation 

B
ond 

G
raph 

du 
couplage 

anodique 
entre 

les 
m

odèles 
de 

couche 
com

pacte, réaction électrochim
ique et couche diffuse. 

...

C ou ch e  d i ffu seC ou c h e  d i ffu seC ou c h e  d i ffu seC ou c h e  d i ffu se
   h yd ro g è n e   h yd ro g è n e   h yd ro g è n e   h yd ro g è n e

...

...

...

...

0

RéactionRéactionRéactionRéaction

...

MC

C ou ch e  d i f fu seC ou c h e  d i f fu seC ou c h e  d i f fu seC ou c h e  d i f fu se
      p r o ton      p r o ton      p r o ton      p r o ton

0

...

1

1a

2a

3a

4a

)
,

(
t

r
σ



 
Chapitre III : Les Modèles à l’Echelle NANOscopique  

 

 116 
 

 

 

coupling

 
 

 

Figure III-10 :  Elément coupling  liant les échelles MICROscopique (au-dessus) et NANOscopique 
(au-dessous) du transport électronique. 
 

 

L’élément noté par le symbole MC a deux ports : un premier avec pour paire de variables 

conjuguées, la variation du taux de recouvrement et le potentiel chimique de l’espèce 

intermédiaire Hs  ( )( )),(,max trdtdNn HsHsA µθ , et un deuxième avec pour paire de variables 

la variation de la densité de charge électronique  et  la surtension de Frumkin ( )),(, trt ησ ∂∂ .  

Cet élément représente l’accumulation (adsorption) des molécules d’eau sur la surface 

catalytique, décrite plus haut, à travers la relation constitutive (III-93). Il a trois signaux (notés 

avec des flèches) :  

 

• un signal rentrant qui indique que cet élément peut être modulé par le potentiel 

chimique de l’eau OH 2
µ  dans la couche diffuse (ce qui permettrait de coupler le 

modèle avec un modèle décrivant le transport de l’eau). Le couplage viendrait par 

OH2
Θ  en (III-93) ; 

• un signal sortant vers le composant réaction, qui donne le potentiel chimique des sites 

libres ),( trsµ  recouvrant la surface catalytique (équation III-67) ; 

• un signal sortant vers le composant couche diffuse, qui lui donne la densité de charge 

électronique ),( trσ (équations (III-34) et (III-68)) ; 

 
L’élément noté 1 exprime le bilan de potentiels (équation III-32) : 

-e-MICRO :Port

),( trS
e−

),( trJ

),( trψ

ueélectroniqtransport -MICRO :Port

),( trψ
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),,(),(),( tLxrtrtr =+= φηψ                                         (III-98) 

 
 
L’élément 0 à trois ports, représente le bilan de densités de courants (III-68). L’élément 0 à 

deux ports, exprime le bilan d’espèces intermédiaires (III-63). 

 
Enfin, le composant  réaction, a quatre ports : 
 

• le port noté 4a, connecté au modèle du transport de l’hydrogène dans la  couche 

diffuse, qui impose le potentiel chimique de l’hydrogène à Lx =  ),,(
2

tLxrH =µ  ; 

• le port noté 3a, lié au modèle du transport protonique dans la  couche diffuse, qui  

impose le potentiel chimique du proton à Lx =  ),,( tLxr
H

=+µ  ; 

• le port noté 2a, qui a comme variables conjuguées le courant Faradique ),( trJ Far  et la 

surtension de Frumkin ),( trη  ; 

• et le port noté 1a, qui a comme variables conjuguées le bilan de vitesses (III-63) 

TAFHEYVOL vvv 2++− , et le potentiel chimique de l’espèce intermédiaire Hsµ  ; 

 
Le Bond Graph associé à ce composant est détaillé sur la Figure III-11. Il est constitué par : 

 
 

• un élément TF (II) de module F couplant les efforts ( ),( trη et ),( trFη ) entre eux dans 

un rapport F  et les flux ( ),( trJ Far et FtrJ Far ),( ) entre eux dans le rapport inverse : 

                                           

                                                                                                                                           (III-99) 

 

 

• une partie composée de trois éléments MR dissipateurs d’énergie représentant les 

cinétiques réactionnelles (III-60-62) modulées par le potentiel chimique ),( trsµ . Les 

relations constitutives associées à ces éléments sont non linéaires, définies en fonction 

des affinités électrochimiques kA
~

 [Bockris (1966)] [Besson (1984)] [Prigogine et 

Kondepudi (1999)]. 

 
• et une partie (I) qui représente une structure de jonction liant les variables de port aux 

éléments MR.    

),(),( trFFtr ηη =×

F
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F
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Figure III-11 : Représentation Bond Graph du mécanisme d’oxydation de l’hydrogène Tafel-
Heyrovsky-Volmer. 
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Le Bond Graph de la Figure III-12, représente, pour la cathode, le couplage entre les modèles 

de couche diffuse, de couche compacte et des réactions électrochimiques, où nous montrons 

aussi la causalité choisie pour nos simulations (cf. Chapitre IV). La différence principale avec 

le Bond Graph décrivant l’anode (cf. Figure III-9), est (mise à part les variables) que 

l’élément MC a maintenant trois ports : un port associé aux variables conjuguées 

( )),(, trt ησ ∂∂ , et deux ports associés aux variations du recouvrement et des potentiels 

chimiques d’espèces intermédiaires, car nous avons deux espèces intermédiaires.  

 

De plus le composant réaction est modulé par le potentiel chimique de l’eau dans la couche 

diffuse, du fait que OH2
Θ  intervient dans les expressions des vitesses de réaction (III-76-77). 

La Figure III-13 nous montre le Bond Graph associé au modèle de réaction. Ce Bond Graph 

est analogue à celui de l’anode. 
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Figure III-13 : Représentation Bond Graph du mécanisme de réduction de l’oxygène de Damjanovic. 
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III-3. CONCLUSIONS 

Dans ce Chapitre nous avons présenté les modèles NANOscopiques anodique et cathodique, 

noyaux de notre modèle multiéchelle. Ces modèles sont basés sur une nouvelle description 

interne de la dynamique de la double couche électrochimique, en couplant les phénomènes de 

transport dans la couche diffuse, les réactions électrochimiques et l’adsorption d’eau dans la 

couche compacte. 

Nous avons aussi présenté la structure Bond Graph de ces modèles, en mettant en évidence 

leur caractère hiérarchisé, modulaire et réutilisable, et en discutant les connexions à travers 

leurs ports aux modèles à l’échelle MICROscopique. 

Comme nous l’expliquons dans le Chapitre suivant, nous avons implémenté notre modèle 

dans les logiciels commerciaux Matlab®-Simulink® et Femlab®, en créant ainsi l’algorithme 

de simulation MEMEPHYS.  
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CHAPITRE IV 
 

L’ALGORITHME MEMEPHYS* : SIMULATIONS 
ET ETUDES DE COMPORTEMENT 

 
 
 

 

 

Dans ce Chapitre, nous présentons l’algorithme MEMEPHYS (Modèle Electrochimique 

Multi-Echelle Physique) que nous avons développé pour résoudre notre modèle multiéchelle. 

MEMEPHYS est un logiciel de simulation du fonctionnement dynamique d’une monocellule 

de PEFC, focalisé sur les phénomènes électrochimiques présentés dans les Chapitres II et III. 

Nous montrons ici quelques résultats de simulation en régime dynamique et stationnaire et des 

études de sensibilité, desquels découlent des conclusions intéressantes. Il ne s’agit pas 

seulement de pouvoir reproduire le comportement d’une PEFC (n’importe quel modèle ayant 

suffisamment de paramètres ajustables doit y parvenir), mais aussi de montrer comment les 

mécanismes adoptés pour le modèle permettent d’expliquer ce comportement. 

MEMEPHYS calcule dynamiquement le comportement dynamique des potentiels d’électrode 

et le potentiel de cellule, en réponse à une perturbation en courant, température ou pression de 

gaz réactifs. Il calcule aussi l’évolution dynamique des différentes variables d’état : taux de 

recouvrement d’intermédiaires et de dipôles, concentration d’espèces, potentiels électriques. 

 

 

 

 

                                                 
* La sonorité de MEMEPHYS (prononcez comme « même-fils ») est celle de Memphis, traduction grecque de 

l’égyptien antique qui veut dire « la bonne place ». Notre modèle trouve sa « bonne place » entre les modèles 

atomistiques (type Monte Carlo et Dynamique Moléculaire) et les modèles de type circuit analogique (cf. 

Chapitre VI). 
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IV-1. LA STRUCTURE DE L’ALGORITHME 
MEMEPHYS ET SES PARAMETRES 
 

 

Nous avons conçu MEMEPHYS sur le support de deux logiciels commerciaux, fonctionnant 

sous un environnement Matlab® (cf. Annexe VII): 

 

- Simulink® pour résoudre les conditions aux frontières des NANO (mécanismes de 

réaction, adsorption dipolaire, surtension de Frumkin…) et des MICROmodèles 

(courant demandé, pression des gaz réactifs, température de cellule), ainsi que le 

MICROtransport monodimensionnel des réactifs dans le milieu Nafion® et les 

MICROtransports électronique et protonique dans l’épaisseur des électrodes (en 

utilisant la méthode des volumes finis). 

- Femlab® pour résoudre, par la méthode des éléments finis, les NANOtransports 

monodimensionnels des protons et des réactifs dans les couches diffuses.  

 

Le tracé et l’exploitation des résultats de calcul (profils de concentration, spectres 

d’impédance, etc) a été réalisé à l’aide de fonctions Matlab®. Le processeur employé pour les 

calculs est un Intel® Pentium® 4, CPU 2 GHZ, 1Go de RAM. 

 
L’algorithme a comme entrées (notre choix de causalité) : 

 

1. Les perturbations dynamiques, 

 

• )(tI , le courant demandé au cœur de pile par une charge extérieure 

• )(tPAnode , la pression totale anodique imposée par le banc de tests 

• )(tPCathode , la pression totale cathodique imposée par le banc de tests 

• )(tTCellule , la température de cellule imposée par le banc de tests 

 

où les fonctions du temps peuvent être des sinusoïdes, des échelons, des balayages ou des 

constantes (signaux stationnaires). 
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2. Les paramètres géométriques  

 

• CAAnodeS  et CACathodeS , les surfaces frontales de l’anode et de la cathode (si égales, 

surface de l’EME). 

• Me , l’épaisseur de l’électrolyte membrane polymère 

• CAAnodee  et CACathodee , les épaisseurs de l’anode et de la cathode 

• Anodeγ  et Cathodeγ , les surfaces actives spécifiques anodique et cathodique 

• d , l’épaisseur des couches compactes anodique et cathodique 

 

3. Les propriétés physico-chimiques 

 

• NafionHD /2
, le coefficient de diffusion de l’hydrogène dans le milieu Nafion® 

• NafionOD /2
, le coefficient de diffusion de l’oxygène dans le milieu Nafion® 

• OH2
Θ , la fraction volumique d’eau dans le Nafion® 

• −FIX
C , la concentration des sites sulfonés  

• CCε , les permittivités électriques de la couche compacte anodique et cathodique 

• CDε , les permittivités électriques de la couche diffuse anodique et cathodique 

• CDν , les perméabilités magnétiques de la couche diffuse anodique et cathodique 

• µ , le moment dipolaire de la molécule d’eau 

• CG∆ , la contribution « chimique » à l’enthalpie libre totale de l’adsorption dipolaire 

anodique et cathodique 

• 1k , 1−k , 2k , 2−k , 3k  et 3−k , les paramètres cinétiques du mécanisme de réduction de 

l’oxygène 

• TAFk , TAFk− , HEYk , HEYk− , VOLk  et VOLk− , les paramètres cinétiques du mécanisme 

d’oxydation de l’hydrogène 

• HEYα  et VOLα , les coefficients de transfert électronique dans l’oxydation de 

l’hydrogène 

• 1α  et 3α , les coefficients de de transfert électronique dans la réduction de l’oxygène 
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L’algorithme a comme sorties : 

 

• celluletU )( , le potentiel de cellule 

• ),( trψ , les potentiels électroniques anodique et cathodique 

• ),,( txrφ , les potentiels ioniques (protoniques) anodique et cathodique 

• ),( trη , les surtensions de Frumkin anodique et cathodique 

• ),( trσ , les densités de charge électronique anodique et cathodique 

• ),,(
2

txrCH , la concentration d’hydrogène 

• ),,(
2

txrCO , la concentration d’oxygène 

• ),,( txrC
H + , les concentrations protoniques anodique et cathodique 

• ),( trsθ , les taux de recouvrement par des sites libres anodique et cathodique 

• ),( tr
→
θ , les taux de recouvrement par des dipôles DOWN anodique et cathodique 

• ),( tr
←
θ , les taux de recouvrement par des dipôles UP anodique et cathodique 

• ),( trHsθ , le taux de recouvrement par l’intermédiaire Hs (anode) 

• ),(
2

trsHOθ , le taux de recouvrement par l’intermédiaire sHO2  (cathode) 

• ),( trHOsθ , le taux de recouvrement par l’intermédiaire HOs (cathode) 

 

et toutes les variables intermédiaires. Concernant les conditions initiales, nous imposons : 

 

• )0()0,,(
22

=== zCtxzC HH , donnée par la relation de Henry (II-13) et (II-2) en 

fonction de la pression anodique totale 

• )0()0,,(
22

=== zCtxzC OO , donnée par la relation de Henry (II-14) et (II-3) en 

fonction de la pression cathodique totale 

• FIXH
CtxrC ==+ )0,,(  (dans l’anode et dans la cathode) 

• 0)0,,( ==txrφ  dans l’anode, et 
+

×=−==
HEME

M

gS

e
tItxr )0()0,,(φ  dans la cathode 

• 0)0,,( ==
∂
∂

txr
t

φ
 (dans l’anode et la cathode) 
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• 0)0,( ==
∂
∂

tr
t

σ
 (dans l’anode et la cathode) 

• 0)0,( ==trHsθ  

• 0)0,(
2

==trsHOθ  

• 0)0,( ==trHOsθ  

 

Notons qu’il s’agit des conditions initiales pour le calcul et non pas de l’expérience (que nous 

ne connaissons pas). Un régime stationnaire peut être calculé par simulation et utilisé comme 

condition initiale pour un calcul suivant (cette technique est surtout utilisée pour la simulation 

des spectres d’impédance afin de gagner en temps de calcul). Ce régime stationnaire ne 

dépend pas des conditions initiales choisies ici. 

 

Nous présentons la structure de calcul du modèle de chaque électrode sur la Figure IV-1, 

mettant en évidence une fois de plus le caractère modulaire de notre modèle. 
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Figure IV-1 :  Structure du modèle numérique MEMEPHYS d’une électrode. 
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Quand ce n’est pas précisé dans les légendes, nous avons utilisé pour nos simulations les 

valeurs de paramètres données dans le Tableau IV-1. 

 
 
 

 Unités Références 

 

71059.5 ×=γ  

 

 
  m2/m3 

 
Ce travail  

61050 −×=Me  m [Paxitech] 

710−=NIe   m Ce travail et 
[Inaba et al. (1996)] 

61015 −×=CAe  m [Paxitech] 

4101.2 −×=EMES  m2 Ce travail  

 

1200=FIXC  

 
mol/m3 

[Bernardi et Verbrugge 
(1992)] 

[Gerbaux (1996)] 
[Maggio et al. (2001)] 
[Berning et al. (2002)] 

[Friede (2003)] 
 

5.0== VOLHEY αα  

8.01 =α , 99.03 =α  
 

 
 

Sans 
dimension 

 
 

Ce travail 

06 εε ×=CCA  
 

C/(Volt.m) 
 

[Bockris et Khan (1993)] 

04 εε ×=CCC  C/(Volt.m) 
 

[Bockris et Khan (1993)] 

020 εε ×=CD  (la même valeur dans l’anode et 

dans la cathode) 

C/(Volt.m) 
 

[Bockris et Khan (1993)] 

10 =∆ CG   kJ/mol [Tarmyshov (2004)] 

 
110−=TAFk   810−=HEYk  610−

− =HEYk   
510−

− =VOLk   
8

3 10=k  

 
 

m/sec 
 

Ce travail, [Harrington et 
Conway (1987)] 
[Gerbaux (1996)] 

[Antoine et al. (2001)] 

110−
− =TAFk   210−=VOLk   5

1 10−
− =k 8

2 10=k  
2

2 10−
− =k 13 =−k  

 
mol/(m2.sec) 

Ce travail et [Harrington 
et Conway (1987)]  

 
4

1 10=k  
 

m4/(mol.sec) 
 

Ce travail 

λ =14 Sans 
Dimension 

[Gerbaux (1996)] 

 

λ
λ

λ ln13.0
75.2

0022.0435.1
2

−−+=Θ OH
   

(dans l’anode et dans la cathode) 
 

 
Sans 

Dimension 
 

 
 

[Meier et Eigenberger 
(2004)]  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Paramètres 

 
910−=L  

 

 
m 

 
Cf. Paragraphe IV-2 

Tableau IV-1 :  Valeur de paramètres utilisés dans les modèles anodique et cathodique. 
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Dans le Paragraphe IV-2 suivant, nous présentons une étude de comportement du modèle en 

régime stationnaire, ainsi qu’une analyse de sensibilité aux paramètres géométriques. Dans le 

Paragraphe IV-3 nous présentons une étude de sensibilité de son comportement en régime 

dynamique (spectres d’impédance) aux conditions de fonctionnement et aux paramètres 

géométriques. 

 
 

IV-2. ETUDE DE COMPORTEMENT DU MODELE 
D’EME EN REGIME STATIONNAIRE  
 
 
IV-2-a) Sensibilité aux conditions de fonctionnement  

 

Sur la Figure IV-2, nous montrons les potentiels électroniques stationnaires )0( =rψ  

anodique et cathodique, ainsi que le potentiel de cellule cellU  (équation (II-1)) en fonction du 

courant stationnaire I  (courbe de polarisation). 

Remarquons d’abord que MEMEPHYS calcule un bon ordre de grandeur pour le potentiel à 

l’abandon de la pile (potentiel de cellule correspondante au courant demandé nul).  Dans les 

PEFC cette valeur est comprise entre 0.8 et 1.1 Volts en pratique. 

L’allure de la courbe de polarisation et l’ordre de grandeur du courant limite calculés, sont en 

bon accord avec les observations expérimentales courantes (cf. Chapitre I) [Escribano (1995)] 

[Diard et Montella (1996)] [Walkiewicz (2001)] [Candusso (2002)].  

C’est essentiellement le potentiel cathodique qui génère la forme de la courbe de polarisation 

résultante, en accord avec des mesures expérimentales sur des électrodes de référence 

[Martinent]. Les potentiels électroniques anodique et cathodique divergent vers 0 ( Cψ ) et vers 

l’infini ( Aψ ) pour des courants suffisamment forts. 
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Figure IV-2 :  Potentiels stationnaires anodique et cathodique (a) et courbe de polarisation résultante 

(b) calculée par la relation (II-1). 5.1== CA PP  bar, 353=T  K. 
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Les courbes sur la Figure IV-2 résultent des mécanismes locaux pris en compte dans le 

modèle, et que MEMEPHYS permet d’analyser. A titre d’exemple, regardons le 

comportement du modèle anodique NANOscopique (pour la cathode les discussions qui 

suivent sont analogues).  

 

La Figure IV-3 montre les concentrations stationnaires d’hydrogène à Lx =  à l’échelle 

NANOscopique, en fonction du courant I . Comme on peut s’y attendre, la concentration 

d’hydrogène diminue de façon linéaire avec l’augmentation du courant. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
Figure IV-3  : Concentration stationnaire d’hydrogène à Lx =  en fonction du courant 

nominal I . 5.1=AP  bar, 353=T  K. 
 
Par ailleurs, la concentration protonique interfaciale augmente avec la valeur du courant, du 

fait de la production (Figure IV-4). En conséquence, cette concentration est toujours 

supérieure à FIXH
CtxC ==+ ),0( . Son allure est exponentielle jusqu’à 7 A (Figure IV-4). Le 

caractère non linéaire de cette allure s’explique par le couplage non linéaire entre la diffusion 

et la migration dans l’expression du flux protonique (III-11). La croissance est ensuite 

spectaculaire, expliquant la dérive du potentiel électronique anodique. 
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Si dans notre modèle nous avions supposé l’existence d’un électrolyte support13 (hypothèse 

courante dans les expériences d’électrode tournante en électrochimie [Newman (1991)] 

[Barthel (1998)] [Bockris (1998)] [Scholz (2002)]) le profil de concentration protonique aurait 

été lui aussi linéaire. Bien entendu, cette supposition n’est pas judicieuse dans 

l’environnement d’une PEFC, car la conductivité ionique de l’électrolyte polymère est finie et 

faible (cf. Paragraphe I-1). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure IV-4  : Concentration stationnaires protonique à Lx =  en fonction du courant nominal I . 

=AP  1.5 bar, 353=T  K. 
 
La surtension de Frumkin η  calculée est positive et augmente lorsque le courant augmente 

(les électrons sont transférés de l’électrolyte au métal (Figure IV-5)). La densité de charge σ  

est négative et diminue lorsque le courant augmente en accord avec les équations (III-54) et 

(III-56) (Figure IV-6).   

                                                 
13  Composé ionique en forte concentration devant celles des espèces réagissant sur une électrode, et 

électrochimiquement inactif. Sa présence augmente considérablement la conductivité de la solution qui devienne 

une équipotentielle électrique. La migration électrique devient ainsi négligeable.  
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Figure IV-5  : Surtension de Frumkin anodique stationnaire en fonction du courant nominal 

I . 5.1=AP  bar, 353=T  K. 
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Figure IV-6  : Densité de charge électronique anodique en fonction du courant nominal I . 5.1=AP  

bar, 353=T  K. 
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Le fait que la surtension de Frumkin soit positive a pour conséquence que le taux de 

recouvrement par des dipôles « down » (θ
r

)  doit être plus important que celui par des dipôles 

« up » (θ
s

), d’après notre modèle de couche compacte (équation (III-56)). C’est en effet ce 

que nous observons dans la Figure (IV-7), où nous représentons aussi les taux de 

recouvrement par les sites libres ( sθ ) et par les intermédiaires Hs  ( Hsθ ). 

Nous observons que le taux de recouvrement par de dipôles « down » augmente avec le 

courant. Le nombre de sites occupés par des dipôles « up », par des sites libres et par des 

intermédiaires Hs  diminue, car de plus en plus de place est occupée par les dipôles « down ».  

Pour des courant supérieures à 7 A, l’augmentation brusque du taux de « down »  à des 

valeurs proches de 1, provoque l’épuisement de la surface libre pour les intermédiaires, 

défavorisant ainsi le déroulement de la réaction. 
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Figure IV-7  : Taux de recouvrement en fonction du courant nominal I  et détail de celui à l’espèce 

intermédiaire. 5.1=AP  bar, 353=T  K. 
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Enfin, sur la Figure IV-8 nous montrons le potentiel ionique stationnaire φ  à Lx = , qui est 

négatif et diminue avec l’augmentation du courant. 
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Figure IV-8  : Comparaison entre les potentiels électronique, ionique à Lx =  et surtension de 

Frumkin en fonction du courant nominal I . 5.1=AP  bar, 353=T  K. 

 
En regardant les figures précédentes, nous pouvons remarquer que : 

 

0),0,0(),,0( ===<== txrtLxr AA φφ                                 (IV-1) 

 

et que 

 

−++ ===>==
FIXHH

CtxrCtLxrC
AA

),0,0(),,0(                            (IV-2) 

 

En conséquence, à l’échelle NANOscopique, le moteur du flux des protons de l’interface 

Pt/C/Nafion® vers l’électrolyte (couche de Nafion® impregné à l’échelle MICROscopique,  cf. 

Figure II-1) est la diffusion (Figure IV-9). Celle-ci s’oppose à la force de migration (équation 

(III-11)) qui joue le rôle de « frein ». Contrairement à ce qui se passe à l’échelle 

MICROscopique, les protons de la couche diffuse remontent le potentiel. 

ηηηηA ψψψψA 

φφφφA(x=L) 
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De même, à l’interface cathodique les protons sont poussés vers la couche compacte par la 

diffusion, la migration étant un frein (Figure IV-10). 

 

Sur les Figures IV-9 et IV-10, nous donnons les profils de potentiel et champs électriques 

« équivalents » à travers la couche compacte, obtenus à partir du signe de  la surtension de 

Frumkin η . Enfin nous indiquons la densité de courant électronique à travers cette couche, 

ainsi que ),( trJ .  

Nos calculs démontrent que la différence de potentiels )0( =− xφψ  est toujours positive, 

dans l’anode et dans la cathode (cette différence est appelée potentiel d’électrode en 

électrochimie) (cf. Paragraphe I-3).  

 

+- 0>Aψ

-
0<électrodeσ

0)( <= LxAφ

Xx = Lx = 0

0)0( ==xAφ
ss

-+

+
H

E

+H
MIG

+H
DIFF ),( trJ

equivalente
E −

−e
J

Couche diffuseCouche diffuse Couche compacteCouche compacte

 
 
Figure IV-9  : Le profil de potentiel électrique et les flux selon l’épaisseur de la double couche 
anodique.  
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Figure IV-10  : Le profil de potentiel électrique et les flux selon l’épaisseur de la double couche 
cathodique. 
 

Calcul de la longueur caractéristique du transport protonique dans la couche diffuse  

 

Pour nos simulations nous fixons l’épaisseur maximale de la couche diffuse L  à une valeur 

de l’ordre du nanomètre. Cette valeur n’est pas arbitraire, mais elle est issue d’une analyse de 

la longueur caractéristique du transport protonique dans la couche diffuse (toujours inférieure 

au nanomètre pour des courants inférieurs à 10 A).  

 

La Figure IV-11 montre le profil de concentration protonique dans la couche diffuse anodique 

calculé pour 7=I A, et pour 810−=L  m. Nous pouvons constater que la concentration 

protonique à une distance de l’interface supérieure à environ un nanomètre est constante 

(égale à la concentration des sites sulfonés −FIX  (contre-ions)) : l’électroneutralité est 

atteinte. Cette longueur est liée à la longueur de Debye δ , distance de portée du potentiel, et 

qui est indépendante du valeur de courant I  comme nous le démontrons dans la suite. 
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L

Pt/CPt/C

−FIX
C

 
Figure IV-11 :  Profil de concentration protonique dans la phase Nafion® à l’échelle NANOscopique Le 

milieu Pt/C est localisé à 810−=x m.  810−=L m, 7=I  A, 353=T  K, 5.1=AP  bar.  

 

D’après l’écriture du flux protonique (III-11) en régime stationnaire, l’équation de bilan (III-

7) 14 s’écrit : 

       

              0
2

2

2

2

=
∂
∂+

∂
∂

∂
∂

+
∂

∂
+

++

x
C

RT

F

xx

C

RT

F

x

C

H

HH φφ
                                   (IV-3)                              

 

D’autre part, l’équation (III-21) s’écrit en état stationnaire : 

 

+=+
∂
∂−

HFIX
CD CC

xF 2

2φε
                                                              (IV-4) 

 

 En remplaçant (IV-4) en (IV-3) nous obtenons : 

 
                                                 
14  Les dérivées sont toujours partielles, malgré l’absence de la variable temps, car les variables dépendent aussi 

de la coordonnée MICROscopique r. 
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0
2

22

2

2

3

3

4

4

=
∂
∂+









∂
∂−

∂
∂

∂
∂−

∂
∂−

xRT

FC

xRTxxRTxF

FIXCDCDCD φφεφφεφε
                      (IV-5) 

 

En écrivant les variables adimensionnelles  
 

φφ
RT

F=*     (potentiel réduit)                                              (IV-6) 

 
et 
 

L

x
x =*                                                                                    (IV-7) 

 
l’équation (IV-5) devient : 
 

0
2*

*2

2

2

2*

*2

42*

*

3*

*3

424*

*4

42
=

∂

∂+








∂

∂−
∂
∂

∂

∂−
∂

∂−
xL

C

xLF

RT

xxLF

RT

xLF

RT FIXCDCDCD φφεφφεφε
       (IV-8) 

 

d’où 

2*

*22

2*

*2

*

*

3*

*3

4*

*4

22
xxxxxLFC

RT

FIX

CD

∂

∂=























∂

∂+
∂
∂

∂

∂+
∂

∂ φφφφφε
                            (IV-9) 

 

Le facteur devant la parenthèse doit être une quantité sans dimension. En conséquence 

( ) ( )2FCRT FIXCDε  doit avoir la dimension d’une longueur au carré. Cette longueur est donc : 

 
 

FIX

CD

C

RT

F

εδ 1=                                                                 (IV-10) 

 
qui est la longueur de Debye de notre problème, conséquence de la nature continue de notre 

approche (cf. Annexe V).  

La Figure IV-12 montre la variation de δ  avec T  et avec FIXC . Cette longueur ne varie pas 

beaucoup dans la gamme de température d’intérêt pour nous, et nous notons que l’ordre de 

grandeur est l’Angstrom (cela est une conséquence de la nature continue de notre approche). 
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Figure IV-12 : Variation de δ  avec la concentration −FIX

C  et la température T . 
 
 

Même lorsque 0=I , nous avons pu calculer par ailleurs que la distribution de potentiel 

stationnaire (et donc de protons) dans l’épaisseur de la couche diffuse n’est pas homogène 

(Figure IV-13). 
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Figure IV-13 : Profils de la concentration protonique et du potentiel φ  à travers l’épaisseur de la 

couche diffuse anodique à 0=I  A. 
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IV-2-b) Etude de sensibilité de l’EME simulé aux paramètres géométriques  
 

Sur les Figures IV-14 et IV-15, nous montrons les potentiels électroniques anodique et 

cathodique, ainsi que les courbes de polarisation résultantes, pour trois valeurs de surface 

spécifique γ , calculées par l’équation (I-1) pour des taux de chargement en Pt de 40, 60 et 

70%. La courbe de polarisation correspondant au chargement de Pt le plus élevé a le courant 

limite le plus grand. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure IV- 14 :  Potentiels électronique stationnaires anodique et cathodique. 8105 −×=NIe m. 

5.1== CA PP  bar, 353=T  K. 
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Figure IV-15 : Courbes de polarisation (résultantes de la Figure IV-12). 8105 −×=NIe m. 

5.1== CA PP  bar, 353=T  K. 

 
 

Sur la Figure IV-16, nous montrons les potentiels électroniques anodique et cathodique, ainsi 

que les courbes de polarisation résultantes, pour les mêmes surfaces spécifiques, en modifiant 

l’épaisseur de Nafion® imprégné (Tableau IV-2).  

 
Cœur de pile  Epaisseur de la couche de 

Nafion® imprégné INe  

EME 40% 7107972.2 ×  810−  

EME 60% 71059.5 ×  710−  

EME 70% 7105268.6 ×  7103 −×  

Tableau IV-2 :  Surface active spécifique (paramètre donné par le constructeur) et épaisseur moyenne 
estimée du Nafion® imprégné [Inaba et al. (1996)], pour chaque cœur de pile, pour les simulations qui 
suivent. 
 

La courbe correspondant au chargement en Pt le plus élevé a maintenant un courant limite 

plus petit, car l’augmentation de l’épaisseur de Nafion® conduit à une limitation liée à la 

diffusion des réactifs.  
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Figure IV-16 : Potentiels stationnaires anodique et cathodique et courbes de polarisation 

5.1== CA PP  bar, 353=T  K. 
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Ces simulations montrent qu’un compromis existe entre la quantité de Pt et de Nafion®. 

L’intérêt de la modélisation est d’autant plus grand que les valeurs optimales données dans la 

littérature pour ces paramètres sont très différentes selon les équipes [Escribano (1995)] 

[Inaba et al. (1996)] [Lee et al. (1998)] [Kanamura et al. (2003)] [Gasteiger et al. (2004)] 

[Sasikumar et al. (2004)]. Nous rediscuterons ces aspects dans le Chapitre V. 

 
 
IV-3. COMPORTEMENT DU MODELE D’EME EN 
REGIME DYNAMIQUE  
 
 
IV-3-a) Sensibilité des spectres d’impédance aux conditions de 
fonctionnement 
 
 
Pour la simulation des spectres d’impédance sur le plan de Nyquist, un signal sinusoïdal 

suffisamment petit (10% du courant nominal)  est superposé  à un niveau de courant fixe (DC) 

I  pour calculer )(tU cell . Une transformation de Fourier rapide (FFT) sous Matlab®, permet 

de calculer numériquement l’impédance complexe (Figure IV-17). Les spectres ont été 

simulés pour des fréquences comprises entre 0.01 Hz et 106 Hz dans le sens des fréquences 

décroissantes. Avant de déclencher la perturbation sinusoïdale périodique, l’état stationnaire 

est calculé. Le temps de calcul d’un spectre d’impédance d’EME de 50 points fréquentiels est 

d’environ 1h10. 
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Figure IV-17 :  Procédure pour la simulation des spectres d’impédance de l’EME. 

 

 

Sensibilité au courant nominal 

 

Les Figures IV-18 et IV-19 montrent l’influence du courant nominal I  sur les caractéristiques 

des spectres d’impédance, simulés pour 353=T  K et 5.1== CA PP  bar.  

Ces spectres sont composés par un petit arc, pour des fréquences au-dessus de 1150 Hz, et un 

arc plus important (qui est, en fait, composé par deux arcs) pour des fréquences plus basses. 

Ces arcs sont le résultat de l’ensemble des phénomènes représentés dans notre modèle : 

espèces intermédiaires anodiques et cathodiques, transport protonique et de réactifs.  

Sur la Figure IV-18, nous voyons que l’augmentation du courant demandé de 0.2 à 1.8 A 

amène essentiellement à une diminution de l’amplitude de l’arc le plus gros (qui se rapproche 

d’un arc limite) et à une augmentation de la fréquence de son sommet.  

 

Ucell(t) 
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Figure IV-18 : Sensibilité du SIE simulé d’une EME au courant nominal. 353=T  K, AP = CP  =1.5 bar. 

8105 −×=NIe  m. 

 
 
Au-dessus de 2.6 A, l’amplitude du grand arc augmente à nouveau jusqu’à sa divergence 

( 2.4=I  A) (le petit arc est moins sensible).  Ce deuxième régime de comportement, peut être 

expliqué par la diffusion de réactifs dans le Nafion® cathodique qui devient de plus en plus 

limitante (point d’inflexion dans la courbe du potentiel électronique cathodique et de 

polarisation, cf. Figure IV-2). 

Détail 



Chapitre IV : L’Algorithme Memephys : Simulations e t Etudes de Sensibilité 

 

 149 
 

 

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

Re [Z] (ohm)

-I
m

[Z
] 

(o
hm

)

I = 2.6 A
I = 3.2 A
I = 3.4 A
I = 3.8 A
I = 4.0 A
I = 4.1 A
I = 4.2 A

f = 1.33 Hz 

f = 0.91 Hz 

f = 4.09 Hz 

f = 1.33 Hz f = 1.33 Hz 

f = 1.33 Hz 

f = 1.33 Hz 

f = 1.33 Hz 

f = 10-2 Hz f = 106 Hz 

 
 

0.02 0.0205 0.021 0.0215 0.022 0.0225 0.023

0

5

10

15

20
x 10

-4

-I
m

[Z
] 

(o
hm

)

I = 2.6 A
I = 3.2 A
I = 3.4 A
I = 3.8 A
I = 4.0 A
I = 4.1 A
I = 4.2 A

f = 106 Hz 

f = 7543.12 Hz 

f = 1676.83 Hz 

f = 7543.12 Hz 

f = 7543.12 Hz 

 
 
Figure IV-19 : Sensibilité du SIE simulé d’une EME au courant nominal. 353=T  K, AP = CP  =1.5 bar. 

8105 −×=NIe  m. 

 
Enfin, nous voyons que le point de coupure avec l’axe réel de ces spectres à hautes fréquences 

(essentiellement lié à la conductivité protonique dans la phase Nafion® dans les électrodes et 

Détail 
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dans l’électrolyte membrane), est indépendant de la valeur de courant, car dans notre modèle 

la teneur en eau λ  dans la phase Nafion® est supposée constante. 

 

Sensibilité à la température  

 

Sur la Figure IV-20 nous montrons les spectres simulés à différentes températures. Nous 

voyons que l’amplitude  de l’arc le plus gros diminue avec l’augmentation de la température. 

Ceci est en partie lié à son influence sur les coefficients de diffusion des réactifs dans le 

Nafion®. Par ailleurs, le spectre se déplace vers la gauche, du fait de l’augmentation la 

conductivité protonique (cf. équation (II-28)). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Figure IV-20 :  Sensibilité du SIE d’une EME à la température, 1=I  A, 5.1== CA PP  bar. 

 
 
 

Sensibilité aux pressions 
 

 
Sur la Figure IV-21 nous montrons les spectres du cœur de pile simulés à différentes pressions 

anodique et cathodique. Nous voyons que l’amplitude de l’arc diminue avec l’augmentation 

de la pression. Ceci peut être expliquée par la disponibilité des molécules de réactifs au 

niveau des sites de réaction (diminution des effets liés à la diffusion). 
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Figure IV-21 :  Sensibilité du SIE d’une EME simulée à la pression totale anodique et cathodique 

1=I A, 353=T  K. 
 
 

Comportement du modèle NANOscopique anodique  
 
 
Pour illustrer les possibilités d’analyse de MEMEPHYS, nous étudions sur la Figure IV-22, 

pour un SIE à densité de courant nominale 2/5.1/ cmASI EME = ,  les contributions des 

couches compacte et diffuse à la réponse dynamique globale de la double couche anodique 

(modèle NANOscopique anodique). Les valeurs des paramètres cinétiques sont celles du 

Tableau IV-1 modifiées par ailleurs par celles indiquées au pied de la figure.  

La comparaison entre les différents SIE, montre que tous les phénomènes pris en compte dans 

le NANOmodèle, ont un effet significatif sur le spectre d’impédance calculé (à travers la 

diminution de l’amplitude de l’arc). Le spectre (1) est calculé sans considérer les changements 

de concentration dans la couche diffuse, et sans considération du deuxième terme dans 

l’équation (III-56) (qui introduit le couplage entre la surtension de Frumkin, la structure de la 

couche dipolaire et la cinétique électrochimique). Le spectre (2) est calculé en négligeant le 

transport dans la couche diffuse mais en prenant en compte l’équation (III-56) complète. Le 

spectre (3) correspond au cas où nous considérons le transport dans la couche diffuse sans 

tenir en compte du deuxième terme dans l’équation (III-56). Finalement, le spectre (4) 

correspond à la prise en compte de tous les phénomènes couplés: le diamètre du spectre est 

encore réduit.  
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Figure IV-22 : Contribution des différents phénomènes au SIE du modèle NANOscopique anodique. 

2/5.1/ cmASI EME = , K 318=T , barPH   5.1
2

= . 710−=TAFk m/sec, 310−
− == VOLTAF kk mole/(m2.sec). 

 
 
Sur la Figure IV-23 nous évaluons l’effet du transport protonique dans la couche diffuse 

anodique et du transport d’hydrogène (paramètres du Tableau IV-1) sur le spectre 

d’impédance, tracé à 2.0=I  A. Les trois spectres montrés sur la figure ont deux arcs. Dans 

les cas où on considère le transport d’hydrogène, l’arc à basses fréquences (au-dessous de 790 

Hz) domine celui des hautes fréquences (au-dessus de 790 Hz). Au contraire, le spectre qui ne 

prend pas en compte les transports de protons et d’hydrogène, a un arc hautes fréquences plus 

grand. Enfin, les arcs à hautes fréquences des spectres qui ne prennent pas en compte le 

transport protonique, sont pratiquement superposables.   

Ceci met en évidence que le transport protonique dans la couche diffuse joue un rôle sur 

l’amplitude de l’arc hautes fréquences. Le deuxième arc, lui, est lié à la diffusion de 

l’hydrogène à travers la couche de Nafion® imprégné. 

NANO complet 
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Figure IV-23 : Effet du transport protonique dans la couche diffuse anodique et du transport 

d’hydrogène sur l’allure du SIE.  2.0=I  A, 353=T  K, 5.1=P  bar. 
 
 

 
IV-3-b) Etude de sensibilité des SIE à quelques paramètres  
 

Permittivités électriques 

 

Nous avons observé que les fréquences correspondant aux points des spectres, dépendent des 

valeurs de permittivité électrique des couches compactes anodique et cathodique, ainsi que 

des couches diffuses. La Figure IV-24 montre la sensibilité des spectres simulés d’EME à la 

permittivité de la couche compacte cathodique. L’augmentation de sa valeur15 produit 

l’augmentation des fréquences au sommet de ces spectres.  

                                                 
15  Nous pouvons supposer que la production de l’eau au sein de la couche compacte cathodique entraîne une 

augmentation de la valeur de sa permittivité électrique [Franco (2005)]. 
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Figure IV-24 :  Sensibilité du SIE à la permittivité de couche compacte cathodique et détail de la partie 

hautes fréquences. 71059.5 ×=γ  m2/m3, 8105 −×=NIe , 04εε =CCA , 020εε =PE .  1=I  A, 

353=T  K, AP = CP  =1.5 bar. 
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Sur la Figure IV-25 nous comparons les SIE tracés à 2.0=I  A pour le modèle 

NANOscopique anodique, simulés avec deux valeurs différentes de permittivité électrique de 

la couche diffuse. L’augmentation de sa valeur provoque la diminution de l’amplitude de l’arc 

des hautes fréquences et le déplacement vers la gauche de celui des basses fréquences. 
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Figure IV-25 :  Comparaison des SIE anodiques, pour deux valeurs de permittivité électrique 

(paramètres Tableau IV-2). 07εε =CC  353=T  K, 5.1=P  bar, 2.0=I  A. 

 
 

Coefficients de transfert électronique  

 

La Figure IV-26 montre l’effet des valeurs des coefficients de transfert électronique iα  

anodiques sur l’allure du SIE d’EME tracé à 1=I  A (le même exercice pourrait être fait avec 

les constantes cinétiques). 

Sur la Figure IV-27 nous montrons le détail de l’arc à hautes fréquences : l’amplitude de cet 

arc est surtout sensible à la valeur de VOLα .  
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Figure IV-26 :  Comparaison des SIE d’EME. Différentes valeurs de coefficients de transfert 

électronique anodiques. 353=T  K, 5.1=P  bar, 1=I  A. 
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Figure IV-27 :  Comparaison des SIE d’EME, pour des valeurs différentes de coefficients de transfert 

électronique anodiques (détail des arcs à hautes fréquences). 353=T  K, 5.1=P  bar, 1=I  A. 
 

 

Paramètres géométriques  
 
Sur la Figure IV-28 nous montrons que les SIE sont sensibles aussi aux épaisseurs des 

électrodes (l’anode et la cathode sont supposées avoir la même épaisseur pour ce calcul).  

 
Sur la Figure IV-29 nous étudions la sensibilité des SIE aux épaisseurs de Nafion® imprégné 

des électrodes (supposées identiques dans l’anode et dans la cathode). L’augmentation de 

cette épaisseur se traduit par une augmentation de l’amplitude des arcs basses fréquences (la 

limitation par diffusion devient plus importante). Par contre, l’arc hautes fréquences est peut 

sensible. 

Détail 
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Figure IV-28 :  Sensibilité du SIE d’une EME simulé à l’épaisseur des électrodes (supposés 

identiques). 8105 −×=NIe .  1=I  A, 353=T  K, AP = CP  =1.5 bar. 
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Figure IV-29 :  Sensibilité du SIE d’une EME simulé à l’épaisseur de la couche de Nafion® imprégné. 

1=I  A, 353=T  K, AP = CP  =1.5 bar. 

 



Chapitre IV : L’Algorithme Memephys : Simulations e t Etudes de Sensibilité 

 

 159 
 

 

L’effet de la surface active spécifique γ  est montré sur la Figure IV-30. L’augmentation de sa 

valeur se traduit par la diminution de l’amplitude des arcs. 
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Figure IV-30 :  Sensibilité du SIE d’une EME simulé à la surface spécifiqueγ . 1=I  A, 353=T  K, 

AP = CP  =1.5 bar. Valeurs de γ  du Tableau IV-2. 

 
 
Nous montrons sur les Figures IV-31 et IV-32 les SIE simulés à deux  valeurs de courant 

nominal, pour les trois surfaces spécifiques et épaisseurs de Nafion® imprégné du Tableau IV-

2 (cf. sous-Paragraphe IV-2-b).  

Contrairement à ce qu’on observe sur la Figure IV-30 en gardant l’épaisseur de Nafion® 

constante, l’augmentation de la surface spécifique conduit à une augmentation de l’amplitude 

de l’arc à basses fréquences, quand l’épaisseur de Nafion® augmente aussi (conséquence de la 

limitation par diffusion des réactifs à travers cette couche). Ce comportement est en très 

bonne correspondance avec les résultats expérimentaux que nous allons montrer dans le 

Chapitre V. Une diminution de l’amplitude de l’arc hautes fréquences est par ailleurs 

observée.  
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Figure IV-31 :  Sensibilité du SIE simulé à la composition des électrodes (augmentation de surface 

spécifique, augmentation d’épaisseur de Nafion® imprégné). 2.0=I  A, 353=T  K, AP = CP  =1.5 bar. 
 

Détail 
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Figure IV-32 :  Sensibilité du SIE simulé à la composition des électrodes (augmentation de surface 

spécifique, augmentation d’épaisseur de Nafion® imprégné). 1=I  A, 353=T  K, AP = CP  =1.5 bar. 

 

 

Un effet du rayon de particules Pt/C pourrait aussi être étudié à l’aide de notre modèle, 

d’accord à l’équation (I-1). 

Détail 
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La réponse au balayage en courant  
 

Sur la Figure IV-33 nous montrons des balayages en courant simulés pour le cœur de pile à 

différentes vitesses. L’augmentation de la vitesse de balayage produit une augmentation de la 

puissance maximale transitoire du cœur de pile, comportement bien connu expérimentalement 

[Franco (2002)]. MEMEPHYS peut simuler tout type de comportement transitoire en courant 

(diagrammes de Lissajous, interruptions de courant…), mais que nous n’exploiterons pas ici. 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure IV-33 : Balayages en courant simulés à différentes vitesses pour l’EME. 353=T  K, AP = CP  

= 1.5 bar. 
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IV-4. CONCLUSIONS 
 
Dans ce chapitre nous avons montré les capacités de calcul de l’algorithme  MEMEPHYS 

développé en vue de la résolution numérique de notre modèle multiéchelle. Nous avons 

montré que le code peut calculer des régimes stationnaires et dynamiques (notamment des 

spectres d’impédance), et prédire leur sensibilité aux pressions, température et compositions 

des électrodes. Il permet aussi de mieux connaître l’effet de certains paramètres non 

mesurables, et d’estimer la contribution des différents phénomènes pris en compte. 

Beaucoup d’études de comportement restent encore à explorer, et beaucoup de questions 

restent ouvertes : comment prouver expérimentalement que les mécanismes proposés dans 

notre modèle sont les « bons »? Comment caler les paramètres du modèle ? Le Chapitre V 

propose quelques éléments de réponse à ces questions.  
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CHAPITRE V 
 

VALIDATION EXPERIMENTALE ET 
IDENTIFICATION PARAMETRIQUE 

 
 
 
 
Ce chapitre est consacré aux études expérimentales du comportement dynamique d’une PEFC 

que nous avons réalisées.  

Afin de comparer les prédictions de notre modèle MEMEPHYS (cf. Chapitre IV) avec les 

résultats expérimentaux, et ainsi juger de sa validité, il est important de réaliser des 

expériences dans des conditions qui reproduisent au mieux les hypothèses du modèle. Le 

choix est donc fait d’une cellule de petite taille travaillant avec des rapports à stœchiométrie 

élevés afin d’avoir un fonctionnement homogène sur la surface des électrodes et permettre 

une discrétisation selon l’épaisseur uniquement.  Nous travaillons avec de l’hydrogène et de 

l’oxygène purs afin que la présence d’eau liquide ne soit pas un frein suffisant à la diffusion 

pour affecter la réponse électrochimique. 

 

Il est important d’établir un plan d’expériences qui exploite au mieux le comportement 

dynamique d’une PEFC en réponse à des variations de courant, température, pression des gaz 

réactifs et composition des électrodes (en particulier au taux de chargement en Pt). Nous 

avons déjà discuté dans le Chapitre I, des potentialités de la spectroscopie d’impédance 

linéaire, en particulier pour séparer des phénomènes se déroulant à des échelles de temps 

différentes, et rendre, en principe, un travail d’identification paramétrique plus facile. Le 

choix a donc porté sur cette technique. Bien évidemment, comme toute technique, elle a des 

limites. En effet, si plusieurs phénomènes se déroulent à des temps caractéristiques similaires, 

la SIE ne nous permet pas de les distinguer, et il faudrait recourir à d’autres techniques 

complémentaires (par exemple l’interruption de courant ou la microscopie in-situ). Il ne s’agit 

pas ici de valider chacun des phénomènes pris en compte dans notre modèle, mais de voir si 

les mécanismes pris en compte permettent ou non d’expliquer les caractéristiques et 

sensibilités des spectres d’impédance. 
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Nous proposons dans un premier temps de comparer qualitativement l’expérience et le 

modèle par rapport à la sensibilité des spectres aux conditions de fonctionnement  (courant 

nominal, température imposée, pression des gaz réactifs) et à la composition des électrodes. 

Ensuite la question d’une comparaison quantitative se pose : Comment identifier la valeur des 

paramètres mal connus du modèle ? (notamment les constantes cinétiques du mécanisme de 

réduction de l’oxygène). Nous allons voir qu’une méthode d’identification complète est trop 

compliquée pour être appliqué à notre modèle, mais que le calage est possible si on suppose 

certains de ces paramètres connus.  

Les résultats expérimentaux montrés dans ce Chapitre constituent aussi des résultats 

intéressants en eux mêmes. A notre connaissance, c’est la première fois qu’une étude de ce 

type est faite pour une PEFC. 

 
 

V-1.  LA CELLULE ET LE BANC DE TESTS « PAC-
MAILLE ». LES DISPOSITIFS D’ACQUISITION. 
 
 

La mise en œuvre de notre plan d’expérience nécessite la parfaite maîtrise des conditions de 

fonctionnement de la cellule : il faut pouvoir fixer de façon indépendante la pression, la 

température, les concentrations en réactifs et la teneur en eau dans la cellule. Cette opération 

est difficile voire impossible sur une cellule de moyenne ou grande taille. Il est possible de 

maîtriser les conditions d’entrées des gaz et du fluide de refroidissement éventuel, mais les 

variables caractéristiques du système vont évoluer à l’intérieur de la cellule.  

Une solution pour avoir des conditions uniformes sur une cellule est de travailler avec de 

débits de gaz élevés en entrée par rapport aux débits consommés ou produits dans la cellule. 

Par « débits élevés » il faut comprendre ici des rapports à la stœchiométrie de 10, voire 100 

pour les débits de gaz réactifs. Cela est possible une cellule de très petite taille: la cellule 

PAC-Maille. 

 
V-1-a) La cellule PAC-Maille  
 

Nous avons mis au point une cellule, ou plus précisément une « maille » de test dont les 

caractéristiques sont les suivantes :  1.2=EMES cm2 thermostatée comportant cinq canaux 

droits en parallèle d’une longueur d’une dizaine de centimètres (Figure V-1). 
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Les conditions d’entrée dans cette cellule sont imposées par le banc d’essais : elle comporte 

une zone inactive  en amont de la zone « active ». Cette zone inactive permet l’établissement 

des régimes d’écoulement en entrée de la cellule. Une deuxième zone inactive en sortie de 

cellule permet d’éviter des effets de bord thermiques.  

 

 
Figure V-1 : Plaques collectrices de 
courant avec canaux percés et  coeur de 
pile de la cellule PAC-Maille (Photo : J.P. 
Berlandis).  
 

 

 

Les deux électrodes de l’EME sont constitués de Pt/C, et ont été fournis par la société 

PaxiTech®. Trois EME avec différents taux de Pt/C ont été testés (Tableau V-1). La 

membrane employée est du Nafion® 112.  

Les couches de diffusion non comprimées ont une épaisseur d'environ 185 microns. Les joints 

sont en silicone tramé et ont une épaisseur d'environ 175 microns (non comprimés) [Mosdale 

(2004)]. 

 
 

Cœur de pile 
Chargement 
surfacique 
moyen en Pt 
(mg/cm2) 

 
 

moyen  (m2/m3) 

 
Epaisseur 

électrodes (µm) 

Epaisseur 
Membrane 

(µm) 

EME 40% 0.5 7107972.2 ×  15 50  

(Nafion® 112) 

EME 60% 0.7 71059.5 ×  15 50  

(Nafion® 112) 

EME 70% 0.9 71052681.6 ×  15 50  

(Nafion® 112) 

Tableau V-1 : Caractéristiques des différents cœurs de pile testés au cours de cette thèse dans la 
cellule PAC-Maille. Les surfaces spécifiques γ  sont calculées à l’aide de la relation (I-1). 

 

γ

EME 

EME 

CANAUX  



Chapitre V : Validation Expérimentale et Identifica tion Paramètrique 

 168 
 

Autour du cœur il y a les collecteurs de courant (plaques distributrices) serrées par des 

boulons permettant de maintenir le tout. Une fois montée, la cellule a pour dimensions 15 cm 

de long par 6 cm de haut (Figure V-2). 

Deux films chauffants permettent d’imposer la température au niveau des plaques. Les gaz 

réactifs sont fournis par des bouteilles sous pression. Des régulateurs de débits assurent des 

flux de gaz continus à travers des canalisations en inox, et à travers des humidificateurs (cf. 

Paragraphe V-1-b) (Figure V-3). 

 

 
Figure V-2: Cellule PAC-Maille montée (Photo : J.P. Berlandis). 

 

 
Figure V-3 : Cellule PAC-Maille et sa connectique dans le banc de tests homonyme (Photo : A.A. 
Franco). 
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V-1-b) Le banc de tests PAC-Maille et les dispositifs d’acquisition  
 
 

Le banc PAC-Maille est un banc de test de mono-cellule (Figure V-4). Il constitue un 

montage expérimental permettant de reproduire le fonctionnement local d’une cellule, en 

maîtrisant notamment l’hydratation et la composition des gaz. Ce montage a été spécialement 

conçu pour la validation de modèles locaux comme le nôtre. 

Il comporte deux circuits fluidiques principaux : 

- un circuit d’alimentation de la cellule de test en mélange oxygène/azote/vapeur d’eau, 

qu’on appelle « circuit oxygène » ; 

- un circuit d’alimentation en mélange hydrogène/azote/vapeur d’eau qu’on appelle 

« circuit hydrogène ». 

Le conditionnement des gaz est réalisé sur ces 2 circuits. Ce conditionnement concerne la 

mesure et la régulation des débits, compositions, pressions, températures et températures de 

rosée des gaz dans la cellule de test. 
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Figure V-4 :  Banc de tests PAC-Maille (notations dans le Tableau V-2). 
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BEH1 Réservoir eau déminéralisée coté Hydrogène 
BEO1 Réservoir eau déminéralisée coté Oxygène 
BEH2 Réservoir eau déminéralisée coté Hydrogène 
BEO2 Réservoir eau déminéralisée coté Oxygène 
W202H Petit évaporateur coté Hydrogène 
W202O Petit évaporateur coté Oxygène 
W303H Gros évaporateur coté Hydrogène 
W303O Gros évaporateur coté Oxygène 
RDMxx Régulateur de débit massique 
VExx Electrovanne 
VA Vanne d’arrêt 

MDxx Manodétendeur 
CDH Condenseur coté Hydrogène 
CDO Condenseur coté Oxygène 

VRPO2 Régulateur de pression coté O2 
VRPH2 Régulateur de pression coté H2 
TPxx Température pile 

Tableau V-2 :  Références de la Figure V-4. 

 

Le schéma de circulation de fluides est montré dans la Figure V-5  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Figure V-5 : Schéma de la circulation des fluides du banc PAC-Maille. 
 

Les plages de débits sur lesquelles on régule les gaz secs dans le circuit oxygène, sont : 

 

- de 2 à 170 Nl/h pour l'oxygène 

- de 8 à 630 Nl/h pour l'azote 
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Ces gaz peuvent être mélangés de façon homogène et être humidifiés jusqu’à saturation en 

vapeur d’eau pour une plage de température de 20 et 95°C et une plage de pression de 1 à 4 

bars absolus.  

Dans le cas du circuit hydrogène, les plages de température et de pression sont les mêmes que 

pour le circuit oxygène, mais il convient de multiplier tous les débits de gaz sec par 2 : 

 

- de 4 à 340 Nl/h pour l'hydrogène 

- de 15 à 1260 Nl/h pour l'azote 

 

Les phases de mise en route et d’arrêt du banc durent environ une demi-heure (chauffage de la 

cellule et montée en pression). La dynamique demandée pour le dispositif d’humidification 

est de quelques secondes (<15) pour atteindre une nouvelle consigne de température de rosée, 

et de quelques minutes (<10) pour atteindre une nouvelle consigne de température de gaz. 

L’eau utilisée est déminéralisée et déionisée. Toutes les tuyauteries et appareils sont en 

matériaux compatibles avec cette eau (inox 316L ou  téflon) afin de ne pas polluer la cellule 

d’essais. Le degré d’humidification des gaz est contrôlé en maîtrisant indépendamment la 

température de rosée et la température effective du gaz en sortie du dispositif. Ces 

températures peuvent être régulées à ±5°C. Le dispositif permet ainsi de fournir des gaz 

chauds très peu humidifiés ou  secs. La pression est régulée à ±50 mbar. Le capteur de 

pression pour la régulation est placé immédiatement en sortie de la cellule de test. On dispose, 

en amont de ces systèmes de conditionnement des gaz, d’une alimentation en hydrogène, 

azote et oxygène à 6 bars. Deux réservoirs d’eau pressurisés à 5 bars permettent d’alimenter 

les systèmes d’humidification.  

 

Le tout est assemblé et monté sur un châssis posé au sol. Sa hauteur est d’environ deux 

mètres, la longueur est de deux mètres et la largeur d’un mètre (Figure V-6). Les appareils 

(débitmètres, régulateurs, dispositifs de mesures) sont ainsi facilement accessibles et 

démontables. 

 

Une charge électronique sert à consommer la puissance électrique produite par la pile et à 

imposer ainsi le courant stationnaire. La charge ainsi que le banc de test sont contrôlés par un 

PC via des cartes d’acquisition qui assurent également l’interface pour le stockage des 

données.  
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Figure V-6 : Vue du banc de tests PAC-Maille (centre), de la charge électronique (à droite) et du 
dispositif de mesure Solartron® (à gauche) (Photo : A.A. Franco). 

 
Les débits et pressions de gaz, ainsi que la température de la pile et la valeur de courant 

demandé, sont contrôlés à l’aide d’un automate conçu sur RSView® (Figures V-7 et V-8). Il 

assure la commande, le conditionnement des mesures et la gestion des événements 

provoquant un arrêt d’urgence, s’il existe le risque de détruire la pile (très haute température, 

très fort courant, différence de pression entre anode et cathode trop importante…). 
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Figure V-7 :  L’interface de contrôle du banc PAC-Maille : logiciel RSView32®. Il reprend les circuits 
d’hydrogène, d’oxygène et d’azote. Au centre la pile en cours de test est représentée.  
 
 

 
 

Figure V-8 :  L’interface de contrôle du banc PAC-Maille : logiciel RSView32®. 
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Le banc de mesure se compose d’une Interface Electrochimique Solartron® 1287 et d’un 

analyseur de fonction de transfert Solartron® 1260, reliés à un PC. Les logiciels Zplot/ZView® 

permettent de faire le traçage des spectres d’impédance et leur traitement post-mesure.  

Les fichiers de mesure obtenus ont été convertis pour être exploités à l’aide de Excel® et 

Matlab®.  

Pour effectuer une mesure d’impédance, nous faisons débiter du courant à travers la charge 

électronique. Nous suivons l’évolution du potentiel de cellule, température, humidification, et 

pressions à travers l’automate en RSView®. Une fois l’état stationnaire atteint, un courant 

sinusoïdal est appliqué à l’aide du Solartron®. 

Le banc d’impédance utilisé est prévu  pour quatre électrodes, mais la cellule n’a que deux 

électrodes ; c’est pour cela que l’on relie l’électrode de travail avec la première électrode de 

référence et la contre électrode avec la deuxième électrode de référence. Puis, pour la mesure, 

l’électrode de travail est reliée à la cathode de la pile et la contre électrode à l’anode de la pile 

(Figure V-9).   

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 

Figure V-9 : A gauche, Interface Electrochimique et Analyseur Solartron®. A droite, montage 
expérimental. 

 
Deux types de mesure sont réalisés. D’abord, l’étude de l’évolution du potentiel en fonction 

du temps permet de vérifier la stabilité du système. Ensuite, l’étude de l’évolution temporelle 

du potentiel et le tracé du diagramme d’impédance en courant, permettent d’obtenir la mesure 

de l’impédance du système en appliquant un courant modulé de faible amplitude (5% de la 

valeur du courant nominal) tout en récupérant les valeurs du potentiel de cellule avant et après 

la mesure d’impédance. Le balayage en fréquence peut se faire de manière croissante ou 

décroissante, ce qui permet de vérifier une éventuelle évolution du diagramme d’impédance 
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dans le temps. Pour toutes les mesures, 10 points sont mesurés par décade, pour des 

fréquences comprises entre 10000 Hz et 0.1 Hz.  

Ensuite des études de sensibilité sont réalisées : au courant nominal, aux pressions, à la 

température et au taux de chargement en Pt des électrodes (cf. Paragraphe V-3). 

 
V-2.  REPONSE STATIONNAIRE DE LA CELLULE: 
COURBES DE POLARISATION  
 
 
Nous montrons dans la Figure V-10  la courbe caractéristique de polarisation (cf. Chapitres I 

et IV) )(IUU cellcell = , donnant la variation de la différence de potentiel aux bornes en 

fonction du courant nominal pour les trois cœurs de pile testés (cf. Tableau V-1). Ces courbes 

sont tracées à partir des valeurs stationnaires du potentiel de cellule juste avant de déclencher 

chaque spectroscopie d’impédance, pour des pressions AP = CP  = 1.5 bar et température 

353=T  K choisies comme référence. Les potentiels de cellule, un instant après chacune de 

ces spectroscopies, n’ont pas changé de plus de 3%. La spectroscopie a un petit effet 

(d’amélioration ou de dégradation) sur le potentiel de cellule, ce qui pourrait expliquer la 

déformation des courbes de polarisation de l’EME 40 et 60%. Sur la Figure IV-11 nous 

montrons les courbes caractéristiques de puissance cellUIIP ×=)(  correspondant à chacun des 

trois cœurs de pile en fonction du courant nominal. Comme nous pouvons le constater, les 

cœurs de pile EME 40 et 60% semblent avoir une puissance maximale plus importante que 

celle de l’EME 70%. 
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Figure V-10 : Courbes caractéristiques de polarisation pour les trois cœurs de pile testés. AP = CP  = 

1.5 bar, T = 353 K.  
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Figure V-11 : Courbes caractéristiques de puissance pour les trois cœurs de pile testés. AP = CP   = 

1.5 bar, T = 353 K.  
 
 
Comme nous l’avons montré dans le Chapitre IV nous pouvons expliquer la différence entre 

la courbe de polarisation de l’EME 70% et celles des autres, par l’augmentation de l’épaisseur 

moyen de Nafion® imprégné NIe  en même temps que l’augmentation de la surface active 

spécifique γ  (cf. Figure IV-16). 

 
 

V-3.    REPONSE DYNAMIQUE DE LA CELLULE : 
SPECTROSCOPIE D’IMPEDANCE  
 
 
V-3-a) Etude de stabilité 

 
Une PEFC est un réacteur catalytique avec un comportement (quantifié à partir de la mesure 

du potentiel de cellule) en évolution constante dans le temps. A courant, température et 

pressions constantes, le potentiel de cellule peut augmenter ou diminuer. A priori, plusieurs 

explications sont possibles : l’humidification du milieu Nafion®, la formation de gouttes (et 

donc de sites noyés empêchant les réactifs accéder aux sites catalytiques), une évolution 

structurale (répartition de grains de Pt), ou des mécanismes de dégradation des composants 

(Nafion®, C, Pt…).  
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Sur les Figures V-12-14 nous montrons, pour les trois cœurs de pile étudiés, des spectres 

d’impédance tracés à différents instants de temps, au même courant nominal, température et 

pressions de réactifs. Nous indiquons aussi les potentiels de cellule correspondants, mesurés 

un instant avant le déclenchement de la spectroscopie.  

En particulier, les Figures V-12 et V-14 montrent des comportements cycliques : les spectres 

voient leur amplitude augmenter puis revenir à leur taille originale. 
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Figure V-12 : EME 40%: Evolution du SIE dans le temps. AP = CP  = 1.5 bar, 353=T  K, 2=I  A. 
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Figure V-13 : EME 60%: Evolution du SIE dans le temps. AP = CP  = 1.5 bar, 353=T  K, 2=I  A. 
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Figure V-14 : EME 70%: Evolution du SIE dans le temps. AP = CP  = 1.5 bar, 353=T  K, 2=I  A. 

 
 

Sur la Figure V-13 (EME 60%) nous montrons l’évolution du spectre et du potentiel de 

cellule pour une période de 30 heures. La variation de l’amplitude des arcs ainsi que du 

potentiel de cellule peuvent cependant être négligées car les études de sensibilité que nous 

avons menées se déroulent sur des temps courts. 

 
 
V-3-b) Etude de sensibilité du SIE au courant nominal 

 

La méthodologie employée pour cette étude est illustrée sur les Figures V-15 et V-16 qui 

montrent les consignes de courant et la réponse du potentiel de cellule. D’abord, on fixe une 

valeur de courant stationnaire à la cellule, et ensuite on laisse s’établir le régime stationnaire 

(le temps de stabilisation du potentiel est de l’ordre de quelques secondes). Ensuite, nous 

traçons le spectre. La pile est quasiment stable après la mesure : on constate une légère 

amélioration du potentiel (sauf pour des courants nominaux supérieurs à 4 A). Nous 

changeons ensuite la valeur du courant, et nous répétons la procédure. 
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Figure V-15 : EME 60% : Courants nominaux et réponse du potentiel de cellule. AP = CP  = 1.5 bar, T 

= 353 K.  
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Figure V-16 : EME 60% : Courants nominaux et réponse du potentiel de cellule. AP = CP  = 1.5 bar, T 

= 353 K.  
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Pour tous les cœurs de pile testés sur PAC-Maille, le comportement du spectre d’impédance 

avec le courant est toujours le même : diminution de l’amplitude lorsqu’on augmente le 

courant nominal pour atteindre un arc limite. Au-delà, l’amplitude augmente. Cette 

observation est qualitativement conforme aux prédictions de notre modèle MEMEPHYS 

(cf. Figures IV-18 et IV-19). 

L’inversion de tendance a lieu au niveau du point d’inflexion de la courbe de polarisation à 

forts courants  (la diffusion commence à devenir limitante). La valeur du courant 

correspondant à l’arc limite, est plus ou moins élevée, en fonction du taux de platine dans les 

électrodes. La Figure IV-17 montre quelques uns des spectres que nous avons tracés pour 

l’EME 40%, pour des courants compris entre 0.2 et 4 A (pour des courants plus forts, les 

sécurités du banc de tests PAC-Maille s’activent, pour éviter une destruction de la pile !). 

Pour les courants très forts (3.8-4 A) un deuxième demi-cercle à hautes fréquences (entre 

1000 et 10000 Hz) devient plus prononcé (qualitativement en accord avec le détail de la 

Figure IV-19), et un troisième à basses fréquences (au-dessous de 0.1 Hz). 

Dans ces figures, nous apercevons aussi que la fréquence du sommet de l’arc augmente dans 

le sens des courants croissants (en accord aussi avec le comportement prédit par nos calculs).  

Pour les EME 60 % (Figure V-18) et 70 % (Figure V-19) le comportement est analogue. Les 

gammes de courants étudiées ici sont comprises entre 0.2 et 4.2 A, et 0.2 et 3.1 A 

respectivement.  

Nous pouvons remarquer par ailleurs (Figure V-18) que la résistance de la cellule 

(intersection du spectre d’impédance avec l’axe des réels à haute fréquence) est indépendante 

du courant, ce qui valide notre hypothèse d’une hydratation constante dans la phase Nafion® 

(membrane et Nafion® imprégné). 
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Figure V-17 : EME 40% : Sensibilité du SIE au courant nominal. AP = CP  = 1.5 bar, T = 353 K.  
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Figure V-18 : EME 60%: Sensibilité du SIE au courant nominal. AP = CP = 1.5 bar, 353=T  K. 

L’apparition d’une partie inductive à hautes fréquences et à forts courants peut être liée au câblage du 
système de mesure. 
 
 
Comme nous pouvons le constater sur la Figure V-19d, à forts courants, une variation de 

courant de 100 mA provoque une variation de potentiel de presque 100 mV. La boucle à 

hautes fréquences devient plus prononcée.  
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Figure V-19 : EME 70% : Sensibilité du SIE au courant nominal. AP = CP = 1.5 bar, T = 353 K.  

 
 
V-3-c) Etude de sensibilité du SIE à la température 
 
 
L’étude de sensibilité des spectres d’impédance à la température de cellule imposée, a été 

réalisée selon la procédure suivante : aux mêmes pressions et courant nominal 

(  5.1== CA PP bar et 2=I  A) nous avons d’abord imposé une température à l’aide des films 

chauffants (environ 7 minutes pour chauffer 20 K). Nous attendons que le potentiel de cellule 

soit stable en partant de 353 K, car il est plus rapide de refroidir la cellule que de la réchauffer 

(de l’ordre de la dizaine de minutes dans le sens du réchauffement, et de cinq minutes dans le 

Détail 

(d) (c) 

(b) (a) 
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sens de refroidissement). Une fois la mesure stable, nous traçons le spectre. Nous enregistrons 

le potentiel de cellule avant et après la mesure, nous changeons la consigne de température, et 

ainsi de suite.  

Sur la Figure V-20 nous montrons les spectres d’impédance tracés sur l’EME 40% à des 

températures différentes, imposées par les plaques chauffantes. 

La tension de cellule augmente avec la température, en atteignant un plateau à partir de 343 

K. L’augmentation de la température produit la diminution de l’amplitude de l’arc et le 

décalage vers les parties réelles plus petites. 
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   Figure V-20 : EME 40% : Sensibilité du SIE à la température imposée. AP = CP = 1.5 bar, 2=I A.  

 
 
Ce déplacement vers la gauche dans la partie hautes fréquences du spectre dès qu’on 

augmente la température, peut s’expliquer à l’aide de la relation (II-28) entre la conductivité 

protonique et la température. On voit que dès que la température augmente la conductivité 

augmente, et la résistance du transport protonique dans la phase Nafion® diminue. Concernant 

la diminution de l’amplitude de l’arc avec la température, elle est liée à l’amélioration de la 

diffusion des réactifs dans les électrodes (augmentation de leurs coefficients de diffusion).  

Nos résultats de simulation sont qualitativement en accord avec ce comportement (cf. 

Figure IV-20), même si la valeur de déplacement prédite par notre modèle est supérieure. 

Cela veut dire que la relation de la conductivité protonique à la température pourrait être 

recalée sur ces essais.  

Détail 
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Concernant les fréquences de sommet, nous voyons qu’elles ne changent pas beaucoup avec 

l’augmentation de la température (à courant fixe), ce qui est aussi en accord avec nos 

simulations. 

 

Le comportement discuté semble se reproduire aussi pour les spectres d’impédance relatifs 

aux EME 60% et 70%, comme nous le montrons sur les Figures V-21 et V-22. 
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Figure V-21 : EME 60%: Sensibilité du SIE à la température imposée AP = CP = 1.5 bar, 2=I  A. 

 
                   

Détail 
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Figure V-22 : EME 70%: Sensibilité du SIE à la température imposée. AP = CP =  1.5 bar, 2=I  A. 

 
 
 
V-3-d) Etude de sensibilité du SIE aux pressions imposées 
 

Pour les études de sensibilité des spectres d’impédance aux pressions des réactifs, nous avons 

fixé la température ( 353=T  K) et le courant nominal ( 2=I  A). 

Nous avons imposé les mêmes pressions à l’anode et à la cathode. Lors de la diminution de 

pression avec le banc de tests, le temps d’établissement du régime stationnaire est plus rapide 

que lors son augmentation (une dizaine de secondes au lieu de quelques minutes). Une fois le 

potentiel de cellule stable, nous avons procédé au traçage du spectre. Nous enregistrons le 

potentiel de cellule, et nous changeons la consigne de pression. 

Comme nous pouvons le constater sur les Figures V-23-25  l’effet de la pression est toujours 

le même : son augmentation conduit à la diminution de l’amplitude des arcs. Concernant les 

potentiels de cellule nous voyons qu’ils augmentent avec l’augmentation des pressions. Les 

fréquences au sommet augmentent également. Cette sensibilité aux pressions met en évidence 

la sensibilité des réactions aux pressions, et non la diffusion des réactifs qui est un phénomène 

linéaire.  

Nos résultats de simulation sont qualitativement en accord avec ce comportement (cf. 

Figure IV-21) 

Détail 
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Figure V-23 : EME 40% : Sensibilité du SIE aux pressions des gaz réactifs. 353=T  K, 2=I  A. 
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Figure V-24 : EME 60% : Sensibilité du SIE aux pressions des gaz réactifs. 353=T  K, 2=I  A.  
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Figure V-25 :  EME 70% : Sensibilité du SIE aux pressions des gaz réactifs. 353=T  K, 2=I  A.  
 
 

Nous avons aussi réalisé des expériences avec des déséquilibres de pressions. Pour ne pas 

détruire la pile, nous n’avons pas testé des différences supérieures à 0.3 bar (à cause des 

risques de percement de la membrane). Ces résultats ne seront pas exploités ici. 

 
 
V-3-e) La pile à combustible « idéale » existe-elle ?  Sensibilité des spectres au 
chargement en Pt dans les électrodes 
 
 
Selon l’application visée d’une cellule, il s’agit de trouver le bon compromis entre quantité de 

Pt, quantité de Nafion®, quantité de C et quantité d’espace vide (pores) pour maximiser la 

puissance ou le rendement à un coût, encombrement ou masse donnée (fonctions des quantités 

employées de ces matériaux).  

 

Nous avons vu (cf. Chapitre IV) que si dans nos simulations nous augmentons la valeur de 

surface active spécifique γ  à  épaisseur de Nafion® imprégné constante, les amplitude des 

arcs à basses fréquences du SIE diminuent (cf. Figure IV-30). Mais, si nous supposons une 
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relation de proportionnalité directe entre l’épaisseur du Nafion® imprégné et γ , cette tendance 

est inversée. 

Sur la Figure V-26 nous comparons à différents courants nominaux (compris entre 0.2 et 4 A), 

les spectres d’impédance pour chacun des trois taux en Pt testés (à température et pression 

fixés à 353=T  K et à 5.1== CA PP  bar).  

Le spectre de l’EME 70% se rapproche plus vite à son arc limite que les autres, et le courant 

limite est donc inférieur (cf. Figures IV-16 et V-10).  En outre, les spectres correspondants 

aux EME 40% et 60% restent proches (tout comme leur courbes de polarisation, cf. Figures 

IV-16 et V-10) pour tous les courants. 

Les calculs présentés dans le Chapitre IV (cf. Figures IV-31 et IV-32) sont en accord 

avec ce comportement.  

Ceci montre aussi l’importance de réaliser une étude de sensibilité des spectres d’impédance 

au courant nominal. Tracer un spectre d’un cœur de pile est intéressant, mais il est nécessaire 

d’en tracer plusieurs pour comprendre le système dans toute sa gamme de fonctionnement. 
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Figure V-26 : Sensibilité du SIE au taux de chargement en Pt, en fonction du courant nominal. 

353=T  K, AP = CP = 1.5 bar.  
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La Figure V-27 montre que les différences entre spectres correspondants aux trois cœurs de 

pile testés, se retrouvent pour différentes températures. 

 

 

 
 
Figure V-27 : Sensibilité du SIE au taux de chargement en Pt, en fonction de la température imposée. 

AP = CP = 1.5 bar, 2=I  A. 
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V-4. IDENTIFICATION PARAMETRIQUE DE NOTRE 
MODELE : ETUDE PRELIMINAIRE 

 
 
 

Les modèles de connaissance comme le nôtre sont obtenus à partir de modèles physiques 

représentant les processus à diverses échelles avec des paramètres ayant une signification 

physique. Ces modèles sont très puissants, mais leur identification complète est souvent 

irréalisable en pratique du fait de leur complexité. 

Lorsque la paramétrisation d’un système d’équations décrivant un modèle est linéaire, des 

méthodes existent pour faire l’identification, mais ces méthodes ne sont pas utilisables dans le 

cas général d’un modèle non linéaire [Walter et Pronzato (1997)].  

Notre modèle MEMEPHYS est fortement non linéaire par rapport à ses variables et à ses 

paramètres. Il ne peut pas être linéarisé de façon exacte (nous avons essayé de le réduire à une 

expression analytique d’impédance électrique, sans réussite : nous sommes arrivés à un 

système d’équations différentielles ordinaires sans solution analytique). 

 

Toutes les expériences faites (en fonction du courant, température, pression et composition) 

auraient été riches pour un travail d’identification analytique d’un modèle plus simple, avec 

une méthodologie simple (comme celle proposée par [Wang et al. (2003)]). D’autres 

méthodes, comme celle proposée par [Berthier et al. (1996)] [Sadkowski (1999)] sont 

pratiques pour des mécanismes réactionnels simples. La recherche de regroupement de termes 

comme le proposent [Harrington et Conway (1987)] n’est pas possible ici car nous contrôlons 

le courant (non le potentiel) et nous prenons en compte le couplage avec le modèle dipolaire 

(molécules d’eau). 

 

Il reste donc les méthodes numériques pour identifier notre modèle. 

 

A partir des spectres expérimentaux correspondants à l’EME 60%, nous avons supposé que 

leur point de coupure à hautes fréquences correspond à la résistance de la membrane. Nous 

avons ainsi corrigé l’expression +HM gL  (cf. équation II-28)  par un facteur 2 . Nous avons 

fixé tous les paramètres du Tableau IV-1, avec 010εε =CD  et 8100278.5 −×=NIe . 
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A partir de critères définis, l’identification paramétrique permet de trouver les valeurs 

numériques des paramètres d’un modèle, par optimisation de ces critères. Les critères se 

définissent sous la forme d’une fonction scalaire des erreurs de la sortie du modèle par rapport 

aux données expérimentales. 

Nous avons procédé à une première étude d’identification de MEMEPHYS restreinte aux 

critères quadratiques (nous avons choisi la méthode des Moindres Carrés.). Ces critères sont 

les plus utilisés, leurs succès tient au fait qu’ils ont un caractère intuitif, et sont d’un 

traitement mathématique aisé [Chantre (1995)].  

Cette étude a été faite en régime stationnaire, et nous avons cherché estimer les 

paramètres cinétiques cathodiques 1k , 1−k , 2k , 2−k , 3k , et 3−k , ainsi que la surface active 

spécifique γ  et les permittivités électriques CCAε  et CCCε . Le critère quadratique retenu 

s’écrit :  

( )∑ −=
k

EXP

cell

CAL

cell kk
UUe

2
                                                          (V-1) 

avec 

8339.0
1

=EXP

cellU , 7244.0
2

=EXP

cellU , 5997.0
3

=EXP

cellU                             (V-2) 

qui sont des valeurs de potentiel de cellule sur la courbe de polarisation expérimentale 

correspondante à l’EME 60% ( == CA PP 1.5 bar, =T 353 K) à =I  0.2 , 1 et 2 A. 

Pour minimiser le critère, nous avons utilisé la fonction FMINCON de Matlab®, conçue pour 

trouver des minimums contraints d’une fonction scalaire d’un ensemble de variables, à partir 

de valeurs initiales données (optimisation contrainte non linéaire) [Matlab]. 

Les valeurs des paramètres obtenues du calage sont : 

 

7100576.6 ×=γ  m2/m3, 00206.4 εε =CCA , 0788.10 εε =CCC , 6073.4481 =k , 

4
1 106457.3 −

− ×=k , 4
2 108106.4 ×=k , 2

2 1024.1 −
− ×=k , 6

3 108823.3 ×=k , 

4
2 106908.6 −

− ×=k . 

 

La courbe de polarisation calée est montrée sur la Figure V-28. 
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Figure V-28 :  Courbe expérimentale et courbe calée par l’optimisation du critère quadratique (V-1). 

353=T  K, == CA PP 1.5 bar. 

 

Si maintenant nous simulons le spectre correspondant au courant nominal 1=I  A, nous 

remarquons qu’il ne se superpose pas au SIE expérimental (Figure V-29). La simulation se 

rapproche de l’expérience si on augmente l’épaisseur NIe , mais l’effet est d’éloigner les 

potentiels stationnaires (Figure V-30).  

Il faut donc recaler les paramètres cinétiques pour la nouvelle valeur de NIe , et voir s’il est 

possible de converger par itérations successives. Une autre méthode serait de définir un critère 

mixte sur les potentiels et les spectres et de caler en même temps les paramètres cinétiques et 

l’épaisseur.  
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ceci montre que la fréquence du sommet est independante
de l'épaisseur eIN, qui joue seulement sur l'amplitude du cercle. 

 

Figure V-29 :  Spectres d’impédance expérimental et simulés avant et après la correction dans NIe . 

353=T  K, == CA PP 1.5 bar, 1=I  A. 

 

 

 

Ceci montre par ailleurs que la fréquence du sommet est 
indépendante de l’épaisseur eIN, qui joue seulement sur l’amplitude 
du cercle. 
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Figure V-30 :  Courbes de polarisation expérimentale et simulée, avant et après la correction de 

NIe . 353=T  K, == CA PP 1.5 bar. 

 

 
V-5.  CONCLUSIONS 
 
 

Dans ce Chapitre nous avons réalisé un série d’expériences sur une cellule de petite taille 

(PAC-Maille) afin d’étudier la sensibilité des spectres d’impédance aux conditions de 

fonctionnement (courant nominal, pression des gaz réactifs, température de la cellule) et à la 

composition des électrodes. Les différentes expériences menées nous permettent de valider 

qualitativement le modèle MEMEPHYS. 

L’identification globale étant difficile du fait des nombreux paramètres, nous proposons dans 

un travail futur de faire des mesures in-situ de spectres d’impédance des électrodes séparées 

par rapport à une référence [Kuhn et al. (2005)], permettant ainsi le calage indépendant des 

modèles anodique et cathodique. 
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CHAPITRE VI 
 

CONCLUSIONS GENERALES ET 
PERSPECTIVES  

 
 
« Le but de la physique n’est pas découvrir ce qu’est la Nature, 

mais ce que l’on peut dire sur elle ». 

Niels Bohr (1885-1962) 

 

 

Le premier objectif de notre travail, et le noyau original, était de proposer un nouveau modèle 

de compréhension du comportement dynamique des phénomènes électrochimiques au 

coeur des électrodes d’une pile à combustible de type PEFC. Ce modèle se voulait adapté à 

l’analyse de spectres d’impédance, et au diagnostic des piles en fonctionnement, mais aussi à 

l’évaluation de l’effet de la composition (notamment la quantité de Pt) et de la morphologie 

des électrodes sur leur performance (outil pour la conception). Nous voulions doter le modèle 

d’une structure modulaire et modulable, afin qu’il soit facilement couplable à d’autres 

phénomènes physico-chimiques et  réutilisable dans d’autres contextes (autres types de piles 

ou systèmes électrochimiques). 

Bien que ce travail constitue une première approche, ce premier objectif a été atteint : basé sur 

la thermodynamique irréversible et l’électrodynamique, nous avons proposé un modèle non 

linéaire et novateur pour la simulation de la dynamique d'un assemblage 

Electrode/Membrane/Electrode (EME) de PEFC.  Du fait que trois échelles géométriques très 

différentes sont impliquées, comme conséquence de la prise d’une référence de potentiel 

électrique commune pour les deux électrodes, l’EME est représenté par un modèle 

multiéchelle : une description MICROscopique des phénomènes de transport dans 

l’épaisseur des électrodes et de la  membrane et un modèle MICROscopique, distribué dans 

l'espace, de la diffusion de réactif à travers de la couche de Nafion® recouvrant les particules 

de Pt/C (cf. Chapitre II), sont couplés à un modèle NANOscopique distribué dans l’espace de 

l'interface électrolyte/métal (cf. Chapitre III).  Ce dernier se concentre sur une description 

mécanistique de la double couche électrochimique, formée à cette interface en présence des 
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réactions électrochimiques.  Le modèle NANOscopique est composé premièrement d’un sous-

modèle 0D de la couche compacte constituée par des molécules d'eau adsorbées à la surface 

du métal  où une réaction électrochimique a lieu.  L'adsorption de l'espèce intermédiaire de 

réaction affecte la structure de couche de l'eau. Ce modèle de couche compacte décrit 

l'évolution dynamique de la densité dipolaire résultante et de la surtension de Frumkin entre 

les phases conductrices d’électrons (Pt/C) et de protons (Nafion®). Deuxièmement, le modèle 

NANOscopique comporte un sous-modèle 1-D de la couche diffuse dans l'électrolyte 

composé d'ions en mouvement dans l’espace (protons) et de contre-ions fixes (sites sulfonés).  

La description du transport ionique tient compte des effets de diffusion et de champ 

électrique.  À l'interface, le courant est donné par la cinétique de réaction et la variation 

temporelle de la densité électronique de surface, dépendants de la surtension de Frumkin.   

Le modèle multiéchelle prend en compte l’aspect volumique des électrodes. Il a été simulé à 

l’aide d’un outil numérique (MEMEPHYS : Modèle Electrochimique Multi-Echelle 

Physique) que nous avons développé dans un environnement couplant Matlab®/Simulink® et 

Femlab® (cf. Chapitre IV).  

La mise en œuvre de la théorie Bond Graph en dimension infinie, nous a permis de doter 

notre modèle d’un caractère hiérarchisé, modulaire et modulable. 

Un Bond Graph représente les propriétés thermodynamiques, les lois de conservation à 

chaque échelle et le couplage multiéchelle, par un réseau d’éléments multiports connectés par 

des liens (bonds) en indiquant l’identité des paires des variables de puissance conjuguées 

(intensives et variation des variables extensives). Il est montré dans cette thèse que cette 

approche amène à une description graphique du système facilement réutilisable (le couplage 

avec d’autres phénomènes physico-chimiques est ainsi possible facilement).   

Elle constitue ainsi une alternative intéressante de modélisation face aux systèmes d’équations 

différentielles aux dérivées partielles et leurs conditions de frontière. Ce Bond Graph en 

dimension infinie a été implémenté sous 20-Sim® pour calculer les causalités 

d’interconnexions.  

 

Les deuxième et troisième objectifs concernaient l’étude de la réponse stationnaire et 

dynamique de notre modèle et sa validation expérimentale. Ces objectifs ont aussi été 

atteints: nous avons réalisé des études de comportement du modèle en regardant l’influence 

des conditions de fonctionnement et de chargement en platine des électrodes sur les 

caractéristiques des spectres d’impédance. Le modèle permet également d’évaluer la 

contribution des différentes couches (MICRO et NANOscopiques) et des phénomènes 
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physiques. Nous avons étudié la contribution des différents phénomènes pris en compte dans 

le modèle (nous avons prouvé qu’aucun de ces phénomènes n’était négligeable) (courant 

nominal, température et pressions). 

Nous avons développé un protocole expérimental en vue d’étudier le comportement 

dynamique (spectroscopie d’impédance) d’une cellule de petite taille (PAC-Maille). La 

sensibilité des spectres simulés aux conditions de fonctionnement et composition des 

électrodes est en bonne correspondance qualitative avec les résultats expérimentaux. En 

particulier, nous avons démontré que les inversions du sens de variation de la taille des 

spectres avec l’augmentation du courant peuvent être expliquées par des phénomènes 

électrochimiques et de diffusion dans la couche de Nafion® imprégné.  

Une identification entre les spectres simulés et expérimentaux est difficile en raison de la 

grande quantité de paramètres. Une démonstration de l’identifiabilité du modèle s’avère très 

complexe, comme souvent avec les modèles de connaissance. Cependant, des travaux 

d’identification paramétrique ont débuté, en donnant de premiers résultats encourageants.  

Cette « surparamétrisation » du modèle peut être aussi vue comme un avantage, car une 

large gamme de types de comportements peut être simulée (comme nous le montrons avec 

notre étude de sensibilité paramétrique -cf. Chapitre IV-).  

 

Un des aspects les plus importants de notre modèle est qu'il est basé sur la thermodynamique 

irréversible : en étant donc une approche intermédiaire entre celles de Monte Carlo ou de la 

Dynamique Moléculaire et les modèles type circuit électrique analogue, il peut aider à la 

communication entre les théoriciens et les expérimentateurs (Figure VI-1). 
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MEMEPHYSMEMEPHYS
(thermodynamique irréversible/électrodynamique(thermodynamique irréversible/électrodynamique

sur support Bond sur support Bond GraphGraph dimension infinie)dimension infinie)

Modèles Dynamique Moléculaire Modèles Dynamique Moléculaire 
et Monte Carloet Monte Carlo

(classique et quantique (classique et quantique --DFT, QMCDFT, QMC--))

Electrochimie expérimentale/ Electrochimie expérimentale/ 
Physique des interfaces électrifiéesPhysique des interfaces électrifiées

Paramètres des mécanismes deParamètres des mécanismes de
réaction, des  interactions, réaction, des  interactions, 
de diffusion, électriques…de diffusion, électriques…

 
Figure VI-1 :  Position de notre modèle dans le contexte de l’électrochimie physique : il peut être utile 
pour faciliter la communication entre les approches électrochimiques expérimentales et les approches 
théoriques/numériques de niveau moléculaire ou atomistique. 
 

 

Notre travail ouvre des questions et des perspectives  intéressantes, et il reste beaucoup de 

choses à explorer par rapport au calage et l’utilisation du modèle.  

 

Concernant les modèles aux échelles MICROscopiques, nous avons choisi des corrélations 

expérimentales, comme les coefficients de diffusion des gaz réactifs dans le Nafion® ou les 

conductivités électroniques et protoniques. En particulier, des lois d’équilibre ont été 

supposées pour l’absorption des gaz réactifs à l’interface Nafion®/pore. Des travaux 

expérimentaux ou numériques (de type Dynamique Moléculaire ou Monte Carlo) pourraient 

apporter des nouvelles corrélations, valables même en régime hors équilibre. 

 

Concernant les modèles NANOscopiques, il serait intéressant d’inclure -afin de les quantifier- 

les effets de solvatation et des interactions inter-ionique et ion/dipôle, ou des expressions de 

permittivité électrique du Nafion® variant avec la quantité d’eau  [Rubatat (2003)]. 

Peuvent apporter 

Peuvent apporter 



Chapitre VI : Conclusions Générales et Perspectives  

 

 205 
 

Par rapport aux mécanismes de réaction électrochimique, il serait intéressant d’étudier la 

réponse de notre modèle pour d’autres valeurs de paramètres cinétiques. Concernant la 

réduction de l’oxygène, nous avons pris un mécanisme de Damjanovic modifié. On connaît 

très peu des choses sur les mécanismes et les cinétiques de réduction de l’oxygène (d’autant 

moins que nous écrivons les vitesses de réaction en fonction de la surtension de Frumkin, qui 

n’est pas une quantité mesurable [Bockris et Khan (1993)]). Des approches type Dynamique 

Moléculaire ou Monte Carlo pourraient contribuer à proposer des mécanismes, malgré le fait 

qu’elles soient basées sur hypothèses fortes [Bockris et Abdu (1998)] [Hartnig et Koper 

(2002)] [Jacob et al. (2004] [Rai et al. (2005)] [Rai et Pitsch (2005)] [Spohr et al. (2005)].  

Nous sommes convaincus qu’une méthode expérimentale permettant d’isoler les réponses 

anodique et cathodique doit être mise au point pour des mesures in-situ par spectroscopie 

d’impédance [Diard et al. (2002)] [Kuhn et al. (2005)]. Cela permettrait d’avancer dans la 

difficile tâche de l’identification paramétrique des modèles cinétiques. 

 

En outre, l’exploitation de méthodes expérimentales non linéaires, comme l’interruption de 

courant et la conception d’électrodes dites « modèles » [Kuhnke et al (2005)], dans lesquels 

on maîtrise les épaisseurs de Nafion® imprégné et la géométrie des électrodes, pourrait être 

intéressante pour le calage de notre modèle. 

 

A plus long terme, notre travail se poursuivra au CEA/LPAC, en vue du diagnostic, de la 

compréhension et de la prédiction des spectres d’impédance expérimentaux.  

Nous proposons de réaliser à l’aide de notre modèle une étude théorique et expérimentale des 

phénomènes de dégradation des sites actifs aux électrodes d’une PEFC en fonctionnement, 

de la dégradation de la performance catalytique dans les électrodes d’une PEFC (mécanismes 

et cinétiques d’oxydation/dissolution du Pt) en fonction des conditions de fonctionnement. 

Une étude expérimentale sur une cellule en fonctionnement est prévue. Le taux de 

dégradation catalytique en fonction du temps sera quantifié à l’aide du suivi de l’évolution des 

spectres d’impédance électrochimique, et à travers le suivi du potentiel de cellule à courant, 

pressions et température fixés. 

Le modèle MEMEPHYS existant sera ensuite couplé à un mécanisme de dégradation identifié 

par une étude bibliographique [Kucernak et Sleightholme (2005)] [Müller (2005)] [Murthy et 

Sisofo (2005)], et sa réponse dynamique (évolution simulée de la tension de cellule et spectres 

d’impédance) sera étudiée et comparée aux résultats expérimentaux, en vue de valider ou 

d’invalider l’influence du mécanisme proposé sur la dégradation de la tension de cellule.  
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Nous étudierons par ailleurs les effets des « gradients » des compositions et de la taille de 

particules de Pt (surface active spécifique, épaisseur de Nafion® imprégné …) dans 

l’épaisseur de l’électrode. 

 

Enfin, la  modulation de MEMEPHYS par des modèles de transport d’eau sera étudiée, ainsi 

que le couplage avec des modèles mécaniques (variation de la concentration de sites sulfonés 

avec la quantité d’eau) et nous travaillerons sur l’adaptation de ce principe de modélisation 

multiéchelle aux autres types de piles à combustible (notamment SOFC (Solid Oxide Fuel 

Cell)) et systèmes électrochimiques (batteries Li-Ion, batteries Pb) (cf. Annexe II).  

 

Comme d’autres chercheurs [Eikerling, Kornyshev et Kulikovsky (2005)] (Figure (VI-2)), 

nous croyons fermement à l’utilité des approches physiques pour aider à comprendre les 

mécanismes au cœur d’une PEFC et proposer ensuite des outils qui peuvent aider à sa 

conception. 

Ah ! Tout serait tellement plus simple si on pouvait violer les principes de la 

thermodynamique… (Figure (VI-3)). 
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Figure VI-2 : Article à Eikerling (Jülich), Kornyshev (Imperial College) et Kulikovsky (Jülich) apparu dans The 
Fuel Cell Review [Eikerling et al. (2005)]. 
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Figure V-3 :  La machine perpétuelle de chute d’eau de Escher…Si on pouvait violer la 
thermodynamique, il y aurait peut être moins de casses têtes à résoudre pour produire de l’énergie. 
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ANNEXE I 
 
THEORIE BOND GRAPH EN DIMENSION INFINIE 

 

 

Les Bond Graphs reposent sur une idée très basique qui est que la physique est construite sur 

un ensemble de lois de conservation d’énergie et de lois constitutives. La théorie Bond Graph  

n’est pas une méthode graphique supplémentaire par rapport à celles qui existent déjà comme, 

par exemple, les schémas blocs, pour représenter les fonctions de transfert des systèmes 

physiques. En effet cette dernière ne concerne que les systèmes linéaires alors que la méthode 

Bond Graph concerne tous les systèmes dans tous les domaines (linéaires, non linéaires, 

continus, échantillonnés, numériques, électroniques, hydrauliques, mécaniques, thermiques, 

...). Le formalisme Bond Graph permet, grâce à son approche énergétique, de développer des 

modèles hiérarchisés, modulaires et réutilisables. 

 

 
AI-1. LES BOND GRAPHS : DE PAYNTER AUX 
CHERCHEURS ACTUELS  
 

 

D’un point de vue de la modélisation de type réseaux [Paynter (1961), Breedveld (1984), 

Maschke et al. (1992)] [Golo (2002)] un système physique paramétré est décrit par un 

ensemble d’éléments accumulateurs (éléments capacitifs) et dissipateurs d’énergie (éléments 

résistifs) liés à travers une structure d’interconnexion conservatrice de puissance (la puissance 

totale qui rentre dans la structure d’interconnexion est toujours égale à zéro) (Figure AI-1). 

Cette structure peut être connectée à des contraintes externes (l’environnement) ou à d’autres 

structures à travers de ce qu’on appelle les ports. L’ensemble de ces éléments interconnectés, 

constitue ce qu’on appelle un Bond Graph (ou graphe de liaisons). Les éléments composant la 

structure de ce Bond Graph sont liés par des doubles lignes appelées bonds ou liens de 

puissance. A chaque lien de puissance sont associés deux types de variables, usuellement 

appelées flux et efforts, dont son produit est une puissance.  
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ElémentsEléments
résistifsrésistifs

ElémentsEléments
accumulateursaccumulateurs

d’énergied’énergie

InterconnexionInterconnexion
conservatrice deconservatrice de

puissancepuissance

PortsPorts

 
Figure AI-1: Modélisation de type réseau d’un système physique paramétré comme un ensemble 
d’éléments accumulateurs et dissipatifs d’énergie liés par une structure d’interconnexion conservatrice 
de puissance et connectée à l’environnement par de ports. 
 

Histoire 

 

Les Bond Graphs ont été introduits par H. M. Paynter (1923-2002) (professeur de la MIT & 

UT Austin), en 1959. Paynter les appelle « réticulation », et suppose qu’il est possible de 

concentrer et séparer les propriétés d’un objet pour le décrire comme un système de propriétés 

ou d’éléments interconnectés. 

 

Dans les années soixante, la notation a été développée par ses étudiants, D. C. Karnopp et R. 

C. Rosenberg (qui a aussi dessiné le premier outil de calcul -ENPORT- supportant la 

simulation par des modèles Bond Graph à paramètres localisés -ou en dimension finie-) 

[Breedveld (2003)]. Dans les années soixante-dix, J.J. van Dishoorn (de l’université de 

Twente) et J.U. Thoma (de l’Université de Waterloo), ont été les premiers à introduire les 

Bonds Graphs en Europe. 

 

En particulier, J.J. van Dishoorn a réalisé un premier prototype de logiciel basé sur les 

diagrammes blocs (TUTSIM), acceptant les Bond Graphs causaux simples, et qui, dix ans 

plus tard a servi de base pour l’écriture de 20-Sim® (cf. Annexe VII). 

 

Comme la méthode Bond Graph consiste à décomposer un système physique en sous-

systèmes pour obtenir un réseau d’échange d’énergie, un isomorphisme entre les systèmes 

Hamiltoniens de la Mécanique ([Goldstein (1986)], [Landau (1965)], [Tabor (1989)]) et les 

systèmes de type réseau a été établi plus tard : le concept de système Hamiltonien Commandé 

par Port introduit par [Maschke et Van der Schaft (1992b)].  

Récemment, une notation des Bond Graphs a été développée, très liée à la formulation de 

systèmes de lois de conservation, et très utile pour l’extension des Bond Graphs à des 
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systèmes à paramètres répartis (ou systèmes continus) : les Bond Graphs en dimension 

infinie [van der Schaft et Maschke (2004)] [Eberard et Maschke (2004)] [Golo et al. (2004)].  

 

Le traitement dans la littérature des systèmes Hamiltoniens en dimension infinie est dans la 

plupart des cas confiné aux systèmes avec un échange d’énergie à travers la frontière est égal 

à zéro. Cependant, dans des nombreuses applications le système interagit avec 

l’environnement (comme le cœur de PEFC que nous modélisons avec les autres composants). 

En 2000 et 2002, Maschke et van der Schaft [Maschke et van der Schaft (2000)] [van der 

Schaft et Maschke (2002)] proposent un formalisme pour représenter les systèmes physiques 

à paramètres répartis avec flux d’énergie à travers leur frontière comme des systèmes 

Hamiltoniens à ports de dimension infinie. L’élément clé pour cela est l’emploi de la notion 

de structure de Dirac. Ces structures ont été originalement introduites par Courant [Courant 

(1990)] et Dorfman [Dorfman (1993)] comme une structure géométrique généralisant les 

structures symplectiques et de Poisson [Goldstein (1986)] dans la définition d’un système 

Hamiltonien.  

La structure de Dirac capture la structure de l’interconnexion conservatrice de puissance du 

modèle de type réseau (tout Bond Graph admet une représentation de type structure de Dirac). 

Un argument fortement lié à l’utilisation systématique des structures de Dirac dans la 

description de systèmes Hamiltoniens, est le fait que l’interconnexion conservatrice de 

puissance de structures de Dirac, définit de nouveau une structure de Dirac (on dit qu’elles 

sont fermées sous interconnexion conservatrice de puissance) [van der Schaft (1999)]. Cela 

veut dire qu’on peut lier un système Hamiltonien à ports (à paramètres localisés ou à 

paramètres répartis) à un autre, pour donner ainsi naissance à un nouveau système 

Hamiltonien à ports. 

 

Dans les vingt dernières années les Bond Graphs ont été un sujet de recherche intensif dans 

plusieurs universités dans le monde entier, et les industriels ont trouvé de plus en plus de 

sujets d’application : tous les champs de la physique (à l’exception de la mécanique quantique 

et de la relativité), dans des sujets qui vont des systèmes mécaniques, systèmes biologiques, 

en passant par la thermodynamique. 

 

Pour la théorie des Bond Graphs en dimension finie, le lecteur peut consulter entre autres 

[Rosenberg et Karnopp (1983)] [Breedveld (1984)] [Breedveld (1985)] [Thoma et Bouamama 

(2000)] [Dauphin-Tanguy (2000)], et pour quelques exemples d’application se référer à 



Annexe I: Théorie Bond Graph en Dimension Infinie 

 

 212 
 

[Breedveld (1982)] [Maschke et Chantre (1995)] [Heny et al. (2000)] [Niesner (2002)] 

[Breedveld et al. (2003)]. 

 

Dans cette thèse nous travaillons avec le formalisme dimension infinie, en l’appliquant à 

un domaine spatial de dimension 1. 
 

Commentaire : L’application de la théorie Bond Graph  telle qu’elle existe à présent pour la 

description d’un système physique, suppose que les effets relativistes et quantiques sont 

négligeables. Une première conséquence de cette hypothèse est que la matière ne peut pas être 

transformée en énergie, donc la quantité de matière est une quantité conservée (principe de 

Lavoisier). Une deuxième conséquence est que l’entropie peut être considérée comme une 

variable d’état de la fonction énergie et que la deuxième loi de la thermodynamique est valide. 

En mécanique quantique, selon le principe de Heisenberg [Cohen-Tanoudji et al. (1977a)] 

[Cohen-Tanoudji et al. (1977b)], nous ne pouvons pas connaître au même temps la position et 

la vitesse d’une particule. Par exemple, les éléments C de la théorie Bond Graph en 

mécanique ont besoin, en causalité intégrale, d’avoir une vitesse comme entrée pour calculer 

un déplacement. En mécanique quantique si on connaît la vitesse précise, l’intervalle 

d’incertitude sur la position (ou déplacement) est infini.  

Par ailleurs, dans la théorie quantique le concept de causalité n’existe pas toujours : en effet, il 

a été démontré que deux particules se trouvant très loin une de l’autre peuvent échanger 

d’information, en faisant même qu’un effet puisse précéder une cause [Morrison (1990)]. 

Mais ceci n’empêcherait pas une représentation Bond Graph que, à la base, est acausale. 

 

 

AI-2. LES BOND GRAPHS EN DIMENSION INFINIE 
 

Pour présenter les Bond Graphs en dimension infinie, nous allons commencer par deux 

exemples canoniques : un système diffusion-réaction et l’oscillateur électrique LC. Nous re-

discuterons ensuite le Bond Graph décrivant la dynamique du potentiel protonique φ  dans la 

couche diffuse (cf. Chapitre III), et un exemple de Bond Graph multiéchelle décrivant une 

colonne d’adsorption de gaz dans des cristaux, à l’aide de l’utilisation de l’élément coupling,.  

 

AI-2-a) Les systèmes « diffusion-réaction » 
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Imaginons un réservoir contenant une espèce A en solution qui se transforme en une espèce B 

sous l’action d’une réaction chimique dans le volume (supposé isotherme et isochore). Le 

Bond Graph en dimension infinie de la Figure AI-2 représente le modèle dynamique de la 

diffusion du produit de réaction B comme l’interconnexion de cinq éléments multiport  

représentant les phénomènes physiques élémentaires : C, 0, R, 1 et DTF.   

 

R1DTF0C

...  
Figure AI-2 : Représentation Bond Graph acausal du processus de diffusion. 

 
 
Ces éléments sont liés par de liens orientés appelés « bonds » qui sont associés avec une paire 

de variables conjuguées ),( ef  (flux, effort) et associées avec un produit dont l’unité est une 

puissance. Ces liens sont représentés par des demi-flèches décrivant l’orientation du transfert 

entre deux éléments. Cela est très similaire aux flux de signaux bilatéraux liant des blocs 

proposés par Mangold [Mangold et al. (2002)]; la différence est premièrement qu’ici nous 

avons une relation acausale entre les multiports (qui seulement manifeste sur l’identité des 

variables partagées) et deuxièmement qu’ici le produit des variables conjuguées représente 

nécessairement une puissance [Couenne et al. (2005)]. 

 

L’élément noté par le symbole C représente l’accumulation d’énergie et les propriétés 

thermodynamiques. Il a à son port la paire de variables conjuguées, variation de la 

concentration et potentiel chimique ( )µ,tC ∂∂ . La propriété thermodynamique et définie par 

exemple par la relation idéale (cf. Chapitre II) : 
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CRTTaRTTTp ln)(ln)(),( 00 +≅+= µµµ                                  (AI-1) 

 

liant la concentration et le potentiel chimique. 

 

L’élément noté 0 fait référence à l’équation de bilan : 

 

S
t

C +−=
∂
∂ β                                                                   (AI-2) 

 

ainsi que à l’hypothèse d’équilibre local de la thermodynamique irréversible [Van 

Rysselberghe (1963)] [Wisniewski et Reidel (1976)] [Keizer (1987)] [Prigogine et Kondepudi 

(1999)]. S  ici est une source de flux (flux de réactif contrôlé à travers la réaction chimique 

volumique) ou d’effort (concentration de réactif contrôlée par une réaction chimique 

volumique). β  est la divergence du flux, que nous décrivons plus bas. 

 

L’élément noté R représente le processus de diffusion (loi de fermeture), défini par la relation 

dissipative d’énergie (« loi » de Fick par exemple) : 

 

J
RT

CD
PT =∇− µ,                                                                   (AI-3) 

 

qui lie les deux variables conjuguées, flux et gradient de potentiel chimique du réactif 

),( , µPTJ ∇ .  

 

L’élément noté 1, le dual de la jonction 0, assure le respect de la convention de signe : le flux 

est défini comme l’opposé de la force thermodynamique (équation AI-3). 

    

L’élément central dénoté par DTF représente l’interconnexion entre les parties accumulatives, 

dissipatives et de frontière du modèle. Il combine deux relations différentielles adjointes :  

 

• µPTF ,∇= , la définition de la force thermodynamique comme le gradient du potentiel 

chimique [Prigogine et Kondepudi (1999)] 
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• J.∇=β , la loi de conservation (AI-2) à travers la divergence du flux 

thermodynamique.  

 

En outre, le DTF définit les deux variables de frontière obtenues par le théorème de Stokes 

[Santalo (1993)] [Appel (2002)] appliqué au volume du système modélisé V : 

 

( )∫∫ ∂
=∇+∇

V

V

V

JJJ µµµ ....                                             (AI-4) 

 

où V∂ note la frontière du réservoir, qui peut être, par exemple, l’interface avec une autre 

échelle. L’équation constitutive (AI-4) exprime aussi la continuité de puissance de cet élément 

[van der Schaft et Maschke (2004)]. 

 

Les relations constitutives des éléments multiports sont (computationnellement) acausales : il 

y a seulement une relation entre les variables de puissance conjuguées, ce qui signifie qu’il est 

impossible de dire si une variable est la « cause » de l’autre. Pourtant, de façon analogue aux 

diagrammes-blocs, lorsque les relations constitutives sont employées dans un algorithme pour 

calculer certaines sorties d’un modèle, elles prennent la forme d’une « assignation ». L’effort 

(ou flux) pour lequel une certaine valeur est assignée, est une variable dépendante de 

l’assignation, pendant que un flux (ou effort) qui est utilisé pour calculer cette valeur, est une 

variable indépendante. La causalité computationnelle (ou tout simplement causalité) dans un 

Bond Graph, est représentée en attachant un petit trait, appelée trait causal, 

perpendiculairement au lien à l’extrémité où l’effort est la variable indépendante.  

La causalité permet d’une part d’assigner une structure de calcul au modèle, et d’autre part 

d’en faire l’analyse afin de détecter l’existence possible d’invariants dynamiques et de 

contraintes. 

Sur la Figure AI-3 nous montrons le Bond Graph représentant le même processus de 

diffusion, couplé avec une source de flux Sf.  

Il existe certaines contraintes dans l’assignation de causalité : les sources ont causalité fixée et 

pour les éléments accumulateurs d’énergie C une causalité intégrale elle est préférable 

numériquement. 

Les jonctions ont des formes causales restreintes (jonctions 0 un trait causal, jonctions 1 un 

« côté ouvert »). Mise à part la signification computationnelle, la notion de causalité a aussi 

une signification physique : il est physiquement impossible d’imposer ou contrôler au même 
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temps un effort et un flux dans un port. Par exemple, si la force d’un dispositif mécanique, qui 

se comporte comme un 1-port (charge), doit être contrôlée il est impossible de contrôler sa 

vitesse conjuguée (et position) au même temps. 

Sf

10

...

RDTFC

 
Figure AI-3 : Représentation Bond Graph causal du processus de diffusion. 

 

Notons que si une source d’effort Se avait été mise à sa place (avec les causalités des autres 

éléments sur la figure), la causalité dans l’élément C aurait été dérivée, ce qui indique 

l’existence de contraintes algébriques. 

Les causalités associées à la frontière du DTF ne sont pas fixées. 

 

Les causalités d’un Bond Graph permettent ainsi d’écrire directement le système d’équations 

et de découvrir les problèmes numériques avant de passer à l’écriture du code de calcul 

 

AI-2-b) Deux lois de conservation en interaction canonique 

 

Un exemple paradigmatique d’interaction canonique entre deux lois de conservation est 

l’oscillateur électrique LC (Figure AI-4) [Maschke et van der Schaft (2001)]. Le Bond Graph 

répresente deux éléments accumulateurs d’énergie C interconnectés à travers un gyrateur 

symplectique16 [Breedveld (1982)] qui fait le dual entre les variables de puissance et 

                                                 
16 Si le domaine thermique est inclut, cet élément est nommé RS [Breedveld et al. (2003)]. 
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représente le couplage canonique électromagnétique dans un circuit électrique (SGY et C 

forment l’élément I, l’inertie ou inductance). 

 

CL

Lv

Cv 1v2v

1i2i

0

C

SGY0

C::
2

2
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::
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2
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C
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dQ
iC =

1v1i2i 2v

 

 

Figure AI-4 : L’oscillateur LC avec ports et sa représentation Bond Graph. Q  : charge, ϕ  : flux 

magnétique. 
 

Cette représentation Bond Graph reflète exactement la structure Hamiltonienne de la 

dynamique (le système Hamiltonien à ports). Elle est produite par la fonction Hamiltonienne 

étant l’énergie totale (prise ici quadratique pour l’exemple) : 

 

LC

Q
QH

22

2

1

2

1
),(

ϕϕ +=                                                        (AI-5) 

 

et elle est définie par rapport à un crochet de Poisson donné par la matrice symplectique SJ  et 

les vecteurs 1g  et 2g  : 

 










−
=

01

10
SJ ,                








=

0

1
1g ,                      








=

1

0
2g                            (AI-6) 

 

et la dynamique : 
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avec les variables généralisées d’effort dans les ports, définies par : 
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Nous pouvons noter que la matrice symplectique est anti-symétrique ce qui implique que 

l’énergie est conservée (cela correspond à la continuité de puissance d’une structure jonction 

généralisée, ici réduite tout simplement au gyrateur symplectique). La matrice symplectique et 

les deux vecteurs correspondant à la jonction généralisée de la Figure AI-4, correspond à une 

structure géométrique de l’espace des variables d’énergie : la structure de Dirac.  

Si maintenant on considère une ligne de transmission sans pertes, le modèle de différences 

finies, donnerait exactement le modèle représenté dans la Figure AI-4, interconnecté par le 

port 1 avec un gyrateur à la maille suivante. En allant à la limite d’une maille infinitésimale, 

les variables deviennent fonction non seulement du temps, mais aussi de la variable spatiale 

],0[ Lz∈  tout au long de la ligne. Les variables d’énergie sont maintenant la densité de 

charge électrique ),( ztQ  et la densité de flux magnétique ),( ztϕ  définissant l’énergie 

électromagnétique ),( ϕQH . Les variables de co-énergie ),( ztv  et  ),( zti  deviennent aussi 

distribuées au long de la ligne. L’énergie totale de la ligne de transmission est donc : 
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Et la dynamique de la ligne de transmission, les équations du télégraphe, peuvent être écrites 

en fonction des variables d’énergie : 
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De nouveau, la dynamique est du type Hamiltonienne (comme dans l’équation (AI-7)) où la 

matrice symplectique est remplacée par une matrice opérateur. Une intégration par parties 

[Maschke et van der Schaft (2001)] permet de calculer le bilan de puissance suivant : 
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L’équation de bilan (AI-11) montre que l’opérateur matrice représente une interconnexion 

continue de puissance si les conditions de frontière sont telles qu’il y a un flux de puissance 

nul à travers les frontières de la ligne. En termes de Bond Graphs, le couplage canonique 

interdomaine représenté par le gyrateur symplectique à 2 ports de la Figure AI-4, devient un 

élément de type gyrateur à 3 ports pour le système distribué : le nouveau port correspond au 

flux d’énergie à travers les frontières Lz ,0= . Cet élément de jonction se nomme Structure 

de Dirac-Stokes (noté SDS) [van der Schaft et Maschke (2004)].  

Un autre exemple de son utilisation est montré sur la Figure AI-5.  Le Bond Graph de cette 

figure, représente les équations de Maxwell (cf. Annexe VI) dans un système de volume V en 

l’absence de courants17, comme l’interconnexion de cinq éléments : deux éléments C, deux 

éléments 0 et l’élément SDS. 

 

SDS

...

0 C0C
 

 

Figure AI-5 : Représentation Bond Graph du champ électromagnétique. 
 

 

                                                 
17  On peut traîter aussi le cas où il y a un courant, en ajoutant une source de flux à l’élement 0 connecté au C 

(**) [van der Shaft et Maschke (2004)]. 
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L’élément C (*) a pour paire de variables conjuguées à son port, la variation du champ 

magnétique  et le vecteur intensité magnétique ( HtB
rr

,∂∂ ). Il représente l’accumulation 

d’énergie magnétique. 

 

L’élément 0 à droite, exprime l’équation de bilan : 

 

E
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B r
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∂

                                                        (AI-12) 

 

(troisième équation de Maxwell ou loi de Faraday, cf. Annexe VI). 

 

L’élément noté C (**) a pour paire de variables conjuguées à son port, la variation du vecteur 

déplacement et le champ électrique ( EtD
rr

,∂∂ ). Il représente l’accumulation d’énergie 

électrique. 

 

L’élément 0 à gauche, exprime l’équation de bilan : 

 

H
t

D r
r

×∇=
∂
∂

                                                        (AI-13) 

 

(deuxième équation de Maxwell ou loi d’Ampère, cf. Annexe VI). 

 

Enfin, l’élément SDS représente le couplage entre les parties magnétiques et électriques, à 

travers les relations définies par un opérateur matriciel (de manière analogue à l’équation (AI-

10)) : 
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Le SDS définit à ses frontières le vecteur intensité magnétique et le champ électrique 

( EH
rr

, ). 
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Dans notre modèle, nous avons écrit les équations de Maxwell en fonction des potentiels 

scalaire et vecteur (cf. Chapitre III), car nous avons besoin de connaître la variable potentiel 

scalaire φ  à la frontière de la couche diffuse ( )Lx =  pour pouvoir ainsi calculer le potentiel 

électroniqueψ  dans le milieu Pt/C (équation de D’Alembert (III-21)).  

Remarquons que la formulation Hamiltonienne présentée ci-dessus exprime les équations de 

Maxwell avec un crochet de Poisson qui admet des fonctions de Casimir (fonctions dont leur 

divergence est nulle). Il existe une autre formulation Hamiltonienne utilisant les potentiels 

scalaire φ  et potentiel A
r

 définie sur un crochet de Poisson symplectique. Cependant cette 

formulation ne peut pas exprimer le flux de puissance à travers la frontière à travers la 

définition d’une structure de Dirac [Maschke (2004)]. 

Ceci nous a amené à proposer une nouvelle formulation Bond Graph écrite en variable 

potentiel (cf. Chapitre III et sous-paragraphe suivant). 

 

AI-2-c) Représentation de la décomposition du modèle du champ électrique 
dans la variable potentiel électrique 
 

Dans le modèle du transport protonique de la couche diffuse (cf. Chapitre III), nous 

n’utilisons que la partie électrique (non magnétique) des équations de Maxwell. Pour le 

couplage électrique/diffusion nous utilisons le potentiel électrique scalaire φ . Nous 

proposons la structure de jonction de la Figure AI-6 qui couple ce potentiel avec le champ 

électrique E .  
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Figure AI-6 : Représentation Bond Graph des équations de Maxwell en une dimension, en présence 
de charges et d’un courant protonique. 
  
 
L’élément noté  0  exprime le bilan de courant : 
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où la connexion avec le modèle de transport protonique a lieu à travers le port I.  

 

L’élément noté 1 qui lie le 0 au DTF (*), assure la convention de signe telle que le champ 

électrique s’exprime comme l’opposé du gradient de potentiel : φytyE −∇=),( . 
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Le DTF (*) combine les deux relations différentielles adjointes : l’opposé du champ 

électrique exprimé comme le gradient du potentiel ionique φy∇   et la loi de conservation de la 

densité de courant totale exprimée par la divergence du flux Jy .∇ . La source de flux Sf 

impose une divergence de la densité de courant totale Jy .∇  nulle, donc cette densité est 

indépendante de la coordonnée y  (car nous nous situons dans un cas unidimensionnel). 

Aux  frontières de ce DTF nous avons la densité de courant J  et le potentiel φ  (ces frontières 

peuvent être connectées à d’autres modèles ayant lieu dans d’autres échelles). 

 

Le DTF (**)  combine le champ électrique ),( tyE  avec t∂∂− φε . Aux  frontières nous 

avons le champ électrique ),( tyE  et la variation du potentiel ionique (ces frontières peuvent 

aussi être connectées à d’autres modèles ayant lieu dans d’autres échelles). 

 

Enfin, l’élément noté CI  a trois ports : un premier avec les variables conjuguées 

)),,(( tCty
HH

∂∂ ++µ  connecté à travers le port II au modèle de transport protonique, un 

deuxième avec les variables ).),,(( Jty y∇φ  connecté au DTF (*), et un troisième avec les 

variables conjuguées ),.( tEy ∂∂−∇ φε  connecté au DTF (**). Cet élément représente le 

couplage entre l’accumulation de matière tC
H

∂∂ +  et l’équation de D’Alembert (III-21), 

réécrite comme un système de deux équations :  

 

 

 

(AI-16) 

 

 

 

L’élément CI est une combinaison d’un élément I et un élément C. Sa loi constitutive s’écrit 

comme un produit de type matrice/vecteur. Cet élément apparaît aussi dans les Bond Graphs 

0-dimensionels employés dans la modélisation d’effets électromagnétiques avec des parties 

mécaniques [Rosenberg et Karnopp (1983)]. 
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AI-2-d) Le couplage entre échelles: Elément « coupling » 

 

Cet élément, introduit dans le Chapitre II, a été conçu par Maschke et al. [Couenne et al. 

(2005)] dans le cadre de la modélisation Bond Graph d’une colonne d’adsorption isotherme 

(employée pour la séparation d’un mélange gazeuse par adsorption [Ruthven et al. (1994)] 

[Leinekugel-Le-Cocq (2004)]). Si la zéolite est employée comme milieu adsorbent, le 

phénomène de transfert de matière peut être décomposé en : l’échelle de la colonne, l’échelle 

du pellet et l’échelle du cristal  (Figure AI-7).  

 

 
Figure AI-7 : Représentation schématique d’une colonne avec pellets adsorbants, eux-mêmes 
constitués par des cristaux adsorbants (Source : [Couenne et al. (2005)].  
 

Si on se concentre seulement sur les deux échelles les plus petites, et en utilisant la description 

Bond Graph de la diffusion décrite dans le sous-Paragraphe AI-2-a, nous obtenons le Bond 

Graph de la Figure AI-8. Nous remarquons ici la réutilisabilité des modèles Bond Graphs 

dans différents contextes (le Bond Graph décrivant la diffusion dans chacune des échelles sur 

la Figure AI-8, est le même que ceux qui décrivent la diffusion dans le milieu Nafion® dans 

notre modèle). 

Il est important d’insister sur le fait que ce Bond Graph est indépendant du système de 

coordonnées choisi pour traiter le problème. Dans le cas de Couenne et al. il s’agit de 

coordonnées sphériques, dans le cas de notre travail, il s’agit de coordonnées cartésiennes.  
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Figure AI-8 : Représentation Bond Graph acausal du processus de diffusion dans les échelles 
macroscopique et microscopique, et leur couplage. 
 

L’hypothèse de séparation des échelles entre les pellets (milieu macroporeux) et les cristaux 

(milieu microporeux) se réduit ici à considérer que le pellet est fait d’un grand nombre de 

cristaux de taille beaucoup plus petite, en ordre de, dans l’échelle macroscopique, représenter 

un cristal comme un point. Dans ce cas, le couplage entre les échelles macroscopique et 

microscopique est établi avec deux équations. Premièrement, 
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qui représente l’égalité des potentiels chimiques au bord de deux échelles, où macVx∈  est le 

domaine spatial du pellet, micVz∈  le domaine spatial du cristal, micV∂ dénote la frontière de 

l’échelle microporeuse et )(1 zmicV∂  a la valeur 1 en micV∂  et 0 ailleurs.  

La deuxième équation concerne la continuité du flux molaire à la frontière entre les deux 

échelles : 
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où )(xρ  dénote la densité volumique des cristaux dans le pellet (avec macVx∈ , le domaine 

spatial d’un pellet), )(xf mac  la densité volumique de flux variable dans l’échelle 

macroporeuse et ),( zxN ads  la variable flux de l’échelle microporeuse. 

Les relations (AI-17) et (AI-18) définissent l’élément de connexion entre les échelles, continu 

en puissance et noté coupling sur la Figure AI-8. 
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 ANNEXE II 
 

EXTENSION DE NOTRE APPROCHE A                 
D’AUTRES SYSTEMES ELECTROCHIMIQUES 

 
 

 

Nous avons développé dans cette thèse une modélisation de phénomènes électrochimiques 

applicable, en particulier, à une pile à combustible de type PEFC. Mais du fait de la 

modularité et modulabilité de notre modèle (cf. Chapitre I et Annexe I), il est possible de ré-

utiliser ses parties dans d’autres systèmes électrochimiques, ou dans des expériences à  

caractère fondamental. 

 
 

AII-1. LES « DEMI-PILES » : LES CELLULES 
ELECTROCHIMIQUES  ET LES PERTURBATIONS 
LASER  
 
 
AII-1-a) Les demi-piles : électrodes à disque tournant 
 
Notre principe de modélisation multiéchelle décrivant la dynamique de la double couche et 

son couplage avec les réactions électrochimiques peut s’appliquer à des demi-piles comme les 

électrodes à disque tournant, utilisées couramment en électrochimie expérimentale pour 

l’étude de cinétiques de réaction.  

Pour une extension de notre modèle NANOscopqiue à un électrolyte liquide, il faudrait tenir 

compte dans la couche diffuse de deux équations de type Nernst-Planck (pour décrire le 

déplacement à la fois des ions et des contre-ions). 

Le modèle pourrait donc être exploité dans de différents contextes, comme par exemple ceux 

décrits par [Scavetta et al. (2004)] [Liu et al. (2004)].  
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Figure AII-1 : Cellule électrochimique à trois électrodes.  

 
 
AII-1-b) La double couche électrochimique en régime transitoire : vers une 
validation expérimentale  
 
Des expériences très intéressantes sont faites par l’équipe de V. Climent [Climent et al. 

(2002)] [Climent et al. (2004)] dans l’Université de Alicante. Elles sont basées sur les travaux 

de [Benderskii et Velichko (1982)] qui ont montré qu’un laser pouvait servir à perturber une 

double couche électrochimique (formée dans une électrolyte liquide à la surface d’une 

électrode métallique) pour observer ensuite le temps de relaxation du potentiel d’électrode à 

circuit ouvert (et calculer l’entropie de formation de l’interface). 

Pour appliquer notre modèle NANOscopique à la description d’un transitoire de ce type, il 

faudrait (comme dans le cas de l’électrode tournante) tenir compte de deux équations de 

Nernst-Planck, pour décrire le transport des ions et contre-ions, et simuler la réponse en 

potentiel (pour un courant nul) à un échelon de température, en supposant une température 

uniforme à tout instant dans l’épaisseur de la couche diffuse (hypothèse raisonnable selon 

[Climent (2004)]). 
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AII-2 LES BATTERIES PLOMB-ACIDE ET LITHIUM-
ION 

 
AII-2-a) La batterie Pb-Acide 
 

Un accumulateur au plomb est composé de deux électrodes (( 42 / PbSOPbO ) et 

( 4/ PbSOPb )) immergées dans une solution d’acide sulfurique [Delaille (2004)]. Nous avons 

donc la présence d’un électrolyte liquide, et la formation d’une double couche 

électrochimique aux interfaces électrodes/électrolyte, où les réactions électrochimiques ont 

lieu (Figure AII-2). Ces réactions se déroulent de gauche à droite en décharge et de droite à 

gauche en charge. Les électrons circulent de la cathode à l’anode (ceci est valable pour toutes 

les types de batteries). 

 

−+− ++↔+ eHPbSOHSOPb aqsaqs 2)()(4)(4)( OHPbSOeHHSOPbO saqs 2)(4)(4)(2 223 +↔+++ −+−

OH 2

−
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−e −e

−
4HSO

Electrode négativeElectrode négative Electrode positiveElectrode positive

 
 

Figure AII-2 : Batterie Pb-Acide et réactions électrochimiques. Le sens du courant correspond à la 
décharge. 

 
 
Pour appliquer notre modèle NANOscopique à la description de la double couche, il faudrait 

tenir compte de deux équations de Nernst-Planck (décrivant le transport de −
4HSO  et de +H ), 
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ainsi que le couplage entre les molécules d’eau adsorbées et les espèces 4PbSO  et 2PbO  au 

niveau des électrodes. La causalité de ce modèle (imposition du courant ou de la différence de 

potentiel) dépendra si nous nous situons en charge ou décharge. 

 

AII-2-b) La batterie Li-Ion  
 

Cette batterie, a une structure très similaire à celle de la PEFC (même plus simple, car il 

n’existe pas le milieu pore, nécessaire dans les PEFC pour l’arrivée des gaz réactifs) (Figure 

AIII-3). 

En cours d'utilisation, donc lors de la décharge de l'accumulateur, le lithium relâché par 

l'électrode négative sous forme ionique +Li  migre à travers l'électrolyte conducteur ionique et 

vient s'intercaler dans le réseau cristallin du matériau actif de l'électrode positive (composé 

d'insertion du lithium de type oxyde métallique). Le passage de chaque ion +Li  dans le circuit 

interne de l'accumulateur est exactement compensé par le passage d'un électron dans le circuit 

externe, générant ainsi un courant électrique. 

Le principe de fonctionnement d'un accumulateur au lithium est le même que l’on utilise une 

électrode négative de lithium métallique ou à base de carbone. Dans ce deuxième cas, la 

filière technologique est appelée lithium-ion, car le lithium n'est jamais présent sous forme 

métallique dans l'accumulateur, mais se déplace entre les deux composés d'insertion du 

lithium contenus dans les électrodes à chaque charge ou décharge de l'accumulateur. 

 
La structure de MEMEPHYS serait très similaire à celle de la PEFC, en couplant les 

transports d’ions Li et électrons dans l’épaisseur de l’électrolyte et des électrodes, avec une 

description distribuée de l’interface  NANOscopique. Cette dernière aurait une structure de 

couche compacte différente, car l’eau ici n’est pas présente. 
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Figure AII-3 : Batterie Li-Ion. Le courant est montré dans le sens de la décharge. 
 
 
 
 

 

AII-3 D’AUTRES PILES A COMBUSTIBLE : LA SOFC 
ET L’APEFC  
 
 
AII-3-a) La pile à combustible SOFC (Solid Oxide Fuel Cell)  
 

Les SOFC (Solid Oxid Fuel Cell) sont des piles fonctionnant à "haute température" (700°C – 

1000°C). Elles semblent promises à un large spectre d'applications: stationnaire domestique, 

cogénération, production centralisée de courant, voire automobile. Elles sont potentiellement 

plus intéressantes que les PEFC par leur rendement électrique élevé (50 % à 70 %), une 

moindre sensibilité au type de combustible, le remplacement des métaux précieux aux 

électrodes par d'autres moins chers, l'utilisation de la chaleur produite. Mais ces hautes 

températures apportent de nouvelles exigences pour les matériaux tout comme une baisse de 

la fem théorique.  
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Le principe de fonctionnement de la SOFC est montré sur la Figure AII-4. Dans ce type de 

pile, coexistent seulement deux phases : solide et gazeuse, ce qui supprime les problèmes liés 

à la gestion de l’eau liquide et à la corrosion. Les électrodes sont de type poreux pour 

permettre un accès rapide des gaz aux sites. 

  

−− +→+ eOHOH 22
2

2

−− ↔+ 2
2 24 OeO
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−e −e
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InterfaceInterface
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Figure AII-4 : La pile à combustible SOFC. 
 

Les SOFC ont un électrolyte solide : celui-ci doit être un bon conducteur ionique pour les ions 

−2O  (qui diffusent à travers l'électrolyte), d'où la nécessité d'une température de 

fonctionnement entre 800 et 1000°C. L’électrolyte doit aussi avoir une bonne résistance 

mécanique et chimique. On utilise donc des céramiques, le plus souvent, il s'agit de zircone 

stabilisée à l'yttrium (YSZ) de formule xx OYZrO )()( 3212 − . Pour améliorer les propriétés de 

conductivité ionique des zircones 2ZrO , on les dope avec des ions +3Y , voire +3Ca , +3Sc , 

+3Ln créant ainsi des lacunes électroniques et permettant la mobilité des ions oxygène.  

Le problème des zircones est la baisse de leur conductivité avec le temps. On cherche donc à 

développer de nouveaux matériaux: on peut ainsi trouver des composés avec Ce  à la place de 

Zr  et Sc , Ca  ou Ln  à la place de Y . On espère pouvoir baisser la température de 

fonctionnement grâce à ces nouveaux matériaux. L’objectif est de développer une SOFC 
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fonctionnant à une température de 700°C, ce qui permettrait de diminuer les contraintes sur 

les matériaux.  

 

L'anode est très souvent un cermet (céramique métallique) à base de nickel dispersé sur de la 

zircone stabilisée. A la cathode, le catalyseur est un système d'oxydes de structure perovskite 

à base de terre rare et d'un métal de transition. Le plus souvent, on utilise du manganite de 

lanthane souvent dopé au strontium 3)( MnOLaSr . Mais en raison des écarts entre la dilatation 

de l'électrode et l'électrolyte, on remplace La par Ca. De plus, il peut se former des couches de 

passivation: pour y remédier, on remplace Sr par Ca.  

 

On peut utiliser un autre combustible que l'hydrogène (méthane, méthanol, charbon 

gazéifié,...) qui après reformage fournira un mélange contenant essentiellement 2H  et CO .  

 
Il est intéressant de noter que nous retrouvons le paradoxe des potentiels pour les électrons, 

décrit dans le cas de la PEFC (cf. Chapitre I). Nous avons (Figure AII-5) : 

 

CCAA φψψφ <<<                                             (AII-1) 

 

inégalité universelle pour n’importe quelle type de pile à combustible, par définition de pile à 

combustible. 
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Figure AII-5 : La SOFC comme une chaîne électrochimique. 
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Mais, le transport d’ions −2O  de la cathode à l’anode nécessitent CA φφ >  : une description 

des phénomènes NANOscopiques est donc nécessaire. 

 

MEMEPHYS serait constitué ici par la même structure que dans le cas de la PEFC : une 

description MICROscopique des transports dans l’épaisseur des électrodes et de l’électrolyte, 

couplée à une description NANOscopique des phénomènes de double couche et réactions 

électrochimiques. 

 

Dans le cas de la SOFC, nous n’avons peut être pas de dipôles d’eau adsorbés à la surface du 

catalyseur (compte tenu la haute température), mais seulement des espèces intermédiaires 

adsorbées avec moment dipolaire net [Fleig (2005)], produisant ainsi la discontinuité de 

potentiel interfaciale nécessaire au transfert d’électrons (discontinuité de Frumkin). 

 
Le modèle multiéchelle résultant, constituerait une alternative intéressante aux modèles 

existants qui utilisent le concept de point de triple contact [Bessler et Warnatz (2004)] 

[Vogler et Bessler (2005)] [Bessler (2005)] pour simuler des spectres d’impédance. 

 
AII-3-b) La pile à combustible APEFC (Alkaline Polymer Electrolyte Fuel Cell)  
 

Le concept de pile à combustible alcaline à électrolyte polymère est relativement nouveau. Il a 

démarré au CEA avec les travaux de Franco et al. en 2002, et aujourd’hui le relais a été pris 

par Latour et al.  [Franco et al. (2002)] [Latour et al. (2005)]. Ces piles sont particulièrement 

intéressantes pour l’application portable (densité de puissance surfacique théorique égale au 

double de celle d’une PEFC). 

Son principe de fonctionnement est montré sur la Figure AII-6. Remarquons que nous 

produisons de l’eau dans la cathode et consommons de l’eau dans l’anode !! 

La membrane employée est anionique (analogue au Nafion® mais conductrice d’ions 

hydroxyle). La principale difficulté avec ce type de technologie, est la fabrication d’un liant 

polymère anionique, qui soit insoluble dans l’eau pendant le fonctionnement de la pile (pour 

assurer la tenue mécanique des électrodes). 

 



Annexe II: Extension de Notre Approche à d’Autres S ystèmes Electrochimiques 

 

 235 
 

−− +→+ eOHOHH 4442 22

−− →++ OHeOHO 442 22

polymère/ +CPt

polymère

eElectrolyt

ChargeCharge

−e −e

−
OH polymère/ +CPt

OH 2

Conducteur
électronique/
catalyseur

Conducteur
ionique

Pore

AnodeAnode CathodeCathode

InterfaceInterface
NanoscopiqueNanoscopique

 
 

Figure AII-6 : La pile à combustible APEFC. 
 
 
 

Le paradoxe des potentiels pour les électrons s’écrit ici (Figure AII-7) : 

 

CCAA φψψφ <<<                                             (AII-2) 

 

Mais, de manière analogue à la SOFC, le transport d’ions −OH  de la cathode à l’anode 

nécessitent CA φφ >  : une description des phénomènes NANOscopiques est donc nécessaire. 
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Figure AII-7 : La APEFC comme une chaîne électrochimique. 

 

Il serait intéressant d’adapter MEMEPHYS à la description des phénomènes électrochimiques 

aux électrodes pour aider à la conception de ce type de pile, ainsi que à la modélisation de son 

comportement en régime transitoire (aucun modèle sur ce type de pile n’est à présent reporté 

dans la littérature). La composition du modèle serait pratiquement le même que dans le cas de 

la PEFC. Seule les propriétés du polymère devront être changées (propriétés de transport 

d’ions, teneur en eau, coefficient de diffusion des gaz réactifs, concentration de sites 

chargés…). 

 

MEMEPHYS pourrait aussi être adapté à d’autres types de pile (DMFC, PAFC, MCFC…) 

que nous ne détaillons pas ici. 
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ANNEXE III 
 

FORMULATION QUANTIQUE DES EQUATIONS 
CINETIQUES: OBTENTION DE )(ηαα =  

 

 
 

Dans cet Annexe nous présentons d’abord notre calcul du coefficient de symétrie dans les 

réactions électrochimiques du Paragraphe III-2-b en fonction de la surtension de Frumkin, sur 

la base de la théorie de Marcus, en justifiant d’abord pour quoi il est valable d’employer une 

telle approche quantique. 

Nous discutons ensuite le lien entre les théories de Marcus, d’Eyring et notre approche.  

Enfin, nous présentons les principes de base des simulations type Monte-Carlo et Dynamique 

Moléculaire, intéressantes pour le calcul de certains paramètres de notre modèle, même si 

elles reposent sur des hypothèses fortes (les potentiels d’interaction inter-partcule). 

 

 
AIII-1. CALCUL DU COEFFICIENT DE SYMETRIE 
SUR LA BASE DE LA THEORIE DE MARCUS 
 
 

Un de grandes problématiques de la modélisation actuelle de PEFC et des systèmes 

électrochimiques en général, est la valeur du coefficient de symétrie α  dans les équations 

cinétiques. Dans le cas des modèles de PEFC, typiquement on considère une valeur de 0,5 

mais sans justification.  

Nous avons mentionnée dans le Paragraphes III-2-b, les coefficients de symétrie des réactions 

d’oxydation et de réduction dépendent de l’écart de potentiel interfacial (ou surtension de 

Frumkin) à la surface de l’électrode. Nous proposons ici une approche par la mécanique 

quantique basé sur des travaux de Marcus [Marcus (1968)] [Marcus et Sutin (1985)] [Marcus 

(1986)] [Marcus (1988)] [Marcus (1994)] [Nahir (2002)],  du calcul des coefficients de 

symétrie en fonction de la surtension.  
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AIII-1-a) Approche quantique : pourquoi est-il valable de le faire ? 
 

Pourquoi est-il valable d’utiliser la théorie de la mécanique quantique pour notre problème ? 

Considérons une réaction typique redox (une réduction par exemple) et comparons la distance 

effective de saut d’un électron dès l’électrode au cours de ce transfert et la longueur d’onde de 

De Broglie associé au mouvement de cet électron dans l’électrolyte, (rappelons la nature 

duale onde–particule de l’électron : voir par exemple [Cohen–Tannoudji et al. (1977a)]). 

Cette longueur d’onde est donnée par l’expression : 

 

mv

h

p

h ==λ                                                         (AIII-1) 

 
où p et v sont respectivement la quantité de mouvement et la vitesse de l’électron 

respectivement.  

 

L’énergie d’un électron passant par effet tunnel [Morrison (1990)] de l’électrode vers 

l’électrolyte doit être la même dans les deux milieux (le métal de l’électrode et l’atome 

accepteur d’électrons dans l’électrolyte). On a donc : 

 

eélectrolyt

eélectrolyt

métal
métal U

m

p
U

m

p +=+
22

22

                              (AIII-2) 

 
La différence métaleélectrolyt UU −  représente le travail d’extraction d’un électron du métal. Nous 

admettrons que ce travail est égal à celui d’extraction dans le vide W  (connu comme fonction 

travail du métal). D’autre part, l’énergie cinétique d’un électron dans le métal peut être 

assimilée à l’énergie de Fermi du métal FE . Nous  avons donc: 

 
)(22 WEmp feélectrolyt −=                                             (AIII-3) 

 
La longueur de De Broglie associée à l’électron dans l’électrolyte est :  
 
 

)(2 WEm

h

f −
=λ                                                    (AIII-4) 

 
 

Dans le cas du cuivre par exemple (EF = 0.7 eV, W = 4 eV), en prenant la masse de l’électron 

au repos, nous obtenons λ = 7.5 A, Cette distance qui est du même ordre de grandeur que la 
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distance de saut d’un électron entre l’électrode et l’accepteur (égale à l’épaisseur de la couche 

dipolaire). Le transfert d’électrons à l’électrode est donc un phénomène quantique (Figure 

AIII-1). 

 

 
Figure AIII-1 :  justification de l’emploi de l’approche quantique à l’interface (Source : [Franco (2003)]) 
 

 

AIII-1-b) Electrons dans le métal : la distribution de Fermi-Dirac 
 

Nous considérons seulement les électrons mobiles dans l’électrode, considérée comme un 

cristal métallique (électrode). Ces électrons (appelés « électrons de valence ») proviennent des 

couches électroniques extérieures de chaque atome métallique. Ce sont eux qui vont participer 

aux échanges électroniques entre électrode et électrolyte. 

 

En première approximation ces électrons peuvent être considérés comme se déplaçant 

librement dans le réseau cristallin. On dit qu’ils constituent un gaz d’électrons dont on néglige 

les interactions avec les noyaux atomiques. La fonction de Hamilton (énergie) de ces 

électrons est donc d’origine uniquement cinétique, et varie théoriquement de 0 à l’infini. A 

partir de la mécanique statistique et du principe d’exclusion de Pauli [Reif (1965)] (en effet, 
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l’électron est un fermion !) on montre que leur répartition entre les différents niveaux 

d’énergie obéit à la loi statistique de Fermi – Dirac [Huang (1963)]. La probabilité P(E) 

qu’un niveau d’énergie E soit occupé (le rapport entre le nombre de niveaux d’énergie 

comprise entre E et E+ dE occupés et le nombre total de niveaux disponibles dans ce domaine 

d’énergie) est donnée par l’expression suivante (fonction de Fermi - Dirac) :  

 

)(
1

1
)(

kT

EE f

e

EP −

+
=                                                  (AIII-5) 

 
La valeur FE  de l’énergie qui figure dans cette expression est appelée énergie de Fermi du 

métal ou potentiel chimique de l’électron dans le métal. Elle décroît très légèrement quand la 

température augmente mais, au voisinage de la température ordinaire elle peut être considérée 

comme constante. 

 

Le graphique de la fonction de Fermi - Dirac est montrée dans la Figure AIII-2. A KT 0= , 

cette fonction vaut 1 pour FEE <  et 0 si FEE > . A températures supérieures la courbe 

présente un point d’inflexion pour FEE = , mais compte tenu de la faible valeur de kT  ( kT = 

0.025 eV approximativement à 298 K) par rapport à FE  ( FE = 2 à 10 eV), c’est seulement 

dans un domaine relativement étroit d’énergie d’un côté et de l’autre de l’énergie de Fermi 

que la fonction )(EP  prend des valeurs nettement différentes de 0 ou 1. 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 

 

 

 

 

Figure AIII-2:  Distribution de Fermi – Dirac. 2=fE  eV, 025.0=β  eV. 
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Il en résulte que (bien que théoriquement libres) les électrons d’énergie inférieure à une 

certaine limite (proche de FE ) ne participent pratiquement pas à la conduction, puisque si 

1)( =EP , tous les niveaux d’énergie possibles sont remplis, et un électron ne peut se déplacer 

faute de niveau accepteur. Inversement, si 0)( =EP  il y a bien  des niveaux accepteurs, mais 

pas d’électrons pour les occuper. Nous ne commettrons donc pas d’erreur notable en 

admettant en première approximation que l’énergie moyenne des électrons mobiles dans un 

métal est égale à l’énergie de Fermi de ce métal.  

 
Nous remarquons enfin que, si la différence FEE −  est plus grande que kT , la fonction )(EP  

se réduit à 

kT

EE f

eEP

−
−

≈)(                                                 (AIII-6) 
 

 

Nous pouvons alors démontrer [Huang (1963)] que la fonction « densité de énergie » (soit la 

quantité de niveaux avec d’énergie E ) )(Eρ  est donnée par :  

 

2/1
2/3

2

2
4)( E

h

m
E 







= πρ                                        (AIII-7) 

 
 

où h est la constante de Planck et m la masse de l’électron. Le nombre d’électrons (par unité 

de volume) ayant une énergie comprise entre E et E + dE est donc :  

 

dE

e

EdEEPEdEEn

kT

EE f
)(

1

1
)()()()( −

+
== ρρ                             (AIII-8) 

 
et le nombre total d’électrons dans le métal est : 
 
 

∫
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+
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AIII-1-c) Vitesse de réaction REDOX selon l’approche quantique 
 
Si nous considérons par exemple une réaction de réduction18 (cas de l’étape de Volmer          

[Bockris (1966)] pour la réduction du proton, soit H+ + e- 
� H), l’échange électronique entre 

l’électrode et l’oxydant peut se faire à différents niveaux d’énergie électronique. La quantité 

d’électrons d’énergie comprise entre E et E + dE susceptibles de passer par unité de temps de 

l’électrode à l’accepteur (oxydant) en solution est proportionnelle :  

 
• à la concentration d’électrons mobiles possédant l’énergie E  dans le cristal ( )(En ); 

• à la probabilité de passage de ces électrons par effet tunnel à travers la barrière de 
potentiel existant à l’interface. Cette probabilité ),( xEpT  est fonction de l’énergie de 
l’électron et de la distance x  à laquelle il s’éloigne de l’électrode; 

• à la concentration de la solution en espèces oxydantes possédant un niveau 
électronique accepteur, d’énergie E  égale à celle existant dans l’électrode pour 
permettre le transfert par effet tunnel. Cette concentration est proportionnelle : 

o à la concentration de la solution en accepteurs dans leur niveau d’énergie 
fondamentale; elle dépend de x . La quantité d’espèces accepteuses comprise 
entre les abscisses x  et dxx +  vaut donc dxxC )(  (à l’extérieur de la couche 
dipolaire de notre modèle).   

o à la probabilité que l’espèce oxydante atteigne en état énergétique pour lequel 
elle aura un niveau électronique accepteur d’énergie E . Cette probabilité 
dépend de l’énergie E , de la distance x  de l’accepteur à l’électrode et du 
potentiel ψ  de celle-ci. Soit ),,( ψxEp .   

 
 
La densité de courant totale par unité de temps est donc :  
 

 ∫ ∫∫ ∫
∞ ∞∞ ∞

==
0 00 0

)(),,(),()()()(),,(),()( dEdxxCxEpxEpEPEedEdxxCxEpxEpEnei
TT

ψρψ      (AIII-10) 

 
En explicitant )(En  nous obtenons 
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18 Le raisonnement est analogue si on considère la réaction dans le sens de l’oxydation. 
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Nous avons pris comme limites d’intégration pour l’énergie FE  et infini, car d’accord à la 

distribution de Fermi – Dirac, pour FEE <  la probabilité qu’un électron reste dans le métal 

est 1. En pratique cette intégrale se réduit à une intégrale simple car l’échange électronique 

(selon notre modèle) se fait exclusivement par activation de l’espèce donnante ou accepteuse 

se trouvant dans le plan immédiatement extérieur à la couche dipolaire, c’est-à-dire à distance 

fixe de l’électrode d . L’abscisse x  n’intervient donc pas comme variable et on a simplement :  

 
 

       
(AIII-13) 

 
 
 
 
 
 
 

Enfin, si on admet que seuls les électrons possédant une énergie très voisine de l’énergie de 

Fermi du métal participent à l’échange électronique, l’intégrale se réduit à une relation de 

proportionnalité, où figurera à la place de n(E) le nombre moyen n d’électrons d’énergie EF 

frappant l’unité de surface de l’électrode par unité de temps :  

 
                                     (AIII-14) 

 
 

En conclusion nous avons démontré la faisabilité de trouver les lois de vitesses de réaction 

REDOX à travers d’une approche quantique. Donc pour obtenir )(ηα f= on envisage la 

procédure décrite dans la Figure AIII-3 : obtention de l’équation de vitesse de réaction à 

travers de l’approche quantique, pour ensuite la comparer avec la loi de Butler–Volmer 

classique [Finklea (2001)] [Franco et al. (2003-2005)]. 
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Figure AIII-3 :  prise pour le calcul du coefficient de symétrie comme fonction de la surtension. 

 

AIII-1-d) Les calculs 
 

Nous proposons de trouver une expression du coefficient de symétrie comme fonction de la 

surtension d’électrode. Pour cela, partons de l’expression obtenue à partir de (AIII-13) :  

 

                                    ∫
∞

=
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),()()()( dEEdWEPEddeCi ρ                             (AIII-15) 

 
où d est la distance dès l’électrode dans laquelle la probabilité du transfert de l’électron est 

non nulle, C(d) la concentration d’ions dans le plan réactionnelle x = d, W(d,E) représente les 

probabilités de transition de l’électron vers l’électrode, et de produire des états activés dans le 

plan réactionnel. 

 
Pour résoudre (AIII-15), prenons la valeur moyenne de la densité d’états électroniques ρ dans 

l’électrode, faisons-le sortir de l’intégrale. Alors on a 19 : 
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19 Pour obtenir l’expression de W nous utilisons la « loi d’or de Fermi » [Cohen-Tanoudji et al. (1977b)] de la 

théorie de perturbations dépendantes du temps.  
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où 
2

eL  est la matrice de transfert (soit ∫ rdU if

rφφ *  où φ  est la fonction d’état de l’électron et 

U l’opérateur associé à la barrière de potentiel qu’il doit traverser) qui vient de ),( EdW , 

r
F∆  est l’énergie libre de réaction (soit l’énergie de transfert d’un électron d’énergie E), et 

s
E est l’énergie d’organisation20.  

En sachant que ηeFF
rr

−∆=∆
0

 (où 
0

r
F∆ est l’énergie libre de la réaction quand η = 0, tabulée 

à partir de l’énergie libre de formation des ions individuelles en solution ; voir par exemple 

[Bockris et Khan (1979)]), et en faisant le changement de variable ε = E – EF, nous avons: 
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où dans la troisième égalité nous avons pris comme limite supérieure d’intégration l’énergie 

de Fermi plus la fonction travail21 (il n’y a pas d’électrons pour des énergies supérieures). 

Si on appelle 
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et (

A
kddeCi =ρ)(/ ), nous avons 
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20 Soit l’énergie de relaxation de la géométrie du système après le transfert électronique [Marcus (1968)]. 
21 Soit le travail nécessaire pour extraire un électron d’un métal non chargé. 
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soit  
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Si on appelle kS= i0/( ρδδ )(eC ) (i0 étant le courant correspondant au cas où la surtension est 

nulle, classiquement appelé dit courant « d’équilibre » en électrochimie), nous avons  : 
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Nous pouvons comparer cette relation à la loi de Butler-Volmer classique22, (prise ici dans le 

sens de l’oxydation) et en déduire l’expression du coefficient de symétrie : 

 

1

ln

)())(1(]ln[ln ))(1( +









−=⇒−==






 −

η
ηαηηαηηα

f

k

k

fe
k

k S

A

f

S

A           (AIII-23) 

 
Le calcul n’est pas possible analytiquement : nous proposons ci-après une solution numérique. 
 
 
Exemple de calcul 

 
L’énergie de Fermi EF, l’énergie de re-organisation ES (que dans le calcul avec Mathematica® 

nous appelons λλλλ) et la fonction travail ΦΦΦΦ sont issues dans des tables thermodynamiques. 

Même chose pour l’énergie de re-organisation ES (que dans le calcul de la Figure AIII-4 nous 

appelons λλλλ). k est la constant de Boltzmann, R la constant des gazes et F la constante de 

Faraday. Nous faisons le calcul pour trois valeurs de température (293, 323, et 353 °K, 

correspondants à des températures de fonctionnement qu’on peut rencontrer dans une 

PEMFC).  

 
 

                                                 
22 Notons que nous ne prenons que la partie « de réduction » de l’équation de Butler – Volmer.  
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Nous avons pris les valeurs suivantes :  

 

EF = 1.6 × 10-19 Joules ou 0.99 eV.  

λ  (ou ES) = énergie de réorganisation, soit l’énergie associée avec la relaxation de la géométrie du système 

après le transfert électronique = EF/2 . 

Φ  = fonction travail : travail nécessaire pour extraire un électron d’un métal non chargé ( Φ (Pt) = 8.65 × 10-19 

Joules ou 5.40 eV)  

 

(Source de valeurs: [Bockris et Khan (1979)] [Girault (2001)]). 
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Figure AIII-4 :  Protocole de calcul avec Mathematica® pour le traçage du coefficient de symétrie 
comme fonction de la surtension d’électrode, et de la température. 
 
Nous obtenons les courbes de la Figure AIII-5 : 
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Figure AIII-5 :  Coefficient de symétrie comme fonction de la surtension d’électrode, et de la 
température. 
 

Dans cette figure, nous pouvons remarquer que le coefficient de symétrie vaut 

approximativement 0.5 (valeur généralement utilisée dans les modèles actuels) quand la 

surtension η de l’électrode est égale à zéro, mais qu’il varie de 0.2 à 0.8 en fonction de la 

surtension. Nous pouvons aussi vérifier qu’il est toujours inférieur à 1.  

 

Nous observons aussi que le résultat est peu sensible à la température (dans la plage de 

fonctionnement classique d’une PEMFC). 

 

Dans la suite l’idée c’est faire un « non linear fit » des courbes de la Figure AIII-5, et 

proposer la fonction )(ηf  pour α , où nos premiers essais d’interpolation nous donne (Figure 

AIII-6) :  

 

5
5

4
4

3
3

2
210)( ηηηηηηα bbbbbbf +++++==                 (AIII-24) 

 

Alors f est un polynôme avec des coefficients dont valeurs seront valables dans tout 

l’intervalle thermique de fonctionnement de la PEMFC, car nous avons montré la faible 

sensibilité du résultat avec la température. 

Ce modèle pourrait être généralisé pour prendre en compte le cas de réactions avec espèce 

intermédiaire adsorbée à la surface du catalyseur (par exemple mécanisme complet 

d’oxydation de l’hydrogène), mais sans doute la mathématique deviendrait plus complexe. 
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Figure AIII-6 :  Résumé de la stratégie de calcul du coefficient de symétrie à travers la théorie 
quantique (source : [Franco (2003)]. 
 

 
AIII-2. LIEN ENTRE LA THEORIE DE MARCUS, LA 
THEORIE D’EYRING DU COMPLEXE ACTIVE ET 
NOTRE APPROCHE 
 

Nous avons vu dans le paragraphe précèdent qu’un simple calcul de la longueur d’onde de De 

Broglie d’un électron, transféré entre une électrode et un électrolyte, permet de se convaincre 

qu’il s’agit d’un phénomène quantique : la longueur d’onde est du même ordre de grandeur 

que la distance de saut d’un électron entre l’électrode et l’accepteur dans l’électrolyte 

(quelques angströms). Du point de vue de la théorie quantique on sait que les électrons dans 

un métal doivent avoir des états d’énergie différents. En effet, les électrons sont des fermions 

(spin ½), et leurs niveaux d’énergie sont décrits par la distribution de Fermi-Dirac (AIII-5). 

Considérons une réaction de réduction. Selon la théorie de Marcus, pour qu’un électron, à un 

niveau d’énergie donné dans le métal, puisse traverser l’interface, un état inoccupé dans le  
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même niveau d’énergie ou supérieur, doit exister dans l’ion accepteur se trouvant dans la 

solution (Figure AIII-7).  

 
Figure AIII-7 :  Transfert d’électron entre le métal et l’ion (réduction) ou atome (oxydation) dans la 
solution, selon la théorie de Marcus (LUO : Lowest Unoccupied Orbital, HOO : Highest Occupied 
Orbital). A droite : oxydation. A gauche : réduction. 
 
Mais dans la solution, les niveaux d’énergie de l’électron vont dépendre de l’espèce oxydée. 

En effet, contrairement au cas d’un métal, ces niveaux d’énergie de l’électron fluctuent car 

l’ion est perturbé avec les fluctuations de polarisation du solvant. En première approximation, 

comme nous l’avons vu, on peut faire l’hypothèse que la distribution des niveaux d’énergie 

est une gaussienne centrée sur une valeur la plus probable (Figure AIII-8). On aura ainsi pour 

l’espèce oxydée : 
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et de même pour l’espèce réduite : 
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où λ  représente l’énergie de réorganisation du solvant. Ainsi, on appelle niveau de Fermi en 

solution la demi-somme des énergies les plus probables des espèces oxydées et réduites. Il 

faut être attentif au fait que ces distributions d’énergie autour d’une valeur moyenne sont liées 

à des fluctuations temporelles et ne représentent pas des bandes de niveaux d’énergie comme 

dans un solide. Les valeurs d’énergie les plus probables sont des états électroniques de 

l’espèce solvatée et la différence d’énergies entre les deux niveaux est de l’ordre de l’eV. 

 

 
Figure AIII-8 :  Niveau d’énergie quantique d’un électron dans la solution. 

 
Par définition [Girault (2001)], le niveau de Fermi de l’électron en solution correspond au 

potentiel électrochimique 

 
                                                          −=

e

S

fE µ~                                                               (AIII-27) 

 
qui est le travail pour ajouter une mole d’électrons à la solution. Dans notre modèle (cf. 

Chapitre I), nous considérons que le potentiel électrochimique de l’électron dans la solution 

est celui de l’ion accepteur, en négligeant les fluctuations du solvant. 

 
Lien avec la théorie du complexe activé d’Eyring 

 
Cette théorie est couramment expliquée en fonction du potentiel d’électrodeE  (cf. Chapitre 

I). Nous présentons ici le lien avec notre formalisme. 

La théorie d’Eyring [Besson (1984)]  écrit les constantes de vitesse 
←
k et 

→
k  selon : 
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où k  est la constante de Boltzmann, h  la constante de Planck, et *

REDC  et *
OXC  les 

concentrations en complexe activé respectivement pour l’oxydation et la réduction. Les 

quotients REDRED CC *  et OXOX CC *  figurant dans ces expressions sont égaux aux constantes 

d’action de masse respectives des équilibres : 

 
*REDRED ↔                                                                   (AIII-30) 

*OXOX ↔                                                                      (AIII-31) 
 
Si on désigne par *

OXG∆ et *
REDG∆  les énergies libres de Gibbs correspondantes (de gauche à 

droite), nous avons donc : 
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Les énergies libres d’activation dépendent du potentiel électrique. En effet, la réaction 

électrochimique considérée ici implique un transfert de charge électronique à travers de la 

barrière de potentiel existante à l’interface. Pour une réduction par exemple, ce sont les 

électrons qui doivent quitter l’électrode vers l’oxydant. Si la différence de potentiel Frumkinη  

est positive, un tel déplacement de charge sera gêné par le champ électrique. Pour une 

oxydation, au contraire, se facilitera le transfert.  
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Figure AIII-9 :  Transfert de l’électron à travers l’interface selon la théorie du complexe activé. 
 
 

La variation d’énergie potentielle d’un  électron de charge q−  ( 0>q ) entre deux points 

initial ir
r

 et final fr
r

 (Figure AIII-9) s’écrit en fonction du potentiel électrique dans ces points : 

 
))()(()()( fiif rrqrqrqU
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L’hypothèse fondamentale de la théorie du complexe activé consiste à admettre qu’une 

fraction α  de cette énergie contribue à changer l’énergie libre d’activation de l’oxydation et 

une fraction β   celle de la réduction : 

 
( ) OXOXOX UGG )(0

** ∆+∆=∆ α                                              (AIII-35) 

 
( ) REDREDRED UGG )(0

** ∆+∆=∆ β                                          (AIII-36) 

 
Le transfert de la charge nF  à travers ces barrières s’écrit respectivement 
 

 
Frumkin

OX nFnFU ηψφ −=−=∆ )()(                                       (AIII-37) 

 
Frumkin

RED nFnFU ηφψ =−=∆ )()(                                        (AIII-38) 
 

 

selon notre définition de surtension de Frumkin Frumkinη . Cette quantité peut être positive ou 

négative, selon le sens du transfert (du métal à la solution et de la solution au métal, 

respectivement). 

q− q−
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Le transfert de la charge nF à travers la barrière Frumkinη  correspond à une énergie fournie au 

système FrumkinnFη±  selon le sens du transfert. Nous avons donc : 

 
( ) Frumkin

OXOX nFGG ηα−∆=∆ 0
**                                             (AIII-39) 

 
( ) Frumkin

REDRED nFGG ηβ+∆=∆ 0
**                                           (AIII-40) 

 
Si on introduit ces expressions en (AIII-32) et (AIII-33), nous obtenons donc : 
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Ces expressions sont indépendantes du sens du transfert de charge (en accord avec notre 

approche). 

 

 
AIII-3. LES APPROCHES MONTE-CARLO ET 
DYNAMIQUE MOLECULAIRE 
 
 

Nous avons parlé à plusieurs reprises des méthodes de Monte-Carlo et Dynamique 

Moléculaire, tout au long de cette thèse. Ce sont méthodes qui reposent sur des hypothèses 

fortes. Cependant, il peut être intéressant d’interagir avec ce type d’approches, car elles 

peuvent apporter des calculs de certains des coefficients de notre modèle, ou même prédire les 

mécanismes réactionnels le plus énergétiquement favorables à la surface du catalyseur dans 

l’anode et la cathode d’une PEFC. Voici ses principes : 

 
Méthode de Monte-Carlo : elle consiste à considérer un ensemble de 1+N  particules dans 

une boîte cubique de volume 3)1( LN +  [Scheffler (2004)].  La configuration initiale de cet 

ensemble est totalement aléatoire. L’énergie )(qU  de la configuration se calcule comme la 

somme de toutes les énergies d’interactions entre toutes les particules, soit 
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La méthode consiste à tirer au sort une particule et à la déplacer de façon aléatoire et 

incrémentale, et de calculer l’énergie de chaque nouvelle configuration. A chaque 

déplacement, la nouvelle configuration est acceptée si son énergie )1( +tU  est inférieure à 

celle de l’étape précédente )(tU . Dans le cas contraire, on peut tout de même accepter la 

nouvelle configuration si la quantité ))()1(exp( tUtU +−  est plus petite qu’un nombre tire au 

sort entre 0 et 1. Ces calculs s’arrêtent lorsque l’énergie de la configuration converge vers une 

valeur minimum. Les calculs sont en général répétés pour diverses positions initiales afin de 

vérifier que la configuration optimale atteinte par convergence représente bien une propriété 

du système. 

 
La Dynamique Moléculaire : Les années 1990 ont été marquées par l’importance croissante 

de la dynamique moléculaire de l’étude des propriétés physiques des liquides et des solutions 

électrolytiques. De manière très succincte, le principe de la Dynamique Moléculaire consiste à 

étudier le comportement d’un système contenant N  particules qui peuvent représenter des 

espèces différentes en faisant l’hypothèse que ce système obéit aux lois de la mécanique 

classique. 

Ce qui différencie la dynamique moléculaire des méthodes Monte-Carlo provient du fait 

qu’en Dynamique Moléculaire, la configuration initiale contient non seulement une 

distribution spatiale des particule, mais aussi une distribution des vecteurs de vitesse de ces 

dernières. On laisse le système évoluer à énergie cinétique constante ( NkT)2/3( ) en calculant 

les déplacements des particules par pas de quelques femtosecondes. Cette approche présente 

l’avantage de pouvoir étudier les trajectoires des différentes particules et d’obtenir des 

informations quant au mode de transport des espèces. Les résultats de ces calculs dépendent 

énormément des potentiels d’interaction entre espèces, mais il ne fait aucun doute que 

l’augmentation de puissance de calculs des nouveaux ordinateurs fait de la dynamique 

moléculaire un outil incontournable de l’étude des solutions (Figure AIII-10). 
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Figure AIII-10 :  Illustration par un calcul de dynamique moléculaire d’une interface métal/solution 3 M 
de chlorure de sodium (la charge de l’électrode est -1µC.cm-2. Les ions sodium hydratés ne peuvent 
pas rentrer en contact avec l’électrode (couche de Stern) (source : [Girault (2001)]. 
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ANNEXE IV 
 

NOTRE MODELISATION DE LA  
DOUBLE COUCHE ELECTROCHIMIQUE : 

DISCUSSIONS SUR NOS HYPOTHESES 
 
 
 

 
AIV-1. LES PERMITTIVITES ELECTRIQUES  
 
 
Dans nos modèles à l’échelle NANOscopique, les permittivités électriques, sont supposées 

indépendantes de la fréquence d’excitation électrique. En toute rigueur, elles peuvent 

cependant en dépendre [Jackson (1962)] [Kornyshev et Sutmann (1999)]. Si par exemple on 

applique un champ sinusoïdal aux bornes d’un condensateur imaginaire représentant la 

couche compacte, la constante diélectrique reste égale à la valeur statique lorsque la fréquence 

augmente (Figure AIV-1). Cela signifie que même à des fréquences radio, les molécules d’eau 

peuvent se réorienter à la fréquence du champ imposé. A une fréquence d’environ 810=fr  

Hz, la constante diélectrique décroît car les molécules ont trop d’inertie pour pouvoir suivre 

ces basculements répétitifs. Les dipôles oscillent alors en un mouvement que l’on appelle 

libration. Aux fréquences supérieures, les molécules dipolaires sont comme figées et seuls les 

atomes de chaque molécule essaient de suivre le champ électrique. Dans cette gamme de 

fréquence infrarouge où les mouvements vibrationnels dominent, la constante diélectrique 

vaut environ 5.9. A des fréquences encore plus élevées dans la gamme optique des fréquences 

( 1410>fr  Hz), les noyaux des atomes « décrochent » et restent à leur tour figés. Seuls les 

électrons continuent d’osciller avec le champ. La constante diélectrique appelée parfois 

constante diélectrique optique est alors égale à 1.8.  
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Figure AIV-1 :  Variation schématisée de la constante diélectrique de l’eau en fonction de la fréquence 

du champ électrique appliqué. 

 

 
AIV-2. COUCHE COMPACTE : LE MODELE A DEUX 
ETATS  
 
 
Notre emploi d’un modèle à 2 états pour décrire l’adsorption d’eau au niveau de la couche 

compacte est sans aucune doute une approximation, et doit être vu comme une première étape 

dans l’évolution vers un modèle plus complexe.  

L’orientation du solvant à l’interface électrode/électrolyte a fait l’objet d’une recherche 

intense dès le premier modèle à 2 états d’une monocouche d’eau proposé par Mott and Watts-

Tobin en 1961 [Mott et Watts-Tobin (1961)] et complété par [Bockris et al. (1963)]. De  

nombreuses modifications et améliorations de ce modèle ont été proposées entre les années 60 

et 90, motivées par la volonté d’avoir une description quantitative de la capacité en fonction 

du potentiel dans les électrodes de Hg en électrolytes aqueux et non aqueux. Des modèles à 3 

états [Bockris et Habib (1977)] et multi-états [Damaskin et Frumkin (1974)] [Bockris et Jeng 

(1990)] [Bockris et Khan (1993)] ont été introduits, et le rôle du lien H [Guidelli (1981)], de 

l’angle d’inclinaison du solvant [Guidelli (1986)], etc…ont été étudiés. Les interactions 

latérales, considérées pour la première fois par Levine, dans le contexte du modèle de Mott et 

Watts-Tobin, ont été étudiées par Fawcett et par Lamperski dans le cas de modèles à dipôles 

ponctuels (un état de l’art détaillé peut se trouver en [Bockris et Khan (1993)]). 
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Bien que les modèles analytiques mentionnés aient un remarquable succès dans le calcul de 

capacité de couche compacte, des objections sont apparues [Guidelli et Schmickler (2000)]. 

Premièrement, la séparation de l’interface en une couche intérieure et une couche extérieure 

est clairement une approximation, nécessitant une frontière artificielle pour démarquer la 

région de l’espace où la structure du  solvant n’est plus influencée par la présence de la 

surface. Deuxièmement, les modèles analytiques sont liés à l’utilisation de dipôles ponctuels à 

l’intérieur d’un continu diélectrique pour décrire la structure du solvant. L’utilisation des 

modèles à dipôles ponctuels apparaît valable seulement lorsque les distances d’interaction 

considérées sont plus grandes que la séparation réelle de la charge à l’intérieur de la molécule 

du solvant. Ce cas limite ne peut pas strictement s’appliquer aux molécules d’eau à l’intérieur 

de la couche interne. 

Au début des années 1980s, les simulations Monte Carlo (MC) et de Dynamique Moléculaire 

(MD) (cf. Annexe III) ont commencé à être employées avec une fréquence croissante pour 

caractériser la structure des liquides sur des surfaces solides. L’utilisation des modèles 

nommés « réalistes » de la molécule d’eau [Schmickler (1983a)] [Schmickler (1983b)] et la 

non séparation de la double couche en une couche intérieure et une extérieure, suggère que les 

méthodes MC et MD offrent des avantages significatifs par rapport aux approches analytiques 

initiées par Mott et Watts-Tobin. En effet, une vision fondamentale de plusieurs phénomènes 

électrochimiques telle que l’adsorption d’ions [Schmickler et Guidelli (1987)] et la 

dynamique du solvant [Schmickler (1996)] a été obtenue en utilisant ces modèles. Mais tout 

comme les théories analytiques précédentes, le succès des simulations MD et MC dans la 

description des propriétés interfaciales se fonde largement sur le modèle de OH 2  choisi pour 

la simulation, car la distribution de potentiel calculée y dépend. La plupart de ces modèles 

sont caractérisés par : 

 

• une distribution de « sites fixes » de charges ponctuelles (des modèles de 

charges à 3 ou 4 sites sont utilisés), pour simuler les moments dipolaires et 

quadripolaires d’une molécule d’eau individuelle. 

• un terme de Lennard-Jones décrivant l’interaction entre les atomes 

d’oxygène des différentes molécules.  

 

Dans le présent contexte il est important noter que les paramètres associés à ces modèles, ont 

été déterminés en utilisant des données expérimentales pour le OH 2  dans le bulk [Gao et 
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White (1995)] [Saradha et Sangaranarayanan (1996)]. Il n’y a pas de raison à priori de 

supposer que ces modèles sont également applicables pour des simulations de l’eau près 

d’une interface. 

 

Tous ces modèles ne prennent pas en compte le couplage avec des réactions électrochimiques 

(présence d’intermédiaires en comportement dynamique couplé avec le transport dans la 

couche diffuse). L’angle d’orientation d’un dipôle d’eau varie doucement avec le potentiel 

d’électrode s’il n’y a pas des réactions électrochimiques. Comment être sûr que c’est aussi le 

cas si on couple avec les réactions ? 

Ils constituent des approches dynamiques (selon la dynamique moléculaire, à l’échelle du 

temps de la femtoseconde !) ou stationnaires (selon notre échelle de temps 

« thermodynamique » > 10-6 sec), et ils sont construits de façon non modulaire : un 

changement d’hypothèse (par exemple l’addition d’une nouvelle orientation possible pour les 

dipôles, ou un nouveau modèle structurel de la molécule d’eau) remet en cause toute la 

structure du modèle, et il doit être changé, dès ces premiers principes. 

 

Ces modèles plus complexes (où l’eau a 25 états ou un continu d’états possibles) ne sont donc 

pas adaptables à notre cas où il y a des réactions électrochimiques, à moins de les re-

développer dans un formalisme adapté. 

 

Comme nous ne pouvons pas être sûrs de leur validité dans notre cas, nous préférons utiliser 

un modèle dipolaire beaucoup plus simple, suffisant en attendant un modèle à plusieurs états 

adapté au couplage avec les réactions électrochimiques.  
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ANNEXE V 
 

QUELQUES CONSIDERATIONS 
THERMODYNAMIQUES 

 
 
 

 

 

AV-1. THERMODYNAMIQUE IRREVERSIBLE DE 
PREMIER ORDRE 
 

 

Notons que selon la thermodynamique irréversible [van Rysselberghe (1963)] [Chartier 

(1975)] [Wisniewski et Reidel (1976)] [Besson (1984)] [Keizer (1987)] [Prigogine et 

Kondepudi (1999)] la supposition de  proportionnalité entre les flux J et les efforts X  dans 

notre modèle, est le premier ordre du développement en Taylor : 
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Soit le premier ordre : 

∑
=

=
n

b

baba XLJ
1

                                                             (AV-2) 

 

où abL  sont des constantes (les indices a et b prennent en compte de couplages entre efforts de 

différentes natures).  
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AV-2. THERMODYNAMIQUE IRREVERSIBLE 
ELARGIE  
 

Dans la nature aucun flux ne répond à un effort de manière instantanée [Jou (1987)] [Compte 

et Metzler (1997)] [Criado et al. (2000)]. Dans nos équations décrivant les flux fonction des 

efforts, nous supposons que ce temps de « réponse » est très court. 

Pour tenir en compte de ce retard dans le modèle, il faudrait modifier l’équation du flux (par 

exemple celle qui décrit la diffusion) selon : 

 

),(),(),(),( trCDtrJtrCDtrJ iiiiii ∇−=+→∇−= τ                                     (AV-3) 

 

où τ  prendre en compte l’inertie du flux en réponse au gradient de concentration. En faisant 

un développement de Taylor au premier ordre on obtient : 
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Soit donc, 
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t

J
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En combinant cette équation avec le bilan de matière, on obtient finalement : 
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ce qui est une espèce d’équation du télégraphe ou de Maxwell-Cattaneo (qui ferait apparaître 

un élément inductance ou inertie I dans le Bond Graph associé) [Franco et al. (2003-2005)]. 
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AV-3. LA PRESENCE DE L’EAU ET SON ROLE DANS 
LES MODELES MICROSCOPIQUES 

 
 
L’eau est présente dans une EME de PEFC pour plusieurs raisons : 

• la conductivité protonique du Nafion® augmente avec la teneur en eau (équation (II-

28)). S’il n’y a pas d’eau, la barrière de potentiel à franchir pour les protons entre sites 

sulfonés devient infinie [Paddison et al. (2000)] [Paddison (2001)] [Paddison et al. 

(2001)] [Eikerling et Kornyshev (2001)] [Hartnig et Spohr (2004a)] [Hartnig et Spohr 

(2004b)] [Gordeliy et al. (2005)] [Spohr (2005)] [Paddison et Elliot (2005)] (Figure 

AV-1) ; 

• de l’eau est produite à la cathode ; 

• les gaz réactifs sont couramment introduits humidifiés pour assurer la maintien d’une 

bonne conductivité dans le Nafion®. 

 

 

 
Figure AV-1 :  Les « sauts » ont lieu entre sites sulfonés adjacents, le temps caractéristique de 
passage d’un site vers l’autre dépend de l’état d’hydratation de la membrane. 
 

 

Lorsque la PEFC fonctionne, le transfert d’eau dans le cœur est produit par deux mécanismes 

opposés : la diffusion et l’électro-osmose. La diffusion est l’entraînement des molécules d’eau 

à travers la membrane sous l’effet d’un gradient de potentiel chimique. L’électro-osmose est 

liée au mouvement des protons dans la membrane, qui se déplacent en entraînant avec eux un 
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nombre de molécules d’eau dépendant du contenu en eau de la membrane. En principe, la 

diffusion va de la cathode vers l’anode, alors que l’électro-osmose est dirigée de l’anode vers 

la cathode : ces deux effets s’opposent la plupart du temps. Ainsi le flux molaire total d’eau 

est la somme de ces deux effets : 

 

                                          D
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OHOH JJJ
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rrr
+=                                                  (AV-7) 

 
 
Concernant ces flux, une grande diversité d’expressions issues de l’expérience est proposée 

dans la littérature. Selon [Meier et Eigenberger (2004)], le flux d’électro-osmose peut 

s’écrire23 : 
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Concernant le flux de diffusion (écrit en fonction de la concentration) nous avons : 
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avec un coefficient de diffusion donné par exemple par [Cao et Djilali] : 
 
 
                                     )/2436exp(105.3 6

2
TD OH −×= − λ     (en m2.sec-1)                    (AV-10) 

 
Selon [Gerbaux (1996)], on peut lier la concentration d’eau avec la teneur en eau selon la 
relation 
 

                                                       
W
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C
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où 33 /1024.2 mkgNAFION ×=ρ est la masse volumique du Nafion®, 1.1/1/1 =WE  est le 

nombre de moles de porteurs de charge par kg de polymère et 0122.0=s  le coefficient de 

gonflement du milieu. Cette expression nous permet d’écrire : 

 

                                                 
23 Des premiers réflexions ont été réalisés par [Franco et al. (2003-2005)] pour comprendre théoriquement la 

dépendance de ce coefficient d’électro-osmose avec la teneur en eau de la membrane.  
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L’équation de bilan pour l’eau en fonction de λ  pour l’anode et la membrane devient donc : 
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Compte tenu que dans la cathode nous produisons de l’eau, nous avons de façon analogue  
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où nous avons introduit le terme source d’eau distribuée ),(

2
trS OH .   

Dans notre travail de thèse, nous nous plaçons dans des conditions expérimentales dans 

lesquelles l’hypothèse de concentration d’eau uniforme est raisonnable : les gaz réactifs sont 

saturés en eau (cf. Chapitre V), l’eau produite dans la couche compacte cathodique est 

évacuée.  

        

Commentaire I : Deux autres efforts thermodynamiques pourraient s’ajouter à la diffusion et 

l’électro-osmose dans le transport d’eau :  

• une force de type hydraulique, dans le cas où pressions dans l’anode et dans la cathode 

sont différentes. 

• une force électrique : les molécules d’eau se comportent électriquement comme des 

dipôles. Le milieu polymère en étant composé par des sites chargés électriquement, on 

pourrait espérer une interaction électrique entre le flux de dipôles et ces charges24.  

 
 
Commentaire II : Les « lois » d’équilibre pour l’eau à l’interface Nafion®/pore restent mal 

connues, et encore plus dans le cas dynamique (déséquilibres liés par exemple un 

assèchement extrême du Nafion® où à la présence dans les pores de gaz non saturés). En toute 

rigueur, le phénomène d’adsorption, correspondant à l’équilibre phase adsorbée dans le 

                                                 
24 Des premiers réflexions ont été réalisés par [Franco et al. (2003-2005)] pour estimer l’ordre de grandeur de 

cette force.  
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Nafion®/vapeur, diffère du phénomène de condensation (basé sur l’équilibre liquide /vapeur) 

du fait que le Nafion® (phase adsorbant) impose un champ de potentiel à la phase adsorbée 

[Gordeliy et al. (2005)] [Spohr (2005)]. En effet, l’adsorption est la conséquence de 

différentes interactions entre la molécule d’adsorbat et les molécules d’adsorbant : les 

interactions de van der Walls et les interactions électrostatiques. Les premières sont dues aux 

interactions dipolaires induites et permanentes entre les molécules et elles peuvent agir sur des 

distances inter-moléculaires relativement grandes : les potentiels d’interaction correspondants 

vont comme 6/1 r , où r est la distance séparant les centres de masse des molécules. A courte 

distance, lorsque la molécule d’adsorbat s’approche à la surface du Nafion®, les nuages 

électroniques interagissent : cela provoque une force de répulsion et le potentiel va comme 

12/1 r . La somme de ces potentiels conduit à une expression connue sous le nom de potentiel 

de Lennard-Jones, Il faudrait ajouter à ce potentiel le fait que le Nafion® peut avoir, par sa 

nature, une densité de charge ionique sur sa surface. Des simulations type Dynamique 

Moléculaire pourraient aider à la compréhension théorique de l’adsorption de l’eau dans ce 

polymère, en équilibre ou en régime dynamique. 

 
 

AV-4. LA LONGUEUR DE DEBYE DANS LE CAS DES 
ELECTROLYTES LIQUIDES  
 
 
Comme le lecteur aurait pu s’en apercevoir, notre résultat de concentration protonique 

constante = électroneutralité (cf. Chapitre IV), est différent à celui qui est obtenu pour le cas 

des électrolytes liquides (où les contre-ions peuvent aussi se déplacer) ; dans ce cas-là 

« électroneutralité » ne veut pas forcement dire concentrations constantes selon la coordonnée 

x .  

Nous écrivons maintenant que toutes les régions d’une solution liquide sont en équilibre avec 

un réservoir qui fixe les potentiels électrochimiques de tous les ions (ce réservoir peut être 

n’importe quelle région où le potentiel électrique a sa valeur de référence, qu’on prend égale à 

zéro) : 

 

)()( ∞= jj r µµ r
                                                                  (AV-15) 

 

Rappelons que le potentiel électrochimique d’un ion j  dans le volume localisé en r
r

 s’écrit  
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)(ln)(~ rCkTrez jjj

rr += φµ                                                         (AV-16) 

 

Nous écrivons maintenant que toutes les régions de la solution sont en équilibre, selon 

l’équation (AV-15). Cette condition donne une loi de Boltzmann pour les concentrations des 

ions aux différents points de la solution : 

  









−∞=

kT

rez
CrC

j

jj

)(
exp)()(

r
r φ

                                                 (AV-17) 

 

Cette équation nous dit que les charges se répartissent suivant les valeurs du potentiel. On 

peut appliquer une hypothèse de champ moyen en disant que le potentiel est lui-même crée 

par ces charges, suivant l’équation de Poisson. On aboutit ainsi à l’équation de Poisson-

Boltzmann [Zhang et al. (2004)] [Lemay et al. (2004)] : 
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Cette équation détermine l’équilibre de la distribution des charges, selon les hypothèses 

d’une théorie de champ moyen (le potentiel en r
r

 ne tient pas compte de la perturbation de la 

distribution des ions, induite par la présence ou l’absence d’un ion en r
r

). 

L’équation de Poisson-Boltzmann prendre une forme particulièrement compacte dans le cas 

d’une solution ne contentant que deux espèces d’ions monovalents, de concentrations +C  et 

−C . Dans le réservoir situé à distance infinie, le potentiel électrique est nul et les 

concentrations des deux types d’ions sont égales : 

 

2
)()( −+

−+
+

=∞=∞
CC

CC                                                        (AV-19) 

 

L’équation de Poisson-Boltzmann devient alors : 
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Cette équation décrit les variations d’un potentiel électrique mesuré en unités ekT , que l’on 

note )(* r
rφ . Ce potentiel réduit est une quantité sans dimension. Le coefficient du sinus 

hyperbolique a les dimensions de l’inverse d’une longueur au carré qu’on note 2κ  : 

  

)(*sinh)(* 22 rr
rr φκφ =∇                                                          (AV-21) 

 

La longueur 1−κ  est la seule longueur du problème, par conséquent les variations du potentiel 

électrique ont une portée de son ordre. Elle est connue avec le nom de longueur de Debye, et 

elle vient donnée par : 
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Selon cette expression, la portée des variations du potentiel électrique est d’autant plus courte 

que les concentrations ioniques sont élevées. D’une part, le potentiel est crée par les charges, 

suivant la loi de Poisson, et par conséquent la distribution des charges doit être compatible 

avec ces variations de potentiel. D’autre part, suivant la loi de Boltzmann, les charges se 

placent préférentiellement dans les régions où le potentiel est fort : ainsi une région de 

potentiel fort attire des charges qui écrantent ce potentiel. L’équation de Poisson-Boltzmann 

nous dit que cette compensation se fait sur des distances de l’ordre de DL . La charge de 

chaque ion est ainsi écrantée, aux distances supérieures à DL , par des ions de charge opposée 

qui se sont rassemblés autour de lui. Mais celui-ci n’implique pas concentrations constantes 

entre ions et contre-ions. Sinon, égales (en accord avec l’équation de départ…). 

 



Annexe VI: Sur l’Electrodynamique dans Notre Modèle  

 

 269 
 

ANNEXE VI 
 

SUR L’ELECTRODYNAMIQUE  
DANS NOTRE MODELE 

 
 
 
Nous expliquons dans cette Annexe, quelques bases de la théorie électrodynamique. Cette 

théorie nous donne quelques éléments sur lesquels repose notre modèle. 

 
AVI-1 COUCHES DE CHARGES ET COUCHES 
DIPOLAIRES 
 
Dans la théorie électrodynamique classique [Jackson (1962)] [Panofsky et Phillips (1962)] un 

dipôle électrique est une entité ponctuelle qui a la propriété d’avoir une charge totale nulle, 

tout en générant une discontinuité du potentiel électrique dans l’espace. Mais la question 

posée est : pourquoi un dipôle ou couche dipolaire génère-t-elle  une discontinuité de 

potentiel ?  

 

AVI-1-a) Potentiel et champ électrique d’un dipôle 
 
 

 
Figure AVI-1:  Géométrie pour le calcul du 
champ électrique dipolaire. 

 
 



Annexe VI: Sur l’Electrodynamique dans Notre Modèle  

 

 270 
 

Deux charges égales et de signe contraire séparées par une petite distance forment un dipôle 

électrique. Supposons qu’une charge (-q) est en  'r
r

et l’autre (q) est en dr
rr +' , comme nous le 

montrons sur la Figure AVI-1. Le champ électrique en r
r

 est 
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Voyons ce qui se passe si la distance entre les charges devient très petite. Pour cela 

développons en série de Taylor le premier dénominateur de l’équation (AVI-1) on obtient 
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où on a défini le « moment dipolaire » comme dq
rr =µ . 

 
Nous pouvons raisonner de la même manière pour le potentiel électrique. En effet, en accord 

avec le dessin de la Figure AVI-1, nous avons  

 















−
−

−−
=

'

1

'

1

4
)(

rrdrr

q
r rrrrr
r

πε
ϕ                                (AVI-3) 

 
et par développement en série de Taylor (analogue au cas champ électrique) on obtient, 
 
                                        

                                                (AVI-4) 
 
 
 
Les équations (AVI-2) et (AVI-4) représentent le champ électrique et le potentiel électrique 

dû à un dipôle. 

 
Un autre concept qui sera d’utilité dans notre théorie d’interface électrolyte/électrode, est 

celui d’énergie potentiel d’un dipôle situé dans un champ électrique externe. L’énergie 

potentielle du système de charges de la Figure AVI-1, sous un potentiel externe extϕ , est : 
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                                             )()( drqrqU
extext

rrr ++−= ϕϕ                                        (AVI-5) 
 

Si d
r

est petit par rapport à r
r

,  )( drext

rr +ϕ peut se développer en série de puissances de d
r

. Si 

on conserve seulement les deux premiers termes on obtient : 

 

)(.)()( rdrlr
extextext

rrrrr ϕϕϕ ∇+=+                                    (AVI-6) 
 
 
En utilisant cette expression en (AVI-5), l’énergie potentielle cherchée est donnée par: 
             
                                                  

   )(.)( rErU ext

rrrr µ−=                                                       (AVI-7) 
 

AVI-1-b) Couche dipolaire : différence avec une couche de charges 
 
Nous montrons dans la suite la différence essentielle entre une couche dipolaire et une couche 

de charges : une couche de charge assure la continuité du potentiel électrique dans l’espace; 

une couche de dipôles assure sa discontinuité. 

 

Voyons tout d’abord le cas d’une couche de charge, comme celle présentée sur la Figure 

AVI-2. 
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r

1E
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)(r
rσ

 
 

Figure AVI-2 :  Couche de charge. 
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L’application du théorème de Gauss sur une boîte différentielle autour de σ  (petit cercle dans 

le dessin) nous donne 

 

ε
σ=− nEE ˆ).( 12

rr
                                                  (AVI-8) 

 
Cette équation dit qu’il y a une discontinuité dans le  champ électrique si on traverse une 

surface de densité de charge σ . Le potentiel est bien continu (en effet, on peut démontrer  que 

la composante tangentielle du champ électrique est continue). 

 

Considérons maintenant une couche dipolaire, comme celle montrée sur la Figure AVI-3. 

Nous avons deux surfaces chargées de signe opposée, très proches l’une de l’autre 

(d infinitésimalement petit). 

 

                  

)(r
rσ

)(r
rσ−

)(rd
r

S

'S  
 

Figure AVI-3 :  Principe de construction géométrique d’une couche dipolaire. 
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Figure AVI-4 :  Principe de construction géométrique d’une couche dipolaire. 

 
Nous pouvons définir une densité dipolaire comme 
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La AVI-4 nous permet d’écrire le potentiel électrique généré par la couche dipolaire : 
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En utilisant )'()ˆ'( rdnr

rr σσ −=− , l’équation (AVI-10) devient 
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En faisant un développement en série de Taylor, compte tenue de la faible distance entre les 

surfaces25, 
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 ce qui devient (en prenant en compte (AVI-9)) 
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Mais remarquons que 
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où Ωd  est l’élément d’angle solide sous-tendu au point d’observation par l’élément d’area 

da’ (Figure IV-5). Ωd  un signe positif si θ  est aigu, c’est-à-dire quand le point d’observation 

voit la face intérieure de la couche dipolaire. 

 

                                                 
25  En effet, on peut démontrer que ...
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Figure IV-5 :  Angle solide sous-tendu par un différentiel de couche dipolaire. 

 
Nous avons donc, 
 

                                         ∫ Ω−=Φ
S

drDr )'(
4

1
)(

rr

πε
                                           (AVI-15) 

 
Si on suppose D  indépendante de 'r

r
, le potentiel est juste le produit du moment et de l’angle 

solide. Si nous emmenons le point d’observation infinitésimalement proche de la surface 

intérieure de la couche, l’équation (AVI-15) donne : 

 

ε
π

πε 2
2

4

1 D
D

Int
−=−=Φ  et 

ε
π

πε 2
)2(

4

1 D
D

Ext
+=−−=Φ              (AVI-16) 

 
soit, 

εεε
DDD

IntExt
=






−−=Φ−Φ
22

                              (AVI-17) 

 
ce que nous voulions démontrer : le potentiel électrique est discontinu à travers d’une surface 

dipolaire (on peut démontrer facilement la continuité du champ électrique, en faisant appel, 

encore une fois, au théorème de Gauss : dans ce cas-ci la charge totale enfermée par la boîte 

différentielle est zéro). 
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AVI-2. LES EQUATIONS DE MAXWELL : LES 
CIMENTS DE L’ELECTRODYNAMIQUE CLASSIQUE 
 
 
Les lois de base de l’électricité et du magnétisme sont connues sous le nom de « équations de 

Maxwell » :  

 

ρ=∇D
r

.       (loi de Gauss)           
 

                                                 
t

D
JH

∂
∂+=×∇
r

rr
   (loi d’ Ampère) 

 

           
t

B
E

∂
∂−=×∇
r

r
      (loi de Faraday) 

 
                                   0. =∇ B

r
 (non existence de monopôles magnétiques) 

 
 

où ρ , E
r

 est le champ électrique, ED
rr

ε=  est le vecteur déplacement électrique (ε est la 

permittivité électrique du milieu, supposé isotrope pour assurer la validité de la relation de 

proportionnalité),   J
r

 le courant de conduction, B
r

 le champ magnétique et ν/BH
rr

=  le 

vecteur intensité magnétique (ν est la perméabilité magnétique du milieu, supposé isotrope 

pour assurer la relation de proportionnalité). 

 

Le couplage entre champ électrique et magnétique vient de la dépendance temporelle des 

champs (lois d’Ampère et de Faraday) ; ces champs sont unifiés par la théorie de 

l’électrodynamique classique non relativiste. Cette unification des champs électrique et 

magnétique est motivée par deux hypothèses : la charge électrique est une quantité conservée 

et le courant électrique est le transport de charge électrique. Ces hypothèses se traduisent par 

une équation de conservation de la charge et conduisent à la définition du courant de 

déplacement de Maxwell [Jackson (1962)] : 

 

Courant de déplacement = 
t

D

∂
∂
r
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AVI-2-a) Sur la signification physique du courant de déplacement 
 
 
La loi d’Ampère avait été déduite (avant « l’invention » du courant de déplacement par 

Maxwell en 1865) en état stationnaire: 0. =∇ J
r

. La valeur nulle de cette divergence est 

contenue dans l’équation d’Ampère, car 0.).( =∇=×∇∇ JH
rr

. 

En état transitoire, l’équation devient (équation de continuité) : 

 

0. =
∂
∂+∇
t

J
ρr

                                                     (AVI-18) 

Maxwell montre que 
 

0.. =








∂
∂+∇=

∂
∂+∇

t

D
J

t
J

r
rr ρ                                          (AVI-19) 

 
en utilisant la loi de Gauss. Il obtient la loi d’Ampère dynamique :  
 

t

D
JH

∂
∂+=×∇
r

rr
                                                  (AVI-20) 

 
Cette équation a pu être vérifiée expérimentalement. L’addition du courant de déplacement à 

la loi d’Ampère stationnaire est d’une importance fondamentale pour le calcul des champs qui 

varient rapidement dans le temps : par exemple sans lui la radiation électromagnétique 

n’existerait pas.  

 

Dans la suite nous montrons quelques conséquences de son existence. 

 

AVI-2-b) La loi de conservation de charge à partir des équations de Maxwell 
 
 
Le deuxième membre dans les équations (III-68) et (III-84) (cf. Chapitre III), peut être aussi 

interprété comme le courant de déplacement de Maxwell : dans l’électrolyte, d’après la loi 

d’Ampère, on peut exprimer le champ magnétique par : 

 

                       
t

txrD
txrJtxrJtxrJtxrH CondDepCondx ∂

∂+=+=×∇ ),,(
),,(),,(),,(),,(

r
rrrr

        (AVI-21) 

 
 

où D
r

 est le vecteur déplacement électrique et CondJ
r

 est le courant de conduction égal à  
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),,(),,( txrFJtxrJ
HCond +=                                                  (AVI-22) 

 

Si on applique l’opérateur divergence aux deux membres de l’équation (AVI-21), nous 

obtenons :  
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  (AVI-23)  

 
En définissant : 
 

JttxrDtxrJCond
rrr

=∂∂+ ),,(),,(                                                  (AVI-24) 

 
nous avons pour le cas monodimensionnel26 :  
 

),(),(),,(),,(),,(),,(),( tLJtLJtLrJtLrJtxrJtxrJtrJ DepFarDepCondDepCond +=+=+=   (AVI-25) 

 
Cette relation montre le fait important que dans le cas 1D la somme des courants de 

conduction et de déplacement est indépendante de la coordonnée spatiale x . 

Si nous supposons l’isotropie et l’homogénéité du milieu électrolyte, on peut écrire ED CD

rr
ε= . 

Donc nous avons à Lx =  : 

 

   
t

txrE
txrJ

t

txrD
txrJtrJ CD

FarFar ∂
∂

+=
∂
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)),,((

),,(
),,(

),,(),(

rr
ε              (AVI-26) 

 
En prenant en compte le théorème de Gauss (équation (III-34)), nous obtenons 

finalement (cas anodique) : 

 

t

tr
trJtrJ Far ∂

∂−= ),(
),(),(

σ
                                           (AVI-27) 

 
 

AVI-2-c) Continuité du courant entre les échelles NANO et MICROscopique 
 
 
Nous pouvons démontrer que la densité de courant totale à travers le modèle NANOscopique 

est conservée (la charge est conservée). 

 

L’équation (AVI-26) peut aussi s’écrire à 0=x  selon : 

                                                 
26 Il ne serait pas forcement le cas pour plus d’une dimension. 
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t

txrE
txrFJtxrJtxrJtrJ CDHDepCond ∂

=∂+===+== +

),0,(
),0,(),0,(),0,(),( ε      (AVI-28) 

 
La dérivée temporelle du champ électrique peut être exprimée en fonction de la densité 

surfacique protonique en appliquant le théorème de Gauss (équation (III-34)) cette fois-ci à 

l’interface NANO/MICRO à x = 0 : 

 

t

txr

t

txrE H
DL ∂

=∂
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∂
=∂ + ),0,(),0,( σ

ε                                         (AVI-29) 

 
En combinant (AVI-28) et (AVI-29) et en multiplient par la surface spécifiqueγ  nous avons : 
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Le dernier terme s’écrit en fonction de la concentration protonique : 
 

t

txrC
F

t

txr
HH

∂
=∂

=
∂

=∂ ++ ),0,(),0,(ρ
                                           (AVI-31) 

Mais  

FIXH
CtxrC ==+ ),0,(                                                       (AVI-32) 

 
car le système est électroneutre dans la MICRO-échelle. Donc (AVI-32) est égal à zéro, et 

l’expression (AVI-30) se réduit à : 

 
),,0(),(),( trxFJtrStrJ

HH
=== ++ γγ                                    (AVI-33) 

 
ce qui montre la continuité entre la densité de courant entrante à travers a couche compacte 

( Lx = ), et sortante à travers de l’interface NANO/MICRO ( 0=x ).   

 

AVI-2-d) Inclusion d’une accumulation dans la dynamique électronique 
 
 
Dans un cas plus général, où l’hypothèse d’accumulation électronique négligeable (ou densité 

volumique de charge électronique constante dans le Pt/C) ne serait plus valable (cf. Chapitre 

II), le transport électronique ne serait plus gouverné par les équations (II-18-20). La jauge de 

Lorentz [Panofsky et Phillips (1962)] nous emmènerait plutôt à déduire une pair d’équations 

décrivant ce transport. 
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En effet, selon la loi de Faraday, E
r

×∇  est différent de zéro dans un champ magnétique 

variable, et donc il n’est plus possible de dériver le champ électrique d’un potentiel scalaire. 

B
r

.∇  est zéro dans toutes les conditions, et d’ici le champ magnétique reste dérivable d’un 

vecteur potentiel : 

 

AB
rr

×∇=                                                                       (AVI-34) 
 
Si cette équation est supposée valable, le champ électrique peut être écrit comme la somme 

d’un gradient d’un potentiel scalaire et un terme supplémentaire (contribution non-

conservatrice de la variation du potentiel vecteur) : 

 

t

A
E

∂
∂−−∇=
r

r
ψ                                                        (AVI-35) 

 

qui fait E
r

 obéir la loi de Faraday. Comme A
r

.∇  ne reste pas définie, ou au moins reste 

indéfinie dedans la somme d’une fonction arbitraire de la position, définissons-la à travers la 

condition de Lorentz : 

 

 0. =+
∂

∂+∇ ψνψνε g
t

A
r

                                                (AVI-36) 

 
que dans l’espace libre ou dans un milieu avec conductivité faible (cas du Nafion® conducteur 

des protons par exemple) devient : 

 

0
1

.
2

=
∂

∂+∇
tc

A
ψr

                                                      (AVI-37) 

 
La jauge de Lorentz présent l’avantage d’introduire une symétrie complète entre les potentiels 

scalaire et vecteur, elle fait obéir les mêmes équations d’onde que les champs. Elle assure 

aussi une relation relativiste covariante entre les potentiels scalaire et vecteur. 

En introduisant l’expression (AVI-34) dans la loi d’Ampère et en utilisant 

2. ∇−∇∇=∇××∇ , nous avons (en réarrangeant) tenant compte de (III-35) : 
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En substituant (AVI-35) dans la loi de Gauss nous avons : 
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                                                   (AVI-39) 

   
Dans le cas où le milieu a une conductivité électronique grande, le troisième terme en (AVI-

38) n’est plus négligeable. Selon la relation d’Einstein [Prigogine et Kondepudi (1999)], la 

conductivité g est liée à la concentration électronique −e
C  et la densité volumique de charge 

−e
ρ  par : 

 

−
−

−
− == e

e

e

e

RT

D
C

RT

FD
g ρ                                               (AVI-40) 

 
La jauge de Lorentz (AVI-36) est donc : 
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En remplaçant cette équation en (AVI-38), nous obtenons la première des équations 

gouvernant le transport électronique : 
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En remplaçant (AVI-41) en (AVI-39), nous obtenons la deuxième des équations : 
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ANNEXE VII 
 

LE SQUELETTE DE L’ALGORITHME MEMEPHYS 
 

 
 

Comme nous l’avons dit dans le Chapitre IV, MEMEPHYS est construit sur la base de 2 

logiciels commerciaux : Matlab®/Simulink® et Femlab®. Nous présentons aussi quelques 

éléments sur le logiciel 20-Sim® que nous avons employé pour la détermination de la 

causalité entre les différentes composantes de notre modèle. Le but de cet Annexe est de 

donner quelques notions élémentaires du fonctionnement de ces logiciels. Pour le lecteur 

désireux de plus détails, nous l’invitons à consulter nos références [20-Sim®] 

[Matlab®/Simulink®] [Comsol Multiphysics®]. 

 

AVII-1. LE « VISAGE » DE MEMEPHYS 
 

Sur les Figures AVII-1-3, nous montrons quelques aspects de l’interface de MEMEPHYS 

(développée sous Simulink®). 
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Figure AVII-1 : Aspect de MEMEPHYS sur Simulink®. 
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Figure AVII-2 : Aspect de MEMEPHYS sur Simulink®. Intérieur d’un bloc « électrode » avec 3 mailles 
(chaque bloc rose résout numériquement un modèle NANOscopique). 
 

 
 
Figure AVII-3 : Flux d’information entre les différentes sous-parties du modèle NANOscopique 
anodique. 
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AVII-2. LE LOGICIEL COMMERCIAL FEMLAB®  
 
 

Femlab® qui signifie Finite Element Modeling LABoratory (devenu récemment COMSOL 

Multiphysics®) est un logiciel dédié à la modélisation et la simulation de tout phénomène 

physique descriptible à base d'équations aux dérivées partielles (EDP). Il propose des solveurs 

performants qui peuvent résoudre des problèmes de très grande taille en apportant des 

résultats rapides et précis, tandis que sa structure intuitive procure flexibilité et convivialité 

[Verdier (2004)].  

Grâce à ces modèles prédéfinis ou à ses modes d’applications optimisées, ce logiciel permet 

de modéliser la plupart des phénomènes physiques. Pour les applications plus pointues, on a 

en outre la possibilité de travailler directement sur les équations et de les modifier selon vos 

besoins spécifiques.  

Femlab® permet de résoudre numériquement des systèmes non-linéaires couplés d'équations 

aux dérivées partielles. Femlab® utilise une approximation par la méthode des éléments finis, 

avec un maillage automatique de la géométrie en triangles ou en tétraèdres. Les possibilités du 

préprocesseur géométrique de Femlab® permettent de définir facilement des formes aussi 

complexes que dans les logiciels de C.A.O. classiques (CATIA, Proengineer...).  

Une fonctionnalité originale de Femlab®, appelée "multiphysics" permet de modéliser et de 

résoudre des problèmes combinant plusieurs modèles.  

Femlab® est une application dotée d'une interface graphique (Figure AVII-4). Cependant, le 

modèle créé peut être sauvegardé sous forme de script et exporté ainsi sur Simulink® (comme 

nous l’avons fait). Le langage de programmation de Femlab® étant celui de Matlab®, cela 

permet d'étendre encore les possibilités du logiciel.  
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Édition de Paramètres

Édition des EDPs

Frontières

Maillage selon l’épaisseur de la 
couche diffuse

 
Figure AVII-4 : Maillage tracé sous Femlab® 2.3b pour la résolution des équations de Poisson et 
Nernst-Planck du transport protonique. 
 
 
 

AVII-3. LE LOGICIEL COMMERCIAL 20-SIM® 
 

Tout comme Simulink® et Femlab®, 20-Sim® est un utilitaire de simulation et de modélisation 

graphique. avec 20-Sim® on peut simuler le comportement de systèmes dynamiques, comme 

les systèmes électriques, mécaniques et hydrauliques ou n'importe quelle combinaison de ces 

premiers. 20-sim® est basé sur l’utilisation de composants élémentaires, à partir du choix dans 

une libraire et de son interconnexion, sans rentrer des équations mathématiques. 

Les systèmes physiques peuvent être modélisés en utilisant des équations, des descriptions 

type espace d’états, des Bond Graphs, des diagrammes blocs, et des composants ou 

diagrammes iconiques. Ces descriptions peuvent être complètement couplées pour créer des 

modèles mixtes.   
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20-Sim® est basé sur la modélisation hiérarchique illimitée. Les niveaux les plus élevés 

consistent aux modèles graphiques (Bond Graphs, par exemple) et les niveaux les plus bas 

sont constitués par des équations.  

Avec 20-Sim®  nous pouvons construire les Bond Graphs de manière causale ou acausale 

(Figure AVII-7). On peut même créer nos propres éléments, éditer son aspect et la quantité et 

nature de ses ports (il admet des liens multidimensionnels). Enfin, il permet d’analyser les 

causalités du modèle et de détecter des éventuelles contraintes algébriques (l’utilité que nous 

l’avons donnée dans notre travail). 

Fenêtre d’édition du 
modèle graphique

Fenêtre d’édition
pour chaque composant

Ports

Dimension du port

Causalité du port

 

Figure AVII-5 : Traçage du Bond Graph dimension infinie du transport protonique dans la couche 
diffuse sous 20-Sim®. 
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Titre de la thèse 
 
Un modèle physique multiéchelle de la dynamique électrochimique dans une pile à combustible à électrolyte polymère – Une 
approche Bond Graph dimension infinie. 
 
Résumé  
 
En vue d’analyser les résultats expérimentaux de spectroscopie d’impédance sur des électrodes de piles à combustible de type PEFC, 
nous avons développé un nouveau modèle de connaissance et de compréhension du comportement dynamique d’un assemblage 
Electrodes-Membrane. Ce modèle, de nature multiéchelle et mécanistique, est basé sur la thermodynamique irréversible et 
l’électrodynamique. Il dépend des paramètres physiques internes, tels que la surface active spécifique, les permittivités électriques 
des matériaux, les constantes cinétiques et les coefficients de diffusion des réactifs. 
Le modèle réalise le couplage d’une description des phénomènes de transport de charges (électronique et protonique) à travers 
l’épaisseur des électrodes et de la membrane, avec des modèles spatialement distribués de l’interface nanoscopique Nafion®-Pt/C et 
de la diffusion des réactifs (hydrogène et oxygène) à travers la couche de Nafion® recouvrant les particules de Pt/C. Le modèle 
interfacial nanoscopique est basé sur une nouvelle description interne de la dynamique de la double couche électrochimique prenant 
en compte à la fois les phénomènes de transport dans la couche diffuse et les réactions électrochimiques et l’adsorption d’eau dans la 
couche compacte. 
Des nombreux couplages entre domaines de la physique, comme le transport par diffusion-migration et l’électrochimie, sont 
introduits. L’écriture du Bond Graph dimension infinie de ce modèle nous a permis de déterminer les causalités de ces différents 
couplages, à l’aide de 20-Sim®, et de le doter d’une structure modulaire et modulable (pour l’incorporation future d’autres 
phénomènes physico-chimiques, ou sa réutilisation dans d’autres systèmes électrochimiques). Enfin, la résolution numérique a été 
réalisée sous Matlab/Simulink® couplé à Femlab® (méthode d’éléments finis). 
La réponse dynamique d’une cellule de PEFC, dépendante du courant, de la température, des pressions de réactifs et de la 
composition structurale des électrodes, peut être simulée. Le modèle permet d’évaluer la sensibilité des spectres d’impédance aux 
conditions de fonctionnement et à la composition des électrodes, ainsi que les contributions des différents phénomènes et couches 
constitutives.  
Nous avons réalisé un protocole expérimental sur une cellule PEFC de petite taille en vue de valider le modèle. Les mesures  de 
spectroscopie d'impédance réalisées sur ce banc ont permis la validation des modèles proposés ainsi que l'estimation partielle de ses 
paramètres. 
 
Mots clés 
double couche électrochimique, spectroscopie d’impédance, modèle dynamique multiéchelle, thermodynamique irréversible, 
électrodynamique, Bond Graph dimension infinie. 
 

Title 
 
A physical multiscale model of the electrochemical dynamics in a polymer electrolyte fuel cell – An infinite dimensional Bond 
Graph approach. 
 
Abstract  
 
In order to analyze the experimental results of impedance spectroscopy on electrodes of Polymer Electrolyte Fuel Cells (PEFC), we 
have developed a new knowledge model to understand the dynamic behaviour of a Membrane-Electrodes Assembly. This multiscale 
and mechanistic model, is based on irreversible thermodynamics and electrodynamics, and depends on the internal physical 
parameters, such as the effective electrode surface, the electric permittivity of the materials, the reaction kinetics and the diffusion 
coefficients of the reactive species. 
The model results of the coupling of a microscopic scale transport phenomena description of charges (electrons and protons) through 
the electrode and the electrolyte thickness, a spatially distributed microscopic model of the reactant diffusion (hydrogen and oxygen) 
through the Nafion® layer covering the Pt/C particles, and a spatially distributed nanoscopic description of the Nafion®-Pt/C 
interface. This interfacial model is based on an internal description of the electrochemical double layer dynamics, coupling the 
transport phenomena in the diffuse layer and the electrochemical reactions and water adsorption in the compact layer. 
This multiscale model introduces many couplings between different physical domains, such as diffusion-migration transport and 
electrochemistry. A distributed-parameter Bond Graph of this model has allowed to calculate the causalities of the different 
couplings, using 20-Sim®, and to give the model a modular structure (allowing to include other physico-chemical phenomena, or to 
be adapted and re-used in other electrochemical systems). The numerical resolution has been performed in Matlab/Simulink® 
coupled to Femlab® (finite elements method) 
The system dynamics, depending on the current, the temperature, the reactant pressures, and the structural composition of the 
electrodes can be simulated. The model allows evaluating the sensitivity of impedance spectra to operating conditions and electrodes 
composition, and it gives access to the contributions of the different phenomena and constitutive layers.  
An experimental validation of the model was carried out on a specific bench and single cell. Impedance spectroscopy measurements 
achieved on the test bench have allowed the validation of the proposed model and the estimation of some of its parameters. 
 
Key words 
electrochemical double layer, impedance spectroscopy, multiscale dynamic model, irreversible thermodynamics, electrodynamics, 
infinite dimensional Bond Graph. 
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