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Thèse

présentée pour l’obtention du titre de

Docteur de l’Université Henri Poincaré, Nancy-I
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toujours à plein régime. Un grand merci à vous : Pierre D., François, Manon, Lucas,
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Introduction

La principale motivation des travaux de cette thèse est de faire apparâıtre les liens
étroits entre géométrie riemannienne et géométrie spinorielle sur une variété compacte
à bord par l’étude des propriétés conformes de l’opérateur de Yamabe et de l’opérateur
de Dirac.

Sur une variété riemannienne compacte (Mn, g) de dimension n, le laplacien conforme
(ou opérateur de Yamabe) est un opérateur différentiel elliptique d’ordre deux agissant
sur les fonctions définies sur M. Cet opérateur est défini par

L :=
4(n− 1)

n− 2
∆ + R,

où ∆ est le laplacien scalaire et R la courbure scalaire de (M, g). Il apparâıt de manière
naturelle dans un célèbre problème de géométrie riemannienne conforme, le problème de
Yamabe. Une des principales particularités de cet opérateur est sa covariance conforme
qui provient du fait qu’il relie les courbures scalaires de deux métriques conformes.
Le problème de Yamabe s’énonce de la façon suivante : Étant donnée une variété rie-
mannienne compacte (Mn, g) de dimension n ≥ 3, existe-t-il une métrique g conforme
à g dont la courbure scalaire est constante ? Plusieurs raisons naturelles motivent ce
problème. En particulier, on sait que toute surface possède dans sa classe conforme une
métrique à courbure de Gauss constante (donc à courbure scalaire constante). Est-ce
que ce résultat se généralise au cas d’une variété de dimension n ≥ 3 ? C’est ainsi que ce
problème trouve son origine dans un article de Yamabe [Yam60] dans lequel ce dernier
donne une preuve au problème posé ci-dessus. Cependant, en 1968, Trüdinger [Tru68]
trouve une erreur majeure dans l’article de Yamabe, mais il réussit malgré tout à prouver
que cet énoncé reste vrai dans certains cas. Il a fallu alors attendre les travaux d’Aubin
[Aub76] et de Schoen [Sch84] pour obtenir une preuve rigoureuse de ce qui était devenu
le problème de Yamabe. La richesse de ce problème et la diversité des outils développés
afin de le résoudre en font un cadre privilégié où géométrie, analyse et relativité générale
se lient de manière assez surprenante.

Si la variété M est munie d’une structure spinorielle, on peut définir un autre
opérateur partageant cette propriété de covariance conforme, l’opérateur de Dirac. Cet
opérateur est un opérateur différentiel elliptique d’ordre un agissant sur les sections du
fibré des spineurs (un champ de spineurs pouvant être vu comme une racine carrée de
formes différentielles). Un des principaux outils dans l’étude de l’opérateur de Dirac est
la formule de Schrödinger-Lichnerowicz, qui est une formule de type Böchner reliant
le carré de l’opérateur de Dirac au laplacien brut spinoriel. Plus précisément, elle est
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10 INTRODUCTION

donnée par :

D2 = ∇∗∇ +
R

4
Id (1)

où D est l’opérateur de Dirac et ∇ (resp. ∇∗) est la dérivée covariante spinorielle
(resp. l’adjoint de la dérivée covariante spinorielle). Cette relation a été prouvée par
Schrödinger [Sch32] dans le cadre local puis par Lichnerowicz dans le cadre global grâce
à la théorie des fibrés. Cette formule trouve toute sa profondeur dans un célèbre résultat
de Lichnerowicz [Lic63]. En effet, sous l’hypothèse faible de positivité de la courbure
scalaire et combinée au théorème de l’indice d’Atiyah-Singer [AS62], elle fournit une
obstruction topologique à l’existence de métriques à courbure scalaire positive sur une
variété. Ce résultat peut être vu comme une estimation du spectre de l’opérateur de
Dirac qui n’est pas optimale dans le sens où aucune variété à courbure scalaire positive
ne caractérise son cas limite. On voit alors que le spectre de l’opérateur de Dirac sur une
variété compacte sans bord permet de détecter des informations subtiles sur la géométrie
et la topologie de telles variétés. Il a fallu cependant attendre une quinzaine d’années
pour que l’inégalité de Lichnerowicz soit améliorée. En effet, T. Friedrich [Fri80] prouve
que le carré de la première valeur propre de l’opérateur de Dirac est minoré par un
nombre proportionnel à l’infimum de la courbure scalaire. La cas d’égalité est alors ca-
ractérisé par l’existence d’un champ de spineurs satisfaisant une équation différentielle
surdéterminée. De tels champs sont appelés champs de spineurs de Killing et avaient
déjà été introduits par les physiciens dans diverses théories tentant d’unifier mécanique
quantique et relativité générale.

Dans [Hij86] et [Hij91], O. Hijazi met en évidence un lien étroit entre le spectre
du laplacien conforme et celui de l’opérateur de Dirac. Cette relation repose fortement
sur la propriété de covariance conforme partagée par ces deux opérateurs. En effet, il
prouve que si l’invariant de Yamabe est positif (ce qui est équivalent à l’existence d’une
métrique conforme à g dans laquelle la courbure scalaire est strictement positive), alors :

λ2
1 ≥

n

4(n− 1)
µ1(L), (2)

où λ2
1 est la plus petite valeur propre du carré de l’opérateur de Dirac et µ1(L) celle du

laplacien conforme. Le cas où la dimension de la variété est n = 2 a été traité par C. Bär
[Bär92] et fait intervenir la caractéristique d’Euler-Poincaré de la surface. En utilisant
l’inégalité de Hölder, Hijazi prouve que :

λ2
1(g)Vol(M, g)

2
n ≥ n

4(n− 1)
µ(M), (3)

où µ(M) est l’invariant de Yamabe de M. Parallèlement, J. Lott [Lot86] montre, en
utilisant des techniques d’opérateurs pseudo-différentiels, l’existence d’une constante
C > 0 ne dépendant que de la classe conforme de g telle que :

λ2
1(g)Vol(M, g)

2
n ≥ C (4)

dès que l’opérateur de Dirac est inversible. Ce résultat est plus général que (3) (car le fait
de supposer l’invariant de Yamabe positif implique immédiatement que l’opérateur de
Dirac est inversible) mais l’inégalité (3) fournit une borne explicite ce qui fait défaut au
résultat de Lott. En utilisant les mêmes techniques que J. Lott, B. Ammann [Amm03a]
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étend le domaine de validité de cette inégalité au cas où l’opérateur de Dirac possède un
noyau non trivial et prouve de plus (voir aussi [AHM03]) que si n 6= 2 ou D inversible :

λmin(M, σ, [g]) ≤ λmin(S
n, σst, [gst]), (5)

où σ est une structure spinorielle sur M, [g] la classe conforme de la métrique rieman-
nienne g et λmin(M, σ, [g]) est l’invariant spinoriel conforme défini par :

λmin(M, σ, [g]) := inf
g∈[g]

{
λ1(g)Vol(M, g)

1
n

}
.

L’étude de cet invariant a suscité de nombreux travaux (voir [Amm03b], [Amm],
[AHM03] ou bien [AHM]) ces dernières années. En effet dans [Amm03b], B. Am-
mann montre que si l’inégalité (5) est stricte, il existe des solutions à une équation de
type Yamabe pour l’opérateur de Dirac (qui est critique dans le sens des injections de
Sobolev). C’est une des motivations qui a poussé Ammann, Humbert et Morel à définir
rigoureusement la fonction de Green de l’opérateur de Dirac et d’étudier en détails ses
propriétés. Cela leur a ainsi permis d’obtenir certains types de variétés pour lesquelles
(5) est stricte (voir [AHM]). La construction de la fonction de Green les a aussi conduit
à donner une preuve très simple du théorème de la masse positive pour des variétés
asymptotiquement plates obtenues par éclatement conforme par la fonction de Green de
l’opérateur de Yamabe ([AH]). Cette preuve utilise fortement la covariance conforme
de l’opérateur de Dirac. Là encore les liens entre le cadre riemannien et spinoriel et
entre géométrie et analyse apparaissent de manière claire. Cependant, de nombreuses
difficultés surgissent du fait que les objets manipulés sont des champs de spineurs et
non plus des fonctions.

Le passage aux variétés à bord

Une question naturelle en géométrie différentielle est de savoir si étant donnée (Mn, g)
une variété riemannienne compacte à bord, il existe une métrique conforme à g dans
laquelle la courbure scalaire est constante et la courbure moyenne du bord est nulle. Ce
problème a été étudié par Escobar dans [Esc92b] et est appelé “le problème de Yamabe
sur les variétés à bord”. Ce problème fait intervenir le laplacien conforme sous une
certaine condition à bord. Cette condition à bord apparâıt naturellement en géométrie
et elle a aussi la particularité de posséder une propriété de covariance conforme.

Si la variété M possède une structure spinorielle, on peut aussi considérer l’opérateur
de Dirac agissant sur les sections du fibré des spineurs de M. Outre l’aspect analytique,
le cadre spinoriel fait intervenir des difficultés supplémentaires par rapport au cas du
laplacien (scalaire ou conforme). Une de ces différences est par exemple qu’il faut res-
treindre au bord (ou plus généralement à une hypersurface de M) le fibré des spineurs
ambiant (voir par exemple [Bur93], [Tra95] ou [Bär98]). Cependant, l’opérateur de
Dirac se trouve être un outil très puissant dans l’étude de la géométrie des variétés à
bord. Un exemple qui met en évidence le rôle des spineurs dans ce contexte est donné
par le travail de Witten (voir [Wit81], [PT82] ou [LP87]) dans sa preuve du théorème
de la masse positive issu de la relativité générale. En effet, à une variété asymptotique-
ment plate (c’est-à-dire une variété non compacte qui “ressemble” à l’espace euclidien à
l’infini), on associe un invariant géométrique défini de manière non tensorielle, la masse.
La conjecture de la masse positive stipule alors que si la courbure scalaire de la variété
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est intégrable et positive sa masse est positive et elle est nulle si et seulement si la
variété est isométrique à l’espace euclidien. Schoen et Yau (voir [SY79b] et [SY79a])
ont prouvé ce résultat pour une variété de dimension inférieure ou égale à 7 à l’aide
de surfaces minimales. La preuve proposée par Witten n’impose quant à elle aucune
restriction sur la dimension mais oblige cependant la variété à possèder une structure
spinorielle. En fait, Witten remarqua qu’une fois intégrée (sur des domaines de plus en
plus grands), la formule de Schrödinger-Lichnerowicz évaluée sur un champ de spineurs
asymptotiquement constant fait apparâıtre un terme de bord qui tend vers un multiple
de la masse. La résolution de la conjecture de la masse positive était alors ramenée à
prouver l’existence d’une solution à un problème à bord pour l’opérateur de Dirac.

Cette approche développée par Witten a inspiré de nombreux travaux sur les théorèmes
de la masse positive. On pourra entre autres mentionner les travaux de Herzlich qui
prouve ce type de théorèmes pour des trous noirs (c’est-à-dire pour des variétés asymp-
totiquement plates possèdant un bord intérieur) dans le cadre lorentzien [Her98b],
dans le cadre asymptotiquement hyperbolique [CH03] ou bien pour une inégalité de
type Penrose [Her98a].

Toujours dans l’esprit de l’approche de Witten de la masse positive, O. Hijazi, S.
Montiel et X. Zhang [HMZ02] relient le spectre de l’opérateur de Dirac d’une hy-
persurface bordant un domaine compact d’une variété à la première valeur propre de
l’opérateur de courbure moyenne conforme (voir [Esc92a] pour des renseignements sur
cet opérateur). Leur approche repose une fois de plus sur le caractère conforme du lapla-
cien conforme, de l’opérateur de courbure moyenne conforme et de l’opérateur de Dirac
mais aussi sur celui de la condition à bord utilisée (pour l’opérateur de Dirac).

Des travaux plus récents (voir [FS98], [HMZ01b] ou bien [HMR02]) mettent en
œuvre l’étude spectrale de l’opérateur de Dirac sur une variété à bord. Diverses condi-
tions à bord sont étudiées et il est particulièrement apparent que le spectre de l’opérateur
de Dirac dépend de manière conséquente de la condition à bord imposée.

Puisque le laplacien conforme (sous la condition à bord décrite dans le paragraphe
suivant) et l’opérateur de Dirac partagent toujours cette propriété de covariance conforme,
on peut naturellement se demander s’il existe un lien analogue à celui du cas des variétés
fermées dans le cas des variétés à bord. L’existence d’une telle relation passe évidemment
par un choix adapté (dans un sens à préciser) d’une condition à bord pour l’opérateur
de Dirac et par une bonne compréhension du problème de Yamabe sur les variétés à
bord.

Le problème de Yamabe sur les variétés à bord

Soit (Mn, g) une variété compacte riemannienne de dimension n dont le bord ∂M est
lisse. Le problème de Yamabe sur les variétés à bord se pose de la manière suivante :
Existe-t-il sur M une métrique g conforme à g dont la courbure scalaire est constante et
la courbure moyenne est nulle ? Ce problème a été résolue par Escobar pour un grand
nombre de variétés. Les techniques qu’il emploie reposent sur les idées développées par
Aubin et Schoen mais demandent un travail considérable tant au niveau géométrique
qu’analytique. Nous présentons brièvement les grandes lignes de son travail effectué dans
[Esc92b]. Soit donc (Mn, g) une variété riemannienne compacte de dimension n ≥ 3 dont
le bord ∂M est non vide et soit f ∈ C∞(M) une fonction lisse strictement positive. Si
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on note N = 2n
n−2

et g = f
4

n−2 g ∈ [g], où [g] est la classe conforme de g, les courbures
scalaires et moyennes de g et g sont reliées par :

Lg(f) = Rg f
N−1 et Bg(f|∂M) = Hg f

N
2

|∂M (6)

où Rg (resp. Hg) est la courbure scalaire de la variété (Mn, g) (resp. la courbure moyenne
de (∂M, g) dans (M, g)) et Lg (resp. Bg) est le laplacien conforme (resp. l’opérateur de
courbure moyenne conforme) donné par :

Lg :=
4(n− 1)

n− 2
∆g + Rg (resp. Bg :=

2

n− 2

∂

∂ν
+ Hg).

Trouver une métrique conforme à g dont la courbure scalaire est constante et la courbure
moyenne du bord est nulle consiste alors à trouver une solution lisse strictement positive
f du système (6) avec Rg constante et Hg = 0. En utilisant des méthodes classiques de
minimisation, le problème à bord (6) se résout assez facilement si l’exposant N est
remplacé par un exposant q ∈]1,N[. Cependant, le cas où q = N (et donc le cas qui
permet la résolution du problème de Yamabe) ne peut se résoudre par ces méthodes car
la compacité de l’inclusion H2

1(M) →֒ LN(M) est perdue tandis que si q < N, elle est
conservée. Dans [Esc92b], Escobar considère la fonctionnelle définie par :

Y(u) =

∫
M

(
2

n−2
|∇u|2 + 1

2(n−1)
Ru2

)
dv(g) +

∫
∂M

Hu2ds(g)
( ∫

M
|u|Ndv(g)

) 2
N

(7)

pour u ∈ C∞(M), u 6= 0 et montre que si f est une fonction minimisante normalisée par
||f ||LN (M) = 1 de cette fonctionnelle alors elle satisfait au sens faible le système :

{
Lg(f) = µ(M, ∂M) fN−1 sur M
Bg(f|∂M) = 0 le long de ∂M

où µ(M, ∂M) := inf Y(u) est l’invariant de Yamabe de M (cet invariant est un invariant
conforme, c’est-à-dire il ne dépend que de la classe conforme de la métrique g). Les
théorèmes de régularité classiques et le principe du maximum permettent ensuite de
vérifier que dans ce cas f ∈ C∞(M) et f ≥ 0. Cependant, la situation f ≡ 0 n’est en
aucun cas exclue. Escobar remarqua alors que si :

µ(M, ∂M) < µ(Sn+, ∂S
n
+), (8)

où µ(Sn+, ∂S
n
+) est l’invariant de Yamabe de l’hémisphère de dimension n muni de sa

structure conforme standard, la fonction f est strictement positive. La résolution du
problème de Yamabe est ainsi ramenée à une étude fine de l’invariant de Yamabe qui a
été entreprise dans les travaux d’Escobar.

Présentation des résultats

L’objectif principal des travaux de cette thèse est de mettre en évidence que l’étude
spectrale de l’opérateur de Dirac liée à sa propriété de covariance conforme permet de
relier des invariants conformes riemanniens et spinoriels d’une variété à bord. Une fois
ce lien établi, on étudiera plus en profondeur l’invariant spinoriel conforme obtenu.
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Le premier chapitre a pour but de mettre en évidence le fait qu’on puisse lier ces deux
cadres faisant intervenir des outils complétement différents. Le choix de la condition à
bord pour l’opérateur de Dirac constitue un élément crucial pour mener à bien ce travail.

Dans le cas où la variété ne possède pas de bord, l’élément clé qui constitue le point
de départ et de jonction de tous les travaux précédemment cités est l’inégalité d’Hijazi.
Dans le cadre qui nous intéresse ici, il parâıt donc naturel de se poser la question
suivante :

Peut-on obtenir une inégalité de type Hijazi pour l’opérateur de Dirac sur une variété
à bord ?

La réponse à cette question passe évidemment par une étude détaillée des différentes
conditions à bord dont on dispose pour l’opérateur de Dirac et par un choix concernant
leurs comportements par un changement conforme de métriques. Dans [HMR02], les
auteurs montrent une inégalité de type Friedrich pour le spectre de l’opérateur de Dirac
sous quatre conditions à bord : deux conditions de type Atiyah-Patodi-Singer et deux
conditions locales. Les conditions de type Atiyah-Patodi-Singer sont données par des
projections spectrales associées à des opérateurs elliptiques auto-adjoints agissant sur le
fibré des spineurs du bord. Les conditions à bord locales sont quant à elles déterminées
par des projections point par point d’involutions agissant fibres à fibres sur le fibré des
spineurs du bord. Le caractère inhérent de l’aspect conforme dans ce travail conduit
à désigner les conditions à bord locales comme canditates naturelles à l’objectif de
cette thèse. Les conditions à bord que l’on va étudier dans cette première partie sont
introduites ci-dessous.

(1) La condition associée à un opérateur de chiralité :

La condition associée à un opérateur de chiralité Γ (condition que l’on désignera souvent
par condition CHI dans ces travaux) est définie par la projection associée à la valeur
propre ±1 de l’involution :

γ(ν)Γ : Γ(S(∂M)) −→ Γ(S(∂M)),

où S(∂M) := ΣM|∂M désigne le fibré des spineurs du bord, ΣM le fibré des spineurs de M
et γ(ν) l’action du champ de vecteurs unitaire normal rentrant à ∂M par multiplication
de Clifford. Il est à noter qu’une telle condition n’existe pas sur toutes les variétés
puisqu’elle nécessite l’existence d’un opérateur de chiralité Γ (opérateur agissant sur le
fibré des spineurs de M et qui vérifie des propriétés bien spécifiques données par (29)
dans la section 4.4.2 du chapitre 1). On montre alors le résultat suivant :

Théorème 0.1. Soit (Mn, g) une variété riemannienne spinorielle compacte de di-
mension n à bord lisse ∂M. Sous la condition à bord CHI associée à un opérateur de
chiralité, le spectre de l’opérateur de Dirac D de M est une suite non bornée de nombres
réels {λCHI

k / k ∈ Z}. Pour n ≥ 3, toute valeur propre λCHI de l’opérateur de Dirac
satisfait :

(
λCHI

)2 ≥ n

4(n− 1)
µ1(L).
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Pour n = 2, on a :

|λCHI|2 ≥ 2πχ(M2)

Aire(M2, g)
.

De plus, on a égalité si et seulement si la variété M est isométrique à l’hémisphère
standard S

n
+(r) de rayon r, où r dépend de la première valeur propre de l’opérateur de

Dirac sous cette condition.

Dans l’énoncé de ce théorème, le nombre réel µ1(L) désigne la première valeur propre
du problème à bord : {

Lu = µ1(L)u sur M
Bu|∂M = 0 le long de ∂M.

De plus, si n = 2, le réel χ(M2) désigne la caractéristique d’Euler-Poincaré d’une surface
à bord donnée par :

4πχ(M2) =

∫

M

Rdv(g) + 2

∫

∂M

Hds(g).

(2) La condition MIT :

La deuxième condition à bord locale que l’on étudie ici est la condition à bord MIT
définie par la projection associée à la valeur propre ±1 de l’involution :

iγ(ν) : Γ(S(∂M)) −→ Γ(S(∂M))

La différence fondamentale avec la condition précédente provient du fait que dans ce
cas toute valeur propre de l’opérateur de Dirac possède une partie imaginaire non nulle.
Cependant, on montre qu’on peut obtenir une inégalité de type Hijazi donnée par le
résultat suivant :

Théorème 0.2. Soit (Mn, g) une variété riemannienne spinorielle compacte de di-
mension n à bord lisse ∂M. Sous la condition à bord MIT, le spectre de l’opérateur de
Dirac D est une suite de nombres complexes {λMIT

k / k ∈ Z} dont la partie imaginaire
est strictement positive. Pour n ≥ 3, toute valeur propre λMIT de l’opérateur de Dirac
satisfait :

|λMIT|2 > n

4(n− 1)
µ1(L).

Pour n = 2, on a :

|λMIT|2 > 2πχ(M2)

Aire(M2, g)
.

Grâce à l’inégalité de Hölder, on pourra utiliser ces deux inégalités afin d’obtenir une
relation entre un invariant riemannien conforme et un invariant spinoriel conforme. Une
application de ce résultat sera alors donnée dans le deuxième chapitre.
Ces estimations sur le spectre de l’opérateur de Dirac permettent donc de relier deux
invariants conformes définis de manière différente, l’un scalaire et l’autre spinoriel. Un
choix sur la condition à bord à privilégier s’impose alors naturellement. La nature du
spectre de l’opérateur de Dirac sous la condition à bord MIT constitue une difficulté



16 INTRODUCTION

incontestable à l’objectif de cette thèse. Il est donc naturel de privilégier la condition
associée à un opérateur de chiralité.

Cependant, en s’attardant un peu plus sur la condition MIT, on obtient tout de
même une estimation classique (c’est-à-dire qui n’utilise pas le caractère de l’opérateur
de Dirac et de cette condition) améliorant ainsi une inégalité de type Friedrich démontrée
par O. Hijazi, S. Montiel et A. Roldán dans [HMR02]. En effet, on montre :

Théorème 0.3. Soit Ω un domaine compact d’une variété riemannienne spinorielle
compacte dont le bord ∂Ω satisfait la condition H > 0. Alors sous la condition à bord
MIT, toute valeur propre λMIT satisfait :

|λMIT|2 ≥ n

4(n− 1)
inf
Ω

(R) + n Im(λMIT) inf
∂Ω

(H). (9)

De plus, on a égalité si et seulement si le domaine Ω possède un spineur de Killing
imaginaire pur et si le bord ∂Ω est une hypersurface à courbure moyenne constante.

Le deuxième chapitre de cette thèse est consacré à l’étude analytique d’un invariant
spinoriel conforme défini sur une variété riemannienne compacte (Mn, g) munie d’une
structure spinorielle σ et dont le bord lisse ∂M est non vide. En utilisant les résultats
du chapitre précédent, cet invariant apparâıt de façon naturelle sous la forme :

λmin(M, ∂M) := inf
g∈[g]

{|λ1(g)|vol(M, g)
1
n} (10)

où λ1(g) est la première valeur propre non nulle de l’opérateur de Dirac sous la condition
à bord associée à un opérateur de chiralité Γ. Les estimations prouvées dans le premier
chapitre permettent de considérer cet invariant comme un analogue de l’invariant de
Yamabe dans le cadre spinoriel. Plusieurs questions se posent alors naturellement. Tout
d’abord, dans le problème de Yamabe étudié par Escobar, l’hémisphère S

n
+ joue le même

rôle que la sphère standard S
n dans le problème de Yamabe standard. La question

suivante se pose alors :

Peut-on comparer cet invariant défini sur M à celui sur l’hémisphère S
n
+ munie de ses

structures conforme et spinorielle standard ?

Dans un premier temps, on va donc donner une réponse à cette question. Le premier
pas dans l’étude de cet invariant consiste à l’exprimer comme l’infimum d’une certaine
fonctionnelle et à le calculer explicitement sur l’hémisphère. En particulier, on construira
un champ de spineurs de Killing sur S

n
+ qui satisfait le problème à bord étudié. Ce champ

de spineurs ainsi obtenu et la fonctionnelle déterminée conduisent à la construction
d’un spineur-test qui va permettre la comparaison de λmin(M, ∂M) et λmin(S

n
+, ∂S

n
+). Il

est cependant clair que le cadre spinoriel nécessite beaucoup plus de précautions que
le cadre scalaire. En effet, dans le cas du laplacien conforme, on peut facilement à
partir d’une fonction sur S

n
+ construire une fonction sur M. Dans le cadre spinoriel, la

dépendance des champs de spineurs par rapport à la métrique impose la construction
d’une trivialisation adéquate du fibré des spineurs. Cette trivialisation est fournie par le
système de coordonnées de Fermi au voisinage d’un point du bord et par les travaux de
Bourguignon-Gauduchon [BG92]. En effet, ces derniers construisent une identification
du fibré des spineurs au dessus d’une variété munie de deux métriques riemanniennes.
La carte “spéciale” qui va permettre une telle construction ici est celle associée aux
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coordonnées de Fermi. Ce système de coordonnées est celui qui apparâıt naturellement
lorsque l’on considère un point q ∈ ∂M. Il consiste à transporter parallèlement un
système de coordonnées normales au point q (dans la variété ∂M) le long de la géodésique
partant de q et orthogonale à ∂M. On verra ainsi que le choix de la condition à bord dans
la définition de λmin(M, ∂M) intervient encore de manière cruciale puisque le spineur-
test défini sur la variété M à partir de cette trivialisation doit satisfaire la condition
à bord. Puisque le changement de métrique n’est plus conforme, cette condition n’est
apparemment plus satisfaite. Cependant, on montre le lemme suivant, crucial pour le
reste du travail :

Lemme 0.1. Soient U et V les ouverts de trivialisation induits par le système de
coordonnées de Fermi et soit Φ0 ∈ Γ

(
Σ(Rn

+)
)

un spineur parallèle tel que :

γ(ν)ΓΦ0(q) = Φ0(q)

en un point q ∈ V∩ ∂M et où γ(ν) désigne la multiplication de Clifford par le champ de
vecteurs unitaire normal à ∂M. On a alors :

γ(ν)ΓΦ0|V∩∂M = Φ0|V∩∂M.

Dans cet énoncé, R
n
+ désigne le demi-espace euclidien, le champ Φ0 est un champ de

spineurs parallèle sur U et Φ0 son image par la trivialisation construite précédemment
dans le fibré des spineurs au-dessus de V. Ce lemme assure en fait qu’il suffit de prendre
un spineur-test vérifiant la condition à bord en un point pour qu’il vérifie la condition à
bord sur tout le bord. En combinant tous les résultats précédemment énoncés, on parvient
à donner une réponse à la question posée au début de ce paragraphe. On obtient alors
un des principaux résultats de ce chapitre :

Théorème 0.4. Soit (Mn, g) une variété riemannienne spinorielle compacte à bord
lisse non vide ∂M possédant un opérateur de chiralité Γ, alors si n ≥ 2, on a :

λmin(M, ∂M) ≤ λmin(S
n
+, ∂S

n
+) =

n

2

(ωn
2

) 1
n

, (11)

où ωn = vol(Sn, gst).

Ayant ainsi répondu par l’affirmative à la question posée au début de cette section et à
la vue de l’inégalité (8), on est naturellement amené à se demander :

Dans quels cas l’inégalité (11) est-elle stricte ?

Afin de donner une réponse (partielle) à cette question, on va définir la fonction de Green
pour l’opérateur de Dirac sous la condition à bord associée à un opérateur de chiralité,
qu’on désignera alors par “fonction de Green chirale”. Ensuite à la manière d’Escobar,
on va montrer que si le “terme constant” (qu’on appellera opérateur de masse chirale
par analogie avec [AHM]) dans le développement de la fonction de Green chirale au
voisinage d’un point du bord n’est pas nul (dans un sens à préciser) alors l’inégalité est
stricte.

Pour finir ces travaux, on donnera une preuve simple de la forme faible du théorème
de la masse positive démontré par Escobar dans [Esc92b]. La preuve de ce théorème
repose sur la construction de la fonction de Green pour l’opérateur de Dirac sous la
condition à bord MIT et s’inspire des travaux de Ammann et Humbert [AH]. L’énoncé
que l’on présente ici n’apporte pas de résultats nouveaux (si ce n’est qu’elle généralise
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un peu le type des variétés pour lequelles Escobar l’a prouvée) mais permet de simplifier
considérablement les preuves existantes. Plus précisément, on prouve :

Théorème 0.5. Soit (Mn, g, σ) une variété riemannienne spinorielle connexe com-
pacte de dimension n ≥ 3 à bord lisse ∂M. Supposons de plus qu’il existe une métrique
conforme à g et un point q ∈ ∂M tels que dans cette métrique, on puisse trouver un
voisinage V de q dans M isométrique à un ouvert U de R

n
+ contenant 0. Alors la masse

A de M satisfait A ≥ 0. De plus, on a égalité si et seulement si M est conforme à
l’hémisphère ronde S

n
+.

Dans ce résultat, la masse est définie comme le terme constant de la partie régulière
dans le développement de la fonction de Green du laplacien conforme au voisinage du
point q.



CHAPITRE 1

Estimations de valeurs propres pour l’opérateur de Dirac sur

une variété à bord

Ce chapitre a fait l’objet de deux publications [Rau06] et [Rau05].
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Estimations de valeurs propres pour l’opérateur de Dirac sur une

variété à bord

1. Introduction

Ce chapitre a pout objectif principal d’amener naturellement à la définition de l’in-
variant spinoriel conforme présenté dans le deuxième chapitre. Les justifications que l’on
fournit ici passent par l’étude du spectre de l’opérateur de Dirac sous diverses conditions
à bord.

Dans le cas des variétés compactes fermées (c’est-à-dire sans bord), de nombreux travaux
ont été consacrés à l’étude spectrale de l’opérateur de Dirac comme [Fri80], [Hij86] ou
[Bär92] par exemple. Dans ce cas, l’opérateur de Dirac est un opérateur différentiel
elliptique d’ordre un qui admet une extention L2 auto-adjointe et en particulier son
spectre est une suite non bornée de nombres réels. Outre les estimations elles-mêmes,
il est important de pouvoir caractériser les cas limites de ces minorations qui donnent
lieu à des géométries spéciales. Ces géométries sont en fait liées à l’existence sur la
variété d’un champ de spineurs particulier tel que les spineurs de Killing par exemple
(voir [Bau89a], [Bau89b] ou [Bär93]). Une inégalité importante est l’inégalité d’Hi-
jazi, inégalité qui relie la première valeur propre du carré de l’opérateur de Dirac et
celle du laplacien conforme. La démonstration de ce résultat est basée sur les propriétés
conformes de ces deux opérateurs et constitue le point de départ de nombreux travaux
récents.

Dans le cas où la variété possède un bord lisse, le spectre de l’opérateur de Dirac dépend
de la condition à bord utilisée et on doit donc s’attendre à obtenir différentes estimations
sur ses valeurs propres selon la condition à bord étudiée. En effet, dans [HMR02], les
auteurs étudient quatre conditions à bord et obtiennent une estimation de type Frie-
drich dont les cas d’égalités diffèrent totalement suivant la condition imposée. Dans ce
chapitre, on va étudier deux conditions à bord pour l’opérateur de Dirac qui ont la par-
ticularité d’être invariantes par changement conforme, ce qui nous amènera à prouver
une inégalité de type Hijazi. Cette inégalité constituera le point de départ des travaux
du deuxième chapitre.

Dans cette optique, on commencera tout d’abord par donner de brefs rappels concernant
la géométrie spinorielle sur une variété à bord. Cette section sera consacrée à poser les
différentes notations et les différents outils qui vont intervenir dans la suite de ce travail.
On rappellera en particulier les principales propriétés de l’opérateur de Dirac ainsi que
la façon dont les structures riemannienne et spinorielle induisent de telles structures sur
le bord. Une fois ces notions rappelées, on donnera une version intégrale de la formule
de Schrödinger-Lichnerowicz, principal outil pour obtenir des estimations sur le spectre
de l’opérateur de Dirac. On finira ces rappels par les propriétés de covariance conforme
des opérateurs de Dirac et on résumera les principaux résultats concernant le problème
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de Yamabe sur les variétés à bord. On rappellera enfin la notion d’ellipticité pour des
conditions à bord associées à un opérateur différentiel afin de regarder plus en détails
cette notion pour l’opérateur de Dirac.

On arrivera alors aux principaux résultats de ce chapitre qui donnent des minorations
explicites du spectre de l’opérateur de Dirac (sous deux conditions à bord) en fonc-
tion de la première valeur propre du laplacien conforme. Cette inégalité est appelée
“Inégalité d’Hijazi” par analogie avec l’inégalité du même nom sur les variétés fermées.
Ces résultats font l’objet d’une publication [Rau06].

Pour clore ce chapitre, une étude plus approfondie du spectre de l’opérateur de Dirac sous
la condition à bord MIT permettra d’obtenir une estimation ne faisant pas intervenir ses
propriétés conformes (voir Section 4.3). Comme on le verra, cette minoration améliore
un résultat de Hijazi, Montiel et Roldán (voir [HMR02]). Sa preuve est basée sur une
modification de la connexion “à la Friedrich” donnant lieu à la formulation d’une formule
de Reilly modifiée. Le cas d’égalité est caractérisé par l’existence d’un champ de spineurs
de Killing imaginaire. Ce résultat fait l’objet d’une publication [Rau05].

2. Préliminaires géométriques

Dans cette section, on rappelle brièvement les principaux résultats de base de la
géométrie spinorielle sur une variété à bord. Pour plus de détails, le lecteur pourra
consulter les excellents ouvrages [BHMM], [Fri00] ou [LM89] pour le cas des variétés
fermés et les articles de [Bär98], [HMR02] ou [Mor01] pour la restriction au bord des
objets ambiants. On ne s’attarde pas ici sur l’aspect algébrique basique des algèbres de
Clifford, du groupe spinoriel et des représentations de ce groupe afin de ne pas alourdir
le texte qui suit.

2.1. Variétés spinorielles à bord. On considère (Mn, g) une variété riemannienne
spinorielle compacte de dimension n possédant un bord lisse ∂M. Dans toute la suite, on
notera par σ := (Spin (M), η) une structure spinorielle sur M qui est la donnée d’un fibré
principal Spin (M) de groupe structural Spinn et d’un revêtement η à deux feuillets du
fibré principal SO(M) des repères linéaires g-orthonormés par le fibré Spin (M). L’exis-
tence d’une telle structure est de nature topologique et elle est équivalente à la nullité
de la deuxième classe de Stiefel-Withney. Sur une variété, il peut exister plusieurs struc-
tures spinorielles et on suppose alors que si c’est le cas, on en choisit une et on la fixe
pour la suite. En utilisant alors les résultats classiques sur les représentations complexes
du groupe spinoriel, on construit de façon naturelle un fibré vectoriel associé au fibré
principal Spin (M). Ce fibré est appelé fibré des spineurs complexes (ou fibré des spi-
neurs) et on le notera alors ΣM (ou bien Σg(M)) si on veut faire référence à la métrique
de la variété). De la même manière, on peut aussi construire un fibré vectoriel dont
la fibre au-dessus d’un point est donnée par l’algèbre de Clifford complexe. Ce fibré
vectoriel est appelé fibré de Clifford et on le notera Cl(M). On peut le voir comme une
généralisation du fibré extérieur puisque l’on peut vérifier qu’ils sont isomorphes en tant
qu’espace vectoriel.

On s’intéresse alors aux différents objets que l’on peut construire sur le fibré ΣM. Tout
d’abord, on a une action naturelle du fibré de Clifford sur le fibré des spineurs appelée
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multiplication de Clifford. Cette action est donnée par

γ : Cl(M) ⊗ ΣM −→ ΣM
φ⊗ ψ = [s̃, ϕ] ⊗ [s̃, σ] 7−→ [s̃, ρn(ϕ)σ],

où [s̃, ϕ] et [s̃, σ] sont les expressions locales des sections φ ∈ Γ(Cl(M)) et ψ ∈ Γ(ΣM)
et où ρn est la représentation spinorielle. De la même manière, on construit un produit
hermitien unitaire sur ΣM, noté 〈., .〉, qui provient de celui de l’espace des spineurs. On
peut alors facilement vérifier qu’il satisfait la relation

〈γ(X)ψ, ϕ〉 = −〈ψ, γ(X)ϕ〉, (1)

pour tout X ∈ Γ(TM) et pour tout ψ, ϕ ∈ Γ(ΣM). On peut aussi vérifier que grâce à
la structure spinorielle, la 1-forme de connexion induite par la connexion de Levi-Civita
riemannienne ∇ agissant sur le fibré tangent se relève en une connexion sur le fibré
principal spinoriel. Cette 1-forme de connexion permet alors de construire la dérivée
covariante associée qui est appelée connexion de Levi-Civita spinorielle. On la notera

∇ : Γ(ΣM) −→ Γ(T∗M ⊗ ΣM).

On peut facilement vérifier que si U est un ouvert de trivialisation de ΣM, la connexion
de Levi-Civita est donnée par

∇Xψ = X(ψ) +
1

4

∑

1≤i,j≤n

g(∇Xei, ej)γ(ei)γ(ej)ψ, (2)

pour tout ψ ∈ Γ(ΣM), X ∈ Γ(TM) et où {e1, ..., en} est un repère g-orthonormé lo-
cal. Un calcul simple permet alors de voir que cette connexion est compatible avec la
multiplication de Clifford et avec le produit hermitien, c’est-à-dire

∇X

(
γ(Y )ϕ

)
= γ(∇XY )ϕ+ γ(Y )∇Xϕ (3)

X〈ϕ, ψ〉 = 〈∇Xϕ, ψ〉 + 〈ϕ,∇Xψ〉 (4)

pour tout ϕ, ψ ∈ Γ(ΣM) et X, Y ∈ Γ(TM). Le tenseur de courbure spinoriel associé est
défini par

RX,Y := [∇X ,∇Y ] −∇[X,Y ],

et de la même manière que ci-dessus, on vérifie que localement on a

RX,Y ψ =
1

4

∑

1≤i,j≤n

g(RX,Y ei, ej)γ(ei)γ(ej)ψ, (5)

où R est le tenseur de courbure de Riemann. On est maintenant en mesure de définir
rigoureusement l’opérateur de Dirac. En effet, l’opérateur de Dirac est défini par

D := γ ◦ ∇,
et il est localement donné par

D : Γ(ΣM) −→ Γ(ΣM)
ψ 7−→ ∑

1≤i≤n γ(ei)∇ei
ψ.

(6)

On le notera aussi Dg si on a besoin de faire apparâıtre explicitement la métrique dans
laquelle on travaille. L’opérateur de Dirac est un opérateur différentiel d’ordre un qui
est elliptique puisque son symbole principal est donné par

σ(D)(x)(ξ)ψx = iγ(ξ)ψx, (7)
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pour tout x ∈ M, ξ ∈ T∗
xM et ψx ∈ ΣxM.

Remarque 1.1. Examinons un peu plus en détail le cas où la dimension de la variété
est paire. Il est connu que dans ce cas, le fibré des spineurs se décompose en deux facteurs
irréductibles sous l’action de l’élément de volume défini par :

ωC

n = i[
n+1

2
]γ(e1) · ... · γ(en), (8)

où {e1, ..., en} est une base gx-orthonormée de TxM. En effet, on a :

ΣM = Σ+M ⊕ Σ−M, (9)

où Σ±M sont les sous-fibrés propres associés aux valeurs propres ±1 sous l’action de
l’élément de volume. Cette décomposition est souvent appelée décomposition chirale.
En se plaçant dans un système de coordonnées normales au point x, on voit que ωC

n

est parallèle pour la dérivéee covariante ∇. Il devient alors clair que ∇ préserve la
décomposition chirale et donc que l’opérateur de Dirac échange cette décomposition,
c’est-à-dire

D : Γ(Σ±M) −→ Γ(Σ∓M).

Avant d’étudier la restriction des structures au bord, on énonce la célèbre formule
de Schrödinger-Lichnerowicz qui relie le carré de l’opérateur de Dirac, le laplacien brut
spinoriel et la courbure scalaire de la variété. Elle est donnée par

D2 = ∇∗∇ +
1

4
R IdΣM, (10)

où ∇∗ est l’adjoint formel de la connexion de Levi-Civita pour le produit scalaire L2 et
R est la courbure scalaire de la variété (M, g).

On s’intéresse maintenant au bord ∂M de la variété M que l’on peut considérer comme
une hypersurface orientée de M. Le bord ∂M hérite de façon naturelle de la structure
riemannienne de M et on notera alors g := g|∂M la métrique induite sur ∂M par la
métrique g de M. De plus, puisque le bord est orienté (par l’orientation de M) il existe
un champ de vecteurs unitaire ν normal à ∂M (que l’on choisit rentrant à ∂M). Ce champ
de vecteurs permet en premier lieu d’identifier le fibré principal des repères linéaires g-
orthonormés au-dessus de ∂M, que l’on note SO(∂M), comme un sous-fibré du fibré
SO(M)|∂M. En effet, cette identification est donnée par l’application

Φ : SO(∂M) −→ SO(M)|N
(e1, ..., en−1) 7−→ (e1, ..., en−1, ν)

et on construit facilement une structure spinorielle au-dessus de ∂M en remarquant que
le diagramme suivant est commutatif

.

Spin (∂M) := Φ∗
(
Spin(M)|∂M

)
Spin(M)|∂M

SO(∂M) SO(M)|∂M

❄

✲
Φ∗

❄

✲

Φ
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On voit alors immédiatement que le bord est naturellement muni d’une structure spino-
rielle induite par celle de la variété M qui en fait donc une variété spinorielle. On définit
ainsi le fibré des spineurs extrinsèque au bord comme étant la restriction à ∂M du fibré
ΣM, c’est-à-dire qu’on pose S(∂M) := ΣM|∂M (que l’on notera aussi Sg(∂M)). Ce fibré
est, de la même manière que précédemment, muni d’une multiplication de Clifford γS,
d’une métrique hermitienne 〈 , 〉 et d’une dérivée covariante ∇S compatible avec 〈 , 〉 et
γS. Par analogie avec le fibré des spineurs ambiant, on définit l’opérateur de Dirac du
bord comme le composé de la multiplication de Clifford et de la dérivée covariante de
S(∂M), c’est-à-dire qu’on pose DS = γS ◦ ∇S.

Comme pour les objets riemanniens, on peut relier multiplication de Clifford et dérivée
covariante ambiantes restreintes au bord avec celles définies sur S(∂M). Pour les multi-
plications de Clifford, on a

γS(X) = γ(X)γ(ν)

et pour les dérivés covariantes, on a la formule de Gauss spinorielle

∇Xϕ = ∇S

Xϕ+
1

2
γ(h(X))γ(ν)ϕ, (11)

pour tout X ∈ Γ(T(∂M)), pour tout ϕ ∈ Γ(S(∂M)) et où h(X) = −∇Xν est l’applica-
tion de Weingarten. Cette formule permet en particulier de relier l’opérateur de Dirac
ambiant D restreint au bord avec l’opérateur de Dirac du bord. En effet, on a :

DSϕ =
n− 1

2
Hϕ− γ(ν)Dϕ−∇νϕ, (12)

où H = 1
n−1

tr (h) est la courbure moyenne de ∂M. On peut de plus vérifier que le spectre
de l’opérateur de Dirac du bord est symétrique par rapport à zéro. Pour cela, il suffit
de remarquer que l’action de ν par la multiplication de Clifford anti-commute avec DS,
c’est-à-dire

DS
(
γ(ν)ϕ

)
= −γ(ν)DSϕ. (13)

Remarque 1.2. Puisque le bord est une variété spinorielle, il est donc muni d’un
fibré des spineurs intinsèque Σ(∂M) qui ne dépend pas de sa géométrie extrinsèque. Ce
fibré est un fibré de Dirac, c’est-à-dire qu’il est muni d’une multiplication de Clifford
γ∂M, d’une métrique hermitienne 〈 , 〉 et d’une dérivée covariante ∇∂M compatible avec
la multiplication de Clifford et la métrique hermitienne. On notera D∂M l’opérateur de
Dirac intrinsèque de ∂M. On peut alors identifier ce fibré avec le fibré des spineurs
S(∂M) ce qui permet d’étudier la géométrie de la variété ∂M de manière extrinsèque.
En effet, on a les identifications suivantes

(1) Si la dimension n de la variété M est impaire, on a :

(S(∂M), γS,∇S,DS) ≡ (Σ(∂M), γ∂M,∇∂M,D∂M),

et la décomposition S(∂M) = S(∂M)+ ⊕ S(∂M)− donnée par

S(∂M)± := {ϕ ∈ S(∂M) : iγ(ν)ϕ = ±ϕ}
correspond à la décomposition chirale du fibré des spineurs Σ(∂M). L’opérateur
DS échange alors les sous-fibrés S(∂M)+ et S(∂M)−.
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(2) Si la dimension n de la variété M est paire, la décomposition chirale du fibré
des spineurs ΣM induit une décomposition orthogonale, γS et DS-invariante

S(∂M) = S(∂M)+ ⊕ S(∂M)−, avec S(∂M)± := ΣM±
|∂M,

de façon à ce que l’on ait

(S(∂M)±, γS,DS

|S(∂M)±) ≡ (Σ∂M,±γ,±D∂M).

Plus précisément, on a les identifications suivantes :

(S(∂M), γS,∇S,DS) ≡ (Σ(∂M) ⊕ Σ(∂M), γ∂M ⊕−γ∂M,∇∂M ⊕∇∂M,D∂M ⊕−D∂M).

De plus, les fibrés S(∂M)+ et S(∂M)− sont isomorphes par l’action de ν :

γ(ν) : S(∂M)± −→ S(∂M)∓.

Ces identifications permettent entre autres de donner des estimations du spectre de
l’opérateur de Dirac d’une hypersurface bordant un domaine d’une variété. De tels
résultats ont été obtenus dans [HMZ01a], [HMZ02] ou [HMR03] et permettent par
exemple de démontrer des résultats en géométrie des sous-variétés tels que le théorème
d’Alexandrov (voir aussi [Mon99]).

2.2. Formule de Reilly spinorielle et covariance conforme de l’opérateur

de Dirac. Dans ce paragraphe, on donne la formule de Reilly spinorielle et on rappelle
les principaux résultats traitant de la covariance conforme de l’opérateur de Dirac. On
se réfère aux mêmes ouvrages et articles que la section précédente pour obtenir plus de
détails sur ces sujets.

La formule de Reilly spinorielle est en fait une version intégrale de la formule de
Schrödinger-Lichnerowicz (44). En effet, en utilisant la formule de Stokes, on peut vérifier
que pour tout champ de spineurs ψ ∈ Γ(ΣM), on a :

∫

M

(1

4
R|ψ|2 − n− 1

n
|Dψ|2

)
dv(g) ≤

∫

∂M

(
〈DSψ, ψ〉 − n− 1

2
H|ψ|2

)
ds(g), (14)

où R est la courbure scalaire de la variété M et H = 1
n−1

tr (h) est la courbure moyenne
du bord. De plus, on a égalité si et seulement si le champ de spineurs ψ est un spineur-
twisteur, c’est-à-dire qu’il vérifie l’identité Pψ = 0 où P est l’opérateur de twisteur (ou
opérateur de Penrose) localement donné par :

PXψ = ∇Xψ +
1

n
γ(X)Dψ, (15)

pour tout X ∈ Γ(TM). On trouvera une preuve de ce résultat dans [HMZ01a] par
exemple.

Pour une bonne compréhension de la suite de ce travail, il est indispensable de rappeler
quelques notions concernant la covariance conforme des différents opérateurs de Dirac
qui entrent en jeu. Soit donc f une fonction lisse partout non nulle sur la variété M, et
considérons la métrique conforme à g donnée par ḡ = f 2g. On commence tout d’abord
par remarquer qu’on peut facilement identifier les deux SOn-fibrés principaux des repères
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g et ḡ-orthonormés que l’on note respectivement par SOg(M) et SOg(M). En effet, cette
identification est donnée par

SOg(M) −→ SOg(M)
e = (e1, ..., en) 7−→ ē =

(
1
f
e1, ...,

1
f
en

)
.

On peut ainsi, en relevant cet isomorphisme, identifier les Spinn-fibrés principaux Sping (M)
et Spinḡ (M) des repères spinoriels et on obtient alors une isométrie de fibrés F entre
les deux fibrés des spineurs Σg (M) et Σḡ (M). On peut aussi relier les connexions de
Levi-Civita correspondantes ainsi que les multiplications de Clifford. En effet, si on note
par ∇ et γ la dérivée covariante et la multiplication de Clifford agissant sur le fibré
Σḡ(M), on peut facilement montrer que

F−1
(
∇XF

(
ψ)

)
−∇Xψ =

(
− 1

2f
γ(X)γ(∇f)ψ − 1

2f
g(∇f,X)ψ

)
(16)

γ = F(fγ). (17)

De la même manière, Hitchin montre dans [Hit74] une formule permettant de relier les
opérateurs de Dirac d’une variété munie de deux métriques conformes. En effet, on a

F−1
(
D(F(ψ))

)
= f−n+1

2 D(f
n−1

2 ψ), (18)

pour tout champ de spineurs ψ ∈ Γ(Σg(M)) et où l’application ψ 7→ F(ψ) est l’isométrie
construite précédemment entre les fibrés Σg(M) et Σḡ(M). Ce changement conforme de
métriques sur M induit aussi un changement conforme sur le bord ∂M. De plus, ce
facteur conforme reste identique pour la métrique induite. En utilisant les propriétés
de la Remarque 1.2, on obtient alors les identifications qui relient les connexions et les
multiplications de Clifford des fibrés Sg(∂M) et Sḡ(∂M). En effet, on a

γ = F(fγ), γ(ν) = F(γ(ν)) (19)

F−1
(
∇S

XF(ψ)
)
−∇S

Xψ =
(
− 1

2f
γS(X)γS(∇∂Mf)ψ − 1

2f
g(∇∂Mf,X)ψ

)
, (20)

pour tout X ∈ Γ(T(∂M)), ψ ∈ Γ(Sg(∂M), où ν = 1
h
ν est le champ de vecteurs unitaire

normal au bord pour la métrique g et où F désigne la restriction de F au fibré Sg(∂M).
On peut ainsi donner un analogue de l’identité (18) dans le cas des opérateurs de Dirac
du bord. En effet, on a

F−1
(
D

S

(F(ψ))
)

= f−n
2 DS(f

n−2
2 ψ), (21)

pour tout champ de spineurs ψ ∈ Γ(Sg(∂M)) et où D
S

désigne l’opérateur de Dirac du
bord agissant sur le fibré Sg(∂M).

3. Le problème de Yamabe sur les variétés à bord

Les minorations que l’on va donner relient le spectre de l’opérateur de Dirac et
le spectre du laplacien conforme sous différentes conditions à bord. On va en plus
pouvoir comparer un invariant spinoriel à un certain invariant conforme, l’invariant
de Yamabe pour les variétés à bord. Cet invariant est apparu en premier lieu dans
le cas des variétés compactes sans bord. En effet, dans les années soixante, Yamabe
(voir [Yam60]) annonce avoir démontré que toute variété riemannienne compacte est
conforme à une variété à courbure scalaire constante. Il ramène en fait ce problème de
nature géométrique à la résolution d’une équation aux dérivées partielles. Cependant,
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Trüdinger [Tru68] montre qu’il y a une erreur dans l’article de Yamabe mais prouve
que le résultat reste vrai lorsqu’un certain invariant conforme, l’invariant de Yamabe,
est négatif ou nul. Le cas où cet invariant est positif a été résolu en deux temps. Tout
d’abord par T. Aubin (voir [Aub76]), dans le cas où la variété n’est pas localement
conformément plate et de dimension n ≥ 6, et deuxièment dans les cas restant par R.
Schoen (voir [Sch84]). Le problème de Yamabe était ainsi résolu. Le cas des variétés à
bord fut considéré par J. Escobar. En effet, il parâıt naturel de se demander si toute
variété à bord est conforme à une variété à courbure scalaire constante et à bord mi-
nimal. On considère donc (Mn, g) une variété riemannienne de dimension n à bord non
vide ∂M, et on note R sa courbure scalaire et H la courbure moyenne de son bord pour
la métrique g. De la même manière que dans le cas sans bord, le problème est ramené à
la résolution d’une équation aux dérivées partielles à laquelle on impose une condition
au bord. En effet, le problème de Yamabe à bord est résolu si le système

{
Lu = C u

n+2
n−2 sur M

Bu|∂M = 0 le long de ∂M,
(PY)

admet une solution lisse u > 0, où C est une constante, L := 4n−1
n−2

∆ + R est le laplacien

conforme et B := 2
n−2

∂
∂ν

+ H est l’opérateur de courbure moyenne conforme. Pour se
ramener à ce problème à bord, on se sert des expressions suivantes reliant les courbures
scalaires et moyennes dans deux métriques conformes :

R = f−n+2
n−2 Lf et H = f− n

n−2 Bf, (22)

si les métriques sont données par la relation g = f
4

n−2 g avec n ≥ 3. On vérifie alors sans
trop de difficulté que ce problème possède une solution lisse u ≥ 0 si et seulement si la
fonction u est un point critique de la fonctionnelle

Q(v) =

∫
M

(
4n−1
n−2

|∇v|2 + R v2
)
dv(g) +

∫
∂M

H v2ds(g)
( ∫

M
|v| 2n

n−2dv(g)
)n−2

2

. (23)

La difficulté pour résoudre ce problème vient du fait qu’il est critique dans le sens

où l’inclusion H2
1(M) →֒ L

2n
n−2 (M) n’est pas compacte et une approche variationnelle

classique ne permet donc pas de conclure. L’idée est alors de construire, pour tout
2 ≤ q < 2n

n−2
, une famille (uq) de solutions strictement positives aux équations sous-

critiques données par :
{

Luq = Cqu
q−1
q sur M

Buq|∂M = 0 le long de ∂M.

L’intérêt de considérer ce système vient du fait que l’on récupère la compacité de l’in-
clusion H2

1(M) →֒ Lq(M) pour tout 2 ≤ q < 2n
n−2

et on peut donc utiliser une approche
variationnelle classique. On montre ensuite que la suite (uq)q converge vers une fonction
u ≥ 0 qui est solution du problème à bord (PY). Reste alors à montrer que la fonction
u est strictement positive. Pour cela, Escobar remarque, par analogie avec le cas où
la variété est sans bord, que si l’invariant de Yamabe de la variété M est strictement
inférieur à celui de l’hémisphère de même dimension, alors la fonction est strictement
positive. En d’autres termes, on a :

µ(M, ∂M) < µ(Sn+, ∂S
n
+) ⇒ u > 0, (24)
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où µ(M, ∂M) est l’invariant de Yamabe donné par :

µ(M, ∂M) = inf
v∈C1(M),Bv=0

Q(v). (25)

Cette quantité est en fait un invariant conforme, c’est-à-dire qu’elle ne dépend pas de
la métrique choisie tant qu’elle est conforme à la métrique de départ. Escobar prouve le
théorème suivant (voir [Esc92b]) :

Théorème 1.1. Soit (Mn, g) une variété riemannienne compacte à bord lisse de
dimension n ≥ 3 dont l’invariant de Yamabe µ(M, ∂M) est positif. Supposons que M
satisfait une des propriétés suivantes :

(1) n = 3, 4 ou 5,

(2) M possède un point non ombilique sur ∂M,

(3) le bord ∂M est totalement ombilique et soit M est localement conformément
plate ou soit n ≥ 6 et le tenseur de Weyl de M ne s’annule pas identiquement
sur ∂M.

Alors il existe une métrique conforme à g dont la courbure scalaire est constante et
positive et dont le bord ∂M est minimal.

Pour la suite de ce travail, il est intéressant de donner une autre caractérisation de
l’invariant de Yamabe. En effet, on peut l’exprimer en fonction de la première valeur
propre du laplacien conforme. Considérons donc le problème à bord suivant :

{
Lu = µ1(L)u sur M
Bu|∂M = 0 le long de ∂M,

(PVY)

où µ1(L) est la première valeur propre non nulle du laplacien conforme. Il est alors facile
de vérifier que ce problème admet une solution unique lisse f1 > 0 (ce résultat est dû à
Cherrier dans [Che84]). De la même manière que pour l’invariant de Yamabe, on peut
lui donner une caractérisation variationnelle :

µ1(L) = inf
v∈C1(M), Bv=0

{∫
M

(
4n−1
n−2

|∇v|2 + R v2
)
dv(g) +

∫
∂M

H v2ds(g)∫
M
v2dv(g)

}
. (26)

Contrairement à l’invariant de Yamabe, cette valeur propre n’est pas un invariant
conforme, mais on peut cependant vérifier que son signe ne dépend que de la struc-
ture conforme considérée. On a alors les équivalences suivantes :

µ1(L) > 0 (resp. < 0, = 0) ⇐⇒ µ(M, ∂M) > 0 (resp. < 0, = 0)
⇐⇒ ∃ ḡ ∈ [g] telle que R > 0 (resp. < 0, = 0)

et H = 0.

On peut le vérifier en exprimant l’invariant de Yamabe en fonction de la valeur propre
µ1(L). En effet, si µ(M, ∂M) ≥ 0, on a :

µ(M, ∂M) = inf
g∈ [g]

{
µ1(L) vol(M, g)

2
n

}
,

où µ1(L) est la première valeur propre du problème à bord (PVY) dans la métrique g.
On se contentera de ces quelques rappels, puisque ce seront les seuls qui nous serviront
pour la suite. Pour plus de détails sur les démonstrations des différents résultats énoncés
dans ce paragraphe, on pourra consulter les articles [Esc92b] ou [Esc92a].
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4. L’inégalité d’Hijazi sur les variétés à bord

Dans cette section, on prouve les principaux résultats de ce chapitre. En effet, à partir
des rappels effectués dans les paragraphes précédents, on est maintenant en mesure
d’étudier plus en détail le spectre de l’opérateur de Dirac sous certaines conditions à
bord. Pour cela, on consacre la première sous-partie à quelques rappels sur la notion
d’ellipticité pour des conditions à bord. Ensuite, on arrivera aux principaux théorèmes
donnant des estimations de valeurs propres pour l’opérateur de Dirac sous la condition
associée à un opérateur de chiralité et sous la condition MIT (plus connue sous le nom
de MIT bag boundary condition).

4.1. Conditions à bord elliptiques pour l’opérateur de Dirac. Dans cette
section, on donne un bref rappel sur la notion d’ellipticité au sens de Lopatinsky-Shapiro
pour des conditions à bord à imposer à des opérateurs linéaires différentiels elliptiques et
plus particulièrement pour l’opérateur de Dirac. Ces notions étant assez courantes dans
la littérature, on donnera donc seulement les principaux résultats nécessaires pour la
suite de ce travail. Pour avoir plus de détails sur ce sujet, on pourra consulter [Lop53],
[See68], [BBW93] ou encore [HMR02].

Considérons tout d’abord le cas général d’un opérateur différentiel quelconque agissant
sur les sections d’un fibré hermitien pour pouvoir appliquer ces différents résultats à
l’opérateur de Dirac.

L’étude de conditions à bord “satisfaisantes” pour un opérateur elliptique P (de tout
ordre, bien que pour simplifier, on considérera seulement des opérateurs d’ordre un)
agissant sur les sections lisses d’un fibré vectoriel hermitien E → M a été entreprise dans
les années cinquante par Lopatinsky et Shapiro, mais le principal outil fut découvert par
Calderón dans les années soixante. Cet outil est appelé projecteur de Calderón et il est
donné par

P+(P ) : H
1
2 (E|∂M) −→ {ψ|∂M / ψ ∈ H1(E), Pψ = 0}. (27)

C’est un opérateur différentiel d’ordre zéro dont le symbole principal

σ(P+(P )) : T(∂M) −→ EndC(E)

ne dépend que du symbole principal σ(P ) de l’opérateur P . Le principal intérêt de cet
opérateur est que son symbole principal détecte l’ellipticité de conditions à bord. On
rappelle qu’un opérateur différentiel

B : L2(E|∂M) −→ L2(V)

où V → ∂M est un fibré vectoriel complexe au dessus du bord ∂M est appelé une
condition à bord elliptique (globale) lorsque son symbole principal

σ(B) : T(∂M) −→ HomC(E|∂M,V)

satisfait pour tout u ∈ T(∂M) \ {0} et pour tout p ∈ ∂M :

σ(B)(u)|Im σ(P+(P ))(u) : Im σ(P+(P ))(u) ⊂ Ep −→ Vp

est un isomorphisme sur l’image σ(B)(u) ⊂ Vp. De plus, si le rang du fibré V est égal à la
dimension de l’image de l’endomorphisme σ(P+(P ))(u), on dit que B est une condition
à bord elliptique locale. Cette définition de l’ellipticité est souvent appelée condition de
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Lopatinsky-Shapiro pour l’ellipticité.

On peut alors appliquer ce résultat lorsque l’opérateur différentiel considéré est l’opérateur
de Dirac D et le fibré vectoriel hermitien E est le fibré des spineurs ΣM. Remarquons
tout d’abord que contrairement au cas où la variété n’a pas de bord, l’opérateur de Dirac
possède en général une image fermée dont la codimension est finie mais un noyau de
dimension infinie. Afin de récupérer de bonnes propriétés, on se doit alors d’imposer des
conditions sur la restriction au bord des champs de spineurs. Rappelons aussi que dans
ce cas, la formule de Stokes permet de détecter un défaut de symétrie de l’opérateur de
Dirac (contrairement au cas fermé). En effet, on a :

∫

M

〈Dψ, ϕ〉dv(g) −
∫

M

〈ψ,Dϕ〉dv(g) = −
∫

∂M

〈γ(ν)ψ, ϕ〉ds(g), (28)

pour tout ψ, ϕ ∈ Γ(ΣM). En utilisant alors la définition de l’ellipticité pour une condition
à bord, on la spécifie au cas de l’opérateur de Dirac. Un opérateur

B : L2(S(∂M)) −→ L2(V ),

où V est un fibré vectoriel hermitien au dessus de ∂M, est une condition à bord elliptique
pour l’opérateur de Dirac fondamental D de M si et seulement si son symbole principal

σ(B) : T(∂M) −→ HomC(S(∂M),V)

satisfait les deux conditions suivantes :

(1) ker σ(B)(u) ∩
{
η ∈ ΣpM / iγ(ν)γ(u)η = −|u|η

}
= {0}

(2) dim Im σ(B)(u) = 1
2
dim (ΣpM) = 2[n

2
]−1.

De plus, si le fibré V est de rang 1
2
dim (ΣpM) = 2[n

2
]−1, on a une condition à bord locale.

Lorsque ces conditions d’ellipticité sont satisfaites, le problème à bord de valeurs propres
{

Dψ = λψ sur M
B(ψ|∂M) = 0 le long de ∂M

(EBP )

possède un spectre discret et les sous-espaces propres associés sont de dimension finie,
à moins que ce soit le plan complexe tout entier.

Ayant ainsi défini la notion d’ellipticité d’une condition à bord pour l’opérateur de Dirac
fondamental, on va pouvoir en étudier plusieurs en suivant l’article [HMR02]. Dans les
sections qui suivent, on rappelle brièvement les définitions des conditions à bord que
l’on va utiliser, puis on montrera pour chacune que l’inégalité d’Hijazi, reliant le carré
des valeurs propres de l’opérateur de Dirac fondamental de la variété ambiante M et la
première valeur propre non nulle du laplacien conforme (sous une certaine condition à
bord) peut être obtenue.

4.2. La condition CHI associé à un opérateur de chiralité. Ce type de condi-
tion à bord a déjà été utilisé dans différents contextes. En effet, on la retrouve par
exemple dans [Her98b] où M. Herzlich s’en sert pour donner une démonstration d’un
théorème de masse positive pour les trous noirs. On peut aussi noter l’article [FS98] de
S. Farinelli et G. Schwarz dans lequel les auteurs montrent que cette condition définit
une “bonne” condition à bord pour l’opérateur de Dirac en utilisant des techniques
classiques d’analyse fonctionnelle. Dans [HMZ01b], O. Hijazi, S. Montiel et X. Zhang
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démontrent l’inégalité d’Hijazi pour cette condition à bord. Ici, on en redonne une preuve
tout en raffinant le cas d’égalité et on obtient une inégalité analogue en dimension 2.

Redonnons maintenant une définition rigoureuse de cette condition à bord. On remarque
tout d’abord que contrairement à d’autres, cette condition à bord n’existe pas toujours
sur une variété riemannienne spinorielle. En effet, ce type de condition à bord recquiert
l’existence sur la variété M d’une application linéaire

Γ : Γ(ΣM) −→ Γ(ΣM),

qui satisfait les relations suivantes :

Γ2 = Id, 〈Γψ,Γϕ〉 = 〈ψ, ϕ〉 (29)

∇X(Γψ) = Γ(∇Xψ), γ(X)Γ(ψ) = −Γ(γ(X)ψ), (30)

pour tout X ∈ Γ(TM) et tout champ de spineurs ψ, ϕ ∈ Γ(ΣM). Cet opérateur est
appelé opérateur de chiralité puisque lorsque la dimension n de la variété M est paire, le
candidat standard pour l’application Γ est donné par la multiplication de Clifford par
l’élément de volume ωC

n . Dans ce cas, Γ n’est rien d’autre que l’opérateur de conjugaison
échangeant la décomposition chirale. Un autre cas important où ce type de condition
existe toujours apparâıt dans le cas d’une hypersurface de type espace d’une variété
lorentzienne spinorielle. En effet, dans ce cas, on sait qu’il existe un vecteur T unitaire
normal à l’hypersurface de type temps, et on peut alors vérifier que l’opérateur Γ =
γ(T) est un opérateur de chiralité. Supposons donc qu’il existe sur la variété M un tel
opérateur. On considère l’endomorphisme

γ(ν)Γ : Γ(S(∂M)) −→ Γ(S(∂M)),

qui agit sur la restriction au bord du fibré des spineurs ambiant. Cet endomorphisme est
auto-adjoint par rapport au produit hermitien sur S(∂M) et il est clairement involutif.
Le fibré S(∂M) se décompose alors en sous-espaces propres associés aux valeurs propres
1 et −1 de l’endomorphisme γ(ν)Γ, qui sont isomorphes par l’application γ(ν). En
suivant les notations de la section 4.1, on prend pour fibré V = V± le sous-fibré propre
associé à la valeur propre ±1 de l’endomorphisme γ(ν)Γ. Il vérifie alors rang (V±) =
1
2
rang (S(∂M)) = 2[n

2
]−1. On définit donc la condition à bord associée à un opérateur de

chiralité par

B
±
CHI =

1

2
(Id ± γ(ν)Γ),

qui est la projection orthogonale sur le sous-fibré propre V±. C’est un opérateur pseudo-
différentiel d’ordre zéro et son symbole principal σ(B±

CHI)(u), pour u ∈ T(∂M), cöıncide
alors avec l’opérateur lui-même, c’est-à-dire qu’on a

σ(B±
CHI)(u) =

1

2
(Id ± γ(ν)Γ),

et en particulier, dim Im(σ(B±
CHI)(u)) = rang (V±) = 2[n

2
]−1. Cet opérateur définit donc

bien une condition à bord elliptique locale au sens de Lopatinsky-Shapiro. On est alors
en mesure d’énoncer et de démontrer l’un des principaux résultats de ce chapitre :

Théorème 1.2. Soit (Mn, g) une variété riemannienne spinorielle compacte de di-
mension n ≥ 3, à bord non vide ∂M et possédant un opérateur de chiralité Γ. Alors,
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sous la condition à bord B
−
CHI, le spectre de l’opérateur de Dirac fondamental de M est

une suite non bornée de nombres réels {λCHI
k / k ∈ Z} satisfaisant l’inégalité

(
λCHI
k

)2 ≥ n

4(n− 1)
µ1(L),

pour tout k ∈ Z. De plus, on a égalité si et seulement si M est conformément isométrique
à l’hémisphère de rayon n

|λCHI
±1 C|

, où C est une constante que l’on déterminera.

Preuve : Montrons tout d’abord que sous la condition CHI, le spectre de l’opérateur de
Dirac D est réel. Soit donc ψ, ϕ ∈ Γ(ΣM) des champs de spineurs vérifiant B

−
CHI(ψ) =

B
−
CHI(ϕ) = 0. En utilisant ces conditions, on otient :

〈γ(ν)ψ, ϕ〉 = 〈Γ(γ(ν)ψ),Γ(ϕ)〉 = −〈γ(ν)ψ, ϕ〉,
et alors le terme de bord dans la formule (28) est nul. Sous cette condition à bord,
l’opérateur de Dirac fondamental de M est donc symétrique, et son spectre est alors
constitué d’une suite non bornée de nombres réels {λCHI

k / k ∈ Z}. Considérons mainte-

nant un changement conforme de métrique, c’est-à-dire qu’on pose g = f
4

n−2 g où f est
une fonction lisse strictement positive sur M. Puisque la condition à bord est elliptique
au sens de Loptinsky-Shapiro, il existe une solution lisse au problème

{
Dϕ = λCHI

k ϕ sur M
B
−
CHI(ϕ) = 0 le long de ∂M.

En utilisant la covariance conforme de l’opérateur de Dirac, si on pose ψ = f−n−1
n−2ϕ ∈

Γ(Σg(M)), alors le champ F(ψ) ∈ Γ(Σḡ(M)) vérifie

D(F(ψ)) = λCHI
k f− 2

n−2 F(ψ).

En appliquant l’inégalité de Reilly spinorielle (14) dans la métrique g au champ de
spineurs F(ψ), on obtient l’inégalité suivante :

∫

M

(1

4
R |F(ψ)|2 − n− 1

n

(
λCHI
k

)2
f− 4

n−2 |F(ψ)|2
)
dv(ḡ)

≤
∫

∂M

(
〈DS

(F(ψ)),F(ψ)〉 − n− 1

2
H |F(ψ)|2

)
ds(ḡ).

En utilisant les relations (22), cette inégalité s’écrit :
∫

M

(1

4
(f−1Lf) − n− 1

n

(
λCHI
k

)2)
f− 4

n−2 |F(ψ)|2dv(g)

≤
∫

∂M

(
〈DS

(F(ψ)),F(ψ)〉 − n− 1

2
(f− n

n−2 Bf)|F(ψ)|2
)
ds(g).

On choisit maintenant le facteur conforme comme étant une fonction propre strictement
positive f1 du problème à bord (PVY) (voir la section 3) et on obtient :

∫

M

(1

4
µ1(L) − n− 1

n

(
λCHI
k

)2)
f
− 4

n−2

1 |F(ψ)|2dv(g) ≤
∫

∂M

(D
S

(F(ψ)),F(ψ)〉ds(g).

Vérifions maintenant que le terme de bord est nul. Pour cela, on utilise la covariance

conforme de l’opérateur de Dirac du bord D
S

. La relation (21) permet d’écrire :

F−1
(
D

S(
F(ψ)

))
= f

− n
n−2

1 DS
(
f
− 1

n−2

1 ϕ
)
.
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L’élément de volume du bord ∂M dans la métrique g étant donné par

ds(g) = f
2(n−1)

n−2

1 ds(g),

l’inégalité précédente s’écrit alors :
∫

M

(1

4
µ1(L) − n− 1

n

(
λCHI
k

)2
)

f
− 4

n−2

1 |F(ψ)|2dv(g)

≤
∫

∂M

〈DS(f
− 1

n−2

1 ϕ), f
− 1

n−2

1 ϕ〉ds(g). (31)

On vérifie maintenant que le terme de bord est nul. Pour cela, on remarque que :

DS(f
− 1

n−2

1 ϕ) = γ
(
d(f

− 1
n−2

1 )
)
ϕ+ f

− 1
n−2

1 DS(ϕ),

et puisque la quantité 〈γ
(
d(f

− 1
n−2

1 )
)
ϕ, ϕ〉 est imaginaire pure, l’inégalité (31) donne :

∫

M

(1

4
µ1(L) − n− 1

n

(
λCHI
k

)2)
f
− 4

n−2

1 |F(ψ)|2dv(g) ≤
∫

∂M

f
− 2

n−2

1 〈DSϕ, ϕ〉ds(g). (32)

Puisque le long du bord, le champ ϕ vérifie γ(ν)Γ(ϕ) = ϕ, on a, en utilisant la propriété
(13) :

〈DSϕ, ϕ〉 = 〈Γ(DSϕ),Γϕ〉
= 〈γ(ν)DS(Γϕ), γ(ν)Γϕ〉
= −〈DS(γ(ν)Γϕ), γ(ν)Γ(ϕ)〉
= −〈DSϕ, ϕ〉,

et on obtient donc que 〈DSϕ, ϕ〉 = 0, ce qui permet de conclure que le terme de bord
dans l’inégalité (32) est nul et on a donc bien montré que :

(
λCHI
k

)2 ≥ n

4(n− 1)
µ1(L).

Examinons maintenant le cas d’égalité. Dans [HMZ01b], les auteurs concluent que si le
cas d’égalité est atteint, alors la variété M est à bord minimal et possède un spineur de
Killing réel. Cependant, en suivant l’argument donné dans [HMR02], on peut raffiner
ce cas d’égalité. En effet, si on suppose que l’égalité est atteinte, on a alors égalité dans
l’inégalité de Reilly, ce qui implique que le champ de spineurs F(ψ) ∈ Γ(Σḡ(M)) est un
champ de spineurs-twisteurs et il vérifie, en plus, l’équation

D(F(ψ)) = λCHIf
− 2

n−2

1 F(ψ),

où λCHI est la première valeur propre de l’opérateur de Dirac D sous la condition à bord
CHI. Le champ F(ψ) ∈ Γ(Σḡ(M)) est donc solution de l’équation de Killing généralisée :

∇XF(ψ) +
λCHI

n
f
− 2

n−2

1 γ(X)F(ψ) = 0,

pour tout X ∈ Γ(TM). Dans ce cas, comme la fonction f1 est à valeurs réelles, elle est
forcément constante (voir [Hij86]). Le champ ψ est donc un spineur de Killing réel dont

la constante de Killing est donnée par c
2

= λCHI

n
(il est clair que puisque f1 est constante,
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le champ ϕ = f
n−1
n−2

1 ψ est lui aussi un champ de Killing de même constante), c’est-à-dire
qu’il vérifie l’équation de Killing

∇Xϕ+
c

2
γ(X)ϕ = 0, (33)

pour tout X ∈ Γ(TM). Dans ce cas, la variété (M, g) est d’Einstein et sa courbure de
Ricci est donnée par Ric = (n−1)c2g. On montre maintenant que (M, g) est isométrique
à l’hémisphère S

n
+ muni de sa métrique canonique. Pour cela, on définit la fonction

v = 〈Γ(ϕ), ϕ〉. Il est clair que v est définie sur M tout entier puisque l’opérateur de
chiralité Γ est (par définition) défini sur M. Cette fonction est à valeurs réelles puisque
l’on a :

Conj (v) = 〈ϕ,Γ(ϕ)〉 = 〈Γ(ϕ), ϕ〉 = v ⇒ Im(v) = 0,

où Conj (v) est le conjugué complexe de la fonction v et Im(v) est sa partie imaginaire.
On peut ainsi montrer que v 6= 0 et λCHI 6= 0. En effet, une intégration par partie donne :

∫

M

〈Dϕ, φ〉dv(g) −
∫

M

〈ϕ,Dφ〉dv(g) = −
∫

∂M

(γ(ν)ϕ, φ〉ds(g),

pour tout φ ∈ Γ(Σg(M)). Prenons φ = Γϕ. L’expression précédente donne alors :

2λCHI

∫

M

v dv(g) =

∫

∂M

|ϕ|2ds(g) ⇒ λCHI 6= 0 et v 6= 0,

car la restriction au bord du champ de spineurs ϕ ne peut pas être nulle (puisque c’est
un spineur de Killing réel sa norme est constante non nulle) et c > 0. La fonction v est
donc à valeurs réelles et non identiquement nulle. En utilisant l’équation de Killing (33),
on montre alors que le hessien de v vérifie satisfait ∇2v = −c2v g, ce qui en traçant,
s’écrit ∆v = nc2v. Vérifions maintenant que la restriction au bord de la fonction v est
identiquement nulle. En effet, on a

v|∂M = 〈Γ(ϕ), ϕ〉 = 〈γ(ν)Γ(ϕ), γ(ν)ϕ〉 = 〈ϕ, γ(ν)ϕ〉.
Or le dernier terme est imaginaire pur et puisque la fonction est à valeurs réelles, on a
v|∂M = 0. On a donc construit une fonction v qui vérifie le problème à bord

{
∆v = nc2v sur M
v|∂M = 0 le long de ∂M.

Le théorème d’Obata pour les variétés riemanniennes compactes à bord (voir [Rei77])
permet donc de conclure que (M, g) est isométrique à l’hémisphère de rayon 1

c
. �

Il est clair que la démonstration précédente ne s’applique pas dans le cas où la dimension
de la variété M est n = 2. Cependant, on peut donner une minoration analogue à celle
démontrée par C. Bär [Bär92] (voir aussi [Hij91]) pour des surfaces compactes fermées.
En effet, on a :

Théorème 1.3. Soit (M2, g) une surface riemannienne compacte à bord non vide.
Sous la condition à bord B

−
CHI, le spectre de l’opérateur de Dirac D de M est une suite

non bornée de nombres réels {λCHI
k / k ∈ Z} qui satisfait

(
λCHI
k

)2

≥ 2πχ(M2)

Aire(M2, g)
, (34)
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où χ(M2) est la caractéristique d’Euler-Poincaré de M2. De plus, l’égalité est atteinte
pour la première valeur propre pour l’hémisphère ronde.

Preuve : Tout d’abord, on remarque que puisque l’on est en dimension 2, il existe sur
M une structure spinorielle ainsi qu’un opérateur de chiralité donné par l’élément de
volume complexe. De plus, par un raisonnement analogue à celui donné dans la preuve
du théorème précédent, on montre facilement que le spectre de l’opérateur de Dirac est
bien une suite non bornée de nombres réels. On vérifie alors que sous cette condition à
bord, toute valeur propre λCHI

k de l’opérateur de Dirac satisfait

(
λCHI
k

)2

≥ 1

2
sup
u

inf
M

(R e2u), (35)

où le supremum est pris sur toutes les fonctions u qui satisfont ∂u
∂ν

+ H = 0, où H est la

courbure géodésique de ∂M dans M et R est la courbure scalaire de M dans la métrique
g conforme à g donnée par g = e2ug. Si g est une métrique conforme définie comme
précédemment, les opérateurs de Dirac D et D associés aux fibrés des spineurs Σg(M)
et Σg(M) sont reliés par l’identité

F−1
(
D

(
F(ψ)

))
= e−

3
2
uD

(
e

1
2
uψ

)
,

pour tout ψ ∈ Γ(Σg(M)). En utilisant alors le même raisonnement que dans la preuve
du théorème précédent, l’inégalité de Reilly que l’on écrit dans la métrique g (où H = 0,
car le facteur conforme u vérifie ∂u

∂ν
+ H = 0) donne

∫

M

(R

4
e2u − (λCHI

k )2

2

)
e−2u|F(ϕ)|2dv(g) ≤

∫

∂M

〈DS

(F(ϕ)),F(ϕ)〉ds(g), (36)

où ϕ = e−
1
2
uψ et ψ ∈ Γ(Σg(M)) satisfait le problème à bord

{
Dψ = λCHI

k ψ sur M
B

−
CHI(ϕ) = 0 le long de ∂M.

On conclut de la même manière que dans le théorème précédent pour montrer que le
terme de bord dans l’inégalité (36) est nul. L’inégalité (35) s’obtient alors immédiatement.
On montre maintenant que le terme de droite de l’inégalité (35) est atteint et on le cal-
cule explicitement. Pour cela, on remarque tout d’abord que, pour n = 2, si g = e2ug
est une métrique conforme à g, les courbures scalaires et géodésiques sont reliées par les
identités suivantes : {

R e2u = R + 2∆u
H eu = H + ∂u

∂ν
.

Or, par hypothèse sur la fonction u, on obtient H = 0. Soit donc u une telle fonction,
on a :

inf
M

(R e2u) ≤ 1

Aire(M2, g)

( ∫

M

R e2udv(g) + 2

∫

∂M

Hds(g)
)

≤ 1

Aire(M2, g)

( ∫

M

R e2udv(g) + 2

∫

∂M

Hds(g)
)

=
4πχ(M2)

Aire(M2, g)
,



4. L’INÉGALITÉ D’HIJAZI SUR LES VARIÉTÉS À BORD 37

où l’on a utilisé la formule de Stokes et la formule de Gauss-Bonnet pour les surfaces à
bord (voir [Car91]). Considérons alors le problème à bord suivant

{
2∆f = 1

Aire(M2,g)

( ∫
M

Rdv(g) + 2
∫
∂M

Hds(g)
)
− R sur M

∂u
∂ν

+ H = 0 le long de ∂M

qui possède une solution u1 unique à une constante additive près (on pourra consulter
[Tay96] pour une résolution complète de ce type de problème). Un calcul direct donne :

inf
M

(R e2u1) =
4πχ(M2)

Aire(M2, g)
,

et on obtient bien l’inégalité annoncée. Le cas d’égalité se traite de la même manière
que celui du théorème précédent. �

Ce résultat permet de relier le spectre de l’opérateur de Dirac fondamental de la variété
M avec l’invariant de Yamabe. En effet, on a :

Corollaire 1.1. Soit (Mn, g) une variété riemannienne spinorielle compacte de
dimension n ≥ 3 dont le bord lisse est non vide et possédant un opérateur de chiralité
Γ. Sous la condition à bord B

−
CHI, toute valeur propre λCHI de l’opérateur de Dirac sur

(M, g) satisfait l’inégalité
(
λCHI

)2
vol(M, g)

2
n ≥ n

4(n− 1)
µ(M, ∂M), (37)

où µ(M, ∂M) est l’invariant de Yamabe de la variété M.

Preuve : Pour n ≥ 3, on remarque, en utilisant l’inégalité de Hölder, que pour tout
u ∈ C1(M) on a :

∫

M

u2dv(g) ≤
( ∫

M

u
2n

n−2dv(g)
)n−2

n

vol(M, g)
2
n

et en utilisant les caractérisations variationnelles (25) de µ(M) et (26) de µ1(L), on
obtient

µ1(L) ≥ µ(M, ∂M)vol(M, g)−
2
n .

Le Théorème 1.2 permet de conclure. �

Remarque 1.3. On peut vérifier que tous les résultats précédents sont aussi valables
pour la condition à bord B

+
CHI.

4.3. La condition MIT. Passons maintenant à l’étude de la condition MIT. Cette
condition à bord a été introduite dans les années soixante-dix par des physiciens du
Massachusetts Institute of Technology afin de donner un modèle pour des particules
élémentaires situées dans une région finie de l’espace (voir [CJJ+74], [CJJT74] ou
[Joh75]). Cette condition sera appelée “MIT bag model”. Il parâıt naturel que cette
condition initialement construite dans le cadre lorentzien ait un analogue dans le cas
riemannien. Cette analogie a été établie par O. Hijazi, S. Montiel et A. Roldán dans
leur article [HMR02]. On suivra donc la définition qu’ils en ont donné pour le cas
qui nous intéresse ici. On peut noter que, outre l’aspect physique intéressant de cette
condition à bord, son intérêt mathématique l’est lui aussi. En effet, dans [HMZ02], les
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auteurs utilisent la covariance conforme de cette condition pour donner une minoration
conforme de la première valeur propre non nulle de l’opérateur de Dirac d’une variété
riemannienne compacte de dimension n vue comme le bord d’un domaine d’une variété
riemannienne spinorielle de dimension n+ 1.

Décrivons maintenant cette condition de manière plus rigoureuse. Considérons donc
l’endomorphisme

iγ(ν) : Γ(S(∂M)) −→ Γ(S(∂M))

agissant sur les sections du fibré des spineurs d’une variété riemannienne spinorielle
compacte M restreint à son bord ∂M. Cet endomorphisme étant clairement involutif, le
fibré S(∂M) se décompose en une somme directe de deux sous-fibrés propres associés
aux valeurs propres 1 et −1 (qui ont même multiplicité). De la même manière que dans
le cas de la condition CHI, on va noter V± −→ ∂M le sous-fibré propre associé à la
valeur propre ±1 au-dessus de ∂M, et on a donc encore

rang V± =
1

2
rang S(∂M) = 2[n

2
]−1.

La condition à bord B
±
MIT est donc définie comme étant la projection orthogonale sur

V± donnée par :

B
±
MIT =

1

2
(Id ± iγ(ν)).

On peut alors vérifier que cet opérateur définit bien une condition à bord elliptique
pour l’opérateur de Dirac fondamental de la variété M. Pour cela, il suffit de calculer
le symbole principal de B

±
MIT. L’opérateur B

±
MIT étant un opérateur pseudo-différentiel

d’ordre zéro, son symbole principal est donné par l’opérateur lui-même, c’est-à-dire

σ(B±
MIT)(u) =

1

2
(Id ± iγ(ν)),

pour tout u ∈ T(∂M). On peut alors vérifier que l’opérateur B
±
MIT satisfait les conditions

d’ellipticité au sens de Lopatinsky-Shapiro, et il définit donc bien une condition à bord
elliptique locale pour D. On est en mesure de démontrer l’inégalité d’Hijazi pour cette
condition.

Théorème 1.4. Soit (Mn, g) une variété riemannienne spinorielle compacte de di-
mension n ≥ 3 dont le bord ∂M est non vide. Sous la condition B

−
MIT, le spectre de

l’opérateur de Dirac fondamental de M est un ensemble {λMIT
k / k ∈ Z} discret non

borné de nombres complexes dont la partie imaginaire est positive qui satisfont

|λMIT
k |2 > n

4(n− 1)
µ1(L).

Preuve : Montrons tout d’abord que le spectre de l’opérateur D est bien comme décrit
dans l’énoncé du théorème. Soit donc ϕ ∈ Γ(ΣM) un champ de spineurs propre pour
l’opérateur de Dirac sous la condition à bord MIT, c’est-à-dire

Dϕ = λMITϕ et B
−
MIT(ϕ) = 0.
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En utilisant alors la formule de d’intégration par partie (28) sur le champ ϕ, on obtient :
∫

M

〈Dϕ, ϕ〉dv(g) −
∫

M

〈ϕ,Dϕ〉dv(g) = 2i Im(λMIT)

∫

M

|ϕ|2dv(g)

= i

∫

∂M

|ϕ|2ds(g), (38)

c’est-à-dire 2 Im(λMIT)
∫

M
|ϕ|2dv(g) =

∫
∂M

|ϕ|2ds(g). Si Im(λMIT) = 0, alors la restriction
au bord du champ de spineurs ϕ est identiquement nulle, et donc par le principe de
prolongement analytique (voir [BBW93]), le spineur ϕ est nul sur toute la variété M,
ce qui est impossible car un spineur propre est par définition non trivial. On a alors
Im(λMIT) > 0 et le spectre de D est donc une suite de nombres complexes non bornée
dont la partie imaginaire est strictement positive. Passons alors à la démonstration de
l’inégalité désirée. Pour cela, on raisonne de la même manière que pour le Théorème 1.2.
Par ellipticité de la condition à bord B

−
MIT, on sait qu’il existe un champ de spineurs

ϕ ∈ Γ(Σg(M)) vérifiant le problème à bord
{

Dϕ = λMIT
k ϕ sur M

B
−
MIT(ϕ) = 0 le long de ∂M.

Si on pose ψ = f−n−1
n−2ϕ, la covariance conforme de l’opérateur de Dirac D et de

l’opérateur B
−
MIT (qui se vérifie simplement en utilisant les relations (16)) permettent

d’écrire dans la métrique g = f
4

n−2 g que le champ de spineurs F(ψ) ∈ Γ
(
Σg(M)

)
satisfait

le problème à bord :
{

D
(
F(ψ)

)
= λMIT

k f− 2
n−2 F(ψ) sur M

B
−

MIT(F(ψ)) = 0 le long de ∂M.

L’inégalité de Reilly appliquée au champ de spineurs F(ψ) ∈ Γ(Σḡ(M)) dans la métrique
g donne :

∫

M

(1

4
R|F(ψ)|2 − n− 1

n
|λMIT
k |2 f− 4

n−2 |F(ψ)|2
)
dv(g)

≤
∫

∂M

(
〈DS

(F(ψ)),F(ψ)〉 − n− 1

2
H|F(ψ)|2

)
ds(g).

On choisit maintenant f1 > 0 une fonction propre du laplacien conforme (solution du
problème à bord (PV Y ) de la section 3) comme facteur conforme, et ainsi dans la
métrique g, la courbure scalaire de la variété M est de signe constant et la courbure
moyenne du bord est nulle. On a donc :

∫

M

(1

4
µ1(L) − n− 1

n
|λMIT
k |2

)
f
− 4

n−2

1 |F(ψ)|2dv(g) ≤
∫

∂M

〈DS

(F(ψ)),F(ψ)〉ds(g).

On montre maintenant que le terme de bord dans l’inégalité précédente est nul. Pour
cela, on remarque que :

〈DS

(F(ψ),F(ψ)〉 = 〈iγ(ν)DS

(F(ψ)), iγ(ν)F(ψ)〉 = −〈DS

(F(ψ)),F(ψ)〉,
et donc 〈DS

(F(ψ)),F(ψ)〉 = 0. Cela permet d’obtenir pour tout k ∈ Z :

|λMIT
k |2 ≥ n

4(n− 1)
µ1(L).
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Reste à vérifier que le cas d’égalité ne peut pas être atteint. Supposons donc qu’il le
soit. On remarque tout d’abord que puisque la partie imaginaire d’une valeur propre
λMIT est strictement positive, la première valeur propre du laplacien conforme est elle-
aussi strictement positive, c’est-à-dire µ1(L) > 0. De plus, puisque l’on est dans le cas
d’égalité et que le champ de spineurs F(ψ) ∈ Γ(Σḡ(M)) satisfait le problème à bord
précédemment donné, il vérifie alors l’équation

P
(
F(ψ)

)
= ∇XF(ψ) +

λMIT

n
f
− 2

n−2

1 γ(X)F(ψ) = 0,

pour tout X ∈ Γ(TM). De plus, on a |λMIT|2 = n
4(n−1)

µ1(L), donc F(ψ) est un champ de

spineurs de Killing généralisé dont la fonction de Killing est donnée par u = λMITf
− 2

n−2

1 .
Or puisque toute valeur propre de l’opérateur de Dirac sous la condition à bord MIT
est à partie imaginaire strictement positive, la fonction u possède une partie imaginaire
non nulle. Cependant, c’est un résultat classique que u est alors imaginaire pure (voir
[BFGK90]), c’est-à-dire que Re(u) = 0. En utilisant l’équation vérifiée par le champ
de spineurs F(ψ), on calcule facilement que dans la métrique g, la courbure scalaire est
donnée par

R =
4(n− 1)

n
u2 ≤ 0,

puisque u est imaginaire pure, ce qui contredit le fait que µ1(L) > 0. Le cas d’égalité
n’est donc jamais atteint dans cette situation. �

Un raisonnement analogue au Théorème 1.3 donne le cas où la dimension n est égale à
2. On a en effet :

Théorème 1.5. Soit (M2, g) une surface riemannienne compacte à bord non vide.
Sous la condition à bord B

±
MIT, le spectre de l’opérateur de Dirac D de M est une suite non

bornée de nombres complexes à partie imaginaire strictement positive {λMIT
k / k ∈ Z}

qui satisfait

(
λMIT
k

)2

>
2πχ(M2)

Aire(M2, g)
, (39)

où χ(M2) est la caractéristique d’Euler-Poincaré de M2.

On peut alors de la même manière que pour la condition CHI relier le spectre de
l’opérateur de Dirac sous la condition à bord MIT à l’invariant de Yamabe de la variété
M. En effet, on a :

Corollaire 1.2. Soit (Mn, g) une variété riemannienne spinorielle compacte de
dimension n ≥ 3 dont le bord est non vide. Sous la condition à bord B

±
MIT, toute valeur

propre λMIT de l’opérateur de Dirac sur (M, g) satisfait l’inégalité

|λMIT|2vol(M, g)
2
n >

n

4(n− 1)
µ(M, ∂M), (40)

où µ(M, ∂M) est l’invariant de Yamabe de la variété ambiante.
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5. Minoration du spectre de l’opérateur de Dirac pour la condition MIT

Pour finir ce chapitre, on donne une minoration des valeurs propres de l’opérateur de
Dirac sous la condition à bord MIT dans la cas classique. En effet, dans [HMR02], les
auteurs montrent une inégalité du type Friedrich dans lequel le cas d’égalité n’est jamais
atteint. Plus précisément, ils montrent que si Ω est un domaine compact d’une variété
riemannienne spinorielle et si en plus le bord de Ω est à courbure moyenne positive alors
toute valeur propre λMIT de l’opèrateur de Dirac sous la condition à bord MIT satisfait

(
λMIT

)2
>

n

4(n− 1)
inf
M

R. (41)

La question naturelle que l’on peut se poser est de savoir si on peut premièrement
améliorer cette inégalité et deuxièmement si il existe alors des variétés satisfaisant le
cas limite. On montre tout d’abord qu’on peut en effet raffiner l’inégalité (41) et on
discutera ensuite le deuxième point mentionné ci-dessus. Plus précisément, on prouve :

Théorème 1.6. Soit Ω un domaine compact d’une variété riemannienne spinorielle
compacte dont le bord ∂Ω satisfait la condition H > 0. Alors sous la condition à bord
B
−
MIT, toute valeur propre λMIT satisfait

|λMIT|2 ≥ n

4(n− 1)
inf
Ω

(R) + n Im(λMIT) inf
∂Ω

(H). (42)

De plus, on a égalité si et seulement si le domaine Ω possède un spineur de Killing
imaginaire pur et si le bord ∂Ω est une hypersurface totalement ombilique à courbure
moyenne constante.

La technique employée ici est classique, dans le sens où elle est basée sur une modifi-
cation de la connexion de Levi-Civita spinorielle du type de celle utilisée par Friedrich
dans [Fri80]. À partir de cette connexion modifiée, on pourra alors donner une inégalité
spinorielle de type Reilly que l’on peut voir comme l’analogue de (14) dans le cas hy-

perbolique. On pourra la comparer à celle donner dans [HMR03]. À partir de cette
formule, on obtiendra le résultat énoncé précédemment.

Dans cette partie, on considère un domaine compact Ω d’une variété riemannienne
spinorielle et on note ∂Ω le bord de Ω. Pour α ∈ R, on définit la connexion modifiée

∇α
Xϕ := ∇Xϕ+ iαγ(X)ϕ, (43)

pour tout ϕ ∈ Γ(ΣΩ), où ΣΩ est le fibré des spineurs complexes de Ω. On est maintenant
en mesure de donner une version intégrale de la formule de Schrödinger-Lichnerowicz
faisant intervenir la connexion ∇α. En effet, on a :

Proposition 1.1. Pour tout ϕ ∈ Γ(ΣΩ), on a :

〈(∇α)∗∇αϕ, ϕ〉L2 = 〈D2ϕ, ϕ〉L2 − 〈R
4
ϕ, ϕ〉L2 + nα2||ϕ||2L2 −

∫

∂Ω

〈∇α
νϕ, ϕ〉ds(g), (44)

où (∇α)∗ est l’adjoint formel de ∇α et R est la courbure scalaire du domaine Ω.

Preuve : On remarque tout d’abord que l’adjoint formel de la connexion ∇α pour le
produit scalaire L2 est par définition donné par

〈(∇α)∗∇αϕ, ϕ〉L2 = ||∇αϕ||2L2 =
n∑

j=1

∫

Ω

〈∇α
ej
ϕ,∇α

ej
ϕ〉dv(g),
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pour tout ϕ ∈ Γ(ΣΩ) et où {e1, ..., en} est un repère orthonormé local de TΩ. Un calcul
direct permet d’obtenir

n∑

j=1

〈∇α
ej
ϕ,∇α

ej
ϕ〉 =

n∑

j=1

(
ej〈∇α

ej
ϕ, ϕ〉 − 〈∇−α

ej
∇α
ej
ϕ, ϕ〉

)
.

La formule de Stokes donne :

〈(∇α)∗∇αϕ, ϕ〉L2 = 〈−
n∑

j=1

∇−α
ej

∇α
ej
ϕ, ϕ〉L2 −

∫

∂Ω

〈∇α
νϕ, ϕ〉ds(g).

où ν est le champ de vecteurs unitaire normal sortant à ∂M. On calcule facilement

〈−
n∑

j=1

∇−α
ej

∇α
ej
ϕ, ϕ〉L2 = 〈−

n∑

j=1

∇ej
∇ej

ϕ, ϕ〉L2 + nα2||ϕ||2L2

= 〈∇∗∇ϕ, ϕ〉L2 + nα2||ϕ||2L2 ,

et on peut donc conclure en utilisant la formule de Schrödinger-Lichnerowicz. �

Cette formule est une première étape pour obtenir l’inégalité désirée. Cependant, on
doit définir l’opérateur de Dirac et l’opérateur de twisteur associés à la connexion ∇α.
L’opérateur de Dirac modifié est localement défini par

Dαϕ =
n∑

j=1

γ(ej)∇α
ej
ϕ,

et l’opérateur de twisteur associé

Pα
Xϕ = ∇α

Xϕ+
1

n
γ(X)Dαϕ,

pour tout X ∈ Γ(TΩ) et ϕ ∈ Γ(ΣΩ). Remarquons que pour α = 0, les opérateurs
P0 et D0 sont les opérateurs de Dirac et de twisteur classiques. On vérifie sans aucune
difficulté que :

|∇αϕ|2 = |Pαϕ|2 +
1

n
|Dαϕ|2. (45)

On peut maintenant donner la version hyperbolique annoncée de la formule de Reilly
spinorielle. Plus précisément, on montre :

Proposition 1.2. Pour tout champ de spineurs ϕ ∈ Γ(ΣΩ), on a :
∫

Ω

|Pαϕ|2dv(g) =

∫

Ω

(n− 1

n
|Dαϕ| − (

R

4
− n(n− 1)α2)|ϕ|2

)
dv(g)

+

∫

∂Ω

〈DSϕ+
n− 1

2
(2α iγ(ν)ϕ− Hϕ), ϕ〉ds(g), (46)

où H est la courbure moyenne du bord ∂Ω dans Ω.

Preuve : Remarquons tout d’abord que pour ϕ ∈ Γ(ΣΩ), on a :

D2ϕ = D−αDαϕ− n2α2ϕ,



5. MINORATION DU SPECTRE DE L’OPÉRATEUR DE DIRAC POUR LA CONDITION MIT 43

et donc, si on utilise cette identité dans la formule (44), on obtient :

〈(∇α)∗∇αϕ, ϕ〉L2 = 〈D−αDαϕ, ϕ〉L2 − 〈R
4
ϕ, ϕ〉L2 − n(n− 1)α2||ϕ||2L2 −

∫

∂Ω

〈∇α
νϕ, ϕ〉ds(g).

La formule d’intégration par partie donne

〈(∇α)∗∇αϕ, ϕ〉L2 = ||Dαϕ||2L2 − 〈R
4
ϕ, ϕ〉L2 − n(n− 1)α2||ϕ||2L2

−
∫

∂Ω

〈γ(ν)Dαϕ+ ∇α
νϕ, ϕ〉ds(g),

et en utilisant la relation (45), on a :

||Pαϕ||2L2 =
n− 1

n
||Dαϕ||L2 − 〈R

4
ϕ, ϕ〉L2 − n(n− 1)α2||ϕ||2L2

−
∫

∂Ω

〈γ(ν)Dαϕ+ ∇α
νϕ, ϕ〉ds(g).

L’identité (12) permet d’écrire le terme de bord

−γ(ν)Dαϕ−∇α
νϕ = DSϕ− n− 1

2
Hϕ+ (n− 1)α iγ(ν)ϕ.

La formule (46) est ainsi prouvée. �

On est maintenant en mesure de donner la preuve du Théorème 1.6.

Preuve du Théorème 1.6 : On considère donc un domaine Ω d’une variété riemannienne
spinorielle dont la courbure moyenne du bord H satisfait H ≥ 2α pour α > 0. Par
ellipticité de la condition à bord B

−
MIT, soit ϕ ∈ Γ(ΣΩ) un champ de spineurs lisse

satisfaisant le problème à bord
{

Dϕ = λMITϕ sur Ω
B

−
MIT(ϕ) = 0 le long de ∂Ω

avec Im(λMIT) > 0 (voir la section 4.3). On applique ce champ de spineurs dans la
formule de Reilly hyperbolique (46) et on obtient

||Pαϕ||2L2 =

(
n− 1

n
|λMIT − nαi|2 − n(n− 1)α2

)
||ϕ||L2 − 〈R

4
ϕ, ϕ〉L2

+

∫

∂Ω

〈DSϕ+
n− 1

2
(2α iγ(ν)ϕ− Hϕ), ϕ〉ds(g).

Or sur le bord, on a iγ(ν)ϕ = ϕ et 〈DSϕ, ϕ〉 = 0. L’identité précédente donne :

0 ≤ ||Pαϕ||2L2 +

∫

∂Ω

〈n− 1

2
(H − 2α)ϕ, ϕ〉ds(g) (47)

=
n− 1

n

(
|λMIT|2 − 2nα Im(λMIT)

)
||ϕ||L2 − 〈R

4
ϕ, ϕ〉L2

L’hypothèse sur la courbure moyenne permet de conclure et il est évident que pour
α0 = inf∂Ω H, l’inégalité est optimale. Supposons maintenant que le cas d’égalité est
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atteint, on a alors :

||Pα0ϕ||2L2 = 0 et
n− 1

2

∫

∂Ω

(H − 2α0)|ϕ|2ds(g) = 0.

De plus, le champ de spineur ϕ est propre pour l’opérateur de Dirac, il satisfait donc
l’équation de Killing

∇Xϕ = −λ
MIT

n
γ(X)ϕ,

pour tout X ∈ Γ(TΩ). Puisqu’un tel champ de spineurs ne possède aucun zéro (voir
[Fri00] par exemple), la courbure moyenne du bord est constante et vaut 2α0. De plus,
on vérifie facilement que la valeur propre λMIT doit être soit réelle soit imaginaire pure
[BFGK90]. Or ici on a Im(λMIT) > 0, et donc λMIT ∈ iR+

∗ . Le domaine Ω est donc
une variété d’Einstein à courbure scalaire négative. On peut aussi vérifier que l’on a
Im(λMIT) = nα0 = nH0

2
; pour cela, il suffit de réecrire le terme de bord en utilisant la

formule (12) et on obtient
∫

∂Ω

〈DSϕ− n− 1

2
Hϕ+ (n− 1)α0ϕ, ϕ〉 = −

∫

∂Ω

〈∇νϕ+ γ(ν)Dϕ− (n− 1)α0ϕ, ϕ〉.

Ce terme est nul car on est dans le cas d’égalité de (47). En se servant alors du fait que
le champ de spineurs ϕ est de Killing, on a

∇νϕ+ γ(ν)Dϕ =
n− 1

n
Im(λMIT)ϕ.

En remplaçant cette expression dans l’identité précédente, on obtient

(n− 1)

∫

∂Ω

(α0 −
Im(λMIT)

n
)|ϕ|2ds(g) = 0,

et puisque le champ ϕ ne possède pas de zéros, on conclut que Im(λMIT) = nα0 = nH0

2
.

Reste maintenant à montrer que le bord est totalement ombilique. Pour cela, on utilise la
condition à bord satisfaite par le champ de spineurs ϕ. En effet, pour tout X ∈ Γ(TΩ),
on a :

∇X(iγ(ν)ϕ) = iγ(∇Xν)ϕ+ iγ(ν)∇Xϕ

= iγ(∇Xν)ϕ+ α0γ(ν)γ(X)ϕ

= iγ(∇Xν)ϕ− α0γ(X)γ(ν)ϕ

= iγ(∇Xν)ϕ+ iα0γ(X)ϕ.

Cependant sur le bord, on a iγ(ν)ϕ = ϕ et on obtient donc

γ(∇Xν)ϕ = −2α0γ(X)ϕ.

Puisque ϕ ne s’annule jamais, on en conclut que h(X) = −∇Xν = 2α0X et le bord ∂Ω
est totalement ombilique. �

Remarques 1.1. (1) La projection orthogonale B
+
MIT définissant une condition

elliptique locale pour l’opérateur de Dirac D de Ω, on peut montrer que toute
valeur propre λMIT de D vérifie Im(λMIT) < 0. L’inégalité (42) s’écrit alors

|λMIT|2 ≥ n

4(n− 1)
inf
Ω

(R) − n Im(λMIT) inf
∂Ω

(H).
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(2) Il est clair que pour α = 0, on retrouve l’inégalité stricte. En effet, si on a égalité
alors Im(λMIT) = nα = 0, ce qui est impossible car Im(λMIT) > 0.

(3) Les variétés riemanniennes spinorielles qui possèdent un spineur de Killing
imaginaire pur de nombre de Killing iα ont été classifiées par H. Baum dans
[Bau89a] et [Bau89b]. De telles variétés sont appelées pseudo-hyperboliques
et elles sont données par

(R ×exp M0, g) = (R × M0, dt
2 ⊕ e−4αtgM0),

où (M0, gM0) est une variété riemannienne spinorielle complète qui possède un
spineur parallèle non trivial. On peut pour la suite supposer que le nombre de
Killing d’un tel spineur est i

2
ou − i

2
, c’est-à-dire que l’on a :

∇Xφ = ± i

2
γ(X)φ.

De plus, les hypersurfaces à courbure moyenne constante d’un espace pseudo-
hyperbolique ont été classifiées par S. Montiel dans [Mon99]. Cette classifi-
cation est connue sous le nom de Théorème d’Alexandrov hyperbolique par
analogie avec le Théorème d’Alexandrov qui classifie les hypersurfaces à cour-
bure moyenne constante dans l’espace euclidien. Dans le cas hyperbolique, une
hypersurface compacte à courbure moyenne constante est soit une hypersphère
géodésique (et dans ce cas, M0 est plate et H > 1), soit une tranche {s} × M0

(et dans ce cas, M0 est compacte et H = 1).

On peut alors maintenant se demander si il existe des variétés qui satisfont le cas d’égalité
de (42). On a alors le résultat suivant :

Corollaire 1.3. Si le bord est connexe, alors il n’existe pas de domaines compacts
satisfaisant le cas limite de l’inégalité (42).

Preuve : Soit Ω est un domaine compact dont le bord ∂Ω est connexe et qui satisfait le
cas d’égalité de (42). Il existe alors sur ce domaine un champ de spineurs de Killing ima-
ginaire et son bord ∂Ω est une hypersurface totalement ombilique à courbure moyenne
constante H = 1. Cependant, en utilisant le point 3 de la remarque ci-dessus, on en
déduit que ∂Ω est une tranche {s} × M0 dans un espace pseudo-hyperbolique. Or il
n’existe aucun domaine compact dont le bord est une tranche et connexe. �

La remarque qui suit montre qu’on peut tout de même construire un domaine compact
qui possède un spineur de Killing imaginaire satisfaisant (à une modification près) la
condition à bord MIT.

Remarque 1.4. On rappelle que l’on distingue deux types de spineurs de Killing
imaginaires (voir [Bau89a] et [Bau89b]). En effet, soit ϕ un spineur de Killing ima-
ginaire et soit f = |ϕ|2 la norme de ce champ. Contrairement au cas des spineurs de
Killing réels, la fonction f n’est pas constante. Cependant, on peut vérifier que la fonc-
tion définie par

qϕ := f 2 − 1

4α2
|∇f |2

est constante et positive. On dira alors qu’un spineur de Killing imaginaire est de type
I si qϕ = 0 et de type II si qϕ > 0. Si (Mn, g) est une variété riemannienne spinorielle
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complète et connexe qui possède un spineur de Killing imaginaire de nombre iα et
de type II, alors (Mn, g) est isométrique à l’espace hyperbolique H

n
−4α2 (de courbure

sectionnelle constante −4α2). Si (Mn, g) possède un spineur de Killing imaginaire de
type I, alors (Mn, g) est isométrique au produit tordu (R × M0, dt

2 ⊕ e−4αtgM0), où M0

est une variété riemannienne spinorielle complète possédant un spineur parallèle non
trivial. De plus, qϕ = 0 (donc de type I) si et seulement si il existe un champ de vecteurs
unitaire ξ sur M tel que γ(ξ)ϕ = iϕ. On peut vérifier que ce champ de vecteurs ξ est le
champ normal à chaque tranche {t}×M0 pour tout t ∈ R. Considérons alors le domaine
donné par le produit tordu Ω := ([a, b] × M0, dt

2 ⊕ e−4αtgM0), où M0 est une variété
riemannienne spinorielle compacte possédant un spineur de Killing parallèle non trivial
et −∞ < a < b < +∞. Ce domaine est clairement compact mais son bord possède deux
composantes connexes. De plus, il existe sur Ω un spineur de Killing imaginaire de type
I, et donc un champ de vecteurs unitaire ξ ∈ Γ(TΩ) normal aux tranches {t} × M0 (et
donc aux deux composantes connexes ∂Ω1 ≃ {a}×M0 et ∂Ω2 ≃ {b}×M0 du bord) qui
vérifie γ(ξ)ϕ = iϕ. On a donc construit un domaine compact Ω dont le bord ∂Ω possède
deux composantes connexes ∂Ω1 et ∂Ω2 qui sont à courbure moyenne constante 2α et
qui possède un champ de spineurs de Killing imaginaire satisfaisant

iγ(ν1)ϕ|∂Ω1 = ϕ|∂Ω1 et iγ(ν2)ϕ|∂Ω2 = −ϕ|∂Ω2 , (48)

où ν1 (resp. ν2) désigne le champ de vecteurs unitaire normal (rentrant) à ∂Ω1 (resp.
∂Ω2).
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Un invariant spinoriel conforme sur les variétés à bord

1. Introduction

Dans ce chapitre, on se propose de définir un invariant spinoriel conforme sur une
variété à bord à partir de la première valeur propre non nulle de l’opérateur de Dirac
sous une condition à bord étudiée dans le chapitre précédent.

Dans le cas d’une variété riemannienne spinorielle compacte sans bord, de nombreux tra-
vaux ont été et sont encore consacrés à l’étude d’un tel invariant. On se réfère entre autres
à [Lot86], [Hij86], [Bär92], [Amm03b] ou [AHM04]. Dans ce cadre, on rappelle que
l’opérateur de Dirac définit un opérateur différentiel elliptique d’ordre un qui admet une
extension essentiellement auto-adjointe. En particulier, son spectre est constitué d’une
suite non bornée de nombres réels. Dans les travaux cités précédemment, l’étude porte
sur l’invariant défini par :

inf
g∈[g]

{
λ1(g)Vol(M, g)

1
n

}
,

où [g] est la classe conforme de la métrique riemannienne g et λ1(g) est la première valeur
propre de l’opérateur de Dirac. Cet objet ainsi défini, on peut le considérer comme un
analogue spinoriel de l’invariant de Yamabe. L’inégalité d’Hijazi permet en effet de relier
cet invariant à l’invariant de Yamabe. Il parâıt naturel qu’une étude plus “analytique”
de cet objet puisse donner des résultats analogues au problème de Yamabe dans le cadre
spinoriel. De telles réponses ont été apportées dans [Amm03b], [AHM03] et [AHM].

Les résultats du chapitre précédent amène naturellement à se demander si on peut définir
sur une variété à bord un invariant spinoriel conforme qu’on pourrait voir comme un
analogue de l’invariant de Yamabe µ(M, ∂M) (voir le paragraphe 3). On remarque tout
d’abord que la définition d’un tel objet à partir du spectre de l’opérateur de Dirac va,
sur une variété à bord, dépendre de la condition à bord choisie. Il est donc nécessaire
d’utiliser des conditions à bord invariantes par changement conforme ce qui est le cas de
celles étudiées dans le chapitre précédent. Si on s’attarde quelques instants sur la condi-
tion à bord MIT, on remarque qu’une difficulté apparâıt : l’opérateur de Dirac n’est pas
essentiellement auto-adjoint et son spectre est complexe. De plus, le cas d’égalité n’est
jamais atteint dans l’inégalité d’Hijazi, ce qui laisse à penser que cette condition à bord
n’est pas satisfaisante pour notre problème.

Dans ce chapitre, on va, à partir de la condition à bord associée à un opérateur de
chiralité, définir un invariant spinoriel conforme analogue à l’invariant de Yamabe d’une
variété à bord. Cet invariant sera donné par :

λmin(M, ∂M) := inf
g∈[g]

{|λ1(g)|vol(M, g)
1
n},

49
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où σ est une structure spinorielle de M, et λ1(g) est la première valeur propre non nulle
de l’opérateur de Dirac sous la condition à bord CHI.

Dans une première partie, on donnera les premières propriétés de cet invariant comme
par exemple sa caractérisation variationnelle. On étudiera ensuite le cas particulier de
l’hémisphère qui s’avérera très utile pour la suite. En effet, sur l’hémisphère, on va
construire un champ de spineurs pour lequel l’invariant défini est atteint. L’objectif
principal de ce chapitre étant de comparer cet invariant défini sur une variété rieman-
nienne spinorielle compacte à bord à celui de l’hémisphère, on devra construire une
trivialisation du fibré des spineurs analogue à celle donnée dans [BG92] (voir aussi
[AHM03]). Ainsi à partir du champ de spineurs propre de l’hémisphère et de la trivia-
lisation obtenue, on construira un spineur-test afin de l’évaluer dans la caractérisation
variationnelle de λmin(M, ∂M) et on obtiendra un résultat permettant de le comparer à
λmin(S

n
+, ∂S

n
+).

Ces résultats auront plusieurs applications. Tout d’abord, ils permettent, dans les cas que
l’on va prouver, de donner une preuve spinorielle du problème de Yamabe sur une variété
à bord en utilisant l’inégalité d’Hijazi prouvée dans le premier chapitre. Une deuxième
application, beaucoup moins évidente, est l’existence d’une solution à un problème à
bord non linéaire et critique (dans le sens des injections de Sobolev) pour l’opérateur de
Dirac (nous n’aborderons pas ce problème). Ce travail fait l’objet d’un article en cours
de rédaction mais n’apparâıt pas dans cette thèse.

2. Définitions et premières propriétés

On considère (Mn, g) une variété riemannienne spinorielle compacte à bord lisse ∂M
dont les structures riemannienne et spinorielle sont celles induites par la variété M. On
note ν le champ de vecteurs unitaire normal rentrant à ∂M dont l’existence est déduite
de l’orientation de M. Dans tout ce qui suit, on sera amené à effectuer des changements
conformes de métriques. Afin de rester rigoureux dans la manipulation de ces différents
changements, on doit pouvoir distinguer dans quelle métrique on travaille et donc poser
des notations adaptées. Si g = f 2g ∈ [g] (où [g] désigne la classe conforme de g), on
notera Σg(M) := Σ(M, g) le fibré des spineurs au-dessus de (M, g), Sg(∂M) = Σ(M, g)|∂M

sa restriction au bord (∂M, g), γ (resp. γS) la multiplication de Clifford agissant sur
Σg(M) (resp. Sg(∂M)) et de la même manière, Dg (resp. DS

g ) l’opérateur de Dirac agissant
sur Σg(M) (resp. Sg(∂M)). Si aucune appartenance à la métrique n’apparâıt, c’est qu’il
n’y a pas de confusion possible pour discerner la métrique dans laquelle on travaille.
On est maintenant en mesure de donner une définition rigoureuse de l’invariant qui fait
l’objet de ce chapitre.

Définition 2.1. Soit (Mn, g, σ) une variété riemannienne spinorielle compacte de
dimension n ≥ 2 à bord lisse non vide ∂M qui possède un opérateur de chiralité Γ et où
σ est une structure spinorielle sur M. On pose :

λmin(M, ∂M) := inf
g∈[g]

{|λ1(g)|vol(M, g)
1
n}, (1)
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où λ1(g) est la première valeur propre non nulle de l’opérateur de Dirac sous la condition
à bord CHI, c’est-à-dire

{
Dgϕ = λ1(g)ϕ sur M
B

±
g (ϕ|∂M) = 0 le long de ∂M,

(PVB)

où B
±
g est la projection définissant la condition à bord associée à un opérateur de chiralité

donnée par

B
±
g : L2(Sg(∂M)) −→ L2(V±)

ϕ|∂M 7−→ 1
2
(Id ± γ(ν)Γ)ϕ|∂M

et où V± est le sous-fibré Sg(∂M) propre associé à la valeur propre ±1 de l’endomor-
phisme γ(ν)Γ.

Remarque 2.1. (1) La définition de l’invariant λmin(M, ∂M) dépend à première
vue de la condition à bord choisie, c’est-à-dire que la valeur de λmin(M, ∂M)
diffère selon que, dans le problème (PVB), on impose à ϕ de satisfaire B

+
g (ϕ|∂M) =

0 ou B
−
g (ϕ|∂M) = 0. On va cependant voir que ce n’est pas le cas. En effet, soit

Spec±(Dg) le spectre de l’opérateur de Dirac Dg sous la condition à bord B
±
g .

En utilisant le Théorème 1.2, on sait que Spec±(Dg) est une suite non bornée
de nombres réels, qu’on peut donc écrire

(
λ±k (g)

)
k∈Z

avec :

{
Dgϕ

±
k = λ±k (g)ϕ±

k sur M
B

±
g (ϕ±

k |∂M) = 0 le long de ∂M

On peut alors vérifier que Spec+(Dg) = −Spec−(Dg), c’est-à-dire que si λ+
k (g)

est une valeur propre pour l’opérateur de Dirac sous la condition B
+
g , alors

−λ+
k (g) est une valeur propre pour l’opérateur de Dirac sous la condition B

−
g .

En effet, soit ϕ un champ de spineurs propre associé à la valeur propre λ pour
la condition à bord B

−
g , on a :

Dgϕ = λϕ et γ(ν)Γϕ|∂M = ϕ|∂M.

Décomposons alors le champ de spineurs ϕ suivant la chiralité du fibré des spi-
neurs et on obtient ϕ = ϕ+ +ϕ− avec ϕ± ∈ Σ±

g

(
M

)
= 1

2

(
Id±Γ

)
Σg(M). En uti-

lisant les propriétés (29) d’un opérateur de chiralité, on montre que l’opérateur
de Dirac échange la chiralité des spineurs, et on a :

Dgϕ
± = λϕ∓.

En posant ϕ̃ = ϕ+ − ϕ−, on obtient facilement que Dgϕ̃ = −λϕ̃. Reste alors à
vérifier que B

+
g (ϕ̃|∂M) = 0. Pour cela, puisque B

−
g (ϕ|∂M) = 0, on a :

γ(ν)ϕ̃|∂M = ϕ|∂M,

ce qui, en utilisant le fait que la multiplication de Clifford par le champ de vec-
teurs ν échange aussi la chiralité des spineurs, permet l’identification γ(ν)ϕ±

|∂M =

±ϕ∓
|∂M. On obtient :

γ(ν)Γϕ̃|∂M = γ(ν)ϕ+
|∂M + γ(ν)ϕ−

|∂M = ϕ−
|∂M − ϕ+

|∂M = −ϕ|∂M,
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et B
+
g (ϕ̃|∂M) = 0. Le champ de spineurs ϕ̃ vérifie donc le problème à bord

{
Dgϕ̃ = −λϕ̃ sur M
B

+
g (ϕ̃|∂M) = 0 le long de ∂M

On a bien montré que λ ∈ Spec+(Dg) ⇔ −λ ∈ Spec−(Dg), et donc Spec+(Dg) =
−Spec−(Dg). En particulier, si Ker+(Dg) (resp. Ker−(Dg)) désigne le noyau de
l’opérateur de Dirac sous la condition à bord B

−
g (resp. B

+
g ), on a Ker+(Dg) ≃

Ker−(Dg). De même si λ+
1 (g) (resp. λ−1 (g)) désigne la première valeur propre

non nulle de l’opérateur de Dirac sous la condition à bord B
−
g (resp. B

+
g ), il est

clair que |λ+
1 (g)| = |λ−1 (g)|, et ainsi

inf
g∈[g]

{
|λ+

1 (g)|vol(M, g)
1
n

}
= inf

g∈[g]

{
|λ−1 (g)|vol(M, g)

1
n

}
.

Dans toute la suite, on pourra donc se restreindre à la condition à bord B
−
g .

(2) Rappelons aussi que, si on pose

H±
g := {ϕ ∈ H2

1

(
Σg(M)

)
/ B

±
g (ϕ|∂M) = 0},

où H2
1

(
Σg(M)

)
= {ϕ ∈ Γ

(
Σg(M)

)
/ ||ϕ||2

H2
1

= ||ϕ||22 + ||∇ϕ||22 < ∞}, alors

l’opérateur de Dirac

Dg : H+
g −→ L2

(
Σg(M)

)

définit un opérateur auto-adjoint continu de Fredholm. En effet, dans [FS98],
Farinelli et Schwarz montrent que la dimension du noyau de Dg sur H+

g est finie

et que son image est fermée dans L2
(
Σg(M)

)
. On a donc une décomposition

L2-orthogonale :

H+
g = Ker+(Dg) ⊕ C+

g , (2)

où C+
g est le L2-supplémentaire orthogonal de Ker+(Dg) dans H+

g . Cet espace
est clairement fermé. Il parâıt intéressant pour la suite d’étudier l’action de
la multiplication de Clifford par le champ de vecteurs ν sur les composantes
de H+

g . On a montré dans le point (1) de cette remarque que si ϕ ∈ H+
g

alors un champ de spineurs Φ tel que Φ|∂M = γ(ν)ϕ|∂M satisfait Φ ∈ H−
g . Or

H−
g = Ker−(Dg)⊕ C−

g , où C−
g est le L2-supplémentaire orthogonal de Ker−(Dg)

dans H−
g avec Ker+(Dg) ≃ Ker−(Dg) par l’opération de conjugaison suivant la

chiralité et de la même manière, on montre que si ϕ ∈ C+
g et si Φ est un champ

de spineurs tel que Φ|∂M = γ(ν)ϕ|∂M alors Φ ∈ C−
g . Cette propriété s’avérera

très utile par la suite.

(3) Grâce au Théorème 1.4, on voit que l’on peut comparer cet invariant à l’inva-
riant de Yamabe µ(M, ∂M) de la variété M (voir la partie 3 du chapitre 1 pour
un bref rappel sur le problème de Yamabe sur les variétés à bord). En effet, si
n ≥ 3, on a montré que :

λmin(M, ∂M)2 ≥ n

4(n− 1)
µ(M, ∂M). (3)

Il parâıt alors naturel qu’une étude plus approfondie de cet invariant puisse
apporter des informations sur le problème de Yamabe sur les variétés à bord. On
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rappelle que ce problème consiste à prouver l’existence d’une métrique conforme
à g pour laquelle la courbure scalaire de la variété ambiante est constante et
dont la courbure moyenne est nulle (c’est-à-dire que le bord ∂M est minimal).
On verra par la suite que l’on peut résoudre (dans certains cas) ce problème
grâce à l’invariant λmin(M, ∂M).

Pour faciliter l’étude de cet invariant, on va explicitement l’écrire comme l’infimum
d’une fonctionnelle. On procèdera de la même manière que dans [Lot86] ou [Amm03a].
Avant cela, on va donner une caractérisation variationnelle de la première valeur propre
du problème à bord (PVB). En effet, on montre :

Proposition 2.1. Si λ1(g) désigne la première valeur propre non nulle du problème
à bord (PVB), on a alors :

λ1(g)
2 = inf

ψ∈C−
g \{0}

{∫
M
|Dgψ|2dv(g)∫

M
|ψ|2dv(g)

}
,

où C−
g est le L2-supplémentaire orthogonal de Ker−(Dg) dans H−

g .

Preuve : Afin de ne pas alourdir les notations (du moins dans cette démonstration), on
peut supprimer tout ce qui est relatif à la métrique car on ne considère pas ici l’aspect
conforme. On doit donc vérifier que :

λ2
1 = inf

ψ∈C−\{0}

{∫
M
|Dψ|2dv(g)∫

M
|ψ|2dv(g)

}
.

Pour montrer cette égalité, on effectue une approche variationnelle classique. Tout
d’abord, remarquons que H− est un espace de Hilbert pour la norme H2

1. Considérons
alors la fonctionnelle définie sur C− par :

J(ψ) =

∫
M
|Dψ|2dv(g)∫

M
|ψ|2dv(g) ,

et montrons que λ2
1 = inf J(ψ) où l’infimum est pris pour ψ ∈ C− \ {0}. Puisque∫

M
|Dψ|2dv(g) ≥ 0, il existe une suite (Φi) ⊂ C− telle que :

J(Φi) −→
i→∞

α = inf
ψ∈C−

J(ψ).

Remarquons que par homogénéité de J , on peut supposer que pour tout i,
∫

M
|Φi|2dv(g) =

1. Or puisque l’opérateur de Dirac D sur H− définit un opérateur de Fredohlm, il existe
une constante réelle C0 > 0 telle que pour tout ψ ∈ C− \ {0}, on ait (voir [Sch95] par
exemple) :

||ψ||2H2
1
≤ C0||Dψ||2L2 .

En particulier, la suite (Φi) est uniformément bornée dans H2
1(ΣM) puisque ||DΦi||22 → α.

Or par le théorème d’injection de Sobolev, l’inclusion H2
1(ΣM) →֒ L2(ΣM) est compacte

et il existe alors un champ de spineurs Φ ∈ L2(ΣM) tel que Φi → Φ fortement dans

L2(ΣM). De plus, H2
1(ΣM) étant réflexif, il existe un champ de spineurs Φ̃ tel que Φi → Φ̃

faiblement dans H2
1(ΣM). On vérifie facilement que Φ = Φ̃. En effet, la convergence forte

de (Φi) vers Φ dans L2(ΣM) implique la convergence faible de (Φi) vers Φ dans H2
1(ΣM)

et par unicité de la limite, on conclut que Φ = Φ̃. Notons Φ = Φ̃ ∈ C− puisque C− est
fermé dans H− et que Φi ∈ C−. Montrons maintenant que ce champ de spineurs est
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un spineur propre pour le carré de l’opérateur de Dirac sous la condition à bord CHI,
c’est-à-dire que le champ Φ satisfait le problème à bord

{
D2Φ = αΦ sur M
B
−(DΦ|∂M) = 0, B

−(Φ|∂M) = 0 le long de ∂M.
(PVB1)

Pour cela, on remarque que la convergence faible dans H2
1(ΣM) implique que :

||Φ||2H2
1
≤ lim inf

i→∞
||Φi||2H2

1
, c’est-à-dire

∫

M

|∇Φ|2dv(g) ≤ lim inf
i→∞

∫

M

|∇Φi|2dv(g). (4)

En utilisant l’expression intégrale de la formule de Schrödinger-Lichnerowicz (14), on
peut écrire :

∫

M

|DΦ|2 − 1

4

∫

M

R|Φ|2 +

∫

∂M

(
〈DSΦ,Φ〉 − n− 1

2
H|Φ|2

)
≤ lim inf

i→∞

{∫

M

|DΦi|2

−1

4

∫

M

R|Φi|2 +

∫

∂M

(
〈DSΦi,Φi〉 −

n− 1

2
H|Φi|2

)}
. (5)

Par convergence forte dans L2(ΣM), on a :

∣∣
∫

M

R|Φ|2dv(g) −
∫

M

R|Φi|2dv(g)
∣∣ ≤ ||R||∞||Φ − Φi||2L2 −→

i→∞
0

et puisque l’injection H2
1(ΣM) →֒ L2

(
S(∂M)

)
est compacte, on obtient de la même

manière que :

∣∣
∫

∂M

H|Φ|2ds(g) −
∫

∂M

H|Φi|2ds(g)
∣∣ ≤ ||H||∞||Φ − Φi||2L2(S) −→

i→∞
0.

D’autre part, puisque les champs de spineurs Φ et Φi sont dans C−, on a :

∫

∂M

〈DSΦ,Φ〉ds(g) =

∫

∂M

〈DSΦi,Φi〉ds(g) = 0.

L’inégalité (5) s’écrit alors :

∫

M

|DΦ|2dv(g) ≤ lim inf
i→∞

∫

M

|DΦi|2dv(g) = α = inf
ψ∈C−

J(ψ). (6)

Puisque Φ ∈ C−, on a α = J(Φ) = inf J(ψ) où l’infimum est pris pour ψ ∈ C−. On a
donc prouvé l’existence d’un champ de spineurs Φ ∈ C− qui minimise la fonctionnelle
J . Il reste à vérifier que ce champ satisfait bien le problème à bord (PVB1). Pour cela,
soit ψ ∈ C− et pour t ∈] − ǫ, ǫ[ (où ǫ > 0), on pose Φt = Φ + tψ de façon à ce que l’on
ait Φ0 = Φ et d

dt |t=0
(Φt) = ψ. On utilise maintenant le fait que le champ Φ est un point
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critique de la fonctionnelle J , c’est-à-dire que l’on a :

0 =
d

dt |t=0

[
J(Φt)

]
=

d

dt |t=0

[∫
M
|DΦt|2dv(g)∫

M
|Φt|2dv(g)

]

=
1

||Φ||4L2

[ d
dt |t=0

( ∫

M

〈DΦt,DΦt〉dv(g)
)( ∫

M

|Φ|2dv(g)
)

−
( ∫

M

|DΦ|2dv(g)
) d
dt |t=0

( ∫

M

|Φt|2dv(g)
)]

=
2

||Φ||4L2

[
Re

( ∫

M

〈DΦ,Dψ〉dv(g)
)
||Φ||2L2 − ||DΦ||2L2Re

( ∫

M

〈Φ, ψ〉dv(g)
)]
.

On obtient :

Re
( ∫

M

〈DΦ,Dψ〉dv(g)
)

= α Re
( ∫

M

〈Φ, ψ〉dv(g)
)
, (7)

pour tout ψ ∈ C−. En remplaçant ψ par iψ dans l’identité (7) (ce qui est possible car si
ψ ∈ C− alors iψ ∈ C−), on a :

Im
( ∫

M

〈DΦ,Dψ〉dv(g)
)

= α Im
( ∫

M

〈Φ, ψ〉dv(g)
)
, (8)

pour tout ψ ∈ C−, car si z ∈ C alors Re(iz) = −Im(z). En combinant les égalités (7) et
(8), on obtient :

∫

M

〈DΦ,Dψ〉dv(g) = α

∫

M

〈Φ, ψ〉dv(g),

pour tout ψ ∈ C−. Le champ de spineurs Φ vérifie au sens des distributions l’équation
D2Φ = αΦ à l’intérieur de M. En utilisant le théorème d’injection de Sobolev et les
estimations elliptiques classiques (voir [Sch95] par exemple), on vérifie facilement que
Φ est lisse à l’intérieur de M. Les théorèmes de trace permettent de conclure que Φ est
lisse jusqu’au bord. Une intégration par partie permet donc d’obtenir :

∫

M

〈D2Φ, ψ〉dv(g) +

∫

∂M

〈γ(ν)DΦ, ψ〉ds(g) = α

∫

M

〈Φ, ψ〉dv(g),

pour tout ψ ∈ C−. En testant cette identité avec des spineurs ψ dont le support ne
rencontre pas le bord, on a :

∫

∂M

〈DΦ, γ(ν)ψ〉ds(g) = 0.

Or le point (2) de la Remarque 2.1 permet de vérifier que si ψ ∈ C− le champ γ(ν)ψ
satisfait B

+
(
γ(ν)ψ|∂M

)
= 0 et donc DΦ ∈ C−. On a ainsi construit un champ de spineurs

lisse Φ ∈ Γ(ΣM) orthogonal à Ker−(D) qui vérifie le problème à bord :
{

D2Φ = αΦ sur M
B

−(DΦ|∂M) = 0, B
−(Φ|∂M) = 0 le long de ∂M.

D’autre part, il est prouvé dans [FS98] que :

D2 : {φ ∈ L2(ΣM) /B
−(Dφ|∂M) = 0 et B

−(φ|∂M) = 0} −→ L2(ΣM)
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est un opérateur essentiellement auto-adjoint dont le spectre est donné par :

Spec(D2) = {λ2 / λ ∈ Spec−(D)}.
Donc si λ1 désigne la première valeur propre non nulle de D sous la condition à bord B

−

il est clair que l’on a α ≤ λ2
1, car en évaluant la fonctionnelle J sur un spineur propre

pour λ1, on obtient bien l’inégalité voulue. On a ainsi bien montré que α = λ2
1, ce qui

termine la preuve de cette proposition. �

L’invariant que l’on veut étudier fait intervenir la première valeur propre de l’opérateur
de Dirac sous la condition CHI. On va donc, à partir de la proposition précédente,
donner une caractérisation variationnelle de cette valeur propre. En fait, on a le corollaire
suivant :

Corollaire 2.1. Si λ1 désigne la première valeur propre non nulle du problème à
bord (PVB), on a alors :

|λ1(g)| = inf
ψ∈C−

g

{ ∫
M
|Dgψ|2dv(g)∣∣ ∫

M
Re〈Dgψ, ψ〉dv(g)

∣∣
}
. (9)

Preuve : Dans cette preuve, on omet toute référence à la métrique. Remarquons tout

d’abord que si on pose Φ̃ = Φ+ 1
λ1

DΦ ∈ Γ(ΣM), où Φ ∈ Γ(ΣM) est solution du problème

à bord (PVB1) (où on rappelle que α = λ2
1 est la première valeur propre non nulle de

l’opérateur de Dirac D2 pour le problème à bord (PVB1)), on vérifie que :
{

DΦ̃ = λ1Φ̃ sur M

B
−(Φ̃|∂M) = 0 le long de ∂M.

En utilisant la caractérisation variationnelle de λ2
1 donnée dans la Proposition 2.1, on

obtient :

|λ1| = inf
ϕ∈C−

{(∫
M
|Dψ|2dv(g)∫

M
|ψ|2dv(g)

) 1
2
}

(10)

On considère maintenant la fonctionnelle I définie sur C− et donnée par :

I(ψ) =

∫
M
|Dψ|2dv(g)∣∣ ∫

M
Re〈Dψ, ψ〉dv(g)

∣∣ .

On montre alors que |λ1| = inf I(ψ) où l’infimum est pris pour ψ ∈ C−. Pour cela, on
remarque immédiatement que si ϕ ∈ Γ(ΣM) est un spineur propre pour l’opérateur de
Dirac associé à la valeur propre λ1, on a I(ϕ) = |λ1| et donc pour tout ψ ∈ C−, on
obtient que inf I(ψ) ≤ |λ1|. D’autre part, l’inégalité de Cauchy-Schwarz permet décrire
que pour tout ψ ∈ C−, on a :

∣∣∣
∫

M

〈Dψ, ψ〉dv(g)
∣∣∣ ≤

( ∫

M

|Dψ|2dv(g)
) 1

2
( ∫

M

|ψ|2dv(g)
) 1

2
,

Finalement, on conclut que :

J(ψ)
1
2 =

∫
M
|Dψ|2dv(g)

( ∫
M
|Dψ|2dv(g)

) 1
2
( ∫

M
|ψ|2dv(g)

) 1
2

≤
∫

M
|Dψ|2dv(g)∣∣ ∫

M
Re〈Dψ, ψ〉dv(g)

∣∣ = I(ψ).
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Ainsi en passant à la borne inférieure dans l’inégalité précédente, on obtient :

|λ1| = inf
ψ∈C−

J(ψ)
1
2 ≤ inf

ψ∈C−
I(ψ) ≤ |λ1| ⇒ |λ1| = inf

ψ∈C−
I(ψ).

�

Pour faciliter la manipulation de l’invariant λmin(M, ∂M), on va l’écrire sous forme va-
riationnelle. Le travail est quelque peu simplifié par les deux résultats précédents. De
plus, le fait d’avoir cet invariant comme l’infimum d’une certaine fonctionnelle permettra
ensuite d’adapter les techniques d’analyse classique sur les variétés au cadre spinoriel.

Proposition 2.2. L’invariant spinoriel conforme défini par (1) s’écrit :

λmin(M, ∂M) = inf
ϕ∈C−

g

{( ∫
M
|Dgϕ|

2n
n+1dv(g)

)n+1
n

∣∣ ∫
M

Re〈Dgϕ, ϕ〉dv(g)
∣∣

}
, (11)

où C−
g est le L2-supplémentaire orthogonal de Ker−(Dg) dans H−

g .

Preuve : La démonstration de cette proposition suit la méthode employée dans [Amm03a].
Considérons une métrique conforme à g, c’est-à-dire une métrique de la forme g = f 2g
où f : M → R est une fonction lisse strictement positive, et soit λ1(g) la première valeur
propre de l’opérateur de Dirac Dg sous la condition à bord CHI. Grâce au Corollaire
2.1, on peut écrire :

|λ1(g)| = inf
ϕ∈C−

g

{ ∫
M
|Dgϕ|2dv(g)∣∣ ∫

M
Re〈Dgϕ, ϕ〉dv(g)

∣∣
}
.

Étudions alors la transformation conforme des sous-espaces Ker−(Dg) et C−
g . On rappelle

que la donnée d’une métrique conforme g = f 2g permet une identification des fibrés des
spineurs au-dessus de (M, g) et (M, g). En effet, il existe un isomorphisme de fibrés
vectoriels (qui est une isométrie sur les fibres) :

F : Σg(M) −→ Σg(M), (12)

tel que si Dg (resp. Dg) désigne l’opérateur de Dirac agissant sur Σg(M) (resp. Σg(M)),
on a la relation :

F−1
(
Dg

(
F(ψ)

))
= f−n+1

2 Dg(f
n−1

2 ψ)

pour tout ψ ∈ Γ(ΣgM). On voit alors clairement que :

ψ ∈ Ker(Dg) ⇐⇒ f−n−1
2 F(ψ) ∈ Ker(Dg).

En particulier, la dimension du noyau est invariante par changement conforme. Ainsi,
on vérifie que :

ψ ∈ C−
g ⇐⇒ f−n+1

2 F(ψ) ∈ C−
g .
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En effet, pour tout φ ∈ Ker−(Dg), on a :

ψ ∈ C−
g ⇐⇒

∫

M

〈ψ, φ〉dv(g) = 0

⇐⇒
∫

M

〈F(ψ),F(φ)〉f−ndv(g) = 0

⇐⇒
∫

M

〈f−n+1
2 F(ψ), f−n−1

2 F(φ)〉dv(g) = 0.

Or si φ ∈ Ker−(Dg), le champ f−n−1
2 F(φ) ∈ Ker−(Dg) et donc f−n+1

2 F(ψ) ∈ C−
g . Puisque

F est un isomorphisme, on peut écrire tout champ de spineurs Ψ ∈ H−
g comme l’image

par F d’un champ ψ ∈ H−
g . On se sert aussi ici du fait que la condition à bord CHI est

invariante par changement conforme, car il est facile de vérifier en utilisant les relations
(16) de la partie 2.2 du chapitre 1 que : ψ ∈ H−

g ⇐⇒ F(ψ) ∈ H−
g où l’opérateur de

chiralité et la condition à bord CHI sur (M, g) sont définis par :

Γ := F ◦ Γ ◦ F−1 et B
±
g :=

1

2

(
Id ± γ(ν)Γ

)
.

Donc si on pose Ψ = f−n+1
2 F(ϕ) pour ϕ ∈ C−

g et Ψ ∈ C−
g , la caractérisation variationnelle

de λ1(g) donne :

|λ1(g)| = inf
Ψ∈C−

g

{ ∫
M
|Ψ|2dv(g)∣∣ ∫

M
Re〈Ψ,D−1

g Ψ〉dv(g)
∣∣
}

= inf
Ψ∈C−

g

{ ∫
M
|f−n+1

2 F(ϕ)|2fndv(g)∣∣ ∫
M

Re〈f−n+1
2 F(ϕ),D−1

g

(
f−n+1

2 F(ϕ)
)
〉fndv(g)

∣∣
}

= inf
ϕ∈C−

g

{ ∫
M
f−1|ϕ|2dv(g)∣∣ ∫

M
Re〈ϕ,D−1

g ϕ
)
〉dv(g)

∣∣
}

(13)

où l’on s’est servi du fait que l’application F est une isométrie sur les fibres et que les
éléments de volume de (M, g) et (M, g) sont reliés par la formule dv(g) = fndv(g). En
utilisant la formule de Hölder, on remarque que l’on a :

∫

M

|ϕ| 2n
n+1dv(g) =

∫

M

(
f− n

n+1 |ϕ| 2n
n+1

)
f

n
n+1dv(g)

≤
( ∫

M

f−1|ϕ|2dv(g)
) n

n+1
( ∫

M

fndv(g)
) 1

n+1
,

c’est-à-dire
( ∫

M

|ϕ| 2n
n+1dv(g)

)n+1
n ≤

( ∫

M

f−1|ϕ|2dv(g)
)
vol(M, g)

1
n ,

pour tout f ∈ C∞
+ (M) et ϕ ∈ C−

g . De plus, on a égalité si et seulement si il existe une

constante c > 0 telle que f = c |ϕ| 2
n+1 ou si ϕ ≡ 0 (ce qui est exclu par hypothèse). On

a donc pour tout ϕ ∈ C−
g :

inf
f∈C∞

+ (M)

{(∫

M

f−1|ϕ|2dv(g)
) n

n+1
vol(M, g)

1
n

}
≥ ||ϕ||22n

n+1
. (14)



3. LE CAS DE L’HÉMISPHÈRE S
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Or si le champ de spineurs ϕ ne s’annule en aucun point, on peut poser f = |ϕ| 2
n+1 , et

on a égalité dans (14). Sinon on construit, à partir de ce champ de spineurs, une suite
de fonctions fk : M → R

+
∗ telle que :

( ∫

M

f−1
k |ϕ|2dv(g)

) n
n+1

vol(M, gfk
)

1
n −→
k→∞

||ϕ||22n/(n+1),

où gfk
= f 2

kg. On a donc montré qu’il y a égalité dans (14). Revenons maintenant
à l’expression de λmin(M, ∂M). En utilisant les relations (13) et (14), on obtient pour
g = f 2g ∈ [g] :

λmin(M, ∂M) = inf
f∈C∞

+ (M)

{
|λ1(g)|vol(M, g)

1
n

}

= inf
f∈C∞

+ (M)
inf
ϕ∈C−

g

{ ( ∫
M
f−1|ϕ|2dv(g)

)
∣∣ ∫

M
Re〈ϕ,D−1

g ϕ〉dv(g)
∣∣vol(M, g)

1
n

}

= inf
ϕ∈C−

g

inf
f∈C∞

+ (M)

{( ∫
M
f−1|ϕ|2dv(g)

)
vol(M, g)

1
n∣∣ ∫

M
Re〈ϕ,D−1

g ϕ〉dv(g)
∣∣

}

= inf
ϕ∈C−

g

{ ( ∫
M
|ϕ| 2n

n+1dv(g)
)n+1

n

∣∣ ∫
M

Re〈ϕ,D−1
g ϕ〉dv(g)

∣∣
}
,

et on obtient alors le résultat annoncé. �

C’est donc sous cette forme que l’on va pouvoir étudier cet invariant spinoriel conforme
qu’on a défini plus en détail. En fait, on va pouvoir le comparer à celui de l’hémisphère
de même dimension S

n
+. C’est dans cette optique que l’on consacre la section suivante à

l’évaluation de cet invariant sur l’hémisphère S
n
+.

3. Le cas de l’hémisphère S
n
+

Le but de cette section est de donner explicitement la valeur de l’invariant introduit
dans la section précédente lorsque la variété considérée est l’hémisphère

S
n
+ := {x = (x1, ..., xn+1) ∈ R

n+1 / x2
1 + ...+ x2

n+1 = 1 et xn+1 ≥ 0}
muni de sa structure conforme canonique [gst] (où gst est la métrique induite de la
métrique euclidienne de R

n+1) et de sa structure spinorielle σst. On se place toujours
dans le cadre décrit au début de cette partie. On notera cet invariant λmin(S

n
+, ∂S

n
+) et

on montre alors :

Proposition 2.3. Sur l’hémisphère S
n
+ muni de ses structures spinorielle et conforme

standard, on a :

λmin(S
n
+, ∂S

n
+) =

n

2

(ωn
2

) 1
n

, (15)

où ωn = vol(Sn, gst). De plus, on sait alors qu’il existe au moins un champ de spineurs
de Killing sur S

n
+ qui vérifie le problème à bord (PVB).
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Preuve : La démonstration de cette proposition est une simple application du Théorème
1.2. En effet, considérons un champ de spineurs ϕ ∈ Γ

(
Σgst(S

n
+)

)
vérifiant le problème

à bord suivant : {
DSn

+ϕ = λ1(gst) ϕ sur S
n
+

B
−
gst(ϕ|∂Sn

+
) = 0 le long de ∂S

n
+ ≃ S

n−1,

où DSn
+ est l’opérateur de Dirac sur (Sn+, gst). On remarque alors que l’on est dans le cas

d’égalité du Théorème 1.2. En effet, le cas d’égalité est atteint dans (1.2) si et seulement
si la variété considérée est isométrique à un hémisphère de rayon donné. Comme ici
la variété considérée est exactement l’hémisphère S

n
+, on est bien dans le cas d’égalité,

c’est-à-dire que l’on a :

λ1(gst)
2 =

n

4(n− 1)
µ1(Lgst).

Or sur S
n
+, la première valeur propre du problème à bord :

{
L(u) = µ1(L)u sur S

n
+

B(u|∂Sn
+
) = 0 le long de ∂S

n
+,

(PVY)

est n(n− 1) et on obtient alors que λ1(gst)
2 = n2

4
. On peut en particulier affirmer qu’il

existe au moins un champ de spineurs de Killing vérifiant le problème à bord (PVB).
En utilisant la relation (3) qui compare l’invariant de Yamabe µ(Sn+, ∂S

n
+) et l’invariant

λmin(S
n
+, ∂S

n
+), on peut écrire :

n

4(n− 1)
µ(Sn+, ∂S

n
+) ≤ λmin(S

n
+, ∂S

n
+)2 ≤ n2

4
vol(Sn+)

2
n .

Or dans [Esc92b], Escobar montre que l’invariant de Yamabe µ(Sn+, ∂S
n
+) de l’hémisphère

muni de sa classe conforme standard vaut :

µ(Sn+, ∂S
n
+) = n(n− 1)

(ωn
2

) 2
n

.

On a donc :

n

4(n− 1)
µ(Sn+, ∂S

n
+) =

n2

4

(ωn
2

) 2
n ≤ λmin(S

n
+, ∂S

n
+)2 ≤ n2

4

(ωn
2

) 2
n

,

ce qui permet de conclure que λmin(S
n
+, ∂S

n
+) = n

2

(
ωn

2

) 1
n

. �

On verra dans la section 5 une construction explicite d’un champ de spineurs de Killing
qui vérifie le problème à bord (PVB) et qui en plus sera très utile pour pouvoir comparer
l’invariant spinoriel conforme λmin(M, ∂M) à celui de l’hémisphère S

n
+. Une des motiva-

tions qui peut amener à comparer ces deux invariants vient du problème de Yamabe sur
les variétés à bord. En effet, on a le corollaire suivant :

Corollaire 2.2. Soit (Mn, g) une variété riemannienne spinorielle compacte à bord
non vide ∂M, dont l’invariant de Yamabe µ(M, ∂M) est strictement positif. On suppose
de plus que la variété M possède un opérateur de chiralité. Alors si :

λmin(M, ∂M) < λmin(S
n
+, ∂S

n
+), (16)

il existe une métrique conforme à g dans laquelle la courbure scalaire est constante et
dont le bord est minimal.
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Preuve : Ce résultat découle comme le précédent d’une simple application de l’inégalité
(3). En effet, la résolution du problème de Yamabe sur une variété à bord est équivalente
à la validité d’une inégalité fine sur l’invariant de Yamabe µ(M, ∂M) de M. Plus précisement,
si µ(M, ∂M) < µ(Sn+, ∂S

n
+), alors le problème de Yamabe est résolu. On va donc montrer

cette inégalité sous les hypothèses de ce corollaire. Par (3) et (16), on a :

n

4(n− 1)
µ(M, ∂M) ≤ λmin(M, σ, [g])2 < λmin(S

n
+)2 =

n2

4
2−

2
nω

2
n
n ,

et donc µ(M, ∂M) < n(n−1)2−
2
nω

2
n
n = µ(Sn+, ∂S

n
+), ce qui résout le problème de Yamabe.

�

Pour pouvoir comparer ces deux invariants, on va utiliser les méthodes employées par
Ammann, Humbert et Morel dans [AHM] et [AHM03]. Ces méthodes se rapprochent
de celles utilisées par Aubin [Aub76] et Schoen [Sch84] dans le cas des variétés com-
pactes sans bord ou bien encore Escobar [Esc92b] dans le cas des variétés à bord.
En effet, à partir du champ de spineurs que l’on vient d’obtenir sur l’hémisphère, on
va pouvoir explicitement construire de “bons” spineurs que l’on évaluera dans la ca-
ractérisation variationnelle de λmin(M, ∂M) obtenue dans la Proposition 2.2. Cependant
de nombreuses difficultés apparaissent du fait que l’on manipule des spineurs et non
plus des fonctions. En effet, il faut tenir compte que le fibré des spineurs dépend de
la métrique riemannienne et la construction de spineurs-tests à partir de champs de
Killing sur S

n
+ nécessitent beaucoup de précautions comme on va le voir dans la section

suivante.

4. Construction d’une trivialisation adaptée du fibré des spineurs

Dans cette section, on va construire une trivialisation du fibré des spineurs au voi-
sinage d’un point q ∈ ∂M à partir d’un système de coordonnées adapté au voisinage de
ce point. Cette trivialisation va permettre d’identifier le fibré des spineurs au-dessus de
la variété (M, g) avec celui au-dessus de M munie d’une autre métrique.

On considère donc (Mn, g) une variété riemannienne spinorielle compacte à bord non
vide ∂M munie des structures riemannienne et spinorielle induites par celles de la variété
ambiante M. On notera g la restriction au bord ∂M de la métrique sur M. Considérons
alors un point q ∈ ∂M et soit (x1, ..., xn−1) un système de coordonnées normales en
ce point. Si t 7→ γ(t) = t désigne la géodésique orthogonale à ∂M paramétrée par la
longueur d’arc, il existe alors deux ouverts U ⊂ TqM et V ⊂ M tels que l’application
donnée par

Fq : U ⊂ TqM −→ V ⊂ M
(x1, ..., xn−1, t) 7−→ m

soit un difféomorphisme préservant l’orientation. C’est donc un système de coordonnées
locales de M en un point q du bord qui est appelé “système de coordonnées de Fermi”.
Remarquons que TqM ≃ R

n−1 ×R
+, et donc que U est un ouvert du type U′ × [0, ǫ[, où

U′ est un ouvert de R
n−1 et ǫ > 0. De plus, si t > 0, alors m ∈

◦

V, et si t=0, m ∈ V∩∂M.
Dans ce système de coordonnées, la métrique ds2 est donné par :

ds2 = dt2 + gij(x, t)dx
idxj, (17)
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pour tout 1 ≤ i, j ≤ n− 1 et pour tout (x, t) ∈ U. Posons alors :

G : V ⊂ M −→ S2
+(n,R) = {matrices symétriques définies-positives n× n}

m 7−→ Gm =
(
gij(m)

)
1≤i,j≤n

.

Cette application est clairement lisse, car la métrique g dépend de manière lisse du point
m. Comme dans ce système de coordonnées, la métrique est donnée par (17), on peut
alors poser :

Gm =

(
G̃m 0
0 1

)
, avec G̃m =

(
gij(m)

)
1≤i,j≤n−1

.

De plus, puisque la variété M est riemannienne, la métrique est définie positive en chaque
point de V et la matrice Gm est donc définie positive pour tout m ∈ V. De la même

manière, pour tout m ∈ V, G̃m est une matrice définie positive. Il existe alors une

matrice symétrique B̃m ∈ S2(n− 1,R) telle que :

B̃2
m = G̃−1

m (18)

et qui dépend aussi de manière lisse du point m ∈ V. Si on pose :

Bm =

(
B̃m 0
0 1

)
∈ S2(n,R),

cette matrice satisfait la relation B2
m = G−1

m pour tout m ∈ V. Remarquons que pour
tout X, Y ∈ R

n
+ = {(x1, ..., xn−1, t) ∈ R

n / t ≥ 0}, on a :

t
(
BmX

)
Gm

(
BmY

)
= tX InY = ξ(X, Y ), (19)

où ξ est le produit scalaire euclidien standard sur R
n
+. En tout point m ∈ V, on a donc

construit un isomorphisme :

Bm :
(
TF−1

q (m)U ≃ R
n
+, ξ

)
−→

(
TmV, gm

)
,

qui dépend de façon lisse du point m. De plus, cette application est une isométrie grâce
à la propriété (19) (par construction). On est alors en mesure d’identifier localement
grâce aux coordonnées de Fermi les SOn-fibrés principaux des repères linéaires :

SO(U, ξ) = U × SO
(
TF−1

q (m)U, ξ
)

et SO(V, g) = V × SO
(
TmV, gm

)
,

où SO(TF−1
q (m)U, ξ) (resp. SO(TmV, gm)) est le groupe spécial ortoghonal de TF−1

q (m)U

(resp. TmV) qui présèrve le produit scalaire ξ (resp. gm). En effet, l’action de B permet
d’écrire le diagramme commutatif suivant :

U × SO
(
TF−1

q (m)U, ξ
)

V × SO
(
TmV, gm

)

U ⊂ TqM V ⊂ M

✲
ζ

❄ ❄

✲

Fq

où l’application ζ := Fq×B est donnée par l’action naturelle de B sur chaque section de
SO(U, ξ). On peut relever l’application ζ à U×Spin

(
TF−1

q (m)U, ξ
)

et V×Spin
(
TmV, gm

)

au-dessus des ouverts U et V, où Spin(TF−1
q (m)U, ξ) (resp. Spin(TmV, gm)) est le groupe

spinoriel de (TF−1
q (m)U, ξ) (resp. (TmV, gm)) qui est le revêtement universel du groupe
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SO(TF−1
q (m)U, ξ) (resp. SO(TmV, gm)) pour n ≥ 3. On a donc le diagramme commutatif

suivant :

U × Spin
(
TF−1

q (m)U, ξ
)

V × Spin
(
TmV, gm

)

U ⊂ TqM V ⊂ M.

✲

eζ

❄ ❄

✲

Fq

Cet isomorphisme ζ̃ permet d’obtenir unr trivialisation du fibrés des spineurs Σg(M)
au-dessus de V donnée par l’isomorphisme (qui est une isométrie sur les fibres) :

Σξ(U) :=
(
U × Spin

(
TF−1

q (m)U, ξ
))

×ρn
Σn −→ Σg(V) :=

(
V × Spin

(
TmV, gm

))
×ρn

Σn

ψ = [s, ϕ] 7−→ ψ = [ζ̃(s), ϕ], (20)

où ρn est la représentation spinorielle. De la même manière, cette trivialisation induit
une trivialisation de la restriction au bord du fibré des spineurs qui, on le rappelle, est
définis par :

Sg(V) :=
(
(V ∩ ∂M) × Spin

(
Tm(V ∩ ∂M), gm

)))
×ρn◦α Σn,

où l’application α est l’application qui permet d’identifier l’algèbre de Clifford complexe
Cln−1 avec la partie paire de l’algèbre de Clifford complexe Cln.

On conclut cette section par un point essentiel pour la suite. En effet, on va exprimer
l’opérateur de Dirac Dg agissant sur les sections du fibré Σg(V) en fonction de l’opérateur
de Dirac Dξ agissant sur les sections du fibré Σξ(U) dans la trivialisation que l’on vient
de construire. Pour cela, on pose :

ei := bji∂j,

de telle sorte que
(
e1, ..., en

)
est un repère orthonormé de (TV, g), où :

∂j =

{
∂
∂xj

pour 1 ≤ j ≤ n− 1
∂
∂xn

= ∂
∂t

dans le système de coordonnées de Fermi. De plus, par les identifications effectuées
précédemment, on peut supposer que le champ de vecteurs unitaire en normal rentrant
à V ∩ ∂M est donné par :

en = ν = ∂t, (21)

et on a donc bjn = δjn et bni = δni pour tout 1 ≤ i, j ≤ n. On vérifie alors que les
multiplications de Clifford et les produits scalaires hermitiens sur Σξ(U) et Σg(V) sont
reliés par :

γξ(∂i)ψ = γg(ei)ψ et 〈ψ, ϕ〉g = 〈ψ, ϕ〉ξ (22)

pour tout ψ, ϕ ∈ Γ
(
Σξ(U)

)
et où γξ (resp. γg) désigne la multiplication de Clifford sur

Σξ(U) (resp. Σg(V)) et 〈 , 〉ξ (resp. 〈 , 〉g) le produit scalaire hermitien sur Σξ(U) (resp.
Σg(V)).



64 2. UN INVARIANT SPINORIEL CONFORME SUR LES VARIÉTÉS À BORD

Dans la suite, on notera ∇ (resp. ∇) les connexions de Levi-Civita riemannienne et
spinorielle de (U, ξ) (resp. (V, g)). Cependant, on notera indifféremment par γ les mul-
tiplications de Clifford agissant sur Σξ(U) et Σg(V). On a alors la proposition suivante :

Proposition 2.4. Si Dξ et Dg désignent les opérateurs de Dirac agissant respecti-
vement sur Σξ(U) et Σg(V), on a :

Dgψ = Dξψ +
n∑

i,j=1

(
bji − δji

)
γ(∂i)∇∂j

ψ + γ(W)ψ + γ(T)ψ

+γ(ν̃)γ(Z)ψ − n− 1

2
Htγ(ν̃)ψ, (23)

où ν̃ ∈ Γ(TV) est une extention locale du champ de vecteurs unitaire normal ν ∈
Γ(TV|V∩∂M) et où W ∈ Γ(Λ3(T∗V)), T ∈ Γ(T∗V) et U ∈ Γ(Λ2(T∗V)) sont donnés par :

W =
1

4

∑

1≤i,j,k≤n−1
i6=j 6=k

bri∂r(b
l
j)(b

−1)lkγ(ei)γ(ej)γ(ek)

T =
1

4

∑

1≤i,j≤n−1

(Γ̃iij − Γ̃jii)γ(ej)

Z =
1

4

∑

1≤i,j≤n−1
i6=j

(
∂n(b

l
i)(b

−1)lj + brjΓ
l
rn(b

−1)li
)
γ(ei)γ(ej),

avec Ht la courbure moyenne de ∂Mt := {Fp(x, t) / t est fixé} et où, pour tout m ∈ V,
les coefficients (b−1)kl sont les coefficients de la matrice inverse de Bm.

Preuve : Rappelons tout d’abord que la connexion de Levi-Civita spinorielle est donnée
par :

∇ei
ψ = ei(ψ) +

1

4

∑

1≤j,k≤n

Γ̃kijγ(ej)γ(ek)ψ, (24)

où ψ ∈ Γ(Σξ(U)), ψ ∈ Γ(Σg(V)) est son image par l’identification (20) et Γ̃kij sont

les symboles de Christoffel dans le repère {e1, ..., en} définis par Γ̃kij = g(∇ei
ej, ek). En

utilisant l’expression locale de l’opérateur de Dirac Dg agissant sur Σg(V), on obtient :

Dgψ = Dξψ +
n∑

i,j=1

(
bji − δji

)
γ(∂i)∇∂j

ψ +
1

4

∑

1≤i,j,k≤n

Γ̃kij γ(ei)γ(ej)γ(ek)ψ.

Développons maintenant le dernier terme de cette identité. Pour cela, on décompose
cette somme en une sommation sur les vecteurs tangents au bord et une autre sur le
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vecteur normal. On a alors :

∑

1≤i,j,k≤n

Γ̃kijγ(ei)γ(ej)γ(ek)ψ =
n−1∑

k=1

n∑

i,j=1

Γ̃kijγ(ei)γ(ej)γ(ek)ψ +
n∑

i,j=1

Γ̃nijγ(ei)γ(ej)γ(en)ψ

=
n−1∑

j,k=1

n∑

i=1

Γ̃kijγ(ei)γ(ej)γ(ek)ψ +
n−1∑

k=1

n∑

i=1

Γ̃kinγ(ei)γ(en)γ(ek)ψ

+
n−1∑

j=1

n∑

i=1

Γ̃nijγ(ei)γ(ej)γ(en)ψ +
n∑

i=1

Γ̃ninγ(ei)γ(en)γ(en)ψ

=
n−1∑

i,j,k=1

Γ̃kijγ(ei)γ(ej)γ(ek)ψ +
n−1∑

k,j=1

Γ̃knjγ(en)γ(ej)γ(ek)ψ

+
n−1∑

i,k

Γ̃kinγ(ei)γ(en)γ(ek)ψ +
n−1∑

i,j=1

Γ̃nijγ(ei)γ(ej)γ(en)ψ

−
n∑

k=1

Γ̃knnγ(ek)ψ +
n∑

j=1

Γ̃nnjγ(ej)ψ −
n∑

i=1

Γ̃ninγ(ei)ψ.

On obtient donc, puisque Γ̃nnn(m) = 0 pour tout m ∈ V :

∑

1≤i,j,k≤n

Γ̃kijγ(ei)γ(ej)γ(ek)ψ =
n−1∑

i,j,k=1

Γ̃kijγ(ei)γ(ej)γ(ek)ψ + γ(ν̃)
n−1∑

i,j=1

Γ̃jniγ(ei)γ(ej)ψ

−γ(ν̃)
n−1∑

i,j=1

Γ̃jinγ(ei)γ(ej)ψ + γ(ν̃)
n−1∑

i,j=1

Γ̃nijγ(ei)γ(ej)ψ

−
n−1∑

i=1

Γ̃innγ(ei)ψ +
n−1∑

i=1

Γ̃nniγ(ei)ψ −
n−1∑

i=1

Γ̃ninγ(ei)ψ.

Or remarquons que Γ̃kij = g(∇ei
ej, ek) = −g(ej,∇ei

ek) = −Γ̃jik (mais ces symboles
de Christoffel ne sont pas symétriques car [ei, ej] 6= 0) et que puisque le champ de

vecteurs ν̃ = ∂t est obtenu par transport parallèle le long d’une géodésique, on a Γ̃inn =
g(∇∂t

∂t, ei) = 0. De plus,

Γ̃nin = ei(g(ν̃, ν̃)) − g(ei,∇eν ν̃) = −Γ̃nin,

et alors Γ̃nin = 0 pour tout 1 ≤ i ≤ n. On obtient donc :

n∑

i,j,k=1

Γ̃kijγ(ei)γ(ej)γ(ek)ψ =
n−1∑

i,j,k=1

Γ̃kijγ(ei)γ(ej)γ(ek)ψ + γ(ν̃)
n−1∑

i,j=1

Γ̃jniγ(ei)γ(ej)ψ

−2γ(ν̃)
n−1∑

i,j=1

Γ̃jinγ(ei)γ(ej)ψ.
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Cependant, on peut développer le dernier terme de l’expression précédente en :

2
n−1∑

i,j=1

Γ̃jinγ(ei)γ(ej)ψ =
n−1∑

i,j=1

Γ̃jinγ(ei)γ(ej)ψ +
n−1∑

i,j=1

Γ̃ijnγ(ej)γ(ei)ψ

=
n−1∑

i,j=1

Γ̃jinγ(ei)γ(ej)ψ −
n−1∑

i,j=1

Γ̃ijnγ(ei)γ(ej)ψ − 2
n−1∑

i,j=1

Γ̃ijnδijψ

=
n−1∑

i,j=1

(
Γ̃jin − Γ̃ijn

)
γ(ei)γ(ej)ψ − 2

n−1∑

i=1

Γ̃iinψ

=
n−1∑

i,j=1

(
Γ̃jin − Γ̃ijn

)
γ(ei)γ(ej)ψ + 2(n− 1)Htψ,

où Ht = − 1
n−1

∑n−1
i=1 g(∇ei

ν, ei) est la courbure moyenne de ∂Mt := {Fp(x, t) / t est fixé}.
Alors :

n∑

i,j,k=1

Γ̃kijγ(ei)γ(ej)γ(ek)ψ =
n−1∑

i,j,k=1

Γ̃kijγ(ei)γ(ej)γ(ek)ψ − 2(n− 1)γ(ν̃)Htψ

+ γ(ν̃)
n−1∑

i,j=1

(
Γ̃jni + Γ̃ijn − Γ̃jin

)
γ(ei)γ(ej)ψ. (25)

Remarquons encore que puisque Γ̃ini = 0, on a :

n−1∑

i,j=1
i=j

(
Γ̃jni + Γ̃ijn − Γ̃jin

)
γ(ei)γ(ej)ψ = 0,

et l’opérateur de Dirac est donc donné par :

Dgψ = Dξψ +
n∑

i,j=1

(
bji − δji

)
γ(∂i)∇∂j

ψ +
1

4

n−1∑

i,j,k=1

Γ̃kijγ(ei)γ(ej)γ(ek)ψ

+
1

4
γ(ν̃)

n−1∑

i,j=1
i6=j

(
Γ̃jni + Γ̃ijn − Γ̃jin

)
γ(ei)γ(ej)ψ − n− 1

2
Htγ(ν̃)ψ.

Développons maintenant le troisième terme de l’égalité précédente. On obtient :

n−1∑

i,j,k=1

Γ̃kijγ(ei)γ(ej)γ(ek)ψ =
∑

i6=j 6=k 6=i

Γ̃kijγ(ei)γ(ej)γ(ek)ψ +
∑

i=j 6=k

Γ̃kijγ(ei)γ(ej)γ(ek)ψ

+
∑

i6=j=k

Γ̃kijγ(ei)γ(ej)γ(ek)ψ +
∑

j 6=i=k

Γ̃kijγ(ei)γ(ej)γ(ek)ψ

+
∑

i=j=k

Γ̃kijγ(ei)γ(ej)γ(ek)ψ. (26)
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Or d’une part, on a :
∑

i=j 6=k

Γ̃kijγ(ei)γ(ej)γ(ek)ψ = −
∑

j 6=k

Γ̃kjjγ(ej)γ(ek)ψ = −
∑

i6=j

Γ̃jiiγ(ej)ψ.

D’autre part, on a :
∑

i6=j=k

Γ̃kijγ(ei)γ(ej)γ(ek)ψ = −
∑

i6=j

Γ̃jijγ(ei)γ(ej)ψ =
∑

i6=j

Γ̃jijγ(ei)γ(ej)ψ = 0

et
∑

j 6=i=k

Γ̃kijγ(ei)γ(ej)γ(ek)ψ =
∑

i6=j

Γ̃iijγ(ei)γ(ej)γ(ei)ψ =
∑

i6=j

Γ̃jiiγ(ej)ψ.

Le terme (26) s’écrit donc finalement :

n−1∑

i,j,k=1

Γ̃kijγ(ei)γ(ej)γ(ek)ψ =
∑

i6=j 6=k 6=i

Γ̃kijγ(ei)γ(ej)γ(ek)ψ +
n−1∑

i,j=1

(
Γ̃iij − Γ̃jii

)
γ(ej)ψ,

ce qui permet d’obtenir :

Dgψ = Dξψ +
n∑

i,j=1

(
bji − δji

)
γ(∂i)∇∂j

ψ +

(1)︷ ︸︸ ︷
1

4

n−1∑

i,j,k=1
i6=j 6=k

Γ̃kijγ(ei)γ(ej)γ(ek)ψ

+
1

4
γ(ν̃)

n−1∑

i,j=1
i6=j

(
Γ̃jni + Γ̃ijn − Γ̃jin

)
γ(ei)γ(ej)ψ

︸ ︷︷ ︸
(2)

(27)

+
1

4

n−1∑

i,j=1

(
Γ̃iij − Γ̃jii

)
γ(ej)ψ − n− 1

2
Htγ(ν̃)ψ.

On va pouvoir maintenant développer cette expression en fonction des coefficients (bji )1≤i,j≤n

afin d’avoir exactement le développement annoncé. Regardons le terme (1) de l’expres-
sion (27) ; on rappelle que le repère orthonormé local {e1, ..., en} est défini par la relation
ei = bji∂j, où {∂1, ..., ∂n−1, ∂n} est le repère local induit par les coordonnées de Fermi,

on a donc : Γ̃kijek = Γ̃kijb
l
k∂l (où on a adopté la convention de sommation d’Einstein).

D’autre part,

Γ̃kijek = ∇ei
ej = bri∇∂r

(bsj∂s) = bri∂r(b
s
j)∂s + bri b

s
jΓ

l
rs∂l,

où les symboles de Christoffel Γlrs sont définis par Γlrs = g(∇∂r
∂s, ∂l), donc :

Γ̃kijek =
(
bri∂r(b

l
j) + bri b

s
jΓ

l
rs

)
∂l,

et alors

Γ̃kij =
(
bri∂r(b

l
j) + bri b

s
jΓ

l
rs

)
(b−1)lk. (28)
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Le terme (1) est donc donné par :

n−1∑

i,j,k=1
i6=j 6=k

Γ̃kijγ(ei)γ(ej)γ(ek)ψ =
n−1∑

i,j,k=1
i6=j 6=k

(
bri∂r(b

l
j) + bri b

s
jΓ

l
rs

)
(b−1)lkγ(ei)γ(ej)γ(ek)ψ.

Cependant, en utilisant la symétrie des symboles de Christoffel Γlrs et le fait que γ(ei)γ(ej) =
−γ(ej)γ(ei) pour i 6= j, on vérifie que :

n−1∑

i,j,k=1
i6=j 6=k

bri b
s
jΓ

l
rs(b

−1)lkγ(ei)γ(ej)γ(ek)ψ = −
n−1∑

i,j,k=1
i6=j 6=k

bri b
s
jΓ

l
rs(b

−1)lkγ(ei)γ(ej)γ(ek)ψ,

et donc :
n−1∑

i,j,k=1
i6=j 6=k

bri b
s
jΓ

l
rs(b

−1)lkγ(ei)γ(ej)γ(ek)ψ = 0.

On a donc bien montré que le terme (1) vaut :

1

4

n−1∑

i,j,k=1
i6=j 6=k

Γ̃kijγ(ei)γ(ej)γ(ek)ψ =
1

4

∑

1≤i,j,k≤n−1
i6=j 6=k

bri∂r(b
l
j)(b

−1)lkγ(ei)γ(ej)γ(ek)ψ = γ(W)ψ,

où

W =
1

4

∑

1≤i,j,k≤n−1
i6=j 6=k

bri∂r(b
l
j)(b

−1)lkγ(ei)γ(ej)γ(ek) ∈ Γ(Λ3(T∗V)).

Passons maintenant au terme (2) de l’expression (27) ; pour cela, on procède de la même
manière que pour obtenir (28). On a :

Γ̃jniej = Γ̃jnib
l
j∂l = ∇νei = brn∇∂r

(bli∂l) = ∇∂n
(bli∂l) = ∂n(b

l
i)∂l + bliΓ

r
nl∂r,

et alors :
Γ̃jni =

(
∂n(b

l
i) + briΓ

l
nr

)
(b−1)lj.

De plus, on a :

Γ̃ijnei = Γ̃ijnb
l
i∂l = ∇ej

ν = brj∇∂r
∂t = brjΓ

l
rn∂l,

et donc Γ̃ijn = brjΓ
l
rn(b

−1)li. En remplaçant ces quantités dans l’expression que l’on veut
calculer, on obtient :

n−1∑

i,j=1
i6=j

(
Γ̃jni + Γ̃ijn − Γ̃jin

)
γ(ei)γ(ej)ψ =

n−1∑

i,j=1
i6=j

(
∂t(b

l
i)(b

−1)lj + briΓ
l
nr(b

−1)lj

+brjΓ
l
rn(b

−1)li − briΓ
l
rn(b

−1)li

)
γ(ei)γ(ej)ψ.

Or par symétrie des symboles de Christoffel Γkij, on a alors pour (2) :

1

4
γ(ν̃)

n−1∑

i,j=1
i6=j

(
Γ̃jni + Γ̃ijn − Γ̃jin

)
γ(ei)γ(ej)ψ = γ(ν̃)γ(Z)ψ, (29)
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où on a posé

Z =
1

4

n−1∑

i,j=1
i6=j

(
∂t(b

l
i)(b

−1)lj + brjΓ
l
rn(b

−1)li
)
γ(ei)γ(ej) ∈ Γ

(
Λ2(T∗V)

)

Cela termine la preuve de cette proposition. �

Dans la suite, cette expression va nous permettre de donner un développement limité
de l’opérateur de Dirac D, et donc de la fonctionnelle de la Proposition 2.2, au voi-
sinage d’un point q ∈ ∂M. On verra alors qu’un choix judicieux de métrique ainsi
que la construction d’un champ de spineurs s’imposent afin de comparer les invariants
λmin(M, ∂M) et λmin(S

n
+, ∂S

n
+).

5. Le spineur-test

Dans cette partie, on va construire un champ de spineurs permettant d’évaluer la
fonctionnelle donnant l’invariant λmin(M, ∂M) sur une variété riemannienne spinorielle
(Mn, g) à bord non vide ∂M possédant un opérateur de chiralité. On rappelle que l’on a
montré dans la Proposition 2.2 que :

λmin(M, ∂M) := inf
g∈[g]

{
|λ1(g)|vol(M, g)

1
n

}
= inf

ϕ∈H±
g

{( ∫
M
|Dgϕ|

2n
n+1dv(g)

)n+1
n

∣∣ ∫
M

Re〈Dgϕ, ϕ〉dv(g)
∣∣

}
.

Rappelons aussi que le but de ce chapitre est de comparer cet invariant de la variété M
à celui de l’hémisphère S

n
+ que l’on a explicitement calculé dans le paragraphe 3. Pour

cela, le spineur-test qui apparâıt naturellement, suivant les travaux de Aubin ([Aub76])
et de Ammann, Humbert et Morel ([AHM03]), va être construit à partir d’un champ
de spineurs de Killing sur S

n
+ vérifiant la condition à bord étudiée. En effet, on va

tout d’abord construire explicitement un champ de spineurs ψ± ∈ Γ
(
Σξ(R

n
+)

)
sur R

n
+

vérifiant le problème à bord :
{

Dξψ
± = ±n

2
fψ± sur R

n
+

B
−
ξ (ψ±

|∂Rn
+
) = 0 le long de ∂R

n
+,

(30)

où Dξ est l’opérateur de Dirac agissant sur le fibré Σξ

(
R
n
+

)
et f : R

n
+ −→ R

+
∗ est

une fonction à valeurs strictement positive. Ensuite, on se servira du fait que le demi-
espace R

n
+ muni de la métrique canonique euclidienne ξ est conformément isométrique

à l’hémisphère S
n
+ \ {q} (où q est un point du bord ∂S

n
+) muni de sa métrique standard

qu’on notera gst. Grâce à cette isométrie, on pourra alors, par l’identification donnée en
(12), construire un champ de spineurs de Killing sur S

n
+ vérifiant le problème à bord

étudié. C’est ce champ de spineurs qui interviendra par la suite dans l’étude de l’inva-
riant λmin(M, ∂M).

L’identification conforme entre le demi-espace (Rn
+, ξ) et l’hémisphère (Sn+ \ {q}, gst), où

gst est la métrique canonique induite par la métrique euclidienne de R
n+1 et q ∈ ∂S

n
+

est décrite ci-dessous. On effectue une projection stéréographique en prenant le point q
sur le bord de S

n
+, et on peut ainsi vérifier que l’on a une isométrie entre :

(
R
n
+,

4

(1 + r2)2
ξ
)

et
(
S
n
+ \ {q}, gst

)
, (31)
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où r2 = x2
1 + ...+x2

n si (x1, ..., xn) ∈ R
n
+. Les variétés

(
R
n
+, ξ

)
et

(
S
n
+ \ {q}, gst

)
sont donc

conformément isométriques. Cette application permet alors une identification des fibrés
des spineurs au-dessus de ces deux variétés. En effet, on a l’isomorphisme :

F : Σξ

(
R
n
+

)
−→ Σf2ξ

(
R
n
+

)
≃ Σgst

(
S
n
+ \ {q}

)
, (32)

où f 2(r) = 4
(1+r2)2

. De plus, il vérifie la relation suivante :

F−1
(
DSn

+
(
F(ψ)

))
= f−n+1

2 Dξ(f
n−1

2 ψ), (33)

pour tout ψ ∈ Γ
(
Σξ(R

n
+)

)
et où DSn

+ (resp. Dξ) est l’opérateur de Dirac fondamental

agissant sur le fibré des spineurs au-dessus de
(
S
n
+\{q}, gst

) (
resp.

(
R
n
+, ξ

))
. On s’inspire

alors de [AHM] pour montrer l’existence d’un champ de spineurs sur
(
R
n
+, ξ

)
vérifiant

le problème à bord (30). En effet, on a :

Proposition 2.5. Sur le demi-espace R
n
+ muni de la métrique canonique euclidienne

ξ, il existe un champ de spineurs non nul ψ± ∈ Γ
(
Σξ(R

n
+)

)
vérifiant le problème à bord :

{
Dξψ

± = ±n
2
fψ± sur R

n
+

B
−
ξ (ψ±

|∂Rn
+
) = 0 le long de ∂R

n
+.

Preuve : On commence par construire un champ ψ± vérifiant Dξψ
± = ±n

2
fψ± sur R

n
+ et

on montre ensuite qu’un tel champ peut être choisi vérifiant la condition à bord étudiée.
Pour cela, fixons un champ de spineurs parallèle Φ0 ∈ Γ

(
Σξ(R

n
+)

)
, et posons pour tout

x = (x1, ..., xn) ∈ R
n
+ :

Ψ±(x) =
1√
2
f

n
2 (r)γ(1 ∓ x)Φ0(x), (34)

où r2 = x2
1 + ... + x2

n. En rappelant que l’opérateur de Dirac Dξ est localement donné
par :

Dξ : Γ
(
Σξ(R

n
+)

)
−→ Γ

(
Σξ(R

n
+)

)

ϕ 7−→
n∑
i=1

γ(∂i)∂iϕ,

où (∂i)1≤i≤n vérifie γ(∂i)γ(∂j) + γ(∂j)γ(∂i) = −2δij pour tout 1 ≤ i, j ≤ n. On calcule
maintenant explicitement l’expression de DξΨ

+ :

DξΨ
+(x) =

1√
2

n∑

i=1

γ(∂i)∂i
(
f

n
2 (r)γ(1 − x)Φ0

)
(x)

=
1√
2

n∑

i=1

∂i
(
f

n
2 (r)

)
γ(∂i)γ(1 − x)Φ0 +

1√
2

n∑

i=1

f
n
2 (r)γ(∂i)γ

(
∂i(1 − x)

)
Φ0

=
n

2
√

2

n∑

i=1

∂i(f(r))f
n
2
−1(r)γ(∂i)γ(1 − x)Φ0 −

1√
2

n∑

i=1

f
n
2 (r)γ(∂i)γ(∂i)Φ0

= − n

2
√

2

n∑

i=1

xif
n
2
+1(r)γ(∂i)γ(1 − x)Φ0 +

n√
2
f

n
2 (r)Φ0,
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et alors :

DξΨ
+(x) = − n

2
√

2
f

n
2
+1(r)γ(x)Φ0 −

n

2
√

2
f

n
2
+1(r)r2Φ0 +

n√
2
f

n
2 (r)Φ0.

En remarquant que :

2 − f(r)r2 = f(r),

on obtient alors :

DξΨ
+(x) =

n

2
f(r)Ψ+(x). (35)

Reste alors à montrer que ce champ de spineurs peut être choisi vérifiant la condition à
bord CHI. Pour cela, on considère le champ de vecteurs ν unitaire normal à ∂R

n
+ et on

le prolonge à R
n
+ tout entier par transport parallèle, c’est-à-dire qu’on le prolonge en un

champ de vecteurs ν̃ ∈ Γ(TR
n
+) tel que ν̃(x) = ν(x) pour tout x ∈ ∂R

n
+. On pose :

Ψ0 =
1

2
(Φ0 + γ(ν̃)ΓΦ0),

où Γ est l’opérateur de chiralité de Σξ

(
R
n
+

)
. Il est alors immédiat que ce champ de

spineurs vérifie :

γ(ν)ΓΨ0|∂Rn
+

= Ψ0|∂Rn
+
, c’est-à-dire B

−
ξ (Ψ0 |∂Rn

+
) = 0, (36)

et c’est encore un champ parallèle (puisque le bord ∂R
n
+ est totalement géodésique dans

R
n
+). La relation (35) ne reposant que sur le parallélisme du spineur Φ0 dans l’expression

(34), un calcul immédiat permet de vérifier que le champ de spineurs

ψ+(x) = f
n
2 (r)γ(1 − x)Ψ0(x) (37)

vérifie bien le problème à bord (30). Remarquons pour finir la preuve de cette proposition
que le champ de spineurs ψ+ peut être construit de manière à vérifier B

+
ξ (ψ+

|∂Rn
+
) = 0. �

On peut alors énoncer la proposition annoncée dans la section 3 donnant une construc-
tion explicite d’un champ de spineurs de Killing sur S

n
+ vérifiant le problème à bord

(PVB). En effet, on a :

Proposition 2.6. Il existe un champ de spineurs de Killing ϕ± ∈ Γ
(
Σgst

(
S
n
+

))

vérifiant le problème à bord
{

DSn
+ϕ± = ±n

2
ϕ± sur S

n
+

B
−
gst(ϕ

±
|∂Sn

+
) = 0 le long de ∂S

n
+.

(38)

Preuve : On sait par la Proposition 2.5 qu’il existe un champ de spineurs ψ± ∈ Γ(Σξ(R
n
+)

)

vérifiant le problème à bord (30). Si on pose ϕ± := f−n−1
2 F(ψ±), où F est l’isomorphisme

de fibrés donné en (32), alors ϕ± ∈ Γ
(
Σgst(S

n
+ \ {q})

)
et par la relation (33), on a :

DSn
+ϕ± = DSn

+

(
f−n−1

2 F(ψ±)
)

= f−n+1
2 F

(
Dξψ

±
)

= ±n
2
f−n+1

2 f F(ψ±)

= ±n
2
ϕ±.
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De plus, puisque la condition à bord étudiée est invariante par changement conforme,
on a :

B
−
gst(ϕ

±
|∂Sn

+
) = 0.

Le champ de spineurs ϕ± est donc un champ de spineurs de Killing qui vérifie le problème
à bord (38) sur S

n
+ \ {q}. On montre alors que ce champ de spineurs satisfait (2.6) sur

S
n
+ tout entier. Soit ε > 0 et soit ηε : U → [0, 1] une fonction de cut-off sur un ouvert U

de S
n
+ contenant q et qui vérifie ηε ≡ 1 sur B+

ε (q), supp (ηε) ⊂ B+
2ε(q) et |∇ηε| ≤ C/ε où

C est une constante réelle strictement positive. On remarque que pour tout Φ ∈ H− on
a : ∫

U

〈ϕ,DSn
+Φ〉dv(gst) =

∫

U

〈ϕ,DSn
+
(
ηεΦ + (1 − ηε)Φ

)
〉dv(gst)

=

∫

U

〈ϕ,DSn
+
(
(1 − ηε)Φ

)
〉dv(gst) +

∫

U

〈ϕ, ηεDSn
+Φ〉dv(gst)

+

∫

U

〈ϕ, γ(∇ηε)Φ〉dv(gst) (39)

Puisque ϕ est une solution du problème à bord (38) sur S
n
+ \ {q}, on obtient :

∫

U

〈ϕ,DSn
+
(
(1 − ηε)Φ

)
〉dv(gst) =

n

2

∫

U

〈ϕ, (1 − ηε)Φ〉dv(gst) −→
ε→0

n

2

∫

U

〈ϕ,Φ〉dv(gst).

D’autre part, le deuxième terme de l’identité (39) peut être estimé par :

∣∣
∫

U

〈ϕ, ηεDSn
+Φ〉dv(gst)

∣∣ ≤ ||ϕ||L2(B+
2ε)
||DSn

+Φ||L2(B+
2ε)
.

Il est alors facile de voir que le terme de droite tend vers 0 lorsque ε → 0. Reste à
estimer le dernier terme de (39). Pour cela, on remarque que :

∣∣
∫

U

〈ϕ, γ(∇ηε)Φ〉dv(gst)
∣∣ ≤ vol

(
B+

2ε(q)
) 1

2 ||∇η||C0 ||ϕ||L2 ||Φ||L2 ≤ C||ϕ||L2(B+
2ε)
ε

n
2
−1

et puisque n ≥ 2, ce terme tend bien vers 0 lorsque ε → 0. On a ainsi prouver que le
champ de spineurs vérifie au sens faible mais sur tout l’ouvert U le problème (38). Les
résultats classiques de régularité permettent de conclure qu’il satisfait ce problème au
sens fort sur S

n
+ tout entier. �

On verra alors dans la section 6 qu’à partir du champ de spineurs de la Proposition
2.6, on pourra construire un spineur-test adapté au problème permettant ainsi la com-
paraison de λmin(M, ∂M) et λmin(S

n
+, ∂S

n
+). En effet, en utilisant une fonction de cut-off

à support compact dans l’ouvert de trivialisation U ⊂ R
n
+ introduit dans le paragraphe

4, on construit un champ de spineurs à support compact contenu dans cet ouvert. En-
suite, grâce à la trivialisation étudiée dans la section 4, on obtient un champ de spineurs
dont le support est contenu dans l’ouvert V ⊂ M constituant un candidat naturel pour
atteindre l’objectif fixé.

6. Une majoration de l’invariant spinoriel conforme λmin(M, ∂M)

Dans ce chapitre, on donne une majoration de λmin(M, ∂M) par λmin(S
n
+, ∂S

n
+) pour

toute variété compacte riemannienne (Mn, g) à bord munie d’une structure spinorielle σ
et d’un opérateur de chiralité Γ. En effet, on va voir qu’un développement de la métrique
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et de l’opérateur de Dirac au voisinage d’un point du bord, ainsi que l’utilisation du
spineur-test construit à l’aide du champ de Killing de la section 5 permettent alors de
montrer le théorème suivant :

Théorème 2.1. Soit (Mn, g) une variété riemannienne spinorielle compacte à bord
non vide ∂M possédant un opérateur de chiralité. Alors si n ≥ 2, on a :

λmin(M, ∂M) ≤ λmin(S
n
+, ∂S

n
+) =

n

2

(ωn
2

) 1
n

, (40)

où ωn = vol(Sn, gst).

La démonstration de ce résultat sera découpée en deux parties selon que la dimension
de la variété M satisfait n ≥ 3 ou n = 2. En effet, on verra que la démonstration dans
le cas où n ≥ 3 ne permet pas de conclure lorsque n = 2 et on devra alors effectuer une
petite modification afin de la rendre valide.

6.1. Développement de l’opérateur de Dirac au voisinage d’un point du

bord. Dans cette partie, on va donner un développement limité (au voisinage d’un
point q ∈ ∂M) de l’opérateur de Dirac fondamental d’une variété riemannienne spino-
rielle compacte à bord non vide en fonction des composantes du tenseur de courbure de
Riemann, de celles du tenseur de Ricci ainsi que de celles de la seconde forme fondamen-
tale. Ceci fait, on pourra alors déterminer une métrique conforme à la métrique initiale
(ce qui est permis par covariance conforme de λmin(M, ∂M)) facilitant les estimations
qui suivront. Rappelons que la Proposition 2.4 de la section 4 permet d’écrire (dans la
trivialisation construite dans cette même partie) :

Dgψ = Dξψ +
n∑

i,j=1

(
bji − δji

)
γ(∂i)∇∂j

ψ + γ(W)ψ + γ(T)ψ

+γ(ν̃)γ(Z)ψ − n− 1

2
Htγ(ν̃)ψ,

où W ∈ Γ(Λ3(T∗V)), T ∈ Γ(T∗V) et U ∈ Γ(Λ2(T∗V)) sont donnés par :

W =
1

4

∑

1≤i,j,k≤n−1
i6=j 6=k

bri∂r(b
l
j)(b

−1)lkγ(ei)γ(ej)γ(ek) (41)

T =
1

4

∑

1≤i,j≤n−1

(Γ̃iij − Γ̃jii)γ(ej) (42)

Z =
1

4

∑

1≤i,j≤n−1
i6=j

(
∂n(b

l
i)(b

−1)lj + brjΓ
l
rn(b

−1)li
)
γ(ei)γ(ej), (43)

où U ⊂ R
n
+ et V ⊂ M sont les ouverts de trivialisation définis dans la section 4, Dξ (resp.

Dg) est l’opérateur de Dirac fondamental agissant sur le fibré Σξ

(
U

) (
resp. Σg(V)

)
et

ψ ∈ Γ
(
Σξ(U)

)
(et alors ψ ∈ Γ

(
Σg(V)

)
. Pour les autres notations, on se réfère à la section

4. On va donner, au voisinage de q ∈ ∂M, un développement limité des coefficients bji , ce
qui permettra de déduire un développement limité de l’opérateur de Dirac D. Pour cela,
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on rappelle (voir [Esc92a]) que dans le système de coordonnées de Fermi au voisinage
d’un point q ∈ ∂M, le développement des coefficients gij est donné par :

gij = δij + 2hij(q)t− 1
3
Ri j

αβ (q) xαxβ + gij,tα(q) x
αt

+
(
3him(q)h j

m (q) + R̃ i j
n n(q)

)
t2 +O(|(x, t)|3), (44)

pour tout 1 ≤ i, j ≤ n− 1 et où hij = gikgjlhkl (hkl sont les composantes de la seconde
forme fondamentale), Ri j

αβ les composantes du tenseur de courbure de Riemann de ∂M,

R̃ i j
αβ celles du tenseur de courbure de Riemann de M, et où gij,tα est la dérivée ∂2

αt g
ij

de gij exprimée dans les coordonnées de Fermi et m = (x1, ..., xn−1, t) ∈ V. On peut
encore écrire cette expression :

G−1
m = Id + G1 + G2 + G3 + G4 +O(|(x, t)|3),

où (G−1
m )ij = gij et les matrices (Gl)1≤l≤4 sont données par :

(G1)
ij = 2hij(q)t, (G2)

ij = −1
3
Ri j

αβ (q) xαxβ

(G3)
ij = gij,tα(q) x

αt, (G4)
ij =

(
3him(q)h j

m (q) + R̃ i j
n n(q)

)
t2.

Posons alors maintenant :

B̃m = B̃1 + B̃2 + B̃3 + B̃4 + B̃5 +O(|(x, t)|3), (45)

où l’on a supposé que :

(B̃1)ij = B̃ijαx
α, (B̃2)ij = B̃ijtt

(B̃3)ij = B̃ijαβx
αxβ, (B̃4)ij = B̃ijαtx

αt,

(B̃5)ij = B̃ijt2t
2,

pour 1 ≤ α, β ≤ n − 1. Ainsi, pour obtenir les matrices (B̃k)1≤k≤5 explicitement, on

utilise la relation reliant B̃m et Gm donnée en (18) par B̃2
m = G−1

m . On obtient donc :

B̃2
m =

(
B̃1 + B̃2 + B̃3 + B̃4 + B̃5 +O(|(x, t)|3)

)2

= Id + 2B̃1 + 2B̃2 + (2B̃3 + B̃2
1) + (2B̃4 + B̃1B̃2 + B̃2B̃1)

+(2B̃5 + B̃2
2) +O(|(x, t)|3)

= Id + G1 + G2 + G3 + G4 +O(|(x, t)|3).

Remarquons que puisque G−1
m ne possède pas de terme en xα dans son développement,

on a B̃1 = 0. En identifiant alors les termes, on obtient les relations suivantes :




2B̃2 = G1

2B̃3 = G2

2B̃4 = G3

2B̃5 + B̃2
2 = G4
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ce qui permet d’écrire plus précisément que :




(B̃2)ij = hij(q)t

(B̃3)ij = −1
6
Ri j

αβ (q) xαxβ

(B̃4)ij = 1
2
gij,tα(q) x

αt

(B̃4)ij = 1
2

(
3him(q)h j

m (q) + R̃ i j
nn (q) − him(q)hm j(q)

)
t2.

(46)

En utilisant ces expressions dans (45), on obtient alors le développement :

bji = δji + hij(q)t− 1
6
Ri j

αβ (q) xαxβ + 1
2
gij,tα(q) x

αt

+1
2

(
2him(q)h j

m (q) + R̃ i j
n n(q)

)
t2 +O(|(x, t)|3). (47)

Remarquons aussi que dans le développement de l’opérateur de Dirac D donnée dans la
Proposition 2.4, des termes (b−1)ji apparaissent et on en donne donc aussi un développement

limité au voisinage du point q ∈ ∂M. Pour cela, on se sert du fait que (B̃−1
m ) = (b−1)ji et

on procède de la même manière que pour obtenir le développement de B̃m. En effet, on
pose :

B̃′
m = B̃′

1 + B̃′
2 + B̃′

3 + B̃′
4 + B̃′

5 +O(|(x, t)|3),
et on utilise la relation B̃mB̃−1

m = Id pour obtenir :




(B̃′
1)ij = 0

(B̃′
2)ij = −hij(q)t

(B̃′
3)ij = 1

6
Ri j

αβ (q) xαxβ

(B̃′
4)ij = −1

2
gij,tα(q) x

αt

(B̃′
4)ij = −1

2
R̃ i j

n n(q)
)
t2.

(48)

On a alors le développement suivant pour (b−1)ji :

(b−1)ji = δji − hij(q)t+ 1
6
Ri j

αβ (q) xαxβ − 1
2
gij,tα(q) x

αt

− 1
2
R̃ i j

n n(q)
)
t2 +O(|(x, t)|3). (49)

On constate de la même manière que dans l’expression (2.4) apparaissent des termes
contenant des dérivées des coefficients bji . En se servant de l’identité (47), on peut alors
écrire pour tout 1 ≤ k ≤ n− 1 :

∂kb
j
i = −1

6
Ri j

αβ (q) ∂k(x
α)xβ − 1

6
Ri j

αβ (q) xα∂k(x
β) + 1

2
gij,tα(q) ∂k(x

α)t+O(|(x, t)|2)

= −1
6
Ri j

αβ (q) δαkx
β − 1

6
Ri j

αβ (q) xαδβk + 1
2
gij,tα(q) δ

α
k t+O(|(x, t)|2)

= −1
6
Ri j

kβ (q) xβ − 1
6
Ri j

αk (q) xα + 1
2
gij,tk(q) t+O(|(x, t)|2),

ce qui permet d’obtenir :

∂kb
j
i = −1

6

(
Ri j

kα (q) +Ri j
αk (q)

)
xα +

1

2
gij,tk(q) t+O(|(x, t)|2), (50)

pour tout 1 ≤ i, j, k ≤ n− 1. De la même manière, on calcule la dérivée par rapport au
champ normal, et on a alors :

∂tb
j
i = hij(q) +

1

2
gij,tα(q) x

α +
(
2him(q)h j

m (q) + R̃ i j
n n(q)

)
t+O(|(x, t)|2). (51)
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On est maintenant en mesure de donner les différents développements limités des champs
W, T et U apparaissant dans le développement de l’opérateur de Dirac Dg. Commençons
par la 3-forme W ∈ Γ

(
Λ3(T∗V)

)
:

Proposition 2.7. La 3-forme W ∈ Γ
(
Λ3(T∗V)

)
apparaissant dans le développement

de l’opérateur de Dirac Dg et donnée par :

W =
1

4

∑

1≤i,j,k≤n−1
i6=j 6=k

bri∂r(b
l
j)(b

−1)lkγ(ei)γ(ej)γ(ek)

vérifie :

|W| = O(|(x, t)|2). (52)

Preuve : On remarque tout d’abord que puisque ∂k(b
l
j) ne possède pas de terme constant,

tous les termes d’ordre 1 de bri∂r(b
l
j)(b

−1)lk sont produits de termes d’ordre 0 de bri et

(b−1)lk et de termes d’ordre 1 de ∂r(b
l
j). On a alors :

W =
1

4

∑

1≤i,j,k≤n−1
i6=j 6=k

(
δri ∂r(b

l
j)δ

l
k +O(|(x, t)|2)

)
γ(ei)γ(ej)γ(ek)

=
1

4

∑

1≤i,j,k≤n−1
i6=j 6=k

(
∂i(b

k
j ) +O(|(x, t)|2)

)
γ(ei)γ(ej)γ(ek).

Or par symétrie des coefficients bkj , on a ∂i(b
k
j ) = ∂i(b

j
k). D’autre part, comme j 6= k, on

a γ(ej)γ(ek) = −γ(ek)γ(ej), et on vérifie alors que :
∑

1≤i,j,k≤n−1
i6=j 6=k

∂i(b
k
j )γ(ei)γ(ej)γ(ek) = 0.

On a aussi montré que |W| = O(|(x, t)|2). �

Passons maintenant au développement du champ de vecteurs T ∈ Γ(TV) :

Proposition 2.8. Le champ de vecteurs T ∈ Γ(TV) apparaissant dans le développement
de l’opérateur de Dirac Dg et donné par :

T =
1

4

∑

1≤i,j≤n−1

(Γ̃iij − Γ̃jii)γ(ej)

admet, au voisinage de q, le développement limité suivant :

T =
n−1∑

j=1

(
− 1

4
Ric(q)αjx

α − 1

2
R̃ic(q)tjt+O(|(x, t)|2)

)
γ(ej), (53)

où Ric(q)αj (resp. R̃ic(q)tj) sont les composantes du tenseur de Ricci de ∂M (resp. de
M) évalué au point q.

Preuve : On va maintenant exprimer le champ de vecteurs T en fonction des symboles
de Christoffel de première espèce définis par :

Γkij = g(∇∂i
∂j, ∂k),
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pour 1 ≤ i, j, k ≤ n− 1. Pour cela, on rappelle que les coefficients bji ont été construits
dans la section 4 de façon à ce que {e1, ..., en−1, en = ν} soit un repère orthonormé local
de TV. Plus précisément, on a posé :

ei = bji∂j.

On rappelle aussi la formule (28) reliant ces symboles de Christoffel avec les symboles

de Christoffel de deuxième espèce définis par Γ̃kij = g(∇ei
ej, ek) :

Γ̃kij =
(
bri∂r(b

l
j) + bri b

s
jΓ

l
rs

)
(b−1)lk.

On va donc calculer le développement limité de ces symboles en fonction des différents
tenseurs de courbure en utilisant la formule classique :

Γkij =
1

2
gkl

(
∂igjl + ∂jgil − ∂lgij

)
, (54)

qui donne les symboles de Christoffel de première espèce en fonction de la métrique.
Développons les symboles Γkij, pour tout 1 ≤ i, j, k ≤ n−1, au voisinage de q. Cependant,
on voit clairement que l’on va avoir besoin du développement des coefficients gij de la
métrique. Pour cela, on procède de la même manière que dans le début de ce paragraphe
en utilisant la relation GmG−1

m = Id pour tout m ∈ V. On pose donc :

Gm = Id + G′
1 + G′

2 + G′
3 + G′

4 +O(|(x, t)|3),
avec :

(G′
1)ij = G′

ijtt, (G′
2)ij = G′

ijαβx
αxβ

(G′
3)ij = G′

ijαtx
αt, (G′

4)ij = G′
ijt2 t

2,
(55)

et alors une simple identification permet de trouver :

gij = δij − 2hij(q)t+ 1
3
Riαβj(q)x

αxβ + gij,tα(q)x
αt

+
(
him(q)hmj(q) − R̃injn(q)

)
t2 +O(|(x, t)|3). (56)

On désire aussi connâıtre l’expression des dérivées premières de la métrique. Pour cela,
il suffit de dériver l’expression (56) et on obtient alors :

∂kgij = 1
3
Riαβj(q)∂k(x

αxβ) + gij,tα(q)∂k(x
α)t+O(|(x, t)|2)

= 1
3
Rikβj(q)x

β + 1
3
Riαkj(q)x

α + gij,tk(q)t+O(|(x, t)|2)

= 1
3

(
Rikαj(q) +Riαkj(q)

)
xα + gij,tk(q)t+O(|(x, t)|2),

(57)

pour tout 1 ≤ k ≤ n− 1. On est maintenant en mesure de donner un développement à
l’ordre 2 des Γkij au voisinage de q ∈ ∂M. En effet, par la formule (54) et en utilisant le
fait que ∂kgij ne possède pas de terme constant, on a :

Γkij = 1
2
δkl

(
∂igjl + ∂jgil − ∂lgij

)
+O(|(x, t)|2)

= 1
2

(
∂igjk + ∂jgik − ∂kgij

)
+O(|(x, t)|2)

= 1
6

(
Rjiαk(q) +Rjαik(q) +Rijαk(q) +Riαjk(q) −Rikαj(q) −Riαkj(q)

)
xα

+1
2

(
gjk,ti(q) + gik,tj(q) − gij,tk(q)

)
t+O(|(x, t)|2).
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En utilisant les différentes symétries des coefficients Rijkl du tenseur de courbure de
Riemman, cette dernière égalité peut s’écrire :

Γkij = −1
3

(
Rikαj(q) +Riαkj(q)

)
xα + 1

2

(
gjk,ti(q) + gik,tj(q) − gij,tk(q)

)
t

+O(|(x, t)|2),
(58)

pour tout 1 ≤ i, j, k ≤ n − 1. Revenons maintenant au développement de Γ̃kij. Remar-

quons que Γkij ne possèdant pas de terme constant, la formule (28) permet d’écrire :

Γ̃kij =
(
δri ∂r(b

l
j) + δri δ

s
jΓ

l
rs

)
δlk +O(|(x, t)|2)

=
(
∂i(b

l
j) + Γlij

)
δlk +O(|(x, t)|2)

= ∂i(b
k
j ) + Γkij +O(|(x, t)|2). (59)

En combinant la partie vectorielle de l’expression de T et l’expression (59), on obtient :
∑

1≤i≤n−1

(
Γ̃iij − Γ̃jii

)
=

∑

1≤i≤n−1

(
∂i(b

i
j) + Γiij − ∂i(b

j
i ) − Γjii

)
+O(|(x, t)|2),

et puisque les coefficients bji vérifient bji = bij, on a :

∑

1≤i≤n−1

(
Γ̃iij − Γ̃jii

)
=

∑

1≤i≤n−1

(
Γiij − Γjii

)
+O(|(x, t)|2).

On se sert maintenant du développement (58) de Γkij pour 1 ≤ i, j, k ≤ n − 1, et on
arrive à :

Γiij − Γjii = −1
3

(
Riiαj(q) +Riαij(q)

)
xα + 1

2

(
gji,ti(q) + gii,tj(q) − gij,ti(q)

)
t

+1
3

(
Rijαi(q) +Riαji(q)

)
xα − 1

2

(
gij,ti(q) + gij,ti(q) − gii,tj

)
t+O(|(x, t)|2).

En utilisant encore une fois les symétries de la métrique et celles du tenseur de courbure
de Riemann, on peut écrire :

∑

1≤i≤n−1

(
Γ̃iij − Γ̃jii

)
= −Ric(q)αjx

α +
∑

1≤i≤n−1

(
gii,tj(q) − gij,ti(q)

)
t+O(|(x, t)|2).

On vérifie alors que gij,t = −2hij et le dernier terme de l’identité précédente s’écrit donc :

gii,tj − gij,ti = 2
(
hij,i − hii,j

)
.

L’équation de Codazzi étant donnée par

Rijkn = hik,j − hjk,i, (60)

on peut facilement vérifier que pour tout 1 ≤ i, j ≤ n− 1 on a :

2
(
hij,i − hii,j

)
= −2

(
hii,j − hij,i

)
= −2R̃ijin,
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et donc en remplaçant dans l’expression de T, on obtient :

T =
n−1∑

j=1

(
− 1

4
Ric(q)αjx

α − 1

2
R̃ic(q)tjt+O(|(x, t)|2)

)
γ(ej),

ce qui est bien l’expression attendue. �

Donnons maintenant le développement de la 2-forme Z ∈ Γ
(
Λ2(T∗V)

)
:

Proposition 2.9. La 2-forme Z ∈ Γ
(
Λ2(T∗V)

)
apparaissant dans le développement

de l’opérateur de Dirac Dg et donnée par

Z =
1

4

∑

1≤i,j≤n−1
i6=j

(
∂n(b

l
i)(b

−1)lj + brjΓ
l
rn(b

−1)li
)
γ(ei)γ(ej)

vérifie :

|Z| = O(|(x, t)|2). (61)

Preuve : On va, comme dans la Proposition 2.8, développer les symboles de Christoffel
Γlrn au voisinage de q pour 1 ≤ r, l ≤ n − 1. Pour cela, on utilise encore une fois la
formule (54) et on obtient :

Γlrn =
1

2
glk

(
∂rgnk + ∂ngrk − ∂kgrn

)
.

On remarque que pour 1 ≤ k, r ≤ n− 1, on a gnk = grn = 0 et on a donc :

Γlrn =
1

2
glk∂ngrk. (62)

En utilisant le développement de la métrique donnée en (56), on calcule :

∂ngrk = −2hrk(q) + grk,tα(q)x
α + 2

(
hrm(q)hmk(q) − R̃rnkn(q)

)
t+O(|(x, t)|2). (63)

De même pour obtenir un développement de Γlrn à l’ordre 2, on écrit :

glk = δlk + 2hlk(q)t+O(|(x, t)|2),

et alors :

Γlrn = 1
2
glk∂ngrk

= 1
2

(
δlk + 2hlk(q)t+O(|(x, t)|2)

)(
− 2hrk(q) + grk,tα(q)x

α + 2Krk(q)t+O(|(x, t)|2)
)

= 1
2

(
− 2hrl(q) + grl,tα(q)x

α + 2Krl(q)t− 4hlk(q)hrk(q)t+O(|(x, t)|2)
)

= −hrl(q) + 1
2
grl,tα(q)x

α +
(
Krl(q) − 2hlk(q)hrk(q)

)
t+O(|(x, t)|2,

où l’on a posé Krk = hrmh
m
k − R̃rnkn. En se servant des développements limités de

brj et (b−1)li donnés en (47) et (49), on est en mesure de donner un développement de
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brjΓ
l
rn(b

−1)li. En effet, on a :

Γlrn(b
−1)li =

(
− hrl(q) + 1

2
grl,tα(q)x

α +
(
Krl(q) − 2hlk(q)hrk(q)

)
t+O(|(x, t)|2

)

×
(
δli − hil(q)t+O(|(x, t)|2

)

= −hri(q) + 1
2
gri,tα(q)x

α +
(
Kri(q) − 2hik(q)hrk(q)

)
t+ hrl(q)h

il(q)t

+O(|(x, t)|2

= −hri(q) + 1
2
gri,tα(q)x

α +
(
Kri(q) − hik(q)hrk(q)

)
t+O(|(x, t)|2.

On peut donc écrire :

brjΓ
l
rn(b

−1)li =
(
δrj + hrj(q)t+O(|(x, t)|2

)

×
(
− hri(q) + 1

2
gri,tα(q)x

α +
(
Kri(q) − hik(q)hrk(q)

)
t+O(|(x, t)|2

)

= −hij(q) + 1
2
gij,tα(q)x

α +
(
Kji(q) − hik(q)hjk(q)

)
t− hir(q)h

rj(q)t

+O(|(x, t)|)2,

et alors :

brjΓ
l
rn(b

−1)li = −hij(q) + 1
2
gij,tα(q)x

α +
(
Kji(q) − 2hik(q)hkj(q)

)
t

+O(|(x, t)|2).
(64)

Il reste maintenant à développer le premier terme dans l’expression de Z. Pour cela, on
doit calculer la dérivée par rapport au champ normal de bli qu’on obtient facilement en
se servant de l’identité (47) :

∂n(b
l
i) = hil(q) +

1

2
gil,tα(q)x

α + K̃il(q)t+O(|(x, t)|2),

où on a posé K̃il = 2himh l
m + R̃ i j

n n(q). On a alors :

∂n(b
l
i)(b

−1)lj =
(
hil(q) + 1

2
gil,tα(q)x

α + K̃il(q)t+O(|(x, t)|2)
)(
δlj − hjl(q)t+O(|(x, t)|2)

= hij(q) + 1
2
gij,tα(q)x

α +
(
K̃ij(q) − hil(q)hjl(q)

)
t+O(|(x, t)|2).

En sommant les deux termes que l’on vient de calculer, on arrive à :

∂n(b
l
i)(b

−1)lj + brjΓ
l
rn(b

−1)li = 1
2

(
gij,tα(q) + gij,tα(q)

)
xα +

(
Kji(q) + K̃ij(q)

−3hik(q)hkj(q)
)
t+O(|(x, t)|2).

(65)

Remarquons qu’en dérivant l’identité gikgkj = δij, on obtient gij,t = −gikgkl,tglj. Si on
dérive encore une fois par rapport à un vecteur tangent au bord, et qu’on utilise le
fait que le repère {∂1, ..., ∂n−1} est normal au point q, on obtient gij,tα = −gij,tα. Le
premier terme dans l’identité (65) est donc nul. De plus, le deuxième terme se calcule
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explicitement et donne :

Kji(q) + K̃ij(q) − 3hik(q)hkj(q) = hjm(q)hmi(q) − R̃jnin(q) + 2him(q)h j
m (q)

+ R̃ i j
n n(q)

)
− 3hik(q)hkj(q)

c’est-à-dire que Kji(q) + K̃ij(q) − 3hik(q)hkj(q) = 0. La 2-forme Z vérifie donc bien
|Z| = O(|(x, t)|2). �

On peut alors regrouper ces trois résultats et on obtient ainsi :

Proposition 2.10. Si Dξ et Dg désignent les opérateurs de Dirac agissant respecti-
vement sur Σξ(U) et Σg(V), alors on a :

Dgψ = Dξψ +
n∑

i,j=1

(
bji − δji

)
γ(∂i)∇∂j

ψ + γ(W)ψ + γ(T)ψ

+γ(ν̃)γ(Z)ψ − n− 1

2
Htγ(ν)ψ,

où W ∈ Γ(Λ3(T∗V)), T ∈ Γ(T∗V) et Z ∈ Γ(Λ2(T∗V)) vérifient :

|W| = O(|(x, t)|2), |Z| = O(|(x, t)|2), |T| = O(|(x, t)|). (66)

Plus précisément le champ de vecteurs T est donné par :

T =
n−1∑

j=1

(
− 1

4
Ric(q)αjx

α − 1

2
R̃ic(q)tjt+O(|(x, t)|2)

)
γ(ej).

6.2. Une inégalité large dans le cas général. On est maintenant en mesure
d’énoncer et de démontrer un résultat permettant, comme annoncé, de comparer les in-
variants conformes λmin(M, ∂M) et λmin(S

n
+, ∂S

n
+). En effet, dans le problème de Yamabe

(pour des variétés avec ou sans bord), Trüdinger (voir [Tru68]) ou encore Escobar (voir
[Esc92b]) montrent que l’invariant de Yamabe d’une variété est inférieur à celui de la
sphère (dans le cas sans bord) ou à celui de l’hémisphère (dans le cas où le bord est non
vide). De la même manière, Ammann (voir [Amm03a]) ou encore Ammann, Humbert
et Morel (voir[AHM03]) montrent que l’invariant spinoriel conforme sur les variétés
compactes sans bord est lui aussi inférieur ou égale à celui de la sphère. On se propose
donc dans cette partie de montrer le théorème suivant :

Théorème 2.2. Soit (Mn, g) une variété riemannienne spinorielle compacte à bord
lisse non vide ∂M possédant un opérateur de chiralité, alors si n ≥ 3, on a :

λmin(M, ∂M) ≤ λmin(S
n
+, ∂S

n
+) =

n

2

(ωn
2

) 1
n

,

où ωn = vol(Sn, gst).

La démonstration de ce théorème réside, comme on va le voir, dans une bonne utilisation
du travail effectué jusqu’à présent. Ce résultat reste vrai en dimension 2, mais la preuve
étant légèrement différente on va traiter ce cas à part.

La construction du champ de spineur test effectuée dans la partie 5 utilise la conva-
riance conforme“globale” de la condition à bord. En effet, l’identification conforme des
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fibrés des spineurs du demi-espace et de l’hémisphère permet la construction sur tout
l’hémisphère d’un champ de spineurs de Killing satisfaisant la condition à bord CHI. Ce-
pendant, on est amené ici à construire un champ de spineurs qui satisfait cette condition
à bord dans la trivialisation du fibré des spineurs induite par le système de coordonnées
de Fermi. Pour cela, on énonce le résultat suivant, fondamental pour la suite de ce
travail.

Lemme 2.1. Soit U et V les deux ouverts de la trivialisation construite dans la
section 4 et soit Φ0 ∈ Γ

(
Σξ(R

n
+)

)
un spineur parallèle tel que

γ(ν)ΓΦ0(q) = Φ0(q)

en un point q ∈ V ∩ ∂M. On a alors :

γ(ν)ΓΦ0|V∩∂M = Φ0|V∩∂M,

c’est-à-dire que B
−
g (Φ0|V∩∂M) = 0.

Preuve : On considère la fonction définie sur V par f(p) = |γ(ν)ΓΦ0 − Φ0|2(p) et on
montre alors que f s’annule sur V ∩ ∂M. En effet, pour 1 ≤ i ≤ n− 1, on a :

ei(f) = ei(|γ(ν)ΓΦ0 − Φ0|2)
= 2 ei

(
|Φ0|2 + Re〈γ(ν)ΓΦ0,Φ0〉

)

Cependant, puisque le champ de spineurs Φ0 est parallèle, on peut supposer que |Φ0|2 = 1
et puisque la trivialisation induite sur le fibré des spineurs est une isométrie sur les
fibres, on a |Φ0|2 = 1 et donc ei

(
|Φ0|2

)
= 0. En utilisant la compatibilité de la métrique

hermitienne avec la connexion de Levi-Civita et les propriétés de l’opérateur de chiralité,
on obtient :

ei
(
Re〈γ(ν)ΓΦ0,Φ0〉

)
= Re〈γ

(
∇ei

ν
)
ΓΦ0,Φ0〉 + 2Re〈γ(ν)Γ(∇ei

Φ0),Φ0〉.
Cependant puisque le champ de spineurs Φ0 est parallèle, la formule (24) reliant les
connexions de Levi-Civita spinorielles sur les fibrés des spineurs au-dessus de U et de V
donne :

∇ei
Φ0 =

1

4

n∑

j,k=1

Γ̃kijγ(ej)γ(ek)Φ0,

et on obtient alors que :

2Re〈γ(ν)Γ(∇ei
Φ0),Φ0〉 =

1

2

n∑

j,k=1

Γ̃kij Re〈γ(ν)Γ(γ(ej)γ(ek)Φ0),Φ0〉.

On décompose maintenant ce terme en une partie tangente et une autre normale au
bord. En effet, on a :

n∑

j,k=1

Γ̃kijγ(ej)γ(ek)Φ0 =
n−1∑

j,k=1

Γ̃kijγ(ej)γ(ek)Φ0 −
n−1∑

j=1

Γ̃jinγ(ej)γ(ν)Φ0

+
n−1∑

j=1

Γ̃nijγ(ej)γ(ν)Φ0 − Γ̃ninΦ0
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et puisque en coordonnées de Fermi, on a Γ̃nij = −Γ̃jin et Γ̃nin = 0, on obtient :

n∑

j,k=1

Γ̃kijγ(ej)γ(ek)Φ0 =
n−1∑

j,k=1

Γ̃kijγ(ej)γ(ek)Φ0 + 2
n−1∑

j=1

Γ̃nijγ(ej)γ(ν)Φ0.

Le calcul ci-dessus permet alors d’écrire :

Re〈γ(ν)Γ(∇ei
Φ0),Φ0〉 = Re〈γ(∇ei

ν)ΓΦ0,Φ0〉 −
1

2

( n−1∑

j=1

Γ̃jij

)
Re〈γ(ν)ΓΦ0,Φ0〉

+
1

2

∑

1≤j 6=k≤n−1

Γ̃kij Re〈γ(ν)Γ
(
γ(ej)γ(ek)Φ0

)
,Φ0〉

+
n−1∑

j=1

Γ̃nij Re〈γ(ν)Γ
(
γ(ej)γ(ν)Φ0

)
,Φ0〉

et puisque Γ̃jij = 0 et Γ̃nijej = −∇ei
ν, on peut conclure que :

ei(f) =
∑

1≤j 6=k≤n−1

Γ̃kij Re〈γ(ν)Γ
(
γ(ej)γ(ek)Φ0

)
,Φ0〉.

En utilisant les propriétés du produit hermitien et celles de l’opérateur de chiralité, on
vérifie que :

〈γ(ν)Γ
(
γ(ej)γ(ek)Φ0

)
,Φ0〉 = −〈γ(ν)Γ

(
γ(ej)γ(ek)Φ0

)
,Φ0〉,

et ainsi on a Re〈γ(ν)Γ
(
γ(ej)γ(ek)Φ0

)
,Φ0〉 = 0 pour 1 ≤ j 6= k ≤ n−1. Pour résumer, on

a montré que ei(f) = 0 pour tout 1 ≤ i ≤ n− 1. Puisque par hypothèse, on a f(q) = 0,
la fonction f s’annule sur V ∩ ∂M et on obtient alors que :

γ(ν)ΓΦ0|V∩∂M = Φ0|V∩∂M.

�

On peut alors maintenant passer à la démonstration du principal résultat de cette partie.

Preuve du Théorème 2.2 : Supposons donc tout d’abord que n ≥ 3. Rappelons tout
d’abord que dans la Proposition 2.2 on a montré que :

λmin(M, ∂M) := inf
g∈[g]

{
|λ1(g)|vol(M, g)

1
n

}
= inf

ϕ∈H±
g

{( ∫
M
|Dgϕ|

2n
n+1dv(g)

)n+1
n

∣∣ ∫
M

Re〈Dgϕ, ϕ〉dv(g)
∣∣

}
.

La méthode employée ici consiste à évaluer la fonctionnelle apparaissant ci-dessus sur
un champ de spineurs approprié afin de faire apparâıtre l’invariant λmin(S

n
+, ∂S

n
+). Dans

cette optique, par la Proposition 2.5, on considère un champ de spineurs ψ ∈ Γ
(
Σξ(R

n
+)

)

qui satisfait :

Dξψ =
n

2
f ψ
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où f(r) = 2
1+r2

et r2 = x2
1 + ...+ x2

n−1 + t2. Il est alors facile de vérifier que ce champ de
spineurs satisfait les relations suivantes :

{
|ψ|2 = fn−1

|Dξψ|2 = fn+1.
(67)

On veut maintenant construire un champ de spineurs sur M à partir de ce champ. Pour
cela, on va utiliser la trivialisation construite dans la section 4. On rappelle que le champ
de spineurs ψ est donné par :

ψ(x) =
1√
2
f

n
2 (r)γ(1 − x)Φ0(x)

où Φ0 est un spineur parallèle qu’on choisit tel que pour q ∈ V ∩ ∂M :

γ(ν)ΓΦ0(q) = Φ0(q). (68)

En gardant les notations introduites dans cette section, on considère η une fonction
définie par :

η =

{
1 sur B+

q (δ)
0 sur M \ B+

q (2δ).

où B+
q (2δ) ⊂ V. Sans perdre en généralité, on peut choisir δ ≤ 1 et η telle que |∇η| ≤ Cr,

où C est une constante réelle strictement positive. Soit maintenant ε > 0, le champ de
spineurs défini par :

ψε(x, t) = η ψ
((x, t)

ε

)
∈ Γ

(
Σg(M)

)
,

puisque U ⊂ (Rn
+, geucl) est un ouvert de trivialisation. En utilisant le Lemme 2.1, on

vérifie que ce champ de spineurs satisfait bien la condition à bord CHI, c’est-à-dire

B
−
g (ψε |∂M) = 0.

On se sert maintenant du développement limité de l’opérateur de Dirac Dg donné dans
la Proposition 2.10. Avant de passer à l’estimation elle-même, on développe la fonction
Ht au voisinage de q intervenant dans ce développement. La formule de Taylor permet
d’obtenir :

Ht = H(q) + ∂α(Ht)(q)x
α + ∂t(Ht)(q)t+O(|(x, t)|2).

Puisque la valeur de λmin(M, ∂M) ne dépend que de la classe conforme de la métrique g,
on peut se placer dans une métrique conforme à g dans laquelle la courbure scalaire de
la variété M est de signe constant et dont le bord est minimal. Un tel choix de métrique

est toujours possible, il suffit en effet pour cela de poser g̃ = f
4

n−2

1 g où f1 > 0 (voir
[Esc92b]) est solution du problème à bord

{
Lgf1 = µ1(Lg)f1 sur M
Bgf1 |∂M = 0 le long de ∂M.

Dans la suite, on notera g la métrique g̃. Dans la trivialisation induite par les coordonnées
de Fermi au voisinage du point q, le développement de l’opérateur de Dirac est donné
par :

Dgψε = Dξψε +
∑n

i,j=1

(
bji − δji

)
γ(∂i)∇∂j

ψε + γ(W)ψε + γ(T)ψε

+γ(ν̃)γ(Z)ψε + uγ(ν)ψε,

(69)
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avec |W| = O(|(x, t)|2), |Z| = O(|(x, t)|2), |T| = O(|(x, t)|) et où u est une fonction à va-
leurs réelles vérifiant |u| = O(|(x, t)|). Développons maintenant l’expression précédente :

Dgψε(x, t) = γ(∇η)ψ
((x, t)

ε

)
+ ηDg

(
ψ

((x, t)

ε

))

= γ(∇η)ψ
((x, t)

ε

)
+
η

ε
Dξψ

((x, t)

ε

)
+
η

ε

n∑

i,j=1

(
bji − δji

)
γ(∂i)∇∂j

ψ
((x, t)

ε

)

+ηγ(W)ψ
((x, t)

ε

)
+ ηγ(T)ψ

((x, t)

ε

)
+ ηγ(ν̃)γ(Z)ψ

((x, t)

ε

)

+ηuγ(ν̃)ψ
((x, t)

ε

)
,

ce qui peut encore s’écrire :

Dgψε = γ(∇η)ψ
((x, t)

ε

)
+
η

ε

n

2
f
((x, t)

ε

)
ψ

((x, t)

ε

)
+
η

ε

n∑

i,j=1

(
bji − δji

)
γ(∂i)∇∂j

ψ
((x, t)

ε

)

+ηγ(W)ψ
((x, t)

ε

)
+ ηγ(T)ψ

((x, t)

ε

)
+ ηγ(ν̃)γ(Z)ψ

((x, t)

ε

)

+ηuγ(ν̃)ψ
((x, t)

ε

)
.

On développe maintenant le terme |Dgψε|2(x, t), qu’on peut écrire sous la forme :

|Dgψε|2(x, t) = (1) + (2) + (3) + (4) + (5) + (6) + (7) + (8) + (9) + (10) + (11) + (12)

+(13) + (14) + (15) + (16) + (17) + (18) + (19) + (20) + (21) + (22)

+(23) + (24) + (25) + (26) + (27) + (28),

où :

(1) = |∇η|2|ψ|2
( (x,t)

ε

)

(2) = η2

ε2
n2

4
f 2

( (x,t)
ε

)
|ψ|2

( (x,t)
ε

)

(3) = η2

ε2
|∑n

i,j=1

(
bji − δji

)
γ(∂i)∇∂j

ψ|2
( (x,t)

ε

)

(4) = η2|W|2|ψ|2
(

(x,t)
ε

)
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(5) = η2|T|2|ψ|2
(

(x,t)
ε

)

(6) = η2|Z|2|ψ|2
( (x,t)

ε

)

(7) = η2u2|ψ|2
(

(x,t)
ε

)

(8) = nη
ε
f
( (x,t)

ε

)
Re〈γ

(
∇η

)
ψ

( (x,t)
ε

)
, ψ

( (x,t)
ε

)
〉

(9) = 2η
ε

∑n
i,j=1

(
bji − δji

)
Re〈γ(∇η)ψ

(
(x,t)
ε

)
, γ(∂i)∇∂j

ψ
(

(x,t)
ε

)
〉

(10) = 2ηRe〈γ(∇η)ψ
( (x,t)

ε

)
, γ(W)ψ

( (x,t)
ε

)
〉

(11) = 2ηRe〈γ(∇η)ψ
(

(x,t)
ε

)
, γ(T)ψ

(
(x,t)
ε

)
〉

(12) = 2ηRe〈γ(∇η)ψ
( (x,t)

ε

)
, γ(ν̃)γ(Z)ψ

( (x,t)
ε

)
〉

(13) = 2u ηRe〈γ(∇η)ψ
( (x,t)

ε

)
, γ(ν̃)ψ

( (x,t)
ε

)
〉

(14) = nη
ε2
f
( (x,t)

ε

) ∑n
i,j=1

(
bji − δji

)
Re〈ψ

( (x,t)
ε

)
, γ(∂i)∇∂j

ψ
( (x,t)

ε

)
〉

(15) = nη
2

ε
f
(

(x,t)
ε

)
Re〈ψ

( (x,t)
ε

)
, γ(W)ψ

( (x,t)
ε

)
〉

(16) = nη
2

ε
f
( (x,t)

ε

)
Re〈ψ

( (x,t)
ε

)
, γ(T)ψ

( (x,t)
ε

)
〉

(17) = nη
2

ε
f
( (x,t)

ε

)
Re〈ψ

( (x,t)
ε

)
, γ(ν̃)γ(Z)ψ

( (x,t)
ε

)
〉

(18) = nη
2

ε
f
( (x,t)

ε

)
Re〈ψ

( (x,t)
ε

)
, h γ(ν̃)ψ

( (x,t)
ε

)
〉

(19) = η2

ε

∑n
i,j=1

(
bji − δji

)
Re〈γ(∂i)∇∂j

ψ
( (x,t)

ε

)
, γ(W)ψ

( (x,t)
ε

)
〉

(20) = η2

ε

∑n
i,j=1

(
bji − δji

)
Re〈γ(∂i)∇∂j

ψ
( (x,t)

ε

)
, γ(T)ψ

( (x,t)
ε

)
〉

(21) = η2

ε

∑n
i,j=1

(
bji − δji

)
Re〈γ(∂i)∇∂j

ψ
(

(x,t)
ε

)
, γ(ν̃)γ(Z)ψ

(
(x,t)
ε

)
〉

(22) = η2

ε
u

∑n
i,j=1

(
bji − δji

)
Re〈γ(∂i)∇∂j

ψ
( (x,t)

ε

)
, γ(ν̃)ψ

( (x,t)
ε

)
〉

(23) = 2η2Re〈γ(W)ψ
( (x,t)

ε

)
, γ(T)ψ

( (x,t)
ε

)
〉

(24) = 2η2Re〈γ(W)ψ
( (x,t)

ε

)
, γ(ν̃)γ(Z)ψ

( (x,t)
ε

)
〉

(25) = 2uη2Re〈γ(W)ψ
( (x,t)

ε

)
, γ(ν̃)ψ

( (x,t)
ε

)
〉

(26) = 2η2Re〈γ(T)ψ
(

(x,t)
ε

)
, γ(ν̃)γ(Z)ψ

(
(x,t)
ε

)
〉
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(27) = 2uη2Re〈γ(T)ψ
(

(x,t)
ε

)
, γ(ν̃)ψ

(
(x,t)
ε

)
〉

(28) = 2uη2Re〈γ(ν̃)γ(Z)ψ
(

(x,t)
ε

)
, γ(ν̃)ψ

(
(x,t)
ε

)
〉

où u = −n−1
2

Ht. Remarquons que puisque ∇η et T sont des champs de vecteurs et que
Z est une 2-forme, on a :

(8) = 0, (16) = 0, (18) = 0, (27) = 0 et (28) = 0.

Développons maintenant le terme
∑n

i,j=1

(
bji − δji

)
γ(∂i)∇∂j

ψ
(
x
ε

)
; on calcule alors en se

servant de l’expression du champ de spineurs ψ que :

n∑

i,j=1

(
bji − δji

)
γ(∂i)∇∂j

ψ
(x
ε

)
=

1√
2
f

n
2

n∑

i=1

(
bii − 1

)
Φ0 −

n√
2
γ(X)ψ

(x
ε

)
,

où X = f
∑n

i,j=1

(
bji − δji

)
xj∂i ∈ Γ(TU). En utilisant le développement des coefficients

bji , on obtient :

1√
2
f

n
2

n∑

i=1

(
bii − 1

)
Φ0 =

1√
2
f

n
2

(
O(r)

)
Φ0. (70)

Grâce à cette estimation, aux propriétés des champs W, T, U et u données dans la
Proposition 2.10 et puisque par hypothèse |∇η| ≤ Cr et r ≤ δ ≤ 1, on vérifie alors que :

• (1) + (4) + (5) + (6) + (7) + (10) + (11) + (12) + (13) + (23) + (24)

+(25) + (26) + (27) ≤ Cr2fn−1
(

(x,t)
ε

)

• (9) + (15) + (17) + (19) + (20) + (21) + (22) ≤ C
ε
r2fn

( (x,t)
ε

)
+ C

ε
r2fn+1

( (x,t)
ε

)

• (2) + (3) + (14) ≤ n2

4ε2
fn+1

( (x,t)
ε

)
+ C

ε2
rfn+1

( (x,t)
ε

)
+ C

ε2
r2fn

( (x,t)
ε

)
.

On peut donc en déduire que :

0 ≤ |Dgψε|2(x, t) ≤ n2

4ε2
fn+1

((x, t)

ε

)
+
C

ε2
rfn+1

((x, t)

ε

)
+
C

ε2
r2fn

((x, t)

ε

)

+
C

ε
r2fn

((x, t)

ε

)
+
C

ε
r2fn+1

((x, t)

ε

)
+ Cr2fn−1

((x, t)

ε

)

≤ n2

4ε2
fn+1

((x, t)

ε

)[
1 + Λ

]
,

où Λ = Cr+Cr2f−1
(

(x,t)
ε

)
+Cεr2 +Cr2εf−1

(
(x,t)
ε

)
+Cr2ε2f−2

(
(x,t)
ε

)
. Remarquons que

puisque |Dgψε|2 ≥ 0, alors Λ ≥ −1 et comme pour tout x ≥ −1, on a :

(1 + x)
n

n+1 ≤ 1 +
n

n+ 1
x,
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on obtient :

|Dgψε|
2n

n+1 (x, t) ≤
( n2

4ε2
fn+1

((x, t)

ε

)) n
n+1 [

1 + Λ
] n

n+1

≤
( n

2ε

) 2n
n+1

fn
((x, t)

ε

)[
1 +

n

n+ 1
Λ

]
,

c’est-à-dire

|Dgψε|
2n

n+1 (x, t) ≤
(n

2

) 2n
n+1

ε−
2n

n+1

[
fn

((x, t)

ε

)
+ C

n

n+ 1
rfn

((x, t)

ε

)

+C
n

n+ 1
r2fn−1

((x, t)

ε

)
+ C

n

n+ 1
εr2fn

((x, t)

ε

)

+C
n

n+ 1
εr2fn−1

((x, t)

ε

)
+ C

n

n+ 1
ε2r2fn−2

((x, t)

ε

)]
.

En intégrant l’expression précédente, on a :
∫

M

|Dgψε|
2n

n+1dv(g) ≤ ε−
2n

n+1

[
A + B + C + D + E + F

]
,

où l’on a posé :

A =

∫

B+
q (2δ)

fn
((x, t)

ε

)
dv(g)

B = C
n

n+ 1

∫

B+
q (2δ)

rfn
((x, t)

ε

)
dv(g)

C = C
n

n+ 1

∫

B+
q (2δ)

r2fn−1
((x, t)

ε

)
dv(g)

D = C
n

n+ 1
ε

∫

B+
q (2δ)

r2fn
((x, t)

ε

)
dv(g)

E = C
n

n+ 1
ε

∫

B+
q (2δ)

r2fn−1
((x, t)

ε

)
dv(g)

F = C
n

n+ 1
ε2

∫

B+
q (2δ)

r2fn−2
((x, t)

ε

)
dv(g).

On va maintenant donner des estimations des quantités ci-dessus. Commençons par le
terme A. Pour cela, on remarque que, puisque la fonction f ne dépend que de la variable
r2 = x2

1 + ...+ x2
n−1 + t2, en passant en coordonnées sphériques, on a :

A =
ωn−1

2

∫

B+
q (2δ)

rn−1fn
((x, t)

ε

)
S(r)dr,

où

S(r) =
2

ωn−1

∫

Sn
+

√
det(grx)ds(x).
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Or en utilisant le développement de l’élément de volume (voir [Esc92a]), on sait que :

S(r) ≤ 1 + Cr,

et on obtient alors :

A ≤ ωn−1

2

[ ∫

B+
q (2δ)

rn−1fn
((x, t)

ε

)
dr + C

∫

B+
q (2δ)

rnfn
((x, t)

ε

)
dr

]
,

ce qui, par un changement de variables donne :

A ≤ ωn−1

2
εn

[ ∫ 2δ
ε

0

rn−1fn(r)dr + Cε

∫ 2δ
ε

0

rnfn(r)dr
]
.

Cependant, il est facile de vérifier que si n ≥ 1 :
∫ +∞

2δ
ε

rn−1fn(r)dr = o(1),

∫ 2δ
ε

0

rnfn(r)dr = o(lnε),

et donc :

A ≤ ωn−1

2
εn

[ ∫ +∞

0

rn−1fn(r)dr + o(1)
]
.

Passons maintenant à une estimation de B. On procède de la même manière que pour
le premier terme. En effet, on a :

B = C

∫

B+
q (2δ)

rfn
((x, t)

ε

)
dv(g)

≤ C

∫

B+
q (2δ)

rfn
((x, t)

ε

)
dx+ C

∫

B+
q (2δ)

r2fn
((x, t)

ε

)
dx

c’est-à-dire

B ≤ Cεn+1

∫ 2δ
ε

0

rnfn(r)dr + Cεn+2

∫ 2δ
ε

0

rn+1fn(r)dr

Il est alors facile de voir que si n ≥ 1, B = o(εn). Passons maintenant au terme C :

C = C

∫

B+
q (2δ)

r2fn−1
((x, t)

ε

)
dv(g)

≤ C

∫

B+
q (2δ)

r2fn−1
((x, t)

ε

)
dx+ C

∫

B+
q (2δ)

r3fn−1
((x, t)

ε

)
dx

ce qui peut encore s’écrire :

C ≤ Cεn+2

∫ 2δ
ε

0

rn+1fn−1(r)dr + Cεn+3

∫ 2δ
ε

0

rn+2fn−1(r)dr



90 2. UN INVARIANT SPINORIEL CONFORME SUR LES VARIÉTÉS À BORD

On peut donc conclure que si n ≥ 3, C = o(εn). Le terme D satisfait :

D = Cε

∫

B+
q (2δ)

r2fn
((x, t)

ε

)
dv(g)

≤ Cε

∫

B+
q (2δ)

r2fn
((x, t)

ε

)
dx+ Cε

∫

B+
q (2δ)

r3fn
((x, t)

ε

)
dx

et donc :

D ≤ Cεn+2

∫ 2δ
ε

0

rn+1fn(r)dr + Cεn+3

∫ 2δ
ε

0

rn+2fn(r)dr.

On en conclut donc que si n ≥ 1, D = o(εn). De la même manière, on montre sans trop
de difficultés que si n ≥ 3, les quantités E et F satisfont E = o(εn) et F = o(εn). On a
alors montré que si n ≥ 3 :

∫

M

|Dgψε|
2n

n+1dv(g) ≤
(n

2

) 2n
n+1 ωn−1

2
ε

n(n−1)
n+1

[ ∫ ∞

0

rn−1fn(r)dr + o(1)
]
,

ce qui, en élevant à la bonne puissance donne :

( ∫

M

|Dgψε|
2n

n+1dv(g)
)n+1

n ≤ n2

4

(ωn−1

2

)n+1
n

I
n+1

n εn−1
(
1 + o(1)

)
, (71)

où l’on a posé I =
∫ ∞

0
rn−1fn(r)dr. On va maintenant donner une minoration du

dénominateur de la fonctionnelle minimisée par λmin(M, ∂M). Pour cela, on développe
ce terme de la même manière que le numérateur, et on obtient :

Re〈Dgψε, ψε〉 = (1′) + (2′) + (3′) + (4′) + (5′) + (6′) + (7′),

où l’on a posé :

(1′) = ηRe〈γ(∇η)ψ
((x, t)

ε

)
, ψ

((x, t)

ε

)
〉

(2′) =
n

2ε
η2Re〈f

((x, t)

ε

)
ψ

((x, t)

ε

)
, ψ

((x, t)

ε

)
〉

(3′) =
1

ε

n∑

i,j=1

η2
(
bji − δji

)
Re〈γ(∂i)∇∂j

ψ
((x, t)

ε

)
, ψ

((x, t)

ε

)
〉

(4′) = η2Re〈γ(W)ψ
((x, t)

ε

)
, ψ

((x, t)

ε

)
〉

(5′) = η2Re〈γ(ν̃)γ(Z)ψ
((x, t)

ε

)
, ψ

((x, t)

ε

)
〉

(6′) = η2Re〈γ(T)ψ
((x, t)

ε

)
, ψ

((x, t)

ε

)
〉

(7′) = η2Re〈uγ(ν̃)ψ
((x, t)

ε

)
, ψ

((x, t)

ε

)
〉.
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On vérifie alors que puisque :




Re〈γ(∇η)ψ
(

(x,t)
ε

)
, ψ

(
(x,t)
ε

)
〉 = 0 car ∇η ∈ Γ(T∗V)

Re〈γ(T)ψ
( (x,t)

ε

)
, ψ

( (x,t)
ε

)
〉 = 0 car T ∈ Γ(T∗V)

Re〈γ(ν̃)ψ
( (x,t)

ε

)
, ψ

( (x,t)
ε

)
〉 = 0 car ν̃ ∈ Γ(T∗V),

on a :
∣∣∣
∫

M

Re〈Dgψε, ψε〉dv(g)
∣∣∣ = A′ + B′ + C′ + D′,

avec :

A′ =
n

2ε

∫

B+
q (2δ)

f
((x, t)

ε

)
|ψ|2

((x, t)

ε

)
dv(g) =

n

2ε

∫

B+
q (2δ)

fn
((x, t)

ε

)
dv(g)

B′ =
C

ε

n∑

i,j=1

∫

B+
q (2δ)

(
bji − δji

)
Re〈γ(∂i)∇∂j

ψ
((x, t)

ε

)
, ψ

((x, t)

ε

)
〉dv(g)

C′ =

∫

B+
q (2δ)

Re〈γ(W)ψ
((x, t)

ε

)
, ψ

((x, t)

ε

)
〉dv(g)

D′ =

∫

B+
q (2δ)

Re〈γ(ν̃)γ(Z)ψ
((x, t)

ε

)
, ψ

((x, t)

ε

)
〉dv(g).

Or par la Proposition 2.10, on sait que |W| = O(|(x, t)2|) et |Z| = O(|(x, t)2|), on a
donc :

C′ + D′ = C

∫

B+
q (2δ)

r2fn−1
((x, t)

ε

)
dv(g),

et on obtient alors :
∫

M
Re〈Dgψε, ψε〉 dv(g) = n

2ε

∫
B+

q (2δ)
fn

( (x,t)
ε

)
dv(g) + C

∫
B+

q (2δ)
r2fn−1

( (x,t)
ε

)
dv(g)

+C
ε

∑n
i,j=1

∫
B+

q (2δ)

(
bji − δji

)
Re〈γ(∂i)∇∂j

ψ
(

(x,t)
ε

)
, ψ

(
(x,t)
ε

)
〉dv(g).

On calcule de la même manière que pour le numérateur que :

A′ =
n

2ε

∫

B+
q (2δ)

fn
((x, t)

ε

)
dv(g)

=
n

2ε

∫

B+
q (2δ)

fn
((x, t)

ε

)
dx+

C

ε

∫

B+
q (2δ)

rfn
((x, t)

ε

)
dx

ce qui pour n ≥ 1, donne :

A′ =
n

4
ωn−1I ε

n−1
(
1 + o(1)

)
.

En se servant de l’estimation de la quantité B, on vérifie que :

B′ =
C

ε

∫

B+
q (2δ)

rfn
((x, t)

ε

)
dv(g)
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et donc que B′ = o(εn−1) si n ≥ 3. Un calcul similaire permet de voir que C′ + D′ =
o(εn−1) si n ≥ 3. Finalement, on obtient :

∣∣∣
∫

M

Re〈Dgψε), ψε〉dv(g)
∣∣∣ =

n

2

ωn−1

2
I εn−1

(
1 + o(1)

)
.

En utilisant la caractérisation variationnelle de λmin(M, ∂M) de la Proposition 2.2, on
a :

λmin(M, ∂M) ≤
( ∫

M
|Dgψε|

2n
n+1dv(g)

)n+1
n

∣∣ ∫
M

Re〈Dgψε, ψε〉dv(g)
∣∣ .

L’estimation de la fonctionnelle contre le champ de spineurs ψε permet alors d’obtenir
l’estimation suivante :

( ∫
M
|Dgψε|

2n
n+1dv(g)

)n+1
n

∣∣ ∫
M

Re〈Dgψε, ψε〉dv(g)
∣∣ ≤

n2

4

(
ωn−1

2

)n+1
n

I
n+1

n εn−1

n
2
ωn−1

2
I εn−1

(
1 + o(1)

)
,

ce qui s’écrit encore :

λmin(M, ∂M) ≤
( ∫

M
|Dgψε|

2n
n+1dv(g)

)n+1
n

∣∣ ∫
M

Re〈Dgψε), ψε〉dv(g)
∣∣ ≤ n

2

(ωn−1

2

) 1
n

I
1
n

(
1 + o(1)

)
.

Cependant, puisque ωn−1I = ωn, on obtient :

λmin(M, ∂M) ≤ n

2

(ωn
2

) 1
n
(
1 + o(1)

)
= λmin(S

n
+, ∂S

n
+)

(
1 + o(1)

)
,

et on peut donc conclure que λmin(M, ∂M) ≤ λmin(S
n
+, ∂S

n
+). �

On voit dans la preuve de ce résultat que les estimations ne sont valables que si la
dimension n de la variété M est supérieure ou égale à 3. On peut cependant vérifier
que ce résultat reste vrai en dimension 2. On se réfère en particulier à l’article de J.F
Grosjean et E. Humbert [GH06]. On prouve alors le résultat suivant :

Théorème 2.3. Soit (M2, g) une surface à bord connexe. On a alors :

λmin(M, ∂M) ≤ λmin(S
2
+, ∂S

2
+) =

√
2π. (72)

Preuve : On remarque tout d’abord que puisque M est une variété de dimension 2,
elle possède toujours une structure spinorielle et un opérateur de chiralité donné par
l’élément de volume complexe du fibré des spineurs. À un changement de métrique
conforme près, on peut supposer que M est localement conformément plate et que son
bord ∂M est totalement ombilique. Soit donc q ∈ ∂M et V un ouvert de carte tel que
g soit la métrique plate dans V. Soit 0 < ε ≤ α ≤ δ et considérons la fonction définie
par :

fε(x) =

{
2ε2

ε2+r2
si r ≤ α

2ε2

ε2+α2 si r ≥ α

où r = d(q, x) et q ∈ ∂M. En utilisant la Proposition 2.5, on sait qu’il existe un champ
de spineurs ψ ∈ Γ

(
ΣR

2
+

)
vérifiant sur R

2
+ :

Dξψ = fψ
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avec f(x) = 2
1+r2

∈ C∞(M). Soit maintenant η une fonction lisse sur M telle que

η(x) =

{
1 sur B+

q (δ)
0 sur M \ B+

q (2δ)
et |∇η| ≤ 1

δ

avec B+
q (2δ) ⊂ V et où l’on a supposé que V est l’ouvert de trivialisation construit dans

le paragraphe 4. On considère alors le spineur-test défini par ψε(x) = η(x)ψ(x
ε
) ∈ H+.

En utilisant le Corollaire 2.1, on obtient

λ1(gε) ≤
∫

M
|Dεψε|2f−1

ε dv(gε)∣∣ ∫
M

Re〈Dεψε, ψε〉dv(gε)
∣∣ (73)

où λ1(gε) est la première valeur propre non nulle de l’opérateur de Dirac Dε sous la
condition à bord associée à un opérateur de chiralité dans la métrique gε = f 2

ε g ∈ [g].
On a donc clairement que :

λmin(M, ∂M) ≤
∫

M
|Dεψε|2f−1

ε dv(gε)∣∣ ∫
M

Re〈Dεψε, ψε〉dv(gε)
∣∣Vol(M, gε)

1
2 .

On passe maintenant à l’estimation du premier terme dans le membre de droite de
l’expression précédente. Remarquons tout d’abord que sur B+

q (2δ), on a :

|Dεψε|2 = |∇η|2f(
x

ε
) +

η2

ε2
f 3(

x

ε
).

On décompose le numérateur de l’expression précédente de la manière suivante :
∫

B+
q (2δ)

|Dεψε|2f−1
ε dv(gε) =

∫

B+
q (α)

|Dεψε|2f−1
ε dv(gε) +

∫

B+
q (δ)\B+

q (α)

|Dεψε|2f−1
ε dv(gε)

+

∫

B+
q (2δ)\B+

q (α)

|Dεψε|2f−1
ε dv(gε).

Sur la demi-boule euclidienne B+
q (α), on a :

(η ≡ 1 ⇒ ∇η = 0) et fε(x) =
2ε2

ε2 + r2

donc : ∫

B+
q (α)

|Dεψε|2f−1
ε dv(gε) = 4ε2

∫

B+
q (α)

dx

(ε2 + r2)2
.

Sur la couronne euclidienne B+
q (δ) \ B+

q (α), on a :

(η ≡ 1 ⇒ ∇η = 0) et fε(x) =
2ε2

ε2 + α2

donc : ∫

B+
q (δ)\B+

q (α)

|Dεψε|2f−1
ε dv(gε) = 4ε2

∫

B+
q (δ)\B+

q (α)

ε2 + α2

(ε2 + r2)3
dx.

Sur la couronne euclidienne B+
q (2δ) \ B+

q (δ), on a :

0 ≤ η ≤ 1, |∇η| ≤ 1

δ
et fε(x) =

2ε2

ε2 + α2
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donc : ∫

B+
q (2δ)\B+

q (α)

|Dεψε|2f−1
ε dv(gε) ≤ 1

δ
(ε2 + α2)

∫

B+
q (2δ)\B+

q (α)

dx

ε2 + r2

+ 4ε2(ε2 + α2)

∫

B+
q (2δ)\B+

q (α)

dx

(ε2 + r2)3
.

Passons maintenant à l’estimation du dénominateur de l’expression (73). On écrit
∫

M

Re〈Dεψε, ψε〉dv(gε) =
η2

ε

∫

B+
q (2δ)

f 2
(x
ε

)
dx ≥ 1

ε

∫

B+
q (δ)

f 2
(x
ε

)
dx = 4ε

∫

B+
q (δ)

dx

(ε2 + r2)2
,

et donc en combinant toutes les précédentes estimations, on arrive facilement à montrer
que

λ1(gε) ≤
1

ε
+ o(1).

Donnons maintenant une estimation du volume de M dans la métrique gε. On a

Vol(M, gε) =

∫

M

f 2
ε dv(gε)

= 4ε2

∫

B+
q (α

ε
)

dx

(1 + r2)2
+ o(ε3),

ce qui donne Vol(M, gε)
1
2 = εω

1
2
1

(
1 + o(ε)

)
. En combinant cette estimation du volume

avec celle de la première valeur propre λ1(gε), on obtient :

λmin(M, ∂M) ≤ λ1(gε)Vol(M, gε)
1
2 =

(ω2

2

) 1
2 (

1 + o(1)
)
,

et donc λmin(M, ∂M) ≤ λmin(S
2
+, ∂S

2
+). �

On peut maintenant se demander dans quels cas l’inégalité donnée dans les théorèmes
2.2 et 2.3 est stricte. Cela permettra en particulier de donner une preuve spinorielle du
problème de Yamabe ainsi que de prouver l’existence de solutions à un équation non
linéaire de type Yamabe pour l’opérateur de Dirac sous la condition à bord associée à
un opérateur de chiralité. Pour parvenir à donner des cas dans lesquels cette inégalité
est stricte, on va devoir introduire la fonction de Green de l’opérateur de Dirac sous
la condition à bord associée à un opérateur de chiralité et en étudier les principales
propriétés.

7. Fonction de Green de l’opérateur de Dirac

Dans ce chapitre, on se propose de définir et d’étudier la fonction de Green de
l’opérateur de Dirac sous les deux conditions à bord locales étudiées dans le chapitre 1.
Ce travail ainsi effectué on donnera deux applications de ces constructions. La première
permet d’obtenir des cas dans lequel l’inégalité (40) est stricte. La deuxième consiste à
donner une preuve simple du théorème de la masse positive (dans sa forme faible) pour
les variétés asymptotiquement plates obtenues par éclatement conforme par la fonction
de Green du laplacien conforme.
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La première partie est à la jonction des travaux de R. Schoen [Sch84], J. Escobar
[Esc92b],[Esc92a] et de B. Ammann, E. Humbert et B. Morel [AHM]. En effet dans
[Sch84], Schoen remarque que si (M, g) est une variété riemannienne compacte de di-
mension n ≥ 3 dont l’invariant de Yamabe est strictement positif alors pour tout x ∈ M,
il existe une unique fonction de Green Gx du laplacien conforme, définie et de classe C∞

sur M \ {x}. Il prouve de plus que si la variété M est localement conformément plate
alors, au voisinage de x, la fonction de Green admet le développement suivant :

Gx(y) =
1

(n− 2)ωn−1rn−2
+ αx(y),

où r = d(x, y) et avec αx ∈ C∞(M). Le point crucial mis en évidence par Schoen et qui
est à l’origine de la résolution complète du problème de Yamabe, est l’existence d’un
réel C > 0 pour lequel :

αx(x) = Cm(G
4

n−2
x g)

où m(G
4

n−2
x g) est la masse de la variété asymptotiquement plate (M \ {x},G

4
n−2
x g). Le

lien entre le problème de Yamabe et le théorème de la masse positive était alors fait. En
effet, à une variété asymptotiquement plate (N, g), on associe un invariant qu’on appelle
la masse et qui est défini par :

m(g) =
1

16π

∫

S∞

(
∂jgij − ∂jgii

)
νjds(g),

où S∞ est une sphère à l’infini. La conjecture de la masse positive, issu de la relativité
générale, stipule que toute variété asymptotiquement plate à courbure scalaire positive
et intégrable satisfait m(g) ≥ 0 et que m(g) = 0 si et seulement si la variété (N, g)
est isométrique à (Rn, geucl). Ce résultat n’a pas encore été prouvé en toute généralité
mais seulement dans des cas particuliers par Schoen et Yau (voir [SY79b] et [SY79a])
et complètement résolue dans le cas où la variété est spinorielle par E. Witten (voir
[Wit81],[PT82], [Bar86] ou bien [LP87]).

Dans le cas qui nous intéresse ici, on va voir que la fonction de Green de l’opérateur de
Dirac sous la condition associée à un opérateur de chiralité joue le même rôle pour notre
problème que la fonction de Green du laplacien conforme dans le problème de Yamabe.

Pour finir, on construira la fonction de Green de l’opérateur de Dirac sous la condition
à bord MIT permettant de donner une preuve simple du théorème de la masse positive
pour les variétés asymptotiquement plates obtenues par éclatement conforme par la
fonction de Green du laplacien conforme.

7.1. Fonction de Green chirale et invariant spinoriel conforme. Dans ce
paragraphe, on définit la fonction de Green de l’opérateur de Dirac sous la condition
à bord associée à un opérateur de chiralité et on en donne ses principales propriétés.
En particulier, on s’attachera à obtenir son expression au voisinage d’un point du bord
lorsque la variété considérée est isométrique (au voisinage de ce même point) au demi-
espace R

n
+. Le terme ”constant” de la partie régulière de la fonction de Green sera alors

étudié et cela permettra de montrer que sous certaines hypothèses, l’inégalité (40) est
stricte. Plus précisément, on prouve le résultat suivant :
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Théorème 2.4. Soit (Mn, g, σ) une variété riemannienne spinorielle compacte de
dimension n ≥ 2 possédant un opérateur de chiralité Γ et dont le bord ∂M est non vide
et lisse. Supposons qu’il existe une métrique g conforme à g et un point q ∈ ∂M tels
qu’au voisinage de ce point la variété (M, g) est isométrique au demi-espace euclidien.
Supposons de plus que D est inversible sur H− (ou sur H+) et que l’opérateur de masse
chiral m−

CHI(q) (ou m+
CHI(q)) soit non identiquement nul. On a alors :

λmin(M, ∂M) < λmin(S
n
+, ∂S

n
+).

On considère donc ici (Mn, g) une variété riemannienne spinorielle compacte à bord non
vide dont le fibré des spineurs complexes est muni d’un opérateur de chiralité Γ. On
rappelle (voir [FS98] ou la section 4.2) que l’opérateur de Dirac

D : H± = {ϕ ∈ H2
1 / B

±
CHI(ϕ|∂M) = 0} −→ L2

(
Σ(M)

)
(74)

est un opérateur de Fredholm et que son spectre est constitué de nombres réels isolés
dont la multiplicité est finie. On a alors la résolution spectrale :

L2(ΣM) =
⊕

λ±∈Spec±(D)

Nλ±(D), (75)

où Spec±(D) est le spectre de l’opérateur de Dirac sous la condition à bord B
±
CHI et

Nλ±(D) est le sous-espace propre associée à la valeur propre λ±. On donne maintenant
un définition de la fonction de Green de l’opérateur de Dirac sous la condition à bord
CHI.

Définition 2.2. Une fonction de Green chirale pour l’opérateur de Dirac D sous la
condition à bord associée à un opérateur de chiralité est la donnée d’une section lisse

G±
CHI : M × M \ ∆ −→ ΣM ⊠

(
ΣM

)∗
,

où ∆ = {(x, x) / x ∈ M} et ΣM ⊠
(
ΣM

)∗
est le fibré vectoriel dont la fibre au-dessus

de (x, y) est donnée par Hom(ΣyM,ΣxM) et qui satisfait au sens des distributions le
problème à bord : {

Dx

(
G±

CHI(x, y)
)

= δyIdΣyM

B
±
CHI

(
G±

CHI(x, y)
)

= 0, pour x ∈ ∂M \ {y},
pour tout y ∈ M. En d’autres termes, pour tout y ∈ M, ψ±

0 ∈ ΣyM vérifiant γ(ν)Γψ±
0 =

∓ψ±
0 et ϕ ∈ Γ(ΣM) tel que B

±
CHI(ϕ|∂M) = 0, on a :

∫

M

〈G±
CHI(x, y)ψ

±
0 ,Dϕ(x)〉dv(x) = 〈ψ±

0 , ϕ(y)〉

et si x ∈ ∂M alors B
±
CHI

(
G±

CHI(x, y)ψ
±
0

)
= 0.

De la même manière, on définit la fonction de Green de l’opérateur de Dirac sur l’espace
euclidien R

n. En effet, la fonction de Green de l’opérateur de Dirac sur R
n est donnée

par une section :

Geucl : R
n × R

n \ ∆ −→ ΣR
n

⊠
(
ΣR

n
)∗

qui vérifie au sens des distributions l’équation :

(Dξ)x
(
Geucl(x, y)

)
= δyIdΣyRn ,

où Dξ est l’opérateur de Dirac euclidien. On peut alors obtenir explicitement cette
fonction de Green par la proposition suivante :
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Proposition 2.11. La section définie par

Geucl(x, y)ψ0 = − 1

ωn−1

γ
( x− y

|x− y|n
)
ψ0, (76)

pour x 6= y ∈ R
n et ψ0 ∈ Σy(R

n) un spineur constant, est (modulo le noyau de
l’opérateur de Dirac Dξ) l’unique fonction de Green de l’opérateur de Dirac.

Preuve : On commence tout d’abord par vérifier que la section définie par l’expression
(76) est bien une fonction de Green pour l’opérateur de Dirac. Sans perdre en généralité,
on peut supposer que y = 0 et donc que |x − y| = r. On doit alors vérifier que pour
ψ0 ∈ ΣyR

n et φ ∈ C∞
c (Rn), on a :

1

ωn−1

∫

Rn

〈γ
( x
rn

)
ψ0,Dξφ〉dx = 〈ψ0, φ(y)〉.

Pour cela, on considère η une fonction de cut-off telle que :



0 ≤ η ≤ 1, η ∈ C∞(Rn)
η ≡ 1 sur B0(1), η ≡ 0 sur R

n \ B0(2)
η est radiale

où B0(δ) est la boule euclidienne de centre 0 et de rayon δ > 0. Pour ε > 0, on pose
ηε(x) = η

(
x
ε

)
et on écrit (où on a omis l’élément de volume euclidien dx) :

∫

Rn

〈γ
( x
rn

)
ψ0,Dξφ〉 =

∫

Rn

〈γ
( x
rn

)
ψ0, γ

(
∇ηε

)(
φ− φ(0)

)
〉 +

∫

Rn

〈γ
( x
rn

)
ψ0, γ

(
∇ηε

)
φ0〉

+

∫

Rn

〈γ
( x
rn

)
ψ0, ηε

(
Dξφ− Dξφ(0)

)
〉 +

∫

Rn

〈γ
( x
rn

)
ψ0, ηεDξφ(0)〉

+

∫

Rn

〈γ
( x
rn

)
ψ0,Dξ

(
(1 − ηε)φ

)
〉. (77)

Examinons tout d’abord le dernier terme. Une simple intégration par partie permet
d’écrire : ∫

Rn

〈γ
( x
rn

)
ψ0,Dξ

(
(1 − ηε)φ

)
〉dx =

∫

Rn

〈Dξ

(
γ
( x
rn

)
ψ0

)
, (1 − ηε)φ〉dx

D’autre part, un calcul direct permet de vérifier que Dξ

(
γ
(
x
rn

)
ψ0

)
= 0 et on a ainsi :

∫

Rn

〈γ
( x
rn

)
ψ0,Dξ

(
(1 − ηε)φ

)
〉dx = 0.

Le quatrième terme de l’identité (77) est lui aussi nul (par un simple changement de
variable). On vérifie de la même manière que le premier et le troisième terme de cette
identité tendent vers zéro lorsque ε → 0. On examine alors maintenant le deuxième
terme de l’identité (77). Un calcul direct donne :

− 1

ωn−1

∫

Rn

〈γ
( x
rn

)
ψ0, γ

(
∇ηε

)
φ0〉dx = 〈ψ, φ(0)〉,

et donc la fonction définie en (76) est bien une fonction de Green pour l’opérateur de
Dirac. L’unicité modulo le noyau de l’opérateur de Dirac s’obtient facilement. En effet,

on montre que si il existe une autre fonction de Green G̃( . , y) pour l’opérateur de Dirac

euclidien, alors le champ de spineurs Geucl( . , y)ψ0 − G̃( . , y)ψ0 ∈ Ker (D). �
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L’expression que l’on vient de donner de la fonction de Green de l’opérateur de Dirac
euclidien va permettre de déduire un développement de la fonction de Green chirale de
l’opérateur de Dirac pour un certain type de variétés. Plus précisément, on considère
une variété riemannienne spinorielle compacte (Mn, g) à bord non vide possédant un
opérateur de chiralité Γ. De plus, on suppose qu’il existe un point q ∈ ∂M qui satisfait
la propriété (∗) suivante : il existe un voisinage V de q dans M, U de 0 dans R

n
+ et un

difféomorphisme

Fq : U −→ V

tels que ∂U ∩ R
n
+ ⊂ F(∂M ∩ V), Fq(

◦

M ∩ V) ⊂ R
n
>+ et F∗

q (ξ) = g où ξ est la métrique
euclidienne et R

n
>+ = {x = (x1, ..., xn) ∈ R

n
+ / xn > 0}. Remarquons que sur une

variété riemannienne (M, g) localement conformément plate dont le bord est totalement
ombilique, on peut toujours trouver une telle métrique (dans la classe conforme de g).
La carte Fq permet alors une identification des fibrés des spineurs au-dessus de U et
de V, c’est-à-dire qu’il existe un isomorphisme de fibrés (qui est une isométrie sur les
fibres) donné par :

Σξ(U) −→ Σg(V)
ψ 7−→ ψ.

Dans la suite, on notera de la même manière un champ de spineurs sur U ainsi que son
image comme champ de spineurs sur V par la trivialisation obtenue ci-dessus. On peut
maintenant donner le développement de la fonction de Green chirale au voisinage d’un
point possédant la propriété (∗). En effet, on a :

Proposition 2.12. Soit (Mn, g) une variété riemannienne spinorielle compacte à
bord lisse possédant un opérateur de chiralité Γ et dont un point q de son bord satisfait la
propriété (∗). Supposons de plus que l’opérateur de Dirac soit inversible sur H±. Alors,
au voisinage de q, la fonction de Green chirale admet le développement suivant :

G±
CHI(x, q)ψ

±
0 = − 2

ωn−1

γ
( x− q

|x− q|n
)
ψ±

0 + m±
CHI(x, q)ψ

±
0 , (78)

où ψ±
0 ∈ ΣqM est un spineur satisfaisant γ(ν)Γψ±

0 = ∓ψ±
0 (c’est-à-dire que B

±
CHI(ψ

±
0 ) =

0) et où

m±
CHI(x, q) : ΣqM −→ ΣxM (79)

est un homomorphisme qui vérifie Dx

(
m±

CHI( . , q)ψ
±
0

)
= 0 au voisinage de q. De plus, le

long de ∂M, on a :

B
±
CHI

(
m±

CHI(. , q)ψ
±
0|∂M

)
= 0. (80)

Preuve : On prouve ce résultat pour la condition à bord B
−
CHI, en remarquant qu’il se

démontre de la même manière pour la condition B
+
CHI. On considère alors les ouverts U

de 0 dans R
n
+ et V de q dans M satisfaisant les conditions précédemment données et soit

η une fonction cut-off telle que :{
0 ≤ η ≤ 1, η ∈ C∞(M)
η ≡ 1 sur B+

q (δ), supp(η) ⊂ B+
q (2δ) ⊂ V

On pose alors Ψ = D
(
ηGeucl( . , q)ψ0

)
avec ψ0 ∈ ΣqM tel que γ(ν)Γψ0 = ψ0. En utilisant

le Lemme 2.1, on vérifie alors que cette propriété est satisfaite sur ∂V ∩ M. Le champ
de spineurs Ψ est clairement lisse sur M \ {q} et un simple calcul permet de vérifier que
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Ψ|B+
q (δ)\{q} = 0. On peut ainsi le prolonger en un champ lisse sur M tout entier en posant

Ψ(q) = 0. Comme on a supposé l’opérateur de Dirac inversible sur H−, il existe un unique
champ de spineurs dans H−, qu’on va noter m−

CHI( . , q)ψ0, qui vérifie Dx

(
m−

CHI( . , q)ψ0

)
=

−Ψ. Posons maintenant sur M \ {q} (la constante 2 apparâıt seulement à des fins de
normalisation) :

G−
q (x)ψ0 = 2ηGeucl(x, q)ψ0 + m−

CHI(x, q)ψ0

Vérifions alors que si x ∈ ∂M \ {q} alors B
−
CHI

(
Gq(x)ψ0

)
= 0. Pour cela, on remarque

que si x ∈ supp(η)c ∩ ∂M alors :

B
−
CHI

(
G−
q (x)ψ0

)
= B

−
CHI

(
m−

CHI(x, q)ψ0

)
= 0

puisque par construction m±
CHI( . , q)ψ0 ∈ H−. D’autre part, si x ∈

(
supp(η)∩∂M

)
\{q},

on obtient :

B
−
CHI

(
G−
q (x)ψ0

)
= B

−
CHI

(
Geucl(x, q)ψ0

)
.

En utilisant l’expression de la fonction de Green euclidienne et les propriétés de l’opérateur
de chiralité, on a :

γ(ν)Γ
(
γ(

x− q

|x− q|n )ψ0) = γ(
x− q

|x− q|n )γ(ν)Γψ0 = γ(
x− q

|x− q|n )ψ0

puisque γ(ν)Γψ0|∂V∩M = ψ0|∂V∩M et donc B
−
CHI

(
G−
q (x)ψ0

)
= 0. Reste maintenant à

vérifier que : ∫

M

〈G−
q (x)ψ0,D(φ)〉dv(x) = 〈ψ0, φ(q)〉,

pour tout φ ∈ H−. Pour cela, on considère η̃(x) = η(3x) (on a donc supp(η̃) ⊂ {η ≡ 1})
et on écrit :∫

M

〈G−
q (x)ψ0,D(φ)〉 =

∫

M

〈G−
q (x)ψ0,D(η̃φ)〉 +

∫

M

〈G−
q (x)ψ0,D

(
(1 − η̃)φ

)
〉. (81)

Cependant, en intégrant par partie, on obtient :∫

M

〈G−
q (x)ψ0,D

(
(1 − η̃)φ

)
〉 =

∫

M

〈D
(
G−
q (x)ψ0

)
, (1 − η̃)φ〉) +

∫

∂M

〈γ(ν)G−
q (x)ψ0, (1 − η̃)φ〉.

Le terme de bord est nul puisque B
−
CHI

(
G−
q (x)ψ0

)
= 0 et les champs de spineurs G−

q (x)ψ0

et γ(ν)G−
q (x)ψ0 sont donc orthogonaux le long de ∂M. De plus, le premier terme de cette

identité est nul car D
(
G−
q (x)ψ0

)
= 0 pour x ∈ M \ {q}. Reste maintenant à calculer le

premier terme de (81). Pour cela, on utilise l’expression de G−
q ( . )ψ0 au voisinage de q

et on a donc :∫

M

〈G−
q (x)ψ0,D(η̃φ)〉 =

∫

M

〈G−
eucl(x, q)ψ0,Dφ〉 +

∫

M

〈m−
CHI(x, q)ψ0,D(η̃φ)〉

et puisque le champ m−
CHI(x, q)ψ0 est harmonique sur {η ≡ 1} (donc sur supp(η̃)), on

obtient : ∫

M

〈G−
q (x)ψ0,D(φ)〉dv(x) = 〈ψ0, φ(q)〉

par définition de la fonction de Green euclidienne. L’unicité de la fonction de Green
chirale s’obtient facilement puique l’on a supposé l’opérateur de Dirac inversible sur H−

et on a alors que G−
CHI(x, q) = Gq(x). On procède exactement de la même manière pour
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la condition à bord B
+
CHI. �

À partir de maintenant, la fonction de Green chirale sera notée indifféremment par
G±

CHI(., q) ou G±
q (.). Pour la suite de ce travail, il est intéressant d’étudier le comporte-

ment de la fonction de Green chirale lorsque l’on effectue un changement conforme de
métriques. Pour cela, on énonce la proposition suivante :

Proposition 2.13. Soit g = f 2g une métrique conforme à g alors si G±
CHI (resp.

G
±

CHI) désigne la fonction de Green chirale pour l’opérateur de Dirac D (resp. D), on
a :

G
±

CHI( . , q) = f−n−1
2 ( . ) f−n−1

2 (q) G±
CHI( . , q) (82)

pour q ∈ ∂M.

Preuve : Rappelons tout d’abord que puisque G±
CHI est une fonction de Green chirale

pour l’opérateur de Dirac, on a :
∫

M

〈G±
q (x)ψ±

0 ,Dϕ〉dv(g) = 〈ψ0, ϕ(q)〉

pour tout ψ±
0 ∈ ΣqM tel que B

±
CHI(ψ

±
0 ) = 0 et ϕ ∈ Γ(ΣgM) tel que B

±
CHI(ϕ|∂M) = 0.

Considérons alors φ = f−n−1
2 F(ϕ) où F est l’isomorphisme entre les fibrés des spineurs

dans deux métriques conformes (voir le paragraphe 2.2). Par covariance conforme de la

condition à bord associée à un opérateur de chiralité, on a donc que B
±

CHI(φ|∂M) = 0 et
alors :∫

M

〈G±

q (x)F(ψ±
0 ),D(φ)〉dv(g) =

∫

M

f−n−1
2 (x) f−n−1

2 (q)f−n+1
2 (x)〈G±

q (x)ψ±
0 ,Dϕ〉fndv(g)

= f−n−1
2 (q)

∫

M

〈G±
q (x)ψ±

0 ,Dϕ〉dv(g)

= 〈ψ±
0 , f

−n−1
2 (q)ϕ(q)〉

c’est-à-dire ∫

M

〈G±

q (x)F(ψ±
0 ),D(φ)〉dv(g) = 〈F(ψ±

0 ), φ(q)〉

pour tout F(ψ±
0 ) ∈ ΣqM tel que B

±

CHI

(
F(ψ±

0 )
)

= 0 et φ ∈ Γ(ΣgM) satisfaisant B
±

CHI(φ|∂M) =

0. On a donc bien vérifié que Gq est une fonction de Green chirale. Par unicité de la
fonction de Green chirale, on en déduit le résultat annoncé. �

Remarque 2.2. Une conséquence immédiate des deux propositions précédentes est
que toute variété (M, g) localement conformément plate à bord totalement ombilique
et dont l’invariant de Yamabe est strictement positif possède une fonction de Green
chirale. De plus, il existe une métrique conforme à g telle que cette fonction de Green
possède le développement (78). En effet, une telle variété possède une métrique conforme
à g telle que la courbure scalaire R soit strictement positive et telle que la courbure
moyenne du bord soit nulle (voir la paragraphe 3) et donc l’opérateur de Dirac est
inversible (sous la condition à bord CHI). De plus, on peut facilement vérifier qu’une
variété localement conformément plate dont le bord est totalement ombilique possède
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une métrique conforme telle que la propriété (∗) est satisfaite. En effet, supposons donc
que (Mn, g) soit une variété compacte localement conformément plate dont le bord
∂M est totalement ombilique et dont l’invariant de Yamabe µ(M, ∂M) est positif. On
peut alors supposer (à un changement de métrique conforme près) que la courbure
scalaire de M est strictement positive et la courbure moyenne du bord est nulle (pour
la métrique g). Puisque M est localement conformément plate, il existe une fonction
positive u (définie localement sur M) telle qu’au voisinage de q ∈ ∂M, la métrique g1 =

u
4

n−2 g = ξ. D’autre part, le bord ∂M étant totalement ombilique, il est soit un morceau
de sphère, soit un hyperplan (toujours au voisinage de q). Puisque ces deux voisinages
sont conformément équivalents, on peut supposer que le bord est un hyperplan. Ainsi
en recollant la fonction u à la fonction constante à 1 grâce à une fonction satisfaisant la
condition de Neumann, on peut supposer que la métrique g1 est définie globalement sur
M et satisfait au voisinage de q ∈ ∂M : g1 = ξ et la courbure moyenne de ∂M est nulle.
La métrique g1 ∈ [g] satisfait donc clairement la propriété (∗).
On énonce maintenant un résultat concernant la symétrie de la fonction de Green chirale
que va s’avérer très utile pour la suite. En effet, on a :

Proposition 2.14. Pour tout (x, y) ∈ M × M \ ∆, on a :
(
G±

CHI

)∗
(x, y) = G±

CHI(y, x), (83)

c’est-à-dire que si ψ±
0 ∈ ΣxM (resp. ϕ±

0 ∈ ΣyM) tel que γ(ν)Γψ±
0 = ∓ψ±

0 si x ∈ ∂M
(resp. γ(ν)Γϕ±

0 = ∓ϕ±
0 si y ∈ ∂M), alors :

〈G±
CHI(x, y)ϕ

±
0 , ψ

±
0 〉ΣxM = 〈ϕ±

0 ,G
±
CHI(y, x)ψ

±
0 〉ΣyM.

Preuve : On donne la preuve de cette proposition dans le cas de la condition B
−
CHI,

la cas de la condition B
+
CHI se traitant de la même manière. On considère (ϕi)i une

base hilbertienne de spineurs propres de L2(ΣM) donnée par la résolution spectrale de
l’opérateur de Dirac sous la condition à bord B

−
CHI, i.e telle que :

{
Dϕi = λiϕi sur M
B

−
CHI(ϕi|∂M) = 0 le long de ∂M

et on calcule :
∫

M×M\∆

〈G−
CHI(x, y)ϕi, ϕj〉dv(x)dv(y) =

∫

M

( ∫

M

〈G−
CHI(x, y)ϕi, ϕj〉dv(x)

)
dv(y)

=

∫

M

( ∫

M

〈G−
CHI(x, y)ϕi,

1

λj
Dϕj〉dv(x)

)
dv(y)

=
1

λj

∫

M

〈ϕi, ϕj〉dv(y)

=
1

λj
δij.

D’autre part, on vérifie de la même manière que :
∫

M×M\∆

〈ϕi,G−
CHI(y, x)ϕj〉dv(x)dv(y) =

1

λi
δij.
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Donc pour tout (i, j) ∈ Z
2, on a :

∫

M×M\∆

〈G−
CHI(x, y)ϕi, ϕj〉dv(x)dv(y) =

∫

M×M\∆

〈ϕi,G−
CHI(y, x)ϕj〉dv(x)dv(y)

ce qui par linéarité permet d’écrire que :
∫

M×M\∆

〈G−
CHI(x, y)ϕ, φ〉dv(x)dv(y) =

∫

M×M\∆

〈ϕ,G−
CHI(y, x)φ〉dv(x)dv(y),

pour tout φ, ϕ ∈ Γ(ΣM) tels que B
−
CHI(φ|∂M) = B

−
CHI(ϕ|∂M) = 0. Considérons maintenant

x0 ∈ M tel que y 7→ G−
CHI(y, x0) soit continue et soit une suite de fonctions fε : R

n → R

telle que fε → δx0 où δx0 est la masse de Dirac en x0. Si ψ ∈ Γ(ΣM) vérifie B
−
CHI(ψ|∂M) = 0

et ψ(x0) = ψ0, on a alors :
∫

M×M

〈ϕ,G−
CHI(y, x)(fεψ)〉dv(x)dv(y) =

∫

M×M\∆

〈G−
CHI(x, y)ϕ, fεφ〉dv(x)dv(y)

=

∫

M×M\∆

fε〈G−
CHI(x, y)ϕ, φ〉dv(x)dv(y)

=

∫

M×M\∆

fε〈ϕ,G−
CHI(y, x)φ〉dv(x)dv(y)

et on obtient ainsi :∫

M

〈ϕ(y),G−
CHI(y, x0)φ〉dv(y) =

∫

M

〈G−
CHI(x0, y)ϕ(y), φ0〉dv(y).

En procédant de la même manière en la variable y, on arrive à :

〈ϕ0,G
−
CHI(y0, x0)φ0〉Σy0M = 〈G−

CHI(x0, y0)ϕ0, φ0〉Σx0M.

Cela termine la preuve de cette proposition. �

De la même manière, on étudie l’action de l’opérateur de chiralité de la variété sur la
fonction de Green chirale. On arrive alors au résultat suivant :

Proposition 2.15. Soit (Mn, g, σ) une variété riemannienne spinorielle compacte
à bord lisse ∂M. Supposons de plus que la variété M possède la propriété (∗) et que
l’opérateur de Dirac est inversible sur H−. Soit q ∈ ∂M, on a alors :

G−
CHI( . , q) = −ΓG+

CHI( . , q)Γ. (84)

Preuve : Tout d’abord, on se place dans une métrique conforme à g (qu’on note encore g)
telle que au voisinage de q, la fonction de Green chirale G−

CHI( . , q) ait le développement

(78). Considérons alors la section de ΣM définie par G̃(x, q) = −ΓG+
CHI(x, q)Γ. On

remarque premièrement que cette section satisfait bien B
−
CHI(G̃(x, q)ψ0) = 0 dès que

x ∈ ∂M \ {q} et ψ0 ∈ ΣqM vérifie γ(ν)Γψ0 = ψ0. En effet, on a déjà montré que si
ψ0 ∈ ΣqM est tel que γ(ν)Γψ0 = ψ0 alors le champ de spineurs G−

CHI( . , q)ψ0 satisfait
B

−
CHI

(
G−

CHI( . , q)ψ0|∂M

)
= 0. D’autre part, puisque l’opérateur de chiralité Γ échange le

type de la condition à bord du champs de spineurs, on a alors que B
−
CHI

(
G̃(x, q)ψ0

)
= 0.

On considère maintenant la section définie par G′(x, q)ψ0 = G−
CHI(x, q)ψ0 − G̃(x, q)ψ0

et on vérifie facilement que ce champ de spineurs est dans le noyau de l’opérateur
de Dirac. En utilisant les théorèmes de régularité classiques (voir [FS98]), ce champ
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est lisse et il est donc identiquement nul puisque l’on a supposé l’opérateur de Di-
rac inversible. On obtient alors que le champ de spineurs −ΓG−

CHI( . , q)Γ est l’unique
fonction de Green de l’opérateur de Dirac sous la condition à bord B

+
CHI et donc que

G−
CHI( . , q) = −ΓG+

CHI( . , q)Γ. �

On arrive maintenant à la définition de l’opérateur de masse chiral (par analogie avec
[AHM]). En effet, dans le problème de Yamabe classique, le développement de la fonc-
tion de Green du laplacien conforme au voisinage (plat) d’un point de la variété permet
de donner une preuve du problème de Yamabe dans les cas non traités par Aubin (voir
[Sch84] et [Esc92b]). De la même manière, dans le cadre spinoriel, Ammann, Humbert
et Morel introduisent le terme ”constant” de la fonction de Green de l’opérateur de
Dirac afin de résoudre un problème non linéaire de géométrie spinorielle conforme. Il est
alors naturel de penser que l’on peut procéder de la même manière dans le problème
que nous traitons ici et c’est effectivement le cas.

Définition 2.3. Soit (Mn, g, σ) une variété riemannienne spinorielle compacte telle
que dans la métrique g il existe un point q ∈ ∂M satisfaisant la propriété (∗). Supposons
de plus que l’opérateur de Dirac soit inversible sur H±. Soit G±

CHI la fonction de Green
chirale de l’opérateur de Dirac, on définit alors l’opérateur de masse chiral comme étant
le terme constant de la partie régulière de G±

CHI :

m±
CHI(q) : V±

q −→ V±
q

ψ±
0 7−→ m±(q, q)ψ±

0

où V±
q = 1

2

(
Id ± γ(ν)Γ

)
ΣqM.

A l’aide de la Proposition 2.14, on peut énoncer le résultat suivant :

Proposition 2.16. Pour chaque q ∈ ∂M, l’opérateur de masse chiral m±
CHI(q) est

linéaire et symétrique.

Preuve : On prouve ce résultat pour la condition B
−
CHI. Montrons tout d’abord que

l’opérateur de masse est bien linéaire. Pour cela, on considère la section définie sur
M \ {q} par :

G̃−
q (x) = G̃−

q (x)(λψ0 + µϕ0) = G−
q (x)(λψ0 + µϕ0) −

(
λG−

q (x)ψ0 + µG−
q (x)ϕ0

)
.

Au voisinage de q, on a :

G̃−
q (x) = Geucl(x, q)(λψ0 + µϕ0) −

(
λGeucl(x, q)ψ0 + µGeucl(x, q)ϕ0

)
+ Θ(x, q),

où Θ(x, q) est un spineur harmonique (donc lisse) au voisinage de q. Puisque la fonction
de Green euclidienne est linéaire, le premier terme de l’égalité ci-dessus est nul et le

champ G̃−( . , q) est harmonique. Or comme on a supposé l’opérateur de Dirac inversible

sur H−, on a G̃− = 0 et la fonction de Green chirale est donc linéaire. Il est alors clair
que l’opérateur de masse chirale est lui-aussi linéaire. De la même manière, en utilisant
le fait que la fonction de Green chirale est symétrique, on vérifie que l’opérateur de
masse chirale est symétrique. �

De cette proposition, on déduit que les valeurs propres de l’opérateur de masse chiral
sont réelles. Cependant, contrairement à l’opérateur de masse introduit et étudié dans
[AHM], le spectre (ponctuel) de l’opérateur de masse chiral n’est pas symétrique. En
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effet, dans ce cas, la condition à bord imposée “casse” cette symétrie. Cependant, on a
tout de même le résultat suivant (en se plaçant dans les hypothèses de la définition 2.3) :

Corollaire 2.3. Soit q un point du bord ∂M et supposons que κ est une valeur
propre de l’opérateur de masse chiral m−

CHI(q). Le réel −κ est alors une valeur propre
de l’opérateur de masse chiral m+

CHI(q).

Preuve : On remarque tout d’abord qu’en utilisant la proposition 2.15, les opérateurs
de masse m+

CHI(q) et m−
CHI(q) sont reliés par l’identité :

Γm−
CHI(q) = −m+

CHI(q)Γ.

Soit alors ψ0 ∈ ΣqM tel que γ(ν)Γψ0 = ψ0 un spineur propre de l’opérateur de masse
chiral m−

CHI(q) associé à la valeur propre κ, c’est-à-dire que m−
CHI(q)ψ0 = κψ0. En utili-

sant la formule ci-dessus, on vérifie alors facilement que m+
CHI(q)(Γψ0) = −κΓψ0 et donc

que −κ est une valeur propre pour l’opérateur de masse chiral m−
CHI(q). �

Revenons maintenant au problème qui nous intéresse dans ce travail et qui donne une
application des constructions effectuées dans ce paragraphe. En effet, dans les sections
précédentes, on a défini et étudié l’invariant spinoriel conforme λmin(M, ∂M), où σ est
une structure spinorielle sur M et [g] la classe conforme de g. Dans le paragraphe 6, on
a montré que si n ≥ 2, alors :

λmin(M, ∂M) ≤ λmin(S
n
+, ∂S

n
+).

On montre maintenant que grâce au travail effectué sur la fonction de Green chirale, on
peut raffiner cette inégalité. Prouvons tout d’abord le résultat suivant :

Théorème 2.5. Soit (M, g, σ) une variété riemannienne spinorielle compacte de
dimension n ≥ 2 à bord lisse ∂M et qui possède la propriété (∗). Supposons de plus qu’il
existe sur M \ {q} un champ de spineurs ψ± satisfaisant :

{
Dψ± = 0 sur M \ {q}
B

±
CHI(ψ

±
|∂M) = 0 le long de ∂M

(85)

et dont le développement au voisinage du point q est donné par :

ψ± = γ(
x

rn
)ψ±

0 + ψ±
1 + θ±, (86)

où ψ±
0 , ψ±

1 ∈ ΣqM sont des spineurs vérifiant γ(ν)Γψ±
0 = ∓ψ±

0 , γ(ν)Γψ±
1 = ∓ψ±

1 et tel
que :

Re 〈ψ±
0 , ψ

±
1 〉 < 0 et Re 〈γ(x)ψ±

0 , ψ
±
1 〉 = 0. (87)

On suppose de plus que le champ θ± est un champ de spineurs lisse sur M tout entier
satisfaisant θ± = O(r), B

±
CHI(θ

±
|∂M) = 0 et qu’il est harmonique au voisinage de q. Sous

ces hypothèses, on a alors :

λmin(M, ∂M) < λmin(S
n
+, ∂S

n
+) =

n

2

(ωn
2

) 1
n

.

Preuve : La preuve de ce théorème réside sur la construction d’un spineur-test adapté
que l’on estimera dans la caractérisation variationnelle de λmin(M, ∂M) donnée dans la
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Proposition 2.2. Par hypothèse, il existe sur M \ {q} (q ∈ ∂M) un champ de spineurs
ψ± ∈ Γ(ΣM) vérifiant le problème à bord :

{
Dψ± = 0 sur M \ {q}
B

±
CHI(ψ

±
|∂M) = 0 le long de ∂M

et qui, au voisinage de q, possède le développement suivant :

ψ± = γ(
x

rn
)ψ±

0 + ψ±
1 + θ±,

où ψ±
0 , ψ±

1 ∈ ΣqM sont tels que γ(ν)Γψ±
0 = ∓ψ±

0 , γ(ν)Γψ±
1 = ∓ψ±

1 et θ± ∈ Γ(ΣM) est
un spineur harmonique au voisinage de q vérifiant B

±
CHI(θ

±
|∂M) = 0. Pour ε > 0, on pose

ρ := ε
1

n+1 et ε0 := ρn

ε
f
(
x
ε

)n
2 avec f(r) = 1

1+r2
. On considère alors le champ de spineurs

défini par :

ψ±
ε =





f
(
x
ε

)
γ
(
1 − x

ε

)
ψ±

0 − ε0ψ
±
1 si r ≤ ρ

−ε0

(
ψ± − ηθ±

)
+ ηf

(
ρ
ε

)n
2ψ±

0 si ρ ≤ r ≤ 2ρ

ε0ψ
± si 2ρ ≤ r

(88)

où r = d(x, q) et où η est une fonction de cut-off qui est identiquement nulle sur
M \ B+

q (2ρ), qui vaut 1 sur B+
q (ρ) et qui satisfait |∇η| ≤ 2

ρ
. Vérifions maintenant que

B
±
CHI(ψ

±
ε|∂M) = 0. Pour r ≤ ρ, on a :

B
±
CHI(ψ

±
ε|∂M) = B

±
CHI

((
f
(x
ε

)
γ
(
1 − x

ε

)
ψ±

0 − ε0ψ
±
1

)
|∂M

)

= f
(x
ε

)
γ
(
1 − x

ε

)
B

±
CHI(ψ

±
0 |∂M) − ε0 B

±
CHI(ψ

±
1 |∂M) = 0

puisque B
±
CHI(ψ

±
0 |∂M) = B

±
CHI(ψ

±
1 |∂M) = 0. De la même manière, puisque ψ± et θ± sa-

tisfont B
±
CHI(ψ

±
|∂M) = B

±
CHI(θ

±
|∂M) = 0, on vérifie que pour ρ ≤ r ≤ 2ρ et r ≥ 2ρ,

on a B
±
CHI(ψ

±
ε|∂M) = 0. D’autre part, on peut, sans perdre en généralité, supposer que

|ψ±
0 |2 = 1. Puisque ψ± et θ± sont harmoniques au voisinage q, un simple calcul donne :

Dψ±
ε =





n
ε
f
(
r
ε

)n
2
+1
γ
(
1 − x

ε

)
ψ±

0 si r ≤ ρ

ε0γ(∇η)θ± + f
(
r
ε

)n
2 γ(∇η)ψ±

0 si ρ ≤ r ≤ 2ρ

0 si 2ρ ≤ r.

Pour obtenir une estimation du numérateur de la caractérisation variationnelle de λmin(M, ∂M),
on vérifie que :

|Dψ±
ε |

2n
n+1 =





n
2n

n+1 ε−
2n

n+1f
(
r
ε

)n
si r ≤ ρ

|ε0γ(∇η)θ± + f
(
r
ε

)n
2 γ(∇η)ψ±

0 |
2n

n+1 si ρ ≤ r ≤ 2ρ

0 si 2ρ ≤ r.
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On a donc :
∫

B+
q (ρ)

|Dψ±
ε |

2n
n+1dx = εn−

2n
n+1n

2n
n+1

∫

B+
q ( ρ

ε
)

fndx ≤
∫

Rn
+

fndx

et :
∫

B+
q (2ρ)\B+

q (ρ)

|Dψ±
ε |

2n
n+1dx ≤ Cε

n(2n−1)
n+1 + Cε

n(3n−1
n+1 ≤ Cε

n(2n−1)
n+1 .

On obtient alors :

( ∫

M

|Dψ±
ε |

2n
n+1dv(g)

)n+1
n ≤ εn−1n2I1+

1
n

(
1 + Cε

n2

n+1

)
= εn−1n2I1+

1
n

(
1 + o(εn−1)

)

où on a posé I =
∫

Rn
+
fndx. Pour la suite de la démonstration, on pose κ = Re 〈ψ±

0 , ψ
±
1 〉

et on s’intéresse maintenant à l’estimation du dénominateur de la caractérisation varia-
tionnelle de λmin(M, ∂M). On a alors :

Re〈Dψ±
ε , ψ

±
ε 〉|B+

q (ρ) = Re〈n
ε
f
(r
ε

)n
2
+1
γ
(
1 − x

ε

)
ψ±

0 , f
(r
ε

)n
2 γ

(
1 − x

ε

)
ψ±

0 − ε0ψ
±
1 〉

=
n

ε
f
(r
ε

)n − n

ε
ε0κ f

(r
ε

)n
2
+1

+
n

ε
ε0f

(r
ε

)n
2
+1

Re〈γ
(x
ε

)
ψ±

0 , ψ
±
1 〉.

En intégrant sur B+
q (ρ), on obtient :

∫

B+
q (ρ)

Re〈Dψ±
ε , ψ

±
ε 〉dx =

n

ε

∫

B+
q (ρ)

f
(r
ε

)n
dx− n

ε
ε0κ

∫

B+
q (ρ)

f
(r
ε

)n
2
+1
dx

+
n

ε
ε0

∫

B+
q (ρ)

f
(r
ε

)n
2
+1

Re〈γ
(x
ε

)
ψ±

0 , ψ
±
1 〉dx

= nεn−1
( ∫

B+
q ( ρ

ε
)

f(r)ndx− ε0κ

∫

B+
q ( ρ

ε
)

f(r)
n
2
+1dx+ Aε

)

où l’on a posé :

Aε = nε0ε
−n

∫

B+
q (ρ)

f
(r
ε

)n
2
+1

Re〈γ
(x
ε

)
ψ±

0 , ψ
±
1 〉dx.

Or Aε = 0 car par hypothèse, on a supposé que :

Re 〈γ(x
ε
)ψ±

0 , ψ
±
1 〉 = 0.

De plus, un simple calcul permet de voir que :
∫

B+
q ( ρ

ε
)

f(r)ndx = I +O(ε
n2

n+1 )

et puisque ε0 ∼ εn−1 lorsque ε→ 0, on obtient alors :
∫

B+
q (ρ)

Re〈Dψ±
ε , ψ

±
ε 〉dx ≥ nεn−1

(
I − C0κε

n−1 + o(εn−1)
)
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où C0 =
∫

Rn
+
f(r)

n
2
+1dx. D’autre part, on calcule que :

Re〈Dψ±
ε , ψ

±
ε 〉|B+

q (2ρ)\B+
q (ρ) = −Re〈ε0γ(∇η)θ±, ε0(ψ

± − ηθ±) + ηf
(ρ
ε

)n
2ψ±

0 〉

+Re 〈f
(ρ
ε

)n
2 γ(∇η)ψ±

0 , ε0(ψ
± − ηθ±) + ηf

(ρ
ε

)n
2ψ±

0 〉

= −Re〈ε0γ(∇η)θ± + f
(ρ
ε

)n
2 γ(∇η)ψ±

0 , ε0ψ
±〉

puisque Re〈γ(∇η)θ±, θ±〉 = 0, Re〈γ(∇η)ψ±
0 , ψ

±
0 〉 = 0 et :

Re〈γ(∇η)ψ±
0 , θ

±〉 = −Re〈γ(∇η)θ±, ψ±
0 〉.

On obtient alors l’estimation suivante :

Re〈Dψ±
ε , ψ

±
ε 〉|B+

q (2ρ)\B+
q (ρ) ≥ Cε2n−2ρ1−n

ce qui permet de conclure que :
∫

B+
q (2ρ)\B+

q (ρ)

Re〈Dψ±
ε , ψ

±
ε 〉dx = o(ε2(n−1)).

En utilisant le fait que Re〈Dψ±
ε , ψ

±
ε 〉|M\B+

q (2ρ) = 0, on a :
∫

M

Re〈Dψ±
ε , ψ

±
ε 〉 ≥ nεn−1I

(
1 − C0κε

n−1 + +o(εn−1)
)
.

La caractérisation variationnelle de λmin(M, ∂M) donnée dans la proposition 2.2 permet
d’aboutir à :

λmin(M, ∂M) ≤ nI
1
n

1 + o(εn−1)

1 − C0κεn−1 + o(εn−1)
= λmin(S

n
+, ∂S

n
+) + C0κε

n−1 + o(εn−1)

où C0 est une constante strictement positive par construction. Or par hypothèse, on a
supposé que κ := Re 〈ψ±

0 , ψ
±
1 〉 < 0 et on en conclut ainsi facilement que :

λmin(M, ∂M) < λmin(S
n
+, ∂S

n
+).

�

La démonstration du Théorème 2.4 consiste alors à prouver (sous les hypothèses de son
énoncé) l’existence d’un champ d’un champ de spineurs satisfaisant les propriétés du
Théorème 2.5. On va alors voir que la fonction de Green de l’opérateur de Dirac sous la
condition à bord associée à un opérateur de chiralité remplit effectivement ces conditions.

Preuve de Théorème 2.4 : Montrons que sous les hypothèses du Théorème 2.4, il existe
un champ de spineurs sur M\{q} vérifiant (85), (86) et (87). Sans perdre en généralité, on
peut supposer (par invariance conforme de l’invariant λmin(M, ∂M)) que dans la métrique
g, il existe un point q ∈ ∂M qui satisfait la propriété (∗). D’autre part, l’opérateur de
Dirac étant supposé inversible sur H±, la proposition 2.12 permet d’obtenir pour la
fonction de Green associée à un opérateur de chiralité le développement suivant au
voisinage du point q :

G±
CHI(x, q)ψ

±
0 = − 2

ωn−1

γ
( x− q

|x− q|n
)
ψ±

0 + m±
CHI(x, q)ψ

±
0 ,
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où ψ±
0 vérifient γ(ν)Γψ±

0 = ∓ψ±
0 et B

±
CHI

(
m±

CHI( . , q)ψ
±
0|∂M

)
= 0. Puisque l’opérateur de

masse est supposé non identiquement nul, on peut choisir le spineur ψ±
0 comme étant

un spineur propre pour l’opérateur de masse m±
CHI(q) associé à la valeur propre ±κ

avec κ ∈ R. D’autre part, le Corollaire 2.3 assure que les valeurs propres ±κ sont bien
de signes opposés et donc que l’une est soit positive soit négative. Cependant dans la
Remarque 2.1, on a vérifié que la définition de l’invariant λmin(M, ∂M) ne dépend pas
de la “chiralité” de la condition à bord choisie et on peut donc choisir ψ−

0 (par exemple)
propre pour l’opérateur de masse chiral m−

CHI(q) associé à la valeur propre κ avec κ > 0.
Ainsi la fonction de Green G−

CHI( . , q)ψ
−
0 possède le développement :

G−
CHI(x, q)ψ

−
0 = − 2

ωn−1

γ
( x− q

|x− q|n
)
ψ−

0 + κψ−
0 .

Dans les notations du Théorème 2.5, on a donc ψ−
1 = −κψ−

0 et on obtient ainsi que :

Re 〈γ(x)ψ−
0 , ψ

−
1 〉 = κRe 〈γ(x)ψ−

0 , ψ
−
0 〉 = 0.

Le champ de spineurs −ωn−1

2
G−

CHI( . , q)ψ
−
0 satisfait bien les propriétés (85), (86) et (87)

et le Théorème 2.5 permet donc de conclure. �

Une application immédiate de ce résultat est qu’elle donne une preuve spinorielle du
problème de Yamabe sur une variété à bord. En effet, on a :

Corollaire 2.4. Soit (M, g, σ) une variété riemannienne spinorielle compacte à
bord lisse ∂M satisfaisant les hypothèses du Théorème 2.4. Il existe alors une métrique
conforme à g dans laquelle la courbure scalaire de la variété est constante et la courbure
moyenne du bord est nulle.

Ce résultat découle du fait que si λmin(M, ∂M) < λmin(S
n
+, ∂S

n
+) alors µ(M, ∂M) <

µ(Sn+, ∂S
n
+) (où µ(M, ∂M) est l’invariant de Yamabe de la variété M), ce qui donne

immédiatement l’existence d’une telle métrique.

Il semble clair que cette preuve du problème de Yamabe ne simplifie pas celle donnée par
Escobar. Cependant, on peut s’attendre à ce que l’inégalité stricte prouvée dans ce der-
nier résultat ait d’autres implications. Ce n’est pas l’objectif du travail présenté ici mais
on peut tout de même noter que ce prolongement fait partie de mes travaux actuels. En
fait, on peut montrer qu’elle donne l’existence de solutions pour une équation de type
Yamabe pour l’opérateur de Dirac sous la condition à bord associée à un opérateur de
chiralité. La dénomination “équation de type Yamabe” provient du fait qu’elle possède
des propriétés de covariance conforme et qu’elle fait intervenir les mêmes problèmes (au
niveau des inclusions de Sobolev) que l’équation qui intervient dans le problème de Ya-
mabe. Ce problème s’apparente fortement à celui étudié par Ammann dans [Amm03b]
ou bien [Amm].

7.2. Un théorème de la masse positive. Dans cette partie, on va donner une
preuve simple d’un théorème de masse positive énoncé et démontré par Escobar dans
[Esc92b]. Plus précisément, il considère une variété riemannienne compacte (Mn, g)
localement conformément plate dont le bord lisse ∂M est totalement ombilique. Il montre
alors qui si l’invariant de Yamabe µ(M, ∂M) de cette variété est strictement positif et si
q ∈ ∂M alors le laplacien conforme Lg possède une unique fonction de Green Gq sous la
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condition à bord Bg, c’est-à-dire une fonction définie et lisse sur M \ {q} satisfaisant, au
sens des distributions, le problème à bord :

{
LgGq = δq sur M
BgGq|∂M = δq le long de ∂M

où δq est la masse de Dirac au point q. On peut alors vérifier qu’il existe une métrique
conforme à la métrique initiale g dans laquelle la fonction de Green possède au voisinage
du point q, le développement suivant :

Gq(x) =
1

(n− 2)ωn−1rn−2
+ A + αq(x) (89)

où A ∈ R et αq est une fonction harmonique (au voisinage de q) satisfaisant αq(q) = 0

et ∂αq

∂ν
= 0 où ν est le champ unitaire normal à ∂M. Le théorème de la masse positive

démontré par Escobar afin de résoudre le problème de Yamabe dans le cas des variétés
à bord est alors énoncé sous la forme suivante :

La constante A vérifie A ≥ 0. De plus, A = 0 si et seulement si M est conformément
isométrique à l’hémisphère ronde S

n
+.

Dans cette section, on se propose alors de donner une preuve de ce résultat en imposant
en plus à la variété d’être spinorielle. Cependant, il n’est plus nécessaire d’imposer à la
variété d’être localement conformément plate et à son bord d’être totalement ombilique.
En effet, il suffit que la variété possède un unique point q ∈ ∂M satisfaisant la propriété
(∗). On considère donc (Mn, g, σ) une variété riemannienne spinorielle compacte à bord
lisse ∂M de dimension n ≥ 3 où σ est la structure spinorielle de M et on prouve alors le
théorème suivant :

Théorème 2.6. Soit (Mn, g, σ) une variété riemannienne spinorielle connexe com-
pacte de dimension n ≥ 3 à bord lisse ∂M. Supposons de plus qu’il existe une métrique
conforme à g et un point q ∈ ∂M tel que dans cette métrique, ce point possède la pro-
priété (∗). Alors la masse A de M satisfait A ≥ 0. De plus, on a égalité si et seulement
si M est conformément isométrique à l’hémisphère ronde S

n
+.

La preuve de ce résultat réside dans la construction de la fonction de Green de l’opérateur
de Dirac sous une certaine à bord. Il est clair que la fonction de Green chirale construite
précédemment constitue une ”bonne” candidate pour la résolution de ce problème. Elle
nécessite cependant l’existence d’un opérateur de chiralité, ce qui n’est pas vérifiée dans
toutes les dimensions. On va alors voir que contrairement à ce qui a été fait jusqu’à
présent dans ce chapitre, la condition à bord MIT (qui ne nécessite aucune structure
additive dans sa définition) permet de résoudre ce problème. Rappelons brièvement cette
condition à bord (on consultera le chapitre 1 pour plus de détails) ; la condition à bord
MIT est la donnée de la projection orthogonale :

B
±
MIT : L2

(
S(∂M)

)
−→ L2(V±)

ϕ 7−→ 1
2
(Id ± iγ(ν))ϕ,

où ν est le champ de vecteurs unitaire normal (rentrant) à ∂M et V± est le sous-
fibré propre associé à la valeur propre ±1 de l’endomorphisme iγ(ν). On prouve alors
l’existence de la fonction de Green de l’opérateur de Dirac sous la condition B

±
MIT et on

en donne le développement au voisinage d’un point q ∈ ∂M possédant la propriété (∗).
Donnons tout d’abord une définition rigoureuse de la fonction de Green MIT.
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Définition 2.4. Une fonction de Green MIT pour l’opérateur de Dirac D est la
donnée d’une section lisse

G±
MIT : M × M \ ∆ −→ ΣM ⊠

(
ΣM

)∗
,

où ∆ = {(x, x) / x ∈ M} et ΣM ⊠
(
ΣM

)∗
est le fibré vectoriel dont la fibre au-dessus de

(x, y) est donnée par Hom(ΣyM,ΣxM), qui satisfait au sens des distributions
{

Dx

(
G±

MIT(x, y)
)

= δyIdΣyM

B
±
MIT

(
G±

MIT(x, y)
)

= 0, pour x ∈ ∂M \ {y}
pour tout y ∈ M. En d’autres termes, pour tout y ∈ M, ψ0 ∈ ΣyM tel que iγ(ν)ψ0 = ±ψ0

et ϕ ∈ Γ(ΣM) satisfaisant B
∓
MIT(ϕ|∂M) = 0 on a :

∫

M

〈G±
MIT(x, y)ψ0,Dϕ(x)〉dv(x) = 〈ψ0, ϕ(y)〉

et si x ∈ ∂M alors B
±
MIT

(
G±

MIT(x, y)ψ0

)
= 0.

Remarque 2.3. Si on pose :

D± : H± := {φ ∈ H2
1(ΣM) / B

±
MIT(φ|∂M) = 0} −→ L2(ΣM),

on peut facilement vérifier en utilisant la formule de Green que (D±)∗ = D∓ où (D±)∗ est
l’adjoint formel de l’opérateur de Dirac sous la condition à bord B

±
MIT. Ainsi le domaine

dom (D±)∗ de l’adjoint de l’opérateur de Dirac est donné par H∓. La définition que l’on
vient de donner de la fonction de Green MIT est donc bien consistante avec la notion
de solution faible d’une équation. En effet, la section G±

MIT(. , q)ψ±
0 ∈ Γ(ΣM) satisfait

au sens faible sur H± l’équation :

D
(
G±

MIT(. , q)ψ±
0

)
= δq

si pour tout ψ±
0 ∈ ΣqM vérifiant iγ(ν)ψ±

0 = ±ψ±
0 , on a :

∫

M

〈GMIT(x, q)ψ±
0 , (D

±)∗φ〉dv(g) = 〈ψ±
0 , φ(q)〉ΣqM

pour tout φ ∈ dom (D±)∗ = H∓. On peut alors voir que cette définition cöıncide avec
celle donnée en 2.4.

Afin de donner un développement au voisinage d’un point q de la fonction de Green
MIT, il est intéressant d’étudier le comportement de cette condition par la trivialisation
du fibré des spineurs induite par le système de coordonnées de Fermi (voir la section 4).
En effet, on a le lemme suivant (qu’on peut voir comme un analogue du Lemme 2.1 pour
la condition MIT) :

Lemme 2.2. Soient U et V les deux ouverts de trivialisation construits dans la sec-
tion 4 et soit Φ0 ∈ Γ

(
Σξ(R

n
+)

)
un spineur parallèle tel que

iγ(ν)Φ0(q) = ±Φ0(q)

en un point q ∈ V ∩ ∂M. On a alors :

iγ(ν)Φ0|V∩∂M = ±Φ0|V∩∂M,

c’est-à-dire que B
∓
MIT(Φ0|V∩∂M) = 0.
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Preuve : On considère la fonction définie sur V par f(p) = |iγ(ν)Φ0 − Φ0|2(p) et on
montre alors que f s’annule sur V ∩ ∂M. En effet, pour 1 ≤ i ≤ n− 1, on a :

ei(f) = ei(|iγ(ν)Φ0 − Φ0|2)
= 2 ei

(
|Φ0|2 − i〈γ(ν)Φ0,Φ0〉

)

= 2 ei
(
|Φ0|2 + 2 Im〈γ(ν)Φ0,Φ0〉

)
,

où Im (z) désigne la partie imaginaire du nombre complexe z ∈ C. Cependant, puisque
le champ de spineurs Φ0 est parallèle, on peut supposer que |Φ0|2 = 1 et puisque la
trivialisation induite sur le fibré des spineurs est une isométrie sur les fibres, on a |Φ0|2 =
1 et donc ei

(
|Φ0|2

)
= 0. En utilisant la compatibilité de la métrique hermitienne avec la

connexion de Levi-Civita, on obtient :

ei
(
Im〈γ(ν)Φ0,Φ0〉

)
= Im〈γ

(
∇ei

ν
)
Φ0,Φ0〉 + 2 Im〈γ(ν)∇ei

Φ0,Φ0〉.
Un calcul analogue à celui effectué dans la preuve du lemme 2.1 permet d’obtenir :

Im〈γ(ν)γ(∇ei
ν)Φ0,Φ0〉 =

1

4

∑

1≤j 6=k≤n−1

Γ̃kijIm〈γ(ν)γ(ej)γ(ek)Φ0,Φ0〉

−1

2
Im〈γ(∇ei

ν)Φ0,Φ0〉.
En remarquant que :

〈γ(ν)γ(ej)γ(ek)Φ0,Φ0〉 = 〈Φ0, γ(ν)γ(ej)γ(ek)Φ0〉,
on vérifie alors que pour tout 1 ≤ i ≤ n−1 : ei(f) = 0. Puisque par hypothèse f(q) = 0,
on obtient le résultat annoncé. �

Remarquons que pour la suite de ce travail, on a en fait juste besoin de savoir que cette
condition à bord est invariante par la trivialisation de Fermi dans le cas où la variété
possède la propriété (∗). De plus, dans ce cas, on peut donner son développement au
voisinage de ce point particulier. Dans tout ce qui suit, on énonce seulement les résultats
pour la condition à bord B

−
MIT, cependant ils restent vrai pour la condition B

+
MIT et se

démontrent de la même manière. On prouve alors :

Proposition 2.17. Soit (Mn, g, σ) une variété riemannienne spinorielle compacte
à bord lisse ∂M dont un point satisfait la propriété (∗). La fonction de Green MIT de
l’opérateur de Dirac est alors donnée par :

G−
MIT(x, q)ψ0 = Geucl(x, q)ψ0 + m−

MIT(x, q)ψ0, (90)

où ψ0 ∈ ΣqM est tel que iγ(ν)ψ0 = −ψ0 et m−
MIT( . , q)ψ0 ∈ Γ(ΣM) est un champ de

spineurs harmonique au voisinage de q satisfaisant :

B
−
MIT

(
m−

MIT(. , q)ψ0|∂M

)
= 0.

Preuve : On rappelle tout d’abord (voir [HMZ02]) que l’opérateur de Dirac

D : H− −→ L2(ΣM)

définit un opérateur inversible, c’est-à-dire que pour tout Φ ∈ Γ(ΣM), le problème à
bord {

Dψ = Φ sur M
B

−
MIT(ψ|∂M) = 0 le long de ∂M
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possède une unique solution lisse φ ∈ Γ(ΣM). On procède maintenant de la même
manière que dans la preuve de la Proposition 2.12. En effet, on se place dans la métrique
conforme à la métrique initiale dans laquelle on peut trouver un point q ∈ ∂M tel que
la propriété (∗) soit vérifiée. Il existe alors un ouvert U de R

n
+ et un ouvert V de M

qui fournissent la trivialisation du fibré des spineurs au-dessus de V construite dans
la section précédente. Dans la suite, on notera toujours indifféremment un spineur au-
dessus de U et son image dans le fibré des spineurs au-dessus de V. Soit alors ψ0 ∈ ΣqM
tel que iγ(ν)ψ0 = −ψ0 et η un fonction de cut-off telle que :

{
0 ≤ η ≤ 1, η ∈ C∞(M)
η ≡ 1 sur B+

q (δ), supp(η) ⊂ B+
q (2δ) ⊂ V.

Si on pose alors Φ(x) = η(x)Geucl(x, q)ψ0 alors ce champ de spineurs est clairement
harmonique sur B+

q (δ) \ {q} et le champ Ψ = DΦ se prolonge donc à M tout entier en
un champ de spineurs lisse en posant Ψ(q) = DΦ(q) = 0. Puisque l’opérateur de Dirac
est inversible sur H−, il existe un unique champ de spineurs, noté m−

MIT( . , q)ψ0 ∈ H−,
vérifiant D

(
m−

MIT( . , q)ψ0

)
= −Ψ. Posons alors :

G−
MIT(x, q)ψ0 := ηGeucl(x, q)ψ0 + m−

MIT(x, q)ψ0.

Il reste donc à vérifier que cette section satisfait la définition de la fonction de Green
MIT sous la condition à bord B

−
MIT. On remarque que par construction on a clairement

que le long de ∂M :

B
−
MIT

(
G−

MIT(. , q)ψ0|∂M

)
= 0.

On vérifie maintenant que :
∫

M

〈G−
MIT(x, q)ψ0,Dϕ(x)〉dv(g) = 〈ψ0, ϕ(q)〉

pour tout ϕ ∈ H+. Pour cela, en utilisant la preuve de la Proposition 2.12 (et en
conservant les notations introduites dans cette proposition), on obtient alors :

∫

M

〈G−
MIT(x, q)ψ0,D(ϕ)〉dv(g) =

∫

M

〈G−
MIT(x, q)ψ0,D(η̃ϕ)〉dv(g)

+

∫

M

〈G−
MIT(x, q)ψ0,D

(
(1 − η̃)ϕ

)
〉dv(g). (91)

Cependant, en intégrant par partie, on a :
∫

M

〈G−
MIT(x, q)ψ0,D

(
(1 − η̃)ϕ

)
〉dv(x) =

∫

M

〈D
(
G−

MIT(x, q)ψ0

)
, (1 − η̃)ϕ〉dv(x)

+

∫

∂M

〈γ(ν)G−
MIT(x, q)ψ0, (1 − η̃)ϕ〉dv(x).

Le terme de bord est nul puisque B
−
MIT

(
G−

MIT(. , q)ψ0|∂M

)
= 0 et les champs de spineurs

γ(ν)G−
MIT( . , q)ψ0 ∈ H− et ϕ ∈ H+ sont donc orthogonaux le long de ∂M. De plus, le

premier terme est nul car D
(
G−
q ( . )ψ0

)
= 0 sur M \ {q}. Reste maintenant à calculer le

premier terme de l’identité (91). Pour cela, on écrit :
∫

M

〈G−
MIT(x, q)ψ0,D(η̃ϕ)〉 =

∫

M

〈G−
eucl(x, q)ψ0,Dϕ〉 +

∫

M

〈m−
MIT(x, q)ψ0,D(η̃ϕ)〉
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et puisque le champ m−
MIT( . , q)ψ0 est harmonique sur {η ≡ 1} (donc sur supp(η̃)), on

obtient : ∫

M

〈G−
MIT(x, q)ψ0,Dϕ〉dv(x) = 〈ψ0, ϕ(q)〉

par définition de la fonction de Green euclidienne. L’unicité de la fonction de Green MIT
s’obtient facilement puisque l’opérateur de Dirac est inversible sur H− et on a alors que
G−

MIT est l’unique fonction de Green MIT. On procède exactement de la même manière
pour la condition à bord B

+
MIT. �

On est maintenant en mesure d’énoncer et de donner la preuve du théorème de la masse
positive annoncée au début de cette section. En effet, on prouve le résultat suivant :

Théorème 2.7. Soit (Mn, g, σ) une variété riemannienne spinorielle connexe com-
pacte de dimension n ≥ 3 à bord lisse ∂M et dont l’invariant de Yamabe est positif.
Supposons de plus qu’il existe une métrique conforme à g et un point q ∈ ∂M tel que,
dans cette métrique, le point q ∈ ∂M possède la propriété (∗). Alors la masse A de M
satisfait A ≥ 0. De plus, on a égalité si et seulement si M est conformément isométrique
à l’hémisphère ronde S

n
+.

Preuve : On peut supposer que dans la métrique g, il existe un point q ∈ ∂M qui possède
la propriété (∗) (à un changement de métriques conformes près), La Proposition 2.17
permet alors de déduire l’existence d’une unique fonction de Green G−

MIT( . , q) pour la
condition à bord MIT possédant au voisinage de q le développement suivant :

G−
MIT(x, q)ψ0 = Geucl(x, q)ψ0 + m−

MIT(x, q)ψ0, (92)

où ψ0 ∈ ΣqM est tel que iγ(ν)ψ0 = −ψ0 et m−
MIT( . , q)ψ0 ∈ Γ(ΣM) est un champ de

spineurs harmonique au voisinage de q satisfaisant :

B
−
MIT

(
m−

MIT(. , q)ψ0|∂M

)
= 0.

Sans perdre en généralités, on peut supposer que |ψ0|2 = 1. D’autre part, puisque par
hypothèse on a supposé que µ(M, ∂M) > 0, il existe une unique fonction de Green Gq
du laplacien conforme lisse sur M \ {q} et vérifiant Gq > 0 (voir [Esc92b]). De plus,
comme le point q satisfait la propriété (∗) dans la métrique g, la fonction de Green du
laplacien conforme admet au voisinage du point q, le développement suivant :

Gq(x) =
1

(n− 2)ωn−1rn−2
+ A + αq(x)

où A ∈ R et αq est une fonction harmonique (au voisinage de q) satisfaisant αq(q) = 0

et ∂αq

∂ν
= 0. On considère alors le changement conforme de métriques sur M \ {q} donné

par :

g =
(
(n− 2)ωn−1Gq

) 4
n−2 g = G̃

4
n−2
q g

Puisque la fonction de Green du laplacien conforme satisfait le problème à bord :{
LGq = δq sur M
BGq|∂M = δq le long de ∂M

et que les courbures scalaires et moyennes dans g et g sont reliées par les formules :

R = G̃−n+2
n−2

q LG̃q et H = G̃− n
n−2

q BG̃q
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on obtient que la courbure scalaire de (M\{q}, g) vaut R = 0 et que la courbure moyenne
de (∂M \ {q}, g) dans M vaut H = 0. La donnée d’une métrique conforme à g permet
une identification des fibrés des spineurs au-dessus de (M \ {q}, g) et (M \ {q}, g). En
effet, on a un isomorphisme de fibrés donné par :

F : Σg(M \ {q}) −→ Σg(M \ {q})
tel que les opérateurs de Dirac satisfont la relation :

D
(
G̃−n−1

n−2
q F(ψ)

)
= G̃−n+1

n−2
q F(Dψ)

pour tout ψ ∈ Γ
(
Σg(M \ {q})

)
et où D (resp. D) désigne l’opérateur de Dirac agissant

sur Σg(M\{q}) (resp. Σg(M\{q})). Considérons alors le champ de spineurs donné par :

Gq( . )ψ0 = G̃−n+1
n−2

q F
(
G−

MIT( . , q)ψ0

)
∈ Γ

(
Σg(M \ {q})

)
.

Par covariance conforme de l’opérateur de Dirac, on a :

D
(
Gq( . )ψ0

)
= G̃−n−1

n−2
q F

(
D

(
G−

MIT( . , q)ψ0

))
= 0 (93)

sur M\{q}. De plus, puisque la condition à bord MIT est elle-aussi covariante conforme,
on a :

B
−

MIT

(
Gq( . )ψ0|∂M

)
= 0,

où B
−

MIT = 1
2

(
Id− iγ(ν)

)
désigne la projection associée à la condition à bord MIT dans

la métrique g. Soit maintenant ε > 0 et notons B+
q (ε) la demi-boule de centre q et de

rayon ε. En utilisant l’identité (93), la formule de Schrödinger-Lichnerowicz et le fait
que la courbure scalaire de M \ {q} est nulle, on a :

0 =

∫

M\B+
q (ε)

〈D2(
Gq(x)ψ0

)
,Gq(x)ψ0〉dv(g) =

∫

M\B+
q (ε)

〈∇∗∇(Gq(x)ψ0),Gq(x)ψ0〉dv(g).

En intégrant par parties cette identité, on obtient :∫

∂B+
q (ε)

〈∇νε
(Gq(x)ψ0),Gq(x)ψ0〉ds(g) =

∫

∂Mε

〈∇ν(Gq(x)ψ0),Gq(x)ψ0〉ds(g)

+

∫

M\B+
q (ε)

|∇(Gq(x)ψ0)|2dv(g) (94)

où ∂Mε = ∂M \
(
∂M ∩ ∂B+

q (ε)
)

et ν (resp. νε) désigne le champ de vecteurs unitaire
normal rentrant (resp. sortant) à ∂Mε (resp. ∂B+

q (ε)) dans la métrique g. Remarquons
alors qu’un calcul permet de voir que :

∇ν(Gq(x)ψ0) =
n− 1

2
H Gq(x)ψ0 − γ(ν)D

(
Gq(x)ψ0

)
− D

∂M(
Gq(x)ψ0

)

où D
∂M

désigne l’opérateur de Dirac du bord ∂M muni de la métrique g. Cependant,
sur ∂Mε on a H = 0 et D

(
Gq(x)ψ0

)
= 0, donc l’égalité (94) s’écrit :

∫

∂B+
q (ε)

〈∇νε
(Gq(x)ψ0),Gq(x)ψ0〉ds(g) = −

∫

∂Mε

〈D∂M(
Gq(x)ψ0

)
,Gq(x)ψ0〉ds(g)

+

∫

M\B+
q (ε)

|∇(Gq(x)ψ0)|2dv(g).
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D’autre part, par covariance conforme de la condition à bord MIT, on a aussi que :

iγ(ν)Gq(x)ψ0 = Gq(x)ψ0,

pour tout x ∈ ∂Mε et donc :

〈D∂M(
Gq(x)ψ0

)
,Gq(x)ψ0〉 = 〈iγ(ν)D∂M(

Gq(x)ψ0

)
, iγ(ν)Gq(x)ψ0〉

= −〈D∂M(
Gq(x)ψ0

)
,Gq(x)ψ0〉.

L’égalité (94) devient donc :

0 ≤
∫

M\B+
q (ε)

|∇(Gq(x)ψ0)|2dv(g) =
1

2

∫

∂B+
q (ε)

νε|Gq(x)ψ0|2ds(g). (95)

Le champ de vecteurs νε étant normal rentrant à ∂B+
q (ε) pour la métrique g et puisque

g est conforme à g (qui est plate au voisinage de q), le champ νε est colinéaire à ∂
∂r

,

c’est-à-dire qu’il existe une constante c > 0 telle que νε = −c ∂
∂r

. Or :

1 = g(νε, νε) = c2G̃
4

n−2
q g(

∂

∂r
,
∂

∂r
) = c2(n− 2)

4
n−2 ω

4
n−1

n−1 G
4

n−2
q

et donc puisque la demi-boule B+
q (ε) est contenue dans l’ouvert de trivialisation plat au

voisinage du point q, la fonction de Green du laplacien conforme possède le développement
(89), c’est-à-dire

c2(n− 2)
4

n−2 ω
4

n−1

n−1

( 1

(n− 2)ωn−1rn−2
+ A + αq(x)

) 4
n−2

= 1.

Un simple calcul permet alors de voir que c = ε2+o(ε2) et donc que νε = −(ε2+o(ε2)) ∂
∂r

.

Donnons maintenant un développement de la quantité νε|Gq(x)ψ0|2 sur la demi-sphère
∂B+

q (ε) ; pour cela, on écrit :

|Gq(x)ψ0|2 = G̃−2n−1
n−2

q |G−
MIT(x, q)ψ0|2

= (n− 2)−2n−1
n−2 ω

−2n−1
n−2

n−1 G−2n−1
n−2

q |G−
MIT(x, q)ψ0|2

=
( 1

rn−2
+ (n− 2)ωn−1A + α̃q(x)

)−2n−1
n−2 |Geucl(x, q)ψ0 + m−

MIT(x, q)ψ0|2

où α̃q(x) = (n− 2)ωn−1αq(x). En développant cette expression, on arrive à :

|Gq(x)ψ0|2 =
(
1 + (n− 2)ωn−1Ar

n−2 + α̃q(x)r
n−2

)−2n−1
n−2

×
(
1 + |m−

MIT(x, q)ψ0|2 + 2Re 〈Geucl(x, q)ψ0,m
−
MIT(x, q)ψ0〉

)
.

On peut maintenant calculer ∂
∂r
|Gq(x)ψ0|2. En effet, après calculs, on obtient :

∂

∂r
|Gq(x)ψ0|2 = −2(n− 1)(n− 2)ωn−1 A εn−3 + o(εn−3).

D’autre part, on a :

ds(g) =
√

det(g)dx

= G̃2n−1
n−2

q dx

= ε−2(n−1)
(
1 + o(1)

)
dx
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où dx est la forme volume canonique de R
n−1. Finalement, on arrive à :

0 ≤
∫

M\B+
q (ε)

|∇(Gq(x)ψ0)|2dv(g) =
1

2

∫

∂B+
q (ε)

νε|Gq(x)ψ0|2ds(g)

=
1

2
vol

(
∂B+

q (ε)
)(

− ε2 + o(ε2)
)(
ε−2(n−1) + o(ε−2(n−1))

)

×
(
− 2(n− 1)(n− 2)ωn−1 Aεn−3 + o(εn−3)

)

= (n− 1)(n− 2)ω2
n−1 A + o(1)

et donc A ≥ 0. Supposons maintenant que A = 0 ; en utilisant l’identité ci-dessus, on
obtient que le champ de spineurs Gq( . )ψ0 est un champ de spineurs parallèle sur M\{q},
c’est-à-dire que ∇X(Gq( . )ψ0) = 0 pour tout X ∈ Γ

(
T(M \ {q})

)
. Puisque le choix de

ψ0 est arbitraire, on obtient ainsi une base de spineurs parallèles du fibré des spineurs
au-dessus de (M \ {q}, g). D’autre part, le champ Gq( . )ψ0 vérifie la condition à bord
MIT, c’est-à-dire que l’on a :

iγ(ν)Gq( . )ψ0|∂M = Gq( . )ψ0|∂M.

En dérivant cette expression (le long de ∂M), on obtient que :

∇X

(
iγ(ν)Gq( . )ψ0

)
= −iγ

(
A(X)

)
Gq( . )ψ0 = 0

puisque le spineur Gq( . )ψ0 est parallèle et où A(X) = −∇Xν est l’application de Wein-

garten du bord ∂M dans M muni de la métrique g. Le champ Gq( . )ψ0 étant parallèle,
il ne possède pas de zéro et ainsi le bord ∂M est totalement géodésique dans M. La res-
triction au bord d’un champ de spineurs parallèle de la base construite précédemment
donne un champ de spineurs parallèle sur le fibré des spineurs du bord. Pour vérifier cela,
il suffit d’utiliser la formule de Gauss spinorielle et le fait que le bord ∂M est totalement
géodésique dans M. En utilisant alors l’identification des fibrés des spineurs intrinsèque
et extrinsèque du bord, on vérifie facilement que ∂M est isométrique à l’espace euclidien
R
n−1. La variété (M \ {q}, g) est donc isométrique à une variété possédant un nombre

maximal de spineurs parallèles et dont le bord est totalement ombilique et isométrique
à l’espace euclidien R

n−1. On a donc finalement montré que (M \ {q}, g) est isométrique
au demi-espace euclidien R

n
+. Soit maintenant I : (M \ {q}, g) → (Rn

+, ξ) une isométrie
et posons f(x) = 1 + ξ

(
f(x)

)
/4 où ξ

(
f(x)

)
:= ξ

(
f(x), f(x)

)
. Alors M \ {q} munie de

la métrique f−2g = f−2G̃
4

n−2
q g est isométrique à l’hémisphère standard S

n
+ (c’est-à-dire

muni de sa métrique canonique). La fonction f−2G̃
4

n−2
q est lisse sur M\{q} et se prolonge

continûment en une fonction positive à M tout entier. On a ainsi bien montré que M est
conformément isométrique à (Sn+, gst). �
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La principale motivation des travaux de cette thèse est d’étudier l’aspect conforme du
spectre de l’opérateur de Dirac sur une variété à bord. Dans un premier temps, on donnera des
estimations de la première valeur propre de l’opérateur de Dirac fondamental de M sous deux
conditions à bord locales prenant en compte leurs propriétés conformes. Une étude détaillée de
ces conditions à bord permet alors de clore cette première partie par une estimation classique
du spectre de l’opérateur de Dirac, raffinant un résultat antérieur de O. Hijazi, S. Montiel et
A. Roldán. Dans un second temps, on construit un invariant spinoriel conforme à partir de la
première valeur propre de l’opérateur de Dirac sous l’une des conditions à bord étudiées dans
le premier chapitre. Cet invariant peut être vu comme l’analogue de l’invariant de Yamabe
dans le cadre spinoriel. Une étude approfondie de cet invariant conduit de manière naturelle à
la construction de la fonction de Green de l’opérateur de Dirac.

Conformal aspect of the Dirac operator on manifolds with boundary :

In this thesis, we study the conformal aspect of the spectrum of the Dirac operator on mani-
folds with boundary. First, we prove some lower bounds for the first eigenvalue of the Dirac
operator under two local boundary conditions using the conformal covariance of these opera-
tors. A carefully treatment of these boundary conditions leads to a classical estimation of the
eigenvalues of the Dirac operator under one of the preceding boundary conditions which im-
proves a previous result of O. Hijazi, S. Montiel and A. Roldán. In a second time, we construct
a spinorial conformal invariant defined from the first eigenvalue of the Dirac operator under
the generalized chiral bag boundary condition. This invariant can be seen as an analogous of
the Yamabe invariant in the setting of spin geometry. A detailed study of this invariant leads
to the construction of the Green function for the Dirac operator.
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