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Notations et Symboles

NOTATIONS ET SYMBOLES

A vecteur ou tenseux

A composante du vecteAr(A; composante du tensediy

E,=14.16 MJ énergie volumique du mélange proparygénxe

dn distance normale séparant le centre d'explosionlade
plaque impactée

ta temps d'arrivée (temps nécessaire a l'onde de pboc
atteindre la plaque)

Ap’ surpression a l'instatt

o rayon du confinement de la charge explosive

Vp volume de gaz contenu dans la sphére de mayon

h épaisseur de la plaque

S surface des sections droites

p masse volumique de la plaque

Pt masse volumique du fluide

E module d'Young de la plaque

\% coefficient de Poisson

K coefficient correcteur de cisaillemert$ 0.86 (Reismann
(1988))]

G=E/2@1+V)] module de cisaillement de la plaque

| =h® /12 inertie de rotation des sections droites de lguy#a

C = Eh/(1-v?) rigidité de traction

D = El /(1-Vv?) rigidité de flexion

% vitesse dimensionnelle de propagation du front de
chargement
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Cp =+ E/[p(l—vz)] vitesse de propagation des ondes longitudinalgdadgie
c, = KG/p vitesse de propagation corrigée des ondes ddl@msant
C; = B/pf vitesse de propagation des ondes acoustiques ldans

fluide (B: module de compressibilité)

t variable dimensionnelle de temps

(X,2) variables dimensionnelles de repérage dans ugmegsde
coordonnées cartésien

(r,2 variables dimensionnelles de repérage dans ugregsde

coordonnées cylindrique

w déplacement dimensionnel hors plan de la plaque

u vecteur déplacement dans le plan de la plaque

Ui composante du vecteur(i = 1,2)

b 4 vecteur rotation des sections droites de la plaque

¥ composante du vecteW (i = 1,2)

Us vecteur déplacement d'une particule fluide

[0) potentiel des vitesses acoustiques dans le fluide

Pext pression extérieure (dimensionnelle) appliquéelsdace

non couplée de la plaque

Pint pression dimensionnelle exercée par le fluiddasptaque

c tenseur des contraintes

Gij composantes du tenseur des contraimtes = 1,2,3)
e=¢g+¢ tenseur des déformations® ( tenseur des déformations

élastiques ¢” : tenseur des déformations plastiques)

€ij composantes du tenseur des déformatdng= 1,2,3)
E; = 1500 MPa module d’Young tangent

I tenseur Identité

S=0- (1/3)tracep)l tenseur déviateur des contraintes

oo =110 MPa limite élastique initiale

Ceq contrainte équivalente au sens de Von Mises
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o :,H/S:h/\/l_z
T=cot/rg
(X,2) = (x,2/ro

(R2) = (r,2Iro

Y=X-VT

V=Vvig,
d=cq/c,

8=cs/c,
n=p;/(pv12)

W=wlrg
®=¢/(rycp)
Poyt = Pext/(PC3412)

Pae = P /(PC3412)

T =0, /(pc212)

[ =0,,/(pc312)

rayon de giration de la plaque

variable non dimensionnelle de temps

variables non-dimensionnelles de repérage dans un
systeme de coordonnées cartésien

variables non-dimensionnelles de repérage dans un
systeme de coordonnées cylindrique

abscisse relative utilisée en analyse stationnaire

vitesse non-dimensionnelle de propagation du fraat

chargement

vitesse non dimensionnelle des ondes acousticaes ld

fluide

vitesse non dimensionnelle des ondes de cisailleme

masse volumique non dimensionnelle du fluide

déplacement non-dimensionnel hors du plan dealque

potentiel non dimensionnel des vitesses acoustique
pression extérieure non dimensionnelle

pression non dimensionnelle exercée par la flgige la
plaque

contrainte de flexion non dimensionnelle

contrainte moyenne de cisaillement non dimensitb&ane
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1. Introduction générale

1. INTRODUCTION GENERALE

Parmi les risques rencontrés dans les activitéasinélles figurent ceux liés aux
stockages et a I'emploi de substances explosiv&saluation de ces risques, de leurs
conséquences sur les populations et I'environneseieurte a la variété et a la complexité
des situations réelles. De plus, les structuresgdlétre en contact avec des liquides. Dans
ce cas, la description des phénoménes nécessiteonmgréhension de l'interaction fluide
structure, c'est-a-dire du couplage entre la dygaede la structure et celle du fluide.

L’objet de ce travail de thése est I'étude de forése en flexion des plaques couplées a
un liquide sur une de leurs faces et parcouruesipaonde de pression sur l'autre face. Cette
situation se rencontre lorsque des structures éegmont exposées aux chargements rapides
générés par les détonations, lesquelles corresppadenode d’explosion le plus violent.

Le deuxiéme chapitre présente le chargement issu d’'une détonation raxieEn
détonique, ce chargement est appelé « pressi@cthél». Il s’agit d’'un champ de pression
mobile caractérisé par un front (discontinuité despion) qui se déplace a une vitesse élevée,
pouvant atteindre plusieurs milliers de metres qmonde. De telles vitesses procurent a la
sollicitation de détonation un caractere hautenggneamique. L’évolution spatio-temporelle
des pressions réfléchies sur les structures pkstesonnue et peut étre intégrée dans un code
de calcul.

Le troisiéme chapitre présente une étude bibliographique concernarddesaines de
I'interaction fluide structure, de la dynamique itip et de la réponse des plaques a des
chargements mobiles. Tout d’abord, les hypothesEsmatiques nécessaires pour étudier les
mouvements de flexion d’'une plaque sont introduisuite, dans le contexte de dynamique
rapide, les équations linéarisées du mouvement dluidle parfait compressible sont
exposees. Puis, au travers d’études antérieurdespiagues couplées, on montre les effets
induits par le fluide sur les mouvements de la ypgadensuite, on présente les travaux meneés
sur la réponse des plagues soumises a des ondbsaeréées par des détonations. Enfin, le
chargement de détonation devant étre considéré eomabile, des travaux réalisés sur la

réponse des plaques a ce type de chargement guooeésx
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Le quatrieme chapitre présente la modélisation du probleme. Les sddlicihs
extérieures envisagees se déplacant a des vitdlssees, des vibrations a hautes fréquences
vont étre créées sur la structure. Les hypothésdgernt permettre la description de
phénomenes vibratoires caractérisés par de falblegueurs d’ondes. Par conséquent, la
plaque est étudiée selon la théorie de Mindlin-Reis qui prend en compte linertie de
rotation et les déformations a I'effort tranchaloés équations du mouvement de la plaque
prennent en compte les effets non linéaires géaués initiés par les grandes rotations de la
plague soumise a des chargements d’intensitéseslev® modele tient aussi compte des
éventuelles non linéarités matérielles en intraghtispour le matériau constitutif de la plaque,
une loi de comportement élasto-plastique.

Si on ne considere que les grandes rotations pladme, les déplacements du fluide, a
l'interface, restent petits. Ainsi, il est légitimé'appliquer, tout au long de [I'étude,
I'hnypothése des petites perturbations dans le dluiZes hypothéses conduisent aux équations
de l'acoustique linéaire dans le liquide.

Les équations de la dynamique sont obtenues & pargprincipe de Hamilton et sont
exprimées en termes d’opérateurs. Ces équationwalailes quel que soit le repere d’étude
et on les développe pour deux problemes distindls ie probleme de la plaque
unidimensionnelle (bande) couplée pour lequel tpgattons sont exprimées en coordonnées
cartésiennes dt) le probleme de la plaque circulaire axisymétrigquieles équations sont
exprimées dans un repére de coordonnées cylingrique

Dans lecinquieme chapitre on montre que des solutions analytiques exisiehibn
résout le probleme linéaire de la bande coupléensmua un chargement constant et se
déplacant a une vitesse constante (chargement enaiforme). Les solutions stationnaires
du systéme sont étudiées dans un repére mobithatéa front de chargement et représentent
des ondes qui se propagent dans le systeme colgpié&me vitesse que le chargement.

Dans lesixieme chapitre une méthode de résolution numérique est présebliéeest
basée sur l'utilisation des différences finies ea bpérateurs différentiels en temps et en
espace sont approchés par des approximations tthée® du second ordre. L’intégration
temporelle des équations du mouvement s’effectiom s schéma explicite d’ordre deux.

L’algorithme « intégre » un critére de plasticité @don Mises. Une loi bilinéaire est
utilisée pour modéliser le comportement élastotjglae du matériau.

Dans un premier temps, la réponse de la bandechangement mobile stationnaire est

présentée. Dans le cas linéaire, une comparaismlasolution analytique permet de valider
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la méthode de résolution. Dans un second tempsésedtats relatifs a la réponse de la plaque
circulaire axisymétriqgue soumise au chargementédendtion sont exposeés.

Le septieme chapitreest consacré a I'étude expérimentale. Nous utidism montage
permettant de contréler des explosions dans I'gbim&re et de mesurer les ondes mécaniques
naissant sur des plagues reposant sur de I'eaterAe de ces expériences, il nous est apparu
que :i) le modéle numérique permet d’interpréter avetepse les signaux mesurés);le
modele prévoit correctement les amplitudes etréguences observéesiie} le domaine de
validité du domaine linéaire peut étre précisé gracla prise en compte des effets non

linéaires susceptibles d’apparaitre aux tous prsnmstants de la réponse.
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2. La détonation & le chargement de pression agsoci

2.LADETONATION & LE CHARGEMENT
DE PRESSION ASSOCIE

2.1INTRODUCTION

Une explosion se définit comme la libération rapitiene énergie contenue dans un
volume limité et capable de produire une onde défleo Suivant les conditions initiales
(température, pression, composition du réactif @sifjl énergie d’amorcage) et la
configuration géométrique (milieu ouvert ou fernpFésence ou non d’obstacles) deux
régimes d’explosion peuvent survenir : la déflagrabu la détonation.

La déflagration produit une onde de souffle quipsepage a une vitesse sonique et
génere une surpression faible de quelques bardétomation, au contraire, produit une onde
de choc supersonique et la surpression engendtéeapeindre plusieurs dizaine de bars. I
s’agit du mode d’explosion le plus violent.

La probabilité d’apparition d’'une détonation esigfaible que celle d’'une déflagration
(Lannoy (1984)) mais la détonation est le phénomendus contraignant pour les structures
en terme de surpression : il s’agit du phénomeisgur compte dans la majorité des études
sur les risques d’explosion en milieu industrieél@oche (1983)).

Les matériaux énergétiques, susceptibles de détseeprésentent soit sous forme
solide (ex : le trinitrotoluene ou TNT) soit sowsrfie gazeuse (ex : mélange gazeux carburant
— comburant comme le mélange hydrogene — oxyg®&ue). comparer les détonations entre
elles, une équivalence a été établie entre letsaeftesurpression. L'idée est qu'il est possible,
a partir de la détonation du TNT, d’obtenir les ne@neffets de surpression que ceux obtenus
lors d’une explosion accidentelle. Cette équivadeoonsiste a déterminer la masse de TNT
qui, en détonant, engendrerait le méme champ deression que celui généré lors de
l'accident.

Les explosions sont des phénoménes qui dépassevendd’échelle du laboratoire.

L’application des lois de similitudes (géométriqueisénergétiques) permet de réaliser les
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études a échelle réduite. Ces lois existent enndpte et ont permis de réaliser de
nombreuses études en laboratoire.

Un objectif fondamental dans la maitrise des risgliés aux explosions en milieu
industriel est de pouvoir déterminer la surpressigpliquée aux installations. Mais les
géomeétries souvent complexes ainsi que la progagati la réflexion de I'onde de choc sur
les structures font qu'il est impossible de déteemianalytiquement le champ de pression
agissant sur les structures.

La plaque est un élément structural sensible &tlandtion puisqu’elle offre une surface
d’application importante. Par conséquent, c’estceutype de structures que I'onde de choc va
exercer les efforts dynamiques les plus importants.

La pression engendrée par une détonation en chidmngpdst dite pression incidente.
Lorsqu’un obstacle se trouve face a la détonateopression est modifiée par sa présence. Un
capteur dont la face sensible est placée dansatetphgent a I'obstacle mesure la pression
réfléchie.

C’est au probleme de plaque impactée par une oaddac que Brossamt al. (1988)
ont apporté des éléments de compréhension. A it grands nombres d’essais, ces
auteurs ont proposeé des expressions analytiquehauap de pression réfléchie, calculé sur
une surface plane et issu de la détonation aéri@nnemélange gazeux propane — oxygene.

Dans le cas de la détonation, les mouvements giadme n'influencent pas I'onde de
choc. Alors, la connaissance de la pression ré#éplermet d’intégrer le chargement de
détonation comme une donnée dans un code de ctlalg déterminer la réponse de la
structure soumise a ce type de sollicitation.

Le premier paragraphe présente l'aspect énergétapse détonations. Le second
paragraphe introduit la similitude de Hopkinson cpst la loi d’échelle principale en
détonique. Le troisieme paragraphe est consaceé farmulation analytique du champ de
pression généré par le passage de lI'onde de choarsu surface plane. Le quatrieme
paragraphe présente les propriétés fondamentales cleamp de pression, appelé « champ de

pression réfléchie ».
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2.2 ASPECT ENERGETIQUE DE LA DETONATION
2.2.1Calcul de I'énergie volumique

Les détonations sont obtenues a partir de la @ade combustion du mélange propane
— 0xygene en proportions stoechiométriques :

C3Hg +505 - 3CO, +4H50 (2-1)

L’énergie volumique de combustidty correspond a I'énergie libérée lors de la réaction

et se calcule selon I'expression suivante :

- P )
v=—or|AH| (2-2)

Dans cette formule)H correspond a la variation totale d’enthalpieest le nombre de
moles,R = 8.314 est la constante des gaz parf@ss 101325 Pa correspond a la pression
atmosphérique & est la température en Kelvin.

A partir des enthalpiesAH (C3Hg) =-103847 J/mol AH(CO,) =-39351Q)/mol
AH (H,0) = -241826)/mol et AH (O,) =0J/mol, on calcule la variation totale :

AH =3AH (CO,) +4AH (H,0) - AH (C3Hg) = —2.044x10° J (2-3)

Pour la combustion du propane avec l'oxygame; 6 (une mole de propane et cing

d’oxygéne) on obtient, pour une température ambiggale a 293 K, I'énergie volumique

suivante :

E, =1416 MJ/m3 (2-4)

Dans les expériences effectuées au laboratoireélange explosif est contenu dans une
enveloppe sphérique de type « bulle de savon sathornben élastomere.

Si V,, désigne le volume du confinement alors I'énergedmbustion, libérée lors de la

détonation, est égale a :
Eg = Ey XV =14160V, MJ (2-5)

2.2.2Equivalence énergétique

Selon Lannoy (1984), pour obtenir les mémes effetsurpression, la détonation d’'un

meélange gazeux doit étre cing fois plus énergétiyeela détonation du TNT :
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Eo(ga? =5Ex(TNT) (2-6)

La question se pose de connaitre la quantité degdzZaudrait pour obtenir la méme
énergie libérée lors de la détonation d’'un kilogmr@aede TNT sachant que I'énergie massique
du TNT vautE(TNT) = 4690 kJ/kg (Kinney (1985)).

A partir des énergies massigg et volumiquek,, de la massende TNT et du volume

V de gaz, on établit la relation d’équivalence soiga

m(gag E(ga2 =5Sm(TNT)E,(TNT) (2-7)
soit :
V(gagE, (gaz =5m(TNT)E,(TNT) (2-8)

Pour la combustion complete propane — oxygene, tmsonditions normales de
pression et de température, il faudrait un volumgalz égal & 1.656°mpour obtenir I'énergie
libérée lors de la détonation de 1 kg de TNT. Iseerent, il faudrait une masse de TNT égale
a 604 mg pour avoir les surpressions obtenuesderk& détonation d’'un litre de mélange
propane — oxygene.

Ce simple calcul permet d’évaluer les ordres dendgars concernant les quantités
d’explosifs utilisées dans les expériences a éshetluite et illustre la dangerosité des
explosifs solides par rapport aux explosifs gazeux.

Bien que cette méthode soit universellement uéligi doit noter que les résultats de

masses équivalentes de TNT ne sont, en générappgpaoximatives (Laurent (2003)).

2.3LOI DE SIMILITUDE DE HOPKINSON

A partir du théoréme Pi de Buckingham et d’'une ys®ldimensionnelle des grandeurs
caractéristiques des ondes de choc, Hopkinson [I®ii&veloppé la notion de similitude en

fonction d’un unique paramétre, appelé « distagdeite », défini par :

A -4 en mJ¥3 (2-9)

JEo
La distance réduité est définie comme le rapport entre la distanceursép le centre
d’explosion et un point d’observation quelconquéaatacine cubique de I'énergie libérgg
Les détonations pour lesquelles la valeuk @st identique sont des détonations qui respectent
la similitude.
En dautres termes (Bakegt al. (1991)), la similitude de Hopkinson établit qu’un

observateur, situé a une distarttél’'une charge explosive de rayos) mesurera la méme
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pression de détonatidhqu’'un observateur situé a une distakcded’'une charge de raydfr,
mais avec des temps d’application et des impulsiomsiltipliés par le facteur d’échell¢
(Fig. 2-1).

Fig. 2-1 : lllustration de la similitude de Hopkinson

La loi de similitude de Hopkinson a été vérifiegpérimentalement par de nombreux
auteurs pour des charges explosives variées. Balkadr(1991) citent notamment les travaux
de Kingery (1952) qui montrent une concordance segdsfaisante entre les résultats obtenus
lors d’'un test avec une charge de cent tonnes deéiNeux estimés en laboratoire avec des

charges variant de 0.5 a 4.5 kilogrammes.

2.4CHARGEMENT DE DETONATION SUR UNE SURFACE PLANE

2.4.1Présentation

Dans cette étude, on s’intéresse aux détonatiornsnaés de mélanges gazeux. Ces
détonations donnent naissance a des ondes de atamtérisées par une distribution spatio-

temporelle.
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Initialement, il y amorcage de la réaction de costiom par apport rapide d’énergie
d’'origine électrigue. La combustion s’accompagnand’ propagation de flamme dans le
mélange réactif. Cette flamme constitue le front’dede de détonation et se déplace a la
vitesse constante de Chapman — Jouguet (Soche®)j19®téeDc; Cette vitesse, pour le
mélange propane — oxygene, est égale a 2360 m/sodtact du milieu ambiant (ici de I'air),
I'onde de détonation lance dans I'atmosphére uwie ale choc sphérique. L'onde de choc est
assimilable a une discontinuité de pression qpirepage radialement a travers l'air, avec une

symétrie sphérique.

2.4.2Modélisation de la pression réfléchie

Grace aux études expérimentales et théoriquesiantEs menées au LEES, I'histoire
de la pression réfléchie sur un plan, pour uner@gdton donnée, est bien connue (Brosssrd
al. (1988)).

Le signal de pression (Fig. 2—2), enregistré erpaimt A d’une structure plane, est

caractéristique.

mélange « propane-oxygéne »
d =028m;r,=0.035m

o
~

----------------------------------------

o
b

o

Pression relative p [10° Pa]

0 0.4 0.8 1.2 1.6 2.0
Temps [10- 5]

Fig. 2-2 : Profil expérimental de la pression réfléatmeun point d’une structure plane
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Apres un certain délai, appelé «temps d'arrivé maét,, au passage de I'onde au
pointA, la pression s’éleve brutalement a son maximung,alens nos expériences, un temps
de montée inférieur a 3 us. Ensuite, la pressiaffagblit et diminue jusqgu’a la pression
ambiante. Une phase de dépression apparait peladaetle la pression diminue jusqu’a son
minimum. La pression remonte alors jusqu’a la poesambiante. On estime que la durée de
la phase de dépression est sensiblement égalis foimla durée de phase de surpression.

Pour modéliser I'histoire de la pression réfléchie une structure, il est nécessaire de
définir les positions pour lesquelles la pressieh @lculée. Soit, la distance normale
séparant le centre d’explosion de la structurepaiat A est repéré par sa distance réduiet

'angle d’'incidencen (Fig. 2-3).

.;:'

I B R 1 Qh
.."J ¥

Q

S
N

structure

Fig. 2-3 : Parametres de la détonation face a un plan

L’histoire de la pression réfléchie au pofest modélisée par une fonction sinusoidale
trés amortie dont I'expression, proposée par Deleed1983), est :

+sin[t—t7)/t7]
sin[-mt* /t7]

p(t) = Ap expkt/t) (2-10)

Dans cette formule Ap’ représente la surpression maximale,est le facteur
d’amortissementt” et t sont les durées des phases de surpression etpdessién. La
modélisation nécessite aussi la connaissance dpstefarrivéet, de I'onde au poinA. Ce

parameétre représente le temps nécessaire a I'andepprcourir la distanag
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2. La détonation & le chargement de pression agsoci

On observe (Fig. 2-4) que la fonction, définie eres instants, ett, + t* + t, est
bornée par les extremumg’ et Ap’ (valeur minimale de la pression au cours du tenfus)
dela de linstant, + t* + t', les oscillations de la fonctign d’amplitudes trés faibles, sont

négligées.

mélange « propane-oxygéne »
0.4 Ap d=028m;r,=0.035m

0.2

pression relative p [10° Pa]

0 0.4 0.8 1.2 1.6 2.0
temps [10-° 5]

Fig. 2-4 : Profil numérique de la pression réfléchigaint A

A partir d’essais expérimentaux, Brossat al. (1995) ont proposé des fonctions
polynomiales faisant intervenir I'angle d’incidenee pour calculer la valeur des six
paramétreap’, k, t*, t etts.

L’expression de la surpressiap” est :

Ap* =Py exp[Ag + A INA + Ay(InA)?] (2-11)
Avec :

Ap =1.253-0.00046 71 +0.0000861%2 — 0.000002236 3 (2-12)
A, = 032~ 0.00204x (2-13)
A =-2.193poura < 44° (2-14)
A =-3.315+0.0255x poura [1[44°64°] (2-15)
A =-1.416-0.004a poura > 64° (2-16)
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Le coefficient d’'amortissemeiktest défini par :

k=1-0556InA + 0.3(InA)2 - 0.0564In )3 (2-17)
L’expression du temps d'arrivégest :

t, =T (~26+9.538\ +5.528\2 — 0.585\%) /D5 pourh < 4 (2-18)
t, =1y (—29.85+28583\)/ D¢ pourh O [4:20] (2-19)
Enfin, les duréef ett” sont définies par :

t* =3/Eq exp0.167+ 0.815In A - 0.146(n A)?] (2-20)
t~ =3Eg exp[L.125+ 096In A - 0.2335InA)?] (2-21)

Pour un mélange gazeux donné, de caractéristiqgumesgétiques connues, la
connaissance des parametrgset d, permet de connaitre sans ambiguité I'histoire ale |
pression en un point quelconque repére, sur le planses parametres géomeétriguex o
(Fig. 2-3).

2.5PROPRIETES DE LA PRESSION REFLECHIE

Le chargement, généré lors d’'une détonation, esthamp de pression mobile qui se
propage sur la structure et qui possede une sygraitour d’'un axe.

A l'aide des formules analytiques précédentes,emmésente I'évolution de la pression
en fonction du temps pour différents points deléape (Fig. 2-5).

On voit que la propagation de I'onde de choc supleque s’accompagne d'une
élévation brutale de la pression (discontinuitgussion) qui se déplace sur la structure. On
observe aussi une diminution de l'intensité du i chargement en fonction du temps et de
I'espace.

Il est aussi possible de calculer la vitesse dntfde pression sur la structure (Fig. 2—6).
Au premier point d'impactr(= 0), la vitesse est « théoriquement » infinide Elécroit tres
rapidement pour se stabiliser a la vitesse du aos Hair.

Les chargements de détonation sont des phénomémesnidjues dont I'évolution
spatio-temporelle ne peut étre comparée ni a liiat d’'une impulsion ni a celle d’'une

pression mobile appliquée uniformément.
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2. La détonation & le chargement de pression agsoci

2.6 CONCLUSION

Les éléments de détonique essentiels a la présgnte ont été présentés. Les
nombreuses expériences antérieures menées au LBESpesmis de proposer une
modélisation de la pression réfléchie. Ces résulpauvent étre introduits dans un code de
calcul numérique afin d’évaluer la réponse dynamiglune structure plane soumise a une
détonation aérienne.

[
0
LA
) 'y
[\

R,,
%
/
})

Pression p [ 10° Pa]

Fig. 2-5 : Représentation spatio-temporelle de la ppessfléchie sur un plan
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: : : i mélange « propane-oxygéne »
o S S S S - d =028m;r,=0035 m

Vitesse du front de chargement [10° m/s]

0 01 02 03 04

Distance parcourue par I’onde de choc sur la structure » [m]

Fig. 2-6 : Evolution numérique de la vitesse du fronpdession sur un plan
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3. Etude bibliographique

3. ETUDE BIBLIOGRAPHIQUE

3.1INTRODUCTION

La présente étude se place dans les domainesnderdétion fluide structure, de la
dynamique rapide et de la propagation des ondes. dd positionner notre étude, il est
nécessaire d’étudier les travaux menés sur la dignenaes plaques couplées a un liquide. De
méme, il est nécessaire d'étudier les travaux eféscsur la réponse des plagues soumises a
des ondes de choc. Enfin, la spécificité de notueled impose de faire une synthése des
travaux portant sur la réponse des plaques ou dafres soumises a des chargements
mobiles. En effet, nous avons vu que le chargemenexplosion est une pression réfléchie

gui se déplace a vitesse décroissante (d'abordssupgue puis subsonique).

3.2 THEORIE DE LA FLEXION DES PLAQUES

La théorie de la flexion des plagues la plus singdela théorie de Kirchhoff-Love
(1994), appelée aussi théorie classique de laofefClassical Plate Theory, en anglais). Elle

est basée sur le champ de déplacements suivant:

u(x,y,zt) = _ % (3-1)
oX
L
v(x, Yy, zt) =-z—2> (3-2)
W(X, Y, Z,t) = Wy(X, Y,1) (3-3)

dans lequel |, v, w) sont les composantes du déplacement, dans umeraj®
coordonnées cartésiennes, d'un point appartenafgudiet moyen (ie. plan de la plaque de
coordonnée = 0). Le champ de déplacement, composé des égadits-1) (3-2) et (3-3),
repose sur les hypothéses classiques selon lesgjugle section droite, normale au feuillet
moyen avant déformation, reste droite et normaleésapéformation (Fig. 3—1a). Sous ces

hypothéses, les déformations a l'effort tranchafgsecontraintes normales au feuillet moyen
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3. Etude bibliographique

sont négligées : I'état de déformation est généiguement par la flexion et les extensions du
feuillet moyen (tensions de membrane).

Les bases d'une théorie prenant en compte lesndgtions au cisaillement ont été
posées par Reissner (1945). Puis la théorie coenplété publiée par Mindlin (1951). Cette
théorie est connue sous le nom de théorie améli@éenglais, Improved Plate Theory -
IPT). Elle est basée sur le champ de déplacemeivians :

u(x,y,z,t) = =z2¥,(x, y,t)
V(X Y,zt) = —z2W, (X, y,t)

W(X, Y, zt) = wy(X,Y,t)

ou les terme¥, ety désignent les rotations des sections droites adtesiaxey etx,
respectivement. Selon cette théorie, une sectioitegdrnormale au feuillet moyen avant
déformation, reste droite mais n'est plus normaléeaillet moyen aprés déformation (Fig. 3—
1b). De plus, il est possible de prendre en cometeplus des déformations a I'effort
tranchant, l'inertie de rotation des sections dmoit

Un modéle de plaque plus complexe peut étre dépélopn utilisant comme
composantes du champ de déplacement des foncteite whriablez d'ordre deux (Reddy
(1984)). Ce modéle introduit des nouvelles incosndent l'interprétation physique n'est pas
evidente. De plus, I'apport de ce type de ce masl@ldes résultats n'est pas justifié en regard
de la complexité introduite dans les calculs (Red®g4)).

Dans tout le reste de I'étude, on se référera thdarie classique (Classical Plate
Theory) ou a la théorie améliorée (IPT) de la thexen parlant, respectivement, de plaque de
Kirchhoff ou de plaque de Mindlin Reissner. Cetistidction entre théorie classique et
théorie améliorée existe aussi pour I'étude degrgmuOn parle alors de poutre d'Euler-
Bernoulli (CPT) et de poutre de Kirchhoff (IPT).

A partir de la comparaison des vitesses de projegdes ondes de flexion dans une
plague infinie, Mindlin (1951) montre que la vitesgles ondes, prévue par la théorie
améliorée, est identique a celle calculée a pdetita théorie de I'élasticité. La concordance
des résultats entre théorie classique et théori@ldsticité n’est satisfaisante que dans le cas
ou les longueurs d’ondéssont supérieures a six fois I'épaisseur de laysaqg

Ces remarques conduisent aux distinctions d’utiisssuivantes :

i) 0<h/Xx<0.17 : théorie classique

ii) 0.17 <h /A < 0.5 : théorie améliorée

iii) 0.5 <h /A < : théorie de I'élasticité (mécanique des milieawrtmus)
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configuration non déformée

Iz

.y

y feuillet (ligne) moyen(ne)

{(a) configuration déformée - théorie classique

Fig. 3-1 : Variables cinématiques utilisées pour I'étdde poutres et des plaques en flexion —

Comparaison entre théorie classique et améliorée
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3.3RAPPEL DES EQUATIONS LINEARISEES DU MOUVEMENT D'UN FLUIDE
PARFAIT COMPRESSIBLE

En dynamique rapide, il est nécessaire de pouvairii@, dans la plaque et dans le
fluide, la propagation d'ondes de faibles longueusce titre, la prise en compte de la
compressibilité du fluide est justifiee (Comole®9D)). Sur des temps d’étude courts, il est
possible d’étudier la propagation des ondes danfluithe en négligeant les phénomeénes
dissipatifs. Dans ce cas, les viscosités sont sudtele fluide est supposé parfait (Bruneau
(1998), Guyoret al.(1991)).

La réponse du systéme est caractérisée par destiolts a hautes fréquences. Ces
mouvements vibratoires ne peuvent pas étre de gsaauplitudes. On étudie donc la réponse
du systéme autour de sa configuration d’équililireien suit que les termes de convection
peuvent étre négligés et la théorie linéaire paetappliquée.

Sous ces hypothéses, on rappelle les équationdgégquivent les petits mouvements,
autour d’'une position d’équilibre, d’un fluide n@isqueux et compressible.

Pour un tel fluide, le tenseur des contraintesri’éa fonction de la pressign:

Ojj =~ PJjj (3-4)

Afin de relier la pression a la déformation du mulifluide, on utilise une relation entre
la pressiorp et la masse volumique du fluige

p=Tf(p) (3-5)

Un fluide pour lequel la loi de comportemdnte dépend que la masse volumique est
qualifié de fluide barotrope. La lbtraduit la compressibilité du fluide.

La linéarisation des équations dynamiques poutuidef parfait et compressible permet
de décrire les petites variations des grandeuscEss aux petits mouvements des particules
fluides, soit autour d’'une position d’équilibre jtsmutour d’'un mouvement moyen.

Considérons la configuration d’équilibre définier pge vitesse initial&/ nulle, une
pression statiqupy et une masse volumique initighg. Les inconnues du problémes sont la
pression, les composantes de la vitesse et la maksmique, notées respectivementv; et

p. Ces grandeurs peuvent s’écrire au premier ordre :

P=po+pP
P=pot+p (3-6)
Vi =V =V

La notation (..)" indique la fluctuation des grande
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Pour I'équation de conservation de la masse (émudt continuité), il vient :

a 1 H 1 1

o (Po+) +divl(pg +p)V]=0 (3-7)

soit, a l'ordre 0 :

0po

—=0 3-8
ot (3-8)

Cette équation traduit queo est constante avec le temps et correspond a la
configuration initiale.

L’équation de continuité (3—7) donne, a l'ordre 1 :
‘Z—‘t’ +div[pgV']=0 (3-9)

Cette équation, obtenue en négligeant les proddés fluctuations, traduit les
phénomeénes de I'acoustique linéaire.

La relation fondamentale de la dynamique s’écrit :
1 a L} 1 1 L}
(Po +p')5 [V*+(Vgrad)V] = ~grad(po + p) +F (3-10)

A l'ordre 0, I'équation (3—10) traduit I'équilibr&tatique des forces :
0=-grad(pg) +F (3-11)
A l'ordre 1, en négligeant les termes du secondeopdovenant du produit des termes

fluctuants, il vient :

e\ ,
po?=-grad(p)+F (3-12)

La loi de comportemerit peut s’exprimer par un développement limité adfer1l de

I'équation (3-5) :
of
pP) = f(po) + (p-po)a—p(po) (3-13)
soit, a l'ordre O :

Po = f(Po) (3-14)

A l'ordre 1, on obtient I'égalité suivante :
2 2 _of
p'=c{p' avec c} :a_p(pO) (3-15)

La grandeuc: a la dimension d’'une vitesse : elle corresporal étesse acoustique des
ondes de traction-compression.

En définitive, les équations du mouvement pourluidé parfait et compressible sont :
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%—Ft)+podiv(V') =0 (3-16)

po - =grad(p) +F @17)
(- 2 ]

p=c2p (3-18)

Les équations (3—17) sont les équations d’Eulémaliizées. Ces équations peuvent étre
écrites en fonction de I'unique variakge En reportant I'équation (3—18) dans I'équati@a- (
16), la somme (au signe prés) de la dérivée terfipode cette équation (3—16) avec la
divergence de I'équation (3—17) conduit a I'équatie propagation suivante :

2
A p'—é% -s (3-19)

Dans cette équation, le symbalalésigne le Laplacien &= div F correspond au terme
source.

Le mouvement acoustique étant considéré irrotatibnon peut définir un potentiel
scalairep tel que :

V'=—gradd (3-20)

En absence de forces volumiguegce que I'on suppose par la suite), les équations
d’Euler homogenes peuvent se présenter sous lafsamante :

of

grad[— Po r + p'j =0 (3-21)

Cette égalité traduit le fait que le terme entreepthéses est constant sur I'espace
d’étude, a tout instant. On en déduit :
09
l: _Tr 3'22
P=Po (3-22)
En faisant intervenir I'expression (3-18) dansuaigpn (3-17), puis en faisant intervenir
les expressions (3-16) et (3-20) dans la dérivéegmport au temps de I'équation (3-17), les

éguations d'Euler se présentent sous la forme rsigiva

1 0%
Ap-——=0 (3-23)
c? ot?
Le potentiel des vitessgssuit, comme la pression acoustiquieune équation d’onde.
C’est ce dernier formalisme qui est retenu poutecétude. Il présente I'avantage de pouvoir
déterminer le champ de vitesse et la pressionta garla connaissance d’'une seule fonction

scalaire.
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3.4VIBRATIONS DES PLAQUES COUPLEES A UN FLUIDE INCOMPR ESSIBLE

Afin de mettre en évidence l'influence du fluide uréponse dynamique d’une plaque,
des études ont été menées sur la déterminatiorfréiggences propres de tels systemes
couplés.

En fluide incompressible, les ondes observées desmtondes de gravité. Les travaux
portant sur des plaques couplées a un fluide incessjble ne peuvent mettre en jeu que des
ondes élastiques dans la structure et des ondgmdéé dans le fluide. Ces études permettent
de quantifier I'effet de masse ajoutée sur la réparouplée.

Amabili et al. (1996a) déterminent les fréequences et les modgsgs de vibrations de
plaques élastiques minces et circulaires reposaté &urface d'un liquide parfait et
incompressible, pour différentes conditions auxitks (encastrement, bords simplement
appuyés et bords libres). Les auteurs mettent ielerdse I'effet de masse ajoutée du fluide en
calculant des fréquences propres du systeme cplyddaibles que celles de la plague placée
dans le vide. Amabilet al. (1996b) étend cette étude au cas des plaquesainesul

Amabili et al. (1999) complétent leurs précédentes études emttenanpte des effets
liés aux ondes de surface. Les auteurs mettentidanee que :

i) les ondes de surface ont une influence seulepmntdes plagues flexibles (lorsque
les fréquences propres de la plaque et les frégsahes ondes de surface sont sensiblement
égales).

ii) les ondes de surface n’ont que trés peu d’inflaesur les fréquences propres €levées
de la plaque.

D’autres études, menées par Gétoal. (2001) et Amabili (2001), confirment que le
comportement vibratoire du systeme couplé est t&naé par deux régimes : le régime de
ballottement et celui des déformations élastiqueans le régime de ballottement, les
vibrations de la surface libre du liquide (sur leligi repose, en général, la plaque) avec des
fréquences propres relativement basses prévalearfurfet mesure que les fréquences propres
augmentent, I'amplitude des vibrations de la swféibre diminue et les déformations
élastiques de la plaque dominent.

De ces études sur la réponse dynamique d’une plagusontact avec un liquide, il
apparait que le comportement vibratoire est diffeselon les fréquences. A basse fréquence,
la dynamique du fluide, au travers des ondes dewirprédomine. A haute fréquence, les
amplitudes des ondes de ballottement diminueneetont les vibrations de la plaque qui

prédominent.
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La connaissance et la superposition des modes gwoge vibrations de la plaque
reposant a la surface d’un liquide et soumise asofiitation extérieure quelconque permet
de construire la réponse temporelle du systemel@euorobkin (2000), Sturova (2002),
Sturova (2003)). Malheureusement, cette méthodeenmet pas de déterminer une réponse
vibratoire caractéristique du domaine des hautEginces qui nécessite le calcul d'un grand
nombre de modes (Gibert (2005)).

3.5REPONSE D'UNE POUTRE OU D'UNE PLAQUE A UNE ONDE DE CHOC

Dans le contexte de dynamique rapide, et plus quiigrement dans celui de la
détonique, la réponse des plagues soumises a aks ale choc a fait l'objet d'études
spécifiques.

Louca et al. (1998) étudient la réponse dynamique en grand$ackpents (non
linéarité géomeétrique) de plagues métalliques ifigels et non rigidifiées soumises a des
ondes de choc créées par des détonations aéridhmestude paramétrique des effets liés
aux conditions aux limites et aux imperfectionstiaés de la plague sur la réponse
dynamique est effectuée.

Olsonet al.(1993) et Rudrapatnet al. (1999) effectuent une analyse numeérique sur la
réponse de plaques minces soumises a des ondasade détonation. L'analyse numérique
est basée sur une formulation par éléments finispggnd en compte les effets des non
linéarités géométriques et matérielles. Les autgimEressent particulierement aux différents
modes de fractures de la plaque. Nuegtlal. (1995) étendent ces études au cas des plaques
rigidifiées.

Ambrosiniet al.(2001) étudient la réponse de plagues métalligaamises a des ondes
de choc créées lors de détonations aériennes. Ddslisations linéaire et non linéaire en
grand déplacement, basées sur la méthode des &¥nfamns, sont proposées.
Numériquement, la réponse dynamique est constaufiartir de la superposition des modes
propres de vibration. Les auteurs mettent en éceldém nécessité de déterminer au préalable
un nombre élevé de modes propres et d'utiliser aiflage fin pour construire une réponse
temporelle acceptable.

Klosowskiet al. (2000) et Stoffekt al. (2001) étudient la réponse de plaques circulaires
soumises a une onde de choc et proposent des maodgleeriques prenant en compte les non
linéarités géométriques et matérielles. Dans cedeét I'onde de choc est générée dans un
tube a choc et peut étre considérée comme plane.
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Dans les travaux qui viennent d’étre cités, la niggodes plaques soumises a une onde
de choc peut étre étudiée en considérant que legema@nt de pression recouvre
instantanément toute la structure. Dans ce cate Béwolution temporelle du chargement est
prise en compte dans le calcul de la réponse dynsmiCette modélisation du champ de
pression est dite en champ lointain. Dans ce aaggtionation, initiée suffisamment loin de la
structure, donne naissance a une onde de choctjooesidérée plane lorsqu’elle atteint la
structure.

En champ proche, I'onde de choc se propage suruetlge et une évolution spatio-
temporelle du champ de pression doit étre priseosnpte. Le chargement de pression doit
étre considéré comme mobile et il est intéressattudler la réponse de la plague au
voisinage du front de chargement avant que celnfaif entierement parcouru la plague.

3.6 REPONSE EN FLEXION DES PLAQUES SOUMISES A UN CHARGBMENT
MOBILE

La réponse en flexion d'une structure soumise ahargement mobile est étudiée
differemment selon la nature du probleme.

Si le chargement est représenté par une masse w@wrement, la réponse dynamique de
la structure doit, a priori, étre déterminée emprg en compte tous les effets inertiels.

Cependant, le probléme peut étre simplifié si tonsidére que le corps en mouvement
exerce sur la structure une force constante égatmgoids. Il s'agit alors de déterminer la
réponse de la structure a une force mobile corestant

La résolution devient plus difficile lorsque le ptéme impose de prendre en compte le
poids du mobile et que sa masse et celle de latsteusont du méme ordre de grandeur. La
réponse de la structure dépend de l'effort crédeparobile qui dépend de la réponse de la
structure. Ces différents problemes ont été disqudé Fryba (1972).

Dés a présent, on note que l'on s’intéressera,lgpauite, uniguement aux cas des
chargements sans masse propre et indépendantsépeiese de la structure.

Dans ce mémoire, le terme "structure"” fait réféeesmit a une poutre, soit & une plaque.
Les travaux antérieurs que nous avons examinéL 0w :

i) des structures non couplées a des fluides etfsadation

ii) des structures non couplées a des fluides repssades fondations élastiques

iii) des structures couplées a des fluides incomlessi
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Tout d’abord examinons les travaux concernant ¢egrps et les plagues non couplées,

sans fondation.

Si les dimensions de la structure sont finies,salaréponse dynamique est recherchée,
par certains auteurs, sous la forme d'une supéiqrosiodale.

Le déplacement hors plaw, la rotation des section ainsi que les grandeurs dérivées
(moment fléchissant et effort tranchant) sont auiitst a partir de la somme daspremiers
modes propres tendant vers l'infini. Cette méthode présenteatidage d'étre d'un usage
aisé. Mais les solutions sont nécessairement ap@escpuisque construites a partir d'une
somme tronquéen( étant nécessairement grand mais pas infini). Des,ples solutions
obtenues dépendent de la vitegski chargement. Lorsque celle-ci est élevée, |aagence
pour le calcul des moments et des efforts (obteques dérivation de) est lente (Fryba
(1972)). C'est pourquoi cette méthode est résaaugegoroblémes de basses fréquences, pour

lesquels la vitesse du chargement est faible (Kidsauwimer (1984a) Olsson (1991)).

Si les dimensions de la poutre ou la plague somiééls (pouvant étre considérées
comme infinies), les travaux antérieurs ont poutéla recherche des solutions stationnaires.

La réponse stationnaire apparait figée si 'on e dans un repére relatif lié au
chargement. Les solutions obtenues par les méthielésansformées (Laplace et Fourier),
sont exactes si I'on sait déterminer analytiquenestransformées. Ceci n'est pas toujours
possible car il faut parfois avoir recours a defegrations numeériques pour obtenir les
transformées inverses.

Dans les travaux portant sur la réponse statioand@s structures non couplées, on
distingue ceux qui concernent les structures sanslation et ceux qui concernent les

structures reposant sur fondation.

La réponse stationnaire d'une poutre infinie seadamise a un chargement mobile, est
déterminée analytiguement par Renat al. (2002). La poutre est étudiée selon les
hypothéses classiques et améliorées de la flekiem.chargements mobiles considérés dans
cette étude sont I'échelon de pression et la fomeentrée. La modélisation fait apparaitre
les deux vitesses caracteéristiqugt cs qui correspondent, respectivement, a la vitesse de
ondes longitudinales et a la vitesse corrigée ddse®de cisaillement.
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Le calcul du facteur d’amplificatioA,,, défini comme le rapport entre le déplacement
dynamiquew sur le déplacement statique;, montre que si la vitesse du chargement est
supérieure a 0.8, alors la théorie classique échoue a décrire langgp stationnaire.

De plus, les résultats mettent en évidence la gt d'ondes accompagnant le front
de chargement. Siest inférieure & alors les ondes se situent devant le front degemagent.

Si v est comprise entre etc, il n'y pas de régime vibratoire. Enfin, giest supérieure &,
alors la réponse stationnaire consiste en un tl@ivibrations, situées en arriére du front.

Cette étude fournit des résultats pertinents pounpcendre la réponse des structures
soumises a des chargements mobiles pouvant éue dssdétonation. Elle met clairement en
évidence la nécessité d’étudier la réponse dynamilps poutres (ou des plaques) selon la
théorie améliorée et montre aussi I'importance aleilesse du chargement sur la réponse

stationnaire de la structure.

Les poutres et les plagues peuvent reposer surfanmtation, laquelle influence la

réponse dynamique de la structure.
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Fig. 3-2 : Réponse stationnaire d'une poutre de Timdstheemi infinie sur une fondation

élastique et soumise a une pression mobile (SELOBSG))
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Steele (1968) et Fryba (1972) ont étudié la répostagionnaire d'une poutre de
Timoshenko infinie en contact avec une fondati@stjue, soumise a une force ponctuelle
(Fryba (1972)) ou a un échelon de pression (Stg€lé68)), qui se déplacent a la vitesse
constante.

Leurs travaux montrent que la présence de la famdantroduit, en plus des deux
vitesses caractéristiques et c;, une vitesse, notéw;, liée a la rigidité de la fondation. La
valeur dec. est donnée par I'équation de dispersion dont ¢dgtiens sont obtenues par
Felszeghy (1996).

Squire (1996) et Felszheghy (1996) ont étudié ¢dbleme de la poutre de Timoshenko
semi-infinie, reposant sur une fondation élastigusoumise a un échelon de pression mobile.

Les résultats, illustrés sur la figure 3-2, rej@gnceux obtenues pour le cas de la
poutre infinie :

i) si v est inférieure & alors la réponse stationnaire ne présente aucracttése
vibratoire (Fig. 3—2a).

ii) si la vitesse du chargement est comprise antret cs alors la réponse présente un
caractére ondulatoire différent de part et d’aduefront de chargement. En arriere du front,
les vibrations sont liees a la rigidité de la famola et possedent des longueurs d’ondes
élevées. En avant du front, les ondes sont liéks ragidité de la poutre et les longueurs
d’ondes sont faibles (Fig. 3—-2b).

iii) lorsquev est supérieure & et inférieure &c,, la réponse est différente de part et
d’autre du front de chargement. Des ondes lieéesr@idité de la fondation sont présentes en
arriere du front tandis qu’il n’existe aucune omgwant le front (Fig. 3—2c).

iv) enfin, lorsque la vitesse du chargement est guyoérac, alors les ondes sont toutes
présentes en arriére du front et sont de deux typas est lié a la rigidité de la fondation et
l'autre est lié a la rigidité de la poutre (Fig28h-

Notons que sv est égale a la vites®g, la réponse stationnaire tend vers l'infini : la
vitessec,, apparait comme une vitesse critiquev st égale a I'une des deux vitessgsu
Cp, les solutions restent bornées et continues neas®nt en aucun cas stationnaires.

Ces études mettent en évidence, a la fois, I'initeede la fondation dans la réponse de
la poutre et linfluence du rapport de la vitesse ahargement relativement aux vitesses

caractéristiques du systeme.
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Dans les modeles de structures sur fondations,otaelation ne possede pas de
dynamique propre et n’intervient sur la plaque goes la forme d'une force de rappel
élastique.

Dans le cadre de I'interaction fluide structureptautre ou la plaque est en contact avec
un fluide. Celui-ci est un milieu continu qui podeésa propre dynamique. Les mouvements
du fluide et de la structure s’influencent mutuslént. Par conséquent, il est nécessaire de
proposer un modele qui décrit, a la fois, les dyinaes de la structure et du fluide et qui

prend en compte le couplage entre les deux milieux.
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Fig. 3-3 : Réponse stationnaire d’une poutre unidimemsatie d’Euler Bernoulli couplée a
un fluide parfait incompressible pour différentéesses de chargement mobile (Squire

(1996)) kmin désigne la vitesse des ondes de flexion]
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Squire (1996) présente la réponse stationnaireedhande reposant a la surface d’'un
domaine liquide et soumise a une force ponctuelldéplacant a une vitesseonstante.

Une bande est une plaque décrite en dimension HySamique ne dépend que du
temps et d'une seule variable d'espace.

Squire (1996) étudie les mouvements de la banad® $e$ hypotheses classiques de la
flexion. Le fluide est parfait, incompressible, atifs mouvements irrotationnels. Le fluide
étant parfait, le couplage est assuré par la caitdides composantes normales des vitesses et
par I'intervention, dans I'équation du mouvementa@outre, d’'une pression pariétale créee
par le fluide. Ce dernier étant incompressible, réponse dynamique consiste en la
propagation d’ondes de surface, de vitegskes vitesses caractéristiques du systeme couplé
sont la vitesse des ondes de surfacet la vitesse des ondes de flexion de la baodg,
L’auteur montre qu’il existe une solution statiomagpour toutes les valeurs gdifférentes
des vitessegy OuU Cmin (Fig. 3-3).

Si v est inférieure &n,n, alors la réponse de la bande consiste en unélectitin »,
localisée au point d’application du chargement.

Siv est comprise entr&yin etcy, la réponse stationnaire est vibratoire mais cfiee de
part et d’autre du front de chargement. Les vibredj liees au fluide, sont derriere le front et
ont des longueurs d’ondes élevées. Au contraiseyilaations, présentes devant le front, ont
des longueurs d’ondes plus faibles et sont lidagigidité de la bande.

Siv est supérieure @, la réponse stationnaire est caractérisée unicuigpae les ondes
de faibles longueurs présentes devant le front.

L’étude de Squire (1996) met en évidence I'existethes deux vitesses caractéristiques
lies au fluide et a la structure et la possibdiéétrouver la réponse stationnaire d’'un systéeme

en interaction fluide-structure soumis a un chargenmobile.

Toutefois, les hypothéses retenues par Squire jI896ont pas adaptées a un probléeme
de dynamique rapide.

En effet, si les vitesses de chargement sont &ey@eentuellement de I'ordre des
vitessescs et ¢;), comme celles rencontrées en détonique, le madigileétre capable de
décrire la propagation d’ondes de fréquences éevée

Pour cela, le choix des hypothéses de Timoshenko lgs poutres, ou de Mindlin

Reissner pour les plagues, est nécessaire. Eniaogerne le fluide, la dynamique rapide
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impose de tenir compte en premier lieu de la cosgiédité du liquide dans le cadre de
I'acoustique linéaire.

Les résultats les plus significatifs dans la répostationnaire d’'une poutre ou d’'une
bande couplée a un fluide compressible et soumige éhargement mobile ont été obtenus
par Renarcet al. (2003 et 2006).

Le couplage entre la structure et le liquide estigspar la continuité des composantes
normales des vitesses et par la continuité destefformaux. Les équations forment un
systeme couplé dont la nature mathématique estréliffe selon la vitesse du chargenwe st
v est supérieure a la vitesse des ondes acoustig(E®bleme « supersonique ») le systeme
est entierement hyperbolique. Les solutions statioes sont obtenues classiqguement
(Renardet al.(2003)). Siv est inférieure & (probléeme « subsonique ») une partie du systeme
est elliptique : I'équation du mouvement du fluidet une équation de Laplace dont la

résolution nécessite 'usage des transformées dedi¢Renarcet al. (2006)).

3.7CONCLUSION

En conclusion, la réponse en flexion de la plagai étre étudiée selon la théorie
ameliorée afin de décrire des vibrations dont lesglieurs d’ondes sont de quelques
millimetres.

Dans le cadre de la dynamique rapide, il appanaét lgs effets de ballottement a la
surface du fluide ou repose la plaque peuventré&gligés. Les équations d’Euler linéarisées
sont adaptées a décrire les petits mouvementsiidie fl

Les solutions stationnaires au probleme d’'une po(du d’'une plaque) soumise a un
chargement mobile et en contact soit avec une fmmalastique, soit avec un fluide
permettent de mettre en évidence, a la fois, Umriice de la fondation ou du fluide et
l'influence de la vitesse du chargement sur lamépalynamique de la structure.

Ces travaux montrent qu’il est possible de déteemites solutions analytiques en
utilisant la méthode des transformées de Fourist@ette méthode qui a été utilisée au
Laboratoire Energétique Explosions Structures (LERSur trouver des solutions au
probleme d’'une plaque de Mindlin couplée a un #uddoustique et soumise a un chargement
mobile rapide.

La résolution du probléme subsonique est une paetigotre travail de these. Aussi, elle

dépasse le strict cadre de I'étude bibliographiefusera développée dans le chapitre cing.
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4. MISE EN EQUATIONS DU PROBLEME

4.1 INTRODUCTION

Un probléme d’interaction est un probléme caraséépar un échange, au niveau de
l'interface, entre des milieux de natures difféemntLa présente étude porte sur la réponse
dynamique d’'un systéeme en interaction fluide stmect Celui-ci est étudié selon les trois
hypothéses suivantes :

i) il y a échange d’énergie uniqguement sous formétitjue et élastique.

i) les phases solide et liquide restent distinctes.

iii) il 'y a pas d’échange de matiere entre les phase

L’hypothései) permet de s’affranchir de toute considérationrttigue. L’hypothesé)
exclut les problemes d’interaction entre un fluide un milieu solide poreux. Enfin,
'hypothéseiii) exclut les problemes dans lesquels il y a satidifon ou dissolution a
l'interface.

Les mouvements de flexion de la plaque sont étuském les hypotheses de Mindlin
Reissner. Celles-ci permettent la prise en comgtértertie de rotation et de la déformation a
I'effort tranchant. Elles sont adaptées a I'étuds dibrations a haute fréquence et permettent
de décrire la propagation d’ondes dont les longuelionde sont de I'ordre de quelques
épaisseurs de plaque. Sous I'hypothese de I'éldsties équations du mouvement sont
établies en tenant compte des effets non linédiresux tensions de membrane.

Les vibrations du systeme couplé étant a hautgsidrices, elles ne peuvent pas étre de
grandes amplitudes. De plus, les constantes de stemsgociées aux mouvements de
compression du fluide sont plus faibles que celiéss aux effets de température et de
viscosité (Guyoret al. (1991)). Par conséquent, les termes de convediang part, et de
viscosité, d’autre part, peuvent étre négligés. mesivements du fluide sont décrits par les
équations d’Euler linéarisées.

Les équations du mouvement peuvent s’écrire difiénent selon le repére de

coordonnées choisi. Dans le repére de coordonmégEsiennes, on établit les équations de la
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dynamigue non linéaire puis linéaire de la bandgptE®e. Dans le systeme de coordonnées
cylindriques, on présente les équations du mouvemam linéaires et linéaires d’une plaque
axisymétrique couplée.

Enfin, afin de prendre en compte les déformatiorermanentes susceptibles
d’apparaitre, on compléte le modéle de la plaguénenduisant une loi de comportement

élastoplastique.

4.2EQUATIONS DU MOUVEMENT POUR UNE PLAQUE DE MINDLIN -
REISSNER

///____;____\\\\
// r \
/() ., N
f -{/ = ,;,‘J )
{mk //
Y P (M) A
AN | S
&\ '%%--"w,, ...... J,_,S‘y

Fig. 4-1 : Géométrie de la plaque
4.2.1Définition de la plaque

4.2.1.1Caractéristiques geométriques

Une plaque est définie a partir d’'une surfagg, (délimitée par un contourCy.
L'épaisseur de la plaque, notiéeest constante et supposée petite par rappordienensions
caractéristiques (longueur, largeur, diametre...@tdigles de Q) (Fig. 4-1).

Un pointM de la plague est repéré par ses coordonnérsetz telles que :

(xl,xz)DAetzD{—g;g} (4-1)
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On noteey, e, ete; = g, les vecteurs d’une base orthonormée. Le plarD est le plan
moyen de la plaque. Dans ce plan, on mo&¢t les vecteurs respectivement normal et tangent
a la courbe@).

Dans ce qui suit, la plaque est soumise a deustgpehargement :

i) les distributions surfaciques de pression agtgsarpendiculairement a la surfa@g.(

ii) les distributions linéiques de charge qui se gmtEnt sous la forme de moments et
d’efforts agissant sur le contouE)(

On peut noter que les charges concentrées peuverdodsidérées comme des charges
réparties suivant une fonction de Dirac. Par exeniyd(a) est la chargé, concentrée au

point d'abscissg = a.
4.2.1.2Caractéristiques mécaniques

Toutes les plaques, considérées dans cette eétoe, ssipposées homogénes et
isotropes. Les caractéristigues mécaniques deatpuplsont notégs E etv, respectivement
la masse volumique, le module d’Young et le cogffitde Poisson. On en déduit le module
de cisaillement :

E

= 4-2
2(1+v) (4-2)
Avec I'épaisseuh, on définit les caractéristiques mécaniques st@gn
h3
I'inertie de rotation des sectionk ':E (4-3)
s L Eh
la rigidité de tractionC = 1ov2 (4-4)
-V
s : El
la rigidité de flexion D = 1oy2 (4-5)
-V

4.2.2Théorie de la flexion des plaques — Hypotheses dandlin Reissner

Dans ce paragraphe, le comportement du matériaglastique. La relation entre le
tenseur des contraintes et le tenseur des défamsagist donnée par la loi de Hooke. Celle-ci
traduit un état de contrainte constamment propangba I'état de déformation.

Pour cette étude, on envisage le cas de la noarii@é@éométrique. Le plan moyen de
la plague n’est plus une surface développableetHats de flexion s’ajoutent les contraintes

43



4. Mise en équations du probleme

de membrane. Cet état de déformation est calcidé Bexpression complete du tenseur de
Green.

Les hypothéses de Mindlin — Reissner sont les atega

i) Un point du plan moyen posséde un mouvement danglan : une contrainte de
membrane peut donc apparaitre dans le feuillet moye

ii) L'état de contrainte est un état de contraintesgs : les contraintes normales au
feuillet moyen sont négligées.

iii) Une section droite, normale au feuillet moyensd&n configuration initiale, n’est
pas nécessairement normale aprés déformation.

iv) L'inertie de rotation des sections droites esggoen compte.

4.2.3Champ de déplacements

En utilisant la convention de sommation, le déptaeet U(x,, X, z t) d'un pointM

appartenant a la plaque est le vecteur :

U =u(Xq, X2,t) — 2¥ (X, Xo,t) + W(Xq, X2, t)E, (4-6)

avec :

u=uig (i=1,2) (4-7)

Y=We (i=1,2) (4-8)
¥ i OW

Fig. 4-2 : Variables cinématiques selon la théorie dedliih — Reissner
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Le vecteuru correspond au déplacement dans le plan moyeredewr¥ traduit les
rotations de section &t caractérise le déplacement normal au plan moyiéaliFig. 4—2).

Par identification, les composantes du vectéstécrivent :

Ul =U - ZLIJ]_ (4-9)
U2 =uUp — ZLPZ (4-10)
Ug=w (4-11)

4.2.4Champ de déformations

La définition du tenseur de Green est :

_1{0Uy Uy  dUp au,
6X| an an 6x|

j k1=1,2,3) 4-12)

Avec la théorie non linéaire, on se place sousplitlgese des grandes rotations : la
déformation axiale reste petite par rapport aumésr de rotation (Géradin (1996)). Dans ce
cas, on peut négliger les termes quadratiquesfsedadU1/0x, et adU,/oxx (k = 1, 2, 3). Par
conséquent, les deformationg associées a la traction, les déformatiogsassociées a la

flexion et les déformationg associées a l'effort tranchant s’écrivent :

. 0u;

N ~1ou ,OMj , ow ow (,j=1.2) @¢-13)
2\ 0xj 0% 0% OX;
1 ani anJ ..

=S —+— | (,j=12 4-14

m 2[6xj ox (i,] ) (4-14)

4 =(6—W—Wij (=12 (4-15)
0%

Les composantes du tenseur des déformations senpeas alors sous la forme

suivante :

sij :nij —ij (I,j = 1,2) (4-16)
1 .

giz =5 G (i=12) (4-17)

Conformément aux hypothéses, la plaque est étedi@®ntraintes planes. On suppose,
de plus, que la déformati@as = €,, selon I'épaisseur est faible et ne sera pas prissompte

dans la suite de I'étude.
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4.2 .5Etat de contrainte

Pour un matériau élastique isotrope, la loi de Hogkcrit :

E€k| = (1+ V)O'k| —V()'mm5k| (k, I,m=1, 2, 3) 4-18)
En négligeant,; ete,, on obtient les relations contrainte — déformasaivantes :
_E [ ] C
O'ij = 5 (1—V)€ij +V€kk6ij (I,j, k= 1,2) @--19)
-V
o, = & (=12 (4-20)
1Z 1+V 1Z ’

Fig. 4-3 : Efforts et moments appligués a un élémemqtiague

4.2 6Relations Efforts — Contraintes

Les relations effort - contrainte sont obtenuesngéégrant les composantes du tenseur
des contraintes sur I'épaisseur de la plaque @i@). On définit les composantdt; des
moments de flexioM;, les composantds; des tensions de membraNgeet les composantes
Qi des efforts tranchan€ par :

h/2
Mij = J.—ZO'ij dz (1,) =1,2) (4-21)
-h/2
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h/2
Nij =J‘0'ij dz (i,j =1,2) (4-22)
-h/2
h/2
G =j0izdz i=1,2) (4-23)
-h/2

4 .2.7Relations Efforts — Déformations

On utilise les expressions précédentes des effmts les exprimer en fonction des
déformations. On obtient donc :

Mjj =DI(-v)my +vmd;] (1], k=1,2) @¢-24)
Njj =CI(L-v)n; +vned;] (), k=1,2) @-25)
Q =kGhq (i =1,2) (4-26)

Dans I'équation (4—26) on a remplaGépar kG ou k est un coefficient correcteur de
cisaillement. Comme le mentionnent Liew al. (1998), Reissner a introduit ce coefficient
pour tenir compte d’une distribution de contraidéecisaillement sur I'épaisseur de la plaque
qui vérifie la condition de contrainte nulle sus lparois extérieures. Ce coefficient est une
fonction du coefficient de Poisson telle que :

0.76<k < 091pour0O<v<05 (4-27)

Dans toute la suite de I'étude, on prendra la vatea 0.86 pourv = 0.3 (Reismann
(1988)).

4.2.8Equations du mouvement de la plague en flexion

Pour établir les équations de la dynamique de #muyd, on applique le principe

variationnel de Hamilton qui s’écrit, pour un dé@ment virtuebU :

to
J‘ (5T - 3W +3W,)dt =0 (4-28)
51

avec les conditions :
dU(t;) =dU(ty) =0 (4-29)
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Dans cette expressioT, oW et 6W, représentent, respectivement, la variation
d’énergie cinétique, la variation d’énergie de défation et la variation du travail des efforts

extérieurs s’exercant sur la plaque.
4.2.8.1Variation de I'énergie cinétique

L’énergie cinétique est définie par :

1 j ou du
==\ p——adVv (4-30)
2 v ot ot

En respectant les hypothéses cinématiques de MiRdlissner, I'énergie cinétique de

la plaque s’écrit :

T=2 Tp a1 [ g 0, 0% 0% +ph(awj dA (4-31)
g O 2 A e P e Pa

La variation de I'énergie cinétique, pour un déplaent virtuebU, s’écrit :

5T=| |p aﬂé(a”ij o1 O 5(‘”) pha—wé(a—wj dA (4-32)
Aot L at at | ot at \ ot

Apres intégration par parties, en appliquant lesdd®mns (3—31) et en identifiant les

termes a zéro, on obtient, pour un déplacementelitlJ, la variation d’énergie cinétique

suivante :

2 2
oT :j —pha ”' du; —pl a—étu pha—esw dA (i=1,2) @-33)
A at? ot? at?

4.2.8.2Variation de I'énergie de déformation

A partir de la théorie classique de I'élasticit@ densité d’énergie de déformation pour
un solide élastique linéaire et isotrope est défpar :
1 a 1( ) ——
Wy = 2 0kiE = S \0ijEjj * Oizfiz ¥ 077 (,j=12) @-34)
Soit, en considérant les hypothéses retenues :

1 .
Wy =§(0ij nj — zojji My +0izqi) (i,j=1,2) ¢@-35)

On définit alors la densité d’énergie de défornmrapour une surface unitaire :
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b2
1 -
WS :J- dez:E(NU nl] + Mlj ”ﬁ +Q| ql) (I,J = 1,2) @-'36)
oy

La variation de I'’énergie de déformation pour undace élémentaire s'écrit :

oW,

om,
Par ailleurs, les efforts et les moments de flex@wuvent étre définis a partir de

I'énergie de déformation par :

oWg .

OWg = ikl 6nIJ

o S am; + 25 3 (i, = 1,2) ¢-37)
M

aq;

Nj = o, (i,j=1,2) (4-38)
M = s (i,j=1,2) (4-39)
amj
=Ms =12 (4-40)
aq;

Par identification, la variation de I'énergie ddaténation pour une surface €lémentaire
s’écrit :
6VVS = Nij 6nij + Mij 6“]1 +Q 6qi (,j=1,2) @-41)

En fonction des déplacemeni¥)s s’exprime par :

OWg = N|15[ZU'J Mij{%J_Qiéwi"'S@[%’Y] (i,j=1.2) @-42)
J J i

avec .

S = NIJ ow +Q (,j=1,2) (4-43
J

La variation de I'énergie de déformation pour laqule entiere est :

SW =j6WSdA=j [Nijz{a“‘] M 5{‘” J QoW +s15(awﬂdA (4-44)
A A 0X; 0Xj

On introduit alors les deux tenseurs d’ordre dau&t M, de composantes respectives
N; etM;, définis par :

N=Njeg (,j=1.2) (4-45)

M=Mjee (i,j=1,2) (4-46)

En utilisant les trois formules suivantes (Reismgrg88)) :
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N; 5[‘&}%: j NSudc- j div N SudA (4-47)
JA 0Xj c A

M e{%jdA: j M 3¥dc— j div v SPdA (4-48)
Ja 0X; c A

S B[a—wjdAz J‘ S, dwdc- j divSawdA (4-49)
Ja 0% c A
avec .
S=S.n+5t (4-50)

on obtient la variation de I'énergie de déformatsoivante :

W :j(N6u+M6‘I’+Sn6W)dC

¢ (4-51)
- J- (div v 3u + divx ¥ +divSdw+ Q 3¥)dA
A
4.2.8.3Expression du travail des efforts extérieurs
Le travail des forces extérieures appliquées dalgue s’exprime par :
We = j(pint ~ Pext)WdA+ J‘ (NU +MY + §nW)dC (4-52)
A C

Dans cette expressiorl\,S,, représentent les efforts @l représente le moment

imposés sur le contou€) de la plaque. La pressigg: correspond a la pression qu’exerce le
fluide sur la plaque a linterface. Le ternmg, représente la pression provenant d'un
chargement extérieur qui s’exerce sur la face daldgue qui n’est pas en contact avec le
fluide.

La variation du travail des forces extérieures,rpoudéplacement virtuélJ, s’écrit :

SW, = j (Pint = Pext)OWdA+ J- (Nou + Maw + S, Jowdc (4-53)
A C

4.2.8.4Application du principe de Hamilton et équationsndouvement

En reportant les expressions (4-33) (4-51) et (¥-&8ns I'équation (4-28),
I'application du principe de Hamilton conduit adléation suivante :
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2
ol a—aw pha—""aw dA
at2 at2

[l

- (N Su +M 3¥ + S,dw)dc + J- (div v 3u +divyv ¥ +divSdw+Q3¥)dA  (4-54)
JC A

+ | (Pint — Pext)OWdA+ J‘ (Nou + Maw + §n6w)dc} dt=0
J A C

L’intervalle de tempstf —t;), la surface /) et le contour©) sont arbitraires ainsi que
les déplacements virtuels suY) (et (C). Par conséquent, I'équation ne peut étre saestpie
si les intégrands s’annulent séparément Aue( sur C).

On a donc les trois équations dynamiques suivauied,) :

02U
ph— =divN (4-55)
at?
92y
pl —:dlvM +Q (4-56)
at?
92w
ph—- 12 =divS+ Pint ~ Pext (4-57)
avec :
S=Q+Nlgradw (4-58)

On spécifie aussi les trois conditions aux limias le contour@) (on notet, ¥, w les

déplacements imposeés a la plaque) :

N=Nouu=0 (4-59)
M=Mou¥ =¥ (4-60)
Sh=S,ouw=w (4-61)
43EQUATIONS DU MOUVEMENT POUR UN FLUIDE PARFAIT

COMPRESSIBLE

Ce paragraphe est consacré a I'établissement destigggs dynamiques du fluide.

Comme pour la plaque, on applique le principe deitian.
Nous étudions la réponse du fluide suivant les thgses classiques de l'acoustique

(Lesueur (1988)) :
i) fluide parfait
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ii) milieu homogene et isotrope

iii) petits mouvements
4.3.1Equations du mouvement du fluide parfait compressite

L’état du fluide est défini par le vecteur déplaesru;. On note, respectivemen, v
etw;, les composantes suivant les directieny®, ete; = e, d’'une base orthonormale.

On note maintenarnt la pression fluctuante au sein du fluide. La caspibilité du
fluide est caractérisée par la loi adiabatiquediis®e suivante (Gibert (1988)) :

P=-Ps c% divu ¢ (4-62)
dans laquelley; et ¢; désignent, respectivement, la masse volumique eftésse des

ondes dans le fluide au repos.

Pour un déplacement virtudli, le principe de Hamilton s’écrit :

t
J‘ (%T —3W +3W,,)dt =0 (4-63)
51

avec les conditions :

dU(t;) =dU(ty) =0 (4-64)

Dans cette expressioT, dW et W, représentent, respectivement, la variation
d’énergie cinétique, la variation d’énergie de défation et la variation du travail des efforts
extérieurs s’exercant sur le fluide. Dans ce qiti sun définit un volume fluidé/ limité par
une surface§ sur laquelle s’exerce une pression extérigpgeOn noten; la normale

extérieure &.
4.3.1.1Variation de I'énergie cinétique

L’expression de I'énergie cinétique est la suivante

1 ou f ou f
T==| pj——dV; (4-65)
2 Vi ot ot

La variation de I'énergie cinétique, pour un déplaent virtuebus, s'écrit :

62u f
or = —Ps > ou f de (4-66)
v, ot
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4.3.1.2Variation de I'énergie de déformation

En absence de force visqueuse, le tenseur desiobesra’écrit :

6 + =—pl oul estletenseurdentité (4-67)

Par définition, en notant «:» le double prodwenhdoriel contracté, I'énergie de
déformation s’écrit :

W =5J.(of £ JdV; (4-68)
2
Vs
Soit :
W =§ Lpfc% (divu ¢ )?dVy (4-69)

f

La variation de I'énergie de déformation, pour épldcement virtuelu; s’écrit :

W = | psc? divuy div(du ¢ )dV; (4-70)
f

En sachant que :

div(pdu¢) =0u¢ [grad p+ pldivu¢ (4-71)

En appliguant le théoréme de Green — Ostrogradslaptient :

OW = | — pn¢ [Bu ¢ dSs +jgrad p[ou ¢ AV (4-72)
St Vs

4.3.1.3Variation du travail des efforts extérieurs

Le fluide est soumis uniquement a la presgige’exercant sur la surfac Le travail
de cette pression s’écrit :

We = j— P ¢ [ f de (4-73)
St

La variation du travail des efforts extérieurs, pon déplacement virtuél, est :

6VVe =1 Pshs [du f de (4-74)
St
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4.3.1.4Application du principe de Hamilton et équationsndouvement

En reportant les équations (4-66), (4—72) et (4-dads I'équation (4—63), le principe

de Hamilton devient :

to azuf
J‘ J- -Ps 02 ou¢ —grad pLou s |dV;

t \
PO (4-75)
+ (pnf [Ou s — pgn ¢ me)de dt=0
o Sf
L’éguation dynamique pour un fluide parfait et cargsible s’écrit :
62u f
Pt —— =~grad pdansvy (4-76)
ot

La condition aux limites associée est :
(p-ps)nt =0surS; (4-77)

4.3.2Equation du mouvement en fonction du potentiel degitesses acoustiques

Les mouvements du fluide sont supposés irrotatishng potentiel des vitesses

acoustiques. Dans ce cas, on pose :

o do (4-78)
—_— = - ra -
o 9
Alors, I'équation de la dynamique du fluide s’écrit
2
% =c% Ad dansv; (4-79)
ot

La condition aux limites associée s’écrit :

Ps =P+ % sur S (4-80)

4.4EXPRESSION DU COUPLAGE

Dans cette étude, on impose la continuité des mmenrts et des efforts entre le fluide
et la structure. On ne considere pas les changsndenphases et notamment I'apparition de

cavitation dans le fluide.
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4.4.1Condition cinématique

Le couplage entre le fluide et la structure impdesecontinuité des composantes
normales des vitesses, d'ou :

‘Z—Ltj [h; —a:—tf [h; =0

Dans cette égalité); désigne la normale extérieure, orientée du flwidies la plaque
(Fig. 4-4) et les vecteuld et us désignent, respectivement, les vecteurs dépladedeeta
plaque et du fluide.

Dans notre modele, la condition de continuité aduit par :

a_VV - —(@j (4_81)
ot ot interface
n; |
interface_______________ R i
fluide

Fig. 4-4 : Schéma de l'interface fluide — structure
4.4.2Condition dynamique

La condition dynamique de couplage traduit le ppacdes actions mutuelles. En
absence de contrainte tangentielle liée aux effedqueux, la condition dynamique est
obtenue a partir de la continuité des contraintemales a I'interface.

Sous ces hypothéses, la continuité des contrag@stegrise en compte directement dans
'équation de la plaque (4-57) par le terme de gioes pariétalep,; dont I'expression,
obtenue a partir de (4-80), est la suivante :

(4-82)

oo =1
int =Pf| —
" ot interface
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4.5EQUATIONS DE LA DYNAMIQUE DU SYSTEME COUPLE

Les équations de la dynamique obtenues précédensnentes équations vectorielles.
Elles peuvent étre écrites dans différents systémeesoordonnées selon la complexité du
probleme.

Tout d’abord, on peut étudier la dynamique de Eqpé avec une seule dimension
d’espacex et celle du fluide avec deux dimensions 4). Dans ce cas, la dynamique est
invariante par translation selon la troisieme @8y et la plaque est considérée comme une
bande. Cette modélisation correspond a un probfgumement théorique pouvant étre résolu
analytiquement (cf. chapitre suivant).

Les détonations créent sur la plaque un chargerraaymétriqgue. Dans ce cas, le
systeme de coordonnées cylindriques est adapté.

4.5.1Probléme non linéaire de la bande couplée

Dans le cadre de la théorie non linéaire, nous s\@mmit les équations dynamiques
d’'une bande couplée qui prennent en compte leptende membranes, les efforts tranchants
et les moments de flexion. Dans un systéme de ooogks cartésiennes, les équations se

présentent sous la forme suivante :

2 2 2
phd = | 02U, QoW (4-83)
ot ox=  0X gx
0°w _ | 0%uaw  a%w( au B[OWT
ph—=C|——+——| —+—=| —
ot ax2 0X  gx2 | ox 2| 0x
(4-84)
0°w oW a¢j
+KGh —— - — |+ — -
o2 GXJ Pt [at - Pext
2 2
0¥ _p9 qJ+KG)’(a—W—LPj (4-85)
ot2 x> 0X
2 2 2
0% _ 2 % +% (4-86)
ot ox= 0z
La condition de continuité des composantes norntdessitesses a l'interface s’écrit :
a_VV = —(%j (4_87)
ot 0z ),-g
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Dans 'équation (4—84), le ternpg,; désigne le chargement mobile appliqué a la plaque
sur la face qui n’est pas en contact avec le leguid

4.5.2Probléme linéaire de la bande couplée

Dans le cadre de la théorie linéaire, les effets dux tensions de membrane sont
suffisamment faibles pour étre négligés. Pour oblpme, on obtient le systeme d’équations
couplées suivant :

a°w 0 w_ov 0]
h——=kG + -~ - 4-88
2
o1 27 - Da—”’+ Gl-(aw wj (4-89)
ot ox2 ox
2 _afo% o 0
ot ox% 0z
ow = _(@j (4-91)
ot 0z 7=0

4.5.3Probléme non linéaire de la plaque axisymétrique

On présente les équations de la dynamique du sgstenplé, écrites dans le cadre de

la théorie non linéaire, en cordonnées cylindriggekn I'hypothése d’axisymétrie :

2 2
0°u _ (6 u+10u u awaw 1-vo W] (4-92)

or2 ror r2 or ar2 2r gr?

phazw_C 1oudw  9%udw  duo’w (a_wj ,30 w(awj
ot roror g2 or ar ar 2 or 202 Lar
(4-93)

cv( 8%w  duow 94w w,olow_ow W )
Ut |+ KG — +pg ~ Pext
r or r or ar 2 r N ot
2
R qJ+1aLIJ bt +Ker(a—""—wj (4-94)
ot or2 ror (2 or
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ot2 ar?

(64)} (4-96)

0 _ 2 [_4» L1090 MJ (4-95)
ror §z2
0

4.5.4Probléme linéaire de la plaque axisymétrique

Pour une détonation faiblement énergétique, legament de pression n’est pas assez
important pour engendrer des effets de non linégdéomeétrique dans la plaque. La variable
cinématiqueu n’est plus nécessaire et les équations du mouvepnécédentes se simplifient

en conséquence :

92w 62W low ov W )
phd W = G{ ] pf( q’j - Poxt (4-97)

ot or2 ror o r ot

2 2
Iy N [ ALk S +Ker(a—""—wj (4-98)

at2 o2 ror 2 or

52
196 a2

—g’ 2|0, a¢ o0 (4-99)
ot o2 ror  gz2
ow_ —(@j (4-100)
ot 0z 7=0

4.6LOI DE COMPORTEMENT POUR UN MATERIAU ELASTOPLASTIQU E

Jusqu’a présent, la réponse de la structure estagy®e sous les hypothéses des petits
mouvements et de I'élasticité. Au dessus d’'un oerseuil de contrainte, appelé limite
d’élasticité, la structure ne retourne pas a ldigaration initiale et I'état de déformation, au
repos, n'est plus nul. Ce comportement anélastigue revétir plusieurs formes, en fonction
du matériau et de l'intensité de chargement.

Pour les matériaux quasi-fragiles, comme le bétannon linéarité matérielle se
manifeste par des fissurations du matériau et imandtion de la raideur (Zaki (1996)). Pour
des matériaux fragiles, comme le verre, il y a uwgt Pour les métaux, comme pour les
alliages d’aluminium ou pour I'acier, les non liné&s matérielles se manifestent par des

déformations plastiques.
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I

€, [um/m]

: Schéma d’'une courbe de comportement endracti

Fig. 4-5
Pour cette étude, il s’agit de proposer un mod@&ecdmportement qui permet de

déterminer s’il peut y avoir, ou non, dépassemantsduil d’élasticité et apparition de

déformations plastiques.

4.6.1Notions de plasticité
Un simple essai de traction sur une éprouvette giedm mettre en évidence la courbe

de comportement comme celle de la figure 4-5.

Pour une contrainte < oy, la contrainte est proportionnelle au niveau derdéation.
Un déchargement de I'éprouvette en dessouspdameéne le comportement a I'origine du

repere (trajet OA).
Pour une contrainte appliquée a I'éprouvette sepéeia la limite élastique (trajet OB),

le déchargement suit le trajet BC, parallelementtiajet OA. On observe alors une

déformation permanent (segment OC).
Si I'on applique de nouveau une traction a I'épedte; le comportement est élastique

jusqu’au point B qui devient la nouvelle limite gtigue (trajet CB).
Ces observations peuvent étre étendus aux essalsadgement multiaxial qui mettent
en évidence 'existence d’'un domaine d’élastiaiiéal (Fig. 4—6). Si, par accroissement de la
sollicitation, I'état de contrainte ne se situesphul'intérieur du domaine d’élasticité initial,

59




4. Mise en équations du probleme

alors des déformations permanentes apparaissehtyed une augmentation du domaine
d’élasticité. Ce type de comportement est carati@de des matériaux écrouissables.

La formulation du comportement élastoplastique sgite de définir :

i) un critére de plasticité qui définit la limiteaétiquecy correspondant a I'état de
contrainte a partir duquel débute I'’écoulementtjgas.

ii) une loi d'écrouissage qui spécifie I'évolution de limite élastique pendant
I'écoulement.

iii) une loi d’écoulement qui caractérise I'évolutidas déformations plastiques en

fonction des contraintes.

Fy
frontiére initiale du g;
domaine d’élasticité
.,
/ N\
J h Ly G
f! ; \‘ s=
\‘ ! ;'j
Y 'y
, E
N i
. . LA
T i B T 1
— 1“
i . P .__J,ill‘.--'ll- P
IIVINHISIE HULUEIIE 1L

Fig. 4-6 : Schéma de I'évolution du domaine élastiqéereuissage

4.6.2Critere de plasticité

La définition du domaine d’élasticité initial d'unatériau nécessite I'introduction de la

fonction de chargé/ (ou surface de charge), définie a partir des caapess; du tenseur

des contraintes. La surface de charge est la désadian tridimensionnelle du seuil de
plasticité utilisé dans le cadre de la traction/pagssion unidimensionnelle. Elle définit dans

'espace des contraintes un domaine a l'intérieuguel le comportement est purement

élastique. Ainsi, I'état(cj) < O définit le domaine élastique. L'étd{c;;) = O est vérifié sur
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la frontiere du domaine tandis que I'étfc;) > O correspond a I'extérieur du domaine

élastique.

Le critére de plasticité est défini par I'étafo;) = 0. Il en existe plusieurs, parmi

lesquels figurent ceux de Von Mises, Tresca, CobloHill et Tsai — Hill. Chaque critere
correspond a une fonction de charge particulierelégtend, notamment, de la nature du
matériau. Ainsi, le critere de Coulomb est adapté matériaux granulaires tandis que le
critéere de Hill permet de tenir compte de I'aniepte des matériaux.

Dans le cas des matériaux isotropes, la fonctiorchdge# est une fonction des

invariants principaux du tenseur des contraintad tis expressions, selon la convention de

sommation d’Einstein, sont :

I, =tr(e) = 0j (4-101)
_1o2_1

> = Etl’(G) = EO'ij 0jj (4-102)
1 1

I3 =§tr(c)3 250'"' O jkOki (4-103)

Pour cette étude, par sa simplicité et sa régaldetcritere retenu est le critere de Von
Mises. Celui-ci exprime le fait que la plastificatiest possible lorsque I'énergie élastique de
cisaillement atteint une valeur critique (Frangetisal. (1995)). Le critére doit étre vérifié en
tout point de la structure et s’écrit sur un élémafinitésimal de volume uniquement en

fonction du second invariaf et de la limite élastique :
7—/(0"' )=+/3l2 —0g (4-104)

En fonction des contraintes principales, le critdeé/on Mises s’écrit :

H(ojj) = \/%[(01 ~0,)? + (02 -03)% +(03-01)|-0g (4-105)

Ce méme critéere s’écrit dans un systéme de cooadmneartésiennes @g,,e,) :

1
H(oj) = E\/(Oxx _ny)z +(oyy _022)2 +(04 _Gxx)z + 6(0>2<y + 0?/z + 0>2<z) —0p

(4-106)
Pour le probleme de la bande (probleme de plagigetnuensionnelle), les composantes

oyy etozz sont nulles ; d’ou I'expression du critere suivant
) =.|g2 2 _

Dans un systeme de coordonnées cylindriques,69¢,), le critere de Von Mises se

présente sous la forme suivante :
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7(0y) = (0% +0B =0y Gog +3(0% +0%) ~ g (4-108)

Au sens de Von Mises, la limite d’élasticité esh@e par I'égalité suivante :

H(gjj) =0 (4-109)
Soit :
Oeq=00p aVeC Ogq=+/3l2 (4-110)

[~ Sy
N
//-.;:‘_._-,.-
Yo A : trissectrice
G,

Fig. 4-7 : Représentation du critere de Von Mises daspace des contraintes principales

Dans l'espace des contraintes principales, lererii@ Von Mises est représenté par un
cylindre de base circulaire dont I'axe correspond #issectrice du repere ,02,03) (Fig.
4-7).

4.6.3Loi d’écrouissage

L’augmentation du domaine d’élasticité (qui se tiadur I'essai de traction par une
augmentation deg) met en évidence I'écrouissage du matériau. btexplusieurs théories
permettant de décrire I'écrouissage d’'un matériant tes deux plus simples sont relatives a

I'écrouissage isotrope et cinématique, tous deendant d’'une variable d’écrouissatje
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La théorie de I'écrouissage isotrope correspondna extension homothétique du

domaine d’élasticité centré sur l'origine de I'espales contraintes. Dans ce césst une

variable scalaire (Fig. 4-8 A).

domaine initial domaine initial

domaine apres

domaine aprés écrouissage cinématique

écrouissage isotrope

(A) (B)
Fig. 4-8 : Représentation de I'écrouissage isotropes{Ajnématique (B)

La théorie de I'écrouissage cinématique corresponde translation dans I'espace des

contraintes du domaine d’élasticité. Dans ce &asst une variable vectorielle (Fig. 4-8 B).

4.6.4Loi de comportement élastoplastique

Pour cette étude, on se place sous un certain mombiypotheses. La premiere
concerne l'influence de la température. Les déftiona s’effectuant dans un délai trés court,
les effets lies a la température ne sont pas prisampte. Dans le cadre de la plasticité
associée, comme la fonction de charge est uneidonclu tenseurs et de la variable

d’écrouissageX, I'évolution de I'écrouissage est identique a ¢ktion de la déformation

plastique. Enfin, on se place dans le cadre datitipn des déformations. Sous chargement,
le matériau subit une déformatiory somme d’'une déformation élastiqe® et d’une
déformation plastique’:

g:ge +gp (4-111)

Soit, de maniére incrémentale :
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de =de® +de P (4-112)
Les incréments des déformations élastiques soahabta partir de la loi de Hooke pour

les matériaux élastiques isotropes :
e 1l+v v s
de~ = ?dc —E(tr(dc))l avecl : tenseur ldentité ; tg) = trace ¢lo) (4-113)

Les incréments des déformations plastiques suiyesnt a eux la loi de comportement
de Prandtl — Reuss. Cette loi est écrite pour urémaa dit standard, c'est-a-dire un matériau
pour lequel I'écoulement plastique est obtenu pwuétat de contrainte développant le travail
plastique maximal (Hill (1950)). Il en résulte giécoulement plastique s’effectue suivant la

normale extérieure em a la surface de chargé(Fig. 4-9), indépendamment de 'orientation

de l'incrément de chargesdregle de normalité (Francais al. (1995))).

_\\""\-.. A" ra
e rd
b o
A
N do @
\\.
s N

Fig. 4-9 : Loi de normalité pour un écoulement plastique

En notant @ le multiplicateur plastique, la loi d’écoulemertagtique s’écrit :

0H (6, X)
Jo

Pour le modéle de Prandtl — Reuss avec écrouissayfepe, la variableX est un

de P = d\ (4-114)

scalaire et la fonction de charge s’écrit :

La loi d’écoulement plastique devient :
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(4-116)

3S
d\ avecdA >0
Dans ces expressionseq désigne la contrainte équivalente au sens de VeseM

deP =
20¢q
(4-117)

définie a partir du tenseur déviateur des conteai@par

oeq—W/ES:S avecS:o—%traceb)l
le multiplicateur plasequh représente la déformation

2
Dans l'équation (4-116),
plastigue cumulée et peut s’expliciter a I'aide raééufonction d’écoulemend(ceq X) et de

l'incrément de contrainte équivalentecgl (Francoiset al. (1995)). Dans ce cas, la loi
(4-118)

d’écoulement plastique s’écrit
3.9(0eq)
L’expression (4-118) permet, a partir de la corsaise de la contrainte équivalente et

deP ==
2 Ogq
de la fonctiong de déterminer les incréments plastiques pour aghaqmposante du tenseur

“nrfnmnnf nlu Bhﬂ“ﬂ

des déformations.
AD: ecoulement nlashuue (écrouissage 1sotrope)

IE')

OA :

AP,
E - module tangent constant sur AD
/L

ﬁeq et |
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/"’fr / !
/ __—z /
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Fig. 4-10 : Représentation de la fonctig@eqceq) — LOI de comportement (Galiev (1997))

L’expression de la fonctiog ne peut s’obtenir qu'expérimentalement (Frangtisi
(1995)). Mais en suivant les travaux de Galiev {)9€ncernant la réponse en flexion de
plagues soumises a des ondes de choc, la forggshobtenue a partir de 'approximation bi
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— linéaire de la loi de comportement reliant lestaintes équivalentesq aux déformations

équivalenteseq (Fig. 4-10). Dans ce cas, le module tanggifini par E; = doeq / degqg est

constant pour des contrainteg, supérieures &o. Par la suite, on prendra la valeur Ee
suivante E; = 1500 MPa.

Connaissant la fonction, il est possible de calculer les incréments pasis pour
chagque composante du tenseur de déformation ar metil'incrément plastigue de la
déformation équivalente :

S

deP =25 gep (4-119)
2 e

4.6.5Conclusion

Les éléments principaux de la théorie de I'élastsitité sont présentés. Les incréments

de déformations sont obtenus a partir de la someeentréments élastiques et plastiques :

_1+v v 3Si . p
dejj = = dojj ‘Ed(Gkk)ﬁij +§0—equeq avec dogq20 (4-120)
de; =2 doy ~—d Sj #(0ji ) <0 0u dogy <0 4-121
€|] = E 0'|J E (O'kk) i avec (0”)_ ou Geq (_ )

Les incréments élastiques suivent une loi de Hqmier un matériau homogéne et
isotrope. Ceux-ci sont calculés a chaque instantladeéponse, lorsque la contrainte
équivalente (selon le critere de Von Mises) estriefire a la limite élastiqus ou lorsque le
matériau subit une déchargesfgl< 0). Lorsque la contrainte équivalente est sepéei aco,
les déformations plastiques sont calculées a petla loi d’écoulement plastique de Prandtl

— Reuss avec écrouissage isotrope.

4.7 CONCLUSION

Ce chapitre a permis d’établir les équations duvement d’'une plaque couplée a un
liquide. Les équations de la plaque vérifient lgpdihéses de Mindlin Reissner et prennent
en compte l'apparition éventuelle d’effets de naméarité géométrique liés aux grandes
rotations. Le modele est aussi capable de tenipt®au dépassement de la limite élastique et
de calculer des déformations plastiques. Les moamwesndu fluide sont décrits par une

éguation des ondes établie en fonction d'un patkdés vitesses acoustiques.
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5. RESOLUTION ANALYTIQUE
RECHERCHE DE SOLUTIONS
STATIONNAIRES

5.1INTRODUCTION

Dans le cas des sollicitations issues de détore#eriennes, les vitesses de chargement
peuvent atteindre des valeurs égales a cellesitbssas caractéristiques de propagation des
ondes dans la plague. C'est pour cette raison eqmeotiéle que nous avons développé est
capable de décrire des vibrations de faibles longué'ondes.

La recherche de solutions analytiques a un tellpnod n’est pas une entreprise aisée.
Cette difficulté peut vite devenir insurmontabléasgéométrie du probleme est complexe.

Pour contourner cette difficulté, on se place dBmgoothése ou le comportement
vibratoire de la plaque ne dépend que d'une unigagable d’espacex. La théorie
unidimensionnelle reste pertinente car, si l'onptgce suffisamment loin du centre de
I'explosion, la courbure du front de chargementetgvde plus en plus faible, ce qui rend la
réponse de la plaque similaire a celle d'une bande.

Dans le cadre de cette étude, la plaque est eaatantec un liquide. Pendant les durées
trés courtes (typiquement quelques centaines deoseicondes) ou l'explosion impose son
chargement, les déplacements de la plague ne pepe@snétre de grandes amplitudes.
Pendant ces durées, les déplacements sont enemdatbles si la plaque repose sur un
liquide, lequel accompagne les mouvements de lquplgar sa compressibilité. Pour ces
raisons, la théorie linéaire est adaptée.

Lors d’'une détonation aérienne, le chargement ésérg par la propagation, sur la
plaque, d'une onde de choc Cette onde de chocspmme au front d’'un chargement de
pression mobile variable. Cependant, la vitesseéélele 'onde de choc permet au front de
pression de parcourir, pendant un laps de temps do@irt, une distance suffisamment

67



5. Résolution analytique — Recherche de solutitattognaires

importante pour générer de nombreuses ondes méesnay voisinage du front. Il est donc
intéressant de rechercher des solutions correspbrilades ondes mécaniques prenant
naissance au front de chargement et se propageantua sur la plagque.

Or, sur un parcours de plusieurs longueurs d’oledptession et la vitesse de I'onde ne
sont pas fondamentalement modifiées et, localentemtconditions de chargement ne sont
pas trés éloignées des conditions stationnaires c@uaditions justifient que I'on s’intéresse a
la réponse stationnaire d’'une bande unidirectidanmlrcourue par un chargement constant se

déplacant a vitesse constante.

5.2 MISE EN EQUATIONS STATIONNAIRES

1tz
Po: |
I O N O B S
N T A A Y R plague X

Fig.5-1 : Schéma du systeme couplé
5.2.1Ecriture non dimensionnelle des équations du mouveemt

La figure 5-1 présente le systeme couplé non boonétitué d’une bande de longueur
infinie en contact avec un fluide de profondeumiaf.

Pour simplifier I'écriture des équations, cellessont présentées sous forme non
dimensionnelle. Les grandeurs de référence poarittée non dimensionnelle sont le rayon
de girationrg (défini a partir de I'inertie de rotatidnet de la surface des sections drofest

la vitesse longitudinale de plaqgg définies respectivement par :

- L_h ]
o = S \/1—2 (51)
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E
= |— 5-2
® Vpa-v?) &2

On définit aussi la vitesse modifiée des ondesshliementc; par :

Cs = \/E (5-3)
p

En utilisantry, les variables sans dimension s’écrivent :

x=X.z=2.7=04 (5-4)
Mo "o "o
Selon les hypothéses de Mindlin — Reissner, le rem@nt de la plaque est décrit gar
la rotation des sections, wt le déplacement hors plan du feuillet moyen. Lesivements du
fluide sont décrits a partir du potentiel des \#&ss acoustiques. Les variables non

dimensionnelles associées sont définies par :

W(X,T) _ W(x,t) (5-5)
"o

W(X,T)=W(xt) (5-6)

o(x,T) = 2D 57
Cpro

En utilisant les variables sans dimension, les #gus du mouvement se présentent
sous la forme non dimensionnelle suivante :

0AW _ oo 0°W _ 0w
ox2 0

aT—Z_ _X]+ Bnt (X, T) = Fext(X,T) (5-8)

2 2
0 l-l—’:a ‘-|J+92 aW—l.]J (5-9)
aT2  ox? 0X

2 2 2
9°® 2:52(_" q2>+_a q;] (5-10)
aT X2 oz

oT  \0Z )y

Les équations (5-8) et (5-9) sont les équationsiduvement de la plague, I'équation
(5-10) est I'équation du mouvement du fluide eguidtion (5-11) traduit la continuité des
composantes normales des vitesses a l'interfacetetrae Py, correspond a la pression
exercée par le fluide sur la plaque et a pour esgive :
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Prg (X.T) =u[gifj 0 (5-12)
Z=

Le termePgy; correspond a la pression non dimensionnelle egepe¢ le chargement

mobile et a pour expression :

_ Pext(x1)
Poyt(X,T) =—2~—~ (5-13)
ext pCFZ) /—12

Les trois parametred 6 etp sont sans dimension. lls sont définis a partirdesses

caracteristiques,, Cs et ¢, ainsi qu'a partir des masses volumiquest pr. lIs ont pour

expression :
p=ls (5-14)
Cp
Ct
0=— (5-15)
Cp
Pt
H =m (5-16)

La connaissance des trois paraméireéset | caractérise entierement le systeme couplé.

5.2.2Mise en équations stationnaires

Pour observer des ondes apparaissant au voisinadgermt de chargement, on peut
passer d'un repere absolu fixe X(Z) a un repére relatif mobile (0,2) attaché au front de
chargement. Dans ce repére mobile, si des ondaensiaires existent, elles apparaissent
figées a un observateur lié au front de chargement.

Pour rechercher des solutions dans ce repére maileeffectue le changement de
variable suivant :

Y=X-VIT (5-17)

Dans ce changement de variableest I'abscisse relativeX est I'abscisse absolu€,
correspond au tempsétest la vitesse non dimensionnelle du front défpae:

v=" (5-18)
Cp

La position du front est indiquée par I'absci¥se 0.

Par ce changement de variable, les dérivées pestigtviennent :

0/0X =d/dY etd/oT =-vd/dY
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02/9X2 =d?/dY? et 92/0T2 =Vv2d2/dY?

et les équations (5-8) a (5—-11) deviennent :

d w , dw o
6% -V 02 =— v = 5-19
( ) qy —H (an . ext(Y) ( )
1-v )0'—LP 0 (d—W—wj=o (5-20)
dy? dy
2 2
g qz’—QZaq;:o (5-21)
0Z aY
v aw _ (aq:j (5-22)
Dans I'équation (5-21), le tern§¥ est défini par :
2 _ 52
02-Y"~0 (5-23)
52

5.3RESOLUTION POUR UN CHARGEMENT A VITESSE SUPERSONIQUE (V > 8)

La recherche de solutions stationnaires au problsapersonique a déja fait I'objet
d’'une publication (Renardt al. (2003)). Ces travaux ont été effectués avant nodrail de
these. Pour bien comprendre les résultats que aomss obtenus dans notre these, il était
nécessaire de présenter la résolution et les afsudbtenus lorsque V & Pour plus de
précisions, le lecteur pourra se reporter a laeéfée citée précédemment.

Lorsque la vitess® du chargement est supérieure a la vitésdes ondes acoustiques
dans le fluide, les équations du mouvement (5-(B320) et (5—-21) sont hyperboliques. Par
conséquent, il est possible de distinguer les wolstde part et d’autre d’'un front de
discontinuité puis d’assurer la continuité des fars.

La résolution du systtme composé des équations9)5al(5-22) est effectuée
classiqguement en recherchant des solutions quéseptent des ondes, de pulsation spatiale

se propageant a la vitesge

W(Y) =Wye” (5-24)
W(Y) = WeeY (5-25)
O(Y,Z2) = do(2)eNY (5-26)
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L’introduction de l'expression (5-26) dans I'équati (5-21) conduit a résoudre

I'équation suivante :

2
d—q’zo—ngzqao =0 avecQ? >0 (5-27)
dz
dont les solutions sont de la forme :
Do (Z) = Ke ™% + Keth2 (5-28)
Au terme Ke™ %2 correspond le potentieb(Y,Z) = Ke*Y*22)  or, la vitesse du

chargement étant supérieure a la vitesse des @udestiques, les perturbations ne peuvent

pas se propager plus vite dans le fluide que splalgue. Par conséquent, les ondes associées

au potentiel®d(Y,Z) = KerY+Q2) ont pas de réalité physique et la fonctibnde part et
d’autre de la ligne de discontinuité d’équatior QZ = 0, pour les valeurs positives Wgeest

nulle.

Ayant éliminé le termeKe %%

et fait intervenir la continuité des vitesses nales a
l'interface, I'amplitude du potentiel des vitess&&crit :

®o(0) = —%Wo (5-29)

Cette expression permet d’écrire les équations lgemes associées aux équations (5—
19) et (5-20) uniquement en fonction des inconngset ¥, et de former le systeme
suivant :
P(A(e2 ~v2)+uv2/Q BY:L }(Woj:(oj (5-30)
262 M@a-v?)-e% (W) \0
Celui-ci possede une solution non triviale si,etlement si, son déterminant est nul. Ce

dernier se présente sous la forme :
30/2 _n2 2y 42 V2 2 2,2 V2
AN VE-09)1-V)-A pg(l—v )=ABV< +ub o =0 (5-31)

La résolution de cette équation permet de détemigsepulsations. pour une vitesse
de chargemen¥. Contrairement a I'étude des ondes entretenuda frequence est imposée
et ou les vitesses de propagation en découlent'ast la vitess&/ qui est imposée ét qui
en découle.

L’équation (5—31) est un polynébme d’ordre 4 pouguiel les racines sont réelles ou

complexes. On les notéy = 0,4, A2 etAs. S’il y a des racines complexes, celles-ci sont au
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nombre de deux et sont conjuguées. Alors, les eagoeuvent étre décomposées en parties

réelle et imaginaire telles qug, = ay +iP et les solutions sont de la forme :

F(Y) = Foelk" = Fel@H BT = e (cosB, Y +isinByY) (5-32)

Les coefficientsax correspondent & I'amortissement géométrique. loesficients Py
correspondent a la pulsation des ondes et sonmnisiéh un facteur 2 pres, comme les
inverses des longueurs d’ondes non dimensionn&le| =21t/ Ay

La nature hyperbolique des équations impose déngdistr les fonctiondV, ¥ et @
selon queY soit positif ou négatif. Ces fonctions doivent mwme valeur finie ent co. Dans
ce cas, les solutions ne prennent des valeursfqu&ux conditions suivantes :

Ok >0 pourY <0 (5-33)

Oy <0 pourY >0 (5-34)

Sous ces conditions, les solutions se distinguenadt et d'autre de la positidh= 0 et
d’une ligneY — QZ = 0. En ajoutant les solutions particuliéres quirespondent a la réponse

du systeme a un échelon de pressiRu(Y)=-Ry#(-Y (ayec la fonction de Heaviside

#(..)), les fonctiondV, ¥ et ®, solutions du probléme supersonique, s’écrivent :

Pour Y<O0:
W(Y)=-PRy| ag + E a ek’ —%Y (5-35)
VvV
(047 >0 u
W) =-R, E b’ —% (5-36)
TAY
(0% >0
PourY >0:
W(Y) =-Ry E a ek’ (5-37)
Ok <0
W(Y)=-PRy E b’ (5-38)
(o8 <0
PourY-QZ<0:
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(Y, Z) =-Py| co + E c & k(Y ~82) +iV(Y—QZ) (5-39)
H
C(k>0
PourY-QZ >0
d(Y,2) =Py E c ek (Y=92) (5-40)
(o8 <0

Dans ces équations, les coefficientgtcq ont pour expression :

o 8 _
b =- 5 > & pour k=123 (5-41)
Ac@-vV°)-6
Vv
Ck = ey ax pour k=123 (5-42)

lls sont obtenus a partir de la compatibilité delsittons aux équations homogenes (5—
19), (5-20) et (5-21) et s’expriment en fonctios deefficientsa,. Ces derniers, ainsi qae,
sont obtenus en résolvant le systeme formé a mhatia continuité des fonctioM, ¥ et de
leur dérivées premiereBN/dY, d¥/dYenY =0

1 5 S2 3 ||% 0

b 1
s Sbp sgby jan| _ iz avecs, = signefty) (5-43)
SA1 SpAp sghz |lag| pvé |l

SIAMD SpAoby  s3Asbs | ag 0

Dans I'expression (5—43), la fonction signe egotection définie par :

o O O

) -1 sia, <0

signe@y) = .k
1 sinon

Le coefficientcy est obtenu a partir de la continuité de la fomctiole long de la ligne

de discontinuité d’équation—QZ = 0 ; soit :cy =—agV / Q.

5.4RESOLUTION POUR UN CHARGEMENT A VITESSE SUBSONIQUE (V <)

On résout le probleme lorsque la vitesse du chaggéwmest inférieure a la vitesse
des ondes acoustiques dans le fluide. Dans cé'@asation du mouvement du fluide (5—-21)
est une équation aux dérivées partielles elliptiquéa différence du précédent probleme, il
n’existe pas de ligne de discontinuité permettandidtinguer les solutions.

Ces résultats ont déja fait I'objet d’'une publioatiau cours de la thése (Renatdal.

(2006)) et nous en rappelons les grandes lignes.
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5.4.1Transformées de Fourier utilisées

Pour résoudre le probleme subsonique, on utiliserdmsformée de Fourier. Selon les
ouvrages, la définition de la transformée est diffiée. Aussi, pour cette étude, la transformée
de Fourier et sa transformée inverse par rapptatvariableY, appliquées a une fonctidn

des deux variableg etZ, sont définies par :

+o00

fEz2)=+ j f(Y,2)edy (5-44)
21 o
f(Y,2)= j f(5,2)e7 de (5-45)

5.4.2Mise en équation par transformées de Fourier

Les propriétés de la transformée de Fourier, liépraduit de convolution, permettent,
a partir de la connaissance de la réponse impulsliend’'un systéme linéaire, de déterminer
la réponse de ce systeme a n’importe quelle salfion (produit de convolution). Aussi, est-il
suffisant de déterminer la réponse de la bandeléelgmumise a une force ponctuelle mobile
définie par(Y) = Fod(Y), pour pouvoir connaitre la réponse a toute adhécitation.

En utilisant les définitions précédentes des tansées de Fourier, les équations (5-19)
(5-20), (5-21) et (5—-22) deviennent :

—g2W? —GZ)W—iEGZlTJ—iEuVCTD(E,O):% (5-46)

(-€2(1-V?)-0%) P -ig82W =0 (5-47)
.

‘;Z—q;—gzzzan =0 avecQ? <0 (5-48)
a&:} o~

2% = —iEVW (5-49)

5.4.3Résolution du probleme subsonique

Les solutions de I'équation (5—-48) sont :
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(€, 2) = a(E)e"?” +b(§)e (5-50)

Le fluide étant situé dans le demi plan deségatifs. Le signe de Z est toujours négatif
et les solutions sont différentes selon que laakéeic est positive ou négative. Elles peuvent
s’écrire sous la forme suivante :

goz

P(E,2) =K (e (5-51)

Comme pour le probléme supersonique, en faisaatvianir la condition de continuité

des vitesses normales, le potentiel s’écrit adtifatce :
B(£.0) = -isgng) W (5-52)

Cette expression permet d’écrire les équations duvement de la plaque uniquement
en fonction des variable&/ et ¥ :
—E(E(\/Z -92) +sgn@u£J -ig6? w] _|Fo
Q {@} - {Zn} (5-53)
- i£0? -£2(1-Vv?)-02 0
Ce systeme possede une solution non nulle si é&grdétant est nul. Celui-ci correspond

a I'expression suivante :
2
P(E) =z(a3(92 ~VA)(VZ -1 +E0%V 2 —sgn@u\%[zz(\/2 -1 —eZ]J (5-54)

pour laquelle il convient de distinguer les polyr&nP.(§), associé aux valeurs
positives de&, etP_(§) associé aux valeurs négativeside

Il est alors possible d’obtenir les solutions dakpéme par transformées inverses. Elles

s'écrivent :
W(Y) = .;%/O(E)e‘iEYdE -Fo P e 8 de (5-55)
Joo 2n ) P(€)
_ .+20 _IEY =i @+00 Iezz _IEY -
W(Y) ._i’(é)e dg o PO e 'S dE (5-56)

oo . too . 24 2y _ a2y .
B(Y.0) = J‘ &n(é,o)e"EYdazzFOV 'Sg”@(‘ip((;)v )70 it gs  (5.57)

En remarquant, par exemple, que I'expression (5986} se décomposer de la fagon
suivante :
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0 .o _ teo 02 :
w(v)=? j 19°8 iy g 4 0 j 1978 et e (5-58)
n) . P anfy Pu(®)

il est possible d’exprimer les solutions uniquementfonction des transformées de

Fourier Sinus et Cosinus et du polynoRm) :

o 24,2 2
W(Y) ~Fo| &V°-D-8 cos€Y)dE (5-59)
n J0 I:)+ (E)
e+00 2
%! =F—]2.O P9+ é) sin€Y)de (5-60)

Fov [ 02 -g2(v2-1

Un long travail de calcul s'impose pour obtenir temnsformées inverses. Aprés avoir

DY 0) = SinEY)ds (5-61)

décomposé chaque intégrand en éléments simplest phossible d’exprimer les solutions
particulieres en fonction de huit coefficient€i( C,...) et de huit intégrales
« fondamentales »l,{, li4pc...). On pourra se référer a l'annexe du présent rménsd a
l'article de Renardet al. (2006) pour les expressions complétes de ces iceefs et
intégrales.

Aux solutions particulieres (5-59), (5-60) et (5%6@alculées pour le chargement
Fod(Y), on doit ajouter des solutions générales sasiafdiles équations homogénes sans
second membre. Ces solutions, si elles existentegiwondent a des ondes libres et sont du
type Agcos(Y).

De plus, les solutions particuliéres trouvées regméent des ondes symétriques par
rapport au chargement et qui se propagent indépemeéat du sens de propagation du
chargement. De telles solutions ne sont pas phgsigat acceptables.

Or, dans un précédent article concernant la répdhse plague seule, soumise a un
chargement mobile, Renamet al. (2002) montrent que, dans cette gamme de vitesse d
chargement, les ondes n’apparaissent que devanhlede chargement.

Afin de compléter la réponse du systeme couplé&hamche des ondes libres vérifiant le
systeme homogene et éliminant toute vibration harque prenant naissance derriere le front
de chargement. La recherche de ces ondes librelsasée sur la résolution de I'équation
caractéristiqueP(€) et sur la compatibilité des fonctioMy, ¥ et ®. La connaissance des
solutions générales ajoutées aux solutions padimesd permet de construire les solutions

completes du systeme :
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W(Y :F_T‘[){ezyc_:ﬁ[l yC(|Y|) ~ l10pc (|Y|) +Cegl oapc (|Y|)]
92
_ -Gl Y) +Col (Y
v(ez—vz)(vz—l)[ s ol 1)
, (5-62)

y(O2 -v2)V2 -1
Cp B2+y*@-Vv?)
Y (8% -V?)1-V?)

_ Fo8°Cs {sgn(Y)
Yy) = |
: O%-Vv2)(v2-pl ™ |

[C1C203| 108 (Y]) + C1C2C4al oape (|Y|)]}

+Fo

sin(yY)

(YD)~ 11 (YD * Csloaps (VD] + cos(vY)} (5-63)

2
o(Y.0)=— 0" {e S0 [ 611 05(¥) + Cal oY)

Q0% -Vv?) [ny(v2 -1

+C1C2C3l19ps(Y) + C1CoC4l OO(BS(Y)]
(5-64)
~yC25ant)[1s(Y) = 10ps(Y) + Col 0aps (Y)]

,Co 82+y2(-V?)
Y (6% -V?)1-V?)

cosfyY) + K}

Dans I'expression de(Y,0), afin que la valeur moyenne dg+%,0) soit nulle, on
ajoute une constankequi a pour expression :
6°C,

K=-—-2—
2y(1-V?)

(5-65)

5.5 CALCUL DES CONTRAINTES MECANIQUES

A partir de la dérivation des fonctio, ¥ et @, il est possible de déterminer les
contraintes de flexion et de cisaillement. Ces deans mettent clairement en évidence la

présence d’ondes au voisinage du front de chargemen
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5.5.1Contrainte de flexion

Le calcul de la contrainte de flexion est effecué la face extérieure de la plaque (face
sur laquelle s’applique le chargeméxy).

La contrainte de flexiony est définie a partir de la dérivée de la fonctibpar :

E oy
Oyx(X,z,1) = -Z— 5-66
wtnz =5[22 (5-66)
La forme non dimensionnelle correspondante est :
o 1 ow
Syx (X,Z2,T)=—2%_= (— Z—j (5-67)
pc%x/l_z V12 0X

La contrainte de flexion évaluée sur la face eatég erz = h/2 conduit a I'expression

non dimensionnelle suivante :

10V
Syy = ———— 5-68
XX 29X (5-68)
La forme stationnaire associée est :
10¥
S(Y)=—-="— 5-69
(Y) >3y (5-69)

Dans le cas du probléme supersonique, a partiregpréssion (5—69) et des solutions

(5—-36) et (5—-38), la contrainte de flexion s’écrit

PourY<O0:

S(Y) = % E A by ey (5-70)
ok >0

Pour Y>O0:

S(Y) = % E A by MY (5-71)
ok <0

Pour le probleme subsonique, apres dérivation deretion¥ (équation (5—63)), on

obtient 'expression de la contrainte de flexioivaunte :

_ Ryec
S(Y) =
) 2162 -V?2)(1-V?)

e (YD = 1103c (YD) + Col oape (YD ~Tsingy)]  (5-72)
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5.5.2Contrainte moyenne de cisaillement

La contrainte moyenne de cisaillemegtest définie par :

KE (ow
Oyz(X zt) = —=Y 5-73
a2 21) Z(H)( . j (573)
La forme non dimensionnelle correspondante est :
o 8% (oW
Sxz(X,Z,T)=—2*%—= ( - wj (5-74)
pC%«/lZ J12\ X

La forme stationnaire associée est :

62 [aw j
r¥)=——| —-W¥ 5-75
(Y) T3\ oy (5-75)
Pour le probléme supersonique, la contrainte mayelencisaillement s’obtient a partir
de I'expression (5-75) et des solutions (5—-35)3@:—+(5-37), (5—38) et s’écrit :

PourY<O0:
_ PB? AY
rey) = VT (Akax —by)e (5-76)
ok >0
PourY>0:
_ Pf? AY
r(y)= _ﬁ (Aax —by)e (56-77)
(o 4% <0

Dans le cas subsonique, apres dérivation de latibon®V (équation (5-62)) et en
utilisant I'expression de la fonctio® (équation (5-63)), I'expression de la contrainte
moyenne de cisaillement est la suivante :

-6°Foy°Cy [sgn(v)
M) = |
) V12(0%2-v3)L m [

(YD) + Crl1ags(Y]) * Caloaps(¥D)] cosw)} (5-78)

5.6 RESULTATS

Tous les résultats présentés dans ce paragrapheetatifs a une plague d’aluminium
en contact avec de I'eau. Pour un tel systeme,trlds parametres non dimensionnels

caractéristiques ont pour valewr = 0.55 ;6 = 0.28 ; 4 = 0.10.

80



5. Résolution analytique — Recherche de solutitattognaires

5.6.1Probléme « subsonique »

L'application présentée dans ce paragraphe estivielaa une force ponctuelle
d’intensité non dimensionnellg, = -1, poussant la plaque contre le liquide eté&a@atant a
la vitesse non dimensionnellé = 0.2 inférieure a la vitesse acoustique des onides le
fluide 6. Cette valeur correspond a une vitesse dimendliienneoisine de 1100 m/s.

Les racinesy, B ety de I'équation caractéristique (5-54) sont traa¥esonction de la
vitesseV (Fig. 5-2). Pour la vitessé = 0.2, les valeurs de, B ety sont les suivantesx = -
0.129 ;B = 0.088 ety = 0.280. L'observation de cette figure permet daligner le réle
important de la vitesse. Plus celle-ci est impddgamplus la valeur dg est élevée : la
fréquence des ondes augmente avec la vitesseetsément, la longueur d’onde diminue.

La contrainte de flexio& et la contrainte moyenne de cisaillemErgont représentées
sur les figures 5-3 et 5—-4. La position du fronttHargement est indiquée par I'absci¥se
0. L’'observation de ces résultats montre clairengenin régime vibratoire s’établit devant le

front de chargement.

Evolution des racines a., p et y en fonction de ¥

p=01
5=028
081" p=055"

0 0.05 0.1 0.15 0.2 025 &
vitesse ¥

Fig. 5-2 : Evolution des racinesp ety de I'équation caractéristique dans le cas subseniq
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Fig. 5-3 : Evolution de la contrainte de flexi@mpour la vitesse subsonigtfe= 0.2

Fig.5-4 :
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Evolution de Z(¥) pour une vitesse ¥V'=0.2
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Evolution de la contrainte de cisaillemEnour la vitesse subsonig\ie= 0.2
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5.6.2Probléme « supersonique »

La plaque est soumise a un échelon de pressiotedsité non dimensionnely = 1 et
la vitesseV est supérieure &

La résolution de l'équation caractéristique (5—3hgt en évidence les vitesses
caractéristiques et 1 de la plaque pour lesquelles il n’existegrmsolutions stationnaires.

Sur la figure 5-5, on représente I'évolution dasnes) : les vitesse$ et 1 définissent
trois domaines pour lesquels la réponse vibratigria plague est différente.

i) premier cas V est comprise entre les vitessest 0 :

Une racine de I'’équation caractéristique est régllealeur positive : la réponse de la
plague présente un amortissement poulleégatifs. Les deux autres racines sont complexes
a partie réelle positive. La plaque présente dancamportement vibratoire amorti dans le
domaine de¥ positifs.

il) deuxiéme cas ¥ est comprise entre les vitessest 1 :

Les trois racines de I'équation caractéristiquet $éalles. Deux racines sont a valeur
positive et une racine est a valeur négative. lagye présente donc un régime amorti sur
'ensemble dey.

iii ) troisiéme cas ¥ est supérieure a 1 :

Une racine est réelle a valeur positive. La rép@sseciée a celle-ci est amortie sur le
domaine desy négatifs. De plus, les deux autres racines soniptexes a partie réelle
positive. Par conséquent, la plague présente urpaxement vibratoire amorti dans le
domaine de¥ négatifs.

L’ensemble des remarques est illustré par les dgj(b—6) et (5—7). Sur celles-ci, on
trace les évolutions de la contrainte de flexiogt de la contrainte moyenne de cisailleniéent
pour les trois vitesse¥ = 0.4,V = 0.8 etV = 1.2, chacune appartenant a un domaine

particulier mis en évidence.

83



5. Résolution analytique — Recherche de solutitattognaires

Evoiution des racines réelies A en fonction de ¥
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Fig. 5-5 : Evolution des racinésde I'équation caractéristique dans le cas sup&pen
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5.7 CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons présenté les soluimaigtiques pour le probléme d'une
bande de longueur infinie en contact avec un mifleide non borné et soumise a un
chargement mobile.

La modélisation de ce probleme a mis en éviderseitesses caractéristiques cs et
G qui correspondent, respectivement, a la vitesse ateles longitudinales, a la vitesse
corrigée des ondes de cisaillement et a la vitdssendes acoustiques dans le fluide.

Nous avons montré que la vitesgedu chargement joue un rdle important dans la
réponse du systeme. Aussi distingue-t-on pourdaluéon le cas owr est supérieure @ du
cas ouv est inférieure &:. Mathématiquement, les trois équations aux désiyatielles du
probléeme couplé sont complétement hyperboliqgues est supérieure &. Dans ce cas, le
probleme est qualifié de « supersonique ».vSgst inférieure ac; alors I'équation du
mouvement du fluide est elliptique et le problérsequalifié de « subsonique ».

Concernant la réponse d'une plaque soumise a uessipn de détonation, il faut
concevoir que la vitesse du chargement évolue daeslarge gamme de valeurs, passant
d’'une vitesse égale ou supérieure a la vitegsa une vitesse inférieure a la vitesse
(typiguement la vitesse de I'onde de choc décumgy’a la vitesse du son dans I'air). Il est
donc indispensable d’envisager la résolution abi&si pour un chargement subsonique que
supersonique.

Les solutions représentent des ondes prenant neessau voisinage du point
d’application du front de chargement sur la bah@s.ondes mécaniques, étudiées pendant le
déplacement du chargement sur la structure, afgsardi immobiles pour un observateur lié
au front : ces ondes sont qualifiées d’'ondes statives.

L’ensemble des résultats montre I'importance devifasse du chargement, laquelle
détermine la réponse du systeme couplé en impdésdatme de la solution et la fréquence

des vibrations.
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Evolution de Z(¥) pour différentes vitesses |

3 =04 !f:l| ].l.= 0.1
& 8=0.28
1.5 ﬂ ................................................................ 8=0.55
u fresE
A
IR -5 N SN N S — 81 S NN I ——
3 V=0.8 : n=0.1
§ 85=0.28
1 5 ................................................................................................................ E ................................................................................ B — n 55
) P —— T\
PSP s S —— E .........................................................................................................
3 V: 12 ........................................................................................... E,. ........................ S USSR ............... l‘L= ul
| 5=0.28
1.5 : 0=0.55
Y J‘\.E
0 PAAAAAAAY VALY
15 §

-80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 Y

Fig. 5-6 : Evolution de la contrainte de flexi@irpour les trois vitesses supersoniques0.4,
V=08etv=1.2
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Evolution de I'(¥) pour différentes vitesses I~

D4l V=04 SR B N N n=0.1
E ﬁ 5=0.28
s 'fk/\ - oo
04 o
1|
EU
04| V=038 5 w=01
; : 5=0.28
. ——1 o o
¥
0.4

Fig. 5-7 : Evolution de la contrainte moyenne de cisaigntl” pour les trois vitesses
supersonique¥ = 0.4V=0.8etV=1.2
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6. RESOLUTION NUMERIQUE

6.1INTRODUCTION

La résolution effectuée au chapitre précédent amigerd’obtenir des solutions
analytiques qui peuvent servir de référence. Cdstigns correspondent a la réponse
stationnaire d’'un systeme couplé non borné. Il mStessaire de proposer un modele
numérique afin de prédire la réponse compléte dtemes couplés de dimensions finies
soumis a des chargements mobiles plus spécifiques.

Les solutions numériques sont des solutions appexcijui peuvent étre obtenues par
diverses méthodes. Parmi celles-ci, on peut caeméthode des différences finies et la
méthode des éléments finis. La méthode des difféserfinies est la méthode la plus
ancienne. Son principe repose sur I'utilisation dégeloppements limités de Taylor et sur la
discrétisation du domaine et des grandeurs étudi®mur une étude mathématique
approfondie, on pourra se référer aux ouvragesilaEn$et al. (1982) et de Euvrard (1988).
La méthode des éléments finis est plus récenteeet @tre utilisée dans des domaines
scientifiques trés divers. Son principe reposel'stilisation de formulations variationnelles
(Bathe (1982), Batoet al(1991), Zienkiewiczt al(1991), Morand et Ohayon (1994)).

Avec la méthode des différences finies, les équoatsont plutdt simples. La précision
de la méthode est directement dépendante de lssérae discrétisation. Pour la méthode des
éléments finis, la pertinence repose en partidastichesse de I'élément choisi qui conduit a
une plus grande complexité pour chaque élément.

Dans le probleme qui nous intéresse, on est ollapopter un maillage tres fin car les
longueurs d’onde sont tres petites. Il est donéepable d’avoir des nceuds nombreux plutét
gu'une complexité dans la maille. C’est la raisamumplaquelle la méthode des différences

finies est préférée dans cette étude.
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6.2 LA METHODE DES DIFFERENCES FINIES (MDF)

6.2.1Approximation des opérateurs différentiels

Pour un probléeme de dynamique, deux types de \‘asiabont a considérer: les
variables spatiales et la variable temporelle. Peapace, une longueulrest « découpée » en
troncons de longueurg @t la durée d’étude est également discrétiséee aoudrts intervalles
temporeldt.

Les expressions des différences finies sont issigesiéveloppements de Taylor a
différents ordres. Elles sont des approximationsédultat exact et induisent, par conséquent,
une erreur de troncature. On distingue : les diffées a gauche (ou régressives), les
différences a droite (ou progressives) et les difiées centrées.

Le développement de Taylor d’une fonctibau voisinage du poing a I'ordren peut

S’'écrire :
f(Xi+1) = F(X; +dx)
2 ;2 n an
:f(Xi)+dXZ—f +dL2% ___+d%6rf] +o(dy™Y) (6-1)
Xl ox Xi - OX Xi

En notantf(i) I'évaluation de la fonctio au pointy; et en utilisant I'expression (6-1)
ainsi que le déeveloppement de la foncti@u pointy.1, on obtient les trois approximations de

la dérivée premiere de la fonctibau pointy; :

j—f Xij) = w +0(dx) (différence progressive) 642)
X

at (Xi) = TO=-1=y, o(dx) (difference regressive) 643)
dx dx

ﬂ(xi) - fi+D-1(-D +o(dx2) (différence centrée) 6¢4)
dx 2dx

Dans les expressions (6—-2) et (6—3), I'erreur dadature est en(dy) c’est-a-dire du
premier ordre. L'expression (6—4) est obtenue &irpde la somme des expressions (6-2) et
(6=3). L’erreur de troncature est du second ordre(@y?).

La dérivée seconde de la fonctioau pointy; s’écrit :

2 : ok .
%(Xi):f(wl) 2f(;)+f(| 1)
dx DX

+o(dx?) (6-5)
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6.2.2Schémas d’intégration numeérique

Pour I'étude des problémes en dynamique, I'objeetif de déterminer I'évolution
temporelle du systéeme mécanique. Autrement dit,faiseles équations discrétisées, il s'agit
de connaitre le champ de déplacement a linstamasut+dt. La MDF conduit a deux
meéthodes de résolution différentes : les méthadesidites et les méthodes explicites.

Les méthodes implicites consistent & exprimer dimwue par une fonction faisant
intervenir la dite inconnue. En dynamique, cela iegev a résoudre Ile
probleme u(t + dt) = H (u(t),u(t — dt),u(t + dt ))dans lequel est le champ de déplacement.
Les schémas d’intégration implicites sont incomditiellement stables. Le pas de
discrétisatiordt peut étre important. Par contre, a chaque itéraiiest nécessaire d'inverser
une matrice dont les dimensions peuvent étre iraptes si le nombre de degré de liberté est
éleveé, ce qui se traduit par un temps de calcativelment important.

Les méthodes explicites consistent a exprimerdimzie par une fonction indépendante
de cette inconnue. Cela se traduit, en dynamigaeJgprésolution d’'un probléme du type
u(t +dt) = H(u(t),u(t —dt)). La mise en ceuvre d’'un schéma explicite est begugius
simple mais la stabilité est conditionnelle : elipend de I'incrément de temgiutilisé qui
est, en général, petit. La stabilité numérique ligppe a notre probleme, sera précisée au
paragraphe 6.9.1.

Dans cette étude, le chargement utilisé, de natansitoire, nécessite un pas de temps
relativement faible pour étre décrit convenablemehttilisation d’'un schéma explicite est
tout indiquée puisque la sollicitation de détormatid’'une part, et la condition de stabilité,
d’autre part, nécessitent un pas de temps faild@eplDs, la prise en compte des non linéarités
dans un schéma explicite ne pose aucun problemguiQgest pas le cas avec une méthode
implicite pour laquelle l'inversion d’'un systémeéduations non linéaires est un probleme

complexe et colteux en temps de calcul.
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6.3 GEOMETRIE DU PROBLEME ET CONDITIONS AUX LIMITES

6.3.1Géométrie et maillage du domaine spatial

Dans ce qui suit, on est amené a discrétiser lesté@ns du mouvement pour les
problemes de la bande et de la plaque circulaoaer Bette étude, on suppose que le domaine
spatial est symétrique par rapport a I'axe)(O

Quel gue soit le systeme de coordonnées choistééian %,z) ou cylindrique (,2) avec
I'hypothése d’axisymétrie), la discrétisation durdone spatial est identique (Fig. 6-1). On
utilise un maillage régulietNfy, Az) de I'espacey, z) depuis les valeurs originegs £ 0,z = 0)
jusqu’aux valeurs finaleg € ysin, Z = Zin).

On attribue un indice a chaque variable d’espadogui :
Xi =IAX, X fin = NXAX, 1 =0...NX

zj = jAz, z, =NzAz, j=0..Nz

>
P A,}_’

/7’7’/1‘
I S

Fig. 6-1 : Géométrie et maillage du domaine spatial

Cependant, suivant le repere de coordonnées, tesriigations de la variable d’espace

x, du pas d’espacky et du nombre de ncedNy changent :
{x =X, Ax =Ax, Ny = Nx} dans le repere de coordonnées cartesiemzs (

{x =r,8x =Ar,Nx = Nr} dans le cas de coordonnées cylindriques (
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6.3.2Conditions aux limites

La modélisation des conditions aux limites est @tape importante et, pour de
nombreuses études, les conditions aux limites nuggkd doivent étre le plus proche possible
des conditions aux limites réelles ou expérimestale

Pour cette étude, la réponse d’'un systeme coupléaksilée avant toute réflexion des
ondes sur les bords du domaine, de telle sortecglie-ci peut étre considérée comme le
début de la réponse d’un systéme infini. Dans selea conditions aux limites n’existent que
pour « fermer » le domaine de calcul qui est supmpand. Pour la plague, on impose des
conditions aux limites de type encastrement. Peufldide, on impose des conditions de
vitesses nulles aux paroais.

Chaque nceud du maillage de la structure possedee qlegrés de liberté (trois dans le

cas de la théorie linéaire). Il s’agit des fonctian ¥, w et ¢ . Dans le domaine fluide, a

chaque nceud du maillage est associé le degréateélip.

Condition d’encastrement pour la plaqupaur la plaque, la condition d’encastrement a

I'extrémitéy = ysin Se traduit par la nullité de tous les déplacemesais :

u(X =X fin) =0 (6-6)
W(X=Xfin) =0 (6-7)
W(X =X fin) =0 (6-8)

Condition de vitesses nulles aux paropour le fluide, les conditions de vitesses nulles

le long des parois en= z;, et eny = ysin S'écrivent :

[@j =0 (6-9)
0z XsZ=Zfin

(@] =0 (6-10)
ox X=Xfin,Z

Condition de symétriela derniere condition correspond a la symétriesgstéme par
rapport a I'axe vertical (€). Au centre, le déplacement dans le plan mayest nul. De part

et d’autre du centre, le déplacement hors plaast égal et les déplacemenisainsi que les
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rotations de section®, sont de méme valeur mais de signe opposé. Ceradat donc par
guatre propriétés de parité sur les fonction®, wet ¢ .

Les fonctionau et sont impaires :

u(=x) = -u(x) (6-11)
W(=x) =-¥(X) (6-12)
Les fonctionsw et ¢ sont paires :

W(=X) = w(X) (6-13)
O(=X) = d(x) (6-14)

6.4 RAPPEL DES EQUATIONS DU MOUVEMENT — EXPRESSION DU COUPLAGE

6.4.1Rappel des équations de la dynamique

Les équations du mouvement du systéme couplé wadtrien terme d’opérateurs, sous

la forme suivante :

0%u 1

—=—divN (6-15)
ot2  ph

62

- == (dmw +Q) (6-16)
a2 ol

i——(dlvs Pext) (aq)j (6-17)
a2 ph &7 ph Lat

avec .

=Q+Nlgrad w

2

%0 _ =cf Ad (6-18)
ot 2

Les équations (6-15) a (6—17) sont les équationsiodluvement de la structure. Elles
sont valides a l'interface, er= 0. L'équation (6—18) est I'équation du mouvemduntfluide :
elle est valide a I'interface et dans le domainel# (pourz < 0).

Dans ce qui suit, les seconds membres des équé@ehS) a (6—17) qui ne dépendent

gue des variables d’espace sont notés :

1 ..
F,=—divN 6-19
U= (6-19)
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Fy :pil(divmq) (6-20)

1.,..
Fw = E (d'V S- pext) (6-21)

On distingue le second membre de I'équation (6—&8)it pour l'interface, de celui

écrit pour le domaine intérieur du fluide:

Fo :c? A¢ pour z=0 (6-22)

Gy :c% Ad pour z<O0 (6-23)

Par la suite, les équations (6—-15) a (6—18) soitrités afin de faire apparaitre les
termes de couplage dans les équations du mouvebDem.un second temps, il s’agit d’isoler
a gauche du signe = les fonctions dérivées paroragu temps et a droite, les fonctions

dérivées par rapport aux variables d’espace.
6.4.2Influence de la plaque sur le fluide

L'étude de I'équation (6—17) met clairement en éunick l'influence du fluide sur la

plaque par le terme de pression pariétale :

a
o)

Cependant, le principe des actions mutuelles nigdpgpas explicitement dans
'équation du mouvement du fluide (6—18). Pourdaapparaitre le terme d’influence de la

plague sur le fluide, on doit exprimer le termv@ en utilisant la condition de continuité des

vitesses a l'interface :

ow _ _(@j (6-24)
ot 0z 7=0

Afin d’obtenir une méthode de résolution numéritp@lus précise possible, on utilise
un schéma du second ordre en temps et en espdtn 8iilise cette discrétisation pour les
domaines « plaque » et « fluide » et si 'on veatdgr le méme degré de précision sur
'ensemble du domaine spatial, alors on doit trditaterface au second ordre. On écrit le
potentiel¢ a l'interface (erz = 0) sous la forme suivante :
dz2 9%¢

d(X,d2) = ¢(x.0) + dzg—q) X0 +—-— X0+ o(dz?) (6-25)
z 2 9z
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On peut donc faire apparaitre le terme d’influededa plaque sur le fluide en utilisant

la condition de continuité des vitesses normal&atarface :

2 2
o(x.d2) =¢(x,0)—dz%—vtv+d§zz—"2’(x,0) (6-26)

Cette écriture permet d'isoler le terrﬁécp/ 0z a linterface en fonction de la vitesse

de la plaquéwiat, soit :

024 2 _ ow ]
az—z(x,o)—dz—z[d)(x,dZ) ¢(x,0)+dzﬂ (6-27)

6.4.3Expression du couplage

A linterface, enz = 0, en utilisant I'expression (6—-27), les équaig6—17) et (6—18)

s’écrivent :
°w Pt aq)j
_PEfO%) _¢ 6-28
6t2 ph(at z=0 W ( )
2¢ 2c%
0% _“Cfow_ . (6-29)
ot dz ot

L’équation (6—28) n’est autre que I'équation du mement (6—17) dans laquelle les
fonctions dérivées par rapport au temps ont étédoopges a gauche du signe =. Le terme de
pression pariétale apparait explicitement. Il et d&s méme pour I'équation (6—29) du
mouvement du fluide dans laquelle apparait la séeke la plaque.

Cependant, I'expression du second memﬁgedépend du systéme de coordonnées.
Dans un repere de coordonnées cartésiennes, esanttile développement limité de

62¢/622 , le second membrg,, s’écrit sous la forme suivante :

Fy =C? 62¢(X0)+ 2_[6(x,d2) - 6(x,0)] (6-30)
=Lf| —% ) Y ’ - ’ -
¢ x> dz?
Dans un repére de coordonnées cylindriques, cestarpour expression :
106 020 2
F. =c?| =2 (r 0) + r,0)+ r,d2)-¢(r,0 6-31
0 f{rar( )+ 2 0+ 51e0r.dd -0 )]] (6-31)

Le terme(l/r)(0¢/0r )sera explicité au paragraphe 6.6.4.
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6.4.4Conclusion

Les équations (6—15) a (6—18) sont écrites en tefoperateurs et sont valides quelque

soit le systeme de coordonnées. Elles se présemafenéts avoir introduit le développement

limité de 62¢/622 , Sous la forme suivante :

A linterface (enz=0) :

2
a_; = F, (6-32)
ot

2
oY ;“ - Fy (6-33)
ot

2
0 W_p_f[@j -F, (6-34)
at>2  phlot )

2y 2c%
0% _“Cfow_ (6-35)
ot2 dz ot
Dans le domaine fluide (pour z < 0) :

2
970 _ Gy (6-36)
ot?

On distingue, ici, la différence de discrétisatiemtre les problemes de bande et de
plaque circulaire. Dans les équations (6—32) a @—&s membres a droite du signe =
dépendent uniquement des variables d’espate. L'expression des opérateurs différentiels

étant liee au systeme de coordonnées, la disdiétisaspatiale des fonctions
Fu, FL|J ) FW’ F¢ ,G¢ differe.
Par contre, les membres du terme de gauche regroup@uement les dérivées par

rapport au temps. La discrétisation temporelle iedépendante du choix du systéme de

coordonnées et reste identique.

6.5 DISCRETISATION TEMPORELLE

Pour résoudre les équations (6-32) a (6—36), oliseutun schéma d’intégration
temporelle explicite : les valeurs des déplacemaunttempg + dt sont évaluées en fonction

des déplacements connus aux instaets — dt.
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Pour une meilleure précision, on utilise une dissagéion temporelle homogéne a
l'ordre deux. Les études antérieures menées audtie (Purnomo (1993), Pennetier
(1998)) montrent que cette méthode offre un bonpromis efficacité/complexité.

La notation employée est la suivante :

f(Xi,zj,t+dt) = (i, j) au temps suivant
f(Xi,zj, 1) =10, ])

f(Xi,zj,t—dt)=f P(,j) au temps précédent

6.5.1Cas du probléme avec prise en compte de la non lex@é géométrique

En remplacant les opérateurs différentiélsdt et 02/6t2par leur approximation en
différences finies, on obtient les équations disegés suivantes :

i) a l'interface :

us() u(i) uP (i) Fu (i)
ws(i) | _ W) | WP (i) or 1| Fe (i) {i =0.Nx-1
WS ) 2[A] W(i) [B] W) + At [A] =0 our L (6-37)
$53.0) $0.0) oP(.0) Fo 0.0
ii) dans le domaine fluide :
S, - . pro: 2 I =0..Nx -1
6@, ) =200, ))-¢" (1, j) +At°Gy (i, j) pour 3 (6-38)
] =1..Nz
Les matricesA] et [B] ont pour expression :
[1-aB O 0O O
1-apB| O 0 1 -«
0 o -p 1
[1-aB O 0 0
[B] - 1 0 1—0[3 0 0 (6-40)
1-ap| O 0 1+ap -2a
0 0 -2 1+ap
Dans chacune des matrices, les coefficiergt sont définis par :
__Pt )
a= 20h At (6-41)
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B=-ct — (6-42)

6.5.2Cas du probléme linéaire

La modélisation du probleme linéaire est «inclisdans celle du probleme non
linéaire. Les non linéarités ne sont liées qu'dylmamique de la plaque et se manifestent dans
les équations (6—32) et (6—34) sous deux formes :

i) introduction d’'un degré de libertéet de sa dynamique (équation (6—32))

i) calcul des effets non linéaires dans I'opérakgur

Mais, dans le cadre de la théorie linéaire, lesiters de membrane ne sont pas prises en
compte et le degré de libentén’est pas nécessaire. Par conséquent, les opérageuporels
[A] et [B] sont déduits deA] et [B] par simple suppression de la ligne et de la awon
associées au degré de libarté

i) a l'interface :

WS (i) (i) WP () Fy (i) O Ny 1
ws(i) +=2[AR w(i) -[BR wP@) {+at?[A) FyG0) pour{l_ _"'_3( (6-43)
$°0.0 0.0 ¢ (.0) Fp (.0 )

ii) dans le domaine fluide :

05G,1)=20G, 1)~ 0P, i) +At%Gy (i, j) pour {i =0k (6-44)
] =1..Nz
Les matricesA’] et [B’] ont pour expression :
1-ap 0 O
[A']:l_l 0 1 -a (6-45)
S
[1-ap O 0
[B]=—1 | 0 1+aB -2a (6-46)
1=aBl 5 _p 1+ap
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6.6 DISCRETISATION SPATIALE

Dans ce paragraphe, on présente les fonctigns-y , Fy, Fy, Gy exprimées dans les

systemes de coordonnées cartésiennes et cylindrjgue, respectivement, les problemes de
la bande et de la plaque circulaire axisymétrique

La discrétisation des expressions (6—32) a (6—8§)rasente pas de difficultés pour le
probléeme de la bande. Mais dans le cas de la pleiqogaire, la discrétisation utilise des
développements limités afin de lever les indéteatidms provenant des termes em, 1/
évalués em = 0 (centre de la plaque).

Le traitement des conditions aux limites est idprdi aux deux géométries et ne pose

aucun probleme majeur.

6.6.1Rappel des opérateurs spatiaux — Cas de la bande

Les fonctionsF,, Fy, Fy, Fy,Ggy s’écrivent, dans le cas de la géometrie 1 D :

i) a l'interface :

F, = C 6 u awa w (6-47)
ph| ax2 Tox ox2
2
Fo= [P w*'(G*(a—W““j (6-48)
pl Ix2 o0X
2]0% 2
Fo =Ct 12 —2[¢(de2)—¢(X,0)] (6-49)
X dz
Fu = | Pext *KG *w_ow +T (6-50)
" ph| T w2 ox| M
avec :
T, =c/W 6W6 u 6 w| ou 3(6Wj 6.51)
0X 9x2 ax ax 2\ 0x
ii) dans le domaine fluide :
PY:
G¢ :C? —¢+H (6-52)
ox2  0z2
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6.6.2Rappel des opérateurs spatiaux — Cas de la plaque

Les fonctionsFy, Fy, Fy, Fy,Ggy se présentent sous la forme suivante :

i) a l'interface :

2 2 _ 2
C|o%u, 1ou_u  owo'w, 1 V(G_WJ (6-53)
phigr2 rar (2 or g2 2r \or
Fo =—|D ’w 1w W, Ker(a—w—wj (6-54)
pl ore ror 2 or
Fp =2 ﬂﬁa‘*’ [¢(r 42 - 61 0)] (6-55)
o f arz r or
1 0w low o¥ W 1 2
Foy =— +KGh ——+= +T5 +T + T 6-56
W ph{pext {ar ror or r} ] ( )
avec
d°w 14w du
Tl =gy oW, 2 oW 6-57
nl (r gr2 ror arJ (6-57)
T2| —c| W ow 82u au 02 w_ 1ow (6-58)
n or gr2 ar ar 2 r o
T3 :9(6‘”) 3—‘9 w, 1w (6-59)
n2\or or2 ror
i) dans le domaine fluide :
2
Gy =¢2 0%, 100, 0% (6-60)
ors ror 72

6.6.3Discrétisation des dérivées premiéres et secondes

La discrétisation des opérateurs différentiels plaupartie couranter(> 0) de la

structure ne pose pas de probleme. En notant quéorlation # peut représenter

indépendamment les fonctions¥, w et en utilisant les formules présentées au papagra,

la dérivée premiere et la dérivée second&,dordre 2, s’écrivent :
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i) dans le repére cartésien :
0F _ F(i+1)-7F(i-1)

6-61
oX 20X ( )
0%F _ F(i+1) - 27 (i) + 7(i -1) (6-62)
x> AX?

ii) dans le repére cylindrique :
or 20r
0°F _F(i+1)-27()+F( -1
= (6-64)
ar? Ar?

Il suffit de remplacer, dans les expressions (6-a&7{H—60), chaque dérivée par son

approximation correspondante définie par 'uneagwessions (6—61) a (6—64).
6.6.4 Approximations par Développements Limités des termeen 1f

Pour le probléme de la plaque circulaire, un cemambre de termes dans les fonctions
Fu, Fw, Fuw, Fy, et G, sont en . Leur évaluation em = O créé une indétermination qui

nécessite une étude détaillée. Celle-ci est obtgmnaee a l'utilisation de développements
limités au voisinage de= 0.

On applique aux fonctiong ¥, ow/or etde/or le développement limité suivant :
F(r) = F(0) + r(aij +0(r ?) (6-65)
or r=0

En négligeant les erreurs de troncature(@f) et en utilisant les conditions de symétrie
par rapport a I'axe (£), on obtient les expressions suivantes :

Iim( u(r)j ( j (6-66)

r-0 or

Ilm(l‘P(r)j ( j (6-67)
r r=0

lim [ga_w(r)j { W] (6-68)

r-o\r or =0

2
Iim( —(r, z)} [Q} (6-69)
r-0 or r=0,z
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6.6.5Conditions aux limites

Pour traiter les conditions aux limites, il est gibke d'utiliser les différences finies du
premier ordre (régressives ou progressives). Cepnid est préférable de garder I'ordre de
discrétisation utilisé pour la partie courante domdine afin de ne pas introduire une
condition de stabilité plus pénalisante. Par consgy I'utilisation des différences finies a
I'ordre deux pour traiter les conditions aux linsitenpose I'introduction de points fictifs en
dehors du domaine de calcul. Ceci se traduit,esiconditions de vitesses du fluide nulles, le

long des parois ep=ysin et enz = z;,, par les relations suivantes :

(@j =0= (NX+1 ) = (N -1 ]) pour j =0..Nz (6-70)

ox X=X fin»Z

(%) =0= ¢(i,Nz+1) = (i, Nz—1) pour i =0...Nx (6-71)
X fin1Z=Zfin

La condition de symétrie par rapport a I'axez\@npose aux fonctions et ¥ d’étre

impaires et aux fonctione/ et ¢ d'étre paires. On obtient, par conséquent, leatiogls

suivantes :
u(-1) =-u@ (6-72)
W) =-w@ (6-73)
w(-1) = w(@) (6-74)
¢(-1j)=¢( j) pour j=0..Nz (6-75)

Enfin, les conditions aux limites pour la structw@respondent a un encastrement.

Aucun déplacement n’est autorisé a I'extrémitg erysin = NyAy :

u(Nx) =0 (6-76)
W(Nx) =0 (6-77)
W(Nx) =0 (6-78)

6.6.6Cas du probléme linéaire

La prise en compte des non linéarités se tradaits da modélisation, par une prise en
compte des termes quadratiques (produit de déjivdass la fonctionF,. Ces termes
n’existent que par I'existence du degré de libertéa non prise en compte de ce degré de

liberté dans le cadre de la théorie linéaire im@igmmeédiatement la suppression des termes
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non linéaires dans I'expression Bg (suppression du ternig, dans I'’équation (6-50) et des

termesTr}l, Tn2I et Trﬁ dans I'équation (6-56)).

Les conditions aux limites associées au probleméaire sont identiques a celles du
probléeme non linéaire, exceptées les conditiongapbrsur le degré de liberté et qui
n'existent plus dans le cadre de la théorie liréair

6.7 EVALUATION DES DEFORMATIONS ELASTIQUES DE FLEXION

A partir de la connaissance des déplacements et w, il est possible de calculer les

déformations élastiques associées a la flexiowenpoint de la structure.

6.7.1Probleme de la bande

Dans le cas non linéaire, les déformations élastiq}, se calculent, en théorie des

plaques, a partir de I'expression suivante :

2
e Ou 0¥ 1 [awj
e, = -z 4= 6-79
X ax ox 2 ( )

) ox

Dans l'expression (6—79z,indique la « cote » pour laquelle la déformatishalculée
dans la plaque. Elle est comprise entn&-et +h/2.

Dans le cadre de la théorie linéaire, les termescss aux tensions de membrane
« disparaissent ». |l ne subsiste que le termelaktoh associée a la rotation des sections
droites :

£S = —z%—l:: (6-80)

D’un point de vue numérique, a partir de la consmise a l'instant des déplacements
u, ¥ etw, il est possible de calculer, en chaque noeud diliage, la partie élastique des

déformations :

€8 (i) = ui +1) -u(i -2) _, Wi+ -W(i-1
X 20X 20X (6-81)
+1(W(i ) -wi _1)j2 pour i =0...Nx-1
2 21X

Cette formule se simplifie dans le cadre de latiiedméaire selon :
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Yi+D)-W(i-1
2\X

£S5 () =~z pour i =0...Nx-1 (6-82)

6.7.2Probleme de la plaque

Dans le cas non linéaire, les déformations radmled circonférentiellesqgy associées a

la flexion se calculent a partir des expressiomngsies :

2
8rer :@— a_LIJ+1 G_W (6'83)
or or 2\ 0r
€8, = u-z¥ (6-84)

r

L’expression (6—84) pour le calcul des déformatiomsonférentielles est valable pour
les théories non linéaire et linéaire.

Dans le cadre de la théorie linéaire, les défownatradiales sont calculées a partir de
I'expression (6—83) dans laquelle il ne reste pjus les termes de flexion pure :

e = A (6-85)

or

Comme pour I'évaluation des déformations de la batedconnaissance a l'instdrdes

fonctionsu, ¥ etw permet d’évaluer les déformations radiales ebaifiérentielles :

€8 (i) = u@i +1) —u(i -1 _, Yi+)-WY(i-2

2Ar 20r (6-86)
. . 2 -
+%(W(' +1)2;:N(' _1)j pour i =0..Nr-1
€go () :w pour i =1..Nr -1 (6-87)

I1Ar
Les déformations radiales, selon la théorie lirggaont obtenues a partir de la formule

suivante :
e (i):_ZLIJ(|+1)2;LIJ(|—1) pour i =0..Nr -1 (6-88)
r
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6.7.3Remarque

Dans I'expérimentation, les déformations sont mé&ssirsur les faces externes de la
plague. Pour pouvoir comparer au mieux les résjltas déformations « numériques » sont

évaluées em= +h/2.

6.8 EXPRESSION ET EVALUATION DES DEFORMATIONS PLASTIQUE S

L’évaluation des déformations plastiques est oldeaipartir de la loi d’écoulement
isotrope de Prandtl-Reuss présentée au chapitteequ® calcul des incréments plastiques

découle de la partition des déformations en uneepéliastique et une partie plastique :

g=¢e°+gP (6-89)

A chaque instantt, on calcule, en chaque nceuddu maillage, le tenseur des
déformations élastiques’(i). A partir de la loi de Hooke, on calcule I'éta¢ dontrainte
associes(i) :

E

o(i) = 5 [(1-v)e€(i) +v div(e®(i))I] (6-90)
1-v

oul désigne le tenseur Identité d’ordre 3 edbrrespond a l'indice du nceud.
On effectue, en chague nceud du maillage, I'évaoade la contrainte équivalentg,
selon le critere de Von Mises, a partir du tensiE&wiateurS :

Ogq(i) :JgS(i) :S(i) avec S(i) =o(i) —%trace(s(i))l (6-91)

Si a l'instantt, en un point de la structure, la contrainte édeivi@c.q dépasse la limite
élastiqueoy alors il y a plastification et on effectue I'évation de I'incrément plastique selon

la loi de Prandtl — Reuss :

AeP (i) = gcii()i)mg’q(i) (6-92)
eq

Dans cette formule, on évalue I'incrément de dé&diom plastique équivalentAsgq a

partir de la loi bilinéaire reliant les contraintsguivalentes.q aux déformations equivalentes
Seq .

Oeq(i) —0o(i)

= avec E; :moduled"Youngtangen(=1500MPa) (6-93)
t

Ag(Fe)q(i) =
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A linstant t et au nceud, la déformation totalee correspond a la somme des
déformations élastiques et plastiques®, ces derniéres étant elles-mémes la somme de tous
les incréments plastiquese®(i) calculés aux instants précédents :

N

(i) :se(i)+ZAns P(i) avect=NAt (6-94)

n=0

A linstant t, au terme de I'évaluation de la déformation totale nceudi, il y a
actualisation de la limite élastique dont la valaufinstantt + At est égale a la contrainte

équivalente évaluée a l'instatrtt
90l =Tl (6-95)

Ce mécanisme traduit I'écrouissage isotrope quiespond a I'expansion du domaine

élastique.
6.9 RESULTATS NUMERIQUES PRELIMINAIRES
6.9.1Stabilité numérique des codes de calcul

La stabilité d’'un schéma numérique explicite estdititonnelle : elle dépend de la taille
du pas de tempst. Pour que le schéma numérique soit stable, ianegas que I'information
puisse se propager dans le modéle numérique pieigive dans la réalité. Si I'on natgla
vitesse de propagation de l'information dans le diown réel etx le domaine d’influence
spatial de la solution numérique alors I'inégaditévante doit étre vérifiée :

ot < ? (6-96)
e

Cette inégalité constitue la condition de stabilittoduite par Courant, Friedrich et
Levy (Abbottet al.(1989)).

La condition de stabilité ne peut étre définie gaes le domaine linéaire. Elle est bien
connue dans certains cas simples d'étude de prijpagbondes. Euvrard (1988) présente la
condition de stabilité pour I'étude d’'une cordersaitite. Leech (1965) présente la condition de
stabilité dans le cas d’'une plaque étudiée selwmypotheses classique de flexion et Tedui
al. (1971) proposent la condition de stabilité poue praque étudiée selon les hypothéses de

Mindlin — Reissner. Ces conditions sont établiasr ples plaques non couplées.

107



6. Résolution numérique

Le couplage de la plague avec le fluide compligétudle de la stabilité du schéma
numérique et celle-ci n'a pas été menée dans seemdrle dans le contexte de cette
recherche. Pour le probléme linéaire de la bandeplée, il est possible d’établir une
condition de stabilité pour chaque domaine prisas&pent. Dans ce cas, on se limite a
utiliser la condition de stabilité la plus contnmaggte entre celle applicable a la bande et celle
applicable au liquide (Renadd al. (2003)).

D’une facon générale, dans un schéma explicittg sondition de stabilité n’est pas
respectée alors les calculs divergent immédiatertaht’est pas possible d’avoir un résultat.
Par conséquent, dans cette étude, pour tous I&nashnumériques utilisés autre que le
modéele linéaire de la bande (ie. les modéles marailies et le probléme linéaire de la plaque),
la condition CFL est obtenue a partir du pas d’espg et d'un coefficienK, généralement
élevé et choisi arbitrairement pour que le caleutiiverge pas :

At< % (6-97)

L’intérét d’optimiser le nombr& est de réduire le temps de calcul. En pratiqupake
de temps est faible et compris entré& 30t 1F s.

La valeur deK influence peu le résultat numérique. Pour illuste propos, il est
possible de comparer les résultats obtenus padidreiites valeurs de en étudiant la réponse
non linéaire de la bande a un échelon de pression.

La répartition des déformations de flexion surlEgpe, calculée a I'instant t = 300 ps
pour les trois valeurs dK est représentée sur la figure 6-2. Il n'y a aucdif&rence

observable entre les trois courbes.
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Fig. 6-2 : Répartition spatiale des déformatieggoour différents pas de tempis
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Fig. 6-3 : Schéma du probléme de la bande soumise ehamge ponctuelle mobile

6.9.2Validation du code calcul

Tout code de calcul doit étre validé par comparaiaeec des solutions de référence

Pour cette étude, il est possible de comparerdansge linéaire d'une bande soumise a une
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force ponctuelle mobile, dintensité et de vitesseconstante (Fig. 6-3) calculée
numériquement avec la solution stationnaire étahliehapitre précédent.

On étudie la réponse d’'une bande d’aluminium enamtravec de I'eau. La plaque a
une épaisseur de 1 mm. Le chargement est cargcpénison intensitg, fixée a 10 Pa, et sa
vitesse de déplacement égale a 1083 m/s. Cette vitesse correspond aviiegse non
dimensionnelle/ égale a 0.2. On rappelle que les paramétres moendionnels du systeme
couplé sont & = 0.28,0 = 0.55, u = 0.11. Ce cas correspond au problémsosigue étudié

au chapitre précédent pour lequel on a détermiaB/fauement les solutions stationnaires.

ANV AR A e
N AN AN

AANAAA—

140 ps* SAvIVIYAYAvYVIVIV)

Fig. 6-4 : Evolution spatio-temporelle des déformatigpsalculées pour une charge
ponctuellen, = 17 Pa se déplacant & une vitesse de 1083 m/s

L’évolution spatio-temporelle des déformations xibn &, (Fig. 6—4) montre que la
réponse vibratoire s’organise dans le temps et besace. Des ondes, présentes devant le
front de chargement (indiqué, sur la figure, pag ligne en pointillés) se développent et se
propagent sur la plaque. Une partie de ces ondeamaamplitude et une longueur d’onde
constantes, indépendantes du temps et de I'espac&ponse évolue progressivement vers

une réponse stationnaire.
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Les ondes stationnaires correspondent a des swuto le temps n’apparait plus
explicitement et sont calculées pour un systemepléode dimension infinie. Obtenir
numériqguement de telles solutions est impossibdecanstruction de la solution numérique
nécessite un domaine spatial et un temps d’étudailke finie. Les réponses numériques ne
peuvent donc que tendre vers des réponses statesin€ependant, la proximité de la
solution numérique avec la solution stationnaited&sutant meilleure que le temps d’étude et
le domaine spatial sont importants.

Dans le cas présent, en « isolant le profil » deéfpnse calculée au temps t = 140 us

(Fig. 6-4), il est possible de le comparer a latsmh stationnaire.

£ {um/m) Caleul de €,,(0) pour p,.,, = 10° Pa et v = 1083 m/s
3 | Solution analytique N A\ N N N\
15 T U R A Y A R
T R T AR
. T e M A
158=055 | \ / \ / \ / \ j
"~ ls=028 |/ \ / \/ \
5 ln=01 \/ W/ \ W
€ {umim)
3 | Solution numérique A A P ~ =

o0
(Y]
'
[}
[t
rs
(8]
[%+]

Fig. 6-5 : Comparaison de la solution stationnaire d&eolution numérique pour le calcul de

&xx Obtenues pour une charge ponctuglle 10 Pa se déplacant & une vitesse de 1083 m/s

Apres avoir effectué le changement de variapke x — vt, la comparaison entre la
solution numérique et la solution analytique, pnéde sur la figure 6-5, est satisfaisante. La
bonne concordance des résultats permet de conélul® convergence de la solution
numerique vers la solution analytique. Cette cogerece a été observée pour n’importe

guelle valeur de la vitesse, et, pour peu que dlonisisse des découpages suffisamment fins,

est excellente.
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6.10RESULTATS NUMERIQUES — REPONSE DE LA BANDE

Par la simplicité de la géométrie (1 D) et du ckargnt extérieur, le probleme de la
bande soumise a un chargement mobile uniformelestspmple a étudier que le probleme de

la plaque circulaire soumise a un chargement dendéon.

— "V plaque X

=

0 !
I

i
|
! fluide
!
!

NMAANN

&

Fig. 6-6 : Schéma du probleme de la bande soumise hargement de pression mobile et

uniforme

Néanmoins, le probleme de la bande reste d’'unénhféndamental et permet de mieux
appréhender la réponse d’'une plaque soumise ageshant variable d’une détonation, tout
au moins en champ suffisamment lointain (Rereral. (2002)).

On présente la réponse spatio-temporelle du systeowstitué d'une bande
d’aluminium en contact avec de I'eau (Fig. 6—6).dbargement mobile est d’intensjtg et
de vitessey constantes.

Dans la suite de I'étude, les parametres physicagsociés au systeme couplé
eau/aluminium auront les valeurs suivantBs= 72 GPay = 0.3,p = 2790 kg/m, x = 0.86
(Reismann (1988)): = 1000 kg/mi. Dans ce cas, les vitesses caractéristiguesetc, sont
sensiblement égalescg= 1500 m/s¢s = 2960 m/s et, = 5381 m/s.

6.10.1Réponse linéaire a un chargement mobile uniforme

Pour mettre en évidence les différentes répondmatueires du systéme, on étudie les

évolutions spatio-temporelles des déformations ld&idn €, obtenues pour les quatre
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vitesses de chargement suivantes=:1000 m/sy = 2000 m/sy = 4000 m/s et = 6000 m/s.
Chacune de ces vitesses appartient a un domaine ldsnbornes sont les vitesses
caractéristiques du systeme couplé (Fig. 6-7).

vitesses de chargement

| | |
oo 1000 | 2000 | 4000 | 6000
considérées l l l
. - : : : » v (m/s)
vitesses caracténstiques
du systéme couplé ¢, = 1500 m/s ¢, = 2960 m/s ¢, = 5381 m/s

(eau/aluminium)

Fig. 6-7 : Vitesses de chargement considérées par ragporitesses caractéristiqgues du

systéme couplé aluminium/eau

Initialement, le systeme est au repos. A l'instant0, le chargement mobile s’applique
enx = 0. Puis le chargement s’étend sur la structnreeedéplacant a la vitesse constarge
la réponse en flexion de la bande peut étre cadculés résultats des simulations pour les
guatre vitesses considérées sont présentés diguess 6-8 a 6-11.

Sur ces figures, la position du front de chargenmesitindiquée par une ligne en
pointillés et un médaillon permet d’observer laage au voisinage du front de chargement
dans les derniers instants du calcul.

Lorsque la vitesse du chargement est inférieueevitésse;, la réponse de la plague se
décompose en deux parties (Fig. 6-8). La premi&tesguée a gauche du front de
chargement. La réponse vibratoire dans cette zsinteamsitoire : les longueurs d’ondes et les
amplitudes ne cessent d’évoluer. Au contraire, danpartie située a droite du front de
chargement, le régime vibratoire s’organise alefux mesure en ondes de méme amplitude et
de méme longueur. Cette partie de la réponse tersduwe réponse stationnaire.

Pour une vitesse de chargement comprise entrtcs, la réponse se décompose aussi
en deux parties (Fig. 6-9). La partie a gaucheralut constitue la partie purement transitoire
de la réponse vibratoire. A droite, on observe dedes qui accompagnent le front de
chargement et qui s’Tamortissent dans une zonetpedue. Cette réponse amortie se propage
identiguement dans le temps et dans I'espace stitonla partie stationnaire de la réponse.

Pour une vitesse de chargement comprise entret c,, la réponse vibratoire se
caractérise, d’'une part, par un régime vibratonandgitoire situé a gauche du front de

chargement et, d’autre part, par une absence dsodeeant le front (Fig. 6-10). La réponse
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6. Résolution numérique

stationnaire consiste en un « pic » se déplacast levfront de chargement et aucune onde ne
se propage.

Lorsque la vitesse du chargement est supérieunevaessec,, une réponse vibratoire
est présente uniquement derriére le front de chagge(Fig. 6-11). Une partie de ces ondes
appartient au régime transitoire. L’autre partielégache de la précédente pour accompagner
le front de chargement dans son déplacement. Qatte vibratoire évolue vers la réponse
stationnaire. On constate, pour ce régime, qu'aei@nde ne peut exister devant le front de
chargement puisque la vitesse de ce dernier edlrisupe a la plus grande des vitesses
caractéristiques.

Pour chaque cas de vitesse, les résultats contdgms les médaillons mettent en
évidence une réponse semblable aux solutions mtaii@s déterminées au chapitre
précédent. On montre ainsi que la réponse du sgsiouplé a un chargement mobile

uniforme contient une réponse qui tend vers unséddibnnaire existant au voisinage du front.
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Evolutionde g, : v=1000 m/s < ¢, " \Wan—

5o
{

2

22
T
¢

Données : 0.25m
P,=10°Pa; A=1mm; Ax=025mm; Az=-0.25 mm ; Af=0.04 us ; Nx = 1000 ; Nz = 660

Fig. 6-8 : Evolution spatio-temporelle dg pour une vitesse de chargement de 1000 m/s

Evolutionde g __: ¢<v= 2000 m/s < ¢, R et ' GBS

max(exx) =68 “Infm T N ‘;r 'i‘.lf‘ TIPSR

x=2000 x 1,

0.25m
Données :

Py = 10°Pa; A=1mm; Ax=0.25mm; Az=—0.25 mm ; Af= 0.04 us ; Nx = 1000 ; Nz = 660

Fig. 6-9 : Evolution spatio-temporelle dg pour une vitesse de chargement de 2000 m/s
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Evolutionde e, : ¢, <v=4000m/s <c,

max(& )= 46 um/m

x=4000 %1 , e

0.25m

Données :
P,=10°Pa; A=1mm; Ax=0.25 mm; Az=—0.25 mm ; Af= 0.04 us ; Nx = 1000 ; Nz = 660

Fig. 6-10 : Evolution spatio-temporelle gg pour une vitesse de chargement de 4000 m/s

Fig. 6-11 : Evolution spatio-temporelle dg pour une vitesse de chargement de 6000 m/s
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6.10.2Réponse non linéaire a un chargement mobile uniforem

Les effets non linéaires peuvent étre évalués wigit séparément les quantiéégox,

(-h/2)@W/ox) et (1/2)pw/ox)? qui composent la déformation élastiqag, . Les résultats,

présentés sur les figures 6-12 et 6-13, correspordia réponse d’'une bande de 1.5 m de
long, de 5 mm d’épaisseur en contact avec de I'saulaquelle se déplace, a une vitesse de
1000 m/s, une pression répartie dé Ra.

Le profil de la fonctionou/ox (Fig. 6-12 B), a un instant donné, est constituéel
demi-onde (derriére le front de chargement) sutVitne onde « porteuse ». Celle-ci est
placée devant le front de chargement et sa pemqtendéde I'amplitude et de la durée du
chargement. Les ondés/ox sont les plus rapides : elles se déplacent atéssac,. Elles
correspondent a des ondes de traction/compression.

La fonction (h/2)(0W/0x) constitue la partie linéaire de la réponse (Bigl3 C). On
retrouve le comportement vibratoire constitué d'upartie transitoire et d'une partie
stationnaire, situées de part et d’autre du frentltargement.

La fonction (1/2)¢w/ox)? représente les effets liés aux grandes rotatieria gtructure
(Fig. 6-13 D). Les valeurs de cette fonction sailblés, de I'ordre de quelques dizaines de

micromeétres par metre.
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Fig. 6-12 : Evolutions spatio-temporelles glget dedu/dx pour un chargement de®lPa se

déplacant & une vitesse de 1000 m/s
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Données : v=1000m/s ; p, = 10°Pa; A=5mm ; Ax=1mm;
Az=—1mm; Af=0.125 us ; Nx= 1500 ; Nz =990

Fig. 6-13 : Evolutions spatio-temporelles des quan(ié®)(@¥/ox) et (1/2)pw/dx)? pour un

chargement de £@Pa se déplacant & une vitesse de 1000 m/s
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Au fur et a mesure que le chargement se propageplgraintes augmentent. Le calcul
de la contrainte équivalente, suivant le critereVde Mises, peut atteindre et dépasser la
limite élastiquecy. Dans ce cas, la structure se déforme irrémédiadie Pour I'exemple
(Fig. 612 A), la limite élastique est fixée a 1MPa, valeur usuelle pour un alliage
d’aluminium 1050. On observe, ar= 0, a l'instant t = 235 us, une brusque élévatieria
déformation jusqu’a une valeur de — 2592 um/m guiespond a une déformation plastique.
Celle-ci apparait toujours, en premier lieu, ausw@ge du premier point d’impact du

chargement sur la plaque.

6.10.3Conclusion

La réponse numérique d'une bande en contact avedluite et soumise a un
chargement mobile uniforme est calculée.

L’étude de la réponse linéaire permet de mettréwihence l'influence de la vitesse du
chargement sur le comportement vibratoire du systélnes vitesses:, Cs et ¢, sont les
vitesses caractéristiqgues. Suivant la valeurvdear rapport a ces vitesses, la réponse du
systeme est fondamentalement différente.

Les résultats montrent qu’une partie de la répaiis@toire au voisinage du front de
chargement évolue vers une réponse stationnaiaaplitude et la fréquence des ces ondes
peuvent étre alors parfaitement déterminées padlegions analytiques obtenues au chapitre
précédent.

Pour des sollicitations plus importantes, la répots systeme doit étre étudiée dans le
cadre de la dynamique non linéaire. Les tensions@mbrane sont les premiers effets non
linéaires a apparaitre. Ensuite, si les contraista® trop importantes, des non linéarités
matérielles peuvent apparaitre et des zones ddrdatige présentent des déformations

permanentes.

6.11RESULTATS NUMERIQUES — REPONSE DE LA PLAQUE CIRCULA IRE

On se propose de déterminer la réponse dynamiaque gslaque balayée par 'onde de
choc issue d'une détonation aérienne (Fig. 6-14)clhargement de détonation, qui a fait
I'objet de nombreuses études au laboratoire, efdifgment connu : nous I'avons rappelé au

chapitre 2. Son intégration dans le code de caleybose pas de probleme. L’application de
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ce chargement implique la résolution numérique égaations écrites en coordonnées

cylindriques.

charge explosive

(rb, dn) \I‘(

détonation

onde de choc

pression réfléchie v
plaque W
"3 A4 A 2

fluide

Fig. 6-14 : Schéma du probléme de la plaque soumise an@ssion de détonation

6.11.1Réponse linéaire a une sollicitation de détonation

La réponse d’'une plaque d’aluminium, calculée séahéorie linéaire, en contact avec
de l'eau, est présentée sur la figure 6-16.

Pour lI'exemple présenté, le rayon et I'épaisseurlaleplaque ont, pour valeurs
respectives, 500 mm et 5 mm. La charge explosigel@ cm de rayon, est placée a une
hauteur de 220 mm au dessus de la plaque. Suglaefi6—-15, les évolutions spatio-
temporelles de la pression de détonafign et des déformations radiales sont tracées
depuis un tempd, = 188 ps jusqu’a un temps, = 365 us. La position du front de
chargement sur la plaque est indiquée par la kgngointillés.

L’'observation de I'évolution spatio-temporelle @gg: montre que le chargement de
détonation est un chargement variable. L’évolutionfront de chargement dans le pla)(
indique que la vitesse du front est décroissanigallement, la vitesse de I'onde de choc est
théoriguement infinie, puis elle décroit, d’aborélstrapidement, puis plus progressivement,

jusqu’a une vitesse de 820 m/s. Il en va de ménue fgopression qui évolue d’'une valeur
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initiale de 138x10° Pa a une valeur d&3x10° Pa. La pression nulle correspond a la

pression atmosphérique.

6.9x 10° Pa

LAY

L T O

1] 125 mm
gn= 0.50m

P exi

AV VAR
EIENENTY

VP YO

ALV LA LA

ANERY

{ =188 us

o
3
[
*
»
3

\

A

I

-

i

i

~
[REENE RN

\.
o
it
[
i
o
LIl i1
o T
in
[} iy
T
Lo

L, =365 us 5

200 pm/m | 125 mm

{, =188 us =rveeyg

trernnennny

L, =365 s

données : A =5mm;r,=10cm;d =22 cm; Ax=0.5 mm
Az=—Ax; Ar=0.08 pus ; Nx= 1000 ; Nz =660

Fig. 6-15 : Evolutions spatio-temporelles de la pressiemétonation et des déformations

linéairese,, pour une plaque d’épaissdus 5 mm
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L'étude de I'évolution spatio-temporelle dg¢ met en évidence la propagation d’ondes
qui se développent a partir du point d’applicatiienfront de chargement. Au cours du temps,
ces ondes envahissent la plague. Qualitativemamgdonse de la structure s’apparente a la
réponse stationnaire de la bande dans le cas sgbheofa < ¢;). Mais la longueur d’onde et
'amplitude des vibrations ne sont pas constartt@sigmentent dans le temps et I'espace. Au
voisinage du front, la réponse correspond a uneng#p stationnaire dont les caractéristiques
évoluent au cours du temps. Il en résulte une pogéion d'ondes générées par le
chargement non uniforme de détonation.

Pour la méme détonation,(= 10 mm,d, = 220 mm), la réponse d’une plague de 0.5
mm d’épaisseur est présentée (Fig. 6-16). La caargmar des évolutions spatio-temporelles
deg, pour les deux plaques met clairement en évidémiiénce de I'épaisseur. Plus celle-
ci est petite, plus la rigidité est faible. La rape se traduit par un plus grand nombre de
vibrations. On remarque aussi que la vitesse deagation des ondes de flexion sur la
plaque, pour une méme détonation, est indépendantépaisseuh.

Aux premiers instants (médaillon (A) — Fig. 6—-18)vitesse du chargement est estimée
a 2600 m/s. La réponse au voisinage du front rdsigeanla réponse stationnaire de la bande
dans le cas supersoniqueést comprise entrg etcs. En particulier, elle consiste en un pic
au point d’application du front de chargement. Alexniers instants (médaillon (B) — Fig. 6—
16), la vitesse du front est égale 820 m/s, infkeea la vitesser des ondes acoustiques dans
'eau. Dans ce cas, la réponse vibratoire au vagendu front est semblable a la réponse
stationnaire dans le cas subsonique pour laqueieoddes se développent a partir du front et
se propagent sur la plaque. On observe une évoldiola réponse de la plaque liée a la

décroissance de la vitesse du chargement de diéonat

6.11.2Réponse non linéaire a une sollicitation de détonan

La réponse non linéaire d'une plague a une démmatiolente est présentée sur la
figure 5-18. La charge explosive considérée coomrdgpselon I'équivalence énergétique, a

une masse de 20 kg de TNT placée a une hadteler 3 meétres.
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§,=1571 us

1., = 1808 ps

T

oM

Fig. 6-17 : Evolutions spatio-temporelles de la pressiemétonation et des déformations non
linéairese,, pour une plaque d’épaissdus 1.5 mm

Le tempst, = 1571 us correspond au temps nécessaire a ldmdboc pour atteindre la

structure. L'observation de I'évolution spatio-teonglle de la pression de détonatipgk

montre que le chargement est d’intensité élevgergure 230x10° Pa et gu’il se déplace a

une vitesse variable passant de 26000 m/s & 2380 m/
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Fig. 6-18 : Distribution spatiale des déformations nogdiress,; au voisinage du front de

chargement et calculée a l'instant 1808 us

La plague est de faible épaisser=1.5 mm) afin de diminuer la rigidité de flexion.
De plus, afin que d'éventuels effets non linéapessent apparaitre et se développer, les
dimensions du systéme sont importantgs£ 1.5 m ;z;, = 0.75 m). Le temps d’observation
(1808 ps — 1571 us = 237 us) est inférieur a l@almecessaire a la premiere onde pour
atteindre le bord de la plaque. Ainsi la réponseanigue est étudiée avant toute réflexion et

le systeme a la méme réponse qu’un systeme infini.
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Fig. 6-20 : Distribution spatio-temporelle de la quan{it/2)(0W¥/or)
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données: A=1.5mm; r,=200 cm; d, =300 cm ; Ar=0.75 mm ;
Az=—Ar; At=0.12 us; Nr=2000; Nz = 1000

Fig. 6-21 : Distribution spatio-temporelle de la quan(it/2)pw/or)?

Malgré la pression importante, les déformationsfleeion restent faibles. La valeur
maximale est obtenue au point d’application du tfrd@ chargement et ne dépasse pas 100
pm/m.

Les effets non linéaires n'ont que peu d'importaetceonsistent, majoritairement, en la
propagation d’'une onde de traction/compressioradeef amplitude, de 'ordre de 0.5 pm/m
(Fig. 6-18).

En décomposant les déformations élastiques; dg en tracant séparément les quantités
aulor (Fig. 6-19), (R/2)(@W/or) (Fig. 6-20) et (1/2§wlér)? (Fig. 6-21), on met en évidence,
d’'une part, la propagation de I'onde de tractiomipeession et, d’autre part, I'importance de
la rotation des section®¥ dans le calcul des déformations de flexion. Leplandes des
quantitésou/or et (1/2)pw/ér)?, pendant I'application du chargement sur la plagestent
trés faibles.

Pour comprendre ces résultats, il est intéressasedappeler I'exemple du paragraphe
6-10-2 qui traite du cas non linéaire de la barleur celle-ci, les résultats mettent en
évidence des effets non linéaires pour une prestd® Pa se déplacant & 1083 m/s. Dans le

cas présent (réponse non linéaire de la plaquyelssion est bien plus importante (environ

30%x10° Pa) mais les effets non linéaires sont trés faible
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Ceci peut s'expliquer par la prise en compte desients circonférentiel®,; = Mgy
associées aux contraintes circonférentietigset qui ne sont pas pris en compte dans la
dynamique de la bande (KunowBauhmer (1984b)). Dina rigidité plus importante de

I'ensemble plague-liquide mise en évidence ici.

6.11.3Conclusion

Ce paragraphe présente la réponse d'une plaquelatiec couplée et soumise a un
chargement de détonation.

Dans un premier temps, la réponse linéaire de dgual est étudiée. Les résultats
mettent en évidence l'apparition et la propagatobondes au voisinage du front de
chargement. Le régime vibratoire s’apparente aéginte stationnaire mais, le chargement
étant variable, les ondes mécaniques ne gardentupasamplitude et une fréquence
constantes.

Dans un second temps, la réponse de la plague cdnangement de détonation plus
violent est présentée. La vitesse de I'onde de @tanct liée a I'énergie libérée lors de la
détonation, la durée d'application du chargementastructure est plus courte. Les résultats
montrent que, pendant cette durée, les effets mamites ont une faible influence sur la
réponse mécanique. On en déduit que la théoriaitmést adaptée pour décrire, a son début,

la réponse mécanique du systéme a une large gamaétahation.

6.12CONCLUSION

Au cours de ce chapitre, un schéma numérique aduties est présenté. Basé sur la
meéthode des différences finies, il permet de calcekplicitement la réponse du systeme
couplé soumis a un chargement mobile.

Dans un premier temps, on étudie la réponse déatpu@ unidimensionnelle (bande)
pour laquelle des solutions analytiques existemts talculs numériques montrent qu’une
partie de la réponse transitoire évolue vers upenge stationnaire au voisinage du front. La
convergence des calculs vers la solution statioeanpermet de valider la méthode de
résolution. Pour des sollicitations plus importanta réponse du systéme peut présenter des

non linéarités. Les premieres a apparaitre somdeslinéarités géométriques sous la forme
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d’'une onde porteuse. Puis des déformations plastigeuvent se produire, principalement au
voisinage du premier point d'impact, dans la zoneement transitoire de la réponse.

Dans un second temps, en appliquant la méthodesdettisation précédente au cas des
éguations écrites en coordonnées cylindriques @ttesduisant le chargement de détonation
comme une pression extérieure, la réponse de tm@la une sollicitation de détonation est
étudiée. Les résultats montrent que des ondes m@esnapparaissent au voisinage du front
de chargement et se propagent sur la plague. Capend la différence du cas
unidimensionnel ou I'amplitude et la fréquence desles stationnaires sont parfaitement
déterminées, la réponse de la plaque au chargeragable de détonation correspond a une
superposition d’ondes élastiques dont les fréqueaties amplitudes évoluent en fonction de
la vitesse de I'onde de choc sur la plaque. Posirdééonations plus « violentes », les calculs
montrent que les gradients associés aux tensionsiatebrane ont une faible influence

pendant la durée d’application du chargement splaque.
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7. ETUDE EXPERIMENTALE
COMPARAISON AVEC LES RESULTATS
NUMERIQUES

7.1INTRODUCTION

Une confrontation des résultats numériques aveg obtenus expérimentalement est
nécessaire afin de valider le modele théorique.

Dans le cadre de I'étude des réponses dynamiquestdectures sollicitées par des
explosions, I'expérimentation a échelle réduitengose, les essais a échelle réelle étant
complexes, colteux et dangereux. Cependant, lapoaition a I'échelle réelle des résultats
obtenus a I'échelle réduite nécessite I'existerida ealidité de loi de similitude.

En détonique, la similitude énergétique est appopar la similitude d’Hopkinson
(rappelée au paragraphe 2.3) qui établit, pour dégenations similaires, que les mémes
pressions sont obtenues pour des points homotleétiqu
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Fig. 7-1 : Similitude pour la réponse dynamique d’'umacitire soumise a une détonation
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7. Etude expérimentale — Comparaison avec les tasutumériques

La similitude mécanique est facile a concevoirs @Fandeurs caractéristiques sont
proportionnelles au facteur d’échelle.

En associant les similitudes énergétique et méuoanid est possible de prévoir la
réponse de configurations expérimentales homothngtig(Bakeret al. (1960)). Si un
prototype est la réplique exacte a I'échéllel’une structure réelle soumise a une détonation
de parametres, etd, alors les pressiorid en des points homologues sont identiques avec des
temps d’'application multipliés p&t sur la maquette. Les déformations élastigii@sesurées
sur la structure réelle et sur la maquette en dest homologues sont égales et les
déplacementw et la périoda sont multipliés paK sur la maquette (Fig. 7-1).

On présente, dans un premier temps, le disposipié@mental et la chaine de mesure
utilisés pour cette étude. Dans un second tempsékultats expérimentaux sont comparés
aux résultats numériques. Une bonne concordanae eaticul et essai permettrait de

conforter expérimentalement le modéle étudié.

7.2DISPOSITIF EXPERIMENTAL

7.2.1Banc d’essai

Un schéma du banc d’essai est présenté sur leefig2. Celui-ci est constitué d’'une
cuve remplie d’eau sur laquelle repose la plagaecuve a une longueur de 1 m, une largeur
de 80 cm et une profondeur de 80 cm. Les plagsésete sont carrées et leurs c6tés mesurent
79 cm.

Toutes les plaques testées sont en alliage d’alumie type 1050 H14. Pour cet
alliage, le module d’Young, le coefficient de Poisson la masse volumique et la limite
élastique, prennent, respectivement, les valeuvasies : E = 72 GPa,= 0.33 etp = 2790
kg/m®, 6o = 110 MPa.
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charge gazeuse explosive
(propane — oxygeéne)

plaque d’aluminium

cuve (eau)

Fig. 7-2 : Schéma du dispositif expérimental

7.2.2Création du chargement de détonation

La charge gazeuse est obtenue a partir du mélanogarn®e — oxygene en proportion
stoechiométrique, confiné dans une enveloppe spi&riplacée face a la plaque. Les gaz
propane et oxygene sont d’'une grande pureté atibtehir une bonne reproductibilité des
détonations.

Les conditions initiales sont définies par la terapére ambiante (298 K) et la pression
atmosphérique (f0Pa). Dans ces conditions, I'énergie volumidiy&lu mélange gazeux est
égale & 14.16 MJ/in

Le mélange gazeux est confiné dans des enveloppésigues aussi immatérielles que
possible. En pratique, pour des rayons inférieurd @m, on utilise des bulles de savon
formées a partir d’'une solution aqueuse (mélangauwldistillée et d’oléate de sodium). Pour
des rayons supérieurs, le poids propre de la lastetrop important et celle-ci éclate trop
rapidement. C’est la raison pour laquelle des bhallen élastomére sont utilisés pour des
charges dont le rayon est compris entre 7 cm etrl.0Au dela de 10 cm, les explosions sont
trop violentes : au passage de l'onde de chocjaleges extensométriques, collées sur la
plague, sont détruites et les mesures sont ingaples.
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Le dispositif d'amorcage utilisé pour cette étuddéga servi au laboratoire pour les
travaux de Purnomo (1993) et de Pennetier (1998)dikpositif est mobile afin de pouvoir
faire varier la distance entre la plaque et le reede la charge explosive. Cette derniére est
maintenue a I'extrémité d’'un tube en PVC de 2 cnddenétre, a lintérieur duquel deux
électrodes de tungsténe et un tube d’arrivée desgar placés. Le diametre des charges
explosives est contr6lé a I'aide d’'un anneau mdtadl dont le diamétre est fixé, variant de 6
cma 22 cm.

L’amorcage de la détonation est obtenu a partlad@porisation d’un fil de cuivre (0.2
mm de diametre) reliant les deux électrodes soutetharge rapide d’'une forte tension. La
détonation n’est amorcée que si la tension estsanfiment importante. En pratique, on a
choisi une tension de 8 kV. Un soin particuliert@ @&pporté pour choisir le méme type de fil
de cuivre et la méme tension d’amorcage afin quéélanation soit la plus reproductible

possible.

¥ =300mm  r, =200 mm centre O

T -

D R

e 4

Fig. 7-3 : Disposition des jauges extensométriquesasplalque

7.2.3Instrumentation

Les pressions sont mesurées par des capteurssigopr&istler 603 B. lls mesurent des
pressions relatives, c'est-a-dire des écarts pgport a la pression atmosphérique. Ces
capteurs sont caractérisés par une large bandanpesk plage de mesure s’étendant de 0 a
200 bars. Ce type de capteur posséde un tempspdaset trés faible : toute variation de

pression d’'une durée supérieure a 1 us peut ésarge
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Les capteurs de pression ont été utilisés afin detr@ler le processus et la
reproductibilité des détonations.

La réponse de la plaque est caractérisée par larendgs déformations sur les faces
extérieures. Les jauges extensometriques utiliséas des jauges de marque VISHAY, de
120 Q de résistance nominale. Elles autorisent des megsie déformations jusqu’a des
fréquences de 675 kHz, la longueur de grille éématle a 0.8 mm. Pour chaque essai, deux
jauges sont utilisées. Elles sont collées surday# a des distancgg,ge de 200 mm (notée

jauge 4) et 300 mm (notée jaugR) du centre O de la plague. Les jauges sont diggosé

suivant des directions radialesdifférentes et mesurent les déformations de flexjp Un

schéma de la disposition des jauges est préseniiz figure 7-3.

retard Af (us)

60 100 140 180
fréquence (KHz)
atténuation AG (dB)
o B 1 15 A
h"‘\ H

40 80 200
fréquence (KHz)

Fig. 7-4 : Caractérisation expérimentale des conditiamm&8EDEME (déphasage et

atténuation)
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Les jauges sont reliees a des conditionneurs aogiélurs SEDEME TS 205 a large
bande passante. Cependant, la limite supérieuliee lilnde passante est égale a 100 KHz. Au
dela de cette fréquence, les signaux mesurés snbigs déphasage et une atténuation. Pour
évaluer les performances des conditionneurs enrdeleda bande passante, une campagne de
caractérisation est effectuée. Elle consiste aigogl en entrée du conditionneur, au moyen
d'un générateur de fonction, un signal électriqurusoidal d’amplitude et de fréquence
connues. Le signal de sortie, une fois mesuré, geda calculer le déphasage et I'atténuation
du conditionneur. Au-dela d’'une fréquence de 20K faible rapport signal/bruit, proche
de 1, ne permet pas de caractériser les conditivanEn pratique, les conditionneurs limitent

I'étude a des déformations dont les fréquences jusqu’a 200 kHz.

Fréquence (KHz 40 80 120 160 200
Erreur (%) 0 2.7 8.0 15.0 23.3

Tab.7-1 : Erreur introduite par les conditionneurslamplitude des signaux en fonction de

la fréquence

Les résultats de la caractérisation des conditiorsneprésentés sur la figure 7—4,
montrent que le déphasage des mesures n’est pagamip(de I'ordre de la microseconde). I
n'en est pas de méme pour l'atténuation qui pegeedrer des variations sur I'amplitude des
signaux de 'ordre de 20 % (Tab. 7-1).

L’acquisition des signaux s’effectue sur des ossdbpes numériques TEKTRONIK.
Toutes les mesures sont acquises en monocoup ncarseyisation (temps= 0) des mesures

dynamiques est donnée par I'explosion du filament.

7.2.ARemarque

Lors de I'amorcage de la détonation, la déchargedead’un fort courant électrique
génére un rayonnement électromagnétique. Un soiicyéer doit étre apporté a la protection
contre ce rayonnement. Ainsi, la plaque et les iggiisade mesure sont tous reliés a la masse.
Un film d’aluminium placé sur chaque jauge et desdes métalliques entourant les cables
reliant les jauges aux conditionneurs assurentpuagection efficace contre le rayonnement

électromagnétique.
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Si la mise a la masse et le blindage ne sont pasatement effectués, le rayonnement
électromagnétique induit une tension parasite ceiitupbe les signaux. Le temps de
disparition de la tension parasite n'est pas coibjgatavec les temps d’observation

caractéristiques et les signaux de déformationpentrbés (Fig. 7-5).

T T T T T T T
150 tendance de la tension parasite

100

50

50 - .
-100 .

| | | | | | 1 |

0 100 200 300 400 500 600 700 temps ¢ [us]

Fig. 7-5 : Mise en évidence expérimentale de l'influedaeayonnement électromagnétique

sur les signaux de déformation

7.3RESULTATS EXPERIMENTAUX PRELIMINAIRES

7.3.1Présentation des résultats

Dans le cadre de cette étude, une campagne d'essagffectuée afin de valider les
modeles proposés. En premier lieu, il faut vérifee les essais sont reproductibles. Ensuite,
il faut vérifier que I'hypothése d’axisymétrie estlide en s’assurant que le systéme couplé, le

chargement de détonation et la réponse mécanigsene une symétrie axiale.

7.3.2Validation expérimentale de la reproductibilité desessais

Le chargement de détonation et les déformationgedobiétre identiques pour tous les
essais impliquant les mémes parametres expérimeraur illustrer ce propos, on présente
la réponse d’'une plaque d’épaissbur 5 mm soumise a la sollicitation d’'une détonatien
parameétres, = 60 mm etd, = 220 mm.
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Fig. 7-6 : Mise en évidence expérimentale de la repriiilit® des essais — Mesure des

pressions réfléchies
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Fig. 7-7 : Mise en évidence expérimentale de la reprifuilit® des essais — Mesure des

déformations.
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Les déformations sont mesurées par la jaBg@uge = 300 mm) lors de trois tirs

successifs. Les résultats sont présentés sugleed 7-6 et 7—7.
L’étude des relevés de pression (Fig. 7-6) montre bonne reproductibilité des

sighaux. Les trois détonations génerent une sugjoresmaximale sensiblement égale a

7x10° Pa. Les temps d’arrivées sont égaux a 270 us @aveerreur de +/— 5 us et, dans
'ensemble, les signaux de pression sont tres gch

L’étude des déformations (Fig. 7—7) met en évidanue excellente reproductibilité des
signaux. Pour les trois essais, les déformatioms goasiment identiques et les écarts de
temps ou d’amplitude entre les signaux sont faibles

La reproductibilité des essais peut étre considénéame trés satisfaisante et permet de

conclure a une bonne maitrise des parametres ex@#aux.

7.3.3Validation expérimentale de I'axisymétrie

Dans le chapitre deux, on a évoqué la nature gpreérile I'onde de choc créée lors
d’'une détonation. L’interception de I'onde par wwface plane engendre un chargement de
pression axisymetrique.

Afin de mettre en évidence l'axisymétrie du chargatmde détonation, on effectue une
étude expérimentale permettant de relever les ipresséfléchies sur une surface plane. La
figure 7-8 présente le dispositif utilisé pour eeftude.

Six capteurs de pression sont disposés en deuxnblese de trois capteurs sur une
plaque rigide en absence de liquide. Les capteui® ét C sont disposés a une distance de
187 mm du centre O de la plaque. Les capteurs DEEsent situés a une distance de 254 mm
du centre de la plague. Le point O est le prenoantpl’'impact de 'onde sur la structure. Les
capteurs A, B, C d'une part, et les capteurs D} E d’autre part, sont disposés selon des

directions radiales différentes.
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D Paramétres de détenatien
- R
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Fig. 7-8 : Disposition des capteurs de pression sulalgue.

La figure 7-9 présente les résultats obtenus lerda diétonation d’'une charge de rayon
rp égal a 35 mm et située a une haut@uggale a 280 mm.

Chague signal est caractéristique d’une pressitéchie. Le pic présent sur les relevés
ent = 0 correspond a 'amorcage. Apres une certaiméedou le signal est caractérisé par une
pression nulle, on observe une brusque augmentdgola pression jusqu’a son maximum
Ap’, immédiatement suivie d’une diminution. Le délatre 'amorcage et le pic de pression
est le temps d’arrivéet,] de 'onde de choc au capteur. On peut compasedifférents
relevés de pression en comparant les valeurts dedeAp’ obtenues pour chaque capteur
(Tab. 7-2).
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Fig. 7-9 : Relevé des pressions — Mise en évidenceahiangement axisymétrique.

141



7. Etude expérimentale — Comparaison avec les tasutumériques

Pour des capteurs placés a la méme distance gaortau centre O, les temps d’arrivés
et les surpressions sont quasiment identiques.
Les mesures obtenues permettent de conclure adeersphérique de I'onde de choc et

a la symétrie axiale du chargement de pressiorsarface de la plague.

Capteur ty(us) | Ap' (bar) Capteurl t,(us) | Ap" (bar)
A 667 0.56 D 774 0.44
B 656 0.58 E 778 0.42
C 677 0.54 F 792 0.43

Tab.7-2 : Relevé des temps d’arrivéest des surpressiofg’ — Mise en évidence d’un

chargement axisymétrique

Dans cette étude, un modéle de plaque circulaite déseloppé en supposant
I'hypothese d’axisymétrie. Les équations du mouveinécrites en coordonnées cylindriques,
sont indépendantes de la variabl@®/06 = 0). Les phénomeénes doivent étre identiques quelle
gue soit la direction radiaks choisie sur la plaque.

Afin de valider expérimentalement cette hypothéseix jauges extensométriques sont
collées sur une plaque d’aluminium de 5 mm d’émaissuivant deux directions radiales
différentes (Fig. 7—10). Les jauges sont placéesedistance de 200 mm du centre O de la
plague. Celle-ci est soumise au chargement isda détonation d’'une charge de 60 mm de
rayon, dont le centre est situé a 220 mm de lauglgg = 60 mm ;d, = 220 mm).

Les mesures de déformations sont présentées digute 7—11. Sans entrer dans les
explications (qui seront exposées plus loin), ogeoke que les mesures sont tres proches et
confirment la validité d’une symétrie axiale.

L’hypothese d’axisymétrie n’est valable que si ystéme étudié dans son ensemble
présente une symétrie de révolution. Au terme de pegagraphe, il est établi
expérimentalement que le chargement de détondéiastructure et la réponse mécanique de

la plaque présentent une symétrie axiale et qypdtheése d’axisymétrie est valide.
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Fig. 7-10 : Disposition des jauges sur la plaque poutremen évidence I'axisymétrie de la

réponse mecanique.

100 200 300 400 500 600 700 800 temps ¢ [ps]

Fig. 7-11 : Mesure des déformations — Mise en évidehagedéponse mécanique

axisymeétrique.
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7.4RESULTATS EXPERIMENTAUX - REPONSE DE LA PLAQUE AU
CHARGEMENT DE DETONATION

On présente d’abord les déformations obtenues poer détonation, qualifiée de
« modérée », afin de caractériser la réponse deérmgsdans son domaine linéaire. Pour ces
essais, le rayon de la charge explosive est infléaer cm.

Puis on présente les résultats relatifs a la répdeda plaque soumise a une détonation
plus violente. Cette expérience est réalisée aimettre en évidence d’éventuels effets non
linéaires. La charge utilisée pour cette expériesareespond a la charge la plus importante

gue I'on puisse obtenir expérimentalement c'estébur un rayon égal a 10 cm.
7.4.1Réponse de la plaque a une détonation modérémentaetgétique

Tous les signaux de déformations présentent la ménierme ». Ceux-ci se

décomposent en trois parties, mises en évidenda figure 7-12.

Mesures de déformations €, : r, =50 mm -4, =283 mm — 2= 0.5 mm

€, [um/m]

80 - Fiauge

T T T T T

F i
1 |
500 T, 600 700 T, temps ¢ [us]

Fig. 7-12 : Réponse de la plaque a une détonation -aSigndéformatiors,, caractéristique

La premiere partie du signal consiste en un sigoéldepuis I'instant d’origing = 0

jusqu’'a l'instantt = T,. Cette partie du signal correspond a un état t@rdétion nulle. Bien

que la détonation ait été initiée, aucune pertishat’est enregistrée par la jauge.
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La seconde partie du signal correspond a une répeitwatoire, notéeV. Elle

caractérise la réponse en un point de la plagsguerle front de chargement s’approche de la
jauge et constitue le principal intérét de la pnésétude.

La troisieme partie, notég, correspond a la réponse influencée par la réftexies

ondes mécaniques sur les bords du domaine. Cette pa sera pas prise en compte dans la
suite.

L’étude de la parti¢/, sur la figure 7-12, met en évidence la diminutierla fréquence

des ondes mécaniques qui est directement liégianiaution de la vitesse du chargement sur

la plaque. A l'instanfTy, la vitesse de I'onde de choc est plus élevée Lju'stant T~ Le

chargement génére, a cet instant, des ondes aeefréquence importante, estimée a 204
KHz. Au cours du temps, la vitesse du chargemenindie et génére des ondes de fréquence
plus faible, sensiblement égale a 87 KHz.

Les essais ont été effectués dans des configusatixpérimentales différentes. Celles-ci
sont récapitulées dans le tableau 7-3.

Configuration | d, (mm)| rp (mm) [ h(mm)

1 283 62.5 0.5
2 283 50.0 0.5
3 220 60.0 5.0

Tab.7-3 : Caractéristiques des détonations et des pttpstées

Les configurations 1 et 2 ne se différencient gae lEnergie dégagée lors de la
détonation, qui est plus importante dans la configon 1 (, = 62.5 mm) que dans la
configuration 2 i, = 50 mm). Quant a la configuration 3, elle mejenune plaque de 5 mm
d’épaisseur.

Quelle que soit la configuration expérimentale, dggaux présentés sur les figures 7—
13, 7-14 et 7-15 sont mesurés par la jaigguée a 200 mm du centre O de la plaque.

La comparaison des signaux, obtenus dans les coafigns 1 et 2, met en évidence la
relation qui existe entre la réponse mécaniqueeethargement de détonation. Plus la
détonation est énergétique, plus la vitesse deagadpn des ondes est élevée. Ceci est mis en

évidence en remarquant que le temps d’apparitienvdwationsT, est d’autant plus faible
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gue la détonation est énergétique. Pour la cordtgur 1, T+ est estimé a 480 us alors qu'il

est égal a environ 520 ps pour la configurationO2. note que plus la détonation est

énergeétique, plus les déformations sont importantes

Méme si la comparaison directe des déformationsurées pour les configurations 1 et

3 n'est pas possible (Fig. 7-13 et 7-15), on reqeanue, pour des chargements similaires, la

réponse vibratoire est fondamentalement différehies résultats mettent en évidence

linfluence de I'épaisseur de la plaque. Plus cellest importante, plus la rigidité de la

plaque est élevée et moins le nombre de vibratshgnportant.
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Fig. 7-13 : Déformatiorg,, de la plagque d’épaisseli= 0.5 mm pour une détonation de

paramétres, = 62.5 mm et, = 283 mm
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Fig. 7-14 : Déformatiorg,, de la plaque d’épaisseli= 0.5 mm pour une détonation de

parametres, = 50 mm et, = 283 mm
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Fig. 7-15 : Déformatiorg,, de la plague d’épaisseli= 5 mm pour une détonation de

parametres, = 60 mm etd, = 220 mm (jauge!)
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Configuration 3 : r, = 60.0 mm — &, = 220 mm — 2= 5 mm — r,,,,,,, = 300 mm
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Fig. 7-16 : Déformatiorg,, de la plaque d’épaissel=5 mm pour une détonation de

paramétres, = 60 mm etd, = 220 mm (jauge)

7.4.2Réponse de la plaque a une détonation tres énerggie

On s’intéresse, a présent, a la réponse d’'une @ldgu.5 mm d’épaisseur soumise a la
détonation la plus énergétique que I'on puisser@gpérimentalementy{ = 100 mm et, =
220 mm). Cette charge gazeuse produirait une diédoniaentique, en terme de surpression,
a I'explosion de 2.5 g de TNT.

Les déformationg,, sont mesurées par la jauge située a 200 mm du centre de la

plaque et sont présentées sur la figure 7-17.
Comme précédemment, on observe le signal de défiormaulle suivie de la réponse

vibratoire V. L’énergie libérée lors de la détonation étantontgnte, la vitesse de I'onde de
choc est élevée. Par conséquent, les ondes cosatelamsy sont de fréquences élevées,

supérieures a 200 KHz.
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Fig. 7-17 : Déformatiorg,, pour une détonation de parametigs 100 mm et, = 220 mm

7.5 COMPARAISON ENTRE RESULTATS EXPERIMENTAUX ET NUMERI QUES

L’objectif de ce paragraphe est de confronter ledutions des déformations de flexion
obtenues expérimentalement aux déformations casul@ne bonne adéquation entre ces

résultats permettrait de valider les hypothesentets et les modeles proposés.

7.5.1Chargement de détonation

Le chargement de détonation est modélisé a l'aide expressions polynomiales
présentées au premier chapitre. Des campagnesiragpéles antérieures, menées au
laboratoire par Brossamt al.(1995), ont validé le modele. Celui-ci est dortcaduit dans le

code de calcul en tant que sollicitation extérieure
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Fig. 7-18 : Evolution spatio-temporelle des déformatigns- Correspondance avec les

signaux temporels des jauges
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7.5.2Réponse linéaire de la plaque

Pour comprendre les mesures obtenues avec lesjantgnsométriques, il est possible
de mettre en correspondance I'évolution spatio-taelfe des,, avec les mesures temporelles
effectuées en des points de la plaque (Fig. 7-18).

Les résultats présentés sur la figure 7—18 soatifieh la réponse de la plague dans la
configuration 3 (Tab. 7-3). On observe, d’'une pédigyolution spatio-temporelle des
déformations de flexion et, d’autre part, les étiols temporelles dg, calculées aux jauges

A et B, le long des lignes interrompues. On comprend centrfiobservation d’une réponse

temporelle en des points situés sur la plaque megwdence la propagation d’ondes
accompagnant le front de chargement (indiqué patdigne en pointillés gras).
L’évolution temporelle des déformations, obtenuesxpéementalement et
numériquement pour les configurations 1, 2 et 8f peésentées sur les figures 7-13 a 7-16.
La concordance entre les résultats expérimentamnumieriques est satisfaisante. On
peut en déduire que le modele proposé permet derelé&orrectement les ondes qui

accompagnent le front de chargement sur la plaque.

7.5.3Réponse non linéaire de la plague

La comparaison entre le signal expérimental etlleut issu du modéle non linéaire est
présentée sur la figure 7-17.

La réponse vibratoire précédant le front de chasggnmest décrite de maniere
satisfaisante. La fréquence des ondes étant supgrée 200 KHz, la chaine de mesure
introduit une atténuation et I'on comprend que kuplitude soient sous-estimées.

On présente aussi sur la figure 7-17 le résultatalaul obtenu a partir du modele
linéaire. La comparaison des deux calculs numésigqp@emontre aucune différence.

Cette double comparaison expérimentale/numériqueegiede confirmer ce qui avait
été évoqué au chapitre précédent : la présendeida Augmente « la résistance » du systeme
sur des temps trés courts. On peut en déduireagepbnse vibratoire du systeme couplé au

passage d'un chargement mobile peut étre étudiée lsethéorie linéaire.
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7.5.4Explications sur les différences entre les résultat

Des différences entre les résultats expérimentanxraériques peuvent étre constatées.
Pour la plupart, celles-ci proviennent des incedts liées au chargement de détonation. La
localisation du centre dexplosion n’est pas p#faiLl’'onde de choc n’est alors pas
idéalement sphérique ce qui entraine une inceditsuak la localisation du premier point
d'impact qui ne coincide plus avec le centre deldgue. Le chargement, sur la plaque, n’est

plus axisymétrique.

7.6 CONCLUSION

Au cours de ce chapitre, le dispositif expérimeqia nous avons mis au point pour
observer la réponse d’'une plaque a un chargemeaidtdaation a été présenté.

La réponse mécanique de la plaque est observémpennde jauges extensométriques.
Celles-ci permettent de mesurer des ondes de défimms accompagnant le front de
chargement lors du déplacement de I'onde de chola @laque.

Les détonations modérément énergétiques permettetoidier la réponse du systeme
dans le domaine linéaire. La comparaison des gdsudikpérimentaux avec les calculs est tres
satisfaisante et permet de conclure a la validiténddéle linéaire (Langlet al. (a paraitre)).

L’existence de loi de similitude permet d’étendee prévisions a différentes échelles et
pour une grande variété de chargements mobiles.

Cependant, lors des expériences qui ont fait ietérdes plus fortes charges explosives,
des déformations plastiques ont pu étre observélasfia des essais. Ces non linéarités
matérielles sont apparues beaucoup plus tard dangponse lorsque le chargement a
parcouru entiérement la structure. La réflexion aledes sur les bords doit alors étre prise en
compte. Dans ce cas, il s’agit d’étudier la répamhsesystéme a long terme, ce qui constitue

un probleme sortant du cadre de cette étude.
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8. CONCLUSION & PERSPECTIVES

Le sujet de notre these était I'étude de la répatisee plaque en contact avec un
liquide sur une de ses faces et subissant la presdune explosion sur l'autre face.
L’explosion, plus précisément udétonationse produit dans I'atmosphere.

L'objectif fixé pour la thése était de réaliser unedélisation de la réponse de
'ensemble plaque-liquide couplé et de montrer erpéntalement que les effets mécaniques
sont bien appréhendés par le modéle. Essayongydgetdes acquis les plus importants.

Le probleme posé entre dans le cadre de la dynan@tjgoncerne ici la réponse des
structures couplées a des fluides lorsqu’elles partourues par des chargements mobiles. Si
le chargement est mobilky, sollicitation n’est pas appliquée simultanémamtous points de
la structure, mais se déplace sur celle-ci aveccen@ine vitesse. Ainsi, la réponse prend la
forme d'ondes de fréquence et d’amplitude qui ddpah a la fois, de la vitesse du
chargement et de son intensité.

La connaissance de la réponse des structures éasuplu non) a des chargements
mobiles trouve des applications dans de nhombremad®s : génie civil (réponse dynamique
des ponts...), transports (chemin de fer...), armenféywhamique des tubes d’armes en
balistique intérieure), et bien sdr la préventioas drisques industriels (réponses des
constructions aux ondes de souffles des explosionsjc.

Pour la prévention des risques liés aux explosibfet souligner que lesurfacesgui
réflechissent les ondes de choc lancées par léssexps, sont les premiers éléments qui vont

multiplier les effets de surpression par la sinfplenule : Force= Pressiorx Surface Il est

donc trés intéressant de considérer la géométriula simple : celle d'une plague plane
sollicitée par une détonation aérienne qui lance wumde de choc sphérique dans
'atmospheére. Dans ce cas, le champ de pressitéchéd sur la plaque évolue rapidement
dans le temps et dans I'espace. Comme on I'a mant@hapitre 2, ce champ de pression se
caractérise par un front de chargement assimilablene discontinuité de pression, se

déplacant a une vitesse qui est supersonique plos®Bique
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Pour des intervalles de temps aussi courts que dcmuxguelques centaines de
microsecondes, le mouvement de la plague ne peutaéla fois trés rapide et de grande
amplitude. De plus, les déplacements a si countdate la plaque sont limités par la présence
du liquide et dépendent de sa compressibilité. &sumé, sur des intervalles d’étude assez
courts, on peut considérer un comportement acausestiqpméaire pour le liquide et un
comportement élastique linéaire pour la plaque.

Deux zones se séparent nettement dans les répbymseniques a des chargements
mobiles: la premiere, qui s’observe dans un refigeg lié a la structure, la deuxieme, qui
s’observe dans un repere mobile lié au front degemaent.

La partie de la réponse située dans la secondermaontre un caractére permanent. Au
fur et a mesure que la pression avance, la répquisse construit est identique a elle méme si
on I'observe dans le repére mobile. Sa fréquenteoestante et élevée. Il se construit donc
une solution stationnaire. Cette solution statimenpeut envahir de plus en plus d’espace,
soit devant le front de chargement pour les casauQues, soit derriere pour les cas
supersoniques. Si la structure était de dimensifinié et parcourue depuis un temps infini
par la pression, la réponse stationnaire auraieter@ue infinie.

La partie de la réponse située dans la premiére esntout a fait différente. Les ondes
n'ont pas une fréquence constante. Leur forme dégdes conditions aux limites a I'origine
de la plaque et dans liquide. Elle est aussi esflentent lieée a I'apparition soudaine de la
pression a l'origine. Si on met un tres faible atissement ces ondes s’estompent au cours du
temps et ne sont plus présentes derriere le fremhdrgement. On peut qualifier cette partie
de la solution dé&ransitoire.

L’étude bibliographique préalable nous a permigaite une synthese sur les méthodes
de résolutions proposeées : analyse modale, intégraxplicite en temps, méthodes des
transformées. Ainsi, la résolution explicite esaptde aux trés petits pas de temps imposés
par le phénoméne physique, tandis que les méthielésansformées sont adaptées pour la
recherche des solutions stationnaires si le chaggese déplace a vitesse constante avec une

amplitude constante.

La résolution numérique que nous avons effectuée basée sur une méthode
d’intégration explicite en temps, apres une diskaébn des dérivées partielles par des
différences finies en temps et en espace. Cettdutém tient compte des conditions initiales

(le systéme est initialement au repos), des camditiimites, et enfin on peut y introduire une
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fonction de chargement telle que les formules @sgon réfléchie sur la plaque présentées au
chapitre 2.

La résolution analytique par la méthode des transfes, présentée au chapitre 5,
permet d’obtenir une solution indépendante desitiond initiales et des conditions limites.

Le premier intérétle la résolution analytique est qu’elle nous ado@na une solution
exacte Le deuxieme intéréest que la solution numérique se rapproche deegiysius de la
solution stationnaire lorsque le temps de calcull'@&@endue de la plaque deviennent
suffisamment grands : d’ou une validation possthiecode numériqud.e troisieme intérét
est que les solutions stationnaires permettent elérenen évidence de maniere trés claire la
sensibilité de la réponse du systéeme (en fréquener amplitude) a la vitesse de progression
du chargement. Ainsi, les longueurs d’onde desatitms naissant au voisinage du front de
chargement peuvent diminuer fortement si la vitsgsepproche des vitesses caractéristiques
du systeme (ceci s’accompagne corrélativement d'angmentation des fréquences de

vibrations).

L’étude expérimentale a bien mis en évidence ltexise de ces vibrations créées par le
déplacement de la pression sur la plaque couptae.dela, il a été nécessaire de mesurer des
ondes de faibles amplitudes et de fréquences éddéel’ordre de 100 kHz). Les jauges de
déformations ont été retenues car leur trés faifaese rend possible la mesure de vibrations a
hautes fréquences lorsqu’elles sont associées eodégionneurs a large bande passante et a
fort rapport signal / bruit.

La corrélation entre les signaux de déformationssurés et ceux calculés
numériguement (chapitre 7) est remarquable, tanir des amplitudes, que pour les
fréquences.

Les expérimentations n'auraient pas été possildas & maitrise des parametres de
chaque détonation. Ceci est tres intéressant caétanation est un phénomene explosif
déterministe et parfaitement reproductible. Quet @it I'explosif considéré, solide ou
gazeux, les détonations sont toutes équivalentes eens que, pour des énergies explosives
équivalentes, elles lancent dans le méme enviroenegies ondes de choc identiques. De
plus, elles respectent la similitude exacte de kmun qui permet de transposer les résultats
a toute autre échelle, pourvu que l'on respectentbthétie. Les résultats expérimentaux
obtenus au laboratoire, a petite échelle, peuvieattéansposés exactement a I'échelle d’'une

tres grande structure.
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Les expérimentations ont nécessité de longues siuwtéepréparation pour valider les
montages imaginés au préalable : validation desndébns par comparaison avec les
pressions de référence, validation des signauxédierrdations par élimination des signaux
parasites (extrémement importants a cause du dispdamorcage), vérification de la

reproductibilité des mesures,...etc.

En contrepartie, I'expérimentation nous a appogécértitude du bien-fondé des
hypothéses choisies pour la modélisation (théoes plagues incluant le cisaillement et
l'inertie de rotation, conditions de couplage aleetiquide, équations de I'acoustique linéaire
dans le fluide). La vérification de I'hypothese dignamique linéaire, a travers les résultats
présentés, est sans équivoque.

Cependant, la prise en compte des effets non-fegagéométriques et matériels,
(chapitre 4) serait nécessaire, soit pour des enaegts d’intensité et de durée plus grandes
gue ceux gque nous avons mMis en ceuvre, soit poupldgses couplées a des fluides de
compressibilité et de densité plus faibles.

En définitive, I'originalité de notre travail régidlans les deux points suivants :

i) avoir proposé un modele d'interaction fluideusture adapté pour décrire la
dynamique rapide des plaques couplées subissanprdasion d’'une explosion
atmosphérique.

i) avoir identifié expérimentalement les ondes &autes fréquences » prenant

naissance lors du déplacement du front de la diszot& de pression.

L'étude de la réponse dynamique sur des duréedqgrigses permettrait d'aborder les
problemes de dynamique en grandes transformations.

La dynamique du systeme ne serait plus linéairsethit alors possible d’observer
expérimentalement la transformation de la strucétinear conséquent de formuler une loi de
comportement adaptée a la dynamique rapide, pan@geen proposant une loi sensible a la
vitesse de déformation.

Enfin, il serait intéressant de vérifier si lesslodle similitudes peuvent toujours
s’appliquer pour de tels problemes en interactioimdé structure mélant dynamique non

linéaire et comportement viscoplastique.
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9. ANNEXES

Nous reprenons ici les expressions des coefficienhties intégrales « fondamentales »
extraites de l'article de Renamt al. (2006) qui sont nécessaires a la détermination des
solutions stationnaires au probleme subsonique.

Nous rappelons que, dans les expressions suivangesty désignent les solutions du
polyndmeP(&)

Expression des coefficients :

1
Q=
a“+pB
1
C2= 2 a2
(y-o)+pB
Cz =y(y—2a)
_ Y, 2 _qp2
Cq=—(a" =B -ay)
B
a_
CS:—BV
2 .02 _
Ce a“+pB“°-ya
By
2 . a2
a“+pB°-2a
C, = BZ y
Y
c. - YB?-a®)+a(a® +p?)
g =

v2B
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Expression des intégrales « fondamentales »
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Réponse d'une plaque couplée a un liquide et souraia une pression mobile.
Aspects théoriques et expérimentaux en détonique.

La thése porte sur la réponse d'une plaque couplée liquide et soumise au champ de pression @ééne
détonation aérienne. Celle-ci correspond au modgpibsion le plus violent et se caractérise prtgpagation
d'une onde de choc qui génére sur la plaque un ghdenpression mobile dont l'intensité et la vitesiss
propagation sont élevées. L'objectif est d'étutheréponse dynamique du systéeme couplé pendanirée die
propagation de I'onde sur la plaque. Aprés avoaspnté le chargement de détonation, la mise ertiéqudu
probléme est exposée. Celle-ci est adaptée auxtentle dynamique rapide imposé par la sollicital
extérieure. La flexion de la plaque est étudiéersé théorie de Mindlin Reissner et prend en cenigs$ nor

linéarités géométriques. Les non linéarités mdiésisont décrites par la loi de comportement éfdastique de

Prandtl-Reuss avec écrouissage isotrope. La dymn@mdy fluide est décrite par les équations d’E
linéarisées. L'étude analytique permet d'obteng sl@utions au probléme d’'une bande infinie, repbsar un
domaine liquide non borné, soumise a un chargemebile stationnaire. Les solutions stationnairesrigtént

la réponse du systéme couplé au voisinage du fferthargement. La résolution numérique du problérag

d’'une plague couplée est obtenue a partir d’'unreehé&ux différences finies d’ordre 2 en temps eespace
L’intégration temporelle des équations est obtgpaieun schéma explicite. L'étude expérimentalegntésle
banc d'essai et des exemples de réponse de plaguamtact avec de I'eau, soumises a des détoratles
réponses sont comparées aux solutions numeériques.

Mots clefs : Interaction fluide structure, dynamique rapide, détonation, chargement mobile, flexion
plaque, Mindlin Reissner, élastoplasticité, fluide,parfait, compressible, acoustique linéaire, répores
stationnaire

Response of a flat plate in contact with a fluid ath submitted to a moving pressure load. Theoriticahnd
experimental aspects in detonic.

The thesis studies the response of a flat platpleduvith a liquid and submitted to an expandingsgure fielg
created by a detonation. A detonation is the masdent mode of explosion that creates a shock waliech
generates a moving pressure with high levels ofqune and velocity. The main purpose is to invagtighe
dynamic response of the coupled system during tloekswave propagation. Once the detonation loadir
recalled, the equations of motion are establisfigwry are well adapted for fast dynamics imposedthsy
external loading. The plate equations are writtecoeding to the Mindlin Reissner assumptions. Toaty take
into account the geometrical and material nonlitiear The behaviour is based on the Prandtl-R&awsswith
isotopic hardening. The fluid is described by thewstic equations. The analytical study leads ¢octhsed form
solutions for the problem of an infinite strip Igiron an infinite liquid domain and submitted to aung
constant level load. The stationary solutions regné the response of the coupled system. The ncath

solutions for the real problem of a coupled plai @btained using the second order finite diffeesnmethod|
The time integration of the equations is performéth an explicit scheme. The experimental set ygrésented.

Various examples of dynamic responses of platesoimact with water and submitted to detonations
compared to numerical solutions.
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Key words : fluid structure interaction, fast transient dynamics, detonation, moving load, plate, Mintin
Reissner theory, elastoplasticity, inviscid, compmssible, fluid, linear acoustics, stationary respores
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