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CACHAN

Domaine :
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2.2 Raccord basé sur une théorie de poutre simple . . . . . . . . . . 34

2.2.1 Notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
2.2.2 Formulation du problème poutre . . . . . . . . . . . . . 35
2.2.3 Exploitation et reconstruction du champ solution . . . . 38
2.2.4 Résultats numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.2.5 Conclusion sur les raccords simples . . . . . . . . . . . . 44

2.3 Principe de Saint-Venant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
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3.2.2 Écriture du problème découplé . . . . . . . . . . . . . . . 64
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4.2 Discrétisation éléments finis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
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3.26 Évolution de la contrainte axiale dans le tube composite . . . . 90

vi Stratégie de calcul et utilisation de séries de Fourier pour les tubes
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4.3 Représentation d’un défaut après troncature . . . . . . . . . . . 101

4.4 Erreur commise par la troncature . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
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composites dégradés
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Introduction

Modélisation et simulation sont de nos jours des mots clefs du métier d’in-
génieur. En effet, dans ce domaine, une volonté de plus en plus forte tend à
mettre en avant la pratique des simulations dans le processus industriel afin
de guider, de compléter ou de remplacer une partie de l’approche expérimen-
tale. On parle alors d’essais virtuels (virtual testing en anglais). Cette volonté
se manifeste actuellement à travers certains programmes de recherche natio-
naux ou européens dans le domaine de l’aéronautique (MAIA, MUSCA, ...).
Un des enjeux du virtual testing en mécanique des matériaux et des structures
est la prévision de l’évolution des endommagements et de la rupture aussi
bien en statique qu’en dynamique. Ceci est d’autant plus vrai pour les maté-
riaux composites qui possèdent une grande diversité de constituants de base
et d’architectures car ils engendrent ainsi des campagnes d’essais très lourdes
et coûteuses. Qui plus est, la gamme d’essais est très large et s’étend sur dif-
férentes échelles, des essais de base aux essais sur structures en passant par
différents niveaux d’éprouvettes technologiques. Dans le cadre de l’A340-600,
par exemple, le coût des essais de caractérisation concernant les composites
atteint plusieurs centaines de millions d’euros. Notons que dans le domaine
spatial, dans lequel se situe cette thèse, le recours à la simulation est indispen-
sable afin de valider les modèles utilisés pour la prédiction du comportement
en service.
Cette thèse s’inscrit dans la problématique du virtual testing et plus particuliè-
rement de la tolérance aux défauts de structures composites. Cette thématique
est issue d’un problème industriel rencontré par ALCATEL ALENIA SPACE
et prend place dans le plan d’études amont AMERICO (Analyse Multi-Échelles
et Recherche Innovante pour les Composites à matrice Organique) financé par
la DGA et coordonné par l’ONERA. Notre objectif est de mettre en place
un outil numérique permettant, à terme, la vérification de la tenue de tubes
composites en présence de défauts et complétant ainsi une base de données
expérimentales coûteuse et limitée.

Un préalable nécessaire à la simulation jusqu’à rupture est de disposer
d’une base matériau solide. Dans le cas des composites stratifiés, en présence
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Introduction

d’effets localisés, ceci constitue un challenge important car les phénomènes de
dégradations gouvernant la réponse jusqu’à rupture de la structure se situent
à une échelle mésoscopique, voire microscopique.

Une démarche initiée par Ladevèze (Ladevèze, 1986, 1989) et de plus en
plus suivie pour simuler la tenue des structures composites est l’analyse de
leurs endommagements à l’échelle mésoscopique mettant en place la notion de
pli et d’interface. Cette échelle fait intervenir l’épaisseur d’un pli comme gran-
deur caractéristique, celle-ci étant de l’ordre de 0.2 mm. Des travaux sur les
plis ont été effectués par (Ladevèze et Le Dantec, 1992; Renard et Jeggy, 1989;
Aussedat et al., 1994; Hochard et al., 2001) et sur les interfaces par (Allix,
1992; Schellekens et De Borst, 1993; Corigliano, 1993; Chaboche et al., 2001).
Ces différentes études ont permis de développer et d’identifier des modèles de
comportement permettant de décrire, par l’intermédiaire de la mécanique de
l’endommagement, l’effet des différents mécanismes de dégradation du stratifié
tels que la rupture des fibres, la décohésion entre fibres et matrice ou le déla-
minage.
Cependant, le traitement numérique d’un modèle de composite décrit à l’échelle
des constituants mésoscopiques conduit très rapidement à des problèmes de très
grandes tailles . À titre d’exemple, le maillage d’une liaison entre tubes compo-
sites réalisée par un manchon métallique requiert la résolution d’un problème
d’environ dix millions de degrés de liberté (ddls). De plus le problème posé est
non linéaire et différent pour chaque famille de défauts créés lors des phases de
fabrication. Ainsi, le traitement de ce type de problèmes (non linéarités, grand
nombre de degrés de liberté) nécessite le développement de méthodes de calcul
adaptées.

Pour limiter les temps de calcul, un premier aspect est de simuler de façon
fine uniquement la zone où se développent les dégradations, ici les extrémités
du tube. Le coût de calcul à l’échelle mésoscopique des extrémités reste très
important (voire prohibitif dans la cas de l’étude de familles de défauts). Des
techniques de calcul efficaces du problème bord ont été recherchées. Dans le
cas de la plaque composite trouée (Allix, 1992) avait utilisé la propriété de
géométrie axisymétrique pour coupler des éléments finis classiques avec des
développements en séries de Fourier au moyen d’une méthode de résolution
itérative avec préconditionneur. Le caractère axisymétrique du tube nous a
donc conduits à explorer les possibilités offertes par l’utilisation d’un dévelop-
pement en série de Fourier.

Deux axes principaux ont donc été abordés. Le premier concerne la géné-
ration de conditions limites 3D adéquates à partir d’une théorie de poutre. Ce
problème de raccord intervient lors de la réduction de la zone d’étude et ne
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doit pas perturber l’analyse fine de l’extrémité en créant un endommagement
artificiel au raccord. Différentes approches ont été traitées pour cela, elles nous
ont mené à l’utilisation de la théorie exacte des poutres (Ladevèze et Sim-
monds, 1996) qui permet de construire facilement la solution de Saint-Venant
du problème.
Le deuxième axe concerne la mise en place d’un élément fini spécialisé dans le
traitement de géométries de révolution. Dans le cas d’un tube sain, celui-ci per-
met de découpler le problème 3D en petits problèmes posés sur une bande. Ce
découplage est rendu possible par l’introduction de modes de Fourier étendus.
Dans le cas du tube dégradé, un couplage fort intervient entre les modes, une
méthode itérative de gradient conjugué adaptée est alors mise en place pour
résoudre très efficacement le problème à travers l’utilisation intensive du cal-
cul parallèle et le choix d’un préconditionneur découplant les modes étendus.
Les questions de coût de calcul, d’échantillonnage et de troncature du dévelop-
pement en série ont tout particulièrement été examinées. Le dernier chapitre
aborde les aspects liés à l’intégration numérique de lois de comportement mé-
soscopiques endommageables (plis et interfaces) dans l’outil développé. L’effi-
cacité de ce dernier est limitée par l’utilisation de Matlab. Dans ce contexte et
en raison du temps de développement d’un nouvel outil, les cas tests conduits
permettent uniquement de valider l’intégration correcte du comportement sans
pouvoir traiter d’exemples industriels représentatifs.

Ce document est composé de 6 chapitres.
Le premier présente une étude bibliographique sur les thèmes abordés par cette
étude, à savoir la modélisation des dégradations dans les matériaux composites
et les méthodes de calcul efficaces associées aux structures composites.
Le deuxième chapitre traite de la réduction de la zone d’étude fine par l’uti-
lisation d’une modélisation poutre. La problématique du raccord entre poutre
et massif 3D y est traitée.
Le troisième chapitre concerne la mise en place d’une stratégie de calcul adap-
tée aux problèmes axisymétriques grâce au développement en séries de Fourier,
ainsi que l’implantation numérique de cette stratégie.
Le quatrième chapitre étend les résultats précédents au cas d’une géométrie
de révolution en présence de défauts. Une étude théorique est menée sur l’in-
fluence de la troncature du développement en série.
Le cinquième chapitre présente la mise en oeuvre d’une méthode de gradient
conjugué permettant la résolution du problème couplé introduit au chapitre
précédent.
Enfin, le sixième chapitre est une ouverture vers le non linéaire et présente sur
des cas très simples les techniques à utiliser pour simuler la tenue d’un tube
en présence de défauts.
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3



Introduction

4 Stratégie de calcul et utilisation de séries de Fourier pour les tubes
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Chapitre 1

Problème à résoudre : contexte,

bibliographie, trame de l’étude

La tolérance aux défauts étant une thématique très large, ce chapitre se
concentrera sur les aspects touchant à la présente étude. Les structures
composites étudiées sont constituées de composites à fibres longues.
Deux aspects sont présentés : la modélisation du comportement et les
outils de simulation adaptés, ceux-ci étant intimement liés. En effet,
une étude fine des mécanismes de dégradation à l’échelle du pli en-
gendre de grands coûts de calcul et impose donc l’utilisation d’une
stratégie adaptée.
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1.2.2 Simulation en présence de non linéarités matériau . . . 27
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1.1. Contexte de l’étude, présentation des mécanismes de dégradation

1.1 Contexte de l’étude, présentation des mé-

canismes de dégradation

La simulation et la prédiction du comportement de structures nécessitent
la connaissance de différents modèles de description du réel :

– la modélisation géométrique
– la modélisation du comportement du matériau
– la modélisation du chargement et des conditions limites

Dans ce paragraphe, une brève description des tubes étudiés sera donnée puis
on s’attachera plus particulièrement au deuxième point qui concerne la modéli-
sation du comportement du matériau. Ces différents modèles sont utilisés dans
le cadre de la tolérance aux dommages pour prédire la ruine de la structure. Il
est à noter que dans ce cadre, le dimensionnement est classiquement effectué
dans une optique conservative en définissant un défaut maximal « non visible »

pour lequel l’intégrité de la structure ne doit pas être mise en cause.

1.1.1 Description du tube et de son chargement

Les tubes étudiés sont constitués de plis G969/RTM6. Ces plis sont des plis
tissés (taffetas non-équilibrés de fibres de carbone). Dans la direction de châıne,
les torons sont en M55J 6k et dans la direction de trame HR 1k. La contexture
du tissu (8 fils/cm pour la châıne et 3 fils/cm pour la trame) confèrent au tissu
un comportement élastique équivalent à un empilement de deux plis unidirec-
tionnels (Whitcomb et Tang, 2001). Le sens châıne étant beaucoup plus rigide
et plus dense que le sens trame, le pli se comporte (en élasticité) quasiment
comme un unidirectionnel. La matrice RTM6 est une matrice époxy ”́equiva-
lente” à la matrice M18 mais possédant de meilleures propriétés pour mise en
forme par le procédé RTM 1. Les propriétés mécaniques des constituants du
pli sont données dans le tableau 1.1.

HR 1k M55J 6k RTM6 M18
E (GPa) 230 537 2,890 3,5

Tableau 1.1 – Caractéristiques mécaniques des constituants du pli

Le tube d’une longueur de l’ordre du mètre est composé de différents en-
roulements de plis tissés. L’angle d’hélice α de ces enroulements dépend du

1RTM (Resin Transfer Moulding) : La technologie RTM consiste à injecter un mélange
réactif liquide sur une préforme fibreuse dans un moule sous pression. Ce moule est ensuite
porté à haute température afin de permettre la polymérisation. Les renforts à fibres longues
sont nécessairement tissés afin qu’ils restent en place durant l’injection.
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pli considéré et de l’application à laquelle la barre est destinée (tableau 1.2 et
figure 1.1). Les axes localement définis par la châıne et la trame du tissu (notés
1 et 2) sont les axes d’orthotropie du matériau (figure 1.2).

diamètre (mm) épaisseur du tube (mm) séquence (o) nombre de plis
32 1 [+20,−20, 0,−20, +20] 5
50 1.6 [0,−24, 0, +24]S 8

Tableau 1.2 – Séquences d’empilement et dimensions des tubes

Figure 1.1 – Mise en situation des différentes bases

Les tubes sont organisés en treillis, les liaisons entre ces différents tubes
sont assurées par des manchons collés (figure 1.3). Le diamètre des tubes varie
entre 20 et 50 mm. Les manchons sont en titane ou en aluminium, la longueur
de recouvrement varie entre 15 et 50 mm.

Les tubes sont sollicités mécaniquement (traction et flexion) et thermique-
ment (entre −100oC et +100oC) suivant leur implantation et leur exposition
au soleil. À terme, le cyclage thermique devra donc être pris en compte dans
la simulation.
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Figure 1.2 – Paramétrage de l’angle d’enroulement des plis

longueur de collage

d
ia

m
e

tr
e

epaisseur

tube compositeManchon

Figure 1.3 – Paramétrage de la liaison tube/manchon
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1.1.2 Présentation des mécanismes de dégradation des

plis tissés

De nombreux matériaux composites à fibres longues, comme les carbone/époxy,
présentent un avantage très particulier par rapport aux métaux : la direction
du dommage dépend de l’arrangement géométrique des constituants des com-
posites et non pas du mode de chargement. Il est à noter que ce n’est pas le
cas pour les composites à matrice céramique (Aubard, 1992).
Dans le cas des tissus, qui sont composés de torons entrecroisés, trois classes
principales de dégradations sont à noter (figure 1.4 d’après (Aussedat et al.,
1994; Aussedat, 1997)) : les fissures transverses, les fissures longitudinales et
les ruptures de fibres (figure 1.7 d’après (Aussedat, 1997) ).
Les fissures transverses apparaissent de manière assez homogène, parallèle-
ment à l’axe des fibres et dans l’épaisseur des torons de châıne et de trame
(figure 1.5 d’après (Aussedat, 1997) ), elles sont initiées par des décohésions
fibres/matrice. Les fissures longitudinales se développent dans le plan du tissu
et parallèlement à l’axe des fibres (figure 1.6 d’après (Aussedat, 1997) ). Ce
phénomène est à rapprocher du délaminage qui apparâıt couramment dans les
stratifiés à plis unidirectionnels en pointe de fissures transverses ou près des
bords. Grâce aux deux réseaux de fibres, le comportement du stratifié dans
les directions de châıne et de trame peut être assimilé à un comportement
élastique fragile. D’autre part, contrairement aux plis unidirectionnels, la pré-
sence de fibres en direction transverse permet de reprendre la charge et évite
l’ouverture des fissures transverses, qui ne sont sollicitées qu’en cisaillement.

Figure 1.4 – Fissures transverses et longitudinales dans un composite tissé

1.1.3 Modélisation des dégradations, les différentes échelles

Les règlementations de tolérance aux dommages mises en place entre 1975
et 1980 en aéronautique (normes FAR 25 aux États-Unis et JAR 25 en Eu-
rope) nécessitent de supposer l’existence de défauts dans la structure. En effet,
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Figure 1.5 – Fissuration transverse et délaminage en pointe de fissure

Figure 1.6 – Fissures longitudinales (intra-toron à gauche et inter-torons à
droite)

Figure 1.7 – Ruptures de fibres
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11
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la structure est dimensionnée telle qu’un défaut engendrant sa ruine doit être
détectable. Il est alors nécessaire de représenter les dommages détectables et
leur influence. Ce paragraphe présente les deux grandes familles de représen-
tation des défauts (fissures) et les critères associés.

1.1.3.1 Description discrète des fissures par la mécanique de la rup-

ture

Une fissure est une zone qui sépare un solide en deux. Autrement dit, c’est
une surface de discontinuité des déplacements et des contraintes. Il est néces-
saire de distinguer deux aspects, l’initiation de la fissure et la propagation du
défaut.

La mécanique de la rupture (Bui, 1978) met en place différents critères
permettant de prédire la propagation d’une telle fissure. Pour cela, la fissure
est représentée de manière discrète.
Le premier critère de propagation de fissure est dû à Griffith (Griffith, 1924).
Ce critère développé en élasticité linéaire repose sur une approche énergétique
de la propagation des fissures en faisant l’hypothèse de l’existence d’une énergie
libérée fonction de l’aire de fissure créée. L’accroissement d’énergie potentielle
dP pour un accroissement d’aire fissurée dA fait alors intervenir une quantité
G, appelée taux de restitution d’énergie. Le bilan d’énergie s’écrit alors :

dP + GdA = 0 (1.1)

G = −dP

dA
(1.2)

Afin de prédire la propagation, ce taux de restitution d’énergie est comparé
à une valeur critique Gc supposée caractéristique du matériau. Si G = Gc alors
la fissure se propage. Différentes méthodes sont utilisées pour calculer le taux
de restitution d’énergie. Les méthodes de perturbation de maillage, nécessitent
plusieurs calculs : le calcul au pas courant et le calcul simulant l’avancée d’une
fissure. Une autre méthode consiste à calculer G par l’intermédiaire de l’inté-
grale J mise au point par Rice dans le cas bidimensionnel (Rice, 1968). Dans
le cadre des matériaux composites, les fissures sont sollicitées en mode mixte
et un critère souvent utilisé est le suivant :

(
GI

GIc

)α

+

(
GII

GIIc

)α

+

(
GIII

GIIIc

)α

= 1 (1.3)

Un exemple d’identification des paramètres intervenant dans ce critère dans le
cadre d’interfaces entre plis est donné dans (Allix et al., 1998).
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La deuxième famille de critères de propagation de fissure repose sur l’étude
du champ de contraintes locales en pointe de fissure (Irwin, 1957). Pour cela le
champ de déplacement en pointe de fissure est développé comme suit (r et φ
sont les coordonnées polaires d’un point relativement à la pointe de fissure) :

~U(r, φ) = ~U(0) + kIr
λI~uI(φ) + kIIr

λII~uII(φ) + . . . (1.4)

Les k sont les facteurs d’intensité des contraintes et les ~u sont les modes
associés aux exposants singuliers λ avec 0 < λI < λII , (si λ < 1 le champ de
contrainte devient singulier).

Les coefficients λ et les modes ~u associés ne dépendent que des propriétés
locales de la structure. Les facteurs d’intensité quant à eux dépendent des
caractéristiques globales de la structure et du chargement. Les différents modes
d’ouverture d’une fissure sont décrits sur la figure 1.8.

Figure 1.8 – Modes d’ouverture de fissures

On dit qu’il y a propagation lorsqu’un critère basé sur les facteurs d’inten-
sité des contraintes dépasse une valeur critique. Différents critères ont été mis
en place suivant les cas de couplage entre modes, notons par exemple (Erdogan
et Sih, 1963) pour un critère en contrainte circonférentielle maximale et (Sih,
1973) pour un critère en énergie de déformation minimale. Plusieurs méthodes
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permettent de calculer les facteurs d’intensité des contraintes. Les approches
locales se basent sur la forme des champs de contraintes (approche statique) ou
de déplacement (approche cinématique) en pointe de fissure. Notons aussi qu’il
est possible d’extraire ces facteurs à partir du taux de restitution d’énergie par
l’intermédiaire de champs auxiliaires (Petit, 1994).

La mécanique de la rupture est un outil permettant de décrire la propa-
gation de fissure en considérant une fissure déjà existante, cependant il faut
être en mesure de décrire le défaut préexistant, c’est-à-dire se placer à la même
échelle que celui-ci. Cette échelle de modélisation fine peut devenir un incon-
vénient majeur si elle est petite, en particulier si cette échelle est celle de la
fibre. De plus, pour les composites, il est nécessaire de distinguer les modes ce
qui rend difficile l’identification des taux de restitution d’énergie critique.

En ce qui concerne l’initiation, les critères énergétiques de la mécanique
de la rupture sont mis en défaut car le taux de restitution d’énergie tend vers
zéro. De même, comme le champ de contrainte en pointe de fissure tend vers
l’infini, les critères en contrainte sont systématiquement satisfaits. L’expérience
menée par (Parvizi et al., 1978), met en évidence la complémentarité de ces
deux critères d’initiation. L’approche menée par Leguillon (Leguillon, 2002)
vise à mettre en place un critère permettant d’unifier ceux en contrainte et en
énergie. Cette étude parait prometteuse et reste à tester pour les composites.
Cependant, cette approche ne met pas en place de critère global d’initiation,
elle est basée sur l’analyse locale d’une situation existante.

1.1.3.2 Description continue des dégradations par la mécanique de

l’endommagement

La mécanique de l’endommagement vulgarisée par (Lemaitre et Chaboche,
1985) et dont le lecteur trouvera des exemples d’application dans (Allix et
Hild, 2002) a été initiée par Kachanov et permet de décrire l’influence de po-
rosités ou de micro-fissures sans les décrire géométriquement. Ces défauts sont
alors représentés par l’intermédiaire de variables internes appelées variables
d’endommagement agissant sur le comportement comme un abattement de
rigidité. Le mécanique de l’endommagement s’insère dans le contexte thermo-
dynamique classique présenté ici. Les différents modèles dédiés aux composites
seront présentés plus tard.

Soit d un ensemble de variables d’endommagement. Soit ε la déformation
totale, εe la déformation élastique et εp la déformation plastique telle qu’on ait
la partition : ε = εe + εp. On fait l’hypothèse que l’état du système peut être
décrit par le jeu de variables (ε, εp, d). Ici d est supposé être un vecteur.
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L’inégalité de Clausius-Duhem s’écrit :

ρ(T
ds

dt
− de

dt
) − q

T
gradT + Tr[σ

dε

dt
] ≥ 0 (1.5)

s est l’entropie, e l’énergie, q le flux de chaleur et T la température. Séparons
la dissipation totale en deux parties :

– la dissipation intrinsèque :

Φ1 = ρ(T
ds

dt
− de

dt
) + Tr[σ

dε

dt
] (1.6)

– la dissipation thermique :

Φ2 = − q

T
gradT (1.7)

En isotherme Φ2 = 0 sinon ce terme mène classiquement à la loi de Fourier
qui assure la positivité de la dissipation thermique.

Dans les composites à fibres longues, on introduit l’énergie libre de Helmoltz
ρΨ = ρ(e − Ts), la dissipation intrinsèque devient :

− ρ(
de

dt
− T

ds

dt
) + Tr[σ

dε

dt
] ≥ 0 (1.8)

−ρ(
dΨ

dt
+ s

dT

dt
) + Tr[σ

dε

dt
] ≥ 0 (1.9)

d’où :

Tr[(σ − ∂ρΨ

∂εe
)
dεe

dt
] + Tr[σ

dεp

dt
] − ∂ρΨ

∂p

dp

dt

−∂ρΨ

∂d
.
dd

dt
− (

∂ρΨ

∂T
+ ρs)

dT

dt
≥ 0 (1.10)

Les variables (εe, T ) sont supposées indépendantes d’où :

σ =
∂ρΨ

∂εe

∣
∣
∣
∣
(T,d,p)

(1.11)

ρs = − ∂ρΨ

∂T

∣
∣
∣
∣
(εe,d,p)

(1.12)

Afin d’introduire la différence de comportement entre ouverture et ferme-
ture des fissures, l’énergie est séparée en plusieurs termes relatifs à chaque
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partie du comportement. Cela permet d’assurer la bonne régularité des quan-
tités dérivant de l’énergie. L’inégalité 1.10 devient :

Tr[σ
dεp

dt
] − Yp

dp

dt
+ Yd.

dd

dt
≥ 0 (1.13)

Avec les quantités duales des variables internes :

Yp =
∂ρΨ

∂p

∣
∣
∣
∣
(εe,T,d)

(1.14)

Yd = − ∂ρΨ

∂d

∣
∣
∣
∣
(εe,T,p)

(1.15)

(1.16)

En général on assure séparément :

Tr[σ
dεp

dt
] − Yp

dp

dt
≥ 0 (1.17)

Yd.
dd

dt
≥ 0 (1.18)

Pour vérifier Yd.
dd
dt

≥ 0 il faut dd
dt

≥ 0. Notons qu’en général, l’endommage-
ment est gouverné par la force thermodynamique associée :

d = Ad(Yd|τ , τ ≤ t) (1.19)

Remarque : Il est à noter que certains problèmes liés à la localisation (Ba-
zant et Bittnar, 1994) peuvent apparâıtre. Il est alors nécessaire de mettre en
place des limiteurs de localisation (Bazant et Pijaudier-Cabot, 1988; Larsy et
Belytschko, 1988; Ladevèze et Le Dantec, 1992) afin d’éviter toute dépendance
au maillage.

Afin de modéliser le frottement entre les lèvres des fissures refermées, il peut
être intéressant d’introduire un modèle de plasticité couplé au modèle d’endom-
magement. Afin d’utiliser les modèles classiques de plasticité, la contrainte ef-
fective et son dual le taux de déformation plastique effectif sont introduits. La
contrainte effective s’écrit :

σ̃ = KK−1
0 σ (1.20)

où K est le comportement endommagé et K0 le comportement sain. Cette dé-
finition généralise au cas anisotrope, la notion de contrainte effective classique
introduite dans le cas isotrope :

σ̃ =
σ

1 − d
(1.21)
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Le taux de déformation plastique effectif qui n’existait pas dans le cas isotrope,
est introduit et vérifie :

Tr[σ̃ ˙̃εp] = Tr[σε̇p] (1.22)

À partir de ce cadre général, différentes modélisations peuvent être construites
comme par exemple (Ladevèze et Le Dantec, 1992; Daudeville et Ladevèze,
1993; Allix, 1992; Allix et al., 1998) pour les plis unidirectionnels et (Hochard
et al., 2001) pour les plis tissés. Ce dernier sera détaillé par la suite. Ces mo-
délisations placent l’échelle d’étude au niveau du pli élémentaire. En effet, la
mécanique de l’endommagement représente les mécanismes de dégradation de
manière homogénéisée, il convient donc de rester à une échelle suffisamment
proche de ces mécanismes afin de pouvoir encore les distinguer. Cependant,
l’échelle du pli est une échelle assez fine (0.1 mm) vis à vis de celle de la struc-
ture (> 50 mm). Un effort devra donc être fait sur la stratégie de calcul afin
d’appliquer ce type de modélisation de manière performante.

1.1.3.3 Techniques de changement d’échelle, du micro vers le méso

Les structures composites présentent de nombreuses échelles, celle de la
structure (échelle macro), celle du pli (échelle méso) ou encore celle de la fibre
(échelle micro). Il est donc légitime de se poser la question du changement
d’échelle, c’est à dire de prédire l’influence de paramètres décrits à une échelle
sur le comportement vu à une autre échelle. Cette problématique intéresse
fortement les industriels dans le cadre de la conception d’un matériau virtuel
qui permettrait d’évaluer la pertinence des choix effectués dans l’élaboration
d’un composite. Ce type de démarche permet aussi de mieux comprendre les
domaines de validité de certaines modélisations.

Ce paragraphe est divisé en deux parties, la première donne les méthodes
d’homogénéisation les plus utilisées dans le cas des composites à fibres longues
dans le cas élastique. Celles-ci vont permettre d’évaluer l’influence de la contex-
ture d’un tissu sur ses propriétés élastiques par exemple (Whitcomb et Tang,
2001). La deuxième partie discute du changement d’échelle en présence de
fissures.

1.1.3.3.1 Homogénéisation en élasticité Dans ce chapitre sont présen-
tées les méthodes d’homogénéisations les plus utilisées dans le cadre des com-
posites à fibres longues.
Soit un volume élémentaire représentatif (VER), volume dans lequel les quan-
tités sont supposées plus ou moins homogènes. L’objectif est de construire le
comportement élastique reliant la contrainte homogénéisée σ̄ à la déformation
homogénéisée ε̄. Dans ce type de technique, trois échelles sont présentes :

– l’échelle de la structure : longueur caractéristique L ;
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– l’échelle du VER : longueur caractéristique l ;
– l’échelle des hétérogénéités : longueur caractéristique d ;
On fait alors l’hypothèse que les échelles sont séparées : d << l << L. Le

comportement homogénéisé est identifié grâce à un ensemble de calculs élé-
mentaires permettant de décrire la réponse du VER sous sollicitations. Une
équivalence énergétique permet alors de calculer les termes de l’opérateur de
Hooke homogénéisé. Bien entendu, plus les échelles sont séparées et plus les
résultats donnés sont pertinents.

Les différentes approches sont :

1. homogénéisation statique et cinématique : les conditions limites impo-
sées sont compatibles avec des champs de contrainte ou de déformation
homogènes dans le VER. Une solution approchée de ces problèmes est
de supposer les champs homogènes dans le VER, ce qui donne lieu aux
bornes de Voigt et de Reuss. ;

2. homogénéisation périodique : le milieu est considéré comme une répéti-
tion périodique du VER (Sanchez-Palencia, 1980). L’idée est de dévelop-
per le champ de déplacement en fonction d’un paramètre η = l

L
, puis de

séparer les échelles suivant les puissances de ce paramètre.

Pour les matériaux composites à fibres longues, l’approche cinématique
donne des résultats proches de l’homogénéisation périodique. Ces techniques
ont été très utilisées pour obtenir les caractéristiques élastiques des plis tissés.
(Dasgupta et al., 1996; Aitharaju et Averill, 1999; Ito et Chou, 1997; Whitcomb
et Tang, 2001) utilisent des modèles plus ou moins simplifiés afin de résoudre
les différents problèmes élémentaires. Ces résultats permettent d’accéder aux
caractéristiques thermo-mécaniques des plis et notament à l’influence de l’on-
dulation des torons sur les caractéristiques élastiques. (Huang, 2000; Kwon
et Altekin, 2002), utilisent les opérateurs de localisation construits lors de
l’homogénéisation pour mettre en place des critères de rupture des différents
composants d’un pli tissé.

1.1.3.3.2 Changement d’échelle en non linéaire Dans le cadre non
linéaire et en particulier en présence de fissures, différentes approches sont
adoptées pour remonter l’information de l’échelle microscopique vers l’échelle
mésoscopique. Ces approches sont envisagées en fonction de l’objectif que les
auteurs désirent atteindre. Notons deux approches, celle de (Deudé et al., 2002)
ou (Andrieux et al., 1986) qui a pour but de construire un modèle à l’échelle mé-
soscopique en fonction d’une description microscopique. Pour cela, une énergie
libre homogénéisée est construite à partir d’un modèle fissuré. Cela leur permet
de prendre en compte la différence entre ouverture et fermeture de fissure dans
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un modèle d’endommagement. Une deuxième approche, suivie par (Ladevèze
et Lubineau, 2001, 2002, 2003; Ladevèze et al., 2003; Lubineau et Ladevèze,
2005; Marsal et al., 2005), consiste à consolider et améliorer un modèle com-
posite existant décrit à l’échelle mésoscopique. Cette démarche d’homogénéi-
sation est réalisée pas par pas pour des états de dégradation admissibles. Elle
permet entre autre de justifier de l’utilisation de deux variables d’endomma-
gement par pli UD dont les lois d’évolution sont simulées afin de simplifier la
démarche d’identification. Notons que dans le cas des chargements hors plans,
cette approche a permis de montrer l’aspect non local de la notion d’interface,
aspect introduit de façon pragmatique dans le cadre des petits chocs (Guinard
et al., 2002).

1.1.4 Conclusion

La prise en compte des dégradations dans les matériaux composites peut
être considérée sous deux angles différents. La première approche est basée sur
la description géométrique d’un défaut, c’est la mécanique de la rupture. Il est
alors nécessaire de se placer au niveau des mécanismes de dégradation, ce qui
devient très difficile si les dégradations se produisent à l’échelle de la fibre. La
deuxième approche se place à une échelle supérieure et prend en compte les
dégradations de manière continue, c’est la mécanique de l’endommagement. Il
est alors possible de rendre compte des dégradations au sein du stratifié en se
plaçant à l’échelle du pli, ce qui reste très coûteux et nécessite une stratégie de
calcul adaptée. Dans cette thèse, on se placera dans le cadre de la mécanique
de l’endommagement avec l’utilisation de méso-modèles, en particulier celui de
(Hochard et al., 2001) pour les plis tissés.

1.2 Problématique et outils de calcul associés

aux composites

1.2.1 Modélisations simplifiées et effets de bord en élas-

ticité

1.2.1.1 Les théories simplifiées

La description des mécanismes de dégradation à des échelles fines (méso ou
micro) nécessitent des calculs très lourds, des théories plus ou moins simpli-
fiées ont donc été mises au point. Dans ce paragraphe trois d’entre elles sont
présentées, la modélisation unidimensionnelle avec les théories de poutres, la
modélisation bidimensionnelle avec les théories de plaques (ou de coques) mul-
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ticouches ou non. Ces théories étant simplifiées, la solution donnée est souvent
erronée aux bords. Ceux-ci font alors l’objet d’un traitement spécial. Enfin une
modélisation tridimensionnelle réduite sera présentée avec des calculs axisymé-
triques ou de Fourier.

1.2.1.1.1 Poutres Une poutre est un solide ayant deux de ses dimensions
très inférieures à la troisième. L’objectif des théories de poutre est de réduire un
problème tridimensionnel à un problème unidimensionnel posé suivant sa plus
grande dimension qu’il est possible de résoudre très rapidement. Différentes
théories plus ou moins précises ont été mises en place au fil du temps. Les
premières théories de Euler-Bernoulli et Timoshenko (Timoshenko et Goodier,
1970) sont basées sur des hypothèses mixtes. La première hypothèse postule
une forme du déplacement de chaque section de la poutre, la deuxième pos-
tule la nullité d’une partie de la contrainte. Ces théories ont été justifiées et
enrichies par une démarche asymptotique (Rigolot, 1980) qui, en fonction de
l’ordre du développement (par rapport à un paramètre d’élancement), per-
mettent d’augmenter la précision de la théorie. Au premier ordre, la théorie
de Timoshenko est vérifiée puis c’est au tour des théories de voiles minces
de Vlassov (Vlassov, 1962). Bien entendu, plus l’élancement est grand et plus
ces théories sont précises. L’utilisation de ces modèles unidimensionnels est en
général justifiée par le principe de Saint-Venant qui donne des classes d’équiva-
lence entre chargements assurant la localisation des contraintes près des zones
d’application des charges ou de changement de section. C’est à partir de ce
concept que Ladevèze (Ladevèze et Simmonds, 1995) construit une théorie de
poutre appelée théorie exacte et ne reposant sur aucune hypothèse d’ordre ci-
nématique ou statique. Le chapitre 2 entrera plus en détail sur la formulation
de ces différentes théories ainsi que sur leur utilisation.
Notons aussi les travaux plus récents de (Buannic et Cartraud, 2001a,b) dé-
veloppant des théories de poutres basées sur un développement asymptotique.
Ces travaux s’appliquent à des pourtes ayant une structure périodique suivant
la plus grande dimension ; l’objectif étant de construire une solution correcte
(fonction de l’ordre du développement asymptotique) loin des zones d’appli-
cation des conditions limites. Pour cela, un soin particulier est apporté à la
construction des conditions limites.

1.2.1.1.2 Plaques et coques multicouches Une plaque ou une coque
est un solide ayant une de ses dimensions très inférieure aux deux autres.
L’objectif des théories de plaque (coque), est de réduire un problème tridimen-
sionnel à un problème bidimensionnel posé suivant ses plus grandes dimensions.
Les premières théories sont dues à Timoshenko et Reissner-Mindlin, elles sont
le pendant de celles d’Euler-Bernoulli et Timoshenko pour les poutres. Pour
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l’utilisation dans le cadre des composites, de nombreuses théories prenant en
compte les différentes couches du stratifié ont été mises en place (Reddy, 1984;
Carreira, 1998; Caron et al., 1999). Tous ces modèles imposent une forme du
champ de déplacement dans l’épaisseur, ou du stratifié, ou de chaque pli. Ces
hypothèses ne sont donc valides que pour des sollicitations relativement douces
dans l’épaisseur du stratifié. Certains, comme les modèles M4 de (Carreira,
1998; Caron et al., 1999; Caron et Sab, 2001; Carreira et al., 2002) permettent
de calculer la contrainte aux interfaces entre les plis et ainsi de mettre en
oeuvre des critères de délaminage. L’utilisation de ce type de modélisation
permet d’éviter la singularité entre plis près d’un bord libre (singularité pré-
sente en élasticité 3D (Pipes et Pagano, 1970; Pagano et Pipes, 1978)). Ces
modèles multicouches font partie des modèles fins utilisés dans l’industrie car
ils sont implantés dans les grands codes de calcul (Nastran, Samcef...).

1.2.1.1.3 Qualité des solutions plaques Contrairement aux structures
métalliques, les bords jouent un rôle important dans les structures composites
notamment en raison du délaminage. Ainsi, le calcul des structures de type
plaque a été remis en cause pour prendre en compte les conditions limites
réellement imposées. Différentes évaluations de l’erreur commise sur la solu-
tion intérieure pour la théorie de Kirchhoff-Love ont été menées dans (Koiter
et Simmonds, 1972; Danielson; Ladevèze, 1975, 1976). Des cinématiques plus
riches ont alors été étudiés (Valid, 1977; Cheng, 1979; Levinson, 1980; Reddy,
1984; Rychter, 1986), ne menant à des estimations d’erreur que sur la zone inté-
rieure. Notons les approches de (Verchery, 1974) permettant d’obtenir de façon
précise les contraintes d’arrachement et de cisaillement normal, ainsi que les
approches directes de (Pagano et Soni, 1983). De nouvelles théories de plaques
ont alors été bâties afin d’améliorer la solution au niveau des conditions limites
(Ladevèze, 1980; Ladevèze et Pecastaings, 1988; Ciarlet, 1997).

1.2.1.1.4 Calcul des effets de bord Parallèlement aux études visant à
améliorer la qualité des solutions plaques, des techniques de calcul d’effets lo-
caux ont été développées. Dans le cas de bords localement droits, les effets
locaux sont calculés en résolvant un problème de bande orthogonal au bord.
Des méthodes éléments finis peuvent alors être utilisées (Dong et Goetschel,
1982), ou encore des techniques analytiques. Ces dernières techniques reposent
sur l’utilisation de fonctions de contrainte de Papkovitch ou analogues (Hor-
gan, 1982; Choi et Horgan, 1977; Zwiers et al., 1982; Wijeyewickrema, 1995;
Wijeyewickrema et al., 1996) utilisées sur des problèmes en déformation plane
ou déformations planes généralisées. La décroissance exponentielle de l’effet de
bord à partir du bord chargé est alors caractérisée en terme de valeurs propres.
Dans le cas d’une simple plaque isotrope homogène sur bord droit, les valeurs
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propres sont déterminées avec les conditions de bord libre sur les faces inté-
rieures et extérieures de la plaque. La projection sur la base modale est quant à
elle déterminée grâce à la forme des conditions limites (résidu imposé). Ces mé-
thodes analytiques, peu coûteuses, permettent des études paramétriques mais
aussi de valider l’application quasi-systématique du principe de Saint-Venant à
travers l’évaluation de la longueur de pénétration des effets de bord. Cependant
ces études sont limitées dans la prise en compte de l’anisotropie du matériau
ainsi que par son hétérogénéité.
Les travaux de Ladevèze et Pécastaings (Ladevèze, 1983; Pecastaings, 1985b)
sur le principe de Saint-Venant pour les poutres ou les plaques ont alors donné
naissance à la technique utilisée par (Pecastaings, 1985a). Ce principe permet
de séparer l’effet intérieur à grande longueur d’onde de l’effet localisé. Dans
le cadre des poutres, ces travaux ont donnés naissance à la théorie exacte
des poutres (Ladevèze et Simmonds, 1995). Dans le cadre des plaques, les
travaux initialement effectués dans le cas isotrope transverse ont été étendus
dans le cadre composite avec bord localement droit notamment par Engrand
(Engrand, 1982, 1985). L’idée d’une analyse fine par bande a été exploitée par
Allix dans (Allix, 1992, 1989) pour construire une solution approchée dans le
cas anisotrope. Celui-ci traite le cas du délaminage dans les plaques composites
trouées, un développement en série de Fourier permettant de ce ramener à des
problèmes dans une bande. L’idée était de dissocier la variation lente décrite
par la série de Fourier des variations rapides décrites par éléments finis.

1.2.1.1.5 Calcul en mode axisymétrique ou Fourier Dans le cadre de
géométries de révolutions, il est parfois possible de transformer une résolution
3D en plusieurs résolutions 2D découplées. Ce type de simplifications dites cal-
cul axisymétriques ou calcul de Fourier décrites par exemple dans (Zienkiewicz
et Taylor, 2000) ne sont appliquées que dans le cas d’un matériau ayant un
des axes d’orthotropie perpendiculaire à la section longitudinale (figure 1.9)
étudiée (section représentative de tout le volume). En fait, le champ de dépla-
cement inconnu ainsi que le chargement sont décomposés en série de Fourier
et la résolution est effectuée mode par mode. Ce type d’analyse rapide per-
met d’avoir accès aux champs complets de contrainte et de déplacement pour
une résolution peu coûteuse. Malheureusement, ces calculs simplifiés ne sont
pas applicables directement aux composites compte tenu de leur anisotropie.
Combescure, quant à lui, utilise les développements en séries de Fourier pour
étudier le flambage de coques axisymétriques (Combescure et Gusic, 2001) sur
des matériaux isotropes. Il introduit un défaut d’épaisseur ou de géométrie
de la fibre neutre sous forme de séries de Fourier. Le problème couple alors
différents modes qu’il choisit. Les modes sur lesquels la solution est recherchée
sont donnés a priori. Ces techniques ont été implantées dans le code de calcul

22 Stratégie de calcul et utilisation de séries de Fourier pour les tubes
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INCA sous forme d’éléments coques appelés COMI ou COMU.

Figure 1.9 – Restriction de la base d’orthotropie pour un calcul de Fourier
classique

1.2.1.2 Sous-structuration et approches multi-échelles

Dans certains cas, lorsque des modélisations simplifiées ne suffisent pas, le
recours à des modélisations éléments finis 3D peut être indispensable ; ce qui
engendre des problèmes de grande taille inabordables avec des moyens de cal-
cul standards. Les stratégies de sous-structuration sont alors mises en oeuvre
sur des machines parallèles. L’objectif est de découper un gros problème en
plusieurs plus petits. Chaque petit problème est alors résolu presque indépen-
damment des autres (sur un processeur), les sous-structures dialoguant jus-
qu’à convergence vers la solution du problème 3D initial. Dans ce paragraphe,
trois grandes méthodes de décomposition de domaine sans recouvrement sont
présentées dans le cadre statique linéaire. D’autres méthodes existent comme
(Ben Dhia, 1998) qui propose de recoller différents modèles entre eux, cette
méthode ne sera pas abordée ici.

Le domaine étudié noté Ω est divisé en deux sous domaines distincts Ω1 et
Ω2 (figure 1.10), reliés par une interface γ12. Les trois méthodes se différencient
par le choix des inconnues au niveau des interfaces : déplacement et/ou effort.

1.2.1.2.1 La méthode de Schur primale Cette méthode, initialement
présentée par (Przemieniecki, 1963) et reprise dans de nombreuses études
(Mandel, 1993; De Roeck et al., 1992; Roux, 1990) privilégie le déplacement à
l’interface. En notant, uγ les inconnues d’interface et u1 (resp. u2) les inconnues
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Figure 1.10 – Notations pour la décomposition de domaine

relatives aux noeuds intérieurs à la sous-structure Ω1 (resp. Ω2) , le problème
discrétisé s’écrit de la manière suivante :





K11 0 K1γ

0 K22 K2γ

KT
1γ KT

2γ Kγγ









u1

u2

uγ



 =





F1

F2

Fγ



 (1.23)

K11 et K22 ne représentent pas la rigidité complète de chaque sous-structure
mais seulement la partie concernée par les degrés de liberté u1 et u2. La mé-
thode de Schur consiste à condenser le problème sur les inconnues de l’inter-
faces. Il est alors possible de définir la matrice du complément de Schur S et
le problème devient :

Suγ = B (1.24)

avec :

S = Kγγ − KT
1γK

−1
11 K2γ − KT

2γK
−1
22 K1Sγ (1.25)

B = Fγ − KT
1γK

−1
11 F1 − KT

2γK
−1
22 F2 (1.26)

Les inconnues relatives aux sous-structures sont alors post-traitées à partir
des inconnues d’interface par la relation :

ui = K−1
ii (Fi − Kiγuγ) ∀i ∈ [1, 2] (1.27)

La mise en oeuvre parallèle de la méthode conduit à l’utilisation de mé-
thodes itératives de type gradient conjugué. L’utilisation de préconditionneurs
(De Roeck et Le Tallec, 1990) améliore alors grandement l’efficacité de ces
méthodes itératives.
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1.2.1.2.2 La méthode de Schur duale Cette approche est l’approche
duale de la précédente ; ce sont ici les efforts à l’interface qui sont privilégiés (les
inconnues statiques sont des multiplicateurs de Lagrange assurant la continuité
du champ de déplacement à la traversée de l’interface). Le problème discrétisé
s’écrit :





K̃11 0 L1γ

0 K̃22 L2γ

LT
1γ LT

2γ 0









ũ1

ũ2

λγ



 =





F̃1

F̃2

0



 (1.28)

Les quantités notées tilde, sont ici relatives à une sous-structure (exemple :
ũ1 représente tous les degrés de liberté de la sous-structure Ω1). La condensa-
tion du problème sur les multiplicateurs de Lagrange donne :

Λλγ = C (1.29)

avec :

Λ = LT
1γK̃

−1
11 L1γ + LT

2γK̃
−1
22 L2γ (1.30)

C = LT
1γK̃

−1
11 F̃1 + LT

2γK̃
−1
22 F̃2 (1.31)

Ce problème se résout par l’intermédiaire de techniques de résolution itéra-
tives comme pour la méthode primale. Il est à noter que les problèmes liés aux
sous-structures ne font pas apparâıtre de conditions limites en déplacement
d’où la nécessité d’un traitement particulier pour calculer le pseudo-inverse de
l’opérateur. La méthode FETI (Farhat et Roux, 1991) utilise cette technique
en tirant avantage de la faible interconnection entre sous-structures, elle offre
ainsi un grand degré de parallélisme.

1.2.1.2.3 Les approches mixtes Les approches mixtes ne privilégient au-
cune des quantités cinématiques ou statiques. Plusieurs de ces techniques, à
base de Lagrangien augmenté ont été proposées (Le Tallec, 1994; Glovinski et
Le Tallec, 1990). Ces méthodes sont naturellement très bien adaptées lorsque
les interfaces entre sous-structures font intervenir des comportements com-
plexes comme le contact frottant ou l’endommagement. On peut noter aussi la
méthode LATIN proposée dans (Ladevèze, 1996) et développée dans (Champa-
ney et al., 1997; Dureissex et Ladevèze, 1999; Ladevèze et al., 2002). De plus,
elle présente dans sa forme la plus récente, une composante multi-échelles (La-
devèze et Nouy, 2003). Les champs d’effort et de vitesse aux interfaces sont
alors décomposés en parties dites macro et micro, la partie macro représentant
une moyenne du champ et la partie micro étant définie par un principe de
localisation.
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1.2.1.3 Méthodes de résolution itératives : Krylov

Considérons la résolution du système linéaire Ax = B. Il peut être intéres-
sant de résoudre ce problème de manière itérative, dans le cadre de méthodes
de sous-structuration par exemple. La iième itération conduit à l’approxima-
tion xi de la solution x, le résidu associé est alors : ri = B − Axi. La donnée
du vecteur x0 permet d’initialiser la procédure.

Les solveurs de Krylov présentés par exemple dans (Saad, 2000; Shewchuk,
1994; Barrett et al., 1994) reposent sur la construction itérative d’un sous
espace de Krylov κm(A, r0) défini de la manière suivante :

κm(A, r0) = V ect(r0, Ar0, . . . , A
m−1r0) (1.32)

où V ect(vi) désigne l’espace vectoriel engendré par les vecteurs vi. La résolution
du système consiste à rechercher xm sous les contraintes :

xm ∈ x0 + κm(A, r0) (1.33)

rm ⊥? κm(A, r0) (1.34)

Le résidu à l’itération m (rm) doit être orthogonal au sous espace de Krylov
κm(A, r0). Le choix d’un opérateur symétrique défini positif M diffère entre les
méthodes et permet de définir (u ⊥M v) c’est à dire uT Mv = 0. Ici seuls
les algorithmes de gradient conjugué et de GMRes(m) seront présentés avec
préconditionneur.

1.2.1.3.1 GMRes Le principe de recherche de xm dans un algorithme de
GMRes préconditionné à gauche est le suivant :

xm ∈ x0 + κm(M−1A, r0) (1.35)

rm ⊥M κm(M−1A, r0) (1.36)

La particularité de l’algorithme est de ne pas calculer d’approximation au
fur et à mesure des itérations, une mise en oeuvre adroite permettant d’avoir
accès à une norme du résidu à chaque itération. L’orthogonalité de la base
étant obtenue par rapport au préconditionneur (défini positif), il est possible
de résoudre des problèmes non symétriques avec l’algorithme de GMRes.

1.2.1.3.2 Gradient Conjugué L’algorithme du gradient conjugué ne s’ap-
plique qu’à des matrices symétriques définies positives permettant ainsi de dé-
finir un produit scalaire. Le principe de recherche de xm dans un algorithme
de gradient conjugué préconditionné est le suivant :

xm ∈ x0 + κm(M−1A, r0) (1.37)

rm ⊥A κm(M−1A, r0) (1.38)
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Théoriquement, les nouvelles directions de recherche générées par le proces-
sus itératif n’ont besoin d’être réorthogonalisées que par rapport à la dernière
direction. Cependant, en pratique la relation de conjuguaison est perdue rapi-
dement au fil des itérations, une réorthogonalisation est donc nécessaire. Avec
cette procédure supplémentaire le gradient conjugué devient presque aussi coû-
teux que le GMRes.

1.2.1.3.3 Convergence et préconditionnement Les méthodes de GMRes
et gradient conjugué présentent toutes deux des théorèmes de convergence, no-
tamment pour le gradient conjugué :

‖x − xm‖A ≤ 2

(√
κ − 1√
κ + 1

)m

‖x − x0‖A (1.39)

où κ est le conditionnement de la matrice à « inverser » (M−1A). De ce
fait le choix d’un préconditionneur permet une convergence plus rapide car
κ diminue, il est donc crucial. En pratique ces estimations sont souvent trop
majorantes car la totalité du spectre n’intervient pas, seule une partie est
activée. Une étude plus précise introduisant la notion de spectre de Ritz(Paige
et al., 1995) permet de mieux apprécier le taux de convergence de la méthode.

1.2.2 Simulation en présence de non linéarités matériau

Dans ce paragraphe, seuls quelques concepts généraux touchant à notre
étude sont présentés, le calcul non linéaire étant un domaine très vaste. Le lec-
teur pourra se reporter aux ouvrages (Zienkiewicz et Taylor, 2000; Ladevèze,
1996) pour une présentation plus approfondie.

Le cadre de la plasticité étant désormais relativement figé, l’intégration des
lois de comportement élasto-plastiques repose sur des algorithmes classiques de
type retour radial (Ortiz et Simo, 1986). Dans le cadre des composites à fibres
longues, les lois de comportement continuent à évoluer ((Hochard et al., 2001)
pour les plis tissés). Ces modélisations font intervenir de l’endommagement
couplé à la plasticité. De plus, l’endommagement introduisant des problèmes
de localisation, ces modèles sont souvent régularisés par l’introduction d’une
longueur caractéristique(Bazant et Pijaudier-Cabot, 1988; Larsy et Belytschko,
1988; Ladevèze et Le Dantec, 1992), ce qui les rend non-locaux. Le problème
est alors de proposer une intégration cohérente du comportement et d’assurer
la convergence. Dans ce contexte plus flou, des algorithmes de type Newton
sont utilisés ((Bordreuil et al., 2003) pour le modèle de (Hochard et al., 2001)).
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Pour ce qui est de la résolution du problème non linéaire posé sur la struc-
ture, les méthodes incrémentales sont souvent utilisées. Celle-ci, contrairement
à d’autres non incrémentales comme la méthode LATIN (Ladevèze, 1996),
consistent premièrement à décomposer l’intervalle de temps en plusieurs sous-
intervalles. L’histoire des inconnues est alors approchée sur chacun d’eux, de
manière linéaire par exemple. Le problème à résoudre est donc rendu indé-
pendant du temps, mais reste non linéaire. Un algorithme de type Newton
peut être utilisé pour résoudre ce problème. Ce dernier est constitué de deux
groupes d’équations, le premier contient les équations linéaires (éventuellement
globales) et le second les équations locales (éventuellement non linéaires), la
solution se trouvant à l’intersection de ces deux sous espaces. Ces groupes
d’équations représentent l’admissibilité statique et cinématique d’une part et la
relation de comportement d’autre part. Les algorithmes mis en place consistent
à itérer entre les deux sous espaces en suivant des directions de recherche. Le
choix de ces directions fait la différence entre les méthodes. Celles de New-
ton utilisent un retour sur le groupe d’équations non linéaires à déformation
constante. Le passage du deuxième groupe vers le premier utilise, suivant les
cas, le comportement tangent (Simo et Taylor, 1985), le comportement courant
ou le comportement initial. Dans le cadre de l’endommagement, le comporte-
ment tangent n’étant pas toujours positif, le choix du comportement courant
est effectué. En effet, celui-ci permet une convergence plus rapide que le com-
portement initial.

Un dernier problème se pose dans la mesure où la structure admet une
charge limite car un pilotage en effort n’est pas toujours possible. Des tech-
niques de pilotage sont alors mises en oeuvre, elles consistent à relâcher la
contrainte d’effort imposé. Celui-ci devient inconnu, une équation supplémen-
taire est alors ajoutée pour indiquer à l’algorithme quel chemin suivre, pour
cela l’algorithme se base sur une quantité évoluant de manière monotone. La
recherche de la solution est classiquement effectuée dans un hyperplan (Riks,
1972; Ramm, 1981) ou dans une hypersphère (Crisfield, 1981; Hellweg et Cris-
field, 1998). Ce pilotage dépend fortement des phénomènes mis en jeu, (Alfano
et Crisfield, 2003) par exemple étudie le cas du développement du délaminage.

1.2.3 Conclusion

Afin de rendre possible l’utilisation de modèles fins de matériaux compo-
sites, une stratégie de calcul efficace est nécessaire. En effet l’échelle mise en
jeu, de l’ordre du dixième de millimètre, est très inférieure à celle de la struc-
ture. Trois points sont à étudier.
Le premier concerne la réduction de la zone d’étude fine à la zone pertinente
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(ici les extrémités du tube), en dehors de celle-ci, une théorie simplifiée doit
être utilisée. Le problème est alors de générer des conditions limites correctes,
à partir de la théorie simplifiée, à appliquer sur le modèle fin.
La résolution du problème élastique de bord intervenant très souvent dans le
cadre d’une résolution non linéaire pour différentes familles de défauts, il est
nécessaire de mettre au point un traitement efficace de ce problème (deuxième
point). Compte tenu de la géométrie du tube, la piste du développement en
séries de Fourier parait très intéressante. Dans le cas de couplage entre modes,
il est possible d’utiliser une méthode de résolution itérative comme pour les
techniques de sous structuration qui, par le choix d’un bon préconditionneur
permet une résolution parallèle du problème.
Enfin, le troisième point concerne la résolution du problème non linéaire et
l’intégration des lois de comportement.
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Chapitre 2

Réduction de la zone d’étude :

la problématique du raccord

L’utilisation de modèles fins, à l’échelle du pli, engendre des coûts de
calcul prohibitifs. Par exemple, le maillage 3D d’un tube mène à la ré-
solution d’un problème non-linéaire d’environ 10 millions de degrés de
liberté. Or expérimentalement, les dégradations ont lieu aux extrémi-
tés, il est alors intéressant de réduire la zone d’étude fine. Un modèle
poutre est utilisé pour prédire la solution à coeur et générer des condi-
tions limites à imposer sur le problème fin d’extrémité. Dans ce cha-
pitre, la problématique du raccord entre modélisation poutre et modèle
3D est traitée. Ce raccord est basé sur la solution de Saint-Venant du
problème qui est construite grâce à la théorie exacte des poutres.
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2.4.2 Identification des opérateurs . . . . . . . . . . . . . . . . 48

2.4.3 Illustrations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

2.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

32 Stratégie de calcul et utilisation de séries de Fourier pour les tubes
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2.1. Présentation de la problématique du raccord

2.1 Présentation de la problématique du rac-

cord

La solution du problème d’élasticité posé sur le tube peut être décomposée
en deux zones distinctes. La première, le coeur, reste élastique et relativement
homogène. La deuxième, l’extrémité, est le lieu des dégradations et est sou-
mise à des effets de bord tridimensionnels. Dans notre approche, la solution
intérieure sera construite à partir de quantités poutres. Une fois cette solution
connue, elle sera utilisée pour générer les conditions limites à appliquer à un
modèle fin non linéaire de l’extrémité du tube.

Un point essentiel est celui du « raccord » entre la zone d’intérêt, ici les
extrémités du tube, et la zone d’analyse à moindre coût (ici l’intérieur du
tube). Au raccord, on s’impose la contrainte de ne pas générer d’effets locaux
artificiels notamment dans l’optique de calcul non linéaire ou ces effets locaux
pourraient venir progressivement « polluer » la solution dans la zone d’intérêt.
Un premier type d’approche, qui prend de plus en plus d’importance du fait
des besoins de couplage de modèles, est juste de considérer que l’on a à associer
deux types de modèles, un de la zone intérieure (modèle poutre) et l’autre de
la zone de bord (modèle 3D). Une approche possible dans cet esprit est de
suivre la démarche proposée par Ben Dhia (Ben Dhia, 1998), démarche que
l’on pourrait qualifier de partition de modèle.
La voie suivie ici est plus classique, il s’agit de considérer que l’on traite un seul
modèle (poutre 3D) que l’on cherche à calculer de façon efficace. Une première
approche est de bâtir les modèles de façon asymptotique à un ordre suffisant
pour générer la solution intérieure. Une difficulté importante dans ce cas est
la question du calcul dissocié des effets de bord. Ces aspects ont notamment
été regardés dans (Buannic et Cartraud, 2001a,b). La voie suivie ici cherche à
calculer une approximation de la solution 3D à l’intérieur en utilisant effica-
cement une théorie de poutre puis un relèvement 3D de la solution. En effet,
cette approche avait donné des résultats tout à fait satisfaisants dans le cas des
plaques composites (Allix, 1989) 1. Il s’est avéré que cette idée, mise en appli-
cation dans un cadre simple, est en échec pour les poutres composites. Dans
le cas où les effets de bord ne pénètrent pas à coeur, l’information contenue
dans le raccord est la solution de Saint-Venant du problème élastique, celle-ci
ne contenant pas d’effet localisée. La théorie exacte des poutres (Ladevèze et

1En imposant comme conditions limites le champ de déplacement reconstruit à partir de
la théorie de plaque, O. Allix remarque que la plaque est surcontrainte dans son épaisseur
par la partie normale du déplacement. Pour éviter cette surcontrainte, il suffit alors de ne
pas imposer la partie normale du déplacement partout, mais seulement sur le plan moyen
de la plaque.
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Simmonds, 1995) est alors mise en oeuvre pour construire la solution de Saint-
Venant.
Le prochain paragraphe présente l’utilisation d’une théorie simple de poutre
et sa mise en défaut, les suivants présentent la théorie exacte des poutres et la
construction du raccord.

2.2 Raccord basé sur une théorie de poutre

simple

L’objectif de ce paragraphe est l’étude de la faisabilité d’un raccord basé sur
une théorie de poutre classique (Euler-Bernoulli ou Timoshenko) ne générant
pas d’effet de bord artificiel. Une première étude simplifiée a été menée, celle-ci
ne prend pas en compte le gauchissement dans un premier temps. Pour cela
les cas tests traités ne devront pas faire intervenir de couplage avec la torsion.
La construction du modèle poutre utilisé est présentée puis appliquée pour
générer un raccord.

2.2.1 Notations

Soit une poutre droite élastique (domaine Ω) d’axe ~ez et de section S. Dans
la base des coordonnées cartésiennes (~ez, ~ex, ~ey), les coordonnées d’un point M

appartenant à la poutre s’écrivent : ~OM = z ~ez + x~ex + y ~ey = z ~ez + ~X ( ~X
appartient à la section droite d’abscisse z).

Cette poutre est soumise à un chargement volumique fd et à des efforts
surfaciques Fd ou des déplacement Ud à ses extrémités (z = 0 et z = L). Le
champ de déplacement est noté U , le champ de déformations ε et le champ de
contraintes σ. L’opérateur de Hooke représentant le comportement de la poutre
est noté K. Les champs de contraintes et de déformations sont décomposés en
partie plane (par rapport à la section droite de la poutre) et anti-plane.

ε̂ =















εzz√
2εzx√
2εzy









εxx

εyy√
2εxy















=

(
εA

εP

)

; σ̂ =















σzz√
2σzx√
2σzy









σxx

σyy√
2σxy















=

(
σA

σP

)

(2.1)

De même le comportement se décompose :

K =

[
KAA KAP

KPA KPP

]

(2.2)
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2.2.2 Formulation du problème poutre

Les théories classiques de poutre comme Euler-Bernoulli ou Timoshenko
sont basées sur des hypothèses mixtes (Timoshenko et Goodier, 1970). (Her-
rakovich, 1998) donne une illustration dans le cas des poutres composites. Le
déplacement de chaque section est supposé être un mouvement de corps rigide
et la contrainte anti-plane est supposée être nulle, c’est à dire :

U(M) = ~u(z) + ~ω(z) ∧ ~X =





u(z) + ωx(z)y − ωy(z)x
v(z) − ωz(z)y
w(z) + ωz(z)x



 (2.3)

σP = 0 (2.4)

Ces hypothèses se justifient, d’une part par la comparaison avec des pro-
blèmes simple d’élasticité (solutions des problèmes de Saint-Venant) et d’autre
part, par l’utilisation de méthodes asymptotiques tronquées aux premiers ordres
(Rigolot, 1980; Grillet et al., 2000). En pratique, plus la poutre est élancée et
mieux les hypothèses sont vérifiées. Le gauchissement n’étant pas introduit, la
torsion ne sera pas étudiée et en pratique ωz(z) = 0.
Afin de prendre en compte des hypothèses mixtes, une formulation adaptée est
utilisée, celle d’Hellinger-Reissner (Reissner, 1950). Le problème est alors de
trouver les champs de contrainte σ statiquement admissible et de déplacement
U cinématiquement admissible rendant stationnaire la fonctionnelle :

HR(σ, U) = −1

2

∫

Ω

σ̂T
K

−1σ̂d Ω +

∫

Ω

σ̂T ε̂d Ω−
∫

Ω

fdUd Ω−
∫

∂Ω

FdUdS (2.5)

sous les contraintes 2.3 et 2.4.
La stationnarité par rapport à σ̂ donne :

∫

Ω

(δσ̂)T [ε̂ − K
−1σ̂]d Ω = 0 (2.6)

avec δσ̂ statiquement admissible à zéro donc δσP = 0. Il vient :

εA = (K−1)AA σA (2.7)

Le comportement utilisé ne prend en compte que la partie anti-plane du com-
portement 3D.

σA =
(
(K−1)AA

)−1
εA = KpoutreεA (2.8)

Remarque :
(
(K−1)AA

)−1 6= KAA (2.9)
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La stationnarité par rapport à U donne les équations d’équilibre sous forme
variationnelle (τ(U) représente le travail des efforts extérieurs) :

∫

Ω

σT
AεA(δU)d Ω − τ(U) = 0 (2.10)

ou sous forme locale :

d ~N

dz
+ f = 0 (2.11)

d ~M

dz
+ ~ez ∧ ~N = 0 (2.12)

Il est à noter que ces équations d’équilibre sont exactes. Les contraintes géné-
ralisées notées ~N pour ce qui est de l’effort et ~M pour le moment sont définies
par :

~N =

∫

S

σ~ez dS (2.13)

~M =

∫

S

~X ∧ σ~ez dS (2.14)

La déformation s’écrit :

εzz = u′ − ~ω′.(~ez ∧ ~X) (2.15)
(

εzx

εzy

)

=
1

2

[(
v′

w′

)

+ ~ez ∧ ~ω

]

(2.16)

La partie du comportement utilisée pour les poutres Kpoutre s’écrit :

σzz = aεzz +~bT

(
εzx

εzy

)

(2.17)

(
σzx

σzy

)

= ~bεzz + C

(
εzx

εzy

)

(2.18)
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La relation de comportement au sens des poutres s’écrit alors (avec < . >=
∫

S
.dS) :

Nz = < σzz > (2.19)

=

[

< a >,<
~bT

2
>

]

~γ +

[

<
~bT

2
(~ez ∧ ~X) >,− < a(~ez ∧ ~X) >

]

~χ

(
Nx

Ny

)

= <

(
σzx

σzy

)

> (2.20)

= [<~b >,<
C

2
>]~γ + [<

C

2
(~ez ∧ ~X >,− <~b(~ez ∧ ~X)T >]~χ

(
Mx

My

)

= < ~X ∧ σzz ~ez > (2.21)

= [< a( ~X ∧ ~ez) >,< ( ~X ∧ ~ez)
~bT

2
>]~γ

+[< ( ~X ∧ ~ez)
~bT

2
(~ez ∧ ~X) >,− < a( ~X ∧ ~ez)(~ez ∧ ~X)T >]~χ

Ces expressions définissent l’opérateur Λ de manière explicite sans avoir
recours à des calculs auxiliaires et peuvent se mettre sous la forme suivante :

(
~N
~M

)

= Λ

(
~γ
~χ

)

(2.22)

en introduisant les déformations généralisées :

γ =





u′

v′

w′



+ ~ez ∧ ~ω (2.23)

χ = ~ω′ (2.24)

Suivant la forme de la section S de la poutre ainsi que la répartition du
matériau dans la section, certains termes de couplage vont disparâıtre. En
pratique < a > représente le module d’Young de la poutre et la fibre neutre
est choisie pour éliminer le terme < a(~ez ∧ ~X) > de couplage entre tension
et flexion. Dans le cas de la poutre étudiée ici, et contrairement au cas des
plaques, la séquence d’empilement « symétrique équilibrée » ne permet pas de
supprimer tous les couplages, mais seulement de les diminuer fortement. Dans
le cas d’un empilement de plis à 0 et 90 degrés, les couplages avec la torsion
disparaissent, ce qui justifie la possibilité de ne pas prendre en compte de gau-
chissement.
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2. Réduction de la zone d’étude : la problématique du raccord

Le problème poutre à résoudre s’écrit :

Trouver (~u, ~ω) et ( ~N, ~M) vérifiant :
– Les conditions limites en déplacement
– Les équations d’équilibre :

d ~N

dz
+ f = 0

d ~M

dz
+ ~ez ∧ ~N = 0

– La relation de comportement poutre
(

~N
~M

)

= Λ

(
~γ
~χ

)

(2.25)

Remarque : dans la théorie d’Euler-Bernoulli, le terme de cisaillement de
l’énergie de déformation est négligé, ce qui conduit à une cinématique simplifiée
où les sections droites restent droites (relation entre dérivée de la flèche et
rotation de la section).

2.2.3 Exploitation et reconstruction du champ solution

Pour construire le raccord, on cherche à effectuer un relèvement 3D de la
solution approchée. L’information a priori pertinente permettant la mise au
point d’un raccord en déplacement est contenue dans εA (relations 2.15 et
2.16) et σP = 0. Malheureusement, le champ de déformation associé n’est en
général pas compatible. En effet, σP = 0 implique :

εP = −K−1
PPKPAεA (2.26)

Ce champ de déformation est bien intégrable pli par pli et ne dépend que
des déformations généralisées, mais ne satisfait pas en général les conditions
de compatibilité au passage des interfaces. Ces conditions s’écrivent :

[εP ]r ~er = 0 ∀~γ,∀~χ (2.27)

Les crochets [εP ]r ~er désignent le saut de déformation anti-plane à la tra-
versée de l’interface de rayon r appliqué au vecteur ~er. En écrivant εA~er sous
la forme :

εA~er = Gγ~γ + Gχ~χ (2.28)

alors les conditions de compatibilité sont :
[
K−1

PPKPAGγ

]
= 0 (2.29)

[
K−1

PPKPAGχ

]
= 0 (2.30)
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2.2. Raccord basé sur une théorie de poutre simple

Ces relations ne sont en général pas vérifiées, c’est pourquoi, on est conduit
dans une approche en déplacement à retenir comme approximation le champ
de déplacement poutre calculé directement par la relation 2.3. Bien entendu,
un tel champ de déplacement surcontraint les sections par rapport au champ
de déplacement vrai. En conséquence, on peut s’attendre à ce que la meilleure
approximation soit obtenue avec le raccord en contrainte normale à la section
de la poutre. Celle-ci est telle que :

σA = KpoutreεA (2.31)

Il est à noter, que les champs de contraintes sont au mieux linéaires par
morceaux, ce qui n’est pas toujours compatible avec les conditions limites sur
la surface latérale de la poutre qui est supposée libre de contraintes.

2.2.4 Résultats numériques

Deux exemples sont traités, le premier est une poutre homogène isotrope. Le
second est une poutre composite, constituée de plis unidirectionnels ayant pour
séquence d’enroulement [0/90/0]. Ces deux cas font disparâıtre les couplages
tension/torsion et flexion/torsion. Dans les deux cas, la section est circulaire et
le chargement est de la flexion simple. Les différentes quantités étudiées sont
tracées le long d’une génératrice du cylindre (notée : Droite l1 sur la figure 2.1)
et ce pour deux distances de raccord différentes ( 2 et 3 fois le diamètre), ce
qui permettra de vérifier que les effets indésirables se déplacent avec la zone
de raccord. Les résultats pour la grande distance de raccord sont indiqués avec
des croix. De plus, deux raccords sont envisagés, ils sont basés sur :

1. ~U(M) : le déplacement poutre

2. σ~ez : la contrainte normale poutre

Chaque graphique tracé ci-après comporte donc 4 courbes, représentant les
évolutions de diverses quantités le long de la ligne l1 (figure 2.1) dans l’interface
intérieure [0/90] pour le cas composite.

2.2.4.1 Évolution de la contrainte σXX

Dans le cas d’un raccord correct, il devrait régner un état de contraintes
anti-planes dans la zone intérieure du tube et donc en particulier au niveau
du raccord. Les figures 2.2 et 2.3 représentent l’évolution de la contrainte σXX

le long de la poutre dans les cas homogène et composite. Celle-ci devrait être
nulle dans la zone de coeur et au raccord. On peut remarquer que pour un
raccord en contrainte, les effets de bord sont moins forts que pour un raccord
en déplacement. En effet, ce dernier ne permet pas à la section de gonfler
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2. Réduction de la zone d’étude : la problématique du raccord

Droite l1

x

z

Figure 2.1 – Maillage de l’extrémité du tube

librement ce qui vient surcontraindre le raccord. Cependant, bien que correct
dans le cas homogène (figure 2.2), le raccord en contrainte est mis en défaut
dans le cas composite (figure 2.3).

SMXX sur droite 0 (pli : 2)

ABS

SMXX

  0.00   0.20   0.40   0.60   0.80   1.00   1.20

X1.E2

 −14.

 −12.

−10.

 −8.

 −6.

 −4.

 −2.

  0.

  2.

deplacement
contrainte

Type de raccord :

Figure 2.2 – Évolution de σXX suivant l1 : cas homogène isotrope
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2.2. Raccord basé sur une théorie de poutre simple

SMXX sur droite 0 (pli : 2)

ABS

SMXX

  0.00   0.20   0.40   0.60   0.80   1.00   1.20

X1.E2

−1.6

−1.4

−1.2

−1.0

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

 0.0

deplacement
contrainte

Type de raccord :

Figure 2.3 – Évolution de σXX suivant l1 : cas composite

2.2.4.2 Évolution du déplacement UX

Les figures 2.4 et 2.5 représentent l’évolution de la flèche UX le long de
la poutre dans les cas homogène et composite. La relation de comportement
de la théorie des poutres n’étant pas exacte, les conditions limites imposées
par le raccord en déplacement ne sont pas correctes. Par contre, le raccord
en contrainte donne de bons résultats dans les cas homogène (figure 2.4) et
composite (figure 2.5), les effets de bord sont presque invisibles au raccord. La
solution de Saint-Venant est quasiment confondue avec la solution du raccord
en contrainte.

2.2.4.3 Évolution de l’effort tranchant TX

Les figures 2.6 et 2.7 représentent l’évolution de l’effort tranchant calculé
à partir de l’intégration de la solution dans la zone de bord. Le raccord en
contrainte donne le bon niveau d’effort tranchant à l’intérieur contrairement
au raccord en déplacement. Dans ce dernier cas, l’introduction d’un coefficient
de section réduite permettrait de modifier la relation de comportement poutre
afin d’obtenir un niveau d’effort tranchant correct. Dans le cas du raccord
en contrainte, on voit un effet de bord au raccord. En effet, on impose une
contrainte de cisaillement ”uniforme” sur cette section (T

S
) or cette condition

n’est pas compatible avec la condition de surface libre sur la surface latérale
du tube. Une singularité a lieu à l’intersection entre la surface de raccord et
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2. Réduction de la zone d’étude : la problématique du raccord

UX sur droite 0 (pli : 2)

ABS

UX

  0.00   0.20   0.40   0.60   0.80   1.00   1.20

X1.E2

  0.

  1.

  2.

  3.

  4.

  5.

  6.
X1.E−2

deplacement

contrainte
Type de raccord :

Figure 2.4 – Évolution de UX suivant l1 : cas homogène isotrope

UX sur droite 0 (pli : 2)

ABS

UX

  0.00   0.20   0.40   0.60   0.80   1.00   1.20

X1.E2

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

0.12

0.14

deplacement
contrainte

Type de raccord :

Figure 2.5 – Évolution de UX suivant l1 : cas composite
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2.2. Raccord basé sur une théorie de poutre simple

la surface latérale du tube. La procédure d’intégration permettant de calculer
l’effort tranchant est alors malmenée et ne permet pas d’accéder au résultat.

effort Nx

z

  0.00   0.20   0.40   0.60   0.80   1.00   1.20

X1.E2

−0.5

 0.0

 0.5

 1.0

 1.5

 2.0

 2.5
X1.E2

deplacement
contrainte

Type de raccord :

C1 C2 C3

Figure 2.6 – Évolution de TX suivant l1 : cas homogène isotrope

effort Nx

z

  0.00   0.20   0.40   0.60   0.80   1.00   1.20

X1.E2

−0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2
X1.E2

deplacement
contrainte

Type de raccord :

C1 C2 C3

Figure 2.7 – Évolution de TX suivant l1 : cas composite
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43



2. Réduction de la zone d’étude : la problématique du raccord

2.2.4.4 Évolution du moment fléchissant MY

Les figures 2.8 et 2.9 représentent l’évolution du moment fléchissant cal-
culé à partir de l’intégration de la solution dans la zone de bord. Le moment
fléchissant découlant de l’effort tranchant, on retrouve les mêmes conclusions
que précédemment (figure 2.8 et figure 2.9), la pente pour un raccord en dé-
placement est moins forte que celle pour un raccord en contrainte.

moment My

z

  0.00   0.20   0.40   0.60   0.80   1.00   1.20

X1.E2

 0.6

 0.8

 1.0

 1.2

 1.4

 1.6

 1.8

 2.0

 2.2
X1.E4

deplacement
contrainte

Type de raccord :

C1 C2 C3

Figure 2.8 – Évolution de MY suivant l1 : cas homogène isotrope

2.2.5 Conclusion sur les raccords simples

Contrairement au cas des plaques, il n’est pas possible de construire sim-
plement un raccord correct entre une poutre et un massif. Tous les raccords
envisagés génèrent un effet indésirable près de la zone de raccord. Il ne peuvent
donc pas être utilisés directement. Cependant, dans la zone intérieure, le rac-
cord en contrainte donne de bons résultats ce qui est en accord avec le principe
de Saint-Venant.
Dans le cas de l’introduction de fonctions de gauchissement, la résolution de
problèmes auxiliaires devient nécessaire comme c’est le cas pour la théorie
exacte des poutres développée ci-après. Dans la mesure où la difficulté de mise
en oeuvre est équivalente, cette dernière théorie est préférée car elle permet de
construire « exactement » la solution de Saint-Venant.
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2.3. Principe de Saint-Venant

moment My

z

  0.00   0.20   0.40   0.60   0.80   1.00   1.20

X1.E2

 0.8

 1.0

 1.2

 1.4

 1.6

 1.8

 2.0

 2.2
X1.E4

C1 C2 C3

deplacement

Type de raccord :
contrainte

Figure 2.9 – Évolution de MY suivant l1 : cas composite

2.3 Principe de Saint-Venant

Le lecteur trouvera un bilan des travaux effectués sur le principe de Saint-
Venant dans (Horgan et Knowles, 1983; Horgan, 1989, 1996) et un exemple
de son utilisation sur des cylindres hétérogènes anisotropes dans (Dong et al.,
2001a,b,c). De manière classique, le principe de Saint-Venant peut s’énoncer
de la manière suivante :

”Dans la section droite d’une poutre, la distribution de contraintes due à
un système de forces, appliquées à une certaine distance de cette section, ne
change pas si l’on substitue à ces forces un autre système, provoquant les mêmes
efforts intérieurs ; seules changent, sur une longueur égale à une à deux fois
la plus grande dimension transversale de la poutre, les contraintes locales pro-
voquées par l’introduction de forces.”

Ce principe donne donc une équivalence entre deux chargements par rap-
port à la solution intérieure d’un problème d’élasticité. La condition d’équi-
valence entre chargements est exprimée par l’égalité des torseurs des actions
mécaniques appliquées.

La vision présentée par Ladevèze (Ladevèze, 1983) et à l’origine de la théo-
rie exacte des poutres (Ladevèze et Simmonds, 1995; Sanchez, 2001), part de
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2. Réduction de la zone d’étude : la problématique du raccord

la volonté de séparer l’effet à grande longueur de variation de la solution de
l’effet à faible longueur de pénétration (effet de bord). Pour cela, l’hypothèse
de comportement élastique est indispensable, sans quoi la propriété de super-
position est perdue. Le but est donc de trouver la classe de conditions limites
assurant la localisation des contraintes et des déplacements.

Remarque : On appellera solution de Saint-Venant la partie polynômiale (i.e.
à grande longueur d’onde) de la solution du problème élastique traité (l’étude
dans le cas de chargements sur la surface latérale et des forces volumiques de
la poutre étant en fait due à Almansi - Michell). On trouvera des exemples
de solutions de Saint-Venant dans le cas de tubes composites dans (Xia et al.,
2001b, 2002, 2001a,c).

La solution de Saint Venant s’écrit de la manière suivante :

Usv = ũ + ω̃ ∧ ~X + AÑ + BM̃ + zd (2.32)

σsv ~ez = A0Ñ + B0M̃ + Zd (2.33)

avec :
– A0, B0, A, B sont des opérateurs caractéristiques de la section droite et

du matériau, constants par rapport à z ;
– zd, Zd sont des vecteurs constants par rapport à z, caractéristiques des

efforts, de la géométrie et du matériau ;
– ũ, ω̃ sont des vecteurs constants dans la section droite qui ne dépendent

donc que de z ;
– Ñ ,M̃ sont respectivement la résultante et le moment de σ~ez, en équilibre

avec les charges.
La condition de localisation des contraintes et des déplacements (équation de
Maxwell-Betti écrite sur une section) s’écrit alors :

∀s∗sv : [s0, s
∗
sv] = 0 (2.34)

[s0, s
∗
sv] =

∫

S

σ∗
sv ~ez · U − σ ~ez · U∗

sv dS (2.35)

En injectant les expressions de Usv et σsv ~ez dans cette dernière équation,
il est possible d’écrire la condition de localisation en fonctions de grandeurs
généralisées à définir.

∫

S

σ∗
sv ~ez · U − σ ~ez · U∗

sv dS = Ñ∗ũ + M̃∗ω̃ + Ñ ũ∗ + M̃ω̃∗ (2.36)

Les grandeurs généralisées sont les suivantes :
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2.4. Théorie exacte des poutres

– Contraintes généralisées :

Ñ =

∫

S

σ ~ez dS (2.37)

M̃ =

∫

S

~X ∧ σ ~ez dS (2.38)

– Déplacements généralisés :

ũ =

∫

S

A0T U − AT σ ~ez dS (2.39)

ω̃ =

∫

S

B0T U − BT σ ~ez dS (2.40)

Remarque : Les quantités généralisées définies ici seront à la base de la théorie
exacte des poutres qui fera l’objet du paragraphe suivant. La construction du
déplacement généralisé n’est pas une simple moyenne mais fait intervenir des
opérateurs, ceux-ci permettront la mise en place du comportement poutre de la
théorie exacte des poutres. De plus, au même titre que les contraintes générali-
sées, les déplacements généralisés définissent une équivalence entre conditions
limites. Des conditions limites dites équivalentes génèrent alors la même solu-
tion intérieure. Autrement dit, pour un effet localisé les quantités généralisées
sont nulles. On retrouve cette idée de conditions limites assurant la localisation
des contraintes et des déplacements dans les travaux de (Buannic et Cartraud,
2001b) par exemple.

La solution du problème d’élasticité se décompose alors comme suit :

s(z) = ssv(z)
︸ ︷︷ ︸

solution de St Venant

+

∫ L

0

s±(z − t, t)
︸ ︷︷ ︸

densité d’effet localisé

dt

Pour certains types de géométries (voiles minces par exemples), les solutions
localisées peuvent donc recouvrir l’intégralité de la poutre. La solution de Saint-
Venant n’est alors pas ”visible”, et il faut utiliser une théorie de poutre adaptée
pour capter la solution intérieure (Vlassov, 1962; Grillet et al., 2000).

2.4 Théorie exacte des poutres

2.4.1 Formulation du problème

La théorie exacte des poutres (Ladevèze et Simmonds, 1995, 1996, 1998)
s’appuie sur la démonstration du principe de Saint-Venant (Ladevèze, 1983).
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2. Réduction de la zone d’étude : la problématique du raccord

Le problème de poutre associé est classique :

Trouver (ũ, ω̃, Ñ , M̃) vérifiant :

1. les liaisons cinématiques (en termes de déplacements généralisés)

2. les équations d’équilibre :

dÑ

dz
+ fd = 0

dM̃

dz
+ ~ez ∧ Ñ = 0 (2.41)

3. La relation de comportement
[

γ̃
χ̃

]

= Λ

[
Ñ

M̃

]

+

[
γd

χd

]

(2.42)

avec γ̃ = ũ′+~ez∧ω̃ et χ̃ = ω̃′. γd et χd sont définis à partir du chargement.

Il est à noter que cette théorie ne repose sur aucune hypothèse statique
ou cinématique. Les déplacements généralisés utilisés ici ont le même potentiel
que la notion de contrainte généralisée c’est à dire, assurer la localisation de
la solution. De plus, à partir de la solution de ce problème unidimensionnel,
il est très facile de reconstruire la solution de Saint-Venant du problème 3D
et donc de générer des conditions de raccord adéquates sur un massif 3D.
Cependant, cette théorie met en place un certain nombre d’opérateurs qu’il va
falloir calculer ou identifier.

2.4.2 Identification des opérateurs

Une difficulté de la théorie exacte des poutres est d’avoir accès aux diffé-
rents opérateurs car ils ne sont souvent pas calculables analytiquement. On a
alors recours au calcul numérique et en particulier à la méthode des éléments
finis. Plusieurs méthodes existent pour identifier les opérateurs, elles sont ba-
sées sur la connaissance de la solution de Saint-Venant notée (USV , σSV ) pour
des chargements élémentaires. Une fois l’ensemble de ces solutions élémentaires
calculées, la démarche d’identification des opérateurs est donnée dans l’algo-
rithme 1 et utilise la relation suivante :

[
Ñ∗∗

M̃∗∗

]T

Λ

[
Ñ∗

M̃∗

]

=

∫

S

Tr
[
σ∗∗

svK−1σ∗
sv

]
dS (2.43)

Remarques : la flexion simple, faisant intervenir la flexion pure, pour identifier
A0 (resp. A), il faut avoir identifié B0 (resp. B) au préalable.
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2.4. Théorie exacte des poutres

Algorithme 1 Démarche d’identification des opérateurs de la théorie exacte
des poutres

1: for chargement* = {{traction, torsion, flexion pure},{ flexion simple}} do

2: for chargement** = {{traction, torsion, flexion pure},{ flexion simple}}
do

3: calculer M̃ avec les relations d’équilibre de la poutre 2.41
4: identifier A0 ou B0 avec la relation 2.33
5: identifier λ avec la relation 2.43
6: calculer (ũ, ω̃)
7: identifier A ou B avec la relation 2.32
8: end for

9: end for

Les différences entre les techniques d’identification résident dans la façon
d’obtenir les solutions de Saint-Venant élémentaires (traction, torsion, flexion
pure puis simple). La plus simple, utilisée dans un premier temps, consiste à
effectuer un calcul complet avec effet de bord puis à identifier les opérateurs
en dehors des zones de pénétration (Allix et al., 2005; Baranger et al., 2005).
Cette technique revient à augmenter la zone d’étude fine par une zone tampon
restant élastique et supportant l’effet de bord généré par le raccord.
La deuxième méthode, mise en oeuvre dans (Sanchez et al., 1999; Sanchez,
2001) nécessite des procédures de calcul et des éléments finis adaptés. En ef-
fet, de manière à se placer sur la solution de Saint-Venant, des éléments finis
d’ordre quatre sont utilisés. De plus, il est nécessaire d’imposer des conditions
limites en terme de moment et d’effort, ce qui est fait par l’intermédiaire de
multiplicateurs de Lagrange. Cette méthode étant plus lourde à mettre en
oeuvre, elle n’a pas été implantée.
La dernière technique, développée par (El Fatmi et Zenzri, 2002, 2004), per-
met l’utilisation d’un code éléments finis standard ayant des éléments avec une
interpolation de degré supérieur ou égal à deux dans l’axe de la poutre. Il suffit
alors d’imposer certaines conditions limites, détaillées ici, pour que la solution
du problème soit la solution de Saint-Venant. Cette méthode est présentée dans
les cas simples où elle à été implantée, c’est à dire : la traction, la torsion et la
flexion pure.
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49



2. Réduction de la zone d’étude : la problématique du raccord

La solution U du problème de minimisation de l’énergie potentielle 2.44 à
σSV donné est la solution de Saint-Venant.

Ep(U) =
1

2

∫

ω

Tr[εKε]dΩ +

∫

S0

σSV ~ezUdS −
∫

SL

σSV ~ezUdS (2.44)

Sous les hypothèses, dÑ
dz

= 0 et dM̃
dz

= 0 (chargements de traction, torsion
ou flexion pure), le travail des efforts extérieurs s’exprime :

∫

S0

σSV ~ezUdS −
∫

SL

σSV ~ezUdS = Ñ(ũ(0) − ũ(L)) + M̃(ω̃(0) − ω̃(L)) (2.45)

Ñ et M̃ sont ici des données du problème, ũ et ω̃ sont des inconnues qui vont
être exprimées en fonction du déplacement de Saint-Venant. En intégrant les
équations d’équilibre 2.41 et la relation de comportement 2.42, le déplacement
de Saint-Venant s’écrit :

USV = ũ0 + ω̃0 ∧ ~OM + AÑ + BM̃

+
z2

2

(

λMNÑ + λMMM̃
)

+ z
(

λNNÑ + λNMM̃
)

+ z
(

λMNÑ + λMMM̃
)

∧ X (2.46)

d’où la forme du champ de déplacements à imposer et les déplacements
généralisés grâces aux relations (I est l’inertie de la section de la poutre) :

∫

S

USV (0) − USV (L)dS = (ũ(0) − ũ(L)) S (2.47)
∫

S

X ∧ (USV (0) − USV (L)) dS =

∫

S

X ∧ (ω̃(0) − ω̃(L)) ∧ XdS

= I (ω̃(0) − ω̃(L)) (2.48)

Le champ de déplacement doit nécessairement prendre la forme 2.46 afin
d’éviter toute partie localisée dans la solution. Cette solution est un polynôme
de degré deux en z, ce qui impose l’utilisation d’éléments finis de degré supé-
rieur ou égal à deux suivant l’axe du tube. Une fois le type d’élément fixé, il
reste à déterminer les relations à imposer entre degrés de liberté afin de donner
la bonne forme au champ interpolé. Prenons par exemple un élément ayant une
interpolation cubique suivant l’axe. Le coefficient intervenant devant le terme
zixjyk (i,j et k ∈ [0, 3])sur la composante l ∈ {z, x, y} du déplacement est
notée : al

i,j,k. On doit imposer les relations suivantes :
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2.4. Théorie exacte des poutres

1. a∗
3,∗,∗ = 0

2. az
2,∗,∗ = 0

3. ay
2,≥1,≥1 = 0

4. ax
2,≥1,≥1 = 0

5. az
1,1,0 = 2ax

2,0,0

6. az
1,0,1 = −2ay

2,0,0

7. ax
1,1,0 = 0

8. ay
1,0,1 = 0

9. ax
1,≥2,≥2 = 0

10. ay
1,≥2,≥2 = 0

Dans le cadre d’une formulation de type Fourier, il est possible d’exprimer
ces conditions limites en procédant à deux changements de base :

1. le changement de base du champ de déplacement : passage de (uz, ux, uy)
à (uz, ur, uθ)

2. le changement de base du système de coordonnées : passage de (z, x, y)
à (z, r, θ)

Les conditions limites font alors apparâıtre un couplage entre le fonda-
mental et la première harmonique en (cos(θ), sin(θ)). Les différents opérateurs
donnent des résultats dans la base cylindrique (contrainte circonférentielle, dé-
placement radial par exemple) et prennent en entrée des efforts et moments
exprimés dans la base de coordonnées cartésiennes.

2.4.3 Illustrations

Afin de vérifier la mise en oeuvre de la méthode d’identification présentée
au paragraphe précédent, une comparaison avec des solutions analytiques sur
tube est menée. Dans un premier temps, considérons le cas très simple d’un
tube mince (rayon intérieur ri et extérieur re) homogène isotrope (de module
d’Young E et de coefficient de poisson ν). Dans ce cas, le comportement de
poutre obtenu s’écrit :

Λ =











1
ES

0 0 0 0 0
0 1

kGS
0 0 0 0

0 0 1
kGS

0 0 0
0 0 0 1

GJ
0 0

0 0 0 0 1
EI

0
0 0 0 0 0 1

EI











(2.49)
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2. Réduction de la zone d’étude : la problématique du raccord

Avec :

S = π(r2
e − r2

i ) , I =
π

4
(r4

e − r4
i ) , G =

E

2(1 + ν)
, J = 2I (2.50)

Le facteur k est le facteur de correction en cisaillement et vaut 0.5 comme
prévu par (Sanchez, 2001). Le paramètre k joue le même rôle qu’un coeffi-
cient de section réduite dans une théorie de poutre classique, or nous n’avions
pas fait intervenir de coefficient de section réduite pour construire les raccords
simples basés sur les théories de poutres classiques.

Dans un deuxième temps, considérons un tube [+55/−55/+55/−55] (Xia
et al., 2001b,a) constitué d’enroulements filamentaires de T300/934 (caracté-
ristiques mécaniques données dans le tableau 2.1).

Propriété T300/934
E1(GPa) 141.6
E2(GPa) 10.7
G12(GPa) 3.88

ν12 0.268
ν23 0.495

Tableau 2.1 – Caractéristiques du T300/934

Chaque pli mesure 0.5 mm d’épaisseur et le rayon intérieur du tube est de
50 mm. Les figures 2.10 et 2.11 représentent, pour un chargement en pression
interne, différentes composantes des contraintes en fonction d’une distance ra-
diale adimensionnée (re et ri sont les rayons intérieurs et extérieurs du tube) :

R =
r − ri

re − ri

(2.51)

Dans ce cas, la contrainte axiale représente la composante axiale de la force
généralisée Zd (figure 2.12). En ajoutant à cela un état de tension (faisant
intervenir A0

zz), la contrainte axiale dans le tube est représentée figure 2.13 et
est conforme à celle obtenue analytiquement par Xia.
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Figure 2.10 – Évolution des contraintes circonférentielle et axiale (en MPa) en
fonction de R
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Figure 2.11 – Évolution de la contrainte de cisaillement σθz (en MPa) en fonc-
tion de R
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Figure 2.12 – Évolution de Zdzz (en MPa) en fonction de R
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Figure 2.13 – Évolution de la contrainte axiale (en MPa) en fonction de R
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Considérons maintenant le cas industriel d’un tube [+20/-20/0/-20/20], de
rayon intérieur 16 mm, constitué de plis de G969/RTM6 d’épaisseur 0.2 mm.
Bien que théoriquement, la séquence d’empilement ne permette pas de décou-
pler totalement la tension de la torsion et de la flexion ; en pratique l’opérateur
Λ est presque diagonal. La séquence d’empilement choisie minimise donc les
couplages.

Pour un chargement de flexion simple sur une poutre console, les figures
2.14 et 2.15 représentent l’évolution de la contrainte axiale. La deuxième figure
considère cette évolution dans une coupe longitudinale du tube (coupe où le
chargement est le plus fort). Sur la figure 2.16 est représentée l’évolution de
la contrainte de cisaillement σzr dans l’interface entre les deux premiers plis
intérieurs (+20/−20). Il est à noter que les effets de bord à l’encastrement ont
une longueur de pénétration de l’ordre du diamètre du tube. Sur la figure 2.17
est représentée la composante uz du déplacement dans la section d’abscisse 3re,
c’est à dire la section où sont identifiés les opérateurs. La solution intérieure
cöıncide donc bien dans ce cas avec la solution de Saint-Venant. Le raccord
basé sur la construction de la solution de Saint-Venant du problème est alors
bien adapté. Le recours à des théories de type Vlassov ne sera pas nécessaire.
Cependant, afin que ce raccord fonctionne au mieux, il est nécessaire que le
comportement de la zone de raccord reste élastique.
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2. Réduction de la zone d’étude : la problématique du raccord

Figure 2.14 – Évolution de la contrainte axiale (en MPa) dans le tube en flexion
simple

Figure 2.15 – Évolution de la contrainte axiale (en MPa) dans une section
longitudinale du tube
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Figure 2.16 – Évolution de σzr (MPa) le long de la poutre (z en mm) à l’interface
intérieure +20/-20

Figure 2.17 – Évolution du déplacement uz (mm) dans la section z = 3re
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2. Réduction de la zone d’étude : la problématique du raccord

2.5 Conclusion

Ce chapitre est consacré à l’étude d’un raccord entre modèle poutre et mo-
dèle 3D, celui-ci ne devant pas générer d’effet parasite. Pour cela, l’information
contenue dans le raccord doit être la solution intérieure du problème. La gé-
nération d’un tel raccord est difficile dans le cadre composite à partir d’une
théorie classique de poutre, la théorie exacte des poutres est donc mise en
oeuvre. Les effets de bord ne pénétrant pas au coeur du tube, la solution de
Saint-Venant permet d’effectuer le raccord et ainsi de réduire la zone d’ana-
lyse fine. Il est à noter que le problème qui nous est posé consiste à vérifier le
dimensionnement de tubes, pour cela les efforts appliqués au tube étudié sont
donnés. Cela implique que le problème qui nous est posé est isostatique au
sens des poutres, et si la zone dans laquelle il est effectué reste élastique alors
ce raccord est exact quel que soit le comportement de l’extrémité. Différents
exemples tirés de la littérature ou proches d’applications industrielles ont étés
traités.

58 Stratégie de calcul et utilisation de séries de Fourier pour les tubes
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Chapitre 3

Découplage du calcul sur tube

sain par l’introduction de modes

de Fourier étendus

Ce chapitre se concentre sur le traitement élastique efficace de la zone
d’extrémité. En effet, la simulation non linéaire en présence de plu-
sieurs familles de défauts nécessite un grand nombre de résolutions
élastiques. Compte tenu de la géométrie du tube, une méthode de ré-
solution de type Fourier est envisagée. Dans ce chapitre, l’étude est
réduite au cadre d’un tube sain. Il est montré que le problème 3D peut
être découplé en plusieurs problèmes 2D, ceux-ci couplent les modes en
cosinus et sinus de même harmonique. Ce résultat est vrai tant que le
comportement du tube est invariant par rotation autour de son axe de
révolution.
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3.1. Motivations et objectifs

3.1 Motivations et objectifs

Une fois les conditions limites construites à partir des résultats de la théo-
rie exacte des poutres, un calcul d’effet de bord est mené. Compte tenu de
l’échelle de modélisation envisagée (celle du pli), la taille des éléments finis uti-
lisés dans le cadre d’une analyse tridimensionnelle directe serait de l’ordre du
dixième de millimètre. La résolution d’un problème élastique associé fait alors
intervenir environs un million de degrés de liberté. Sachant que ces résolutions
élastiques vont être utilisées de nombreuses fois dans le cadre d’un algorithme
non linéaire et ce pour plusieurs familles de défauts, le problème élastique de
base n’est pas abordable directement. Il est à noter que c’est la discrétisation
circonférentielle du tube qui est la plus pénalisante car le périmètre mesure
environ 100 mm et qui plus est engendre une largeur de bande de la matrice de
rigidité très importante. Pour ce qui est de la largeur de bande, une technique
de sous-structuration comme FETI (Farhat et Roux, 1991) permettrait de la
faire chuter au prix d’une résolution itérative. Malheureusement même pour
des cas simples comme la flexion, le nombre de sous-structures ou de degrés
de liberté par sous-structure demeure important. On va alors s’orienter sur
une description circonférentielle des champs plus adaptée à la périodicité : un
développement en série de Fourier.
Suivant l’anisotropie du matériau et sa configuration, un découplage entre
modes peut être envisagé ou non. Dans le cadre classique (Zienkiewicz et Tay-
lor, 2000) cité au paragraphe 1.2.1.1.5, le découplage est total. (Allix, 1989,
1992) utilise cette technique (par l’intermédiaire d’un préconditionneur) sur le
problème de la plaque trouée. Dans notre cas, les axes d’orthotropie du maté-
riau ne permettent qu’un découplage partiel des modes par harmonique.

Ce paragraphe présente la mise en place de la décomposition en séries de
Fourier pour le cas d’une structure de révolution dont le comportement, ex-
primé dans la base cylindrique, est indépendant de l’angle polaire. Un cas
particuler de cette classe générale de comportement est celui du tube constitué
de plis tissés (figure 3.1). Le problème 3D peut alors être découplé en problèmes
2D faisant intervenir des modes de Fourier dits étendus. La géométrie axisy-
métrique jouant un rôle important, on va se placer systématiquement dans la
base cylindrique (~ez, ~er, ~eθ).
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3. Découplage du calcul sur tube sain par l’introduction de modes de Fourier
étendus

Figure 3.1 – Le tube composite et sa développée

3.2 Formulation du problème découplé

3.2.1 Notations

Cette étude est menée dans le cadre de l’élasticité linéaire sous l’hypothèse
des petites perturbations. Soit le domaine de révolution Ω soumis à un charge-
ment volumique fd. Ce domaine est séparé en plis Ωplis et en interfaces entre les

plis Γint. À la frontière du domaine ∂Ω sont imposées des conditions limites ;
en déplacement Ud sur ∂1Ω et en contrainte Fd sur ∂2Ω la partie complémen-
taire du bord (∂Ω = ∂1Ω ∪ ∂2Ω). Soit σ et ε les champs de contrainte et de
déformation. K et k sont les matrices de Hooke des plis et des interfaces. Pour
ces dernières, le saut de déplacement, noté [U ] est la quantité équivalente à la
déformation ε pour les interfaces. Enfin, U0 représente l’espace des champs de
déplacement cinématiquement admissibles à zéro.

Le champ de déplacement s’écrit dans la base cylindrique :

U(M) =





uz

ur

uθ





( ~ez , ~er, ~eθ)

(3.1)
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3.2. Formulation du problème découplé

En suivant la notation de Voigt, la contrainte et la déformation s’écrivent :

σ =











σzz

σrr

σθθ√
2σzr√
2σzθ√
2σrθ











; ε =











εzz

εrr

εθθ√
2εzr√
2εzθ√
2εrθ











(3.2)

Le saut de déplacement est noté :

[U ] =





ur+
z − ur−

z

ur+
r − ur−

r

ur+
θ − ur−

θ



 (3.3)

où r+ et r− indiquent les deux entités d’une interface cylindrique de rayon r
et de normale ~er. r+ est associé au pli extérieur et r− au pli intérieur.

La relation de comportement des interfaces s’écrit :

F =





σzr

σrr

σrθ



 =





k1 0 0
0 k2 0
0 0 k3









[Uz]
[Ur] − αr∆T

[Uθ]



 (3.4)

Pour les plis, l’inverse de la matrice de Hooke K123 dans la base d’ortho-
tropie (~e1, ~e2, ~e3), s’écrit :

K−1
123 =












1
E1

−ν12

E1
−ν13

E1
0 0 0

−ν12

E1

1
E2

−ν23

E2
0 0 0

−ν13

E1
−ν23

E2

1
E3

0 0 0

0 0 0 1
2G12

0 0

0 0 0 0 1
2G13

0

0 0 0 0 0 1
2G23












(3.5)

Le matrice de Hooke K dans la base cylindrique (~ez, ~er, ~eθ) est alors :

K = QαK123Q
−1
α (3.6)

avec σzrθ = Qασ123 (α désigne l’angle d’enroulement du tissu) :

Qα =











sin2 α cos2 α 0
√

2 cos α sin α 0 0
0 0 1 0 0 0

cos2 α sin2 α 0 −
√

2 cos α sin α 0 0
0 0 0 0 sin α cos α√

2 cos α sin α −
√

2 cos α sin α 0 cos2 α − sin2 α 0 0
0 0 0 0 cos α − sin α











(3.7)
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3. Découplage du calcul sur tube sain par l’introduction de modes de Fourier
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Pour les plis, la matrice de dilatation dans la base d’orthotropie (~e1, ~e2, ~e3)
est :

Θ123 =











α1 0 0 0 0 0
0 α2 0 0 0 0
0 0 α3 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0











(3.8)

La matrice de dilatation Θ dans la base cylindrique (~ez, ~er, ~eθ) est : Θ =
QαΘ123.

3.2.2 Écriture du problème découplé

Rappelons que les conditions limites issues de la théorie exacte des poutre
sont :

– le déplacement Ud sur ∂1Ω
– l’effort surfacique Fd sur ∂2Ω
Le champ de température est supposé connu. Le problème élastique à ré-

soudre est de trouver (U, σ) dans la base cylindrique vérifiant les équations
suivantes :

U |∂1Ω = Ud (3.9)

∀U∗ ∈ U0 :
−
∫

Ωplis
σT ε(U∗)dΩ −

∫

Γint
F T [U∗]dΓ +

∫

Ω
fd · U∗dΩ +

∫

∂2Ω
Fd · U∗dΓ = 0

(3.10)
σ = K(ε − Θ∆T ) dans Ωplis et F = k([U ] − αr∆T ~er) dans Γint (3.11)

Avec les notations définies en annexe 6.3, Les développements en séries de
Fourier tronqués à l’ordre N s’écrivent :

– pour les vecteurs comme le champ de déplacement exprimés dans la base
cylindrique :

U(M) = P0(θ)U0(z, r) +
N∑

n=1

P+n(θ)Un(z, r) + P−n(θ)U−n(z, r) (3.12)

– pour les opérateurs comme la déformation exprimés dans la base cylin-
drique :

ε(M) = R0(θ)ε0(z, r) +
N∑

n=1

Rn(θ)ε+n(z, r) + R−n(θ)ε−n(z, r) (3.13)
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– pour les scalaires comme la variation de température :

∆T = ∆T0 +
N∑

n=1

cos(nθ)∆T+n + sin(nθ)∆T−n (3.14)

En pratique, la température est supposée uniforme et ∆T est indépendant
de θ, cependant la formulation est ici exposée dans le cas général d’un char-
gement thermique quelconque. Les modes Un(z, r) sont les modes de Fourier
classiques. Le problème (3.9, 3.10, 3.11) devient alors :

∀n ∈ [−N,N ] : Un|∂1Ω
= Udn (3.15)

∀n ∈ [−N,N ],∀U∗
n ∈ U0 :

−
∫

Ωplis
[R0ε0 +

∑N
n=1 Rnεn + R−nε−n]T K[R0ε

∗
0 +

∑N
n=1 Rnε

∗
n + R−nε

∗
−n]dΩ

+
∫

Ωplis
[Θ∆T ]T K[R0ε

∗
0 +

∑N
n=1 Rnε

∗
n + R−nε

∗
−n]dΩ

−
∫

Γint
[P0[U0] +

∑N
n=1 Pn[Un] + P−n[U−n]]T k[P0[U

∗
0 ] +

∑N
n=1 Pn[U∗

n] + P−n[U∗
−n]]dΓ

+
∫

Γint
αr∆T ~er

T k[P0[U
∗
0 ] +

∑N
n=1 Pn[U∗

n] + P−n[U∗
−n]]dΓ

+
∫

Ω
fT

d [P0U
∗
0 +

∑N
n=1 PnU∗

n + P−nU
∗
−n]dΩ

+
∫

∂2Ω
F T

d [P0U
∗
0 +

∑N
n=1 PnU

∗
n + P−nU∗

−n]dΓ = 0

(3.16)

Réécrivons le travail des efforts intérieurs :

∀U∗ ∈ U0 : −
∫

Ωplis
Tr[σε(U∗)]dΩ −

∫

Γint
σ~er · [U∗]dΓ =

−
∫

bande∩Ωplis
εT
0 2πK ε∗0dΓ −

∫

bande∩Γint
[U0]

T 2πk [U∗
0 ]ds

+
∫

bande∩Ωplis
∆T0 2π ΘT K ε∗0dΓ +

∫

bande∩Γint
∆T0 2παr ~er

T k [U∗
0 ]ds

−∑N
n=1

∫

bande∩Ωplis

(
εT

n εT
−n

)
Kn

(
ε∗n
ε∗−n

)

dΓ

+
∑N

n=1

∫

bande∩Ωplis

(
∆T+n ∆T−n

)
Θn

(
ε∗n
ε∗−n

)

dΓ

+
∑N

n=1

∫

bande∩Γint
αr

(
∆T+n ∆T−n

)
θn

(
[U∗

n]
[
U∗
−n

]

)

ds

−∑N
n=1

∫

bande∩Γint

(
[Un]T [U−n]T

)
kn

(
[U∗

n]
[
U∗
−n

]

)

ds

(3.17)

avec les opérateurs suivants (leur calcul est détaillé annexe 6.3) exprimés
dans la base des modes étendus où les déplacement sont écrits dans la base
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cylindrique :

Kn =

[ ∫ 2π

0
RT

nKRndθ
∫ 2π

0
RT

nKR−ndθ
∫ 2π

0
RT

−nKRndθ
∫ 2π

0
RT

−nKR−ndθ

]

(3.18)

kn =

[ ∫ 2π

0
P T

n kPndθ
∫ 2π

0
P T

n kP−ndθ
∫ 2π

0
P T
−nkPndθ

∫ 2π

0
P T
−nkP−ndθ

]

(3.19)

Θn =

[ ∫ 2π

0
cos(nθ)ΘT KRndθ

∫ 2π

0
cos(nθ)ΘT KR−ndθ

∫ 2π

0
sin(nθ)ΘT KRndθ

∫ 2π

0
sin(nθ)ΘT KR−ndθ

]

(3.20)

θn =

[
π~er

T k 0

0 π~er
T k

]

(3.21)

Le problème 3D initial peut être découplé en (N + 1) problèmes 2D posés
sur une bande (section longitudinale du solide de révolution, figure 3.2) :

– un problème de Fourier classique posé sur la moyenne du champ de dé-
placements ;

– N 2D problèmes de Fourier avec couplage entre deux modes.

Figure 3.2 – Représentation de la notion de bande

Le problème classique est le suivant :

U0|∂1Ω = Ud0 (3.22)

∀U∗ ∈ U0 :
−
∫

bande∩Ωplis
εT
0 2πK ε∗0dΓ −

∫

bande∩Γint
[U0]

T 2πk [U∗
0 ]ds

+
∫

bande∩Ωplis
∆T0 2πΘT K ε∗0dΓ +

∫

bande∩Γint
∆T0 2παr ~er

T k [U∗
0 ]ds

+
∫

bande∩Γint
αr∆T0~er

T k[U∗
0 ]dΓ +

∫

bande∩Ω
fT

d0U
∗
0 dΩ

+
∫

bande∩∂2Ω
F T

d0U
∗
0 dΓ = 0

(3.23)
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Les N problèmes non classiques s’écrivent pour le couple de modes clas-
siques (+n,−n) :

(
U+n

U−n

)

=

(
Ud+n

Ud−n

)

sur ∂1Ω (3.24)

∀
(

U∗
+n

U∗
−n

)

∈ U0 :

−
∫

bande∩Ωplis

(
εT

n εT
−n

)
Kn

(
ε∗n
ε∗−n

)

dΓ −
∫

bande∩Γint

(
[Un]T [U−n]T

)
kn

(
[U∗

n]
[
U∗
−n

]

)

ds

+
∫

bande∩Ωplis

(
∆T+n ∆T−n

)
Θn

(
ε∗n
ε∗−n

)

dΓ

+
∫

bande∩Γint
αr

(
∆T+n ∆T−n

)
θn

(
[U∗

n]
[
U∗
−n

]

)

ds

+π
∫

bande∩Ω

(
[fd+n]T [fd−n]T

)
(

[U∗
n]

[
U∗
−n

]

)

dΓ

+π
∫

bande∩∂2Ω

(
[Fd+n]T [Fd−n]T

)
(

[U∗
n]

[
U∗
−n

]

)

ds = 0

(3.25)
Il est important de noter que cette formulation ne s’applique que pour des

solides de révolution, invariants (géométrie et caractéristiques matériau) par
rotation autour de leur axe. D’autre part, la solution 3D peut être reconstruite
très facilement à partir de la solution décomposée sur les modes, il suffit d’uti-
liser une transformée de Fourier rapide (Brigham, 1988).
La formulation présentée ici étend la formulation Fourier classique. Celle-ci
s’applique à des structures de géométrie axisymétrique et dont le comporte-
ment, exprimé dans la base cylindrique est indépendant de l’angle polaire. On
qualifiera une telle structure d’axisymétrique. Les problèmes 2D à résoudre font
intervenir des modes de Fourier dits étendus, couplant les modes classiques par
harmonique.

3.3 Mise en oeuvre éléments finis

Le problème élastique 3D d’origine est transformé en plusieurs problèmes
2D découplés. Afin de résoudre ces différents problèmes 2D, une discrétisation
par éléments finis est utilisée, ce qui a donné lieu à un code de calcul prototype
développé sous Matlab.

3.3.1 Description éléments finis

Deux types d’éléments sont utilisés pour le calcul (Allix, 1989), des éléments
de massif pour les plis et des éléments joint pour les interface comme dans
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(Schellekens et De Borst, 1993).

3.3.1.1 Géométries et interpolations des éléments utilisés

Les éléments massif sont 2D (en z et r), il utilisent une interpolation des
inconnues de Hermite de degré 3 suivant l’axe du tube et de Lagrange de degré 2
suivant le rayon. La dérivée axiale du champ de déplacement intervient donc,
elle est notée uz,z pour ce qui est du déplacement axial uz. L’interpolation
utilisée pour la géométrie diffère, les coordonnées z suivant l’axe du tube sont
interpolées de manière linéaire.
Les éléments d’interface sont construits de manière compatible, ils ont une
géométrie unidimensionnelle afin d’engendrer un cylindre par rotation autour
de l’axe du tube. L’interpolation utilisée est donc de Hermite de degré 3 pour
les inconnues et linéaire pour les coordonnées z.
Ces éléments sont représentés sur la figure 3.3. Pour les éléments d’interface, les
noeuds sont, en réalité, géométriquement confondus. Le nombre d’inconnues
aux noeuds dépend du mode de calcul considéré, les inconnues nodales sont :

– pour un mode 0 : u0
z, u

0
z,z, u

0
r, u

0
r,z, u

0
θ, u

0
θ,z

– pour un mode étendu [+n,−n] : un
z , u

n
z,z, u

n
r , un

r,z, u
n
θ , un

θ,z, u
−n
z , u−n

z,z , u
−n
r , u−n

r,z , u−n
θ , u−n

θ,z

ez

er

Interface

Ply

Figure 3.3 – Description des éléments finis utilisés (pli et interface)

3.3.1.2 Intégration numérique des éléments massifs

L’intégration numérique des éléments du massif a été étudiée. Les fonctions
à intégrer sont des polynômes de degré 6 en z et des puissances de r allant de
-1 à 5. L’intégration exacte suivant z peut donc être réalisée avec 4 points de
Gauss dans cette direction, par contre les points de Gauss ne permettent pas
d’intégrer exactement suivant r. Plusieurs répartitions de points de Gauss ont

68 Stratégie de calcul et utilisation de séries de Fourier pour les tubes
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Nombre total de points Nombre suivant z Nombre suivant r
4 2 2
9 3 3
12 4 3
16 4 4
25 5 5

Tableau 3.1 – Différentes répartitions de points de Gauss pour le massif

alors été testées et sont répertoriées dans le tableau 3.1.

Le mode 0 comporte théoriquement deux mouvements de solide rigide
(translation suivant l’axe du tube ~ez et rotation autour de cet axe), le mode
1 en comporte quatre (translations suivant ~ex et ~ey et rotations autour de
ces deux axes) et les autres aucun. Le premier critère de choix du nombre de
points d’intégration est de respecter le rang théorique des matrices de rigidité
des problèmes découplés. La figure 3.4 représente le nombre de valeurs propres
nulles en fonction du nombre total de points d’intégration utilisé, cela pour les
modes étendus 0, 1, 2. À partir de 9 points d’intégration, les rang sont respectés
même si l’élément est sous intégré dans la longueur.
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Figure 3.4 – Influence de l’intégration sur le nombre de modes à énergie nulle

Le second critère de choix du nombre de points d’intégration est d’assurer
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composites dégradés
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un conditionnement correct de l’élément, afin d’éviter les problèmes numé-
riques. La figure 3.5 représente l’évolution du conditionnement de la matrice
de rigidité en fonction du nombre de points de Gauss utilisé, le matériau est
alors isotrope et l’élément carré. Ici encore, 9 points de Gauss suffisent. En pra-
tique, afin d’intégrer exactement suivant z, 12 points de Gauss seront utilisés.
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Figure 3.5 – Influence du nombre de points de Gauss sur le conditionnement

3.3.1.3 Influence de l’élancement de l’élément sur le conditionne-

ment

L’influence de l’élancement de l’élément (∆z/∆r) sur le conditionnement
de la matrice de rigidité est donné à la figure 3.6 pour 12 points et figure 3.7
pour 25 points. Il est à noter qu’il ne faut pas dépasser un facteur 10 entre
les deux dimensions de l’élément afin d’éviter les problèmes numériques liés
à un mauvais conditionnement de la matrice de rigidité, ce problème pourra
intervenir plus tard lors de l’utilisation de méthodes de résolutions itératives.
Ces différents résultats sont présentés pour un matériau isotrope, ils ont aussi
été vérifiés pour le matériau orthotrope G969/RTM6 enroulé à 0 ou 45 degrés.
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Figure 3.6 – Influence de l’élancement sur le conditionnement pour 12 points
de Gauss
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Figure 3.7 – Influence de l’élancement sur le conditionnement pour 25 points
de Gauss
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3. Découplage du calcul sur tube sain par l’introduction de modes de Fourier
étendus

3.3.1.4 Intégration numérique des éléments d’interface

L’intégration exacte des éléments d’interface requiert l’utilisation de quatre
points de Gauss. Dans une étude menée par (Schellekens et De Borst, 1993)
et appliquée par exemple par (Gonçalves et al., 2000), il est suggéré d’utiliser
une intégration aux noeuds (Lobatto) afin d’éviter des oscillations parasites en
présence de forts gradients. Avec cette intégration aux noeuds, les modes de la
matrice de rigidité ne couplent pas les sauts de déplacement entre les paires de
noeuds et permet ainsi de tuer la transmission des oscillations. Ces oscillations
interviennent aussi bien pour des interpolations linéaires que d’ordre supérieur.
Malheureusement, cette technique n’est pas applicable ici sans engendrer des
modes à énergie nulle supplémentaires. D’autre part, dans les applications trai-
tées, le maillage est suffisamment fin pour éviter ce type d’oscillations.

Un exemple simple portant sur une poutre en traction sur un appui élas-
tique permet de mettre en place ces oscillations (figure 3.8). Le problème est
de trouver le déplacement u(z) tel que :

ES
du

dz
− ku = 0 (3.26)

Figure 3.8 – Poutre sur appui élastique

avec E le module d’Young de la poutre, S sa section et k la raideur de
l’appui élastique. Cette poutre est encastrée en z = 0. Pour un déplacement
imposé à 1 en extrémité de poutre z = L. La solution s’écrit :

u(z) =
sinh( z

l
)

sinh(L
l
)

(3.27)

où :

l =

√

ES

k
(3.28)

Cette solution théorique n’est pas oscillante. Ce problème est résolu par la
méthode des éléments finis avec des éléments ayant une interpolation linéaire
ou de Hermite de degré 3. Pour une intégration exacte (4 points de Gauss),
les figures 3.9 montrent pour les interpolations linéaire et cubique, l’évolution
du déplacement en fonction de l. Pour l’interpolation linéaire des oscillations
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apparaissent. En regardant la contrainte aux interfaces 3.10, on remarque que
ces oscillations peuvent aussi apparâıtre avec l’interpolation cubique pour l
petit.
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Figure 3.9 – Évolution du déplacement en fonction de l (éléments linéaires à
gauche et cubiques à droite )
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Figure 3.10 – Évolution de la contrainte à l’interface en fonction de l (éléments
linéaires à gauche et cubiques à droite )

Ces oscillations disparaissent pour des tailles d’éléments suffisamment fines.
Les figures 3.11 et 3.12 représentent l’évolution du déplacement et de la contrainte
sur l’interface pour différents nombres d’éléments . Il est alors à noter que si le
paramètre l est inférieur à la taille de l’élément divisée par 5 pour les éléments
de Hermite de degré 3 et par 2 pour les éléments linéaires alors des oscillations
apparaissent.
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On peut aussi remarquer que l’interpolation de plus haut degré donne de
meilleurs résultats en supprimant les oscillations dans certains cas. Par exemple
pour 20 éléments avec interpolation cubique, des oscillations apparaissent mais
sont d’amplitude plus faible que celle apparaissant pour 10 éléments avec in-
terpolation linéaire. Les éléments de Hermite de degré 3 permettent alors de
réduire le coût de calcul malgré le plus grand nombre d’inconnues introduit.
En effet, même si ce dernier est multiplié par deux, environs trois fois moins
d’éléments sont nécessaires.
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Figure 3.11 – Évolution du déplacement en fonction du nombre d’éléments N
(éléments linéaires à gauche et cubiques à droite )
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Figure 3.12 – Évolution de la contrainte à l’interface en fonction de l (éléments
linéaires à gauche et cubiques à droite )

Afin de supprimer les oscillations parasites sur la contrainte interfaciale
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dans le cadre d’un calcul grossier (Schellekens et De Borst, 1993) mettent
en oeuvre une intégration aux noeuds (Lobatto à deux points). La figure
3.13 donne l’évolution de la contrainte interfaciale en fonction de l’intégra-
tion choisie ainsi que la solution théorique. Pour une intégration de Lobatto,
la contrainte maximale évaluée est correcte, en effet celle-ci correspond à la
condition limite imposée. Cependant, la déformée correspond a un comporte-
ment deux fois plus souple. La condition limite de déplacement imposé n’est
donc pas la plus judicieuse pour comparer les résultats.
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Figure 3.13 – Évolution de la contrainte à l’interface pour différentes intégra-
tions

La solution théorique pour un chargement de traction unitaire est donnée
par :

u(z) = l
sinh( z

l
)

cosh(L
l
)

(3.29)

La figure 3.14, la solution pour les deux intégrations numériques considé-
rées pour un maillage fin (100 éléments). La différence de rigidité due à la sous
intégration apparâıt clairement. La rigidité apparente est deux fois plus faible
que la rigidité réelle de l’interface dans ce cas précis. La figure 3.15 montre
l’évolution de la contrainte interfaciale en fonction de l’intégration numérique
choisie, dans le cas de l’intégration de Lobatto, la rigidité est modifiée et mul-
tipliée par 2. Les deux intégrations donnent alors des contraintes maximales
équivalentes, la solution intégrée par Lobatto converge vers la bonne solution
et supprime les oscillations. Cependant celle-ci introduit des modes à énergie
nulle, qui ne sont pas activés dans cet exemple mais qui peuvent l’être dans
les applications industrielles.
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Figure 3.14 – Solution à convergence en fonction de l’intégration numérique
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Figure 3.15 – Évolution de la contrainte interfaciale en fonction de l’intégration
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Cette technique n’est donc pas applicable ici, cependant dans les applica-
tions traitées le maillage est suffisamment fin pour éviter ce type d’oscillations.

3.3.2 Programmation orientée objet d’un code éléments

finis

3.3.2.1 Démarche de développement

La mise en oeuvre de la stratégie de calcul associée au développement en
série de Fourier a fait l’objet du développement d’un code prototype, bien
que de nombreuses librairies de calcul éléments finis soient déjà disponibles
sur Internet. En effet, l’objectif étant de tester différentes idées, il nous fallait
mâıtriser complètement l’architecture du code de calcul, or l’aide fournie avec
les rares librairies libres aptes à gérer le niveau de complexité requis est très
souvent limitée et le code source hermétique pour celui qui ne connait pas
l’histoire de la librairie. Gilles Lubineau et Pierre-Alain Guidault ayant aussi
eu besoin d’une telle plateforme, nous avons entrepris un développement colla-
boratif. Afin d’obtenir un code flexible et évolutif, la programmation orientée
objet (POO) s’est avérée très intéressante (Bersini, 2002; Barrett et al., 1994;
Mackerle, 2004) ; l’accent alors mis sur le dialogue entre les différents objets
et non pas sur les données qu’ils contiennent (Besson et Foerch, 1997; Archer,
1996). Enfin, le langage associé au logiciel Matlab a été choisi. Celui-ci permet
un débogage simple car c’est un langage interprété, de plus le calcul matriciel
est très efficace car basé sur des librairies standard performante (LINPACK,
EISPACK, FFTW) ou permet d’y accéder (MPI). Cependant les manipula-
tions de données sont ralenties par un typage dynamique. Cet inconvénient
peut être en partie palié par l’inclusion de code compilé (C, C++ ou Fortran)
au sein des fonctions de Matlab. Cette technique est malgré tout assez res-
treinte dans le cas de la POO et est donc réservé aux fonctions de bas niveau.
Enfin, un argument majeur dans le choix de ce langage repose sur l’idée qu’une
programmation propre dans un langage mâıtrisé vaut mieux qu’une program-
mation maladroite dans un langage plus puissant mais non mâıtrisé.
Pour les éléments finis, deux grandes architectures existent en POO . La
première consiste à considérer des opérations sur des champs comme dans
CAST3M par exemple, la seconde utilisée ici repose sur une description plus
morcelée des éléments finis (Zimmermann et al., 1992; Dubois-Pèlerin et Zim-
mermann, 1992, 1993). Plus le découpage est fin et plus le code est flexible,
mais plus le temps passé à l’exécution à manipuler les données est conséquent,
à moins d’utiliser des techniques de méta-programmation qui sont syntaxi-
quement lourdes (Veldhuizen, 2000). Une attention particulière doit donc être
portée sur l’organisation des différentes classes et les concepts associés.
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3.3.2.2 Architecture du code

Dans ce paragraphe les noms des différentes classes sont notées en caractères
majuscules italiques. Une présentation de la programmation orientée objet est
donnée dans (Bersini, 2002). Commençons la description de l’architecture du
code développé par la description du matériau (MATERIAU ). Celui-ci donne
accès à la matrice de Hooke et à la manière d’intégrer son comportement non-
linéaire (si besoin). En pratique, deux types de comportement existent :

σ = K(ε − Θ∆T ) dans Ωplis et F = k([U ] − αr∆T ~er) dans Γint (3.30)

Deux classes MAT GRAD (basée sur ε = 1
2
(gradu + gradT u)) et MAT SAUT

(basée sur [u] = u+ − u−) héritent donc de la classe MATERIAU, puis les
différents types de comportement sont déclinés par famille (figure 3.16).

MATERIAU

+coefficients

MAT_GRAD

+matrice Hooke (6x6)

MAT_SAUT

+matrice Hooke (3x3)

ISOTROPE

+hooke(MODE_CALC)

ORTHOTROPE

+axes orthotropie

+hooke(MODE_CALC)

ORTHOTROPE_TISSU_ENDO

+hooke(MODE_CALC)

+integration_rdc()

ORTHOTROPE_UD_ENDO

+hooke(MODE_CALC)

+integration_rdc()

Figure 3.16 – Diagramme UML de la classe MATERIAU et des ses descendants

La matrice de Hooke calculée dans le cas 3D peut être modifiée par des hy-
pothèses de calcul sur le champ de contraintes ou de déformations (contraintes
planes, déformations planes, Fourier mode N, Fourier couplé, Fourier recons-
truit...). La méthode hooke prend donc en argument un objet de type MODE CALC
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(figure 3.17). Celui-ci contient les différentes hypothèses, l’ordre de rangement
des contraintes et déformations sous forme de vecteur et les coefficients déter-
minant la notation de Voigt (

√
2 sur la déformation et sur la contrainte ou 2

sur l’un ou l’autre).

MODE_CALC

+notations de Voigt

CONTRAINTE_PLANE DEFO_PLANEFOURIER_N

+harmonique

Figure 3.17 – Diagramme UML de la classe MODE CALC et des ses descen-
dants

La structure complète (STRUCTURE, figure 3.18) est découpée en sous-
structures (SOUSSTRUCTURE ). Celles-ci sont de deux types (hypothèse de
la méso-modélisation (Ladevèze et Le Dantec, 1992)) : plis (PLI ) ou inter-
faces (INTERFACE ). Le matériau est supposé être le même dans chaque sous-
structure. Celles-ci sont formées d’un ensemble de noeuds (NOEUD) et d’élé-
ments (ELEMENT ). De plus, des zones d’intégration sont décrites au niveau
de ces sous-structures, cela permet d’implanter facilement une intégration non-
locale des lois de comportement de chaque entité (endommagement uniforme
dans l’épaisseur d’un pli). Afin de paralléliser facilement le calcul, des classes
sont dérivées des classes STRUCTURE et SOUSTRUCTURE, ces nouvelles
classes contiennent les informations permettant aux processus de communiquer
(orientation des flux de données). L’élimination des noeuds étant automatique,
il est nécessaire de séparer les noeuds de l’interface en deux groupes de part
et d’autre de celle-ci. Les noeuds contiennent leurs coordonnées et des données
(déplacements nodaux, contraintes, variables internes...).

Les éléments (figure 3.19) sont de deux types, toujours pour prendre en
compte les interfaces. De plus les éléments d’interface étant basés sur des fonc-
tions de formes classiques, ils sont en fait composés de deux éléments clas-
siques et permettent donc de recoller des éléments incompatibles (fonctions de
forme différentes). Les éléments sont liés aux noeuds de la sous-structure et
contiennent un objet de classe INTEGRATION. Ce dernier met en oeuvre la
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STRUCTURE

+ensenble de SOUSSTRUCTURE

+rigidite()

+conditions limites(): COND_LIMITES

+resolution lineaire()

+resolution non lineaire()

SOUSSTRUCTURE

+numerotation ddls

+ensemble ELEMENT

+ensemble NOEUDS

+zones integration

+rigidite()

+conditions limites()

STRUCTURE_MAITRE

STRUCTURE_ESCLAVE

SOUSSTRU_ESCLAVE

SOUSTRU_MAITRE

PLI INTERFACE

+ensemble NOEUD dessus

+ensemble NOEUD dessous

Figure 3.18 – Diagramme UML de la classe STRUCTURE et des ses descen-
dants
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procédure d’intégration intervenant dans le calcul de la matrice de rigidité par
exemple. Il est défini au niveau des éléments afin de pouvoir varier d’un élé-
ment à un autre afin d’implanter facilement la XFEM et l’utilisation de level
sets.

ELEMENT

+no noeuds

+fncts interp U

+fncts interp X

+INTEGRATION

+rigidite()

+contrainte()

+energie()

ELEM_SAUT

+ELEMENT dessus

+ELEMENT dessous

+B()

ELEM_GRAD

+B()

Figure 3.19 – Diagramme UML de la classe ELEMENT et des ses descendants
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3.3.2.3 Possibilités offertes par la plate forme

Le code actuel permet :

– différentes formulations : 3D, contraintes planes, déformations planes,
déformations planes généralisées, Fourier (avec couplage de modes), ther-
mique et acoustique ;

– différents comportements : isotrope, orthotrope, endommagement et plas-
ticité uniformes sur une zone (Méso-modèle du LMT-Cachan).

– différents types d’éléments :
– éléments massifs, éléments d’interface ;
– interpolation : linéaire, quadratique, Hermite, iso-paramétrique ou non ;
– forme : cubes, quadrangles, triangles, segments ;
– intégration : Gauss (jusqu’à 49 points pour un quadrangle) et Lobatto ;
– enrichissement pour le suivi de fissures (X-FEM) basé sur des levels

sets ;
– différentes prises en compte des conditions limites : directe, pénalisation,

simples ou doubles multiplicateurs de Lagrange ;
– différents algorithmes de résolution : Gradient conjugué avec précon-

ditionneur, GMRes(m) avec préconditionneur, méthode Latin, Newton,
Arc-length.

3.4 Estimation du coût de calcul

L’objectif de ce paragraphe est de comparer les coûts de calcul entre la
méthode présentée utilisant les séries de Fourier et une résolution 3D directe.

3.4.1 Nombre d’opérations liées à la résolution d’un pro-

blème

Les coûts de différentes méthodes de résolution de systèmes linéaires sont
présentés tableau 3.2, ils donnent un ordre de grandeur du nombre d’opéra-
tions à effectuer. Les paramètres importants sont le nombre total d’inconnues
nddl et la demie largeur de bande de la matrice de rigidité b. La méthode avec
décomposition de Fourier étant parallélisable, le coût de la méthode C2D est
compris entre le coût d’une résolution séquentielle complète (coût de la résolu-
tion du mode 0 noté C0

2D et de N résolutions sur les modes étendus noté Cn
2D)

et celui d’un résolution complètement parallélisée (un calcul par processeur)
dont le coût apparent correspond à la résolution d’un problème sur les modes
étendus d’où : C2D ∈ [Cn

2D, C0
2D + NCn

2D].
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Décomposition Résolution
Cholesky nddlb

2 nddlb
Optimal 2D nddl log(nddl) nddl

Optimal 3D nddl
5/3 nddl

4/3

Tableau 3.2 – Coût des différentes méthodes de résolution

Soient nz et nr les nombres d’éléments suivant l’axe du tube et son rayon.
Soit nech le nombre de points d’échantillonnage et nc le nombre d’éléments
suivant la circonférence (dans le cas d’un maillage 3D). N+1 modes de calculs
sont utilisés.

Le maillage 2D de la bande de calcul utilisée dans la stratégie présentée
précédemment comporte plus d’éléments dans l’axe du tube que sur une cir-
conférence. Pour cette raison, les noeuds sont numérotés par épaisseur de tube
comme sur la figure 3.20. La demi-largeur de bande associée à ce maillage est :

b = (2nr + 4)a (3.31)

avec a = 6 pour le mode 0 et a = 12 pour un mode N.

3

4

2

1

7

6

5

Figure 3.20 – Numérotation des noeuds dans une bande

Dans le cadre de l’utilisation d’éléments finis 3D, deux types de numérota-
tions ont été envisagées. Les sections (z=constante) sont numérotées les unes
après les autres, les numérotations de chaque section suivent alors le même
schéma. Ce schéma de numérotation, représenté en annexe 6.3, consiste à nu-
méroter les noeuds circonférence par circonférence (figure 6.7) ou rayon par
rayon (figure 6.7). La demi-largeur de bande est :

– pour une numérotation par circonférence : bc = 6(2nr + 1)nc + 18nc

– pour une numérotation par rayon : br = 6(2nr + 1)nc + 6((2nr + 1)nc −
2nr + 2)
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C’est donc la numérotation par circonférence qui minimise la largeur de
bande entre les deux cas traités. Il est à noter que cette dernière numérota-
tion donne une largeur de bande proche de celle donnée par un algorithme de
Cuthill-McKee inversé donné dans (Saad, 2000). Le coût de calcul est estimé
en nombre d’opérations par une analyse de complexité. Seule la résolution est
prise en compte, le coût de la transformée de Fourier rapide (ou de son inverse)
est en effet négligeable. La complexité d’une FFT effectuée sur 2γ points par un
algorithme de Cooley Tukey est en γ2γ (Brigham, 1988). Les cas tests présen-
tés par la suite correspondent au maillage simple d’un tube de rayon intérieur
16 mm, de longueur 15 mm comportant 5 plis. Chaque pli est maillé avec deux
éléments dans l’épaisseur. Deux variantes sont évaluées, pour chacune nr = 10,
nz = 50, N = 32 et nech = 2N , la différence se situe dans le choix du nombre
d’éléments 3D équivalents à un mode de calcul, nc = N (200000 ddls en 3D) ou
nc = 5N (1 million de ddls en 3D). Le premier cas correspond à des éléments
très élancés suivant la circonférence ce qui mène à un calcul mal conditionné,
alors que le deuxième cas est relatif à des éléments bien proportionnés.

Les valeurs 1 et 2 représentant les deux cas test : 1 pour nc = N (200000
ddls en 3D) et 2 pour nc = 5N (1 million de ddls en 3D), le tableau 3.3 donne
le nombre d’opérations nécessaires à chaque étape (factorisation ou résolution).
Pour le calcul de Fourier sont présentés deux nombres, à gauche le coût d’une
résolution séquentielle complète et à droite le coût d’une résolution parallèle
complète. On peut dors et déjà remarquer que la factorisation est l’étape la
plus coûteuse. Pour un calcul parallèle, un facteur 1000 apparâıt et un facteur
100 pour un calcul complètement séquentiel. Cependant, il est à noter que
cette analyse suppose que les différentes méthodes sont programmées avec la
même qualité.

Factorisation 1 Résolution 1 Factorisation 2 Résolution 2
Cholesky - Fourier 3E10, 1E9 1E8, 4E6 3E10, 1E9 1E8, 4E6
Optimal - Fourier 4E6, 1E5 4E5, 1E4 4E6, 1E5 4E5, 1E4

Cholesky - 3D 1E13 2E9 2E15 4E10
Optimal - 3D 7E8 1E7 1E10 1E8

Tableau 3.3 – Estimation du coût de calcul (nombre d’opérations)

3.4.2 Estimation de l’encombrement mémoire

L’encombrement mémoire est estimé sur la base de deux phases. La pre-
mière est le stockage de l’opérateur à résoudre (sous forme assemblée ou non).
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La deuxième est simplement le stockage de la solution.

3.4.2.1 Stockage de l’opérateur à résoudre

Sont envisagés, un stockage skyline et un stockage sous forme de matrices
élémentaires non assemblées. Ce dernier sert à estimer le coût d’un stockage
de type sparse (matrice creuse). En pratique, les codes industriels utilisent
d’autres stockages, cependant leur encombrement est plus difficile à estimer.
On peut citer par exemple le stockage semi-morse, à mi chemin entre skyline
et sparse. Le tableau 3.4 représente l’encombrement en mémoire nécessaire au
stockage de chaque matrice de rigidité. Le stockage skyline de la rigidité du
problème 3D apparâıt problématique sur des structures courantes (PC stan-
dard : 4 Go, cluster : 8 Go par noeud). Le recours à des architectures SMP
(mémoire partagée) est alors nécessaire (112 Go pour la machine Nec de l’ENS
de Cachan).

taille skyline 1 non-assemblée 1 skyline 2 non-assemblée 2
Fourier mode 0 7 Mo 50 Ko 7 Mo 50 Ko
Fourier mode n 28 Mo 250 Ko 28 Mo 250 Ko

3D 12 Go 8 Mo 300 Go 40 Mo

Tableau 3.4 – Estimation de l’encombrement mémoire de la matrice de rigidité

3.4.2.2 Stockage de la solution

Le tableau 3.5 représente l’encombrement mémoire nécessaire au stockage
de la solution. Le détail est donné uniquement pour le premier cas test, les
champs stockés sont : le déplacement, la déformation, la contrainte, un champ
de variables internes. La décomposition de Fourier donnant un résultat équi-
valent à un calcul 3D direct, les coûts de stockage sont similaires car les infor-
mations sont les mêmes.

3.4.2.3 Conclusion

La méthode proposée apparâıt comme très performante par rapport à un
calcul 3D bien qu’un peu plus coûteuse qu’un calcul de Fourier classique. Bien
qu’elle n’ait pas été mise en oeuvre avec autant de qualité (code prototype Mat-
lab) que la méthode 3D directe (code industriel souvent encore programmé en
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composites dégradés
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3. Découplage du calcul sur tube sain par l’introduction de modes de Fourier
étendus

taille U cas 1 ε cas 1 σ cas 1 d cas 1 total cas 1 total cas 2
Fourier mode 0 50 Ko 20 Ko x x 70 Ko 70 Ko
Fourier mode n 100 Ko 40 Ko x x 140 Ko 140 Ko

Fourier reconstruit 3 Mo 36 Mo 36 Mo 24 Mo 100 Mo 100 Mo
3D 1.5 Mo 36 Mo 36 Mo 24 Mo 100 Mo 500 Mo

Tableau 3.5 – Estimation de l’encombrement mémoire de la solution

Fortran), ses performances restent très intéressantes d’autant que les perfor-
mances ne sont pas sensibles au diamètre du tube contrairement aux éléments
finis. Il est à noter qu’avec Matlab, la manipulation des données reste assez
lente (langage interprété) alors que le calcul matriciel est très performant grâce
à l’utilisation de librairies classiques et performantes (LINPACK, EISPACK,
FFTW).

3.5 Applications

3.5.1 Illustrations issues de la littérature

La stratégie de calcul présentée a été appliquée aux problèmes décrits dans
(Xia et al., 2002, 2001a). Ces deux problèmes portent sur des tubes composites
sandwich. L’âme est composée de résine 934 pure alors que les peaux sont
formées de plis de T300/934 empilés à ±55o. Dans ces deux papiers, les peaux
sont homogénéisées comme dans (Akkerman, 2002) et supposées orthotropes
dans la base cylindrique. Cette dernière hypothèse permet d’effectuer un calcul
complètement découplé permettant une vérification des résultats avec un code
éléments finis classique comme CAST3M mais surtout permet une résolution
analytique « simple ». L’évolution des déformations homogénéisées est donnée
figure 3.21 et celle des contraintes homogénéisées sur la figure 3.22 pour un
chargement thermique de 100oC. La notation R a été définie par l’équation
2.51.

Prenons le même cas pour un chargement de flexion. L’homogénéisation des
peaux (rayon compris entre 50 et 52 mm et entre 72 et 74 mm) est alors indis-
pensable pour découpler le problème ce qui permet une résolution analytique
(Xia et al., 2002). Dans ce cas homogénéisé, la figure 3.23 donne l’évolution
des contraintes σrr, σθθ et σzz le long d’un rayon. La figure 3.24 représente les
mêmes contraintes mais pour des peaux modélisées de manière hétérogène. Le
calcul ne permet plus de découpler les modes de Fourier classiques. On peut re-
marquer que l’homogénéisation donne de très bons résultats, la seule différence
visible portant sur la contrainte σθθ où on distingue deux paliers par peau. Les
hypothèses d’homogénéisation semblent bien vérifiées.
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Figure 3.21 – Évolution des déformations en fonction de R : peaux homogé-
néisées

La méthode de calcul a été validée sur les différents cas test proposés par
Xia, à travers les solutions analytiques proposées mais aussi par une mise
en oeuvre de CAST3M lorsque cela était possible (découplage des modes de
Fourier classiques).

3.5.2 Solution sur la zone de bord

L’application présentée ici est un simple tube en traction. L’objectif est de
présenter une analyse d’effet de bord sur un exemple similaire à un cas indus-
triel. Ce tube, de séquence d’empilement [+20/−20/0/−20/+20], est constitué
de plis tissés G939/M18 (matériau étudié par (Hochard et al., 2001)). Il a un
diamètre intérieur de 16 mm, les plis ont une épaisseur de 0.2 mm. Celui-ci
est maintenu par un manchon en titane à une extrémité, la longueur de recou-
vrement est de 20 mm. Le manchon est quant à lui encastré. La sollicitation
de traction est imposée à travers le raccord exposé précédemment. Le maillage
utilisé est très fin (87 000 ddls par mode) et seulement deux modes étendus
sont nécessaires pour représenter la solution d’une poutre soumise à un charge-
ment de type poutre. En effet, ce dernier type de chargement se développe au
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Figure 3.22 – Évolution des contraintes (MPa) en fonction de R : peaux ho-
mogénéisées
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Figure 3.23 – Évolution des contraintes pour des peaux homogénéisées
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Figure 3.24 – Évolution des contraintes pour des peaux hétérogènes

maximum sur deux modes (fondamental pour la traction, torsion et première
harmonique pour la flexion). Le développement de Fourier est donc employé à
son maximum d’efficacité. En respectant une taille de maille de l’ordre de 0.5
mm, le maillage 3D équivalent comporterait 2.2 millions de degrés de liberté.

Dans le cas de la traction, la solution étant indépendante de l’angle polaire,
les évolutions des contraintes sont tracées dans une section longitudinale. La
figure 3.26 représente l’évolution de la contrainte axiale dans les différents
plis. L’effet de bord situé à l’extrémité du manchon ( z = 30 mm et r = 17
mm) est clairement visible. Les figures 3.27,3.28 et 3.29 représentent l’évolution
des contraintes aux interfaces entre plis. Pour z = 10 mm, on remarque la
concentration de contrainte au bord libre (sous le manchon) et pour z = 30 mm
on remarque l’effet de bord dû à l’extrémité du manchon. Celui-ci diminue pour
les interfaces les plus à l’intérieur du tube. Les contraintes σrr d’arrachement
et σzr de cisaillement maximum sont du même ordre de grandeur, par contre
σzr est moins localisée. Sur cette dernière, l’effet de bord dû à l’extrémité
du manchon pénètre dans le tube, le raccord est alors imposé à la distance
minimale.

Il est à noter, que cette application est traitable avec un code standard car
les modes sont complètement découplés. Le cas suivant traite le même tube,
mais cette fois en flexion simple. Le raccord est effectué à 30 mm du manchon.
Les figures 3.30, 3.31 et 3.32 montrent l’évolution des contraintes aux inter-
faces dans la section longitudinale la plus sollicitée. Comme précédemment,
l’interface la plus proche du manchon est la plus sollicitée alors que l’interface
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Figure 3.25 – Évolution des contraintes dans un tube [+55/ − 55/0/ − 55/55]
en flexion pure
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Figure 3.26 – Évolution de la contrainte axiale dans le tube composite
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composites dégradés
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Figure 3.27 – Évolution de la contrainte σzr (MPa) aux interfaces (traction)
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Figure 3.28 – Évolution de la contrainte σrr (MPa) aux interfaces (traction)

10 15 20 25 30 35 40
−2

0

2

4

z (mm)

σ rθ
 (

M
P

a)

[+20/−20] interieure

[−20/0] interieure

[0/−20] exterieure

[−20/20] exterieure

Figure 3.29 – Évolution de la contrainte σrθ (MPa) aux interfaces (traction)
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Figure 3.30 – Évolution de la contrainte σzr (MPa) aux interfaces (flexion)

intérieure ne voit presque pas l’effet de bord. Ici encore, les contraintes σrr et
σzr maximum sont du même ordre de grandeur, σrr étant localisée à l’extrémité
du manchon.

Il est à noter que la liaison entre le manchon et le tube composite est
supposée parfaite, l’introduction d’une interface élastique correspondant à la
colle aurait sans doute pour effet de diminuer la contrainte due à l’effet de bord
en extrémité de manchon.

3.5.3 Prise en compte de défauts de délaminage axisy-

métriques

Avec la stratégie présentée, il est possible de simuler de manière efficace
l’influence de défauts de délaminage axisymétriques sur la réponse élastique du
tube. Une avancée de fissure peut être simulée et le taux de restitution d’éner-
gie associé calculé en divisant la différence d’énergie potentielle par l’avancée
de fissure. Ce calcul étant très rapide, une étude paramétrique est envisageable
pour mettre en place un premier critère de criticité de défauts de délaminage.

Prenons un tube [+20/− 20/0/− 20/+20] (G939/M18) en traction encas-
tré par l’intermédiaire d’un manchon en titane. La longueur de collage est de
20 mm et le diamètre intérieur de 16 mm. Un défaut est placé dans l’une des
interfaces, les autres restant saines. Le défaut est débouchant sous le manchon
et sa taille varie jusqu’à pénétrer au coeur du tube. De nombreux calculs sont
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3.5. Applications
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Figure 3.31 – Évolution de la contrainte σrr (MPa) aux interfaces (flexion)

10 20 30 40 50 60

−40

−20

0

20

z (mm)

σ rθ
 (

M
P

a)

[+20/−20] interieure
[−20/0] interieure
[0/−20] exterieure
[−20/+20] exterieure

Figure 3.32 – Évolution de la contrainte σrθ (MPa) aux interfaces (flexion)

Stratégie de calcul et utilisation de séries de Fourier pour les tubes
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3. Découplage du calcul sur tube sain par l’introduction de modes de Fourier
étendus

menés rapidement pour différentes tailles de défauts. En effet, il est possible en
un temps raisonnable d’envisager un défaut se propageant élément par élément
dans chacune des interfaces. Il est alors nécessaire de conduire 250 calculs par
interface, ce qui est rendu facile grâce a l’analyse de Fourier étendue présentée
dans ce chapitre. Le chargement reste faible (16MPa), le tube reste donc dans
son domaine élastique.

La figure 3.33 représente le taux de restitution d’énergie calculé en fonction
de la longueur du délaminage. On observe trois zones. Dans la première, sous
le manchon (jusqu’à un défaut de 15 mm), le taux de restitution d’énergie
reste faible. Au passage de l’extrémité du manchon (deuxième zone), ce taux
augmente puis décrôıt pour rejoindre un plateau au coeur du tube (défaut su-
périeur à 30 mm), c’est la troisième zone. De plus on remarque que le taux
de restitution d’énergie augmente avec le rayon de l’interface considérée. C’est
donc l’interface extérieure entre les plis [−20/ + 20] qui est la plus sollicitée,
ce n’est pas étonnant car c’est aussi l’interface la plus chargée.
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Figure 3.33 – Évolution du taux de restitution d’énergie en fonction de la taille
du défaut

N’ayant pas de données pour les interfaces entre plis G939/M18, le taux
de restitution d’énergie critique est ici estimé par comparaison avec des com-
posants « similaires ». Le taux de restitution d’énergie critique est de l’ordre
de 0.3 N/mm pour une interface entre plis de M18/M55J (Allix et al., 1998)
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3.6. Conclusion

et de 0.19 N/mm pour la résine M18 pure. On prendra alors comme première
estimation un taux critique de l’ordre de 0.25 N/mm.

Le critère basé sur le taux de restitution d’énergie prédit la propagation
de défauts de délaminage débouchant de taille supérieure à 20 mm pour les
deux interfaces extérieures entre les plis [0/ − 20] et [−20/ + 20]. Par contre,
un défaut situé dans les plis inférieurs ne se propage pas.

Cette première approche simple suppose l’existence d’un défaut de déla-
minage axisymétrique débouchant sous le manchon. Différentes configurations
indépendantes sont testées. Dans l’objectif de mener une étude paramétrique
plus poussée, il est possible de combiner plusieurs défauts à la fois et d’envi-
sager de multiples scénarios de propagation.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, les techniques de calcul classiques de type axisymétrique
ou Fourier ont été étendues au cadre des solides de révolution ayant un compor-
tement invariant par rotation autour de leur axe. La résolution d’un problème
élastique 3D de bord sur tube sain est alors rendue très efficace. En effet celle-
ci peut être découplée par harmonique et résolue de manière parallèle. Cette
méthode à fait l’objet du développement d’un code prototype sous Matlab et
différents exemples ont été traités. Une estimation du coût de calcul a aussi
été menée. La taille des problèmes 3D équivalents étant très grande, ceux-ci
seraient résolus par l’utilisation de techniques de sous-structuration. Bien que
la taille des problèmes posés sur les sous-structures se rapproche de la taille
des problèmes posés sur une bande, un certain nombre d’itérations est néces-
saire pour converger (de l’ordre de la trentaine). Par contre pour l’analyse
de Fourier, les différents problèmes posés sur une bande sont complètement
découplés, d’où le gain de temps par rapport à une analyse classique avec
sous-structuration. De plus cette analyse est indépendante du rayon du tube,
contrairement au cas des éléments finis.
Il est aussi à noter que cette stratégie n’est pas utilisable pour la prise en
compte de défauts non-axisymétriques ; ce dernier point fera l’objet des cha-
pitres qui suivent.
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3. Découplage du calcul sur tube sain par l’introduction de modes de Fourier
étendus
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Chapitre 4

Problème avec défaut : mise en

place et analyse

Le traitement efficace des problèmes élastiques de bord est nécessaire
afin de rendre possible la prévision de l’évolution des dégradations au
sein du tube. Une première étape développée au chapitre 3 concernait
la simulation efficace sur tube sain. Ce chapitre présente une extension
de cette méthode au traitement de tubes dégradés. La mise en place du
problème couplé ainsi que des résultats de convergence de la solution
en fonction de la troncature du développement en série de Fourier sont
plus particulièrement décrits. La technique de résolution proprement
dite sera développée dans le chapitre 5.
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4.1. Modélisation des défauts

Lorsque le comportement de la structure n’est plus invariant par rotation
autour de l’axe du tube, c’est à dire si la matrice de Hooke exprimée dans la
base des coordonnées cylindriques dépend de l’angle polaire, comme c’est le cas
en présence de défauts, la technique développée précédemment n’est plus uti-
lisable directement. En effet, les différents modes sont couplés entre eux. Une
question se pose alors. Celle-ci concerne l’ordre de troncature nécessaire afin de
représenter correctement la solution. Il est « indépendant » de la discrétisation
éléments finis et est relié au second membre, mais aussi au nombre de modes
nécessaires pour représenter le comportement de la structure et l’amplitude re-
lative de ces modes. Les dégradations étant à l’origine de cette modification de
comportement autour de sa moyenne, une étude simple de leur représentation
est tout d’abord présentée.

4.1 Modélisation des défauts

Différents défauts apparaissent dans les tubes étudiés. Ces défauts cöın-
cident avec les différents mécanismes de dégradation provoquant le comporte-
ment non-linéaire de la structure composite. Dans les plis, ces défauts sont : des
porosités, des fissures transverses, des ruptures de fibres. Dans les interfaces,
le défaut est du délaminage. Afin de faciliter la description de ces différents
défauts, ceux-ci sont pris en compte par des abattements de rigidité. En pra-
tique, un pré-endommagement est affecté. De cette manière, la modélisation
reste cohérente entre celle des défauts et celle du comportement non-linéaire
utilisant des variables internes d’endommagement.

Dans ce paragraphe, le défaut est une donnée, celui-ci se développe sur A
modes et ce développement en série de Fourier est supposé exacte.

La matrice de Hooke d’un pli endommagé est notée K et est développée en
série de Fourier sur A modes comme suit :

K(z, r, θ) =
+A∑

n=−A

Kn(z, r)ejnθ (4.1)

La matrice de Hooke d’une interface endommagée est notée k et est déve-
loppée en série de Fourier sur A modes comme suit :

k(z, r, θ) =
+A∑

n=−A

kn(z, r)ejnθ (4.2)
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4. Problème avec défaut : mise en place et analyse

Les matrices K0 et k0 correspondent alors aux comportements moyens. Les
matrices de Hooke K et k sont définies positives et réelles, ce qui implique :

Kn = K−n ∀n ∈ N (4.3)

kn = k−n ∀n ∈ N (4.4)

Dans la pratique, on peut être amené à modéliser des défauts de formes dif-
férentes comme sur la figure 4.1 qui montre l’endommagement modélisant un
défaut de délaminage en forme de demi-ellipse à une interface. Pour cela, une
grille contenant les coordonnées de tous les points d’intégration est générée.
Une fonction est alors évaluée en chaque point de la grille et donne la valeur des
variables d’endommagement en chaque point d’intégration. La fonction peut
être donnée sous forme analytique, issue d’une ligne de niveau (level set) ou
sous forme d’image pixellisée.

Figure 4.1 – Représentation d’un défaut en forme de demi-ellipse

La forme des défauts traitée ici est donnée dans une section sur la figure
4.2 pour un endommagement maximum de 80%.
Une décomposition en série de Fourier de ce défaut est effectuée, celle-ci est

tronquée car il n’est pas envisageable de garder une infinité de modes. La figure
4.3, donne la représentation du défaut construit sur un développement tronqué
à 16 modes. L’erreur commise a lieu près des points anguleux.
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4.1. Modélisation des défauts
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Figure 4.2 – Allure d’un défaut standard modélisé
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Figure 4.3 – Représentation d’un défaut après troncature
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4. Problème avec défaut : mise en place et analyse

Il est alors possible de calculer l’erreur commise par une troncature de ce
développement. La figure 4.4 représente l’évolution de l’erreur en fonction du
nombre de points d’échantillonnages.
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Figure 4.4 – Erreur commise par la troncature

Dans le cas présenté, 64 modes permettent de représenter le défaut avec
une erreur inférieure à 1%.

4.2 Discrétisation éléments finis

L’objectif de ce paragraphe est de transformer le problème continu 3D en un
problème continu seulement suivant l’angle polaire, les deux autres directions
étant discrétisées par éléments finis. Cette transformation permettra ensuite
d’étudier l’influence du développement en série de Fourier, les autres para-
mètres étant constants. Dans un premier temps, aucun chargement d’origine
thermique ne sera pris en compte. Le problème à résoudre est le suivant :

Trouver u(z, r, θ) ∈ U tel que :

−
∫

Ωplis

ε(u)T Kε(u)dΩ−
∫

Γint

[u]T k[u∗]dΓ+

∫

Ω

fT
d u∗dΩ+

∫

∂2Ω

F T
d u∗dΓ = 0 ∀u∗ ∈ U0

(4.5)
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4.2. Discrétisation éléments finis

Les différentes composantes de la déformation s’écrivent :

εzz = uz,z (4.6)

εrr = ur,r (4.7)

εθθ =
1

r
(ur + uθ,θ) (4.8)

√
2εzr =

√
2

2
(uz,r + ur,z) (4.9)

√
2εzθ =

√
2

2
(
1

r
uz,θ + uθ,z) (4.10)

√
2εrθ =

√
2

2
(uθ,r +

1

r
(ur,θ − uθ)) (4.11)

Une interpolation par des éléments finis est utilisée par rapport aux coor-
données z et r. Le vecteur des fonctions de forme est noté N(z, r) pour les
plis.

ui(z, r, θ) = N(z, r)Ui(θ) ∀i ∈ {z, r} (4.12)

Ui désigne le vecteur des déplacements nodaux dans la direction i. Ce vecteur
dépend de la variable θ. La déformation s’écrit alors :

εzz =
∂N

∂z
Uz(θ) (4.13)

εrr =
∂N

∂r
Ur(θ) (4.14)

εθθ =
1

r
(NUr(θ) + NUθ,θ) (4.15)

√
2εzr =

√
2

2
(
∂N

∂r
Uz(θ) +

∂N

∂z
Ur(θ)) (4.16)

√
2εzθ =

√
2

2
(
1

r
NUz,θ +

∂N

∂z
Uθ(θ)) (4.17)

√
2εrθ =

√
2

2
(
∂N

∂r
Uθ(θ) +

1

r
(NUr,θ(θ) − NUθ(θ))) (4.18)

En notant Ui,θ la dérivée du vecteur de déplacements nodaux Ui par rapport
à θ, la déformation se met sous la forme :

ε = Bh(z, r)[Uz(θ), Uz,θ(θ), Ur(θ), Ur,θ(θ), Uθ(θ), Uθ,θ(θ)]
T (4.19)

Le saut de déplacement est noté [u]. Le vecteur des fonctions de forme est
noté Ñ(z, r) pour les interfaces.

[ui(z, r, θ)] = Ñ(z, r)Ui(θ) ∀i ∈ {z, r} (4.20)
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4. Problème avec défaut : mise en place et analyse

Avec V = [Uz(θ), Uz,θ(θ), Ur(θ), Ur,θ(θ), Uθ(θ), Uθ,θ(θ)] ; le vecteur [u] peut
s’écrire sous la forme :

[u] = B̃h(z, r)V
T (4.21)

et d’une manière générale on a :

u(z, r, θ) = NV (z, r)V (θ) (4.22)

Le problème continu en θ consiste alors à trouver V ∈ Uh tel que :

−
∫ 2π

0

V T

∫

bande∩Ωplis

BT
h KBhdΓ V ∗dθ −

∫ 2π

0

V T

∫

bande∩Γint

B̃h
T
kB̃hds V ∗dθ

+

∫ 2π

0

∫

bande∩Ω

fT
d NV dΓ V ∗dθ +

∫ 2π

0

∫

bande∩∂2Ω

F T
d NV ds V ∗dθ

= 0 ∀V ∗ ∈ Uh
0 (4.23)

Il est à noter que ce problème est discret en z et r mais continu en θ. Cela
permettra par la suite de comparer les solutions obtenues pour différentes
formes de description circonférentielle. Ce problème est notre problème de ré-
férence, l’erreur commise par la description éléments finis n’étant pas étudiée
ici.

4.3 Écriture du problème couplé

Le problème 4.23 est continu par rapport à θ et 2π périodique. On va alors
chercher la solution sous la forme d’une série de Fourier. Pour cela, la forme
complexe du développement sera utilisée afin de simplifier les écritures d’où :

Ui(θ) =
+∞∑

n=−∞

Un
i ejnθ (4.24)

n désigne le mode considéré et i désigne la composante du champ de dé-
placement. Pour le moment, on cherche des informations sur le comportement
de la solution théorique, le développement n’est donc pas tronqué. Les compo-
santes de Ui étant des fonctions réelles, on a :

Un
i = U−n

i ∀n ∈ N (4.25)

Remarque : Les Un
i sont des modes étendus. Le couplage entre cosinus et sinus

est ici mis en place par le couplage entre partie réelle et partie imaginaire.
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4.3. Écriture du problème couplé

Le vecteur des inconnues nodales (fonctions de θ) peut se mettre sous la
forme :

V T = [Uz(θ), Uz,θ(θ), Ur(θ), Ur,θ(θ), Uθ(θ), Uθ,θ(θ)]
T (4.26)

=
+∞∑

n=−∞

ejnθLn[Un
z (θ), Un

r (θ), Un
θ (θ)]T (4.27)

La matrice Ln permet la mise en place d’opérateurs indépendants du mode
considéré, celle-ci est constante et paramétrée par n, elle s’écrit :

Ln =











1 0 0
jn 0 0
0 1 0
0 jn 0
0 0 1
0 0 jn











(4.28)

avec

Un = [Un
z (θ), Un

r (θ), Un
θ (θ)]T (4.29)

Le problème 4.23 continu en θ revient à trouver (Un ∈ Uh
n , ∀n ∈ N)

vérifiant :

+A∑

α=−A

+∞∑

n=−∞

+∞∑

m=−∞

(∫ 2π

0

ej(n+m+α)θdθ

)

en,m,α =

+N∑

n=−N

+∞∑

m=−∞

(

∫ 2π

0

ej(n+m)θdθ)(

∫

bande∩Ω

fn
d

T N̂dΓ +

∫

bande∩∂2Ω

F n
d

T N̂ds) Un∗

∀Un∗ ∈ Uh
0 ∀n ∈ N (4.30)

Rappelons ici la signification des indices :
– α : indice relatif au développement en série du comportement (sur A

modes)
– n et m : indices relatifs au développement en série des déplacements

nodaux réels et virtuels
N̂ est défini à partir des fonctions de forme NV et en,m,α est donné par :

en,m,α = UnT LT
n (

∫

bande∩Ωplis

BT
h KαBhdΓ) LmUm∗

+ UnT LT
n (

∫

bande∩Γint

B̃T
h kαB̃hds) LmUm∗ (4.31)
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4. Problème avec défaut : mise en place et analyse

En posant Wm = LmUm, l’équation précédente met en place des matrices
indépendantes du mode de calcul considéré, seul le développement du compor-
tement intervient. L’équation d’équilibre s’écrit :

∑+∞
m=−∞ Wm∗

∑+A
α=−A (

∫

bande∩Ωplis

BT
h KαBhdS +

∫

bande∩Γint

B̃T
h kαB̃hds)

︸ ︷︷ ︸

K̃α

W−m−α

=
∑+∞

m=−∞ Wm∗ (

∫

bande∩Ω

N̂T f−m
d dS +

∫

bande∩∂2Ω

N̂T F−m
d ds)

︸ ︷︷ ︸

F̃
−m

(4.32)

de manière plus condensée :

+∞∑

m=−∞

W−m∗

+A∑

α=−A

K̃−αW+m+α =
+∞∑

m=−∞

W−m∗F̃+m (4.33)

Mis sous forme matricielle, le système d’équations à résoudre s’écrit :

GW = F (4.34)

avec pour A = 2 :

G =

























. . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .

K̃+2 K̃+1 K̃0 K̃−1 K̃−2

K̃+2 K̃+1 K̃0 K̃−1 K̃−2

K̃+2 K̃+1 K̃0 K̃−1 K̃−2

K̃+2 K̃+1 K̃0 K̃−1 K̃−2

K̃+2 K̃+1 K̃0 K̃−1 K̃−2

K̃+2 K̃+1 K̃0 K̃−1 K̃−2

K̃+2 K̃+1 K̃0 K̃−1 K̃−2

. . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . .

























(4.35)
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composites dégradés



4.4. Développement de la solution théorique

W =






















...
WM−4

WM−3

WM−2

WM−1

WM

WM+1

WM+2

WM+3

WM+4

...






















et F =























...

F̃M−4

F̃M−3

F̃M−2

F̃M−1

F̃M

F̃M+1

F̃M+2

F̃M+3

F̃M+4

...























(4.36)

L’intérêt d’introduire W n est visible sur la matrice G, celle-ci ne faisant
intervenir que 2A+1 opérateurs. Une fois W n calculé, il est possible de remonter
à Un grâce à l’inverse généralisée de Ln, comme suit :

Un = L−1
n W n (4.37)

avec :
L−1

n Ln = I3 (4.38)

Dans le cas présent, la donnée de W n suffit pour discuter la convergence
de la série, on ne remontera donc pas aux modes étendus Un.

4.4 Développement de la solution théorique

L’objectif de ce paragraphe est d’obtenir des informations sur le compor-
tement de la solution théorique, et notamment une estimation de la vitesse de
décroissance des différents modes. L’étude théorique de la résolution directe
du problème précédent est restreinte au cas suivant :

{
F̃α = 0 ∀α 6= M

K̃α = βαK̃ ∀α 6= 0
(4.39)

En effet, par linéarité, la solution avec un second membre plus étoffé peut
être obtenue par superposition de problèmes de ce type. La seconde équa-
tion correspond à des défauts dont l’amplitude peut se mettre sous la forme
f(θ)g(z, r) où f est une fonction qui sera développée en série de Fourier et g
une fonction ici discrétisée par éléments finis et qui donne naissance à K̃.
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Les équations à résoudre sont les suivantes :

1. l’équation avec second membre :

+A∑

α=−A

K̃−αŨM+α = F̃M (4.40)

2. les équations sans second membre :

+A∑

α=−A

K̃−αŨm+α = 0 ∀m ∈ [−N + A,M − 1] ∪ [M + 1, N − A] (4.41)

3. les conditions à l’infini de convergence de la série :

lim
m−>±∞

Ũm = 0 (4.42)

lim
m−>−∞

Ũm = 0 (4.43)

La solution théorique définie par les équations précédentes n’étant pas cal-
culable directement, une solution tronquée approchée sera calculée. L’objectif
est alors de déterminer l’ordre de troncature nécessaire afin de capter la ma-
jeure partie de la solution. Pour cela on va chercher à estimer la vitesse de
décroissance des modes par rapport à l’ordre de troncature.
Dans ce but, on fait intervenir les valeur propres λ et vecteurs propres Vλ du
problème spectral suivant :

(K̃ − λK̃0)Vλ = 0 (4.44)

L’intérêt de l’hypothèse 4.39 est visible ici, elle permet de découpler les équa-
tions à résoudre en les projetant dans la base des vecteurs propres Vλ. On
appelle alors wλ la projection de W sur le vecteur propre Vλ. En pratique il
n’est pas question de calculer ces valeurs propres λ mais seulement d’estimer
les valeurs propre maximum et minimum.

La prise en compte des conditions à l’infini passe par la résolution de l’équa-
tion 4.41 qui s’écrit :

−1∑

α=−A

λβ−αwm+α
λ + wm

λ +
+A∑

α=+1

λβ−αwm+α
λ = 0 (4.45)

La solution est recherchée sous la forme : wm
λ = xmvm avec vm une constante

non nulle. Les valeurs x sont les 2A racines complexes du polynôme.

−1∑

α=−A

λβ−αxA+α + xA +
+A∑

α=+1

λβ−αxα+A = 0 (4.46)
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Cette solution s’écrit donc :

wm
λ =

2A∑

j=1

xm
j v+

j ∀m ∈ [M + 1, N − A] (4.47)

wm
λ =

2A∑

j=1

xm
j v−

j ∀m ∈ [−N + A,M − 1] (4.48)

Remarque :
– les deux domaines de variation de m ayant une intersection non vide,

les conditions de compatibilité des wλ autour de l’équation avec second
membre s’écrivent :

2A∑

j=1

xm
j

(
v+

j − v−
j

)
= 0 ∀m ∈ [M − A + 1,M + A − 1] (4.49)

– dans le cas de racines multiples, la forme de la solution recherchée ne
décrit pas tout l’espace de la solution théorique, cependant ce cas ne
s’est jamais présenté en pratique sauf pour un opérateur non défini positif
(amplitude du défaut supérieure au comportement moyen).

t
Afin de calculer la solution théorique, il convient de prendre en compte les

conditions 4.42 et 4.43, ce qui implique :

v+
j = 0 si |xj| >= 1 ∀j ∈ [1, 2A] (4.50)

v−
j = 0 si |xj| <= 1 ∀j ∈ [1, 2A] (4.51)

Les constantes vm sont déterminées avec l’équation avec second membre. La
vitesse de décroissance des modes de la solution théorique est alors donnée par
la plus grande racine xj de module inférieur à 1. Or les valeurs xj dépendent de
λ. Une étude paramétrique par rapport à celui-ci permet de calculer la vitesse
de décroissance. Pour les cas étudiés en pratique, c’est la valeur maximum
de λ qui intervient. En effet, celle-ci correspond à une amplitude de défaut
maximum.

4.5 Convergence de la solution tronquée

Pratiquement, la solution théorique n’étant pas calculable, on recherche
une approximation de celle-ci sous forme de série de Fourier tronquée à l’ordre
N. Le problème théorique est :

+∞∑

m=−∞

W−m∗

+A∑

α=−A

K̃−αW+m+α =
+∞∑

m=−∞

W−m∗F̃+m (4.52)
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Tronquer la solution, revient alors à imposer : Wm∗ = Wm = 0 ∀m ∈
]−∞,−N [∪]N, +∞[. La construction du système à résoudre revient à extraire
une sous-matrice GN de G (ici M = 0 et N = 3) :

G =

























. . . . . .

. . . . . .

. . .

. . . . . . K̃+1 K̃+1 K̃+1 K̃+1 K̃+1

K̃+2 K̃+1

K̃+2

K̃+1

K̃+1

K̃+1

K̃+1

K̃+1














K̃0 K̃−1 K̃−2

K̃+1 K̃0 K̃−1 K̃−2

K̃+2 K̃+1 K̃0 K̃−1 K̃−2

K̃+2 K̃+1 K̃0 K̃−1 K̃−2

K̃+2 K̃+1 K̃0 K̃−1 K̃−2

K̃+2 K̃+1 K̃0 K̃−1

K̃+2 K̃+1 K̃0














K̃+1 K̃+1

K̃+1 K̃+1

K̃+1 K̃+1

K̃+1 K̃+1

K̃+1 K̃+1

K̃−2

K̃−1 K̃−2

K̃+1 K̃+1 K̃+1 K̃+1 K̃+1
. . . . . .

. . .

. . . . . .

. . . . . .

























(4.53)
Ce système d’équations est de taille 2N + 1 et peut donc être résolu direc-

tement.

Remarque : il faut bien distinguer ici trois solutions issues de problèmes
différents. La première est la solution exacte du problème discrétisé, celle-ci
est notre référence. À partir de cette solution, une solution tronquée peut être
construite (appelée solution exacte tronquée). Enfin, la troisième (présentée
dans ce paragraphe) est la solution approchée issue du problème de minimisa-
tion . Celle-ci est contenue dans le même espace que la solution exacte tronquée,
mais est meilleure au sens du produit scalaire défini par le problème à résoudre.

Puisqu’il est facile de mettre en place la solution théorique ainsi que la
solution tronquée, il est possible de calculer l’erreur commise par la troncature.
L’erreur relative entre la solution théorique du problème discrétisé Uth et la
solution tronquée à l’ordre N notée UN est calculée de la manière suivante :

e(N) =
(UN − Uth)

T K(UN − Uth)

UT
thKUth

(4.54)

4.5.1 Présentation d’un cas d’étude simple

Pour illustrer ces résultats théoriques un cas simple est mis en place. Celui-
ci consiste en un tube [+45/−45] en traction, il est constitué de plis G939/M18.
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4.5. Convergence de la solution tronquée

Un endommagement est inséré dans l’interface entre l’extrémité du tube com-
posite et la fin de la zone de recouvrement du manchon sur ce tube. Afin de
tester un ordre de troncature élevé (jusqu’à 256 modes), le maillage a été très
réduit (un élément dans l’épaisseur d’un pli et 4 dans la longueur du tube). Les
dimensions du tube sont revues afin que les éléments soient bien conditionnés.
Dans l’interface endommagée, le pré-endommagement vaut :

d = 0.5 + 0.45cos(θ) (4.55)

Dans ce cas test, β1 = β−1 = 0.45. Ce cas test sera repris dans le chapitre
suivant.

4.5.2 Estimation de λmax

Après calcul sur les opérateurs discrétisés, on trouve λmax = 0.45. Cette
valeur est la moitié de la rigidité relative de l’interface modifiée qui vaut 0.45

0.5
.

En effet, la rigidité des plis adjacents intervient dans le problème aux valeurs
propres généralisées, condensé sur l’interface, permettant le calcul de λmax. Ici
la participation des plis est de l’ordre de 50%. Une estimation de la valeur de
λmax à partir du développement en série de l’endommagement est alors pos-
sible dans le cas d’une interface entre deux plis. On calcul l’amplitude relative
de la modification à partir de l’endommagement puis on divise par 2.

4.5.3 Convergence de la solution tronquée

Pour cette valeur de λmax, l’évolution de l’erreur s’écrit e(N) = baN avec
a = 0.39. Sur la figure 4.5, qui montre l’évolution de l’erreur calculée e(N) en
fonction de l’ordre de troncature N, on peut identifier un taux de convergence
a valant 0.37. L’estimation théorique basée sur la plus grande valeur propre
permet donc d’apprécier l’ordre de troncature nécessaire à la bonne descrip-
tion de la solution en fonction de λ. Dans l’étude théorique, on prend la valeur
propre maximale, en pratique, c’est le spectre actif qu’il convient d’utiliser.
Les estimations théoriques sont donc toujours pénalisantes en terme de coût
de calcul.

4.5.4 Évaluation a priori de l’ordre de troncature

Connaissant a priori l’amplitude du défaut, il est possible de prédire le
nombre de modes nécessaires à la bonne description de la solution. Par exemple,
la figure 4.6 représente l’ordre de troncature N théorique permettant d’obtenir
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Figure 4.5 – Évolution de l’erreur en fonction de l’ordre de troncature

une solution dont l’erreur ne dépasse pas 1%. Dans notre cas, il faudra prendre
au moins 3 modes pour obtenir une erreur inférieure à 1%, pour un second
membre concentré sur le fondamental. Si le second membre s’étend sur M
modes, alors il faudra au moins M + 3 modes pour d’écrire correctement la
solution.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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N

Figure 4.6 – Ordre de troncature en fonction de λ pour une erreur inférieure à
1%
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4.6. Cas d’un défaut quelconque

4.6 Cas d’un défaut quelconque

Considérons un défaut ne respectant pas l’hypothèse :

K̃α = βαK̃ ∀α 6= 0 (4.56)

Dans ce paragraphe, on traite le défaut section par section, ces différentes
sections du défaut sont analysées afin de connâıtre quelle est celle imposant le
plus grand nombre de modes. Prenons par exemple la forme de défaut donnée
par la fonction f suivante (sur une interface de rayon r donc de largeur T = 2π) :

f : θ− >







1 si 0 ≤ θ < θ1

2

1 − 2θ−θ1

θ2−θ1
si θ1

2
≤ θ < θ2

2

0 si θ2

2
≤ x < T − θ2

2

1 + 2θ−2T+θ1

θ2−θ1
si T − θ2

2
≤ x < T − θ1

2

1 sinon

(4.57)

θ1 et θ2 sont des paramètres différents pour chaque section. Ce défaut (figure
4.2) correspond à la géométrie donnée en début de chapitre pour a = 1.

θ2/2 2 π−θ2/2

2π−θ1/2

2π
0

1

θ

d

θ1/2

Figure 4.7 – Représentation de f

La figure 4.8, montre l’évolution théorique de l’erreur relative pour une
description sur 64 modes du défaut en fonction de sa largeur relative θ1

T
. Ce

nombre de modes permet d’obtenir une erreur sur la description inférieure à
1% par rapport à la forme théorique. On remarque alors que plus le défaut
devient étroit et plus l’erreur augmente. Un défaut étroit est donc plus péna-
lisant au niveau du coût de calcul qu’un défaut large.
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Figure 4.8 – Évolution de l’erreur relative en fonction de la largeur d’un défaut

Remarque :
Pour un défaut situé dans une interface, il est simple de calculer les coeffi-
cients βα. Le développement en série de Fourier de l’endommagement donne
l’amplitude relative des différents modes entre eux. De plus, pour un défaut
de délaminage entre deux plis, le coefficient λ estimé numériquement sur le
premier mode prend une valeur proche de 0.5.

4.7 Application

Soit un tube [+20/−20/0/−20/+20] consitué de plis tissés G939/M18 en
traction. Le maillage retenu pour effectuer le calcul est assez fin, deux éléments
sont utilisés dans l’épaisseur de chaque pli. Le maillage est présenté figure 4.9.

Un défaut de type délaminage et entrant dans le cadre des résultats du pré-
sent chapitre est initié à l’interface intérieure [+20/−20]. Celui-ci est présenté
sur la figure 4.10 qui donne l’évolution du pré-endommagement sur l’inter-
face développée. En début de chapitre, on a vu que 64 modes de calcul sont
suffisants pour décrire correctement le défaut, ici l’erreur est inférieure à 1%.

Le défaut étant situé à une interface entre deux plis, on prendra λ = 0.5.
Les coefficients βα sont calculés à partir du développement en série de Fourier
de l’endommagement. Pour 64 modes, l’erreur énergétique relative commise sur
la description circonférentielle est estimée à 1e-7. Ce résultat est sans doute
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Figure 4.9 – Maillage fin d’une section du tube

Figure 4.10 – Pré-endommagement dans l’interface intérieure [+20/ − 20]
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4. Problème avec défaut : mise en place et analyse

très inférieur à l’erreur commise sur la description éléments finis et est très
largement suffisante. En effet, elle correspond à une erreur de l’ordre de 0.1%
sur le déplacement ou la contrainte.

Remarque :
– Comme il a déjà été mentionné dans le chapitre 3, le passage de la re-

présentation sous forme de modes étendus à la représentation 3D des
champs est obtenue par l’utilisation d’une transformée de Fourier Ra-
pide ou de son inverse. Afin d’utiliser efficacement la FFT, on utilise un
nombre de modes étendus en puissance de 2. Donc, si l’erreur est trop
importante pour 32 modes, l’étape suivante est de prendre 64 modes.
L’erreur peut alors décrôıtre de plusieurs ordre de grandeur. Il ne faut
donc pas s’étonner d’obtenir une erreur relative si faible.

– L’erreur relative portant sur la description circonférentielle est obtenue
pour un défaut fixé. Cette erreur ne prend donc pas en compte l’erreur
de description du défaut. Cette dernière peut alors devenir supérieure à
l’erreur de description circonférentielle.

4.8 Conclusion

Ce chapitre présente une méthode de traitement efficace de problèmes de
révolution. Pour cela les champs sont décomposés en séries de Fourier. Le pro-
blème qui était découplé dans le cas du tube sain devient ici complètement
couplé. Dans un premier temps, une étude de l’erreur commise par la tronca-
ture de la série a été menée. Cette étude formelle est utilisée pour définir les
paramètres de calcul menant à une analyse correcte du tube en présence de
défauts. Cette analyse sera conduite dans le chapitre suivant.
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Chapitre 5

Problème avec défaut : méthode

de résolution et application

Ce chapitre présente la mise en oeuvre d’un algorithme de gradient
conjugué pour résoudre le problème couplé exposé au chapitre précé-
dent. Le choix du préconditionneur permettant de découpler les modes
étendus et ses performances sont détaillés. La mise en oeuvre pratique
faisant intervenir des problèmes de repliement de spectre, l’échantillon-
nage de la solution est étudié. Une méthode de validation à posteriori
de l’ordre de troncature est aussi avancée. L’ensemble de la démarche
est illustrée dans le cas d’un tube en présence d’un défaut non axisy-
métrique.
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5.1. Présentation du gradient conjugué

En pratique, le problème discrétisé tronqué présenté au chapitre précédent
n’est pas résolu directement pour des raisons de coût de calcul et d’encom-
brement mémoire. Une technique itérative de Krylov est alors utilisée pour
résoudre ce problème. L’utilisation d’un préconditionneur permettant le dé-
couplage suivant les modes étendus est discutée. Le choix du préconditionneur
et les performances associées sont détaillées dans ce chapitre ainsi que les pro-
blèmes liés à la mise en oeuvre d’un algorithme de gradient conjugué avec
préconditionneur dans le cadre Fourier.

5.1 Présentation du gradient conjugué

Dans ce paragraphe, la méthode du gradient conjuguée est détaillée, on
reprend ici les notations définies à la section 1.2.1.3. On considère la résolution
du système linéaire Ax = B. La iième itération conduit à l’approximation xi de
la solution, le résidu associé est alors : ri = B −Axi. La donnée du vecteur x0

permet d’initialiser la procédure. x désigne la solution théorique du système.
On note κm(M−1A, r0) le sous espace de Krylov :

κm(M−1A, r0) = V ect(M−1r0,M
−1Ar0, . . . ,M

−1Am−1r0) (5.1)

où M désigne le préconditionneur et V ect(vi) l’espace vectoriel engendré par
les vecteurs vi.

Le principe de recherche de xm dans un algorithme de gradient conjugué
préconditionné est le suivant :

xm ∈ x0 + κm(M−1A, r0) (5.2)

rm ⊥A κm(M−1A, r0) (5.3)

⊥A désigne l’orthogonalité entre deux vecteurs au sens du produit scalaire
défini par A. L’algorithme du gradient conjugué ne s’applique donc qu’à des
matrices symétriques définies positives permettant ainsi de définir ce produit
scalaire. L’algorithme correspondant est donné par 2.
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5. Problème avec défaut : méthode de résolution et application

Algorithme 2 Gradient conjugué préconditionné réorthogonalisé

0/ x0 une donnée initiale
1/ Résolution du problème auxiliaire Mr0 = B − Ax0 pour obtenir la pre-
mière direction de recherche
for i = 1, 2 . . . do

2/ Résolution du problème auxiliaire Mzi−1 = ri−1 pour obtenir une nou-
velle direction de recherche
3/ Orthogonalisation des directions de recherche au sens de A

pi = zi−1

for k = 1 . . . i − 1 do

hk,i = (pi, pk)A

pi = pi − hk,ipk

end for

4/ Minimisation de l’énergie potentielle
qi = Api

αi = pT
i−1ri−1/p

T
i qi

5/ Actualisation de la solution et du résidu
xi = xi−1 + αipi

ri = ri−1 − αipi

6/ Test de la convergence
end for
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5.2. Choix du préconditionneur

Ici le préconditionnement est présenté à gauche mais est équivalent à un
préconditionnement à droite ou symétrique ; dans ce cas une décomposition
de Cholesky de M est effectuée. Théoriquement, les nouvelles directions de re-
cherche générées par le processus itératif n’ont besoin d’être réorthogonalisées
que par rapport à la dernière direction. Cependant, en pratique la relation de
conjuguaison est perdue rapidement au fil des itérations (environs 10 itéra-
tions), une réorthogonalisation est donc nécessaire et est présente dans l’algo-
rithme 2. Avec cette procédure supplémentaire le gradient conjugué devient
presque aussi coûteux que le GMRes.

Le lecteur pourra trouver de plus amples détails sur le gradient conjugué
dans (Saad, 2000), notamment concernant la convergence du gradient conjugué
qui est donnée par la relation suivante :

‖x − xm‖A ≤ 2

(√
κ − 1√
κ + 1

)m

‖x − x0‖A (5.4)

où κ est le conditionnement de la matrice à ”inverser”, c’est à dire le rapport
de la valeur propre maximum sur la valeur propre minimum. On appellera ρ :

ρ =

√
κ − 1√
κ + 1

(5.5)

Le choix d’un préconditionneur permet une convergence plus rapide car κ
diminue, il est donc crucial. En pratique ces estimations sont souvent trop ma-
jorantes car la totalité du spectre n’intervient pas, seule une partie est activée.

Une étude plus précise introduisant la notion de spectre de Ritz (Paige
et al., 1995) permet de mieux apprécier le taux de convergence de la méthode.
Les valeurs de Ritz, sont les valeurs propres de l’opérateur à inverser projeté
sur le sous-espace de Krylov. Ces valeurs convergent vers les valeurs propres de
l’opérateur préconditionné par valeur inférieure et peuvent être calculées faci-
lement au cours des itérations de l’algorithme comme presenté dans (Gosselet,
2003).

5.2 Choix du préconditionneur

Le choix d’un préconditionneur est crucial dans l’utilisation des techniques
de Krylov, celui-ci doit être proche du comportement réel et doit permettre
une résolution rapide. On s’oriente alors sur un préconditionneur permettant
de découpler le problème sur les modes de Fourier étendus.
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Remarque Préliminaire :
Dans ses travaux sur le calcul d’effet de bord dans les plaques trouées, O. Allix
(Allix, 1992, 1989) utilise comme préconditionneur un comportement moyen
permettant de découpler totalement les modes de Fourier. Ainsi, il met en place
une méthode de résolution optimisée de problèmes élastiques qui sera utilisée
par la suite en non linéaire. Il est à noter que dans son étude sur les plaques,
l’utilisation de modes étendus n’est pas possible compte tenu de l’anisotropie
du matériau étudié.

De la même manière, le problème du tube sain pourrait être résolu par l’in-
termédiaire de ce type de préconditionneur découplant totalement les modes
de Fourier, ce qui rendrait possible l’utilisation d’un code de calcul standard.
Cependant, l’expérience menée sur un tube [+/22.5/− 22.5] en flexion montre
qu’il faut au moins 15 itérations pour converger alors que le calcul direct est
possible à un coût très réduit avec la méthode présentée ici. En effet, le coût
de la résolution d’un problème posé sur une bande est seulement 4 fois plus
cher. Ce choix de préconditionneur n’est donc pas privilégié .

Le choix effectué est de prendre comme préconditionneur un comportement
de tube axisymétrique. Différents cas sont alors envisageables comme le tube
sain (γ = 1), le tube avec défaut axisymétrique (γ = −1) ou le comportement
moyen (γ = 0). On va montrer que ces préconditionneurs sont équivalents dans
le cadre d’un défaut suivant la relation 4.39. Les préconditionneurs mentionnés
précédemment peuvent s’écrire sous la forme :

M = K̃0 + γK̃ (5.6)

Pour étudier leur influence sur le conditionnement du système, étudions le
problème aux valeurs propres généralisé suivant (δ valeur propre et Ũ vecteur
propre associé) :

−1∑

α−A

β−αK̃Ũm+α + (K̃0 − δ(K̃0 + K̃γ))Ũm +
A+1∑

1

β−αK̃Ũm+α = 0 (5.7)

Après diagonalisation, ce problème s’écrit :

−1∑

α−A

β−αλum+α + (1 − δ(1 + λγ))um +
A+1∑

1

β−αλum+α = 0 (5.8)

Connaissant λ, la solution de ce problème (δ, u) est simple à calculer, une
résolution directe est possible car le problème est de petite taille. Soit r une
valeur propre solution du problème préconditionné par K̃0 suivant :
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5.3. Évaluation du conditionnement et validation à posteriori de l’ordre de
troncature

−1∑

α−A

β−αλum+α + (1 − r)um +
A+1∑

1

β−αλum+α = 0 (5.9)

alors :

δ =
r(λ)

1 + γλ
(5.10)

or, en pratique, δmax est une fonction croissante par rapport à λ et δmin

une fonction décroissante. C’est donc λmax qui intervient dans le calcul de δmin

ou δmax. Le conditionnement de l’opérateur préconditionné à inverser est donc
indépendant de γ. Ici encore, c’est l’amplitude maximum du défaut qui donne
des informations sur le calcul.

Remarque : dans le cas d’un défaut axisymétrique, cette démarche ne s’ap-
plique pas car λ = 0 donc γ n’intervient pas. En fait dans ce cas, le précondi-
tionneur moyen correspond à l’opérateur à inverser, le calcul est alors direct.

Le conditionnement κ de l’opérateur préconditionné est donc indépendant
du choix de γ. Ce résultat est bien vérifié en pratique. Le choix le plus simple
est alors de prendre le comportement du tube sain (comportement initial non
endommagé) comme préconditionneur.

5.3 Évaluation du conditionnement et valida-

tion à posteriori de l’ordre de troncature

5.3.1 Conditionnement de la méthode

Le conditionnement peut être calculé facilement en fonction de λ, en sui-
vant la même démarche que celle permettant de calculer la solution tronquée.
D’autre part, sur l’exemple simple illustrant le chapitre précédent (paragraphe
4.5.1) pour lequel le pré-endommagement varie en :

d = 0.5 + 0.45cos(θ) (5.11)

il est possible de calculer directement les valeurs propres de l’opérateur pré-
conditionné.

Le tableau 5.1 compare les conditionnements de l’opérateur tronqué pré-
conditionné à inverser. Ils ont été obtenus soit directement par calcul, soit de
manière théorique pour une troncature à l’ordre 1, 2 ou 24. Les conditionne-
ment sont bien en accord entre la théorie et le calcul.
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5. Problème avec défaut : méthode de résolution et application

N κcalcul κtheorique

1 4.5001 4.5005
2 8.0659 8.0671
24 18.4494 18.6510

Tableau 5.1 – Comparaison des conditionnements théoriques et calculés

La figure 5.1 montre l’évolution de l’erreur au cours des itérations du gra-
dient conjugué pour N = 24. Cette courbe permet d’évaluer un taux de conver-
gence ρ maximum, à comparer avec le taux maximum théorique (tableau 5.2).
Tout le spectre n’étant pas activé lors du gradient conjugué, celui-ci converge
toujours plus vite en pratique que dans l’étude théorique.
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Figure 5.1 – Évolution de l’erreur au cours des itérations

N ρcalcul ρtheorique

1 0.26 0.36
2 0.39 0.48
24 0.61 0.62

Tableau 5.2 – Comparaison entre taux de convergence réel et théorique
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5.4. Mise en oeuvre du gradient conjugué et échantillonnage

5.3.2 Validation à posteriori de l’ordre de troncature

Les valeurs propres de l’opérateur préconditionné étant liées au paramètre
λ, il est possible d’estimer celui-ci. Après estimation, une vérification de l’ordre
de troncature peut être effectuée. Dans le cas simple présenté ici (où l’endom-
magement varie sur un mode : paragraphe 4.5.1) κ est donné par :

κ =
1 + λmax

1 − λmax

(5.12)

Le tableau 5.3 donne deux exemples de validation (ou non) à posteriori de
l’ordre de troncature. Dans le cas présenté, un développement à l’ordre 1 n’est
pas suffisant pour obtenir une erreur énergétique relative sur la description
circonférentielle inférieure à 10−4 alors que le calcul effectué sur 24 modes donne
un résultat correct. Le passage d’une description erronée à une description
correcte impose de prendre au moins trois modes étendus.

troncature (N) 1 24
taux de convergence estimé ρ 0.36 0.61

conditionnement estimé κ 4.5 18.44
λ estimé 0.45 0.44

ordre de troncature nécessaire 3 3
calcul validé NON OUI

Tableau 5.3 – Validation à posteriori de l’ordre de troncature

Remarque : Il est aussi possible de faire ce raisonnement à partir des va-
leurs de Ritz (Paige et al., 1995; Saad, 2000) facilement calculables dans le
gradient conjugué. En effet, ces valeurs convergent vers les valeurs propres du
système préconditionné et permettent ainsi d’estimer λ.

5.4 Mise en oeuvre du gradient conjugué et

échantillonnage

5.4.1 Influence du repliement de spectre sur la conver-

gence

Dans ce chapitre, la résolution du système couplé a été présentée avec une
représentation complexe des développements en séries de Fourier et en insis-
tant sur le point de vue matriciel. En pratique, le développement est représenté
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5. Problème avec défaut : méthode de résolution et application

sous forme réelle comme au chapitre 3 (cosinus et sinus) et les matrices élémen-
taires ne sont en général pas assemblées ni même calculées (sauf pour illustrer
le paragraphe précédent avec des défauts uniquement sur les interfaces).

On cherche à résoudre :

a(u, v) = l(v) ∀v ∈ U0 (5.13)

Pour cela on utilise les résolutions du problème de préconditionneur :

m(u, v) = li(v) ∀v ∈ U0 (5.14)

li(v) représente un second membre variant au cours des itérations. Le choix du
préconditionneur permet un découplage sur les modes étendus, le chargement
l(v) doit donc au préalable être décomposé sur les modes.
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5.4. Mise en oeuvre du gradient conjugué et échantillonnage

L’algorithme 3, reprend les différentes étapes du gradient conjugué précon-
ditionné.

Algorithme 3 Mise en oeuvre du gradient conjugué

0/ x0 une donnée initiale
1/ Obtention de la première direction de recherche

a/ Décomposition du résidu (FFT)
l0(v) = l(v) − a(x0, v)

b/ Résolution du problème de préconditionneur (Fourier + IFFT)
Trouver z0 vérifiant m(z0, v) = l0(v) ∀v ∈ U0

for i = 1, 2 . . . do

2/ Orthogonalisation des directions de recherche au sens de A
pi = zi−1

for k = 1 . . . i − 1 do

hk,i = (pi, pk)A

pi = pi − hk,ipk

end for

3/ Minimisation de l’énergie potentielle
αi = (l(di) − a(xi, di))/a(pi, pi)

4/ Actualisation de la solution
xi = xi−1 + αipi

5/ Actualisation du résidu et décomposition (FFT)
li(v) = l(v) − a(xi, v)

7/ Tester la convergence et continuer si nécessaire
6/ Chercher une nouvelle direction de recherche (Fourier + IFFT)

Trouver zi−1 vérifiant m(zi−1, v) = li(v) ∀v ∈ U0

end for

Le développement en série de Fourier n’intervient que lors des résolutions
du préconditionneur (étapes 1b et 6 ). Durant les autres étapes, les données
sont représentées sous forme échantillonnée. Le passage entre ces deux repré-
sentations doit donc être fait correctement.
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5. Problème avec défaut : méthode de résolution et application

Deux opérations sont spécifiques à la formulation Fourier, le calcul mode
par mode des forces nodales résultant d’un état de contrainte, et le calcul du
produit scalaire. Soit un état de contrainte (σ, F ) et de déformation (ǫ, [U ])
pour les plis et les interfaces. Notons Pi le travail virtuel des efforts intérieurs,
donné par :

Pi = −
∫

Ωplis

σT ε∗Ω −
∫

Γint

F T [U ]∗Ω (5.15)

= −
∫

Ωplis

(

σ0 +
N∑

n=1

Rnσ+n + R−nσ−n

)T (

ε∗0 +
N∑

n=1

Rnε
∗
+n + R−nε

∗
−n

)

dΩ

−
∫

Γint

(

F0 +
N∑

n=1

PnF+n + P−nF−n

)T (

[U ]∗0 +
N∑

n=1

Pn[U ]∗+n + P−n[U ]∗−n

)

dΓ

En intégrant par rapport à θ, on obtient :

Pi = −
∫

bande∩Ωplis

(

2πσT
0 ε∗0 + π

N∑

n=1

(
σ+n

σ−n

)T (
ε∗+n

ε∗−n

))

dΓ

−
∫

bande∩Γint

(

2πF T
0 [U ]∗0 + π

N∑

n=1

(
F+n

F−n

)T (
[U ]∗+n

[U ]∗−n

))

ds(5.16)

Cette dernière expression permet de calculer les forces nodales résultant
d’un état de contrainte donné, pour cela il suffit d’effectuer une discrétisation
éléments finis comme au chapitre 3. De même cette expression permet de calcu-
ler le produit scalaire entre deux champs au sens de A. Pour cela, la contrainte
doit être calculée avec le comportement A.

Pour le moment, le calcul de cette contrainte était présenté de façon conti-
nue par rapport à l’angle polaire :

σ(θ) = K(θ)ε(θ) (5.17)

En pratique, les différentes quantités (déplacement, déformation, contrainte,
comportement) ne sont pas décrites de manière continue mais échantillonnée.
On a donc :

σ(θi) = K(θi)ε(θi) (5.18)

avec

θi = i
2π

nech

∀i ∈ [0, nech − 1] (5.19)
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5.4. Mise en oeuvre du gradient conjugué et échantillonnage

nech est le nombre de points d’échantillonnage par circonférence.

Il ne s’agit alors plus d’effectuer une décomposition en série de Fourier
classique d’un signal continu mais de calculer la transformée de Fourier discrète
(grâce à une FFT) d’un signal échantillonné. La fréquence d’échantillonnage
est fe = nech

2π
. Le spectre résultant consiste alors en la recopie du spectre du

signal continu avec une période nech

2π
. Afin d’éviter les problèmes de repliement

de spectre, le théorème de Shannon nous impose de vérifier :

2fmax ≤ fe (5.20)

où fmax est la plus haute fréquence contenue dans le signal continu. Ici on
cherche à représenter correctement le signal jusqu’à une fréquence :

fmax =
N

2π
(5.21)

Au delà, la troncature intervient. La vision échantillonnée est donc équiva-
lente à la vision continue si :

nech ≥ 2N (5.22)

Dans le cas contraire, le résidu est mal estimé, les propriétés d’orthogona-
lité nécessaires au bon fonctionnement du gradient conjugué sont perdues. Ce
dernier peut ne pas converger à cause du repliement de spectre.

Remarque : Sous forme matricielle, le problème de repliement de spectre
porte uniquement sur la construction initiale du second membre. Si celui est
faux, l’algorithme converge correctement mais vers une solution fausse.

Afin d’illustrer l’effet du repliement de spectre sur la convergence du gra-
dient conjugué, prenons un exemple simple. Soit un tube [+22.5] constitué
d’un pli G969/RTM6 en flexion. Un pré-endommagement est imposé sur le
coefficient de cisaillement G12 (figure 5.2).

d12 = 0.5 + 0.25 cos(kθ) avec k ∈ [1, 10] (5.23)

On fait varier le nombre de points d’échantillonnage nech = 2a ainsi que le
nombre de modes N = 2b ≤ nech. Le tableau 5.4 donne le nombre d’itérations
à convergence du gradient conjugué. Sur la diagonale, dans certains cas, le
gradient conjugué ne converge pas.
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Figure 5.2 – Évolution de d12 pour k = 2

N = 2b ≤ nech = 2a a=1 a=2 a=3 a=4 a=5 a=6
b=1 NC 5 5 4 4 4
b=2 NC 8 4 4 4
b=3 NC 4 4 4
b=4 NC 8 8
b=5 10 8
b=6 10

Tableau 5.4 – Nombre d’itérations à convergence en fonction de l’échantillon-
nage
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5.4. Mise en oeuvre du gradient conjugué et échantillonnage

Il faut deux fois plus de points d’échantillonnage que de modes de calcul
afin d’implémenter correctement l’algorithme du gradient conjugué dans le
cadre Fourier. Cependant, prendre plus de points d’échantillonnage n’est pas
nécessaire. En effet, si la déformation est donnée sur N modes, il convient
d’avoir des coefficients corrects du développement en série de la contrainte sur
N modes (d’où au moins 2N points d’échantillonnage), au delà les coefficients
ne sont plus pris en compte par la troncature du champ de déformation.

5.4.2 Influence de la représentation du défaut sur la

convergence

Pour le moment, le développement en série de Fourier du comportement
était supposé maintenir les propriétés de positivité de la matrice de Hooke.
Cependant, le défaut étant décrit de manière discrète, il est difficile de vérifier
que l’endommagement introduit ne dépasse pas 1. Une attention particulière
doit donc être portée au développement en série de Fourier du comportement.
En effet, l’endommagement est donné sous forme échantillonnée comme sur la
figure 5.3 par exemple, où 64 points d’échantillonnage sont utilisés.
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Figure 5.3 – Exemple d’endommagement aux points d’échantillonnage

À partir de la FFT de cette collection de points, il est possible de re-
construire la fonction en tout point. Sur la figure 5.4 est représentée cette
reconstruction pour 32 modes.

De par la présence d’un palier à 1 (et à 0), l’endommagement reconstruit
présente des dépassements au niveau des zones de transition. L’opérateur en-
dommagé n’est alors plus positif ce qui, comme on le montrera plus tard, pourra
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Figure 5.4 – Reconstruction de l’endommagement sur 32 modes

créer des problèmes quant à l’utilisation d’un algorithme de gradient conjugué.
Décrire un palier sans engendrer d’endommagement supérieur à un, impose à
ce palier d’être légèrement sous l’unité. La figure 5.5 montre l’évolution de
l’endommagement maximum en fonction du nombre de modes utilisés dans la
série de Fourier. Suivant le nombre de modes utilisé, il faudra donc appliquer
un coefficient correcteur différent pour ramener l’endommagement maximum
à un.

Prenons l’exemple d’un tube [+20/ − 20/0/ − 20/ + 20] constitué de plis
G939/M18 en traction. Un défaut de longueur 22 mm est initié à l’interface
intérieure [+20/ − 20]. La forme de celui-ci est présentée sous forme échan-
tillonnée sur la figure 5.3. Aucune précaution n’étant prise, l’endommagement
reconstruit à partir de la FFT dépasse un. La figure 5.6 montre l’évolution
de l’erreur au cours des itérations du gradient conjugué. On remarque bien
que l’algorithme ne converge pas. On verra, dans le paragraphe suivant, qu’en
prenant un endommagement légèrement inférieur à un alors la convergence du
gradient conjugué ne pose pas de problème.

La description de l’endommagement sous forme échantillonnée n’étant pas
dissociée de sa description continue sous forme de série, il est important d’y por-
ter une attention particulière sans laquelle l’algorithme de gradient conjugué
peut ne pas converger. En pratique, il est envisageable de reconstruire l’en-
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Figure 5.5 – Évolution de l’endommagement maximum en fonction de l’ordre
de troncature de la série de Fourier
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Figure 5.6 – Non convergence du gradient conjugué
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dommagement en un plus grand nombre de points à partir de la FFT portant
sur les points d’échantillonnage, il est alors possible de vérifier que l’opérateur
à inverser reste défini positif et que le gradient conjugué est applicable.

5.5 Application

Soit un tube [+20/−20/0/−20/+20] consitué de plis tissés G939/M18 en
traction. Un défaut entrant dans le cadre des résultats du chapitre précédent
est initié à l’interface intérieure [+20/−20]. Celui-ci a une longueur de 22 mm,
il dépasse donc l’extrémité du manchon en titane. La longueur de recouvrement
de ce dernier est de 20 mm. L’évolution de ce défaut suivant une circonférence
est donné figure 5.7, l’endommagement correspondant ne dépasse pas 0.99. Le
maillage retenu pour effectuer le calcul est assez fin, deux éléments sont utilisés
dans l’épaisseur de chaque pli. Le maillage est présenté figure 5.8. 64 modes
de calcul sont utilisés et 128 points d’échantillonnage par circonférence. Ce
maillage comporte au total 1.3 millions de degrés de liberté réels. Une modé-
lisation 3D équivalente ferait intervenir environs 5 millions de degrés de liberté.
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Figure 5.7 – Description circonférentielle d’un défaut

L’erreur estimée (équation 4.54) est de l’ordre de 10−7 si on considère que
les plis participent de moitié dans la rigidité du problème condensé sur l’inter-
face. Malgré la taille du problème assemblé, le problème aux valeurs propres
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Figure 5.8 – Maillage fin d’une section

condensé sur les interfaces reste petit et peut être résolu sans difficulté. Ici en-
core, on peut remarquer numériquement que les plis adjacents participent de
moitié dans la rigidité condensée sur le défaut. L’erreur énergétique commise
sur la description circonférentielle est donc de l’ordre de 10−7.

L’algorithme du gradient conjugué converge en 30 itérations. La courbe de
convergence de l’algorithme est donnée figure 5.9. On peut remarquer un pic à
la douzième itération, celui-ci est dû à une valeur de Ritz négative, cependant,
elle ne vient pas altérer beaucoup la vitesse de convergence.
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Figure 5.9 – Convergence du gradient conjugué

Bien que proche de l’extrémité du manchon, la zone de raccord reste cor-
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recte. La figure 5.10 montre sous forme développée l’endommagement inséré
dans l’interface intérieure. Les figures 5.11, 5.12 et 5.13 montrent les niveaux
des contraintes sur cette interface. Aucun effet indésirable n’est observé au ni-
veau du raccord (z = 40 mm). L’effet de bord libre (z = 5 mm) est visible mais
bien inférieur à la concentration de contrainte créée à l’extrémité du manchon.
Au niveau du défaut, la contrainte est presque nulle. Celui-ci génère un effet
de bord à son extrémité, cependant lui aussi, reste inférieur de moitié à celui
généré par le manchon.

Figure 5.10 – Pré-endommagement dans l’interface intérieure [+20/ − 20]

Figure 5.11 – Évolution de σzr (en MPa) dans l’interface intérieure [+20/−20]
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Figure 5.12 – Évolution de σrr (en MPa) dans l’interface intérieure [+20/−20]

Figure 5.13 – Évolution de σrθ (en MPa) dans l’interface intérieure [+20/−20]
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5.6 Conclusion

Ce chapitre présente la mise en oeuvre d’une méthode de gradient conjugué
avec préconditionneur adaptée à la résolution du problème couplé présenté au
chapitre précédent. Le choix du préconditionneur permet de découpler les dif-
férentes harmoniques pour la résolution, celui-ci améliore grandement le condi-
tionnement de la méthode. De nombreuses transformées de Fourier intervenant,
le choix du nombre de points d’échantillonnage a été résolu. Différents exemples
ont été traités à travers le code prototype développé sous Matlab.
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Chapitre 6

Analyse des effets de bord : vers

le non linéaire

L’objectif de ce chapitre est de mettre en place les éléments de base per-
mettant d’effectuer une simulation non linéaire du comportement d’un
tube en présence de défauts. Pour cela deux aspects ont été abordés. Le
premier concerne l’intégration du comportement des méso-constituants
du stratifié. Le deuxième aspect concerne la résolution du problème non
linéaire global par un algorithme de type Newton. L’outil de calcul ac-
tuel ne permettant pas encore de traiter d’exemples réalistes, les choix
effectués ici sont illustrés sur des exemples très simples.
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6.2.1 Problème de référence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155
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6.1. Modélisation du matériau

6.1 Modélisation du matériau

6.1.1 Modélisation des plis

6.1.1.1 Description du modèle

L’objectif de ce paragraphe est de présenter une modélisation du pli tissé
G969/RTM6. Pour cela on se base sur la modélisation proposée par Hochard
(Hochard et al., 2001) portant sur les plis tissés équilibrés et faisant suite aux
travaux de Ladevèze sur les plis unidirectionnels (Ladevèze, 1986; Ladevèze et
Le Dantec, 1992).

Le modèle développé par Hochard est initialement écrit en contraintes
planes. Ayant la volonté de traiter des états de contrainte tridimensionnels
dus à des effets de bord, la modélisation a été étendue de manière très simple
au 3D, aucune variable d’endommagement n’étant ajoutée. Les variables d’en-
dommagement notées d1 et d2 permettent de décrire la rupture fragile des fibres
dans les sens châıne (noté par un indice 1) et trame (noté par un indice 2).
Afin de différencier la fermeture de l’ouverture des fissures, on fait intervenir
la partie positive des contraintes notée < . >+. Celle-ci permet de dissocier
l’énergie de traction de celle de compression et ainsi de mettre en place le
coté unilatéral du contact dans les micro-défauts. En cisaillement, des micro-
fissures apparaissent et font chuter la rigidité. Cette chute est modélisée par
un endommagement d12 portant sur le module de cisaillement G12.
Les paramètres initiaux sont notés avec un exposant 0, E0

1 représente le module
d’Young initial dans la direction châıne alors que E1 est le module endommagé
par exemple. L’énergie de déformation locale s’écrit alors de la manière sui-
vante :

ed = 1
2

[
< σ11 >2

+

E0
1(1 − d1)

+
< σ11 >2

−

E0
1

+
< σ22 >2

+

E0
2(1 − d2)

+
< σ22 >2

−

E0
2

+
σ2

12

G0
12(1 − d12)

− 2
ν0

12

E0
1

σ11σ22

+
σ2

33

E0
3

+
σ2

13

G0
13

− 2
ν0

13

E0
1

σ11σ33 +
σ2

23

G0
23

− 2
ν0

23

E0
2

σ22σ33

]

(6.1)

Les deux premières lignes représentent ici l’énergie de déformation en contraintes
planes, forme postulée dans le modèle initial par Hochard.

Les forces thermodynamiques associées aux différents endommagements
(d1, d2, d12) sont notées (Yd1

, Yd2
, Yd12

). Elles sont issues des relations suivantes :
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Yd1
=

∂ed

∂d1

∣
∣
∣
∣
σ

(6.2)

Yd2
=

∂ed

∂d2

∣
∣
∣
∣
σ

(6.3)

Yd12
=

∂ed

∂d12

∣
∣
∣
∣
σ

(6.4)

En s’inspirant des plis unidirectionnels, on suppose que les fissures se déve-
loppent de manière instable dans l’épaisseur du pli, on fera donc l’hypothèse
que les variables d’endommagement sont uniformes dans l’épaisseur d’un pli
comme dans (Ladevèze et Le Dantec, 1992). De plus, cette hypothèse permet
de régulariser le modèle dans la direction hors plan ce qui évite les problèmes
de dépendance au maillage et de localisation dans cette direction. Les variables
d’endommagement sont alors pilotées par des forces thermodynamiques méso-
scopiques notées avec un exposant m. Celles-ci s’écrivent :

Y m
d1

= << Yd1
>>=

1

2

<<< σ11 >2
+>>

E0
1(1 − d1)2

(6.5)

Y m
d2

= << Yd2
>>=

1

2

<<< σ22 >2
+>>

E0
2(1 − d2)2

(6.6)

Y m
d12

= << Yd12
>>=

1

2

<< σ2
12 >>

G0
12(1 − d12)2

(6.7)

où << . >> représente la moyenne dans l’épaisseur d’un pli.

Les lois d’évolution sont données dans (Bordreuil et al., 2003; Bordreuil et
Hochard, 2004). Pour la rupture fragile des fibres, les forces thermodynamiques
mésoscopiques sont comparées à des seuils :

d1 = 0 si Y m
d1

< Y1f sinon d1 = 1 (6.8)

d2 = 0 si Y m
d2

< Y2f sinon d2 = 1 (6.9)

Dans (Lahellec et al., 2005), il est montré que ce critère local de rupture
ne suffit pas. Il est nécessaire d’introduire une longueur caractéristique per-
mettant de prédire la rupture des fibres. On peut rapprocher le rôle de cette
longueur de celui de l’épaisseur du pli pour le cisaillement. Celle-ci pourrait
permettre plus tard de régulariser le modèle d’endommagement et éviter la
dépendance au maillage dans le plan des plis. Pour les plis unidirectionnels,
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c’est une autre solution limitant le taux d’endommagement qui est choisie.

En ce qui concerne le développement de d12, le couplage entre traction et
cisaillement est pris en compte par l’intermédiaire de la force thermodynamique
équivalente Y et de sa valeur maximum au cours du temps Y :

Y (t) = α1Y
m
d1

+ α2Y
m
d2

+ Y m
d12

(6.10)

Y (t) = sup(Y (τ), τ ≤ t) (6.11)

(6.12)

L’évolution de l’endommagement dépend alors linéairement de la racine
carrée de Y :

d12 = min([

〈√

Y (t) −
√

Y0√
Yc −

√
Y0

〉

+

, 1]) (6.13)

Pour un chargement développant un endommagement d12, une déformation
anélastique sur le cisaillement apparâıt. Cette déformation anélastique est due
à un frottement possible entre les lèvres des fissures transverses. Afin de mettre
en place un modèle de plasticité associé avec écrouissage cinématique linéaire
(Bordreuil et al., 2003), les quantités taux de déformation plastique effective
et contrainte effective sont introduites :

σ̃12 =
σ12

(1 − d12)
(6.14)

˙̃εp
12 = (1 − d12)ε̇

p
12 (6.15)

(6.16)

Celles-ci vérifient :
Tr[σ̃12

˙̃εp
12] = Tr[σ12ε̇

p
12] (6.17)

L’introduction de ces deux quantités joue un rôle important dans l’introduction
du modèle de plasticité.

Les directions d’évolution de la plasticité sont données par les relations
suivantes :

− ṗ = γ̇
∂f

∂X
(6.18)

˙̃ pε12 = γ̇
∂f

∂σ̃12

(6.19)

avec ṗ le taux de déformation plastique cumulée et γ̇ le multiplicateur plastique.
La fonction seuil est donnée ci-après :

f(σ̃12, X) = |σ̃12 − X| − R0 (6.20)
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avec X la variable d’écrouissage évoluant de façon linéaire :

X = αε̃p
12 (6.21)

Remarque : Comparée à la modélisation du comportement de plis unidirec-
tionnels, le modèle présenté est très simple grâce à la présence des fibres dans
deux directions, celles-ci ayant un comportement élastique fragile.

6.1.1.2 Intégration numérique

6.1.1.2.1 Discrétisation des équations On cherche à intégrer numéri-
quement les équations précédentes, pour cela un schéma d’Euler implicite est
utilisé comme dans (Bordreuil et Hochard, 2004). Le temps est découpé en
intervalles [tn, tn+1]. La dérivée d’une quantité q au pas n + 1 est donnée par :

q̇|n+1 =
q|n+1 − q|n
tn+1 − tn

=
∆q|n+1

∆tn
(6.22)

Les forces thermodynamiques s’écrivent :

Y m
d1
|n+1 =

1

2

<<< σ11|n+1 >2
+>>

E0
1(1 − d1|n+1)2

(6.23)

Y m
d2
|n+1 =

1

2

<<< σ22|n+1 >2
+>>

E0
2(1 − d2|n+1)2

(6.24)

Y m
d12

|n+1 = 2G0
12 << (εe

12|n+1)
2 >> (6.25)

Les lois d’évolution s’écrivent pour les ruptures de fibres : :

d1|n+1 = 0 si Y m
d1
|n+1 < Y1f sinon d1|n+1 = 1 (6.26)

d2|n+1 = 0 si Y m
d2
|n+1 < Y2f sinon d2|n+1 = 1 (6.27)

Pour l’endommagement sur le cisaillement on a :

Y |n+1 = α1Y
m
d1
|n+1 + α2Y

m
d2
|n+1 + Y m

d12
|n+1 (6.28)

Y |n+1 = max([Y |n+1, Y |n]) (6.29)

d12|n+1 = min([

〈√

Y |n+1 −
√

Y0√
Yc −

√
Y0

〉

+

, 1]) (6.30)

Enfin en ce qui concerne la plasticité, les équations deviennent :
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− ∆p|n+1 = ∆γ|n+1
∂f

∂X
|n+1 (6.31)

∆ε̃p
12|n+1 = ∆γ|n+1

∂f

∂σ̃12

|n+1 (6.32)

f(σ̃12|n+1, X|n+1) = |(σ̃12|n+1 − X|n+1)| − R0 (6.33)

X|n+1 = αε̃p
12|n+1 (6.34)

On remarque que le calcul des indicateurs d’endommagement des fibres est
découplé de celui de (d12, ε

p
12). De plus celui-ci doit être effectué au préalable.

6.1.1.2.2 Résolution de d1 et d2 Connaissant (ε11|n+1, ε22|n+1, ε33|n+1) et
(d1|n, d2|n), il est simple de calculer (d1|n+1, d2|n+1) avec l’algorithme 4.

Algorithme 4 Résolution de (d1|n+1, d2|n+1)

if di|n = 1 pour i = 1 et 2 then

di|n+1 = 1
else

σii|n+1 = K(d1|n+1, d2|n+1)εii|n+1 ∀ii ∈ [11, 22, 33]

Y m
di
|n+1 = 1

2

<<<σii|n+1>2
+

>>

E0
i

if Y m
di
|n+1 < Yif then

di|n+1 = 0
Y m

di
|n+1 = Yif

else

di|n+1 = 1
end if

end if
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Remarque : la force thermodynamique associée à di intervenant plus tard,
celle-ci est mise à Yif si l’endommagement correspondant est à 1 pour ne pas
engendrer de problème.

6.1.1.2.3 Résolution de d12 et εp
12 Dans le cadre du cisaillement, deux

inconnues sont à déterminer : l’endommagement et la déformation plastique. La
plasticité est généralement traitée par un algorithme de retour radial (Moreau,
1977; Ortiz et Simo, 1986) alors que l’intégration de l’endommagement passe
souvent par l’utilisation d’un point fixe. Deux points de vue sont alors possibles
suivant l’arrangement de ces deux algorithmes. Le premier consiste à placer le
point fixe dans le retour radial et le second à placer le retour radial dans le
point fixe. Le premier point de vue sera nommé pilotage par la déformation
plastique, le deuxième pilotage par l’endommagement. Ces deux points de vue
sont comparés dans ce paragraphe.

6.1.1.2.3.1 Pilotage par la déformation plastique Le premier point
de vue considère la résolution de la déformation plastique en premier lieu, un
algorithme de type retour radial est alors utilisé comme dans (Gornet, 1996)
pour les plis unidirectionnels avec endommagement uniforme dans l’épaisseur
et (Bordreuil et al., 2003) pour les plis tissés. Les modélisations utilisées dans
ces travaux mettent en oeuvre un écrouissage isotrope non-linéaire qui rend le
travail plus compliqué que pour un écrouissage cinématique linéaire. De plus,
comme l’endommagement apparâıt au coeur de la boucle de retour radial et
que celui-ci est non-local, le problème à résoudre couple les multiplicateurs
plastiques.

L’algorithme de retour radial consiste à effectuer une prédiction élastique
puis, si nécessaire, à corriger ce résultat par une déformation plastique. Cette
méthode repose sur la partition de la déformation totale comme la somme de la
déformation élastique et de la déformation plastique. Ce paragraphe présente
cette méthode en l’appliquant directement au modèle à intégrer.

La quantité q relative au point d’intégration g est notée q[g]. L’exposant
i = 0 correspond à la prédiction élastique, i étant l’exposant relatif aux itéra-
tions du retour radial.

La première étape consiste à effectuer une prédiction élastique, c’est à dire
à considérer :

∆γ[g]|0n+1 = 0 (6.35)

d’où :
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σ̃12[g]|0n+1 = σ̃12[g]|n + 2G0
12∆ε12[g]|n+1 (6.36)

X[g]|n+1 = X[g]|n (6.37)

Le critère à vérifier s’écrit alors :

f [g]|0n+1 = f(σ̃12[g]|0n+1, X[g]|n) ≤ 0 (6.38)

Comme il a déjà été précisé, ce critère est donné simultanément pour tous
les points d’intégration appartenant à la même zone d’intégration (ici dans
l’épaisseur du pli).

Si pour tout point g de la zone d’intégration f [g]|0n+1 ≤ 0 alors l’hypothèse
d’évolution purement élastique est vérifiée et on peut mettre à jour les différents
champs.

σ̃12[g]|n+1 = σ̃12[g]|0n+1 (6.39)

ε̃p
12[g]|n+1 = ε̃p

12[g]|0n (6.40)

εp
12[g]|n+1 = εp

12[g]|0n (6.41)

Une mise à jour de d12|n+1 est alors effectuée à partir de ε12|n+1 − εp
12|n+1.

Si le critère n’est pas vérifié, c’est à dire si ∃g, f [g]|0n+1 > 0 alors l’hypo-
thèse d’évolution purement élastique n’est pas vérifiée et la mise à jour des
multiplicateurs plastiques ∆γ[g]|n+1 est nécessaire. Ceux-ci sont couplés par le
coté non-local de l’endommagement.

Soit :
δγ[g]|i+1

n+1 = ∆γ[g]|i+1
n+1 + ∆γ[g]|in+1 (6.42)

notre inconnue est ici δγ|i+1
n+1. Afin de déterminer les multiplicateurs plas-

tiques, on cherche à revenir sur le convexe d’élasticité. Pour cela, le critère
de plasticité est développé au premier ordre autour du point courant, ce qui
donne :

0 = f(σ̃12[g]|in+1, X[g]|in+1) +

(
∂f

∂σ̃12

∂σ̃12

∂∆γ

)

[g]|in+1δγ[g]|i+1
n+1

+

(
∂f

∂X

∂X

∂∆γ

)

[g]|in+1δγ[g]|i+1
n+1 (6.43)

Or on a :

s[g] =
∂f

∂σ̃12

[g]|in+1 = signe(σ̃12[g]|0n+1 − X[g]|0n+1) (6.44)
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Car en tout point g :

σ̃12[g]|in+1 = 2G0
12 (ε12[g]|n+1 − εp

12[g]|n) (6.45)

−2G0
12

1

1 − d12[g]|in+1

∆ε̃p
12[g]|in+1

= σ̃12[g]|0n+1 − 2G0
12

1

1 − d12[g]|in+1

(6.46)

∆γ[g]|in+1signe(σ̃12[g]|in+1 − X[g]|in+1) (6.47)

et :

X[g]|in+1 − X[g]|0n+1 = α∆γ[g]|in+1signe(σ̃12[g]|in+1 − X[g]|in+1) (6.48)

de plus :

∂σ̃12

∂∆γ
[g]|in+1 = 2G0

12s[g]
1

1 − d12[g]|in+1

(6.49)

∂X

∂∆γ
[g]|in+1 = αs[g] (6.50)

car :

∆ε̃p[g]|in+1 = ∆γ[g]|in+1s[g] (6.51)

εp[g]|in+1 = εp[g]|0n+1 +
1

1 − d12[g]|in+1

∆ε̃p[g]|in+1 (6.52)

D’où la détermination de δγ[g]|i+1
n+1 par la relation :

δγ[g]|i+1
n+1 =

f(σ̃12[g]|in+1, X[g]|in+1)

2
G0

12

1−d12|in+1

+ α
(6.53)

Il convient alors de mettre à jour les différentes quantités relatives à la
plasticité. Pour cela le calcul de l’endommagement est nécessaire, il est effec-
tué par un algorithme de point fixe couplant les différents points d’intégration
à travers le calcul de la déformation élastique moyenne dans l’épaisseur du pli.
La procédure itérative est reconduite jusqu’à satisfaction du critère de retour
sur le convexe d’élasticité.

L’algorithme 5 donne une vision globale de l’intégration du comportement.
Le couplage dû à l’endommagement s’effectue à la ligne 7.

Il est à noter que le cas présent est plus simple que pour un écrouissage
isotrope comme dans (Gornet, 1996) où le problème est fortement couplé. Les
multiplicateurs plastiques sont alors déterminés à travers la résolution d’un
système d’équations.
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Algorithme 5 Résolution de (d12|n+1, ε
p[g]|n+1) : pilotage en déformation plas-

tique

1: (i=0) Prédiction élastique
2: if Critère vérifié en tout point d’intégration then

3: Point fixe pour calculer d12|n+1 {non local}
4: else {Correction plastique}
5: repeat {i=i+1}
6: Calcul des multiplicateurs plastiques δγ[g]|in+1

7: Calcul de d12|in+1 par un point fixe {non local}
8: Calcul de la déformation plastique εp[g]|in+1

9: until Critère vérifié en tout point d’intégration
10: end if

6.1.1.2.3.2 Pilotage par l’endommagement Le deuxième point de
vue considère la résolution de l’endommagement en premier lieu, un algorithme
de type point fixe est alors utilisé. La déformation plastique est déterminée au
coeur de cet algorithme c’est à dire à endommagement fixé, ce qui permet
d’utiliser un algorithme de retour radial classique. L’endommagement étant
non-local, il parait naturel de le traiter le plus en amont possible, ce qui sim-
plifie la mise en oeuvre au niveau du calcul de la plasticité. Cette méthode est
donnée par l’algorithme 6.

Algorithme 6 Résolution de (d12|n+1, ε
p|n+1) : pilotage en endommagement

1: repeat

2: Calcul de d12|n+1 {non local}
3: Retour radial pour calculer εp

12|n+1 {local}
4: until stagnation de d12|n+1

6.1.1.2.3.3 Découplage des algorithmes L’algorithme 7 donne une
variante utilisée dans les codes de calcul sur composites du LMT-Cachan
comme DSDM ou DAMLAM. Celle-ci considère indépendamment l’endom-
magement et la plasticité, un test sur la stagnation de la contrainte est alors
utilisé pour vérifier la convergence de la méthode.

Il est bien entendu possible de permuter le calcul de l’endommagement et
celui de la plasticité. Le comportement de ce nouvel algorithme est alors très
proche de l’algorithme 7.

Ces algorithmes sont très simples à implémenter, en particuler le deuxième
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Algorithme 7 Résolution de (d12|n+1, ε
p|n+1) : pilotage en endommagement

(bis)
1: repeat

2: Point fixe pour calculer d12|n+1 {non local}
3: Retour radial pour calculer εp

12|n+1 {local}
4: until stagnation de σ12|n+1

car le traitement séparé de l’endommagement et de la plasticité rend possible
l’utilisation d’algorithmes classiques dédiés à chacun des points.

6.1.1.2.3.4 Comparaison des algorithmes L’intégration du compor-
tement en cisaillement peut être mené de différentes manières, bien entendu,
celles-ci mènent vers le même résultat. Deux critères de comparaison ont été
mis en place.
Le premier concerne la simplicité d’implantation. Pour cela, les algorithmes
pilotés en endommagement sont de loin les plus faciles à mettre en place,
et ce quel que soit le type d’écrouissage considéré. Ce n’est pas le cas pour
le pilotage en déformation plastique pour lequel l’implantation se complique
beaucoup entre écrouissage cinématique linéaire et écrouissage isotrope non-
linéaire.
Le deuxième critère est le temps de calcul. Ce dernier est donné pour l’inté-
gration du comportement dans le tableau 6.1. Deux cas sont envisagés, l’in-
tégration jusqu’à contrainte maximum et jusqu’à endommagement maximum.
Pour cela une histoire de déformation totale est donnée, on considère ici un
seul point d’intégration.

Algorithme Contrainte max Endommagement max
5 : pilotage boucle plastique 0.89 s 13.57 s
6 : pilotage endommagement 0.72 s 3.18 s

7 : découplé 0.83 s 3.31 s

Tableau 6.1 – Temps d’intégration numérique du comportement en cisaillement
(en secondes)

On peut remarquer que pour les algorithmes pilotés en endommagement, les
temps sont similaires ( 5 à 10% d’écart). La convergence est atteinte en quelques
itérations seulement. Par contre, pour une intégration complète du comporte-
ment, l’algorithme piloté en déformation plastique est 4 fois plus lent. Cet
algorithme converge très difficilement lorsque l’endommagement s’approche de
1 comme il est montré figure 6.1 où le temps d’intégration du comportement

150 Stratégie de calcul et utilisation de séries de Fourier pour les tubes
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augmente très fortement lorsque l’endommagement s’approche de 1.
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Figure 6.1 – Évolution du temps d’intégration en fonction de l’endommagement

On va ici choisir l’algorithme 7 piloté en endommagement pour sa simpli-
cité de mise en oeuvre, le traitement de l’endommagement et de la plasticité
étant complètement découplés. La figure 6.2 donne l’évolution complète de la
contrainte de cisaillement σ12, de l’endommagement d12 et de la déformation
plastique ǫp

12 en fonction de la déformation ε12.
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Figure 6.2 – Évolution du comportement en cisaillement pur

6.1.1.2.4 Implantation numérique D’un point de vue informatique, l’in-
tégration du comportement ayant lieu à l’échelle du pli, on travaille par zone
d’intégration. Ces zones suivent ici l’épaisseur de chaque pli et sont détermi-
nées dès la construction du maillage. Chaque sous-structure de type pli connâıt
alors les différents groupes de points d’intégration à traiter. La relation de com-
portement, connue à l’échelle du pli et non pas au niveau des éléments ou des
points d’intégration comme c’est le cas habituellement, est appliquée directe-
ment au groupement de points.
L’architecture du code doit donc permettre l’accès à l’information au niveau
du pli, cette conception de l’intégration numérique de la loi de comportement
avec endommagement uniforme dans l’épaisseur du pli est l’une des raisons
menant à la conception du code de calcul présenté ici. En pratique, n’importe
quelle zone d’intégration peut être envisagée tant que celle-ci vit au sein d’un
méso-constituant. Il sera donc possible d’envisager une régularisation du mo-
dèle dans le plan du pli afin d’éviter les problèmes de dépendance au maillage
dans le cadre de la localisation en imposant à l’endommagement d’être uni-
forme dans un volume de taille donnée lié, par exemple, à la contexture du
tissu. Il est à noter que la procédure d’intégration du comportement présentée
dans ce paragraphe ne sera pas modifiée.
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6.1.2 Modélisation des interfaces

Les interfaces sont des entités surfaciques assurant le transfert des efforts
entre plis. Le modèle d’interface est présenté dans (Allix et Ladevèze, 1992).
La version retenue a été proposée dans (Allix et Corigliano, 1996) et identifiée
dans (Allix et al., 1998). Il a été utilisé dans le cadre des plaques trouées
dans (Allix, 1992) ou des effets de bord dans (Daudeville et Ladevèze, 1993)
pour décrire le délaminage entre plis d’unidirectionnels. Il s’agit d’un modèle
non associé à une seule variable d’endommagement présentant la particularité
de permettre de reproduire des lieux de rupture en mode mixte comme par
exemple :

(
GI

GIc

)α

+

(
GII

GIIc

)α

+

(
GIII

GIIIc

)α

= 1 (6.54)

L’interface est supposée orthotrope d’axes ( ~N1, ~N2, ~N3). La direction hors

plan est ~N3. Les directions ~N1 et ~N2 sont les bissectrices des directions des
fibres des deux plis adjacents, plis notés prime et seconde (figure 6.3).

N1’

N1

N1"

N2’
N2

N2"

Figure 6.3 – Définition des axes d’orthotropie de l’interface

L’énergie de déformation de l’interface s’écrit de la manière suivante dans
la base d’orthotropie de l’interface :

ed =
1

2

(
σ2

13

k0
1(1 − d1)

+
σ2

23

k0
2(1 − d2)

+
< σ33 >2

+

k0
3(1 − d3)

+
< σ33 >2

−

k0
3

)

(6.55)

Les forces thermodynamiques associées sont alors données par les relations
suivantes :

Yd1 =
1

2
k0

1[u1]
2 (6.56)

Yd2 =
1

2
k0

2[u2]
2 (6.57)

Yd3 =
1

2

< σ33 >2
+

k0
3(1 − d3)

(6.58)
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Comme dans la base d’orthotropie, la matrice de comportement de l’inter-
face est diagonale, on a l’écriture simple suivante :

Yd3 =
1

2
k0

3 < [u3] >2
+ (6.59)

Cette écriture permettra une intégration numérique directe du comportement,
le saut de déplacement étant connu.

Comme pour le pli endommageable, l’évolution des dégradations est gou-
vernée par une force thermodynamique Y couplant les différents modes d’ou-
verture de la zone délaminée.

Y = (Y α
d3

+ (γ1Yd1
)α + (γ2Yd2

)α)
1

α (6.60)

Cette forme simple, permet de différencier les taux de restitution d’énergie
entre les modes d’ouverture du délaminage en gardant une seule variable d’en-
dommagement. En effet, les endommagements sont supposés égaux et donnés
par la fonction w suivante :

w(Y ) =

(
n

n + 1

< Y − Y0 >+

Yc − Y0

)n

(6.61)

où :

Y (t) = sup(Y (τ), τ ≤ t) (6.62)

Notons aussi l’existence, comme pour le pli, d’un modèle avec effet re-
tard (Ladevèze, 1990; Ladevèze et al., 2000), celui-ci permettant de gérer les
problèmes de rupture et de localisation grâce à la limitation du taux d’en-
dommagement. Il existe aussi une modélisation introduisant des déplacements
anélastiques permettant de décrire le frottement dû au contact entre les lèvres
des fissures. Pour simplifier, ces modélisations ne seront pas étudiées ici.

6.2 Résolution du problème non linéaire glo-

bal

L’objectif de ce paragraphe est de présenter les algorithmes classiques de
type Newton de résolution de problèmes non linéaires.
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6.2.1 Problème de référence

Le problème de référence en statique est de trouver les champs de déplace-
ment et de contrainte (U, σ) , ∀(M, t) ∈ Ω × [0, T ] tels que :

U ∈ U (6.63)
∫

Ω

Tr[σε(U∗)]dΩ =

∫

Ω

fdU
∗dΩ +

∫

∂2Ω

FdU
∗dΓ ∀U∗ ∈ U0 (6.64)

σ = A(ε̇τ , τ ≤ t) (6.65)

6.2.2 Base des méthodes incrémentales

L’intervalle de temps [0, T ] est décomposé en sous-intervalles notés [tk, tk+1]
(∆tk = tk+1 − tk). L’histoire sur cet intervalle est approchée par exemple de
façon linéaire :

U(τ) =
τ − tk
∆tk

U(tk+1) −
tk+1 − τ

∆tk
U(tk) ∀τ ∈ [tk, tk+1] (6.66)

La quantité q est notée qk en t = tk. La relation de comportement se réécrit
alors :

σk+1 = Ã(ε(Uk+1)) (6.67)

En considérant les quantités connues au pas tk, compléter l’histoire revient
à trouver Uk+1. Pour cela, les équations d’équilibre et de liaison sont écrites au
pas tk+1 :

Uk+1 ∈ Uk+1 (6.68)
∫

Ω

Tr[Ã(ε(Uk+1))ε(U
∗)]dΩ =

∫

Ω

fdk+1
U∗dΩ +

∫

∂2Ω

Fdk+1
U∗dΓ ∀U∗ ∈ U0

(6.69)

Ce problème est désormais indépendant du temps, mais toujours non li-
néaire. Un algorithme itératif de type Newton dont le lecteur trouvera une
présentation dans (Zienkiewicz et Taylor, 2000) peut alors être utilisé pour
résoudre ce problème. Le schéma de présentation décrit dans (Ladevèze, 1996)
est utilisée ici pour sa clarté.

6.2.3 Méthodes de résolution classiques

Le problème à résoudre est composé de deux groupes d’équations :
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1. un groupe d’équations linéaires éventuellement globales en espace Adk+1
:

U ∈ Uk+1 (6.70)
∫

Ω

Tr[σk+1ε(U
∗)]dΩ =

∫

Ω

fdk+1
U∗dΩ +

∫

∂2Ω

Fdk+1
U∗dΓ ∀U∗ ∈ U0

(6.71)

2. un groupe d’équations locales en espace éventuellement non linéaires
Γk+1 :

σk+1 = Ã(ε(Uk+1)) (6.72)

La solution du problème non linéaire se trouve à l’intersection de ces deux
groupes d’équations Adk+1

et Γk+1. La famille des méthodes à deux directions
de recherche dont les méthodes de Newton font partie, consiste à itérer entre
chacun des sous-espaces en suivant deux directions de recherche K+ et K−. On
notera s = (ε, σ) et n l’exposant relatif aux itérations de cet algorithme. On
rappelle que l’indice k désigne le pas de temps considéré, celui-ci sera parfois
omis dans la suite de ce paragraphe pour alléger les notations. sn ∈ Adk+1

est

supposé connu. L’objectif est alors de trouver alternativement sn+ 1

2 ∈ Γk+1

puis sn+1 ∈ Adk+1
.

6.2.3.1 Étape locale : construction de sn+ 1

2

Le problème est de déterminer sn+ 1

2 connaissant sn. La direction de re-
cherche K+ est alors introduite, elle est positive et locale en variable d’espace.

σn+ 1

2 = Ã(εn+ 1

2 ) (6.73)

(σn+ 1

2 − σn) = −K+(εn+ 1

2 − εn); (6.74)

Pour la classe des algorithmes de type Newton, la direction de recherche
est telle que :

εn+ 1

2 = εn (6.75)

L’intégration numérique de ce comportement a été détaillé en début de
chapitre pour les plis tissés.

6.2.3.2 Étape globale : construction de sn+1

Le problème est de déterminer sn+1 connaissant sn+ 1

2 . La direction de re-
cherche K− est alors introduite, elle est positive et linéaire.

(σn+1, εn+1) ∈ Adk+1
(6.76)

(σn+1 − σn+ 1

2 ) = K−(εn+1 − εn+ 1

2 ) (6.77)
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Il convient alors de résoudre le problème élastique suivant :

∆U = Un+1 − Un+ 1

2 ∈ U0 (6.78)

0 = −
∫

Ω

Tr[K−ε(∆U)ε(U∗)]dΩ −
∫

Ω

Tr[σn+ 1

2 ε(U∗)]dΩ (6.79)

+

∫

Ω

fdk+1
U∗dΩ +

∫

∂2Ω

Fdk+1
U∗dΓ ∀U∗ ∈ U0

Les algorithmes de type Newton diffèrent dans le choix de la direction de re-
cherche K−. Pour Newton Raphson, le comportement tangent est choisi, pour
Newton sécant, le comportement courant et pour Newton modifié le compor-
tement initial. Dans ce dernier cas, la direction de recherche est constante au
cours de itérations, le calcul de celle-ci est donc moins coûteux cependant la
convergence est plus lente. Il est à noter que le comportement tangent n’est
pas nécessairement défini positif, ce qui peut engendrer des problèmes. De plus
celui-ci doit être évalué de manière consistante avec le schéma d’intégration
comme précisé dans (Simo et Taylor, 1985). On se restreint ici aux algorithmes
modifié et sécant.

6.2.4 Pilotage des calculs

Dans bien des cas, comme pour l’endommagement, la courbe contrainte
déformation d’une structure présente un pic. Ce pic indique la tenue maximum
(en contrainte) de la structure. Il n’est donc pas envisageable de chercher une
solution équilibrant un chargement au delà de cette limite. Le pilotage en effort
n’est plus valide, il est alors nécessaire d’effectuer le pilotage sur une autre
quantité (avancée de fissure, dissipation, ouverture de fissure...) ; le chargement
correspondant devient une quantité à déterminer. Reprenons l’étape globale
précédemment exposée, l’indice k représente le pas de chargement et l’indice n
l’itération considérée.

∆U = Un+1 − Un+ 1

2 ∈ U0 (6.80)

0 = −
∫

Ω

Tr[K−ε(∆U)ε(U∗)]dΩ −
∫

Ω

Tr[σn+ 1

2 ε(U∗)]dΩ (6.81)

+

∫

Ω

λn+1
k fdk+1

U∗dΩ +

∫

∂2Ω

λn+1
k Fdk+1

U∗dΓ ∀U∗ ∈ U0

Le coefficient λn+1
k est une inconnue du problème qui sera déterminée grâce

à l’ajout d’une équation supplémentaire. En posant ∆U = δU1 + λn+1
k δU2, Le

problème initial se divise en deux :
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157



6. Analyse des effets de bord : vers le non linéaire

0 = −
∫

Ω

Tr[K−ε(δU1)ε(U
∗)]dΩ −

∫

Ω

Tr[σn+ 1

2 ε(U∗)]dΩ ∀U∗ ∈ U0

et le suivant qui est constant sur le pas de chargement :

0 = −
∫

Ω

Tr[K−ε(δU2)ε(U
∗)]dΩ +

∫

Ω

fdk+1
U∗dΩ (6.82)

+

∫

∂2Ω

Fdk+1
U∗dΓ ∀U∗ ∈ U0

En règle générale, on choisit le comportement courant comme direction de
recherche K−. Une relation supplémentaire est nécessaire afin de déterminer
λn+1

k . Différentes voies sont possibles. La première, est la recherche de la solu-
tion dans un hyperplan (Riks, 1972; Ramm, 1981) La contrainte s’écrit alors
comme suit : 〈

s
n+ 1

2

k − s0
k, s

n+1
k − s

n+ 1

2

k

〉

= 0 (6.83)

La difficulté repose sur le choix du produit scalaire, en particulier, si celui-ci
est trop global alors que le phénomène intervient de manière local (progression
d’un délaminage par exemple), alors il est difficile de piloter correctement le
calcul. Cette méthode permet de franchir les snap through mais pas les snap
back. Des techniques de type longueur d’arc (Crisfield, 1981; Hellweg et Cris-
field, 1998) sont alors utilisées. Celles-ci sont souvent associées à des techniques
de line search (Alfano et Crisfield, 2003). La recherche s’effectue dans une hy-
persphère et la contrainte s’écrit :

|sn+1
k − s0

k| = ∆l (6.84)

Ici encore, un choix judicieux de la norme à utiliser s’impose (Hellweg et Cris-
field, 1998; De Borst, 1987; Chen et Schreyer, 1990; May et Duan, 2997; Geers,
1999). De plus, la solution de ce problème n’est pas unique et il convient de
choisir correctement l’une des racines comme par exemple dans (Carrera, 1994).

Pour le moment, un algorithme de Riks est mis en place. Les premiers cas
traités étant homogènes, le produit scalaire introduit est le produit scalaire
énergétique global sur la structure. La mise en place d’un pilotage dans le
cadre d’une évolution simultanée du délaminage et de l’endommagement des
plis n’a pas été traité.

6.2.5 Accélération de convergence

La résolution d’un système non linéaire implique la résolution de nombreux
systèmes linéaires. Dans le cas où la matrice est invariante, l’utilisation d’un
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solveur de Krylov à fait ses preuves. En effet, le sous-espace engendré lors d’une
résolution peut être réutilisé pour les suivantes sans perte d’orthogonalité. Il
s’agit alors uniquement de mettre en place un algorithme de Krylov augmenté.
Dans le cas de matrices non invariantes, les propriété de conjuguaison vis à vis
de l’opérateur sont perdues d’un système à l’autre et la réutilisation des sous-
espaces de Krylov devient trop coûteuse. Pour palier à cela, les algorithmes
d’accélération de convergence GIRKS et SRKS ont été mis en place.
Le premier (Generalized Iterative Reuse of Krylov Subspaces) (Rey, 1996; Ris-
ler et Rey, 2000) est basé sur deux ingrédients. Dans un premier temps (Risler
et Rey, 2000), la solution est recherchée sur les sous-espaces de Krylov précé-
dents. Pour cela les opérateurs précédents (projetés sur leurs sous espaces de
Krylov) sont pris comme préconditionneur. Cette approximation de la solution
sert alors d’initialisation. Dans un deuxième temps, on cherche à construire un
préconditionneur optimal à partir d’un préconditionneur classique. Cette cor-
rection est approximée à partir des sous-espaces de Krylov précédents. Cet
algorithme étant basé sur des approximations, une stagnation peut apparâıtre
lorsque l’information apportée par les sous-espaces de Krylov n’est plus signi-
ficative.
Le second algorithme (Selective Reuse of Krylov Subspaces) (Gosselet et Rey,
2002; Rey et Gosselet, 2003) a pour objectif d’injecter un maximum d’informa-
tion par le biais d’une sélection de vecteurs propres obtenus sur les opérateurs
précédents. Ceux-ci sont supposés proches de l’opérateur courant dans le cadre
de l’utilisation d’un bon préconditionneur. Le choix des vecteurs propres est
effectué par le biais des valeurs de Ritz les mieux convergées des résolutions
précédentes.
Ces techniques n’ont pas été mises en place ici mais semblent prometteuses.

6.2.6 Choix des directions de recherche

Dans ce paragraphe on s’intéresse au choix de la direction de recherche
globale K− à utiliser. Deux cas sont envisagés :

1. la direction de recherche du tube sain

2. la direction de recherche du tube endommagé

La première direction mène à un algorithme de Newton modifié où chaque
étape élastique peut être résolue directement. La deuxième mène à un algo-
rithme de Newton sécant, les différentes étapes élastiques sont résolues par
un gradient conjugué dont le préconditionneur correspond au tube sain. Les
problèmes élastiques résolus sont donc les mêmes mais apparaissent, soit direc-
tement comme direction de recherche, soit indirectement comme précondition-
neur. Il est alors possible de mettre en place un critère portant sur le nombre
de résolutions sur des cas tests simples.
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6.2.6.1 Cas test axisymétrique sans défaut

Le premier cas test envisagé est axisymétrique et ne comporte pas de dé-
faut. On étudie un tube composé d’un seul pli G939/M18 à [+45] en traction.
Le pli est ainsi sollicité de manière homogène en cisaillement. Le maillage est
réduit à 10 éléments dans la longueur du tube.
La figure 6.4 présente le nombre d’itérations nécessaires aux deux algorithmes
pour converger. On peut vérifier que l’algorithme de Newton modifie converge
ici aussi vite que Newton sécant. Cependant en nombre de résolutions de pro-
blèmes élastiques, l’algorithme de Newton modifié est un peu plus économique.
Il est à noter que pour l’algorithme de Newton modifié, ce nombre de résolution
est égal au nombre d’itérations.

0 5 10 15 20 25
10

0

10
1

10
2

pas de chargement

nombre total de resolutions : Newton secant

nombre d iterations : Newton secant

nombre total de resolutions : Newton modifie

Figure 6.4 – Coût de calcul des algorithmes de Newton modifié et Newton
sécant : cas de la traction

6.2.6.2 Cas test non-axisymétrique sans défaut

Le deuxième cas test envisagé est non-axisymétrique et ne comporte pas de
défaut. On étudie un tube composé d’un seul pli G939/M18 à [+45] en flexion
simple. Le pli est ainsi sollicité de manière hétérogène, et l’endommagement se
développe de façon non uniforme sur la circonférence.
La figure 6.5 présente le nombre d’itérations nécessaires aux deux algorithmes
pour converger. Les résultats sont les mêmes que pour le cas précédent.
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Figure 6.5 – Coût de calcul des algorithmes de Newton modifié et Newton
sécant : cas de la flexion simple

6.2.6.3 Cas test axisymétrique avec défaut axisymétrique

Le cas test suivant porte sur un tube [+45/−45] en traction. Un défaut axi-
symétrique est inséré dans l’interface entre les deux plis sur une demi-longueur
du tube. Ici encore, le maillage se résume à une vingtaine d’éléments.
On rappelle que l’objectif est de comparer la direction de recherche associée
au tube sain à la direction de recherche associée au comportement courant. La
résolution associée à cette dernière est effectuée par un gradient conjugué dont
le préconditionneur est le tube sain.
Considérons le début de l’histoire de chargement et supposons que celui-ci est
suffisamment faible pour que le tube reste dans le domaine élastique. On peut
alors comparer le coût de l’utilisation de la direction de recherche saine par
rapport à la direction de recherche sécante.

Remarque : par abus de langage on appelle ici Newton modifié un algo-
rithme de Newton utilisant la direction de recherche saine et non pas initiale
(qui présente ici un défaut).

Le tableau 6.2 donne le nombre de résolutions nécessaires à la recherche de
la solution. Dans le cas de l’utilisation du gradient conjugué, deux précondi-
tionneurs sont envisagés, le premier est le comportement moyen et le second
le comportement sain.

Bien entendu, l’algorithme de gradient conjugué présente un coût beaucoup
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Newton
« modifié »

Newton sécant (Gradient conjugué)
précond. moyen précond. sain

nombre de résolutions 9393 1 17

Tableau 6.2 – Nombre de résolutions de problèmes élastiques en fonction de
l’algorithme choisi

plus faible. En effet, dans le cadre de l’algorithme de Newton « modifié », la
recherche s’effectue suivant des directions très proches alors que pour le gra-
dient conjugué, les directions de recherche sont prises orthogonales.

6.2.6.4 Conclusion

Cette étude, ne permet pas de faire la différence entre les deux directions de
recherche sur les deux premiers exemples traités. À l’autre extrême, la présence
d’un défaut impose l’utilisation du gradient conjugué. On s’oriente donc vers
le choix d’un algorithme de Newton sécant, une étude plus poussée devra être
menée dans le futur.

6.2.7 Un premier pilotage des calculs

Comme il a été mentionné précédemment, l’utilisation d’un algorithme de
type Newton ne permet pas de simuler le comportement du tube au delà d’une
certaine charge. Dans un premier temps, on peut donc supposer que la non
convergence de l’algorithme rend compte de la charge limite du tube. Cepen-
dant, il peut être intéressant de passer ce pic afin de simuler la tenue résiduelle
de la structure. Pour cela, un premier algorithme simple de Riks a été mis en
place. Les exemples traités pour le moment étant homogènes, le pilotage du
calcul s’effectue de manière globale. Le produit scalaire utilisé pour définir la
direction de recherche (équation 6.83) est alors le produit scalaire permettant
de calculer l’énergie de la structure. Il est important de noter que les problèmes
de localisation n’ont pas étés abordés.

L’exemple traité correspond à un tube [+45] en traction. Ce tube est com-
posé d’un pli de G939/M18. La figure 6.6 donne l’évolution de la contrainte
axiale en fonction de la déformation axiale du tube.
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Figure 6.6 – Évolution post-pic du comportement du tube en traction

6.3 Conclusion

Le présent chapitre est une ouverture vers le non linéaire et n’a pas la pré-
tention de traiter le sujet. Différents points sont discutés à partir d’exemples
très simples, notamment l’intégration numérique du comportement et la ré-
solution du problème non linéaire global par un algorithme de type Newton.
Pour le moment, les tests sont effectués sur le matériau G939/M18 identifié
par (Bordreuil et al., 2003), l’identification du modèle n’ayant pas encore été
menée sur le G969/RTM6. Les problèmes de localisation ne sont pas abordés
ici, en particulier l’influence de la représentation circonférentielle en série de
Fourier.
Le code prototype développé sous Matlab ne permet pas de traiter des cas
représentatifs. En effet, si le calcul matriciel est optimisé (ce qui permet de
traiter des cas industriels en élasticité), la manipulation des données ne l’est
pas. Le temps de calcul en non linéaire n’est alors pas représentatif du potentiel
de la méthode de calcul. Pour cette raison, seuls des cas rudimentaires ont été
traités.
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163



6. Analyse des effets de bord : vers le non linéaire
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Conclusion et perspectives

Dans ce travail, une stratégie de calcul dédiée à l’analyse de tubes compo-
sites dégradés a été étudiée. Quatre difficultés ont été recensées, deux d’entre
elles ont plus particulièrement été abordées.

La première difficulté concerne la réduction de la zone d’étude fine à la
zone d’intérêt, ici les extrémités du tube. La théorie exacte des poutres est
alors utilisée pour calculer la solution élastique au coeur du tube (solution dite
de Saint-Venant). Celle-ci permet ensuite de générer les conditions limites à
imposer sur la zone d’étude fine sans venir perturber la solution intérieure au
niveau du raccord. Cette problématique existe pour bien d’autres structures
composites et en particulier pour les structures sandwich où la démarche suivie
au chapitre 2 pourrait également être appliquée. Dans le cas d’un endomma-
gement pénétrant au coeur du tube, le problème reste ouvert.

La deuxième difficulté rencontrée est celle de la simulation efficace de la
zone de bord en élasticité. En effet, ce type de résolution étant utilisée de
manière intensive dans le cadre non linéaire, elle se doit d’être très efficace.
Pour cela une description circonférentielle des champs en séries de Fourier est
utilisée. Celle-ci permet d’étendre le calcul de Fourier classique au cas axisy-
métrique anisotrope par l’introduction de modes étendus.
En présence de dégradations, le découplage entre modes étendus devenant im-
possible, l’utilisation d’un préconditionneur axisymétrique dans un algorithme
de gradient conjugué est alors abordée. En particulier, les questions liées à la
qualité de la solution par rapport à la troncature de la série de Fourier ainsi que
la mise en oeuvre pratique du gradient conjugué dans ce cadre sont traitées.
L’intégration de cette stratégie dans un code prototype développé sous Matlab
nous a permis de traiter, en élasticité, des cas industriels de plusieurs millions
de degrés de liberté. Ce code parallélisé est actuellement en cours de transfert
sur le cluster d’ALCATEL ALENIA SPACE. Il est à noter que si les problèmes
bande à traiter deviennent de taille importante, le calcul de Fourier n’est pas
incompatible avec une technique de sous-structuration classique.
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Conclusion et perspectives

La troisième difficulté qui n’a été qu’effleurée dans ce travail, faute d’im-
plantation numérique adéquate, concerne la simulation non linéaire. À l’avenir,
il sera nécessaire d’identifier et de valider les modélisations utilisées pour les
plis et les interfaces. Une campagne d’identification est prévue prochainement
pour les plis tissés G969/RTM6 utilisés par notre partenaire industriel. D’autre
part, la modélisation utilisée pour le moment ne gère pas les problèmes de dé-
pendance au maillage dus à l’adoucissement introduit par l’endommagement.
La modélisation doit donc être améliorée et une technique de pilotage permet-
tant de suivre le comportement du tube lorsque l’endommagement se développe
à la fois dans les plis et les interfaces reste à mettre en place. Ces différentes
améliorations ne seront possibles qu’avec une réécriture complète du code de
calcul. Celui-ci doit passer d’une phase d’étude de faisabilité à une phase d’uti-
lisation intensive.

La dernière difficulté envisagée concerne la prise en compte de défauts. En
effet, la description et l’identification des défauts en tête de tube peut être déli-
cate. On rappelle, qu’en terme de tolérance aux dommages, le dimensionnement
est effectué pour le défaut maximum non visible. Celui-ci (ceux-ci) reste(nt) à
identifier. Apparâıt alors la notion de famille de défaut définie par des critères
comme la sévérité, la géométrie, le type de dégradation. Il serait intéressant de
capitaliser l’information apparaissant lors de la simulation de la réponse d’un
tube avec un type de défaut grâce à une stratégie multi-résolutions de type
LATIN (dans le cas linéaire (Boucard et Ladevèze, 1998) et dans le cas non
linéaire (Allix et Vidal, 2002)) ou SRKS par exemple. La « pertinence » de
cette information permettrait alors peut être de diminuer le temps de calcul
pour des défauts de même famille, ou non.
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Annexe A : Définition des

matrices R et P

P0 = Id3 (6.85)

∀n > 0 : Pn =





cos nθ 0 0
0 cos nθ 0
0 0 sin nθ



 (6.86)

∀n > 0 : P−n =





sin nθ 0 0
0 sin nθ 0
0 0 cos nθ



 (6.87)

R0 = Id6 (6.88)

∀n > 0 : R−n =











sin nθ 0 0 0 0 0
0 sin nθ 0 0 0 0
0 0 sin nθ 0 0 0
0 0 0 sin nθ 0 0
0 0 0 0 cos nθ 0
0 0 0 0 0 cos nθ











(6.89)

∀n > 0 : Rn =











cos nθ 0 0 0 0 0
0 cos nθ 0 0 0 0
0 0 cos nθ 0 0 0
0 0 0 cos nθ 0 0
0 0 0 0 sin nθ 0
0 0 0 0 0 sinnθ











(6.90)
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Annexe B : Calcul des matrices

de Hooke transformées

Dans cette annexe, sont détaillés les calculs des opérateurs suivant :

Kn =

[ ∫ 2π

0
RT

nKRndθ
∫ 2π

0
RT

nKR−ndθ
∫ 2π

0
RT

−nKRndθ
∫ 2π

0
RT

−nKR−ndθ

]

(6.91)

kn =

[ ∫ 2π

0
P T

n kPndθ
∫ 2π

0
P T

n kP−ndθ
∫ 2π

0
P T
−nkPndθ

∫ 2π

0
P T
−nkP−ndθ

]

(6.92)

De manière générale on a :

Kn =

[
Λ(+n, +n) : K Λ(+n,−n) : K
Λ(−n, +n) : K Λ(−n,−n) : K

]

(6.93)

kn =

[
λ(+n, +n) : k λ(+n,−n) : k
λ(−n, +n) : k λ(−n,−n) : k

]

(6.94)

(6.95)

avec :

Λ(a, b) =







si (a = b) : π











1 1 1 1 0 0
1 1 1 1 0 0
1 1 1 1 0 0
1 1 1 1 0 0
0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1











si (a = −b) : π











0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1
1 1 1 1 0 0
1 1 1 1 0 0











(6.96)
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et

λ(a, b) =







si (a = b) : π





1 1 0
1 1 0
0 0 1





si (a = −b) : π





0 0 1
0 0 1
1 1 0





(6.97)
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6*(nc−1)+ [1..6] [7..12]
[1..6]

2*6*(nc−1)+ [1..6] 

3*6*(nc−1)+ [1..6] 

6*((2*nr+1)*nc−1)+[1..6]

Figure 6.7 – Numérotation des degrés de liberté par circonférence

6*(2*nr+1)*(nc−1)+[1..6]
[1..6]

[7..12]

[13..18]

(6*2*nr)+[1..6]

6*(2*nr+1)*(nc−1)+[7..12]

6*(2*nr+1)*(nc−1)+[13..18]

6*((2*nr+1)*nc−1)+[1..6]

Figure 6.8 – Numérotation des degrés de liberté par rayon
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Bibliographie

Z. M. Huang : The mechanical properties of composites reinforced with
woven and braided fabrics. Composites Science and Technology, 60:479–498,
2000.

G. R. Irwin : Analysis of stresses and strains near the end of a crack traversing
a plate. Journal of Applied Mechanics, p. 361, septembre 1957.

M. Ito et T. W. Chou : Elastic moduli and stress field of plain-weave
composites under tensile loading. Composites Science and Technology, 57:
787–800, 1997.

W. T. Koiter et J. G. Simmonds : Foundations of shell theory. In S. Ver-
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P. Ladevèze, G. Lubineau et D. Marsal : Toward a complete bridge
between micro and mesomechanics of delamination. In Workshop ”Advances
in the Statics and Dynamics of Delamination”, 2003.
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P. Ladevèze et J. G. Simmonds : De nouveaux concepts en théorie des
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P. Sanchez, P. Ladevèze et J. G. Simmonds : Illustration de la théorie
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183



Bibliographie

M. Xia, K. Kemmochi et H. Takayanagi : Analysis of filament-wound
fiber-reinforced sandwich pipe under combined internal pressure and thermo-
mechanical loading. Composite Structures, 51:273–283, 2001a.

M. Xia, H. Takayanagi et K. Kemmochi : Analysis of multi-layered
filament-wound composite pipes under internal pressure. Composite Struc-
tures, 53:483–491, 2001b.

M. Xia, H. Takayanagi et K. Kemmochi : Analysis of transverse loading
for laminated cylindrical pipes. Composite Structures, 53:279–285, 2001c.

M. Xia, H. Takayanagi et K. Kemmochi : Bending behaviour of filament-
wound fiber-reinforced sandwich pipes. Composite Structures, 56:201–210,
2002.

O. C. Zienkiewicz et R. L. Taylor : The finite element method, vol. 2.
BH, fifth édn, 2000.
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